
УДК 517.5^-518

Теория кубатурных формул н вычислительаая мд«

тематика.— Новосибирск: Наука, 1980.

Материалы сборника посвящены теории кубатурных
формул, теории приближения и аппроксимации, разностным

методам решения краевых задач математической физики,
оптимальному восстановлению линейных функционалов
и др. В книге представлены работы академиков С. Л. Со-

Соболева, Н. Н. Яненко, членов-корреспондентов АН СССР
С. К. Годунова, Н. П. Корнейчука п других ученых, кото-

которые анализируют современное состояние теории вычислений.

Для научных сотрудников — специалистов в области
вычислительной математики л математического анализа.

РЕДАКЦИОННАЯ КОЛЛЕГИЯ:

Н. И. Блинов, В. А. Василенко, С. К. Годунов, Ю. А. Кузне-
Кузнецов, В. Р. Портнов, Р. С. Сакс, С. Л. Соболев, С. В. Успен-

Успенский, В. М. Чересив, Г. А. Шмырев

Теория кубатурных формул
и вычислительная математика

Ответственный редактор Сергей Львович Собо.щ

Утверждено к издаяяю Институтом математики СО АН СССР

Редакторы издательства Л. Я. Голышева, С. А. Садко, Я. В. Сеобода, Л. Я- Спиридонова.
Художественный редактор Т. Ф. Наминипа. Художник Е. Ф, Зайцев. Технический

редактор Я. М. Бурлаченпо. Корректоры С. В. Блинова, Р. К. Червова.

НВ Л5 10723

Сдано в набор 11.07.79. Подписано в печать 27.10.80. МН-05074. Формат 60 X 90Vi«.
Бумага типографская Л» 3..Обыкновенная гарнитура. Высокая печать. Усд.-печ. л.Щ

Уч.-иад. л. 17. Тираж 1750 вкз. Заказ Mi 593.
'

Цена 2 р. 80 и.

Издательство «Наука», Сибирское отделение. 630099, Новосибирск,.99,^ Советская, 18.
4-л типография издательства «Наука». 630077, Новосибирск, 77, Станиславского, 25

_ 20204 —865 ^
055@2) — 80

26 ¦ SO-1702070000. ©Издательство«Наука», 196t>,



Часть 1

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

ОСРЕДНЕНИЕ ПРОЦЕССА
РАСПРОСТРАНЕНИЯ КОРОТКИХ ВОЛН

В ПЕРИОДИЧЕСКИХ СРЕДАХ

Н. С. БАХВАЛОВ

(Москва)

В работах [1, 2] рассмотрено распространение волн в дискрет-
дискретных периодических средах и построены акустическая и оптическая

ветви дисперсионной кривой. В [3, 4] для непрерывных периоди-

периодических сред предложен аппарат для получения осредненного диф-
дифференциального уравнения бесконечного порядка точности в слу-

случае процессов с характерным размером существенного изменения

решения, много большим периода структуры, что соответствует

акустической ветви. В настоящей работе предлагается формализм

осреднения для случая оптической ветви, когда характерный раз-

размер изменения решения много меньше периода структуры. Для
одномерных волн в слоистых средах упомянутые выше вопросы

обсуждались в [5, 6].
Рассмотрим скалярное уравнение

p(Z)DDu — Ъг(аг?2)О}ц) =0 A)
и систему уравнений

Lu .- B0(Z)Du -r JJj(Bj(Z)u) -f- B(Z)u = 0, B)

= (zi, .... хв); суммирование проводится по повторяющимся
индексам в пределах i ^ j., j ^ s; и — вектор-стачбец размерно-
размерности р; р, atj\ Bt, В— периодические по каждой из ?h с периодом 1.
В реальных задачах коэффициенты уравнений A), B) разрывные
(кусочно-постоянные), поэтому далее решения уравнений пони-

понимаются в смысле С. Л. Соболева и определяются с помощью соот-

соответствующих интегральных тождеств

с
~ atJDjuDt<p0) dtdX = 0;



f J ((В,в, Dq) + (Bju, Dj4l) -(Bu, <p)) dtdX= 0

Уф°, фЕ?1(Дя+1).

Напомним, что решение, определяемое с помощью интеграль-

интегрального тождества, автоматически удовлетворяет условиям равенст-

равенства напряжений (потоков) на поверхностях разрыва коэффициентов.
В случае A) условия на поверхность разрыва, вытекающие из

интегральных тождеств, имеют вид

[и]
— 0, [aijDj u]cos(«, et) = 0;

в случае B)

[Bju] cos (n, ej) =0.

Здесь [g] — величина разрыва. Далее при /(?, X, Z), периоди-
периодической по всем ?ft, [/] — среднее по периоду. Уравнение A) фор-
формально сводится к системе вида B) относительно вектора и =

= (Du, D±u, .... Dsu). Однако A) и B) рассматриваются незави-

независимо; в первом случае получен более наглядный формализм ос-

осреднения, приводящий к осредненному уравнению бесконечного

порядка точности; в случае B) получено лишь асимптотическое

разложение решения. Сильноосциллирующее решение A) отыски-

отыскиваем по стандартной схеме волновой физики в виде

и
— S ехр О'ф/т]),

подставляем в уравнение и разделяем вещественную и мнимую
части. Выпишем окончательный вид уравнений,' перейдя сразу к

новой неизвестной В = p«S2 и положив ц2 — e2jx, btj == а^/р.
Имеем

L, (ф,. В) -

L2(<p, В) - D(BD<t) - Dt(bl}BD<t) = 0. D)

Решение ищем в виде асимптотического ряда

ФЧ( SI eVrt,Vnm; г~22 enfim9nm,
n^=lm-o n=om=o

где Afnni, Qnm — функции от "быстрых переменных ?ft, периоди-
периодические по ним, и dx гладких функций \|з({, X), q(t, X) и их произ-

производных; при этом <?(?, X)
—

[Qoo], Так же как в [4], подставим

эти ряды в левые части C), D), разложим в ряды по степеням

е и jj.ii путем выбора функций N и Q будем добиваться, чтобы.по-



лучившиеся выражения не зависели от быстрых переменных
t,h. Имеем

?»(<Р,Я)>~ 2 eft"

Яоо = (?ЧJ - а^ад +-diNw
Goo = -dt{btJ(Drt + dj

Положим

Ф(Л, .
.... А„ Z, jV) = b,/Z) (At

и рассмотрим уравнение grad^ Ф = 0 относительно неизвестной

периодической функции N, иначе говоря, потребуем, чтобы вы-

выражение Ф не зависело от переменных t,k. Предположим, что для

некоторого множества значений (А1, . .
., А$) это уравнение имеет

решение N, обозначим его N0(Ax, . .
., Аа, Z). Пусть

Ф0(Аи •

, -,-А,) = Ф(АЪ . ..
., AS,Z, N0(A& . .

., As, Z)).

При
N1Q=N0(D^,. . .,Drf,-Z)

имеем

я00 = фуJ - ФрфхФ,..., ад =v E)

Заметим, что при умножении всех At и N на с величина Ф умно-
умножается на с2, поэтому Фо — однородная функция второй степени

от своих аргументов.

Положим

bu(Z)(Aj + djNMv ...,Ae,Z))*= bt(Alt ...,A.,Z)
и рассмотрим уравнения

MQ - dt(bt(Au . .
., A,, Z)Q) - co(Z); F)

M*Q = b.tDu ¦ •
.. 4,, Z)dtQ = a(Z) G)

в классе периодических функций ^. Будем предполагать выпол-

выполненными условия:

1) уравнениеMQ = 0 имеет, ненулевое решение <?0(^ц •
^ •

. . .
, As, Z), причем [<?01 =^0;
2) уравнениеF) имеет решение при [со] = 0,.. а G) — при

[со(?0] = 0. Далее нормируем (?0 так, что [^01 = 1,
Если наложенные условия существования N и разрешимости

уравнений F), G) выполнены лишь при (-4J, . .
., Аа), принадле-

принадлежащей некоторому множеству Q, то последующие построения
имеют смысл лишь там, где



При сделанном выборе Л'1О справедливо

Hhl
¦

= bi{D$, . .
., Drf, Z)dtNk+1A + Thl,

где Thl определяется заданием Л[;7- с i ^.к. /^1и Qti с

Предположим, эти функции известны. Пусть !

Для уравнения

выполнено условие разрешимости; если Nk+-,tl — его решение,,
то Hhl не зависит от быстрых переменных %j. ¦

Положим i

<?оо = <?о(#ъ^ • • .

ия Gkl им

-Ь

;гогда Gq9' — 0. Остальные выражения Gkl имеют вид

где Wf,i определяется заданием¦¦ Щ} с i ^ к + 1; 7^^ и

i's^k — 1, j ^.1, причем при 0 <I :

для уравнения

(hi =iH!

выполнено условие разрешимости, отсюда можно определить

Примем следующий порядок отыскания величин hM,
'

Nm, ghi
и Qki (возможны и другие упорядочивания). Пусть уже определе-
определены все Qhi с к -г I < р\ и Ыкг с к'-}- I ^. р; тогда все величины

Thi с А •+ -Z = р 4: -1 известны, и из уравнений (8) находим Nhi\
с &'+ I =IP +H- Теперь уже известны все Wjti с & + I — р,
и из уравнений A0) находил! Qhi с к т\- I = р- Мы перешли

]К А; 4- I, на 1 большемуjo. i '. !i

Вследствие условия (9) все gOI = 0 при I >*'0. Определимого.
Имеем

"

I ¦
'

i •

. .
., bJt, Z) (?o^^, •,• •, -0^, Z)g) + ^|(Ь»ФЛ, •;;/•'

. .
., О^Щы + bij{Z)Q0(Di^ ¦ ¦ ... ЯЖ Z)(^10 +ЙЛ

Следовательно, ;;
' '

;; -I !¦ ;

?10 = D{q

p,Dlt . .
., A,) =



Мы получили осреднения бесконечного порядка точности по е:

L

м-

А, 1=0

где главные члены /^0 я! grl0 'определяются соотношениями E),
A1). 0стальные^&А1 и gkl вычисляются с помощью описанного ре-
рекуррентного процесса, и каждый из них оказывается! дифферен-
дифференциальным оператором конечного порядка от функций \|з и д. Заме-

Заметим,; что Nki и Qhh а следовательно, и последующие Щ,\ и? g^i
всякий раз определяются неоднозначно вследствие нерднозн&чной

разрешимости, уравнений *(8), A0). "Решение'^системы A2) можно

отыскивать в „виде! регулярного разложения,

1 При рассмотрении описанного! формализма (Осреднения возни-
возникает естественный вопрос о непустоте и структуре множества Q.

Не исключена, например, такая возможность, что дополнение к

нему всюду плотно. ! " '*¦
'

'

Рассмотрим простейший пример уравнения A),: соответствую-
соответствующий слоистой среде: I ! ii

2и = DMQDtu), р, а>0, Ц= 31, ¦¦'
Для простоты заранее предполагаем, что все iVnm, Qnm не за-

зависят от быстрых переменных ^, ?3- Уравнение относительно \JV0
имеет' вид

'

¦ .,¦ '

Отсюда

Пусть

При! условии, ! !
;

уравнение A4) разрешимо относительно No и Ф, при'(этом опреде-
определяется как корень уравнения '. : ! "'\

МФ)==\М-\]/;т^т-(а^а1)\ = о. A5)

7



Существование такого корня следует из перемены знака к(Ф)
при изменении Ф в пределах с\ {Al -+- А\), с\ (А\ + А\ + ^з)-
После определения Ф функция Лг0 находится непосредственно из

A3). Если в A4) имеет место строгое неравенство, то процесс пост-

построения Nnm, Qnm бесконечно продолжаем; в случае, когда пере-

пересечение множества с2 (?t) = с\ с областью периодичности — сег-

сегмент (в частности, точка), условие A4) является необходимым для

существования Ф и No.
Рассмотрим подробнее случай плоских воли, распространяю-

распространяющихся вдоль оси xt,. когда решение зависит только от Z,x и А% =
= Аа ~0. Тогда A5) имеет вид

где

г'1 -

Следовательно,

'bi = c-(At -г diN0) =

Qo — решение уравнения dx(b]Q) = 0, поэтому

Таким образом, уравнения A2) принимают вид

U Ц\ <?)- (^)а - 4 (D^y -г е (...)+ ...=0;

Ъ% (хр, ду'= (D (qDi) - clD^qDtf) -f в (...)+...= 0.

Рассмотрим волновое уравнение

ЪЧ - c\D\v -0. A7)
Если отыскивать сильноосциллирующее решение в виде v =

= q exp {Щ1ц), то относительно if и q получатся уравнения A2) с

главными членами такими же, как в A6). Следовательно, уравне-
уравнение A7) соответствует процессу распространения коротких волн.

Заметим, что в случае длинных волн осредненное уравнение имеет

вид [3]

[p]{D*v - c*D\v) = 0; с" = ([р]^ ])" .
Согласно неравенству Коши — Буняковского,

Таким образом, всегда с0 ^ с, причем равенство удовлетворяет-

удовлетворяется лишь при pa
= const.

В случае системы B), асимптотическое решение отыскиваем в

виде [7]
/ со

» ~ ехр Aу1г[) 1 2 («И)^0*
\ft=o



Послр приведения подобных членов получаем

Lu~[i.r\ Au0 -f 2j (щ) {Luh — Auh+1) ехр Aф/г|),

где А = BuD(p -f- BjDjq>.
Потребуем обращения в нуль коэффициентов при степенях г\:

Ащ =0; . . ' A8)

Ьщ - Anh+1 = 0, к = 0, 1, . . . A9)

Для существования ненулевого в0 необходимо и достаточно

\А[ = 0. Пусть K(AV . .
., Аа, Z) — один из корней' уравнения

\В0% + В}{Ъ)А^\ =0.

Если ф — решение уравнения .

'М^ф, . . .,DS$\Z)= 0, B0)

то |Л| =0.
Подставим в B0) асимптотический ряд ф ~ ф0 + 8фх + . .

.,

где ф0 зависит только от медленных переменных, а остальные ф/—
как от медленных, так и Ьт быстрых переменных (периодически).
Имеем

Щ) ~ l0 + eZx + . . ,;

10 = Дф0 — МЯ-1фо -г di9i, ¦ •.., Dsy0 + ds(pu Z).

Условие, что выражение М^ + d^V, . .
., Ля -f- ^S^V, Z) не

зависит от быстрых переменных '

ЦА, т- JxvV, ...,4 т dsN, Z) = ^(Л!, .''.., As),

образует уравнение относительно -¦.

N{Al,...,Aa,Z)nk0(A1, As). '¦;
Предположим, что все эти функции найдены. Если ф0

— реше-
решение уравнения Dq>0 — Я.0(/31ф0, . .

., Ds(f0) = 0, фх = JV(Z)^0, . . .

. .
., Ds(p0Z) + \[i1(i, X), ^ не зависит от быстрых переменных,

то 10 = 0. Имееад ¦ •¦

lh = Дфй

Величина IIh определяется заданием фг, i < fe, и производных

Рассмотрим уравнение 1
'

.

B1)

Условие его разрешимости приводит к уравнению, связываю-

связывающему производные фй по медленным переменным, а из самого B1)



определяем q>h+1 с точностью до функции, не зависящей от быст-

быстрых переменных. Предположим, что ранг матрицы А равен р — 1,
а г и ft —правый и левый нормированные нуль-векторы матрицы
А, т. в. Ar=0, hA =е,-\\г\[, \МФ0. ¦ ,i

Элементы векторов /ли h выражаются явно через миноры мат-

матрицы А и ее определитель. Подставляя разложение ер в ряд, по- '¦•

лучаем разложение И=!г0 + ег^ + • • -ii ft = ft0 + %hx -г ...

Вследствие A8) имеем uQ
= v-r, где v''—скалярная! функция.

Умиожая скалярнр A9) на А, получаем уравнение относительно v ^

Pv >¦(*, L{vr)) =0.
' !! ' B2)!j

!
¦

Из. этого уравнения вытекает, что асимптотическое разложе-5:
mie v следует искать в виде v ~ v0 +e"i -{-..., где все ck зави-

зависят как от медленных, так и от быстрых переменных. После под-; J

становки разложений г, ft и и в B2) получаем

I i." Pv^"e-?-(po + spi -г . . .) ~ 0.

Рассмотрим уравнение '~ |

Сделаем естественные предположения: 1) решение этого урав-. ;
нения существует и определяется с точностью до множителя,

< не,,

зависящего от быстрых переменных; 2) уравнение Pov\ = g разре- п

шимо при условиИ| [gq0] '—-О, тщ q0.,— ненулевое [решение урав- <]

нения Plq — 0. i.' Yr r' !'•'
'

• '..''¦
Последующие ^каждый раз определяются с точностью до"

[Множителя, не1 зависящего от быстрых переменных, из уравнения

ph — Povh +1. . • =г 0,! а уравнение для этого множителя, соот-

соответствующего tfft-x, получается из условия; разрешимости уравне-
уравнения pk = б относительно vk. После определения |иО|,из |A9) при
к = 0 находим иг, причем с точностью до некоторого слагаемого,

пропорционального вектору г, так же как *в случае постоянных ¦,

коэффициентов [7]. Поскольку уравнение Auh+i =Luk содержит
в правой части дифференцирование по быстрым переменным,, вся-

всякий раз при переходе к Bft+X i получаем дополнительный мног;
житель е-1. •¦'

' ¦'
.,\

'

\
.

'

'; '-. \ "¦¦.,' i j
•¦ i j

Таким образом, uk оказывается | порядка г~к,< ж' построенное ¦

нами асимптотическое разложение решения в действительности
применимо при условии т]/е, е <С 1, а не при условии т], e;<g. 1, :

как на первый взгляд могло бы показаться. В случае, когда' ранг

матрицы А меньше р
— 1, процесс видоизменяется тдк же, 'как

в [7]. ! г
¦

. ¦ ';
:•¦ ,i-i ,. ,;¦'

Кроме вопросов об условиях разрешимости вспомогательных

уравнений, возникающих при обсуждении формализма осреднения
уравнения (l)j, в случае системы B) появляется следующий допол-;
нительный момент: может случиться, что ранг матрицы окажется*

непостоянным в области'периодичности; тогда описанный выше

формализм неприменим. Для удобства один из параметров (разло-'

10 .. !', !



жения е выбран размерным. В действительности, для применимо-
применимости построенных разложений существенна малость отношения е

к среднему характерному изменению .амплитуды решения Uj; j в

случае A) и к0 в случае-B). :; i ^
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ОБОБЩЕНИЕ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

ДЛЯ РЕШЕНИЯ - ! !
КВАЗИГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ! УРАВНЕНИЕ;,

Й. БРИЛЛА I

Братислава¦ (Чехословакия) ,

'

.
! М*

'

!;( '"]

§ 1. Введение!' i

Метод конечных элементов [1 ] был задуман для решения крае-
краевых задач эллиптических дифференциальных, уравнений в част-

вых производных. Естественным обобщением,, является использо-

использование метода конечных элементов для решения проблем!, зависящих
|от времени,1 например для I решения параболических иУгипер-
"болических дифференциальных уравнений в частных! нроизвод-
ных. Тогда часто используют дискретизацию конечных элементов

для пространственных переменных,,, а!, т^кже дифференциальную
дискретизацию для;; переменной ло времени [2]. I >

Мы разработали другое обобщение меггода конечных элементов

|с преимуществом для: решения линейно-зависимых от!. времени
проблем, используя! преобразование Лапласа для деременной по

времени, а метод конечных элементов г-для ;решения проблемы
после преобразования Лапласа [3—7,]., Остановимся на вариа-

' :

, : I'1 ¦ I¦ |
'

: '

• : i '11



циошюй формулировке и сходимости метода для квазигиперболи-
ческих уравнений колебания вязкоупругих пластин.

§ 2. Вариационная формулировка

Рассмотрим начально-краевую задачу

+ Р~ = Ъ ¦- B.1.)

где Kijki(-), K}jhi{-)—положительно определенные операторы в

обдасти Q. Воспользуемся принятыми обозначениями суммиро-
суммирования для повторных индексов. Латинские индексы принимают
значения 1, 2. Индексы, следующие после запятой, обозначают

дифференцирование по соответствующим декартовым коорди-
координатам.

Будем рассматривать следующие граничные и начальные ус-
условия: ;,

w (х, 0) = wB(x), д-? j = Wl (x). B.3)

Предполагаем, что Q — ограниченная область в Е2 с границей
dQ, удовлетворяющей условию Липшица. Операторы К^м(')^
K\iki (•) — симметричны.

Имеет место

Kjjhi — Кьиз — Kjiki = Kijik- B.4)

При этих предположениях уравнение B.1) является уравнением
колебания вязкоупругой пластины из материала Фоигта.'

Предполагаем, что правая часть уравнения BЛ), а также ре-
решение таковы, что для данной проблемы можно использовать

преобразование Лапласа.
Пользуясь преобразованием Лапласа, получим

(К°т + К}тр) w'mi + pp2w = g-f K%mw'om -т-

f 'B-5)

где тильда обозначает преобразование Лапласа.
Для теоретического анализа проблемы очень кстати разделить

уравнение B.5) па р2. Тогда
'

Hw (p) WijftJ + Р» = 7(J>)% . ,

¦

•

B.6)
где : ¦

¦

|

Hmi (р) =-' 4-№м + К}тр), 7(Р) - Л /* (Р)- B-7)

12



Уравнение B.6) является преобразованием Лапласа интегро-

дифференциального уравнения ' 1
tX :

J J (Kbki + К\т Aj w'm (Tl) dxxdx + 9w (t) = f{t), B.8)

где f(t) — обратное преобразование функции J(p). Это уравнение
эквивалентно исходному уравнению B.1).

Ради вариационной формулировки проблемы и анализа сходи-

сходимости предлагаемого обобщения метода конечных элементов вве-

введем комплексные пространства Соболева функций, параметри-
параметрически зависящих от параметра преобразования р и аналитичных

в правой полуплоскости рр" = {р \ Re р ^ р ^ 0}.
Определим в #2(Q,pJ) скалярное произведение

(и, v)H> = f 2 DauDaHdQ .•
'

, B.9)
й la|<2 :

и норму

(f 2 |D^i2dQV/2. ' B.10)
lal<2 J.

о :

Потом определим билинейную форму для и, v e Я2

5 [«* ^] = ) (Яш (р) u'ijhiv + puv) dQ--=\ [Hijhl(p) и'^иы +
h q

+ puv) dQ = (Hu,"v) -f p(u, v). B.11)
Так как К*щ (•) и К\-]М (¦) — положительно определенные

операторы, то для положительного р

B.12)

где х0, хх
— константы положительной определенности операто-

операторов Kt}hi(-) и Khhi(')- Значит, В[ю, гЬ] для положительного

р
— положительно определенная билинейная форма. Для вещест-

вещественного р преобразованные величины принимают вещественные

значения. Отсюда для положительного р можно построить функ-
функционал обобщенной (в смысле преобразования Лапласа) потен-

потенциальной энергии колебания вязкоупругой пластины

2V(w)'pfB[w,w)-l2(f1,w). B.13)
Сформулируем следующую вариационную ;теорему.

Теорема 1. Для положительных значений р и f(p)&
&L2(Q,pj) существует слабое решение B.6),:минимизирующее
функционал обобщенной потенциальной энергии B.13), и



наоборот, элементом минимизирующим B.13), является реше-
решение B.6). 'I i ¦

Далее можно доказать, что для р ф оо В[и, ~v] выполняет, в

р условия теоремы|Лакса — Милграма:

B.14)

,B.15)
¦

:
! •

В самом деле; поскольку коэффициенты В [и, v] для р

ограничены, из неравенства Коши-Буняковского вытекает нера-

неравенство B.14). Величину р можно выбрать так, что для Rep^>
оценка постоянной коэрцитивности в полярных переменных при-,
нимает вид
! 1

где ^0: Уг
— постоянные коэрцитивности от операторов Ко ч-'Кх

соответственно. Значит, B.15) удовлетворяет условию B.16) для

рерр' и р Ф оо. Тогда имеет место ¦ ; ": :'

Теорема 2. Для всякого / (р) е НГ2^, рр) существует

однозначное решение! уравнения B.6) юеЯ2(й, р^) кроме

р — оо.

j¦

j

§ 3. Обобщение метода конечных элементов ¦!! ,

Вариационная формулировка теоремы 1 — подходящее ис-

исходное положение обобщения метода конечных элементов для ре-
решения квазигиперболических дифференциальных уравнений в

частных производных. Решение будем искать i в форме ¦.

«^(ж, р) = аа^)фаИ. « = 1. 2) . .
., га,

"

C.1)

где <ра(х) — базисные функции, зависящие только от пространст-
пространственных переменных, и в разности от решения эллиптических

уравнений коэффициенты аа(р) квляются функциями он парамет-
параметра преобразования р. Для нумерического решения напишем функ-
функционал обобщенной потенциальной энергии в (форме !

2V(p) = ((Кур + K0)w, w) 4j pp*(w,l») - 2(/*, w). C.2),

Если подставить C.1) в C.2) и использовать обычный вариа-
вариационный процесс, получим ¦j i! i '¦ ! i !

dV ' '-' '
'" !

'

'' !
'

' ~' ! ''¦
-^

= И U>)l((KiP + К,) <р*,|фр) -грр2 (<р«, фрI - (/, фа)!== О," '

что монсно записат,ь в виде
'

ч '.j. ,
"¦*'•¦ .. .

^fc!U7K(«, § = 1, 2 -.:..,«), C.4)

14 * '¦ . •
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откуда

Так как Sa$ — р-махрица, то \Д.а$\ — определитель матри-

матрицы — есть полином степени 2и, и сопряженная матрица Fa$(p)
имеет порядок 2(« -- 1), а правая часть C.5) является рациональ-

рациональной функцией от р. Обратное преобразование можно потом полу-

получить методом разложения по частным дробям. • ,

¦

Если обозначить через p-t (i =» 1, 2,'ij .
., s) разные корни ха-

характеристического уравнения \Sa$(p) | = 0 кратности аг,:и из фи-
физического смысла предположить, Что Sa$(p) имеет простую струк-

структуру, то получим '

где

Тогда ", ,

«¦.'«¦! •¦

¦

_

2' j (/,Фр) ^"Р^Т)йт. 'C.8)

§>,4., Оценка, ошибки

Рассмотрим глобальные базисные функции tpa(^), которые в со-

соответствующих элементах представляют собой полиномы прост-'
ранственных переменных. Тогда интерполянт U(x,\ р) явдяется
линейной комбинацией ' ,.

Щх, р) ^ аа(р)<ра{х), (а - 1, 2, . . 1,в), 1:
, D.1)

, . _ ¦ ¦ ¦"¦-¦+f -I
¦

где аа[р)
— функции от р, аналитические для р е pj. ¦-\

Так как функции {фа}" линейно независимы, то создается

базис ^-мерного подпространства . ,iSA(Q, pp) ; прортранства
Яот (Q, р%) функций, параметрически зависящих от р^аналити-
р^аналитических относительно ре^р. Сейчас можно ввести S\'m— клас-

классы [8, 9] подпространств 'конечных элементов,'в' которых базис-
базисные функции кусочно-полиномиальны степени к ~> 0 и образуют
замкнутые подпространства Д ^,pt)-!

' '
[

^ L .

'

Чтобы определись:чопшбку метода конечных элементов, полу-
получим вначале оценку ошибки метода Ритца-Галеркина при решения,

i нашей проблемы, которая дается следующей терремой, j



Теорема 3. Пусть и — решение В [и, v] = (/, v) для вся-1

кого v e ff2(Q, pp), что отвечает B.9), и uh e ShaH2 удовлетво-

удовлетворяет уравнению Ритца — Галеркина B[uh, vh] = (/, i^1) для вся-

всякого i/1 e Sh. Тогда имеет место следующая оценка ошибки:

|7(!нг = |!"- я°<С|и1н*. D.2)
Доказательство. Так как В [и, v\ = (/, г;) для вся,-

кого v е Н2(й, р'р), получим вычитанием ВЫ — uh, i/1] =0.
Отсюда

= | В [и - uh, и -?] |< М\и - ин1н4и - Р Зд,. D.3)

Если разделить это неравенство на jj u — и j|hj и положить

= 0, получим

|л|<Л/|и1н.. . D.4)
Одновременно для аппроксимации решения и в 5Л имеет место

Тогда для достаточно малого h

— uh ||н« < ^ ,| и ||н.. D.5)

щн,г D.6)
откуда вытекает D.2), если положить

ЛГ -I-Ко ,> _>

ТП5 DЛ)

Для положительного вещественного р можно доказать более стро-
строгое неравенство.

Кроме того, необходимо обобщить интерполяционную теорему
для конечных элементов. Справедлива
Теорема 4. Пусть u e Hk+1 (Q, р?) и пусть оператор про-

проектирования ПЛ: #;fe+1 (Q, p'p)-+Sh(Q, pp с: Hm(Q, pp) мож-

можно построить так, что ПЛи = и для всякого ue^p(Q, pj), где

^р— пространство полиномов степени р ^ К с коэффициентами,
являющимися функциями от р. Тогда для регулярного измельче-

измельчения сетки конечных элементов и Q, удовлетворяющего свойству
конуса, имеет место

|| и -ПhZ'lRm <^+1-т|и|М+1, ' D-8)

где h — параметр сетки и К — положительная константа, не за-

зависящая от и, h ж р.

Доказательство. Неравенство D.8) выполняется для

всякого фиксированного р е рр~> потому что для фиксированного



р неравенство D.8) переходит для вещественной и мнимой частей

в неравенства в вещественных пространствах Соболева [8]. Ввиду

непрерывной зависимости от р^.р'р существует К, не зависящее

от р, и имеет место D.8).
Из D.7) и D.8) получим следующую оценку ошибки:

Для оценки j U||h^+i через \\f\\ нельзя использовать нера-
неравенства коэрцитивности проблемы, потому что билинейная форма'
.В[и, v] не является коэрцитивной для р = оо.

На основании обобщенной положительной определенности
получим

1"|1я3<С|17!н8- " .D.10)
Тогда после подстановки D.10) имеет следующую оценку ошибки;

\\e'j\H2^.Chk~1\\f\\Hk+i. DЛ1)
Точно так же можно получить другие оценки ошибок. Выведем

оценки ошибок в пространствах Харди функций со значениями

в пространствах Соболева, параметрически зависящих от р и ана-

аналитических для р е /)р~. Выберем р ^ 0 такое, что / представляет

собой аналитическую функцию р е р^. Обозначил! р =

р1 -j- tp2
и проинтегрируем D.li) по р%. Получим
со . '1/2

j j| е (р ~г ip>) lilij dp2
—оо . J \—оо

D.12)
Так как

D.13)

представляет собой норму в пространстве Харди и2(р, Я5) функ-
функций со значениями в Hs, аналитичных относительно параметра
р^р?, D.12) можно выразить следующим образом:

l-h-1 ' D.14)
Если определить L2(R+, H*: р) — гильбертово пространство

функций со значениями в H*(Q) и с нормой
/оо \!/2 ¦ , i

t 'DЛ5)
то преобразование Лапласа

Заказ № 593

D.16)



является изоморфным и изометрическим отображением L^R^,
Hs, Yo) на x3(Yo, Hs). Учитывая эквивалентность норм в этих

пространствах, получим следующую теорему.

Теорема 5.1 Если выбрать базис, принадлежащий 5Л(Й,
р) с: Hkt4Q, p), то существует постоянная С> 0, не зависящая

от и, h и \t. такая, что при достаточно малых h предлагаемое реше-
решение данной проблемы; удовлетворяет оценке

Аналогично можно обобщить и другие оценки ошибок. Ско-

Скорость сходимости данного метода по отношению к измельчению,

разбиения совпадает со скоростью сходимости для решения эллипг

тических проблем.
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УСТОЙЧИВОСТЬ УСТОЙЧИВЫХ МАТРИЦ

С, К. ГОДУНОВ, А. Я. БУЛГАКОВ

{Новосибирск)

Введение

Как известно, числовой характеристикой разрешимости систе-

системы линейных уравнений Ах = / является число обусловленности
матрицы А, вычисляемое как Отношение; \i(Af=* 'а^АУв^А) ее

наибольшего @Л) а ..наименьшего {Oj) сингулярных чисел

18



(\\A\\ = oN(A)). Цель настоящей работы — предложить аналогич-

аналогичную обусловленности числовую характеристику асимптотической

устойчивости линейной системы

Для асимптотической устойчивости необходимо и достаточно,

чтобы все собственные значения А имели' отрицательную веществ

венную часть: max (В.ее1^(Л)} ¦< —6-Ц41К6> 0). Коэффициент

б = Ь(А), наибольший из возможных в этом неравенстве, часто

принимается за меру устойчивости. Однако оказывается,* ; что

при сколь угодно малых по норме возмущениях матрицы А' устой-
устойчивость может нарушаться, 1если не ограничиваться рассмотре-
рассмотрением матриц какого-либо фиксированного порядка. В,самом деле,

рассмотрим в качестве-примера двухдиагональную матрицу AN,
у которой на главной диагонали, стоят числа, равные; —1, а на

верхней побочной диагонали — числа, равные 10. .Если в качест-

качестве возмущенной матрицы взять матрицу Вк с одним ненулевым
элементом в нижнем левом углу, равным ie, тогда для всякого

сколь угодно малого положительного е существует Лг(е) такое,
что b(AN(E) + BN(e)\< 0, хотя |ИЖе) ||/j|i?v(e)||<e. Примеры
такого рода хорошо известинцем., например, [1]). !

В § 1 предполагается оценить качество устойчивости системы.

A) величиной Qmin{A), для которой доказана непрерывная зави-

зависимость от А, одинаково хорошая при любом порядке N. В § 2
выявляется связь между обусловленностью u.(i?) матричного урав-
уравнения Ляпунова

SIl=.A*H + НА = —С, {С = С*> Q), B)

и величиной 0mir,(^). Выведенные в этом параграфе неравенства
позволяют из анализа решений B) получить двусторо1гаие оценки

для 6min(^)- В § 3 излагается итерационный алгоритм — одна из

возможных редакций метода сопряженных градиентов
— спе-

специально приспособленный для решения B). В алгоритме строится
базис, в котором оператор SB записывается в виде произведения
ортогональной и двухдиагональных матриц. Это обстоятельство

позволяет, вычисляя сингулярные числа двухдиагональной мат-

матрицы, получить в процессе решения системы B) оценки ее ^обуслов-
^обусловленности )\{%) и, если \i C?) очень велико, заключить, что матрица
А неустойчива или «почти неустойчива» Fт;п(Л) велико). При не

слишком больших \.чB') сходимость алгоритма вполне удовлетво-
удовлетворительна, и он приводит к решению, анализ которого с помощью

теорем § 2 дает возможность получить суждение об устойчивости,
или неустойчивости А. •t j

¦

UH ¦ !
'"

Описываемое в данной статье исследование продолжает работу,
которой под руководством С. К. Годунова в течение ряда лет за-

занимался безвременно погибший Р. А. Сарыбеков, сформулировав-
сформулировавший понятие «Экстремальные функции Ляпунова» и начавший их
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изучение [2J. Р. А. Сарыбеков проводил эксперименты по вычисле-

вычислению функций Ляпунова с помощью решения системы B), которые
были чрезвычайно существенными для формулирования излагае-

излагаемой точки зрения.

§ 1. Качество устойчивости
1 Система порядка N

-. % =Ах A)
асимптотически устойчива, если каждое решение системы A)
удовлетворяет неравенству

.j|z(*)||<84|z@)||-exp [-b'-\\A\\-t] B)

для некоторых постоянных 6' и б' @' ^ 1, 1 ^ б' > 0). Выбрав
6 = шах|б', —1 и несколько огрубив это неравенство, перепишем

I 6 J
его в виде ¦¦ .

'||«(*IКв..||а<0)||гвхр l-\\A\\t/Ql . C),
Итак, для любой асимптотически устойчивой системы A) су-

существует 0^1 такое, что решения A) удовлетворяют оценке C).
Так как при каждом фиксированном неотрицательном t функция

4>t (Щ — ехР
~

-?г- Ц является непрерывной монотонно возрас-

возрастающей от аргумента 6, то нетрудно установить, что множество

тех 0 @ ^ 1), для которых при всех t ^ 0 справедливо C), замк-

замкнуто и содержит свою нижнюю грань Qmin(A). Цудем говорить,
что 0тщ(Л) характеризует собой качество асимптотической устой-,
чивости тривиального решения системы A). Легко видеть, что ре-1
шение системы (\) удовлетворяет неравенству

;r(O)iJ-exp [|||],
D)

В случае, если система A) не является асимптотически устой-
устойчивой, т. е. если у А имеются собственные значения на мнимой

оси или правее ее, п о л о ж и м 0min(^) = °°- Неравенство D)_.
остается справедливым.

Иногда удобно будет пользоваться неравенствами, которые

получаются из D) заменой 6щтО4) на произвольное 9 ^ ЭтшD)-
Любое такое в может служить для оценки качества устойчивости
решений A). Удобно обозначать через Q(A) допустимые значе-;

1шя 0 !вне аависимости от того, совпадает оно с 0min^) или

большеего. .
'

-

Сформулируем без доказательства три несложные леммы, ис-

использующие в своей формулировке 0(Л). • V
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Л е м м а \* Имеют место оценки

оА-(е*А) -1|^!|<eU);exp l-t-\\A\\/Q(A)};

Леи м а 2. Справедливо неравенство

6(Л).exp {-М||Л||/в(Л) - \\B\\.Q(A)}}.

Л е м м а 3. Если матрица А устойчива, допускает конечную

оценку 0(Л) качества устойчивости и если' ||.#Ц/||Л|| <С 0~2(Л}>;
то А + В тоже устойчива, причем ; - ¦ -

Непосредственно пз леммы 3 выводится теорема непрерывности.

Теорема 1. Если А устойчива с качеством устойчивости

вппп(А) < оо и если i^jj < ^emin(^), то А + В также устойчи-

устойчива, причем

| 9m!n (Л -f- Я) - 6min (А) | < 46^п (А\Щ/\ А\\.
л

Доказательство. Пусть А устойчива и jj В ||/| А!;- <;т^ X

ЙX 0Й1п (А).
Тогда из лемлгы 3 следует, что

= emln (A) [i ^ ^i|j[i - j[|i e-L D)] > emiu (л-к 5).

¦ E)

Предположив, что 9min (^4. + В) . ''_, "д, < 1, и заменив в E),U + -B|I
А 4- В на 4, В на —5, 4 == (А + В) — 5 на А + В, мы при-
придем к неравенству «•

,

•

из которого следует, что

8min (А^-В)^ 9ш1п (A) [l - (_И]!_, ei,n (A +
^ L.

-,-

A 4-^ггв||]-1

\':''' .-...¦¦&
По условию 0^in (^)oj < p = — < 1. Тогда из E) следует,

что Qmin(A + В) < 0ainU)(l + р)/A — р) и что - eain (A-j-
+ В)-\\В\\1\\А -j- 5||< рA + рJ/A - р)» <1. Значит, выпол-
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нен критерий, обеспечивающий справедливость неравенства
которое мождо несколько огрубить:

Двусторонняя оценка E), G) позволяет без труда заключить,,
что. . i

0min (А + В)- 0min (A) < 2 A - p)-i в3т[п (А) Ж; ;!

и, как следствие, вывести неравенство . , ,

I Qmin (A + B)- 0min (А) | < 40^in (A) ¦ Щ/\А1 ¦¦

;|

Теорема докавана. . '' ;

§ 2. Уравнение Ляпунова

Рассмотрим матричное уравнение .
!'

; ; ¦'¦

SH^HA + А*Н;= -С, A)

предложенное Ляпуновым для вычисления матрицы ,П — Яр
коэффициентов квадратичной формы Ляпунова (Нх,,х) по задан-

заданной устойчивой матрице А. В качестве правой части С 'может

быть взята любая симметрическая положительно определенная
матрица.1 Хорошо известно, что если А неустойчива, то уравнение

A) либо неразрешимо, либо его решение Н не является положи-

положительно определенным. Покажем, что если качество устойчивости А\

оценивается бшпй). то для отношения ^тйг ^ тгПгГ
^ И Ш)

наибольшего и наименьшего собственных значений положительно'

определенной Н справедлива . \ . и,.
I Те орема 2., i' .¦, '

'

;;'

Приступая; !к ее доказательству, вспомним, .что решение'сис-
решение'системы A)' может быть записано в' виде интерграла1 [3] i

i

Я == Г e4*WAdt = Г [еЩ* QMf№.! |
•

п
'' ч

'

¦

•

«!¦¦ , 1Г ^'! М- Г
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Из этого представления вытекает оценка

. oN(H) =i

,

:

'..' ..

''

C)
I .

С другой стороны, используя лемку 2 (§ 1) и, по существуй то

же самое представление, имеемi \.i';'

откуда

Из полученных для aN(H), ах(Н) неравенств C), D), следуеа]

ц (Я) = а* (Я)/ах (//)'< ц (С) e^in (А).-. . I. .
. ¦ i

Теорема доказана. !<¦'
'

Теорема 2 дает количественную оценку «степени положитель-

положительности» положительно определенной матрицы Я, являющейся ре-
решением уравнения Ляпунова A). (Матрица Я, если ее элементы

но слишком велики, тем ближе к вырожденной, чем больше \х(Н).)
Оказывается, что, решив уравнение Ляпунова и вычислив

KN(H), ^(Я), о„(С) = МО, ffi(C) = UC), oN(A) = HI, чы мо-

можем по этим величинам (если-А,,у(Я) > О, ^(Я) > 0, jfo! %(Я) =
= ^(Я), а!(Я) = ^Х(Я) оценить Omin(yl) как сверху, так и снизу.

Вычисление собственных значений симметрических матриц — это

хорошо разработанная область вычислительных методов, приво-
приводящая к надежным результатам. К: этим же ^методам приводится
и вычисление |Л|| = oN(A). ' .'¦

Оценка QminiA) производится с помощью; неравенств, состав-

составляющих содержание теоремы 3. i' п
' '•' ¦ г';

'

Теорема .3. Если^Х^Я);> 0, то 9min(A) конечно и оценит

вается неравенствами 1 | ".
|

М-'- \. - 'I \, ~\ {¦'¦ , \-
"

': ^Утверждение кЬнечности ; emjn(k) при положительно опреде-
лйнной Я следует из теоремы Ляпунова о том, рто А ъ этом слу-
случае; асимптотически устойчива. Оценка для 6т}П(-4) снизу выте-

вытекает' из теоремы 2. Поэтому для доказательства теоремы 3 доста-
достаточно получить оценку 8mjn(Л) сверху. '.

!

ilj,';
¦'¦*'¦' ¦

¦¦ ' dx
'

S-
v ./Для решения уравнения, ~5J~!= ^^теправедливонер&венртво[4]
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которое, если вспомнить определение GminD), приводит к сле-

следующему выводу:

Для завершения доказательства нам осталось сослаться на то,

что ,
¦

[кк{Н)/ЫИ) I1/2 < К(Н)/К(Н) < 2kK(H)•0lY(^)/a1(C)
в силу неравенства D), установленного при доказательстве тео-

теоремы2. . •

Решив матричное уравнение Ляпунова A) с какой-либо поло-

положительно определенной матрицей С в правой части и вычислив

максимальное и минимальное собственные значения матриц С,
Н, можно решить вопрос о том, устойчива ли А, и более того, в

случае устойчивости получить оценки качества устойчивости.
Докажем, что если A) приводит к плохо обусловленной системе, то

даже в случае устойчивости матрицы А можно утверждать, что

качество этой устойчивости плохое, т. е. 9min04) велико.

Рассмотрим- оцератор ?

SX = ХА +А*Х E)

как оператор, действующий в евклидовом пространстве симмет-

симметричных (N'AN) матриц X с нормой || X |Е = (X, Х)Е, опреде-
определенной скалярным произведением (X, Y)e — Spur [X-Y*\ —

). Известно,1 что

¦\Х \ = aN\x) < 1X||в - JSа),(лI1/2 <Nx/2-aN (X) = N1/2, IX[.

. --! F)
Заметим, что оператор 2"*} сопряженвый с 2?, задается на этом

пространстве формулой
¦ ¦&*Y = YA* +AY. G)

В качестве числа обусловленности оператора 3?, или, чта то

же самое, числа обусловленности, характеризующего разреши-
разрешимость системы 3?Н = НА -}- А*Н = —С, возьмем отношение

H

откуда в силу неравенства F) получаем :

' (8)Щ
a

1 *

Это неравенство дозволит легко доказать следукяцую теорему.

Т е о р ем" а 4. Для • 6mih(^i) имеет место оценка снизу через
число обусловленности ]iC?): .
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Заметим, что доказывать теорему пужно лишь для устойчивых
матриц, так как для неустойчивых' матриц А, но определению,

Qmin(A) = oo1 и утверждение- теоремы тривиально.
Из неравенства C), полученного при доказательстве теоремы

2, вытекает, что i

хпЩ2НЩЕ1^ЦАУ^ы(А). . (9)
I ¦' Н * ....

С другой стороны, ¦¦. ; ,
¦

'

.

Подставив (9) и A0) в неравенство (8), придем к утверждению

получение которого завершает доказательство теоремы 4.

§ 3. Метод минимальных итераций
для рендения уравнения Ляпунова

Опишем вариант известного метода минимальных итераций,
специально приспособленный для решения уравнения Ляпунова

2Е=ЕА + Л*Я =-С * A)
и для получения в процессе этого решения оценок сингулярных
чисел оператора i? и числа обусловленности ]х{2).

Отправляясь от заданной С, построим с помощью операторов
2, 2* (см. § 2) последовательность симметрических матриц Hj,
Gj, Fj и числовых параметров pj, sj+1, q>j+i(j = O, 1, 2,.'. .)
по следующим правилам:

Ни := -^о = 0; ^о = 9С\е -С; ¦_¦.

.! IV, F} = s]1 [2*G^ - pm^-xI;
B)

Из этих правил можно вывести, что при 7^1 Fj, Qj, Ej пред-
ставимы следующим образом:

[a^I -I- aBj) [&&*\± ...+ af \&2*\}~х\ С;

+ ... + у? \2Z*\i\ С;
¦'

вследствие чего . .-

, -2 Hi + С = I/ + а[}) 122*] + ...+ af [22%У\ С. D)
Более сложно, индукцией по / с использованием теоремы Ланцоша
15] об ортогонализованных итерациях самосопряженного операто-

оператора 22*, доказывается, что каждая из последовательностей {&гУ0,
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{Р}}{ ортонормирование ((Gt, G,-)B=6lV, (Ft, Р})Е=8и) и что коэф-
коэффициенты a(oj) = 1, a(i , .. ., ар оказываются такими, что обеспе-
обеспечивают минимальное возможное значение \\2Hj + С\Е. \\

Это доказательство здесь не приводится за недостатком места.

Отметим лишь, что формулы B), описывающие предлагаемый
алгоритм, получены из формул алгоритма работы [6], применяе-
применяемого к самосопряженному неотрицательному оператору 22

*
пос-

после того, как действие 22
* было разложено на последовательное

действие2*, 2 и после использования вчшисании процесса орто-

гонал^изованной последовательности {F}} матриц вида j
.

Fj = 2*{g0G0
Естественно поэтому, что доказательство, подробно проведенное в

{6], может распространяться и на рассматриваемый здесь про-

процессB). ¦ !
! Из утверждения минимальности \2Hj -f- C\\E, обеспечиваемой

выбрром коэффициентов-а^ полинома а^ЦХ)= 2'a(/V) без ?груда

можно заключить,что 'J •!•¦¦¦

^CIe^ min :max[!a(i)(A)|-||C|?, E)

где maxj a(j)(>v)| рассматривается при X, лежащих на отрезке

, U (N,= N(N+1I2), . ., ';
и выбираетсяг наименьшее возможное.1 значение этого минимума

среди ! всех полиномов аФ(Х) с равным единице коэффициентом

ао')== 1. Неравенства E) позволяют, воспользовавшись известными

свойствами полиномов, наименее уклоняющихся от' нуля,;устано-
нуля,;установить неравенства' ,
\\2(Hj- Я)|Е = \2JIh¦+ пЕ < 2Щ2) - lV/[\iB) + 1Р.|[С«В;

. Щ} - ^^^BI11B) - тЫ2) + lV-\\f\\E}
дающие оценку ркорости сходимости Hj к Н. .'

. .'"¦;•' :

Заметим, что на самом деле при вычислении Я; процесс довсн'

дить до полной сходимости и не требуется. Достатрчно, вычис-

вычисляя время от времени минимальное собственное значение сим-i

метрической S?Hj, остановиться на таком /, при котором!(—2Hj)
окажется уже положительно определенной, и, введя новую, пра-

правую часть,'<? =—2?\Н]у рассматривать решение с этой новой пра-

правой частью. ;
' ' i ¦

i ¦! г !¦/¦• || \ ,\ ... ; :-

'

Заметим еще, что метод минимальных итераций, если не учи-

учитывать неизбежных вычислительных погрешностей, должен был,

бы приводить к точному .решению за конечное;^число шагов, не!

превышающее в нашем случае 'N± — ЩЩ -f- 1)/2. ;-

!

'

¦¦
|
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Из формул: B) следуют равенства

которые означают, что оператор З? представляется в виде произве-

произведения ортогонального преобразования, переводящего ортонор-

мированный'базис {Ръ F2',. Л, Fj,:,. .} в ортонормированный же

базис из матриц' {?<,, Gx,. ,''.', Crj-n,.;.•},_на преобразование, за-

записываемое ;в этом последнем' базисе1 двухдиагональной матрицей

sz

V

Поэтому o-jVl B>) -= ох E^), ох (Э?\ =-- ^ (Б№,), ц. () ^ (^,)
Если бы провели процесс B) до конца,, выполнив Nr тагов, то,
вычисляя сингулярные числа двухдиагональной В^г, сумели бы
определить ц(^). I :.¦ -,

На самом же деле, сингулярные числа даже урезанных мат-

матриц Bh(k^. N^, которые формируются по результатам к шагов

процесса B), позволяют получить оценки сингулярных чисел и

,
числа обусловленности fijv,, так как имеют. ме,сто следующие, без

труда обосновываемые неравенства 0lEft_1)^o1 (Bh)'^ai (B^ ))
aNl (BNl) > ah (Bh) > ah^ (B^), ц E3) = ^{В^ >WEA)>ц{Вк^).
Вычисление сингулярных чисел Bh совпадает,! как извест-

известно, с вычислением положительных собственных аначений состав-
составной матрицы ,

которая одновременной и одинаковой перестановкой строк и

ртолбцов приводится к якобиеву виду '
'¦¦ :

! ' ¦¦ . I
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Это обстоятельство позволяет использовать для определения спек-

спектра Bk хорошо известные стандартные процедуры.

При исследовании алгоритма B) по схеме, кратко намеченной
в этом параграфе, не учитывается влияние вычислительных

погрешностей. Однако значительное число проведенных нами

экспериментов показало его надежность, что позволяет рекомендо-

рекомендовать этот алгоритм для использования при исследовании матриц А
на устойчивость.
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РАЗНОСТНЫЕ МЕТОДЫ

ПРОИЗВОЛЬНОГО ПОРЯДКА АППРОКСИМАЦИИ

] ДЛЯОБЫКНОВЕННЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Н. Н. ГУДОВИЧ

(Воронеже)

Исследуются три класса разностных! методов произвольного

порядка аппроксимации для обыкновенных дифференциальных
уравнений. Дается приложение к теории а-устойчивости. ',

Условимся понимать под корректностью задачи

n-i :.'. '

uW{t) + 2lr(t)uV(t)=:\f(t), р<*<1., 1„ /еСШ1; A)

Ф = {фр}еЛп- ¦'<
; V- B)

ее однозначную разрешимость в Сп10, 1] при любых /, ср.



Пусть A (i/h натуральное)— шаг сетки на [0, 1]; tx — ih(i — б?
1,. .

., i/h) — ее узлы, uh ¦— {u\)\!Jl0 — сеточная функция;
г

(дтм) (?) = 2 aqu(t -f- qh)/hm, aq не зависят от-?h; C)
g=-s

— аппроксимация w(m)(?) к-то (к ^ iy порядка точности по h;
m

(Amu) (t) = 2 Сят (- i)m~q u(t + qh)/hmt Cqm = m\lq\ (m—q)\ D)

— аппроксимация uSm)(t) 1-го порядка точности по h; (Amuh)if
(Amuh)i — сеточные аналоги (З), D) в узле ?.==&.

Условия B) заменим системой

2 аг,.р Са>'1)о + $г,Р (Arw*)i/ft = Фр,; J? = 0,1, ..., п
— 1, E);

а уравнение A) — системами вида

п-1

7—0 . ' •
б п-\ б1

(Anuft)i-j- 2 *j 2 lr(h+j) (Aruh)i+j = 2 b;f(ti+j),

i = 0,l, ...,'1/Л-п. ¦ _.G)
В отличие от F), где для замены всех производных используются

аппроксимации порядка hk, в системе G) старшая производная
заменена аппроксимациями ^порядка h, а порядок hk аппрокси-
аппроксимации уравнения A) системой G) на решениях класса Cn+ft дости-
достигается подбором констант bj (формулы для вычисления bj по за-

заданному А; см. в [1 ]).
Объединение по i, h (h—vO) используемых в E)— G) шаблонов

(s(i), l(i), {aq (i)}lq=-S(i)) аппроксимаций (З) и шаблонов (y(i), 6(i),;
{bj @}i=-v(i)) считается конечным (конечно-порожденность).

Задачи F), E) и G), E), трактуем как уравнения Ahuh == Eh

с оператором из пространства функций vh = {i^j}:!,, с нормой

lii?*il'= max max \{~Amvh)i\ . . (8)

в пространство наборов (г|з, gh) = ({^р}"=о, UJjUV") с нормой

| ц и,. (9).

а под устойчивостью этих задач понимаем существование А^1
при всех h^.h0 и равномерную по /г ограниченность 4/Т1.
"Теорема 1. Задача G), E) устойчива и только тогда, когда

краевая задача A)—B) корректна.
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Аппроксимация C) в точке t есть лйнейаая комбинация аппрок-
аппроксимаций D) в близлежащих узлах t -\- jh с коэффициентам^ dj,
зависящими лишь от aq: .

'

> ,,'"
', j i !

' i+s-m !¦ . . :i

i !!

Эти разложения для (АпцЛ)г из F) порождают!матрицу Qh, дейст-
вующую в'/?1/Л~п+1, согласно формуле

i(iHs(i)-n

Теорема 2. Пусть задача A)—B) корректна. Задача

F)—E) устойчива тогда и только тогда, когда первая норма мат-

матрицы Qh1 равномерно по h ограничена при всех h^h^.
Итак, для систем G) с канонической аппроксимацией старшей

производной проблема устойчивости не возникает.! В случае же

неканонических аппроксимаций возникает дополнительное ус-

условие на Qh^; способы построения систем F), удовлетворяющих
этому условию, указаны в [2, 3].; '

Из теорем 1, 2 и теоремы А. Ф. Филиппова вытекают соответст ¦

вующие теоремы сходимости с порядком hh. '¦

Пусть Akuh = F* F» = \ S f>j1{ti+-)\'h "-
задача G),

'

E)

к-то порядка аппроксимации, a Ah — оператор другой задачи. G),
E)' более низкого порядка аппроксимации. '

Теорема' 3. -Пусть задача A)—B) корректна и пусть

при заданных1! /, ф решение \и eCn+A. к-я итерация]uk'k = |u^'ft]
процесса ; j' :-, •

Ahuh>^ ¦= (Ah -\Ah)uh>v + F\ v ='0,l,- • -I Je-l A0)

(v — номер итерации) при /г->Д сходится км в норме (8) с.по-

с.порядком hh. i i i'
'

' i!
¦

•

Разностный метод A0) позволяет раходить сеточные прибли-
приближения высокого порядка точности на основе алгоритмов,для схем

низкого^ порядка' аипроксимации. ¦•( 'i
В случае задачи Коши для системы u'(t) + A(i)u(t)i= f(t),:}

t^O, в качестве Ah, Fk примем параметры задачи ,

I '
'

'

; ' ''

I
' 6 "¦ !i I

'

¦— S bjf (fi+i)i M == о, 1г..'.., u0 =s, ф ,
¦ !, (ii),

M Теорема справедлива' а тогда, когда ае' все узлы аппроксимации

в F) попарно различны. ¦'¦¦
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&-го порядка аппроксимаций, а в качестве -4д„—*, оператор неявио-

го метода Эйлера ¦ '•¦'¦у \\ '"'¦',-
(щ+1 - щ)/к+A(tl+1)utn ;=/(fi+1)vJ = (J,l,. .',:щ = щ ¦№)

Теорема 4. Метод A0) с параметрами Ak, Fh,<\Ah ,задач:

(И), A2) а-устойчив при любом к. '¦'

В случае большой жесткости в качестве A1) рекомендуются
схемы с у =

— 1 (схемы «с забеганием вперед»). 1I
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АСИМПТОТИЧЕСКАЯ МИНИМИЗАЦИЯ
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ ПРИ РЕШЕНИИ

еИЛЬНОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

Е. Г. ДЬЯКОНОВ

(Москва)

Посвящается с благодарностью С. Л. Соболеву, пробудирше-
1
му у автора интерес к проблемам оптимизации численных методов

¦•решения краевых задач еще в годы учебы в аспирантуре. ; ,.

I. Пусть HN —iV-мерное подпространство гильбертова про/
странства Н с базисными функциями г|5г,. .

., \$N и задача на^о^к-,
дения и е II такой, что для? Yv s H Ь{щ,г>) — l(v) ! !¦

'

¦

"

. Ци; v) = l(v) ,.¦' «.--;. i
- nf ] A)

.заменена с помощью проекционного метода задачей отыскания

Цх-^'Мц такой, что для yvn е Дгт > ' Г

•¦•;"¦¦....¦'¦. •¦ !Ци„;%) ^l(vK).. ¦' ':
'

., №

Здесь. b(u; v) и l(v) — заданные ограниченные биляпейнад форма' и
'Линейный функционал над Н, а '

'

'' ''".']'
'¦

'

. ' . !^ N



Теорема 1. Пусть Ъ(и; v) = bR(u; v) + bQ(u; v); где bR(u;
v) — симметричная, ограниченная, положительная билинейная

форма надН; •

У и, v\bo(u; v)\ < ЩгЩц,

где | v][r = bR (и; v), a \uh0—норма некоторого нормированного про-

пространства, содержащего Н. Пусть A), и B) имеют единственные

решения и

H-^jA < tfaAMlB-'WllH, «>0. . ".D)
Тогда при

*

Phr(u; Hn); E)

где Phr(w; Hn) — расстояние в смысле || ||н от и до HN; если в D)
а = 0, то E) имеет место при КХК2 < 1.

Оценка E) является уточнением оценки J. Сёа и переходит в

неулучшаемую оценку при Кх -> Q; вывод ее во многом следует

доказательству известных теорем Г. М. Вайникко и СТ. Михлина.

II. Пусть Г^ — граница ограниченной g-связной области Q
на плоскости х = (хг, х2) состоит из- замкнутых кривых Гг(г =
= 1,. .

., q), не пересекающих себя и друг друга и составленных

из конечного числа гладких дуг yt, встречающихся под углами

Ф* @ < ф ^ ф{ ^ 2л—ф), причем область, ограниченная Г1г
содержит остальные Гг.

Пусть Го <= Г состоит из конечного числа замкнутых дуг и

Н — подпространство функций H3.W.|(Q), равных 0 на Го. Пред-
Предполагаем, что конечным числом разрезов по отрезкам область Q

может быть разбита на р подобластей QT (на рис. 1 эти разрезы
обозначены пунктиром, р = 9), для каждой из которых возможно

построение триангуляции типа T(Q, N1, JV2) алгоритмами из

[1, 2]. При этом существует идеальная область Q на плоскости

z = (zj.,z2), составленная из р прямоугольников QT (со сторонами,
па'раллельными координатным осям, и общими точками лишь на

Рис. 1.
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вертикальных отрезках), такая, что указанные разбиения Q
на Qr и Q на QT топологически эквивалентны при отображении

s = Па:
'

-

ч
¦

¦ ¦..- 'F)
и все вертикальные замкиутые отрезки правицы T(Q), являющиеся

продолжениями образов разрезов в Q, принадлежат образу Го.
На рис. 2 точки образов разрезов обозначены квадратиками.

Точки А на границах указаны номерами от 1-до 18, одинаковые

номера имеют точки, соответствующие друг другу при отображе-
отображении F). Вертикальные отрезки границы А9А12,!.АтАп, А7Ав,
А?1А3, А13 А1в, Аи.А1Ь, должны принадлежать образу ,Г0. i

Для простоты предположим также, что. если прообраз ^какой-
нибудь горизонтальной стороны Qr содержит дугу из ;f0,'_ то.; он

целиком принадлежит Го (иначе надо было бы провезти вдвое

подразбиение Qr). В случае односвязной области Q возможность
нужного разбиения Q следует из теорем о разбиениях, приве-
приведенных в [2], причем в качестве Q может быть взят прямоуголь-
прямоугольник. Построим по образцу [1,2] триангуляции пг (на обычные
треугольники и криволинейные приграничные треугольники)
типа T(Q, iV1>r, iV2?r) cNitl. = Kr2Pr так, что для всей области Q
получается триангуляция, отображаемая с помощью F) на про-
простейшую триангуляцию рассматриваемой идеальной области О
и получаемую за счет использования квадратной сетки с шагом h
и последующего разбиения, каждого квадратика сетки одной из
его диагоналей на два треугольника. Узлы сетки длящий обозна-
обозначаем через zt и zt(i = (ix, i2)); Qh — лшожество узлов сетки,
принадлежащих Q, но не принадлежащих образу Го при отобра-
отображении F) (на рис. 2 точки Qh помечены кружками и квадратика-
квадратиками; образу Го помимо ранее указанных отрезков принадлежит
также отрезок А17Л,ч); Q,, — прообраз Qh. Шаг h считаем имею-
имеющим тот же порядок, что и максимальная сторона треугольников
из триангуляции О. Рассмотрим задачу A) с указанным выше Я и

. b(u;v) = bL(u,v)=\\\2 ar,i(z)^.f-+ .

J.) ¦"¦ ох,дх
'

2

j
r-l r Г\Г0

dQ-r j o(s)ui>ds; ,-; G)

|Ldfl+ f fr(s)vds (8)
О r=i=l r Г\Г0

Предполагаедг. например, что Ь(и; и) — положительна над Н ичто решение и(х) этой смешанной краевой задачи предс'тавимо в
виде • ¦'

«8

A=l
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где и0 {х) W%+tn <Q), ()< т< 1, a %h (x) с W\l (Q) — изве-

известные функции, | передающие асимптотику и(х) вблизи .особых
точек (например, угловых точек Г и точек перемены типа гранич-
граничного условия),, равные нулю на Го. Точкам zt e Qh прставим э

соответствие базисные кусочно-линейные функции $i(z), а точ-

точкам .:xt €= Qft — функции !^,(i) з= $iijlj. , !
Кроме функций1 i|)j(z) (пусть дх число1 щ), включим в базис

подпространства HN функции XfeWv обозначая! их через $г(х),
¦Г'7= "i rf I,. .

., «i + л2; N =t «! +'и2. Тем самым за счёт ука-

указанной специальной структуры HN получаем необходил!ую моди-
модификацию метода B) с оценкой погрешности ! \\ '. i',

III. Достоинство данной модификации состоит в том, что для

Отыскания uN может быть построен эффективный итерационный

метод, позволяющий найти uN с точностью е при затрате 0(h~2 ж ,

X|ln h\ lns|) арифметических действий, что при hm X « приводит
к получению логарифмически оптимального по трудоемкости ме-

метода решения рассматриваемой краевой задачи. Запишем задачу;
B) в матричномвиде " J¦ i

где uh
—- вектор из компонент ит [см. C)], и рассмотрим оператор,

ЛЛ,Х, являющийся проекционным оператором, порожденным би-

линейнбй формой .

ЬА (и; v) as 2 |jargrad2 u gradzyd^-j- j u(s)uvds. A1)
r=1
<ЭГ r*(Q)

Здесь «г
—

const > 0 на каждом QT, o(s) ~ const ^Она каждой
стороне (?r, являющейся частью образа Г\Г0 при отображении;
F), обозначаемого через |Г*(^), и при выборе подпространства

HN(Q) из W\ (Q), порожденного базисными кусочно-линейными

функциями $t(z} (zt(=Qh) и ?г B) = Хг(П7г)^ ibA,(u;u)>!
/

Оператор при указанной нумерации функций ^r(z) примет-вид

где Ah а Лл,2 —^Кбадратйые матрацы порядка пх й w2;
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Поскольку число функций %T(z) конечно, можно' предполагать,

что они ортогональны
'

в смысле (и, v)A ss= b'A(u; v).

Потребуем теперь, чтобы a(s) =. 0 на всех горизонтальных
сторонах границы Q, принадлежащих T*(Q). f

'

;
.,

Теорема 2. Решение системы :.:> 'r :

может быть найдено с точностью ех' в норме ^мЛ j|~ft ^
нри затрате

O(h-2\ln (exft) |) арифметических действий. ; Это 'осуществляемся
с помощью метода окаймления [1 ] с 'оператором ЛЛ в роли Ьг,х.
Помимо O(h-2) действий он требует (п2~+ !)-кратного! решения
системы вида I

с квадратной матрицей ЛЛ = Ад > 0 порядка пх и i вектором ул,

определяемым на Qh и Q,,. Обозначим через Rh множество точек Qh,
лежащих на вертикальных разрезах (на рис. 2 эти точки помечены

квадратиками, остальные точки ЙЛ — кружками), и разобьем

векторы vhs=v и #;>=#,на подвекторы I, I , определенные

на Qh\Rh и на Rh. Соответственно этому разобьем ЛЛ на блоки

1Д 12

Тогда метод окаймления для A5) приводит к системе

Л2у2 = (Л2J — ЛгдЛГДЛх.а) У2 ==|3 \A6)
с ?2 = ^ —А^1!^ и Л2 = Л*. Доказано, что

бо/гЛ2,2<Л2<А3,2, A7)
где 60> 0 и не зависит от h. Поэтому итерационный метод . |!

A2l2 (уГ1 - vi) = - Yn (ЛХ-?») !418)
для нахождения у2 с точностью е2 в смысле нормы | ^д 0 требует
O(/i-1/2|lne2| итераций. j 'I i

Решение же систем вида Л^^— ^ распадается на решение не-
независимых подсистем в отдельных прямоугольниках QT и может

осуществляться с помощью БДПФ по z2, требующего 0{Ъг2\ЫЩ)
действий для нахождения всего ух. Если вектор gx |отличен
от нуля лишь на конечном числе вертикальных линий, то можно

найти ух на любом конечном числе вертикальных линий при зат-

затрате только O(hrx\\n h\) арифметических действий. В салу то-
то каждую итерацию A8) можно осуществлять с затратой только

O(h~x\ In h\) действий, а решение A5) с точностью е3 в смысла

нормы || ||дл можно найти при затрате 0{h~i\bi. (esfc)J)^ |арафмети-
ческих действий (ср. с [3}). Для решения A0) применяется ите-
итерационный метод !'¦- 1 П

АЛХ (иГ - мЛ) = - Yn {lhul - Ц Lf г^/б,)/
3* ¦

¦

'

I I ¦ 85-



ГДу слагаемое r'l (e3) вызвано приближенным решением Систем

A5) и равнялось бы нулю при е3 = 0. Анализ его сходимости про-

проводится обычным образом и показывает, что uN может быть най-

найдена с точностью е в Wl(Q-) при затрате O(h~2\ln h\\ In e|) дей-
действий. Поэтому при /iffln е мы и получаем оценку О(е~^т\\п ej2).
Эту оценку можно заменить на-0(е-а/т|1пе|) при, использовании

последовательности сгущающихся триангул'яций [2, 4]. Обоб-
Обобщения для случая сильноэллиптических систем, в том числе сис-

систем теории упругости, а также для нелинейных задач с монотонны-

монотонными и ограниченными операторами проводятся обычным образом.
На основе результатов [5] возможны обобщения для задач на

собственные значения.

IV. Рассмотрим случай задачи A), G), (8) при условиях теоре-
теоремы 1 с bo(u; v) = —d(u, у). Оценки погрешности для метода B)
дают (9). В возникающей же системе A0) оператор

'

Lh'= Ь^з—Ь
может иметь несколько отрицательных собственных чисел Х^ Я2 ^
^ . . . ^ Kh <-0, которым; соответствует подпространство Н^ из

г собственных функций с ортоиормированным базисом и^\..., u^fe):
¦ т.

-

¦. ч/, Lhuh= ХТи^ ,
г = \х,, ,.j к.

Предполагаем, что известна ортонормированная система функ-
функций Млх),..., Uftft) такая, что

Из [5 ] следует, что этого можно достичь при затрате O(h~2\ In h\ X

x|lnejj), действий. Подпространство, натянутое на uil\...
.
.., Uftfe), обозначим через Н%, а ортогональное к нему дополнение-^

через Hi- Ортогональные проекторы на Н^ и Я% обозначим через
Р и Р^= Е — Р. Предлагается найти (fh, u^) и

к k

Vh=? 2л V \Jhuh ) u>i > г ~Jh— 2л \Jhi uh ) uh

!
ш для решения системы i ".

Lw = F ¦

'

. A9)

c (t>^^ uh — vh применять итерационный метод

;;.; I

'

.^^^.t^-Yn^M^^-f)].,! B0)
Те ор е м a 3. При соответствующем выборе "е^, е3 и уп ре*

щение системы A9), а следовательно, и A0) можно найти, с точ-

точностью е в ii \\xhiX при ^атратё 0{Иг*\\п e||ln h\) действий;

при этом % (см. C)) находится с точностью е в Wl(Q).
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РАВНОМЕРНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ

К РЕШЕНИЯМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

С МАЛЫМ ПАРАМЕТЮМ ПРИ ПРОИЗВОДНЫХ !

С. КАРИМОВ
'

(Ош) '*¦'.¦

Рассмотрим систему

гх = F(x, у, t); -

y=f(x, у, t) ' '(i):

с начальными условиями '

х@) = afi, y@) = у°, vJZ)
где х, F — га-мерные, у, / — те-мерные вектор-функции, е > С? —

малый параметр.

Пусть выполнены следующие условия: * ...:¦-'
1. Функции F(x, у, t), f(x, у, t) в области . -i

А = {||ж - Ф@ - П(*, 8)|| < б, \\у - у(Щ К б, Гё [0, 1]}

но всем аргументам и.меют непрерывные частные производные до
второго порядка включительно, где б > 0 — некоторое постоян-

постоянное; ср(?), г|)(?) — решение соответствующей вырожденной систе-

системы для A); Il(t, e) — погранслойная функция^ Ш-ну^евето
порядка.

2. Матрица Fx(y, if, t) имеет собственные числа Xh(t) (к — 1, п),
причем Be Kh(t) < 0 при O^i^l. . '.
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Известно Ц], имеет место оценка
: !' I

!|П(^е)^<се Е
при 0<*<1„ >1{

где с, %
— некоторые положительные постоянные. i

В работе [2] дан один итерационный способ построения рав-
равномерных приближений к решению задачи ^1), B). Рассмотрим
другой, с нашей точки зрения, более естественный способ постро-
построения равномерных приближений к решению задачи A),!B).

В системе A) сделаем замену .
' ¦'

L-' < -\ \ I

tt(t, в) + S; , '
' '

( :

¦У= |

где |, г — новые неизвестные функции. , , -\ v ц]
Для -|(f), z(t) имеем ! .

! ",' ,; i'
! • и1 ,

'

|'§@) = 0; z@) = 0!. i .

;
!. ¦ ' \

Теперь систему A) можно представить в! виде
! ||, ' |

¦4 = A{t)l + B(t)z + F.d, ъ t) + F0(t, в); .' .j
¦

z = D(t)l + C(t)z -f Fa(l, z, t) + fo(t), C)
где , .. :\

! A(t) = Уя(ф + П, -ф, t); B(t) = Fy(<p + П, г|>, *); " ! i K

D(t) = /я(ф + П, -ф, i); C(i) = /„(ф + П, г|)', *);
.,

!

i

/(Ф + П, -ф, *)-/(<P...iM)-^/•(*); ¦'
,-. l"i !

F0(i, e)i = ^,(ф + П, i|» i) - еП - еф.
! !

;' \
Для фундции ?\(!, z, i) (Л; = 1, 2) в! области Д имеет место

;Рк&, z, t) -Fk(i,\ t)b < м [||i - | -r- N - 2|i x
f

.

.'¦¦"- x ma + ijii + и 4- Яь- *.= i, 2!
.t t

:

il/> 0 — некоторое постоянное. (- j iI, !!'I ', ._ ;

В системе C) !сделаем замену
;

> ! i.

'! ! i ]

¦¦¦¦I = v — A~xBz;

Тогда получим систему ," !
.

'

: ,,
•

.'¦
.

\ eb = A(t)v + F^v, z, t) + &F0(v, z, t);
. ,'

t

. D)

.
. z = .ft(t)z +Z>C*>y + F2(v, z, |t) +/0(^)i

¦

с начальным условием i>@) =р 0,~~z@) = 0, ,:;«; ;.
'

где
'

,_¦ F^z, t)\=fFh(v:—Aoz, z,li), k=%J;

^ ~ J



причем функция F0(v, z, t) в области А по аргументам v, z. удовлет-

удовлетворяет условию Липщица, а функции Fk(v, z, t) (к = 1, 2) — то-

тому же условию, что и функции Fh(l, z, t), к — 1, 2.

Далее, пусть V(t, т, е), W(t, т) -^ нормированные фундамен-
фундаментальные матрицы, соответственно следующих однородных систем:

eV = A(t)V; V(x, x, ъ) = Ел;. ,

; W(r,r,B)='Em, . i

Условимся, что постоянные, которые встречаются в вычислениях

и не зависят от е, обозначаются одной и той же буквой с.

При выполнении условий 1, 2, как известно [11, справедливы

оценки ' !¦ . ¦¦¦ li '
'

II

~\\W(t, т)||<с, 0<t<*<1,V .¦,'"¦ I
| ¦'.;

%!> 0— некоторая постоянная. ! -'"'' и ,
¦

i Систему D) можно заменить следующей эквивалентной инт

тегральной: mi i • "¦

' *' ¦ ¦¦ -W ! 'i

6111 t
¦

jl I . .
•j ¦ -¦

.-

, ¦;*= jw(t,x)[D№t) + Fz(v}\z,i) + f4x)}d%.

Систему E) будем решать методом последовательных прибли-1
жений. Пусть vo(t) ss 0, zo(t) = 0, Последующие приближения
определим формулами) 1 ! !¦

•

|
¦

¦ е J ' '" _,'
"

¦

I
• ]¦

; !.1 •¦¦¦!" '" ¦'
.(t)=\w (t, т) [D (т) »к+1 + F, К, zh% т) 4- /, (т)] dx. ,г

Теперь нетрудно проверить справедливость оценок"

У -

Таким образом, справедлива следующая ;> i

Теорема. Пусть выполнены;,, условия11,2- Тогда для реше-
I ЗаПаЧИ A). (Т\. лппянйляпри !!1И;1 :ния задачи A), B),^справедливы'WHj, >

постоянная с не зависит от кЫ е.'.' i v

:i ';;: . 'i ' '

!' ! .
¦'

j

! i ! : ' .39
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i МЕТОД ВНУТРЕННИХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ
И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ.

НОВЫЙ ПРИЕМ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ

ГРАНИЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

В. С. РЯБЕНЬКИЙ |
'

(Москва)'! . •

Цель статьи — изложить новый прием численного решения
граничных интегральных уравнений, .к которым сводятся краевые
задачи для уравнений с частными производными. Этот прием
основан на комбинированном использовании разностных внут-

внутренних граничных условий и некоторых свойств проекторов;
Кальдерона.

§ 1. Разностные внутренние граничные условия [1]
: ¦ '! ¦¦

"

ПуСТЬ !
ч

, ;

Lhun = 2 Ahun+h = /n) -¦. A)
ftK v

где п и k — мультиндексы; Ah — квадратные матрицы; ,/„ — за-

заданная и ип
—

искомая! вектор-функции; К — конечное множе-

множество. .¦¦¦'¦ •t ,

Пусть G\— матрица, удовлетворяющая условиям

Рассмотрим уравнение

2 l= fn, n<=D0, C)

где ?)J — произвольная сеточная область определения правой
части /„. Тогда множество Dh, которое пробегает точкам п -f- A,-
если пяк пробегают независимо Do и К, есть область определения
П Dh

р
решения ип. Поставим в соответствие каждому r^Dh подмножест-*

во Кт множества^ состоящее из всех тег к^К, для |Кото-
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рых г — к ф Ю%. Границей Th назовем множество всех тех то-

точек ге/)л, для которых К непусто. '..

Теорема. Сеточную вектор-функцию {иг}, геГЛ, можно

доопределить всюду на Dh до некоторого решения уравнения C)
в том и только в том случае, если выполнены равенства

2 B бп_г+ЛЛЛмг+- 2 Gn-mfm^Un,. D)

называемые внутренними граничными условиями. ; - l;

Обозначим через ?/гй пространство вектор-функций i>rft =
= {vr}, геГ/м а через 'Urh

—

подпространство, состоящее из

всех тех Vrh, Для которых выполнено D)., Оператор Ph, иГк —
= PfiVrhi задаваемый формулой ,/

,

есть проектор Uph на Uvh- В случае. /„ = 0 условие D) можно

записать в форме !
«rft

- Phurh ¦¦= 0.
¦

: ¦! •

. E)

Для справедливости формулы D) или (о) достаточно, чтобы Gn,
удовлетворяющее условиям B), было определено не на всей сет-

сетке, а лишь в ограниченной ее част, Достаточно большой, чтобы

для любых точек п, n'^Dh точка п — п' принадлежала этой
области.

А. Я. Белянков [2] построил фундаментальное решение, так
называемое циклическое фундаментальное решение, указав эко-

экономный алгоритм его вычисления для любой системы разностных

уравнений с постоянными коэффициентами.
[ ¦. Г

§ 2. Граничные интегральные уравнения,

использующие проекторы Кальдерона,
и их дискретизация

'

Пусть для системы дифференциальных уравнений Ьщ = 0
известна матрица G(x)

)
называемая двусторонним фундаментальным решением. Рассмот-

Рассмотрим Lu
—

f в области D е границей Г. Пусть UD — пространство
достаточно гладких функций и Г — достаточно гладкая граница.

Тогда для решения u^UD в случае / = 0 имеет место формула
Грина ¦

'

¦''¦'¦'¦:¦¦... \-[ ..-'ФУ= Щи)г, ,' .;¦'¦:
где К(и)г — интеграл по поверхности, в который входит фунда-
фундаментальное решение и который зависит от комбинации функции и

и ее производных.; Эта комбинация обозначена (г^)г^ уи.
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Рассмотрим пространство Ut, которое пробегает уи, когда и

пробегает UD. Обозначим через Ut cr Uг подпространство, кото-
которое пробегает, уи = j(w)r, если и пробегает подпространство
U'D cz Up

''
решений однородного уравнения Lu = 0. ' 11,i

Теорема. Оператор Рт = уК проектирует область опре-

определения оператора К на Ur'JVPr есть проектор Кальдерона для

рассматриваемого случая.! Очевидно, граничнаяг задача

, ' .
•¦• | |?ц = 0; 1ит = Фг.! ) I

'

''
i ¦¦$)"

равяорильна задаче ! - i,•;
¦

i .i

!i |!"г —'Pruv = 0; luv = фг, ¦-.'
'

V G)Г

дополненной формулой и = Ки?.
Будем считать, что нормы в пространствах UD, Цт, Фг согла-

согласованы с операторами -у и / так, что эти операторы ограничены.

Опред &л е н и ег Задачу F) назовем корректно поставлен-,

еой, если при1 любом <ргеФг существует решение u&UD, причем
1

V г' ' II«JltTjD ^ С Ц фГ ЦфГ* lC = COnst4, . . J--1
,,

Введем пространство Ut, вложенное в Ut !так, что [|«г 1кр.^
^4|wrii[? '^ = const. Будем считать, что

(

Теорем! а (о дискретизации). Пусты ег, je2, . . .,| es
и решение задачи G) тоже принадлежит ?7Г,! иг е С^г- Обозначим

ит =='2cje;> гДе числа {с,} найдены из условия, чтобы число

.

!
, 61 = [ иР - Ргиф |&Р -f ра I lug - Фг trf P ^ 0. -! (8)

было наименьшим возможным. Тогда ¦ i

.»

где 1 •¦ :.
"¦

.

1 i I 1
.

•

i! ,
_

¦ I : ' ¦
Г« 1

i i [} ;
'

! i i ;' |'

[ - .'M'
'

l

1

I.:' !i! И' 'l i

. i .

..ya<

Эта теорема получена совместно с А. Я. Белянковым. '

Доказательство !данной теоремы опирается на следующую
лемму, существенно использующую запись граничного условия
"г — -Р,г"г= ,0 с помощью проектора Ргг«''1|
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i Лемма [1]. Пусть vv ^Uv и ¦!¦ ,! . ,

'

,

: :
f\ у s.|;

.

i 4-'> ¦i : i'.
i

j:

прдчем задача F) корректно поставлена. Тогда :;,;' .;

где с — постоянная, входящая в '> определение корректности.

Доказательств^. Из (9) следует, что П! .I

а потому ' | .

¦

|-
'

¦

'
! ¦ *: ^

'

% || ;М!

1 tWV
\\. \

Г"~Р !Г' \\%:"и*[\ ¦'''¦
В силу корректности задачи F) •'!... . ,,-,]];' j >., ..

¦>

г,]|г/г < il УI• ii ^wrjit7r) < ll^ I• с •! Фг — !

Отсюда непосредственно следует A0). Лемма доказана.! ¦/>

: Если нормы квадратичные, то для {с/} из (8) возникает линейр
ная система метода наименьших квадратов. Для 'вычисления

г коэффициентов этой системы надо вычислять несобственные и син-

гуляраые интегралы. , I'! i i
i Изложенный метод сведения задачи на границу близок к так

называемому методу граничных интегральных уравнений (ГИУ)
[3], В! котором используется интегральное соотношение, возни-

возникающееVnpHi представлении решения по формуле Грина и при

стремлении?'точки изнутри области к ее границе. \

Излонсенный метод редукции на границу отличается тем, что

используется граничный проектор и дается обоснование сходи-
сходимости' дискретных аппроксимаций. „ ,! *'

Для' вычисления коэффициентов линейной системы в ГИУ

используется прямое вычисление несобственных и сингулярных
интегралов, основанное ва "выделении особенностей1 и знаний

удобного аналитического вида фундаментальных решений.

Г1! J ¦'¦
.

'

¦

„¦ § 3. Пример
'

|| г, fi:-i
•

'\-

Новый прием численного решения краевых( задач изложим на

лримере! задачи Дирихле для'уравнения Лапласа в плоской об-
области D с границей Г. В этом случае задаво w|r и требуется найти
ди г. Ч

¦
' ' ¦' ' ' ¦ '..

.

•g— , которую запишем приближенно в виде суммы; , , ,

¦

,

''' i ¦
"

• "'•!'¦..¦ г !. 'i < i #-. i ''

ди

где ej(x) — задано, Распространим решение'на .приграничную
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полосу некоторой малой ширины h по формуле Тейлора, положив

в точке х'

. , и(х')жи(х)+ (х'-х)^-(х), A1)
где х — х направлен по нормали п в точке геГ. Выберем на гра-

границе некоторое число N опорных точек xj, j = 1, Лт. Для каждой
точки построим квадратную сетку с шагом h, одна из линий ко-

которой совпадает с касательной к Г в опорной точке. Воспользуем-
Воспользуемся пятиточечным разностным уравнением Лапласа на этой сетке,

отнеся к Z>o те точки сетки, которые попали внутрь D. Выпишем

внутренние граничные условия D) для точек Xj и xj сеточной

границы Th, подставив всюду вместо значений иг выражения,
вычисленные по формуле (И). Условия D) не выполнятся и воз-

\
никнет невязка т|>,--~ гг >\\, зависящая от коэффициентов
. \Я]) \Xj) I

{cj}:. Числа Cj выберем так, чтобы минимизировать величину

В точности реализовать описанную процедуру трудно, так как

для этого надо знать значения разностного фундаментального ре-
решения на большой сетке, кроме того, вычисление tyj требует сум-

суммирования по всей сеточной границе Fh. Для сокращения вычисле-

вычислений это суммирование распространяется только по участку сеточ-

сеточной границы, который примыкает к участку криволинейной гра-

границы вблизи опорной точки. Остальная часть суммы заменяется

интегралом, стоящим в континуальной формуле Грина.. Этот

интеграл распространен на оставшуюся часть криволинейной
границы. Как интеграл от гладких функций он может быть эко-

экономно вычислен по квадратурным формулам.
В описанном алгоритме фундаментальное решение дифферен-

дифференциальной задачи, входящее в формулу Грина вне окрестности

опорной точки, и фундаментальное решение разностной задачи
в окрестности опорной точки должны быть выбраны согласованно.

Для согласованного выбора можно воспользоваться одним из

двух подходов. j :

Первый состоит в следующем. Вне окрестности опорной точки

берется .фундаментальное решение g(х) — -~— In x\. Внутри се-

сеточного квадрата с центром в опорной точке в качестве значений

разностного фундаментального решения используется решение

разностного уравнения Лапласа с разностной 6-функцией в пра-
правой части и с граничными значениями, совпадающими со значе-

значениями функции g(x). • ¦ ;
Второй подход не предполагает, что известно фундаментальное

решение дифференциальной задачи. Берется циклическое фун-
фундаментальное решение А. Я. Беляекова, которое вне сеточного

квадрата, окружающего источник, численно восполняется по зна-

и I



чениям на крупной сетке до гладкой функции, используемой при
вычислении интегралов по формуле Грина в качестве входящего

в нее фундаментального решения. _ ''

Описанный алгоритм имеет только эвристическое обоснование

и экспериментальную проверку для гармонического и бигармони-
ческого уравнения, причем согласованные фундаментальные ре-
решения выбираются в соответствии с изложенным выше первым

подходом. Численные эксперименты по уравнению Лапласа вы-

выполнены совместно с А. А. Резником, а по бигармоническому —

с В. И. Турчаниновым. -....¦¦ «-;
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СХОДИМОСТЬ ПРИБЛИЖЕНИЙ РЕШЕНИЯ И ОБЛАСТИ

В ЗАДАЧЕ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ

Д. М. ФАГЕ

{Новосибирск)

§ 1. Постановка задачи ,

Рассмотрим однородную задачу Дирихле для эллиптического

уравнения, заданного в области DaR2, являющейся выпуклым
многоугольником,

(Lu = / в D,

(и = 0 на3D М
с дополнительным ограничением ;

Fx{x, у) < и(х, у) < Ft(x, у), "¦ B)
где функции F1 и F2 принадлежат С1 (D) всюду, за исключением
конечного числа точек и линий,и ;.

Л(*," У)< 0 < F2(x, у) у(л

Решепие задачи A), B), Которое гиы будем считать принадле-

жащим пространству Wl(D)t понимается в том смысле, что область
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D разбивается на две подобласти — ЙиЙ,: в первой решение и

удовлетворяет дифференциальному уравнению, во второй —I сов-

совпадает с одним И8 ограничений. Разделяющая Q и Q# граница
эаранее неизвестна и подлежит определению в процессе решения.

• Такого рода задачи, называемые задачами со свободными гра-
границами, часто возникают в механике, физике, оптимальном уп-.

равлении и т. д. Например,1 «ели / == ссцл-. ,i jSsO и F.2(x, у)'
!есть расстояние от точки (х, у) до границы 3D, то A), B) будет
описывать процесс упруго-пластлческой ¦ деформации призмати-
призматического стержня с сечением D, причем' область упругой деформа-
деформации Q будет односвязной, а область пластической деформации

Q# —многосвязной [1]. I
В вариационной, постановке A), B) представляет собой задачу

минимизации функционала энергии на замкнутом выпуклом мно-
множестве К функций, удовлетворяющих ограничению B), или в эк-

эквивалентной формулировке — задачу об отысканий решения ва-

вариационного неравенства j

:! '!
; a{u,v — u)^ (f,v — и) yv&K\ ' C).

(см. [2]). Здесь а(ф, гр) — билинейная симметричная и непрерыв-
непрерывная форма, соответствующая задаче A), а (/, 4") — скалярное про-
произведение в L2(D).

§ 2. Аппроксимация

Триангулируем область D треугольниками Tt таким образом,
чтобы их объединение совпадало .с D, [} Т* — D (относительно Т%

предполагаются выполненными стандартные ограничения на дли^

ны сторон и углы [2]), и обозначим через Н конечномерное под-

подпространство пространства W\ (D) с базисом, состоящим из ку-
кусочно-линейных конечных элементов. Тогда приближенная за-

задача, соответствующая вариационному неравенству /3), приоб-
приобретаетвид I

¦ ]a(uh,vh-~ ил) >;(/,> — uh) у«*еХ\ | D)

где относительно Kh предполагается, что Khc~K{\H. i
Обозначим через и и uh решения задач C) и D) соответствен-

соответственно. Тогда справедлива .
'

I I

Лемма 1. Оценка погрешности приближенного решения
' о1 j¦ .!

в норме пространства W2 (D) имеет вид . ''
.

i
,

wh s=Kh, E)

где функция г)) является решением задачи A) без ограничений
Заметим, что при выводе этой оценки в отличие от работы [3 ]

не используется факт принадлежности! решения пространству
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W\\ кроме того, при решении задачи без ограничения; имеем

\f> = и, и E) переходит в обычную оценку метода конечных" эле-

элементов. '
С помощью этой1 леммы, используя оценку для погрешности

кусочно-линейной интерполяции функций из W\ (Z>) [4 ], получаем
следующую теорему. :: '')'¦'^ :\ .! .''i, i !!i г

Теорема 1. Приближенное; решение uh сходится к точ-

точному решению и при h -+-, 0,; причем имеет место оценка ¦
•

|

с постоянной с, не зависящей от Ц*Ши. ,| 'j,'¦ |
. ММ /.. ! I:

V:' ¦
¦

-'' I.- '' 1 !
' j'.

L

§ 3. Сходимость областей i <а ; 'п
1

При решении задач со свободными границами обычьо нас интере-
интересует не столько само решепие, сколько положение'свободной гра-
границы, разделяющей области Йий^. Основную роль в получении1
соответствующей оценки играет следующая лемма. М

| Д е м м а 2. Пусть функция и принадлежит Сг(Р) всюду, за

исключением конечного числа точек и линий. Обозначим через Q
множество . | |

У•¦.-J.!• Q = {(х,!у) е DlF^x, у)< и(х? у\<!Ft(x, у)}

(предполагается, что ?1 Ф 0 я что число компонент, связности Q

конечно) и рассмотрим равномерно' сходящуюся к' и последова-
последовательность функций гУ1: •..

. 1 {'

¦'•¦ \и—v11' <̂C_ &{h)—>¦ 0.

Тогда для любых двух последовательностей 6а(Л) ^Ои 62(/i) ^ О,
удовлетворяющих соотношениям . | j

.

'
•

6Д/г.)->-0, 8(Л.)/6г(Д)-*-0, fe->-0, г = !1, 2,! J
найдется Ло > 0 такое, что для всех h <^ h0 области ,
&h¦= {(я. У) s ^^(а:, у) + 6Х(Л) < i^(a;, у) < F%{x, у) ~т 62(^)}

убудут содержаться в Q, Qftic Q и lim Qh — Q.
'

J,
'

.

4i, ft-»b! ¦ !
;•.•,,' Для применения этой леммы воспользуемся. оценкой [5] i|

'j,!:
'

..¦
¦¦¦

.iji||e.<cjin hppwZib,:/'.
'"¦

!¦ '. !
'

I ' ¦

справедливой для произвольного кусочно-линейного восполнения.

Полагая и = иг
— uh и применяя неравенство треугольника, из

теоремы 1 получаем i*.,',-.'

-
¦":.!¦¦

(здесь Wj -— интерполянт решения ц исходной задачи).; 1-- i i

!
'

¦ 4?



Таким образом, справедлива
Теорема 2. Пусть

Q/ = {(«. У) е= ВД(*, г/) < Mj(a:, г/) < ^(ж, г/)}
-

и

i?* = {(*, 0) е= DjF^, it) 4- »(Л) < ""(*, у) < ^(ж, у) - х

где:

х(/г) = IA1-* \nh\4\ е>0.

Тогда существует Ао >- 0 такое, что для всех h ^ ho'Qh'd fij и

; limQh = Qz --= Q.
i ft-»o
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О НЕКОТОРЫХ УРАВНЕНИЯХ ПЕРЕМЕННОГО ТИПА

I Н.Н. ЯНЕНКО

;

(Новосибирск)

1. Дляописания нелинейной неустойчивости и автоколеба-

автоколебательных движений сплошной ,среды в последнее время предложе-
предложены математические модели, основу которых составляют уравне-
уравнения в частных производных переменного типа.

В работе [1 ] проведены численные эксперименты и дан ка-

качественный анализ системы уравнений.

~зг т ~г- = ~я~ v (и) -т- ; -sr
= — о--»-, а = const, A)dt дх дх у

у ' дх у dt дх' • 'v '

которая представляет собой упрощенную модель баротропного
газа с коэффициентом искусственной вязкости ^v(u), зависящим
от скорости. Решением системы A) являются автоколебания,
.возникающие 'В областях пространства скоростей и, где коэффи-
коэффициент v(u) меняет знак.

2. Система A) не инвариантна относительно преобразования
Галилея. Очевидно, что содержательные феноменологические мо-



дели механики сплошной среды должны быть инвариантны отно-

относительно основной группы преобразований. В связи с этим в ра-

работе [2] предложена математическая модель, являющаяся анало-

аналогом одномерного уравнения Бюргерса, но с коэффициентом; вяз-

вязкости, зависящим от градиента скорости: ¦ ,
'¦'

ди , ди с

Здесь коэффициент вязкости v — асимптотически положительная

ди ¦ '

функция -г-, принимающая отрицательные значения в некоторой

„ Х, ди
конечной области изменения —. , :

Рассмотрим сначала уравнение B) без конвективного члена

и-^-с начальным условием и(х, 0) = ио(х), 0 <! х <! I, и периоди-

периодическими граничными условиями. Если :

v = 1 + vil7 + v2(^J. v2>0, v?-4v2 = 6>0, C)

то имеет место следующая априорная оценка решения:

ЕСЛИ V = 1 — Vj (^2т+ V2 f-ljJ"' т < П' Vl> Va > 0) Vl~ 4V2>°«
то для достаточно больших т, п имеет место следующая априор-
априорная оценка:

¦?)dx ^с (т> п> Vi«Va' k>Uo)-

Для полного уравнения B) с начальными и граничными усло-
условиями и(х, 0) = щ(х), и@, t) = u(l, t) = 0 получена оценка

j ufdxdt -j- j uidx <: С (vlr v2, u0, t).

Для задачи B), C) установлен разностный аналог оценки

t1 1 , '

J J ufdxdt -f j uidx^. const, ,.

' '

ooo

гарантирующий слабую компактность в соответствующих прост-
пространствах решений разностных уравнений.

Оценим'теперь отклонение решения уравнения B) с коэффи-
коэффициентом вязкости C) от решения уравнения Бюргерса. Начально-
краевые условия выберем в виде w|t=0 = и(х), мA, if = м@, t),
0 ^ t ^ Т. Предполагаем, что vu va — малые параметры и что

коэффициент v(p), = v0 -f v^ + v2p^ положителен, а коэффи-
коэффициент v'(p) = v0 -f 2vj) + 3v.jP2 при второй производной в урав-

4 Заказ №593 49.



нении B) знакопеременен. Из этих требований вытекают сле-

следующие условия на коэффициенты: <

Из предположения! малости vx, v2 следует, что для выполнения

соотношения E), при фиксированном! v0 и цри изменяющихся ма-

малых Vi,'v2 достаточно, чтобы v2 = kv\ с некоторой фиксированной
постояннойк. '\\ I ; ' !'

'

1

Итак, рассматривается уравнение J ! i i '!

; f i
I x gx IN в ' 1 x i x ! .dx I J .';,

с условиями на коэффициенты ' , _,'!"

1- /1ч> ^-* П 1 Ч1-Л1 "~^.i П¦ :'| ! 1

и константа к выбирается но v0.••

I Пусть u%r, Л — решение уравнения Бюргерса - Г },
!i ! ' ! '' ': I |1 .|

!
. |

! ' ¦ '!
¦ ¦- ?

'

¦

¦ ' .
?

с указанными выше начально-краевыми условиями. Запишем

решение задачи! в виде u(xr t) = и°(ж, f) -\- R(x, t). Тогда^ спра-:
ведлива оценка . '

'

3. В' работе [3] рассмотрено уравнепие

!
'

¦

,. , ди, п ди
' ! Ж +^^

где (оA) — гладкая функция^ 'i для которой <»'(?) ^ б >i О

i^ Л'"^ О, л (о'(|) может ^принимать,отрицательные значени

15|< (;,
В случае начальных и граничных условий и(ж, 0) = щ(х),

и@, t) = u(i, t) =0 априорная оценка в норме С@, i[) имеет сле-

следующий вид: -"../ ! , ¦, _;-¦¦

!! Лв|1с(ол)

где ^(У)'— sup-Hz, i)l, 0!< i< Г. Если ц = 0, то-величина iCi

в G) не зависит отК. ¦I¦ !: >7г

В работе [3] получены также теоремы существования обобт
щепного и гладкого решений для задач - ~:[Уу\
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с условиями и(х, 0) = щ(х), и @, 0=:-?@' ' -=«1A, *);=

=^A) i) = 0 и со знакопеременным коэффициентом : й)'(|).
Для задачи F) в работе [41 установлена более сильная оценка

типа G) с константой С в правой части, не зависящей ост \К(Т),
и оценка ¦. ' ''"'',.'г ;

Для гладких решений уравнения] F) Цс 'краевыми, условиями1

вида ¦¦ ' ') '.-1''.|:-| i.j •"

о
"

(8

получена оценка [uKj через |и| и sup|| ио| + | ио\], а, также алри-;

орная оценка \и\ для третьей краевой задачи при дополнительных

условиях на рост cp(u), \})(w), и>(их). !''
'

.

'

I

Для обобщенных решений задачи F), (8) получена! оценка

\и\ в классе обобщенных решений, допускающих аппроксимадщо
в определенном смысле гладкими функциями. : ¦ _*','" и

Если коэффициент &>'(?) ^ 0 вырождается, то методом конеч-

конечных разностей для первой и третьей краевых задач при допол-

дополнительных ограничениях на рост функций (p(w),1 ty(u), а>(иху до-

доказана теорема существования решения задачи F), (8) ^ класса

функций, для которых конечно выражение | М :
ч

!
'

!1 1 '-

. .

'

ljll. .? ,'
:

J .) \ut + (»' (их) иххJ\ dxdt + J со (их) dx + sup ] и \. ,

'

О О :0 ! | .1 .j
'

В случае знакопеременной величины а>'(их) показана слабая
компактность приближенных решений в соответствующих прост-
пространствах. !I

'

Методом Галеркина доказана теорема существования и един-
единственности обобщенного решения рассматриваемой задачи из

класса W\'^w в случае вырождающегося коэффициента^ со'(!) ^
> 0 (—с0 + c-^l^ < o)'(g) < c3[g[2v + с3) и слабая компактность

приближенных решений в случае знакопеременной-функции со'(|)^
В [6] получены априорные-оценки \их\ через Juf и ||мо||с» для

квазилинейных уравнений с одной пространственной переменной

щ = а(х, и, их)ихх + Ъ(х, и, и?) + f(x, и, их, цхх), i

где а^ ао> 0, / — финитная функция, a i'также1 оценка [мж|1
через |и| и Ццо||с. при / = fjt, х, и, их)ихх + /,(*, х.чи,1^, ияя),-!
где /х, /2 финитны по. мд, и^.^. ' ¦'i .

¦

•'•
i i

4. Следуя работе 14], рассмотрим систему уравнений типа

Навье —Стокса i], |' ! | , ,

• ! ¦¦'

4*



где х е Q cz R3, Q — ограниченная область с достаточно глад-
гладкой границей dQ, и = (ц15 щ, и3), 0 ^ t<c оо, :

ди
дх 0, m^-y,

ди

дх

Условие v2 > О означает, что рассматриваются только асимпто-

асимптотически положительные полиномы v(p).
Для уравнения (9) рассмотрим следующие начально-краевые

условия:
и\дп = 0; u\t=Q = uo(x). A0)

Пусть V—замыкание множества Т — \v \ v eCo° (Q), div v
— 0}

в норме ТУг+м» (^)» гДе ^4т+2 (^) — пространство Со-

Соболева. Пусть {#);},"¦•;' = 1, 2, .
„ ., ге, ...

— некоторая полная

в банаховом пространстве V система функций. Будем искать

приближенное решение задачи (9) — A0) с помощью метода

Галеркина, т. е. в виде

1=1

где коэффициенты ci(t) находятся из уравнения

а (,) — скалярное произведение в L2(Q). Начальные условия

для системы A1) найдем из соотношений е"@) = а", где а" опре-
определяются из условий

ип @, х) = 2 а?(о< (х), и* @, х) -> ц0 (х) A2)

при п -»-' оо в норме пространства V. Справедлива следующая

Теорема. Пусть u1 (t, х)
— с\ (t) (ог (х)— первое галеркин-

ское приближение задачи (9), A0), со1(а:) е V, J

ul@,x)=a\(o1(x). Обозначим \c\\2m=y(t), ao = 2mvo \-?±
2m+2

dxt

dx.Тогда фун-

функция y(i) удовлетворяет уравнению Абеля первого рода

и имеют место следующие утверждения:
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1) еслиvo>O, то нулевое решение асимптотически устой-

устойчиво по Ляпунову при t -> оо; при v\ — 4v0v3 < 0 не существует

других стационарных решений уравнения A3); при v?—4v0v3>0,
Vi < 0 существует еще одно асимптотически устойчивое

'
по

Ляпунову при t -у оо положительное решение для некоторых

2) еслиv0 < 0, то для некоторых (x>i(x) существует только одно

положительное асимптотически устойчивое решение уравне-
пия A3).

5. Длявыяснения свойств модельного уравнения B) со зна-

знакопеременным коэффициентом вязкости C) было проведено чис-

численное решение этого уравнения конечно-разностным методом

[5]. Когда коэффициент вязкости v отрицателен, то задача, ста-

повится некорректной и решение может возрастать. Поскольку
ожидалось появление колебаний, связанных с изменением знака

коэффициента вязкости, то была выработана схема, которая на

решениях уравнения Бюргерса (v, = v2 = 0, v0 = const > 0)
давала заведомо монотонный профиль. Была изучена эволюция
начального распределения в виде ступеньки. Расчеты позволили

установить нестационарные колебания при стационарном осред-
ненном течении, обнаружить свойство перемежаемости, т. е. че-

чередование сильных и слабых осцилляции.

6. Рассмотрим задачу о газовом шаре, находящемся под

действием сил гравитации и газокинетического давления. В пред-
предположении сферической симметрии исходные уравнения имеют

вид

ди_ сМ(гI др.
_

г2 р
'

дг'

4nr'2p(r')c^; A4)
о

Р = Р (р, Т),

где и — радиальная скорость; р
— плотность; р —, давление

газа; G — гравитационная постоянная.
В случае политропной зависимости давления газа от плот-

плотности р
= ср2 система уравнений A4) имеет стационарное реше-

решение: р(г) = р0 sin nrlnr (p0—плотность в центре шара, радиус
которого равен Ro = YnJ2G ~ 48,5 и).

Большой интерес представляет решение системы A4) в случае
немонотонной зависимости р(р), например типа зависимости
Ван-дер-Ваальса, поскольку области, где dp/dp < 0, являются1
неустойчивыми. Численное решение исходной системы уравнений
с немонотонной связью между давлением и плотностью, показало,
что в зависимости от глубины «ямы» на графике р(р) получаются
существенно различные распределения плотности по радиусу
шара: либо происходит разделение шара на две области с заметно
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различающейся плотностью и резкой границей между этими

областями;—режим.1,1либо имеет место непрерывное изменение
плотности— режим II [7].i :

В режиме Г плотности! газа справа и слева от разрыва щши
дятся в области, где dp/dp><i 0. Шар делится на две части потому,
что область с dp/dp < 0 неустойчива. G течением времени плот-

плотности и радиус шара испытывают колебания1, причем колебания
плотности во внешней части шара существенно меньше, чем во

внутренней. . ! . |j
В режиме II также наблюдаются колебания плотности, совпа-

совпадающие по порядку величины с колебаниями плотности в режиме I
в области, внешней по отношению к разрыву.

Таким образом, немонотонные уравнения состояния типа

Ван-дер-Ваальса могут определять гидродинамические автоколеба-
автоколебательные процессы. Эти особенности физически связаны с фазо-
фазовыми переходами и источниками энергии, а математически нахо-

находят свое выражение в переменности типа исходных уравнений
(гиперболический — эллиптический). i< -

7. Интересная сйстемаг уравнений неременного типа описы-

описывает нелинейные альфвеновские волны, <

распространяющиеся
в разреженной анизотропной нлазме вдоль магнитного поля

[8-10]: .¦ .

. %]Ъ A5)
?Я _ ди_ дВ_ _dv_ !," >
dt
~

dz
'

dt
~~

dz
*

.

ЗдесЬ|//, В(и, v)— компоненты магнитного поля (скорости) в плос-

плоскости, перпендикулярной основному магнитному полю Но,
направленному по оси z.

Система A5) записана в безразмерном виде. Все коэффициенты,
характеризующие ! среду, устранены с помощью преобразования
масштабов. После линеаризации этой системы относительно ма-

малых возмущений состояния покоя, пропорциональных exp i{kz —
— (i>ht), получается дисперсионное уравнение ¦

' г !1
coft.= kV2 + iyh, yh = Щ - к>ЩI/*, ,A6)

где к — волновое число малых возмущений; 7а i— инкремент

их'роста. ! j
'

'

I Из формулы A6) следует, что возмущения с волновыми чис-

числами &<j2 неустойчивы. Гармоники с волновыми числами

к ~^2 устойчивы, что связано с'эффектом «магнитной вязкости»
'
¦ ди<dv I

(математически — с членами -^-, -^
в первых двух уравнениях

системы A5)). В нелинейном случае рост амплитуды волн ограни-

ограничивается членами (Я2 + В2)Н, (Я2 + В2)В, ! i

¦¦ ¦ '' ¦ '
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Система уравнений A5) допускает частное решение "следующе-
"следующего вида: ,

.

'

. '.'}'¦¦ .\ U ¦ |
''

¦ ['
H(z, t) = A(t) sin (kz Ш \1 U!

'

!
B{z, t)=A(t) cos (fe

где амплитуда волны Л(г) удовлетворяет обыкновенному диф-

дифференциальному уравнению гI , ¦ ¦, [
'

'¦
' !

? - сА-* = 0,! с = cpnst,l; j, I ;
'' iii" i

'

:' -''1 VJ

допускающему несложный качественный анализ и аапись реше-
решения в квадратурах. Амплитуда*волны; испытываетi}с течением

времени автоколебания. ! ,

'

, ¦¦,<! '''.' :

! •¦

¦ ¦
•

,

¦ I
'

ii-: !«И|;!|Г ..:' /
"

¦ ¦"
¦

¦ • 'I k
:

Щ
'

- !г ¦

,

!
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. Часть 2

ПОСТРОЕНИЕ АЛГОРИТМОВ

ОБРАБОТКА ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ
С ПРИМЕНЕНИЕМ ОСРЕДНЕНИЙ,

СОХРАНЯЮЩИХ ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ,
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ

ИЛИ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ

В. А. ВАСИЛЕНКО, М. В. ЗЮЗИН

(Новосибирск)

При обработке экспериментальных кривых типа осциллограмм,
которые, как правило, «зашумлены» некоторой ошибкой измере-
измерения, весьма эффективен способ осреднения информации на неко-

некотором интервале. При таком осреднении на экспериментальной кри-
кривой подавляются преимущественно высокочастотные колебания,
вызванные ошибками измерения. Очень часто на практике бывает

известен характер гладкого фона функции, который следует выде-
выделять в процессе обработки и который не должен страдать в лроцес-
се осреднения. Именно с этой целью мы предлагаем явную кон-

конструкцию простейших локальных кусочно-постоянных осредне-
осреднений, сохраняющих полиномы любой .наперед заданной степени,

тригонометрические функции, отвечающие наперед заданным ин-

информативным частотам, или экспоненциальные функции с задан-

заданными показателями роста или убывания.
! Без ограничения общности рассмотрим вещественную ось с

нанесенной на нее целочисленной решеткой 0, ± 1, ±2,. .
.,
±

±Л7,. . . В общем случае следует рассмотреть сетку с шагом h. Пусть
K(t) — функция с локальным носителем. Зададим операцию

*

осреднения функции f(t) с помощью функции K(t) формулой

J K(y-x)f(y)dy.

Операция *
связана с операцией свертки соотношением Kit) *

* /(*) = K(-t) * fit). ]
Определение. Осреднение, порожденное K(t), сохра-

сохраняет f(t), еспж К *• / =/.' ,
Легко видеть, что в этом случае K(t) сохраняет f(t—A) V4 е

/?1 и если / е С1,4 то K(t) сохраняет /'(?).
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Будем далее искать осредняющую функцию К(?) в виде

v m [«ft.-^ + fc^^-'nM-T-ft + l, Л = 0,1,. .,р

I U иначе, :

A)

где «й = const.

Теорема 1. Для любого натурального р существует един-

единственное симметрическое (аг =ар_;, i = 0, /») осреднение вида A),
сохраняющее многочлены степени s^j?. При четном р коэффициен-
коэффициенты ай находятся из системы ,'

2 2 «ЙЧ + ай/,ор/а = 0, i -= 0, 2,... ,= ;>;

V

2 2 ak + aB/2 =1, .¦ :

fe=o

при нечетном р
— из системы

р+1 " ¦
!
S аЙ)оЛ = 0, {-1, 3,.,.,р-2;

При этом а<?> ^ (?+1 -
i, к = 0, p.

Пусть теперь |:, |2). . .,' |A — набор несовпадающих чисел.
Т е о р е м а 2. Для любого натурального п при условии, что

?г е @, л), i = 1,га, существует единственное симметрическое ос-

осреднение K2n(t) вида A), сохраняющее функции {sin?iO"=l. Коэф-
Коэффициенты аи находятся из систе^ш

П-1

2 2 aft + ап = 1;
feo

n-l

2 2 а" с<» 5i (я - ^2 * = 1, 2,..., п.

1 е о р е м а 3. Для любого натурально.го п при условии, что

§< Ф 0; * = 1) п, существует единственное (но уже не симметри-



ческое!) осреднение Kn(t) вида A), сохраняющее функции е}1\
i = 1/п. Коэффициенты ak находятся из системы . !i! i' ?' -

I
n к

n

fe=o e*1— 1

n+i

¦% = 1, п.

В теоремах 1—3 осреднения всегда строятся так^чтобы они

сохраняли константу (другими словами, интеграл от Kp(t) всегда

равен единице). .!¦ -¦ \
Теорема 1 доказывается с помощью довольно простых преобра-:

зований системы. Доказательство теорем 2, 3 требует применения

принципа |Хаара [2]. 'i.
В заключение приведем некоторые примеры.| ':;

! А. Функция K3(t), сохраняющая при i осреднении-кубические
многочлены, имеет вид .¦ J! ,

" г

¦ '
'

О--,- t<-2i] - ,\ ,'

-1/12, -2<t<-l

7/12, -l<i<r

-1/12, 1 <* <2 --.
О ,

t > 2.

Б. Функция' Да@» сохраняющая функциюsin t, !имеетj вид

О, •
¦'

i *<—1.5 !

- 0.046677220712, -1.5 < t < - 0.5

1.09335444142, -0.5<i,<0.5
-0.046677220712, 0.5 < t'< 1.5

В. Функция Л @?сохраняющая функцию о', имеет вид

I • ¦
!| :fff,"

'

"..¦'¦ *<-г1 ''I'-'
0.6613031126615 — 1< t < 0:!
0.338696887.3385 0<t<l

i0. . t>l.,
•

• ¦... i
¦

•

.

'¦
I
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0 ПРЯМОММЕТОДЕ. ВАРИАЦИИ ПАРАМЕТРА

1 НАБЕСКОНЕЧНОМ ПРОМЕЖУТКЕ!
!

,-|
ОБРАЩЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАЦИЙ !

,; м

Д. Ф. ДАВИДЕНКО i ! '¦¦,>';.
: (Москва) i | ' 'i i

§ Л. Об одном варианте прямого метода ^ <

вариации параметра на бесконечном промежутке ц
• '...

!
I

"

I I

В нормированном кольце линейных операций [У->. Yi|],i
переводящих пространство У типа Б в себя, рассмотрим"уравне-
рассмотрим"уравнение i. : :' ' ',¦'..!

'

_.,,-.. ! Ах—Г=О, !i 'A.1)
где A, I e [Y -*-Y] (А — обратимая, / — тождественная опера-

операция). Будем предполагать, что спектр о(А) операции А\ располо-
расположен внутри правой полуплоскости (аналогично — внутри левой

полуплоскости).
Точное решение уравнения A.1) обозначим через х*, а некото-

некоторое приближенное — через х0. Предположим, что требуется по-

получить приближенное решение уравнения A.1) с желаемой сте-

степенью точности. С этой целью применим один вариант прямого
метода ;вариации'параметра на бесконечном промежутке [1],'
суть котррогО:, в данном случае состоит в следующем [2].

Вместо';уравнения A.1)'рассмотрим следующее уравнение с па-

параметром Х@ ^ X <! оо):
¦ F(x\ X) UI — Ax — е-АЦ1 - Ах0) =0, A.2)

где F(x; X) \х ^.[Y ->Y], 0 ^.Х^, оо) 'такая, ^очевидно, опера-

операция со значениями в -[Y-*-Y], что уравнение A.2) при X =, оо

переходит в уравнение A.1), а при Х = 0 имеет решение х0.

Продифференцируем уравнение A.2) по А.. В результате полу-
получим следующее дифференциальное уравнение для х(Х) с начальны-

начальными условиями ' i
-

^W = е-^ (/ - Ах0) =fl - А*(Х), х @) == 'хй.
'

A.3)

Лемма 1.1. Если х (X) — решение задачи Коши A.3) на

интервале О^Я^ оо, то х(Х) будет также решением и'уравне-
и'уравнения A.2) на том же интервале, причем х(Х)\к=оа — х*, т. е. являет-

является решением уравнения'.A.1): Ах(оо) — 1 =10. ¦

Задача Коши A.3) имеет, ^чевидйо, на всем интервале 0 ^ X ^
^ оо единственное непрерывно дифференцируемое решение
х(Х), х@) = х0.

¦

¦ '.."" - • _ .
Чтобы построить приближенное значение решения х(Х) диф-

дифференциальной задачи A.3): при X — оо или, что одно и то же, при-
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ближенное решение уравнения A.1) с заданной степенью точности,

к дифференциальному уравнению A.3) применяем на достаточно

большом интервале [О, К*] @ < К* < оо) один из методов числен-

численного интегрирования обыкновенных дифференциальных уравне-
уравнений, разбив при этом интервал [О, К*] на некоторое число п не-

неравномерных, вообще говоря, подынтервалов длины hk, к = 1,
2, . .

., п, точками Я,о = О, Я,15 Я^,. .
,, Хп; A,ft+1= A,ft'+ hk. Различ-

Различные методы численного интегрирования, а также различные спо-

способы выбора шагов hk дают и различные прямые методы вариации

параметра для решения уравнений вида A.1), т. е. для обращения
линейных операций А.

При применении к задаче Коши A.3), например, метода Рунге-
Кутта s-ro порядка точности (s = 2,3,. . .) приближенные значе-

значения x(Xh+1), к— 0, 1,. .
., (п—1), решения уравнения A.3) опреде-

определяются последовательно одно за другим следующими равенст-
равенствами:

), к^0г1,:..,(п-1), A.4)

где операция Я^+i} е [Y->Y] имеет вид

7r(s-2)
_

tAs-2) ,h ч
_ V (—1)' t,i лг-l

0 О О (Ас\-Hft+1 — tlk+1 {flk+i) — 2d 1\ hh+lA , S = Z, 6, . . . A.0)

Элемент х(Хл) будет искомым приближенным решением уравне-
уравнения A.1). Класс методов A.4), A.5) будем называть прямым мето-

методом вариации параметра типа метода Рунге — Кутта s-ro порядка
точности на бесконечном промежутке для обращения линейных

операций. Шаги hk+1 в A.4), A.5) можно выбирать различными
способами, например: из условия приближенного минимума нор-
нормы невязки||/—¦4:rft+1i как функции многих, вообще говоря, пе-

переменных или путем минимизации какого-либо функционала,
связанного с решением линейного функционального уравнения с

операцией А; через корни полиномов Чебышева и близких к ним

. (аналогично тому, как это сделано в работах [2]—[11] при реше-
решении линейных функциональных уравнений), а также через зна-

значения этих полиномов в некоторой фиксированной точке [2];
аналогично тому, как это предложено ниже, и другими способами.
Вместе с hk+1 можно выбирать также и свободные параметры мето-

метода Рунге—Кутта, что существенно повышает эффективность мето-

методов вариации, параметра [2, 3]. В случае свободных параметров
)
формула A.5) принимает вид ,,-.

)
= 2 (- = 2, 3, ...,

A.6)

где Pvfe+1)— некоторые комбинации дараметров pij+ ., Pi
1
=

CO



При: s — °° формула A.4) переходит в следующую:

x(Xh+i) = x(Xk) + (o(hk+i)(I — Ax(Xk)),:
к = 0, 1, 2, ..., (n- 1), A.7)

Построение операции co(A) при любом заданном значении А, =

= hh+1 < oo можно осуществлять опять-таки путем применения

прямого метода вариации параметра на бесконечном промежутке.
В этом случае можно решать ту же задачу, что и выше, полагая

при этом х0
= 0.

§ 2. Прямой метод вариации параметра
• набесконечном промежутке обращения

линейных операций в случае х0
= 0

Положим х0 = 0 и обозначим х(Х) = со(А,). Дифференциальная
¦задача A.3) при этом принимает вид

^=/-Ао(Х); со@) = 0, " B.1)

а уравнение A.2) —

,, F(x; X) = 1-Аы(Х)- е-ы = 0. B.2)

Заметим, что операция со(А,) е [У.—*- У] обладает замечатель-

замечательным свойством: она удовлетворяет следующему соотношению,

которое легко доказать (г — любое целое число ;> 0):

'

со (т-А.) = со (А,) 2 [I-A<a(X)]\ ; B.3)

Предположим, что требуется построить со(А,) при заданном
А. = h < oo. С этой целью задаемся целыми числами г и v >¦ 0,
делим интервал 0 ^ А, ^ h на rv равных подынтервалов длины

hlf узловыми точками А,о = 0, Хи А,2, .
.., XrV - h, , где Xk =

= kh/rv, к = 0, 1, 2,. .
.,

rv. К дифференциальной задаче B.1)
применяем на интервале 0 ^ А, ^ h метод Рунге—Кутта s-ro

порядка точности (или другой) с шагом h/rv. Это приводит к сле-

следующим формулам ((oft = co(A,ft), к = 0, 1, 2,. .
., /-v):

+ щ, к = 1, 2,. .
., г*; B.4)

1=1

Отсюда последовательно .находим все приближенные значения

i & =1> 2,. .
., /-v, одерации со(Х) в точках деления интервала
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О <; к <; h, в том числр и приближенное значение i w,.v в точке

% = kry = h. [При этом следует заметить, что для построения! a>rv
все вычисления'по формулам B.4) при больших v можно, очевид-

очевидно, не проводить. Достаточно, воспользоваться следующими фор-
мулами:[2]:

'

. j
"

t' ч !: . м.

! . iИг.!. ¦.

Другими словами, определяем' cux '—¦ со(А/Л) прямым методом

вариации параметра, т. е. применяем к задаче B.1) метод Рунге—
Кутта s-ro порядка точности с шагом[ h/rv, а (затем по формуле

! t
. ; v=0

последовательно находим
;

,

При желании этот ряд можно продолжить'дальше: со(гй),
I ¦ '

'
•

.

'

¦

§ 3. Оценка погрешности i

Рассмотрим прямой метод вариации параметра типа метода

Рунге—Кутта s-ro порядка точности обращения линейных опера-

операций A.4), A.5), в котором операции Н\+\Г не зависят от номера)
rr\.

= xk + H{t-Axh), к = 0, 1,. .

., (n -1), j. J C.1)

причем будем предполагать, что h и '* таковы, что операция Н

удовлетворяет условию

Пусть га-— любое натуральное число 12}.
Т е о рем а 3.1. При выполнении, условия ^C.2) для любого

целого га ;> 1 погрешность каждого приближенного решения xk,
к ¦= 1, 2,. .

., га, уравнения A-1), полученного прямым методом

вариации параметра C.1), можно оценить черев любое xj, j =s

= 0, 1,..., i {к —1), следующей формулой:

Ч
Из теоремы; 3.11 следует, ято

v

,..,
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Теперь нетрудно определить число шагов п\в -методе {3.1),
чтобы погрешность полученного решения хп уравнения A.1) не

превышалае: (!
' ^'i ''¦'•'-'i

Пусть теперь п = 2У, где v — некоторое целое число >! 0.

Определим операции У* e IY-+-Y], & =* 1," 2,.;. .,» v:: i1

Yk = П-гB/ -AYh^ L y^/^jAt^, ,i! ^
¦ / i Yo^H, fc='l, 2,. .., v.',,;, ;'ji .

.,.

n

,,.-. -

Лемма 3.1. При п =! 24, где v — любое целое «число !> (- 0,
;каждое значение xjc, к = 1, 2,. .

., v, определяемое методом C.1),l
можно записать через x^-i следующей формулой: i'ir ! , | '.М

J ^гй= *,*-! + У*-1 (/ - il»^-i),- А - 1,2, . л,у;
iI C.3)

: Теорем а 3.2. При выполнении условия C.2) для любого

целого v ^ 1 погрешность каждого приближенного решения

x2fet к = 1, 2, . . .,v , уравнения A.1), полученного методом C.1)
или, что одно и то же, по формуле C.3), можно оценить формулой

,C.4)

'* '•¦ Чтобы погрешность построенного решения хп уравнения A -IX
не превышала е, число шагов v в C.3) следует |выбрать, очевидно,

}'-'\ Полученные выше теоремы дают возможность построить оценки

¦погрешности метода A.4), A.5) и для случая неравномерного опе-

оператора-шага, Щ++х К Аналогичным образом можнЮ '^рассмотреть
^случай, когда п — rv, где г и v — любые целые числа >• 0. Можно
«тавить также задачи о выборе оптимальных процессов. Напри-
Например, в тех случаях, когда pv в A.6) определяются через корни по-

полиномов Чебышева! или; близких к! ним [2, 3], можно решить

простые задачи о^построении оптимального по числу1! умножений
операции на операцию1 (или по числу арифметических действий)
прямого метода1 вариации параметра A.4), A.6). Искомыми ве-

величинами в таких задачах являются параметры $, г, v. .

I Заметим также, нтр: если точка р
— Q ;принадлежит,!спектру

о(А) операции А, то 'рассмотренным прямым методом! вариации

,.J '-1 "'• С'1-1' I i
'•¦



параметра мы получаем, очевидно, псевдообратную операцию х+

такую (см. B.2) и [2]), что / — Ах+ = Р(А), Р{А) =е-А^=0О.
При этом количество вычислительных средств такое же.

Другие способы введения параметра Л.@ <; А. <! оо) дают воз-

возможность записать псевдообратную операцию в явном виде:

х+ = (P(A)L + А)-1 X A-Р(А)) или х+ = (P(A)L +A) -\ где
ie [Y -> Y] — некоторая линейная операция такая, что опера-
операция! e~AXL -г А обратимая при всех 0 ^ Л. <[ оо. Для построения
в этих случаях операции х? записываем соответствующую задачу
Коши и поступаем аналогично изложенному выше. Можно посту-
поступить иначе: построить прямым методом вариации параметра опе-

операции Р(А) и (P(A)L + А)-1, а затем по явной формуле построить
псевдообратную операцию х+. При этом можно записать соответ-

соответствующие оценки погрешности и выбрать оптимальный вариант.
Вместо операции Р(А) можно рассматривать также операции

kA), P(AA*), Р{А*А), Р{А + А*) и многие другие. Очевид-
Очевидным образом можно записать псевдообратные операции и через х0.

Если оператор Р е [Y -> Y] такой, что № = Р, то Р — про-

проектор. I
При желании операцию Р можно построить независимо пря-

прямым методом вариации параметра на бесконечном промежутке,
определяя при этом шаги hh+1 и свободные параметры метода
Рунге—Кутта s-ro порядка точности через корня полиномов Че-
бышева и др. или определяя шаги hh+1 в случае s = 2 как обрат-

, ные величины к собственным значениям операции А. В последнем

случае получим точное значение операции Р за п шагов [2], где

п — число всех, не равных нулю, собственных значений опера-
операцииА. '

Рассмотренный прямой метод вариации параметра дает воз-

возможность получать также решения операторных уравнений вида
Ах = 0 (или хА =0), если выполняется условие е~ЛМа;о-*0 при
А. -*¦ оо (х0 ф 0) или другие условия. Он в одинаковой мере при-
применим и к решению линейных функциональных уравнений Ау =
= i (у, 4 е 7)[2]. В последнем случае если шаги hh+1 и свобод-
свободные параметры метода Рунге—Кутта определять, например, через

корни полиномов Чебышева и др.,'то получим, как частный слу-

случай, чебышевские методы и им подобные [2, 3]. Если же шаги|/1й+1
и свободные параметры метода определять из условия минимума

некоторого функционала, связанного с решением уравнения
Ау = Ь, то получим, как частный случай, методы типа градиентных
и др.
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ОБ ОПТИМАЛЬНЫХ ПО ЧИСЛУ ОПЕРАЦИИ
АЛГОРИТМАХ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

' ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙМАТЕМАТИКИ НА ЭВМ

В. В. ИВАНОВ ;

(Киев)

Более полные обзоры по данной теме подготовлены ранее
G. Л. Соболевым A965), Н. С. Бахваловьш A968) и В. В. Ивано-
Ивановым A969).

§ 1. Общая теория

Приложение функционального анализа в вычислительной ма-

математике в последние годы характеризуется привлечением самых

новейших его глав, пограничных с топологией, абстрактной ал-

алгеброй и алгебраической геометрией (см., например, [1]). Основы
общей теории оптимизации алгоритмов, в том числе.алгоритмов
вычислений, разработаны на базе алгебры алгоритмов, предло-
предложенной В. М. Глушковым A965) и развитой в последующие годы
им и его учениками и последователями [2—5].

Отметим здесь работу А. А. Летичевского A976), в которой
предложена схема ускорения итерации монотонных операторов
весьма общего-вида, и работы В. М. Глушкова, Ю. В. Капитоно-
Капитоновой, А. А. Летичевского A976—1978) по теории структур данных
и синхронных параллельных вычислений, имеющих важное прик-
прикладное значение для решения нескольких задач оптимизации

одновременно и алгоритмов и структур многопроцессорных ЭВМ.
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Говоря об оценках снизу для числа операций, следует под-

подчеркнуть, что при любом конечном фиксированном универсальном
наборе;базисных операций операционного устройства с конечным
числом состояний найдется такая задача, т. е. такая подстанов-

подстановка или такое отображение множества всех состояний в себя, что

любой алгоритм ее решения будет требовать практически нео-

неосуществимого числа операций (экспоненциального закона

роста от числа состояний). Более того, таких > задач будет подав-

подавляющее большинство. Остается открытым вопрос о способах про-
проверки принадлежности данной задачи к этому классу. Ясно, что

преодоление указанной трудности возможно лишь при изменяю-

изменяющемся наборе базисных операций ЭВМ. ' !,<•

Остановимся еще на ряде важных результатов, полученных
применительно к некоторым менее общим- формам представления
исходных данных и алгоритмов. ' :

'

j

Форма алгоритма для решения задач математической физики,
j наиболее! близкая к традиционным представлениям специалистов'
по численным|методам,1 дана Н. С. Бахваловым A970). Задан ал-

алгоритм АA, т, р, .Пц" щ, п3), если задана1 совокупность скобок

[Aj, Bj], i — 1, I; А} — или некоторое целое к> 0, или z^, В} —
одна из следующих операций: zk:—yZv zt — 1, щ; ю2д:

= 2г,1

zft = 1, n2;yZfe :=z;, zh = 1, n3; zh:=vZl,
¦

zx = l,n3; zh: = zu

l, к = 1, 2, 3,. 5; z3:= zx*z2, * = ±, ., :; z3: = sign zt; z3: =:

= [zjljZj: — f(vv.. ., y8), s^n3. Кроме того, задана совокуп-

совокупность величин yj, j-=.l,nv начиная с Ви после выполнения Bj пег

реходим к ВА.\ если Aj > /, то останов. Неформально: I — длина

программы, т — время работы, р{ т— число значений функции /,
п,, «2, Щ

— объемы памяти ЭВМ. Для класса задач[ математиче-;;
ской физики Н. С. Бахвалов сформулировал следующую гипоте-.-

,зу (формулировка взята в ослабленной и не совсем строгой фор-
форме): максимальное - количество арифметических операций N,
достаточное для решения задачи, логарифмически эквивалентно

объему исходной информации М, т. е. In N ~ln M. В частности,
для задачи решения линейных алгебраических систем n-roi по-

порядка получается In N '~21nn. " i '.

Указанная и ряд других гипотез Н. GJ Бахвалова в настоящее

время подтверждены, на задачах численного интегрирования,*

решения интегральных и дифференциальных уравнений в рабо-
работах самого автора гипотез, а также в работах Н. M.i Коробова,:
В, И. Лебедева, Е. Г. Дьяконова идр. | ,

"

;,i

В, трудных'многомерных задачах математической физики'ног:
лезными „оказываются8 методы, которые дают; наилучшие характе-

ристики-по числу Операций и памяти ЭВМ на. определенных клас-,

сах методов. К таким методам относятся экономичные разностные

схемы A. Al Самарского (см. [6]), методдробныхшагов Н. Н. Янен-

ко [7], итеративные процессы Г. Ц. Марчука и Ю. А. Кузнецова
(см. [8])] и др. |i ,| !i

'

¦i-..1 \ "'¦¦¦'
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*

Многие результаты для алгоритмов над алгебраическими

структурами А = {X, Q), где Л' — носитель алгебры, Qi.= {©Д
j e /} — набор операций, представленными в виде отображений

{1, 2, . .
., N}-*XV{b Ы X A, 2, . ..,#)"') = {«,(*)}, ;

iel

а (/,') = (о.»;; /i, . .
., ]щ), П < к, I = 1, л,, А' - 1, .V,

подытожены в монографиях A. Borodin, I. Munro [9] и J.. jyti
sko [10]. • i '

Многочисленные исследования и результаты по1 теории слож-

сложности алгоритмов в виде машин Тьюринга и по многим комбина-1
торным проблемам опубликованы в [И]. '<\\ •'

§ 2. Оптимальные алгоритмы • ;
в алгебре многочленов и линейной алгебре !

Укажем некоторые идеи и результаты, содержащиеся в [9].
Главная цель книги — демонстрация имеющегося аппарата полу-
получения нижних оценок числа необходимых арифметических опера-

операций при вычислении заданных множеств алгебраических объек-
объектов. Здесь представлены оценки снизу как для широких классов

объектов, так и для ряда конкретных многочленов с рациональ-
рациональными коэффициентами. Имеются оценки снизу порядка пЛпп>,

для дискретного преобразования Фурье размерности п и для од-:

новременного вычисления алгебраического' многочлена п-ik сте- \

пени и всех его производных. Содержится ряд интересных оценок

снизу для распараллеленных - алгоритмов.. Наиболее глубокие
нелинейные, оценки, причем для многомерных объектов, полу-
получаются на базе аппарата алгебраический геометрии. В этой час-

части главный вклад сделан работами V. Strassen'a. После выхода
книги [9] за рубежом продолжают довольно интенсивно работать
в том же направлении. Отметим лишь работы V. Strassen'a A976),i
где имеющиеся результаты развиты применительно к конечным

полям; W. МШег'а A975), который показал, что при ограничении
весьма сильной устойчивостью алгоритма произведение!! двух
матриц ?г-го порядка требует порядка; п3 операций;: Ch. ftil Fidoc-
cia A978), где построено п билинейных форм от одних и' тех же!

2h переменных, требующих для своего вычисления; порядка п2
умножений между ее переменными! '> \'i'-.j;l ,' •;

Работы советских математиков-вычислителей, к сожалению,
слабо представлены в рассматриваемой области, особенно за: цос-'

ледние годы. Активно работают здесь А. А. Скрипий и О, М.'Ма-
М.'Макаров. Конечно, имеются важные^результаты многих других ма-

математиков (см., например,' [12, ;13!}),но; они обьгвдо, не содержат
нижних оценок числа операций,1 —'''.! ;i' ''н i

г :'¦ .¦¦-¦¦„ ;; '!" - '¦
, п ' ';



§ 3. Оптимальные алгоритмы аппроксимации,
¦

решения уравнений и минимизации функций

Широко известны 'оптимальные по точности (при данной ин-

информации) методы решения I различных классов задач. Разработ-
Разработчиками таких методов являются А. Н. Колмогоров, С. Л. Собо-

Соболев, СМ. Никольский, А. Г.Витушкин, Н. С. Бахвалов, В. В. Ива-
Иванов и многие другие математики. Для доведения такого рода ме-

методов до числа во многих случаях не хватает конструктивного и

наилучшего по числу операций способа вычисления заданных

классов функций и отдельных конкретных функций. До последне-
последнего времени остается нерешенным вопрос об оптимальных по числу

операций алгоритмах вычисления основных элементарных функ-
функций. Для этих функций в книге Н. С. Бахвалова [15] указаны ал-

алгоритмы, дающие т верных цифр за "|/~т арифметических операций
с использованием порядка т3/2 бит памяти.

Известный результат К. В. Емельянова и А. М. Ильина A967)
об оптимальных по порядку числа операций алгоритмах решения

интегральных уравнений Фредгольма 2-го рода был недавно обоб-

обобщен на .сингулярные интегральные уравнения (В. В. Иванов,
Г. Н, Котенкова, 1977) и на линейные некорректные уравнения

(В; В.- Иванов, 1978) [14]. Аналогичные вопросы применительно
к нелинейным уравнениям остаются открытыми.

Для повышения эффективности минимизации многоэкстре-
многоэкстремальных функций и решения задач невыпуклого математического

программирования для многих классов данных важнейшее зна-

значение имеет построение оптимальных по числу операций алгорит-
алгоритмов минимизации многочленов от п переменных (с наперед за-

заданной точностью). Как показал В. А. Трубин A977), эта задача

даже впростейшем случае мипимизации квадратичпойфункциивида
п п

/ (X) = — 2 uijXiXj + 2,-Xu 0ij=O,l, но вершинам «-мерного куба

j>i -г,
является универсальной. В связи с этим следует отметить новые

результаты R. Кагр'а A976) по быстрому приближенному ре-
решению трудных' комбинаторных проблем. Под быстрым подра-

подразумевается решение за Р(п) шагов, где Р — полином, п — раз-

размерность задачи. Приближенное решение в пределах /г, г~^ 1,

означает, что полученное значение целевой функции \F <! rF*,
где F*— оптимальное, наибольшее значение. Оказалось, например,
что известная задача коммивояжера при г < 2 также универ-

универсальна, а при г ^ 2 может быть решена быстро, в то же время
имеются- универсальные задачи, которые могут быть решены

быстро при г = 1¦ + е с любым е > 0. Необходимое число опе-

операций'может быть значительно сокращено за счет введения

вероятностного распределения над возможными входными дан-

данными заданного класса универсальных задач и требования ре-
решения в пределах г с заданной вероятностью. ,



Следует отметить, что все же настоятельным остается! .реше-
.решение до сих пор открытого вопроса о том, требует ли универсаль-
универсальная задача экспоненциального числа арифметических операций.

Представляет значительный интерес также построение опти-

оптимальных по числу операций алгоритмов минимизации унимо-

унимодальных, двумодальных и полимодальных функций от п пере-
переменных. В случае п = 1 такие алгоритмы для двумодальных

функций построены в работах В. А. Кононова и Т. Л. Бирю-
Бирюковой A975).
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БЛОЧНО-РЕЛАКСАЦИОННЫЙ МЕТОД '
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ

Ю. А. КУЗНЕЦОВ .

{Новосибирск)

Работа посвящена новому подходу к алгоритмической реали-
реализации и оптимизации одного класса блочно-релакс'ационных -ме-

-методов решения задачи Дирихле для уравнений эллиптического

типа и является логическим -продолжением и развитием работы
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[1]. При этвм мы не будем стремиться к получению ^как можно

более полных результатов, поскольку возможные обобщения

достаточно | очевидны и их обоснование требует лишь несколько!

бО|Пее сложных математических выкладок. I .,
1. Рдосмотрим сначала

|задачу
1

|- ! ''

' ;SuMf в й,11. . Л (\)\
и = 0на дп , ! |! :¦¦

'

• !

с сильно эллиптическим оператором Щ ~ 2?х -*гЗ?\ъ, где

дх\ дх 2 дуду' ¦

в некоторой двумерной связной области Q с границей дп, такой,
что Q является объединением конечного числа прямоугольников

Qi, i — 1, р. Предположим, рто пересечением двух любых пря-,
моугольников Q,- и Qj, i Ф j, i, j = 1,'p, может быть только от-

отрезок прямой, параллельный оси г/,|а коэффициенты Р и Q хв-

ляются положительными константами в каждом из прямоуголь-

прямоугольников Qi, i r= 1,р- г' !
Построим в области Q стандартным образом (см. [2, 3])

прямоугольную сетку и триангулируемое. Затем, исходя из инг,

тегрального тождества ! '.

[»,»]*-(/,»), Vv^W\(Q), C)
где (,) —скалярное произведение в L2(Q), a [,] —скалярное
произведение « энергетическом пространстве, порождаемом опе-

оператором 3?, аппроксимируем задачу A) в соответствующем про-

пространстве кусочно-линейных функций, обращающихся в ноль на

дО, (см. [2]). В результате получим систему линейных алгебраи-
алгебраических уравнений i ,

^ Аи = /
¦

.

¦
¦

¦

. D).!

с симметричной положительно определенной матрицей А порядка
N (N—^исло узлов сетки, принадлежащих Q) и вектором /е
е EN (EN~- пространство iV-мерных вещественных векторов).

Все компоненты вектора и системы D) разобьем на две группы.
В первую группу отнесем компоненты 'ц, соответствующие внут-

внутренним узлам прямоугольников Q?, i = 1, р, а во вторую —- все

остальные компоненты. Тогда матрица А системы D) может быть*

представлена в виде

!
с блочно-диагональными подматрицами Л,а1 и Ап на диагонали.

При этом матрица Аи имеет |На диагонали р подматриц Ахх по-

порядка ~Nt = пгщ, т.1е. -
,

*

к . ''F)
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которые соответствуют аппроксимации задачи A) для прямо-

прямоугольников Qi (здесь nt — число внутренних узлов сетки в пря-

прямоугольнике Q,i по переменной х, а тог
— по переменной y,\t —

= 1, р, и ф — знак тензорной суммы матриц), а диагональные

блоки A2i являются трехдиагональньши матрицами. §
! - ¦

2. Используя разложение' '".¦'¦
А =В-С, G);

где ! ,
п !¦

""

ГАп О "I =
'¦ -

¦

¦¦> г !.
\ ' (8).

применим для решения системы D) блочно-релаксационный метод

Гайусса—Зейделя в подпространстве СЕц с привлеиением' обоб-

обобщенных формул метода сопряженных градиентов (см. [1, 4J)
для его ускорения: .

•

Ви° = Сф + /; 1° = Аи0 - / = С(ф - и0); '¦
,

= Cuh~i - bkCph; |j 11](9)

h

Здесь \}з — некоторый, вообще говоря, произвольный вектор из

EN; Яг == С; i?2 = А и i?3 — диагональная матрица с диагональ-
диагональными элементами, равными единице в тех строках*, в которых

матрица С имеет ненулевые элементы; и остальными нулевыми
диагональными элементами. Очевидно, что векторы R^Ph, R^Pin
R^B-1^ = (/—CB~^)%h, Cuh и |ft принадлежат пространству
R3EN и, следовательно, число их ненулевых компонент не пре-
превосходит числа ненулевых строк матрицы С '

'

Дальнейший анализ метода (9) будем проводить в предполо-
предположении,.что в каждом из прямоугольников Qj сетка по переменной
х равномерна,;т. е. если > Q, = [Х(Д ХB°] х'^Л Ti0, ^l0]/1 то!
шагом сетки по переменной а; в этом прямоугольнике является вели-
величина ht = (ХB _xAl)')/(^i-j-i)! i=l,p. Кроме того, будем,разделять
два случая; ОС — ч^щий :случай, когда сетка^ по' переменной у
предполагается произвольной, и ЧС — частный случай, когда
сетка по у предполагается равномерной для всех прямоугольни-
прямоугольников Qh i = 1, р, одновременно. Очевидно, что ЧС возможен.толь-
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ко в том случае, если величины Y^— Y*i\ i = 1, р, являются це-
целыми кратными какой-либо одной величины (подобная ситуация
возникает искусственно в рассматриваемом ниже двухступенча-
двухступенчатом методе). ; ',

При сделанных предположениях из [1] следует
Теорема 1, Для решения системы D) за t& итераций метода

(9) требуется: в ситуации ОС

¦ 0f max [TVilni^n + Ofmax NAh A0)

арифметических действий, а в ситуации ЧС

! max Лгг -f- 0 ( max [m,;lnm.;]U8 A1)

арифметических действий при затрате

max N + 0 I max тЛ ;A2)

ячеек памяти вычислительной машины.

3. Оценку величины ts — количества итераций метода (9),
требуемых для минимизации А — нормы начальной ошибки

фО — цо _ д-if в i/8 раз (8 < i)t проведем при типичном пред-

предположении близости к единице величины р(В~1С). В этом случае

(см. [4])

! t I1П ВI '¦

где р(В~1С) — спектральный радиус матрицы В~гС;

Введем разложение, которое соответствует блочному методу
Якоби (см. [|5]), N .

А = В—С, ¦ A4)
где

Но aJ <15>L 22J

Нетрудно видеть, что |

3-iQ = р^В-Ч), A6)
и, следовательно, нам достаточно оценить сверху спектральный
радиус матрицы В~гС. Так как эта матрица является цикличе-

циклической индекса два (см., например, [5]), то

р (В-*С) - sup §Ц < sup /"'¦»> = р ((8 -Л) С),
, t>e?ff\Bv,v) veEN {{Б — A2) v, v)

: ' A7)

где Л2 — матрица, возникающая при аппроксимации слагаемого

[ul v]%t в левой части интегральнрго тождества C). Иначе говоря,
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если вместо интегрального тождества C) мы тем же способом ап-

аппроксимируем интегральное тождество .
>

W\{Q) ) ¦ :[и, уЬ.-(/, v), Vv

и в результате придем к системе

A8)

A9)

то аналогичный (9) метод решений этой системы будет сходиться

медленнее, чем для системы D).
После преобразования подобия с помощью соответствующей

матрицы перестановок матрица А х становится прямой суммой
трехдиагональных матриц;, описывающих обычную трехточечную
разностную аппроксимацию оператора & ^ на линиях сетки. Поэ-

Поэтому наша задача сводится к оценке спектрального радиуса блоч-

блочного метода Якоби для таких трехдиагональных матриц.

Предположим (без потери общности), что величина р(E—
Аъ)~хС) достигается для блока матрицы Аъ соответствующего
линии сетки, пересекающей последовательно прямоугольники

Q1? . .
., Q;+i, где 1 ^ I <Z p. Тогда после ряда преобразований,

аналогичных преобразованиям § 4 из [1], получим :

A2)-1C)=-p(Il-RlDl)^l-AdSi^T^fTy B0)

Здесь Ii — единичная матрица порядка I,

Z)i-=diag{d1). . .
., di), dt — 75

фициента Р в прямоугольнике Qt, Рг= ,

ld= mm diX min Рг.

р-,гдеРг—значение коэф-.
г+l г

р

, i== 1~~р, и

B1)

Теорема 2. Пусть выполнены .сделанные выше предполо-
предположения. Тогда справедлива оценка ;

f ^

'' 11ае| /!¦'
'

Следствие, Если . при измельчении сетки величина

. ¦ 73



max I-, —'остается ограниченной, то в ситуадии ЧС для

решения системы D) с точностью е методом (9) требуется .

" '

^
'l O(JV In N) f'piNV* In N In1/e) '"vB3)

арифметических действий. ! -

!

4. Рассмотрим задачу
'

! , . !.. !.

; | . ' ,&V.= ^ в Q, , \ м B4)
1 v= 0 на дп '¦—'¦--!~

с симметричным силыюэллиптическим оператором . ¦ I•

¦ - д̂ д ;
qp — N я .— ' ../^^^

¦

'i ¦

. |! ¦

_ >; '¦

,

'
!

;_, I

в двумерной области ?2 с кусочно-линейной границей 0Q. Триан-
Триангулируем область Q так, чтобы она допускала' кусочно-линейное
отображение на треугольную сетку области Q (см. п. 1) с постоян-

постоянными шагами по переменным х и у в каждом из прямоугольников

Q;, i = 1, р, и якобиан преобразования 5 : Q ->• Q был ограничен
снизу и сверху константами, не зависящими от этих шагов (см.
например, [6, 7]).

На построенной сетке, исходя из интегрального тождества
о »v

аппроксимируем исходную задачу в классе кусочно-лилейных
функций, в результате чего придем к системе линейных алгебраи-
алгебраических уравнений .. I , . i | !

Av = F ' '
'

' [
'

'

B7)

с матрицей А порядка N и F e EN. Матрице А поставим в соот-

соответствие матрицу А системы D) с такими значениями коэффициен-
коэффициентов Р и Q, чч;обы отношение .р/aj констант .

..!¦'¦
.

'

[и,и]ж
'

[и, "Ь .i

! : р_-- sup * и a = . inf.! -j ^.
¦

JB8)
) й Ш

где 3? — преобразованный оператор 3? в переменных х и у, было

как можно меньше. Тогда при выполнении сделанных, предполо-
предположений справедлива ' Л '*

¦

\
Теорема 3|.||Двухступенчатый итерационный метод (см.,

например, [7'|]) ci использованием метода (9)) для внутренних ите-

итераций требует для решения системы B7;), с точностью е <. 1

I ; OINIr N In 1/e) i

'

. B9)
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¦

I

арифметических , действий при .

' !.' ''v.li j ' |
. .,;::;V''; I' ,. i max TVj -j- 0 I max1 тг' '

'

i Л ' ¦ KKP \l«i<p

'¦¦•.¦'!' I ,! .

¦

ячейках памяти вычислительной машины. ' s
.' ' ''
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, ТЕОРИЯ ИГР И ОПТИМАЛЬНОСТЬ

ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДОР

! В.И. ЛЕБЕДЕВ

•!:''¦;' I (Москва) . ¦' ]

Для оценки эффективности итерационных методов используем

критерий оптимальной стратегии теории игр [1 ]. Определим игру
как тройку B, Q, К), где 2, Q — компактные выпуклые множест-

множества, а К = К(а, со) — непрерывная функция, определенная на '2 X•-
X Q (а е 2, ю е Q), выпуклая вверх по а при фиксированном
со е Q и выпуклая вниз по ю при фиксированном а е 2. Будем
считать 2, Q пространствами стратегий ДЛ(Я игроков I и II соот^
ветственно.

Основная' теорема теории игр утверждает, что( ;
'

! '¦

jmax.min^[(a, a») — v — minmax К (а, со). \ .\
'

A)
oeS,<aeQ;, ©ейcres ,'¦ ,

.

'

. '¦ H ' i¦
¦

Причем1 существуют,a0 e 2 и ю0 e й такие, что K{a0, а>) > v

для всех иейи!^^» для всех ае 2. Величины а0 и

со0 называются оптимальными стратегиями.
Эффективность итерационных методов с точки зрения оп-

оптимальных стратегий ^изучалась в работах [2,-3]. В данной статье
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мы обобщим некоторые результаты § 7 гл. X работы Ц ] на,случай
распределения масс с весом.

Пусть Lk(х), к = 0,1, ...
.,

п — интерполяционные многочле-
многочлены Лагранжа, ассоциированные с точками xh, к = 0, 1, . .

., п,
т. е. Lk{xj) =f 6ft;. Тогда любой многочлен n-й степени представим
в виде

Рп (х) - 2 Рп (Ч) Lk (*)•' B)

При yk >• 0имеем . !
п n i

i -i*» (*) |2 < 2 Tfcp;i (*ft) 2 ylxLl(x). C)
fc=0 ft=0

» ¦.

Пусть p(x) > 0 — непрерывная па [—1, 1] функция, а Тп(х,
p) — многочлен n-й степени 6 единичным коэффициентом при
хп, наименее отклоняющийся от нуля на [—1, 1 ] с весом р(х) [4 —
6]. Если max | Тп (х, р) р (х) j — цп, то через s0 > st > . . . > !

> sn обозначим и + 1 точек отрезка [—1, 1], в которых Тп(х,
р)р(х) принимает значения ±ЦП-

Пусть 2—класс распределений масс а(х) на [—1, 1] таких,

4T0j

1 1

0<Jda(ar)<C; J/.(a:)do(a:)>0 . D)
-l -l

при f(x) > 0. Здесь С > 0.

Рассмотрим игру B, Q, К), где S — класс распределений масе

D), Q — класс неотрицательных многочленов Pzn(x) степени 2ге,
нормированных условием Р$п(Щ = 1, где 8 > 1, а ядро К опре-
определено на 2 X Q посредством формулы

Длянее ! :

v = min max P,in (х) рг (х) С — max min \ Pin(x) p2(x) da (x). F)

Справедлива
¦Лемма. Пусть а(х)—распределение масс D) на [—1,1 ], р(х)^>

>0—непрерывная на [—1, 1] функция, а^ Р п (х) — многочлен

степени не более п и такой, что Pn(Q) — 1, где в > 1. Тогда

supinf] PUx)p»(x)da{x)=-^-; .G)
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кроме того, ,i
¦

i •,!!;¦

l =-^L. : (8)Рп-1 лп \"» "^

в том и только в тол: случае, когда и(х) сосредоточивает массы

в точках st, i — 0, 1, . .
.,

п.

Доказательство. Для игры B, Q, К) справедливо ра-
равенство F), из которого,следует, что. единственный оптимальный

минимизирующий-многочлен есть Т%. (х, р)/Тп (8, р), так как в про-

противном случае многочлен Р2п (х) — Т\{х, р)/Г?(8, р) будет иметь

нуль в точке в и 2п нулей в [—1, 1 ], что невозможно.

Итак ..

.* = min max РМрЧ*)С= max ^ЛсР*(х).= J§-
и Тп (.х, р)/Тп (в, р) — единственная оптимальная для игрока II

стратегия. В частности, '; .. .,

¦

для всех неЕ.

Очевидно, что оптимальная страгетия 0О для игрока I пред-

представляет массу С, сосредоточенную в п -f- 1 точках sft, где Tn(^t
/?)/?2(ж) — l^n- Если kh, к = 0, . .

., и, обозначают соответствую-

соответствующие реса в точках sk, то оптимальность ай(х) означает, что

Тогда из C) при yh ~ %hp2(sh) получим t

т. е.

Максимум по ?t;t(Xfe ^ 0, 2jXk^C'j правой части (И) вы-;

числяется с помощью множителей Лагранжа, он достигается

.77'



в единственном1 случае при Xh = Xl (см. (9)) в точках sk,\k,=
— 0|, ...

.,
п. В'этом случае '¦;',,

Следовательно*, множество (м10 [Образует оптимальное множество

•весов для' игрока 1.1 ¦

'
' '-' ; "¦%',.' i :>

: Шри любом другом набрре %k имеем/. .?
. i \

'у Hw V1" 'с& '| '. :'
- Mi

¦

Следовательно, оптимальные веса определены единственным. об-

I разом. !
•

!
-_ ! V '¦'-,•

Отметим, что согласно лемме оитимальнада стратегия сосредо-.
точена'на "фиксированном множестве и ~г ^ точек s& независимо

от' выбора- 6>!1.-. i ¦''.'¦.. li i '-, | ;
'

Очевидно, что рели мы'!рассмотрим новую игру (!•'[ !Q', ЛГ), где

0О s 2''^ 2, <о0 ^'Q' ^ Q, то стратегий оу, со0 будут оптилтль-

ными и в игре B',' Q], К). Поэтому если считать, что 2' — класс

распределений масс, сосредоточенных на множествах с числом

точек, не превышающих п + 1, a Q' — класс многочленов вида

Рп{х) {Рп(@) = l), то оптимальные стратегии для игроков I, II

в игре B', Q', К) останутся прежними. Пусть А — класс симмет-

симметричных положительно определенных матриц А порядка N,

Sp(A) е [т, М], где 0 < m< M. Собственные значения и нор-

нормированные собственные функции А обозначим! через Я{- = ^()
:Щ>1. = ф4(А). .

-

,

'

,, I¦
'

I. ¦ !
"

; Пусть нам!предстоит решить1 серию задач- ¦/¦ \

где 4ei, a/ej1, итерационным методом типа

'или -iii

¦

¦ '
¦

¦

ii1
,

¦

, -| ¦¦-¦ ¦

i i- I

начиная с некоторого начального приближения1 w° щ U. На клас-

классы F, U наложим следующие ограничения: если ..} у
'

f

и 'I '¦!
'

'

I ¦ '¦• '¦ '

. -' 1 ' ¦*
j ! h !;

'

'.¦|1! I'll !
'

¦ I

то 'потребуем, утобы ief S Z2{il)(it),i С^пгде С, >jO,i, a-'jjj(t) > 0 —

непрерывна^ на> [jjj^iMOi функция. Это означает, что 1}Ац \



Пусть стратегия игрока I состоит из множества', 'V '| < г

.

2 = {А е Л", 8° <= /,(ф@, Ci)}i.:-.;'i"i "i!!: $;;";.; A7)

Пусть игрок II делает для решения задачи A2) заданной чис-

число s итераций но методу A3) или A4). Тогда если ъг=ц —и*, то

где

; ¦¦ '¦ ¦ *-1 Г ! ;"-.Ч,!' .-¦ '.llti^-.'i»
— многочлен, коэффициенты yt которого определяются парамет-
параметрами методов A3) или A4) [5]. Пусть п == {у^ . .

., у8} — мно-

множество стратегий игрока II,; a B(t) > 0 — непрерывная на [т, М]
функция,,: :

¦

г
'

¦ .
. i

.

\ :\
,

'

'';¦
,

. Качество итерационного метода будем оценивать по1 назначе-

назначению функционала от! ошибки: j

, «1в*)'. !!.
!
B0)

'

Рассмотрим игру B,-й, К). Для нее на классе i2OKO> ^i)
' i

'
I

l
'

i

'

• '¦ !' ' i

*—X

где p2(t)-— B(t)ty2(t), a o(t) — кусочно-постоянная функция; типа

D), имеющая скачки (е?J-в! точках^Х\. Нетрудно видеть, что игра

,,B, Q, К) эквивалентна при N' — п+ 1, игре B', Q!, К), а поэто-

*му оптимальной стратегией для игрока II будет выбор значений

4??»«'-ч ^sii которые равны обратным значениям корней много-

многочлена AЙ), наименее с весом pit) отклоняющегося от луля на'ГГт»,
">М], т.. е. оптимальным будет линейный чебыщевский с весрм^ите-
"фационвый метод [4, 5]. " г i]

','
'

<

;:р Рассмотрим методы сопряженных градиентов (MGF) типа A4).
Для|них обычно в.функционаде B(t) = Р, где7,— заданное число*!
""

при 7 = 1 имеем 1 ¦

'

! . . , ,, \ , ,
,. !! i '' '.|

Л:=Р,г1„.'..¦., B1)
!

В игре B, Q, if) для каждой стратегии a s 2 выбор парамет-;
ров со = {у,, . . .,. ys} в МГС в соответствии с формулами! B1),,
B2) оптимален, а при оптимальной стратегии а0 е 2 эти парамет-!
ры по лемме 1 совпадают с параметрами оптимальноцЫнебышевского

^метода, т. е. w = w0. ! jf• !'z* i1 -;;.' низ •

-

.-" ,! M V i i



Может сложиться впечатление, что при!а Ф а0 МСГ предпочти-
предпочтительнее чебышевских методов. Однако это не очевидно, поскольку:
1) в формулах B2) приходится подсчитывать скалярные произ-
произведения — это увеличивает цену одной итерации; 2) МСГ может

бить столь неустойчив по отношению к ошибкам округления, что

порождаемые им ошибки 'заметно изменят величины в формулах
B1), B2)J •*

Неустойчивость метода A4) возникает, если ||.Pft(^)]j ^> 1 в A8)
при некоторых' 1 ^ к < N. Известно, что i

lPh(A)l~ sup \Ph(t)\. . B3)
teS(A)

В МСГ малость величины |jPft(^)|| не является необходимым ус-
условием его сходимости. Справедлива ¦ *

Теорема. Пусть все вычисления в методе сопряженных

градиентов A4), B1), B2) выполняются точно. Тогда для Vi? > 1

существует такое е > О, что, как только т/М < е, находится та-

такая стратегия се2, что |]Р8(Л)|| > R* при 1 ^ s < N.

Доказательство. Не уменьшая общности, можно

Г 1 11
считать, что М = 1. Пусть Д = L

д , ,тогда возьмем

е — , ,„
,

а в качестве as 2 — стратегию A7), характери-

характеризуемую для некоторой функции ijj(i) > 0 следующими свойствами:

"Я,,(^)> Аие?#0при i.= 1, .:. .-, N — 1 и ^ (Л) = 1, eft- = 0.

Тогда все корни Ps(t), 1'<1 s ^ iV — 1, будут принадлежать от-

отрезку А, и поэтому, согласно B3),, ||.PS(.4)|| = |/)8A)|^(Г+
+ 2RY > Д* при 1 < s < Лг ¦— -1. ;'¦ i,

При численной реализации методом A4), B1), B2) стратегии
а типа описанной в теореме сначала происходит сильный росх и

накопление ошибок округления. В разложении по собственным

функциям эти ошибки имеют большие по модулю коэффициенты

Фурье при тех ц>п(А), которые1 соответствуют Х„, близким к М.

Вследствие. этого изменяются значения коэффициентов aft, §K
в A4), т. е. метод Перестает быть оптимальным; он начинает «бо-

«бороться» с порожденными им же самим ошибками, распределен*
ными уже по всему спектру. Описанная потеря эффективности
численно проверялась.автором и Ю. А. Власовым на примере за-

задачи Дирихле для уравнения Пуассона. Что касается оптималь-

оптимальной стратегии ш0 е Q — чебышевского с весом метода, то числен-

численная реализация его устойчива при p(t) ^ E > 0 [5]. Для нахож-

нахождения функции p(t) в этом методе предложен алгоритм [5], осно-

основанный на применении на первых итерациях МСГ и решении не-

неполной проблемы моментов. Численные эксперименты, проведен-
проведенные 10. А. Власовым для уравнения Пуассона, показали хорошую:

эффективность этого алгоритма. ' '
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ОБ ОПТИМАЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ
ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ i

В. А. МОРОЗОВ

(Mocifea) ' ; .

:
'

§ 1. Постановка задачи

Пусть Е, F, Gm V суть банаховы пространства, A, L и В суть
линейные (возможно, неограниченные) операторы, заданные на

линейном множестве D с: Е и действующие соответственно в F,
G и V. Вычисляется значение оператора В на некотором элементе
и е D, информация о котором характеризуется [1, 2]: :

а) точнымили приближенным значением оператора Л на этом

элементе: / = Аи или f w Аи;
б) принадлежностьюэлемента и некоторому допустимому мно-

множеству элемептов MR = {и е D '. \\ L u\\G < R < + оо }. ,

Если Т — любой (возможно, нелинейный) алгоритм (oner
ратор), действующий из F в V, то погрешность приближения В

оператором Т характеризуем величиной

сов(бб,Л:Г)= sup

Требуется найти оптимальный оператор Topt :
'

о)в(б, R; T0pt) =* min Я)
Т i ¦ •

• '
¦ /'

или квааиоптималъный оператор Тд ¦. '¦
'

{ЬНТ)^ЫшвF^П;Т). ¦'¦': B)
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Возможны другие постановки задач оптимизации, учитываю-

учитывающие «локальность» в (задании правой части или другие формы ме-

меры погрешности (см.'далее) [3, 4]. •!:: , .

'¦,-¦ "¦;''."h\ ] и,' ,' )¦.' '¦' .1 ,
!

,¦f §2. Основные, результаты

¦¦¦' Пусть оценочная функция^
|!

i >,.-'¦
!

-

;

сол(8, Д)! = sup jj Ви \\v, uz=MiiR = {u'f=.D :

¦ ," I1
¦

: >V

it Lu \\G{^ Щ. |!:.,!",
Теорема 1. Для любого допустимого алгоритма Т спра-

справедлива оценка «в(б, R; Т) ^ «в(б, R). '
i. .:i i

Оператор 5 называется равномерна оцениваемом, если со?(б,
Д)-*0,, когда 6-^0. .1 !'1 : т'

Т е Oip e мга 2. Для того чтобы оператор В был. равномерно
оцениваемым, необходимо и достаточно выполнение условия.": для
всякой последовательности ип е?>,

'

Ц^м^Ц ^ К,, ¦ \\ AuiiWi-*- 0
имеет место соотношение lim |j Вип \у — 0. ', l ! ¦

Случай 6 = 0. Рассмотрим задачу: найти элемент Uj s Z)

такой, что i .¦ ,,.

inf || Lu jj = |i Luf\. ¦ C)

Такой элемент, называется псевдорешением, а оператор
f-*-Uf\—псевдообратным и обозначается 4+11]. '

Теорема 3. Пусть и/ —¦ и е, Л/д для любого u e

е Л/д : Аи = /. Тогда fopt =• В4+15-]. ,--,
.

! :
Случай б>0. Можно, указать, ряд квариоптимальных ал-

алгоритмов [!', 6]. :: ', I'
'

¦ i

В частности, таковым является алгоритм нахождения элемецта

ц6,в е D, доставляющего минимум функционалу '

i , . .
При этом требуется знание как 6, так и Rr но не возникает

проблем выбора параметра регуляризации.. .,, .-

Далее изучается влияние погрешности в задании оператора АУ-

Пусть вместо А известен оператор А : ,|['4и — Аи \\ ^.h \\ Lu, \\,'
уи s D. В качестве допустимых алгоритмов рассмотрим отобра-
отображения, То =\Tj},\ А), о = (/г, 6), действующие из пространства

данных в'К Погрешность приближения значений .Вы.характери-
.Вы.характеризуем величиной Г-'.¦!,'"'s imL Mm ; I ¦'') >-ll ¦ if i ¦ i ;

! !i'MtOA 'Til
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Очевидно, ,что , '

!/'¦¦ о>в(а,#;7)>«в(б, Д; 7%у7-
[

;,,

Определим приближенные решения как элементы и е Dt

||/1м —/ II < А ||^и|| -г 6 + еа, !: '
'

/.

IJ L« || ^ v + е2, \ !' |

'

i
'

где v == inf j|Iu if, а множество ?/- = '{a e Z) : |j Ли.—Г/1 |j

< A || La |i -r6}. . .,!4
!

T e о p e м а 4. Пусть h ;, б, et : 6, п., .'-"' i?.' Тогда
ч

..
:i

т. е. алгоритм То = бы является квазиоптимальным. Элементы ы.

построены в соответствии с методом оптимальной . невязки fl].
Далее определим тихоновский функционал,, 0 < X < оо, \ ,,

Фк[и; v] = к \\Au- v ||2 + \\Lu \\\ и <= D. \
{

Предполагаем, что задача нахождения щ_ е D такой, что

Ф* [ufc; И - iiif Фх[и;у], ,
.

! V D)
USD ! I ; i

однозначно разрешима при всех v e F и любых допустимых Я.

Олределилг .меру погрешности приближения [7, 8] ',

'

шй(л; г; Г) ---supliji?»- 7'у|1г/Ф^! [и; v\\ '[ \[

ие" \, !!!-
и потребуем, чтобы оператор Гя был таким, что . ! •, i

сов(Я,/^ Г?,) = inf. ¦ ', ¦!
т

'

" '

,
i

'

! I-I

Т е о р е м а 5. Оператор Тк = ВА^ где А% определяется
как оператор i;->w,v, задаваемый D). При этом \\ ¦¦

inf мв (U /; Г) = sup 15 Ви — ВихЦу/ФгУ* [иЛ; /]},-'
г «еd ¦ . si |.

• •? .

где Mj,
—

решение задачи D). : ,I

Важной проблемой является вычисление погрешности регуля-
регуляризации [2] ! ^ ¦. \. f i

'

!. i

шй(л, б, i?)- sup ||j?i* — Ввх ij,i u^Aj. '. !Г

Определим величину (считается, что Е ~'Й, Е, и"G гиль-1
бертовы) .' (' :¦!( !

ми 1!;
пв{\, б, R) = ЩкА*А- "

'

!
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Теорема 6. Имеют место оценки совF, R) =SC ?>в (к, б,
R) < QB(X, 8,Л). , :, .

Выберем ^pt такое, что QB(\opt, 8, R) = Ыпв(Х, б, R).
¦. ' х

В некоторых Частных случаях доказана следующая
Гипотеза. Оператор ^opt оптимален в смысле кри-

критерия A). i' •
Регуляризованные решения обладают также следующим свой-

свойством оптимальности в смысле Голомба — Вайнбергера^ .

Пусть множество MR^ = {и е D : X \\ Аи — / Л2+
-f \\Lu\\2 <! R2} Ф 0 и ЛГлд = BMRt% —образ этого .мно-

.множества. Нетрудно видеть, что множество MR,X, а следовательно,

и NRli — выпукло. Если ввести норму (•)=AИ • il2+ll^# ||2I/2
на D, то множество NR^ ограничено по этой норме. Если вы-

выполнено условие подчиненности \\В- \\v ^ у\\- \\ на D, то множест-

в0 -^нд также будет ограниченным. В качестве наилучшей ап-

аппроксимации значений оператора В предлагается взять центр сим-

симметрии множества NR<}_. ! :
Теорема 7. При указанных" предположениях множество

Л/Дд является центрально-симметричным с центром симметрии
в точке их, удовлетворяющей D). Таким образом, решением по-

поставленной задачи будет элемент Вих.
Отметим, что аналогичный результат справедлив и в случае

6 = 0.
Сплайны. Важный частный случаи — это ситуация, |Когда

Аи = Апи = {h(u), . .
., ln(u)), a Zj=;Zil(«) суть линейные функ-

функционалы. Тогда решение C) определяет сплайн sn = A^fn,
fn = А пи, а оператор At = Sn называется оператором сплайн-

интерполяции. Из предыдущего вытекает, что наилучшим при-

приближением к Ви является значение В на сплайне, определенном
этим элементом[9]. ¦ l\

Пусть существуют гп -> 0, п ->• оо, такие, что

Теорема. 8.: Если оператор В таков, что ||.Bu||v <1
< У(\\и\\н + \\Lu\\g),

'

то limlBu-Bsnlv=Q, Vu<=D, т.е.

имеет место поточечная сходимость операторов Вп = BSп к В

на Р.' i

Теорема .9. Если В -г образ всякого ограниченного по

норме IJ-'Jl = A-Зн + |^-||еI/а„ . множества компактен в V,[ то

lim co5(i?) = 0, тде ©5 (/?)•= сов @, R) для А = Ап, т. е.

имеет место равномерная сходимость семейства Вп к В.

Полагая а>вA) = hn(B), получаем неулучшаемую оценку
точности для аппроксимации¦'¦ оператора В
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Заметим, что hn(B) зависит от функционалов lt. Поэтому воз-

возможна дальнейшая оптимизация за счет их более рационального

выбора.
Полученные результаты имеют важное значение при обоснова-

обосновании прямых методов решения операторных уравнений первого

рода [9].

Отметим, что некоторые из изложенных результатов получены

автором совместно с А. И. Гребенниковым. ^
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Ч а с т ь 3

КУБАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ

ОЦЕНКА ОШИБОК КУБАТУРНЫХ; ФОРМУЛ
ДЛЯ ФУНКЦИЙ ИЗ ПРОСТРАНСТВ С. Л. СОБОЛЕВА

НА ОБЛАСТЯХ С ВЫРОЖДЕННЫМИ УГЛАМИ

Г. Г. АКОПЯН ¦

{.Москва) ji

'В работах [1—3]. определены последовательности функциона-
функционалов ошибок кубатурных формул, с пограничным слоем в L™ (Q)
A <; р < оо, т — натуральное-число, Q сг Еп — ограниченная
область со слабым условием конуса или с, резкой границей). При
стремлении шага h кубической решетки к нулю нормы функциона-
функционалов ошибок таких формул стремятся к нулю, как Bhm + o(hm),
где В — некоторая постоянная, не зависящая от h.

В [4] рассматривались последовательности функционалов
ошибок с анизотропным пограничным слоем и узлами кубической
решетки, причем область интегрирования содержала вырожденные
углы. Для некоторого класса областей с вырожденными углами
(с условием r-пика) там получены неулучшаемые оценки норм .та-

.таких последовательностей через шаг' h кубической сетки.

: 'Здесь для областей с нулевыми углами строятся последова-

последовательности формул1 с узлами кубической решетки и некоторыми до-
добавленными к ним узлами из приграничной полосы области) Q;

Показывается, что при таком построении кубатурных формул
улучшаются оценки норм функционалов ошибок через шаг сетки

и через общее число узлов. *' '
'

Назовем r-конусом множество

а
'
<

1

< b(j -2,..., п)}, ¦ | ', ,A)

I
i

!

Область Q называется областью с условием r-конусау если сут
ществуют измеримые, попарно ^непересекающиеся множества Gh
и У-конусы Vh (к = 1, . j .', Щ такие, что i\ *. " , ';

¦

.
\ К ' К ¦

'

> -. i. '-.'¦¦
. / ¦ I

¦

Й!= U;Gfe= U (G&4rV"ft). ! B)
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Заметим, что область О. с условием r-конуса удовлетворяет и усло-

условию (от)-конуса (от — (агх, . .
., отп)). Будем также говорить,что

область Q удовлетворяет (слабому) условию конуса, если она

представима в виде B), где Vk — обычные ограниченные конусы

(см. [5], с. 118). Приведем некоторые примеры областей с услрвиь
ем г-конуса.1 i Ii ¦

Л р и м в р 1. Q - U {хЧ) -г V' (г)), где V (г) - V (г) [}Qf,
ц
\

Q' = {х : 1 < хх < 2, 6^Xj<i(j = 2,i. ...','h)},}& V(r) задается;

с помощью A) при «!=..¦. = ап = Ь'= ,1; О <У/| <-^ (t, =

= 1, .... п; / = 1 /)• ,
' '

1

' :

Ч1 \
Y

П р и м е р' 2. Q = {а:.: у±(х'\ <;. ^ <! фч(ж')-, яг ;< Xi<Cj%t \(i =
¦

. n

'

i J
^i

-2, . . ..n), x' = (x2, . . .,"«„);! ФИ*') ~ Ф*(Я К A^S И-ViT1

2

нусами

G = 1, 2), ал = sup ф! < inf ф2 = i^}, 0 < б< min

-

¦••, & %jв-= (et,..., е„), е,- = {-1, I1} с г-

'..!,! 2

/ = 2

Пример 3^0^ !у [x-rV'^r)), где X = ж^^О, ж{,==

~i. *i = 1, -i?,;. i J. .*=*!<* -=^|2,' JJ1,! п);},1 ;1<5!-„действи-
тельное число. i -:•

'

i !'¦'¦.,:
Как видно из приведенных примеров, рассматриваемые облас-,

ти содержат вырожденные (нулевые) углы. Так, область!Q из при-'
мера 1 при г, > гп в окрестности точки х^Ц — 1, . . .,,/) имеет;

вид вырожденного угла с вершиной в a^i ' ',_,;
Будем применять следующие обозначения: -;, :,' ;

" - ¦' '¦ I.' Р
'

'
:

• ¦

|

' ¦ ! '<¦

'

' : '
I. Рассмотрим сначала случай, когда область О. содержит лишь;

конечное число вырожденных |углов, т. е. [представила .в виде

Q = Q' у (a;(i) — Vj{r, .б;)), где область п' удовлетворяет^условию

конуса. Без ограничения'общности можно ! считать^ i'hto !'|имеется
лишь один такой угол,(/—,1). ;̂ * i l>

:;'
" *' '
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Пусть Q = V'(r) и для простоты выкладок все коэффициенты
at = 1 (i = 1, . .

., и), rn = 1. Пусть далее 0 < h<fo0,

{z: kh < xx < (к + 1) ft} П Q\ Ii"h == П* (»).={« : Aft < ^

'1 ¦•¦

!)*. 9 < *i <wi(* -=2,..., n))\ пй-щ(^)-п
. • ¦

¦

ri

U'h(h) ={x: (fc-f 1)Л < x, < (A-+2)ft? 0 < х^щч (i = 2,

rifcri •

L — достаточно большое натуральное число. Положкм кг = 0,
-_ ' '-

ks — hTl (s — 2, . .
.,

п — 1). Пусть целое fcg (ks, ks+1].
Среди полуинтервалов (ks, &s4-i] могут быть и пустые.

Обозначим через Пй^2 -$,nft]j2 jg множества: Пй>]-2 Js=

={х '¦ (/»—1) /i<^i < jih при ji < /; — [k4hri },xC>(Ji—'{)h при

U=Ji{l = 2, ..., я)} П Пй; Пй,,-,,...,^ = nftj2 ,tf| Пй. Переобо-
Переобозначим nft>ja js,i nft,j2,...,je соответственно через nftj,

Pft.j 17 = A» 2i • •

..I 11 /{ — ps • Очевидно, что множество Пй,;-
: \

¦ ¦

' '1=2' / . ;;

звёздно относительно ПА>,-. Пуеть ^L == [^Zr-h I, L)n, Qi=Q, век-

тЛ

тор ft(s) = U, ..., fe, {kh)r&+1, ..., (kh)Tn). Как видно из построе-

построений, nftj с; z<ft>^ -г hf-^Qi, где z^-^ е Пйj. Применим преобразо-
преобразование х —. z&'ti + Ы^х. В дальнейшем при заданном преобра-
преобразовании' переменных под символом М будем понимать образ мно-

множества М. Как следует из результатов работ tl-*—3], в Tl'h,i дюжно
выбрать L новых узлов таким Ьбразом (например, взять узлы

некоторой кубической решетки), что по ним можно построить

кубатурную формулу, точную для многочленов степени ниже т,
с функционалом ошибок

где узлы х^ е Пй,;. Здесь L — достаточно большое натураль-

натуральное число, зависящее только от! т и п, 2 1 <*Л < А и А не
зависит от h, Л, /, s. , »-i .



Для проекционного многочлена Pm-i(f) (см.. [6]) при т>

;> — в силу результатов [6] имеем
р

¦

:^Е

При возвращении к переменным х получаем кубатурную формулу
для интегрирования по Hkyj П П? с узлами из Uhj, точную для

многочленов степени ниже то, с функционалом ошибок •

f{x)dx-%aif\x«))i ,;."¦.

причем ¦
•

•, i•

п г,- .¦

lip . ?_ •¦ :

^i\ai\<Ahl.(kh)'=s+1'ri-- -,¦"'['' D)'

Из C), учитывая, что (kh) l^.h при к е (ks, ks^.1]i i ^ s + 1,
получаем

' |а|=я» ! :'

X

¦X к «+1

Оценим норму функционала ошибок 1%,]. Положим ф
= / — Pm-i (/)• С помощью D) и E) получаем

" 1к&*ы=tiitw-=т '«/«in?!=

1 '.'¦¦ ¦ F)
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Аналогичные выкладки проведем для всех s = 1. J.1 ., п .—'l
таких, что (A-s, kg+1] ^ 0, ;

Для ,
к е (ksr ks+1\. оценим; норму

функционала1, ошибок Zft! =  jL j-

I
. .'¦ il

!; У/I •'* |! /ii
¦

¦

sup
tm,Tlk f M«m,nft i

Применяя неравенство'Гёльдерадля сумм с учетом, конечности

кратности пересеченийПи ;• получаем отсюда ¦,
]i'|! I 1 ' ¦ '' i. I
' 'N; , 'Л',\ / ,\ » Г, / ,\ » >1

!

. G)

Оценим теперь ; норму функционала ошибок
2 ^ с носителем в замыкании П^ — J ^
] йЛ

г

Применяя неравенство Гёльдера, 1Имеем

откуда с помоиц.ю|(&) лолулаем \'\ j' ^ Г-'1*' ! Шч
'

V
.

! I, :5
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Построим, теперь кубатурную формулу дл;я ^интегрирования
по Пй при А;; — 0. Введем вспомогательные множества Т,ь. =
, ¦.- гг .¦:,"!!'!¦' ^ '¦ ''

= \х: h.< х, < 2h, 0 < х-, < B-hh)~(i --= 2, .. I,; и));Т'к = {*: 2"* x,'

xA<^<2-ftTl/ii П П;;
'

Vh=[x:x'1>2-\ xt .< B'№)м

(i-2, ....n)|fin-0 №=!l, 2, Л:.).' Очевидно, .^то П*1- у ^h,-

Применим преобразование aj = h~xocu- x,i=\2~ Ji).*i\--X[ (i—
= 2, . .

., «)• Легко видеть, что множество Ffe cj 2^? звездно,от-

звездно,относительно rft. При mp > «имеем ; ! ii ,

где c9 не зависит от к, h, f. При возвращении к переменным х по-

подучаем iI i¦
'

¦ ; ¦¦.¦;. i .'

¦ I! (!•> !
' l

.-' I .:- i1 I
71 V-t ¦' !

'
'

- +\ '

.!, I

Для j / (.r) dx имеем следующую' оценку:

n
[

.:.¦¦•¦

откуда с помощыо,||A0) прлу

2't2

'¦
л

"

i \ '-¦ '¦'¦

' !" '

! 91



"с(по)/ -

Для проекционного многочлена Рт_1(/) при тр ^> п имеем

(
2

|a|=m

Из A1) и A2) получаем

Построим функционал ошибок Zo точной для многочленов сте-

степени! ниже т кубатурной формулы для интегрирования по По
с узлами из По (аналогично.тому, как это делалось выше для ин-

тегрирования по Hi). Оценим его норму:

A4)
Ит,П0. . •.

Следуя^ [1—3], можно построить кубатурную формулу Q^ih)
с узлами из кубической решетки; с шагом h, для нормы функциона-
функционала ошибок 1н которой справедливо равенство :

причем постоянная В — наилучшая.
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Рассмотрим теперь кубатурную формулу для интегрирования

по области Q с функционалом ошибок V -— 1й -j- I '.М- it- Из
S—1 i

(9) и A4) следует, что . :

p =l.l= o(hm), 1 A6)

Из A5) и A6) паходпм,что . ; , ,

ll%,a~Bhn + o(hm). ¦
г

.

¦

A7)

Таким образом, за счет добавления к узлам кубической решет-
решетки новых узлов вблизи вершины нулевого угла получена кубатур-
ная формула, норма функционала ошибок которой убывает так

же быстро, как и в случае области, не содержащей нулевых углов
(точнее говоря, удовлетворяющей (слабому) условию конуса).
Заметим, что число No узлов, добавленных нами к Nx узлам куби-

' п

ческой сетки с шагом h, пе превосходит с18кг
х

— o(h п).
G помощью аналогичных построений и выкладок: устанавли-

устанавливается оценка A6) и для V(r, b) с произвольными параметрами
Ъ > 0, at Ф 0 (i = 1, . .

., п). Мы пришли к следующей теореме.
Теорема 1. Пусть ограниченная область Q с Еп с усло-

условием ?--конуса содержит лишь конечное число вырожденных углов
и тр > л. Тогда для всех достаточно больших N = N(m, n) мож-

можно построить кубатурную формулу с .ЛГузлами, точную для много-

многочленов степени ниже т, такую, что для функционала ошибок этой

формулы имеет место равенство ;

I h |m,Q = B,N
П

+O{N П), N -> 00, . A8)

где коэффициент Вх тот же, что и в случае, когда Q — куб.
II. Пусть Q удовлетворяет условию r-конуса и Q ==

= Qx(h) I] Q2(h). Пусть для Q2(h) можно построить кубатурную
формулу с оценкой нормы ее функционала ошибок l\ \

.

\UU.^<Bhn^-o{hn\'' ¦•¦ 'A9)

a Qi(fe) можно представить в виде Qx = Qx (h) = [) Th где

г-конусы Tt = xd) -|- Vhi(rt, bt) (8; < ht 1 < k. < K, T= 1, ...

. .
., ^(h)) имеют конечную кратность пересечений, не зависящую

от /г, W(h) — возрастающая при h ->- 0 целочисленная функция.
Примером такой области может,служить область примера 3 при
достаточно больших s. ,¦; ;¦

¦ ¦ ;



Для каждого Тп (х — 1. . . .. x?(h)) построим кубатурную фор-
формулу по способу, указанному в п. 1,и пусть/Л>'—функционалы
ошибок этих; формул. Оцешш норму функционала ошибок L =

При rap > л с помощью A6) находим отсюда
'"

! «, '.•ЧГ(Л)
f 2»

¦-
'

it
'

!' '' i'

откуда в силу конечности кратности пересечений 'Тi ci помощью

неравенства Гёльдера' получаем
¦

;
¦. | > I

^^'WihI'17. B0)

Число узлов Л\ру добавленных нами к, Л\ узлам нз Q2, оцени-
оценивается неравенством ' '

%(hLi
^х '. ",,'¦¦ :

;
¦

. 4B1)
"!

,¦-,¦ |1."^'/'!, •

,;При Ч? (h) ¦-¦- о \/г
г х

Д как видно 'из ,B0) и B1), Лг^ = o(Arj)
!и Ii^iiJm.Q1 -= о (/г ) и ввиду A9) получаем A8).

'

• !

III. i Пусть Q'— нроизв'ольная" ограниченная область с усло-

I
вием

'

r-конуса! A)И B) (примеры 2, 3)
'

'

! i

! Т е л р е м а" .2. Пусть ограниченная область Qc i?" удовлетворя-

ет условию г-конуса/*~ Л — ^и и тр>п. Тогда для всех

достаточно больших N- = N(m, n) можно построить кубатурную
формулу, точную для многочленов степени ниже т. такую, что

¦для функционала ошибок iN этой формулы справедливо ра-
равенство A8). | щ !.

'

.

¦' \ Д о:к а 'з а*т е, л ь с т в о. Пусть для* определенности г„' = '1.

Зафиксируем .A; —\kQ, 1 ^ к0 ^ К. Будем строить ;кубатурную
формулу для'интегрирования по части Gy,ons(Qi\Q/,), где йл—

— и^G "г Q)i а Объединение берется по все,м у =Gг. • • -rYn) e
¦

v i ,
' '

• , '
е йп —векторам с целочисленными'компонентами, для которых

.

¦

' ' I •-
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h(y + Ql) ^ ^- Для простоты записи будем Считать, что все* коэф-
коэффициенты at /'-конуса У&0 равны единице. В общем случае вы-

выкладки аналогичны. Далее вместо Gfto, V/ilt будем писать1 ^прос-
^просто G. V. Итак,пусть -J i

У = {*:*,> О (/ = 1, . .
., п); х> <х?<Ъ (/ -¦= Д . 1^ф

"

h
i !: ;-'

В работе [4 ] получена оценка числа S(h) $h) т-параллелепи-
недов, псжрывающих У\?!д: | ,! ¦/,,'' .'

,
i ¦:' i

Занумеруем . ;эти /вара^лелешшеды .

h .... ! Х . :
= 1, .... 5(А));".и-проложим Пи) =¦- П} —'(LHy @3^ !Обозначим
через Vu усеченный,'Гтконус: , .!':'., ;;jl "^ у '.,

{

!Пусть1 далее ^ == [L^ft1 j, iQft.j.-f 1«: ге.С{1.Ц); (a; -f Fft); fj

;ПП0)с:Й} (Л]= 0, 1, . .
.,
Л -г 1); (например, если J(=G[)\rij и

ж!— (А.-Л-, 0. . . .. 0) е G, то х <= Qfe.j). Очевидно, что при 0 </t<
::< Ао Qq,;=>... гэ Q,-i+i,j. Введем еще QkJ — Q'h,j\Q'k+1_ ;, A" ~i О,
!1, ,.., A; QA+lti--Q'A+lt}. Пусть А<"> ,, (h[k), ..., йЙ; А^ =

=кг \кг-г (i. =; i, . .
., и)! Оценим число Shj Uh>- параллелепи-

параллелепипедов кЩу-—О). таких, что Qa,,-П ^(й) G "Г Q)?=0- Пусть T(t) =

Г"'

'

i—i <

Для p <= BftJ обозначим:
'

Г (P. *) - IT : 7 ^ Л»р Э/> s

Очевидно, что П_;С U []¦-

?=^/r -5-=l,. .

v /г}
'

i ¦! i
. I

, .ibj.li 'iN. i

). Пусть
'

$&Bh.h
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з П ^(fe) (Y + Q) Ф 0 *отя бы Для одного у s Г(р,О) и *0—
if{fQnAW(p+7'(O+0#0}TO<0)pp

У(*о +е) + Я) е flk.j так, что (z(°) + Fh)Dn«>ic:Q.
Покажем, что для любого уеГ(р, to-\-2) Hj f| AW (у -{- ()) cz Qh+ij
так, что QkJ П Mft) (у + Q) = 0. Пусть s > 2 и у таковы, что (y +
+ 0 П (P + У («о + *)) # 0, и х е W«(y -i- 0. Тогда (a;+Ffe+1) П
П UW-CZ (х(°) -г Ffe) П П«> с: Q. Действительно, так как ж<°) е QftJ,

i

то аК«) + Cs/j, 0, .. .,0) е= Qft+8-,j. Но | ж{ — 40)|< (* +/2) Fs hrs
(i = 2, ..... и) и, так как (А; + 3s)a — (s -f 2)/ea-1 > (A; -f 1)°
при а ^ 1 и s^ 2, получаем, что а; е Qh+ij, что и требовалось.
Отсюда следует, что непустое пересечение Qkj П ^(ft) (y + ^)
возможно разве лишь при y.<= Г(E, i0) \Г(р, i0 + 2). Таким обра-
образом, получаем, что

*^ ¦i

1 BkJ

.B3)

Пусть 1 < к < А + 1. и Fhii,s = Qhii П /*(ft) (Y(ft';Vs) -r

+ <?), где A(") (y^.j-s) -f <2) — A(ft) -параллелепипеды (s —
= 1, . .

., 5hj), покрывающие Qftij. Для каждой точки а; е

e Fft)J- s верно включение (а; + Fft) П П(# cz D, откуда следует, что

K ^ D,2 2L-^) с= П (« + Ук) П

Рассмотрим звездное относительно FkijtS множество

Uhli,t = {x:x = Qy + {l-Q)z,ye Fh>j,s, z ё= F'ktjtt, 0 < 6

Применим преобразование переменных х = fe(ft) а;. Тогда

./.s ^ Y(ft>;>s) + Qb- Из [1—3] следует, что можно указать

такие L узлов иа Fkjs (например, из числа узлов кубической
¦

1
"

W ¦: .; ;

решетки с шагом \Ln + 1/ ) и коэффициенты at (i — 1, . .
., L),

что функционал ошибок

G/i);>/)= J /Й^- Sflj/?«>)

' . L
_.

является точны»! для> многочленов степени ниже т» и • 2 -I ai I <
. .• '¦• . ¦ ¦ i=i

•
-

< с26, где css не зависит от A:, j,.s, h. В силу теоремы вложения

С. Л. Соболева [6] при тр > п имеем
-

•

-.



Применяя эту оценку к функции, / — Pm-i{f), где Pm-i(/) —

ттоекпионный многочлен степени т — 1, и учитывая, что в силупроекционный
результатов 16]

находим оценку

Возвращаясь к переменным х, получаем, что функционал ошибок

(г*,3>/)= \ /(*)<**-2 «Л

с коэффициентами аг — hi:=1
x &i=aX l

й{ является точным
-

для

многочленов степени m — 1, причем

. .B5)

Из B4) получаем оценку

п ,, п
1 !

^,i,s<^ '^Ч-"'^41 М/к^з- B6)

Оценим норму функционала ошибок 4,/,s: !

sup

2

С помощью B5) и B6) получаем отсюда ¦

Заметим, что ?7fej,e имеют конечную кратность пересечений.
Действительно, если №h~> (у -f Q) — один из М^-паралделепи-
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педов, покрывающих Clkj, и точка х е h<-k) (vi + Q) такая, что

х е дС+'о) ф _(_ ?) (Где д(*+*о) (р'_|_ 0 _ один из параллелепи-

параллелепипедов покрытия Qh+so,i) при достаточно большом s0, то для

всех точек ъ е Qs.j n:A*ft) (Y + #} таких, что 2г >'z,- (/ = 1, . ...

v;., -.л), Лмеем; ¦г-<==>Цк+у-г>1$'г+ Q), т. е. z <? Qfc,;. Пусть

ft.j

— sup

; 1 () , j

к = 2 2 '^,i,8, supp lh

норму ifc::

С помощью оценок B2), B3) чисел S(h),

1 ¦

<е кЧг№.
получаем отсюда, что

Пусть ?M =, 23 ^> supp l'1 с U 2* = Qi. Оценим норму lh'h

A+l , ¦А+1

P

Построим теперь кубатурную формулу для интегрирования1

по Qo'= U Q0>j. Из [4] следует, что число S0(h) h 'кшралле.летшв-',
''

l
'

i=i
'

< _ ''' "j ;
г I' •

¦

дов, покрывающих! &о, оценивается неравенством ^
'

¦ I



I II ,1¦

Пусть По = По( j) = 2<>> + hr Q— один из этих .параллелепи-

.параллелепипедов. Для к = 0, 1, 2, . . . рассмотрим усеченный г-канус '} ¦

Обозначим через 'Qo, Qo множества

1 1

'й2 = 'й5 О") = 1* :^G П Пш()Ц* +Уа-к) Л1П0 (/) + LrhrQa)ci О/,

Аналогично выводу оценки B3) можно показать, что число SOih

{2"kh)' -параллелепипедов, покрывающих Qo, оценивается не-

неравенством .,.,-"

2
i=2 *. ¦B9)

Пусть (обычный) конус R0,k определяется следующим образом:

B0,h = 1« : 0 < «J < 4Л, 0 < хг < B~hh)
ч

х± {i - 2, ...,п)}._

Из геометрических свойств области Q следует, что для любой точ-

точки х е Qq. ^ -г -Ко,ft cr Q. Пусть далее - ,

Tk (х) ^{y:xl-r2h< у, < хл + 3/г} П (* + R0,h).
'

.

Заметим, что Th(x)czQ1. Применил! преобразование xt =

= 2
г

h
г

х,; (j=l, . .
., п). Из результатов F) следует, что

при т > —

Возвращаясь к переменным х, получаем отсюда оценку j

2
l

2 |J/ ;|т,х+д0Л -r fi /

Заметим, что х 4- fiok с ««> + h r

Qt для , любой \ точки- xies

¦& Qo(j). BQj П\гы JrhT Qj выберем L узлов и по ним1 построим
1

.;- i
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кубатурную формулу, как это делалось выше, тай, что дли коэф-
коэффициентов at этой формулы будет иметь место оценка

h1=1 . ¦ C1)
t=i"

Оценим теперь норму функционала ошибок if этой формулы

с носителем supp if cr \z(^ + h
'

QJ-[\ ^ = Q,f:

f | / - Pm-iW I <ь + 2 I ei 11 / - ^«-i (/) Icm

i II/II лС) ''
~

ll/ II ^С-!
''

,! .

где Т = {xW, ..., arW} U U Гй (ж) cr Qi. Аналогично выводу

оценки A3) находим, что

Li i

где У = Г + 2/ir <?. С помощью /29) получаем, что

5 ri . S ri ISIs.

'

mesQo<c4o2
i==2 B~hh)i-1 =.c402~ft/ii~1 C3)

Из C0)—C3) слрдует, что при г^ < п

А = 2 J 1 / - Pm-i (/) 1 d*< § «/ - Pm-X'(У).11/^4 mes Qg <

c41

ICO



Аналогично

откуда с помощью C4) получаем, что

0W i

Пусть теперь 10 = ^ о • Оценим его норму, учитывая

конечную кратность пересечения й0 . Пусть Qo — U

Тогда

j=x

^с45й ft '— c45ft . C5)

До сих пор мы занимались построением кубатурных формул
для интегрирования по части Gk П (й\йд) при фиксированном
к = к0. Аналогичные выкладки проводим для всех Gk (к- — 1, . . .

. .
., К). Следуя [1—3], можно построить кубатурную формулу

для fift таким образом,что •''

п 7 i|* _ ffhm _!- о(h™} f36\
к ¦:

Пусть Zft= 2 Оо+ #) + *,. Из B7)' C5), '(-36) получаем

равенство ,

Пусть Ni — число узлов кубической решетки с шагом h, по-

попавших в Q. При построении кубатурной формулы мы добавили
новые узлы, число iVo которых оценивается при г* ¦< п так:

п
гг п( гг\ (¦ п

ri

N0^Cieh
^Ч А^к^ Г<'<С47(а *?*'* ¦+'

¦

:

fc=i. '...'"..'.;

—-2— ^ ''¦¦¦"¦' '-'¦¦'



Таким образом, 'еслр lN — функционал ошибок'этой формулы
V = iV0 -t- iVbто * ._

.

взято из условия8 [ т -]—-A II< —-( 1 -: 1I. Послепод-

где коэффициент Bi тот же, что ив случае, когда Q — куб. Тем
самым'теорема 2 установлена дпя.г#'<»' - i

В случае г*
= п кубатурную формулу будем строить с шагом h

в Qh и с параметром г\
— hl-B (вместо параметра h из случая г* <

< п) в приграничной полосе Q\Qh, где е>0 достаточно мало (е

¦\\~
•

-1 v- T^^fl1""
счетов, аналогичных случаю г*<ге, приходим к A8). Теорема
доказана. ' i

IV. Пусть г* > п и для определенности г„ = 1. Будем строить
кубатурную формулу в Qh с шагом fe, а в приграничной полосе

Q\Qh—с параметром r\
— r\(h) подобно тому, как это сделано

.! \
¦ ¦' j_\ , ¦,

в п. III. Пусть П^ — (Lh)r-параллелепипеды из [4], покрываю-
покрывающие Q\Qft, число S(h) которых оценивается с помощью B2). Пусть
далее I

•

-

, „(ft) _ (У*) Lw^-„W _ у/» „•¦* /,• _

Покроем ]¦ Qk,j Л(Л> -параллелепипедами Щ,7->8 ==it]<*) (<у*./.»
+ ^)(s =?= 1, . . .} Sk,j), как это делалось1 в п. III. Для iSft,; ана

о'B3) (будем! иметь следующую оценку: :

^ i IK'/' VJ (

анало-.

, ,1 | C8)
I :

Для каждых s, к, /построим! кубатурную формулу, как это дела-

делалось выше, и пусть lhj,a —функционал ошибок этой формулы,
сосредоточенный в Qftj,g. Для его нормы будем иметь п

C9)

.¦¦ ДустьГ функционал опшбок 1Х =2 S^'S- Aj,»*i носитель

его обозначим1 через S2i. При
!
тр ?>¦#, применяя последова-

-.1 .
-

. ! !I •' ' . |:
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телыю неравенство Гёльдера, получаем из B2), C8), C9), что!

'

D0)
п

При т > — 2^ Ti следуя [4], можно построить кубатурную фор-
Р

i-l'* "-
'

i
' '

мулу для интегрирования по Qo со следующей оценкой ее функцио-
функционала погрешности Z0(supp l0 = Qo):

*

• i ,i
r

'

Для Q/( кубатурную формулу построим, как и выше; ,ее. функ-
функционал ошибок 12 удовлетворяет C6). Пуст.ь lh = l0 -j-1г ~г' Ц-
Из C6), D0), D1) получаем оценку i

'

:

Р'
4-c6eTi- P+o(hm). D2)

Число iV0 добавленных нами узлов в приграничной полосе

Qft к jVj узлам из кубической сетки с шагом h, попавших в Q,
оценивается следующим образом:

A+l ~li—A+l

No =2 i22o

n
•

¦

Так как г% > re, получаем отсюда, что : ii

V0<c52r] 4=«Pf, . J !D3)

Из D2) и D3) следует, что при Ц =-- hr* No= !

о(П !|' D4)

Пусть iV = No + -/Vi — общее число узлов. При условии s,

из D3) и D4) следует, что

Если же в D5) имеет место строгое;неравенство, то, повторяя!'рас-,
i_B ;;Д . ;>'. ¦ . , ,!, ¦ ;!.¦¦¦

суждения при ц =F>hr*\ /¦ (с достаточно малым в >,0), мы прихо-
приходим к равенству A8). ¦'

.,¦'
¦ ;' \:l'- i ;->n\ \, :MSlh1 ;'!- ¦ .

¦

Выражаю глубокую признательность своему .^научному руко-
руководителю О. В. Бесову за постоянное внимание к этой pa6oTeJ

! ,,!
"

: [j 1юз
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ОБ ОПТИМАЛЬНЫХ МЕТОДАХ
ВОССТАНОВЛЕНИЯ ИНТЕГРАЛА м

А. А. ЖЕНСЫКБАЕВ

(Алма-Ата)

Пусть Ф! — некоторый класс интегрируемых на [0, 1] с весом

w(x) функций и /г(/) (i = 1, . .
., к) — определенные на 2Л линей-

линейные функционалы, совокупность которых задает на 2Л оператор
информации / = (/!,..., lk). Для / е 2Л по информации /(/) ==

— (h(f)> • ¦ ..-Ш) зададим некоторый метод S восстановления

интеграла (т. е. функцию к переменных, определенную на мно-

множестве значений оператора /) и рассмотрим формулу
1 1

U(х) f (x) dx = S (I(f)) + Ra (/,/), A)
о

где i?g — функционал погрешности метода S.

Через 5 обозначим некоторое семейство операторов информа-
информации {/}. Задача!о наилучшем для класса Ш методе восстановления

интеграла по семейству 3 заключается в нахождении величины

mfsup|/?s(/, /)|t

а также оператора / и метода S, для которых достигается величи-

величина &C,Щ. Функция S(I(f)) называется наилучшим для 9Л мето-

методом восстановления интеграла на базе семейства 3.
Если SK — выпуклое, центрально симметричное с центром в

нуле множество, то, согласно лемме С. А. Смоляка [11, сущест-

существуют такие линейные функционалы аг = аг{/), что

. ,inf sup \Rg(Ixf) h= sup |!Л.(/./) |, ;; B)
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где . .
'

R (/, /) = J и? (x) f (x) dx - 2 «i^i (/)¦

Ниже мы будем рассматривать задачу оптимального восстанов-

восстановления интеграла на классах Wp (г = 1, 2, ...; 1 ^/э^ схз)
функций /, имеющих (г—1)-ю абсолютно непрерывную произ-

производную, у которых Н/(гI!Р s? 1,где > :
1 1/р

'

= supvrai j g(x)\.

В качестве семейства 3 операторов информации будем использо-

использовать значения функции и ее производных различных порядков в

точках Xi всевозможных разбиений типа

О = Хо < Хх < Х% < . . , < Хп < Хп+х = 1-

Так что с учетом B) задача сводится к нахождению наилучшей
квадратурной формулы вида

w (x) f(x)dx=^^ aijfj) (хг) -f- 2 bkf[ak) @)
о i=lj=O fc=l

2 ст/(МA) + д(/), (З)

где 7i@^Ti^r—1) —

произвольные целые числа, Аи-=
t= {а!<ал<- ... <аи} и 5Р = {pj < рг< ... <р0} — фик-
фиксированные целые числа из отрезка [0, г—1], 0<1 и, v^lr

(при этом, например, w = 0 означает, что Аи = 0,. а вторая

сумма в C) равна нулю).
Теорема 1. Среди наилучших методов восстановления A)

интеграла с положительным весом (ю(х) > 0) на классе Wp
(г = 1,2, .,.; 1<р^оо) по семейству j ..

Sn (Au, Bv; f) = {/(afc) @),- /(Pm) A), /(Ji) (*<)

(A; = l, ...,-и; m=.l, ...,iy; 0<и,. i?<r; ;

/i = 0y ..., Yi; '« » 1, .. .¦ n; 2 B Ы2] + 2) <iV)l
([a] —целая часть числа a) существует линейный вида C) и он

обязательно такой,-что n = N, Yi — ^ (Ё = 1, -
-., Л^), коэффи-

коэффициенты при f(xt) положительны, sgnbfc = (—I)
h

(к =
1 ) (l) ( 1 )
ц рf(t) ожительны, g
= 1, ..., u), sgneOT =* (— l)m+i (т = 1, ..,., v).

Если вес ю(х)л=^х>х или и;(х)а=A — х)^ (|х>0), То оптималь-

оптимальный линейный метод единствен. !¦
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Отметим, что при w(x) = 1, 1 < р ^ оо существование и об-

общий вид оптимального! линейного метода восстановления лолуче-
ны в [2] для su = v = 0, а в [3] — для и = v = г. Единствен-
Единственность же анонсирована в [41 при w(x)==l, p = 2, ц,,!У^1,
а доказана до сих пор была только для и — v = г, р == 2,'w(x) =
1=1 в [5] и для ц = у = 0, 1 <. р ^ оо «;(#) = 1 в [6].

.. Теорема 2. Среди методов восстановления интеграла A)
при w(x) з= 1 оптимальным для щасса Wp (г ='1, 2-,-.'. .; 1 <
^ р ^ оо) по семейству

I 3,vr(/) = {/(*i), /(fc) A) - /w @) (i = 1, .... .V; А; = 0, ....

¦

! г-1»
! ] .

'

-1:
является

¦ ¦ ' р

J / (x) dx - —^ / \-j.
—

yJ-T^
где у

— произвольное фиксированное число из О, -тги

bh^(y) = N~hBk{\ - пу) (к = 1, . .
.,

г - 1), !
Ът-Х(у) — N-r(Dr(l — пу) — drq),

Bk(x) — многочлен Бернулли, т. е. полином, совпадающий на

@, 1) с функцией
; | оо

1 v^ 1
Г)ъ (х) = ¦ -!/ (

. 2я m=1m..!.
и .

¦¦

'

11
.

•¦

i ••' i ¦ ,. '¦
'

I

а йтЧ —'константа наилучшего приближения функции Dr{x) на

{0,1 ] в метрике Lq \ (ifpf\-i/q=l).i При этом & (Зпп 'Wp) — H-Tq/Nrt

Т е;о р е.м а 3. Среди методов восстановления*A) при w(x) =
se:1 по семейству ' !<

¦¦¦¦'¦ '"'(i)-ri;@)
, ¦ (t= 1, .|:..,;ЛГ; !/-=1,'.. vs)f, . '

j • ;
'

'i . :
.

i ¦ .

где Ма = {mx < m2 < • • • <щ}— произвольный фиксирован-
фиксированный набор целых чисел из {0, т — 1], содержащий все нечетные,

наилучшим для Wrp (г = 1, 2, . . .; 1 ^ р ^. оо) является.

+

где by" .= bai-i@)..!,np'H
I

.

• i ;
'
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Отметим 'некоторые следствия из теорем 1—3.

Следствие 1. Среди методов восстановления A) при

«:(a,')ssl-no семейству 'ч ;

где множество Мв определено в теореме 3, наилучшим для класса,

W'p (г = 1,2, . . .; 1 <р.< с») будет
_

.

'

- '

" i¦...¦ ¦
Р>

где bj -= &2i_j \^\. При этом &(Зя(М,), Wrp) = Hrg/Nr. \
Следствие 2. Формула D) (соответственно*E)) представ-

представляет собой наилучший для Wp (г = 1, 2, . . .; 1 <1 р ^ оо) метод

восстановления A) интеграла с единичным весом' по семейству

3°n !/ @), /(sbl) @), /Bi~1) A), / A), / W) {i = lr • •', N;
¦

!
.

,
- 7=1, ...,'[r/2])} - '^

(соответственно по семейству ; '.! ,

При этом~ S C%, Wp) =? «

.. . 4 i'., v, 4
.

. V. т.. \
v •! i!
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НАХОЖДЕНИЕ ЧИСЛА РЕШЕНИЙ
ЛИНЕЙНЫХ ДИОФАНТОВЫХ УРАВНЕНИИ

М. И. ИСРАИЛОВ

(Ташкент)

Число решений Р(п) линейных диофантовых уравнений вида

-f- а2х2 ~т~ • • • ~г ан^к —и A)

в целых неотрицательных хи х2, . .
., xk при конкретных в],

аг, . .
., afe равно числу инвариантных (относительно некоторых

групп преобразований) многочленов степени п, что имеет важное

значение для построения инвариантных кубатурных формул,
алгебраическая степень точности которых равна п [1, 2]. В свя-

связи с этим G. Л. Соболевым в 1977 г. была поставлена задача нахож-

нахождения точной формулы для вычисления величины Р(п) уравне-
уравнения A) с произвольными целыми положительными коэффициен-
коэффициентами аи си,. .

., ak. Отметим, что частные случаи уравнения A)
рассматривались еще Эйлером [3].

Пусть ]х, . .
., /m, im+i, . .

., jk — некоторая перестановка чи-

чисел 1, 2, .... Л и dh...}m = (aJm+v ..., aJh) - наибольший

общий делитель cij , ..., alh. He умаляя общности, можно счи-

считать, что /i < /г < • • • < /т- Введем множества натуральных

чисел Z?iJ), Z>2*\ • • •
> М>г)> А> следующим образом: .

h

Dv =

fit

Далее обозначим

ная степень, tom
= е

из единицы,

x(x — 1). . . (x— те + 1) — обобщен-

примитивный корень яг-й степени

v1+..,+vfe=a
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i

; п{ Приi-ф jlr . .
., jq,a-f-11

-va; '..\
I — G)s. . При « = О И i = ]L, . . .,]q,
i -
— a\ cos

г

при a > 0 и г = ]\, . .., jq,

1 vft^a

_/ ^pV (-i)r»-t ft 1 1 1

Q(p) означает, что суммирование распространено на все целые

неотрицательные решения уравнения р
= гг + 2;*2 + . •• + ргр

и г = гх + г2 + . . . -Ь гр.
'

Теорема. Пусть ах, й2, . .
., afe

— взаимно-простые нату-

натуральные числа. Тогда для числа решений Р(п) диофантова
уравнения A) имеем точную формулу

2 ^v^i-ig (к-р-д)\ 3l
s, ...1л°„

2 2*
a=i

где dj_D[l) означает, что d не делит элементов множества D^\
а звездочка при сумме показывает, что суммирование ведется по

всем Vj-, взаимно простым с«;. . . ,
В качестве примера рассмотрим уравнение i

I 2х1+ Зх2 + 4^з —п. \.

Так как в этом случае c^sss (a2, Og) == 1,'dg = (aL, a3) = 2, d3 s
^ («i, «,) = 1, 'Dp =D[a) = A, 2}, М2) =.{l}t то: формула B);
принимает вид .'' •i

'

'-
n"+"l , 59 'a^

;;_.,rn. y
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,г я t ¦
•

Подставляя J3i,2,i =•=

-tq, "ълл
~

"w" и упрощая, имеем

^()lffi[(+)( + ) + ()( + ) + ][,
где \[х\\ означает ближайшее целое к х. ¦ !•

Отметим, что другой алгоритм для вычисления Р{п) был опуб-
опубликован Эрхартом [4]. Однако сравнить наши результаты с его

не удалось ввиду отсутствия необходимой для этого работы [5],
в которой имеются понятия и обозначения, используемые!в [4].
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КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА
35-ГО ПОРЯДКА ДЛЯ СФЕРЫ i

i; В. И. ЛЕБЕДЕВ
'

•(

, , '¦ i (Москва)i ¦"

>
¦

. ..

'. I• •

'

¦

'

''

¦ i i
'

Посаящается моему учителю —

! |' '' •
"

. 'С.Л.Соболеву

1. С. Л. Соболев в работе [1] заложил основы нового подхода в

построении квадратур для сферы, инвариантных относительно

групп вращения. В работах [2—4] этот метод был развит для

построения инвариантных относительно группы октаэдра с ин-

инверсией Gg квадратур наивысшей алгебраической степени точ-

точности, п с помощью использования четных симметрических много-

многочленов, ! образующих алгебры инвариантных относительно G&
многочленов, и[Элементарных симметрических функций от значе-

значений симметрических многочленов. В работах [5,6] проведены ана-

аналогичные исследования для групп икосаэдра и симплекса. На этом

пути удалось значительно понизить алгебраический порядок сис-
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'Рем уравнении, определяющих параметры квадратуры, в резуль-
результате чего были получены квадратуры до 20—29-го порядка. Глав-

Главной трудностью в алгоритме определения параметров квадратур

для группы G$ при п > 29 является то, что система нелинейных

уравнений содержит подсистемы, являющиеся цементными систе-

системами от двух переменных. Для п = 35,37 удалось найти метод

решения таких систем. В настоящей статье приведена квадратура
35-го порядка. При описании способа получения ремы будем ис-

иользовать методы и обозначения работ [3, 4].
2. Пусть в трехмерном евклидовом пространстве Rs(xjy, z)

задана сфера S : х2 + У% + z2 = 1 и вписанный в S октаэдр Й с

вершинами на осях координат. Пусть i,

¦

S i

где s e S, p(s) ^0 — интегрируемая весевая функция, инва-

риаптная относительно G%. Квадратуру 35-го порядка, согласно-

[2 3] ищем ввиде ;I
р

[2, 3], ищем в виде

А () (),() I
i=l _ !i—1 i=l

? 24 2 24 4 48i !

+ 2 я*2 /(*?)+ 2?*2 /W)+ 2^2 /D), B)
fe=l i=l- A=li—1 ft=l i=i

где координаты на S характерных точек квадратуры каждого ти-;
;па имеютвид '

¦ а\ = A, 0, 0), а\ = B-1/2, 2^\ 0), а\ = (З '2,З 72,У%
; ^у^ = {1к,1^ть), ci = (Pft. ?а, 0),. di = (rh, sh, wh),

остальные точки каждого типа получаются из приведенных- пере-
перестановкой координат или1 изменением у них знака. Квадратура
B) содержит 434 узла и будет правильно интегрировать .первые,
1296 сферических гармоник. i •

Пусть а2 = х2у2 + Л2 + уН2, а3 = x2yh2 — образующие ал-

алгебры инвариантных относительно группы G*8 многочленов.
!

'

¦'.

'

Вид системы уравнений для определения весов и узлов квадра-

квадратуры B) приведен в [2, 3]; там же указан алгоритм,ее^решения,
согласно которому сначала следует определить неизвестные групп
С и D,i после чрто сравнительно легко находятся неизвестные груп-
группы В, а вес А> определяется по явным формулам. Поэтому выпи-

выпишем систему ^уравнений, соответствующую неизвестным групд
С и D: '¦¦. 'У--, г ,!, .

!

-'"¦¦:«,
'

\
'

'* ¦I '! i

h Dhaahalh = ц„ . . ,¦•¦* = Qt \, . ...,4; i
, D)

1 ':' i ,!II
1

'

Ш



=vf, i= 0,1,2: E)

-cob ¦-i-o, i. .. F)

Здесь dk — значения функций стг в точках (sh, rk, wh),

»н = Pft A - pi), Ck = 24C,^ Ы yk, ?ft - 48Dftc12 {ath, аак),

где

я|) (у) = у A - 4у), с1я - ст22 A - 4а2) - а, D -f- 27а3 - 18а2),

Пусть

A = yi + уг> Pi = yiy2; тг (г = 1, 2, 3, 4) — элементарные сим-
! . 4 4

метрические многочлены от 02; 5^ = 2 ^aii • •

•, т4 = О °гй
i i

Фзг
= тг

—

a2i, ф2;
= т2

—

Стг;^ -f afb фн -= т3
—

a2iT2 -r

+ ст«Т! — о\ц Ф,- (/) = /3 — /2фзг -г /1фгг — /офн,

где / = (/0, А, /„ /з).
Для решения системы C)—F) предложим следующий метод.

Введем новые неизвестные v3, co2, со3, дополнив систему E) урав-
уравнением при ? = 3, а систему F) — двумя уравнениями при
i = 2, 3, Тогда из C) следует,что .

•

где ,t
. .¦ !

Ь = Vj+a
—

Тл-lPi + №. У = 1, 2, 3, 4;

аналогичные формулы получаются для Ck.
Из D) вытекает, что

(8)

(9)
из E).и F) —

ш



Из соотношений (8)—A0) получаем

Фг (*) Ф* (v) = Ф* (И) D; - Iho-n tft), ' - !
- 2. 3, 4. A3)

Умножая i-e уравнение A2) наа^/Т^ (<r2i) и складывая при каждом

А = 0, 1, 2, 3, получим четыре ураинеиия, которые после неслож-

несложных преобразований примут вид

«а
= L1(r1, т3, т3, т4), з

со3
= -MTi' Т2> тз> Т4)> '

Т4 = Z,3(T1> T2i Т3, V3), ¦A6)

<2i(v3) = Ь4(т„ т2, т3, т4). A7)

Здесь и далее Lj обозначают линейные, a Qj — квадратичные

функции от соответствующих неременных. Из уравнений (9),
A6), A7), исключая т2, т3, т4, получим

т2 = L4(t,) + <?2(v3),

т3 = L6(t,) + (?3(v3), A8)

т4 = Le^) + Qi(\>3).

Проделывая аналогичные преобразования с системой A3),
замечая при этом, что

где j-i
—

(]Д], .u.j, j-i,4, |^4)> и исключая с помощью D), E), A8) неиз-

неизвестные oj2, co3. т2, т3, т4, получим четыре уравнения вида

^i + kiPt = hi, i == 1, 2, 3, 4, A9)

где Z^, йг — функции вида а + бт^ + cv3 + dv3. Преобразовани-
Преобразованием системы A9) можно добиться, чтобы коэффициенты 1уг (i --= 3,

4) и Л4 не зависели от г1. Выражая ри рг из последних двух урав-
уравнений A9) и подставляя эти значения в первые два уравнения,
переходим к системе двух уравнений относительно неизвестных

Тц v3, решая которую находим т15 v3 и, следовательно, все осталь-
остальные параметры квадратуры B). В результате получим, что

Ах - 5.26607119170-Ю-4;
А3 = 2.51231747026-Ю ;
5а = 2.51326717721-Ю-3;
54 = 2.44537392125-Ю-3;
Вв = 2.01427834049. Ю-3;
С, - 1.91095193375• 10~3;
?>! = 2.23660776044-Ю-3;
Р3 =?.51223685455 -Ю ;
*х = 6.90934630477 -10-1;

А2 = 2.54822067342-10-3;
Вг = 2.53040228828-10 ;
В3 = 2.50172540316-10^;
Вь = 2.30269459658-10 ;
В- = 1.46249191186-10 ;
с'2 = 2.41744213033• Ю-3;
D2 = 2.41693004432 -Ю^3;
D4 = 2.49664418594. Ю ;
TOl = 2.12646826487.10т1;
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h = 6.45666470687-10-^ m2= 4.07712665072-1O-1;
l3 = 4.91434260701 -10-1; m3= 7.19016505247-10-1; •

Z4 f= 3.92725992478-10-1; m4- 8.31584385173-10 ;
l5 = 2.86128918282-10-1; m5= 9.14472790326-10-1;'
Z, = 1-77483645532-lO-i; .m<;= 9.67987144099 -10-1;
Z, = 7.56809954734-10-1; m-= 9.94255889522-10-1; :.

рг
= 9.77642811118-Ю-1; q[=*= 2.10272522857-10-1;

p2 = 8.81813287779-10-1; ?3= 4.71598691151-10-1;
/г = 9.92176963644-10-2; r2= 2.05482369640 -10-1;
sx == 3.54436314534-10-1; |s2= 4.50233038258-10-1;
u7x-= 9.37180985855 -10-1; w2= 8.68946032287 -Ю-1;

!
,

r3 .== 1.06801826076-10-1; . r4= 3.10428365683-10 ;
s3 == 5.90515704892-10-1; s4= 5.55015272846-10-1;
w3 = 7.99927854386 -10-1; г^4= 7.71746251489-10 . .

I

Узлы этой квадратуры достаточно правильно триангулируют

поверхность сферы S. ( ,
: '

I ••.

:
•

¦
¦¦ ,- ¦!
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О ДЕКАРТОВЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЯХ
КУБАТУРНЫХ ФОРМУЛ

м. в. носков

,¦ - ' {Красноярск) :

Декартовы произведения формул приближенного интегриро-
интегрирования часто применяются при построении кубатурных формул
(см., например, [1—3]). Ниже приводятся две теоремы об услови-
условиях разложимости кубатураых формул, вообще говоря эрмитовых,
в декартовы произведения формул меньшей размерности « об ал-

алгебраической точности сомножителей декартовых произведений.
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Пусть Es — s-мерное евклидово пространство, Д1.- — множест-

множество /целочисленных векторов из Е*. Определим следующие векторы

и множества: xl, x, P;,' i = 1, . .
.,

d' x1 = (х\, . :.,х\\\ х =

= (хг, . .

., xk, xk+1, . . .. x2k); Р1аЁ1.- Обозначим:_\жН '••-

— ~ d -'1 d̂\
з?
—

(хх, . .
., д*Л); х = (хк+1, . .

., o;2ft); 0Рг- — [уо -=\Р , ..., р }'•

Далее считаем, что натуральные числа s; (i
— 1 v . . ,,;d) тако-

таковы, что" ^ S; ¦¦¦-¦га; j.i;
— ограниченные множества из Es\

{•i
= ® Ц/5 S;

— ограниченные множества из Л'*, содержащие

d , d-
иулевой вектор, s — ® li! -^г — области в /Г4, Q = ® Qt;

_ i^l_ i=l_

Tt =ja' = < a\ a; >; a{ e ц„ "a1 s |z}; Г = {a = < a,

a >, a e jx, a e |}. Если р, у ~ векторы из ?
'

при некотором

ie{l,..., d}, то (T(a, (i)
—

{a e T; a» = P; a' = у; у» е JA/,
a> = 0 при / Фi}. '

Определение. Если заданы кубатурные формулы

\ //-¦ 47 7- '^ ^^ Aa^W A

'"; 'а'€Г;

i-=l,...,d, A)
где С;(а*) — постоянные, то декартовым произведением d формул
A), соответствующих г = 1, . .

., d, называется кубатурная фор-
формула ¦¦ I

Предполагаем, что формулы A) точны на константах.

Т е о р е м а 1. Если кубатурная формула ;

2(а){Га)(а) B)

является декартовым произведениел! формул A) при г = 1, , .
., dj

то коэффициенты Cj(a') формул A) удовлетворяют следующим
равенствам: . i

, i4 .
mesQ. vi \!: ;

где /
= 1, . ...,d, a,ie=Tj.

S*
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Пусть Р(х$) — многочлен из ES}.

Теорема 2. Если формула B) есть декартово произведение
формул A) и точна на многочлене P(xj), то и формула A) при i =

= / также точна на Р{х*). Теорема 2 позволяет определить
точность сомножителей, исходя из точности самого декартового
произведения.

Автор благодарит научного руководителя В. И. Половинкииа
за внимание к этой работе.
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АСИМПТОТИЧЕСКИ НАИЛУЧШИЕ

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ КУБАТУРНЫХ

II КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛ

В. И. ПОЛОВИНКИ!!

(Красноярск)

Рядом авторов (см. {1,2]) рассматривалась поставленная

А. Н. Колмогоровым задача о минимизации норм функционалов
ошибок квадратурных формул при условии, что у формул меняют-

меняются узлы и коэффициенты, но число узлов фиксировано. В [3] ис-

исследовалась задача о построении асимптотически наилучших по-

последовательностей кубатурных формул в пространствах L™ (Q),
обобщающая упомянутую выше задачу А. Н. Колмогорова, по-

подобно тому, как задача о построении асимптотически оптималь-

оптимальных последовательностей кубатурных формул, рассмотренная
С. Л. Соболевым в работе [4], обобщает задачу о построении оп-

оптимальных кубатурных формул.
Приведем главный результат [3] и его обобщения на последо-

последовательности кубатурных формул с произвольным количеством

узлов на квадратурные формулы. Для краткости будем вести речь

не о формулах приближенного интегрирования, а об их функцио-
функционалах ошибок.

Положим L{N) — множество функционалов I
N

(Z,/) = l/(*)d*-2 с,/(ж,),' (*(*), *а) = 0 при |а|<т»,

116



Где Q — ограниченная область в га-мерном пространстве с кусоч-

кусочно-гладкой границей, ct — постоянные, xt.e Q, г == 1, • • -,N.
Определение. Последовательность {/'},

' I1 e L(N(i)),
N(i) —>• оо при i —*- оо называется асимптотически наилучшей
в L™ (Q), если

Теорема 1 [3]. \p <= (mn-1, оо) Э

U'lilj. ^' e L{N(i)) и.постоянная Л > 0 такие, что

:; I' I тт;о.
- (N (О) 71 (mes Q)«n-i+(P-i)p-i- л A -Ь о A)) .

при t->-оо. A)

Этот результат допускает следующее обобщение, которое мо-

может быть получено, если при доказательстве теоремы 1 восполь-;
зоваться не теоремой 2 из [5], а теоремой из [б].
Теорема 2. Vp e (mn~1, оо) 3 число А > 0 такое, что

V {Ar(J)}^L!->-оо и асимптотически наилучшей в L™(Q) {1г}Т=и
I1 e L(N(i)), выполняетсяA). v

'

Л е м м а [7]. Если а, &,«„,..., at, ро, . .
., рг, N, h — чис-

числа, а<С Ь, N — натуральные, А = (Ь — a)N~x, {lN}—последова-
{lN}—последовательность функционалов

г ' f'
(F, /) : / (*) fte - А 2 («i/ (« -т- ^) + Р.*/ (Ь - АО) -т-

(^(*), жь) = 0 при А=*0, ...,ш-1, B)

то 3 число х -=' lim'ftZ* (x), xm)} (ml)-1 (b — а)-1.

Теорема 3 [7]. При ре A, оо] асимптотически наилуч-

наилучшие в L7p[a, h] {Z-v} вида B) всегда существуют. Для таких {lN}
и пределов х, существование которых утверждает лемма, всегда
выполняется >

il Бт (X) - и;1(од) = inf {||5m (Ж) ± ЦЬд(о,1)},

где gr
= р(р — I)-1 при р > 1, g = 1 при р = оо, Вт — ынрго-

члены Бернулли HOAiepaw. .
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РАЗВИТИЕ ТЕОРИИ ,

КУБАТУРНЫХ ФОРМУЛ СОБОЛЕВА

' !
М. Д. РАМАЗАНОВ, Н. И. БЛИНОВ, Л. В. ВОЙТИШЕК,

3. Ж. ЖАМАЛОВ, Ф. Я. ЗАГИРОВА, В. И. ПОЛОВИНКИН,
Г. Н. САЛИХОВ, Т. X. ШАРЙПОВ, Ц. Б. ШОЙНЖУРОВ

Многомерные кубатурные формулы отличаются от одномерных
двумя особенностями: 1) бесконечно разнообразны формы много-

многомерных областей интегрирования; 2) быстро растет число узлов

интегрирования с увеличением размерности пространства. Пробле-
Проблема 2) требует особого внимания к построеншо наиболее экономных

формул. Формулы алгебраической точности на сфере IS"-1 с: Я",
[точно интегрирующие некоторое число сферических гармоник,

построили С. Л. Соболев (п — 3) и Г. Н. Салихов (п = 4,5). Они
основывались на следующем утверждении.

Теорема 1 (С. Л. Соболев). Кубатурная формула, инва-

инвариантная относительно конечной группы изометрических преоб-
преобразований сферы, тогда и только тогда точна на всех гармониках

заданного порядка, иогда она точна на инвариантных относитель-

относительно группы гармониках. |
Г, Н. Салихов предложил общий подход для подсчета числа

линейно независимых гармоник данного порядка, инвариантных
относительно конечных групп преобразований сферы. ''

Современная постановка проблемы оптимизации формул лри~
ближенного интегрирования заключается в минимизации нормы

функционала погрешности формулы на выбранных нормирован-
нормированных пространствах. С. Л. Соболев объединил идеи теорий формул
алгебраической точности и минимальности нормы функционала
погрешности в; следующем определении. ,

••
'

Определение 1. Решетчатая кубатурная'<формула
! • Kif=hn S ch(h)f(hHkyt\. A)

hHkfEQ

¦'I.
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где // — матрица п X п, QczRn, k&Zn, h > 0 — ма-

малый параметр, называется формулой с регулярным пограничным

слоем (РПС), если ее функционал погрешности ,¦

f(x)dx-KQhf B)
Q ,

допускает разложение /;((х) — 2 h,y {х),
v

hv (х) = х»(Л. v) М - h'1

PihUk, ш(Л, vW^ift

(•/о) — характеристическая функция множества со (ft, у),—
П {х\х = hH(y 4- у), yj <= [0, 1), / = 1, и} ф 0, б - функция

Дирака); j«ftv(A)|<L2; р (ЙЯу, ^'l\Q) >

< ZAv(x), ж» >^0, |а|.< /п;

Функционал /д (х) обладает регулярным пограничным «лоем

() =0,

облада
в следующем смысле:

Эс V/i, к, \Ck(h)\ ^ с,

(р (hHk, Rn\Q) > (^ + Х3) А) => cft (A) -=1. D)

Примером формул с регулярным пограничным слоем могут слу-

служить известные квадратурные формулы Грегори.
Определение 2. Кубатурная формула и ее функционал

погрешности A), B) называются оптимальными (асимптотически)
над банаховым пространством Б, если в норме сопряженного про-
пространства В* для каждого h > О

В* jj/inf || х о (х) - 2 aft6 (х -"АЯй) | Я» 1 = 1 E)
{) hHh

(->1 при/г->0). '

Основные достоинства формул РПС в уменьшении объема ра-
работы при вычислении их весов (см. D)) и асимптотической опти-

оптимальности. ' i

Теорема 2 (С. Л. Соболев). Если Q ограничена л обладает

кусочно-гладкой границей, т — целое, т > -^-, то формула РПС
имеет оценку

(/?")] ij — (mcs

Здесь
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Как видно, постановка задачи о минимизации нормы функцио-
функционала погрешности кубатурной формулы ставит результат в зависи-

зависимость от выбранного нормированного пространства интегрируемых

функций. Этот выбор в некоторой степени определяется пред-

предшествующим опытом, но все-таки остается довольно произволь-
произвольным. Поэтому естественным было стремление добиться инвариант-
инвариантности результата об асимптотической оптимальности одной и той
же последовательности кубатурных формул над целым рядом

функциональных пространств.

Оценки формул РПС на пространствах Wf дал Ц. Б. Шойн-
журов. Т. X. Шарипов показал, что в случае периодических

функций формула прямоугольников универсально асимптотически

оптимальна над классом гильбертовых пространств, компактно
вложенных в пространство непрерывных функций. В. И. Поло-
винкин распространил теорему 1 на пространство L™ (Q) (норма
в нем получается из G) заменой Rn на Q). Для формул РПС в до-

дополнение к оценке F),«выделяющей главный член функционала
погрешности, Ф. Я. Загировой была получена оценка остаточного

члена.

Возможность распространения теоремы С. Л. Соболева на раз-
различные гильбертовы пространства показала правильность идеи

построения теории интегрирования на основе понятия асимптоти-

асимптотической оптимальности как более устойчивым относительно выбора
пространств по сравнению с оптимальностью. Тем более интерес-
интересным стало распространение теории на негильбертовы пространст-
пространства. Существенное отличие гильбертова случая заключалось в том,

что он приводил к минимизации квадратичного функционала с ли-

линейным уравнением Эйлера — неоднородным полигармоническим

уравнением Ати(х) — lh(x) (для пространств L™). В случае же

пространства типа L™ с р Ф 2, например, соответствующее урав-
уравнение Эйлера получалось нелинейным. Первым в этом направле-
направлении продвинулся Ц. Б. Шойнжуров, сумевший редуцировать за-

задачу с 'нелинейным уравнением Эйлера (для W™) к линейной и

благодаря этому явно выписать экстремальную функцию периоди-
периодического функционала погрешности. Ц. Б. Шойнжуров распро-

распространил теорему 2 и на неизотропные Wp1'"'mn(Rn) простран-
пространства. Т. X. Шарипов получил точную оценку сверху нормы функ-
функционалов с регулярным пограничным слоем над пространствами
с нормой

|| /|Я? (Д") 1 = ( f | F-1 Цх (S) (Ff) (|I (х) |р dx\/p
при некоторых ограничениях на функцию ц. (здесь F — оператор

преобразования Фурье). Для периодических функций, образую-
образующих произвольное: банахово пространство tB, компактно вложен-

вложенное в С(Дп), с нормой, инвариантной 'по сдвигам аргументов,
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М. Д. Рамазанов установил существование такой эквивалентной

перенормировки, после которой формула прямоугольников ста-

становится оптимальной. Но затем В. И. Половинкин показал, что

формулы с регулярным пограничным слоем могут не быть асимп-

асимптотически оптимальными над пространством L™ (Q) при четном

т. р =^ 2 и полунорме

I ¦*¦¦

Вывод В. II. Полоиипкина проявил границу возможного распро-

распространения теоремы Соболева на различные нормированные про-

пространства. Стало ясно, что для построения асимптотически опти-

оптимальных кубатурных формул на более широком множестве

пространств необходимо расширить сам класс рассматриваемых
формул, не ограничиваясь только формулами с регулярным погра-

пограничным слоем. Для пространств интегрируемых функций L™ (Q)
это сделал В. И. Половинкин.Для интегралов с весом J g(x)f (x) dx,
где g(x) — фиксированная функция, он вычислил норму функцио-
функционала погрешности оптимальной решетчатой кубатурной формулы
(для простоты с единичной матрицей Н)

где q = р!{р — 1), б — функция Дирака, L™ — пространство
периодических функций с полунормой

Убрав в определении 1 условие C), он получил в более широ-
широком множестве — ПС-формул теорему 3.

Теорема 3 (В. И. Половинкин). При любых ре A,- оо)
и т целых, т > у, существует такая последовательность ПС-фор-

ПС-формул {Z/i), которая асимптотически оптимальна над L" (Q) и

норма 1% вычисляется по формуле (8) (с g(x) s=il). Если т нечет-

нечетно или р = 2 за {Z/Л, можно взять произвольную последователь-
последовательность кубатурных формул с регулярным пограничным слоем. ¦

Некоторые результаты этой теоремы в одномерном случае были

ранее получены В. Д. Калмыковым.
При исследовании минимума [Ь™(й)]*-норм среди всех функ-

функционалов (обозначим его I(N, Q))
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с произвольным расположением узлов ^"sQ-B. IIV Половин-

кин установил существование последовательности Nj -*- оо такой,
что

I{Nlt

mi

|n ~q

с постоянной В, не зависящей от Q, Nj. Выяснилось, что в одно-

одномерном случае минимум достигается либо на формулах Грегори,
либо на некоторых других, родственных формулам Грегори.

Естественным было стремление уменьшить точную константу
в оценке нормы F) за счет выбора матрицы решетки Н. Матрица
Н входит в оценку через аргумент в функции Эпштейна

Для п = 2, . .
.,
8 С. С. Рышковым доказано, что при достаточно

больших т минимум ^-функции Эппггейна достигается на решет-
решетках Н~х*, дающих наиплотнейшие решетчатые упаковки равных

гс-мерных шаров. Наилучшими для интегрирований являются

решетки, взаимные с решетками наиплотнейших упаковок. Строе-
Строение этих решеток для п = 3, . .

.,
8 было исследовано Л. В. Вой-

тишек. Оказалось, что при п = 3, 4, 5 это центрированные куби-
кубические решетки, представляющие собой объединение двух куби-
кубических решеток, сдвинутых относительно друг друга на половину

шага по всем координатам. При п = 6, 7, 8 строение наилучших
для [интегрирования решеток довольно сложно, но центрирован-
центрированные кубические решетки остаются достаточно хорошими,

Имея РПС-формулы, рассчитанные на интегрирование функ-
функций различной гладкости, С. Л. i Соболев выяснил связь между

точностью приближения и наилучшим порядком применяемых

формул. Если ' f '

Va, \D*Hx\ |< Ka\ |a I*-1) NAN,% > О,

при применении РПС-форму^ порядка и» (см. определение 1)то

nt=1, 2,

где rmjn
—

радиус шаров наиплотнейшей решетчатой упаковки

при единичном объеме ячейки решетки. С. Л. Соболев установил
также точную оценку скорости сходимости РПС-формул на инди-

индивидуальной функции | : .| I |

! \~{lt,/> | ^|[/| LT.(Rn)i''fP (^,JO,!
'

|.!'|
'

где ф(й, /) =,0^™), а точнее, Nmw 11.. А е i
. q* = 2 при

и?*> 2п/Bт — п)< при «/2 < т< »•.
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Решая проблему эффективного вычисления весов для. областей

различной формы, С. Л. Соболев предложил специальный способ,

позволяющий за конечное, не зависящее от h числа действий вы-

вычислить все веса кубатурной формулы для области, являющейся
многогранником с вершинами в рациональных точках. Разработку
алгоритмов и построение кубатурных формул для некоторых мно-

многогранников по предложенному способу выполнили Л. В. Войти-

шек и П. II. Блинов. ,

Первые работы по программированию формул Соболева вы-

выполнила Л. В. Войтишек. Были составлены программы вычисле-

вычисления ^-функции Эпштейна и весов формул Соболева для некоторых

многогранников. Формулы с регулярным пограничным слоем для

произвольных плоских областей с гладкими границами запро-

запрограммировал Н. И. Блинов.

Стремление разрешить трудности проблемы 1) и дать конструк-
конструктивные способы вычисления весов кубатурных формул для про-
произвольных областей привело к расширению постановки задачи

о поиске асимптотически оптимальных формул. Это было сделана

в работах М. Д. Рамазанова. Отмеченное выше свойство D) фор-
формул Соболева было взято за исходное и поставлена задача рас-

рассмотреть все формулы со свойством D) и указать в них характе-

характеристические свойства асимптотически оптимальных. На основе

полученных достаточных условий асимптотической оптимальности

были описаны те формулы, веса которых конструктивно вычисля-

вычисляются при произвольной формы областях интегрирования.

Для функций из пространств H^(Q) и Cm(Q), взятых в одной
конкретно указанной из эквивалентных нормировок, установлена

Т е о р е м а 4 (М. Д. Рамазанов). Над пространствами Н$
при !Cl(l + ||j)M. < \\i{l)\< ф -j- ||i)M., M1>-j. (и некото-

некоторых других | естественных ограничениях на ц) и Ст еще [Ми
М2] асимптотически оптимальной является любая кубатурная
формула D), оптимальная по порядку над Wp (\\lh \ [Wsp]* J < Chs)
при некоторых р <..2, М3 > М2 и всех s e {Ms, M3]. .г,

Были вычислены и нормы оптимальных функционалов по-

погрешностей в приведенных классах пространств* Например,, для

оптимальных формул в пространствах1Ст ,

||*л .[[С |Н|= Q|-|i^ [С J j| • A-r0A)), :i
¦

где lh — формула прямоугольников для единичного куба Q.
Полученные в теореме условия дали возможность привести

алгоритм конструктивного задания весов ch(h) асимптотически

оптимальных формул:D)!для ограниченных областей с гладкими

границами. Суть появления этой возможности состоит в том, что

изучаемый класс РПС-функционалов и достаточные условия1 в нем

стали инвариантными относительно; основных операций анализа -?
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замены переменных и умножения на функции. Благодаря этому

удалось применить построения, уже известные в анализе, в теории

краевых задач уравнений с частными производными,— метод ло-

локального анализа с распрямлением малых участков границы.

Например, в окрестности гладкого куска границы х„ = (р(х)',
х' е= i?"^1 области Q = {х\хп < ц>(х')} веса ck(h) можно вычис-

вычислить по формуле .

М М min(M,|-l)min(Af,g-r)М М

2 72 2 »я-

Здесь M — 1 = M3 (из теоремы) указывает на гладкость интегри-

интегрируемых функций'и границы области; | = кп — [q>(hk')/h]; т) =
= {q>{hk!)lh}, где [К], {к} — целая и дробная часть числа к; а1} —

эдементы матрицы, обратной к матрице Вандермонда {ац)~1 —
= ((/-1)')?^=!.

Создание основ теории асимптотически оптимальных кубатур-
ных формул обусловило возможность создавать программы для

счета по таким формулам. По асимптотически оптимальным ре-

решетчатым формулам D) несколько программ вычисления интегра-

интегралов составил И. Умарханов. В частности, составлена универсаль-
универсальная программа для интегрирования по re-мерным областям с глад-

гладкими границами для п — 2, 3, 4.
С. Л. Соболев рассмотрел проблему построения оптимальных

решетчатых формул над пространством L™(Rn) и нахождение оп-

оптимальных весов свел к решению дискретной задачи типа Вине-

Винера — Хопфа. Для решения этой задачи С. Л. Соболеву пришлось

привлечь мощный математический аппарат, решить ряд проблем,
.представляющих и большой самостоятельный интерес. Это были
такие вопросы, как двойственность задач оптимизации решетча-
решетчатых кубатурных формул и продолжения функции из области с ми-

минимальной нормой; асимптотика полигармонических функций на

бесконечности; дискретные .аналоги краевых задач для полигармо-
полигармонического оператора; локальная представимость вещественной
аналитической функции нескольких переменных конечной сум-
суммой квадратов аналитических функций.

Эти исследования дали возможность доказать существование
единственного решения дискретной задачи типа Винера — Хопфа
и тем самым дать алгоритм для нахождения оптимальных весов

кубатурных формул c[j5] = Dm[$] * u[f5], где Dm{$] — дискрет-
дискретный аналог полигармонического оператора, и[$] — известная

функция в области Q, а вне ее является решением дискретных

краевых задач для полигармонического оператора.
В одномерном случае 3. Ж. Жамалову удалось решить до кон-

конца задачу нахождения оптимальных коэффициентов и вычислить

веса оптимальных формул для m<j3.
Большинство приведенных в докладе результатов и подробные

библиографии можно найти в работах [1]—[31.
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О КОРНЯХ МНОГОЧЛЕНОВ ЭЙЛЕРА

С. Л. СОБОЛЕВ

{Новосибирск)

1. Введение. Многочлены Эйлера Ek(X) определяются фор-
формулой

F О) A

Они, естественно, возникают при построении оптимальных квад--

ратурных формул в /Дш). Например, в оптимальных формулах
вида

dpi выражаются как

т—X т-х

}=¦¦! 3-Х

квадратные скобки мы употребляем для обозначения функций
дискретного аргумента). Здесь k$ = Я(/т~2) (/

—

1, 2,. .
.,
т — 1)

суть корни уравнения Eim_2{^) = 0.

Известно [1], что все корни Xf* вещественны, отрицательны
и различны:

'

xf <>4fe)< ... <4w<o. i. (i)

Кроме того, корни, равноотстоящие от концов цепочки A), вза-

имно-обратны:
... . ЯЛ+w-l- .B)

В настоящей статье мы изучим асимптотическое поведение корней
A,j при больших значениях к. Удобно иногда рассматривать
логарифмы этих корней ¦
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Для двух групп:таких корней будут выведены Две различные

формулы. Первая из асимптотических формул имеет вид

Она :
выражает "поведение q^ всюду, кроме окрестностей

точек +оо. Точнее говоря, она справедлива для тех д, для

которых , I

ТТиТ<
h-*x У к

где хтах = 3,0215... Это, как мы увидим, равносильно паре

УСЛОВИЙ: ' | ':• '•

^^ +Sи S¦
Ук яхтах

С. X. Сираждинов показал, что формула C) пригодна почти для

всехq. , ,!

Другая формула - ! !

f
выражает поведение тех qf} (т. е. к^), которые близки к ±оо.
Она справедлива для тех q, у которых

Tim JL < —i— или IiS;i±±zi < -1- , -F)
ft-,oo VU '""min .ft-*» VJC J"hnin

1 '! i

где xmin = 0,3726... Это условие равносильно тому, что

>Ит,п, G)

Краткое изложение результатов настоящей статьи опубликовано
в нескольких заметках (см. [2—6]). Для формулы C) наш резуль-

результат является расширением результатов С. X. Сираждинова [7].
Как видно, в совокупности C) и (о) охватывают все возможные

случаи расположения корней.
2. Вторая асимптотическая формула. Нам удобнее будет на-

начать со второй асимптотической формулы. Коэффициенты аCй)
многочленов Эйлера, как показано им самим, выражаются

формулой| -
* + 2)/* +(к+2 2) (s -4)h+l - ... (8)

Составим 'уравнение Лобачевского, кррнями которого служат

квадраты корней многочленов Эйлера:
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Коэффициенты bf* выражаются известной формулой-;! ,;

обрывающейся на конечном числе слагаемых, так же как;и! (8).
Переименуем всевозможные сочетания без повторений из к эле-

элементов по s. Эти сочетания характеризуются наборами s различ-
различных номеров:

МО,/*(<).¦••> Ш; /т(

и пусть •

W I(ft)
V.,t

— Кз1( |

Каждый коэффициент a«A) — простейшая симметрическая функ-

функция корней ).'/" выражается в виде ! .-'.'¦

'.
'

е> '
'

4fe) - а v$, ¦ ' о)

а каждый коэффициент bj соответственно будет

*==i .¦ •
¦

Оценим наибольшие из чисел vC*t, из которых состоит сумма (9).
Воспользуемся следующей леммой. .

¦ i !
, i

Л е м м а. Пусть N неотрицательных (Чисел' vx > v2 ^ v3 ^
^ . . . ^ vN> 0 удовлетворяют условиям .

.;.
''

vi -г va -г • ¦ • -г v-v
- а и vj2 + v22 + .. .irj-Vjf |= b

! ! ', !

и пусть 1/2 ^ 6/a2. Тогда vl — наибольшее из v^ удовлетворяет!

неравенству A/2) (а+у2й — а2) < \^ < у&7
Докажем эту лемму. Заменяя v;- на avj и полагая Ь/а2 — са,

сведем задачу к случаю а = 1, й = с2. Рассмотрим сферу
'

v^ + v^-r ...-rvSf-cs>l/2. A0)
Эта сфера дважды пересекает каждый отрезок, соединяющий пары
точек vj

= 1 и V; = 1, лежащих на N — 1-мерном симплексе

Vi + v,-i-...+-vw = l; Vj->0; (f = 1,2,..., N), i ,1A1)
разоивая его на три части' ! '!

'

¦

4
Ыа среднем промежутке,:
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<

функция i?4 = v? + V2 + • • • + vjy < с2, а на i двух остальных —

больше или равна этому числу. Функция эта вогнута и потому,
если в точках множества <g она меньше постоянной с2, то она меньше

этой постоянной на всей выпуклой оболочке этого множества:

Выпуклой оболочкой промежутков A2) служит выпуклый много-

многогранник, состоящий из тех точек симплекса A1), где Vj
jt

<.-^у2с'г—1. Убедиться в этом можно, например, если образо-
образовать поочередно выпуклую оболочку s-мерных граней данного

многогранника, s = 1, 2, . .

., N — 1. Таким образом, точки по-

поверхности сферы A0) могут лежать лишь в тех частях симплекса

(И), где одна из координат v;- больше или равна A/2)A+"р/2с2—1).
Очевидно, что такой координатой может быть только одна и

при том наибольшая, т. е. Vj. Лемма доказана.

Применим эту лемму к оценкам v^} и ^}1г1. Тогда

A3)

Оценки A3), A4), очевидно, справедливы при 1 — 2i]jft) > -5-.

Из A3) и A4) получим делением

2 У 1 - 2^х aW i+l/i-^
или, логарифмируя,

A6)

Как было установлено в [ЗУ, при любом фиксированном /, вели-

величина i]jft) стремится к нулю с ростом к. Из формулы A6), как мы

увидим ниже, следует при этом

а)' —
'

ш —— <е. I1';
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3. Область применимости формулы E). Оценим качество при-

приближения qf ?* д)Цк\ где

:/ +1/2) +1/2
_

(/ + 1/2) - 1/2

+ l/2^ 12 (/

для 7 растущего как ~\/k. В этом случае положим

и будем исследовать область, где у! меняется в некоторых конеч-

конечных пределах, оставаясь больше чем 0,1. Для q$ получим

при этом

д)т = 4к) VT+1 + О(к-11*). A9)

Оценим коэффициенты a[h) и Ь(/' для s, j, подчиненных ус-

условиям

s <2}/^7~{ (I + О (к )); у = 3^+1A 4Т0(АГ1)). A9').

Составим отношение абсолютных значений слагаемого с номером
t + 1 и предыдущего в формуле (8)

Из B0) пользуясь тем, что квадратная скобка, возрастая, стре-
стре1 м

ft+l ft+l яи'Уй+1»

мится к е-1, получим

При к' ^ 0,1 это отношение равномерно относительно у! стре-
стремится к нулю. Иными словами, ¦

alh) = (s^l)k[l + O((k + l)e-°'0bnVJ+~% B1)
В формуле A5) для T]jft) участвуют слагаемые, зависящие от

тех коэффициентов aj%, у которых / + t < knj — t > 0, от-

откуда, в частности, следует (/ + *)< min (*» 2/).
При этих условиях для всех тех s, которые участвуют в A5),;

первое из ограничений A9') оказывается следствием второго.

Значит, для всех а?', входящих в A5), неравенство B1) имеет
место. Пользуясь этим, получим оценку:
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Отсюда вытекает, что сумма A5), рассматриваемая как ряд, об-

обрывающийся на конечном числе членов, сходится !равномерно по

отношению к А и в нем!можно перейти к пределу при к'—»- oo»i j j

Сумма ряда B2) выражается через ^-функцию Якоби с от-;

ношением периодов т = 2л ix!. Функция Т)(х'). равна единице при
у! = 0 и убывает с ростом к'. Пусть x'min— корень 'уравнения

И (tmin) = 0,25. Подсчет показывает, что Xmin = 0,3725. При-
Приведем значения функции fl и связанной с ней функции;©(Tl)!:=
,_

'* 1~ 2У1-2Т] .

¦¦.•'¦ - ' ¦

'

'! ^'|,i I;'.
l + Kll-41!'

¦¦А

0,37254
!0,38
0,4
0,5 !

0,6 i

0,66

0,254167
Ц0.240468
,0,206153
0,084805j

i 0,028637
0,013579

:0^49998
0,2371371
0,204347!
0,084753
Д028637
'0,013579"

При достаточно большом к и y! >

меньше 0,25, и формула A6) дает

0,109420 ,.' |.
0,053213!! V
0,023755 ! ¦'

"

\
0,001684 , р i-:

0,000150 i. .
¦:

0,000030
I .

величина т|(х') будет,;;

-Ii I
Мы видим, что погрешность Qj

— ?jI<ft) будет ограничена, в то

время как yj
(*J

растет как "^/А; -J- 1. Значит,

» . g?> = #w + о A) - afw (i + o (fc /2))., B3)!
i ¦ , .¦

¦ i

Предположение A8) является в силу сказанного эквивалентным

F), а из: B3) при этом следует G)J
i*f Долезно вычислить расстояние между двумя соседними gj

Из;A7);и A8)Jалолучим [i ji:
^
i •

oQ-2)
я ^/+1/2) (/~l/2)-.l/4<~Sr (/+1/2) 0—1/2) --"x'

. i
4. Величина 3jI(&) и погрешность при брльших д. Рассмотрим

теперь корни ,с номерами меньшими,; чем о(к ). Пусть ;

I ! ' !
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Ml

где функция т,(к) монотонно стремится, к оо дри к-+оо. Естест-

Естественно разобрать два случая: .¦ ч1 ; , |
'^—¦—- VОО г .,'"¦!' .

В предположении B4) из A9) будем1иметь ! ^ t

Для pt — модуля отношения члена с номером t к предыдущему
в сумме A5), действуя аналогично тому, как это было; пр^'
выводе A9), получим \.\ ,,

и, следовательно, р( и первый член в сумме A5) стремится к нулю';
При этом сумма всех слагаемых, начиная со второго, пренебре-
пренебрежимо мала по сравнению с первым членом, который оценивается

как , '

«W* V (j +if) i.-

Таким образом, при больших й j]Se-n2<j2xW и, поскольку для
малыхг\ ;

'

значит,

I l'

Будем называть промежуток изменения q продуктивным, если

в нем содержится хотя бы один корень i?fe(—ея«). Мы установили,
что при соблюдении B4) промежуток < .

является продуктивным.

Предположение B5) равносильно ограниченности.j. Этот слу-
случай был разобран в [3], и мы внесем сейчас незначительные уточ-
уточнения. Те доводы, по которым-уже в случае B4)! величины jjjft)
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и а[к) асимптотически выражались первыми членами их разло-

разложений: : ;

сохраняют силу a' fortiori (тем более) и в рассматриваемом случае.
Получим .. i

Для продуктивного промежутка будем иметь

Займемся теперь выводом формулы C).
5. Первая асимптотическая формула. Введем в Ёк{Х) новую

переменную

±

В этой переменной формула для Ek(X) упрощается, поскольку

логарифмическое дифференцирование -jr переходит в обычное.

После элементарных* выкладок получим

Eh (X) = Ek (- е^) = (А)Ь+2 е^Ч^пд/2 ^h -ggi. B6)

Все Xjft) вещественны, а в выражении B6) первые множители

вещественных корней не имеют. Поэтому числа g,-ft =

.1, / ,ш\ ' • ' -„ ,- dh(я/2J
=
—
ш \— А)') представляют собой корни функции —г —,

я • dgĉh nq/2
лежащие на вещественной оси. Воспользуемся теперь Миттаг—Леф-
флеровым разложением 1/сЬ2яд/2 на простейшие дроби. Мы имеем

па у 1
'

' 1^ 1
Д

B7)
Дифференцируя, получим

Положим теперь

132



где

<29>

Уравнение для q^f* запишется теперь в виде 9i {5ft(g)} = 0 или

arg 5ь(д) = (t + 1/2)л, где ? — целое. Функция 5*(?) обладает
свойством: S'ki—q) = (—1)*«?ь(?)> откуда

arg Sk(-q) = - arg Sft(g), Sh@) = 0, ft « 0(mod 2);

Л-1 (mod 2).

Удобно иногда вместо д рассматривать в качестве везависимого

переменного а = arg гт~- угол,составленный вектором jl 4*

+ iq с мнимой осью. Тогда '

д = ctg a; 0 < а <я. C0)

Формула C0) отображает взаимно-однозначно' промежуток
0 <С а <С я на всю вещественную ось д, причем д(а) нечетно в этом

промежутке, т. е.

а(?) + a(^-ff) = л; ?(а) + Ч(п — а) = 0. . ;.

Из уравнения B8) следует

arg Sk(q) = (Л + 2)а + arg g. C1)

Пусть в области
j-t-^ <

а < А i 2 »
* ~" Целое. справедлива

оценка:

|arg ^|<^<я/2. :C2)
Положим

г, -
I* + 1/2> я + fe « 'г,

В
силу^ C1) и C2)
arg 5fc(ctg aj >(t + 1/2)я; arg 5fe(ctg a,) < (t

Это значит, что в промежутке ax > a > аа функция arg 5^(ctg a)
пройдет через значение (i + 1/2)я и, следовательно, вещественная
часть Sft(ctg а) имеет корень в этом промежутке. Вычисляя ctg а;
по обычной тригонометрической формуле, получим
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Обозначим:

i !!
; ^

В этих обозначениях ¦ М '. j ,и:

!В цромежутке между ctg a2 и ctg а2 функция ^{i^ctga)} будет
иметь по крайней мере один корень. Обозначим этот,'Промежуток:

Будем по-прежнему называть продуктивным промежуток, в ко-

котором есть хотя бы один корень Si {5ft(g)}. Нами доказано, что Д*(А)
;при соблюдешал! C1) и C2) будет продуктивным.
, I '6. Оценка1 ?. Введем рместо'д еще одно новое переменное
'у. изменением( масштаба;

' !'i:i- J ¦
, i . i

72 ¦

х =

'

* '''! !!
'

".-'¦ Ук+ г '¦ i
'

и будем предполагать, что н заключено в некоторых конечных

пределах, которые будут уточнены в дальнейшем. Члены ряда
B9) зависят от дискретного переменного к. Покажем, что при
любом фиксированном и ряд этот сходится абсолютно и равно-

равномерно по отношению кк. •
I .Вычислим абсолютную величину членов ряда B9) и построим
для рего естественный, мажорантный ряд: i .

'! ': ,

В леременной и будем иметь

h+t

При возрастании к члены мажорантного ряда C5) имеют предел

Предельныйj1 ]ряд с j положительными членами

= с 1*1-1 *М Ч
'

:-Г
'

Ш



сходится. Сумма ег,о непосредственно выражается 'через, функцию

дд-Якрб^ I (и) '== -Ц-г* Зх (°. т)> ^
= е~ ,/ха с отношением'периодов

<t..F= 2i/fl«z. ¦

'
'

• .• ¦¦.¦./¦¦¦-i
'

,,'' •

^Покажем теперь, что мажорантный ряд C4) равномернсИсЬсо-
дится по отношению к А:. Отсюда будет следовать: абсолютная

и равномерная сходимость ряда B9), а значит, и то, что в этом

ряде можно перейти к пределу при к-*- oo.j
'

[. |
Вначале сделаем одно, почти ,очевидное замечание по прводу

равномерно сходящихся рядов.1 i ! ]>i h\ п .^J ! ,j
Замечание. ПуЬть некоторый ряд -:'!; М1 i'Vsji if :J

члены кото])ого зависят от натурального переменного А:, сходился

при нсех значениях к. Кроме того, в соответствие любому е > О

можно привести токую пару чисел р"(е) и А:(е), что при Pi > {J(e);
н к >А.(к) '.i; j,.

2
P-=Pi

Тогда ряд C7) сходится равномерно по отношению1 к А:. Восполь-

Воспользуемся этим замечанием. Найдем число В так,чтобы 5-й член,рре-
дельного ряда C6) имел оценку ' i'i ¦

гВ(В+1) '' *" '; 'г

и для отношения этого члена к предыдущему соблюдалось

равенство
2В(В+1) 2(В-1)В 4В

к2 • р У.2 — "~И2 ^-J_ !,

и рассмотрим остаток ряда C5) I ,t

B'~

Покажем, что при достаточно большом А:, этот остаток',будет, ме-

меньше е. Прежде всего подчиним А: требованию, согласно которому
член с номером В ц отношение этого члена к предыдущему
должны быть соответственно меньше е/3 и 1/3: ,'"; '. i' \

1 ' :
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Разобьем Rb на два слагаемых

где

7V - 1 ^~

(обозначение (•) понятно без уточнения).

Оба слагаемых 2i и 2г оценим порознь.

7. Оценка 2i« Докажем, что слагаемые, входящие в 2п убы-
убывают с увеличе!нием р быстрее, чем геометрическая прогрессия
со знаменателем 1/3. Для этого рассмотрим функцию

=r()
IJ + x2 (к + 2)

:* Л

к 4-2 ! !
Эта функция в степени —-z— выражает отношение члена ряда C5)
с номером р =г к предыдущему. Имеем

_d_ z—4г2 + х2 (fc + 2) + 1
!

Из этой формулы видно, что положительная функция r(z), равная
единице при z = 0 и при z = ±°o, имеет один максимум при

z = —-q-i/ 1 + х2 (/г +2) и один минимум при z=-^->/ 1 + х2 (/с+ 2).

Поскольку iV — 1 не1 больше этого минимума и в силу C9),
отношение каждого члена суммы 2i K предыдущему только убы-
убывает, значит, оно меньше 1/3 для всех ее членов. Из C8) следует,
что первый член 2i не больше е/3. В силу сказанного выше сумма

всех слагаемых в 2i оценивается: : .i ¦

8. Оценка 2г- Члены ряда 2г суть значения в целых точках

монотонно убывающей функции переменного z: _ ;i

Поэтому сумма этого ряда не превосходит интеграла от этой

функции: ., ¦
'

i

«2 (к'г+г 2) /
"

/i^22 + *)' + *2 (* + 2)
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Заменяя в интеграле переменное интегрирования Bz + IJ = и;

dz = dul4Vu, получим
Й+2

B.

22<

4BЛГ;—1)*

Первый множитель в этом выражении стрелштся к нулю как

1/]//с. Во втором дробь в скобке меньше единицы, равно как и ее

положительная степень. Третий множитель, очевидно, ограничен.

Отсюда следует, что при к > к3(г) будем иметь

2*<-Г D2)

и окончательно из D0) и D2) Вв < — + ~- = 8. Согласно за-.

мечанию, это доказывает равномерную сходимость ряда B9) и, зна-

значит, мы можем перейти в нем к пределу, при Л-»- оо. Иными сло-

словами,
оо fc+2 оо ag(P+l)

^Д;
9. Оценка погрешности формулы C). Функция ?(х) при
= Хщах обращается в единицу |(хШах) = 1. Подсчет дает для

величину •

хтах = 3,0215. D3)
Приведем значения этой функции и функции х2^(х):
х е-4/*' Е(К) Х26(к) х е-4/х'Е(к) Х2|(х)

0,65 0,00008 0,00008 0,000032 2,0 0,3679 0,4204 1,6806
0,7 0,00030 0,00030 0,000137 3,00 0,6412 0,9874 8,8866
1,0 0,0183 0,0183 0,0183 3,0215 0,6452 1,00000 9,1295

Для всех значений х < хтах величина ? принадлежит кругу ра-
радиуса %,(х) с центром в единице. Геометрически (см. рисунок)
легко убедиться, что I¦-

'

arg ? < arcsin |(х)< ¦—; | Ц > 0. : !D4)

Проверим продуктивность C3). Для этого зыразим д через но-

вую переменную ,: д = ctg^ и ^^-L
ф-ctg i.
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Производная от и по у будет иметь вид

f1-!1-

= —L,—L + 1,

Функция % при достаточно большом к будет
меняться! сколь угодно медленно и! пойто-

му,если D4)"зынолнево! при! y=(t-+ 1/2)я,
то оно будет ¦ выполняться i и для у —\t.-\- I,

.
.,
L (L= OQfk -Ь 2)). Таким образом,. C2)

¦будет верно и, [значит,1 промежутки Д*(й): I, будут j продуктивными
7

''
¦ *¦<¦

''
^ arcsin? '¦i ¦ i

'

'

,
¦

'

при А = arcsin |, g = t,g fe + 2• ',-
'

¦ ! ,

Оценим еще величину ^тих промежутков. Для "этого заметим,
'что! <#fJr x«<ft'-|- 2)A+0 (Г1)); ¦* = |(х) (А + 2) . Следова-
Следовательно, с точностью до малых величин порядка;^1 A?ft) можно

записать в виде i:
. I

'

;1 ii м. ¦-(

gtДля разности gt-
продуктивных промежутков получим

! ^

'?t(ft) —исходных точек двух' соседних
¦

'
-

1 >

. i. I i
Ив :D5) и D6) вытекает, что! соседние продуктивные промежутки
не | пересекаются. II

10. Оценка длины продуктивных промежутков прн q¦¦=

=j oft1/'*). 'Пусть t(/c) •¦•*- произвольная. положительная функ-
функция, монотонно стремящаяся к нулю при /с-^-оо. Положим |

¦..:¦ |- ; ii! } j i
и будем рассматривать, ограниченные значения новой перемен-
переменной а. Подставим выражение D7) для q в ряд C4) и оценим сумму
этого ряда. Вначале рассмотрим сумму всех членов, начиная со

второго. Пользуясь тем же приемом, которым мы оценивали 2г>
получим :'¦'..'

! ! '' г '- ft+2

\'

I'!!
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I fc'/2+l i|

J![«".+ (ЛИ- 2) аат (Л)]&/2+1
""""

\9 + (ft + 2) аат (к) j ,
'У

,

<4 ,-.- , . у9+(Л+ 2)а'т

**

, Л

Отношение всей суммы! к первому члену, не превосходит

9+\к + 2) ст t(fe)^ Очевидно, что при &->оо' эта величина стремится

к нулю как
q Т и, значит, суммой всех члеаов, кроме!!|Первого,

в ряде C4) можно пренебречь. Таким образом, i';i'i "У Ч

9 + (Л + 2) (Л (А:)
к + 2

Квадратная скобка, возрастая, стремится к е~8 и, следовательно, |

4(fe+2) ¦ f"'\. - .
'

.

"

Как и при расслютрении формулы E), будем различать два случая:,

(к + 2)т(А) -> оо • D9)!
и

{к + 2)х{к) <М. \E0)'
4

В случае D9) из D8) имеем s (a) < e a*T(&). Легко проверить,
что производная

J J

будет сколь угодно мала при больших к. Отсюда следует, |что
межутки C3) будут продуктивными при .. ., .

,

Воспользовавшись ^D7), получим ! выражение для !таких прома-
ЖутКОВ ¦:?,:7. '¦ !

! ! II

Подсчет для расстояния менсду^ссюедними g^(/l) дает в этс^*!случае
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В случае E0) величина q будет ограниченной, и D8) дает

4(ft+2)

Промежутки C3) будут продуктивными! при '
4(fe+2)

Пользуясь D7), получим для этих промежутков выражение

At =

Для разности двух соседних <?/ft) в этом случае сохраняется фор-
формула E1).
'

Таким образом, в обоих случаях длина промежутков оказыва-
оказывается малой по сравнению с расстоянием между ними.

Переменные v! и н в области, где они ограничены, отличаются

на малую величину порядка кг1. Это позволяет сопоставить фор-
формулы C) и E) там, где они имеют смысл, т. е. при xmjn = 0,3726 <С
< х <С 3,0215 = нтах. Сравним исходные точки продуктивных

промежутков, даваемые формулами C) и E). Пользуясь тем, что

в формуле C) q(p = О {к11г), имеем

q> -ctg к + 2

По формуле E) при / =¦

Из E2) и E3) вытекает, что промежутки Aj(ft) и AjI(ft) могут

относиться^к одному и тому же корню, т. е. частично пере-

перекрываться лишь в том случае, когда / = t. При этом разность
исходных точек этих промежутков будет величиной порядка

0{кЧ*) ¦{)
Подсчитаем теперь число различных (неперекрывающихся)

продуктивных промежутков, даваемых обеими формулами. Чис-
Число Nu(j0) таких промежутков, определяемых формулой E), для

/ ^ /0 выражается Nn(j0) = 2/0, поскольку каждому большому

положительному jjI(ft) отвечает равное ему по абсолютной ве-

величине отрицательное <?ft+i-j в силу B).
Число Ni(j0) продуктивных промежутков, даваемых формулой

C) для t ^ ]'о и % -}- 1 — t ^ /0, будет равно числу точек вида

ctg к
. ^ ", для которых

xtg
(t + 1/2) я

<ctg
(/о+ 1/2) я
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и, значит, Ni(j0) = к — 2/0 +2. Складывая результаты, получим

Niljo) ~Ь ЛГцGо) = А + 2. Принимая во внимание, что при таком

подсчете точки'промежутки Д^ и Afc+t-^ сосчитаны по 2 ра-

раза, получим, что число продуктивных промежутков в точности

равно степени многочлена Eh(X).
Следствие. Каждый продуктивный промежуток Afk

содержит ровно одно число qfK (Для формулы E) это следовало

уже из ее вывода). Отсюда вытекает оценка приближенного зна-
u (ft) -х

чения корней д) , даваемых первой формулой :

- te
arcsin|

- tg

Нетрудно проверить, что из наших рассмотрений следует спра-

справедливость условия D) для пригодности формулы C).
Вернемся опять к сопоставлению формул C) и E). В проме-

промежутке ^min < и < Итах по мере увеличения к погрешность фор-
формулы C) растет, а погрешность формулы E) уменьшается. В. точ-

точке, где оценки этих формул совпадают, как видно из приведенных

таблиц, имеем х.= 0,66. При таком и погрешность обеих формул

приблизительно равна

l^-eT-NI^-ff^N 0,0001.

В этой точке расстояние между двумя последовательными значе-

значениями ли^и^! s; 1,48.
Таким образом, погрешность ?jft) оказывается более чем в

104 раз меньше расстояния между корнями.

ЛИТЕРАТУРА

1. Frobenius. Sitzungberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften

1910, S. 809.

2. СоболевС. Л. О корнях многочленов Эйлера.—'Докл. АН СССР, 1977,
т. 235, № 2, с. 277—289. I •

3. СоболевС. Л. О крайних корнях многочленов Эйлера.— Докл. АН СССР-^
1978, т. 242, № 5, с. 1016-1018.

4. Соболев С. Л. К асимптотике корней многочленов Эйлера.— Докл.
АН СССР, 1979, т. 245, № 2, с. 304-308.

5. СоболевС. Л. Еще об асимптотике корней многочленов- Эйлера.— Докл.-
АН СССР, 1979, т. 245, N 4, с. 801—804. :

6. Соболев с. Л. Коэффициенты оптимальных квадратурных формул.—
Докл. АН СССР, 1977, т. 235, № 1, с. 34-35;

7. Сыраждивов с. X. О предельном распределении корней многочленов

Эйлера.-Докл. АН СССР, 1978, т. 239, № 1, с. 56-59.

141



АСИМПТОТИЧЕСКИ ОПТИМАЛЬНЫЕ

! М |КУБАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ! !

В ПРОСТРАНСТВЕ СОБОЛЕВА W f\ ПРИ ЧЕТНОМ т

¦

|
ч ;! h ,, ц. б. шрйнжуров ч

¦ ' \ ','

В данной работе продолжены исследования С. Л. Соболева

II ] по теории кубатурных формул. Основным результатом теории
Соболева является построение кубатурных формул с; правильной
решеткой узлов с регулярным пограничным слоем и доказательст-

доказательство их асимптотической оптимальности в l}™\
В работе В. И.' Половинкина [2] показано, что при нечетном т

кубатурные формулы с регулярным пограничным слоем асимпто-

асимптотически оптимальны в //^(Q).. '!-
'

!

В 'указанных работах функционал погрешности определялся

над фактор-пространством Lpm), что влекло за собой требование
его ортогональности к| многочленам, степени ниже т.

Данное требование не является обязательным в пространстве

PF^m) с нормой, зависящей от младших производных. Поэтому мы
построим кубатурные формулы с регулярным пограничным слоем

над пространством W^™\ но отличные от формул С. Л. Соболева.
Введем следующие обозначения: Q — ограниченная область

в Еп, \п\ = mes Q, Г = F(Q) — граница области Q,1 р(х,
F(Q)) — расстояние между точкой х и границей F(Q), ^a{x) —

характеристическая функция области Q, Н — квадратная матри-
матрица порядка ! [пХп], Qo —' фундаментальная область для матри-

матрицы периодов Я, А — оператор Лапласа, б(х) — б-функция Дира-
Дирака, Во — некоторое конечное множество тг-мерных целочисленных

векторов, I(x) = effio(x) — 2 С'у8(х— Ну')— локальныйфунк-

ционал погрешности, удовлетворяющий условиям:

; а) 11\х) у < Л; б) supp I (х) с {х <=_ЕЯ : | х |< BL + 1)},

где supp l(x) — носитель функционала l(x), R — множество п-мер-

ных целочисленных векторов в Еп, а = (а,\ а, . .
., a), Qp — об-

область, получаемая из Qo переносом на вектор Л$, Qp = Qpfl^«
hH$ — координаты вершин некоторой решетки с матрицей пе-

периодов hH,
-i- + у-

—1, i
= hnf) Bl = {yf=R:p (hHyl Г (Q))<BL + 1) h и hHy e=~Q}t

B% = {yf=Rtp(hHy, Г(Й)) > BL + 1)h и hHy e= Q}%
! ¦ "/t\ ' !

1 a/*\л i

142



'"Известно [3], что коэффициенты Ср оптимал^ог^о1 периоди-
периодического функционала погрешности lJ~]= 1 — ^hnCР8(х г—%Н$)

над пространством периодических функций Wp (Qo) с нормой

yyp LQ°

определяются из уравнений

f
•С.

*) fdx= j 11 -

Вычисление показывает, что в случае р
= 2 и р = оо

2
1-Са = и 1 - С» = X

! i

X

Пусть т — четное число и 1 ^ р ^ оо.

Рассмотрим пространство Wf1' (En) с нормой

„' ! Гс Л. рIJ-h
IIФ 0^(*)(я„) - J A - А) 2

ф (а;) йг р
Л 1 ^

Hmtl = sup vrai A1_ДJф(а;у

C)

D)

Пусть заданы числа а = (а^ а2, . .
., а„),; а = (аь а2,1.U.

• •
., «п),|а| <»»,«"'= р"^ ,....«a^1,, a числа со ^с^с^,. „ с^

определяются из^ условия [' ;1 ;

!!i i E)

Определение. Пусть Q i—i ограниченная , область' с куг
сочно-гладкой границей, рт ;> и, и 1 < р < оо'.'! -i i

Ф>тгкционал погрешности-"-^(а;) ¦ называется функционалом
погрешности с регулярным пограничным слоем на решетках над
пространством W$" (? ) если его ?можно представить в' виде
СуММЫ •.;' . •-¦;¦ , .! ¦

'

ч
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где все функционалы Ц{х) и 1{х) удовлетворяют условиям о), б) и,

кроме того, ,VV e $i(h (*). а?) = 0, |а|< mи .
О |¦

A(х), з?) = A—Cp)Cah-№, |а| ^т. F)

Кубатурная формула с функционалом с регулярным погра-
ничным слоем называется кубатурной формулой с регулярным

пограничным слоем над W^m) (En).
Теорема 1. Лусть Q—ограниченная область с кусочно-

гладкой границей, рт>геи1<р^оо.. При h -*• 0 функционал

погрешности Iq(x) с регулярным пограничным слоем над прост-

пространством W^ (En) асимптотически оптимален в И^т) (Еп) и

Доказательство. По неравенству Минковского имеем

1

р'

+

+ \
i

(8)-

Gm (x) =

¦ Первый интеграл оценен в работе [4] и

Учитывая 2 са0г
— у Ф 0, получим

11 = (¦

т

)=A-АJ Gn

1

,(*-»!) =0

(9)

при

(Ю)
Из (8) — A0) имеем

Пусть Iq (ж) = g's (х) — 2 &™срб (ж — ^Яр) — какой-то функ-
р

лщонал погрепшости.

Норма этого функционала удовлетворяет неравенству [3]

Из A1) и A2) следует теорема.
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i Часть 4 ¦'

ТЕОРИЯ ФУНКЦИЙ И НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ

ФУНКЦИОНАЛЬНОГО АНАЛИЗА

ВОПРОСЫ РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧ
ИНТЕГРАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ

Ю. Е. АНИКОНОВ

(Новосибирск)

'Задачами интегральной геометрии принято 'называть задачи

определения функции, если известны ее интегралы по заданным

многообразиям [1]. Примером является хорошо известная задача

Радона: найти функцию по ее интегралам по гиперплоскостям.
К настоящему времени имеется значительное количество ра-

работ, посвященных задачам интегральной геометрии и приложени-
приложениям. В случае линейных и других простейших многообразий ре-

результаты в этой области .связаны в основном с формулами обраще-
HHHj и применением этих формул в теории представлений групп
[1 ]. Потребности теории многомерных обратных задач для диффе-
дифференциальных уравнений приводят к,вопросам интегральной гео-

геометрии, когда многообразия, по которым производится интегри-

интегрирование искомых функций, сложны по своей структуре [2, 3].
Новые задачи интегральной геометрии для сложных много-

многообразий исследованы главным образом в направлении'единствен-
направлении'единственности и устойчивости их решения. Актуальным являете^ вод-

рос разрешимости этих задач.' В частности, как нам представ-
представляется, успешные расчеты связаны прежде всего с условием раз-
разрешимости. Здесь мы иллюстрируем общий подход к этой проб-
проблеме [3, 4].

С этой целью рассматривается фиксированная аналитическая

метрика на плоскости (х, у):
ds2 = В2 (х, у) (dx* + df)t В > 0, ~-< О, В {х, 0) - 1.

Уравнение геодезических у имеет вид i

Обозначим через v(l» ф) часть геодезической, выходящей из точки

(|, 0) под углом ф и лежащей в полуплоскости у > 0.
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Задача. Известна функция

м-A,Ф)= 1 b(x
| 7A.Ф) .' '

Требуется найти функцию Цх, у).
Помимо самостоятельного интереса эта задача важна тем, что

к ней приводит метод возмущений обратной кинематической за-

задачи [31.
Пусть 1] = т)(|, ф) — точка оси ОХ, соответствующая пересе-

пересечению у(Н, ф) с этой осью; 0 = 0A, ф) — угол, образованный
7(Н, ф) с осью ОХ в точке (ц(|, ф), 0).

Обозначим через F множество всех вещественных аналитиче-

аналитических функций f{x, z), определенных в окрестностях точки @, 0).
Зададим операторы Af и Df, / e F. Положим

Af = -1 [/ A], sin. 0) A + cos 0) - / (t|, — sin в) A — cos в)] —

—

у [/ (t, sin rp) A -1- cos ф) — /(?,— sin ф) A — cos ф)].

Af — функция церемонных Ъ, и ф, которая определяется / и из-

известными кривыми у(%, ф).
Оператор Df определяется следующим образом. Рассматрива-

Рассматривается задача

ди
,

dv
_j_ j, дВ ди «

v
n < IT32 „->\

du
v dB DdB dv

u (x, У, z) = " (-r, V, — z), v (x, y,z) = — v (x, y,
— z);

,
_

f(x, z)-!-/(*, ~z)
_

/ (x, z) -/(»,- z) , ¦¦
ulv=o 2 'l«=o 2 '

*
*

Если эта задача имеет единственное решение м(х, г/, z), v(z, у,

Df есть функция переменных (ж, г/).
Пусть R — множество функций r(x, z), порождаемое первыми

интегралами уравнений геодезических, а именно: если ~г(х, у, х'г
У) =^Х' + V И

It [и (х> у' у>) x' + v (х> У> У')] = 0 вдоль у, то, г(х,
г) = г(х, 0, z, 1). ,

'¦ 1
',

Обозначим, наконец, через FIR фактор-пространстйо:/,''- /*,
если Jx(x, z) — ft(x, г)ЕЙ.
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Те о р е м а. !
i .. \

1. Необходимым и достаточным условием разрешимости зада-
задачи интегральной1 геометрии в классе аналитических функций
A.(z,»! является представление ю(|, <р), —?0 < \ < ?0> 0 < ф <
^ Фо в виде ю(?,!<р) != Af, при этом имеет место формула %{х, у) =\

**0f. I*--'" .; г: -.>, ¦¦¦•.•¦ -I :'',
t

2. Afx =-{Afz тогда и: только тогда, когда Д ~/2. i!
¦ 3.,Если ©xd, ф) = <оа(?» ф)И1^» (ж> ?) —[аналитические функ--
ции, то кх(х, у) = К(х, у)- , i

"

.

'

! Заметим, что, если f(x, z) = щ(х).-(- уо(жJ» то!решением A) яв-

являются функции и = и(х, у), v = Ъ{х, y)z, где и, v удовлетворяют.
системе уравнений Копти — Римана i 'м\-.

ду дх' ду дх i'*
''

,i .' и ' " ¦•¦.¦,': !
г ~! .

¦-¦ •
¦

~ .. " |?.!-'"
и данным и|у=о == ^о(ж), v\y=o = Vq{x). ; ;:! . | г[
В етом случае искомая функция %(х, у) вычисляется по формуле

, / v ~ дВ .

~ дВ . 1 / ди . о

' '
' дх ду2 \\дх Ь

I '
Одномерным аналогом формулы

. .'..¦,, Af=" J DfVdx* + dy2
¦I ' ••-У(|,Ф) |. .

¦ ! I ¦ ¦

i , .- у
¦ '

'

' ' ''li .

является формула Ньютона — Лейбница !

Ь'\ ' \"
'

-¦
'

г I," ¦

-! :¦
'

.- I k,1

Другие1 вадачи интегральной геометрии приводят к другим1
1 операторам Д/ и Щ, но принцип их построения остается прежним.

! 1 ;- ! Ji II! II,-, ,
1 ¦• i : ! .' !'-! ,!; L

'
! .
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ПЮДОЛЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ И ОТОБРАЖЕНИЯ,
СОХРАНЯЮЩИЕ КЛАССЫ ФУНКЦИЙ

1 I "
-

! ;|
В. М. ГОЛЬДШТЕЙН

(Новосцбирск) '. ' j

I :

Предлагается метод, позволяющий получить для плоских огра-

ограниченных односвя8Ных областей необходимые и достаточные ус-

условия продолжения функций классов Wl(G), BV{G), lp = 2, Z <C 1
на всю плоскость с сохранением класса. Во всех этих случаях не-

необходимо и достаточно выполнение для границы условия Альфорса.
Жорданова. кривая у удовлетворяет условию Альфорса локаль-

локально, если для любой точки х0 е у существует окрестность V{x^
такая, что любая тройка точек |1; ?2, ?3 с- Y П У&о) удовлетворя-
удовлетворяет неравенству |?х — 13\ <! С|^ — ?21. Здесь точка |3 лежит меж-.

ду точками ?lt |2 па дуге у[] V(x0), а постоянная С не зависит от

выбора точек х0 cz у и |х, ?2, ?3 С Y Г) Ffo). .- ',

Условие Альфорса возникло при изучении вопроса о продол-
продолжении квазиконформного гомеоморфизма через границу области
[1]. Класс областей, удовлетворяющих условию Альфорса, су-
существенно шире класса Lip 1, для которого результат; о ¦продол-
¦продолжении для перечисленных выше пространств_И^,-5]> известен1).,

Перейдем к точным формулировкам. Для суммируемых функ-
ций /:<?->/?, G с Ш рассмотрим разность ;.'! \\ 4!h.}

'

Здесь t — вектор в: R*. , ¦¦}
:

f i i'iM i

Если сумма-!- -ii';sM|! ff! •!-' ¦

¦

j;

' '

i '

...,...

:

p {¦Ш*геI(*ПЕр1в) Л1/р : i'''¦
гДе |l|/illi.P.h,e= A?.i:-v pthi+ip !

- !T >ограничена,то

/ принадлежит пространрву Цр'(в?Щ\и сумма A) является нормой
в этом пространстве [3]. Для областей с гладкой границей нормы
17\\вр{в,h), ['[/ЦF,Л1).' эквивалентны при любых h, 1^131. г

Условие продолженниьШбласть G a R2, граница которой ком-

компактна, удовлетворяет условию продолжения для! пространства
Вр (G), если существуют ограниченные операторы'9в i"&j, (fl2 \Gl -* ,

Dm s
'

¦'¦ '
¦ M ! '! '

'
'

п„»,т Неприв°Дим истории вопроса о продолжении для этих функци-функциональных классов, отсылаяяитателя к^оцографиям [2, 3] или^аботе [4JJ
1 '' ;" :-149



Для пространства W\{G) в условии продолжения достаточно

требовать существования только одного из операторов Эо, Эх.
Теорема ¦ 1. Для того чтобы ограниченная односвязная

¦плоская область удовлетворяла условию продолжения для про-

пространства Blp(G, h), lp = 2, I < l(Wl(G)), необходимо и достаточ-

достаточно, чтобы ее граница была жордановой кривой, удовлетворяющей
условию Альфорса.

Замечание. Для пространства W\(G) результат получен в не-

несколько более общей ситуации [5].

Доказательство необходимости: основано на понятии емкости,

аналогичном понятию конформной емкости, хорошо известной для

пространства W\(G).
Определение емкости. Пару (Fo, Fx) замкнутых относительно

области G множеств назовем допустимой, если Fo, Fx связны и

^о Л Fx = 0 • Функция и называется допустимой для пары (F$, F^)
в пространстве Blp(G, К), если ц^Она Fo, и s 1 на Fx, и непре-

непрерывна, и е Bp(G, h). Емкостью Сарр (Fo, Ft, G, :h) пары {Fa,F^)
назовем число inf [||w|||(, p, g, n, где нижняя грань берется по всем

допустимым функциям.
Лемма 1. Пусть {(F™, F?)} — последовательность допус-

допустимых в области G пар, удовлетворяющих условиям diam F™ ^
> а2 > 0; dist [Р%, F^1) -> 0. Тогда Сар^ (F%, F™, G, h) -> оо при
т->оо.

Лемма 2.1 Пусть г0 < 1, (Fo, FJ — допустимая в В.* пара

компактов, соединяющих сферы s@, г0), s@, 2г0). Тогда

)'
При доказательстве необходимости условий теоремы из лем-

леммы 1 получаем локальную односвязность области в любой гранич-
граничной точке. Затем, используя емкостную метрику [7], можно по-

показать, что граница области будет жордановой кривой. Из леммы

2-получаем выполнение условия Альфорса.
Для пространства W\ используется конформная емкость.

Достаточность. Если область G удовлетворяет условию Аль-

Альфорса, то для некоторой окрестности V{dG) границы dG сущест-
существует квазиизометрия ф : V (dG) f\ G-+ V (dG) [~l (B2\G) [1], при

помощи которой осуществляется продолжение для пространств Вр.
Этот метод непригоден для пространства W\(G), так как не

удается проверить существование обобщенных производных
у продолженной - функции.! В этом случае продолжение следует
из диаграммы I

¦

- ' i



Здесь R% — верхняя полуплоскость; ф* — оператор, индуциро-
индуцированный конформным гомеоморфизмом ф : R\ -> G по правилу

*и _ и „ ф. Квазиконформный гомеоморфизм ф : R2 -> R2, про-

продолжающий ф ,существует (так как область удовлетворяет

условию Альфорса [1,8]) и индуцирует ограниченный оператор

^.*. 0 __ оператор продолжения. Подробное доказательство при-

приведено в [6].
Следствие. Если область удовлетворяет условию Аль-

Альфорса, то пространства Blp(G, h) совпадают при любых h, нормы
.! . i1 i эквивалентны, существует оператор продолжения

О: В\, (G)-^Bp (R2), ограниченный для любой пары норм

В качестве следствия теоремы 1 сформулируем теорему о за-

замене переменной, прямое доказательство которой удалось осуще-
осуществить только для случая G = G1 = R2 [9].

Теорема 2. Пусть G, G1 —¦ две ограниченные односвязные

области, удовлетворяющие условию Альфорса. Тогда любой ква-!

зикопформный гомеоморфизм ф : G ->¦ G1 индуцирует ограничен-

ограниченный оператор ср* : В^'3 (Gl)^Bg (G) по правилу ф*ы == и • ф.
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Оптимальное восстановление функций
.

! И ИХ ПРОИЗВОДНЫХ В МЕТРИКЕ Lp
г

! ! 'v i

,,- /. ' Н. П. КОРНЕЙЧУК .'
(

'

1 !
>

i .-' 4 ¦-'¦. ';
¦

I : г

1 1. !Пусть X — функциональное пространство С i= СЮ, Ц'или
Lp = Lp@,l)(l <! р ¦< оо) и информация о1 функции / из X зада-
задается вектором T(f, As) = {^(f), . . .;кц if)}, 'где ;AN ={\и\ . .

•.•¦-» ^n}~ набор заданных на X функционалов. Задачу восста-

восстановления функции /по информации T(f, AN) естественно!решать,
сопоставляя ее с функцией '!¦',' >\i

:¦ '|
'

n ¦:¦ •; !.: ;

( я

где Ojv — {фб(^)}г — некоторая система линейно-независимых

функцийч Набор функционалов Ац и система функций Ф#! опре-
определяют метод восстановления (Лw , Фц ), число }f будем называть

размерностью метода. i r i<

'

| : .' i
,

Говорить об оценке погрешности восстановления можно, если
считать, что / удовлетворяет определенным условиям (например,
связанным с гладкостью), обеспечивающим ограниченность мно-
множества функций с одним и тем же вектором информации T(f, Л#).
Ест&ЗЯ — класс функций, определяемый такими условиями, и

другой информации о функции /, кроме T(f, Л#) и* включения

/е 2№,нет/то о погрешности восстановления функции /методом
(An , Ф^) в метрике X можно только сказать, что она не превос-
превосходит величины

'

г |
' '(" :il I.'-:'' '¦• >

Теперь'возникают задачи минимизации верхней грани B) сра-
сразу по Ан и Ojv (N фиксировано), по1 Фл (при фиксированном
Ац) или ло Ajv !(при фиксированной системе Ф#) и отыскания

методовJ восстановления, (реализующих эти минимумы. Заметим,
что если ограничиться: только линейными(функционалами Я^,(Л ==

= 1, . .
., N), то минимизация ВBЯ,(Л#, Ф#)) по Ajv есть хоро-

хорошо известная в теории аппроксимации задача отыскания наилуч-
наилучшего линейного метода приближения функций класса 2М фикси-
фиксированным подпространством размерности N.

\ Если E(f, FN)x — наилучшее приближение функции, f^X
подпространством FN (размерности АО в метрике J^, a ;!:'
\' Г "

! i ¦

i dNiB4| X) = inisuvE(f, FN)X ,
I-' ,-Г'

! "

"rl

—А^мерный поперечник (по Колмогорову) класса Щ в пространст-
пространстве X, то,); очевидно,1 всегда 5

¦ !. ]\ I ' Г' ; i ;

,
¦

'

'¦-
! ,' g№,(ANM)x>dN{W, ХУ ; j Г

J

C)
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Метод (AN, Ф^)> для которого в C) имеет место знак равенства/
заведомо является

: оптимальным (наилучшим) методом восста-

восстановления функций;класса11 ^ в пространстве X. ',.\ s ij ,
¦

В случае, когда /' и <рь принадлежат 'некоторому функциональ-
функциональному пространству Y, можно. говорить о восстановлении по! ин-

информации T{f, An) не только самой !функции /, но и ее проиавод-
ной. За меру погрешности одновременного восстановления / и f
естественно взять величину |[/ — g(Ji:(AN, Ф^))||дУ^(9Л, .X) -Н

+ ||/' - ^(/,(Ллг, Ф*))||А; (SK7, -У),' где 2й'— Класс, образован-г
ный производными функций / изЭЧ. !¦

2. Наши конкретные результаты по оптимальному восстанов-

восстановлению будут касаться классов, задаваемых с помощью мажоранты

модуля непрерывности ю(/, б) функции /еС. ! Ч
'

Пусть Яи — класс функций / из С таких, что сэ(/, б) =gC Ф (б)
(О =< 8 =< 1), где ю(б) — заданный модуль непрерывности,
а \УЧ1а — класс функций /еС1, у которых/7 s На; Я* и,

\?гН* — соответствующие классы функций периода 1. С модулем

непрерывности ю(б) будем связывать функции /„„, (t) и| /ml (t)
(т = 1, 2, . . .), определяемые равенствами

/«.(*) =

Если ©(б) — выпуклый вверх, то /mo e H°, Дщ1 <=' W1!!®,
_

и

можно считать, что /8П]0 еЯ*,/2ПД еЖ1Я* (п = 1/2,,».').) Г?г|
Положив fft

'

= Ar/то (А =' 0, 1, . .
., т)'и Ai= [f0, ?]_¦], Aft =:

= fe-n ^а) (А — 2, . .
., w), введем в рассмотрение векторы- ин-

информации {f(tk)}™ для/<=С, {Yft(/)}™, где VftO
.

i ! : I
, !

'
vi s ; "ft i ;-

для / е /у, и соответственно два линейных ;мёт.ода восстановления:
^(/, *) — ломаные с узлами th,. интерполируиэщие функцию

/ в точках th; '¦'¦:
'

.- м. i li ! ! ;•¦¦,*-_

^m(/, *) — кусочно-постоянные функции,' равные YftCf) на'Дь.
Очевидно, что Zm(/, f) и г|>т(/, *> предетавимы в форме A),!приг,

чем размерность первого метода равна т + ,t,iLa второго,— т.

1-периодические функции восстанавливаются лямаными./,»(/,';*)'
по информации {/(**)^ , и в этом случае размерность метода рав-
равна т. Если / абсолютно непрерывна,'то ¦'»(/,•' *)—$m(/'i'*)'

i!
'
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Теорема 1. Справедливы оценки

II/ - т

.

' о

2) V/

.<оо) У/еИ^Я", ;mE)

которые в случае выпуклого вверх модуля непрерывности со (б)
неулучшаемы. .i

Доказательство теоремы 1 базируется на следующей лемме.

ь

Лемм а. Пусть /eCk, b], [ f (t) dt = 0 и Функция fo(t)
a :

определена равенствами

Тогда
>)•¦:

Ь-а

|/(<)r.d*<J |/0@Г* = 2-р ( (op(f,t)dt A<р<2);
¦

, °i

|К/|(и)А*
Заметим, что оценка ||/— Zm(/)||c~<j ||/™i ||сЧ|получена в [1].

Из D) и результатов работы [2]|следует, что при 1 ^ р <! 2

линейный поперечник d'm (Я™, Lv) (для выпуклых соF)) совпадает

с йт(Яш, Lp) и равен правой части: D). С учетом C) приходим к та-

такому утверждению. !
Теорема 2. Оптимальным методом восстановления функ-

функций класса Ясо(со(б)| — выпуклый вверх модуль непрерывности)
в пространстве. Lp(i ^ р ^ 2) является линейный метод, дрстав-
ляемый функциями я|?т (/, t). При этом ;

inf sup j| / -g (/, (Amj Фт)) !|lp = sup | / - г|)т (/) ||% ='

(лт,Фт) /енш /еНш

- i_. Ti/P

m [a>p(t)dt
- »

Использование соотношений D) и E), а также теоремы Борсу-
ка (см.,например, [3]) позволило вычислить поперечники некото-

некоторых классов периодических функций в Lp, точное значение кото-

которых не было известно.
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Теорема 3. Каков бы ни был выпуклый вверх модуль не-

непрерывности со(б), справедливы равенства ,;•

Из теорем 1 и 3 вытекает

Теорема 4. Среди всех методов (Л2п, Ф2п) оптимальным

методом восстановления функций / из И^Я"(©(б) — выпуклый
вверх) в .метрике ЬрA <! р < сю) и одновременно их производных

/' в метрике Z,p(l <! р <: 2) является линейный метод, доставляе-
доставляемый ломаными I2n(f, t), интерполирующими / в узлах к/2п(к —
= 1, . .

., 2п). Погрешность восстановления .ломаными l^nif, t)
функций/е W1!!^ и/'не превосходит соответственно d2n{WtH^i,
Lp) A<р< оо) nd2n{Ht, Lp) A<р<2>.

Этот результат означает также, что наилучшее совместное приб-
приближение в Z/P(l ^ р ^ 2) функций / е И'1^ и их производных
подпространствами размерности 2п осуществляют интерполяци-
интерполяционные ломаные l^nif,t). ' !i

В непериодическом случае при условии выпуклости вверх1
со (б) можно написать неравенства:

a, Lp)< sup \f-l

из которых следует асимптотическая (при т -*¦ сю) оптимальность

метода lm(f, t). Производная функции / е W^Hu, при этом вос-
восстанавливается в метрике Lp(l ^ р ^ 2) с погрешностью, не пре-
превосходящей ^(Яи, Lp). ..-¦„¦¦

3. Рассмотрим задачу^ оптимального восстановления функций
i е Сг (г = 0, 1; Са = С),-взяв в качестве меры погрешности зос-
становлепия величину ' . Рi

l! / - g (f, (An, Ф„))^/(й (/w, 4-). '. F)

Оценки сверху дает ; '
о о р е м а 5. Справедливы точные неравенства

"

/ - I'm (/) i|Lp <-l © (/, -lj (I < р < 2). V/ е С; G)

/|х] A<р < оо)' у/е с1.

- ¦
, (8)
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С другой стороны, можно показать, что если FN — произволь-
произвольное подпространство размерности N, то

¦

i

< «О* '

(9)

Соотношения G) — A0) приводят к утверждениям, сформули-
сформулированным ниже в Ъиде теорем 6 и 7.

.

i T е о рем а 6. Для функций |еС оптимальным относитель-

относительно взвешенной погрешности F) при 1 ^ р ^ 2 методом восстанов-

восстановления являете^ линейный метод, доставляемый функциями tym(f,
t)* При этом

! sup

•НУ
p ¦ ¦

Пусть С\ — множество 1-периодических функций из С1.

Терре м а 7. Среди всех методов (Л2п, Ф2п) (п =\ 1, 2, . Л)
оптимальным относительно погрешности F) для функций /ей
при 1 ^ р < оо и одновременно для их производных f при 1 ^

^ р ^ 2 является' линейный метрд интерполяционных ломаных

Лп(/, *)•' При этом i! ;:j !
!

: ,* !, ,i! .
¦ Н,

* 4 ^к^vvj1 ^г1
sup

4;

I В непериодическом случае, учитывая, что размерность метода

mtf, 0 равна т\\- 1,; подучим при всех1т f= I, 2t . .!¦*' "", \ \;

1Ш

- ! ' '. I1. !
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НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ¦м. 1,!1!.'.•'''
АНАЛИТИЧЕСКОГО ПРОДОЛЖЕНИЯ ,j1* !^

М. М. ЛАВРЕНТЬЕВ I

(Новосибирск) |
'

¦

:'

1. Широкий класс задач аналитического продолжения для

функций одной переменной в общем виде может быть сформули-
сформулирован следующим образом.

Известно, что существует функция комплексного переменного;

f(z), аналитическая в области D комплексной плоскости. Относи-

Относительно функции f(z) может быть задана некоторая дополнитель-

дополнительная информация. Например: f{z) непрерывна на множестве D \—

замыкании D и ограничена на D заданной константой: |/(z) | ^ С,

Пусть далее А, В — подмножества D; А с: В с: D и значения

функции /(z) известны'на множестве А. Требуется определить зна-

значения функции f(z) на множествеВ. i
2. Задачи аналитического продолжения являются классиче-

классическими задачами теории аналитических функций и функций!коми-'
лексного переменного.? Некоторые! теоремы единственности для
этих задач получены в прошлом столетии и! приводятся овГ боль-
большинстве учебников. ¦¦ :.'••''

" "'

,
.

,
¦

!
¦ ii! l

Если рассматривать функции, аналитические в?), без допол-
дополнительных ограничений, jTO задачи аналитического'продолжения
являются линейными,4и, рким образом, единственность решения
задачи аналитического продолжения эквивалентна'справедливости
следующего утверждения.' : II; ' Mii'

Пусть /(z) — функция, аналитическая в области,-!), /(г) = 0,
геЛ. Тогда!/(z),W0, v&B. .¦- ! , \\

'

"I '¦ !
i '¦*¦#> !'V

Отметим, чтр,В;известных теоремах единственности задач ана-:
литического продолжения,множество В включает область! арали-;
тичности D:' &ZpЩs:': i ~ i

¦

''

i1 ¦ i ¦

- г... "\ .-

'

:

о. Приведем классические результаты по единственности ре-
решения задач аналитического продолжения. > I l ^ \ ,j ;¦]¦'! }¦

1 е о р е м а 1. Пулть /(z) —(функция, аналитическая в обг
ласта D, ?\ — подобласть D. г Тогда если /(z) =f0^ г е D1%
ТО /12)

^== (J*¦ Z ^т~ & - '''¦
' ' ' !'

: '
" г. л - '¦¦ '¦ У -' ! .\ .. . \\ . .



Теорема 2. Пусть /(z) — функция, аналитическая в об-

области D, А — множество, имеющее предельную точку, принадле-
принадлежащую D. Тогда если f(z) = 0, г е i, то /(z) = 0,zefl.
.Теорема 3. Пусть /(z) — функция, аналитическая в облас-

области D, Г — граница fl и Гц Fj с Г — справляемая кривая. Тог-

Тогда если f(z) — О, z <= Г1!, to/(z) = 0, геД.
4. С аналитическим продолжением связано понятие риманова

многообразия. Приведем в связи с этим некоторые опреде-
определения.

Определение 1. Аналитическим элементом называется

совокупность {D, /} области D комплексной; плоскости и функции
/(z), аналитической ъ D. ,
Определение 2. Два аналитических элемента {Du /х},

{D2, /2} называются непосредственным аналитическим продолже-
продолжениемjrpyr друга через область D, D a Dx П As, если /x(z) = /2(z),

Определейие 3. Аналитические элементы {Do, /„} и

{?•„, /„} называются аналитическим продолжением друг друга,

если существуют такие аналитические элементы {Dk, fh} и облас-

области Dk, к = 1, . .
.,
п — 1, что элементы {Dfe, /fe}, {Z?fe+1,l /fe+1}

являются непосредственными аналитическими продолжениями

друг друга через Db.
Определение 4. Аналитической функцией называется

совокупность аналитических элементов, которые являются анали-

аналитическими продолжениями какого-либо одного аналитического

элемента. Функции /a(z), принадлежащие одной аналитической

функции {a, /a(z)}, называются ветвями этой функции.
Рассмотрим теперь совокупность пар {a, /a(z)}, где а — точка

комплексной плоскости, /a(z) — функция,.аналитическая в неко-

тором круге Uа с центром a, f (z) = 2 Ch{z a)h.На множест-
"

ft'fto
ве пар {a, fa(z)} введем топологию: е-окрестностью элемента {а,
fa(z)) назовем совокупность элементов {Ъ, /ь(г)} таких, что:
i 1) |а;— Ь|<е; l\

2) аналитический элемент {Ub, fb} есть непосредственное ана-

аналитическое продолжение аналитического элемента {Ua, /„}.
Можно показать, что топологическое пространство пар {а,

fa(z)} является хаусдорфовым, т. е. его окрестности удовлетворя-
удовлетворяют аксиоме отделимости. '
Определение 5. Хаусдорфово пространство^пар {а,

fa(z)}, где а — точка комплексной плоскости, fa(z) — функция,
аналитическая в круге Ua, и топология введена указанным выше

способом, называется римановым многообразием.
Отображение (проекция) ,риманова многообразия на комплекс-

комплексную плоскость {a, fa(z)} -*¦ а является локальным гомеоморфиз-
гомеоморфизмом, т. е. в некоторых окрестностях пары {a, /a(z)} и точки а это

отображение .взаимно-однозначно и непрерывно.
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Между аналитическими функциями и областями риманова мно-

обпазия имеется взаимно-однозначное соответствие.

Определение 6. Область риманова многообразия, у ко-

которой псе функции, принадлежащие ее точкам, являются ветвями

некоторой аналитической функции, называетсяримановой поверх-
поверхностью этой функции.

5. Всвязи с вышеизложенным, возникают следующие постанов-

постановки задач аналитического продолжения. Пусть А — подмножество

рнмановой поверхности аналитической функции f(z) и значения

функции /(z) известны на множестве А. Требуется определить:

1) значения функции f(z) на некотором множестве В zd A;

2) некоторыехарактеристики (например, топологические) ри-
мановой поверхности функции /(z);

3) особыеточки функции /(z) и поведение функции в окрест-
окрестности этих точек, в частности типы особых точек, поведение в ок-

окрестности особых точек римановой поверхности.
Имеет .место следующая

Теорем а А. Пусть множество А содержит предельную точ-

точку внутри римановой поверхности аналитической функции /(z).
Тогда риманова поверхность функции /(z) однозначно определяет-
определяется значениями f(z) на множестве А.

6. Сформулируемпостановку задачи аналитического продол-
продолжения для функций нескольких переменных, 'аналогичную поста-

постановке,сформулированной в п. 1 для одной переменной.
Изисстно, что существует функция п комплексных переменных

/(Z[, . .
., z,,), аналитическая в области D n-мерного комплексного

пространства; А, В — подмножества замыкания D: А с В с: 25.
Значения функции /(zb . .

., zn) известны на множестве А. Тре-
Требуется определить значения/(%, . .

., zn) на множестве В.
Вопросы аналитического продолжения для функций несколь-

нескольких переменных начали разрабатываться'примерно с начала на-

нашего столетия. Аналитическое продрлжение; занимает значитель-.
лое .место в монографиях по теории аналитических функций не-

нескольких переменных. • -

Приведем некоторые понятия и результаты, связанные с анаг
литическим продолжением функций нескольких переменных.

Пространство п комплексных переменных (zx, . .
., zn) будем

ооозначать символомС. ''! ¦

Определение 7. Область G, строго содержащая область
и с: С", называется голоморфным расширением D, если,любая
Функция j(z1, . . .,.zn), аналитическая в D, допускает аналитиче-
аналитическое продолжение в. область G.

иоласти в комплексной плоскости, как известно, не допуска-
допускают голоморфного расширения. В пространствах двух и более ком-
лексных переменных имеются области, допускающие голоморф-ое расширение. Существование одного класса подобных областей

устанавливается следующей теоремой.
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Теорема 5 (Хартогса). Пусть D — область Сп, Dx —
область комплексной плоскости, 1\—граница Dj., Ж—множество:

T№>(zl,— , z?)<=lD. Тогда любая функция /(z0, zx, . J,,, zn),
аналитическая в; некоторой окрестности множества JC (в простран-
пространстве С*+*), аналитически продолжается ;В область D =D X Dx.

7. Решения некоторых задач аналитического продолжения не-

непрерывно зависят от данрых. Для одной переменной это случай,
когда множество А совпадает с Г-границей области1 DJ i Для не-

нескольких переменных это, например, аналитическое продолжение
в голоморфное расширение, о котором говорится в теореме-5.

I Для функций одной переменной задачи аналитического про-

продолжения с множеств внутри области регулярности и с части гра-
границы области в классическом смысле некорректны, -характер не-

неустойчивости в этих задачах такой же, как и в некорректных за-

задачах Коши для! уравнений Лапласа и теплопроводности.
V '8. Как известно, решения некоторых дифференциальных урав-
уравнений внутри областей регулярности' являются аналитическими

функциями. В частности, указанным свойством обладают решения
эллиптических уравнений с аналитическими коэффициентами.
В связи с этим возникают задачи следующего типа, которые мы

также относим к задачам аналитического продолжения.
- Пусть L — дифференциальный оператор в пространстве, об-

обладающий свойством: все решения уравнения

":•¦¦. , ( L«
= o .-¦¦ ¦ A)

внутри области регулярности есть аналитические функции пере-
переменных (хц . .

., хп).' ! I¦',!"I
Известно, что в области D существует регулярное решение

I уравнения A) и{хъ . .
., хп). Относительно функции и(хъ ...-., хп)

может быть задана дополнительная информация, например:

|wJ<,C, (я„ . .
., яп)е= D. I ! _ Г_;

Пусть А, В — некоторые подмножества D : A cz В cz D,
• i ¦ Значения решения A) известны на множестве А, требуется
¦определить значения решения! на множестве"В., \,".

-

! м,.!
¦' <:

' fi
,

'¦

i ",,¦ I--1" ¦-¦; ¦

О КОЭФФИЦИЕНТАХ ЛОРАНА , I.
ОБОБЩЕННОЙ ДЗЕТА-ФУНКЦИИ ц

¦

- I

'

• '•

-

- А- Ф. ЛАВРИК-
'

,.|- Ь - ¦'- 1- ' '¦
' ¦'

|. | ' ¦I ¦

' "h
¦

А -1 ¦
'

¦! UiJl .
¦ I.,'1., {Тащкент)\

г Обобщенная i дзез^-функция — функция комплексного пере-
'
менного

! s =* a -fr it;' определяемая для Q-<,a^'U при а>1
а*виде'ряда Дирихле: .

¦ . . 'X»
'

A h



ч я Луикиия естественным образом возникает в теории ^-функций

гт пхче- в случае а¦¦= 1 она совпадает с дзетагфункциейРимана1.
Чея'в виду

¦ (приложения, мы рассм

ки величин YnW. являющихся коэфф
Us- а) в окрестности;ее! полюса в|= 1:

МЧеяв виду (приложе, рриаерр

опенки величин YnW. являющихся коэффициентами ряда; Лорада
U ) ностиее!полюса в|= 1: 1'*:: 'U ;}

:

Полагая ¦„
¦

, ,;¦'¦'',"¦¦• Ч ^г „ i '
¦

•

''

,

'

¦ ,; I.'
'

«; а) = а"'-Д« -I) + 2 Рп D(« - !>"! ,j,'
''

! A)
: i :

получаем ;
• \ ; ;.i ;' ;.¦-•' ¦, .

¦¦ ¦' -
-

;

Поэтому достаточно выписать результаты лишь для Рп(а).
Т е орем a d.. Для п = 1, 2, . . . коэффициенты (}п(а) ряда

A) i удовлетворяют неравенству i
''

.'•-: :^П |pn(a)|<2-«,i. ' ,
а для п = 0-имеем .¦, -

. Г1.;1-

где 7= 0,577^..— постоянная Эйлера. ,
Т&орем',а 2. Для n == 0, 1, 2, ... имеем

. .-i. -i ¦ ;I
. [ !I j !

Властности-, ^ли в теоремах I1 и 2 взять а = I1, будем иметь1бцен-
ки'велинид^7л, у,п = Yn(l)-= pnf(i), которые являются коэффиди-
ентами'^азложендя'Лорана в окрестности точки s = 1 ^-функции-
Римана.Заметим1, что в этом случа|е соотношение теоремы ,2 уКаг!
занр Г, "ХардиЯН^без множителя.(nil- и вошло в ряд .справочни-

ков (см. ;[2Щ^га? неточность, по-видимому, впервые была'исправ- i

лена С- Раманудшаном 13], на. 'jhtoi; обратил н|аше внимание!!в ^вя-
^вязи сша;Б.стечкин.м';' ¦.-': •'( ii!. f

'

1
!

¦; <11!ii ¦ .-:ч'
Доказательство'1теорем опирается на следующую !формулу сум-,;

Шфования Эйлера1.^ Если ф(г) обладает непрерывной производной •

на интервале^, с), то, полагая г)з(а:) — х—"[х) — 1/2, где [х\ —
наибольшее целое число, не превосходящее, ж, будем иметь1 ;^

'

Л
2' qj,(n)= f <f(x)dz+ U (at

11 Заказ M 593 ! !.. i

'

• !| ,

:
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Отсюда, если взять <р(х) = (х + а)~в, s=# I, b — I, с — целое
(> 1), получим

(о + g)~s - A + g)
2 .

Поэтому для

Последний интеграл в силу ограниченности 1|з(а;) сходится при а >

> 0, причем равномерно в любой конечной области, лежащей
правее вертикали а = 0, и потому предыдущее выражение B)
дает относительное продолжение функции ?(s; а) в полуплоскость
а .> 0. Отсюда, согласно формуле Эрмита ([5], с. 66),

другой стороны,

Из этого тождества и известного выражения для логарифмической
производной Г-функции вытекает соотношение теоремы 1'для $0(а),
из которого нетрудно вывести указанные в теореме 1 неравенства
для этой величины.

Рассмотрим величины pn_x(a) для п — 2, 3, ... Из разложе-
разложения A) находим !

Отсюда и из B) следует, что \. ! .,

'

,

»1 Рп-х(а) = (- 1)"log":(i + а) - пШ^J?^^

Функция ^ж)=» A|з(ж) — Ш)(х + а)-3-1 регулярна по s

в круге |s — 1| < 1/2 и является кусочно-непрерывной по х на

луче1 A, оо). Несобственный интеграл от g(s; х) в пределах A, ор),
а также интегралы, полученные из него дифференцированней g(s;
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г\ по ч равномерно сходятся в упомянутой области. Поэтому в C)

можно'обратить порядок дифференцирования и интегрирования.

Это дает . ''¦'.¦.,

п\ Р«-1 (а) = (~~ 1)" ^°§П A + а) + (~ l)"w J . , 2
¦ X

1

X (log"'1 (x + a)-(n- 1) log" (x + a)) dx.

Если теперь положить ::,
со

/ (Л; а) =
- J (ф (х) - 1/2) d ((х + а) log" (ж + о))

i

и воспользоваться разложением функции $(х) в ряд Фурье, по-

получим

где

-(«-l)log"-2(x + a))dx,

при условии, что мы вправе были изменить порядок суммирования
и интегрирования. Поскольку ряд Фурье для ty(x) сходится почти

всюду и его частные суммы ограниченны, произведенная переста-
перестановка операций законна па любом конечном отрезке. Кроме того,
для v = 1, 2,...

Следовательно, предыдущее выражение для Jx(n\ а) верно безус-
безусловно. Отсюда

^ B1og(я + в)+ _

+ 3(п- 1) log" (х + а) - (Л_ 1)(Л_ 2)log" (ar.+a))<te/
Заменяя здесь слагаемые их абсолютными значениями,cos znmx — единицей, проводя интегрирование и дополнив }ко-

и* '¦¦.¦. .' .

|! /";
'

«в



нечные суммы до соответствующих рядов, найдем неравенства
.

¦

(! Д^, ^ ^Ц|<2-*(я-1I, ''Ti'
.в силу которых для п =р 2, 3, . .

,

I i

I i- nlog(l +

¦

Теорема 1 доказана. Вывод теоремы 2 производится при по-

помощи указанной формулы суммирования Эйлера в1 слувде q>(x) =
— (я -j- a)~l-logT1pt(z + a), 6 = 1, с = ./V. Выкладки аналогич-

аналогич1 [4] !! j:j!
( j )gp( ) ,

ны тем, которые1 приведены нами в [4].
I ! : ; '¦ ! | ¦ !' , -,

!

; |
! ,

! '¦ '
'

¦¦

, ¦ '' ¦Ц ¦" 1
'¦ [ \ .

1
"

I V 'Г, | /ЛИТЕРАТУРА , ^ |
'

Г
'

¦ ' .
' '

¦' I '. 'Ц1 ¦

'

¦¦

1^ HaidyG.H. Callected papers of G. H. Hardy. Vol. I. Oxford, !1966.
2.' Bateman H. ^Higher transcendental functions. Vol. 1. NewrYork-pToron-

to — London, MeGraw—Hull Book Co., Inc., 1953. ' ' ,
3. RamanujanS. Collected papers *of Sriniwesa Ramanujan. Cambridge, 1927.
4. ЛаврикА. Ф. О главном члене проблемы делителей и степенном ряде

дзета-функции Римана в окрестностях ее полюса.— Труды мат. ин-та

АН СССР, 1976, т. 142, с. 165—173.

5. УиттекерЭ. Т., Ватсон Д. Н. Курс современного анализа. Ч. II. М.,
Физматгиз,1963. , ! !
' ¦" !'

'

,.'' !- • !' -¦! . 1 i'! Я!
¦

¦

;
¦ ' !!

¦
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! ¦¦,ОБ ЮДНОМ УСИЛЕНИИ ?••/.
'

ТЕОРЕМЫ ПЛЕМЕЛЯ - ПРИВАЛОВА1
! !

'И ЗАДАЧИ .НАИЛУЧШЕЙ (АППРОКСИМАЦИИ
\

'

I '
'

= ! !1*-Г '.,''¦'¦!¦¦) ! i;1
И. МАМЕДХАНОВ,

'

I .. Г( !|

Г (Б) |
¦'¦ ",.'¦ ¦:"- ¦: >¦

'•
-if.

Пусть Г — некоторая замкнутая iкусочно-гладкая1 кривая (или
более общо—^-кривая, см., например; {1, с. 398]). (Известна'
следующая [2] | i '< "'if1
|Те;о,рена Племеля—Привалова. Пусть! '

''"?•_

:!Ч '¦¦ Гч
' •* Ч'|

Если Щ sira(r)f(O <w < 1) (т.'в. V h, h Щ Г |ф(^)г— q

^ const 1^ — ^1°)» то,| граничные ^значения; Ф* (t) !
интеграла

A) удовлетворяки, условию Да(Г) при ajjr< I,1 а при а |—i'li—'yc-



тта-е гДв E-rs- ;СКОДЬ УГОДНО МЯЛая ПОЛОЖИТвДЬНаЯ ПО-

стояииаят>- ,

'•...:..¦! 'i] i

При тех нее предположениях на замкнутую кривую Г; и при

условии, что точки г> ±1;^Д, введем в рассмотрение класс функ-
,\nir /7а'Р(П определяемый следующим образом: будем говорить,
SI%(z) принадлежит классу Д*. Р(Г) (^е^И (р<«<1,
О < р < 1), если^Зх, Za'e.iE : 1ф(гх) — ф(*,)| < Аф^г^ — zaf*,

где А* (zb z2) -iconst-maxt I1- z\ р, .| 1 - zl\% Л ¦

,• • .,

Очевидно, что Л*А;р== Я*(Г). i -,, .

«!! " !

У,;; ¦

¦

¦

;|1 , ,
¦

Имеет место ¦,-: • - h ¦

. ¦ '-

«¦ ¦ :Г JИ \\
.

! :

Теорема 1. Пусть Ф(г)'е Яа«Р (Г). Тогда,' если' р < 1 -т

— а, то Ф±: (i)'e :ЕГа?,рг (Г); если же рр> 1 — а, то'имеет, мест

то соотношение у 'Г !
'

!"

< const-max

где постоянная не зависит от zx и z2.
Замечание. Теорему 1 можно сформулировать в более

общем случае, а именно когда функция (p(z) имеет повышенную

гладкость в произвольных В точках кривой Г. \

Рассмотрим класс замкнутых кривых^, введенный 3. К. Дзя-
дыком (см., например, i[l, с. 439]). Известна следующая [1] ,

Т е о р е м1 а (В1. Кг; Дзядык). Пусть при некотором натураль-

натуральном к граница Т множестванб принадлежит В* H;/(z)ei(G)f)
П Я" (Г) @^< а < 1)'(:4(&):г-г класс аналитических' в G и непре-

непрерывных в G функций). Тогда при каждом натуральном п можно

построить многочлен Pn(z) .степени не выше п такой, что в любой
точке z е Г будет выполняться неравенство.! . '.¦ '.

'

i <

где d(z, 1/n) определяет расстояние от'точки геГ 'до линии, уров-
уровня Г1+1/п (см. [1, с. 358]). ;

'¦ ¦

Г •..' -i ' !. ! ,;
Заметим, что эта теорема доказана В. К. Дзядыком в терминах

модулей непрерывности и модулей гладкости. А так как мы пре-
преследуем цель — качественно улучшить теорему В. К. Дзядыка,
то, очевидно, достаточно рассмотреть модельный случай^дэтой
теоремы. ... '' г i >,,; :,, -\.

В. И. Белый [3] показал, что теорема В. Бц. Дзядыка остается
в силе, если граница Г множества G является квазиконформной
кривой, т. е. Г <= А (см. [1, с. 401]K>. !:|

х) Точнее, при а— 1 для любых двух достаточно близких точек t{B,tj,
на Г имеет место | Ф± (tt) - ф± (ta) |<const-| t±- tt\ In . ^ J^),

2) Всенаши рассуждения остаются в силе, если вместо1 точек.+1 брать
произвольные точки на Г. :*

¦

" "г«ч>

3) Следуетзаметить, что класс квазиконформных кривых А не содержит1
классы Bh, а лишь пересекается с ними. '' , '-S *-
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Пусть z"e ф[Ф(г)A -f 1/ц)], где w = <D(z) и z = \!p(w) — функ-
функции, которые конформно и однолистно отображают соответственно

внешность G на внешность единичного круга \w\ < 1 и обратно,
при этом 0 < НтФ (z)/z < + оо.

z->oo ( ¦

Имеет место ¦, '

Теорема 2. Пусть граница множества (УГ (±1 е Г) при-

принадлежит классу / = В\ U А и /(г)е.Л(<5) Л Яа>р (Г) @<а<1,
О ^ Р ^ 1). Тогда при каждом натуральном п, можно (построить
многочлен Pn(z) степени не выше п такой, что в любой точке z e

е Г будет вьшолняться неравенство

l/(z) — Pn(z)\ < const -max {A p(z, z)da( z, 1//г), d(z, 1//г)}. B)

Замечание. Нетрудно показать, что в случае |$ < 1 — а

d(z, ilri) ^ coast -^4p(z, z)da(z, 1/re),

в тогда вместо соотношения B) будем иметь

z, z]d*(z, 1/n). C)

Используя теоремы 1 и 2, можно доказать следующий
результат. ^
Теорема 3. Пусть замкнутая кривая Г е JT(±1 e Г)

(ЛГ с /)(см., например, [1, с. 398]) и /(z) еЯа- Р (Г). Тогда при
каждом натуральном п можно построить многочлен Pn(z, 1/z)
степени не выше п до z и 1/z 4* !такой, что в любой точке геГ бу-
будет выполняться неравенство i

|/(z) — Pn(z, 1/z) | ^ const-max {A$(z, i

. z)*»(a,l/«), Ф, i/n)). :D)

Очевидно, когда р < 1 — а, будем иметь

Замечание. Следует отметить, что в случае, когда Г е

S-Bft, имеет место соотношение \z — z\ ж d(z, 1/n). :
Теоремы 2 и 3 можно сформулировать и в более общем случае,

а именно, когда функция /(z) имеет повышенную гладкость в про-
произвольных /с точках кривой Г.

Наконец, имеет место

Теорема 4, Пусть дуга Г е= Я и /(z).e= #а(Г)@ < а < 1).
Тогда при каждом натуральном п можно построить многочлен

4) Здесь мы, не умаляя общности, предполагаем, что точка 0 лежит

внутри Г. .

¦ ¦ ( .,
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p (z) степени не выше п такой, что в любой точке геГ будет вы-

выполняться неравенство '_

| / (г) ¦— Рп (z) |< const-d? (z, 1/и),

где в каждой двукратной точке геГ через d#(z, 1/и) обозначено

большее из расстояний до двух ветвей линии уровня Г1+1/п.
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0 СУММИРОВАНИИИНТЕГРАЛОВ ФУРЬЕ

МЕТОДОМ РИССА

М. И^. ОЧИРОВ
'

-

. j(Улан-Удэ) .

В работе [1] изучено суммирование тригонометрических ин-

интегралов Фурье методом Рисса, который определяется следующим

образом. Пусть р(у) — положительная, строго возрастающая
функция: р@) = 0, р(у) -> + оо при у -> +оо. Будем говорить,

1 °°
"

¦¦ • ':
¦

что интеграл Га (t\dt суммируется методом Рисса или (R, р(у),
о :' •I

1) — суммируется к /, если

Как известно, продифференцированный интеграл Фурье функ-
функции f(t) и сопряженный с, ним интеграл имеют соответственно вид

оо -оо

~^udu J f(t\ainu(t — x)dt; : : A).
О —ОО

0 '-
—оо '

f (t) cos u (t-x)dt. :B)

десь доказывается суммируемость этих интегралов методом

*> что функция р(и), определяющаяэтот метод, удовлетворяет условиям
"^"'У / -,
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о ¦.,

¦ I У

тде'о>,1 -г фиксированное число;! С -*• абсолютная ^постоянная.
Справедливы следующие теоремы.! -'"'\> ,

: ' i1 ! i

Теорема 1. Пусть функция f(t) e L(—оо, оо) абсолютно

непрерывна на любом"конечном интервале и. имеет; ограниченную
вариацию в. f—oo, оо). Если при i-^-f-,0 ? ! u

.

¦

.
f>

'

ii;| ;1
,

! ¦ !:•' "'r '^ '^V-
ж)}jjU 9 (t

то HHTerpani(lX-ff, />(#),? 1) суммируе1гся Kf(x). ¦ i| n,1,;,' iw
Те о'р в|М a

' 2. Цусть функция f(t) e Z<(—оо, оо) абсолютно

непрерывна на любом конечной интервале и имеет; ограниченную

вариацию' в (r-oo'j ооI Если при f-> +0 г i h
' ,'

i
¦

¦

i -

0

то интеграл B) (Л, p(y),i) суммируется к

в любой точке ж,! в которой последний интеграл .существует. - !'!
i ^Доказательство этих теорем основано на том!, что интегралы

A) и B) можно представить соответственно в1 виде; ¦.
'

, Ъ*.\ \\+ '

- оо
| j оо- - оо, оо ¦ ''I

¦

— x)dt; J-^duj f (t) sinu(t —

Они представляют собой интеграл Фурье щ сопряженный интег-

интеграл Фурье функции f(t) <= L(—оо,оо). !
I Отметим еще, что для функции р(у) — log у выполнены; C) и

D), и поэтому в условиях приведенных выше теорем интегралы

A) и B) будут суммироваться к соответствующим значениям мето-

методом (й;| log y^tl), который называется методом; логарифмических
средних.1'1-' !il'' '' ' ] ч ¦

'¦ \. ¦¦¦¦¦¦ и- >f

;t ^
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о минимуме функционалов, ! '

СОДЕРЖАЩИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЬШ ОПЕРАТОРЫ Г ,.

В. Р. ПОРТНОВ

>. (Новосибирск) >
"

В статье формулируются некоторые результаты работы [1] и ука-

указываются приложения к задачам вариациовного исчисления

(в частности, как следствие, получается ряд теорем супдествования

в нелинейной теории упругости). ; :
i . М-

1°. Определение 1. Пусть Q — пространство точек х

с а-конечной мерой, a Y—банахово пространство Х). Лебеговым

пространством (л. п.) на Q будем называть всякое банахово про-

пространство^ измеримых на Q функций со значениями в Y, которое
обладает следующими свойствами: ,

'¦'

а) если со — измеримое подмножество Q и w(x) e5#, то

y.m(*M*)e50M||xm«>il5e<l|wfl*;
б) еслиw(x) — измеримая на Q функция сю значениями в Y

п {соп} — последовательность измеримых подмножеств в Q такая,

что coj с= сог с= со3 с: .
•

.,
и U со„ = Q, причем %«„ (х) w{x)^Sfe
neiV i

'

| ". ;

yn(=N и sup jj %anw | <+ oo,.то w (x) e= Ж и | w \^ < supj Xa^Ml^.
Пусть 9t — векторное пространство, на котором задана полу-'

норма р. Пусть на 9f задан также конечный набор линейных опе-

операторов .9 = {Р} : 9} ->• 3ej(%j)}j<=J, J Ф 0, где Жj — л. п. на.

пространстве Q^ с ст-конечной мерой, и %} — допустимое покры-|
тис Q.j ([1], определение 2). ! г

¦

Определение 2. Пусть 6 и v — полунормы на Ш. Ска-
Скажем, что полунорма v подчинена полунорме 6, если: 1) с констан-,

той е >> 0 имеет место неравенство ev(u) ^ 6(м) ум е Я; 2) вся-1
кая последовательность, ограниченная относительно полунормы
0 + v, содержит подпоследовательность, фундаментальную отг
носительво полупормыv. ("
Определение 3. Набор операторов 3* называется под-

подчиненным полунорме р, если найдется тркая полунорма v на 9?,:
что: 1) для любого набора множеств © — {<в/^е/, ^еЯ,
V/ е / с константой е(со) > 0 имеет место неравенство
е (со) v^ (м)< р (и) + v (и) Уией; 2) полунорма v подчинена

полунорме р + ц$\х geШ(?>. .
'

Ч

Г е о р е м а 13>. Если набор операторов Р замкнут по отно-:
шешио к полунорме р A1J, определение 3) и подчинен ей, то:)":
1) жз> ?-0; 2) dim kerp < +oo; 3) каков бы ни был набор функ- ;

считаются

3) В [1] это теорема 5 (с. 127, 128), которая была доказана длядасиюго
случая, когда v = v<?*\ co*= {co(^*}jeJ,co(^e Я^/е/.Однака теорема 5:,
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ций % е= 9И,, полунормы || • ||A)=р (.) + \&Х •) и | • (а)= р (•) + v?> (.),
где (о — семейство множеств из определения 4 в [1], суть
эквивалентные нормы на Я, причем относительно каждой из

этих норм 91 — банахово пространство; 4) для всякого замк-

замкнутого в St векторного тгодпррстранства X и всякого линейного

непрерывного проекционного оператора л:Х-> X П ker p полу-
полунорма р эквивалентна на подпространстве ker я: нормам ||-||A) и

ц.||(«).
2°. В следующем пункте мы рассмотрим несколько приме-

примеров к теореме 1. Для этого нам понадобится ряд обознднёний и оп-

определений. '
Пусть Rn, ne N, п> 1,— re-мерное евклидово пространство

точек х = (xv . .
., хп), О — совокупность непустых открытых

подмножеств пространства Rn. Каждое множество geO1 рас-

рассматривается вместе с заданной на нем мерой Лебега и допусти-
допустимым покрытием, состоящим из всех его компактных подмножеств.

Определение 4. Пусть т, meJVHgeC. Выражение
2iaa(x)Da, где аа(х) — определенная на g прямоугольная веще-
а

ственная матрица размера т X т с элементами из пространства
CN (g) такая, что для любого компакта <о cr g g Na e N :

: da (x) = 0 Yx e (о, Va : fa| >> Na, называется матричным

дифференциальным оператором (м. д. о.) на g размера т X т.

Пусть заданы: множества QeC; числа s, г, г*, г е N, шах A,
Г*ХГ'< числа sx, . .

., sT,\, ....¦¦.,! !s?e=N; м. д.чо. Pv .
.,., Z3^

Z3!, . .
., P? размеров5х x s, . .

., s^sTsiXs,. ¦.-.. , spx sHa мно-

множествах Qt, . .
., Qr, tix, • •'-. ЙГ^ С соответственно, причем

f U Q}\ =&, переменная iV-функция М t

7 j
X ... xRSr-+-R [2], обладающая тем свойством, что

M*(z, vw(x), .„(''(iJjei^Q) Vy(fe)H,e C°° (Q
supp i/ft) — компакт в Qfe, V& = 1, . .

.,
r*. '

л

Пусть каясдому А; = г* -f-'l, . .
.,

г и каждому / = 1, . .,., г

поставлены в соответствие л. п. 2$h на Qk и л. п.Ж, на Qj, причем
¦58? ft состоит из функций со значениями в RSh, ?ej — из функций
со значениями в д8^

Будем считать, что имеет место непрерывное вложение 3eh(?ik)
в L}00 (Qk) уА= г* + 1,'.".., г и ^(%у) в Li00 (?,) V/ = U. .

.,

г.

Обозначим через Ж совокупность всех таких функций и(х) со

значениями в Я3, определенных на Q, у которых: 1) существует

обобщенный в смысле С. Л. Соболева м. д. о. Pk на QfeVA; = 1, . .
.

как нетрудно заметить,просматривая ее доказательство,остается справедливой
и для наборов операторов, подчиненных нолунорме в смысле данного здесь

определения 2. • ;: .i ' !
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м. д. о. Р) на Qj V/= I, .

л ., г; 2) Phu(x) €= 5#ft

1 .,
г и Pju(x) <^.Жj&j) у/ — li • •

•' П 3)

}), где положено: S'u(z) = (Рги(х), ..., Рт*и (х)),Рки(х) =

при ж е= Qft и Рьи(ж) = О для ж
___ ^/ Щ#) При X с= «ьд

и. х
ftt*V*'/

—

v М-1-Л •** '— "м х ымд v 'v *j
. - -

. . .,
г (это обозначение используется ниже также при г* + 1< к «^ г).

Ясно, что 91 — вещественное векторное пространство. Зададим

в нем полунорму р(-) ¦= \& -\^м(ву Положим &
h
= {PjiSR-*-

-+ Jt9j\4Xj))j=r*+\ ft V/v — / ТЧ
• • -,

' " " •

Мы будем рассматривать пары вида (g, A : л ->¦ п), где

^ с Q, h — л. п. на g, А — м. д. о. на ?.

Определение 5. Пусть 9 — полунорма на at. Скажем,

что пара (g, A : ft -*~ К) подчинена конечному семейству пар {(gj,
4 - ; 91 ->- h)\j - i n, N е iV, относительно полунормы 9, если

найдется полунорма v на 91, называемая переходной полунормой,

подчиненная полунорме р + \$> VI е 9Й^, такая, что с констан-

константой е > 0 имеет место неравенство

е|| Ли Ил < 0 (и) + v (и) + 2 || Луи^. Vu €= 9i. \

Определение 6. Пара (^, А : ft -*¦ К) называется опор-

опорной для полунормы 9, заданной на ft, если найдется полунормам
на 91, называемая опорной полунормой, подчиненная полунорме

р + [& VA, е ЗЭТ^в, такая, что с константой е>0 имеет место не-

неравенство

e\\Au\\h < 9(u) + v(u) Vu e Я.

Точка х е. g называется опорной точкой оператора А : аЯ• -*-

-> /i относительно полунормы 9, если найдется такая открытая

окрестность оэ точки а: с компактным в g замыканием, что пара

(о, А : ft -^fe*®'L' является опорной для полунормы 0.

Определение 7. Конечный упорядоченный набор пар {(gj,
Aj : 91 —*~hj)}j=1,..., n, N ^ N, называется цепочкой длины N для
полунормы 8 на ft, если при N' > 1 V/ = 2, ..., N пара (gif
Aj : ft ->- hj) подчинена паре (gj-i,, Ajl^. ft -*~ hj-x). Пара
(gj, Aj : ft —*¦ hj) при / = 1 называется началом цепочки, а при

]' = N — ее концом. Будем называть цепочку для полунормы 9

опорной, если ее начало является опорной парой для полунормы 9.

Определение 8. Потоком для пары (g, A : 91 ->- h) от-

относительно полунормы 9 на ft называется конечный упорядочен-
упорядоченный набор мпожеств {2_,}/=1,..., г, I e JV, в котором каждое
множество 2; непусто и состоит из конечного числа цепочек для

полунормы 9 и который обладает следующими свойствами: 1) мно-
множество 2 г целиком состоит из опорных цепочек; 2) пара
(g, A : SR -»- h) подчинена семейству концов всех цепочек множест-

4) Л(й>) — л. п. на со, являющееся сужением в общеизвестном смысле

пространства h с g на со.
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ва 2Х; 3) при Z> -IV/ = 1, • .'.,¦ I — X начало каждой цепочки
множества Sj является i либо опорной парой, либо парой,
подчиненной множеству концов всех цепочек из множества 2у-+1.

3[ а м е ч а н и е. Сформулируем одно достаточное условие

'подчиненности'пары (g, РьN\ ?-^ О ,}g — компакт в Qb,'r*+ 1=S^
<; к ^;г, паре (g0, Pk), g0 •— компакт вйц, относительно полунор-

.;мы;рпри к-1= г* + 1 и относительно !полунормы ]} -{¦ (A^b-D
при т* -\- 1 <. к^.г YK <= Ш^л-i). Это,; условие удобно при-
применять в тех случаях, когда в некоторой открытой:окрестности
множества1^ возможны «априорные» оценки на финитных бесконеч-

,
но дифференцируемых функциях типа оценок Д. Хёрмандера [3,

с. 507|]Г (см. пример 5). Пусть множество g* <=0, g* —!компакт

в Йь,'? с: g*. Положим g*{ = g*\g- Обозначим через ?ь совокуп-
;Нрсть таких функций г|)(а;) е С°° (Йь), у которых! supp ty'— ком-

компакт в gt и^(а:) р 1 в некоторой окрестности множесррва g. Пусть
далее' пара (g*j Pk) подчинена паре (^0, Pk) относительно

полунормы,| указанной выше. Для подчиненности пары (g,? Pk)
паре (g0, Pk) относительно этой полунормы .достаточно,

чтобы: 1) \pPku е= 2ehY\p <= Yh, Vug' 3J; 2) при А;
e= Ть нашлась константа s(^) > 0 такая, что (

< Р («) +1 %g*Phu \ygk Vue Ш; 3) при г* + 1< к < г

VI е ЗЧ^ь-!) нашлась константа 'е(ф, К) > 0: такая, что

Рассмотрим некоторые конкретные примеры' A, и 2) цепочки

и потока,1 используемые в дальнейшем. В них: 9 — полунорма
на^ Я,- g s (У, ? с й; ф - взаимно-однозначное1 и непрерывное
в обе стороны отображение непустого открытого множества А,
расположенного'в га-мерном евклидовом пространстве переменных
| = (|х, . . .ti |те), на множество g; h — л. п. на g; A : 3i-»-fe'i—

м. д. о. на ? размера SoXs; pw = {l,i .
., п}; $ —.непустое прд-

.множество!множества ^п); п0 — число элементов в множестве 'ф;
1(р) '= {UU 1(Р) ^Ш*брС">\е при ,p-^.pWi V - непустое
связное компактное подмножество в g такое, чт;о при щ <С га мно-:

жество 9~x(y) расположено в Гиперплоскости размерности га0, па-1

раллельной пространству переменных 5(р); а — точка на у, на-

называемая началом у; Ж— совокупность множеств вида <р(е),' где
е — открытый параллелепипед -р ребрами, параллельными коор-
координатным! осям |х, :. .

., |„ и с компактным в у замыканием; 5Ш ф)
при ogJ;, ji = iP(n> — совокупность всех aeJif таких, что

о* <Z ©; 5тф) при со el, р # |УП),-* совокупность! всех oeJ?
таких, что юг?с: со и ортогональные проекции параллелепипедов

ф-1(а) и^ф-1^) на пространство переменных |(^ совпадают.

Здесь положено:, (^, Р^) = (^, Ph : Ш -т>- SS^) (см. сноску 4).
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П р и м'е р 1.='Пятерку объектов (у, g, ц>, А: 98 -*- ft, р*) будем

тчывать мостом для^ полунормы 6, если у* е?\( {а} найдется

я окрестность;© е Ж точки х, что, каковы бы ни были множе-

множества со0 е 5шф(п)) и:а <=;5Цр)г с константой е(©0, а) > 0 имеет,

место неравенств»
:

^
: !; . i;' иi

Начало а компакта Y будем называть также началом моста. Мост

для полунормы 6 называется опорным, если его начало является

опорной точкой оператора А : Ш -*- h относительно полунормы 6.

Из определения моста следует, что Vе0 eJf, a <^ ovV&? у наи"

дется цепочка {(gj, А : 3* -*. №))}/=1, ..., w, #& iV, 1ДЛЯ полу-

полунормы 6 такая, что ?> е= X V/ = 1, . . ;, iV, ^г = w и Ь <=!?К (no
поводу обозначения /г^г^ см. сноску 4>).
Пример 2. Оператор А : 9J -»- h назовем подчиненным

в точке х е g семейству мостов {(yj, gj, ф;, А^ : 9f -*- fe;-,
1,..., N ,iV <= JV, для полунормы 9, если: i) xe П '

1^ ^ ^

2) какова бы ни была открытая окрестность со точки х такая, что;;

со — компакт в П gj, найдутся окрестность абЖ1 точки х и

полунорма v, называемая переходной, подчиненная полунорме

р + ц$' VXe %R&, такие, что с константой &(со, а) > 0|Имее^ мес-

место неравенство
¦

N-

г (со, 0) || %аАи ||h < 0 (и) + v (и) + 2 1 luAiu \ь> ?И^Ж. >t

Мост (y, g, ф, 4*. 9t->h, т) для полунормы G с началом а на-

называется подчиненным конечному семейству мостов для той же
самой полунормы, если оператор А'.Ш-ь-h подчинен этому се-1

мейству в точке а. Сетью для оператора А:Ш -> h на g в) точ-i

ке х е g относительно полунормы 9 называется конечный1 упо-
упорядоченный набор множеств Г — {Г;}^! г, ieiV, в котором
каждое множество Г7- непусто и состоит из конечного числа мостов,

для полунормы 8 и который обладает следующими свойствами:' ¦

1) множество Гг целиком состоит из опорных мостов; 2) оператор"'
А : Я ->- h подчинен семейству Тг в точке х; 3) нри 1> 1 У; =1'
— I, . .

.,
I — 1 каждый мост семейства Yj или является опорным,

или его начало подчинено некоторому подмножеству мостов из

семейства Г;-+1. Можно доказать, что если оператор А : 91 г*- h'
на g обладает сетью в точке х е g относительно полунормы 8, то
существует такая окрестность со е Ж точки х, что пара (ш,';:
А: Я->-Ы«>)) обладает потоком относительно полунормы %^

Рассмотрим пример моста, пользуясь обозначениями,, щведан^ ¦

ными перед примером1. ¦ ,. / rj]'..";- !¦¦;' •¦¦'{•

Пример 3. Предположим, что Ух е v\' {а} найдутся,
окрестность со <=Ж точки х, л. п. \ и h* и м. д. о. Q по перемен-'

•

"
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ным ? на ф^С©N) такие, что: 1) Vu е SR у функции Аи(ц>(^)) на

множестве ф-1((о) оператор (? существует в обобщенном смысле

С. Л. Соболева и QAu(q>(b)) e ft*; 2) с константой е> 0 имеет

место неравенство е || (>.4и(ф(?))!л#<: 8 (u)
'

Vu e 9J, 3) спра-
справедлива импликация {г; ^ ft} <^ {^(ф ^))е ft0} и с констан-

константой е;> 0 имеют место неравенства .

I
,

4) у(о0 е 5И (p(n)), Fa е 5Ио ф) с константой е((о0, а) > 0 имеет

место неравенство : , s :

е (со0, а) | Хф-1{@^ |N < 1 Qv %щ +1 %v-4a)v \\ho Vv e I\

где Г — совокупность тех функций v eft0, у которых оператор (?
существует на множестве ф !©)в обобщенном смысле'С. Л. Собо-
Соболева и Qv e ft*. Тогда (v, g, ф, Л : SR -> ft, P) — мост для полу-

полунормы 0.
В примерах 4—б, применяя обозначения примера 3, мы рас-

рассматриваем три конкретных ситуации, в которых выполнено ус-
условие 4 примера 3.

Пример 4. Будем рассматривать Г как нормированное
пространство с нормой || • |r = || Q ¦ ||л. + || • |л,- Предположим,
что: 1) Г — банахово пространство; 2) найдутся л. п. h на мно-

множестве Ф~1(со) и м. д. о. S по переменным ? на ф~1(ю), вполне не-

непрерывно отображающий пространство Г в пространство ft, такие,
что с константой е > 0 имеет место неравенство

3) справедлива импликация [реГ, со0 е ^щ (p(n))> "S^.iP).
Qv = 0 на ф-1^), у = 0на ф~г(сг)} =^ {г; ^.0 на ф-1(©0)}. Тогда
выполнено условие 4 примера 3. Один частный случай приведен-
приведенной здесь ситуации рассматривается в работе [5].
'Пример 5. Пусть щ — 1, р = {i}, A e p<n>, ft0 = ft* = Lg

(ф~1(ю), й8"), l^g^+oo, Q— канонический м. д.. о. [4,
с. 260—262] по ! переменной |/> на множестве ф~1((о). Тогда
выполнено условие 4 примера 3 (см. [6]). !
Пример 6. Пусть р Ф р<п> и пусть Q — м. д. о. на Ф ^)

по переменным набора ?<р*' ={Uiep* такого, что р1 с; Р* и

Р* ^pw, с коэффициентами, зависящими только от переменных

этого набора. Представим множество ф-1(со) в виде ф~1(со) =нХи*,

*) со, h0, hi и Q, разумеется, зависят от ж.

-) Говоря-о каноническом дифференциальной операторе, мы не исклю-

исключаем того случая, когда в нем максимальный порядок дифференцирования по

некоторым или всем компонентам равен нулю, так что, в частности, такой

оператор может оказаться тождественным оператором.
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* Z ортоногальные проекции множества ,ю~1(а»)
где х ил г ..(p.*)-?cb*i /» 1

..„ пространства переменных ?ф и ?ф = {|Jiep(")\P* соот-

с ценно. Пусть нормы в пространствах h0 и h% имеют вид

„ .. ,.,. ,i ц^, _ || II П В, Ц__ Of? гтто ТТ -а ТТ — тт тт «а v*
'

— 1'||Я IIЛ I'llft» —И I |Н* |!Л, *_ДС ¦'¦'о ^'п* л,-'

а ?"__ л- п. на х такое, что {уеЛ, weAt 0<у<1ы? на х}=Ф
=л Г|ш |л"^||у1'/>}* Обозначим через Л совокупность тех функций
ие Яо, у^которых оператор () существует на множестве х* в об-

обобщенном смысле С. Л. Соболева и Qv <= Я*. Будем рассматривать
А как нормированное пространство с нормой |-|Л = |1@'-11я, + |-||н,-
Предположим (см. примеру5), что: 1) Л — банахово .простран-

.пространство; 2) найдутся л. п. Я на множестве х* и м. д. о. S

на х* вполне непрерывно отображающий пространство Л в про-

пространство Н, такие, что с константой е > 0 имеет место неравен-

неравенство е|| v ||Н(, <|<?г;||н» + II Su|g Vz; e A; 3) каковы бы ни были

открытые параллелепипеды е и d в пространстве переменных I ?

с ребрами, параллельными координатным осям, такие, что е ad с

сх*, и при р ^= Р* имеющие одинаковые ортогональные проек-

проекции на пространство переменных {ij}iep*\p, справедлива
импликация {у е Л, Qv = 0 на d и у = 0 на е} =*- (г; = 0 на d}.
Тогда выполнено условие примера 3.

В следующих примерах G и 8) опорных точек нам понадобят-
понадобятся обозначения, введенные перед примером 1.

Пример 7. Пусть х е g и ю — открытая окрестность точ-

точки а; такая, что и> cz g, и с константой е > 0 имеет место неравен-

неравенство 8||хюЛа||д <I 8(a) Vit e SR. Тогда, очевидно, а; — опорная
точка оператора Л : 3? —>- Л относительно полунормы 6 с нулевой'
опорной полунормой (см. определение 6).
Пример 8. Пусть х е g. Пусть существуют окрестность,

со е^Ж точки х, л. п. hn и h% на лшожестве Ф~1(ю) и м. д. о. Q по

переменным | на Ф~1(со) такие, что выполнены условия 1—3 при-,
мера 3 и условие 2 примера 4. Тогда х — опорная точка операто-
оператора А : Э? ->- h относительно полунормы 8 с опорной полунормой
v(*) == ЦН • Ц/Г-

3°. Рассмотрим ряд примеров к теореме 1.

Пример 9. Предположим, что Vk => г* -f 1, . .
., г, Vx e

е Qft найдется открытая окрестность g точки ж с компактным
в Qh замыканием с таким свойством: пара (g, Ph : 3? -»- .З^^) (см.
сноску 4>) обладает потоком ЕжЧотносительно полунормы р при к =*

= ^* + 1 и относительно полунормы р + ^-иУ^^^-^
при г* т 1 < А^г 8). Обозначим через A(Kft) совокупность .всех
опорных и переходных полунорм потока. 2?ft). Пусть множество

8) Для этого достаточно, чтобы оператор Р. : Ш -*¦ &{Р обладал сетью
в точке х относительно указанных полунорм (см. пример 2). ;

'

. ;
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U U Л^ конечно 9>. Тогда набор операторов 3* подчи-

ней полунорме р. \ Далее лредположим, что VX e 5Ю^» и для

любых компактов g cz й, gx с: Qlf..., g~czQ? существует кон-

константа e(?v, g,gi, \. U •',' g?)>\0 такая, что имеет место неравенство

Тогда набор операторов 3* замкнут-по отношению к полунорме р;
значит, имеют место утверждения теоремы 1. При этом, если

переменные N-функции М и М* удовлетворяют ^-условию [2],\то
^-рефлексивное пространство относительно норм, ^указанных
в теоремеJ:!' !

В следующих примерах конкретизируется ситуация примера
9. В них набор операторов 3> подчинен полунорме р и замкнут по

отношению к ней. Примеры 11 и 12 имеют непосредственное при-
приложение в теории упругости. , ', , | !

Прим е|р 10. Пусть г* = г = 1, г = 2, st = s, Qk = йа =
= их =5 й, Р\ = 110) и й— связное множество, причем про-

пространство LM (й) непрерывно вложено в пространство Lj.°°-( й,
Rsi), где 1 < q< + со. Пусть далее 5&х = Lg(Q, Rs) и ef&% =
= Lg(Q, JF?S»). Укажем две ситуации, в которых набор операто-

операторов Ф!¦=! {Pi} подчинен пол|унорме р и замкнут по отношению

кней:(- ;!
,
г -, | .

'

-

| ¦(! I, :- -- .р

I 4=1 П

где »ij, в^е JV, S7 и |Q ¦*- м..'д1о. на Й с постоянными коэффици-
коэффициентами размеров х~Xi* и*у X s соответственно (т.,>у ё. JV)!,; для ко-

которых найдутся достоянные вещественные; матрицы \К размера
s X т и Т размера s X у' такие, что КЗ + TQ = I, а«{) — до-

достоянные вещественные матрицы размера у X а; •.
. !

¦' ]

П ^ ¦¦¦¦ ' 'с '¦. 1
¦

'

*)На самом деле достаточно требовать, чтобы у (и) ==. max Msup

max ? {w)<H" оо^рцчробы полунорму I'Vi была подчищена, полунорме 'j

>)' Срмволом 7) здесь и в дальнейшем обозначается тождествоняцй one-



aii]Da

где nij e= -/V, Iu><=z4,'hj^> 0, 4? — постоянные вещественны^,
квадратные матрицы порядка s. !

,

'¦ '
•

^
'

i
'

!Г

Пример И, Цусть г = г* +! 1, 5 = sr = n,\ sh
= 1 VA -

=zi . . .,,-*, lj = 1
'

V/ = 1, . . -Я fir = fl, PT = 1, & = {/},

^;--=i1(q, йп), $i=L$b}) v/=i, • • ..^PfcU^ \S- /*?,(*)>*
Vfc - 1,'. . !,r*!, W

i
t /г

b'ii'h) (x) e C(Qh), Ah(x) — вещественная квадратная матрица по-

порядка re, заданная и непрерывно дифференцируемая на множестве

Qft; Ф№) = (ф^,..., ф^) — взаимно-однозначное и дважды лепре-

рывно дифференцируемое в обе стороны отображение некоторого
непустого открытого мпожества yft, расположенного в ге-мерном

евклидовом пространстве переменных ? — (si i- • •! Sn )» на мно-

н;ество Qh. Операторы Р}, j = 1, . .
., г, определяются по аналогии

с операторами Рк. Пусть V/ = 1, . .
.,

г и для любого компакта

g-zz&j найдется константа е,-(<*)>0 такая,что имеет место неравенство'

Тогда набор операторов 3* = {/} замкнут по отношению кполу-
полунорме р. Сформулируем теперь одно достаточное условие подчинен-
подчиненности набора SP ={/} -полунорме р. Для этого нам понадобится
одно открытое подмножество а множества Q. Скажем, что точка

у е а, если найдется такая ее открытая окрестность g с компакт-

компактным в Q замыканием, что на множестве q у любой функции ц(а;)<=
= Ш существуют в обобщенном смысле С. Л. Соболева :все диф-
дифференциальные операторы e\f, i,l = 1, . .

., п, определяемые
равенствами ;¦•.-¦'

ёи (,) = (Л (х) |Щ (Ф- (,)) Ц^у + (а {х) 2 %
X

\ п
аи i

ох, ..

.7=1

") Заметан, что существование операторов вй> для! фуакций 1ц{х) 's Я
на множестве Qft не предполагается, . ч

'

: ;
: V'' ;t

,г, '!¦
'! i:' .

'¦¦ дЛ:1.".1::'
«••ь Заказ JVT»593 , ¦¦

•

.
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где b^i (x) e С (g), A(x) — вещественная невырожденная квад-

квадратная матрица порядка п, заданная и непрерывно дифференци-
дифференцируемая на множестве g; ф = (eplt . .

., ф„) — 1взаимно-однознач-
ное и дважды непрерывно дифференцируемое в обе стороны отобра-
отображение некоторого непустого открытого множества V, расположен-
расположенного в /г-мернрм евклидовом пространстве переменных 2- =

= (?и . .
., ?т»), на множество g, причем с константой e(g)>.0 имеет

место неравенство i . i:

Будем считать, что множество сг#0. Зафиксируем некоторое
его непустое подмножество cr0 e О, имеющее конечное число ком-

компонент связности. Пятерку объектов (у, g, <p, A : 3i-> A, р*), введен-
введенных перед примером 1, назовем регулярным мостом для полунор-

полунормы р, если выполнены следующие условия: 1) начала а компак-

компакта y принадлежит ст0; 2) отображение ф = (ц>х, . .
., ф„) дважды

непрерывно дифференцируемо в обе стороны; Ъ) g — компакт

в Q; 4) s0 \= п0; 5) h = ?i(|S -й ); 6) Л (а;) —, вещественная
прямоугольная матрица размера п0 X и, заданная и непрерывно

дифференцируемая на множестве g; 7) на множестве g существу-

существуют в обобщенном смысле С. Л. Соболева все дифференциальные
операторы eit, i, I s p1, определяемые равенствами

»(*)¦+¦ 2 W (*) D (*) - (*)),
i УIyep

u (x) s 91Х

где Ь$ (^) s С (|Г) и функция b(u (ф (i)) на у при «о < п не за"

висит от аргумента |(f3) ; 8) существует константа е> 0 такая,

что имеет место неравенство 8 2 letjwk,(^)^p(w) ^ueili-

Предположим, что для любой точки же Q\a0 найдется ко-

,нечное семейство регулярных мостов -

для полунормы р зависящее от х, такое, что х <= П Vi и
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р-шг матрицы i Равен»• ТогДа набоР операторов 9>

= (/> подчинен полунорме р. Опишем одну простейшую ситуа-

ситуацию в которой выполнено сформулированное предположение и,

сле-юиптельно, набор 3> = {/} подчинен полунорме р: существу-

существуют точки X<J) ,
• • •,

^П) В Rn ТаКИ6' ЧТО" ВвКТОрЫ. *»> — X<D , . ..

а(п) ^i) линейно-независимы, гиперплоскость, прохо-

проходящая через эти точки, не пересекается с множеством йиУге

е= Q \ <7ог V/ = 1, • •
-.

га найдутся точка у е= о,, П [ *(J>» #] и

множество g е^, [г/, ж] с: g, g — компакт в Q, обладающее та-

таким свойством: каждая функция и(х) с= 91 имеет на множестве g

обобщенный в смыслгС. Л. Соболева диффенциальный оператор
е& , определяемый равенством:

е B(*)=

и с константой е> 0 имеет место неравенство eye 'иj]bl(g)^р(и)

Пример 12. Пусть r_=r_* + 1,-Qr =Q, 1»_,
= /,'^=*

= {/}. Пусть g0, g, g*<^0, g0, g* — компакты в Q,j — компакт

в g1^,причем для любого множества меС, такого, что. со — компакт

в Q и g П w = 0, пара (со,Рг) подчинена паре (g0, Pr) с не зависящей
отсопереходнойполулормой.Пустьдалеевсякаяпоследовательность,

огратшченная относительно полунормы p-J-.v^o),содержит подпосле-

подпоследовательность,фундаментальную относительно полупормы] '/gt- Ц^
Положим f* — g%

—

g и обозначим через 4я совокупность
таких фупкций \|з(а) е C°°(Q), у которых supp \|j

— компакт

в g.,. и т|)(ж) =1 в некоторой окрестности множества g.

Предположим, что выполнены следующие два условия: 1) г)же 36,
Угр е= ?, Vu е 3?; 2) Уф е? Зе (ф) > 0: е (г?) ||гН^ < Р D+
-Ь li/i'*и\\ж^и<='® (это оценка типа оценок Л. Хермандера для

дифференциальных операторов [3, с. 507]). Тогда набор-опе-
набор-операторов SP подчинен полунорме р. Рассмотрим одну конкретную
ситуацию, в которой условия 1 и 2 выполнены: а).г=
=/*Н, г*>1,Г=1, s = l,Qr = "&1 = Q, Рг=/, Р1== 2 «аС-
дпер. оператор с постоянными коэффициентами, т е JV,

1а^Гйа#° На С"' Qr.=ft^=x*2 i'' -\<х\<т

' "(У*п1к {Pl' ••": Prt~l)= ^SX^llar^ Й/!^
б) Ь2 — связное множество; в) имеют место вклю-
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чения Рг* (Ш) a L2(g)y%g* Z)a(9i) cr L2(g*) Va :| a| = »i и скон-

ртантой ?>0 справедливо неравенство !
"

s \\ t

lal—т

! 4°. Рассмотрим приложения теоремы 1 к задачам, вариацион-
вариационного исчисления. "

'

,
i ", ,i ii

Пусть 2Л — непустое подмножество в Ш, g : ]$R r*- R — функ-
функционал на 3R,' / — линейный функционал на Ш, В : 2Я-*-!'Чг —

оператор, отображающий множество 2Я в непустое множество Y

произвольной природы, такой, что имеет место ,импликация {и,
'у е 2Я, В(м) = В(у)} =^> {и — у е Z}, где X — замкнутое! век-

векторное подпространство в 3J. ,
'

" '

' ! '' :

.| Введем на 2R функционал g(-) = g(-) — '</,- > и'^зададим
элемент iji е ВBЯ). Положим ЭИ№ = {u s ЗИ|В(и) =-ф}..!гЗа-
фиксируем . элемент u(o> s SOW*-) и рассмотрим множество

SRJo) = SK!^ — u@), "расположенное в подпространстве. X. \
Положим Хо — кег я, где я — операторов теоремы ija через,

^о: ¦Х' 5|. -Х^о обозначим линейный проекционный оператор с

кегя0 = 1 П кегр. ¦ '
*

!

Предположим, что X — рефлексивное подпространство в ffit
я0 EШ„(о))— слабозамкнутое подмножество в Хо, а функционал

§(У0)-Ь -):№%--+R имеет вид ^<» + и) f= г(в,в|и«))

Уие5Ш^<о), где и,, у-^- ^(и, у|м@')— вещественный функцио-
функционал на множестве 5йи(о)Х^и.(о), обладающий" вместе! с! функ-
функционалом / такими двум|Я свойствами: а) для любой последователь-

последовательности [u^fd 2Иц(о) такой, что яоип,-у иея, (SWjo)) слабо

вХ0, найдется такая ее подпоследовательность, которую мы!|Обо-
значим тем же символом, и такой элемент w &. X f) кег р, что ^

и

lim inf (g(un,ig 1 u{0)) - g(v+p,t\ u@)) —</, ив>-(+

+ </, y + w»>0 Vp>0; „'. !

|б) существует , оператор G (• | u@)) : 2H^o) -^- Xj, удовлетворяю-

удовлетворяющий неравенству!; g(it,wjttfo))
— #(u*e). + и) > < G(^<»>)

T e'orpi e м a 2. Пусть либо '

sup 'p (u) < -4- к», !либо ',:,



sup

inf gf{u{0) -г u),\

Тогда a«S2Jlw):gy(u)= :in* //(")¦
Пример 13. Пусть 9J — пространство из примера '912>,

причем переменные ТУ-функпии М и М* удовлетворяют Аа-усло-

вшо, 5Ш — непустое слабозамкнутое подмножество в Ш%! Г : 2f -*-

—>- 1/м(й) — оператор, переводящий слабо сходящиеся шоследо-

вательности из Ш в сильно сходящиеся последовательности из

LM (Q) и такой, что sup | T(u) j|l«<Q) < + °°.г В : Зй -> Ч' —
иэ?Я Mi

i
;

оператор, отображающий множество 9ЭТ в непустое множество 1У.
произвольной природы, такой, что имеет место импликация: {и,
уе 2Й, В(и) = В(у)} =» {и — у е X}, где X — замкнутое век-

векторное подпространство в 9?. Зададим на ЗЭТ функционал g(-) f='
— \М(х, 3? -т Г(-)) dx. Зафиксируем некоторое разложение
Q !

'
'

'

пространства Х[~|кег/> в прямую сумму векторных додпрост-

ранств: X fl kerp = Х ф1. '.-,; I
'

. Г .'!

Пусть 1Х = п0 +7t +я — разложение тождественного опе-

оператора на X в сумму линейных проекционных операторов, соот-

соответствующее разложению подпространства X в прямую сумму';
векторных подпространств вида Х=10ф1ф1. .

Предположим, что имеет место импликация {и, иеЖ, ц —

— уе= Z} =>--{Г(и) = Г(у)}:;";1 Пусть nj) e BBR), j? ей *, причем
</,»>=0?DeX, tt(Pfe SW*)i и [множество JJ (Ti%)). огра-
ограничено в 9J. Тогда.'^силу теоремы 2 Яие#):?/(и)

inf /?уСу) I 'ill1:.'""' '-';¦
: ' ¦¦ I,

¦

V
Следующий пример имеет непосредственное отношение \ к] не-

нелинейной теории аоболочщ. ''
'. ;

-
¦ !

Пример 14. Пусть'«, |Af, ЯЯ, В : 55f .-> ^, X, ,1, Z, t,: /.
w@) те же, что в примере 13 (в частности^ я(жЦо)) —i ограничен-
ограниченное множество л Щ<; Пусть задано целое i число N> 1 и каждому
' е •": / ^-Л^поставлены в iсоответствие: цространство QW то-
точек aK-»' с «-конечной мерой 13>; число х;- е iV; переменная

^я'.A?i.:Q XR 3-*-R; линейный непрерывный опера-
:"

¦-':' -- '. ¦?.'
"" '¦ i

'

i -. .! i ' \:¦ - 1¦

• i';'
! '•'

Пространство' pi в отимерах^О—12—частный случай^: этого' прост-
пространства, у .:..-; :.'Ь;Ч ( :1| Л ii ', (jlli; ¦. ч\\ 1 si !¦

Обычно ,Q"'ie о или: является подмножеством; границы 3Q' мно-
множества Q. .,

'
: V ¦/:!¦,--(, ^^I - и

' : .^^ |
,. '; j !- ¦-

: i ;i!'i, \\ i | !
( 1|

'
'

,! |. ! (,' г

:'!
!

• J.'^ii'',
'

'

I i'
'

''¦¦'!(' !
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тор 2";:3i->-Z.Mj(Qo)); полунорма рЛ-)=\3?г\ьм.(Ф)) на я;

линейный на 91 функционал //, оператор Г,-:2R->:Ljfj(Q(j))* пе-

переводящий слабо сходящиеся последовательности из 2ЭТ в сильно

сходящиеся последовательности из Ljf.(Q ).
Введем такие-обозначения: 9Лх(р) = 9ЭТ Vp> О,

= \и<=т vP>o,

Предположим, что выполнены следующие условия: 1) имеет

место импликация . .
¦

i

{м, у е ЗИ, м —у;

2) с константой е >¦ 0 имеет место неравенство ер (и) <^ 2 Pi (м)

V«e«; 3) sup jjГ,(и)Ц(аи)) <+
°° Vp>0.V/, 4) / = 2 /i!

5) имеет место неравенство </[,«> ^ PjJ^jVii е 2И, где р s

ей, если функция М
*

: QA) X RKl ->¦ i? удовлетворяет А2-усло-
вию, и ^ е(—с», 1) — в противном случае; 6) sup </;, м> < + с»

ueSK

У/ = 2,...,ЛГ.
Зададим на SCJ функционал

В силу теоремы 2 Яме ЗИ{ф): ^/(д) =• inf
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ОБ АППРОКСИМАТИВНЫХ ХАРАКТЕРИСТИКАХ

ГЛАДКИХ ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ,

В. М. ТИХОМИРОВ

(Москва) '
'

Изучаются аппроксимативные характеристики ц?? (у7 ^-клас-
^-классом функций многих переменных, задаваемых системой не-

jianwrcTJs вида |j?^iiLp(r)^ Тл / = 1, . .
., т, D = -(Z)j, . . .

.... Dm), у = (?i, • •
., ут), Р = (Рг, ¦ ¦

., Рт), Ъ > °' К Р3 <,
<оо , / = 1, . .

., т, Т = Rn или Тп, или Л+ X Rn~l, Dj —

дифференциальные операторы. Результаты относятся к условиям

конечности задачи \\Dqx\lp^T)-^svl^\ x^W^(y, f) и точным

решениям этой задачи в отдельных частных случаях. Ставятся

вопросы аппроксимации изучаемых классов. ;
I. Постановка задачи. В статье освещены три темы, тесно

связанные с проблематикой теорем вложения, поставленной в за-

замечательных работах С. Л. Соболева [1, 2]. Общий замысел тео-

теорем вложения состоит в выяснении вопроса, как по априорной
информации, сводящейся к тому, что интересующая нас функция
принадлежит к определенным классам функций (скажем, удовлет-
удовлетворяет каким-то неравенствам с дифференциальными оператора-
операторами), извлечь информацию о принадлежности ее некоторому друго-

другому классу. Эта проблематика имеет два аспекта: асимптотический,
когда нас интересует сам факт вложения, и точный, когда мы ин-

интересуемся некоторыми экстремальными соотношениями, связан-
связанными с вложениями. Постановку точных экстремальных задач
выдвинул в 30-е годы А. Н. Колмогоров [3], Наконец, возникает

задача о наилучшем приближении- функций, если опять-таки мы

располагаем относительно нее описанной выше априорной инфор-
информацией. Эта задача послужила предметом исследования школы
С М. Никольского [4, 5].

В достаточно общей форме этот круг вопросов описывается

следующей постановкой. Пусть DQ, . . ., Dm — некоторые диф-
дифференциальные операторы на многообразии Т. У нас всегда Т =>

= /?", Тп или Л+ X Л* ,т. е. Т — га-мерное евклидово про-
пространство,, и-мерный т,ор или полупространство га-мерного
евклидова пространства. Требуется исследовать задачу

u Dfbrcn;-** sup; | Ds x fl^(Г) < yh j=1,..., mx
'

A)

где х(-)| — обобщенная функция, обладающая тем свойством, что

ujx ^ Ьр} (Т), а норма DjX в Lpi (T) не превосходит у} > 0/ j =
— !) ¦ • •

•, m. В неравенствах, содержащихся в задаче A), и за-

заключена та априорная информация, о которой говорилось выше.
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Если значение задачи конечно, то х( •) принадлежит другому клас-

классу, состоящему из* тех обобщенных функций, для которых Dox e
V()
В работах С. Л. Соболева и| многих его последователей решал-

решался вопросjO конечности задачи A), скажем, для вложения,класса

в C(R% т. е. ч sД . /
ft-

.;.' ^

Начиная со старых работ_Ландау и Адамара,'в одномерном
T R R вида

',- 'B)

р рду др, р

случае для T = R или R+ решались экстремальные задачу вида

\k\\ Ц!кЧ
" '

'

Колмогоровым была i поставлена и! общая задача A) с. А/—
«.¦¦¦ п

Задачам типа B) посвящено множество 'работ, из которых от-

отметим работы Стечкина и его учеников — Арестова, Бердыщёва,
! Габупщяа, Субботина, Тайкова, а; также Надя,: Домара и^др! Их

Ьбзор содержится, например, в; [6, 7]. ' ! lt;A
'

i.

Относительно задач A) возникает три группы вопросов: 1) кри-
критерии конечности; 2) нахождение точных решений; 3) вопросы

приближения классов функций в метрике Ьрч{Т), определяемых

неравенствами, стоящими в ограничениях задачи A). Вопросы
типа 1 и 2 имеют интерес и для других областей математики.

В частности, для приближения операторов дифференцирования.
', Далее будем рассматривать следующий 'класс задач A):

'

i

тде/)а — оператор дробного дифференцирования1 порядка а, опре-
определяемый формулой Dax = F~x"^^"Fx I с помощью ^операторов,
оператора-Фурье F, сопоставляющего"фунр^ии ж(-)'на торе Тп

последовательность функции {(Fx)(k)f, k'eZ" по формуле "а;^ =

в»(Fх)(к) =)Bл)~п \ х(t)e~i9fdts функции х(-)\ на ,'Л» ;функ-
., , .! --

гг . li! . ii .
дию 'х (а)' =¦ Bп)~п V x(t) eT^'^dt— обратного : преобразования

Фурье F-1 и оператора .<ga— оператора умножения,! дейст-

действующего на последовательность х = {хк}, к е Zn' по формуле
(ё'л'х)(к)= Цк)р?к;\ на функцию х{-) — ло формуле-(|Гаж)(рг) ==

ь= (ia)ax(o).\ Дри этрм а¦ = (aJ . .
., а„),- <|==i (^ • •

•. *п)|. or =

Jorj <=:kj I!" <*1lff> = 2.

= Й (to/j. "(to)f'Tr I a j
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r> .1 (i) была, предметом изучения на семинаре автора по тео-

ш„Г'шшближений (МГУ, г 1976-1977 гг). Далее дается обзор ре-

татов по этой тематике, полученных участниками семинара.
3>

^ Критерии конечности. Наиболее завершенные результаты*

поручаются для пространств Lp с векторнымир = (р1г . 1 ., рп)>
когда норма определяется так (на торе): '

, ;

Для формулировки результатов нам понадобятся 'специальные
множества, через которою описываются: вложения: '^ I ¦

G = G l^r, а'] = (con v{f±; afi);' / = 1,'..".., w}- (Я, Я), Я

Здесь -j-=(^r,--'-,-pr),0|=@,-0lf..,:9)!tv t ==

= 1,..., m, 1 </>i < oo. '•. .'
-

.

'

,i ' i !

Теорема 1.'Если Г=Т»и Oi<-V<'l,' то! задача1 (I7)
А 1 \ ~ !

конечна тогда'и только тогда, когда точка (—, ос0) е <?. !

STe%pe'M!a 2. Если Т = Д", 0 <-\- < 1, то задача A') ко-

нечна тогдачи'только тогда, когда точка I—j-, a0 eG. !
_;

'

.•¦:¦:.;, • '"-I ¦ VPV"/
Теорема;},! принадлежит Э.- М. Галееву;[8]. Само множество

hi достаточное! услрвие вложения было получено для несколько

иных, 1 но вполне аналогичных классов HJG. Бахваловым [9].
Теорема 2 принадлежит Г. Г. Магарил-Ильяеву [10]. Основные
моменты доказательства! теорем 1 и 21 разработаны школой С.М.Ни-
С.М.Никольского. Важнейшую роль в них играют мультипликативные
неравенства О.; В. Бесова [11]. Э. М. Талеев охватил и случай'^
когда среди, pj имеются равные бесконечности. В остальных слу-
случаях вопрос^ о вложениях при условии;^ что некоторые из р\ рав-
равны единице'или бесконечности /1=,0,1 1, . . ., т, i = 1, . .

., п,
остается открытым.

о. Точные рещения. Нахождение точных решений возможно,
когда уравнения, получающиеся применением методов теории
экстремальных задач, обладают упрощенной структурой (линейр
ной, квадратичной,1 конечномерной) или имеют инварианты. В ос-

остальных, случаях уравнения 'могут быть решены, |По-видимомут
лишь с помощью ЭВМ. ' <

"

! \\'>! ''! \
,

,: !

I !'
;

-

!
'

i ^ / -:f !
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О&щие принципы применения теории экстремальных задач
описаны ajKHnre 16]. Там же разбираются одномерные примеры,
причем в ряде ситуаций одномерность не является существенной.
Укажем несколько новых случаев, когда решение найдено.

Полностью исследованы задачи A') и некоторые подобные им,
если .все pi = 2, 2 = B, 2, . .

., 2) для Т = Rn и Т = Тх. Этим
исследованиям посвящена работа Динь Зунга [12]. При этом по-

получили завершение (для случая Т == Rn) теоремы, доказанные

Харди — Литтльвудом — Полна и"Ю. Г. Субботиным.
С точки зрения теории экстремальных задач здесь получается

особенно простая редукция — к задачам линейного -программи-

-программирования. |
Была подвергнута детальному исследованию задача р* ''= 2,

j = 1, . .
.,

пъ. Изначальные результаты, относящиеся к этой

теме, получены Л. В. Таировым и В.Н. Габушиным (о них см. [6]).
Поэтому весь рассматриваемый случай мы называем случаем Тай-

кова — Габушина. Точные результаты, полученные в.этом направ-
направлении, изложены в работе [13]. Случай Тайкова — Габувшна
в Rn и Л-|- •* ^'l-1 редуцируется к задаче квадратичного про-

программирования, что позволяет и ее исследовать. ;
Другие случаи точных решений рассмотрены в статьях [14—

16].
4. Приближения классов гладких функций. Вопросы наилуч-

наилучшего приближения классов гладких функций, подобных тем, ко-

которые задаются неравенствами в A) для компактных многообра-
многообразий (скажем, для тора),- не требуют новых постановок. Можно
ставить задачу, скажем, о поперечниках по Колмогорову или

Александрову (см. [6]) или иных величинах, изучающихся в тео-

теории приближений. Условия конечности, о которых говорилось
в п. 2, обычно совпадают с условиями компактной вложимости,
и потому возникает естественная задача о вычислении, {скажем,

поперечника по^Колмогорову класса ТУр (у, Тп), для функций из

которого выполнены неравенства [|Z)oe'7a;|L итП\ < У], j — 1, • • •

. ,
., m, a = (а1, . .

., а™), Т> = (Р\ . <., />»), ~у = (yv . .
., Ym)

В пространстве Ьрч{Тп) в1 случае, если в соответствии с теоремой 1

имеется вложение W~(y, Т71) в Lp*(Tn). Правда, и здесь возника-

возникают особые задачи, не типичные для классической теории прибли-
приближений. Например, как наилучшим образом «отбирать» гармоники

для приближения класса W— (у, Тп) методом Фурье; когда метод

Фурье может дать асимптотически наилучшее приближение клас-

класса И^^Цу, Тп), и. т.п. Ряд подобных вопросов решен^в статьях [8,
17], но окончательные результаты еще не получены.

Вопросы приближения функций на некомпактных многообра-
многообразиях (скажем, в R") требуют некоторого изменения постановок
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„

нельзя ставить вопрос о точности, с которой класс

функций (скажем, w|(y, #")) можно приблизить подпространст-

т иной размерности, но можно ставить вопрос о точности

1ШМ-Иижения подпространствами, «средняя» размерность которых

^Тспиницу временя равна заданному числу. Вопрос об аппрокси-

аппроксимативных характеристиках классов функций (и притом случай-

случайных функций), определенных на всей вещественной оси, был впер-

1!ыо поставлен Шенноном. Для неслучайных функций «энтропий-

«энтропийная» усредненная характеристика введена Колмогоровым и изу-

изучена автором. [18]. Приведем аналогичную характеристику клас-

классов функций в Rn, отправляющуюся не от энтропии,* а от

поперечника по Колмогорову. Пусть W — класс функций, со-

содержащийся в пространстве Lp{Ra), WT—совокупность ограни-
ограните Г Т Т 1 т

чеиий W на кубД = ^-,-5- , Lp — пространство , LP(KT), а.

л? (WT, lJ)—функция, обратная к е-поперечнику по Колмогоро-

lim n*(wT П Вр, LTp) ne(WT П В Ll)
ву. Если существуют

^т—i -~z—^-и hm -=-i ————

(где Вр'— единичный шар в пространстве Lp (R)) и их значения

равны, то их общее значение естественно назвать средней е-раз-
мерностью класса W в Lp(Rn). Обозначим ее ve(W, Lp(Pn)).

i! Аналогом .тригонометрических полиномов для приближений
в! .пространствах LP(R) является'известное пространство Ва (см.
[18}). В работе [18] фактически доказано, что

и ve(Ba,L0B(R))=^.l C)
т. е. оно не зависит от 8. Аналогичная формула верна в простран-
пространстве. Л11. Такие пространства назовем равномерными. Равномер-
Равномерные пространства и являются аналогом конечномерных прост-
пространств для некомпактных классов.

Динь Зунгом [12] доказано обобщение формулы C) ;на га-мер-
га-мерный случай в пространстве L2(Rn) и построена теория приближе-'
пий классов W%(y, R ) равномерными пространствами. Для стан-

стандартных классов Wlo(R), исследуемых в пространстве L0O(R),
Доказывается: (Ле Чыонг Тунг), что пространства Ва являются

экстремальными (наряду с другими) подпространствами среди всех

равномощных подпространств заданной средней размерности.
Аналогичные факты верны и для других подобных характеристик.

'¦
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АППРОКСИМАТИВНЫЕ ЧЖ)ЙСТВА

МАТРИЧНОГО МЕТОДА СУММИЮВАНИЯ

{ РЯДОВ ФУРЬЕ-ЛЕБЬЦПЕВА \

i Л. П. ФАЛАЛЕЕВ
1

. j j/i |'

Пусть •/(«) е -?[.,1,1]. Введем в рассмотрение алгебраические

полиномы Рп-(//А, х) =' S4"Ч(/) Th?)> где 7!к(х), к = 1, . . •

,'.\., п— ортонормированная с весом у~ 2
система полино-

полиномов Чебышева; ph =, ch{f)-~ коэффициенты Фурье функции j{x)
по этой .системе;1 Л!=Ш^= -\, ]п - i, 2..,; ХГ = 0, к > п -
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нижняя треугольная матрица чисел, удовлетворяющих ;уо-,

ловию, чуть более широкому, нежели условие Стечкина — Фо-

Фомина [И: _. ;'"\:'"'Ы

х\ „а

Здесь сл с, — зафиксированные постоянные (класс таких матриц
А±, 1.G1) л(п) л(п) , п,, ¦ .д«(П) .(Я).

обозначим Л*); Ал* =** —

Ай+1, А. = U, 1,--., я — 1. АА„ = Ai,- ,>

4су ;

Положим Ап(х)= sup sup|/(z) — Р„(/,Л, х)\. Йами :

ис-

лсл*/ем ' ¦I ••

следовано поведение величины Ап(х) на некоторых функцио-;
нальных классах М. История этого вопроса изложена в [2] (см.
также [3, 4]). Сформулируем теорему и наметим схему доказатель-

доказательства наиболее простого случая. ,j ¦,1--1
Т е о р е м а. Пусть /(ж) t< Lipx а, 0 < а ^ 1. Тогда iдля лю-

любого же (—14) ! -¦ '; ,

' |!

,Ап(а, х)

причемвсе оценки точны в порядковом отношении.

Заметим, что символ Ох() указывает на зависимость оценки от

:полонсения точки на рассматриваемом отрезке, которую (в явном •

де громоздкую) мы опустили.

-Д о ваза тедьство. Обозначим у =* arccos x, тогда
; -' ¦';,'¦¦ и ' ¦ г«
Ал (/, А/яг);= ] Рп (/, Л, х) - f (х) | = Li- J [f (cos t) - / (cos y)\ X

X A-+ 2-i^v [cos v (t -f- z/) -J- cos v (^ — y)]| d^'. Проделаем одно''

• I v=i* , ! Jj
преобразование^ Абеля, тогда

n-l

(cos «) - , (cos у)у
.

sin (v + j/Z)(t <- ;

как а.рилу условия' A) и неравенства Лебега

(cos«) - / (cos «и

sin i
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Так как /2(j/) = /i(—у) , то будем оценивать лишь Jx(y).
Производя несложные преобразования и учитывая условие Лип-

Липшица, получим

du,
v=o

где с(ос) здесь и в дальнейшем — постоянные, вообще говоря раз-

различные, зависящие от а. Поскольку — -f-— - = О A),
(sin иI

а и* а

а> 0, \и\ < я/2 и [и ± v\a = ju|a + е|у|а, 0 <0<1, 0 <а<1г то

Ji(y)<e(a) \\smy\a
п-\

v=o

du 1 cos y\a Г з'Д'Bу-Н)«

Далее используются, неравенство Коши -^ Буняковского, ортого-
ортогональность на [0, я/2] системы {sin Bv + l)i} и оценки

l/n

Я/2
Г du

J „2P
l/n

0A), 0 < р < 1/2,

0(\пп), *> р = 1/2,,
О (п2^1), Р > 1/2.

Сравнивая поведение Ап(/, Л, х) на промежутках [0, 1/6), [1/6,
1/4), [1/4, 1/2), [1/2, 1], из C) получим B). Точность первой оцен-
оценки в [2] очевидна. Хорошо известно, что

/ (х) =
Uu-x)at

—и)", —.1

В случае,, когда a > 1/2", неулучшаемость третьей оценки из

B) показывается с помощью следующей матрицы Л*: ^оП) = 1;

J/ re -)-1 "г'

Точность второй оценки из B) для a = 1/2 доказывается с по-

помощью конструкции
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Показано, что следующие (см. [5]), более i жесткие по срав-

„спшо с A) условия. |№liI</.S(
. *=°

<; с/п3 гарантируют ^ка классе 1лрх а для соответствующего метода

суммирования наилучший порядок приближения.
В терминах третьих симметрических разностей (см. [6]) уста-

установлена неулучшаемая оценка на классе М = Wf#a функций,
представимых в виде

оо

i /¦(*)
= T"+ ^ы ~ J Ф tcos (# + *Icos

; . ' ';^=1 -Я
i ¦; ¦--¦¦

¦

!i ".¦'"¦•'¦¦';
где, y= arccos x, \ a>[cos(y + t)] dt = 0,
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Часть 5

ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ ИМУЛЬТИПЛИКАТОРЫ

!¦ I
¦

'' ]

¦XVi
.0 РАЗРЕШИМОСТИ

ОБОБЩЕННОЙ СИСТЕМЫ КОШИ - РИМДНА i

Н. К. БЛИЕВ ' ;
I f (Алма-Ата) 't ,!'',

'

~^'
I ¦ :! ! ¦"... ':.¦¦.'.'

'
"'I "

, Сформулируем некоторые теоремы, используемые ниже. Тео-

Теоремы 2, 3 имеют и самостоятельный интерес. Всюду в! дальнейшем

Bpj (G) — пространства О. В. 'Бесова [1], G— ограниченная
область точек z = х + iy класса Cl, 0 < а < v ^ 1.

Теорема 1. Интегральный оператор

G

ограничен из B%$(G), l^p^oo,!^ 0^oo, 0<a<v^ 1,
в i?p^a (G). Для обобщенных производных1 имеют место равенства

d /,где , ¦
"

и | V,

и
существует в смысле главного значения ло Коши и ограничен в

При р, ь= В = оо, ,55 е (G) s;Я? (G) = Ca{G), теорема i имеется

1 ' i 2 j
в работе [2, с.| 73], Случай 1 < р,< 2, a = -1,8= 1, опуб-

опубликован автором [3]. Предложенная там схема доказательства

проходит и в остальных случаях. ¦!!

," |Ге о ре м а 2. Пусть даны Вр3-$. (Q), / — 11' 2, где Q — об-

область! га-мерного евклидова пространства Еп, -du е С1,1 0 < а7-.
1 ^ pf :,•(< оо , |и удовлетворяет одному из-!условий:

— — —- <.—-<1. i

¦.V !' (!\ -|! fl *". '¦¦ I"'1'
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Пусть для определенности ах < а2 и —=
—¦+-

^ _ ,Л; ,==» v.

Тогда для произвольных функций /j (я) е ^.е,- (й) имеем , у

), 6 = max {6,},

где постоянная с > 0 не зависит от /х и /2. i
Доказательство. В условиях теоремы справедливы

вложения [1] ... ' •!:
I ;

i

—+,—; Яа = Рг< если ox = a2.

При эт^ом нетрудно проверить справедливость соотношений

Методом индукции можно'показать, что ¦¦

^ Г-- АД #/«) =? 2 Ф? /!(Ж + №). Д^/2 (X), ; C)
'¦;!,--¦-.. ¦

и'/ !=о| ¦ •

где fer^.O —-дюбое целое число, а?/ —к-я разность с шагом h s'

^JJf7
Hj3 фориулы C) в силу соотношений B) и неравенства Гёл,ь-

дера следует.;"\: .

¦

|:' "¦ 'i

TeVpeVa 3. Пусть даны ВЦ6. (Q), 1 < Pj <oo, 1<
< Gjf <оо , ;0;.<• ах< а2, / = 1,2; N max {Э;}. {^>

:.а^Если —-,—^^ 0, — jp< 0, то для i произвольпьгх

б- Если <̂ 0,ю для произвольных

| !
г == min {Pxr4t}r Чг определяется условием ах = а3—п{р%-\-

при./ах < а2, д^,= рг при а, = аг. '
'

:;
i ¦! •

.. ¦.¦;¦¦';¦' ¦.:;¦; li ¦I " .

13 Заказ j* 59»
:
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В каждом из этих случаев а)—б) имеет место неравенство ви-

вида A). Доказывается аналогично теореме 2.

Теорема 4. Пусть задана A (z) e Щ$ (G), где а, р, 6 удов-

удовлетворяют одному из условий:
а) 1=в, о = 2/р-1, 1<р<2; ,:

б) 1< 6, 2/р - 1!< а < 1, 1< р < 2;

'вI<8, 0<а< 1, 2<р-<оо. :

Тогда оператор PG f = TG (Af) переводит B^ (G) в себя и

вполне непрерывен.

Теорема в случае а) доказана в работе автора [4, с. 5]. Приведен-
Приведенная там схема доказательства в силу теорем 1—3 проходит и в об-

общем случае. ;

Рассмотрим теперь уравнение

д-W + A (z) W + В (z) W = F(z) D)

в области G. Решения уравнения D) будем понимать в обобщенном
смысле, указанном в [2, 4]. . ч >
Теорема 5. Уравнение D), где А, В и F принадлежат

Bpte(G), удовлетворяющему одному из условий а)—б) теоремы 4,

всегда разрешимо в В],^ (G).
Теорема в случае а) доказана в работе автора [3, с. 39]. Осталь-

Остальные случаи доказываются с помощью теорем 1—4.

Замечание. Пусть в случае в) теоремы 5 8=1, ар=2.
Тогда справедливы вложения В%л (G)->? (G), но B%tl(G) ¦/*¦

ACp(G) ни при каком р > О, В^ (G) -> С1 (G) [1]. Поэтому из

теоремы 5 следует, что если в уравнении D) А, В и F — непре-

непрерывные функции из B%tl (G), то оно всегда имеет решение и в клас-

классическом смысле. Это утверждение представляется интересным,
если учесть, что до сих пор существование классического реше-
решения уравнения D) доказано для А, В и F, принадлежащих классу

0< р < 1, непрерывных по Гёльдеру функций (см. [2])-
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ВЛОЖЕНИЯ ПРОСТРАНСТВ W{?V()
ПРИ НЕКОТОРЫХ ПРЕДПОЛОЖЕНИЯХ

ОТНОСИТЕЛЬНО ОБЛАСТЕЙ СУЩЕСТВОВАНИЯ
ВЕСОВОЙ НОРМЫ ГРАДИЕНТОВ

НИЗШИХ ПОРЯДКОВ

М. М. ЗАРУБИН

(Новосибирск) '¦

В монографии [1] С. Л. Соболевым были установлены вложе-

вложения пространств Wp%(Rn) относительно параметров р, v и I (см.
[1, гл. V—VII). В настоящей заметке покажем, что в случае га = 1*
при весьма необременительных предположениях, могут быть по-

получены более сильные вложения, чем та, которые непосредственно

следуют'из вложений С. Л. Соболева.

Введем обозначения. Через Lp,y (Rn) обозначим пространство

измеримых на Rn функций <р(х) с конечной нормой

= |ф(х).A + |хрГ/2|к(л«); 1</><оо, vei?/

Череа W\loc (Rn), (Z = 0, 1, 2, . . .) обозначим множество ло-

локально . суммируемых функций ц>(х), обобщенные производные

порядка I которых регулярны на Rn. Тогда Wpl\ (Rn) будет обо-

обозначать подмножество W\oc (Rn), состоящее из функций ф(х)г

градиент 1-го порядка Гг(.г|ф) — | 2 (^аф(^)JJ которых при-
\1о|=-.1 /

надлежи-т Lp,v (Rn). Зададим в Wp<v(Rn) полунорму |] • ||р^ сле-

следующим равенством:

Через Wp\ (i?n) обозначим замыкание по норме ]] • f?v мно-

.жества финитных функций из Wpllv(Rn).
Определение. Областью существования весовой нор-

мы H'JIp.v измеримой функции <р(#) (о. с. в. н. ф(х)) назовем мно-

множество А(ф) точек (v, т), (т = —, т=0 при р = оо), для которых

?()i (Д)'?(*)siPl» (Дп),т. е. ||ф||р,у<оо.
,. Следуя С. Л. Соболеву, через A(v0, то|Д, Г) обозначим резец

с вершиной в точке (v0, т0) (см. [1, с. 204]). Тогда вложения лро-
0(I) ' - *

странств .Wp.v (Rn), полученные С. Л. Соболевым в [1], будут
иметь следующий вид.

! i .ь ¦
_
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Если: ф (а?) е W^,v0 (Rn), где 1< р0 < оо, I > 1, то

A(Ti-k (ф)) г-г о. с. в.. н. градиента Г(_д "(x\q>), (I < к < Z), со-

содержит резец. Aj*(vh, xk\Ak, Tk), :где v*
= v0 -j- min @, т„

— ?),
«к =¦ inax @, т0 ¦•—» Л), причем ' ,

.

1) Aft = {(V,>r)|v +T = V0 +T0, Tft<T<T0}, Pft =;{T = Tjb,
v <'vA} приЛ Ф т0 и Vo -t- т0 #= i, 2, :'.., k;> I i- ¦

¦

|
'

:-, 2). Лк = 0, Tft = {t = Tft, v < vft}r если A;!=^= т0, a (v0 -f т.) е
1 ^{1,2 к}; .-I.'-- L,(,-.' , "A)
3) Aft= {(v, t)|v .+ т = v0 + t0, 0 < rt|<i'to>, IV = 0 при

fc = T0 и vo + To.?fcl, 2, ..
., Л; ¦'

¦ 'r. I'
,i

! '

,

4) Aft= 0, Th — 0, если 4 = т0, a (v0 + т0) <= {1, 2, ;.., A;}.
Замечание 1. Вложения (il) являются 'действительно

вложениями пространств Wp^(Rn), так как возможность при-
приближения функции ф(ж) финитными элементами в новой, норме сле-

следует из непрерывности всех рассмотренных выше^вложений.
В случае1 п = 1 вложения A) принимают I следующий вид (см.

пояснение к рис. 1). ! *

0<€0<1

Рш;. 1.

На рис. 1 фе^,»0(й), Кр0<оо, Z>i: Через
где L — некоторая прямая, обозначено множество точек полосы

{0^ т<1 1}, лежащих левее L. Прямые Z»j_ft, A ^ А^ Г) по-

получаются из прямой 1ц (см. рис. 1) параллельным сдвигом влево

на к единиц. Множества JB(Li_k) содержатся в A(Ti-h(<fi)), при-
причем дополнительная информация о точке (vot т0) добавляет
к ЛGт1_й(ф)) разве что точки 'прямых Lt-h с 0 ^ т ^ т0
(см. A)). ,

¦

.

. I
•

!
¦

В [1, гл. V, § 1], а также в работах автора [2, 3] было исследо-

¦¦¦¦"¦ б \



ч-шо строение о- »с. в. н. Общий вид непустого Л(ф>, ограничед-

г ого справа, приведен на рис. 2 а. .¦ .

Есчи «правая граница» дА(<р) | множества Л(ф) (на рис. 2 мно-

кество ;дА(ч>} выделено) имеет касательную L в точке (v, «), то

будем писать ф Щ Щ(у, ,6)!, где v и В — определяющие L параметры,;

(см. рис. 2, б).! ' "i! !. И".

Наши предцоложения относительно о. с. в. н. градиентов низ-

низших порядков состоят1 в следующем.

Если ф(#)
. .

., 1} такое,
!&(/?), то существует kQ e {1, 2,

vbn, бьЛ и выполнено !

:' •¦ ° . •. i
' i ¦.

! '¦ I

Замечание 2. Предположения B) весьма необремени-
необременительны, так как. существование касательной к «правой I границе»
1р. св. н. гарантируется почти в каждой точке,' а соответствую-

соответствующее множество изменения параметра!6 есть промежуток 0 < 6^

<^-(см. [2]).. ., i :
!

Основрлм результатом является :

Т е!5о рема 1. Пусть ф е W{ll{R); ф <= д (v0> 60); с 0 < 0О <

<-^-. Тргда Л(ф') с: В[Ь) (рис. 3, а), где черев B{L) обозначено

|множеств.о| точек, лежащих не правее L, ' .

Замечание' 3.; При 0а==-^ теорема 1 неверна,'|так как

существует функция <р g |Щ (jRV1 реализующая пару<Л(ф)>
А($>')\>, изображенную на рис. 3,б. ' ;

3;качестве простого следствия теоремы 1 получается }¦¦'
^:'т?-?°. Р^ м а .2. Пусть <реF^v^); ф s 5(v, 6,) с 0<в,!<

Из теоремы .2, вложений A) и свойства выпуклости о-, с. в. н.

(см. ;[1,гс. 203]), следует i ¦-, !! ¦
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Теорема 3. Пусть ф е Wp1^ (R) 1 < /?0< оо, ф е

d(v, 0О) с 0 < 90 < -?- (v неизвестна). Тогда А(ц) id B(Lo), где

Lo — прямая, проходящая через точки (v0 + т0,— 1, 0) и

¦
~~Т° -i- v 4-1 1 1 (dhc 4 а)

'Замечание 4. Теорема 3 не гарантирует непрерывности

вложений Wp1^ (R) -»¦ Wp% (R) для точек (v, т)е B(La)\B Щ

(см. рис. 4, а), в то время как для точек (v, т) е B(L) они непре-
непрерывны в силу A).

с-/-
\ К >^

/Уд. /
\!

/

Рис. 4.

Замечание 5. Априорная информация относительно А(<р),
использованная в теореме 3, т. е. предположение ф <= d(v. 0О)
с 0 < 90 < -г-, позволяет расширить область вложений, если во-

воспользоваться уже известными ранее фактами (вложениями A)
и свойством выпуклости! о. св. н.). А именно, из них сразу сле-

следуют вложения И^^(д)т*-^(й) Для (v> T) e B(Li) (CM-
рис. 4, б). Сравнивая рис. 4, а и 4, б, видим, что наши результаты
позволяют улучшить вложения на классе функций, удовлетворяю-
удовлетворяющих условиям теоремы 3. '

¦

'

В области параметров v + т ^ 1 пространства Wp]v(Rn) и

Wp?v(Rn) совпадают Цсм. [1, гл. V, §4]). Далее предполагаем,
что всегда вьшолнено неравенство

v + t<1. '. C)

Пусть ф|еИл^До(Л), 1<Ро<°°. и выполнено B). Поль-

Пользуясь вложениями A) и применяя ,к ^i-ft0 (ф) результат теоремы

3, получаем для Тт (ф), т < I — к0, более1 сильные вложения,

чем известные ранее. При этом чем больше индексов к, 1 ^ к ^ I,

для которых 7z_fe (ф) е <9(vft, 0fe) с 9ft^=-|-, тем значительнее

улучшаются вложения простротств Wp,i (R) на классах функции,
выделяемых условиями B).
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Замечание 6. Предположение C) понадобилось только

ля того, чтобы воспользоваться результатом теоремы 3 для

А шкций Ti—й(ф) (см. замечания 1, 4), а потому может быть

ослаблено. i \
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ВОЗМУЩЕНИЕ ПРОИЗВОДЯЩИХ ОПЕРАТОРОВ

ЛЕБЕГОВСКИХ ПОЛУГРУПП

В. В. ИВАНОВ,

(Новосибирск)

Е. В. МЕЛЬНИКОВ

(Омск)

Введение

Классическая теория возмущений полугрупп операторов, как

и остальные разделы теории полугрупп в банаховом пространстве,
в качестве основного инструмента исследования использует аппа-

аппарат резольвенты. Хорошо известно, что этот аппарат в принципе
непригоден для исследования общих полугрупп операторов, дей-

действующих в локально-выпуклых пространствах. В работе [1 ]
Т. Комура ввел понятие обобщенной резольвенты и с его помощью

решил"вопрос о необходимых и достаточных условиях порождения
данным оператором полугруппы класса Со. Б. Дембарт в [2] при-
применил этот аппарат к изучению задачи о возмущении С0-полу-
групп, обобщив соответствующие результаты Р. Филлипса [3 ]
и И. Миядеры! [4] на случай произвольных локально-выпуклых
пространств. С другой стороны, в работах [5] и [6] был предложен
иной аппарат для исследования полугрупп операторов в локально-

выпуклых пространствах, более простой, чем аппарат Т. Комуры,
и, по-видимому, более гибкий. Основанный на применении этого

аппарата метод изучения вопроса о возмущении производящих

операторов полутрупп был предложен одним из авторов и приме-
применен, в частности, к исследованию лебеговских классов полугрупп.

Здесь мы продолжим изучение возмущений лебеговских полу-
полугрупп операторов", однако нас будет интересовать не только воз-

возможность, порождения полугруппы возмущенным оператором, не
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также возможность явного выражения возмущенной полугруппы
через исходную |н возмущающий оператор. Желание иметь такую
возможность объясняется тем, I что в этом случае существенно
облегчается решение одной из главных задач теории возмущений
полугрупп—^задачи ю непрерывной , зависимости возмущенной
полугруппы, от возмущения. v

! '¦ >
¦ i

i Топологическое (вещественное или комплексное) векторное
пространство X предполагается отделимым,1 секвенциально пол-

полным'и локально-выпуклым; $ означает совокупность всех непре-
непрерывных на X полунорм; L(X) — алгебра линейных непрерывных
операторов в X с единицей./. i,! > '

: '¦ '¦ '¦¦¦•'i .

; i ¦¦

¦ §1. Предварительные сведения ',
1 " { олебеговскихполугруппах ' •'['¦

О п,р е д е л е н и е 1. Полугруппа Т называется лебеговской

порядка а A ^ а ^ оо),1если i '''' !ii
,

i 1) множество U {imG'(f))|f >0} секвенциально ;длотно в X;
2) Л{кег(Г(*))|;>0>= {0};'

!

. ! : У
'

\

3) длякаждой полунормы ре$ можно указать такие полу-

полунорму ;е$ и неотрицательную функцию ф е Ь?0Л), что почти

для всех t е @,-1) выполняется оценка р(Т (t)x) ^ q>(t)q(x),
х е X. Класс всех таких полугрупп обозначается 1%.

.Заметим, что случай а = оо выделяет классические G0-поду-
груплы. Лебеговские^ полугруппы любых порядков возникают да-
даже в самых простых ситуациях. Например, следуя 17], !раосмотрим
в пространстве \L\R) систему уравнений.

= — in-
.«.. i dsn

'

»i»'.u

dt

I-
.
! '.I ¦ ¦ ": i ¦

где л — четное натуральное, а т — неотрицательное целое числа,

uh : @, оо) ¦?>- LZ(R), к = I,1 2,—дифференцируемые функции,
a dlds — оператор обобщенного диф»ференцирования в 1,*(Л).Нам
удобнее будет работать с Фурье-образом этой системы: , .1

i ¦•¦||,1 •¦¦¦ll;,'ft>'(<"') - Л',(^^.
i!,

Оператору A —irr-s" / ' 1 + Л- ], определяющему послед-

нюю систему, соответствует полугрудпа. операторов Т в прост-

!!\г-'| liji:/,11^!- 'I'5" ¦¦'¦, ^'
200 \! !
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1  

ранстве X = L?(R) X L2(R), действующая, как нетрудно видеть,

следующим образом: ^ jfiMji

V! -

где (ф1> Фг) е -^' ^^0, s<= Д. Легко оценить норму оператора

ГB). В самом деле, f1 ' ;.

: ;

[-2*3™ 2ш ._!»l'
; J -jl/2

.

¦¦ .¦¦¦¦¦¦•¦¦:¦,.< м -|
¦ *Г

¦•¦-¦-; -¦.;!",}^f?КWill т

где Af(», 'и) —- подхрдящая^константа, не зависящая от t ^ 0.

Таким образом, \ Т (t) Ц^О\1 -j- t
n

j при t->- -j-0. Для получения
^аналогичной оценки слева достаточно рассмотреть j оператор T(t}

.

-i .¦¦¦]¦ '¦¦¦¦:¦ I i TOW»\\ . '
-

< ¦¦ ]>->

k\k,-\ — I Цел, где .. '. !-

a A — ^неотрицательная функция из L2(i?) с компактным носителем;

и единичной, нормой. В результате при t^-y -j-0 .справедлива оцент

-?ка \Т(fyl^_O\t
n

J. Итак, включение ЦГЦе/^д) для ae[ljco^
равносильно условию — < 1 -г а~1,-а для а=сс—условию тп^.п.

Отметим, необходимые нам свойства лебеговских полугрупп.
i О п р е деление 2. Отображение R : (©, со) -у L(X) aa.-

зывается квазирезолыентой в (чо, сю) линейного оператора А,\
если jR(A,L с: AR(%) e L(X) для всех 1Л, > со. Отображение
Я,1-»- (Я/—!'4i)i?(X) — ./ называется остатком R. ^

Напомним, что производящий оператор полугруппы—'ято-;
замыкание сильной производной полугруппы в нуле. и

¦

t

Л е мэ|* а 1. Пусть А — производящий оператор полугруппы:
У класса Х5 A ^ а ^ сю). Рассмотрим операторы

¦ ! .'jl >!'.
"

¦

'

• ! ¦. 4U
R0(l)=\e-xtT(t)dt, vo(k) = — e~*?T(a)r ;!<! '

'._ ¦ |r ¦ -. -,!, ¦ i:!'-¦¦ i

где о > 0. Справедливы! следующие утверждения:
а) dom(А) секвенциально плотно в X; :'
б) limТ{t)x = ждля всякого х е dom (А); !

в^отображение До есть квазирезольвента оператора Л с ост^
ком yof ¦'¦

ч, i ,.¦¦-. ! !!¦.')'•¦-Г I.., i
¦¦ ¦.,': ;l.j

г) cl,DjdomD2)) =!J. |h: !¦¦
'

i 'i 1, !
!:

i
* Доказательство .этих, j фактов достаточно просто (см.;,'.- на-
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Теорема 1. Для того чтобы линейный оператор А был

производящим оператором некоторой полугруппы класса

??A^а^ оо), необходимо и достаточно выполнения следу-
следующих условий:

1) dom (А) секвенциально плотно в X;
! 2) для некоторого а > О существует сильно непрерывное ото-

отображение V : @, а]'-*~ L(X) такое, что

а) для всякой полунормы ре$ можно указать полунорму

§Е$и неотрицательную функцию ф е ^io» для которых поч-

почти при каждом t е @, а) выполняется оценка p(V(t)x) ^ 4>(t)q(x),
х е=X; , J . ;

5 б) отображение Xi-*- j e~ V (?) с# есть квазирезольвента опе-

о

§>атора А с остатком Xi-> — е~ aV (a).
При этом если Т — порожденная оператором А полугруппа, то

T(t) = V(t), 0 < t < a.

Доказательство. Необходимость условий вытекает из

леммы 1. Для доказательства достаточности заметим, прежде всего,

что из [8, предложение 1.1.14] следует замкнутость оператора А.

Теперь можно показать, что оператор А порождает некоторую

полугруппу Т класса L™. Пусть

'

! о' ' о

Из леммы 1 (в) и условия 2 (б) вытекает тождество

..

^

ВД) - R(K) = е-^ lV(a)R0(X) - R(k\T(a)]>,. \

Таким образом, для каждой полунормы р е ф можно ука-

указать полунорму ^е? такую, что p(R0(k)x — R(k)x) <| е~ы q(x),
к > 0, х <= X,i откуда с легкостью ! вытекает равенство T(t) =
= V(t) для всякого i e @, а] (см., например, [9, с. 234]).

§ 2. Теорема
о возмущении лебеговских полугрупп

Перейдем теперь к основному вопросу настоящей работы.
Линейный оператор В называется непрерывным относительно

линейного оператора А (Л-непрерывным), если dom (A) cz dom(B)
И для каждой долунормы р е$ можно указать такую полунорму
?б|, что р(Вх) < q(x) + q(Ax) для всякого х е dom (A).
Теорема 2. Пусть А — производящий оператор полу-

полугруппы. 2" класса L* A <|'а < оо), оператор В непрерывен отно-

относительно А, и существуют число а >.О и мультинорма Q.ci $>
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эквивалентная ф, такие, что каждой полунорме g-<= Q можно со-

сопоставить число Kq > 0, для которого ! '¦

Га *|1/а' ,¦

j"gEr(s)a;)a'ds <^дд(ж), х .е dom (Л)
Lo J

(здесь а' = а/(а — !))• Тогда оператор Л + В порождает в X не-

некоторую полугруппу S класса Ьи- При этом

2

5о.<0 = г (Of 5«+1 @ = cl I sn (t - *) ВТ (s) j dom (Л) ds.

..¦;'-. о|

Отображения <Sn+1 : [0, a]->L(X) сильно непрерывны, и для

любого х е X ряд, определяющий ?(?)#, сходится равномерно
относительро ( е [0, а].

| Замечание 1. Теорема справедлива и для случая а =

е== оо, если предположить, что Kq < 1, ?eQ.
3 а м е ч а н и е 2. Если интересоваться только вопросом по-

порождения* возмущенным оператором полугруппы класса Ьи и не

требовать возможности столь явного выражения возмущенной
полугруппы S через полугруппу Т и оператор В, как в теореме 1,,
то условия на оператор В, по крайней мере для случая а = 1,
можно существенно ослабить.

§ 3. Доказательство теоремы о возмущении

_
Выберем для каждой полунормы ре? такие полунорму

ре&и неотрицательную функцию фр е ??о,а), чтобы почти для

всех t e @, а) выполнялась оценка p(T(t)x) ^ 4>p(t)p(x), х е Х-
Лемма 2. Для любого натурального п отображение Sn

сильно непрерывно на [0, а],'и справедлива оценка

где р.е ф,, 0 < f < а, ж е= X и || || — норма в Lf0,o)-
Доказательство. Прежде всего заметим, что в силу

4-непрерывности оператора В отображение s i->- S0(t — s)BT(s)x
непрерывно на @, t) для любого х е dom(yl). Поэтому для всякого
* е [0, а] оператор S^t) корректно определен на dom(yl) и удов-
удовлетворяет оценкам -¦ .

t ., ¦ '¦.. '¦

Р (si @ «X J ФР (t - s) p~(BT (s) х) ds < || <рй || Крр~(х), a;edom (A"
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Ввиду секвшциальной плотности в X множества domD), опера-
оператор St{t) и последняя оценка распространяются по непрерывности
на все X. Для доказательства сильной непрерывности отображения
Sx на [0, а] заметим, что при любых tx > t0 и х е &от(А) имеют

место равенства . |й '¦
, .

• . ,' .

¦

| !,
1 !" ¦"¦¦

¦

:|
''

, м- '
'

-. ¦' I -In
'

-
i

¦

¦

- -I 1*,'-¦..
¦

'

!il г- .< •'

5if'i)«-5i(to)i= ^S0(s)B[T..(t1 — $)x>-r'T'(t<i—s)x]ds +
'

I U -I ¦!.'.-
. :j

:

,

'

; ¦;. !;,j

f! -^ S) Xds = 5X (^0)

Так как из полученной я& Si(f) оценки следует эквинеирерывность
семейства {Sx(i)}@ ^ t ^ a), a полугруппа Т, согласно лемме

1 (б), непрерывна в нуле на dom (Л),1 то последние равенства вле-

влекут непрерывность отображения S^z'на; 10, а] для х е <1от(Л) и,

следовательно, для любого х еX. ': .'
Для произвольного п нужные свойства отображения Sn+X

выводятся из соответствующих свойств отображения Sn так же,

как и в случае п =G. ;

Лемма 3. Ряд 2 $п (*) ж сходится для любого rsX равно-
) >0
мерно по te [0, в], и его сумма S(t)x непрерывна по fa @, а].
Для каждой полунормы pis,^ можно указать неотрицательную

функцию фр е Л^,а) такую, что почти для всех 4g @, а) выпол-

выполняется
'

оценка p(S(i)x) ^ jfp (f)p (а:), а; е X,' й; i1

Доказател ь с т в о. Первое утверждение t следует не-

непосредственно из леммы 2. Для доказательства второго утвержде-
утверждения леммы достаточно'положить тЬр!= (рр -f Мр, р е ?, где
, ^^/-n \i/a i

'

' ! i I

Мр= ^ f-^j-1 , |,фр | A"j+x,Hjвоспользоваться оценкам^'лз леммы 2.

; Лемма 4. !Для любых Я > 0, те [0, а] и целых п ^ О
рассмотрим оператор : '. Г-

!,

= [e-%tSn(t)dt.

Для п^Х справедливы! следуюпре соотношения:
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Доказательств о. ; Для обоснования первого соотно-

соотношения возьмем сначала ж:е dom (Л).( Тогда ;1

\ (к, x)x = AJ е'и f Soi(t — s) ВТ (s) xdsdt= '

3/1 т o^R7Y/o^ <rА о i z>"**"s г 1 О '/1 i *r — o\ ' -

'
''

В третьем равенстве мы воспользовались леммой 1 (b)j а в послед--

нем — свойством перестановочности оператора В с интегралом,
рытекающим из соответствующего свойства оператора А в силу

/1-непрерывности оператора В. По той же причине ВР0{к, т) е
^L0C), что вместе с замкнутоствю i оператора А позволяет счи-

считать, что при .п = 1 первое соотношение установлено для всех

х е'Х Для остальных значений п следует воспользоваться ра-
венством

j-У'- Для доказательства второго соотношения леммы возьмем

х е dom (А2) и заметим, что в этом случае ВТ (s) Ах ~-т~{ВТ (s) x),
s>0, лричем, согласно лемме 1 (б), lim ВТ (s) x

— Вх. Тэк как,
•:-.'¦ ¦ ¦ 8->-+о

очевидно, -Q^Pn (К т) ==е~и$п (т), т s @, а], то для любых ?i >0,

<te.fO, а] и г sdom (Л2) имеем

•, ¦Р„ (к, т) Ла; = j *-*'/>«-! (А., т - *

¦..
'¦ ! !

¦

¦

'

.

' '

-I.'.'
4*'-"^! (т - в) 52; (s);xds.=- Pn-x (X, т)

Пусть теперь\х s dom (Л). По лемме 1 (г) можно выбрать семей-
С1ВО {«в}такое, что ха е dom (Л2), ха-*¦ хи Лга-> Ах. Но тог-

^^ Вха~у Bxytdx. что последнее соотношение, доказанное нами

Для a?edom (Л^), распространяется1 на dom (A). •
'
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Лемма 5. Пусть
«•

Тогда"Р есть квазирезольвента оператора А -\-.В с остатком ц.

Доказательство. Так как Р (X) = 2 Рп (?W#)i то равен-

ство ,

Р{Х){А + В)х = ХР(%)х — х — ц(Х)х, же dom (А + В) =

= dom (A)

непосредственно следует из леммы 4, если просуммировать по

п первое соотношение для т == а и вытекающее из леммы 1 (в) ра-
равенство '' . i.'

'
¦

¦ j

Р0(к, а)Ах = КР0(Х, a)x — x-i- е~>м 50(а)'Д х (= dom (A).

Далее, по индукции легко установить оценку

для всех ?eQ, целых в>0Д>О,те [0,в1игеХ. Отсюда-
следует, что ряд 2 ВРп (К а) сходится, а тогда в силу леммы 4

сходится и ряд 2 АРп(Х, а). Но
г оцератор А замкнут, поэтому

im(Р (Я)) cr-dom (Л) и АР(X) = 2 ЛР„ (Я, а).

Ввиду непрерывности оператора В относительно А получаем

im (Р (X)) сг dom (В) и ВР (X) = 2 Я^п (Я., а).

Таким образом, суммирование по п второго соотношения леммы 4

вместе с вытекающим из леммы !1 (в) тождеством АР0(Х, а) =
= ЯР0(Я, а) — / + е~Ха S0(a) дает нам требуемое соотношение

(А + Я)Р(Я) = %Р(%) -I- ц(Я).
Для завершения доказательства теоремы 2 остается лишь со-

сослаться на теорему 1.
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НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ ВЛОЖЕНИЯ

КЛАССОВ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

в. п. ильин

(Ленинград),

С. В. УСПЕНСКИЙ
I,

;¦. ¦ (Новосибирск)

Классические теоремы вложения функциональных пространств
Wlv (G), содержащих функции, имеющие на области G га-мерного
евклидова пространства Еп всевозможные обобщенные производ-
производные порядка I, суммируемые со степенью р на G, были установлены
С. Л. Соболевым для областей, удовлетворяющих условию конуса
[1—.3].- Для указанного класса областей теоремы вложения про-

пространств Wlp (G) формулируются так же, как и в случае, когда G —
= Еп. Если же область задания функции не удовлетворяет усло-
условию конуса, то, вообще говоря, теоремы вложения пространств,

WP(G) могут отличаться от случая, когда G = Еп.

Вопрос о зависимости.свойств функций, принадлежащих про-
пространствам WP(G), от геометрических свойств области их* задания
изучался в работах В. Г. Мазьи [4, 5], И. Г. Глобенко [6], Камна-
нато [7] и др. (см., например, [8]).

В настоящей работе мы остановимся главным образом на связи;

между свойствами анизотропных (по дифференциальным свой-
свойствам) классов функций и геометрическими свойствами области их

задания. Эта связь рассматривается только в классах областей,
удовлетворяющих тому или иному условию рога, являющемуся;
обобщением понятия «условие конуса».
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§ 1. Основные обозначения и определения

"

Еслиф = (р\, . .]., Pn),~v = (vi> • •
•> vn). Ц = (j*i> • • -.* Ип) —

re-мерные векторы, причем 0 < vf < р\ <ц* <1 оо, то: будем ко-

¦.'
'

¦_ i i_'Г _ ¦¦ п
' ! J !

рртко писать| v ^ В ^ \i. Положим также |$|= 2 fVu Р*т1 =
'....-I i' ¦"¦_. _; ¦ -i'i ^т1

¦¦' ¦ И;.
,=(§гх,. ..,'Рп1), о =(о;.. .,.о), 1 = A„;.., i},,oo > (оо,..., ор)

и, как обычно, (а,;р)=51;а«Р|- ^ "¦!¦¦ !
'

1
i=i '

' ''
i I

Введем классы областей, удовлетворяющих !условию; рога.
Пусть s = (slt . .

., sn) — вектор с положительными компонен-
компонентами, О < h < оо, s > 0, аг ^ 0 (i = 1, . .

., п). Назовем вор

{радиуса ft и раствора е) множество точек а; = (хх, . « ,,>хп)
определяемое! соотношением 'I !'i :'! i

'*;
¦

¦.

;V(!,h)= U
'

f*: ¦? > 0,
¦

vllsi < -J- < A 4- е) v1/Si). , A)
.... !

Будем говорить, что открытое множество G cz Ea удовлетворя-
удовлетворяет условию s-pora и писать G a A(s, h), если существует конечное

число к открытых множеств Gk и s-рогов Vk вида A) (с коэффициен-
коэффициентами at, зависящими от к), так что при этом ¦

G= U<S*^ U (Gh + Vh(J,h)).
. k=i fc=i >i

¦

'

1 ¦'. ¦ - !
'

'
¦• i

В случав; sx = sz = , . .
., ,= sn s-рог V(s) является конусом, и мы

будем говорить, что открытое множество G с: V(s) удовлетворяет
условию конуса. Заметим, что данное здесь понятие области, удов-

удовлетворяющее условию конуса, эквивалентно известному определе-
определению С. Л. Соболева [1]. I

'

¦¦

_Из вида s-pora следует, что при любом с> 0 классы областей

A(s, h) и A(cs, he) совпадают.
Отметим еще, что получается, по существу, тот же класс откры-

открытых множеств A(s), если рог Vk(s) заменить на тело, ограниченное
поверхностями •¦

'

Определим функциональные пространства W^(G).
1 Пусть I = (li,'.-. ., ln) — вектор с натуральными компонента-

компонентами, р
«= (рх, . .

., рп), 1 <рг <оо, i =И, . .
., га, G — открытое

множество re-мерного евклидова, пространства Еп. Обозначим через

W- (G) пространство локально суммируемых на (Уг функций /,
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имеющих на G обобщенные производные Dif{x) —
'

¦ / и

. axili
конечную норму ; i¦

где

in

¦

-.

¦

i
i

L-p {G)

1, Wl (G) 1 = 1/. L, (G) 1 +1j DjV, ^ (G) |, B)

[JJ ([
о ¦ ^e?

Введем еще пространство W^ \G) С. Л. Соболева [2], где-I—

натуральное число, а р = (рг, .-,, рп), 1 s^pt s^i оо. Функции
этого пространства имеют на G все обобщенные производные по-

порядка I и конечную норму

\fxWg(G)l=lflLj(G)\+ S 1Й. L-p
|a|=l

C)

гДе..,

Если Z — натуральное число, а 1 = (^, . .
., 1п) = 1-1, то

пространства W1^1 (G) и W^(G) отличаются друг от друга тем,!
что к первому пространству принадлежат функции, имеющие на G

несмешанные производные порядка I и конечную норму B), а ко

второму принадлежат те функции, которые имеют на G все (в том

числеи смешанные) производные порядка I и конечную норму C).
Основной результат. Основной результат сфор^

мулируем в виде одной теоремы (основной в теории вложения

С. Л. Соболева), относящейся лишь к пространствам Wl- (G),, по-

поскольку характер зависимости теорем вложения для пространств

H^(G), В~(&)/а L^(G) от геометрических свойств области б ана-

аналогичный (по крайней мере в случае тех классов областей, которые
мы рассматриваем) и изучается теми же методами.

Теорема 1. Шусть открытое множество G удовлетворяет

условию s-рога (G с A{s, Н), 1 ^ р ^.q г^оо, а= (а1; ...

. .
., а„)'—вектор с целочисленными неотрицательными компо-.

нентами, I = (lv . .
., ln)— вектор с натуральными компонентами,;

min D)w
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и при 6il== 0 либо _1.< рп <" qn.<. °° > либо 1 = Рп <d ?п < оо,

либо 1<С р = q <^ оо. ]•-. |- ir -

|
¦

'

;. j-- ''I. •. i ¦ •

( ',! Тогда DfWl-(G) cziLg IG),
'

точнее , говоря, для; ?<= W-p(G)
на G существует обобщенная производная .„.JOj^ с: L\ (G)  я,

S Ь^Ш, LtXG)\, E)
¦¦ . • i .! . i :¦. i "i .!i. ¦

„

-

/_ !• ! . Л л\¦ i •: П!!!. I. f!H
гдеб0 = fa -f I//? — —, —к Л —.произвольное,[число| из 'dQ,!, Hj;
С — константа, не зависящая от/. '<

'

;j_ . ). .
. .'м'Н;

Заметим, что в-силу того, что параметр q является векторным,

в; приведенной формулировке содержатся также теоремы о сум-

суммируемости D^f с определенной степенью на , го-мерном сечении

' области G |(при q = (qlt .
.,., qm-, oo, . . .„ oq) и О|.непрерывности

\Bftf (при q f= (оо, . .
., оо))! на G. П : Г ,'Г Г !'.|!

L Примеры показывают!, что 'если классы областей характеризо-
характеризовать^ терминах рога, то условие D) является'также необходимым
для справедливости неравенства E). Точнее, для произвольных

векторов s и I (s> О, I — вектор с натуральными компонентами)
существует область G класса A(s, h) такая, что неравенство E)

для произвольной функции класса W^(G) .A<!р <! оо) может

име^ь место только тогда, когда выполнено неравенство D) (см.,
например,1 [в,, с. 175, 1761). •. t

¦

. > j >

(Замечание. Если^ условия теоремы Д выполнены для

вектора s, ,то они будут; выполнены также для вектора cs, где с —

произвольное положительное число. _Это следует, во-первых, из

того, что если G &A(s, fy), то G e A(cs, №), и, во-вторых, из того,

что неравенство D) сохраняется при умножении (s на положитель-

положительное число. Отсюда следует, что можнр! рассматривать только |та-

кне классы областей, крторые^характеризузются векторами s, нор-

нормированными тем или иным' способом.!, ,
• }1\ !: ¦. ,' ¦

: Следствия !д з i т е о ре м ы. '1. Не 'умаляя! общности,
можем предположить, что; в условиях терремы \, •,! > i'-,k- i) ,

¦¦

¦

¦¦ ' I! ',
'

J.
;

l, V i- Г!*:.!/.',?'11' -

и вектор1 s нормирован так, что s^
= /ц.т. е.я^О!выполнены со-

соотношения ''I'",;'. ! i ) ;! .! ¦

' iV
'

I'1,. ! !',
'

;
| f

"
!!' 1

|, ¦

]!>>'}- ¦ i -..''/'л'=?[1,.>г<г.!(*=г12;::(.".-.''-л). i ^ ;/:¦
¦

F)

Тогда неравенство D^примет; вид '', ч : (J f!

[ I !.
J ' i
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! Такииj образом, для произвольной функции! класса W^(G
G s A(s, H), &'~*<{li, s2, .-.'., sn) и выполнены соотношения F),
неравенство E) можноiгарантировать лишь для множества таких'

:<х:"и~в» Для которых справедливо неравенство GI*. Эти множества,

как видно из G),,1суацественно зависят от вектора s = (lt, sa> •'• • •

.•', ., 5п)^и однии,теже]для всех I, удовлетворяющих условиям F).г
Пусть задан вектор s :=i (л, .

r ., s^), причем для простоты бу-
будем считать, что его компоненты,st (jf= 1, .;. ., щ) — целые поло-

положительные-числа. '',
¦'

Г' '.

'
''. ;

.'i'' s j'lj'.'.j i",.
';Рассмотрим на открытом множестве G класса A(s, h) различные

классы ;функций Pp^(G), характеризуемые векторами |Z, удовлетво-

удовлетворяющими соотношениям^) (р фиксировано).!':! К, этому множеству

классов функций относится, властности, и классiWs-\(G).
^

Из сказанного вытекает, что для функций класса W-(G), ха-

характеризуемого любым вектором I, удовлетворяющим соотноше-

соотношениям F), неравенство E) можно гарантировать лишь для.таких а

И д, для которых оно справедливо для;функций класса И^|(<р) .

чИнымИе словами, при возрастании векторного индекса I, удовлет-
удовлетворяющего |условию F), т. е. с фиксированным компонентом 1Х =

;==„$1 и возрастающими другими компонентами, свойства функций,
^классов'-''W- (С)Г|утверждаемые теоремой, на множестве G класса

¦A{s*:iH)i,' вообще, говоря,, не улучшаются j(b том смысле,|чтр мно-

множества векторов'а и q, для ^.которых имеет место неравенство,1 E),]
не расширяются). В то же время хорошо известно, что если G=^>
s= J$n или G представляет* собой прямоугольный параллелепипед!
Щ~Ф ребрами, параллельными осям координат, то с увеличением

хотя^-бы одной компоненты вектора I множества векторов а и q,
для -которых справедливо неравенство E), расширяются. IВ этих

случаях!,! как известно, вместо неравенства G) определяющим
.является неравенство -

!
м , )¦,, i . J :i ¦¦¦>

Приведенный здесь результат можно ^рассматривать как своеч

образную теорему, насыщения sno свойствам | типа неравенства E),
характеризуемым параметрами а ж д, причем это насыщение опре-
определяется классом областей, в которых. эти свойства рассматрива-
рассматриваются.

'

i < . ! ¦

¦

... ' ¦'jj i , ,

' '"¦ !

Заметим,..однако, что если- min — — — и ! уведвчивать,

компоненту ix вектора lj iro свойства функций i Raaixa^W-^G) на

¦( 1)i При (a -J-l/p-t-1^,: Us) =: 1 векторы рч& q, сргласнр1 теореме 1,}дол?К7
н^ УД9Ч*етведять допорштельным условиям. i, "у ! ^ ,1 :

.
L

'

л

Л4*{ ¦¦;!¦ «,'гр-; l\ I1'! у : , i
' ¦[¦ '-. ,|

;
..- '.'Г

'
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области G класса А($, Н) будут улучшаться до тех пор, пока оста-

остается справедливым соотношение

«-i = mm —. i ¦

Если же— станет больше, чем min —i, то определяющую роль бу-
si ¦V

I, I,
дут играть те компоненты Z,- вектора Z, для которых

—- = min —,
"

• . •¦

'

_

;
Л SJл _,

¦ si

Сравним теперь свойства функций из W-- (G), где in p фиксиро-
фиксированы, на областях G, принадлежащих классам A(s, H), определя-
определяемым различными векторами s > 0. Без ограничения общности мы
можем ограничиться рассмотрением таких классов областей
, ii ' [

A(s, H), для которых min— = —. Так как нас будут интересовать
i si sl J ;

'

лишь такие свойства функций из Wl- (G), которые; утверждаются

теоремой 1, можно считать, что^ = 1г. Тогда компоненты векто-

векторов s будут удовлетворять условиям F).
Поскольку мы считаем выполненными условия F), множество

векторов а и q, для которых имеет место неравенство E), определя-
определяется неравенством G). Из этого неравенства следует, что чем боль-

больше компоненты вектора s == (Zlt s2,. .
., sn), тем более широкие мно-

множества векторов а и q удовлетворяют неравенству G). Из всех век-

векторов s, подчиняющихся условиям F), наилучшим в! указанном

смысле является вектор s = I.

] Отсюда следует, что функции пространства Wj(G) обладают

наилучшими (в смысле широты множества векторов а и q, для

которых имеет место неравенство E)) свойствами на открытых
множествах G, удовлетворяющих условию Z-pora. Такие свойства,
например, будут наблюдаться в 'случае, когда_С = Еп или G ==_
= Дпь так как Еп и Пп принадлежат классу A(l, H) при любом I.
В этом случае основное условие G) запишется в форме G).

Замечая далее, что класс открытых множеств A(s), характери-

характеризуемых вектором s, совпадает с классом открытых множеств АA)
в1 том и только в том случае, когда существует число' с > 0 такое,

что cs =s I, т. е.когда :

можно перефразировать указанный результат в несколько более

общей форме: функциипространства Wl (G) обладают наилучшими
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свойствами на открытых множествах G класса A(s, H), характери-

характеризуемого вектором s, удовлетворяющим соотношениям (8).
Из сказанного вытекает следующий вывод: для того чтобы для

любого открытого множества G класса A(s, H) была справедлива
такая же теорема вложения типа приведенной выше, что и для

Q = Еп, необходимо и достаточно, чтобы компоненты вектора s

удовлетворяли соотношениям (8), т. е. чтобы векторы 1и s были

согласованы. : ;
'

( Приведем некоторые примеры для случая п = 2. Рассмотрим
следующие пять плоских областей Gi(i = 1, . .

., 5): Gx — тре-

треугольник, G2 — трапеция, G3 — круг, G4 — область, ограничен-
ограниченная дугами окружностей и отрезками прямых x2—h, х2 =—h,
G5 — отрезками прямых хх = 0, хх = d, х2 = h, х2 = —h и вы-

выпуклыми дугами (рис. 1, а —д). .
Нетрудно установить, что если вектор s считать нормированным

так, что s2
= 1, т. е. s = A, s2), что указанные области принадле-

принадлежат соответственно к следующим классам:

1) Gxe= AQ, Н), Г= A, 1) и G ф Ajs, Н), еслъ! Ф Г;
2) G2с: A(s, H), s = A, s2), в том и только том случае, когда

0<*а<1;

Рис. 1.
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3) G3e A(s, H), s ~ A, s%), тогда и только, тогда, когда

/2^s4<2;_ __

. . .. !,

4) G4s ^4(^ Я), ^_— A>. 5г)> если и, только если О <" s2 ^ 2;

5)!ffss Л(«, Я)* F= (i,: s2), при 0<52<оо. ,-
Из указанных здесь границ для параметра s2, при которых

jS !л^, Я), и соотношений1(8), которые в нашем случае (п = 2

1
= 1) можно записать в виде I;. . ,' -,

' !
.

7 — -* (8')

легко вытекают соотношения (необходимые и достаточные) Между
1г в Z2, при которых теорема 1 для Wlp(G), I = A±, 1г), будет такой,
как и для G = Е%. у .

Для G1 это соотношение имеет вид 1х—12, G% т— ^ ^ 4> <?з—
2Za ^ гх > 1/2^, Gi-l1> i/2Z2, G5 - ^ > 0, 12 > 0. ,

¦
'

,

, Из примеров видно, что даже .для областей с достаточно глад-

гладкими границами (например, G3) не всегда имеют место такие теоре-

теоремы вложения, которые справедливы в случае, когда областью за-

задания функций является все пространство.' Следовательно, даже
с таких областей не всегда можно продолжить функцию на все

пространство с сохранением класса.

§2.0 теоремах вложения в областях

¦71 Ii
'

j |
i для весовых классов Wp ^(G) ¦

i Пусть р(х) — гладкая неотрицательная функция, определен-
определенная в области G и имеющая вблизи границы dG оценку

• ¦¦ I с2г(х,dG) <! р(х) ^^(х, dG),
где r(x, dG) — расстояние от точки х до границы dG. Определим

пространства Wp$(G), I =,(h^\: > ч ^п)> ^ == (аи ¦ J •>. &п)> 1 <

'/'.ill ч <р<°°>- ''как замыкание
; !

i ("гладких функций по норме

4)

"х

]Рис. 2.

i I Г"!'- •¦•¦¦-'
•Такре'классы хорошо изуче-
ны,jесли область ,G есть полу-

пространство Ё%{з? е Еп~1,-
\.ххп> 0) (см.,¦ например, [10]).
'|!Если же рассматривать об-
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щие весовые классы1 функций в областях, то теоремы |влоя«ения
носят иной характер. Приведем пример. !!?;!'•;if .

.

'рассмотрим класс функций Wlp-(G) \l => B,2),! о =A, 0), где <

q _ область (рис. 2), ограниченная прямыми хг = 1/2, хх = l!i

отрезком^ [0, 1 ] на оси охг и кривой Г, заданной уравнением xl* = \

f
= х%1 <х^> 0, хг\'> О, .I sx >• 0, s2 >• 0. Класс функций'

W1-— (G) ассоциирован с оператором Трикоми !;

Рассмотрим в области *<•? последовательность функций

Легко показать, что

I" 1/2 _<Pf_ т in\\\ _ n/_-l/P-s>/s,(l+l/p)+l+s,/28,\

Таким образом, для справедливости оценки

п.' яг. •ц

;; ', |
2

дх^' р I"
s где константа с не зависит от /„, необходимо, чтобы

Как и вГслучае классов W^(G), можно выделить классы обла-

областей, для которых сохраняются теоремы вложения, справедливые
в случае полупространства. Этот класс областей выделяется при
помощи условия «весового рога». Определим множество i

¦

"

', .
.

-

.
, ." '¦ f!Tl,.t".,»). ¦¦ ^L-(9)

которое 'будем называть весовым рогом с вершиной1 в! точке-аг.

Будем «читать, что .область G удовлетворяет условию рога, если

существует конечное число областей Gft, к = D,i. .
., JV, образу-

образующих' покрытие области G такое, что для каждой точки же Gh рог
Vk(a, у) (с константами с,-, bt, зависящими от к) 'целиком содер-
содержится- в области G. Приведем теорему вложения в случае веса

Р = A ~г хп)т1хп, вырождающегося на куске границы, принад-
принадлежащей плоскости хп — 0. , ! i.i

Теор ем а .^."Пусть 'f e.Wlp- {G% 1<р..<|!ро, ;
¦ I =

Р= (hi •
'•, 1ц),:''<Zsr (&i\ '•'•'¦:,> ,^n}i , ^.— натуральные ,числа,!

.•¦';- ¦,' '•
'

'\р:;'ч/ ;';; 'f li !"!'). "'ii| '

! !¦ *
i , I i' ¦'¦! '!

'

'

"

^ =¦ • • '::'.i !
'

;!iii ! fi
.. "jl

"

:

'

! - ,-"
!' Г! 'Г ,215



jP + 1 > 0, ln — an — a; > О, область G удовлетворяет усло-
условию рога с р(х) = хп A + дп)-1 и параметрами а = (ац . .

., а,,),1
= 1/Z* 7 = 1, • .

., п, 7
= (Yi, • •

•, 7п)> УУ= &i —'on) ^\
ая. .

¦

- ' ¦:;.,;
Положим '¦

. п

где V;
— целые натуральные числа. Тогда если v: Z = 2

то р Dvf <= LP(G) и справедлива оценка
'

где ;:

-I*,, ^ + i>o,
!|
: ^.

Приведенные здесь результаты содержатся в работах [11, 12].

§ 3. О следах функций Wl
на гладких поверхностях \

Для классов Wlp Соболева (а также весовых и В1р^ Бесова) да-

даны точные характеристики следа функций на гиперплоскостях,

параллельных координатным плоскостям. В случае, когда след

рассматривается на гладких многообразиях различной размерно-
размерности, в общем случае неизотропных классов точная характеристика
граничных свойств является нерешенной задачей. В этом случав

существенную роль играет ориентация поверхности, ее геометри-
геометрические свойства. Ниже мы рассмотрим эти вопросы для классов

Wp(G), для классов В1 $(@) и весовых они решаются аналогично

(см. [13-16]). ' :/ :. ¦

'

Будем считать, что граница dG гладкая. Тогда существует такое

покрытие ац . .
., о>, dG = Uoj, что каждый кусок ok имеет пред-

представление . (

1,.. .
., Хп), A0)

х\хъ . .
., xHl, xj+1, . .

., хп) d Dh,, _ ,;

Если при этом по /-и координате дифференциальные свойства клас-

класса- Wlp (G),наилучшие, т. е. lj = maxZj (такую координату будем
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называть регулярной), то, применяя преобразование, выпрямля-

выпрямляющее границу и сохраняющее класс Wlp(G), приходим к случало
гиперплоскости, рассмотренной в [8]. V

Если' кусок поверхности от не имеет гладкого представления
вида A0) по регулярной координате, то такой кусок будем назы-

называть нерегулярным. В этом случае производная функции ф^по
регулярной координате обращается в ноль на. некоторой области,
принадлежащейDm. { ! .

В дальнейшем будем считать, что эта область имеет п — 1-

мерную меру нуль и после инвариантного относительно класса

Wl(G) преобразования переходит в область, лежащую в одной из

координатных [Плоскостей. Будем считать, что такое преобразова-
преобразование сделано, а саму область будем называть особой.

Потребуем, чтобы поверхность dG в окрестности особой области
лежала в области, выметаемой рогами вида A) при sj = lj и неко-

некоторыми константами aj, j = 1, . .
.,

п с вершинами, пробега-
пробегающими особую область. Геометрически это требование означает,
что поверхность имеет заданный порядок касания со своей каса-,
тельной плоскостью в точках особой области. В этом случае в тер-
терминах классов Бесова и весовых В,- классов можно дать точную

(необходимую и достаточную) характеристику следа функции из

Wlp (G) на in — 1-мерном гладком многообразии.; Другие подходы
к этой задаче были предложены в работе [17].

'

.
•;

Сформулируем теорему о следах для классов W?(G), I =~

= (llt . .
., ln) для нерегулярного куска с a dG*

Будем предполагать, что область G удовлетворяет условию ро-
рога, позволяющему продолжить функцию с G на все Еп с сохра-
сохранением класса, а кусок а — условиям, формулируемым выше.

. Положим

:Тогда всегда можно считать, что область G имеет вид

°O<*n<<P(*li..4*n-l) .Л .
со <Xj < °°, j — 1,..., п — \, q>e (f1)'

'
/

¦¦ Положим dGt = dG f] xx > 0, dG2 = dG f] «i < 0. Будем счи-

считать, что каждый kj'cok' границы dG^ имеет представление ху =

.= г(зл(а;а, .-..', хп), х' = (х2, . .
., хп) е D, где1|> с Стпри х' е D,1

¦ЪФО, ¦.

¦

:
' Определим следы на dG. Положим при Тс. = 1,2 м
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Пусть D(h) — подобласть области D, отстоящая от границы

на расстояние больше'тпк. Будем говорить, ' что|' ^ а Вр (D),
<rir= r2, J.. .,. гп\, если! ,,' .

¦

i ;! ::,;:?. ': .

,

--.f;?i ¦,!..! -'i. ;
.

¦
"¦ !т'| ¦, ,.(¦¦

n ei'|'
¦

'¦ V^'.^i,•

i5'у:в;ф)^у>!t>pm?+2И|lA^)|P^<Ai
. !i

где . „>

АЛ(/, e'i) = f(x%,¦.',. ., гг + h

[Положим также I ¦

•

.--i l^l <2h

| !. ¦^1U(_oo <"xJ!'<"oo,!fx1.>Q,!. l/i=s2i..:;;, n-.l), l,lr ?

i
:

.

• Ei-i .= (— oois< x; < oo,, Xi < 0,1 / ='2, /..', ?г - 1). ':

Будем говорить, что ф e Sp@), r = (r1; ..., гп_!У, е<^ли г
'' '

! . !

,где aj -=_l/lj, i = 1, . |. 'm ra;

<ps?piK(^Li), если

¦¦ ffi _S'-' T".
1

'.Г '''I1 *l 7. "'V' ':"'¦[. '¦'- \"
"

\ ¦

' '''
-

где x ¦> О, аг = ^., 6ft «^(r-l)^ ^,wi6 < 1. Имеет место следу-

следующая теорема, i :l 1 '|. i1- !

Те о р е м а 3. Пусть /-е- И^(в), Z. = (Z1; . .
., ln), 1 <р<

i< оо, область G имеет вид (И) и удовлетваряет условию!^ конуса

,„!' д f.' l-.im^: max_Z7>i ' ! ... hh'v '

Тогда! yjdd допускает на каждом (Куске dGb, к ==» Миропредставле-
Миропредставление1 ,ч! .! |. С. ,; Ч.' - i''1 '" --1 :•¦!' "!п: lj ': i

-
-f

•

! i M' ' Si| ! ill

¦ I



где$,:л» рассматриваемая на dGh как функция точек (#2, . : ., хц),

принадлежит классу, Bp(D)t г = (г2, . .
., гп), '^Й^Г

¦'^- I ¦ У r^l^^-d/p), ! 7 = 2f..., тг, ,

'

!
: ;

¦¦
¦

>'"¦ '"¦•!. • | ¦¦ ¦ !f
и удовлетворяет оценке , ! ! I! ;

а"функции /«ft, рассматриваемые на .dG^ как функции точекi

(%i • •!'-?,»#n-i))' принадлежат классу ,! i'1
'

^

г оценке L . 'г
' I ;

Кроме того, имеет место условие согласования. Рассматривая
функции /1>Л, /2jft на d(rft как функции точек (а^, .

..., рп-^),"по-
рп-^),"положим ' ,!!' "

Z1 =

Тогда feBpp@), &¦ = 1, 2, где .
"

И Р = (Pi'- ••' Pn-i). P^ =f h^^ln — 1/р). у = 1,-..:,;»—¦¦
и: имеет место оценка!

}

\ ? ^
Теорема 3 допускает обращения. Аналогичные теоремы о сле-

следах имеют место также для; классов В1 а Бесова и весовых, клас-

Ч' . 'И ;
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ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА
ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВ И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ

П. И. ЛИЗОРКИН

(Москва)
М. ОТЕЛБАЕВ

(Алма-Ата)

Пространства гладких функций, исследованные в работах
С. Л. Соболева и других математиков (см., например, монографии

![1—4]), служат мощным инструментом для изучения уравнений
с гладкими коэффициентами или уравнений со специальными осо-

особенностями. Но в приложениях часто встречаются уравнения,

коэффициенты которых ведут себя весьма нерегулярно. В связи
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с этим возникает необходимость изучения весовых пространств
с «негладкими» весами.. Ниже мы изложим некоторые результаты,
относящиеся к этому кругу вопросов. , ';

Пусть LP{Q, v) и Lq(Q, r) — пополнения пространства Со°(Р)
соответственно по нормам

и: Llp{Q, v) | = A v4l? +\v(t)\u (t) \p <иI/р A)

ц , :
¦ -*!

¦

#i '

,
¦ ¦ .;

! Q^1/?,; ¦¦¦ :;!; B)

где Q — открытое множество в Rn; !]• Цр '— норма1 в Lp(Rn)',
v(t) и! r(t) — положительные в Q локально измерш|ые функции,
а V1 и ~~ градиент :порядка I функции и, ' -

дхи 2S1/8

¦'" |V'"I=UJ,
ЗЗудем изучать единичный оператор Е, действующий из Lp(Qt v)
B,.Lq(Q,,r), т. е. оператор вложения

¦V
:

v E:U{Q,v)-*.Lq(Qt]r). C)
¦

- i

При I = 1, р = q = 2, r(t) = 1 A. M. Молчанов [5] впервые
установил критерий компактности оператора вложения C). Ре-

«ультат А. М. Молчанова получил различные обобщения и усиле-
усиления в работах ряда авторов (см. [6] и опубликованные там ссылки).

Для формулировок j более поздних результатов о вложении

C) необходимо привести некоторые определения.. Чтобы избежать

громоздкости изложения, всюду в дальнейшем будем предпола-
предполагать^ что pi > п. Но все результаты переносятся и на случай
pl<Z.n (при соответствующем задании v*(x)),'Введем функцию
v*(x) с помощью формулы

,,. v*(x)^ini(Г1:^1 n> j v(i)dt\, j •' Г :

где Qd(x) — куб с ребрами, равными d, параллельными коорди-
координатным осям, g центром! в точкех. < ,

'

¦, Теорема 1. Пусть 1<р, g < оо,. Z > п( —).Пред=
положим, что выполнено условие i>*(i)#0 в?! и

s'•
,

'

Т-1 <г(яг)г-%) < Т при \х-у\ < $v*(x)-\ ' D)

где'Р — достаточно большое постоянное число. Тогда
а) непрерывное вложение C) имеет место тогда и только тогда,

когда Л<[оо, где • ; ;

•¦;.¦¦ ¦ ;
:
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При :

I
•

i б) для нормы jji?|J! оператора1 вложения .C) справедливы оценки.
1 \с~гА ^\\Е\\ ^ сАу где с зависит только oti p,/gj, I, п'и, постоянных-
Т и р условия D); i

''' -¦ S i ¦;,: '.i'i ; i iiyi, 'У
в) если р ^ q, то оператор вложения1 C)! вполне непрерывен

тогда и только тогда, когда
Х)

си p\>~;q, то оператор вложения C) .вполне непрерывен
при условии А < оо.} ¦

'¦ V • i ]!'!'!j !- '^'
"'

Г';
.1' Эта теорема являет<щ следствием более1 общих ¦ теорем, до-г

' казанных1 в работе' [7] . В 'некоторых 'случаях
!
теоремы такого

рода .можно получить, не накладывав на v, r ,яЩ,никаких излиш-
излишних ограничений (см. {?]), ;Цапример, .справедлива следующая

'
просто \ формулируемая

• :Г(! .'1' И * II
!i '\ ;

Теорема 2.1 Пусть I = р = п = 1, 1<! «•< оо, йе / Ц|
= (—оо, оо). Тогда '

'

. .;:'*
а) непрерывное вложение C) имеет место, если и только ecjijj

•

. . .4=suP{^(a!)}i<00|» Г ..iiVi'V' i'i':1'.-
i ;¦ лч^п .1 *!I. • ¦<i ¦ '

J
• 5

где

б) для нормы оператора ГЕ вложения C) справедливы оцеркн
С А ^ ||?|[9 ^СА, где С не зависит от.у, г и Q;

,' I в) оператор Е вполне непрерывен, если и только еъзщА < оо в
' Л1тпА (х) = 0.

'

i

'

;.-:¦.
• •

i ! .', '--I.;! -; '

! Более глубокие свойства1 компактности вложения' можно оха-

охарактеризовать! е помощью поперечников. Напомним, что А-попе-

речником до Колмогорову множества М в банаховом -пространстве

' J) Запись x-f~dQ означает, что а-г: оставаясь в fQ,, выходит за пределы
любого компакта' К,:лежащего в Q.

'

i
i;
ih

¦ \.{ \ \-{ !i

i1 !: I
:

I iv.!
¦ '•:-

i,
•

222 ,¦¦¦¦!'" : i11i ;' 1 !^¦

"



i? называется нижняя'грань отклонения М в метрике В от всевоз-

всевозможных подпр)остранств ^В размерности <#, т. е. число i .j., -,,.

К — совокупность всех подпространств LsB размерно-
размерноЛ. ^-поперечником вложения, C) будем называть &-подереч-

ник единичного шара пространства^ LP(Q, v)\ в Lq(Q, r). Через
,N(k) обозначим количество поперечников вложения C), превосхо*-

'щщвх^\> О. В :[7] доказана-следующая г «Li( i ,

!
j

'
-; i' " !

„;'« Теорема
'

3.ji'.Пусть 1 < р ='q < оо^ 1:> 0 ';и; ^выполнеаы

услювия D).1Т|огда{справедливы' оценки, ;,j,!;i j !
< ¦: ¦ П |i м[ i 'I

, - T j
где с зависит толькр от р\,- I, п и постоянных условия D).
ФУНКЦИЯ -.; .I

'

'i i . ' i
'
,'¦

, . . i : !,1 :

,* ¦ r(x)p

«•(*)[<».-?; :'
, ( j ¦ "''j-!,''1 \

очевидно, является монотонно убывающей на. (О, оо). Возьмем'

точку 9 такую, что ^F)= 1,Ш введед! новую,функцию! ^(Я)^кото~
рая равна F{%) при )i<8 и равна 1/(Я. -f V "'—' 8I при % >0. Из

определения велирины ЫЩ еледует, что^^);^^. 'Поэтому для

достаточно;; больших Jc из! E)i лeгкqfпoлyчдть важную оценку ; ,i

,где i/(») — функдия, обратная к. функции /(¦)• Эти оценки рас-
;'пространяются (с помощью! теоремы 1) на все к = 0, 1, 2, . . !,*;.
.иричем в них постоянная сх зависит только от ph l^, п и конртайТ'
УСЛОВИЯ D). ''.-I. i ;! i!,i ;''¦ | I -< "ii

'

f-
i*! В качестве [примера приложения применим сформулированные
результаты ,к ррспшрени^р,1; nQ Фридрихсу L оператора Loti =
.¦'•= (—A)lUrir v(?)uj ще QV определенного i на C2°(Q),i гдв-jG.-^:
Область !в:-Д^1^а;)>0.|: .н|.М|;,чЗ .

"

', ..

' ¦

,1 ; V¦_ v

дг Согласно {известным вариационным принципам, у ; i "ji'ij..

Ш;;„ ¦ i ч¦ ¦¦

!;1где {^ft}^!—| множество точек спектра, оператора Z/, ванум&г
б {d}

{}р рр у
рованных в лорядке неубывания, a {dft}—; поперечники вложения

C)при!р = ф— 2, r(a:) = .ljil3 F).я, G) сразу вытекает



Теорема 4. Справедливы оценки , ,

с-х2Г*(х)<К<с\Г*(к), (8)
где ?1 не зависит от v(x} и Q, а /(•) — функция, обратная к функции
Fi{X), которая равна F^k) при % ^ 6 и равна (Я, + 1 — Q)~l
при К > 6. Здесь 0 — корень -уравнения /^(Я.) = 1, a F^X) =s

s= ^-^/'.mes^ : v*(xI ^ Я ),mes — мера Лебега. .

Сформулированная теорема может быть: переформулирована
следующим образом. ;
Теорема 4'. Пусть N(K) — количество точек спектра опе-

оператора L, не превосходящих К > 0. Тогда [-.

где с не зависит от Q, К иу(а;). ¦
!

В [7] (см. [7], дополнение) доказано, что не существует эф-
эффективной (в определенном смысле) асимптотической формулы
для N(K) (%-*¦ + оо). Поэтому теоремы 4 и14' представляются ин-

интересными. ¦¦ !.

Сформулированные результаты в основном распространяются

на случай, когда вместо Llp(Q,'v) рассматриваются пространства
с нормами i '

i

где р(х). и v(x)—непрерывные на й функции, р(х) > 0, v(x) ^ 0.
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Л ., iТЕОРИЯ МУЛЬТИПЛИКЛТОТОВ '!if

-Б ПРОСТРуШСТВАХ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ
; ! ИЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ > ! i!^

Л I'i.i!'- В.Г. МАЗЬЯ, Т. Ог ШАПОШНИКОВА L
%5

'

!' •:.' :

; '
(Ленинград) ^ '*!.!' !!!,' ; \

\. Обозначения. Рассмотрим вопрос о |мультипликаторах на

^пространствах ip. Л. |Собрлрва —- Л.!, Н. Слрбодецкого Wl(\Rn),
пространстве Oi В. Бесова В1р(Дп) и др. Многие из формулируе-
формулируемых здесь теорем -относятся к мультипликаторам на! каждом из

упомянутых пространств (хотя их доказательства часто специфичг
ны);,в таких ,случаях мь1 дае;м единые формулировки, используя

«для пространства одно из обозначений^j»S или 5р. '!,, » !

'-, \ Под мультипликатором в пространстве S подразумевается функ-
?ция у, умножение на которую не выводит- из S.- Пространство
мультипликаторов в S будем обозначаясь через MS. Так как опе-

оператор умножения функции у е MS на; элемент пространства! S¦,

'рамкнут, то он ограничен. Норму этого оператора будем рассмат-
рассматривать как норму у в MS. ;

!
.

< у
; :;! i

.

i ¦ !>i '¦¦}! ',. _

•

i Некоторые результаты относятся к пространствам1 M(St -*-. S2)
;»^(Д1Ьтипликаторов, действующих из Si в i52. Сказанное о норме
fa пространстве MS переносится и на норму в1! пространстве!

Пусть е —i компактное подмножество Rn.' Емкостью е, порож-(
данной пространством S, назовем !число|

'
> ¦ \\- ^1>-н

'
' \ ?

на

.!, 5a^?}. Чер^з] c, cl5 c2, .'. .будем обозначать по,

'яожи^гельные постоянные,! зависящие только от «безразмерных»-!
параметров I, п и т. п. Будем говорить, что величины а и Ъ экви-,
вадентны (а ~Ь), если сха ^.Ъ ^ с2а. Интегрирование! без ука-^
вання пределов распространено на Bf1. To же относится: 1к обозна-
обозначениям функциональных пространств. Пусть ^ще .Щр обо^нача'ет
норму в пространстве Lp. | !! -/I-, : ,' '¦¦ if" :.| 'J' г. I '"'!

"
¦

Нррма вIпространстве С. Л.)Соболева^Wp(p^ 1,; I = ^,'1,...)
у^4ffe.,'где, C>и)(х)= \yiu(x)\. Полагая '*; ,;.

w?f.(* +.Ц - 4uM*Yf.\ a rn"fЦ и
!

. ¦„','
* I1 ! ¦ ;i i ' ¦ 'I i"I :' 1 "¦'

прц дробном I > 0, получаем норму |^5г^р -\-№№- вi^пространстве!
Л- Н. Слободедкого WiP,\ [To же выражение .определяет норму в

пространстве О. В. Бесова1 Вр, если под -2Ьи понимать 1функцию

15,заказ W 593 " I' ' ' ! '¦¦ !|м 225



где I — к + а, а е (О, 1], и А: — целое неотрицательное число.

Пополняя С" по любой из норм [|<2)и|р (pl<C\n), получаем

пространства и>\> и Ь1Р. ! '
Любое из указанных четырех пространств Wp, Бр, wp, blp

в следующих теоремах обозначено через S, при этом вид функции
2)иж выбор емкости cap (e) согласованы с S. Через ?ю0 обозначим

пространство {и : r\u e S для всех т] е С~}.
2. Описание и свойства пространств мультипликаторов. В сле-

следующей теореме дана характеристика пространства MS. ! !

Теорема 1. Пусть р е A, оо). Функция у принадлежит

пространству MS в том и только том случае, если у eLM fl •S'loe
и |j ^>7 Jtp(i) ^ const cap (e) для всех компактов е в i?n. Имеет мес-

место соотношение ' . .

Отметим, что в случае 1р > п этб соотношение эквивалентн»

следующему: "
+ sup \3>у1 /<glx)y ¦

¦

-

¦

xeRn >P\ !

Для пространства бесселевых потенциалов последнее утверждение:

ранее было получено Р. С. Стричартцом [1]. !!

Доказательство теоремы 1 существенно использует:

неравенство

впервые установленное в [2] для S — wlp, 1 — 1,2, затем в [31

!для S = wp при любом целом I в в [4] для S — Wp , S = wp

при всех' I > 0. • , ;
¦

Если S — W[ или S — w[, то оцисание пространства MS,'

содержащееся в следующей теореме, не использует понятия ем-

емкости. ' ' '

Теорема 2. функция у принадлежит пространству

MW[{1 > 0) в том и только том Случае, если ye. Loo fl ^i,ioc
и для любого шара 38р(х), р s @, 1), ;

Имеет место соотношение ¦! .

+ .sup..

Если в этой формулировке заменить И^на|ы> и снять требование
р!е@,1), то получим описание пространстваMw\.
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Для пространств S, о которых идет речь в теоремах 1 и 2,
справедливо интерполяционное неравенство

Следующие две теоремы содержат не использующие! емкости

односторонние оценки нормы у в MS. "r\ .

Теорема 3. Пусть S = W}, или S.= Blp(p> I, Z> 0).
1. Если1р < п, то -,

¦

¦

'

I

, i: sup-p'-^«^Tlrigsм)<*ЬЬ** .

! C)
. яенп, pe(o,i> !

. ',
pv

.

7

2. Еслиlp = п, io

' sup (log2/p)(p71)/Pi|^viLl)(^o(a))<c|!lY|kS-
жея71, pe(o,i) , р:

'

Если в неравенстве C) снять требование р е @,-1), то получит-

получится нижняя оценка нормы в MS, где* ,S = wlp, bp, lv < п.

Теорема 4. Пусть 5'= Wlp или S =В1Р {р> 1, I > 0).
1. Если 1р ¦< п, то ' ; ¦'

2. Если 1р == и, то

sup [logB
fe:diam(e)<l>

Если в D) снять требование diam (e)<l 1, то получится верхняя

оценка нормы в MS, где S = z^p, &?(//? < n). i

Сформулируем теорему о делении на мультипликатор.
Теорема 5. Если у е MS и k/~*L> < оо, то у1 s Af<S.

, 3. Следы и продолжения мультипликаторов в пространстве

Wlp. Пусть Лп+'"= {г = {х, у) : х е= i?n, г/ s i?m> и W7^, p(i?n+m)-
пополнепие пространства С™ (Rn+m) по норме

Как известно [5, 61» пространство Wlp (i?n) при нецелых/

представляет собой пространство следов на Rn функций из Wp, p

\Ип ), где ''Р = А — Z — mJp. Следующие две теоремы пока-

показывают, что MWlp (Rn) является пространством следов на Rn

функций из пространства MWpt p (Rn+m).
Тлорема 6. Пусть {1}">Ь, 1<к, где к — целое число.

Ге MW*#{Rn+m), р = к - I - т/рлу{х) = Г(х, 0). Тогда ve
Wp (.ft") и справедлива оценка
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Следуя; Е. М. Стейну [7], введем оператор продолжения Л'1-*-

равенством I '¦
. | ' '

1
.-. 1 ! Г*(х, у) =

¦

\Z(t)y(x -j- \y\t)dt, :i.,!i'fi - E)
'¦'¦ •' I' . i

'

r t- -

¦' '¦ 'I ¦

'

":
:: '

. ! .: ..- '-,' ,

где функция t, подчинена условиям' i;i!j]

l.'i,!: /чГA+И)'|

FV

Теорема, 7. Пууть {О<*!°. V р()
,p (Rn+™), р =*А: — ^— jn/p и справедлива оценка

!
Г

Ерли в формулировке последней теоремы положить т = 1 и

заменить Дл+» на Д++х = {{х, у):х^ Rn, у^О], то; она остает-

остается справедливой и без условия F). На этом замечании основано

приложение теоремы 7 к первой краевой задаче в лолупростран1-

стве 1 1

= Q при »>.O;i^~ = q)j при ^=0, , ;

i •
¦¦ !|'

:Н ¦ .||0<у<т-и
-

¦

! V1. -G).

Здесь L — однородный; дифференциальный, оператор порядка 2яг
!.с постоянными коэффициентами,

'

^.; Щ
'

У- \
:

¦

'
' '

\ ¦

I i
1 Т е о р е м а 8. Пусть VmLi-yq); е Шр(Дп), 0 <1 /< 1, 1 <
^р < оо. Тогда су^цествует одно и( Только одно решение задачи

iG) такое, что''ym-iU ^ MWp, k-i-tfp (jR+i )>' к > !•' Для |
решения справедлива рценка . ,,< ; j j1 j

'

:

Следующая теорема показывает, что пространство сужений

.функций из MWpiR^ ),{1 — т/р}>0, на Л7* ,совпадает: с-

пространством MWlfmf?(Rn):! j * !
р; Теорема s9. -Пусть {/—|дг/р}>0, ;
е MTFJ, (i?*1**1}!, v(*) .=• Ц^. 0);.я Г« — продолжение функции^»
определенное * формулой'' E). i Тогда/ Iсправедливы 1'оценки^, г

1



г 4. Пространство M{W™-+W\). Приведем характеристику
пространства мультипликаторов, действующих из одного простран-

пространства С. Л. Соболева в, другое. "¦
'

Теорема 10. 1. Пусть т, I — целые неотрицательные чис-

числа, т^1, 1 <_р< оо.!Пространство М{W%-+Wlp) состоит из

функций у, локально суммируемых со степенью р вместе с обоб-

обобщенными производными порядка I и таких, что \

11 у \pdx < const cap (е, Wp~l), .[ l^iY fdx< const cap (e, Wp) ,,, \

всех компактов ев i?n,( Имеет м,есто соотношение
iii!!..r

i 2. В случае р — 1, g~^ p или p > 1, q~> p

i

'' Обозначим через |v| / m
''¦
^ существенную норму" опера-

тора умножения на у е М (VF™ -»- WgI, i-i» ^ Z;
¦

i»i '
7- целые, _

Следующая теорема содержит двусторонние оценки этой норац*.

Теорема 11. 1. Если р > 1, то '. j Ч

nil/p + ¦
, V[cap (e,

. Справедливо соотношение

(;c)))+ lim '-'sup
'

Х-!!1Г
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5. Диффеоморфизмы, многообразия и дифференциальные опе-

операторы, связанные с пространством MWlp.
'

Пусть U—открытоеподмпожество Rn и Wlp (U, loc) ={и:л\и=
ef] для всех ц& C™(U)}. Будем говорить, что отображение
у.: U-*- У с: Дпесть диффеоморфизм класса Mp(U, loc), p ^ 1,

Z^l, если х—. липшицево отображение, определитель det х'

сохраняет знак и отделен от нуля на любом компактном подмно-
подмножестве множества U и бели элементы матрицы Якоби х' принад-

принадлежат классу мультипликаторов MWp (U, loc). ;! '¦
Диффеоморфизмы класса Мр\ юс обладают следующими свой-

свойствами.

(i) Если и <= Wlp (V, loc)iH х <= Mpl (U, loc), то ««xeJTp {U, loc).
{ii) Если x<=Mlp (U, loc), то х" s Mp (F, loc).
(wi) Если y ^ MW^p(Z7, loc) и x e Mp (tf, loc),:. то •уох е :

S MWJ, (U, loc). .
(iy) Если Xx*. C( -»- F, x2:, V -»- W — диффеоморфизмы классов

Mlp(U, loc) и Mp(F, loc), то k2oki(=m?{U, loc).
(у) Пусть

2 p()D%u (8)
Ul<m

;

— дифференциальный оператор на множестве U, xe Mp(U, loc),
/ > m, и () — дифференциальный оператор на множестве V,
определенный равенством Q(u о х )= {Ри) - х^1.

Тогда оператор (? действует из WP(V, loc) в Wlp~m (F.loc)
в том ц только том случае, если оператор Р действует из Wp (U, loc)
jB Wp~m(U, lOC), '¦•..' ;

¦ (vi) Пусть ЗЯр'т([/, loc) — класс операторов Р, таких, что

paef(Wlp7w(U, loc)^-Wp~m(СЛ loc)) для' любого мультиин-

декса а. Оператор Р принадлежит классу'Шр™ (U, loc) в том и

только том случае, если Q е2Яр"* (V, loc). '
Ясно, что условие Pg SWpm(?/, loc) достаточно для непре-

непрерывности Р: WP(U, loc)-»-И^~т(СМос).Прир=1 иприр(г—тп)>
> «, р > 1 это условие является также и необходимым.

G помощью диффеоморфизмов MJ,(U, loc) стандартным обра-
образом определяется класс «-мерных многообразий Мр>п без-края
или с краем. Если {I — 1/р} > 0, то дифференциальная структура
класса MlPl n индуцирует на крае структуру класса Mp~]i-i- На

многообразии Q класса Afp,n инвариантным образом определяют-

определяются пространства PFp(Q), O^fe^L ,_ i

Примером многообразия из Afp, n с краем может служить.ком-
служить.компактная подобласть Rn с границей, допускающей локально явное
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задание лшшшцевой функцией с градиентом из MWV \Rn x).
Будем говорить, что дифференциальный оператор Р порядка

(Я<1 на многообразии Q е Мр>п принадлежит классу Зйр"\
если для каждой координатной системы {х, U) из некоторого ат-

атласа существует дифференциальный оператор Рк из класса Wllp'm
(x(U), loc) такой, что (Ри) ° и~г = Рк(и ° н~г). В силу (vi)
это определение не зависит от выбора атласа.

На многообразия класса MlPt n и эллиптические краевые зада-

задачи с дифференциальными операторами из 2йр
т

распространяетсь
!

классическая Lp-теория. Приведем простейший пример, иллю-

иллюстрирующий возникающие' здесь возможности. . j

Теорема 12. Пусть Р — эллиптический дифференциаль-
дифференциальный оператор в Rn\порядка 2т с коэффициентами класса С\1 —
е= 2т, 2т + 1,... .) и Q — подобласть Rn с компактным замы-

замыканием и границей 3Q. Пусть существует конечное; покрытие 0Q

координатными окрестностями, в каждой из1 которых Q задана

неравенством #„>/(а;'), х' = {хг,..., а;п_х), где / — липшицева

функция. Пусть /допускает продолжение на i?*1 с компактным

носителем и достаточно малой х) нормой 5v/li i-i-ilvi n_i »'
-¦' AiWp, . vR )

где /> e A, oo). Тогда оператор Р: Wp (Q) ft W% (Q) -+ Wlp~™ (Q).
1 °m

является нетеровым и для всех и е Wp (О)' {] Wp (Q) справедли-
справедлива коэрцитивная оценка!

ИU iW(Q) < COnst iЯ'

где со —эдодобласть Q, со cz Ci. »''
,

По теореме 1 условие, налагаемое на функцию /, означает до-

достаточную малость константы Липшица и величины ;

где:
-к-

i Из теоремы 4 следует, что для малости величины (9) достаточна
малость одного из интегралов j : : ¦ i

.

^

Для )

/)P'1At'. ДЛЯ
П-1

2) Здесь и далее малость определяется константой эллиптичности и нор-
иамл коэффициентов оператора Р.. ¦'¦,.. !
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hJ>f)m-"-1dxr для p(Z-l)!<;n. -..?
,

Можно требовать лишь конечности этих интегралов, поскольку
их иалости можно добиться за счет измельчена^покрытия дй .ко-

.координатными окрестностями. ¦ ^ f '',! • ¦! 'V^1*
i Ютсюда следует еще более жесткое достаточное условие. f&
е \С1~*(Д^~1) и модуль непрерывности oa(t) вектора Vi—1/ удовлет-
удовлетворяет неравенству .' 1 !!

'

'..,'" ...; .
• i \

'• ''
\'

¦

! V i

t Последнее условие было найдено ранее прямым методом В. А. Конд-
Кондратьевым, который построил примеры, подтверждающие |ега точ-

точность.
'

!
""

. i- u

¦ ,"' ¦

¦

;'!: 1- '; i

6. О непрерывности I свертки в пространстве р2 с весом. Пусть
К : и-*-К * и—оператор свертки с ядром! &.' Ясно, что этот,
оператор непрерывно отображает пространство L%(Rn ;;A fh i*l^^2)'
'на пространство Х8(Д"; A,4- И*)|/я)»-1т ~^}~^ ^» ? том и';тольк(^|
том случае, если преобразование Фурье /сПринадлежит простран-
пространству М(W%-*Wl2), Последнее равносильно тому, что AeiW^.ioo,
и для всех компактов е в

J| k\2dx^ const с^р (е, И? ),J (g>, |А)'Аг< const cap- (e, T^),

Iгде1' !i,
•

•

i.. J, ', ¦ ¦• !
.!¦

! ! ! i jY !!*

При ^том \ |

Заменяя здесь W на w, получаем характеристику сверток^,;
непрерывно действующих из Lt(Rn; |хр") в L2(Rn; \x\l), щ^
>г>'о.' •¦¦¦. ¦¦. • 'i. {;*¦¦¦ {i

'

; Пусть оператор Я : L2(Rn; A + NI2)m/2) -»- b2(i?»; (li + |«|*)V?)
непрерывен и ф

— комплекснозначная функция 'комплексного

.аргумента, <р@) = 0. Через; (р(К) обозначим! оператор! свертки с

символом <р(&). Если все производные функции <р до порядка [I]

ограничены и при дробном I производная фМ удовлетворяет рав-

равномерному условию Липшица, то оператору |ф(Я) : Lt(Rn•;., {1 +
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+ |x|2)m/2) -v La(i?n; (li+ |xp)'/2) непрерывен. Заменяя условие
Липшица более слабым j<pl4 (? + r\) — <рЩ%)\ ^ const Xmax

v:{lTllpv'l1il}> Irfte p e @, 1), можно доказать следующее утвержде-
утверждение типа теоремы Хиршмана [8, с. 47]: оператор i i

"

,т Р) < б,

непрерывен.
Щ -j- р)

,ь1г
г . .'I jm . 1: .

. iii
'. ¦ !• А• .' V П '¦ i t ¦ '

: i: . I !
, ,

I
¦

-4

¦i ')' ll'l
'

i1 ''I " -I
¦

¦

'

'.' 'j
'

¦ i !

:i' I i' ( H:
=>.('¦ ¦¦•¦'!;:b _;
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! jАНАЛОГ ТЕОРЕМЫ С. Л1 СОБОЛЕВА ;!
SJ [ОБ ИНТЕГРАЛАХ ТИПА ПОТЕНЦИАЛА .(', ¦ ]

' , ''

'¦¦¦ !- i
'

•' - ¦ '¦i !i! ¦
'

'

' ¦

|
1

I '.,. ' \'!! П. E.; СОБОЛЕВСКИ^1 \[ \\
] '

]

¦ '-

'

,

i '|. ,¦ !! i |; !' (Воронеж)J ¦

. j ¦ " '
;

'

";

1. Пусть! Q\—область in»-мерного1 пространства,' ю(*, *)}—
определенная на Q X Q непрерывная и ограниченная функция ж
0 < Я, < тп. Согласно теореме С. Л. Соболева (см. [I-]), интеграль-
интегральный ^оператор 1, / ,

', ¦'. _,'. -j ,;•!¦ ', (| j г ! М • 'i, ,

является ограниченным оператором из пространства Zrp(Q) дрд

1.!<-Р<—31 в пространство-Z<g(Q) при, ,.','.' , ;
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Если область Q ограничена, то оператор П является вполне

непрерывным оператором в пространстве L2(Q). Каждому вполне

непрерывному оператору А поставим в соответствие (см. [2])
последовательность ?„D) его 5-чисел. Например, известно, что

т—X. ' т—Х i', '

г

0<ап""Г<511(ПХЬп"~"Г < + oo. B)'
Оператор А принадлежит идеалу ар'(р >0) кольца ограничен-

ограниченных операторов, если, ,-¦' [. ,

ИЬ= [2т=1^(Л)]^<+оо. ::; C)
Из известной,оценки Sn(BA) ^ ||5||5ПD) следует, что оператор
П является ограниченным трансформатором в любом ар. Более

того, справедлива ' :;;

Теорема. Для любого р > -т— оператор П является огра-
* Л, ;

лишенным трансформатором из ар в aq при i

* -т-\- (т — к) р

2. Доказательство проводится по схеме работы [3]. Из леммы

2 этой работы следует, что ! '
'

.

'¦*""

1 т-Х ',
•

Воспользовавшись этой оценкой при ~ < р, < Р < Ps и приме-

нив интерполяционную лемму 3 из [3], получим утверждение

теоремы. ;
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Пусть Л(|) ^=0, g щ Rn — гипоэллиптическое выражение

И, с. 461]. Рассмотрим связанный с Л оператор ГЛ
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определенный для всех /еС^°(Лп). Пусть ||*||р — норма
в Lp(Rn). Если оператор ГЛ вида A) допускает оценку

¦г ¦. ¦ \\TJ\\p<C\\f\\p
с некоторой константой С, не зависящей от /, то говорят, что Гл—
мультипликатор типа (р, р).

В. П. Паламодовым ([2], см. также [3]) показано,, что .если

п = 2, то (-г-) (i) e ?1!{Дп)и, следовательно, Гл. типа_(р, р),
j9 ^ 1. В случае га ^ 3 /Аограниченность оператора Т\ для спе-

специальных классов гипоэллиптических выражений рассматрива-
рассматривалась многими-авторами.

В данной работе получаем, что для любого гипоэллиптическо-

го выражения Л(?) ^ О, ? е Rn', оператор Т\ является мульти-,

пликатором типа (р, р), где интервал изменения р зависит, вообще

говоря, от порядка убывания .

,?
¦ на бесконечности.1 Прежде чем

«формулировать основной результат, заметим, что для любого
гипоэллиптического выражения A(Q Ф 0, '? 'е Rn, существуют
^константы С >• 0, а > 0, не зависящие от ? s Rn, такие, что

1 I- Л  B)= 1л lit|2\а/2 \'

Как показано в [4], если в B) а > -—, то f-^-j (?) s L1 (Лп) и

поэтому Гл — типа (р, р) для любого р ^ 1. Для других значений а
в B) получаем следующее утверждение.

Теорема. Пусть Л(?) Ф 0, | е Я'\— гипоэллиптическое

выражение^ Гд — связанный с ним оператор вида A). Тогда если

в неравенстве B) константа а ==
-~, то ТА—мультипликатор типа

(р, р) для любого 1 <С р <С ,оо. Если 0 < а < —•, то 7*А— мульти-

лликатор типа (р, р) при _Д ^р< гт-. '

Доказательство. Нетрудно показать, что преобразо-
преобразование Фурье в смысле распределений функции . ...

4
обладает

следующими свойствами: |

'б) для любого, л» > О D-)А(Л) < A + |Сп"|у/,-. :'
.

IЧI > 1,

Пусть функция 0 ^ ф (х) е С^° (Я™) такая, что ф(#) == 1 при

|^ 1, ц>(х) — 0 при \х\ ^ 2. Запишем в смысле распределений

,

:

/ил /1 ^л !¦ /ИЛ . ;,!
(-г- (т]) = (—р (т]) ю(т]) 4- I—т- 0т)A — ф (*])) —
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1 ¦ЛЛ/ 1ДЛ i i
Тогда распределение А± (tj) = 1-^-1 (ц) —А, (т)) имеет компактный

носитель, Ла(г|) и ее преобразование Фурье в силу оценки б) при-
принадлежат Lx(.fl") и хорошо убывают, на бесконечности. Имеем

Отсюда в силу B)Ы свойств функции "Л^.(т))! получаем
¦

,,

-1.

с некоторой константой С, не зависящей от s е Д". .Отсюда и;вз

[5, теоремы 1, 2] Ьолучаем, что если! а—-^-, то' i'v 'i I- in

i •! ,Г . ' ¦''- , . jv
^ ! ii;^ l!

i J? ;

„, 1<#<ор, !'/sC,lfl).' ¦...!'

К|Если - 0<«<-rr-i то

где ¦ :-

!.
.

. : ¦.

! i
¦ :: '

свойств А1т |Ла,ти ^C) получаем утверждение .теоремы. 'I !| '¦'.;

!
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! ОПОЛНОТЕ ПРОСТРАНСТВА &${ЕЬ) ''!!-,.
"г ¦ ' ' ' ¦''_(!

'

,
: Е1;|'!Г

!

! i Е. А. ХАМАЕВ
'

! ! ''
¦ . ;( > f||

a.'l ¦ ?ИГ'" '¦ ¦¦¦',• (J>«-^
'¦

• ¦ !, .

¦

'

' "'%
) \ - "'j l ¦ -I i ' ii in ¦!'

:l ¦¦.P ?:¦:¦¦.¦¦¦ ' ¦'.! ¦¦ ! ¦ Г- ji

t-
-:-

>..-j
¦

,
: .!-.;¦ :< j .'¦•!«

i Введем определение. Рассмотрим функцию ^(ii)eC % «удов-

«удовлетворяющую следующим условиям: .'¦ ; <: • ' ''
i i i

1) \i(i?\a) = Яц(ь|)Г где ,«!— показатель^однрррдности, :|а вя!;

, [i / niiiar4 ¦

! ^; i

,,0, .1, 2,i i. .
., jy, JVs> 2ге!при

(/ = 1,2, .! ^i'ii, п), i?Pjx(i^) ^существуют и непрерывны и имеет месхо

оценка
¦

¦.

'

'¦!! . i jj -1 !! - Т ! V .1-!'.' , ii
! i! ! ,

'¦¦¦ '¦ И:¦¦¦¦, ¦• ¦

]•¦ I
, i,1-, ;.

тде г > 0 — некоторое число; .'

V^1

5) имеет место оценка

i? -j, /^,^.. л .;=;|0;ерли [Ijl^lj,-'" '*'*}.< ¦ П!
!'

)'•: |*"'! -. i
'

"'

i:|-! 'Г'
741-^., если tZj]^^, N

'

> i11 .:
'

'

'¦
-J

jlj = aj ^ 1, / == 1, 2. . . ;i'n, a=(a1: a2, .
.,, an) — показатель

однородности оператора ! Р, 0 <J pj ^ Y* + 1^] -f 1, 0 ^ y, ^,
<Uji + i-

,

¦

¦

¦

1
.

¦ .

. i

¦ r ¦

- i,¦
•

v.'1'
j Положим .

¦

•

.

•

¦

1\
."¦ ! !"i;'! • ',

'

\\\ , |.
r - -" ! Iм |Г

'f
'

!l
¦

"} ''.Г-

Определим!' множество функций 5n. Функция <р(х) е'5^, если?

»р(аг) e C2n(En), ф(х) e Lp(En) для любого;? ^>1, и удовлетворяв
«г следующим условиям:'. ,1 {

'
.

,.

:

^¦¦||,,1 ,.' i . 'и

: 2) |2)Р(цA|)ф(?)I <сфA + Ц|)-^, р = 0, 1, ...,!^J V

Легко доказать, что функции ф р ^плотны в Lp{En), 1|< p ¦<



Введем класс функций и (х) е S^- Функция и'е S^, если она

удовлетворяет следующим условиям:

1) и(х) ^ L1^0 (Еп) и для почти всех х^Еп имеет место

оценка; •

2) И*)|A-f \х\)-» < ко(х), где ВД.е= Lp(En). ;• :. D)
Определим на функциях ф(х) е ?jv оператор

Pu = f exp Bnixl) (i (iS) и (?) dg.. ' E)

Пусть символ fi(j|) удовлетворяет условиям A). Определим класс

2?^{Еп). Функция и (х) <=S% (En), если: / ;¦..

1); и (х) е $ц для некоторого Nи '
'

;

где f-1 — обратное преобразование Фурье. ,
: Из F) следует, что существует такая функция f(x) e Lp(En)t
что для любых ф е SN (и, \Рф) = (/, ф). ; , ,

Положим

'С, @, (?! (t) = Go @ 2 tf

1
* п1

где к — достаточно большое число; а — показатель однородно-

однородности, удовлетворяющий A). Тогда из A3, 4] следует, что каждая-

функция и е i?p (En) имеет для почти всех х е?п предста-
представление ] ..' i '. ':

где
. ; I -' :.. Л-1

i

а ^(а;) — полином некоторой "степени Nj_ и 1) ф (х) [[ ц
; =0.

2tp(En)
Рассмотрим подпространство М пространства ^i (JBn). Функция
и{х) е Af, если она имеет представление i •>

.

и (х) - <?1/а (х) + lim Jh [f (x)],

где ^i/а (*)'— некоторый полином фиксированной степени [1/<х1,
[1/а] - ([l/oxl,, .;..,. [l/a'JV 1/aj =' [I/a,] + Ь 0 < P,- < 1,
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1, . .
.,

п. Для элементов этого пространства положим

Таким образом, М образует нормированное.линейное про-
пространство [5]. Имеет место следующая теорема.
Теорема. Пространство М — полное. ,
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О СЛЕДАХ ФУНКЦИЙ
, КЛАССА Hlp(G) С. М. НИКОЛЬСКОГО

НА ГЛАДКИХ ПОВЕРХНОСТЯХ

, ; Г.А. ШМЫРЕВ ! .'

i (Новосибирск) '

¦ 'i ¦ ' ' I
I Вопрос о поведении функций, заданных в области, на поверх-
поверхностях меньшей размерности исследован в настоящее время доста-
достаточно полно. Подробную библиографию по этому вопросу можно
найти в работах [1, 2] (см. также статью В. П. Ильина, С. В. Ус-
Успенского «Некоторые вопросы теории вложения классов диффе-
дифференцируемых функций» в данном сборнике). Для доказательства,
основных утверждений применяете^ схема, использованная ранее
в работе [3] и примененная позже автором в [4]. Основные опре-
определения и понятия можно найти в работах [1—3].

В настоящей статье исследуются граничные свойства функций
из анизотропных пространств пр A < р < оо). При некоторых
условиях геометрического характера на область G, связанных
с показателем гладкости I — AХ, . .

., 1п) класса, удается полу-
получить обратимую характеристику следа произвольной функции из

указанного класса.
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Условие на область заключается в следующем. Предполага-
Предполагается, что граница области является гладким многообразием1, т. eV

существует покрытие alt¦. .
., о*#, где каждый кусок ой имеет пред-

представление ah: xj = q>ft(a:i, . .
., xj-b'xj+n . .

., xn).
'

¦•

^
'

Случай, когда lj = maxZ^ (такую координату будем называть

! .¦''.." Ki<n ¦¦ '!'!:

регулярной), сводится путем распрямления;границы!(см. лемму I),-
к известному случаю следов на гиперплоскостях [1 \. Если же для

данного куска поверхности l}- < max lt (такую координату убудем;

называть! нерегулярной),, то распрямление границы с сохранением;
класса уже неприменимо, так как не является гладким в направ-
направлении регулярной координаты. В дальнейшем будем предполагать!
хх регулярной, хп<— нерегулярной координатой,! а многообразие^
где нарушается«гладкость, лежащим в координатной гипер-
гиперплоскости Ху

=0. !!;i;T'"-!isr'j!
'

! \
l.i Определения. Основные результаты. Пусть Ёп —-уп^тщоё

•евклидово пространство точек (хх, |.,!. ., Xn)i G — .область в Еп

с:границей др. Через Hlp(G) A <р < со) обозначим множество1

-функций, заданных в & и имеющих конечную норму у ']
'

;

A™(h)F — т-я разность с шагом1: h по ч-й координате;
'

fma т
-fiftj > 7г~> kt ^0; Wj-,i /сг- — целые [2, § 18.1 J. Область Спредг
полагается удовлетворяющей условию рога [2],' т,; е. ,! .' !

•;„ 'i :| {

-., i;1, , '^(a^^iO'k'a^^jr^&i^, .. 0.<и.<!е},.- ,.

'

[Предполагается также, что существует! линейный ограниченный
оператор продолжения f.(G) -+-~f(En), ~f\G — /,l причем|71„1 ,jp !,<

' Пусть рассматриваемый кусок границы а имеет представление
,в направлении нерегулярной координату а^

= ф(ж'), где q>,удов-

q>,удовлетворяет^ следующим условиям: ! ;" j'i.|'
'

к '^ ,' SI
. .,' ¦

V- }\

1 ^. I .Л1" при <х'п
I 1' II.- ¦¦ .

.
¦¦
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где к = 1, . .
., [lr], i = 1, . .

.,
п — 1, М не зависит от точки,

а в направлении регулярной координаты хх данный кусок поверх-
поверхности имеет вид

хх = Ух(х2, . .
., хп) => ^i(z'), х'е^.г^О, ' ¦

Xi\= \|J(а;2, . .
., хп) = ^2(я')> х' eD,ii< 0.

Считая область D удовлетворяющей условию Z'-pora, V = A%, . . .

. .
., 1п), можно показать, что в некоторой 8-окрестности DB гра-

границы 3D имеет место

а) Vy'е= Ог ЯЙ1 = Ах '(у'), такое что у'еО (AJX D (к^2);
б) еслиi'eZ)e и агА°Ч < ^ < &{Аа», г = 2, . .

., п, 0 < А ^ 8,
то г* + f $ D(h/2); :

в) дб> 0, не зависящее от h и ж', такое, что если х1 eZ)8\
Z) (А), то у' = ж' + *' е ?>8\?> (Л/2) при 0 < *4 < 6Aajt г = 2, . . .

: . .
, п, 0 < h <ее. .;

На определенные в C) функции наложим следующие ограни-
ограничения:

»т » ), j r~ili/*i »\ i/'\l-"
л /Г V I I'll // \

:f], v = l,2i E)

уа;' s D\D(h), тр,е D(h) — подобласть D, «выметаемая» рогами

длины h с вершинами на 3D.

Для формулировки основных результатов введем некоторые
нормы. Положим ,.

¦

где 1<J3<cxd, m> max 14,

n-i IA;

где

a;j <схэ, / = 2,

где En-i = {x1'^0, —oo<zj< oo, 7 = 2,..., n — 1},

?Li ={a;i<0, — oo<a;j< oo, /=2,..., n —1}.

16 Заказ J*593 ' 241



Пусть

где Л? удовлетворяет ;условиям B)—E), <р е Ст, р> > l\. Опре-
Определим , ' ! ''I-"-''¦ , *

. /?|rfci= Urn/?(ij>fc(«')_+», «:

Имеют место следующие утверждения. !i.
-

¦

, , ,

'

,

Теорема1 1. Пусть F <= Hp(G), I <\р < оо, 1г = maxii?

4 ¦ i .•,!<*<*
к ~ У^"Т~'(* = Д» • •

ч ")• Тогда F\r существует и'допускает

представление вида fk = F\Tk = fl + fl, где функция?,/^, рас-

рассматриваемая на куске Гй как функция точки х*- == fe, . •¦ I1, ^n)?

.принадлежит классу Hrp{D), к ==; 1, 2, где т4! = 7^fZl —^)';г' ~
= (г2у... ., rn), i = 2, . .

., п, и удовлетворяет оценке

Функции

•¦1
= J/i.«i>0, ,

= j/Ь afi > 0,

i/i *i<o,
¦

рассматриваемые как.функции точки х1 — .(z2, . .;., жп), удовле-

удовлетворяют оценкам i
'

е!Л = 1,2, г = (rx,. .;.,rn_1),ri===-^-fzn-—^-j, i =1,,. ..', и—1,

«= Ш + t)uh) + 2)/
'

! "!|1 : '•¦
T e о р е м a' 2' (обратная). Пусть область Gимеет вид (9) и

области Gi = G (] {^i^O}, G2=G П; (#1^0} удовлетворяют

условиям (Ji, . .
., Zn)-pora. Пусть <р е <?", /re > max Z? = Z®.

Зададим на Г = 36 функцию /, которая на каждом куске Tk =
*== dGk, к *» 1, 2, может:быть представлена в,виде/ — /а^-Д» гДе:

1) каждая функция /J как фуркция точки ж' = (а^, * ..., хп)
::
принадлежит классу Hp\(D)', где г' р= (г2, !. .

., г„), Г| т=-г- X
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2) функции

рассматриваемые как функции точки х' = (xlf . .
., xn-i)» УА°В-/

летворяют оценкам i ! i

'"

i!
' '

'

I

где, г, =j-[ln — ~r )> i! =4. •..', » — 1, r =i(rx, r..'. ,.rn-i)v

1 < p < oo. Тогда в области G существует функция F e Hp (G}
такая, что F\rh ~ f\ + /л» А = 1, 2, и имеет;место оценка

где х е [О, ([ZJ + l)(Ui] + 2), с не зависит от / и F.

2. Некоторые вспомогательные утверждения. Всюду в даль-

дальнейшем будем считать область G удовлетворяющей условию рога и-

такой, что существует линейный ограниченный оператор продол-
продолжения с G на все Еп финитной функцией. i !
Лемма 1. Пусть / е Hlp(G), где область G удовлетворяет

описанным выше условиям, 1г — max /,-. Тогда преобразование
i

&i
= xt, i = 2, . .

., n; Zl = хг + Ф(х'), где Ф е= СЧЕ^), к> 1Х,,
\ Ш°^Ф I ^ N '< оо инвариантно относительно класса. ',
* '

Для' доказательства используется представление Ильина —

Бесова [2,| формула 7(97)] " i

|l !
,

'

X%i(y:va)Mi(tv~ai)dydt, A0>i
, где а, = ijli, i = 1,. .

., тг, то > max 2$ = Zlt /8 e С™ и имеет вид.

¦- !,-
а функции» входящие в ядра усреднения, удовлетворяют условию

X г (У) = П Х« (W); Xij. Afj, Qi e С? (?x). ' A1)

i! Замечание 1. В рилу леммы 1 и условия на; функции ipft
дальнейшие рассуждения можно проводить для i области Z?e»
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а функции/ s Hlp(G) считать равными нулю для z'(jjZ)e 12, тео-

теорема 17.11]. !
Лемма 2. Пусть область D удовлетворяет условию Г =»

= (Za, . .
., Zn)-pora, а,{ «= 1/Z,-, i. — 2, . .

.,
n и выполнены условия

п. 1 на область D. Тогда нормы A) и F) эквивалентны, т. е. спра-
справедливо

где константы сх и с2 не зависят от /.
Доказательство этих утверждений повторяет дока-

доказательство лемм 1 и 2 из работы [4], отличаясь от него лишь при-

применением неравенства Харди для Lm-нормы вместо использова-

использования неравенства Харди для Le-норм A < 6 < оо).
3. Граничные свойства функций на поверхностях класса

Гельдера. Рассмотрим область G = @ < жх< ^(х'), х1 <= D). Пред-
Предполагается что области G и D удовлетворяют условиями. 1. Вве-

Введем на G класс функций, равных нулю при х±<1 0. При этом, как и

ранее, хх—регулярная координата, т?е. 1Х = max 1Ь 1Х —\1Х] >—.
Ki<n ;Р

Таким образом, / е Яр, если / е Н1Р и —~ = 0, к = 0, 1, . . .

дх1 х,=0

. .
., \1Х]. Положим F\v = lim F (ty(x') + v,,ж'), где Г имеет вид

ио

Г: хх = \|)(ж') = ^(ж2, • • -, Хп). |.

Лемма 3. Пусть /еЯр (G), области биД удовлетворяют
перечисленным выше условиям, by = max l{,' тогда след F\T

= /(ж') существует и имеет место оценка

где с не зависит от F, rt = -y-Ui
— —

, Лемма 4. Пусть поверхность
;
Г имеет вид x1=Vjt(x'),

х' е D. Область Z) удовлетворяет условию Z'-pora и условиям

а) — в), а функция 4|з(а;') — условиям D), E). Тогда если

/еЯр(Г), где ^ = -^-1/! \-\i = 2,..., n,Zj=max lis то су-

ществует функция ^(ж), определенная на G, такая, что /Пг=/(«') и

где Z == (Zx, . ; ., ln), а с не зависит от / и
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В силу условия на область D можно воспользоваться пред-
представлением. (Ю). Нетрудно проверить, что функция

(if : ^") Af,(to-0 X

удовлетворяет условиям леммы. Оценки A2), A3) получаются

повторением доказательства лемм 3 и 4 работы [4] е учетом замеча-

замечания к лемме 2.

Пусть области G и D удовлетворяют перечисленным выше ус-
условиям. Используя представление A0), построим функцию [2,
§ 16, формула C4)]

0 *nl

X (?)П XU (^)x (^) ATi С'»"*1) AT

A5)
где m > max lu % e C~ (?t).

Лемма 5. Пусть, F e Яр'(i?n), ^ — [Zt] > —, а области G

и Z? удовлетворяют указанным выше условиям. Тогда функция

Ф(=Н1р(Еп) и имеет; место оценка 11Ф1Я i < с 1 ^ Ин«» гДе с не

зависит от F.

В силу A0), A5) и предположений леммы легко проверить, что

-1=и

, Л-О,..., [У,

откуда, применяя общую теорему вложения разных измерений
[1, теорема 6.7] и теорему о продолжении для обобщенных гель-

деровских' классов [2, теорема 17.10], получаем утверждение
леммы. . I

Замечание 2. Из леммы 5 следует, что любую функцию
F е #рB?„) можно представить в виде F = Ф -\- F — Ф = Ф +

«1=0
=0,-|- Fu где Fx по построению обладает свойством тт

к = 0, . .
., [ZJ, HFxlJ h1<c||F||hi, а Ф е Яр и бесконечно диф-

дифференцируема по хх. р р ¦.



4. Некоторые свойства функций, суммируемых с весом. Пусть
область,, G имеет вид (9), где хп — нерегулярная координата, т. е.

/^<тах/г = 1Х, а функция q> удовлетворяет оценке'B). Как и
¦ i<i<n '¦

¦ выше, предполагаем, что область G удовлетворяет условшо Z-pora,
я функции считаем продолженными финитным образом н& все

Еп. Для функции F <= П1Р положим .'"¦,.'¦ ,

!

U-»-0

Лемма. 6. Пусть ^ е Яр(б), а область'^ имеет вид (9),
где функция ф(ж') удовлетворяет оценке B).! Тогда Ifi, !^Х
' ¦ . !}Щ>

где г = (гх, . .
., !•„_,), rt > 0, г, = ^- Щ

i = 1, . .
.,
п — 1, с не зависит отF. |ЧJл ,:

!

Д О|Казат;ельс,тво леммы вытекает из ^представления
iA0) с подставовкой х„ •== ц>(х') и, повторяет доказательство леммы

6 работы [4]. i • - п
Лемма 7. Пусть область G имеет вид (9). Рассмотрим функ-

функцию Ф(х1г .'. ., хп), построенную по функции F е= Н1Р согласно

<15). Тогда существует след Ф )ав = Нш Ф(х', qy (f)^)
= f(xr) s Lp (^n-i) и имеет место оценка

;тде г = (rl, ... ., rn_,), rft3= -^-(/n—^-), x

X ([Zx] + 2K, а с не зависит от F. \ } ^'.'
"¦ !

,

Пусть на1 каждой области Я^х = Дп-i П {xl'^0},-EZ-i

=-Бп-| Л ifai <0} заданы функции /+(ж'), /"W-, Положим

Р

Имеет место следующая .' . I

. iL; Л в мм a i8.". Пусть]"! < р <С оо, 1/Ь.в,< «>.

< =«: ii^i/~ 1нг,и/Е- \< оо, где г = (гх, ..., rn-i). r

i = I, . .
.,
n - 1Гх.е [О, ([7J + 1)([/х] + 2). Тогда существует

функция F p Hlp(G), такая, что

F |а<г =liL (?)

•и имеет место оценка

где с не зависит от F и /.
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Функция F(x', хп) строится по функции f(x') с помощью пред-
представления A0) и свойств области аналогично, как и в лейме 4.,

Доказательство лемм 7 и 8 повторяет доказательство подобных
лемм работы [4], отличаясь от него лишь применением неравен-
неравенства Харди для ibo-нормы вместо рассмотренного ранее случая
?е-норм A < 0 <оо). v

i Д о к а з а те л ь с i в о теоремы 1 получается непосредствен-
непосредственно из лемм 3—7 и замечания2. - ¦

. . Доказательство теоремы S2. Иэ леммы 8 следует, что

существует функция F^rEE Slp(G) такая, что
'

1/5. *

k=l ¦Л ,. Рр\.En-l

По лемме" 4 в каждой области Gh можно построить функции F\
такие, что Fl\dGh = /а. -Так как р\ =, р\ ц_ фй) к = 1,2 ^заме-
^замечание 2), то функция ' 1

^принадлежит Яр (G) [5] и

^По лемме 6 для функции /* = F^ec имеем J/1!! г,

^Обрзначая ,
1 ¦! .

'

,/=
= ib. / Ui ¦

w ^_ wvro, , ,, .,
. .

¦ 'в силу этой оценки и условий на функции-д получаем, что !

л! ! • .'и; , ! ¦. ..¦
¦ Л t1- ¦¦¦'• '-," .

р(^) ,Яр(о) | !

Поскольку по лемме 7 функции iffe, к = 1, 2, удовлетворяют оценке
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ив леммы 8 вытекает существование функции F1 e Hlp(G) такой,
что /^leG = "ф и

Но тогда функция F = F2 + Р1.+ Р1 удовлетворяет условиям
¦теоремы.
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ГДК 517.946+518.12

Осреднение процесса распространения коротких волн в периодических

средах. Бахвалов Н. С.— В кн.: Теория кубатурных формул и вычис-

вычислительная математика. Новосибирск, Наука, 1980.

Процесс распространения коротких волн в периодических средах описы-

описывается уравнениями с частными производными с быстро осциллирующими коэф-
коэффициентами. При атом рассматриваются сильно колеблющиеся решения со сред-

средним периодом колебаний, много меньшим периода структуры. Предложен форма-
формализм построения асимптотического разложения решения бесконечного порядка
точности.

Бнблиогр. 7.

УДК 517.5+518.12 '

Обобщение метода конечных элементов для решения квазигиперболи-
квазигиперболических уравнений. Брил л а Й.—В кн.: Теория кубатурных формул
и вычислительная математика. Новосибирск, Науна, 1980.

Рассматривается обобщение метода конечных элементов для решения квази-

квазигиперболических уравнении колебания вязкоупругих пластин. При этом предва-
предварительно используются преобразования Лапласа по времени и только после это-
этого метод, конечных элементов. Получена вариационная формулировка задачи и

доказана сходимость метода.

Библиогр. 9.

УДК 517.956

Устойчивость устойчивых матриц. Году и о в G. К., Булга*
к о в А. Я.— В кн.: Теория кубатурных формул и вычислительная мате-

математика. Новосибирск, Наука, 1980.

Предложена числовая функция от матриц, конечная в случае, если матрица,

аргумент устойчива. Даны неравенства, оценивающие непрерывность этой функ-
функции, и установлена связь между ее значениями и числом обусловленности линей-
линейной системы уравнений для коэффициентов квадратичной функции Ляпунова.
Предложен итерационный процесс решения этой системы, являющийся одним из

вариантов метода сопряженных градиентов.
Библиогр. 7.

УДК 518:517.91/94

Разностные методы произвольного порядка аппроксимации для обык-
обыкновенных дифференциальных уравнений. Г у д о в и ч Н. Н.— В кн.:

Теория кубатурных формул и вычислительная математика. Новосибирск,

Наука, 1980.

Исследуются три класса разностных методов произвольного порядка аппрок-
аппроксимации для обыкновенных дифференциальных уравнений. Дается приложение
к теории а-устойчивости.

Библиогр. 3.

УДК 518:517.944/947

Асимптотическая минимизация вычислительной работы при решении
сильноэллиптических краевых задач. Дьяконов Е. Г.— В кн.• Тео-
Теория кубатурных формул и вычислительная математика. Новосибирск,
Наука, 1980.

Рассматриваются асимптотически оптимальные по трудоемкости методы ре-
решения краевых задач в ограниченных областях на плоскости, включая случай не
внакоопределенного оператора. Получены оценки числа арифметических дейст-
действий, требуемых для отыскания приближенного решения.

Библиогр. 5, рис. 2.

УДК 517.917

Равномерные приближении к решениям дифференциальных уравне-
уравнений е малым параметром при производных. Каримов С— В кн.:
Теория кубатурных формул и вычислительная 'математика. Новоси-
Новосибирск, Наука, 1980.

Рассматривается способ построения равномерных~приближений к решениях

сингулярно возмущенных задач. ~.
Библиогр. 2.
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УД 818.12

Метод внутренних граничных условий н его приложения. Новый

прием численного решения граничных интегральных уравнений. Ря-

Рябенький B.C.— В кн.: Теория кубатурных формул и вычиелитель-

{
ная математика. Новосибирск, Наука, 1980.' :

Излагается новый метод численного решения граничных интегральных урав-
уравнений, к которым сводятся краевые задачи для уравнений с частными производ-

производными. Метод основан на комбинированном использовании разностных внутренних
граничных условий и некоторых свойств проекторов Кальдерона. Дается обосно-
обоснование сходимости дискретных аппроксимаций. Приводится алгоритм решения
вадачи Дирихле для уравнения Лапласа, I: Г

Библиогр. 3. .I | !•' .
'

¦

'

,
• Ч '"

' ;
¦ ••

УДК 517.954 ! 'i , !
'

Сходимость приближений решения и области в задаче со свободное
границей. Фаге Д. М.— В кн.: Теория кубатурных формул и вычисди-

: тельнаяматематика. Новосибирск, Наука, 1980.

Рассматривается задача со свободной границей для эллиптических уравне-
уравнений. Исследуется приближение этой задачи конечномерной. Считая, что базисом

конечномерного пространства являются кусочно-линейные элементы, устанавли-
устанавливается оценка сходимости, ! i •

¦; ¦

Библиогр. 5. .

i 1 ¦'¦ I 1 . ! , , . !¦
¦Г '' '' !

'

! '
'

' '. 'I '
'

!

517.956 |;

'

¦
¦¦ . '.

¦ ¦

О некоторых уравнениях переменного типа. Яненко П. II.—
В кн.: Теория кубатурных формул и вычислительная математика. Ново-
Новосибирск, Наука, 1980,

'

В работе рассматриваются математические одели механики сплошной jpe-
ды, приводящие к уравнениям в частных производных переменного типа. Иссле-
Исследуются условия существования я единственности решения задач, сходимость^мето-
да Галеркина, численные методы решения конечно-разностным методом.

Библиогр. 10. | .

УДК 517.6J" ; '! : ¦ ; '
'

: Обработка экспериментальных данных о применением осреднений,,
сохраняющих полиномиальные, тригонометрические или экспоненциаль-
экспоненциальные функции. Василенко В. А., 3 ю з н н М. В.— в кн.: Теория
кубатурных формул и вычислительная математика. Новосибирск, Наука,

Рассмотрена конструкция локальных кусочно-постоянных осреднении, со-
сохраняющих полиномы произвольно заданной степени, тригонометрические функ-
функции с'заданными'наперед частотами, экспоненциальные функции с заданным по-
порядком роста щ убывания, '• Г^

БибЛИОГр. 2.. ;

УДК 518.5 !
¦

О прямом методе вариации параметра на бесконечном промежутке

обращения линейных операций. Давиденко д. Ф.— В кн.: Теория

кубатурных формул и вычислительная математика. Новосибирск, Наука,

, 1980.
1

Прямой метод вариации параметра на бесконечном промежутке применяется
к обращению лга"*1"" операции А. Ввод, параметра Ш < Л <оо) осуществ-

осуществляется черезТоператор-функцшо е . Рассматриваются способы построения ша-

шаги* ft . щ их увеличения в процессе счета,, а также способы выбора свободных

параметров pjj метода Рунге — Купа s-rp порядка точности. Доказывается

сходимость и дается оценка погрешности.' Тем же методом строятся псевдообь т-

ные операции в явном в неявном виде. ' : i !

Библжогр. lt.iT | !¦ 1
-

! ¦

;
'

-'¦"" .г '

'

г,1'
" ¦¦¦¦¦
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УДК 518.5

Об оптимальных по числу операций алгоритмах решения задач вы-

вычислительной-математики на ЭВМ. Иванов В. В.— В кн.: Теория ку- ,

батурных формул и вычислительная математика. Новосибирск, Наука,
1980. !;

Представлен обзор последних результатов, связанных о оптимальными по=

числу операций алгоритмами решения задач вычислительной математики. Обсуж-
Обсуждение идет по трем основным разделам: общая теория оптимальных алгоритмов,
оптимальные алгоритмы в алгебре многочленов и линейной алгебре, оптимальные ¦

алгоритмы аппроксимации, решения уравнений и минимизации функций. Наря-
Наряду с отечественными работами включены результаты зарубежных авторов.

Библиогр. 15. •. .(' i

¦ <'! ¦'! ' ,. "' '
УДК 518.12+517.544 . !;

Блочно-релаксационный метод решения задачи Дирихле. К у з н е »

ц о в Ю. А.— В кн,: Теория'кубатурных формул и вычислительная мате-

матика. Новосибирск, Hayка^ 1980. ;
Работа посвящена применению блочно-релансационных методов решения'

систем вариационно-разностных уравнений, аппроксимирующих краевую задачу
Дирихле для дифференциальных уравнений эллиптического типа. Основные осо-
особенности предлагаемого метода: рассмотрение его в подпространстве, специальная

реализация каждого шага метода и использование сопряженных градиентов в

подпространстве для ускорения сходимости. Оцениваются количество арифмети-
арифметических действий и объем памяти вычислительной машины, требуемые для реше-
решения систем с заданной точностью.

Библиогр. 7.

УДК 518,9+518.12

! ! Теорияигр и оптимальность итерационных методов. Л е 6 е -

! I девВ. И.— В кн.: Теория кубатурных^формул и вычислительная мате-
математика. Новосибирск, Наука, 13@. "

Развивается новый метод оценки эффективности итерационных процессов,
использующий критерий оптимальной стратегии теории игр. Метод обобщен на
случай распределения ыасс с весом, что дает возможность оценить сравнительную
эффективность методов сопряженных градиентов и чебышевских методов.

'
'

Библиогр- 6.

'I

УДК 618.12

, Обi оптимальной аппрокоимации яппейпых операторов. Моро*
!:.. i зо в В. А.— В кн.: Теория кубатурных формул и вычислительная мате»

! матика.Новосибирск, Наука, 1980. i i
;

' '¦ • В работе рассматриваются вопросы, связанные с-оптимальным илп квази-
ептимальным приближением элемента, для которого известно приближенное зна-
значение оператора и некоторое допустимое множество. При ряде ограничений на опе-
оператор и множество удается явно построить оптимальные' либо нвазиоптималь-
ные алгоритмы приближения такого элемента. Результаты имеют важное значе-
значение для обоснования прямых методов решения операторных уравнений первого
рода. . ;

Библиогр.9. I

УДК 518.392 !
'

¦.. ' , '
Оценка ошибок кубатурных формул для функций из пространств

С. Л.! Соболева на областях с вырожденными углами. А к о п я н Г. Г.—

В кн.: Теория.кубатурных формул и вычислительная математика. Ново-

Новосибирск, Наука, 1980.

Построены кубатурные формулы для интегрирования функций из прост-
пространств С. Л. Соболева по областям, содержащим вырожденные углы. Показано,'
что для некоторого класса областей с вырожденными углами (удовлетворяющих
условию ^конуса) во многих случаях эти формулы неулучшаемы (по порядку убы-
Вання их функционалов ошибок) среди всевозможных кубатурных формул с про-
вольными узлами. . '

Библиогр. 6, . i Л
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УДК 517.5

Об оптимальных методах восстановления интеграла. Ж е н е ы ¦ <•

баев А. А.— в кн.: Теория кубатурных формул и вычислительная мате-
математика. Новосибирск, Наука, 1980. ¦

Рассматривается задача о нахождении наилучшей квадратурной Формулы
дляфункций. , '

Библиогр. 6.

УДК 511.29

Нахождение числа решений лннейных диофантовых уравнений. Ис-
р а и л о в М. И.— В кн. :Теория кубатурных формул и вычислитель-
вычислительная математика. Новосибирск, Наука, 1980.

Приводится точная формула для подсчета числа решений линейных диофан-
товых уравнений 2а х. = п, х. ^ 0 при любых положительных числах а

Библиогр. 5. i%' * *'

УДК 518.12+517.392

Квадратурная формула Г35-го порядка для сферы. Лебе-

Лебедев В. И.— В кн.: Теория кубатурных формул и. вычислительная мате-
математика. Новосибирск, Наука, 1980.

Развивается подход, предложенный С. Л. Соболевым для построения квад-
квадратур на сфере, инвариантных относительно групп вращения. Удалось обойти

трудности, возникающие при построении квадратур наивысшей алгебраической
степени точности п > 29 и построить квадлятурную формулу при п = 35.

Библиогр. S. ' •

УДК 517.382

О декартовых произведениях куоатурных формуя. Носков М. В.—
В кн.: Теория кубатурных формул и вычислительная математика. Ново-

Новосибирск, Наука, 1980.

Приводятся две теоремы об условиях разложимости кубатурных формул
вообще говоря эрмитовых, в декартовы произведения формул меньшей размернос-
размерности и об алгебраической точности сомножителей декартовых произведений.

Библиогр.3. ;

УДК 517.392

Асимптотически наилучшие последовательности кубатурных и квадра-

квадратурных формул. Пояовинвин В. И.—В кн.: Теория кубатурных
формул и вычислительная математика. Новосибирск, Наука, 1980.

Приводятся результаты автора, касающиеся кубатурных и квадратур ых

формул, образующих асимптотически наилучшие последовательности в проет-

анствах L™ (Я), в том числе асимптотическая оценка jj-|| t (Q) функционалов

LP
ошибок таких формул y{N> -¦ °°, где N — количество узлов.

Библиогр. 7.. .',
'

,

УДК 518+517.392

: Развитие теории кубатурных формул Соболева. Р а м а з а -

нов М. Д., Блинов Н. И., Войтишек Л. В., Жама-
' ло в 3. Ж., Загирова Ф. Я., Половинкин В. И., С а л н •

хо в Г. Н., Шарипов Т. X., ШойнжуровЦ. Б.— В кн.: Тео-
Теория кубатурных формул и вычислительная математика. Новосибирск,
Наука, 1980.

Дан обзор работ, относящихся к тем направлениям в теории приближенного
интегрирования функций и-переменных, основы которых заложил в 60-х годах

С. Л. Соболев. Одно из них — построение формул численного интегрирования по

многомерной сфере. Главный вопрос другого — исследование кубатурных фор-

формул, асимптотически оптимальных для широких классов банаховых пространств.
Такими формулами являются кубатурные формулы с регулярным пограничным
слоем С. Я. Соболева либо их обобщения.

Библиогр. 3.
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УДК 517.51

О корнях многочленов Эйлера. Соболев С. Л.— В кн.: Теория
кубатурных формул и вычислительная математика. Новосибирск, Наука,
1980. -

Изучается асимптотич еское поведение корней полиномов Эйлера Е при

больших ft. Получена асимптотическая формула.
Ил. 1. Библиогр. 7.

УДК 517.392

Г Асимптотически оптимальные кубатурвые формула в пространств

I ве Соболева Wm при четном т. Шойнжуров Ц. В.— В кн.: Теория

[кубатурных формул и вычислительная математика. Новосибирск, Наука,
1980.

Г Рассматриваются новые асимптотически оптимальные кубатурвые формулы

в пространстве Соболева Wp при четном т и 1 < р < го. •

Библиогр. 4.

УДК 517.9

Вопросы разрешимости задач интегральной геометрии. А н и к о •

нов Ю. В.— В кн.: Теория кубатурных формул и вычислительная мате-

математика. Новосибирск, Наука, 1980.

На примере интегрирования по геодезическим фиксированной аналитической
метрики излагается способ исследования разрешимости задач интегральной гео-
геометрии. Для данных и решения рассмотренной задачи приведены формулы, содер-
содержащие в себе аналитическую функцию двух переменных.,

•

БИбЛИОГР. 4.

УДК 517.54:517.514

Продолжение функция и отображения, сохраняющие классы функ-
функций. Гольдштейн В. м Вкн.: Теория кубатурных формул и

вычислительная математика. Новосибирск, Наука,; 1980.
^ 5Г Получены необходимые и достаточные условия продолжения функций клас-

классов W2(G), Bp(G), lp = 2, I < 1 из плоских ограниченных односвязных областей.

При этом существенно используется инвариантность данных классов функций при
квазиконформных и квазиизометрических гомеоморфизмах. Условия сформули-
сформулированы в виде геометрического требования на границу области,
Библиогр. 9.

I . ,

УДК517.5 '

Оптимальное восстановление функций и нх производных в метрике
L .Корнейчук Н. П.— В кн.: Теория кубатурных формул и вычис-

вычислительная математика*. Новосибирск, Наука, 1980.

Рассматривается задача оптимального восстановления в метрике L не-

непрерывных и дифференцируемых функций по информации, заданной с помощью
конечного набора функционалов. Для широких классов функций указаны линей-
линейные методы, гарантирующие погрешность восстановления функции (и одновре-
одновременно ее производной), не превосходящую соответствующего поперечника.

Библиогр. 3.

УДК 517.55

Некоторые задачи аналитического продолжения. Л а в р е в 2
т ь е в М. М— В кн.: Теория кубатурных формул и вычислительная
математика. Новосибирск, Наука, 1980.

Работа содержит обзор классических результатов в области теории аналити-

аналитического продолжения функций одной или нескольких комплексных переменных.
Наряду с этим рассматриваются постановки нелинейных задач теории продолжен
вия с дополнительными ограничениями. Для многих типичных ситуаций приведе-
приведены теоремы существования продолжений. ¦
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УДК 611

О коэффициентах Лорана обобщенной дзета-функции. Л а в -

i1 рик А. Ф.— В кн.: Теория кубатурных формул и вычислительная мате-

математика. Новосибирск, Наука, 1980. ¦ I

Устанавливаются оценки коэффициентов ряда Лорана дзета-функции в

окрестности полюса. ' .
¦

Библиогр. 5. • ', j!
:' > '-, I '

1 1I !
. УДК 517.53/57 , ; ' ..
! ОСодном усиле '*и теоремы Племеля — Пр;а:алова и задачи пап-

'
Лучшей аппроксима ии. Мамедханов Дж. И.— В кн.: Теория ку-
кубатурных формул и вычислительная математика. Новосибирск, Наука,
1980. :

Приводится усиление теоремы Племеля — Привалова, а именно, утверж-

утверждается, что если плотность интеграла типа Коши в некоторых точках имеет повы-

повышенную 'гладкость, то такую же гладкость в этих точках будут иметь предельные
значения интеграла типа Коши. Формируются весовые теоремы наилучшей ап-

аппроксимации на замкнутых кривых в метрике пространства Н усиливающие
соответствующие теоремы Б. К. Дзядыка и В. И. Белого, а также прямая те-

теорема полиномиальной аппроксимации на дугах. :;

I Библиогр. 3.

УДК 517.512

О суммировании интегралов Фурье методом Рисса. Очи-
ров М. Н.— В кн.: Теория кубатурных формул и вычислительная мате-

I ыатика. Новосибирск, Наука, 1980.

Доказывается сумжпруеыость продифференцированного интеграла Фурье и
сопряженного с ним интеграла функциональным методом Рисса при некоторых
ограничениях на функцию, определяющую этот метод.

Библиогр. 1.

УДК 517.531 ;
¦

О минимуме функционалов, содержащих дифференциальные опера-
операторы. Портнов В. Р.— В кн.: Теория кубатурных формул и вычис-
вычислительная математика. Новосибирск, Наука, 1980. i

. Рассматриваются функциональные пространства, определяемые некоторыми
полунормами, содержащими дифференциальные операторы. Исследуются свойст-
свойства таких пространств. Получены приложения к задачам нелинейной теории упру-

упругости. |• '
Библиогр. 6. .-!,',¦¦ - '!

УДК5Й..5 ' ,i
'

I Обаппроксимативных характеристиках гладких функций многих
.' переменных.Тихомиров В. М.— Bra.: Теория кубатурных формул
,'¦ ивычислительная математика. Новосибирск, "Наука, 1980.

Работа предстазляет собой обзор новых результатов, полученных советски-
советскими авторами по аппроксимативным характеристикам гладких функций многих
переменных. Рассмотрены три группы вопросов: критерии конечности, нахожде-
нахождение точных решений, вопросы приближения классов функций в метрике L .

Библиогр,18., ¦

УДК 51|7.51! !" ::

1 Аппроксимативные свойства матричного метода суммирования ря«
дов Фурье — Чебышева. Фалалеев Л. П.— В кн.: Теория кубатур-
кубатурных формул и вычислительная математика. Новосибирск, Наука, 1980.

Рассматриваются линейные методы суммирования рядов Фурье по систе-
системе Чебышева в случае, когда элементы нижней треугольной матрицы удовлиъо-
ряют условию Стечкина — Фомина и аналогичным (более узким) условиям.
Исследована скорость сходимости соответствующих агрегатов на конкретных
классах непрерывных функций, ' ;

¦

Библиогр.6j | .
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УДК517.94 |
О разрешимости обобщенной системы Коши—Римана. Б а и -

ев Н. К.— В кн.: Теория кубатурных формул и вычислительная мате-

математика. Новосибирск, Наука, 1980. i:

Изучается разрешимость обобщенной системы Коши—Римана в пространст-

пространствах О. В. Бесова. . ,
БИбЛИОГр. 4. . ¦ J;

УДК 517.518.22

Вложения пространств W(J^(H) при некоторых предположениях

относительно областей существования весовой нормы градиентов визитах

порядков. Зарубин М. М.—В кн.: Теория кубатурных формул и

I вычислительнаяматематика. Новосибирск, Наука, 1980.
1

Получен результат, позволяющий улучшить вложения пространств
в/п

Wp V(R) на; некоторых классах фунгап»*.

Библиогр. 3^ ил. 4. .

УДК 517.983:517.986

Возмущение производящих операторов лебеговских полугрупп.
Иванов В. В., Мельников Е. В.— В кн.: Теория кубатурных
формул и вычислительная математика. Новосибирск, Наука, 1980.

Изучается вопрос о возмущении производящих операторов, равномерно сум-

суммируемых в нуле nojryrpynn операторов, действующих в локально выпуклых

пространствах. Теорема о возмущении доказывается в условиях, обеспечивающих

возможность явного выражения возмущенной полугруппы через исходную и воз-
возмущающий оператор. ,

! БиСлиогр. 9. !

УДК 517.51

Некоторые вопросы теории вложения классов дифференцируемых
функций. И л ь и н В. П.» Успенский С. В.— В кн.: Теория куба-
кубатурных формул и вычислительная математика. Новосибирск, Наука,
1980.

Исследуются вопросы теории вложения классов дифференцируемых функций
с неизотропными дифференциальными свойствами по разньш переменным в облас-

областях. Устанавливается зависимость теорем вложения от геометрических свойств

области для классов wpt BptQt весовых и других классов.

Библиогр. 17, ил.2. :

h . . ¦ ,

УДК 513.88

Теоремы вложения для одного класса весовых пространств и их при-
менения. Лнзоркпн П. И., Отелбаев М.— В кн.: Теория куба-

g туриыхформул и вычислительная математика. Новосибирск, Наука,
' - 19ои.

Рассматриваются теоремы о непрерывности, компактности оператора вло-
¦ жения для весовых классов. Результаты развивают критерии компактности, по-

,; лученные ранее различными авторами.
Библвогр. 7.

УДК 517.518.22

Теория мультипликаторов в пространствах днфферещкрусных функ»
пни и ее приложения. М а з ь я В. Г., Шапошникова Т. О.—•
В кн.: Теория кубатурных формул и вычислительная математика. Ново-
Новосибирск, Наука, 1980.

Исследуется вопрос о мультипликаторах на пространствах С. Л. Соболева <-«

Д1, Н. Слободецкого Wp (Rn), пространствах О. В. Бесова Вp(Rn> и др.

Библиогр. 8.
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УДК 517.514

Аналог теоремы с. Л. Соболева об интегралах типа потенциала.
Соболевский п. Е.— В кн.: Теория кубатурных формул и вычис-
вычислительная математика. Новосибирск, Наука, 1980.

Рассматриваются свойства интегралов типа потенциала как трансформатора
в идеале кольца ограниченных операторов.

Библиогр. 3. *

УДК* 517.5

О мультипликаторах, порожденных гтювлятпнескими выражения-
выражениями. Степанов В. Д.— В кн.: Теория кубатурных формул и вычисли-
вычислительная математика. Новосибирск, Наука, 1980.

[Показывается, что для любого гиповллшиического выражения AE)?t0, leдп
оператор Гл .= F — J является мультипликатором типа (р, р), где интер-

интервал изменения р зависит от порядка убывания —-тгт на бесконечности.

Библиогр. 5.

УДК 517.948

О полноте пространства 2р(Еп). Хама ев Б. А,—В кн.: Те-

Теория кубатурных формул в вычислительная математика. Новосибирск,
Наука, 1980.

Доказывается полнота пространства ^р(Еп). Пространство ^
может быть рассмотрено как обобщение пространств,<?р(ifn), введенных С. Л. Со-

болевьш для целых индексов 2, на случай произвольных однородных функций
H(i |), являющихся символом некоторого псевдодифференциального оператора.

Библиогр. 5.

УДК 517.518.22

О следах функций класса Hp(Gf) С. M. Никольского на гладких по-

поверхностях. Ш мы ре в Г. А,— В кн.: Теория кубатурных формул и

вычислительная математика. Новосибирск, Наука, 1980.

Исследуются граничные свойства функций, принадлежащих анизотропным

классам Нр(в) С. М. Никольского, I = (Ii !„),i<v < °°. Для каждого

класса функций определяется класс областей, на границе которых дается точная

обратимая характеристика следа произвольной функции.
Библиогр. 5.
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