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ПРЕДИСЛОВИЕ

Упорядоченная группа является сложным алгебраи-
алгебраическим объектом, наделенным одновременно структурой

группы и структурой упорядоченного множества, которые

едва ли нуждаются в рекомендациях. Образцом связи

между групповой операцией и отношением порядка послу-

послужили вещественные числа.

Понятие упорядоченной группы возникло в конце

XIX в. в связи с вопросами обоснования математики,

именно, при построении аксиом для вещественных чисел..

Уже одна из первых теорем теории упорядоченных групп
—

теорема Гёльдера об изоморфизме архимедовой линейно

упорядоченной группы подгруппе аддитивной группы ве-

вещественных чисел —: имеет фундаментальное значение для

математики. Она позволяет определить вещественные чис-

числа как максимальную архимедову группу.

. Одновременно с упорядоченными группами и телами

начинается история решеточно упорядоченных групп и

полугрупп. «Анализируя механизм отношения делимости,

он (Дедекинд) заложил основы современной теории ре-
решеточно упорядоченных групп в мемуаре (который не по-

получил отклика у его современников и в продолжение 30 лет

оставался забытым), являющемся, без сомнения, одной из

первых работ по аксиоматической алгебре» (Б у р б а-

ки Ш).
Систематическое построение общей теории упорядо-

упорядоченных групп началось в XX в. Проявляли интерес к тео-

теории упорядоченных групп и внесли в нее существенный;,
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вклад выдающиеся математики: Р. Дедекинд, О. Гёльдер,
Д. Гильберт, Дж. Нейман, Г. Биркгоф, А. И. Мальцев,
Ф. Холл. В настоящее время теория упорядоченных

групп является одной из наиболее интенсивно развиваю-

развивающихся областей алгебры.
Приведем разного характера доводы в пользу изучения

упорядоченных групп. Некоторые из них относятся вообще
к упорядоченным алгебраическим системам.

Во многих разделах математики происходит замена ве-

вещественных чисел упорядоченными группами (и телами),
например, в теории нормирований. Это показывает, что

упорядоченные группы играют существенную роль в алге-

браизации математики. Понятие решеточно упорядоченной

группы имеет фундаментальное значение в некоторых раз-

разделах функционального анализа. В теории моделей вместо

вещественных чисел часто рассматриваются аксиоматизи-

аксиоматизируемые классы упорядоченных групп или тел.

Анализ истории доказательств (и передоказательств)
основной теоремы алгебры о существовании корня у много-

многочлена над полем комплексных чисел показал, что «роль тс-

пологии в «фундаментальной теореме» была сведена к един-

единственному предложению, согласно которому, если много-

член с действительными коэффициентами меняет знак в не-

некотором интервале, то он обращается в нуль (теорема Боль-
цано для многочленов). Тенденция приписывать преобла-

преобладающее значение структуре упорядоченности действитель-

действительных чисел сказывается также в определении действитель-

действительных чисел методом «сечений» Дедекинда, хотя этот метод,
в сущности, приложим ко всякому упорядоченному мно-

множеству. В ходе этих исследований не могли не заметить,
что существенную роль при этом играет не столько топо-

топология, сколько структура упорядоченности R. Этот ход
мыслей нашел свое завершение в абстрактной теории упо-

упорядоченных нолей, созданной Артином и Шрейером. Од-
Одним из ее наиболее замечательных результатов является,
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конечно, открытие, что существование отношения порядка

в поле связано с его чисто алгебраическими свойствами»

(Б у р б а к и [1]). Последнее замечание полностью отно-

относится к линейно упорядоченным группам.

Класс упорядочиваемых групп содержит большинство

изучаемых классов групп без кручения. Абелевы группы

без кручения, нильпотентные группы без кручения,

свободные разрешимые, свободные полинильпотентные

и свободные группы являются упорядочиваемыми

группами.

Существенной чертой собирательного процесса в тео-

теории групп является введение порядка на свободной

группе.
Класс упорядочиваемых групп приобрел популярность

среди специалистов по теории групп. Одним из первых

примеров простых групп без кручения был пример Чеха-

та упорядоченной простой группы. Затем Холлом были

построены различные серии упорядоченных простых групп.

Эти примеры имеют важное значение для общей теории

групп и уже нашли в ней применение. Имеются также глу-

глубокие связи между группами автоморфизмов бесконеч-
бесконечных моделей и группами автоморфизмов упорядоченных

групп.
В настоящее время имеется ряд монографий по упоря-

упорядоченным алгебраическим системам: Бурбаки [1],
Б и р к г о ф [1], Д ю б р е й-Ж акотэн, Лесьер,
Круазо [1], Жаффар [1], Рибенбойм [S],

Фукс [8].

В настоящей книге излагается выделившаяся по мето-

методам и проблематике теория линейно упорядоченных групп.
Большая часть книги посвящена результатам, не вошед-
вошедшим в ранее написанные монографии, и изложение дается

независимо от них.

Необходимые для чтения сведения из теории групп

можно найти в известных монографиях А. Г. Куроша в
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М. Холла. Ряд используемых теоретико-групповых фак-
фактов, не вошедших в эти монографии, изложен в допол-

дополнении.

Эта книга появилась благодаря неоднократным сове-

советам М. И. Каргаполова и ныне покойного А. И. Мальцева.

Авторы выражают благодарность Д. М. Смирнову, Ю. Н. Му-
Мухину и Ю. И. Мерзлякову за сделанные ими замечания.

А. И. Кокорин,
В. М. Копытов



УСЛОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

А, М, G, ...
—

множества, группы, ...

а, Ь, с, g, х, у, z, ...
— элементы множеств, групп, ...

i, /, к, т, п, ...
—

целые числа

х ЕЕ А (х ее ^4) — элемент а; принадлежит (не принадле-
принадлежит) множеству А

А [} В, А {] В, А\В — объединение, пересечение, раз-
разность множеств А и В

U Аа1 0 Аа — объединение, пересечение семейств мно-
а а

жеств А а

A cz В (А с: В) — множество А есть (собственное) под-

подмножество множества В

{ха} — множество элементов ха

{х ЕЕ А | ...} — множество всех х ЕЕ А со свойством ...

ф — пустое множество

<! — меньше или равно

< —

строго меньше

<а, by — открытый отрезок, интервал
Н • F — множество элементов вида hf, где h ЕЕ Н, f ЕЕ F

Н'1 — множество элементов вида h'1, где h ЕЕ Н

{А} — группа, порожденная множеством А

NG (Я) — нормализатор Н в G

Cg (Я) — централизатор Н в G

G/H — фактор-группа G по Н

gH — смежный класс по подгруппе Н

G' —

коммутант группы G

Е —

единичная подгруппа

е — единица группы
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G s Я — изоморфизм G и Я

[о, 6] — коммутатор a^b^db элементов а и Ь

аг = g~rag — элемент, сопряженный с а

a«i+•¦•+«„ _ g-i д^... g^agn — произведение сопряжен-
сопряженных элементов

A xfi, Пла — прямое произведение

П-4 а
— полное прямое произведение

А * В, П*4а — свободное произведение
А г В — сплетение

АгВ — полное сплетение

А * В (Я) — свободное произведение с объединенной
подгруппой

А У, В (Я) — прямое произведение с объединенной под-

подгруппой
Jg (Я) — изолятор Я в G

S (а, Ь, ...) — инвариантная полугруппа, порожденная

элементами а, Ь, ...

a > е — элемент а положительный

a ^> e — элемент а строго положительный

\а\ = max {а, а }— модуль элемента а

а -^ Ъ — элемент а бесконечно мал по сравнению с Ъ

Р, Р (G) — полугруппа положительных элементов G

(ха} ~~* х — последовательность {ха} сходится к х
— конец" доказательства.



ГЛАВА I

УПОРЯДОЧЕННЫЕ ГРУППЫ

§ 1. Частично упорядоченные алгебраические системы

1°. Множество А называется частично упорядоченным,
если на нем определено отношение ^ (меньше или равно),
удовлетворяющее следующим условиям:

1. а <1 о (рефлексивность);
2. если о<Ьи6<я, тоо = Ь (антисимметричность);
3. если а <1 Ь и 4<с, то о<с (транзитивность).
Отношение <1 называется частичным порядком. Эле-

Элементы а и Ъ называются сравнимыми, если а ^Ь или Ъ ^а.
Частично упорядоченное множество, все элементы которо-

которого сравнимы между собой, называется линейно упорядо-
упорядоченными.

Частично упорядоченное множество М называется

решеткой (или структурой), если для любой пары эле-

элементов а, Ъ ЕЕ М существуют такие с > а, Ъ и d <: а, Ъ,
что из о, Ъ ^ х следует с<жииза, Ь > у следует d > у.

При этом элемент с называется объединением или точной

верхней гранью элементов а и b и обозначается с — a\J Ь,
а элемент d называется пересечением или точной нижней

гранью элементов а и Ъ и обозначается d = а /\Ъ.
Частичный порядок на множестве естественным обра-

образом индуцирует частичный порядок на любом его подмно-

подмножестве. Частичный порядок <;
'

называется продолже-
продолжением заданного на том же множестве частичного порядка

^ , если из о<Ь следует a^L'b. Частичный порядок
<1' называется противоположным к <: ,

если а <:' Ь
тогда и только тогда, когда Ь <1 а.

Подмножество Н частично упорядоченного множества

М называется выпуклым, если из а ^ ж ^ 6 и о, b ЕЕ Н

следует х е= Я.



12 УПОРЯДОЧЕННЫЕ ГРУППЫ [ГЛ. I

Говорят, что а строго меньше Ъ, и пишут а <.Ъ, если

а <; Ъ, аф Ъ.
Линейно упорядоченное множество называется вполне

упорядоченным, если каждое непустое его подмножество

имеет наименьший элемент.

2°. Множество G называется частично упорядоченной
группой (ч. у. группой), если оно является группой отно-

относительно операции умножения, частично упорядоченным
множеством относительно частичного порядка ^ и ча-

частичный порядок сохраняется при умножении справа и

слева на элементы G, т. е.

(*) если а<1Ь, то ac^bcnca^cb для всех а, Ь, cE=G.

Условие (*) называют законом однородности или моно-

монотонности. Если частичный порядок в ч. у. группе линей-

*ный, то группа называется линейно упорядоченной (л. у.).
Если в определениях упорядоченных групп потребовать
сохранения порядка лишь при умножении справа, то по-

получим правоупорядоченные группы. Если частичный поря-
порядок в ч. у. группе является решеткой, то группа называ-

называется решеточно упорядоченной или структурно упорядо-
упорядоченной. Группы частично, решеточно или линейно упоря-

упорядоченные будем иногда называть упорядоченными.
Простейшими примерами упорядоченных групп могут

служить аддитивная группа действительных чисел и муль-
мультипликативная группа положительных действительных чи-

чисел с их естественными порядками.

Операторная группа G с областью операторов Q на-

называется (частично, линейно) Q-упорядоченной, если она

упорядоченная и из а < 6 следует аш ^ 6м для всех со ЕЕ

ЕЕ й. В частности, инвариантная подгруппа Н упорядо-
упорядоченной группы G будет Q-упорядоченной с областью опе-

операторов Q, состоящей из внутренних автоморфизмов груп-
группы G. В последнем случае будем говорить, что подгруппа

Н является G-упорядоченной (или Г'-упорядоченной). Дру-
Другие обобщения понятия ч. у. группы рассматривали

Смирнов [2], Г а б о в и ч [2], Бриттон иШеп-
перд [1], Р и г е р [1], Ш е п п е р д [2], Конторо-
вич и Кокорин [1], Клиффорд [5].

3°. Множество К называется частично упорядоченным
кольцом (ч. у. кольцом), если оно является кольцом отно-

относительно операций сложения и умножения, частично упо-
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рядоченным множеством относительно порядка s?C, и

выполняются следующие аксиомы:

(а) если а<1Ь, то a-j-c<Ib + c для всех а, Ь, с е К;
(б) если а ^ Ь и с > 0, то ас <I be и са ^ сЬ для всех

а, Ь, се #.
Ч. у. кольцо называется линейно упорядоченным (со-

(соответственно решеточно упорядоченным), если его поря-

порядок является линейным (решеточным).
Примером л. у. кольца является кольцо целых чисел с

их естественным порядком. Кольцо действительных функ-
функций, непрерывных на некотором отрезке, является р. у.
кольцом, если положить / (ж) ^ g (х) тогда и только тогда,

когда / (a) <I g (а) для всех а, принадлежащих этому от-

отрезку. Поле действительных чисел с их естественным по-

порядком является л. у. полем.
4°. При определении упорядоченных алгебраических

систем возможны различные подходы. Укажем на один из

них.

Множество А называется частично упорядоченной ал-

алгебраической системой с областью монотонности С, если

оно является алгеброй с операциями/а (жх, ..., хПа), а е /,
ч. у. множеством относительно порядка <1 и удовлетво-
удовлетворяет аксиомам:

A) /a (zi, .-.., хПа) S С, если ж1( ..., хПа S С;

B) если а, Ь сравнимы, то сравнимы

/а («1, •••, Я{_17 О*, ?i+1, ¦••. Жпа) и /а (Яъ •-., #i-i, Ъ, Xi+1, ...

для всех х1: ..., Xi-x, xl+1,..., хПа е С, для каждого aG/

и каждого i = 1,2, ..., па.

§ 2. Простейшие свойства упорядоченных групп

1°. Приведем некоторые непосредственные следствия
из определения:

A) если а < Ъ, то с~хас < с~гЪс\
B) если а<.Ь, то Ь'1 < а ;
C) если а < Ъ, а' < Ь', то аа' < ЬЬ'.

Докажем, например, B). Умножим соотношение а < Ъ
слева на о ,затем справа на Ь~г — получим о ab'1 <
< a^bb'1, т. е. Ь-1 < а .
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Элемент а называется положительным (строго положи-

положительным), если а > е (а ^> е) и отрицательном, если
а ^ е.

Множество положительных элементов ч. у. группы G

будем обозначать через Р (G) или просто Р. Частичный по-

порядок ^ в ч, у. группе G однозначно определяется мно-
множеством Р (G), так как а <1 Ъ тогда и только тогда, когда

Ьа~г Е; Р (G) (или а~Ц ЕЕ Р (G)). Поэтому в дальнейшем
частичный порядок в G будем часто отождествляться (G).

По свойству A) Р (G) будет инвариантным множеством.
По B) Р (G) будет чистым подмножеством (т.е. таким, что

Р (G) П Р-1 (G) S {е}). По C) i> (G) будет полугруппой.
Если G — л. у. группа, то по B) Р (G) будет линейным под-

подмножеством (т. е. таким, что Р (G) U Р'1 (G) = G).
Теорема 1. Подмножество Р группы G тогда и

только тогда является множеством положительных
элементов при некотором частичном (линейном) порядке
группы, когда оно является инвариантной, чистой (и ли-

линейной) полугруппой с единицей.
Доказательство. Достаточно показать, что

если Р — чистая инвариантная полугруппа с единицей в

G, то в G можно ввести порядок, при котором Р будет мно-

множеством положительных элементов. Положим а > b

тогда и только тогда, когда аЬ~г ЕЕ Р.

Так как е — а -а'1 ЕЕ Р, то а <; а.

Пусть а > Ъ, Ь > а, т. е. аЬ~1 ЕЕ Р, Ьа'1 ЕЕ Р. Но

ab'1 — (Ьа ) ,тогда ab'1 = е и а = Ь. Пусть, далее,
а > Ь, Ь > с, т. е. ab'1 ЕЕ Р, be'1 E: Р. Тогда аЬ ^ ЕЕ
ЕЕ Р, так как jP — полугруппа и, значит, ас'1 ЕЕ Р или

а > с. Наконец, если а >» Ь, то аЬ ЕЕ Р и, в силу ин-

инвариантности Р, получаем Р ЕЭ cab^c'1 = ca (cb)'1, т. е.

са > сЬ. С другой стороны, ab'1 = ас -с *» ЕЕ Р влечет

ас^ be. ф
Предложение 1. Подмножество Р группы G

тогда и только тогда является множеством положитель-

положительных элементов при некотором частичном (линейном) пра-
правом порядке группы G, когда оно является чистой (и ли-

линейной) полугруппой с единицей, ф
П р и м е р 1. Пусть G — аддитивная группа комплекс-

комплексных чисел,

Л (G) = {« + iy\ оо > 0 или х = 0, у > 0},
P2(G) = {x + iy\x>0, y>0}.
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Тогда Ру (G) определяет линейный порядок в G, P2 (G) —

решеточный порядок в G.

Пример 2. Пусть G — мультипликативная группа
положительных рациональных чисел, Р (G) — множество

натуральных чисел. Тогда G — р. у. группа.

Пример 3. Если G — мультипликативная группа
вещественных чисел, Р (G) — совокупность элементов,
больших 1 (в естественном порядке), то G — ч.у. группа,
но не р.у. группа.

Пример 4. Пусть G — аддитивная группа много-

многочленов над полем вещественных чисел,

P(G) = {а0 + ахх + ...+ апхп\ если а0
= ах = ...

...
= а{_х = 0 и аг ф О, то а4 > 0}.

Тогда G — л.у. группа.

Пример 5. Пусть Л — подгруппа аддитивной груп-
группы действительных чисел, В — наибольшая подгруппа
мультипликативной группы положительных действитель-
действительных чисел таких, что из г?5 иаЕ^ следует га ЕЕ А.

Рассмотрим множество Т — { (г, а) \г ЕЕ В, об А} с

операцией умножения: (г, а)-(г1, а') = (гг', га' + а).
Положим

р (Т) = {(г, а)|г> 1, либо г = 1 и а>0}. :

Тогда Т — л. у. группа. Отметим, что множество элемен-

элементов вида A, а) образует подгруппу, изоморфную А, и при
этом (г, Ъ) A, а) (г, Ь) = A, га), а множество элементов

вида (г, 0) — подгруппу, изоморфную В.
Пример 6. Группа G треугольных действительных

матриц с положительными элементами на главной диаго-
диагонали будет л. у., если в качестве Р взять множество тех мат-

матриц, у которых «верхний» отличный от 1 элемент главной

диагонали больше 1; либо при равенстве 1 всех элементов

главной диагонали «верхний» отличный от 0 элемент, ле-

лежащий на ненулевой диагонали, «ближайшей» к главной,
положителен. В частности, если взять

6Ч(о
то получается матричное представление группы Т из при-

примера 5,
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П р и м е р 7. Пусть G — ЦАа, гДе Аа — ч.у. группы.
Положим

Р = {а = (..., аа, ...) ЕЕ G\aa > e в Аа для всех а}.

Тогда G — ч.у. группа.
2°. Группа, которую можно сделать л.у., называется

упорядочиваемой (или Y-группой, или О-группой).
Предложение 2. Полное прямое произведение

упорядочиваемых групп упорядочиваемо.

Пусть G = ИDа — полное прямое произведение л.у.
групп Аа, множество индексов {а} которых вполне упоря-
упорядочено. Введем в G порядок, называемый лексикографиче-
лексикографическим, следующим образом: а = (..., аа, ...) из G считаем

положительным, если аа ~^z е в Аа ш ац
= е в А $ для всех

р < а. При этом порядке G будет л. у. группой, ф
Следствие 1. Если группа аппроксимируется

упорядочиваемыми группами, то она упорядочиваема, ф
Предложение 3. Абелева группа без кручения

упорядочиваема.
Абелеву группу G без кручения можно вложить в пол-

полную абелеву группу G* без кручения. G* является прямым
произведением групп, изоморфных аддитивной группе ра-
рациональных чисел, и потому по предложению 2 упорядо-
упорядочиваема. Группа G как подгруппа упорядочиваемой груп-
группы G* тоже будет упорядочиваемой, ф
Предложение 4. Сплетение упорядочиваемых

групп упорядочиваемо.
Пусть G = АгВ — сплетение л. у. групп. При этом

А ^ Аь, где Ь ЕЕ В, и из ае ЕЕ Ае, Ъ ЕЕ В следует а\ = аь.
Любой элемент g ее G однозначно представим в виде g =

= abl ... abkb, где abi ЕЕ АЪ{, Ъ ЕЕ В и Ьх < ... < Ь. при

линейном порядке в В. Считаем g ЕЕ Р, если Ь~^> е в В,
либо Ь = е и аЬ]с > е в АЬ]С. Множество Р определяет ли-

линейный порядок в G. #
3°. Подгруппа Н ч.у. группы G называется выпуклой,

если Н —

выпуклое подмножество в G. Это понятие явля-

является в теории упорядоченных групп важнейшим. Фактор-
Факторгруппу G/H ч.у. группы G по выпуклой инвариантной под-

подгруппе Н можно сделать ч.у. группой следующим естест-

естественным способом: положим аН <; ЬН в G/H тогда и толь-
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ко тогда, когда а' < Ь' в G для некоторых a' ЕЕ аН, Ь' ЕЕ

ЕЕ Ь#. Приведенное определение эквивалентно такому:

Р (G/H) есть образ Р (G) при гомоморфизме G на G/Я. Так
введенный порядок на фактор-группе называется ин-

индуцированным. При индуцированном порядке выпуклым

подгруппам из G, содержащим Я, соответствуют выпуклые
подгруппы из G/H и обратно.

Групповой гомоморфизм ф ч.у. группы G в ч.у. группу
F называется порядковым гомоморфизмом, или у-гомомор-

физмом (о-гомоморфизмом), если из й ^ 6 в G следует

Ф (a) ssS ф (Ь) в F или, что равносильно, если

Если при
-

этом q(G) = F и ф (j° (G)) = Р (F), то

Ф называется у-эпиморфизмом. Если ф, ф есть у-эпимор-

физмы, то ф называется у-изоморфизмом, а группы G и

F называются у-изоморфными; у-изоморфизм ч.у. группы
на себя называется у-автоморфизмом. Ясно, что множе-

тво у-автоморфизмов ч.у. группы образует группу.
Теорема 2. Инвариантная подгруппа Н ч.у. группы

г тогда и только тогда является ядром некоторого у-го-

юморфизма, когда она выпуклая: Если ц> является у-эпимор-
Зизмом G^Ha U с ядром Н, то фактор-группа GjH у-изо-

юрфна G. -

Доказательство. Пусть Н — ядро у-гомомор-
изма ф ч.у. группы G. Тогда из а < z ^ i и a, b ?E H

ледует ф (е) = ф (а) <: ф (х) <: ф (Ь) = ф (е). Отсюда
(е) = ф (ж), и, значит, х GE Н, т. е. Н выпукла.
Если Н — инвариантная и выпуклая подгруппа ч.у.

руппы G, то гомоморфизм группы G на группу G/H с ин-

(уцированным порядком будет требуемым.
Если ф — порядковый эпиморфизм, то соответствие

¦*¦ Ф (ё) будет у-изоморфизмом G и G/H.jfa
Предложение 5. (Фукс [8].) Наименьшая

выпуклая подгруппа Н ч. у. группы G, содержащая подгруп-
подгруппу А, равна АР (G) П АР~г (G).

Так как АР (G) = Р (G) А, то АР (G) и АР-1 (G) -

подполугруппы в G, а тогда АР (G) П АР'1 (G) — под-

подполугруппа и, так как АР (G) П АР'1 (G) = АР (G) П
П (АР (G) )-\ АР (G) П АР'1 (G) есть подгруппа G. Если

е<х<с, где с е АР (G) П АР'1 (G), то a; = «G

ЕЕ АР (G) и х ="с/ж~1с)~1 ЕЕ -4-Р (G), следовательно,
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(G) П АР-1 (G), откуда следует, что АР (G) f|
П АР-1 (G) выпукла. Если же ах = by-1 е АР (G) П
П АР-1 (G), где а, Ь е 4, a;, J/ S Л то а < аж = Ьу-1^
< Ь, откуда следует, что ЛР (G) П 4Р (G) с= H. #

Ч. у. группа G, не содержащая нетривиальных (т. е.

отличных от Е и G) выпуклых инвариантных подгрупп,
называется у-простой. Примером таковой будет аддитив-
аддитивная группа рациональных чисел. Существование некомму-
некоммутативных у-простых групп дает следующий
Примерв. (Клиффорд [2].) Пусть G — группа,

порожденная символами g (г), заданными для каждого

рационального числа г, и удовлетворяющая определяю-

определяющим соотношениям

(^)(r1) при п>г,.

Каждый элемент а Ф е из G однозначно записывается в

следующем виде:

a = g(ri)m' ... g(rk)m*, r1<r,<... <г„ тгф0.

Положим а > е, если тк > 0. Тогда G становится л. у.

группой, имеющей выпуклые подгруппы только следую-

следующих видов:

На = {a GE С?|гл < а, а — действительное число},
#а = {а GE G | гк <! а, а — рациональное число}.

Группа G является у-простой.
Другие примеры у-простых групп даны Р и г е р о м

[1], Б. Нейманом [1], Д л а б о м [1] (см. также § 3
гл. IV).

Некоторые свойства порядковых гомоморфизмов ра<>

сматривались Шимбиревой [1] и Фуксом [4].
4°. Пусть G — операторная группа с областью опера-

операторов Q. Элемент а е= G называется п-периодическим,
если найдутся такие соь ..., соп ? Q, что a +"'+a>n= е.

Если G не содержит Q-периодических элементов, то она

называется группой без Q-кручения. В частности, если
?2 — группа внутренних автоморфизмов группы G, то гово-

говорим соответственно о G-периодических элементах или о

группе без G-кручения,
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Предложение 6. В ч. у. группе G элемент,

сравнимый с единицей, не является G-периодическим эле-

элементом.

Это следует из свойств A) и C) п. 1°. ф
Следствие 2. Упорядочиваемая группа G есть

группа без G-кручения и, значит, без кручения, ф
Отметим, что ч.у. группа может содержать периодиче-

периодические элементы: такова, например, группа из примера 3.

Следующий интересный пример показывает, что суще-
существуют группы без кручения, не допускающие никаких

нетривиальных порядков. Именно, будет построена груп-
группа G, являющаяся правоупорядоченной Апериодической
группой без кручения.

П р и м е р 9. (Г о р ч а к о в [1].) Пусть группа G по-

порождается элементами gn (n = 1,2, ...), удовлетворяющи-
удовлетворяющими следующим соотношениям:

ёп+lgnen+l = ёп '

gnllgien+1 = el (*<»•

Каждый элемент группы G имеет вид g = g*1 g%* ... gnn.
Если an =f= 0, то « — длина элемента g. Докажем индук-
индукцией по п, что для любого элемента g существуют та-

такие элементы Лх, h2, ..., hkl что выполняется равенство

ghi+h,+...+hfc _ g^ ддя п
— \ утверждение очевидно, так как

S21 Si' ёъ = ?i°"- Пусть для элементов длины, меньшей

чем га, это утверждение уже доказано. Докажем его для

элемента g длины п. Элемент

h = glli (gt1 • • • ёУ) e'n+i {el1 • • • eln) =

имеет длину п — 1. Поэтому существуют такие элементы

ri> га> •••> г«> чтолг'+г*+"+г« = е. Следовательно,

Sn+lVgn+1ei!
_

g — e.
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Поэтому группа G есть G-периодическая группа. Она явля-

является группой без кручения, так как имеет возрастающий
инвариантный ряд с циклическими факторами без кру-
кручения:

Е с {&} с {ft, g2} cr ... с {ft, ft, ..., gn} о-...

Положим P (G) = {g\g = й'-й* ...g{t», an > 0). Ясно,
что P (G) — чистая линейная полугруппа и, следовательно,

по предложению 1, 6? — правоупорядочиваемая группа.
Отметим, что существуют группы без кручения, не

являющиеся правоупорядочиваемыми (см. У а й г о л д

[1], Смирнов [7]).



ГЛАВА II

УСЛОВИЯ УПОРЯДОЧИВАЕМОМ
И ОТНОСИТЕЛЬНО ВЫПУКЛЫЕ ПОДГРУППЫ

§ 1. Полугрупповые условия упорядочиваемости
и доупорядочиваемости группы

В этом параграфе приводятся условия упорядочивае-
упорядочиваемости и доупорядочиваемости группы на языке, близком
к теоретико-полугрупповому. Этот язык оказывается

удобным при формулировке общих предложений теории
упорядочиваемых групп. Применение его оправдывается
и имеющимися приложениями.

1°. Если в группе частичный порядок <1
'

с полугруп-

полугруппой положительных элементов Р' продолжает частичный

порядок <1 с полугруппой положительных элементов Р,
то Р с Р'.

Л е м м а 1. Если Р и Q — чистые инвариантные полу-

полугруппы в группе и Р П Q Q Е, то множество PQ'1 будет
также чистой инвариантной полугруппой, ф

Всюду в дальнейшем через S (а^ ..., ап) будем обозна-
обозначать инвариантную полугруппу, порожденную элемента-

элементами olt ..., а„.

Теорема 1. (Фукс [6].) Частичный порядок Р

группы G тогда и только тогда продолжается до линейного,
когда

(*) для любого конечного множества элементов ах, ...

•••I an?G можно так подобрать значения для elf ..., е„,
равные ± 1, что

Притом, если Р удовлетворяет условию (*) мае G,
то либо PS (е, а), либо PS (е, а )определяет частичный

порядок Р' в G, который также удовлетворяет условию (*).
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Доказательство. Необходимость.
Пусть Q — линейный порядок, продолжающий Р; at и

е4 таковы, что оГ* <= Q. Тогда S-1 \а\\ ..., aln) = S {аг'\ ...

..., d?v) с: <?. Отсюда, в силу чистоты Q, получаем

S (а\\ ..., ?п) п Р = Ф-
Докажем теперь справедливость второго предложения

теоремы. Пусть, напротив, Р удовлетворяет (*), но найдет-
найдется элемент вбС такой, что PS (е, а) и PS (е, а )не удов-

удовлетворяют (*). Тогда в G содержатся элементы а^, ..., ап
и Ьг, ..., Ът такие, что для всяких 6j, 6j = ± 1 пересечения
S (а, о?1, ..., апп) и S (а ,bj1, ..., Ь>) с Р не пустые.
Но тогда и

S(a\а{\ ..., <«, Ь?',..., й^>) П Р=^=ф

ни при каком наборе е, е{, б, = ± 1. А это противоречит
условию (*). Таким образом,

(**) для любого eGG при некотором фиксированном
е, равном ± 1, для всяких ах, ..., ап найдутся такие е4 =

= ± 1, что

РП S{a\a\\...,a%n) = <l>
и, в частности, Р (] S (ае) = ф. В силу леммы 1, полу-

полугруппа Р' = PS'1 (е, аЕ) = Р5 (е, а~?) определит в G
частичный порядок, удовлетворяющий (*), так как из

PS(e,a-') n5(aj',...,o

следует

а это противоречит (**).
Достаточность. Пусть @ — максимальный по-

порядок, продолжающий Р и удовлетворяющий (*). Такой
существует, так как объединение линейно упорядоченных
по включению частичных порядков, удовлетворяющих ус-
условию (*), также удовлеторяет этому условию. Тогда по

доказанному Q = QS (е, а), либо Q = QS (е, а )и, зна-

значит, порядок Q линейный, ф
Если в доказанной теореме положить Р = Е, то полу-

получается

Теорема 2. (Ониси [2], Лось [1].) Группа G

упорядочиваема тогда и только тогда, когда для любого
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конечного множества ее элементов а^, ..., ап, отличных от

единицы, можно подобрать такие значения для е1? ..., е„,

равные ± 1, что

e&S(oI', ...,<")•#
Теорема 3. (Лоренцен [2].) Группа упорядочи-

упорядочиваема тогда и только тогда, когда для любого конечного мно-

множества ее элементов а1; ..., а„, отличных от единицы,

где пересечение берется по всем наборам е{ = ± 1.

Утверждение теоремы вытекает из теоремы 2 и того

факта, что пересечение 2П полугрупп S (а\\ ..., ппп) при
фиксированных аг и всевозможных е4 = ± 1 либо явля-
является подгруппой, либо пусто. 4fc

Объединение линейно упорядоченных по включению

чистых инвариантных полугрупп — снова чистая инва-

инвариантная полугруппа, а потому по лемме Цорна всякий

частичный порядок содержится в далее не продолжае-
продолжаемом максимальном порядке. Группы, у которых всякий

максимальный порядок является линейным, назваются

доупорядочиваемыми (У*-группами, О*-группами). Други-
Другими словами, в доупорядочиваемой группе каждый частич-

частичный порядок продолжается до линейного.

Следствие 1. (Мальцев [5], Б. Нейман
[3].) Группа упорядочиваема {доупорядочиваема) тогда и

только тогда, когда каждая ее подгруппа с конечным чис-

числом образующих упорядочиваема (доупорядочиваема).
Пусть каждая конечнопорожденная подгруппа группы

G упорядочиваема, а сама G неупорядочиваема. Тогда по

теореме 3 в G найдутся такие элементы Оц ..., ап, отлич-

отличные от е, что П S (а\\ ..., аДп) =?= ф.' Отсюда вытекает,
что это пересечение не пусто и в некоторой конечнопорож-
денной подгруппе группы G, что противоречит предполо-
предположению, ф

Отметим, что оба утверждения этого следствия легко

получаются применением локального принципа Маль-

Мальцева (Мальцев [8], Каргаполов, Мерзляков
til).
Следствие 2. (Лось [1].) Класс упорядочивае-

упорядочиваемых групп аксиоматизируем и, более того, является ква-

квазимногообразием.
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Используя теорему 3, можно упорядочиваемые группы
выделить с помощью аксиом, формулируемых на языке

узкого исчисления предикатов. Иначе этот факт можно

установить, сославшись на следующий известный резуль-
результат (см.,например, Кон [2]): класс алгебр, замкнутый от-

относительно полных прямых произведений и взятия под-

подалгебр, а также содержащий одноэлементную алгебру,
образует квазимногообразие, ф

Отметим, что класс упорядочиваемых групп не являет-

является многообразием, так как он не замкнут относительно го-

гомоморфизмов.
Теорема 4. (Тулли [1].) Группа G упорядочива-

упорядочиваема тогда и только тогда, когда выполняется одно из сле-

следующих условий:
A) для каждого g ЕЕ G, g ф е, существует подмноже-

подмножество S (g) cz G такое, что S (g) ЕЭ g, S (g), =? e, и для

любых х, yEEG имеет место x-S (g)-y cz § (ё) или

z-S(g).y=>S(g).
B) существует система 2 подмножеств S группы G

такая, что Е = П S и для любого SgS имеет место

sea

xSy с; S или xSy э S для всяких х, у ЕЕ G.

Доказательство. Если группа G упорядочи-
упорядочиваема, то условия A) и B) выполняются: если g ЕЕ G, то

S (g) = {х\х > g}, если g > е, и S (g) = {х\ х < g},
если g <^ е. В качестве Е берем два I множества: Р =

= {х\х > е) и Р'1.
Из A) выведем B). В качестве Е достаточно взять сово-

совокупность множеств G\S (g).
Пусть выполнено условие B). Тогда для каждого S €=

ЕЕ S обозначим через / (S) множество таких х, что для

любых о, Ь GE G включение аЬ ЕЕ S влечет ахЪ еЕ S.
Каждое / (S) является инвариантной подполугруппой в

группе G. Действительно, [если х, у ЕЕ I {S), то аЬ ЕЕ S
влечет ауЪ — а

• уЬ ЕЕ S, но тогда, по определению,
а

• х • уЪ ЕЕ S, т. е. ху ЕЕ I (S). Если с ЕЕ G и аЪ ЕЕ S, то

ас~г • сЬ — аЪ ЕЕ S, и тогда ac~xxcb€ES, т. е. с~гхс ЕЕ
ЕЕ / (S). Кроме того, если х ЕЕ G, то ж или х'1 ЕЕ / (S).
Пусть хЩ1 (S). Тогда найдутся такие а, Ъ ЕЕ G, что

аЪ ЕЕ S, но ахЪ её S. Пусть cd ЕЕ S. Тогда axc^Sd^b э S,
так как ахс~гсМ~*Ъ = axb ^ S. Отсюда следует, что
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сх'Ч-1 Sb-ЧS S и cx-1d = cx-1a-1abb'1d^S, т. е.

Вполне упорядочим множество 2: <S0 -< Sx -<(...-<( 5а...
Пусть Р — совокупность всех тех х_6Б G, что ж лежит в

некотором / (Sa), Sbe2, но х'1 ё§ / (Sot), причем для
всех Sp -< ?а х, х'1 е= / EР). Как легко проверить,
Р — чистая инвариантная полугруппа, не содержащая е.

Кроме того, Р \j e — линейная полугруппа, так как если

бы хх~х е= / {Sa) при всех Sa ge 2, то, по определению
/ (Sa) (так как е е Sa), х = exe e Sa для всех 5а и тогда

х — е, что невозможно.

Итак, Р \j e есть полугруппа положительных элемен-

элементов группы G при некотором линейном порядке, ф
В работах К у т ы е в а [3], [4]иШеврина [1] да-

даются условия упорядочиваемое™ в терминах структуры

подполугрупп группы.
2°. Выделим следующее условие, которое будет исполь-

использоваться в дальнейшем:

(У*) если Ь, с е S (а), то S (Ь) П S (с) ф ф.

Лемма 2. Элемент а группы G без G-кручения тогда
и только тогда сравним с единицей при любом максималь-

максимальном порядке группы, когда он удовлетворяет условию

(У*).
Доказательство. Необходимость.

Допустим, что Ь, с GE S (а) и S (Ь) П S (с) = ф. Тогда
по лемме 1 полугруппа Р = S (e, b) -S'1 (е, с) определит в

G частичный порядок. Если Q — максимальный порядок,
содержащий Р, то b ?= Q, с ?= Q. Но это противоречит
предположению, что а сравним с единицей при порядке Q.
Достаточность. Пусть в группе G, удовлетво-

удовлетворяющей условиям леммы, задан частичный порядок Р.

Тогда

(***) если Р П S (а) ф ф, то Р f| S'1 (а) с Е.

Действительно, пусть, напротив, а;Е? fl S(») и

i/ePflS (а). Тогда из аг1, у е S-1 (а) = S (а )и усло-
условия (У*) получаем S (ж )П S (у) =j= ф, т. е. имеем про-

противоречие с тем, что S (ж )с: р-1, S (у) Q Р и Р*1 П
(\Р = Е.

Если теперь Р — максимальный порядок, то, в силу

(***) и леммы 1, либо яеР, либо a GE Р. #
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Подгруппа Н группы G называется G-доупорядочивае-
мой (Т-доупорядочиваемой), если любой максимальный по-

порядок G индуцирует на Н линейный порядок.
Следствие 3. Подгруппа Н группы G без G-круче-

ния G-доупорядочиваема тогда и только тогда, когда ее

элементы удовлетворяют условию (У*). Ф
Теорема 5. (Ониси [1].) Группа G является до-

доупорядочиваемой тогда и только тогда, когда она без

G-кручения и каждый ее элемент удовлетворяет условию

(У*). #
Замечание. Результаты этого параграфа спра-

справедливы для операторных групп. Соответствующие опре-
определения и формулировки предложений естественны, а до-

доказательства аналогичны. При этом роль S (а, ...) играет
минимальная допустимая относительно области операто-

операторов Q полугруппа Sa (a, ...). Отметим также, что утверж-
утверждения этого параграфа, как показал Смирнов [4], мо-

могут быть перенесены на мультиоператорные группы.
В гл. VI будет показано, что существуют упорядочивае-

упорядочиваемые группы, не являющиеся доупорядочиваемыми, и что

множество элементов упорядочиваемой группы, удовлет-

удовлетворяющих условию (У*), не всегда образуют подгруппу.
Следствие 4. (Поддерюгин [1].) Абелева

группа с коммутативнЬй областью операторов Q является

й-доупорядочиваемой тогда и только тогда, когда она без

Q-кручения.
Пусть Ъ, с €Е Sa (а), т. е. Ъ = аш, с = а", где <о =

=щ + ... + <»п, О = Ъ + ... + #т, Щ, #j «= О. Тогда
Ь» = с»:=ои» = о«0е5йD)П5й (с) и, в силу теоремы 5

и замечания, группа является Q-доупорядочиваемой. ф
Предложение 1. Если элемент удовлетворяет

условию (У*), то этому условию удовлетворяет также и

его образ в любой фактор-группе. Если фактор-группа G

доупорядочиваемой группы является группой без G-кручв-
ния, то она доупорядочиваема. #

§ 2. Архимедовы группы. Групповые условия

упорядочиваемости

1. В этом пункте приводится описание архимедовых

групп. Ч. у. группа называется архимедовой, если из а" <
<С Ь для любых целых п следует а = е.
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Модуль \а\ элемента а л. у. группы определяется равен-

равенством \а\ = max {а, а }.
Л. у. группа является архимедовой, если для любых

отличных от единицы элементов а и Ъ существует такое це-
целое п, что \а|" ]> \Ь\ или, что равносильно, если в ней нет

выпуклых подгрупп, отличных от тривиальных.

Предложение 1. Аддитивная группа рацио-
рациональных чисел допускает только два линейных порядка, ко-

которые взаимно противоположны, ф
Теорема 1. (Гёльдер [1].) Архимедова л. у.

группа коммутативна и, более того, у-изоморфна под-

подгруппе аддитивной группы действительных чисел с их ес-

естественным порядком.
Доказательство. Докажем сначала коммута-"

тивность архимедовой группы G. Для этого рассмотрим
два случая: A) в G существует наименьший строго поло-

положительный элемент а, т. е. такой, для которого из е <!

<; х < а следует х = е, B) в G нет наименьшего строго по-

положительного элемента.

A). Для любого Ъ е G, в силу архимедовости, найдет-
найдется такое] целое .п, что а™ ^ Ъ < ап+1, отсюда е <! Ьа~п <

<а, а потому Ъа~п = е и Ъ = ап. Следовательно, G —

циклическая группа.

B). В этом случае для всякого а ]> е установим суще-
существование такого с ^> е, что с2 <1 а. Действительно, най-

найдется у такой, что е < у < а. Если у2 < а, то положим

с
—

у. Если у2 > а > у, то е > у^ау'1 > у'1, откуда
о > {ау~г) (ау1) > ау'1 и, так как ay'1 > e можно взять

с = ау'1. Допустим теперь, что ab =f=ba, а, Ъ > в и, для

определенности, d = [а, Ь] ^> е. По доказанному существу-
существует с ~^> е, удовлетворяющий неравенствам с2 < d, с < а, Ь.
В силу архимедовости существуют такие целые пит, что

сп^а< сп+1, ст < Ь < cm+1. Отсюда ой < сп+т+2,
а *?-1< с-<п+т> и, значит, а^Ь-^Ь < с2 или d < с2, a

это противоречит выбору с. Коммутативность G доказана.

Для доказательства у-изоморфизма группы G с под-

подгруппой аддитивной группы действительных чисел вло-

вложим G в минимальную полную абелеву группу G*. Введем
в G* порядок Р (G*) = {oGG*|oIIGP (G) для некото-

некоторого строго положительного п}. Так как G*/G — периоди-
периодическая группа, то G* будет л. у. и также архимедо-

архимедовой. Возьмем, далее, подгруппу Q из G *, изоморфную
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аддитивной группе рациональных чисел. Такая найдется,
так как G*, как полная абелева группа без кручения, явля-

является прямым произведением групп, изоморфных Q. Инду-
Индуцированный на Q порядок можно считать, в силу предло-
предложения 1, таким же, как на рациональных числах. Таким

образом, можно отождествить Q с аддитивной группой ра-
рациональных чисел с их естественным порядком. При этом

каждому элементу g €E G* будет соответствовать сечение

Дедекинда в области рациональных чисел Q, которому в

свою очередь соответствует некоторое действительное чис-

число. Указанное соответствие будет требуемым у-изомор-
физмом. #
Предложение 2. Если А и Ах — подгруппы ад-

аддитивной группы действительных чисел с их естественным

порядком, а ср есть у-изоморфизм А на Ах, то существует
такое действительное число г ^> 0, что ср (а) = га для
всех а е= А.

Допустим противное: ср {а^)\<${а^ =j= а{;.аг и, для опре-
определенности, ср (ах):ср (а2) < а^.а^. Тогда существует рацио-
рациональное число т:п такое, что ср (oi):cp (а2) <С т:п < а^а^,
откуда получаем противоречивые неравенства та2 < пах,

Тоф (а2) > »ср (d). #
Следствие 1. Группау-автоморфизмовархимедовой

группы изоморфна подгруппе мультипликативной группы
положительных действительных чисел, ф

'

. Аксиоматическому замыканию архимедовых групп по-

посвящены работы Раутенберга [1], Закона [1],
Робинсона и Закона [1], Конрада [10].

2°. Система подгрупп, линейно упорядоченных по

включению, нааывается полной, если она содержит объеди-
объединение и пересечение любого множества своих подгрупп.

Подмножество Н группы G называется инфраинвариант-
ныщ если Я S Н3 или Яэ Hg для любого g e G. Систем

ма S подгрупп группы G называется инфраинвариантной,
если она полная, Е, G б S и из ffGiS следует Яге2
для любого g ЕЕ G.

Под скачком А а В полной системы 2 понимается та-

такая пара подгрупп А и В из 2, что между А и В нет других
подгрупп из 2. Каждый элемент g =j= e из группы опреде-
определит скачок А а В в Е, если в качестве А взять объедине-
объединение подгрупп из 2, не содержащих g, а в качестве В —

пересечение подгрупп, содержащих g. Если A cz В —
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скачок инфраинвариантной системы, то А инвариантна
в В и N (А) (нормализатор .4) совпадает с N (В).
Предложение 3. (И в а с а в а [1], Маль-

Мальцев [4].) Система Е всех выпуклых подгрупп л.у. группы
G инфраинвариантна, и если А а В — скачок из 2, то

фактор-группа В/А изоморфна подгруппе аддитивной

группы действительных чисел, а группа автоморфизмов
группы В/А, порожденная внутренними автоморфизмами
группы N (А)/А, изоморфна подгруппе мультиплика-
мультипликативной группы положительных действительных чисел.

Инфраинвариантность системы Е доказывается непо-

непосредственно. Фактор-группа В/А при индуцированном по-

порядке не содержит выпуклых подгрупп и, значит, являет-
является архимедовой. Отсюда, из теоремы 1 и следствия 1 вы-

вытекают доказываемые утверждения, касающиеся В / А. ф
3°. Элемент а называется бесконечно малым по сравне-

сравнению с Ъ — символически а<^ Ъ, — если \а|п < \Ь\ справед-
справедливо для любых целых п. Если не выполнено ни а<ё^Ъ,
ни Ъ «^ а, то а и Ь называются архимедовски эквивалент-

эквивалентными.

Предложение 4. В л. у. группе: A) архимедов-
архимедовски эквивалентные элементы определяют один и тот же

скачок в системе выпуклых подгрупп и B) а <^ Ъ тогда и

только тогда, когда существует выпуклая подгруппа, со-

содержащая айне содержащая Ъ. ф
Теорема 2. (Чехата 12].) Для любых элементов

л. у. группы справедливо соотношение

\[а, Ы|<тах {|о|

Доказательство. Пусть Я = {а, Ъ), \а\ > ||
иВсЛ- скачок выпуклых подгрупп из Я, определя-
определяемый элементом а. Из выпуклости А и \а\ ~^> \Ь\ следует
Ъ €Е А и, значит, А = Н. Коммутативность А/В влечет

[а, Ь)€еВ, откуда по предложению 4 вытекает \[а, Ь\^
#<|о|.#

Отметим, что даже [[a, 6]|<min {\a\, \b[} не всегда

имеет место (Чехата [3]). Это можно обнаружить на

группе из примера 5 § 2 гл. I, взяв а = A/3, 0), Ъ = A,1).
Следствие 2. (Л ев и [3].) Коммутант л. у.

группы с конечным числом образующих содержится в соб-
собственней выпуклой подгруппе.
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Пусть G = {аа,..., ап} и \аг\ > |а4|, i = 2, ..., п.

Тогда наибольшая выпуклая подгруппа, не содержащая
av ввиду предложения 4 и теоремы 2 будет требуемой, ф

Напомним, что если в группе G каждая конечнопорож-
денная подгруппа имеет не более г образующих и есть

конечнопорожденные подгруппы с минимальным числом

образующих, равным г, то говорят, что группа имеет

конечный специальный ранг г (см. Курош [1] и П л о т-

к и н [2]). Известно, что в разрешимой группе конеч-

конечного специального ранга можно построить нормальный
ряд Е с: Gxd G2c ... с. Gs = G, факторы которого —
абелевы группы ранга 1, и в этом ряду содержится в точ-

точности г факторов Gi/Gi-i без кручения.
Предложение 5. Разрешимая выпуклая под-

подгруппа Я л.у. группы G, имеющая конечный специальный
ранг, инвариантна в G.

Действительно, если Я не инвариантна, то найдется
такой xgG, что Нх с: Я. Но так как Н* изолирована в

Я, то специальный ранг Нх меньше ранга Н, что проти-

противоречит тому, что Н* изоморфна Н. ф
Предложение 6. В л. у. нилъпотентной груп-

группе G для любых ее элементов а, Ъ справедливо соотношение

Ik b]|<|a|.
Достаточно рассмотреть в G подгруппу Я = {а, Ъ}.

Так как Я конечнопорождена и нильпотентна, то ее спе-

специальный ранг конечен, откуда следует, что она имеет

только конечное число выпуклых подгрупп и все эти под-

подгруппы инвариантны:

Е с= Яа с Яа с= ... <= Я4_! a Hk = H.

Пусть а принадлежит скачку Нг \ Н^х. Тогда [о, Ь] =
= a^b^ab лежит в подгруппе Я{, так как Я4 инвариант-

инвариантна в Я. Нам необходимо показать, что [a, b] e Я^.
Предположим, что это не так, т. е. что [а, Ь] ЕЕ Я1 \ Я^.
Используя предложение 3, зафиксируем изоморфизм <р
фактор-группы Hi/Hi-i с подходящей подгруппой С =
= ф {Hi/Hi-^) аддитивной группы вещественных чисел

так, чтобы элемент Ь индуцировал в С умножение всех

элементов на некоторое положительное число а, т. е. что-

чтобы ф (b^xb • Hi-i) = аф (xHi-j) для всех х ЕЕ^Я4 (ах ЕЕ С,
если ж ЕЕ С). По предположению [о, b] e #»-i, т. е.

Ф (а^Ь'^-аЬН^ =f=0 в С, откуда следует а ф 1. Но тог-
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да ср Aх, Ь] • Ht-i) = (а — 1) ср (хН^) для любого х ЕЕ Ни
откуда ф ([... [а, Ь],..., Ь] Я^) = A — а)'ср (аЯг-i) и,

так как ф (аН^ Ф 0 в С, A — а)'ф(аЯ4_1) Ф О в С при
любом s, т. е. [...[а, Ь],..., Ы не попадает в Я^ ни при

каком s, что противоречит нильпотентности Я.ф
Предложение 7. Для элементов группы G без

G-кручения справедливы соотношения:
•• +8п = №*+8'+ — +вп, то а = Ь

(Фукс [8], В. Г. Виляцер);
B) если Но ,Ы, ап) = е, то На, Ь], о] = е

(Б. Нейман [1], П. Г. Конторович).
A). Действительно,

— П (b~x)*n+"+*i+1 (b-1a)**6*i+1+""+*»,

т. е. некоторое произведение сопряженных с Ь~ха равно е.

Отсюда Ъ~ха = е и Ь = а.

B). Для доказательства воспользуемся тождеством (при

о

Цат,Ь], а] = [ П а [а, 6] а1, о] =
«т—1

О

О

= П («{'г)-Ч[а,Ь], а] И»),
i=ro—1

где i| равны некоторым произведениям Па~*[о, Ъ] а*

(аналогичное тождество верно и для т < 0). Таким обра-
образом,

[[ат, Ь], anY S 5 ([[ат, Ы, а]') с 5 ([[а, Ы, а]),

откуда вытекает B).ф
Следствие 3. Группа G без G-кручения является

R-группой (т. е. группой с однозначным извлечением корня).ф
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Заметим, что в л.у. группе [[ат, Ь], с] = е совместимо

с [[а, Ь], с] ф е (Б. Н е й м а н [1]), а [[[а, Ьт], а], а) = е

с [[[а, Ъ], a], a] =j= е (Ч е х а т a [4]).
4°. Переходим к изложению условий упорядочиваемо-

сти групп на языке, близком к теоретико-групповому.
Теорема 3. (Кокорин [7].) Группа G упоря-

упорядочиваема тогда и только тогда, когда в ней существует

инфраинвариантная система 2 подгрупп, удовлетворяю-
удовлетворяющая условию: если А с В — скачок из Е, то фактор-
факторгруппа В/А является N (А)/А-упорядочиваемой (или
N (А)/А-доупорядочиваемой). Притом в G существует по-

порядок, при котором все подгруппы из 2 выпуклы.

Доказательство. Необходимость следует из

предложения 3. Докажем достаточность. Множество всех

скачков На а На+1 системы Е разобьем на непересе-

непересекающиеся классы {Hf с Hi+i \g e= G} сопряженных скач-

скачков и в каждом классе выберем по одному представи-

представителю На с: Яа+1, а ?Е /.

Возьмем полугруппу Ра строго положительных эле-

элементов фактор-группы На+1/На при некотором ее линей-

линейном N (Яа)/Яа-упорядочении. Пусть теперь Р*а — пол-

полный прообраз Ра в группе Н*а+1 и Ра = U (Р«)г. Тогда
G

Р = U -Ра U е в силу построения будет чистой инвари-

антной и линейной полугруппой в G и, значит, определит
в группе G линейный порядок.

Выпуклость подгруппы На скачка На с: Яа+1 следует
из того, что РаНа = Ра. Произвольная подгруппа Hv из

2 является пересечением меньших подгрупп скачков из 2

и, как пересечение выпуклых подгрупп, выпуклая, ф
Аналогично получается

Теорема 4. (Леви [3].) Если фактор-группа
G/H группы G по инвариантной линейно (частично) G-yno-
рядоченной подгруппе Н линейно (частично) упорядочена,
то в группе G можно ввести такой линейный (частичный)
порядок, при котором индуцированные порядки на Н и G/H
будут совпадать с заданными на них, и подгруппа Я будет
выпуклой «С #
Следствие 4. Локально нильпотентные группы

без кручения упорядочиваемы.



§ 2] АРХИМЕДОВЫ ГРУППЫ. ГРУППОВЫЕ УСЛОВИЯ 33

Так как справедлива локальная теорема (следствие 1

§ 1), то можно считать группу нильпотентной. Верхний
центральный ряд группы в этом случае будет удовлетво-

удовлетворять условиям теоремы 3. ф
Следствие 5. Локально свободные группы упоря-

упорядочиваемы.
Возьмем в свободной группе F систему 2 из членов

нижнего центрального ряда и их пересечения, равного,
как известно, единице. 2 удовлетворяет условиям теоре-
теоремы, так как фактор-группы Fn/Fn+1 являются абелевыми

группами без кручения.
Упорядочиваемость свободных групп была замечена

Г. Биркгофом (см. Фукс [8]), а также III и м б и р е-

в о й [1], Ивасавой [1], Нейманом [1].
Теорема 5. (Ивасава 11], Б. Нейман [1].)

Каждая л.у. (ч.у.) группа является у-эпиморфным образом
некоторой л.у. (ч.у.) свободной группы.
Доказательство. Пусть G — л.у. группа.

Она, как абстрактная группа, изоморфна фактор-группе
F/H некоторой свободной группы F. Введем в F/H такой

порядок, чтобы F/H была у-изоморфна G, а Я линейно

^-упорядочим.
Последнее можно сделать в силу следствия 5. Приме-

Применение теоремы 4 завершает доказательство, ф
Подмножество Я группы G называется строго изоли-

изолированным в G, если из ae+gt+"'+ёп G Я, &,..., gn^G,
следует а е= Я. Строгая изолированность единицы груп-
группы равносильна тому, что группа G является группой без

G-кручения.
Теорема 6. (Мальцев [4], Поддерюгин

[1], Р и г ё р [1].) Группа G упорядочиваема тогда итолъ-

ко тогда, когда в ней существует разрешимая инфраин-
вариантная система 2, удовлетворяющая условиям:

(*) если А а В — скачок из 2, то группа А строго
изолирована в N (А) (т. е. N (А)/А — группа без N (А)-
кручения),

(**) HJV (А), N (А)], В] с А

(т. е. внутренние автоморфизмы из N (А)/А перестано-
перестановочны на В/А). Притом подгруппы из 2 будут выпуклыми
при некотором линейном порядке группы.

2 А. И. Кокорин, В. М. Копытов
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Доказательство. Покажем эквивалентность

«коммутаторного» условия (**) перестановочности внут-

внутренних автоморфизмов N (А)/А на В]А. Тогда необхо-

необходимость условий теоремы будет следовать из предложе-
предложения 3, а достаточность

— из теоремы 3 и следствия 4 § 1.

Действительно, если указанные автоморфизмы пере-
перестановочны, то для любых a, b 6zN (А) ис?5 будет
a^b^cbaA = Ъ^а^саЪА или

[[а , Ъ-Ч, e]'=bab"ia-1e-4aba-1b eeA.
Обратное можно проверить также непосредственно,ф
Заметим, что всякая выпуклая в G подгруппа Н стро-

строго изолирована не ^только в N (Я), но и во всей G. Дей-
Действительно, если а е= Н, то \а\^> \h\ для любых А ЕЕ Я,
но тогда \ae+8l+

-

+?n| >> \h\ и, следовательно, oe+gl+ - +8п

не лежит в Я ни при каких glt..., gn GE- G.

Следствие 6. (Ивасава [1].) Группа G

упорядочиваема тогда и только тогда, когда в ней суще-
существует система подгрупп 2, обладающая свойствами си-

системы из предложения 3. Притом в G существует линей-
линейный порядок, при котором 2 будет системой всех выпук-

выпуклых подгрупп, ф
Предложение 8. (Кокорин [8].) Двуступен-

но разрешимая группа G без G-кручения упорядочиваема.
Изолятор / коммутанта G' двуступенно разрешимой

группы G будет абелевымв силу абелевости изолятора абе-
левой подгруппы в Д-группе. Непосредственно проверяет-
проверяется, что система Е cz / с: G удовлетворяет условиям тео-

теоремы 6. ф
Предложение 9. (Плоткин [1].) Если все

выпуклые подгруппы л.у. группы инвариантны, то она
является расширением группы с центральной системой
с помощью абелевой группы.

Если 2: ?с... с^сйс... сб- система всех

выпуклых подгрупп из G, a G' — коммутант G, то система

2': Е<=: ... СЛ n G' <^Bf\G' S... CG'C Сесть цент-

центральная система в G', так как условие (**) теоремы 6 в

этом случае имеет вид [С, В] а А, откуда следует, что

[G',G' П Blcff П Л.#
Проблема 1. Справедливо ли утверждение, ана-

аналогичное следствию 2 для правоупорядоченных групп?
(Д. М. Смирнов).
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Проблема 2. Будет ли упорядочиваема (разре-
(разрешимая) группа G без G-кручения? (см. § 3 гл. VI.)
Проблема 3. Будет ли правоупорядочиваемой

(решеточно упорядочиваемой) группа G без G-кручения?
Проблема 4. Является ли инвариантная абелева

подгруппа группы G без G-кручения G-упорядочиваемой?
Проблема 5. Упорядочиваема ли энгелева группа

без кручения?

§ 3. Относительно выпуклые подгруппы

1°. Подгруппа упорядочиваемой группы называется от-

относительно выпуклой, если она является выпуклой при
каком-либо линейном порядке группы. Значение отно-

относительно выпуклых подгрупп определяется фундамен-
фундаментальностью понятия выпуклой подгруппы для теории

упорядоченных групп. Как в дальнейшем будет проиллю-

проиллюстрировано, относительно выпуклые подгруппы тесно свя-

связаны с условиями упорядочиваемости, гомоморфизмами,
описанием способов упорядочения, продолжениями по-

порядков и частичными пополнениями групп. В частности,
если инвариантная подгруппа является относительно

выпуклой, то фактор-группа по ней упорядочиваема. По-

Поэтому при отыскании общего признака относительной вы-

выпуклости подгруппы можно исходить из какого-либо не-

необходимого и достаточного условия упорядочиваемости

группы.

Теорема 1. Подгруппа упорядочиваемой группы G

относительно выпукла тогда и только тогда, когда она ин-

фраинвариантна, и для любого множества элементоваг,...

..., ап EzG\H можно подобрать значения для el5..., en,

равные + 1, такие, что множество S (а\\ ..., пп1) \ Н
есть полугруппа.
Доказательство. Необходимость.

Пусть Я — выпуклая подгруппа в л.у. группе G. Тогда

для любого набора at требуемые ег выбираются, исходя из

условия а\1 ^> е.

Достаточность. Пусть подгруппа Н удовлет-

удовлетворяет условиям теоремы. Замкнув систему всех подгрупп,

сопряженных с Н относительно объединения и пересече-
пересечения подгрупп, и присоединив Е и всю группу, получим

2*
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систему 2:

Е а Й а ... с: Яа с Яа+1 с ... c&CG,

где Я = П #г, Я =?= U Яг. В силу инфраинвариант-

ности Я и того, что объединение и пересечение полугрупп,
линейно упорядоченных по включению, снова полугруппа,

подгруппы из 2 также будут удовлетворять условиям

теоремы, а Я и Я к тому же будут инвариантными. При
доказательстве этого можно для любого набора «ц (или
сопряженных с ними) выбирать е; = + 1 такие же, что и

для Я. Далее, если Яа с= Яа+1 — скачок из 2, то группа

На+1/На является ЛГ(Яа)/Яа-упорядочиваемой, так как

условия теоремы переходят на группе N(Ha)/Ha в ус-
условия упорядочиваемости, формулируемые в теоре-
теореме 2 § 1. Таким образом, система 2 удовлетворяет всем

условиям теоремы 3 § 2, применение которой завершает
доказательство.ф

Л е м м а 1. Объединение и пересечение любого множе-

множества относительно выпуклых подгрупп, которые вместе
со своими сопряженными подгруппами линейно упорядоче-
упорядочены по включению, являются относительно выпуклыми

подгруппами.
Прежде отметим случай, когда подгруппы, удовлетво-

удовлетворяющие условиям леммы, являются к тому же инвариант-
инвариантными. В этом случае утверждение леммы непосредственно
вытекает из теоремы 2 § 1.

Пусть теперь 2 — система подгрупп

?с1с...СЯ„с Яа+1 с ... с: Я с: G,

в которую входят: 1) данное множество Q относительно вы-

выпуклых подгрупп, 2) О' — подгруппы, сопряженные с под-

подгруппами из Q, 3) О" — объединения и пересечения любых

множеств подгрупп из О', в частности, Н и Я —

пере-
пересечение и объединение всех подгрупп из Q', 4) единица и

вся группа. Для доказательства теоремы достаточно по-

показать, что 2 удовлетворяет условию теоремы 3 § 2, так

как она инфраинвариантна по построению.
Действительно, пусть На с Яа+1 — скачок из системы

2. Подгруппа На есть объединение всех подгрупп Я7,
Ну Q Яа, Ну G О'. Если Ну Q Яа, Ну е <?' и

х е N(Ha), то x~xHy 1СЯ,1 х^Ну х е О'. Для каждой
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#v Q На подгруппа Иу
= \) х^Н^х инвариантна, от-
*е=лг (На)

носительно выпукла в N (#„) и содержится в #„,
а На= U Нт Но тогда, как отмечено выше, На от-

носительно выпукла в N(Ha). Отсюда следует, что груп-
группа N (На)/На упорядочиваема. Аналогичные рассужде-
рассуждения проходят и для скачков Е с: Н и В a G. Примене-
Применение теоремы 3 § 2 завершает доказательство. 4fc
Теорема 2. (Кокорин [8].) Пересечение от-

относительно выпуклых подгрупп относительно выпукло

тогда и только тогда, когда оно инфраинвариантно.
Доказательство. Необходимость очевидна.

Пусть {Ay]y€El} — множество относительно выпуклых

подгрупп и пусть их пересечение Я = f| A Y инфраинва-
инфраинвариантно.

YeT

В случае, если все A
Y инвариантны, справедливость

утверждения теоремы следует из того, что группа, ап-

аппроксимируемая упорядочиваемыми группами, является

упорядочиваемой.
В общем случае рассмотрим систему 2 подгрупп,

в которую входят Е, G, {g~x Hg \ g €E G} и всевозможные пе-

пересечения и объединения из {g'^-Hg}. Покажем, что 2

удовлетворяет условиям теоремы 3 § 2.

Пусть На d Ha+1 — скачок из 2. Подгруппа На
равна объединению всех g^Hg, содержащихся в ней, а

g~xHg = П g~xA yg. Обозначим через Аа объединение
тех g~xAyg, для которых g~xHg Q На. Подгруппы Яа П
П N (На) будут инвариантны в нормализаторе N (На)
подгруппы На и по лемме 1 будут в N (На) относительно

выпуклыми. Значит, по ранее отмеченному, их пересече-
пересечение, равное На, будет относительно выпукло в N(Ha),
откуда На+1/На является N (Яа)/Яа-упорядочиваемой
группой. Применение теоремы 3 § 2 к системе 2 завершает
доказательство, ф
Следствие 1. Пересечение относительно выпук-

выпуклых подгрупп, линейно упорядоченных по включению, от-

относительно выпукло, ф
Приведем пример, когда пересечение относительно вы-

выпуклых подгрупп не является относительно выпуклым.
Пусть G — {а} г {Ь} — сплетение бесконечных цикличе-
циклических групп, где а\ = Oj+1. Введем в G порядки так; Р =



38 УСЛОВИЯ УПОРЯДОЧИВАЕМОСТИ [ГЛ. II

= {Ь > ... > ai+1 > щ > ...}, Р' = {Ъ > ... > а* >
^* ai+i ^=" •••}• Возьмем при порядке Р выпуклую под-

о

группу А = П {aj, а при порядке Р' — выпуклую
{

QO

подгруппу А' = П {а{}. Их пересечение Л f| Л' = {а0}
i=0

не инфраинвариантно и потому не относительно вы-

выпукло.
Предложение 1. Объединение относительно вы-

выпуклых подгрупп, линейно упорядоченных по включению,
относительно выпукло.

Пусть Н — объединение подгрупп А
т, удовлетворяю-

удовлетворяющих условию предложения, и Е — система подгрупп, по-

построенная с помощью Н, как в доказательстве теоремы 2.

Пусть На с: На+1 — скачок из Е. Объединение A
Y

всех

сопряженных к A
Y
и содержащихся в На подгрупп будет

инвариантно в нормализатореN (На) и, по лемме 1, будет
относительно выпукло в N(Ha). Отсюда и из леммы 1

На, как объединение инвариантных в N (На) относитель-

относительно выпуклых подгрупп Лч, относительно выпукла в N(Ha).
Применение теоремы 3 § 2 завершает доказательство, ф
Проблема 6. Будет ли относительно выпуклой

инфраинвариантная подгруппа упорядочиваемой группы,
являющаяся объединением относительно выпуклых под-

подгрупп? (См. далее, следствие 3.)
Проблема 7. Будет ли относительно выпуклой ин-

инфраинвариантная строго изолированная подгруппа (раз-
(разрешимой) упорядочиваемой группы?

2°. Коммутант упорядочиваемой группы может не быть
относительно выпуклой подгруппой, так как существуют
упорядочиваемые группы (даже нильпотентные), комму-
коммутант которых не изолирован. (См., например, Фукс
[8], К у р о ш [1].) Очевидно, что изолятор коммутанта
является относительно выпуклым.

Предложение 2. (Каргаполов, Ко-
корин, Копытов [1].) Нормализатор относительно

выпуклой подгруппы не всегда относительно выпуклый.
Пусть В — упорядоченная группа, имеющая выпук-

выпуклую подгруппу Я, совпадающую со своим нормализато-

нормализатором. В качестве В можно взять, например, группу из
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примера 8 § 2 гл. I, G = В г {Ь} = (П Вг) {Ъ} — спле-

тение В и бесконечной циклической группы {Ь}. Под-
Подгруппа

А = (П Вг) X Яо

выпукла при некотором лексикографическом упорядоче-
упорядочении G. Бе нормализатор равен

Подгруппа N (А) не инфраинвариантна и поэтому не

является относительно выпуклой, ф
Предложение 3. (Каргаполов, Коко-

р и н, К опытов [1].) Централизатор относительно

выпуклой подгруппы не всегда» относительно выпуклый.
Пусть А, В — упорядоченные группы. В полном спле-

сплетении

=А-В,

где

возьмем подгруппу G, порожденную В и подгруппой А
из А, определяемой следующим условием: элемент ае!

тогда и только тогда принадлежит А, когда множество

вполне упорядочено.

Легко видеть, что подгруппа А инвариантна в G и

G = А 'В. Группа G естественным образом упорядочивает-
упорядочивается лексикографически: считаем элемент ab=j=e положитель-
положительным в том и только в том случае, если Ъ ^> е или если при
Ъ = е положительна компонента элемента а с наимень-

наименьшим индексом. Упорядоченную группу G обозначим G =

= А'гВ.

Рассмотрим теперь группу G — А'гВ, где А — упоря-
упорядоченная группа без центра и В — бесконечная цикли-

циклическая. Централизатор Z выпуклой подгруппы Н = П 4j
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совпадает с прямым произведением
П Аг. Подгруппа Z
1<0

не может быть относительно выпуклой. Действительно,
если бы подгруппа Z была относительно выпуклой, то от-

относительно выпуклым было бы объединение N — H4i
всех подгрупп, сопряженных с Z. Но в фактор-группе G/N
имеет место соотношение Ь db -N = а~гЫ, где

а (О

е, 1<0,

с, i — 2n — 1,

c=fe, n = 1,2,...,

с-1, i = 2п,

чтопротиворечит, очевидно, относительнойвыпуклостиЛ^.ф
В § 4 этой главы будет показано, что центр упорядочи-

упорядочиваемой группы относительно выпуклый. Тем не менее

центр относительно выпуклой подгруппы может не быть

относительно выпуклым (см. гл. VI). Приведенные в этом

пункте факты указывают на своеобразие свойств отно-

относительно выпуклых подгрупп, а значит, и методов

теории упорядоченных групп.
3°. Переходим к изучению относительно выпуклых под-

подгрупп в доупорядочиваемых группах. Из признаков от-

относительной выпуклости подгрупп доупорядочиваемых

групп получаются достаточные признаки относительной

выпуклости в упорядочиваемых группах.

Теорема 3. (Кокорин [4].) Подгруппа Н
доупорядочиваемой группы G относительно выпукла тогда

и только тогда, когда она инфраинвариантна и строго изо-

изолирована в группе.

Доказательство. Очевидно, нужно доказать
только достаточность. Отметим, что если Н является

к тому же инвариантной, то достаточность утверждения
теоремы следует из предложения 1 § 1.

Пусть Н — инфраинвариантная строго изолированная
подгруппа в доупорядочиваемой группе G. Возьмем систе-

систему 2', состоящую из всех подгрупп, сопряженных с Н,
Н — П Hs, 3 = U Hg. Возьмем, далее, инфраинвари-

антную систему Е

«сЯс...сЯас Яа+1 с.сЯсб



§ 3] ОТНОСИТЕЛЬНО ВЫПУКЛЫЕ ПОДГРУППЫ 41

из строго изолированных подгрупп, такую, что 2' с 21

и, если инфраинвариантная строго изолированная под-

подгруппа лежит между подгруппами из 2, отличными от пар
Е а Й и В a G, то она принадлежит 2. Существование
таких систем доказывается так же, как существование
композиционных систем.

Покажем выполнимость условий теоремы 6 § 2 для

подгрупп системы 2, заключенных между Huff. Этим

теорема будет доказана. Пусть На С Яа+1 — скачок из

2, а аеНа+1 \ НаиР = SN(Ha) (а) Яа. Тогда Р, в силу

строгой изолированности Яа, будет чистой инвариантной
в N (На) полугруппой. Поэтому и в силу инфраинвариант-
ности 2 объединение Q всех полугрупп, сопряженных с

Р, будет чистой, инвариантной во всей группе, полугруп-
полугруппой. Продолжим частичный порядок, определяемый Q,
до линейного порядка в группе. При этом порядке, если

h 6E На, то a ^>h, так как Р = РНа. Отсюда, если На С
с: Я«+1 — скачок выпуклых подгрупп, определяемый
элементом а, то Яа с На.

Покажем, что Яа+1 f\ На = Яа. Обозначим через
Da — пересечение Яа+1 и На. Так как На — относительно

выпуклая в G подгруппа, она строго изолирована в G, и

тогда Da тоже строго изолирована. Кроме того, Da инфра-
инвариантна. Действительно, если Я? <= На, то Я/ с:

с На, так как в противном случае Н* Э На влечет а8 ЕЕ

ЕЕ Я«+1 \ Яа, что противоречит тому, что Hi+i СЯ„С
^ Яа. Добавив к 2 подгруппу Da и ее сопряженные, мы

получим систему 2":

ЕаНа... a Haci ДасЯа+1 с ...аЯсС.

Она инфраинвариантна, состоит из строго изолированных

подгрупп ввиду построения и, следовательно, совпадает

с 2. Но тогда Da — строго изолированная подгруппа,

удовлетворяющая соотношениям На ? D Q Яа+1. На
основании построения системы 2 можно заключить, что

Яа = Da или Яа+1 = Da. Но последнее равенство не-

невозможно, поскольку Яа+1 Э а, но а ЕЕ А* = Яа+1 ПЯа,
так как а р= Я».
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; Совершенно аналогичные рассуждения, проведенные

с подгруппой р'а = Яо+1 П Я«+1, дадут нам Da = #о+1,
т. е. Яо+1 с Яа+1-

Из Яа = Яа+1 П Яа, Яа+1 с Яа+i и коммутативно-

коммутативности Ha+i/Ha вытекает коммутативность На+1/На.
Покажем, далее, что N (Яо) = N (Яа). Пусть g ЕЕ

е N (Яо), g(=N (Ha) и, для определенности, Я'? с Я„.

Тогда Яа+i S Яа и, значит, а8 ЕЕ Яа, а в то же время
из а8 ЕЕ Нап\На и Яа = Яа П Яа+1 следует а* ^

ё= Яа. Противоречие. Следовательно, iV (Яа) =э ЛГ (Яа).
Доказательство обратного включения проводится анало-

аналогично.

Из перестановочности внутренних автоморфизмов

группы N (На)/На при действии их на элементы из Яа+1/Яа>
Яа+1 Q Яа+i и Яа = Яо+1 П Яа следует перестановоч-
перестановочность внутренних автоморфизмов N (На)/На при действии
их на элементы из Ha+i/Ha.

Таким образом, скачки системы 2, заключенные ме-

между Н и Й, удовлетворяют условиям теоремы 3 § 2. Сле-

Следовательно, подгруппы из 2 являются выпуклыми при
некотором порядке, ф

Используя следствие 3 § 1, аналогично получаем

Следствие 2. Подгруппа А относительно вы-

выпуклой G-доупорядочиваемой подгруппы В упорядочиваемой
группы G является относительно выпуклой в группе G

тогда и только тогда, когда она инфраинвариантна и

строго изолирована в группе G. ф
Следствие 3. Инфраинвариантная подгруппа

доупорядочиваемой группы, являющаяся объединением от-

относительно выпуклых подгрупп, относительно выпукла, ф
4°. Предложение 4. (Смирнов [1 ].) Под-

Подгруппа Я упорядочиваемой локально нилъпотентной груп-
группы G относительно выпукла тогда и только тогда, когда
она инвариантна и изолирована.

Так как локально нильпотентные группы без кручения

упорядочиваемы, то достаточно показать, что в них всякая

инфраинвариантная подгруппа инвариантна.

Действительно, пусть йеЯ, g ЕЕ G и Н8 S Я. Так
как по условию h и g порождают в G нильпотентную под-
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группу, то последовательность hx = [g, h],..., hHl =
= [g, ht] содержит лишь конечное число членов, отличных

от е. Пусть hn = e. Тогда

hT = h-hfl = ...
= h-hx ... ftn_x.

Отсюда, поскольку Ai,..., fcn-! G Я, заключаем, что

№'* ЕЕ Я. Этим доказано, что Я8 cz Я, откуда ввиду

того, что Не Q Я, получаем

Н* = Я. *

Интересно, что из изолированности чистой инвариант-
инвариантной полугруппы в нильпотентной группе без кручения
не следует ее строгая изолированность (А. И. Мальцев,
см. § 4 гл. VI).

5°. Подмножество S л.у. группы G называется лучом,
если из«ё5и«<1 следует 1ё5,

Теорема 4. (Тулли [1].) Подмножество S

упорядочиваемой группы G тогда и только тогда является

лучом при некотором линейном упорядочении группы, когда
оно удовлетворяет условию:

(*) для лрбых g, h^G или gSh с: S, или S cr gSh.
Доказательство. Необходимость очевидна. Об-

Обратно, пусть условия теоремы выполняются. Пусть X =

= {х €Е G | если аЪ ЕЕ «5, то ахЪ Е5}, Р — полугруппа

строго положительных элементов при некотором линейном

упорядочении группы G, Р' ==_{х ЕЕ G | или а; ЕЕ X,
а: ЕЕ X, х GE Р, или х GE X, ж GE X}. Так же как в тео-

теореме 4 § 1, проверяется, что X есть инвариантная полу-

полугруппа. Покажем, что полугруппа X линейная.

Предположим, что ill, Тогда для некоторых а, Ъ

будет аЪ ЕЕ S, ахЪ ё= S. Пусть cd GE S. Тогда не выпол-

выполняется axc^Sd^b с: ?, так как алс ^^)^ ^= ахЬ ЕЕ
ЕЕ arc Sd~xb \ 5. Следовательно, 5 с axc^Sd^b или

cx^a^Sb^d Q 5 и, значит, сж ^= сж~1а (аЬ)Ь Е̂Е
ЕЕ 5, т. е. аг1 GE X.

Далее также непосредственной проверкой устанавли-

устанавливаем, что Р' — полугруппа. Из инвариантности X вы-

вытекает инвариантность Р', и из линейности X — линей-

линейность Р' U е. Значит, Р' определяет в G линейный порядок.
При этом порядке S будет лучом. Действительно, пусть,
х GE S и х <; у, т. е. уж ЕЕ Р'. Тогда уж ЕЕ X и, значит,

2/
= е (уж )ж ЕЕ S. #
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§ 4. Относительная выпуклость центра

Приведем конструкцию, которая в дальнейшем будет
неоднократно использоваться.

Группа G называется прямым произведением своих

подгрупп Ga, а GE /, с объединенной подгруппой Н, если

A) G порождается всеми Ga, a ЕЕ /;
B) если Ga — подгруппа, порожденная всеми Gp, р Ф

=j=a,ToGa(\Ga= GaПGp = Н для всяких а, рЕЕ/,аФf$;
C) подгруппы Ga, Gp поэлементно перестановочны для

всяких а, р €= /, a =? р.
Из определения следует, что подгруппа Н прямого про-

произведения G групп Ga с объединенной подгруппой Н ле-

лежит в центре группы G .

Нетрудно видеть, что если задано множество групп

Ga и изоморфных между собой подгрупп На из центров Ga,
то можно построить группу G, являющуюся прямым про-
произведением подгрупп Ga с объединенной подгруппой Н,
изоморфной На. Именно, в качестве G можно взять фак-
фактор-группу F/N прямого произведения F групп Ga по под-

подгруппе N, порожденной всеми элементами х ее F вида
х = фа^фр^ ), где ieff, фа — некоторый изомор-

изоморфизм группы Н на группу На.
Прямое произведение групп Ga с объединенной подгруп-

подгруппой Н будем обозначать П Ga (На = Н, а е= /) или в

случае конечного числа множителей G — Gx X ... X Gn
(#j. — ...

= Нп = Н).
Лемма 1. Если в л.у. группе G а"^> с, где с лежит

в центре G, то gi1ag1...gn1 agn^>c для любых &,..., gn^G.
Действительно, если g^agi <: gf'agj при / = 1,2,...,п,

то gl1ag1...gZ1agn > (grfVi)" = gi^gi > gfcgi = с. #
Теорема 1. (К опытов [1].) Всякая упорядо-

упорядочиваемая группа G вкладывается в группу G* с полным цент-
центром Z* такую, что

A) центр Z* группы G* содержит центр Z группы G;

B) G* = GZ*, Gfl Z* = Z и тогда G*/Z* ss G/Z;
C) всякий линейный порядок G продолжается до ли-

линейного порядка G*.

Доказательство. Пусть Z — центр группы G

и Z* — его минимальное пополнение, как абелевой груп-
группы. В качестве G* возьмем прямое произведение группы G
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и группы Z* с объединенной подгруппой Z. Очевидно, что

свойства A) — B) теоремы справедливы для группы G*.

Далее, так как всякая упорядочиваемая группа есть R-

группа, то фактор-группа G*/Z* ^ G/Z есть группа без

кручения, а тогда группой без кручения является и G*,
причем G инвариантна в G*, и фактор-группа G*/G —

периодическая абелева, так как G*/G = Z*/Z, и тогда

всякий i?G*b некоторой степени попадает в G.

Пусть Р — произвольный линейный порядок группы
G. В группе G* рассмотрим множество

Р* = {ж ЕЕ G\xn €= Р для некоторого натурального п}.
Очевидно, что Р* э Р. Если мы докажем, что Р* —

чистая инвариантная и линейная полугруппа в G*, то тео-

теорема будет, полностью доказана. Линейность, инвариант-
инвариантность и чистота множества Р* очевидны. Покажем, что

Р* — полугруппа. Пусть х GE Р*, у ?Е Р*, т. е. хп GE Р,

ут €= /> при некототорых натуральных и, т. Притом,
так как G* = G X Z* (Z), имеем х = xob, у = уоа, где

ж0, Уо^б, a, b ЕЕ Z*, и, следовательно, с = ат ЕЕ 2.

Так как у^Р*, ут = у™ат е Л т. е. у™ > а "= с 

в группе G, и, по лемме 1, Xomn+1 ^оЯсГ • • • х?у*СоУ&п ЕЕ А

Но отсюда следует, что

(ху)тп = xmn-armn+1j/a;mn~1... x~lyx-y =

= хтп -х^УохГ'1 • • ¦ ^УоХо ¦ Уо ¦ атп =

~mn _-n»n+l . mn-i _—17, г и rn cz P 4t

Отметим, что если группа G доупорядочиваема, то G*

также доупорядочиваема.
Теорема 2. (Кокорин [2].) Произведение пол-

полной подгруппы центра упорядочиваемой группы на ее от-

относительно выпуклую подгруппу относительно выпукло.

Доказательство. Пусть Z — полная подгруп-
подгруппа центра упорядочиваемой группы G, а Н — относитель-

относительно выпуклая подгруппа в G. Возьмем систему S = {#v}
всех выпуклых подгрупп при таком линейном порядке G,

при котором Н выпукла. Далее, возьмем систему 2',
состоящую из произведений HyZ выпуклых подгрупп из

2 на Z. Для доказательства теоремы достаточно показать,
что 2' удовлетворяет условиям теоремы 6 § 2. Покажем
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только строгую изолированность подгрупп HyZ, так как

выполнимость остальных условий этой теоремы непосред-
непосредственно следует из выполнимости их на 2.

Пусть a'**1*-*** = hz, где h е Я?, % <= Z и z?+1 =
= г, г,?2. Тогда (azr1)e+gl+'"+*n = fe, откуда, в силу
строгой изолированности #Y, будет аг~г^Ну и, значит,

a^HyZ, т. е. подгруппа #yZ строго изолирована, ф
Заметим, что условие полноты подгруппы центра в при-

приведенной теореме заменить изолированностью нельзя, так

как уже в абелевой группе без кручения произведение
изолированных подгрупп не всегда изолировано.
Теорема 3. (Кокорин 12], Конытов [1].)

Фактор-группа упорядочиваемой (доупорядочиваемой)
группы по ее центру упорядочиваема (доупорядочиваема).

Утверждение теоремы непосредственно следует из тео-

теоремы 1, теоремы 2 (и предложения 1 § 1). =fc
Следствие 1. Любой гиперцентр упорядочиваемой

группы является относительно выпуклым.
Это следствие вытекает из теоремы 3 и предложения 1

§3. #
Следствие 2. Изолированная подгруппа центра

упорядочиваемой группы является относительно выпук-

выпуклой.

Это утверждение следует из теоремы 3 и теоремы 4

§2. #
Подгруппа Н упорядочиваемой группы G называется

эскалационной или v-подгруппой, если любой линейный

порядок в Н может быть продолжен до линейного поряд-
порядка в G. Примерами эскаланионных подгрупп могут слу-

служить циклические группы, сомножители прямых произ-

произведений и сплетений упорядочиваемых групп.
Следствие 3. Центр упорядочиваемой группы

является эскалационной подгруппой, ф
Следствие 4. Если прямое произведение с объеди-

объединенной подгруппой упорядочиваемых групп является груп-
группой без кручения, то оно упорядочиваемо.

Это утверждение вытекает из теоремы 5, замкнутости
класса упорядочиваемых групп относительно прямых про-
произведений и того факта, что прямое произведение с объе-

объединенной подгруппой данных групп есть некоторая фак-
фактор-группа по подгруппе центра прямого произведения
тех же групп. %



ГЛАВА III

ПРОИЗВЕДЕНИЯ И РАСШИРЕНИЯ

§ 1. Свободное произведение

1°. Приведем пример л.у. матричной группы, который
будет использован при доказательстве основного резуль-
результата этого параграфа.

Пусть К — л.у. кольцо, Т — группа верхних треу-
треугольных матриц над К, диагональные элементы которых
обратимы и положительны. Если матрицы бесконечномер-
бесконечномерны, то предполагается, что их строки и столбцы вполне

упорядочены. Для любых матриц X, Y из Т считаем X <.

< Y, если хц < уц в К ж xh,h+s = yh,h+s для любых

к, s таких, что i + s < / или i + s = /, k<.i. Здесь
xxh УН

— элементы матриц X, Y, стоящие в строке с но-

номером i (может быть трансфинитным) и в столбце с но-

номером /.
Другими словами, если расписать элементы каждой

из матриц X, Y в последовательность, выписывая сначала

элементы главной диагонали, затем элементы второй диа-
диагонали и т. д., то сравнивание матриц X и Y ведется по

первым различным элементам этих последовательностей.

Нетрудно проверить, что введенное отношение порядка
на группе Т превращает ее в л.у. группу.
Теорема 1. (Виноградов [1].) Свободное

произведение упорядочиваемых групп упорядочиваемо. При
этом сомножители являяотся эскалационными подгруп-
подгруппами.

Доказательство. Рассмотрим только случай
двух множителей А и В, так как в общем случае рассуж-
рассуждения проходят почти без изменений.

Рассмотрим лексикографически линейно упорядоченное

прямое произведение л.у. групп А, В и л.у. циклических
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групп {хц},'{уц}, {щ}, fa}:
оо оо оо оо

С = А х в х П tad х П {г/г,-} х П Ш х П М-
i,j=l ».з=1 i=l i=l

Пусть (? [С] — групповая алгебра группы С над полем

Q рациональных чисел. Упорядочим ее, считая комбина-

комбинацию 2°Чсь аг €= (?> CiEzC, положительной, если поло-

положителен ее первый ненулевой коэффициент (т. е. коэффи-
коэффициент при наименьшем с4 относительно введенного порядка
в С). При этом порядке Q [С] становится л.у. кольцом.

Возьмем теперь описанную выше л.у. группу верхних тре-
треугольных матриц над Q [С], строки и столбцы которых за-

занумерованы всеми натуральными числами.

Пусть X, Y — верхние треугольные матрицы с единич-

единичной диагональю и элементами xtj, ytj соответственно над
ней, U, V — диагональные матрицы с диагоналями иъ

ы2,... и vv v2,... Рассмотрим вложения групп а: А -> Т,
0: В —> Т, где а (а), $ (Ь) — диагональные матрицы с диа-
диагоналями е, а, е, а,... и е, Ъ, е, Ъ,... соответственно, se4,
!>ёВ. Легко видеть, что а, р — изоморфные вложения

л.у. групп А, В в л.у. группу Т. Положим, далее, а' (а) =
= Х-га (а)Х, а"(а) = U^a'ia)!/ для а <= А, р'(Ь) =
= У-1 р (Ь) Y, Р"(й) = V-^'(b)V для Ъ е В.

Рассмотрим гомоморфизм у свободного произведения
А * В в группу Т, сопоставляющий каждому слову от

элементов sEi, ЬЕ5 такое же слово от <х"(а), Р"(й).
Для доказательства теоремы достаточно заметить, что в

действительности у есть изоморфизм. Это вытекает из

следующих двух утверждений.
(а) Все элементы матриц а'(а), Р'(&)> а Ф е, Ъ Ф е,

а ?Е А,Ъ ЕЕ В, лежащие на главной диагонали и над ней,
отличны от нуля. В самом деле, обозначим

а (а) = L, LX = М, X'1 = N, NM = Р.

Легко видеть, что при i ^ /
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И

pU =

= (— 2 Ж1Aj + 22 *u-A-.Aj
—

N
i<kt<k<)

— 222

где внешняя сумма 2 распространяется на все нечетные

значения к от 1 до /. Последнее соотношение показывает,

что коэффициент при е не равен нулю и, следовательно,

Рц 4= 0 при i <C /. Аналогично проверяется утверждение
относительно Р' (Ь).

(б) Если ахЬх... atbt ф е. ГДО аг ?= А, Ь4 €= 5 и а4 =^= е,

ft4 =j& е, кроме, быть может ах и Ь(, то с = а" (ах) Р" (&i)...
... а" (а,) р" (&,) ^ е.

В самом деле, рассмотрим сначала случай, когда ах =?t= e,

Ь( =f= e. Тогда при i ^ /

ctj = 2 afti Ы Pt.t» (fci) • • • a"/B(
где — означает, что суммирование производится при ус-
условии i <: fcx ^ к2 ^ ... ^ ks ^ /. Так как

/ \ *
'

/ \

рр

то

^,11 1 1
,

cij = У, ~Г, ~
• • • -Г. Z ukikivk,k,

s (bi) • • • a'k2(,_1)ht_Y (at) p'^,^ (bt).

Рассматривая c4j как многочлен от переменных и„,
1 1

vrr, —, — ,
мы видим, что подобные члены в нем приведе-

нгг vrr

ны. Так как все аг =f= e, Ъг =f= e, то, согласно утвержде-
утверждению (а), все коэффициенты этого многочлена отличны от нуля

(алгебра Q [С] упорядочена, а потому не имеет делителей
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нуля). Следовательно, сц=±=0 при i^j. Оставшиеся

случаи аг =j= e, bt = е; ах
= е, bt Ф е; ах

= bt = e разби-
разбираются аналогично, ф

2°. Как показывает следующий пример, свободное

произведение упорядочиваемых групп с объединенной под-

подгруппой, вообще говоря, неупорядочиваемо, даже если

объединенная подгруппа инвариантна и относительно вы-

выпукла в каждом из свободных множителей.
Пусть Аг — группа всех матриц вида

где к — целое число, т^, г2
—

рациональные числа. Под-

Подгруппа Ях в А± матриц вида

есть прямое произведение аддитивных групп рациональ-
рациональных чисел, причем Н1 инвариантна в Ах. Кроме того, так

как Ах имеет конечный специальный ранг (равный трем)
и разрешима, то по предложению 5 § 2 гл. II каждая ее

относительно выпуклая подгруппа инвариантна. Но А1
имеет единственную изолированную инвариантную под-

подгруппу Hlt следовательно, Нх при любом линейном по-

порядке Аг выпукла и не имеет собственных выпуклых под-

подгрупп. Но тогда любой порядок Аг индуцирует на Ях ар-
архимедов порядок.

Пусть А 2
— группа всех матриц вида

2П

0

0

г

1

3

0

0

п
s

1

где п — целое число, г, s — рациональные числа. Очевид-
Очевидно (см. пример 6 § 2 гл. I), что Ащ — упорядочиваемая
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группа, причем подгруппа Н2 всех матриц вида

1 r

о
1 ,

0 1/

инвариантна и относительно выпукла в А2. Непосредст-
Непосредственная проверка показывает, что никакое линейное А2-
упорядочение в Н2 не является архимедовым. Но тогда

свободное произведение G = Ах * Аг (Ях = Н^ групп

А1 и А 2 с объединенной подгруппой Н = Нх = Я2 не

упорядочиваемо ни при каком изоморфизме ф, склеиваю-

склеивающем Ях.и Н2.
Предложение 1. Свободное произведение G =

= Аг * А2 (Hi — Н2) упорядочиваемых групп Аг и А2
с объединенной подгруппой Н = Нг = Н2, относительно

выпуклой и инвариантной в каждом из свободных множи-

множителей, упорядочиваемо тогда и только тогда, когда склеи-

склеивающий изоморфизм ф является у-изоморфизмом при не-

некотором линейном А^упорядочении в Н1 и линейном А2-
упорядочении в Н2. Притом, если группа G упорядочивае-
упорядочиваема, то подгруппа Н относительно выпукла в ней.

Необходимость этого утверждения очевидна. Докажем
достаточность. Покажем сначала, что Н является

G-упорядочиваемой подгруппой группы G. Пусть Рг — ли-

линейное .^-упорядочение Н± и Р2 = <р (PJ — линейное
А 2-упорядочение Н2. Тогда Рх есть линейное G-упорядоче-
ние Н = Hv Отсюда и из того, что G/H=A1/H1*AJH2
упорядочиваемо, следует, что группа G упорядочиваема и

Н — относительно выпуклая подгруппа в G. ф
Следствие 1. Если G = Ах* А2 [Их = Нг), Нг

и Н2 — относительно выпуклые инвариантные подгруп-
подгруппы в Аг и Аг соответственно, причем Н1 — эскалационная
подгруппа в Alt то G упорядочиваема при любом склеиваю-

склеивающем изоморфизме ф подгрупп Н1 и Я2. ф
Сформулируем еще один положительный результат в

этом направлении:

Пусть F — свободная группа, в которой задан элемент

/, порождающий свой централизатор, А — свободная
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абелева группа счетного ранга и h — один из ее образую-
образующих. Тогда свободное произведение с объединенной под-

подгруппой
G = F * А ({/} = {h})

аппроксимируемо свободными группами и, значит, упо-

упорядочиваемо (Грюнберг [1]).
Смирновым [4] было сделано перенесение теоре-

теоремы 1 на упорядочиваемые мультиоператорные группы.

Проблема 8. (а) Попробовать вывести теорему 1
из условий упорядочиваемое™ § 1 гл. II. (Фукс [8].)

(б) Какие свободные произведения с объединенной
подгруппой упорядочиваемы? (Фукс [8].)

(в) Доказать, что свободное произведение G = А1 *

* А2 (Нг = 2/j) упорядочиваемых групп, где Нг —

неинвариантная относительно выпуклая подгруппа в Аг,
не упорядочиваемо ни при каком <р. (В. М. Копытов.)

§ 2. Прямое произведение с объединенной подгруппой.
Нильпотентные произведения

1°. Подгруппу Н группы G назовем слабо сервантной
относительно системы подгрупп Ga, a ЕЕ /, группы G,
если для всякого аЕ/из разрешимости уравнения хп —
= h, h ?E H, в подгруппе Ga, a E /, и в соответствующей
ей подгруппе Ga, порожденной всеми G&, |3 ф а, Ре/,
следует разрешимость этого уравнения в Н.

Теорема 1. (Копытов [3].) Для того чтобы

произведение упорядочиваемых групп с объединенной под-

подгруппой было упорядочиваемо, необходимо и достаточно,
чтобы объединенная подгруппа была слабо сервантна от-

относительно системы прямых сомножителей группы.
Доказательство. Необходимость

следует непосредственно из определения слабой сервант-
ности объединенной подгруппы и того, что всякая упоря-
упорядочиваемая группа есть Д-группа.
Достаточность. Пусть G = П Ga (H), каж-

дая Ga, а ЕЕ /, упорядочиваема и- Н слабо сервантна от-

относительно системы подгрупп Ga, а ЕЕ /. Докажем сна-

сначала, что G — группа без кручения. Предположим про-
противное, пусть в G найдется элемент конечного порядка п,
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например, а — ?«?p—tfA где jro е= Ga, g,ECf)..-
..., gy EC,,liE Я, ga, #„,..., gv e Я и a" = <?.

Так как G/Я ^ П Са/Я и в фактор-группе G/H имеем

gl& ... S? = ё, то |?= й =... = # = в и тогда gS =

=Aa, ?р = Ар,..-. ?? = Av, где Аа, Ар,..., Av e= Я.

Теперь AoAp...Av-An = e или Aj3...Av = Аи1 А~™. Эле-
Элемент Ар... Av ЕЕ Я принадлежит Я и поэтому принадле-

принадлежит Ga. Из элемента К?Ьгп извлекается корень га-й степе-

степени в подгруппе {Gp,..., Gy}, лежащей в Ga: (gp..._gv)n =
= Ap...Av = ha1 h~n, а также извлекается корень га-й

степени в подгруппе Ga: (g^A )"= h~?hrn. Так как

Я слабо сервантна относительно системы подгрупп Ga,
a e /, элемент А^А""" должен иметь корень n-и степени

А', содержащийся в подгруппе Я. Но это противоречит
предположению, что все подгруппы Ga являются

Д-группами: группа Ga имеет два различных корня п-й

степени из элемента h?h~n, а именно, элемент А' ЕЕ Я

и gr^A Ez -H". Полученное противоречие доказывает,
что G — группа без кручения. Применение следствия 4

§ 4 гл. II завершает доказательство, ф
2°. В дальнейшем через П* Ga обозначается свобод-

ное произведение групп Ga, a ЕЕ /.
Как обычно, минимальным центральным рядом груп-

группы G, определяемым подгруппой А, назовем убывающий
ряд нормальных делителей G, определяемый по индукции:

оА = Л, кА = ШыА], Л = 1,2,...,

где А — нормальный делитель группы G, порожденный под-

подгруппой А.
к-нилъпотентным произведением множества групп Ga,

а ЕЕ /, к = 0, 1, 2,..., называется фактор-группа свобод-
свободного произведения F групп Ga, a ЕЕ /, по к-му члену ми-

минимального центрального ряда группы F, определяемому
нормализованным взаимным коммутантом [Ga, а ЕЕ I]
подгрупп Ga в группе F:

П(к) Ga = F/H, F=]\*Ga, H =
k [Ga,aEE/].
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Если имеется конечное число сомножителей Glf G2l...
..., Gn, то их fc-нильпотентное произведение будем обозначать

Gx (к) G2 (к)... (к) Gn.

Теорема 2. (К опытов [3].) Если нильпотент-

ное произведение упорядочиваемых групп является группой
без кручения, то оно упорядочиваемо и каждый из множи-

множителей является эскалационной подгруппой.
Доказательство. Пусть G = П(к)Ga, все Ga

упорядочиваемы и G — группа без кручения. Известно,
что фактор-группа GJH группы G по нормализованному

взаимному коммутанту Н = [Ga, a 6E Л групп Ga изо-

изоморфна прямому произведению групп Ga и поэтому упо-

упорядочиваема, причем каждая из групп Ga является эс-

калационной подгруппой в фактор-группе G/H. Рассмотрим
нормализованный взаимный коммутант Н = [Ga, a ?Е /]
в G. Эта подгруппа является инвариантной подгруп-
подгруппой группы G и нильпотентной группой без кручения
класса не выше к, причем внутренние автоморфизмы G
индуцируют в факторах верхнего центрального ряда

группы Н тождественный автоморфизм. Упорядочим Н
так, чтобы все члены ее верхнего центрального ряда были

выпуклыми. Это можно сделать на основании теоремы 6

§ 2 гл. И. Полученное упорядочение будет, очевидно, ин-

инвариантно относительно внутренних автоморфизмов груп-
группы G. Тогда, по теореме 4 § 2 гл. II, группа G допускает
линейное упорядочение, продолжающее полученный по-

порядок группы Н и порядок каждой из групп Ga. Следо-
Следовательно, группа G упорядочиваема, a Ga — эскалацион-
ные подгруппы группы G. #(

Класс упорядочиваемых групп не замкнут относитель-

относительно нильпотентных произведений групп.
Пусть G = А A) {и} — первое нильпотентное произведе-

произведение группы А с тремя образующими а, Ь, с и определя-

определяющими соотношениями [а, с] = [Ь, с] = е, [а, Ь] == с2 и

бесконечной циклической группы {и}. Непосредственная
проверка показывает, что группа G имеет элементы ко-

конечного порядка и, следовательно, неупорядочиваема.

Проблема 9. Найти необходимые и достаточные

условия упорядочиваемое™ разрешимых произведений
групп.
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§ 3. Расширения

Г. Теорема 1. (Баумслаг [1].) Если А —
относительно выпуклая, вполне характеристическая под-

подгруппа в относительно выпуклой инвариантной подгруп-
подгруппе В свободной „группы F, то подгруппа А относительно

выпукла в группе F.

Доказательство. Воспользуемся следующим
результатом. Пусть В — инвариантная подгруппа сво-

свободной группы F, а А — вполне характеристическая под-

подгруппа в В. Тогда F/A аппроксимируется подгруппами
сплетения Н = В/А г F/B (см. Дополнение, § 1).

В нашем случае имеем, что группа G = F/A аппрок-
аппроксимируется упорядочиваемыми группами, так как сплете-

сплетение Н = В/А г F/B упорядочиваемых групп упорядо-
упорядочиваемо. Цоэтому, в силу известного факта, группа G
есть подгруппа полного прямого произведения упорядо-
упорядочиваемых групп и, значит, является упорядочиваемой, ф
Следствие 1. (Шмелькин [1].) Свободная

полинилъпотентная группа упорядочиваема.
Следствие 2. Свободная разрешимая группа упо-

упорядочиваема.
В свободной группе можно построить цепочку подгрупп

Fk,k,—kt
где F1 =

pas

Каждая из подгрупп этого ряда вполне характеристична
в F. Фактор-группа F по Fkl...kt называется свободной

полинилъпотентной группой класса кх... к,. Предполагая
по индукции, что F/Fkx...(kg-D упорядочиваема, и заме-

заметив, что jp*fcl... fce относительно выпукла
в Fkt... (*._!) и впол-

вполне характеристична в ней, получаем утверждение след-
следствия 1. Следствие 2 получается из следствия 1, так как

свободная разрешимая группа класса к есть свободная по-

линильпотентная группа класса 1, 1,...,1. ф
fe раз
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Ввиду важности следствия 2 отметим, что оно вытекает

также из известного результата Ф, X о л л а [1] об ап-

аппроксимируемости свободной разрешимой группы ниль-

потентными группами без кручения. Следствие 2 получе-
получено независимо Смирновым [2] (см. далее теорему 3

§ 4 гл. V). Некоторые признаки такого еорта можно вы-

вывести из работ Горчакова [2] — [4].
2°. Теорема 2. (Нейман иШепперд [1].)

Если группа G без кручения содержит G-упорядочиваемую
инвариантную подгруппу Н, фактор-группа по кото-

которой локально конечна, то группа G упорядочиваема. При
этом любое линейное G-упорядочение подгруппы Н про-
продолжается единственным образом до линейного порядка

группы G.

Доказательство. Ввиду справедливости ло-

локальной теоремы для упорядочиваемых групп, можно
считать фактор-группу G/H конечной порядка п.

Пусть Р — линейный G-порядок в Н; положим Р* =
= {х €= G | хп GE Р}. Очевидно, Р* — чистое, линейное и ин-

инвариантное в G множество. Для доказательства теоремы до-
достаточно установить, что Р* — полугруппа.

Пусть теперь ап е Р, Ьп ЕЕ Р, А = {а, Ь} и В = А П
П Я. Докажем, что (ab)n ЕЕ Р* П В. Так как В — нор-
нормальная подгруппа конечного индекса в конечнопорож-

денной группе А и, следовательно, сама конечно порожде-

порождена, то, по следствию 2 § 2 гл. II, в ней найдется наибольшая

выпуклая подгруппа С Ф В, содержащая коммутант В'

подгруппы В.

Рассмотрим взаимный коммутант [А, В] в А. Покажем,
что [А, В] С С. Пусть ttjeX^Gfi. Если [%, Ьх] = е,
то [ai, blt] е С. Предположим, что [%, Ьх] =f= e. Тогда,
не ограничивая общности, можно считать а^Ь^ < Ьг.
Следовательно, а^Ъгак < Ьх для всякого к ^> 0. Отсюда
е < [а1? bj] < [а", Ьг).

Из а* Е В следует [а", 6J ЕЕ В' cz С. Из выпуклости

С, [ах, Ьх] ЕЕ В и е < [ах, &!]<[%, Ьх] следует [а1т Ьх] ЕЕ

ЕЕ С. Следовательно, W, В] с: С

Рассмотрим, далее, А' О В. Здесь потребуется сле-

следующий теоретико-групповой факт:
(*) Если группа А/В конечна, то группа А' П В/[А,В]

тоже конечна (см. Дополнение, § 2).
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На основании (*) каждый элемент х (ЕЕ А' П В в не-

некоторой степени попадает в U, В| с С, следовательно, С
имеет конечный индекс в А' П В, откуда следует, что

А' П В сг С. Действительно, если (iJgC и Ъх~^> е,

то Ъ\ > Ьг > е и ввиду выпуклости С будет Ьх е= С.

Пусть теперь с = а~*Ь~к(аЬ)'с. Очевидно, что для не-

некоторого к будет сЕС. Если бы (аЬ)* < е, то с < е,
с < Ь"* < е (так как а™, Ь" > е). Отсюда и из выпук-
выпуклости С получаем а~к, Ь~К ?Е С.

Но этого не может быть. Действительно, пусть h ЕЕ

<=B\C,h =^bqh' и hn = a^b^h", где fc', Г ЕЕ 4' П

П 5. Здесь Л" ЕЕ С, так как h E= С и С изолирована в 5.

Но ft" = b-^ar^h" еВПЛ'сС. Отсюда a10", bqn не

могут лежать в С одновременно, так как в противном

случае hn ЕЕ С. #
Заметим, что требование локальной конечности G/Я в

теореме 2 нельзя заменить на требование периодичности.
Именно, С. И. Адян построил пример группы G без кру-
кручения, фактор-группа G/Z по центру Z которой есть перио-
периодическая группа. Очевидно, что Z является (т-доупоря-
дочиваемой подгруппой в G, но G неупорядочиваема, так

как в упорядочиваемой группе центр относительно вы-

выпуклый и, следовательно, изолирован.
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ВЛОЖЕНИЯ

§ 1. Пополнение нильпотентных упорядоченных групп

Теорема 1. Всякая линейно упорядоченная локаль-

локально нилъпотентная группа G вкладывается в полную локаль-

локально нилъпотентную упорядоченную группу G*, единствен-

единственную с точностью до у-изоморфизма.
Доказательство. Эта теорема доказывается

тем же методом, что и соответствующая теорема Маль-

Мальцева [3] для абстрактных групп (см. Каргаполов,
Мерзляков [1], гл. 6, § 2, п. 3).

Рассмотрим сначала случай конечно порожденной
нильпотентной группы G без кручения. По теореме Маль-

Мальцева (см. Дополнение, § 4) группу G можно представить

унитреугольными целочисленными матрицами. Но хо-

хорошо известно, что группа U всех унитреугольных мат-

матриц над полем Q рациональных чисел полна, что и дока-

доказывает существование полной нильпотентной группы, со-

содержащей G. Из известных фактов (см., например, К у-

р о ш [1], гл. 15, § 67) следует, что совокупность всех

элементов U, некоторая степень которых попадает в G,
образует полную группу G*, являющуюся пополнением

G, причем члены верхнего центрального ряда G* состоят

из пополнений соответствующих членов верхнего цент-

центрального ряда G.
Покажем единственность пополнения G* для группы

G. Для нильпотентных групп, специальный ранг Мальце-
Мальцева которых равен единице, это справедливо. Предположим,
что для групп ранга г единственность пополнения имеет

место и G имеет ранг г + 1.

Допустим, что группа G имеет два пополнения: G[
и G\. Обозначим через <р{ вложение G в G\ (i = 1,2) и
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выберем в G инвариантную изолированную подгруппу JV
ранга г. Тогда G = N- {g} для некоторого элемента g e G.

Обозначим через Ni изолятор подгруппы фДЛО в G*.
По индуктивному предположению Nx ^ N*$. Пусть ф —

изоморфизм iVx и Атакой, чтофхф = ф2. Нетрудно видеть,

что G* = Ni -Qi, где Qt — аддитивная группа рациональ-
рациональных чисел, являющаяся изолятором элемента ф{ (g) в

Gi, и что ф продолжается до изоморфизма группы Ях =

= N[- {фх (g)} наЯ2 = Nl- {ф2 (g)}.
Пусть Т = G*i х Gi и Я — подгруппа группы Т,

состоящая из элементов вида х<р (х), где х G Нх. Ясно,
что Я = Ht, N* = {х(р (х)\х е N\) Щ N\ и N* нормаль-
нормальна в Н. Тогда N* нормальна и в изоляторе Н* группы
Н в

• Т и, следовательно, Я* = N* -Q, где Q — группа
элементов вида фх (^)гф2 (g)r, r — рациональные числа.

Для любого х €= Nx мы имеем

где у ЕЕ iVx, откуда следует, что

т. е. элемент ф2 (g)r индуцирует в группе Сг такой же

внутренний автоморфизм, что и элемент фх (g)r в группе

G[. Но тогда ф продолжается до изоморфизма Gx на б?2 так,
что фхф = ф2, что означает единственность пополнения G.

Пусть Р — произвольный порядок группы G. Так как

G — конечнопорожденная нильпотентная группа, то она

имеет конечный специальный ранг. Тогда, по предложе-
предложению 5 § 2 гл. II, все выпуклые подгруппы в G инвариант-
инвариантны. Кроме того, их конечное число, так как всякая соб-

собственная изолированная подгруппа разрешимой группы
конечного ранга имеет ранг, меньший ранга группы.

Пусть S:

Go = Е a Gx с: .... cG, = G

— система всех выпуклых подгрупп группы G. По пред-
предложению 6 § 2 гл. II система 2 является центральной
системой в G. Пусть G\ — изолятор подгруппы G% в
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пополнении G* группы G. Тогда система 2 *

является центральной системой в G*. Покажем, что поря-

порядок Р группы G продолжается единственным образом до

линейного порядка группы G*. Предположим, что Р

продолжается единственным образом до линейного поряд-

порядка Р*к группы Hk = {G, G*k}, 0 <; к < п. Так как всякий

элемент группы Hh в некоторой степени попадает в G,
можно утверждать, что система S h

;c...cG;C{G;, Gk+1} с ... с {Gl, ^с.сЯ»
является системой всех выпуклых подгрупп группы Hh
при порядке Ph.

Далее, очевидно, что Нк инвариантна в Hh+1 и что ¦

Hh+1/Hh — периодическая абелева группа. Кроме того, по-

порядок Ph инвариантен относительно внутренних автомор-

автоморфизмов группы Hh+1. Действительно, если а ЕЕ Р&,
а ЕЕ {Gl, Gi+1} \ {G*k, Gi}, i > к, то для любого х GE Hh
х~гах = а* [а, х] ЕЕ Р^ так как [а, х] ЕЕ {G^, GJ. Пос-

Последнее вытекает из того, что система 2* центральна в

G*, а следовательно, система 2ft центральна в НК. Точно
так же показывается, что х~хах ЕЕ Р&, если а ЕЕ Р&,
а ЕЕ Gl \ Gi-i, где i <; к.

Таким образом, показано, что группы Hk и Hk+1
удовлетворяют всем требованиям теоремы 2 § 3 гл. III,
а тогда порядок Pk продолжается единственным образом
до линейного порядка Рк+1 группы Hk+1. Применяя ука-
указанный процесс п раз, доказываем теорему для случая,,

конечнопорожденных нильпотентных групп.

Пусть теперь G
— локально нильпотентная группа без,

кручения. Тогда, так как G является группой с однознач-;
ным извлечением корня, G есть теоретико-множественное,
объединение абелевых групп без кручения ранга один:.
G = U Аа. Зафиксируем вложение фа группы Аа

в аддитивную группу рациональных чисел Qa (записы-
(записываемую мультипликативно) и в качестве искомого попол-

пополнения G* возьмем объединение по а ЕЕ / групп Qa: G* =

= U Qa. Превратим G* в группу следующим образом,
г
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Если х, у ЕЕ G*, то х ЕЕ Qa, yE Qfi, и в каждой из групп

Qa, Qpимеем a =/g4. fc = yme4|), Рассмотрим под-

подгруппу Я группы G, порожденную а, Ь. Очевидно, группа
Н нильпотентна и без кручения. По выше доказанному Н

вкладывается в свое пополнение Я*, которое единственно.
Ясно, что в Я* найдутся элементы х, у такие, что &п =

= а, ут = Ь. Пусть г = г-рЯ*иг(? Я. Тогда 2s =

= cE^v при некотором уЕ/. Положим ху в G* равным

(<рт (с)I/к в QT Нетрудно проверить, что так определенная

операция на G* превращает G* в полную локально ниль-

потентную группу без кручения, содержащую G, причем
для всякого элемента g ?E G* найдется такое целое число

п = п (g), что gn €= G. Единственность пополнения для

нильпотентной конечнопорожденной группы без круче-
кручения гарантирует нам единственность, с точностью до изо-

изоморфизма, пополнения G* для группы G.

Пусть теперь Р — произвольный порядок группы G,
Р* = {х €= G*\xn е= Р для некоторого натурального п}.
Очевидно, что Р* — чистое, линейное и инвариантное
в G* множество. Покажем, что Р* — полугруппа. Если

а, Ь ЕЕ Р*, то найдутся натуральные числа т, п такие,

что ат ?Е Р, и Ъп 6= Р. Обозначим через Н подгруппу
группы G, порожденную элементами ат, Ьп, через Н* —
ее изолятор в G*. Тогда Р* П Я* = {х е Н*\хк ЕЕ Р П
П Я для некоторого натурального /с} является линейным

порядком нильпотентной группы Я*, продолжающим по-

порядок Р П Я подгруппы Я. Но тогда, как так а, й ЕЕ

ЕЕ />•• П #*, мы имеем аЪ ЕЕ Р* П Н* S /»*. #
Проблема 10. Можно ли упорядочиваемую (раз-

(разрешимую) группу вложить в полную упорядочиваемую
группу?
Проблема 11. Группа G называется G-полной,

если в ней разрешимо уравнение х?1* — + 8п = а для

любых gi, а ЕЕ G. Можно ли любую упорядочиваемую

группу G вложить в G-полную упорядочиваемую группу
G*? Непосредственная проверка показывает, что пол-

полная локально нильпотентная группа G всегда полна.

Проблема 12. Пусть G — упорядочиваемая груп-
группа и а ЕЕ G. Когда G может быть погружена в упорядочи-

упорядочиваемую группу Я, содержащую такой элемент х, что

хг = а? В каком случае присущий G линейный порядок
может быть распространен на Я? (Б. Нейман.)
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§ 2. Вложения в конечнопорожденные группы

1°. В этом параграфе доказывается, что всякую счетную

упорядочиваемую группу можно вложить в упорядочивае-

упорядочиваемую группу с двумя образующими. В доказательстве бу-
будет использоваться подгруппа А г В полного сплетения л.у.

групп А и В, которая была построена в п. 2° § 3 гл. П.
Лемма 1. Пусть G — {gi\i ЕЕ /}, С = {с} — л.у.

группы и D = G г {с}. Тогда каждая компонента Gcn со-

содержится в коммутанте D'группы D.

Будем считать, что с ^> е. Для каждого i ЕЕ / опреде-
+

лим кг ЕЕ П Gcn следующим образом:
00

если

кг (с") = I '_i
I Si > если п ]> 0.

Ясно, что А{ ЕЕ D. Имеем также

Щ (сп) = 11tv ' [gi если

Так как k^ki = [/с{, с}, получаем

I I*i,С1 (О = е, если пфО,

т. е. [й;{, с] ЕЕ Ge. Кроме того, видно, что Ge порождается
1ки с]. Но тогда Ge S ^', откуда следует Gcn = cnGt(Tn c=

ев'. #
Теорема 1. (Б. Нейман [4].) Любую счетную

упорядочиваемую группу G можно вложить в упорядочивае-
упорядочиваемую группу Н с двумя образующими. При этом G будет
эскалационной подгруппой в Н.
^ Доказательство. Пусть Q = (G г С) г В, где

G={gl\ t ЕЕ / = A,2,...)}, С = {с}, В = {Ь}. Опреде-
+0О

лим элемент а ЕЕ Q П П (Ge С) (Ьп) соотношениями:
П:

а (е) = с,

а (б2*-1) = &4 для всех i €= I,
а (у) = е для остальных у ЕЕ В,
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где hi ?E G г С и определяется как в лемме 1. Тогда эле-

мент g* = [b^ab1--21, а] лежит в Q [\ II (взС)(Ьп) и,
П=—00

как показывает непосредственная проверка,

I г

Это означает, что gi лежит в (G г С) (е), и так как (G'zC) (e) ^
зё G г С, а в G'sC элемент [кг, с] лежит в G (е) и [кь с] = gif
то группа 6?* = {gl\i e /} у-изоморфна G. При этом

ясно, что G* Q Я = {а, Ь}. #
Следствие 1. (Б. Нейман [4].) Любую счет-

счетную к-ступенно разрешимую упорядочиваемую группу G
можно вложить в упорядочиваемую к + 2-ступенно раз-
разрешимую группу Я с двумя образующими.

Действительно, если в теореме 1 группа G разрешима
класса к, то Q и Н разрешимы класса к + 2. ф

Отметим, что, используя доказанную теорему, можно

получить следующее утверждение: любая упорядочивае-
упорядочиваемая группа G может быть вложена в упорядочиваемую
группу G*, каждая счетная подгруппа которой содержится
в подгруппе с двумя образующими. (Б. Нейман [2].)

2°. Здесь уместно рассмотреть вопрос о существовании
универсальной группы в классе счетных упорядочиваемых
групп. Этот вопрос был поставлен Б. Нейманом [2].

Напомним, что группа G класса групп УС называется

универсальной в этом классе, если она содержит изоморф-
изоморфный образ каждой группы из УС.

Теорема 2. (Каргаполов [4].) Произвольная
счетная абелева группа без кручения изоморфна центру
некоторой упорядочиваемой трехступенно разрешимой
группы с двумя образующими.
Доказательство. Пусть А, А' — изоморфные

счетные абелевы группы без кручения. Построим группу
Я, являющуюся расширением прямого произведения
А X А' с помощью бесконечной циклической группы {с},
считая, что с^а^а^с = а^'а^а'^, где % ^ А, %, a% ?= A

и а'х — элемент из Л', соответствующий элементу ах^ А

при некотором фиксированном изоморфизме Л на Л';
Н = {А X А', с}. Нетрудно видеть, что Н — упорядо-
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чиваемая группа и центр ее совпадает с А'. Рассмотрим
теперь упорядочиваемую подгруппу Gx — H г {Ь} полного

сплетения Нг {Ь} (см. п. 1° настоящего параграфа и п. 2°

§ 3 гл. II). Через D обозначим подгруппу группы Gx,
состоящую из тех элементов / полного прямого произве-
произведения Н групп Hi в Нг {Ь}, которые лежат в Й П Gx, при-
причем все их компоненты /4, за исключением конечного числа,

лежат в А. Непосредственно из определения D следует ее

инвариантность в Gx. Кроме того, центр С подгруппы D

совпадает с прямым произведением ПЛ{, где А\ — центр

группы Н^ Действительно, центр С содержит Па\. Но,
с другой стороны, если / = {fk} ЕЕ С, то / должен быть

перестановочен с элементами из D вида

f с, если к = п,
С(П\ = {ск\, где ск = i

,1 ' 1 " К

[ е, если к=1=п.

Поэтому каждая компонента элемента / содержится в А'.
Но из того, что лишь конечное число компонент / может

лежать вне А, следует, что /ЕЕ lL4j.
Теперь положим F = D • {Ь} и обозначим через К

подгруппу из F, порожденную всевозможными элемента-

элементами / = {/ь} S: С, удовлетворяющими условиям: сущест-

существуют такие целые числа тип, что /m = fu1 и fk = e при
к =j=m, п. Множество элементов с таким свойством оче-

очевидно инвариантно относительно Ь, и потому подгруппа
К инвариантна в F. Центр фактор-группы F/K совпадает
с С/К и, значит, ввиду равенств С/К = АкК/К и Ак Q
П К = Е для всякого номера к, изоморфен Ак.

Покажем, что группа F/K упорядочиваема. Действи-
Действительно, С = F П Сх, где Сх — центр группы Gx П Н и,
следовательно, F/C изоморфна подгруппе Gx/Cx, которая

упорядочиваема по теореме 2 § 4 гл. II. Но тогда, по тео-

теореме 4 § 2 гл. II, упорядочиваема и F/K, так как централь-
центральная подгруппа С/К в F/K заведомо F/ЛГ-упорядочиваема.

Занумеруем натуральными числами все элементы

группы А, А = {ах, а2,..., ап,...}, и возьмем элемент ф
=

= {<Pft} в F:

, если &<С9,
= { с, если к = О,

ак, если
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Рассмотрим подгруппу G группы F/K, порожденную ф =
= уК и 5 = ЬК. Ясно, что G упорядочиваема и трехсту-
пенно разрешима. Докажем, что центр этой группы сов-

совпадает с G = С/К и, следовательно, изоморфен А\ з= А.

В самом деле, пусть / = f-K е= G, f —{fh} и / при-
принадлежит центру группы G. Компоненту fh элемента /

представим в виде произведения fh — ukck zh-b3]s, где

Uft ЕЕ A, ck ее {с}, zk ЕЕ А'. Пусть к — наименьшее число

с икфе. Тогда, так как b~ifkbi = fhH в сплетении

НЪ {Ь}, равенство элементов / и b~xfb по модулю
К возможно лишь при uh = e, так как к-я компонента

элемента b~lfb равна (к — 1)-й компоненте /. Тем самым

доказано, что uh
= е для всякой компоненты fh элемента/.

Аналогично устанавливается равенство ck = e. Из пере-
перестановочности фи/ очевидным образом следует sk = 0.

Обратно, если/ = {/ft}, fn = z Gr А' и fk = е, к =j= n,
то для элемента d = If, b] = {dh} имеем

z-1, если к = п,

z, если к = га + 1,

е, если k=j=n, п-\-1,

т. е. dE •&• Отсюда и из того, что [/, ф] = е в Сц полу-
получаем, что любой элемент из С/К перестановочен с элемен-

элементами группы G.

Покажем, что С/К лежит в G. Действительно, пусть

{z,
если к = 0,

е, если кфО,

— произвольный элемент подгруппы Ао. Но так как

с~хал = аа' по определению Н, найдется такой элемент

о„, что z = [ап, с]. Тогда компоненты ?h элемента t —

— 1ф> фь"] удовлетворяют соотношениям:

ч:
если к = п,

если k=f=n,

что влечет g = fb
"

e= {ф, Ь}. Отсюда ввиду произвольно-

произвольности выбора gG Л1) получаем А'0К/К = С/К с G. 4ft

3 А. И. Кокорин, В. М. Копытов
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Следствие 2. (Каргаполов [4], Смит
Щ.) Класс счетных трехступенно разрешимых упорядо-
упорядочиваемых групп не обладает универсальной группой.

Действительно, так как существует континуальное
множество попарно неизоморфных абелевых групп без

кручения, то по теореме 2 существует континуальное мно-

множество упорядочиваемых трехступенно разрешимых групп
с двумя порождающими. #>

Хотя и не существует универсальной группы в классе

счетных упорядочиваемых групп, в некоторых классах та-

такая группа существует.

Предложение 1. Существует универсальная
группа в классе счетных абелевых групп без кручения.

В качестве такой группы можно взять прямое произве-
произведение счетного числа аддитивных групп рациональных
чисел,ф

Для дальнейшего рассмотрим счетную полную ниль-

потентную класса 2 группу G. Пусть G' — коммутант G.

Нетрудно видеть, что в этом случае G' и GIG' — полные

абелевы группы и их можно рассматривать как вектор-
векторные пространства над полем Q рациональных чисел.

Пусть d\, d2, ..., dn,... — база G', а элементы gu

g*> • •
ч gn> ¦ • • образуют базу G по модулю G'. Тогда любой ком-

коммутатор [gi, gj] можно единственным образом представить
в виде

[gb gj] = dfdf..., где D? €= Q,

причем бесконечномерный вектор ai} = (а\}\ а$\ ...)
имеет только конечное число отличных от нуля компонент.

Составим бесконечную матрицу (ai}), которая называется

коммутаторной матрицей группы G. Так как [gj, gj] =
= [&> gj]'1 и tei. Si] = e> матрица (ai}) кососимметри-
ческая. Разумеется, коммутаторная матрица зависит от

выбора баз {d{}, {gi}, но можно утверждать, что две пол-

полные двуступенно нильпотентные группы без кручения изо-

изоморфны тогда и только тогда, когда при подходящем вы-

выборе бае их коммутаторные матрицы совпадают.

Условимся еще об одном обозначении. Пусть А = П.А п
—

полное прямое произведение нильпотентных групп без

кручения и М — декартова степень QN множества рацио-

рациональных чисел, где N — множество натуральных чисел'.
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Если а = (аи о2,..., а„, ...) б4,а= (otj, Oj,..., а„,...) е
GE М, то элемент (а , а?\..м (&п, ...) будем обозначать

через аа.

Теорема 3. (Каргаполов [4].) Класс ЭС
счетных двуступенно нилъпотентных групп без кручения
обладает универсальной группой.
Доказательство. Обозначим через F прямое

произведение унитреугольных групп UT C, Q) матриц
степени три над полем рациональных чисел с объединен-
объединенным центром Z,

n C, 0 (Z).

Пусть Flt Fz,..., Fn,... — счетное число экземпляров груп-

группы F. В группе Fn найдутся такие элементы сп, а[п),
а?\...,Ъ[п\ъГ,..., что [a\n\bP] = cn, [af>, of>] =
= [ЪТ\ bf] = [af\ bf] = e, причем a<"\ 4n),..., bin), b|n),...
образуют базу в Fn по модулю центра Сп группы Fn.

В полном прямом произведении F = Ш?п возьмем

подгруппу F*, порожденную прямым произведением П/?"п
и диагональной подгруппой D (D состоит из последова-

последовательностей (х,х,...,х,...)). Докажем, что F* является уни-

универсальной группой для класса^. Для этого укажем в F*

подгруппу, коммутаторная матрица которой совпадает
с коммутаторной матрицей (а{;) группы G.

Положим

а* = (<#\ а?\..., <4П),...),

с = (clf с2,..., с„,...).

Пусть а;х = о1? ^ = а4^11Й22<... Ь*^1'*, i = 2, 3,... Очевид-
Очевидно, что элементы х± линейно независимы в группе F по

модулю коммутанта F и ZiSEF*. Обозначим через Go по-

пополнение в F* группы, порожденной элементами хъ х2,...
..., хп,..., еь с8,..., и подсчитаем коммутаторную матрицу
группы Go в базах {я{} и {cj. Оказывается, для^элемен-
тов хг

— агь11г ...bill1'1, Xj = Cjbi"... b/-i >J.»</, справед-
справедливо соотношение [xit Xj] = caW. Действительно, ввиду опре-
определения элементов аи Ьи с имеем [ait aj] = е, [6k, 6,] = е,

3*
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[аг,Ьт] = е, [bk,ai\=e при <
m=f=i. Отсюда, используя обычные свойства коммутаторов

двуступенно нильпотентных групп, получаем

Таким образом, коммутаторная матрица группы Go сов-

совпадает с матрицей (а^) и, значит, группа G изоморфна
подгруппе Go группы F*. Так как всякая двуступенно
нильпотентная группа без кручения вкладывается в пол-

полную двуступенно нильпотентную группу без кручения (см.
теорему 1 § 1), можно утверждать, что F* есть универ-

универсальная группа в классе счетных двуступенно нильпотент-

нильпотентных групп без кручения,ф

§ 3. Простые и нехопфовы группы

1°. В этом разделе будет показано, что метод Ф. Холла

построения простых групп, примененный к упорядочи-

упорядочиваемым группам, дает упорядочиваемую простую группу.

Для полноты и ясности изложения приведем здесь кон-

конструкцию Холла еще раз (см. также Дополнение, § 3).
Пусть Я — упорядочиваемая группа, Z — множество

всех целых чисел. Возьмем Z-ю сплетенную степень С

группы Я:
С =

где Нп — группа, изоморфная Л, <рп
— изоморфизм Нп

на Я. Группа С есть объединение возрастающей последо-
последовательности групп:

@) A) Я(_х) с. с: Яда с: Я(_^ с
где

Я@) = Но, Яда == Я(_к+1) гНк,

и вложения определены следующим образом:

на

—> ff(-k+D {е) в Яда = Я<-к.ц) гНк,
на

Я() #() Н] в
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Этим определяются и канонические вложения всякой Нп
в С. Нетрудно видеть, что С обладает автоморфиз-
автоморфизмом т*, продолжающим отображение т:

Через / (Я) обозначим полупрямое произведение группы С
и бесконечной циклической группы {t}:

/ (Я) = C-{t}, Г1 xt = т* (х), гбС.

Построим возрастающую последовательность групп

g0 (Я) = Я, ..., gn(H)=f (gn-г (Я)),...,

где gn-i(H) отождествляется с подгруппой {gn-i(H))o
в / (^„_1 (Я)). Черев g (Я) обозначим коммутант объеди-
объединения Я* возрастающей последовательности групп gn (Я),
п = 0, 1, 2,...
Теорема 1. (Ф. Холл [3].) Для произвольной

упорядочиваемой группы Я группа g (Я) упорядочиваемая
и простая. \

Доказательство. Достаточно установить упо-

рядочиваемость / (G) для произвольной упорядочивае-
упорядочиваемой группы G. Пусть Р — некоторый линейный порядок в

G. Упорядочим С = гв2 следующим образом: упорядо-
упорядочиваем 6(о), веяв в качестве полугруппы положитель-

положительных элементов фо1 (Р). Предположим, что упорядочена

G(_n+i). Упорядочим G(n) так: если х е G(n), x = ga, g e

6Gn.ee ^(-п+1), то считаем х > е, если ф„ (g) > е в G

или g = e,a = ai (йх)... ап (hn), o4 =j= e, at (й») е G(_n+i) (й{),
h > fe2 > ••• > hn и Oi > е в G(_n+1).

Аналогично упорядочиваем G(_n). если упорядочена

G(n>- Объединение возрастающей последовательности

(вложенных друг в друга) порядков является линейным

порядком группы С, инвариантным относительно внут-

внутренних автоморфизмов группы / (G). Так как / (G)/C —
бесконечная циклическая группа, группа / (G) упорядо-
упорядочиваема.

Отсюда следует упорядочиваемость группы g (Я). Про-
Простота группы g (Я) доказывается применением теоремы 1

из § 3 Дополнения.^,
2°. Приведем пример простой упорядочиваемой груп-

группы, принадлежащей Ч е х а т а [1].
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Для данного л.у. поля F определим множество G (F)
всех функций / (х) переменной х со значениями в F и со

свойствами:

A)/ (х) однозначная и монотонно возрастающая;
B) для каждой / (х) в F имеются два элемента К = Я (/),

ц = ц (/) такие, что f (х) = х для ж > ц или Я > х;
C) между Я и (г функция / {х) кусочно линейна, т. е.

отрезок [К, ц] можно разбить на подотрезки, на каждой

из которых / (х) линейна.
Если определить в G (F) операцию h = fg как супер-

суперпозицию функций: h (х) = f (g (x)), то G {F) становится

группой с единичным элементом е, заданным равенством

е (х) — х для всех х ЕЕ F. При этом для е (х) можно по-

положить К (е) = ц, (е) и Я (е) больше любого элемента из F.

Заметим, что если / = [а, 0] — отрезок в F, то множе-

множество всех / (х), для которых а <1 X, (/) и ц(/)^р, обра-
образуют подгруппу G (/) из G (F). При этом G{I)c^G (/'),
если / с /', т. е. Г = [а', р"] иа'<а,К Р'-

Линейный на каждом из подотрезков IX (/) = ?0, ?J,
f^. 1г]»—, Hn-a» In-i = **(/)] элемент /6G(f), значе-

значения КОТОРОГО При I, I»..., 1„-2, Ц СУТЬ ^ = #0> #1>"-. J/n-2'

yn_j = \i соответственно, будем обозначать

Г ^ 61 ... 1п-2 И- 1

И Л1 Иг ¦•• ¦'in-a Лп-i 1J
*

где т]{ =
—^—-ii

(i = 1, 2,..., п — 1) все положительны и

ii) + • • ¦ 4- Лп-i (?n-i — 5n-a) =

= ?n-i — io = M^
— ^»

Значения / в любой точке х можно найти из равенства

i+l

/ (х) = v\i+1x + 2 (Л/t-i — "Пат) Sfc-i. Ei < x< Ei+1, % = 1.
fc=i

Всегда предполагаем, что г^, т|,4_х отличны от 1, если

/ =j= е. Если никакие два последовательных t] не равны,

говорим, что / имеет п изломов при %, ?j, ..., ц, и на-

называем %, г\г, ..., т]п-! первым, вторым, ..., (п — 1)-м
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наклоном соответственно. Обратным к / является эле-

элемент

Г I /&) . . . /(М fi |7 ~

U лг1 гь1 . . . г]-13 т,;^ 1/
•

Если ввести в G (F) порядок следующим образом:
g, если найдется такой а GE F, что / (х) = g (x) при
[а и / (a -f б) ]> g (а + е) для всех достаточно малых

положительных еЕ^, то легко проверить, что 6? (F)
становится л. у. группой. Таким образом, f^>e тогда и

только тогда, когда т^ ^> 1.

Для любого выпуклого подмножества С ciF опреде-
определим группу G (С), состоящую ив е и всех тех /, для которых
^ if)> \*if) ?= С. Через Ф(С) будем обозначать подмноже-
подмножество всех тех элементов из G (С), которые имеют лишь три
излома.

Теорема 2. (Чехата [1].) Группа G (I) для лю-

любого открытого отрезка I = (а, Р) из F является простой.
Доказательство. Предварительно докажем

следующие утверждения:

(A) Группа G (Г), Г = [а, р], порождается множест-
множеством S элементов с тремя изломами: первый — при а, вто-

второй — между а и р и третий — при р. Группа G (С) по-

порождается множеством Ф (С); в частности, G (F) порожда-
порождается множеством Ф (F) всех ее элементов с тремя изломами.

(Б) Для любого /eG(/) существует <р е= Ф (/) та-

такой, что /^ф" /^1^)?г Ф (/)•
(B) Любой ф ?Е Ф (/) можно трансформировать неко-

некоторым элементом из G (I) в элемент ф* ЕЕ Ф (/), первый и

третий изломы которого находятся в данных точках М*
и N*.

(Г) Любой ф GE Ф (/) вместе со своими сопряженными
в G (I) порождает множество Ф (/).

Теорема непосредственно вытекает из пунктов (А) и (Г).
Приступим к доказательству приведенных вспомога-

вспомогательных утверждений.
(А) Пусть

(а 5, ...t» Me(!(f)
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имеет га изломов. Умножим / на элемент

a |i P

x X(|i-a) + («-p)

где ц и К задаются уравнениями

Так как щ > 0 и а <! ?0, то К >¦ 0. Более того, фх е
EGf^l и в действительности q>, е G (/')> так как из

второго уравнения A) имеем Кц +- A — X) а = |п_2, т. е.

ф* (}*) = in-2 < Р- Из уравнений A) имеем

Итак,
/Фх =

'<*?... С-з Р

Ц\К TJ2A. . . . Лп-2^ ^П-1 *

„
о 1

где

Поскольку последние два наклона у /ед одинаковы,
это произведение имеет лишь п — 1 излом. Повторяя этот

прием га — 3 раза, можно свести / к единичному элементу:

/фхф2 ... <р„_2 = е. Таким образом, / = фй_2 ••• фГ1 и,

поскольку обратный элемент имеет столько же изломов,

сколько исходный, доказательство завершается.

(Б) Пусть
fix ... 6.1

U % . . . tb-i 1/
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где а < Ei. Еп < Р- Без ущерба для общности можно пред-

предположить, что / положителен, т. е. гц ^> 1. Трансформи-
Трансформируем / элементом

ф = 11 В В' 1/
и выберем В ^> 1/%, а С зададим уравнением

ih {вс f A - в) г,) + A - tii) Ei = &,.

Выбор С законен, ибо С =
~

+ |х, и потому

C<(EE) l E
В результате трансформации, как легко убедиться не-

непосредственным умножением, получим

i а С 1г... En

тI х\хВ1В' ъВ' л, . .

где а — решение уравнения

_

Г Ei а С 1г... En 1
ф /ф [I т) х\хВ1В' ъВ' л, . . . ть^ 1J'

% (Ва + A-В) ЕЛ f A - %) gt

Домножим ф^/ф на Z и, поскольку, начиная с отрез-
отрезка [|2, |3] Д° отрезка lEn-n Enl> эти ломаные имеют вза-

взаимно обратные наклоны, получим

а С Еа

В'/В В'

Этим показано, что [/, ф] == /^ф^/ф G Ф

(В) Пусть

С ЛГ

ф==11
Трансформируем <р элементом

M* N*

где р2 = (TV - ilf)/(iV* - М*), Ei > а, Ез < P. a Pi и р8
удовлетворяют уравнениям

РХМ* + A - рх) Ei = М, рзЛГ* + A - Рз) 6, = N.
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Результатом трансформации будет

М* С* N*

В В'

где С* задается уравнением

р2с* + A - Pt) & + (Pi - pj м* = с.

Сверх того, эта трансформация всегда работает безот-
безотносительно к взаимному расположению М*, N* и М, N.

(Г) Чтобы доказать, что любой элемент из Ф (/) вме-

вместе со своими сопряженными в G (I) порождает все мно-

множество Ф (/), достаточно показать, что для заданных эле-

элементов /, g GE Ф (/) можно найти элемент вида

имеющий те же первый и второй наклоны, что и g: ибо

тогда можно трансформировать л подходящим элементом

<рп+1 ив G (/) так, чтобы <p^ii я<рп+1 лежал в Ф (/), но его

первый и третий изломы находились в тех же точках, что

и у g\ наклоны тогда исчезают — это возможно в силу (В).
Итак, мы будем иметь

Можно предположить без ущерба для общности, что и /
и g положительны; таким обраэом, если их первый и

второй наклоны суть t|lt t)8 и h, к соответственно, то х\г >• 1,

Рассмотрим два случая.

Случай I. —2т-^>1.

Пусть
f Si I» Ее

U Hi Tla
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где |j >• a, is < Р- Трансформируем/ элементои

Г Ь Д3 Д* Д5 1

*-{l fc Р, М lHG^
Выберем Pi, R3, р8, i?4 так, чтобы выполнялись требования:

R \ ^г — Ь 4 5»~~5* 'ПаЛ /о\

р2л3 + A - Pi) Si = Б,, C)

РА + A - Pi) Ei 4- (Рх - р2) Д3 = Б,- E)

Затем возьмем R5 произвольно между i?4 и Р- Для того

чтобы доказать возможность выбора такого элемента <р,
нужно показать:

(i) R3 < р, что равносильно Р >(|а — |Х)/(Р — ii),
но это немедленно следует из неравенства B), по-

поскольку

Р —5i
"

4i

(ii) Д4 < Р ПРИ ^з. Уже определенном из уравнения

C), т. е. нужно, чтобы

Из неравенства B) имеем

Таким образом, иэ уравнения D) получаем -j!p- = -З^т

Это дает

а так как i?3 = (Е2 — Si)/Pi + Si (см. уравнение C)), не-

неравенство F) выполнено.
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Теперь в результате трансформации элемента / эле-

элементом ф получим

где i?2 — решение уравнения T)iP2i?s + A — ill Pi) 5i = ?a«
Трансформируем, далее, f'1 элементом if ЕЕ С (/) так,

чтобы результат имел первый и третий изломы в точках

|j и i?4; это возможно согласно утверждению (В):

где величина б на самом деле существенной роли не иг-

играет.
Результат умножения Tf / н̂а ф-1/ф будет одним иэ

следующих трех возможных:

(а) если ^~аГЧ (б) < Д2» то

8 l

где i?i, i = I, 2, суть решения уравнений

(б) если Д2 <^ГЧ (б) < R3, то

где Ла и ^з СУТЬ решения уравнений

(в) если Д3 <*~1ГЧ (б)> то

Rl R"s
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где R"u i = 2, 3, суть решения уравнений

Заметим, что не может быть Tjr1/ (̂б) = i?2, иначе

мы получили бы

что невозможно. Аналогично не может быть и ¦ф~1/~Ч|) =

Поскольку мы выбрали-^- = -5^-^> 1, первый и второй

наклоны в случаях (а) и (в) будут больше 1. Значит, ни

тот, ни другой случай не годится, ибо элемент с тремя из-

изломами не может иметь оба свои наклона больше 1.
Таким образом, ф~х/ф •'ф~1/~1Ф — положительный эле-

элемент, первый и второй наклоны которого суть pVPa и

Поступим, далее, с элементом ф^/ф'^Ф1/ Ч1 в точности

так же, как поступали с/. Трансформируем
элементом

D С С С
«2 *^3 *^4 ^5

где Ях^з + A
+ (Ях — Къ) S3 = б, и выберем Кх и Я2 так, чтобы
%i 1
-т- = -д-<11. В результате трансформации получим

R" s2 s3 s,

где 58 — решение уравнения
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Трансформируем, далее, элемент ylftyq>~lf~1<p эле-

элементом i|i*eG (/) с тем, чтобы результат имел первый и

третий изломы при RI и 54 соответственно. Это возможно

по утверждению (В):

Если мы снова умножим if* !)) / фф / ^*на
ф*~1<р~1/фг|з~1/~1фф*,то получим элемент

из Ф (/), который опять может иметь одну из следующих

трех форм:

* *

(Г) ll KIK ibfcAlA 1/'
Г * * * I

(Д) 1 |,

(
* * * }

(е) { f

(здесь величины, обозначенные звездочками, могут быть

легко подсчитаны, но не представляют интереса).

В случае (г) имеем —|- = -г-

что невозможно, так как у элемента с тремя изломами

не могут быть оба наклона

В случае (д)

>1,

что опять невозможно.

Поэтому нужный случай (е), в котором

j_ Pm _j_
h '

ВаЧгЯа
~

Лс
-

Таким образом, элемент, обратный к G), имеет первый
наклон h и второй к.
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Этим завершается доказательство в случае I.

Случай II. -^
Рассмотрим коммутатор [/, ф'],

, / ii С Ь 1
ф =

U В В' 1/
'

где В будет определено позже; единственное ограничение,

которое мы пока накладываем, будет В ]> — (см. доказа-

доказательство утверждения (Б)), а С определяется ив уравнения

ti! (ВС + A-В) I,) 4- A - ъ) |х = |2, (8)

т. е. / (ф'-1 (С)) = |8 и тогда

rv-w =
,

ь

J.
Из того факта, что функция ф' (х) однозначна, имеем

ВС + A - В) 1х = 5Т + A - В') |а. (9)

Исключая С из (8) и (9), получим В' = ^в~2., •

Бели веять В = 1 + е, где е — малый положитель-
положительный элемент из F, то

В' = 1

Чем ближе к 1 мы берем В, тем ближе к 1 будут В'
и отношение (В'J/В.

Итак, для данного k/h <^ 1 можно выбрать малое е

так, чтобы ЦД- > у. Следовательно, \f, ф'] есть такой

_
.,. „ «В

элемент из Ф (/), у которого первый наклон % =

^ и

второй наклон г\1 = В' удовлетворяют неравенству

Это возвращает нас к случаю 1.
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Обобщение теоремы Чехата" было сделано Д л а-

бомЩ.
Проблема 13. Будет ли простой упорядочиваемая

группа без инвариантных относительно выпуклых под-
подгрупп?

3°. С помощью сплетений оказывается возможным по-

построить пример конечнопорожденной нехопфоеой л.у.
группы, т. е. конечнопорожденной л.у. группы G, которая
обладает выпуклой инвариантной подгруппой Н такой,
что GIH у-изоморфна G.

Пусть А — свободная абелева группа счетного ранга
и ..., а_х, а0, alt ...

— ее базис, С — {с} — бесконечная

циклическая группа и В — {Ь, Ьх) — свободная абелева
группа ранга 2. Рассмотрим группы F — АЪ С ъ Q =
= F'e В, считая, что А и F вложены канонически в F

и Q соответственно. В F выберем элемент кг из А = П Ас
сес

следующим образом: к{ (сп) = <цп для всех i, п. Очевидно,
что в F элементы а\ = [кг, с\ лежат в диагонали Ле:

а° (сп) = аь для всех i, п. A)
В группе Q выберем элемент о из F — П F (х) следую-

щим образом:
о (е) = с,

а(Ь~*Ъ?) = кг для всех », B)

а(у) = е для остальных у€=В.

Рассмотрим теперь в F элементы g{ = [Ъг^Ь^аЪ^, а].
Непосредственная проверка показывает, что

= e, хфе, хбВ. W

Дальнейшие рассуждения будем проводить с подгруп-

подгруппой К — {а, Ь, 5Х} из Q. Очевидно, что К = DB, где
D — инвариантная подгруппа в К, порожденная элемен-

элементом а.

Лемма 1. Группа К упорядочиваема.
В процессе доказательства построим линейный поря-

порядок в К, который будет использован при доказательстве

основного утверждения этого пункта.
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Сначала упорядочим группу В лексикографически:
ft" Ът^> е тогда и только тогда, когда п ^> О или п = О,
т ^> 0. Для доказательства упорядочиваемости группы К

достаточно теперь найти упорядочение D, инвариантное
относительно внутренних автоморфизмов К. Это будет
сделано в два этапа: сначала в группе DID' введем поря-

порядок, сохраняющийся под действием внутренних автомор-

автоморфизмов группы К, затем ^-упорядочим группу D'.
I. Рассмотрим группу DID'. Очевидно, что DID' по-

порождается элементами axD', где х пробегают все элементы

группы В. Докажем, что DID' — свободная абелева
группа и элементы axD' образуют базис этой группы. Из
соотношений B) легко получается, что D' лежит в группе

А = П 1Я и, следовательно, ограничение на D гомо-
В

морфизма ф группы Q на С1 В является продолжением

естественного гомоморфизма D на DID'. Поэтому, если

бы существовало нетривиальное соотношение между эле-

элементами axD' в DID', то такое же соотношение имело бы
место между элементами <р (а*) в группе С г В. Но эле-

элементы ф (а*) в С г В обладают, как легко видеть, следу-

следующими свойствами:

[<р(а*)(у) = е, если y=j=x,

и, следовательно, множество элементов ф (ох), igB,
является базисом в свободной абелевой группе П Сх,

которую оно порождает. Отсюда можно заключить, что

всякий элемент из DID' единственным образом представ-
представляется в виде

dD' = (аж-)п« • • ¦ (а**)*ЧУ,

где #!<...< xk — элементы из В. Определим упорядо-
упорядочение группы DID' следующим образом: dD' ^> D' тогда
и только тогда, когда щ ^> 0.

И. Рассмотрим коммутант D' группы D. Очевидно,
что/)' порождается всеми сопряженными (в2?) к коммута-

коммутаторам вида [ах, avl = [axv~\ a]v, где х, у Е; В, причем

можно считать, что ху'1 ^> е. Непосредственная проверка
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показывает, что если ху'1 = Ъ^Ы, то [аху ', а]и = [ablb<, о]" =

= gf. Если же ху'1 Ф ЬуЬ1 ни для какого i, то

[axv~\ a]v = в.

Следовательно, D' порождается всеми сопряженными к

ft. Но

следовательно, так как а, лежит в центре F и D лежит в

П Fx, элементы g\ перестановочны с любым элементом из
хв

D, и поэтому D' лежит в центре D.

Докажем, что D' — свободная абелева группа и эле-

элементы g\, где у пробегает В, образуют базис D'. Пусть

ТТ т1с\ mke у

Тогда для всякого ух ^ ^fc ^ уп имеет место соотно-

соотношение

Tfl-u 171т.

(^ •••O
и ввиду D)

ITlj.
о п\

Но элементы аг образуют базис свободной абелевой группы
А° (диагональ А), следовательно, все mHi

= 0.

Отсюда следует, что каждый элемент из D' записыва-

записывается единственным образом в виде

<*'= П fey1) ...(в?-)"-,

причем уи <....< ysi. Будем считать, что d' >• е, если

тПзп ^> 0. Очевидно, что это линейное упорядочение груп-
группы/)' инвариантно относительно внутренних автоморфиз-
автоморфизмов группы К,
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Этим доказано, что группа К упорядочиваема. Через S
обозначим подгруппу в К, порожденную всеми g%, где
i ^ 0. Из определения порядка в группе К следует, что

S — выпуклая инвариантная подгруппа в К. ф
Теорема 3. (Б. Нейман [41.) Существуют конечно-

порожденные л.у. нехопфовы группы.

Доказательство. В качестве упорядоченной
нехопфовои группы возьмем группу G — K/S. Для дока-
доказательства нехопфовости группы G рассмотрим следующий
автоморфизм а группы К:

а (а) = а,

а (Ь) = Ъ,

a (fej) = ЬХЪ.

Непосредственная проверка показывает, что а есть

у-автоморфизм л.у. группы К. Поэтому подгруппа a (S)
выпукла и инвариантна в К, причем a (S) порождается

элементами g\, где i ^ 1.
В группе G = KIS возьмем инвариантную выпуклую

подгруппу a (S)/S = Н. Очевидно, что гомоморфизм груп-
группы G, индуцированный у-автоморфизмом а, дает нам у-

изоморфизм:

GIH = KISIa (S)/S ss К/а (S) ss a (K)/a (S) ss

s KIS = G. #



ГЛАВА V

СВЯЗЬ ТЕОРИЙ ЛИНЕЙНО УПОРЯДОЧЕННЫХ
ГРУПП И ДРУГИХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СИСТЕМ

§ 1. Упорядоченные тела

Напомним, что линейно упорядоченным (л. у.) телом

называется л.у. кольцо, являющееся телом. Очевидно,
что совокупность положительных элементов Р л.у. тела

Т является линейным чистым полукольцом, т. е. обладает
свойствами:

*) Р + Р<=:Р,

б) Р П (- Р) = О,

в) Р U (- Р) = Т,

г) P-jPS P.

С другой стороны, всякое полукольцо Р тела Т, удов-
удовлетворяющее свойствам (а) — (г), задает естественное

упорядочение тела Т, при котором Р есть множество неот-

неотрицательных элементов.

Теорема 1. (Мальцев [1], Б. Нейман [2].)
Групповая алгебра линейно упорядоченной группы G над

линейно упорядоченным телом F вкладывается в линейно

упорядоченное тело формальных рядов по G над F.

Доказательство. Пусть G — л.у. группа и

F — л.у. тело. Рассмотрим множество F (G) всевозмож-

всевозможных формальных рядов х = 21 ?g"?> Eg 6= ^\ таких, что

множество тех g ge G, при которых %g =j= 0, вполне упо-

упорядочено по возрастанию относительно порядка группы

G. Множество F (G) можно считать ассоциативной алгеб-

алгеброй над F, если определить покомпонентное сложение
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рядов и умножение их на элементы из F:

2 ie-g+ 2 is-s= 2 (&*+?)•*,
jec geG jeC

Б 2 k-* = 2 К*-*,
гее see

а также умножение рядов:

2 ?*•?• 2 ?«¦?= 2
geG gee гее

Непосредственная проверка показывает, что первые две

операции корректно определены на F {&).
Произведение элементов из F (G) содержится в F (G),

так как для всякого g сумма J, %gjigt содержит лишь

конечное число ненулевых слагаемых, поскольку в про-
противном случае нашлась бы бесконечная убывающая после-

последовательность ga такая, что |ga =j= О или же ?ga =?= 0, что

противоречит тому, что ^%g'g,  ?g'gлежат в F (G).
Аналогично доказывается, что множество тех ?еС,
для которых J1 ?*i?ft =h 0> вполне упорядочено по

возрастанию в G. Проверка остальных аксиом алгебры
для F (G) несложна. Если мы положим jEgg]>0, когда

1я, ^> 0, где g0
— наименьший номер из G такой, что

|g0 =j= 0, то тем самым превратим F (G) в л. у. кольцо, что

проверяется непосредственно.
Докажем, что F (G) является телом. Пусть х е= F (g),

х= T^e'gi go — наименьший элемент из G такой,

что 6л=?0. Тогда х=Ь?о(е+ 2 &lg-g?g) =

= %е<,ёо (e + / Zg'g)- Эти равенства показывают, что

g>e

всякий элемент х ЕЕ F (G) единственным образом пред-

представляется в виде х = a-g0 (е + Tig*?)» причем %g = О

для всех g ^е. Чтобы доказать, что F (G) — тело, не-

необходимо для всякого х е F (G), х = ag0 (е + ^lg-g),
a =j= 0, найти обратный элемент. Но для этого доста-

достаточно доказать обратимость такого элемента е -\-
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что lg = О при g ^ е. Нетрудно видеть, что если формаль-
оо

ный ряд z = е + 5) (— У)п лвжит в Р (&)> то z — об-
п=1

ратный элемент к е + у. Поэтому достаточно доказать

принадлежность к F (G) формального ряда е + ^ (— г/)",
П=1

где у = 2 Ig'g ^F (G) и lg = 0 при g < е. Пусть z =

— J1 %•?> (— #)n = IHy^'g' Предположим сначала,

что найдется бесконечная убывающая последовательность

Щ. = ?и — ?i*,> — > Щ = gu ... gini > —

такая, что lgilc =f= 0. Пусть Н% — выпуклая подгруппа в G,
порожденная элементом щ. Так как все gi} > e, то ясно,

что Нг порождается как выпуклая подгруппа максималь-

максимальным элементом ец = gih. среди gtj. Ввиду того, что множе-

множество тех g e G, для которых ?г =f= 0, вполне упорядочено,
найдется такая подгруппа Н

— Hh, что Н с /f{ (i = 1,
2, ...)• Кроме того, последовательность щ ^> ...> цй ]>...
мы можем выбрать такой, чтобы соответствующая подгруп-
подгруппа Н была наименьшей среди всех возможных. Это мож-

можно сделать также благодаря вполне упорядоченности мно-

множества тех ?Еб,что ?g =/= 0. Не ограничивая общности,
считаем, что Hi = H (i = 1, 2, ...), так как Н1 э /f2 =? ..

... Э .#& = ^fft+i = ... Тогда каждый а4 порождает ^

как выпуклую подгруппу. Выберем, далее, a GE G такое,
что ?а =j= 0 и а — наименьший среди тех элементов, кото-

которые порождают Н. Тогда a <I <h ^ "ц но так как а и мх

порождают одну и ту же выпуклую подгруппу и а ^> е, то

найдется такое положительное число г, что 1^ <^ аг, и

тогда uj <^ ar (i = 1,2, ...). Каждое щ обладает одной из

следующих записей:

где i?it K?i — произведения элементов gtj. Так как среди
di не может быть бесконечной убывающей последователь-

последовательности, то лишь конечное число щ равняется а\, а поэтому

среди Vi или wi найдется бесконечная убывающая после-

последовательность, например wu > ... > и>^> ... Так как

Wi <C Щ и последовательность щ выбиралась такой, что
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Н — наименьшая из возможных, то юг порождают Н и,
следовательно, a <I wt. В то же время и^ <[ а7" . Таким
образом, по последовательности щ мы построим последо-
последовательность моц с теми же свойствами, но с меньшим г.

Очевидно, что это ведет к противоречию, которое и дока-

доказывает вполне упорядоченность по возрастанию тех g e=

е= G, что r\g Ф 0.
Для того чтобы доказать принадлежность z к F (G),

осталось проверить, что формальная сумма У (— у)п
определена, т. е. что при приведении подобных членов по

g встретится лишь конечное число слагаемых, или что

для всякого a GE G найдется лишь конечное число целых

чисел га таких, что т^ ф 0. Предположим противное, т. е.

пусть найдется такое йЕб, а — gtl ... gini(i = 1, 2,...),
что гах< гаа< ... < щ< ... (i = 1, 2, ...) и 18{кф0,
1 <! к <! щ. Ввиду того, что множество тех g, что T)g Ф
Ф 0, вполне упорядочено, найдется наименьшее а с этим

свойством. Последовательность gu, g21, ...,gn, ..., не огра-
ограничивая общности, можно считать неубывающей, тогда

последовательность а\ = gi2 ... g^ (i = 1, 2, ...) невоз-

растающая и, как было доказано раньше, стабилизируется
на некотором номере к, т. е. а'к = а^+1 = ... Но так как

ghi > е. имеет место неравенство а* < а. Это противоре-
противоречит выбору а. Итак,

и, следовательно, F (G) — тело, ф
Следствие 1. (Гильберт [11.) Л. у. группа

вкладывается в мультипликативную группу л.у. тела.

Проблема 14. Описать мультипликативную груп-

группу л. у. тела.

Проблема 15. Построить аналог теории Артина —

Шрейера формально вещественных полей для л. у.
тел.

Проблема 16. Вкладывается ли л.у. тело в такое

л. у. тело, мультипликативная группа положительных

элементов которого полна?

Проблема 17. Вкладывается ли групповая алгеб-

алгебра правоупорядоченной группы в тело?
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§ 2. Полуоднородно упорядоченные группы

Множество G называется полуоднородно частично упо-

упорядоченной группой (п.ч.у. группой), если оно является

группой относительно операции умножения, ч. у. мно-

множеством относительно отношения <1, причем каждый
элемент х из G обладает одним и только одним из двух
свойств:

(А) ах < Ьх, ха < хЪ для всех а < Ъ;

(Б) ах < Ьх, ха < xb для всех а^> Ь.

Если порядок п.ч.у. группы линейный, то она называ-

называется п.л.у. группой. Примером п.л.у. группы может слу-

служить мультипликативная группа всех рациональных чисел

с их естественной упорядоченностью. Вообще, мультипли-
мультипликативная группа любого упорядоченного тела является

полуоднородно упорядоченной группой.
Замечание 1. Если в п.ч.у. группе G множество

элементов х, обладающих свойством (Б) из определения,
пусто, то G является ч.у. группой. Поэтому в дальнейшем
под п.ч.у. группой будем подразумевать группу с непустым
множеством элементов, удовлетворяющих (Б).

Если М — подмножество п.ч.у. группы G, то обозна-
обозначим через М+ совокупность всех х е= М, обладающих
свойством (А), а через М- — множество всех у ge M, об-
обладающих свойством (Б).
Лемма 1. Если G — п.ч.у. группа, то

A) G = G+ U G_,
B) G+ — инвариантная ч.у. подгруппа индекса два,

частичный порядок которой сохраняется под действием
внутренних автоморфизмов из G,

C) G+, G- — двойственные друг другу ч.у. множества,

D) G+, G- — выпуклые подмножества.

Доказательство. A) непосредственно следует
из определения п.ч.у. группы.

B). Из определения п.ч.у. группы вытекает, что G+
является инвариантной ч.у. подгруппой и что порядок в

G+ сохраняется под действием внутренних автоморфизмов
из G. Пусть, далее, у ^ GL. Тогда

G = yG = y(G+\) G_) = yG+ U yG_ = yG+ \) G+,
так как yG_ Q G+. Отсюда следует, что | G : G+ | = 2.
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C) вытекает из B) и определения G+ и G_.
D). Достаточно показать несовместимость следующих

соотношений: (а) ж > у и (б) ж, < у2, где ж, х1 ЕЕ GL, у,

у1 ЕЕ G_. Допустим противное. Умножив (а) на хх, (о) на

у и (а) на i/j, получим жжх ^> ух± ^> ж^. Отсюда следует
ххх ^> жг/х и, значит, х1 > г/х, так как по B) ж Е G+. Но
жх ^> г/х противоречит соотношению (б). ф

Замечание2. Для произвольной пары элементов

х ЕЕ G+ и у ЕЕ G_ п.ч.у. группы G условимся считать в

дальнейшем ж ^> у. Свойство B) леммы 1 показывает не-

несущественность этого ограничения.

Предложение 1. Для того чтобы группа G бы-
была полуоднородно частично упорядоченной, необходимо и

достаточно, чтобы она содержала чистую инвариантную
полугруппу Р, лежащую в некоторой подгруппе Н индек-
индекса два.

Необходимость следует из леммы 1, если в качестве Р

взять множество неотрицательных элементов из G+, а в

качестве Н — подгруппу G+.
Докажем достаточность. Пусть Н и Р — подгруппа и

подполугруппа из G, удовлетворяющие условию теоремы.
Введем в группе G частичный порядок следующим образом:
если а;ЕЯи!/Еб\Я,10ж>у; если х,уЕ:Н и ху'1 ЕЕ

ЕЕ Р, то ж > у; если ж, у <=¦ Н и х\гх ЕЕ Р, то ж < у. По-

Покажем, что относительно этого порядка G будет п.ч.у. груп-
группой, причем G+ = H, G_ — G\ H. Действительно, пусть
ж, о, b e= G \ Н и а <. Ь, т. е. ab'1 ЕЕ Р. Так как индекс Н
в G равен двум, элементы же, xb лежат в Н. Элемент
ха (хЪ)~1 = ж (ab'^x'1 лежит в Р на основании ab e= P
и инвариантности Р. Таким образом, ха ]> хЪ. Аналогич-
Аналогично проверяются все остальные возможные случаи, ф
ЗамечаниеЗ. Если группа G п.ч.у., то ее частич-

частичный порядок однозначно (см. замечание 1) определяется
частичным порядком из G+.
Пример 1. G — симметрическая группа любой

мощности, G+ — знакопеременная группа.

Пример 2. G — подгруппа мультипликативной

группы if всех вещественных чисел, порожденная положи-

положительными рациональными числами Q и числом ]Л2. Эту
группу G можно сделать п.л.у. группой так: если гг, r2 ^

ЕЕ Q, то Гц ^> г2 соответствует упорядочению по величине;
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если rlt r2_e Q и гх > га, то r-tfl < г^Ъ, если'г, х <= Q
я у

= гУ2, то х^> у. Итак, G+ = Q.
Пример 3. G — аддитивная группа целых чисел,

G+ — множество четных чисел, упорядоченное естествен-

естественным способом, G- — множество нечетных чисел, упорядо-

упорядоченное в обратном порядке к обычному. Если же G+ и у е=

е= G_, считаем х >• у. При этом порядке G будет п.л.у.
группой.
Пример 4. G — множество пар (х, у) вещественных

чисел таких, что х ф 0. Операцию умножения определим
так:

(av б!)-(а2, Ь2) = {ам, а2Ьг + Ь2).

Если считать (%, Ьх) > (а2, Ь2) при ^^Ог, то Сбудет
направленной п.ч.у. группой.
Пример 5. G — полупрямое произведение вида

G = ({аг} х {а2})- {Ъ} со следующими соотношениями:

б2 = е, bojb = а2. Группу G можно полуоднородно реше-

точно упорядочить так: а%аъ > е тогда и только тогда,

когда п > 0, m ^ 0.
Лемма 2. Смешанная п.л.у. группа есть прямое

произведение л.у. группы на циклическую группу второго
порядка.

Пусть а Ф е и о" = е. Тогда а е= GL, так как G+ яв-

является группой без кручения. Из а™ = е, е ge G+ и свой-
свойства B) леммы 1 следует n = 2m. Но так как а2 е G+,
то (о2)"* = е возможно только при т = 1. Следовательно,
га = 2.

Пусть а2 = Ь2 = е, о Ф Ъ и, для определенности, а <^
¦< Ь. Тогда, умножив а <?. Ъ на а слева и на 6 справа, по-

получим противоречивые соотношения: е ]> ab, e <^аЬ.
Применение леммы 1 завершает доказательство, ф,
Введем следующие обозначения. Если М — множест-

множество элементов п.ч.у. группы G, то М+ есть множество всех

х е= М, для которых xz ^> е, а М~ есть множество всех

уеМ, для которых у2 < е.

Л е м м а 3. В п. л. у. группе G множества G+, G~ яв-

являются чистыми инвариантными полугруппами.
Пусть ж2 ^> е. Умножив хг > е на х~3 = (аг1J е= G+,

получим е ]> ж~2 = (а; J. Значит, ж бб" н поэтому
G+ — чистое множество. Из х2 >• е, (у1^J = 1/"ха?у для



§ 2] ПОЛУОДНОРОДНО УПОРЯДОЧЕННЫЕ ГРУППЫ 91

любого j/eG следует у~1а?у>• е, т. е. G+ — инвариант-
инвариантное множество.

Докажем, что G+ есть полугруппа. Для элементов

х ?Е G* П G+ по лемме 1 справедливо соотношение х > е

и, значит, по предложению 1 они образуют полугруппу.

Пусть, далее, ylt jjEG* П G- и, например, уг < j/2.
Умножив г/х < г/2 слева на z/t и справа на у2, получим

Уг > У\Уг > У1> е, т. е. угуя G^fl G+. Пусть у е

€= G+ П G_ и ж eG+ П G+, что равносильно а; ]> е. Умножив

х^> е на г/, получим ух < г/, где ух е= G_. Умножив г/ж <

< г/ слева на ух и справа на г/, получим

>УУ> е,

т. е.

ух 6= G+. #

Теорема 1. (Конторович и Кокорин
[11, К л и ф ф о р д [5].) Группа G тогда и только тогда

полуоднородно линейно упорядочиваема, когда она является

группой одного из следующих видов:

A) G = Н х {а}, где Н — упорядочиваемая группа,

{а} — циклическая группа второго порядка;

B) G — упорядочиваемая группа, содержащая подгруп-
подгруппу индекса два;

C) G — циклическая группа второго порядка.
Доказательство. Если группа G периодиче-

периодическая, то по лемме 2 она является группой типа C). Если

группа G смешанная, то, по лемме 2, она имеет вид A).
Если же G — группа без кручения, то, по лемме 3, G+ у е

есть чистая линейная инвариантная полугруппа, что эк-

эквивалентно линейной упорядочиваемости группы, ф
Отметим, что признак, аналогичный теореме 1, для

п.р.у. групп неверен. Так, в группе G из примера 5 со-

содержится бесконечное множество элементов второго по-

порядка вида а"а^ .
П.л.у. группы являются частным случаем групп с

отношением промежуточности (см. Шепперд [1] и

Грев [1]). Близкими к указанным классам групп являются

разделительные группы (Шепперд [3]) и циклически

упорядоченные группы (Ригер [1], Сверчков-
ский [1], Фукс [8]).
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§ 3. Упорядоченные модули

Упорядоченные модули имеют существенное значение

для теории упорядоченных групп. Это объясняется тем,
что часто рассматриваются л.у. группы совместно с не-

некоторыми группами порядковых автоморфизмов (следствие
4 § 1 гл. II, теоремы 3, 4, 6 § 2 гл. II, теорема 2 § 3 гл.

III). В этом параграфе будут доказаны предложения, яв-

являющиеся основой метода применения упорядоченных

модулей к вопросам нахождения признаков упорядочива-

емости группы и относительной выпуклости подгруппы.
Будет введено два типа линейно упорядоченных модулей,

используемых при решении различных вопросов.
1°. Модулем над ассоциативным кольцом К называется

абелева группа М, на которой действует кольцо операто-
операторов К с единицей е, причем выполняются следующие ак-

аксиомы:

а (а + Ъ) = аа + ab,

(а + Р) а = аа + Ра>

га = а,

где й,1Е1,а,ре1
Линейно упорядоченным (л. у.) модулем М над л. у.

кольцом К называется ^-модуль, в котором введено отно-

отношение линейного порядка ^ , превращающее М в л. у.

группу и устойчивое относительно умножения на поло-

положительные элементы кольца операторов К.

Пример 1. Л.у. модулем над упорядоченным коль-

кольцом является конечномерное векторное пространство V

над полем if вещественных чисел, упорядоченное лекси-

лексикографически по некоторой базе.
Пример 2. Всякое л.у. кольцо К с единицей, рас-

рассматриваемое как модуль над самим собой, есть л.у.

модуль над л.у. кольцом К.

Пусть М есть .йТ-модуль над некоторым кольцом К,
пусть, далее, ГСХ и в М введено отношение порядка
^ , относительно которого М — абелева л.у. группа,
причем этот порядок устойчив относительно операторов

из Г. Тогда М называется Y-упорядоченным К-модулем.
Очевидно, что л.у. модуль М над л.у. кольцом if является
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/^-упорядоченным ЛГ-модулем, где К+ — множество по-

положительных элементов кольца К.

Пример 3. Пусть А — произвольная абелева л. у.

группа, Г — некоторое множество порядковых эндомор-

эндоморфизмов группы А, К — кольцо эндоморфизмов группы А,
порожденное Г. Тогда А есть Г-упорядоченный ^-модуль.

Пример 3 часто применяется в приложениях, когда Г —

некоторая группа порядковых автоморфизмов, а К —

групповое кольцо Г.
Условия упорядочиваемости групп, данные в гл. II,

легко переносятся на Г-упорядочиваемые ^-модули после

того, как понятие внутреннего автоморфизма группы за-

заменить всюду на действие оператора из Г. Сформулируем
здесь лишь признак, аналогичный теореме 2 из § 1 гл. II.

Будем называть подмножество Р модуля М Г-полу-
модулем, если Р замкнуто относительно сложения и вы-

выдерживает действие операторов из Г. Наименьший Г-по-

лумодуль, содержащий элементы flj, ..., ап, будем обозна-
обозначать через 5Г (вц ..., ап).
Предложение 1. К-модулъ М является Т-упо-

рядочиваемым К-модулем тогда и только тогда, когда
для всякого конечного множества ненулевых элементов

оА, ..., ап из M можно подобрать такие значения е^, ...

..., еп, равные + 1, что ST (e^, ..., впап) =э 0. ф
Пусть Ф — некоторое помножество кольца операторов

К. Будем называть ЛГ-модуль М Ф-полным, если уравне-

уравнение щ = а разрешимо для любых о ?Е М, (р?ф.
Теорема 1. (К опытов [2], Кокорин и

Копытов [3].) Пусть Месть Т-упорядочиваемый К-мо-
К-модулъ, Ф — подполугруппа кольца К, действующая на М
как полугруппа мономорфизмов, причем такая, что вся-

всякий <рЕФ перестановочен на М с операторами из К.

Тогда М вкладывается в Ф-полный Т-упорядочиваемый
К-модулъ М*, удовлетворяющий условию: для всякого а е

€Е М* найдется такой ф?Ф, что фа GE М.

Доказательство. Рассмотрим случай, когда
Ф — полугруппа, порожденная одним элементом ф.
В этом случае q>Mcf я если фЛ/ = М, то модульМ явля-

является Ф-полным. Если же ц>М с: М, то М* построим как

объединение возрастающей последовательности .К-мо-

дулей Mi, положив Мо = М. Предположим, что построе-

построены такие Г-упорядочиваемые ^-модули М\?\ i^n,
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что всякий оператор из К, индуцирующий мономорфизм
модуля М, индуцирует мономорфизм модуля М{ и <р
перестановочен на Mt с операторами из К. Рассмотрим

ц>Мп. Так как ф поэлементно перестановочен на Мп с

каждым оператором из К, то фМ„ является /sT-подмодулем
модуля Мп, изоморфным ^-модулю Мп. Изоморфизм еп
устанавливается следующим образом: еп (тга) = ут. Сле-

Следовательно, мы можем в качестве Мп+1 взять /sT-модуль,
изоморфный Мп, и вложить Мп в Мп+1 с помощью изо-

изоморфизма е„. Очевидно, что Мп+1 является Г-упорядочива-
емым ^-модулем и удовлетворяет всем требованиям, не-

необходимым в индуктивном шаге. Итак, мы построили воз-

возрастающую цепочку модулей

М = Мо-*'-+ Jlfi-b-* ... _¦ Мп-^-*Мп+1-*...

Объединение возрастающей цепочки модулей М4 с вложе-

вложениями е{ даст требуемый ^-модуль М*, который ввиду
справедливости локальной теоремы для Г-упорядочива-
емых модулей сам Г-упорядочиваем. Из построения следует,
что для любого a GE М* найдется такое к, что a GE Мъ и

<fka е А/о = М.

Для Ф, порожденного более чем одним элементом, до-

доказательство теоремы легко проводится методом трансфи-
трансфинитной индукции, ф:
Проблема 18. Можно ли в теореме 1 отказаться от

перестановочности на М мономорфизмов (реФс операто-
операторами из К, даже если не требовать, чтобы для всякого

а €Е М* нашелся такой ф?^, что <ра 6Е М?
2°. В этом пункте будут даны приложения теоремы 1 к

нахождению признаков упорядочиваемое™ групп.

Пусть даны группы G и G* с областью операторов Ф.

Говорят, чтоб? операторно вкладывается в G*, если суще-

существует такой изморфизм т группы G в группу G*, что для

всяких g eG, шёФ имеет место равенство т (ш (g)) =
=

ш (т (g)), при этом если ш (х) = h~xxh в G, то для х GE

е G* имеем ш (х) = т (А )хх (h).
Лемма 1. Пусть Н — относительно выпуклая ин-

инвариантная подгруппа упорядочиваемой группы G и Ф —

группа всех автоморфизмов группы Н, индуцируемых внут-
внутренними автоморфизмами группы G. Если Н операторно
вкладывается в Ф-упорядочиваемую группу Я*, то G
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вкладывается в такую упорядочиваемую группу G*,
что

a) G* = Gtf*, 6)Я = (?ПЯ*,
в) G*IH* ^GIH.
В каждом смежном классе gH фактор-группы GIH вы-

выберем по одному представителю. Элементы этой системы

представителей обозначим gx, g2, ..., gu ..., g, ... В #вы-

берем систему шрейеровских факторов h{j, получающих-
получающихся следующим образом: g{g} = ghhi}, где gh

— предста-
представитель смежного класса gigjH.

Через g обозначим автоморфизм группы Н, индуци-
индуцируемый элементом g geG: f (h) = g~xhg, h e= H.

В качестве группы G* возьмем расширение группы Н*
с помощью группы GIH, соответствующее системе факторов
hi] и системе автоморфизмов g. Такое расширение суще-
существует. Действительно, если в группе Ф выполняется g^

—

~ ^зф» гДе ф S Ф> <р — внутренний автоморфизм группы
Н, индуцируемый h е= Н, то для групп Н* и Ф ввиду
определения операторного вложения имеет место анало-

аналогичное соотношение. Кроме того, так как h^ g= H и авто-

автоморфизм g группы Н* совпадает с | на Я, имеем huhjh =

8iSk = gJhn, gigs = guhu, grgk = guhrn-

Таким образом, искомое расширение существует.

Очевидно, что G может быть вложена в G*. Так как

по условию группа GIH упорядочиваема, а Н* является

G*-упорядочиваемой группой, то применение теоремы 4

§ 2 гл. II завершает доказательство, ф
Теорема 2. (К опытов [5].) Группа G без

G-кручения, коммутант которой нилъпотентен, упорядо-
упорядочиваема.

Доказательство. Пусть G изоморфна фактор-
факторгруппе свободной группы F многообразия групп с ниль-

потентным класса к коммутантом по подгруппе N, G з=

^ FIN. По следствию 1 § 3 гл. Ill F упорядочиваема и все

члены нижнего центрального ряда коммутанта F' относи-

относительно выпуклы в F. Пусть Е — Го cz Гхс ... с Гп —

= F' с: F — ряд, составленный из F' и членов нижнего

центрального ряда F', и пусть

Е = NQ с Nt с ... Q Nn сN
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— ряд, составленный из пересечений N с Г{: Nt = N (\
П IV Так как FIN — группа без ^VN-кручения, то N —

строго изолированная подгруппа bF, а следовательно,

строго изолированы и все Nt. Для доказательства устано-
установим относительную выпуклость каждой из подгрупп iV{.
Этого в силу теоремы 6 § 2 гл. II будет достаточно для до-
доказательства теоремы.

Единичная подгруппа No относительно выпукла. Пред-
Предположим, что относительно выпуклы все Nif i<A,A •< п.

Рассмотрим группу FA/V^ — F. Она упорядочиваема.

Подгруппа iVft/A^ft-i = Nk строго изолирована в FIN^x,
так как Nk есть пересечение строго изолированных под-

подгрупп N и Г ft и централизатор iVft/iVft_i в F/Nh-i совпадает

с Гп= F'/iVfc-i, так KaKiyiVi — свободный FIF'-модуль.
Поэтому Nk можно рассматривать как Z [i^l-модуль:
если

то

причем этот модуль ^-упорядочиваем по следствию 4 § 1
гл. II, и эндоморфизмы из Z [F] перестановочны на Nk.
Применим к Z [Fl-модулю Nk теорему 1, считая Ф состоя-

состоящим из всех эндоморфизмов а= и^ + ... + nagt, где

%, ..., ns — натуральные числа. Полученный Ф-полный

модуль обозначим iV^. Построим теперь группу Г„ =

= Гп х Nic (Nk), являющуюся прямым произведением
групп Гп и Ш*ц с объединенной подгруппой Nh. Если g —

автоморфизм группы Гп, индуцируемый внутренним авто-

автоморфизмом группы Г, то g продолжается до автоморфизма

g группы Г^:

g(хп) = g(x)пе, где геГ„, веWfc.

Непосредственная проверка показывает, что g — авто-

автоморфизм группы Г^, и совокупность всех g удовлетворяет

условиям леммы 1. По теореме 1 § 2 гл. III группа Г«

упорядочиваема. Более того, если р — линейный порядок

в Гп, сохраняющийся под действием автоморфизмов груп-
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пы Г„, индуцированных внутренними автоморфизмами
группы F, то множество

Р* = {х 6Е Г„|х"е Р для некоторого аеФ}

определит линейный порядок группы Г„, устойчивый от-

относительно автоморфизмов g. Действительно, множество

р* — чистое, линейное, инвариантное относительно груп-
группы FINk автоморфизмов группы Г„» индуцированных на

Гп внутренними автоморфизмами группы F.

Докажем, что _Р* — полугруппа. Пусть а^гах, жагаа е

ЕГ„, где хи хг е= Гп, ЩтЩ^Ы'ц. Тогда найдутся такие

элементы <зьа2е=Ф, что (х^)" = ахе Р, (хгщ)а' = OjE?.
Так как Ф — полугруппа, UjSj e Ф и (а^-ау^)  =

)
Итак, группы .F, Гп и Гп удовлетворяют всем требо-

требованиям леммы 1. Следовательно, существует упорядочи-
упорядочиваемая группа F* такая, что F* = ^Г^, Гп = .F П Гп,
-^ П N\t = yVfc, а тогда F*/Nl^F/Nk. Докажем, что

Nit — относительно выпуклая подгруппа в F*. Для этого

рассмотрим систему S выпуклых подгрупп Е аНгс1

с .. .czHacz На+1 а .. .czTnd'F* группы F* при неко-

некотором линейном порядке и умножим все члены этой сис-

системы на подгруппу JV^. Получившаяся система 2'

F а Жк а ... а НЖн a...aTnCzF*

будет удовлетворять всем требованиям теоремы 6 §_2
гл. II. Докажем только строгую изолированность H^NH.
Пусть xe+gi* ¦ ¦ ¦ +g"« = hana e HaN~i Тогда, так как *"/Гп —

абелева группа без_ кручения, имеем х^Г*п, откуда

x = hn, h G= fn, n e N*k. Так как Nl есть Ф-полный

^/Гп-модуль, найдется такой элемент oeiVfc, что

ae+gl+...+gm = п^ и тоща (a;a-i)e+S'+-+sn = ha> откуда, в си-

силу строгой изолированности На в F*, следует ха~х G На,
т. е. xEiHa-NH. Остальные требования теоремы 6 § 2
гл. II проверяются непосредственно, и, применив эту

теорему, получаем, что подгруппы системы 2' выпуклы

4 А. И. Кокорин, В. М. Копытов



98 СВЯЗЬ С ТЕОРИЯМИ ДРУГИХ Л.У. СИСТЕМ [ГЛ. V

при некотором порядке в F*, и, следовательно, Nh отно-

относительно выпукла в F*, а тогда Nk относительно выпук-

выпукла в F.

Проведенная индукция показывает, что Nn относи-

относительно выпукла в F. Но N/Nn есть центральная изолиро-
изолированная подгруппа в группеF/Nn и, по следствию 2 § 4 гл. II,
NINn относительно выпукла в F/Nn, а тогда группа G ^

^FIN упорядочиваема, ф
3°. Еще одно применение л.у. модулей к упорядочивае-

упорядочиваемым группам получается при нахождении абсолютно

выпуклых (т. е. выпуклых при любом упорядочении) под-

подгрупп упорядочиваемой группы.
Теорема 3. (К опытов, Мамаев [1].) Пе-

Пересечение всех относительно выпуклых подгрупп упорядо-
упорядочиваемой группы является абсолютно выпуклой подгруп-
подгруппой этой группы.

Доказательство. Пусть {На} — множество

всех относительно выпуклых подгрупп упорядочиваемой
группы G и А — П Ва. Тогда А не содержит нетривиаль-
нетривиальных выпуклых подгрупп ни при каком упорядочении груп-
группы G и потому является архимедовой подгруппой в G

при любом линейном порядке G. По следствию 1 § 2 гл. II

заключаем, что централизатор С (А) группы А в G

содержит коммутант группы G и фактор-группа GIC (А)
является подгруппой мультипликативной группы положи-

положительных вещественных чисел. Через К обозначим подкольцо
поля вещественных чисел, порожденное группойG/C (А).

По теореме 2 § 3 гл. II А относительно выпукла в G.

Предположим, что А не является абсолютно выпуклой
подгруппой в G. Но тогда в G при некотором линейном

порядке найдется архимедова инвариантная выпуклая
подгруппа В, содержащая Л. Очевидно, что централизатор
С (В) подгруппы В совпадает с С {А). Будем рассматривать
В как л.у. модуль над л.у. кольцом К (см. п. 1° этого па-

параграфа) и используем далее для В аддитивную запись.
Тогда А является подмодулем в В. Заметим, что для любо-
любого ненулевого элемента а ?Е К отображение х -> ах мо-

модуля В является мономорфизмом. Тогда, применив теоре-
теорему 1 при Ф = .ЙГ\О, получим упорядочиваемый ^-модуль
В*, В* э В, такой, что отображение х —*¦ ах является ав-

автоморфизмом модуля В* при любом а фО, а е= К.
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Далее, расширив К до его поля частных F, заметим, что

В* является векторным пространством над F. Обозначим

через Л* подпространство В*, порожденное множеством А.

Рассмотрим два случая: (A) A* ф В* и (Б) А* = В*.

(А) Пусть A* фВ*. Тогда существует ненулевое до-

дополнительное подпространство А\ для А*: В* = А* -\- А{,
а поэтому В — (A* ft В) -\- (А{[\В) и A\ftB является

ненулевым ^-подмодулем в В. Кроме того, так как В*\А\
изоморфно А*, подмодуль А\{\В относительно выпуклый
в /sT-модуле В. Возвращаясь к группе G, заключаем отсюда,

что в G имеется относительно выпуклая подгруппа В [\AV
не содержащая А, что противоречит условию.

(Б) Пусть А* = В*. Обозначим через Л строгий изо-

изолятор А в В* (строгим изолятором множества Н группы
G называется наименьшая строго изолированная подгруп-

подгруппа, содержащая И). Ясно, что Л фВ*, так как в против-

противном случае для любого ie5* нашелся бы такой элемент
<*= е + fj + ... + fn e К, f4 <=G/C (А), что а-х ле-

лежало бы в А. В частности, такое соотношение выполнялось

бы для любых элементов х GE В\А. Но А ф ВиА строго
изолирована в В, следовательно, для любого х €Е В\А
элемент (е + Si + • • • + ёп) % не лежит в А ни при каких

?х, ..., ?„ и GIC (А).
Поскольку Л =f= А* = В*, то существует т е= К, х ф

ф 0, такое, что уравнение хх = а, а ЕЕ А, неразрешимо в

А. Но тогда хА строго содержится в А ихА строго содер-
содержится в А. Это следует из того, что А и Л являются

^-подмодулями в В* и т — автоморфизм В*. Итак,

хЛ ф Л. A)

Через хА обозначим строгий изолятор хА в А и по-

покажем, что 4а — собственная подгруппа А, относительно

выпуклая в G, что и завершит доказательство теоремы.

Для доказательства последнего утверждения введем в рас-

рассмотрение подгруппу хА, являющуюся строгим изолято-

изолятором хА (а также строгим изолятором хА) в Л. Прежде
всего отметим, что хЛ = хА. Действительно, если х е= хА,
то найдутся такие у.^Л и а = е + gx + ... +?„, g{e
GC( чтох = ху и ау^А. Но тогда ах =± аху —

А*
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= хау ЕЕхА, т. е. хЛ cz xji. Если же жехА, то найдутся
такие <з== в+ ?! + ••¦+ gn, gi^G/C(A), и у ЕЕ А, что

аж = тг/. Но а — автоморфизм А*, поэтому найдется гЕ-3
такой, что <5z = у. Тогда <зж = таг = axz, откуда можно

заключить (так как о — автоморфизм), что х = xz и z ЕЕ Я,
т. е. х(ЕхЛ. Итак, верно равенство

хИ = тХ B)

Теперь покажем, что хА строго содержится в А. Бели

бы, напротив, имело место равенство хА — А, то строгий

изолятор хА в А (равный, как было отмечено выше, хА)
совпадал бы с Л: Л = хА. Но ввиду B) мы получаем

Л = хЛ, что противоречит A). Следовательно, хА строго
содержится в А.

Подгруппа хА инвариантна и строго изолирована не

только в Л, но и во всей группеG. Поэтому можно считать,

что на А/хА действует коммутативная группа GIC {А)
и А/хА не имеет GIC (Л)-кручения. Тогда, по следствию

2 § 1 гл. II, А/хА С/С(Л)-упорядочиваема, а следователь-

следовательно, и G-упорядочиваема. В то же время GIA — упорядочи-
упорядочиваемая группа, а тогда, по теореме 4 § 2 гл. II, упорядо-
упорядочиваема и группа GlxA. Это означает, что хА — относи-

относительно выпуклая подгруппа rpynnbiG, строго содержащая-
содержащаяся в А. 4Н

Заметим, что группы, у которых пересечение всех соб-
собственных относительно выпуклых подгрупп отлично от

Е, существуют. Непосредственная проверка показывает,
что такой группой является, например, группа матриц

вида

/г .\

lo ir

где г, s — рациональные числа иг>0. Пересечение всех

собственных относительно выпуклых подгрупп этой груп-

группы равно группе всех унитреугольных матриц.

Такой же группой является группа А1 из п. 2° § 1
гл. III.

Будем рассматривать теперь пересечение всех собст^
венных инвариантных относительно выпуклых подгрупп
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упорядочиваемой группы G. В случае, если это пересече-
пересечение совпадает с пересечением всех относительно выпуклых
подгрупп, оно заведомо является абсолютно выпуклой
подгруппой данной упорядочиваемой группы.

Но возможен, однако, случай, когда пересечение всех
относительно выпуклых подгрупп — единичная подгруп-
подгруппа, а пересечение всех собственных инвариантных относи-

относительно выпуклых подгрупп отлично от единичной под-

подгруппы.

Тогда эта подгруппа может и не быть]абсолютно выпук-
выпуклой, о чем свидетельствует следующая серия примеров,
получаемая при помощи серии Ф. Холла простых групп
(см. § 3 гл. IV). В §3 гл. IV доказано, что коммутант g (А)
группы А* = (J gn(A) есть простая группа. Тогда нетрудно
видеть, что изолятор / группы g (А) отличен от А*, содер-
содержится во всякой собственной инвариантной выпуклой под-
подгруппе из А* и сам является относительно выпуклой под-

подгруппой; поэтому / есть пересечение всех инвариантных
относительно выпуклых подгрупп упорядочиваемой груп-
группы А*. Покажем, что / не будет абсолютно выпуклой
подгруппой в А*. Упорядочим для этого Z-ю сплетен-

сплетенную степень С следующим способом: если Р — некоторый
линейный порядок на А, то С = гАг упорядочивается
следующим образом: упорядочиваем Ао, взяв в качестве

полугруппы положительных элементов фо1 (Р)- Предпо-
Предположим, что упорядочена Л(_„+1). Упорядочим Л(П) так:

если

хе л(п), х = ga, g e4, неЯ(-п+1),
то считаем х > е, если ф„ (g) > e в А или g

=

е, а =

= ox (h^ ... ап (hn), e=haj_ (hj) e A{-nn) (hj, \ > ... > /г„,
hi e= Ап, аг (Ai) >ев -4(-п-ц) (йх). Объединение возрастаю-

возрастающей последовательности порядков, которые, очевидно,
также вложены, и является линейным порядком на С,
инвариантным относительно внутренних автоморфизмов
группы f(A) = C-{t). Ясно, что группа / (А) упорядо-
упорядочиваема. Легко видеть, что при таком способе линейного

упорядочения/™(А) = gn(A) имеет единственную инвариант-
инвариантную выпуклую подгруппу, именно, Z-ю сплетенную сте-

степень группы ^~г{А). Но вложение 1|зп группы /™ (А) в

/™+1(.4) определено таким образом, что единственная
собственная инвариантная выпуклая подгруппа fn*1{A)
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строго содержит /"(Л). Вместе с тем А* есть объедине-
объединение групп /"D) на ю-м шаге. Отсюда следует, что А*
не имеет собственных инвариантных выпуклых - подгрупп

при указанном упорядочении. Это и означает, что интере-

интересующая нас подгруппа / не является абсолютно выпук-
выпуклой. Заметим, что справедлива также следующая
Теорема 4. (К опытов, Мамаев [1].) Соб-

Собственная подгруппа Н упорядочиваемой группы G, порож-
порожденная объединением всех относительно выпуклых подгрупп
этой группы, является абсолютно выпуклой в G. При этом

Н совпадает с изолятором J коммутанта К группы G и

дЗактор-группа G/J имеет ранг 1.

Доказательство. Пусть В — максимальная

выпуклая подгруппа при некотором линейном порядке
на группе G. Тогда В Q H =f=G. Очевидно, В инвариантна
в G, содержит изолятор / коммутанта К упорядочиваемой
группы G, являющийся относительно выпуклой подгруп-
подгруппой в G, и фактор-группа GIB абелева, допускающая архи-
архимедов порядок. Вместе с темС// — также абелева группа,
и ранг ее равен 1. Действительно, полагая, что ранг GfJ

больше 1, сразу же получаем, что всякий элемент гбб

должен содержаться в собственной относительно выпуклой
подгруппе из G и, значит, подгруппа Н, порожденная объе-

объединением всех относительно выпуклых подгрупп группы
G, целиком совпадает cG, что противоречит тому, что И —

собственная подгруппа.
Имеем теперь, что B/J — изолированная подгруппа в

G/J, атак как ранг G/Jравен 1, то В = /, т. е. / является
максимальной выпуклой подгруппой упорядочиваемой
группы G при любом ее линейном порядке, ф

Заметим, что группы, у которых подгруппа, порожден-
порожденная всеми собственными относительно выпуклыми подгруп-
подгруппами, отлична от всей группы, существуют. Такова, напри-
например, группа А2 из п. 2° § 1 гл. III. В ней относительно

выпуклыми подгруппами являются только следующие под-

подгруппы: подгруппа Н^ подгруппа НХ2 всех матриц вида
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и подгруппа H3i всех матриц вида

1 О

О О

Доказательство этого факта (в несколько другой форме)
содержится в п. 2° § 2 гл. VII.

Для абсолютно выпуклых подгрупп доупорядочиваемой
группы можно привести следующий признак:
Предложение 2. (К опытов [2].) Подгруп-

Подгруппа А доупорядочиваемой группы является абсолютно вы-

выпуклой тогда и только тогда, когда для любых g ?= G\A и

а е= А выполняется условие

Пусть А абсолютно выпукла и для некоторых g (=Ё А
и а €Е А оказывается S (g) П S (ga) = ф. Тогда полу-
полутруппа Р = S (g) S (e, a~1g~1) определит, в силу леммы 1

§ 1 гл. II, частичный порядок в G, при котором g>en
a~1g~1 ^> е. Но тогда а ̂> g ]> e, что противоречит

выпуклости А при линейном порядке, продолжающем Р.

Обратно, пусть для всяких g ^ A, a Ei А выполняется

условие (*). Предположим, что А не является абсолют-
абсолютно выпуклой, т. е. при некотором порядке Р найдутся та-

такие g ?= А и а ?Е А, что а > g > е. Но тогда /5 (g) и ? (ag )
лежат в Р, откуда S (gar1) С Р ,т. е. S (g) Q «У (?«~х) =
= ^, что противоречит условию (*). ф

Нетрудно с помощью теоремы 1 § 1 гл. II доказанное
предложение переформулировать в предложение для упо-
упорядочиваемых групп.

Применение теоремы 1 (если в Z [G] положить Ф =

= {g — e|f e ff}) и предложения 2 дает нам следующие

утверждения:

Предложение 3. Свободная двуступенно раз-
разрешимая группа вкладывается в двуступенно разрешимую
упорядочиваемую группу, коммутант которой абсолютно

выпуклы й. ф
Предложение 4. Если G — такая упорядочи-

упорядочиваемая двуступенно разрешимая группа, что централи-
централизатор любого элемента абС совпадает с G', то G
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вкладывается в упорядочиваемую двуступенно разрешимую
группу, коммутант которой абсолютно выпуклый, ф

Упорядоченные модули будут существенно применять-
применяться в § 4, а также в § 2 и § 3 гл. VI.

§ 4. Правоупорядочиваемые группы

В этом параграфе рассматриваются правоупорядочива-
емые группы и группы автоморфизмов л. у. множеств.

Правоупорядочиваемые группы оказываются полезными

при нахождении признаков упорядочиваемое™. Ниже

указывается связь между правоупорядоченными группами,

группами порядковых автоморфизмов абелевых л.у. групп,

группами автоморфизмов л.у. множеств и группами ав-

автоморфизмов некоторых моделей. Изложение в основном

дается по работам Смирнова [6], [7].
1°. Напомним, что множество G называется правоупо-

рядоченной (п.у.) группой, если оно является группой,
л.у. множеством и отношение порядка сохраняется при

умножении справа, т. е. а <^ Ъ влечет ах < Ъх для всех

а, х, b (ЕЕ G. Группа G правоупорядочиваема тогда и толь-

только тогда, когда она содержит множество, являющееся
чистой линейной полугруппой. Напомним, далее, что ав-

автоморфизмом ф л.у. множества М называется взаимно

однозначное отображение М на себя, сохраняющее поря-
порядок, т. е. х ^ у влечет ср (х) ^ ср (у) для любых х, у ЕЕ М.

Множество всех автоморфизмов множества М есть группа.

Теорема 1. (Кон [1], Зайцева [2], Кон-
Конрад [9].) Группа автоморфизмов линейно упорядочен-
упорядоченного множества правоупорядочиваема.
Доказательство. Пусть G — группа авто-

автоморфизмов л. у. множества М. Вполне упорядочим мно-

множество элементов М:

а0, alt ..., аа, ая+1, ..., ад/.

Рассмотрим в G множество Р = {^eG \ g (aa) ^> аа
и ё (яр) = Др Для всех Р < a, a, p е /}• Непосредствен-
Непосредственная проверка показывает, что Р — чистая линейная по-

полугруппа, следовательно, она определяет правый порядок^
на G. #

Пусть К — произвольное ассоциативное кольцо с еди^

ницей е. Унитарный правый ЛГ-модуль S называется сво-
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бодпым, если в нем существует такое подмножество эле-

элементов X, что каждый элемент а ?Е S, а =/= 0, однозначно
записывается в виде конечной суммы

а = х1к1 + х2к2 + ... + хпкп,

где xv ж2, ..., хп — различные элементы из множества X,
а кг, к2, ...,&„ — элементы из кольца К, отличные от

нуля. Множество X называется базой свободного .йГ-мо-

дуля S. Если Z [G] есть целочисленное групповое кольцо

произвольной группы G, то всякий правый Z [Gl-модуль
можно рассматривать как правый G-модуль. В частности,

свободный правый Z [Gl-модуль, рассматриваемый как

G-модуль, называется свободным правым G-модулем.
G-упорядоченным модулем называется Г-упорядочен-

ный Z [Gl-модуль, когда Г = G (см. § 2).
Лемма 1. (Смирнов [7].) Свободный правый

G-модулъ М над правоупорядоченной группой G можно ли-

линейно упорядочить, продолжая любой линейный порядок
его базы X.

Рассмотрим целочисленное групповое кольцо Z [G]

группы G. Его аддитивная группа Z [G]+ есть прямая сум-

сумма бесконечных циклических групп: Z [G]+ = 3
geG

Упорядочим Z [G]+, полагаях = g^ + gjcz + ... + ?nn>
>0, если g!<g2< ¦¦•<gn и &п>0. Очевидно, что

этот порядок сохраняется при умножении справа на эле-

элементы из G.

Так как свободный Z [Gl-модуль М есть прямая сумма
G-упорядочиваемых Z [С]-подмодулей, изоморфных Z [G],
то в М можно ввести лексикографический порядок, про-
продолжающий любое упорядочение базы X. ф
Теорема 2. (Смирнов [7].) Всярщя правоупо-

рядочиваемая группа G изоморфно вложима в группу всех

порядковых автоморфизмов Ф подходящей свободной абеле-
вой л.у. группы А.
Доказательство. Пусть А — аддитивная груп-

группа группового кольца Z [G] группы G. Очевидно, что А
есть свободная абелева группа с базой G. В правом
G-модуле Z\G\ фиксируем какой-нибудь линейный поря-
порядок Р, существование которого гарантирует лемма 1.

Правые умножения в Z [G] на элементы группы G будут
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автоморфизмами группы А, сохраняющими порядок Р.

Действительно, если g e G, то

1) при отображении x-*-xg каждый элемент а е= Л
имеет хотя бы один прообраз, например ag~h

2) (ах + а2) g
=

axg + azg;
3) если ag

= 0, то а = 0;
4) если а ^> 0 при упорядочении Р, то ag~^> 0.

Если Ф — группа всех порядковых автоморфизмов груп-
группы А, то, поставив в соответствие каждому g E=G ав-

автоморфизм (pg: a —*¦ ag группы А, получим мономорфизм
С^Ф. #
Следствие 1. Группа G тогда и только тогда

правоупорядочиваема, когда она представила автоморфиз-
автоморфизмами л.у. множеств (абелевых л.у. групп), ф

Отметим, что группа всех порядковых автоморфизмов
л.у. множества допускает естественный решеточный по-

порядок (Кон [1]). Справедливо также следующее утверж-
утверждение: всякая р.у. группа является подгруппой группы ав-

автоморфизмов л.у. множества (Холл анд [1], см. также

Фукс [8]). Поэтому группа G правоупорядочиваема
тогда и только тогда, когда она вкладывается в решеточ-
но упорядочиваемую группу.

2°. В этом пункте указываются дальнейшие связи

правоупорядочиваемых и упорядочиваемых групп.

Лемма 2. (Смирнов [7].) Фактор-группа FIA
некоммутативной свободной группы F по произвольной
инвариантной подгруппе А правоупорядочиваема тогда и

только тогда, когда группа А/[А, А] является F/IA, А]-
упорядочиваемой.
Доказательство. Предположим сначала, что

группа G — FIA правоупорядочиваема. Положим Ао =
= А/1А, А] и определим умножение элементов группы Ао
справа на элементы из G следующим образом:

a-g
= f~4f, A)

где а е Ао, f ei7, g
— Af. Тогда группа Ао становится

правым G-модулем. Из теоремы Магнуса (М. Холл [1])
следует, что G-модуль А 0 является подмодулем некоторого
свободного правого G-модуля S. По лемме 1 G-модуль S
можно сделать FIA-упорядоченным. Из A) получаем, что

инвариантная подгруппа А/[А, А] группы F/U, А] до-
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пускает линейный порядок, устойчивый относительно

внутренних автоморфизмов группы FI [А, А].
Обратно, пусть группа А /[А, А] допускает некоторый

линейный порядок Р, устойчивый относительно внутрен-
внутренних автоморфизмов группы F. Нужно доказать, что груп-
группа F/A правоупорядочиваема. Пусть С — централизатор
группы А/[А, А] в группе F. Так как группа А1[А, А]
абелева, то С s А. Группа F/C изоморфна группе ав-

автоморфизмов группы А/[А, А], порождаемых внутренни-
внутренними автоморфизмами группы F. Поскольку внутренние
автоморфизмы группы F сохраняют по условию порядок

Р группы А/[А, А], то, по теореме 1, получаем, что груп-
группа F/C правоупорядочиваема. Покажем, что С — А.

Допустим, что С Ф А, и выберем какой-нибудь элемент

с из С вне А. Если Н = {с, А) — подгруппа, порожден-
порожденная элементом с и всеми элементами группы А, то фактор-
факторгруппа Н/[А, А] абелева, откуда [А, А] = [Н, Н]. По-

Поскольку Н — некоммутативная свободная группа, то, в

силу теоремы Ауслендер и Линдона (X. Нейман [1]),
равенство [А, А] = [Н, Н] влечет Af= Н, что противоре-
противоречит выбору Н. ф
Предложение 1. (Зайцева [2].) Если груп-

группа обладает пнфраинварпантной системой, факторы ко-

которой — абелевы группы без кручения, то она правоупо-
правоупорядочиваема.

Пусть G гэ ... zj Aa zd Ва гэ .. гэ Е, а е= /, — дан-
данная система в группе G. Возьмем множество Р = [} Ра,

l

где Ра — полный прообраз в Аа полугруппы положитель-
положительных элементов группы AJBa при некотором линейном

порядке; Р является чистой линейной полугруппой вС ф
Теорема 3. (С м и р н о в [7].) Если фактор-груп-

фактор-группа FIA свободной группы F по некоторой инвариантной
подгруппе А обладает инфраинвариантной системой, все

факторы которой абелевы и без кручения;, то группа F/A'

упорядочиваема.
Доказательство. Будем предполагать, что

группа F некоммутативна и что А ф Е, так как в против-
противном случае справедливость утверждения уже известна.

По условию существует инфраинвариантная система груп-

группы F, связывающая F с А:

S: F = F1...z>Fa^>Fa+l^>..
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причем такая, что все факторы FjFa+1 абелевы и без

кручения. Положим

р' = р р' = г в1 jp 1 п -и о

В силу известного факта (см. Д а н в у д и [1], X. Ней-
Нейман [1]) система подгрупп

. Г — P0Z3 1<iZJ... Z3 Гя _> /*a+l —' ••• —> •*»,

f; = if., fj,

является полной относительно пересечений. Отсюда и из

теоремы 2 § 5 Дополнения получаем, что 2' есть инфраин-
вариантная система, связывающая группу F с нормальной
подгруппой А' и обладающая тем свойством, что все ее

факторы FJFa+1 являются свободными абелевыми груп-
группами. Пусть Na — нормализатор подгруппы Fa+1 в груп-
группе F. В силу известного (и легко проверяемого) свойства

инфраинвариантных систем Na будет также нормализато-

нормализатором в F подгруппы F'a и, в частности, Na э Fa. В силу
теоремы 3 § 2 гл. II для доказательства линейной упоря-
дочиваемости группы FIA' достаточно установить, что при

любом а фактор-группа F'jF'a+1 обладает линейным по-

порядком, устойчивым относительно внутренних автоморфиз-
автоморфизмов группы Na.

Если a = 0, то,Р0
~

F ~> Fx = F' и наше утверждение
для фактор-группы FIP' очевидно. Если же а ф 0, то мы

имеем следующие включения:

Р Э Na а Fa zd Fa+1 =э F'a =3 F'a+1.

Пусть N (Fa) — нормализатор в группе F подгруппы Fa.
Покажем, что N (Fa) = Na. Действительно, в силу харак-

характеристичности подгруппы Fa в группе Fa имеет место вклю-

включение Na = N (Fa). Обратно, пусть элемент g e Na.
Положим Fp = g~1Fag. В силу инфраинвариантности
системы 2 в F подгруппа F$ e 2. Так как Fp = g^F^ =
= Fa и система 2' не содержит повторений (см. теорему
2 § 5 Дополнения), то a = р, откуда g e N (Fa).

Итак, Na является нормализатором в F также и под-

подгрупп Fa, Fa+1. По условию существует инфраинвариант-
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ная Система группы F с абелевыми факторами без круче-
кручения, проходящая через подгруппу Fa+V Отсюда следует,
что фактор-группа NJFa+i также обладает разрешимой
ифраинвариантной системой с факторами без кручения и,
по предложению 1, правоупорядочиваема. По лемме 1

группа Fa+1lFaJrl обладает линейным порядком, устой-
устойчивым относительно внутренних автоморфизмов группы

Na. Этим же свойством обладает, следовательно, и ее

подгруппа FJFa+i, так как подгруппа Fa инварианта в

Из доказанной теоремы и теоремы 1 § 5 Дополнения по-

получаем такое

Следствие 2. (Смирнов [7].) Если фактор-
zpynnaFIA свободной группы F по некоторой инвариантной
подгруппе А обладает разрешимой инфраинеариантной
системой, то группа FIA' правоупорядочиваема, а группа
F/A" упорядочиваема.

Действительно, в этом случае 7*7.4' обладает, в силу тео-

теоремы 1 § 5 Дополнения, инфраинвариантной системой, все

факторы которой являются свободными абелевыми груп-
группами, ф

Используя теорему 3, легко указать пример, показы-

показывающий, что из упорядочиваемости группы FIA' (где F —
абсолютно свободная группа, А — инвариантная подгруп-
подгруппа в F) не следует упорядочиваемость группы FIA. Дей-
Действительно, пусть G

= {а, Ъ | b~1ab = а }— группа, за-

заданная образующими a, b и определяющим соотношением

Ъ xab = аГ1. Пусть также F/A — изоморфная ей группа,
где F — абсолютно свободная группа ранга 2. Так как

группа G обладает инвариантным рядом G = {a} a E с

бесконечными циклическими факторами, то, по теореме 3,
группа FIA' упорядочиваема, тогда как FIA не является

даже Д-группой. Этот же пример показывает, что локаль-

локально нильпотентный радикал (здесь А/А') не является отно-

относительно выпуклой подгруппой в упорядочиваемой группе.
Дальнейшее развитие теория правоупорядоченных

групп получила в работах Смирнова [6] — [7], Кон-
Конрада [9].

3°. В этом пункте (следуя О м а р о в у [1]) излагается

простое алгебраическое доказательство глубокой теоремы
Эренфойхта — Мостовского, указывающей на связь групп
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автоморфизмов л.у. множеств и бесконечных моделей.

Придерживаемся здесь общепринятых обозначений и тер-
терминологии (см., например, Мальцев [8]).

Опишем следующую конструкцию построения модели
gjj(j, <i, о» п0 заданной модели Ш и по заданной паре
(/, </, Z)>), где / — упорядоченное множество, </, Х>> —

фильтр. Каждому элементу / GE / поставим в соответствие

один экземпляр </,-, Х),> фильтра </, Z)>. Через Wt<z-D>
обозначим фильтрованную степень модели Ш по фильтру
</, Dy. Условимся отождествлять константные элементы

фильтрованной степени 9R<I.D> по любому фильтру </, Z>>
с соответствующими элементами модели 5W, т. е. модель

Ш будем рассматривать как подмодель модели gR<T>D>.

Кроме того, условимся, что если 91 есть подмодель модели

и </, Z>> — фильтр, то 31<г- D> есть подмодель модели

Условимся считать, что неконстантные элементы филь-
фильтрованной степени 20l<rf Di> модели 'Ш по фильтру
<//, D;> получены из соответствующих элементов модели
jjl<t. o> приписыванием индекса / и что элементы с раз-
различными индексами не равны. В силу соглашения, оче-

очевидно, имеем для различных индексов Д, /, е / следующее:

где ж есть фильтрованная степень модели

n<Iil'Dil> по фильтру

Зафиксируем некоторый элемент Ъ модели 5W<I-D>,
не принадлежащий подмодели Ш. Условимся элемент

V отождествлять с самим индексом / для каждого / е /•

Пусть А — некоторое конечное подмножество л.у.
множества /, А = {h<C ••• <Оп}- Через 2Лд обозначим

n-фильтрованную степень

модели SR по фильтрам </il? Д,>... (J^, А„>. Через
<I>D'>)

обозначим теоретико-множественную сумму мо-
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делей ЗЯд, Де5и(/) (где Sv,(J) — множество конечных

подмножеств из /):

<и>)= U 3»д-

Модель SK<J- <*• D» назовем фильтрованным пределом мо-

модели 5Ш по паре (/, </, D».
Лемма 3. (Омаров [1].) Пусть 9Я — бесконеч-

бесконечная модель и ф: J1 -»- /2 — произвольный изоморфизм л.у.
множеств /х, /2- Тогда для любого неглавного фильтра
</, Z)> существует изоморфизм

такой, что ограничение Ф на множестве /г совпадает с ф.

Пусть ф есть изоморфизм л.у. множеств /lt /2.
Строим изоморфизм ф моделей SOJ(Jl- <х> в>\ ЭК^»- <х-D»

следующим образом. Пусть а — произвольный элемент

модели аи№. <J. в». Тогда существует конечное | под-
подмножество Д = {i*i < ... < in} S /i такое, что элемент

о принадлежит модели 5Шд. Пусть образом множества А

при изоморфизме ф будет

А' = {h < - < *«}.
Полагаем ф (о) = а', где а' получен заменой индексов

ilt ..., ?„, приписанных элементу а, индексами i[, ..., in.
Легко заметить, что отображение ф есть требуемый

изоморфизм, ф
Следствие 1. (Омаров [1].) Пусть Ш — бес-

бесконечная модель и J — некоторое л.у. множество. Пусть
</, Dy — некоторый неглавный фильтр. Тогда любой ав-

автоморфизм л.у. множества J продолжается до автомор-

автоморфизма модели m<-J> <*'в». #
Теорема 1. (Мостовский, Эренфойхт

[1]). Для произвольного линейно упорядоченного множества

J в аксиоматизируемом (проективном) классе моделей,
имеющем бесконечную модель, найдется модель, группа

автоморфизмов которой содержит группу автоморфизмов
линейно упорядоченного множества J. =j?



ГЛАВА VI

ПРОДОЛЖЕНИЕ ПОРЯДКА

§ 1. Доупорядочиваемые группы

Значение доупорядочиваемых групп для теории упо-

упорядочиваемых групп определяется естественностью их

определения и следующими обстоятельствами: во-первых,
многие вопросы теории упорядочиваемых (и л.у.) групп
для доупорядочиваемых групп либо проще решать, либо ре-
решение их имеет более простую формулировку и, во-вто-

во-вторых, большинство свойств доупорядочиваемых групп не

трудно переформулировать в свойства Q-доупорядочива-
емых подгрупп (Q — группа внутренних автоморфизмов)
и тем самым получить свойства, справедливые для произ-
произвольных упорядочиваемых групп.

1°. В этом пункте будут приведены признаки недо-

упорядочиваемости группы. Для их формулировки вве-

введем обозначения Хг, Х2, Х3 для некоторых фиксирован-
фиксированных групп.

Пусть У и У — изоморфные между собой некомму-
некоммутативные упорядочиваемые группы. Если a е= Y, то соот-

соответствующий ему при некотором фиксированном изомор-

изоморфизме <р: Y-+¦ У элемент группы У будем обозначать о';

пусть, далее, ZhZ' — соответствующие друг другу при

Ф подгруппы центров групп Y и У. Обозначим Ао = Y х

X У (Z = Z') — прямое произведение групп У и У с

объединенной подгруппой Z = Z'. Всюду в дальнейшем
Хг будет обозначать группу, порожденную Ао и элемен-

элементом b второго порядка, удовлетворяющую дополнитель-
дополнительным соотношениям: Ьг = е, Ъ^аЪ — а' для a zeY. Вве-

Введем в группах Y TS.Y' такие линейные порядки Q и Q', что

ф @ = Q'. Полугруппа QQ' определит в Хг частичный
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порядок. Такую ч.у. группу будем обозначать Хг. Ниже
нам потребуется конкретная группа Gx, которая получа-
получается из Х-у, если положить Y = А = {av а2, a3\ [av а2] =
= [а1? а3] = е, [о2, а3] = ог}. Зафиксируем в А некото-

некоторый линейный порядок, при котором ах ]> е, а2 ^> е,

«з > е' a системой выпуклых подгрупп будет {е} а {%} с:

с: {а2, а3}- Соответствующую Gx ч.у. группу будем
обозначать Gv

Через Х2 обозначим сплетение некоммутативной упо-

упорядочиваемой группы Y и циклической группы {Ь} по-

порядка т: Х2 = Y г {Ь}, Ьт = е. Если Q — некоторый
линейный порядок группы Y, то через Q{ обозначим ли-

линейный порядок подгруппы Y (Ы) группы Х2, соответст-

соответствующий Q, т. е. Qi — Q (Ы). Тогда QXQ2 ••• Qm есть час-

частичный порядок группы Х2.
Пусть Y — произвольная упорядочиваемая группа,

В — сплетение бесконечной циклической группы {а} и

циклической группы {&} второго порядка. Через Х3
обозначим сплетение групп Y и В: Х3 = Y г В —

= Ye{{a)e{b)).
Признак недоупорядочиваемости, использующий груп-

группу Хг, был получен Каргаполовым, Кокор и-

ным, Копытовым [11, Х2 — В. Н. Ремесленни-

ковым, Х3 — Копытовым [41. Впервые признак та-

такого типа был получен Каргаполовым [3].
Теорема 1. Любая группа G, имеющая фактор-

факторгруппу G/N, изоморфную Xi (i = 1, 2, 3), недоупорядочи-
ваема.

Доказательство. Рассмотрим сначала случай
группы Хг. Пусть г|) — некоторый порядковый изморфизм
группы Х[ на фактор-группу GIN. Положим г|) (Y) = A/N
и я|) (У) = A'IN, а индуцированные частичные порядки

в_ группах A/N, A'IN и GIN обозначим соответственно Q,
Q' и р = Q-Q'- Возьмем полный прообраз Ро в G полу-

полугруппы строго положительных элементов р \ {ё}. Полу-
Полугруппа Ро определит в G частичный порядок.

Предположим теперь, что группа G доупорядочиваема.
Тогда порядок Ро должен содержаться в некотором ли-

линейном порядке Р группы G. При этом каждый элемент из

N будет бесконечно малым по отношению к элементам из

PQ, так как Р9 = PqN. Поэтому наименьшая выпуклая
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при порядке Р подгруппа V, содержащая N, не содержит
ни одного элемента с Щ N, с е= iV Отсюда имеем

V Г\ A = N. A)

Отметим также, что V будет ввиду инвариантности N

инвариантной подгруппой.
Ввиду выпуклости V в GIV нет кручения. Поэтому Ъ е=

е V. По той же причине, если о gE A\N, a' ge A'\N и

b~xabN = a'N, то элемент a'V gFb силу соотношений
a^a'V = b^a^'d'bV — aa'^V. В силу некоммутативно-
некоммутативности AIN элемент а можно выбрать таким, что в A \N
существует элемент /, для которого справедливо соотно-

соотношение

(f-^afiN + aN. B)

Из orV е V и (f+a+a'fi V = [/, a] a^a'V следует
[/, а] е V. Но по B) коммутатор [/, а] не принадлежит
V, что противоречит соотношению A).

Случай группы Х2 рассматривается аналогично преды-

предыдущему, только необходимо сделать следующие изме-

изменения: (а) выбираем элемент а в доказательстве так: а =

= а F)-^ (Ь2) а^Ь3) ...а (е)^)™ е V, (б) / выбираем та-

такое, что [/, о] g= ЛГ.

Рассмотрим случай группы Х8.
Пусть группа G имеет фактор-группу G/N, изоморф-

изоморфную группе, Х3. Покажем, что тогда в G имеются элементы,

не удовлетворяющие условию (У*) теоремы 5 § 1 гл. II, что
и докажет недоупорядочиваемость группы G. Для этого

достаточно найти такие элементы в группе Х3. Действи-
Действительно, из того, что элемент х удовлетворяет условию (У*)
в группе G, его образ х удовлетворяет этому условию на

любом гомоморфном образе группы G.

Мы имеем Х3 = Ye ({а} г {b}) = Y г В или

Х3 = ( П Yx).{({a0} х
в

причем ,Ь2 = е, baob = аг и х^-у,^ = уххг* Для всех #» xi

из В.

Покажем, что элемент b из Х3 не удовлетворяет (У*).
Действительно, с одной стороны, S (Ь) ЕЭ е, так как & —.
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элемент конечного порядка. С другой стороны,

S (Ь) э у = х~1г хе = а^Ъа^ ¦ Ь¦ х^а^Ь
а п0

где хе
— произвольный элемент из Ye (xe =f= ё).

Предположим, что уг
—

е для некоторого уг ЕЕ S (у).
Пусть

-l^

где элементы /4у, /Jj, /у лежат в II Yx, а г, Е Bi причем
в

можно считать х{ ^= Х; при i ф j.
Из условия у^еи того, что У упорядочиваема, сле-

следует, что множества

и

совпадают. Не ограничивая общности, можно считать, что

хх
— а11ОоХа, х2 = а^1аох3,..., х^

= aTWi.

где^^>1. Отсюда вытекает, что жх = (аГ1^)" ^или
(ai1a0)p~1 = е. Последнее равенство противоречит тому,
что d^UQ — элемент бесконечного порядка, ф
Следствие 1. (Каргаполов [3], Фукс и

Сонсяда [1].) Свободная группа, число образующих
которой больше или равно трем, недоупорядочиваема.
Следствие 2. (Каргаполов [3].) Свободная

п-ступенно разрешимая группа с к образующими при
п > 3, к > 3 недоупорядочиваема.
Следствие 3. Свободная полинилъпотентная груп-

группа класса A, 2), число образующих которой больше или

равно трем, недоупорядочиваема.
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Для доказательства этих трех предложений применим
теорему 1. При этом вместо Хг возьмем конкретную группу

G,- #
Заметим, что эти три следствия справедливы и для слу-

случая двух образующих (Каргаполов, Ко к ори н,
К о п ы т о в [1]).

С л е д с т в и е 4. (В. Н. Ремесленников.) Пусть F —

упорядочиваемая группа, свободная в некотором многообра-
многообразии групп ffl, число образующих которой больше двух, и

ЗЛ = Ш!-Ш2, где Щ и ЗЛ2 — нетривиальные многообразия
групп, причем Щ содержит некоммутативные группы.
Тогда группа F не является доупорядочиваемой.

Действительно, всякая группа, удовлетворяющая ус-
условиям следствия, обладает гомоморфным образом, изо-

изоморфным Хг, а поэтому, по теореме 1, не будет доупоря-
доупорядочиваемой. ф

2°. Приведем признаки доупорядочиваемости.
Лемма 1. Пусть элемент s л. у, группы G пред-

представим в виде s = gXl+'"+3Cn, где g,x{^G. Тогда сущест-
существуют такие у, ze=G, что sv>gn, szss^g™.

Если xk1 xr таковы, что gx* *^gXi, i = 1,2,... , n, g*r >
>gx», i = 1, 2,.. ., n, то положим у = ж ,z = я^.ф
Лемма 2. Пусть Н — инвариантная относительно

выпуклая G-доупорядочиваемая подгруппа упорядочиваемой
группы G. Тогда если элемент «EG обладает тем свойст-

свойством, что для любого набора glt ..., gn 6E G выполняется

aei+-Jren.a~n(=H, то при любом максимальном порядке
в G элемент а сравним с единицей.

Пусть, напротив, при некотором максимальном поряд-
порядке Р группы G элемент а несравним с е, т. е., в силу лем-

леммы 1 § 1 гл. И, S (а) (} Р ФФ * $ (а )П Р ФФ- Тог-

Тогда найдутся $j, sa E^i имеющие вид sx = aei +''' +
gn, s2 =

= (a~1)hl +''"+ V Построим в G линейный порядок Q такой,
чтобы Н fl Q = Рг = Н [)Р ж чтобы подгруппа Н была

выпуклой. Это можно сделать ввиду относительной выпук-

выпуклости Н и теоремы 4 § 2 гл. II. Тогда, по лемме 1 , найдутся
такие у vlx, что s\ ^ an, an ^ (s^1)x. Перемножив послед-

последние неравенства, получим s" sgC (зг1)*! т. е. z — s\-sl ^ e,
а это противоречит включению z G Pi ? <?> справедливо-
справедливому на основании условия леммы и того, что s1} ss е Р. ф
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Предложение 1. Пусть Н — инвариантная от-

относительно выпуклая G-доупорядочиваемая подгруппа упо-

упорядочиваемой группы G. Тогда полный прообраз любого

гиперцентра фактор-группы GIH в G будет G-доупорядо-
чиваемым.

Это доказывается индукцией по номеру гиперцентра

применением леммы 2 и следствия 1 § 4 гл. II. ф
Следствие 5. Если фактор-группа G/H группы G

по инвариантной G-доупорядочиваемой подгруппе Н — ги-

гиперцентральная группа без кручения, то группа G доупо-

рядочиваема.
При доказательстве нужно учесть, что гиперцентраль-

гиперцентральная группа без кручения упорядочиваема, так как явля-

является, как известно, локально нильпотентной (см. К у р о ш

И])- #
Следствие 6. (Кокорин [7].) Любой гипер-

гиперцентр упорядочиваемой группы является G-доупорядочи-
ваемым. ф

Следствие 7. (Мальцев [5].) Локально нилъ-

потентная группа без кручения является доупорядочива-
ежой.

Это вытекает из следствия 2 и следствия 1 § 1 гл. II. ф
Предложение 2. (Кокорин [4].) Двусту-

пенно разрешимая группа G без G-кручения доупорядочи-
ваема.

Двуступенно разрешимая группа G без G-кручения, по

предложению 6 § 2 гл. II, упорядочиваема. Изолятор /

ее коммутанта G' как изолятор абелевой подгруппы R-

группы абелев и, по следствию 4 § 1 гл. II, является G-

доупорядочиваемым. Доказываемое утверждение теперь
получается из следствия 5, так как фактор-группа GIJ
абелева без кручения, ф

Отметим, что все приведенные утверждения были дока-
доказаны единым методом.

Заметим также, что существуют трехступенно разре-
разрешимые доупорядочиваемые группы, не являющиеся рас-

расширением локально нильпотентной группы с помощью

локально нильпотентной и не подпадающие под приве-
приведенные признаки доупорядочиваемости (Кокорин [7]).

3°. В этом пункте показывается, что класс доупорядо-
чиваемых групп не замкнут относительно центральных
расширений, сплетений и взятия подгрупп.
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Предложение 3. Упорядочиваемая группа, фак-
фактор-группа которой по ее центру доупорядочиваема, может
не быть доупорядочиваемой.

Пусть F — свободная группа с тремя образующими и

F' = [F, F], V = [F1, F'], F* = IF, F"].

Группа Glt введенная в начале параграфа, является

фактор-группой группы G = F/F*, так как G является

свободной группой многообразия групп, удовлетворяю-
удовлетворяющих следующему тождественному соотношению, выпол-

выполняющемуся на Go:

Ц[х,У], [u,v]),z] = e.

Множество М всех элементов конечного порядка (если
такие имеются) группы G образуют подгруппу ее центра.

Группа Go является фактор-группой группы G^ — G/M,
потому что центр группы Go не имеет элементов конечного

порядка. Группа Gt, как нетрудно видеть, упорядочива-
упорядочиваема, но не является, в силу теоремы 1, доупорядочиваемой

группой. Фактор-группа группы Gx по ее центру как сво-

свободная двуступенно разрешимая группа доупорядочи-
доупорядочиваема по предложению 2. ф

Пример группы GL показывает, что условие гиперцент-

гиперцентральности фактор-группы G/H в следствии 5 нельзя заме-

заменить даже условием ее двуступенной разрешимости.
Предложение 4. (К опытов [4].) Сплете-

Сплетение доупорядочиеаемых групп не обязательно является доу-
доупорядочиваемой группой, в частности, сплетение {аа} г

г({аъ}г{а3}) трех циклических групп недоупорядочи-
ваемо.

Это следует из доупорядочиваемости группы {а,} г

г {а3} (предложение 2) и того, что Хг из теоремы 1 есть

фактор-группа группы {ах} г {{а^} г {а3}). ф
Предложение 5. (К опытов [4].) Подгруп-

Подгруппа доупорядочиваемой группы может не быть доупорядочи-
доупорядочиваемой группой.

Пусть Ао — группа с образующимиа{, а\, c(i — 0, + 1,
+ 2,...) и определяющими соотношениями:

[аг, aj] = la'i, a'j] = [a2i, a^H] = [a2i+1, %1 ==

= [с, oj = [с, а'г] = e,

= [&5i+1, O23+1] = с для всех i, /.



§ 1] ДОУПОРЯДОЧИВАЕМЫЕ ГРУППЫ 119

оРассмотрим группу Go, являющуюся расширением Ао
с помощью бесконечной циклической группы {b}, Go —
= {Ао, Ь}, причем b^uib = аш, Ь^аф = a'i+1. Покажем,
что группа Go недоупорядочиваема, для чего рассмотрим

в Go подгруппу No, порожденную элементами Ь2, а\~а{+г,
af1<ii+2 (i = 0. + 1> dz 2,...)- Непосредственная проверка
показывает, что No инвариантна в Go и фактор-группа
Uo = Go/No может быть задана следующим образом: §0 =
= {а0, аг, а0, а[, с, Б}, причем

[а„, ах] = [ао, а[] = [а0, ai] = [а0, ах] = [а0, с] = [аь с] =

= [а'о, с] = [ai, с] = е,

[а0, а0] = [oi, at] = с,

Ъг = е, Ъ^аф = аъ Ь'~1а'^ = а^.

Но Uo изоморфна Хх из теоремы 1 и, значит, недоупорядо-
недоупорядочиваема.

Вложим, далее, группу Go в доупорядочиваемую груп-
группу G, которую также зададим образующими и определяю-
определяющими соотношениями:

G = {6, а{, а{, щ, и'., с \ i = 0, ± 1, + 2,...};

b~xcb = с;

[аь dj] = [аи а,] = [а^, О23+1] = [a2{+i, a23] =
= ["{, Щ] = ["-, и\\ = е,

["i, ")] = [и4, а)] = \и'., а.] = [с, а4] =

= [с, aj]
= [с, щ] = [с, и'.] = е;

[fl2i. «ail = [«2i+i, «и+i] = с;

[] = (С) .

= /<

Очевидно, что G содержит группу Go.
Так как G — группа без кручения, а ее фактор-группа

G!{c} по центру {с} есть сплетение свободной абелевой
группы ранга 4 и бесконечной циклической группы, то
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группа G упорядочиваема. Для доказательства доупоря-
дочиваемости группы G установим сначала, что ее под-

подгруппа
А = {at, al, щ, щ, с | г = 0, + 1, + 2, ...}

является G-доупорядочиваемой подгруппой. Это нетрудно

сделать, используя следствие 3 § 1 гл. II: подгруппа А

группы G тогда и только тогда является G-доупорядочива-
емой подгруппой в G, когда для любого ее элемента х ф е

выполняются условия:

A) А — группа без G-кручения,

B) для любых элементов хи х2 из S (х) пересечение

полугрупп S (xt) и S (х2) не пусто.

Для всех элементов центра {с} группы G эти условия

выполняются, поэтому остается проверить выполнимость

A) и B) для всех элементов ieI \ {с}.
Возьмем произвольный элемент х ЕЕ А \ {с} и х1, х2 Ег

ЕЕ S (х). Так как фактор-группа G/{c) двуступенно

разрешима и упорядочиваема, она доупорядочиваема, по-

поэтому найдутся

yt<=S (zj) и i/jES (x2)

такие, что г/2 — VicV- Если р = 0, то условие B) доказа-
доказано. ПустьрфО. Так как yL e S (х) и G/{c} — упорядочи-
упорядочиваемая группа, то уг ё= {с}; поэтому, как нетрудно убе-
убедиться, можно найти такое v ш А, что

V^yiV = ftca, где q > 0.
Но тогда

т. е. S Ы П S Ы ф ф, а тогда и S (хг) П S (х2) ф ф-
Этим доказана выполнимость условия B) для любого

х ^ А. Справедливость A) для любого элемента группы G

следует из упорядочиваемости G.

Итак, доказана G-доупорядочиваемость подгруппы А

в группе G, причем А инвариантна в G и GIA — абелева

группа без кручения. Применение следствия 5 к группе G

и ее подгруппе А доказывает доупорядочиваемость G. ф
4°. Этот пункт посвящен прямым произведениям.
Теорема 2. (Каргаполов [3], Кокорин

[5].) Прямое произведение доупорядочиваемых групп доу-

ппрядочиваемо.
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Доказательство. Можно считать, что группа
G есть прямое произведение только двух доупорядочива-
емых групп А я В.

Пусть Р — максимальный порядок в G, s = a-b, где

aei, b^B. Отметим здесь, что подгруппы А и В

будут, в силу следствия 3 § 1 гл. II, линейно упорядо-
упорядочены. Нужно показать, что s Ez Р или s'1 ge Р-

Допустим противное. Тогда ввиду леммы 1 § 1 гл. II

и максимальности Р имеем S (s) |"| P =f= ф, S (s )fl P ф
Ф ф и, значит, найдутся такие s1? s^1 ze P, что

На основании леммы 1, линейной упорядоченности под-
подгрупп А и В при порядке Р для элементов %, s2 найдутся
такие аг, а2 ^ А и blt Ь2 ^ ^> что

sia'(s^1)'a'и, значит, s3 — s1ia'(s^1)'a'^.e, а это противоречит тому,
что sb s^1 e i3. #b ^ e #

Следствие 8. ?сли прямое произведение с объеди-
объединенной подгруппой доупорядочиваемых групп есть группа

без кручения, то оно доупорядочиваемо.
Это вытекает из доказанной теоремы, предложения

1 § 1 гл. II и следствия 4 § 4 гл. II. ф
Теорема 3. (Каргаполов 13].) Класс доупо-

доупорядочиваемых групп не замкнут относительно полных

прямых произведений.
Доказательство. Обозначим через Gn группу с

образующими
alni a2n> a8rt> alni a2m a3n> "n

и определяющими соотношениями

(fin = a>in = Ъп = е, [аы, ain]
— [aln, ain] = [ain, ajn]= e,

Ia2n, аз™] = аш ta2n, Дзп] = aln, b~1ainbn = ain.
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Пусть Go — полное прямое произведение групп Gn.
Легко видеть, что подгруппа группы Go, порожденная эле-

элементами

а% — (flilt ai2,..., ain,...),

ai — (ail> ai2, • • •
, Oin, • • •)>

изоморфна группе Хг (т = 2), введенной в теореме 1.

Теперь введем в группе Go такой частичный порядок Р,

который будет изоморфен порядку, имеющемуся на Хг.
Произвольный элемент g группы Go можно единствен-

единственным образом записать в виде

g ==(..., аш а<т а3п aln a2n asn Ъп ,...),

причем 0 < ain < 2П, 0 < p*in < 2П, 0 < ап < 2. Ниже

мы будем использовать следующие обозначения:

am (ё) = ain, pin (g) = pin, an (g) = an,

Yin (g) = ain (g) + pin (g), M4 (g) = {ain, pin 1 re > 1},

i = 1, 2, 3.

По определению элемент g ЕЕ Go тогда и только тогда

принадлежит множеству Р, когда an (g) = 0 и выполня-

выполняются следующие условия:
(*) Множество М3 (g) ограничено и, кроме того, или

М3 (g) = {0}, или, начиная с некоторого номера, все

числа узп отличны от нуля.

(**) Если М3 (g) = {0}, то множество Мг (g) ограни-
ограничено и, кроме того, или М% (g) = {0} или, начиная с не-

некоторого номера, все числа yin больше нуля.

(***) Если М3 (g) = Mz (g) = {0}, то множество

Mi (g) ограничено и, кроме того, М^ (g) = {0} или, на-

начиная с некоторого номера, все числа у1п больше нуля.

Докажем, что множество Р является частичным поряд-

порядком группы Go. В первую очередь убедимся в том, что мно-

множество Р образует полугруппу.
В самом деле, пусть элементы g, g' принадлежат мно-

множеству Р. Из определяющих соотношений A) для каждого
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п легко получаются сравнения по модулю 2П:

Чп (gg') = e3n {g) + 8зп (g'),
S*n{gg') = %n(g)+*2n(gr), B)
sm (gg') ав eln (g) + eln (g') + 83n (g) 82n (gO,.

где под символом ein подразумевается любой из символов

ain, pin. Из сравнений B) и из справедливости предложе-
предложений (*), (**) для элементов g, g' непосредственно следует

справедливость этих предложений для элемента gg'.
Для проверки предложения (***) предположим, что

Ма {gg') = М2 (gg') = {0}. Так как множества Ма (g) и

М3 (g') ограничены и Ms (gg') — {0}, то из первого из

сравнений B) получаем, что, начиная с некоторого но-

номера, все числа a3n (g), 03n (g), oc3n(g'), $3n(g') равны

нулю. Тогда на основании предложения (*), выполняюще-
выполняющегося для элементов g и g', получаем М3 (g) = М3 (g') =
= {0}. Так как посылка предложения (**) для элементов

g и g' выполняется и эти элементы удовлетворяют условию

(**), то получаем ограниченность множеств Mz (g), M2 (g').
Но тогда из второго сравнения B) с помощью условия (**)
получаем М% (g) = M% (g') = {0}. Последнее равенство
совместно с (***) позволяет утверждать об ограниченности
множеств Мг (g), Mt (g1). Но так как при М3 (g) = M3 (g') =
= M2(g) = Milg1) = {0} третье из сравнений B) прев-
превращается в сравнение eln (gg') == %„ (g) + eln (g'), то

из ограниченности множеств М± (g), Mt (g') следует огра-
ограниченность множества Мг (gg')- Понятно, далее, что если

хотя бы оно из множеств Мг (g), Afx (g') содержит отлич-

отличный от нуля элемент, то все yln (gg'), начиная с некоторого

номера, больше нуля.
Итак, условия (*), (**), (***) выполняются для эле-

элемента gg'. Этим доказано, что Р образует полугруппу.
Покажем теперь, что если отличный от единицы эле-

элемент g принадлежит множеству Р, то g'1 Щ Р.

В самом деле, пусть М3 (g) =/= {0}. Тогда по (*) суще-

существует такое к, что у3п ]> 0 при га > к. Значит, хотя бы

одна из последовательностей {азп (g)}, {p3n (g)}, n =

= 1, 2, .„, например первая, содержит бесконечное число

ненулевых элементов. Отсюда и из ограниченности мно-

множества {а3п (g) | п > 1} вытекает неограниченность мно-

множества чисел^ азп (g )= 2П — азп (g) и, значит, множест-
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ва Мз^ )-Следовательно, для элемента g'1 условия (•)-
(*¦), (***) не выполняются и потому g e Р. При других"
предположениях относительно элемента g утверждение

g e P доказывается аналогично. %
Возьмем, наконец, произвольные элементы g E= P ж-

/ебои докажем g* e Р. Доказательство этого утверж-

утверждения будем проводить при различных предположениях!
относительно элемента /.

а) Предположим, что для каждого п выполняются ра-
равенства ain (/) = pin (/) = 0. В силу равенств

получаем M{ (g*) = Мг (g) и yin (gf) = yin (g).
Отсюда немедленно следует выполнимость для элемен- *¦

та gf условий (*), (**), (***) и, значит, gf e Р. *

б) Пусть теперь а2п (/) = р2п (/) = ап (/) = 0. .:

При этом предположении

ainteO = ai«fe), i = 2,3,

Pi» G?0 = Pin (g), i = 2,3, >:

am И = «i» (g) + азп (/) <hn (g),
*

и, значит Mi (/) = Mi (g), yinig*) = Yin (g) для i —

= 2, 3. Кроме того, если Мг (gO = {0}, i = 2, 3, т. е?
если истинна посылка предложения (***), то справедливы:
соотношения Мх {gf) = Мг (g), yln {gf) = Ym (g)- Но
если это так, то элемент gf удовлетворяет условиям (*)*,
(**), (***).

в) Допустим, наконец, что a3n (/) = рзп (/) = ап (/) =

= 0. к

Справедливость для элемента g' условий (*), (**)-
(***) при этом предположении доказывается таким ж

образом, что и при предположении б).
Легко видеть, что объединение предположений, рас

сматриваемых в а) — в), выделяет систему образующа*
группы Go. Поэтому утверждение gf €E P имеет мест*

для произвольного элемента / е=Е Go.
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Таким образом, доказано, что множество Р действи-

действительно является частичным порядком группы Go. Частич-

Частичный порядок Р группы Go индуцирует, очевидно, в под-

подгруппе Go такой же порядок, как у группы Х2.
Теперь для каждого п отметим такую свободную ниль-

потентную группу Fn, что Gn =ё FnINn. Все группы Fn
являются, по следствию 7, доупорядочиваемыми. Докажем,
что полное прямое произведение G групп Fn, n = 1, 2, ...,

пе является доупорядочиваемой группой.
В самом деле, инвариантная подгруппа N, совпадающая

с полным прямым произведением инвариантных подгрупп

Nn, определяет фактор-группу G/N, изоморфную Go. По-

Поэтому в группе G/N найдутся подгруппа S/N, порядково

изоморфная Хг, и частичный порядок Q, индуцирующий в

подгруппе S/N частичный порядок Я = Р (Х2). Так как

группа G упорядочиваема, то в TV" существует порядок Q',
инвариантный в G. По теореме 4 § 2 гл. II в группе G
имеется частичный порядок Q, содержащий Q' и_индуци-
рующий в фактор-группе GIN частичный порядок @. Пере-
Пересечение R частичного порядка Q с подгруппой S определяет
в последней такой частичный порядок, который в SIN ин-

индуцирует Я Если бы частичный порядок Q можно было про-
продолжить до линейного порядка группы G, то частичный

порядок R продолжался бы до линейного порядка группы
б', что, как следует из доказательства теоремы 1, невоз-

невозможно. 4t=
Следствие 9. (Каргаполов [3].) Класс

доупорядочиваемых групп неаксиоматизируем.
Это следует из того, что аксиоматизируемый класс, зам-

замкнутый относительно прямых произведений, должен быть

замкнут и относительно полных прямых произведений
(см. Кон [21). ф
Проблема 19. Можно ли произвольную упорядо-

упорядочиваемую группуНвложить в некоторую упорядочиваемую

группу G в качестве G-доупорядочиваемой подгруппы?
Проблема 20. Можно ли вложить произвольную

упорядочиваемую группу в доупорядочиваемую группу?
Проблема 21. Охарактеризоватьдоупорядочивае-

мые группы, у которых каждая подгруппа доупорядочивае-
ма. Вообще, какие подгруппы доупорядочиваемых групп

также являются доупорядочиваемыми? (Фукс [8].)
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Проблеиа 22. Существуют ли простые доупоря-
доупорядочиваемые группы? (А. И. Мальцев, Фукс [8].) При-
Пример недоупорядочиваемой простой группы построен Д л а-

бом [1].
Проблема 23. Описать теоретико-групповое стро-

строение конечно-порожденных доупорядочиваемых групп.

(Фукс [8].)
Проблема 24. Частичный порядок Р группы G

называется изолированным, если изо'е^ для п >• О сле-

следует а е Р.

Предположим, что группа G обладает тем свойством,
что каждый изолированный частичный порядок на G
может быть продолжен до линейного порядка. Должна ли

тогда группа G быть доупорядочиваемой? (В. С. Чарин,
Фукс [81.)
Проблема 25. Изучить свойства максимальных

порядков в упорядочиваемой группе.
Проблема 26. Построить теорию двуступенно

разрешимых упорядоченных групп.
Проблема 27. Является ли класс упорядочива-

упорядочиваемых групп наименьшим аксиоматизируемым классом,

содержащим доупорядочиваемые группы?

§ 2. Продолжение порядка и относительная выпуклость

Доупорядочиваемые группы использовались уже при
нахождении признаков относительной выпуклости под-

подгрупп упорядочиваемых групп (теорема 3, следствие
2 из § 3 гл. II), признаков абсолютной выпуклости под-

подгрупп (предложение 2 § 3 гл. V) и условий упорядочива-
емости групп (следствие 4 § 1 гл. II, теорема 3 § 2 гл. II).
Дальнейшим приложениям посвящен этот параграф, а

также § 4 этой главы.

Теорема 1. (К окори н, Копытов [3J.)
Множество всех элементов упорядочиваемой группы, срав-
сравнимых с единицей при любом ее максимальном порядке, не

всегда является подгруппой.
Теорема 2. (К о к о р и н, Копытов C).)

Центр относительно выпуклой инвариантной подгруппы
не обязательно относительно выпуклый.

Доказательство. Обе теоремы будут доказаны
с помощью одного примера.
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При построении примера нам понадобится группа Go,
являющаяся свободной полинильпотентнои группой клас-

класса A, 2), т. е.

Go = F/[F', F'%

где F — свободная группа (с двумя образующими), F' =
= [F, F], Fr = [F', F'].

Так как Go — упорядочиваемая группа, то на Go мож-

можно смотреть как на линейно упорядоченный Cr0 = G0/Gq-mo-
дуль (см. § 2 гл. V). Возьмем Ф = Ф± \J Фг, где

Ф2 = {8EZ [ffe] |б = Вг + ... + ?„,

Если oeGJ и g, йе50, то полагаем о*+* = а*'• ал.
Так как перестановочные элементы свободной полиниль-
полинильпотентнои группы лежат либо в одной циклической, либо
в максимальной нильпотентной инвариантной подгруппе,
то Фх состоит из мономорфизмов. Из упорядочиваемости

Go следует, что Ф2 состоит также из мономорфизмов. При-
Применив к модулю Go и Ф теорему 1 § 3 гл. V, получим упо-
упорядочиваемый Ф-полный (т„-модуль А.

Применим к группе Go (полагая G"Q = Н, А — Н*) сле-

следующее утверждение (лемма 1 § 3 гл. V):
Пусть Я — относительно выпуклая инвариантная под-

подгруппа упорядочиваемой группы Go и Y — группа авто-

автоморфизмов группы Н, индуцируемых внутренними авто-

автоморфизмами группы GQ. Если Н операторно вкладывается
в некоторую упорядочиваемую группу Н* с той же груп-
группой автоморфизмов W, причем некоторое упорядочение Р

инвариантно относительно W,ro Go вкладывается в упоря-

упорядочиваемую группу G такую, что a) G = H*G0, б) Go f)
П Н* = Я, в) GIH* зй GJH.

В результате получим группу G, для которой справед-
справедливо следующее: G = AG0, Go (] А = G"u. Группа G бу-
будет служить искомым примером.

Покажем, что группа G недоупорядочиваема. Более

того, покажем, что все элементы, лежащие в А и в G\G',
являются У"'-элементами (т. е. элементами, сравнимыми с

единицей при любом максимальном порядке в G), а в G' \А
имеются не У*-элементы и, следовательно, справедлива
теорема 1.



128 ПРОДОЛЖЕНИЕ ПОРЯДКА [ГЛ. VI

Группа Go, по следствию 3 § 1, недоупорядочиваема.

При этом в Go существуют не У*-элементы в силу след-

следствия 5 § 1.

Пусть g ge Go — не У*-элемент в Go. Так как So» (g) =
= So (g), элемент g является не У*-элементом также в G

и, значит, G недоупорядочиваема.

Все элементы подгруппы А в группе G являются У*-

элементами, так как А G-упорядочиваема и централиза-
централизатор А в G совпадает с G' (см. следствие 4 § 1 гл. II). Пусть
g€EG\G'. Тогда g сопряжен в G с элементом ga, где а —

любой элемент из А. Следовательно, Sq (g) совпадает с

полным прообразом S (g) элемента g
— gA фактор-груп-

фактор-группы GIA — G. Из этого и доупорядочиваемости G/A как

упорядочиваемой двуступенно разрешимой группы следует,
что все элементы из G\G' являются У*-элементами. Из

неупорядочиваемости G следует теорема 1. ф
Рассмотрим детально максимальный нелинейный поря-

порядок Q группы G. При этом порядке группа А упорядочена
линейно. Пусть {Аа} — система всех выпуклых подгрупп
группы A; Va — наименьшая выпуклая подгруппа груп-

группы G, содержащая Аа; V — наименьшая выпуклая под-

подгруппа группы G, содержащая А; Sa — строгий изолятор Аа

(см. п. 3е § 3 гл. V); S — строгий изолятор V. Очевидно,
что подгруппы V и S инвариантны в G, а системы {Vaj
и {Sa} нормальны и инфраинвариантны относительно G

в V и S соответственно. Приведем некоторые свойства

введенных подгрупп:

2) FCG'.

Пусть е <. g <. а, где sei. Предположим, что

g ?Е G\G'. Тогда в силу Фх-полноты группы А, найдется
х е= А такой, что а = [g, x~x\. Трансформируя неравен-
неравенство е < g < а с помощью элемента х'1, получим е <

Ogar1 = g-g^xgx'1 = g-ar1. Отсюда следует g> a,

что противоречит g <С а.

3) S a G'. Это следует из 2) и строгой изолирован-
изолированности G'.

4) Если 1» = /да-+8»б^„ то можно найти /гь...,й„

такие, что xe+hl+'"+hn e Va и У»1 с Va. Действительно, если
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среди gi имеются такие, что vf* гэ Va, то~выберем gu такое,

что VZ«=>VI\ Тогда

5) 5 = {а: <= С |

Sa = {x^G'\xe+8t+-+gn e Va}.

Для этого достаточно показать, что если х" =хе^
a, i/T ==j/e+hl+"+hfc e 7в, то найдутся wu ...,wm такие, что

(xy)w'+" +и>"»е Fa для верхних подгрупп скачков Va => Fa+1.
Сначала докажем, что если ж9 = х'*8'+'"+8"GVa, yx =

= ?e+hl+-+h* eFa, то *0TeFa, yoteFa. Для этого выбе-

выберем а и т такие, как в 4). Тогда очевидно, что xOTeFa.
Рассмотрим y« = (/+S'+-+*n)e+h»+-+"*=j,Taaei Гдв aae

S^la, так как: во-первых y9ihi = yBi
'

i i8i
= yh^ian,

ау^^4а, потому, что Sa инвариантна в С, 5а П -4 =-4a, -4a' *
S

Q Ла по 4); во-вторых, yhig>yhr"* = yhrs»yhi?ib, где 6е^«.
Но по 4) у™ ge Fa, aa S Аа, откуда следует уот G Аа.
Теперь имеем на основании 4) (ху)" = х^у^а, а е= Аа,
т. е. (^«е^.

6) Подгруппы S, Sa выпуклые. Пусть е<^х<^$, sezSa.
Тогда согласно 5) s°eFa и ео<жо<«0. Следовательно,
по 1) xaE=Va и по 5) x&Sa.

7) Q — изолированный порядок (т. е. из хп Е= Q сле-

следует 1ё0. Пусть, напротив, хп ^> е и х несравним с е.

Тогда jEiJ и найдутся такие g1? g2, •••. gkSG, что

в. Но ^

Рассмотрим линейный порядок ^а группы S, продол-

продолжающий частичный порядок' Q, = Q П S. Такой порядок

5 А. И. Кокорив, В. М. Копытов
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найдется, так как S — нильпотентная группа. При порядке

Qs имеем х)>«и/»>е. Но тогда Xе'*' "+gn~^>e, что про-

противоречит тому, что (Ts продолжает Qs.
8) Подгруппы V, Va изолированы в G. Действительно,

если хп е Va, то по 1) найдутся такие а, Ь е Аа, что ап ]>
> хп > йп. Отсюда получаем (аи )"> (xi O1> е и по

7) яб > е, х >• 6. С другой стороны, (аж )">«!«>
> х > 6, т. е. а; е F«.

9) Ю', Va] с 4а+1 для любого скачка Fa гз Fa+1.
Продолжим порядок Q до линейного в G' так, чтобы все

Fa были выпуклыми. Это можно сделать ввиду выпукло-

выпуклости Va при Q, инвариантности Va в G' и п. 8). При этом

порядке Va — наименьшая выпуклая подгруппа группы

G', содержащая Аа. Тогда для всякого скачка Va zd

о Fa+1 имеем Ю', Va] Q Aa+1, так как [G\ Fa] ле-

жит^в выпуклой подгруппе Н из С, строго меньшей Fa, и

пересечение Н с А лежит в Аа+1 ввиду архимедовости

Аа1Аа+1.
10) Система {Sa} инфраинвариантна и нормальна. Это

следует из инфраинвариантности системы {Va} и ниль-

нильпотентности группы G'.

И) Sa = {х е G | a:e+*I+"+en e Fe5e+lf ft e # {Va)},

т. е. «S1,, есть строгий изолятор в N (Va) подгруппы VaSa+1.
Это непосредственно следует из 4), 5).

12) Sa относительно выпукла в N (Va) = iVa. Рас-
Рассмотрим систему iVa zdG' aASa id Sa =d ... zd Hy zd...

... zd E, где Ну — выпуклые подгруппы в Sa при неко-

некотором порядке группы G. Эта система удовлетворяет всем

требованиям признака упорядочиваемости Мальцева —

Поддерюгина — Ригера (теорема 6 § 2 гл. II) и, значит,

подгруппы из этой системы выпуклы при некотором по-

порядке. Покажем только строгую изолированность ASa, так

как остальные условия тривиальны. Пусть хе+8х + "' +8п =
=

asa e= ASa. Так как ieC', А лежит в центре G' и

Ф2-полна, имеем (жах)е+*1
+

\' +гп = S(I. Тогда jtu! e= iSa,
4^а

Приступим к доказательству теоремы 2. Предположим,
что центр относительно выпуклой подгруппы относительно

выпуклый. Тогда в группе Na = NJSa, ввиду 9), 11),
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12) получаем, что Fa лежит в центре (?' и, значит, в силу
строгой изолированности центра, подгруппа Sa также ле-

лежит в центре &'. Следовательно, группа SJSa+x абелева и

[Sa, [Na, Na]] Q ?a+i- Отсюда, из 6) и максимальности

Q следует линейная упорядоченность каждого скачка

Sa/Sa+1 при порядке Q по следствию 4 § 1 гл. II. Это

противоречит недоупорядочиваемости группы G при по-

порядке Q. ф
Замечание. Аналогично доказывается также пред-

предложение: централизатор относительно выпуклой инва-

инвариантной подгруппы не всегда относительно выпуклый
(см. п. 2° § 3 гл. И).
Проблема 28. Если центр, централизатор, норма-

нормализатор и коммутант относительно выпуклой подгруппы
строго изолированы, то будут ли они относительно вы-

выпуклы? (См. п. 2° § 3 гл. П.)

§ 3. Эскалационные подгруппы

В этом параграфе приводятся свойства инвариантных
абелевых эскалационных подгрупп и дается описание

вполне доупорядочиваемых групп (V-групп), т. е. таких

упорядочиваемых групп, у которых каждая подгруппа
эскалационная.

1°. Выделим следующее условие для подгруппы А

группы G:

(г?) для любого g EG существуют такие положительные

целые числа man, зависящие от g, что соотношение

g~1amg = ап выполняется для всех а ?= А.
Лемма 1. (Терехов [1].) Если А — инвариантная

абелева эскалационная подгруппа упорядочиваемой группы
G, то она удовлетворяет условию (v\.

Пусть e?i, а Ф е, Ъ = ag. Покажем, что а и Ъ ли-

линейно зависимы в А. Пусть это не так и, значит, для

любых т, п из ambn = е вытекает т = 0, п — 0. Рассмот-

Рассмотрим подгруппу С = {а, Ь}. Так как G — группа без кру-
кручения, то С = {а} X {Ь}. Частично упорядочим С, по-

полагая ambn > е, если т > 0, и = 0 или т = 0, — га > 0.
Этот порядок подгруппы, в силу доупорядочиваемости А,
продолжаем до линейного порядка в Л и, значит, в силу,

условия леммы, продолжаем также до линейного порядка
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группы G. Но тогда соотношения а~^> е, Ъ <[ е будут про-

противоречить условию Ь = а8.

Итак, для каждых gE;G, а ЕЕ А найдутся такие целые

т, п, тп ф 0, что ambn = е. Запишем это соотношение

в виде

о* = а1", A)

где f = r (g) = — — — положительное рациональное

число.

Покажем, что для фиксированного g число г будет
одним и тем же при любых оё^ Пусть, напротив, для

некоторого SjE^, % =/= е, имеет место

о? = а8 B)

и г <^ s. Элементы а и ах должны быть линейно независи-

независимы, так как если бы для некоторых к, t, kt =/= 0, было а\ =
= а1, то из A) и B) получили бы г

—

s. Рассмотрим
теперь подгруппы D = {аг, а) = {а^} X {а}. Полагая

amai > е, если т — п ]> 0 или m — и = 0, m ]> О,
упорядочим Z) и продолжим этот порядок до линейного

упорядочения группы G. Так как аах > е, то (auiM =
= arai > е; следовательно, г — s > 0, что противоречит

s>r. #
Отметим, что централизатор подгруппы, удовлетво-

удовлетворяющей свойству (v), относительно выпуклый.
Лемма 2. Упорядочиваемую группу G с инвариант-

инвариантной абелевой подгруппой А, удовлетворяющей условию
(г?), можно вложить в упоряЬочиваемую группу G* такую,
что А будет содержаться в полной абелевой подгруппе
А*, также удовлетворяющей условию (v).

Пусть Н — централизатор А в G. Используя теорему
1 § 4 гл. II, вложим Н в упорядочиваемую группу Н*,
центр которой полный и содержит центр группы Н,
а значит, содержит и А. Относительная выпуклость Н в G
вытекает из условия (v). Применение леммы 1 § 3 гл. V

завершает доказательство. =}}=
Теорема 1. (Кокорин и Копытов [2].)

Изолированная инвариантная абелева аскалационная под-

подгруппа А упорядочиваемой группы G является относитель-

относительно выпуклой.
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Доказательство. В силу леммы 2 подгруппу А
можно считать полной. Возьмем систему 2' всех выпуклых
подгрупп Ну группы G при таком линейном порядке, при

котором централизатор Я подгруппы А выпуклый. Умно-
Умножив каждую подгруппу этой системы на А, вместе с еди-

единичной подгруппой получим систему 2:

Е cz A a ... cz AHa cz 4Яа+1 с= ... cz H a ...cG.

Для доказательства теоремы достаточно показать, что си-

система удовлетворяет условиям теоремы 6 § 2 гл. II.

Разрешимость и инфраинвариантность системы 2 сле-

следует из выполнимости этих свойств на 2'.

Для доказательства коммутаторного условия теоремы
6 § 2 гл. II покажем, что N (АНу) = N (Ну). Включение
N (АНу) гз N (Ну) очевидно. Для доказательства обрат-
обратного включения предположим противное: g ЕЕ N {АНу),
gEz N (Ну) и, например, Я? с= Яг Тогда найдется такой

АеЯД Я?, что h = ah{, a^A, h^ e Я?. Последнее
дает he = afhf = ат'п hf е= Щ и, значит, amln e Щ.
В силу строгой изолированности Щ получим а ?Е Я?,
а это противоречит предположению h ?= Щ.

Покажем, наконец, строгую изолированность подгрупп

АНу. Пусть xe+Sl+ -+*n = ah, a^A, h e НТ Из строгой

изолированности ЯиоАеЯ следует х, Xе1 ёЯ. В силу
полноты А и условия (г?) существует решение у

=

ах е А

уравнения ye+gt+-*8n = a. Следовательно, справедливо
соотношение (a:ai1)e+*'+""+?n = h, которое вместе со стро-

строгой изолированностью Ну дает xal1 е Яу, (яаГ1)*4 е Яу,
т. е. х, х**<вНуА. #
Следствие 1. Максимальная инвариантная ги-

гиперцентральная эскалационная подгруппа упорядочиваемой
группы относительно выпукла.

Это вытекает из леммы 1 и теоремы 1. ф
Следствие 2. Инвариантная абелева подгруппа

упорядочиваемой группы является эскалационной подгруп-
подгруппой тогда и только тогда, когда она удовлетворяет усло-
условию (v).

Это вытекает из леммы 1, теоремы 2 а следствия 1 § 2
гл. П.* .

. . ¦¦
•

"

.
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Нетрудно видеть, что для максимальных инвариантных
абелевых эскалационных подгрупп справедливы предло-
предложения, аналогичные теоремам 1, 2, 3 и следствиям 1, 2
3 из § 4 гл. II, относящиеся к свойствам центра.

Предложение 1. При любом частичном порядке
группы G наименьшая выпуклая подгруппа, содержащая
инвариантную абелеву эскалационную подгруппу А, со-

содержится в централизаторе Н подгруппы А.

Достаточно показать, что из а?4 и а ^> g~^> e

следует g e H. Допустим противное. Тогда из условия
леммы 1 следует, что найдется такое рациональное число
г =/= 1, г >¦ 0, что g~xag = аТ. Тогда для любого целого к
имеем a~kgak = ga^1'1^. Так как A — г) =/= 0, найдем
такое целое к, что к A — г) <[ — 1, и сопрягая неравен-
неравенство а ~^> g ^> e элементом ак, получаем неравенство
а > gak0-~r) ]> е, откуда следует g~^> а~кС-~г\ Но так

как —к A — г) ^> 1, получаем неравенство g~^> а, что не-

невозможно. 4fc
2°. Описание разрешимых F-групп было получено Т е-

реховыы [1], [2], Каргаполовым [1], К о-

Кориным и Копытовым [1]. Каргаполов
[1] доказал разрешимость всякой V-грушш. В результате
оказалась справедливой
Теорема 2. Всякая подгруппа zpynnuG без кручения

тогда и только тогда эскалациопна, когда в G существует
инвариантная абелева подгруппа А, совпадающая со своим

централизатором и удовлетворяющая условию (v).
Доказательство. Необходимость.

Пусть Р — некоторый линейный порядок У-группы G.
Покажем, что любая выпуклая подгруппа будет инвари-
инвариантной. В самом деле, предположим, что некоторая выпук-
выпуклая подгруппа iVa не инвариантна. Тогда найдутся такие

элементы g eG, a ЕЕ iVa, a ]> е, что а8 = at ?= N~+1 \ Ny
при JV.y+1 гз iVa. Пусть Р1 = P[\Ny и Р2 — такой линей-
линейный порядок фактор-группы {ax}iVv/iVv, при котором
элемент atNy отрицателен. Далее, в группе {ax}iVv введем
новый линейный порядок

(?={*G {<hWy\b e Pi, или Ъ е Ny и bNv(= Р2].
По предположению порядок Q можно продолжить до ли-

линейного порядка^' группыG. По построению полугруппы
Q' элемент а е Q' и в то же время а8 = аг $= Q', что
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противоречит инвариантности Q'. Таким образом, систе-
система {iVv} всех выпуклых подгрупп инвариантна.

Покажем, далее, абелевость коммутанта С группы G.

Рассмотрим систему подгрупп {Ят = iVv fl (*'}• Эта си-

система, в силу предложения 9 § 2 гл. II и инвариантности
системы {Ny}, будет центральной. Из предположения
о некоммутативности G' следует существование таких

a, b e G', что [a, b] =j= е и, значит, аг
= [а, Ь] ЕЕ #а+1 \ #а

для некоторого а. Так как ауНа принадлежит центру
фактор-группы G'IHa и её НаП, то группа В/На =
= {%, a}HJHa абелева и разлагается в прямое произ-
произведение циклических подгрупп {%}#„/#„ и {a}HJHa.
Поэтому в группе В/На можно ввести линейный порядок

Q = {ата?На е В/На\п < 0 или га = 0, т > 0}.

Из определения Q следует, что аНа е Q, у^ $
Порядки Р П На, Q' определяют, по теореме 4 § 2

гл. II, порядок Q в группе В, который по условию теоремы
можно продолжить до линейного порядка Q' группы G. Но
этого не_может быть, так как а ЕЕ Q' и в то же время аь =.

=

аах ^ Q. Из полученного противоречия следует абеле-

абелевость коммутанта С.

Применение леммы 1 к максимальной абелевой под-
подгруппе, содержащей G', завершает доказательство необ-

необходимости. Достаточность следует из предложения 1. ф
Из этой теоремы и предложения 2 § 1 легко цолучается
Следствие 3. (Кокорин и Копыто в[1].)

Любой частичный порядок каждой подгруппы V-группы
продолжается до линейного порядка всей группы. 4*

Отметим, что другие классы групп (Р*, VN, VAN),
определяемые по аналогии с F-группами, рассматрива-
рассматривались Кокориными Копытовым 11], [2], К о-

к о р и н ы м [3].
Проблема 29. Изучить свойства эскалационных

подгрупп.

§ 4. Пересечение линейных порядков

Ч. у. группа G называется векторной, если она яв-

является подгруппой полного прямого произведения л. у.

групп Ga, причем х =(..., ga, ...) считается положитель-

положительным тогда и только тогда, когда ga > e для всякого а.
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Предложение 1. Порядок Р ч. у. группы G яв-

является пересечением линейных порядков тогда и только

тогда, когда ч. у. группа G векторная.
Если Р есть пересечение линейных порядков Ра груп-

группы G, то вложим G в полное прямое произведение л. у.

групп Ga, изоморфных G, с порядком Ра следующим обра-
образом: ф (х) = (..., х, ...)• Очевидно, что х ЕЕ-Р тогда и толь-

только тогда, когда ф (х) > е в Пса. Обратно, пусть группа G
.

а

векторная, Gcll Ga. Рассмотрим множество W (/) всех

тех линейных упорядочений множества /, относительно

которых / вполне упорядочено. Каждому % ЕЕ W (/) по-

поставим в соответствие линейный порядок Р% группы

Пс„, являющийся лексикографическим по ?, т. е.

аеГ

х GE II Ga, х е= Р j тогда и только тогда, когда первая
l

(при упорядочении % EzW (/)) неединичная компонента

жа элемента х лежит в Ра. Очевидно, что Р есть пересече-
пересечение линейных порядков группы G, которые индуцируются
порядками Р j. ф
Теорема 1. (Лоренцен [3].) Частичный поря-

порядок Р группы G тогда и только тогда есть пересечение ли-

линейных порядков, когда дл'ц всякого ag P и для всяких

ах, ..., an ЕЕ G, агфе, существуют такие числа е{
=

= ±1, что

Доказательство. Необходимость следует из

того, что ag^, для некоторого линейного порядка ()„,
т. е. а Ё^и порядок Р • {S (аг1), е} продолжается до
линейного. По теореме 1 § 1 гл. II для подходящих в{

= +1
имеем

Р • {S (a-1), e) Q S (<#,..., ар) = ф,

откуда вытекает требуемое условие.

Обратно, если для любых а^Р, аи ..., ап(агфе)
найдутся такие ъг

= +1, что Р П S (а, а\\ ..., а„п) =
= ф, то Р {S (а~г), е} определит частичный порядок, ко-

который, по теореме 1§ 1 гл. II, имеет линейное продолже-



§ 4] ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ПОРЯДКОВ 137

ние (?v Далее, из а е Qv следует a!=Q*, и пересече-
пересечение всех линейных продолжений порядка Р равно по-

поэтому Р. ф
Другие признаки для векторных групп имеются в рабо-

работах Шимбиревой [1], Лоренцена [3], Клиф-
Клиффорда [1], Дьедонне [1] и Фукса [8].
Следствие 1. (Фукс 18], Мальцев 17].)

Частичный порядок Р доупорядочиваемой группы G есть

пересечение линейных порядков тогда и только тогда, когда
порядок Р строго изолирован.

Необходимость очевидна. Докажем достаточность. Так

как в G каждый частичный порядок продолжается до ли-

линейного, достаточно показать, что если для какого-либо

элемента igG имеем хфе, х g= Р, х'1 "^ Р, то в G най-

найдется частичный порядок Q, содержащий Р и х. Рассмот-

Рассмотрим полугруппу

Q = Р U S (x) U S (х) Р.

Так как S (х) и Р — полугруппы, инвариантные в G,
то полугруппа Q также инвариантная. Очевидно, х G Q.
Остается показать, что Q не_содержит е. Пусть, напротив,

sE^ Очевидно, что e€=S{x), поэтому e = s(x)-p,
где р е Р и

S (х) = Х^ХХх ... Х~ъХХп.

Следовательно, р = s' {x'1). Отсюда, в силу строгой изоли-

изолированности Р, вытекает, что аг1 ё/'в противоречии с пред-

предположением, ф
Следствие 2. (Мальцев [7].) Для того чтобы,

в локально нильпотентной группе без кручения G частич-
частичный порядок Р был пересечением линейных порядков, не-

необходимо и достаточно, чтобы порядок Р был строго изо-

изолирован, ф
Предложение 2. (Мальцев [7].) Для того чтобы

частичный порядок Р двуступенно нильпотентной группы
без кручения был пересечением линейных порядков, необ-
необходимо и достаточно, чтобы порядок Р был изолирован.

Необходимость условий очевидна. Для доказательства
достаточности применим следствие 1. Полугруппа S (х)
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состоит из элементов вида

х^хх^ ... х~пххп = хп[х, ххж2... хп] = хп [х, g],

где [z, g] = х~х'Х~? ... х^-х-хг ... хп.

Пусть для некоторого ieG выполнено Р П <S (х) Ф ф.
Это значит, что для некоторого элемента g и подходящего
положительного целого п имеем

хп [х, g] > e. (*)

Так как коммутаторы [х, g] лежат в центре группы G,
то, преобразуя это неравенство при помощи g~1, получим

(gxg~x)n [x, g] > е, или хп [х, g]1"" > e. Перемножив
это неравенство почленно с неравенством (*), возведен-
возведенным в степень и — 1, получим хп' > е, откуда х > е. #

Однако, как показывает следующий пример, прина-

принадлежащий Мальцеву [7], требование изолированности
частичного порядка Р недостаточно для того, чтобы порядок
Р был пересечением линейных порядков уже для трех-
ступенно нильпотентных ч. у. групп без кручения.

Рассмотрим свободную трехступенно нильпотентную

группу F со свободными образующими а, Ь. Положим

Ъ-ЧЪ = ас, A)
Ь-ЧЪ = cd, B)
агЧа = с/. C)

Каждый элемент из F однозначно записывается в виде

axbvc4uf (х, у, z, о, » = 0, +1, ±2, ...),

причем элементы d, f порождают центр группы F. Исходя
из A) — C), легко устанавливаем соотношения:

п(п—1) р (р—1)

Ь-парЬп = aV/ 2 / 2
, D)

a-*cvax = cvf*». E)

Обозначим через Р совокупность элементов вида

avc4mf, где р > 0, т > 0, х = 0, +1, +2, ... и

. F)
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Множество Р является полугруппой. Действительно,

Из F) и таких же неравенств для ри qlt mx следует, что

Но Ylmp + V2m1p1 < >^2(?re + /rai)(p + Pi), поэтому

Полугруппа Р инвариантна относительно внутренних
автоморфизмов группы F. В самом деле, преобразование
элемента apc9dmfx посредством элементов а, с меняет,
в силу E), только показатель у /, а преобразование по-

посредством d, / вообще ничего не меняет. Поэтому рассмот-
рассмотрим лишь преобразование при помощи Ьп. Из D) полу-
получаем

рп (п—1) . пр (р—1)

2 / 2

Надо показать, что (гар+д |-j
+

рп (по~ ^ ) = 2тр + 2дир + р2 (и2 — га). Так как, в силу

, то, действительно,

2рп[q—jf)
= 2тр + 2дир + р2 («2 — га).

Наконец, так как [avc4mfx)-1 = ar^d'f0, то из ус-

условия р ^> 0, следует, что полугруппа Р не содержит
взаимно обратных элементов. Поэтому мы можем ввести

в F частичный порядок, принимая Р в качестве полугруппы
положительных элементов.

Покажем, что для любого gEzF из gn |> e (п ^> 0)
следует g > е. Действительно, если g = axbvcz dufv, то gn=
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== onxbnvczd'/' и условие gn ЕЕ Р влечет у = 0, g = axczdufv
и, значит,

причем (nz — ^yj <; 2тга:-7гм. Но тогда (z %-Л ^ 2хи, а

это означает, что g принадлежит Р.

Докажем, наконец, что частичный порядок Р в группе
F не может быть пересечением линейных порядков. В са-

самом деле, из A) имеем с = [о, ЙивЕ Р. Поэтому, в силу

предложения 6 § 2 гл. II, элемент с должен быть меньше

а при любом линейном порядке, содержащем Р, т. е. эле-

элемент ас'1 входит в каждый линейный порядок, содержащий
Р, и, значит, ас'1 должен был бы входить в Р, если бы Р
был пересечением линейных порядков. Но элемент ас~х
в Р не входит, так как он не удовлетворяет условию F).
Поэтому Р не есть пересечение линейных порядков.

Приведенный пример интересен также тем, что он пока-

показывает существование в нильпотентных группах без кру-
кручения инвариантных изолированных, но не строго изоли-

изолированных полугрупп. В § 3 гл. II было доказано, что ин-

инвариантная изолированная подгруппа нильпотентной

группы является строго изолированной.



ГЛАВА VII

ПОРЯДОК И ТОПОЛОГИЯ

§ 1. Порядковые типы линейно упорядоченных групп

В этом параграфе изучается вопрос о возможности прев-
превращения упорядоченного множества в л. у. группу.

Через г] обозначим порядковый тип множества це-

целых чисел Z, через а — порядковый тип множества рацио-
рациональных чисел О, взятых в естественном упорядочении.

Если |, т — порядковые типы л. у. множеств X, Y, то

через ?т обозначим порядковый тип кардинального произ-
произведения У (g) X множеств X и У, т. е. множества всех пар

(у, х), х G: X, у ?Е У, упорядоченных лексикографически:
(Ук xi) > B/2. ж2) тогДа и тольк0 тогда, когда ух > у2 или

Ух
— Уч. и х\ ^> Х2- Если а — некоторое порядковое число,

то \л определяется индуктивно: если определено ?р для
всех р<аи существует а — 1, то 1а = ?а~а|. Если же

а предельное, то |а — объединение Х$, р <^ а, где Х$ —

индуктивно построенные множества (с естественными вло-

вложениями) типа ?р- Очевидно, что |х = ?. Будем обозна-
обозначать через ?° порядковый тип одноэлементного множества

при любом |.
Лемма 1. Если в линейно упорядоченной группе G

найдутся элементы ах <^ а2 такие, что неравенство

«1 ^ х ^ Oj влечет х—ах или х — а2, то в G найдется
наименьший положительный элемент а, лежащий в центре
G, такой, что подгруппа {а} выпукла.

В качестве а можно взять элемент аф?. Простая
проверка показывает, что а — искомый элемент, ф

Если G — линейно упорядоченная группа, Н — ее

выпуклая подгруппа, то можно рассматривать упорядо-

упорядоченное множество G/H, являющееся фактор-множеством
упорядоченного множества G группът G по отношению
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эквивалентности ~, определяемому Н. Именно, ах ~ а%
тогда и только тогда, когда а^Н = ajl. Такое определение
корректно, так как это отношение эквивалентности сохра-

сохраняет, ввиду выпуклости Я, отношение порядка.
Действительно, если для каждого а а = аН — класс

эквивалентных по ~ элементов и аг ф а2, то положим

ах ^> а2, если ах ]> а2. Это определение корректно, так как
если by ~ alt b2 ~ a2 и Ьх <; Ь2, то мы имеем Ьх = а^,
Ь2 = а2й2, а^! <; а2Л2, откуда а?ах «^ AjAJ1. Но так как

a2lai ^> е> т0 ввиду выпуклости Н получаем а^а^ ?Е Я,
т. е. ах

=

а2, что противоречит предположению.
Лемма 2. Пусть Н — выпуклая подгруппа линейно

упорядоченной группы G и ? — порядковый тип Н, % —

порядковый тип фактор-множества GIH. Тогда порядко-
порядковый тип G равен %х.

Разобьем G на смежные классы по подгруппе Н: G =

= U хаН, где ха пробегает множество представителей
л. у. множества Фн. Тип множества {ха} есть т. Тогда каж-
каждый элемент G может быть представлен единственным об-

образом в виде xji, где АбЯ, причем xjiy >• жр/г2 тогда
и только тогда, когда ха > х$ или жа

=

жр, hx ^> й2.
Это означает, что G имеет тот же порядковый тип, что и

множество пар (ха, h), упорядоченных лексикографи-
лексикографически, т. е. порядковый тип G есть ?т. ф
Теорема 1. (Мальцев [4].) Порядковый тип счет-

счетной линейно упорядоченной группы G равен 'Паае, где а—

подходящее счетное порядковое число, е = 0, 1.

Доказательство. Пусть Е = Аоа Аг а ...

... cz А$ с= .4|з+1 ... с= Аа a G— цепочка выпуклых ин-

инвариантных подгрупп группы G, обладающая следую-
следующими свойствами: Ар+1/А$ — бесконечная циклическая
группа; если р — предельное число, то ij= U Ау\

3y<3

G/Aa не имеет наименьшего положительного элемента.

Ввиду леммы 1 такая цепочка существует и единственна.

Кроме того, порядковый тип множества Аа равен t\a.
Если Аа

—

G, то тип G есть г\* и е = 0. Если же G =f= Aa,
то л. у. группаG/Aa не имеет наименьшего положительного

элемента, следовательно, ее упорядочение таково, что

между любыми двумя элементами ж, у ^G/Aa, x < у,
найдется элемент z e G/Aa такой, что ж <^ 2 <^ у. Тогда
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G/Aa — плотное в смысле порядка счетное упорядоченное
множество и, следовательно, GIAa имеет порядковый тип

а. По лемме 2 тип группы G равен г\а а. ф
Итак, порядковый тип группы G в общем случае равен

ту* о6. При этом если в G нет циклической выпуклой под-
подгруппы, то а = 0 и G упорядочена по типу рациональных
чисел. Если же G есть объединение возрастающей цепочки

выпуклых подгрупп с циклическими фактор-группами, то

тип G есть ту*.
Следствие 1. (Мальцев [4].) Для всякой счет-

счетной линейно упорядоченной группы G найдется абелева
линейно упорядоченная группа А, имеющая тот же по-

порядковый тип, что и G.

Действительно, если тип G равен ту* о, то в качестве А

можно взять прямое произведение а бесконечных цик-
циклических групп и аддитивной группы Q рациональных чи-

чисел, упорядоченное лексикографически:

А = П {ар} X Q,

(..., aty, ..., г) > е, если г > О или г = О, &р > 0, где
Р — наибольший номер такой, что ар =j= e. Случай
е = О рассматривается аналогично, ф.
Следствие 2. Элементарные теории л.у. групп

и абелевых л.у. групп в сигнатуре {<;} совпадают.
Это вытекает из теоремы Левенгейма (см., например,

Мальцев [8], Кон [2]) и следствия 1. ф
Л.у. множество М называется плотным, если для лю-

любых 1,1/Е М, х <^у, найдется z е= М такой, что х <^ z <^
< у. Л.у. множество М называется дискретным, если

для любого г?М найдутся элементы у, z такие, что

у < х, х < z, и если ух < х, х < z, то уг < у и z < z^

Следствие 3. Элементарная теория л.у. групп
в сигнатуре {^} разрешима.

По теореме 1 класс Л л.у. групп в сигнатуре {<;}
есть объединение класса УС плотных л. у. множеств без
наибольшего и наименьшего элементов и класса СКХ
дискретных л.у. множеств без наибольшего и наимень-

наименьшего элементов. Утверждение следствия 3 вытекает из

разрешимости элементарных теорий этих классов, как

конечно аксиоматизируемых и полных (см., например,
Л инд 05 [1], Робинсон [1].) ^
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Проблема 30. Какое л. у. множество можно прев-

превратить в л.у. группу? (Мальцев [4].)
Проблема 31. Существует ли для произвольной

л.у. группы абелева л.у. группа, имеющая тот же по-

порядковый тип? (Мальцев [4].)
Абелевы л.у. группы, выделяемые некоторыми требо-

требованиями, накладываемыми на тип упорядоченного мно-

множества этих групп, рассматривались в работах А л л и н-

г а [1] — [3], Флейшера [2], Рибенбойма [4].

§ 2. Способы упорядочения групп

Вопрос об описании всех возможных упорядочений
группы — один из центральных и недосягаемых вопросов

теории упорядочиваемых групп. Исчерпывающие резуль-
результаты получены пока лишь для абелевых групп конечного

ранга (см. Зайцева [1], Т э [1], Тревизан [1],
Хион [1]).

Хорошую информацию о порядках абелевых групп
дают теорема Гёльдера и тот факт, что любая изолирован-
изолированная подгруппа абелевой группы без кручения относитель-
относительно выпукла. Действительно, полная система изолирован-
изолированных подгрупп абелевой группы, факторы которой имеют

мощность, не превышающую мощность континуума, мо-
может быть превращена в систему всех выпуклых подгрупп
при некотором линейном порядке группы.

Iе. Дадим описание всех линейных упорядочений абе-
абелевой группы без кручения конечного ранга.

Пусть G — абелева группа без кручения конечного

ранга г, записанная аддитивно, vidt, ..., dr — максималь-

максимальная линейно независимая над полем Q рациональных чи-

чисел система элементов группы G. Тогда всякий элемент

ggG единственным образом записывается в виде g
=

= к^ -f- ••• + hjd,., где кг — рациональные числа. Пусть
G* — пополнение G. Группу G* можно рассматривать как

векторное пространство над Q размерности г с базой dlt...,dr.
Для всякого ieG* найдется такое натуральное число

пх, что rixXE^G. Так как всякий порядок группы G про-
продолжается единственным образом до линейного порядка

группы G*, то описание всех порядков G эквивалентно
описанию всех порядков G*. Зафиксируем некоторый
порядок группы G*. Из конечности ранга группы G* вы-
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текает конечность числа всех ее выпуклых подгрупп, а из

полноты групп G* следует, что G* разлагается в лексико-

лексикографическую прямую сумму скачков выпуклых подгрупп:
G* — Аг + Л2 -j- ... -\-Ah, причем на каждой из под-

подгрупп Ai индуцируется архимедов порядок. По теореме
Гёльдера каждая подгруппа Аг порядково изоморфна под-

подгруппе аддитивной группы В вещественных чисел в есте-

естественном упорядочении. Пусть ф4 : Аг —*- R — данный по-

порядковый изоморфизм и Ьп, ..., biki -*¦ база векторного

пространства Ах. Тогда ц>г (Ь1}) = сг]-, где {с1}\ 1 ^/^
^&*} — набор вещественных чисел, линейно независи-

независимых над Q.
Итак, всякий порядок группы G* определяется ее раз-

разложением в прямую суммуG* = ^ + ... -\- Ahn набором
чисел {сц}. Очевидно, что одному упорядочению соот-

соответствует единственное разбиение G* в прямую сумму, но

отображения ср{ определены неоднозначно. Тем не менее,
если наборы чисел

соответствуют одному и тому же упорядочению, то най-

найдется такое положительное вещественное число q, что

с'ц = ciCij. Действительно, если это не так, то найдутся
ctfc ^ т ^ сгк

целые числа т, п, такие, что —— <^ — <^—г- для неко-

торых /, к. Но тогда элемент nbik — тЬи <^ 0 в G*, но

в то же время ф{ (nbih — mbij) = пс'щ — /ису ^> О,
а тогда nbih — mb^ ^> 0, что невозможно.

Поэтому, если считать, что <р{ (Ьп) = 1, то разбиение
группы G* в сумму подгрупп Аг и отображения ф{ опре-

определяются по упорядочению однозначно (с точностью до

выбора баз bi7). Зафиксируем теперь произвольную базу

а1? ..., аг группы и разложим число г в сумму натураль-
натуральных слагаемых всевозможными способами.

Каждому разбиению sx + s2 + • • • + sh = г ставим

в соответствие разбиение группы G* в прямую сумму под-

подгрупп BfG* — Вг -\- ... -{-Bk, где Вг — подпростран-
подпространство, порожденное элементами aSl+,,.+s.+1, ..., aSi+... +8{+1-
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Затем выбираем всевозможные вложения ф4: aai+>...+«{+t -*¦

-»"си групп Вгъ R так,чтобы ctl = 1 для всех i— 1,2,...
..., А и чтобы с41, ..., ci8i были линейно независимы над

Q. Множество Р = {х ^G\x
—

2^а{ > 0 тогда и только

нп

тогда, когда \J ?<1+...+«4+^>0, где i — наибольшее чис-

ло <& такое, что данная сумма не равна нулю} опре-
определяет линейное упорядочение группы G*, при кото-

котором подгруппы Вх + ... -\-Вг выпуклы, а отображения
Ф$ определяют архимедов порядок скачков Вх-\- ...

... + .Bi+1/J?1+ ... +2?j. Ясно, что построенное множество

порядков группы G* есть полная система представителей
множества всех порядков G* с точностью до автомор-

автоморфизмов группы G*.

Следствие 1. Всящя конечнопорожденная абеле-
ва л. у. группа есть лексикографическое произведение ар-
архимедовых л.у. групп.
Проблема 32. Описать все способы упорядочения

свободной группы конечного ранга. (Б и р к г о ф [1].)
Проблема 33. Описать все способы упорядочения

свободной нильпотентной группы с конечным числом об-

образующих.
Проблема 34. Получить элементарную класси-

классификацию л.у. свободных групп с фиксированным числом

образующих. (Начало систематическому изучению эле-

элементарной теории л.у. абелевых групп положено работами
Робинсона и Закона [1] и Каргаполова
[2]. Г у р е в и ч [1] дал элементарную классификацию
л.у. абелевых групп и доказал разрешимость их элемен-

элементарной теории.)
Проблема 35. Описать универсальную теорию

л.у. свободных групп. (Гуревич и Кокорин [1]
установили универсальную эквивалентность л.у. абе-
абелевых групп.)

2°. Этот пункт посвящен числу порядков на упорядо-
упорядочиваемой группе.
Следствие 2. (Мацусита [2].) Свободная груп-

группа с конечным числом образующих п > 2 допускает кон-

континуальное множество линейных порядков.
Это вытекает из следствия J. 4H
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Приведем пример (Каргаполов, Кокорин,
К о п ы т о в [1]) группы, число упорядочений которой
конечно. Этот пример опровергает гипотезу о том, что число

упорядочений группы равно 2Л, где Д — некоторое, во-

вобще говоря, трансфинитное число.

Пусть А есть прямое произведение конечного числа

групп Qt, (?2, ..., Qn, изоморфных аддитивной группе всех

рациональных чисел. Каждую из групп Qt будем записы-

записывать в виде Qt ¦= {а"}, где а — рациональные числа, по-

полагая a*at = af^- Пусть ри p2, ..., рп — различные
простые числа. Группа G есть расширение группы А с по-

помощью бесконечной циклической группы {Ь}, удовлет-
удовлетворяющее соотношениям

Найдем число всех упорядочений группы G. При любом
линейном порядке группы G подгруппа А выпукла (см.
предложение 2 § 2 гл. V). Используя конечность числа

выпуклых подгрупп в А, упорядочиваемость Qi только

двумя способами и соотношения (*), нетрудно показать,
что при любом порядке группы G подгруппа А есть лек-

лексикографическое произведение подгрупп Q^ Общее число

лексикографических упорядочений группы А равно 2"- п! и,

значит, общее число упорядочений группы G равно
2-2п-п\ = 2п+!-п! #

Д л а б о м [1] построен пример некоммутативной
группы, упорядочиваемой единственным (с точностью до

противоположного) способом. БаттсвортЦ] построил
серию групп, каждая из которых имеет в точности счетное

число различных упорядочений.
Проблема 36. Описать группы, упорядочиваемые

единственным (с точностью до противоположного) способом.
В частности, будут ли такие группы простыми?

§ 3. Теорема Хана

В некоторых разделах теории линейно упорядоченных
абелевых групп и функционального анализа применяются

так называемые группы Хана: группы, являющиеся лек-

лексикографическим произведением упорядоченных адди-
аддитивных групп вещественных чисел. Точнее, если П —

л. у. множество, то W (П) называется группой Хана,
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если W(l\) — подгруппа полного прямого произведения

П Ra групп Ва вещественных чисел, состоящая из

аеП

элементов {жа} = ге П Ra, для которых множество

тех а?П, что ха ф е, вполне упорядочено, и если на

W (П) задан порядок Р = {х\ха ^> е, где а — наимень-

наименьшее из тех »?П, что ха ф е}. Такие группы естественно

являются векторными пространствами над полем веще-

вещественных чисел R. Напомним, что подмножество / л.у.
множества М называется кофинальным, если для всякого

геМ найдется такой у е= /, что у ^> х.

Теорема 1. (Хан [1J.) Всякая линейно упорядо-
упорядоченная абелева группа вкладывается в группу Хана.

Доказательство. Пусть G — линейно упоря-

упорядоченная группа и G гэ ... => Аа => Ва => ... => Е,
а ЕЕ П,— система всех выпуклых подгрупп группы G,
Аа=> Ва — скачок выпуклых подгрупп, Са = AJBa —

фактор скачка. Введем на П линейный порядок, считая

а ^> р, если Аа а А$. Не ограничивая общности, можно

считать G полной группой в смысле извлечения корней.
Тогда любая верхняя подгруппа скачка Аа расклады-
раскладывается в прямое произведение Ва и подгруппы, изоморфной

Са. Отождествив каждую Са с этой подгруппой, мы

запишем теперь Аа = Ва X Са.
Также, не ограничивая общности, начиная с этого ме-

места, можно считать, что П не имеет максимального эле-

элемента, т. е. в G нет наименьшей выпуклой подгруппы Н,
так как в этом случае мы можем Н выделить как прямой
множитель: G — Н X Gx.

Рассмотрим теперь лексикографическое произведение
U групп Са согласно порядку на П и порядку на каждой
Са, индуцированному порядком на G. Так как каждая

Са изоморфна подгруппе аддитивной группы веществен-
вещественных чисел в их естественном порядке, достаточно дока-

доказать, что G вкладывается в G, так как U вкладывается
в W (П) естественным образом.

Для доказательства вложимости G в U будут построе-
построены последовательности подгрупп

C0 с= Сп а ... с: G^ с ... с= G,
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и порядковые изоморфизмы ф?: G% —> Gg, такие, что

если GE :з Gn, то ограничение ф? на G,, совпадает с ф„. Объ-

Объединение G* всех G\ будет группой, порядково изо-

изоморфной G.
В качестве группы Go возьмем в G подгруппу, порож-

порожденную всеми Са, неП, Очевидно, что Go = П Са и

что существует порядковый изоморфизм ф0 подгруппы

Go группы G на подгруппу Go группы U, являющуюся

прямым произведением (в G) групп Са. Кроме того, вы-

выполняется следующее свойство естественного изоморфиз-
изоморфизма ф0 группы Go на Go:

(*) если х = {ха} ёСо и " — произвольный элемент

из П, то его отрезок

\ха, если

;, если а ;> я,

также принадлежит Go.
Предположим, что мы построили Gp =j= G, Gp, фр,

удовлетворяющие требуемым свойствам и свойству (*) для
всех Р <[ Л. Тогда если а — предельное, то в качестве Ga
возьмем объединение всех Gp, р <[ а, а в качестве G*a —

объединение всех Gp, р <^ а, что естественно определит

изоморфизм фа. При этом, очевидно, будет выполняться

свойство (*) для группы G«- Пусть а не предельное. Тогда
найдется элемент х ЕЕ G \ Ga^v В качестве Ga возьмем

изолятор группы {Ga_x, x} в G.

Для построения Ga и фа рассмотрим, как расположен
элемент х в G. Оказывается, что нет максимального эле-

элемента в множестве Т тех р ЕЕ П, что ху~х ЕЕ -Ар \ В$,
когда у пробегает Ga-t. Действительно, если р — макси-

максимальный элемент в П такой, что ху~у ЕЕ -Ар \ Z?p, то

ху~г = ар и ар
= Ср-Ьр, где ср ЕЕ Ср, &р ЕЕ Вр. Тогда

ху~гс^ ЕЕ -Вр, следовательно, элемент ху'1^1 лежит в

скачке Ау \Ву, гг.е V ^> Р> что противоречит максималь-

максимальности р, так как уср ЕЕ Са_х.
Выберем в Г вполне упорядоченное кофинальное под-

подмножество /. По каждому i ЕЕ / выберем z2 E: Ga-t такой,
что XiZ? ^ Аг \ Вг. Если теперь i </, i,j^T, то

Zjzj1 ЕЕ ^4{ \ Вг, поэтому фа_х (zj) и ф,^.! (z<) имеют оди-
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наковые компоненты по всем индексам уЕП, у <^ i.

Выберем теперь элемент х' ЕЕ U как последовательность

{..., х' (я), ...}, где ж' (я) равен я-й компоненте элемента

za, если найдется a ЕЕ /, а ^> я, и х' (я) = ев противном
случае. Из построения видно, что х' однозначно определен
и лежит в G. Покажем, что х' ET^a-i- Пусть х' —
=

фа-! (у), где у eGa-i- Тогда для всех I < i, ig/,
имело бы место равенство (фа^ (у)) (I) = фа_! (zj) (?),
откуда следовало бы, что Аг содержит yzj1 и хц1. Тогда
жу ЕЕ -4» для всех i Ez I, что противоречит кофинальности
/вГ.

В качестве G*aB G возьмем изолятор {GC_i, x'}bG. Так

как GJ и Ga - полные группы иСо = Ga_x х Дж, G*a =
= Ga_! X Rx, где йж, йж — изоляторы жиж' соответ-
соответственно в С и ff, то отображение фа, совпадающее с qta^

на^а-! и переводящее ж в ж', продолжается единственным

образом до изоморфизма Ga на G*a. Нам нужно еще пока-

показать, что фа
— порядковый изоморфизм и что Ga удовлет-

удовлетворяет свойству (*).
Покажем сначала, что Ga удовлетворяет (*). Пусть

яеП, оеG*a. Тогда а = у (ж')г, где г — рациональ-
рациональное число и, следовательно,

а (я) = у (я) (ж')г (я),

где у gGU. Так как Ga_x удовлетворяет (*), то у (я) ЕЕ

ЕЕ С;_х с G^. Если я < ?, ? е /, то (ж')г (я) = (ж' (я))г =
= ((z5) (я))^ и, так как (zE) (h)eCi, (ж'г) (я) е
EEG?_i. Q Сд. Если же я ]> | для всех ? ЕЕ /, то ж' (я) =
= ж' и ((ж'H (я) = (ж'(я))г= (ж'УеСа, следовательно,

a eGJ, т. е. G*a обладает свойством (*).
Оставшееся утверждение о том, что фа является поряд-

порядковым изоморфизмом, будем доказывать от противного.

Предположим, что найдется такой у ЕЕ Ga~i> чт0 х^> У,
но ф„(ж) = ж' < фо(т/).

Пусть я — наименьший элемент из П такой, что

ж' (я) =f= (фа (у)) (я) и, следовательно, ж' (я) > (ф„ (у)) (я).
Тогда найдется такой i ЕЕ /, что i )> я, в противном случае
ж' был бы отрезком фа (у) (?) при некотором g, т. е. ж' =

=

фа (у) (g), и тогда х' лежал бы в Gj.j, что невозможно.
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Итак, существует i?/ такое, что i ^> я и х' (я)
=

=

фа (z{) (я) < фа (у) (я), а так как ср^ (a,) (?) =
=

Фа-г (у) (?) при I < я, имеем ф^ (z4) < фа_! (у), от-

откуда гг <^у при всех ? ^> я.

Так же как при доказательстве того, что х' ё= Ga-n

можно доказать, что тогда фа (у) фа (z^1) ЕЕ П Gg, от-

куда следует равенство фа (у) (|) = фа (zj (|) п ри всех

I < i и, в частности, при ? = я, т. е. ф„ (у) (я) = фа (г{)(я) =
~

Фа (х) (я) = х> (л). a это противоречит выбору я. 41=
Группы Хана обладают хорошими топологическими

свойствами, что будет рассмотрено в следующем параг-

параграфе.
Теорема Хана обобщалась и передоказывалась различ-

различными авторами (см. Банашевский [1], Грей-
в е т т [1], Фукс [8], Рибенбойм [2], Конрад
[1], [6]). Аналог теоремы Хана для векторных пространств

доказали Хауснер, Уэндел [1], а для комму-

коммутативных р. у. групп — Конрад, Харви, X о л-

л а нц [1].

§ 4. Интервальная топология

на линейно упорядоченной группе

1°. Л. у. группу G можно превратить в топологиче-

топологическую группу, взяв в качестве базы окрестностей тополо-

топологического пространства G множество открытых интервалов
< а, Ь У = {х ЕЕ G\ а < х < Ь). Нетрудно видеть, что

операция умножения и взятия обратного непрерывны в

топологии, определяемой данной системой окрестностей,
и что получившаяся топология хаусдорфова. Топологию,
полученную таким образом, называют интервальной то-

топологией.

Приведем некоторые простейшие свойства групп с ин-

интервальной топологией.

Предложе Р|И е 1. Л. у. группа с интервальной
топологией дискретна тогда и только тогда, когда в ней

имеется наименьшая выпуклая подгруппа, являющаяся
циклической, ф

Далее всюду, если не оговорено противное, рассмат-
рассматриваются иедискретные л. у. группы.
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Предложение 2. Подгруппа Я л. у. группы
G с интервальной топологией открыта тогда и только

тогда, когда Я содержит выпуклую подгруппу.
Действительно, если Я содержит выпуклую подгруппу

N, то Я открыта, так как N = (J (аг1, х} открыта.
xeJV

Если Я открыта, то Я есть объединение открытых интер-
интервалов <а, by. Предположим, что а~1Ь лежит в скачке

выпуклых подгрупп N-l =э N2, N2 Ф Е. Тогда вместе

с а в Я лежат элементы ах, где х ее N%, x ^> e и, следова-

следовательно, 7V2 cz Я. Если же Я открыта и всякий интервал
<а, 'by таков, что a~lb лежит в наименьшей выпуклой

подгруппе N, то N[\Н ф Е. Покажем, что в этом слу-
случае Я => N. Пусть h е N. Так как Е ф N A Н и под-

подгруппа N П Н открыта в G, то найдется окрестность
единицы {х, уУ, лежащая целиком в N П Н; пусть
с €Е (х, уУ, с ф е. Так как N — наименьшая выпуклая

подгруппа в G, то она архимедова, и поэтому найдется
такое тг, что сп <[ h <[ cn+1. Тогда е <^ c~n/i <[ с, откуда

следует с~п/г е (ж, ?/>, т. е. с~пЛ бЯ и АёЯ. Итак,
в этом случае Я э ZV. ф
Следствие 1. ?слм Я — выпуклая подгруппа л. у.

группы G, то однородное пространство GIH группы G с

интервальной топологией дискретно, ф
Предложение 3. Л. у. группа G с интервальной

топологией связна тогда и только тогда, когда G изо-

изоморфна аддитивной группе вещественных чисел с их есте-

естественным порядком.
Действительно, если группа G связна, то она архи-

архимедова ввиду предложения 2 и теоремы Гёльдера. Но, как

легко видеть, архимедова группа G связна лишь в том

случае, если она изоморфна аддитивной группе веществен-
вещественных чисел R с естественным порядком, ф
Предложение-^ Линейно упорядоченная группа

локально компактна тогда и только тогда, когда она имеет

наименьшую выпуклую подгруппу, изоморфную аддитив-
аддитивной группе вещественных чисел.

Если группа G содержит наименьшую выпуклую под-

подгруппу Я, изоморфную группе вещественных чисел, то G,
очевидно, локально компактна.

Обратно, пусть группа G локально компактна. Тогда

найдется окрестность единицы <а, by с компактным за-
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мыканием <а, Ь> = {х\а <; х <; Ъ). Очевидно, что <а, Ь>
не может содержать выпуклой подгруппы, и поэтому
в G имеется наименьшая выпуклая подгруппа Н ^ а, Ъ.

Предположим, что Н не изоморфна группе вещественных
чисел, т. е. не связна, тогда она не полна в смысле Де-
декинда л поэтому не локально компактна, ф

2°. Наибольший интерес в л. у. группах с интерваль-
интервальной топологией представляют, пожалуй, вопросы, свя-

связанные с полнотой. Естественно рассматривать несколько

определений полноты группы с интервальной топологией.
Первым из таких является понятие порядковой полноты.

Группа называется порядково полной, если всякое ог-

ограниченное сверху множество имеет точную верхнюю
грань. Порядково полные группы полностью описываются

следующим предложением.
Предложение 5. Л. у. группа порядково полна

тогда и только тогда, когда она изоморфна аддитивной

группе вещественных чисел с их естественным порядком.
Пусть G — порядково полная группа. Если бы группа

G была неархимедовой, то в G имелась бы выпуклая под-
подгруппа Н. Рассмотрим множество М всех таких элементов

жбб, что х ^ h для некоторого h ЕЕ Н. Ясно, что мно-

множество М ограничено сверху, но не имеет точной верхней
грани, что противоречит условию. Обратное утверждение
очевидно, ф

3°. Полезным в приложениях и наиболее естественным

понятием оказывается понятие топологически полной упо-

упорядоченной группы, являющееся интерпретацией понятия

полной топологической группы в группах с интервальной
топологией.

ПустьG — линейно упорядоченная группа с интерваль-
интервальной топологией. Говорят, что вполне упорядоченная после-

последовательность {ga\a < X), где X — порядковый тип после-

последовательности {ga}, сходится к элементу g, если для лю-

любого а ^> е, аЕб, найдется номер а0 (о) <^ X такой, что

для всякого а > а0 (а) выполняется соотношение а <

<С 88а1 <С а- В этом Ллучае будем писать g
= Я-lim ga,

{8а} -* g- Вполне упорядоченная последовательность

{ga\a <^ X}, где X — порядковое число, называется фун-
фундаментальной последовательностью, если для любого
а > е, а ЕЕ G, найдётся такой номер а0 (а), а0 < X, что
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для всяких а, р, а0 < а < Я, а0 < р < Я, выполняется

соотношение а'1 < gag^1 < а.

Очевидно, что всякая последовательность {ga\a <^ А,},
сходящаяся к некоторому элементу g E=G, является фун-
фундаментальной.
Лемма 1. Если {ga\a < А,} -> е и последователь-

последовательность {Л„|а<Я} фундаментальна, то {fi?gaha\a .<
<я}}

По элементу а^> е, а ЕС, выберем такое %, что

е <С ai <С а» и п0 °i найдем ах такое, что для всяких а,
а' < Я, а ;> ах, а' ]> ах, имеют место неравенства

aiX< ЛаЛй^ <С %. Выберем а2, е <^ й2 < а15 и по нему возь-

возьмем а3 = h^aji^. Из того, что Я-lim ga = е, по а^ най-
a<)i

дем а0 > аг такое, что для всякого а, а0 < а <^ Я, выпол-

выполняется соотношение о^1 <^ ga <С а9. Итак, по а ^> е мы

нашли такой номер а0, что для любого а, а0 <^ а < Я,

ИЛИ

откуда заключаем ввиду неравенств ах ^ а0 <; а
и выбора otj, что

Л. у. группа G с интервальной топологией называется

топологически полной, если для всякой фундаментальной
последовательности {ga\a <^^} найдется элемент g EzG,
к которому сходится последовательность.

Предложение 6. (Коэн и Гофман [1].)
Для всякой л. у. группы G сугцествует такое предельное
порядковое число ?*, что всякая фундаментальная после-

последовательность элементов из G содержит фундаменталь-
фундаментальную подпоследовательность типа \*.
Доказательство. Рассмотрим множество Л

порядковых типов последовательностей {ga\a <С^} эле"

ментов из; G таких, что Я - lim ga = е. Очевидно, что Л
Ха<

не пусто, а тогда существует наименьшее ?* е= Л.
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Так как группа G недискретна, то ?* — предельное

порядковое число.
Всякая фундаментальная последовательность {gal«<C

< %} имеет тип X > ?* и содержит фундаментальную
подпоследовательность типа \*. Действительно, последо-

последовательность {gagaii| a < Я} сходится к е, так как для лю-

любого AgG, h ]> е, найдется а0 <[ Я такое, что /г <
<С gag«+i <С ^ ПРИ a > ao- Второе утверждение доказы-
доказывается так же просто, =ДОч
Теорема 1. (Эверет [1].) Всякая л. у. группа G

вкладывается в топологически полную линейно упорядо-
упорядоченную группу G*, имеющую ту же систему выпуклых
подгрупп, что и G.

Доказательство. Пусть сначала в G нет наи-

наименьшей выпуклой подгруппы.
Для группыG построим порядковое число \*, о котором

говорится в предложении 6, и рассмотрим множество

Сг всех фундаментальных последовательностей типа \*.
На множестве G определим операцию следующим образом:
{&*} * {^a} = {geAJ- Покажем, что, действительно,

{ёеЛЛ Е=?. Зададим произвольное a^G, a >• е. Выбе-

Выберем аи е <^ ах <^ а. По элементу alt в силу фундаменталь-
фундаментальности {ga}> можно найти ах такое, что при a,a' > ax име-

имеем dl1 <^ gaga1' <C av Выберем элемент е < а2 «< а и най-

найдем а^
— g~? a^gar. По элементу а'2 можно найти a2 ^ at такое,

что hjia; < aj при a, a' >¦ а2. Рассмотрим теперь
gaWP gZ- при a, a' > a2:

gaAa^a'Va'1 = tfaga'1 • ga'Ma'^I'1<gagl'1 • ga' • «4 • gV~. (*)
Но так как a' >• alf можно записать ga/

= ba>gat, где

ai1 <! fra' <C ai> и тогда неравенства (*) примут вид

аф11 < a.

Это вытекает из'того, что каждый из элементов ax, a2 и

Ьа- много меньше а.

Итак, операция наб определена корректно, и непосред-

непосредственная проверка показывает, что G — группа, единица

которой есть последовательность из единиц и {ga}'1 =
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= {8а1}- Кроме того, считаем, что группа G стандартно

вложена в G: g
->¦ {g}.

Рассмотрим в G множество М всех фундаментальных
последовательностей, сходящихся к единице. Из леммы

1 следует, что М — инвариантная подгруппа вбиМО
П G = {е}. В качестве G* мы возьмем G/M. Очевидно,
что б*эСи что G* может быть упорядочена естествен-

естественным образом, т. е. {ga} M~^Mтогда и только тогда, когда

существует а0 <^ ?*, начиная с которого все члены после-

последовательности {ga} неотрицательны. Это определение
задает на G* линейный порядок, продолжающий упорядо-
упорядочение группы G, и система выпуклых подгрупп группы G*

совпадает с системой выпуклых подгрупп группы G, а фак-
факторы систем выпуклых подгрупп G и G* изоморфны. Это

непосредственно следует из того очевидного факта, что

всякая фундаментальная последовательность {ga}
{ga} Ш М, начиная с некоторого номера а0, состоит из

членов, либо ббльтшх некоторого g ^> е, либо меньших

некоторого g <^е. Элементы из G* будем обозначать g*,
а если g* 6= G, то звездочку в обозначении будем опускать.
Из построения G* следует, что G — всюду плотная в G*

подгруппа, т. е. между любыми двумя элементами из^С*
найдется элемент из G. Поэтому для доказательства пол-

полноты достаточно показать, что если имеется последова-

последовательность {ga\a, <^Х}, удовлетворяющая условию: для
всякого g EG, g >¦ е, существует такой номер а0 < Я,
что g-1 < g?ga7x < g при всех а > а0, а' > а0, то най-

найдется g* €=G*, g* = X-limga. Докажем справедлив
вость этого утверждения. Для этого выберем последова-

последовательность {ах.} элементов из G типа %*, сходящуюся к е>

и из последовательности {galc^M выберем фундамен-
фундаментальную подпоследовательность {g*a$\a <^ Я, р <^ g*} типа

?* следующим образом: в качестве g*Xo возьмем первый
такой элемент, что для всех a > a0, a' > a0 имеет место

по1 <gagarl <C ao- Предположим, что построены последо-
последовательности {gap} при всех р < р0. Если ро не предель-
предельное, то в качестве следующей последовательности берем
{gap, ЙЭо1Р < Ро}> гДе ?«&>

— первый такой элемент по-

последовательности {ga}, что для всех a ;> ap0, а' ^> «р0
справедливо а? <С gaga <С »3в- Если же р0 предельное,
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то в качестве последовательности {gaplP^Po} берем
объединение по р последовательностей {ga||? <С Р <С Ро}-
Ясно, что {gaplP<[i*} — фундаментальная последо-
последовательность группы G* типа ?*. Найдем теперь g* —
= l*-Umya. Пусть g^ = {ft«3 U < ?*}. Тогда #* =

= {SifiaL% |P<|*}, где g5Capстроится следующим обра-
образом: no ap находим в {ga&} такой номер |р, что ар1 <
< ?5apgi*ap < а3при ^ > \ъ,. I' > ?3- Полученная после-

последовательность {Лр | р < |* }, Л3 = g^pap, фундаменталь-
фундаментальная. Действительно, по любому oeG, a ^> е, найдем та-

такой ро, что ар, <^ а.

Тогда а < /грА^ <^ о при любых р, р' ^> ро, по-

поскольку

Но \gz^-gll^\<^a^ в силу выбора g3 в последователь-

последовательности gg«p и того, что Р>Ро. Р'>Ро, а второй сомножи-

сомножитель \g^.a{i-gtyati'\<Cah таК Как Igapga^KajJo ПО Выбору
ajio. Поэтому, начиная с достаточно больших номеров

1э->1э.. выполняется неравенство | g^p
• ^«р'К ор,, от-

откуда

V«3
•

ftp»«P
¦ g'ip-'aP' •

gV«P'
¦

g?p'ap' I <

Это означает, что 1/гр/гр"'1 | <^ а. Итак, последовательность

8* = {^» I Р < ^*} = {йэаз} фундаментальна. Дока-
Докажем что g* = ^*-lim gjp. Пусть а ^> е. По а найдем
такое ро, что ар, <^ а.

Но тогда, по построению g*a$, можно утверждать, что

I *«зй? I < <*з„ при всех Р> Ро, Р' > Ро- Поэтому | gapg*'11 <
'-11 при р>р0.
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Рассмотрим gl^-1 = {gpaPo-g^apJM. Выберем (J таким,
чтобы Р>?э.,ар>аР0. Тогда

?pa3 I ^

Этим доказано равенство g* = ?*-lim {gl$}. Но
тогда, как легко видно, g* = K-lira {g?}, что и доказы-
доказывает полноту группы G* в случае, когда в G нет минималь-

минимальной выпуклой подгруппы.
Если в группеG имеется наименьшая выпуклая подгруп-

подгруппа А, то А инвариантна в G и изоморфна подгруппе адди-
аддитивной группы вещественных чисел, причем каждый внут-

внутренний автоморфизм группы G при действии на элементы

из А умножает их на одно и то же число, т. е. централи-

централизатор С (А) содержит G'. Тогда, как делалось в доказа-

доказательстве теоремы 2§3гл. V, вкладываем G в группу G* =

= RG так, что R инвариантна в G*, R f| С = 4и внут-
внутренние автоморфизмы г руппы G* действуют на R следую-
следующим образом: если в G имеем g~lag — а", а — вещественное
число, а €Б А, то в G* получим g~yxg = ж", а — вещест-
вещественное число, х е R- Непосредственная проверка показы-

показывает, что G* — топологически полная группа, системы

выпуклых подгрупп у G* и G одинаковы и факторы этих

систем совпадают, за исключением А и R. ф
Теорема 1 получена применением к упорядоченной

группе канторовского процесса пополнения. Ясно, что

другой метод пополнений, метод сечений Дедекинда, при-
примененный к неархимедовой л. у. группе, не дает нам груп-
группы в силу того, что выпуклая подгруппа определит се-

сечение, которое необратимо. Тем не менее, несколько

изменив определение, можно использовать и метод сече-

сечений для построения топологического пополнения G*
л. у. группы G, что было сделано Коэном иГофма-
н о м [1] для абелевых групп и здесь распространяется
на произвольный случай.

Нижним сегментом в л. у. группе G называется мно-

множество X с G, содержащее вместе со всеми х €Е X все
элементы у EG, у^я, и некоторое z> x. Нижний
сегмент X называется дедекиндовым, если для всякого

У E=G, у > е, найдется х е= X такой, что ух g= X.
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Пусть |* — порядковое число группы G, построенное
в предложении 6, {а Л — последовательность положи-

положительных элементов из G типа ?*, сходящаяся к е.

Л е м м а 2. Нижний сегмент X является дедекиндовым
тогда и только тогда, когда существует фундаментальная
последовательность {х|} типа ?*, кофинальна^ вХитакая,
что а^х^ ?z X.

Пусть нижний сегмент X дедекиндов. Тогда для вся-
всякого а? найдется ж^еХ такой, что а^х^Х. Покажем,
что ^-последовательность {д;?} кофинальна в X и фунда-
фундаментальна. Пусть жЁХ. Мы можем найти z~^>x, 2EX.
Теперь можно найти такое ?<?*, что е< аБ< zx~l. Пос-

Поскольку zeX и а^щШХ, то z<^aix^<^zx~xx^ откуда

следует #<a;s, т.е. последовательность {х%} кофинальна
в X. Пусть aE-G, o^>e. Найдем ? такое, что а&<а.
Покажем, что для всех i <СП> Л' <С ^*» а?Х <С^f? <С а5-
Предположим противное, т. е. пусть для некоторых щ, л' ^>
]>? оказывается х^х^^а^ (х^с^^а^1). Тогда а;,)

(¦гЧ'>я^я). Но так как л'>ё A1>S), a&>a»i
и поэтому Хц^а-п'Х-ц', следовательно, а^х^-^Х, что проти-

противоречит условию. Итак,|ж^^11<^а^<а для всех

t\' ^> ^, т. е. последовательность {х$} фундаментальна.
Обратно, пусть у^>е и а$<^у. По условию а^х^Х,

откуда уа;^ё^) так как ух^^а^х^, т.е. сегмент X де-
дедекиндов. #

Если х0 ёС, то X (ж0) = {х \ х <^х0) есть дедекин-

дедекиндов нижний сегмент, поскольку {х$ = а^ж,,} — фунда-
фундаментальная последовательность, кофинальная в X (х0)
и такая, что а^х%Ш X (х0). Очевидно, что множество всех

сегментов {X (g) | g e G} есть линейно упорядоченная
группа, изоморфная G, если определить умножение есте-

естественным образом:

и положить X (gi) < Z (g2) тогда и только тогда, когда
X (д) с X (ga).

Рассмотрим множество Gл всех нижних дедекиндовых

сегментов и определим на нем операцию ХгХ2 =
— {z | z = а^, х1 G Xlf ж2 G Х%} и отношение Хх <^
<^ Х%, если Хх с: Х2.
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Теорема 2. Множество G2 является топологически

полной линейно упорядоченной группой, содержащей G.
Доказательство. Докажем сначала, что про-

произведение нижних дедекиндовых сегментов из G есть ниж-

нижний дедекиндов сегмент. Пусть X, 7gG, hz<^jj/, где

i?Z, у ЕЕ Y. Тогда г = х-х~хг, причем х~хъ ЕЕ Y, так

как x~xz < у и у ЕЕ У. Далее, найдутся Ху ёХ, хг > ж,

& ЕГ,й>у, и поэтому a^h бХУ, %#i > жу. Итак,
ХУ есть нижний сегмент. Пусть теперь z ]> е. Так как

группа G недискретна, то z = z^-ц, где гу ^> е, Zg ^> е.

Для zx > е найдется a; ЕЕ X такой, что т^х ЁТ X. Теперь по

х~хт^с ^> е найдем такой ?/ ЕЕ У, что х~г^х-у е= У. Тогда
zxyHEXY. Предположим противное,^ т. е. г^ху
или, иначе, z^-ar^a^ «^ одх, откуда ^ледует z±x

i^I. Но так как х~%ху E=Y, ^E
то можно утверждать, что ух <^ x~xz2x-y, и поэтому

yt (а;~1г2Ж'2/)~1 < е, откуда zxx <; а^, т. е. z^x ЕЕ Xlt что

противоречит выбору ж. Итак, XY — нижний дедекиндов
сегмент. Очевидно, что операция умножения ассоциативна

и X (е) = {ж ЕЕ G| ж < е} — единичный элемент в GD.

Пусть теперь X e=GD, У = {у | у~х ЕЕ X}, Z = У,
если У не имеет точной верхней грани, и Z = У \ у0,
если У имеет точную верхнюю грань у0. Покажем, что

Z ЕЕ GD и XZ = X (е^Пусть z ЕЕ Z, u> < z. Тогда ur1 >
^> z и, так как z~l ее ^» то w~x ЕЕ X и поэтому и? ЕЕ Z.

Пусть теперь {a;g} — фундаментальная последователь-
последовательность в X такая, что а^х^^Х. По лемме 1 последователь-
последовательность {xj^agZg} сходится к единице. Теперь легко пока-

показать, что Z — дедекиндов нижний сегмент. Пусть а >¦ е,

тогда найдем такой номер \, что je^ag»! <^ о. Мы имеем

тогда Ж|й ^> а;^а;^-а|Ж| = а^Ж| ^ X.

Итак, по а мы нашли такой х g, что ж ga ^ X. Пусть
= у~х, у ЕЕ Z. В то же время у~ха~х — х^а-а~х =

="а;6 ЕЕ X, т. е. у~ха~х = (ау)~г ЕЕ X и поэтому ay ^ Z. Это

показывает, что Z — дедекиндов класс. Далее, X-Z =
= X (е). Действительно, если х Е~ X, у ЕЕ Z, то г/ (== X,
и тогда у ̂> а;, откуда следует ху <^ е.

Этим доказано, что Gd — группа, содержащая группу
G. Очевидно, что отношение <; на С©:

Хх ^ Х2 тогда и только тогда, когда Хх Q Хл
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определяет линейный порядок на GD, продолжающий за-

заданное упорядочение на G, а также что G всюду плотна в

Gd, система выпуклых подгрупп у GD такова же, как у

G, а наименьшее порядковое число ?*, строящееся по пред-
предложению 6 дляСд, таково же, как дляС При этом порядке

Go оказывается топологически полной группой. Пусть
{X 5} — фундаментальная последовательность в Gp. He

ограничивая общности, считаем, что тип последователь-
последовательности {X Е} равен ?*. Так как группа G всюду плотна в

Go, оценки для элементов группы GD можно делать эле-

элементами из G.

Пусть У„ = U Хъ, У = П Г„ X = У \ у0, если

У имеет максимальный элемент у0
= sup У и X «= У

в противном случае.
Если «еХ, Жх <С ж, то г?У, для всякого г\ < ?*

и^еГ, для всякого ц < |*, откуда а^ е X. Так как

группаG недискретна, то X не имеет наибольшего элемен-

элемента, и поэтому найдется w е= .X, w^> х. Итак, X — ниж-

нижний сегмент.

Пусть у^> е. Найдем ?0 такое, что а|, < у. Посколь-

Поскольку {Х^} — фундаментальная последовательность, по т) ^> ?0
найдется |„]>т| такое, что для всех ?„ <^ %< |* получим
Яя1-^^ S Xr Q в«Хс . Следовательно, У = П Yr S

Е U Х?? а„Хс , откуда следует X ст а„Х^. Если
t<6<v

" ч

> max {?,?„}, то Yx. =э Х5 => a^Xg для всяких т

Следовательно, У= П Усса^Хь., откуда Хэо^Хь,!

т. е. в^ХцЕХс^, Для ^ 1о<Ст1<5*- Поскольку

a^Xs.GGo, найдется у ЕЕ я^Х^, такое, что a^y^aJ^Xi,.
Тогда жу^а^ёя^-Х^,, откуда следует ху&Х, т. е. X—
нижний дедекиндов сегмент.

Покажем, что X = |*-lim X^. Действительно, по вся-

всякому а>е найдется ац<^а. По т] найдем \%т)<^|^¦<[&•,
такоч, что для всех ?>?„ будет а^сХСя^,, или

|Х • XIII < Х ^) < Х (а)' т> е- Х = ^*"lim ХЧ- Итак> в

{Х?} нашлась подпоследовательность {Х^}, сходящаяся к

X, откуда следует, что g*-limX6 = X. 4fc
Vj6 А. И. Кокорин, В. М. Копытов
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Теорема 2 была доказана КоэномиГофманом
[1] для абелевых л. у. групп. Их метод положен в основу

приведенного здесь доказательства, хотя трудности, свя-

связанные с некоммутативностью группы, усложнили

доказательство.

Теоремы 1 и 2 хорошо показывают связь между кан-

торовским и дедекиндовым процессами пополнения ли-

линейно упорядоченных групп.

Предложение 7. Группа Gd изоморфна попол-

пополнению G* линейно упорядоченной группы G, построенному
в теореме 1. ф
Предложение 8. Группа Хана топологически

полна. #
4°. Напомним, что элементы х, у ^> е л. у. группы G

называются архимедово эквивалентными, если найдутся
такие целые числа т, п, что хт > у и уп > х. Говорят,
что группа G архимедово вложена в л. у. группу Н, если

(?сЯи для всякого элемента h (= Н, h ^> е, найдется
элемент gGG, архимедово эквивалентный h. Л. у. груп-
группа G называется архимедово полной, если не существует
линейно упорядоченной группы Н, отличной от G, в кото-

которую G вкладывается архимедово.
Предложение 9. Всякая л. у. группа G архи-

архимедово вкладывается хотя бы в одну архимедово полную
группу Н.

Заметим сначала, что если*? архимедово вложена в Н,
а Н архимедово вложена в F, то G архимедово вложена в

F. Кроме того, объединение F возрастающей последова-
последовательности архимедово вложенных друг в друга групп
Ga таково, что каждая Ga архимедово вложена в F. Если

группа G архимедово вложена в группу Glt то системы

выпуклых подгрупп у G и Gx одинаковы, т. е. в Gx нет но-

новых выпуклых подгрупп.
Отсюда следует, что если мощность системы выпуклых

подгрупп группы G равна ^ и группа G архимедово вкла-

вкладывается в Н, то мощность Я не превышает с*, где с —

мощность континуума. Дальнейшие рассуждения стан-

стандартны, ф.
Теорема 3. (Коэн и Гофман [1].) Всякая

архимедово полная группа топологически полна.

Доказательство. Действительно, если G не

является топологически полной группой, то ее топологи»
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ческое пополнение G* отлично от G. Пусть g* ЕЕ G* \ G,
g* ^> G, тогда g* есть предел фундаментальной после-

последовательности {ga}, ga seG. Возможно, что g* не содер-
содержится в наименьшей выпуклой подгруппе. Тогда по эле-

элементу g <^ g* найдем номер а такой, что g <[ gaXg* <[ g.
Это означает, что g* = gah, где h ^ g*, и тогда, так как

У> g) gg>gagy >ga g
= (g*/i 1)а = g*/i 1g*k-k

2
^> g*. Если же g* лежит в на-

наименьшей выпуклой подгруппе Н группы G*, то, начиная

с некоторого а0, все ga ?Е H. Ввиду архимедовости груп-
группы Н элементы g* и ga архимедово эквивалентны при а ^>
>«о- #
Теорема 4. (X а н [1].) Линейно упорядоченная абе-

лева группа тогда а только тогда архимедово полна, когда
она является группой Хана.
Доказательство. Пусть G — архимедово пол-

полная группа и В = W (G) — группа Хана, построенная
так, как в теореме 1 § 1. Тогда П есть архимедово расшире-
расширение группы G и ввиду архимедовой полноты G совпада-
совпадает с СТ.

Обратно, пусть G — группа Хана. G есть лексико-

лексикографическое произведение групп Ra вещественных чисел,

где а пробегает л. у. множество П, и Н — некоторое ар-
архимедово расширение группы G. Можно считать, что

Н — {G, х} и х ё Н. Так как G есть лексикографическое
произведение аддитивных групп вещественных чисел

йо?Ди всякий скачок Аа zd Ba выпуклых подгрупп из

Н тоже изоморфен R, то ясно, что

А'а = BaRa, (•)
где Ra — соответствующий лексикографический множи-

множитель группы G. Для доказательства того, что группа G

архимедово полна, достаточно найти последовательность

{ха} элементов из G, сходящуюся к а; в интервальной то-

топологии, так как группа Хана топологически полна (см.
Предложение 8). Это нетрудно сделать обычными мето-

методами, используя (*), что предоставляется читателю, ф
Проблема 37. Существуют ли архимедово пол-

полные линейно упорядоченные группы, не все факторы
полной системы выпуклых подгрупп которой изоморфны
аддитивной группе вещественных чисел в естественном

порядке?

е*



ДОПОЛНЕНИЕ

§ 1. Расширения и сплетения

1°. Пусть даны группы А и В. Рассмотрим декартову
степень Ав группы А, т. в. множество всех функций, за-

заданных на В со значениями в А. Множество Ав является

группой относительно покоординатного умножения функ-
функций из Ав: если /, g е= Ав, то fg (b) = / (b) g (b) для вся-

всякого leB.

Полным сплетением групп А и В называется полупря-
полупрямое произведение групп А

= Ав ш В, причем элементы из

В действуют на элементы А следующим образом:

/*•№) =/(ЮГ1)- A)

Подгруппа полного сплетения групп А ж В, порожден-
порожденная подгруппой В и подгруппой Л всех функций /е!
таких, что / (Ь) ф е лишь для конечного числа координат
b GE В, называется сплетением групп А л В.

Полное сплетение групп А и В обозначается АгВ,
сплетение групп А и В обозначается АгВ.

Предложение!. Пусть А, В — группы и Ав —

декартова степень группы А. Группа W всех подстановок

в (/, Ь) декартова произведения множеств А и В, опреде-
определяемых соотношением

(ъЪуи.ъ^м^ЬЬ,) B)

(где f ?E AB; aei; b, b% ее В), изоморфна полному спле-

сплетению групп А и В.

Действительно, множество W замкнуто относительно

умножения и взятия обратного.
Установим изоморфизм q> грунп W и АгВ следующим

образом: q> F (/, 6)) = /-Ь. Очевидно, что ф_—взаимно-
ф_—взаимнооднозначное соответствие, отображающее W на АгВ.
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Если через Л, В, обозначить множества всех подстановок

{б if, в)}, {6 (в, Ь)}соответственно, где / €Е Ав, Ь^В,
е — функция из Ав, тождественно равная единице группы
А, то очевидно, что q> индуцирует изоморфизм подгрупп
Л на Л и В на В соответственно. Для доказательства того,
что ф — изоморфизм групп W и АёВ, достаточно доказать

равенство

Ф(в(е, ЬГ1.в(/, e).Q{e, Ь)) - ф(в(/х, Ь)),

где /х FХ) = / (bib~l) для всякого 6Х €= 5. Требуемое ра-
равенство следует из соотношений:

(alt Ьх)9 <••*)"'•«• •)•(••» = (oi, &х)« <•. ь-1) в (/, в) в св. ад =

- (aj {bfi-% h) = @,/х F1), Ьх) = (ax, bx)eW..«). #

Теорема 1. (Калужнин, Краснер [1].)
Если группа G есть расширение группы А при помощи
группы В, то существует изоморфизм я группы G в Аг~В,
причем п {А) с А и n{G)AlA = В.

Доказательство. Рассмотрим естественный го-

моморфизм 8 группы G на В. Для каждого b (= В выбе-

выберем представитель в (Ь) в таком смежном классе gА груп-
группы G по А, что е (g.4) = b, а также систему шрейеровских
факторов т (Ьх, Ь2) = ег1 FХ) е Fа) (е (b^))'1, опре-
определяющих расширение G группы А с помощью 5.

Очевидно, что группа G изоморфна группе всех пар

(a, b), a Ez A, b ее В, с законом умножения

(аъ &х) (а2, 62) = (а^-1 FХ) а2е-х (М »»(ьи Ь»).^1*г)-

Отождествим группу G с полученной группой пар и

рассмотрим представление 6 ее правыми сдвигами: если

х = (а, Ь), то

(«1, h)**> = (a^-1 (fcx) а (в Fх)Гхш (W, b),

Тогда

где / (&x) = e (bj) a (e Fi))~1ffiF1, 6) есть функция, оп-

определенная на В со значениями в А. Представление 0

определяет вложение группы G в группу всех подстано-
подстановок 6 (/, Ъ) множества А. х В, определяемую соотноше-

соотношениями B), и, следовательно, в группу Аг~В. Свойства
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полученного вложения я группы G в группу AlB прове-

проверяются непосредственно, ф
2°. Теорема Г. Баумслага, приведенная в этом пункте,

позволяет, в ряде случаев, свести изучение расширения

группы А с помощью группы В к изучению сплетений

групп А и В.

Пусть W — полное_ сплетение групп F и Н. Тогда

каждый элемент w ЕЕ W представляется единственным об-

образом в виде ib, где b €Е F, tZEH^
Зададим отображение t группы W в группу Н: t (w) =

= t (bt) — t и отображение b группы W в группу F:

b(w) = b (bt) = b.

Аналогично определим отображения t и b группы W
=

= FeH в Н и F
~ П Fh соответственно. Очевидно, что

лен

/ — гомоморфизм групп W и W на Н.
В дальнейшем всюду У — свободная группа и ух, ...

..., уп, ...
— ее свободная база. Пусть v = v (уъ ..., уп) —

редуцированное слово из У, т. е.

У
— Уг(\) • • • ~г(т) ,

где у'^Уг^г) =И, 1 < / < я» - 1, в (Q = ± 1, 1 <
В любой группе W для всяких элементов w{

= ^Ьг,
i = 1,2, ..., л, как показывает непосредственная проверка,

справедливо следующее равенство:

v (и*,..., wn) = v (tu ...,tn) П^С* «, C)

где щ (tu ..., *„) = tr'S^trlsA) ¦ ¦. Ufa.
Лемма 1. Если v = v (y1, ..., yn) — редуцированное

слово из Y и wlt ..., wn — такие элементы из W = FsH,
что v to, ..., wn) =j= e, то найдутся элементыwlt, ..., Й5„
ыз FeH, для которых v to, ..., wn) =j= e и t (й>4) = t (ш4),
1 < i < re.

Пусть t to) — tbb (ш4) = tj. Перепишем соотношение

C) в виде

v{wx, ..., шп) = »(«!, ..., *„)Ь*, D)

где t* GE ()
Так как v to, ..., шп) =/= е, то либо г? (tt, ..., гп) ^= е,

либо v(tu ..., /„) = е, Ь* фе.
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Если v (*!, ..., tn) ф e, то в качестве wt возьмем t^e.
Если же v (<х, ..., г„) = e, то b* =f= е, и следовательно,

найдется h0 Ei Н такое, что b* (h0) ф е.

Но ввиду C)

В качестве элементов w выберем элементы wi
— гфь i =

= 1, 2, .... п, где

bi (h), если h = hous (tlt..., tn)~l
для некоторого s, 1 <! s <; m,

e в противном случае.

Очевидно, что bjE^R7), а также что i>(*ifti,.. .,tnbn) =

= ft*, b*E-b(W), причем b*(h0) = ft* (ко)фе. Следователь-

Следовательно, ft* = e и у (г?!,..., wn) ф е. ф
Напомним, что класс ^" групп называется многообра-

аием, если он замкнут относительно гомоморфизмов, взя-

взятия подгрупп и полных прямых произведений.
Пусть V — совокупность всех слов va {у1л ..., у„)

свободной группы У таких, что va (glt ..., gn) = е для вся-

всяких #!, ..., gn EzG, где G — произвольная группа много-

многообразия УС. Тогда F — вполне характеристическая под-
подгруппа группы У и Y/V называется свободной группой
многообразия УС. Для произвольной группы А определим

вербальную подгруппу УС{А) следующим образом: УС(А) —
пересечение всех инвариантных подгрупп группы А, со-

содержащих элементы va (al, ..., ап), где va (yv ..., уп) е V,

Очевидно, что группа А принадлежит УС тогда и только

тогда, когда СК (А) = Е, и что для всякой группы А фак-
фактор-группа А1УС (А) е УС.

Лемма 2. Пусть R — инвариантная подгруппа сво-

свободной группы У, S — вполне характеристическая под-

подгруппа группы R, М — группа, содержащая инвариантную
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подгруппу N, причем N лежат в минимальном многообра-
многообразии X групп, содержащем RIS. Пусть ц — отображение
множества ytS, ..., ynS, ... в группу М. Если отображе-
отображение %: угЯ -+¦ (yiS)*N продолжается до гомоморфизма
fb группы Y/S на M/N, то г\ может быть продолжено до

гомоморфизма у группы YIS в М.

Обозначим через а естественный гомоморфизм У на

YIR, а: уг
-*¦ угй, и аналогично через |х — естественный

гомоморфизм М на MIN.
Очевидно, что отображение т)', определяемое равен-

равенством ум' — (у1«?)т|, продолжается до гомоморфизма У
в М.

Рассмотрим гомоморфизм oti2 группы У на MlNi

Отсюда следует, что гомоморфизм т)'ц отображает У на

MIN и

»т|ц
=

тл\г E)
для всякого »ёУ.

Обозначим через А ядро гомоморфизма i\'\i. Ив E)
следует, что А э R. Если В — ядро ц\ то А э В ввиду

Аг\'ц = Е, Аг\' с= N. По условию N е Ж, где СК — мини-

минимальное многообразие, содержащее R/S, следовательно,
CfC (N) = Е и тогда X (Ац1) = Е. Но Аг\' = А5/5 s
as ЛМ П Я = ^/^- Поэтому ЛГ (Ал') = Л" D/Я) и,
так как X (А) — вербальная подгруппа, УС (A) BIB S
Q .#* (А/5) = ?, откуда получается X (А) с В. Но тог-

тогда 5 э <#* (Л) = Л* (Я) = 5, следовательно, 5 = 5. От-

Отсюда следует, что отображение у: Y/S -*¦ М, (yiS)y = у{(\'
есть гомоморфизм YIS -*• М, продолжающий г\. ф

Пусть X — некоторый класс групп. Говорят, что груп-
группа G аппроксимируется классом X, если для каждого

элемента g?G найдется инвариантная подгруппа N{g) из

G, не содержащая элемента g такая, что GIN(g) изоморфна
некоторой группе ив X.

Нетрудно видеть, что группа, аппроксимирующаяся
классом X, вкладывается в полное прямое произведение
подходящих групп из X. Если класс X замкнут относи-

относительно взятия подгрупп и полных прямых произведений,
то каждая группа, аппроксимирующаяся классом X,
лежит в X.
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Теорема 2. (Б а у м с л а г [1].) Пусть У — сво-

свободная группа, R— инвариантная подгруппа группы Y и

S — вполне характеристическая подгруппа группы R.
Тогда группа G = YIS аппроксимируется семейством
групп G(g), являющихся подгруппами сплетения FzH, где
F = RIS, Н = YIR.
Доказательство. Пусть geG. Достаточно по-

показать, что найдется гомоморфизм уе группы G в FzH та-

такой, что gyg =f= e.

Пусть ylf ..., уп, ...
— свободная база группы У, а —

естественный гомоморфизм У на Y/S, v (ух, ..., уп) = v —

элемент У такой, что ш =

g.
По теореме 1 существует вложение я группы G в W —

= FlH. Обозначим через wi образы t/{a в W: м>4 = у^п.
Тогда

gn
= »(wlt ..., wn) фе. F)

По лемме 1 можно подобрать wu ..., wn в W = FzH та-

такие, что1>(й>х, ...,wn)=j=ent{wi) = t(u>i) для i = 1,2, ...,n.

Определим отображение т] множества уха, ...,упа,...
в W следующим образом:

Wj, если #jcwi = wj,

t (#i<xn), если у4оя =Ф=Ю), 1 ^ / ^ n,

я отображение т^ множества yiR, ...,ynR, ... в

следующим образом: (yiR) % = (у{?) r\-b (W). Очевид-
Очевидно, что i\i продолжается до гомоморфизма т]2: Y/R на

W/b (W). Тогда, по лемме 2, т] продолжается до гомоморфиз-
гомоморфизма уе группы G в W, причем ввиду F)

.1 • •
•, Уп) arg = v {yta,..., упа) уе =

Лемма 1 и теорема 2 сформулированы и доказаны здесь

в более слабой формулировке, чем в работе Б а у м с л а-

га [1].

§ 2. Некоторые свойства центральных расширений групп

В этом разделе доказывается результат И. Шура о ко-

конечности фактор-группы G' A N1 IG', N], где ./V — нор-
нормальная подгруппа конечного индекса группы G. Дока-
Доказательство будем излагать по схеме Бэра [2].

7 А. И. Кокорин, В. М. Копытов
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1°. Пусть Счесть центральное расширение группы Z с по-

помощью группы Я. Через {г (х)} обозначим систему пред-
представителей фактор-группы G/Z, причем выбираем г (е) = е.

Тогда можно сказать, что расширение G определяется си-

системой центральных факторов / (х, у) — г (х) г (у) г (ху)~1,
удовлетворяющих условиям

/ (ж. в) = / (е, у) = е,

/ (я> У) f (xy, z) = / (х, yz) f (у, z). '

Если через R обозначить подгруппу, порожденную

{г (х) | х €Е Я}, то очевидно, что выполняются следующие
соотношения:

Rl — Rp[Z порождается {/ {х, у) | х, у ЕЕ Я}, B)

G = R х Z (Rj), C)

где Ri — объединенная подгруппа,

G' = R', D)

с'пгсдпг. E)

2°. Пусть дана группа Я. Через X = {(х, у) | х, у, ЕЕ

ЕЕ Я} обозначим декартово произведение Н X Н, через
,4 — свободную абелеву группу с базой X и через 5 —

подгруппу группы А, порожденную всеми элементами вида

(х, е), (е, у), (xy, z) (х, у) (х, yz)-1 (у, z) .

Рассмотрим фактор-группу Я* группы А по В. 06-

раэ элемента (х, у) ЕЕ -4 в Я* при естественном гомомор-

гомоморфизме А на Я* обозначим / (х, у). Тогда легко видеть, что

множество {/ (х, у) \ х, у ЕЕ Я} является системой цен-

центральных факторов Я в Я*. Будем называть эту систему
свободной центральной системой факторов Н в Я*. От-

Отметим, что если группа Я конечна, то группа Я* конечно-

порождена.
Рассмотрим расширение G группы Я* с помощью Я,

соответствующее свободной системе центральных факто-
факторов Я в Я*. Группу G будем называть свободным централь-
центральным расширением Я* с помощью Я.

Нетрудно показать, что свободное центральное рас-

расширение G группы Я* с помощью Я есть фактор-группа
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XI [X, N] подходящей свободной группы X по инвариант-

инвариантной подгруппе IX, N], где N — инвариантная подгруппа
группы X такая, что XIN = Я.

В дальнейшем потребуются следующие свойства цен-

центральных расширений групп, которые не требуют дока-
доказательства:

Предложение 1. Если G есть центральное рас-
расширение группы А с помощью группы Я и т) — гомомор-
гомоморфизм А в В, то существует гомоморфизм ц> группы G
в подходящее центральное расширение группы В с по-

помощью Я, продолжающий ч\на А и индуцирующи й тожде-

тождественный изоморфизм на Н. #.
Предложение 2. Если F — свободное централь-

центральное расширение группы Я* с помощью Н и А — централь-
центральное расширение группы Z с помощью Н, то существует го-

гомоморфизм 1\ группы F в группу Н, индуцирующий тожде-
тождественное отображение на Н и переводящий систему
{/ (ж> У) I «I У Е Я} свободных факторов Н в Н* в систе-

систему if (х> у) I xi У ?= Н) центральных факторов Н в Z,
определяющую А как расширение группы Z с помощью
группы Н, причем для всякихх,у^Н имеет место соотно-

соотношение f (х, у) л
= /' (х, у). #

ПредложениеЗ. Пусть G есть центральное рас-
расширение группы Z с помощью И, соответствующее системе

{/ (х, у) | х, у ЕЕ Я} центральных факторов Я в Z. Тогда
Z является прямым множителем в G тогда и только тогда,
когда для каждого х е= Я найдется t{x) из Z такое, что

выполняется соотношение

f(x,y)=t(x)-t{y)t(xy)-\ # F)
Если система центральных факторов определяет G как

прямое произведениеZ и некоторой группы Ях, изоморфной
Я, то будем называть ее системой прямых факторов.

3°. Лемма 1. Если G есть центральное расширение
абелевой группы Z с помощью группы Н, соответствую-
соответствующее системе {/ (ж, у) \х,у€=Н} центральных факторов
Я в Z, то следующие свойства подгруппы S из Z эквива-

эквивалентны'.

(а) S=>G' П Z;
(б) существует абелева группа Т, содержащая ZIS

такая, что {Sf{x, у) \ х, у €Е Я} есть система прямых
факторов Я в Т.

Т
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Зафиксируем систему представителей г (х), х €= Я,
классов смежностиGIZтакую, что/ (х, у) = г(х)г(у) г(жу) .
Пусть выполняется (а). В качестве Т возьмем GIG'S:

Т = GIG'S => ZG'SIG'S as

?« Z/Z П G\S = Z/(Z П G')S = Z/5.

Непосредственный подсчет показывает, что множество

{Sf (х, у) | х, у Е- Я} есть система прямых факторов Я
в Г, если в качестве t (х) взять г (х) G'S.

Обратно, пусть t\ — гомоморфизм Z в Т с ядром Л1.

Пусть Нх — расширение Т с помощью Я, соответствующее
системе прямых факторов / (х, y)S. Тогда Т выделяется

прямым множителем в Нг. Из предложения 1 следует, что

существует гомоморфизм q>: G -*¦ Нх, продолжающий х\ на

Z и индуцирующий тождественное отображение на Н, т. е.

такой, что ядро ср на Z совпадает с S. Однако (С П ^)ф ^
cz Сф fi Zcp С Ях П Т. Так как Г — прямой множитель в

Нг, то H[ [} Т = Е ъ, следовательно, (С П ^)ф = ?,
т. е. С П Z S J- Ф
Следствие 1. Яслк G — центральное расширение

группы Z с помощью Н, определяемое системой f (x, у) цен-
центральных факторов Н в Z, то следующие свойства гомо-

гомоморфизма т] группы Z в абелеву группу А эквивалентны:

(а) (С П Z) n
= Е;

(б) существует абелева группа Т, содержащая А такая,
что система {/ (ж, y)r\ \ х, у €= Я} есть система прямых

факторов Н в Т. ф
Теорема. (Ш у р [1].) Если группа G имеет инва-

инвариантную подгруппу N конечного индекса, то фактор-
факторгруппа G' f\ N I [G, N] конечна.

Доказательстве. Положим Я = GIN и рас-
рассмотрим свободное центральное расширение F группы Я*
с помощью Я. Тогда G' [\ N I [G, N] есть гомоморфный
образ группы Я* П F'• Это следует из B), D), E). Рас-

Рассмотрим эндоморфизм т] на Я*: щ
= хп для всяких х е=

€= Я*. Известно (см. Цассенхауз [1]), что г\ отобра-
отображает систему свободных центральных факторов Я в Я*
в систему прямых факторов Я в Я*. Но тогда, в силу
следствия, (F' |"| Я*) т)

= Е, что вместе с конечной по-

рожденностью Я* дает конечность F' |"| Я* и, следова-
следовательно, конечность G' (] N IIG, N]. %
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§ 3. О простых группах

В этом разделе излагается в сокращенном виде метод
построения простых групп, предложенный Ф. X о л л о м

в работах [2], [3].
Лемма 1. Пусть группа G есть объединение возра-

стаютцей последовательности групп Аа, а <^Х, где X —

предельное число, и Ка — инвариантное замыкание Аа в

Аа+1. Если для любого а <^%:
а) всякая подгруппа, инвариантная в Ка, инвариантна

в Ка;
б) всякая нетривиальная инвариантная подгруппа груп-

группы Аа+1 содержит Ка,
то коммутант G' группы G есть простая группа.

Пусть N — нетривиальная инвариантная подгруппа

группы G', х €Е N, у ?=G. Так как G' = U Ка, найдем

а < К такое, что х е Ка, у е Ка. Тогда х е[N П ^'а,
и так как ./V инвариантна в G', то ./V П Ка инвариантна в

Ка. Но из а) следует, что N [] К'а инвариантна в Ка.
Отсюда

у-Чу €Е N П К'Л С N.

Этим доказано, что N инвариантна в G.

Так как ./V нетривиальна, то Aa+1f\N нетривиальна

для всех а ]> а0, а0 <^ X. Из б) следует, что Аап П N
содержит Ка для всякого а, X ^> а ^ а0. Но так как

G' = U К'Л, то G' = N. #

Для доказательства основного результата понадо-

понадобятся некоторые простые свойства сплетений. ПустьG =
= (...(А1гА2)г...) гАп, где.^, ..., А „

— произвольные груп-
группы. Отождествим группу Ах с ее каноническим образом Ах{е)
в сплетении, аЛа — с верхушкой сплетения Аг г А2. Анало-
Аналогично, отождествим каждую из групп Аг с верхуш-
верхушкой сплетения (... (AlaAi) г ...) г Аг, а (... (А1гА2) г...)гА^-х
с (... {Ах г Ла) 8 •••) 8 -^i-i (е). Этим мы определили кано-

каноническое вложение групп Аг в G, i = 1, ..., п. Нетрудно
видеть,; что в группе G подгруппа, порожденная А2, ...

.,., Ап, есть сплетение

{А2, ..., Ап) = (... (А2 г Лз) г ...) г Лп. (I)
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Если a, b €= Аи е =j= у €= {А2, ..., Ап}, то непосредствен-
непосредственный подсчет показывает, что

\av, a] = \av, b] = e. B)

Возьмем произвольную группу Я и набор групп Нп,
п = 0, +1,..., ивоморфных Я, и зафиксируем изоморфизмы
фй групп Я„ на Я. Индуктивно построим последователь-
последовательность групп #(„) следующим образом:

г Нк, д.

где А ^> 0. Зафиксируем следующее вложение каждой
группы Я(_к) в H(k+l): #(_j() —>• Я(_й> (е) в сплетении

Я(_)с) г Яц+1 и вложение Н^к) в Я(_*), определяемое соот-
соотношением A), имея в виду каноническое вложение каж-

каждой Нг в H(k), | i | ^ к. Таким образом, определена воз-

возрастающая последовательность групп

#@) cz ЯA) с: Я(_х) cz ... с: Я(й) cz Я(^) с: Н^-и) с: ...

Объединение С этой возрастающей последовательности бу-
будем называть сплетенной Z-степенъю группы Н и обозна-

обозначать

С = г № = (... (... г Я_х) г Я„) г Ях) г ...).

Простая проверка показывает, что отображение т груп-
группы С в себя, определяемое равенством

т (Щ) = ф&ф4 (Я4), i = 0, +1, ..., ± п, ..., D)

продолжается до автоморфизма т* группы С. Через / (Я)
обозначим полупрямое произведение группы С и беско-
бесконечной циклической группы {t}, причем

rxxt = т* (х), же С. E)
Л е м м а 2. Всякая подгруппа N из С, инвариантная в

С, инвариантна в С.

Пусть у е= N, х ?Е С. Тогда найдется k ^ 0 такое, что

1,уЕ Я(_ь>. Возьмем z е= Яй+1, отличное от в. Тогда
по B) Xх перестановочен с х и у. Следовательно,

\х-\ у) = tar1, у]* *[*-»», у] = Пяг, *], у].
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Так как [х, z] €= С" и подгруппа N инвариантна в С", то

Их, z], у] = [х'1, у] е N, откуда х~хух & N. ф
Лемма 3. Всякая нетривиальная инвариантная

подгруппа N из f (H) содержит С.
Пусть х = [a~S b], а, Ь €Е С и е =f= у Е- N. Выберем

такое к, что a,iE Яда, и такое га, что t~nyt = ух ?Е

е {Яь+1, ..., #fe+p}. Из C) и A) следует, что {Нш, Яй+1> ...

..., Hh+P} есть сплетение:

Як+1) ...) г Як+Р.
Так как а, Ь (= Яда и у? {ЯА+1, ..., Я^+р}, можно за-

заключить ив B), что у?аух перестановочен с а и Ь. Тогда
х
= [а ,6] = [а ,Ы^^-ГуГ1^!, 61 = [arVi«yi. Ь1 =

= Не, yi]i W- Так как iV инвариантна в / (Я), то

[a, yj €= iV и,^ следовательно, х — \[а, yj, b] e iV. Но

тогда С е W.
'

#
Теорема1. Исходя из всякой группы Я, можно по-

построить простую группу g (Я).
Доказательство. Построим возрастающую по-

последовательность групп gn (H) следующим образом:

g0 (Я) = Я, gn+1 (Я) = / (gn (Я)), |
причем определим вложение т|зп группы gn (H) в gnn (Я)
так: ij)n (gn (Я)) = (gn (Я))о, где (gn (Я))о есть подгруппа
из

г gn (Я)* = (... (... г (gn (Н))-г) г (gn (Я))о) г ...),

лежащая в / (gn (Я)).
В качестве группы g (H) возьмем коммутант группы

Я*, являющейся объединением возрастающей последо-
последовательности групп gn (Я). Леммы 1, 2, 3 доказывают про-
простоту группы g (Я), ф

§ 4. Представление нильпотентных групп
без кручения матрицами

Т е о р е м а 1. (М а л ь ц е в [2].) Всякаяконечнопорож-
денная нилъпотентная группа без кручения точно пред-
ставима целочисленными унитреуголъными матрицами.
Доказательство. Используем метод Су она

[1]. Пусть G = {gt, ..., gk} — конечнопорожденная ниль-

потентная группа без кручения. Индукцией по рангу
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группы G, т. е. по сумме рангов ее факторов верхнего цент-

центрального ряда, будем доказывать представимость группы G
унитреугольными автоморфизмами свободной абелевой
группы конечного ранга.

Если рангС равен единице, то представление Т группы
G легко можно написать: Т (G) есть группа матриц вида

где Z — кольцо целых чисел.

Предполагаем, что для конечнопорожденных групп

ранга к теорема справедлива, и пусть G имеет ранг к + 1.

Тогда в G найдется инвариантная подгруппа

N = {gi, -.., gs}

ранга к такая, что GIN — бесконечная циклическая
группа. Пусть G = {N, g}. По предположению индукции
найдется представление Т группы ./V унитреугольными
матрицами степени п = п (г). Очевидно, что Т индуцирует
представление (обозначаемое также Т) целочисленного

группового кольца Z [N] группы N треугольными матри-

матрицами степени л:

Т BМч) = ЖУ (*|), Ъ е N, *t S Z.

Пусть К — ядро представления Т, L — разностный идеал
в Z [N], т. е. идеал, порожденный элементами х — е,

где х ее N. Так как Т — унитреугольное представление
группы N, то L" ? К. Действительно,

T((x1-e)(xt-e)...(xn-e)) =

= Т{хх-е)-Т (х2-е)... Т (хп - е) = О

ввиду того, что Т (хг — е) — треугольные матрицы с

нулевой диагональю. Но тогда идеал (К + L)n
~

= 2 Кп~гЬ1 + Ln cr К. Более того, если / — совокуп-
i=O

ность всех элементов х 6= Z [N], некоторое кратное кх ко-

которых лежит в) (К + L)n, то / — идеал и J cz К, так

как аддитивная группа кольца Z [N]lK — группа без кру-
кручения.
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Кроме того, идеал (К + L)", а следовательно, и J,
инвариантен относительно автоморфизма f, определяемого
равенством

где х\ = g~1xig, xit x'i e N, так как при x^N

U (x) = g~*xg = x + g-^g — a; = a; + (g-^gaT1 — e)a; =
= x-\- (x'x~l — e)a;,

т. e. g(x) == x (mod L), откуда g (К + L) cz К + L, a

тогда и g{K + L)*C(K + L)n.
Покажем теперь, что аддитивная группа кольца

Z [N]/J конечнопорождена. Для этого заметим, что любой
элемент х €= N алгебраичен над /, т. е. порождает конечно-

порожденное подкольцо в Z [N]/J. Действительно, по-

поскольку (х — е)п €= (К + Цп, %п есть линейная комбина-

комбинация (по модулю (К + Цп) элементов е, х, ..., хп~г. Отсю-

Отсюда, если hi, ..., hk — элементы из ^V, являющиеся прообра-
прообразами образующих в ./V факторов верхнего центрального

ряда N, можно заключить, что любой элемент Z [N] срав-
сравним (по модулю /) с целочисленной линейной комбина-

комбинацией элементов /г*1 /$ ... Л?к, где 1 — re^Sj^ra — 1.
Но таких элементов лишь конечное число, что и показы-

показывает конечнопорожденность аддитивной группы кольца
Z IN] I J.

Теперь можно представить N правыми сдвигами кольца
Z IN] I J:

D(x){y + J) = yx + J,

где x?=N, у ЕЕ Z [N]. Очевидно, что это представление
точно и унитреугольно.

Кроме того, отметим, что g также есть линейное пре-

преобразование Z INVJ. Теперь искомое представление Do
группы G строится следующим образом:

Непосредственная проверка показывает, что Do — дей-
действительно точное представление G и что оно унитре-
унитреугольно в некоторой базе Z [ЛП / /. ф;
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§ 5. О многообразиях групп

При изложении результатов следуем Смирнову
[5].

1°. Через V E3, А) обозначаем вербальную подгруппу,
определяемую многообразием 53 в группе А. Рассматри-
Рассматриваются многообразия групп, содержащие неединичную

группу.
Т е о р е м а 1. (С м и р н о в [5].) Если фактор-группа

F/A свободной группы F по некоторой инвариантно й под-

подгруппе А обладает нормальной системой 2 с факторами
из произвольного многообразия групп 53, то группа
FIV (ffi,A) обладает нормальной системой 2, все факторы
которой являются подгруппами свободных ЗВ-групп.
Доказательство. Пусть дано некоторое мно-

многообразие групп 53. Нормальную систему подгрупп про-
произвольной группы G, все факторы которой принадлежат

многообразию 53, будем называть в дальнейшем кратко
^-системой.

Если нормальная система 2 = {Аа} группы G содер-
содержит нормальную подгруппу Л этой группы, то подсистему
А системы 2, состоящую из всех подгрупп Аа, содержащих
А (включая и А), условимся называть нормальной систе-

системой группы G относительно подгруппы А. Фактор-группы
подгрупп из А по нормальной подгруппе А образуют, оче-

очевидно, нормальную систему группы GIA.

Пусть группа G обладает относительно некоторой нор-
нормальной подгруппы А нормальной системой

2 = {Ga} A <сс < у, Gt = G, Gy = A).

Множество индексов / = {а} будем предполагать упоря-
упорядоченным так, что если а <[ j}, то Ga r> Gp. Положим

Vo = G, Va=V (SB, Ga) (a e= I), 2' = {Va}.

Укажем некоторые свойства системы 2':

1) Система 2' содержит группу G и подгруппу V (ЗВ, А).
Действительно, Vo = G, Vy = V (ЗВ, А).
2) Если а < р, то Va э Fp, т. е. система 2' упорядо-

упорядочена по теоретико-множественному включению.

В самом деле, если 1 < а < 0, то Ge => G&, откуда
V F
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3) Система 2' содержит объединение подгрупп любой
своей подсистемы.

Рассмотрим произвольную подсистему А' системы

2'. Если Vo €E А', то объединение всех подгрупп из А',
равное Vo, принадлежит А'.

Пусть Fo g А'- Тогда для каждой подгруппы Va из

А' существует в 2 хотя бы одна подгруппа, например Ga,
вербальная подгруппа которой (относительно 53) равна
Va. Множество всех подгрупп С„ё2, для которых
V EВ, Ga) ЕЕ А', обозначим через А, а их объединение —

через Н. Так как система 2 является полной по условию,
то #?Е2, откуда F E3, Я) е= 2'. Покажем, что

V(®,H)= \)Va, Fee=2'.
Действительно, пусть К — объединение всех подгрупп

Va из множества А'. Если Го G А', то Ga Q Н, откуда
Va = V E3, Ga) Q V (JB, H). Следовательно, К с:

Q V (ЗВ, Н). Чтобы доказать обратное включение, рас-

рассмотрим свободную группу W, свободно порожденную счет-

счетным множеством неизвестных а^, жа, ... Каждый элемент h

из V ($, Н) можно записать в виде произведения конеч-

конечного числа элементов вида v (ax, ..., ат), где v(x1,...
'•-,хт) е V (Ж, W), а все ^еЯ.В этой записи участвует

лишь конечное число элементов из Н, и поэтому все они

принадлежат некоторой подгруппе^ из A, &he=V{3B, Ga).
По определению множества А имеем V (S3, Ga) 6E А',
откуда V (ЗВ, Ga) с К. Следовательно, h e К и вклю-

включение V E3, Н) Q К доказано. Свойство 3) доказано.

Присоединим к системе 2' пересечения подгрупп пер-
первых классов всех дедекиндовых сечений в этой системе.

Полученную систему подгрупп группы G обозначим через
2*. Система 2* останется, очевидно, упорядоченной, но

будет уже полной.

Пусть

— множество фактор-групп по вербальным подгруппам
V (ЗВ, Ga) групп Ga, составляющих систему 2. Ясно, что

(Я SM3)
4) Если все факторы нормальной системы 2 группы G

принадлежат заданному многообразию групп Ш, то для

всякого скачка В г> С в системе 2* меньшая подгруппа
С является нормальной подгруппой в большей подгруппе
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В, а фактор-группа BIC содержится хотя бы в одной из

групп множества F E3, С).
Каждый скачок в полной системе подгрупп 2* может

быть произведен некоторым элементом группы G. Пусть
скачок В —> С произведен элементом g gG, т. е. В есть

пересечение всех подгрупп из 2*, содержащих элемент g,

& С — объединение подгрупп из 2*, не содержащих эле-

элемента g. Покажем, что С ее 2'.

Допустим, что С её 2'. По определению системы 2*

подгруппа С должна быть тогда пересечением первого клас-

класса некоторого дедекиндова сечения D в системе 2'. Обоз-
Обозначим этот класс через Dv Следовательно, можно записать,

что

С = П Va (VaG Dx).

Так как g €= С, то в классе Dx найдется подгруппа Va
такая, что g ё= Va, Va zd С, Va Ф С. С другой стороны,
С есть объединение подгрупп из 2*, не содержащих эле-

элемента g, и потому С Э Vа. Мы получили противоречие,
которое и доказывает, что CeS'.

Если В €Е 2', то обозначим через 53 множество всех

групп Ga, для которых V(fB,Ga) = В. Если это множе-

множество пусто, то В = Vo = G и для всякой подгруппы Ga
из 2 имеем V E3, Ga) ф В, в частности, F E3, GJ =
= F (©, G) Ф В. Таким образом, при 33 пустом имеем

В = G Г) С = V E3, G), и утверждение 4) в этом случае
очевидно.

Пусть множество 53 не пусто. Ввиду полноты система

2 содержит пересечение всех подгрупп из #, которое мы

обозначим через G^. Система 2 содержит также объедине-
объединение всех подгрупп GaEr2, для которых Va = С. Обозна-
Обозначим это объединение через Gv и покажем, что Gp э Gv.

Достаточно показать, что если Ga ЕЕ §В, то Ga Э Gv.

Допустим, что существует подгруппа Gae53, которая не

содержит Gv. Так как система 2 упорядочена по включе-

включению, то Ga cz Gv. Из определения группы Сг„ следует, что

V E3, Gv) = С. Поэтому, переходя к вербальным подгруппам,
имеем В = V E3, Ga) Q С, что противоречит условию. Вклю-

Включение Gy, э Gv доказано.

Возьмем произвольную подгруппу Ga из системы 53.
Так как Ga э Gy. э Gv, то, переходя опять к вербальным
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подгруппам, получим В^Vy.'sC. Подгруппы ВэС об-
образуют по условию скачок в системе 2*. Поэтому либо

V» = В, либо Уц = С.

Пусть Vp — B. Тогда У^фС a G^^G^. Из построе-
построения подгрупп Gp, Gv видно, что в этом случае они состав-

составляют в системе 2 скачок: б^гэС,,. Поэтому Gv является

нормальной подгруппой в G^, а фактор-группа G^lG* при-
принадлежит многообразию ЗВ. Мы приходим к следующим
включениям:

Gy. гэ Gv Э Уц = В Z3 С = Fv.

Отсюда непосредственно видно, что С является нормаль-

нормальной подгруппой в В и что В1С содержится в группе
GjVv из множества FCB, 2).

Пусть Vp = С. Так как G^ — пересечение тех подгрупп
Ga е 2, для которых Fa = #, то G^ э В =d С = Уц. Сле-

Следовательно, опять С является нормальной подгруппой в

В, а В/С есть подгруппа группы Gy./Fy..
Если жеВеЗ', то в этом случае В есть пересечение

подгрупп первого класса некоторого дедекиндова сечения

D в системе 2'. Обозначим этот класс через Dx. Ясно, что

класс Dx не может состоять лишь из подгруппы Vo, так

как иначе подгруппа В принадлежала бы системе 2'. По-

Поэтому можно считать, что В ~ f\Va (Va e= Dv a > 1).
Так как система 2 полная, то она содержит пересечение

всех подгрупп Ga е 2, для которых V ф, Ga) e Dx. Обо-
Обозначим это пересечение через Gp. Через Gv обозначим снова

объединение групп из 2, вербальные подгруппы которых
(относительно S) равны С. Как и в предыдущем случае,
имеет место включение G|a э Gv.

Для доказательства этого включения достаточно пока-

показать, что каждая подгруппа Ga €= 2, для которой Fa ?E Dx,
содержит Gv. Допустим, что среди этих подгрупп сущест-

существует такая подгруппа Ga, что Gaс Gv. Тогда BcFjC
су, = С, что противоречит условию.

Итак, Gp^Gv, откуда Vy.^Vv = С. Получаем G^s?
Э В э F(a э С. Но так как В zdC — скачок в 2* и В е=

е 2', то F(j. = С. Таким образом, имеем Gy. э 5 id С э F^,
откуда снова заключаем, что С — нормальная подгруп-
подгруппа в В и что В\С содержится в G^lVy.. Свойство 4) до-
доказано.
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5) Если группа G обладает относительно некоторой нор-
нормальной подгруппы А нормальной {©-системой 2, то она

обладает также нормальной системой 2 относительно

F E3, А), все факторы которой являются подгруппами
групп из множества F C3, 2).

Действительно, ввиду полйоты системы 2* каждая

совокупность равных между собой подгрупп из этой си-

системы обладает как первой, так и последней подгруппой.
Заменяя каждую такую совокупность одной из ее под-

подгрупп, мы получим нормальную систему 2 группы G от-

относительно V C3, А) с требуемым свойством.

Для завершения доказательства теоремы 1 нам остается

заметить лишь, что если G — свободная группа, то мно-

множество F (В, 2), определенное выше, будет состоять из

свободных 33-групп. ф
Теорема 2. (Смирнов 15].) Пусть Ш — много-

многообразие групп. Если 2 = {Fa} A ^ а «^ у, Fl=F,
Fy = А) — нормальная 33-система некоммутативной сво-

свободной группы F относительно некоторой неединичной
инвариантной подгруппы А этой группы, то система

2' = {Va} (Fo = F, Va=V C3, Fa), 1 < a < у) не со-

держит повторений. Таким образом, нормальную систему
группы F относительно V C3, А), факторы которой были
бы подгруппами свободных 33-групп, можно получить попол-

пополнением системы 2' пересечениями всех подгрупп каждой ее

подсистемы.

Доказательство. Пусть $} — неединичное

многообразие групп. Пусть также в некоммутативной сво-

свободной группе F задана нормальная ^-система 2 =

= {Fa}, I ^ a ^ y> относительно нормальной подгруппы
А =1= Е. Множество индексов а предполагаем упорядочен-
упорядоченным так, что если a <^ P, то Fa гэ F$. Поэтому F1 = F,
Fy = А. Покажем, что в системе 2' нет повторений, т. е.

то Уа Ф V& ПРИ a Ф Р-
Будем рассуждать от противного; предположим, что

для некоторых a, p, a =f= р, имеет место равенство Va =
= Fp. Так как Fo = .F, /^ = F C3, F) и 33 неединично, то

Fo ф V. Следовательно, аир отличны от нуля. Пусть 1 ^
^ а <С Р- Тогда Fa zd Fp, Fa =f= F& (по определению нор-
нормальной системы). Возьмем произвольный элемент х из

разности Fa \ Fp. Он определяет в системе 2 скачок

Fy. гэ Fv, где Fjj, — пересечение подгрупп этой системы,
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содержащих элемент х, a F* — объединение подгрупп
из 2, не содержащих элемента х. Очевидно, имеем

F^F^zdF^F^, V^^Vv. (*)

Так как нормальная подгруппа A =f= E некоммутативной
свободной группы F некоммутативна и Fy. э А, то сво-

свободная группа Fp также некоммутативна. В то же время
соотношение (*) показывает, что/^ содержит нормальную
подгруппу Fv такую, что

Так как Fy. ф Fv, то это противоречит известному свой-

свойству многообразия 33 (см. X. И е й м а н [1]). ф
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Автоморфизм порядковый 17
Алгебраическая система частич-

частично упорядоченная 13
Аппроксимируемость групп 168

База модуля 105

Вложение групп архимедово 162
— —

операторное 94

Гомоморфизм порядковый 17

Грань точная верхняя 11
¦ нижняя 11

Группа архимедова 26
—

архимедово полная 162
— без G-кручения 18
— без ft-кручения 18
— векторная 135
— вполне доупорядочиваемая

G-группа) 131
— G-полная 61
— доупорядочиваемая 23
— нехопфова 80
— Q-упорядоченная 12
— периодическая 19
— полинильпотентная 55
— полуоднородно линейно упо-

упорядоченная 88
частично упорядоченная

88
—

порядково полная 153
—

правоупорядоченная 104
— решеточно (структурно) упо-

упорядоченная 12
— свободная в многообразии 167
— топологически полная линей-

линейно упорядоченная 153
— универсальная 63
— упорядоченная 12
— у-простая 18
— Хана 147
— частично упорядоченная 12

Закон монотонности (однород-
(однородности) 12

Изолятор 33
— строгий 99
Изоморфизм порядковый 17

Кольцо линейно упорядочен-
упорядоченное 13

—

решеточно упорядоченное 13
— частично упорядоченное 12

Луч 43

Многообразие 167
Множество вполне упорядочен-

упорядоченное 12
— линейно упорядоченное 11

дискретное 143
плотное 143

—

решеточно упорядоченное 11
— частично упорядоченное 11

Модуль G-упорядоченный 105
— Г-упорядоченный 92
— линейно упорядоченный 92
— свободный 104
— Ф-полный 93
— элемента 27

о-гомоморфизм 17
О-группа 16

О*-группа 23

Подгруппа вербальная 167
— выпуклая 16

—,
— абсолютно 98

—,
— относительно 35

— 6-доупорядочиваемая 26
— G-упорядоченная 12
— слабо сервантная 52
— эскалационная (^-подгруппа)

46
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Подмножество выпуклое 11
— инфраинвариантное 28
— кофинальное 148
— линейное 14
—

строго изолированное 33
— чистое 14

Полукольцо линейное чистое

84

Порядок изолированный 126
— индуцированный на фактор-

факторгруппе 17
— лексикографический 17
— линейный 11
— максимальный 23
— противоположный 11
— решеточный (структурный) 11
— частичный 11

Последовательность сходящая-
сходящаяся 153

— фундаментальная 153

Продолжение порядка 11

Произведение лексикографиче-
лексикографическое 147

— нильпотентное 53
—

прямое с объединенной под-
подгруппой 44

Ранг специальный 30

Расширение свободное централь-
центральное 170

Решетка (структура) 11

Д-группа 30

Сегмент нижний 158

дедекиндов 158
Система инфраинвариантная 28
— полная 28
—

прямых факторов 171
—

центральных факторов сво-

свободная 170
Скачок 28
Сплетение 164
— полное 164

Сплетенная Z-степень 174

Тело линейно упорядоченное 84
Топология интервальная 151

у-автоморфизм 17

у-гомоморфиам 17

У-группа 16

У*-группа 23

у-изоморфизм 17
У*-элемент 127

у-эпиморфизм 17

Элемент бесконечно малый 29
— G-периодический 18
— Q-периодический 18
— отрицательный 14
— положительный 14

—,
—

строго 14

Элементы, архимедовски экви-
эквивалентные 29, 162

—

сравнимые 11
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