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Предисловие 

Книга написана на основе лекций, читанных автором на про- 
тяжении ‘ряда лет для студентов-математиков Ленинградского 
университета, однако по содержанию книга несколько шире курса 
лекций. 

Основная идея автора, определившая содержание и структуру 
книги, состоит в том, что университетский курс уравнений в част- 
ных производных, с одной стороны, должен быть тесно связан 
с классическими уравнениями и задачами математической физики, 
а с другой —в таком курсе должны быть широко использованы’ 
идеи и методы функционального анализа. В связи с этим’ изло- 

жение ведется для уравнений с произвольным числом независимых 
переменных и много внимания уделяется исследованию операторов, 
порожденных задачами теории дифференциальных уравнений 
в частных производных. В то же время основным предметом 
исследования являются три классических типа уравнений мате- 
матической физики: эллиптический, параболический и гиперболи- 

ческий; при этом особо выделяются важнейшие представители 
названных типов — уравнение Лапласа, уравнение теплопровод- 

ности и волновое уравнение. | 

Книга состоит из введения, 24 глав и неболышпого списка 

рекомендуемой литературы по уравнениям в частных производных 
и близким вопросам анализа. Во введении формулируются задачи 
книги и сообщаются некоторые сведения о применяемых в книге 
понятиях, обозначениях и т. п. 

Основной материал книги по существу распадается на четыре 
раздела. Первый раздел (главы 1—7) содержит необходимые допол- 

нительные сведения из анализа, второй раздел (главы 8—10) — 

элементы общей теории уравнений в частных производных. Раздел 
третий (главы 11—19) посвящен эллиптическим уравнениям, раз- 
дел четвертый (главы 20—24) — нестационарным уравнениям: урав- 
нениям теплопроводности и волновому. Из этого перечня видно, 
что автор отступает от традиции, по которой принято начинать 
с гиперболических уравнений. Дело в том, что параболические 
и гиперболические уравнения можно рассматривать, по крайней 
мере, локально, как обыкновенные абстрактные дифференциальные 
уравнения, содержащие неизвестную функцию также и под знаком 
эллиптического оператора. Как полагает автор, отсюда следует, 
что целесообразно начинать с изучения эллиптических уравнений 
и эллиптических дифференциальных операторов. 

Некоторые вопросы включены в университетский курс урав- 
нений в частных производных, по-видимому, впервые. К таким 
вопросам относятся элементы теории уравнений в банаховых 
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пространствах, элементы теории сингулярных интегралов и син- 
гулярных интегральных уравнений, связь между слабыми и силь- 
ными решениями эллиптических уравнений и некоторые другие. 
Строго ограниченный объем книги заставил автора отказаться от 
изложения некоторых вопросов, которые казались ему важными. 

При написании настоящей книги автор частично использовал 
свою предшествующую книгу «Курс математической физики» 
(М., «Наука», 1968). 

Ленинград 
С. Михлин 

август 1976 г.



Введение 

$ 1. ПРЕДМЕТ КУРСА 

Теория уравнений в частных производных длительное время 
развивалась главным образом по пути изучения уравнений. и 
задач математической физики, которая по существу представляет 
собой часть упомянутой теории. Хотя в последние десятилетия 
были достигнуты большие успехи в`‘исследовании общих уравнений 
в частных производных, однако математическая физика занимает 
в этой дисциплине и, вероятно, еще долгое время будет занимать 
исключительно важное место. Само название «математическая 
физика» связано с тем, что эта часть теории дифференциальных 
уравнений в частных производных возникла из рассмотрения 
нескольких простых и важных задач физики. Приведем неко- 
торые из них. 

1. Задача о колебании струны. Допустим, что началь- 
ное положение струны совпадает с осью Ох и что колебания 
происходят в вертикальной плоскости. Пусть в силу тех или 
иных причин струна выведена из состояния равновесия. Такой 
причиной может оказаться, например, удар по струне. Струна 
при этом изменит свою форму; каждая точка струны испытает 
некоторое смещение. Допустим для простоты, что смещение пер- 
пендикулярно к оси Ох и происходит все время в одной и той же 
плоскости (x, и). Ордината и дает отклонение струны от поло- 
жения равновесия. Очевидно, и есть функция двух переменных 
u=u(x, И. Предполагая, что струна однородна, а толщина ее 
постоянна. и что в моменты времени, следующие за начальным, 
на струну не действуют никакие внешние силы и, наконец, что 
струна нерастяжима, но не сопротивляется изгибу, можно дока- 
зать, что функция и удовлетворяет линейному уравнению в част- 
ных производных 

д?и 1 ди 
Oat OF (1) 

Здесь а— постоянная величина, зависящая от физических свойств 
струны. 

Уравнение (1) приближенное, оно пригодно в случае так 
пазываемых малых колебаний струны. Это уравнение носит назва- 
ние волнового уравнения с двумя независимыми переменными или 
уравнения колебаний струны. 

Более сложные задачи ‘физики приводят к’ дифференциальным 
уравнениям, сходным с уравнением (1), но более сложным. Так, 
поперечные колебания тонкой мембраны, которая в положении 
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равновесия расположена в плоскости (x, у), описываются при 
известных условиях дифференциальным уравнением в частных 
производных второго порядка 

ди ди | д2и Se tae = я дв, ¢=const. (2) 

Уравнение (2) называется уравнением колебаний мембраны или 
волновым уравнением с тремя независимыми переменными. Как и 
уравнение струны, оно достаточно точно описывает только малые 
колебания мембраны. 

Волновое иравнение с четырьмя независимыми переменными 
имеет вид 

д?и ди д?и 1 0?и 
0x2 + би Oy" + ar = a Of (3) 

Это уравнение определяет, например, поле скоростей колеблю- 
щегося газа, если эти скорости малы и имеют потенциал, т. е. 
если существует такая функция и, что У= ога и, где V— вектор 
скорости частицы газа. 

2. Задача о нестационарном температурном 
поле. Рассмотрим однородное тело, часть поверхности которого 
подогревается. В таком теле возникает температурное поле, при- 
чем температура, очевидно, меняется при переходе от одной точки 
тела к другой и от одного момента времени к другому. О бозначая 
температуру через и, видим, что и есть функция независимых 
переменных х, и, 2, Ё u=u(x, y, 2, И. Можно доказать, что эта 
функция Удовлетворяет уравнению в частных производных 

0? 0? д ar torte “== г, k=const. (4) 

ди д2и 
Заметим, что выражение => + ay at +- = обычно называют 

оператором Лапласа от функции и и обозначают символом A: 

ди ди ди 
Аи = да Той Ра; 

ди 
уравнение (4) можно, следовательно, переписать в виде Au =й-;. 

Уравнение (4) называется уравнением. теплопроводности. Это 
линейное уравнение в частных производных второго порядка. 
Оно было известно еще Эйлеру, но чаще его связывают с именем 
Фурье. 

3. Задача о стационарном температурном поле. 
Рассмотрим температурный процесс, установившийся во времени. 
Тогда и есть функция пространственных координат и не зависит 
от времени, 

=и (х, Ц, 2). 

Уравнение (4) переходит в следующее: 

д д? д? 
ae tar + а =0, (5) Или Аи =0. (5°)



Уравнение (5) (или (5’)) называется уравнением Лапласа; оно 
представляет собой линейное уравнение в частных производных 
второго порядка. 

В приведенных примерах мы каждый раз приходили к линей- 
ному уравнению в частных производных второго порядка. Однако 
такими уравнениями приложения математической физики не исчер- 
пываются. | 

Рассмотренные уравнения — волновое, теплопроводности и Лап- 
ласа — соответствуют различным физическим задачам, но они раз- 
личны и в плане ‘чисто математическом. Они являются предста- 
вителями трех важнейших типов уравнений в частных производных: 
гиперболического, параболического, эллиптического. 

Представляют интерес для физических приложений многие 
линейные уравнения более высоких порядков. Задачи геометрии 
и физики нередко приводят к нелинейным уравнениям в частных 
производных, а также к системам дифференциальных уравнений. 
Так, хорошо известны системы дифференциальных уравнений 
теории упругости, гидродинамики, электродинамики. О других 
типах уравнений в частных производных будет коротко сказано 
в ГЛ. 8. 

В приведенных выше примерах (1)—(5) число независимых 
переменных в соответствии с физическим смыслом задачи не пре- 
восходило четырех; в последующем мы будем изучать уравнения 
в частных производных с Любым числом независимых переменных. 

Укажем еще несколько примеров уравнений и систем уравне- 
ний в частных производных. 

1) Бигармоническое уравнение 

A?u = A (Au) =f (x). (6) 

Для приложений (например, в теории упругости) особенно важно 
бигармоническое уравнение с двумя независимыми переменными; 
в развернутой записи оно имеет вид 

0% и б%и Ofu 
oar Tage t+ Gye =P 9). 

Известную роль играет в прикладных вопросах и более общее 
полигармоническое уравнение 

А"и =АА... Ди =0. (7) 
———— 

п раз 

2) Колебания трехмерного однородного изотропного упругого 
тела описываются векторным иравнением динамической теории 
упругости 

op St = ии (А+ в) graddiva+f(x, 2). (8) 

Здесь и— вектор упругих смещений, }—вектор объемных сил, 
р — плотность упругой среды, 4 и и —ее постоянные Ляме. Если 
через и; и fy, J=1, 2, 3, обозначить соответственно составляющие 
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векторов и и f, а через хи, хо, хз — декартовы координаты точки Xx, 
то векторное уравнение (8) можно записать как систему трех 
скалярных уравнений 

Ou, 909 . 
р-р = Аи, (Ав) a +h, f=, 2, 3 

дит 

Ox; + OX» + Ox, ° 
Если и не зависит от К TO получается векторное уравнение 

статической теории ‘упругости 

pAu-+ (4-+p) grad div a+ f(x) =0, (9) 
равносильное системе трех скалярных уравнений 

иди) АНН) 5 НВ) =0, j=l, 2, 3. 
Все написанные выше уравнения H системы — линейные. При- 

ведем примеры нелинейных уравнений и систем. 
3) Уравнение минимальной поверхности 

ди \2] д?и ди ди Ou ди \2] ди 

[1+ (ap) [ве 29 д нау + [1+ (ae) [ай = (9) 
здесь и — аппликата точки поверхности с абсциссой х и ординатой и. 

Нелинейное уравнение (10) линейно относительно своих стар- 
ших производных. Такие уравнения называются квазилинейными. 

4) Уравнения Навье — Стокса 

здесь введено обозначение © = {у ий = 

3 

д д аль Yok + barat 0 
(11) 

Е + div (оу) =0 

описывают движение жидкости или газа. Здесь у— вектор ско- 
рости частицы жидкости, которая в момент времени # находится 
в точке х (ж, №, Хз); U1, 92, 9з — составляющие вектора 9; р — давле- 
ние; р — плотность жидкости; м — коэффициент вязкости; f — вектор 
массовых сил, действующих на жидкость. Уравнения Навье — 
Стокса — квазилинейные. | 

5) Уравнения плоской задачи идеальной теории пластичности 

OO хх OO xy OO xy OC yy 

Ox ду дх + ду 

Здесь бу», Oxy, 0,, — составляющие тензора напряжений, К — 
постоянная. 

Система (12) сводится к квазилинейной системе двух урав- 
нений, если ввести новые неизвестные функции по формулам 

Ox, =К (© —с0$Ф), Oy=K(o+cosg), Oy=A sing. 
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Тогда третье уравнение (12) удовлетворяется тождественно, а пер- 
вые ae “moe K ovens 

4 sing St ® + coso 3? = 0, Se tcosg sf — sing $2 =0. 

(13) 
6) Примером уравнения нелинейного, но не квазилинейного, 

служит уравнение Монжа— Amnepa 

ди 0? { д? Sa se — (ara) =, И, (14) 
имеющее болыпое значение во многих вопросах геометрии. 

‚ $ 2. НЕКОТОРЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ 

Евклидово пространство M измерений обозначается 
символом Ет. Если точка этого пространства обозначена, напри- 
мер, буквой x, то декартовы координаты этой точки обозначаются 
через хи, Xo, ..., Хи. Нам неоднократно придется выполнять 
интегрирование по множествам различной размерности, располо- 
женным в пространстве Ё„; чаще всего придется интегрировать 
по области или по (т— 1)-мерной поверхности. Такое 
интегрирование мы всегда будем обозначать одним знаком инте- 
грала независимо от его кратности. Если переменная точка 

интегрирования обозначена, например, буквой х, то элемент 
лебеговой меры («элемент объема») в пространстве E,, будем 
обозначать через dx. Элемент меры на поверхности (‹эле- 
мент площади поверхности») обозначим через dS, АГ, ..., если 
сама поверхность была обозначена через S, Г, .... Если- М — 
множество точек пространства Ё„, то замыкание этого MHO- 
жества будем обозначать через М. В частности, если 2 — неко- 

торая область в пространстве Еж, а Г—ее граница, то ® = © |) Г. 
Будет широко использована следующая символика: если 

область обозначена буквой ®, то объем этой области будет 
обозначен через | < |. Аналогично |Г| будет обозначать площадь 
поверхности Г. 

Сфера радиуса R в пространстве Ey, будет обозна- 
чаться через Sp. 

Границу точечного множества С будем часто обо- 
значать через OG. Таким образом, если @ — область, то замкну- 

тая область © = © (]08%. На протяжении всей книги рассматри- 
ваются только (даже если это особо не оговорено) области с ку- 
сочно гладкой границей. 

Расстоянием р(х, G) от точки x GE, Oo множества GC E,, 
называется нижняя грань расстояний между точкой х и точками’ 
множества G, 

Пограничной полоской области (2 называется совокупность 
точек этой области, расстояние которых до границы области OQ 
не превосходит заданной постоянной 6, называемой шириной 
полоски. Пограничную полоску области 92, имеющую ширину 6, 
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будем обозначать через 5. Всюду предполагается, что область 
Q обладает свойством lim | 6% | =0. 

6—0 
Если Фи ©’ — области, причем 2’, то ©’ называется 

подобластью Q. Подобласть ©’ называется внутренней, если 
О’< О. Очевидно, Q\Qs есть внутренняя подобласть 4; с дру- 
гой стороны, для всякой внутренней подобласти ©’ можно найти 

такое 6, что @ = QDs. 
Если @ — область и Кс ® — замкнутое ограниченное множе- 

ство, то К называется компактом относительно &2. `Компактом 
является любая ограниченная замкнутая внутренняя подобласть. 

Пусть С — множество в пространстве Е. Множество функций, 
непрерывных и ограниченных в G, будем обозначать через С (G); 
множество функций, имеющих в С всевозможные производные до 
порядка k включительно, причем эти производные непрерывны и 
ограничены в С, —через С“) (0). Чаще всего будет встречаться 

случай G=Q, где © — конечная область; в этом случае оговорка 
об ограниченности функций или их производных не нужна. 

Через С“) (0), где © — конечная область, будем обозначать 

множество функций, Е раз непрерывно .дифференцируемых в Q 
и обращающихся Ha OQ в нуль вместе со всеми своими произ- 
водными до порядка — 1 включительно. 

Пусть © — некоторая область, и Е — целое число, OM Е = со. 
Через ЗН”) (Q) мы будем обозначать множество функций, кото- 
рые k раз непрерывно дифференцируемы в ® и обращаются 
в нуль в пограничной полоске (своей для каждой функции) обла- 
сти ©; если © — бесконечная область, то потребуем дополнительно, 
чтобы функции из 3) (Q) обращались в нуль вне некоторого 
шара, также своего для каждой функции. Очевидно, Mt) © < 
= MUD О. 

Функции класса Ml) (Q) называются финитными в ®. 

Будем говорить, что некоторая функция u(x), определенная 
Ha’ множестве С, удовлетворяет условию Липшица 
с показателем A (в символах и & Lip, (G)), если для любых точек 
x, x' &G справедливо неравенство 

| u(x’) — u(x) |< Alx’—xI', 

в котором А и А— положительные постоянные. Легко видеть, что 
если AD>I1, To и(х) == const, поэтому обычно считают, что O< 
<^=1. Условие Липшица с показателем A<¢ 1 часто называют 
условием Гельдера. 

Функция, определенная почти всюду в некоторой области Q, 
называется локально суммируемой в ©, если она суммируема на 
любом компакте, содержащемся в ©. Множество таких функций 
принято обозначать через [лос (22). Будем говорить, что 9, Vo 
В Lioc, CCH Un, Vo Е Linc (52) и если для любой внутренней под- 

области Q’ <Q справедливо соотношение || vp — 9], (9) пе 0. 
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Пусть и (х) — непрерывная функция. Замыкание множества 
точек, в которых эта функция отлична от нуля, называется ее 
носителем и обозначается символом зирри. Очевидно, носитель 
производной от любой функции содержится в носителе данной 
функции. 

Во всем последующем мы будем отождествлять, если не ого- 
ворено противное, эквивалентные функции (функции; различаю- 
щиеся не более чем на множестве меры нуль). 

Пусть в пространстве Е» дана некоторая поверхность "Г, 
которая в каждой своей точке имеет определенную нормаль. 
Пусть № еЕГ. Система декартовых координат и, Yo, ..., Им, 
у которой начало совпадает с Xp, а ось ут направлена по нор- 
мали к Г, проходящей через Xo, называется местной системой 
координат, связанной с точкой хо. Будем писать Г = С“), где 
Е — натуральное число, если существует число d=const >> 0, обла- 
дающее следующим свойством: сфера радиуса 4 с центром в про- 
ИЗВОЛЬНОЙ TOUKe Хх ЕГ вырезает из поверхности Г участок, кото- 
рый в местной системе координат, связанной с точкой хо может 
быть задан уравнением Ym=/ (Yi, Yo, ..., Иша), где функция f 
имеет все непрерывные производные до порядка А включительно. 
Если при этом А-е производные OT ] удовлетворяют условию Лип- 
шица с показателем A, O<A<1, причем ни показатель, ни 
постоянная Липшица не зависят от X%, то будем писать Г = С“, >), 
Поверхности класса С“, № называются ляпуновскими. 

Если Ар-— некоторый оператор, то область его определения 
обозначается через D(A), область значений — через ^ (4). Если 
множество М <) (А), то через АМ обозначается образ множе- 
ства М при отображении оператором А. В частности, R (A) = 
= AD (A). 

Упорядоченная последовательность т целых неотрицательных 
чисел © = (A, Oo, ..., Hm) называется мультииндексом порядка т; 
число |%|=о0--9--...|-@т называется длиной этого мульти- 
индекса. Для мультииндексов обычным способом определяются 
сложение и умножение на целое неотрицательное число: если 
п— такое число, а @&= (04, 9», ..., Om) и В=(В1, Ba, ..., Вт) — 
мультииндексы одного и того же порядка, то 

&-- В = (9 -- Ва, 2 -- В», ..., Ят-- Вм), 

NA = (пол, Me, ..., Nm). 

Если X=(X,, Х.,..., Xm) — вектор, то пишут X” = ХХ... 
... Хо т. В частности, если х — точка в Е m? ТО x =X, nx. 2... xe m, 

Пишут также A! = 01!%1| ...@т| Мы часто Oy eM пользоваться обо- 
значением 

all и 
Du = [о a. ° 

Ox 1x5? .. Ox 'm 

Чтобы подчеркнуть, что дифференцирование совершается по коор- 

динатам точки x, иногда будем писать Духи. 
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В книге принята сквозная нумерация глав, но нумерация 
параграфов — своя в каждой главе. При ссылке на формулу того 
же параграфа указывается только ее номер; при ссылке на фор- 
мулу другого параграфа той же главы сперва ставится в скоб- 
ках номер параграфа, затем — номер формулы. Если нужно 
сослаться на формулу из другой главы, то в скобках пишутся 
номер параграфа и номер формулы, а вне скобок — номер главы. 
Конец доказательства леммы, теоремы и т. п. отмечается значком 8. 

В конце книги приведен краткий список литературы. В этом 
списке содержится . перечень основных учебников и монографий 
(реже — журнальных статей), относящихся к предмету настоящей 
книги. В тексте иногда встречаются ссылки на эту литературу. 
В таких случаях в квадратных скобках ставится номер цитиру- 
емого издания по списку литературы.



Глава 1 

ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА 

$ 1. РАВНОМЕРНО СХОДЯЩИЕСЯ ИНТЕГРАЛЫ 

Пусть D и G— два измеримых ограниченных множества, при- 
чем DCE, и GCE,. Будем говорить, что интеграл 

76 y)dy, xeD (1) 

сходится равномерно в О, если выполнены следующие условия: 
а) при любом фиксированном x @D функция f(x, у) суммируема 
по ув G; 6) по любому # >0 можно найти такое 6 >> 0, что если 
множество gCG и лебегова мера этого множества pg< 4, то 

IFO, уч <=. 
Теорема 1.1.1. Пусть интеграл (1) exodumen равномерно в D 

и пусть его подынтегральная функция удовлетворяет следующему 
дополнительному условию: по данному числу ч>0 и данной точке 
Хх ЕД можно найти такое множество в (хо, 1) CG, что pg (XxX, 
nN) < 1 и лодынтегральная функция непрерывна в точке ху равно- 
мерно относительно уе С`\ 6 (хо, 1). Тогда интеграл (1) есть 
фучкция от x, непрерывная в О. 

Доказательство. Выберем в D произвольную точку Xp 
и докажем, что в этой точке интеграл (1) непрерывен. Указан- 
ный интеграл сходится равномерно, поэтому можно по заданному 
ё > 0 выбрать столь малое число п >0, чтобы 

f(x, у) ау 
g (Xo, т) 

Интеграл (1) обозначим через u(x); очевидно, функция u(x) 
определена всюду на множестве О. Составим разность 

u(x)—u(%)= \ Шо, УК, + 
GNE (хо, 1) 

+ J (о, У-Ко, у]. (2) 
Е (Xo, 0) . 

Зафиксируем и и выберем число 6 =6 (8) > 0 столь малым, чтобы 

при [х—%№ |< 6 было | f (x, у) —f (Xo, |< зи. УЕС`\ (Xo, 1); 

тогда |и (х)—и (%) | <:. № 
Теорема 1.1.2. Пусть 

U (x) =\Р(х, y)dy, хер, (3) 
G 

ё 
<3. 
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где D — конечная замкнутая область в Em, @ — ограниченное изме- 
pumoe множество в E, и функция F(x, у) cymmupyema по ув С 
при любом хер. Пусть, далее, для некоторого номера j, l= 
= ]= т, в любой точке хе при почти всех у Е С существует 
частная производная f(x, у) =дЕ/дх, и при достаточно малых h 
справедлива формула Ньютона — Лейбница 

F (x, woes 7-1» xj-+h, Ni+19 ее.) Xmy у) — 

В Kas Xp Kpsty veer Xm Y= 
h 

=F (x, sony Ара» Xp Tl, Ань +.» Xm, И) 4. (4) 
0 

Пусть, наконец, производная OF /Ox, суммируема в DxXG. Тогда 
почти всюду в О существует производная OU/Ox, и справедлива 
формула дифференцирования под знаком интеграла 

OU __ ( OF (x, и) 
Oxy — \ Ox; dy. (5) 

G 

'Доказательство. Для краткости обозначим 

xP (ж, ..., Ара» Xptl, Ха, +. Xm) 

х= (=, ..., Арль Хр Хнь ++.) Ам). 

По формуле (4) 
h 

ыы — я \ | f(x’, y) al dy. 

0 

В силу условий теоремы, функция f(x, y) суммируема в DxG. 
По теореме Фубини, эта функция суммируема на множестве 
[x, х] жа при почти всех хер. Для таких x, по той же теореме 
Фубини, можно изменить порядок интегрирования: 

h 
И (xt) —U i В» \ |1 у 

6 (5 

По теореме Лебега, почти при всех хе существует предел 
правой части последнего равенства, и этот предел равен 

А (x, у) ду. № (2) 
G 

Замечание. Утверждение о существовании производной OU/Ox; и фор- 
мула (5) во всяком случае верны для тех точек хе, в которых интеграл 
(*) непрерывен. В частности, если функция [(х, у) удовлетворяет условиям 
теоремы 1.1.1, то интеграл (3) имеет всюду в D непрерывную 0И/дх;, которую 
можно вычислить по формуле (5). 

Рассмотрим частный случай. Пусть 

w (x) = \u (y) @ (x, у dy, (6) 
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где u(y) суммируема в G, а функция w(x, у) и ее всевозможные 
производные порядка =1 по координатам точки хеД непре- 
рывны в DXG. В этих условиях справедлива следующая теорема. 

Теорема 1.1.3. Интеграл (6) Г раз непрерывно дифференцируем 
вр. 

Интеграл (6), а также интегралы вида 

\ # (y) Do (x, y)dy, |al/<l (7) 

очевидно, сходятся равномерно. Множество & (хо, 1), фигурирую- 
щее в теореме 1.1.1, можно выбрать независимо от хо: достаточно 
выбрать множество g (nH) так, чтобы ис (1) < и чтобы функция 
и (и) была непрерывна в G\g (1), а затем положить g (xX, 1) = 
= g(n). По теореме 1.1.1 интегралы (6) и (7) непрерывны в О. 
Полагая F(x, у) =и (у) о(х, у), найдем, что все требования тео- 
ремы 1.1.2 выполнены и, следовательно, функция (6) имеет непре- 
рывные в D первые производные, которые можно получить, диф- 
ференцируя под знаком интеграла: 

ди _ \ и (у) ae и dy, j=l, 2, ..., т. 

® 

Аналогично найдем, что при любом мультииндексе a, |a| <<, 
существуют и непрерывны в D производные D%w (x), причем 

D*w (x) = и (y) Dew (x, у) dy. № (8) 

$ 2. СФЕРИЧЕСКИЕ КООРДИНАТЫ 

Пусть х— фиксированная, а у— переменная точка простран- 
ства E,,. Сферические координаты с центром в точке x опреде- 
ляются формулами: 

yy =жм--Гс0$ $, 

Yo = д гзш 9, cos Oe, 
ое (1) 

Ут = Xm-1 trsin B, sin B,...sin Эи-2 cos By, 

Ym =Xm+trsinB,sind,...sin Это Ш Фи. 

Очевидно, г=|у—х|, углы ®:, Oe, ..., Om изменяются в про- 
межутке [0, x], а угол 9„.—в промежутке [0, 2л]. 

Найдем выражение элемента объема dy, а также элемента dS, 
площади поверхности сферы радиуса г в сферических коорди- 
натах. 
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Достаточно просто это можно сделать следующим образом. 
Вычислим якобиан 

— D (и, Yor woos Ym) — 

"= De, Byes Oma) — °) 
cos 0, —rsin 0; 0 ... 0 
sin 0, cos 0, rcos@,cos0, —rsin 0; sin 9. ... 0 

Ф cos Эт гФ ctg 0; cos 9 т_т ГФ св 95 cos Эт... — гФ sin Эту |“ 
Ф sin Зи гФ ctg 0, sin Эт rOctg 9 зп Эт т... rDcos Op 3; 

в двух последних строках определителя для краткости положено 
Ф = sin 9, sin $... sin Это. 

Легко проверить, что Od p/O0m .~=0, и для вычисления опре- 
делителя J, можно в нем положить 9„.=0. Это приводит 
к рекуррентной формуле J,z=rsind, ... п 9 Ут. Заменяя 
здесь последовательно т на т—1, m—2, ..., получаем 

Ут == ГТ-1 sin” 91-51173 O,...sin то. (3) 

Теперь можно написать элемент объема в сферических координах: 

ду = гт-1 5117-29, $1173 95... пи dr d0,...d0 in. (4) 

Выведем формулу для элемента площади поверхности сферы S,, 
радиус которой равен г, а центр совпадает с центром системы 
сферических координат. Как известно из дифференциальной гео- 
метрии, для любой поверхности Г справедлива формула dP = 

— бл уз... ут где у— нормаль к Г. Для сферы S, имеем eos (у, mI? 
т—1 

[cos (у, ум) |= [0$ (г, ии) |= и = | TT sin 9, |. 
k=] 

На этой сфере координата г постоянна, поэтому 

D (и, Yor +e Ym. 
dy, Дуо ... AY m-1 =D ee 3. ... Чит 

49; 49%... 49 та. 

Якобиан в последней формуле можно получить, вычеркнув 
в определителе (2) первый столбец и последнюю строку. В остав- 
шемся определителе все элементы правее главной диагонали 
равны нулю, и этот определитель равен произведению своих 
диагональных элементов. Отсюда легко вытекает искомая фор- 
мула 

dS-=r™1sin™ 2, sin™ 3 Фо... 911 On 491 44%...а9т-1. (5) 

Из формул (4) и (5) вытекают полезные соотношения 

dS,=r™1 dS; (6) 

и 
dy = dr 45, = 1-1 dr dS. (7) 
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Интегрируя соотношение (6), получим еще одну часто применяе- 
мую формулу 

9: [=7 |651}; (8) 
в соответствии с принятыми во введении, $ 2, обозначениями, 
5: означает сферу единичного радиуса. 

Найдем площадь | S;| поверхности указанной сферы. Имеем 

л qt 27 

151 |=... 0 sin™? O,...sin Оо ФФ... Фил = 
00 

" m—2 1 т—2 1/2 

= In \ sin’ 6 db = Qn Г? \ sin? 9 49. 
в=10 k=1 0 

Замена sin? 9 = дает 

л/2 1 в— 1. ] 

2 \ sin’? 9 49 = \ Ё? (1-Й 24Ё=В a. 2) — 

0 0 

k+l 1 о (k+l 
г 5 г(5) Уяг( г) 

R-+-2 k+2\°”’ 

г |-> г en 
отсюда легко следует искомая формула 

одт/2 
151 |= Tay: (9) 

Здесь В и Гр-— эйлеровы интегралы первого и второго рода. 
Нетрудно найти объем шара радиуса Ю. Обозначая этот шар 

через Llp, имеем 
R 

|S m Из |= \ ay = \ | rer day В (10) 
r<R 1 

Ниже для упрощения записи примем, что начало координат 
совмещено с точкой х, так что х1 = хо =...=хт==0. 

Нетрудно убедиться, что сферические координаты — ортого- 
нальные, т. е., что поверхности, взятые из различных семейств 

Г — Со, $ = с1, cory О т-1 =Cm-1) (11) 

ГДе Со, C1, «++, Cm-1— Постоянные, пересекаются попарно под пря- 
мыми углами. Уравнения (11) определяют следующие семейства 
поверхностей второго порядка: 

т т 

и—а=0, Vviyi— Уи =0, 
k=] © —=2 

физ — У, У = y 80%, Yn—1Ym—1 — Yn = 0; Yr = {© Сь, 

k=3 
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и их ортогональность сразу. вытекает из известной формулы 
дифференциальной геометрии: направляющие косинусы нормали 
к поверхности F (yi, Yo, ..., Ит) =0 равны 

| OF 
cos (у, ув) = — == grad F | grad F | Oy,’ (12) 

Из ортогональности поверхностей (11) вытекают соотношения: 

or M0; Jl, 2, ..., М 
дук Oy, yo , (13) 
00; 00; se 
Е = 0; ih > |, =|, 2, eee, m—1. 
дук дук 7 J 

Пусть и (у) — произвольная дифференцируемая функция. Най- 
дем выражение величины | gradu |? в сферических координатах. 
Имеем 

т m—! 
ди ди __ ди Or ди 09 пр 3 (2s Semmes Sm, 

|gra P= From дик) ’ дик — — Or OUR T 99, OYR 
= j=1 

Возведем это в квадрат и просуммируем. Используя соотношения 
(13), получаем 

т 

РУ (PB (У (2) 
|gradu [= |5, 2 \ду» т о 0%) > дуь/ ° (14) 

k=) j=! k=l 

к /ar\? WHE Г __ УЕ 
Имеем х (=) - 2 = 1. Далее, дифференцируя тождество 

д 
cos 9: =и1/’, легко найдем у (st) = >. 

Вычислим остальные коэффициенты в сумме (14). Из формул 
(1) находим 

т 

У ж=!? sin? 9. sin? 65...51 9,4, |220. 
k=] 

m 1/2 

Обозначая » и =r’, имеем 
k=j 

cos b= 2, (15) 

Отсюда следует, что 9, |>2, не зависит от ил, ..., Ул. Из 
формулы (15) найдем, как и выше, 

у) - > (Gn) = 75 = пу дуь дуь г’? 2gy? 
k=1 k= 

где введено  бозпачение 

1 =1; 9, = ($ш 9. $31... 51 9,1}, |2. (16) 
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Подставив найденные результаты в (14), получим искомое выра- 
жение 

т—1 

ensure 5 an 
Введем еще обозначение 

чи" У.) 
при r=1 величина |gradgu| есть проекция вектора gradu на 
касательную плоскость к сфере r=1 в точке 0 с угловыми коор- 
динатами 0%, 9, ..., Oma. Формулу (17) можно представить 
в виде 

| gradu P= (5; + = | агадои р. (18) 

$ 3. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ СО СЛАБОЙ ОСОБЕННОСТЬЮ 

Операторы вида 

(Ke) (x) =4(x) = \ py) “Say; r=|y—xh хе, (1) 
G 

где G = Е„ — измеримое ограниченное множество, A (x, и) — функ- 
ция, Измеримая и ограниченная в СЖХС и /Л-— постоянная, 
0—=1^< т, называются интегральными операторами со слабой 
особенностью. 

Теорема 1.3.1. Пусть множество G замкнуто, p&L,(G), 

1 <р—<о и. №' < пт, a+; пусть АеЕС(СхОа). Тогда 

интегральный оператор со слабой особенностью (1) вполне непре- 
рывен как оператор из L,(G) в C(G). 

Прежде всего отметим равенство, которое широко используется 
в дальнейшем: если В < т, то 

\ B= Se (2) m—B 
r<a 

Для доказательства достаточно ввести сферические координаты 
с центром в точке X. 

Рассмотрим сначала случай р< со. Если. ре Г, ((), то при 
любой фиксированной точке хе С функция A(x, и) rag (и) сум- 
мируема в С. Действительно, полагая М == шах | A(x, и)|, имеем 
по неравенству Гельдера (значок р означает норму в L, (G)) 

А (х, dy \\/p’ ( рвут [| 9”. 
С С 
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Пусть Н — диаметр множества С, т. е. верхняя грань рассто- 
яний между точками этого множества. Очевидно, @ лежит в шаре 
ly—x|<(H, и по формуле (2) имеем 

Е ыы Ap! т— Ар’ 

с’ г«НГ 

Обозначая последнюю постоянную через QP’, получаем 

4) ду < Мо < оо. (3) 
G 

Таким образом, подынтегральная функция в (1) суммируема, и 
условие а) $ 1 выполнено. 

Зададим число = > 0. Если с — подмножество G, то аналогично 

NAP ew dy = |\ lo (y) P ayy”. 
g& 8 

Можно выбрать число 6 >0, так чтобы при иб<б правая 
часть последнего неравенства была меньше, чем в; условие 6) 
$ 1 также выполнено, и интеграл (1) сходится равномерно. 

Возьмем теперь в С произвольную точку Xp и. определим MHO- 
жество £ (Xo, 1) в соответствии с условием теоремы 1.1.1. Построим 
открытое множество gi (NH) так, чтобы ир\ (1) < 1/2 и чтобы 
BG &1(1) функция о (у) была непрерывна. Множество С `\\ g; (1) 
‘замкнуто, и функция O(y) на нем также и равномерно непре- 
рывна. Обозначим через д. (хо, 1) шар с центром в хо и с ради- 
усом © = 1/2 | $1 |!/"; по формуле (2.10) ge (xo, 1) =1/2. Положим 

теперь 5 (хо, 1) = аи (п) 0 8 (хо, 1), тогда р (хо, п) <. Если у 
меняется на множестве G\ 6 (Xo, 1), а точка х достаточно близка 
K Хо (например, если |х— хо | = 0/2), то подынтегральная функция 
в интеграле (1) равномерно непрерывна по совокупности пере- 
менных х и у. Отсюда следует, что указанная функция непре- 
рывна в хо равномерно относительно уе С`\ 6 (хо, 1). По тео- 
реме 1.1.1 функция и(х), определяемая интегралом (1), непре- 
рывна в С. 

Из доказанного следует, что оператор К действует из L,(G) 
в С (С). Формула (3) показывает, что этот оператор ограничен и 
что его норма не превосходит величины 

АР ye 
т—Ар' _* 

м-м| (4) 

Докажем теперь, что рассматриваемый оператор вполне непре- 
рывен. Пусть М — множество функций, ограниченное в L, (G): 
Ур= М; |6|,=С = соп$%. Из неравенства (3) следует, что мно- 
жество КМ также ограничено: Vu & КМ, |и|[св, = СМО; дока- 
жем, что функции этого множества равностепенно непрерывны. 
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Для произвольного числа \ >> 0 по неравенству Гельдера имеем 

| A Ax, A (x, у) - Ju(x+Ax, y)—u(x, y)i= | Ее и _ а < 
G 1 

A A А (x, и) |P’ 1/р’ 
о |} et ay) _ 4 DP yl" < 

G 

<<] Aer Ae у) A(z, у)  dy+ 

r rh 
G\ (< 1) AG 

A , x, и) |2’ 1/p’ + | ASAP, перми 
r<n 1 | 

Дважды применив неравенство Минковского, получим 

| (x + Ax) — и (x) |< 
<<] A (eras, и _А ee y) ay) + 

ri r 
G\ (F<) 

dy П/Р’ dy |!\/p’ ren TST} = r<n r<n 

| Sy | no" 
По формуле (2) последний интеграл в (6) равен тд” Оце- 

ним второй интеграл. Пусть |Ах|< 1/2. Тогда г. <г-- 1/2, но 
г<\ и потому г: < 31/2. Шар г<\ заключен, следовательно, 
в шаре г, < 31/2, отсюда 

З\т— AD’ 

\ д < \ ИРЯ- тм 

Теперь получаем 

о | Aer, OAM у) |’ "+ 

( ry r 
G\ <n) _ 

mee" 15 [1+($" ° Jew 

+H 7 ; Y= mip" 

Величину 1 выберем столь малой, чтобы выполнялось неравен- 
т— Ар’ 

ство yn ”" <в&/2, а затем зафиксируем ее. Далее, найдем число 
6—6 (=) >0 так, чтобы 6 < 1/2 и чтобы при | Ах|<6 было 

с \ А (x+Ax, HOM у) |P* ay)” < 

G\N(r<) 
г r 

Тогда |u («+ Ax) —u(x)|<ce при |Ax|< 6. Так как 6 не зависит 
от выбора функции р(у), то множество функций КМ равносте- 
пенно непрерывно. По теореме Арцеля это множество компактно 
в С ((), и оператор К вполне непрерывен. 
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Пусть теперь p=oo. Тогда р’=1, и условие Ар’ < т выпол- 
нено. В этом случае 

[Фо =P loo = sup ess |p (x) | 
xeG 

(sup ess — существенная `верхняя грань); теперь 

А , А | (x-+Ax) u(x) |<] fo | Или 
G 1 

dy. 

Повторив рассуждения, которые относились к интегралу (5), 
найдем, что функции множества КМ равностепенно непрерывны. № 

Следствие. Если множество С замкнуто, и A &C(GxXG), то 
оператор (1) вполне непрерывен в С (0). . 

Это следствие непосредственно вытекает из теоремы для слу- 
чая р=со и из того факта, что C(G) есть подпространство про- 
странства L(G). 

Теорема 1.3.2. Пусть в интеграле (1) Ар’ = т, и пусть целое 
число $ таково, что m—(m—A)p<s<=m. Тогда интеграл (1) 
определяет функцию, которая на любом сечении 5; множества G 
плоскостью размерности $ определена почти всюду в смысле лебе- 
говой меры в Е;. Оператор К, определяемый формулой (1), 
ограничен как оператор из L,(G) в Г (5;), где 9 — любое число, 
удовлетворяющее неравенству 

159 <®=ПЕи-мр . (7) 

Сначала рассмотрим случай p<g<q. Положим o = 

= — (+ — ==}: очевидно, о > 0. Тогда A= or +. 7 —2o. Оценим 
0 

интеграл (1): 

Jew РИ Jet dy = 

=N \1е (4) [Рич | р (у) "2/79 — "1 dy, (8) 
а 

Положим р1=а, ре = 7 5 ‚ рз= р’. Очевидно 1/p, + 1/p,+ 1/рз = 
==], и к интегралу (8) можно применить неравенство Гельдера 
для трех множителей: 

[и (х) |= м} | (y) Pro#-s а" x 

x {NI р (и)? 4} 7 1 {\ гр’б —т 4”, 

Второй множитель справа равен |[2]/-29, третий просто оцени- 
вается, если заметить, что а < (г<Н), и воспользоваться фор- 
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мулой (2). В результате получаем 

М |S, РН ’rrO 1—p/q pr9q-s 1/9 u(x) |< ии bl, Пр у 

откуда 

® |u(x) 4х = Со? \ р (yf J roq-s ди) dy, C=const. 
G 

$ . 5 (9) 

Здесь через 4;х обозначен элемент лебеговой меры в E,. 
В неравенстве (9) внутренний интеграл легко оценить. Выбе- 

рем оси координат так, чтобы $-мерная плоскость, в которой 
расположено сечение gs, определялась уравнениями %х,;41 = Хуа = 
=... Хт =0. Тогда на g, 

g 

= 3 (Un) + у p> Уши) 
k=s+1 

Последнюю сумму обозначим через f3; очевидно, r=r,. При 

этом 0д<$ и, следовательно, 

d sx dx dX 
\ ‚5-04 = ‚5 —04 < pS — 09 4 

` $ $ [3 гс <Н . 
5 5 

используя формулу (2), в которой т заменено на $, получим 

d Xx 215/2 77°F 
rs— og Г (s/2) og ° 

5 

Теперь из неравенства (8) следует 

1% Ice.) = {) | u (x)? dgx\ Со [Е кв; С’ =const (10) 
5 

и для случая 9 —р теорема. доказана. 
Доказательство при д<р легко получить с помощью следую- 

mero замечания. 'Пусть 2 = Е, — измеримое ограниченное мно- 
жество, 1 <9<9 ииеГ, (8). Применяя неравенство Гельдера 
с показателем д/д, получим 

91: —9 

[и =) lel? = | (x) | ах" {la dxf 
Q 2 

ИЛИ 

1 

я) ® Jap, (11) 
Теперь, если g < р, то возьмем какое-нибудь число 41, р = 4, < до. 
По формулам (10) и (11) 

1 — ——_ 

(в) < (Hes)? *C Jolie 6. 
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Теорема 1.3.3. Пусть Ар’=т и целое число $ удовлетворяет 
неравенству m—(m—h)p<s<m. Пусть далее, в; < С - $-мер- 
ное ‘кусочно гладкое многообразие. Тогда верны все утверждения 
теоремы 1.3.2. 

Как это следует из определения, кусочно гладкое многооб- 
n 

разие есть объединение конечного числа частей, g,= U g, каж- 
1=1 

дая из которых описывается параметрическими уравнениями вида 

ху= fry (Ex Se» eoey Es), j=1, 2, ве. 1, (12) 

где функции |, непрерывно дифференцируемы в области изме- 
нения переменных Ё,, &, ..., &; и нижняя грань суммы 

D (x ‚ Хо» ++» X75) 2 

А(х -У| | ЕЕ 5 (9 ры, Bs) (13) 
положительна; суммирование в:(13) производится па всевозмож- 
ным наборам индексов ]1, fo, ..., fs, Каждый из которых прини- 
мает значения от 1 до т. Очевидно, теорему достаточно дока- 
зать для каждого из множеств g“), которые можно считать замк- 

нутыми; в противном случае достаточно заменить каждое из 
этих множеств его замыканием и для этого замыкания доказы- 
вать теорему. В некоторой окрестности каждой точки множества 
g® хотя бы один из якобианов (13) отличен от нуля. По лемме 

Гейне — Бореля указанное множество можно покрыть конечным 
числом открытых множеств, на каждом из которых один из яко- 
бианов (13) отличен от нуля. 

Пусть 6’— одно из таких открытых множеств и пусть коор- 
динатные оси занумерованы так, что на множестве g’ не обра- 
щается в нуль якобиан 

D (ж, Xa) +++, Xs) 
D (Е, Ee. ...у Es) | 

Этот же якобиан не обращается в нуль’ и в некоторой окрестно- 
сти многообразия g’. Обозначим через С, пересечение этой окрест- 
ности с множеством G, и пусть еще (С. =@`\ (1. В Ц, введем новые 
координаты Ё1, ..., &s, 41, ..., ёт Так, Что при |=$ они опре- 
деляются из первых $ уравнений (12), а при j >$— из уравнений 

x; = fiy (Ex, Es, erg E+E, (14) 

Легко проверить, что якобиан этого преобразования 

D (ж, Xe, ..., Xm) _ О (жа, Xo, «20 №5) 

В (Е, Eo, coos Em) — D (1, Eo, ...) Es) ) 

и потому он отличен от нуля в Gy; если диаметр этого множе- 
ства достаточно мал, что всегда можно предположить, то вве- 
денное здесь преобразование однозначно обратимо. Для дальней- 
шего важно, что при этом преобразовании множество 5’ 
переходит в множество 4’, лежащее в плоскости Ё;+1 = 
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== E.,9=...=6, =0. Обозначим еще. через D, образ множества G, 
при указанном преобразовании. Самое преобразование будем 
записывать так: х=} (Е), а обратное преобразование — Е =F (x). 

Положим теперь и (x) = ии (х) - из (x), где 

ше д = А-а, В=1, 2. (15) 
Gp 

Если xe@g’ и уе С., то ядро A(x, y)r-* ограничено, отсюда 

| we (х) [== С $ [© (у) [ЧС \ [р (и) |dy=C]ol, <C’ [о |, 
6, б 

здесь С и С’р— некоторые постоянные. Возводя в степень ди 
интегрируя по 5’, получаем 

{| ue (x) |? ах=С”|о|, С” =const. (16) 
g’ 

Перейдем к функции и! (x). Пусть y =f (n). Положим |& — yn] =R, 
тогда 

R=|F (y) —F (|= @) (у—х)|; 
здесь J —якобиева матрица преобразования E=F (x) и X— неко- 
торая точка отрезка, соединяющего хи у. Матрица J ограни- 
чена в G,, а тогда, очевидно, Ю = сг, c=const. 

Функцию и! (Xx) можно представить в виде 

_ Ю \^ AF), че | (=) | 
uy (x) = \ д р (F (n)) dn, (17) 

D; 

Числитель дроби под интегралом (17) ограничен, и этот инте- 
грал имеет слабую особенность. Многообразие 4’ плоское, и по 
теореме 1.3.2 

1 (Г (5)) № di... 48; = By {\ le (F™)P а = 

= Bi lp (y)|? | poe tay (uh = 
С 

D (44, ...) Ут) 

<] РФР dy"? < В lolb, By, Be=const. (18) 
G; 

С другой стороны, 

| IE ce”) = \ | Uy (x) |? deg’ = \ | uy (x (5)) |? V A(x) ЧЕ... Ч; = 
g № 1’ 

= Вз \ | uy (x (§)) |? dE, ... ds, Вз=соп8б; (19) 
dé 

величина A(x) ограничена, потому что производные Ox,/0E, все 
непрерывны и, следовательно, ограничены. 
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Сопоставляя соотношения (18) и (19), находим, что 

| 41 [ео = Ballo |p, Bs=const. 

Отсюда и из (16) вытекает, что [и | це’ < В.о]. Суммируя эти 
неравенства по всем g’ Cg), а затем по всем i, найдем, что 

ео = Ве, B—const. № (20) 
$ 4. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ СО СЛАБОЙ ОСОБЕННОСТЬЮ 

(ПРОДОЛЖЕНИЕ) 

Теорема 1.4.1. Если Лр’>т, то интегральный оператор co 
слабой особенностью вполне непрерывен как оператор из L,(G) 

в Г ((), где 1=9< 4 = ит. 

Замечание. Можно доказать, что при условии Ар’ >= т интегральный 
оператор со слабой особенностью вполне непрерывен и как оператор из 
[р (4) в Lg (gs), где Bs есть 5-мерное кусочно гладкое многообразие, 
m—(m—A)p<s<xm и 1=<9<дь, где до определено формулой (3.7). Дока- 
зательство см. в [36], [37]. 

Пусть = — произвольное положительное число. Допуская, что 
x, ИЕ С, полагаем | 

(Ale yr’, ree, 
К; (x, и] , r<e; 

К _ 0 , ree, 

2% =| A(x, y)r*, r<e. 

Обозначим через K,, j =1, 2, интегральный оператор с ядром 
K,(x, у), так что К. -|-К.=К. Докажем, что |К»| =<; 0. 

Пусть 9p G&L, (а) и 

о (х) = \ К» (x, у) р (у) dy= \ aces p (y) dy. 
G СП (r<e) 

Как и в предшествующем параграфе, получим 

ем | фри" их 
СП (7 <e) 

x { }\ ЮР И, гро м , 

Спи Э 
СП (r<e) 

Здесь о = р (т + > = =). Если в” первых двух множителях 

справа интегрировать по G, а в третьем —по шару r<e, то 
правая часть не уменьшится. Используя затем формулу (3.2) и 
интегрируя по G, получим [91 = С: |0], Cy=const. Отсюда 
| К» |= С\=°, и наше утверждение доказано. 
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Пусть теперь некоторое. ядро T(x, y)a@la(GxG), где В = 
— тах (р’, 9), и пусть оператор Т определен формулой 

(Tp) (x) =w (x) =\Т(х, Ур (и) dy. 
G 

Оценим норму Т как оператора из L,(G) в L,(G). По неравен- 
ству Гельдера | 

|w (х) | <= р|ь Ne (x, y) |” ay)" 

Полагая в формуле (3.11) g=p’, 9: =В, получим 

0 (2) = бт] Plo IT (x, УР ay". 

Обозначим для краткости 

Ф (x) =( |T (x, УР ay)" (uaF =, 

так что |w(x)|<clol,@(x). Возводя в степень 4 и интегрируя 
по x, найдем 

1,1 2 
Тов 

о рас рр | Ф [= [62| Ф <= (рб) 9 Вс. 
Отсюда уже легко следует искомая оценка 

та 17, o Parag)”. (1) 
GG 

Обратимся к оператору K,. Ero ядро ограничено и, следова- 
тельно, суммируемо с любой степенью. В таком случае ядро 
К! (х, и) можно аппроксимировать некоторым полиномом P (x, у) 
так, чтобы величина 

УК, (x, у) —Р (x, y) Вахау 
GG 

была сколь угодно малой. Обозначая через Р интегральный one- 
ратор с ядром P(x, и), видим, что оператор К! —Р имеет при 
подходящем выборе полинома Р (х, у) сколь угодно малую норму. 

Докажем теперь, что Р вполне непрерывен как оператор из 
[р (С) в Г. (Ц). Пусть М — множество, ограниченное в L, (С): Уре 
=М, |6 | =С=соп$. Достаточно доказать, что множество РМ 
компактно в L,(G). По неравенству Гельдера 

| (Pe) (x) [== [© | {\ |P (x, y) |" а)” <C {ИР (x, y) |? а”. 

Множество @ ограничено, и последний интеграл также ограни- 
чен. Отсюда следует, что множество функций РМ ограничено 
по абсолютной величине постоянной, которая не зависит от 
выбора функции р (у) в множестве М. Далее, по тому же нера- 
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венству Гельдера, 

_| (Pe) (х-+- Ах) — (Pe) (х) | = 
«р ь ПРАХ 9) —P Os Ра” = 

<C{\|P (+ Ax, y) —P (x, y) |? 4”, (2) 

На ограниченном множестве С полином P(x, у) равномерно 
непрерывен, и неравенство (2) показывает, что множество функ- 
ций РМ равностепенно непрерывно. По теореме Арцеля, мно- 
жество PM компактно в метрике С (С) и тем более в метрике 
L,(G). Оператор Р вполне непрерывен. 

Таким образом, справедливо разложение К = P+-(K,—P)+Ko, 
в котором оператор Р вполне непрерывен, а каждый из опера- 
торов К, —Р и К. имеет сколь угодно малую норму. Но тогда 
оператор К вполне непрерывен. 

Теоремы $ Зи 4 без труда распространяются на тот случай, 
когда в интеграле со слабой особенностью интегрирование совер- 
шается по измеримому множеству С, которое принадлежит неко- 
торому т-мерному кусочно гладкому многообразию Г; относи- 
тельно этого многообразия мы допустим, что оно погружено 
в некоторое евклидово пространство более высокой размерности и. 
В этом случае в формуле .(3.1), определяющей интеграл со сла- 
бой особенностью, можно под /`понимать расстояние между точ- 
ками х и и, определенное ‘либо в метрике пространства E,, либо 
во внутренней метрике многообразия Г.



Глава 2 

СРЕДНИЕ ФУНКЦИИ И OBOBLUEHHbIE ПРОИЗВОДНЫЕ 

$ 1. УСРЕДНЯЮЩЕЕ ЯДРО 1 

Пусть х и иу— произвольные: точки пространства E,,, r= 
=|x—y| и #й— произвольное положительное число. Функцию 
w, (Г) назовем усредняющим ядром, если оно обладает следую- 
щими свойствами: 1) функция ©, (7) бесконечно дифференцируема 
по декартовым координатам точек х и у. Заметим сразу же, что 
при г==0 для этого необходимо и достаточно, чтобы указанная 
функция была бесконечно дифференцируема по г; 2) в, (г) >0, 
г< Вью, (г) =0, г; 3) | в, (г) 4у= \ в» (7) 4х=1. 

rh r<h 

Убедимся в существовании, по крайней мере, одного такого 
ядра. Пусть 

h2 

wo, (=) one "7", r<h, c,=const > 0; (1) 
0, =. 

Свойство 2) не вызывает сомнений. Свойство 3) справедливо, 
если положить 

Ch = ‚е Bor ayh (2) 

Установим свойство 1). Не вызывает сомнений бесконечная 
дифференцируемость функции (1) при r<ch u при r>A, причем 
в случае > все производные равны нулю. Достаточно уста- 
HOBHTb поэтому, что функция (1) имеет при г=йА производные 
по Г любого порядка, равные нулю, и что производные, вычис- 
ленные при Г< А, стремятся к нулю при r—~h. 

Доказательство проведем для первой производной; для выс- 
ших производных оно аналогично. 

а) Функция в, (г) непрерывна при г=й. Действительно, из 
формулы (1) видно, что в, (h+0) =0 =, (A), a 

h2 

ви (h-0)= lim cre “-"*=0, 
r>h—0 

1 Понятие усредняющего ядра и тесно связанное с ним понятие средней 
функции (см. ниже) впервые были введены В. А. Стекловым. Дальнейшее 
развитие эти понятия получили у С. Л. Соболева, идеи которого мы здесь и 
излагаем. С. Л. Соболев также ввел и исследовал понятие обобщенных произ- 
водных, о которых будет идти речь в $ 3—8 настоящей главы, 

29



так как 

h2 

FR 72? r>h—0 со. 

6) Производная в, (A) существует и равна нулю. Действи- 
тельно, 

lim 98 0-9 _ jim 0=0 
r—->h+0 h—r r+h+0 

В то же время 

r>h—0 r—h r>h—0 r—h 

в чем можно убедиться хотя бы по правилу Лопиталя. Таким 
образом, существует и равен нулю предел 

lim 
rh 

в) Справедливо соотношение 

— в, (h , Oh (= Onl ) = (h). 

h2 

h?—r? __ 0, lim в (г) = lim с» arn 
r+h—0 ron—o | (—?1?)P 

которое легко проверяется по тому же правилу Лопиталя. . 
Таким образом, первая производная w,(r) существует и 

непрерывна при любом г. Точно так же доказывается существо- 
вание и непрерывность следующих производных. Свойство 1) 
установлено. 

$ 2. СРЕДНИЕ ФУНКЦИИ 

Пусть 6 — конечная область пространства Ем и u(y) —функ- 
ция, суммируемая в &. Доопределим эту функцию вне Q, поло- 
жив ее там равной нулю. Пусть х— произвольная точка про- 
странства Еж. Положим 

ил (x) = | вь (г) u(y) dy, (1) 
Q 

где ®, (г) — какое-нибудь усредняющее ядро, обладающее свой- 
ствами .1—3 $ 1. Функция и, называется средней функцией по 
отношению к и; число A называется радиусом усреднения. Сред- 
нюю функцию можно представить еще в трех формах: 

1) приняв во внимание, что и (у) =0, ус 2, можно интеграл 
(1) распространить на все пространство, и тогда 

tp (= | wy, (г) и (у) dy; (1а) 
т 

2) в силу свойства 2) усредняющего ядра можно интегриро- 
вать не по всему пространству, а только по шару радиуса h 
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с центром в точке х. 

ив (x)= \ (г) и (9) dys (16) 
r<h 

3) можно, наконец, интегрировать только по пересеченю 
Qn(r<h), так как вне его либо один, либо другой множитель 
под интегралом равен нулю. Поэтому справедлива формула 

un(x)= | oa(r)u(y) dy. (1B) 
2 (\(7 <A) 

Простейшие свойства средних функций 

1. Средняя функция бесконечно дифференцируема во всем 
пространстве; ее производные любого порядка можно получить 
дифференцированием под знаком интеграла в любой из формул 

(1) — (1в). 
Это свойство непосредственно вытекает из теоремы 1.1.3. 

Производные от средней функции можно, следовательно, вычис- 
лять по, формуле 

Рец (x) = \ и (9) Безо, (г) dy, (2) 

в которой © — любой мультииндекс порядка m; область @ в фор- 
муле (2) можно заменить любой из областей Еш, г < й, Qf) (< 1. 

2. Средняя функция равна нулю во всех точках, расстояние 
которых до области & не меньше. A. Действительно, в этом `слу- 
чае шар г< й целиком лежит вне ©, и под знаком интеграла 
(16) u(y) =0. 

Таким образом, средняя функция может быть отлична от тож- 
дественного нуля лишь в области, которую мы обозначим Q'*) и 
которую можно построить так: из каждой точки хе как из 
центра опишем шар радиуса fh; объединение этих шаров и есть 
02. Ясно, что QM) > @; если, например, Q есть шар радиуса R, 
то Q) есть концентрический с @ шар радиуса R-+A. 

Сходимость средних функций 

Теорема 2.2.1. Если и ЕС (8), то средняя функция и, (х) —5 U(x) 

равномерна во всякой замкнутой внутренней подобласти области 9. 
Пусть 6’ — внутренняя подобласть области 2. Построим область 

<”, которая является внутренней подобластью для Qu для 
которой 42’ является внутренней подобластью. 

Границы областей 5” и 6” обозначим через Г”’и Г” соответ- 
ственно, и пусть й, — наименьшее расстояние между точками 
границ Г’и Г”. Возьмем h<ho. По формуле (16) и по свойству 
3) усредняющего ядра (§ 1) имеем | 

Un (х) —и(х)= J , [4 (y)— 4 (x) ] op (7) dy. (3) 
r< 
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_ Если хе“, то в интеграле (3) уе”. В замкнутой области 
02" непрерывная функция и равномерно непрерывна, поэтому при 
достаточно малом A и r<h будет |u(y)—u(x)|\<e, где в— 
произвольно малое положительное число. Имея в виду, что 
Wp, (7) 0 (свойство 2), из формулы (3) получаем 

Jun (х) —и (х) |< | в, (г) ду=е. №. 
r<h 

Теорема 2.2.2. Норма в L, ($) не возрастает при усреднении, 
каково бы ни было р из промежутка 1 =р=—<оо. 

Пусть ие, (2) и 1<р<о. По неравенству Гельдера, 

[ша (x) р “9 Wp (г) dy "= |} и (ур on? (г) wp? (r)dy P< 
Q 

< | u(y) \Po,, (г) dy {| | фо (r) dy}?/"" = Аи (9) Ро (г) dy, (4) 
Q 

так как по свойству 2) усредняющего ряда 

Со» (г) 4у= { (7) ду= { в (г) 4у=1. 
Q Q [| (r<h) rh 

Интегрируя неравенство (4) по области Q, получаем 

Jun B= {|e ах 1 [он de dy 
Q Q Q 

<\u (y) |Pdy =|| a [p- 

Предоставляем читателю рассмотреть оставшиеся более прос- 
тые случаи р=[ и p=oo. 

Теорема 2.2.3. Если ие, (8), 1<p<oo, то [и —идр 50. 
Известно!, что для любого =>0 можно построить полином 

8 
f так, чтобы [и —р< 3. 

Применим неравенство треугольника (значок р у нормы ниже 
опускаем): 

ив и — Я-А — ив |. 
По теореме 2.2.2 | — и», |=<|/-и|, поэтому 

Ju — un Е и И. 
Выберем область 92,, для которой 5 будет строго внутренней 

подобластью. Полином f непрерывен в :, поэтому [» ъ{ равно- 

мерно в любой внутренней замкнутой подобласти ®., в частности 

в О. Но из равномерной сходимости в замкнутой области сле- 
дует сходимость в среднем, и для достаточно малых A | f — 

| 
—fh Ic (2) < 5:2. Отсюда уже легко вытекает наше утверждение. № 

1 См., например, [36]. 
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Теорема 2.2.4. Множество функций, финитных в области QQ, 
плотно в пространстве L, (52), l<=p<oo. 

Надо доказать, что любую функцию и =» (5) можно с любой 
степенью точности аппроксимировать в метрике L, (52) финитной 
функцией. 

Число 6 выберем так, чтобы мера полоски 5 была доста- 
точно мала, а именно: зададим =>0 и выберем 6 так, чтобы. 

\ | u(x) РАх < |5}. 

8 
Рассмотрим функцию, определяемую равенством 

u(x), хеЕ О Vs, 
v(x) =| | 

0, Хх = Qs. 

Очевидно, v & L, ($2); при этом 

ju—olr= | одре} 
26 

и, следовательно, 

[#— |< =/2. (4) 

Возьмем #< 6/2 и построим среднюю функцию и, (х). Она 
финитна в ©, так как она бесконечно дифференцируема и равна 
нулю в пограничной полоске Qs_, (свойства 1, 2-средней функции, 
$ 2). По теореме 2.2.3. можно выбрать число Ay так, чтобы при 
< было 

[9—9 [< 2/2. (5) 
Из неравенства треугольника и соотношений. (4) и (5) выте- 

KaeT, что 

[ов — 9-9 — |<, h<ho. № 
Следствие 2.2.1. Если MCL, (9) — множество, содержащее 

множество всех финитных в ® функций, то М плотно в Г, (9), 
[=р<о®. 

$ 3. ПОНЯТИЕ ОБОБЩЕННОЙ ПРОИЗВОДНОЙ 

Предварительно выведем формулу интегрального исчисления, 
известную под названием формулы интегрирования по частям. 

Пусть © — конечная область т-мерного евклидова простран- 
ства, ограниченная кусочно гладкой поверхностью Г. Напомним 
формулу Остроградского 

) Дхь 
OP ay . \ dx | Pos x,) аГ. 
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здесь у — нормаль к поверхности Г, внешняя по отношению к QQ. 
От функции P(x) достаточно потребовать, чтобы она принадле- 
жала классу C (9). 

Рассмотрим интеграл 

99 ¢ a дР | P ae и = Va PO de — | Ч 4% 
Q 

где P, О=С® (9). Заменяя первый интеграл справа по формуле 
Остроградского, получаем формулу интегрирования по частям 

00 1. _ oP 

Рожа — | OF dx | PQcos(v, x4) aL. 
Q Q ть 

Отметим некоторые следствия из ЭТОЙ формулы. Если одна 

из функций Ри Q обращается на Г в нуль, то поверхностный 
интеграл исчезает и получается более простая формула 

| P se dx=—\ QF ax, 
Q у 

Рассмотрим интеграл несколько более сложного вида: 
a 

9*0 
Р dx. 

\ axtaxks ... axkm 
m 

Если функция Р имеет нужные непрерывные производные, TO 
этот интеграл можно взять по частям & раз так, чтобы под знаком 
объемного интеграла освободить функцию Q от дифференцирования: 

90 oP 90—10 

\ Р axkiayk: ...дхАт dx = — \ dx, Ox® lays дхйт dx % 1 9 eee m o 1 1 о eee m 

+\P on +8 cos (v, м) аГ =... 
да Тоха ... Axim 

okP 

axtiax ke 0x" m 
= (1) Q 

о 
dx + \ R(P, баг: 

Г 

через R(P, Q) обозначено выражение, зависящее от функций 
Р, О и их производных до порядка А — 1 включительно. 

Пусть © — некоторая область, и пусть функции и, W & [лос (42), 
так что они, в частности, суммируемы в любой внутренней под- 
области ©. Допустим, что для любой функции go & Mt) (9) 
(обозначения см. Введение, $ 2) справедливо тождество 

| uD%“p dx = (—1)* \ vpdx, k=|al, (1) 
о Q 

где © = (01, 2, ..., Gm) — некоторый мультииндекс. Тогда v (x) 
называется обобщенной производной порядка Е от функции и (x) 
в области Q. Jia обозначения обобщенной производной исполь- 
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зуют обычный символ и пишут 

al % ly 
v(x) =D = а = 

1 2 Ox, Ox, ... Ox,” 
(2) 

Теорема 2.3.1. Обобщенная производная вида (2) единственна. 
Докажем, что если функции W(x), U(X), Ve (х) е Lice (9), и 

при любой функции ф = Mt*)(Q) они удовлетворяют тождествам 

| wD%q@ dx = (— 1)* | фах, 
a а 

3 
{ uD%p dx =(— 1)* \ 0эф dx, (9) 
a о 

в которых % — данный мультииндекс и А==|%|, TO Vv, =». Вычи- 
тая второе тождество (3) из первого и полагая о: (х) — Ve (x) = (х), 
получаем тождество 

{ w(x) p(x) dx =0, (4) 
Q 

верное, если og & Mt") (Q). Докажем, что тождество (4) верно 
для любой ограниченной измеримой функции ф (xX), равной нулю 
в некоторой пограничной полоске. Пусть ф (х) —такая функция 
и пусть она равна нулю в полоске ширины 6. Возьмем h< 6/2 
и построим среднюю функцию ф, (x). Она бесконечно дифферен- 
цируема и равна нулю в пограничной полоске ширины 6 — Ah, 
Поэтому @, & Mt (0) и тем более ф, = 3) (9). Для функции 
, (x) тождество верно: 

J W (х) Pr (x) dx =0. (5) 

Нетрудно видеть, что при любом A функции @, (х) ограни- 
чены одной и той же постоянной: если |ф (х) | < N=const, то 

| Фи (%)|=| § Ф(9) в (г) 4у| <= М | в (г) ау= М. 
rsh r<anr . 

Ограниченная и измеримая в ® функция ф во всяком случае 
суммируема в {2 с квадратом. По теореме 2.2.3 имеем 
| Pn — Pllz.(@) 550. [По известной теореме о последовательностях 

функций, сходящихся в среднем! можно выбрать такую после- 
довательность чисел й„—0, что Gp, (х) —> ф (x) почти всюду в ©. 

В тождестве (5) положим A=h,. Под знаком интеграла (5) 
подынтегральная функция не превосходит суммируемой функции 
N|w(x)| и при п-—-со почти всюду стремится к функции 
w(x) ф (х). По теореме о предельном переходе под знаком инте- 

грала Лебега получаем | w (x) @ (x) dx=Q, что и требовалось 
Q 

1 См., например: Натансон И. П. Теория функций вещественной пере- 
менной. Изд. 9-е, М., Физматгиз, 1957, с. 184. 
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доказать. Теперь положим в тождестве (4) 

0 =| 

тогда \ | w (x) |dx=0 и, следовательно, w(x)=0, xe’. Так 
о’ 

как число 6 >0 произвольно, то & (х) =0 в ®. № 
Если функция u(x) непрерывна в 42 вместе со своими произ- 

водными до ^-го порядка включительно, то ее обобщенные про- 
изводные А-го порядка существуют и совпадают с обычными. 
Действительно, интеграл в левой части формулы (1) можно взять 
по частям К раз; при этом поверхностные интегралы исчезнут, 
потому что на границе области ® как функция Фф, так и ее 
производные до (Ё —1)-го порядка включительно равны нулю. 
В результате получится равенство 

\ и oe — dx =(— 1)? \ ф one dx, (6) |. |. R Е R 
1 2 m e 1 2 Ox, дх.?... Ох о 0%,10х,?...дх,т 

0, хе, 

sign w(x), x EQ’ =Q\ Обр, 

где справа стоит обычная (непрерывная) производная от и. 
Равенство (6) показывает, что обобщенная производная в этом 
случае существует и равна непрерывной производной 

ди 
k e ky 

1 2 m Ox, Ox,” ... OX) 

Примеры. 1. Пусть & — интервал (—1, 1). Функция и (х)=|х| имеет 
обобщенную производную =u’ (x)=signx. Действительно, пусть Фф(х)е 
= Mm (—1, +1), тогда p(x) непрерывно дифференцируема на сегменте [—1, +1] 
и Ф(—1) =ф (1) =0. Имеем равенство 

} 
Интегрируя по частям, получаем 

0 1 
[х| ф’(х)ах=— \ xp’ (x) d+ \ 29 (x) dx. 

1 —1 

1 0 1 1 

) |х|ф’ ()dx= | (04—96) du=— J ф (x) sign x dx, (7) 

и утверждение доказано. 
2. Функция signx в интервале (—1, 1) не имеет обобщенной первой про- 

изводной (хотя она, как и функция |x|, имеет непрерывную производную при 
х =2 0). Чтобы в этом убедиться, составим интеграл 

1 0 1 

| 9’ (x) sign xdx=— | 9’ (x) dx+| 9’ (x) dx=—29(0), (8) 
—1 —1 0 

где фе (—1,.1). Не существует функции v(x), локально суммируемой 
в интервале (—1, 1) и при любой функции ф(х) = № (—1, +1) удовлетво- 
ряющей тождеству 

+1 

3 о (x) p(x) dx = 2¢ (0). (9) 
| 
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Действительно, пусть такая функция существует. Тогда функция V (x) = 
x 

= | (и) dy абсолютно непрерывна Ha любом сегменте [a, 6] < (—1, 1) и имеет 
0 

в нем суммируемую производную v(x). Интеграл (9) можно взять по частям; 
в силу формулы (8) получим тождество, верное для любой функции ф (x) S 
= У (—1, +1): 

+1 
| ф’ (x) [sign x — V (x)] dx=0. 

—1 

Но тогда! signx=V (x)-++const, хе (—1, +1), что нелепо, так как в точке 
X==0 левая часть разрывна, а правая — непрерывна. | 

3. Пусть функции f(f) и g(t) непрерывны на сегменте [—1, 1], но ни 
в одной. ero точке не дифференцируемы. Можно доказать, что непрерывная 
в квадрате 0 = x, х› =1 функция двух переменных 

и (х)=и (м, х) = (X1) +8 (№) (10) 

не имеет обобщенных первых произволных. Однако эта функция имеет обоб- 
щенную производную второго порядка 0?и/0х,0х., и эта производная равна 
нулю. Чтобы установить это, достаточно доказать, что для любой функции 
p(x) = (Xz, х2) = 2) (0), где @ квадрат —1 =, х› = 1, справедливо тож- 
дество 

+1 +41 

и (х1, Хз) 

—1 —1 

2 ep 
Ox, Ox, 2 Хо = 0. 

Но это тождество вытекает из цепочки равенств 

1 tl 32 

\ \ u(x, Xe) дк дк. 1 4х. = 
—1. —1 

+1 Я +1 но 
= a 7? — 

\ Ё (1) | \ Ox, OX. tal dx, + & (х›) \ OX, Ox, sy dx, = 

1 — —1| 1 

1 
Op |xx=+ 1 OP 

= \ f (%1) Ox, |xg=— 1 dx, -- \ 8 (%2) F- 
1 —1 — 

д =-- 1 

д =— | 

Этот пример показывает, что из существования обобщенной производной 
какого-либо порядка не следует существование предшествующих ей обобщен- 
ных производных. 

$ 4. ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА ОБОБЩЕННОЙ ПРОИЗВОДНОЙ 

Теорема 2.4.1. Пусть в области ® функция u(x) имеет обоб- 
щенную производную u(x) вида (1.2): о (х) =D%u (x) и пусть и, (x) 
и 9, (х) суть соответствующие средние функции. Тогда в области 
Q\Q, средняя функция om этой производной равна производной 
того же вида от средней функции. 

Напомним, что 9, означает пограничную полоску области © 
ширины A. Множество 2\ 2, — открытое и, если x & Q\ 9», то 

1 См., например, [36], теорема 12. 
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расстояние от точки xX до границы области 6 больше 4, поэтому 
усредняющее ядро в, (7) & Mt) (9). По формуле (1.1) 

\u (у) Dye, (г) dy = (—1)* ) и (у) Op (7) dy = (—1)* 0, (x); (1) 

здесь обозначено |%|=^. Усредняющее ядро Wy, (r) зависит только 

от разности x—y, поэтому О, (г) = (—1)*Б%, (г). Подставив 
это в формулу (1), получим v, (х) = О‘и, (х). № 

Теорема 2.4.2. Пусть $’ — подобласть области 2. Если v (x) 
есть обобщенная производная от и (x) 

о (х) = Оби (x), |@=А, (2) 

в области 2, mo u(x) является такой же обобщенной производ- 
ной от u(x) в области «У. 

Пусть gp & Pi) (Q’). Доопределим функцию p(x) в 9\ 9, 
положив ее там равной нулю. Очевидно, тогда ф = ЗЭ® (0). 
К функциям u(x) и $(х) применим формулу (3.1). Отбросив 
в обеих ее частях интегралы по ®`\\ 2’, равные нулю, получим 

формулу 

\ uD“ dx = (— 1) \ оф ах, 
о’ 0“ 

которая и означает, Что в подобласти 62’ v=D%u. № 
Теорема 2.4.3. Если в области © функция v(x) есть обобщен- 

ная производная om u(x) вида u(x)=D%u(x), а функция w (x) 
в той же области есть обобщенная производная от u(x) вида 
w (x) = ОВо (x), то w (x) =D*Pu (x) в 9. 

Обозначим |а&|=А, |В|=[ и пусть феЕЗК (Q), Тогда 
Dip = Mt*) (0) и по формуле (1.1): 

uD By dx = (—1)* | оОВф ах; (3) 
Q 

оф ах = (—1)! | we dx. 
о 

Подставив последнее равенство в (3), получим формулу 

ирч+8ф dx = (—1)**"-\ юфах, 
Q "2 

равносильную утверждению теоремы. № 
Лемма 2.4.1. Пусть Функция u(x) имеет в области Q обоб- 

ky 
щенную производную бтнбяь. ба’ 

обобщенные производные. Если функция € (x) = С“) (9), то сущест- 
® (fu 

вует обобщенная производная 

а также все предшествующие 

бур Oj, «08, которую можно 

вычислить по обычному правилу дифференцирования произведения. 
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Пусть и» (x) — средняя функция. Если ф = Mt) (0), то верна 
формула интегрирования по частям 

\ upt orp dx = (—1)* \ © OF (un) ty 
3 в Oxi, OXjg ... Oxi, 3 OX;, OXjg ... OXj, 

__(__1)\k ORE OVup, , 

= ( l) У ф OXjy ... Вх) OX, .-. OX), dx; (4) 

здесь в соответствии с правилом дифференцирования произведе- 
ния (fi, ..., fy) H ДП, ..., by) суть наборы индексов, объедине- 
ние которых дает всю совокупность (1, le, ..., ty), И суммиро- 
вание производится по всем таким наборам. Пусть ф =0 в погра- 
ничной полоске Qs. В области \ 95, по которой фактически 
совершается интегрирование в формуле (4), 

OVup Ovu 

0X1, ... OX, h-0 OX, ... ОХ, И, 

в метрике L,; первое соотношение следует из теоремы 2.2.3, 
второе — из теорем 2.2.3 и 2.4.1. Переходя к пределу под зна- 
ком интеграла, что, очевидно, допустимо, получаем формулу 

kp = b \ OUT д\и 
ue OX; хо ... OX;p dx = (—1) . Ф» OX}, ... OX, OX1, ... ху, ах. 

Из этой формулы, по определению, вытекает, что обобщенная 
производная 

oF (Cu) 
OXi, OXio ene OX;, 

существует и что 

OF (Eu) _ Og OVu me 
дх; хто ... OXip OX}, ...дху, OX, ... ди’ 

$ 5. ПРЕДЕЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ОБОБЩЕННЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

Теорема 2.5.1. Пусть функции u,(x), п=1, 2,..., имеот 
в конечной области ® GE, обобщенные производные одного и 
того же вида`и„ (х) =D%u, (x). Если обе последовательности {up} 
и {v,} сходятся в метрике L, (Q) к пределам u(x) и u(x) соот- 
ветственно, то в области Q функция v (x) есть обобщенная про- 
изводная от и (х) того же вида. 

По определению обобщенной производной, 

| u,D%p ах =(—1)* \ „фах; Е=|а|, Уфе 5 (0). (1) 
о Q 

Интегралы в (1) суть ограниченные в L, (Q) функционалы над 
Un И 0, соответственно, и под знаками этих интегралов можно 
переходить к пределу, что приводит к формуле (3.1). № 

Теорема 2.5.2. Пусть и, ое, (2), 1=р=оо, и v(x) есть 
обобщенная производная om u(x) в области Q, ‘не обязательно 
конечной, о(х) = 0О‘и (x). Тогда в любой конечной внутренней 
подобласти 5’ = можно построить последовательность беско- 
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нечно дифференцируемых функций {и„(х)} таких, что в метрике 
пространства L, (5) 

ити D%u->v. (2) 

‘Для доказательства можно взять Uy (х) = Up, (x), где hp — стре- 

мящаяся к нулю последовательность положительных чисел. Тогда 
первое соотношение (2) вытекает из теоремы 2.2.3, второе соот- 
ношение — из теорем 2.2.3 и 2.4.1. № 

$ 6. СЛУЧАЙ ОДНОЙ НЕЗАВИСИМОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

В этом случае класс функций, имеющих обобщенную первую 
производную, оказывается тесно связанным с классом абсолютно 
непрерывных функций. Напомним, что функция u(x) веществен- 
ной переменной x абсолютно непрерывна на сегменте [а, 6], если 
существует такая суммируемая на этом сегменте функция о (x), 
что 

2 

x 

u(x) =\ u(t) dt+const, хе, 8]. 

Из известных теорем Лебега вытекает, что функция u(x) 
имеет на сегменте [а, 6] почти всюду обычную производную, 
равную о (x). | 

Теорема 2.6.1. Пусть и, vEL, (а, 6), | = р=< со и интервал 
(а, 6) конечен. Пусть, далее, v(x) есть обобщенная первая про- 
изводная от u(x) на интервале (а, 5): 9(х) =аи (x)/dx. Тогда 
функция u(x) абсолютно непрерывна на сегменте [а, 6] и почти 
всюду в (а, 5) имеет обычную производную, равную v(x). 

Положим 
x 

w (x) = 0 (y) dy. (1) 
a 

Функция W абсолютно непрерывна на сегменте [a, 6] и почти 
всюду на этом сегменте имеет обычную производную, равную 
u(x). Пусть p(x) Е IM” (a, 6). Интегрируя по частям, найдем 

b b b р 

\ш (и) 9 (y) dy = (y) p(y) |- }Ф4) w (y) dy=—\ @Y) 5() dy. 

С другой стороны, по определению обобщенной производной, 
b b 

(u(y) 9 (y) dy = — 9 (y) v(y) dy. 

Вычитая, получим 
b 

[м (y) —w (y)1 $’ (y) dy =0. (2) 

Пусть сегмент [а В] < (а, 5). Повторяя рассуждения тео- 
ремы 2. 3. 1, убедимся, что тождество (2) верно для любой функ- 
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ции Фф(х), такой, что феЕС[а, 6] П C™[a,B] и $(х) =0 вне 
(a, В]. Полагая p(x)=sinnt, t=n(x—a)/(pB—a), п=1,2, ..., 
в [®, В] и $Ф(х)=0 вне [a, В], видим, что Ha [@,В] разность 
u(x) —w (x) ортогональна к cosnt, n=1,2,.... Но тогда эта раз- 
ность постоянна: 

x 

u(x) =c+w (х) =е + \о (у) dy, ¢=const. (3) 

Так как [a, В] — произвольный сегмент, лежащий в интер- 
Bane (а, 65), то равенство (3) верно в (а, 6). Полагая и (а) =с, 

b 
u(b)=c+\v(y) dy, сделаем равенство (3) верным на сегменте 

а 

[a, 61. № 
Следствие 2.6.1. Пусть и, ие Г» (а, 6), 1 = р= со, и интер- 

вал (а, 5) конечен. Пусть v(x) есть Е-я обобщенная производная 
om u(x). Тогда функция u(x) непрерывно дифференцируема Е — 1 
раз на сегменте [а, 6] и почти всюду на нем имеет обычную k-to 
производную и* (х) = (х). При этом производная и“®-1 (x) абсо- 
лютно непрерывна на сегменте [а, 8]. 

В следующем параграфе будет доказана теорема, которую 
можно рассматривать как обобщение теоремы 2.6.1 на случай 
многих независимых переменных. 

5 7. ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ ФУНКЦИЙ, ИМЕЮЩИХ ОБОБЩЕННУЮ 

ПЕРВУЮ ПРОИЗВОДНУЮ 

Теорема 2.7.1. Пусть функция и (х), суммируемая в некоторой 
конечной области QC Em, имеет обобщенную первую производную 
и, =ди/0х, также суммируемую в ®, и пусть h— пересечение 
области ® с прямой, параллельной оси ху. Тогда почти на лобом 
сечении \ функция u(x) абсолютно непрерывна по x;, и ее про- 
изводная по x; почти всюду (по мере на ^) совпадает с обобщен- 
ной производной v; (x). 

Для упрощения записи перенумеруем оси координат так, 
чтобы ]=1. Сечение 4 есть одномерное открытое множество и 
потому является объединением конечного или счетного множества 
интервалов. Пусть (a, В) один из этих интервалов; ясно, что 
точки @& и В принадлежат OQ. По теореме Фубини, обе функ- 
ции u(x) и и! (х) суммируемы почти на любом таком интервале. 
Обозначим х’= (Xo, Хз, ..., Хт); на каждом сечении A точка x 
остается постоянной. Любую функцию от х можно рассматривать 
как функцию от X, и xX’; в соответствии с этим будем писать 
и (х) =и (x, x) ит. п. 

На выбранном интервале (a, В) рассмотрим функцию 

41 

w (х)=ш (ж, х)=\ 0, (t, x) db; 
a 

как функция OT X, она абсолютно непрерывна Ha сегменте [a, В] 
и почти всюду на этом сегменте имеет производную ди/дх! = 

< 
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=, (х1, x) = (Хх). Пусть фе WM (0), тогда, в частности, 
p(a, х) =ф(В, х) =0. Интегрируя по частям, находим 

Ш (x) = oe a dx, = _\ ф (x) 1 (x) ах. 
. “ 04 

Суммируя по всем интервалам, принадлежащим данному сече- 
нию A, получаем 

\= (2) FO de = — | офи фам. 
А, 

Пусть > — проекция © на (т-— 1)-мерную плоскость коорди- 
нат хо, Хз, ..., Xm. Интегрируя последнее тождество по », при- 
ходим к Новому тождеству 

\ w (x) oo e dx = — \ ф (x) о (x) dx. 
© о 

В то же время, по определению обобщенной производной, 

\ 2 (x) SO = — \ Фа) (x) ae, 
о о 

В качестве ф(х) возьмем усредняющее ядро ®, (г), где й<би 
6 — фиксированное число. Тогда в Q\ Qs 

ди, (xX) _ див (х) 

OX, Ox, ’ 

и следовательно, разность W, (Xx) —и„(х) не зависит OT x,. Пере- 
ходя к пределу при A->O, видим, что разность w (x) — и (x) 
не зависит от х.. Зафиксируем х’ так, чтобы на соответствующем 
сечении A функция W(x) была абсолютно непрерывна по ха. 
Тогда на любом интервале (a, В) ЕЛ 

x4 

и (x) = | v, (t, x’) dt-+-const. № 
9% 

Справедлива и обратная теорема. 
Теорема 2.7.2. Пусть функция и суммируема в конечной области 

Ос Ен и абсолютно непрерывна почти на каждом пересечении 
прямой, параллельной оси x;, и области Q. Пусть производная 
и, =ди/дх; суммируема в &. Тогда и; есть обобщенная производ- 
ная в 8 от и по X;. 

Сохраняя обозначения предшествующей теоремы, имеем 

Уф = MM (9), А gy aah a ... 
9) = ЦА 

Пусть А — сечение, на котором функция и абсолютно непрерывна. 
Интегрируя по частям, найдем 

op \ и вх, а =— \ о фах; 
А. A 
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и, следовательно, 

\ и se dx = — \ {\ аа" = — \ оф ах. № 
Q2 x LA Q 

Следствие 2.7.1. Если функция и & Lip, (9), mo она имеет в Q 
всевозможные обобщенные первые производные, и эти производные 
ограничены. 

§ 8. ПРОИЗВОДНЫЕ ОТ ИНТЕГРАЛОВ СО СЛАБОЙ ОСОБЕННОСТЬЮ 

Теорема 2.8.1. Пусть ® — конечная область пространства Em 
и пусть 

А 
\ Sew) ay, (1) 
9 

где ham—1 u pel, (2), l=p<oo, причем функции A(x, у) 

и OA (x, y)/Ox; непрерывны в 2X. Тогда существует обобщенная 
производная 

a \ as sy | ae [6 W) dy, (2) 

и (x)= 

Ox / 

которая принадлежит классу С (©), если (A+1) р’ < т, и классу 
L, (2), аз mp/[m —(m—h—1) p], ‘если (A+1) р’ = т. 

Допустим, что p &C(Q). Имеем (A+1+e<m) 
д [ A(x, и) B(x, y) 0A Yj;—X 
|| = See В (х, р +n 5 ‘\ 

и ясно, что ВеС(® ХО). Так как A+1+¢e<™m, то интеграл (2) 
сходится равномерно (ср. доказательство теоремы 1.3.1), формаль- 
ное дифференцирование законно и формула (2) в этом случае 
справедлива. - 

Пусть теперь ре Г, (52). Введем в рассмотрение среднюю 
функцию р, (И) и интеграл 

А u(x, =) AE ау. 
Q2 

Функция 0©,(у) непрерывна в °; по доказанному существует 
производная 

ди (х, №) _ д ГА(х, и) 
д = \ ix Ея Pn (y) dy. 

Если й-—>0, то по теореме 2.2.3 0,0 в метрике L, ($2). Из тео- 
ремы 1.3.2 следует теперь, что, по крайней мере, в метрике L (52) 
выполняются соотношения u(x, й) и (х) и 

ди т h) > \ = in Ee а 0 (y) dy. 

В силу теоремы 2.5.1, обобщенная производная ди/дх; сущест- 
вует и выражается формулой (2). Остальные утверждения выте- 
кают из теорем 1.3.1 и 1.3.2. № 
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Глава 3 

ПРОСТРАНСТВА ФУНКЦИЙ 

С ОБОБЩЕННЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ! 

$ 1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРОСТРАНСТВА We 

Пусть ® < E,,— конечная область с кусочно гладкой грани- 
цей; ниже на Q будут наложены дополнительные ограничения. 
Рассмотрим множество функций, которые в ® суммируемы и 
имеют всевозможные обобщенные производные данного порядка К, 
суммируемые в ® с данной степенью р. Это множество, очевидно, 
линейно. Введем на нем норму по формуле 

ри Ь+ У |9. | (1) 
|a |= 

Тем самым указанное множество превращается в нормированное 
пространство, которое называется соболевским и обозначается 

k 
символом № (9). То, что норма вводится по формуле (1), 

не очень существенно: в W;(Q) можно ввести любую норму, 
эквивалентную норме (1). Таковы, например, нормы 

lp, a=] eh + | р | D%u |? dx\? — 

=. + 2) Deu fol (Та) 
|1 == ̀ 

” 241 
им В+ | > (ти dx (16) 

OQ Llal=k ’ 

норма (16) имеет то преимущество, что OHA инвариантна OTHOCH- 
тельно поворотов осей координат. Символ |-|,, ниже может 
означать любую норму, эквивалентную норме (1). 

Теорема 3.1.1. Пространство С (2) полное. 
Пусть и» Е W®) (Q), n=1, 2,..., и | Ш Us|, pao 0 ДлЯ 

определенности примем, что норма в W; (52) задана формулой (1). 
Из данного предельного соотношения следует, что 

[и — ре 0, |Ббиь — Оби, рп 0. п, 5-0 

1 Пространства функций с обобщенными производными были впервые вве- 
дены С. Л. Соболевым в 1936 г. Довольно полное изложение теории этих 
пространств вместе с важнейшими приложениями к математической физике дано 
С. Л. Соболевым в его книге [37] (см. также [36]). В дальнейшем теория про- 
странств функций с обобщенными производными интенсивно исследовалась и 
обобщалась. 
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При любом р пространство L, (52) полное, поэтому ествуют 
функции ие L, (9) ие Г, (2), | &| == Е, такие, что |и„—и | — 
+0 u |D%u,—v,|,— +0. Формула (3.11) гл. 1 показывает, что 
одновременно ||D%u,, —vq|,—— 0. По теореме. 2.5.1 существуют 

обобщенные производные D%1—=vg, |a|=. Как мы видели, 
ие Г. (2) и ОГ, (32), |9|=Е. Отсюда вытекает, что UG 

= W5(2). При этом 

[ив ии У, 12°, — ча |р;5>0. № 
lal=k 

Можно доказать, что соболевские пространства сепарабельны; см., напри- 
мер, [36]. 

Заметим, что при k=O пространство ve (2) переходит в про- 
странство L, (2). ` 

В ряде случаев представляют интерес пространства №" (©) 
с нецельными значками А; они определяются следующим обра- 
зом. Пусть К =1- А, где [> 0 — целое число, ид < А < 1. В этом 

случае элементы пространства (9) суть функции из про- 

странства О (52), для которых сходится интеграл 

Ju=\\ У яя ae dy (2) | y—x [map 
о Qlal=l 

норма в У (9) задается формулой 

[и = [и lwo + М р. (3) 

Вместо нормы (3) можно ввести любую эквивалентную ей 
норму. 

Об использовании пространств 1 с нецельными значками А 
см. гл. 17; в последующих параграфах настоящей главы рассмат- 
риваются только целые А. 

Понятие пространств 7% можно распространить и на тот 
случай, когда рассматриваются функции, заданные не в области 
евклидова пространства, а на некотором достаточно гладком 
многообразии. Пусть Г — т-мерное многообразие. Допустим, что 
его можно представить как объединение конечного числа под- 

многообразий той же размерности: Г = U Г, N<{oo, и каждое 
> 

из подмногообразий Г; можно взаимно однозначно и взаимно 
непрерывно отобразить на область D; евклидова пространства Еж 
с помощью преобразования & =; (x) (EET, хе Е»), которое [k] 

раз непрерывно. дифференцируемо в D,. Будем говорить, что 

ие! (Г), если и(флфе (О); j=l, 2, ..., М. Норму 
в WS (Г) можно определить, например, формулой 

м 
| ие г) = py [и ($) ly@ (D,) 
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$ 2. СОБОЛЕВСКОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ ТОЖДЕСТВО 

`’Область называется звездной относительно некоторой точки, 
если любой исходящий из этой точки луч имеет одну и только 
одну общую точку с границей данной области. Область назы- 
вается звездной относительно некоторого точечного множества, 

если она звездная относительно каж- 
дой точки этого” множества. 

Рассмотрим область ®, звездную 
относительно некоторого шара Ш 
(рис. 1), радиус которого обозначим 
через а. Поместим начало координат 
в Центре этого шара и обозначим 

9 (у) = © (|у]), где ®. — усредняю- 
щее ядро, определяемое формулами 
(1.1) и (1.2) гл. 2. 

Пусть х и у— произвольные точ- 
ки пространства E,,. Обозначим че- 

Рис. 1 рез © орт направления от точки x 
к точке у, через 9/—^ проекцию 3TO- 

го орта наось x;. Как обычно, положим г =| y—x|. Всякую функ- 
ЦИЮ OT Хи Y можно рассматривать как функцию от xX, ги ©, 
и наоборот. В соответствии с этим будем писать, например, 
о (и) =v (x, г, ©). Введем в рассмотрение функции 

t(x, y)=t (x, г, @)=—f v(x, о, 9) oe" *dp (1) 

‘1 
I)! 

Функции Ё(х, у) и 2(х, и) отличны от нуля только тогда, когда 
точка у лежит в области D,, ограниченной сферой ОШ и каса- 
тельным к ней конусом с вершиной в x; если x & Ш, то область О, 
совпадает с Ш. Вне и ‘на поверхности области D, указанные 
функции равны нулю всюду, кроме точки у=х, в которой функ- 
ция Ё(х, и) становится неопределенной. 

Пусть функция u(x) еС“%® (9), Е=1. Построим _ функцию 

О (x, г, ©), которую определим так: если x GQ, ye Q, то 
“Iz ди OR -2z U(x, r, O)=u (yy Se — SS (ee, 03) 

если же XE 2, yS, TO U г, 9) =0. Дифференцируя фор- 
мулу (3), получаем 

ие (1h She, (4) 
Boma в (3) положить г=0, TO справа исчезнут все слагаемые, 
кроме первого: 

О (x, 0, 90) =u (x) ЕС, 0, 9) = —u(x)§ ole, г, O)r™1dr. (5) 
0 

2(х, у) =2(х, г, 9) = «тг rh Ц (x, г, 9). (2) 
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Равенство (4) проинтегрируем по г в пределах (0, оо). Исполь- 
зуя соотношение (5), найдем 

ve) { ve, Г, ey rmsd рые 1)F 12° act | ar. 
0 

Умножим последнее равенство на элемент 45, меры поверхности 
единичной сферы с центром в х и проинтегрируем по этой сфере: 

we) Voter, Фи | [мон сое. = © 
En m 

Ho по свойству 3 усредняющего ядра (гл. 2, $ 1) 

фо(х, г, @ у = } v(y)dy= J в (у) dy=l. 
т т т 

Справа в (6) достаточно интегрировать не по Ey, а по ®, и мы 
приходим к интегральному тождеству С. Л. Собо- 
лева: 

Okz 4 ku d ие Дия тт (KD | гал: (7) 
Q Q 

Подробнее исследуем тождество (7). Прежде всего докажем, 
что первый интеграл в этой формуле представляет собой 
полино`м относительно х степени не выше А — 1; коэффициенты 
этого полинома суть интегралы от произведений функции и (у) 
на некоторые ограниченные функции от Y. 

По формуле Лейбница 
k в 1- 

д*2 _, OF. _ 195% (и), 
ork — У 4 vw om [7 0 (y)|= ря У cj scm г ~ диз _ ; (8) 

]1 = = s=0 

здесь С; H Cys — некоторые ПОСТОЯННЫЕ. Далее, 

OSv (и) - $ na 
as = > at Du? (и) 9“. (9) 

la j=s 

Но 0,=(y;—x,)/r; отсюда ясно, что произведение rsO% есть поли- 
ном относительно х и и степени $ по координатам каждой из этих 
точек. Теперь из формулы (8) легко усмотреть, что 0#2/дг* = 
= r™IP,_,(x, у), где Р‚ (x, у) есть полином степени не выше 
& —1 по координатам точки х, и коэффициенты этого полинома 

суть функции от у, непрерывные в ©: 
#—1 

Pra(% у)= У ba(y)x% ше С(®). 
14| = 0 

Из формулы (9) видно, что функции by (у) линейно зависят 
от производных функции и (у) и, следовательно, бо (и) =0, если 
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у=Ш. Подставив выражение 0*z/Or* в первый интеграл фор- 
мулы (7), видим, что 

в—1 

02 д \ ор a= У м \ фи. м (10) 
2 lajJ=0 QQ 

Рассмотрим второй интеграл в формуле (7). Аналогично фор- 
муле (9) имеем 

ak 
<b = У Diu (у) 9 

1% | == 
отсюда | 

дки а Aa м У ER? Diu (y) ay, (11) 
Q2 10% | = 

где 

Ав(х, ) = ЕЕК, г, 9) 6" (12) 
суть ограниченные ” рункции от x ии, равные нулю, если y ] D,, 
и бесконечно дифференцируемые, если уиз=х. Отметим еще, что, 
как функции от x, г и ©, Ag бесконечно дифференцируемы при 
всех значениях этих аргументов. Интегральное тождество (7) 
можно теперь представить в виде 

k—1 

uwy= У т 
1%|=0 Q2 A | 

Xx, и х | “af ри (9) dy, (13) 
. Ще 

или, учитывая свойства функций by р и Аа (х, 9), в виде 
&—1 

Ав (х, и) ид= У в) bayurydyt+ У щи. (14) 
14| =0 Ш 141 = D,, 

Как видно, тождество С. Л. Соболева позволяет выразить 
функцию через ее производные данного порядка А и некоторый 
полином степени не выше А — 1. 

Интегральное тождество С. Л. Соболева получено в предпо- 

ложении, что ие С“ (9). Нетрудно, однако, распространить это 

тождество на функции из пространства WS? (©), где р — любое 
число из промежутка |= р= со. Пусть и (х) —такая функция, 
и, (Хх) — соответствующая средняя функция. К функции и, (x) собо- 
левское тождество применимо, и по формуле (14) 

&—1 

ид У мыш + 

У р фа. (15) 
|a|=k D,. 
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По теореме 2.2.3 и, (у) —и (и) в метрике L, (8) и тем более 
в метрике J, (Ш). Интегралы первой суммы в (15) суть функцио- 
налы, ограниченные в L, (Ш), и в них можно перейти к пределу 
под знаком интеграла. Далее, в силу: теорем 2.2.3 и 2.4.1, 

, , 
Du, — > D*u в метрике L, (2°), где $2’ — любая внутренняя под- 

область Q. Интегралы второй суммы на основании теоремы 1.3.2 
суть операторы над О“и, ограниченные в L,(&) и тем более 
в L, (52°), и здесь также можно переходить к пределу под зна- 
ком интеграла. 

Пусть точка х пробегает некоторую внутреннюю подобласть 82". 

Тогда точка y пробегает множество {2’ = U D,, которое также 
xe Q’ 

является внутренней подобластью области ®. Переходя к пре- 
делу в (15) при A-O, найдем, что почти всюду в ©” тож- 

о k 
дество (14) справедливо для функций из We (0). Но под- 
область 62” произвольна, поэтому указанное тождество справедливо 
почти всюду в ®. 

Условимся считать, что во всех точках области &, в которых 

интегралы формулы (14) сходятся, значения`функции и & we (£2) 
определяются этой формулой. Такое ‘условие равносильно замене 
функции u(x) на эквивалентную; в результате такой замены 
тождество (14) оказывается верным не просто почти всюду, а всюду, 
где правая часть названного тождества имеет смысл. 

$ 3. ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ 

Пусть Х и Ур— два банаховых пространства и пусть все эле- 
менты пространства Х принадлежат также и пространству У. 
Тогда говорят, что пространство Х вложено (или вкладывается) 
в пространство У. Обозначим через У оператор, который любому 
элементу ие X приводит в соответствие тот же элемент и, HO 
рассматриваемый уже как элемент пространства У. Оператор У 
называется оператором вложения пространства Х в простран- 
ство У; очевидно, О (У) =Х и К (У) СУ. «TeopemMamu вло- 
жения» принято называть теоремы об ограниченности или 
о полной непрерывности оператора вложения. 

Говорят, что Х вкладывается в У ограниченно или 
вполне непрерывно, если ограничен или вполне непреры- 
вен соответствующий оператор вложения. 

Ниже в этом параграфе принимается, что 52 — конечная область 
пространства Е„, звездная относительно некоторого шара. 

Теорема 3.3.1. Если рЕ> т, то WS? (©) вполне непрерывно 
вкладывается в С (О). 

Пусть и(х) — произвольная функция из WS (0). Первый и 
и второй члены соболевского тождества (2.7) обозначим через 
ии = И и и = И.и соответственно. Оператор V,, очевидно, дей- 

ствует из WS? (9) в С (0); он конечномерный, а входящие в Hero 
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функционалы ограничены, поэтому оператор И! вполне непре- 
рывен. 

Второй член формулы (2.7) запишем в виде 

(Vau) (д == У | el din wy) ay; (1) 
ne 8 rm—k+e 

постоянную & выберем положительной и столь малой, чтобы было 
р(Е—=) > т. Если положить [7Аз(х, y)|y-.=0, то числитель 

под каждым из интегралов (1) будет непрерывен в ХО .. Поло- 

жив A= m—k-+e, найдем, что Ар’ < т. По теореме 1.3.1 ug =C(Q) 
и У, вполне непрерывен как оператор из № (Q) B C(Q). Теперь 

и = (ии иг) ЕС(®) и, по определению, пространство и”) (52) 

вкладывается в C(Q). Очевидно, оператор вложения V=V,-+ У,; 
он вполне непрерывен как сумма двух вполне непрерывных опе- 
раторов. 

Из полной непрерывности оператора вложения вытекает его 
ограниченность: если ре > т, то существует такая постоянная В, 
что 

ис == Ви,» — (2) 
здесь |-|с означает норму в С(9). 

Теорема 3.3.2. Пусть pk<m и пусть в; < ® — кусочно глад- 

кое многообразие s измерений, где m—kp<s<m. Тогда WS (Q) 
ограниченно вкладывается в Ly (gs), где 

sp 
l<q<4s= nm (3) 

Эта теорема непосредственно вытекает из интегрального тож- 
дества С. Л. Соболева (2.7) и из теоремы 1.3.2: если положить 
тр—А=^, то неравенство (3) переходит в неравенство (3.7) гл. 1. 

Ограниченность вложения означает существование такой посто- 
янной B,, что 

(=) <= Вир: +. (4) 
Из теоремы 1.4.1 вытекает следующая теорема. 

Теорема 3.3.3. Если pk<=m, mo ve (2) вполне непрерывно 
вкладывается в L, (82), где 

ии. (5) 

`Замечания. 1. Если pkh<=mu l<g<qsz, то ис) (2) вполне непре- 

рывно вкладывается в Lg (gs); см: [36], [37]. 

2. Можно доказать, что пространство ис) (©) вкладывается ограниченно 

В L, (25); для $=т доказательство дано ниже, в § 8. Это вложение не вполне 

непрерывно; см. [1]. 

Теорема 3.3.4. Если функция ие w (62), mo она имеет в Q 
всевозможные обобщенные производные любого порядка [< Е. Про- 
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странство we (Q) вполне непрерывно вкладывается в С® (9), если 

(Е —Пр>т, и в! (9), если (Е—р=ти l<qg< дм. 
Обратимся к соболевскому интегральному тождеству, записан- 

ному в форме (2.13). Пусть функция и=С%® (0). Покажем, что 
соотношение (2.13) можно / раз дифференцировать под знаком 
интеграла, если [<Е. Напомним, что правая часть формулы 
(2.12) бесконечно дифференцируема по x, г, ©. Отметим еще, что 

Or И-М _ 09; Sy (Yi —*1) (Y—%)) 
xy — р д т г3 у 

Дифференцируя далее, легко убедиться, что ШОВг=0 (71—18), 

089 =0 (r—!8!) и что справедливо представление 

ОВАа (х, y) =Г"Сьв (x, 9), [=|В|, 
где функции Сов ограничены и при -х=2у бесконечно дифферен- 
цируемы. 

Формально дифференцируя правую часть тождества (2.13), 
получим выражение 

k=1 

У pix \ bo (y) u(y) dy+ У \ [в aed Diu (и) dy. (6) 
1%|==0 о 14| == © 

Интегралы во второй сумме представим в виде 

r®Cap (x, y) a 

\ иовние Dutt (9) ay, (7) 

где г — постоянная, O<ce<cl. Так как [< 2, TO m—k+1l+e<m. 

Далее, если положить [7®Сов (x, y)|x-y =0, то функция 7®Сав (x, у) 
будет непрерывной при всех значениях x и у. А тогда, как было 
выяснено при доказательстве теоремы 1.3.1, интеграл (7) cxo- 
дится равномерно, дифференцирование под знаком интеграла 
законно, и мы приходим к формуле 

Е—1 

Ови (x)= У, DPx* \ Ба (y) u(y) dy + 
[| =0 22 

+ 
Cap (x, и) ен Diu (y) dy. (8) 

laj=R © 

Формула (8) пока доказана для и=С“®) (9). Пусть теперь 

и = wy? (02). Напишем формулу (8) для средней функции Uy (x) 
и устремим # к нулю. Как и при выводе интегрального тождества 
(2.7), можно обосновать предельный переход под знаком интег- 
рала и прийти к выводу, что при любом мультииндексе В, |В |< А, 
существует обобщенная производная DPu (x), определяемая фор- 
мулой (8). При этом, если (Е — Г р> т, то эта производная непре- 
рывна, если же (&—р=<ти G<qm, то Ови (х) суммируема со 
степенью 4 по ®. Оба последних утверждения доказываются 
точно так же, как теоремы 3.3.1 и 3.3.2. 
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Таким образом, пространство ® (9) вкладывается в Ww (©), 
[< Е. Утверждение о полной непрерывности вложения доказы- 
вается так же, как в только что упомянутых теоремах настоя- 
щего параграфа. 

$ 4. РАСПРОСТРАНЕНИЕ. НА БОЛЕЕ ОБЩИЕ ОБЛАСТИ 

Пусть © — конечная область пространства Ет, которую можно 

представить в виде объединения Q = | Q; конечного числа п 
j=1 

областей Q;, звездных относительно некоторого шара, своего для 
каждой области. Покажем, что все теоремы предшествующего 
параграфа верны для области ©. 

Рассуждения для всех теорем $ 3 аналогичны; проведем их, 

например, для теоремы 3.3.1. Пусть и = vw? (2). По теореме 2.4.2, 

ие WS (Q;), j=1, 2, ..., n. По условию теоремы 3.3.1, рЕ > т, 
а тогда функция u(x) непрерывна в любой из замкнутых обла- 

стей ©, и, следовательно, в их объединении Q. Этим доказано, 

что при pk>>m пространство (9) вкладывается в С (Q). 
Докажем, что это вложение вполне непрерывно. 

Пусть М — множество функций, ограниченное в норме We) (62). 

Тогда оно ограничено и в норме Wo (Q;) при любом |— это 
сразу вытекает из формулы (1.1). По теореме 3.3.1 вложение 

wv (Q,) в C(Q,) вполне непрерывно, поэтому из М можно выде- 

лить последовательность {ии}, равномерно сходящуюся в Q,. 
Будучи частью множества М, эта последовательность ограничена 

В ws? (Q.); в силу той же теоремы 3.3.1 из нее можно выделить 
подпоследовательность, которую обозначим через {из} и которая 

равномерно сходится в @,; очевидно, новая последовательность 

равномерно сходится и в Q,. Продолжая этот процесс, мы в конеч- 
ном счете выделим из М последовательность {Win}, которая равно- 

мерно сходится в каждой из замкнутых областей Q;, j=1, 2,... 
..., И. Но тогда эта последовательность равномерно сходится и 
в О. Этим доказана полная непрерывность вложения И (Q) 

в C(Q). 
Рассмотрим несколько примеров. Если ие №.’ (9) и т=2, 

то u G&L, (2), и одновременно и == L, (OQ), где р— любое число. 
Если ие, '(0) ит=3, то иеГ, , (Q), HueL,. (02), Ve>0. 
Если т=2 или m=3 uv ue Wy (0), то ueC(Q); при т=4 

`в этом случае нельзя утверждать непрерывности функции и, но 
можно утверждать, что она суммируема в Q с любой степенью. 

Во всех перечисленных случаях любое множество функций, 
ограниченное в метрике №’ (0) или №.’ (8), компактно в соот- 

ветствующей метрике L,(Q), [.(08) или C(Q). Так, например, 
при m==3 множество, ограниченное в Wy’ (2), компактно в L,_, (9) 
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ИВ [4 в (082). При произвольном т величина (т — 1) р/(т — kp) = р, 

так как Ар == 1. Если и = Ww? (€2), TO во всяком случае и == L, (0). 
Частными случаями теорем вложения являются теорема 2.6.1 

и следствие из этой теоремы. 

Замечание. Можно доказать, что в рассмотренных выше примерах 
иногда допустимо отбросить вычитаемое €. Так, если т=3, то из включения 
ие. ' (©) вытекает, что и & [в (9). 

$ 5. ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ НОРМЫ В СОБОЛЕВСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ 

Пусть &, te, ..., [м — независимые переменные, которые могут 
принимать любые ‘значения, и число N конечно. Будем говорить, 
что непрерывная функция f (t,, Ь, ..., ty) обладает свойствами 
нормы, если: 

а) (1, te, ..., №) =0, причем f(t, Ь, ..., ty) =0 тогда и 
только тогда, когда = =...=[ м =0; 

6) f (At,, №, ..., Мм) =| Alf (ty, Lo, eee, (№); 

B) Гиль, ty + te, cory ty + ty) = (A, to, eee, ty) + f(t, 

TQ, ..., Tv). 

Теорема 3.5.11. Пусть N означает число различных одночленов 
степени =Е—1. Пусть, далее, Ц, Ь,..., ly — линейные функцио- 

налы, ограниченные в метрике WS (9), которые не обращаются 
одновременно в. нуль ни на одном многочлене степени <k—1, 
кроме тождественного нуля. Пусть, наконец f (ti, №, ..., tw) — 
функция, обладающая свойствами нормы. Тогда норма 

пи &=А (и, Би, ..., Lyu) + >) | Dx |p (1) 
|a|=k 

эквивалентна норме (1.1). 
Непрерывная функция f ограничена на №-мерной единичной 

N 
сфере. Пусть при >) й=1 будет f (ty, te, ..., ty) <A. По свой- 

i=l 
ству 6), имеем 

N 

f (lu, Би, ..., [ми) <A и У, ([4)?, 

1=1 

и так как функционалы 1; ограничены в норме (1.1), то 

Е(Пи, lett, .... ми) = Ви |рь Bo=const; 

но тогда 

[м Ibe == (Во и, . (2) 
Докажем теперь, что справедливо и неравенство обратного 

характера 

пир —= Си,» C=const. (3) 

1 Доказательство этой теоремы мы проводим, следуя книге [36]. 
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Допустим противное. Тогда существует последовательность Uy, & 
= (©), n=1, 2, ..., для которой | ин lb, 2 = | Unb, г. Положим 
Un = Up|| Un lp, bs тогда Чон, в=| и |1. -—0. Последователь- 

ность {v,} ограничена в метрике У (©); по теореме 3.3.3 она 
компактна в L, (Q), и можно выделить подпоследовательность 
{Un,}, сходящуюся в L, (2). Пусть v(x) — предел этой подпосле- 
довательности: || Up, — оао Из того факта, что |9. -— 0, > 
вытекает, что |О%%„ |, -—>0, |&|=А. В силу теоремы 2.5. 1 "biti 

ция о (х) имеет всевозможные обобщенные производные порядка R, 
и все эти производные равны нулю. На основании формулы (2. 13) 
v(x) есть полином степени < 

Соотношению |О%% „|, -—=0, |@“|= можно теперь придать 

вид |0, — D%v |, —— 0, А. -Вместе с соотношением |9, — 
—9| -—=0 оно дает ом, — 9,50; отсюда ||, =1. С дру- 
гой стороны, 

| on, — ов, в <(Bo+1) |9, — ве 0, 
поэтому фор. = | lim ln, [b,2=0; отсюда f (l,v, 19, ..., [м9) =0. 

Но тогда lv =u =...=lyo=0. Так как о есть полином степени 
<k—1l, то необходимо v(x)=0. Это противоречит тому, что 

Ро, «=1. № 
Иногда бывает удобно сравнивать не нормы (1) и (1.1), 

а некоторые другие. Приведем один пример. Как было отмечено 
в § 1, норма (1.1) эквивалентна норме (1.16). Далее, из тео- 
ремы 3.3.2 вытекает, что |и|р=с|[и],ь, c=const; отсюда 

| ul, +f \ | У (и а = = (+1 [и 

С другой стороны, по формуле (3.11) гл. 1 

4 Ip, e= ри {\ | У (ие а < 

ао |aly + {УХ ета” = 
<C; | и l + И | РУ (ти 4 

Из полученных соотношений следует, что норма, равная величине 

ты] У, (ти а, (4) 
© [1 %|[= 

эквивалентна норме (1.1). В то же время норма (1), очевидно, 
эквивалентна следующей: 

f (Lu, и, ..., Lyu)+ {i У (р а". (5) 
© [1% |= . 

Из теоремы настоящего параграфа следует, что нормы (4) и (5) 
эквивалентны. 
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$ 6. НЕРАВЕНСТВА ФРИДРИХСА И ПУАНКАРЕ 

Если © есть объединение областей, каждая из которых — 

звездная относительно некоторого шара, и ие \® (0), то, по 
теореме 3.3.4, производные DYu, O<|y|<k—1, определены 
почти всюду (по мере 05) на OQ и суммируемы там, по край- 
пей мере, со степенью р. Для краткости обозначим 08 = Г. Дока- 
жем, что функционалы 

ни — | Р\ Г; 0<|y|<rk-1 (1) 

ограничены, в метрике Ww (2). Для определенности примем, что 
норма в WS (©) задана формулой (1.1). 

По неравенству Буняковского 

[ий | = {\ | Du |P ar” {\ ary” =P ue 

Обозначим |y|=/. По условию, ue WY (©), а l=|y|<k—-l, 

поэтому DYu Е 77 (Q) и Ё— 1-1. По теореме 3.3.2 имеем 

|D¥u р оу < Ва |D¥ |e, = 

=Bi{IDub+ У, ПОР, Br=const. (2 
IB|—=k—L 

Далее, на основании теоремы 3.3.3, |О\и |, = Ви, ь; Bs=const. 
Кроме того, 

У Ребра > Ри. 
[B|=k—l 1% |= 

Подставив это в формулу (2), найдем, что [Уи (г) = В (В + 

+1)|ul,,, и окончательно 

| lye |= С] и], С= В, (Ва 1) [Г |. 

Наше утверждение доказано. 
Очевидно, также, что число функционалов (1) равно числу 

различных одночленов степени = —1| и что эти функционалы 
не обращаются одновременно в нуль ни на одном полиноме сте- 
пени <= — 1, кроме тождественного нуля. Из теоремы 3.5.1 сле- 
дует теперь, что норма 

| D%u ar |+{\ | У ue dx” (3) 
Г [%| = 

Ш. = » 
[9 | =0 

эквивалентна .норме (5.4) и, следовательно, может быть принята 
за норму в №5 (9). 

Введем теперь в рассмотрение множество функций из we (©), 
удовлетворяющих на границе области & условиям 

Du |p=0, 0<|p|<k—1. (4) 
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Это множество, как нетрудно видеть, образует в WS (9) подпро- 

странство; обозначим его символом №) (9). Формула (3) пока- 

зывает, что если в И), (Q) ввести норму по. формуле 

| В» { \ Pause а, (5) 

то в Ww (2) эта норма будет эквивалентна норме (5.4). Отсюда 
сразу вытекает неравенство 

[и = с У, (Dewy)? any, Vu 1%). (©), С =const. (6) 
Ql lal=k 

При R=1, p=2 неравенство (6) переходит в так называемое 
неравенство Фридрихса 

2 `. ди \2 w= мона | У (SF) ae: 
Q 1=1 

Уи = 2, (9), х= С? =const. № (7) 

Рассмотрим пространство М5’ (2). В данном случае А =1, и 
существует только один линейно независимый одночлен степени, 

меньшей, чем k; этот одночлен тождественно равен единице. 

Функционал \и 4х ограничен в метрике W4' (0): 
о 

фи ах | = ах = и == Шт, 
а Q 

и отличен от нуля при w==1, поэтому величину 

Nz + {lS (ae ac в 
Q @ j=1 

можно принять за норму в №’ (2), и нормы (8) и |+ 1 экви- 
валентны в № (6). По той же теореме 3.3.2 

ое j=l 

мес \ ude 
Q 

Последнее неравенство возведем в квадрат. Воспользовавшись 
элементарным неравенством (a-+ 5)? < 2 (а? -|- 52), придем к нера- 
венству Пуанкаре 

т 

ес] ude) + \ У (se) ix) (9) 
о 6 оо / 

здесь C=2C’. 
Неравенства Фридрихса и Пуанкаре выведены здесь в пред- 

положении, что область {2 есть объединение конечного числа. 
областей, каждая из которых — звездная относительно некоторого 
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шара. В более общих условиях неравенство Пуанкаре может 
оказаться неверным (см. [17]). Неравенство Фридрихса верно для 
любой конечной области; надо только должным образом опреде- 
лить понятие «функция u(x) = Wh" (9) обращается в нуль Ha 
границе области». Ниже проводятся соответствующие рассуждения. 

Пусть © — любая конечная область пространства E,,, и пусть 

u(x) — функция класса Cl) (©), которая Ha OQ обращается в нуль. 
Систему координат выберем так, чтобы область & оказалась pac- 
положенной в той части пространства, где все координаты поло- 
жительны. Поместим эту область внутрь некоторого параллеле- 
пипеда П (рис. 2), определяемого 
неравенствами О=<хь=а,; Е=1, | 
2,..., т. Доопределим функцию и (х), 
положив ее тождественно равной ну- 
лю в области П\\@®. После этого функ- 
ция u(x) останется непрерывной, так о_ 
как и |г=0. Производные этой функ- ay, 
ции могут терпеть разрыв при пере- п | 
ходе через границу 02. Для таких 0 
функций справедлива формула Нью- Lz 
тона — Лейбница. _ 

В параллелепипеде II возьмем точ- | Qy Oy 
KY X(X1, Xo, ..., Xm) И спроектируем ee рис 2 
на координатную плоскость, ортого- 
нальную оси Ox . Проекцию обозначим через x’. Можно рассмат- 
ривать х’ как точку (т — 1)-мерного евклидова пространства с 
координатами х2,..., Xm. Будем пользоваться обозначением х= 
= (x,, Хх’) и ему аналогичными. По формуле Ньютона — Лейбница 

w(x) —u (0, х) = \ ou a =) de, 
0 

Но точка (0, x’) лежит вне области ©, поэтому u(0, x’)=0 x 

u(x) = \ Ou С х dé. По неравенству Буняковского 
0 

x1 м а! 

2 ди (5, x')\? ди (Е, x’) \? па (аа (gare дЕ дЕ 

Последнее неравенство проинтегрируем по параллелепипеду П: 

а! Qe an 

\мыы=а dé \ dX»... \ ae ах, = 

m0 din Via on ба (а 
0 0 0 



Слева и справа отбросим интегралы по П\\®, равные нулю; кроме 
того, K подынтегральной функции справа прибавим неотрица- 

тельную сумму р (ae nae Это приведет к неравенству 

\ и (x) dx <a? \ у (=) dx, (10) 
Q О Е 

которое совпадает с неравенством (7) Фридрихса, если положить 
% = Qi. 

‚Неравенство Фридрихса можно распространить на более широ- 
кий класс функций. Рассмотрим множество функций, которое 

обозначим через Wi? (0) и которое определяется следующими 

требованиями: если и < (0), то: 1) ие 1, (©), 2) существуют 

обобщенные первые производные 5 = [.» (52), R=1, 2,..., т, 

3) существует последовательность функций {и„}, такая, что 

un, = C(Q), Unloa=0, [ии —> 0, 

ди дип 
Oty Oty. a 0, k=1, 2, oon, 

О функциях множества Ws’ (Q) будем говорить, что они обра- 
щаются в нуль на OQ. 

Множество 7 (9) превращается в гильбертово пространство \, 
если ввести норму по формуле 

и = \ | (x) ++ у (=) dx. ` (12) 
k=1 

Если © есть объединение конечного числа звездных областей, то 

№ (©) можно рассматривать как подпространство пространства 
уу (1) №. (82). и 

Пусть теперь ие.’ (2) и пусть {и„! — описанная выше 
последовательность. Для функций и„ неравенство Фридрихса 
справедливо: 

\ из = * | > (=) dx. (13) 

Из предельных соотношений (11) вытекает, что ||Uple——|uk, 
дип ди 

OXp дхь 

к неравенству Фридрихса для любой функции класса у (52). 

й Теперь предельный переход в (13) приводит 
2 п» с 

1 Аналогично: можно ввести множество и пространство we (92) при любых 

pu ek, 

58



Глава 4 

ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ОПЕРАТОРЫ 

$ 1. КВАДРАТИЧНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ 

В настоящей главе мы будем рассматривать функционалы, облас- 
ти определения которых принадлежат вещественному гильбертову 
пространству. В некоторых случаях (они будут оговариваться 
особо) будем считать это пространство сепарабельным. Напом- 
ним, что банахово пространство называется сепарабельным, если 
оно содержит плотное счетное множество. Для гильбертова про- 
странства можно дать другое, равносильное определение: гиль- 
бертово пространство называется сепарабельным, если в нем есть 
полная счетная ортонормированная система. Одно из важнейших 
сепарабельных гильбертовых пространств — это пространство Г.» ($2), 
где © — измеримое множество в конечномерном пространстве. ̀ 

Пусть дано гильбертово пространство Н. Рассмотрим в Н 
билинейный функционал Ф(и, и) —так называется функционал, 
зависящий от двух элементов пространства Н и обладающий 
следующим свойством: при фиксированном у — это линейный функ- 
ционал от и: | 

CD (оли: + азиз, 9) = OD (ил, 0) + a2 (и», 5), (1) 

а при фиксированном и — линейный функционал от .о: 

Ф (и, 101 + 020о) = a, (и, 01) + о Ф (и, Ua). (2) 

В равенствах (1) и (2) a, и Ge суть вещественные числа. 
Мы будем рассматривать только симметричные билинейные 

функционалы, т. е. такие, для которых 

Ф (и, о) =P (ъ, и). (3) 

Простейший билинейный симметричный функционал — это скаляр- 
ное произведение (и, 9) элементов и и и. 

Однородным квадратичным функционалом или квадратичной 
формой называется выражение Ф (и, и), где Ф (и, о) — симметрич- 
ный билинейный функционал. Для краткости будем писать Ф (и) 
вместо Ф (и, и). 

Выведем простое и важное соотношение, которому удовлетво- 
ряет любая квадратичная форма. Пусть Ф (и, 9) — билинейный 
функционал, 01, 0», Ва, В» — числа. Применяя последовательно 
формулы (1) и (2), получим 

Ф (сли! + виз, x1 + Вз02) = 

= о1ВаФ (ил, 01) + BoD (41,02) + % BD (из, 01) + Heh 2D (из, v2). 

59



Если функционал Ф симметричен, то 

Ф (и-Ро) =@ (u) +20 (и, v) + OD (9). (4) 

Это и есть искомое соотношение. 
Квадратичным функционалом будем называть выражение 

F (u) = (u) —U(u), (6) 
где Ф (и) — квадратичная форма, [(и)— линейный функционал. 

т 
2 

Примеры. 1. Ийтеграл Дирихле Ф (и) = \ У (=) dx — квадратич- 
k 

Q k=!1 
ная форма, которая соответствует симметричному билинейному функционалу 

т 

ди dv 
Ф (и, 9) — \ Ox, бк, 4% < 

QO =1 
2. Самое простое гильбертово пространство есть вещественная ось. Скаляр- 

ное умножение здесь — умножение чисел, а норма — абсолютная величина числа. 
Многочлен второй степени без свободного члена есть квадратичный функционал. 

3. Более важный пример, с которым нам придется иметь дело впослед- 
ствии, —это квадратичный функционал 

Р(и)= \ |; [5-2 cout de, (6) 
k 02 =| 

§ 2. ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ОПЕРАТОРЫ 

Во всем последующем мы часто будем рассматривать опера- 
торы, действующие в гильбертовом пространстве Н. Говоря о таком 
операторе, всегда будем предполагать, что А — линейный (т. е. 
аддитивный и однородный, но, может быть, неограниченный) 

оператор и что область его определения плотна в Н, т. е. D(A) =H 
(здесь черта сверху обозначает замыкание в метрике простран- 
ства Н). | 

Оператор А, действующий в гильбертовом пространстве, назы- 

вается симметричным, если О (А) =Н и если для любых и, VUE 
= (А) справедливо тождество 

(Аи, 9) =(и, Av). (1) 

Если А — симметричный оператор, то (Аи, 9), где и, ve D(A) — 
симметричный билинейный функционал и (Аи, и) — квадратичная 
форма. 

Примеры 1 В пространстве Н =L,(Q) рассмотрим интегральный one 
ратор 

Ки=\ K(x, y) u(y) dy. (2) 
Q 

Предположим, что интеграл кратности 2m 

| К? (x, у) dx dy 
[9 
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конечен. Такой оператор определен на всем пространстве. Если К (x, и) =К (и, x), 
то оператор (2) симметричен. Докажем это. 

Составим скалярное произведение 

(Ku, о)= | v(x) | | K (x, Уи) dy \ de. 
Q Q | 

По теореме Фубини можно изменить порядок интегрирования: 

(Ки, v= luy) J \ K (x, W) 0 (x) dev \ dy. 
Q la 

Изменим обозначение х на и, а и Ha x: 

(Ки, 0) = |“ { \ Ky, #) 0 (W) dy \ dem 
[9 Q 

= |140 \ K(x, y)o(y) dy \ ах = (Ko, и) = (и, Ko), 
О О 

так как в вещественном пространстве порядок множителей скалярного произ- 
ведения можно менять. 

2. В пространстве Н ==[. (0, 1) рассмотрим оператор 
2 

Au=— 24 (3) 

Пусть D(A) состоит из функций и, удовлетворяющих следующим двум требо- 
ваниям: 

ие С“? [0, 1], и(0)=и (1) =0. (4) 

Очевидно, что определенный таким образом оператор А линейный. Докажем, 
что он симметричный. 

Множество D(A) функций из C?[0, 1], удовлетворяющих краевым усло- 
виям (4), содержит как свою часть плотное в [.(0, 1) множество функций, 
финитных на сегменте [0, 1]. По следствию 2.2.1 множество D(A) camo 
плотно в Де (0, 1). 

Остается доказать, что оператор А удовлетворяет условию симметрич- 
ности (1). Для этого составим скалярное произведение (Аш, 9), где и ‚о © D(A), 
т. е. и, ое С2[0, Пи и(0)=и (1) =0; о (0) =о (1) =0. Интегрируя по частям 
и учитывая, что внеинтегральные члены исчезают в силу только что написанных 
краевых условий, получим ` 

1 1 1 

(Au, 9) =— { о (x) и" (x) dx = \ и’ (x) uv’ (x) dx = — \ u(x) v" (x) dx=(u, Av). 
0 0 0 

Симметричный оператор А называется положительным, если 
квадратичная форма (Аи, и) =0 и (Au, и) =0 тогда и только 
тогда, когда #=0. 

Например, оператор (3) — (4) положительный. Чтобы убедиться 
1 

du 

ах? 
в этом, составим квадратичную форму (Аи, )=—\ и dx. 

0 

Интегрируя по частям и принимая во внимание условия (4), найдем 

1 

(Au, и) =\и’ (x) dx>0. (5) 
0 

1 

Пусть (Au, и) =0 и, следовательно, и” dx=0. Тогда и’ (х) =0 
0 

и и(х) = соп3{. Теперь из условий (4) вытекает, что и (x) =0, 
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Симметричный оператор А называется положительно опреде- 
ленным, если 

inf (44 4) So, (6) 
ue D (A) ell 
ux0 

Это определение равносильно такому: симметричный оператор A 
называется положительно определенным, если существует такая 
постоянная yy? >> 0, что 

(Au, и) = ий. (7) 
Неравенство (7) будем называть неравенством положительной опре- 
деленности. 

Очевидно, что всякий положительно определенный оператор 
одновременно является и положительным. Обратное, вообще говоря, 
неверно. 

Пример. Докажем, что оператор (3)—(4) положительно определенный. 
По неравенству Фридрихса (см. гл. 3, формула (6.10)) 

1 1 
Ju |= \ и? (x) dx = \ и!" (x) ах. 

0 

Сопоставив это с формулой (5), получим неравенство (Au, и) =|и|?, которое 
доказывает наше утверждение. Постоянную в неравенстве положительной опре- 
деленности можно в данном случае принять равной единице. 

Существуют операторы положительные, но не положительно 
определенные. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим следующий 
пример. 
‘Пусть оператор В определяется формулой 

d*u Bu=——=z, 0<x<00, (8) 

Будем рассматривать В как оператор в гильбертовом про- 
странстве [. (0, со). За область определения D (В) этого оператора 
примем множество функций, удовлетворяющих требованиям: 
1) иЕеС“? [0, со), 2) и (0) =0, 3) для каждой функции и = ДО (В) 
существует свое число A, такое, что и (х) =0 при х>аи. Оче- 
видно, О (В) <= [2 (0, со). 

Докажем, что определенный так оператор В положителен, HO 

не положительно определен. Прежде всего докажем, что О (В) = 
— [» (0, со). Достаточно доказать, что для любой функции 
фе Л. (0, со) и любого числа =>>0 найдется функция u = D(B) 

со 

такая, что |p—ul|<e. Интеграл | 9? (x) dx конечен, поэтому 
0 

можно найти числа 6 >0 и М> 0 такие, что 

: 2(y) d = C 2(x) d =? \‹ (x)dx< zy, \ 9 (x) dx< =. 
0 N 
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Введем функцию 

0, Ox х=6, 

P(xyy= 1 P(X), SKN, 
0, х—М. 

Ясно, что p © Г. (0, со); при этом 
со 6 со 

. 2 

lo-wP=| («д — фах = |} Фа + \ "ит 
0 0 N 

и, следовательно, |ф—\ф|< =/2. 
Усредним теперь функцию ф, взяв радиус усреднения h< 6/2 

и положим и (х) =p, (x). Очевидно, фи (х) ЕД (В): функция py, (x) 
бесконечно дифференцируема, обращается в нуль при x = 0 (более 
того, при любом x < 6/2); наконец, число а, можно взять равным 
№М-- 6/2. Далее, 

со N-+8/2 

Ju—vlP= | (и (x) —p (x))* dx = | (и (x) — ip (x))? dx = 
- N+6/2 

= ) (tpn (x) —^ (x))? ах. 

По теореме 2.2.3 при достаточно малом A последний интеграл 
. & 

будет меньше, чем =7/4, и, следовательно, |и—ф| <. Теперь 

по неравенству треугольника [и —ф|=<|и—\%|-++|ф-—Ф|<ь, и 
наше утверждение доказано. - 

Легко доказать, что оператор В симметричен. В самом деле, 
пусть и, ое Д (В), следовательно, каждая из функций и, и удов- 
летворяет условиям 1) — 3). 

Составим билинейный функционал 

о d2 N 2 и 24 
(Ви, 0) = — \ Ue ax = — \ о de ах. 

0 0 

Здесь № — любое число, большее чем a, и а, при х=М обе 
функции и и ди все их производные обращаются в нуль. 

Интегрирование по частям дает 
N со . 

(Bu, v) =\ и’ (x) 0’ (x) dx={ и (хо (x) dx. (9) 
0 0 

Аналогично 

(Bu, и) =\ и’ (х) о’ (x) ах, 
0 

и, следовательно, 

(Ви, v) = (Во, и) = (и, Ву), 

т. е. В — симметричный оператор. 
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Докажем теперь, что В — положительный оператор. По фор- 

муле (9) имеем (Ви, и) = | и” (x) dxz=0. При этом, если (Bu, и) =0, 
0 

со 

то \ и" (х) ах=0. Так как подынтегральная функция неотрица- 
0 

тельна, то и’ (х) ==0 и и (х) =const; но и (0) =0 и окончательно 
и (х) =0. 

Оператор В не положительно определен. Чтобы убедиться 
в этом, докажем, что нижняя грань отношения (Ви, и) и! равна 
нулю. Возьмем последовательность функций 

и, (Xx) =| 

Легко видеть, что и, ЕД (В). Найдем норму u,. Имеем 

x(n—x)®, если О=х= и, 

0, если х> И. 

[ии = \ Un (x) dx = \ x? (n — x)® dx; 

0 0 

сделав замену х= и, получим 

1 

Jun|P= n° | (1 — 2) at 

Последний интеграл есть положительная постоянная, не зависящая 
от ий; обозначим ее через Cy, тогда |и„ | =с1"?. Далее, 

ы 2 

со п 

(Bun, Un)=\ Un (x) ах = \ (n — 4x)? (п — х)* ах. 
д 0 

Замена х = ИЁ дает 

1 

(Bun, Up) = п? \ (1—4 (1 — 4)? @4=5и7, с» = сопз. 
0 

Теперь 

(Bun, Un) — _ __, 

[и IP Cyn? п» 

Ви, и) _ 
и, следовательно, inf ( =(), 

Ви 

$ 3. ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО 

С каждым положительным оператором можно связать некоторое 
гильбертово пространство, которое будем называть энергети - 
ческим пространством данного оператора. 

Пусть Н — гильбертово пространство и А — оператор, положи- 
тельный в этом пространстве. Построим новое гильбертово про- 
странство. К числу его элементов отнесем все элементы множе- 
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ства D(A) и на них определим новое скалярное произведение 

{u, 9 |д= (Аи, 9); и, ve D(A). (1) 

Как известно, скалярное произведение в вещественном гильбер- 
товом пространстве должно удовлетворять трем аксиомам: 

А. Симметричность. Если (и, 0) есть скалярное произ- 
ведение элементов и и UV, то (и, и) = (, и). 

В. Линейность. Если Ay и Ag суть числа, то (Aquy + Аи», 0) = 

— М (ил, о) + Me (из, 0). 

С. Положительность. Имеем (и, и) =0, причем (и, и) =0 
тогда и только тогда, когда и =0 (т. е. и есть нулевой элемент 
пространства). 

_ Докажем, что выражение. [и, и] д, определенное равенством (1), 
удовлетворяет аксиомам А—С. | 

А. Симметричность. Имеем [и, и] = (Аи, о) = (и, Av) = (Ау, и) = 
= [9, и|а. Здесь мы воспользовались симметричностью оператора A 
и симметричностью скалярного произведения в исходном про- 
странстве НЯ. 

В. Линейность. Воспользуемся линейностью оператора А, тогда 

[Awa + Aske, о] А = (А (Лил + Aste), 0) = 

= (^\: Аи: ++ Л»Аио, 0) = м (Аил, 0) + №2 (Aus, 0) — 

— № [из, ОА + he [ Ue, Ч]. 

С. Положительность. Оператор А положителен, поэтому 
[и, иИл= (Аи, и) =0. При этом, если [и, u],=0, то (Au, и) =0; 
отсюда вытекает, что и =0. Очевидно, верно и обратное: из того, 
что и=0, следует (Au, и) =0 и [и, ид =0. 

Итак, выражение (1) удовлетворяет всем аксиомам скалярного 
произведения. Приняв [и, v], за скалярное произведение, мы 
превратим множество D(A) в гильбертово пространство. Оно 
может оказаться неполным —в этом случае обычным способом 
пополним его. Пополненное пространство назовем энергетическим 
и будем обозначать через Нд. 

Новое скалярное произведение порождает новую норму, кото- 
рую обозначим символом | |л: 

lula=V [м, И]. (2) 

Если u & D(A), то |и|д=У (Аи, и) и если данный оператор — 
положительно определенный, то по неравенству положительной 
определенности 

| =-.1и|» ие (А). (3) 
Величины [u, vj, и |и|а будем называть соответственно энер- 

гетическим произведением элементов и и д и энергетической 
нормой элемента и. 

В некоторых случаях, когда это не может вызвать недоразу- 
мений, мы будем опускать значок А в обозначениях энергетиче- 
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ского произведения и энергетической нормы и будем писать [и, ч] 
и |u|. 

В энергетическом пространстве Нд будем различать «старые» 
элементы — элементы множества D(A) и «новые», или идеальные, 
элементы, полученные при пополнении. `Из известных теорем 
функционального анализа вытекает следующее. 

Если и -— идеальный элемент пространства Нд, то существует 
последовательность старых элементов {и„}, сходящаяся к и в энер- 
гетической норме |u —u,|—0, п-—> со. Очевидно, последователь- 
ность {u,} при этом сходится в себе в энергетической метрике. 
Множество старых элементов плотно в энергетическом проетран- 
стве. , 

Теорема 4.3.1. Энергетическое пространство положительно опре- 
деленного оператора ограниченно вкладывается в исходное простран- 
ство. 

Пусть А — положительно определенный оператор. Докажем, 
что между элементами энергетического пространства Нл и неко- 
торыми элементами исходного пространства Н можно установить 
линейно изоморфное соответствие. Это означает, что: 1) каждому 
элементу и = На приводится в соответствие один и только один 
элемент и’ ЕН; 2) если элементам и, ое Нд приведены в соот- 
ветствие элементы и’, v’ @ A, то линейной комбинации Аи и Е 
= H, приводится в соответствие элемент Au’ -- цу’ = Н; 3) раз- 
ным элементам пространства Нд приводятся в соответствие раз- 
ные элементы пространства Н. 

Для любого элемента и энергетического пространства можно 
построить последовательность {и„} старых элементов, такую, что 
lu, —u|— co, n— oo. Действительно, для идеального элемента 
такая возможность была отмечена выше, если же и — старый эле- 
мент, то достаточно положить и„=и. Очевидно, и„ — ин & D(A) 
и |u,—U,|—0 при п, т— со. По соотношению (3) между старой 
и новой нормой имеем 

1 
| Um |<; [Ин — Ит 

и последовательность {u,} сходится в себе в смысле старой нормы. 
В силу полноты пространства Н существует такой элемент и’ & 
=Н, что |u’ —u,|--—0. Его-то мы и приведем в соответствие 

n—-oo 

элементу u & Ha. . 
Докажем единственность элемента и’. Допустим, что вместо 

последовательности {и„! @ D(A) взята другая последовательность 
{v,} = D(A), такая, что |и—0„|--—>0. Проводя аналогичные рас- 
суждения, получим, что существует элемент 9’ @ H такой, что 

, 

0’ — nl 50. 
Покажем, что u’ =v’. По неравенству треугольника 

| Un — On = |(Un — 4) — (Cn — и <| ии и +] Om —4| 75 0. 
` 
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Так как (U,—v,) &=D(A), то | [а а 3550. Пере- 

ходя к пределу при п->со, получим |и’—’|=0, что и требо- 
валось доказать. 

Пусть элементам Wy, и› = Нд соответствуют последовательно- 
сти элементов Шт, Из» ЕД (А), таких, что | ил — Или 5 0, Jue — 
— и, |--=0. Пусть, далее, тем же элементам и; и и» соответ- 

ствуют элементы #1 и Ws пространства Н. Элементы Wj, и> таковы, 
что | — ил, | О и |ug—u.,|——-0. Но тогда по неравенству 

пс 

треугольника 

Ди + Notte) — (Илл + Netten)| — | Ay (uy— Илл) + 

-Н Ag (Uz — Ил) | <| Ay |1 -— in| + | Ne | | Us — Uen| 1-5 0, 

(Aquey + Льи2) — (AqUin + Neotlen)| = | № (ил — Uin) + 

-f Ag (из — ии) = | Ax | о [ Aa] | Us — Из" |5 0. 

—— 
пс 

пс 

Эти два соотношения и означают, что элементу Аи -- Лицо = Нл 
соответствует элемент AU} -- А2и2 = Н; тем самым доказана линей- 
ность соответствия. 

Докажем теперь, что различным элементам ил, Us = Нл соот- 
ветствуют различные же элементы Uj, Ug = Н. Допустим против- 
ное: пусть и! =и>. Покажем, что тогда и: =и.. Введем разность 
ии —U,g=v. Очевидно, ОЕНад и так как соответствие линейно, 
то элементу и соответствует нулевой элемент пространства Н: 
существует последовательность о, ЕД (А) такая, что 

[9—9 15550, [9 — enlace 0. 

Пусть и— произвольный элемент множества D(A). В силу 
непрерывности скалярного произведения, [9„, 1] [9, 1]. С дру- 

гой стороны, [¥,, 1|=(9„, An). Так как ¥,—~~ 0, то (U,, An) — 
по 

——>(0, An) =0 и, следовательно, [v, 1] =0. Последнее равенство 

означает, что элемент и ортогонален в метрике Нл к множеству 
D(A), плотному в На. Но тогда о— нулевой элемент энергети- 
ческого пространства и и: = и». Существование линейно изоморф- 
ного соответствия, о котором было сказано в начале доказатель- 
ства, установлено. 

Отождествив Любой элемент пространства Нд с соответствую- 
щим ему элементом пространства Н, мы тем самым докажем, что 
Нл вкладывается в Н. Множества D(A), Ha, Н связаны соотно- 
шением D(A) < Hy C Н. Включение D(A) < Нл вытекает из того, 
что Нд Получено пополнением D(A), а включение Hy, C Н — 
из только что доказанного. 

Множество D(A) плотно в Н. Отсюда и из соотношения (4) 
вытекает, что множество элементов, образующих энергетическое 
пространство положительно определенного оператора, плотно 
в исходном пространстве, 
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Выше мы получили неравенство (3), устанавливающее соотно- 
шение между двумя нормами элемента множества D(A). Докажем, 
что это неравенство верно для любого элемента энергетического 
пространства. Пусть ие На. Существует последовательность 
элементов и, ЕД (А) такая, . что 

lun — и 50. n—o [мам] n—co 
Для элементов и„ неравенство (3) справедливо: | un. 

Переходя к пределу при п—со и пользуясь непрерывностью 
нормы, получим 

|< [2 ие На, (5) 

это значит, что Нд ограниченно вкладывается в Н. Утверждение 
доказано. № 

Мы ввели энергетическое произведение с помощью равенства 
(1): [м, 0] =(Аи, о), и, о= D(A). Докажем справедливость этого 
равенства в более общем случае иеД (А), ve Над. Если ve На, 
то существует последовательность {Up}, 

vn ЕД(А), |%—9|--50, [9—9 |--0. 
по 

Для элементов и и и» равенство (1) справедливо: [и, 9„] = (Аи, ов). 
По непрерывности скалярного' произведения 

[и, 9] --5[и, 9], (Аи, Wn) a5 (Аи, 9). 

Сопоставляя правые части, находим 

[и, 9] =(Аи, о); ue D(A), ое НА. (6) 

Теорема 4.3.2. Пусть А — положительно определенный оператор, 
действующий в гильбертовом пространстве Н. Для того чтобы 
элемент и ЕН принадлежал энергетическому пространству На, 
необходимо и достаточно, чтобы существовала последовательность 
и, = D(A), п=1, 2, ..., такая, что 

[М — Ит Ат 0, [ИИ 0. (7) 

Необходимость. Пусть ие Ay. Множество D(A) плотно 
в Нд, поэтому существует последовательность u, = D(A), n=1, 
2, ..., такая, что | ии — и [д 5-50. Сходящаяся последовательность 

сходится в себе, и отсюда вытекает первое из соотношений (7). 
Второе соотношение вытекает из неравенства (3): 

и a идя. 
Достаточность. Пусть условия (7) выполнены. Простран- 

ство Нд полное, поэтому существует такой элемент и На, что 
[и„—й|^;-50. А тогда из изоморфного соответствия, установлен- 
ного в ходе доказательства теоремы 4.3.1, следует, ЧТО И =й и, 
следовательно, и Е На. № : 
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В качестве примера найдем энергетическое пространство опе- 
ратора А § 2. Докажем, что в рассматриваемом случае ‘простран- 

0 
ство На как множество элементов совпадает с № (0,1); иначе 
говоря, Нл состоит из тех и только тех функций, которые обла- 
дают следующими свойствами: 1) они абсолютно непрерывны 
на сегменте [0, 1]; 2) их первые производные на этом сегменте 
суммируемы с квадратом; 3) в. точках х=0 и х=| эти функции 
обращаются в нуль. 

Как мы видели в § 2, 
, | 

[u, v]4 =| и’ (х) о" (x) dx; и, ve D(A). 
0 

Полагая здесь U=U, получим формулу для нормы 
1 

[ша =\и” (x) dx, ие D(A). (8) 
0 

Пусть и — произвольный элемент пространства Нд. По теореме 
4.3.2 ие 1, (0, 1) и существует такая последовательность {up}, 
ин ЕД(А), что 

| Un — Ит | aaa 0, |un—Uul are 0. 

Ho u,—Um & D(A) и для этой разности верна формула (8), поэтому 
| | | 

, , 2 © (ttn (*) — Um (x))® dx =—— 0. 
0 

Последнее соотношение, которому можно придать вид || us, — 
— Um |P———-0, показывает, что последовательность производ- 

т, to 

ных {up} сходится в себе в метрике Г. (0, 1). Пространство Г. (0, 1) 
полное, поэтому существует функция и =. (0, 1) такая, что 
|v, —w||-—- 0. Соотношения [и —и| 0, |u,-w|—-0 BMeCTe 
с теоремой 2.5.1. позволяют заключить, что функция w(x) имеет 
обобщенную первую производную и’ (х) = & (х); будучи элементом 
пространства Г. (0, 1), эта производная суммируема с квадратом 
на сегменте [0, 1]. Из теоремы 2.6.1 вытекает, что функция и (х) 
на том же сегменте абсолютно непрерывна. 

Остается доказать, что и (0) =и (1) =0. Го теореме 3.3.1 
пространство Wy'(0, 1) ограниченно вкладывается в С[0, 1], 
поэтому (В = соп${) 

| (0) — мл (0) | = и — и [с = Ви —и»| 1-50. 
Отсюда и (0) =0. Аналогично доказывается, что и (1) =0 

0 

Пусть теперь ие ?2'(0, 1). Докажем, что и =На. В силу 
теоремы 4.3.2 достаточно доказать, что существует последователь- 
ность {u,} функций из D(A), обладающая свойствами (7). Функ- 
ция u(x) имеет производную uw’ (x) == [» (0, 1). Разложим произ- 
водную я ряд Фурье по косинусам. Свободный член в этом ряде 

$7



отсутствует, так как d)=\u'(x)dx=u(1)—u(0)=0, поэтому 
0 

со 

и’ (x)= >) a, cos Ёлх. 
k=1 

Последнее равенство проинтегрируем в пределах ‘oT нуля до x; 
ряд сходится в среднем, и его можно интегрировать почленно. 
Приняв во внимание, что и(0)=0, получим равенство 

и (х) = У, bysinknx, где by=a,/kn. 
k= 

Построим последовательность функций 
оп 

Un (x)= >) Вьзш Алх. 
k=1 

Очевидно, uz] D(A). В силу сходимости ряда Фурье | u,— 
—и|;--=0. Надо показать, что |и„—и„|-——0. Не умаляя 
общности, можно считать, что п > т, тогда 

Un (х) — ит (х) = >> Фьзш Ах. 
k=m-+1 

Запишем квадрат энергетической нормы разности и» — Up! 
п 1 n 2 

1 5 
ta tal = ( У 25008 ka dx = > У т 0. 

0 \ 0 —=т-1 

Тем самым доказано, что и НА. 

$ 4. ФУНКЦИОНАЛ ЭНЕРГИИ И ЗАДАЧИ О ЕГО МИНИМУМЕ 

Пусть А — положительно определенный оператор, действующий 
в гильбертовом пространстве Н, и {— данный элемент этого 
пространства. Квадратичный функционал 

Е (и) = (Аи, и) —2 (и, f) (1) 
будем называть функционалом энергии оператора А. Очевидно, 
р (F) =D (A). 

Поставим задачу о минимуме функционала энергии Ha MHO- 
жестве D(A). Докажем следующую теорему. 

Теорема 4.4.1. Для того чтобы некоторый элемент Uy & D (A) 
сообщал минимальное значение функционалу энергии, необходимо 
и достаточно, чтобы этот элемент удовлетворял уравнению 

Аш =f. (2) 

Такой элемент — единственный. 
Необходимость. Пусть элемент и реализует минимум 

функционала (1). Обозначим через 1 произвольный элемент 
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из D(A) и через { произвольное вещественное число, тогда 

Е (ug + М) = F (и). | (3) 
Зафиксируем элемент 1. Неравенство (3) показывает, что функ- 
ция от ¢, равная Е (ш РИ), достигает минимума при #=0. 
В таком случае dF (ио- #)/аЁ |! -о=0, или, если к квадратичной 
форме (Аи, и) применить формулу (1.4), 

< {Е (io) + 21 (Auy—f, n+ (Ал, 1)} += = 

=2(Auo—f, 1) =0, WneD(A). (A) 

Равенство (4) показывает, что элемент Ашр—{ ортогонален 
к множеству D (A), плотному в H; тогда этот элемент равен нулю. 

Достаточность. Пусть и удовлетворяет уравнению (2). 
Если и — произвольный элемент из D(A), и = шо, то можно поло- 
жить и=ио-- |, 1520. По формуле (1.4) получаем F (и) =F (ио) + 
+ 2(Аш-— т, т) + (Ат, 1), что в силу уравнения (2) принимает 
вид F (u) =F (ш)-- (Ат, 1). Ho А-— положительно определенный 
оператор, a n=40, поэтому (An, 1) >> 0 и, следовательно, F (и) > 
>F (uo). Это означает, что в точке и, функционал (1) достигает 
минимума. 

Остается доказать единственность элемента Uy. Пусть мини- 
MyM Р достигается еще и на элементе u,. По только что доказан- 
ному Р (и) >Р (uo). Но точно так же можно доказать, что 
Е (uo) >Е (и1). Полученное противоречие доказывает, что минимум 
функционала (1) может достигаться лишь в одной точке. № 

Заметим, что мы установили равносильность следующих 
задач: решения уравнения Au=/ и отыскания минимума функ- 
ционала энергии Р (и) =(Аи, и) —2(и, f); если одна из этих 
задач разрешима, то разрешима и другая, и элемент, решающий 
одну из этих задач, решает и другую. Однако существование 
решения этих задач теоремой 4.4.1 не доказано. Более того, 
решение может не существовать, как видно из следующего при- 
мера. | 

Пусть Н=[» (0, 1) и пусть в уравнении (2) А означает 
оператор, рассмотренный в § 2. Решить уравнение Au =f озна- 
чает в нашем примере следующее: f (x) есть функция, суммируе- 
мая с квадратом; требуется найти функцию и (xX), удовлетворяющую 
условиям (2.4) и имеющую непрерывную вторую производную, 
которая только знаком отличается от f(x). Но это ‘невыполнимо, 
если функция f (x) разрывна. 

Тот же пример показывает, что задача может стать разреши- 
мой, если разумным образом расширить область определения 
оператора А: в примере достаточно включить в D(A) функции 
с абсолютно непрерывными первыми производными и квадратично 
суммируемыми вторыми производными; условия (7), разумеется, 
следует сохранить. 

Если [= [. (0, 1), то уравнение Au =] теперь имеет решение. 
Действительно, это уравнение означает, что u(x) удовлетворяет 
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условиям (2.4) и дифференциальному уравнению -a= [ (x). 

Такая функция существует и равна 

u(x) =x) (1—2 f(A) dt+(1 —x)\ ПО 
x 0 

легко проверить, что в расширенную область определения нашего 
оператора эта функция входит. 

Проще и удобнее оказывается, однако, расширять область 
определения не оператора А, а связанного с ним функционала 
энергии. Об этом будет сказано в следующем параграфе. 

$ 5. ОБОБЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ 

Пусть, как и прежде, А — положительно определенный опе- 
ратор, действующий в гильбертовом пространстве Н, f — данный 
элемент этого пространства и F — соответствующий функционал 
энергии 

Е (и) = (Аи, и) —2 (и, В. (1) 

Формула (1) определяет функционал F на множестве D(A); легко 
расширить этот функционал на все энергетическое пространство Нд. 
Для этого достаточно заметить, что (Au, и) =|иЙл и, следова- 
тельно, 

Р(и) = и|[л —2 (и, f)’ (2) 
В формуле (2) первое слагаемое справа определено. на элементах 
ие На. Второе слагаемое определено, если ие Н, тем более, 
если ие Hy. Теперь ясно, что формула (2) позволяет определить 
функционал F на всем энергетическом пространстве Нд. 

Возвращаясь к примеру 

аи 
Аи=— тз, ие С“? [0, 1], и(0) =и (1) =0 

видим, что функционал Ё может быть записан в форме 

Е (и) =— \ ua 4х —2 | fads 
ах? 

0 

и в TO же время в виде 

1 1 

Е (и) =} и’ dx — 2\ шах, 
0 0 

причем вторая запись функционала пригодна для всех и На. 
Она-то и позволяет расширять функционал энергии на все энер". 
гетическое пространство. 

Теперь будем искать минимум функционала F не в D(A), 
ав НА. Докажем следующую теорему. 
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Теорема 4.5.1. В энергетическом пространстве существует 
один и только одич элемент, на котором функционал энергии 
достигает минимума. 

По неравенству Коши, 

| (м, р] == ПА (3) 
а по соотношению между старой и новой нормой (неравенство 

(3.3)) Jul = |u|. Отсюда 
x 

\(u, l<clu], cal (4) 
и функционал (и, f) ограничен в Нд. По известной теореме Puca 
существует один и только один такой элемент ше На, что 

(и, f)=[u, uw], иеНа. (5) 

Формула (5) позволяет следующим образом преобразовать 
выражение для функционала F: 

Е (и) =|uP—2[u, uo] — [u, uJ] —2[u, о] -Н [ио, Мо] — [№о, Мо] = 

= [и — №, U— Ш] — [#о, Uo], 

или, еще проще, 

Е (и) = и — uo P — | ио |, иеЕН.. (6) 

Из формулы (6) делается совершенно очевидным, что минимум 
функционала F в пространстве Нд достигается на элементе и = 
= Ио И ТОЛЬКО Ha-3TOM элементе. При этом очевидно, что 

min (и) = — | шо. № (7) 
Элемент Up Е Ha, реализующий минимум функционала (2), 

будем называть обобщенным решением уравнения 

Аи = |. (8) 

Может случиться, что Uy = D(A); тогда по теореме 4.4.1 up 
будет обычным решением уравнения (8). 

Обобщенное решение можно определить и независимо от задачи 
о минимуме функционала энергии. Пусть уравнение (8) имеет 
решение иеД\(А). Умножим обе части этого уравнения ска- 
лярно на произвольный элемент 1 GH,. Воспользовавшись 
формулой (3.6), найдем, что решение и удовлетворяет тождеству 

[и, а = (7, 1); Wne Aa, (5a) 
~ 

которое только обозначениями отличается от тождества (5). 
Обратно, если элемент иеД(А) удовлетворяет тождеству (5a), 
то с помощью той же формулы (3.6) мы приведем его к виду 
(Au—f, п) =0, УмеЕ Нл, откуда Au=f. Таким образом, урав- 
нение (8) и тождество (5a) эквивалентны. Теперь можно опреде- 
лить обобщенное решение уравнения (8) как элемент энергети- 
ческого пространства, удовлетворяющий тождеству (5а); очевидно, 
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данные в настоящем параграфе определения обобщенного `реше- 
ния эквивалентны. 

Оценим норму обобщенного решения. Полагая в (5) и=иш 
и пользуясь затем неравенством Коши, находим |ш|?=||{|: | |. 
По неравенству (3.3) |ш |= *|ио|; подставив это в написанное 
выше неравенство, находим оценку для энергетической нормы 
обобщенного решения: 

|Juol<— [11 (9) 
To же неравенство (3.3) позволяет здесь заменить величину | Up | 
меньшей величиной 1 | ш |, и мы приходим к оценке нормы обобщен- 
ного решения в исходном пространстве: 

] пло. (10) 
Если энергетическое пространство сепарабельно, TO можно 

указать простой прием, позволяющий построить обобщенное реше- 
ние уравнения (8). В сепарабельном гильбертовом пространстве 
существует полная счетная ортонормированная система {W,} 

0, fj, , 
[o;, о =, | рае 1 к =1, 2,.... 

Пусть Up — обобщенное решение уравнения (8). Разложим его 
в ряд Фурье по системе {a,}: 

Шо = У, [#о, Op] Wp. 

k=1 

Этот ряд сходится в энергетической норме: если мы положим 
п 

Фи = У, [мо, @p]@z, TO | wo — On| >>> 0. 
k=l 

Коэффициенты Фурье [и, @®,| легко вычисляются по фор- 
муле (5): положив в ней и=®,, находим [Uo, ©, |= (№, ®,), откуда 

Шо = у (7, Op) Op. (11) 
k=l 

` 

Как было отмечено, ряд (11) сходится в норме энергетичес- 
кого пространства Нд; он сходится и в норме исходного прост- 
ранства Н. Действительно, обозначая по-прежнему через ф„ част- 
ную сумму ряда (11), имеем по неравенству (3.3) 

| 
| uo — Фа |= > [Ио — Pal gre. 

В связи с теоремой 4.5.1 возникает вопрос об условиях сепа- 
рабельности энергетического пространства. Этот вопрос будет 
решен в следующем параграфе. 
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$ 6. О СЕПАРАБЕЛЬНОСТИ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА 

Как и выше, под А будем понимать положительно определен- 
ный оператор, действующий в гильбертовом пространстве. 

Лемма 4.6.1. Если последовательность {f,} полна в исходном 
пространстве Н и если {ф„} — обобщенное решение уравнения Ag = 

=}, Mo последовательность {ф„} полна в энергетическом прост- 
ранстве Нл. 

Пусть u@ D(A). Обозначая Au=v, имеем оеН.. Введем 
обозначения | 

N N 

У Ante = Sn, У Ape = Ом. (1) 
k=l k=l 

Оценим квадрат нормы разности 

[и — ом | =[и — ох, u—Gy]. 

Обозначим и—ом==\, тогда 

[и— ом, и ом] =[и— ом, И] =[и, 1] —[ом, 1]. 

Так как иеД (А), пеЕНА, то [и, 1] =(Аи, 1) = (, \). Далее, 
N 

[ov, И] = У аь [Фь, Nn]; 

но по формуле (5.10) [фь, 1] = ([», 1); окончательно [oy, 1] = м 

== №, Oe (№, 1) = (5м, М) и 
в =] 

[и — омР == (9 — 5м, 1). (2) 

Система {f,} полна в Н, поэтому можно так выбрать натураль- 
ное число N и коэффициенты а»,.чтобы выполнялось неравенство 
|9 — 5м |<, где а — произвольно заданное положительное число. 
Теперь из формулы (2) получаем 

[и ор = (о — м, т) <Jo— мм <, [= 
& 

= yl u—Oy |. 

Если |u—oy|=£0, то отсюда получаем неравенство 

[и — ом | < т; (3) 

это неравенство справедливо, очевидно, и тогда, когда |[и— ом | = 
—=0. Таким образом, если элемент uw @D(A), то его’ можно 
с любой степенью точности аппроксимировать линейными комби- 
нациями элементов системы {фи}. 

Пусть теперь ие Hy. Множество D(A) плотно в Нд, поэтому 
существует такой элемент и’ ДО (А), что [и и’ | < =/2. С дру- 
гой стороны, как было только что доказано, существует номер № 
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и числа Gy, Ao, ..., Ay такие, что 
N 

& 
и’ ~ dy Ae | < =. 

А тогда по неравенству треугольника имеем 

и— >) а, фь| <е. № 
k=l 

Теорема 4.6.1. Для того чтобы энергетическое пространство 
положительно определенного оператора было сепарабельным, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы было сепарабельным исходное про- 
странство. 

Необходимость. Пусть А — положительно определенный 
оператор в гильбертовом пространстве Н и пусть энергетическое 
пространство Нд сепарабельно. Тогда в нем существует счетное 
плотное множество {%p,}. Докажем, что оно плотно и в исходном 
пространстве Н. Пусть ин — некоторый элемент пространства Н. 
Множество элементов энергетического пространства плотно 
в исходном пространстве, поэтому если задано число в >0, то 
можно выбрать элемент и’ = Hy Tak, чтобы |и— и’ | < &/2. Далее, 
можно выбрать элемент py так, чтобы |и’—ф,|< ey/2. Здесь у — 
постоянная положительной определенности, входящая в нера- 
венство (2.7). По соотношению между старой и новой нормой 
(неравенство (3.3)) | и’—ф,| < =72, а по неравенству треугольника 
[и —p,||<|u—u’|+]u’—p,|<e. Последнее неравенство озна- 
чает, что пространство Н содержит плотное счетное множество {фи}, 
следовательно, это пространство сепарабельно. 

Достаточность. Пусть пространство Н сепарабельно И 
счетная последовательность {f,} полна в Н. Построим эле- 
менты ФЕН — обобщенные решения уравнений Аф,=[,. 
По лемме 4.6.1 последовательность {ф„} полна в Нд. Построим 
элементы вида 

п 

У С» Фь, (4) 
=1 

где ©, — рациональные числа. Множество таких элементов счет- 
ное. Докажем, что оно плотно в На. 

Действительно, если даны число в >0 и элемент u @ Ha, TO 
можно выбрать натуральное число N>O и вещественные числа 
а, так, чтобы 

м = 
и — У ЧФ | < о. 

Е = | 

Выберем теперь рациональные числа а, столь близкими к соот- 
ветствующим числам Ag, чтобы 

М * 

» | on — Ap | [Фа | <->. 
К = | 
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Тогда по неравенству треугольника 

и— >, Pe | <ь, 
k=! 

и множество (4) плотно в пространстве На. № 

$ 7. РАСШИРЕНИЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННОГО ОПЕРАТОРА 

Пусть А — положительно определенный оператор, действующий 
в гильбертовом пространстве Н.- Формула (5.5) приводит в соот- 
ветствие каждому элементу } @ H один и только один элемент шо = 
= На, реализующий минимум функционала энергии F (и). Тем 
самым эта формула определяет некоторый линейный оператор G: 

Шо = Gf, (1) 

действующий в пространстве Н. Область определения этого опе- 
ратора D(G)=H, а область значений R (() есть часть множества 
элементов, образующих энергетическое пространство Нд: `Ю (а) = 
© Нл. 

Лемма 5.7.1. Оператор G симметричен и ограничен. 
Запишем формулу (5.5) в виде 

(u, р =[и, Gf], wey. ; (2) 

Возьмем произвольный элемент A @H и положим u=GA, тогда 
ие Ноа. Теперь формула (2) дает (Gh, f)=[GA, Gf]=[Gf, GA]. 
Поменяв местами f и Й,. получим [Gf, СИ] = (СТ, п) = (1, Gf). 
Окончательно 

(Gh, р = (в, Gf), (3) 
и оператор С симметричен. Далее. полагая в формуле (2) u=Gf, 
получаем | СЁ = (С1, f). Применив к правой части неравенство 
Коши и заменив левую часть меньшей величиной 1* | СЁ |?, найдем 

У СЕР = СЕР, откуда | Gf |= [Е]. Из этого неравенства сле- 

дует ограниченность оператора G: при этом 
| 

16] = ye (4) 

Лемма 4.7.2. Существует оператор, обратный onepamopy G. 
Достаточно доказать, что уравнение Gf =O имеет единственное 

решение f=0. Пусть Gf=0. Формула (2) дает тогда (и, f) ==0, 
ие На. Элемент | оказывается ортогональным к плотному в Н 
множеству, а именно, к множеству элементов энергетического 
пространства. Но тогда f=0. 
_ Оператор G!, обратный оператору G, будем обозначать через 
А. Очевидно, О (А) =^ (@) < Нли Ю (А) =р (а) = 

Теорема 4.7.1. Оператор А есть положительно определенное 
расширение оператора А. Нижние грани отношений 

(Аи, и) (Au, u) (5) 

lei? › [ШР 
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равны между собой. У равнение 

Аи=| (6) 
имеет одно и только одно решение при любом ГЕН. 

Пусть Up = D(A). Положим Аи, =f. По теореме 5.4.1 элемент 
и, реализует минимум функционала ЕР (и) =(Аи, u)—2(f, и). 
По формуле (1) ш=а{ и, следовательно, Аш =f. Отсюда сле- 
дует, что: 1) ше (А), и так как ио — произвольный элемент 
множества D (A), ToD (А) CD (А); 2) если ие (А), то Аш = Аш. 
Утверждения 1) и 2) в совокупности и означают, что А есть 
расширение оператора A. _ 

Докажем теперь, что А — симметричный оператор. Прежде 
всего его область определения плотна в Н, так как D(A) >) (А). 
Далее, возьмем в области D(A) два произвольных элемента и и 
о и положим Au=f, Av=A. Тогда u=Gf, v=Gh. Подставив 
это в формулу (3), получим равенство (9, Аи) =(и, Av), означа- 
ющее симметричность оператора А. 

Оператор А есть расширение А, поэтому множество значений 

(Аи, и) 
[и Р 

а в таком случае 

отношения 

(Аи, и) 

ele ? 

шире, чем TO же множество для отношения 

inf 4% YO — п 4% 4, 
пер (А) | 4 | veda) 1 (7) 

С другой стороны, обозначая 

inf (ae и a уё > 0, (8) wed(ay lel 

umeem (Au, u) > и, следовательно, |u| том uc Hy. 
В тождестве (2) положим и= Gf, так что Ime и: 

(и, Au) = (Аи, и) =[Gf, Gfla=| 

Отсюда ae = => Vo и потому 

i Au и) 9 . (Au, и) 
| (44, 4) — Е , 

leD (A) Jo |? we ne DIA) [#| (9) 

и “ 

Сравнение соотношений (7) и (9) показывает, что 

. (Au, и) — inf (Au, и) 

bcos a р РА [м2 
(10) 

Разрешимость уравнения (6) при любом f © Н есть лишь иная 
формулировка отмеченного выше. факта, что ^ (А) =Н. Действи- 
тельно, если | ЕН, то | ЕК (А), и, значит, существует такой 
элемент Up, что Аи, =}. Единственность решения есть следствие 
положительной определенности оператора` А (см. теоремы 4.4.1 
и 4.5.1). № 
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Из разрешимости уравнения (6) при любом | = Н вытекает, 
что для этого уравнения обобщенное решение есть обычное реше- 
ние. Заметим также, что обобщенное решение уравнения Au =f 
есть обычное решение уравнения Au —f. 

Расширение А положительно определенного оператора А, 
описанное в этом параграфе, было построено К. Фридрихсом. 
Мы будем ниже называть А расширением оператора А no Фрид- 
puxcy. 

Замечание. Для читателя, знакомого с понятием самосопряженного 

оператора, укажем, что расширение А положительно определенного оператора А 
по Фридрихсу есть самосопряженное расширение этого оператора. Доказа- 
тельство этого утверждения см. [47], а также [28]. 

Величина y2 (формула (8)) называется нижней гранью положительно опре- 
деленного оператора A. Мы приходим, таким образом, к теореме К. Фридрихса. 

Теорема 4.7.2. Положительно определенный оператор можно расширить 
до самосопряженного с той же нижнгй гранью. 

Теорема 4.7.3. Энергетические пространства положительно 
определенного оператора и его расширения по Фридрихсу совпа- 
дают. 

Пусть A — положительно определенный оператор в гильбер- 
товом пространстве Н и А — расширение оператора А по Фрид- 
рихсу. Надо доказать, что пространства НА и Hy состоят из 

одних и тех же элементов и что 

| Мо [д = | Мол, Up Е НА. (11) 

Любой элемент из Нд принадлежит Hy и его нормы в обоих 

пространствах одинаковы. Это утверждение очевидно для элемен- 
тов из области D(A): если Up © D(A), TO Up =© (А) < Ну, при 

этом | Шо [и = (Aud, Ug) = (Ашо, Up) = | №15. По теореме 4.3.2 соот- 

ношение Ug = Hyg означает, что существует последовательность 
{un}, Une D(A), со свойствами (3.7). Но если up, Um = D(A), 
TO Un, Um = D(A) и 

[ип — Ит [А = (А (Un — Um), Un — Um) = 

— (А (и, — Um), Un—Um) =| Un — Um |. (12) 

Таким образом, существует последовательность {Up}, и, ЕД (A) 
со свойствами 

пи — мо |0, |un—u 
по 

0; (13) 

по той же теореме 5.3.2 отсюда следует, что и ЕН д. При этом 

в соответствии с определением идеальных элементов 

в MIA п, то 

[ин — Шо 0, [Ив Мо [д ace, 
откуда 

[мо [д = lim [мА = lim Jun [1 =| 5. 
noo n— oo 
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Докажем теперь, что из соотношения и = На вытекают COOT- 

ношение uw @H, и равенство (11). Если и == Hj, то существует 

последовательность {и„}, и„ ЕШО\(А) со свойствами (13). Выше 
мы видели, что D(A) < На; поэтому и, = Нал и по доказанному 
вп. | [И И ly =[4n—Unla, свойства (13) переходят в свой- 

ства (3.7), а тогда и = На. Для элементов и = На равенство (11) 
установлено в п. 1. № 

Нами была установлена формула (3.6) 

[u, ол= (Аи, 9), ue D(A), ve Hg. 

Справедлива и следующая, более общая формула: 

[u, о]л= (Аи, v), ue D(A), ое На. (14) 

Действительно, если и ЕД (А), ое Н.=Н д. TO по формуле (3.6) 

[u, vu]; = (Аи, 2). (15) 

В пространствах НА и Hx совпадают нормы, HO тогда в них 

совпадают и скалярные произведения: 

| 2 о 
[u, y= 7 шой [ибо } = 

=F и-ной — шой} = м, ola. 
Заменив в равенстве (15) [и, 9]х через [и, v]4, мы и получим 
формулу (14). 

$ 8. ПРОСТЕЙШАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОБЫКНОВЕННОГО ЛИНЕЙНОГО 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное . уравнение BTO- 
рого порядка 

а д 
— 5 [PO E|+9 (x) w= (9 (1) 

и поставим следующую задачу: найти интеграл этого уравнения 
на сегменте [а, 6] при краевых условиях 

и (a) =u (5) =0. (2) 

Будем предполагать, что р, р’, а=С[а, 6], fele(a, 6). 
Далее допустим, что р (х) == ро = сопз& >> 0, 4 (х) =0. Так как 
функции p(x) и q(x) еще и непрерывны на сегменте [а, 8], то 
справедливы неравенства 

Ро <= р (х) = 1, O<q(x)<qm, хейа, В], 

где Pi И 91,-так же. как и ро — положительные постоянные. 
В качестве основного пространства Н возьмем [. (а, 6). За область 
определения оператора 

Аи [94-9 диз) 3) 
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примем совокупность функций u(x), удовлетворяющих требова- 
ниям и ЕС“) [а, b], и(а) =и (5) =0. Докажем положительную 
определенность оператора А. Сбласть его определения плотна 
в /›(а, 6) — это вытекает из следствия 2.3.1. Проверим симмет- 
ричность оператора А. Пусть и, ve@ D(A), тогда 

(Au, )=— о [oo $i] dx+ q (4) u (x) 0 (x) de, 
a 

Первый интеграл возьмем по частям. Учитывая, что функция о (Xx) 
удовлетворяет краевым условиям (2), получим явно симметричное 
выражение 

(Au, 0) = [P (x) Ge ae +9 (x) wo | dx, (4) 

которое и показывает, что (Au, v)=(u, Av), т. е. что оператор A 
симметричен. 

Положив в формуле (4) и=и, получим 
b _ 

(Au, u)=\ [p(x (Se) +9 (2) w (|e. (5 

Учитывая ограничения на коэффициенты, найдем отсюда 

Далее, по неравенству Фридрихса (формула (6.10) гл. 4) имеем 
b b 

| uJ? = 42 (x) dx << (b—a)? \u" (1 dt. (+) 

Окончательно 

(Au, и) > Goal u |p, 

что и означает положительную определенность, МОЖНО ПОЛОЖИТЬ 

__ Уро 

y= b—a’ 

можно ввести энергетическое пространство Нл. 
Докажем, что Hy, как множество элементов совпадает 

Оператор А. оказался положительно определенным, и 

0 

с Wy’ (а, 6) и что нормы ,в обоих пространствах эквивалентны. 
Допустим, что ие Нл. По теореме 4.3.2 тогда существует после- 
довательность {и„}, и, ЕД (A), обладающая свойствами (3.7). 

Если иеЕД\(А), то 
b 

2 __ -. [аи \2 р [ир= (Ам, и) = \ [209 (3%) +9 6 2 @ ax. 
а 
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Следовательно, 
b 

| un — Um P= [р (x) (us — и.) 9 (2) (ин ии) ах 
a 

0, ——> 
п, m-—->co 

и так как оба слагаемых под интегралом неотрицательны, то 
b 

7 7 \ p(x) (un ит) dx ———— 0. (6) 
a 

Вспоминая ограничения на р, получаем 

b b b 
Po \ (Un — Um)? dx <\ p (x) (un — Um)? dx < ра | (un — Un)? dx, 

и, значит, соотношение (6) равносильно следующему: 

b 
\ (Up — Um)? dx ———- 0. (6a) 
a 

В свою очередь последняя запись означает, что последователь- 
ность производных {и„} сходится в себе в метрике Г. (а, 6). Про- 
странство [. (а, 6) полное, и указанная последовательность схо- 
дится к некоторой функции v & [. (а, 6). 

В тождестве 
x 

м» (t) dt = up (x) — Up (а) = Up (х) 
а 

можно перейти к пределу: 
x 

и (x) =| v(t) dt. 
a 

Последнее равенство означает абсолютную непрерывность функ- 
ции u(x), при этом и’ =v © Г. (а, 6). Очевидно также, что и (а) =0, 
и остается показать, что и (5) =0. Это можно сделать, например, 
так: в тождестве 

Un (1) dt = и» (6) — Un (х) = — ил (х) 
Xx 

перейдем к пределу 

.9=—ф а 
x 

и ясно, что и (5) =0. 
Выше мы видели, что для функций и ЕД (А) верна формула 

jue ( [oe (44) одне 9] de (7) 
a 

82



Докажем, что эта формула верна для любой функции из энерге- 
тического пространства. Пусть ие Hy. Возьмем последователь- 
HOCTb и, ЕД (А) со свойствами (3.7): | и„— ис 0, jun —ul-_—0. 
Формула (ба) дает еще одно соотношение: ||Un—u' |„-; 50. Норма 

предела равна пределу нормы, поэтому 

[ош м, ит > |e’ P. (8) 
Для функций u, формула (7) верна: 

b 

[un =§ [pun + qui] ах. 
a 

Из соотношений. (8) вытекает, что при п—=со Левая часть 
последнего равенства имеет пределом |и|. Докажем, что предел 
правой части равен 

р 

[ри + ди?] dx. 

Имеем неравенство 

b . b 

$ [pus + 94% | ах —§[pu’ + ди] ах | < 
b b 
ити" | ах an | un — u? | dx. 

По неравенству Буняковского, 

b i 
м, ни < (up+u’) та “Vu uaa} = 

[ши |] un — и" |. 
Но |и|-—|м’|, а тогда | ши’ [<= и„|--|и’| есть величина 
ограниченная, поэтому 

b 
72 2 

\ [м —и’ | dx —— 0. 
a 

Аналогично доказывается, что 

Ь 

мя — и? | 4х —0, 
а 

и формула (7) доказана для любой функции из На. 
| 0 

Теперь покажем обратное: если ие W,''(a, 6), то ие На. 
По теореме 4.3.2 достаточно доказать, что существует последова- 
тельность {Un}, и, = D(A) со свойствами (3.7). Чтобы это пока- 
зать, разложим производную функции и в ряд Фурье по коси- 
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нусам 
со 

А вл (x — a) 
и “= 2 Ap COS =... 

=1 

Свободный член отсутствует, потому что 

В 
’ | \ и’ (x) dx =, — [Ш (6) —u (а)| =0. 

а 

Интегрируя почленно, получим 

co 

и (x) = У b, sin 
k= 

вл (x — а) b _ ap (6 —a) 
b—a ° * д‘ 

В качестве и, достаточно взять частную сумму последнего ряда. 
0 

Легко показать эквивалентность норм Hy, u №). (а, b). Hopmy 
в последнем пространстве можно задать, в соответствии с форму- 
лой (6.5) гл. 4, равенством 

b 

и = [ы* (oP ах. 
а 

у 

Теперь из формул (7) и (+) вытекает, что 

V Pol и = и |= Ул Но | Zea; 91 = тах 4 (x), (9) 

и эквивалентность норм доказана. 
Обобщенное решение Uy (x) задачи (1) — (2) существует и един- 

ственно: это функция, реализующая минимум функционала энер- 
гии Р(и)=|иР—2(и, |) в энергетическом пространстве. Как 
показывает формула (7), в нашем случае 

b 

F (u) = [р (ди +g (x) и? — 2f (x) и] ах; 
а 

будучи элементом энергетического пространства, функция и (x) 
должна удовлетворять условиям (2). 

_ Выясним теперь, какие функции образуют область D (A), где 
А — расширение по Фридрихсу оператора А. Отметим прежде 
всего, что из формулы (7) для энергетической нормы вытекает 
формула для энергетического произведения: 

b 
[u, 9] =\(pu'o'+quv); и, vEHg. (10) 

a 

Пусть ue: D(A), тогда существует такая функция Ёе= Г. (а, 6), 
которая вместе с функцией и удовлетворяет тождеству (5.5a); 
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последнее с помощью формулы (10) приводится к виду 

5 b 

| pu'n’ dx =\wyndx; w=f—qu, УпеН). (11) 

Очевидно, w = [.» (а, 6). Обозначим v(x) =— \ш (141; функция 

u(x) абсолютно непрерывна на сегменте [а, b], v'(x) =— w(x) и 
о (a) =0. Теперь 

db b 
+{ от’ dx = \ оп’ dx, 

а 

! 

b b 
\ wy dx = — \ 9’ dx = — vy 

а 

так как 1 (а) =1 (5) =0. Подставив это в (11), придем к тожде- 
ству 

b 

\(pu’—v) yn’ dx=0, Wye dy. 
a 

г . ПЛ —a 
Полагая здесь 1 (х) =sin и ) п=1, 2, ..., МЫ видим, что 

пл (х—а 
функция ри’— о ортогональна к функциям COS и ) n=l, 

2, ..., отсюда следует, что pu’ =vu-+c, c=const. Функция ри’ y p 
оказалась абсолютно непрерывной; она почти всюду имеет про- 
изводную 

d du [р и) =e" =—0 (x) =4 (x) u(x) —F (0). 
Последнее соотношение показывает, что если и =D(A) и f= Аи, 
то функция и почти всюду удовлетворяет дифференциальному 
уравнению (1). Интегрированием по частям легко проверить, что 

Г Г . mG [ , ео р 
а 

Подынтегральная функция квадратично суммируема, поэтому про- 
изводная и’(х) абсолютно непрерывна на сегменте [a, 6] и почти 
всюду существует вторая производная и” (x) е= [» (а, Ь). Мы при- 
шли к следующему выводу: если иеД\(А), то и’ абсолютно 
непрерывна Ha [а, 6], и’ е= Г» (а, b) и и(а) =и (5) =0. Обратное 
утверждение также справедливо: если функция u(x) обладает 
перечисленными свсйствами, то и =D (А). Действительно, в этом 
случае u(x) является обобщенным решением уравнения Au =f, 
в котором 

д =— 5 (PW) + а (x) u (х). 
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§ 9. БОЛЕЕ ОБЩАЯ ЗАДАЧА О МИНИМУМЕ 

КВАДРАТИЧНОГО ФУНКЦИОНАЛА 

В $.4 была поставлена вариационная задача для квадратич- 
ного функционала вида ЁР (и) =(Ан, и) —2(и, f). Важной его 
особенностью является то, что его линейная часть 2 (и, f) огра- 
ничена в исходном пространстве; в $ 5 эта особенность исполь- 
зована при доказательстве существования обобщенного решения 
вариационной задачи. 

Рассмотрим задачу о минимуме квадратичного функционала 
более общего вида - 

Е (и) == (Аи, и) — 21 (и), (1) 

rae А-— положительно определенный опрератор, действующий 
в гильбертовом пространстве Н, а [— линейный (но не обяза- 
тельно ограниченный) функционал в том же пространстве; мно- 
житель 2 введен для удобства. Введя энергетическое пространство 
Нл оператора A, можно записать функционал (1) в виде 

F (u) =| uf? 21 (u) (2) 
и рассматривать его как функционал, заданный на элементах 
(некоторых или всех) энергетического пространства. Интерес 
представляет тот случай, когда D ([) — область определения функ- 
ционала / — плотна в Нд; очевидно, D (Р) = 

Могут представиться две возможности. 
1. Функционал / не ограничен в энергетическом пространстве. 

В этом случае функционал F не ограничен снизу. Действительно, 
в этом случае существует последовательность {и„! со свойствами 
[ив ==1, [1(и„) | — $ со. Изменив в случае надобности знаки у эле- 

ментов и„, можно добиться того, что [(и„)—=-- со, а тогда 
Е (un) =1— 21 (и,) > — со. Задача о минимуме функционала (2) 
в этом случае лишена смысла. 

2. Функционал / ограничен в энергетическом пространстве. 
Тогда он может быть расширен по непрерывности на все это 
пространство; тем самым на все пространство Нд будет расширен 
и функционал (2). По теореме Риса существует один и только 
один элемент Uy Е Hy, удовлетворяющий тождеству | (и) =[u, Ul; 
теперь F (и) =|иЁ?—2[и, uy]. Повторив без изменений рассужде - 
ния $ 5, мы убедимся, что элемент и, реализует минимум функ- 
ционала (2). 

Если пространство На сепарабельно, то легко вывести фор- 
мулу, аналогичную . формуле (5.11) и дающую решение задачи 
о минимуме функционала (2). Пусть ®„, п=1, 2, ...,— последо- 
вательность, полная и ортонормированная в энергетическом про- 
странстве, тогда 

со 

Шо = У, [Uo, Mn] On. 
n=! 
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В отмеченной: выше формуле J (и) =[и, Up] положим U=o,. Тогда 
[ио, On] =[@n, Uo] =! (®„) и, следовательно, 

Uy = » I (@n) Wn. .(3) 
n= 1 

Пусть А — оператор, рассмотренный в предыдущем параграфе (формулы 
(3) и (2) $ 8); сохраним введенные в этом параграфе предположения о козф- 
фициентах p(x) и 9 (х) и о функциях, образующих область определения опе- 
ратора А. Подставим задачу о минимуме квадратичного функционала 

Е (u)=|u P?—2u (с) = 
b 

é 

= \ | (x) (5) + g (x) | dx —2iut (с), a<c<b, (4) 
\ 

a 

в энергетическом пространстве оператора А. В частности, это означает, что 
функция и, от которой зависит функционал (4), должна удовлетворять краевым 
условиям 

и (a) =u (6) =0. (5) 

Нетрудно видеть, что линейный функционал / (1) = и (с) ограничен в энергети- 
ческой метрике. Действительно, по неравенству Буняковского 

2 Cc b 

[и (с) = <(c—a) \ u(x) dx <(c—a) \ и’? (x) ах. u’ (x) dx 

По формуле (8.7) 

b b 

Ju P=J [p (x) w? (x) +4 (%) и (x)] dx Spo) u (x) de, 
поэтому 

ОА ЕН (6) 

Формула (6) показывает, что в данном случае функционал [ ограничен, при- 

чем [J |< `—@ Решение нашей вариационной задачи существует; по 

формуле (3) оно божет быть представлено рядом 

со 

ш (x)= №] On (с) On (4); (7) 
п=== 

где {0„}— система, полная и ‘ортогональная в H ,. Ряд (8) сходится в мет- 

puke пространства Н ,, а следовательно, и в метрике Г. (а, 0). 

Пример. Рассмотрим частный случай р (х) =1, 4(х)==0, так что Au = 
d*u 

= — да. В этом случае систему, полную и ортонормированную в энергетиче- 

ском пространстве, образуют функции 

V 2 (6—а) сп” (x — а) 

пл b—a 
On (Xx) = , n=], 2,.... 

Доказать это мы предоставляем читателю. 
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Минимум функционала 

b 

Ju ах—2и (6,  u(a)=u(b)=0 (8) 
a 

реализует функция 
co 

ш (x) = 209) У 5 sin 2 (c—a) sin (x — a) 

b—a b—a ‘° 
n=l 

Последний ряд легко просуммировать, если, например, составить и решить 
уравнение Эйлера для функционала (8). Это мы также предоставляем сде- 
лать читателю. | 

$ 10. СЛУЧАЙ ТОЛЬКО ПОЛОЖИТЕЛЬНОГО ОПЕРАТОРА 

Положительный, но не положительно определенный оператор, 
назовем только положительным. Для только положительного 
оператора можно построить энергетическое пространство так же, 
как это делалось для оператора, положительно определенного. 
При этом возникает, однако, одно существенное различие: можно 
доказать, что среди идеальных элементов энергетического про- 
странства обязательно будут такие, которые не принадлежат 
исходнсму гильбертову пространству. 

Рассмотрим, например, оператор В, исследованный в § 2. 
Нетрудно доказать, что энергетическое пространство Нв состоит 
из функций со свойствами: 1) Ha сегменте [0, а], где а— любое 
положительное число, функция и е= Нв абсолютно непрерывна; 
2) и (0)=0; 3) uw’ HL, (0, co). Так, функция и (x) = шп (1-х) при- 
надлежит пространству Hz, но не принадлежит исходному про- 
странству [. (0, со). 

Для только положительного оператора остается в силе тео- 
рема 4.6.1. 

Если Ар— только положительный оператор, а [— линейный 
функционал, то задача о минимуме функционала 

Е (и) = (Аи, u)— 21 (и), ие О (А) 

решается в точности так же, как в предшествующем параграфе: 
так как (Ан, nek функционал F записывается в виде 
Е (и) =| и? —21 (и). Если [ не.ограничен в Нд, то наша вариаци- 
онная задача не имеет смысла; если же [ в Нд ограничен и 
определен на множестве, плотном в На, To [(и)=[и, Uo], где 
Up Е Нд существует и определяется единственным образом; этот 
элемент и реализует минимум F в энергетическом пространстве.



Глава 5 

СОБСТВЕННЫЙ СПЕКТР 

ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННОГО ОПЕРАТОРА 

$ 1. ПОНЯТИЕ О СОБСТВЕННОМ СПЕКТРЕ ОПЕРАТОРА 

Пусть А — линейный оператор в гильбертовом пространстве Н. 
Число A и элемент и называются соответственно собственным 
числом и собственным элементом оператора А, если и не есть 
нулевой элемент пространства Н и 

Аи — Ли =0. (1) 

Заметим, что если Н есть, например, пространство Le, то требо- 
вание и-=0 равносильно тому, что и (х) Е 0. - 

О собственном элементе и говорят, что он соответствует 
собственному числу A. Из уравнения (1) вытекает формула, 
позволяющая найти собственное число, если известен соответст- 
вующий собственный элемент. Именно, умножив скалярно обе 
части уравнения (1) Ha и, получим (Аи, u)—Alul?=0, откуда 

_ (Чи, и) 
i= TaP — ©) 
В комплексном пространстве собственные числа, естественно, 

могут быть как вещественными, так и ксмплексными. В вещест- 
‚венном пространстве ‘определено умножение элементов только на 
вещественные числа; в соответствии с.этим определением в веще- 
ственном пространстве следовало бы рассматривать только веще- 
ственные собственные числа. Но уже простейшие примеры 
показывают, что это было бы нецелесообразно. Так, вещественная 
квадратная матрица порядка т порождает линейный оператор 
в 7-мерном евклидовом пространстве; собственные числа этого 
оператора совпадают с собственными числами его матрицы, кото- 
рые, как хорошо известно, могут быть и комплексными. Поэтому 
мы несколько расширим определение собственных чисел так, 
чтобы они могли быть и комплексными. , 

Исходя из заданного вещественного гильбертова пространства 
H, построим комплексное гильбертово пространство Н*. Для 
этого поступим так: за множество элементов нового пространства 
Н* примем множество всевозможных формальных сумм. вида 

U=u'+iu", где i=V —1, аи, и"ЕН. На новом множестве 
введем обычным способом сложение и умножение на комплексные 
числа; эти два действия не выводят из множества Н*, которое 
теперь можно считать линейным. Нулевым элементом в нем явля- 
ются элемент 0 -|- 10, где 0 означает нулевой элемент пространства 
Н; вместо.0-- 10 будем писать просто 0; вообще вместо w+i0 и 
О-- будем писать и и iv. В Н* введем скалярное умножение 
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5 7 LA / . 

по следующему правилу: если U=u'+iu", V=v'+ iv’, где и’, 
и, v', v EA, To 

(U, V)*¥=(u', о’) + (м", v") НИ (и, 0’) — (м', 0")]. (3) 

Легко видеть, что при таком определении удовлетворены все 
аксиомы скалярного ‘умножения в комплексном пространстве, 
именно: 

А. (Ц, V)* =(V, U)*. 
Б. (aU; + a2, И)* =a, (U,, V)* +a, (Ц, V)*. 
В. (И, U)*=0; при этом (И, U*)=0 тогда и только тогда, 

когда И =0. 
Оператор A распространим на элементы вида И=и’- иг, 

где и’, и" @ D(A) CH, по формуле 

AU = Au'+iAu’’. (4) 

При таком новом определении может оказаться, что оператор A, 
который первоначально был определен в вещественном простран- 
стве Н, имеет в Н* комплексные собственные числа A==A’ + id” 
и соответствующие собственные элементы и’-- iu"; равенство 

A (u’ + iu") = (МИ (u’ + iu") 

равносильно системе равенств 
Аи’ — ли’ __ №и”, Аи” — Аи" + Vu". (5) 

Одному и тому же собственному числу может соответствовать 
несколько собственных элементов; если Uy, Us, ..., И, — такие 
элементы, то любая отличная от нулевого элемента линейная 

п 

комбинация У Cpu, также есть собственный элемент, соответст- 
k=] | 

вующий тому же собственному числу. Сказанное позволяет рас- 
сматривать только линейно независимые собственные элементы, 
соответствующие данному собственному числу, каждый же собст- 
венный элемент можно считать нормированным. 

Число линейно независимых собственных элементов называ- 
ется кратностью (иногда рангом) соответствующего собственного 
числа. В сепарабельном пространстве кратность любого собствен- 
ного числа — конечная или счетная. - , 

Совокупность собственных чисел оператора называется его 
собственным спектром. 

§ 2. СОБСТВЕННЫЕ ЧИСЛА И СОБСТВЕННЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ СИММЕТРИЧНОГО 

ОПЕРАТОРА 

Теорема 5.2.1. Собственные числа симметричного оператора 
вещественны. 

Скалярно умножим первое из равенств (1.5) на и’, второе — 
на и’и из второго вычтем первое: 

(Au", и’) — (Аш’, = м (и |? +a"); (1) 
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в силу симметричности оператора A это равно нулю. Собствен- 
ный элемент и’-- ш’=20. Тогда либо и’, либо и’ отлично от 
нуля и скобка в (1) положительна. Отсюда следует, что A” =0и 
собственные числа вещественны. Система (1.5) принимает вид 

Аи’ = М№и’, Au =)'u", 

и каждый из отличных от нуля элементов и’, и” есть собствен- 
ный элемент, соответствующий собственному числу №. № 

Теорема 5.2.2. Собственные элементы симметричного оператора, 
соответствующие различным собственным числам, ортогональны. 

Пусть A, и Л. — собственные числа симметричного оператора 
Ди Л. =^.. Пусть собственному числу A, соответствует собст- 
венный элемент и, а собственному числу Л. — собственный эле- 
мент и2. Напишем тождества 

Au, = Ait, Aus = Agllo. 

Первое тождество умножим скалярно на и, а второе —на и и 
вычтем второе из первого: 

(Аш, из) — (Allg, Uy) = (Ay — №) (и, и»). 

Так как А — симметричный ̀ оператор, то левая часть равна нулю 
и, следовательно, (м — А») (Uy, и2)=0. Но A,—A,-0, отсюда 
(Uy, Us) =0. № 

Следствие 5.2.1. В сепарабельном гильбертовом пространстве 
симметричный оператор имеет не более чем счетное множество 
собственных чисел. 

Если одному собственному числу соответствует несколько ли- 
нейно независимых элементов, то их можно подвергнуть процессу 
ортогонализации. Собственные элементы можно также и нормиро- 
вать, и мы приходим к следующему важному выводу: всегда 
можно считать, что собственные элементы симметричного опера- 
тора образуют ортонормированную систему. 

§ 3. ОБОБЩЕННЫЙ СОБСТВЕННЫЙ СПЕКТР ПОЛОЖИТЕЛЬНО 

ОПРЕДЕЛЕННОГО ОПЕРАТОРА 

Всякий положительно определенный оператор симметричен, 
поэтому все сказанное в предшествующем параграфе справедливо 
и для положительно определенных операторов. Но для этих 
операторов оказывается целесообразным ввести еще понятие 
обобщенного собственного спектра — более опреде- 
леннно, обобщенных собственных чисел и соответствующих им 
обобщенных собственных элементов; мы введем его по аналогии 
с понятием обобщенного решения. 

Пусть А — положительно определенный оператор, А — его соб- 
ственное число и и — собственный элемент, соответствующий соб- 
ственному числу A. Это значит, что #520, иЕер\(А) и имеет 
место тождество 

Au=ha, (1) 
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Возьмем произвольный элемент 1 = Hy. Умножим обе части 
равенства (1) скалярно на т: (Au, 1) =Л (и, 1). В этом тождестве 
иеД(А), пе Ноа. А тогда по. формуле (3.6) гл. 5 (Au, п) = 
= [и, 1]. Мы нашли, таким образом, что собственное число A 
и соответствующий собственный элемент и удовлетворяют тож- 
деству 

[u, ТаА=А (и, 1), УчеНА. (2) 
Обратно, пусть и @ D(A), u=40, вместе с некоторым числом A 

удовлетворяет тождеству (2). По формуле (3.6) гл. 5 [и, yn], = 
= (Au, 1). Подставив это в тождество (2), получим (Au — Au, yn) =0, 
Vy © На. Итак,. вполне определенный элемент Аи — Ли простран- 
ства Н ортогонален любому элементу ч Е Нд, но множество эле- 
ментов пространства Нд плотно в’ исходном пространстве Н, 
а элемент, ортогональный к плотному множеству, равен нулю. 
Отсюда следует, что Аи— Аи =0. Последнее равенство означает, 
что и есть собственный элемент, а А — собственное число опера- 
тора А. 

Элемент ие Над, и==0, и число A назовем обобщенным соб- 
ственным элементом и обобщенным собственным числом опера- 
тора А, если они удовлетворяют тождеству (2). 

Теорема 5.3.1. Обобщенные собственные числа и собственные 
элементы положительно определенного оператора совпадают: с обыч- 
ными собственными числами и собственными элементами расши- 
рения этого оператора по Фридрихсу. 

Если Л и и суть обобщенные собственное число и соответ- 
ствующий ему собственный элемент оператора А, то они удов- 
летворяют тождеству (2). В ‘правой части этого тождества вве- 
дем обозначение AU=f; этим тождество (2) приводится к виду 
[и, д = (Т, 1); Уч е Над, что совпадает с тождеством (5.5a) гл. 4. 
Отсюда следует, что элемент и реализует минимум функционала 

Е (5) = чм —2 (В v), Voce ada. 

Но тогда. ие D(A), где А — расширение оператора А по Фрид- 
рихсу, и Аи=}|= Ли, что и требовалось доказать. 

Обратно, пусть А и и суть собственное число и собственный 
элемент оператора A, соответствующий числу A, так что Аи = Au. 
Умножая это скалярно на произвольный элемент YN © Ha, полу- 
чим тождество 

[u, д =А(и, 1). (3) 

В $. 7 гл. 4 было показано, что пространства Нд и Hx состоят 

из одних и тех же элементов и энергетические произведения 
в этих пространствах совпадают. В таком случае тождества (3) 
и (2) равносильны и, следовательно, А и и суть обобщенные 
собственное число и соответствующий ему собственный элемент 
оператора A. № 

Оператор А симметричен, поэтому для обобщенных собствен- 
ных чисел и собственных элементов верны теоремы 5.2.1 и 5.2.2. 
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Отметим еще два свойства обобщенных собственных чисел и соб- 
ственных элементов положительно определенного оператора; 
слово «обобщенные» ниже для краткости будем опускать. 

Теорема 5.3.2. Если система {un} собственных элементов поло- 
жительно определенного оператора А ортонормирована в исходном 
пространстве Н, то она ортогональна и в соответствующем 
энергетическом пространстве Н а, причем 

[unla=V dn (4) 

где /„р— собственное число, соответствующее собственному эле- 
менту Un. 

Если в тождестве (2) положить и=иИь, Y=Un, А=Аь, TO 

0, ken, 
[Up, ИАН в (Un, Un) = 

An R=n. № 

Теорема 5.3.3. Любое собственное число ` положительно опре- 
‚деленного оператора не меньше нижней грани этого оператора. 

Пусть Yo — нижняя грань оператора А. По теореме 4.7.1 ниж- 
HAA грань оператора A, полученного расширением оператора A 
по Фридрихсу, также равна yp. Если 4 и и собственное число 
и соответствующий ему собственный элемент оператора A, то 
по формуле (1.2) и теореме 5.3.1 

А =>. | (5) 

Заметим еще, что. по формуле (1.2) в нашем: случае можно 
придать вид 

ВР 5) 
— ав 

Правая часть не изменится, если и умножить на отличную от 
нуля постоянную. Выберем эту постоянную так, чтобы собствен- 
ный элемент и был нормирован в метрике исходного простран- 
ства: |и|=1. Тогда для собственного числа получается формула, 
в некоторых отношениях более удобная: 

A=|ula, [иР=1. (7) 

$ 4. ВАРИАЦИОННАЯ ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ О СОБСТВЕННОМ 
СПЕКТРЕ 

Начнем со следующего замечания: если \,— нижняя грань 
положительно определенного оператора А, то 

„Е rag = №. (1) 

и=0 
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Докажем это. Так как О (А) < На, то 

e Ju у e . и 2 e (Au, и) int Ll ing А пе COO Le 
veH, 11| wed(A) Ш wena, Wel 
и--0 и 0 и 0 

С другой стороны, D(A) плотно в Hy. Если ие Ноа, то можно 
подобрать элемент о =Д (A) так, чтобы [9 — и [а <аи [9 —и| <, 
где в— сколь угодно малое число. Но тогда ||vl,4—|ulal<e, 
Чо —[“|| <=. Если бы оказалось, что для некоторого элемента 
ие Нл 

[и . 

Ter 5 № 
то при достаточно малом = было бы также 

lol), _ (Av, v) . 

о Ре с” 
что противоречит определению нижней грани. 

Теорема 5.4.1. Если существует элемент uy, на котором ниж- 
няя грань отношения (1) достигается, то у есть наименьшее 
обобщенное собственное число, а Uy — соответствующий собствен- 
ный элемент оператора А. 

При умножении элемента и на постоянную отношение 

tay 
¥ (4) =F (2) 

не меняется, поэтому элемент и можно считать нормированным; 
тогда 

(и =и а, [ит (3) 
Обозначим еще po=A,. То, что нижняя грань достигается на 
элементе и1, означает, что 

2 — — шеНа, |1 =1, [№2 =A. 

Возьмем произвольное 1 GH, и произвольное вещественное & 
и составим отношение 

[5 ом | (4) 

[м + on |? 

Если зафиксировать 1, то отношение (4) есть функция OT a, 
которая достигает минимума при &=0. Но тогда ее производ- 
ная по % должна обратиться в нуль при a=—O, 

a [hh и] 2e[4y, М-Н о [1, т] —0 

da (ty, и!) 2% (и, n)+ о? (1, т) [а-0 ° 

Выполнив дифференцирование, получим 

2 (ил, Иа) [иа, 1] -2(и1, 1) [ил, uy] = 0. (5) 

Заметим, что 

(ит, и) =|шР=Т, [иль Wy] = | P=A,. 

74 



Подставив это в выражение (5), придем к равенству [и1, 1] — 
— Л: (#1, 1) =0, которое показывает, что Ay и и: суть соответ- 
ственно собственное число и собственный элемент оператора A. 
То, что Ал —наименьшее собственное число, вытекает из тео- 
ремы 5.3.3. 

Допустим, что уже найдено наименьшее собственное число Ay 
и соответствующий элемент и, оператора А. Как найти следую- 
щее собственное число Ag и собственный элемент и.о? Очевидно, 
что надо искать Ag среди значений отношения (2) на функциях, 
ортогональных к и: в метриках обоих пространств Н и НА. 

Обозначим через Н“ подпространство пространства Н, орто- 
гональное к элементу и:, а через НА’ — подпространство про- 
странства На, ортогональное к и! уже в смысле новой метрики: 
[и, и] =0, ие HY’. Докажем, что НЯ’ =НАПН®. Пусть ие HY’. 
Запишем тождество, определяющее первый собственный элемент, 
[u,, 1] =А (4, 1). Положив в нем п=и, получим (ил, и) = 

| 
= [м и] =0. Это означает, что и G&A и, следовательно, 

1 ` 

и= НаАПН®. 
Обратно, пусть ие=НдПН“. Тогда ue, и (и, и) =0. 

Совершенно аналогично приходим к равенству [и1, и] = Л (ил, и) = 
— 0, откуда следует, что ие НА’. № 

Если известны попарно ортогональные собственные элементы 

Uy, Из, ..., Ив» ТО МОЖНО ввести подпространства H™ и HY про- 

странств Н и На, соответственно ортогональные (каждое в своей 

метрике) к Wj, из, ..., И». Аналогично доказывается, что Н® — 
= НаАПН®. 

Теорема 5.4.2. Допустим, что для положительно определен- 
ного оператора А известны п первых собственных чисел № <A —< 
—<...= А, и соответствующие им собственные элементы ил, Us, ... 
.., Un, Которые предполагаются попарно ортогональными. Пусть 

An+1 есть точная нижняя грань |и |? на нормированных элемен- 

тах ие Н®. Если она достигается, то \„.1— собственное число 
оператора A, непосредственно следующее за An, а элемент, на 
котором эта нижняя грань достигается, есть собственный эле- 
мент, соответствующий собственному числу Лит. 

Рассуждая, как при доказательстве предшествующей теоремы, 
придем к тождеству 

[Инь @ — Анна (Иль 9=0, Убе НУ. (6) 

Пусть Ч — произвольный элемент пространства На. Положим 

C=n— >, (М, №) Ue. (7) 
k=1 

Тогда бе H” и, следовательно, =H. Для построенного эле- 
мента С тождество (6) верно. Подставив выражение (7) в это 
тождество и учитывая, что [Un41, Ик] = (Ипа, Up) =0, найдем 

[Unis 1] — Аи+а (Ил+а» 1) =0, Упе НА. № 
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$ 5. ТЕОРЕМА О НАИМЕНЫШЕМ СОБСТВЕННОМ ЧИСЛЕ 

Теорема 5.4.1 носит условный характер: утверждается, что 
Л = Yo — нижняя грань функционала 

Ч (и) =, |1 (1). 
— есть наименьшее собственное число оператора A, если указан- 
ная нижняя грань достигается. Ниже для этого устанавливается 
некоторое достаточное условие. 

Теорема 5.5.1. Пусть {w,}— минимизирующая последователь- 
ность для. функционала (1). Если из этой последовательности 
можно выделить подпоследовательность, сходящуюся в метрике 
исходного пространства H, то М = ШЕФ (и) есть наименьшее соб- 
ственное число данного оператора, а предел выделенной подпосле- 
довательности есть соответствующий собственный элемент. 

По условию теоремы из последовательности {w,} можно выде- 
лить сходящуюся подпоследовательность {Wn,}- Для краткости 

обозначим Wy, = ф,.. Нетрудно видеть, что подпоследовательность 

{p,} тоже будет минимизирующей. Поэтому будем считать, что 
нам дана минимизирующая последовательность {@,}, сходящаяся 
в Н. Элементы ф, обладают свойствами: |) g, @ Ay; 2) |Ф.|=1; 
3) Ит| Ф.М =^; 4) существует такой элемент и; =Н, что 
|Фё—и1[ +0. Заметим, что 

| Pe — Pm eae 0. (2) 
Наша цель — доказать, что и: = Hy, и что [и [А = Aq. 

Возьмем произвольный элемент Чу ЕНад и пусть # — произ- 
вольное вещественное число. Элемент y+ Ми принадлежит про- 
странству На и, вообще говоря, отличен от нуля. Подставив его 
в отношение (4.2), вы 

| Фё-- Ма [А Ju inf ———~ = j,. lotme > ar р 1 
Освобождаясь от знаменателя, найдем 

[Фе Я, ФЕ А — М (Pete, Ф-Т) =, 
откуда 

В {| me | — № | ЧАР} - 2 {[Фь, Nela— м (Фь, Ne)} + 
[ФЕ [А — № ФР =0. 

Квадратный трехчлен слева неотрицателен при любых веществен- 
ных Ь поэтому его дискриминант неположителен и 

|[фв, ЧА — Аа (Фь, Ne) | < У | Mela — Ar ne РУ [ФЕ — Ли; 

здесь учтено, что |ф,|=1. 
Усилим последнее неравенство, отбросив вычитаемое под пер- 

вым радикалом: 

|[Фь, Nela— Ма (Фа, Ne) | << | па [д И [Фа [А — Аа. (3) 
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Элементы 1), Е Нд произвольны. Потребуем, чтобы они были’ 
ограничены в совокупности, т. е. чтобы для любого Е было 

М» ^— С, C=const. (4) 

Тогда из неравенства (3) следует 

| [Фь,› Ив — Aa (Pe, Ик) | = С V | Pr [А — №. (5) 

В неравенстве (5) правая часть стремится к нулю, а следова- 
тельно, стремится к нулю и левая часть, причем это стремление 
равномерно относительно выбора элементов т», удовлетворяющих 
неравенству (4). Имея это в виду, положим 

Ye = Фр — Om 

где номер т произволен. Такой выбор п» допустим по следую- 
щим соображениям: числовая последовательность |ф„|л стремится 
к пределу и потому ограничена: существует такая постоянная С, 
что |Ф„[л=< С, а тогда |1» [л = 2С. 

Теперь из неравенства (5) следует, что 

Jim Фь Фе — Фт|А — М (Pr, Фе — Фи) =0, 

причем стремление к нулю равномерно относительно т. Если 
так, то можно устремить т-> со, и тогда 

lim {[Ф», Фе — Фи — м (Pe, ФЕ — Pm)} =0. (6) 
» m—>cCo 

Номера РК и т здесь равноправны; поменяем их местами: 

lim [ms Фт — Pela — м (Om Om — Px)} = 0. (7) 
Е, m—© 

Сложив равенства (6) и (7) получим 

lim {Фе — Фи [А — № | Oe — On|? } =0, (8) 
k, ть со 

и в силу соотношения (2) 

| Фе — Фи Ат 0: (9) 

Итак, минимизирующая последовательность сходится в себе 
в пространстве Нд. Но это пространство полное, следовательно, 
последовательность {Py} сходится в Нд, причем к тому же эле- 
менту, к которому она сходится и в Н. Таким образом, u, Е Нлди 

1 — мал 0. 

Но тогда 

| 4 4 =lim lela =A33 
Е— со 

при этом 

ju, {= lim |g, |=1. . 
k—-©o 
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Итак, существует элемент и! @ Hy, такой, что |и1|=1 и 
[м №=А,. Это означает, что нижняя грань функционала (1) 
достигается. Го теореме 5.4.1 эта нижняя грань A, есть наимень- 
шее собственное число, а и! — соответствующий ему собственный 
элемент оператора ДА. № 

$ 6. ТЕОРЕМА О ДИСКРЕТНОСТИ СПЕКТРА 

Формулировке и доказательству основной теоремы предпошлем 
следующее замечание. 

Допустим, что построены первые п собственных чисел A, < 
<Ag<...<h, и соответствующие им ортонормированные в мет- 
puke пространства Н собственные элементы оператора А Wy, 
Из, ..., Un. Рассмотрим функционал ! 

Ч, (и) =|и|, ие Н®, |и|=1. (1) 
Он отличен от функционала (5.1), так как определен на более 
узком множестве. Обозначим 

An+1 = inf ЧФ, (и) — inf [и (A, 

где ue HY, |и|=1. Построим для функционала (1) минимизи- 
рующую последовательность. Если из нее можно выделить под- 
последовательность, сходящуюся в метрике пространства Н, то 
An+1 есть (п-- 1)-е собственное число, а предел выделенной после- 
довательности есть (n+ 1)-й собственный элемент оператора А. 

Доказательство этого утверждения приводится без изменений 
по сравнению с доказательством теоремы 6.5.1. 

Будем говорить, что симметричный оператор А имеет диск- 
ретный спектр, если 1) оператор А имеет бесконечную ‘последо- 
вательность A,, Ло, ..., Ал, ..., СОбственных чисел с единственной 
предельной точкой на бесконечности; 2) последовательность {ип} 
собственных элементов полна в пространстве Н. 

Существование единственной предельной точки на бесконеч- 
ности означает, что собственные числа можно расположить 
в порядке возрастания их’ абсолютных величин 

|124 |<] А |=... < | м| =... 

и при этом |A,|—co. Если положительно определенный onepa-. 
тор имеет дискретный спектр, то его собственные числа можно 
расположить просто в порядке их возрастания 

Och <x... = Ам <..., мо. 

Теорема 5.6.1. Пусть положительно определенный оператор 
таков, что любое множесто, ограниченное в энергетической мет- 
рике, компактно в метрике ‘исходного пространства. Тогда обоб- 
щенный спектр этого оператора дискретен. 

1 Определение подпространства HW) было дано в $ 4. 
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Условие этой теоремы можно сформулировать еще и так: 
энергетическое пространство вкладывается в исходное простран- 
ство вполне. непрерывно. 

Доказательство. 1. Рассмотрим число 

A, =influP, wey, |и|=1. 

Построим минимизирующую последовательность {@,}. Это значит, 
что 

а) o,E&H,; 6) |®,|=1; в) jim ]o. P=. 
.. 00 

Числовая последовательность, имеющая предел, ограничена, 
поэтому существует такая постоянная C, что |®,| = С. Если так, 
то минимизирующая последовательность ограничена в метрике На. 
По условию теоремы эта последовательность компактна в ста- 
рой метрике, а тогда в силу теоремы 6.5.1 A, есть наименьшее 
собственное число оператора; соответствующий собственный эле- 
мент обозначим через Uy. 

2. Допустим, что уже построены первые п собственных чисел 
№, ЛА»...., An И соответствующие им собственные элементы ил, 

Us, ..:, Un. Обозначим Any, = и, ue AY, |и|=1 и построим 
минимизирующую последовательность {ot} (k=1, 2, ...). Тогда 

| o P? ———Anai, следовательно, существует постоянная С такая, 

что |7) | < С. Последовательность {wl} (k=1, 2, ...) компактна 
в старой метрике, а тогда по замечанию, сделанному в начале 
этого параграфа, ^Л„., есть (п--1)-е собственное число опера- 
тора А и существует соответствующий этому числу собственный 
элемент Un+1. 

Процесс оборвется, если условия |и|=1 и ие HY станут 
противоречить друг другу. Это может случиться, когда простран- 

CTBO HY? состоит из одного нуля, а последнее может быть, 
когда Нд есть конечномерное пространство. Но Нд плотно в Н 
и будет конечномерным тогда и только тогда, когда само про- 
странство Н конечномерно. Этот случай из рассмотрения исклю- 
чим и будем предполагать, что пространство Н, ac ним и Нд 
бесконечномерно. В таком случае процесс не оборвется и полу- 
чится бесконечная последовательность собственных чисел 

М <<... Sn... (2) 

и последовательность соответствующих им собственных элементов 

ит, Us, | Un, ооо) (3) 

ортогональных в Н ив Ha, WM нормированных в Н. 
3. Докажем, что собственные числа стремятся к бесконечно- 

сти. Допустим противное, и пусть последовательность {Л„} orpa- 

ничена: A,<=AK=const. Тогда [unJ=V А, —УК; собственные 
элементы ограничены в На и потому их последовательность 
компактна в метрике Н. Получается, что последовательность, 
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которая в Hf ортогональна и нормирована, компактна в H, а это, 
как известно, невозможно. 

4. Докажем, что система собственных элементов полна в На. 

Допустим противное. Рассмотрим подпространство Н” простран- 
ства Нд, ортогональное ко всем собственным элементам и„, п = 
=1, 2, .... Это подпространство содержит отличные от нуля, 
а следовательно, и нормированные элементы. Обозначим Ao = 

= ши, ие НА”, |и|=1. Повторяя слово в слово приведен- 
ные выше рассуждения, найдем, что Л.» есть собственное число 
оператора. Сравним №» с ^„. Это нижние грани одной и той же 

и величины uit на. различных множествах Ни H®. Первое 
| 

множество — более узкое, чем второе, и на нем нижняя грань 
больше (в крайнем случае,’ не меньше), чем на втором. Но тогда 
Noo — An, Что нелепо, потому что числа A, в совокупности не огра- 
ничены. Из полученного протизоречия вытекает, что последова- 
тельность {и„} полна в На. 

0. Докажем, что последовательность собственных элементов 
полна в Н. Возьмем и © Нд. Система (3) полна в Нд: для любого 
в >0 существуют натуральное число N и числа о, 9%, ..., Oy 
такие, что 

N 

и — У Apupl < 8. 

k=!) A 

А тогда по неравенству (3.3) гл. 4 

м 

“2 ply <7: 

Таким образом, любой элемент энергетического пространства 
можно аппроксимировать линейной комбинацией элементов (3) 
в старой метрике. 

Пусть теперь и @H. Пространство Нд плотно в Н, т. е. для 
любого положительного числа & существует и’ @ Ha, такое, что 

& 
| uw — м’ [<5. Подберем номер № и коэффициенты ол, ..., ам, так 

чтобы выполнялось 

N 

и’ — У pup 

k=! 

А теперь по неравенству треугольника 

< 

bo
] 

© 

м 
u— >) at, |< =. № 

| k=l 
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$ 7. РАЗЛОЖЕНИЕ ПО СОБСТВЕННОМУ СПЕКТРУ ПОЛОЖИТЕЛЬНО 

ОПРЕДЕЛЕННОГО ОПЕРАТОРА 

Пусть в гильбертовом пространстве Н действует положительно 
определенный оператор A, удовлетворяющий условиям теоремы 
5.6.1, так что его спектр дискретен. Пусть A, и Uy, суть (обоб- 
щенные) собственные числа и соответствующие им собственные 
элементы оператора А. Будем считать, что система {u,} орто- 

нормирована в Н, тогда система {un/V А ортонормирована 
в энергетическом пространстве На. Система {и„} полна в Н, 
поэтому для любого элемента и = Н справедливо разложение 
в ортогональный ряд, сходящийся в метрике пространства H: 

= », (и, ил) Un. (1) 

Если ие Над, то ряд (1) сходится и в энергетической мет- 
рике к тому же элементу и. Действительно, по доказанному в 6 6, 

ортонормированная в Нл система {un/V №} полна в этом про- 
странстве, и справедливо разложение в ряд, сходящийся в мет- 
puke Ha, 

со . CO 

u= Da Hn | Hn У tal (2) 
ad 

n= 1 

Ho ряды (1) и (2) тождественны, так как по формуле (3.2) 
[и, Up] = Ап (и, ил), и наше утверждение доказано. 

Пусть теперь иеД(А), тогда АнеН и, следовательно, 

co 

Аи= У, (Аи, Un) Un. 
n=1 

По формулам (3.6) гл. 4 и (3.2) (Au, Un) =[и, Un] = м (и, Un), 
и получается выражение положительно определенного оператора 
с дискретным спектром через его собственные числа и собствен- 
ные элементы: 

Аи = >) № (и, Un) Un. (3) 
n=1 

§ 8. ЗАДАЧА ШТУРМА — ЛИУВИЛЛЯ 

Рассмотрим оператор 

а du Au=— 4, |p) Ge |+4 (0) и (1) 
на множестве D(A) функций и, непрерывных Ha сегменте [a, 6], 
имеющих абсолютно непрерывную первую производную и сум- 
мируемую с квадратом вторую производную, при краевых условиях 

и (a) =u (5) =0. (2) 
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На функции p(x) и q(x) налагаем те же условия, что и в $ 8 
гл. 4. Отметим еще, что в этом параграфе рассматриваемый здесь 
оператор А был обозначен через А. 

Докажем, что оператор А имеет в L, (а, b) дискретный ‚спектр. 
Известно, что этот оператор положительно определенный. В $8 

гл. 4 было показано, что нормы в Нл и в уу 3 (а, 6) эквива- 
лентны и что эти пространства состоят из одних и тех же функ- 
ций. В таком случае, в силу теоремы 3.3.1 Над вполне непре- 
рывно вкладывается в [.(а, 6); по теореме 5.6.1 спектр опера- 
тора дискретен; этот оператор имеет бесконечную последователь- 
ность собственных чисел 

0< А Sex... <n Se... An (3) 

и соответствующие им собственные функции 

ил (XxX), и> (х), ..., Un(X), ..., (4) 

относительно которых можно считать, что |и|=Ти (uz, ит) =0 
(Е == т); система (4) полна в каждом ‘из пространств L, (а, 6) и 
Нл. В энергетической метрике собственные функции по-прежнему 
ортогональны: [иь, ии] =O (Е == т), но они там не нормированы, 

так как |и„|=У А». 
Напомним, что отыскание спектра оператора А, рассмотрен- 

ного здесь, равносильно следующей задаче, которая называется 
задачей Штурма — Лиувилля: найти такие значения параметра 
^, при которых существуют нетривиальные решения уравнения 

(р (х) чи) q(x) им =0, (5) 
удовлетворяющие краевым условиям (2). 

Система собственных функций {u,(x)} задачи Штурма — Лиу- 
вилля полна в Г.» (а, 6), и ‘любая функция ие Г. (а, 65) разла- 
гается в ряд 

и (x)= > Стив (Хх), Св= (и, Un), (6) 

сходящийся в метрике L,(a, 5). Докажем, что ряд (6) сходится 
равномерно на сегменте [а, 6], если ие Над, т. е. если u(x) 
абсолютно непрерывна на указанном сегменте, и (а) =и (5) =0и 
производная и’ е=Д. (а, 6). Действительно, как было доказано 
в § 7, ряд (6) сходится в метрике Нд: по данному в >0 можно 
найти такое натуральное число № (&), что 

N-+r 

У си, 
n=N-+1 

<e, М-— № (8). (7) 

По неравенству (8.9) гл. 4 
b N+r 2 . 

Спит (Х)| ах < —. 
а \n=N+i 
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Далее, Un (a) =0, И по неравенству Буняковского 

N-+r x N-+r 

У спи, (X)| = \ У Calla ай < 
n=N-+1 an=N-+1 

b N+r 2 1/2 

= У с) а] < =, (8) 

а \п=мМ-! 

последнее неравенство показывает, что ряд (6) равномерно схо- 
дится на сегменте [а, 6]. 

Можно поставить более общую задачу. Рассмотрим уравнение 

‚ \.. 
га (p(x) FE) —4(e)u+hr д uu =0 (9) 

с краевыми условиями (2); коэффициенты p(x) и q(x) подчиним прежним 
условиям и будем еще считать, что ге С[а, 6] и что r(x) =ro—const >> 0. 
Исследование спектра этой задачи подходит под общую схему настоящей главы. 

Разделив уравнение (9) на г(х), приведем его к виду 

soy | ae (2 © Ge) @ |+ м0. (9a) 
Введем пространство [»(г; a, 6) функций, которые Ha интервале (a, 5) 

квадратично суммируемы с весом г (х); норма и скалярное произведение в этом 
пространстве определяются формулами 

В b 
[ш [= r(x) 2 (x) 4х, (u, 0) =\r (x) и (х) о (x) dx. (10) 

a a 

В пространстве L,(r; a, 6) рассмотрим оператор В, который. действует по 
формуле 

Ви к (pm Se) 99|. (11) 
Определим этот оператор Ha TOM же множестве функций, что и рассмотрен- 
ный выше оператор А. Таким образом, О (В) есть множество функций, непре- 
рывных на сегменте [а, 6] и удовлетворяющих условиям (2); первые произ- 
водные этих функций на. TOM же сегменте абсолютно непрерывны, а вторые 
суммируемы с квадратом. 

Оператор В положительно определен в пространстве Н =. (г; а, 6). Дей- 
ствительно, он симметричен: если и, о= D(B), то 

(Ви, и) = »| — г (p =) +au| dx= 

du dv a 
= \ (pe + quo) dx = (и, Bo). 

a 

Далее, он положительно определен, что доказывается так. Прежде всего 

b b 

(Bu, u)=\ (ри’? + qu?) dx > po\ wu" ах. (12) 
a a 

Функция u(x) обращается в нуль Ha концах сегмента [a, 5], поэтому и (а) =0 
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V r(x) и (я =У тб) jw (t) dé. 
a 

Будучи непрерывной на сегменте, функция r(x) ограничена. Пусть r(x) = м, 
тогда 

г (x) и? (<) = п \w (t) it) = <n ео) ul? (t) dt = п (b—a) rare dt. 

Q 

Интегрируя по х в пределах от а до 6, находим 

К 1 | ‚2 2 — 2. \ и” (t) dt = 7 (ba \ r (x) и? (x) dx 2—2} |“; 

а а 

в конечном счете 

^ b 

(Ви, и) = > а \ r (x) и? (x) dx = Po a, м (6 —a) 
а 

что и доказывает положительную определенность нашего оператора. 
Докажем, наконец, что вложение Нв в Н=Г. (г; а, 6) вполне непрерывно. 

0 

Нетрудно убедиться, что пространства Hp и У!’ (а, Ь) состоят из одних и 
тех же функций и что в этих пространствах нормы эквивалентны. Далее, из 
формулы (10) следует, что такое же заключение справедливо также для прост- 
ранств Н и [2 (а, 6). 

Пусть бесконечное множество М <= Н в ограничено в норме Н 

VueM, |ulyp<C=const. (13) 

Тогда справедливы также соотношения 

Уи = М, [и |, 1 = С’ =const. (14) 
0 . 

Вложение Уи’ (а, 6) в [5 (а, 5) вполне непрерывно, поэтому можно выделить 
из М последовательность {и}, фундаментальную в L, (а, 6): | Un —Um|h-—— 0. 

Из эквивалентности норм Н и L, (a, 6) вытекает, что | u,—U,, ly mn 

Таким образом, из любого бесконечного множества, ограниченного в fT, можно 

выделить последовательность, фундаментальную в Н. Это означает, что H, 

вкладывается в Н вполне непрерывно. 
По теореме 5.6.] оператор В имеет дискретный спектр, иначе говоря, 

существует счетное множество чисел Ay > 0, \„„— оо, при которых задача 

(9), (2) имеет нетривиальные решения, и совокупность этих решений полна 
как в [.(г; а, 6), так 4 BH, Если по-прежнему эти решения обозначить 

через и» (x), то они ортонормированы в [. (г; а, 6) и ортогональны в Н;;: 

b 

\ г (х) ип (х) ит (x) dx = бтп, 

b 

$ [р () и, (x) м, (X) AG (X) ит (X) и (*)] ах=0, men. 

Kpome Toro, 

b 

\ [р (x) и (х)--9 (x) u2 (x)] dx=hp. 
a 
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Собственные числа A, все простые —это следует из того, что дифферен- 
циальное уравнение (9) второго порядка. Действительно, пусть собственному 
числу A, соответствуют две линейно независимые собственные функции: ии (x) 

‘и и, (x). Прежде всего и, (0) = О —в противном случае функция и, (x), отлич- 

ная от тождественного нуля, была бы решением задачи Коши для однород- 
ного уравнения 

а / 

Giz | (р и — qu + Agra =0 (15) 

при однородных начальных условиях и, (0) =и, (0) =0, что противоречит 

теореме единственности для задачи Коши. Аналогично и» (0) =0. Теперь 

функция 

Un (x) Um (x) и (x)= — 
ии (0) ид (0) › 

отличная от тождественного нуля, решает ту же однородную задачу Коши, 

что невозможно. 

$ 9. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ СЛУЧАИ 

Фактическое определение собственных чисел и собственных 
функций на основании теорем $ 4—6 наталкивается на большие 
технические трудности, поэтому представляют интерес те част- 
ные случаи, когда спектр оператора можно найти элементарными 
средствами. Три таких случая приводятся ниже; см. также 
§ 3 гл. 18. 

1. Оператор А $ 8 рассмотрим в том простейшем частном 
случае, когда р (х) =1, q(x) =0. Вопрос сводится к отысканию 
тех значений A, при которых дифференциальное уравнение 

a + hu =0 (1) 

имеет нетривиальное решение, удовлетворяющее условиям 

и (a) =и (5) =0. (2) 
Общий интеграл уравнения (1) можно записать так: 

и (х) =CsinVA (x—a)+C, cos У А (х—а). 

Условие и (а) =0 дает С: =0 и u(x)=CsinV A (x—a). Из усло- 
вия и(5)=0 находим CsinVA(b—a). При этом необходимо 
С-=0—в противном случае получится тривиальное решение 

—=0. Но тогда зт УЛ (6 —а)=0. Отсюда находим собственные 
числа 

пл? | 
= ар, n=l, 2, ...› (3) 

и собственные функции 

ия (x) =C, sin И. (4) 
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Постоянную C, получим из условия нормировки 

b 
|м„Р= С» \ sin? nn — dx = 1, 

b 

2 откуда C,= Vee и 

Un (xX) = V — sin ae! , (4a) 

2. Найдем нетривиальные решения уравнения (1) при Kpae- 
вых условиях 

и’ (a) = и’ (by =0. (5) 

По-прежнему общий интеграл 

и (х) =Сзшух (х— а) | С, cos УХ (х— а). 

Из условия и’ (а) =0 вытекает, что C=O, а из условия и’ (5) =0, 
что зп ИЛ (6 —а) =0. Отсюда находим собственные числа 

а n=0, 1, 2, ... (6) 

и нормированные собственные функции 

Ug (x) = Un M=V > cos oe 8 , n=l, 2,.... (7) 
a 

Формулы (6) и (7) дают собственные числа и собственные 
функции оператора — d?/dx? при краевых условиях (5). Этот’опе- 
ратор неположителен, и с этим связано то обстоятельство, что 
наименыпшее собственное число этого оператора оказалось не 
положительным, а равным нулю. Но оператор — d?/dx?-+-/ при 
тех же условиях (5) уже положительно определенный; его соб- 
ственные функции по-прежнему определяются формулой (7), 
а соответствующие собственные числа равны | + n? л?/(6 — а). 

3. В ряде задач математической физики играют важную роль 
собственные числа и собственные функции дифференциального 
оператора 

2 

Ви = — кии) —2и|; \ = со 0, 0<х<1. (8) 

Будем рассматривать его как оператор в пространстве Н = 
= [»(х; 0, 1) функций, квадратично суммируемых с весом x на 
промежутке (0, 1). Область определения оператора В зададим 
следующим образом: если u @D(B), то u(x) и w(x) абсолютно 
непрерывны ‘на’ любом сегменте вида [e,. 1], O<e< 1; произве- 

дение Ухи’(х) непрерывно на сегменте [0, 1] и обращается 
в нуль при x=0; Buc H и, наконец, 

и (1) =0. (9) 
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Ниже в настоящем пункте символы ( , ) и | | будут обозначать 
скалярное произведение и норму в Н 

Докажем, что В — положительно определенный оператор в Н. 

Обозначим через Ухр(В) множество функций вида v(x) = 

=Vx u(x), где ие (В). Очевидно, Ухр (В) CL, (0, 1); более 
того, Vx D(B) содержит множество функций, финитных на сег- 
менте [0, 1], поэтому оно плотно в [2 (0, 1). 

_ Пусть #й (х) — произвольная функция из Н. Тогда d(x) = 
—V x(x) Е. (0, 1), и можно найти такую функцию ш ЕД (В), 
что |Ухй (x) —V x uo(x),<e, где =-— произвольно заданное 
положительное число. Но 

1 

|Vx 2-V <x uo, = xa? (x) — 18 (x)] dx =| — uy 
0 

значит, |#@—up|<e и множество Д (В) плотно в H. 
Составим билинейный функционал (Ви, 9), и, оеД (ВБ): 

вы, у) Jade 
0 

= (x BE) ax, (10) 
0 

Правая -часть равенства (10) оказалась симметричной OTHOCH- 
тельно и и UV, поэтому (Ви, 9) =(и, Ву), и определенный на 
плотном множестве оператор В симметричен. 

Из ‘формулы (10) получаем, что 

о . \2 

(Ви, и) = xu (x) +-—-u О] dx > 

1 
= xu" (x)dx=|u'P. (11) 

0 
Условие (10) дает формулу 

1 
u(x) =—\u' (t) dt, (12) 

из которой следует: 
1 1 

хи? (x) = х(1—х) \ [и (ОР = х [и (10 4 = 
x 

1 1 

=} Ни фра =} Ни (OP 4 — и. 

Интегрируя по х в пределах от нуля до единицы, получим 
и =|иР. Теперь из неравенства (11) следует, что (Ви, и) = 
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—=|и|?; этим доказано, что оператор В положительно 
определенный в Н. 

Соответствующие энергетические произведение и норма таковы: 

1 

[u, Ч]в= \ [хи (x) v' (x) +^ и (x) v (x) | Ах; (13) 

0 

[и = | xu (x) += и (x) | ах. (14) 

Нетрудно доказать,: что энергетическое пространство Нв состоит 
из функций, которые абсолютно непрерывны на любом сегменте 
вида [e, 1], О<<1, удовлетворяют краевому условию (9) и 
сообщают интегралу (14) конечное значение. 

Докажем теперь, что оператор В имеет дискретный спектр. 
Тождество (12) запишем в виде 

1 

о (x) = ЦК (x, t) w (0 dt, (15) 
0 

где введены обозначения 

о (х) =Ихи(х), в (9) =УЁи (0, 
O<t<x, (16) 

t)= 

Ke 9 | Их x«<t<l. 

Я дро К (x, #) ограничено: |К (x, 1) | = 1. Это ядро, следовательно, 
фредгольмово, оператор (15) вполне непрерывен в [2 (0, 1) 
и переводит любое множество, ограниченное в L, (0, 1), в мно- 
жество, компактное в том же пространстве. 

Пусть некоторое множество Wt ограничено в Hz: |u| <C, 
Vue Mt. Из (14) и (16) следует, что |№ |, = С. Соответствующее 
множество функций {о (х)} компактно в Ly у 1): из этого мно- 
жества можно выделить последовательность {и (х)} = {И хин (x)}, 
сходящуюся в Г. (0, 1); отсюда 

| 
O= lim |t,—m|B= lim |x [ил (%) — и, ФР dx = 

п, тс п, M709 

= lim |ju,—u,,/P. 
nm, m—->oo 

Таким образом, из множества Wt, ограниченного в Hz, оказалось 
возможным выделить последовательность, сходящуюся в Н. 
По теореме 5.6.1 оператор В имеет дискретный спектр. № 

Определение собственных чисел и собственных функций опе- 
ратора В сводится к интегрированию уравнения 

че ae) — 4 | м=0 (17) 
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при условиях и=Е0, ие Ag. Последнее означает, в частности, 
что w(x) удовлетворяет условию (9) и сообщает конечное значе- 

ние интегралу (14): Введя новую переменную E=V Ax, преобра- 
зуем уравнение (17) в уравнение Бесселя 

и 1 du \2 \ | 

ae + pag +в) uno 
общий интеграл уравнения (17) имеет вид! 

и=С/, (Ух) + С1У, (Vix), 
где Jy и У, суть функции Бесселя значка V, соответственно пер- 
вого и второго рода. Требование, чтобы интеграл (14) сходился, 
приводит к тому, что С, =0. Теперь u=CJ,(x), C40. Усло- 
Bue (9) дает Jy(VA)=0. Таким образом, 

АЛ, =Р м n=l, 2,..., (18) 
где /,„—И-й положительный корень функции Бесселя J, (x); 
соответствующая собственная функция есть ил (х) = СУ, (jy, их). 
Если определить С из условия |и„|=1|, то 

уз 
Un) =F na) Jy (iy.nx), n=l, 2,.... (19) 

§ 10. МИНИМАКСИМАЛЬНЫЙ ПРИНЦИП 

Пусть А — положительно определенный оператор, удовлетво- 
ряющий условию теоремы 5.6.1: любое множество, ограниченное 
в энергетической метрике, компактно в метрике исходного про- 
странства. Тогда спектр этого оператора дискретен; пусть ии 
Un, t=1, 2, ...— собственные числа и соответствующие им собст- 
венные элементы оператора A, ортонормированные в исходном 
пространстве. Поставим следующую задачу: найти минимум 
функционала 

, (u) = (1) 
на множестве элементов энергетического пространства Aa, Удов- 

летворяющих дополнительным условиям у 

[иР=1 (2) 
И 

(и, 91) =0, (м, 92) =0, ..., (и, 9ь-1) =0, (3) 

где Uy, Ve, ...,. Ug-y — фиксированные элементы исходного прост- 
ранства Н. Описанное здесь множество элементов будем рас- 
сматривать как область определения функционала Фа и обозна- 
чать через О (Фа). 

Докажем, что на множестве О (Фа) минимум Фа (и) достига- 
ется. Заметим прежде всего, что функционалы (и, 9;) ограничены 

1 Обозначения, связанные с функциями Бесселя, такие же, как в книге [5] 
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в энергетическом пространстве Нл: 

lula, 

где У, —нижняя грань оператора A. По теореме Puca, сущест- 
вуют такие элементы W; = На, что 

li 2 | 
(uz, 0) |= и [|= 

(и, 9) = и, Ш]; j=l, 2, ..., Е 1; ИЕНА. 

Дополнительные условия (3), которым теперь можно придать 
ВИД 

[u, w,] =0, [, We] =0,...., [и, Wp] ==0, 

определяют подпространство На, ортогональное к Wy, We, ... , Шь-л; 
обозначим его через Hp. 

Нашу вариационную задачу можно сформулировать так: найти 
минимум функционала (1) Ha множестве элементов подпростран- 
ства H,, удовлетворяющих дополнительному условию (2). Теперь 
достаточно повторить рассуждения теоремы 5.5.1, и мы убедимся, 
что в Ф, существует элемент w, |ш|=1, реализующий мини- 
мум нашего функционала. Этот минимум обозначим через 
^, (0, Ua, «ees Up-1)- 

Минимаксимальный принцип состоит в равенстве 

тах /А, (941, Us, ..., Эка) = Ав; (4) 

максимум берется’ по всевозможным наборам элементов эл, Uo, ... 
..., вл, Принадлежащих исходному пространству Н. Доказа- 
тельство минимаксимального принципа сводится к установлению 
двух фактов: 1) А (91, ve, ..., ба) =; 2) существуют такие 
элементы 0’ & H, что A (Uy, Ue’, ..., %-:) =Ay. Установим ‘эти 
факты. 

Пусть и — произвольный элемент энергетического простран- 
ства На. Система {u,} ортонормирована и полна в пространстве Н; 
разложим по этой системе элементы и и 9х: 

и= SY). али», (5) 
п =1 

со 

vj= >) Влиь, j=1, 2, ..., А. 

n=1 

Система {и„} ортогональна и полна в Нл; при этом | из [А = м. 
Но тогда система {un/V An} в Нд ортонормирована и полна; 
разложение элемента ие На по этой системе, очевидно, имеет 
ВИД 

и= У Итан у. (6) 
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По уравнению замкнутости 

[ив = >, на. (7) 
7 = | 

Возьмем в качестве i конечную сумму 

k 

i= » ЯпИп, (8) 

п=! 

где числа a, произвольны. Если потребовать, чтобы элемент (8) 
удовлетворял условиям (3), то получится система А— | линей- 
ных однородных уравнений с ^ неизвестными Qj, Qo, ..., Ap, 

k 

У ва, =0, j=l, 2,..., R—-1. (9) 
n=1 

Число уравнений меныпе числа неизвестных; поэтому система (9) 
имеет бесконечное множество решений. Из них хотя бы одно 

можно выбрать так, чтобы |й |? = у ap = Тогда пеЕД(Ф)). 
nl 

При этом по формуле (7) |ula= у Л„а*. Заменив здесь все A, 
n=l 

наибольшим из них, А», получим 
k 

[8 = >) &=^.. 
п = 1 

Ho й есть один из элементов множества D(M,), поэтому тем 
более, 

А, (91, Vo, ..., вл) = min OD, (и) = Л». 
иер(Фд) 

Что знак равенства достигается, доказывается совсем просто: 
достаточно взять vj=u;, j=l, 2, ..., №. Справедливость мини- 
максимального принципа доказана: 

Из минимаксимального принципа вытекает важная теорема, 
позволяющая во ‘многих случаях сравнивать собственные числа 
двух операторов. Прежде чем формулировать эту теорему, вве- 
дем одно новое понятие. 

Пусть А и В— положительно определенные операторы, дейст- 
вующие в одном и том же гильбертовом пространстве Н. Будем 
говорить, что оператор А не меньше оператора В, и 
записывать это в виде ASB или В=< А, если 1) любой эле- 
мент пространства На принадлежит и пространству Нв;. 2) для 
любого элемента и = Нд справедливо неравенство 

[ша = [в. | (10) 
Теорема 5.10.1. Пусть А и В-— положительно определенные 

операторы, идовлетворяющие условию теоремы 5.6.1 (и пусть 
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А-—В. Если Л». и и, расположенные в порядке возрастания 
собственные числа операторов А и В, то 

An bp, R=, 2, .... (11) 

Обозначим через A(V,, Vy, ..., ба) и P(Vy, Ve, ..., ра) 
минимумы функционалов |u|, и |и|в при условиях (2) и (3). 

Обозначим через й тот элемент, на котором достигается пер- 
вый минимум. По неравенству (10) 

А, (91, Vo, ..., бы = А =1| [в => шт] и [в = 

= (91, 02, ..., Ор). 

Но тогда 

тах А, (91, Vo, ..., Чл) == тахи (Vz, Vo, ..., Up-t)s 

что тождественно с неравенством (11). № 

$ 11. О РОСТЕ СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ ЗАДАЧИ ШТУРМА — ЛИУВИЛЛЯ 

Обозначим через A, собственные числа оператора задачи 
Штурма — Лиувилля ‘ 

Au=— (pS) ди, u(a)=u(b)=0. (1) 
На коэффициенты p (x) и g(x) наложим те же ограничения, что 
и выше: p(x), р’(х), g(x) непрерывны, p(x) = ро, 4 (х) 0 на 
сегменте [а, 6]. В § 8 гл. 4 мы видели, что множество функций, 
образующих энергетическое пространство оператора (1), не зави- 
сит от коэффициентов P(x) и g(x) и что 

b 
9 . du \? . Jula=\ [29 (S$) +a mel ax. (2) 

Непрерывные Ha сегменте функции p(x) и g(x) ограничены: 
р (х) = ра, (x) <M, хе [a, 6]. Обозначим 

d*u 

dx?’ 
Aolt = — ро и (а) =и (5) =0, 

d2 

Аш = — ра да 4, и (a) =u (b) = 0. 
Операторы Аи А, суть частные случаи оператора A, получае- 
мые при р(х)==ро, 9(х) =0 и р(х)==р:, g(x) = соответст- 
венно. Из формулы (2) следует 

e 

a а 

b Ь b 
* |2 du \2 lita, ро \ (Ge) de, lata р \ ($3) deta | wae. 

Ясно, что |ul4,<|ula<|ula, и, следовательно, А. = Аж Aj. 
Если и, и Vg суть собственные числа операторов Ay и A, соот- 
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ветственно, то по теореме 5.10.1 

Ц» = Ак = у, R=, 8, .... (3) 

Числа и» и Ve легко найти. 
Числа и, суть собственные числа задачи 

ро +pu=0, и (а) =и (6) =0. 
Полагая здесь -— =A, придем к задаче п. | § 9. В таком случае 

Po 

__ Рол?Е? 
И —= (b — а) ` 

(4) 

Точно так же числа т, CYTb собственные числа задачи 

и 
ру + (У— 91) и=0, и (а) =и (5) = 

и сравнение с результатами § 9 дает 

a mk? 
Ув = (6 — а) а (5) 

отношения (3) — (5) дают неравенство, определяющее порядок 
роста собственных чисел задачи Штурма — Лиувилля 

2p2 р? 

В Ч (6)



Глава 6 

УРАВНЕНИЯ В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

И ОДНОМЕРНЫЕ СИНГУЛЯРНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

$ 1. НЕКОТОРЫЕ ПОНЯТИЯ 

< 

Пусть А — линейный замкнутый оператор, действующий из 
банахова пространства By в банахово же пространство В1. Как 
обычно, предполагаем, что область D(A) плотна в Во. Говорят, 
что оператор А допускает левую регуляризацию, если существует 
ограниченный оператор R,, действующий из В: в Bo, такой, что! 

К;А = [6 -Ть, (1) 

где /о — тождественный, а Т.— вполне непрерывный оператор 
в пространстве Bo. 

Оператор R, называется левым регуляризатором оператора А. 
Точно так же оператор А допускает правую регуляризацию, если 
существует такой ограниченный оператор Ry, действующий также 
из В: в В, — правый регуляризатор оператора A, что 

ARg=I,+ Ti, (2) 

где /1 и Т, — операторы, соответственно тождественный и вполне 
непрерывный, в В\. Наконец, говорят, что А допускает двусто- 
роннюю регуляризацию, если он одновременно допускает и пра- 
вую, и левую регуляризацию. 

Отметим некоторые простые следствия из данных определений. 
а) Если оператор А допускает левую (правую) регуляризацию, 

то сопряженный оператор А* допускает правую (левую) региуля- 
ризацию. Действительно например, из равенства (1) вытекает, 
что A*RF=/5 +76 (16 — тождественный оператор в простран- 
стве Bj, сопряженном с Во) и, значит, R§ есть правый регуля- 
ризатор оператора A”. 

6) Если существуют оба оператора ВЮ; и Rg, то их разность 
вполне непрерывна. Действительно, умножая равенство (1) справа 
на R,, а равенство (2) слева HaR, и вычитая, находим Ал — Ю; = 

—R,T,—R To. Как известно, произведение двух операторов — 
ограниченного и вполне непрерывного — само вполне непрерывно, 
поэтому правая часть последнего равенства вполне непрерывна. 

в) Если А — ограниченный оператор, и существует его левый 
региляризатор Ю., то Ю;--Т, где Т-— вполне непрерывный onepa- 
тор, также является левым регуляризатором для A. Аналогичное 
замечание верно и для правого регуляризатора. Отсюда, в част- 

1 Во всей гл. 6 буква Т с индексами или без них будет обозначать вполне 

непрерывный оператор. 
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ности, следует, что если ограниченный оператор допускает дву- 
стороннюю регуляризацию, то можно считать, что А; =Ац. 

Напомним некоторые понятия, известные из функционального 
анализа. Пусть А — линейный замкнутый оператор, действующий 
из Во в By. Решения уравнения Аи=0 называются нулями опе- 
pamopa A; множество этих нулей образует подпространство, назы- 
ваемое ядром оператора А и обозначаемое символом Ker A. 
Размерность ядра оператора А будем обозначать через @ (A). 
Если, как всегда предположить, что область D(A) плотна в Bo, 
то существует и замкнут сопряженный оператор A*. Если хотя бы 
одно из чисел &(А) и а(А*) — конечное, TO их разность назы- 
вается индексом оператора A и обозначается через Ind A, 

Ind A=a(A)—a(A%*). (3) 

Очевидно, Ind-A конечен тогда и только тогда, когда обе раз- 
мерности @(A) и @(A*) конечны. 

Для того чтобы уравнение 

Au=f, fEeB,  . (4) 
имело хотя бы одно решение, необходимо, чтобы свободный член | 
был ортогонален к Ker А* (иначе говоря, чтобы элемент } аннули- 
ровался любым функционалом v © Ker А*). Действительно, если 
уравнение (4) имеет решение и, a v © Ker А*, To 

(f, о) = (Аи, и) = (и, A*v) = (и, 0) =0 

круглыми скобками здесь обозначено значение функционала на 
соответствующем элементе. 

Если упомянутое выше условие ортогональности достаточно 
для разрешимости уравнения (4), то говорят, что оператор А 
нормально разрешим. Известна следующая теорема Хаусдорфа: 
для того чтобы оператор был нормально разрешим, необходимо 
и достаточно, чтобы его область значений была замкнутой. 

Основные результаты теории Фредгольма (точнее, теории 
Риса — Шаудера) можно следующим образом сформулировать 
в терминах п. 2: если / — тождественный, a Т— вполне непре- 
рывный оператор, действующие в некотором банаховом простран- 
стве, то оператор /-+7 нормально разрешим и ша (1-Е Т) =0 

$ 2. ТЕОРЕМЫ НЕТЕРА 
- 

Теорема 6.2.1. Если оператор допускает двустороннюю регу- 
ляризацию, то его индекс конечен. 

Пусть А-— данный оператор, К; и А. —его регуляризаторы. 
Любое решение уравнения Аи = 0 удовлетворяет также уравнению 
R,Au=0, поэтому & (А) <a(R,A). Но а (ВА) =a (Io +7) < ©; 
тем более (А) < со. Таким образом, если оператор допускает 
левую регуляризацию, то размерность его ядра конечна. 

Оператор А* также допускает левую регуляризацию — его 
левый регуляризатор есть Rg, поэтому также &(А*) < со. Ho 
тогда и величина Ind A=a(A)—a(A*) конечна. № 
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Теорема 6.2.2. Если оператор допускает левую регуляризацию, 
то он нормально разрешим. 

В силу теоремы Хаусдорфа достаточно. доказать, что область 
значений данного оператора замкнута. 

а) Пусть А данный оператор, и f ЕЛ (А). Тогда существует, 
по крайней мере, один элемент ше=ДО(А), удовлетворяющий 
уравнению Аи.={. Как было выяснено при доказательстве 
теоремы 6.2.1, ядро Ker А конечномерно; пусть п-— его размер- 
ность, п = % (А) и ПУСТЬ Wy, Ug, ..., и, — какой-нибудь его базис. 
Тогда общее решение уравнения Аи ={ имеет вид 

и = Ug + У, Crp, (1) 
k=l 

где с, — произвольные постоянные. 
6) Докажем, что ‘среди элементов (1) есть хотя бы один эле- 

мент й с наименьшей нормой, < 

п 

[= inf | мо У Cyllp |; (2) 
k=1 

нижняя грань берется по всевозможным наборам чисел (Cy, Co, ..., Сл). 
п 

é | о 

Прежде всего докажем, что если c?= >) Ck->00, TO и |и|-— 00. 
k=1. 

Допустим противное: существует. последовательность 
п 

ит = ш-- У си, m=1, 2,..., 
k=1 

такая, что 
n 1/5 

ju’ | = a=const и ch”) = |; (с")) 1 ———= 00} 

тогда 

с ст) 
т _ m —__—_ 

у vt ) Up m-—> co 0, vt ) = cim) ° (3) 

k=l 

Величины 7”) ограничены в совокупности: ven | = <1. По теореме 

Больцано — Вейерштрасса можно выделить сходящуюся при 

любом k, |< k<n, подпоследовательность {yo 2}. Пусть у, — ее 

предел. Заменяя в (3) т на т; и переходя к пределу, получим Fe . 

У ви, =0, и так как элементы базиса линейно независимы, TO 
k=1 

Yi ==... =Yn=O0. Это противоречит соотношению 

У у? = lim у (yf?) = 1, 
1 CO p= 

и наше утверждение доказано. 
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Обозначим через 6 правую часть формулы (2) и выберем 
ЧИСЛО Co столь болыним, чтобы при с > Cy было | u|| > 26. В п-мер- 

п 

ном шаре >) ck=cj величина |и | есть непрерывная функция пере- 
k=1 

менных Cj, Co, ..., Cn и, следовательно, по крайней мере в одной 
точке шара достигает своей нижней грани 6. Утверждение п. 6) 
доказано. 

в) Докажем теперь, что отношение |й|/|{| ограничено: 

У те (4), |#|=<С]/]; C=const. `(4) 
Допустим противное. Тогда существует последовательность 

{19}, такая, что |й 9 |=Ти |? |=| Aa” |->0. Пусть R, — левый 
регуляризатор оператора А. Тогда 

Rf! =R Ай = п + Той (5) 

Из ограниченной последовательности {#0} можно выбрать такую 

подпоследовательность {80 т)}, чтобы существовал предел lim ТЯ т); 
mC 

этот предел обозначим через — и”. Одновременно R,f(/m) —.0, 
потому что оператор Ю; ограничен. Из соотношения (5) следует 

= (1 (0) (11) — #1 теперь, что il т) и’. В то же время Ай(т) — т) 50. 

В силу замкнутости оператора A, u GD (A) и Au =0; отсюда 
А (é) — u) = Ф. Из всех решений уравнения Аи={7 реше- 
ние й(7 имеет наименьшую норму, поэтому | #4} — и‘) | = fav | =1, 
что противоречит соотношению i'm) — и’. Неравенство (4) 

доказано. 
г) Пусть [ЕР (A). Существует такая последовательность {fj}, 

что f;=R(A) и fief Элементу f; приведем в соответствие 

элемент i; с наименьшей нормой, удовлетворяющий уравнению 
Ai; = fj; отсюда К, Ай; =й,- Той, =К;,. В силу неравенства (4) 
и соотношения || нормы элементов й; ограничены в совокуп- 
ности. Можно выбрать такую подпоследовательность {й;„|, чтобы 
существовал предел lim Той;,. Регуляризатор К; ограничен, 

т—>со 

поэтому R,f;,,-->Rsf и, следовательно, существует предел 

= Им a, =Rsf— lim Той, „. 
m—>oo m—>o© 

Теперь й,„—и, Ail;,,—f.Onepatop А замкнут, поэтому иеЕД (А) 

и Au=f, так что [ЕР (А), и область значений РА (А) замкнута. 8 

Замечание. Теоремы настоящего параграфа, а также следующая ниже 
теорема 6.3.2 были впервые установлены в 1921 г. Ф. Нетером для случая 
одномерных сингулярных интегральных уравнений. 

$ 3. ТЕОРЕМА ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ИНДЕКСА 

В этом параграфе рассматриваются только ограниченные опе- 
раторы, определенные на всем пространстве. 
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Теорема 6.3.1 (Ф. Аткинсон). Если А и В— ограниченные нор- 
мально разрешимые операторы с конечными индексами, то 

Ind (ВА) = Ind (АВ) = ша A+ Ind В. (1) 
Пусть базисы ядер операторов A, A*, В, В* будут соответ- 

ственно 

Pi, Por eee Pn; Wi, Wo, ..., фи»; 

Х1, Xe, -.., Km, Wi, Wo, ..., Wms; 

из этих обозначений ясно, что 

a(A)=n, a(A*)=n*, a(B)=m, a(B*)=m"*. 

Подсчитаем число я (ВА). Если элемент и удовлетворяёт урав- 
нению ВАи=0, то 

Аи = >) сьхь, Cy = Const. (2) 
k=! 

Оператор А нормально разрешим, поэтому для разрешимости 
уравнения (2) необходимо и достаточно, чтобы 

т 

У elke ф)=0, j=l, 2,..., п*. (3) 
k=l 

Пусть $ —ранг матрицы чисел 

(Xe, $); R=1, 2,...,m; j=l, 2,..., n*. 

Общее решение системы (3) зависит OT m—S произвольных поз 
стоянных, поэтому уравнение (2) имеет п-- т — $ линейно незави- 
симых решений: a(BA)=n+m-—s. 

Приняв во внимание, что ранг матрицы чисел 

(ф„ Xe); 1=19,....0* k=l, 2,..., т, 
также равен $, МЫ тем же путем убедимся, ЧТО 

a ((ВА)*) =a (А*В*) =n*-+m*—s 

Ind (BA)=n+m—n*—m*=IndA+IndB. № 
\ 

Теорема 6.3.2. Если ограниченный оператор A допускает дву- 
стороннюю регуляризацию, а Т — произвольный вполне непрерывный 
оператор, то 

Ind (АТ) = ша A. (4) 

Пусть А — регуляризатор оператора A, одновременно левый 
и правый (см. § 1). Равенства Ю А`= |, | То, AR=1,+ T, означают, 
что оператор R также ‚допускает двустороннюю регуляризацию. 
По теореме 6.2.1 IndR<oo, а по теореме 6.2.2 оба оператора A 
и А нормально разрешимы. Теперь по теореме Аткинсона [па (КА) = 
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= так -- 14 A. Ho Ind (РКА) = ша (Jo + То) = 0 и, следовательно, 

Ind А=— шарю. (5) 

Оператор Ю является двусторонним регуляризатором и для 
суммы Д--Т, как это видно из соотношений 

К (АТ) =1, -- (То--КТ); (A+T)R=h4(M14+TR); 
для суммы A + Т справедливо равенство (5): ша (АТ) =-— шарю, 
откуда Ind(A+T)=Ind А. № 

Теорема 6.3.3. Пусть Аи В имеют me же значения, что и 
в теореме 6.3.2, и пусть оператор С, действующий из Во в By, 
таков, что |С |<|Ю |". Тогда оператор А--С допускает, двусто- 
роннюю регуляризацию и \ 

Ind (A+ C) = ША A. (6) 

По известной теореме Банаха оператор (J) -+RC)-! определен 
на всем пространстве В, и ограничен; очевидно также, что 
a ((Т%.-- ^С)-") =0. Сказанное верно и для сопряженного опера- 

тора [(fo+RC)*} += ($+ С*В*)Я, так как |C*R* |= |С|-18 |< 1. 
Теперь ясно, что оператор (/o-+RC) 1 нормально разрешим и что 
его индекс равен нулю. Далее, 

(+ ЮС)*К (A+C) = (5 + RC) Po ВС- То) = 

= 0+ (0+ ЮС)-То. 

Это соотношение показывает, что оператор А--С допускает левую 
регуляризацию; регуляризатором служит произведение (/,-+ЮС)-1Ю. 
Аналогично, из соотношения 

(А-- С) Ю (1, СВ) = (1. + СВ-+ Ту (1 + СВ) = 
: =1,+T,(1;+CkR) 

видно, что сумма А--С допускает и правую’ регуляризацию. 
Теперь, применяя формулу (5) и теорему Аткинсона, получаем 

Ind (A+C) = — ша (14 --ЮС)*Ю = 
= — Ind (Jo + ЮС)-*— Ind R=— IndR=Ind A. № 

Замечание. Теоремы 6.3.2 и 6.3.3 обычно формулируют так: индекс 
оператора, допускающего двустороннюю регуляризацию, устойчив относительно 
произвольного вполне непрерывного возмущения данного оператора, а также 
относительно любого возмущения, достаточно малого по норме. 

Пусть А и А, — два ограниченных оператора, каждый из 
которых действует из By в B,. Назовем эти операторы гомотоп- 
ными, если можно построить оператор-функцию А (#), [= [0, 1], 
с перечисленными ниже свойствами: 

1) Функция A(t) равномерно непрерывна по норме на сег- 
менте [0, 1]: по любому заданному =>0 можно найти такое 
6—0 (=) >0, что’ если |{—Ё |< 6, то |А(Г)-А(Р) |<. 

ii) А (0) =Аь, A (1) = Ay. 
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iii) При любом Ёе [0, 1] оператор А(Ё допускает двусто- 
роннюю регуляризацию. 

iv) Пусть R(t) — регуляризатор оператора А ({), одновременно 
левый ‘и правый. Существует такая постоянная М, что |Ю (#|—=М, 
Vie[0, 1]. 

Теорема 6.3.4. Гомотопные операторы имеют равные индексы. 
Зафиксируем точку Ёе |0, 1], положим e=—1/2M и найдем 

соответствующее число 6. Далее положим A=A(t), R=R(d), 
C=A(t')—A(t), где Г таково, что | —t|<6. Тогда мы ока- 
жемся в условиях теоремы 6.3.3; отсюда Ind A (t’)=Ind A (8. 
Таким образом, каждую точку сегмента [0, 1] можно окружить 
интервалом, в котором величина па А (Ё) остается постоянной. 
По лемме Бореля, сегмент [0, 1] можно покрыть конечным числом 
таких интервалов. Пусть эти интервалы суть 11, Io, ..., Ina, Lp, 
а нумерация такова, что О=Ц, 1е=/[, и пересечение Г, Г Гл, 
1 =]=<А—1, не пусто. Выбрав te [,;[|[,:., убедимся, что на 
обоих интервалах J; и Г,., индекс оператора А (1) имеет одно и 
то же значение. Отсюда следует, что Ind А (1) = сопз{ и, в част- 
ности, Ind (1) = ША A (0). № 

$ 4. СИМВОЛ 

Пусть Х — кольцо операторов, действующих из Во в В, 
а г— кольцо функций (скалярных или матричных), зависящих 
от переменной точки некоторого конечномерного пространства. 
Допустим, что между элементами колец % и г установлено гомо- 
морфное соответствие, так что каждому оператору А = % приве- 
дена в соответствие одна и только одна функция Фд (т) er u 
каждой функции из г соответствует хотя бы один оператор из %, 
причем сумме или произведению операторов соответствует сумма 
или произведение функций: 

Флдув (1) =D, (t)+ Фв (т); Dap (т) =D, (т) Dg ($). 

Функцию Фа (т) будем называть символом оператора А. 
Функция, тождественно равная нулю, сама образует кольцо; 

можно поэтому каждому оператору из кольца У привести в соот- 
ветствие символ, тождественно равный нулю. Чтобы исключить 
такую возможность, примем следующее допущение: в кольце У 
существует оператор, символ которого нигде 
не обращается в нуль. Если кольцо У содержит тождест- 
венный оператор (для этого необходимо B, = Во), то это допу- 
щение эквивалентно следующему: символ тождественного опера- 
тора есть функция, тождественно равная единице (единичной 
матрице, если г — кольцо матриц). 

Действительно, первое допущение, очевидно, вытекает из вто- 
рого. Обратно, пусть А, ЕЗУ и My, (т) не обращается нигде в 
нуль. Тогда Da, (т) = Da, (т) = Pa, (т). Ф! (т), и Ф! (т) =1. 

Примеры 1. Пусть Х— кольцо обыкновенных линейных дифферен- 
циальных операторов с постоянными коэффициентами. В качестве т можно 
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взять кольцо полиномов, зависящих от вспомогательной переменной А. За сим. 
вол дифференциального оператора 

апи d™1y du 
Au =) Fath gait Ton ax tant (1) 

можно принять его характеристический полином 

OD, (К) = а” -На к” т--... На, k+4,, (2) 

2. Пусть $ — кольцо операторов, которые действуют в пространстве Lp (С) 
по формуле вида 

(Au) (x) =a (x) и (x) + (Ти) (х). (3) 
Здесь С — измеримое множество в евклидовом пространстве E,,, a(x) — 

измеримая ограниченная функция, определенная почти всюду в С, Т — вполне 
непрерывный в L,(G) оператор. В качестве х можно взять кольцо функций, 
определенных почти всюду в G, измеримых и ограниченных; символ опера- 
тора (3) можно определить формулой 

т=Х, OD, (т) =Ф) (x) =а (x). (4) 

Заметим, что при таком определении символ любого вполне непрерывного 
оператора тождественно равен нулю. 

3. Пусть Lp (т) — пространство векторных функций с п составляющими, 
суммируемых в С со степенью р. Пусть \ — кольцо операторов, по-прежнему 
определяемых формулой (3), но с той разницей, что и (х) — векторная функ- 
ция с п составляющими, а a(x) и Т— квадратные матрицы порядка п. Сим- 
вол оператора (3) и в этом случае можно определить формулой (4); в данном 
случае г есть кольцо матричных функций порядка п, элементы которых опре- 
делены почти всюду в С, измеримы и ограничены. | 

Подробнее остановимся на более частном случае, который 
определяется следующими дополнительными допущениями. 

1) В, = Во, операторы кольца \ ограничены. Кольцо У co- 
держит тождественный оператор, а также все вполне непрерыв- 
ные операторы, действующие в Во. 

2) Функции кольца г заданы на компактном множестве изме- 
нения соответствующих независимых переменных и непрерывны 
на этом множестве. 

3) Если символ Ф (т) Е г представляет собой матрицу, неосо- 
бенную при любом т (в этом случае будем говорить, что символ 
не вырождается; в скалярном случае это означает, что функ- 
ция Ф (5) не обращается в нуль ни при каком т), то [Ф (т) ter. 

4) Символ оператора тождественно равен нулю тогда и только 
тогда, когда этот оператор вполне непрерывен. 

Теорема 6.4.1. При допущениях 1) —4) оператор АУ Oo- 
пускает двустороннюю регуляризацию оператором из того же 
кольца тогда и только тогда, когда символ оператора А не вы- 
рождается. 

Достаточность. Пусть символ Фа (т) не вырождается. 
По допущению 3) [Фл (т) ' Ее. Пусть А = МХ -— какой-нибудь 
оператор с символом (p(t) = [Ф. (т)['. Тогда Dry (т) = Dap (т) = 
— 1 и, следовательно, 

Dra-_z (т) = Фдк-1 (т) =0. 
В силу допущения 4) разности RA—J u АЮ-—/[ вполне непре- 
рывны и R есть двусторонний регуляризатор для А. 
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Необходимость. Если А = есть двусторонний регуля- 
ризатор для оператора. А = ХХ, то, например, ЮА =/-Ть, где 
То вполне непрерывен. В таком случае 

Фр (t) Ф (t) = Флл (t) = Ф, (1) + Фт, (1) = 1 
и, так как функции Фр (т) и Dy, (т) непрерывны Ha компакте, то 
символ Фд (т) необходимо не вырождается. № 

$ 5. СИНГУЛЯРНЫЙ ИНТЕГРАЛ КОШИ 

В комплексной плоскости рассмотрим замкнутый контур Г 
без самопересечений; такой контур может быть и несвязным. 
Пусть 1— произвольная точка на Г. Опишем круг -радиуса e 
с центром в Ё и пусть Г, —часть Г, лежащая вне этого круга. 
Если существует предел 

где. и (5) — некоторая функция, заданная на Г, то этот предел 
называется сингулярным интегралом Коши и обозначается обыч- 
ным знаком интеграла: 

| l |. ap \ oO at =F lim \ 22 at. (1) 
НЯ —{ a C е—0 « C 

& 

Легко дать простое достаточное условие существования CHH- 
гулярного интеграла (1): оно состоит в том, что ие Мри (Г), 
0<а=!1. Действительно, 

u(t) uQ—u р, dt уе \ 2 а) Ее. 
Г 

Ге & 

Первый интеграл справа очевидным образом стремится к интегралу 

и (С) —и (1) as, \ yO at; 

второй же интеграл вычисляется элементарно: 

dt A . 
sas — = = a —f ° \ In (¢—?) |. In ЕН rg (2—1) г, 

& 

Здесь С, и С» —начало и конец дуги Г,, а знак Ir, указывает Ha 

то, что берется приращение величины, стоящей под этим знаком, 
при обходе ‘дуги Г.. Имеем |&-—Ё|=|5%—#| ==, поэтому 
In| (.—2)/(6, —2)|=0. Далее, допуская, что контур Г обходится 
против часовой стрелки, легко усмотреть, что 

lim arg (6—1) |r, = m0. 
e—0 
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Теперь ясно, что существует сингулярный интеграл частного 
вида 

a 1 at —nf 

r= tim \ ль (2) 
\ & 

a следовательно, существует и более общий сингулярный инте- 
грал 

I и (5) Ц 1 Cu .~ 1 би(О-и 

a Vis d= lim sr т t= \ аби (и. (3) м C 
Г 

& 

Таким образом, если и = Lip, (Г), то предел (1) существует 
при любом ¢@I и представляет собой функцию, заданную на Г; 
сингулярный интеграл Коши, следовательно, можно рассматри- 
вать как оператор, преобразующий функцию u & Lip, (Г) в но- 
вую функцию 

ое ac. 
Г 

Этот оператор, называемый сингулярным оператором Коши, обычно 
обозначают буквой $, так что v(t) = (5$и) (1). Сингулярный опе- 
ратор Коши можно рассматривать и в других функциональных 
пространствах (см., например, ниже, § 6). 

Замечание. Справедлива следующая теорема, доказанная И. И. При- 
валовым: если ие [1 (Г), то сингулярный интеграл (1) существует почти 
всюду на Г. 

Теорема 6.5.0 (И. И. Привалов). Если и = Lip, (Г) nO<a<l, 
то и Sue Ирь (Г). Мы не станем доказывать эту важную для 
дальнейшего теорему, потому что она просто вытекает из более 
общей теоремы Жиро, которая будет доказана ниже, в $ Згл. 7. 

Ниже для ‘определенности примем, что контур Г является 
границей конечной’ области, которую мы обозначим через О;; 
дополнение к D; обозначим через D,. 

Рассмотрим интеграл типа Коши 

Jt \ “О ge, (4) 
29 Е —2 

Он голоморфен как в области D;, так и в каждой из областей, 
на которые распадается открытое множество D,. Будем обозна- 
чать интеграл (4) через РЁ, (2) (соответственно через F, (2)), если 
2е= Ш; (соответственно z@D,). Если Ё = Г, то через Е i(t) u F, (t) 
обозначим пределы (если они существуют) функций Е: (2) uF, (2), 
когда точка 2 стремится к Ё по пути, некасательному к Г. 

Теорема 6.5.1. Если ие Шро(Г), a>0, то пределы Е, (Ё) и 
Е. (Г) существуют при любом tel и справедливы формулы Со- 
хоцкого — Племеля 

FiQ=slu+Su Ok Е ®=-[--и (0+ ($) О]. (5) 
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Интеграл (4) представим в виде 

1 ( 4 (€)—u(é) ие do _ 
sai \ C—z a+ or \ Ea 

" u(t)—u u(t), zED,, = \ ож] (2 ° (6) 
oni , С 0, zeD,. 

Точка 2 стремится к Ё по пути, который не касается кон- 
тура Г. Это значит, что 2 остается внутри одного из вертикаль- 

ных углов, сбразованных двумя 
секущими АА и ВВ, пересекаю- 
щимися в точке [ (рис. 3). 

Докажем, что при 2-1 ин- 
теграл в (6) справа стремится к 
пределу, равному 

1 би —и (0 тг \ 45 

Рис. 3 Вокруг точки Ё опишем окруж- 
ность достаточно малого радиуса 1; 

пусть 4 и Ь—точки ее пересечения с Г. Обозначим через Г, 
малую дугу ЬН:, через Г. — остальную часть контура Г. Пусть 
& — произвольная точка на [,. Рассмотрим наименьший из углов, 
которые хорда образует с секущими АА и ВВ. Радиус т вы- 
берем столь малым, чтобы указанный угол был не меньше неко- 
торой постоянной А >> 0; имеем теперь 

и (9—и (0 и О —и( \ = at— \ = «< Е 
u (6) —u (2) u(E)—u (2) \ = alt) | a at 

— и (1 t)—u(t уе — Stet 46 aft le tls (7) 
2 

= + 

+ 

Оценим слагаемое /,. Прежде всего 

15—#| эту 1 

jg—z| sind sind” 

Далее, A<6 un A<n—6, поэтому sinéd=sindA u 

=< | 

= Е ША, 

отсюда 

| u(t) —u (t) 
вах \ = |148. 

Подынтегральная функция имеет оценку O(|¢—f|*-!) и потому 
суммируема на Г. В таком случае при достаточно малом 1 будет 
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{,<¢/3, где =— произвольно заданное положительное число. 
Точно так же при достаточно малом \ будет [p< =/3. 

Зафиксируем yn. В слагаемом /3 подынтегральная функция 
непрерывно зависит от 2, если 2 достаточно близко к [, поэтому, 
если величина |2—#| достаточно мала, то [.</3, величина 
в левой части неравенства (7) меньше &, и наше утверждение до- 
казано. 

Переходя к пределу в (6), получим 

| — и (Е Fil — зщ СЕР e+ 4 
__ l и (2) — и (2) Е. — а \ И ae, 

Но по формуле (2) 

Г ( u@—u) » _ 1 ( uf) u(t) ( do _ 
ma \ a t= ami ры \ Se 

= 5[(Su) (t) —u (01 
Подставив это в предшествующие равенства, получим dop- 
мулу (5). № 

Отметим некоторые следствия из формул Сохоцкого — Племеля. 
Если функция и (5) аналитически продолжима в D,, то , 

био _ [4 (2), zeDi, 

жа =| 0, 2ЕД,, 

и из формул (5) вытекает, что Зи = и. ` 
Если и (0) аналитически продолжима в ДО, и на бесконечности 

обращается в нуль, то 

био a 0, 2=Д,, 

“| о 2ЕД,, 

и те же формулы (5) дают 5и =— и. 
Складывая и вычитая формулы (5), получим еще следующие 

соотношения: 

F; (#) 4- Ве (1) =(Su) (1); Fit) — F(t) =u (4). (8) 
Теорема 6.5.2. Син улярный оператор Коши удовлетворяет 

алгебраическому уравнению 

$2 = 1, (9) 
в котором I — тождественный оператор. 

Если ие Шра(Г) O<a<1l, то по теореме 6.5.0 
Зи Е Ира (Г), и выражение S*u имеет смысл. Применяя 
первую из формул (8), находим S*u=SF;+SF,. Но функция F; 
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голоморфна в D;, а функция F,—B D,; при этом F, (со) =0. В таком 
случае SF;=F, и 5’Е. =— Ё., отсюда Su=F;—F,=u. № 

Формула (9) впервые была получена Пуанкаре, который, впро- 
чем, допустил ошибку в знаке. Эта ошибка была исправлена 
французским математиком Г. Бертраном. Формулу (9) обычно 
называют. формулой Пуанкаре — Бертрана. 

§ 6. ОПЕРАТОР КОШИ В ПРОСТРАНСТВЕ Г.(Г) 

Лемма 6.6.1. Пусть функция [(2) = и (2) 1 (2), где z=x + 
+ й/ = ре, и (2) =Ве} (2), о (2) = Пт} (2), голоморфна в круге |2 | < 
< 1 и непрерывна в замкнутом круге |2|=< 1. Пусть еще v (0) = 
—= 0. Тогда 

2m . 20 

[ |o(e)p ав = | [м (е®)р as. (1) 
0 0 

Разложим f(z) в ряд Тейлора 

[ (2) — У, (n+ В») p7ein®, Во =0. 
n=0 

Тогда при O<p<1 

и (г) =a + У, 0" (а cos nd — Ви sin n6), 
n=1 

о (г) = у о” (Вл cos 70 +a, sin пб). 
n=] 

Отсюда 

2х со 

| u? (ре) 48 = 2л Ел У! р?” (a4, + В), 
0 п=1 

2л со 

\ 0? (ре) 40 —=л У 02” (а + В?) 

0 n=] 

и, следовательно, 

2m 250 

\ v? (pe!) di< \ и? (pe®) 4, O<p<l. 
0 0 

Обе подынтегральные функции непрерывны при O<p<], 
О0—=6= 2л, поэтому можно перейти к пределу под знаком инте- 
грала при о —>1, и мы получим неравенство (1). № 

Теорема 6.6.1. Если замкнутый контур Г Е С“?), то сингуляр- 
ный оператор Коши ограничен в L, (Г). 

Доказательство проведем в предположении, что Г — связный 
контур; предоставляем читателю разобрать более общий случай 
контура конечной связности. 
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Как и выше, обозначим через О, конечную область комплекс- 
ной плоскости, ограниченную контуром Г; если этот контур 
связный, То область О; — односвязная. Пусть и = ШМра (Г), O< 
<a<l,u 

| и F;(2) = \ О, 2eD,. (2) 
oni } £—z 

Г 

Конформно отобразим область О; на круг |ш| < 1, и пусть функ- 
ция 2=—@(W). реализует это отображение, причем точке ш=0 
пусть соответствует точка 2, ] D;. Функция F; (ф (w)) — F; (ф (0)) = 
=, (2) — Е; (20) удовлетворяет всем условиям леммы 6.6.1, поэ- 
тому, полагая & =0е, имеем 

250 

| | Im [В+ ($ (е®)) — Fi (ф (0))1 4 = 
0 

27 

< | Re [Fi (@ (е®)) — Е; ($ (0))] 46. 

Положим ф (28) =[ тогда tel и 

\ | [F; (9 — Е (2) 
Г | a ei) — 

<\[Re[Fi@) — Fill В, |Ф в (3) 

здесь 45 =| | есть элемент длины дуги контура Г. Контур Г = 
<=C), поэтому производная Фф’(е!9) положительно ограничена 
по модулю сверху и снизу. 

Пусть с: < | $’ (е®)| < с; 0< с =<с:<оо, тогда из неравен- 
ства (3) следует 

\ | Im [F; (4) — Fi (20)]? ds = \ | Re [Fi (2) — Fi (20) ] |? ds, 
ry г 

или, обозначая через || норму в Г» (Г), 

те.) — Ре) = Си Ве [Е — Ред С, = 2 
отсюда 

| Im F; (О < (1 + Cy)] Fi (о С, | Re Е, @]. 
По неравенству Буняковского 

ri*/ 

[Fe (col) = Г |9 Ва) < | wy, 
где 6 — расстояние от 2, до Г. Теперь 

Па Ри = С, | Вер! С» и |, Со = const, 

| Fi] < (1 + С] Re Fi || + Си. 
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По формулам (5.8) находим далее 

[и [= 2Р:— и | == 2 (1+ С1]] Вер | - (1+ Си]. (4) 
Оценим величину |КеР;|. Допустим сначала, что Ффунк- 

ция и (5) вещественная. Имеем равенства 

Ве F, (t) = Ти (0-0 |= 
2 iat \ f= = 

ti ao Gat и + \ # @ din = 

= u(t) + \ и (9 рай о; (5) . 

здесь использованы обозначения #=х--й/, C=E+in, |45|=40. 
Докажем, что производная под знаком последнего интеграла 

ограничена. Зададим контур Г параметрическими уравнениями 
вида х = д! ($), и= д» (5), где $— длина дуги ‘контура Г от начала 
отсчета до точки [. Тогда Е = 61 (6), Ч = 55 (9), где о — длина дуги 
кривой Г между началом отсчета и точкой 6. При этом gy, в = 
= С“), так как Г = С“). Теперь 

_ (&—х) gs (0) —(и— 9) & (0) 
15—12 

Разлагая х = 51 и и у= 6› ($) по формуле ‚Тейлора в окрестности 
точки о, найдем, что числитель последней дроби имеет порядок 
О (с —$1). Далее, |9 —$|=0 (15—#]|), так как длины дуги и 
соответствующей хорды имеют один и тот же порядок малости. 
Окончательно, 08/06 =0 (1), В=агЕ (5—1), что и требовалось 
доказать. 

Пусть л "| 08/06 | = со = const. По формуле (5) 2|КеЁ,| = 
= (1- с ИТ] |. Подставив это в (4), получим 

| Su] = Сз|и|, Cs—const. (6) 

Неравенство (6) выведено для вещественных функций и. Если 
функция и комплексная, U=uU,-+ 5, то 

| Sa] <] Sey [+] Sao] < Cs (| ay] +] 42h). 
Ho | и | us| = slit и мы приходим к искомому резуль- 

тату |Зи|=С|и|, С 
Следствие 6.6.1. ино ярный оператор Коши допускает рас- 

ширение с сохранением нормы на все пространство Г» (Г). Для 
расширенного оператора остается в силе формула Пуанкаре — 
Бертрана. 

Доказательство очевидным образом вытекает из того факта, 
что класс функций, удовлетворяющих на Г условию Липшица 
с положительным показателем, плотен в Г. (Г). 

о 5- arctg у Ех 
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Условимся об обозначении: если с (Р} — функция, заданная на Г, 
то той же буквой с будем обозначать оператор умножения на с (1. 

Теорема 6.6.2. Если функция c(t) непрерывна на Г, то onepa- 
mop V=Sc—cS вполне непрерывен в Г» (Г). | 

Рассмотрим сначала случай, когда с © Lip, (Г). Если еще и = 
е Гра (Г), ® >0, то 

(Vu) (4) =(S (си)) (2) —с (4) (S4) (2) = я сое 
С —C == \ SFO a (0) al. (6) 

. `Г 

Так как c © Lip, (Г), то ядро интеграла (6) ограничено, этот интег- 
рал есть оператор, ограниченный в [» (Г), и можно с помощью 
предельного перехода распространить формулу (6) на все прост- 
ранство [. (Г). По теореме 1.4.1, оператор (6) вполне непрерывен 
в том же пространстве. 

Если функция с (Г) только непрерывна, то построим послело- 
вательность функций с» (ft) = Lip, (Г), которая равномерно схо- 
дится к c(t). Это можно сделать, например, так. Единицу длины 
выберем так, чтобы | Г| =2л. Тогда c(t) есть непрерывная 2л-пе- 
риодическая функция от $. Разложим эту функцию в ряд Фурье; 
п-ю фейеровскую сумму этого ряда можно принять за с» (2). 

Положим И„= Эс, — спо. По доказанному, оператор V, вполне 
непрерывен в [. (Г). Оценим норму разности V.— И,: 

|V —Val=1S 6-2) — (Cen) $|= 
<[S (c= nll + | (Cen) S]<2 |5 тах|е (д — си (9) 

Ho c, (t)->c(t) равномерно, поэтому max |с (t) —C, (t)| > Оби | V — 
—V,||—0. По известной теореме функционального анализа опе- 
ратор У вполне непрерывен в [. (Г). 

Теорема 6.6.3. Если функции alt) и b(t) непрерывны на Г, 
а оператор аГ-- 55 вполне непрерывен в [2 (Г), то a(t)=6b (t) =0. 

Вполне непрерывный оператор а/-- 55 умножим слева на огра- 
ниченный оператор а/— 65; произведение будет вполне непре- 
рывным. Используя теорему 6.6.2 и формулу Пуанкаре — Берт- 
рана, найдем, что это произведение имеет вид (a? — 6?) Г--Т, 
rae ТГ— вполне непрерывный оператор. Отсюда видно, что опе- 
ратор умножения на а? (1) — 6? (Г) вполне +непрерывен в Le (Г); 
это возможно лишь, если a? (1) — 6? (1 =0, или ‘a(t) =) (И € (2), 
ё (#) = = 1. Тогда вполне непрерывен оператор 6 (г1-- $), и он 
переводит всякое множество, ограниченное в [.. (Г), в компактное 
множество: 

Пусть функция W=—@ (2) реализует конформное отображение 
внутренности Г на круг |ш|< 1. Последовательность М функ- 
ций u, (t) =o" (1, n=1, 2,..., ограничена BL, (Г); действительно, 

| un P =) [о (P| ae | упор”. |’ (Ге | dw| = 
Г jw|= 

= | jo’ (Af1-|dw|= const. 
jwj=l 
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Покажем, что эта же последовательность некомпактна в L, (Г’), 
где Г’р— любая дуга на Г. Допустим противное. Тогда найдутся 
дуга Г’< Г и последовательность значков fly, такие, что 

п п 2 —__Щ__. | o% (0 —0 (0 а вт 0. 
Г” 

Пусть при отображении ш=о (2) дуга Г’ переходит в дугу 
единичной окружности & = 09 = В, 9 =аге и, тогда 

B in,8 11,0 |2 , 1 | феи — ef? | (ОГ 50. 
a 

Контур [ @C?, поэтому величина |’ (1|`* ограничена снизу 
положительным числом, и из последнего равенства следует, что 

В 

lim \ sin? (My ty 8 40 =0. 
k, [со 

a 

Однако последний интеграл не стремится к нулю. В этом можно 
убедиться, например, так. Устремим сначала Р->со при фик- 
сированном I, а затем пусть [= со. В результате получим 

В 
lim lim \ sin? emp 40 = 
[со В-—+со 

[92 

4s . В а  sin(ng—n,) B—sin (n,—nj)a\ _ Ва 
= lim lim (1 - 2 (n,p—np ) = 40. 

Если через @ (2) обозначить функцию, реализующую конформ- 
ное отображение внутренности Г на внешность единичного круга 
|w|>>1, то аналогично можно доказать, что последовательность 

М: o(t), n=l, 2, ..., ограничена в [»5(Г), но некомпактна 
в Г. (Г’), какова бы ни была дуга Г’ЕГ. 

Допустим теперь, что существует точка &ц еЕГ, в которой 
Ь (to) == 0. Тогда на некоторой дуге I’ CT функция 6 (1) положи- 
тельно ограничена снизу по модулю. Пусть, например, г (1) =1. 
Тогда г (1) =1, УЁ = Г’. Рассмотрим последовательность М функ- 
ций u,(t)=o" (1. По формулам Сохоцкого — Племеля, Зи» = ил 
и если [= Г’, то (e/-+S)u,=2u,. Получается, что умножение 
на функцию 26 (1) преобразует множество М в множество, ком- 
пактное в [Г (Г’). Пусть подпоследовательность {26 (t) и», (t)} 

сходится в [»(Г’). Так как на Г’ функция 6 (Г) положительно 
ограничена снизу по модулю, то в том же пространстве Г. (Г”’) 
сходится и последовательность {ил, (1)}. Отсюда следует, что 

последовательность М компактна в [. (Г”), что, как мы видели 
выше, неверно. 

Аналогично исследуется допущение, что & (4) =—1; в этом 

случае используется последовательность функций М. № 

Замечание. Результаты настоящего параграфа распространяются на 
пространство Г, (Г), |1 <р < со. Трудность представляет только доказатель- 
ство леммы 6.6.1; по этому поводу см., например, [15]. 

1—0 k- со 
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§ 7. СИМВОЛ И РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ СИНГУЛЯРНОГО ОПЕРАТОРА 

Оператор вида 

A=al+bS-+T, (1) 

rye a(t) и b(t) — заданные Ha Г непрерывные функции, а вполне 
непрерывный в Г» (Г) оператор будем называть общим сингуляр- 
ным оператором или, проще, сингулярным оператором. Очевидно, 
такой оператор ограничен в Г» (Г). 

Множество У сингулярных ‘операторов представляет собой 
кольцо в [» (Г). Действительно, пусть А, =, А =1, 2, Tak что 
А, =a,/ +b,S+T7;, тогда 

Ay+ Az = (1+ а2) Г- (61-Е 52) $ + (Т.- То), (2) 

и (Ai + 4.) HR. Далее, 

Ат Аа = (al 61$ + 71) (@1- 65$ + T2) = 
= а1а21 + 6,Sb.S + a,b.S + зао + eee) 

здесь и ниже в настоящем параграфе многоточие означает вполне 
непрерывный оператор. Пользуясь теоремой 6.6.2 и формулой 
Пуанкаре — Бертрана, находим 

Аз A, = (а1а> + bybe) I + (ibe + Gob) S+...5 (3) 

отсюда ясно, что 4:4. EM. 
Из формул (2) и (3) следует, что кольцу операторов Я можно 

привести в соответствие кольцо символов. Пусть © означает 
независимую переменную, принимающую только два значения 
+1 Hu —1, так что 0 =1. Любому оператору вида (1) приведем 
в соответствие в качестве символа функцию Фа (1, 9) =а( (00. 
Тогда ©,;(t, 9)=Т и 

Data, (6, 9) = ал (В +42 (t) [В (8) +02 (010 = 
| = Фд, (& 9) + Ф), (6 0); 

Daa, (ty ©) = (2) as (t) +61 (0, (1) + 
+ [ar (2) ba (t) + a (0 в (010 =a, (Е, ©) Da, (6 ©). 

Из данного здесь определения и из теоремы 6.6.3 вытекает, 
что по данному сингулярному оператору его символ определяется 
единственным образом и что символ тождественно равен нулю 
тогда и только тогда, когда соответствующий оператор вполне 
непрерывен в Д. (Г). 

Из сказанного здесь ясно, что введенный выше символ удов- 
летворяет всем требованиям теоремы 6.4.1. Отсюда вытекают 
следствия, которые мы здесь сформулируем. | 

Пусть символ W,(t, ©) сингулярного оператора А (фор- 
мула (1)) не вырождается, т. е. при любом [е+Г и при 9=-+ 1, 
Ф„ (1, ©9)==0. Иначе говоря, допускаем, что при любом ter 
функция а? (1) — 5? (Г) отлична от нуля. Тогда; 
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1) оператор А допускает двустороннюю регуляризацию син- 
гулярным же оператором. Символ регуляризатора равен 

| — 1 a(t) b(t) 
Pr; 9) =, 6) 20-5060 20-70 20-700 

и, следовательно, 

a(t) b (1) ‚ 
К-т 20-0 5-Т,, 

где Т’— произвольный оператор, вполне непрерывный в Г.» (Г); 
2) оператор А нормально разрешим и имеет конечный индекс; 
3) индекс оператора А не меняется при произвольных изме- 

нениях вполне непрерывного слагаемого Т и при произвольных 
достаточно малых по модулю изменениях коэффициентов a(t) и 
b(t). 

Для дальнейшего важно следующее замечание: если в опера- 
торе (1) Т=0, так что А =а!1-Н 55 (такой сингулярный оператор 
называется простейшим), то | А] = К тах | Фа ( 9) |, К=1+| S|; 
действительно, 

[4] == тах [а (0 |-- [$ зах |6 (2) |= 

= 5 шах | Фл (1, +1)+ Фа (6 —1)|+ 51$ тах | ФА (Е, +1) — 

— q(t, —1 |< (1+1 шах | Фл (6 0) |. 

$ 8. ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНДЕКСА СИНГУЛЯРНОГО ОПЕРАТОРА 

Теорема 6.8.1. Индекс сингулярного оператора (7.1), символ 
которого не вырождается, равен величине 

О a (0—6 (1) 
Ая | МОЕ (1) 

Индекс сингулярного оператора (7.1) не зависит от вполне 
непрерывного слагаемого Т и, следовательно, полностью опреде- 
ляется коэффициентами a(t) и 6 (1). Иначе говоря, индекс сингу- 
лярного оператора полностью определяется его символом, и мы 
будем дальше иногда говорить об индексе символа вместо индекса 
оператора и писать Ind M, вместо ша A. 

Введем в рассмотрение функции 

с (1) = Dat, + =а(0 5 (1); 6) =Фа(, —П=а(0— (0. (2) 
Задание символа WD, (р, ©) равносильно заданию пары функ- 

ций o(¢f) и 6.1); будем писать OD, (?t, 9)= {0 (1), 6(A)}. Будучи 
частными значениями символа, функции о (1), соответственно 4 (f), 
перемножаются при умножении операторов, поэтому если 
Da, (Z, 9) = {o, (Г), 6» (2), k=l, 2, TO Фд,д, = {0102, 6162}. 

Заметим еще, что если 6(f)==0(t), то 6 (1 ==0, a(t) =a(t) = 6 (2), 
оператор (7.1) сводится к умножению на непрерывную функцию 
a(t), которая нигде не обращается в нуль (напомним, что по 
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предположению символ не вырождается). ОЧЕВИДНО, индекс такого 
оператора равен нулю, ША {0 (1), а (#} = 

Введем в рассмотрение интегралы 
1 | и ( ато (0, = \ атб (0; 

г Г 

это конечные целые числа, причем х =х_—х.. Номестим начало 
координат внутри Г; имея в виду последующее, координатные 
оси выберем так, чтобы точка 2 =.1| не принадлежала контуру Г: 
Очевидно, 

Баш [to (0]=0, | dln [#—*-6 (f)] =0, 
Г Г 

так что функции о (д =ш Ею (2), §(f) =Int*6 (0 однозначны 
и, следовательно, непрерывны на Г. Пусть Л=[0, 1]. Введем 
в расемотрение простейший сингулярный оператор A, с сим- 

волом {{“+ехр(^о (1)), #-ехр (^ 6 (1))}. Этот оператор удовлетво- 
ряет всем условиям теоремы 6.3.4; в частности, в силу замеча- 
ния в конце $ 7, норма регуляризатора будет ограничена 
независимо от А, если в качестве регуляризатора взять простей- 

ший сингулярный оператор с символом {РК *+ехр (— Ло (1), 

t—*-exp (—A6(f))}. В таком случае Ind А! = ша Ap. Ho onepa- 
торы A; и А различаются лишь вполне непрерывным слагаемым, 
поэтому Ind А = ша А, = [14 Ap, и достаточно вычислить величину 
Ind Ао = ша {t*+, Р-}. Но {t+, f}={i+, 4} {1, 7%}; индекс 
первого множителя равен нулю, и по теореме Аткинсона Ind A = 
= [14 {1, #}. Дальнейшее распадается на три случая. 

1. Если х=0, то ша А = ША {1, 1} =0; в этом случае теорема 
уже доказана. 

2. Пусть х>0. Тогда {1, #*} ={1, 4*; по теореме Аткинсона 
ш4А=х 114 {1, 4, и задача сведена к вычислению индекса кон- 
кретного символа {1, 7}. Соответствующий простейший сингуляр- 
ный оператор (обозначим его через В) имеет вид 

(Bu) (t) =" и () + (Su) (0. (3) 
Найдем его нули. На обе части уравнения 

2 (Bu) (t) =(1+4) u(t) -—9 (Su) (1) =0 (4) 
подействуем оператором (1-+7)/—(1—2)S, который только мно- 
жителем 2 отличается от регуляризатора оператора В. Используя 
формулу Пуанкаре — Бертрана, получаем уравнение, которому 
удовлетворяют все решения уравнения (4):, 

«О -чт \ © +64 Ol ae=0. 
Отсюда видно, что подпространство нулей оператора В не более 
чем одномерно: его нулями могут быть только функции вида 
Up (t) =C (1—2)/t, C =const. 
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Докажем, что на самом деле Ви, =0. Положим 

1 \ uo (6) +] (2), 2 внутри Г, 

ant) 6 Ее (г), г вне Г. 

Тогда F;(z)=—C, Ре (2) = — С/2. По формулам (5.5) (Вио) (t) = 
= F, (t)—tF, (t) =0. Таким образом, подпространство нулей опе- 
ратора В в точности одномерно, и @ (В) = 

Вычислим теперь. _%(В*). Оператор В* имбет вид (В*о) (# = 

= itt ot) +(s* (15 o)} ОЕ, () — 53 \ nee dé, 
Г 

и нам предстоит исследовать уравнение 

дон | О-о. (5) 
Г 

Это уравнение упростим следующим образом: все его члены 
заменим комплексно сопряженными, затем умножим на | —Ёи 

введем новую неизвестную (= (1—10(1; эти операбии 
законны, потому что #51 на Г. В результате перечисленных 
операций мы придем к уравнению 

(1-20 —(1—0 (Sa) (@) =0, (6) 
которое только знаком при втором члене отличается OT уравне- 
ния (4). Воздействуя на обе части уравнения (6) оператором 
(1-0 1-(1—85 найдем, что все решения уравнения (6) удов- 
летворяют также уравнению 

1—{ ; w (0—1, \ [© + (Sw) (914 =0; 
г 

отсюда следует, что все эти решения необходимо имеют вид 
шо (t) =c(1—2)/t, c=const. Используя введенные выше функции 
F,(t) и Е.(1), найдем, что при подстановке и =, левая часть 
уравнения (6) принимает вид 21, (0-Е. (| =— 2c (t+ 1/0), 
поэтому необходимо с=0 и и, (=0. Отсюда следует, что 
a(B*)=0, ша В = ша {1, В =1 и, окончательно, Ind А =х. Teo- 
рема доказана и для случая х > 0. 

3. Пусть х<0. Напишем цепочку равенств 

ша А = ша (1, #} = ша {*, #{Е*, I}= 
= Ind {6 1}-*=—-x ша{ 1}. 

Пусть В: — простейший сингулярный оператор с символом {f,-1}: 

(Byu) = и (д — $+ (Su) (0. 
Легко 7 едиться, что отыскание нулей операторов B, и В* 

приводится соответственно к решению уравнений (6) и (4). Отсюда 
a (B,)=0, a(Bf)=1, IndBy=—I1 un ШаА=х. № 
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Глава 7 

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ 

МНОГОМЕРНЫХ СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

Построение сколько-нибудь полной теории многомерных син- 
гулярных интегралов (и соответствующих интегральных уравне- 
ний) требует привлечения довольно сложного аппарата и выходит 
за рамки настоящей книги; изложение этой теории можно найти 
в книге автора [27] и в ряде работ, цитированных в этой книге. 
Здесь мы ограничимся простейшими типами сингулярных интег- 
ралов и их исследованием в классах функций Lip, и Le. Глава 
начинается с параграфа, посвященного интегралам Фурье, которые 
играют большую роль в современной теории уравнений, как 
интегральных, так и дифференциальных. В частности, большое 
значение интегралы Фурье имеют для уравнений математической 
физики. 

$ 1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ 

Изложим простейшие свойства многомерного преобразования 
Фурье. Понятие об одномерном преобразовании Фурье и его 
основные свойства предполагаются известными. 

Будем рассматривать функцию ие С (Ёп), так что 

© | u(x)|dx<oo. 
Em 

Преобразование Фурье этой функции определим формулой 

3 

(Fu) (x) =a (x)= (2m) ? \ ге Зи (у) dy. (1) 

т 

Здесь через (x, у) обозначено скалярное произведение в про- 
странстве Е, 

т 

(x, у= Dd) хы. 
k=] 

Функция Й определена и непрерывна в каждой точке xe E,, 
в силу абсолютной и ‘равномерной сходимости интеграла (1). 

Кратное преобразование Фурье можно получить, применяя 
последовательно одномерное преобразование Фурье: если по- 
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строить последовательно функции 

+ co 

Uy (X41, X25 ...у Xm) = (20)—\/? \ и (х1, №2, ее у Xm-1) Ym) X 

— с 

же mim дут; 
- © 

Из (X1, Ха, 005 Xm) = (21) 17 \ Uy (Xy, Xa, --., Ут-ь Хт)Х 
— со 

+ со +0 
т т-1 4 — 9 1 ( хе Ym = (2m)? \ | u(y Xe, ..., Ут-аь Ym) X 

—©o —©o 

хе mY mat mm) dym-1 dy’ 

-- со 

Ит (x1, XO, coe, Xm) = (21)—1/2 \ Um-1 (Y1, №, ..., Хт) Х 

. + со оо - © 

хе ии! dy, = (2n)—™/? \ eee \ coe \ и (у, Yo, woe, Ym) X 

OEY tbat + F¥ Ym) dy; dy eee Аут, (2) 

то, очевидно, Um (X1, Хз, ..., Хт) = (Х). 
Теорема 7.1.1. Если Е— натуральное число и произведение 

(1-+|x Ри (x) суммируемо в E,, то преобразование Фурье фиунк- 
yuu u(x) имеет непрерывные производные порядка, не превосходя- 
щего №, всюду в En. , 

Так как |u(x)|<(1+|x|*)| и (х)|, то функция ue L(E,) и 
преобразованная функция й(х) существует и непрерывна в Ёи. 

Пусть Ё = (04, Qo, ..., &m) — мультиндекс, || = А. Формально 
продифференцируем интеграл (1) ©, раз по. хи, ..., Am раз по Xm; 
это приведет нас к интегралу | 

(— 01°! (2л)-"? | узи (у) 19 dy, \ 
En 

который сходится: абсолютно и равномерно, потому что | у“ |= 
— eee ут | —=|и|°' и, следовательно, 

| yu (ye |<] yl"! и (9) | = (1-9) |4 (9) |. 
Мажоранта не зависит от х и суммируема, поэтому дифференци- 
рование под знаком интеграла законно: 

Рей (x) = (— 1)! (Qn)—™? \ узи (у) ей dy, lal<k, (3) 
Ет 

и производные порядка, не превосходящего k, непрерывны. fi 
Теорема 7.1.2. Пусть функция и(х) непрерывно дифференци- 

руема k раз в любой точке x GE, Пусть, далее, сама функция 
u(x) и все ее производные порядка, не превосходящего k, сумми- 
руемы в E, и обращаются в нуль на бесконечности. Тогда при 
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достаточно больших значениях |х| 

й (x) = (Fu) (x) =0 (| x|-*). 

Рассмотрим некоторую точку x@E,, и обозначим через | 
номер ее координаты, наибольшей по модулю. Интеграл (1) возь- 
мем & раз по частям по переменной y,;. При этом внеинтеграль- 
ные члены обратятся в нуль, и мы получим 

~ __ 9 —5 . _k ди —i(x у) d д (x) = (2m)? (ix)-* \ Seite dy, 
Ви “1 

Оценим (x) по модулю 

atu 
k ду; 

[2 (x) |<(2n) ® |x | 
Em 

Координата х, — наибольшая по модулю, поэтому 

/ m I Vin 
о =— т 

«|= | У xe <V m |x;|, STR]? | x; | 
k= 

и окончательно | (x)|<c|x|-*, где можно положить, например, 

c= (21)-т та? | У, |D%u (у) ау. № 
Ey |101 = 

При некоторых условиях, наложенных на функцию и.(х), 
справедлива формула обращения преобразования Фурье, 

т 

2 

и (х) = (21) | й(уе@ dy. (4) 
Ет 

Функция й, вообще говоря, не суммируема в Еш, поэтому 
необходимо каждый раз указывать, в каком смысле следует пони- 
мать интеграл (4). Разумеется, если i суммируема в Еш, то этот 
интеграл можно понимать в обычном смысле. Справедлива, напри- 
мер, следующая теорема. 

Теорема 7.1.3. Пусть функция u&= MW” (Е п). Тогда справед- 
лива формула обращения (4), в которой интеграл понимается 
в следующем смысле: 

jay) el ау = 
Em 

Nin No №! 

= lim \ |. lim \ | im \ печи 
Nn7 —М ' 

x ©! dYo.. bean dym. (5) 

i 
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Конечную область, в которой функция и (x) отлична от нуля, 
можно поместить внутри некоторого куба. Пусть это будет куб 
—A<x%,<a, k=1, 2..., т. Очевидно, функция u(x) сумми- 
руема по х„ при фиксированных значениях остальных аргументов 
и в каждой точке пространства имеет производную по Xm. При- 
менив теорему обращения однократного интеграла Фурье к функ- 
ции Uy (формула (2)), получим 

1 —5 Мп 

и(х) = lim (2m) \ ty (Xt, ж +...) Xmas Ym)e mm дут, 
`Мт-— —N 

m 

Имеем, далее, 

-- со 

\ | uy (x1, Xe, +...) Xm-ty Xm) | Xm = 

—C 

= со 1 | + , 

= | (2m) ?|.\ иж, ж, -.., Хть Ym) em тт дут | ахти = 
— OO — со 

2 

_ 1 +2 +00 
= (2m) ? \ \ | U(X, Xe, eee) Xm—ty Ут) | Ахт— дут = 

—CO—© 

1] @ a AM 3 

~~ > a 

= (27) 2 \ \ | u (жа, Ха, cooy Ат» Ym) | ЧХт-1 ЧУт < у} 

а 

через М обозначена верхняя граница значений функции и. Таким 
образом, функция и1(х1, Xe, ..., Хта, Xm) суммируема по Xm4 
при всех значениях остальных аргументов. 

Ou, 
Докажем теперь, что производная 5% 

т—1 

существует в любой 

точке. Представим и: в виде 

Uy (x4, Хо, хооеу Xm~1) Xm) = 

1 
—х 

а 

= (2л) 2? \ U(X, №, ..., Хто Ут) “т”т dym. 
—а 

Справа — интеграл от непрерывно дифференцируемой функции, 
распространенный по конечному промежутку. Такой интеграл 
имеет непрерывные производные по всем аргументам, от которых 
он зависит, в частности, по хи_1. Та же теорема обращения одно- 
кратного интеграла Фурье дает теперь 

Из (Х1, X2y ..., Xmay Xm) = 
ра . 

— In 2 тт 4 = ZI0 и (x4, Ny coey Xm-1y Ym) @ Ym 
—а 
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и, следовательно, 

Nin 1 М m1 

и (х) = (2n)-! lim lim wee) Итль Ym (x) = (2m) Nee \ И (X1, Xe Ym-1» Ym) X 

x em m-1 ри е- К тт Ут. 

Продолжая этот процесс, в конечном счете придем к формуле (5). 
Изложим еще некоторые факты, относящиеся к преобразова- 

нию Фурье функций класса Г.(Ет). Такие функции в общем 
случае не суммируемы в Ем и определение (1) для них непри- 
годно. Пусть функция ue Ly (Em). Обозначим через Ом куб 
|x,|<cN, R=1, 2..., т, и определим функцию им (x), полагая 

и (x), x EQn, 

0, Xx ЕОм. 
им (x) -| 

Очевидно, функция им (x) е [1 (Ep) и существует ee преобразова- 
ние Фурье 

Е (uy) (x) = (20)-™2 {им (хе dy = 
En — 

= (21)-"? | фея у. (6) 
Qn 

Доказывается, что при N—»co функция Рим стремится в норме 
[» (Еп) к некоторому пределу, который и принимается за преобра- 
зование Фурье функции и (Xx): 

(Fu) (x)= lim (2л)—"? 3 u(y) eH dy. (7) 
, 7 N 

Из сказанного следует, что оператор ЁР определен Ha всем 
пространстве Г. (Ё„). Доказывается, что обратный оператор F-! 
существует и тоже определен на всем пространстве; этот опера- 
тор определяется формулой 

(Рю) (x) = lim (2л)-"Р ) v (y) et ау. (8) 
N 

Если uy, и Е L, (Em), то справедлива формула Планше- 
реля 

(Рил, Киз) = (ил, Из) (9) 

(круглые скобки обозначают скалярное произведение в Le (Еп)), 
которая показывает, что ‘оператор РЕ —унитарный в [. (Ем). 
В частности, это означает, что операторы Ри Ев L2 (Еш) огра- 
ничены, причем |Ё|=| Fr j= 1. 

Для т=1 перечисленные утверждения доказаны, например, 
в книгах [15] и [39]; для т>1 доказательства аналогичны. 

139



Для последующего важно, что преобразование Фурье функ- 
ции из [.(Ёт) можно определить также и формулой 

(Fu) (x) = jim (Qu)—™/2 (uw (y)e-** dy, (9) 
191 < К 

~ 

где предел по-прежнему понимается в смысле сходимости в Ly (Em). 
Чтобы убедиться в этом, достаточно показать, что (р =Ю/УИ т) 

(2л)—т^? \ и (ие "9 dy 0. (10) 
(¥l<RINQ, 

R50 
Le (Е т) 

Положим 

; u(x), хе (|х|<К)\О,, 
Up (X) = 0 , в остальных случаях: 

очевидно, Up Е [»(ЁЕт). Определяя Рор по формуле (7), видим, 
ЧТО | 

(Fup) (x) = (2n)-™/? \ ие а dy; 
(ly! <RNQ 

соотношение (10) сводится к такому: | Fup |+, (в 0. Но по 
формуле Планшереля 

|For (Е Тов Е) = \ [и (у) Рау= \ |u(y) Pay, 
(у1<^)\ 95 lyl>o 

т) В >55 

а последний интеграл стремится к нулю, потому что и = [, (Ем). 

§ 2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ СИНГУЛЯРНОГО 

ИНТЕГРАЛА 

Здесь и ниже в настоящей главе {2 означает область прост- 
ранства Ет. (конечную или нет — безразлично); мы допускаем и 
тот случай, когда Q=—E£,,. Далее, хи у— точки в En, г=|и-х|, 

= (и— х)/г, так что |©9]|=1; если, скажем, точка x зафиксиро- 
вана, а точка’ у пробегает некоторую окрестность точки х, то O 
пробегает единичную сферу $:. 

Будем рассматривать сингулярные интегралы вида 

\ ae u(y)dy, xe; (1) 
о 

по определению, 

9 | f(x, 9 \ Ear) dy = lim Рио, (2) 
> ON <e) | 

если предел справа существует. 
Функция f(x, ©) называется характеристикой сингулярного 

интеграла (1), функция и— его плотностью, точка х —его полю- 
сом. Дробь К (x, и) =|(х, ©)/r™ называется ядром сингулярного‘ 
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интеграла. Характеристика и плотность предполагаются изме- 
римыми. 

Выведем некоторые достаточные условия существования сингу- 
лярного интеграла (1). Примем следующие допущения: © 

°1) характеристика f(x, ©) ограничена; |{(х, ©) |= С = сопз{; 
2) и= Lip, (2), ге 90<а=|; если область & бесконечная, 

то дополнительно потребуем, чтобы u(x) обращалась в нуль вне 
некоторого шара. 

Окружим точку х шаром некоторого фиксированного радиуса 
5. Этот радиус возьмем столь малым, чтобы названный шар 
вместе со своей границей целиком лежал в ®. Формулу (2) пре- 
образуем к виду 

ее =) u(y) = \ Г ии) dy+ 
о. Q\(r <8) 

. ‚ 9 . ‚ 9 
+ Пт \ LOO) Ty (y) — и (x)] dy +-u (x) lim \ 9) dy. (3) 

e+0 5<г< 6 o> ex<r<6 

Первый интеграл в (3) справа, очевидно, сходится. Далее, в шаре 
r<6 плотность ие ШМра, и потому |и (и) — и (х) | = С:%, С, = 
= const. Второй интеграл справа можно представить в виде 

) И (x, у, =) dy, (4) 
r< 

0, r<e; 

rye U(x, y, в 
(и) | Ка, 9) 2) [u(y)—u(x)], ex<r<6. 

Функция U (x, и, г) не ' превосходит суммируемой функции СС г?-т 
и в интеграле (4) можно перейти к пределу под знаком интеграла: 

lim | U(x, у, e)dy= | U(x, у, 0)dy= 
e—0 r<6 г<б 

© Pe ©) [u (y) —u (x)I dy. 
r<6 

Рассмотрим третий интеграл в (3). Введя сферические координаты 
с центром в точке х, имеем 

6 

F(x, 9) 4 __ dr eS) dy= \ i, 0) dS, \ “= 
& e<x.r<6 . 51 

6 шо \ F(x, 0) 4$; 
5, 

ясно, что предел последнего выражения существует тогда и 
только тогда, когда 

\ f(x, 9) 4$, =0. (5) 
$1 .` 

Таким образом, условие (5) необходимо и достаточно для 
того, чтобы при допущениях 1) и 2) сингулярный интеграл (1) 
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существовал. Ниже условие (5) всегда предполагается выполнен- 
ным. В этом случае сингулярный интеграл (1) можно предста- 
вить. В виде 

(ее) 8) 4 (y) dy - \ 1 9) [и (у) — и (x)] dy + 
r<6 

+ \ u(y) dy, (6) 
Q\(r <6) 

где 6 выбрано так, как указано выше. 
Заметим, что при & —> 0 интеграл (4) стремится к своему пре- 

делу равномерно по х в любой внутренней замкнутой подобласти. 
Отсюда вытекает такое следствие: если характеристика непре- 

рывна на 9х5, и выполнено допущение 2), то сингулярный 
интеграл (1) непрерывен в открытой области QQ. 

$ 3. ТЕОРЕМА ЖИРО 

Рассмотрим интеграл 

w(x, и) dy, (1) 
Q\ (7 <4) 

где <) — конечная область пространства Ёт, « = Q\Qs, так что 
шар г< 6 вместе со своей границей лежит в ©, а функция 
w(x, и) непрерывна и непрерывно дифференцируема no’ x в обла- 

сти (Q x Q)\(r < 5). Найдем производные интеграла (1) по › декар- 
товым координатам точки х. 

Пусть х имеет координаты x4, хо, ..., Xm. Обозначим через 
x’ точку с координатами жи, ..., Хуа, Хх, Й, Хил, ..., Xm} примем, 
что число й достаточно мало по абсолютной величине. Положим 
еще и’ =|и—х'|. Имеем: 

д м \ в, у = 
O\ (7 <4) 

= Him | w(x’, ydy— \ w(x, уч |- 
hwo Q\ (7° <4) Q\(r <5) 

. | , =» \ шо, уе, 94+ 
#—0 oN < 6) 

+ lim + al \ we ddy- \ wl, 94| 
вой Q\(r’ < 6) Q\(r <4) 

Первый предел справа, как нетрудно видеть, равен интегралу 

Ow (x, y) 
ax) dy. 

Q\(r < 6) 
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Исследуем второй предел. Выражение под знаком предела можно 
представить в виде 

1 1 
АТ y) dy — 7 \ we, y) dy, 

О! р. 

где D, и О. — луночки, показанные на рис. 4. Рассмотрим, напри- 

мер, выражение + \ w(x, и) dy. 

Dz 
Введем в D, сферические координаты с центром в точке x. Одна 
из координат есть г;. ее наименьшее значение в О. равно 6. Ha 

части MPN сферы г=б (рис. 4) возьмем какую-нибудь точку 2; 
ее декартовы координаты суть 2. ==х»ь-- 6 с0$ (7, х»). Найдем зна- 

чение величины г=г в точке 2, лежащей на пересечении сферы 
г’=б и луча y=x+A(z—x), проходящего через точки хи 2 

(рис. 4). Соответствующее значение A=A получится из системы 
ур.внений: 

У, ых + (yy — 4 — =8, 
kei 
Yp=Xpr (26 — Хь); k=l, 2, озу т. 

Приняв во внимание, что |2—х|=6б, находим ‘уравнение для A: 

62^2 + 216, cos (г, x;) +h? — 62 =0. 

Точке 2 соответствует значение А. >> 1, поэтому 

~ h h2 he 
A= 0$ (г, х/) У = cos (г, x;)+1 —я = 

=14 4 cos(r, x) 0 (12). 
Теперь имеем 

r=jz—x|=Al|z—x|=A6=5-+hcos(r, х,)--О (12). 
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Интегрирование по D, сводится к интегрированию по части 
MPN сферы r=6 и по г в пределах от 6 до AS: 

в \ ше у dy= + \ Nee 1) dr} dS 
6 р. МРМ 

или, если к внутреннему интегралу применить теорему о среднем, 

a \ w(x, у) dy= \ w(x, y*)[cos(r, x;)+-0 (A)] dS, 
Do MPN 

y* — некоторая точка интервала (2, 2). Аналогично найдем 

+ \ wee Уч = \ w(x, y**) [cos (r', x) +0 (h)] 45%. 
Di MON 

Если й>0, то MPN и МОМ дают в пределе две полусферы, 
которые вместе образуют сферу г=б. В результате получаем 
искомую формулу дифференцирования 

д д 
Oxy \ w (x, у) dy= \ ow sy) Y dy 

J / 
Q\ (Г< 6) Q\(r < 6) 

— \ W (x, y) COS (r, x;) 455; (2) 
Г=6 

во втором интеграле мы заменили обозначение 2 на у. Из фор- 
мулы (2), очевидно, следует, что интеграл (1) непрерывно диф- 
ференцируем в QQ. 

Теорема 7.3.1 OK. Жиро). Пусть ®@ — конечная область про- 
странства En, и це Шри (2), где Oa<il. Пусть, далее, син- 
гулярное ядро K(x, y)=r-™f (x, 0) таково, что |f (x, 0) |= С = 
— const И 

| згад„К (x, у) |= ен, C’= const. (3) 
Тогда о (x) = Lip, (Q'), где 

v(x) = \ и ay (4) 
Q 

и Q’ — произвольная внутренняя подобласть ®. 
Пусть 6 > 0 — любое число, не большее чем расстояние между 

ОФ и dQ’. Представим интеграл (4) в форме (2.6). Слагаемые 
справа в этой формуле обозначим соответственно Uo (х) и an 

По доказанному выше, Up = С“ (9); тем более vp & Lip, (©), 
остается рассмотреть слагаемое 

w(x) = J Ш -и К. 9) dy. (5) 
r<é 
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Пусть х’— произвольная точка в ©’, достаточно близкая к X. 
О бозначая |х’—х|=й, имеем 

ш (х)—ш(х)= \ [u(y)—u(x')] K(x’, y) dy— 
r' <6 

— { (wy) —u(x]K (x, y) dy = 
r<6 

= J ШОК, y)—[a(y) —u(x)] K (x, y)} dy + 
г< 6—1 

+ \ [и (у) — и ТК (х', y) dy — 
(r° <6) I(r > 6—A) 

— J [uy)-u@IK(%, уд. (6) 
§6—h<or<d 

Области интегрирования показаны Ha рис. 5; область интегри- 
рования второго интеграла заштрихована. 

В двух последних интегралах справа подынтегральные функ- 
ции ограничены, а объем области интегрирования имеет порядок 
О (А) и, тем более, порядок О (й°), поэтому 

[и (y) — u(x’) К (x’, y) dy — 
(r°’ <6) (r >6—h) 

— \  [(u@—u(x)) K(x, y)dy|<C,h*, C,=const. (7) 
6—h<er<6 

Первый интеграл в (6) справа pa306bemM Ha два: по шару 
г< 28 и по шаровому слою 21 <г<6—й. Имеем 

|[u (у) — и (x)] K(x, и) | = быт, 

[и (и) —u(x’)] К (x, y)|<Cor’™s 

здесь Cy=const; отсюда 

(u(y) фи СТК (% ¥) dy| = | Beh 8) 
r<2h r< 2h 

C,— постоянная, которую ‘нетрудно вычислить, если воспользо- 
ваться формулой (3.2) гл. 1. Аналогично имеем 

[u(y)—u(x’)] K(x, у dy 
r<2h 

= Со \ ay sm—@° 

r<2h 

Но если г< 21, то r’=|x’—x+x—y|<h+r< ЗА; это показы: 
вает, что шар r<(2h лежит внутри шара г’< ЗА и, следова- 
тельно, 

С \ dy < С, \ dy = (31°; C;=const; 
т“ m—@ 

r<2h r'<i3h 

здесь использована формула (3.2) гл. 1. Теперь 

р Oa ко, 4 = Сие. (9) 
r<i2h 
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Подынтегральную функцию в интеграле по слою 21 <г< 
<6— И преобразуем к виду 

[u (x) —u(x')]K (x, y) +[u(y) —a ИК <", 9) —K (x, 9]. 
Интеграл oT первого слагаемого исчезает в силу формулы (2.5). 
Далее, по формуле Тейлора 

К (x, у) —К (x, у) = (grad, К (Е, у), х— Хх), 

где &— некоторая точка на отрезке, соединяющем точки х и Хх”. 
По неравенству (3) 

K(x", )—К(х, y) [= СВЕ фута. 

Очевидно, что |&—и|>г— И, но в области интегрирования # 
< 1г/2, поэтому |Е—и| > 7/2 и 

LK (x, y) —K (x, |= 2-я, 
Функция и удовлетворяет условию Липшица, поэтому 

Ju (y) — u(x") [< бои" в = бо (ве (3. Cor 
теперь | 

\ ми -и ОИК (х, yy —K (x, yl dy | < 
21<г<6—В 

b—h 

<C,h \ гт-1 dy = Сай \ dS, \ 7-2 dr < C,h®, 
2h<r<b—h $, oh 

Са, C,;=const. (10) 

Из неравенств (7)—(10) вытекает, что | v(x’) — о (х) | = СИ“, где 
C=C,+C.+...+C;. 

Теорема И. И. Привалова 6.5.0 получается из теоремы Жиро 
при m=1. ; 

$ 4. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ СИНГУЛЯРНОГО ЯДРА 

Будем рассматривать случай, когда характеристика не зави- 
сит от полюса. В этом случае сингулярное ядро 

K (x, y) ия 
зависит только OT разности аргументов; будем писать К (x, и) == 

= K(x—y). 
Рассмотрим преобразование Фурье ядра К (2): 

(ЕК) (x) = (2л)-т® | К (2) et 2) dz, (1) 
Е т 

Функция К (2) несуммируема в окрестности каждой из точек 
2=0и г=со, интеграл (1) в общем случае расходится, и мы 
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определим преобразование Фурье ядра К (2) формулой 

(ЕК) (x)= (2л)-" ит (KK (2) ef’) de. (2) 
ree < |1 < № 

Докажем, что предел (2) существует, если х==0 и f (©) ограни- 
чена. Соотношению (2) можно придать и другой вид. Положим 

K(x), "<|х| < №, 
Ker, м (9) -| О в остальных случаях, (3) 

тогда | 

(РК) (х) = (20)-™? fim (РКе, м) (х). (2a) 
№’ со 

Введем обозначения |2|=р, |x|=R, V=z/p, Л=х/В; оче- 
видно, |4 |=|А|=Ти К (z)=o9-"f(— 4). Обозначим еще через 
угол между векторами x и 2. Тогда (x, z2)=pRcosy и 

| №, ФВ созт 

(ЕК) (x) = (2m)-™/2 lim \ #(— “| 
г’—0 
№’ со 1 

a} 451. 
2” 

Во внутреннем интеграле сделаем замену о^ ={, положим еще 
&'/Ю =а, N’/R=N; теперь 

NV —ttcosy 

(ЕК) (x) =(2ny-™? lim \ fF (— %{\ et а] 451. (4) 
М№М = со! 

Формула (4) показывает, что преобразование Фурье сингуляр- 
ного ядра (если это преобразование существует) не зависит от К. 
Будем поэтому писать FK (х) = (РК) (А). Соотношение (4) пред- 
ставим в виде 

1 it COS 

(FK) (у nym Ln vie »{\ —— tl 45. 
e—0 5, eg 

Nog i 

> N —ttcosy 

+ lim уе а 45, (5) 

В силу условия (2.5) имеем 

сч) | a“ al dS, = 
$1 E 

a — it cos 

— фе — dt +- In + 
Si & 

8 

— \ 1 "| зы ——— а 45. 

—
—
 

>.
 

WY
 

a
 || 



Отсюда видно, что первое слагаемое справа в (5) имеет предел, 
равный 

tt cos 

(any Ч И 45 (6) 
: | 

$1 

ясно также, что это слагаемое ограничено независимо от 8. 
Обратимся ко второму слагаемому. Выберем декартовы оси 

координат так, чтобы первая ось прошла через точку Л, а затем 
введем соответствующие сферические координаты. Тогда у = 0. 
Промежуток (0, л) интегрирования по 9, разобьем на два: (0, л) = 
= (0, л/2) | (л/2, л). Соответственно сфера 5, распадется на две 
части, которые обозначим S’ и S": интеграл во втором слагаемом 
в (5) распадется на два интеграла. В первом из них cosy = 0. 
Во внутреннем интеграле сделаем замену ¢COSy=T, тогда 

м eo itcosy Ncosy eit 

\ oat 
t т 

] cos № 

соответственно, 

$ 
1 

Ш \ ат dS,+ 

N 

АС Ч \ at dS, = 

сч) :) cos y 

у N cos p _it 

+ \ 1—3] 145. (7) 8 
Первый интеграл справа в (7) сходится. Во втором внутренний 
интеграл ограничен, потому что сходится несобственный интеграл 
со 

\ те" dt; по известной теореме Лебега можно выполнить пре- 

дельный переход под знаком интеграла. Отсюда следует, что пре- 
дел интеграла слева в (7) существует и равен 

со 
ей cos p 

4 4 451. 
Ss’ i 

Отметим еще, что интеграл (7) ограничен независимо от №. 
Рассматривая интеграл по 5”, где cosy<0, во внутреннем 

интеграле полагаем —?fCOSy=T; дальнейшие рассуждения ана- 
логичны и показывают, что интеграл по 5” ограничен независимо 
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от N и что предел при №М-—со существует и равен 

ис %} = 
$5” 1 

Окончательно, выражение под знаком предела в (5) ограни- 
чено независимо от N; предел существует и равен 

Y 

al dS. 

eo tfcosy __ 1 

(ЕК) (A) = ny? \ F(— »{\ 7 dt + 
$ 0 

Ближе исследуем выражение в фигурных скобках: обозначим 
его через Q(cosy). Пусть cosy>0. Подстановка #с0$ у =т дает 

2» ,-ttcosy ~ —jt | =" — | o —1T 

\ = ; dt = \ = dr=Ino= + \ - dv + \ ar, 
cosy т 

1 cos p cos p 1 

далее, 
1 . cos p 

е” й с05% __ 1 ей" — 1 

\ j dt = \ - dt. 
0 

Отсюда 
1 со 

| е "| d ett а __ Q (cosy) = "ag + \ t+ \ a= 
| 

| ist 
= In cosy — 5 +a, cosy >0, 

1 со 

где а= — \ 1 COST д \ т dt. 
T и 

0 

Если cosy<i0, то положим T=—fCOSY; аналогично пред- 
шествующему wee 

О (cos у) = In ——— 4. 4 На; cosy <0. 
—cosy 

Формулы для Q(cOS) можно объединить: 

| д; 
Q (cos y) = IN Тв] — 5 sign cos y-+-a. 

При подстановке в формулу (8) постоянная а исчезнет в силу 
условия (2.5), и мы получаем окончательную формулу для 
преобразования Фурье сингулярного ядра: 

(ЕК) (А) = 2ny-™” \ (шт — 5. sign cos y)f(— 4) 45, (9) 
$ 

| cos i 
1 
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Из формулы (9) вытекает, что функция (FK) (А) ограничена, 
если [Е Г,(5:), где р — какое-нибудь число, большее единицы. 
Действительно, по неравенству Гельдера 

| (FK) (A) I<{ J | (— Фр 451)" x 

«{\ | In-———- cos leer © sign cos р 45° 

Выберем систему координат, указанную выше, так, чтобы 9, = y. 
Второй интеграл приводится к виду 

7 sin™ y dy X 2л \ [тот leosy] — = sign cosy 

л дл 

x \ ... \ $1073 §,...sind,->» 49...49 то, 
0 0 

что представляет собой конечную постоянную. Наше утвержде- 
ние доказано. 

$ 5.. СИНГУЛЯРНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ В Le 

Рассмотрим сингулярный интеграл 

о = \ Киба \ на, (1) 
En т 

Как и B § 3, примем, что характеристика } (9) ограничена на $1, 
а плотность ие Мро (Ет) и обращается в нуль вне некоторого 
шара. Найдем преобразование Фурье интеграла (1): 

(Ро) (x) = (2л)-"? | ей, >f | K (z—y)u(y) dy} dz. 
Em т 

Нетрудно видеть, что на бесконечности функция v(x) = 
= О (х|-”) и, следовательно, в общем случае несуммируема в Ею. 
В то же время очевидно, что ое [.(Еш), и ее преобразование 
‘Фурье можно определить по формуле 

(Ро) (x)= lim \ е\%290(2) dz, 
№ с [12| < М 

где предел понимается в смысле сходимости в Le (Бм). 
Введем ядро К. м по формуле (4.3) и положим 

Че, м (xX) = \ Ke, м (х— и) и (у) dy. 

Вт 

Из определения сингулярного интеграла следует, что 

Ue, N (x) 5—0, М со о (x); 
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имеем далее . 

(Рог, м) (x) = (2л)-т? \ ет, a | Kew (2—y) u(y) dy\ dz= 
E E 

= (20) ™/2 \ и (и) { \ Ke, n (2 —y) ef 2) 4) dy. 

En En 

Выполнив во внутреннем интеграле замену 2—y=—E£, найдем 

(Рог, м) (x) = (20)? (FKe, м) (x) (Ри) (x). 
Как было доказано в 6 4, функция (FKe, м) (x) > (ЕК) (x) = 
= (РК) (А), оставаясь ограниченной независимо от г и №. В таком 
случае, в смысле сходимости в [. (Еш), справедливо соотношение 

(Fue, м) (х) юм (20)? (ЕК) (А) (Ри) (x) 

и, следовательно, | 

(Fu) (x) = (2п)""? (ЕК) (А) (Fu) (x). ‘(2) 

Для функций, исчезающих вне некоторого шара, формула (2) 
дает новое представление сингулярного интеграла: 

о(х)= | K(x—y) и (и) dy=(F°OFu) (x), Ф=(2л)"?ЕК. (3) Е 
т 

Рассмотрим оператор вида 

(Au) (x) =аи (х- | K (x—y) u(y) dy; 
En 

a=const, К (x—y)=r-™f (8); (4) 

такие операторы будем называть сингулярными. Оператор (4) 
можно представить в виде 

A=F0,F, . 6) 
rye 

Фа (A) = a-+ (20) (ЕК) (A). (6) 
Функцию D,(A) назовем символом оператора A. Нетрудно 

видеть, что Фа (A) обладает свойствами символа, указанным в$4 
гл. 6. Действительно, если 

(Bu) (x) = bu (x)+ | L(x—y) uly) dy; L(x—y)=r-ng 0, 
TO ” 

(A+B) и (x) = (а- 6) и + Ке- УЕ (х— у] и (а 

Darn (А) =а-- 6 + (2m)"? F (K +L) (A) = Da (A) + Фв (A). 
Далее, в соответствии с формулой (5) B=F-!M,F. Ho тогда 
АВ=Р\Ф.РЕ-ФВЕ = F4O,DzF; отсюда видно, что Фав = ФаФв. 
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Отметим еще, что BA=F4O,0,F=AB, так что сингулярные 
операторы вида (4) коммутируют. Наконец, если А=/[, то a=1 
и К(х— и) =0; в этом случае Фа. =Ф,=1. 

Из представления (5) непосредственно вытекает следующая 
теорема. | 

Теорема 7.5.1. Если символ сингулярного оператора ограничен, 
то самый оператор ограничен в [> (Ет), и его норма не превосходит 
верхней грани значений символа. 

Действительно, пусть |Фл (А) |= М = соп${. По формуле (5) 
Au=F—"@,Fu. Вспоминая, что |ЁР|=|Р-|=1, находим | Аш |= 
= |ФРи |= М|Ри|=М || и, следовательно, | A|< М. № 

Следствие 7.5.1. Если характеристика сингулярного опера- 
тора (4) [= Г,(51) при некотором р>1, то этот оператор 
ограничен в Lo (Em) 

Нелишне отметить, что теорема 7.0.1 и следствие 7.5.1 дока- 
заны только для сингулярных операторов вида (4), у которых 
как коэффициент а, так и характеристика { не зависят OT по- 
люса x. 

Теорема 7.5.1 позволяет расширить сингулярный оператор вида 
(4), символ которого ограничен, на все пространство [.(Еш), 
причем норма этого оператора при таком расширении не изме- 
няется. Ниже, говоря о сингулярном операторе с плотностью 
ие Г. (Еп), мы будем под сингулярным оператором . понимать 
упомянутое здесь расширение. 

Пусть © — произвольная область пространства Ев ииеЕД. (QQ). 
Сингулярный интеграл 

\"Фиф4, «EQ, (7) 
2 

определим так: положим 

и (у), уе и (y ‚=. 0, о о лы (0) dy хеЕЕ, (8) 

и будем понимать под интегралом (7) сужение функции 9: (x) Ha 
область Q. 

Теорема 7.5.2. Сингулярны: оператор 

(Agu) м + | риа, x EQ, (9) 

ограничен в Lo (62), если его символ ограничен {в частности, если 
его характеристи ка f = Ly (Si), р> 1). 

Обозначим Ф (A) =a-- (FR) (A), где K(x—y)=r-f (0), функ- 
цию Ф (A) будем называть, хотя это и не совсем точно, символом 
оператора (9). Используя обозначения (8), получаем в силу тео- 
ремы 7.5.1 

\ | vy (x) P dx =< М? \ | wy (x) |? dx = M? (| u(x) |? dx; 
Q Em En 
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тем более 

То (x) Р dx = M? §]4 (x) P dx. 
Q о 

Замечание. Можно указать некоторое достаточное условие ограничен- 
ности сингулярного оператора в Г. и в более общем случае. Пусть сингуляр- 
ный оператор имеет вид 

(Au) (x) == a9(x) и (+ \ Le), (y) dy. (10) 
En _ 

Пусть, далее характеристику можно разложить в ряд вида 

[ (6) = 2 Gn (x) fn (8), (11) 

причем каждая из функций f, удовлетворяет условию (2.5), Так что 

\ fn (0) dS; =0. Рассматривая f, (6) как характеристику некоторого сингуляр- 

‘O1 

ного интеграла, построим соответствующий символ 

Ф, (A) -\ [in <a — SF sign cos | fa (— 4) dS. (12) 
1 

Очевидно, оператор (10) ограничен в 2. (Ет), если сходится ряд 

UB Lay (2) + У SUP [4a (8) | sup | Dy (A) |; (13) 
n=1|* 

при этом норма указанного оператора не превосходит суммы ряда (13). Ана- 
логичное утверждение справедливо, если заменить пространство Ey, любым 
его измеримым множеством QQ. 

Отметим такой случай. Обозначим через Г» ($1) подпростран- 
ство функций из [. (5,1), ортогональных к единице; любая функ- 
ция из [. ($1) удовлетворяет условию (2.5). Пусть функции f,, вхо- 

дящие в разложение (11), принадлежат подпространству Г.» ($1) 
И образуют в нем ортонормированную систему. По доказанному 
в $ 4, |Ф, (А) = С, где С — постоянная, равная величине 

uw It 

| \ \.. Ain Tosa — © sign cos y| sin™-*y x 
0 0 

x sin®™-3 Oy... SIN bm» dy dB, ... dBm) 

В этих условиях оператор (10) ограничен в L2(E,,), если схо- 
дится ряд 

У} sup | an (9 (14) 
n=0*E m 

норма оператора (10) при этом He превосходит произведения 
суммы указанного ряда на постоянную С. 
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$ 6. О ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИИ ИНТЕГРАЛОВ СО СЛАБОЙ ОСОБЕННОСТЬЮ 

Пусть ® — область пространства E,,, которую для простоты 
предположим конечной. Рассмотрим интеграл со слабой особен- 
HOCTbIO 

x w(x) =| 2& £69 yy) dy, =4*, xEQ, (1) 
Q 

где A<m—1, a @ как функция независимых переменных хи 0 
непрерывно дифференцируема по декартовым координатам этих 

точек на 92XS,. Если А=тр—1, то формальное дифференциро- 
вание интеграла (1) дает расходящийся интеграл. Этот случай 
и рассмотрим. 

Теорема 7.6.1. Пусть и & Шра (2), О< “< 1, a @(x,. 8) обла- 
дает свойствами, перечисленными выше. Пусть 

0 
№ =) = \ ane 0) и (и) ау; x GQ. (2) 

Тогда существуют и непрерывны в ®@ произвольные >, j=l, 

2, ..., т; их можно вычислять по формуле 
д д ‚ 0) ии -и (9 \ 0, Hcos(r, x) 43» (3) 

QQ 1 

в которой первый интеграл — сингулярный. Если, кроме того, 
02 д | Q (x, || =<. С = const, (4) 

Ox; OXp rm-i1 гт+1 9 

и производные (4) непрерывны при хэ=у, то Е Lips (9), 

где ©’ — произвольная внутренняя подобласть 2. 
Имеем w (x) = Шт и, (x), где 

2—0 

‚ 6 и. (= \ Зи. (5) 
$ (7<Е) 

По формуле (3.2) 
ди) __ д ф(Х, 6) 
ax, — ie (ae | u(y) dy — 

Q\ (7 <e) 
— \ (x, 8) со$ (г, х/) = ("-® ц (у) а$.. 

r=€ 

Но e-("-1) dS, =dS,, а во втором члене у =x-+ 69, ве S,, поэтому 
последней формуле можно придать вид 

ди: _ 8 [Ф(х, т _ 
Oxy; — \ al rm—1 и (у) dy 

Q\(r <e) 

— \ p(x, 6) и (х-| =0) со$ (г, x;)dS;. (6) 
51 

Докажем, что при =-—>0 выражение (6) равномерно стремится 
к правой части формулы (3). Это очевидно для поверхностного 
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интеграла в (6), который равномерно стремится к величине 

и (х) \ p(x, 0) cos (r, х,) 451, 
$1 

и остается рассмотреть объемный интеграл. 
Введем следующие обозначения. Через 0’ф/дх, обозначим 

производную от ф, вычисленную в предположении, что ги 0 не 
зависят от х,, а через д”ф/дх; — производную, вычисленную в пред- 
положении, что ф зависит OT xX; только через посредстве г и 0. 
В этих обозначениях 

д х, 0 O’p (x, 6) 1 | wltetleow= | Beare ayt 
O\ (7 < =) QN (7 < &) 

д” x, 6 + \ ею. 0) 
Q\ (7 <e) 

Первый интеграл справа равномерно стремится к несобственному 
интегралу 

д’ф (x, 6 ] т иги (0) dy. 
22 

Ядро второго интеграла можно, очевидно, представить в виде 
г т} (x, 0). Докажем, что полученная таким образом функция 
f(x, 0) удовлетворяет условию (2.5). Нумерацию декартовых 
осей координат временно выберем так, чтобы | =1. Если теперь 
ввести сферические координаты по формулам (2.1) гл. 1, то от 
X, будут зависеть только г и Oy; остальные угловые координаты 
от x, не зависят. Действительно, 

0-1 == агсе тт 9, агсй oma 1 *m—t 
тЪ-1 тат’ moa 5 (Ит-з—Хт_2) COS Эти’ 

— Уз —Хз .., 92 =arctg nx) cos Oy 

В таком случае 
Or дф Od f(x, )\=—(m—1lo(% Ya-+r sa 

д — 

Далее, oe = A—4A = — cos 0,; дифференцируя еще раз, получим 

. 09 | (хм — 1) sin? 9 
я п 

отсюда O0,/dx,=r-tsin 9, и, следовательно, 

f (x, 0) =(т— 1) фсо$ 9, + <2 sin 0. 
J 

Составим интеграл (2.5): 
2л л 

(F(x, 6) 48, = | dOn_1 {sin и Фив... 
$ 0 0 

... \ $117-3 $. dd. \ | (m —1) @cos Я 5 sin $ | $11”-2 }, dd). 
0 0 
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Внутренний интеграл равен 
л 

д 
\ Oa, [sin™-' bq (x, 0)] dd, =0, 
0 

и наше утверждение доказано. 
Коль скоро условие (2.5) выполнено, второй интеграл справа 

в формуле (7) стремится к сингулярному интегралу 

\ = (25-2 [и (9) dy 
Q 

и, как было отмечено в $ 2, это стремление равномерно в 0’, 
где 62’ — любая внутренняя подобласть области ®. Таким обра- 

зом, в ©’ выражение OW,/OX; равномерно стремится к правой 
части формулы (3). Отсюда следует, что в @ существует и непре- 
рывна производная Ow/Ox;, и эта производная определяется фор- 
мулой (3). Тем самым доказана первая часть теоремы; ее вторая 
часть есть простое следствие теоремы Жиро. Hi 

Теорема 7.6.2. Пусть функция ф (0) непрерывна и непрерывно 
дифферениируема по декартовым координатам точки 0 на S,, и 
пусть ие [. (2), где ® — конечная область пространства Ep. 
Интеграл со слабой особенностью 

о = | ити ay | (8) 
о 

имеет обобщенные первые производные ди/дх, е= L, (52), определяе- 
мые формулой 

д д 6 
Ba = \ дк [т] 1 (y) dy—u ) | ф (0) cos (r, x,) dS. (9) 

Q 1 , 

Усредним функцию U(x); пусть и»(х) — соответствующая срел- 
няя функция. Положим 

6 w(x, A) = \ SO un) ay. (10) 
Q 

По теореме 7.6.1 в ® существуют и непрерывны производные 

ме | [SE | мн (9) dy — un (9) \ 9 (6) cos (r, #1) dS. 
Q 

Ox; 
$. 

(11) 
Оператор в правой части формулы (9) ограничен в L, (Q), 

это вытекает из теоремы 7.5.2; по теореме 1.3.2 ограничен в Г. (52) 
и интегральный оператор (8). С другой стороны, и, (x) ag U (x) 

в метрике Lez (52) (теорема (2.2.3), поэтому в той же метрике 
w(x, h)—+>w(x), а ды (х, h)/Ox; стремится к правой части фор- 
мулы (9). Теперь существование обобщенных производных OW/Ox,, 
а также формула (9) вытекает из тёоремы 2.5.1. 

Теоремы 7.6.1 и 7.6.2 верны и для одномерных интегралов, 

если 
] 

any Заменить на In—. 
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Глава 8 

УРАВНЕНИЯ И КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ 

§ 1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ВЫРАЖЕНИЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ 

УРАВНЕНИЕ 

В самом общем случае дифференциальное уравнение в част- 
ных производных с т независимыми переменными можно напи- 
сать в виде 

=0 4) Ou ди 0?и д№и \' 
Pm, Xo, ..., Xm, И a, on 9 8889 Dg ау eves В. 

OX, OXm OX, Ox, 

Наивысший порядок Rk производной от неизвестной функции, 
входящей в дифференциальное уравнение, называется его поряд- 
ком. Нетрудно написать также общий вид системы дифферен- 
циальных уравнений в частных производных. - 

В этой книге рассматриваются главным образом линейные 
уравнения в частных производных второго порядка. Как и в пред- 
шествующих ‘ главах, совокупность значений переменных 
(%1, №, ...,.Ат) будем рассматривать как точку х т-мерного евкли- 
дова пространства £,, с координатами №, хо, ..., Xm. 

В уравнениях, связанных с задачами физики, независимые 
переменные часто суть время и пространственные координаты; 
для их обозначения мы иногда будем пользоваться буквами f, 
х, Y, 2 

Линейное уравнение второго порядка с неизвестной функ- 
цией и и с независимыми переменными Xj, хо, ..., Xm В самом 
общем случае имеет вид | 

ы Ain) зак +У Ag (2) 35 + Ao (x) и= К. (2) 

где Aw. Ay, Ao, | суть заданные функции OT х. 
Уравнение (2) на самом деле содержит при j= не отдель- 

Ou д?и 
ные слагаемые А), ——— x, Ox, И Abi Bey Om а их сумму (Aj, + А) X 

2 

X= ix, Ox, . Выражение A;,-+ A,; можно разбить на два слагаемых 

каким угодно способом, и мы всегда будем считать, что 

Ав; (x) = Ар» (x), (3) 

так что матрица коэффициентов при вторых производных («мат- 
рица старших коэффициентов») оказывается симметричной. Эта 
матрица в дальнейшем будет играть весьма важную роль. 

Левая часть уравнения (2) называется дифференциальным 
выражением второго порядка. 
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Функция f (x), стоящая в правой части уравнения (2), назы- 
вается его свободным |членом. Как обычно, различают уравнения 
однородные, когда f (x) =0, и неоднородные, когда [(х) == 0. 

Рассмотрим некоторые примеры. 
1. Уравнение колебаний струны 

0? 0? 

oF — Beal 0. (9) 
Здесь т=2, свободный член f(x, #) пропорционален внешней 
силе, действующей в точке х струны в момент времени #. Мат- 
рица старших коэффициентов имеет вид 

1 0 
| fy, (5) 

В более сложном случае, когда струна колеблется в среде 
с сопротивлением, пропорциональным скорости, уравнение коле- 
баний струны записывается так: 

ди eg Shh M =i (x, t), h=const. (6) 

Матрица старших коэффициентов по-прежнему имеет вид (5). 
2. Уравнение колебаний мембраны 

0? 0? 0? 
Sr (5+5) = у, 1). (7) 

Матрица его старших коэффициентов имеет вид 

l 0 0 

0 —a 0. | (8) 
0 0 — 2? 

3. Для уравнения теплопроводности 

ди д?и ди ди Вр (+ а) = 9, 9 (9) 
матрица старших коэффициентов имеет вид 

0 0 0 0 

0 —1 0 0 

0 0 —1 0 

0 0 0 —1 

4. Для уравнения Лапласа 

(10) 

1 0. | Aum © a =i (x) (11) 

матрица старших коэффициентов есть единичная матрица по- 
рядка т. 
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5. Уравнение 

д? 
(1 +y)? 5ж— 2х9 see (1+ xe 4 a = (12) 

имеет матрицу старших коэффициентов 

| у? 7) 
—xy 1-х?’ (13) 

§ 2. КЛАССИФИКАЦИЯ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Уравнения второго порядка в частных производных класси- 
фицируются в зависимости от свойств характеристических чисел 
матрицы старших коэффициентов данного уравнения. Напомним, 
что характеристические числа матрицы 

Ay Ais eee Ain 

Аи Аз eee Aon 

Amn Ans eee Ann 

суть корни уравнения (/ —единичная матрица) 

А! — А Ay ... Ain 

Det (A — Al) = Aa Ase — A ue. Aen — 0 

An Ane eo Ат-А: 

и что ‘все характеристические числа симметричной матрицы веще- 
ственны. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение, несколько более 
общее, чем уравнение (1.2) 

р Ар» (*) = me cee + 

+ O(x, №2, ‚оо у Xmy Ц, 

А = 

ди ди ди 
Ox, ’ Ox, ’°°**? м) =0, (1) 

где Ф — произвольная функция своих аргументов. Зафиксируем 
некоторую точку х, в которой определены коэффициенты урав- 
нения (1), и пусть в этой точке матрица его старших коэффи- 
циентов имеет & положительных, В отрицательных и yp нулевых 
характеристических чисел; очевидно, &-|-В--)=т. Будем гово- 
рить в этом случае, что в рассматриваемой точке х уравнение (1) 
принадлежит к типу (a, В, y). Уравнение (1) принадлежит к типу 
(a, В, y) на некотором точечном множестве, если оно принадлежит 
к типу (a, В, y) в каждой точке данного множества. Очевидно, 
если старшие коэффициенты А;„ в уравнении (1) постоянные, то 
тип этого уравнения один и тот же во всём пространстве. Если 
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изменить знаки всех членов. дифференциального уравнения, то 
числа © и В поменяются местами, поэтому будем считать тожде- 
ственными типы (%,.В, py) и (B, а, 1). 

Рассмотрим в качестве примеров уравнения нп. 1—5 пред- 
шествующего параграфа. В примерах 1—4 матрицы старших коэф- 
фициентов — диагональные и их характеристические числа совпа- 
дают с элементами главной диагонали. Отсюда сразу видно, что 
в любой точке пространства уравнение струны имеет тип (1, 1, 0), 
уравнение мембраны — тип (2, 1, 0), уравнение теплопроводности — 
ТИП {er 0, 1), уравнение Лапласа в т-мерном пространстве — тип 
(т, 0, 0 

Характеристические числа матрицы (1.13) суть корни урав- 
нения 

l+y>—-A о м | 
— ху 1 —л| ’ “ 

они равны . 

М=А-х- 2, A=. 

Отсюда видно, что в любой точке (ху) уравнение (1.12) имеет 
тип (2, 0, 0). 

Нетрудно указать уравнения, тип которых в различных точках 
может оказаться различным. Таково, например, уравнение Трикоми 

2 

Y 3a + д = 0. (2) 

Матрица его старших коэффициентов. 

0 1) | 
имеет характеристические числа ^. =1, Ag=y, поэтому названное 
уравнение имеет при y>O тип (2, 0, 0), при у 0 — тип (1, 1, 0), 
а при у=0О— тип (1, 0, 1). 

Три из рассмотренных здесь типов уравнений в частных про- 
изводных играют в математической физике особую роль. 

А. Тип (т, 0, 0) = (0, т, 0) называется эллиптическим. Урав- 
нение (1), следовательно, принадлежит к эллиптическому типу 
в данной точке, если в ней все характеристические числа матрицы 
старших крэффициентов ‘отличны от нуля и имеют один и тот же 
знак. 

Важнейшим примером уравнения эллиптического типа является 
уравнение Лапласа. Эллиптическим является ‘уравнение (1.12), 
а также уравнение Трикоми при у>0. 

Б. Тип (m—1, 0, 1) = (0, т— 1, 1) называется лараболическим. 
Таким образом, уравнение (1) принадлежит в данной точке к пара- 
болическому типу, если в этой точке матрица старших коэффи- 
циентов имеет одно характеристическое число, равное нулю, а все 
остальные — отличные от нуля и одного знака. 
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Важнейшим примером параболического уравнения является 
уравнение теплопроводности, которое мы здесь напишем в виде 

9 т—1 3 

Ц Ц 

Ro — Oat — f (x). (3) 
=1 

Частным случаем уравнения (3) является уравнение (1.9). К пара- 
болическому типу принадлежит уравнение Трикоми при y=0. 

В. Тип (m—1, 1, 0) = (1, т— 1, 0) называется гиперболическим. 
Уравнение (1) будет, следовательно, гиперболическим в данной 
точке, если в этой точке характеристические числа матрицы его 
старших коэффициентов все отличны от нуля, причем одно из 
этих чисел отличается по знаку от всех остальных. 

Важнейший пример гиперболического уравнения — это волно- 
вое уравнение | 

ay Ne Ц Ц 

oe — 2 дя =I): (4) 
k=1 

его частными случаями являются уравнения колебаний струны и 
мембраны. К гиперболическому типу принадлежит и уравнение 
Трикоми при и< 0. 

Важность выделенных здесь трех типов уравнений в частных 
производных — эллиптического, параболического и `гиперболиче- 
ского — определяется двумя обстоятельствами. С одной стороны, 
все до сих пор известные задачи физики приводят, как правило, 
к уравнениям названных типов; с другой стороны, теория этих 
уравнений разработана с несравненно большей полнотой, чем 
теория уравнений в частных производных других типов. 

Уравнения типа (a, В, 0), где “=2 и В—2, часто объеди- 
няют под общим названием ультрагиперболических. Простейшее 
ультрагиперболическое уравнение имеет вид 

д?и д?и ди ди _ 
д ' 08 Ox? Ox} 

Эллиптические, параболические и гиперболические уравнения 
мы будем рассматривать как уравнения математической физики. 

Имеется довольно много работ, посвященных уравнениям так называемых 
«смешанных» типов, т. е. уравнениям, тип которых может меняться от точки 
к точке. Подробно об этом см. в [35] и [41]. Появился ряд работ, в которых 
изучаются уравнения типов (a, 0, у) («эллиптико-параболические уравнения»), 
Из работ этого направления укажем статью [52]. . 

Если уравнение (1) принадлежит к некоторому типу (a, В, y), 
то будем говорить, что дифференциальное выражение, стоящее 
в левой части этого уравнения, принадлежит к тому же типу. 
Можно, в частности, говорить об эллиптических, параболических, 
гиперболических дифференциальных выражениях. 

Классификацию по типам можно распространить и на общие 
нелинейные дифференциальные выражения второго порядка; как 
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оказывается, в этом случае тип зависит не только от точки 
пространства, но и от той функции, которая подставлена в диф- 
ференциальное выражение. 

Пусть и (х) — некоторая функция. Обозначим р; =ди/дх,, ру» = 
= д?и/дх,дхь. Рассмотрим нелинейное дифференциальное выра- 
жение 

Е (х, И, Pr eee, Dm, Pir P12 coe, Pmm) (5) 

и составим симметричную матрицу 

ОЕ!0ру, k= р 

An Ш = окр be]. (6) 

Будем говорить, что в точке х на функции и дифференциальное 
выражение (5) принадлежит к типу (a, В, }), если матрица вели- 
чин (6) имеет х положительных, В отрицательных и у нулевых 
собственных чисел. Как и в линейном случае, .не различаются 
типы (a, В, y) и (В, а, ). Далее, выражение (5) называется 
эллиптическим, параболическим или гиперболическим в точке х 
на функции и, если соответственно (a, В, y) совпадает с (т, 0, 0), 
(m—1, 0, 1) или (m—I, 1, 

Понятие типа, естественно, распространяется и на уравнения 
вида 

F (x, и, Pry ..., Рт, Pits Pia, ooey Pmm) = 0 (7) 

с той лишь разницей, что тип уравнения уместно определять не 
на произвольной функции, а только на решении этого уравнения. 
В частности, уравнения (7) эллиптично, параболично или гипер- 
болично в точке х на некотором решении и, если дифференциаль- 
ное выражение F эллиптично, параболично или гиперболично 
в точке х на функции и. 

Для примера рассмотрим играющее важную роль в геометрии 
дифференциальное уравнение минимальных поверхностей 

ди \2} Ou ди ди Ox ди \2] Ou 

+(e) [ая — зн tee знак +1 +(e) ame © 
В данном случае матрица (6) имеет вид 

a ree) _ Ou _ Ou. 
о 2 — , 

— рр, 1+ 7) Ох 
] ‘1 ~~ “OX, ’ 

ee собственные числа 1+ pi+p; и 1 положительны. Отсюда сле- 
дует, что в любой точке плоскости EF», и на любом своем решении 
уравнение минимальных поверхностей — эллиптическое. 

В качестве второго примера рассмотрим на двумерной плос- 
кости уравнение Монжа — Ампера 

rt—S=/ (X41, Хз), | (9) 
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где в соответствии с обозначениями, принятыми в дифферен- 
циальной геометрии, положено 

ди ди ди 
= Ры = да, S=Pu= Arg, Г=Рз= да. 

Матрица (6) для уравнения (9) имеет вид 

oar 
ее собственные числа суть корни уравнения А? — (r + ¢) A-Lrit — s?=0, 
или A?—(r+t)A+f (x1, х2) =0. Отсюда следует, что в любой 
точке (х1, х2) и на любом своем решении уравнение Монжа — 
Ампера эллиптическое, если f (x1, хз) >0, параболическое, если 
f (%1, №2) =0, и, наконец, гиперболическое, если f (x1, Хх) < 0. 

$ 3. КРАЕВЫЕ УСЛОВИЯ И КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ 

Желая полностью охарактеризовать физическую задачу, мы 
не можем ограничиться только дифференциальным уравнением; 
необходимо добавить некоторые дополнительные соотношения, 
которые обычно носят характер так 
называемых краевых или граничных + 
условий. 

Поясним сказанное на простых при- 
мерах. Колебания струны описываются 
уже известным нам дифференциальным 
уравнением 

ди Pu 
ape Uae = (x, р. (1) 

Допустим, что струна имеет длину [ и __ — 
в состоянии равновесия она занимала 
отрезок [0, /] оси x. Далее допустим, 
что в момент времени #=0 струна 
была выведена из положения равновесия 
и начала колебаться. Задача состоит в том, чтобы исследовать 
отклонение u(x, Г) точки струны с произвольной абсциссой 
хе[0, Д и в произвольный момент # > 0. Иначе говоря, функция 
u(x, #), удовлетворяющая уравнению (1), должна быть определена 
на плоскости переменных x и [в области, изображенной на рис. 6. 
Граница этой области состоит из отрезка [0, J] оси хи из двух 
лучей х=0, Ё>0и х=[, t>0. 

Единственными данными в дифференциальном уравнении (1) 
являются величина 4, которая определенным образом зависит от 
физических свойств струны (от ее плотности и натяжения), и 
функция f (x, #), характеризующая внешнюю силу, которая в момент 
времени ¢ действует на точку х струны. Но уравнение (1) не 
содержит, например, никакой информации о том, каким образом 
струна была выведена из положения равновесия, а также о том, 

5 < 8 

Рис. 6 
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каково состояние концов струны; они могут быть жестко закреп- 
лены или, наоборот, свободны; может случиться, что концы струны 
не закреплены, но их перемещения стеснены теми или иными 
ограничениями. Указанная информация должна быть сообщена 
особо. 
. Пусть точке x струны 0<х=] сообщены начальное смеше- 
ние Q(x) и начальная скорость @, (x). Тогда искомая функция 
u(x, Г должна удовлетворять соотношениям 

ди 
“| ==. Фо (Х), OF р =9,(x%) O<x<l. (2) 

Пусть еще известны законы. колебания концов струны: пусть 
в момент времени [0 смещение левого конца струны равно 
р, (1), а смещение правого конца — Wo (0). Тогда должны выпол- 
няться еще соотношения 

и [5-0 =: (1), и |= (©. (3) 

Условия (3) нет нужды ставить, если струна бесконечная, т. е. 
если она в состоянии равновесия заполняет всю ось Ох. Допол- 
нительные условия (2) и (3) должны выполняться на линиях 
[=0, x=0, x=/, т. е. на границе области (см. рис. 6), в KOTO- 
рой должна быть определена функция u(x, И. По этой причине 
указанные условия и называются граничными или краевыми. 

Заметим, что условия (2) и (3) не вполне независимы: если 
требовать, чтобы искомая функция u(x, # была непрерывной не 
только внутри, но и на границе области своего определения, то 
необходимо, чтобы 

Po (0) =, (0), Фо (1) = (0). (4) 

Соотношения (4) называются условиями согласования. Они выте- 
кают из требования, чтобы смещение концов струны было непре- 
рывным в начальный момент времени. 

Если требовать, чтобы на границе области (см. рис. 6) были 
непрерывны также некоторые из производных функций и (x, В, 
то могут возникнуть новые условия согласования. Так, если 
требовать непрерывности первых производных, то необходимо 

фа (0) =: (0), $, (0 = (0; (4a) 
если требовать непрерывности вторых производных, то по- 

являются условия 

фи (0) — apo (0) =F (0, 0), $ (0) — apo (2) =РС, 0). (46) 
Ниже (гл. 21) будет показано, что при достаточно слабых 

ограничениях на данные уравнение (1) имеет одно и только одно 
решение, удовлетворяющее начальным условиям (2) и краевым 
условиям (3). Это означает, что уравнения (1)—(3) содержат всю 
информацию, необходимую для исследования явления колебаний 
струны (решение единственно), и не содержат избыточной, проти- 
воречивой информации (решение существует). 
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Рассмотрим еще один пример. Пусть некоторое однородное 
изотропное тело занимает в-трехмерном пространстве координат 
Х1, Xe, Хз область 9, ограниченную поверхностью Г. Допустим, 
что в этом теле распределены источники тепла интенсивности 
F (х1, Хо, Хз), не зависящей от времени. Это означает, что в любой, 
подобласти ©’ <Q за любой промежуток времени длительности Of 
выделяется количество тепла, равное 

6 \ F (x) dx. 
0’ 

Допустим, что в теле установилось стационарное, т. е. не зави- 
сящее от времени, распределение температур. Тогда температура и 
в точке X= (х1, Xe, Хз) удовлетворяет неоднородному уравнению 
Лапласа 

ди Set Set 5 = = Е, (5) 
где функция f(x) только постоянным множителем отличается OT 
Е (х). Одного дифференциального уравнения (5) недостаточно, 
чтобы вполне определить распределение температур в теле 9; 
это видно хотя бы из того, что уравнение (5) имеет бесконеч- 
ное множество решений. Необходима дополнительная информация, 
Ее можно получить, например, так. Поверхность Г рассматри- 
ваемого тела доступна для наблюдений, и в любой ее точке тем- 
пературу можно измерить. Допустим, что измерена температура 
во всех точках поверхности Г, и пусть в точке x е= Г темпера- 
тура и равна ф (х). Тогда получаем дополнительное краевое условие 

и|г=Ф(х), хЕГ. (6) 
Ниже будет показано, что задача (5) — (6) имеет, в довольно 

широких условиях, одно и только одно решение. 
В неоднородной и неизотропной среде стационарное распре- 

деление температур описывается более общим уравнением вида 
3 
1  O Ou 

— У Oy (Aj (x) ee) Hh, (7) 
J, k=1 

которое, так же как уравнение (5), — эллиптическое. Задачу 
интегрирования уравнения (7) (в частности, уравнения Лапласа (5)) 
при краевом условии (6) называют задачей Дирихле. 

Дополнительная информация для уравнения (7) может описы- 
ваться краевыми условиями, отличными от условия (6). Так, если 
известно, что в точке х == Г интенсивность теплового потока равна 
заданной функции vp, (x), то 

ди 

Ox? 

3 

Ou У Aa Fe 008, | = (9), (8) 
j,k=1 г 

где p(x) отличается от %p, (х) только некоторым постоянным мно- 
жителем, а у— внешняя нормаль к поверхности Г. Для уравнения 
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Лапласа Aj,=5;,, и краевое условие (8) принимает вид 

oe pa} (5). (9) 

Задача (7) — (8) (в частности, задача (5), (9)) носит название задачи 
Неймана. 

Задачи Дирихле и Неймана можно ставить не только в трех- 
мерном, но и в любом т-мерном пространстве. 
` Дадим теперь общую формулировку понятий краевых условий 
и краевой задачи. Пусть дано некоторое дифференциальное урав- 
нение в частных производных 

Lu=} (x). (10) 
Будем считать, что решение этого уравнения подлежит опреде- 
лению в некоторой области & пространства E,,; границу этой 
области обозначим через Г. На всей границе Г или на некоторой 
ее части задаются значения одного или нескольких дифферен- 
циальных выражений от искомой функции 

G,u|r=@, (x), R=1, 2,..., [. (11) 

Уравнения (11) называются краевыми условиями, а задача об 
интегрировании дифференциального уравнения (10) при краевых 
условиях (11) называется краевой задачей. 

$ 4. ЗАДАЧА КОШИ 

Для уравнения (1.2) задача Коши ставится следующим образом. 
В пространстве переменных ж, Xe, ..., Xm задана некоторая глад- 
кая поверхность Г. С каждой точкой x = Г связывается некоторое 
направление A, некасательное к Г: В окрестности (односторонней 
или двусторонней) поверхности Г требуется найти решение урав- 
нения (1.2), удовлетворяющее так называемым условиям Коши 

ulp=oo(x), 5. |= $ (2). (1) 
Здесь Фо (x) и ф, (xX) — функции, заданные на Г; будем считать, 
что , (х) — непрерывная, а Po (x) — непрерывно дифференцируемая 
функция. 

Функции Фо (х) и ф, (X) называются данными Коши, а Г- по- 
верхностью, несущей данные Коши, или просто поверхностью Коши. 

Заметим, что краевые условия (3.2) суть условия Коши для 
уравнения колебаний струны; роль поверхности Коши играет 
сегмент [0, /] оси x. 

От краевых задач, рассмотренных в $ 3, задача Коши отли- 
чается тем, что здесь заранее не указывается область, в которой 
должно быть определено искомое решение. Тем не менее, мы 
будем рассматривать задачу Коши как одну из краевых задач. 

В дальнейшем окажется полезным следующее замечание: зная 
условия Коши (1), можно найти значения всех первых произ- 
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водных искомой функции на поверхности Коши Г (рис. 7). Для 
доказательства возьмем на Г произвольную точку х и построим 
в ней местную систему координат Ху, Х., ..., Xm. Так назы- 
вается система декартовых координат, начало которой находится 
в точке х, оси Xy, Xe, ..., Amy расположены в (m— 1)-мерной 

А т 

Ат-1 

Рис. 7 

плоскости, касательной к Г, в точке х, а ось Хи направлена по 
нормали к Г в той же точке (см. рис. 7). Зная значение функ- 
ции U = Фо'(х) на Г, сразу найдем производные по Ху, Xe, ..., Xm4 

ди __  OPo _ | 
OX, г OXp? k=l, 2, sees т— 1; 

далее, | 

u Va Ц Ц 

Ф: (*) = = 2 эх, С9$ (^, Х»). 
k=1 

Угол (A, X) отличен от прямого, потому что направление A — нека- 
сательное к Г. Но тогда cos(A, Хи) ==0, и последнее равенство 
дает значение недостающей производной: 

т—1 
ди __ 1 Oo 
OXm |E ~~ eos (Л, X m) 1 (x) — 2 OX, COS (A, Х,)]. 

Зная производные в местной системе координат, мы найдем 
значения производных в системе координат №, Xo, ..., Xm ПО 
формуле 

д чо u % и 
OxXp = У OX) COS (Х, Xp) 

ro j=l Г 

Задачу Коши можно ставить для уравнений, значительно более 
общих, чем (1.2), а также и для систем уравнений в частных 
производных. 
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Изменим несколько обозначения, и пусть общее число незави- 
симых переменных равно т--1; одну из переменных обозначим 
через #, остальные — через хи, ..., Xm. Совокупность переменных 
(x1, ..., Хт) будем рассматривать как точку хе E,,. Рассмотрим 
систему уравнений в частных производных, вообще говоря, нели- 
нейную 

У 
ay uy 

at”? 
=F j(t, Xj Uy... им... , DO ц,,...), (2) 

д’ 

подчиненную требованию, чтобы в [-м уравнении было у, < п; и 
Vet|a|<n, Сразу же отметим, что произвольную систему: 
уравнений в частных производных нельзя привести к виду (2). 
Задачу Коши для системы (2) можно поставить так: найти функ- 
ции и! (1, x), ..., им (1, x), которые при значениях 1, достаточно 
близких к нулю, удовлетворяют системе (2), а при t=O удовлет- 
воряют начальным условиям 

OFu, , 

Ge Фу (5); j=l, 2, ..., N; k=O, l, ее п,—1. (3) 

Будем говорить, что функция Ф (и, Yo, ..., Ys) комплексных 
переменных Yi, И.,..., Ys аналитична в окрестности значений 
ув =’, R=1, 2,..., $, если функция Ф разлагается в степен- 
ной ряд 

Ф (Yi, Yor +s Y= № А, (уу), (4) 
|v |=0 

— 

сходящийся, когда разности и, — Ye’ достаточно малы по модулю. 
В формуле (4) ‘у означает мультииндекс размерности $, ау и 
/(°) — $-компонентные векторы (Yi, Yo, ..., Ys) и (и, уг, ..., у 
соответственно. 

Справедлива следующая теорема. Пусть начальные функции 
фл (х) аналитичны в окрестности некоторой точки x Е Ба, 
XI m= (XP, XQ, ..., Xm), A функции Е; аналитичны в окрестности 
значений 

t=0, «=x, и, =@,, (x) 1 De и, =D" 9, (%,). 

Тогда задача Коши для системы (2) при начальных значениях (3) 
имеет одно и только одно решение, аналитическое ’относи- 
тельно 1, X4,..., Хт в окрестности значений t=0, x, =x;”, 
wey Ат=Хт. 

Утверждения о существовании решения ‘задачи Коши, сфор- 
мулированной выше, об аналитичности этого решения и о его 
единственности в классе аналитических функций составляют содер- 
жание классической теоремы Коши-— Ковалевской. Утвер- 
ждение о единственности решения задачи (2)—(3) в классе 
функций, не аналитических, но достаточно гладких, было дока- 
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зано Хольмгреном. Довольно полные доказательства теоремы 
Коши — Ковалевской и Хольмгрена приведены в.[17]. Для линей- 
ных систем вида (12) теорема Коши — Ковалевской доказана в [33]. 

$ 5. ПРОБЛЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ, ЕДИНСТВЕННОСТИ 

И КОРРЕКТНОСТИ ДЛЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

Пусть поставлена некоторая краевая задача. Решить ее — 
значит найти все функции, удовлетворяющие данному диффе- 
ренциальному уравнению и данным краевым условиям. Обычно 
искомую функцию подчиняют еще некоторым ограничениям общего 
характера, которые часто дают возможность рассматривать эту 
функцию как элемент того или иного функционального прост- 
ранства; обозначим его через By. Так, ставя задачу Дирихле 
для уравнения Лапласа, можно требовать, чтобы искомая функ- 

ция была непрерывна в замкнутой области 9 = (] Г; в таком 
случае искомая функция, если она существует, есть элемент 

пространства С (9). Можно искомую функцию подчинить дру- 
гим ограничениям, например, можно: потребовать, чтобы инте- 
гралы - 

\ и? dx, (grad и)? ах = \ у (==) Ах 
Q Q & = 1 

были конечными. В этом случае искомую функцию можно pac- 
сматривать как элемент пространства Уз’ (Q). 

Ограничения, накладываемые на искомую функцию, вынуж- 
дают накладывать некоторые ограничения и на заданные функ- 
ции, входящие в правые части дифференциального уравнения и 
краевых условий. Обычно в таких случаях оказывается, что 
совокупность этих правых частей ` также можно рассматривать 
как элемент некоторого другого функционального пространства В.о. 
Во многих интересных случаях пространства В, и В. банаховы. 

Рассмотрим тот случай, когда дифференциальные выражения, 
входящие как в дифференциальное уравнение, так и в краевые 
условия, линейны. Совокупность этих дифференциальных выра- 
жений порождает некоторый линейный оператор У, который дей- 
ствует из пространства В, в пространство В, и преобразует 
искомую функцию и(х) в упомянутую выше совокупность пра- 
вых частей дифференциального уравнения и краевых условий. 
Обозначая эту совокупность через Ф, можно записать нашу 
краевую задачу в виде уравнения 

Чи = OD, (1) 

Оператор 3 будем называть олератором данчой краевой задачи. 
Теперь можно сказать, то решить краевую задачу — значит 

найти все элементы пространства B,, которые преобразуются 
оператором % в заданный элемент Ф & Bz, 
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Обычно стараются ставить краевые условия так, чтобы крае- 
вая задача имела одно и только одно решение. Это требует 
в каждом случае доказательства теоремы существования и тео- 
ремы единственности. Теорема единственности равносильна 
утверждению, что существует оператор %X 1, обратный : опера- 
тору %, а теорема существования — что область значений опера-. 
тора %{ совпадает с пространством В». Если верны обе теоремы — 
единственности и существования, то оператор %Г* существует и 
определен на всем пространствё В.. 

При решении краевых задач важную роль играет, кроме 
вопросов существования и единственности решения, еще и вопрос 
о так называемой корректности краевой задачи. К поня- 
тию корректности легко подойти с помощью простых физических 
соображений. В основе определения физических величин в ко- 
нечном счете лежит процесс измерения, который всегда связан 
с некоторой погрешностью. В частности, с погрешностью опре- 
деляется и элемент Ф в уравнении (1)— совокупность данных 
краевой задачи. Возникает вопрос: как погрешность в данных 
краевой задачи отразится на ее решении? В связи с этим вопро- 
сом находится следующее определение. 

Краевая задача называется корректной в паре банаховых про- 
странств В! и Bo, если решение краевой задачи единственно в B, 
и сицествует при любых данных из Be и если достаточно малому 
изменению данных в норме В». соответствует сколь угодно малое 
изменение решения в норме By. 

Теорема 8.5.1. Для того чтобы линейная задача (1) была кор- 
ректной в паре банаховых пространств (By, Be), необходимо и. 
достаточно, чтобы существовал оператор R= A, действующий 
из Во в By, причем D (R) = Вьи К ограничен как оператор из Вь в By. 

Необходимость. Если задача (1) корректна, то прежде 
всего ее решение существует при любом Ф © By и единственно. 
Единственность решения означает существование оператора 
Ю = А, а существование решения при любом Ф е В. — что опе- 
ратор Ю определен на всем пространстве В.. 

Заменим, далее, элемент © на Ф--ф, где феВ., и пусть 
измененное решение задачи (1) будет О Ри. Тогда А (И-и) = 
= Ф--ф, и так как А — линейный оператор, то Аи=ф. Задача 
(1) корректна, поэтому если задано число г >> 0, то можно найти 
такое число 6 > 0, что при |Ф| <= будет |и|=|Ю.|< 5. Зафик- 
сируем как в, так и соответствующее ему 6. Если феВ. и 

|] =1, то lSv|=p<e и, следовательно, IR 5$] = 2 А 

<6. Отсюда |Юф| < 26/е, |[ф|=1, а это значит, что |R|< 26/e. 
Оператор R ограничен. 

Достаточность. Если оператор Ю существует, то задача 
(1) имеет не более одного решения. Если О(Ю)=В., To за- 
дача (1) разрешима при любом Ф & Во. Наконец, если К — огра- 
ниченный оператор, и |Ф|в, < в, то [и |в, =| Юфрв, < 6, где 6 = 
= e|R|. № 
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Важно подчеркнуть, что корректность или некорректность 
задачи зависят от того, в какие пространства погружаются дан- 
ные и искомые величины; одна и та же задача может оказаться 
корректной в одной паре пространств и некорректной в другой. 

Одна из простейших некорректных задач — это нахождение решения урав- 
нения 

Tu=f, (2) 
в котором Т— вполне непрерывный оператор, действующий из бесконечномер- 
ного банахова пространства Х в такое же пространство У. Частным случаем 
уравнения (2) является так называемое интегральное уравнение Фредгольма 
первого рода 

| K (x, y) u(y) dy=f (x), 
О 

где К (x, и) — фредгольмовское ядро. 
Если бы задача (2) была корректной, то существовал бы ограниченный 

оператор Т`1, а тогда тождественный оператор / = Т`1Т был бы вполне непре- 
рывным в бесконечномерном пространстве Х. Однако задача (2) может стать 
корректной, если пару пространств Х, У заменить другой, в которой опера- 
тор Т уже не будет вполне непрерывным. Поясним это следующим примером. 

Пусть x и у— точки измеримого множества D < Ем и К (x, у) — веществен- 
ное симметричное квадратично суммируемое. ядро, для которого нуль не явля- 
ется собственным числом. В интегральном уравнении первого рода 

К (9 =\K & уф а=Е&) (8) 
р 

оператор К вполне непрерывен в Г. (ТР). Известно, что уравнение (+) имеет 
не более олного решения, которое существует тогда и только тогда, когда 
сходится ряд 

со 

У oF 9); Ф Pn) =) 1) On (x) 4х, 
=1 D 

где о, и ф„— собственные числа и собственные функции оператора К. Если 
указанный ряд сходится, то решение уравнения (+) имеет вид 

со 

o(x)= >) оп (f, Pn) On <. 
n=! 

Положим теперь X,;=L,(D), a за У: примем гильбертово пространство 
функций, для которых конечна норма 

со 1/2 

IF lly, -| У, on (f, ont 
n=1 

Оператор К отображает пространство Х, на У: взаимно однозначно и изо- 
метрично, так что |ф| х,=| Кф|у.. Отсюда следует, что обратный оператор К`1 

существует, взаимно однозначно и тоже изометрично отображает простран- 
ство У, на X, и |К\"|, „х,=1. По теореме 8.5.1 задача (2) корректна 

в паре пространств Ху, Yj. 

Нетрудно указать простой и важный класс корректных задач. 
Пусть А — положительно онределенный оператор в гильбертовом 
пространстве Н. Рассмотрим уравнение 

Au =f. (3) 
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Построим энергетическое пространство Нд оператора А и будем 
искать обобщенное решение уравнения (3), т. е. элемент прост- 
ранства На, удовлетворяющий тождеству 

[u, Та == (Г, "), Упе НА. (4) 

Это решение существует и единственно; существует, следова- 
тельно, оператор ^ = A, действующий из Н в Нади определен- 
ный на всем пространстве Н. Положим В, =На, В. =Н. 

` Докажем, что оператор R ограничен. Пусть и — обобщенное 
решение ‘задачи (3). Положив в тождестве (4) и=и, получим 

lula=( и Аи. 

Пусть 1? — нижняя грань оператора А. Тогда |и |= |и|. 
Подставив это в предыдущее неравенство, получим неравенство 
[и|а=|АРл=— 1 |. Это значит, что ||Riyin, < Шу, и задача 
(3) корректна в случае положительно определенного оператора А 
в паре пространств (На, Н). 

Приведем два примера некорректных краевых задач. Первый пример при- 
надлежит Адамару, который впервые ввел понятие корректности краевой 
задачи. 

1. Рассмотрим уравнение Лапласа на плоскости 

ди ди | 

де Oy? =0. (5) 

В качестве поверхности Г возьмем ось х и на ней зададим данные Коши. 
Окрестностью, в которой будем искать решение, пусть будет полоса 0 < у- 6, 
где б— произвольное положительное число; эту полосу обозначим через QQ. 
В качестве некасательного направления A возьмем у. Условия Коши пусть 
будут такие: 

ди 
ШЩу-о==Ф (x), би |y=o =0, —©<х<< (6) 

Задание совокупности данных равносильно заданию единственной функции 
ф (x), которую будем считать непрерывной и ограниченной на всей оси. Тогда 
эту функцию можно рассматривать как элемент пространства С (— со, -Н 00), 
которое в данном случае играет роль пространства By. За В! примем прост- 
ранство С (9) функций, непрерывных и ограниченных в полосе ©. За область 
определения оператора краевой задачи (5)—(6) примем множество функций 
из С (©), имеющих непрерывные вторые производные и удовлетворяющих усло- 

BHIO бу изо =: Докажем, что в паре пространств By, В. задача (5)—(6) 

некорректна. 
Можно доказать единственность решения этой задачи. Отсюда легко сле- 

дует, что функции ф (х) = 0 соответствует решение и==0. Сообщим теперь 
функции ф(х)==0 малое (в норме пространства В.) изменение: рассмотрим 
задачу Коши для уравнения (2) с данными Коши 

cos NX Ou 

п ’ ду у=о 
=0, _ (7) и |у-о= 

где п — достаточно большее натуральное число. 
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cos nx ch ny 
n 3 

Решение новой задачи есть и (x, у) = что легко проверяется 

подетановкой в уравнения (5) и (7). Очевидно 

cos ПХ COS ПХ | 
| = ах | 2 n В. —ю<х«<о rl nnoo 

В то же время 

cos nx ch ny ch пб 
[и|в,= max = ‚ OO. 

1 —ю<х<о п n noo 

0<ysb 

Таким образом, сколь угодно малые (по норме В.) изменения данных могут 
вызвать сколь угодно большие (по норме B,) изменения решения. Это значит, 
что задача Коши для уравнения Лапласа в рассмотренной нами паре прост- 
ранств некорректна. 

2. Рассмотрим гиперболическое уравнение 

ди 

OX, OX, — 

Заметим, что уравнение (8) переходит в однородное уравнение колебаний 
струны, если сделать замену независимых переменных х, =х-Н ар х.=х— а. 

Для уравнения (8) поставим задачу Дирихле в квадрате ® = {х: 0< x, 
х. <1}. Контур квадрата обозначим через Г. Условия на Г пусть имеют вид 

и 1==Ф, (%2), Ш», 9 =, (х1), 

И, —1==Фо (%), Ш, =1 = Ve (1). 

За В, и В, примем пространства С (9) и С (Г) соответственно. Чтобы 
решение могло быть непрерывным, должны быть выполнены условия согласо- 
вания 

фл (0) =f, (0), Pe (0) =, (1), 

фа (1) = (0), фе (1) =» (1). (10) 

Задача (8)—(9) неразрешима при произвольно заданных непрерывных функ- 
циях (9). Чтобы убедиться в этом, найдем общее решение уравнения (8). 

би и 5) =0, видим, что =f (хз), где функция f 
произвольна. Интегрируя, далее по х,, получим 

и (Xj, X_) = Fy (1) Fe (Xe), Fo (хо) =F (Xe), 

где А. о Е. — произвольные функции. Можно удовлетворить первым двум усло- 
виям (9): 

Fy (0)-- Fe (%2) = фл (х2), 

Fy (X1)-+ Fe (0) =, (1). 

Одна из постоянных F,(0) и F, (0), очевидно, остается произвольной. Поло- 
жим Ро (0)=0, тогда 

Fy (x1) = (%1), Ро (Х2) = 1 (%2) — фи (0). 

Решение определено полностью, равенство Р» (0) =0 вытекает из первого 
равенства (10). Ясно, что удовлетворить оставшимся краевым` условиям (9) 
невозможно, если функции My и ф. произвольны. 

Из сказанного следует, что задача (8)—(9) некорректна в паре пространств 

С (9) и СГ. 

0. (8) 

(9) 

Представив его в виде —— 
Ox,



Глава 9 

ХАРАКТЕРИСТИКИ. КАНОНИЧЕСКИЙ ВИД. ФОРМУЛЫ ГРИНА 

$ 1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ НЕЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Пусть дано уравнение в частных производных второго 
порядка, линейное относительно старших производных, 

‹ ди ди би 
Хы, iyi + O(x, и, Ox,” Oxy? eee, ie) =0. (1) 

Допустим, что вместо независимых переменных X,, хо, ..., Xm 
введены новые независимые переменные 

Е, =, (Хл, XQ, soy Хт), г= |, 2, оо у т. (2) 

Выясним, как при этом изменится наше уравнение. 
Для упрощения записи условимся не писать знака суммы, 

руководствуясь при этом следующим правилом: если в некотором 
одночленном выражении дважды повторяется переменный индекс, 
принимающий значения от | до т, то по этому индексу произ- 
водится суммирование от | до т. Уравнение (1) можно теперь 
записать проще: 

ди ди ди ди 
Аль (%) S795, +O(x, и, a ***' 5) =0 

Допустим, что в некоторой области изменения точки х пре- 
образование (2) взаимно однозначно, а его якобиан отличен от 
нуля. Такое преобразование независимых переменных будем 
называть невырожденным. Предположим еще, что функции &Ё, 
имеют непрерывные вторые производные. Вычислим встречаю- 
щиеся в уравнении (1) производные 

ди ди Of du OE OF, OF, , ди OE, 
— na —_—_——_oM_™qw ee ge = 

дхь ОЕ, OxXp’Ox;OXp, OF, OFs дхь OX; 0G, Ox; OX,” 

Подставив эти выражения в уравнение (1), получим новое урав- 
нение 

OF, OF д?и ди ди ди 
Аз ‘дхь ox, OE, Ех + $, (6, вое у т И ’ “OE, ’ д 9 e809 я) = = 0, 

_ 0%, Ou 

D1 = OF Ал бы OE” 
Введем обозначение 

дЕ, д x 
ie Ge gar = Ars (3) 

тогда уравнение (1) принимает вид 
ди ди ди 

Ars 3a, ФЕ, veer Ст» И, ot? я—)=0. (4) 
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Таким образом, при преобразовании независимых перемен- 
ных уравнение (1) переходит в уравнение того же вида, что и 
исходное; меняются лишь его коэффициенты. Заметим, что мат- 
рица старших коэффициентов уравнения (4) симметрична 

9 д OE. д Ag = Ан Ot is = Ay, ба OE 
дхь Ox; 7 Ox; Oxp* 

Mensa в последней сумме обозначения fj и Ё местами, получаем 

0Е; 96, A 
Ays= A jp дхь Ox; = Ау». 

Теорема 9.1.1. Tun уравнения в частных производных (1.1) 
не меняется при невырожденном преобразовании независимых 
переменных. 

Из алгебры известен следующий факт. Пусть некоторая мат- 
рица приведена невырожденным преобразованием к диагональ- 
ному виду. Тогда количества положительных, отрицательных и 
нулевых собственных чисел данной матрицы соответственно 
равны количествам положительных, отрицательных и нулевых 
диагональных элементов преобразованной матрицы. 

Обозначим через J якобиеву матрицу преобразования (2). Ее 
определитель — якобиан этого преобразования — отличен от нуля, 
поэтому существует обратная матрица Л". Формула (3) равно- 
сильна матричному равенству 

А= АТ, (5) 

в котором штрих означает транспонированную матрицу. 
Пусть невырожденное линейное преобразование с матрицей с 

преобразует матрицу A в диагональную матрицу D, т. е. А = 
= оо’. Тогда по формуле (5) А = Лоо’. = (Го) О (Joy, и мат- 

рица А сводится невырожденным преобразованием (с матрицей Jo) 
к той же диагональной матрице О. В таком случае количества 
положительных, отрицательных и нулевых собственных чисел 
матриц A u А соответственно совпадают. № 

$ 2. ХАРАКТЕРИСТИКИ. СООТНОШЕНИЕ МЕЖДУ ДАННЫМИ КОШИ 

НА ХАРАКТЕРИСТИКЕ 

Рассмотрим уравнение в частных производных второго порядка 

ди ди ди Ape (8) gogo + (x, и, ди, eee Se) =0, (1) 

линейное относительно старших производных. Составим уравне- 

ние первого порядка 

Ау» (х) Se Ox, =: (2) 

Оно называется уравнением характеристик дифференциального 
уравнения (1). Если функция © (хи, Xe, ..., Xm) Удовлетворяет 
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уравнению характеристик, то поверхность (в случае двух изме- 
рений — линия), определяемая уравнением 

 (X1, Хз, ..., Xm) = С, (3) 

где С — произвольная постоянная, называется характеристической 
поверхностью (соответственно характеристической линией) или 
характеристикой данного дифференциального уравнения (1). 

Формально уравнение характеристик строится так: надо 
составить квадратичную форму 

(At, t) =A jpljte, (4) 
соответствующую матрице А старших коэффициентов уравнения 

(1), положить в этой форме =F и полученное выражёние 
д 

приравнять нулю. 
Отметим важное свойство характеристик: они инва- 

риантны при преобразовании независимых переменных. Это 
означает. следующее: если ® (х1, х1, ..., Xm) есть решение урав- 
нения (2) и если преобразование независимых переменных (1.2) 

переводит функцию о (х1, Xe, ..., Xm) в функцию © (&, Eo, ..., Em), 
то эта новая функция есть решение уравнения 

do до 
Ав OE Oey =0, (2a) 

которое является уравнением характеристик для преобразован- 
ного дифференциального уравнения (1.4). 

Действительно, 

do _ ды 0, Ow _ 0 dE, 
дк; OE, Oxy? Oxy ОЕ, Oey’ 

Подставив это в уравнение (2) и воспользовавшись формулой (1.3) 

найдем, что @ удовлетворяет уравнению (2a). 
Уравнение эллиптического типа не имеет вещественных харак- 

теристик. Действительно, если уравнение (1) — эллиптическое; то 
квадратичная форма (4) — определенная и_ обращается в нуль 
(при вещественных fp) только тогда, когда ty ==. (т = 0. 
В таком случае уравнение характеристик имеет решением только 
@ =const, что не определяет никакой поверхности. 

Покажем, что на характеристической поверхности данные 
Коши связаны некоторым соотношением. Отсюда будет следовать, 
что на характеристической поверхности данные Коши нельзя 
задавать независимо. 

Пусть данные Коши заданы на достаточно гладкой поверхно- 
сти Г, определяемой уравнением. 

Е (Х1, Xo, ..., Xm) =0, (5) 

и имеют вид 

иг=4(*), Fh =@(x), (6) 
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где ^— направление, касательное к Г. Как было выяснено 
в б 4 гл. 8, зная данные (6), можно найти значения всех пер- 
вых производных функции и на поверхности Коши Г. 

Введем новую систему координат. Координаты Ё, Ё», ..., Ent 
введем произвольно, a &, положим равным &; выбирая коорди- 
наты Ё1, &, ..., Ета, Позаботимся только о том, чтобы преобра- 
зование было взаимно однозначным с отличным от нуля якобиа- 
ном и чтобы функции Ё, имели непрерывные вторые производ- 
ные. В новых координатах уравнение поверхности Коши Г при- 
нимает особо простую форму £,,=0. 

Допустим теперь, что Г — характеристическая поверхность, 
Е OF 

JR Ox, д, дхь 

тогда обращается в нуль, и наше уравнение по отно- 

т. е. что А —=0. В переменных Ё; коэффициент при произ- 

» Ou 
водной ОЕ. 

шению к переменной Ё„ есть уравнение первого порядка. 
Покажем, что на поверхности Г можно вычислить все произ- 

водные, входящие в преобразованное уравнение (1), исходя только 
из данных Коши. Действительно, величина и |г = Фо (x) известна. 

ди 

ОЕ, Ir 
сказано выше. Вторые производные, не содержащие двукратно 
дифференцирования по Em, можно найти, дифференцируя первые 
производные по Ё,, &, ..., Ema, Т. е. MO направлениям, каса- 
тельным к Г. Единственная вторая производная, которую нельзя 

2 

Первые производные можно определить так, как об этом 

ВЫЧИСЛИТЬ, ИСХОДЯ ТОЛЬКО ИЗ Данных Коши, — это HO как 
ди 

| En 
раз она в преобразованном уравнении отсутствует. 

Значения всех слагаемых в левой части уравнения (1), пре- 
образованного к переменным Ё&, &, ..., &m, могут быть вычис- 
лены на поверхности Коши Г. Подставив эти значения в урав- 
нение, получим, что некоторая заданная функция должна тож- 
дественно равняться нулю. Это и есть соотношение между 
данными Коши на характеристике; если оно нарушено, то задача 
Коши с данными на характеристике решения не имеет. 

Для примера рассмотрим уравнение теплопроводности 

3 "д 

и и 

откуда O=/ (Xn), где {— произвольная функция. Уравнение ха- 
рактеристической поверхности имеет вид f (хт) =с0п${; решая ero 
относительно хХ„, получим уравнение вида х„ = соп${. Таким 
образом, характеристики уравнения (7) суть плоскости Xp = 
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= const. Пусть поверхность Коши есть плоскость хи =0, a усло- 
вия Коши имеют вид 
` ди 

и и =0 — Фо (х1, 5. у Хт-1), 

Полагая в уравнении (7) х„=0, сразу получаем соотношение 
т—1| 

= ф! (x4, coe, Хт-1). (8) 

0 > фу = У aye Отсюда видно, что второе из условий (8) задавать 
k k=l 

нет смысла — достаточно задать только условие 

и, =0 = Фо (х1, Хз, vee, Хт-1). 

$ 3. ПРИВЕДЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА К КАНОНИЧЕСКОМУ 

ВИДУ 

Рассмотрим специально случай линейного невырожденного 
преобразования переменных 

E,—=jrexps R=1, 2, ..., Т; [рь = СОПЗ4. (1) 

Введем в рассмотрение матрицу J с элементами j-,. Преобразо- 
вание (1) можно записать в виде E=—Jx. Зафиксируем точку x, 
тогда матрица А старших коэффициентов уравнения станет по- 
стоянной. Матрицу / можно выбрать так, чтобы преобразован- 

ная матрица старших коэффициентов (формула (1.5)) A=JAJ’ 
была диагональной: А„=0, ]|5=^. Тогда в зафиксированной 
точке уравнение (1.1) принимает вид 

т 

ди ди ди ди (2) 
2 Ув agg + Ps (Ex Se eee y Ems и, 0g,’ of,’ ...у se | 0. 

Здесь у, = А,,. Такой вид уравнения второго порядка, когда 
отсутствуют смешанные вторые производные, называется канони- 
цеским видом этого уравнения. Таким образом, уравнение в част- 
ных производных второго порядка, линейное относительно стар- 
ших производных, можно в любой точке пространства привести 
к каноническому виду с помощью линейного преобразования неза- 
висимых переменных. 

Очевидно, что уравнение можно привести к каноническому 
виду сразу во всем пространстве, если старшие коэффициенты A jp 
постоянные. 

Уравнения Лапласа, теплопроводности и волновое имеют ка- 
нонический вид. 

Канонический вид уравнения тесно связан с его типом. 
В силу закона инерции квадратичных форм среди чисел у, 
столько же положительных, отрицательных и нулей, сколько их 
среди чисел А, — характеристических чисел матрицы старших 
коэффициентов. Поэтому тип уравнения в частных производных 
второго порядка, линейного относительно старших производных, 
можно определить так: уравнение (1.1) принадлежит к типу 
(a, В, y), если в канонической форме (2) этого уравнения среди 
чисел у, есть % положительных, В отрицательных и y нулей. 
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$ 4. ФОРМАЛЬНО СОПРЯЖЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ВЫРАЖЕНИЯ 

Рассмотрим линейное дифференциальное выражение второго 
порядка 

ди 
[4 = Аз» Ox; OX, Ox, + Ane + Аш. (1) 

В евклидовом пространстве координат хи, Xe, ..., Xm зададим 
конечную область (2, ограниченную кусочно гладкой поверх- 

ностью Г. Будем предполагать, что в замкнутой области Q = 

—=@(Г коэффициенты А» & С@®) (9), А, = С@)(9), Ape C(Q). 
Построим дифференциальное выражение М, которое называется 

формально сопряженным с L 

02 (Азви) oe 

Ми = Ox;OXp — —— + Att. (2) 

Удобно sins р к виду 

ОА 
и; (А jk ax, ox) + Bese +Cu, В, = A,— oe, ’ С =А.. (3) 

Если Г, записано в такой форме, то М примет вид 

_ д ди 2 вы) 

Формальная сопряженность есть свойство взаимное: выраже- 
ние, формально сопряженное с М, есть L. 'Действительно, 

ди ; и. OB, 

Mu = вр; (Ато) — Bang + (C— Fee) # 
Пусть № есть дифференциальное выражение, сопряженное с М, 
тогда 

Nu =~ (An St) + Вы 4. (с — 2) 4 = La, 

Если М==[, то выражение L называется формально само- 
сопряженным. 

Как видно из формул (3) и (4), формально сопряженные 
выражения отличаются только средними членами этих формул. 
Ясно, что M=L и дифференциальное выражение L будет фор- 
мально самосопряженным тогда и только тогда, когда В» ==0, 
k=1, 2,..., т. Отсюда следует, что самосопряженное диффе- 
ренциальное выражение второго порядка можно привести к виду 

д Lu= 5 (A in oe = )-+ Си, A p= Ary. (5) 

Оператор Лапласа и волновой оператор формально само- 
сопряжены; оператор теплопроводности не является формально 
самосопряженным. 
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$ 5. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ВЫРАЖЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

Рассмотрим линейное уравнение в частных производных лю- 
бого порядка $5: 

У Aa (x) Dw =f (x). (1) 
[0 | = 0- 

Левая часть этого уравнения, Lu, называется линейным диффе- 
ренциальным выражением порядка $. Дифференциальное выражение 

- у (—l)!*! Dt (Ави) (2) 
1% | =0 

называется формально сопряженным с выражением [Г. Если 
М =[, то выражение L называется формально самосопряженным. 

Дифференциальное уравнение Lu=f(x) можно привести 
к виду 

Lu= У, p8 (Вв,Б\и) =f (x), (3) 
ГВ =0 

где Вз,— некоторые новые коэффициенты. Тогда-. формально 
сопряженное выражение принимает вид 

5 

Mu= » (—1)'8+¥! DY (ВеОВи). (4) 
IB+-vi=0 

$ 6. ФОРМУЛЫ ГРИНА 

Пусть дифференциальное выражение L определено форму- 
лой (4.3), коэффициенты которой удовлетворяют условиям $ 4. 

Пусть, далее, функции и, v = С?(9). Составим интеграл 

д ди 
\ ош de = \ оз ( Aik See Jae+\o (Bese + Си) dx. (1) 
9 

Применив к первому интегралу справа формулу интегриро- 
вания по частям ($ 3 гл. 2), получим так называемую первую 
формулу Грина 

до ди ` 
Коти а = — \ Ama Oxp dx + 
О Q 

+ \ о (В 5. +Си) det \ oA 5, 008 (у, х)аГ. (2) 
g 

Здесь V—BHEeIIHAA (по отношению к области) нормаль к поверх- 
ности Г. | 

Напишем первую формулу Грина для формально сопряжен- 
ного дифференциального выражения М, поменяв при этом 
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местами ии о: ‘ 

\ uMods—— \ Anas а + \ u\— Bese + — 34) ob de+ 

Q 

4 \ WA a cos(v, х)аГ. (3) 
Г 

Вычтем формулу (3) из формулы (2). Можно убедиться, что все 
объемные интегралы справа исчезнут. Действительно, так как 
А„= А, то первые интегралы в правых частях формул (2) и 
(3) совпадают. Далее, интегрируя по частям, получаем 

90 ay И — — -\ иБВь ох, dx \ Uv dx \ B,uv cos (v, хь) АГ 

=\ | Вь 5х in, + uv att dx — \ B,uv cos (v, хь) АГ. 
© т 

Отсюда ясно, что объемные интегралы в формулах (2) и (3) 
справа тождественны. 

В результате вычитания получаем вторую формулу Грина 

\ (vLu — иМо) dx = 
92 

— \ | An ox use )+ Byuo| cos(v, х») АГ. (4) 
Г 

Формулы Грина несколько упрощаются для формально само- 
сопряженных дифференциальных выражений. В этом случае 
В, =0, и мы получаем следующие, более простые формулы: пер- 
вая формула Грина 

\ ори dx = — \ Ave >, dx + \ Cuv dx + 
9 

+ \ vA se cos(v, х)аГ; (5) 
Г 

вторая формула Грина 

ди y 22 
\ (vLu —uLv) dx = \ A jz (о д, Ч Ox Fe) COS (у, x;) аГ. (6) 
о. Г 

Напишем формулы Грина для трех важнейших дифферен- 
циальных выражений (их обычно называют операторами) мате- 
матической физики: Лапласа, ‚оттопроводность И ВОЛНОВОГО. 

1. Оператор Лапласа А = ЫЕ inp — формально самосопряжен- 
k=l 

ный; его коэффициенты имеют значения Ay, =6;,, С =0. Подставив 
эти значения в формулу (5), получим первую формулу Грина для 
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оператора Лапласа: 

\ vAude—— \ Ou Ov ay +\e 05 аГ. (7) 
OX, дхь 

ба Q 

Отметим два частных случая формулы (7). При и =v получаем 

\ udu de—— \ У.) dx +. (8) 

т 

У ey dx называется интегралом Дирихле. 
В = | 

Полагая в (7) v=1, получаем важную для дальнейшего фор- 

мулу 
\ Se ar = \ Auax (9) 

ду .) ° 
Г Q 

Вторая формула Грина для оператора Лапласа имеет 
BH 

Интеграл 

< 
=
>
 

\ (@Au—udv) de= \ (о и» x) АГ. (10) 
9 гы 

—1 

2. Оператор теплопроводности L= == — v2 т не является 
k=! 

формально самосопряженным. Для этого оператора 

Amm=0; Ape=—l, 1lxk<xm—1; Ap=0, JR; 

Bn=1; B,=0, 1xk<xm—1; C=0. 

Оператор М, формально сопряженный с оператором теплопровод- 
ности, имеет вид 

9 "аа M=—~-—- V & 

По формулам (2) и (4) находим 
m—1 

( otwar= ( Ou Ov к 
6 Я \№=1 

т—1 

— \ 0 У 2% cos (9, xp) аГ; (11) 
P oral - 

\ (vLu — иМо) dx = 
о 

т—1 

д д 
— \|- У (oR из», cos (+ Xp) + uv с0$ (Vv, en) a . (12) 

r 
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3. Волновой оператор часто обозначают СИМВОЛОМ CI, = 

т—1 
02 02 ° 

== — =. Этот оператор — формально самосопряженный, 
0 т Е 

k=1 

значения его коэффициентов таковы: Ашт=1; Ayp= — 1, 1<k< 
т—1; Аь=0, j ЕВ; С=0. Формулы (5) и (6) для волнового 

оператора имеют вид 

т—1 
ди до ди dv 

Совы {| fe oe + 

22 Q ‘k=1 
m—] 

+o] COS (№, Xm) — Da cos (Vv, no ат (13) 
Г 

\ uae) de= \ [2 55; — М зн) C08 tm) — 

m—l 

— dex бхь ^ из». cos (у, в а (14) 

Перейдем к дифференциальным выражениям высших поряд- 
ков. [По-прежнему пусть © — конечная область пространства Еш, 
ограниченная кусочно гладкой поверхностью Г. Будем считать, 

что и, = С“) (9), a Bay ]=C™ (Q), х— max (IP | ly |). Пусть, 
далее, L есть дифференциальное выражение (5.1), а М — формально 
сопряженное с ним выражение (5.2). Справедливы первая фор- 
мула Грина 

$ 

{ oLudx=\ | 3) (— И Вы иВо dx + 
Q Q |B+y/=0 

+) Ri (м, о) аГ (15) 
ть 

и вторая формула Грина 

\ (Ги —uMv) dx =\ R,(u, v)dl. (16) 
о г 

В формулах (15) и (16) А, (и, и) и Ю. (и, v). суть билинейные 
формы относительно и, чи их производных порядка He выше $ — |. 

Если под u(x) и F (x) понимать вектор-функции с некоторым 
числом А составляющих, а под Аз и Bay — квадратные матрицы 
порядка k, то запись (5. 1) или (5.3) означает систему А урав- 
нений в частных производных с А неизвестными функциями. 
Формулы Грина (15) и (16) остаются для этого случая в силе, 
если под выражениями vLu, uMv, О“иОВо понимать обычные 
(в смысле евклидова пространства F,) скалярные произведения 
соответствующих векторов. Формально сопряженное выражение 
при этом необходимо несколько изменить: вместо формул (5.2) 
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и (5.4) будем иметь соответственно 

$ 

Ми= У (—1)!#ID* (Agu) (17) 
| ==0 

И 

Mu= У (—1)®+vIDy (BayDPu), (18) 
IB-+y|=0 

где звездочка означает транспонированную матрицу. 
Формулы Грина, а также формулы (17) и (18), определяю- 

щие формально сопряженное дифференциальное выражение, в рав- 
ной мере пригодны как для случая квадратных, так и для 
случая прямоугольных матриц Ag и Bey. Для примера рассмот- 
рим дифференциальное выражение Lu=divu, где и — вектор с т 
составляющими: и = (и1, Us, ..., Um). Единственная в этом случае 
матрица А имеет вид А=(1, 1, ..., 1), она содержит одну 
строку и т столбцов; транспонированная матрица имеет вид 
А*=(1, 1,..., 1); штрих означает здесь, что строку следует 
заменить столбцом. Формально сопряженное выражение зависит 
от скалярной функции; если эту функцию обозначить через v, 
то формально сопряженное выражение 

Мо =(— 5 № .. —)= — gradu. Ox,’ Ox,’ °°°? ~— OXm



Глава 10 

OBOBLUEHHbIE РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

$ 1. ЛОКАЛЬНО СУММИРУЕМЫЕ ОБОБЩЦЕННЫЕ РЕШЕНИЯ 

5 

Пусть L= У, A, (x) 2“ — линейное дифференциальное выра- 
14| =0 ; 

жение некоторого порядка $ и & — область в пространстве Ее, 
конечная или нет — безразлично. Будем считать, что коэффици- 
енты Ay @ C+!) (0), А = соп${ >> 0. Рассмотрим дифференциаль- 
ное уравнение 

Lu =f (x) (1) 

и допустим, что OHO имеет решение и = C'S) (Q). Пусть ф & Mts) (Q) 
и пусть М — дифференциальное выражение, формально сопря- 
женное с Г.. Обозначим через 2’ область, вне которой ф (x) =0. 

Очевидно, и, феЕС“°) (Q’) и на OQ’ функция ф и ее производные 
порядка =5$ равны нулю: можно считать, что граница OQ’ доста- 
точно гладкая. Ilo формуле (6.16) гл. 9 

\ (Фи —иМФ) ах=0, (2) 
о’ 

ИЛИ 

| uMg dx = \ fedx. (3) 
02’ QQ” 

На множестве © \ 6” функция ф==0, поэтому в последнем 
тождестве можно интегрировать не по Q’, а по 2, и мы прихо- 
дим к следующему заключению: решение дифференциального 
уравнения (1), принадлежащее классу С“) (0), удовлетворяет 
интегральному тождеству | 

\иМфах = \ фах Уфе (0). (4) 
Q Q 

Введем следующее определение. Пусть в уравнении (1) 
ГЕ [лос (22) (см. Введение, § 2). Функция и <= Lice (62) называется 
обобщенным решением уравнения (1) в области @, если она 
удовлетворяет интегральному тождеству (4). Как мы только что 
видели, всякое обычное решение уравнения (1), принадлежащее 
классу С‘) (6), является также обобщенным решением этого 
уравнения. Верно и обратное: если обобщенное решение урав- 
нения (1) принадлежит классу С‘ (0), то оно удовлетворяет 
названному уравнению и в обычном смысле. Действительно, 
пусть для функции ие CS) (Q) верно тождество (4). Положим 
в этом тождестве ф=о®, (7), где в, — усредняющее ядро, г = 
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=|x—%|, % ЕО и A меныше, чем расстояние от х до OQ. 
Тогда получим (Lu), (xo) = [№ (%). Функция (Lu) (x), очевидно, 
непрерывна в ®. По теореме 2.3.1 (Lu), (хо) — (Ги) (xo) равно- 
мерно в любой замкнутой подобласти. В таком случае и функ- 
ция [» (х0) равномерно стремится к тому же пределу. Но по 
теореме 2.3.3 р —{ в метрике [. (52), а тогда и равномерный 
предел lim fr (Xo) =f (%o). Окончательно, (Lu) (xo) =f (%o) и наше 

утверждение доказано. 
Теорема 10.1.1. Пусть {u, (х)}— последовательность обоб- 

щенных решений уравнения (1) в области Q и пусть ии 

в [лос (52). Тогда Up есть обобщенное решение уравнения (1) в Q. 
Пусть ф= Dts) (9). Напишем тождество (3) для функций ии: 

 и„Мфах= \ фах. (5) 
©’ ©’ 

Но |и„— и | 1 (9) 50; переход к пределу при п со в тож- 
дестве (5) доказывает теорему. № 

Следствие 10.1.1. Пусть В — банахово пространство функций, 
определенных почти всюду в ®, и пусть из сходимости в В 
вытекает сходимость в Lio, (42). Тогда обобщенные решения одно- 
родного уравнения (1) в ®, принадлежащие пространству В, 
образуют в В подпространство. 

В частности, в качестве В можно взять любое из пространств 

1, (9), Wp” (9), C%) (9). 

Замечание. С понятием обобщенных решений дифференциального урав- 
нения тесно связано понятие обобщенных производных, введенное в ГЛ. 29. 
Пусть дифференциальное выражение L имеет вид L = 0)“, тогда формально 
сопряженное выражение М = (—1)*)9, Е = ||. Пусть и, 9 ЕД с (2) и и 

есть обобщенное решение уравнения Оби = о. По определению, функции. и и 
о удовлетворяют тождеству (4), которое в данном случае совпадает с формулой 
(3.1) гл. 2. Это означает, в соответствии с определением, данным в гл. 2, что 
функция и имеет @ обобщенную производную Оби = 9. 

Теорема 10.1.2. Густь и (x) — локально суммируемое обобщенное 
решение уравнения (1) в некоторой области Q. Если функция 
u(x) имеет обобщенные производные, входящие в уравнение (1), 
то эта функция почти всюду в ®@ удовлетворяет указанному 
уравнению. 

По определению обобщенного решения 

у (— 1)!@! \ uD® (Ag®@) dx = \ фах. (6) 
Q Q 

Ja |=0 

Из предположения о коэффициентах, сформулированного в начале 
параграфа, вытекает, что А.ф & Wil!) (9); теперь, по определе- 
нию обобщенной производной, имеем равенство 

(—1)!@! | uD* (Agg) dx = | AgpD%u dx, 
a Q 
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н тождество (6) приводится к виду 

\e (Lu—f)dx=0, Уфе (Q). (7) 

Повторяя без изменений рассуждения § 3 гл. 2, использован- 
ные при доказательстве единственности обобщенной производной 
(теорема 3.1.1), найдем, что тождество (7) верно для любой функ- 
ции ф, измеримой, ограниченной и равной нулю в какой-нибудь 
пограничной полоске. Теперь зададим произвольное число 6 >> 0, 
затем положим ф (х) =0 в Фи ф(х) =sign[Lu —[(х)] в Q\ Qs; 

тогда получим равенство \ |Lu—f|dx=0. Отсюда Lu —f=0 
Q\ Qs 

почти всюду BQ \ Qs; в силу произвольности 6 последнее paBeH- 
ство справедливо почти всюду в 9. i 

$ 2. РАСПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОБЩЦЕННЫЕ ФУНКЦИИ 

Пусть Э%— произвольное линейное множество и пусть для 
сго элементов установлено понятие предела, обладающее обыч- 
ными свойствами. Будем называть Jt пространством основных 
элементов или, короче, основным пространством. Пусть f — линей- 
ный и непрерывный функционал над основным пространством; 
это значит, что если аи В — постоянные числа, а ф, 1ф, Or, n= 

= 1, 2,...— элементы множества Wt, то (f, оф) а ф) + 
ЧБ р) и если [im ф„ существует, TO lim (Е, ф») = (Г, № im 1 Фи; 

круглые скобки Здесь ь обозначают значение ̀ функционала на OCHOB- 
ном элементе. 

Линейные непрерывные функционалы над основным простран- 
ством Yt называются распределениями. над этим пространством; 
множество распределений (оно, очевидно, линейное) над прост- 
ранством 9)» обозначается через Wi’. В Wt’ естественным образом 
вводится понятие предела: пусть f, ие Wt’, п=1, 2,..., тогда 
[== если 

(fn $) = ($, $), Уфе. (1) 

Множество распределений Wt’ называется также пространством 
распределений. 

Рассмотрим один из наиболее важных примеров. В качестве 
основного пространства введем `множество Y = Y (Q) = Mtl) (Q) 
вещественных функций, финитных в некоторой области QC Ей: 
„га область может быть как конечной, так и бесконечной, причем 
случай Q=EF,, не исключается. Предельный переход в FD (9) 
определяется таким образом: пусть Фф, ф„е FY (9), п=1, 9.... 
Будем говорить, что ф„„-5Ф в смысле сходимости в g (Q) и 

записывать это в виде Oy, 2. ф, если носители (см. Введение, 6 2) 

всех функций ф,„ заключены в одном и том же компакте OTHOCH- 
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тельно области ® и на этом компакте при любом мультииндексе & 

02°, ze DP (2) 
| 

равномерно. 
В пространстве Y оператор дифференцирования непрерывен: 

если On == Ф, и а — произвольный мультииндекс, то Dp, -2- 0°Ф. 

Действительно, 5$ирр Оф, < зиррф,„, и носители всех функций 
Оф, лежат в одном и том же компакте. Далее, в силу соотно- 
шения (2) равномерно на этом компакте Оф, ——.D%+8 G, каков 
бы ни был мультииндекс В. По огределению предела в QD, 

0°“ф„ = 2 - DX, 

Коль. скоро построен класс Y (9) основных элементов (в дан- 
HOM случае — функций), то автоматически определяется и’ соответ- 
ствующий класс распределений. Распределения над основным про- 
странством < называются также обобщенными функциями (о. ф.). 
В соответствии с общим обозначением, принятым выше, простран- 
ство о. ф. обозначается через Y’ (62) или, короче, через <’. 

Пусть f & Lice (2). Функционал f, определяемый формулой 

(f, 0) = \F@) p(x) dx; We =D (9), (3) 
\ 

очевидно, линеен и непрерывен в Y; иначе говоря, f есть о. ф. 
Отождествим ее с локально суммируемой функцией f(x). Таким 
образом, любую локально суммируемую функцию можно: рассмат- 
ривать как о. ф. Говорят, что о. ф. | равна нулю в области 
Gc О, если (|, ф)=0 для любой основной функции ф, носитель 
которой содержится в Ц. Замыкание множества точек, в которых 
о. ф. { не равна нулю, называется носителем этой о. ф. и обо- 
значается через supp/. Говорят, что обобщенная функция (как, 
впрочем, и «обычная» функция) сосредоточена в своем носи- 
теле. 

Обобщенные функции рис называются равными в области 
Gc О, если в этой области f— g=0. 

Рассмотрим вопрос о действиях над о. ф. Множество BD’ 
линейно, поэтому о. ф. можно складывать и умножать на постоян- 
ные. В общем случае о. ф. нельзя перемножать, однако о. $ 
можно умножать на любую функцию класса С°) (Q); если fe D 
и фе С<)О, то произведение ftp определяется формулой 

(Вр, $) = (7, po), Vo =D. (4) 

Правая часть формулы (4) имеет смысл, так как, очевидно, Ho == DY 
и умножение на ф есть оператор, линейный и непрерывный BD, 

Для о. ф. определяется понятие дифференцирования: если 
fe’ и а«— произвольный мультииндекс, то производная D“f 
определяется соотношением 7 

(Df, 9) =(—1)'*'(f, 5%); Уфе. (5) 
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Функционал 0%, очевидно, линеен. Нетрудно видеть, что он 

и непрерывен: если фи 2 ф, тои Do, 2, D%p, а тогда 
n—co 

(D°F, Pn) =(—1)!*! (Ff, Depa) 5 (Cit (7, D*p) = (DF, $). 
Отсюда следует, что если feED’, то и D°*f ©D’; любая о. ф. 
имеет производные всех порядков, и эти производные также суть 
о. ф. Нетрудно видеть, что если | есть локально суммируемая 
функция, имеющая какую-нибудь обобщенную производную Df, 
то эта последняя совпадает с производной, определенной 
в смысле о. ф. 

‚ 'Локально суммируемые о. ф. называются регулярными, все 
остальные о. ф. — сингулярными. Одна из важнейших сингуляр- 
ных о. ф. это так называемая «функция Дирака», или «б-функ- 
ция», определяемая формулой 

(6 (*— 5), Ф(9)) = (6 (у—х), $ (у)) =H (x), VP CD, Ve EQ. (6) 

В частности, если & содержит начало координат, то (6 (x), ф (х)) = 
= (0). Очевидно, 6б-функция равна нулю всюду, кроме начала 
координат: носитель б-функции состоит из одной точки х=0. 
Производные б-функции определяются формулой 

(Руб (х— и), © (y)) = (—1)!%! D%@ (x). (7) 

$ 3. ОБОБЩЕННЫЕ ФУНКЦИИ КОНЕЧНОГО ПОРЯДКА 

Будем говорить, что 0. ф. | имеет порядок сингулярности, 
или просто порядок, <j, если ее можно представить в виде 

{= >, D*ga, 8a Шо (9). (1) 
14| <] 

В этом случае будем писать $ (1) = 7. Если число j в формуле (1) 
невозможно уменьшить, то говорят, что порядок о. фФ. f равен |, 
и пишут $ (№ =]. Очевидно, что порядок любой локально сум- 
мируемой функции равен нулю; ниже мы увидим, что порядок 
б-функции равен единице. 

Очевидны следующие утверждения: 

а) (1+) = max ($ ((.), 3 (fo), в) если фе C™ (9), то s (fp) = 
= s(f); 9 s(D%)=|a|+s(f) 

Пусть { есть о. ф. порядка |, и ф— произвольная основная 
функция. По определению производной от обобщенной функции, 

(f, = dy Org = 4 (“ie (ga, 059) = 

= У (—1)!4! | gq (x) D%p (x) dx; Ve SMOQ. (2) 
[41 <] о 

О. ф. { есть функционал, определенный на множестве функций, 
финитных в ®. Но правая часть формулы (2) сохраняет смысл 
для любой функции ф = Mt) (9). Пользуясь этой формулой, pac- 
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ширим функционал { на класс Э%% (9). После такого расшире- 
ния этот функционал остается линейным. На множестве Mt) (Q) 
установим понятие предельного перехода, аналогично тому, как 
это было сделано в $ 2 для множества 3) (2). Именно, скажем, 
что последовательность ф„(х) сходится к ф(х) в смысле сходи- 

мости в Dt) (в символах ф„—^ > Ф) если 1) ф, @, Е Mt”) (0), 
1=1,2,...; 2) в Q существует такой компакт К, что supp @, с К. 
при любом п; 3) равномерно в ® 

О“ фи (x) 50° (x), |%|=<]. 

Очевидно, что функционал f, расширенный так, как об этом 
сказано выше, непрерывен в Di"); 

если Ona G, TO (Г, Фи) n—>oo (Г, Ф). 

Из сказанного следует, что о. ф. конечного порядка =] можно 
трактовать как распределения над пространством основных функ- 
ций DY, (6) = IMY (©); класс этих распределений уместно обозна- 
чить через 7’ (©). Очевидно также, что если {= Dj (9), то суже- 
ние функционала f на множество = 3) ©) (©) есть о. ф. класса 2’. 

Класс 8; очевидно линеен; о. ф. класса WY; можно умножать 
на любую функцию фе С‘) (9). Произведение fp определяется 
формулой 

(ф, $) =(, $$); Уфе“. (3) 
Легко проверить, что такое умножение не выводит из класса 
9; (©): если {Е Fj (9) иф= С‘? (9), то Pp SH J, (Q). Дифференци- 
рование зыводит из класса Y}: нетрудно видеть, что если f = Dj, 
то существуют (в смысле обобщенных функций) производные 0%}, 

[1% |= и D*f = 1—1. 

§ 4. РЕШЕНИЯ ИЗ КЛАССА ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ. СИНГУЛЯРНЫЕ 

РЕШЕНИЯ 

В некоторой. области @ CE, рассмотрим дифференциальное 
уравнение 

Lu= У =; (1) 
|a|=0 

может случиться, что Q=—E,,. Будем считать, что коэффициенты 

Ag Е СИТ! ®, где | — целое число, 0 =—< ]=< со. Будем искать 
решения уравнения (1), принадлежащие классу 8; (9); если и 
такое решение, то $ (и) =], S(AgD%u)<j+|qa|, и Левая часть 
уравнения (1) есть о. ф. класса Yj, (0); будем считать поэтому, 
что свободный член уравнения [< ,,.(0). Если решение и 
класса 9,(©) существует, то можно и рассматривать как обоб- 
щенное решение данного дифференциального уравнения, принад- 
лежащее классу распределений; это решение определяется тож- 
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деством 

/ $ 

», AgD%u, o\=¢ $); Ve eF;,,(Q). (2) 
|a%|=0 

Формула дифференцирования о. ф. и правило умножения о. ф. 
на функцию соответствующего класса С“? (©), [< со, позволяет 
заменить соотношение (2) эквивалентным соотношением 

| у сре и.) = 0. 9), 
1% | =0 

или, короче, 

(и, Мф) =( 9); Ve © Biss (9), (3) 

где М — дифференциальное выражение, формально сопряженное 
cL. 

Сравнив соотношения (3) и (1.4), легко убедиться в следую- 
щем: локально суммируемое обобщенное решение уравнения (1) 
можно трактовать как регулярную о. ф., которая является обоб- 
щенным решением того же уравнения в смысле настоящего пара- 
графа. 

Особо важную роль играют решения уравнения 

(Lv) (y) = >) Aa (y) Dyv = 8 (x—y); (4) 
|a|=0 

OHH называются сингулярными решениями дифференциального выра- 
жения L или уравнения Lu =0. Очевидно, сингулярное решение 
есть функция двух точек xX, ySR: v=v(x, и. В соответствии 
с формулой (3), сингулярное решение удовлетворяет соотношению 

(v(x—y), (МФ) (y)) =6(x—y), $(9)) =9(%) Ме, (9). (5) 
Таким образом, если формально сопряженное уравнение Мф = 
— g(x) имеет решение ф == Y,,,(Q) и известно какое-нибудь син- 
гулярное решение о дифференциального выражения Г, то функ- 
цию ф можно вычислить по формуле (5). Если выражение L 
формально самосопряженное, то соотношение (5) приводится 
к следующему: 

(9 (х—у), (9) (9)=$Ф0); Уха), (9). (6) 

$ 5. СИНГУЛЯРНОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА 

Сингулярное решение уравнения Лапласа Au =0 будем искать 
как о. ф. класса 9’ (Em). Оно удовлетворяет уравнению 

—Av=6(x—y). (1) 

Достаточно решить уравнение 

—A,v=6 (x); (2) 
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если о (х) — решение этого уравнения, то и (х—и) есть решение 
уравнения (1). 

Очевидно, функция Дирака 6 (х) зависит только от р=|х|, 
иначе говоря, она инвариантна относительно поворотов осей 
координат. Тем же свойством обладает и оператор Лапласа. 
Действительно, пусть в E,, выполнено ортогональное преобразо- 
вание координат 

Ху= Чё; бурбиь= бу; бы Ay, = бы. 

Тогда & = j,xX;, отсюда 

Ou _ ди OE, —а ди И Oru — ane Ou 

Oxy д Oxy М Oy Ax, 0x; "OF, OB 
Полагая i=j и суммируя, находим 

Au = аа и _ 02 и 

о TOF OE EE Ey д 
Таким образом, уравнение (2) инвариантно относительно пово- 

ротов координатных осей. Будем искать решения этого уравнения, 
обладающие тем же свойством, т. е. зависящие только от р. Пусть 
u=u (0). Имеем 

Se =U! (9) so = № и/) 

= Agu. 

и далее 

ди x? Ен I Xp ' seat O+(>— Fu’ ©). 
Суммируя по К, ‚получаем 

Au =u" (о) + — —— и (p). (+) 

Если aa TO os 0, и получается уравнение 

u" (p) и’ (р)=0, p #0. (3) 

Если т>2, то общий интеграл уравнения (3) есть и. (0) = со?” - с, 
с, с. =с0п$. Слагаемое с1, которое всюду удовлетворяет одно- 
родному уравнению Лапласа, можно отбросить: заменяя теперь х 
на х—и и, следовательно, о на r=|xX—y|, получаем v(x, y) = 
=cr?-™, где постоянная с еще должна быть определена. Докажем, 
что эту постоянную можно на самом деле подобрать так, чтобы 
функция v(x, у) удовлетворяла уравнению (1). Рассмотрим, в соот- 
ветствии с формулой (4.6), выражение (ф — функция, финитная в 42) 

Л = (9 (х, у), (Г) (y)) = — (9 (x, y), Ag (y)). _ (4) 
Обобщенная функция о регулярна, потому что функция г?т 
локально суммируема по у при любом фиксированном х; поэтому 
выражению (4) можно придать’вид 

J=— с r2-™Ap (и) dy. (5) 
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Пусть ®’— внутренняя конечная подобласть {2, такая, что 
хе’ и зиррфа Q’. Тогда вне ©’ и на ее границе функция ф 
обращается в нуль вместе со всеми своими производными; отсюда 

==” mA (и) dy=—clim a r2-MA ~ (и) dy. 
e+0 aN ir <e) 

В конечной замкнутой области Q’\ (r<e) (рис. 8) обе функции r2-™ 
и @(y) дважды непрерывно дифференцируемы, и можно применить 
формулу Грина (6.7) гл. 9: 

-т-5 Ag (у) dy = \ ® (9) Ay Sass dy + 
a (<) Q’\ (r<e) 

тд 9 |1 
+ \ ( та Bu) — 9 (y) ду) dT’ +- 

iy 

+ \ ( г 6 oe а —® и. 5. Ут == 45; (6) 

& 

здесь через Г обозначена граница области 2’, Первый интеграл 
справа исчезает, потому что, как было выяснено выше, Ayr?-” = 0 

Рис. 8 

при г==0. Исчезает и второй интеграл, потому что функция ф 
и ее производные равны нулю на ый теперь 

— 19 и J=—clim \ (se “SY — 01) ду ти) Ae. (7) 
& 

Положим y=x-+e6, тогда |0|=1, и точка 0 пробегает единич- 
ную сферу S,. По формуле (2.6) гл. 1, dS,=e"1dS,. Далее, на 
сфере $, г==е, нормаль V, внешняя по отношению к области 
Q’\(r<e), направлена против радиуса, и 

— m—2 e 

~~ gm-1 ’ 
—" wes LOS — 

Penk 

формула (7) принимает вид 

тет \ © a dS, + (т— 2) \ ф (x + #6) 48, | 
0 

o> 91 $: 
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Первые производные функции ф ограничены, поэтому первый 
предел справа равен нулю. Второй предел равен с(т—2)|5,[Ф(х). 
Если положить с=1/(т—2)|5:|, то получим J=@(x). Этим 
доказано, что функция 

I I 
u(x, у) = (т—2)| 5, | 7™ 2 (8) 

есть сингулярное решение уравнения Лапласа, если m>2. 
Пусть теперь т=2. В этом случае общий интеграл уравне- 

ния (3) имеет вид сп а. Повторяя предшествующие рассуж- 

дения, нетрудно установить, что в случае двух измерений CHH- 

гулярное решение уравнения Лапласа имеет ВИД 

| | 
v(x, У=э Ш... 

Замечание. Подставив выражение (8) в уравнение (1), видим, что 
б-функция удовлетворяет тождеству 

< | 02 1 
вии -- 2-5 ду] тт", 

j=1 

или, если выполнить одно дифференцирование и положить у==0, 

; т д | xy 5 

Om Ху (m—2) [Si] р”. и 
Функции под знаком дифференцирования в (9) локально суммируемы 

в любой области, и из определения $ 3 следует, что порядок сингулярности 
б-функции не. превосходит единицы: $ (6) =1. Докажем, что $ (6) =1. В про- 
тивном случае было бы $ (8) =0, и 6-функция была бы локально суммируемой. 
Будучи сосредоточенной в одной точке—в начале координат, эта функция 
была Obl эквивалентна нулю, а это противоречит тождеству (6, ф) =ф (0), опре- 
деляющему функцию Дирака. 

$ 6. СИНГУЛЯРНОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ 

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

Несколько изменим применявшиеся ранее обозначения и будем 
записывать уравнение теплопроводности в виде 

т 
ди ди и _ 
мы Хо (1) 

Будем строить сингулярное решение о (х— у, # —т) оператора, 
сопряженного с оператором (1); оно удовлетворяет уравнению 

2 Aw=—8(x—y, [—т); (2) 

через 6 (х, #) обозначена функция Дирака для пространства m- | 
переменных хи, хо, ..., Xm, Е. Как и в предшествующем параграфе, 
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достаточно решить уравнение 

— + Aw=—8 (x, t) (3) 

и в полученном уравнении заменить х Ha x—y Ht на t—T. 
Уравнение (3) инвариантно относительно поворотов осей ж, 

Xo, ..., Xm, ПОЭТОМУ будем искать решение этого уравнения, зави- 
сящее только от Ёи р=|х|; оно удовлетворяет более простому 
уравнению (см. $ 5) 

Ov 0 (m—1) do _ Fn ав — ap = OHO. (4) 

Задачу можно далее упростить, исходя из следующих сообра- 
жений. Выясним, как изменится б-функция, если заменить х на 
kx и Ё на Rt, где Е = соп${ >> 0. Обозначим через 4, (x, г) функ- 
цию, обладающую свойствами 

6. (х, 20; 8,(*0=0, +8; \ 6, (х, t) dx dt =1. 
Е mit 

Если ф— основная функция, то | 6,(x, Ao (x, дах = 
Е mi 

= p(x*, *) | 6, (x, Вах =Ф(х*, ¢t*), где (x*, ¢*) — некоторая 
m+1 

, 
точка шара 02-4 # < п?. Отсюда следует, что 5, 2.8, Теперь 

имеем цепочку равенств 

(5 (kx, 21), p(x, 2) = lim 6, ((Ех, R72), ф (x, 1) = 

=lim | (6, (kx, Rt) 9 (x, t) dxdt= 

О Е 41 

= lim \ k-m-26, (x, 9%(х, # dx dt = 

ТО E mat 

= testi (6504 9, 0p. a) = 
—т-2 (6 (x, В, Ф(5, =) = k-™-29 (0, 0) = 

="? (6 (x, #), p(x, 2). 
Эти равенства показывают, что 

6 (kx, R?t) = Е "26 (x, #. (5) 

Если в уравнении (4) произвести замену х Ha Ах и Ё на Rt, 
то получится, что тому же уравнению удовлетворяет также функ- 
ция k™y (ko, ЕЁ). Будем искать решение, для которого 

то (ko, Ч) =v (0, 2) (6) 
при любом k>(0. 

Пусть ¢>>0. Полагая в (6) & = Г" и вводя обозначения р? 1 = 2, 
9 (pt-"2, 1) = (2), видим, что искомое решение должно иметь вид 
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о (р, д =”? (2). Подставим это в (4), положив одновременно 
[=> 0,0 >> 0. Тогда 6 (x, # =0 и уравнение становится однородным. 
Для функции и (2) получается обыкновенное дифференциальное 
уравнение 

aw w 
42-52 + (Qm+2) 24 2 w=0, (7) 

Одно из решений уравнения (7) есть w=ce-*/4; второе решение 
приводит к функции 9, которая и при t=O удовлетворяет одно- 
родному уравнению теплопроводности и потому не представляет 
для нас интереса. Мы пришли, таким образом, к функции U(x, ¢t) = 
= сг"/е-2*!* которая при Ё>> 0 удовлетворяет однородному урав- 
нению теплопроводности. Можно доказать, что сингулярное реше- 
ние сопряженного уравнения теплопроводности имеет вид 

_ 1 4 oo 
v(x—y, t—t) =| Уз" ° » TS (8) 

0 , tet, 

такое доказательство будет дано ниже, в 6 1 ra. 23. - 

$ 7. СИНГУЛЯРНОЕ РЕШЕНИЕ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 

Волновое уравнение напишем в виде 

< т 

?и —__ = д?и —_ ди ._ 

gp — Axl = ор ба = 0. (1) 
Е =1 

Сингулярное решение 9 (х —Y, [— т) удовлетворяет уравнению 

020 aa — А0=0(х—у, 1—7). (2) 

Задачу отыскания сингулярного решения упростим (как и 
в случае уравнения теплопроводности) в двух направлениях. 
Прежде всего будем искать решение, зависящее только от #—т 
и r=|x—y|, что приведет к уравнению 

Oe SE BEN = 8 (xy, т. (3) 
Далее, рассуждая, как в предшествующем параграфе, найдем, что 

5 (kx, kt) = k-™-16 (x, 2), (4) 

поэтому, если в уравнении (3) заменить X—y H t—T на kR(x—y) 
и k(t—‘t), то, как легко убедиться, тому же уравнению удовле- 
творяет функция А” (kr, ^ (1 —т)). Будем искать решение урав- 
нения (3), которое при любом А удовлетворяет тождеству 

k™-1y (kr, k(t —1)) =о(г, t—7). (5) 

Полагая k=r и введя обозначения (f—t)/r=A; v(1, (#—т)/т) = 
= (Л), находим, что искомое решение должно иметь виду (г, {—т) = 
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-=ГТН (^). Такое решение будем строить следующим образом. 
Положим г=20, tt, тогда 6(x—y, [—т)=0, и ‘уравнение (3) 
делается однородным: 

Ott д , Oro (3a) 

Найдем ero решения, которые суть однородные функции нулевой 
степени относительно Ги Ё—т, т. е. решения вида. 4 (^). Тогда 

(6) 
gm-1 
ayant 9 (A) = 

можно, следовательно, положить 

om-1 [—т v(r, $1) =r (А) = Зее a(S). (7) 

Подставив в уравнение (За) g(A) вместо 9, получим обыкно- 
венное дифференциальное уравнение 

(A® — 1) 9’ (A) — (m — 3) Aq’ (A) =0; (8) 

его общий интеграл можно записать в виде 4 (A) = Со (A) -- Си, где 

A m—3 

до (№) = { (2-1)? az. (9) 

Заметим, что уравнение A= |, т.е. [—т=х, определяет нижнюю 
полость конуса с вершиной (х, Г) и осью, параллельной оси & 
легко убедиться, что этот конус — характеристический для волно- 
вого уравнения. Подробнее об этом см. § 3 гл. 21. 

Постоянную C,, которая удовлетворяет однородному волновому 
уравнению при всех значениях т и Y, можно отбросить. - 

Функцию ди (^) будем определять формулой ` (9) только при 
А > 1, или тр, т. е. в нижней полости характеристического 
конуса с вершиной (x, #; при A<1 или {—т=г положим 

qo (A) =0. (10) 

Можно доказать (подробно об этом сказано в гл. 24, § 2), что 
сингулярное решение волнового уравнения получится, если при- 

нять С = (ш—2 5» Так что сингулярным решением в данном 
— 1 

случае является функция, вообще говоря, обобщенная, 

1 gm-1 t—t% 
v(x—y, 1—1) = т |5, | orm %( > ). (11) 
Остановимся на случаях m=2 и т=3. Если m=2, то 

А 

qo (A) = \ ay = In. +V 1) A> 1, 
1 
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Это приводит нас к известному решению Вольтерра, кото- 
poe мы обозначим через uw (x—y, Ё—т), 

наи | (+ ИЕ), ‘> ay 
Пи 9—4 

сингулярное решение определяется формулой 

| 
” ’ [—т> Г, 

v(x—y, т = AV (-—т п (13) 
0 ‚ §€-—t<r. 

Если т=3, то формула (11) дает следующее выражение син- 
гулярного решения: 

u(x — у, 2—1) = 4nur 0 ' г ? 

1 А>Т, _ 
где =. nc. OTA oh = (- — —1). Kak показы- 

вает равенство (4), в (m—1)-mMepHom пространстве б-функция — 
однородная степени — (т— 1); в таком случае одномерная 6-функ- 
ция будет однородной степени —1 и 

8 (== -1)=r6¢—-1—1, 

И для сингулярного решения волнового уравнения в трехмерном 

пространстве — окончательно 

v(x—y, t—T)= aq 8(t-t—-7). (14) 

Аналогично получается сингулярное решение для любого нечет- 
НОГО mM: 

1 
u(x—y, ии OE —t— 7). (15) 

Нетрудно найти выражение о и для четного т. 



Глава 11 

УРАВНЕНИЕ ЛАПЛАСА И ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

$ 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

Самое простое и важное из эллиптических уравнений — урав- 
нение Лапласа — имеет вид 

— Au=f (x). (1) 
Здесь f(x) — заданная функция. Если f(x) 560, то уравнение (1) 
называется неоднородным уравнением Лапласа. При } (x) = 0 имеем 
однородное уравнение Лапласа 

Au =0. (2) 

Неоднородное уравнение Лапласа часто называют уравнением 
Пуассона. 

В более подробной записи уравнения Лапласа — неоднородное 
и однородное — выглядят так: 

т 

д?и 1 ди 

2-1 и до“ 
в=1 k=1 

Рассмотрим некоторую замкнутую поверхность Г, He обяза- 
тельно связную, и пусть Г ограничивает область (2, конечную 

(рис. 9) или бесконечную (рис. 10). В обоих случаях предпола- 
гается, что сама поверхность Г конечна. Будем изучать поведение 
решений однородного уравнения Лапласа в подобных областях. 

Большой интерес представляет также исследование решений эллиптических 
уравнений и, в частности, уравнения Лапласа, в областях, ограниченных 
бесконечными поверхностями. Мы не будем заниматься в этой книге такими 
исследованиями; только в одном месте (гл..14) будет рассмотрен случай полу- 
пространства. 
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Функция U(x) называется гармонической в конечной области Q, 
если она в этой области дважды непрерывно дифференцируема 
и удовлетворяет однородному уравнению Лапласа. Будем гово- 
рить, что функция u(x) гармоническая в бесконечной области Q, 
если в каждой точке этой области, находящейся на конечном 
расстоянии от начала, и (х) дважды непрерывно дифференцируема, 
удовлетворяет однородному уравнению Лапласа и для достаточно 
больших |х| справедливо неравенство 

| тег, (3) 
где т — размерность пространства,`а С — некоторая постоянная. 
В случае двумерной области (т=2) условие (3) означает, что 
гармоническая в бесконечной области функция ограничена на 
бесконечности. | 

Подчеркнем, что определение гармонической функции отно- 
сится только к случаю открытой области, (т. е. открытого 
связного множества); если говорят о функции, гармонической 
в замкнутой области, то под этим понимают, что данная функция 
гармонична в более широкой открытой области. 

Заметим еще, что ‘определение гармонической функции не 
накладывает никаких ограничений на поведение функции на гра- 
нице о бласти. 

Примеры. 1. Если © — бесконечная область, то функция и(х) =1 
гармоническая только при т=2, Если т > 2, то в бесконечной области эта 
функция негармонична. Однако она гармонична в любой конечной области 
при любом т. 

2. В двумерной плоскости функция u(x, у) = Ее (;)= ы где 
2 ха - у? ) 

г=х--й/, гармонична в любой области, которая не содержит начала коорди: 
нат. 

3. Функция ReV¥z, г=х--й/ гармонична в круге |2 |< А (В — любое 
положительное число), разрезанном вдоль какого-либо из его радиусов. 

4. Функция двух переменных и=х?--у? не является гармонической 
ни в какой области, так как она не удовлетворяет однородному уравнению 
Лапласа: А (А--у)=4 50. 

5. Функция и=х? — 92 гармонична в любой конечной области. 
6. Сингулярное решение уравнения Лапласа 

| [. 

(т—2) Sy] "8, 
гармонично в любой области (конечной или бесконечной) изменения точки X, 
если эта область не содержит точки Ё При т=2 сингулярное решение 

1 : 
On In — гармонично в любой конечной области, не содержащей точки Е. 
д 

§ 2. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ В ОПЕРАТОРЕ ЛАПЛАСА 

Пусть © — конечная область пространства E, и пусть и = 
= С?) (2). Обозначим 

A,u=—f (x). (1) 
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Равенство (1) умножим на произвольную финитную в Q функ- 
цию 1 и проинтегрируем по Q. Применив формулу (6.7) гл. 9 
и приняв во внимание, что lag =0, получим интегральное 
тождество 

ди д 
| (se 2». — fn) dx=0, Vy = Pt) (9). (2) 

Покажем, что уравнение (1) вытекает из соотношения (2) и 
следовательно, соотношения (1) и (2) равносильны. Заменим 
в (2) обозначение х на Ё и положим =, (г), где r=|E—x| и 
х — точка, расстояние которой до 0% не меньше й. Тождество (2) 
тогда переходит в Аи» (x) = — р (x). Положив h->-O и восполь- 
зовавшись теоремами 2.3.1 и 3.2.1, получим, что Аи (x) =—f (x). 

Введем в ® новые переменные 

Zp = Zp (Х1, Хо, ..., Ат), R=l, 2,..., m. (3) 

Допустим, что преобразование (3) взаимно однозначно и дважды 
непрерывно дифференцируемо и что якобиан 

7— В, Хз... y Xm) 

D (21, 20, woe э 2т) 

отличен от нуля. Обозначим еще 

Oz; O2p 

Bik = dx, дх, › 

тогда 

ди ди __ ди до Wu, о, 

Oxy Ox; ©" 02, dey’ 
и, В частности, при V=—U, 

bin Se in = у (5х ) = (grad и)". 

Таким разом, 2, суть коэффициенты в выражении (grad и)?, 
преобразованном к новым переменным 21, 22, ..., гм. 

В переменных г тождество (2) принимает BHI 

ди On \ Ga — fn] J dz =0. 

Первый член слева проинтегрируем по частям. Поверхностный 
интеграл при этом исчезнет, потому что 1 |ag =0, и получается 

|" [= (gid аз, 9%) +7 dx =0. (4) 

Множитель при 1 под знаком интеграла (4) обозначим через Ф (x), 
так‘ что 

| и.(х)Ф (x) dx = 0, 
2 
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и заменим обозначение х Ha &: 

\1©Ф@Е%&=0. 
Q 

Положим теперь п = в, (г), г=|х—Ё]} x, & = Q; радиус усред- 
нения А возьмем меньшим, чем расстояние от x до OQ. В резуль- 
тате получим тождество Ф, (х) =0. B точке x и в некоторой 
ее окрестности функция Ф непрерывна, и по теореме 2.2.1 
Ф (х) =0. Вспоминая, что {=р— А,и, находим отсюда выраже- 
ние Л, в новых переменных: 

11а ди 
A,u =F 9; (gid om) (5) 

В случае, когда новые координаты ортогональны, gy, =0, 
|=. Введя обозначение &,= Ну’ (слева суммирование по |, 
конечно, не производится), получаем 

т 

1 д /У ди 

Ам т У вон) | 9 
В дифференциальной геометрии доказывается, что 

/ = Н!Но eee Am. 

Для примера выведем выражение оператора Лапласа в сфери- 
ческих координатах. Из формул (2.3) и (2.17) гл. 1 находим 
выражения H, и J. Если считать, что 21 =, 2. =, ..., 2т == 

= 9”, то Ни. =1; Hy=rV 9,1, 2<j<m:; 
J=r™-lsin™-2 9, sin™-3 G2... Sin Это, 

и формула (6) дает искомое выражение 

д? m—1 0 1 с. 

Ac = ant a7 — 8 (7) 
здесь введено обозначение 

"т д д 
— — ——{(sin@™-J-1 —— 

2 a RTT, 36; (Si"I-* 8 56,) (8) 
]= 

Представляют интерес те случаи замены переменных, которые 
не меняют вида уравнения Лапласа. Два таких важных случая 
указаны ниже. 

1. На двумерной плоскости конформное преобразование 
не нарушает гармоничности функции. Именно, пусть &2 — область 
комплексной плоскости z=x-+iy, а О — область комплексной 
плоскости &=Е--й], и пусть голоморфная функция 

г=2 (6) =х (Е, n)+iy(E, 1) 
конформно преобразует область D в область ®@. Пусть, далее, 
u(x, и) — функция, гармоническая в &. Тогда функция й (ЕЁ, 1) = 

=и (* (5, 1), У(Б, ")) гармонична в 2. 
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Для доказательства вычислим величину 

~ Ot 
Api = OE? +4 rf . 

Имеем 

Oi _ дидх , диду 

dE — dx dE Г ду HE 
И 

д — д?и [Ox ди дх ду , д?и [ду ди 92% , ди ду. 

ge = at (ae) +2 дхду OE GET ду mae) team + oy ae 
аналогично, 

Ot Ou OPu Ox dy , ди (dy ди 0х , ди ду 

On? Ox? Gil + 2 дхду an д + дуг Gl T a dnt | Oy One 
Последние равенства сложим. Учтем при этом, что х (Е, |) и 
у (Е, п) суть соответственно вещественная и мнимая части голо- 
морфной функции 2 (5); поэтому х и у суть гармонические функ- 
ции от Ё и \, связанные. уравнениями Коши — Римана. Спра- 
ведливы, следовательно, соотношения 

Ox Oy ду _ Ox 

0 an’ OE OO" 

Теперь имеем 

д д , да [Даа @ Pa о 
здесь 

ди 

Аи = sa я-а Oy? * 

Если A,u =O, то, очевидно, Ай =0. № 
Коротко можно сказать, что конформное преобразование 

переводит гармоническую функцию в гармоническую. 
2. Если размерность пространства т>>2, то существует неко- 

торое преобразование, которое переводит любую гармоническую 
функцию в гармоническую же. Это преобразование Кельвина, 
которое переводит точку xX (жи, хо, ..., Xm) В TOUKY Хх’ (Xj, Xa, ... 

‚ Xm), симметричную с х относительно сферы данного радиуса К 
и с центром в начале координат, а данную функцию u(x) пере- 
водит в функцию 

w (x!) =a & (2). (10) 
Напомним, что точки xX и x’ называются симметричными 

относительно указанной выше сферы, если они лежат на одном 
луче, исходящем из начала, и если |х|.|х’|=А?. Декартовы 
координаты симметричных точек связаны соотношением 

2 

Xp = sh re (11) 
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Найдем выражение оператора Лапласа A,u в координатах 
Zp = хр, R= 1, 2,..., т. Для этого вычислим величины gy, U J. 

т 

1 re 2 R? R2 - 
Обозначим У. ХЕ=р Xk =р”, тогда Xp=—5 Xp, ХЬ=-5 Ху. 

= р р 
Отсюда 

у 2 2 OX, — R* _ 2R XX) 

Ox, 9? М 0*. 

и, следовательно, 

R2 2R2x jx; R? 2R2x pX1 tom (Ge Sy ня 
2R4 

=o Onn — pr бл К — в ов Вых + OF Spe 

Как нетрудно видеть, порой и третий члены справа равны 
между собой и равны величине — 2АЮ“*р-6х,х,. В четвертом члене 
хл.=0?, и последние три члена’ дают в сумме нуль. Оконча- 
тельно, Sin = Rip- бу», ИЛИ в ==0, 15 К, И H;= 0 2R- 2 — А? (0’ )~?, 

Координаты Xp оказались ортогональными, что, впрочем, очевидно 
и непосредственно. Теперь /= А?” (р’)-*", и по формуле (8) 
имеем 

А (Нытва 
Rm Ox p/m 4 ax} 

Выполнив замену (10), имеем далее 

‚2т 2т —4 sm—2 

Au, sand SF ace | = R?™ ax; \р’2т-4 ax; \ рт 
_ om +2. em д (m—2) xj 

~ Rm+2 Аш + Rm+2 Ww Ax; o’™ . 

трое слагаемое справа равно нулю, потому что 

(т— Bat) ва (ane — —A,/—!_\=0 
дх; ых ( р’т Ox; дх; р’®-2 x [т ’ 

и окончательно 
р’ +2 

A.U = Fare Avw. (12) 

Теперь, если A,u=0, то A,w=0, и преобразование Кельвина 
действительно сохраняет однородное уравнение Лапласа. № 

Замечание. Пусть функция u(x) гармонична в бесконечной области Q, 
0&=Q. Преобразование (11) переводит ее в некоторую конечную область Q’, 
содержащую начало координат. В этом случае пока нельзя утверждать, что 
соответствующая функция № гармонична в @’— можно только сказать, что 
эта функция гармонична в Q’\ {0} и ограничена в окрестности начала. 
То обстоятельство, что W гармонична и в начале координат, следует из теоремы, 
которая будет доказана ниже, в гл. 12, $ 7. Аналогичное замечание справед- 
ливо и для конформного преобразования на двумерной плоскости. 
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5 3. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ КЛАССА C(?) 

И ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

В $6 гл. 10 было построено сингулярное решение уравнения 
Лапласа. По определению, сингулярное решение есть о. @., т. е. 
функционал, определенный на финитных функциях. Однако в дан- 
ном случае, как это‘видно из формулы (5.8) гл. 10,.сингулярное 
решение локально суммируемо; это существенно расширяет область 
его применения и позволяет получить много важных результатов. 

В последующем, рассматривая две точки в пространстве Еж, 
будем обозначать их не через хи у, как ранее, а через хи &. 

Рассмотрим конечную область &, ограниченную кусочно глад- 

кой поверхностью Г, и пусть функция и (Е) = С“) (0): Выберем 
в @ произвольную точку x, которую вырежем шаром г=|&—х| < 
<=; радиус = возьмем столь малым, чтобы упомянутый шар 
целиком лежал внутри Q. Обозначим Q'®) = Q\ (г< г). Обе функ- 
ции и (=) и сингулярное решение уравнения Лапласа (формула 
(5.8) гл. 10) принадлежат классу С“? (68), и к ним можно приме- 
нить формулу Грина (6.10) гл. 9: 

(v Au—uAv) d= \ [о 5) &Г- 
Q\ (7 <e) Го. 

Формула (1) по существу тождественна с формулой (6.5) гл. 10: 
если в последней заменить обозначения ©’ на Q, ф на ци у на 
Ё, то упомянутые формулы совпадут. Единственное важное отли- 
чие состоит в том, что функция и(Ё) He финитна и первый 
интеграл справа не исчезает; заметим еще, что этот интеграл не 
зависит OT 8. 

Пусть в—0. Повторяя без всяких изменений рассуждения 
§ 5 гл. 10, найдем, что 

lim | (vAw—udAo) 4Е = \ v(x, &) Au (Е) df, 
е—>0 Q\(r<e) Q 

tim \ Е ии Se) 4$. = — u(x), 

2 

и мы приходим к интегральному представлению функций клас- 
са С®):; 

ди 
«9 =\ оо -ч Г | Аи (2) 

здесь у— нормаль к Г в точке Ё внешняя по отношению к Q. 
Если m>2, то 

| ] 
о (x, 5) тр =; =|§—x|, 
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и интегральное представление функции класса С‘) имеет вид 

1 1 ди) | | 
“= GaaTs | (7 ду Ор) Г — 

- waar | aed @ 
1 1 

если же т=2, то U(X, 5 == Ш, и получаем 

ия ( (In 4 рев ит =) &г — 
Г 

Г ‚ 

я \ Ши 4. (4) 
Q 

Пусть теперь функция и (&) гармонична в QQ; по-прежнему 

считаем, что и = С“) (9). Тогда в формулах (3) и (4) интегралы 
по @ пропадают, и получается интегральное представление гар- 

монической функции класса С“ (Q) 

_ 1 1 ou (8) 
ета \ Law dv 

91 
—u (8) ут aT, m>2, (5) 

u(x) =~ \ [in LUO ош la, m=2. (6) 
г 

В последующем будем считать, что т>>2; для случая т=2 
рассуждения и результаты аналогичны. 

Теорема 11.3.1. Функция, гармоническая в некоторой области, 
имеет в этой области производные всех порядков. 

Пусть функция и гармонична в области Q и пусть хо — про- 
извольная точка этой области. Построим конечную область Q,, 
которая содержит точку х. и которая сама вместе со своей гра- 

ницей Г, содержится в ©. Очевидно, и = C®) (91) и к области 
(2; можно применить интегральное представление (5): 

1 1 д u(x) = maT | La —“ и Halal; xEQ. (7) 

В окрестности точки х подынтегральная функция интеграла 
(7) непрерывна по хи & и имеет всевозможные производные по 
координатам ду, хо, ..., Xm ТОЧКИ Х, Также непрерывные по хи 
Е. По известной теореме о дифференцировании интегралов по пара- 
метру, функция и имеет в точке Xp всевозможные производные 
ПО №1, №, ..., Xm} ЭТИ производные можно получить дифферен- 
цированием под знаком интеграла в формуле (7). № 
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$ 4. ПОНЯТИЕ О ПОТЕНЦИАЛАХ 

Интегральные представления (3.3) и (3.4) дают повод ввести 
три интегральных оператора специального вида. Для определен- 
ности ограничимся случаем т >2 и представлением (3.3). 

Пусть Г — ограниченная кусочно гладкая поверхность. В интег- 

ралах представления (3.3) заменим функции Ди (6), oe) и (Е) 

соответственно произвольными функциями р (&), в (Е), с (&). Полу- 
чаются три интеграла, зависящих от х как от параметра, 

ар (В Г, \ заб Г; \ пар ®&, 
Г Ё р 

которые называются соответственно потенциалом простого слоя, 
потенциалом двойного слоя и объемным потенциалом. Функции 
и (Е), о (&), р (Е) называются плотностями этих потенциалов. 

Исследуем простейшие свойства потенциалов простого и двой- 
ного слоев. В отличие от формулы (3.5), в которой обязательно 
требуется, чтобы точка х лежала внутри Г, здесь будем предпо- 
лагать, что х может находиться как внутри, так и вне Г. Слу- 
чай x = Г требует особого рассмотрения, которое будет прове- 
дено в гл. 14. 

Теорема 11.4.1. Если плотности суммируемы на Г, то потен- 
циалы простого и двойного слоя гармоничны в любой области, 
конечной или бесконечной, замыкание которой не имеет общих 
точек с поверхностью Г. 

В любой точке хеГ потенциалы простого и двойного слоев 
имеют производные всех порядков —в этом можно убедиться, 
повторив дословно соответствующие рассуждения теоремы 11.3.1. 
Если О — область, о которой сказано в условии настоящей тео- 
ремы, то оба потенциала имеют в D производные всех порядков 
и, тем более вторые производные. 

Далее, потенциал простого или двойного слоя удовлетворяет 
однородному уравнению Лапласа. Действительно, если хе Г, то 
дифференцировать можно под знаком интеграла. Обозначая 

29 = \ тар ® Г, в = \ ытао ® al, 
Г Г 

имеем 

Аьо (x) = А, (ни (® Г = 0; 

индекс х у буквы А означает, что дифференцирование соверша- 
ется по координатам точки х. Далее, имеем 

A,w (x)= ЦА, (Sa )o@ ar = 
Г 

= \°®А. (рзнвсов (и, 5) aT. 
Г 
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Так как у— нормаль, проведенная в точке &, TO со$ (у, Xp) не 
зависит от х, и его можно вынести за знак операции A,: 

Atv (x) = \o@ cos (у, x) Ay ae: a! aT = 
Г 

= \ © (8) cos(v, хде А, (а) aT = 0, 

В случае конечной области О доказательство теоремы на этом 
заканчивается. Если же область О бесконечная, то надо еще дока- 
зать, что U(X) и W(x) имеют на бесконечности оценку (1.3). 

Поместим начало координат внутри Г. Обозначим через Н 
наибольшее расстояние между точками поверхности Г; имеем 
=|x—E|S=|x|—|&|2|x*|— HA. Нас интересует поведение функ- 

ции при достаточно больших |x|, поэтому можно считать, что 

|x|>>2H. Тогда Hai 51|, r> > |x| и, следовательно, 

[29| = pepe \ 1H a 

Последний интеграл конечен, потому что функция цв (&) сумми- 
руема на Г. Для функции v(x) оценка (1.3) установлена со зна- 

чением постоянной С, равным С = 27% Мы (8) | Г. 

Рассмотрим теперь потенциал ДВОЙНОГО слоя w(x). Имеем 

|w (x) |= \le@ ils 2 ilar< 

<(m—2) \ |o@®] xe) | aD, 
Г 

и так как | — х, |< Ги |cos(v, х») | = 1, то 

| (x) | <m(m— 2) <=. 

Если |x|>>2H, To >} и окончательно 

НЯ \ | ©). 
Г 

Функция о (&) суммируема Ha Г, и интеграл справа — конечный. 
Таким образом, для потенциала двойного слоя верна оценка, 

даже более сильная, чем оценка (1.3): потенциал двойного слоя 
убывает на бесконечности, как |x |-'"-1), gy 

Свойства потенциалов простого и двойного слоя будут полнее 
изучены в гл. 14, 
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Если поверхность Г делит пространство на две области — 
внутреннюю и внешнюю, то как потенциал простого слоя, так и 
потенциал двойного слоя определяет две гармонические функции: 
одна гармонична во внутренней области, другая — во внешней. 

$ 5. СВОЙСТВА ОБЪЕМНОГО ПОТЕНЦИАЛА 

Будем считать, что © — конечная область пространства Ею, 
т>>2, ограниченная кусочно гладкой поверхностью. Объемный 
потенциал 

w(x) = | тар © 4 (1) 
есть интеграл со слабой особенностью, у которого A=m— 2, 
Поэтому ряд свойств объемного потенциала почти непосредст- 
венно вытекает из общих теорем о таких интегралах. Сформули- 
руем эти свойства. 

Теорема 11.5.1. Если плотность ре Г. (Q), то объемный 
потенциал (1) гармоничен в каждой из областей, дополнитель- 
ных K Q, 

В общем случае существует конечное или счетное множество 
областей ., 5, ..., дополнительных к ® (рис. 11). Пусть ©, — 

Рис. 11 Рис. 12 

одна из этих областей. Возьмем произвольную внутреннюю по 
отношению к 4, подобласть 25 и пусть хе Qj. Тогда в интег- 
рале (1) расстояние г ограничено снизу положительным числом 
5, равным наименыцему расстоянию между точками границ обла- 
стей Q, и ®; (рис. 11). Интеграл (1) удовлетворяет условиям 

теоремы 1.1.3, если положить G=Q, D=Q}, и (Е) =р (Е), o= Pr". 
Отсюда следует, ‘что w GC (Qj); так как ©; — произвольная 
внутренняя подобласть Q;, то & == Cl) (Q,) и для любого мульти- 
индекса & 

Dew (x) = \ p (DE saa dt 
£2 
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в частности, Aw (x)= \ о (Е) A. a3 dé = 0. Если область {2 конеч- 
2 

ная, то гармоничность функции (1) доказана; если же область Q 
бесконечная, то надо еще установить оценку (1.3) на бесконечно- 
сти. Это делается так же, как в теореме 11.4.1: если Н — диаметр 
области ®, и в этой области лежит `начало координат, то при 
|х| > 2Н будет г>|х/2 и | в (х) |= 2" °С | ® || х|”. my 

Теорема 11.5.2.- Пусть о Е L, (52), тогда 

1) если l<p<*, то ше Г. (En), l<q<—“. ort 

2) если p>> то weC (En); 

3) если l<p<m, то ше W (En), 1<9<я- 
4) если р>т, то weC (Е„). 
Поместим область 9 внутрь шара Ш= {Е :|&|<Ю}, радиус К 

которого достаточно велик, и доопределим плотность о (Е), поло- 
жив ее равной нулю вне 9, Очевидно, р =Ё,(Ш) и 

w (x)= \ тар db 
Ш 

Из теоремы 1.3.2 вытекает, что в условиях п. 1) настоящей 
теоремы w =, (Ш). Вне Ш, как видно из доказательства тео- 
ремы 12.4.1, выполняется неравенство (1.3), поэтому также и =: 
= Г. (ЕЛШ) и, как следствие, & = L, (E,,). Аналогично, со ссыл- 
KOH ‘на теорему 1.3.1 доказывается утверждение п. 2), а ссылка 
на теорему 2.8.1 доказывает утверждения п. 3) и 4). № 

Теорема 11.5.3. Если ре Г. (2), то существуют обобщенные 
вторые производные объемного потенциала (1), также принадле- 
жащие классу [» (52); они выражаются формулами 

ew _ _ (т—2)| 51| 2 1 
Ox, Ox; a m * 510 (+ \ О (Е) Ox; дх; rm—2 dé, 

i, j=1, 2, т. (2) 

= Lip, (2"), 20e 2’ — лю- Если о = Lip, (Q), O<a<l, mo oe 

бая внутренняя подобласть Q. 
Интеграл в формуле (2) — сингулярный. 
Теорема 11.5.3 является непосредственным следствием теорем 

7.6.2 (первое утверждение) и 7.6.1 (второе утверждение). Един- 
ственное место, на котором следует остановиться, это вычисле- 
ние коэффициента при внеинтегральном члене в формуле (2). 

Имеем 

9 1 _ (1—2) (Е&—х) 1 
Ox; тт? ^— r rm 2) 

таким образом, в обозначениях теоремы 7.6.1, @(x, 8) =(т—2)х 

x (Е, — x;)/r = (т— 2) (&; — x;), потому что r=1 на единичной сфере 
с центром х. Для упомянутого выше внеинтегрального коэффи- 
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циента получаем выражение 

‚ — \ @ (x, 0) cos (г, х;) dS; =— (m— 2) (Е — x;) cos (r, x;) 491. 
$1 $1 

Обозначим через Ш: шар единичного радиуса с центром в xX, 
На сфере S,, ограничивающей этот шар, направление г совпа- 
дает с направлением внешней нормали. Преобразуя последний 
поверхностный интеграл в объемный по формуле интегрирования 
по частям, находим выражение искомого коэффициента: 

—(т—2) \ д (Ei —%i) dt = — ("ОЭ 81; 

мы воспользовались здесь формулой (2.10) гл. 1. № 

Замечание. Теорему 11.5.3 можно усилить следующим образом: если 
20 

Ox; Ox; 
р Е Ёр (2), 1<p<oo, то существуют обобщенные производные = 

ЕЁ, (2); формула (2) остается в силе. 

Теорема 11.5.4. Если р Е Г, (8), р=|1, то объемный потен- 
yuan (1) есть обобщенное решение неоднородного уравнения Лап- 
ласа (уравнения Пуассона). 

— Aw (x) =(m—2)| Sy |p (x). (3) 
Объемный потенциал (1) при р—1 во всяком случае сумми- 

руем (тем более, локально суммируем) в ©. Пусть ф = Mt?) (Q); 
имеем 

_ a р (Е) Ag (x) _ \ w (x) Ag (x) dx \\ dé dx 
pm—2 

=~ \o@ [па 6 
2 

\ Ag (Е) | dx. 
pm—2 

о 

Ha OQ выполняются соотношения p= 2 =0, и интегральное 

представление функций класса С?) (формула 2.3) дает 

О ag =—(m—2)| 3190. 
о 

Отсюда 

—f w (x) A (x) dx = (m—2)| S,| \p (x) p(x) ах, Уф = M) (9); 

по определению, W(x) есть обобщенное решение уравнения (3). № 

Замечание. Если ре L,(Q), то уравнение (3) сразу вытекает из 
формулы (2): достаточно положить в ней =], просуммировать по ] и восполь- 
зоваться тем, что Аг? т —=0, если x= €. 

Уравнение (3) позволяет строить. частное решение неоднород- 
ного уравнения Лапласа и тем самым свести последнее к одно- 
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родному уравнению. Пусть дано неоднородное уравнение Лапласа 

— Au=f (x), (4) 
и пусть функцию u(x) требуется определить в некоторой конеч- 
ной области ©, в которой свободный член { суммируем. Част- 
ное решение уравнения (4) можно получить по формуле 

И Г (6) 
и () = м5) | S| \ rm—2 45. 

Сделав замену неизвестной функции и=ш--®, получим одно- 
‘родное уравнение Лапласа Аш =0. 

$ 6. ТЕОРЕМА О СРЕДНЕМ 

В этом параграфе будут доказаны две теоремы, известные 
под названием прямой и обратной теорем о среднем для гармо- 
нических функций. 

Теорема 11.6.1. Пусть функция и гармонична в некотором 
шаре и непрерывна в соответствующем замкнутом шаре. Тогда 
значение этой функции в центре шара равно среднему ариф ме- 
тическому ее значений на сфере, ограничивающей данный шар. 

Прежде чем доказывать эту теорему, отметим одну формулу, 
которая. будет играть важную роль и в последующем. Пусть 

в формуле (6.9) гл. 9 и(х) —функция класса С“) (9), гармони- 
ческая в ®. Тогда Ан=0, правая часть упомянутой формулы 
обращается в нуль, и получаем 

ди \ a =0. (1) 

Переходим к доказательству теоремы. Обозначим через Шь 
шар, о котором идет речь в формулировке теоремы, через х — 
его центр и через ^ — радиус. Сферу, ограничивающую шар Lp, 
обозначим через Sp. Пусть еще Ш, — концентрический с Шь шар 
радиуса ^’<Ю и 6». — сфера, ограничивающая Ur. Очевидно, 

ие C) (Шь.). По фомуле (3.5) 
И | u® a | 

и) ТИ | (ee a ©) ay ттт) 48а SU 
R’ 

(2) 
Положим в формуле (2) x =X, тогда r=R’, Далее, нормаль 

у— внешняя по отношению к шару и, следовательно, направ- 
лена по радиусу, поэтому 

91 _ 9! m2 
Ov гт-? r=3R’ Or rm-2 r=R’ Ю'т-1 ° 

Формула (2) принимает вид 
1 \ ди ] 

И (Xo) = — dSp: \ udSpe. 

и, ГЕ sv TTR г 
В’ Sp:



Первый интеграл исчезает в силу формулы (1), и в результате 

\ 
Uu dS p: 

‚т-—1 ° EX ae eee и (хо) = 

Положим Ю’—-Ю. В Шь функция и непрерывна, и можно 
перейти к пределу под знаком интеграла. Окончательно, 

1 
и (Xo) = 1$: | R771 \ и 45к. (3) 

SR 

Правая часть формулы (3) и есть то, что называется средним 
арифметическим значений функции и по сфере 5р — это частное 
от деления интеграла названной функции: по сфере Sp на пло- 
щадь поверхности этой сферы. № 

Прежде чем переходить к обратной теореме о среднем, выве- 
дем выражение среднего в виде объемного интеграла. Зададим 
малое число а и примем, что хе Q\ 9... Окружим точку x 
шаром Ш, радиуса г< а. По доказанному в п. 1, для гармони- 
ческой в Ш, функции & верна теорема о среднем: 

ия \ и (t) dS,. (4) 
, 

Пусть ©. ( |E—x|) = ®а (r) — усредняющее ядро с радиусом усред- 
нения а. Обе части равенства (4) умножим на r™-lo,(r)dr и 
проинтегрируем по г в пределах от нуля до а. Слева получится 

а 

выражение си (x), где c=\ re, (г) dr. Ilo свойству (3) усред- 
0 

няющего ядра ($ 1 гл. 2) c=|S,|-1, и мы получаем равенство 

u (= J и (Е) оо (г) drdS,= \ wu (Е) во (г) dé. (5) 
0$, НГ, 

Вне шара Ш, усредняющее ядро в. (г) =0, поэтому формулу 
(5) можно записать в виде 

и (х) = \ и (Е) юз (г) dE, Vx HQ\ О... (6) 
2 

Новая форма имеет то преимущество, что область интегрирова- 
ния © не зависит от выбора точки x. Формула (6) означает 
также следующее. Пусть 62 — любая конечная область и и — функ-: 
ЦИЯ, гармоническая в QQ. Тогда при. любом 6 >0 функция u(x) 
совпадает в 2 `\\ Q5 со своей средней и, (х), если. только радиус 
усреднения й < 6. 

Теорема 11.6.2. Пусть © — конечная область пространства Ет 
и ие С (2). Если для любого шара, который целиком вместе со 
своей границей принадлежит области Q, функция u(x) удовлет- 
воряет тождеству (3), то эта функция гармонична в ®. 

Пусть а— достаточно малое положительное число и пусть 
хе Qe. Если r<a, то по условию теоремы верна также 
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формула (6). По теореме 1.1.3, и = С“) (Q\ Qe), и так как a 
произвольно мало, то и = Cl) (@). 

Докажем, что Аи=о0. В шаре Ш, радиуса а и с центром 
в точке хе Q\ Q,, напишем интегральное представление (3.3): 

— 1 1 ou) 
и (x) = (m— 2) | Si | ( rm—2 Ov 45 — 

д 1 1 
— \ и (5) Sane 45а — \ sane Au (5) ‘ (7) 

Sa Шо 

Имеем 

01 0 1 _ m—2 
Oy тт=в = Gp pmaT |, отт 

и второй поверхностный интеграл равен 

- “| и (Е) &5.=—(т-—2)|$,|и (х. 
а 

Далее, по формуле (6.9) гл. 9 

д \ 4,5. = \ Au (Е) dé. 
a Ша 

Теперь тождество (7) сводится к следующему! 

\ (== як) Аи ® &=0. (8) 
а 

В Ш. r<a, поэтому г7т+2 — ат+? > 0, В то же время интеграл 
(8) равен нулю. Для этого необходимо, чтобы функция Au (Е) 
в указанном шаре меняла знак; так как она еще и непрерывна, 
то существует точка x’ = Ша, в которой Аи (x’) =0. Пусть а—0, 
тогда x’ —> хи, по непрерывности вторых производных, Au(x) =0. № 

$ 7. ПРИНЦИП МАКСИМУМА 

Теорема 11.7.1 (принцип максимума). Пусть Q © Ев — конеч- 
ная область, и = С) (@) и Aus0. Если u(x) принимает мак- 
симальное значение во внутренней точке области ®, то u(x) = 
= const. Аналогично, если Аи=—< 0 и u(x) принимает во. внутрен- 
ней точке области GQ наименьшее значение, то по-прежнему 
и (x) =const. 

Достаточно доказать первое утверждение теоремы — второе 
сводится к нему заменой и на — и. 

Пусть хо — точка области @, в которой w(x) достигает мак- 
симума. Докажем, что и(х)==и (х%). Построим wap IL, (xo) 
радиуса а и с центром в хо; радиус а возьмем достаточно малым, 
так, чтобы упомянутый шар вместе co своей границей Sz (Xo) 

лежал в Q. Тогда ие С“) (Ш. (х)), и можно воспользоваться 
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интегральным представлением (3.3), которое напишем для точки Xo, 

< 1 1 du(E) 
ид = тат, | qm-2 ду 45. — 

о) 

- \ “Ох ae as- \ a Bare @ al (1) 
Sa(*o) Ш. (%) " 

здесь Го =|&—лх|. По формуле (6.9) гл. 9 

\ HO д.5, = \ Au (Е) 45. 
Sa(*o) Il, (*9) 

Далее, 

д |1 д 1 _  т—2 
‘ду г"? — д: | TT ат-1 

Подставив это в формулу (1), получим 

и (Хо) = г \ и (Е) 45а — 

oer 
[= gig — pir) Аи 4. (2) (m2) 81 в), me: 

Первый член справа есть среднее арифметическое значений функ- 
ции u(x) на сфере S,(%). В точке х эта функция достигает 
максимума, поэтому 

1 
ат-Т | $1 | \ и (Е) 45. = и (хо), 

а 

причем равенство возможно лишь в том случае, когда и (Е) = 
= и (№), ЕЕ 5. (хо). Вычитаемое справа в (2) неотрицательно, 
потому что Au —= 0; оно обращается в нуль только, если Au (x) =0, 
x © Ш. (xo). Из сказанного следует, что равенство (2) имеет место 
тогда и только тогда, когда u(x) == и (хо), ХЕ Sq (№), и Au (x) = 
= (0, хе Ш. (x). Заменяя в (2) радиус а произвольным меньшим, 
найдем, что 

и (Е) = и (%), §& HM, (50). (3) 

Теперь докажем, что тождество (3) верно во всей области Q. 
Возьмем произвольную точку хе Q и соединим точки х их 
ломаной, целиком лежащей в. (рис. 12, с. 209). Пусть 6 — наимень- 
шее расстояние от точек ломаной до ‘точек границы Г области Q, 

1 8 , 8 
и 6’ == 6. Любой шар радиуса 6’ c центром на ломаной лежит 

целиком вместе со своей границей в области ®. 
Пусть Ш, (у) означает шар радиуса 6’ с центром в у. Внутри 

шара Шу (хо) возьмем на ломаной точку х, так, чтобы было 
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| % — xo |> 58", и построим шар LIL», (x,). Внутри нового шара 

¥ 1 
возьмем на ломаной точку х. так, чтобы было | № — ж | >> 5" И 

чтобы точка х, лежала между точками хо И Xp. Продолжая этот 
процесс, легко убедиться, что конечным числом таких шаров 
можно покрыть всю ломаную. Пусть это будут шары Шу (x,), 
j=0, 1, 2,..., п. По построению, x; & Ш (х,_1), j=1, 2, ..., 2. 
Kak показывает тождество (3), в шаре Шу (хо) функция и (x) 
имеет постоянное значение, равное максимальному, а тогда эта 
функция принимает максимальное значение и в точке Xj, так 
что и (х1) = и (%). По тому же тождеству (3) и (Е) = и (x1) = и (хо), 
Е = Шу (x,). Продолжая эти рассуждения, в конечном счете при- 
дем к тождеству 

и (Е) =и (х%), WE & Wy (x,). 

Но хе Hs (x,), поэтому и (х) = и (х%). № 
Следствие 11.7.1. Если функция, гармоническая в конечной 

области, достигает максимума или минимума во внутренней 
точке этой области, ‘mo эта функция — постоянная. 

Следствие 11.7.2. Если функция гармонична в конечной обла- 
сти и непрерывна в соответствующей замкнутой области, то 
эта функция принимает как максимальное, так и минимальное 
значение на границе области. 

$ 8. ПОДПРОСТРАНСТВА ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Теорема 11.8.1 (теорема Харнака). Пусть {u, (x)} — последова- 
тельность функций, гармонических в конечной области QQ. Пусть 

еще функции и„(х) непрерывны в замкнутой области ® =® |)Г. 
Если последовательность {и„(х)} равномерно сходится на Г, то: 
1) последовательность {из (х)} равномерно сходится в замкнутой 

области ©; 2) предельная функция гармонична в ©; 3) в любой 

замкнутой подобласти ©’ области © производные любого порядка 
от функции и» (х) равномерно сходятся к соответствующим произ- 
водным предельной функции. 

Последовательность {и„(х)} сходится Ha Г равномерно. Это 
значит, что для Любого = >0 найдется такой номер JN, что при 
всех и — М и любом натуральном р справедливо неравенство 

| n+p (Х) — и, (Х) |<в, УхеЕГ. (1) 

Под знаком абсолютной величины написана разность двух гар- 
монических функций; следовательно, она.сама гармонична. Более 

того, она непрерывна в ©. Но такая функция принимает как 
наименьшее, так и наибольшее значение на границе области. 

Из неравенства (1) следует, что 

—e<min [И пр (Е) — ил (&)] = ег. [Un+p (Е) — Un (l<e, 
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а из принципа максимума для любого хе® вытекает неравен- 
ство 

min [Unsp (8) —Un (Е)] = Unsp (x) — ил (x) = er [Untp (§) — Un (§)]. 

Но тогда 

—2<ии+р(х) —ш (х) <в, We EQ, 
или 

| Unsp(X) —Un(x)|<e, We EQ. 

Последнее неравенство означает, что последовательность {U, (x)} 
равномерно сходится. в замкнутой области ©. Существует, сле- 
довательно, предельная функция 

и (х) = lim Un (Xx), (2) 

определенная и непрерывная в QQ. 
Пусть x @Q. Построим шар Шь(х) с центром в точке хи 

радиусом А столь малым, чтобы Шь вместе со своей границей — 
сферой $» — целиком лежал внутри ©. По прямой теореме 
о среднем 

Un (9 =Т5-Т \ № (8) 48%. (3) 158 [а | 
R 

Пусть п-—со. Tak как последовательность {из (x)}  схо- 
дится в О равномерно, то можно перейти к пределу под знаком 
интеграла: 

и =—35 \ и (®) 49%. (4) 
| R 

SR 

В силу обратной теоремы о среднем функция u(x) гармо- 
нична в ®. 

Остается доказать равномерную сходимость производных. 
‘Рассмотрим произвольную внутреннюю подобласть 42’ области YQ 
и обозначим наименьшее расстояние между границами областей Q 
и ©’ через 2a. Воспользуемся формулой (6.6); применим ее 

к функции и» (x), предполагая, что хе QQ’: 

Un (x) = 5 Ил (Е) а (r) dé. (5). 

Дифференцируя это выражение по координатам точки x, полу- 
чаем для любого мультииндекса @ 

Рец, (x) = \ ил (Е) Dia (г) db; (6) 
9 

аналогично 

“и (x) = } Ц ®)L ра xq (Г) 48. (7) 
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Последовательность {u,(E)} равномерно сходится в Q к функ- 

ции и(=), а функция Dyow,(r) непрерывна при любых хи €, 
В таком случае интеграл в (6) равномерно сходится к инте- 
гралу в (7) и, следовательно, D%u,(x)—>D%u(x) равно- 

мерно в ©’. № 
Теорема 11.8.2. (теорема о сходимости в среднем). Пусть © — 

конечная область. Пусть {и„ (х)} — последовательность гармони- 
ческих в @ функций, сходящаяся в метрике L, (Q), где 1 = р = оо. 
Тогда 1) предельная функция гармонична 6 Q; 2) в любой внут- 
ренней подобласти как данная последовательность, так и после- 
довательности, полученные из нее дифференцированием, сходятся 
равномерно. 

По условию теоремы, . существует предел и (х) = lim u, (x) 
по 

в смысле сходимости в среднем с показателем р. Это значит, что 
uc L,(Q) и 

Ум (Е) — ил (8) РЕ —— 0. 
9 

Воспользуемся формулой (5): 

Un (x) = \ Un (Е) Wa (r) АЕ, 

" Ух= О’; 
Up (x) = ue (5) @a (7) 45, 

отсюда 

| Un (x) —Up (x) | = \| un (Е) — и (5) | @a (г) dé. 
о 

При фиксированном радиусе усреднения а функция 4, (г) 
ограничена. Пусть ®. (г) =К, тогда 

| Un (х) — Up (х) | = К] и» — Ugh = К: || Un — Yelp, (8) 

где К, — некоторая новая постоянная. По условию теоремы, 
| un —Uelp pre 0. А тогда из неравенства (8) следует, что после- 

довательность {u, (х)} сходится равномерно в ©’. Отсюда следует, 

что в @’ функция u(x) непрерывна; так как ©’ — произвольная 
внутренняя подобласть, то и (x) непрерывна в открытой области QQ, 

В формуле (3) положим п — со, что приведет к формуле (4); 
как и выше, отсюда можно заключить, что функция u(x) гармо- 
нична в ФО. Утверждение о сходимости произвольных последо- 
вательности {и„ (х)} доказывается так же, как в теореме 11.8.1. № 

Из теорем настоящего параграфа вытекают такие следствия. 
Следствие 11.8.1. Пусть ® — конечная область. В простран- 

стве C(Q) гармонические функции образуют подпространство. 
Из сходимости в этом подпространстве вытекает равномерная 
сходимость производных лобого порядка в любой внутренней замкну- 
той подобласти. 
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Следствие 11.8.2. Пусть Q — конечная область и постоянная р 
заключена в пределах 1<=p<co. В пространстве L, (2) гармо- 
нические функции образуют подпространство. Из сходимости 
в этом подпространстве вытекает равномерная сходимость как 
самих функций, так и их производных любого порядка в любой 
внутренней замкнутой подобласти. 

Теорема 11.8.3. Локально суммируемое обобщенное решение одно- 
родного уравнения Лапласа есть функция, гармоническая в этой 
области. 

Пусть © — конечная область пространства E, и пусть ие 
S Глос (52) есть обобщенное решение однородного уравнения 
Лапласа в QQ. По определению, 

(© А:Ф(4=0, Уфе (9). (9) 
Q 

Пусть й>> 0 — достаточно малое число, и xX GQ \ Qe,. Положим 
в тождестве (9) ф (Е) =o, (г), r=|§—x|. Заметим, что г зависит 

только от разности векторов Ё и х и потому Дёв, (г) = Ах, (г). 
Теперь формула (9) дает Аи, (х) =0. Таким образом, средняя 
функция и, (х) гармонична в области Q\ ©5,; если зафиксировать 
число 6 >0 и выбрать A< 6/2, то и,(х) гармонична в ®\%%. 
В этой области функция u(x) суммируема. По теореме 2.2.3 
Up, (х) — u(x) в метрике L, (022\ 95). По теореме 11.8.2 и (x) гармо- 
нична в G&\ Qs; так как 6 произвольно, то и (x) гармонична в ©. № 

Замечание. Справедлива более общая теорема: если некоторая о. ф. 
удовлетворяет однородному уравнению Лапласа в конечной области, то в этой 
области данная о. ф. есть обычная гармоническая функция.



Глава 12 

ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ И НЕЙМАНА 

$ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ 

Основные задачи теории эллиптических уравнений — так назы- 
ваемые задачи Дирихле и Неймана—будут сформули- 
рованы для общего эллиптического уравнения второго порядка; 
начиная с $ 2 мы опять будем заниматься только уравнением 
Лапласа. 

Будем рассматривать области двух типов: конечные и беско- 
нечные. В обоих случаях граница области оказывается конеч- 
ной; как обычно, будем предполагать, что граница состоит 
из конечного числа кусочно гладких поверхностей (см. рис. 9 
и 10). 

Краевая задача для эллиптического уравнения называется 
внутренней, если искомая функция должна быть определена 
в конечной области, и внешней, если эта функция должна быть 
определена в бесконечной области. Важнейшими краевыми зада- 
чами для эллиптического уравнения второго порядка являются 
задача Дирихле (первая краевая задача) и задача Неймана 
(вторая краевая задача). 

Рассмотрим эллиптическое уравнение общего вида 

д 
— Am sae + Ange + Аш =F (2). (1) 

Внутреннюю задачу Дирихле для этого уравнения сформули- 
руем следующим образом. Пусть © — конечная область с KYCOUHO 
гладкой границей Г и ф(х) —функция, заданная и непрерывная 
на границе Г. Требуется найти решение уравнения (1), которое 

принадлежало бы классу С? (2) ПС(®) и совпадало бы на гра- 
нице с заданной функцией @ (x): 

и (х)=ф(х), ХЕГ. (2) 

Внутреннюю задачу Неймана для того же уравнения (1) сфор- 
мулируем таким образом. Найти решение w(x) уравнения (1), 

обладающее свойствами: и © С? (Q) ПС (9); на множестве тех то- 
чек хе Г, в которых существует нормаль v к поверхности Г, 
выполняется равенство 

lim Аль (x ) 5 cos, xn) = (x). (3) 
хх 

Здесь х’— точка, лежащая внутри © на нормали у, x, — декар- 
товы Координаты этой точки, а ф(х) —функция, заданная на 
упомянутом множестве точек поверхности Г. 
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Краевое условие задачи Неймана мы будем ниже записывать 
короче в виде 

Аль (<) ie cos (у, жь) = (2). (3,) 
Запись (31) ‘можно понимать буквально, если ие С“) (9). 

Если Aj,=6,,, то старшие члены уравнения (1) образуют 
оператор Лапласа; само уравнение принимает вид 

—Аи- Ay se + Agu =F (3), (4) 

Краевое условие (3,) принимает в этом случае особенно простую 
форму: | 

ди (x) = (2). (5) 
Ov 

Замечание. Приведенные формулировки краевых задач Дирихле и 
Неймана не являются совершенно общими. Так, например, можно рассматри- 
вать случай, когда в краевом условии (2) задачи Дирихле функция ф (х) раз- 

рывна на Г. В этом случае нельзя требовать, чтобы и = С (9), —это условие 
надо заменить некоторым другим; краевое условие (2) должно выполняться 
только в точках непрерывности функции @ (x). Можно также отказаться 
от требования кусочной гладкости границы. 

Внешние задачи отличаются от соответствующих внутренних 
только тем, что на неизвестную функцию накладывается доба- 
вочное требование 

u(x) =0( sa), X—> 00, (6) 

$ 2. ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА 

Теорема 12.2.1. Как внутренняя, так и внешняя задача Ди- 
рихле для уравнения Лапласа имеет не более одного решения. 

Допустим, что задача Дирихле имеет два решения: ил (х) и 
из (x). Тогда справедливы следующие две системы тождеств: 

—Au,=F (x), Ш г=Ф (%); (1) 

— Au,=F (x), Us Ir = @ (x). (2) 

Введем обозначение ил (x) — из (х) =о(х). Вычтем тождество (1) 
из (2): 

Av=0, v|p=0. (3) 

Рассмотрим внутреннюю задачу Дирихле. Дело сводится 
к отысканию гармонической в ® функции о (x), непрерывной в Q. 
По принципу максимума ее наибольшее и наименьшее значения 
достигаются на границе, но тогда они равны между собой и 
равны нулю. Отсюда следует, что о==0 и и; (x) == из (x). 
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Перейдем к внешней задаче Дирихле. Если‘т=2, то кон- 
формным преобразованием (например, дробно-линейным) можно 
перевести бесконечную область в конечную. Уравнение Лапласа 
при этом переходит опять в уравнение Лапласа, функция о, 
гармоническая в бесконечной области, переходит в функцию, 
гармоническую в конечной области, и эта функция по-прежнему 
равна нулю на границе области. Дело сводится, таким образом, 
к уже доказанной единственности задачи Дирихле в конечной 
области. Поэтому достаточно рассмотреть случай m>2. В силу 
условия (1.6) разность решений о=и:— и. гармонична в Q, 
Окружим границу Г шаром радиуса. Ю с поверхностью Sp и рас- 
смотрим функцию U(x) в кольцевой области Qp, заключенной 
между Ги Sp. Нам известно, что 9|г=0, кроме того, на доста- 
точно болыпом расстоянии от начала координат, которое мы 
поместим в центре сферы Sp, 

[9 (х) |= СЛх|", C=const. 

Следовательно, на поверхности шара Sp, если только ра- 
диус Ю достаточно велик, |9 (х) |< С/К”"-?. Зададим произволь- 
ное число >> 0 и выберем R настолько большим, чтобы СЮ?" < в. 
В кольцевой области @» наибольшее и наименышцее значения 
функция U(x) принимает либо на Г, либо на Spr; эти значения, 
следовательно, по модулю не превосходят в. 

Пусть х-— произвольная точка области @. При достаточно 
большом К эта точка попадет в область Lp и потому |v (х) | < г. 
Но =— произвольное положительное число, поэтому 9(х)=0и 

ил (X) == из (х). № 
Замечание. Об условиях единственности решения задачи Дирихле 

для общего эллиптического уравнения второго порядка (1.1) см. [23]. Если 
матрица старших коэффициентов, положительно определенная в замкнутой 

области Q и Ау (x) > 0, то единственность решения задачи Дирихле вытекает 
из принципа максимума ($ 9 гл. 11). 

Обратимся к задаче Неймана и начнем с рассмотрения внут- 
ренней задачи. Пусть в конечной области 42 с границей Г постав- 
лена задача Неймана 

—Au=F (x), хе О; u eC) (9) ПС (9); 

lim Mp), хег. 4) x’ —>Xx 

Очевидно, что решение внутренней задачи Неймана для уравне- 
ния Лапласа (если оно существует) не единственно: если функ- 
ция w(x) решает задачу (4), то, как легко видеть, функция 
u(x)-+C, где С — произвольная постоянная, решает ту же задачу. 
Теоремой единственности в данном случае является утвержде- 
ние, по которому выражение и (x)--C исчерпывает все решения 
этой задачи. 

Теорема 12.2.2. Два решения внутренней задачи Неймана для 
уравнения Лапласа могут отличаться только на постоячнцое 
слагаемое, 
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Мы докажем эту теорему, предполагая поверхность Г ляпу- 
новской: Ге С(,%, O<a<l (cm. Введение, § 2). Пусть за- 
дача (4) имеет два решения. Их разность v(x) удовлетворяет 
уравнениям 

Av =0, oo} — 0, (5) vir”, 

причем оС“? (9) ПС(9). Допустим, что о (x)s€const. В.силу 
принципа максимума функция v(x) принимает наименьшее зна- 
чение на`Г; пусть это значение принимается в точке HEI. 
Разность U(x) —о (хо) также удовлетворяет уравнениям (5); заме- 
HAA U(x) на v(x) — и (хо), можно считать, что U(X) удовлетворяет 
еще соотношениям 

о (x) г 0, v(x) =0. (6) 
Введем местные координаты и, /.,..., Ym с началом в точке Xo; 

ось И» направим по внутренней нормали к Г. Обозначим еще 

у" = (1, Yas ..., Ym) И У= (ИУ, Ym). 
В некоторой окрестности точки 
Хо MOMKHO представить поверхность 
Г уравнением вида 

Ym =f (У). (7) 
Ниже (гл. 14, $ 1) будет no- 

казано, что если Tec! ®, 

O<a<l, то | f(y’)|<cly’ | 
Отсюда.. следует, ‘что |f(y’)|< Х 

< сту", так как |/’| = ||. 
Пусть 6— достаточно малое Lp 

число. Введем в рассмотрение 
область @ = {y: 2c| y |B y,< 5}. 
При 6 достаточно малом С есть 
ъподобласть 62; она ограничена по- Рис. 13 
верхностями о1 и 05, на которых 
соответственно Ym=2c|y|** и уи=б (рис. 13) Введем в рас- 
смотрение функцию фе С“? (6) ПС (G), обычно называемую 
барьером и удовлетворяющую условиям 

а) Фф (Xo) =0; b) Ф(х) =0, xeo,; c) Аф—=0, хе; 

а S50. (8) 
В качестве барьера можно: взять, например, функцию 

4m |. 
9 (*) = 9 [Yt Ame yt — do | уча], 

m=m—1+a, y=const>0. 

Действительно, условия (8; а, 4) выполнены. Далее, если x © 01, 

то Ит == 2C | у и Ф(х) =у [-— Ym + Атса ‘ур <], что неположи- 
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тельно, если величина Y, достаточно мала; условие. (8; 6) также 
выполнено. Наконец, используя формулу (+) 5 5 гл. 10 и нера- 
венство у„=|и|, найдем 

Ag =4me (1 +a) y (yn —ly PP") = 0, 
и условие (8; с) также выполнено. | 

Из принципа максимума ($ 7 гл. 11) вытекает существование 
такой постоянной с! >0, что U(x) =с1,. хе Og. Выбрав постоян- 
ную у достаточно малой, можно добиться того, чтобы было ф (x) = 
=, Хе од». Отсюда и. из (8; 6) следует, что о(х)—Ф(х) =0 
на ЫЯ Одновременно А [v (x) —ф (х)] = 0 в области G; по тому же 
принципу максимума о (х) = q(x) в С и, следовательно, 

90 (Xo) fir 200 Ym) — Jip PO Ym) _ 99 (40) ~ 9, I 

on Ym 0 m Yin 0 Ym дут 

В первоначальных координатах хи, X2, ..., Xm можно послед- 
. | о (x) — 0 (Xo) 

нее неравенство записать так. ит > 0, Где х— точка X—Xo | xX—> Xo | 0 

Ha нормали к Г, проходящей через x9. По формуле Лагранжа 

д 9 (x— | 0<8—<1; 

до (Xp-+ 8 (x — Xp)) 

Е On ~~ > 0, 

v (x) —0 (&) = 
отсюда lim 

X—>Xo 

Это противоречит второму неравенству (5), из которого вытекает, 
что существует и равен нулю предел 

lim 22 оО 0—0, ay 
X—>Xo 

Замечание. Если предположить, что искомое решение имеет в Q 
непрерывные вторые производные, то теорему 12.2.2 нетрудно доказать, пред- 
полагая поверхность Г только кусочно гладкой 

В заключение отметим, что. внутренняя задача Неймана (4) 
в общем случае неразрешима, и выведем необходимое условие ее 

разрешимости, предполагая для простоты, что решение we С“) (О). 
В этом случае можно применить формулу (6.10) гл. 9, которая 
в данном случае дает 

\ F (x) dx+ {wp (x) аГ=0; (9) 
Q Г 

это и есть искомое необходимое условие. 

В частных случаях однородного краевого условия или одно- 

родного дифференциального уравнения должно выполняться соот- 
ветственно одно из двух равенств. 

Аи «= 29 dx =0, (10) 
£2 

\ par = \v@)ar=0. (11) 
| р 
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Для внешней задачи Неймана справедлива следующая теорема 
единственности. 

Теорема 12.2.3. Если размерность пространства т>2, то 
внешняя задача Неймана для уравнения Лапласа имеет не более 
одного решения. 

Как и в случае внутренней задачи, проведем доказательство, 
предполагая, что граница рассматриваемой области — ляпуновская. 
Пусть бесконечная область ограничена ляпуновской поверх- 
ностью Г и пусть в этой области задача Неймана имеет два 
решения. Их разность u(x) удовлетворяет соотношениям 

v = С‘) (9) ПС(0) и Ло=0, xe Q,; Го <a, х— со; 

до 
ay |p = 0: (12) 

Допустим, что 9(х) 50. Тогда 9 (х)=ЕО0 при x] —B про- 
тивном случае, по теореме единственности внешней задачи Дирихле, 
было бы v(x) =0, хе ®. Обозначим а= пто(х), и пусть этот 

хЕГ 

минимум достигается в точке хеГ. Докажем, что можно счи- 
тать а< 0. Действительно, если а>0, то а! = тах о (х) >> 0. 

' xe! 

Функция — 9 (х) удовлетворяет соотношениям (12) и min[— v (x)] = 
хЕГ 

= —a,<(0. Из начала координат как из центра опишем сферу Sr 
столь большого радиуса R, чтобы поверхность Г лежала внутри 
этой сферы (см. рис. 21) и чтобы одновременно C/R™? < |а|, 
где С — постоянная из оценки (12). Тогда в конечной области Qp, 
ограниченной поверхностями Г и ор, гармоническая функция V(x) 
достигает минимума в точке х =Г. Как и в случае внутренней 
задачи, введем в рассмотрение разность V(x) — и (хо), область G 
и барьер ф(х), обладающий свойствами (8). Так же как в пред- 

шествующей теореме, докажем, что еее >0, где п-— нормаль 

к Г в точке хо, внутренняя по отношению к ©». Полученное 
неравенство противоречит краевому условию (12). № 

Если размерность пространства т=2, то для внешней задачи Неймана 
верна теорема 12.2.2— та же, что и для внутренней задачи. 

$ 3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ ШАРА 

Здесь и ниже в этой главе мы будем рассматривать только 
однородное уравнение Лапласа — неоднородное сводится к нему 
приемом, указанным в $ Ora. 11; напомним, что этот прием осно- 
ван на построении частного решения неоднородного уравнения 
Лапласа в виде объемного потенциала. 

Итак, пусть дан шар Шь радиуса R с центром в начале коор- 

динат. Поставим задачу об отыскании функции иеЕС(Шь), гар- 
монической в шаре и удовлетворяющей краевому условию 

и =$ (2), (1) 
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где $» — граница шара и ф(х) функция, заданная и непрерывная 
на сфере Sp. 

Решать задачу будем следующим образом. Предполагая, что 
решение существует и удовлетворяет некоторым более жестким 
требованиям, построим формулу, определяющую решение по дан- 
ным задачи. После этого докажем, что построенная формула на 
самом деле дает решение задачи. 

Пусть поставленная задача имеет решение и (x), принадлежа- 

mee классу С“) (Ip). Напишем интегральное представление этого 
решения (формула (3.5) гл. 11) 

1 1 ou u 2 
и (x) = (m— 2) | $; | \ [== ay 455 т =) Ч бк. (2) 

R 

Возьмем точку х внутри шара, и пусть x’ —TouKa, симметричная 
с точкой х относительно сферы Sp (рис. 14). Это значит, что 
точки х Hx’ лежат на одном луче, проходящем через центр шара, 
и что 

1х1. [= АЗ. (3) 
Обозначим r=|x— &|, Г’=|х’— &|. Заметим, что r’=40, когда 
точка Ё движется внутри сферы или по ее поверхности. Введем 
функцию 

от (4) 
она гармонична в любой области, не содержащей точки x’. В част- 

ности, функция (4) гармонична 
в шаре Ш». 

К паре функций ии опри- 
меним. формулу Грина (6.10) 
гл. 9. Обе функции гармонич- 
ны, поэтому объемный интеграл 
исчезает, и пблучаем 

м9 1 
кт ду ду т) Xx 

Sp i 

xX dgSp=0. (5) 

Для дальнейшего важно TO 
обстоятельство, что первые чле- 
ны под интегралами (2) и (5) 
отличаются только множителем, 

не зависящим от &. Это можно доказать на основании того простого 
соображения, что треугольники ОхЁ и Ох’Ё (см. рис. 14) подобны. 
Действительно, у этих треугольников угол в точке О общий, а 
заключающие этот угол стороны пропорциональны в силу соот- 
ношения (3). Из подобия треугольников следует, что г/г’ = |х|/Ю. 

Рис. 14 
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Отсюда l/r=R/\x|r’ и, следовательно, 

1 /R\m-2 1 
„т-а fray, pim—2 9 

-2 
так что 1/””-? и I/r’”™ отличаются множителем (R/| x |)"-?, не 3a- 
висящим OT &. 

Будем далее обозначать |х| =, |x’ |=". Умножим формулу 

(5) на В Su (=) и вычтем из формулы (2): 

ИЕ: Це. аа 
Замечая, что в силу краевого ‘условия задачи Дирихле и (2) [5 = 
== »(£), получаем формулу для решения (в предположении, что 

OHO существует и принадлежит классу С‘) (Ш»)): 

т20 | д 1. 

и = GO A OC) Reem ee] ese © дуг 

, 

Формулу (6) можно упростить. Прежде всего для шара Ha- 
правления внешней нормали и радиуса совпадают, поэтому 

cos (Vv, iy) = И £ = 9. Отметим еще формулы 

> ® ——— к —————=—ы—— ——— «Oe 

здесь X, и хь —координаты точек х и х’ соответственно. 
Легко вычислить второй член под знаком интеграла (6): 

д 1 m—2 

рта = — (2) er SE = — Frag be Gen) = — Tae x 
х (R? —Epxe). (7) 

Аналогично 

9 1 
ду мт-8 — — as — Еж). 

R\m—2 
Умножим это выражение Ha (= > учитывая ранее получен- 

ное соотношение R/pr’ =.1/r, получаем 

Rpt a 1 m8 (nay и 
0 ду rm? r™R ne Re 

Точки x u x? viel Ha ОДНОМ луче, проходящем через начало, 

хи Ши поэтому Xp= Xk] Xk oor Xb ра И, следовательно, 

R\m-2 0 1 ms 
(5) ay pine — R — Ех»). (8) 
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Подставив выражения (7) и (8) в интеграл (6), получим оконча- 
тельно 

О aSe. (9) 
SR 

, Формула (9) называется формулой Пуассона, а выражение 

a. о =<=R,—x0pom Пуассона. Из наших рассуждений следует, 

что формула Пуассона во всяком случае справедлива для любой 

гармонической функции класса С“?) (Шь). 
Отметим некоторые свойства ядра Пуассона. 
1. Ядро Пуассона неотрицательно. При р =^А оно всюду равно 

нулю, кроме точки х=Ё, вблизи которой оно неограничено. 
2. Если точка х меняется внутри шара, то ядро Пуассона 

есть гармоническая функция от х. 
Докажем это. Если точка x лежит внутри шара, то г=20 и 

ядро Пуассона имеет непрерывные производные всех порядков. 
Остается доказать, что оно удовлетворяет однородному уравне- 
нию Лапласа. По формуле Лейбница, 

0 _ 1 0—9) 20—09 д (9 salsa) 
9 rm хр rm /*° 0х тт гт дх} Охь Охь 

Замечая, что Эр хе OF А y суммируя по А, получим 
) OXp 0’ дхь г’ | ’ 

A Bae = B14 р 2455 | Г 

что равно нулю, так как 

= (Ех, Е —х) =R? +0? --2 (Е, x) = Кр? — 2х... 
3. Спр аведлива формула 

7 (+ ов == 1, p<. (10) 

SR 

В самом деле, рассмотрим функцию, тождественно равную еди- 

нице. Она гармонична в шаре Ip и принадлежит классу С“) (Lp); 
по доказанному, для нее справедлива формула Пуассона, которая 
в данном случае совпадает с формулой (10). 

Докажем теперь, что если функция p(x) непрерывна на сфере 
Sp, mo формула Пуассона дает гармоническую в Шь функцию, 
которая имеет в любой точке хо сферы Sp предельное значение 
ф (хо). 

Пусть u(x) —функция точки x, определенная внутри шара Шь 
формулой Пуассона (9). Очевидно, что эта функция непрерывна, 
и имеет производные всех порядков внутри шара. Легко видеть, 
что она гармоническая: | 

Аи = ДА Бут 1.5 =0. 
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Пусть точка х стремится изнутри сферы $» к точке хо, лежащей 
на этой ‘сфере. Из формулы (9) вычтем формулу (10), предвари- 
тельно умноженную на ф (Xp): 

u(x) 9 (%) =37 \ [9 @ Фо) а. (11) 
SR 

Функция g(x) непрерывна на сфере Spr; выберем на Sp 
сферическую окрестность с точки №, столь малую, чтобы 

|ф (& — 9 (о) | < e, УЕ Go, где в — произвольно выбранное по- 

ложительное число. Заметим, что в эв\\ о справедливо неравен- 
ство |Е —Хо| 6, где д — радиус окрестности о. 

Оценим разность и (x) — ф (хо), для чего интеграл (11) разобъем 
на два: по би по во: 

# (2) — 0 (20) = 73-7 \ ат [9 — 9 649] Se + 
| +7 \ = le © — 9 (9) 145. 

SR\G 

Для первого eae имеем 

rit у Sea [ —9 6914,5 < 
[2 R?— 0? [5 

5151 \ Rem SRK aS] 5 Rear - 4:88 =<. 
в SR 

Оценка для первого интеграла получена независимо от положе- 
ния точки х. Второй интеграл можно сделать малым за счет бли- 
зости точек х и Хх. Возьмем эти точки столь близкими, чтобы 
выполнялось неравенство |х— № | < 6/2. Тогда 

6 
r=|§—x|=|(§ —%o) + (№ — x) | |§ — №| —|%o — xl Sa, 

откуда l/r < 2/6; теперь 

К?— 0? _ (К-о) (К — р) — 2m" (КР) 
Югт Югт бт ; 

Функция ф непрерывна на компактном множестве и потому 
ограничена. Пусть |ф (&) | =М =const, тогда |ф (Е) — @ (x) |= 2M. 
Теперь имеем 

от+2М R— | 

и 9) < т | 45% < 
Sp\o 

& у 27" МЕ" 1 (К— р) 
< 9 -- бт e 

+2 - 
Возьмем число h>>O столь малым, чтобы all sisi vf <>. Тогда 

если |х—х|< А, TO Ю-р=|№|—|х| = |№—х|< В и [u(x)— 
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— @ (%) |<. Отсюда следует, что 

lim u(x)=@(%), Wx Sp. (12) 
X—> Xo 

‚ Функцию u(x), определенную в открытом шаре формулой 
Пуассона (9), добпределим. на сфере $», положив и (х) =ф (x), 
ХЕ». Доопределенная таким образом функция гармонична 
внутри шара, непрерывна в силу формулы (12) в замкнутом 
шаре и удовлетворяет краевому условию (1). Задача Дирихле 
для шара решена. № 

Формула (2), а с ней и все доказательство, ‚требует, чтобы 
т>2. Однако формула Пуассона верна и для т = 2. В этом слу- 
чае формулу можно получить, исходя из интегрального пред- 
ставления (3.6) гл. 11. 

$ 4. ТЕОРЕМА ЛИУВИЛЛЯ 

Из формулы Пуассона как следствие вытекает теорема, дока- 
занная Лиувиллем. 

Теорема 12.4.1. Функция, гармоническая в любой конечной обла- 
сти и ограниченная сверху или снизу, есть постоянная. 

Если функция u(x) гармоническая и и (х) <M, M=const, то 
—и(х) также гармоническая и — и (x) =—М. Следовательно, 
достаточно рассмотреть ‘случай, когда гармоническая функция 
ограничена снизу: и (х) > и = соп${. Можно считать, что p > 0, — 
если это не так, то можно прибавить к и (х) достаточно большую 
положительную постоянную. 

Зафиксируем произвольную точку х и опишем вокруг начала 
шар Wp, столь большого’ радиуса R, чтобы точка х оказалась 
внутри шара. Данная функция u(x), гармоническая в любой ко- 
нечной области, гармонична и в шаре, и для нее верна формула 
Пуассона 

и (х) = = \ ot au (Е) dSp, 

R 

где 52 —граница шара. Легко видеть, что R—p<r<R-to, и 
так как функция u(x) положительна, то получается оценка 

Кр \ 4 @) dSp<u(x) < 
R 

R(R+p)™™ [Sal 

R+ 0 1 
—=р (Ю —р)т-1 | Si | ) и (Е) aSp. (1) 

По теореме о среднем и (0) = | sR \ и (Е) dSp, и неравенство 
$ R 

(1) принимает вид 

R—p)Rm ити (0) <u (x) Ен (0), 
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Устремляя R к бесконечности, приходим к неравенству и (0) = 
= и (х) < и (0). Отсюда и (х) =и (0). № 

$ 5. ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ВНЕШНОСТИ СФЕРЫ 

Пусть 2 — внешность шара радиуса К с границей Spr и пусть 
требуется найти функцию u(x), гармоническую в ® и удовлет- 
воряющую краевому условию и |5» =Ф (x). 

Докажем, что решение этой задачи дается формулой Пуассона 

и \ BaP © 4:3» p>R, (1) 
R 

где, Kak HB § 3, r=|E—x| ир=|х|. Kak ив § 3, доказывается, 
что функция u(x), определяемая формулой (1), имеет вне сферы 
Sp непрерывные производные всех порядков и удовлетворяет 
уравнению Лапласа. Исследуем поведение этой функции на бес- 
конечности. Очевидно, Г—0о —Ю. Отсюда 

e+R 1 
| 4 (Свид; “= Tak | 9145. 

Hac интересуют большие значения р. Будем поэтому считать, что 
. , l т 

о > 2Ю. Тогда p—R> > Р. Теперь |и (x)|< м и функция и (х) 

гармонична вне шара. 
Остается доказать предельное равенство 

lim и (Хх) =ф (Xo), Ужезью. (2) 
Х > 

Для этого вычислим интеграл (1) при значении ф (&) =1. Вве-. 
дем в рассмотрение точку х’, симметричную с точкой х относи- 
тельно сферы Sp. Имеем (р=|х|, р’ =|x'|, Г’ =|—E—x’ |) 

о? = Ro", 1/r=1/r’-Rio, 

и ядро Пуассона можно преобразовать к виду 

0—2 _ Rm-2 R?—” 

Rrm pm? Юг” - 

Точка x’ лежит внутри сферы Spr, и по формуле (3.10) 

а Rm? 1 (Soe as Rn (4) R _ m == т т-2 ’ m-2° | Sy Sp Rr о | Sy | Sp Rr 0 

(3) 

Умножим равенство (4) на @(X%) и вычтем из формулы Пуас: 
сона (1): 

и (x) — п= ~ © (Xo) = Si] — | or Lp (&) —Ф (хо) | 45». 
5 В 

Rm 

eo" 
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Повторив рассуждения § 3, получим 
Rm lim [4 (2) — Free 9 (0) |= 

Отсюда 
Rm-2 ш (2) — 0 0%) | <| u (x) Eo (xo) 

и равенство (2) доказано. 

/ m~2 
+1 6%) |(1 — Sr) к 0, 

$ 6. ПРОИЗВОДНЫЕ ГАРМОНИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ 

НА БЕСКОНЕЧНОСТИ 

Теорема 12.6.1. Пусть и (х) — функция, гармоническая в беско- 
нечной области & с конечной границей Г. Тогда для достаточно 
больших |x| и для любого мультииндекса © справедливо неравенство 

С. 

|D°u (|=, Ва, (1 |m+k-2 ’ 

где Cy не зависит om x. 
Граница Г конечна, поэтому можно построить сферу Sp столь 

большого радиуса К, чтобы Г целиком лежала внутри этой 
сферы. Для функции w(x) во внешности сферы Sp справедлива 
формула Пуассона: 

АР“ ие dS TS \ Rr (©) &5к, p= |x|. 
SR 

В этой формуле можно дифференцировать под знаком интеграла, 
так что 

и (х) = 

] 2 р? 
ие \ ue) Di (Ease. (2) 

SR 

Докажем, что справедливо представление 

02—А?\ Pris (*) 
В" rim )= mith ’ (3) 

где рь.о (х) — полином, степень которого не превосходит k-+2, 
а коэффициенты полиномиально зависят от Ё. На самом деле 
полином ри.» (x) зависит не только от k=|a@|, но и от всех со- 
ставляющих мультииндекса ©; мы этого не подчеркиваем в нашем 
обозначении. 

Формула (3) очевидно верна при k=O. Покажем, что если 
эта формула верна при некотором А, то она верна и при Е--1. 

okt 
Пусть В — мультииндекс длины kR+1 и DP= | 

у р у № д + OXi, OX to ... OX, OXi pay 

Ох OX to ... OXi, 

DB её a) — д ра (ea) — д [Pass =| — 
rm OXinsy rm OXip i, \ rmter 

Обозначим D* = ; ясно, что |%|=А; теперь 

др, 
= ея [и oa a (m + 2R) (xi, ., —§4,,,) Pas (2) | 
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Выражение в квадратных скобках есть полином степени, не боль- 
шей, чем Е-- 3, и коэффициенты этого полинома сами суть поли- 
номы от &. Представление (3) установлено. 

Пусть © достаточно велико, например, пусть р >2^Ю. Тогда 
r>p—R> 0/2, и мы получаем оценку производной от ядра 
Пуассона 

p?—R?\ _ 2mt2h | Pps (х) | Са ‚_ 
D*( am )< Rx pee < ye Co, = const. 

Теперь 

С Са Du (|<, Са 15 \ 14 © 148». a 
SR 

Заметим, что при т=2 можно получить оценку производных 
гармонической функции с порядком убывания на единицу боль- 
шим, чем в формуле (1). 

$ 7. УСТРАНИМЫЕ ОСОБЕННОСТИ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Пусть хо — точка некоторой области ©. Рассмотрим функцию 
u(x), гармоническую в области © `\\ {xo}. Пусть при xX эта 
функция растет медленнее, чем сингулярное решение уравнения 
Лапласа с особенностью в Хх. Более определенно, пусть сущест- 
вует функция п (6), определенная при 6 >0, такая, что p (6) —0 
при 6-0 и при |x—x |<. 6 справедливо неравенство 

|u (х) [<= в (6) |x —x%P™, m>2; 

|ш (x) | <p (6) Ш— nao. 
|х— № |’ 

(1) 

Тогда говорят, что в точке х функция u(x) имеет устранимую 
особенность. 

Теорема 12.7.1. Если функция u(x) гармонична в Q\ {xo} и 
имеет в хо устранимую особенность, то существует предел 
lim u(x); если доопределить функцию и в хо положив U(x) = 

X > № 

= lim u(x), то эта функция станет гармонической в области Q. 
х>хо 

Доказательство проведем, предполагая, что m>2; случай 
т=2 рассматривается аналогично. Поместим начало координат 
в точке х, тогда х=0. Построим шар с центром в начале и 
с радиусом R, столь малым, что указанный шар вместе со своей 
границей Sp лежит в ®. Построим функцию‘ и, (x), гармониче- 
скую в шаре |х|<^А и совпадающую с u(x) на сфере Sp: 

- | R= 

Us (*) = тат \ и “ara Sa. | 
R 

Разность w(x) =u (x) — и: (x) гармонична в области 0<|х|<Ю 
(шаре с выколотым центром), равна нулю на сфере Sp и при 
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достаточно малых 6 удовлетворяет (в силу ограниченности функ- 
ции wu, (х)) неравенству 

[Хх =6, | (х) | <= 26 (6) |[хР". (2) 
Пусть 6 столь мало, что 6?” >> 4Ю*т, Введем вспомогательную 
функцию 

we (x) = 4p (6) 1х" — К т], (3) 
В шаровом слое 6<|х|<АЮ функции we (хи (x) и We (x) — 
— w(x) гармоничны, а на границе этого слоя они неотрица- 
тельны: эти функции равны нулю при |х | =^А и превосходят ве- 
личину и (6) 60°” при |х|=6. В силу принципа максимума (§ 7 
гл. 11) имеем 

1% (x)|<we(x), 5<|x|<R. (4) 

Зафиксируем x, O<(|x|<R, и положим 6—0. Из формул (3) и 
(4) вытекает, что и (х) =0. Таким образом, в шаре с выколотым 
центром 0<|х|< А функция u(x) совпадает с функцией ил (x), 
гармонической в шаре |х|<^Ю. Отсюда следует, что существуе 
предел - 

lim 4 (9 = дет \ 4 © 45. (5) 
x—0 Sk 

Если принять, что ‘и (0) равно величине (5), то функция и (x) 
будет представлена интегралом Пуассона во всем шаре |х|<Ю 
и будет гармонична в этом шаре, а следовательно, и во всей 
области ©. № 

Следствие из теоремы 12.7.1. Пусть ©’ — т-мерная бесконеч- 
ная область, m>2, и функция и’ (х’) гармонична в области QQ’ 
с выключенной бесконечно удаленной точкой. Пусть, далее, 

lu’ (|= в (6), |[х’|=3, (6) 

где функция п (6) определена при 6 >0 и стремится к нулю при 
6—0. Тогда и’ (x’)=0(|x|?-™) при |х’| достаточно большом и, 
следовательно, функция и’ (х’) гармонична в QQ’. 

Поместим начало координат в области, дополнительной к YQ’, 
и выполним преобразование Кельвина. При этом ©’ перейдет 
в некоторую конечную область &, бесконечно удаленная точка — 
в начало координат, а функция w(x), соответствующая функции 
и’ (х’) по преобразованию Кельвина, будет гармонической в 2 \ {0} 
и будет удовлетворять неравенству (1). По доказанному, и (х) 
ограничена в окрестности начала, а тогда функция и’ (x’) = 
= О (|х’|?") и, следовательно, гармонична в YQ’, 

При т=2 сформулированное здесь следствие верно, если 
вместо неравенства (6) выполнено неравенство 

7 id , id | ja! (x’)|<p(6)In|x'|, || $. 
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Глава 13 

СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

Настоящая глава содержит элементы теории сферических функ- 
ций в многомерном пространстве. Более полно теория сферических 
функций излагается в ряде книг, из которых отметим здесь книги 
[7], 12], [36], (т. HII), а также в старой, HO во многих отноше- 
ниях далеко не устаревшей статье [50]; в [12] и [36] рассматри- 
ваются сферические функции в трехмерном пространстве. Неко- 
торые вопросы теории сферических функций рассмотрены в.книге 
27]. 

1 open сферических функций имеет важные приложения в ма- 
тематической физике, в теоретической физике и в теории сингу- 
лярных интегральных уравнений. 

$ 1. ПОНЯТИЕ О СФЕРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЯХ 

Рассмотрим т-мерное евклидово пространство координат хи, 
Xo, +++) Xm И ОДНОродные полиномы от этих координат, удовлет- 
воряющие однородному уравнению Лапласа. Такие полиномы, 
очевидно, гармоничны в любой конечной области. Гармонические 
однородный полиномы данной степени п нетрудно построить: для 
этого достаточно ‚взять однородный полином степени п с произ- 
вольными коэффициентами, составить его оператор Лапласа и 
последний приравнять нулю. Это даст некоторые соотношения 
между коэффициентами; полиномы, коэффициенты которых удов- 
летворяют этим соотношениям, и будут гармоническими. 

Для примера рассмотрим случай трех независимых перемен- 
НЫХ Х1, Хо, Хз. Очевидно, любой полином нулевой или первой 
степени —гармонический. Однородный полином второй степени 
в общем случае имеет вид 

3 
У, AjpXjXpy Ayre = Api. 

j,k=!1 

Его оператор Лапласа равен 2 (a,;-+d29+s3). Приравняв ero 
нулю, получим азз = — (4, 422). Это дает общую форму гармо- 
ничёского полинома второй степени с тремя независимыми пере- 
менными 

алла (Xi — X3) + аго (%5 — хз) | 2аллхахо + 203% 1%3 + 2аэзхолв. 

Последняя формула, между прочим, показывает, что среди упо- 
мянутых полиномов имеется пять линейно независимых, Это, на- 
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пример, ПОЛИНОМЫ 

Xi — №, М №, МХ, м, XoXo. 

Существует 2п-- 1 линейно независимых однородных гармониче- 
ских полиномов степени п с тремя независимыми переменными. 
В общем случае т независимых переменных число линейно неза- 
висимых однородных гармонических полиномов степени п равно 

тп —3)1 

(m— 2)! п! (1) 
(2n+-m—2)§ 

Величину (1) будем далее обозначать через Ry m. 
Докажем формулу (1). Прежде всего подсчитаем число Ky, т 

всех линейно независимых. однородных полиномов данной сте- 
пени п в m-MepHOM пространстве. Очевидно, Ky, m равно числу 

различных одночленов вида = a xm, lal|=n. Такой 

одночлен можно символически изобразить следующим образом. 
Отметим на прямой 

| | | | | | | | | п-тр— 1 точек. В пер- 
| ; | ; —1, вых а, точках восстаг 

вим палочки, следую- 
Рис. 15 щую точку превратим 

| в запятую, затем вос- 
ставим а», палочек, которые отделим запятой, и т. д. Полу- 
чим фигуру, содержащую п палочек и т— 1 запятых; последние 
разбивают палочки на т совокупностей численности ол, Oe, ..., Am. 
Так, рис. 15 соответствует одночлену 9-й степени хлхзжз в 6-Mep- 
ном пространстве координат x4, Хо, ..., Xe. Мы получим всевоз- 
можные одночлены степени п с т независимыми переменными, 
если всеБозможными способами превратим т—1 точек в запя- 
тые. Число этих способов равно числу сочетаний из n+m—] 
элементов по т— |; отсюда 

— (n-+-m—1)! 
Ки,т= (т— 1 ° (2) 

Чтобы выделить однородные гармонические полиномы степени п, 
надо потребовать, чтобы их лапласианы (т. е. операторы Лап- 
ласа) обратились в нуль. Ясно, что такой лапласиан будет одно- 
родным полиномом степени п—2. Докажем, что и, наоборот, 
любой однородный полином степени п— 2 можно рассматривать 
как лапласиан некоторого однородного полинома степени п. 

Пусть дан полином степени п—2, вообще говоря, неоднород- 
п 2 

ный, [(х) = >) ах. Напишем. уравнение Ag=f(x) и будем 
[а |= 0 

искать его решение в виде произведения 

n—2 

g(a) =(I — >] У, Ваха; 
Е = 1 0 | [= 
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очевидно, число коэффициентов ба, так же как и число коэффи- 
п 2 | 

циентов dg, равно N= », Kym. Выражение Ag представляет 
j=0 

собой полином степени п— 2; приравняв ero полиному | (x), при- 
дем к системе № линейных алгебраических уравнений с N неиз- 
вестными by. Эта система однозначно разрешима — в противном 
случае, положив } (x) =0, мы нашли бы гармонический полином 

т 

g(x) ==0, который обращается в нуль на сфере У, № =1, а это 
k=1 

противоречило бы теореме о единственности решения внутренней 
задачи Дирихле. 

Пусть ‚теперь } (x) — однородный полином степени п— 2. Поли- 
ном g(x) представим в виде суммы однородных полиномов: 

(x) = в» (xX) +. Bn (x) +e. + Bo (x), 
значок внизу указывает степень полинома, отсюда 

f (x) = Ав» (х) + Agn-a (x) +--+ Ago (х). (3) 

Слагаемые справа в (3) суть полиномы степеней n — 2, n—3,...,; 0 
соответственно, и формула (3) дает разложение полинома f (x) 
в сумму однородных полиномов. Но такое разложение единст- 
венно, а полином f (x) — однородный степени И— 2; отсюда сле- 
дует, что Agy_, (x) =... Ago (x) =0, а Ag, (x)=f (x). В результате 
мы получили однородный полином g,,(x) степени п, лапласиан 
которого совпадает с заданным однородным полиномом f (x) сте- 
пени n—2. 

Таким образом, оператор Лапласа осуществляет отображе- 
ние пространства II, однородных полиномов степени п на прост- 
ранство П„_. однородных же полиномов степени п —2. Гармони- 
ческие однородные полиномы степени п образуют ядро указан- 
ного отображения. Размерность этого ядра (выше она была обо- 
значена через kp т) равна разности размерностей пространств Пи 
и Пьо: 

— — (r-tm—I)i (n+m—3)!) 
Rn, m= Kn,m—Kn-2, m= (m—I)Inl ~~ (m—1)1(n—2)! — 

= (2n +m —2) (n-+-m—3}) 
(m—2)! п! ° 

Формула (1) доказана. Величина (1) допускает простую оценку, 
которая будет использована в дальнейшем, именно 

2 —2 —3 —4).,. (и--1 т | ит = (2п-- т Е ).,. (2+1) = 0 (и”-2). (4) 

В случае т=2, п>0 существует только два линейно неза- 
висимых однородных гармонических полинома степени п, а именно 
полиномы Ке (z”) и [т (2”), где 2=ж- йо. 

237



От декартовых координат хи, х2, ..., Xm перейдем к сфери- 
ческим координатам о, 9, Bo, ..., Эш, Эт по формулам: 

д =pcost,, 

Хо =psin td, с0$ Go, 

Xm-1 =p sin 91 sind, ... sin Фт-2 COS Bins, 

Xm =osin®, sind, ... sin d,-.sin bm. 

Пусть Ри, m (x) — однородный гармонический полином степени п 
от переменных ху, хо, ..., Xm. Заменим последние по формулам 
(5). Так как данный полином — однородный степени п, то он 
примет вид 

Ри, т (х) =0"Y n, т (9). (6) 

Здесь через © обозначена точка единичной сферы с угловыми 
координатами @,, Oo, ..., Эт. 

Функция У», „ (9) называется т-мерной сферической функцией 
порядка п. В дальнейшем размерность т пространства будет 
оставаться фиксированной, и мы будем опускать слово «т-мер- 
ная» в названии сферической функции. 

Из определения сразу вытекает, что сферическая функция 
порядка и есть полином степени п относительно синусов и коси- 
нусов угловых координат; в частности, Yo в (9) = соп$. Oue- 
видно также, что существует ky, m линейно независимых сфери- 

ческих функций порядка п; будем обозначать их через У" (@), 
=) ) eee п, me 

Если т=2, то существуют две линейно независимые сфери- 
ческие функции порядка п >>0. За такие функции можно при- 
HATb с0$И9 и sinnd, где 9 — полярный угол в двумерной пло- 
скости. По этой причине случай т=2 не представляет особого 
интереса для теории сферических функций, и ниже в этой главе 
всюду предполагается, что m> 2. 

$ 2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ СФЕРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Будем исходить из выражения оператора Лапласа в сфери- 
ческих функциях (формулы (2.7) и (2.8) гл. 11) 

0? т—1 9 l 

где 

m— | ' 9 9 

= oo ee — : J-1 —— 

6 Хх q;sin™J19, od, (sin 9) 09, ) (2) 
| = 

Оператор Лапласа инвариантен относительно поворотов декар- 
товых осей координат; формула (1) показывает, что тем же 
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свойством обладает и оператор 6. Подставим в однородное урав- 

нение Лапласа, Аи=0, вместо и выражение eo" Y® (0); сокра- 
тив на 0”?, получим дифференциальное уравнение сферических 
функций 

У» (0) —n(n+m— 2) Ym (0) =0. (3) 

Уравнение (3) показывает, в частности, что значения A, = 
=n(n+m—2), n=1, 2,..., суть собственные числа оператора § 

кратности (по крайней мере) Rp, т; сферические функции У (9), 
1<k<kp, m являются собственными функциями оператора 6, 
соответствующими собственному числу п (п---т— 2). Ниже (§ 7) 
будет показано, что других собственных функций оператор 6 не 
имеет и, следовательно, кратность собственного числа п (п т— 2) 
в точности равна Rpm. 

Как было сказано выше, произведение р”У’», и (9) удовлетво- 
ряет однородному уравнению Лапласа. Выясним вообще, при 
каких значениях множителя P(e) произведение ф (о) У», п (9) 
удовлетворяет тому же уравнению. Приравняем нулю лапласиан 
указанного произведения: 

[+9 ©) | Ул," (0) — =e 9 (0) BY n, m (8) =0. 
о 

Исключая 6У»„, п (9) с помощью уравнения (3), получаем 

Г —1 , —2 я Р-р) =0. (4) 
Это линейное дифференциальное уравнение второго порядка, 
типа Эйлера. Его линейно независимые интегралы суть 0” и 
о-”—" +2, Первый из них нам уже известен, второй же дает функ- 
ции Yn п (9)/0”"+"-*, гармонические в областях, не содержащих 
начала координат. 

$ 3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПОСТРОЕНИЯ И УТВЕРЖДЕНИЯ 

Класс C*)(S,). Выделим класс функций, заданных на еди- 
ничной сфере S,; этот класс, который обозначим через С“) (S,), 
определяется следующим образом. На сфере $, возьмем произ- 
вольную точку Oo и окружим ее достаточно малой окрестностью 
о (9) < 5:1. В точке ©, проведем касательную плоскость к сфере; 
ортогонально спроектируем окрестность о (Qo) на эту плоскость, 
и пусть С (©) — полученная проекция. Очевидно, G (Qo) C Ens. 
Обозначим через у точку области С (9), полученную проекти- 
рованием переменной точки © =о (©.). Пусть f (O) — функция, 
заданная на сфере S,. Положим Р (у) =f (9), 0 Ga (OQ). Будем 
говорить, что [е= С“ (51), если Ре С“® (6 (9,)) для любой 
точки ©) =5.. 

Классу С“ (5!) можно дать другое, равносильное определе- 
ние. Пусть {(9) —функция, заданная на S,. Построим шаровой 
слой Х={х: р: =|х|=< ра}, где р. и р. — произвольные, но фик- 
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сированные положительные числа. Можно считать, что р, < 1 < рь, 
так что S,;c 2; Функцию f(O) продолжим на слой » по фор- 

муле }* (х) = (+7) здесь [* — продолженная функция. Ясно, 

что f*(x) постоянна на любом луче, проходящем через начало, 
и, следовательно, не зависит от р=|х|. 

Класс С“) (51!) можно теперь определить так: Ёе= С“®) (S,), 
если f* = С“) (>). 

Усреднение на сфере. Для функций, заданных на 
сфере $!:, можно разработать аппарат усреднения подобно тому, 
как это было сделано в гл. 2. При этом по сравнению со слу- 
чаем евклидова пространства здесь будут иметь место некоторые 
упрощения, потому что сфера— это компактное многообразие 
без края. 

Пусть © и 9’—точки на сфере`$:, а также соответствующие 
им векторы в евклидовом пространстве Еж, и пусть 6 =| 9 — 9'| = 
=|O—O'le_. Усредняющим ядром назовем функцию в, (6), 

удовлетворяющую условиям | и 2 $ 1 гл. 2 и условию 

\ w, (6) 4.5, = | o, (5) de $, =1, (1) 
Si 6<h 

заменяющему условие 3 § | гл. 2. В качестве в, (6) можно 
взять функцию 

h2 

oon (8) -| ое TM, 8 <b (2) 
0, 6 >h, 

где с, определяется из соотношения (1). 
Если функция f (0) суммируема на S,, то ее средняя опре- 

деляется формулой 

fu (O) = {вх (6) f (’) dor Sy. (3) 
51 

Отметим следующие свойства средних функций на сфере, они 
доказываются так же, как в гл. 2: 

а) № = С<(5:); 6) если L=p<o и [=[, ($5,1), то 
lfr—f IL, (S,)naze 0; в) если f EC (51), то f, (9) ->f (©) равномерно 
на 4. 

Из свойств а) и 6) вытекает, что множество С© (S,) плотно 
в L,(S;) при любом р, |= ро. 

Неравенство Маркова. Пусть #— вещественная пере- 
менная, f (1) — полином степени пи М= max |{ (0 |. Тогда спра- 

axt<b 

ведливо неравенство Маркова 4 

2M 
'A|< 2. „тах |i (1) [= 1 (4) 

1 Доказательство см., например, в книге: Натансон И. FI. Конструк- 
тивная Феория функций. Гостехиздат, 1949, с. 174. 
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Из неравенства (4) вытекает и сходная оценка для старших 
производных: 

max |f (|< 9S „пах, haa” . (5) 

$ 4. ОПЕРАТОР ВИ ЕГО СТЕПЕНИ. ОРТОГОНАЛЬНОСТЬ 

СФЕРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Оператор 6 зададим на множестве С“) (5,). Докажем, что 
в пространстве Г. (51) этот оператор симметричен. Действительно, 
его область определения плотна в [. (51), потому что она содер- 
жит плотное iM $ 3) множество С© (S,). Далее, если f, ве 

= С“) (51), т 

(57, g)= at £)L, (51) — 3 g6fdS; = \ 8*6/а51; 
Si 

звездочка здесь и ниже означает продолжение функции Ha шаро- 
вой слой № ($ 3). | 

Из формулы (2.1) легко вытекает, что 

6/ = — [6°АЁ* 6-1 —= — [Af* ]o-13 

отсюда 

(51, 8) — (1, 88) = =) "А" — g*Af*) dS. 

Умножив это Ha OP” do и интегрируя в пределах р: <р< оо, 
получим 

= \ (*Ае* —g* Af*) de. (1) 
2 1 + 

Далее, по формуле Грина (6.10) гл. 9 

еее | (9-45. 
> р. Эр» 

Нормаль у, внешняя по отношению к L, направлена по ради- 
усу Ha Sp, и против радиуса на $,,. Поэтому, например, 

| 08° og" | 98" 
ду |s ~— 1) Ov |5 _ Op р=рё’” 

в обоих случаях эта производная равна нулю, потому что g* 
не зависит от р. Теперь из формулы (1) вытекает, что (6, 2) = 
= (f, 65), и наше утверждение доказано. 

Нетрудно доказать также, что оператор 6 неотрицателен, т. е. 
удовлетворяет неравенству (6, f)==0. Действительно, повторив 
предшествующие рассуждения, получим равенство 

брт \ РА 
2° FI § 
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и далее по Формуле Грина (6.7) гл. 9 

— *\2 » OF* — (6 =a Fa (grad fo) — \ Po 45 - 
р. ОЗ» 

т 
—=———_ \ (grad }*)? dx = 0. 

ре’ — Py 

Из доказанного, между прочим, следует, что все собственные 
числа оператора 6 неотрицательны.. 

На множестве C')(S,;) определен оператор 68 из уравне- 
ния (2.3) ясно, что сферические функции суть собственные функ- 
ции этого оператора, отвечающие собственному числу п’ (n+ 
+т — 2)’; отсюда следует, что при любом натуральном [ сфери- 
ческие функции удовлетворяют дифференциальному уравнению 

Ур п (0) — п! (n+ т—2)1 У», п (0) =0. (2) 

Будучи собственными функциями симметричного оператора 65, 
сферические функции различных порядков ортогональны в [. (5). 
Линейно независимые сферические функции одного и того же 
порядка сделаем ортогональными, применив к ним процесс орто- 
гонализации Шмидта, таким образом, 

, 0, пп’ или Е-ЕЁ’, 
J Yim (9) Ут,» (8) 45, — | | и (3) $, ,nh=n и R=R’, 

Отсюда, как обычно, следует, что ‘любой функции f & [. ($1) 
можно сопоставить ее ортогональный ряд по сферическим функциям 

со Ап, т 

f@)~ dX > an Yn'm(®), (4) 
n=0 k=! 

где 

В = {1 (0) У (0) 451. (5) 
Si 

Ряд (4) сходится в метрике Г. (51). Ниже ($ 7) будет показано, 
что система сферических функций полна в [.5($1) и, следова- 
тельно, знак соответствия в соотношении (4) можно заменить 
знаком равенства. 

§ 5. РАЗЛОЖЕНИЕ СИНГУЛЯРНОГО РЕШЕНИЯ 
В РЯД ПОЛИНОМОВ 

Рассмотрим функцию r2-™, гт=|Ё—х|, которая только постоян- 
ным множителем отличается от сингулярного решения уравнения 
Лапласа. Обозначим |&|=R, |х|=р, и пусть р< ВЮ. Имеем r? = 
—R*%—2oRcosy+p?, где \)— угол между векторами х.и &. Обо- 
значая с0о$) =ф, имеем далее 

1 | 

m (R? — 2pRt +92) — 
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Мы предположили, что р < К, поэтому справедливо разложение 
вида 

=== — [1—2 Bak) и > In, т (t) 5 г (1) 

оно сходится при о<^А, потому что особые точки функции 
m—2 

(1—22#-- 2?) 2 суть e&4, и они расположены Ha единичной 
окружности. Обозначая p/R =o и непосредственно вычисляя коэф- 
фициенты Тейлора, легко убедиться, что произведение I n,m (Ё) р” = 
= [пт (с0$ 1) 0” есть однородный полином степени п относительно 
декартовых координат точки х. 

Выясним подробнее характер разложения (1). Примем, что 
R=1 и, следовательно р < 1. Ряд (1) при этом несколько упро- 
щается: 

= УГ... 0р". (1a) 
n=0 

Сначала рассмотрим случай, когда число т нечетное, т = 2s -+ 3; 
тогда 

17 | _ 2 ds 1 о 
ут-ё — "би S dts 21/2 * (2) st (25) p* dts (1 —2pt-+ 9?) 

(1 —2pt-- 9”) 

Из теории полиномов Лежандра известно разложение 

пы = -> nl) $ 

где Р, — полином  Лжандра п-й степени. В случае т=3, особо 
важном для приложений, формула (3) сразу. дает искомое разло- 
жение сингулярного решения. В общем случае подставим ряд (3) 
в тождество (2): 

Докажем, что дифференцирование можно произвести под зна- 
ком суммы. Достаточно доказать, что ряд 

co 

dsP,, (t) | У», (4) 
п=0 

получённый после. дифференцирования, равномерно сходится’ 
в прямоугольнике —1| =#=<1, O<p<o’, где p’ — любое число 
между нулем и единицей. Известно, что | P, (# |= 1, если —1 = 

< {=<1; по неравенству Маркова (§ 3), ЕО | <, ряд (4) 
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_ oO . 

мажорируется сходящимся числовым рядом », n*5p"" и, следова- 
П=0 

тельно, сходится равномерно. Теперь 
со 

1 2551 У dsP,(t) , 
pi — Os) os ais Р= 

n=0 

251 \ dSP, (2) Nast s+ — 

— (2s)! ps У ais о” = У С. 2 (1) 0”, (5) 
n=s n=0 

где введено обозначение 
1 

$ + — __ 28s! dSPris (1) 

= ра (6) 

Пусть теперь т — четное, m=2s+-2, В этом случае 

to _ dst 7 
rm-2 ~~ (1 —2pt-+p2)S 25°1(5—1) 0571481 1 — 20 +- p?° (7) 

Имеем {= с0$ y= 5 (---1), б=ем; отсюда 

со 
1 (+1 LIL NV % 51(7-07 п 

muppet = (6 Е) = 5) 2 snp °° (6) 
с _—} 

Далее, 

5 (п--1)у _ 1 = dcos(n+1)y _ 
sny №! d cosy a 

= a cos [(n + 1) arccos {| = Е ПГ ©) , 

где Т,— полином Чебышева степени А. Используя опять нера- 
венство Маркова, а также очевидное неравенство | 7, (2) |= 
= | с0$ А агссо$ {| =1, —l1<t<1, найдем, что после подстановки 
ряда (8) в тождество (7) можно производить дифференцирование 
почленно. Это приведет к разложению 

Гомер те = 2» & о", m=2s+2, (9) 

где 7 

$ __ asT , s (t) 

Cn) =a) a (10) 
1 

Полиномы CF? (1 и С»(1) суть частные случаи так называе- 

мых полиномов Гегенбауэра; ряды (5) и (9) были получены 
Э. Гейне [50]. Из полученных нами выражений следует, что 

5+1 == 
Inn) = С” 2 (#1), Т=28--3, (11) 

Cr (0, m= 25+ 2, 
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Как показывают формулы (6) и (10), Jnm(t) есть полином 
степени f относительно #. Выведем оценки для этого полинома 
и его производных. Пусть сначала т — нечетное, т = 2$ -- 3, тогда 
по формуле (6) 

| 
s-++-— 25$] dsP (2) 

Гл, т (t) = С’ 2 (t) = (2s)! a : 

и далее, по неравенству Маркова, 

тах |Jnm(t)|<c’ (n+s)*5 _max [Pris (|< 
—l<?s </1<l 

— сп? max |Pnris (|. 
—1 <<! 

Как уже было отмечено, max |Р„„; (0 |=1, и окончательно 
“wa SR ESS 

тах |Jnm (1) | = сп" .. (12) 
1 <<! 

Если т — четное, т= 25--2, то по формуле (10) 

ИИА — 1 dsT ,., (t) 
Тит (1) = Cn (4) = 2571 (s—1)1 (n+) ats у 

Отсюда по неравенству Маркова имеем 

шах |Jn,m (2) Jers max | Tris (1) | = i t< —1 => — =1 

=c'n™>3 max | Tris (0 |. 
—Is ыы 

Но max |Ть- (1 | =1, и мы опять приходим к неравенству (12), 
—1 1—1 | . 

которое оказывается верным и для четных, и для нечетных т. 
Неравенство Маркова вместе с неравенством (12). позволяет 

сразу написать оценку для производных 

d"* In, т (t) 
dt 

Докажем теперь, что ряд (la) можно сколько угодно раз диф- 
ференцировать почленно по сферическим координатам точки х. 
Это очевидно, если речь идет о координате р, и мы рассмотрим 
только дифференцирование по угловым координатам. Пусть угло- 
вые координаты точки х суть Uy, De, ..., n+. Ряд (la) формально 
продифференцируем по U;, что приведет к новому ряду 

<c,n7t2k-8; —| <{t< 1, c,=const. (13) 

к at 
п], т t AQ e 14 Dy О"Гп, т (2) a8, (14) 

Если |€|=R==1, то 

д _ дсозу _ 1 OFpx, _ Lg Охь 

Из формул (2.1) гл. 1 очевидно вытекает, что величина 01/09, 
ограничена. Неравенство (13) показывает, что при 0<p<po’, 
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где p’=const<1 ряд (14) мажорируется сходящимся числовым 
ee) 

рядом >) n™19'" и ряд (14) сходится равномерно. Этим доказано, 
n=0 

что ряд (la) можно один раз почленно дифференцировать по 
угловым координатам. Аналогично доказывается возможность 
почленного дифференцирования любого более высокого порядка. 

Из доказанного, в частности, вытекает равенство 

< 1 ХА. н.п (оз) р" = А rea = 0. 
n=0 

Замечая, что y He зависит от р, и пользуясь выражением 
оператора Лапласа в сферических координатах (формула (2.1)), 
получаем 

А [1 n, m (COS y) 0"] = — 0”? [6/1 п, т (COS) —п (n+ m — 2) In, m(cosy)] 

и, следовательно, 
ee) 

[87 n,m (cosy) — п (n-+-m — 2) Гм (COS y)] 60”? = 0. 
n= 0. 

Отсюда следует, что выражение в квадратной скобке равно нулю, 
однородный полином п-й степени Jp, m (COS %) о” — гармонический 
и при фиксированной точке Ё функция Jp m (COS у) — сферическая 
порядка' и. Положив Ё = (1, 0,..., 0), убеждаемся, что [ит (с0$ 91) 
есть сферическая функция порядка п. 

$ 6. ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ СФЕРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Пусть У», m (@) — какая-нибудь сферическая функция порядка п. 
Для гармонической функции ил (х) = 0”"У„,п (9) напишем инте- 
гральное представление (3.5) гл. 11 в шаре радиуса А с центром 
в начале координат: | 

4 г бил (=) 1 
= GTS ау — Me ©) 35 rar) 45% (1) ) | 

Обозначим £/R =Е/ Е | = ©’, тогда и„ (&) = АУ», в (9') и Ou, (Е) /ду = 
= иЮ"1У, п (0'). Далее, по формуле (5.1) 

1. х k 
a у n,m (COS ¥) ree (2) 

k=0 

и, следовательно, 

@ 1 Yt m—2) Ig m(cosy) — (3 Ov rm-2 _ = k,m (СО 7) Rktm-1" ) 

Если o<p’, где p’<R ир’ =const, то, по неравенству (4.10), 
общие члены рядов (2) и (3) имеют соответственно оценки 
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cyn™3 (р’/Ю)" и con™? (р’/Ю)", где Cy и с› — некоторые постоянные. 
Отсюда следует, что упомянутые ряды сходятся равномерно по р 
и Ё при p<o’, |Ё| = 1. Подставив эти ряды в формулу (1), изме- 
нив порядок суммирования и интегрирования и положив затем 
В =1, получим 

1 (oe) 

0" Уп, т (9) == (m—2) | 5, | 2 (k+n+m— 2) ох 

| Inm (COSY) Ув (8’) в, 51. 
$1 

Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях р, придем 
к соотношениям: 

_ 2n-+ m—2 7 ® У. . ¥ nm (0) = \ In,m (COSY) У» (0) деи; (4) 

| Iz,m (COSY) Ул,т (@’) deSi:=0, RAn. (5) 
51 

Уравнение (4) и есть интегральное уравнение сферических 
функций. Уравнение (5) не дает ничего нового: оно вытекает 
из ортогональности сферических функций. В самом деле, cosy = 
= 9.69’, где точка означает скалярное умножение в Е„. Функция 
I p,m (COS %) = [ь. т (©. 0’) симметрична относительно © и 9’ и потому 
является, при фиксированной точке ©, сферической функцией 
порядка k от ©’ wu при А==и она ортогональна к Yp (©'). 

‚ Интегральное уравнение (3) позволяет получить важные для 
дальнейшего оценки модулей сферических функций. Пусть 
У», т (0) — произвольная сферическая функция порядка п. По 
неравенству Буняковского, 

— 2n-+m—2 о , 1/2 
| Ул, (9) | == (m— 2) |5; | | Ynmleaso{ \ п, т (O - 09’) 45 . 

St 

Если © фиксированная, а ©, — переменная точка Ha Sj, то 
Ги, т (9.©0,) есть сферическая функция порядка п относительно 
точки ©1, и по тому же уравнению (3) 

2n-+-m—2 , , Г. (9 +O) = ЕЕ A [н.п (1:9) In,m (9+ 8") ав... 

Положив здесь ©, =©, получим 

_ 21-т—2 о A! 
I n,m (1) — м-та \ n,m (9 9 ) 4в’51 (6) 

и, следовательно, 

2 —2 Yum (9) 15 И 2a 1a mlV Tam) < 
<0€|VYaml|VInm(l) Vn; ci1=const. (7) 
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По формуле (4.10) Г„,ш (1) =‹сп”-3; подставив это в (7), получим 
искомую оценку: 

|У, п (9) |= С|Уии 3 C=censt. (8) 
k 

В частности, если {y® (9)} — ортонормированная последова- 
тельность сферических функций, введенная в $ 3, то 

| У, (8) |= Си? ^”. (9) 
Заметим, что постоянная С зависит от т. 

5 7. ПОЛНОТА СИСТЕМЫ СФЕРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Теорема 13.7.1. Система сферических функций полна в Гр (51) 
при любом р, l=p<co, 

Доказательство разобьем на четыре части. 
1°. Пусть фе С“) (5,), где [— достаточно болышое число. 

В шаре р=|х|< 1 построим гармоническую функцию и (Xx), KOTO- 
рая на сфере 5, (при x=0) совпадает с ф(09). По формуле 
Пуассона (формула (9.4) гл. 12) 

— 02 

u(2)=737 \ 0 (97) SE 46.5; |x|=9-<1; (1) 
51 

мы заменили здесь обозначение Ё на ©’. 
Ядро Пуассона (1 —p?)/r™ можно разложить в ряд по степе- 

ням о. Для этого разложим Г-” в ряд, аналогично тому, как это 
ee) 

| 
было сделано в $ 5: == У In mie (№) 0", где {=с0$у=@.0,, 

n=0 

9 =х/р. Теперь 

= YF Sam (0) 0% (2) 
n=0 

здесь То, т (Г) = Го, та (1), Ут, т (t) = Гл, ино (и Уп, т (2) = Ты, mie (t) — 
— 1-2, mo (И, п>=2. Kak u B § 5, можно убедиться, что произ- 
ведение о”/„ п ({) есть однородный гармонический полином сте- 
пени п и, следовательно, У», т (9. 9’) есть сферическая функция 
порядка п от точки © при фиксированной точке ©’. Отсюда сле- 
дует, что справедливо представление вида 

Rn, m 

Jnjm (00’) = У а (8') Pm (9). 
k=l 

Повторив рассуждения $ 5, убедимся, что ряд (2) сходится 
равномерно. Подставим его в формулу (1) и изменим порядок 
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суммирования и интегрирования: 

и (х) = Уи sry J 299 4., (99) do $. (3) 

Множитель при о” в последней формуле есть сферическая функ- 
ция порядка п: 

nym 

Ел 06" Jn,m(88") dorS, = Ya Vim (0), 

где * k=1 

тт \ as (0') 9 (0') 45 4) 

теперь ” 

9-м Тару, (©). (6) 
k=1 

2°, Оценим коэффициенты at), Из формулы (5) видно, что 

величины р” суть коэффициенты Фурье функции u(x), х=о6, 
» ъ k 

по ортонормированной системе сферических функций УГ, (0); 
отсюда 

pan” = } м (20) Ул, m (8) 43:. (6) 
St 

Пусть p> 1. Как было показано в $ 4 гл. 12, и (69) —;; ф (0) 

равномерно по 8; в формуле .(6) можно перейти к пределу под 
знаком интеграла, и получается равенство 

a® = \ Ф(0) Yom (0) dS). (7) 
51 

Функция фе Cl) (5,) и, следовательно, ФЕД (5'). Оператор 6, 
а с ним и его степени, симметричны, и по формуле (4.2) 

(2) _ 1 Ly, (R) _ i = hay | 0 (0) Ha (8) A, = 
1 

т (n-+-m— 2)! \ 5 (©) Yn т (9) dS;. (8) 
51 

Интеграл в формуле (8) есть коэффициент Фурье непрерывной 
функции 6'(09) по ортонормированной системе сферических 
функций: ряд из квадратов этих коэффициентов сходится, значит, 
они во всяком случае ограничены, и из формулы (8) следует, что 

= a ¢=const. (9) 
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Отсюда вытекает и оценка для коэффициента при р” в формуле (5). 
По неравенствам (6.9) и (1.4) 

я, т 

У la | [7 (9) |= и» в, 6’ = const.” 
kal 

3°. Пусть [ столь велико, что 21-3 — 2" > |. Рассматривая 

ряд (5) как ряд по степеням ©, видим, что он удовлетворяет 
условиям теоремы Таубера*: коэффициенты ряда убывают быстрее, 
чем и, и сумма ряда имеет предел (равный ф(©9)) при р-—1. 
Из тсоремы Таубера вытекает, что ряд (5) сходится при р = | и что 

у De anY fm (0) = (8). (10) 
n=0k=1 

Отметим, что при том же условии 213—271 ряд (10) схо- 

дится абсолютно и равномерно; тем более он сходится в метрике 
[р (51). 

4°. Пусть теперь fEL, (51), 1 = р< со. Множество С‘ {$,) 
плотно в Ly ($1), поэтому найдется такая функция ~ eC) (5;), 

что || f— Pll, (5) > 5 ‚ где в — произвольно заданное положитель- 

ное число. To доказанному в п. 3°, функцию ф(9) можно раз- 
ложить в ряд (10), сходящийся в метрике L, (5:); можно, следо- 
вательно, найти такое число N, что 

М Rn, 

\ \ В) дуЁ & 
ф— У У a Yn, т . <3 

Теперь по о неравенству треугольника имеем 

т а) У п 

n=l k=1 

<. i 
Ly (51) 

Отметим два свойства, очевидным образом вытекающие из 
полноты системы сферических функций. 

1. Сферические функции образуют полную систему собственных 
функций оператора 65. 

2. Если некоторая функция удовлетворяет дифференциальному 
уравнению (2.7), то она сферическая, порядка п. 

1 См., например: Маркушевич A, И. Теория аналитических функций. 
Гос техиздат, 1950, с. 266.



Глава 14 

ТЕОРИЯ ПОТЕНЦИАЛА 

$ 1. ПОВЕРХНОСТИ ЛЯПУНОВА 

По определению (см. Введение, $ 2) поверхности Ляпунова 
суть поверхности класса С@,%, O<a<l. Напомним, что это 
означает следующее. Если Г — ляпуновская поверхность, то прежде 
всего она имеет в каждой своей точке определенную нормаль. 
Далее, существуют такие постоянные 4, а, a, где 4>0, а>0, 
O<a<l, что если х — произвольная точка на Г, то сфера Sg (x) 
радиуса 4 с центром в х вырезает из Г участок Г (х), который 
в местной системе координат &, &, ..., &m, связанной с точкой x, 
может быть задан уравнением вида 

7 e m=f (Е); (1) 

штрих здесь и ниже обозначает проекцию данной точки Ha каса- 
тельную плоскость к Г в точке х, т. е. на плоскость Ёи = 0. Можно 
рассматривать & как точку (т — 1)-мерного пространства с коор- 
динатами Ё, Ё, ..., Ета. Наконец, если Ё и 6 — две точки участка 
Г (x) и {— любое направление в плоскости —,,=0, то 

0/2 

of (E’ of (C’ 
oe) — a) = ‘У ee | . (2) 

Сферу Sq (x) будем называть сферой Ляпунова. Заметим еще, что 
радиус 4 можно заменить любым меньшим. 

Плоскость и = 0 касается перхоти Г зв точке х— начале 

местных координат; отсюда f (0, 0,..., 0) =0; =. Ё(О, 0, ..., 0) = 

Введем следующие обозначения. Пусть Ё — точка участка Г 
Расстояние между x и Ё обозначим через г; буквой р будем 
обозначать расстояние между хи Ё’, очевидно, 

m—1 

= 6 P= УВЕр-Е. 
k=1 k=} 

Полагая в (2) C=x, находим оценку для частных производных 
функции [: 

of |5 |< 49" 3) 
и тем более 

se |<ar", k=1, 2,...,m—I, (4) 
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Оценим еще величину Ём =} (&’), ЁеГ (x). Проведем отрезок, 
соединяющий точки хи &’, и обозначим через C’ = (Cy, Co, ..., Smt) 
переменную точку этого отрезка. Пусть р’— расстояние между 
точками хи C’. По неравенству (3) 

0 

(8) |= 

и, следовательно, 

FE) [== сии". (6) 

Неравенство (5) позволяет оценить г через р; именно 

72 — 02-62, == 92-1 620202 — (] + 242%) 92, 

Как было отмечено выше, радиус d можно ВЗЯТЬ Сколь угодно 

малым, пусть он таков, что 

ad® = 1. (7) 

Тогда тем более са“ = ГЕ @ < | и окончательно 

r<V20<2p. (8) 

Обозначим через п и V нормали к Г в точках x и E соответ- 
ственно. Допустим, что & Е Г (x), и выведем оценку для величины 
|cos (п, г) |; г здесь обозначает вектор с началом x и концом Ё. 
Имеем cos (п, г) = с0$ (Em, Г) =Ё г, и по неравенству (6) 

| cos (п, Г) | = с®. (9) 

Поменяв местами точки хи Ё (это, очевидно, допустимо), получим 
еще одно важное неравенство: 

|cos (м, Г) | = с/®. (10) 

Для дальнейшего будут полезны также оценки направляющих 
косинусов нормали v. По известной формуле дифференциальной 
геометрии 

т—1 —1/2 

ть" чит 
где т — направление градиента функции }. По неравенствам (3) и (7) 

cos (у, Em) == (1-- ар?) -42 > (1 + аа т. ty 
уз 2 
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Если В=1,9,.... m—1, то по той же формуле дифференциаль- 
ной геометрии 

cos (v, 8») =e =k a 1+ У (>) 
kml 

и по неравенству (3) 

-|-1/2 
2 

| cos (v, x) | << |5 | < 46% < are, k=1,2,...,m—1. (12) 

$ 2. ТЕЛЕСНЫЙ УГОЛ 

Рассмотрим кусочно гладкую поверхность У, вообще говоря, 
незамкнутую, на которой определено положительное направление 
нормали. Обозначим через Ё произволь- 
ную точку поверхности У, и через v— 
нормаль к У, проведенную в точке Ё. 
Пусть точка x @E,, расположена так, что 
в любой точке & = У, радиус-вектор г, иду- 
щий от точки x к точке Ё образует с 
нормалью V острый или в крайнем слу- 
чае прямой угол, так что со$ (г, у) =0. 
Из точки х проведем радиус-векторы ко 
всем точкам поверхности У. Эти радиус- 
векторы заполняют область, ограничен- 
ную поверхностью У и конической по- 
верхностью А, которую образуют ра- 
диус-векторы, оканчивающиеся в точках 
края поверхности У (рис. 16). Из точки 
х как из центра опишем сферу произ- 
вольного радиуса Ю. Обозначим через ор 
часть этой сферы, заключенную в упо- 
мянутом выше конусе. Отнощение 

oy (3) =e (1) 
He зависит от Ю. Оно называется телесным углом, под которым 
поверхность У видна из точки х. | 

Описанное построение можно выполнить и тогда, когда на 
поверхности У, с0$ (г, у) =0. В этом случае телесным углом 
вх (>), под которым поверхность У, видна из точки x, называется 
отношение (1), взятое со знаком минус. 

В общем случае, когда со$ (г, у) может менять знак, будем 
предполагать, что поверхность У можно разбить на части Уд, 
У», ..., на каждой из которых со$ (7, Vv) сохраняет знак. Для 
такой поверхности телесный угол определяется формулой 

Ox (XL) = Lox (Le), (2) 
если только ряд (2) абсолютно сходится (например, если частей 
У, конечное число). 
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Докажем, что во всех перечисленных случаях телесный угол 
«х (У) определяется при m>2 формулой 

о, (= тер \ ware. (3) 
py 

Достаточно рассмотреть случай, когда со$ (г, у) сохраняет знак 
на поверхности У. Выведем предварительно одну вспомогатель- 
ную формулу, которая окажется полезной и в дальнейшем. Имеем 

аз = _ 2 oS cos (v, Ep); HO iE, oo Seth = COs (г, Е»); 

отсюда 

2 = — moe cos (м, Е») cos (Vv, Ex), 

или окончательно 

> = — m= cos (r, v). (4) 

Пусть хЕГи cos(r, v)=0. Радиус R возьмем достаточно 
малым, так чтобы поверхности ор и У не имели общих точек 
(см. рис. 16). Рассмотрим область О, ограниченную поверхно- 
стями У, Op и заключенной между ними частью конуса К. В этой 
области 1/7”? есть гармоническая функция точки £, поэтому 
(формула ae гл. 9) 

0 a. д 1 
ove a dg St \ ees dort \ sr ar aK =0. 

$ dp 2 

Через v* здесь обозначена нормаль к поверхности, внешняя по 
отношению к области О; так как со$ (7, у) =0 на У, то на этой 
поверхности у* =v. На поверхности К cos(r, у*) =0, так как г 
направлено по образующей, а \* к ней перпендикулярно. В силу 
формулы и интеграл по А исчезает и 

д д 1 
\ “Ov = 4: У —— \ Ove тт? Фок. 

ру OR 

Ha OR нормаль: у* направлена против радиуса, ‘поэтому. 

dQ 1 _ д 1 т—2 
ду* тт? д m3 |, Rm-1 * 

Теперь имеем 

—1= —— Ri = 
\ jy тз “= Ют-1 = \ d.Or = — (m— 2) ия 

OR 

=—(m—2)o,(X). № 
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Если с0$ (г, у) = 0, то v* = —% на У; рассуждая по-прежнему, 
получим в этом случае 

\ д 1 1 m—2 \ | Fp | 

\ == par | 0к=(т— 2) Be = 
GR 

— (m— 2) в, (У). 
Если поверхность У, разбита на части Ул, У»›,..., на каждой 

из которых COS (Fr, и сохраняет знак, то, очевидно 

| 
Dd | ox (У) = [5 Ov гт-а dd. (3) 

Теорема 14.2.1; Если Г — замкнутая ляпуновская поверхность, 
то пуестаует такая постоянная С, что 

\1 4Г—<С, WxeEEn. (6) 
“OV = 

iy 

Пусть d— радиус ляпуновской сферы для поверхности Г. Может 
случиться, что расстояние.от точки х до поверхности Г не меньше, 

Тогда r= jx—E |= 4, по формуле (4) чем о. 

д | cos 9m-1 (т— 9 
Oy тт? | — (т— 2) | И = Ae ; 

д 2т-1 (m—2 \ | Г < В Г. (7) 

Пусть теперь ‘расстояние от точки х до поверхности Г меньше, 
чем 4/2. Существует точка х Г та- 
кая, что 

, а 
|¥—4o|=min|x—§| <. (8) 

Как известно, точка.х лежит на нор- 
мали по к Г, проведенной через точ- 
КУ №. 

Построим ляпуновскую сферу $ (хо). 
Обозначим соответственно через Г (хо) 
и Г’ (x9) части поверхности Г, лежа- 
щие внутри и вне сферы S (xo) (рис. 
Е). Если Е = Г” (x), то |E—xo |= d u ro) 

Ех | = |E— xo|—|x — № |>>d/2, отсюда Рис. 17 

д amt (т—2) | Г (%o)| — 2m-1 (m — 2) Гр 
aD = qm-1 qm-1 (9) Ov я 

Г’? (хо) 

остается рассмотреть интеграл 

\ = — ах = (т — 2) \ о У ФГ . 

Г (xo) Г (хо) 
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Построим местную систему координат с началом в точке хо; ось Xm 
направим по нормали к Г В №. Положим |x—x%|=—6, 6< 4/2. 
Местные координаты точки x суть (0, 0,..., 0, +6). Обозначим 
через С’ (%) проекцию поверхности Г (x) на касательную пло- 
скость в точке хо, тогда 

\ | cos (г, У aT = \ | cos(r, v)| dE, d& ... тт — 

тт rm оз (у, Em) 
Г (хо) G’ (Xo) 

<2 [LS ae des... demas (10) 
G’ (хо) 

здесь применена оценка (1.11). 
Положим р? = -Е-... + Ета. Из формулы 

т—1 

п = у (Ex — хь)* = p> Ee + (Em — Хт)* = 0" + (Em Е 6)? 
k= 

вытекает, что Гр. с другой стороны, область G’ (хо) опреде- 
ляется неравенством г< 4. Ho r=p, поэтому и р< 4. Это зна- 
чит, что область С’ (хо) лежит в (m—1)-MepHoM шаре ро—=4и из 
формулы (10) получаем неравенство 

| ea <2 |) STE dbs dls oo dima ll) 
Г (0) p<d 

Если 6=0 (т. е. x=xX) E&P), то по неравенству (1.10) 
[с (р, У) < Е < Gere (12). 

и, следовательно, 

\ ег L dT <2c \ = a pa! = const. (18) 
Г (хо) р<4 
Попутно доказано, что интеграл (6) существует при любом хеЕГ. 
Пусть теперь 6 >0. Имеем цепочку неравенств 

|cos (r, v) |=|с0$ (и, Ep) cos С, Ep) | = 

<a(m— 1) re 4 +6! <a(m—1)r% 

- с ron +8 - =а(т—1) re tq mort +e. 

Здесь =|Ё— |; мы воспользовались оценками (1.6) | и (1.12), 
Далее, справедливы соотношения 

2 \ Loos (TN dey die... dma < 
p<d 

<2a(m—1) | 8, 4... dima t 
p<d 

1 
+2a | va Ч: 4 ... Чт 

о<а 

4.26 \ A diy dey... и. (14) 
p<d 
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Оценим величины fo и Г через р. Величина Го оценивается 
по формуле (1.8), так как в последней г есть расстояние от 
точки Е до начала местной системы координат. Таким образом, 
fo< 20. Чтобы оценить г, поступим так. Имеем равенство r? = 

=p? -+ Ем, - 62-Е 2£,,6. Далее | 28,6 | = > §? + 2&7. Отсюда получаем 

72 = р? -|- > 62 — Е. По формуле (1.5) | Em | <co%t! <cd%p, Радиус 4 

можно взять сколь угодно малым. Пусть он таков, что Cd* < | /V 2; 
тогда 7? > (p?-+ 62)/2. 

Теперь нетрудно оценить интегралы в (14) справа. Первые 
два оцениваются совсем просто: 

ror ЧЕ 4»... та \ gm Np" ЧЕ: Ча... тт 

dé, dE, ... den 7 = 2” \ р tc pene! = const 
p<d 

и аналогично 

O+1 ие . Е [ 
r АЕ. dE, ... d& dé, dE ... 4; 0 51 г эт — Om+1+0 \ 51 ey et = const. 

p<d р<4 

Перейдем к оценке последнего интеграла. Используя оценку 
для г, находим 

$ Зы. би <2? 6 ( dix die... demi — 
(Fee 

p<d 
m 
> dé, dt, ... dEm_ 2 1 “52 m—1 <2? 6 \ Sram 

/ Е m-i 

В последнем интеграле положим 
т—1 

Ep = On, k=1, 2,....тТ— 1; У Ne = 01, 

k=1 

тогда 

5 ( dé, ЧЁ... тд __ ( dm Ч»... дат 1 
ф-т = Ее 

m-1 * т—1 

Последний. интеграл сходится и равен некоторой постоянной. 
Теперь ясно, что при О < 6 4/2 интеграл (14) не превосходит 

некоторой постоянной. Но это утверждение верно и при 6=0 
(формула (13)). В таком случае существует такая постоянная С", 
что 

Leos (F, у) | Г —= С’, 0<b<d/2, 
Г” (xo) 
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Приняв во внимание неравенство (9), видим, что теорема 14.2.1 
а 

верна и при 6>5; при этом `можно положить 

2m-l (m—2)|T , Ca lic.m C= 

$ 3. ПРЯМОЕ ЗНАЧЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА ДВОЙНОГО СЛОЯ 

В $4 гл. 11 был определен потенциал двойного слоя как 
интеграл вида | 

° д |1 У (= \ < ==, (1) 
Г 

где у— внешняя нормаль к поверхности Г в точке &. Было дока- 
зано, что  (х) —функция, гармоническая как внутри, так и 
вне Г; на самой поверхности Г потенциал (1) не был определен. 

Будем считать теперь, что Г — замкнутая ляпуновская поверх- 
ность и что плотность о (&) непрерывна на этой поверхности. 
При таких условиях справедлива следующая теорема. , 

Теорема 14.3.1. Потенциал двойного слоя (1) имеет вполне 
определенное значение при любом х, лежащем на поверхности Г. 
Это: значение непрерывно’ меняется, когда x пробегает поверх- 
ность Г. 

То, что интеграл (1) существует, если хеГ, доказывается 
просто. Плотность о (Ё) непрерывна на компактном множестве Г 
и потому ограничена. Пусть |o (&) | =М = соп3, тогда 

9 1 a | 16) 5 ae] <M| 5 as <M " (2) 

В предыдущем параграфе было доказано, что интеграл (2.6) 
существует при хе Г, иначе говоря, что при хе=Г функция 

ду гт-? 

часть неравенства (2) и, следовательно, для указанных х интеграл 
(1) существует. 

Докажем теперь, что при хеГ интеграл (1) непрерывен. 
Оценка (1.10) показывает, что потенциал (1) есть интегральный 
оператор со слабой особенностью над функцией о (Е); ядро этого 

д (т— 2) cos (г, v) 
оператора у тт = — т 

| суммируема на Г. Но тогда суммируема на Г и левая 

представим в виде 

91 _ (т—2)г 2 cos(r, v) 
ду тт? — | 

Обозначая числитель через A(x, E), видим, что при x=4E функ- 
ция A(x, Ё) непрерывна на Г. Если хеЕГ и x—€, то в силу 
неравенства (1.17) A(x, &-—0. Положим A(x, х)=0, тогда 
A(x, Е) непрерывна на Г при любом положении точек хи Ё. 
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По теореме 1.3.1 оператор (1) переводит любую функцию класса 
[›(Г) в непрерывную, если р достаточно велико. Непрерывная 
на компактном множестве Г функция ограничена и, следовательно, 
суммируема с любой степенью, поэтому оператор (1) переводит 
непрерывную функцию в непрерывную. Но о (2) по предположе- 
нию непрерывна, а.тогда и потенциал двойного слоя непрерывно 
меняется, когда точка х движется по поверхности Г. № 

Значение потенциала двойного слоя при хеГ называется 
прямым значением этого потенциала. Теорему 14.3.1 можно, оче- 
видно, сформулировать так: 

Если Г — замкнутая ляпуновская поверхность и плотность о (Е) 
непрерывна на Г,.то прямое значение потенциала двойного. слоя 
(1) существует и непрерывно на Г. 

$ '4. ИНТЕГРАЛ ГАУССА 

Так называется потенциал двойного слоя, плотность которого 

тождественно равна единице. 

д 1 Wo(e)=\ Sa Г. (1) 
Г 

Здесь Г — замкнутая поверхность и у — внешняя к ней нормаль 
в точке &. 

Теорема 14.4.1. Если поверхность Г — замкнутая ляпуновская; 
то значения интеграла Гаусса определяются формулой 

f m 
2 

— (m— 2)|S,;|=— 2 (m— ma для x внутри Г, 

(5) 
Wo(x) = 4 0 для x вне Г, (2) 

z 
_ m—2 |S,J=— mot для ХЕЕГ. 

(>) 
Сразу же заметим, что первые два равенства (2) верны для 

любой замкнутой кусочно гладкой поверхности Г, —это и будем 
доказывать. 

Пусть Г— кусочно гладкая замкнутая поверхность и пусть 
точка x лежит внутри Г. Опишем вокруг этой точки сферу S, 
радиуса &; последний возьмем достаточно малым, так чтобы 
сфера $5. лежала внутри Г. В области, ограниченной поверхно- 
стями Ги $., функция 1/r™-? гармонична, поэтому в силу фор- 
мулы (6.9) гл. 

\ 5) gor a+ | 9; я 43. =0. (3) 
Г Se 
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На $, нормаль у направлена против радиуса, отсюда 

\ Speer Se = | BH dS, = (m—2) eh = (т—2)|5: |, (4) ду гт-? ет 1 

& Ss 

и первое равенство (2) доказано. Еще проще доказывается BTO- 
poe равенство (2); если точка x 
лежит вне Г, то функция 1/r™-2 
гармонична внутри Ги 

д 1 \ ae аГ =0. 
Ove гт-? 

Г 

Займемся третьим равенством 
(2). Пусть Г-— замкнутая ляпу- 
новская поверхностъ и хЕГ. 
‘Речь идет о прямом значении ин- 
теграла Гаусса, существование 

Рис 18 которого вытекает из теоремы пред- 
шествующего параграфа. Остает- 

ся это значение вычислить. Возьмем число 8, 0 << а, и опишем 
вокруг точки хеГ сферу 5, радиуса в. Часть поверхности Г, 
лежащую вне сферы, обозначим через Is, а часть сферы, ле- 
жащую внутри Г, — через $, (рис. 18). Так как интеграл Гаус- 
са сходится при хеГ, To 

a | 
Wo (x) = lim \ Ry pane @Г. (5) 

Ге 

Точка xX лежит вне области, ограниченной поверхностями Г: и 
Sei В этой области функция rm 2 гармонична и, следовательно, 

д д 
\ ov тт- mrad + \ By = ane ое =0. Но тогда 

е. Se 

a 1 
Wo (4) =— fim \ a ae Se (6) 

E 

В интеграле (6) нормаль у направлена против радиуса, поэтому 

д —2 Ss 
м S. = St Ц aS. = (m—2) 5. (7) 
$ So 

При в, достаточно малом, поверхность Sz близка к полусфере, 
опирающейся на касательную плоскость (см. рис. 18); величина 

| т/2.т-1 
# 

Г (т/2) 
на площадь (взятую с тем или иным знаком) поверхности пояска, 
$., заключенного между Г и касательной плоскостью. Высота 

1$:| отличается от площади поверхности полусферы 
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пояска равна максимальному значению |Ё„| в точках пересече- 
ния поверхности Г и сферы S,. Так как < 4, то эти точки 
лежат внутри ляпуновской сфе- 7 
ры и для них верна оценка 1 5, 
(1.6): | Еж | == сиб +1 == себ +1, 

Обозначим через A упомя- 
нутое выше наибольшее значе- 
ние |E,,|, тогда А = св +1, Пло- 
щадь поверхности пояска 5, не 
превосходит площади поверхно- 
сти сферического пояска » вы- 
соты 2й, симметричного относи- 
тельно диаметральной плоско- 
сти. Изменяя нумерацию осей, 
как показано на рис. 19, и вве-. 
дя соответствующие сфериче- 
ские координаты, найдем, что 
площадь |»| поверхности по- 
яска » равна интегралу ‚ 

Рис. 19 

л/2-- arcsin h/e 

\dS,=e"-1 \ sin”? 0, dd", x 
х п/2 — arcsinh/e 

д л2л 

<... \ 5117-39... зш9и_2 4%... mah 
9 00 

._ A 
Правая часть имеет очевидную оценку O [ent arcsin =) = 0 (e”-142), 

Отсюда ясно, что 

д | _ (т—2) x? 
\ ‘д гп-? ое — Г (m/2) + O (e%) 

Se 
и, следовательно, 

—9 т/2 

и, (д) =— Fo, vel. № 

$ 5. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ПОТЕНЦИАЛА 

ДВОЙНОГО СЛОЯ 

На примере интеграла Гаусса ясно, что, вообще говоря, 
потенциал двойного слоя терпит разрыв, когда точка х пересе- 
кает поверхность Г. Вместе с тем, как мы сейчас увидим, при 
довольно широких условиях существуют пределы значений потен- 
циала двойного слоя, когда точка х стремится к произвольной 
точке х =Г либо изнутри, либо извне Г. Будем обозначать 
через W, (Xo) и И, (%) соответственно предельные значения потен- 
циала двойного слоя W (x) в точке хо = Г, когда x —> хо изнутри, 
соответственно извне Г. Прямое значение этого потенциала 

в Точке хо обозначим через W (Xx). 
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Теорема 14.5.1. Пусть Г — замкнутая ляпуновская поверхность 
и с (Е) — плотность, непрерывная на Г. Тогда для потенциала 
двойного слоя (3.1) справедливы предельные соотношения 

ИИ, (Xo) = — АН о (x9) + W 9, 
—_ Х Е Г. (1) 

We (xo) = ТЫ о (о) + W о), 

Формулу (3.1) перепишем так: 

W (x) = Wy (x) +9 (Xo) Wo (x). (2) 

Здесь ‘Wy — интеграл Гаусса, a - 

д W, (x)= \ [0 О-о Saar Г; (3) 
Г 

М, (x) есть потенциал двойного слоя, плотность которого о (Е) — 
— 0 (хо) обращается в нуль при = хо. Докажем, что этот потен- 
циал непрерывен в точке Xo. 

Из точки хо как из центра опишем сферу некоторого радиуса 1}; 
тем самым поверхность Г разобьется на две части: Г = Г’ Ul", 
из которых Г’ лежит внутри сферы, a Г”— вне ее. Соответственно 
or W(x) тоже распадается на два: W, (x)= Wy (x) + 

Wi; (x), где 

Wi (9 = \ < ®-—0 ll Saar al, 
8 

Wi (x)= \ 9-е) и aD 8 
Напишем очевидное неравенство 

| W(x) — Wy (x0) [= [М (x) |] Wi о) | | 

+| Wy (<) — №) (%)|; (4) 

черта сверху означает прямое значение соответствующего потен- 
циала. 

Оценим правую часть неравенства (4). Выберем и Tak, чтобы 
при |Ё — |< 1 выполнялось неравенство |о (Ё) —с (хо) | < г/ЗС, 
где = — произвольно заданное положительное число, а С — постоян- 
ная, входящая в неравенство (2.6). Такой выбор п возможен, 
потому что плотность o (&) непрерывна. Тогда при любом x == Ем 
имеем 

Wi I< | 10 © 9 6) |5 == 4Г< ь 
5. д 1 5 д | 8 

<3¢ Г 6 || ==. 65) 



В частности, 

| Wy (%) | <. (6) 

Зафиксируем радиус \ и будем считать, что: | x — №1 = yn. Тогда 

на поверхности Г” 

r=|§—x|=|E—x|—|x— vo [1—5 =; 
подынтегральная функция в интеграле У! (x) непрерывна и сам 
интеграл непрерывен. В этом случае существует такое число 
6>0, что при |х — Xo | <6. необходимо 

| WT (x) — WE (x0) |= | Wi (x) — Wi (%0) |< 3 (7) 

Из соотношений (4) — (7) следует, что 

| №, (x) — Wy (%o) |<а, если |х—ж|< 6, (8) 

т. е. что потенциал W, (x) непрерывен в точке хо. Если это так, 
то в указанной точке совпадают предельные значения потенциала 
W, (x) и его прямое значение 

Ш: (хо) = Wie (Xo) = М! (%0). (9) 

Формула (4.2) показывает, что предельные значения интеграла 
Гаусса Wo(x) существуют и равны соответственно Wo, (Xo) = 
—=—(т—2)|5$:|, Woe (%) =0, а прямое значение Wo (xo) = 

m—2 = — —5—|Si|. 

Теперь из формул (2) и (9) следует, что предельные значения 
У; (%) и W, (%) существуют, причем 

У: (Xo) = М, (Xo) 6 (Xo) Woi (Xo) = 

= W, (i) —(m—2)| $116 (№), (10) 
We (хо) = Wy (Xo) Ро (Xo) Woe (Хо) = Wy (хо). 

Далее, 

W, (%) = 0 —9 (1 > aT = 

— ISL ay ro=|E—X], (11) 

и формулы (1) сразу вытекают из соотношений (10) и (11). № 
Из формул (1) вытекает простое соотношение, связывающее 

плотность потенциала двойного слоя с его предельными значе- 
НИЯМИ 

Wi (Xo) — We (Xo) = — (mm — 2) | Sy | o (хо). (12) 

Замечания. 1. Если плотность о (6) на Г не непрерывна. a лишь 
суммируема, то, как оказывается, предельные значения потенциала двойного 
слоя существуют почти всюду на Г и выражаются по тем же формулам (1). 
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2. Для нормальной производной потенциала двойного слоя верна сле- 
дующая теорема Ляпунова. Пусть Г — ляпуновская поверхность и плотность 
о (Е) на Г непрерывна. Если нормальная производная потенциала двойного 
слоя имеет предел, когда хх, =Г изнутри (извне), то существует равный 
ему предел той же производной извне (изнутри). 

Теорема 14.5.2. Если поверхность замкнутая ляпуновская, 
а плотность на этой поверхности непрерывна, то потенциал 
двойного слоя равномерно стремится к своим предельным значе- 
ниям как изнутри, так и извне поверхности. 

Сохраним обозначения, использованные при доказательстве 
теоремы 14.5.1. Плотность о (€) непрерывна, а потому и равно- 
мерно непрерывна на Г. В таком случае радиус 1 можно выб- 
рать независимо от.положения точки хо на поверхности Г. Далее, 
потенциал Wy, (x) на самом деле есть функция двух точек: точки 
x GE, и точки х ЕГ. Если радиус \ фиксирован, то Ha огра- 
ниченном замкнутом множестве, определяемом соотношениями 

1 
x EL, |x—x|< >, упомянутая функция непрерывна и, сле- 

довательно, равномерно непрерывна, поэтому число 6, фигури- 
рующее в неравенстве (8), можно выбрать зависящим только 
от &. То же соотношение -(8) показывает тогда, что W, (x) => 

— W, (xo) равномерно относительно хо = Г. 
Наконец, потенциал Wo (x) постоянен как внутри, так и вне Г, 

поэтому если х-—* хо, либо изнутри, либо извне Г, то Wo (x) стре- 
мится к своему предельному значению равномерно. ~ 

Теперь из формулы (2) видно, что тем же свойством обла- 
дает и потенциал Я (х). № 

5 6. НЕПРЕРЫВНОСТЬ ПОТЕНЦИАЛА ПРОСТОГО СЛОЯ 

Теорема 14.6.1. Если Г —замкнутая ляпуновская ‘поверхность, 
а плотность и (Е) измерима и ограничена, то потенциал npo- 
стого слоя , 

У =\ в = Г (1) 
Г 

непрерывен во всем пространстве Em. _ 
Непрерывность потенциала (1) при x CTL очевидна; остается 

рассмотреть случай х = Г. 
Докажем прежде всего, что при хе=Г интеграл (1) сходится 

и, следовательно, потенциал простого слоя V (x) на поверхности 
Г определен. Построим ляпуновскую сферу $ (x) и пусть Г” (x) — 
часть Г, заключенная внутри сферы S (x); имеем 

у = (e@perar+ | vO ег. 
Г” (x). PAI” (x) 

Во втором интеграле подынтегральная функция непрерывна, и 
достаточно рассмотреть первый интеграл. Введем местную систему 
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координат (Ё, &, ..., Em) с центром в точке х и с осью Em, 
направленной по нормали к Г в этой точке. Положим р? = & -+ 
-- &--...+Е_1. Обозначая через G’ (x) проекцию поверхности 
Г’ (x) на плоскость Ё =O, касательную к Г в точке х, имеем 
равенство 

| dE, dE... Чт _ р \ ри (2) 
T’ (x) G(x) 

если |p (E)|<M=const, To подынтегральная функция не превос- 
ходит величины 2М/о”-?, и интег- 
рал (2) сходится. od 

Докажем теперь, что в любой 
точке x = Г потенциал (1) непре- 
рывен. Пусть и-— произвольная 
точка пространства `Ёш. Вокруг 
точки х опишем сферу радиуса 
< 4. Обозначим через Гу и Гл 
части поверхности Г, заключенные 
соответственно внутри и вне сфе- 
ры. Интеграл (1) разобъем на два, 
взятые по Ги и Ги; эти интегралы обозначим через У’ и И”. 
Тогда очевидно неравенство 

ИРУ И НИ НИ - И | (3) 

Оценим первое слагаемое в (3). Так как n<d, то Гис’ (x), 
и на Г, можно ввести местные координаты с началом в xX. Обо- 
значим через у’ проекцию точки’ у на плоскость, касательную 
в x (рис. 20). Местные координаты точки И’ пусть будут (Yi, №, ... 

Рис. 20 

.., Ит-в 0). Положим 0? = У (Е, — и,)?; © есть длина проекции 

отрезка, соединяющего точки т и у, на плоскость, касательную 
B x. Ясно, что р—<|Е—и|. Далее, 

Г 

[V’ (и |= \r@ я = 
a 

Ty 
<M \ dE, .-- dm_1 <2M \ dei... dEm—1 . 

р” сов (v, Em) ] 
бт Gy 

здесь СОт— проекция поверхности Гу на касательную плоскость 
в точке х. 

Возьмем точку у столь близкой к х, чтобы | y—x|< 51. 

Тогда, если Ё = Г,, то 

р=|8—и| = [8—1 +1915 1. 
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Это значит, что область. Gy целиком лежит в (т— 1)-мерном 
ar: | 

шаре р < > и, следовательно, 

, dt, ... dEm_3 : тем \ tom, (4) 
рт 

В (т—1)-мерном пространстве введем сферические коорди- 
наты с центром в точке у’. Тогда а&... ат =0”-? dp do,; 
здесь и ниже в настоящей главе через о, обозначена единичная 
сфера в (т— 1)-мерном пространстве, а через do, — элемент пло- 
щади ее поверхности. Формула (4) принимает вид 

3 
ой 

| И’ (у) |=2М \ do, \ ар = 3M | ол |1. 
O1 0 

Пусть = — произвольно заданное положительное число. Возь- 
8 . 8 , ТТ и |и— —— V <e/3, мем т мо. | огда, если |y х1< 1амте|’ 7 | (и) |<e/3 

Последнее неравенство, очевидно, верно и для у=х: |’ (х) | = 
<e/3. Теперь неравенство (3) дает следующее: 

LV y) —V (x) |<S e+ |V" (y) —V" (x). 

Выберем число 6 > 0 столь малым, чтобы 6 “вм тет и чтобы 
1 

при |и—х|< 6 было [ИУ |< 5. Тогда | И (и) — У (х) |< 

<=. № 

$ 7. НОРМАЛЬНАЯ ПРОИЗВОДНАЯ ПОТЕНЦИАЛА 

ПРОСТОГО СЛОЯ 

По-прежнему будем рассматривать потенциал простого слоя 
(6.1), предполагая Г замкнутой ляпуновской поверхностью. 

Пусть х— произвольная точка пространства Ёш и n— внеш- 
няя нормаль к. поверхности Г, проходящая через точку х. Если 
хе Г, то можно вычислить производную потенциала (6.1) по 
направлению нормали п, просто дифференцируя под знаком 
интеграла: 

OV (x д 1 Se = \ 5. =. (1) 
Г 

5 / 

Выкладка, аналогичная той, которая была проделана в § 2, 
приводит к формуле 

д | -m—2 

ap тт== = mar COS (Г, И); (2) 
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отсюда 

ov. ore) =(m— 2) \ и (Е) cos ate п) aD. (3) 

Г 

Пусть хе Г. Если плотность p(&) измерима и ограничена, 
|u (Е) | = М = соп$%, то интеграл (3) сходится. Докажем это. Выде- 
лим часть Г’(х) поверхности Г, лежащую внутри ляпуновской 
сферы .5(х). Достаточно доказать, что сходится интеграл 

. cos (г, П) 
(5) 4.Г. Введя местные координаты с началом в точке 

mi 

Г/(х) | 0 
х, приведем последний интеграл к виду 

cos(r, п) d&... demi . 
и (2) гт1 cos (У, Em) , (4) 

G’ (x) 

здесь G’ (x) — проекция I’ (x) Ha касательную плоскость в точке х. 
Подынтегральная функция в (4) ограничена величиной 

тег |с0$ (г, m)|, p= BPE. + Bia. 
Но по неравенствам (1.9) и (1.8) имеем 

|cos(n, r)|<cr® << 2%cp%, (5) 

и для подынтегральной функции в (4) окончательно получаем 
оценку 2*Mc/p™~-!-%, которая показывает, что интеграл (3) схо- 
дится. 

Как мы увидим несколько ниже, значение интеграла (3) при 
x =Г нельзя рассматривать как нормальную производную потен- 
циала (6.1). Значение интеграла (3) при хеГ называется пря- 
мым значением нормальной производной потенциала ппостого 

OV (x) 
слоя и обозначается символом —-^. Будем обозначать через 
AV (xo) дУ (хо) у —( ти — 5,“ предельные значения (если они существуют) нор- 

Ll е 

e » OV (x 
мальной производной a. когда XxX) =I изнутри, соот- 

ветственно извне Г. 
Теорема 14.7.1. Если Г —замкнутая ляпуновская поверхность, 

а плотность и (Ё) непрерывна на Г, то на поверхности Г суще- 
ствиют равномерные пределы нормальных производных потенциала 
простого слоя (6.1) как изнутри, так и извне Г. Предельные зна- 
чения нормальной производной потенциала простого слоя выра- 
жаются формулами: 

OV (%) _ (m—2) |S, | ЗУ Са) | 

OV (х) _— (m—2)| 51| ст | 
ee = — Se + 
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Введем в рассмотрение потенциал двойного слоя с плотностью и 

W = \ в == al (7) 
Г 

и составим сумму 

Рае) = \ в) [бт pare + узи. 
Докажем, что’эта сумма меняется непрерывно, когда точка x 
пересекает поверхность Г, двигаясь по нормали к ней. 

Пусть хо — точка на поверхности Г, п — нормаль к Г в этой 
точке и х— произвольная точка на нормали п, лежащая внутри 
или вне Г. Вокруг точки хо опишем. сферу радиуса n<d u 
обозначим через Ги часть поверхности Г, расположенную внутри 
упомянутой сферы. Рассуждения предшествующего параграфа 
показывают, что достаточно установить такой факт: при доста- 
точно малом \ справедливо неравенство | 

А = \ в (5) [тик = aT |<, 
Ty .. 

где =— произвольно заданное положительное число. Имеем оче- 
видные тождества 

д 1 т—2 Ep—Xp 

‘On тт-® — ут-1 r O° (п, Бы), 
д 1 т—2 Ep—Xp 

Oy yma — — rm r COs (v, Ep). 

Введем местную систему координат с центром в точке хо. В этой 
системе х,=0, соз (п, Ё,) =0 при 1= А=т— Ти cos(n,&,) =1. 
Но тогда 

д 1 д | 
i Г ду ттт8 — 

m—2 Ё = oy =m a [1 —cos (v, Em)] — = — эх 5 cos (у, &). 

Далее, по неравенству (1.12) 

| с0$ (v, Е») |< ат, k=1, 2,..., m—1, 

Где го =|Е— № |, а из (1.1) находим 

а20?@ лы ad“ar®™ 
a ° 

V 1+ ap" (1--У 1-Е а2реа) 2 2 
и по соотношению (1.7) 

1 —cos (v, Em) = 

1—cos(v, Em)<aro, a,=a/2. 

Теперь легко видеть, что 

д | д 1 ore 
an mae Г бутт=Е —ут-=г, с1 = const. (8) 
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Положим 0?=Ё1 ++ ... +En—1 И обозначим через G, про- 
екцию поверхности Гу, на касательную плоскость в точке Xp. 
По формуле (1.8) ro = 29. С другой стороны, 

т—1 

r= х (к — хь)? = p> GB + (Em — Xm)? = 0; 

отсюда ro. Теперь из формулы (8) следует неравенство 
1 a 

дп rm—2 + дугт-? | = рт-1-а' 

Пусть |в (&) | <M, тогда 

АЕ ЧЕ» ... ЧЁт —1 
р” -1-@ соз (у, Em) > 

р dT 

/ 

Ty бт 
= 2041 М \ eS , 

Gy 

В области Gy верно неравенство p <7 <4, поэтому Gy цели- 
ком лежит в шаре р —=1 и, следовательно, 

n 
A<2%+1¢,M \ АА a dEm—1 — 2+1. М \ do, \ р @-14р = 

0 
_ 2 

pm 1-а 

р< 1 O; 
at1¢ м | оз | 

1 1 ny , 

Очеви НО OCTATOYHO ВЗЯТЬ <| ae Ma И МЫ ПОЛ дно, Д И 3. 2+1. М [о | олу 

чим, что 
& 

Повторяя рассуждения $ 3 и 6, Ha основании оценки (10) 

ov „©? + W(x) непрерывна при переходе убедимся, что сумма 

точки х через поверхность Г. Но тогда для этой суммы предель- 
ные значения и прямое значение совпадают: 

OY a) 4 VW, (x хо) = i +. WV. (x 2) = We) + W (№). 

Отсюда следуют искомые равенства: 

a — VV W (Xo) — №, (xo) + VG) (хо) = "© | 51 | и (хо) + 

ду ке, 
Ре — W Gio) — We ба) + — 

_ eI и (x 2) + Eo) (Xo) 
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Вычитая равенства (6), получим формулу, связывающую плот- 
ность потенциала простого слоя с предельными значениями его 
нормальной производной 

ду OV pe — — (т 2)| 5; | (хо). (11) 
OV (x) OV (x) 

Остается доказать, что пределы —~— u —7— — равномерные. 

Имеем равенство 

OV OV . ue) — ее. + W (x)| — W(x). (12) 

По доказанному выражение в квадратных скобках. непрерывно 
и Потому равномерно стремится к своему предельному значению; 
на этот раз безразлично, стремится точка х к точке x EYL 
изнутри или .извне Г. Далее, если x— Xo либо изнутри, либо 
извне Г, то по теореме 14.5.2 потенциал двойного слоя W (x) 
стремится к своему. предельному значению равномерно. В силу 

формулы (12).этим же свойством обладает и re a 

Замечание. Пусть замкнутая поверхность Г He ляпуновская; но состоит 
из конечного числа кусков ляпуновских поверхностей. Предельные формулы 
(5.1) и (7.6) для потенциалов простого и двойного слоя остаются в силе для 
тех точек поверхности Г, в окрестности которых эта поверхность — ляпуновская; 
надо только потребовать, чтобы выполнялось неравенство 

oil 
ov ym 2 

Ух = Ем, \ | dg Г < С const 

Г



Глава 15 

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТЕОРИИ ПОТЕНЦИАЛА 

$ 1. СВЕДЕНИЕ ЗАДАЧ ДИРИХЛЕ И НЕЙМАНА К ИНТЕГРАЛЬНЫМ 

УРАВНЕНИЯМ 

Рассмотрим замкнутую ляпуновскую поверхность Г, ограни- 
чивающую две области: $ — внутреннюю и @®’ — внешнюю. Поста- 
вим одновременно четыре краевые задачи для однородного урав- 
нения Лапласа: найти функцию и (x), гармоническую в области Q 
или 6’ и удовлетворяющую либо условию задачи Дирихле 

иг =9@ (x), | (1) 

Либо условию задачи Неймана 
7 . 

вр = 9. (2) 
Функции ф(х) и (xX) будем считать непрерывными на Г. 

Внутреннюю и внешнюю задачи Дирихле будем обозначать 
через 2; и D,, а внутреннюю и внешнюю задачи Неймана — через 
М; и N, соответственно. Задачи эти будем решать, отыскивая 
решение в виде некоторого потенциала. Точнее, решение задачи 
Дирихле будем искать в виде потенциала двойного слоя 

ик = \ оу, (3) 
Пе 

решение задачи Неймана —в виде потенциала простого слоя 

1 . и \ и т al (4) 
потребуем при этом, чтобы искомые плотности о (Ё) и в (Е) были 
непрерывны на Г. При таком представлении решения мы авто- 
матически получаем функции, гармонические в соответствующей 
области, и остается позаботиться лишь о краевых условиях. 
Заметим, однако, что в случае D, нас ожидают некоторые труд- 
ности: решение на бесконечности может иметь порядок О (|x |?-”), 
а потенциал (3) убывает быстрее — он имеет порядок О (| x |1”) 
и, следовательно, не всякую гармоническую в ‘2’ функцию можно 
представить в виде (3). | 

Рассмотрим, например, внутреннюю задачу Дирихле D,;. Крае- 
вое условие (1) следует понимать так: если х = ® их- № еЕ Г, то 

lim и (x) =Ф (0). (5) 
X—>Xo° 

Ho u(x) есть потенциал двойного слоя, плотность которого, 
по предположению, непрерывна. В таком случае по формуле (5.1) 
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гл. 14 

Lim u(x) =— О Го (x9) + Дот. 
x—>Xo Г 

Подставив это в формулу (5), заменив обозначение хо нахи 
т—2) |5 

разделив на — 2) 1 ‚ получим интегральное уравнение для 

неизвестной функции о (x) 

2 д 1 2 

oO) — м5) 15, \ 9 ® ae rane aT =— mS PO) HEL. 

Используя формулы (5.1) и (7.6) гл. 14 для предельных значе- 
ний, а также краевые условия (1) и (2), получим интегральные 
уравнения для трех остальных задач. Для удобства выпишем 
все интегральные уравнения вместе: 

д 1 
(Di) © (x) — ИЯ \ о (Е) 5; aaa AT = 

о 

2 

— 180, ©) 
D) 9)+ Goats) ° Фа = 

2 

— ата OM | 
д (№) w(x) + mars \ (Оле aT = 

7) 

9 

~~ (m—2)| Si] p(x), (8) 

(№.) ы (x) — Е \ WO eas dT = 

_ р 
— = (тЩ—2)1 5; | tp (x). (9) 

В уравнениях (6)—(9) хе=гГ. Отметим следующие свойства 
этих уравнений: 

1. Формулы (1.10), (7.2), (7.5) гл. 14 показывают, что урав- 
нения (6) — (9) суть интегральные уравнения со слабой особен- 
ностью. 

2. Ядра я а, — получаются одно из другого переста- 

новкой точек хи Ё. Так как эти ядра еще и вещественные, 
то они сопряженные. Отсюда следует, что уравнения (6) и (9), а 
также уравнения (7) и (8) — попарно сопряженные. 

3. Любое суммируемое с квадратом решение каждого из урав- 
нений (6) — (9) непрерывно на Г. Доказательство этого утвержде- 
ния основано на следующей теореме теории интегральных урав- 
нений (см. [26], $ 14). 
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Пусть ОР — компактное многообразие размерности т и пусть 
в интегральном уравнении со слабой особенностью 

д (EP uy dy=fs хер, r=|x—yl, (10) 
D 

где dy означает элемент меры на D, функции A (x, и и f (x) 
непрерывны соответственно в DXD ивр. Тогда любое решение 
уравнения (10), cymmupyemoe с квадратом на О, непрерывно в О. 

Достаточно проверить, что уравнения (6) — (9) удовлетворяют 
условиям последней теоремы, если в этих условиях заменить т 
на т—1. Прежде всего D=I есть компактное многообразие 
размерности т — |, ‘и свободные члены уравнений (6) — (9) непре- 
рывны на Г. Далее, как показано в § 3 гл. 14, 

д __1 А (x, Е) 
дутт—?2 — тор, a >> 0, 

где функция A (x, &) непрерывна на Г. Переставив аргументы x 

и Е, получим — — = AG) y функция A (Е, x) также непре- ’ y Onrm-2 ~~ m—1—a/2? ункц ’ р 

рывна на Г. 
Уравнения (6)-— (9) обычно называются интегральными ирав- 

нениями теории потенциала. 

§ 2. ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ И НЕЙМАНА ДЛЯ ПОЛУПРОСТРАНСТВА 

До сих пор мы не давали определения функции, гармони- 
ческой в полупространстве или, вообще, в области с бесконечной 
границей. Распространим на этот случай определение, данное 
для конечной области и назовем функцию гармонической в беско- 
нечной области, если в этой области данная функция имеет 
непрерывные вторые производные и удовлетворяет уравнению 
Лапласа. 

Интегральные уравнения, полученные в предшествующем 
параграфе, позволяют решить задачи Дирихле и Неймана для 
уравнения Лапласа в полупространстве; надо только потребовать, 
чтобы заданные функции P(x) и W(X) с определенной скоростью 
убывали на бесконечности. Точнее мы скажем об этом несколько 
ниже. 

При некоторых естественных ограничениях теоремы о потен- 
циалах, доказанные в гл. 14, распространяются и на бесконечные 
поверхности. Так, если поверхность Г есть плоскость Ёт==0, 
то достаточно потребовать, чтобы плотность о (Е) потенциала 
двойного слоя имела на бесконечности оценку 

т—1 

ot) =0(0-*), pt= У Ш, P=const>0, (1) 
k=1 

а плотность p (&) потенциала простого слоя — оценку 

р (Е) =0 (72-1; (2) 
при этих оценках интегралы (3.1) и (6.1) гл. 14 сходятся. 
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В случае полупространства достаточно говорить только о внут- 
ренней задаче и рассматривать только. интегральные уравне- 
ния (1.6) и (1.8). По формуле (2.4) гл. 14 ядро уравнения (6) 

1 (m—2 
(mn? cos (r, v). В данном случае нормаль Vv, имеет вид = -т=; = — 

внешняя к полупространству Ём >0, направлена против оси т; 
если обе точки хи & лежат на плоскости £,,—0, то на той же 
плоскости лежит и вектор г. Но тогда cos(r, v) =O и ядро 
уравнения (1.6) есть тождественный нуль. Таково же и сопря- 
женное с ним ядро в уравнении (1.8). Теперь эти уравнения 
сразу дают равенства 

5) = пт? в 
Решение задачи Дирихле для полупространства хи > 0 ‘дается 

формулой 
{+ со +00 

9-55 \ |) OO x ath. Bn, (3) 

а решение задачи Неймана — формулой 

u(t) = { \ © xara dbs... dB (4 м9) 51) oS PS pas Aras ) 

формулы (3) и (4) пригодны, если на бесконечности 

ф (Е) =0 (28), ф (Е) =0 (81), BP=const>0. 

Выполнив дифференцирование в формуле (3), мы приведем ее 
к виду 

__ Xm Te te | ит” \... \ ФО та. na, (31) 

т— 1 

=», (Еь— x2)? НХ. 
в =] 

$ 3. ИССЛЕДОВАНИЕ ПЕРВОЙ ПАРЫ 

СОПРЯЖЕННЫХ УРАВНЕНИЙ 

Докажем, что интегральные уравнения (1.6) и (1.9), соответ- 
ствующие внутренней задаче Дирихле О; и внешней задаче Ней- 
мана N,, разрешимы, и притом единственным образом, при любых 
непрерывных функциях P(x) и W(x). С этой целью рассмотрим 
однородное интегральное уравнение внешней задачи Неймана; 
неизвестную в этом уравнении обозначим через [Up (x) 
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Пусть ше Г. (Г) — какое-нибудь решение этого уравнения. 
Как было доказано в $ 1, функция Uy непрерывна Ha Г. Построим 
потенциал простого слоя с плотностью |, 

Votx) = \ о Г. (2 J Hos 
Уравнение (1) означает, что предельное значение извне нор- 

мальной производной потенциала (2) равно нулю, 

ду то —0. (3) 

По теореме единственности для внешней задачи Неймана 

И. (х) =0, хе“. (4) 

Но потенциал простого слоя — функция, непрерывная во всем 
пространстве, поэтому 

Vo(x)=0, хЕГ. . (5) 

Рассмотрим теперь потенциал У. (х) в области ©, располо- 
женной внутри Г. В этой области функция Vo (x) гармонична и, 
как показывает соотношение (5), обращается в нуль на границе 
области. По теореме единственности для внутренней задачи 
Дирихле 

Vo (x) => 0, хе. (6) 

ОУ. (x) 

On; 

воспользовавшись формулой (7.11) гл. 14, найдем, что py (x) =0. 
Итак, однородное интегральное уравнение (1) имеет только 

тривиальное решение. В силу альтернативы Фредгольма интег- 
ральное уравнение внешней задачи Неймана (уравнение (1.9)) 
разрешимо, и притом единственным образом, для любой функции 
pel, (Г) и тем более для любой непрерывной функции Wp (x). 

Но тогда в Q и =(. Сопоставляя это с формулой (3)`и 

Таким образом, значение параметра A = — правильное 
(т—2) | 51] 

для ядра oo по известной теореме Фредгольма OHO правиль- 

ное и для сопряженного ядра Я Отсюда следует, что интег- 

ральное уравнение внутренней задачи Дирихле разрешимо (и 
притом единственным образом) для любой функции фе Г. (Г) и 
тем: более для любой непрерывной функции ф (x). 

Еели интегральные уравнения задач О; и №, разрешимы, то 
разрешимы и сами задачи. Это приводит к следующим утвержде- 
НИЯМ: 

1. Если Г — ляпуновская поверхность, то внутренняя задача 
Дирихле для этой поверхности разрешима при любых непрерыв- 
ных граничных данных, и решение можно представить в. виде 
потенциала двойного слоя. 
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2. Если Г— ляпуновская поверхность, то внешняя задача 
Неймана для этой поверхности разрешима при любых непрерыв- 
ных граничных данных, и решение можно представить в виде 
потенциала простого слоя. 

§ 4. ИССЛЕДОВАНИЕ ВТОРОЙ ПАРЫ 

СОПРЯЖЕННЫХ УРАВНЕНИЙ 

Значение параметра 

2 

= — GTS (1) 
входящее в интегральные уравнения задач О, и М, (уравнения 

(1.7) и (1.8)), — характеристическое для каждого из ядер 9 
ду гт-2› 

] [2 

2. === Действительно, третье равенство (4.2) гл. 14 показывает, 

что однородное интегральное уравнение задачи О, 

2 д 1 
Op (х) + iH) $ \ 0% (Е) Fy та Al’ = 0 (2) 

Г 

имеет нетривиальное решение оу (х) ==1, а это означает, что 

число (1) — характеристическое для ядра На основании 
дугт-?' 

известной теоремы Фредгольма это же число — характеристическое 

и для сопряженного ядра В ‘таком случае однородное 
дп rm-2" 

интегральное уравнение задачи М, 

2 д 1 
Ho (x) + im] Si | \ Lo (Е) 5; == Hel = 0 (3) 

Г 

имеет, по крайней мере, одно нетривиальное решение; обозначим 
его через | (х). 

Докажем, что уравнения (2) и (3) не имеют решений, линейно 
независимых с указанными выше решениями Oy (xX) и шо (x). В силу 
теорем Фредгольма достаточно показать, что этим свойством 
обладает уравнение (3). Составим потенциал простого слоя с плот- 
ностью ш (E) 

Vo (9 = \ шо) aa al (4) 
Г 

Из уравнения (3) следует, что 

52 =0. (5) On; _ 

Так как Vp (x) — гармоническая функция в области @, лежащей 
внутри Г, то по теореме единственности задачи М, 

Vo (x) == со = const, хе ФЗ. (6) 
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При этом с, ==0. В самом деле, если с, =0, то И. (x) =0, xe Q. 
В силу непрерывности потенциала простого слоя Vo (х)==0, 
хе Г; по теореме единственности внешней задачи Дирихле 
Vo (x) =0, хе Q’. Но тогда имеем 

ДУ. (x) __ би, == 0. - (7) 

Из соотношений (5) и (7) и из формулы (7.11) гл. 14 выте- 
кает, что Uo (x) =0, а это противоречит TOMY, что решение що (x) 
нетривиальное. 

Попутно доказано следующее утверждение: если внутри Г 
потенциал простого слоя тождественно равен нулю, то его плот- 
ность также тождественно равна нулю. 

Допустим теперь, что уравнение (3) имеет еще одно решение 

ца (x). Построим потенциал У! (x) = \ py (Е) ==. Повторяя пред- 
r 

шествующие рассуждения, докажем, что если x GM, TO потен- 
циал V,(x) =c,=const. Положим 

Из (X) = Саво (%) — Cops (x). (8) 

Очевидно, и» (х) есть решение того же уравнения (3). Построим 
потенциал 

V(x) = \ ва ©) в = Vo (x) — V1 (x). 
Г 

Если x GQ, то И» (х) = Со — © =0. Шо доказанному выше 
цз (Хх) =0; отсюда — 

Иа (x) = с Мо (x). (9) 

Таким образом, любое решение уравнения (3) только постоян- 
ным множителем отличается OT My (х). № 

Рассмотрим теперь неоднородное уравнение задачи N; (урав- 
нение (1.8)). В силу теорем Фредгольма это уравнение разрешимо 
тогда и только тогда, когда функция (xX) ортогональна ко всем 
решениям сопряженного однородного уравнения (1.7). Но это 
последнее уравнение имеет только одно линейно независимое 
решение оу (x) =1. Таким образом, для разрешимости уравнения 
(1.8) необходимо и достаточно, чтобы (ф, 1) =0 или, в более 
подробной записи, 

{tp (x) dT =0. (10) 
Г 

Если уравнение (1.8) имеет решение, то, очевидно, разрешима 
и задача N;. Таким образом, условие (10) достаточно для Toro, 
чтобы задача М; была разрешима, и мы приходим к следующему 
выводу: если поверхность Г ляпуновская, функция ф ЕС (Г) и 
выполнено условие (10), то решение внутренней задачи Неймана 
существует и может быть представлено в виде потенциала прос- 
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того слоя с непрерывной плотностью. Напомним (см. гл. 12, § 2), 
что условие (10) необходимо для того, чтобы существовало доста- 
точно гладкое решение внутренней задачи Неймана. 

Осталось рассмотреть интегральное уравнение внешней задачи 
Дирихле (уравнение (1.7)). Нетрудно записать необходимое и 
достаточное условие его разрешимости 

(P, мо) =\9 (x) po (x) dT =0. (11) 

Если условие (11) выполнено, то интегральное уравнение (1.7) 
разрешимо. В этом случае существует решение внешней задачи 
Дирихле, представимое в виде потенциала двойного слоя и, сле- 
довательно, убывающее на бесконечности как |x |1”. 

Если условие (11) нарушено, то не существует решения урав- 
нения (1.7). Это не означает, однако, что внешняя задача Дири- 
хле неразрешима; можно только утверждать, что эта задача 
не имеет такого решения, которое можно представить в виде 
потенциала двойного слоя. 

$ 5. РЕШЕНИЕ ВНЕШНЕЙ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 

Поместим начало координат внутри поверхности Г. Функция 

тя гармонична в Любой области, не содержащей начала 

координат. В частности, эта функция гармонична в QQ’. Решение 
задачи D, будем искать в виде 

7 ] ° u(x)=\ < та +a \ o® al. (1) 
Г Г 

Какова бы ни была непрерывная функция о (&), правая часть 
формулы (1) гармонична в 42’; остается подобрать о (Е) так, чтобы 
выполнялось краевое условие (1.1). 

Повторив рассуждения $ 1, получим интегральное уравнение 
для неизвестной функции O (x) 

2 д 1 1 - 
б (*) Ги 5 \ [вт + sao © dl = 

2 

т) 5“, хеЕГ. (2) 

Ядро уравнения (2) ote, it так же как и ядро = — 
P Ov rm = 2 хто?’ дугт-2' 

имеет слабую особенность, и к названному уравнению можно 
применить теорию Фредгольма. 

Рассмотрим. однородное интегральное уравнение, получаю- 
щееся из уравнения (2) при-ф (х) =0 - 

2 д 1 1 
со + ramayrs \ [vr + Teams] © AT =O. ©) 
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Пусть 09 @L, (Г) — какое-либо решение уравнения (3). Как и 
в $ 1, можно доказать, что это решение непрерывно. Построим 
функцию 

ua (9) = \ во) 5 anal + pas \ 6%) &Г, (4) 
Г Г 

гармоническую в YQ’. | 
Из уравнения (3) следует, что Uy (x) г==0; по теореме един- 

ственности для ‘внешней задачи Дирихле uy (x) =0, x = Q. Имея 
это в виду, умножим выражение (4) на |x|"™-2 и положим 
|x|— со. На бесконечности потенциал двойного слоя убывает 
Kak |x/}-™, поэтому в пределе первое слагаемое исчезнет, и 

\ 00 @ &Г=0. (5) 

Итак, любое решение уравнения (3) удовлетворяет соотноше- 
нию (5). Но тогда уравнение (3) упрощается и принимает ‘вид 

2 д 
Do (x) + amar \ т © AL =O (6) 

что совпадает с уравнением (5.2). Как было доказано в $ 5, 
уравнение (6) имеет только одно линейно независимое решение — 
единицу, в таком случае его общее решение есть Op (&) =C =const. 
Подставив это в (5), получим С|]Г]|]=0, или С=0. Теперь 
Op (2) =0, и уравнение (3) имеет только тривиальное решение, 
В силу альтернативы Фредгольма неоднородное уравнение (2) 
разрешимо при любой непрерывной функции @ (x). Вместе с тем 
для любой непрерывной граничной функции ф (x) разрешима и 
внешняя задача Дирихле; ее решение может быть представлено 
в форме (1). 

Замечания. 1. Исследование интегральных ‘уравнений теории потенци- 
ала несколько усложняется, когда область Q (или ©’) ограничена не одной, 
а несколькими замкнутыми ляпуновскими поверхностями. Результаты оказыва- 
ются несколько иными, чем в случае одной граничной. поверхности. Подробно 
эти вопросы изложены в [14]. 

2. Метод потенциалов можно применить и к некоторым другим краевым 
задачам. Пусть, например, требуется найти функцию u(x), гармоническую либо 
внутри, либо вне замкнутой регулярной поверхности Г и удовлетворяющей 
краевому условию вида | 

Ee + В (x) ul = @ (Xx), (7) 

где В(х) и ©(х)—функции, непрерывные на Г, n—BuHellHaAd нормаль к Г 
в точке хе Г. Такого рода задачу называют часто третьей краевой задачей. 
Будем искать ее решение в виде потенциала простого слоя 

и = \ в г. 8) 
Г 

Воспользовавшись теоремой о прелельных значениях нормальной производной 
потенциала (8), получим для р (Ё) интегральное уравнение со слабой особен- 

279



НОСТЬЮ 9 9 В 

(x) _ 
В (*) = м5 5 \ Eee 5 ‚т-— | в @) der — 

Г 
2 

= x ; im — 91°) хЕГ (9) 

Знак плюс соответствует внутренней задаче, знак минус — внешней. 
Если задача (7) для гармонической функции имеет не более одного реше- 

ния, то уравнение (9) разрешимо при любой @ (x), и наша задача имеет' реше- 
ние. Если решение неединственно (именно, если однородная задача (7) имеет 
& линейно независимых собственных функций), TO оно существует тогда и 
фэолько тогда, когда ®(х) удовлетворяет К условиям ортогональности. По 
теореме Фредгольма число Ё конечно. Внутренняя (внешняя) задача (7) для 
гармонической функции имеет единственное решение, если В (x) =0 и В (x) >0 
на множестве положительной меры на Г (соответственно В (x) = 0 и B(x) <0 
на множестве положительной меры на Г). Докажите! 

$ 6. СЛУЧАЙ ДВУХ НЕЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Если т=2, то сингулярным решением уравнения Лапласа 
| 

является (с точностью до постоянного множителя) функция In > 

г=|Е—х|. В соответствии с этим потенциалы простого и двой- 
ного слоя на двумерной плоскости определяются формулами 

V(x) = \ м. 4, (1) 
Г 

и = \о® шт; (2) ) 
Г — кривая, о которой мы предположим, что она замкнутая ляпу- 
новская. Неравенство (2.6) заменяется таким: 

“la 1 бы + [ar <C =const. (3) 
Г 

Плотности о (&) и в (&) будем считать непрерывными. 
Потенциалы (1) и (2) принято называть логарифмическими. Ло- 

гарифмический потенциал двойного слоя гармоничен как внутри, 
так и вне Г; на бесконечности он имеет оценку О (|х|”"). Лога- 
рифмический потенциал простого слоя гармоничен внутри Г; вне 
Г он (в отличие от случая m>2), вообще говоря, негармони- 
чен: функция, гармоническая в бесконечной области на двумер- 
ной плоскости, должна быть ограниченной на бесконечности, а 
потенциал простого слоя в общем случае растет на бесконечности 
Kak In|x|. 

Для потенциалов (1) и (2) справедливы теоремы, аналогичные 
(но не всегда тождественные) теоремам, доказанным для случая 
m > 2: потенциал простого слоя непрерывен на всей. плоскости, 
кроме, может быть, бесконечно удаленной точки; имеют место 
предельные соотношения для потенциала двойного слоя 

W; (x) = — ло (x) + W (x), We (x) = ло (x) + W (x) (4) 
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и для нормальной производной потенциала простого слоя 

ду (x) _ Ww aV(x) _ ду we) 
On; р (x) a, ’ One — ли (x) + . (5) 

Интеграл Гаусса вычисляется по формуле 

; —2л, x внутри Г, 
\ > Ш @Г=] 0, x вне Г, (6) 

—л xel., 

Задачи Дирихле и Неймана ставятся как обычно: мы сохра- 
няем также обозначения Q(x) и ф(х) для функций, заданных 
в этих задачах. Важно отметить, что при т=2 внешняя задача 
Неймана И, отличается некоторыми особенностями. Теорема 
единственности для задачи N, в данном случае формулируется 
так же, как и для задачи М№;: два решения этой задачи могут 
отличаться только на постоянное слагаемое. Верно и обратное: 
две функции, гармонические вне Г и различающиеся только 
постоянным слагаемым, решают одну и ту же задачу М.. 

Другая особенность задачи №, на двумерной плоскости опре- 
деляется следующей леммой. 

Лемма 15.6.1. Для того чтобы при т=2 задача М. имела 
решение, необходимо, чтобы 

)ф (x) ах=0. (7) 

Допустим, что решение u(x) задачи №, существует. Вокруг 
начала координат опишем окружность Sp столь большого радиуса Ю, 
чтобы кривая Г лежала внутри Sp. Функция и (x) гармонична 
вне Sp и непрерывна в соответствующей замкнутой области, 
поэтому справедлива формула Пуассона 

2п 
1 ¢ 2__ R2 

u (x) = 5, \ ое ope (К, ©) do. (8) 
0 

Эта формула получается из формулы (3.9) гл. 12 при m=2, 
здесь R, ®«— полярные координаты точки Ё, и(Ю, wo) =и (Е), о, 
9 — полярные координаты точки x ир> К. 

Продифференцируем формулу (8) по декартовым координатам 
точки x. Это проще всего проделать так. Положим 2=лх, -1х., 
C=E,+&, где *1, хи Ё, & — декартовы координаты точек х 
ИЁ. re z= pe" с = Ке® и, как легко проверить, 

—? — Re z+¢ 
eT = z—t? 

отсюда 

° —R? = a; R z+C _ 
дж: р 7 IRp c cos (® — А? — 2-Е _ 

— Ве 9 2-6 _— 2 
= Reg p= — Re Gop: 
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теперь 

. ди | 
Аналогично найдем, что и 5х. =O rage Последние оценки верны 

2 

при достаточно больших |x|. 
Напишем теперь формулу (2.7) гл. 12 для области 5, огра- 

ниченной кривыми Ги Sz, где К >В: 

- | о Г \ м4» = 0 
R 

здесь и—внешняя нормаль к Г, соответственно к Sg в точке %X; 

перед первым интегралом поставлен знак минус, потому что 
у , ъ 

нормаль n на Г —внутренняя для области QR. Последней фор- 
муле можно придать вид 

—lvmart 54,55 =0. (9) 
Г SR 

Из полученных выше оценок следует, что при R достаточно 
большом на окружности Sp 

ди ди С 
—| = | — С0$ (м, x se 60s nN, №) | ==, c=const 
On| = | Oxy ( ут vs RR 

Но тогда 

дп * К? К К -® 
SR 

положив в формуле (9) К->со, придем к соотношению (7). № 
Как и в общем случае, будем искать решение задачи Дирихле 

в виде потенциала двойного слоя (2), а решение задачи Ней- 
мана —в виде потенциала простого слоя (1). Это приведет 
к интегральным уравнениям 

oi \o@ x nal $ (x) (D) 
Г 

для задачи иирихле И 

p(x) = = = \ BE) 5; an In — 7 aT = = ~ ap (x) (Л) 
Г 

для задачи Неймана. Ядра этих уравнений имеют слабую осо- 
бенность. В данном случае легко показать, что они ограничены, 
если показатель Ляпунова &=1, и непрерывны, если кривая Г 
имеет непрерывную кривизну. По-прежнему уравнения задач D, 
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и №., а также задач О, и №, образуют сопряженные пары. Ниже 
предполагаем, что кривая Г — ляпуновская. 

Исследование интегральных уравнений (0) и (№) проведем, 
опираясь на следующую лемму. 

Лемма 15.6.2. Если интегральное уравнение задачи N, 

ит быта =—т$6) (10) 
Г 

разрешимо, а p(x) удовлетворяет равенству (7), то потенциал 
простого слоя (1) решает задачу Nz. 

Пусть уравнение (10) разрешимо. Взяв его решение за плот- 
ность потенциала (1), получим функцию, удовлетворяющую крае- 
вому условию задачи N, и гармоническую вне Г всюду, кроме, 
может быть, бесконечно удаленной точки, где эта функция мо- 
жет оказаться неограниченной. Остается доказать, что всли 
условие (7) выполнено, то потенциал (1) на бесконечности огра- 
ничен. Обе части уравнения (10) умножим Ha а,Г и проинтегри- 
руем по Г. Учитывая условие (7), получим 

(n@dt——\\e@xincal at =0. (11) 
| гг 

В двойном интеграле переставим обозначения хи E; при этом и 
заменится на у. Используя третье из равенств (6), найдем 

1 д | | д 1 =) \ буш агат = \ \ w(x) 2 ш- aT dT = 
гг 

1 д 1 = \ "(9 ay In, a -— \ w(x) dD. 
Г Г Г 

Теперь из равенства (11) следует 

№ (%) а,Г = 0. (12) 
Г 

В равенстве (12) заменим обозначение x на Ё, затем умножим 
это равенство Ha ш|х| и сложим с равенством (1). В резуль- 
тате получим новое выражение для потенциала (1) 

У = \ ош. (13) 
г 

При |x|— со интеграл (13) ограничен (он стремится к нулю). № 
Анализ интегральных уравнений (D) и (№) проводится, по су- 

ществу, так же, как и B § 3—5; вкратце наметим этот анализ. 
Прежде всего докажем, что уравнение (10) задачи №, разрешимо 
при любой непрерывной функции p(x). В соответствии с альтер- 
нативой Фредгольма рассмотрим однородное уравнение 

| д ] 
ро) — т \ во () = Шт at =0. (14) 

Г 
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Пусть ‘po (x) — какое-либо его решение. Свободный член уравне- 
ния (14), равный нулю, очевидно, удовлетворяет условию (7), и 

в силу леммы 15.6.2 потенциал Vo (х) = \ Мо (Е) In+ 4,0 решает 

однородную задачу N,. Ilo теореме единственности задачи N, 
Vo (x) =C=const вне Г. Будучи непрерывным на всей плоскости, 
потенциал Vo(x)==C и на Г. Наконец, из теоремы единствен- 
ности задачи D, вытекает, что У. (х) =С и внутри Г. Но тогда 

ое = т = 0 и из формул (5) следует, что 

1 [OV (x) AVo (x) ] 
po (2) =| an; OMe |=0. 

Из леммы 15.6.2 вытекает теперь, что условие (7) не только 
необходимо, но и достаточно для разрешимости задачи N, 
на двумерной плоскости. 

Вместе с уравнением (10) всегда разрешимо и сопряженное 
с ним интегральное уравнение задачи D;. Отсюда следует, что 
и на двумерной плоскости задача D; всегда разрешима. 

Исследование интегральных уравнений задач О, и М, прово- 
дится так же, как в общем случае, и приводит к тем же резуль- 
татам: условие (7) необходимо и достаточно для разрешимости 
задачи N;; однородное интегральное уравнение задачи О, 

бо (я) += | 09 т al =0 (15) 
г 

имеет решением только постоянную. 
Решение задачи D, на двумерной плоскости можно построить, 

отыскивая его в виде суммы 

u (x) = \o@s Int at © aT. (16) 

Это приводит K интегральному уравнению 

5 (x) +— г [al +169 at = 9 (x). (17) 

Kak u B § 5, доказывается, что уравнение (17) всегда разрешимо. 

$ 7. УРАВНЕНИЯ ТЕОРИИ ПОТЕНЦИАЛА ДЛЯ КРУГА 

Пусть Г — окружность xj-++ х = R?. Вычислим ядро потенциала 
двойного слоя в предположении, что обе точки X (x, №) и 
E(E,, &) лежат на этой окружности. Имеем 

1 Or 1 or 
Ш = —— 2 5. Г aE, CS (у, &) — + BE, 69S (у, Е») = — 608 Vs 1) 

r 

На окружности направление у совпадает с направлением радиуса, 
проведенного в точку Ё. Из рис. 21 ясно, что (мы обозначили 
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угол (у, г) =В) 

r=2Rsin= =P =2R созВ, 

отсюда 
д 1 1 
у Пу = — oR} Xx, С=Г. | (1) 

Поменяв местами x и 6, получим 
д 1 1 
a Пт = op Xx, cer, (2) 

Ядра уравнений (D) и (N) оказались 
вырожденными, и эти уравнения ре- 
шаются элементарно. 

Разберем здесь уравнения внутрен- 
них задач; решить интегральные урав- 
нения внешних задач предоставляем 
читателю. Обозначим через 0 и о yr- 
лы, которые радиус-векторы Ox и ОЁ 
образуют с осью x,. Тогда &&Г = da. 
Далее, функцию точки x == Г можно pac- 
сматривать как функцию от 0. Соот- 
ветственно с этим будем писать о (6) 
вместо о (x) ит. п. 

Уравнение внутренней задачи Ди- Рис 21 
рихле принимает вид 

л 

o(8)+5- \ 0 (0) do=—— 9 (0. (3) 
—л 

Положим = \ д (@) do =c, тогда в ()-be= — + ф (0); инте- 
п р 

грируя, получаем с = —= \ ф (@) dw. Теперь o (8) =— = ф (9) —с 
—л 

И 

1 9.1 
и =— \ [пФ @) +; nar = 

Г 
я 

R a, 1 dé, 1 — 2 \ oo) x Int do—c( Zinta. 
—л Г 

Точка х теперь лежит внутри круга; по формуле (6.6) имеем 
at 

u (x) =—* \ $) 5 п ~ dw + 216 = 
— J 

285



ду In—=— = [(E1 — х1) cos (v, Е1) + (Е› —%2) cos (у, &)] = 

= — ре it Ge — m2) SJ =— Gti 
Имея в виду, что 

г? = (Е, — x)? + (3 — Хз)? = А? --0*—2 (1х1 + 2х2), 0* = x4 + №, 
a 

получаем —|2R > Int — 1| =^ = р и, следовательно, 

1 у. R2 2 | 

и (x) = 57 \®() 5—6. (4) 
—л 

Это уже известная нам формула Пуассона для круга. 
Уравнение задачи Л, для круга имеет вид 

4 

1 ] 
№ —s- \ plo) do= Ly). (5) 

—л 

] aU 

Полагая 57 \ в) d®=C,, имеем p (6) —q= +p (4). Интегриро- 
—л 

вание этого равенства приводит к уже известному необходимому 
условию 

д 

} +(9) 48 =0; (6) 

постоянная с, остается произвольной. Если условие (6) выпол- 
] 

нено, то решение уравнения (5) имеет вид р (6) =— (6) +a; ре- 

шение задачи N, дается формулой 
л л 

R 1 1 
u(x)=— \p(o)In—do+ak \ In—do. 

—T — I 

Нетрудно доказать, что второй интеграл есть постоянная, и мы 
приходим к формуле Дини 

u (x) == \ ¥) In— doc, С =const. 
—л



Глава 16 

ЗАДАЧА О КОСОЙ ПРОИЗВОДНОЙ 

$ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Краевые задачи, рассмотренные в предшествующей главе, 
обладали «фредгольмовскими» свойствами: либо эти задачи 
допускали одно и только одно решение (задачи ОД; и О., за- 
дача № при т> 2), либо нарушалась теорема единственности, 
и однородная задача имела линейно независимые решения — тогда 
число таких решений оказывалось конечным, а неоднородная 
задача была разрешима тогда и только тогда, когда заданная 
краевая функция удовлетворяла такому же числу условий орто- 
гональности (задача №, задача № при т=2). В настоящей 
главе будет рассмотрена новая краевая задача, которая в общем 
случае не является фредгольмовской, — это’ задача о косой 
(иногда пишут «наклонной») производной. 

В m-MepHOM евклидовом пространстве Ё„ рассмотрим область QQ. 
Для определенности допустим, что эта область конечная и что 
ее граница Г есть ляпуновская поверхность. Рассмотрим неко- 
торую окрестность поверхности Г. С каждой точкой х’ этой 
окрестности свяжем некоторое направление A= A(x’); будем счи- 
тать, что A(x’) есть непрерывная функция от x’. Подставим за- 
дачу: в области Q найти решение эллиптического уравнения 

д 

— = ( Ах) Br sy x, 1 CH=? (*) (1) 

при краевом ‘условии 

о (к) и ()=$ (9), хеГ, (2) lim 
Х’-ъх 

где с (х) — функция, заданная на Г. 
Задача (1)—(2) и называется задачей о косой производной. 

Если на поверхности Г направляющие косинусы COs (A, х») про- 
порциональны величинам Aj, COS (у, х,), где у— нормаль к Г, то 
задача о косой производной переходит в задачу Неймана. 

Задачу о косой производной будем решать в следующих, су- 
щественно более частных предположениях. Примем, что Q есть 
односвязная конечная область двумерной плоскости (в дальней- 
шем будем писать просто «плоскость») координат хи, хо, а урав- 
нение me есть однородн е уравнение Лапласа 

Допустим еще, что граница Г области © есть простая замкнутая 
кривая с непрерывной кривизной. Область @ можно конформно 
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отобразить на единичный круг. Конформное преобразование 
не меняет уравнения (3) (см. § 2 гл. 11); нетрудно понять, что 
вид краевого условия (2) при этом также не меняется. Имея 
это в виду, будем в последующем считать, что © есть круг 

e+x< 1. (4) 

Будем пользоваться обозначениями X, + ix, =z =e? , i = VY —1, 
г! — ft; если E=(E,, &)—TouKa Ha окружности Г круга (4), то 
будем также писать £,+/&—=C=e®. Далее, если с (x) — какая- 
либо функция точки х= (1, №) El и t=x,+ix, то будем 
писать g(t) вместо g (x). | 

Краевое условие (2) можно записать в виде (знак предела. 
отбрасываем) | 

cosh (р + sink () +0 и=ф (0. (5) 

Здесь A(t) означает угол между направлением A в краевом. 
условии (2) и осью х!. По смыслу задачи функции е^®, в (1, 
y(t) 2л-периодичны по $. Примем дополнительно, что о (1), . 
w(t) = Шра (Г), О<а<1, a e*) GEC (Г). | 

$ 2. СЛУЧАЙ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ. ИНДЕКС ЗАДАЧИ 

Рассматривая задачу о косой производной, будем искать ее 

решение, принадлежащее классу CD) (О). Если такое решение 
существует, то оно имеет непрерывную на Г =0& нормальную 
производную; из результатов § 6 гл, 15 следует, что искомое 
решение допускает представление в виде потенциала простого 
слоя. Пусть 

ua, мА 4х \ О 4%, 
Г Г 

r=|C—z|, zeQ; (1) 

мы пишем здесь — р (9 вместо принятого в гл. 14 и 15 в (Е). ' 

Функция и есть вещественная часть голоморфной. в О функции 

1 1 fe) == Ав ny do. (2) 
if 

Положим f (Zz) =u (м, x2) + iv (м, 4х2) и продифференцируем 
равенство (2) по х!. Приняв во внимание уравнение Коши — Ри- 

до ди 
. о = ЧИ мана Ox, Ox,” полу М 

ди „ди _ 1 ах _ 1 w(t) dae 

i a = В Ve =. 9) 
В формуле (3) устремим 2 к некоторой точке # на окружности Г. 
По формулам Сохоцкого — Племеля (формулы (5.5) гл. 6) полу- 
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= роет, ter. (4) 
Г 

Отделим вещественные и мнимые части, для чего положим 
с —= ое; напомним еще, что =e, fel? и что функция 
и (5) по самому определению — вещественная. Совсем простые 
выкладки дают равенства | 

д 1 ` SH =n ()cos8 +z ДО а, 
Г 

Seah sind +— ay (6) 22 do. 
Ё 

Далее, 

с0$ 7 1 \ 1/1 1 \ 

r = Ве (г) ‚(= + =e 
и 1 \_ 1 itt 
= РТ г 

Е т 
и, следовательно, 

cosy <1 1d de sin $ dt 
do =o Bap = a 

отсюда 

ди sin 9 | dé . | ) HTH cos 9— AX в Отт — par \ SY a (5) 
и аналогично 

= $ aE) sin $+ ——— \ © т - = у ВО ae, (6) 

Подставив (5) и (6) в краевое условие (1.5), получим одно- 
мерное сингулярное интегральное уравнение для неизвестной 
ПЛОТНОСТИ |: 

cos (h— 6) pf) bésin &— 6) (Sp) () — 
= |e a ie \ 2 @ In -do=w (7) 

Г 

здесь S —сингулярный оператор Коши: 

Ом \ Орг 

Символ (см. гл. 6, $ 4 и 7) уравнения (7) 

is) @=+1, 
cos (A— 9) + 1 $1 (A — 9) лос 9—-—] 
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нигде не обращается в нуль. Отсюда следует, что в пространстве 
[» (Г) уравнение (7) нормально разрешимо и имеет конечный 
индекс. Обозначая этот индекс через %, имеем по формуле (8.1) 
гл. 6 

1 211 (1-9 1 .. n= 57 \ dine ИХ (2) == 2—— [A () Irs (8) 
Г 

через [ Jr обозначено приращение величины, записанной в скоб- 
ках, при обходе контура Г в положительном направлении. Заме- 
тим, что индекс (8) — четный. 

$ 3. О НЕПРЕРЫВНОСТИ РЕШЕНИЙ 

Теория сингулярных интегральных уравнений, развитая 
в гл. 6, позволяет делать заключения о решениях этих уравне- 
ний, принадлежащих к классу [.(Г). Между тем соображения 
теории потенциала, которыми мы воспользовались в начале $ 2, 
требуют, чтобы плотность p(t) была непрерывной. Докажем, что 
при предположениях, сделанных в конце § |, любое решение 
уравнения (2.7), принадлежащее к классу [» (Г), удовлетворяет 

условию Липшица с показателем В = пт (a, 5 >); В частности, 

этому условию удовлетворяют решения однородного уравнения, 
которое получается при замене функции ф (1) нулем. 

На обе части уравнения (2.7) воздействуем регуляризатором 
(см. § 7 гл. 6), который в данном случае имеет’ вид 

В = с0$ (^— 9) J —isin (^— 9) 5; (1) 

здесь | — тождественный оператор. Тогда получим фредгольмов- 
ское уравнение, которому удовлетворяют все решения уравне- 
ния (2.7), 

p (y=? ож 
Г 

JUL 
О (sy @ att gh (PO atx \ 

250 

«RHO —R(E | HO nF do} O+R ( O: (2) 
0 

для краткости здесь обозначено cos (^ — 9) =а(, sin(A—%) = 
= b(t). 

По теореме Привалова (см. $ 5 гл. 6) функции Rp) (t) и 
R (ef) (¢) удовлетворяют условию Липшица с показателем a. 
Далее, из теоремы 7.6.2, которая при естественных изменениях 
верна и для однократных интегралов, вытекает, что функция 

хх Аи do ° (3) 
Г 

290



имеет обобщенную производную 

12 ain = | 2 $ 
И \ uO ete do = 

0 
20 

=a for ht ag © dos (4 
Г 

мы здесь воспользовались тем, что Г —единичная окружность и, 
®«—9 

2 

Сингулярный оператор Коши ограниченно действует в [. (Г), 
и формула (4) показывает, что dy/dd HL, (Г). Отсюда следует, 
что ХеЕШри/ (Г). Действительно, пусть, например, 9, >9. и 
д =е:, tf, =е!з, тогда | > 

|x (41) — x (#2) |= \ = 48 
Be 

9: 
а 

<V/%,—%, у \ 7 
3. 

Теперь, очевидно, ox е= Lipg (Г); по теореме Привалова R (ox) = 
= 1Арв (Г). Из условия е^® =C®) (LP) вытекает, что ядро 
а (0) —а@(1) 

C—t 

Отсюда вытекает, что произведение J (1) \ 

следовательно, r=2 | sin 

<= 

= Уз. 6) 

имеет непрерывные первые производные по Ёи 6. 

a (¢)—a (t) 
C—t ы (5) 45 Henpe- 

Г 
рывно дифференцируемо по { и, следовательно, принадлежит к 
классу Lip, (Г). Аналогично исследуется и второй интеграл в (2). 

Итак, каждое слагаемое справа в (2) принадлежит к классу 
Липшица с одним из показателей 1, a, В. В таком случае сумма 
u(t) принадлежит к классу Липшица с наименьшим из этих 
показателей, т. е. к классу Lips (Г). 

Замечание. Утверждение настоящего параграфа можно несколько уси- 
лить: любое решение уравниния (2.7) принадлежит к классу Lip, (Г). В самом 
деле, раз установлено, что И = рв (Г), то, по теореме 7.6.1, производная 
44/49 = Lips (Г) и тем более ограничена, а тогда y © Lip, (Г). Слагаемые 
справа в (2) теперь принадлежат к классам Липшица с показателями | и a, 
а тогда и = Мра (Г). 

$ 4. БОЛЕЕ ПРОСТОЙ СЛУЧАЙ ЗАДАЧИ 

О КОСОЙ ПРОИЗВОДНОЙ 

Если в краевом условии (1.5) © (1 ==0, то задачу о косой 
производной можно решить. до конца. Вместо уравнения (2.7) 
получается несколько более простое уравнение 

cos (^— 9) и (4) +7 sin (A— 9) (Sp) (1 Tat) 

— “aa \ =. (1) 
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Метод, которым мы воспользуемся для его решения, был впер- 
вые предложен Карлеманом в 1922 г. и в последующем был 
широко использован в теории одномерных сингулярных интег- 
ральных уравнений. 

Введем в рассмотрение функцию комплексной переменной 

Е (г) ==: pi at; точка 2 может находиться как внутри, так 

и вне Г. Как и в гл. 6, будем обозначать функцию F(z) через 
Е; (2) (соответственно Р. (г)), если точка г лежит внутри (соответ- 
ственно вне) Г; предельные значения функций ЁР; (г) u Р. (2) при 
z—+>teTl будем обозначать через Ё; (1) и F, (1). Из формул (5.8) 
гл. 6 следует и (0 =F, (t)—F, (0), (Su) ¢) =F: ()+F, (4. Подста- 
вив это в (1), придем к новому уравнению 

. | . ВО —e% 0-9) F(t) — др \ EP dt et Oy (9. (2) 
Г 

Введем новые аналитические функции кал 
Gi (2) = Ви (2) — 53 \ "Ра; Ge(z)=Fe(2). > (3) 

Очевидно, (, (2) голоморфна внутри Г, a С, (2) — вне Г, и 

G; (0) =0. (4) 
Уравнение (2) принимает более простой вид 

6, (t) — e#O-8) G, (1 =е1® $. (5) 
Формула (2.8), определяющая индекс задачи, означает, в част- 

HOCTH, ЧТО 

— 21 (\— 9) = 9 + № (0), (6) 
где функция Л (#) однозначна и непрерывна на Г. Из допущения 
(см. § 1) е^0 = С“) (Г) вытекает, что и № © С‘) (Г). Обозначим 

B (2) => \ rol) 4; 2ЕГ. 
2 }C—z 

По формулам Сохоцкого — Племеля В, (¢) — Be (t) = № (8. 
Положим теперь 

Ф, (2) =6:(2)е м, ФФ, (2) = G, (2) Pe. (7) 
Подставив это в (5), получим равенство 

WD; (0—2, (t) =, 0, (8) 

где для краткости положено 

|: (= ef A—B)+ В; (2) р (1). (9) 

Прежде всего исследуем однородное уравнение 

Ф ) — FOP (0 =0; (10) 
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нуликом будем обозначать вообще величины, относящиеся к одно- 
родной задаче. 

Уравнение (10) показывает, что функция 2“Ф® (2) является 
аналитическим продолжением функции Фг’ (2) в область |z|> 1. 
Дальнейшее зависит от значения %; отметим еще, что Фе’ (со) = 
= ( (00) = Её’ (co) =0. 

а) Если х=<0, то функция ФГ’ (2) = 2"? (2) Ha бесконечно- 
сти обращается в нуль. Но тогда эта функция голоморфна на 
всей комплексной плоскости. По теореме Лиувилля,Ф;” (2) = 
= const, но Ф}?” (со) =0 и, следовательно, ФГ’ (z) =0. Одновре- 
менно фо os и, следовательно, G;” (z)=0, G.” (2) =0, или 

FY (2) = 7 А. Мо (6) dt, Е® (2) = 0; 

Г 

отсюда 
1 . 

Ho) =FP РР О. (11) 
Г 

Уравнению (11) удовлетворяет функция py (1 =const; других 
решений это уравнение не имеет. Таким образом, если х=—< 0, то. 
однородная задача о косой производной имеет только одно 
линейно независимое решение; нетрудно видеть, что это решение 
есть и (жи, 2) ==const. Размерность подпространства решений 
сопряженной задачи или, что то же, число условий разрешимости 
неоднородной задачи о косой производной, равно | —*. 

Ь) Пусть теперь х >0. Функция Ф?’-(2) = 2*Ф;’ (2) голоморфна 
на всей конечной плоскости’и на бесконечности растет не быст- 
pee, чем полином степени х—1. По другой теореме Лиувилля 
ФР?’ (2) есть полином степени = х — 1; подпространство этих поли- 
HOMOE имеет размерность %, Условие (4) дает DM?’ (0) =0; это 
означает, что в упомянутом полиноме не должно быть свободного 
члена, и размерность подпространства функций MD (2) уменьша- 
ется до х—1. Такова же размерность и подпространства функ- 
ций (9) (2). Если эти последние функции уже построены, то 

Е (г) = — Gi (2) +=: tee dt; Fo (2) — Gi” (2), 

и по пору Сохоцкого — Племеля 

Lo (t) — 1 же Lo Во (6) dt = G' (t) — Go (t). (12) 

г 

Умножив это на 4/ и проинтегрировав по Г, получим необхо- 
димое и достаточное условие разрешимости уравнения (12): 

(9 0—0 44 =0, (13) 
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В силу условия (4) (1 =0, кроме того, G, (со) =0. Отсюда 
следует, что условие (13) выполняется тождественно, и уравне- 
ние. (12) разрешимо. Размерность подпространства функций pp, 
очевидно, на единицу больше размерности подпространства функ- 
ций С(г’и равна x. Иначе говоря, в случае х>0 однородная 
задача о косой производной имеет х линейно независимых реше- 
ний; условия разрешимости отсутствуют. 

Вернемся к уравнению (8). Здесь нам придется рассмотреть 
три случая: х=0, x<cO0 un x>0. 

1) Если х =0, то уравнение (8) принимает вид Ф; (1 —Ф, (8 = 
= 1р, (ft); как показывают формулы Сохоцкого — Племеля, реше- 
нием последнего уравнения является функция 

® (2) = ту a. (14) 
Г 

2 

Однородное уравнение (10) имеет в этом случае (см. п. а) только 
тривиальное решение, и формула (14) дает в рассматриваемом 
случае единственное решение уравнения (8). Зная Ф (2), восста- 
навливаем С (2) по формулам (7). Соотношения (4) и (7) дают 
необходимое условие разрешимости задачи: Ф; (0) =0, или 

\ ae dt =0. (15) 
r 

Пусть это условие выполнено. По формулам (3) найдем 

Fi (2) = Gi (2) + 555 уе F, (2) = 6, (2). 

Формула и (1) =F; (t) —F, (1) приводит к интегральному уравне- 
нию ДЛЯ | 

в =6: 0-0, (0. (16) 
Г 

Как ив п. b), докажем, что это уравнение разрешимо. Таким 
образом, при х=0 условие (15) необходимо и достаточно для 
разрешимости задачи о косой производной. 

2) Пусть теперь х < 0. Введем функции Ф, (г) и Ф, (2), пола- 

гая Ф; (2) =; (2, Ф, (2) = 2, (г). Очевидно, Ф; (2) голоморфна 

в круге |2| < 1, а Ф, (2) —во внешности круга, |2|>>1, причем 

Ф, (со) =0. Уравнение (8) приводится к уравнению 

QD; (t) —®, (t) =, (0, 

единственным решением которого, как мы видели, является 
функция . 

1 
Ф (2 === 

21 (20 ae, Пе 
Г 
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отсюда 

OQ; (2) = oni \ peed, |211 | 

‚ tp: (5) (17) 
Ф. (2) = 5-я Vee: dg, |z[>1. 

На бесконечности ©, (2) должна иметь нуль, по крайней мере, 
первого порядка, и это дает —х необходимых условий: 

4,9#4=0, &=0, 1,..., -*-—1. (18) 
Г 

% 

Если эти условия выполнены, TO можно построить функции Ф, (2), 
Ф. (2), и затем по формулам (7) — функции С, (2) и С. (2). Усло- 
вие (4) по-прежнему ведет к необходимости условия (15); будем 
предполагать, что оно выполнено. Далее строятся функции. F; (2) 
и Р. (2), и для pp опять получаем разрешимое уравнение (16). 

Таким образом, в случае х < 0 условия (15) и (18) не только 
необходимы, но и достаточны для разрешимости задачи о косой 
производной. Число этих условий равно —x-+1, а число реше: 
ний однородной задачи о косой производной равно единице. 

3) Остается рассмотреть случай х >>0. В этом случае будем 
искать частное решение Ф“® (2) уравнения (8), имеющее на бес- 

конечности оценку Ф( (2) =0 (|2|-*1). Положим Ф, (2) = OY (2), 

Ф. (2) = 2"@,” (г), тогда Ф. (г) имеет на бесконечности нуль порядка 

не ниже первого, и QO; (t) —®, (1) =, (). Решение последнего 
1: ( ^ | 

уравнения есть Ф (2) =5— г ас, что приводит к частному 
Г 

t 

решению уравнения (8): 

oni 2 
r 

1 
(19) 

t— 

ф 
4 

Г 

9 gp. 
—2 Фа = Эх 

общее решение получим, прибавив к функции (19) общее реше- 
ние уравнения (10) (см. п. b)), подчиненное вытекающему из (4) 
условию Ф, (0) =0. В этом случае, как было уже выяснено 
в п. 6), условия разрешимости отсутствуют, так что задача 
о косой производной разрешима при любой функции p(t), а одно- 
родная задача имеет х линейно независимых решений. 

$ 5. СЛУЧАЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Коротко скажем о случае, когда размерность пространства 
m> 2. При достаточно широких условиях (см. [23]) существует 
сингулярное решение дифференциального оператора в левой части 
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уравнения (1.1). Это решение при m>2 имеет вид 

Н (x, Е) = (x, Е) + 1 (x, Е), (1) 

где 

m—2 

Ble аула» (1B) (te -BN ?, @ 
А (х)— определитель матрицы коэффициентов Aj, (x), а С) (x) 
суть элементы соответствующей обратной матрицы. Функция 1: 
имеет при х=ё особенность более слабую, чем функция wp. При- 
мем, что граница Г-— достаточно ‘гладкая, свободный член 
в уравнении (1.1) равен нулю и что любое решение задачи, 

принадлежащее классу C)(Q), можно представить в виде 
«потенциала простого слоя» 

и (х) =} Н(х, в (&) al. (3) 
Г 

В таком случае задача о косой производной сводится к равно- 
сильному сингулярному интегральному уравнению 

x OH 

+ | ен arto) Hobe @ at = 
= p(x), хе Г; (4) 

здесь для краткости обозначено = a) (x) = = = x A jp (x) 

cos (v, х/) COS (у, xX,), V— внешняя нормаль к Г. 
Сравнительно легко удалось изучить тот случай, когда на- 

правление A нигде не касается границы Г. Этот случай был 
впервые исследован Ж. Жиро в 1934 г.; его исследование было 
несколько упрощено автором настоящей книги (cM. [27]). Как 
оказалось, в этом случае задача о косой производной имеет 
фредгольмовский характер в Г, (Г), 1 <р<оо, а также в про- 
странствах липшицевых функций: в указанных пространствах 
эта задача нормально разрешима и ее индекс равен нулю. 

Если направление дифференцирования хотя бы в одной точке 
касается границы области, то в упомянутых выше пространст- 
вах задача о косой производной перестает быть не только фред- 
гольмовской, но даже нетеровской: она либо не разрешима нор- 
мально, либо ее индекс бесконечен, либо и то, и другое вместе.



Глава 17 

ВАРИАЦИОННЫЙ МЕТОД. СЛАБЫЕ РЕШЕНИЯ 

$ 1. ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ С ОДНОРОДНЫМ КРАЕВЫМ УСЛОВИЕМ 

Рассмотрим первую краевую задачу для эллиптического урав- 
нения второго порядка, которое на протяжении настоящей главы 
считается формально самосопряженным: 

OX [Ан (x) ay OXp „= )+С (х) и = f (x), x EQ; Ulan = (x). 

Эта задача естественным образом распадается на две: можно 
положить и=и- Ио, где Uy и Uy суть решения более простых 
задач 

Je (Ак) 5. )-+Сфш=Н, хе; шо =0, 

se (Am ©) F2)+C() a =0, хе; шо =9 0. 
В данном  раграфе мы рассмотрим первую из этих задач — 
с однородным краевым условием; второй задаче посвящен $ 3.. 

Сформулируем условия, которые мы накладываем на данные 
задачи; эти условия будут играть важную роль на протяжении 
ближайших трех глав. Пусть 

= — (Ап („ЕС и (1) 

— дифференциальное выражение, коэффициенты которого опре- 
делены в некоторой конечной области © евклидова т-мерного 
пространства Е„. Границу Г области © будем считать кусочно 
гладкой. Примем еще, что Ay, &C1(Q), СеС.(9). 

Дифференциальное выражение (1) будем считать эллиптиче- 

ским в замкнутой области @. В этом случае все собственные 
числа Ay (x), Ao(X), ..., Ат (Хх) матрицы старших коэффициентов 

Aj, (х) имеют в {2 один и тот же знак. Изменив, если это нужно, 

знак выражения L, можно всегда считать, что Az, (x) > 0, xe О. 
Уравнение 

Ay—A Ax. eee Aim 

Am Ame eee Amm— А, 

имеет старший коэффициент (—1)”, постоянный и отличный от 
‘нуля; прочие коэффициенты этого уравнения непрерывны в О. 
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Отсюда следует, что корни Л, (х) этого уравнения суть непре- 

рывные в ® функции от x. Будучи положительными на KOM- 

пактном множестве ©, они ограничены снизу некоторой положи- 
тельной постоянной, которую мы обозначим через Lo, 

Ap (x) Spo, Ухе Q; Ш = const > 0. (2) 

Эллиптическое дифференциальное уравнение, удовлетворяю- 
щее неравенству (2), называется невырождающимся! BQ. 

Пусть В, to, ..., tm— произвольные ‘вещественные числа. Если 

A, (x) — наименьшее из собственных чисел матрицы Аве, 

то, как известно, Аль (X) tit, = № (x) у tz. Воспользовавшись 
k=1 

неравенством (2), получим неравенство 

Ау» (x) tite = po >) thy (3) 
k= 

которое и характеризует невырожденное эллиптическое выраже- 
ние. Это неравенство будет играть важную роль в последующем. 

От дифференциального выражения (1) потребуем еще, чтобы 

С (х) =0, Weed. (4) 

Рассмотрим теперь задачу Дирихле с однородным краевым 
условием 

= — зи (Anse) + Cu=f (2), (6) 
ulp = 0. (6) 
Будем считать, что f]&Ll,(&), и будем искать решение 

задачи (5)—(6), также принадлежащее пространству L, (2). 3a- 
дача (5)—(6), как и всякая краевая задача, порождает некото- 
рый оператор, который обозначим через Ч. Он действует по 
формуле 

и = Ги = — 9 
Ox; (A JR Su) +Cu; 

за его область определения D (2%) можно принять множество тех 

функций из С“® (9), которые удовлетворяют краевому усло- 
вию (6). Ясно, что % можно рассматривать как оператор, дей- 
ствующий в пространстве Leg (42). 

Докажем, что оператор 2% в Г. (2) —положительно опре- 
деленный. В соответствии с определением ($ 2 гл. 4) доста- 
точно установить три факта: 1) множество О (2) плотно в Ё..(62); 
2) оператор 2 симметричен 

(Mu, и) = (и, Av); и, чер (A); (7) 

1 Невырождающиеся эллиптические уравнения называются также равно- 
мерно эллиптическими. 
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3) оператор % удовлетворяет неравенству положительной опре- 
деленности 

(Hu, и) = [и р; y? = const > 0. (8) 

Множество D (2) плотно в L,(2)—sTO сразу вытекает из 
следствия 2.2.1, так как D (\Х), очевидно, содержит множество 
всех финитных в GQ функций. 

Докажем симметричность оператора У. Пусть и, v &D (A). 
Это значит, что и, о= С) (9) и 

ulp=vp=0. ‚ (9) 

Составим разность 

(Au, и) — (и, Av) = (Ги, и) — (и, Lv) = \ (м — Ш») ах. 
о 

Применив к последнему интегралу вторую формулу Грина (фор- 
мула (6.6) гл. 9), получим 

(и, v)—(u, №) =— \ Аз» (о 
Г 

В силу равенств (9) интеграл справа равен нулю. 
Остается доказать неравенство (8). Имеем. 

(Wu, и) = (Ги, и) = — их (Ain Se Bx, 2 ap \ Си? dx. 

ди _ — ou 

OXp и" Ox, 
| cos (у, x,) аГ. 

К первому интегралу. применим первую формулу Грина (формула 
(6.5) гл. 10). В силу краевого условия (6) интеграл по поверх- 
ности исчезнет, и мы получим 

(и, и) — \ | Ae Se te ue +Cu?| dx 

Q 

Интеграл (10) оценим снизу. Прежде всего отбросим неотри- 
цательное слагаемое Си?. Далее, воспользуемся неравенством (3), 

ди 
положив в нем fp = tx, 

ди ди ди \2 
Ain ey Ox; дхь = Ho 2 Se) у 

= 

(10) 

теперь 

(au, = \ р (se) ae. (11) 

Для функции u & D (2) очевидным образом' справедливо Hepa- 
венство Фридрихса (см. $ 6 гл. 3) 

\ ut den | у (Se y dx, %=const >0, 

Qk=!l 
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И окончательно 

(Au, и) = Ho \ ме = Po mali - (12) 
о 

Неравенство, (8) установлено (co значением постоянной \ = 

= №). 2 
x 

Замечание. Оператор % положительно определен и тогда, когда 
С (x) =0. Это позволяет несколько ослабить условие (4). Обозначим через Ay 
тот оператор, в который превращается оператор % при С (х) ==0, и пусть 
у: > 0— нижняя грань оператора Wy; тогда | 

(Mu, a) = yo || и. (13) 
Очевидно, AWu=— A yu-+-C (x) и. Отсюда 

(Au, и) = (Au, u)+ (Cu, и) = | и Р-- (Си, и). (14). 

Допустим, что C(x) удовлетворяет неравенству 

С (х)=—7? УхеЕО, (15) 

rye & — положительная постоянная, тогда 

(Cu, u)= | C (x) u? (x) dx > (е—1) \ и? (x) dx = (в — 3) [и |. 
9 

Подставив это в (14), найдем, что 

(Mu, u)SellulP, 

и оператор % положительно определенный. Таким образом, условие (4) можно 
заменить более слабым условием (15). 

Итак, в указанных условиях оператор % задачи Дирихле 
(5)—(6) положительно определенный в Г. (52). Задачу’ (5)—(6) 
можно записать в виде одного онераторного уравнения 

Чи =; (+) 
поскольку мы рассматриваем Y% как оператор в L, (52), естест- 
венно принять, что f & [. (6). Легко понять, что при этом урав- 
нение (+), вообще говоря, неразрешимо: если и еД (2%), To необ- 
ходимо f еС (4). Но {— положительно определенный оператор, 
и по доказанному в $6 гл. 4, задача (5)—(6) имеет при любой 
функции f ]=L, (2) одно и только одно обобщенное решение 
up =Ay, где Ну — энергетическое пространство оператора %. 

Это обобщенное решение реализует минимум функционала 

о —_ ди ди F (и) = |6 —2 (u, n= \ [Ange -ger + Си 2fuldx (16 

при краевом условии (6). Применив к данному случаю общее 
соотношение (5.5a; гл. 4), мы убедимся, что обобщенное реше- 
ние U(x) задачи Дирихле можно определить как функцию 
из пространства Hy, удовлетворяющую тождеству 

[4o их = ($, 1); УпеНх. (17) 
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Обобщенное решение задачи Дирихле, удовлетворяющее тож- 
деству (17), будем называть также слабым решением этой задачи. 
Аналогичной терминологией будем пользоваться и для других 
краевых задач (например, для задачи Неймана; см. ниже, § 7—9). 
Если в рассматриваемой области слабое решение имеет всевоз- 
можные обобщенные производные того же порядка, что и само 
уравнение, то это решение называется сильным. 

Слабое решение u(x) ‘задачи Дирихле можно представить 
(см. $5 гл. 4) в виде ряда. 

ш (x) = у On (x) ) Е (Е) о (Е) dé, (18) 
n=l 

сходящегося в метрике Hy; здесь {w, (х)} — любая полная и орто- 
нормированная в Hy последовательность. 

Рассмотрим пример, который ниже (см. гл. 19) будет играть 
важную роль. Пусть требуется решить задачу Дирихле для 
неоднородного уравнения Лапласа 

— Au=f (x), ип =0 (19) 
в параллелепипеде IT, заданном неравенствами 

O<x,<a,, №=1,9,..., м. (20) 
Для функций класса О (%) легко интегрированием по частям 
установить формулу 

д д 
[u, 9] = (и, 9) = \ Dey bee dx 

II 

и, следовательно, 

[и = (м, u) = \ У (se) dx. 

Легко проверить, что в рассматриваемом случае система 
функций 

т/2 2 . 

2 ПЕ. sin ee =, 2, 3,... vim а RSs k= k=1 

A 

ортонормирована и полна в Hy; здесь |П|=а: ay... Am есть 

объем параллелепипеда (20). По формулв (18) находим слабое 
решение задачи (19): 

со т o\ —1 т 
2т У nk . ПЫЛЬ — —|a sin —— Uo (4) = Sarin У 2 nts my, LI Gp 

п, Moy sees пт=! k=1. Е =1 

(21) 
т 

м 

пуп... пт — Wi [sin dx. 

Ц k=



Легко убедиться, что решение (21) —сильное, именно, что Шо & 
= №?’ (II). Мы вернемся к этому вопросу в гл. 19. 

$ 2. ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 

Теорема 17.2.1. Энергетическое пространство Ну оператора 

задачи Дирихле состоит из тех и только тех элементов прост- 

ранства Wi (2), которые обладают следующим свойством: суще- 
ствует такая последовательность и, = D(A), n=1, 2, ..., что 

виа, | у | dx —* 0. | (1) 

В пространстве Hy энергетические произведение и норма опре- 

деляются формулами 

[u, Vlg = \ (Avs Se 9х, + Сио) dx, (2) 

Q 

пы | (Ange se + Cu") de, (3) 
Q 

Нормы в пространствах Hy и Wi? (Q) эквивалентны. 

Для упрощения выкладок проведем доказательство, предпо- 
лагая, что С (x) >0. 

Пусть uG Ну. Функция ие [. (62) —это следует из тео- 

ремы 4.3.1, в силу которой энергетическое пространство поло- 
жительно определенного оператора вкладывается в исходное 
пространство. 

Как и всякое пространство, полученное пополнением, энер- 
гетическое пространство Hy состоит из старых элементов — в дан- 

ном случае это функции, входящие в область D (2) —и из идеаль- 
ных элементов. Если и— старый элемент, то, очевидно, ие 

=: (0), и для этого случая первое утверждение теоремы дока- 
зано. Пусть и и о— старые элементы. Применяя первую формулу 
Грина (формула (6.5) гл. 9) и учитывая равенства (1.9), полу- 
чаем 

[u, Vor = (Mu, v) = \ (Ap Ser OE Oxy =—--+ Сио) ах. 

Но А„=А,, и последний интеграл совпадает с интегралом 
в формуле (2), которая тем самым оказывается верной для ста- 
рых элементов. 

Полагая в формуле (2) о=и, видим, что для старых ‘элемен- 
тов верна и формула (3). 

Пусть теперь и— идеальный элемент пространства Ну. По 

теореме 4.3.2 существует такая последовательность функций 
ин ЕД (%), что 

[ии |0, [Иа Ш 50. (4)



Второе из соотношений (4) означает, что 

[#„— us |? — (21 (Unz— Us), Un— Us) = 

—_ дип ди; \ (дип ди; о 
— \ [А (Se — FE) (Fe a mn) НС (и„— ts) | dx 50. 

Q 
Теперь из неравенства (1.11) вытекает, что 

дип си: | _ 2 

\ Se — OXp dx = 

О 
ди 

т. е. в метрике Г. (52) последовательности производных ae n= 
р 

=1, 2, ..., сходятся в себе. Отсюда следует, что существуют 
пределы 

dp= lim 2; #=1,9,..., т; бе [ь (9). 

ди, _ ди; 
дх k Ox k 

——-—-(), R=Il, 2, ..., m, n, $ 00 

.; д 

В силу. первого соотношения (4) по теореме 2.5.1 Up ==. И, 
k 

следовательно, ие Wy’ (Q). Существование последовательности 

{и„} со свойствами (4) дает теперь, что и = у’ (9). 
Докажем, что формулы (2) и (3) верны для идеальных эле- 

ментов энергетического пространства. Пусть и идеальный эле- 
мент, а последовательность и, ЕД (A), п=1, 2, ..., удовлетво- 
ряет соотношениям (4). Тогда |u,—u|—-—0 и, следовательно, 

. 9 . диз ди 
abn = Lim | a by = lim \ | Ain Fe Get Си | dx. (5) 

Q 

Докажем, что последний предел равен 
би ди р 

\ | Ain Ox, Ox, + CU dx. 

Q 

Для этого оценим величину 

Jn=|\ [А (аа — Сам) (6) 
£2 

Непрерывные. в замкнутой области функции А)» (x) и C(x) orpa- 

ничены. Пусть | Aj, (х) | <M, |С (x)|<M; M=const, тогда 

„=м\ У дк, Oty Oxy Oxy dx+M \ | ui — из | de. (7) 
k=1 Q 

ди, дип ди ди 

’ 

Второй интеграл оценивается так: 

Крыма — 92 [ах = \ [ша и |. [ии — и | 4х = 
о о 

< atu)? Vf (tn ира ши tn — 
Второй множитель стремится к нулю, а первый сходится к пре- 
делу (равному 2|и|} и потому ограничен, следовательно, второе 
слагаемое в (7) стремится к нулю. 
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`Сходным образом оценивается и первое слагаемое: 

т 

ава 
NY |0 (ди ди ди ди’ ди =\ Loe (aie — зы) + ay (Ger — aay) |< 

< ди ди ди ди ди ди 

<2 ox, Ox, Oke + дхь дк Oe | 

Справа первые множители ограничены, а вторые стремятся 
к нулю, и все выражение стремится к нулю. Окончательно, 

ыы | [Ange к +4, 
[9 

и формула (3) верна для идеальных элементов энергетического 
пространства. 

Если теперь и и о— два таких элемента, TO 
» 

м, Vly = Ди о — [и — ol}. 
Заменив нормы справа по формуле (3) и проведя элементарные 
упрощения, придем к формуле (2), которая тем самым установ- 
лена и для идеальных элементов. 

Остается установить, что для функций пространства Hy 

нормы (2) и (6.12) гл. 3 эквивалентны. Пусть и = Ну. Из фор- 
мул (2) и (1.3) вытекает, что 

мкеь {У (de de 
Q 

Далее, onepaTop  — положительно определенный, поэтому 

[aly Sy |e P=? | и? dx; 
Q 

складывая, находим 

ира си lx, 25° = min (№, %°). (8) 

Как было отмечено, коэффициенты А;„ ограничены. А тогда 
ограничено и наибольшее собственное число A, (x) матрицы этих 
коэффициентов. Пусть введенная выше постоянная М столь 
велика, что A, (x) <M, тогда 

ди ди 1/2. 
ми (Anas, Oxy Oxy эх + CH) ah < 

m о 1/2 

<Ум|\ [У (ss) tela Уши». © 
Q Lk=1 
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Совокупность неравенств (8).и (9) означает, что интересующие 
нас нормы эквивалентны. 

Докажем теперь обратное утверждение: если функция Uc 

е L, (62) имеет обобщенные производные ae =. (52) и если суще- 

ствует  последовательность {un}, и, ЕО (%), удовлетворяющая 
соотношениям (1), то ие На. 

Прежде всего ясно, что ие у’ (Q). Далее, последователь- 
ность {и„} сходится в себе в энергетической метрике. Действи- 
тельно, 

2 _ дип ди; \ дип ди; о 

| en — Hs ba = \ [А (5% Oxy ee 7 See) tC (un — и.) |e. 

Коэффициенты Aj, и С ограничены постоянной М. Пусть 
по-прежнему характеристические числа матрицы старших коэф- 
фициентов ограничены той же постоянной. Тогда 

[un — us| <M \ У (== . 0 } dx+-M \ (un— и.) dx, 
дхь 7 OXp 

k= 1 Q 

что стремится к нулю при И, $—00, в силу соотношений (1). 
Энергетическое пространство — полное, поэтому в нем суще- 

‘ствует элемент WwW такой, что |ш—и„щ-—0. Первое из соотно- 

шений (1) показывает, что ш=и. Окончательно, и = Ну. № 

Теорема 17.2.2. Слабое решение задачи Дирихле (1.5) — (1.6) 
является также локально суммируемым обобщенным решением 
уравнения (1.5). | - 

Используя формулу (3), приведем тождество (1.17) к виду 
ди O ” 

\ (An Yo СП + Cut — fn) dx = 0; Vn & Ay, (11) Ox, дхь 
ge 

Класс Dt) (Q), очевидно, содержится в Hy; будем считать, что 

в тождестве (11) че) К? (9). Тогда ae = MY (©) и, по onpe- 

делению обобщенной производной, 

uy On __ д ay 
\ Аз» Oxy Oxp dx = \ ох, (Ал me) ах. 
5 , 

Теперь из тождества (11) следует: 

® (шГл —fn) dx=0, Wye 90 (9), 
Q 

или (uo, Lyn) =(f, 1), Vy & Mt") (Q), Оператор L формально само- 
сопряженный, а последняя формула совпадает (при $=2) с фор- 
мулой (1.4) гл. 10, определяющей локально суммируемое обоб- 
щенное решение дифференциального уравнения. № 

Следствие 17.2.1. Слабое решение задачи (1.5) — (1.6) является 
обобщенным решением уравнения (1.5) в смысле теории обобщен- 
ных функций. 
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5 3. ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ 

Пусть область © и коэффициенты Aj, (x), С (x) удовлетворяют 
условиям $ 1 и пусть функция ф (x) задана на поверхности Г — 
границе области 42. Рассмотрим в области Q задачу Дирихле 
для однородного эллиптического уравнения 

д | до —_ 

5x \ je Fez) —CV=0 (1) 

при неоднородном краевом условии 

ог=Ф (x). (2) 

Поставим задачу о минимуме однородного квадратичного 
функционала | 

O(@)=\[Ap in Oe Wy ——- Си 2 ах (3) 

на множестве D (Ф) тех функций класса №.’ (Q), которые удов- 
летворяют краевому условию (2). Для того чтобы такая задача 
имела решение, необходимо прежде всего, чтобы множество D (Ф) 
было непусто. Будем предполагать поэтому, что существует хотя 
бы одна функция фе Wy’ (Q), такая, что ф|г=фФ (х). Сформули- 
рованное здесь предположение называется условием‘ продолжимо- 
сти; мы вернемся к нему в § 5. 

Самую постановку задачи (2) — (3) несколько изменим: говоря, 
что функция U(x) удовлетворяет краевому условию (2), будем 
понимать под этим, что 

(v—‘p) & Ну, (4) 

где Ну— энергетическое пространство задачи Дирихле (2.5) — (2.6). 
Положим о(х)—т (х) =и(х). Тогда иеЕНя и Ф () =Ф (и) + 

+ 2Ф (и, py) +0 ($), где Ф (и, $) — билинейный функционал 

Ф (и, v= \ [Ain Ser poe + Си] 4% (5 

очевидно, Ф (и, ф) есть линейный функционал от и. Так как 
Ф ($) есть постоянная, то ясно, что вариационная задача (2) — (3) 
равносильна следующей задаче: в пространстве Ну найти функ- 

цию, сообщающую функционалу 

Ф (и) + 2Ф (и, +) (6) 
наименьшее значение. 

Докажем, что эта последняя задача имеет решение, и при- 
том единственное. Из условий (1.3) и (1.4) следует, что однород- 
ный квадратичный функционал Ф неотрицателен, и для него 
справедливо неравенство Коши 

|Ф (м, $) |< УФУ © (y). (7) 
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Если и == Hy, то УФ (и) =|и (формула (2.3)) и, следовательно, 

| Ф (и, $) |= ИФ(ф)[и|. (8) 
Функция \ф— фиксированная, поэтому У Ф ($) есть величина 
постоянная, и неравенство (8) показывает, что функционал 
Ф (и, $) ограничен в Hy, 

Теперь из результатов $ 9 гл. 4 вытекает, что задача о мини- 
муме функционала (6) имеет в пространстве Hy одно и только 

одно решение. Обозначим это решение через и (х), и пусть 
Up (X) = Uo (x) + (x). Очевидно, функция Up (x) решает вариацион- 
ную задачу (2) — (3). 

Теорема 17.3.1. Решение еариационной задачи (3) — (4) есть 
локально суммируемое обобщенное решение уравнения (1). 

Пусть n & D2) (0) и Ё— произвольное вещественное число. 
Тогда (и-- #1) ЕД (Ф) и потому Ф (и- И) =Ф (vo). Но тогда 
AD (Up + м)/ 4 I о =0, или 

\ (Ay ce oe se St Сам dx =0. (9) 

Функция % имеет в G2 обобщенные первые производные; 
в соответствии с определением 

д%% ON 1, _ д _ 0% | 
\ Ав ax; Oxp dx = — | Vo a (4 бхь dx; 

Q Q 

отсюда 

\ v0| — a (Ав $i) +Cn dx=0, Wy eM) (9). 
Q 

По определению ($1 гл. 10), vo есть локально суммируемое 
обобщенное решение уравнения (1). 

Следствие 17.3.1. Если решение вариационной задачи (3) — (4) 
имеет в QJ непрерывные вторые производные, MO оно удовлетворяет 
уравнению (Т) в обычном смысле. 

$ 4. ВТОРЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ СЛАБОГО РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА 

Теорема 17.4.1. Слабое решение задачи Дирихле в конечной 
области @ для однородного уравнения Лапласа с неоднородным 
краевым условием есть функция, гармоническая в Q. 

Для уравнения Лапласа Ajp=—6;,, С=0, и тождество (3.9) 
принимает вид 

00% ON + _ \ Fe ope dE =0. (1) 

Мы заменили здесь обозначение x Ha &. 
Возьмем произвольную точку хе и положим в равенстве 

(1) = (г), гдег=|&—х|, а ®, — усредняющее ядро ($ 1 гл. 2); 
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радиус усреднения fh следует взять меньшим, чем расстояние OT 
точки х до Г—границы области 2, тогда в, (r)|p=90. Функция 

@, (7) зависит только от разности Е — x, поэтому oe = — at 

и тождеству (1) можно придать следующую форму: 

Ой \ Oo вх (г) dé =0. Dee) Fe 
По теореме 2.4.1 

ду OVon (x) \ ser On (г) de = ae! 

и, следовательно, 

Avon = 0. (2) 

Если h->0, TO 9 —% в метрике Г. (6) (теорема 2.2.3). По 
теореме 11.8.2 функция vo (x) гармонична в QQ. 

Теорема 17.4.2. Если [е= [»ь (2) и ио (х) есть слабое решение 
задачи 

—Au=f(x), иг =0, (3) 
mo uc WP (52°), где Q’ — любая внутренняя подобласть QQ, 

Построим объемный потенциал 

v4) == \ f (8) =. 

Из теоремы 11.5.3 вытекает, что ф = Wy (Q) и —Ap=f (x). 
Функция U(x) решает задачу о минимуме функционала 

F (uy) = \ |; (se) —2F @) 4 Ы dé, 
2: Le=l 

поэтому, если |— произвольная функция из пространства Ну, 

то АР (ши + #) | аЁ|1-о=0, или 

0% On _ = 
\ Lag OE, fn] dé 0, Уп == Ay, 

Сделаем замену Up = 5-4: 

du бп | Op On _ _ 
\ | ae sey + Sey sey — М4 =0. (4) 
В тождестве (4) положим n=, (г), где @, — усредняющее 

ядро, г=|Е—х|, х— точка области 9 и радиус усреднения A 
меньше, чем расстояние от точки х до Г —границы области 9. 
Второй интеграл в (4) возьмем по частям: 

Op On n OW an _ ( py ae. \ ay ae B= \ пара + \ ng Г = \ №4 
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интеграл по Г, очевидно, пропадает. Тождество (4) принимает 
ВИД 

ду, OWp (г). 

\ ee aE, = 9. 
Te же преобразования, что и в предшествующей теореме, дают, 
что А, =0, и, следовательно, функция Vp гармонична в 
Тем более Up = we (Q’). Но тогда и шо = (0-1) = Wy” (Q’). № 

Из теорем настоящего параграфа вытекает следующее утверж- 
дение: для уравнения Лапласа, однородного или неоднородного, 
слабое решение задачи Дирихле является также и сильным 
решением. 

Замечания. 1. Теорема 11.5.3 позволяет сделать также и следующее 
заключение: если в уравнении (3) функция f(x) удовлетворяет в Q условию 
Липшица с показателем a, 0 <а-<1, то вторые производные слабого реше- 
ния Шо (Хх) задачи (3) удовлетворяют тому же условию и с тем же показате- 

лем в любой внутренней замкнутой подобласти ©’. 
2.. Справедливо также следующее утверждение: если [= Ly (9), 1<р <оо, 

TO функция Ug — слабое Pan задачи (3) — имеет всевозможные вторые обоб- 

щенные производные & Ly (Q’). Это утверждение вытекает из свойств 
ди 

OX; дхь % OX; 
объемного потенциала, сформулированных в замечании к $ 5 гл. 11. 

$ 5. ОБ УСЛОВИИ ПРОДОЛЖИМОСТИ 

Теорема 17.5.1. Пусть конечная область Q = Em ограничена 
поверхностью Г е=С®). Для того чтобы существовала функция 
ре М (2), удовлетворяющая краевому условию т (x) г=ф (x), 
необходимо и достаточно, чтобы ф = №112) (Г). 

Доказательство проведем для простейшего случая, когда m=2 
и О есть круг р< 1; через р и DB здесь обозначены полярные 
координаты. Если существует какая-либо функция p, о которой 
говорится в теореме, то существует и гармоническая функция 
с тем же свойством, Действительно, если wp существует, TO вариа- 
ционная задача (3.3) — (3.4) имеет слабое решение vy (x), при- 
надлежащее классу У,’ (Q) и совпадающее с g(x) на границе Г 
области; по теореме 17, 4.1 это слабое решение гармонично.в Q. 

На окружности Г:р=!1 положение точки определяется зада- 
нием полярного угла .0, поэтому будем писать ф (9) вместо 
ф (x). Разложим $ (9) в ряд Фурье, и пусть 

ф (9) =&-- у (a, cos no +b, sin nd). (1) 
n=1 

Докажем прежде всего, что условие фе Wi (Г) равно- 
сильно следующему: 

В ($) = >) п(а- 51) < оо; (2) 
n=1 

при этом 

[a+ В (Ф)1 < | Фу, < с [48 В (Ф)], (3) 
? 
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где Cy И Co— положительные постоянные. Для того чтобы Qe 

= №2) (Г) необходимо и достаточно (см. формулы. (1.2) и (1.3) 
гл. 3), чтобы 

20 27 9 3)? 

(9—3): 

Полагая 9 =9--А и пользуясь периодичностью функции ф, 
получаем 

Qn 2л 
| 1 
J (9) = \ | [p (0+ A) — 9 (8)? дан (4) 

0 0 

Используя разложение (1), получаем для J (ф) выражение 

nh 
27 sin? —— 

J (9) = sx У аи) \ —,” dh, 
n=] 

nh =f, или, если сделать замену a 

пл 

J (9) =2n у +в \ “pod 
Положив 

at 
in2 р in? ¢ 

of = \ al, = \ dt=n, 
0 

получим 

2лс’В ($) <J (9) < 2ле’В (9); | (5) 
неравенство (5) показывает, что включение фе wi?) (Г) и Hepa- 
венство (2) равносильны. 

Норму в W{/” (Г) можно ввести по формуле 

IP hvac = 1 ФВ о +7 (9); (6) 

эта норма, очевидно, эквивалентна норме (1.3) гл. 3, если в пос- 
ледней положить p=2, [=0, A=1/2. Формула (3) вытекает из 

(5) и (6). 
Введем в рассмотрение функции: 

фи (9) =a. + у (a, cos RO + b, sin 9), (7) 
k=1 

фи (р, 8) =4-+ У, 6* (a, cos RO + 5, sin kB), (8) 
k=1 

ф (©, 9) =a+ >) р* (a, cos kb + b, sin kB). (9) 
k=1 
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Функции @, непрерывны на Г, а функции 4, (о, 9) гармо- 
ничны при о < 1 и удовлетворяют краевому условию \р (1, 9) = 
= 9, (9). Очевидно также, что p, = Wy’ (9), а ф„ (9) можно рас- 
сматривать как значения \р„ (1, 9). в соответствии с теоремой 
3.3.2. Это значение будем называть следом функции wp, (о, 9) 
при р=1. 

Нетрудно убедиться, что p & Wy? (0). Действительно, для 
этого необходимо и достаточно, чтобы был конечным интеграл 
Дирихле 

око Дань 
[9 

1 25 
_ op 2 1 Op 2 

- \ | (ae) + oe (ee) ]20} oa 
Последний интеграл легко вычисляется и приводит к соотношению 

рф =л У 0 (ah-+b3) =яВ (9), (10) 
п=1 

из которого видно, что величина D (+) конечна. 
Будучи функцией из Wy,’ (Q), функция (op, 9) имеет след, 

который обозначим через g(t). По уже упомянутой теореме 
3.3.2 оператор, который сопоставляет функции ее след, дей- 
ствует ограниченно из Wy (2) в [.(Г). Существует, следова- 
тельно, такая постоянная с, что 

[Фа — Фо В, г) <= с] Pn — Ф№ию = cD (ф — фи) +e] — alia = 
со со о ‘о 

о сл ak + bk . 
= CI У Е (ae + 58) + -5- У ое „50: 

k=n+1 k=n-+1 

Одновременно || Q,— lz, z= 9. Отсюда Go = 9, и функция ф ($) 
удовлетворяет условию продолжимости. 

Обратно, пусть ф (9) удовлетворяет условию продолжимости: 
существует гармоническая функция 1 (0, 9) = Wy’ (8), след кото- 
рой ф (1, 9) =ф (9). По теореме 3.3.2 функция ф (9) суммируема 
с любой степенью и, в частности, ф = L, (Г). Напишем для функ- 
ции 1р (р, 9) ее ряд (9) и определим функции g, (9) и ,(p, 9) 
формулами (7) и (8). Положим еще 

Фо (9) =a) + у (a, cos RO -- by sin kB), (11) 
k=l 

re 0, Ag, б,— коэффициенты ряда (9). Kak и выше, найдем, 

что | Фи — Фо |1, р и |oe—Pln mace 0: отсюда Ф =. 
Формула (10) показывает теперь, что В (ф) < со и следовательно, 

фе wi (Г). Для рассматриваемого случая теорема доказана 
полностью. № 
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$ 6. ФУНКЦИЯ ГРИНА 

Для определенности будем рассматривать задачу Дирихле 
для уравнения Лапласа; относительно области ®, в которой 
строится решение, будем предполагать, что она конечная и имеет 
кусочно гладкую границу. Заметим, что функцию Грина можно 
строить для значительно более общих уравнений и для других 
краевых задач. 

Рассмотрим задачу 

—Au=f (x), хе; ulag=0; [ре L, (2). (1) 

Оператор этой задачи, как и в предшествующих параграфах, 
обозначим через YW. Как было выяснено, % — положительно опре- 
деленный оператор в пространстве [. (©); если {@, (х)} — система 
функций, полная и ортонормированная в энергетическом про- 
странстве Ну, то (см. $ 1) слабое решение up (x) задачи (1) дается 
формулой 

Ug (x) = > (f, @n) On (x) = by On (x) | f (&) вл (2) Е. (2) 
n=] 

Функции класса С“? (Q), обращающиеся в нуль на границе AQ, 
образуют область О (3%) определения оператора У; отсюда сле- 
дует, что множество этих функций плотно в Ну и функции O, 

можно выбрать. из указанного множества. Поэтому ниже будем 
считать, что ®„ Е С“?) (Q) и, конечно, @, (х) =0, x EG AQ. 

Введем в рассмотрение пространство основных функций Д (82) = 
= Milo) (Q) и соответствующее пространство обобщенных функ- 
ций О’ (52). Рассмотрим ряд 

со 

У On &) On (2), 
n=1 

_ (3) 

в котором будем рассматривать х как параметр, а & как неза- 
висимую переменную. 

Теорема 17.6.1. При любом фиксированном x & ряд ( 9) пред 
ставляет собой обобщенную функцию из пространства (52), 
которая на любую основную функцию действует по формуле (2). 

Пусть fe (Q); тем более f HL, (®) и ряд (2) дает реше- 
ние задачи (1). Достаточно доказать, что сумма этого ряда при 
любом фиксированном x = Q представляет собой линейный непре- 
рывный функционал над % (9). 

Решение °задачи (1) можно строить следующим образом. 
Построим объемный потенциал 

Плотность } (Ё) этого потенциала, очевидно, суммируема с любой 
степенью, и из теоремы 11.5:2 следует, что функция wp (x) непре- 
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рывна, Докажем, что 4 е= Cl) (©). Действительно, 

op _ 1 и д 1 —_ 
(OK — ROS © 35 === 

1 д 1 
~ (m—2)|S; | \ Г (5) BE mae 46; 

интегрируя по частям и принимая BO внимание, что } финитна 
в (2, получим 

ap ! (2 a 
Ox; (m—2) |S; | A OE; тт? 

Таким образом, производная 0ф/дх, есть объемный потенциал 
с финитной плотностью 9]/0Ё,. Прежние рассуждения показывают, 

что ecw (Q), или pe С“? (9), и 

Op _ | 07} 1 

Ox; OXp _ (tn —2) | S; | \ (13933 rm—2 5 

Аналогично найдем, что при любом мультииндексе @ будет 
фе Cla) (Q) и 

рф (х) = Я Г, | \ Def (Е) ===. (5) 

Утверждение доказано. 
Положим теперь шо (x) =p (x) —о (x), где Uo (x) — слабое реше- 

ние задачи (1). Тогда u(x) есть слабое решение задачи Ау =0, 
(v—) @ Hy. Как было доказано в $ 4, функция о гармонична 

в 9. Теперь ясно, что Uy (x) Е С© (Q); тем более эта функция 
непрерывна в {2 и потому вполне определена в каждой точке 
хе О. Это означает, что ряд (3), рассматриваемый при фикси- 
рованном значении x = Q, приводит каждой основной функции f 
в соответствие вполне определенное число — значение Uy (х) в этой 
точке. Таким образом, ряд (3) при фиксированном хе опре- 
деляет функционал (очевидно, линейный) в (0). 

Остается доказать, что функционал (3) непрерывен в Д (8). 
Пусть [и (x) —— f (x). Положим 

п» 

Un (Xx) = >» (т, On) Op (x), 

Dn (x) = [Si] \ hn (Е) sd, 

Un (x) =n (x) — И (х). 

Ядро со слабой особенностью 7?” порождает оператор, ограни- 

ченный в С ($2). (теорема 1.3.1), поэтому ф„ (x) ;--5 p(x) равно- 
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мерно и, тем более, к каждой точке области ©. Далее, функция 
Un (x) —u (x) есть слабое решение задачи A (9, —v) =0, [(v,—v) — 

Докажем, что Up (x) — >> 9 (x) при любом фиксированном x & Q, 

Обозначим ¥,—V=W, ф„—ф=ф, так что Aw=0, (и—Ф) G Hy, 

Тогда функция г = и —ф реализует минимум функционала (см. § 3) 
Ф (z) +20 (2, $), где Ф — интеграл Дирихле; указанная функция 
при любом 1 @ Hy удовлетворяет тождеству [Z, пм = — Ф (ф, 1). 

Полагая здесь 1 =2, получим | 2 + = — Ф (2, $) <V D(z) V D(g) = 
=VO(9)|z|y, отсюда |2 и < УФ ($); или УФ (w—G)<)V OD (9). 
Обозначая через | | норму в L2(Q), имеем далее |ш|=|2-ф| = 
=|2|--|Ф|. Пусть 72 — нижняя грань оператора %, тогда |2|= 

| 1 — | —— 
<< ИФ (9) и [2 <. ИФ (®) + [91 Функция w гар- 
монична в @, поэтому, если 6 — расстояние oT x до OQ и радиус 
усреднения A< 6/2, то (см. $ 6 гл. 11) 

ш (x) = Wy (x) = | w (о, (1) 4. 
Q 

Считая точку х и радиус A фиксированными, находим отсюда 

|w (x) |<c]w|<c(- VO(e)+19l); — const, 

или, если заменить W и ф их значениями, 

10 (x) — 0 (x) |< (УФ - +1. -41= 
, т о 1/2 1/2 

-$] 2 (St — a + (oe —W : 
=), 

Из формулы (5) следует, что правая часть последнего соот- 
ношения стремится к нулю при п-—>со и потому ил (х) v(x). 
В то же время, как мы видели выше, \ф, (х) —- p(x). Теперь 

Un (Х) = фи (X) — Up (x) — p (х) — 0 (X) = Шо (x). a 
` 

Обобщенная функция (3) называется функцией Грина задачи 
Дирихле для уравнения Лапласа в области 2. Функцию Грина 
обычно обозначают через G(x, &): 

G(x, 9 = Ув ® Op (5): (6) 
п =] 

очевидно, функция Грина симметрична 

G(x, Е) =С (5, x) (7) 
и равна нулю на границе области: 

G(x, Е) =0, xeon, (8) 
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Найдем дифференциальное уравнение, которому удовлетворяет 
функция Грина. Пусть f(x) — произвольная основная функция. 
По определению производных от обобщенных функций имеем 

(А: (x, &), Ff (E)) = (@ (х, 8, ДУ (5). 
Правая часть этого равенства есть функция от X, лапласиан ко- 
торой равен — А} (х) и которая обращается в нуль на 0%. Но 
тогда эта функция равна — } (x) =(— 4 (x—&), f(€)). Таким об- 
разом, 

(Л: С (x, &), [()) =(—6(«—§), [()), УЁер (9) 
и, следовательно, 

— №6 (x, §) =8 (x8). (9) 
Отсюда видно, что G(x, Ё) есть TO из сингулярных решений one- 
ратора —A, которое обращается в нуль на OQ, 

Положим теперь 

G(x, Эт тт 8, 9]. (10) 
Функция g(x, Е) является обобщенным решением однородного 
уравнения Лапласа: 

Agg (x, 5) =0; (11) 
при этом 

| 
8 (х, ===, + HQ. (12) 

Функция g(x, Ё), очевидно, симметрична, поэтому также 

A,g (x, &) =0, (13) 

а краевое условие (12) выполняется и при: & GH OQ, 
В $8 гл. 11 было указано, что обобщенное решение однород- 

ного уравнения Лапласа в некоторой области есть функция, гар- 
моническая в данной области. Отсюда следует, что g (x, Ё) можно 
определить как функцию, которая при фиксированном & е Q гар- 
монична в © относительно x, а при фиксированном x Е Q гармо- 
нична в © относительно &, и удовлетворяет краевому условию 
(12). Если 00 — ляпуновская поверхность, то функцию g(x, #) 
можно построить (см. гл. 15) как потенциал двойного слоя, плот- 
ность которого удовлетворяет соответствующему интегральному 
уравнению. Если Q имеет кусочно гладкую границу, то g(x, ЕЁ) 
можно найти как слабое решение задачи (12)—(13). Такое реше- 
ние существует: в качестве функции фе №.’ (6) (см. § 3) можно 

взять произведение r2-"y (<), где = — достаточно малое положи- 

тельное число, а че С‘? (0, со) и 

0 O<t<l, 

no=| 1, £2, 
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Как показывает равенство (12), g(x, Е) > 0, хе до. По прин- 
ципу максимума g(x, &) >0 всюду B Q. Вырежем теперь из об- 
ласти £2 шар г=|х— |< = достаточно малого радиуса =. В остав- 
шейся области функция Грина G(x, Ё) гармонична, причем Ha 
части границы г=е, очевидно, G(x, &) >0, а на другой части 
границы — на 0%, G(x, Е) =0. По принципу максимума С (x, Е) =0. 
Отсюда следует теперь, что O<g(x, &) =!" и, наконец, 

0<G(x, < — <5 1S] FE’ (14) 
Для шара функция Грина фактически уже нами построена. 

Именно, рассмотрим функцию (Ю/х|)”-2/г””” (обозначения см. § 3 
гл. 12), Эта функция гармонична в Q относительно точки Ё (и, 
как показано в § 3 гл. 12, совпадает с r?™, если E'S Sp. Отсюда 
ясно, что для шара радиуса R 

Ю\т-2 1 
g(x, @ = =) те (15) 

и, следовательно, 

_ | 1  /{R\m—-2 1 _ 

G(x, §) SODA Rex [= aa} (16) 
Нетрудно проверить непосредственно в данном случае симмет- 

ричность функции Грина. Достаточно проверить, что g(x, §) = 
= (Е, x), а это в свою очередь сводится к установлению тожде- 
ства [ХЕ х’ = Е х— Е, где Е — точка, симметричная 
с точкой & относительно сферы Sp. Последнее тождество легко 
сводится к такому: 

IxP(E, х) = |5 EC, x). . (17) 
Ho x’ =| x" |x|, Е =ElE' МЕ и обе ч части тождества (17) равны 
одной и той же величине Р? (x, 

Пусть граница Г=д® области © такова, что при фиксиро- 

ванном хе ® функция g (x, Е) = С? (@), и пусть гармоническая 

в О функция ие С“) (9). По формуле (6.10) гл. 9 получаем, что 

Вычтем это из формулы (3.5) гл. 11, дающей интегральное пред- 
ставление гармонической функции, тогда 

и (x) = от О Г. (18) 

Формула (18) решает задачу Дирихле для однородного урав- 
нения Лапласа при неоднородном краевом условии; справедли- 
вость этой формулы можно установить в условиях, более общих, 
нежели указанные выше, 

— 
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$ 7. ЗАДАЧА НЕЙМАНА С ОДНОРОДНЫМ КРАЕВЫМ УСЛОВИЕМ 

Как и в § 1, рассмотрим формально самосопряженное эллип- 
тическое уравнение 

д ди — вк (Ав (9 5) +C (0) и=Е), (1) 
решение которого ищется в конечной области Q cE, с кусочно 

гладкой границей Г. Будем предполагать, что Aj, С“ (0), 

C =C(Q), и что уравнение (1) в Q не вырождается, так что для 
любых вещественных чисел (1, 2“ ...) т справедливо неравенство 

т 

A jp (x) tit, ш >, th, (2) 
k=1 

ГДе | — положительная постоянная. 
Для уравнения (1) поставим однородное краевое условие за- 

дачи Неймана ` 

Ase cos (м, х,) | = 0; (3) 

здесь у— внешняя нормаль. к Г. Оператор, порождаемый задачей 
Неймана, обозначим через %. За область его определения D (J) 

примем множество функций из С“) (9), удовлетворяющих усло- 
вию (3); на этом множестве оператор % действует по формуле 

Ru = 3 (Ap SH) + Cu. | 
Будем рассматривать % как оператор в L, (52) и докажем, что 

OH симметричен. Его область определения плотна в [. (52), по- 
тому что она, очевидно, содержит плотное в [. (92) множество 
финитных функций. 

Составим скалярное произведение 

7 д д | 
(Nu, = \ ол ( Ain Ser) dx -+- \ Cuvdx;, и, veD (У). 

82 

7 

Первый интеграл возьмем по частям: 

д 
(Nu, 9) =— \ vA jp дк; C08 (у, ху dt + 

ди д 
+ \ Ain 5 2 Ах + \ Cuv ах. 

9 a 

В силу краевого условия (3) первый интеграл справа исчезает, 
а два оставшихся очевидным образом симметричны. Тем самым 
симметричность оператора % доказана. Попутно получается фор- 
мула 

до д 
(Nu, и) = \ | Ay 2 ie + Cuv | ах. . (4) 
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Положим в этой формуле v=u: 

ди ди 
(Mu, и) = \ | Ал xy Ox, Г Си?) ах. (5) 

Очевидно, что 
т 

ди ди ди \2 
\ Арабы бк 2 = \ У (=) dx => 0, 

и легко получается следующее достаточное условие положитель- 
ной определенности оператора %: 

С (x) = Cy = const > 0; (6) 

в этом случае (Mu, и) = Со { и ах=Со|и|, а это и есть нера- 
9 

венство положительной определенности со значением постоянной 

y=V Со. Естественно, в случае таких С (x) применима ранее раз- 
витая теория, и задача Неймана имеет одно и только одно сла- 
бое решение. 

Пусть теперь С (x) =0, так что 

д |. ди 

Ми — 55 (Amar) (7) 
И 

ди д 
(Ки, = \ Arn у; дк 4 (8) 

краевое условие (1.3) остается без изменения. 
В рассматриваемом случае оператор % не только не положи- 

тельно определенный, но даже не положительный. Чтобы убе- 
диться в этом, достаточно рассмотреть функцию Uy (x) =1. Она 
имеет все производные и удовлетворяет краевому условию (3), 
следовательно, Up ЕД (%); очевидно также, что |ш | > 0. В то же 
время (Juo, Uo) =0,. что было бы невозможно, если бы Jt был 
положительным оператором. 

Задача Неймана 

Nu =f (9) 
или, в более подробной записи, 

д д д — а (Ак (9 и) =, Аж к cos(v, | =0 (91) 
неразрешима, если функция f (x) He подчинена некоторому спе- 
циальному условию, которое мы сейчас ‘выясним. 

Допустим, что задача (9) имеет решение и = D (%). Об части 
дифференциального уравнения (9,) проинтегрируем по Q. Взяв 
интеграл слева по частям и воспользовавшись краевым условием 
(9,), получим искомое условие 

УГ ах=(Ь 1) =0. (10) 
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Таким образом, целесообразно рассматривать уравнение (3) 
не при произвольных }е [. (8), а лишь при таких f, которые 
принадлежат подпространству, ортогональному к единице. Это 

подпространство будем обозначать через Г. (52). Полученное только 
что условие (10) допускает и такую формулировку: при С (x) = 
=0 оператор % преобразует любую функцию из D(X) в функ- 

цию из L, (62). С другой стороны, если задача (9) имеет решение, ’ 
то OHO не единственное: если функция Up (х) решает задачу (9), 
то ее же решает и функция Uy (х) |+ с, где с— произвольная по- 
стоянная. Других решений не существует. Действительно, если 
Ио (x) и и, (x) — два решения задачи (9), то разность v (x) = Uy (x) — 
— и, (x) удовлетворяет однородному уравнению УХ =0. По фор- 

муле (5), в которой следует положить С (х) =0, имеем | Aje x 
9 

oo и: dx =0. Матрица коэффициентов Aj, положительно опре- 
7 ду 

деленная, поэтому необходимо ix, ==0, k=1, 2, ..., Ти v(x)= 

=const, что и требовалось доказать. 
Решение задачи Неймана можно сделать единственным, если 

потребовать, чтобы оно принадлежало введенному выше подпро- 

странству Г. (52), — тогда постоянная с определяется единствен- 
ным образом. Последнее требование можно сформулировать так: 
мы сужаем оператор %, заменяя его область определения D (%) 

более узкой областью D (5%) | Г. (9). Этот суженный оператор 
будем обозначать через My. Его область определения D (No) = 

=D (5%) ПГ. (2), а область значений по-прежнему принадлежит 

L, (2). Таким образом, как область определения, так и область 

значений оператора Yo принадлежат подпространству L, (2). Но 

тогда: Le (2) можно рассматривать как пространство, в котором 
действует оператор No. Будем предполагать далее, что область Q 
есть объединение конечного числа областей, каждая из кото- 
рых — звездная относительно некоторого шара. В этом предпо- 

ложении докажем, что в пространстве [. (22) оператор Ny — поло- 
жительно определенный. Действительно, для этого оператора 
очевидным образом остается верной формула (5), которая в дан- 
ном случае принимает вид 

ди д 
(Nou, = \ Алор дз 9%. (11) 

По неравенству (2) 

У (24) a. ag 
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Напишем неравенство Пуанкаре ($ 6 гл. 3) 
т 

2 2 
и? 4х = С \ ude + \ У ди \ dx |. 

Ox, 
2 Q k=! 

Для функций класса Le (Q) первый интеграл справа исчезает, 
и неравенство Пуанкаре принимает вид 

т 

м \ и? Ах —< С \ 2 (se) ах. 

Подставив это в соотношение (12), получаем неравенство 

. _ И (Nou, и =тиР =С, (13) 

которое показывает, что оператор Ny ‘положительно определен- 

ный В [.. (2). Отсюда следует, что задача Неймана (9,) имеет 

в [2 (52) одно и только одно слабое решение, если выполнено 
условие (10). Это решение, как всегда, есть элемент соответст- 
вующего энергетического пространства Hy. Повторяя рассужде- 

ния $ 2, нетрудно доказать, что Ну вкладывается в №’ ($2) и что 

энергетические произведение и норма в Ну» определяются’ фор- 

мулами 
до ди 2 Ou Ou 

[u, о, \ Аль ag; ix, Ч, | “Th, = | Аль ag dx, ЧХ. 

Слабое решение задачи Неймана реализует минимум функ- 
ционала 

ди ди lulh-2 N= \ (Ain Se See — 244) a, (14) 

заданного на Hy... Легко доказать также, что слабое решение 

задачи Неймана есть обобщенное решение дифференциального 
уравнения (9). | 

Дальнейшее исследование проведем для уравнения Лапласа 

— Au =f (x). (15) 

Краевое условие принимает более простую форму 

Ou 
Ov rr 0. (16) 

По-прежнему сохраняются требования | f(x) dx=\u (x) ах=0. 
о о 

Как и в общем случае, существует слабое решение up (x) задачи 
(15)—(16); оно реализует минимум функционала 

F (u) = \ | (se) _ Du dx; ue Hn, (17) 
£2 
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Если 1 (х) — произвольная функция из Ну, то Е (uo РН) =F (uo) 

И SF (ш- И) о =0. Это дает тождество 

\ (oe On — fn) dx=0, WneHy,. (18) 
дхь OXp 

Тождество (18) остается в силе, если заменить в нем 1 лю- 

бой функцией класса С“®)(9), удовлетворяющей условию (10). 

Действительно, пусть & такая функция. Положим "=6 —тет x 

x \ Cdx=C€—c. Тогда n= D(No) < Hy, и по соотношениям (10) 

И (18) 

\ (Set - К) =\(% on. —jn) Чх--с fdx =O. (19) 
Q Q 

OX, OXp OXp дхь 

Теорема 17.7.1. Если {= Г» (9), mo ше №? (Q’), где ©’ — 
любая внутренняя подобласть QQ. 

Введем объемный потенциал 

О =a = \ Г т 
Q 

как известно, ре Wy’ (2) и —Ap=f (x). Пусть хе’ и поло- 
жительное число A меньше, чем кратчайшее расстояние между 
точками границ OQ и OQ’. В тождестве (19) заменим обозначе- 
ние x на Ё положим C=O, (7), где г=|Е—х| и в, -— усредняю- 
щее ядро, и сделаем замену ш =4-- vo. Простые преобразования 
приводят тогда тождество (19) к виду Avo, (х) =0. Дальнейшие 
рассуждения протекают, как в теореме 17.4.2, и приводят к тому 
же результату. № 

Для слабого решения задачи Неймана верны замечания |, 26 4. 

$ 8. ЗАДАЧА НЕЙМАНА С НЕОДНОРОДНЫМ КРАЕВЫМ УСЛОВИЕМ 

Рассмотрим задачу 

д ди , 

бы (Anau) 0, х=9 (1) 
[Алек cos (v, x) г = (x), Г=д9. (2) 

Будем считать, что & есть объединение конечного числа звезд- 
ных областей и что коэффициенты A,, подчинены условиям 6 |. 

Допустим сначала, что задача (1)—(2) имеет решение uo & С“) (О). 

Тождество 5 =, (Ai 5p Я sh —0 проинтегрируем по 2 иинтеграл слева 

 преобразуем. "по формуле Остроградского: Приняв во внимание 
краевое условие (2), получим необходимое условие разрешимости 
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задачи 

JA (x) ar =o. | (3) 

Далее, если’ решение и, (х) задачи (1)—(2) существует, то оно 
не единственно: наряду с ш(х) решением является и шо (х) - с, 
где с — любая постоянная. Чтобы сделать решение единственным, 
подчиним его условию 

мо (x) dx =0. (4) 
о 

Легко доказать, что если существует решение Wo & С?) (9), то 
Ио (xX) есть также решение задачи о минимуме функционала 

Е (u) = \ Avg is i, dx'—2 | h(x) u(x) dx (5) 
£2 

на множестве функций из С“ (Q), удовлетворяющих тождеству (4). 
Докажем, что справедливо и обратное утверждение: есяи 

функция ш GC) (©) решает указанную вариационную задачу, 
то эта функция решает также задачу Неймана (1)—(2). Пусть 
функция Up (x) решает нашу вариационную задачу и пусть 1 (х)— 

произвольная функция класса С) (2), удовлетворяющая тож- 
деству (4). Тогда при любом вещественном { справедливо нера- 

венство F (№ -+ #1) == F (uo). Отсюда вытекает, что ЧЕ (Up +2) |1о= 

== Q, ИЛИ 

dn д 
\ Алу, дк Of — \ h (x) т (x) аГ =0. 
2) Г 

Интегрируя по частям, получаем отсюда 

д д диз _ ( ge (Аб) ax + \ n| ле fet COS (у, ху) —1 в ar = 0. (6) 
{2 Г 

Пусть 6 (х) — произвольная функция класса C4) (9). Положим 
a= C(x) ах. Функция C(x)—a удовлетворяет условию (4). 

Положим в (6) (x)= (x) —а: 

— \ Cae (Аб) ax \ Е Ал»бх cos (у, )-—1] аг-- 

+25 ака | Ain ot cos (у, x;) — h| dT = 0. 

Третий интеграл. преобразуем по формуле Остроградского. В силу 
равенства (3) третий и четвертый интегралы в сумме исчезают, 
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И мы приходим к тождеству 

/ 

- 155 (4 пы) + \ Ayn get cos (у, x)) —h] dl =0, 
Q2 

VEeCW(Q). (7) 

Заменим в (7) обозначение x Ha Ё и примем C=@,,(r), r= 
=|E—x|, ге хе‘ и № меньше, чем расстояние 01 x до Г. 

Тождество (7) преобразуется к такому: [55 (Ан =) =0. Yer 

ремим № к нулю. Усредняемая функция непрерывна, и по тео- 

реме 2.2.1 iz Ау» Эх ma) * —=0. Таким образом, функция шо (x) — pe- 

шение вариационной задачи — удовлетворяет уравнению (1). 
В тождестве (7) объемный интеграл исчезает, и оно сводится 

к следующему: 

\t@ | Aim (6) 52 cos (у, x) — 1 IAT =O. 

Выберем в качестве х произвольную точку Ha Г, но так, 
чтобы в этой точке и в её окрестности поверхность Г была глад- 
кой, и примем опять C=@,, (fF). Обозначая через Г’ ту часть Г, 
которая заключена в шаре г< И, получаем равенство 

Von (r) | Are ВЕ 2 cos(v, 2) — в (6) | dT =0. 

На Г’ ядро wp, (rf) положительно, поэтому выражение в скобке 
должно менять знак; будучи непрерывным, оно обращается в нуль 
в некоторой точке x’, |х’—х |< о. Устремляя hy к нулю и поль- 
зуясь опять непрерывностью выражения в скобках, найдем, что 
это выражение ‚равно нулю в точке X, и функция шо (х) удовлет- 
воряет также краевому условию (2). 

Сказанное выше делает естественным Такое определение: сла- 
был решением задачи Неймана (1)—(2) называется функция Uy Е 

№.’ (2), которая реализует минимум функционала (5) в классе 
функций из М’ (6), удовлетворяющих условию (4). 

Докажем, что слабое решение задачи Неймана существует, 

если h(x) удовлетворяет условию (3) и йе [.. (Г), где + fs = | 

И <. Норму в М.’ (2) введем по формуле 

8 _ 2 ди ди ,.. 
шв: = (их + \ Anas om 2 (8) 

легко доказать, что норма (8) эквивалентна норме (6.8) гл. 3. 
Для функций, удовлетворяющих условию (4), получаем 

ди ди 

мВ = \ Ады ды 4% 
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и функционал (5) можно записать несколько проще: 

Р(и=|ив,:—2; lu= \h (x) u(x) аГ. (9) 
Г 

Линейный функционал [ ограничен в Wy! (9). Действительно, 
по неравенству ельдера 19 |=, | ие. (г), а по теореме 3.3.2 
ше, mae |#,:; С = const. В силу теоремы Риса существует 
такая функция ше Wy’ (2), что ш= (и, и). 1. Теперь F (и) = 
= и— мо, — | №о[,1, и ясно, что минимум Р\(и) достигается на 
функции Up. 

Замечание. При доказательстве существования элемента Ug мы He 

пользовались тем, что A удовлетворяет условию (3). Элемент Up, реализующий 
минимум функционала (9), существует и тогда, когда условие (3) нарушено, 
HO в этом случае и, нельзя рассматривать как слабое решение задачи Ней- 
мана. 

Коротко скажем о задаче Неймана ДЛЯ уравнения. 

д 
(A je 5x) + Cu =0 ’ xe Q; (10) 

a Ox; 

краевое условие по-прежнему пусть имеет вид (2); будем считать, 
что С (x) == с, = сопз{ >> 0. В этом случае нет необходимости под- 
чинять функции fh и и условиям (3) и (4). Слабое решение опре- 
деляется как функция, реализующая в пространстве №’ (2) ми- 
нимум функционала 

\ (Ai oe oe + Cut) dx—2 \ пиаГ, (11) 
é par f 

или, что TO же, удовлетворяющая интегральному тождеству. 

f 0 д (1) \ | Ал ix, oe + Cun| dx — \ hyn dl =0, Vn & Wy (Q). (12) 
5 
Если слабое решение задачи Неймана принадлежит классу 

С?) (9), то оно является и обычным решением этой задачи. 
Доказывается это как для задачи (1)—(2), но с некоторыми 
упрощениями: нет необходимости вводить функцию 6. Существо- 
вание и единственность слабого решения доказываются так же, 
как и для задачи (1)—(2). 

$ 9. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ; 

СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 

Вариационный метод позволяет находить слабые решения и 
для более общих задач, чем рассмотренные выше. Для примера 
рассмотрим первую краевую задачу (с однородными краевыми 
условиями) для эллиптического уравнения, порядок которого 
выше двух. Через a и В будем обозначать мультииндексы по- 
рядка m. Рассмотрим формально самосопряженное уравнение 
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порядка 2s 
$ и 

>» (-10^0=(Авв (x) ОВи) =F (x); Aap = Ава. (1) 
k=0|a)/=|Bl|=& 

Как и в случае уравнения второго порядка, принадлежность урав- 
нения (1) к эллиптическому типу определяется поведением его 
старших коэффициентов, для которых &=5. Уравнение (1) назы- 
вается невырождающимся эллиптическим или равномерно эллип- 
тическим в области 9 CE,,, если существует такая постоянная 
Ш > 0, что при любом хе Ф и при любых значениях веществен- 
ных переменных fy выполняется неравенство 

Aaplatp = ро У lo. (2) 
|a|=|Bl=s |a|=s 

Это условие ниже предполагается выполненным. 
Первой краевой задачей (с однородными краевыми условиями) 

для уравнения (1) называется задача интегрирования этого урав- 
нения в данной области & при краевых условиях 

P=d0Q, Эми г =0, O<|y|<s—l. (3) 

С задачей (1), (3) естественным образом связывается оператор, 
который мы обозначим через %\,. За область его определения при- 

мем множество функций класса C'2s)(Q), которые удовлетворяют 
условиям (3); действует этот оператор по формуле 

$ 

Au= SV У 61 (АвбВц. 
Е=0 |9 | =|В |= 

Докажем, что оператор %; — положительно определенный в про- 
странстве Г. (52), если младшие члены уравнения (1) удовлетво- 
ряют неравенствам 

Аовйв 0, Е=0, 1,..., $—1, (4) 
|% = | В| = 

Прежде всего область определения оператора 3. плотна 
в L, (2), потому что она содержит плотное множество финитных 
функций. Далее, полагая и, ve@D(A;), составим скалярное 
произведение 

$ 

(Au,v)=)o >> ЗУ (10° (AggDFu). 
Q k=0|a/=1B|=k 

Интегрируя по частям и замечая, что в силу краевых условий 
(3) поверхностные интегралы исчезнут, получим равенство. 

(Mu, 0) = о У 2 (—1)F D* (AggDFu). (5) 
k=0|a/=|Bl=e 

Выражение справа в (5) симметрично относительно и и о, и 
это показывает, что оператор %; симметричен. Положим теперь 
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в (5) о=и. Отбросив справа неотрицательные суммы, соответ- 
ствующие значениям k=O, |,..., $5—1, и оценив оставшуюся 
сумму по неравенству (2), придем к соотношению 

(Фи, и) ш | У (D%)? dx. (6) 
$2 1% | =5 

Как это видно из условий (3), для самой функции ии для всех 
ее производных, фигурирующих в упомянутых условиях, спра- 
ведливо неравенство Фридрихса. Это дает цепочку неравенств 

JuPP=\utdx<xu \ » (Оби ах 
oy 2141 =1 

=*?\ У (D%u)?dx<...<x° (Оби)? ах. (7) 
О |%|=2 1% =$ 

Сравним соотношения (6) и (7), получим неравенство 

(Au, и) ши y= a, (8) 

которое и показывает, что оператор %; — положительно опреде- 
ленный. Отсюда следует, что задача (1), (3) имеет одно и только 
одно обобщенное решение; его можно получить как решение 
задачи о минимуме функционала 

$ 

> > арии — Pfu] dx. (9) 
QLe=0|al/—=/pl =k 

Запись (1) может означать и систему некоторого числа М 
уравнений с N неизвестными функциями, если под u(x) и f (x) 
понимать №-компонентные вектор-функции, а под Ав (x) — квад- 
ратные матрицы порядка №. Будем считать, что при переста- 
новке мультииндексов & и В матрица Agg заменяется сопряжен- 
HOH: Аво = Аав. Условие (2) для систем следует записывать так: 

У, Aap (x) fa, 's) = № У | ta |?. (10) 
|}a|=|B]=s 1% | =$ 

Здесь м — положительная постоянная,  — произвольный М№-ком- 
понентный вектор; символы ( , ) й | | означают скалярное 
произведение и норму в М№-мерном евклидовом пространстве. 
Аналогично изменяется и условие (4). 

Системы вида (1), удовлетворяющие условию (10), принад- 
лежат к классу так называемых «сильно эллиптических» 
систем *. На системы. вида (1), удовлетворяющие условию (10) и 
должным образом измененному условию (4), без труда распрост- 
раняются все результаты настоящего параграфа. 

1 Подробнее 0 сильно эллиптических системах см. [8]. 
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5 10. ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ БЕСКОНЕЧНОЙ ОБЛАСТИ 

Пусть в эллиптическом уравнении 

(Ain ger) FCu= 
матрица коэффициентов Aj, (x) положительна, а коэффициент С (x) 
удовлетворяет неравенству С (x) =С, = соп${ > 0. Тогда, как легко 
проверить, оператор соответствующей задачи Дирихле остается 
положительно определенным и в случае бесконечной области, и 
эта задача (при однородном краевом условии) имеет слабое решение. 

Интерес представляет случай, когда С (х) =0. Для простоты 
ограничимся уравнением Лапласа с однородным краевым условием. 
Подробнее случай бесконечных областей рассмотрен в книге [29]. 

Пусть  — бесконечная область с конечной кусочно гладкой 
границей Г. Поставим в этой области задачу Дирихле 

—Au=f(x), (1  иг=0. (2) 

Оператор, порождаемый этой задачей, обозначим через 3%. За 
область его определения D (%) удобно принять множество функ- 

ций класса C?(Q), обращающихся в нуль на границе Г и в окре- 
стности (своей. для каждой функции) бесконечно удаленной точки; 
действует оператор 3 по формуле Зи = — Au. Будем рассматри- 
вать 3 как оператор в Г. (8). Докажем, что этот оператор поло- 
жительный, HO не положительно определенный. Составим скаляр- 
ное произведение 

(Ви, v) =— \vAudx; и, v=D (2). (3) 
02 

Функция и (х) отлична от нуля только в некоторой конечной 
области, по которой фактически и берется интеграл (3). Поэтому 
к интегралу (3) можно применить формулу Грина (формула (6.7) 
гл. 9). Приняв во внимание, что на границе упомянутой области 

ди Эд 
и=0, получаем (Bu; о) = \ Be Beg 4%, и оператор 3 симметричен. 

< . 

При о= и имеем 

т 

(Зи, и) = У (se) dx => 0. (4) 
{ k=1 

Если (Зи, и) = 0, то, очевидно m=O, k=1,2,...,muu (x) ==const. 

Ho иг=0, поэтому и (x)= 0. Положительность оператора % 
доказана. 

В бесконечной области 92 с конечной границей можно рас- 
положить куб со сколь угодно большим ребром а. Систему коор- 
динат выберем Так, чтобы куб определялся неравенствами 0 <= 
= ль =—<а, R=1, 2,..., m. 
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Рассмотрим функцию 
т 

II sin? —* внутри куба, 

k= 1 Ug (x) =} (5) 
| O вне куба. 

Очевидно, и (x) ЕД (3). Простой подсчет показывает, что 

Виа, ta) ==, c=const. Отсюда lim Pua Ha) _ 9 и следова- 
eal a a+o  [Ша| 

тельно, 
. (Bu, и) 
inf =0. ved (g) Пи (6) 

Равенство (6) означает, что 3 не положительно определенный 
оператор. 

В соответствии со сказанным в § 10 гл. 4, с оператором 3 
можно связать энергетическое пространство Нз. Так как опера- 

тор 3 только положителен, то не все элементы пространства Hy 

принадлежат исходному пространству Le, (2). Можно доказать 
(предоставляем сделать это читателю), что пространство Hy, состоит 

из тех и только тех функций, которые 1) определены почти всюду 
в О; 2) имеют обобщенные первые производные, квадраты KOTO- 
рых суммируемы в 42; 3) удовлетворяют краевому условию (2) 
в следующем смысле: если u & Hy, то существует последователь- 

ность функций {ил (x)}, и, & С® (Q) ‚таких, что ил (x) = 0 на поверх- 
ности Г и при. достаточно больших |x|, и удовлетворяющих COOT- 

т 

м / дир ди \2 
ношению \ У [9-3 ах ——> (), 

Как это было доказано в $ 10 гл. 4, задача (1)—(2) имеет 
обобщенное решение тогда и только тогда, когда функционал (и, f) 
ограничен в Нз. Можно доказать, что для этого в свою очередь 

необходимо и достаточно существование такого вектора F (x), что 
f (x) =div F (x) и | F(x) |e L,(Q). Здесь дивергенция понимается 
в обобщенном смысле (аналогично обобщенной производной), 

а символ |Р (x)|| означает норму вектора F (x) в т-мерном евкли- 
довом пространстве. 

Можно указать более простое, но только достаточное условие: 
обобщенное решение задачи (1) — (2) существует, если размер- 

ность пространства т >> 2 и если сходится интеграл Ух [2 (x) ах. 
9



Глава 18 

СПЕКТР ЗАДАЧ ДИРИХЛЕ И НЕЙМАНА 

$ 1. ОБ ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ ВЛОЖЕНИЯ 

Теорема 18.1.1. Если Q <- Е — произвольная конечная область, 

mo пространство WY? (82) вполне непрерывно вкладывается в Le (Q). 
Определение пространства (©) было дано B§ 6 гл. 3. Если 

< есть объединение конечного числа звездных областей, TO тео- 
рема 18.1.1 является очевидным следствием теоремы 3.3.3. 

Поместим @ внутрь некоторого шара Ш. Функции класса 

W%?(Q) продолжим на этот шар, положив их равными нулю в Ш\ ©. 
Покажем, что продолженные таким образом функции принадлежат 
классу №) (Ш). 

Пусть ие W 1 (2) и и’ — продолженная функция: 

apa [1 (%), Хе Ы, 

и 9-1 0 x«xellXQ. 

По определению, ие 1. (3%), а тогда и* == Г. (Ш); тем более, 
и* = L, (Ш). Обозначим через ф (x) произвольную функцию класса 
yt) (Ш) (см. Введение, § 2) и рассмотрим интеграл 

(1) 

\ и* (х) те dx = \ и (x) PO) ay, l<k<m. (2) 
9 

Пусть {u, (х)} — последовательность функций, удовлетворяющих 
условиям (6.11) гл. 3; тогда 

\ и (x) oO) de= lim | Un (x) “oe dx= 
по дх 

би д = lim \ @ (x) “Sy = \ @ (x) a dx. (3) 
— со 6 

Положим 

0, хе ИМ ©. 

Из тождеств (2) и (3) вытекает, что 

д 
\ и* SO dx = — \ ф (х) Up (x) ах. 

iil iil 

Отсюда видно, что существуют обобщенные производные ди*/дх» = 
= Up (x), Е=1,2,..., т, и что ди*[дхь еЕ L, (Ш). Вспоминая опре- 
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деление класса we (§ 1 гл. 3), видим, что и* © WY? (Ш) и наше 
утверждение доказано. \ , | 

Пусть теперь М — произвольное множество из 1% (9), orpa- 
ниченное в метрике этого пространства. Каждую из’ функций 
множества М продолжим по формуле (1) и полученное этим про- 
должением множество новых функций обозначим через М*; оче- 
видно, множество М* ограничено в метрике Wy’ (Ш). По тео- 
реме 4.3.3 из М* можно выделить последовательность, сходящуюся 
в метрике Г. (Ш); сказанное равносильно TOMY, что из множе- 
ства М можно выделить последовательность, сходящуюся в мет- 
puke Г. (52). № 

$ 2. СПЕКТР ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ КОНЕЧНОЙ ОБЛАСТИ 

Теорема 18.2.1. В случае конечной области оператор задачи 
Дирихле для невырождающегося самосопряженного эллиптического 
уравнения второго порядка имеет дискретный спектр. 

Пусть М — ограниченное множество в пространстве Ну, где 

У — упомянутый в формулировке теоремы оператор задачи Дирихле, 

[ид <c=const, УнеМ. (1) 

Отметим прежде всего, что в силу теоремы 17.2.1 Mc Wi (0). 
Из неравенства (1) вытекает, что 

VueM, [и |<, (2) 

где }) — постоянная положительной определенности оператора %. 
Далее, по формуле (2.3) гл. 17 имеем 

\ | Ai eo Su + Cut) de< 
Q 

Из соотношения (1.3) гл. 17 теперь вытекает неравенство 

\ У (===. (3) 
О k=l 

Неравенства (2) и (3) показывают, что множество М ограни- 

чено в № (©); по теореме 18.1.1 оно компактно в Ly (8). Таким 
образом, любое множество, ограниченное в Ну, компактно в [. (8). 
По теореме 5.6.1 спектр оператора 3 дискретен. № 

Из доказанной только что теоремы и теоремы 5.6.1 вытекает 
следующее утверждение: существует счетное множество {^„} зна- 
чений параметра A, для которых задача 

д 

Ox; 

имеет нетривиальное решение. Значения Ап CYTb собственные числа 

оператора задачи Дирихле (короче, ‘собственные числа задачи 
Дирихле), а соответствующие нетривиальные решения задачи (4) 

(Ajes)— Cu+au=0, +E, ulp=0 (4) 
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суть собственные функции, отвечающие собственному числу Ли. 
Каждому собственному числу отвечает только конечное число 
линейно независимых собственных функций. Будем повторять 
каждое собственное число столько раз, сколько ему соответ- 
ствует собственных функций. Все собственные числа Л„>0, и 

А, со. (5) — 
п n-o-oc 

Систему {un} собственных функций можно считать ортонормиро- 
ванной в Le ( 

(и, вы Г, Е = |, 2, ... (6) 

Она также ортогональна, но не нормирована и в Hy, а именно: 

[и» Uely = 0, FAR: (Ue, ин = [ик by =A,. (7) 

Система собственных функций и„ полна в каждом из пространств 
Le (62) И Ну. 

$ 3. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ СЛУЧАИ 

Построить фактически спектр положительно определенного 
оператора, опираясь на теорему 6.6.1, чрезвычайно трудно. Это 
видно хотя бы из того, что при этом приходится выделять из 
минимизирующей последовательности сходящуюся подпоследова- 
тельность. Поэтому представляют интерес частные примеры, в кото- 
рых спектр задачи Дирихле удается построить явно. Ниже при- 
ведены примеры областей, для которых можно дать элементарные 
выражения собственных чисел и собственных функций задачи 
Дирихле для уравнения Лапласа. 

Параллелепипед в пространстве т измерений 

Если п— натуральное число, то функция вещественной пере- 
менной # 

Ив (t) = Ш —— nat (1) 
и п2л? 

удовлетворяет дифференциальному уравнению и„-|- — = # и, =0и 

краевым условиям ил (0) =u, (а) =0. Отсюда следует, что функция 

т 

._ ПБЬЛХЬ 
Un ny ... пи (X) =С | | sin c=const, (2) 

k=1 

удовлетворяет дифференциальному уравнению Au+Au=0, А = 

= 1? У a и обращается в нуль на поверхности параллелепипеда 

0 = 1, < ay, k=1, 2,..., m. (3) 
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Таким образом, функции (2) суть собственные функции задачи 
Дирихле для оператора Лапласа в параллелепипеде (3); соответ- 
ствующие собственные числа суть 

4 

, [ах th | 
Ann ... hp = п? У ap (4) 

Система (2) ортогональна в метрике L, (52), где на этот раз 
<) — параллелепипед (3); она будет и нормированной, если поло- 
ЖИТЬ 

c= 2m? TT] ath, (5) 
в =] 

Система (2) полна в Г. (6) —это легко доказать, исходя из 
того, Что система функций (1) полна BL, (0, а). Отсюда следует, 
что формулой (2) исчерпывается система собственных функций 
задачи Дирихле для уравнения Лапласа в параллелепипеде. 

Шар в пространстве т измерений 

Собственные функции и собственные числа задачи Дирихле 
для т-мерного шара Шь=|х|<1 удовлетворяют уравнению 
мт me” или, если mpm сферическим координатам, 

—19д or 44 mo ap — би Аи = (6) 

и краевому условию 

U |p = 0. (7) 

Будем искать нетривиальные решения задачи (6), (7) по методу 
разделения переменных, именно, будем искать решения, 
имеющие вид 

u=f (p) ¢ (8). (8) 
Условие (7) приводит к краевому условию для функции fF (0) 

f (1) =0. (9) 
Подставив выражение (8) в уравнение (6), мы легко приведем 
последнее к puny 

РМ = (10) 
В уравнении (10) левая часть не зависит OT 6, a правая — OT р; 
будучи равными между собой, обе части’ уравнения (10) не зави- 
сят ни отр, ни от 0 и, следовательно, равны некоторой постоян- 
ной, которую мы обозначим через и. Теперь уравнение, (10) распа- 
дается на два дифференциальных уравнения 

dp — pp =0 (11) 
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o)+ 7 PF eE+(.— в) =0 (12) 
В качестве ф (8) получаются гладкие на сфере функции от 0, если 
принять, что и = (п-- т— 2), п=0, 1,2,.... Тогда уравнение (11) 
совпадает с дифференциальным уравнением сферических функций 
и можно положить ф (0) =У» m(8). Уравнение (12) подстановкой 

. m—2 
f=o о и приводится К уравнению Бесселя 

n+ 2 

ити a yo (13) 
Решение этого уравнения, ограниченное при р= QO, имеет вид 

У=СУ т? › (Иль), где С— постоянная, а Jy означает функцию 
2 

Бесселя первого рода порядка v. Краевое условие (7) дает теперь 
значения A: 

(14) 

где jy,, если [-й положительный корень функции Бесселя Jy. 
Мы приходим, таким образом, к следующей системе собствен- 

ных функций задачи Дирихле для уравнения Лапласа в единич- 
ном шаре: 

- m—2 

Ипа = Сл, 10 2 Jp mo (i. mas.) У m (9); 

n=0, 1, 2,...; R=I, 2,..., Rami 

[=1, 2, 3, ‚ (15) 

Функции (15) попарно ортогональны в единичном шаре; множи- 
тель Cy p,. можно выбрать так, чтобы указанные функции были 
нормированы в том же шаре. 

Нетрудно показать, что система (15): полна в L, (Ш); мы He 
станем останавливаться на этом. 

На плоскости (при т=2) функции (15) принимают вид 

Сл п (1,10) COS пб, Ch, Мп (in, 0) Sin пб; п=0, 1, 2,...; 

[=1,2,3,.... (16) 

$ 4. ОЦЕНКА РОСТА СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ 

Уравнение Лапласа в m-MepHOM кубе. В т-мерном 
кубе Q, определяемом неравенствами 0—= х, =а, k=1, 2, ..., т, 
собственные числа задачи Дирихле для уравнения Лапласа равны. 
(формула 3.4)) 

Ап. п 1M - mie Do (1) 

333



Числа (1) расположим в порядке возрастания (точнее, неубыва- 
ния) и’будем их обозначать через A, так что A, <= А. —=.... Наша 
задача заключается в TOM, чтобы дать оценку порядка.роста вели- 
чины A, при П-»со. Несколько удобнее будет оценивать не 
числа A,, а числа ° 

т 

У ПЕ. (2) 
k=! 

Рассмотрим т-мерное евклидово пространство и в нем wap Шм 
радиуса N с центром в начале координат; число М возьмем доста- 

точно большим‘ и притом таким, чтобы 
значение одного из чисел А„ = М№?. Ta- 
ких чисел /„может оказаться несколь- 
‘ко. Обозначим соответственно через Vy 
и у. наименьшее и наибольшее значения 
п, для которых Л„ = №. Величина Ve 
показывает, сколько чисел вида (2) 

лежит в замкнутом шаре Шм. Из той 
же формулы (2) видно, что Ve равно 
количеству точек, имеющих положи- 
тельные целочисленные координаты и 

заключенных в шаре Ш». Указанное 
количество равно объему кубической 
сетки Тшс единичным ребром, которую 

можно вписать в первый октант шара Ш» (на рис. 22 изобра- 
жен случай двух измерений). Объем сетки Т„ меньше объема 
самого октанта: 

а? 

n=—z An 

(23) (35) (45IN(5, 3. eons 
Puc. 22 

[Sil 
Ve a отт. N™, (3) 

Построим теперь шар Шм-»› радиуса N — m—1 с центром внача- 
ле. Нетрудно убедиться, что первый октант этого шара содержится 
в сетке Ги. Для этого достаточно доказать, что для любой гра- 
ничной вершины (fy, Me, ..., Nm) сетки Ty 

py nz > (N —m— 1)?. (4) 

4 

Граничная вершина характеризуется тем, что для нее одно- 
временно 

3 

(5) 

У (te +1)? = SY) ni +2 У п-т №, 
k=1 В=1 k=] 
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Из второго неравенства (5) вытекает, что 

>) > №-—2 Уф т> N?—2mN —m=(N — т)? — т — т; 
kal k=l 

это больше, чем (V—m—1)*?, если N достаточно велико. Теперь 

УР (М-т— 1 (6) 
неравенства (3) и (6) показывают, что при N, достаточно большом, 
верна оценка 

длт?2Мт 

omy (> 

Оценим величину v,. Очевидно, Vv; =. — в, где через о обозна- 
чено число точек с положительными целочисленными координатами, 

т 

{0 (№). (7) №2 —= 

лежащих на сфере >) и} = №, ограничивающей шар Шм. Про- 
k=! 

ведем через указанные точки прямые, параллельные m- оси. 
На этих прямых первые и — 1 координат — целые положительные; 
в пересечении с плоскостью п„=0 названные прямые дают сетку 
точек, позволяющую построить кубическую сетку Тиа, анало- 
гичную сетке 7, но размерности на единицу меньшей. Отсюда 
ясно, что число о не больше объема ((т — 1)-мерного) сетки Тиди, 
следовательно, справедлива формула 

дить МтЦ-1 

o= - +o0(N™), (8) 
gm-2'(m—1)P (=) 

Из соотношений (7) u (8) и равенства v,;=V,—O вытекает, что 

у; = umn +o0(N”). (9) 
amid (+ 9 

Напомним, что мы обозначили через п любой номер, для KOTO- 
рого А„ == №2, И ЧТО %\, = И=<у2. Из равенств (7) и (9) вытекает, 

что п = М + о (№). Отсюда 
эт т пт (>. 9 

Mn = сип? т -- о (n?/™), (10) 

где си — постоянная, которую нетрудно вычислить. 
Общий случай. Рассмотрим оператор 3 задачи Дирихле 

($ 1 гл. 17); коэффициенты Aj, и С пусть удовлетворяют усло- 
виям (1.3) и (1.4) гл. 17, так что справедливо неравенство (1.11) 
гл. (17). Для дальнейшего важно, что справедливо неравенство 
обратного вида. 

Коэффициенты Aj, (x) непрерывны и, следовательно, ограни- 

чены в замкнутой области 8&2. Отсюда следует, что наибольшее 

335



собственное число матрицы коэффициентов A,, (x) также ограни- 
чено. Пусть М, —его верхняя граница, тогда 

А» (х) Lite <M, У, р. (11) 

k=1 

Коэффициент C(x) также непрерывен и ограничен в QQ. Пусть 
С (x) = М;:. Теперь, если u &D (2), то 

(Xu, и) № \ у (se) +, \ urd. 

Применив KO второму интегралу неравенство Фридрихса, полу- 
чим окончательно: 

(lu, и) <p, \ у (s) dx; ш = ММ, (12) 
Q В=1 

Построим два куба @ и Qs, первый из которых содержит 
область 9, а другой содержится в этой области. Обозначим 
соответственно через %, и Y%, операторы задачи Дирихле для 
уравнения Лапласа в кубах Q, и О. Обозначим еще через An, 

я’, Ап’ собственные числа операторов ЗУ, %1, ., расположенные 
в порядке неубывания. Эти операторы связаны неравенствами 
мо == (докажите!). Здесь и — постоянная неравенства 
(1.11) гл. 17. В силу минимаксимального принципа 

Ноя’ < Ли <= Вал’. (13) 

Но числа Ag’ uw Ag’ удовлетворяют соотношениям вида (10) и 
для чисел /„— собственных чисел оператора %р— получается 
двусторонняя оценка ` 

сп?/т — Аи <con?/™: сл, со =const. (14) 

За ме чание. Справедливо более точное утверждение: существует пре- 

дел lim ——— ae ‚ и этот предел равен величине 
А 

п 

= const, 
ра с’ 

т \ V Det A(x)’ ™ 

где < _ матрища коэффициентов А), (х), а сш зависит только от размер- 
ности т пространства (см. [46] и [36], т. ТУ). 

$ 5. СПЕКТР ЗАДАЧИ НЕЙМАНА ДЛЯ КОНЕЧНОЙ ОБЛАСТИ 

Для простоты ограничимся случаем 

Row = — x (Ayn >), [А ож cos (у, x) | =0, (1) 

\ иах =0. (2) 
Q 
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Потребуем, чтобы область была объединением конечного числа 
звездных областей. Как было указано в гл. 17, энергетическое 
пространство Ну, вкладывается в подпространство №?’ (&), 

определяемое условием (2), причем нормы в Ну, и в указанном 

подпространстве эквивалентны. Но по теореме 3.3.3 простран- 
ство Wy’ (92) вполне непрерывно вкладывается в [. (2), а тогда 
и Ня, вполне непрерывно вкладывается в Г, (2) (более опре- 

деленно, в подпространство Л» (2), ортогональное к единице. 
В силу теоремы 5.6.1 оператор 3% имеет дискретный спектр: 
существует последовательность 0 < py < из =... Un => OO, собст- 

венных чисел и соответствующая система собственных функ- 
ций Ww, (x), и (х),..., ортонормированная в Г. (52), ортогональ- 
ная в И и полная в [5 (9) ив Hy. 

Замечания. 1. Если отбросить условие (2) и рассматривать оператор 

д ди \ | ди 
N и=— oxy (Ay Sn) : | Ain ax, cos (м, x) |. =0, 

то спектр оператора % отличается от спектра оператора Jy добавлением одного 
собственного числа [о ==0 и соответствующей собственной функции Wy (х)==соп31. 
Отсюда легко вытекает, что оператор 

д 4 ди ни — д (A ine on) be | Are se 608 (v, x) | =0 (3) 

имеет дискретный спектр. Собственные числа оператора (3) суть 1, и. 1, 
Uo+1, ..., а соответствующие собственные функции суть == const, W, (х), 
Шо (х), ..., где Ца, Uo, ... H Wy, We, ... суть собственные числа и собственные 
функции. оператора Xp. 

2. Нетрудно доказать положительную. определенность и дискретность 
спектра оператора 

яи—— 9 (А + Си; | А 2 cos (v =) | =0 (4) ° Ox, (4 jk - j OX p р 

где С (х) ==0 и па множестве положительной меры С (x) 0. 

$ 6. О НЕСАМОСОПРЯЖЕННЫХ УРАВНЕНИЯХ 

Рассмотрим уравнение 

(A+AK)u=f, fed, (1) 

где. ^ — численный параметр, A — оператор, положительно опре- 
деленный в сепарабельном гильбертовом пространстве Н, причем 
спектр этого оператора дискретен; К — оператор, ограниченно 
действующий из На, в Н, где Нд — энергетическое пространство 
оператора A. 

Предварительно рассмотрим самосопряженное уравнение 

Au=f. (2) 

Обобщенное решение Up этого уравнения определяется (см. гл. 4) 
как элемент пространства Н„, удовлетворяющий тождеству 

[шо nla=(f, и), Vn е НА. (3) 
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Такой элемент существует и определяется единственным образом, 
каков бы ни был элемент [= H. Таким образом, соотношение (3) 
сопоставляет каждому элементу f @.H ‘один и только один эле- 
мент Up @ Hy. Иначе говоря, соотношение (3) определяет опера- 
тор, который мы обозначим через G, так что @}= ио, действующий 
из Н в НА и удовлетворяющий тождеству 

[Gf, Ч]а = ff, 1); Упе НА, Vi eH. (4) 

Как было выяснено в § 5 гл. 4, оператору С можно дать явное 
выражение: если {в„} — система, полная и ортонормированная 
в На, то 

со 

Gf = У, (Г, @n) On. (5) 
n=l 

Уравнение (1) запишем в виде Au=f—AKu. Если решение 
этого уравнения существует, то оно удовлетворяет соотношению 

и = Gf — AGKF. | (6) 

Положим Gf=F, СК =Т; из сказанного выше следует, что 
F @ Hy, и что оператор Т действует в Нд. Таким образом, реше- 
ние уравнения (1), если оно существует, удовлетворяет также 
уравнению 

u+taTu=F. (7) 

Введем определение: обобщенным решением уравнения (1) 
назовем элемент (если он существует) пространства Нд, удовлет- 
воряющий уравнению (7) 

Лемма 18.6.1. Оператор G вполне непрерывен в Н. Пусть yx 
= №=—...=А„ =... суть собственные числа оператора A, и Uy, 
Us, ... » Ил, ...— Соответствующие собственные элементы, орто- 
нормированные ’B Н, тогда (см. теорему 5.4.2) [u,;, и’|л=0, 

jk, им =Аь, система {up//4,} ортонормирована в Нади, 
по теореме 5.6.1, полна в том же пространстве. В формуле (5) 

положим @, =U,/V Ay. Это дает следующее представление опера- 
тора G: 

gG= У oe и. (8) 
n=1 

Введем обозначения 

G=Git+Gr, Gif= У Fee uy, Gi= У Fe ay, (9) 
k=] k=n+1 

Первый оператор конечномерный и, следовательно, вполне непре- 
рывный. Оценим норму второго оператора. Имеем 

п _ < (Т, Up)? ‘1 < . lorr= У “<p> Du 
kamn-+l1 k=n-+1 
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В силу неравенства Бесселя | Gof |? == | f\?. Отсюда 
n 

| < —=0 и, следовательно, |@— С» [-—=0. 

Теперь оператор -G вполне непрерывен в Н как предел (в смысле 
сходимости по норме) вполне непрерывных операторов. 

Теорема 18.6.1. Оператор-Т = СК вполне непрерывен в На. 
Оператор С вполне непрерывен в Н, поэтому если М — мно- 

жество, ограниченное в Н, то из этого множества можно выделить 
такую последовательность {,}, что последовательность {Син} 
сходится и, следовательно, | Gu, — Gu, [555 0. 

Рассмотрим теперь произвольное множество NC Ha, огра- 
ниченное в энергетической метрике, |u|<a=const, Уи се М. 
Оператор K ограниченно действует из Нл в Л, поэтому в норме Н 
множество КМ№ ограничено. Пусть | Ки|=с, Vue М. Из огра- 
ниченного в Н множества KN можно выбрать такую последо- 
вательность {Ко}, что 

[СКо,— GK, | =| Te, — T% | eas 0. , (10) 
Соотношение (10) означает, что Г вполне непрерывен как оператор 
из H, в Н. Остается показать, что Т вполне непрерывен как 
оператор из Нд в Нд. Для этого достаточно показать, что 

| Tn — Тов la в 0. (11) 
Оценим квадрат последней нормы. Используя формулу (6.6), 
получим. 

| Ту, — Гоь [А =[Т (On — Ux), Т (On — Up) д = [СК (On — 24), 
Т (On — Op) la = (Ко, — Кок, Тов — То») = 

=] Ко» — Кеь| + || T0n — To, | < 21| To, — Toe | =a 0. № 

| Gn 

Из теоремы 18.6.1 следует, что для уравнения (7) справедливы 
теоремы Фредгольма: 1) уравнение (7) имеет одно и только одно 
решение при всех значениях A, за исключением некоторого их 
множества, которое не более чем счетно и может сгущаться только 
на бесконечности; 

2) подпространства решений однородных уравнений и -- АТи = 

=0и о-+- ЛГ*о==0 конечномерны и размерности их одинаковы; 
3) уравнение (7) разрешимо тогда и только тогда, когда 

[F, vj4= 0, (12) 

где v— любое решение уравнения v-+AT*v=0, 
В п. 2) и 3) Т*-— оператор, сопряженный с T, 
Условие (12) можно несколько упростить. Имеем [F, v]4 = 

= [Gf, v]4; по формуле (4) [Е, и] = (Г, 0), и мы приходим к более 
простому необходимому и достаточному условию существования 
обобщенного решения уравнения (1): 

(f, v) =0. (13) 
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$ 7. ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ И НЕЙМАНА ДЛЯ НЕСАМОСОПРЯЖЕННОГО 

ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 

Рассмотрим уравнение 

— в" (Ain (9 зи.) ^ (Вь (9 5 + С (и) =. (1) 
и поставим для него задачу Дирихле 

и Ir =Q, (2) 

где Г — кусочно гладкая граница конечной области Q в про- 
странстве Е„ переменных ди, хо, ..., Xm. Будем предполагать, 

что А» eC (0), а Вьи С ограничены и измеримы в ©, а также 

что наше уравнение — невырожденное эллиптическое в ©, так что 

A jp (х) tite > Vo Dy 1}, Шо = const > 0. 

Введем обозначения 

д ди ли — a5 Anas) u |p =0, (3) 

Ки = — Be 5 -- Си, иг =0. (4) 

Оператор А положительно определенный в Ly (Q) (гл. 17, § 1) 
и имеет дискретный спектр (настоящая глава, $ 2). Очевидно 
также, что оператор К действует из Ha в [» (9). Докажем, что 
этот оператор ограничен. Пусть | By (х)| <Q, |С (x)| <Q, Q=const, 
тогда 

киа] У | 
k=1 

По неравенству Коши получаем 

<Уя| $1 

[м | (5) 
дхь 

OX k 

т Cu ди 1/2 V2 
= — Ay, — — dx = — ; Nr el A 

Если у — постоянная положительной определенности оператора (3), 
то |u|<y-!|ul4, и из неравенства (5) получаем 

Кио (У + Гы. 6) 
Неравенство (6) показывает, что оператор К действует из На 
В 1, (92) ограниченно, и утверждение доказано. 
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Таким образом, все условия $ 6 выполнены, и для обобщен- 
ного решения задачи (1)—(2) справедливы теоремы Фредгольма, 
сформулированные в конце § 6. Упомянутое обобщенное решение 
будем называть также слабым решением задачи (1)— (2). 

Задачу Неймана удобнее сформулировать для уравнения, 
записанного в форме 

д == (4 по) FUER Be oe + Cu) = fF (x); (7) 

краевое условие напишем, как обычно: 
ди. 

| Ave Е COS (v, «) |. = 0. (8) 

Удобно положить 

д Аи = — 5 (А пов) и, Nu=0, (9) 
И 

Ки = Вь Си, Nu=0; (10) 

через Nu обозначена. левая часть равенства (8). Для слабого 
решения задачи (7)—(8) также справедливы утверждения $ 6.



Глава 19 

СИЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ 

Основной целью настоящей главы является доказательство 
утверждения, что слабые решения первой или второй краевой 
задачи для эллиптического невырождающегося уравнения второго 
порядка являются также и сильными решениями; здесь предпо- 
лагается, что коэффициенты и свободные члены уравнений и гра- 
ничных условий, а также рассматриваемые области подчинены 
ограничениям, сформулированным в гл. 17. 

Напомним, что, по определению, данному в гл. 17, слабое 
решение есть решение соответствующей вариационной задачи 
(или, что то же, функция, удовлетворяющая соответствующему 
интегральному тождеству); об этом решении известно, что оно 
принадлежит энергетическому пространству оператора соответ- 
ствующей задачи. Отсюда следует, что в случае уравнения вто- 
рого порядка слабое решение имеет обобщенные первые произ- 
водные, суммируемые с квадратом в данной области. Сильное 
решение, по определению, данному в той же гл. 17, имеет обоб- 
щенные вторые производные (речь идет по-прежнему об уравнении 
второго порядка). Мы докажем, что в общем случае слабое реше- 
ние задачи Дирихле или Неймана имеет в рассматриваемой 
области обобщенные вторые производные (и, следовательно, яв- 
ляется сильным решением) и что эти производные суммируемы 
с квадратом в любой внутренней подобласти. В гл. 17, $ 4 такое 
утверждение было доказано для уравнения Лапласа. Наконец, 
будет доказано, что вторые производные суммируемы с квадра- 
том по всей области, если ее граница достаточно гладкая. 

$ 1. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА ДЛЯ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА 

В $1 гл. 17 было построено слабое решение up (x) задачи 
Дирихле для уравнения Лапласа —Au=f (x), и|оп =0, ре Г» (II) 
в параллелепипеде П={х: 0<х,<а,\. Это решение имеет вид 
(см. формулу (1.21) гл. 17) 

om со т ne —1 т 

В a shad 
Uo (*) = и У | a On My... Mey II sin —— д, (1) 

ПЕ По; ig N= l \@=1 Е =] 

где 
т 

а = \/(х) И sin TAME dy (2) My Ng 00. Nyy ap . 

Il k=!



Цель настоящего параграфа — доказать, что Uy © №?’ (Il), и 
получить соответствующие оценки. 

Обозначим 

от ne k 
| п] У а тт, ... пп = пм, vs пт» (3) 

k=1 

так что 
(oe) т ` 

пьлх 
ш(®)= У vm Ls ae (4) 

п По, eee Пт k=] 

Формально дифференцируя. ряд (4) по ty, получим новый ряд. 
со 

л ти “ee 
= У 1D, thy... 2, COS PJ sin (5) 

7 Пт, По, Пт №. kf] 

Величины Qn Mg ses Пт СУТЬ С ТОЧНОСТЬЮ JO постоянного множителя 

2т/2 /ГП] коэффициенты Фурье функции f (x) по ортонормиро- 
2т/2 

ванной в L, (II) системе { — | | sin a Отсюда следует, 
V | | hal ap 

что сходится ряд 

An, ny eee (6) 
Myr Nor ..., Ny = 

Одновременно сходятся также ряды 
Cc 

У nj a Пр j=l, 2, ...) M (7) 

Ny Agr er Ny =I 

И 

со 

У, пи 1 Pg ves Пи Г [= 1, 2, coe, Ш. (8) 
п, По, over Ny = 1 

Сходимость ряда (7) означает, что в норме. L, (П) сходится 
ряд (5); обозначим его сумму через ч,(х). В той же норме схо- 
дится, очевидно, и ряд (4). Из сходимости указанных здесь рядов 
вытекает следующее: если обозначить ~ 

N m 
_ ._ ПЬЛЛЬ 

Un (x) = У Din, thy пт | | sin - ap’ (9) 

Myr Moy ..., N= 1 k=] 

ди 
то им (X) у 5 Mo (x) и 5х, x ae j=1, 2,..., т в норме Г. (II). 

По теореме 3.3.1 функция ше №? (II) (это вытекает также из 
общих свойств слабого решения), причем 

-: со т 
ди д пулх) . ПЕЛХЬ 
а У NjDn,ng...1tp, COS ae sin—=—. (10) 
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Теперь формально продифференцируем ряд (10) по ху. Исполь- 
зуя сходимость ряда (8), мы точно так же докажем, что Uy & 
= №.’ (Ц), причем вторые производные можно получить, дважды 
дифференцируя почленно ряд (4): 

CO 

ди да 
4 

п. 

Ox; Ox; aja; У Пт, пт x 

п, Nos ее N=! 

пля Nyx] 

x COS —— COS — sin ‚252. (11) 

k=1, k#l,] 

д 2 < т 
о — п 2 ._ ПЬЛАЬ 

дхз _ а’ У nj Dn, Ne Пт д, — 

П1П2,..., Пи] k=1 

В заключение докажем, что имеет место неравенство 

| мо, == К] К =const. (12) 
т 

- 0? 2 
Норму в 3:(П) зададим формулой [ива =|и- У ie, 05) . 

i, j=l 

Из формулы (1.21) гл. 17 следует равенство 
со 

2т \ 
У =n У топ, ++ Rigg * (13) 

Myr Mor ..., Пт=1 

С другой стороны, по формулам (11) и (3) 

ay (2 m < nent | < nz\” 
АСИ A 1 ma 2 
Ox; Ox; 7 | IT | У aja; » i) Ч п.п... пт. (14) 

п, По, ..., Ny =I k=1 

nin; м ni ~ 1 
Очевидно, = У —]| <(— и, следовательно, 

аа} а 4 
k=1 

[0 №  2m-2 р __ 1 о 
Ox; Ox; <= | I | У On, п... Пт — ИР . (15) 

р п, Mor woes m=! 

Далее, по формуле (1), 
om co то и? —2 

ke 
| Uo P=a | II | У On ty Пт |х a) — 

k 
Пу, По, ..., Ny = k=1 

9 m | —2 со | т i —2 
m о | 

aap) x) У it п.п -3(3 i) IF? (16) 
k=1 Nyy По, ..., N= k=1 12 Mag oe 

Неравенство (12), очевидно, следует из соотношений (15) и (16) 
при 

т —2 

2 1 1 юн У | . (17) 
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Для последующего важно, что величина К остается ограни- 
ченной, если а, ->0. В частности, если а, = 1, то 

Re + ee = Ki. (18) 
m2 

$ 2. УМНОЖЕНИЕ СЛАБОГО РЕШЕНИЯ НА ГЛАДКУЮ ФУНКЦИЮ 

Рассмотрим уравнение 

Ги = 2 (An ot) 4+ Си xeEQ, fel, (9), (1) 
Oxy TR Ox, 

при краевых условиях задачи Дирихле или Неймана. Пусть 

функция о = C®)(Q), Если u (x) имеет в © всевозможные первые 
и вторые обобщенные производные и удовлетворяет уравнению (1), 
то, как показывают простые вычисления, функция д (x) =O (x) и (х) 
является решением уравнения 

д ‚ OU — x ( Av, >.) =F (x), (2) 
где 

до ди д do . 
F = of Ави, изу (Aw se) — Сои. (3) 

Пусть теперь в = M (9,), QC Q, 08, ЕС и что u— 
слабое решение задачи Дирихле или Неймана для уравнения (1) 
в области QQ, Покажем, что в этом случае произведение о =ои 
есть слабое решение задачи 

— = ( пк) =F (2), xe Q,; о |до, =0. (4) 

Мы предполагаем при этом, что коэффициенты А;„ и С подчинены 
ограничениям, принятым в гл. 17, и сохраняем принятые в на- 
званной главе обозначения. 

По доказанному B § 2 ив § 7—8 гл. 17 ue Wy (9). Отсюда 
следует, что Ре». (2) и тем более F = Г. (1). Справедливо 
тождество, определяющее слабое решение, [и, п]л = (1, 1), Vn] 

д д 
Ее На; здесь А — оператор — ix; (Ay я +Cu при однородном 

краевом условии задачи Дирихле или задачи Неймана. В более 
подробной записи 

\ An от de = \ (f—Cu) n dx; Wn НА. (5) дхь Oxy 
Q2 

Обозначим через Hy энергетическое пространство задачи (4), 
соответствующие скалярное произведение и норму будем обозна- 
чать через [р и |. соответственно, Очевидно, что и & Но. 
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‘ Рассмотрим выражение 

Уче Но; [9, = \ А. 9 © 91 dy = 
р Jk OX Ox; 

1 . 

__ ди On do дп. 

— \ [Аб See oer t Ай 5 a | 4х. 
9 

Первый член преобразуем: 

\ A ди On dx=\ A ди д (07) dx—\ A, on 

9 
9 бхь Oxy IR Oxp OX; 

1 OF 1 

теперь 
= ди д (01) до On до ди 

[о, = \ A Jk дхь Oxy dx +\ 4, AC OX, Ox, Ча.) 4% 

1 

Функцию 1 распространим на всю область 92, положив 1 (х) = 
хе 0.. Очевидно, после такого распространения пе Ha. 
Последнее тождество Можно переписать так: 

И ди oe do On do ди [о n= \ 4 п ах А (Ue lear) (6 

Очевидно, on = Hy; первый интеграл.в (6) равен [и, on],. Но 
по тождеству (5) 

[м, от]а = {— Си, on) = \(— Си) от dx = | (f — Cu) on dx, 
| 2 Qs 

и получается равенство 

—_ ди Oo do on lv, %-=\ | —Cu) 0 — Anse Se | 4х + \ Apt se aye dx, (7) 

Можно доказать, что в Q, для функций из Wy’ верна формула ин- 
тегрирования по частям. Применим ее ко второму интегралу (7) 
так, чтобы освободить 1 от дифференцирования. Поверхностный 
интеграл при этом исчезнет, потому что п = Ну и, следовательно, 

02, =0. Формула (7) приводится таким ‘способом к виду 

ди O д 
[v, n= \ | —Cu) 0— 24 siya — ия А бы ) пах = (Е, 1). 

Последнее соотношение означает, что и есть слабое решение 
задачи (4). 

$ 3. СИЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ В ПРОИЗВОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ 

В конечной области 8 CE, с кусочно гладкой границей 
0Q =Г рассмотрим слабое решение задачи Дирихле или Неймана 
для уравнения к 

- Z(Ange)+Cu=f(), Fela (Q). (1) 
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Краевое условие задачи предполагаем однородным. Коэффици- 
енты Aj, и С подчиним требованиям гл. 17. В случае задачи 
Неймана и С (х) =0 будем считать, что 
QO есть объединение конечного числа 25-Е”) 
звездных областей. | 

Теорема 19.3.1. Пусть и (х) — слабое 
решение задачи Дирихле или Неймана 
с однородным краевым условием для. 
уравнения (1) в области Q и пусть <=) 
0, — произвольная внутренняя подоб- 
ласть Q, тогда ие \?? (Q,). 

Доказательство распадается на 5 ° 
пунктов. 

1°. Пусть хо — произвольная точка 45 
области &. Построим куб Q (рис. 23) Рис, 93 
с ребрами, параллельными осям коор- 
динат, с длиной ребра 4 и с центром в хо; число в возьмем 
столь малым, чтобы упомянутый куб вместе со своей границей 
лежал в ®. Построим функцию с & Mi) (0) так, чтобы o (x) =1, 
хеЕШ, где Шр-— шар радиуса #’, ’< вс центром в Xp. Это мож- 
но сделать, например, выбрав число &, Oe «в, и положив 

1, |x—xo|< 2, 
УхеЕЕ Oo (x) = т» ) 0, x — Xp | = 2e’. 

Функцию Oo (x) усредним, взяв радиус усреднения меныпим, чем 
каждое из чисел = и 2(e—e). Сужение на Q функции, полу- 
ченной усреднением, можно принять за о (x), 

По доказанному в § 2, произведение о=ои есть слабое реше- 
ние задачи 

д — = (Ави) =2 0), хе; ош=0, (2) 
в которой свободный член F определен формулой (2.3). 

2°. Дифференциальное уравнение (2) преобразуем: слева рас- 
кроем скобки, а затем невырожденным линейным преобразова- 
нием приведем уравнение к каноническому виду (см. гл, 9, § 3) 
в точке хо. Если Ё, &, ..., Ёт -- Новые координаты, то уравне- 
ние (2) принимает вид 

— Avy Фак Ав, =F (9 =Р®. 
Обозначая через & точку, в которую перешла точка х, имеем 

Ajn (Eo) =Vj25 jk, Ve == const >> 0; остаются справедливыми включения 

Aj, < СЧ) (Q) и А, Е С(9). Положив теперь и» = У vz Ex, приве- 
дем уравнение (2) к виду 

— В») нал + Be gy, = Fx) = Fal) (3) 
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здесь Ву (и) = (у^,)-'? А. (Е) и, следовательно, В,» (Yo) = бу», 
где /› —точка, в которую перешла точка &. Наконец, выделяя 
слева оператор Лапласа, окончательно придем к уравнению 

д? 

— Ао — [Bj y) — в] 5, ay, + Bag, = Е» YW). (4) 
В результате перехода от координат xX, к и, куб О и шар Ш 

преобразовались соответственно в косой параллелепипед Q’ u в 
эллипсоид Ш’. Если = достаточно мало, то в пространстве коор- 
динат у, можно построить такой прямоугольный параллелепипед 
П, что Шо По (’. Функция о (преобразованная к переменным 
у,) является слабым решением уравнения (4) при краевом условии 

v | an = 0. (5) 

3°, Обозначим через С оператор, обратный оператору задачи 
Дирихле для уравнения Лапласа в параллелепипеде II; явное 
выражение оператора С дается формулами (1.1) и (1.2). Как 
мы видели (формула (1.12)), оператор С ограниченно действует 
из [» (Il) в %(П). Воздействуя на обе части уравнения (4) опе- 
ратором G, получим новое уравнение 

о (у) —Рэ-— То=Ф (у), (6) 
где 

Ро= G| (Ви ~ 8») rae То = G(B, 5) © (y) =GF3. (1) 

Так как Ро CL,2(II), то Ф = Wy’ (II). Докажем, что операторы 
Ри Т действуют в Ws’ (II), причем Т вполне непрерывен, a P 
ограничен и при достаточно малом = имеет сколь угодно малую 
норму. 

Пусть М — множество функций из Wp’ (Il), ограниченное 
в норме этого пространства. Вложение №? (П) в Ws!’ (II) вполне 
непрерывно, поэтому множества производных вида Ov/dy,, vE М, 
компактны в Lo (II), Функции В, ограничены, поэтому множество 
функций В,ду/ду, также компактно в L, (II). Наконец, оператор 
С, ограниченно действующий из Г. (II), в Ws (II), переводит послед- 
нее множество в новое множество, компактное уже в №?’ (II). 
Этим доказано, что оператор Т вполне непрерывен в Ws’ (II). 

Обратимся к оператору Р. Коэффициенты B,, (y) непрерывны, 
и Вл (Yo) =06;ь, поэтому если в достаточно мало, то | Ву» (у) — 

— bj, |<<0, где о — любое наперед заданное положительное число. 
Теперь, по неравенствам треугольника и Коши, имеем 

(Bin (у) — Six) yan 

т 

~ 2 

L (П) > Oy OY p || La (П) 
|, В=1 
т 

~ —_— до 

< сут | » Oy jOY p 
jr=t1 

/2 
о ~ __ 

<oYV mj и ъ 
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Величину можно выбрать сколь угодно малой, и мы вправе 
считать, что <1. По формулам (1.12) и (1.18) получаем теперь 
неравенство 

Poly pay <SV тКо ие. 

Отсюда видно, что Р — оператор, ограниченный в Wy (Il), и 
его норма при достаточно малом € сколь угодно мала. Пусть в 

столь мало, что OV тК, < 1/2. Тогда |Р |< 1/2, оператор (J — P) 
(Г — тождественный оператор) существует, определен на всем 
пространстве И?” (П) и ограничен, именно, || (J — P)|| <2. 

4°. Докажем, что уравнение (6) имеет одно и только одно 
решение в Ws’ (II). Воздействуем оператором (Г—Р)- на обе 
части уравнения (6): 

о (и) —(1 —P)*Tv= (1-Р)=Ф. (8) 

Оператор (1/—Р)-=Т вполне непрерывен как произведение orpa- 
ниченного и вполне непрерывного операторов, и к уравнению 
(8) применима теория Фредгольма. Это уравнение имеет не более 
одного решения. Действительно, пусть таких решений два. Каж- 
дое решение уравнения (8) есть сильное, а следовательно, и сла- 
бое решение задачи (4) — (5). Возвращаясь к переменным Xz, 
получаем два слабых решения задачи (2), что невозможно, потому 
что оператор этой последней задачи положительно определенный. 

Итак, уравнение (8) имеет в Wy’ (II) не более одного решения. 
В соответствии с теорией Фредгольма, это уравнение разрешимо. 
Пусть о —его решение. Возвращаясь к координатам х,, найдем, 

что функция о ‘есть сильное решение задачи. (2) в II, где Il — 
образ параллелепипеда П при переходе от координат и,» к Xp; более 

того, и есть функция класса №?’ (II). Доопределим функцию v 

нулем на множестве QNII; получим Таким образом слабое реше- 
ние задачи (2) в О. Но задача (2) имеет в @ единственное решение 

и=и (х) о (х). Отсюда u(x) с (x) = 0 (х) un uo = ? (П). Ho Wed 
и, тем более, uo & №?” (Ш). Если хеЕШ, то о (х) =1, и окон- 
чательно и = We” (Ш). 

Справедливо неравенство 

| u ley am <= М [РЕ о, (9) 

в котором М№ — некоторая постоянная. Докажем это. Из того, 
что уравнение (8) разрешимо единственным образом, следует, 
что резольвента этого уравнения существует, а тогда она огра- 
ничена. Пусть №, —ее норма; в таком случае 

[hye ay < №11 — PAO] yy < 2 Фив: 

По формуле (7) и неравенству. (1.18) имеем далее 

| о lw’ ap <2N,Ko | Fy | (П)° (10) 
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Линейное преобразование декартовых координат не меняет про- 

странства Ws и лишь приводит к замене нормы Ha эквивалент- 
ную; в частности, 

РР, ао СЕ, (п СР» С=600$ (11) 
И 

lve) S<alelye aq: ¢=const. (12) 

Из неравенств (10) — (12) находим 

ole (ii) < 2cc,NiKo | F | (Q)° (13) 

Оценим норму справа. Приняв во внимание, что функции 
о (х) и А, (x) непрерывно дифференцируемы, а функция C (x) 
ограничена, найдем на основании формулы (2.3) 

|Р lL. (©) == Со ae (2) + Cg | и lee (52) +e, | и |; (14) 

жирные черточки означают энергетическую норму задачи Дирихле 
или Неймана, решением которой является функция u(x). По не- 
равенствам (5.9) и (5.10) гл. 4 имеем 

[ше [оо а УР |= УР 
где у — постоянная положительной определенности рассматривае- 
мой задачи. Подставив это в (14), получим 

[Е |1, < esl fl; Св =const. 

Теперь из неравенства (13) следует 

[о [ис (а) == МИР, ay М = 266165 М1Ко; 

заменяя здесь величину [9 |„»(л) He превосходящей ее величи- 
Holi lo hws an = 14 [у a» приходим к неравенству (9). 

5°. Пусть ©. — внутренняя подобласть 2. Ilo доказанному 

вп. 4°, каждую точку x & 2, можно покрыть шаром Ш, в ко- 
тором слабое решение w(x) является также и сильным, именно, 
нЕ? (Ш), и при этом удовлетворяется неравенство (9). 

По лемме Бореля, замкнутую область (2, можно покрыть конеч- 
ным числом таких шаров. 

Докажем, что слабое решение w(x) является сильным в QQ, 
так, что це №? (Q,), и справедливо неравенство 

0 lw? oy <Nol fle, i No=const. (15) 
Пусть ШЯ} и IW) какие-нибудь два пересекающихся шара 

из покрытия области Q,. По теореме 3.7.2, и = №? (IY Y I), 
Если Ш<) — шар того же покрытия, пересекающий объединение 

3 \ 
IM | I?, то по той же теореме ие wil LJ 1 Продолжая 

п=| . 

k 
таким же образом, мы убедимся, что ие we [| ше где R— 

\n=1 
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число шаров покрытия. Но область 44, содержится в своем покры- 
тии; по теореме 2.4.2, и = №’ (82). Далее, 

| р 
| u [ус (2) <= 2 | u р. (2) (шо) 

и по неравенству (9) 

| ys ay) <N ofl. coy № =АМ. № 

Отметим, что в процессе доказательства была установлена 
оценка (15) для Wy — нормы. Так как подобласть Q, произвольна, 
то слабое решение и (x) является также сильным решением в обла- 
сти Q, 

$ 4. НЕОДНОРОДНЫЕ КРАЕВЫЕ УСЛОВИЯ 

Рассмотрим однородное эллиптическое уравнение 

д — а ( Ар 9 ZA) +C (x) u=0 (1) 
при неоднородном краевом условии задачи Дирихле 

иг=ф (x) (2) 

или Неймана 

д | Ap 5, 008 (У, “| =^ (9. (3) 

Предположим, что данные обеих задач удовлетворяют требова- 
ниям гл. 17. В частности, функция ф удовлетворяет условию 
продолжимости: существует такая функция ye Wy’ (2), что 

ф (x) |r = @ (x). 
В этих условиях справедлива следующая теорема. 
Теорема 19.4.1. Пусть шо (х) —слабое решение задачи Ди- 

рихле (1), (2) или задачи Неймана (1), (3). Если Q, — произ- 
вольная внутренняя` подобласть Q, то ше We’ (1). 

Доказывается эта теорема по той же схеме, что и теорема 
предшествующего параграфа. „Коротко наметим доказательство. 

Слабое решение ш(х) задачи Дирихле (1), (2) определяется 
интегральным тождеством 

\ (A, at gat + Cus) dx =0, Vy = Hy (4) 
9 

jk Ox; OXp 

(см. формулу (3.9) гл. 17). Точно так же слабое решение задачи 
Неймана определяется (см. $ 7—9 гл. 17) интегральным тож- 
деством 

дд 1) (Аз бя + Сил) de — \ don a, Vn & (©). (5) 
Г 

Как и в § 3, построим куб Q, лежащий внутри ©, и положим 
и=ош. По-прежнему функция о является слабым решением за- 
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дачи (3.2), но с несколько более простой функцией F: в данном 
случае 

до ди д | 00 
F (x) =— 24 ina oe, — из (Aim дхь 

Дальнейшие рассуждения протекают, как в $ 3 без каких бы то 
ни было изменений. 

— Cou. (6) 

$ 5. СЛУЧАЙ ДОСТАТОЧНО ГЛАДКОЙ ГРАНИЦЫ 

В этом случае, предполагая, что заданные на границе функ- 
ции — достаточно гладкие, можно доказать, что слабые решения 
задач Дирихле и Неймана принадлежат классу Wy’ во всей рас- 
сматриваемой области. Здесь мы рассмотрим только задачу Ди- 
рихле с однородным краевым условием и докажем следующую 
теорему. | 

Теорема 19.5.1. Пусть коэффициенты Aj, (x) и C(x) удовлет- 
воряют условиям $ I гл. 17, и пусть ® < Еп- конечная область, 
граница которой 98 =Г < С®). Тогда слабое решение задачи 

— (Ain (0) sa) +C 9 u =f (x), f EL, (9); ulp=0 (1) 
принадлежит классу И.’ (82). 

Пусть число 6 удовлетворяет неравенству 0<8< 4, где 

4— радиус ляпуновской сферы для поверхности Г. Как обычно, 
через 2, будем обозначать погранич- 
ную полоску ширины A, По теореме 
19.3.1 слабое решение задачи (1) и= 
= We (2`\\ 5/2). Докажем, что ие 
= ? (Qs); тогда будет нетрудно дока- 
зать (cM. [37], с. 47), что ие М» (9). 

Возьмем произвольную точку Хо ЕГ 
и построим ляпуновскую сферу Sg (Xo); 
как обычно, обозначим через S, (x) сфе- 
ру радиуса г с центром в точке х. Обо- 
значим через О’ и Г’. соответственно 
часть области © и часть поверхности 

Рис. 24 Г, заключенные внутри сферы Фа (хо) 
(на рис. 24 изображен двумерный слу- 

чай). Далее проведем сферу 5, (хо), радиус = которой достаточно 
мал, и пусть Г”— часть поверхности Г, лежащая внутри новой 
сферы, и О”— часть полоски 5, лежащая внутри этой же сферы. 

Введем в рассмотрение функцию о (xX) со следующими свой- 

ствами: а) ое С“) (0); b) внутри и на границе сферы Sz (хо) 
справедливо тождество о (х) =1; с) на сфере Sze (хо) и вне ее 
а (x) =0. Ясно, что о (x) =1, если x GD", Функцию о (x) можно 
построить так: усредним функцию 

со (x)= 1, [х— № | = 2 

oe 0, |х—ж|>2е 
(2) 
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взяв радиус усреднения меньшим, чем &; сужение полученной 
функции на область ® можно принять за о (x). 

Как ив § 2, доказывается, что произведение о (x) = (x) и (x) 
есть слабое решение задачн 

— (Ак к) =F (X)s ирь =0 (3) 
в области О’; функция F определяется формулой (2.3). 

Пусть уравнение участка поверхности Г’ в местных коорди- 
натах имеет вид | 

Em = 1 (Ё1, Es, oes Em—1); (4) 

очевидно, f &=C), Введем новые независимые переменные 
и, у, ..., Ym ПО формулам 

Ув = к, 1 = Р=т—1; Ут = Ёт — [ (Е1, Es, eeey Em-1)- (5) 

Преобразование (5) ‘переводит область О’ в некоторую новую 

область О’, часть границы которой есть плоская область Г — 
образ поверхности Г’, лежащая Um 
в плоскости Y,—=0. Отметим, что 4 
точка х переходит в начало ко- > 
ординат пространства переменных | 
у, (рис. 25). Сферы Sz, (Xo) и Sg (Xo) ui 236 
перейдут в некоторые поверхности 
Хе и Ха; если радиус d взять до- 
статочно малым, то эти поверхно- | So 
сти будут сколь угодно близки к 
сферам с центром в начале коор- 
динат, радиусы которых равны & Рис. 25 
и 4 соответственно. В области. D’ 
преобразование (5) взаимно однозначно, дважды непрерывно диф- 
ференцируемо и имеет якобиан, тождественно равный единице. 
Такое преобразование, очевидно, сохраняет класс Wy”, 

Если величина достаточно мала, то можно построить парал- 
лелепипед Ш (см. рис. 25) со следующими свойствами: одна 
из его граней расположена на плоскости ут = 0; он лежит в обла- 
сти, ограниченной поверхностью Ха и плоскостью ум ==0; содер- 
жит область, ограниченную той же плоскостью уи==0 и поверх- 
HOCTbIO Хзг. В частности, он содержит область О”. При этом на 
тех гранях параллелепипеда, на которых у„<0, функция в 
обращается в нуль. Отсюда следует, что 

Vian =0. (6) 

В результате преобразования от координат Xp к у» диффе- 
ренциальное уравнение (3) перейдет в уравнение вида (ср. 6:3) 

д?о 
— ВЕ - oy; дуь + B, 2 om =F, (y). (7) 

Таким образом, функция о является слабым решением задачи 
(6)—(7) в параллелепипеде II. Все дальнейшие рассуждения про- 
текают так же, как в $3, и приводят к выводу, что и & Wy’ (Qs). 
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Глава 20 

УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

В настоящей главе изучается уравнение теплопроводности. 
Точнее говоря, изучается класс параболических уравнений, 
которые можно рассматривать как обобщение уравнения тепло- 
проводности на случай сред с более сложными физическими свой- 
ствами (неоднородные и неизотропные среды) в: пространстве 
любого числа измерений. 

В уравнении теплопроводности одна из независимых перемен- 
ных означает время, остальные — пространственные координаты. 
В связи с этим мы будем употреблять следующие обозначения, 
несколько отличные от’обозначений предшествующих глав. Общее 
число независимых переменных будет обозначаться не через т, 
а через т--1, первые м переменных обозначаются через дл, х»,... 

., Xm, Последняя — через {. Числа ж, №, ..., Xm рассматрива- 
ются как декартовы координаты некоторой точки х, принадлежа- 
щей т-мерному евклидову пространству Еж. Будем придержи- 
ваться правила записи суммы, принятого в предшествующих 
разделах: если в некоторое одночленное выражение входит пере- 
менный индекс, который меняется в пределах от | до т, и если 
в указанном выражении этот индекс повторяется дважды, то по 
нему производится суммирование в пределах от | до т. 

Иногда мы будем для упрощения записи писать Xmi, вместо f, 
Введенные здесь обозначения будут использованы и во всех 

последующих главах. 

$ 1. УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ И ЕГО ХАРАКТЕРИСТИКИ 

Рассмотрим дифференциальное уравнение второго порядка 
с m-+1 независимыми переменными 

0? ди „Г GA lt, Oat An ls Det Alm ди (о, 9, 
Ajp=Arpy, (1) 

Матрица ero старших коэффициентов имеет вид 

—A,; —Ay ... —Ain 0 

—As,; —As ... —Aon 0 

—An —An ... —Ann 0 

0 0 ... о O 
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Одно из характеристических чисел этой матрицы равно нулю, 
а остальные только знаком отличаются от характеристических 
чисел матрицы коэффициентов А. Если эти числа — все одного 
знака, то уравнение (1) принадлежит к типу (т, 0, 1) и, следо- 
вательно, является параболическим; в этом случае уравнение (1) 
будем называть уравнением теплопроводности. 

Отметим, что входящее в уравнение теплопроводности диффе- 
ренциальное выражение 

Ou 
— Aw aa я + Ав оу, + Act (2) 

— эллиптическое в переменных X 1, хо, ..., Хм. 
В последующем будем предполагать, что матрица коэффици- 

ентов Aj, имеет положительные характеристические числа, т. е. 
что эта матрица положительно определенная. 

Найдем характеристики уравнения (1). Если @ (x, #) =const 
есть уравнение характеристической поверхности, то (см. § 2 гл. 9) 

A 0M до —0 H 
функция ® удовлетворяет уравнению Aj, =— Ox; бк = 0. о раз мат- 

j, Е 
рица | Aj, | В положительно определенная, то необходимо 

Е=1 

ах, = 0, ba, 2, ..., mM, функция « зависит только от Ё&, и урав- 

нение характеристической поверхности принимает вид ® (1) = соп$. 
Если на некотором промежутке w’ (1) =0, то ® есть тождествен- 
ная постоянная на этом промежутке и уравнение ®=const He 
определяет никакой поверхности. Если же в’ (1 5Е0, то в окре- 
стности любого значения ¢, где в’ (1 5-0, можно уравнение 
в (Г) = const решить относительно #, и получим 

[= const. (3) 

Таким образом, характеристики уравнения теплопровод- 
ности суть т-мерные плоскости, нормальные к оси f, 

В последующем будем, как правило, рассматривать уравнение 
теплопроводности в следующих, более частных предположениях. 

1. Эллиптическое дифференциальное выражение (2) имеет вид 

д ди 

так что само уравнение теплопроводности принимает форму 
ди д а — эк (Ав ан) ah 9. (5) 

Иногда мы будем предполагать, что f (x, #) =0 и рассматривать 
однородное уравнение теплопроводности вида. 

ди ) Ou 

2. Коэффициенты Aj, не зависят от Ёи непрерывно диффе- 
ренцируемы по хи, №, ..., Хм. 

’ 3. Эллиптическое выражение (4) невырождающееся. 
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$ 2. ПРИНЦИП МАКСИМУМА 
” 

В плоскости t=O (в т-мерном евклидовом пространстве Е») 
рассмотрим конечную область © с границей Г. Построим цилинд- 
рическую поверхность с направляющей Г и образующими, парал- 
лельными оси [Ё часть этой поверхности, заключенную между 
плоскостями #=0Ои #=Т, где Т-— положительная постоянная, 
обозначим через Вт. Далее обозначим через Фт проекцию обла- 
сти © на плоскость =Т и через От — область пространства 
(х1, Xo, ..., Хтб с границей QU Вт] Qr. 

Введем следующее обозначение: если 2 — некоторое множество 
в пространстве переменных (x1, X2, ..., Xm, ft), то СФ. 9 (D) будет 
означать класс функций, которые на множестве D имеют непре- 
рывные производные по X1, Xe, ..., Xm порядка < р и непрерыв- 
ные производные по ¢ порядка. < д. 

Теорема 20.2.1. Пусть функция u(x, ft) принадлежит пересе- 
чению 

С (Qr) NC® 1 QrU Qr) (1) 

и удовлетворяет в От однородному уравнению теплопроводности 
(1.6). Тогда как наибольшее. так и наименьшее свое значение 

в замкнутой области @т функция u(x, 1) принимает на QU Br. 
Достаточно. провести доказательство для случая максимума: 

если функция u(x, f), указанная в условии теоремы, в’некото- 
рой точке достигает минимума, то в той же точке достигает мак- 
симума функция —и(х, #, также удовлетворяющая условиям 
теоремы. 

Обозначим М = шах u(x, t), p= max u(x, t). Оче- 
(x, NEeQr (x, NEQUBr 

видно, w<M. Утверждение теоремы состоит в том,. что p=M. 
Допустим противное: пусть и < М. Тогда функция u(x, #), непре- 

рывная в От, достигает максимума в некоторой точке (хо, fo), 
которая лежит либо в От, либо на Qr: U(X, bb) =М, (%, bh) = 
ЕС |] Qr. 

Построим вспомогательную функцию 

v(x, t)h=u(x, ЭН. (2) 
T 

Если (x, ЕСО Вт, то hb) —t<4<T и, следовательно, 

M— M 0 (x, t) le, ne пов. 
С другой стороны, д (Xo, fo) =u (Xo, fo) =M. 

Итак, вне © |) Br есть точка, в которой функция V принимает 
значение М, тогда как на QUBr значения о строго меньше, 

нежели М. Отсюда следует, что u(x, # достигает в Ог макси- 
мума в точке, принадлежащей либо От, либо (г. 

Обозначим через (х., 8) точку, в которой функция о (x, 1) 
достигает максимума. Допустим сперва, что (x,, &) @Qr. При 
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любом выборе ортогональных осей Ox,, Ох., ..., Охт в точке 
(x,, 1): выполняются необходимые условия максимума 

до 02% ie, = —=0, дя < 0, k=1, 2, ..., m. (3) 
до 

af = 
Обозначим для краткости через Г. дифференциальное выражение 
в левой части уравнения теплопроводности (1.6). Вычислим вели- 
чину Lu в точке (ж1, В): 

=[5¢ — Se" и, — ote — 0% | 
(ж, В) (X15 ts) / ^ Ox; Oxy [(жи, 4)" Ot — дх; дхь IP Ox; OX, 

Выберем такое направление координатных осей Ox,, чтобы 

j, k=m 
A jp 

j, k=1 

возможно в силу ее симметричности. Но эта матрица еще и поло- 

жительно определенная, поэтому в выбранной системе координат 

Ajj (х1) > 0, Аз» (x1) — 0, [+ А, 

в точке xX, матрица оказалась диагональной; 3TO 

Lv =— Vay => 0. 
Ox4 

(1, 11) j=l (№1, 1) 

С другой стороны, 

[= [ш + MEL (— = < 0, 

и из полученного противоречия следует, что (хи, 1) Е ОГ. 
Пусть теперь (x1, &) = т. Это значит, что & =Т, x, EQ. 

Тогда ¢, есть граничная точка интервала (0, 7), a x, — внутрен- 
HAA точка области 42; необходимые условия максимума в точке 

до Ov? ; 
(x,, В) имеют вид ay == 9 =(Q, дз <= 0, k=1, 2,...,m; теперь ’ дхь 

: m 

Ou 920 
Lu = OF — У Ay Ox? = 0. 

(1, #1) (4) = 7 Иж, ty) 

С другой стороны, как и выше, [9 < 0; новое противоречие пока- 
зывает, что (х1, 4) Е Qr. 

Итак, точка (x,, 1), которая должна принадлежать объедине- 
нию Ог) От, не принадлежит ни От, ни т. Из этого противо- 
‚речия следует, что допущение д <М неверно и, следовательно, 

и=М. № 
Теорема 20.2.| называется принципом максимума для уравне- 

ния теплопроводности. 
Из хода доказательства ясно, что для случая максимума оно 

останется в силе, если уравнение [4 =0 заменить неравенством 
[4 = 0. Справедливо поэтому следующее усиление принципа мак- 
симума. 
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Теорема 20.2.2. Пусть функция u(x, # принадлежит пересече- 
нию (1). Если Ги =0 всюду в От, то функция u(x, t) достигает 
максимума на QU Вт. Если же Ги > 0 .всюду в От, то на @ Вт 
достигается минимум функции и (x, ft). 

$ 3. ЗАДАЧА КОШИ И СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА 

В $ 2 гл. 9 было показано, что для- уравнения теплопровод- 
ности можно задавать только одно из данных Коши, поэтому 
задача Коши для уравнения теплопроводности (1.5) ставится так: 
определить решение этого уравнения при любом х = Ет и любом 
[>0, если задано значение этого решения при t=0 

и |0 =Ф (Хх), xEGEn. (1) 

Важную роль играют так называемые смешанные задачи, кото- 
рые формулируются следующим образом. Пусть & — область 
евклидова пространства £,,, Г — ее граница и В — цилиндрическая 
поверхность с направляющей Г и образующими, параллельными 
оси Ё точнее, за В принимается та часть этой поверхности, 
на которой ¢ > 0. Смешанная задача для уравнения (1.5) ставится 
так: требуется найти решение этого уравнения, определенное 
в полубесконечной области @ x (0, со) пространства переменных 
X1, Xo, ..., Xm, Ё С границей © |) В. При t=O это решение должно 
удовлетворять условию Коши 

Ulj-o= Q(x), xEQ, (2) 

а Ha цилиндрической поверхности В —тому или иному краевому 
условию. 

Различные типы краевых условий приводят к различным 
смешанным задачам. 

Наиболее интересны следующие три типа краевых условий: 
1) условие первой краевой задачи 

ив = (х, 4); (3) 
2) условие второй краевой задачи 

ди [Ана с0$ (п, x) | = x(x, 9; (4) 
3) условие третьей краевой задачи 

ди | Ae Se Fe cos (п, 2) +0 (x, 1 | =ю(х, 0. (5) 

Ниже мы будем рассматривать только одну из смешанных 
задач, а именно первую (краевое условие (3)). 

$ 4. ТЕОРЕМЫ ЕДИНСТВЕННОСТИ 

Теорема 20.4.1. Смешанная задача для уравнения теплопро- 
водности 

д — ая (Ame) = FO 9 и 
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при начальном и краевом условиях 

и == (х), хе Q, и [в =p (x, t) (2) 

имеет в классе 

C(Q x [0, оэ)) ПС, 1 (Я x (0, оо) (3) 
не более одного решения. | 

Пусть существуют два решения задачи (1)—(2). Разность реше- 
ний №(х,Ё) удовлетворяет однородному уравнению теплопро- 
водности (1.6) и принадлежит классу (3). В силу принципа мак- 
симума как наибольшее, так и наименьшее свое значение функ- 
ция w(x, Ё) принимает либо в Q, либо на цилиндре В. Но функ- 
ция № удовлетворяет еще и однородным условиям — начальному 
и краевому: 

#1 -0=0, xeQ; шв =0. 

Отсюда следует, что как наибольшее, так и наименьшее значения 
w(x, # равны нулю. В таком случае w (x, # =0, и оба решения 
задачи (1)—(2) совпадают. № 

Единственность решения задачи Коши мы исследуем для 
простейшего случая, когда Аж=б», так что эллиптическое 
выражение, входящее в уравнение теплопроводности, превраща- 
ется в оператор Лапласа. 

Теорема 20.4.2. Уравнение. 

Lu = — Au=f(x, 2) (4) 

имеет в классе 

C(Em X [0, 00))NC@ (En x (0, 00)) (5) 

не более одного ограниченного решения, удовлетворяющего исловию 
Коши и || -о=Ф (x) с заданной функцией ф (x). 

Если таких решений два, то их разность W(x, Й решает 
однородную задачу Коши 

Ow 

Ш |;-0 = 0 (7) 

и принадлежит классу (5). Она ограничена как разность двух 
ограниченных функций; пусть |w (x, #|=—М. 

В плоскости #=0 (в евклидовом пространстве £,,) рассмотрим 
шар Шь радиуса R и с центром в начале координат; ограни- 
чивающую сферу обозначим через Sp. Построим цилиндрическую 
поверхность с образующими, параллельными оси Ё, и с направ- 
ляющей Sp; часть этой поверхности, на которой #>> 0, обозначим 
через В. Область пространства (х1, Xe, ..., Xm, Ю с грани- 
цей Шь |) В обозначим через О. 
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Рассмотрим вспомогательную функцию 

vp (x, 2) =e (57 4 t), ix jt = Ух (8) 
Е =] 

Легко видеть, что функция ор удовлетворяет однородному урав- 
нению теплопроводности. Далее, ир|,=о = Мх?/Ю? —=0; в силу 
равенства (7) Up |0 =| ||, 0 и, наконец, ор |в== 9р [2 — в >= М > 
—|ш|в. Последние два соотношения означают, что 

UR MR ив =| |шрув, 

и ясно, что каждая из величин Up+W и vp—w на Шь|)В 
неотрицательна. Кроме того, каждая из этих величин удовлетво- 
ряет уравнению (6). Но тогда по принципу максимума в замкну- 

той области От, в которой хеЕ®, O<t<T, T=const, как 
сумма Up-+W, так и разность Up — & достигает минимума Ha Шь() 
UB, причем эти минимумы неотрицательны. Отсюда следует, . 
что Up-+w>0, ve—w=0, при |xP<R*, t=0. 

Таким образом, при |x |?<R?, 1—0 выполняется неравенство 
— Up <W< Up или, что TO же, 

о (ЕЙ. 
Произвольно зафиксируем x и Ё и устремим К -—> со. Из послед- 
него неравенства следует тогда, что |w(x, й = 0, т. е. что 
w(x, й =0. № 

$ 5. АБСТРАКТНЫЕ ФУНКЦИИ ВЕЩЕСТВЕННОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

Будем говорить, что на множестве Е числовой оси определена 
абстрактная функция и (1) со значениями в пространстве X, если 
любому числу ¢t =F по некоторому закону приведен в соответ- 
ствие один и только один элемент и (1 = X. Ниже будем пред- 
полагать, что пространство Х банахово. 

В банаховом пространстве существуют два типа сходимости: 
сильная, или сходимость по норме, и слабая. В соответствии 
с этим для абстрактных функций вещественной переменной можно 
установить понятия сильной и слабой непрерывности, сильной и 
слабой производной и т. п. Имея в виду дальнейшие приложе- 
ния, ограничимся рассмотрением сильной непрерывности и силь- 
ной производной; слово «сильная» дальше будем опускать. 

Абстрактная функция u(t) непрерывна в точке #=&, если 

lim || (2) — м (to) |x = 0; 

она непрерывна на некотором множестве значений Ё если она 
непрерывна ‘в каждой точке этого множества. Абстрактная функ- 
ция u(t) имеет в точке Е производную и’ (1), если 

. и (Ей) —и( - о и, (| =o. 
в—>0 x 
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Как обычно, функция, имеющая в некоторой точке производную, 
называется дифференцируемой в этой точке. Очевидно, что функ- 
ция, дифференцируемая в точке, непрерывна в ней. Естественным 
образом определяются и высшие производные абстрактной dyHK- 
ЦИИ. | 

Важную роль в дальнейшем будет играть следующая формула 
дифференцирования скалярного произведения: если u(t) и v(t) — 
абстрактные функции со значениями в гильбертовом простран- 
стве и если эти функции дифференцируемы в точке 7¢, то 

5 (u (9), of) =(' (1, 0) + (и (9, vo’ (1). (1) 

Действительно, 

a (4 о () = lim 5 [(u(¢+h), э(#-1)) — (и (0, o())1= 

— lim (7 ern uO ан) +(u (t), ee: 
й—0 

переходя к пределу под знаком скалярного произведения, полу- 
чим формулу (1). 

Естественным образом вводится и понятие интеграла от абст- 
рактной функции. 

Ниже мы будем пользоваться следующими обозначениями. 
Рассмотрим абстрактные функции, значения которых принадле- 
жат некоторому классу объектов &, и пусть эти функции непре- 
рывны на множестве Е значений переменной Е. Множество этих 
функций будем обозначать через С (ЕЁ; ®). Если на Е указанные 
функции ‘А раз непрерывно дифференцируемы, то это множество 
функций будем обозначать через С“) (Е; ©). 

$ 6. СЛАБОЕ РЕШЕНИЕ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ 

Рассмотрим смешанную задачу для уравнения 

а — ах (Ави) = 1. tl), xGQ, 1>0 (1) 

при однородном краевом условии 
и|в=0 (2) 

и начальном, вообще говоря, неоднородном условин 

и [1-0 =Ф (x), хЕФЗ. (3) 

Область & считаем конечной, а ее границу Г кусочно гладкой. 
Будем считать, что искомое решение u(x, 1) принадлежит 

классу C(Qx[0, со)) ПС. 1(@х (0, со). При фиксированном 
{—0 условие (2) означает, что \ 

иг=0 (4) 
и u(x, Й можно. при фиксированном # трактовать как элемент 
области определения Д(%Х) оператора 3 задачи Дирихле для 

\ д ди 
эллиптического дифференциального выражения — а; (An >»), 

№ 

хе. Тем более, ее можно трактовать как элемент соответст- 
вующего энергетического пространства Ну. 
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Поставленную смешанную задачу можно сформулировать 
иначе, если воспользоваться понятием абстрактной функции. 

Функцию f (x, Г) будем рассматривать как абстрактную функ- 
цию f(t) со значениями в [. (5), функцию @ (x) —как элемент ф 
пространства Г. (2). Наконец, искомую функцию u (x, № будем 
считать абстрактной функцией и (1) со значениями в области D (2); 
значения этой функции, следовательно, суть элементы обоих 
пространств [. (52) и Hy одновременно. Задача (1)—(3) сведена 

теперь к следующей абстрактной задаче Коши: проинтегрировать 
абстрактное обыкновенное дифференциальное уравнение первого 
порядка 

би и =, t>0, при условии и |0 =Ф. (5) 

Допустим, что задача (5) имеет решение. Возьмем про- 
извольную абстрактную функцию 1(Й со значениями в Ну и 

умножим обе части уравнения (5) скалярно (в смыеле метрики 
Г» (2)) на y(t). Вспоминая определение энергетического произве- 
дения, получим 

Ge a+, п] = (0, 9); | (6) 
значок 3 у энергетического произведения или нормы здесь и 
ниже опускаем. 

Обратно, если u eC ((0, со); О (\)) и эта функция удов- 
летворяет тождеству (6), то она удовлетворяет и уравнению (5). 
Действительно, если и = D(A), то [и, п] = (Au, 1), и тождеству (7) 
можно придать вид 

du, . . 
(Gi a — n))=0, Vy & Ay; 

и так как элементы пространства Hy образуют множеетво, плот- 
d 

ное в L, (Q), то ++ и —f=0. 

Абстрактную функцию u(t) будем называть слабым решением 
смешанной задачи (1)—(3), если она удовлетворяет следующим 
требованиям: 1) и (1) одновременно принадлежит классам С ([0, со); 
Le (Q)), С ((0, co); Hy), С® ((0, осо); Г, (®)), т. е. эта функция 
непрерывна при {0 и непрерывно дифференцируема при t>O0 
как абстрактная функция со значениями в L, (2); одновременно 
она непрерывна при #>>0 как абстрактная функция со значе- 
ниями в Ну; 2) u(t) удовлетворяет тождеству (7) при любом 

[>0 и любой абстрактной функции x (f) со значениями в Нх; 

3) u(t) удовлетворяет начальному условию (6). Последнее тре- 
бование понимается в том смысле, что 

lim | u (t) —@ lL. (2) = 0. 
t-> 

Из доказанного следует, что слабое решение и (1) есть также 
и обычное решение, если u(t)] D(A) при любом #>0 и если 
u(x, t) <9 (x) не только в метрике Г. (52) но и равномерно. 
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Глава 21 

ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ 

$ 1. ПОНЯТИЕ О ВОЛНОВОМ УРАВНЕНИИ 

Волновым уравнением называется уравнение второго порядка 

вида 

О?и O2u ди 

92 — Аз (х, t) Ox; дхь дхь —- A, (x, t) ax, Г Ao (x, t) u =f (x, t), (1) 

в котором матрица коэффициентов А;„ положительно определен- 
ная. Матрица старших коэффициентов уравнения (1) имеет вид 

— А: —Ay... — Ат 0 

— Ла ~ As ... —Aom O 

a — Атт 0 

0 0... 0 ] 

Одно из характеристических чисел матрицы (2) равно единице, 
остальные совпадают с характеристическими числами матрицы 
— | А» | и, следовательно, отрицательны. Отсюда следует, что вол- 
новое уравнение принадлежит к типу (т, 1, 0), т. е. к гипер- 
болическому типу. 

Уравнение характеристик волнового уравнения имеет вид 

Ow \2 00 до 

(Gi) — Анды ax, =O (3) 
Уравнение (1), как и всякое гиперболическое уравнение, имеет 
и вещественные характеристики. Заметим, что функция © (x, ft) =f 
не удовлетворяет` уравнению (3), поэтому плоскости ¢=const 
не являются характеристическими поверхностями волнового урав- 
нения, и при ¢=const можно задавать оба данных Коши. 

Мы будем рассматривать менее общее волновое уравнение 

Sit — der (Ат) = (и, 9. (4) 
С физической точки зрения уравнение (4) описывает малые KO- 
лебания среды под действием непрерывно распределенных источ- 
ников, интенсивность которых пропорциональна величине } (x, 2). 
В общем случае колеблющаяся среда неоднородна и неизотропна 
и ее физические свойства меняются с течением времени. Если 
свойства среды неизменны во времени, то коэффициенты Аз 
не зависят от ¢, —этот случай мы и будем далее рассматривать. 
Если среда однородна, то А}, = сопз(; в этом случае подходящим 
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аффинным преобразованием координат х1, Xe, ..., Xm МОЖНО 
преобразовать матрицу |А;| в единичную. Мы приходим тогда 
к простейшей‘ форме волнового уравнения 

ди 
ape — Аи =, 0. (5) 

Для физических приложений большой интерее представляет 
несколько более сложное уравнение 

деи 
or? 

Это уравнение примет форму (5), если изменить единицу Bpe- 
мени, именно, если сделать замену Г = а. 

Как уже было сказано, мы примем, что в уравнении (4) коэф- 
фициенты A,;, не зависят от времени. Предположим также, что 
эти коэффициенты непрерывно дифференцируемы и что матрица 
| Aj,|| не вырождается. 

—a?Au=f (x, t), a®=const. (6) 

$ 2. СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА И ЕЕ СЛАБОЕ РЕШЕНИЕ 

Постановка смешанной задачи для волнового уравнения весьма 
близка к постановке той же задачи для уравнения теплопровод- 
ности. 

Сформулируем задачу подробнее. В плоскости {=0 дана ко- 
нечная область Q с кусочно гладкой границей Г. В области 9 =®х 
x (0, co) требуется найти решение волнового уравнения 

0? д д 
в — gy (Ал (x) se) =F (x, t), (1) 

удовлетворяющее начальным условиям 

д 
U в = Фе (x), = io фл (x) (2) 

и одному из написанных ниже краевых условий! 

и |в=\ (x, t) (3) 

(первая задача); 

ди 
| Ain ax, cos (n, «|, =X (x, 0 (4) 

(вторая задача); 

д 
Ё ik Fre cos (п, x;) +0 (x, 1) и] = (x, 0) (5) 

‘(третья задача). Возможны, конечно, и другие типы краевых 
условий. 

В последующем ограничимся случаем однородного краевого 
условия первой задачи 

ив=0. (6) 
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Как и для уравнения теплопроводности, смешанную задачу 
для волнового уравнения можно сформулировать в операторных 
терминах. Будем пока считать, что решение u(x, Й смешанной 

задачи принадлежит классу С@,3) (Qx[0, со)). Тогда это решение 
можно трактовать как абстрактную функцию и (1) со значениями 
в О (1), где У — оператор задачи Дирихле; эта функция имеет 
две непрерывные производные в интервале (0, со). Функцию 
f (x, Г) будем рассматривать как абстрактную функцию со значе- 
ниями в L, (92). Наконец, будем считать, что функция Фо (х) есть 
элемент ® энергетического пространства Hy, а функция ф, (x) 

есть элемент ф, пространства Г. (52). Теперь смешанную задачу 
для уравнения (1) при начальных условиях (2) и краевом усло- 
вии (6) можно трактовать как задачу Коши для абстрактного 
обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка 

ya s+ и = ‚ (х) (7) 

при начальных условиях 

и (0) =, и’ (0) = Фа. (8) 
Возьмем произвольную функцию 1 (0, принадлежащую пере- 

сечению 

К=С (0, со); Hy) ПС® (0, 00); Le (9)). (9) 
Обе части уравнения (7) умножим скалярно (в метрике L, (42) 

на y(t): 

(Se 1H) -Е (Ши (0, 1H) =(0, 10), 
что приводится к виду" 

(0 10) -Н№ (0, nOl=FOr®), чек. (10) 
Выберем произвольный момент времени Т>0 и потребуем, 

чтобы 1 (Т) =0. Проинтегрируем по ¢ обе части тождества (10) 
в промежутке (0, Т). По формуле (5.1) гл. 20 имеем 

(F420, 9 )) = g(a, n(é)) — (4, 29), 

Используя равенства n(1) = =0, и’ (0) =ф., получаем 

_ \ оО ap \ [и (0), ч (0141 — (Фи, 1 (0)) = 
0 

T 

= (F(), n()) dt, neKr. (11) 
0 

Через Ky обозначен класс функций т (1) таких, что NnEK u 
1 (7) = 

1 Значок % у энергетического произведения или нормы здесь и ниже 
опускаем. 
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Будем говорить, что абстрактная функция u(t) есть слабое 
решение смешанной задачи (1), (2), (6), если: 1) ue K; 2) и (0) = 
= Фо; ЭТО равенство следует понимать в том смысле, что 
lim [и (t) —%|=0; 3) u(t) удовлетворяет тождеству (11), в ко- 
>00 

тором т (1) есть произвольная функция класса Кут. 
Легко убедиться, что слабое решение w(t), принадлежащее 

пересечению С“) ([0, со); О (%)) ПС“? ((0, со); О (\)), есть и 
обычное решение смешанной задачи для волнового уравнения, 

$ 3. ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ. 

ЗАДАЧА КОШИ. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ КОНУС 

Ниже в настоящей главе рассматривается волновое уравнение 
простейшего вида 

и —Au=F (x, 2), (1) 
Kak мы выяснили в $ 1, поверхность #=0 для уравнения 

(1) —не характеристическая. Задача Коши для этого уравнения 
ставится следующим образом: при любом x & E,, и любом t>0 
найти решение уравнения (1), удовлетворяющее начальным усло- 
BHAM 

и | = Фе (x), ou io фл (x). (2) 

Важным инструментом исследования и решения задачи Коши 
для волнового уравнения является так называемый характе- 
ристический конус. 

Возьмем некоторую точку (Xo, fo) и рассмотрим поверхность, 
определяемую уравнением 

Ю—Ё=Г, r=|x—Xol. (3) 

Это нижняя полость конуса с вершиной в точке (Xo, fo) и осью, 
параллельной оси #. Нетрудно видеть, что поверхность (3) — ха- 
рактеристическая для волнового уравнения (1). Действительно, 
полагая w(x, Йй =&—Е— г, можем написать уравнение (3) в виде 
w(x, t)=0. Уравнение характеристик для уравнения (1) имеет 
ВИД 

ео ‘ 
до до or Xk—Xke 
|, ni  _ = т Где хь есть В данном случае =. ’ дк» Ro 

k-A координата точки хо; теперь 

В Вену 
Конус (3) называется характеристическим конуеом волновоге 

уравнения. 
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Найдем направление внешней нормали п к характеристичес- 
кому конусу. Она образует острый угол с осью ЁЬ и косинус 
этого угла ноложителен; по известной формуле дифференциаль- 
ной геометрии 

om 
ot | ° 

cos (п, В =— = =e (5) 
(20) У / де \2 

a) + (5. 
В ==] 

Отсюда вытекает еще одно соотношение 
т 

У cos? (п, х,) = 1 — cos? (п, =>. (6) 
k=1 

§ 4. ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ ЗАДАЧИ КОШИ. ОБЛАСТЬ 

ЗАВИСИМОСТИ 

Теорема 21.4.1 Пусть поставлены две задачи ` Коши 

af ди 
sa — Aust (x, t); u| = (x), ео = $ (9; 

a | 3 
“ _Av=g(x, 0); |= (x), 2 = (9. 

Пусть в характеристическом конусе |х— |< % — Ес вершиной 
(Xo, №) совпадают свободные члены: f(x, ==в(х, t), а в шаре 
|х — хо | =&, Который указанный конус вырезает из простран- 
ства = 0, соответственно совпадают начальные функции: Фо (Х) = 

= po (x), Pr (х) = (х). 
Если обе задачи имеют решения, непрерывные вместе со своими 

производными первых двух порядков, то эти решения совпадают 
внутри и на границе конуса |x —X|<ty—t. 

Разность w(x, Г) решений двух задач Коши, о которых 
сказано в условии теоремы, удовлетворяет однородному волно- 
вому уравнению 

026% 

и начальным условиям вида 

| до | 
и |0 =0, a jo = 0, [х — % | = В. (2) 

Ow Значения W |; —o0 H silo вне шара |X — Xo|*<</9 для нас безразличны. 

Рассмотрим область О пространства (хи, Хо, ..., Xm, В, огра- 
ниченную плоскостью #=0 и характеристическим конусом fy — 
—1=|х—хо|. Внутри или на границе этой области возьмем 
произвольную точку (X, 2) и построим новый` характеристический 

конус /—t=|X—x|. Через D обозначим область, ограниченную 
плоскостью Ё=0 и новым конусом. Важно отметить, что 
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область О ограничена в плоскости {=0 шаром |x—X%P <7, 
который составляет часть первоначального шара |х— Xo |, < fj; 
отсюда следует, что в новом шаре верны соотношения (2). 

Обе части уравнения (1) умножим на oo и проинтегрируем УР 1] У at р риру 

по области Б. Приняв во внимание очевидные тождества 

dw dw _ 1 (dw)? добр _ 9 (dw dw) 1 д бы) 
Ot 08 ~=—-2 at \ at ot Ox? — ae; (GE OX, 2 dt (as) 

и применив формулу Остроградского, получим 

dw [02 \ me (oa _ Aw| dxdt = 
D 

> (ar; ‘| cos (и, t)— 
т 

= cos (и, | as 0. (3) 

Здесь через Ш обозначен шар |x И через К — характе- 
ристический конус i—t=|x— Х|, через 4$ — элемент меры 

на границе ШК области D. В силу условий (2) в шаре Ш 
Ow 

выполнены тождества —, ==0 и w==0. Дифференцируя последнее то- 

Ow 
ждество по координате X,, получаем также бк; ==0, 0,k=1,2,...,m. 

В среднем члене двойного равенства (3) интеграл по Ш исчезает, 
И получается. более простое равенство 

ЧУ feos. 9 
K k=1 

—2 у Fa cos п, ni} 45 = 0. 
Е = 

Умножим обе части последнего равенства на постоянную 1/И 2 = 
= с0$ (п, №, которую внесем под знак интеграла. Учитывая 
равенство (3.6), получаем 

т 

2 i COS (1s Xn) — вх, COS (п, 9 dS =0, 
К k=1 

откуда следует, что на конусе К выполняются соотношения 

Ow Ow 
“a COS (п, Xn) — Ze, COS (п, t)=0, k=1, 2,..., т, 

и, следовательно, 
д Ow 

fe cos (п, я) =. с: cos (п, Xn) — у: cos (п, й. 
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Эти равенства означают, что на конусе К вектор gradw парал- 
лелен нормали. 

На конусе К возьмем произвольную образующую [. Очевидно, 

вектор grad w ортогонален к /, В таком случае = a = Пр; grad w =0. 

`Отсюда следует, что & = соп${ вдоль любой образующей конуса К. 
В частности, значение м в вершине (x, Г) совпадает с значе- 
нием W в той точке образующей [, которая лежит в плоскости 
[=0. Но в этой точке & =0 по условиям (2). Отсюда w (x, 7) = 

и так как точка (xX, #) была взята произвольно в D, то w (x, y= = 

=0, (x, )eD. № 
Пусть u(x, В — решение задачи Коши для однородного вол- 

нового уравнения (1) при произвольных начальных: условиях. 
Как это вытекает из теоремы 21.4,1, значение функции и в любой 
точке (Xo, fo) определяется только значениями начальных функ- 
ций в шаре | хХ— ж | < &. 

Областью зависимости для точки (Хо, fo) называется то мно- 
жество точек плоскости {=0, на котором достаточно знать зна- 
чения начальных функций, чтобы определить величину и (Xo, fo). 
Из сказанного выше ясно, что за область зависимости можно 
взять шар |х—хо|=<®ь. В гл. 24 будет показано, что в случае 
нечетного т >| можно область зависимости сузить: в указан- 
ном случае за область зависимости можно принять не указан- 
ный выше шар, а только его границу — сферу |х—х |= bo. 

Если вместо уравнения (1) рассматривать уравнение 

ot — aAu=0, a=const, TO областью зависимости для точки 

(Xo, №) будет шар |х—х|=< а (сфера |х—ж|=а к в случае 
нечетного т >> ]). 

$ 5. ЯВЛЕНИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН 

Из теоремы единственности, доказанной в $ 4 (более опре- 
деленно, из факта существования области зависимости и из харак- 
тера этой области), вытекают некоторые следствия физического 
характера, о которых мы здесь коротко скажем. 

ди 
Рассмотрим однородное волновое уравнение — а?Ли =0, а= 

or? 

—const, при условиях и|-о= G(x), и ‚о = 91 (%), хе Ею. 

Допустим, что начальные функции (x) и @, (x) тождественно 
равны нулю вне некоторой конечной области DCE, (рис. 26); 
внутри этой области начальные функции предполагаются, вообще 
говоря, отличными от нуля. Будем считать, что поставленная 
здесь задача Коши имеет решение. 

Возьмем какую-нибудь точку хо Е Ёт, лежащую вне области D, 
В начальный момент значение и в точке Xp равно нулю, как 
это видно из начальных условий; в этот момент точка хо нахо- 
дится в состоянии покоя. Рассмотрим момент времени fy, доста- 
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точно близкий к начальному, именно, пусть к < 6/а, где 6 — 
кратчайшее от точки хо до границы области О. Область зависи- 
MOCTH: ДЛЯ ТОЧКИ Хо В МОМент времени к —шар радиуса aly 
с центром в X)— не пересекается с областью О. В таком случае 
в области зависимости начальные функции равны нулю; по теореме 
единственности и (хо, fo) =0, и точка х в момент времени fy 
остается в состоянии покоя до тех пор, пока fy < д/а. 

> 

Рис. 26 Рис. 27 

Пусть теперь fy)>>6/a. Область зависимости пересекается 
с областью D (на рис. 27 это пересечение заштриховано). В этой 
области начальные функции отличны от тождественного нуля и, 
вообще говоря, и (хо, №) 52 0. 

Таким образом, момент времени к = 6/a можно рассматривать 
как момент, когда возмущение приходит в точку Xo; до этого 
момента указанная точка находится в состоянии покоя, после — 
в состоянии возмущения. 

Нетрудно ответить и на такой вопрос: дан момент времени fo; 
каковы области покоя и возмущения в этот момент? 

Пусть Г — граница области начального возмущения О. Из 
каждой точки границы Г как из центра опишем сферу радиуса ав. 
Огибающая Г; этих сфер (точнее, геометрическое место точек, 

которые лежат вне D и находятся на расстоянии aly от Г) 
отделяет область покоя от области, точки которой находятся, 
вообще говоря, в состоянии возмущения. Поверхность Г, назы- 

вается передним фронтом волны. 
Волной называется процесс распространения возмущения. Оче- 

видно, возмущение распространяется со скоростью а в направ- 

лении нормали к Г. 
Замечание. Если размерность пространства нечетная, ббльшая еди- 

ницы, то в однородной среде при некоторых условиях наблюдается так назы- 
ваемый задний фронт волны: возмущение в каждой точке исчезает после 
некоторого момента времени. Мы вернемся к этому вопросу в гл. 24. 
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Глава 22 

МЕТОД ФУРЬЕ 

По существу своему метод Фурье есть метод решения сме- 
шанных задач и задачи Коши, основанный на использовании 
спектральных свойств входящего в уравнение эллиптического 
оператора. В классических работах самогб Фурье и его последо- 
вателей метод Фурье был связан с разделением переменных в диф- 
ференциальном уравнении; этот последний прием был применен 
в $ 3 гл. 18. В настоящей главе на основе метода Фурье будет 
дано решение смешанных задач для уравнения теплопроводности 
и волнового уравнения. | 

§ 1. МЕТОД ФУРЬЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ. 

В этом параграфе будет дан способ построения слабого реше- 
ния смешанной задачи теплопроводности; отсюда, как следствие, 
получится доказательство существования и единственности этого 
решения. Понятие слабого решения смешанной задачи было дано 
в 66 гл. 20. Напомним, что слабое решение в данном случае 
есть абстрактная функция OT # класса 

С ([0, со); Le (2)) ПС ((0, 00), Ня) ПС“? ((0, co); [+ (2)), — (а) 
удовлетворяющая соотношению 

О, т) №0, тон =, 10) (1) 
и начальному условию — 

и (0) = 9. (2) 
Здесь 3 — оператор задачи Дирихле (см. $ 1 гл. 17) для конеч- 
ной области Q CE, с кусочно гладкой границей Г; ч (1 — про- 
извольная абстрактная функция от { со значениями в энергети- 
ческом пространстве Hy, ф — элемент пространства L, (2). Наконец, 

f (¢) — абстрактная функция от { со значениями в L, (52); примем, 
что f = С“ ([0, со); Le (Q)). 

Допустим, что решение и (Р =и(х, № задачи (1)—(2) сущест- 
вует. При любом {>00 оно является элементом пространства 
L, (2) и разлагается в ряд по любой полной и ортонормирован- 
ной в L, (62) системе, в частности, по системе собственных эле- 
ментов оператора %. Обозначим эти элементы через и„ = ил (x), 
а. соответствующие им собственные числа — через /„. Обозначая 

(и (1), Un) =Cn (1), (3) 
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имеем 
со 

и (1) = У, Cn (t) Un. (4) 
n=1 

Задача сводится к вычислению коэффициентов с, (t). Для этого 
положим в тождестве (1) ч (1 =и,. Элемент и, не зависит от 7, 
и по формуле (5.1) гл. 20 

du (t d , (EP, we) = ар (и 0), мк) =08 (9. 
По определению (обобщенной) собственной функции (см. фор- 

мулу (3.2) гл. 5) [# (0, ug] = А» (и (0, Up) = №сь (1. Если обозна- 
ЧИТЬ 

( (0), Up) = fp (t), (5) 

то окончательно получим уравнение 

Ch (1) + №ьсь (t) = fe (0. (6) 

Это обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка 
с числовыми функциями: заданной f, (1) и неизвестной. с» (#}. Об- 
щий интеграл этого уравнения 

, . 

сь (t) =e Ay! |<, +- \ ee Fy (т) «= ‚ C,=const. 
0 

Из формул (2) и (3) вытекает начальное условие для уравне- 
ния (6) cy (0) = ($, и»); отсюда С, = (ф, и») и 

Cy (t) = (ф, Up) e E+ fe "1-9 р, (т) а. (7) 
0 

Остается подставить (7) в формулу (4), и мы приходим к следую- 
щему выводу: если смешанная задача теплопроводности (1)—(2) 
имеет обобщенное решение, то оно представляется рядом 

u(x, = У (фие "и, (x) + 
n=1 

со t 

+ Dy Un (x) Jem 8 а. (8) 
n=! 0 

Из формулы (8) вытекает, в частности, единственность 
слабого решения смешанной задачи для уравнения 
теплопроводности. 

$ 2. ОБОСНОВАНИЕ МЕТОДА ФУРЬЕ 

Докажем, что ряд (1.8) действительно дает слабое решение. 
задачи теплопроводности. Доказательство сводится к проверке 
следующих утверждений. 
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a) Ряд (1.8) сходится в метрике L, (52) равномерно по # на лю- 
бом сегменте [0, 7]. | 

Ряд (1.8) — ортогональный в [. (52), и достаточно проверить, 
что равномерно на сегменте [0, Т] сходится ряд из квадратов 
коэффициентов 

co 

2 | ин) т! + |-> 9 F(t) а} < 
0 n= 1 

=2 У (Ф, unten У еле fa (9) anh (1) 
n=] a=1 0 

Абстрактная функция f(t) непрерывна при ¢>0; отсюда сле- 
дует, что на сегменте [0, 7] непрерывна величина |{ (Z) |. 

Теперь нетрудно доказать, что второй ряд справа в (1) схо- 
дится равномерно. Действительно, по неравенству Буняковского 

t 2 t t 
г 1—5) fn (t) ax} < (e7 2A,, (f — T) dt (fr (x) dt= 

0 0 0 

—2nr4 1 1 
1—е п =-=5— \Awa<s-\Aw@a. ©) 

0 0 

Заменив здесь A, наименьшим значением этой величины A,, най- 
дем, что общий член упомянутого выше ряда имеет оценку , | 

1 
The fn (©) dv. Равенство 

p> In (= (t) P (3) 

показывает, что ряд (3) с неотрицательными непрерывными чле- 
нами сходится и имеет непрерывную сумму. По известной теореме 
Дини ряд (3) равномерно сходится на сегменте [0, Т] при любом 
T>0. А тогда равномерно сходится и второй ряд справа в (1). 

Проще устанавливается сходимость первого ряда (1): 

2 (ф, и,)е № = 2 (ф, Up)”, 

co 

а ряд 2 У, (ф, и»)? сходится в силу неравенства Бесселя. 
п=!1 

Из доказанного следует, что сумма ряда (1.8) u(x, t) =u (2) 
принадлежит классу С (0, co); [. (Q)). 

6) Ряд (1.8) сходится в метрике Hy равномерно по # на лю- 

бом сегменте [#, Т|, где О <#<Т<ох. 
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В метрике Hy функции Up (x)/V An ортонормированы; ряд (1.8) 
MO?KHO представить в виде 

и (х, )=3 Vinx 
n=l 

t 

x фо Un) en" + fe (9 рь (т) anh и,(х)/У dn. (4) 

Достаточно, чтобы равномерно сходился ряд из квадратов 
коэффициентов; деним эти последние. Имеем 

у», =r STV, te teVin ( ) 

у ; t 2 

Anch (t) <2(Vane"a' P (ф, tn)? + 2n he e~*n®—9 |, (5) an < 
0 

2 
== 
_ t2e2),, 

(Ф, ин)? + f(t) de; (6) 

мы воспользовались здесь оценкой (2). Ряд с общим членом (6) 
сходится равномерно, и утверждение 6) доказано. Из этого утверж- 
дения следует, что 

u(x, И =и()еЕС((0, 00); Ну). . 

в) Ряд, полученный дифференцированием ряда (1.8) по Ё, схо- 

дится в метрике [+ (8) равномерно по # в любом сегменте [¢, 7], 
re 0<t<T<o. 

После дифференцирования ряда (1.8) no ¢ получаем ряд 
[ee] t . 

У |», (p, Un) en (0—2 Це "Эр (а) ath (x) 
0 n=1 

или, если взять интеграл по частям, 

со 

У, |- А» (ф, Un) et НЕ, (0)е ^"' 
П= | 

+ (eT An ¢—7) fn (т) а из (х). (7) 
0 

Это по-прежнему ряд по полной ортонормированной в Г. (2) си- 
стеме {u,(x)}. Оценим его коэффициенты. По неравенству Коши 
квадрат коэффициента при uw, (x) в ряде (7) не превосходит вели- 
ЧИНЫ 

t 2 

3 (Ane “at? (ф, из)? ЗЕ (0) en? 4.3 | etn р, (9 ir < 

< Zoe (Os tn) + © +1 (рак. (8) 
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Из сделанных нами предположений о функциях Q(x) Hf (x, # 
следует, что ряд с общим членом (8) сходится. В таком случае 

ряд (7) сходится в метрике Г. (2) равномерно на сегменте В ‚ Т]. 
Утверждение в) доказано. Из этого утверждения следует, что 
сумма ряда (1.8) 

u(x, д =u (1) Е С“ ((0, со); Ls (8)). 
г) Сумма ряда (1.8) удовлетворяет начальному условию (1.2). 
Действительно, в силу доказанного в п. а) в этом ряде можно 

почленно переходить к пределу при #—+0, поэтому 

Ни (1) —ф|и, = У, (ф, Un) Un—® =o 
> n=1 

д) Сумма ряда (1.8) удовлетворяет интегральному соотноше- 
нию (1.1). 

Пусть 1 (7) — произвольная абстрактная функция от #, 0<1< 
< со, со значениями в Ну. Обе части ряда (1.8), предварительно 

продифференцированного по $ умножим скалярно (в метрике 

L, (52)) на м (0: 

(Sr п(9) = У < (t) tay п (0). 
п=1 

Заменяя с» (#1) по формуле (1.6), получаем 

(ar. т (0) — у fn (t) (Un, 4 (t)) — У Ann (t) (tn, (t)) = | 

n=1 n=1 

со 

-(3 fn (t) Uns nt) ~~ У ст (1) [и„, n= (Р(@), п(0)) — 
n=l n=1 

-| У Cn (t) Uns "= (И, 1 (0) — м (2), 1]. 
п=1 

Утверждение доказано. 

Замечание. Метод Фурье без всяких изменений переносится на задачи 
вида | 

чи = f(t), и (0) =Ф (9 
где 9 — произвольный положительно определенный оператор с дискретным 
спектром, действующий в некотором гильбертовом пространстве Н, f(t) и 
и (Е) — абстрактные функции, данная и искомая, со значениями в том же 
пространстве. Слабое решение задачи (9) по-прежнему определяется как 
абстрактная функция, удовлетворяющая тождеству (1.1) и начальному условию 
(1.2). Это решение существует, единственно и может быть вычислено по фор- 
муле (1.8). В частности, так могут быть построены (при подходящем выборе прос- 
транства Н) слабые решения, соответствующие краевым условиям (3.4) и (3.5) 
гл. 20, если в этих условиях свободные члены равны нулю. | 

Аналогичное замечание справедливо и тогда, когда речь идет о примене- 
нии метода Фурье к волновому уравнению (см. ниже, $ 6—8). 
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§ 3. О КОРРЕКТНОСТИ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

Решение задачи (1.1) — (1.2) будем рассматривать в области 
От (см. рис. 39), т. е. в области @х[0, Т]. Рассуждения § 1 
без всякого труда видоизменяются для того случая, когда # 
изменяется только на конечном отрезке [0, Т]. При этом доста- 
точно предположить, что {Е С“? ([0, T]; [5 (8)), и можно будет 
доказать, что решение задачи (1.1) — (1.2) в классе C“ ([0, Т]; 
Ну) ПС (0, T]; Le (&2)) существует и единственно. Можно ука- 

зать различные пары пространств, в которых рассматриваемая 
здесь задача корректна. Подробнее остановимся на следующей 
паре. 

За В, примем пространство С ([0, Т]; [5 ($)), в котором 
введем норму следующим образом: 

|1ш|ь = max [м (6) ко. (1) 

За В. примем пространетво пар вида 

D= (9 (x); FE, x)), (2) 
где gel, (9) и {= С ([0, Т]; Le (Q)); норму в новом прос- 
транстве определим формулой 

Фр, +, max [|7 (о НР 1. (3) 

Докажем, что задача (1.1) — (1.2) корректна в паре пространств 
(B,, Bz). О существовании и единственности решения было уже 
сказано, и достаточно будет убедиться в ограниченности опера- 
тора К, который действует из В. в By и переводит элемент MD 
в решение и. 

Обратимся к формуле (1.8). Система {u,} ортонормирована 
в L, (82), поэтому 

со 

(дю = У G Un) е “и -- \ ет }, (п) i] ; 
n=1 

Последний ряд совпадает с рядом (2.1); из оценок, проведенных 
в § 2, сразу вытекает, что сумма этого ряда не превосходит. 
величины 

2 I 9 = 21 elt +5, VIF) В, mate 
Отсюда 

[м (4) |1, ю <2] Plz, (© + тах УР (t) Le (2) =a? | ФВ, 
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, T > 

где a? = max |2, iG) Беря максимум левой части, находим | и | = 
1 

=&а|Ф| и, следовательно, |К [в,- в, <a. 
Смешанная задача для уравнения теплопроводности кор- 

ректна также в следующей паре пространств: В, есть простран- 
ство С“ ([0, Т]; Г. (Q)) с нормой 

[и в, = max |и (1) [1+ ‹%-Р max и’ (|+, ©», 0<t<T O0<1<T fs 

a В» есть пространство пар (2), в котором введена норма 

|e. = 191; + max If Olt max If Ole 
= FS 

Доказательство этого утверждения предоставляем читателю. 

$ 4. О СТАБИЛИЗАЦИИ РЕШЕНИЯ 

Теорема 22.4.1. Пусть %%— положительно определенный onepa- 
тор с дискретным спектром, действующий в гильбертовом прост- 
ранстве H, и пусть в уравнении 

чеНи =, (= С6 (0, co), H), 
свободный член f(t) стремится при Г—со к некоторому пределу 
g так, что 

co 

IfQO-glaeo (Пи ИРОР4 < оо. (2) 
{—> со 

0 

Тогда слабое решение задачи (2.9) стремится в метрике прост- 
ранства Н при t-co к слабому решению задачи 

Зо = д. (3) 

Всюду в настоящем параграфе знаком нормы обозначается 
норма в пространстве H, 

Сохраним условия и обозначения $ 1, 2 настоящей главы. 
Слабое решение задачи (3) дается формулой 

v= У Ke Uni 2r=(g, Un), (4) 

n=0 

которую легко получить так: система {u,/V1,} полна в энерге- 
тическом пространстве Hy оператора %\, поэтому (см. формулу 

(5.11) гл.4)



Далее, решение задачи (2.9) можно представить по формуле 
(1.8) в виде и (И =и! (t)+ ul! (8, где 

ut ()= УФ, шем и, 
n=1 

co t 

ul (= Ум» en tO, (т) de. 
=] 

Имеем " 

|e (4) —o]<|a! (A |+]e" @ —ol : (5) 
далее, | 

од У ее (6, up) = 
п] 

(oe) 

= е-2^Аа У, (Q, Un)* — en 2st | 0) |? 0. 

п=1 
=> со 

Интеграл в выражении иП (1) возьмем по частям. Это приведет 
к формуле 

со 

и"()= У at ем, (0) — \ 
1 0 a= 

Отсюда 

t 

en) р, (т) |. 

со , t 

Jul! (4) —v P= У ‘| (Fn (‘)—gn)—e "fn (0) — \ 
n=1 - 6 

и, по неравенству Коши, 

2 

eo ni) р, (т) i] 

Jat (Q—oP<3 Yar Gal) an? + 
n=1 

со foe) t 2 

+3 Vos’ O+3 У aa en F(t) | ‚ (6) 
n=} n=1 ” \6 

Первые два слагаемых справа в (6) оцениваются так: 
co 

Da a 
n=l 

— a) = Х ne =a Раб 
n=! 

> еб! (0) <е и yf) = et (0) P xg. {со 

Оценим третье слагаемое в (6). Выберем число { так, чтобы 

If (2) Rare 2, rye = — произвольно заданное положительное 

(
C
o
 

~ 
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число. По неравенствам Коши и Буняковского, 

t t 2 
| en (t-T) fn (т) dt)? = 9 en (#—т) fn (t) | + 

0 0 

| 1 2) on (t —?2) ip hat t , 

a(\ nF (п) dryr< ' Vi = (a) do 
t 

—22, (1-8 = , 

< 

=
 

м © ат. 
гм 1—1) | | 

< т ‚ (<) ат + м 

<
!
 

8 

Отсюда вытекает оценка для третьей суммы в (6): 

со © 

та \ a (т) dt= 

0 n t 

po 2M a 
fore) 

n=0 

en 2мМ (¢— 

Ai / 

| 

о
е
 

If MP attay РОВ < 
t 

9 ’ & ee Oe 
0 

Остается выбрать & столь большим, чтобы при {= выпол- 
нялось неравенство | 

— 27. (—) © 
Ара, 

0 

тогда |шИ—о|<< в, где через иП! обозначена третья сумма 
в выражении (6). № 

$ 5. О СУЩЕСТВОВАНИИ КЛАССИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ 

После того как в довольно широких условиях доказано суще- 
ствование слабого решения смещанной задачи теплопроводности, 
уместно поставить такой вопрос: какие ограничения достаточно 
наложить на данные, чтобы решение было «классическим»; под 
этим мы понимаем, что решение непрерывно в QU BU Q.u имеет 
в О непрерывную первую производную по Ёи непрерывные 
вторые производные по координатам. 

Решение этого вопроса дадим для простейшего случая, когда 
т=1, область ® есть интервал (0, 1) оси Ох, и уравнение тепло- 
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проводности имеет вид 

ди _ ди 
др oa = 0. (1) 

Начальное и краевое условия принимают форму 

u(x, 0) =ф (х), О=х=—1, (2) и (0, д=и(1, t)=0; (3) 

решение определено в полуполосе 0 <х< 1, #>0. 
Если решение u(x, ¢) непрерывно в полуполосе 0=х=1, 

[—0, то прежде всего необходимо, чтобы ф (x) была непрерывной. 
Далее, в точках х=0, t=0 и х=1, 2=0 можно вычислить зна- 
чения u(x, #), исходя как из начального’ условия, так и их Kpae- 
вых условий (3), и оба способа должны приводить к одному и 
тому же результату. Отсюда следует, что функция ф (x) необхо- 
димо должна удовлетворять условиям согласования 

ф (0) =ф (1) =0. (4) 
Теперь можно сформулировать ответ на вопрос, поставленный 

выше: слабое решение задачи (1) — (3) будет и классическим, если 
начальная функция ф (x) абсолютно непрерывна на сегменте [0, 1], 
ее производная ф’е= [. (0, 1) и удовлетворяются условия согла- 
сования (4). Докажем это. 

и 
В данном случае оператор % действует по формуле Au = — RE 

и определен на функциях класса C®) (0, 1), которые обращаются 
в нуль при х=0 и х=1. Формулы (9.3) и (9.4а) гл. 5 дают 
собственные числа и собственные функции оператора % 

№" = а2л?, ил (х) =У 2 sinnnx. 

По формуле (1.8) находим 
fee) 

и (х, t) — У, | sin AMX, (5) 

n=1 

где для краткости обозначено 

1 

b, =2\ 9 (x) sinnax dx. (6) 
0 

Докажем вначале, что при O<x<l, #—0, ряд (5) сходится 
равномерно. Для ‘этого возьмем интеграл (6) по частям; учитывая 

условия (4), получим b,=—, где 

р 1 

В = \ ф’ (x) cos плх ах 
0 

есть 1-й коэффициент Фурье функции +9’ (x) при: ee разло- 

_ 9 
жении по ортонормированной системе {/2cosnax}. Ряд УВ 

=1 
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l [oo 
сходится, а тогда в силу неравенства 16» |= 5 Bat == | СХОДИТСЯ 

со 

и ряд »|6,„|. Последний рядр— мажорантный для ряда (5), 
п=1 

который поэтому сходится абсолютно и равномерно; члены ряда (5) 
непрерывны, и его сумма также непрерывна при 0 = х= 1, #>0. 

Докажем теперь, что функция и (x, 1) — сумма ряда (5) — имеет 
при #>0 производные всех порядков по хи по Ё. Для этого 
достаточно доказать, что после дифференцирования ряда (5) по x 
и ¢ любое число раз получается ряд, сходящийся равномерно 

при О—=х=— 1, Е, где — произвольная положительная постоян- 
ная. Продифференцировав ряд (5) р раз по хи араз по &, полу- 
чим ряд 

со 

(— 1)? У NP+29 gp P+29H е-п? лм gin (плх р >). (7) 

n=1 

Коэффициенты Фурье b,, очевидно, ограничены, и ряд (7) мажо- 
рируется рядом 

со 

С У, п25е-"", C= const, 2s==p+2q, s=const. 
n=1 

Далее, 

25 рп? ns (2s +2)! 
nee <= tnt... + __ 2542 — (2)25*? (лая 

"Г (89) 
’ 

со 

и можно построить более сильный мажорантный ряд С: У 
n=] 

n2? 

С: = const, который, очевидно, сходится. № 
Как видно Из хода. доказательства, существование бесконеч- 

ного числа производных при #>0 можно установить, предпо- 
лагая лишь, что феЕГД (0, 1); дополнительные допущения о функ- 
ции P(x) понадобились только для доказательства непрерывности 
решения при #=0. 

$ 6. СЛУЧАЙ НЕСАМОСОПРЯЖЕННОЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ЧАСТИ 

Пусть уравнение lm имеет вид 

0 д a ae (4 in (2) Ser) + Be (GE +C (x) w= (x, t), (1) 

В области 9 = @ Хх (0 со) поставим для уравнения (1) смешанную 
задачу при краевом условии 

и в=0, B=d[2 x (0, <о)] (2) 

и начальном условии 

и |0 = @ (x). (3) 
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Будем считать, что Aj, =C')(Q), а В, и С ограничены и изме- 
римы в ©. Пусть еще f =C™ ([0, оо); Г.» (9)). Как и выше, 
обозначим через 3[ оператор 

д ди 
ии = — „(Ав se) Ц lag=0 

И ПОЛОЖИМ 

Ku = B, Fag + би, и ве =0. 

Рассматривая и у t) u f (x, 1) как абстрактные функции OT ¢, можно 
задаче (1) — (3) придать вид 

“4 4%u+Ku=f—(), идее. - (4) 
Умножив это скалярно на произвольную абстрактную функцию 
1 (2) со значениями в Ну, получим тождество 

(a п) + м, my + (Ки, п) = (, 0), (5) 
Функцию u(t), удовлетворяющую тождеству (5) и начальному 
условию (3), будем называть слабым решением задачи (1) — (3). 
По-прежнему будем считать, что слабое решение есть абстрактная 
функция от 2, принадлежащая классу (+) § 1. 

Как ив $6 гл. 18, обозначим через @ оператор, сопоста- 
вляющий функции f = Г. (0) слабое решение up задачи Уи = |. 
Используя формулу (6.4) гл. 18, приведем тождество (5) к виду 

(“+ ’ п + [u, 1] + [Vu, Noy = (f, 1), (6) 

где V=GK. (Это произведение обозначено здесь буквой V вместо 
буквы Т, которая в настоящем параграфе играет другую роль. 
Напомним (см. § 6 гл. 18), что У — оператор, вполне непрерыв- 
ный в Ну). 

Если слабое решение задачи существует, то при любом фик- 
сированном ¢ оно есть элемент каждого из пространств Le (Q) и 
Ну. Сохраняя обозначения A, HU, для собственных чисел и соб- 

ственных функций оператора \, имеем разложение 
со 

и (1) = У Cy (1) Up, Cp (1) = (и (1), Ue), (7) 
k=1 

сходящееся как в метрике Le (Q), Tak и в метрике H,. Подставив 

это разложение в тождество (6) и положив в нем |= и», получим 
бесконечную систему для коэффициентов ряда (7) 

са (№, + DY [Vitus Mala ce 1,0; fn =F Os из). 
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Используя начальное условие, находим отсюда 

{ Ld со 
— ы —T 

Cy (И + le" Dd) [Veg ина с (9) dt = 
0 k= 

1 
= (Ф, ил) ont ++ У 1—7), (©) dt; (8) 

0 

n=1, 2, 3,.... 

Введем в рассмотрение банахово пространство <, элементы 
которого суть последовательности z= {z, (¢)} числовых функций, 
для которых 

со 1/2 

sup | У! zn и < 00} (9) 
От 

за норму элемента 2 = < примем левую часть неравенства (9). 
Легко убедиться, что последовательность правых частей беско- 
нечной системы (8) есть элемент пространства <; докажем, что 
последовательность иекомых {C, (#)}, если она. существует, при- 
надлежит тому же пространству. Действительно, слабое решение 
и=С ([0, co); Г. ()) и потому величина |и (1) |+, (a) есть непре- 
рывная функция от ¢ на сегменте [0, Т]. В таком случае она 
ограничена: 

. “( @ 1/2 

sup [и (¢) |z.(a) = _ sup [5 Ch и < со 
<t<T O<1<T lpm 

и утверждение доказано. 
Последовательность правых частей системы .(8) обозначим 

через g={g,(t)}, а последовательность {си (#)} — через с. В про- 
странстве с введем два оператора. Один из них, порождаемый 
матрицей [Уч,, и, обозначим через W, другой, который обо- 

значим через Р, определяется формулой 

t 

(Р2)„={е ^ —” 2, (5) dt. 
0 

Оба эти оператора ограничены в <: для Р это очевидно, a огра- 
ниченность W легко вытекает из того факта, что оператор У 
вполне непрерывен и, следовательно, ограничен в Ну. Очевидно 

также, что операторы Р и W коммутируют: РУ = WP. 
Систему (8) можно записать в виде 

c=PWe+g. (10) 

Докажем, что уравнение (10) имеет в с одно и только одно 
решение. Доказательство основано на следующей лемме, по суще- 
ству вытекающей из вольтерровского характера оператора Р 
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Лемма 22.6.1. Ряд 

со 

У! (Pw)s (11) 
$ =0 

сходится по норме пространства «8. 
Операторы Р и W коммутируют, поэтому (РУ); = РУ: и 

| (Pw) els Ps|.| W|s-| zl. Найдем выражение PS. Имеем 

(Pz) =| 6%" (P2,) (0) do — 
0 

t т 

= \ en @—°) \ evn (F—D 2 (т) д} do = 
0 0 

t t ; 

вр доке 2, (de, 
0 0 0 

по индукции легко найдем 
1 

(Р*2)„ = т фе ое "ТТ Zn (т) de. (12) 
0 

Для дальнейшего окажется достаточной следующая грубая 
оценка. По.определению нормы в © имеем 

\PeP= sup DPOF, 
<f< 

из формулы (12) получаем 
Т \2 T 

T2s—2 [25-1 о 

(Oa OFS TEP | 2a) ar 6-е } 0 ae 
0 

отсюда 

Т © 
$ [25-1 о Т25 

у [(Р2) (= т \ > 2h (0) dea |i. 
Bean точную верхнюю границу левой части, находим оценку 

нормы оператора Р5: 

IP |< (13) 

Отсюда вытекает, что ряд (11) мажорируется по норме сходя- 

Ts || ИР 
($—1)! ° 

$=] 

Нетрудно проверить, что ряд 

c= a (РУ) g (14) 

щимся числовым рядом у 
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дает решение уравнения (10). Это решение единственное: если 

c) wc) — два решения уравнения (10), то разность c= (0) — с) 
удовлетворяет уравнению с=Р\с. Отсюда с= (РУ)? с=... = 

= (РУ)}зс, где $— любое натуральное число. Теперь 

15|) РЗ TF lel 0 
и, значит, C=O, или cl = с. 

Итак, решив уравнение (10), находим единственную последо- 
вательность коэффициентов с, и формула (7) показывает, что 
слабое решение задачи (1) — (3) единственно. С другой стороны, 
рассуждая, как в $ 2, убеждаемся, что функция, определяемая 
рядом (7), в котором коэффициенты с» (Г) найдены из уравне- 
ния (10), является слабым решением задачи (1) — (3). Нетрудно 
также доказать, что эта задача корректна в парах пространств, 
построенных в § 3. № 

$ 7. МЕТОД ФУРЬЕ ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 

Слабое ‘решение u(x, 1) =и (1 смешанной задачи для волно- 
вого уравнения (см. § 2 гл. 21) есть абстрактная функция от & 
принадлежащая классу К (формула (2.9) гл. 21) и удовлетво- 
ряющая тождеству 

_ (400, dn) ay 4 [uw (), n@]at— (9, п(0)] = 
0 

T 

=| (), n())dt, neKr, (1) 
и начальному условию 

и (0) = фо. (2) 
Здесь ф, = Ня, Ф, EL (9). Примем, что f(t) =f (x, 0 — абстракт- 

ная функция класса С ([0, oo); Г» (52)). Условие (2) понимается 
в смысле предельного перехода в энергетической метрике: 
lim | u(t) —@o|=9. 

" Допустим, что решение u(t) задачи (1)—(2) существует. Раз- 
ложим его в метрике L, (52) в ряд по системе собственных эле- 
ментов оператора YI 

со 

u(t) = У, Cn (1) Un, Cn (1) = (и (1), Un). (3) 
n=] 

Этот же ряд; записанный в виде и (t)= у УЛ, Cn (1) Ve ‚ дает 

n=] 

разложение решения w(t) в метрике Ну по полной ортонорми- 
. о u 

рованной системе Vie 
п 
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В тождестве. (1) положим 1 (t)=(T—?t)u,. Вспомнив, что 
[и (t), Un] = № (и (1), Un) = AnCn (№, получим уравнение для неизвест- 
ного коэффициента с„ (1) 

T T 

(c(t) dtE—T (91, tn) + An) (T—2) с, (f) dt = 
0 0 

T 

=\(T—2)falt) dt, (4 
где 

fn (9 = (7 @), un). 
м Уравнение (4) продифференцируем по Т и заменим обозначе- 

ния Ги Г соответственно на Г ит: 

Сп (1) — (Pi Un) +An Cy (t) dt = к- |, (т) dt. (6) 

Уравнение (6) показывает, что существует. вторая производ- 
ная с» (1). Дифференцируя, видим, что с» (1) удовлетворяет обык- 
новенному дифференциальному уравнению второго порядка 
с постоянными коэффициентами 

(ОЕ (0; (7) 
начальные условия для этого уравнения получаем из соотноше- 

ний (2), (3) и (6) 

Cn (0) = (Фо, Un), Са (0) = (фл, Un). (8) 
Решение задачи имеет вид 

с» (t) = (Фо, Un) COS Vint + Sie Или 

1 

Ту 3 

ти (¢—*) fa(t) ds. (9) 
0 

Отсюда 
со 

u(x, д = У |. Un) с0$ У An t+ (Ou tn Ae sin Van t+ 
n=] 

-- = sinV An (1—7) fr @) rf Un(x). (10) 
no 

Таким образом, если слабое решение смешанной задачи для 
волнового уравнения существует, то оно необходимо имеет 
вид (10). Как и для уравнения теплопроводности, отсюда выте- 
кает единственность слабого решения. 

Формула (10) несколько громоздка, поэтому ее обоснование 
проведем следующим образом. 
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Пусть функции о(х, Й и w(x, 1) суть слабые решения сле- 
дующих задач: однородного волнового уравнения с неоднород- 
ными начальными условиями 

о 
du e+ Мо =0, оо Go FI. о— Pa (11) 

и неоднородного волнового уравнения с однородными начальными 
условиями 

Fle —0. (12) ety = f(t), Wlo=9, = 

Тогда, очевидно, u=v-+w. Из общей формулы (10) вытекают 
следующие формулы для д и ш: 

со 

v(x, | = У {(9o Un) COS Vint +S ie sin И, th и (x), (13) 
n=! 

w(x, t= У ee | sin 7% ([ —т) fn (©) dt. (14) 

В последующих двух параграфах проведем обоснование метода 
Фурье отдельно для каждой из задач (11) и (12). 

$ 8. ОБОСНОВАНИЕ МЕТОДА ДЛЯ ОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ 

Как и для случая уравнения теплопроводности ($ 2), обосно- 
вание метода Фурье сводится к проверке нескольких утверждений. 

а) Ряд (7.13) сходится в метрике Hy равномерно по # на всей 

оси. 
‚Запишем ряд (7.13) в виде 

u(x, #) = > {Vin (Por Un) COS V Ant + 

+(@1, и) т У А» 1} 92) — 

=) [< 7a |с05 У» (9 + (> ми) Sit V Fn ase (1) 
n=! 

Последний ряд есть ряд по системе функций фе ортонорми- 
п 

рованной в метрике Ну, и достаточно доказать, что равномерно 

по { сходится ряд из квадратов коэффициентов 
со: 

>. 

У [eo “a cos V An t+ (Фи, ип) sin Vint . (2) 

n=] 
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© 

2 
Сумма этого ряда не превосходит величины 2 У [о у +. 

n=]| п 

+2», (ф1, И„)?.. По неравенству Бесселя оба ряда сходятся. 
n=1 

В то же время их члены не зависят от ¢, По теореме Вейерш- 
трасса, ряд (2) сходится равномерно. 

Ряд (7.13) сходится равномерно по ¢ и в метрике L, ($2) — это 
сразу вытекает из неравенства положительной определенности 
(неравенство (3.5) гл. 4). 

Из утверждения настоящего пункта вытекает также, что 

u(x, t)=u(t)=C (0, со), Ну). 

6) Ряд, полученный дифференцированием ряда (4.13) по # 

У |{-- ИЛ: (Por Un) SinV Ant + (фь Un) COS V мВ Up (x) = 
n=] 

= {- [о узи Tn t+ (1s Un) COSV Intl ин (x), (8) 
n=] п 

сходится равномерно по Ё в метрике Ly (2). 
Достаточно написать неравенство 

{- [о 7 |sin V ant + (фи, Un) COS Им Ve 

| <2 oo, 7] +2 (в, Un)*, 

а затем, как и в п. a), сослаться Ha неравенство Бесселя и тео- 
рему Вейерштрасса. 

Из доказанного в п. a) и 6) вытекает, что U(x, = (= 
= С“) ([0, со); Г. (®)), и, следовательно, v(t) = К. 

в) Сумма ряда (4.13) удовлетворяет начальным условиям (4.11). 
Действительно, в силу доказанного в п. а) в ряде (1) можно 
почленно перейти к пределу (в метрике Hy) при #—> 0; отсюда 

у [m7 valve %|7 
do (9 

Далее по доказанному в п. 6) сумма ряда (3) равна dt? 
в этом ряде также можно почленно переходить к пределу при 
Ё— 0: 

=0. Нт [9 (t) — Фо | = 
t—0 

И 

т [22 ae —0. 
1—0 

— Ф! - 5 2 (фл, Un) Un— QP 
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г) Сумма ряда (4.13) удовлетворяет тождеству 

- (20, z TO) at + [2 (0, п(014# — (в, п (0)) =0, 
0 

Уч = Кг, (4) 

которое получается из тождества (4.1) при f=0. 
Обозначим для краткости через *›„ (#1) коэффициенты ряда (4.13) 

Vn (2) — (Po, Un). cos V Ant+ и sin V Ant, 

тогда v(x, )=9() = ») 1» (И Un. Коэффициенты y, (1) удовлетво- 
п =] 

ряют дифференциальному уравнению (4.7), в котором следует 
положить fp (# ==0: 

т (t) -Н Алу» (t) =0. (5) 

Далее, — (FF ah) dt = — y ( (t) (un a) dt, Почленное ИН- 

n=1 0 

тегрирование допустимо, потому что ряд (3) сходится равномерно 
по ¢, Интегрируя по частям, получаем 

Т 

_ \ 2 (м, S42) dt x te, neat 

— Vn (1) (up, 1 (t)) | =? 

T 

= Yn (1) (Uns п (1) ЧЕ- (фл, Un) (Un, 0 (0)); 

отсюда 

_ | (220, 0.0) ay — 
dt’ dt 

co T со 

=>} \ vA (t) (tn, т (0) dt+ 2, (Ф, Un) (Un, 1 (0)). 
n= —
 

Но по равенству Парсеваля У, (фл, Un) (Un, 1. (0)) = (фи, 1 (0)), и, 
п=1 

следовательно, 

T co T 

—V (SP, 2) a= У по. паче; © 
0 n ©
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далее 

Т 
оо т 

n=1 
со Т 

=> }^ nn (t) (и (t)) dt. (7) 

Если теперь сложить равенства (6) и (7) и воспользоваться 
‘уравнением (5), то получится тождество (4). 

$ 9. ОБОСНОВАНИЕ МЕТОДА ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ НАЧАЛЬНЫХ 

УСЛОВИЙ 

Докажем теперь, что‘сумма ряда (7.14) есть слабое решение 
задачи (7.12). С этой целью `докажем, что для ряда (7.14) 
справедливы все утверждения а)—г) предыдущего параграфа 
с той, однако, разницей, что равномерная сходимость имеет место 

не на всей оси 2, а -только на любом сегменте вида [0, i], t= 
= const > 0. 

Доказательство утверждения а) сводится к проверке Toro, 
что ряд 

` XN 

у { sin ИЯ, (¢—1) fn (1) anh (1) 

сходится равномерно на сегменте [0, #]. По неравенству Буня- 
ковского 

| зтИ А, (t —7) fr a) a <\\ | Fn (2) | at =} У: (т) dt. (2) 
0 0 0 

В силу равенства Парсеваля 

зв® =|F @) (3) 
n=l 

Ряд (3) с непрерывными неотрицательными членами сходится 
к непрерывной функции. По теореме Дини ряд (3) сходится 
равномерно. Но тогда и проинтегрированный ряд сходится рав- 
номерно. Мз неравенства (2) следует теперь, что ряд (1) также 
сходится равномерно. 

Из доказанного следует, что ряд (7.14) равномерно на er 

менте [0, #] сходится в метрике Ly (©), а также, что w(x, 0) = 
Перейдем к утверждению 6). Формально Но. 

вав ряд (4.14) по &, получим новый ряд 

со 

У ten (2) [со ИЖ (1, (9 dv 
0 n=1 
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Мы докажем равномерную сходимость этого ряда в метрике Г» (62), 

если установим, что ряд у | cos УХ, ( (¢ —t) fn (<) dt? сходится 
n=1 

равномерно на сегменте [0, #. Ho это доказывается Так же, как 
в п. а). Теперь ясно, что. 

а = У Un (x) {cos УЛ. (Зв @щи ao = (Q, 
t=0 

n=1 0 

Утверждения п. в) были доказаны попутно. 
Обратимся к п. г). Докажем, что w(x, #) удовлетворяет тож- 

деству (4.1), которое в данном случае принимает вид 

Т . 

_ (SO, AVP) at+ \ [w (0), п (| dt= 

T 

=l 90, 1(2)4, neKr. (4) 
Очевидно 

(а, $4) a 
0 2

—
2
 (uy, 210), 

x ( cos ИЛ, &—% fr (<) ax} dt 

Внешний интеграл возьмем по частям 
Г t \ 

(Un a У\ cos Vin (#— т) fin (1) al dt = 
0 ° 

=T 

=: (un n (t)) \ cos | an (¢ — T) Fn ($) er] — 
t=0 

Г. t 

—{ (un, 1) ie () {Ум sin Vin (t—1) fa (0) ax| dt. 
0 

Внеинтегральный член исчезнет, потому что 1 (Т) =0. Приняв” 
во внимание равенства 

у fa) tn=F и УЖ мы п) = шы п 
находим, что 

(SO, AO) at —— -\ (F(), п(0) 4+ Ко (0, п (01а, 

и соотношение (4) доказано. 
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В заключение отметим, что корректность смешанной задачи 
для волнового уравнения исследуется по той же схеме, что и 
для уравнения теплопроводности. Формулировку и доказатель- 
ство соответствующих предложений предоставляем читателю. 

$ 10. УРАВНЕНИЕ КОЛЕБАНИЙ СТРУНЫ. УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ 

КЛАССИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ 

Вопрос о том, при каких условиях слабое решение смешан- 
ной задачи для волнового уравнения будет одновременно и 
классическим, исследуем только для простейшего уравнения 
струны 1. | 

д?и ди 

Будем решать это уравнение при краевых условиях 

и (0, d=u(l, =0 (2) 

и начальных 

и = $ (9), S| = $1 (9. (3) 
В данном случае A,=n?n?, ил (x) = И2$пилх; по общей 

формуле (4.13) обобщенное ‘решение имеет вид 

u(x, t)= у (a, cos not +22 sin пл! } sin NX, (4) 
n=l 

где 

Gn = 2\ Фо (х) sin илх dx, 6, =2\ ф, (x) sin nox dx. (5) 
0 0 

Решение (4) назовем классическим, если при O<x<l, f>0 
оно непрерывно вместе со своими производными первых двух 
порядков. Это будет иметь место, если ряд (4) и ряды, полу- 
ченные из него одно- или двукратным дифференцированием, будут 
сходиться равномерно. 

Докажем, что названные ряды действительно сходятся рав- 
номерно, если выполнены следующие условия: 1) функции Pp) (x), 

k=0, 1, 2; p(x), Е=0, 1, абсолютно непрерывны на сегменте 

[0, 11; 
2) Qo Ely (0, 1), фт’ = Ly, (0, 1); 

3) выполнены условия согласования 

Фо (0) = Фо (1) =0, ф, (0) = G1 (1) =0, Go (0) = $ (1) =0. (6) 
Заметим, что условия согласования необходимы для того, 

чтобы решение (4) было классическим. Первые два условия (6) 

1 По поводу общего случая см. [18]. 
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вытекают из непрерывности функции u(x, ft) в точках х=0, 
[=0 и х=1, [=0; вторые два условия (6) — из непрерывности 

u 
в тех же точках производной —-. Третью пару можно получить 

0? uw. 
так. Полагая в уравнении (1) f=0, получим 58 | ‚— (x) =0. 

ди ди 
Дифференцируя тождества (2), получим =. о = ЭВ let 

Полагая здесь #=0, а в предшествующем соотношении х=0 и 
х=1, получим третью часть условий (6). Коль скоро условия 
1) —3) сформулированы, дальнейшее получается просто. Инте- 

| 
И 2 

‘грированием по частям легко получаем = — ил \ 9 (x) х 
0 

1 

Хх с0$ плх ах, b,= = \ фа’ (x) зп илх ах. Обозначим 

1 
2 2 ” . 

On = — 5 \ Фо” (x) cos плх dx, Bn =— TF фи (x) sin плх dx, aa 

_ Gn b.= Вил В | тогда а, =- 3, ba =—G-. Величины о и В, суть коэффициенты 

ТА 

Фурье функций — > Po (x) H— ls, 
—- $! (x), принадлежащих про- 

странству [» (0, 1). Отсюда следует, что ряды. >) On, У В» схо- 
n=l n=1 

дятся. Формула (4) принимает вид 

< 1 
u(x, j= У Tr (a, cos nat +6, sin nat) sin nx, (7) 

n=l 

Мажорантами для ряда (7) и для рядов его первых и вторых 
производных служат ряды 

Ч lonl+lBrl  Q о|-В|и WO Lee |tl Br | 
У ие, СУ, п? ‚ су ee 
n=! f= | п =1 

С’, C"=const, 

которые все сходятся. Отсюда следует, что сумма ряда (4) — 
функция u(x, И — непрерывна вместе со своими первыми и вто- 
рыми производными, что и требовалось доказать.



Глава 23 

‚ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

$ 1. ФОРМУЛА ПУАССОНА 

Рассмотрим неоднородное уравнение теплопроводности 

Lu = Au=f (x, t) (1) 

при начальном условии 

и |0 = (Хх). (2) 

Для простоты допустим, что функции f (x, В и M(x) непрерывны 
и ограничены и будем искать решение задачи Коши (1) — (2), 
также ограниченное. Введем в рассмотрение функцию v(x —y, 
[ —т), определенную формулой (6.8) гл. 10: 

пе = 
v(x—y, t—t) = (2Vn(t—7))” ° » Ft, 

0 t<t; r=|x—y|. 

Напомним, что при 25-1, х=2у функция о удовлетворяет урав- 
ду до 
5; — Aw =0, — 3 — Ayo = 0. 

Будем считать, что х — произвольная точка пространства Ем, 
а {— произвольное положительное число. Пусть и (у, т) — функ- 

ция класса С, 1 (£,,x[0, со)) (060- 

нениям 

AT значение см. § 2 гл. 20). Примем 
еще, что ци ди/дх;, | =1, 2,..., т, 

=. ограничены. К функциям и и о при- 
_ hae меним формулу Грина (6.12) гл. 9. 

éN Gt-0 В соответствии с обозначениями, 
Gry принятыми в начале настоящего раз- 

дела, в упомянутой формуле сле- 
д) в” дует заменить т на т--1; кроме 

того, будем писать у вместо х ит 
7-0 вместо хил. Область интегрирова- 

at ния выберем следующим образом. 
€ ; We | В плоскости-т=0 построим wap Шь 
— ‚радиуса Ю с центром в начале ко- 

ординат. Зафиксируем точку хе E,, 
и выберем R столь большим, что- 

Рис. 28 бы хеЕШЬь. Далее построим ци- 
линдрическую поверхность, образую- 

щие которой параллельны оси #, а направляющей служит сфера 
$р =ОШь. Пересечем эту поверхность плоскостью т=#— а, где 
числа { и & связаны неравенствами О<# <, а в остальном 
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произвольны. Шар, вырезанный из этой плоскости упомянутой 

выше цилиндрической поверхностью, обозначим через Ш®. 
Область О®, границей которой служит объединение Lp |} BY U 

I (рис. 28), примем за область интегрирования в формуле 
Грина. Приняв во внимание, что Мо =0, получаем соотношение 

| v(x—y, t—1) Luly, t)dydt= 
Ql?) 

=— | o(x—y, u(y, 0)dy+ | v(e—y, e)u(y, t—e) dy— 
Шр ш@) 

ди Ov _ жж Эн cos (у, ув) а5в ат. (3) 
В; 

Заметим, что во втором интеграле справа можно писать Шю 
вместо Ш®. 

Пусть г—0. Предельный переход в интегралах по О® и В® 
очевиден, и надо исследовать только предел интеграла. 

\ о (х— у, 2) и (у, t—e)dy= 

Ша 

— эт — \ uy, 9 dy = 2” (ле) utp 

ИВ —% 
т (ле)т/2 \ и (у, t—e)e dy + 

r<ife 

+—— \ uly, t—ee dy, (4 gm (ле)"/?2 у, — ee у. ( ) 

ma\ (<) 
Второе слагаемое стремится к нулю вместе с г. Действительно, 
так как функция и (у, т) ограничена, то указанное слагаемое 
не превосходит произведения некоторой постоянной на величину 

1 — — 
Г? r? 

—1 1 
е % ау РР \ е 424. 

от; т/2 | 

Шв\ (r</e) г>уе 

В последнем интеграле сделаем замену 

у=х-+2Уе:; (5) 
величина справа принимает вид \ е-!21 dz: это выраже- 

[21>1/2 УЕ 

ние стремится к нулю при =—0, потому что сходится интеграл 

| e7l2F dz. ° | 
Em 
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Остается найти предел первого интеграла в (4) справа. Пере- 
пишем его в виде 

u(x, 2) -> 
9т (пё)т/2 \ _ dy + 

г<Уе 

1 _” 
Ч сия" \ М, team, Ne Fay. © 

г<уе 

Найдем предел первого слагаемого в (6), для чего сделаем опять 
замену (5). Это приведет упомянутое слагаемое к виду 

и (%, t) — 2 и (х, t) - 
— пе е—121 45 aa e— 12 42. 

12| <1/2Уе Ет 

Последний интеграл равен 

д 

| т -+too 

\ e-lzPdz=[] \ eo 7k dz,=mn™/2, (7) 
Em k=1—co 

и предел первого слагаемого в (6) равен u(x, ¢). Второе сла- 
гаемое в (6) стремится к нулю при =—-0. Действительно, как 
бы ни было мало число тп>0, можно найти такое г >> 0, что 
при exe и r<ye будет |и(у, t—e)—wu(x, |< 1. Теперь 
второе слагаемое в (6) имеет оценку 

1 461, __ — 

ив \ е "я \ Pde 
r<it/e 121< (2/fe)—! 

<— | e-lePdz=n, 
E 

лт/2 

т 

и утверждение доказано. Окончательно, 

lim \ v(x—y, в) и (у, t—e) dy=u (x, 0, 
= R 

и из соотношения (3) в результате предельного перехода следует 
равенство 

u(x, = o(x—y, t—1) 14 (у, t) dydt+ 
Ч: 

+ | uy, 0) o(x—y, д dy+ 
llR 

0 д + \ (о ди: — и sn) cos (у, Yx)dSpdt, (8) 
t 

где 9, = Up x (0, t), В: =ОШь x (0, 2). 

Отметим частный случай. Пусть функция u(x, # финитна; 
изменив, в случае надобности, начало отсчета времени, можно. 
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считать, что носитель функции и лежит в нолупространстве #>> 
>0. Радиус R возьмем столь большим, чтобы проекция зирри 
на плоскость #=0 лежала внутри шара Ip. Тогда в форуле (8) 
интегралы по Шь и В, исчезнут. Далее, вне Q; либо и ==0 (при 

lyj>R и при т<0), либо о=0 (при >10. Интегрирование 
по ©, можно заменить интегрированием по всему пространству Вал, 
и мы приходим. к формуле 

и (x, |) = \ о (х— у, Е —т) Luly, т) dy dt, (9) 

m+1 

которая показывает, что функция v(x—y, t—t) действительно 

есть сингулярное решение оператора —&— А (см. $6 гл. 10). 

Откажемся теперь от предположения о финитности функции и. 
Полагая Ю ->со, легко докажем, что в формуле (8) интеграл 
по В, стремится к нулю; интеграл по Шь стремится, очевидно, 
к аналогичному интегралу по пространству Еш, а интеграл 
по Q;—K интегралу по слою Ey, X (0, {). В результате получаем 

формулу 
1 И: ee | и (x, 1) СУ” \ Gaye? Lu (у, t) dy dt +- 

teva J4U De Hay. (10) 
Em 

Вернемся к задаче (1)—(2) и допустим, что она имеет решение 
u(x, t) ЕСС. 1 (Ещх [0, co)). Применяя к этой функции фор- 
мулу (10), находим, что решение задачи Коши для уравнения 
теплопроводности необходимо имеет вид 

1 __.. 
e 4 (t— Tt) Хх 

= Буду} атом 

x f(y, т) dy dt ВУ je # ф (и) ау. (11) 

Em 

Формула (11) называется формулой Пуассона. Отметим ee част- 
ный случай, соответствующий случаю однородного уравнения 
теплопроводности (f (x, Г) =0): 

ие, рут fe OW) ay. (12) 
Em 

$ 2. ДРУГОЙ ВЫВОД ФОРМУЛЫ NYACCOHA 

Дадим еще один вывод формулы Пуассона, основанный 
на преобразовании Фурье (см. $ 1 гл. 7). Для упрощения выкла- 
док ограничимся случаем однородного уравнения теплопровод- 
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ности. Рассмотрим задачу Коши 

д 
5; — Au=0, и 1-0 =Ф (x). (1) 

Будем предполагать, что все выполняемые ниже действия 
законны, и в этом предположении выведем формулу для. реше- 
ния задачи Коши (1). Обе части уравнения (1) подвергнем пре- 
образованию Фурье по. х 

(21). 2 \ oD ot =, dy — 

En 

— (20) PY pte nay 0. @) 
тЁ=1 

Интегрирование по у и дифференцирование по { независимы, 
поэтому вынесем в первом слагаемом дифференцирование по ¢ 
за знак интеграла: 

т 

(Qn) 2 \ wee ” dy = 
и 

д Oi (x, t и Аи, ре: dy= В, 

Em 

здесь a(x, ft) означает преобразование Фурье функции и (x, 1) 

3 

й (х, t)=(2n) 2 July, te? dy, 
En 

Каждый интеграл BO втором слагаемом в (2) возьмем по час- 
TAM 

_ т д2и (у, ree 
(Qn) 2 (Ree 1 dy = 

Em 

= — (20) 2 xp Vay, tem! ду=— м (х, 0. (3) 
En 

Уравнение (2) принимает вид 

Oil 2 > у 

aor |xPi=0. (4) 

Это обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка 
с независимой переменной # координаты x1, Xe, ..., Xm играют 
роль параметров. Интегрируя уравнение (4), получаем й (x, t) = 
= C(x) e—!*?!, Полагая здесь t=O, найдем С (x) =a (x, 0). Таким 
образом, функция C(x) есть преобразование Фурье начального 
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значения функции u(x, t). Но u(x, 0) =Фф(х) следовательно, 

С (x) = (x) = (20) 2 \ ф (y etx, у) dy H il (x, t) — ф< (х) е—1х 181. 

En 

Воспользуемся формулой обращения интеграла Фурье (1.4) гл. 7 

u(x, t)=(2n) 2 | @ (уе +9 dy, 

En 

Заменим здесь @ (x) ero выражением и изменим порядок интегри- 
рования: 

их t= (nym | Ф@){ \ eum tema 9 dy\ de. м Е т 
| 

т 

Вычислим внутренний интеграл в формуле (5): 

\ е- 1-2, 9) dy = 

to +0 У [—vet+(x,—2,)] 
— \ ... \ её =1 dy, ау»... ут = 

—_© —© т о. 
— П e Pitt (хь — 2ь)у dy. (6) 

~ k=l —o 

В интеграле справа у — вещественная переменная, которая меня- 
ется в пределах —с<у< оо. 

А? 

м. = м _ 

| -_ 
io —f is 

“N- OE oe 
Рис. 29 

Выделим А-й множитель в произведении (6). Обозначим для 
краткости xX,—2,=a@. Дело сводится к вычислению интеграла 

I (a) = к e—¥t+ioy dy = eC г т е_ ‘ (y- or) dy. 

—oo — со 

Рассмотрим. плоскость комплексной переменной C=y+in. Для 
определенности примем, что &>0. Построим прямоугольник 
с контуром L, как показано на рис. 29. По теореме Коши 
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\e-@ 4 =0 или, в более подробной записи, 
é
 

чм ~1(y-%) 0 _ N 
\ е Qt dy +. \ e—t(N + in); dy — \ е— #1? dy — 

—М a —N 2 

_ \ е—{(—- М+ 7 dy = 0. 
, | 

my) 

Пусть теперь N—oo, При этом второй и четвертый инте- 
гралы стремятся к нулю. Действительно, 

0 0 
\ e-t(N in? | < \ e—t(N?—1) dy = 

a © 
21 Ot 

0 

=eIN? | ett? dyno -— 0, 
_ 

2t 

со _ (v-F) - © | 

Отсюда следует, что | e 1) dy= \ е ау. Легко видеть, 
—©C —co 

что случай © <0 приводит к тому же результату. Замена yt = 
— $ дает, далее 

+ оо ‚ te — 
е— 1" dy = е— 5" ds = y <. _\ vw) , 

Tenepb 

оз +O ia \3 — (*p—2p)° 
е 4t \ ot (=) dy — | Е: е_ 41 у 

и интеграл (6) оказывается равным величине 
т 

1 

т —a У (2) mop 
KIA UW\2 “FZ ae es i , fr=|x—2z\I. 

Подставив этот результат в формулу (5), получим формулу 
Пуассона: 

(я, д=бутия \Ф@е Faz, (7) 
Em 

$ 3. ОБОСНОВАНИЕ ФОРМУЛЫ NYACCOHA 

Обоснование формулы Пуассона для простоты проведем 
в предположении, что уравнение теплопроводности — однородное. 
Мы не будем пытаться доказывать ни справедливость предполо- 
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жений § | 06 искомом решении, ни законность действий $ 2. 
Вместо этого непосредственно установим, что формула Пуассона 
дает ограниченное решение задачи Коши для уравнения «епло- 
проводности (2.1) в единственном предположении, что началь- 
ная функция ф (x) непрерывна и ограничена в пространстве Ем. 

Докажем прежде всего, что формула Пуассона определяет 
функцию, непрерывную при {>> 0. 

В пространстве m-+1 переменных x1, X2, ..., Xm, Ё рассмот- 
рим область, определенную неравенствами 

1х2 = а?, O<t=<T, (1) 

где а и Т- положительные постоянные. Докажем, что входя- 
щий в формулу Пуассона интеграл 

| 9 (2) oi dz (2) 
Em 

@ 

сходится равномерно по x и Ё в области (1). Возьмем доста- 
точйо большое число R и оценим интеграл 

r2 

\ Ф(2)е 442. 
|2 | > К 

Функция Ф(2) ограничена; пусть |ф (2) | = М =сопз{. Далее 
г=|х—2|7=|2|-|х|=|2|-—а. Будем считать, что Ю >24. 

_п 28 
Тогда акк =] И >. Теперь е “< е !67 и, следова- 

тельно, 

_2 ТЕ 
\ ф(2)е “4г|< М \ е 16Т (2 == 

|z|>R Jz2|>R 

=M|S,;|\e 197 р" р. (3) 
R 

со PT 
Интеграл \p™te 167 do сходится, поэтому интеграл справа 

0 

в (3) сколь угодно мал при К достаточно большом; так как он 
не зависит ни от х, ни от Ё, то интеграл (2) сходится равно- 
мерно. Отсюда следует, что функция, определяемая формулой 
Пуассона, непрерывна при #> 0. 

Докажем, что при ¢>0 функция u(x, Г) бесконечно диффе- 
ренцируема по ¢ и по координатам точки х и что все производ- 
ные можно получить, дифференцируя формулу Пуассона под 
знаком интеграла. 

_ Ou 
Рассмотрим, например, производную ar" Если формально про- 

дифференцировать по # правую часть формулы Пуассона, то 
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получится выражение 

_ та \ ее #42 + a 7 \ 29 (z)e 42. (4) 

Omi 24 2 En Qmtig 2g 2 Ey, 

Как мы видели, первый интеграл сходится равномерно в области 
(1). Точно так же проверяется, что в той же. области равномерно 
сходится и второй интеграл. Отсюда, как обычно, следует, что 
производная существует, непрерывна и совпадает с выражением 
(4). Существование остальных производных устанавливается ана- 
ЛОГИЧНО. 

Непосредственным дифференцированием доказывается, что 
функция, определяемая формулой Пуассона, удовлетворяет урав- 
нению теплопроводности (2.1). 

Остается доказать, что функция u(x, # ограничена и удов- 
летворяет начальному условию (2.2) 

lim u (x, f) = lim бу. Jee е *dz=@ (x). 

Сделаем замену z=x+2Vt й тогда формула Пуассона примет 
ВИД 

u(x, =m ? | ФУ ет. (5) 
Ет 

+00 _ 
По формуле § ге?’ 4р=Ул легко находим 

пет (6) 

Теперь из формулы (5) следует, что 

| (х, д <Мл 2 | e-ltRdgE= 
En 

и функция u(x, #) ограничена. Далее по формулам (5) и (6) 

u(x, )—o(x) =m Ff [ФУ Фе. = (7) 
Ет 

Интеграл в формуле (7) pa306bem на два интеграла, взятые 
по областям |E|>R и |&|<А, где К - некоторая постоянная. 
Имеем 

д? ( [pe +2V78)—(xlen = 
181> К 

<2Mn ? el dE=2Mn 2|S,| \p™-e—°* dp, 
181> К R 
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60 

Интеграл \ o™-le— ©? do сходится, и можно выбрать такое R, (г), 
. 

что при ^ >Ко (2) будет 

_т С е 
2Mx |S, | \ p™te— Pr ф <<. 

R 

Зафиксируем какое-нибудь К >> Ко (г). Тогда можно найти такое 
40 (&), чтобы при 0<1<&() и для любого ЕЁ, |E|<R было 

|p («2/1 -—+()| <<. Теперь 
—— 

[
3
 

| IU \ le (x+2V -Ф (x)]e-18? & < 

[$ 1< Е 

и окончательно 

Ju(x, t)—@(x)|<e, 0<#<ь (8). 
Этим завершено обоснование формулы Пуассона. 

В заключение параграфа скажем о корректности задачи 
Коши для однородного уравнения теплопроводности; распростра- 
нение результатов на неоднородное уравнение не представляет 
затруднений. За В. примем пространство функций, непрерывных 
и ограниченных в Ем, с нормой 

lok = (Sup |Ф (x) |. | (8) 

За В, примем пространство функций, непрерывных и ограничен- 
ных в Ешх[0, co], с нормой 

[и = _sup lat, él. (9) 

Если фе В.о, To решение задачи с" — Au=0, u|;—0 = @ (x) 

в пространстве В, существует и единственно. Это означает, что 
оператор R, который переводит начальную функцию ф в реше- 
ние, существует и определен на всем пространстве Во. Далее, 
из формулы Пуассона, записанной в виде (5) 

u(x, han (0-2 УШее df, 
m 

следует 
т 
2 |u(x, © = sup |@ (z)|m ?\е #4 = sup | p(z)|=[9h, 

tee, ‘` En zeE,, 
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Это неравенство не нарушится, если заменить в нем левую часть 
ее верхней гранью: |u|,=|Rel,<|¢k, и, следовательно, |Ю | <= 
<1. Таким образом, задача Коши для уравнения теплопровод- 
ности корректна в паре пространств (B,, Be), в которых нормы 
заданы формулами (9) и (8). 

$ 4. БЕСКОНЕЧНАЯ СКОРОСТЬ ТЕПЛОПЕРЕДАЧИ 

Из формулы Пуассона вытекает, что тепло распространяется 
с бесконечной скоростью. Действительно, представим себе, что 
теплопередающая среда заполняет все пространство F,,. Пусть 
в начальный момент вся среда, кроме некоторой конечной 
области D, имеет нулевую температуру ($ (х) =0), а точки 
области D нагреты до некоторой температуры ф (x) >0. В любой 
точке x @ E,, и в любой момент времени # >> 0 температура среды 
u(x, Г) определяется формулой Пуассона 

u(x, й = БУ \ ф(г)е “аз (1) 

р 

интеграл по E,,\D исчезает, потому что в этой области ф (х) =0. 
Из формулы (1) ясно, что u(x,  >0. Таким образом, как 
бы ни было мало Ёи как бы ни была далека точка х от области 
D, тепло из этой области за промежуток времени # успевает 
дойти до точки х. Это и означает, что тепло распространяется 
с бесконечной скоростью. Этот физически противоречивый вывод 
на практике осложнений не доставляет. Если |x| велик, а # 
мало, то в формуле (1) отрицательный показатель велик по абсо- 
лютной величине, и значение температуры u(x, #1) пренебрежимо 
мало. Практически, следовательно, формула Пуассона дает 
(с точностью до пренебрежимо малых величин) некоторую конеч- 
ную скорость распространения тепла.



Глава 24. 

ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 

8 1. ПРИМЕНЕНИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ 

Будем искать решение волнового уравнения 

2 

Oru Au =0 (1) 

во всем пространстве Ви и в моменты времени ¢ > 0. Пусть иско- 
мая функция удовлетворяет начальным условиям 

ино = Фо (%), St] = or (x). (2) 
Примем, что все выполняемые ниже онерации законны. К обеим 
частям уравнений (1) и (2) применим преобразование Фурье. 
Поступая так же, как в случае уравнения теплопроводности, 
придем к следующей задаче Коши для обыкновенного линейного 
дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 
и 

ай (3) 

Й |,-0 = Фо (x), а fo ‚= $1 (х); (4) 

символ ~~ означает преобразование Фурье. 
Общий интеграл уравнения (3) имеет вид 

ii (x, 1) =А (x) cos|x|t+ В (x) sin |x |1. 

При #=0 находим Go(x)=A (x), $. (Хх) =|х|В (x), и решение 
задачи (3) — (4) принимает вид 

sin | x | ¢ ii (x, t) = Go (x) cos |x| t+ фа (x) SEALE, (5 
Выполнив обратное преобразование Фурье, придем к формуле 
для искомого решения: 

об д 2m)? Ц [6 сои оу. 6) 
Вт 

Обоснование формулы (6) приведем при следующих предполо- 
жениях. Примем, что функция Фо (xX) имеет во всем пространстве 
em непрерывные производные до порядка m-+3 включительно, 
а функция (x) — непрерывные производные до порядка т--2 

включительно. Примем, что фо(х) и $1:(х) их производные 

только что указанных порядков отличны от нуля Лишь в неко- 
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торой конечной области пространства £,,. Из теоремы 7.1.2 
вытекает, что при достаточно больших |x| верны оценки 
фо (x) =O (1х[" 3), Gi (x) =0(х|”-?). В таком случае подынте- 
гральная функция в (6) имеет на бесконечности оценку О (|и|” 3), 
первые и вторые производные подынтегральной функции по 
х1, Xo, ..., Xm, & Имеют оценки О(у|[Г"”?) и О(у|"") соот- 
ветственно. Во всех случаях эти оценки равномерны относи- 
тельно хи . Отсюда следует, что как интеграл (6), так и интег- 
ралы, полученные из “него дифференцированием, однократным 
или двукратным, сходятся равномерно по хи. А в таком слу- 
чае функция (6) непрерывна и дважды непрерывно дифференци- 
руема по координатам и времени, причем производные можно 
получить дифференцированием под знаком интеграла. 

Теперь нетрудно доказать, что функция (6) удовлетворяет 
начальным условиям (2) и волновому уравнению (1). Полагая 
в (6) ¢=0, найдем 

u(x, 0) = (2л) 2 \ фо (y) е*. dy = qo (x); 

Em 

нетрудно видеть, что условия теоремы 7.1.3 в данном случае 
выполнены. Продифференцировав формулу (6) по ¢ и положив 
t=O, найдем также 

т 
ди (x, ¢t — = i (x; mu, „= (2л) 2 \ ф1 (у)е (x; у) dy = ф\ (х). 

Далее, 
д? _т с _ t va ~~ 2m) * \ |yP [Go со Ева О Ty] eon dy, 

Au=— (21) ? | ур [Go (9) cos|y|t+ 
En 

ot?’ 

функция (6), следовательно, удовлетворяет волновому уравнению. 
Тот же прием — сведение к обыкновенному дифференциальному 

уравнению с помощью преобразования Фурье — можно применить 
и к неоднородному волновому уравнению 

си Au=f (x, 0. (7) 

Пусть для этого уравнения поставлена задача Коши с началь- 
ными условиями (2). Применим преобразование Фурье по коор- 
‚динатам. Обозначая 

г. 1 Гы = Some \ Г, де dy, 
Em 

+ $, (Y) м ele 0) dy = 5 
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получим уравнение 

че яя} (0. 3 
Решение этого уравнения, удовлетворяющее условиям (4), есть 

функция 

ii (x, 1) = Go (x) cos |x| 1+ $ А+ 
t 

+\i@ 9PM a, (9) 
0 

Если функции Q(x), 9, (x) и f(x, Й имеют достаточное число 
производных и отличны от нуля только в конечной области изме- 
нения переменных, то обратное преобразование Фурье, приме- 
ненное к формуле (9), дает решение задачи Коши для неодно- 
‘родного волнового уравнения. 

§ 2. ПРИМЕНЕНИЕ СИНГУЛЯРНОГО РЕШЕНИЯ 

Формула (1.6), дающая решение задачи Коши для волнового 
уравнения, может быть улучшена. Прежде всего, если заменить 
функции фо (у) и $: (y) их выражениями через Po и , в виде 
интегралов Фурье, то получатся интег- 
ралы кратности 21; на самом деле мож- 
но обойтись интегралами гораздо меньшей 
кратности. Далее, для обоснования фор- 
мулы (1.6) пришлось потребовать сущест- 
вования производных излишне высокого 
порядка от начальных функций; излишне 
также требование, чтобы эти функции 
были отличны от нуля только в конеч- 
ной , области. Наконец, из вида формулы 
(1.6) сразу не ясно, что значение и (x, 2) 
определяется только через значения на- 
чальных функций в области зависимости 
($4 гл. 21), Аналогичные соображения 
справедливы и для формулы (1.9), решаю- 
щей задачу Коши для неоднородного вол- 
нового уравнения. Имея это в виду, мы Рис. 30 
решим задачу Коши другим методом, ос- 
нованным на применении сингулярного решения волнового урав- 
нения. Этот новый метод — более трудоемкий, чем метод § 1, свя- 
занный с преобразованием Фурье, но он приведет нас к новой 
форме решения, свободной от указанных выше недостатков. 

В $ 7 гл. 10 была построена функция о (х— у, Ё—т), которая 
при х==у, [=-т удовлетворяет однородному волновому уравне- 
нию как по x, Г, так и по у, т; эта функция определяется фор- 

мулой (7.11) гл. 10. Напомним еще, что функция до (A), л= "т 
; 
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определяемая формулой (7.9) гл. 10, удовлетворяет волновому 
уравнению при г==0, r=|x—y)|. В полупространстве t>0 
выберем точку (x, Й и рассмотрим область D, ограниченную 
нижней полостью характеристического конуса —т=г и шаром 
г<Ь лежащим в плоскости т=0. Вырежем из О’ цилиндр r<e 
и обозначим через D, оставшуюся часть области О; остальные 
обозначения даны на рис. 30. 

Пусть функция ие С“) (Еих[0, со)). Тогда в замкнутой 

области D, обе функции u(y, т) и % (==), рассматриваемые 

как функции от уи т, принадлежат класс C?(D,) И К НИМ МОЖНО 
применить формулу Грина (6.14) гл. 9. Приняв во внимание, что 
[]9=0, можно записать указанную формулу в виде 

® (=) Си (у, т) dydt= 
р 

5 

= \ {4% [5 cos (у, т) — moos (v, и») | — 
Ё 

[5 cos (у, т) — au =~" cos (v, ие) || 4. (1. 

В формуле (1) T=0D,=K,U Z.U (ШАШ.); соответственно интег- 
рал по Г распадается на три интеграла, каждый из которых 
надо исследовать отдельно. 

На характеристическом конусе К функция 9 =0; кроме того, 
на том же конусе. 

“fo cos (у, т) —=" cos (v, и») =0. (2) 
oh 

Действительно, очевидно, что на характеристическом копусе 
направления г, у и т лежат в одной двумерной плоскости, поэтому 

д д д 
ay = Br 0$ (У, 1) Е 5; cos (v, 7). 

С другой стороны, 

д д 
5у = 5+ 60$ (м, UT ay +. C08 (У, У»). 

Отсюда вытекает, что на конусе К справедливо тождество 
д д 

ay, С03 (у, У) = 5; 5 COS (у, r). 

Далее, в § З гл. 21 было выяснено, что cos (у, tT) =1/И2, а тогда 
и cos(v, г) = ПУ, и выражение (2) равно У) Диффе- 

У2\ 0 Or 
ренцируя формулу (7.9) гл. 10 и приняв во внимание уравнение 
[—т=/, определяющее конус К, убедимся, что выражение (2) 
равно нулю. Из сказанного следует, что интеграл по К, в фор- 
муле (1) исчезает. 
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На цилиндрической поверхности Z, выполняется равенство 
г=е, и функция Go имеет оценку, вытекающую из формулы 

7.9 0: (= и п ( . ) ГЛ. . Qo р |= т ри этом на поверхности 

Z,cos(v, 9) =0 и dl =dtdS,=e"1dtdS,,. Отсюда следует, что 

lim \ go| Fe COS (v, T)— += cos (v, из) 42. =(), 
2, 

Рассмотрим теперь интеграл 

— \ и (и, +) | cos (м, т) — би, COS (v, +) dZ, == 

{—e 

= \ \ uy, 1) of 1 08 (у, yx) 43. dt = 
0 & 

f{—e 

= \ \ и, 0 il) 48.4% (8) 
0 S, 

последнее равенство вытекает из того, что на поверхности Z, 
направления Vv и г противоположны. 

_Дифференцируя формулу (7.9) гл. 10, находим, что на Z, 

m—3 
д t—t\ _ Е—т [ (1—1) |2 _ _ (t—t)" , 

5 90() = — | sr 62 

многоточием обозначены слагаемые, содержащие в знаменателе г 
в степени, меньшей, чем т— 1. Полагая теперь y=x-+ 9, |6| =1, 
находим, что интеграл (3) равен 

1—2 

$ (—т)”-2 и (х- 28, т) dS, dt+0 (®). 
0 5, 

Отсюда сразу следует выражение предела ЭТОГО интеграла при 

& — | 

|S, | \ (¢—t)™* u (x, т) dt. (4) 

>
—
-
 

Наконец, на части границы ШАЩШ,, где т=0, имеем cos (у, т) = 
—=— 1, cos(v, у») =0; предел соответствующего интеграла при 
2 —>0 равен 

)* ди (у, т) д 1—т 

— МЫ |) Or fe=o Oe 1 (>) 

Столь же прост предельный переход при e-+0 в формуле (1) 
слева: достаточно О, заменить на О. Собирая результаты, при- 

ot 0) |4. (5) 
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ходим к следующей формуле: 

t 

| S| \ (#—т)”-3 и (x, т) dt= 
0 

= \90(=*) он, 2) dy det 

a Se ee в 
t ® 

Продифференцировав формулу (6) т—1 раз по &, получим основ- 
ную для дальнейшего формулу ‚ 

u(x, t= 
дт 1 {—t 

~ (n— BT vo) ; Jou, t) dy dt + 

= HIS орт = \ jus, у (т) 
t 

—u(Yy, 0) qx (=| |e (1 

Остановимся на следующем частном случае. Пусть функция 
u(x, #) финитная; как и в случае уравнения теплопроводности, 
можно ‘считать, что зирр и лежит в полупространстве {>> 0. Тогда 
в формуле (7) интеграл по Ш} исчезает, а интегрирование по D 
можно заменить интегрированием по всему пространству Emi, 
потому что при < 0 будет и (у, т) =0, а при т>Е вне конуса 

—т 
К обращается в нуль функция go ; теперь 

1 фт-1 t— 

и (х, шв дут \ ® И) ви, 1) dy dt = 
m-+1 gm-1 

~ ware | ow. vel Fae в 
т--1 

Формула (8) показывает, что функция 9 (х— и, [—т), определен- 
ная выражениями (7.11) и (7.9) гл. 10, действительно является 
сингулярным решением волнового уравнения. 

$ 3. СЛУЧАЙ НЕЧЕТНОГО ЧИСЛА КООРДИНАТ. ОБОБЩЕННАЯ ФОРМУЛА 

КИРХГОФА 

Рассмотрим задачу Коши для волнового уравнения (1.7) при 
начальных условиях (1.2). Допустим, что решение этой задачи 
существует и принадлежит классу С“) (E,Xx[0, oo)). Тогда фор- 
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мула (2.7) сразу дает это решение: 

1 дт-1 1—7 
и (x, 1) = (m — 9)! | 5, | деят \ qo( р (и, т) dy dt +- 

1 дт-1 t {— 

+ (m— 2)! | Sy] ттт \ Ё (y) Jo (=) — Po (y) Чо ( r = 

t 

Для простоты ограничимся случаем однородного волнового урав- 
нения, так что речь пойдет о задаче (1.1) — (1.2); отметим сразу 
же, что рассмотрение неоднородного уравнения не привносит 
никаких сколько-нибудь существенных трудностей. Формула (1) 
принимает более простой вид: 

u(x, t)= 
1 gm-1 t t—T 

~ (m—91 5, | орт \ | (Y) % |+) -® (и) aor 7 
. Ш, , 

Займемся упрощением формулы (la), Рассмотрим случай нечет- 
ного т. Пусть m=2s-+-3, тогда до (A) есть полином от A степени 
т—2. Будем считать, что sO, так что т—3. Случай m=1 
совершенно элементарен, но требует особого рассмотрения. Обо- 
значим 

То (и, Е at \ $4 %(+) dys (2) 
t 

| ay. (1) 
t=0 

| dy. (1a) 
t=0 

выражение (2) отличается OT первого интеграла (la) заменой обо- 
т 

значения , на ф; примем, что ф = ClSt2) (E,,) =С\ 2. ) (En). 
Положим y=x-+r6, |0|=1, и введем сферические координаты 
с центром в х. Тогда выражение (2) примет вид 

То а {} 9 (#19) % (=) dS, hem dr. (3) 

Каждое дифференцирование по ¢ создает два слагаемых: интег- 
рал от производной по ¢ и значение подынтегральной функции 
при г=ё. Но формула (7.9) гл. 10 показывает, что функция 
Фо (^) имеет А=1 корнем кратности $--1, поэтому при г= 
будет go (1) = 9) (1) =...=0 (1) =0, и при первых s-++1 диффе- 
ренцированиях исчезнут. упомянутые выше вторые слагаемые. 
Иначе говоря, в формуле (3) можно первые s-+1 дифференциро- 
ваний выполнить под знаком интеграла. Заметим еще, что 

д5+1 [ |1 stl i 

aa (+) = rsti дм Jo (A), \=—, 

или, по формуле м ” гл. 10, 

д5+1 

д (т) = дз 5—1: = Fa (7) 4) 
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где Р;— полином Лежандра степени $. Подставим это в фор- 
мулу (3): 

Ty (t, hat OH 8) dS 
в (1, )= wens ae | {\ e+ |x 

xP, (=| 75+ dr, (5) 

Коэффициент в формуле (5) можно упростить, используя формулу 
(2.9) гл. 1 и рекуррентную формулу для гамма — функции 
Г (2-1) ==Г (г). С помощью этой формулы находим 

г()=г(+ 5) = (8+) г(з+5>)=...= 

- (+1)6-1).. г) = Stes 
и, следовательно, 

9512541 

1511 = asap 
2551 1 . 

Приняв еще во внимание, что $ +1! Grp Найдем, что 

коэффициент в формуле (5) равен [2 (2л)+1 |. Выполнив диффе- 
ренцирование в этой формуле, получим 

Гоа a ise То (к, 9 = seper Dy ge MPP? (1) \ owt+mds, ©) 
k=0 51 

что можно Также представить в виде 

ох #265 (1) 
Te )=sgpe 2 БВ \ ow) dy 5: (7) 

k= =0 5, 

здесь э,— сфера радиуса ¢ с центром в точке x, Из условия 
фе C's+2) (Е) вытекает, что все дифференцирования в формуле 
(6) выполнимы и что То = С“) (E,, <[0, со)). 

Если m=3, то $з=0, сумма (7) приводится к одному слагае- 
мому и получаем 

I m=3, T(x, ) = \ ey) 445, (8) 
Sy 

Обратимся к первому слагаемому в формуле (la). Если заме- 
нить в нем обозначение фо на ф, то оно примет вид 

1 gom-1 д [—т -@—9 =. дет \ ф (Y) 5 Jo (=) о 99. (9) 

1 e 

t{—T [—т 
Но 2 о (=) = — 3 Чо (=), и, интеграл (9) преобразуется 

к виду 

\ #%(+)Ф@ ay. 
IH 
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Как было выяснено выше, интеграл \ 4 (5 Jo) dy можно про- 

Е 

дифференцировать по ¢ non знаком интеграла: 

\ 5 90(= =) 9) dy=5 (7 ) 4) dy, 
Ш; 

и выражение (9) окончательно преобразуется к следующему: 

| д 

= эта \ $4) 4% (1) dy =5 То (* 9. (10) 
f 

Функция (10), очевидно, принадлежит классу C) (Ешх[0, со)), 

если фе C'S+3) (Е) =C alle J+ +?) py 
Теперь решение задачи Коши (если оно существует) опреде- 

ляется формуло" 

и (х, t) ea To (x, t) + Те (x, t), (1 1) 

где T(x, #), в свою очередь, определяется формулой (6) или (7). 
При том функция u(x, Г) имеет непрерывные вторые производ- 
ные, если 

Фо © сз] +) (En), Фе си +) (Em). (12) 
Из формулы (7) вытекает, что в случае нечетного т область 

зависимости есть сфера $::|и—х| =. 
Совокупность формул (iy. и (7) (или (6)) называется обобщен- 

ной формулой Кирхгофа; сам Кирхгоф рассматривал только трех- 
мерный случай, для которого получил формулы (11) и (8). 

$ 4. ЗАДНИЙ ФРОНТ ВОЛНЫ 

Обобщенная формула Кирхгофа позволяет обнаружить инте- 
ресную особенность явления распространения волн в иростран- 
стве нечетного заднего числа измерений — возникновение так 
называемого заднего фронта волны, о котором было упомянуто 
в $ Ora. 21. Указанную особенность нетрудно выявить; исходя 
из того, что в данном случае область зависимости есть не шар, 
а сфера. 

Ясно, что в формуле Кирхгофа u(x, й =0, если Фо (2) =0, 
@, (2) =0 при z= S;. Допустим теперь, что начальные функции 
отличны от нуля только в некоторой области D пространства Е 
(рис. 31). Пусть точка x находится, например, вне области О. 
Обозначим через 6 и 6, соответственно наименьшее и наибольшее 
расстояния от точки х до точек границы области О. 

В моменты времени, близкие к начальному, именно пока 
t< 6, сфера 5, не пересекается с областью D, на этой сфере 
начальные функции равны нулю и u(x, Й =0. Если 6 <1< 4, 
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то сфера 8, пересекает область D (сфера $, на рис. 31); на 
той же части сферы $, которая лежит внутри О, начальные 
функции отличны от тождественного нуля и, вообще говоря, 
u(x, }=2=0. Оба эти случая были выявлены в $ 65 гл. 21 для 
волнового уравнения в пространстве любого числа измерений. 

Пусть теперь #>> 61. Сфера. 5, не пересекается с областью D 
(сфера S;, на рис. 31) и опять u(x, Й =0; точка x находилась 

в состоянии возмущения в тече- 
Se, ние промежутка времени O6<t< 

<6, и затем вернулась в состоя- 

Js, 
ние покоя. 

Если рассмотреть колеблющую- 
ся среду в момент времени, не 
слишком близкий к начальному, 
то в этой среде найдутся точки 
трех типов: одни точки находят- 
ся в покое, потому что возмуще- 
ние до них еще не дошло, дру- 
гие —в состоянии возмущения, 
третьи опять находятся в по- 
кое — через эти точки возмущение 
уже прошло. Передний фронт вол- 
ны (см. $ 5 гл. 21) определяет 
область, до которой возмущение 

Рис. 31 еще не дошло, от области, на- 
ходящейся в состоянии возмуще- 

ния. Поверхность, отделяющая область возмущения от области, 
через которую возмущение уже прошло, называется задним фрон- 
том волны. Через точку х задний фронт волны пройдет в момент 
времени {= 6,, 

Если волновое уравнение имеет вид 

== —a®*Au=0, a-=const, 

то все сказанное в настоящем параграфе остается в силе, надо 
TOJIbKO заменить { на at. 

п, 

$ 5. ОБОСНОВАНИЕ ФОРМУЛЫ КИРХГОФА 

Докажем, что если начальные функции удовлетворяют усло- 
виям (3.12), то формула (3.11) дает решение задачи Коши (1.1) — 
(1.2). Мы уже видели, что при выполнении условий (3.12) функ- 
‚ция (3.11) имеет непрерывные вторые производные. Докажем, что 
эта функция удовлетворяет волновому уравнению (1.1) и началь- 
ным условиям (1.2). 

Если ‘выполнить все дифференцирования .в формуле (3.6), то 
получится сумма членов, каждый из которых содержит Ё в поло- 
жительной степени. Отсюда следует, что 

То (х, 0) =0. (1) 
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Найдем величину = Те (x, 1) |1. Если продифференцировать 

формулу (3.6) и затем положить {=0, то получится 

д 51% - 2 То (% Эро SOE Хх (e+ 1)1 PS (1). (2) 

Вычислим коэффициент при (x), для чего поставим такую 
задачу Коши: 

oe —Aw=0; w(x, 0) =1, w;(x, 0) =0. 

Решение (единственное) этой задачи существует —оно равно 
тождественно единице, и для него верна формула (3.11). В дан- 

ном случае Те, (х, Й ==0 и, по формуле (3.6), 

$ к д . To (% D=—s oe У ge PS (1. 
k=0 

Далее, по формуле (3.11), 
5 

Si | ort _ 

le raat У бен ® *1Р8-№ (1). 
k=0 

Выполнив здесь дифференцирование и положив ~=0, Haxo- 
дим значение интересующей нас суммы !) 

$ 5 

sober У +1180 =1 3) 
k=0 

и окончательно 

д 2 То(х, Эро =Ф (9. (4) 
Докажем теперь, что функция T(x, #) удовлетворяет волно- 

вому уравнению (1.1). Достаточно доказать, что этому уравне- 
нию удовлетворяет функция (см. формулу (3.3) 

Ug (х, = qo (=) ym {I @ (x-+ 18) dS ar = 
1 

=\ g(t)ow)ay. 6) 
Ul, 

1) Тождество (3) равносильно числовому тождеству 

‹ (R+-1) (s+)! 
OR (s —h)l = (2s-+ ПИ 

k=0 
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Доказательство проведем сначала для случая $51 или m5. 
В этом случае, как мы видели в 6 3, ди (1) = 9дь (1) = 0, и двукрат- 
ное дифференцирование ‚по { можно выполнить под знаком 
интеграла: | 

900 ] t 
—в = \ —= 90 |) 96 dy; 

i, 
далее, 

пива «А 
1 t 

Последний интеграл возьмем по частям. Поверхностный интеграл 

при этом исчезнет, потому что при r=t, go(-+)=40(1) =0, И 

получается 
Ue at ea 0 (W) — (4. (6) 

[ - 

o2U 
Точно так же найдем te = \ ф (у) == Е = (- ) dy. Теперь 

Ш, 

и, (|2 а (2)- у = фа 
ф — : Or Jo г) oy}, qo г ф (у у, 

itt, k=l 

и так как функция 4 (1/7) при г==0 удовлетворяет волновому 
уравнению, то ЧИ = 

Обратимся к случаю т=3. В этом случае go(A)=A—1, и 
формула (5) принимает вид 

Uelx = \ (Паша в(- 1) \ o(x-+78) dS, 
Il, 0 51 

Отсюда 

тв =! \ Ф(х-- 8) 45. (7) 

При m=3 по-прежнему д (1)=0, и формула (6) остается 
в силе. Преобразуя ее к переменным г, 9 и дифференцируя по 
Xp, получаем далее 

t 
OU » д 1 Om(x-+76) 

дж te =— \ г Var rT OX, 45; = 

91 91. 
=—t (gia dy=t \ ФИ aay ЧУ 

Ш, Ш, 
+t \ cos? (г, Yr) Ф (¥ + 16) dS. 

51 
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| 
Просуммируем это по №. Замечая, что А—=0, и используя 

формулу (7), найдем, что ПИ. =0. 
Таким образом, при любом нечетном т > 3, функция u(x, ft), 

определяемая формулой (3.11) (обобщенной формулой Кирхгофа), 
удовлетворяет волновому уравнению (1.1). Докажем, что она 
удовлетворяет и начальным условиям (1.2). Полагая в (3.11) 
[=0 и пользуясь соотношениями (1) и (4), убедимся, что 
u(x, 0) = Фо (x). Теперь продифференцируем формулу (3.11) по # 
и положим ¢=0. По соотношению (4) 

02 

uz (x, 0) = ув Te, (%, #) 1-0 + Фи (%). 

Функция То, (x, f) удовлетворяет волновому уравнению; 
используя еще равенство (1), найдем, что 

02 

aa Г (х, 1) о = АТф, (х, 0) —() 

и, следовательно, и, (x, 0) = q, (x). 

$ 6. СЛУЧАЙ ЧЕТНОГО ЧИСЛА КООРДИНАТ 

Можно доказать, что и при четном т формула (3.1а) дает 
решение задачи Коши (1.1) — (1.2); можно также упростить упо- 
мянутую формулу и придать ей несколько более наглядное вы- 
ражение. Все это, однако, проще получить из обобщенной фор- 
мулы Кирхгофа (3.11). 

На время допустим, что т = 25--3, а функции G(x) и Q, (x) 
удовлетворяют требованиям (3.12). Тогда, как это было доказано 
выше, функция (3.11) удовлетворяет начальным условиям (1.2) 
и волновому уравнению 

59 25-3 3 

и и 

7 oe = 9. (1) 
k=1 

Пусть теперь начальные функции Фо (х) и Фи (x) не зависят OT 
координаты х.з. Докажем, что тогда u(x, #) тоже не зависит 
ОТ Х254з. Этим будет доказано, что названная функция решает 
задачу Коши для четного числа измерений 2s-+2. Ниже будем 
считать т четным, т=2$--2. . 

Достаточно доказать следующее, несколько более простое 
утверждение: если P(x) не зависит OT X2543, то и То(х, не 
зависит OT хоз. В силу формулы (3.7) для этого достаточно 
в свою очередь доказать, что от координаты Xog1g не зависит 
интеграл 

J (x, ) = \ $ (9) 45+ (2) 
Sy 

Представим интеграл (2) в виде суммы интегралов по двум полу- 
сферам, на которые . сферу S; разбивает плоскость, проходящая 
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через точку х перпендикулярно к OCH Xes43. Каждая полусфера 
проектируется на указанную плоскость в виде (25$-- 2)-мерного 
шара радиуса { с центром в точке (x1, %2, ..., Лоза). Будем 
теперь обозначать через хи у точки пространства E,,= Боло И 
по-прежнему будем писать r=|x—y|. Мы вправе сохранить 
обозначение @(y), поскольку эта функция не зависит от Yosis. 
Упомянутый выше (2$--2)-мерный шар определяется теперь 
неравенством Ff <f. | 

Функция Фф(у) не зависит OT Yosig, Поэтому интегралы по 
полусферам равны между собой, и каждый из них можно [заме- 
нить интегралом по шару r<?, если учесть, что 4,9, = 

— ох nt sy где у-— внешняя нормаль к сфере $,. Таким 
» J28+3 

образом, 

J (x, t) = 2 \ ф (и) dy 

, 11608 (У, Yesea) | © 
r< 

Нормаль к сфере направлена по ‘радиусу, поэтому 

| Yos43 — Xess | — 
| COS (у, Yos+3) | — t 

2s +2 — 
4 1 #2 — 3 

-тУ 8-3 Gene =, 
отсюда 

а J (x, t) =2¢ \ as (3) 
r<t 

Интеграл (3) не зависит OT х›..., и утверждение доказано. 
Таким образом, решение задачи Коши для четного т по-преж- 
нему дается формулой (3.11), но на этот раз 

1 ww & PS—* (1) p(y) dy 
———— У (4) 

+ k —k — (2n)s+1 Moni Ot [25 Ve 72 T (x, t) — 

В частности, если т=2, то получается решение задачи Коши 
для уравнения колебаний мембраны 

Ъд 1 (Yir Y2) аи dye ии %, Орк \ \ т ( ) ( 1) “2 ) ot on Je V 2 —(y, — x1)? — (ya — 5)? 

= \ \ __ Фа (Yr 12) dy 45 5 
T эл Уи ©) r<it 

Формула (5) называется формулой Пуассона — Парсеваля. 
Как и в случае нечетного числа координат, решение задачи 

Коши ие С“) (Ешх[0, со)), если начальные функции удовлет- 
воряют условиям (3.12). Заметим, что как для нечетного, так и 
для четного т условия (3.12) в известном смысле необходимы: 
если они нарушены, то может оказаться, что решение задачи 
Коши не имеет непрерывных вторых производных. 
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В заключение отметим, не приводя доказательства, что фор- 
мула (3.11) дает решение задачи Коши (1. 1) — (1. 2), если Фо и 
ф, — любые обобщенные функции класса ’ (Е т); само собой 
разумеется, в общем случае решение есть также обобщенная 
функция. Это утверждение относится к случаю как четного, так 
и нечетного числа координат. 

$ 7. УРАВНЕНИЕ КОЛЕБАНИЙ СТРУНЫ 

Из формулы Пуассона — Парсеваля можно получить решение 
задачи Коши для уравнения колебаний струны 

Ou ди 

если предположить, что Фо (х) и ф, (xX) не зависят OT х.; проще, 
однако, получить это решение непосредственно. 

Нетрудно получить формулу, содержащую все. решения урав- 
нения струны. Для этого введем новые переменные &=х-Ь, 

|=х-— Уравнение (1) преобразуется к следующему: га = 0. 

д (ou 
Представив последнее уравнение в виде an \ 8 =0, находим 

отсюда ea? (8), где v (Е) — произвольная функция. Интегрируя 

по Е, получаем u=6, (E)+ 6 (и), 9 (&) = \ о (Е) 4Е, где 6, и 6 — 

произвольные дифференцируемые функции. Возвращаясь к ста- 
рым переменным, приходим к общему решению уравнения (1): 

u(x, t) = 6, (x +72) +6. (x —2). » (2) 

Формула (2) называется интегралом Даламбера. 
Найдем решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям 

Коши 
ди 

и [1-0 = Фо (x), 9-0 $1 (x). 

Полагая в формуле (2) ¢=0, получаем 

6, (x) + 85 (x) = Фо (x). (3) 
Дифференцируя формулу (2) no? u полагая затем [=0, полу- 
чаем еще 01 (x) — 65 (x) = фи (x). Проинтегрируем последнее равен- 
CTBO: 

в, (x) — 8 (x) = 1 (2) dz $0. @ 
Из равенств (9) и (4) находим 

~
~
 6, (x) = № (x) + (2) ite 

6, (x) = 2|® (x) — \ ф (2) dz —C 
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Теперь формула (2) дает искомое решение 
xt+t 

a (#, £) = BETO SMe +S | a@ az. (5) 
x—t 

Формула (5) называется формулой Даламбера. 

$ 8. О КОРРЕКТНОСТИ ЗАДАЧИ КОШИ 

Нетрудно указать пару пространств, в которой задача (1.1) — 
(1.2) корректна. Так, например, введем в качестве В, простран- 
ство С“) (Е их [0, 00) функций, которые при любом xG@EL,, и 
любом 1—0 непрерывны и ограничены вместе со своими пер- 
выми и вторыми производными; за норму элемента и этого 
пространства примем величину 

За В, примем пространство пар о, ф<1) с нормой 

[5] +2 [+1 
|®l2—= sup У Рф У ЮФ (x) If 

Oru 

‚ | Oxy Oxy Охь = sup 1 691+ МЕ 
ioe" 

ax, | Г 

“тт 

Обозначим через R оператор, который переводит пару начальных 
функций Ф = (Фо, $!) в решение u(x, # задачи Коши (1.1) — 
(1.2); этот оператор задается правой частью обобщенной: формулы 
Кирхгофа. 

Из теоремы единственности для задачи Коши ($ 4 гл. 21) 
вытекает, что оператор А существует, а из результатов $ 5, 6 
настоящей главы — что этот оператор действует из By и B, и 
определен на всем пространстве B,. Используя представления 
(3.6) и (6.4) для функции То(х, И, нетрудно убедиться, что 
Ю — ограниченный оператор из В. в B,. Отсюда следует, что 
в паре пространств В, и By, задача Коши для волнового урав- 
нения корректна.
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