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ПРЕДИСЛОВИЕ

Эта книга написана на основе общего курса лекций по теории обык-
новенных дифференциальных уравнений, который последние десятилетия
читался на математико-механическом факультете и читается в настоящее
время на факультете прикладной математики— процессов управления
Ленинградского государственного ордена Ленина университета имени
А. А. Жданова.

При написании книги я ставил перед собой задачу изложить основ-
ные методы интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений
и дать введение в общую теорию обыкновенных дифференциальных
уравнений.

Книга состоит из введения и двенадцати глав.
Во введении дается понятие об основных задачах теории обыкновен-

ных дифференциальных уравнений.
В первой главе рассматриваются уравнения первого порядка, разре-

шенные относительно производной.
Во второй главе изучаются уравнения первого порядка, не разрешен-

ные относительно производной.
`В третьей главе рассматриваются уравнения высших порядков.
Четвертая глава содержит общие вопросы теории систем дифферен-

циальных уравнений.
Во всех главах даются основные понятия и определения и рассмат-

риваются наиболее важные случаи интегрируемости в квадратурах.
Вместе с тем при чтении этих глав читатель постепенно вводится в круг
общих вопросов теории обыкновенных дифференциальных уравнений
и подготавливается к чтению пятой главы книги.

В пятой — центральной — главе доказываются теорема существова-
ния и единственности непрерывно дифференцируемого решения (теорема
Пикара), теорема существования и единственности голоморфного реше-
ния (теорема Коши), теорема существования решения уравнения с не-
прерывной правой частью (теорема Пеано) и теорема существования
решения уравнения с правой частью, измеримой по независимой пере-
менной и непрерывной по искомой функции (теорема Каратеодори).
Здесь же доказываются теоремы о. непрерывной зависимости решения от
параметров и начальных данных, а также теорема о дифференцируемости
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решения по начальным данным. В связи с вопросом о зависимости реше-
ния от начальных данных дается понятие об устойчивости решения
(движения) в смысле А. М. Ляпунова. Доказывается также теорема
существования общего решения, рассматривается вопрос об особых точ-
ках уравнения первого порядка, разрешенного относительно производной,
и освещаются некоторые другие вопросы. На основе теорем существова-
ния и единственности снова рассматриваются и выясняются до конца
теоретические вопросы, поставленные в предыдущих главах.

Изложение материала в последующих главах уже существенно опи-
рается на теоремы существования и единственности, доказанные в пятой
главе.

В шестой главе излагается общая теория линейных дифференциаль-
ных уравнений п-го порядка.

Седьмая глава посвящена линейным уравнениям п-го порядка с по-
стоянными коэффициентами и уравнениями, приводящимся к ним. Здесь
же излагается операционный метод интегрирования линейных уравнений.

В восьмой главе освещаются некоторые дополнительные вопросы
теории линейных дифференциальных уравнений второго порядка. В том
числе, на основе результатов аналитической теории дифференциальных
уравнений, рассматривается вопрос об интегрировании при помощи
обобщенных степенных рядов и в качестве примеров дается построение
решений уравнения Бесселя и гипергеометрического дифференциального
уравнения.

Девятая глава посвящена общей теории линейных систем дифферен-
циальных уравнений.

В десятой главе изучаются линейные системы дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами.

В одиннадцатой главе излагается матричных метод решений одно-
родных линейных систем дифференциальных уравнений. Здесь дается
также матрично-векторная запись линейной системы и доказывается фор-
мула Коши.

В двенадцатой главе дается понятие об уравнениях с частными про-
изводными первого порядка, линейных и нелинейных.

Каждая глава разделена на параграфы, которые в свою очередь раз-
биты на пункты. Формулы нумеруются в пределах параграфа, а примеры
и замечания — в пределах пункта. Все определяемые понятия и формули-
ровки теорем выделены курсивом. Для логического ударения использует-
ся разрядка.

Содержание настоящей книги органически связано с двумя другими
нашими книгами [102, 103].

Пользуясь случаем, я обращаюсь с убедительной просьбой ко всем
читателям сообщить в адрес издательства свои критические замечания
и пожелания.

Н. М. Матвеев



ВВЕДЕНИЕ

Обыкновенным дифференциальным уравнением п-го порядка назны-
вается соотношение вида |

F(x, yyy", ..., y™) =0, (1)
где Ё — известная функция своих аргументов, заданная в некоторой
области; х — независимая переменная; у — функция переменной х, под-
лежащая определению; у’, У”,..., /®) — ее производные. При этом пред-
полагается, что И”) действительно входит в соотношение (1). Любой же
из остальных аргументов функции Ё может в этом соотношении явно и не
участвовать. Иногда обыкновенное дифференциальное уравнение п-го по-
рядка записывают в виде соотношения между аргументом х, функцией у
и их дифференциалами, но тогда это соотношение должно быть обяза-
тельно таким, чтобы оно приводилось к виду (1).

Аналогичное соотношение, связывающее независимые переменные
X1, X2,..., Xn, функцию этих переменных и и ее частные производные по
переменным ди, х2,..., Хи ДО порядка п включительно, называется иурав-
нением с частными производными п-го порядка.

Например, уравнение с частными производными первого порядка
имеет следующий общий вид:

. ди ди . диD (x1, 24 ...5 4m m=,"... SS) =O, (2)
где Ф — известная функция своих аргументов, заданная в некоторой
области; и — искомая функция от независимых переменных л4, Xo,..., Xn,

ди ди диа ——, —,..., —— — частные производные от функции и по независи-
OX, OXe OXn

мым переменным хи, Х2,..., Хп, причем хоть одна из этих частных произ-
водных обязательно входит в соотношение (2).

В настоящей книге всюду, где не оговорено противное, рассматрива-
ются обыкновенные дифференциальные уравнения, причем как
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независимая переменная, так и искомые функции предполагаются ве-
щественными.

Всякая функция, определенная вместе с соответствующими произ-
водными в некоторой области, называется решением дифференциального
уравнения в этой области, если она обращает его в тождество,* справед-
ливое для всех точек упомянутой области.

В частности, у=иу(х) будет решением уравнения (1) в интервале
(а, 6), если

F[x, у(х), у’(х), у”(х),..., у®(х)]==0 (а<х<ь).

Например, дифференциальным уравнением первого порядка будет
y’—2x—=0 или И’=9х. (3)

Из интегрального исчисления мы знаем, что все функции, удовлетво-
ряющие уравнению (3) или, как мы теперь скажем, все решения уравне-
ния (3) даются формулой

у=х-С (—<ю<х< о),

где С — произвольная постоянная. Из этой формулы, между прочим,
следует, что уравнение (3) имеет не одно, а бесчисленное мно-
жество решений (при каждом числовом значении С получаем
свое решение). В гл. 5 доказано, что уравнение первого порядка при
соблюдении некоторых условий вообще имеет семейство решений, зави-
сящее от одного произвольного параметра, а уравнение п-го порядка
имеет семейство решений, зависящее от п произвольных параметров.
Например, уравнение

И”) —=0
имеет семейство решений

Y=Cyx™-14-Coxr2 2 Cn1x+Cn,

где С1, С.,..., С» — произвольные постоянные.
Получение семейства решений, содержащего произволь-

ные постоянные, представляется весьма важным потому, что мы,
распоряжаясь значениями этих произвольных постоянных, можем полу-
чать решения, удовлетворяющие тем или иным дополнительным
условиям.

* Вообще выполнение некоторого тождества относительно переменной х (или со-
вокупности переменных) мы всегда будем понимать в том смысле, что обе части этого
тождества для всех допустимых значений х {или совокупности переменных) определены
и совпадают.
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Процесс нахождения решений называется интегрированием диффде-
ренциального уравнения.

К дифференциальным уравнениям приводят многие задачи механики,
физики, астрономии и других естественных наук, а также многие пробле-
мы техники. Поясним на примерах, как возникают в исследованиях диф-
ференциальные уравнения.

Пример 1. Материальная точка движется по некоторой прямой, причем так, что
скорость движения представляет собою известную функцию времени [(Ё). Требуется
найти закон движения этой точки, т. е. формулу, определяющую положение точки в за-
висимости от времени.

Примем упомянутую прямую за ось Ох. Тогда положение точки определяется одной
координатой х и задача состоит в том, чтобы выразить х как функцию от fF.

Принимая во внимание механический смысл первой производной, мы получим диф-
ференциальное уравнение первого порядка:

* HF) (4, dt )
Предположим, что {(Ё) непрерывна в интервале (а, 6). Тогда, как известно из ин-

тегрального исчисления, все решения уравнения (4) содержатся в формуле

x= | F(t)dtt+C (a<t<b), (5)
0

тде верхний предел интеграла—переменный, нижний предел 2 есть некоторое фикси-
рованное число из интервала (а, 6), а С — произвольная постоянная.

Так как в формулу (5) входит произвольная постоянная, то мы не
получили определенного закона движения точки. Это соответствует известному
факту, что задание одной только скорости не определяет полностью закон движения.
Формула (5) содержит целое семейство движений, обладающих одним и тем же
свойством, выраженным дифференциальным уравнением (4). Это свойство состоит в том,
что все движения, определяемые уравнением (4), имеют одну и ту же скорость в любой
(но в один и тот же) момент времени f.

Выделим из семейства движений (5) то движение, при котором движущаяся точка
занимает заданное положение х в заданный момент времени fa,
т. е. найдем решение (движение) х=х({), удовлетворяющее условию

X=Xo При t=to ИЛИ Х (10) = Хо. (6)
Число хо называется начальным значением искомой функции (начальным положе-

нием точки), а ю — начальным значением аргумента (начальным моментом времени).
Числа 10 и хо вместе взятые называются начальными данными, а условие (6) — началь-
ным условием решения (движения). Подставим в (5) вместо Ё и х соответственно &и хо.
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Получим хо.=С, так что значение произвольной постоянной С опреде-
ляется из начального условия и представляет собою в нашем случае начальное
значение искомой функции. Заменяя теперь в (5) постоянную С на хо, полу-
чаем искомое движение:

= | (рано (a<t<b). (7)
Действительно, движение, определяемое opmyson (7), TAKOBO, YTO X=—=Xo NpH f—fo.

Формула (7) выражает уже вполне определенный закон движения точки по
оси Ох.

Пример 2. Материальная точка движется по вертикальной прямой под действием
силы тяжести, причем известны е положение и скорость в некоторый момент
времени о. Найти закон движения.

Примем нашу прямую за ось Оу, начало координат поместим у поверхности Земли,
а ось Оу направим вверх. Обозначим положение точки и скорость в момент времени №
соответственно через уо И Vo.

Принимая во внимание механический смысл второй производной, мы приходим
к дифференциальному уравнению второго порядка:

ау
=—8&, (8)

где © — ускорение силы тяжести. Наша задача сводится к нахождению того решения
у==у(Г) уравнения (8), которое удовлетворяет условиям:

dyy=Yn — =U при t=tfo. (9)

Числа to, Yo H Vo называются начальными данными, а условия (9) — начальными
условиями решения (движения).

Интегрируя последовательно уравнение (8), получаем:

ay tC 10dt ——& 1, ( )
gt?у—— 9 +C,t+Cr. (11).

Формула (11), где С: и С› — произвольные постоянные, содержит все решения
уравнения (8). Выделим из нее решение, удовлетворяющее начальным условиям (9),
где для упрощения дальнейших выкладок будем считать &=0. Для этого подставим

ав (10) и (11) вместо величин Буи — их начальные значения 0, у и %. Получим
С:=, С»==у, т.е. значения произвольных постоянныхС! и С› опреде-
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ляются из начальных условий (9) и представляют собою в нашем случае начальные
значения искомой функции и ее производной. Заменяя теперь в (11)
Сти С. найденными их значениями, получаем

gi?j=>— 9 +uot+yo.

Эта формула и дает искомый закон движения.
Пример 3. Найти все кривые на плоскости (х, у), имеющие кривизну, равную нулю.
Пусть и=иу(х) есть искомая кривая. Тогда из формулы кривизны

у Щь
3

„2
(1+y”)

в силу условия задачи следует, что
у"=0. (12)

Интегрируя это уравнение, находим

у=С.х-ЕС..

Это всевозможные прямые на плоскости (х, и), не параллельные оси Оу. Прямые вида

x=a

тоже имеют кривизну, равную нулю. Но они не являются решениями дифференциаль-
ного уравнения (12).

Пример 4. Найти дифференциальное уравнение семейства всех окружностей на
плоскости (х, и): |

(x—a)?+- (y—b)?=R?. (13)

Здесь три параметра: а, В и Ю. Учитывая, что у есть функция от х, определяемая урав-
нением (13), и дифференцируя это уравнение полным образом по х три раза, находим:

x—a-+ (y—b) y’=0,
I--y?-+ (y—b) y”=0, (14)
By’ y”+ (y—b)y”’ =0.

Исключим из четырех уравнений (13), (14) все параметры. Фактически нужно исключить
лишь параметр ВБ из последних двух уравнений, после чего получим искомое дифферен-
циальное уравнение |

Зи’ y’?—(1+y”) y’’ =0.

Это обыкновенное дифференциальное уравнение третьего порядка.



20 ВВЕДЕНИЕ

Подобно тому, как показано в рассмотренных примерах, вообще
обыкновенное дифференциальное уравнение может
быть получено часто из физических или геометри-
ческих соображений либо формально исключением
параметров из уравнения п-параметрического се-
мейства функций и п равенств, полученных из него
последовательным дифференцированием.

Если мы сумеем проинтегрировать полученное дифференциальное
уравнение, то тем самым дадим ответы на вопросы задачи, которая при-.
вела нас к нему.

Поэтому основной задачей теории интегрирования
дифференциальных уравнений является нахожде-
ние всех решений данного дифференциального
уравнения и изучение свойств этих решений.

Исключительно большой интерес как для самой теории дифферен-
циальных уравнений, так и для ее многочисленных приложений представ-
ляет задача нахождения или хотя бы доказатель-
ство существования решения, удовлетворяющего
заданным условиям.

Заметим, что самую задачу интегрирования дифференци-
ального уравнения можно понимать по-разному. В самой узкой поста-
новке задачи ставится целью выражение искомых функций через эле-
ментарные. Эта задача, вообще говоря, не разрешима даже для
самого простого уравнения у’=|(х), ибо, как известно, не всегда перво-
образная для элементарной функции представляет собою тоже элемен-
тарную функцию. В качестве примера можно взять хотя бы уравнение

‚_ sinky=——, (15)
Несколько шире постановка задачи, при которой уравнение считается

решенным, если оно приведено к квадратурам (т. е. операциям взятия
неопределенных интегралов). В этом смысле уравнение. (15) очевидно
разрешимо. Все решения этого уравнения содержатся в формуле

sinx

Здесь первый член справа есть какая-нибудь фиксированная пер-
| sin xвообразная функция для функции ‚ а С — произвольная постоянная.
Вообще под символом |[|(х)4х мы будем понимать какую-нибудь.

фиксированную первообразную, а постоянную интегрирования
будем писать отдельно.
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В дальнейшем будет показано, что большое количество уравнений
удается проинтегрировать в квадратурах [71, 185]. При этом под интегри-
руемостью данного уравнения в квадратурах надо понимать представ-
ление решения в виде квадратур от элементарных функций и функций,
входящих в уравнение.Однако следует отметить, что уравнения, интегрируемые. в квадрату-
рах, составляют лишь незначительную часть всех дифференциальных
уравнений. Так, например, очень важное во многих вопросах уравнение
Бесселя:

xy”+xy"+ (x?—n?) y=0 (16)

в общем случае не интегрируется в квадратурах.
В более общей постановке задачи ищется правило вычисления зна-

чения искомой функции по заданному значению аргумента, например
ищут выражение искомой функции в виде равномерно сходящегося ряда,
удовлетворяющего уравнению. В этом смысле, как увидим далее, уравне-
ние (16) разрешимо при любом п.

Задача общей теории дифференциальных уравнений состоит в изу-
чении свойств функций, определяемых дифференциальными уравнениями,
непосредственно по виду любого заданного дифференциального уравне-
ния, независимо от интегрируемости последнего в элементарных функ-
циях или в квадратурах.

Устанавливая существование решения, удовлетворяющего тем или
иным дополнительным условиям либо обладающего теми или иными
свойствами, общая теория обыкновенных дифференциальных уравнений
дает во многих случаях и общие методы построения решений, причем
в результате применения этих методов иногда удается выделить новые
типы уравнений, интегрируемые в элементарных функциях или в квад-
ратурах.

Несмотря на большое количество результатов, полученных в общей
теории дифференциальных уравнений, элементарные методы интегриро-
вания по-прежнему остаются важными методами интегрирования.

В настоящей книге излагаются основные методы интегрирования
различных типов обыкновенных дифференциальных уравнений, доказаны
основные теоремы существования решений (методы доказательства кото-
рых позволяют строить приближенные решения *) и теоремы о зависи-
мости решений от самого уравнения и от начальных данных, а также
дается понятие об основных задачах общей теории обыкновенных диф-
ференциальных уравнений.

=

* О приближенных методах интегрирования обыкновенных дифференциальных
уравнений см. в книгах [17, 36—38, 40, 46, 73, 76, 83, 104, 108, 110, 148, 161, 162].
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При изложении различных методов интегрирования мы попытаемся
везде, где это возможно, получить решение ввиде элементарных функций
или квадратур элементарных функций. В тех случаях, когда это невоз-
можно, указываются методы интегрирования в смысле более широкой
постановки задачи, При этом используются некоторые результаты общей
теории обыкновенных дифференциальных уравнений.

Отметим в заключение, что обыкновенные дифференциальные урав-
нения, представляющие сами по себе большой теоретический и практиче-
ский интерес, являются фундаментом для многих других разделов высшей
математики, например для уравнений с частными производными, уравне-
ний математической физики, вариационного исчисления, а также — базой
для глубокого изучения механики, физики и других естественных наук.



ГЛАВА ПЕРВАЯ

ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
ПЕРВОГО ПОРЯДКА, РАЗРЕШЕННЫЕ
ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОИЗВОДНОЙ.

УРАВНЕНИЯ, ИНТЕГРИРУЕМЫЕ В КВАДРАТУРАХ
$ 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

1. Понятие об уравнении первого порядка, разрешенном относитель-
но производной. В соответствии со сказанным во введении, уравнение
первого порядка имеет вид

F(x, y, y’) =0.
В этой главе мы будем рассматривать уравнение, разрешенное отно-

сительно производной, записывая его в нормальной форме
d< = И»). (1)

Наряду с этим уравнением мы всегда будем рассматривать пере-
вернитое уравнение

о
ау f(x,y)?

используя последнее в окрестности тех точек, в KOTOPbIX f(x, y) обра-
щается в бесконечность.

Во многих случаях оказывается целесообразным вместо уравнений
(1) и (1’) рассматривать одно равносильное им дифференциальное урав-
нение

(1°)

. dy—f(x, y)dx=0. (2)
Обе переменные х и и входят в это уравнение уже равноправно,
и любую из них мы можем принять за независимую переменную. Такую
форму записи уравнения, разрешенного относительно производной, будем
называть дифференциальной.

В теории дифференциальных уравнений и ее приложениях встре-
чаются уравнения в дифференциальной форме более общего вида

М (х, у) ах-ЕМ (х, у) 4у==0. (3)
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Это уравнение равносильно двум уравнениям:

49M(%yy | de N(x) (4)
ах N(x,y) dy - = M(x,y)

Иногда уравнение, разрешенное относительно производной, записы-
вают в так называемой симметрической форме

deyХо.) Van (5)
Различные формы записи уравнения первого порядка, разрешенного

относительно производной, используются как при построении общей тео-
рии, так и при интегрировании данного дифференциального уравнения
(см. п. 18).

Основные понятия и определения даются, как правило, для уравне-
ния в нормальной форме (1). Для этого же уравнения строится обычно
и общая теория, которая легко переносится на уравнения в других формах
с учетом возникающих при этом особенностей.

2. Решение уравнения. Предположим; что правая часть уравнения
(1), [(х, и), определена на некотором подмножестве А вещественной
плоскости (х, и). Функцию у=иу(х), определенную в интервале (а, 6),
мы будем называть решением уравнения (1) в этом интервале, * если:

1) существует производная и’(х) для всех значений х из интервала
(а, 6)** (отсюда следует, что решение у=—и(х) представляет собою функ-
цию, непрерывную во всей области определения);

2) функция у=иу(х) обращает уравнение (1) в тождество

y’ (x) =f(x, y(x)), (6)
справедливое для всех значений х из интервала (а, 6). Это означает, что
при любом х‘'из интервала (а, 5) точка (х, у(х)) принадлежит множеству
Auy’ (x) =f(x, y(x)) (cM. cHocky Hac. |

Так как наряду с уравнением (1) рассматривается перевернутое
уравнение (1’”), то и решения х=х(у) этого перевернутого уравнения
естественно присоединять к решениям уравнения (1). В этом смысле
в дальнейшем мы будем для краткости называть решения уравнения (1”)
решениями уравнения (1).

* Решение у=иу(х) может быть определено и в интервалах вида: [а, 6), (а, 6],
Га, b], (—00, b), (—00, b], (a, со), [а, со), (—о°, со).

** В случае, когда решение и=иу(х) определено на интервале, замкнутом с одного
или с обоих концов, под производной функции у(х) на конце интервала мы понимаем
соответствующую одностороннюю производную [149, т. Г, с. 16].
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Пример 1. Функция
у=е?*-рех (7)

является решением уравнения y!=y+e (8)
B HHTepBasie (—oo, со), ибо она определена и дифференцируема в этом интервале, и,
подставляя (7) в уравнение (8), получаем тождество

2e2*+e*== e2*+exte2x,

CipaBefHBOe MpH BCeX 3HAYeHHAX X. °
Пример 2. Рассмотрим уравнение

Нетрудно убедиться, что функция

a= 1—x
является решением этого уравнения в интервалах (—со, 1) и (1, oo). B camom gene,
в каждом из этих интервалов она непрерывна и обращает уравнение в тождество

(=) =(4=).
Замечание. Иногда функцию у=у(х), обращающую уравнение (1) в тожде-

ство (6), т. е. решение уравнения (1), называют интегралом этого уравнения. Мы будем
употреблять термин интеграл только в смысле п. 16.

3. Неявное и параметрическое задания решения. Далеко не всегда
удается получить решение дифференциального уравнения в явном виде.
Кроме того, явное задание решения и не всегда удобно для его изучения
и использования. Поэтому при интегрировании уравнения во многих
случаях удовлетворяются получением решения в неявном виде. Мы будем
говорить, что уравнение

D(x, y) =0 (9)
определяет в неявной форме решение уравнения (1), если оно определяет
у как неявную функцию от х, у=у(х), и если эта последняя является
решением уравнения (1).

В этом случае, полагая в (9) у=и(х), дифференцируя полученное
тождество по х и заменяя = на |(х, и), приходим к равенству

Dx’+O,’ f(x, y) =0, (10)
которое должно выполняться тождественно в силу соотношения (9).

Пример 1. Пусть дано дифференциальное уравнение

ау _ ХНУ
ах уху.
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Возьмем уравнение
х2--у?—1==0 (11)

и составим равенство (10). Получим

НУРП
—ytx(P+yr—l) |

Это равенство удовлетворяется в силу уравнения (11). Следовательно, последнее опре-
деляет в неявной форме решение данного дифференциального уравнения.

2x+2y

Иногда решение уравнения (1) получается в параметричес-
кой форме

х=Ф(И, у=фО. (12)
Мы будем говорить, что уравнения (12) определяют решение урав-

нения (1) в параметрической форме в интервале (1, Ё), если в этом
интервале имеет место тождество

p’ (2)— = t), t)).Tay Pol)» ¥(0)
Пример 2. Уравнения

x=acost, y=bsint
определяют решение уравнения

2 x
у—=— —a y

в интервале [0, 2], ибо в этом интервале имеет место тождество *

bcost 2 =0acost|
—_—_— —_—.

—asint а? b sint

4. Геометрическое истолкование. Будем рассматривать х иу как
прямоугольные координаты на плоскости. Тогда решению и=ф(хХ),
M(x, y) =0 nau x=Q(t), y=(t) ypaBHenna (1)

dy‘ах. — (x, у)
будет соответствовать некоторая кривая, которая называется интеграль-
ной кривой этого уравнения. Иногда сама интегральная кривая
называется решением. Каков геометрический смысл интегральных кри-

* Причем для #=0, [=л, [=2л нужно рассматривать перевернутое тождество,
a2 . yсоответствующее перевернутому уравнению ху’= — 52 —.

x
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вых? Чем выделяются они среди всевозможных кривых, которые мы
можем провести на плоскости?

Будем предполагать, что интегральные кривые, о которых идет речь,
существуют. Вопрос об условиях существования интегральных кривых
мы рассматриваем в пп. би 7.

Предположим, что правая часть уравнения (1) определена и ко-
нечна в каждой точке некоторой области @ * изменения Х ии (рис. 1).

WA
S

Рис. | Pre 2

ра

Проведем через каждую точку М(х, у) этой области отрезок (для опре-.
деленности будем считать, что этот отрезок единичный, т. е. длина его
равна единице, и что середина его лежит в точке М(х, у)), составляющий
с осью Ох угол @, тангенс которого равен значению правой части урав:
нения (1) в этой точке, {= а=={(х, и), причем оба направления указанного
отрезка для нас безразличны. Таким образом, можно считать, что урав-
нение (1) определяет некоторое поле направлений.

Тогда уравнение (1) выражает геометрически тот факт, что на-
правление касательной в каждой точке интеграль-
ной кривой совпадает с направлением поля в этой
точке. Это свойство и выделяет интегральные кривые среди всех про-
чих кривых.

* Под областью С вообще мы будем понимать непустое множество С точек, обла-
дающее двумя свойствами: 1) каждая точка множества С есть внутренняя, т. е. при-
надлежит ему вместе с некоторой своей окрестностью; 2) множество С связно, т. е.
каждые две точки этого множества можно соединить ломаной, состоящей из конечного
числа звеньев, которая целиком лежит внутри G.Совокупность точек, которые являются предельными для точек области С, но не
принадлежат ей, называется границей области G.

Область С вместе с ее границей называется замкнутой областью @ или замыканием
области G.
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Всякое дифференциальное уравнение первого порядка выражает
некоторое общее свойство касательных всех его интегральных кривых.
Задача интегрирования состоит в том, чтобы по этому свойству восста-
новить само семейство интегральных кривых.

Пример 1. Возьмем уравнение
y’ = 2x. (13):

Ему удовлетворяет функция у==х?, которой соответствует парабола с вершиной в на-
чале координат, но ему удовлетворяет и всякая функция вида у=х?-+-С, где С — произ-
вольная постоянная, т. е. интегральные кривые составляют целое семейство парабол
(рис. 2). Все они обладают одним общим свойством: в каждой точке М(х, у) любой
интегральной кривой угловой коэффициент касательной МТ равен удвоенной абсциссеэтой точки: о а=—2х.

Кривая, в каждой точке которой наклон поля, определяемого диф-
ференциальным уравнением (1), один и тот же, называется изоклиной
этого уравнения. Уравнение изоклины имеет вид

(x, y) =k,
где А — постоянное число.

Пример 2. Рассмотрим вопрос об изоклинах уравнения (13). Приравнивая правую
часть постоянному числу №, видим, что изоклинами являются прямые, параллельные
оси Оу. В частности, во всех точках прямой х== > наклон поля будет равен 1, так что
касательные ко всем интегральным кривым, пересекающим эту прямую, образуют угол
д4 с положительным направлением оси Ox. Используя достаточно «густое» семейство

у изоклин, мы можем получить отчетливое пред-| ставление об интегральных кривых уравне-
ния (13) (рис. 3).

\ a Если в уравнении (1) правая часть
сохраняет положительный (отрицатель-к / ный) знак, то всякое решение уравне-

] ния возрастает (убывает)-в каждой/ своей точке, так что все интегральныеЖА и / 5х кривые направлены вверх (вниз).
0 у Линия, обладающая тем свойством, чтоIN J через каждую точку ее проходит ин-

мых" тегральная кривая и последняя (если
| она не совпадает с этой линией) имеет

в этой точке экстремум, называется
Рис. 3 линией экстремумов.

В примере | линией экстремумов, а именно линией минимумов является, очевидно,
ось Оу (х=0), ибо на ней у’=0, а слева и справа от нее у’ имеет соответственно знаки.
минус и плюс.
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Если вторая производная от у в силу уравнения (1), т. е. функция

y= oh SET у),
сохраняет положительный (отрицательный) знак, то всякая интегральная
кривая вогнута вверх (вниз). Линия, в точках которой интегральные
кривые имеют перегиб, называется линией точек перегиба.

Мы предполагали выше, что [(х, у) конечна в каждой точке
рассматриваемой области С@. Тем самым мы исключали направления,
параллельные оси Оу. Геометрически это исключение никак не может
быть оправдано. Чтобы принять во внимание и эти направления, мы
всегда будем, как уже сказано в п. 1, наряду с уравнением (1) рассмат-
ривать уравнение (1”)

ах ] а ны

‘dy~~ f(x,y)
используя его в окрестности тех точек, в которых ](х, у) обращается
в бесконечность.

Если правая часть уравнения (1) обращается в некоторой точке
(№, и) в неопределенность вида с (которая не раскрывается),
то и правая часть уравнения (1”) имеет в этой точке неопределенность
вида >" В таком случае мы будем говорить, что в этой точке поле не
определено и что через нее не проходит ни одна ин-
тегральная кривая. Это не исключает возможности существова-
НИЯ интегральных кривых вида у=у(х) WI X=х(у), обладающих соот-
ветственно свойством

y(x)>Yo при xXx—>Xo
Или

х(у)>х при уу.
Относительно таких интегральных кривых мы будем говорить, что они
примыкают к точке (хо, Yo).

В соответствии с этим мы считаем, что ни одна интегральная кривая
уравнения (4) не проходит через такую точку (хо, Ио), в которой М(х, у)
u N(x, у) одновременно обращаются в нуль. Речь может идти лишь. об
интегральных кривых, примыкающихк такой точке.

Пример 3. Построить поле направлений и найти интегральные кривые уравнения

ау у— —. 14ах x (14)
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Здесь в точке х=0, у=0 поле не определено. Для точек х=0, у5ё0 будем рас-
сматривать перевернутое уравнение

ах

ау
_* й=. (14)

Очевидно, что в каждой точке (х, у) [= (0, 0)] направление поля совпадает
с направлением прямой, проходящей через эту точку и начало координат (рис. 4, а).

y 6. y
A A

\ /
“} \ / Yo

~ \ \ и< .\ yp Uo

и / \ \
Г“ 7 ‘oN

Рис.4

Поэтому интегральными кривыми являются полупрямые

y=kx (x40).
Верхняя и нижняя части оси Оу

х=0 (950)

тоже являются интегральными кривыми, что вытекает из рассмотрения уравнения (14’).
Таким образом интегральными кривыми уравнения (14) являются все полу-

прямые, выходящие из начала координат (рис. 4, 6).* Эти же полупрямые будут оче-
видно изоклинами.

Пример 4. Возьмем уравнение
а x4 (15)
dx y

Здесь в точке х=0, у=0 поле также не определено, а для точек х5=0, у=0 следует
рассматривать уравнение

dx y
=——., (15’)

dy x

Изоклинами служат также полупрямые, выходящие из начала координат, как и в пре-
дыдущем примере. Но если там каждая изоклина была интегральной кривой, то здесь
ни одна из них не является интегральной кривой.

* Интегральными кривыми уравнения ydx—xdy=0, эквивалентного уравнениям
(14) и (14’), являются те же полупрямые, выходящие из начала координат.
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Сравнивая правые части уравнений (14) и (15), мы видим, что поле, определяемое
уравнением (15) (рис. 5, а), ортогонально к полю, определяемому уравнением (14)
(рис. 4, а), т. е. в каждой точке (х, у) направления, задаваемые этими уравнениями,
взаимно перпендикулярны. Поэтому интегральными кривыми уравнения (15) являются
окружности с центром в начале координат (рис. 5, 6

ху?=Ю?.

Через точку (0, 0) не проходит и к ней не примыкает ни одна интегральная кривая,
п в точках пересечения интегральных кривых с осью Ох касательные параллельны оси
Оу, что согласуется с направлением поля в этих точках, если принять во внимание
уравнение (15’).

Рис. 5

5. Задача Коши. Одной из важнейших задач в теории дифферен-
циальных уравнений является так называемая задача Коши. Для урав-
нения (2) г

ау |ар= 9)
задача Коши, или начальная задача, ставится следующим образом: среди
всех решений уравнения (1) найти такое решение

у=у(х), (16)
в котором функция у(х) принимает заданное числовое значение и при
заданном числовом значении хо независимой переменной х, т. е.

у (хо) =Yo,
где № и и — заданные числа, так что решение (16) удовлетворяет
условию

Y=Yo MPH X=—Xo. (17)
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При этом число уо называется начальным значением искомой функции,
а ЧИСЛО Хо — начальным значением независимой переменной. В целом же
числа № и у называются начальными данными решения (16), а условие
(17) — начальным условием этого решения.

Задачу Коши геометрически можно сформулировать так:
среди всех интегральных кривых уравнения (1) найти ту (рис. 6), которая

проходит через заданную точку Mo(Xo, Yo).*у Будем говорить, что задача Коши с началь-} ным условием (17) имеет единственное р-е-
шение, если существует такое число й>>0, что

у=у(У в интервале |х—х|=Й определено решение
у=иу(х) такое, что у(х) =, и не существует ре-
шения, определенного в этом же интервале и неYo Mo совпадающего с решением у=иу(х) хотя бы в од-
ной точке-интервала |х—хо| <, отличной от точ-
КИ Х=%о. В противном случае, т. е. когда задача0 Xp —_ Коши с начальным условием (17) имеет не одно
решение или же совсем не имеет решения, мы бу-

Рис. 6 дем говорить, что в точке (хо, у) нарушается
единственность решения задачи Коши.

Вопрос о единственности решения задачи Коши представляет исклю-
чительный интерес как для самой теории дифференциальных уравнений,
так и для ее многочисленных приложений, ибо, зная, что решение задачи
Коши единственно, мы, найдя решение, удовлетворяющее заданным на-
чальным условиям, уверены, что других решений, удовлетворяющих тем
же начальным условиям, нет. В вопросах естествознания это приводит
к тому, что мы получаем вполне определенный, единственный закон
явления, определяемый только дифференциальным уравнением и началь-
ным условием. Иллюстрацией сказанного может служить хотя бы при-
мер 1, рассмотренный во введении.

Заметим, что в простейшем случае задача Коши встречается уже
в интегральном исчислении, именно там, по существу, доказывается, что
если функция |(х) непрерывна в интервале (а, 5), то единственным реше-
нием простейшего дифференциального уравнения

у=р(х), (18).
принимающим значение и при х=хо, где х принадлежит интервалу
(а, 0), аш — любое заданное число, является функция (ср. введение,
пример 1, формула (7))

y= J f(xdxtye (19)
Xo

Это решение определено во всем интервале (а, 5).
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Из формулы (19) легко усмотреть характер зависимости решения
рассматриваемой задачи Коши как от независимой переменной, так и от
начальных данных.

Прежде всего из курса анализа известно, что решение (19)
является непрерывно дифференцируемой* функ
цией от независимой переменной х. Геометрически это
означает, что через точку (хо, и) проходит одна и только одна интеграль-
ная кривая. Эта интегральная кривая гладкая.** Она пересекается
со всякой прямой, параллельной оси Оу, не более чем в одной точке.

Из формулы (19) видно также, что решение задачи Коши
для уравнения (18) является непрерывной и даже
непрерывно дифференцируемой функцией началь-
ных данных №и Yo.

Особые случаи задачи Коши. При постановке задачи
Коши с начальными данными хо, у мы неявно предполагали, что числа
Х И у конечны и что правая часть уравнения (1) определена
и конечна в точке (хо, Шо), т. е. уравнение (1) задает в точке (Xo, Yo)
определенное направление поля, причем последнее не параллельно
оси Оу. Если правая часть уравнения (1) обращается в точке (хо, Yo)
в бесконечность, то следует рассматривать перевернутое уравнение (1”)

dx ]
а F(x, y)

и искать решение х=х(у) (рис. 7), удовлетворяющее начальному усло-
вИЮ Х=Х при у=ио. Единственная «особенность» решения этой задачи
Коши состоит только в том, что в точке Мо(хо, и) касательная к интег-
ральной кривой параллельна оси Оу.

Совсем другое положение мы будем иметь, если в точке (хо, ио) пра-
вая часть уравнения (1) не определена. Предположим, что [(х, у) обра-
щается в точке (х, и) в неопределенность вида >: Тогда обычная
постановка задачи Коши теряет смысл, так как через точку (Xo, Yo) He
проходит ни одна интегральная кривая. В этом случае задача Коши ста-
вится так: найти решение вида у=у(х) (или х=х(у)), примыкающее
к точке (хо, Ио).

Здесь, так же как и в основном случае задачи Коши, возникают во-
просы существования и единственности решения..

Кроме того, здесь возникают и дополнительные вопросы: 1) имеют
ли решения, примыкающие к точке (хо, у), определенную каса-

* Функция называется непрерывно дифференцируемой, если она имеет непре-
рывную первую производную. |

** Кривая называется гладкой, если она имеет непрерывно изменяющуюся
касательную.
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тельную в этой точке? Дело в том, что само уравнение (1) в этом случае
не предписывает никакого определенного направления касательной в та-
кой точке (х, Yo); 2) если интегральные кривые примыкают к точке
(Х№, у0) с определенными направлениями касательной, то каковы эти
направления? Сколько кривых примыкает с каждым из направлений?

В примерах3и 4, рассмотренныхвп. 4, все интегральные кривые уравнения (14)
примыкают к точке (0, 0) (где правая часть обращается в неопределенность вида —),

0
имея в ней каждая свою касательную, в то время как ни одна из интегральных кривых
уравнения (15) не примыкает к точке (0, 0), так что для этого уравнения задача Коши
© начальными данными хо =0, у, =0 не имеет ни одного решения.

¥ у "
А ]

X=X(Y)

Yo М

— —— X ; . _о Xo 0 : —=-Х
Рис. 7 Рис. 8

В некоторых случаях возникает необходимость искать решения
у=у(х), удовлетворяющие условиям:

У>и (520) при х— 00, у>со при Х—хо (529)
ИЛИ

Yoo при хо.

Указанные выше особые случаи задачи Коши исследуются в анали-
тической теории дифференциальных уравнений и в качественной теории
дифференциальных уравнений.

Во всех случаях задачи Коши наряду с вопросами существования.
и единственности возникают вопросы о свойствах решения задачи Коши
как функции независимой переменной (аналитический вид,
дифференциальные и геометрические свойства и особенности поведения
во всей области существования) и‘как функции начальных дан-
ных. Рассмотрение этих вопросов составляет одну из основных задач
теории дифференциальных уравнений.
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6. Достаточное условие существования решения задачи Коши. Пред-
положим, что правая часть уравнения (1) определена и непрерывна
в некоторой области С изменения хи у. Тогда, как уже отмечалось рань-
ше (п. 4), уравнение (1) определяет некоторое поле направлений, причем
в силу только что сделанного предположения о непрерывности правой
части уравнения (1) это поле направлений непрерывно, так что направ-
ления в двух достаточно близких точках разнятся сколь угодно мало.
Заметим, что. из сделанного предположения о непрерывности правой
части уравнения (1) следует, что всякое решение этого уравнения (если
оно существует) будет непрерывно дифференцируемым,
так что всякая интегральная кривая будет гладкой. Всякая интег-
ральная кривая, как уже было сказано в п. 4, обладает тем свойством,
что в каждой ее точке направление касательной совпадает с направле-
нием поля, определяемым дифференциальным уравнением в этой точке.
Попытаемся, пользуясь этим свойством интегральной кривой, найти
решение задачи Коши для уравнения (1) с начальными данными Xo, Yo
из области С.

Возьмем в области С некоторую точку Мо(хо, и) (рис. 8). Наклон
поля в этой точке равен [ (хо, и). Проведем через точку Mo(Xo, Yo) прямую
с угловым коэффициентом |(хо, и). На этой прямой возьмем любую
точку М! (ха, у1), принадлежащую области С, и через нее проведем пря-
мую с угловым коэффициентом, равным наклону поля в этой точке,
т.е. [(хи, и1). На последней прямой возьмем любую точку М>(^%», уз), при-
надлежащую области С, и проведем через нее прямую с угловым коэф-
фициентом [(Xe, у2) и т. д. Такое же построение можно сделать и влево
OT TOUKH X= Xo. Построенная ломаная линия называется ломаной Эйлера.

Ясно, что можно построить бесчисленное множество ломаных Эйлера,
проходящих через точку Мо(хо, у). Каждая из этих ломаных с достаточно
короткими звеньями дает некоторое представление об интегральной кри-
вой, проходящей через точку Мо(хо, у), если эта интегральная кривая
существует. Естественно ожидать, что мы можем построить последова-
тельность ломаных Эйлера, имеющую своим пределом (когда длины всех,
звеньев ломаной стремятся к нулю,-а их число стремится к бесконечно-
сти) интегральную кривую, проходящую через точку Мо(х, у). Можно
доказать (см. гл. 5, п. 154), что при сделанном\предположении относи-
тельно [(х, у) это действительно имеет место, так что для существования
непрерывно дифференцируемого решения задачи Коши для уравнения (1)
достаточно предположить, что его правая часть непрерывнав окре-
стности начальных данных (теорема Пеано).

Заметим, однако, что не исключена возможность существования
нескольких последовательностей ломаных Эйлера, проходящих через точ-
ку Мо(хо, Ио), каждая из которых стремится к своей интегральной кривой,
так что в общем случае нет оснований ожидать, что мы получим един-
ственную интегральную кривую, проходящую через точку Мо(хь, %).
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Более того, как показал М. А. Лаврентьев [178], единственность решения
может нарушаться даже во всех точках непрерывности правой части
уравнения (1).

Таким образом, теорема Пеано есть только теорема существо-
вания решения задачи Коши. Единственности решения она не га-
рантирует.

В этой книге рассматриваются только непрерывно диффе-
ренцируемые решения.

у1
Yor OF

Yo

gO

7. Достаточные условия существования и единственности решения
задачи Коши. Поставим вопрос: каким условиям достаточно подчинить
правую часть уравнения (1) в окрестности начальных данных хо, уо, чтобы
через точку (хо, и) проходила одна и только одна интегральная
кривая этого уравнения? В общем виде этот вопрос мы рассматриваем
в ГЛ. 5, где при некоторых предположениях относительно правой части
уравнения (1) мы доказываем существование и единствен-
ность решения задачи Коши и показываем, что свойства
решения задачи Коши вполне определяются свой-
ствами правой части уравнения (1) и начальными
данными. Сейчас мы приведем без доказательства основную теорему
существования и единственности (теорему Пикара) для уравнения (1)
в упрощенной формулировке.

Теорема. Пусть дано уравнение (1)

= =[(*, y)
и поставлено начальное условие (17)

GY=Yo IPH X—Xo.
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Предположим, что функция |(х, у) определена в некоторой замкну-
той ограниченной области (рис. 9)

К: х—ж|=а, |y—yo| <0
с точкой (Хо, У) внутри (аи в — заданные положительные числа) и удов-
летворяет в ней следующим двум условиям.

1. Функция |(х, у) непрерывна и, следовательно, ограчичена, т. е.

[А(х, у) | <М,
где М — положительное число, а (х, у) — любая точка области К.

2. Функция |(х, у) имеет ограниченную частную производную по ар-
гументи у, т..е. |и | <K,
где К — положительное число, а (х, у) — любая точка области К.

При этих предположениях уравнение (1) имеет единственное
решение (16)

y=Y (x) ’ *

удовлетворяющее начальному условию (17). Это решение определено
и непрерывно дифференцируемо в некоторой окрестности начального
значения хо независимой переменной х, а именно оно заведомо определено
в интервале

|x—xo| <A,
. b

2de h ecTo HauUmeHbWee UZ UUCeEA A U —.,

h=min (a, + ,
Из этой теоремы, в частности, следует, что если правая часть урав-

нения (1) есть полином относительно х и у или любая другая функ-
ция, определенная и непрерывная относительно х и у вместе с частной
производной по у при всех значенияхх и у, то через любую точку (Хо, Ио)
проходит одна и только одна интегральная кривая, ибо во всяком прямо-
угольнике Ю с центром в точке (Xo, уу) оба условия теоремы Пикара
будут очевидно выполнены. В этом случае вся плоскость (х, у) будет
заполнена не пересекающимися и не касающимися
друг друга гладкими интегральными кривыми.
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Пример 1. Пусть дано уравнение

. ау
ах

и поставлено начальное условие
у=0 при х==0. (21)

Так как правая часть уравнения (20) есть полином относительно хи у, то
решение с любыми начальными условиями, в том числе и с начальным условием (21),
существует и единственно.

Оценим область определения решения с начальным условнем (21). С этой целью
построим прямоугольник А с центром в точке (0, 0)

К: |x|<a, [у| <,
причем в качестве а и 6 можно взять любые положительные числа. Тогда

, ; b
M=a?-+b2, h=min{ a, ————}.

a2+ 62 ;

Отсюда видно, что А зависит от выбора чисел а и 6.* В частности, при а=ё==1, получим

1 1
h=min{1, —]}) =—.

2 2

Поэтому уравнение (20) имеет единственное решение, заведомо определенное в интер-
вале |х|= a и удовлетворяющее начальному условию (21). Это решение непрерывно
дифференцируемо.

С геометрической точки зрения полученный результат означает, что уравнение (20)
имеет только одну интегральную кривую, проходящую через начало координат, при-
чем эта интегральная кривая гладкая.

Этот результат приобретает особое значение, если принять во внимание, что урав-
нение (20) не интегрируется ни в элементарных функциях, ни в квадратурах от элемен-
тарных функций, в чем мы убедимся в п. 51. Установленный факт существования и един-
ственности решения дает нам основание пытаться искать его другими методами и в том
числе находить это решение приближенно.

Пример 2. Найти решение уравнения

аae =sin(xy), (22)
dx

удовлетворяющее начальному условию (21).
Так как правая часть уравнения (22) вместе с ее частной производной по у,

a, —х с0$ (ху), непрерывна при всех х и у, то через каждую точку плоскости (х, и)
у

* Наибольшим значением fA будет
b y2ho ==max min a, =) = ——.

a,b а?--6? 2
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проходит единственная интегральная кривая. Это же будет иметь место и в начале
координат. Но легко заметить, что у=0 (ось Ох) есть решение уравнения (22) и это
решение проходит через начало координат, так что оно и будет искомым решением.
В силу только что установленной единственности решения уравнение (22) не имеет дру-
гих решений, проходящих через начало координат.

Вообще, если в уравнении (1) функция [(х, у) удовлетворяет обоим условиям тсео-
ремы Пикара в некоторой окрестности заданной точки (хо, уо) и такова, что [(х, уо) =0
вблизи точки х=хо, то единственным решением этого уравнения, проходящим через
точку (хо, Ио), будет прямая и=уо.

8. Общее решение. На примерах, рассмотренных ранее, мы уже ви-
дели, что дифференциальное уравнение (1)

d= =f(x, y)
может иметь бесконечное множество решений. Семейство решений
уравнения (1), зависящее от одной произвольной ‘постоянной С,

y=o(x, C) . (23)

называют обычно общим решением этого уравнения. Геометриче-
ски оно представляет собою семейство интегральных кривых на плос-
кости (х, и), зависящее от одного. параметра С, причем уравнение этого
семейства разрешено относительно у. При каждом значении произволь-
ной постоянной (параметра) С (из числа допустимых) формула (23)
дает решение (интегральную кривую) уравнения (1). |

Формула (23) позволяет, вообще говоря, решать задачу Коши для
уравнения (1), т. е. находить решение, удовлетворяющее заданному на-
чальному условию у(хо) =, за счет выбора соответствующего значения
произвольной постоянной С.

С этой целью подставляют в формулу (23) вместо х и у числа №И у,
решают полученное уравнение и=®(хо, С) относительно С и подстав-
ляют найденное значение С = Су в формулу (23), в результате чего полу-
чают искомое решение в виде и=®(х, Со).

Однако при этом в общем случае не гарантируется ни разрешимость
уравнения /,—=®(хо, С) относительно С, ни единственность найденного
решения задачи Коши. Чтобы гарантировать и то и другое, нужно на-
ложить на функцию у=о(х, С) некоторые ограничения, при которых
формула (23) была бы пригодна для решения задачи Коши с любыми
начальными данными хо, И, Из некоторой области О изменения MepeMell-
ныхХхи 4, и чтобы это решение было единственным.

Ниже мы даем определение общего решения уравнения (1) в области
р изменения переменных х, у.*

* еармулировка этого определения общего решения принадлежит Н. П. Еру-
гину [53]. .
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В качестве области Р мы будем рассматривать некоторую область
на плоскости (х, у), через каждую точку которой проходит одна и только
одна интегральная кривая уравнения (1), так что в каждой точке (х, и)
области О имеет место существование и единственность решения задачи
Коши для уравнения (1). При этом область О есть либо все множество
точек существования и единственности решения задачи Коши для урав-
нения (1), либо его часть.*

Функцию_
y=9(x, C), (24)

определенную в некоторой области изменения переменных хи С,**
имеющую непрерывную частную производную по независимой перемен-
ной х, будем называть общим решением уравнения (1) в области О, если
равенство (24) разрешимо относительно произвольной постоянной С в об-
ласти О, так что при любых значениях х и и, принадлежащих обла-
сти О,*** равенством (24) определяется значение С по формуле ****

, C=v(x, y) (25)
и, если функция (24) является решением уравнения (1) при всех значе-
ниях произвольной постоянной С, доставляемых формулой (25), когда
точка (х, и) пробегает область D.*****

Суть этого определения состоит в следующем. Пусть дано семейство
кривых РЁ, расположенных в Д и зависящих от одного параметра С. Если
про каждую кривую из Ё известно, что она является интегральной
кривой уравнения (1)и все кривые из Ё в их совокупности покрыва-
ют Д, тоЁ есть общее решение уравнения (1) в области О.

Формула общего решения (24) дает возможность за счет выбора
соответствующего значения произвольной постоянной С решить любую
задачу Коши для уравнения (1) в области О, т. е. найти решение
уравнения (1), определяемое начальными данными фу, Yo,
причем (хо, И) — любая точка области О.

Для нахождения этого решения поступаем, как указано выше. Под-
ставим в формулу (24) вместо х и у начальные данные № и у:

, Yo=@(Xo, C).
* Может случиться, что множество точек существования и единственности для

уравнения (1) распадается на несколько областей, в каждой из которых уравнение (1)
имеет свое общее решение.

** Мы предполагаем, что множество $ точек (х, С), на котором определена
функция (24) таково, что любое сечение С=С,==сопз{ этого множества, т. е. совокуп-
ность всех х таких, что точка (xX, Co) принадлежит $, представляет собою некоторый
интервал оси Ох.

*** Т. е. во всякой точке (х, и), лежащей внутри области О, но не на
ее границе.

**** Сар (х, у), вообще говоря,— многозначная функция.
**+** При этом в качестве С мы допускаем и несобственные числа Еоо.
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Найдем отсюда
С= (хо,Yo) = Co.

Подставим это значение С в формулу (24). Получим
y=(x, Co). (24°)

Это и есть искомое решение. Других решений с начальными данными
Хо, о. Нет. —

Иногда в формуле общего решения (24) роль произвольной постоян- '
ной С играет начальное значение и искомой функции у при некоторомфиксированном значении хо аргумента х, так что формула (24) принимает.
следующий вид:

y=y(x, Хо, Yo).
Такая форма записи общего решения называется общим решением в фор-
ме Коши.

Пример. Рассмотрим уравнение (14)

dy у
ах x

Покажем, что
y=Cx (x0) (24”)

является общим решением уравнения (14) в области

0<х<®, —ю<у<о. (26)
Прежде всего, легко видеть, что в области (26) имеет место существование и един-

ственность решения задачи Коши.* Далее, уравнение (24”) разрешимо в области (26)
относительно С:

Л—C= (27)

Наконец, очевидно, что функция (24”) является решением уравнения (14) при всех зна-
чениях С, доставляемых формулой (27), когда точка (х, у) пробегает область (26).
Следовательно, (24”) есть общее решение уравнения (14) в области (26).

Найдем решение уравнения (14), удовлетворяющее начальному условию

Y=Yo MPH X=—Xo (Хо >0).

Полагая в общем решении (24”) х=хо, у=уо, имеем.

У= Схо,
* Это следует из того, что правая часть уравнения (14) непрерывна относительно

хиув области (26) и в окрестности каждой точки (х, у) из этой области ее частная
производная по у ограничена.
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откуда ‚

Подставляя это значение С в общее решение (24), находим

Yo

Хо
у= x. (28)

Это и есть искомое решение. Других решений, удовлетворяющих поставленному началь-
ному условию, нет.

Заметим, что функция (28) будет общим решением уравнения (14) в форме Коши
в области (26), если рассматривать в ней у, как произвольную постоянную.

9. Общий интеграл. Общее решение в параметрической форме.
В большинстве случаев, интегрируя уравнение (1), мы получаем общее
решение (однопараметрическое семейство интегральных кривых) в не-
явном виде (в виде, не разрешенном относительно и):

Ф(х, у, С) =0 (29)
ИЛИ

ф(х, у) =С. (30)
Такая форма общего решения уравнения (1) называется обычно общим
интегралом этого уравнения.

Будем называть соотношение (29) или (30) общим решением в неяв-
ной форме или общим интегралом уравнения (1) в области О, если это
соотношение определяет общее решение (24)

>

y= (x, C)
уравнения (1) в области О.

Из этого определения следует, что (25) есть общий интеграл уравне-
ния (1) в области О.

Пример. Рассмотрим уравнение (15)

ау. x.
dx у’

Мы уже знаем (п. 4), что интегральными кривыми этого уравнения являются
окружности

-у=С (C=R?), (31)
причем через каждую точку плоскости (х, у), кроме начала координат, проходит одна
и только одна интегральная кривая уравнения (15). Соотношение (31) является общим
интегралом уравнения (15). Оно будет общим интегралом в каждой из полуплоскостей.
В самом деле, соотношение (31) определяет общие решения вида у=ф (х, С) в каждой
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из этих областей, а именно

у=УС—?
— общее решение в верхней полуплоскости (/>0), и

у=—УС—х
— общее решение в нижней полуплоскости (у<0).

Иногда, интегрируя дифференциальное уравнение (1), получают се-
мейство интегральных кривых, зависящее от одной произвольной постоян-
ной С, в параметрическом виде:

х=Фф(Ь С), }
Такое семейство интегральных кривых мы будем называть общим реше-
нием уравнения (1) в параметрической форме.

Если из уравнений (32) удается исключить параметр 2, то получают
общее решение в неявном или даже в явном виде.

(32)

Пример. Уравнение (15)
ау х
dx y

имеет следующее общее решепие в параметрической форме:

x=C cost, \
y=C sint.

Исключая параметр 2, получим общий интеграл

10. Частное решение. Если решение уравнения (1) состоит только
из точек единственности решения задачи Коши для этого уравнения, то
такое решение мы будем называть частным решением.

Решение, получающееся из формулы общего решения (24) при част-
ном числовом значении произвольной постоянной С, включая оо,
является, очевидно, частным решением. При этом, если множество О,
на котором определено рассматриваемое общее решение, не совпадает
со всем множеством точек существования и единственности решения
задачи Коши для уравнения (1), то формула этого общего решения со-
держит в себе не все частные решения уравнения (1), а только их часть.
Остальные частные решения включены в формулы других общих решений
уравнения (1).
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Решение, определяемое теоремой Пикара, является частным
решением, ибо в каждой точке этого решения имеет место единственность
решения задачи Коши для данного уравнения.Решая задачу Коши при помощи формулы общего решения (24}
с начальными данными из области О, мы всегда получаем частное
решение, так что решение (24’) есть частное.

Пример. Рассмотрим уравнение (13)
у’ = 2х.

Очевидно, что
y=xP+e (33}

есть общее решение этого уравнения в области
—00 <UxX¥< о, —oacyco,

т. е. на всей плоскости (х, и).
Найдем решение, удовлетворяющее начальному условию

Y=Yo При xXx=—Xo.

Полагая в (33) х=хо, Уу=у, имеем: уо,==хо? С, откуда С==иуо—хо?. Подставляя это
значение С в общее решение (33), получаем

у==хуи— Хо?.

Это и есть искомое решение. Оно является частным решением.

11. Особое решение. Решение, в каждой точке которого нарушается
единственность решения задачи Коши, будем называть особым решением.

Геометрически особому решению соответствует интегральная кривая,
не содержащаяся в семействе интегральных кривых, составляющих общее
решение (общий интеграл). Поэтому особое решение не может лежать
внутри области О существования общего решения.

Особое решение, очевидно, не содержится в формуле общего решения
(общего интеграла) ни при каком числовом значении произвольной по-
стоянной С, включая со. Оно может получаться из формулы обще-
го решения, определенного в области О, лишь при замене С на некоторую
функцию отх, С=С(х).*

Заметим, что существуют решения, которые не являются ни част--
ными, ни особыми. В частности, если уравнение имеет частные и особые
решения, то упомянутые выше решения можно получить, склеивая куски
частных и особых решений и т. д. В дальнейшем на решениях, получаю-
щихся через склейку, мы не задерживаем внимания читателя.

* Это надо понимать в том смысле, что если мы разрешим формулу общего реше-
ния (24) относительно С, то функция С=ф (х, у) стремится‘к функции С(х), когда
точка (х, у) стремится изнутри В к точке (х, у(х)), лежащей на особом решении.
у=иу(х), если последнее представляет собою границу области О (см. приведенный ниже.
пример).
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Пример. Возьмем уравнение -
И=2Уу (>20). (34)

Здесь радикал берется с положительным знаком. Считая, что у5=0, делим обе части
уравнения на 2] у. Получаем _

———=1 или (Уу’=|.
Отсюда

Vy=x+C,
где х>—С, так как х+-С>>0. Следовательно, уравнение (34) имеет семейство решений

у= (х+С)? (2—0). (35)
(Здесь мы в неравенстве х> —С присоединили знак равенства, ибо функция (35) обра-
щает уравнение (34) в тождество, которое имеет место и при х=-— С). Это — правые
ветви парабол, у которых ось симметрии параллельна оси Оу, а вершины находятся
на оси Ох (рис. 10). Тот факт, что
левые ветви парабол не являются ‚0
интегральными кривыми, очевиден |
и из самого дифференциального
уравнения (34), ибо вдоль них ка-
сательная образует тупой угол с
осыо Ох, так что производная у’
отрицательна, тогда как в уравне-
нии (34) она предполагается не-
отрицательной. (Левые ветви яв-
ляются интегральными кривыми
уравнения у’=—2 у.)

Покажем, что функция

у= (х-С)* (x>—C) (36)
является общим решением
уравнения (34) в области р 10
D: —w<x<00, 0<у<о, (37) HS:
т. е. в верхней полуплоскости.

о В самом деле, прежде всего убедимся, что в области (37) имеет место существо-
ванне и единственность решения задачи Коши. Это следует из того, что для любой точки
(Хо, /0) из области (37) можно построить замкнутую окрестность вида

К: |x—xo| <a, |y—yo| <4,

лежащую в верхней полуплоскости. В этой окрестности правая часть уравнения (34)
удовлетворяет обоим условиям теоремы Пикара. Действительно, функция [(x, y) =

— of 1==2]/ у непрерывна, а = ——— ограничена. Поэтому через точку (хр, Yo) проходит
4 Ту |

одна и только одна интегральная кривая уравнения (34).
Проверим теперь, что функция (36) удовлетворяет обоим требованиям, содержа-

щимся в определении общего решения, данномв п. 8.
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1) Равенство (36) разрешимо в области (37) относительно произвольной посто-
янной С:

С= Ту.
2) Подставляя (36) в (34), получаем тождество

2(x+C)=2y(x4+C)? (x+C>0),

так что функция (36) является решением уравнения (34) при всех значениях С.
Поэтому функция (36) является общим решением уравнения (34) в области (37).
Очевидно, что решением уравнения (34) будет также у==0 (ось Ох). Это решение

особое, так как во всех точках его нарушается единственность решения задачи Коши.
В самом деле, через любую точку М(хо, 0), лежащую на оси Ох, проходит само реше-
ние у=0, примыкающая к ней полупарабола

MN: у — (х—хо)? (х>хо)
{она содержится в семействе (36) при С= —^хо) и, кроме того, бесчисленное множество
решений типа ММ.М№., которые можно составить из отрезков ММ, особого решения
у==0 [М =Ма(ха, 0)] и частных решений — полупарабол

М.М№:: и= (х—хи)? (х>х,).
Отметим, что решения типа МММ. не являются ни частными, ни особыми.
Рассматривая поле направлений, определяемое уравнением (34), видим, что через

каждую точку М(хо, 0), лежащую на особом решении у==0, проходит не одна нн-
тегральная кривая, в то время как направление поля в этой точке только одно:

у (хо, 0) =2] у | = 0) =0.
Заметим еще, что особое решение у=0 He содержится в формуле общего решения

(36), т. е. не получается из нее ни при каком частном числовом значении произ-
вольной постоянной С, но оно является границей области задания общего реше-
ния (36) и получается из формулы этого общего решения при С=—х (см. сноску
на с. 44).

Ниже мы указываем способы нахождения особых решений или хотя
бы кривых, «подозрительных» на особое решение.

12. Нахождение кривых, подозрительных на особое решение по диф-
ференциальному уравнению. Предположим, что правая часть уравне-
ния (1)

y=](x,у)
определена и непрерывна в некоторой области С и имеет в каждой точке
этой области производную по у. Тогда, если+ ограничена в области С,
то, согласно теореме Пикара, через каждую точку этой области проходит
одна и только одна интегральная кривая уравнения (1) и, следовательно,
уравнение (1) не имеет особых решений. Поэтому, при сделанных пред-
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положениях, особые решения уравнения (1) нужно искать только среди
тех кривых, вдоль которых“Oy не ограничена.

OfБудем называть кривые, вдоль которых“Oy не ограничена, кривыми,
подозрительными на особое решение. Найдя кривую, подозрительную на
особое решение, нужно, во-первых, проверить, что она вообще является
интегральной кривой, и, во-вторых, убедиться, что в каждой точке ее
нарушается единственность решения. Если и то и другое имеет место,
то кривая, подозрительная на особое решение, действительно будет осо-
бым решением.

Пример 1. Рассмотрим уравнение (34)

ау —
—=2] y.x Vy

Of 1. OfЗдесь = —— так что —= со ТОЛЬКО При и==0. *
ду Vy ду

Поэтому кривой, подозрительной на особое решение, является только ось Ох
(у=0). Легко убедиться, что у=0 является решением уравнения (34) и притом осо-
бым (см. п. 11).

Пример 2. Рассмотрим уравнение

yoygti |in yl. (38)
Здесь, так же как и в примере `|, единственной кривой, подозрительной на особое

решение, является ось Ох. Но она даже не есть решение. Следовательно, уравнение (38)
не имеет особых решений. .

13. Отсутствие особых решений у уравнения первого порядка с пра-
вой частью, рациональной относительно у. Заметим, что в примерах пре-
дыдущего пункта правые части рассматриваемых уравнений иррацио-
нальны относительно у.

Рассмотрим случай уравнения (1), в котором правая часть ](х, у) —
целая рациональная функция относительно и:

а=—Ао(х)у"-РА:(х)у—1--...-ЕА„-4(х)у-+А»(х). (39)
Предположим, что в уравнении (39) коэффициенты А;(х) непрерыв-

ны в интервале (а, 6). Тогда в прямоугольнике |

В: их, —А=у=<Е (aba, <b),



48 ГЛ. 1. УРАВНЕНИЯ 1-ГО ПОРЯДКА, РАЗРЕШЕННЫЕ ОТНОСИТЕЛЬНО: ПРОИЗВОДНОЙ

где а! и 6.— числа, сколь угодно близкие ка и БВ, а число Е — сколь угодно
большое, правая часть уравнения (39) непрерывна и, кроме того,
of9 существует и’ограничена, так что выполнены оба условия теоремыу.

Пикара. Следовательно, уравнение (39) не имеет особых решений.
Пример. Уравнение (20)

ау
dx

не имеет особых решений, ибо его правая часть есть полином относительно хи у.

у?

Рассмотрим теперь уравнение вида

ау _ Р(х,у) |
ак = Oy)’ (49)

где Ри О — Целые рациональные функции относительно у с непрерыв-
ными относительно х коэффициентами (например, РиО — полиномы
относительно х ии). При этом мы предполагаем правую часть уравнения
(40) неприводимой, т. е. считаем, что все возможные сокращения на об-
щие множители уже выполнены.

д ’Здесь oe может быть неограниченной лишь в точках (хо, Yo),
у

где ©(хо, Ио) =0.
Будем различать два случая.
Случай 1. P(xo, yo) ~0. Правая часть перевернутого уравнения

ах _ С (х, у) (40’)
dy —- P(x, y)

удовлетворяет в окрестности точки (хо, и) обоим условиям теоремы Пи-кара. Следовательно, уравнение (40’) имеет единственное решение
х==х(у), проходящее через точку (хо, ис). Это решение — частное.

Случай 2. Р(»х, у) =0. Правая часть уравнения (40) становится
в точке (хо, уд) неопределенной. Будем считать, что Ри О — полиномы
относительно х и у. Тогда в достаточно малой окрестности точки (хи, и)
нет точек, отличных от этой точки, в которых Ри @ одновременно обра-
щались быв нуль и, следовательно, через каждую точку этой окрестности,
отличную от самой точки (хо, Ио), проходит одна и только одна интеграль-
ная кривая уравнения (40) или (40’), так что и в этом случае особых
решений нет.

Итак, ни в случае [, ни в случае 2 мы не получаем особых решений.
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В частности, уравнение с дробно-линейной однородной правой частью
ау _ ax-+by :dx ~ cxtdy (ad—bc=0) (41)

не имеет особых решений.
14. Огибающая семейства интегральных кривых как особое решение.Предположим, что уравнение (1) допускает однопараметрическое семей-ство интегральных кривых

D(x, у, C) =0, (42)
где С — параметр, и оно имеет огибающиую, т. е. такую кривую, котораяв каждой своей точке касается хотя бы одной кривой семейства (42) и нина каком участке не совпадает ни с одной из кривых этого семейства.*Очевидно, что огибающая семейства интегральных кривых уравне-ния (1) представляет собою решение этого уравнения и притом особое.В самом деле, в каждой своей точке огибающая имеет общую каса-тельную с некоторой интегральной кривой семейства (42) и, следователь-но, в каждой точке огибающей направление касательной совпадает с на-правлением поля в этой точке. Это и означает, что огибающая являетсяинтегральной кривой. Далее, в каждой точке огибающей на ру-шается единственность решения задачи Коши: через эту точкупроходят по крайней мере две интегральные кривые (а именно сама оги-бающая и кривая семейства, которой огибающая касается в этой точке)
тогда как направление поля в ней одно.

’

Пример 1. Уравнение (34)
ау —=2Туdx Vy

допускает однопараметрическое семейство интегральных кривых (35)

у= (х-С)* (x>—C).
Из рис. 10 ясно, что это семейство имеет огибающую и=0 (ось Ох), которая пред-ставляет собою особое решение уравнения (34).

Ниже мы сформулируем теорему о необходимом условии,
которому должна удовлетворять огибающая однопараметрического се-мейства кривых, и одну теорему о достаточном условии [16]. Дляэтого нам потребуется наложить некоторые ограничения как на характер
семейства кривых, так и на огибающую.

* Огибающая может касаться не всех кривых семейства. Желая подчеркнуть это,мы иногда говорим об огибающей соответствующей части семейства.
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Предположим, что однопараметрическое семейство (42) таково, что
функция Ф(х, у, С) задана и имеет непрерывные частные производные
по Хх, и, С во всех точках (х, у) из некоторой области С@ и при всех зна-
чениях С из интервала [С1, С] и что при каждом С из [С1, С2] уравнение
(42) определяет некоторую кривую. Тогда мы будем говорить, что урав-
нение (42) определяет в области @ регулярное семейство кривых, зави-
сящих от параметраС из [Си, С>].

Будем говорить, что кривая \ задана в гладкой параметризации, если
она задана уравнениями

r=x(0), } 43)
y=y(t)

при «<1=В, в которых функции х(Р) и у({) имеют непрерывные произ-
водные и эти производные не обращаются одновременно в нуль ни при
одном значении & из [© В].

Предположим, что огибающая семейства (42) есть кривая в гладкой
параметризации.

Теорема | (необходимое условие огибающей).
Пусть кривая (43) есть огибающая регулярного семейства (42). Тогда,
если при= из [, В] она касается кривой

W(x, y,Co)=0 (ССь Сл)
семейства (42), то числа хо, уз и Со, где хо=х(), ци=и(), удовлетво-
ряют системе уравнений

Ф(х, у, С) =0, | (44)
Do"(x, y, C) =0

Совокупность точек (х, у) из @, которые хотя бы при одном С из
[С1, СЗ удовлетворяют системе (44), называется дискриминантной кривой
семейства (42).

Из теоремы 1 следует, что огибающая является дискриминантнойкривой или ее частью. Но дискриминантная кривая может содержать
и точки, отличные от огибающей.

Во многих случаях из чисто геометрических соображений можно
установить, будет ли дискриминантная кривая (или ее часть) огибающей
семейства (42).

Теорема 2 (достаточный признак огибающей).
Пусть семейство (42) есть регулярное семейство и указана кривая у, за-
данная уравнениями (43), и функция С=С( (я<1<8), причем вели-
чины х(Ё), у(Ю, С(Р) при всех Е из [я, В] тождественно удовлетворяют
системе (44). Если при этом:

|) кривая у задана в гладкой параметризации;
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2) функция С(Ё) имеет непрерывную производную, не равную тожде-
ственно нулю ни на каком участке из [а В];)

3) |Фх’(х (В, у), СИ)|-Н|Фи<), у, С(4)) [550,
то кривая ‘у есть огибающая семейства (42).

Отметим два частных случая этой теоремы.

Замечание 1. Гредположим, что система (44) определяет у и С как фиунк-
ции от х: -

y=y(x), C=C(x) (axx<b),
причем у’(х) и С’(х) непрерывны в [а, 6] и, кроме того, С’(х) не обращается в нуль
в [а, 6]. Тогда у=у(х) есть дискриминантная кривая. Принимая х за параметр, мы
можем записать ее в виде y=y(x), |

(43’)
X=X.

Очевидно (43’) есть кривая в гладкой параметризации, ибо правые части непрерывны
вместе с производными по параметру (т. е. по х) и, кроме того, хх’ =1. Так что первое
условие теоремы 2 выполнено.

Величина С как функция параметра х (в силу сделанного предположения), идов-
летворяет второму условию теоремы 2.

Третье условие принимает вид

|Фх'(х, у(х), С(х)) [+|Фи (х, у(х), С(х))[5=0 (axx<b).
Если это условие выполнено, то кривая у=у(х) будет огибающей семейства (42).

Замечание 2. В тех случаях, когда из системы (44) не удается найти уи С
как функции от х, но зато удается выразить х и у через С, мы получаем дискриминант-
ную кривую в параметрической форме:

x=x(C), |
y=y(C),

где С — параметр. Если функции х(С) и у(С) имеют непрерывные производные ц если
"(C): 7(C 0 С, С 43” дкой -Х (СН (С) 1=Е0 в интервале [С1, С>], то кривая (49”) есть кривая в гладкой пара

метризации. Тем самым первое условие теоремы 2 выполнено. Далее мы имеем: Сс’=
=1=40, Tak что второе условие этой теоремы тоже выполнено.

Третье условие принимает вид

(43”)

[D.’(x(C), y(C), C) [+1 Py’(x(C), y(C), C)|AO (Cas <Cy). (45)
Если это условие выполнено, то кривая (43”) (при сделанных предположениях) будет
огибающей семейства (42).

Пример 2. Найдем огибающую семейства

y=xC+V1—-C? (—-1<C<1). (46)
Это семейство регулярно на всей плоскости (х, у) при всех значениях параметра С из
интервала (—1, 1).

»
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Составляя систему (44), имеем:

y=xC+ У1—С>,
О0=х—.

71—С?
Дискриминантной кривой будет:

С
<=—

71—С?
, (47)

j=
V 1—C?

Здесь С — параметр. Кривая (47) есть кривая в гладкой параметризации, ибо хс’и Yc’непрерывныи Хс 5-0.
Условие (45), очевидно, выполнено, ибо Фу’==1=20. Следовательно, кривая (47)

есть огибающая семейства (46). Исключая из уравнений (47) параметр С, полу-
чаем уравнение огибающей в явном виде:

у= у1-2.
Пример 3. Рассмотрим уравнение

Переписав его в виде

co|po5a4 y=! или (у )’=|,
получим семейство интегральных кривых

5
—

3
y =x+C uan ye—(x+C)3=0.

Найдем дискриминантную кривую. Имеем

и—(+)=0,
—3(x+C)?=0,

откуда х=—С, у=0. Очевидно, что дискриминантная кривая у==0 не является: огибаю-
щей. Условие (45) не выполняется.

15. Нахождение кривых, подозрительных на особое решение, в про-
цессе построения общего решения (общего интеграла). Если в процессе
интегрирования дифференциального уравнения мы делим обеего. части
на некоторую функцию ®(х, у), то получаем уравнение, вообще говоря,
не равносильное данному, ибо мы можем при этом.потерять решения вида
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y= y(x) 3или х==х(у), при которых делитель ®(х, у) обращается в нуль,
если эти решения не содержатся в формуле общего решения, т. е. не
получаются из нее ни при каких числовых значениях произвольной по-
стоянной, включая С=-сю. Решения, о которых идет речь, очевидно,
являются особыми. Например, в п. 11, интегрируя уравнение (34),
мы потеряли особое решение у=0, когда делили это уравнение на функ-
цию 2]и, которая обращается в нуль как раз при и=0.

16. Понятие об интеграле дифференциального уравнения. Зависи-
мость двух интегралов одного и того же уравнения. Введем еще одно
понятие, которое играет существенную роль как в теории обыкновенных
дифференциальных уравнений, так и в теории уравнений‘с частными
производными. Это понятие об интеграле дифференциального урав-
нения. ,

Интеграл дифференциального уравнения (1) есть некоторая функ-
ция от двух переменныхХи у, знание которой дает возможность про-
интегрировать данное дифференциальное уравнение (1) и связанное
с ним уравнение с частными производными. Наличие (хотя бы в смысле
теоремы существования) у дифференциального уравнения интеграла..
обладающего определенными свойствами, дает возможность получить
ответ на многие вопросы общей теории дифференциальных уравнений.
Ниже мы даем два (вообще говоря, неэквивалентных) определения ин-
теграла дифференциального уравнения (1).

Пусть О есть область, в каждой точке которой имеет место суще-.
ствование и единственность решения задачи Коши для уравнения (1)
и функция (24)

y= (x, С) ~
есть общее решение * этого уравнения в области О. Тогда равенство (24)
разрешимо в О относительно С, так что имеет место соотношение (30)

p (x, y)=C
Отметим одно свойство функции 1(х, и), стоящей в левой части ра-

венства (30). Функция p(x, у) обращается в постоянную при
замене у любым частным решением, расположенным в области зада-
ния общего решения (24), причем значение этой постоянной определяется
выбранным частным решением, т. е. мы имеем тождество (относи-
тельно х):

Всякую функцию \1(х, у), обладающую указанным свойством,
будем называть интегралом уравнения (1) в области О.

* Здесь, как и везде, мы пользуемся определением общего решения в области О,
даннымв п. 8.
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Первое определение интеграла. Функция ap(x, у), опре-
деленная в области ) и не приводящаяся к постоянной, называется
интегралом уравнения (1) в области О, если при замене у любым .ча-
стным решением этого уравнения, расположенным в области О, она
обращается в постоянную.

Предположим теперь, что функция 1 (х, у), будучи интегралом урав-
нения (1), имеет непрерывные частные производные похи у. Тогда вслед-
ствие того, что она вдоль любого частного решения обращается в посто-
янную, ее полный дифференциал 44ф должен обращаться тождественно
(относительно х) в нуль вдоль этого решения, т. е.

д дар SY ах ondy=0
вдоль любого частного решения. Но вдоль решения мы имеем

ау==[(х, у)ах,поэтому предыдущее тождество можно» Так:
дdp | a)= a ax+vA y)dx=0. (48)

Это тождество должно выполняться во всех точках области О.
Таким образом, если интеграл ф(х, и) имеет непрерывные частные

производные, то он обладает тем свойством, что его полный дифферен-
циал обращается в нуль в силу уравнения (1), т. е. при замене dy ero
значением из уравнения (1). При этом 9 должна быть отлична от нуля
в области 0, ибо из (48) следует, что в точке (х, и) из О, в которой
Ow дOy —0, будет и С —0, так что в этой точке поле, определяемое урав-
нением (1) не задано.

Второе определение интеграла. Функция 1(х, у), опре-
деленная и непрерывная вместе с частными производными по х и ив 0б-
ласти Д и такая, что 5 5=0 в области О, называется интегралом урав-

у
нения (1) в области О, если ее полный дифференциал тождественно в О
равен нулю в силу этого уравнения.Деля обе части тождества м на 4х, получаем

a +Sela =oeTop lO =O (syed). (49)
Левая часть этого тождества есть результат замены в выражении полной
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частной производной от функции 1 по х

Op , Op dy
eeeeee

Ox Oy dx

производной Е ее значением из уравнения (1).
Таким образом, если ф(х, у) есть интеграл уравнения (1), то ее пол-

ная частная производная по х тождественно (в О) равна нулю в силу
уравнения (1), т. е. при замене у’ правой частью этого уравнения.

Ясно, что функция1}(х, у), являющаяся интегралом в смысле второго
определения, будет интегралом и в смысле первого определения.

Обратное неверно, ибо функция 4ф(х, у), являющаяся интегралом
в смысле первого определения, может не иметь частных производных
MO XH Y.

Доказательство существования непрерывно дифференцируемого ин-
теграла уравнения (1) при соответствующих предположениях относитель-
но правой части этого уравнения дается в гл. 5 (п. 138).

Пример 1. Пусть дано уравнение (15)

ау x
dx у.

Покажем, что функция
ф(х, у) =ху? (50)

является интегралом уравнения (15).
Существование и единственность решения задачи Коши гарантированы во всякой

точке (х, и), ордината которой отлична от 0, т. е. в верхней и нижней полуплоскостях.Возьмем, например, верхнюю полуплоскость. В ней функция ф(х, у) непрерывна
вместе со своими частными производными, причем Oy =2y отлична от нуля. Далее

у
имеем

аф==2хах--2уач.

Подставляя в правую часть вместо 4 его значение из уравнения (15), получим

xap| ay eaeFy ( — я dx =0.
Следовательно, функция (50) есть интеграл уравнения (15) в верхней полуплоскости.

Аналогично убеждаемся, что она является интегралом уравнения (15) и в нижней
полуплоскости.

Покажем, что если уравнение (1) имеет один интеграл, то оно имеет
и бесчисленное множество интегралов. А именно имеет место следующая
теорема.
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Теорема. Если ф1(х, у) есть интеграл уравнения (1) в области О,
имеющий непрерывные частные производные. по х и у, а Ф(2) любая
функция, определенная в некоторой области изменения г, охватывающей
все значения, принимаемые функцией и(х, у) (когда точка (х, у) про-
бегает всю область О), и имеющая в этой области непрерывную произ-
водную, отличную от нуля, то функция —

p= (p(x, у)) (51)

тоже будет интегралом уравнения (1) в области D.
В самом деле, функция ф имеет непрерывные частные производные

пох ии:

Op_ aD ды Op _ аФ дыOx dy. Ox’ д ам ду’причем 5. ==0 вор. Далее имеем
аф

аф— —— dv.ф Фра Ws
Tak Kak dy,.=0 B cHuly ypaBHeHua (1), TO u 4ф==0 в силу этого урав-

нения. Следовательно, ip CCTh HHTerpas ypaBHeHna (1) B OOsmacTtH D.
Замечание 1. Если Ф’(2) отлична от нуля не при всех 2 из указанной в тео-

реме области, а лишь в ее части, то функция (51) будет интегралом уравнения (1)в с0-
ответствующей части области О.

Замечание 2. Из доказанной теоремы следует, что если

ф: (х, у) =С!
есть общий интеграл уравнения (1), то соотношение

D(pi(x, y))=C (С=Ф(С,)),

a

где Ф(2) — любая функция, имеющая непрерывную производную, отличную от нуля,
тоже является общим интегралом уравнения (1).

Это утверждение позволяет получать общий интеграл данного уравнения в наиболее
удобном виде за счет надлежащего выбора функции Ф.

Пример 2. Возьмем уравнение
ау 1—2
ах у

Это уравнение имеет, как нетрудно убедиться, следующий общий интеграл:

1 =arcsin x+arcsin y=C,.

Его левая часть есть трансцендентная функция.
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Построим общий Интеграл в алгебраическом виде. Для этого возьмем:в качестве функции Ф(2), о которой шла речь выше, синус. Тогда получим общий инте-
грал в виде

‘p=sin(arcsin x--arcsin y) =C
или

Хх] 1—2 + уу 1—х2=С,
т. е. мы получили общий интеграл в алгебраическом виде. Этот вид общего интеграла
во многих отношениях более удобен, чем предыдущий. В частности, освобождаясь OT
радикалов, мы можем получить отсюда общий интеграл в рациональном виде.

Данное выше понятие об интеграле уравнения (1) легко переносится
на уравнение в дифференциальной форме (3)

M(x, y)dx-+N (x, y)dy=0
и на уравнение в симметрической форме (5)

dx dy
Хау) Ту’

` Остановимся на интеграле, имеющем непрерывные частные произ-
водные.

Так как уравнение (3) равносильно совокупности уравнений (4)
dy —— M(x,y) ах M(x,y)
dx N(x,y)’ dy M(x,y)’

то мы будем называть функцию 1(х, у) интегралом уравнения (3) в об-
ласти О, где’) есть область существования и единственности решениязадачи Коши для этого уравнения, если частные производные ov И т
существуют и непрерывны в О, не обращаются одновременно в нуль ни
в одной точке области О и если полный дифференциал функции 1(х, у)
тождественно (в)) равен нулю в силу уравнения (3).

В случае, когда дифференциальное уравнение задано в симметриче-
ской форме (5), понятие интеграла вводится аналогично, причем пред-
полагается, что в рассматриваемой области функцииХи У не обращают-
ся одновременно в нуль.

Мы доказали выше, что если 4. есть какой-нибудь интеграл урав-
нения (1) в области О, то формула (51) при любой функции Ф, обла-
дающей указанным свойством, доставляет интеграл этого уравнения.
в области О. —

Возникает вопрос, содержится ли любой интеграл уравнения (1),
определенный в:области О, в формуле (51) при соответствующем выборе
функции Ф (разумеется, что речь идет о непрерывно дифференцируемых
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интегралах). Доказываемая ниже теорема о зависимости любых двух
интегралов уравнения (1), определенных в одной и той же области, дает
положительный ответ на этот вопрос.

Напомним сначала понятие о зависимости двух функций [149, т. И,
с. 201].

Пусть даны две функции f(x, у) и &(х, и), определенные и непрерыв-
ные вместе со своими частными производными в некоторой области О.
Если функция [(х, у) является функцией от функции 5(х, у), так что
имеет место равенство

|=Ф(5) (52)
при всех значениях х, у из области О, причем Ф(г) есть непрерывная
‘функция от г, имеющая непрерывную производную при всех значениях,
которые принимает функция P(x, у), когда точка (х, у) пробегает об-
ласть О, то говорят, что в области ОР функция | зависит от функции ©.
Функции [ и сназывают вообще зависимыми в области О, если | зависит
от & или 5 зависит от [.

Пример 3. Две функции .
fasiInx+iny, gi=xy (93)

зависимы в области х>>0, у>0 (первый квадрант), а именно:

== 51.

Следующая лемма устанавливает достаточное условие зависимости
двух функций.

Лемма [149, т. И, с. 203]. Пусть даны две функции (Хх, у) иб(х, y),
определенные и непрерывные вместе со своими частными производными
в области О. Предположим, что определитель

Of(x,y) Of (x, y)
Ox OY

Og(x,y) Og(x,y) |’
Ox Oy

называемый определителем Якоби или якобианом, тождественно равен
нулю в области О, но

Вх” (хо, Ио) Ву” (хо, Уз) #0,
где (хо, и) некоторая точка этой области. Тогда | есть функция от 5
в некоторой окрестности Бо точки (%, цо), т. е. при всех значениях х, у
из О, выполняется равенство (52).
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Пример 4. Рассмотрим снова функции (53) (х>0, у>0). Составим их якобиан:
Of Of: 1 1
дх ‘ду. x у
O81. 981 7 x
дх Oy

Он тождественно равен нулю. Но в рассматриваемой области

2 во 98%xoax oy
B kKauecTBe TOUKH (Xo, Yo) MOMKHO B3ATb JOOyIo TOUKY из первого квадранта. Возьмем,
например, точку (1, 1). Согласно лемме, функция р будет функцией от 61 в некоторой
окрестности взятой точки, т. е. в этой окрестности

н=Ф(а!).
Найдем вид функции Ф. Имеем

шх-Н у=Ф(ху).
Положим у=1. Получим п х=Ф(х). Следовательно, в качестве Ф нужно взять лога-
рифм, так что

шх-Ншп и= (ху) или Н=Ша:.
Полученное равенство выполняется согласно лемме в некоторой окрестности точки (1, 1).
На деле, как уже сказано в примере 3, оно выполняется при всех х, у из первого квад-
ранта, так что |4 является функцией &\ во всем первом квадранте.

Докажем теперь, что любые два интеграла уравнения (1) зависимы,
а именно имеет место следующая теорема.

Теорема. Любые два интеграла ф(х, у) и а(х, у) уравнения (1),
определенные в одной и той же области О, зависимы в некоторой обла-
сти По, содержащейся внутри области О, т. е. тождественно (в Пу) выпол-
няется равенство

ф=Ф (фи). (54)
Действительно, так как ф(х, у) и 41(х, у) суть интегралы уравнения

(1) в-области О, то, согласно определению, (в О) имеют место тож-
дества:

Or Or —Ox dx+-би i (x, y)dx=0,
Ops Os _—— ах--“ay | y) dx=0,
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Но тогда (в0О) имеет место тождество ,

Op oY
| Ox Oy =
ом д |=

_ дх Oy
(почему?).

Таким образом, якобиан функций 1 и ф: тождественно (в О) равен
нулю. |

дОтсюда, принимая во внимание, что oe отлична от нуля во всякой
точке (хо, и) из области О, мы, в силу приведенной выше леммы, заклю-
чаем, что фр есть функция от фи в некоторой окрестности Ву точки (Хо, Yo),
т. е. тождественно (в До) выполняется равенство (54). Теорема доказана.

Заметим еще, что в равенстве (54) функция Ф имеет непрерывную
производную по py при всех значениях, принимаемых функцией 11, когда
точка (х, у) пробегает область До. Кроме того, —— отлична от нуля, ибо,dwФ Ow dD ovr Ow
если —— =0; то —— = —— ——— =0, т.е. —— =0, что невозможно, так

aps Oy dy oy ду
как 1р есть интеграл уравнения (1).

Аналогичными рассуждениями нетрудно убедиться, что зависимость
между любыми двумя интегралами, определенными в одной и той же
области, имеет место и для уравнений вида (3)и (5).

17. Связь между обыкновенным дифференциальным уравнением
и уравнением с частными производными. Рассмотрим уравнение первого
порядка, разрешенное относительно производной в нормальной форме (1)

" dy .‘ах. =f(x, у).
Пусть ф(х, у) есть непрерывно дифференцируемый интеграл этого

уравнения в области О. Тогда имеет место тождество (49)

Ow OpOx ay f(x, y)=0 ((%, y)=D)
Рассмотрим уравнение с частными производными первого порядка

Oz . Oz—_—_—_ ——— = 5ag tHe 9) Go =0, (55)
где 2=2(х, и) — неизвестная функция от х и у. Выполнение тождества
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(49) означает, что функция
2=1(х, у) (56)

является решением уравнения (55) в области 2.
| дОбратно, если функция (56) (5: +0| есть решение уравнения

с частными производными (55) в области О, то 4(х, у) является интегра-
лом уравнения (1) в области О, ибо для функции 4р(х, у) имеет место

| Owтождество (49), а это и означает, что (Xx, y) (<" #0] является
интегралом уравнения (1) в области D. 4

Мы будем называть уравнение (1) обыкновенным дифференциаль-
ным уравнением в нормальной форме, соответствующим уравнениюс ча-
стными производными (55).

Легко видеть, что уравнению в дифференциальной форме (3) соот-
ветствует в указанном выше смысле уравнение с частными производными

а уравнение с частными производными, соответствующее обыкновенному
дифференциальному уравнению первого порядка в симметрической фор-
ме (5), имеет вид

Oz OzX(x, y) ——+ —= —0,

Пример. Рассмотрим снова уравнение (15)
dy x
dx у

Соответствующим уравнением с‘частными производными будет

Oz x 02 0 457
Ox у Оу — (57)

В предыдущем пункте мы убедились, что функция ф=х?--уУ? есть интеграл урав-
нения (15) в верхней полуплоскости. Поэтому она должна быть решением уравнения (57)
в верхней полуплоскости. И в самом деле, подставляя функцию г=х?--у? в уравнение
(57), получим

x
2х—— -2y=0.

у

18. Замечание об интегрируемости в квадратурах. Желая иметь ре-
шения.в форме, наиболее удобной для изучения их свойств и для вычис-
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ления значений искомой функции, стараются во всех случаях, когда это
возможно, проинтегрировать данное уравнение в квадратурах.

Решение вопроса об интегрируемости в квадратурах уравнения (1)
зависит от вида функции |(х, у). В общем случае уравнение (1) не ин-
тегрируется в квадратурах. Однако при некоторых частных видах функ-
ции [(х, у) его удается проинтегрировать в квадратурах. Следующие
параграфы этой главы и посвящены рассмотрению наиболее важных
типов уравнений, интегрируемых в квадратурах.

Заметим, что, рассматривая уравнение в виде (1), мы тем самым
считаем, что у есть искомая функция. Но часто случается, что заданное
уравнение вида (1) не принадлежит ни к какому из известных типов
уравнений, интегрируемых в квадратурах, в то время как оно является
таковым, если считать искомой функцией не у, а х, т. е. переписать задан-
ное уравнение в виде (1”)

Ах ]

dy f(xy)”
Если заданное уравнение имеет вид (3)

М(х, у) ах-ЕМ(х, y)dy=0,

то его всегда можно привести к виду (1) или (1’), разрешая относительно
x ¥“dx ИЛИ dy" Если при этом хоть одно из полученных уравнении интегрн-

руется в квадратурах, то тем самым интегрируется в квадратурах и дан-
ное уравнение.

Однако во многих случаях уравнение, записанное в виде (3), интегри-
руется в квадратурах и непосредственно, без предварительного разреше-
| 1 dxния его относительно 7 ИЛИ Ta Более того, в некоторых случаяхXx y |
оказывается, что заданное уравнение имеет вид (1), но ни оно само,
ни перевернутое уравнение (1”) не принадлежат ни к какому из известных
интегрируемых типов, в то время как соответствующее им уравнение
вида (3) интегрируется в квадратурах.

Поэтому, отвечая на вопрос об интегрируемости в квадратурах дан-
ного дифференциального уравнения, нужно проверить, не принадлежит
ли оно к одному из известных типов уравнений, интегрируемых в квадра-
турах, будучи записанным либо в виде (1), либо в виде (1’), либо
в виде (3).

При рассмотрении уравнений, интегрируемых в квадратурах, чтобы
не усложнять изложения, мы будем проводить подробный анализ урав-
нений и полученных решений (в частности, указывать область существо-
вания общего решения) лишь в случаях, представляющих наибольший
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теоретический интерес, ограничиваясь в остальных случаях формальным
интегрированием, т. е. нахождением семейства интегральных кривых,
зависящего от одной произвольной постоянной, и интегральных кривых,
не входящих в это семейство (если они существуют).

$ 2. НЕПОЛНЫЕ УРАВНЕНИЯ

19. Уравнение, не содержащее искомой функции. Рассмотрим
уравнение

dyFe TI), (1)
в котором правая часть не зависит от искомой Функции. Это есть про-
стейшее дифференциальное уравнение первого порядка. Мы уже встре-
чались с ним во введенииивп. 5. Предположим, что функция [(х) не-
прерывна в интервале (а, 6). Тогда функция

у= | НоаС (2)
является общим решением уравнения (1) в области

a<x<ib, —wo<y<o. (3)
Вся полоса (3) заполнена непересекающимися интегральными кривыми.

Особых решений нет.
Если в формуле (2) в качестве первого слагаемого, т. е. в качестве

первообразной для функции [(х), взять определенный интеграл с пере-
менным верхним пределом

| i (x) dx,*
где хо есть фиксированное значение независимой переменной х, взятое из
интервала (а, 6) (так что функция ]|(х) непрерывна в точке х==хо),
то найдем

, Y=)Кхах-ЕС.

Полагая здесь х==хо и обозначая у(^хо) =Ио, получим у,=С (ср. введение,
пример 1). Поэтому общее решение (2) можно переписать в виде

* Эта первообразная выделяется среди всех других первообразных тем свойством,
что она обращается в нуль при х==%о.
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y= J f(x)dx+y. (4)
Это есть общее решение уравнения (1) в области (3) в форме Коши (роль
произвольной постоянной играет уо).*

Если правая часть уравнения (1) непрерывна во всех точках интер-
вала (а, 6) за исключением одной точки х=&, в которой она обращается
в бесконечность, то в окрестности этой точки вместо уравнения (1) нужно
рассматривать перевернутое уравнение

ax l у
dy Te)” 1)

Прямая х=&ё является, очевидно, решением уравнения (1’). Согласно
сказанному в п. 2, мы должны присоединить это решение к решениям
уравнения (1).

Решение х=ё может быть или частным или особым в зависимости
от того, сохраняется или нарушается в каждой точке этого решения един-
ственность решения задачи Коши. При этом если решение х==Е частное,
то оно часто получается из формулы общего решения при С==со (—со),**
если же‘оно особое, то при С=С(у).***

Пример 1. Рассмотрим уравнение

ау 1
dx ~ “x2 (5)

Правая часть этого уравнения непрерывна при всех значениях х, кроме х=0.
Функция

1.
у=-—— С (6)

x

будет общим решением уравнения (5) в каждой из областей

* Из формулы (4) видно, что решение задачи Коши с любыми начальными дан-
НЫМИ Хо, Уо из полосы (3) является непрерывно дифференцируемой функцией незавнси-
мой переменной Хх и начальных данных хо, Ио в области

а<х<6; A<xy<b, [yo] <o.

** Tle. lim (y— [годах = (—oo).
(x, ¥) > (§ y)

*** Т.е. lim (и— [ода =C(y).
(х, у) — (Е, у)
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O<x<0, —ocmy<oo,

Рассмотрим прямую х=0 (ось Оу). Она является решением перевернутого
уравнения

dx

dy
=— 42.

Это решение— частное, ибо в каждой точке его ‘выполняется единственность»реше-
ния задачи Коши, а именно через эту точку, кроме самого решения х=0, не проходит
ни одна интегральная кривая (рис. 11). Решение х=0 получается из формулы общего
решения (6) при С =сю.

Пример 2. Возьмем уравнение
ау 2я — . (7)
х 3

3x

Здесь правая часть непрерывна при всех значениях х, кроме х==0. Функция

2 ах $3=) —— С или у=Ух-С (8)
ух

будет общим решением уравнения (7) в каждой из областей

—o<x<i0, ~—coo<y<oo

0<x<w, —omy<oo,

Прямая х==0 является решением перевернутого уравнения

dx

dy
3з_

— —— ух.
2

Это решение особое, так как во всех точках его нарушается единственность решения
задачи Коши (рис. 12). Решение х=0 получается из формулы общего решения. (8)
при С=у.

Прямая х=0 является огибающей семейства интегральных кривых (8).
Заметим, что в рассмотренных примерах прямая х=0 являлась (общей), грани-

цей областей, в которых определены общие решения. В первом случае эта граница
оказалась частным решением, во втором — особым.

20. Уравнение, не содержащее независимой переменной. Рассмотрим
уравнение

ау _

правая часть которого не содержит независимой переменной х. Пред-
положим, что функция [(у) определена и непрерывна в интервале (с, 4).
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Обратимся к перевернутому уравнению

dx J— Q/dy f(y) (9)
Это уравнение не содержит искомой функции х и, следовательно, к нему
применимо все сказанное в предыдущем пункте.

$

у
А

,ZZ
KE \/WS VW

Рис.11 Рис. 12

Пусть функция [(и) не обращается в нуль ни в одной точке из ин-
тервала (с, 4). Тогда правая часть уравнения (9’) определена и непре-
рывна во всем интервале (с, а), и, в силу п. 19, функция

c= [етп 49+С (10)
является общим решением уравнения (9’) в области

c<y<d, —w<x<oo (11)
и, следовательно, общим интегралом уравнения (9).

Общий интеграл (10) можно заменить общим интегралом в форме
Коши:

уx= istsgy eto
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Здесь и, — фиксированное число из интервала (с, 4), а хо — произволь-
ная постоянная.

При сделанных предположениях относительно функции |(у) уравне-
ние (9) не имеет особых решений.

Если функция ]|(и), будучи непрерывной в интервале (с, 4), обра-
щается в нуль в некоторой точке у=и\ из этого интервала, то правая
часть уравнения (9”) обращается в бесконечность в точке у=\ и мы
должны рассмотреть вместо уравнения
(9) перевернутое уравнение, каковым 9
будет данное уравнение (9). р

Ясно, что уравнение (9) имеет ре-.
шение y=. Это решение будет част- аным, если во всех точках его сохраня- ии

С

ется единственность решения задачи
Коши. В противном случае оно будет ==особым. При этом, если решение у=\ у
частное, то оно часто может быть полу- 0
чено из формулы общего интеграла
(10) при С=с (—<),* если же оно— Рис. 13
особое, то при С—С(х).**

Рассмотрим теперь случай, когда f(y) обращается в бесконечность
в точке у=1] внутри интервала (с, 4), оставаясь непрерывной и не равной
нулю в остальных точках этого интервала. Тогда уравнение (9”) имеет
правую часть, непрерывную во всем интервале (с, 4). Поэтому через каж-
дую точку области (11) проходит единственная интегральная кривая.
Но интегральные кривые, проходящие через точки, лежащие на прямой
у=1, имеют в каждой из этих точек касательную, параллельную оси Оу
(рис. 13). Это видно как из формулы общего интеграла (10), так и из
самого дифференциального уравнения (9) или из (9’).

Все указанные выше результаты относительно уравнения (9) легко
получаются и непосредственно, без обращения к перевернутому уравне-
нию (9’). Нужно только следить за тем, чтобы в процессе интегрирования
не терять решений (см. п. 15).

Разделим обе части уравнения (9) на функцию f(y):

SY dx (Ки) =0?). (12)

* Т. е. lim (>- | и) => (--00).
(x, y)>(*, п)

1** Т. е. lim (>- | dy =C(x).
(х, у)—(х, П)
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В скобках мы указываем для памяти то уравнение, которое следует рас-
смотреть после интегрирования уравнения (12), ибо, деля обе части
уравнения (9) на [(и), мы могли потерять те решения этого уравнения,
которые обращают делитель [(и) в нуль.

Интегрируя уравнение (12), получим общий интеграл (10).
Рассмотрим теперь уравнение } (у) =0. Если оно имеет вещественное

решение (одно или несколько) вида у=", то прямая у=я\ всегда будет
решением уравнения (9). Остается только проверить, каким будет это
решение, частным или особым. |

Пример 1. Рассмотрим уравнение

é dy ———~.—2ых V ly (13)
Правая часть этого уравнения определена и непрерывна при всех конечных зна-

чениях у, но она обращается в нуль при у==0. Поэтому только ось Ох может быть
особым решением.

Прежде чем интегрировать уравнение (13), запишем его подробно в виде двух
уравнений:

dy —
=2)y, если у>0,

ах 14и (14)
=2V—y, если y<0.

dx

Интегрируя первое из этих уравнений;-имеем (см. п. 11)

ау

2Vy
=dx (2¥y=0?), Vy=x+C (x>—C),

так что

y=(x+C)? (x>—C) (15)

будет общим решением этого уравнения в области
жж —o<cx<o, I0<cy<o. (16)

Аналогично, интегрируя второе из уравнений (14), имеем

а —_ ——
ade (2 ¥—y=02), —Yy=rtC (x<-C),

27 у
откуда находим, что

y=—(xtC)? (x<—C) (17)
является общим решением этого уравнения в области

—wo<cx<o, —o<cy<0. (18)
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Рассмотрим теперь решение у==0, которое мы могли потерять при интегрировании.Это решение особое, так как через каждую точку его проходит не одно решениеуравнения (13) (рис. 14).Заметим, что особое решение у=0 может быть получено из формул общего реше-ния (15) н (17) при С=—х. Оно представляет собою (общую) границу областей

у
j

=Рис. 14 Рис. 15
(16) и (18), в которых определены эти общие решения. Ясно также, что особое решениеу=0 является огибающей семейств интегральных кривых

y= (x+C)? (x>—-C) wu y=—(x+C)? (x<—C)
уравнений (14).

Пример 2. Пусть дано уравнение
ау 1
к Og (9).

Правая часть этого уравнення определена и непрерывна при всех значениях у,кроме у=0, и не обращается в нуль. При у=0 она обращается в бесконечность.Поэтому через каждую точку плоскости (х, у) проходит единственная интегральнаякривая, но в точках оси Ох касательные к интегральным кривым параллельны оси Оуц.Действительно, интегрируя уравнение (19), имеем
2ydy=dx, y?=x-+C.

Найденный общий интеграл представляет собою семейство парабол (рис. 15), для кото-рых осью симметрии является ось Ох, так что вершины лежат на оси Ох. Касательныев вершинах параллельны оси Оу.

В следующих трех параграфах мы ограничиваемся формальныминтегрированием рассматриваемых уравнений. В частности, мы не указы-ваем в общем случае область задания общего решения. Поэтому следуетиметь в виду, что хотя получающимися формулами общего решения(общего интеграла) и можно пользоваться для решения конкретных за-
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дач Коши, тем не менее в общем случае нельзя без дополнительных
исследованйй гарантировать, что мы найдем таким путем искомое реше-.
ние и что оно будет единственным. Чтобы убедиться и в томи в другом,
нужно либо исследовать вопрос непосредственно, либо воспользоваться
теоремой Пикара.

$ 3. УРАВНЕНИЕ С РАЗДЕЛЯЮЩИМИСЯ ПЕРЕМЕННЫМИм.

21. Построение общего интеграла. Рассмотрим уравнение

X(x)dx+Y¥(y)dy=0, (1)
в котором коэффициент при 4х зависит только от х, а коэффициент при
dy — только от и. Такое уравнение называется уравнением с разделен-
ными переменными.

Будем предполагать, что функции Х(х) и У(у) непрерывны
при всех рассматриваемых значениях х и 49. Тогда уравнение (1) можно
переписать так:

а (|x(xydx+ J ywyay ) =(0,
Xo Yo

Поэтому

[ходах [уфау=С. (2)
Это есть общий интеграл уравнения (1). Особых решений нет.

Решение задачи Коши с начальными данными Xo, и, в предположе-
нии, что Х2(хо) Y2(yo)==0, можно найти (в неявном виде) по формуле

[ходах J r(yyay=o, (3)
Xo Yo

которая определяет искомое решение в виде и=иу(х), где Y(X%o) —Yo HAN
х==х(у), где х(уо) ==.

Действительно, пусть, например, Y(yo) ==0. Обозначив левую часть
равенства (3) черезР(х, и),

х у

(ху) = | ходах+ | Уд), (4)
Хо Yo

перепишем его в виде

Е(х, 9) =0. (5)
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Легко убедиться, что при сделанных предположениях относительноХ(х)
и У(и), функция Р(х, у) удовлетворяет всем условиям известной из курса
математического анализа теоремы о существовании неявной функции
у==у(х), определяемой уравнением (5) [149, т. П, п. 315]. В самом деле:

1) можно указать такой прямоугольник

Ю: |x—x0] <A, |y—y|<B (A>0, B>0)
с центром в точке (х%, Yo), B KOTOPOM функция P(x, y) будет определена
и непрерывна вместе с частными производными Ёх’и Ру.

(Для этого достаточно взять числа 4 и В настолько малыми, чтобы
функции Х(х) и У(у) были определены и непрерывны соответственнов интервалах |х—№| <Аи |и—и|<В, после чего непрерывность F(x, y)
непосредственно вытекает из ее вида (4) (почему?). Рх’и Ру существуюти непрерывныв Л, ибо Р»х’==Х(х), Ву=1Т(у), аХ(х) и У(и) непрерывны
при всех рассматриваемых значениях х и и);

2) Е(хо, И.) =0 (это очевидно из (4));
3) Fy"(x0, Yo) AO (u60 Fy’ (xo, Yo) =Y¥ (Yo), a Y(Yo) 0).

Поэтому существует одна и только одна функция у==иу(х), определенная
и непрерывно дифференцируемая в некотором интервале |х—ж2|=а
((<а=—<ОА) и такая, что Е(х, у(х)) =0 в этом интервале и Y(X0) —Yo.Функция у=y(x) является решением уравнения (1). Это следует из
того, что, согласно правилу дифференцирования неявных функций, имеет
место тождество

‚ Fy (x, у(Х))
РИ, <),

которое можно переписать так:

Х (х)
т= У}

ИЛИ

X(x)dx+¥(y(x))d(y(x)) =0,
а это и означает, что у==у(х) есть решение уравнения (1).Следовательно, y=y(x) является решением поставленной задачи
Коши. Это решение единственно.

В формуле (2) можно не писать пределов интегрирования, ибо чис-
ла, получающиеся от подстановки нижних пределов, мы можем включить
в произвольную постоянную С. Тогда получим общий интеграл уравне-
ния (1) в виде

| ходах ] учас.
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К уравнению с разделенными переменными легко приводится урав-
нение вида

т(х)п(и) ах т, (х) пл(у) 4у=0, (6)
в котором коэффициенты при ах и 4у представляют собою произве-
дения функции отх на функцию от у. Такое уравнение называется
уравнением с разделяющимися переменными. Относительно функций
т(х), п(у), т!(х) и па(у) будем предполагать, что они непрерывны
при всех рассматриваемых значенияххи 4.

Умножая обе части уравнения (6) на
]

п(у)та(х)'
получим уравнение с разделенными переменными:

т(х) (у).dx dy=0 (n(y)=0, m,(x)=0?). 7mayet ayy =O (и (у) =0, ти) =02) (7)
Его общим интегралом, а следовательно, и общим интегралом уравне-
ния (6) будет m(x) ae ajeer det JANE dy=c (8)
ИЛИ

т(х) а[то4вы =C, (9)
где #71 (хо) 50, п() 50. |

Полагая в (9) С==0 и предполагая дополнительно, что 7(хо) и п!(у)
не равны нулю одновременно, получим решение с начальными дан-
НЫМИ Xo, Yo:

т т(х) ( mi(y)пы “А “ны 9—0
22. Особые решения. Разделяя переменные, мы делили обе части

уравнения (6) нап(и)та(х). При этом мы могли потерять решения, опре-
деляемые уравнениями п (у) =0 и пи(х) =0, отмеченными в формуле (7)
в скобках. В самом деле, если 6 есть (вещественный) корень уравнения
п(у) =0, то, полагая в (6) у=6, получим тождество

| m(x)n(b) dx--m (x) пл(6)46=0.

Xo
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Следовательно, у=ь есть решение уравнения (6). Аналогично убеждаем-
ся, что х==а, где а — корень уравнения ти(х)=0, тоже является реше-
нием уравнения (6). Если эти решения не входят в семейство (8) или (9),
т. е. не получаются из (8) или из (9) при частных числовых значениях С,
то они представляют собой особые решения уравнения (6).

Из решения у=ёб ‘мы должны исключить точку с абсциссой х=—а,
так как в точке х=а, у=ф уравнение (6) не определяет наклон поля у’.
По той же причине из решения х==а следует исключить точку с ордина-
той И==6.

Таким образом, решения вида у=Ь (х52а) и х=а (у5=5) при-
мыкают к точке х=а, у=б и могут оказаться особыми. Других осо-
бых решений нет.

23. Примеры.

Пример 1. Проинтегрировать уравнение

x¥ l—y?dx+yV1—x?dy=0 (10)
и выделить интегральную кривую, проходящую через точку (0, 1).

Разделяя переменные, имеем
®

хах ydy case
У + — =0 (x=+1, y=+1)?).
1—x? 1—y?

Отсюда следует, что
VYl—?+yYil-y=C (C>0) (11)

есть общий интеграл. Все решения

у=1 (—1<х< |,
у=—1 (-—1<х<),
x=1 (—Il<y<)}),

х=—1 (—1<,<),

примыкающие соответственно к точкам (—1, 1), (1, 1); (—1; —1), (1 —1); (1, —1),(1,1); (—1, —1), (—1, 1) являются особыми, так как они не получаются из фор-
мулы общего интеграла (11) ни при каких числовых значениях произвольной постоян-
ной и на каждом из них нарушается единственность решения. задачи Коши. Они огра-
ничивают область существования. и единственности решения задачи Коши для урав-
нения (10).

| Решим поставленную задачу Коши. Полагая в общем интеграле (11) х=0, и=1,
находим; С=1. Подставляя найденное значение С в общий интеграл (11), получим
решение нашей задачи Коши в виде

У 1—х2 + У1—2=1.
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Но через точку (0, 1) проходит и особое решение у=!|. Окончательно получаем две
интегральные кривые, проходящие через точку (0, 1):

У 1—2 + у 1—у2=1 и у=1 (—1<х<1.

Пример 2. Дано уравнение

зт хау-—у ш удх=0 (y>0). (12)

Найти интегральные кривые, проходящие через точки М!(0, 1) и М» ( > 1] :
Разделяя переменные, имеем

ау dx» —— =0 (yIny=0, sinx=0?).
ylny sin x

Следовательно,

y=e (13)
есть общее решение уравнения (12).

Особых решений нет (почему?).
Переходя к решению предложенных задач Коши, заметим, что в точкеМ!(0, 1}

поле не определено. Однако, подставляя в общее решение (13) значения х=0, и=1,
получаем: |=еС *9. Это равенство справедливо при всех значениях С. Следовательно,
все интегральные кривые (13) примыкают к точке М;(0, 1). Мы имеем здесь особый
случай задачи Коши: начальные значения заданы в точке, где поле не определено.
Всегда, решая задачу Коши, следует сначала проверить, не имеем ли мы дело с этим
особым случаем.

7Найдем теперь интегральную кривую, проходящую ‘через точку. м, ( >, 1).
сел

4
Случай не особый. Имеем |=е . Отсюда C=O Hu, следовательно, у=1|
(0 <х<л) — искомая интегральная кривая.

В заключение настоящего параграфа отметим, что рассмотренные
выше уравнения вида у’={(х), и’=Ки), Х(х)ах-У(у)4у=0 можно счи-
тать частными случаями уравнения с разделяющимися переменными.

Уравнение с разделяющимися переменными является одним из основ-
ных типов уравнений первого порядка, разрешенных относительно произ-
водной и допускающих интегрирование в квадратурах.

Многие дифференциальные уравнения приводятся к уравнениюс раз-
деляющимися переменными при помощи соответствующей замены
искомой функции и независимой переменной. В следующих двух пара-
графах мы рассматриваем два наиболее важных типа таких уравнений.
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$ 4. ОДНОРОДНОЕ УРАВНЕНИЕ

24. Построение общего интеграла. Рассмотрим уравнение

M(x, y)dx-+-N (x, y)dy=0, (1)
в котором М(х, у) и М№(х, у) суть однородные функции одной
и той же степени т, причем т может быть любым вещественным
числом. Такое уравнение называется однородным.

Как известно [149, т. Г, п. 145], функция |(х, у) называется однород-
ной функцией степени т, если при всяком # имеет место тождество

[(tx, ty) =t™ f(x, y), (2)
т. е. при умножении обоих аргументов х и у на один и тот же множитель #
функция приобретает этот же множитель в 1-й степени. Полагая в тож-

1дестве (2) t= —;, получим
j(1, 4) =~hay,

откуда

m уF(x, y)=amp (1, 2). (3)
Пользуясь формулой (3), мы можем переписать уравнение (1) в виде

dy ydx” (-) (4)
В самом деле,

ау __ Мои) __
dx N(x, y)

т / 4 , 9mM(1, 4) m(1, 4)
o(--).wmv(1,2) - n(1,4)

Из формулы (4) следует, что в начале координат однородное урав-
нение, вообще говоря, не задает определенного направления поля, так что
через начало координат не проходит ни одна интегральная кривая. Инте-
гральные кривые однородного уравнения могут лишь примыкать к началу
координат (см. п. 4, пример 3). Поведение интегральных кривых однород-
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ного уравнения в окрестности начала координат требует специального
исследования.*

Замечание. Если в уравнении (1) M(x, у) и N(x, у) суть только положительно
однородные функции одной и той же степени т, т. е. тождества

M(tx, ty) =t™ M(x, у),

N (tx, ty) =t™ N(x, y)
имеют место только при (всех) положительных значениях ¢f, TO ypaBHeHHe (1)
будем называть положительно однородным. Оно интегрируется тем же методом, что
и однородное уравнение.

Чтобы проинтегрировать однородное уравнение (1), сделаем заме-
ну искомой функции и по формуле

y=2x, (5)
где г — новая искомая функция от х. Будем иметь

M(x, 2x)adx-+N(x, 2x) (zdx+xdz) =0. (6)
Ho, Tak как

M(x, y) =x M (1, £), N(x, y)="N (1, у)
то (полагая у=гх) имеем

М(х, 2х)=хтМ (1, 2), М(х, 2х) = т М(1, 2).
Поэтому уравнение (6) можно переписать так:

хт М(1, 2)ахх” М(1, г) (гах--хаг) =0

или (сокращая на х” и группируя оставшиеся члены)
(M(1,2)+N(1, z)z)dx+xN(1,z)dz=0 (x=0?). (7)

Это — уравнение с разделяющимися переменными.
Разделяя переменные, имеем

dx N(l, z)dz
x т М(1, 2) М(1, 2)= —0 (М(1, 2)-М(1, 2)2=07?).

* Для простейшего случая, когда правая часть уравнения (4) есть дробно-
линейная однородная функция от х и у, это исследование приведенов п. 141.
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Интегрируя, находим
№(1,2)агnlel+ эмОae inal,

-| М(4,2) dz
M (4, z)+ N(4, z)z

x=Ce (C=+]C,]),
так что

x=Ce ©), (8)
где

И №(1, =) аг+ ¥(2)= Saray
Заменяя в (8) г на = получим общий интеграл уравнения (1) в виде

(2)
х=Се (9)

25. Особые решения. Разделяя` переменные в уравнении (7), мы
могли потеря?Ть решения вида 2=2‹, где г; — корень уравнения

М(1, 2) +М№ (1, г)2=0.
Подставив эти значения 2 в формулу (5), найдем, что

у=а:х (x50) (10)

(полупрямые, примыкающие к началу координат) суть решения одно-
родного уравнения. Эти решения могут содержаться в формуле общего
интеграла, но могут быть и особыми. Особыми решениями могут
быть также полуоси оси Оу: х=0 (у==0). Других особых решений быть
не может.

26. Пример. Рассмотрим уравнение

ау | у
dx x

Заметим прежде всего, что интегральными KPHBbIMH могут быть ТОЛЬКО кривые,
расположенные в первом и третьем квадрантах, и полуоси осей координат, ибо х иу
не могут иметь противоположных знаков.

Положим у=гх. Получим
dz dx _—_—_—— Ht =() (z— у г=-0, х=0?).
— xz—Jz2

2xtz= Vz,
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Интегрируя, найдем

211 | У2—1 |1 [х|= |С4|
IW

——

L¥Vz—-1Vixl=V1ICil, (Vz-l) V[x]=c (C=+71C%)).
¥ уВозвращаясь К переменнон у заменяя г на —— }, получим

<

откуда

Vy—Vx=C, ecmH x>0, y>0,
y—y—yY—x=C, если x<i0, y<0.

Рассмотрим уравнение г—] г=0. Оно имеет корни: 2.=0, 22=1. Им соответетвуют
решения у=0 (х5=0) и у=х (х=5=0). Первые из них — особые, вторые—част-
ные. Полуоси оси Оу: х=0 (у5=0) тоже являются решениями. Эти решения—
особые.

27. Геометрическое свойство интегральных кривых однородного
уравнения. Поле, определяемое однородным уравнением, а следователь-
но, и интегральные кривые этого уравнения обладают одним характер-
ным свойством. Чтобы выяснить это свойство, будем рассматривать одно-
родное уравнение в виде (4).

Заметим, что правая часть уравнения (4) сохраняет постоянное зна-
чение во всех точках каждой полупрямой у=Ах (х==0), выходящей из
начала координат (если ф(А) определено), так что все эти полупрямые
являются изФклинами уравнения (4).

Возьмем какую-нибудь интегральную кривую, отличную от полупря-
мой, выходящей из начала координат. Если мы увеличим или уменьшим
радиус-векторы всех ее точек в сдно и то же число раз, то получим кри-
вую, у которой направление касагельных во всех точках будет такое же,
что и в соответствующих точках взятей кривой. Поэтому полученная
кривая будет также интегральной кривой уравнения (4). Преобразова-
ние,о котором идет речь, равносильно замене текущих косодинат данной
кривой текущими координатами х1, у! новой кривой по формулам:

Ж==Ах, И==КУ (11)
и называется преобразованием подобия с центром подобия в начале ко-
ординат.

Итак, всякая кривая, полученная из интегральной кривой однород-
ного уравнения при помощи преобразования подобия с центром подобия
в начале координат, является тоже интегральной кривой.
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Легко видеть, что и обратно, все интегральные кривые, входящие
в состав общего интеграла (9) и не являющиеся полупрямыми, выходя-
щими из начала координат, могут быть получены при помощи преобра-
зования вида (11) из одной такой интегральной кривой.

x x

x= Cie H x= Cre
суть две интегральные кривые указанного вида. Обозначив текущие коор-
динаты второй интегральной кривой через хи, у1, перепишем ее уравнение

1

Умножив обе части уравнения

»(4)
x=Cie

на К, получим |
y ky“(4 o( =)

Кх—ЕС1е или Кх=АС1е
C2Если теперь выбрать R= -с_ И применить формулы (11), то и получим

1

и!o( 2) »(4)
X4== Coe HIH X= Cre

Из доказанного свойства интегральных кривых однородного уравне-
ния, в частности, следует:

|) если интегральная кривая, отличная от полупрямой (10), выходя-
щей из точки (0, 0) и, следовательно, заключенная на некотсром участке
изменения х между двумя из полупрямых (10), примыкает к точке (0, 0),
то и все интегральные кривые, заключенные между этими полупрямыми,
примыкаютк точке (0, 0);

2) если некоторая кривая является интегральной кривой, то и сим-
метричная относительно начала координат кривая тоже является инте-
гральной кривой;.

3) если одна из интегральных кривых замкнута, то и все интеграль-
ные кривые замкнуты.
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Все это дает нам некоторое представление о поведении интегральных
кривых однородного уравнения во всей области задания уравнения

Пример. Найти кривые, у которых отрезок МТ касательной от точки касания до
пересечения с осью Ох равен отрезку ОТ оси Ох (рис. 16).

Так как ).MT=)MP?4PT? = +=(=).

J —» X
0 р Т

Рис. 16

у? y \?2 —_— — —Ут =(« wp
откуда

, 2ху
y= x2—y?

Интегрируя это уравнение, имеем:

z+23 1—2? x
y=2x, 2’х= ‘ аг= ——-_ (z=0, x=0?),

1—2? 2-23 х
=

=Сх,
1-22

* Более подробное исследование поведения интегральных кривых однородного
уравнения см. в книге [53].
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у .
откуда заменяя = на — ] получаем общий интеграл:

` x

y

x+y?
Особых решений нет (почему?).
Интегральные кривые суть окружности с центрами на оси Оу, примыкающие к на-чалу координат и полуоси оси Ох (рис. 17). Все окружности, расположенные в верхней(нижней) полуплоскости, можно получить из одной из них при помощи преобразования

подобия с центром подобия в начале координат.

28. Простейшее уравнение, приводящееся к однородному. Рассмот-
рим уравнение dy —f att OwFo)

dx — ax+bytc /°
Если с, =‹с==0, то это уравнение однородное, ибо оно приводится

к виду (4). Пусть хоть одно из чисел с1, с отлично от нуля и предположим
еще, что

(12)

(1 р,|“ |550
а Db

Сделаем линейную замену обеих переменных:*

x=E+a, у=т-В.
Тогда уравнение (12) примет ВИД

dy ( Ета оВ-са .
ae+byn+aa+bpB+c 7-de

Выбрав «< и В так, чтобы
о-вВ-Нс1=0, }
aa+bpB-+c =0,

получим однородное уравнение

d аниae (erin)
Интегрируя его и возвращаясь к переменным х и у, найдем общий

интеграл уравнения (12).

* Геометрически это соответствует переносу начала координат в точку (а, В).



82 ГЛ. 1. УРАВНЕНИЯ 1-ГО ПОРЯДКА, РАЗРЕШЕННЫЕ ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОИЗВОДНОЙ

Если же

nea bi”
а! byTO MbI HMeeM —— == —— —=А, откуда а.=Ра, 61=Е6. Поэтому уравнение

(12) можно переписать в этом случае так:

dy =f k(ax-+ by) си
dx — ax--by+c

Введя здесь вместо у новую неизвестную функцию = по
формуле

== (ах--фу).

&=ах--бу,

мы придем к уравнению, не содержащему независимой
переменной:

d= —=а-НоН (г).
$ 5. ОБОБЩЕННОЕ ОДНОРОДНОЕ УРАВНЕНИЕ

29. Построение общего интеграла. Особые решения. Уравнение
М(х, уах-ЕМ(х, y)dy=0 (1)

называется обобщенным однородным, если существует такое число А, что
левая часть уравнения становится однородной функцией от величин х, у,
Ах и ау при условии, что они считаются величинами соответственно пер-
вого, К-го, нулевого и (Е—1)-го измерений, т. е. если равенство

М (1х, ву) ах-ЕМ (ах, thy) t-tdy= t™ [M (x, y)dx--N(x, y) dy]
выполняется при всех ¢ TOMMECTBEHHO OTHOCHTEJIbHO X, y, 4х и ауили, что
то же, при всех # выполняются тождества: *

M(tx, t?y) =t™ M(x, y), |
). 7

2N (tx, thy) =iN(x, y (7)
1Полагая в тождествах (2) f= —_› находим:

* При А=1| имеем обычное однородное уравнение.
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1 | |M (1, =-¥) = М9),
|—9)=a (Hy),

откуда

M(x, y)=x" M (1,—y) |(x, y) =x ise)
(3)N(x, yy amen (1, yg).xh

Из этих формул ясно, что при Е=0 обобщенное однородное уравне-
ние вырождается в уравнение с разделяющимися переменными.

Покажем, что при всяком Е, отличном от нуля, обобщенное однород-
ное уравнение приводится к уравнению с разделяющимися переменными,
если положить

у—2х”, (4)
где 2 — новая неизвестная функция.

Действительно, выполняя в уравнении (1) подстановку (4), получим
M(x, 2x)dx-+N(x, zx) (xkdz+kzexk-1dx) =0. (5)

Воспользуемся тождествами (3), положив в них и==гх". Тогда:
M (x, 2x?)=x™M(1, 2), |
N (x, 2xk) =xm-k+! М (1, 2),

так что уравнение (5) можно переписать в виде
хт М(1, г)ах-ф хп ®мМ(1, 2) (хваг- Е2хи 4х) =0

или (сокращая на х” и собирая члены при ах и 42)
(М(1, г) ЕМ(1, г) =) ах хМ(1, г) 4г=0 (х=0?).

Это уравнение с разделяющимися переменными.
Разделяя переменные, имеем

ах М№(1,2) 2x + МИЭМ == =0 ()М(1, 2) +ЕМ(1, 2)2=0?).
Интегрируя, находим

x= Cev(2),
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где

—_ №(1, 2) а2$(2) =— Viantev DE
Возвращаясь к искомой функции у, получаем общий интеграл

уравнения (1) в виде

х—= Се

Особыми решениями могут быть только
х=0 (у=0) и y=a2ixk (х=0),

где 2; — корень уравнения

М(1, г) +ЕМ(1, =)2=0.

30. Пример. Рассмотрим уравнение
(6—x2y?)dx+x2dy=0. ° (6)

Приравнивая измерения всех членов 6dx, —х?у?4х и х?4у в предположении, что х,
у, ах и ау суть величины соответственно 1-го, А-го, нулевого и (Ё—1)-го измерений,
получаем систему

O=2+2k—2+k—1.

Эта система совместна, причем А = —1. Следовательно, уравнение (6) есть обобщенное
однородное. Для интегрирования его нужно сделать подстановку

y= >
после чего получим уравнение

хаг— (22--г—6) dx=0.
Интегрируя его, находим

2+3Cx5
_1—Cx?

Возвращаясь к функции у, получаем общее решение уравнения (6) в виде
2+3Cx5

x(1—Cx3) *
Особых решений нет (почему?).
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$6. ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ

31. Понятие о линейном уравнении. Уравнение вида

у-р(х)у=9(х) `(1)
называется линейным. Оно содержит искомую функцию у и ее производ-
ную и’только в первой степени. Если записать его в виде, разрешен-
ном относительно производной, то получим уравнение

y’=— p(x) ytq(x) =f(x, y), (2)
правая часть которого есть линейная функция от у с коэффициен-
тами, зависящими отх (которые, в частности, могут быть и постоянными).

Относительно функций р(х) и q(x) будем предполагать, что они
непрерывны в интервале (а, 5) (а>—<, b<oo).

| Если в уравнении (1) функция 49(х) тождественно равна нулю во
всем интервале (а, 6), то это уравнение принимает вид

y’+p(x)y=0 > (3)
и называется однородным. Его левая часть есть однородная ли-
нейная функция от уи и’. Уравнение (1), в котором4(х)==0, назы-
вается неоднородным.

Уравнение вида
ро(х) у’ ра(х)у=9(х), (4)

в котором коэффициент при И’ не равен единице, также называется
линейным. Если ро(х), р! (х) и 9(х) непрерывны в интервале (а, 65), при-
чем ро(х) не обращается. (в этом интервале) в нуль, то урав-
нение (4) делением обеих частей его на ро(х) приводится к уравнению
вида (1), в котором коэффициент при искомой функции и правая часть
непрерывны в интервале (а, 5).

32. Существование и единственность решения задачи Коши. Общие
свойства линейного уравнения. Из теоремы Пикара о достаточном усло-
вии существования и единственности решения задачи Коши, сформулиро-
ваннойвп. 7, следует, что при сделанных предположениях относительно
p(x).u q(x) уравнение (1) имеет единственное решение

у=у(х),

удовлетворяющее начальному условию
Y=Yo При Х=Ж,

где в качестве хо можно брать любое число из интервала (а, 6), а ц мож-
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но выбирать произвольно, т. е. через любую точку Моь(хо, Yo) no-
лосы (рис. 18) |

ax<ix<ib, —owo<y<o (5)
проходит одна и только одна интегральная кривая уравнения (1).

В самом деле, если записать уравнение (1) в виде (2) (ср. п. 13),
то ясно, что можно построить такой прямоугольник

Ю: |[x—xol<a, |y—y|<h
< центром в точке (Xo, Yo), целиком содержащийся внутри полосы (5),
что внутри него правая часть уравнения (2) будет удовлетворять обоим
условиям теоремы Пикара, ибо в этом прямоугольнике ](х, у) непрерывна
и ограничена, а “Oy ==—p(x), Tak 4TO “ay существует и ограничена.

А тогда уравнение (2) или, что то же,
у уравнение (1) имеет одно и только одноA | решение с начальными данными Фо, 10.

Это решение непрерывно дифференци-
руемо. Ниже мы докажем, что оноMy определено во всем интервале (а, Ь).

у Всякое. решение линейного уравнения
(1) есть частное решение, так

— как во всей области задания этого
0 а № 2. уравнения, т. е. во всей полосе (5) име-

ет место существование и единствен-| ность решения задачи Коши. Линейное
уравнение (1) при сделанных предпо-

Рис. 18 ложениях не имеет особых решений.
Таким образом, вся полоса (5) за-

полнена непересекающимися гладкими интегральными кривыми уравне-
ния (1), причем каждая интегральная кривая определена во всем ин-
тервале (а, 6) и представляет собою график частного решения.

При этом интегральные кривые однородного уравнения (3) не могут
пересекать ось Ох, ибо в противном случае в точке пересечения наруша-
лась бы единственность решения задачи Коши. В самом деле, пересечение
могло бы иметь место только в интервале (а, 6) оси Ох, а сам этот интер-
вал, т. е. у=0 (а<х<.5) тоже, очевидно, является решением уравне-
ния (3), так что через точку пересечения проходили бы
две интегральные кривые. Отсюда следует, что если какое-ни-
будь решение однородного линейного уравнения обращается в нульв 00-
ной точке интервала (а, 5),* то оно тождественно равно нулю во всем
этом интервале, если же оно отлично от нуля хоть в одной точке интер-

* Т. е. интервала непрерывности коэффициента р(х).
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вала (а, 5), то оно не обращается в нуль ни в одной точке этого ин-
тервала.

Прежде чем перейти к интегрированию линейного уравнения, отме-
тим два общих свойства этого уравнения.

|. Линейное уравнение сохраняет свой вид (Т. е. остается линейным}
при любой замене независимой переменной

x=g(t),
ede p(t) — любая функция от &, определенная и непрерывно дифференци-
руемая в интервале (1, #), причем а=Ф(), 6=Ф(И), ф’([)==0 во всем
интервале (4, #).* В самом деле, мы имеем

мооГЦ г
dx dt ах dt ах dt q(t)’

dt
Поэтому, подставляя х—=Фф(Ё) в (1), получим линейное уравнение

а J 5 J=+P(o(t))9"Oy=a(9(d))¢' (4),
причем его коэффициент при у и правая часть непрерывны в интервале
(to, th). |

2. Линейное уравнение сохраняет свой вид при любой линейной
замене искомой функции

у=(х)=-В(х),
где г — новая неизвестная функция, а а«(х) и В(х) — произвольные не-
прерывно дифференцируемые функции от х, причем а(х)=Е0 в (a, Ь).
Действительно, так как

у=а(х)г+«(х)= -НВ’(х),
то после преобразования получим

о (х) га(х) = B" (x) +p (x)!(a(x)2+B(x)) =9(%)

at a(x)+p(x)a(x) , 9(х) В(%) —Р(%)В (*) |
a(x) a(x)

ИЛИ.

т. е. опять линейное уравнение, у которого коэффициент при искомой
функции и правая часть непрерывны в (а, 6).

* При этих предположениях существует обратная функция #=(х), определенная
и непрерывная вместе с первой производной в интервале (а, 5).
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Заметим, что если &(х) обращается в нуль в некоторых точках ин-тервала (а, 6), то преобразованное уравнение будет тоже линейным,
но коэффициент при искомой функции и правая часть могут иметь раз-
рыв в этих точках.

33. Построение общего решения однородного линейного уравнения.
Покажем, что линейное уравнение всегда интегрируется в квадратирах.
Рассмотрим сначала однородное линейное уравнение (3)

y’+p(x)y=0,
где функция р(х) непрерывна в интервале (а, 6).

Переписав это уравнение в виде
dy+p(x)ydx=0,

получаем уравнение с разделяющимися переменными.
Разделяя переменные, имеем

а7 +p(x)dx=0 (y=0?),
откуда

_ f P (x) dx
y=Ce ’ (6)

где С — произвольная постоянная.
Все решения уравнения (3) содержатся в формуле (6), так как

разделяя переменные, мы могли потерять лишь очевидное нулевое реше-
ние у—0, но и оно содержится в (6) при С=0. Из формулы (6) видно,
что всякое решение уравнения (3) определено во всем интервале (а, 6).

Покажем, что функция (6) является общим решением урав-
нения (3) в области (5), т. е. во всей области задания уравнения (3).

В самом деле, уравнение (6) разрешимо относительно С в области
(5), так что мы имеем

Pp (x) dxC=ye! ,
где функция справа определена в области (5). Кроме того, по построению
функция (6) является решением уравнения (3) в интервале (а, 6) при
всех значениях произвольной постоянной С. А это, согласно сказанному
в п. 8, и означает, что функция (6) есть общее решение уравнения (3)
в области (5).

Заменим в формуле (6) неопределенный интеграл определенным ин-
тегралом с переменным верхним пределом х и фиксированным нижним
пределом х (а<х-<3Ь). Получим

— [2% ах
y=Ce Xo (7)
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Положим здесь х==хо и обозначим и (хо) =. Тогда ии==С. Подставив это
значение Св (7), получим

- pe) ах
y=yoe *® _ (8)

Если уу произвольно, то эта формула является общим решением
уравнения (3) в области (5) в форме Коши. Если же у фикси-
ровано, то это есть решение уравнения (3) с начальными данны-
MH Xo, Yo. |

Из формулы (8) мы снова видим, что если начальное значенйе у
решения у=у(х) однородного линейного уравнения (3) равно нулю, то
y=0 (а<х<ь), и если ц==0, то решение у=у(х) не обращается
в нуль ни в одной-точке интервала (а, 6) (см. п. 32).

Заметим, что если а=—со, b= со, так что область (5) принимает вид
—с<х<о, —с<у<со,

то формула (8) дает решение задачи Коши для уравнения (3) с любыми
наперед заданными начальными данными хо, у, причем каждое решение
будет определено при всех значениях х.

Пример 1. Рассмотрим уравнение
rp уy+ y=0.

yV 1—x?
x

Здесь коэффициент р(х) = —————— eCTb функция, определенная и непрерывная
| У 1—х?

в интервале (—1, 1). Пользуясь формулой (6), найдем ne:
yi-#

y=Ce .
Это есть общее решение рассматриваемого уравнения в области

—1<х<|1 —<©<<у<о.

Прнмер 2. Пусть дано уравнение
y’+2xy=—0.

В этом случае р(х)==2х не имеет точек разрыва. Поэтому всякое решение опре-
делено при всех х. Действительно, интегрируя данное уравнение, получаем

y=Ce-*’,
откуда и вытекает наше утверждение.

Пример 3. Найти решение уравнения
y’—y cos x=0,

удовлетворяющее начальному условию
y=1 при х==0..
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Пользуясь формулой (8), получаем

у=е‘ или уе х.

34. Свойства решений однородного ‘линейного уравнения. Решения
однородного линейного уравнения обладают следующими двумя харак-
терными для этого уравнения свойствами.

1. Если у: есть частное решение уравнения (3), т. е. имеет место
тождество

yi+p(x)yi=0 (ax<x<bd), (9)
то функция

у=Су, (10)
где С — произвольная постоянная, тоже является решением этого урав-
нения. | ,

Действительно, полагая в левой части уравнения (3) у==Сиу, и при-
нимая во внимание тождество (9), получаем

(Си )’-Ер(х) (Си!) = С(уг-р(х)и1) =0 (axx<b).
Следовательно, и=Су! есть решение уравнения (3).

2. Если у! — ненулевое частное решение уравнения (3), то фор-
мула (10), где С — произвольная постоянная, дает общее решение
уравнения (3) в области (5).

В самом деле, уравнение (10) разрешимо в области (5) относи-
тельно С: |

ca 4
Yi

и, как показано выше, функция (10) является решением уравнения (3)
при всех значениях С. Следовательно, функция (10) есть общее решение
уравнения (3) в области (5).

Таким образом, для построения общего решения однородного линей-
ного уравнения достаточно найти какое-нибудь одно ненулевое ча-
стное решение.

Пример. Рассмотрим уравнение
y’+ay=0, (11)

где коэффициент а — постоянное вещественное число. Очевидно, что
Y1 —eax

будет ненулевым частным решением уравнения (11) в интервале (—о00, со), Т. е.
на всей оси Ох. Поэтому функция

у=(Се-@=
будет общим решением уравнения (11) на всей плоскости (х, у).
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Из свойства 2 следует,`что всякие два ненулевых частных решения и! и у>
уравнения (3) связаны соотношением вида

2 ==0 11 (а<х<5),
где а — некоторая постоянная, отличная от нуля.

35. Структура общего решения неоднородного линейного уравнения.
Рассмотрим теперь неоднородное уравнение (1)

уУ-р(х)у=9(х).
Предположим, что нам известно некоторое решение и! этого уравнения,
т. е. справедливо тождество

yrtp(x)ys=q(x) (а<х<8). (12)
Введем новую неизвестную функцию г по формуле

уг. (13)
Подставляя (13) в (1), имеем

у’ 2-Ер (х) ии р(х)2=9(х).
Отсюда, согласно тождеству (12), получаем

z’+p(x)z=0. (14)
Мы получили для определения 2 однородное линейное уравнение,
левая часть которого имеет тот же вид, что и левая часть
уравнения (1).

Уравнение (14) называется однородным линейным уравнением, со-
ответствующим неоднородному линейному уравнению (1). Общее реше-
ние уравнения (14) имеет вид

-/ p (x) dx
z=Ce ; (15)

где С — произвольная постоянная. Подставляя найденное значение =
в (13), получим

—f р (х) ах
y=yitCe (16)

Все решения уравнения (1) содержатся в формуле (16). Эта фор-
мула представляет собою общее решение уравнения (1) в по-
лосе (5)

а<х<6”“ —<<у<о,
Т. е. во всей области задания уравнения (1) (почему?).

* Напоминаем, что (а, 6) есть интервал непрерывности функций р(х) и 9(х).
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Таким образом, мы приходим к следующей теореме, устанавливаю-
щей структуру общего решения линейного неоднородного уравнения.

’ Теорема. Если ии есть частное решение неоднородного линейного
уравнения (1), то общее решение этого уравнения дается формулой (13),
где 2 есть общее решение соответствующего однородного линейного урав-
нения (14).

Из этой теоремы следует, что знание одного частного решения не-
однородного уравнения (1) дает возможность получить общее решение
при помощи одной квадратуры. |

Если мы знаем не одно, а два частных решения у и у› неоднородного
уравнения (1), то общее решение можно получить вовсе без квадра-
Тур, а именно общим решением будет

y=yi+C (yo—m). (17)
Действительно, из формулы (13) имеем: 2==иу— 91; заменяя здесь у

на у2, ВИДИМ, ЧТО У2—1 есть частное решение однородного уравне-
ния (14). Тогда общее решение этого уравнения дается формулой
2==<С (уг—у.) и, согласно доказанной теореме, формула (17) дает об-
щее решение уравнения (1).

Выяснив структуру общего решения уравнения (1), укажем один
общий способ фактического построения общего решения.

36. Метод вариации произвольной постоянной (метод Лагранжа).
Будем искать решение уравнения (1) в том же виде, что и общее реше-
ние (15) соответствующего однородного уравнения (14), но будем счи-
тать С не постоянной, а некоторой непрерывно дифференцируемой функ-
цией от х, т. е. положим -/ p (x) dx

y=C(x)e (18)
и выберем функцию С(х) так, чтобы (18) удовлетворяло уравнению (1).
Подставляем (18) в (1):

, — ] Р (> 4х — [2 ©) dx — f Px) dxC’(x)e —C(x)p(x)e Lp (x)C(x)e =4(x),
откуда [2 @®) ах

С’(х) =а(х)е
Следовательно,

С(х) = facet? “ dx+C,
где С — произвольная постоянная. Подставляя это значение С(х) в фор-
мулу (18), получим

yarVO (c+Jак" ах}. (19)
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Это есть решение уравнения (1) по построению и притом об-
щее в полосе (5), так как оно имеет структуру (13).

В.самом деле, переписав (19) в виде суммы двух слагаемых
—Гр(х) ах — { p(x)dx Pp (x) dxy=Ce J +e J Same! dx,

видим, что первое слагаемое является общим решением соответствую-
щего однородного уравнения (14), а второе есть (частное) решение не-
однородного уравнения (1), ибо оно содержится в формуле (19) при
C=0.

Таким образом, общее решение неоднородного линейного уравнения
(1) всегда может быть найдено двумя квадратиурами.

Из формулы (19) следует также, что общее решение линейного урав-
нения имеет вид |

у=А(х) С-В(х), (20)
Т. е. у является линейной функцией от произвольной постоянной С.

Такой характер зависимости общего решения от произвольной по-
стоянной имеет место только для линейного уравнения. Действи-
тельно, составляя дифференциальное уравнение семейства (20), придем
к уравнению вида (1).*

Замечание 1. В формуле общего решения (19) можно заменить неопределен-
ные интегралы определенными интегралами с переменным верхним пределом. Тогда
получим

x x

- / p (x) dx x f p (x) dx
хоy=e (c+ J g(x)e. ax),

где х — любое фиксированное число из интервала (а, 6). Здесь С=у(хо) =Yo.
Поэтому общее решение уравнения (1) можно записать в виде

x x

— Г p (x) dx x f p (x) dx
Xoy=e (yor J aime” ax), (21)

где роль произвольной постоянной играет начальное значение у
искомой функции у. Формула (21) является общим решением уравнения (1)
в области (5) в форме Коши.

Очевидно, что при фиксированном значении у5 формула (21) дает решение
уравнения (1), удовлетворяющее начальному условию У=иу при хХ=%о. Это решение
определено во всем интервале (а, В).

* В предположении, что А(х) и В(х) непрерывно дифференцируемы в некотором
интервале (а, 5), причем А(х)0 B (а, 6).



CHMOH переменной X и начальных данных Фо, у В области

а<х<6; A<x<b, |yol|<~.
Решение (21) можно переписать в виде

x x

— f piyat х - Гра
Xo Ey= yoe + | 9(5)е 45.

Хо

Это решение может быть найдено и непосредственно, если искать его в виде
x

—f pityat
Xoy=C(x)e

где
С (хо) = Yo.

Действительно, подставляя (23) в (1), имеем
x x x

—f pitas -/ p (t) dt -/ p(t) dt
Xo Хо Xo

C’(x) e —C(x)p(x)e +p(x)C(x)e =4q(x),
откуда

x

f p (t) dt
Хо

С’(х) =9(х)е
Интегрируя это уравнение с учетом условия (24), получим, что

Ех Г реа
сои [ ч®е Е

хо

Подставим это значение С(х) в формулу (23):
х Е-/ p (t) at х Г рва

хо хоy=e [uot J abe a|
Раскрывая скобки, имеем :

- Гра - Гра х ] рфа!
Xo Хо оy= yoe +e | 9(Е)е dé.

Xo

(22)

(23)

(24)
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Внося во втором слагаемом множитель, стоящий перед интегралом, под знак интеграла,
перепишем это слагаемое в виде

х Е х
х _ f p (t)dt f p(t)dt x _ f p(t) dt

ad хо ЕJ awe г = | а®е ae,
что и приводит к формуле (22).

Замечание 2. Формула (21) показывает, что если р(х) и 9(х) заданы и не-
прерывны в интервале (—с0, со), так что правая часть линейного уравнения (2)
задана и непрерывна на всей плоскости (х, у), то и решение с любыми начальными
данными хо, Уо будет непрерывно и даже непрерывно дифференцируемо при всех зна-
чениях х, так что интегральная кривая, проходящая через любую точку (хо, У), будет
гладкой кривой на всем бесконечном интервале (—со, со).

Для нелинейного уравнения это свойство, вообще говоря, не имеет места.
Возьмем, например, уравнение у’—=иу?. Его правая часть определена и непрерывна на
всей плоскости (х, у). Однако из формулы общего решения

I

x+C

видно, что никакое из решений, входящих в эту формулу при Сэ=сю не будет опре-
делено при всех значениях х. Для выяснения причины этого различия между линейными
и нелинейными уравнениями требуется более детальная формулировка теоремы Пикара,
которая будет дана в гл. 5 (см. пп. 124 и 126).

Замечание 3. Если р(х) и 9(х) непрерывны в (а, В), за исключением отдель-
ных точек, то формула общего решения (21) остается в силе для всех значений х
из (а, 6), кроме, быть может, точек разрыва функций р(х) и 9(х), если интегралы при
переходе через точки разрыва не теряют смысл.

Замечание 4. Линейное уравнение

Po(x) y’+p1 (x)y=f(x)

может иметь особые решения вида х==а, где а — корень уравнения ро(х) =0.Замечание 5. Общее решение неоднородного линейного уравнения (1)
можно найти также следующим методом, принадлежащим. Эйлеру.

Умножим обе части уравнения (1) на функцию

ot P (x) 4х(x)= (25)
Получим уравнение

ие POE ре1 р(=)4= ое р (=) 4х
в котором левая часть есть точная производная от функции

Г Pp (x) dx
ye | ’
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так что мы можем переписать это уравнение в виде

(vel р (=) *) =абде/ р (=) 4х “4
откуда

yes Pe) de f awed РС) @* ах С
yae J р (х) dx (с+ [чбде/ р(х) dx ax).

Мы получили тот же вид общего решения, что и при применении метода Лагранжа.
Функция (25) называется интегрирующим множителем линейного уравнения (1),

а изложенный метод Эйлера — методом интегрирующего множителя.
Замечание 6. Если в линейном уравнении (1)

и, следовательно,

y’+p(x)y= (x)
функции 9(х) и р(х) связаны соотношением

q(x) =kp(x) (Rk=const),
то оно принимает вид

y’+p (x) y=kp(x) (26)
и является уравнением с разделяющимися переменными. Его общим
решением будет yarece J P(x) dx

Это же общее решение мы можем получить, пользуясь формулой (13), заметив,
что и: =А является частным решением уравнения (26).

37. Примеры.

Пример 1. Рассмотрим уравнение
2

у— —у=х. (27)
x

Найдем его общее решение методом вариации произвольной постоянной.
Соответствующее однородное уравнение

z’——-z=0
x

имеет общее решение
z=Cx?,

Ищем общее решение данного неоднородного уравнения (27) в виде

y=C(x)x?. (28)
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Подставляя (28) в (27), имеем
2С’(х) x?-+C (x) -2x— —C(x)x?=x
x

или
1

С’ (x) = —,.
x

откуда
C(x) =In |x|+C.

Подставляя это значение С(х) в формулу (28), получим

—y=x?(C+In |х|).
Это и есть общее решение уравнения (27).

Проинтегрируем уравнение (27) методом интегрирующего множителя.
Имеем

. 1Умножая обе части уравнения (27) на —, приведем его к виду
x

( 1 ) = J| x2 у — x ’

y=x?(C+In |х|).

Пример 2. Найти общее решение уравнения

откуда

xy’+2x2y=1,

пользуясь формулой общего решения (19).
Имеем:

]р()=2х, g(x) = —
Подставляя в формулу (19), получим:

ие "(cp fedeax)
уе (С+ | ий ax) °

„ Х

ИЛИ

38. Геометрическое свойство интегральных кривых линейного урав-
нения. Выясним одно кеометрическое свойство интегральных кривых
линейного уравнения (1) _ |

| _ У-Р@)у=9(»):
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Пусть и! и у› — два каких-либо частных решения этого уравнения. Тогда,
как показано в п. 35, общее решение может быть записано в виде (17)

у=и-ЕС (2—1).

Пусть уз — частное решение, отличное от и1 и у2. Тогда оно содержится
в (17) при некотором значении произвольной постоянной С=С::

Y3= YitCi(yo—M1).

Отсюда легко выводятся два тождества:

Ys—Y= Cx (Yo—Y1), Yo—Y= (1—C1) (Yo— 1),
из которых следует, что

Y2—Y3 1—С: =_Er—_==C , 29Y3—и! Cy : ( }
т. е. всякая интегральная кривая линейного уравнения делит в постоян-
ном отношении отрезок ординаты между какими-либо двумя интеграль-
ными кривыми этого уравнения. Установленное свойство может быть
использовано при построении интегральных кривых линейного уравнения.
Кроме того, из него вытекает одно характерное свойство касательных
к интегральным кривым линейного уравнения.

Из равенств
ММ, _ № С
ММ ММ м

вытекает (рис. 19), что секущие М.М, №зМз, №/М> ... должны или пере-
секаться в одной точке, или быть параллельными. При неограниченном
приближении отрезка №№ к отрезку М.М» эти секущие перейдут в каса-
тельные в точках М1, Мз, М»,... Таким образом, касательные к интеграль-
ным кривым линейного уравнения, проведенные в точках пересечения
этих кривых прямой, параллельной оси Оу, или пересекаются в одной
точке, или параллельны [103, задачи 1346 и 1347].

Пример 1. Возьмем уравнение
y’+y=0.

Рассмотрим три частных решения:

4у==е-*=, Yo==2e-*, уз= 3°" (30)
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Здесь
Эе-х—__ e-*

Yes Sg
Yy3s—Y1 4—— e-—*—e-*

так что (29) выполняется, причем С. =2. Построим касательные [— Ш к интегральным
кривым (30) в точках пересечения их с осью Оу (рис. 20). Имеем

4 4(1) Y-1=—X, (П) У—2=—Ф2Х, (Ш)у==>.

у
4

S
Г

7
М.ГРУ

— м! уя ay
p>X 9] (1,0) -х

Рис. 19 Рис. 20

Все эти касательные [как и касательные У=р—С(Х—1) ко всем интегральным
кривым у=Се-* в точках пересечения этих кривых с осью Оу] пересекаются в точке
Х=1, У=0.

Пример 2. Рассмотрим уравнение

. y’'+tg x-y=xtgx+l. (31)
3aMeTHB, что у, = является частным решением, получаем, что общим решением

его является

y=C cos x+x.

Касательные ко всем интегральным кривым в точках пересечения йх с осью Оу парал-
лельны, так как все они составляют угол 45° с положительным направлением оси Ох.
В самом деле,

y’=—Csinx+1l, y’|x=0—1,

какую бы интегральную кривую ни взять.*

* Это видно также и из самого дифференциального уравнения (31). Имеем у’=
при х=0, каково бы ни было значение у.
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$ 7. УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ

39. Построение общего решения. Уравнение вида
уУ-Ер(х)у=9(х) у”, (1)

где 7 — любое вещественное число, называется уравнением Бернулли.
Будем считать, что т отлично от0и 1, ибо в этих случаях уравнение Бер-
нулли вырождается в линейное. Относительно функций р(х) и`4(х)
будем предполагать, что они непрерывны в интервале (а, В

Уравнение Бернулли всегда может быть сведено к линейному урав-
нению. В самом деле, преобразуем сначала правую часть уравнения Бер-
нулли к виду правой части линейного уравнения. Для этого разделим обе
части уравнения (1) на у”

уту-Ер(х)угт—9(х) (ут=0?). (2)
Введем теперь новую неизвестную функцию 2, положив

1

yimaz(y=zem) (3)
Тогда |

(1—1) ут у’=.
Поэтому, умножая обе части уравнения (2) на |—т и выполняя подста-
новку (3), приходим к линейному уравнению

2-Е (1—т)р(х) == (1—т)9(х).
Интегрируя это уравнение и возвращаясь к переменной у, получим об-
щее решение уравнения Бернулли в виде

4y= (ger "( C+ | (1—9 (хе? (1—m)p(x) dxax)" (4)
Пример. Найти кривые, у которых отрезок ОВ, отсекаемый касательной на оси Оу,равен квадрату ординаты РМ точки касания (рис. 21).
Пусть М\%х, у) — любая точка искомой кривой у=у(х). Уравнение касательной

в точке М(х, у) имеет вид
Y—y=y'(X—x),

где Х, У — текущие координаты касательной. Полагая в этом уравнении Х==0, находим
Y=y—xy’,

так что |
OB=y—xy’.
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Условие задачи приводит к уравнению
, 1 1

уху =? или y’—— y=— — 9’. (5)
x x

Это — уравнение Бернулли. Деля обе части его на у?, имеем

1 |
уу= —

x x

Полагая
y-'=z,

получим
, i |

г’ —а= —.
x Xx

Интегрируя это (линейное) уравнение, находим

г(С-х).
x

Следовательно,
х

— ХС °у (6)

Интегральными кривыми уравнения (5) будут также полуоси оси Ох: у=0 (х=0).
Решениями задачи являются гиперболы (6) (С=0), их горизонтальная асимптота

y=1 u ocb Ox.

40. Особое решение. Деля уравнение (1) на у”, мы могли потерять
решение у=0. Очевидно, что это могло случиться лишь при т>>0 (так
как при т=<0 функция и=0 не является решением уравнения Бернулли).
'Далее, если т>> 1, то решение у=0 содержится в формуле (4) при С=оо.
Оно является частным решением, ибочерез точки оси Ох не проходит ни одна ин- у
тегральная кривая, кроме самой оси Ох, так
что во всякой точке оси Ох решение суще-
ствует и единственно. Если же 0%т<, то .
решение и=0 не содержится в формуле об- M
щего решения (4) и является особым,
ибо в каждой точке этого решения наруша-
ется единственность решения задачи Коши. _
Решение у=0 может быть получено из фор- 0 Р —^
мулы (4) при С=С(х). В качестве простей- Рис 91
ших примеров, иллюстрирующих сказанное,
могут служить уравнения у’=? и у’=2 7] у. Для первого из них решение
у=0 — частное, для второго — особое (почему?).
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$ 8. УРАВНЕНИЕ ДАРБУ

41. Построение общего интеграла. Особые решения. Рассмотрим
уравнение вида

М(х, у) ах М(х, у) 4у-ЕР(х, у) (хау—уах) =0, (1)
где Ми М — однородные функции степени т, а Р — однород-
ная функция степени /. Уравнение такого вида называется уравне-
нием Дарбу. Если [= т—1, то уравнение Дарбу будет, очевидно, одно-
родным уравнением.

Покажем, что уравнение Дарбу приводится к уравнению Бернулли.
Для этого сделаем подстановку

у—2%, (2)
где — новая неизвестная функция. Имеем

— —а( 9) —dy=zdx+xdz, xdy—ydx—x?d > = x2dz,
Поэтому, переписав уравнение (1) в виде (см. п. 24, формула (3))

у у ут М — т —_] 1 ~~ — —x (1, ) dex м(1, ) dy-+x Р (1, > (xdy—ydx) =0
и выполняя подстановку (2), получим

хт М(1, г) ах х" М(1, z) (2dx+xdz)+x P(1, z)dz=0.

Сократим на х" * и соберем члены при ах и 42:
(М(1, 2) М(1, 2)2) ах-- (М(1, 2) х-Р(1, 2z)x'42-™)dz=0 (х=0?).

Деля обе части этого уравнения на М(1, г) М(1, г)г и на 42,** получаем
ax у М(1,г) Щи Р(1,г) ат
dz M(1,z)+N(1, z)2 M(1,z) +N(1,z)z (3)

(M(1, z)--N(1, z)z=0?).

Это — уравнение Бернулли с искомой функцией х от независи-
мой переменной 2. Интегрируя уравнение (3) и возвращаясь к перемен-

* При этом мы, быть может, теряем решение х=0, если т>0 и №(0, у) =0.
** Тем самым мы принимаем 2 за независимую переменную.
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ной у, найдем общий интеграл уравнения Дарбу. Полупрямые
вида у=гх (х5=0), где г; — корень уравнения М(1, 2) М(1, z)z=0,
могут быть особыми решениями.

42. Пример. Рассмотрим уравнение

хах-Нуау-Нх? (х4у— уах) =0. (4)
Полагая у=гх, имеем

xdx-+zx (xdz+zdx) +x'dz=0

(1+27)dx-+ (zx+x3)dz=0 (x=0?).

dx = 1
+ — x=

dz 1-22 1-22

ИЛИ

Отсюда
x3

Это — уравнение Бернулли. Интегрируя его, найдем

1
— =C(1+2?)-+ (142?) arctg z+-2z.x2

Возвратившись к переменной у, получим

С (х2- у?) - (х2-Ну?) аг— +xy—l1=0
a

ИЛИ | 7
1

0? = (x=o0cosg, y=osing).*
1

$ 9. УРАВНЕНИЕ ЯКОБИ

43. Построение общего интеграла. Некоторым обобщением одного
частного случая уравнения Дарбу является уравнение Якоби

(а-наах-Ра?у) (хау-иах) —(Вхгу)ау-+ (с-ах- су) ах==0. (1)
Заметим, что, не умаляя общности, можно считать, что а=0, ибо если

а==0, то, разместив произведение а(хау—иуах) по другим слагаемым,
получим опять уравнение Якоби, в котором а=0. Свободный член а
введен в (1) только для симметрии выкладок. С этой же целью скобка
при у взята со знаком минус. Покажем, что уравнение Якоби всегда ин-
тегрируется в квадратурах. Следуя Н. М. Гюнтеру [41] (другой метод
интегрирования уравнения Якоби, принадлежащий проф. Д. Ф. Егорову,
см. в учебнике В. В. Степанова [140, с. 41—46]), отметим сначала частные

* Уравнение (4) интегрируется проще, если сразу перейти к полярным координатам.
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случаи, в которых уравнение Якоби вырождается в одно из уравнений,
рассмотренных выше:

1) аа=а2=0 — уравнение, приводящееся к однородному или к урав-
нению с разделяющимися переменными;

2) а2л—=6>2=0 — уравнение, приводящееся к линейному OTHOCH-
тельно и;

3) а.=с.==0— уравнение, приводящееся к линейному относи-
тельно X;

4) 6—=с==0 — уравнение, приводящееся к уравнению Дарбу.
В других случаях уравнение Якоби всегда может быть приведено

к уравнению Дарбу или к линейному уравнению при помощи переноса
начала координат или линейной замены искомой функции.

Полагая
x=Eta, y=ntB, (2)

аах гу=А-Е-ам, А=а--иа-азВ;
b+-6,x+b.y=B+bE+bm, B=b+b1a+52f;
CHox+tooy==C+c1E+cyn, C=c+cC1a+CoB;

dx—dt, dy=dy,
xdy—ydx=Edyn—ndé+adyn—pdé.

Поэтому, выполняя в (1) подстановку (2), получим

(А Е-Нагл) (Еат—та5) + (А-РазЕ-Рагт) («ат—Ва5) —
— (B+61§+ben) dn+ (C+e184 con) dE =0

(A+-ayE+aon) (Edn—ndé) —[B—Aa+ (b61—a1a) E+ (b2—a2a) 1] @ч--
+[C—AB-+ (cx—B) + (Co— of) n] dE =0.

Если можно выбрать © и В так, чтобы
B—Aa=0, C—Ap=0, (3)

то, освободившись от А путем распределения А (Е41—14&) по двум пос-
ледним слагаемым, получим уравнение Дарбу.

Вводя в систему (3) параметр /, положив A=i, получим систему
А—^=0, B—Aa=0, C—ApP=0

получим:

. ИЛИ

ИЛИ

a—A+a,a+aB—0,
b+ (b:—2) a-+b2B—=0, (4)
c+cra+ (с2—^,) B= 0.
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Следовательно, система

(а—^)уаа-НазВ=0,
by+ (b1—A) a+ bP=0, (5)
cytcaat (C2—A)B= 0

должна иметь решение, в котором у5=0. Для этого необходимо (но не до-
статочно), чтобы А, было корнем уравнения

а—^, 1 Q2
b 64-2|=0. (6)
С C4 Co—A

Случай 1. Если среди корней уравнения (6) существует такой,
при котором система (5) имеет требуемое решение, то, взяв решение,
в котором у=1, или, что то же, разрешив систему (4) относительно a uf
и подставив найденные значения &и Вв (2), мы получим подстановку,
приводящую уравнение Якоби (1) к уравнению Дарбу.

Случай 2. Если все ненулевые решения системы (5) таковы, что
у=0, то мы имеем

аа--а2В =0,
(61—A) a+bop =0,
Cya+ (Co—A) B=0,

где A — один из корней уравнения (6).
Предположим, что а15>Е0, 42520. Тогда первое из уравнений (7) не

является тождеством, а второе и третье суть следствия первого:

(61—^,)«НВ=!(ма-азВ), |
са -Е (с2—^) В = Е (ааа-НазВ).

Отсюда следует, что коэффициенты при ау и Ах в уравнении (1)
после вычитания из них соответственно Ах и Ау будут линейными функ-
циями от выражения ах--а?2у, входящего в коэффициент при хау—уах.
Вычитая и прибавляя в левой части уравнения (1) выражение A(xdy—
—иа4х), получим

(a—A-+-aix-+aoy) (xdy—ydx) —[0-4+ (b1—2)x bay] dy+
+[c+toix-+ (co—A) y] dx=0

или (принимая во внимание (8))

(A—A+aX aay) (xdy—ydx) —[b+Ri (ax a2y)] dy+
+[c+he(ayx+azy)]dx=0. (9)

(7)

(8)
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Введем теперь новую неизвестную функцию 2, положив

а1Q4X+- Ao = A2z (y=z— a x). (10)
Тогда

xdy—ydx= xdz—zdx,

и выполняя в уравнении (9) подстановку (10), получим

(а—^-а>г) (хаг—гах) — (6Ка») ( dz— — ах) + (c+R2a2z) dx=0.
2

Это уравнение приводится к линейному уравнению с неизвестной функ-
цией х.

Если а1==0 (4250), то система (7) примет вид

а>В ==0,
(6.—^) а-- >В=0,
с-- (Co—A)B=0.

Она должна иметь ненулевое решение. Но В=0 (HOO a0).
Поэтому ©=-0 и, следовательно, д, = 61, с1=0. Мы получили, таким обра-
30M, ЧТО а4==С1==0, т. е. отмеченный выше частный случай 3.

Аналогично, в случае а2=0 (а1=5=0) мы придем к отмеченному выше
частному случаю 2.

44. Примеры.
Пример 1. Дано уравнение

(y—x—1) (dx-+-dy) + (x+y+1) (xdy—ydx) =0. (11)
Перепишем это уравнение Якоби в виде (1):

(1-+x-+y) (xdy—ydx) — (1-+-x—y) dy-+ (—1—x-+y)dx=0.
Составляем уравнение для Л:

1—A 1 1
1 1—^ —1 =0
—1 —Il 1—^

или
А3—ЗА2--2^= 0.

Это уравнение имеет корни: А. =0, А2=1, Аз=2.
Возьмем корень А. =0 и составим систему для нахождения а и В:

1+a+B=0,1-+а— В ==0, |
—l—a+p=0.
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Решая эту систему, находим а=—1, В =0, так что подстановка (2) имеет вид

x=E—-l, y=. (12)
Выполняя в уравнении (11) подстановку (12), имеем

(1—5) (45-41)+(8-1) [(5—1) @1—ча =0
(И—5) 45—25 - (Е1) (491—148) =0. (13)

Полагая в полученном уравнении Дарбу ц=иё, имеем:

ИЛИ

а =иа5--5аи, Бам —па5==Е24и.
Поэтому уравнение (13) приведется к уравнению Бернулли с искомой функцией Е:

А Е (uno= и==0?).du 1-Ни )
1Деля обе части этого уравнения на Ё? и полагая — ==, придем к линейному

уравнению
dv 2

— v=—l.
du 1-Ни

Интегрируя это уравнение, найдем

и— 1-Ни-ЕС (1-Ни)>.

Возвращаясь к переменным х и у по формулам

I 1. n y |
я — ee- , И — —— = ,

E x+1 Е х-1
получим общий интеграл уравнения (11) в виде

| у y 2mit 4e(14 LYx+1 + х- 1 + + x-+1
Особых решений нет.
Пример 2. Проинтегрировать уравнение

(2+-x-+y) (xdy—ydx) —(—m+x—y) dy+ (m+x+3y)dx=0, (14)
где

m=const=0.
Уравнение для ^, имеет вид

2—A 1 1
—m I1—A —1 |=0 или (^—2)3=0,
т l 3—A

откуда
А = А2=Аз==9.
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Составляем систему для нахождения а и В:

аВ==0,
—m—a—B=0,
mt+ta+p=0.

Эта система несовместна. Мы имеем здесь случай у=0.
Подстановка (10) имеет вид

x+y=z.

Выполняя ее, приведем уравнение Якоби (11) к линейному относительно Xx:
‚Ах 1 т-2 .

——— X=
dz = 22

откуда
т т

х—=————1-ЁС=2 или (x+1)2+— =Cz?,
22 2

Общим интегралом уравнения (14) будет

(x41) (x+y) +> =C(x+y)?2.
Особых решений нет.

$ 10. УРАВНЕНИЕ РИККАТИ

45. Существование и единственность решения задачи Коши. Общие
свойства уравнения Риккати. Рассмотрим дифференциальное уравнение,
в котором правая часть есть квадратичная функция от (искомой функ-
ции) и, т. е.

dyGeHPPQ(x)Y+R(x). (1)
Такое уравнение называется уравнением Риккати. Будем считать, что
функции Р(х), Q(x) u R(X) определены и непрерывны в интервале (а, Ь)
(а —с0, <<), причем Р(х)==0 и R(x) ==0 в этом интервале (в про-
тивном случае уравнение Риккати вырождается в линейное урав-
нение или уравнение Бернулли).

При сделанных предположениях относительно P(x), Q(x) u R(x)
уравнение Риккати (1) имеет единственное решение

y=y(x), (2)
удовлетворяющее начальному условию

Y=Yo При Х=Ж, (3)
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где хо принадлежит интервалу (а, 6), а за уу можно брать любое число,
т. е. через каждую точку (%, уу) полосы

ax<x<ib, —co<y<oo (4)

проходит одна и только одна интегральная кривая уравнения Риккати
(см. п. 13).Действительно, всегда можно построить прямоугольник

R: 1x—xo| <a, ly—yo| <u
с центром в точке (хо, у), который целиком лежит в полосе (4). В этом
прямоугольнике правая часть уравнения Риккати (1) удовлетворяет обо-
им условиям теоремы Пикара (почему?). А тогда уравнение (1) имеет
единственное решение (2), удовлетворяющее начальному условию (3).
Это решение определено, вообще говоря, лишь в некоторой окрестности
точки х=%. Существование этого решения во всем интервале непрерыв-
ности коэффициентов Р(х), @ (х) иЮ(х) не гарантируется.

Пример. Рассмотрим уравнение

y=yP—2y+1.
Здесь правая часть определена и непрерывна на всей плоскости (х, у). Но из фор-

мулы общего решения

—1—4 x—C
видно, что никакое из решений, входящих в эту формулу при С=- соо, не будет опреде-
лено при всех х.

Из сказанного выше следует, что иравнение Риккати не имеет особых
решений. Всякое решение его есть частное решение.

Прежде чем перейти к вопросу об интегрируемости уравнения Рик-
кати в квадратурах, отметим два общих свойства его.

1. Уравнение Риккати, так же как и линейное уравнение, сохраняет
свой вид при любом преобразовании независимой переменной

x=9(t), /
где p(t) — любая непрерывно дифференцируемая функция, определенная
в интервале (to, ti), npuuem A=Q(to), b=(ts),g(t)FO @ (to, f1).

Действительно, так как

dy dyTH de8 MY)
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то преобразованное уравнение имеет вид

(РФ)(09-8(Ф(0)9,
т. е. является опять уравнением Риккати.

2. В отличие от линейного уравнения уравнение Риккати сохраняет
свой вид`не только при любом линейном преобразовании искомой функ-
ции, но также и при любом дробно-линейном преобразовании

_ a(x)z-+B(*)
у(х)2-5 (х)’

где a(x), B(x), y(x), 6(x) — произвольные функции, определенные и не-
прерывно дифференцируемые в интервале (а, 6), подчиненные лишь оче-
видному условию &(х)6(х) — В(х)у(х) ==0.

В самом деле, дифференцируя (5), находим

yf (ааг£8") (уг8)— (ааВ) (угу6) _
(yz+6)? -

_ _(ad—By)2"+ (aly— ay’) 27+ (a'5-+B'y—a8’— By’)2+8'6—BO" -
7 (yz+6)?

так что левая часть уравнения (1) заменится дробью (6). Правая же
часть уравнения (1) после замены у выражением (5) и приведенияк об-
щему знаменателю обратится в дробь, числитель которой есть квадратич-
ная функция от г, а знаменатель — тот же, что иу дроби (6). Поэтому
преобразованное уравнение будет опять уравнением Риккати.

Применяя то или иное из указанных преобразований, мы можем зна-
чительно упростить вид уравнения Риккати и, таким образом, облегчить
его изучение. ,

46. Приведение уравнения Риккати к каноническому виду. Покажем,
что уравнение Риккати путем линейных преобразований искомой функ-
ции можно привести к виду

(5)

(6)

dySty" R(x) (7)
{на некотором интервале изменения х), т. е. сделать коэффициент при и?
равным | или —1 и избавиться от члена, содержащего у в первой степени,
если Р"(х) и 0’(х) существуют и непрерывны.

Положимв (1)
Y=a (x) <,
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где a(x) — пока неопределенная функция от х, а г — новая неизве-
стная функция. Тогда будем иметь

au (x) Z-a(x)2°= P (x) a? (x) 2-+Q (x)a(x) Z+R(x),
откуда

z’=P(x)a(x)z2+ ( Q(x) 29) z+ т
Возьмем |

]

OSBy”
т.е. сделаем подстановку

1у—=- P(x) 2. (8)
Коэффициент при 22 станет равным 1. Преобразованное уравнение

будет иметь вид

Jatt(Q(x) + о5 ) 2-R(x) P(x).
Чтобы избавиться от коэффициента при искомой функции, сделаем

еще одну подстановку
z=u-+B(x),

roe B(x) пока неопределенная функция от х, аи — новая неизвест-
ная функция. Тогда получим

WEB(x) =e(WB)(Об) иво)ER)PH
ИЛИ

= tut (£28 (x)+Q(x) +) usepe(x)+oo — Р(х) —

+ (+55) вод R(x) P(x) 8"),
Чтобы уничтожить коэффициент при и, достаточно положить

_ 1 Р’(х) \.pH) =F > (QH+55°):
* Мы ограничиваемся рассмотрением лишь того интервала, в котором P(x) He

обращается в нуль.
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т. е. сделать подстТановку
4 P’(x)zu — ( Q(x)+ P(x) ). ”)Получим Р’(х) \?ua! =bea Q(x) + P(x) =

| р” р”К(х)Р(х) = 5 \@’(х) Pos 7 Pay
Объединяя подстановки (8) и ”” видим, что подстановка

ys 5 (“= 5 (96Xx) > be ))
приводит уравнение Риккати (1) к виду

и=иКа(Хх),
где

J(Bos (Q(x) + P’(x) у
P(x)

Р”(х) Р”(х)\\5(9+ во) ) armPo,
Таким образом, при помощи линейной замены искомой функции

уравнение Риккати всегда может быть приведено к виду (7) на каждом
участке, в котором Р(х) не обращается в нуль. Такой вид уравнения
Риккати называется каноническим.

47. Простейшие случаи интегрируемости в квадратурах. Рассмотрим
теперь вопрос об интегрируемости уравнения Риккати в квадратурах.

Если Р, Фи К — постоянные, то уравнение Риккати представляет
собою уравнение с разделяющимися переменными и,
следовательно, общий интеграл его находится в квадратурах.
В данном случае он выражается через элементарные функции.

При переменных Р, () и КЮ уравнение Риккати в отличие от уравнений,
рассмотренных в предыдущих параграфах, интегрируется в квадратурах
лишь в исключительных случаях.

Отметим некоторые простейшие случаи интегрируемости в квадра-
турах уравнения Риккати (с переменными коэффициентами).

Это прежде всего уравнения вида

у=Ф(х) (ау?-Ефиу-с) (10)



$ 10. УРАВНЕНИЕ РИККАТИ 113

y?
yeу =a x2 +62 +0, (11)

где а, Би с — постоянные числа (причем а?--с?520), ибо первое из них
есть уравнение с разделяющимися переменными,
а второе — однородное. Уравнение (11) интегрируется в элемен-
тарных функциях.

Уравнение Риккати

и, ГИ ro | |у =а x + > x +c или ху —=ау-- 5 Ус (12)
(а? с?==0) приводится к уравнению вида (10), если положить

у=ё 1х, (13)
где г — новая неизвестная функция. Дейстзительно, подставляя (13)
в (12), получим

—

ух=’= аг?-с.
Следовательно, уравнение (12) интегрируется в элементарных
функциях.

Уравнение Риккати вида
В СJ 2 _ _y= Ay?+ —— yt se (14)

тде 4, Ви С — постоянные числа, тоже интегрируется в квадратурах
и даже в элементарных функциях. В самом деле, нетрудно убе-
диться, что уравнение (14) является обобщенным однородным,

2причем А = —1. Выполняя теперь подстановку у= —, мы придем к урав-
x

нению с разделяющимися переменными

х2’= Az?-+(B+1)2z+C,
общий интеграл которого выражается через элементарные
функции.

48. Построение общего решения в случае, когда известно одно част-
ное решение. Существование общего решения уравнения Риккати выте-
кает из теоремы существования общего решения, которую мы докажем
В ГЛ. 5.

В отношении построения общего решения в квадратурах
уравнение Риккати выделяется среди нелинейных уравнений общего
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вида тем, что знание одного частного решения дает возможность
найти общее решение в квадратурах. Это вытекает из следующей
теоремы.

Теорема. Если известно одно частное решение уравнения Рик-
кати, то последнее всегда можно привести к уравнению Бернулли.

Действительно, пусть у. — частное решение уравнения Риккати (1),
так что

у’==Р(х)иу1?-ЕЧ(х)и. К (x). (15)
Сделаем в уравнении (1) замену искомой функции, положив

y=y1+2,

re Z—HOBaAaA искомая функция. Тогда

yt’be!=P(x) y2+2P (x) yz P(x) 22-4
+.Q(x) yr +Q(x) 2-4R(x).

Принимая во внимание тождество (15), мы и получим для определения г
уравнение Бернулли

=”— (2P (x) y+Q(x) )Z=P (x) 2". (16)
. , 1
Уравнение (16) подстановкой - = сводится к линейному

уравнению
и'-Е (2Р(х)у1-ЕО (х)) и=—Р(х). (17)

Следовательно, уравнение Риккати в случае, когда известно одно
частное решение его, интегрируется двумя квадратурами.

На практике нужно делать подстановку

y=yrt—, (18)
приводящую уравнение Риккати (1) сразу к линейному уравнению (17).

Отметим два очевидных случая, в которых частное решение находит-
ся легко:

R(x) =—P(x)P—Q(x)b, и=5;
R(x) =—P(x)x2—Q(x)x+1, yr=x.

Пример. Рассмотрим уравнение

y’ =xy?+x2y—2x3+1.
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Здесь и! =х — частное решение. Сделаем подстановку

I
y=xX>+—,

и

тогда получим
и’-НЗх?и = —x,

откуда
и=е-*° (С— | е®хах).

Следовательно,
ex?

y=x+ . aC— f ехз х ах

Замечание. Из формулы (18), между прочим, видно, что в отличие от решений
линейного уравнения решение уравнения Риккати может обращаться в бесконечность
при конечном значении х (т. е. интегральная кривая может ‘иметь вертикальную
асимптоту) даже тогда, когда коэффициенты Р(х), О(х) и Ю(х) заданы и непрерывны
при всех значениях х. На примере уравнения у’ =?—2у--1 мы это уже видели в п. 45.

49. Структура общего решения. Общее решение линейного уравне-
ния (17) имеет вид (см. п. 36, формула (20))

u=A(x)C+ B(x).

Подставляя это выражение для и в формулу (18), получим общее
решение уравнения Риккати в следующем виде:

и 1 _ А (х)С-В(х) 1
т св АОСВО

ИЛИ

Сфи(х)-Нфе(х)
Сы pele) (19)

т.е. общее решение уравнения Риккати есть дробно-линейная
функция от произвольной постоянной С.

Такой характер зависимости общего решения от произвольной по-
стоянной имеет место только для уравнения Риккати. Действи-
тельно, пусть (19) есть общее решение некоторого дифференциального
уравнения, причем фи\р>—фо 0. Тогда, разрешая (19) относительно С
и исключая С дифференцированием, имеем

ф2(х) — уфа(х)
ира (Хх) —qi (x)

(ф’—Уф— Уф”) (Уфа— ФИ) — (Ф— 92) (Yiys’ —Gr’) =0
Nee.
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ИЛИ

(apospi— orp) 9’+ (—tpa”4pitrparpr’) y?-++
-(ф-тфи gary’—par’)y— G2"Qit+- gap’= 0,

что после деления на коэффициент при У’ приводит к уравнению
Риккати.

50. Построение общего решения в случае, когда известны два или
три частных решения. Если известны два частных решения уравнения
Риккати, то общее решение его находится одной квадратурой.

В самом деле, если и! и у2-— частные решения уравнения Риккати,
то из (18) следует, что для линейного уравнения (17) известно одно ча-
стное решение

1
uj --———,

92—91

а тогда общее решение этого уравнения находится одной квадратурой.
Следовательно, в таком случае общее решение уравнения Риккати нахо-
дится одной квадратурой.

Наконец, если известны три частных решения уравнения Риккати,
то общее решение находится вовсе без квадратур.

Действительно, пусть (1, (2, Уз — частные решения уравнения Рик-
кати. Тогда

] ]
9—

YoY” Y3s—
суть два частных решения линейного уравнения (17), а тогда его общее
решение, согласно формуле (17) п. 35, находится без квадратур:

и—

С}. 20и Ys—Y1 Уи } (о)
Следовательно, в рассматриваемом случае общее решение уравнения
Риккати находится без квадратур.

Заменяя в равенстве (20) функцию иеезначением из формулы (18),
получим |

И! { Lt
уфи Ys Уз— уф /°

Разрешая это равенство относительно С, найдем общий интеграл
уравнения Риккати в виде |

уу ‚ Уз 2 Сс
Уи Уз—M1
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Отсюда следует, между прочим, что ангармоническое отношение любых
четырех частных решений уравнения Риккати есть величина постоянная:

Ys—Y2 | 3—5
Yz—-И Y3—1

51. Специальное уравнение Риккати. Выше мы показали, как найти
общее решение уравнения Риккати в случае, когда известно одно, два
или три частных решения. Сейчас мы рассмотрим один частный вид урав-
нения Риккати, в котором при некотором условии общее решение выра-
жается в элементарных функциях, причем находится без предваритель-
ного знания частных решений. Уравнение, о котором идет речь, имеет вид

=const.

d .“ig TAPS Bem, (21)
где А, Вит — постоянные числа, и называется специальным уравнением
Риккати. Именно это уравнение и было изучено самим Риккати в ХУ в.
Укажем два случая, когда уравнение (21) интегрируется в элементарных
функциях.

Случай 1. т=0. Тогда уравнение (21) имеет вид
at= 4Ау?—В. (22)

Здесь переменные разделяются, причем общее решение
найдется в элементарных функциях.

Случай 2. т=—2. При этом значении т уравнение (21) перепи-
шется так:

dy , В
ах =я

Это уравнение является частным случаем уравнения (14), и, следо-
вательно, его общее решение находится в элементарных функ:
IlHX.

Кроме этих значений т, специальное уравнение Риккати (21) инте-
грируется в элементарных функциях при всяком значении т, для кото-
рого выражение

т——— (232m+4

является целым числом (положительным или отрицательным). А именно
можно доказать, что если показатель т удовлетворяет этому условию,
то при помощи соответствующих преобразований независимой перемен-
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ной и линейных и дробно-линейных преобразований искомой функции
специальное уравнение Риккати (21) может быть приведено к виду (22),
т. е. к случаю т==0 [140, с. 51—53], или к уравнению Риккати вида (12)
[102, с. 47, 48]. Как показал Лиувилль, при всех других значениях показа-
теля т специальное уравнение Риккати (21) не интегрируется даже
в квадратирах.

Пример 1. Дано уравнение
y=y?+x-*. (24)

Здесь А=р—1, В=|1, т=—4. Вычисляя выражение (23) при т== —4, имеем

т —4

2т-4 —8+4 ©
Следовательно, уравнение (24) интегрируется в элементарных функциях.

Пример 2. Для уравнения
4

3dy—_~_ 2—хix у
имеем

т

21-44 — 8" 3“
так что оно тоже интегрируется в элементарных функциях.

Пример 3. Уравнение
у=ху?

не интегрируется ни в элементарных функциях, ни в квадратурах от элементарных функ-
ций, ибо

т 1
—__ = — (не целое число!).
2т-4 4

$ 11. УРАВНЕНИЕ В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ

52. Понятие об уравнении в полных дифференциалах. В предыдущих
параграфах мы изучили несколько типов уравнений, разрешенных отно-
сительно производной, которые всегда допускали (за исключением урав-
нения Риккати) интегрирование в квадратурах.

Сейчас мы рассмотрим новый тип таких уравнений. Этот тип вслед-
ствие того, что к нему сводятся некоторые из ранее изученных, а также
и многие другие уравнения, имеет важное значение в теории дифферен-
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циальных уравнений. Речь идет об уравнении в полных дифференциалах.
Так называется уравнение

M(x, y)dx-+N (x, y)dy=0, (1)
левая часть которого представляет собою полный дифферен-
циал некоторой функции И отх и у, т. е.

M(x, y)dx+-N(x, y)dy=dU. (2)
Относительно функций М и М мы будем предполагать, что они непре-
рывны по обеим переменным в некоторой односвязной области * и ни
в одной точке этой области не обращаются одновременно в нуль.

Уравнение в полных дифференциалах можно записать так:

dU=0.

Поэтому общий интеграл его имеет вид
U(x, y) =C.

При этом функция 0 является интегралом (см. п. 16) уравнения (1).
Особых решений уравнение в полных дифференциалах, очевидно,

не имеет.
Рассмотрим в качестве первого примера уравнение

xdx+ydy=0.

Левая часть этого уравнения представляет собою полный дифферен-
циал функции

x2 2
U= 44.

2 2

Поэтому общий интеграл рассматриваемого уравнения имеет вид
x2 y?2. + 0. =—=(С., или х2-- у?= C2 (C2—=2C).

В качестве второго примера возьмем уравнение

(ху) ах- (x—y) dy=0. (3)
Раскроем скобки и сгруппируем члены так, чтобы каждая группа пред-
ставляла собою полный дифференциал:

* Например, в прямоугольнике. Вообще область С называется односвязной, если
она не имеет «дырок», даже точечных [149, т. П, с. 265].



120 ГЛ. 1. УРАВНЕНИЯ 1-ГО ПОРЯДКА, РАЗРЕШЕННЫЕ ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОИЗВОДНОЙ

хзах-- (иах-- х4у) —уду=0
или

а (~~) +d(xy)—d (+) =(0.
Заменяя сумму дифференциалов на дифференциал суммы, получаем

x* 2 142

(ty)= Uta |
Следовательно, уравнение (3) является уравнением в полных дифферен-
циалах, а равенство

x4 y?
д К =С (4)

есть его общий интеграл. Ясно, что построение функции И подобной груп-
пировкой слагаемых возможно лишь в том случае, если заранее известно,
что левая часть уравнения представляет собою полный дифференциал.
Но даже когда это и известно, нам не всегда удается легко подобрать
‚соответствующую группировку слагаемых. Поэтому возникают два во-
проса. Как узнать по виду уравнения (1), является ли оно уравнением
в полных дифференциалах? В случае положительного ответа на первыйвопрос, как построить функцию И и, следовательно, общий интеграл
уравнения (1)?

53. Признак уравнения в полных дифференциалах. Построение об-
щего интеграла. Предположим, что функции М(х, у) и М№(х, у) имеют
непрерывные частные производные соответственно по у и по х. Пусть
левая часть уравнения (1) представляет собою полный дифферен-
циал, т. е.

ди дM(x, y)dx+N(x, y)dy=dU= 5х9%Роу 4
Это равносильно тому, что имеют место тождества.

и диay M4, у), oy у). (5)
Дифференцируя первое из этих тождеств по у, а второе по х, получаем
тождества:

| и дм @U _ ON
Oxdy ду’ dOyox “Ox”

левые части полученных тождеств равны. между собою,* а тогда равны
* Если смешанные производные непрерывны, то они не зависят от порядка диф-

ференцирования [149, т. [, с. 261].
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и правые, т. е.
ОМ ON
“ay Ox” (6)

Условие (6) является необходимым для того, чтобы левая часть урав-
нения (1) была полным дифференциалом. Покажем, что это условие яв-
ляется достаточным. Действительно, пусть условие (6) выполнено. Пока-
жем, что тогда существует функция (, удовлетворяющая соотношению
(2) или, что то же, обоим равенствам (5).

Будем исходить из первого из равенств (5):

-—— =M(x, y).

Нетрудно убедиться, что ему удовлетворяет функция

U(x, y)= | M(x, y)de+o(y),* (7)
Xo

где ф(у) — произвольная функция от у, которую мы будем
считать дифференцируемой и выберем ее так, чтобы функция (7) удовле-
творяла и второму из равенств (5), т. е. чтобы

aU ar.-—— =— | M(x, y)dxtq’(y)=N (x,t -.р ay J (x, y)dx+q’ (y) (x, y)
ИЛИ

рее ах-ф’(у) =М(х, у),**
Xo

Используя условие (6), перепишем это равенство так:

ам.) иJSGHN9.
~

* Интеграл имеет смысл, так как область, в которой определена М(х, у), одно-
связна.

** Выполненное здесь дифференцирование по параметру у под знаком интеграла
законно, так как М(х, у) по предположению непрерывна по х и у вместе с производ-

[149, т. И, с. 141].HOH
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Выполняя интегрирование, получаем:

№ (х, у) [= Еф’(у) =М(х, 9),
М(х, у) —М (хь, у) Еф’(у) =М(х, 9),

откуда
ф’(и) = М(Хь, И),

следовательно,

Ф(И) = J N(x, y)dy+C’,
Yo

где С’— уже произвольная постоянная. Подставляя найден-
ное выражение функции ф(у) в формулу (7), получаем искомую функцию
U(x, y):

x У

Ох, = [м дах+ |№ уач--С". (8)
Xo Yo

что и доказывает достаточность условия (6). Итак, выполнение тожде-
ства (6) является необходимым и достаточным признаком уравнения
в полных дифференциалах.

Взяв одну из функций (8), например ту, в которой С’=0, и прирав-
няв ее произвольной постоянной С, получим общий интеграл урав-
нения (1) в следующем виде:

J M(x, yaxt J NG, y)dy=e (9)
Xo Yo

Если при построении функции (0 брать за исходное второе из ра-
венств (5), то мы получим для общего интеграла следующее
выражение: |

ме, дак J N(x у)ау=С. (10)
Xo Yo

В формулах (9) и (10) нижние пределы интегрирования № и у мож-
но выбирать произвольно в пределах рассматриваемой односвязной обла-
сти, но так, чтобы получающиеся интегралы имели смысл. Удачный выбор
Хо И и во многих случаях облегчает задачу интегрирования уравнения.
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Пример 1. Рассмотрим снова уравнение (3)

(хзу)ах- (х—у)ау=0.
Здесь Щи м ом _ oN

—Х , =x— , — =],4 ” бу ax =|];

так что условие (6) выполнено. Для получения общего интеграла воспользуемся фор-
мулой (9), где положим хо = у, =0. Тогда получим

x

J tuyere J (—ydy=e.
0

Выполняя интегрирование, получим общий интеграл опять в виде (4).
Пример 2. Дано уравнение

2 1xy dx+ (--+ —) dy=0 (y>0).
Условие (6) выполнено. Применим формулу (9), положив х.=0, ии=1. Получим

x у

1| xy dx+ {—w=c,
1 90

x2
+Iny=C.

(Мы He можем полагать у, =0, так как у=0 не принадлежит области определения
коэффициентов.)

54. Решение задачи Коши. Формулы (9) и (10) дают возможность
легко получить решение задачи Коши с начальными данными Хо, Ио, если
точка (хо, Ио) лежит в указанной выше области. Достаточно взять в каче-
стве нижних пределов эти начальные данные и положить С=0. Получим
две формулы:

x у

J mix y)dxt+-J N(x, y)dy=0, (11)
Xo Yo

x У

J Mix, wo)dxt J N(x, y)dy=0, (12)
Xo Yo

которые и определяют (каждая в отдельности) искомое решение
задачи Коши. Оно будет единственным.
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В самом деле, рассмотрим, например, формулу (11). Обозначая ее
левую часть через 0(х, и):

(ху)= | М(х, ах ] М(хьу) ау,
Xo Yo

OU диumMeem U(X, yo) =0, HO XOTb O2HAa из частных производных aan Oy OTJIHU-
на от нуля в точке (хо, уо), ибо последние равны соответственно М (хо, yo)
и №(хо, /0). Отсюда, согласно теореме о существовании неявной функции
[149, т. 1, п. 145], уравнение, (11) в случае М(хо, у.) 520 определяет у как
функцию от х, у=у(х), удовлетворяющую условию и(х0) =, а в случае
М(хо, уо) 50 оно определяет х как функцию от и, х=х(у), где х(/о) =хо.*

Заметим, однако, что иногда удобнее сначала найти общее решение,
пользуясь произволом выбора хо, у, в формулах(9)— (10), а затем уже
находить решение задачи Коши по общему правилу.

Ecau M(xo, Yo) =N(Xo, Yo) =0, то мы имеем особый случай задачи
Коши (см. п. 5). Интегральные кривые, примыкающие к точке (хо, 1),
следует искать из формулы (11) или (12). Однако при этом не гаранти-
руется ни существование, ни единственность решения задачи Коши.

$ 12. ИНТЕГРИРУЮЩИЙ МНОЖИТЕЛЬ. ПРОСТЕЙШИЕ СЛУЧАИ
НАХОЖДЕНИЯ ИНТЕГРИРУЮЩЕГО МНОЖИТЕЛЯ

55. Понятие об интегрирующем множителе. Мы видели в предыду-
щем параграфе, что уравнение в полных дифференциалах всегда интегри-
руется в квадратурах. Поэтому естественно возникает вопрос: нельзя ли
уравнение не в полных дифференциалах привести к виду уравнения в пол-
ных дифференциалах? Оказывается, что во`многих случаях это можно
сделать. А именно, удается найти функцию и==в(х, у), после умно-
жения на которую уравнение

M(x, y)dx--N(x, y)dy=0 (1)
преобразуется в уравнение

uM (x, y)dx+uN (x, у) 4у=0 (2)
в полных дифференциалах, т. е.

ИМ (х, у) ах-ыМ (х, у) дау=а0(х, у).
* Ср. нахождение решения задачи Коши для уравнения с разделенными перемен-

ными. Функция у=у(х) (х=х(иу)) является решением уравнения (1) (почему?).
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Такая функция и называется интегрирующим множителем, а функция
U(x, y) — соответствующим ему интегралом уравнения (1). Общий ин-
теграл уравнения (1) дается равенством

(И (х, у)=С.

При этом относительно функций М(х, и) и М№М(х, у) мы, так же как и
в предыдущем параграфе, предполагаем, что они непрерывны вместе

с частными производными ay в некоторой односвязной области
И НИ в ОДНОЙ Точке этой области не обращаются одновременно в нуль,
а от интегрирующего множителя и мы требуем, чтобы он не обращался
в нуль и имел непрерывные частные производные первого порядка.

Применяя признак полного дифференциала к уравнению (2), нахо-
дим, что интегрирующий множитель и должен удовлетворять уравнению

д (М) д(и!)
м=——= CE

ду дх `

Запишем это уравнение в развернутом виде:
ды ЭМ ap aN
“ay Гби дх N+p Ox

или

Ow On _ [ОМ ONNoe MG=(Sr Ge) (3)
Это — уравнение с частными производными первого по-
рядка с неизвестной функцией ц.

В общем случае задача интегрирования уравнения (3) не легче, чем
задача интегрирования уравнения (1). Эти задачи эквивалентны. Но в не-
которых случаях удается легко найти решение уравнения (3) и тем самым
интегрирующий множитель и уравнения (1). В следующих пунктах мы
рассмотрим несколько таких случаев.

56. Случай интегрирующего множителя, зависящего только от х.
Предположим, что уравнение (1) имеет интегрирующий множитель,
зависящий только от х, и=и(х). В этом случае = —0, так что уравне-
ние (3) принимает вид

d OM ON5= (5, 5)в
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или (предполагая, что М==0)
дм _ дми _ ду дх_м (4)

Здесь левая часть есть функция от х. Тогда и правая часть должна быть
функцией только от х. Таким образом, для существования интегри-
рующего множителя вида и=и(х) необходимо, чтобы

дм _ дм
д OxiS04), (5)

При этом (4) имеет вид
и, .= X ,1 tp (x)

откуда
Jdx .

u=Ce , (6)
так что, если существует и=ь(х), то он содержится в формуле (6).
Полагая для простоты записи С=1, получим

Ap (xc) ах
ume ; (7)

Покажем, что при выполнении условия (5) функция (7) будет инте-
грирующим множителем уравнения (1). В самом деле, в этом случае
уравнение (3) примет вид

Ou Ou
ММЕ = |Ax ay N p(x)u

Непосредственной подстановкой убеждаемся, что функция (7) есть реше-
ние этого уравнения и, следовательно, интегрирующий множитель урав-
нения (1).

В качестве примера найдем интегрирующий множитель линейно-
го уравнения

/ —y+ p(x) y=q(x).

Перепишем это уравнение в дифференциальной форме:

(p(x)y—q(x) )dx-+-dy=0.
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Проверяя выполнение условия (5), имеем
OM ON
д OxAp(x) =(2).

Следовательно, функция
Г 2 © ах

be (8)
есть интегрирующий множитель линейного уравне-
ния. Мы получили тот самый интегрирующий множитель, которым уже
пользовались в замечании5п. 36.

57. Случай интегрирующего множителя, зависящего только от у.
Найдем условие, при котором интегрирующий множитель зависит только
оту: ц==и(и). В этом случае уравнение (3) принимает вид

d aM ON= (5-9
или (если М0)

OM ON

we Oy 4х
и MO

Если
м ON

я ==1р(у),
то интегрирующий множитель дается формулой

$9) 49
и—=е .

58. Случай интегрирующего множителя вида и=и(®(х, и)). Рас-
смотрим более общий случай, когда интегрирующий множитель пред-
ставляет собою функцию от заданной функции ®(х, и) переменныххи и:
и—=и(®(х, и)). Тогда уравнение (3) для интегрирующего множителя
можно переписать так:

du до du до OM ONM ( би Ox и (©)dw ox do dy _
или (если Мю’—Моу’5-0)
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ЭМ ON
и _ ду дх
ТИ до до.‘Мм OX Oy

Если

ЭМ_ON
Oy Ox
Ow до =(о), (9}
ах Иди

то
_ [$©)9%

и=е =f[(o) =[(o(x, y)).
Случаи интегрирующего множителя, зависящего только от х или

только от у, содержатся в рассматриваемом случае при ®«=х, ®=.
Пользуясь условием (9), мы можем найти условие существования инте-
грирующего множителя наперед заданного вида. Например, интегрирую-
щий множитель, зависящий только от произведения ху(и==и(ху)), суще-
ствует, если

OM ON
Oy (Ox —_Ny Mx ==1р(ху) (здесь a= xy).

Условие существования интегрирующего множителя вида и=и (хи)
запишется так:

ам _ дм
д дм=)(Фу)

ИТ. Д.
59. Интегрирующий множитель и особые решения. Зная интегри-

рующий множитель, мы можем найти не только общий интеграл урав-
нения, но также и все особые решения. Действительно, пусть дано
уравнение (1)

M(x, y)dx+N (x, у) 4у=0
HW H3BeCTHO, YTO p=p(X, и) есть его интегрирующий множитель, так чт

и (Мах Мау) =а(0.
Тогда мы имеем

1
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Поэтому данное уравнение (1) можно переписать так:

| gu=o:
Ц

Это уравнение распадается на два:

Первое из них приводит к общему интегралу И=С, а второе
может привести к особому решению. Итак, особым решением
уравнения (Т) может быть только такое решение, вдоль которого интегри-
риющий множитель обращается в бесконечность.*

Отсюда получается простое правило нахождения особых решений;
1) найти линии, вдоль которых и обращается в со; 2) проверить, являют-
ся ли найденные линии интегральными кривыми, т. е. представляют ли
они решения уравнения; 3) проверить, содержатся ли найденные реше-
ния в общем решении или нет. Те из найденных решений, которые не
содержатся в общем решении, и будут особыми решениями. Если ока-
жется, что и не обращается в бесконечность (или обращается в бесконеч-
ность лишь в отдельных точках), то уравнение не имеет особых решений.
Отсюда, в частности, опять получаем, что линейное уравнение
у-р(х)у=9(х), где р(х) — непрерывная функция, не имеет особых ре-
щений, так как его интегрирующий множитель (8) не обращается в бес-
конечность в промежутке непрерывности р(х).

Исследуем при помощи интегрирующего множителя вопрос об осо-
бых решениях уравнения с разделяющимися переменными и однородного
уравнения.

60. Интегрирующий множитель уравнения с разделяющимися пере-
менными. Вспомним, как мы интегрировали уравнение с разделяющими-
ся переменными

m (x) n(y) dx-trtis (x) ns (y) dy 0. (10)
Мы умножали это уравнение на множитель

1 -
=—5 11B= ут mn)

после чего получали уравнение

m(x) па(1)———ах- ——dy=0,пи(х) т п(у) 4
* T. e. Takoe pelleHHe, Np NpHOMHKeHHH K KOTOPOMY [->0o.
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которое, очевидно, является уравнением в полных диффе-
ренциалах.

Следовательно, множитель (11) есть интегрирующий множитель
уравнения (10) и мы, по существу, интегрироваливп. 21 уравнение с раз-
деляющимися переменными методом интегрирующего множителя. '

Из формулы (11) мы видим, что интегрирующий множитель и обра-
щается в бесконечность лишь вдоль прямых, параллельных осям коорди-
нат, определяемых уравнениями п(у) =0, т. (х) =0 и, следовательно,
только эти прямые и могут быть особыми решениями. Мы получили тот
же результат, что и в п. 22.

61. Интегрирующий множитель однородного уравнения. Рассмотрим
однородное уравнение

M (x, y)dx-+N (x, y)dy=0, (1)
где Ми № — однородные функции одной и той же степени т. Применяя
подстановку и=гх (см. п. 24), получаем

M(x, 2x)dx+N(x, zx) (zdx+xdz) =0
ИЛИ

хт М(1, 2) ах-хт М(1, г) (гах- хаг) =0.
Соберем вместе члены при ах и 42:

хт (М(1, 2) М(1, г) г) аххтн М (1, 2)4г=0.
Это — уравнение с разделяющимися переменными.
Оно имеет по предыдущему интегрирующий множитель

1

1 (ML,2)-FN(1,2)2)0
Отсюда, возвращаясь к переменным х и у, получаем интегрирую-
щий множитель однородного уравнения (1) в виде

1 *Y= epNy” 4)
если Мх--Му=0. Если же Мх--Му==0, то однородное уравнение приво-
дится к уравнению с разделяющимися переменными вида уах—х4у==0.

Формула (12) дает возможность сразу получить все кривые, «подо-
зрительные» на особое решение. Для этого достаточно решить уравнение
Мх--Му=0. При этом мы получим те самые полупрямые, выходящие из
начала координат, о которых шла: речьв п. 25.

У.* Это следует из того, что 2= ——, хт М(1, 2) =М(х, и), хт М(1, 2) =М(х, 9).
№ |
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Пример. Дано уравнение

(py—qx) dx— (px+qy) dy=0.
1 1

(py—qx)x—(pxtqy)y (x+y) *
Имеем:

__ Pye. px-+qy
g (x?-+-y*) 9 (х2-у?)

_ Сгруппируем члены так, чтобы каждая группа представляла собою полный диф-
ференциал:

xdxtydy °p xdy—ydx
x+y? q ху?

а (--ое-и + (= arctg) =0.
Отсюда

1 р у—In(x?+-y?) +— arctg—= |С+|.
2 9 x

Окончательно получаем
р’ у——arctg —

—_—_—___.. а x
V -+y?=Ce (C= [C;| >0)

Особых решений нет, ибо и не обращается в бесконечность ни на какой кривой.

$ 13. ИНТЕГРИРУЮЩИЙ МНОЖИТЕЛЬ. ОБЩАЯ ТЕОРИЯ

62. Теорема о существовании интегрирующего множителя. В преды-
дущем параграфе мы выяснили роль интегрирующего множителя для
нахождения общего интеграла и особых решений уравнения

M (x, y)dx-+N(x, y)dy=0. (1)
Мы указали также некоторые случаи легкого нахождения интегрирую-
щего множителя. В настоящем параграфе мы изучаем общие свойства
интегрирующего множителя и в заключение даем один общий способ
нахождения интегрирующего множителя, основанный на использовании
ЭТИХ СВОЙСТВ.

В этом параграфе мы будем предполагать: относительно функций
М(х, у) и М(х, и), что они непрерывны вместе со всеми своими частными
производными в некоторой односвязной области и ни в какой точке этой
области не обращаются одновременно в нуль, а на интегрирующий мно-
житель и будем налагать те же ограничения, что и в предыдущем пара-
графе. Из этих предположений следует, что в каждой точке рассматри-
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ваемой области имеет место единственность решения задачи Коши и что
интеграл ((х, у), соответствующий интегрирующему множителю ц,
имеет непрерывные частные производные второго порядка. Последнее
вытекает из того, что если ци есть интегрирующий множитель уравнения
(1), а((*х, у) соответствующий ему интеграл, то

. и (Мах--Мау) =а0,
а тогда

ди ди
oeВ ду =H

и так как правые части имеют непрерывные частные производные по х
и у, то производные от левых частей тоже существуют и непрерывны.

Докажем, что при некоторых условиях, гарантирующих существова-
ние общего интеграла (см., например, п. 138), существует и интегрирую-
щий множитель ;

Теорема. Если уравнение (1) имеет общий интеграл

О(х, у) =С,
где Ц есть интеграл уравнения (1) в рассматриваемой области, имею-
щий непрерывные частные производные второго порядка, то это уравне-
ние имеет и интегрирующий множитель.

Действительно, Tak Kak U(x, у) есть интеграл уравнения (1), то
ДО==0 в силу этого уравнения, т. е. мы имеем |

ди oUOx ах--би dy=0,
rie dy определяется уравнением (1), так что 4х и 4у удовлетворяют
системе уравнений:

ди ди“Ox dx-+ Oy dy=0,
Mdx+Ndy=0.

Эта однородная линейная система имеет ненулевое реше-
ние(ибо 4х, как дифференциал независимой переменной, произ-
волен). Поэтому справедливо тождество

90 90
dx ди|=0
м М
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ИЛИ

0 aUOx Oy _nyBS YD: (2)
Отсюда

90м 9 ayox “ay МР
Поэтому

ди дии (Мах- Мау) =иМах-иМау= 5: ах--ди dy=dU,
т. е. левая часть уравнения (1) становится полным дифференци-
алом после умножения на функцию р, определяемую равенством (2).
Следовательно, и естъ интегрирующий множитель уравне-
ния (1).

63. Теорема о неединственности интегрирующего множителя.
Из уравнения для интегрирующего множителя и (да и просто из самого
определения интегрирующего множителя) ясно, что если ц есть его ин-
тегрирующий множитель, то Си (при любом С) тоже будет интегрирую-
щим множителем этого уравнения. Но совокупность интегрирующих
множителей содержит и интегрирующие множители, отличные от Сы.
А именно справедлива следующая теорема.

Теорема. Если о есть интеерирующий множитель уравнения (1),
a Uo(x, у) соответствующий ему интеграл, то

= pop(Uo), (3)
где ф — любая функция, не равная тождественно нулю и имеющая не-
прерывную производную, тоже является интегрирующим множителем
уравнения (1).

Действительно, умножая левую часть уравнения (1) на функцию (3),
получаем

pop (Uo) (Mdx-+-Ndy)=¢(Uo) po(Mdx+-Ndy) =

Левая часть уравнения стала полным дифференциалом
функции [ода Uo; следовательно, функция и, определяемая форму-
лой (9), есть интегрирующий множитель уравнения (1).

64. Теорема об общем виде интегрирующего множителя и ее след-
ствие. Формула (3) содержит бесчисленное множество интегрирующих
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множителей, порождаемых интегрирующим множителем ш (и соответ-
ствующим ему интегралом). Возникает вопрос: содержатся ли
все интегрирующие множители в формуле (3)? (Речь
идет, разумеется, об интегрирующих множителях, определенных в одной
и той же односвязной области, причем в этой области выполнены пред-
положения относительно функций М(х, и), М№М(х, у) и интегрирующего
множителя.) Ответ на поставленный вопрос дает следующая теорема.

Теорема. Два любых интегрирующих множителя ш и и урав-
нения (1) связаны соотношением

я== моФ( М0). (4)
Пусть Ц и О! — интегралы, соответствующие интегрирующим мно-

жителям |1о И ри, т. е. мы имеем равенства:

шо (Мах--ЕМу) =@0ь,

Деля второе из этих равенств на первое, получаем

U4 aU,
——_—. —

Lo ЧО `

Так как, согласно теореме п. 16, имеем И!=Ф(И.), причем Ф— непре-рывно дифференцируемая функция, то

м90аии,о — dU» ~~ ( о) ==ф( о),
где ф((о) имеет. непрерывную производную,* откуда ясно, что ши ци
связаны соотношением (4). Теперь мы можем утверждать, что все ин-тегрирующие множители уравнения (1) содержатся в формуле (3).Заметим, что в этой формуле мы можем заменить интеграл Ио любыминтегралом И, ибо любой интеграл уравнения является функцией от Ць,а функция ф все равно произвольна, так что ф(И) будет произвольной
функцией от (4.

Следствие. Если po u ри — два существенно различных интегри-
рующих множителя ** уравнения (1), то равенство

* Это следует из того, что Ф” (Ио) существует и непрерывна, так как Оо и И!
имеют непрерывные частные производные второго порядка и являются интегралами
уравнения (1).

** Т.е. их отношение не равно тождественно постоянной.
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мс (5)
Mo

является общим интегралом уравнения (1).
В самом деле, согласно формуле (4), мы имеем

и —Ф( (№).я (Uo)
Но в силу замечания 2 п. 16 равенство ф(Ц0) =С есть общий интеграл
уравнения (1), а тогда и (5) есть общий интеграл этого уравнения.

В частности, если уравнение (1) есть уравнение в полных дифферен-
циалах и известен интегрирующий множитель ца, отличный от постоян-
ной, то ил=С есть общий интеграл этого уравнения, так как за ш можно
взять 1. Например, если уравнение (1) однородное и в полных
диф ференциалах, то его общий интеграл дается равенством

M(x, y)x+N (x, y)y=C,
если только левая часть этого равенства не -обращается тождественно
в постоянную величину.

Пример 1. Дано уравиение
xdy—ydx =0.

1 1 у ,
Здесь = —, и.= ——, поэтому —— =С — общий интеграл.

xi x? x
Пример 2. Рассмотрим уравнение

(x-++y) dx-+ (x—y) dy =0.

Это уравнение однородное и в полных дифференциалах. Поэтому (х-у)х--
+ (x—y)y=C или х2-+-2ух—у?=С есть общий интеграл.

65. Один общий способ нахождения интегрирующего множителя.
Предположим, что левую часть уравнения (1) можно разбить на две
группы:

(Мах Мау) + (Mzdx-+Nedy) —0,

причем так, чтобы для каждой группы можно было легко найти инте-
грирующий множитель. Пусть ии И из— эти множители, а Из и (2—
соответствующие им интегралы. Тогда, согласно (3), все интегрирующие
множители первой группы содержатся в формуле

и= иф( О),
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а все интегрирующие множители второй группы — в формуле

p= perp (U2).
Если удастся выбрать произвольные функции фи 1 так, чтобы

pap ( U1) =parp (U2) (6)
(причем одну из функций ф и \р можно полагать равной единице), то

и= wip (U4) =parp (U2)
будет интегрирующим множителем всего уравнения (1). Заметим, что
группы, на которые мы разбиваем левую часть уравнения (1), не обяза-
тельно должны быть полными, т. е. содержать и Ах и ду.

Пример. Рассмотрим уравнение

у хз \(4 +32) 4+ ( 1+— ) dy=0. (7)
x у

Разобьем левую часть на две группы:

у x8( бахаи } + (вече =~ ay) =0.
x | у

Находим для каждой группы интегрирующие множители и соответствующие им ин-
тегралы:

ща=х, Uy=xy; poy, О2==Х3у.
Условие (6) принимает вид

хф(ху) = (х3у).

Возьмем ф(И) =0?, p(U) =U, тогда x(xy)?=y (x3y) =x3y?. Следовательно, Ц = ХЗу?.
Умножая данное уравнение (7) на найденный интегрирующий множитель и используя
формулу (9) п. 53, полагая в ней х›—=0, найдем общий интеграл: ^

(xy)? | (x8y)?
ге =

x

| (х2из--3х3?) ах=С, С.
0



ГЛАВА ВТОРАЯ

УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА, НЕ РАЗРЕШЕННЫЕ
ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОИЗВОДНОЙ.

УРАВНЕНИЯ, ИНТЕГРИРУЕМЫЕ В КВАДРАТУРАХ

$ 14. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

66. Общий случай уравнения первого порядка, не разрешенного от-
носительно производной. Уравнения первого порядка, не разрешенные
относительно производной, имеют следующий общий вид:

Е(х, у, у) =0. (1)
Наиболее важным частным случаем таких уравнений являются урав-

нения, в которых левая часть представляет собою полином относительноус коэффициентами, зависящими отх ии:
ут--А,(х,. у) у”-1--...-НА,-(х, ууу-ЕАз(х, у) =

Уравнение такого вида называется уравнением первого порядка п-й
степени.

Всякая функция у=иу(х), определенная и непрерывно дифференци-
руемая в некотором интервале (а, 6),* называется решением уравнения
(1) в этом интервале, если она обращает уравнение (1) в тождество **

F(x, y(x), y’(x)) =0,
справедливое при всех значениях х из интервала (а, 6).

Если уже при интегрировании уравнения, разрешенного относитель-
HO производной, мы далеко не во всех случаях могли найти решение
в явной форме, то для уравнения (1) эти случаи представляют тем более
редкое исключение. Поэтому мы будем чаще всего искать решение в не-
явной или даже параметрической форме.

Будем говорить, что уравнение

M(x, y) =0
* См. сноски на с. 94.

** См. сноску на с. 16.
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определяет в неявной форме решение уравнения (1), если оно определяет
у как неявную функцию отх и если эта последняя является реше-
нием уравнения (1). Далее будем говорить, что уравнения

х=Ф(0), у=1р (1)
определяют решение уравнения (1) в параметрической форме в интер-
вале (%, #), если в этом интервале имеет место тождество

р (90, +0, SEY) ao.
Кривую на плоскости (х, и), соответствующую решению, будем на-

зывать интегральной кривой уравнения (1).
Предположим, что уравнение (1) определяет в каждой точке (х, и)

некоторой области одно или несколько вещественных значений и’.
Построив в каждой точке (х, у) этой области отрезки (для определен-
ности будем считать, что это единичные отрезки и что середины
их лежат в точке (х, и)), наклон которых к оси Ох определяется значе-
ними /’в этой точке,* мы получим так называемое поле направлений
(см. п. 4). Задача интегрирования уравнения (1) со-
стоит в том, чтобы найти все гладкие кривые, в каж-
дой точке которых направление касательной совпа-
дало бы с одним из направдений поля в этой точке.

Одной из важнейших задач интегрирования уравнения (1) является,
так же как и в случае уравнения, разрешенного относительно производ-
ной, задача Коши — задача нахождения решений, принимающих началь-
ное значение # при х==Хо, что соответствует нахождению интегральных
кривых, проходящих через точку (хо, Yo).

Будем говорить, что решение задачи Коши с начальными данными
Хо, У, единственно, если через точку (хо, И) в достаточно малой окрест-
ности ее проходит столько интегральных кривых, сколько направлении
поля определяет уравнение (1) в этой точке. В противном случае будем
говорить, что рассматриваемая задача Коши имеет не единственное
решение.

Поставим вопрос: каким условиям достаточно подчинить функциюЕ(х, у, у’), чтобы через заданную точку (хо, /,) в заданном направле-
нии Yo проходила одна и только одна интегральная кривая уравне-
ния (1). Ответ на этот вопрос дает следующая теорема.

Теорема. Если функция Е(х, у, У’) удовлетворяет следующим
трем условиям:

* Т.е. мы проводим отрезки, образующие с осью Ох угол, тангенс которого равен
значению у’в этой точке. Каждому значению у’ соответствует свой отрезок.
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1) Р(х, и, у’) определена и непрерывна вместе со своими частными
и ^“ v ‘\.производными в некоторой замкнутой окрестности точки (Xo, Yo, Yo);

2) F (Xo, Yo, Yo)=0;
3) F (Xo, Yo, Yo) >20,

то уравнение (1) имеет единственное решение у=у(х), определенное и
непрерывно дифференцируемое в некоторойокрестности TOUKU X=Xo,
удовлетворяющее начальному условию у=\у при Х=Х и такое, что
y’ (Xo) =Yo-. .

Действительно, согласно теореме о существовании неявной функции
от нескольких переменных [149, т. П, п. 316], уравнение (1) при сделан-
ных предположениях определяет И’ как однозначную функцию отх и у:
у’—=[(х, и), которая будет задана и непрерывно дифференцируемав не-
которой замкнутой окрестности точки (хо, уо), причем [(хо, у.) = Ио.

Применяя к уравнению и’=|(х, у) с начальными данными %о, Yo
теорему Пикара, сформулированную в п. 7, можем утверждать, что оно
имеет единственное решение у=иу(х), удовлетворяющее начальному
условию и==у при х==хио, определенное и непрерывно дифференцируемое
в некоторой окрестности точки х==л^о. Так как при этом

y" (Xo) =F [Xo, y(X%0)=F (Xo, 90) =,
т.е. и’(х) =Ио, то найденное решение у=и(х) и является искомым
решением уравнения (1).

Предположим, что, разрешая уравнение (1) относительно и’, мы
найдем конечное число вещественных решений:

y’ =fr(X, у) (k=1, 2,..., т), (2)
где функции [»(х, у) определены в некоторой области О, так что мы
имеем т уравнений первого порядка, разрешенных относительно произ-
водной. Пусть во всякой точке (х, у) области О направления поля, опре-
деляемые каждым из уравнений (2), различны, так что интегральные
кривые различных уравнений (2) не могут касаться друг друга внутри
области О. Предположим, что для каждого из уравнений (2) задача
Коши в области О имеет единственное решение и что каждое из урав-
нений (2) имеет в области 2) общий интеграл

ра (х, и) =С (Е=Ь2,...,т). (3)
Совокупность этих общих интегралов будем называть общим интегралом
уравнения (1) в области D.*

* Это определение общего интеграла распространяется и на случай, когда урав-
нение (1) имеет бесконечное число вещественных решений вида (2).
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Иногда вместо равенств (3) пишут равносильное им одно равенство

(tpi (x, y)—C) (tho(x, y)—C) ... (pm (x, y)—C) =0, (4)
так что в рассматриваемом случае левая часть общего интеграла пред-
ставляет собою полином степени т относительно произвольной постоян-
ной (С.

При сделанных предположениях поле направлений, определяемое
уравнением (1), представляет собою результат наложения полей направ-
лений, определяемых уравнениями (2), а семейство интегральных‘кри-
вых, образующих общий интеграл (4), есть наложение семейств интег-
ральных кривых, образующих общие интегралы (3). В каждой точке
(х, у), лежащей внутри области О, имеет место единственность
решения задачи Коши для уравнения (1).

Если уравнение (1) разрешимо относительно и’, т. е. оно распадается
на уравнения вида (2), но поля, определяемые этими уравнениями, не
удовлетворяют сделанному выше предположению, так что существует
хоть одна точка (хо, Из) такая, что значения хотя бы двух из функций
[к (х, у) в этой точке совпадают, то интегральные кривые соответствую-
щих уравнений касаются друг друга в точке (хо, Ио). Вследствие этого
интегральными кривыми уравнения (1), кроме интегральных кривых
уравнений (2), будут также и кривые, составленные из интегральных
кривых упомянутых выше уравнений путем склейки их в точке (хо, Ио),
переходя в ней с интегральной кривой одного из этих уравнений на ин-
тегральную кривую другого уравнения (см. п. 67, пример 2). В рассмат-
риваемом случае общий интеграл опять записывается в виде (3) или (4).
’ В общем случае уравнения (1) нам не удается разрешить его отно-
сительно /’в элементарных функциях. Тогда мы будем предполагать,
что уравнение (1) определяет у’ как неявную функцию отх и и.

В таком случае (а иногда это целесообразно даже если уравнение
(1) и разрешимо относительно и”) ищут однопараметрическое семейство
интегральных кривых в виде

M(x, y, C) =0. (5)

Такое семейство интегральных кривых называется общим интегралом
уравнения (1). Если семейство интегральных кривых задано в виде, раз-
решенном относительно и:

У=ф(х, С), (5°)
то оно называется общим решением уравнения (1).

Заметим, что в формулу общего интеграла (5) могут входить и ре-
шения уравнений вида (2), где у’— комплексное (см. п. 70). Мы не рас-
сматриваем здесь такие уравнения. Поэтому соответствующие им реше-
ния нужно исключить из формулы (5).
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Иногда ограничиваются TeM,. что находят однопараметрическое
семейство интегральных кривых уравнения (1) в параметрическом виде:

х=Ф(Ь С), \
у=—\ф(Ь С).

Такое семейство интегральных кривых мы будем называть общим реше-
нием уравнения (1) в параметрической форме.

Решение у=и(х) уравнения (1) будем называть частным решением,
если в каждой его точке задача Коши имеет единственное решение.

Решение и=и(х) уравнения (1) будем называть особым решением,
если в каждой его точке нарушается единственность решения задачи
Коши.

Так же как и в случае уравнения, разрешенного относительно про-
изводной, уравнение (1) может иметь решения, которые не являются
ни частными, ни особыми (ср. п. 11).

Вопрос о связи частного и особого решений с формулой общего ин-
теграла для уравнения (1) является более сложным, чем для уравнения,
разрешенного относительно производной.

Если уравнение (1) распадается на уравнения (2), причем правые
части последних уравнений удовлетворяют в области О условиям жуще-
ствования и единственности решения задачи Коши и во всякой точке
области РД направления поля, определяемые каждым из этих уравнений,
различны, то частное решение у=иу(х), лежащее внутри области О,
содержится в общем интеграле (4) при некотором числовом значении
произвольной постоянной С, и обратно, всякое такое решение будет ча-
стным. Интегральные кривые, соответствующие частным решениям, не
касаются друг друга внутри области D.

Если мы ограничиваемся формальным определением общего инте-
грала как однопараметрического семейства интегральных кривых (5)
без дополнительных предположений относительно функции WD, то может
случиться, что частное решение у=иу(х) получается из формулы общего
интеграла при переменном значении С, С=С(х), и особое решение мо-
жет получаться из формулы общего интеграла при конкретном числовом
значении произвольной постоянной С.

То же самое относится и к случаю, когда общее решение найдено
в параметрической форме.

Отметим один достаточный признак особого решения уравнения (1).
Он относится к случаю, когда это уравнение распадается на уравнения,
разрешенные относительно производной. В этом случае решение у=у(х)
уравнения (1) будет, наверное, особым решением этого уравнения, если
оно будет особым решением хотя бы для одного из уравнений, на которые
оно распадается.
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67. Примеры.
Пример 1. Возьмем уравнение

УЗ(у—Пу—у?=0. (6)
Оно распадается на два уравнения:

y=1, y=—y’. (7)
Правые части этих уравнений определены на всей плоскости (х, у), причем ни в однойточке их значения не совпадают. Поэтому поле, определяемое уравнением (6), пред-« ставляет собой наложение полей, определяемых урав-y нениями (7).

Общими решениями уравнений (7) на всей плос-кости (х, и) соответственно будут
1y=xtC, y= ——. 8)x+C (

—Х Совокупность этих общих решений и дает общий
интеграл уравнения (6) на всей плоскости (х, и).
Его можно записать и в виде одного соотношения:

(y—x—C) y—== =0.
Этот общий интеграл представляет собою нало-

жение семейств интегральных кривых (8) (рис. 22).Решение задачи Коши для уравнения (6) в каждой точке плоскости (х, у) един-
ственно: в точке (хо, уо) мы имеем два направления поля у’=1, уо’==—0? и через нее
проходят точно две интегральные кривые:

Рис. 22

ухи и у, если or0, (9)
x —Xo

Yo

y=X—Xo HU y=0, если yo=0. (10)
Решения (9) и (10) суть частные решения. Особых решений нет.
Пример 2. Рассмотрим уравнение

y/2—2xy’ =0. (11)
Разрешая относительно y’, находим два уравнения:

у’=0, у’=2х. (12)

Заметим, что хотя поля, определяемые этими уравнениями, так же как и уравне-
ниями (7) в предыдущем примере, заданы на всей плоскости (х, у), мы не имеем здесь
наложения полей, ибо в точках оси Оу (х=0) направления ‘этих полей совпадают.

Совокупность общих интегралов уравнений (12):
y=C, и—х=С

или равносильное ЭТОЙ совокупности одно равенство

(y—C) (y—x?—C) =0 (13)
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и дает общий интеграл уравнения (11) в каждой из областей
—o<x<0, —o<y<oo (14);

0<х<®, —ocy<oo. (15)
В каждой из областей (14) и (15) общий интеграл (13) представляет собою нало-

жение двух семейств кривых: прямых у=С и парабол и==х?--С (рис. 23).
Возьмем любую точку Мо(хо, уо), не лежащую на оси Оу, например любую точку

из области (15), т. е. справа от оси Оу. В этой точке мы имеем два направления поля:
У’=0и у’ =2хо и в достаточно малой окрестности этой точки через нее проходят две
интегральные кривые С

(1) у=уь,
(11) ух-Нуо— >,

причем каждому из направлений поля соответствует одна интегральная кривая, т. е.,
согласно сказанному выше, мы имеем дело со случаем единственности решения
задачи Коши.

Единственность решения задачи Коши нарушена только в точках оси Оу (х=0):в то время как в каждой точкеМ!(0, у!) оси Оу направление поля OHO, Yo’=O, через
эту точку в любой сколь угодно малой окрестности ее проходит не одна интегральнаякривая. А именно через эту точку проходят интегральные кривые:

у=у и у=х-ии.

Кроме того, через нее проходит интегральная кривая АМ!В:

x+y; —oo <Ix<0,| |41, 0=х=< о
и еще интегральная кривая СМ.Д:

{ Y1, —o<xv<0,
a= x+y, 0=—х-— оо.

(Здесь мы имеем склейку частных решений в точке неединственности.) Таким
образом, в каждой точке оси Оу нарушается единственность решения задачи Коши.
Однако ось Оу (х=0) не является интегральной кривой уравнения (11), так что это
уравнение не имеет особых решений.

Пример 3. Рассмотрим уравнение

3—1 ==0.

Разрешая относительно у’, получаем:

rey tee HS, Иу=ь у= 9 » Y= 9 °

Так как нас интересуют лишь вещественные значения у’, то мы должны рассмат-
ривать только первое из полученных уравнений, из которого находим (вещественное!)
общее решение данного уравнения в виде y=x-+C.
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Пример 4. Дано уравнение
ху'2—Зуу’-+-4х==0. (16)

Разрешая относительно y’, получаем два положительно однородных уравнения:

yk V y2—4x?
y= (17), (y2—4x?>0, ¥?+y?=40).*

Положим у=гх, тогда
dz dx

+ y =2—4 x
(x=0, Vz2—4=0?).

z+ 7 22—4=—Сх.

х= 1 22—4,

Интегрируя, находим

9}

А \ | Yo!
И

Рис. 23 Рис. 24

Освобождаясь от иррациональности и возвращаясь к переменной у, получим семейство
ларабол (рис. 24):

C2x2—2Cyt+4=0. (18)
Это и есть общий интеграл данного уравнения в каждой из областей:

у2—4х2 >0, 9>0; |
у2—4х2 >0, y<0.

* Мы исключаем точку х=0, у=0, так как в ней поле не определено.

(19)
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Действительно, в каждой точке (хо, уо), лежащей внутри любой из областей (19),
уравнение (16) задает два направления поля

York V yo?—4x2
Xo

,Yo

и через каждую такую точку в достаточно малой окрестности ее проходят в точности
две интегральные кривые семейства (18). Таким образом, в каждой точке, лежащей
внутри любой из областей (19), имеет место единственность решения задачи Коши.
Интегральные кривые семейства (18) не касаются друг друга. Они представляют собою
частные решения.

Из равенств х=0; | 22—4=0 следует, что мы могли потерять решения х=0
(и5=0) иу==2х (х=Е0). Нетрудно видеть, что полуоси оси Оу являются частными
решениями уравнения (16), ибо они являются решениями этого уравнения и в каждой
точке любого из них имеет место единственность решения задачи Коши. В самом деле,
в точке (0, ус), где уо520, имеется два направления поля уо’=0, уо’= и через нее
проходят две интегральные кривые: х2=уо (/—и) и х=0 (у=-0).

Полупрямые у=2х (х=0) являются решениями уравнения (16) и притом осо-
быми, ибо в каждой точке любого из них нарушается единственность решения задачи
Коши. В самом деле, в точке (хо, уо)` на решении у=2х (х=0) уравнение (16) задает
одно направление поля, уз’ =2, в то время как через эту точку в любой сколь угодномалой окрестности ее проходит не одна интегральная кривая, а именно, само решение

х
y=2x (х520), парабола у=—— Хи, содержащаяся в общем интеграле (18) при

Хо
2

С= —, и бесчисленное множество решений, склеенных из отрезков решения у=2х
Хо

(x40) Hw парабол.
Заметим, что решения у=-2х (х==0) являются особыми для каждого из урав-

нений (17), на которые распадается уравнение (16).
Пример 5. Рассмотрим уравнение

у’3—4уу’—=0.” (20)
Это уравнение распадается на три:

у=0, у=2уу у=р—2у. (21)
Общим решением первого уравнения на всей плоскости (х, у) будет

y=C. (22)

Интегрируя второе из уравнений (21), имеем:

ау — ——— =dx (Vy=0?), Vy=x4+C, x+C>0,
2Vy

так что

Vy—x=C (23)
будет общим интегралом этого уравнения в верхней полуплоскости.
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Аналогично находим, что

Уу-х=5С (24)
будет общим интегралом третьего из уравнений (21) в верхней полуплоскости.

Второе и третье из уравнений (21) имеют особое решение у=0.
Совокупность общих интегралов (22)—(24)

представляет собою общий интеграл рас-у сматриваемого уравнения (20) в верхней полу-
) плоскости. Его можно записать и в виде одного\ | равенства_\ fe (y—C) (Vy—x—C) (Vg+x—C) =0. (25)
Yn Общий интеграл (25) представляет собою наложе-

— ние трех семейств интегральных кривых уравне-0 Xo ний (21). В каждой точке (хо, уо) верхней полу-
плоскости мы имеем три направления поля: уо’==0,
у=2 Ууе, уо’=Ь—2Yo uu через эту точку в доста-Рис 95 точно малой окрестности ее проходят три интег-
ральные кривые (рис. 25):

У — уо,

= (х+ У—л0)?, хх,
= (x— Vyo—x0)*, х< Ух.

Прямая у=0 (ось Ох) является особым решением уравнения (20), так как она
является особым решением для второго и третьего из уравнений (21).

Заметим, что особое решение у=0 получается из формулы общего интеграла (25)
не только при С=—х, С=х, но и при числовом значении С, а именно при С=0. Это
объясняется тем, что для одного из уравнений (21), на которые распадается уравнение
(20), а именно для уравнения у’=0, решение у=0 будет частным.

68. Нахождение кривых, подозрительных на особое решение, по
дифференциальному уравнению.В п. 12 мы показали, как по виду пра-
вой части дифференциального уравнения, разрешенного OTHOCH-
тельно производной,

а<a =(x, y)
можно найти кривые, подозрительные на особое решение, в предположе-
нии, что правая часть этого уравнения непрерывна и имеет частную про-
изводную по и (конечную или нет). Напомним, что кривыми, подозри-

дтельными на особое решение, мы назвали кривые, вдоль которыхso
не ограничена. Тот же вопрос естественно поставить и для урав-
нения(1)

/F(x,y,y’)=0,
не разрешенного относительно производной.
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Предположим,что это уравнение определяет конечное или бесконеч-
ное число вещественных значений у’:

y’=fr(x, y) (Е=1,2,...) (26)
и что все функции [*(х, и) непрерывны и имеют частные производные
по у. Тогда, применив к каждому из уравнений (26) рассуждения п. 12,
мы нашли бы все кривые, подозрительные на особые решения этих урав-

ОТ» |нений. Это — кривые, вдоль которых о обращаются в бесконечность.
Эти кривые будут подозрительными и на особое решение уравнения (1).

Однако в фактическом разрешении уравнения (1) относительно
производной нет необходимости, ибо интересующую нас частную произ-
водную .

д, _ ди"
Oy ду

можно найти и непосредственно из уравнения (1). В самом деле, диф-ференцируя уравнение (1) по у (в предположении, что существуют
—— 4 —] , получаемду ду

OF, OF ay’ _,
Oy — Oy Oy”

откуда
OF

0 __0.
ду == ОЕ

/ oy"Производная ay (в предположении, что oe отлична от нуля) будет
неограничена, если

oF _,
Oy’ |

Это условие нужно рассматривать совместно с уравнением (1), ибо нас
‘ Jинтересуют не всякие кривые, вдоль которыхSy не ограничена, а лишь

интегральные кривые уравнения (1), следовательно, кривые, подо-
зрительные на особое решение, могут быть найдены исключением у’
из системы

F(x, y, у’) =0,
OF (27)
ду’
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В результате исключения у’ из системы (27) мы получим, вообще
говоря, некоторую кривую

R(x, у) —0.
Эта кривая называется дискриминантной кривой дифференциального
уравнения (1). Чтобы дискриминантная кривая (или ее часть) была
особым решением уравнения (1), нужно, чтобы она была решением этого
уравнения и чтобы в каждой точке ее нарушалась единственность реше-
ния задачи Коши.*

Рассмотрим частный случай уравнения (1), когда это уравнение
является квадратным относительно и’:

F(x, y, y’) =y?+2P(x, у)у’--О (х, у) =0. (28)
Исключая и’ из системы

Е==у’2--2Р(х, у) у’-НО(х, у) =0,
OF )oy’ ==2y +2P(x, у) =0,

получаем
К==Р?(х, у) —О(х, у) =0, (29)

так что дискриминантная кривая дифференциального уравнения (28)
есть геометрическое место точек (29), в которых дискриминант
уравнения (28) (как квадратного уравнения относительно и’)
равен нулю.

В каждой точке дискриминантной кривой (29) мы имеем одно
направление поля,** определяемое равенством

/у —=—Р(х, 9),
в то время как через нее может пройти не одна интегральная кривая.

Пример 1. Для уравнения
ху'*—2уу’--4х=0

y?—4x2 =0.
дискриминантной кривой будет

Она распадается на две прямые
у= 2х.

Каждая из полупрямых у=-2х (х5=0) является решением уравнения и притом осо-
бым, в чем мы уже убедились в примере 4 предыдущего пункта.

* Подробное исследование дискриминантной кривой для случая уравнения п-й сте-
пени см. в книге [140, с. 125—132].

OF** Ибо равенство — ==0 вместе с уравнением (28) есть условие кратности корня
квадратного уравнения (28) относительно у’.
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Пример 2. В случае уравнения
/ /y?—2xy'+y=0

дискриминантная кривая у=х? не является особым решением, ибо она не является
интегральной кривой этого уравнения.

Пример 3. Для уравнения
y?—2xy'—y?=0

дискриминантная кривая х?--у?=0 вырождается в одну точку х=0, у=0, так что
здесь мы не получаем кривой, подозрительной на особое решение.

69. Огибающая семейства интегральных кривых как особое решение.
Пусть дано семейство интегральных кривых уравнения (1) в виде

Ф(х, у-С) =0 или у=ф(х, С).
Предположим, что это семейство имеет огибающую.* Так же, как ив слу-
чае уравнения первого порядка, разрешенного относительно производной,
эта огибающая будет решением уравнения (1) и притом особым.
Действительно, в каждой точке ее направление касательной совпадает
с одним из направлений поля, определяемым уравнением (1) в этой точ-
ке, вследствие чего огибающая является интегральной кривой. Кроме
того, в каждой точке огибающей нарушается единственность решения
задачи Коши в смысле, указанном в п. 66, ибо через каждую точку оги-
бающей проходит большее число интегральных кривых, чем число
направлений поля, определяемых уравнением (1) в этой точке.

Пример. Рассмотрим уравнение

xy’?—2Qyy’+4x=0. (30)
Мы уже показали в примере4 п. 67, что уравнение (30) имеет семейство интеграль-

ных кривых
C2x2—2Cy+4=0. (31)

Найдем огибающую этого семейства. Для этого ищем дискриминантную кривую семей-
ства (31). Согласно п. 14, имеем: C2x2—2Cy+4=0, }

2Cx2—2y=0.

Из второго уравнения находим C= = (x40) и, подставляя в первое, получаем
y2—4x2=0 (х520). Эта дискриминантная кривая распадается на полупрямые у=2х
(х5=0), каждая из которых является. огибающей, соответствующей части семейства ин-
тегральных кривых (31), как это видно непосредственно из рис. 24.

* Определение огибающей и способ нахождения ее см. в п. 14.
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В следующих параграфах мы ограничиваемся изложением приемов
нахождения семейств интегральных кривых, зависящих от одной произ-
вольной постоянной С, так что речь будет идти главным образом о тех-
нике интегрирования уравнений, принадлежащих к тому или
иному типу.

$ 15. НЕПОЛНЫЕ УРАВНЕНИЯ

70. Уравнение, содержащее только производную. Естественно ожи-
дать, что задача интегрирования уравнения (1) п. 66 облегчается, если
левая часть этого уравнения не содержит аргумента х или искомой функ-
ции и, или того и другого вместе. Такие уравнения будем называть не-
полными. Простейшим из них является уравнение, содержащее
только производную:

F(y’) =0. (1)
Предположим, что это уравнение имеет некоторое (конечное илибесконечное) число вещественных решений:

y’=k; (1=1,2,...), (2)
где ^; — некоторые постоянные; так что мы имеем тождества

F(k;)=0 (i=1,2,...). (3)
Интегрируя уравнения (2), мы находим:

y=R;x-+C, (4)
откуда

f= YTS
x

Подставляя это значение А; в тождества (3), мы придем к одному со-
отношению

y—CF (=) —0. (5)
Это соотношение и является общим интегралом уравнения (1).Таким образом, при сделанном предположении интегральные кривые
уравнения (1) образуют семейство прямых линий (4), котороеможет быть записано в виде одного уравнения (5).

При этом в формулу (5) могут войти решения комплексных
дифференциальных уравнений.
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Пример 1. Рассмотрим снова уравнение примера3п. 67

у'3—1==0.

Согласно (5), его общим интегралом является
—C \3( 2 )-1=0.
x

Однако сюда, кроме вещественного общего решения (см. п. 67, пример 3)

y=xtC,

входят решения комплексных дифференциальных уравнений:

‚ НЗ. , -1-iV3y= о y= 9 ’

Замечание. Если корни уравнения (1) заполняют сплошь некоторый интервал,
то, как показал Ю. С. Богданов,* дифференциальное уравнение (1) может иметь реше-
ния, отличные от указанных выше.

Пример 2. Пусть дано уравнение

y’+|y"|=0. (1’)
Решая его относительно у’, имеем

y=k (—wo<k<0),

так что корни уравнения (1’”) заполняют сплошь интервал (—со, 0]. Интегральными кри-
выми уравнения (1’) будут прямые

y=kx+C (—o<k<0). (4)
Кроме того, решением уравнения (1”) будет, например, функция

y=—x* (0SxX<00),

которая, очевидно, не входит в семейство (4’).

71. Уравнение, не содержащее искомой функции. Рассмотрим урав-
нение вида

/Е(х, у) =0. (6)
Если это уравнение разрешимо относительно и’, так что

y’=[r(x) (k=1, 2,.. .), (7)
* В работе [19] им найдены все решения уравнения {1) при произвольной

функции Р.
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то совокупность общих решений уравнений (7), т. е.

y=JSf(x)de+C (k=1,2,...)
дает общий интеграл уравнения (6).

Интегральными кривыми уравнения (6) будут также кривые, склеен-
ные из интегральных кривых уравнений (7).

Предположим теперь, что уравнение (6) не разрешимо (в элемен-
тарных функциях) относительно у’, но можно найти такие элементарные
функции ф({) иф(1), что

F[p(t), $(01=0.
Тогда уравнение (6) можно записать в виде

х=Ф(), и’=(0. (8)
В таком случае будем говорить, что уравнение (6) допускает параметри-
ческое представление (8).

Для нахождения общего решения уравнения (6) заметим, что вдоль
всякой интегральной кривой любого дифференциального уравнения пер-
вого порядка должно выполняться основное соотношение

dy=y'dx. (9)
Пользуясь этим соотношением и параметрическим представлением

уравнения (6), нетрудно найти общее решение этого уравнения в пара-
метрической форме. Параметрическое выражение для х мы уже имеем:
х—=ф(1). Найдем параметрическое выражение для у. Для этого заменим
в основном соотношении (9) у’и 4х их значениями из формул (8):
y’=y(t), ах=Фф (Г 4. Получаем

ау=у(ф’(1)41.
Интегрируя, находим

= |з(дФ’(фанс
Следовательно, общее решение в параметрической фор-
меимеет вид

r=9(t), y= J v(dq'(t)dt+c. (10)
Иногда удается исключить из уравнений (10) параметр ¢, Hu тогда мы
получаем общее решение (общий интеграл) в обычной форме.

Если существует такое конечное число а, при котором
Пт Р(а, у’) =0 или Пт Р(а, у’) =0,
y’—>0o y’>—00
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то х=а есть решение уравнения (6). Это решение может оказаться
особым.

Если уравнение (6) разрешимо относительно х, т. е. если его можно
переписать в виде

х=Ф(у’), (11)
то, положив и’=1(#Ё), получаем параметрическое представление:

х=$(ф(0), У=У(. (12)
В частности, полагая иу’=Ь будем иметь:

Поэтому формулы (10) заменяются, в последнем случае, следующими:

x=(t), y= J tg’ (dtc. (14)
Обращаем внимание читателя на то, что при интегрировании урав-

нения вида (11) не всегда целесообразно принимать именно у’ за пара-
метр, т. е. использовать параметрическое представление (13). Во многих
случаях уравнение (11) интегрируется проще, если воспользоваться
более общим параметрическим представлением (12), подобрав удачным
образом функцию 1(1). Уравнение (11) может иметь особые решения
вида х==а, где а таково, что

limg(y’)=a uan limg(y’)=a..
y’->00 y’—>—00

Замечание 1. Практически нет необходимости пользоваться формулами (10)
или (14). Общее решение всегда получается из параметрического представления урав-
нения непосредственным использованием основного соотношения (9). Это замечание
относится и ко всем дальнейшим случаям построения общего решения в параметри-
ческой форме.

Замечание 2. Если рассматривать х и /’
как прямоугольные координаты точки на плоскости у.
(х, И’), то уравнению (6) соответствует на плоскости A.
(x, y’) некоторая кривая (рис. 26), а формулы (8) |
представляют параметрические уравнения
этой кривой. Поэтому задача нахождения параметри-
ческого представления уравнения (6) равносильна
задаче нахождения параметрических уравнений соот-
ветствующей плоской кривой. Последняя задача ре-
шается очень просто, если уравнение кривой разре-
шимо относительно одной из координат. Отметим еще .один случай, когда эта задача решается легко. Это 0 —
тот случай, когда уравнение кривой (6) можно пред-
ставить в виде

P(x, y’)+Q(x, у’) ==0, (15) Рис. 26
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где Р(х, у) и О(х, у) — однородные функции хи соответственно А-го и т-го
измерений. Перепишем уравнение (15) так:

7oP(1, = ) tem (1, ) =o
Otciona (cuutan k>>m) uMeem:

= ae x= —

Полагая

находим:
hk—m k—m_ 909 Vf _es

P(1, t)’ P(1, t)
Если, в частности, kR—m=1, a P(x, y’) u Q(x, у’) суть полиномы, то получаем

рациональное параметрическое задание кривой (15)* и тем самым рацио-
нальное параметрическое представление соответствующего ей дифференциального
уравнения.

Практически нужно сразу в уравнении (15) делать подстановку (16) и, найдя из
полученного уравнения выражение х через ft, х=ф(Г), подставить его в (16), после чего
мы получим выражение у’ через &, у’=1ф(Ё, что вместе с х=Фф(Р) и дает параметриче-
ское представление уравнения (15).

Пример 1. Дано уравнение ,
хе’— у. (17)

Представим это уравнение в параметрической форме:

x=et—t, y'=t,
отсюда

. {2dy=y'dx=t(e'—l)dt, y= | t(et—1)dt+C= (f—1)e'*— > --С.
Общим решением уравнения (17) в параметрической форме будет

{2x=e'—t, y= (t—l)et——— +€.
Пример 2. Дано уравнение

x8+y3—3xy’ =0. (18)

Это уравнение имеет вид (15). Полагая у’=={х, получим
x3+-13x3—.3tx? = 0,

* Такие кривые называются уникурсальными. Легко показать, что все кривые вто-
рого порядка суть уникурсальные кривые. ‘
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откуда
3

1-8`
Тогда

, 3t?
9 — ув"

Чтобы выразить И через параметр 2, воспользуемся соотношением dy= y'dx.
Получаем:

ЗР 3(1-8) -98 9 (1 —2f8) 272
dy= : -dt= ————_—_-_—-dt,

+в (+8)? (1+8):
9(1—213) 22 3 1--413p= J pce 2 С(14+ 8) 2 (1+8)?

Таким образом, общим решением уравнения (18) в параметрической форме будет

31 3 1448— 5 y=LC.
1+8 2 (1+8)?

72. Уравнение, не содержащее независимой переменной. Рассмотрим
уравнение вида .

Е(уу) =0. (19)
Если оно разрешимо относительно у’, так что

"= (и) (Е=,2, ...),
то общий интеграл дается совокупностью равенств

dy ..——~ =x+C (Е=1,.2,...).J f(y) \
Особыми решениями могут быть прямые у=б., где 6; — корни
уравнений [к (5) =0 (Е=1,2,...) или, что то же, уравнения Е(6, 0) =0.

Рассмотрим теперь случай, когда уравнение (19) не разрешимо
относительно у’, но допускает параметрическое представление

y=@(t), y= (2).
В этом случае, используя основное соотношение ду==иу’Ах, имеем

gp(t)dt=(t)dx,

_ ое pg(eat(О, ‚= | $ т“
отсюда
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Присоединяя сюда равенство и=ф({), получаем общее решение
уравнения (19) в параметрической форме

=fee(‘dt
p (2)

Если, в частности, уравнение (19) разрешимо относительно ыц, т. е.
может быть приведено к виду

y=g(t).

y=g(y’), (20)
то оно допускает параметрическое представление вида

у=Ф(ф(0), У=уф(И.
Например, полагая 1р({) = имеем параметрическое представление

y=(t), y=t,
и общим решением в параметрической форме будет

x= feo dt+C, y=q(t).
Уравнение (20) может иметь особые решения вида у=, где b= (0).
Пример. Дано уравнение

y*(y’—1) = (2—-y’)*. (21)
Это уравнение однородно относительно величин y 2—у’. Полагая

2—y'=yt,
имеем

¥(y—1) =YP,
откуда

у=1-Р (у=0?).
Поэтому 2—1’ 1 ‚

a Ee
Итак, уравнение (21) допускает следующее параметрическое представление:

1

Следуя общей теории, имеем

11 dtdy=y'dx, (——--1)dryads, (ax=——,, r= +6.
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Следовательно, общее решениев параметрической форме имеет вид

o

Здесь параметр Е легко исключается, после чего получаем общее решение в обыч-
ной форме

1
=x—C— .4 x—C

Особых решений нет (почему?).

73. Обобщенное однородное уравнение. Рассмотрим один тип пол-
ных уравнений, приводящихся к неполному уравнению вида (19). Пусть
дано уравнение

Е(х, у, У’) =0, (22)
в котором левая часть становится однородной функцией всех своих
аргументов, если считать х, у, У’ соответственно величинами 1-го, К-го,
(Е—1)-го измерений, т. е.

F(tx, tty, th-4y’) =t™ F(x, y, y’). (23)

Такое уравнение называется обобщенным однородным. Напомним, что
мы уже рассматривали обобщенное однородное уравнение в $ 5 гл. 1,
но там мы предполагали его разрешенным относительно производной,
в то время как здесь рассматривается общий случай.

Сделаем замену независимой переменной х и искомой функции у
по формулам

х=е, у=—гем, (24)
где {— новая независимая переменная, а 2—новая
искомая функция. Будем иметь

, ау dy at ау | dy 1_ dy

dt

ИЛИ

‚@&=яe-t, (25)
Но, дифференцируя вторую из формул (24) по &, находим

с = (== +kz} ert,
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Подставляя это выражение в (25), имеем

у’= (2 +kz e(h—t) t,
Поэтому, выполняя в уравнении (22) подстановку (24), получим

dzF(et, zehkt (= +kz] e(k—1)t ) = 0,
или, согласно (23) (здесь роли Ь х, уи и’ играют соответственно ef, 1, 2
И de +kz

dt
. dzemt F ( 1, 2, = +z) =0.

Сокращая на е”", приходим к уравнению типа (19):

F (1,2, +82) =o.
$ 16. ОБЩИЙ МЕТОД ВВЕДЕНИЯ ПАРАМЕТРА

74. Приведение уравнения, не разрешенного относительно производ-
ной, к уравнению, разрешенному относительно производной. Общий слу-
чай. Рассмотрим теперь полное уравнение общего вида

Е(х, 9, И’) =0. (1)
Предположим, что оно допускает параметрическое представление

х—=ф(и, 0), y=" (yu, v), y=(4, v), (2)
так что

Е(ф(и, 9), ф(и, о), х(и, 0) )=0
при всех значениях параметровии UV.

Используя уравнения (2) и основное соотношение ди==у’Ах, мы
всегда можем привести уравнение (1) к уравнению, разрешенному отно-
сительно производной.

Действительно, мы имеем

Op_ Op _ 9ф ‚_dx= Au du+ay oY dy=a, tee a, a4, y’=¥(U, v).
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Подставляя все это в соотношение 4у==у’4х, получаем

orp Op - Og 0+ —* dy=— at — du).Au аи-- Ao du=y(u, v) ( Au du+ Ay v)
Взяв здесь и за независимую переменную, получим уравнение, разре-
шенное относительно производной

2и, 0). (3)
Если мы ‘сможем найти его общее решение

=(и, С), (4)

то, подставляя функцию о, определяемую равенством (4), в первые два
из уравнений (2), получим общее решение уравнения (1)
в параметрической форме:

х=Ф(и, ®(и, С)), у=ф(и, (и, С)).*
75. Случай, когда уравнение разрешимо относительно искомой функ-

ции. Практическое применение изложенного выше метода связано с пре-
одолением двух трудностей: 1) нахождением параметрического пред-
ставления уравнения (1) и2) интегрированием уравнения (3).

Первая трудность легко преодолевается, когда уравнение (1) раз-
решимо относительно искомой функции или аргумента.

Предположим сначала, что уравнение (1) разрешимо относительно
искомой функции, т. е. может быть переписано в виде

у=ф(х, у’). (5)
В этом случае за параметры и и и можно принять хи у’. Тогда равенства
(2) будут иметь вид

— __ / их=х, У=ф(х, у), yoy’.
Отбрасывая первое из этих равенств и обозначая переменную и’, рас-
сматриваемую как параметр, буквой р, получим следующее параметри-
ческое представление уравнения (5): —

у=ф(х, р), У=Рр. (6)
* Таким образом, задача нахождения параметрического представления (2) и ин-

тегрирования уравнення (3) эквивалентна задаче интегрирования уравнения (1).
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7Заменяя теперь в основном соотношении 4у==у’4х величины 4у иу
их значениями из формул (6):

ау=фх’ ах--фр’4р; y’=p,
получим дифференциальное уравнение

фх’ ах-Нфр Аар=р ах. (7)
Если принять в уравнении (7) х за независимую переменную, то,

разделив обе его части на 4х, мы придем к уравнению

, 7 dpФх +@p i
Предположим, что нам удалось найти общее решение этого урав-

нения

p=a(x, C).
Тогда, подставляя найденное значение р в первое из уравнений (6),
получим общее решение уравнения (5):

y= (x, ®(х, С)).*
Уравнение (7) может иметь особое решение

p=y(x).
Подставляя это решение в первое из равенств (6), получим решение
уравнения (5):

y=9(x, y(%)),
не содержащее произвольной постоянной. Это решение может быть
особым. -

76. Случай, когда уравнение разрешимо относительно независимой
переменной. Если уравнение (1) разрешимо относительно независимой
переменной, т. е. может быть приведено к виду

х=ф(у, у’), (8)
то оно интегрируется так.

Полагая и’=р, получаем параметрическое представление урав-
нения (8):

X=Q(Y, P), . =P.
* Иногда уравнение (7) легче интегрируется, если принять за независимую пере-

менную не х, а р. Тогда мы получим общее решение в параметрической форме.
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Подставим в равенство ду==у’Ах вместо у’ и Ах их значения

у—р, Чх=фу ау фр’ ар.

4у=р(фу’ ау-Ефр’ ар). (9)
Приняв и за независимую переменную, придем к уравнению

Получим

,, 7 4p1=p (y/-+02' -)
ИЛИ

1 арgy,’ eaea 10р Фи -НФр dy (10)
Отсюда

р=®(у, С),
и общий интеграл уравнения (8) имеет вид

x=o(y, o(y, C)).
Если р=у(у) — особое решение уравнения (10), To

х==ф(у, у(у)) (11)
может быть особым решением уравнения (8).

Если уравнение Р(х, у, и’) =0 разрешимо относительно х, т. е. может
быть записано в виде (8), то оно, кроме особых решений вида (11),
может еще иметь особые решения вида у=5, которые мы могли
потерять при нахождении общего интеграла вследствие того, что искали
общий интеграл в виде, разрешенном относительно х.

Решения вида и=б находятся так. |
Полагаем в данном уравнении и=65, где $ — некоторое неопределен-

ное постоянное число. Получаем Р(х, 6, 0) =0. Если существует такое
число 6, что это равенство выполняется тождественно относительно X,
TO y=b u будет решением данного уравнения.

Мы показали выше, что если уравнение Р(х, у, у’) =0 разрешимо
относительно искомой функции и или аргумента х, т. е. приводимо к виду
(5) или (8), то всегда можно легко получить его параметрическое пред-
ставление. Однако затруднения в решении получающихся при этом урав-
нений (7) и (9), вообще говоря, остаются. Рассмотрим теперь два ча-
стных случая уравнения (5), в которых и эти затруднения отпадают.

77. Уравнение Лагранжа. Рассмотрим уравнение, в котором у яв-
ляется линейной функцией от х с коэффициентами, зависящими
от и’, т. е. уравнение вида

у=ф(у’) хф(у’). (12)
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Это уравнение называется уравнением Лагранжа.
Покажем, что уравнение Лагранжа в отличие от уравнения (5) об-

щего вида всегда интегрируется в квадратурах.
Действительно, полагая и’==р, имеем:

y=(p)x+yp(p), y=p. (13)
Заменяя в равенстве ду=иу’4х величины Ду и и’их значениями из (13),
имеем

ф(р)ах- (ф’ (р) х-Еф’(р) )ар=рах

(p(p) —p)dx+ (g"(p) x+y"(p) )dp=0. (14)
В полученном уравнении коэффициент при dx He 3ABUCHT OT X,

а коэффициент при ар зависит от х линейно. Поэтому его можно
привести к линейному уравнению с искомой функ-
цией х. Для этого разделим обе части уравнения (14) на ариф(р) —р,
предполагая, что ф(р) —р==0, т. е. что в уравнении (12) ф(и’) ==у’.*
Получим

ИЛИ

dx p(p) Ш p’ (p)
dp @(p)—p р—Ф(р)

Это — линейное уравнение с искомой функцией х от независимой
переменной р. Его общее решение имеет вид (см. п. 36, формула (20))

x=A(p)C+B(p).
Подставляя это выражение в первое из равенств (13), получим

у=А!(р)С-В1(р),

А:(р) =А(р)ф(р), В1(р)=В(р)Ф(р)(р).
Окончательно получаем общее решение уравнения Лагранжа
в параметрической форме:

x=A(p)C+B(p), }
у=А1(р)С-Ва(р).

Приводя уравнение (14) к виду (15), мы делили его на ф(р) —р.
При этом мы могли потерять решения уравнения (14), имеющие вид
p=p:i (1=1,2,...), где р; — корни уравнения

ф(р) —р=0. (16)
* Случай ф(у’) =иу’ будет рассмотрен в следующем пункте.

(p(p) —p=0?). (15)

где
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Подставляя эти значения р в первое из равенств (13) и принимая во вни-
мание, что

ф(р:) =рь
получим следующие решения уравнения Лагранжа:

y=pixtrp(pi) (i=1, 2,...). (17)
Эти решения могут быть как частными, так и особыми.

Таким образом, особыми решениями уравнения Лагранжа могут
быть только прямые (17), где р; суть корни уравнения (16).

Пример. Рассмотрим уравнение
у=ху?- у”. (18)

Полагая у’=р, имеем:
у=хр?--р?, ур. (19)

Пользуясь осповным соотношением 4у=у’Ах, получаем

р?ах-{ (2px-+2p)dp=pdx

(p?—p)dx+2p(x+1)dp=0.
Приводя это уравнение к линейному относительно х, имеем

ИЛИ

dx 2 2

dp т р—1 "= 1—р
ъ C1

оо
Подставляя найденное выражение для х в первое из равенств (19), получим

Cp?

(p—1)? |

yeOy
(p—1)? (р—1)*

дают общее решение уравнения (18) в параметрической форме.
Исключая параметр р, получим общее решение в обычном виде:

y=(VxF14C)? (C=C).
Уравнение р?—р==0 дает два зчачения р: р=0 и р=!1. Подставляя их в первое

из равенств (19), найдем два решения уравнения (18):
у=0 у=х-|.

(p?’—p=0?).
Интегрируя, находим

j=

Поэтому уравнепия

Первое из этих решений является особым, второе — частным.
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78. Уравнение Клеро. Рассмотрим теперь тот случай, когда в урав-
нении Лагранжа ф(у’) =’. Тогда уравнение Лагранжа принимает вид

y=y'x+H(y’) (20)
и называется уравнением Клеро. Предположим, что ф(иу’) есть нели-
нейная функция от и’, ибо в противном случае уравнение Клеро вы-
рождается в уравнение с разделяющимися переменными.

Так же как и при интегрировании уравнения Лагранжа, положиму’=р. Тогда
y=px+p(p), y’=p. (21)

Пользуясь основным соотношением 4у==у’Ах, получаем

рах-Е (х-Еф’ (р) )ар==рах,
ИЛИ |

(x-+-1p"(p))dp=0. (22)
Уравнение (22) распадается на два:

ар=0 и х-Нф’(р) =0. (23)
Первое из этих уравнений дает для р постоянное значение р==С. Под-
ставляя это значение в первое из уравнений (21), найдем общее ре-
шение уравнения Клеро. Оно будет иметь вид

у=Сх--ф(С), (24)
т. е. представляет собою семейство прямых. Сравнивая (24)
и (20), мы видим, что общее решение уравнения Клеро получается фор-
мально заменой у’ на С.

Второе из уравиений (23) дает выражение х через параметр р:

х=—ф (р).
Подставляя это значение х в первое из уравнений (21), получим выраже-
ние у через тот же параметр р. Таким образом, мы получаем еще решение
уравнения Клеро: х=—4ф'(р), \ 95у=—рф’(р) ф(р), (25)
в котором р есть параметр. В

Докажем, что это решение является заведомо особым, если 1”(р)
существует, непрерывна и не обращается в нуль. С этой целью покажем,
что решение (25), при сделанном предположении относительно (Pp),
является огибающей семейства интегральных кривых (24).
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Согласно п. 14, находим сначала дискриминантную кривую, которая
в нашем случае будет иметь вид:

у=Сх-Еф(С), |
0+(С)ИЛИ (C)

x=—vy'(C),убыочыо. 1 29)
Здесь С — параметр. Кривая (26) совпадает с кривой (25), так как‘урав-
нения (26) и (25) отличаются только обозначением параметра. Таким
образом, решение (25) во всяком случае является дискриминант-
ной кривой семейства (21). Чтобы убедиться, что она или, что то же,
кривая (26) является огибающей семейства (24), достаточно показать,
что кривая (26) есть кривая в гладкой параметризации.
Это действительно имеет место, ибо

J Ш / иXC = —p (C), Yc — — Cp (С),
откуда ВИДНО, ЧТО Xc’ И Ис” непрерывны И ХС. не обращается В НУЛЬ.

Пример. Рассмотрим уравнение
|у=ух—7 у”. (27)

Заменяя у’ на С, получаем общее решение

1y=Cx——— C2, (28)
Ищем огибающую семейства (28). Находим

1
—=Cx— —C?,4 4

1
0—=х— —C,

2

Отсюда получаем дискриминантную кривую:

]
x C,

(29)
C2,

2
|

4
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1 ‘Так как p”(C) =—> 20, то кривая (29) является огибающей. Исключая параметр С,
получаем ее уравнение В ЯВНОМ ВИДЕ:

yx, (30)
Интегральными кривыми уравнения (27) являются прямые (28) и их огибающая,

парабола (30) (рис. 27). Интегральными кривыми будут также и кривые вида АМТ,
составленные из дуги АМ параболы (30) и касательной МТв точке М.

К уравнению Клеро мы приходим всякий раз, когда ищем кривую
по свойству ее касательной, не зависящему от точки касания (т. е. об-
щему для всех точек кривой). Пусть у=]|(х) искомая кривая (рис. 28).

4
|

Г
.

Рис. 27 Рис. 28

ЗИ

Уравнение касательной в точке М(х, и) имеет вид
Y—y=y' (X—x) или У—=уХ-у-их.

Параметры касательной: Е ={е и==у’, 6=у— у’х. Всякое общее свойство
касательной выражается зависимостью между Аи:

Е(Е, 6) =0.

Заменяя здесь Ки 6 их значениями, находим

Е (у, уух) =0.
Разрешая это уравнение относительно у-и’х, получаем

y-yx=ly’),
т. е. уравнение Клеро. Особое решение и есть та кривая,
семейство касательных к которой дает общее ре-
шение.
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79. Задача о траекториях на плоскости в случае декартовых коор-
динат.В качестве примера одного из многочисленных геометрических
приложений дифференциальных
уравнений первого порядка рас-
смотрим так называемую задачу
о траекториях. Пусть на плоско-
сти (х, у) задано однопараметри-
ческое семейство кривых линий

D(x, y, a) =0. (1)
Кривая Ly (puc. 29), пересекаю-
щая все кривые [, семейства (1)
под одним и тем же постоянным
углом @,* называется изогональ-
ной траекторией этого семейства.

qtEcuu, B 4YaCTHOCTH, a= > TO H30-
гональная траектория называется
ортогональной. Найдем изогональные (ортогональные) траектории се-
мейства (1).

С этой целью установим сначала соотношение между угловыми коэф-
фициентами касательной к кривой семейства (1)и к изогональной траек-
тории в точке их пересечения. Пусть М(ха, 94.) — любая точка на изо-
гональной траектории Г[Г.. Обозначим углы, образованные осью Ох
с касательной МТк кривой Г, семейства (1), проходящей через точку М,
и с касательной МТ! к траектории Г! в точке М, соответственно через
фиф. Тогда при перемещении точки М по траектории выполняется
соотношение

gi1=9-+a=const,
причем

Чу _ dytg a= dx,’ 5 ф=“dx
Предположим, что &=- > и o603HauHM tga uepe3 k. UMeem p—qi—a.
Поэтому

tg gi—tg (o7
1-4 а {© фи

* Углом а между двумя кривыми [1 и L в точке их пересечения называется угол
между касательными к ним в этой точке.

tg o=
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ИЛИ

9
ау м (2)ах — А ау

° dx,

Это равенство и устанавливает искомую связь между направлением
касательной в любой точке М траектории Ё1 и направлением касательной
к кривой Г, семейства (1), проходящей через эту точку.

Составим теперь дифференциальное уравнение се-
мейства (1). Для этого, как всегда, исключим параметр а из урав-
нений

аФ(х а) —0, ФИФ,a —0.
Получим

ауF(x, и) =0. (3)
Это равенство выполняется для всех точек области, заполненной кри-
выми семейства (1). Оно выполняется, в том числе и в рассматриваемой
нами точке М. Но в этой точке мы можем заменить х и у на х! и и,

dya ae на ее значение из (2), так что получим соотношение
а_
аЕ| м, ин, * d ==0, (4)

dx,

связывающее координаты любой точки М траектории [1 с направлением
касательной к ней в этой точке. Следовательно, равенство (4) есть дид-
ференииальное уравнение семейства изогональных траекторий.

Если а = > To tg g=—tg (o.—=) —=—tg (= —e, } =—clg gi=
2 2

=~ Too ‚ и, следовательно, вместо соотношения (2) мы будем иметь
ae dy —_ 1

‘ах о dy
dx,

dy |Заменяя теперьв (3) х, у И ie соответственно на хи, ии — Ч ‚ полу-
dx,



$ 17. ЗАДАЧА О ТРАЕКТОРИЯХ 169

чим дифференциальное уравнение семейства ортогональных траекторий:
]

— ———\=0.F X14, у, dy,
dx,

Получив дифференциальное уравнение семейства изогональных
(ортогональных) траекторий, мы можем, конечно, переписать его,
опуская индексы. В итоге мы приходим к следующему правилу. на-
хождения дифференциального уравнения семейства изогональных (орто-
гональных) траекторий: 1) составить дифференциальное уравнение дан-
ного семейства, 2) заменить в полученном уравнении “У на

dx

ay
d ‚ если ae (k=tg a),
142 2

Ах

и на

__! еслиа= —dy” a= —>-
—

ax
80. Примеры.

Пример 1. Найти ортогональные траектории семейства полупрямых, выходящих из
начала координат, у=ах.

Исключая а из уравнений у=ах и у’—=а, найдем дифференциальное уравнение
1рассматриваемого семейства: у=у’х. Заменяя у’на — —, получим дифференциальное

уравнение семейства ортогональных траекторий: у=——х или уду--хах=0. Следо-
вательно, искомые ортогональные траектории суть окружности х2-у?==С?.

Пример 2. Найти изогональные траектории семейства полупрямых, выходящих из
начала координат. Дифференциальное уравнение семейства имеет вид у=и’-х. Заменяя

ИАздесь у на -—_ получаем
1-- Ку’

y’—k
ух1-- Ку’

HTH

(yx)dx+ (Ry—x) dy=0. (5)
Это и есть дифференциальное уравнение искомых изогональных траекторий.
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Интегрируя однородное уравнение (5) при помощи интегрирующего множителя,
получаем .

1 ; y_ h arctg 7
V ?+y?=Ce

(см. пример в п. 61, в нашем случае р=1, g=—k) nH B полярных координатах
0

r=Ce . Итак, искомыми изогональными траекториями является семейство логарифми-
ческих спиралей. Из курсов дифференциального исчисления [150, т. I, с. 604] известно,
что логарифмическая спираль г=Сет9 пересекает все свои радиус-векторы под постоян-
ным углом ©, причем tg oO= —. Tenepb мы видим, что таким свойством обладает только

т
логарифмическая спираль.

Пример 3. Найти силовые линии поля, создаваемого силами Р {ЁРх, Еу}, имеющими
употенциал Ц= —-, так что проекции сил на оси координат равны
х

ди у ди 1
Ех = —— =—— Ру=— =—.

дх x? y x

Линии И==С называются линиями уровня или эквипотенциальными линиями. Сило-
выми линиями называются линии, касательные к которым совпадают с направлением

=“. — Еу _силы в точке касания. Направление силы определяется равенством +5(Ё, х) = =}
x, а U. Fxa направление касательнои к линии уровня равенством d — — .. = — Е . Следо-

x y y
вательно, касательные к силовой линии и к линии уровня взаимно перпендикулярны.
Таким образом, силовые линии суть ортогональные траектории семейства линий уровня.

Найдем силовые линии в нашем примере. Так как дифференциальным уравнением
семейства линий уровня является у=у’.х, то дифференциальным уравнением семейства

силовых линий будет у=———х, откуда ясно, что силовыми линиями являются окруж-
ности х?--у2 =5С?. Настоящий пример дает физическое истолкование примера 1.

81. Случай полярных координат. Если семейство кривых задано
в полярных координатах *

M(r, 0, a) =0, (6)

то естественно и изогональные траектории искать в полярных ко-
ординатах.

* Если семейство кривых задано в декартовых координатах, то иногда персход
к полярным координатам облегчает нахождение изогональных траекторий (см. пример 2).
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Пусть Га (рис. 30) — изогональная траектория и М(!1, 01) — любая
точка на ней. Так как в полярных
координатах обычно положение
касательной определяют углом,
образованным касательной с про-
долженным радиус - вектором,
то положение касательной MT,
к изогональной траектории Ly on-
ределяется углом ®1=/Т.МК,
а положение касательной МТ к
кривой Г, семейства (6), проходя-
щей через точку М, — углом
o=ZTMR.

Из рис. 30 видно, что Рис 30
01—@= a—const,

причем {© ® 1 tg wo = где м 4. dr1 ~~) =) =4 Г . de, de
Предположим сначала, что == > и обозначим +5 а через К. Имеем

®«—®!—@. Поэтому
tg wi—tg (oft —Бо l+tgatg or.

ИЛИ

А
Г —__ ry

И
ry

Пусть дифференциальное уравнение семейства (6) имеет вид
F(r,0,r)=0.

^
* Действительно, так как 6 = (МЮ, МТ), то

и
x xdy—ydx

tg o= ———-,
xdx+ydydyl+>——-y

x

откуда, переходя к полярным координатам по формулам X—r cos g, y=rsing, получаем
red r

tg o=
rdr r
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Перепишем это уравнение так:

Е (+ , or) —0.
: ГЗаменяя здесь г, 0, — соответственно на

r

ite
. ryГл, 0, И ;
А
Г1

и опуская индексы, получим дифференциальное уравнение
семейства изогональных траекторий:

/ r1+k—
ГЕ. r, 8, -———_—r =

— —В
r

1 Г Га— =— —. Поэтому,

| [о Г ry
дифференциальное уравнение семеиства ортого-
нальных траекторий имеет вид

Если &== ©, TO O=O1— ^, tg o=—
2 2

F (r, , ——) =0. (7)
Пример 1. Найти ортогональные траектории семейства кардиоид

r=a(1-tcos 8).
Имеем: r=a(l-+cos 9), }

r=—asin 0.

Исключая а, получим дифференциальное уравнение семейства

rsin 8

1-+cos 8
—

2. r
Отсюда, заменяя, согласно (7), гна — ——, находим дифференциальное уравнение семей-

r
ства ортогональных траекторий
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72. rsin9
—

r 1+cos 0
которое можно переписать так:

Г 1+cos 8

r sin 0
или

r sin 8 .
r l—cos 0

Интегрируя, найдем
r=C(l—cos0).

Это и есть уравнение искомых ортогональных траекторий.
Пример 2. Найти ортогональные траектории семейетва лемнискат

(х2-- 92) 2—242 (х2— 92) =0.
Для решения задачи удобнее перейти к полярным координатам. Получаем

Г?— а? со$ 90.

Дифференциальное уравнение этого семейства имеет вид

r+rtg 20=0.
. Г?

Заменяя здесь, согласно (7), г на ———, получим дифференциальное уравнение семей-
r

ства ортогональных траекторий:
—r+tg 20-r=0.

Интегрируя это уравнение, находим
r2=C sin 20.

Возвращаясь к переменным х, у, получим семейство ортогональных траекторий в декар-
товых координатах:

(х2-Ниу?)2—2Сху=0.
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УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ. ОБЩИЕ ВОПРОСЫ!.
ПРОСТЕЙШИЕ УРАВНЕНИЯ п-го ПОРЯДКА ‘
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82. Предварительные замечания. Рассмотрим теперь уравнение
nro порядка

-- Fix, y,y’, y”,..., y™) =0. (1)
Будем предполагать функцию Ё такой, чтобы уравнение (1) было

разрешимо * относительно старшей производной:

y¥M=f(x,y, yy”, ..., yr). (2)
Если, в частности, уравнение (1) содержит искомую функцию и ее

производные только в первой степени и не содержит их произведений,
т. е. функция ЕЁ линейна относительно и, и’, И”,..., И®, то это уравнение
можно переписать в виде

y+py(x) yD...pn—1(x)y’+ pn(*)y=f(x).
Уравнение такого вида называется линейным уравнением. Теория линей-
ных уравнений изложена в специальных главах 6—8.

В настоящей главе мы рассматриваем уравнения п-го порядка об-
щего вида, причем в $ | при изложении общих вопросов речь идет об
уравнении, разрешенном относительно старшей производной, затем в $ 2
мы рассматриваем также некоторые типы уравнений, не разрешенных
относительно y™,

Всякая функция у=иу(х), определенная и непрерывно дифференци-
руемая п раз в интервале (а, 5),** называется решением уравнения (1)
в этом интервале, если она обращает уравнение (1) в тождество ***

Р(х, (х), 9'(х),..., 9(х)) 50,
справедливое при всех значениях х из интервала (а, 6).

* Хотя бы в смысле теоремы существования неявной функции.
** См. первую сноску на с. 24.

*** См. сноску на с. 16.
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83. Геометрическое истолкование. Всякому решению уравнения п-го
порядка (1), так же как и решению уравнения первого порядка, соответ-
ствует на плоскости (х, у) некоторая кривая, которую, как и прежде,
мы будем называть интегральной кривой.

Подобно тому, как уравнение первого порядка задает некоторое об-
щее свойство семейства касательных всех его интегральных кривых,
каждое уравнение я-го порядка тоже выражает собою некоторое общее
геометрическое свойство всех его интегральных кривых.

Так, всякое уравнение второго порядка

F(x, y, y’, y”) =0
мы можем переписать в виде

3 wv

Fl x,y, y', (ity)? —*— ]=0
\ (1+y’?) 2

ИЛИ

Fy X, Y, y’, —__ —0,
(1-55?)2

откуда ясно, что оно представляет собою в общем случае связь между
координатами, наклоном касательной и кривизной
в каждой точке интегральной кривой.

Пример. Геометрическое свойство, выражаемое уравнением

4 =k (k=const), (3)
>

(1+y’?)
состоит, очевидно, в том, что все интегральные кривые ЭТОГО уравпения имеют одну И

ту же кривизну А. Таким свойством, как известно, обладают окружности радиуса —?

так что каждая кривая из семейства окружностей

1(x—C1)?+ (y—C2)? = а}
где Ср и С. —- произвольные постоянные, является интегральной
кривой уравнения (3). В этом нетрудно убедиться и непосредственно.

84. Механическое истолкование уравнения второго порядка. Рас-
смотрим прямолинейное движение материальной точки М по оси Ох
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dx ax(рис. 31). Тогда х, th’ de выражают соответственно положение, ско-
рость и ускорение точки М в момент времени 1. Считая, что (в общем

dxслучае) сила, действующая на точку, есть функция | (+ Х, ir \, 3aBH-
сящая от времени, положения и скорости точки, и что масса точки равна

| ><7 7
—.t)

Рис.31

единице, мы, согласно второму закону Ньютона, будем иметь дифферен-
циальное уравнение второго порядка

d?x dxae = (6% р), (4)
определяющее закон движения точки по оси Ох.

Всякое решение х=х(Р) уравнения (4) соответствует некоторому
движению (выражая закон этого движения—зависимость положения
точки от времени) и иногда просто называется движением.

Основной задачей интегрирования уравнения (4) является нахожде-
ние всех движений, определяемых этим уравнением, и изучение их
свойств. .

Отметим, что наиболее полно эта задача решена для случая, когда
сила | является линейной функцией от положения точки и ее ско-
рости, т. е. когда мы имем линейное уравнение второго
порядка:

ф dсте +p(t) +4)=F(0). (5)
Если коэффициенты p(t) u g(t) являются постоянными, то

удается найти все решения в квадратурах, а иногда даже и в эле-
ментарных функциях (см. пп. 178 и 179).

В общем случае даже линейное уравнение (5) не удается проинте-
грировать в квадратурах, не говоря уже об уравнении (4) с нелинейной
правой частью.

АхВ связи с этим возникает проблема: по виду функции ] t, x, >)
судить о свойствах движений, определяемых уравнением (4).
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85. Задачи Коши. Для уравнения (2) задача Коши ставится сле-
дующим образом. Требуется среди всех решений уравнения (2) найти
решение

y=y(x), (6)
в котором функция у(х) вместе с ее производными до (п—1)-го порядка
включительно принимает заданные значения и, 0’,..., И" при за-
данном значении хо независимой переменной х, т. е.

Y (Xo)=уе, У’ (%0) =, ..., И" 9(№) =у-9,
Где №, Ио, Ио’,..., И" — заданные числа, так что решение (6) удовле-
творяет условиям:

Y=Yo, y’=Yo', ... , YN=yh? при х=4%о. (7)
Числа у, у’,..., и" называются начальными значениями реше-

ния (6), число хо — начальным значением независимой переменной, числа
Xo, Yo, /о’,..., 0" вместе взятые называются начальными данными
решения (6), а условия (7) — начальными условиями этого решения.

Характерная особенность задачи Коши состоит в том, что условия,
которые налагаются на искомое решение при постановке ее, задаются
при одном и том же значении независимой переменной.

В случае уравнения второго порядка

y"=f(x, y, У’) (8)
задача Коши состоит в нахождении решения (6), удовлетворяющего
начальным условиям:

Y=Yo, Y’=Yo При X—Xo. (9)

Эта задача с геометрической точки зрения может быть ис-
толкована как задача нахождения такой интегральной кривой (рис. 32),
которая проходила бы через заданную точку Мо(хо, и) и имела бы
в этой точке заданное направление касательной, т. е. {© ==’.

Дадим механическое истолкование задачи Коши. Рассмотрим
дифференциальное уравнение (4)

d?x dxdt2 =} (1, x, dt
Задача Коши для уравнения (4) состоит в том, чтобы из всех дви-

жений, определяемых этим уравнением, найти движение х==х({), которое
удовлетворяет начальным условиям:
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dxХ— №, о при t=lo, (10)

т. е. найти такое движение, в котором движущаяся точка занимала бы
в заданный (начальный) момент времени & заданное (начальное) поло-
жение хо и имела бы заданную (начальную) скорость 9 (см. введение,
пример 2).

При решении задачи Коши для уравнения (4) возникают вопросы
о том, определяют ли заданные начальные условия (10) движение

х—=х(1) и притом единственным или не един-y ственным образом, в каком интервале измене-
_ ния времени это движение определено, каков9-0) его характер, как изменяется движение с из-

менением начальных,значений хо И 0 И т. Д.
М Ао Все эти вопросы составляют часть общей тео-

Yo рии дифференциальных уравнений и рассмат-
риваются в гл. 5. Сейчас лишь заметим, что
при некоторых условиях, наложенных на пра-

=X вую часть уравнения (4) в окрестности началь-
0 Xo ных данных 1, Хо, 0, ОНО ОПределяет в некото-

Рис. 32 рой окрестности начального момента времени
единственное движение, удовлетворяю-

wee начальным условиям (10) (см. п. 128) и что свойства
этого движения вполне определяются свойствами
правой части уравнения и начальными данными.

При рассмотрении задачи Коши для уравнения п-го порядка (2),
так же как и в случае уравнения первого порядка (см. п. 5), возникают
вопросы существования и единственности решения задачи
Коши, а также вопросы о свойствах решения задачи Коши как функции
независимой переменной и как функции начальных
данных.

Ответы на эти вопросы мы даемвгл. 5.
Обращаем внимание читателя на то, что единственность решения

задачи Коши для уравнения n-ro порядка (2) не означает, что через
заданную точку Мо(хо, Yo) проходит только одна интегральная кривая,
как это имело место для уравнения первого порядка, разрешенного
относительно производной.

Например, для уравнения второго порядка (8) единствен-
ность решения задачи Коши с начальными условиями (9}
нужно понимать в том смысле, что через точку Мо(хо, Ио) проходит един-
ственная интегральная кривая уравнения (8), обладающая тем
свойством, что касательная к ней в этой точке составляет с положитель-
ным направлением оси Ох угол о, тангенс которого равен заданному
начальному значению первой производной ид’, (© ==’, в то время как
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через точку (хо, и), наряду с этой интегральной кривой, как правило,
проходит еше бесчисленное множество интегральных кривых,
но уже с другими наклонами касательных в этой точке.

Пример. Найдем решение уравнения

y”+y=0 (11)
< пачальными условиями

y=1, y’=0 при х=0.

Можно доказать, что все решения уравнения (11) содержатся в формуле
{см. п. 175, пример 4; в нашем случае А=1)

y=C, cos ХхС› зщ х, (12)

тде Су и С> — произвольные постоянные. Отсюда

у’ = —С, зш х- С. со$ х. (13)

Зыберем С, и С» так, чтобы уи и’, определяемые формулами (12) и (13), обратились бы
соответственно в 1и 0, когда х=0. Подставляя в (12) и (13) вместо х, у и и’ числа 0,
[и 0, получим:

1=C, Н 0=—С..

«Следовательно, искомым решением будет
Y=COS xX.

Это решение единственно. Однако через точку (0, 1), кроме кривой и=соз х,
проходит бесчисленное множество интерральных кривых

у—с0$ ХС зшх,

тде С› — произвольная постоянная, не равная нулю, но ни одна из касательных к ним
з точке (0, 1) пе совпадаст с касательной к кривой у==со$ х в этой точке.

Достаточное условие существования решения задачи Коши
для уравнения первого порядка, указанное в п. 6, распространяется и на
случай уравнения п-го порядка. А именно можно доказать, что для суще-
ствования (непрерывного вместе с производными до порядка п включи-
тельно) решения задачи Коши для уравнения (2) достаточно предполо-
жить, что правая часть этого уравнения непрерывна в окрестности на-
чальных данных (теорема Пеано) (см. гл. 5, п. 154).

86. Достаточные условия существования и единственности решения
задачи Коши. В гл. 5 мы докажем, что если правая часть уравнения (2)
удовлетворяет в окрестности начальных данных некоторым условиям, то
существует единственное решение задачи Коши
с этими начальными данными, определенное в некоторой окрестности
начального значения независимой переменной и что свойства реше-
ния задачи Коши вполне определяются свойствами
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правой части уравнения (2) и начальными данными.
Сейчас мы приведем без доказательства основную теорему существова-
ния и единственности (теорему Пикара} для уравнения (2) в упрощенной
формулировке.

Теорема. Пусть дано уравнение (2)
yM=f(x, yy’, ..., yi)

и поставлены начальные условия (7)
Y=Yo, y=yo,..., Yr D=yo"-) при х=ж.

Предположим, что функция [(х, у, у',..., и") определена в неко-
торой замкнутой ограниченной области

В: [х—ж|=<а |y—yo| <6, |y’—yo'|<8,...,
|yO— yon] <b

с точкой (хо, Чо, Yo, --- 5 Yo") внутри (аи б — заданные положительные
числа) и удовлетворяет в этой области следующим двум условиям:

1) функция К(х, у, у’,..., ут) непрерывна по всем своим аргу-
ментам и, следовательно, ограничена, Т. е.

[F(x y, y’, .e ef 9 yr~')) | <M,
где М — положительное число, а (х, у, и’,..., y@-)) — любая точка об-
ласти R;

2) функция [(х, у, И'’,..., УИП%) имеет ограниченные частные произ-
водные по аргументам у, у'’,..., ИП, т. е.

ОТ(ху, у... , И9)) 9 ? = — _1. (0) == `ay <K (1=0,1,...,П—[; У®=ы),
где К — положительное число, а (х, у, у’,..., И") — любая точка об-
ласти КЮ. |

При этих предположениях уравнение (2) имеет единственное
решение (6)

у=у(х),
удовлетворяющее начальным условиям (7). Это решение заведомо опре-
делено и непрерывно вместе с производными до порядка п включительно
в интервале

| x—Xo| <h,
ede

;max(M, |y’],.-., ly™-?|) 7°
(R)

h=min (a,
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Из этой теоремы следует, что если правая часть уравнения (2) есть
полином от своих аргументов, то какие бы начальные данные ни
взять, существует единственное решение уравнения (2) с этими началь-
ными данными. -

87. Понятие о краевой (граничной) задаче. Примеры других допол-
нительных условий. Сформулированная в п. 85 задача Коши является
лишь одной из важнейших задач теории обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, в которых ищется решение, удовлетворяющее дополни-
тельным условиям. Другой, не менее важный, тип таких задач представ-
ляют так называемые краевые (граничные) задачи,* в которых условия,
налагаемые на искомое решение, задаются не в одной точке, как это
имеет место в задаче Коши, а наконцах некоторого интервала [а, 6],
и ищется решение, определенное внутри этого интервала. Эти условия
называются краевыми (граничными) условиями.

Простейшие краевые условия имеют вид

у(а) =А, y(b)=B.
Здесь ищется решение, определенное в интервале [а, 6] и принимаю-

щее заданные значения на концах этого интервала. Геометрически речь
идет о нахождении интегральной кривой, концы которой находятся в за-
данных точках (а, А) и (Ь, В).

Даже эта краевая задача может ставиться, очевидно, лишь для
уравнения порядка выше первого, ибо, как мы уже говориливп. 5, в слу-
чае уравнения первого порядка задание значения искомой функции
(решения) в одной точке уже определяет (при некоторых условиях) ин-
тегральную кривую единственным образом, и последняя может удовле-
творять краевому условию в другой точке лишь случайно.

В более общем случае при постановке краевых условий задают на
каждом из концов интервала [а, 6] некоторые соотношения между значе-
нием искомой функции`и ее производными. Так, для уравнения второго
порядка обычно ставят краевые условия вида

hyy (a) +hey’(a) =A,kyy (6) +Roy’(b) =B, } (14)
где Йа, №», Ки, К, Аи В — заданные вещественные числа, причем |й1|--
+121 520 и ||| 5-0.

Пример 1. Найти решение уравнения

у’у=0, (15)
* К решению краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений при-

водятся многие задачи математической физики и вариационного исчисления (см. при-
мер 2, п. 97).
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удовлетворяющее краевым условиям

у(0) =0, у(л)=1. (16)
Это простейшая краевая задача.
Воспользуемся формулой

у=С1 сз х+-С2 эп х, (17)
где Су и С› — произвольные постоянные. Эта формула, как показано выше, содержит
все решения уравнения (15). Следовательно, либо мы найдем решение, удовлетворяющее
поставленным краевым условиям (16) за счет выбора значений С: и С.›, либо такого
решения нет.

Положим в (16) х=0, и=0Ои х=л, у=1. Получим систему

O=C,-14+C2-0, }
1=C,-(—1)+C2-0. J

Эта система несовместна. Следовательно, поставленная задача не имеет решения.
В подобных случаях говорят, что краевые условия поставлены некорректно.

Заменим во втором из краевых условий (16) единицу нулем, т. е. будет искать
решение уравнения (15) с краевыми условиями

y(0)=0, у(п)=0.

Тогда для определения Сл и С» получим систему

0O=C,-1+C,-0, 1
O=C,-(—1)4+C:-0.

Эта система уже совместна. Из нее мы находим, что С! =0, а С› может при-
нимать любое значение. Все функции

у=Созшх

будут решениями поставленной краевой задачи.

Из этого примера мы видим, что краевая задача может не иметь
решений ИЛИ ЭТИХ решений может оказаться бесчисленное множество.
Выбор нужного единственного решения определяется дополнительными
требованиями К искомому решению.

Пример 2. Найти решение уравнения

y” =6x,
удовлетворяющее краевым условиям

(0) =0, y’(1)=0.
Это — краевые условия вида (14). Здесь ищется интегральная кривая, левый конец

которой находится в начале координат, а правый лежит на прямой х=|, причем (левая)
касательная на правом конце параллельна оси Ох.
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Интегрируя последовательно данное уравнение, имеем:

y=3x?+C1,
у —=хз-+-Сх-С..

Подставим сюда краевые условия. Получим

0=3.1-ЕС:, |
0—0--С.-0-С»,

откуда С, =р—3, С.=0, так что искомым решением будет >

° y=x3—3x.

В качестве примеров других дополнительных условий (отличных от
начальных и краевых), налагаемых на концах интервала [а, 6] на реше-
ние уравнения второго порядка, приведем условия периодичности

y(a)=y(b), у’(а)=у’(5),
т. е. когда на концах интервала, внутри которого ищется решение, зна-
чения искомого решения и его первой производной совпадают, и условия
конечности решения на концах интервала.

Пример 3. Уравнение (15)
у’у=0

имеет решения, удовлетворяющие условиям периодичности на концах интервала [0, 2л]:

y(0)=y(2m), 5’(0) =’ (2м).
Такими решениями, очевидно, будут функции (17)

y=C, cos x+Cz sin x,

где С и С2 — произвольные постоянные.
Пример 4. Найти решение уравнения

(1—x?) y”—xy’+y=0,
определенное в интервале [—1, 1] и конечное на концах этого интервала.

Здесь не задаются значения решения на концах интервала |[—1, 1], не налагаются
условия и на производную. Требуется лишь конечность решения на концах ин-
тервала. |

Одно из искомых решений можно угадать. Это у=х. Очевидно, что решениями
будут и все функции

y=Cx,
где С — произвольная постоянная.

В дальнейшем (см. п. 184) будет доказано, что других решений нет.
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88. Общее решение (ср. п. 8). Семейство решений уравнений (2),
зависящее от я произвольных постоянных Су, Сь,..., Си:

у=ф(х, Су, Co, ore 9 Cn),
называют обычно общим решением этого уравнения. Геометриче-ски оно представляет собою семейство интегральных кривых на плоско-
сти (х, и), зависящее от п параметров Су, С›,..., С», причем уравнение
этого семейства разрешено относительно у.Ниже мы даем определение общего решения уравнения (2) в области
р изменения переменных х, и, /’,..., И"9.В качестве области О мы будем рассматривать область в простран-
стве (х, и, и'’,..., /"-%), в каждой точке которой имеет место существо-вание и единственность решения задачи Коши для уравнения (2).

Функцию
у=ф(х, C1, Co, ...у Cn), (18)

определенную в некоторой области изменения переменных х, Сь,
С.,..., Си, имеющую непрерывные частные производные по х до порядка
п включительно, будем называть общим решением уравнения (2) в обла-
сти О, если система уравненийy=(X, C1, Co, eee 9 Cn), |

=a(% Сь Сь ..., С"), _ (19)yo bal es с. Cy, о Cn), |
составленная из равенства (18) и п—| равенств, полученных последова-
тельным дифференцированием его по х, разрешима относительно произ-
вольных постоянных С1, С»,..., Си в области О, так что при любых зна-
чениях х, и, И’,..., И", принадлежащих области О), системой (19)
определяются значения Сл, Сз,..., С» по формулам:

1 ==ар1(Х, у, у, 5.9 yr),
Со —== x, Y, о... (n—1) ,

Саи(х,У, у’9’... yr),
и если функция (18) является решением уравнения (2) при всех значе-
ниях произвольных постоянных Ст, Со,..., Си, доставляемых формулами
(20), когда точка (х, и, и'’,..., И") пробегает область О.

Формула общего решения (18) дает возможность за счет выбора
соответствующих значений произвольных постоянных Сь, Со, ..., Сп
решить любую задачу Коши для уравнения (2) в области О, т. е. найти
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решение уравнения (2), определяемое начальными дан-
H bI MH Xo, Yo, Yo, .-- , Yo, MpHyem (Xo, Yo, Yo, ..., Yo") — любая точка
из О.пянахождения этого решения подставим в систему (19) вместо
x,y, y’,..., y- HayasbHble MaHHble Xo, Yo; Yo’, ... , Yo:

we C1, C2, cy Cn),$Gy Onс» sey С»),
yrbag D(x,с, с, wee Сп).

Найдем из этой системы С+, Со,..., Са:

С =ара (Xo, Yo, Yo cy yo") =C,0,
Cz =p2(Xo, Yo, Yo, --- , Yo"D)= ca,
Cr=Wn (Xo, Yo, Yo, - +» » Yo) =C,0,

Подставим эти значения С1, С$›,..., С» в формулу общего решения (18).
Получим

y=(x, C1, C2, 22. , Cpr).
Это и есть искомое решение. Других решений с начальными данными
Xo, Yo, Yo... 5 Yo" HeT.Иногда в Формуле общего решения (18) роль произвольных постоян-
_ных Сь, С.,..., С. играют начальные значения у, и... , 1079 искомойфункции уи се первых ип—| производных и’,..., И"-% при некотором
фиксированном значении хо аргумента х, так что формула (18) прини-
мает вид

у=ф(х, X0, Yo,Yo; cy yo?)
Такая форма записи общего решения называется общим решением в фор-
ме Коши.

89. Общий интеграл (ср. п. 9). В большинстве случаев, интегрируя
уравнение (2), получаем общее решение (п-параметрическое семейство
интегральных кривых) в неявном виде (в виде, не разрешенном
относительно и):

@(x, y, C1, Co,..., Cn) =0. (21)

Такая форма общего решения уравнения (2) называется обычно
общим интегралом этого уравнения. |Будем называть соотношение (21) общим решением в неявной форме
или общим интегралом уравнения (2) в области О, если это соотношение



186 ГЛ. 3. УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ
———

определяет общее решение у=ф(х, С1, С›,..., С») уравнения (2) в об-
ласти О.

90. Общее решение в параметрической форме (ср. п. 9). В некото-
рых случаях нахождение общего решения уравнения (2) в явной или
неявной форме представляет большие затруднения. В таких случаях,
интегрируя дифференциальное уравнение (2), ищут семейство интеграль-
ных кривых, зависящее от п произвольных постоянных Су, С», ..., Сп
в параметрическом виде

х=Ф(Ь Сь С.,..., С»), |y=yvp(t, Ci, Co, cee yg Cn). (22)
Такое семейство интегральных кривых мы будем называть общим

решением уравнения (2) в параметрической форме.
Если из уравнений (22) удается исключить параметр & то получают

общее решение в неявном или даже в явном виде.
91. Частное решение (ср. п. 10). Если решение уравнения (2) со-

стоит только из точек единственности решения задачи Коши для этого
уравнения, то такое решение мы будем называть частным решением.
Решение, получающееся из формулы общего решения при частных чис-
ловых значениях произвольных постоянных (1, Со,..., Си, включая -оо,
будет, очевидно, частным решением. Решая задачу Коши при помо-
щи формулы общего решения, мы всегда получаем частное решение.

92. Особое решение (ср. п. 11). Решение, в каждой точке которого
нарушается единственность решения задачи Коши, будем называть 0со-
бым решением.

Уравнение п-го порядка (2) может иметь семейство особых
решений, зависящее от произвольных постоянных, причем число послед-
них может доходить до И— .

Пример. Рассмотрим уравнение

у=2у у. (23)
Полагая

y’ =z,
где Z—HOBaA HeEH3BeECTHAA PYHKUUA, Nomyyaem

2’=2Yz. (24)
Это уравнение имеет (см. п. 11) общее решение

&= (х-|+- С!) (х>-С).

Заменяя = на и’, имеем

y= (x+C1)? (х>-С,\).
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Интегрируя это уравнение, получим общее решение уравнения (23) в виде

1y= (x+C1)34+C2 (x>—C4).
Уравнение (24) имеет (см. п. 11) особое решение

z=0.
Заменяя в нем 2 на у’, имеем

/у =0.

Интегрируя это уравнение, получим еще семейство решений уравнения (23) в виде

y=C.

Каждое из них является особым (почему?).

93. Промежуточные интегралы. Первые интегралы. Чаще всего,
интегрируя уравнение (2), мы приходим сначала к соотношению, содер-
жащему произвольные постоянные и производные, но порядок старшей
производной меньше п:

W(x, y, y’,..., YP, Cy,..., Cy) =0 (1<k<n). (25)
Такое соотношение называется промежуточным интегралом уравнения
(2) или интегралом Е-го порядка. Оно представляет собою дифферен-
циальное уравнение порядка и—^, содержащее А произ-
вольных постоянных. В процессе интегрирования уравнения (25) мы
введем еще и—^ произвольных постоянных и получим соотношение,
содержащее х, у и п произвольных постоянных, т. е. общий интеграл
уравнения (2).

Если промежуточный интеграл имеет вид
@Mi(x, y, y’,..., y™, C1) =0, (26)

т. е. содержит производную порядка п—| и одну произвольную постоян-
ную, то он называется первым интегралом уравнения (2).

Если известен один первый интеграл (26), то интегрирование урав-
нения (2) сводится к интегрированию уравнения (п 1)-го порядка.

Если имеем два независимых первых интеграла:

Di (x,y, y’,.--, yir—2), C1) =0, }DM,A (x,y, y’, ..., yr, Co) =0,
то, исключая из них /"-%, получим промежуточный интеграл вида

MD, (x, у, y’, eee yg yr), C1; Со) = 0;
так что дело сводится к интегрированию уравнения порядка n—2.
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Знание Е (|1<#<п) независимых первых интегралов позволяет
понизить порядок уравнения на Е единиц.

о Наконец, если мы имеем п независимых первых интегралов, то,
исключая из них у’, и”,..., УТУ, мы получим

Ф\(х, UE Ci, sey Cr) =0,
т. е. общий интеграл.

94. Замечаниеоб: уравнении 1-го порядка, не разрешенном относи-
тельно старшей производной. Пусть дано уравнение (1)

Е(х, у, у’,..., И”) =0,
не разрешенное относительно старшей производной у”. Предположим,
что, разрешая его, получаем конечное или бесконечное число значений
для ут: ,

ут)— 1,(х, у, у,..., ит) (R=1, 2,...). (27)
Совокупность общих интегралов уравнений (27) будем называть общим
интегралом уравнения (1).

В некоторых случаях удается проинтегрировать уравнение (1) и не
производя фактического разрешения его относительно и"). Если при этом
получается п-параметрическое семейство интегральных кривых в виде,
разрешенном или неразрешенном относительно у, то будем его называть
соответственно общим решением или общим интегралом уравнения (1).

Задача Коши для уравнения (1) ставится так же, как и для урав-
нения, разрешенного относительно старшей производной. Если началь-
ным данным Хо, И, Yo, .-. , Yo") WH каждому из значений и), определяе-
мых из уравнения

F (Xo, Yo, Yo, ».- 5 Yo, y™) =0,

соответствует только одно решение, то говорят, что задача Коши имеет
единственное решение. В противном случае говорят, что единственность
решения задачи Коши нарушена.

Теорема, доказаннаяв гл. 2, п. 66, переносится и на уравнение 1-го
порядка (1).

Теорема. Если функция Е(х, у, у’,..., ут) удовлетворяет сле-
дующим трем условиям:

1) F(x, y, y’, ..., y™) определена и непрерывна вместе со своими
частными производными в некоторой замкнутой окрестности точки
(Xo, Yo, Yo ...› yor), Yo™) ; |

2) F (Xo, Yo, Yo, wy yor, yo™) —0;
3) Е’ (п)(Хо, Yo,Yo ; ... » Yor, wey yo”)==0,

то уравнение (1) ‘имеет единственное решение у=у(х), определенное
и п раз непрерывно дифференцируемое в некоторой окрестности точки
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Х— Хо, удовлетворяющее начальным условиям у=уо, У’'=Ио’,..., ИТ=
—=И") при х==хо и такое, что у(хо).== у.

Для доказательства нужно, так же какив гл. 2, п. 66, воспользо-
ваться теоремой о существовании неявной функции от нескольких пере-
менных и теоремой Пикара, сформулированнойв п. 86.

Если в каждой точке решения у=иу(х) имеет место единственность
решения задачи Коши, то оно называется частным решением.

Решение, в каждой точке которого нарушается единственность
решения задачи Коши, называется особым. Уравнение (1), так же как
и уравнение, разрешенное относительно старшей производной, может
допускать семейство особых решений, зависящее от и—1 произвольных
"IOCTOAHHBIX.

Кривые, подозрительные на особое решение уравнения (1), можно
найти по аналитическому виду функции Р, если предположить, что она
непрерывно дифференцируема по всем аргументам в рассматриваемой
области. Тогда, в силу приведенной выше теоремы, особыми решениями
могут быть только те кривые, для которых

OFF=0, Say —0. (28)

Уравнения (28) и определяют кривые, подозрительные на особое решение.

$ 19. УРАВНЕНИЯ, ИНТЕГРИРУЕМЫЕ В КВАДРАТУРАХ
И УРАВНЕНИЯ, ДОПУСКАЮЩИЕ ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА *

95. Уравнение, содержащее только независимую переменную и про-
изводную порядка п. В настоящем параграфе мы укажем некоторые
типы уравнений 1-го порядка, общее решение (общий интеграл) которых
можно найти при помощи квадратур. При этом мы ограничиваемся фор-
мальным интегрированием рассматриваемых уравнений. Приведение
к квадратурам выполняется либо при помощи специальных способов,
применяемых непосредственно к данному уравнению, либо путем пред-
варительного понижения порядка уравнения, если получаемое при этом
уравнение интегрируется в квадратурах.

Заметим, что понижение порядка часто оказывается полезным н
в тех случаях, когда получаемое уравнение не удается проинтегрировать
в квадратурах, ибо получаемое уравнение связывает дифференциальные
свойства более низкого порядка, чем свойства, выражаемые данным
уравнением.

Далее, численное и графическое интегрирование дифференциальных
уравнений производится тем легче, чем ниже порядок уравнения.

* Здесь речь будет идти главным образом о нелинейных уравнениях. Линей-
ные уравнения будут специально рассмотреныв гл. 6—8.
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Поэтому, прежде чем интегрировать уравнение численно или графически,
стараются понизить его порядок.

Мы рассмотрим сначала (пп. 95—97) неполные уравнения.
Простейшими из них являются уравнения, содержащие только независи-
мую переменную и производную порядка п. Будем различать два случая.

Случай 1. Если уравнение порядка п может быть написано в виде

y=f(x), (1)
где функция [(х) непрерывна в интервале (а, 6), то оно легко интегри-
руется в квадратурах..

Действительно, так как у = (у"-9)’, то мы можем переписать урав-
нение (1) так:

(у=Нх),
откуда

yon | Кхдах-ЕСь (2)
Xo

где С, — произвольная постоянная, а хо — любое фиксированное числе
из промежутка (а, 6).

Аналогичными рассуждениями находим:

y(r—2) = | | i (x) dxdx+Cy(x—Xo) +Cs, (21)
Хо

y= ff Jpeepdededet4(x—s)24-Co(x—xa)Cx, (22)
Xo Xo Xo

x x x

y= | |... | F(x) dxdx ... drt (x—X9) "2+
Xo Xo No
a,

(1—1) раз

+ 2 (х— хо) ®-Э-- 8_ (x—Xo)™#+...4Cn-, (2n-2)
(n—3) (n—4)!

x x x С

y= J J .. ода ... ахTet! (x—Xo) "4+
п раз
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Ce n—2 n—Tv qj UTXo)" ?-++-——|a3! (х—хо)" 3--...-Е
С(х—хо) Са. (2—1)

Последняя формула содержит в себе все решения уравнения (1) и дает
общее решение этого уравнения в области

а<х<Ь, —ю<у<о, —ю<у<о....,
—oo <iy("-1)< oo, (3)

Опа позволяет найти решение с любыми начальными зпачениями иско-
мой функции и ее производных до (п—1)-го порядка включительно:

И= Yo, y=Yo, Ley yr 3)— 0—3), y(r—*)=Yo"),
ут — yo)

при х= хо, где х принадлежит интервалу (а, 5). Для определения соот-
ветствующих значений произвольных постоянных положим в формулах
(2), (21), (22),..., (2-2), (2,4) соответственно

=пт,у, уп = т-Э,..., у, У=Уб

и вместо х подставим всюду число хо. Тогда получим:

Yo" V9=C1, yo" I=Co, yor Сь ..., у’=Сь YomCn.
Подставив эти значения произвольных постоянных в формулу (2,1), мы
и найдем искомое решение

=| |. Sie ахах... ах aiт (х—%)"1
n—праз
yd

+A (X—X0) PIL. . AYo! (X—X0) +-Yo. (4)(n—2)!

Если в полученной формуле считать Yo, /0’,..., /0"_9 произвольными
постоянными числами, то она представляет собою общее решение
уравнения (1) в области (3). Здесь роль произвольных постоянных игра-
ют начальные значения искомой функции и ее производных до
порядка п—| включительно, так что при сделанном предположении (4)
является общим решением в форме Коши.
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Заметим, что функция

neff. ‚Гуа. dx (5)
п раз

является, очевидно, решением уравнения (1) и представляет собою ча-
стное решение этого уравнения, так как оно получается из общего реше-
ния (2,4) при С:=(С2=...=@,==0.

Это частное решение, очевидно, удовлетворяет следующим началь-
ным условиям: |

У, (Xo) —0, У! (хо) —0, у =0.
В дальнейшем такие начальные условия мы будем называть нулевыми.

Формула (5) содержит п квадратур. Однако их можно заменить
одной квадратурой, а именно, можно по-
казать, что имеет место следующая фор-
мула Коши: *

У! (Хх) = ————_(п yi Го (x—t)"-!dt.
В самом деле, мы можем рассматри-

вать интеграл
x x х и

Г [оахах= [аи | Ко
Хо Xo Хо Xo

как повторный, равный соответствующему
‚двойному интегралу по области, ограни-
ченной прямыми (рис. 33):

Рис. 33 и—=х, t=—Xo, (=.

Меняя порядок интегрирования, получим

fau Sie \dt— fiw dtм fiw (x—t)
Xo Xo Xo

Поэтому

f { jeodedx— | f(t) (x—?) dt.
Xo Xo* Эта формула есть частный случай формулы Коши для неоднородного линейного

уравнения (см. п. 172).
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Аналогично находим:

7 Г] поахахах | | f(t) (u—t)dt=
Xo Xo Xo Xo Xo

= ff(tyat | w—tdu= > Го (x—t)2 dt,
] | | fiadrdrardr= + f auf Hy wordt

Xo Xo

\ x=zJ (x—1)3dt,

У! (х) = [ [ .. f i(x)dxdx ... dx=
Xo Xo Xo

1 x—wants f(t) (x—t) "1 dt.
Xo

Теперь мы можем записать общее решение (4) в виде

Г [:y=Goi! i(t) (x—f) п—1 dt+ (n—1)! (X—X9)PA
Yo?) , |+ Tay HO)AP. «tye! (#40) +40," (6)

re Yo, Yo, ... , Yi") —NpOHSBOADHBE NOCTOAHHDIe 4HCHA.
Пример 1. Найти движение, определяемое дифференциальным уравнением

ах

at? =f(#)

| * По существу эта формула является представлением решения уравнения (Г) 1известной формуле Тэйлора с дополнительным членом в виде определенного интеграла.
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и начальными условиями:
dx

х=0 ——- =0 при t=0
dt

Согласно формуле (6), искомым движением будет

x= ie (t—z)dz.
0

Общее решение уравнения (1) можно также найти последователь-
ным интегрированием этого уравнения, беря вместо определенных инте-
гралов с переменным верхним пределом неопределенные интегралы.

\

ит)— |dx+Cy=fi(x)+Ci,
Будем иметь:

ие — | fa (x) dx-+-Cix-+-Co=fa(x) +Cyx-+Cp,
yr)— |fe (x) ах--—“ х2--С2х--Сз=Ер (x)+,

+ : x?+-Cox+Cs,

Со |= | дач —(na"Рио
+, . +Cy-1 ХР Са.

Пример 2. Среди всех интегральных кривых уравнения

у” —=6х (7)
выделить ту, которая касается в начале координат прямой у=х (см. п. 87, пример 2).

Задача сводится к нахождению решения уравнения (7), удовлетворяющего началь-

(8}
ным условиям: ;

y=0, у’=1 при х==0.

Найдем сначала общее решение. Интегрируя последовательно уравнение (7), имеем

у’ =З^--С1,
у = х3--С.х-С..

Удовлетворяя начальным условиям (8), находим, что С: =1; С›=0, так что искомой

(9)
интегральной кривой будет
то y= xx.
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Заметим, что начальным условиям (8) можно удовлетворять и в процессе после-
довательного интегрирования уравнения (7). Поступая таким образом, мы сначала бу-дем иметь ЗС,
Но у’ =! при х=0. Поэтому С. =1. Дальше нужно интегрировать уравнение

y’=3x2+1.

y=x8+x+Co.

Но у=0 при х=0. Поэтому С. =0, и мы приходим к решению (9).

Получаем

Случай 2. Рассмотрим теперь случай, когда уравнение порядка п
имеет вид

Е(х, у) =0, (10)
причем оно неразрешимо (в элементарных функциях) относительно и”)(или же выражение для у”) получается слишком сложным).Покажем, как можно построить общее решение уравнения (10)в параметрической форме, в предположении, что это уравнение допускает
параметрическое представление

x=(t), yM=yp(f), (11)
где функции ф(?) иф(Г) таковы, что F (g(t), p(t)) =0 (cp. m. 71).

Выразим у через параметр 2. Так как

dy =y) dx=(tg (2) dt,
TO

ео Jpo(dt+Cyl, Cy.
Теперь имеем

dy)=y@™—-)dx= p(t, C1) q(t) dt.
Откуда

yr)= Jol, Ci) q(t) dt-+C2=p2(t, C1, Co).
Продолжая эти рассуждения, найдем

y=vn, Ci, C's, ae Cn).
_ Следовательно, общее решение уравнения (10) в параметрической

форме имеет вид.
х—=$(1), Уи(Ь Сь Сь..., Сы).

Отметим два частных случая, в которых удается легко получить па-
раметрическое представление уравнения (10).
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а. Уравнение (10) разрешимо относительно независимой перемен-
ной, т. е. представимо в виде (см. п. 71)

х=ф(у"). (12)
В этом случае, полагая и”)= (1), получаем:

x=(p(t)), yM=p(Z). (13)
Формулы (13) идают параметрическое представление

уравнения (12).
Если в качестве функции ф([) взять сам параметр f, т. е. принять за

параметр производную и”), то будем иметь следующее параметрическое
представление уравнения (10):

Х—=Фф(0), ИТ)=.
Заметим, однако, что здесь, так же как и в случае соответствующего
уравнения первого порядка (см. п. 71), не всегда целесообразно прини-
мать за параметр производную. Иногда оказывается выгоднее восполь-
зоваться более общим параметрическим представлением (13), выбрав
удачным образом функцию 1 (Ё).

б. Уравнение (10) имеет вид

Р(х, у”) +Q(x, y¥™) =0, - (14)
где Ри О — однородные функции соответственно измерений А и т.

Для нахождения параметрического представления уравнения (14)
поступаем так же, как и в случае соответствующего уравнения первого
порядка (см. п. 71, уравнение (15)).

Полагая в уравнении (14)
10 = 1х (15)

и разрешая полученное уравнение относительно х, выразим х через пара-
метр & х=ф(й). Подставляя это выражение для х в формулу (15), най-
дем выражение и”) через &, и”) =1^({). Таким образом, параметри-
неским представлением уравнения (14) будет

x=g(t), yM=tg(t).
Пример 3. Рассмотрим уравнение вида (12):

о ev"ty” =x, (16)
Приняв у” за параметр, т. е. положив у”=Ь получим х==е!-ЕЬ, так что уравнение

{16) допускает параметрическое представление вида
‚ х=е-Ь у’=+.
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Выразим у через параметр {. Имеем

dy’ =y"dx=t(e'+1)dt.
Отсюда

ty= J tletpnnatycr= (ett = $0.
Далее,

[2dy=y'dx= ( и—Печ+-— +6.) (e'+1)dé,
так что

y= | (yer — +01) (e!+1)dt+C.=
= (— — —) "+( fo +C,—1 et 2 +C,t+Co.

2 4 2 6

Следовательно, общее решение уравнения (16) имеет вид

x=eltt y= (-- — —) ert ( = +С:—1 )е'+ — +Cit+Co,
96. Уравнение, не содержащее искомой функции, и уравнение, не

содержащее искомой функции и последовательных первых производных.
‚Далее мы рассмотрим несколько типов уравнений, допускающих пониже-
ние порядка.

Пусть дано уравнение вида

F(x, y™, yet), ...,y™)=0 (1xk<n), (17)
причем производная К-го порядка обязательно входит в урав-
нение.

Введем новую неизвестную функцию 2, положив

ДВ)—2. (18)

Тогда уравнение (17) перепишется так:

F(x, г, =',..., 20№) =0.

Это уравнение (п—^)-го порядка. Нам удалось, таким обра-
зом, понизить порядок уравнения (17) на Е единиц.

Предположим, что, решая полученное уравнение, мы найдем его
общее решение

2=®(х, Ci, ..., Cn—r). (19)
Тогда мы имеем

У= (х, Са, ... , Спи).
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Мы получили уравнение уже рассмотренного выше типа. Интегрируя его,
введем еще А произвольных постоянных. Получим

y=q(x, C1, Co, ..., Cn).
Если вместо общего решения (19) мы получаем общий интеграл

Q(x, 2, C1, ..., Cn—r) =0,

то заменяя г его значением из подстановки (18), мы приходим к урав-
нению

©(х, и®, Сь..., Си) =0.
Это уравнение того же типа, что и уравнение (10). Если оно допускает
параметрическое представление, то мы получим его общее решение(в параметрической форме) при помощи А квадратур, которые введут
еще А произвольных постоянных.

Пример. Дано уравнение
4y’+y’2@=Axy”. (20)

Положим y’=z. Torga ~
4zt2/%—4x2’

или

2/2

4
2=—х2’— (21)

Это — уравнение Клеро. Его общее решение имеет вид
C2

z=Cx— ,
4

поэтому
С?

‘=Cx— ,4 4
откуда

y=Cyx(x—C1)+Ce2 ( С: = = .
Это и есть общее решение уравнения (20).
| Уравнение (21) имеет особое решение г=х?. Ему соответствует уравнение у’==х?.
Поэтому

x3
— _4¢’,I= +

rye C’— произвольная постоянная, также является решением уравнения (20).
Легко видеть, что это решение особое.
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Отметим два частных случая уравнения вида (17).
1. Уравнение вида

F(y—), y™) =0. (22)
Предположим, что это уравнение разрешимо относительно и”):

yr)=f(y),

Полагая у"-—9=—=2, получаем =’=|(2), откуда ———-==ах, г==®(х, С!),i)
y"™-D=@(x, Ci). S10—ypaBHeHHe Bua (1).

Если уравнение (22) не разрешимо (в элементарных функциях)
относительно и”), но допускает параметрическое представление:

yr V=(t), yM=—p(2), (23)
то из соотношения 4"=у”) 4х находим, используя (23), что

dy) gf(t) dtdx= = ——_,
у) p (2)

откуда х— [9(0ф(ide с,
ф(2)

Присоединяя сюда параметрическое выражение и", получаем: -

ф(dt 4)n—1)— (2 ,ya JEU(0 y p(t)
откуда, так же ка\ из (11), находим параметрическое выражение для у

У=фа (Ь Со, Cs, и. Cn),
так что хи у выражаются через параметр Ё и п произвольных постоянных,
т. е. мы получаем общее решение в параметрической
форме.

2. Уравнение вида
F(y?, y™) =0. (24)

Предположим, что это уравнение разрешимо относительно ут):
y)=f(yr),

Tlonoxum y@—-2)=2, Torna
=”= (2).
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Умножим обе части этого уравнения на 22’4х:
22" -2"dx=2f (z) -z’dx.

Переписав полученное уравнение в виде
d(z'2) =2f(z) dz

и интегрируя, найдем:

22 | f(z) dz+C, 2’=12 ТИРатс, *
dz
— =dx

V2Sf(zjdz+cy
2=ф(х, С. Со).

Следовательно, |
yo*=o(x, C1, C2)-

Это уравнение вида (1).
Предположим, что уравнение (24) неразрешимо относительно иуй\,

но допускает параметрическое представление:

yrI—lt), yM=p(t).
ит-—1)— ут) dx, dy)=y+ dx,

Имеем:

Умножая обе части первого уравнения на и®-%, заменяя справа y—) dx.
на 4у”-Э, получаем |

ут—1) дит)— ут) dy("—2)
ИЛИ

d(yl)2—= Dp(t)q(t)dt,
откуда

уу HdtC=yill, Cr).
Присоединяя сюда /”-2=6(1), получим формулы типа (23). Дальней-
шие квадратуры введут пи—1 новых произвольных постоянных.

97. Уравнение, не содержащее независимой переменной. Это урав-
нение имеет вид

Е (у, У, У”,..., У?) =0. (25)
Введем новую искомую функцию = по формуле

y=2 (26)
* Здесь и ниже имеются в виду/оба значения корня.
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и примем у за независимую переменную. Выразим у”,
у"',... , У®) через функцию г и ее производные по у. Имеем:

_ dy’ 42 dz ау _ 42

mw dy” d dz d dz dy ( dz dz ‘} -=ae ae ay?) ay (ay?) ae = Cage (Za) eo
dz dn-1z

(п)— ——у ©) ( <, dy 9 ? dy!
Поэтому уравнение (25) примет вид

dz dz dn-t zF(a (ат) =(. (27)
Это уравнение порядка и—1. Если, решая его, мы найдем общее
решение |

2=Ф(у, Ci, eee y Cn-1),
то, возвращаясь к HCKOMOH функции у, получим уравнение

у’=Ф(у, C1, eee yg Ст). (28)
Проинтегрировав его, найдем общий интеграл уравнения (25).

Особые решения уравнения (27) могут привести к особым ре-
шениям уравнения (25) в силу подстановки (26).

Далее особые решения могут возникнуть вследствие интегри-
рования уравнения (28). |

Наконец, мы могли потерять решения вида y=const, принимая у за
независимую переменную. Поэтому нужно положить в уравнении (25)
у=5. Будем иметь

Е(Ь,0,0,...,0)=0.
Если полученное уравнение имеет вещественные корни В =6:, то уравне-
ние (25) допускает решения вида и=6:.

Пример 1. Дано уравнение

(1-92) уу" = (3у?—1) у”. (29)
dz |Полагая у’==2 и принимая у за независимую переменную, имеем у” = a” так
учто уравнение (29) примет вид

42
(1-+y?)y ——z= (3y?—1)2?.

dy
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Сократим на = (при этом равенство 2г=0 дает у==соп$ф что мы пока отбросим,
ибо приняли у за независимую переменную):

dz(I+-y’)y—- = (3y*—1)z.
у

Разделяя переменные, получаем

dz jy?—1
2 (1-92)у

dy.

Отсюда, интегрируя, найдем

In [z[ =2 In(1+y?)—In |y|+I1n [Cy|
ИЛИ

zy

(1-52)? —
Возвращаясь к функции и, получим

7иС,
(1+y")?

Это есть первый интеграл уравнения (29).
Интегрируя еще раз, найдем общий интеграл

у =—2С.х-С.
ИЛИ

=Ax+B,ite
где А=—2С:, В=С.. Положим теперь в уравнении (29) y=). Tlonyuum

(1-52) .0= (352—1) .0.

Так как любое $ удовлетворяет этому уравнению, то уравнение (29) допускает семейство
решений у=С, где С — произвольное постоянное число.

Пример 2. Задача о брахистохроне. В вертикальной плоскости (х, у) заданы две
точки А(а, А) и В(5, В). Найти кривую y=y(x), двигаясь по которой под действием
силы тяжести (в предположении, что трение и сопротивление среды настолько малы,
что ими можно пренебречь), материальная точка перейдет из точки А в точку В за
наименьший промежуток времени. Эта кривая называется брахистохроной.

В вариационном исчислении [42, с. 9Э—13, 33, 34; 162, с. 281, 304, 305] доказывается,
что искомая кривая должна быть интегральной кривой обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения второго порядка

а У 1-72F,’— ——F’,, =), F= ЕЙ
ax Vy
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Кроме того, из условия задачи следует, что из всех решений последнего уравнения
следует выделить решение, удовлетворяющее краевым условиям

Оказывается, что брахистохроной является циклоида,

98. Уравнение, однородное относительно искомой функции и ее про-
изводных. Так называется уравнение

Е(х, у, у’,..., 9) =0, (30)
в котором ГК есть однородная функция относительно у,
у',..., И, т. е. при всяком Ё имеет место тождество

»

F(x, ty, ty’,..., ty) =t™ F(x, y, y’,..., y™).
Введем новую неизвестную функцию Z, положив

J —2.
у

Тогда
у=уг, у’=у’а-руг’= (уг) уг’=у(2- 7’),

у==у(г3-За -г”),... ,у?= ув(2, г',..., 29).
Поэтому уравнение (30) примет вид

F(x, y, yz, y(2+2’),..., yo(Z, 2,..., 2™*)) =0. (31)

Воспользуемся теперь свойством однородности функции Р. В нашем
случае роль Ё играет у, поэтому можем переписать (31) так:

y™ F(x, 1, 2, 22+2’,..., wo(2, 2,..., 2% 9)) =0.

Сокращая на у” (при этом мы можем потерять решение у=0, если т>0,
однако из дальнейшего будет видно, Что этого не случится), получаем
уравнение (п—1)-го порядка с искомой функцией 2.

Если мы сможем найти общее решение полученного уравнения
в виде

2==Ф(х, Сь Сь..., Св),
7

то, заменяя г на ‚ будем иметь
/

у —=ф(х, С Сь 5. , С).
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Следовательно, 96% Сь Сь ..., С,_4) ах
у=Сие (32)

Это и есть общее решение уравнения (30).
Решение у=0 содержится в формуле (32) при С,=0.
Пример. Дано уравнение ,

xyy”+xy?—yy’=0. (33)
/

Полагая —2, имеем:
/ и /y= yz, y= y (2242).

Поэтому уравнепие перепишется так:

ху?(г2- =’)ху?= — у?2= 0.
Сокращая на #2, получаем

2х2х2’—2==0.

Это уравнение делением на х приводится к уравнению Бернулли. Интегрируя его
получаем

>

x

, — х--С!
Заменяя = на —, будем иметьу y/ ‘

у 7 х--С |
Интегрируя еще раз, получаем

y=C2V P+Ci. (34)
Уравнение (33) имеет решения у==С, не содержащиеся (при С==0) в формуле (34).

99. Обобщенное однородное уравнение (ср. п. 73). Рассмотрим урав-
нение

F(x, y, y’,...,y™) =0, (35)
в котором левая часть становится однородной функцией всех своих
аргументов, если считать х, у, И’,..., И") соответственно величинами
первого, А-го, (Е—1)-го,..., (А—п)-го измерений, т. е.

F (tx, ву, В у,..., т у)= Е(х, у, у’,..., Ут). (36)
Такое уравнение называется обобщенным однородным.

Для интегрирования уравнения (35) введем вместо хиу новые
переменные #Ёиг, положив (см. п. 73)

х=е, у=гем. (37)
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Выразим производные от старой искомой функции у постарой -не-
зависимой переменной х через производные от новой искомой функции &
по новой независимой переменной {.

Прежде всего, так же какив п. 73, получим

, ay |

так что производнаяот у по старой независимой пере-
меннойхравна производнойот у по новой независи-
мой переменной#2, умноженной на е*. Дифференцируяпо#
вторую из формул (37), находим

ау _ (| 42 htар = (“ар +8) в
Подставляя это выражение в (38), имеем

y= (= +kz ) ete 1. (39)
Мы получили выражение первой производной от у по х через первую
производную от 2 по {.

Аналогично находим:

yn ay’ _ ay’=ete (5% + (28 1) &rine eles. (391)
nr dy” —_ dy” 1
аа а (= Ч (3—3) Te+

4.(k(R—1)+ (R—2) (2k—1)) = 4+k(k—1) (k—2)z etk-3)t 39.)
и т. д. Наконец,

dz тгар’ ‘``’ атеп (39,1)(п)— © (=,
Выполняя теперь в уравнении (35) подстановку (37) и заменяя при этомпроизводные у, и”’,..., УФ их выражениями из формул (39), (39!1),.‚ (39,4), получим уравнение вида

гЕ (=, zen, (-. +kz } е(®-—1)1,...
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_ az dzoo(3 ..., “din ет) :} =0.
Вынося, согласно (36), за знак функции Ё множитель е" и сокращая
на него, получим уравнение 1-го порядка

. dz - dz dzF(1, 2-2 +h, ,0(2 Fo SE) =o.
Это уравнениене содержит независимой переменной #
и потому, согласноп. 97, допускает понижение порядка на
единицу.

Пример. Рассмотрим уравнение

x3y"-+2xyy’—x?y— y? =0. (40)
Считая х, у, у’и у” соответственно величинами первого, k-ro, (R—1)-ro u (kR—2)-ro

измерений, составляем условие, определяющее К, т. е. условие, при котором все члены
будут одного измерения. Первый член хЗу” имеет измерение 3- (&—2), ибо х3З имеет
измерение 3, а у”— измерение (^—2). Измерение второго члена 2хуу’ равно 1+k+(k—1).
Третий член (—х?у’”?) имеет измерение 2-2 (&—1). Наконец, измерение последнего члена
(—y?) равно 2А. Приравнивая все эти измерения, получаем условие, определяющее #:

Те= 2—2=22.

Это условие будет выполнено при А =1. Следовательно, уравнение (40) является обоб-
щенным однородным.

Делаем подстановку
x=et, y=zet,

Тогда
dy dz dy’ dy’ 422 dz‘— —— e-t= =, И— — "=( —) e-t,

a А т OU де Та
так что после подстановки получим

e3t (z”-+2’)e-t+2et zet (z’+z) —e2! (2’-+2z)2—2z? e? ==0
ИЛИ

2”+2'—2z/2—).

Это уравнение не содержит независимой переменной Е. Положим =’=и и примем =
за независимую переменную. Тогда г” =и’и и мы имеем

| шии—и?=0.
Сократив Ha #, получаем

и’--1—и=0 (и=0?),
откуда

u=Cy,e7-+1,
HO U=2’, поэтому

2’=Cy,e7-+1.
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Интегрируя, находим
С. (C,+e-7) =e,

откуда
Cet

z=In ——_—_——.
1—C,Cze!t

Возвращаясь к переменным х и и, получим общее решение уравнения (40)
в виде

Cox
y=x ln ———_———

1—C,Cox
или

—=х п =C», —у А, 4 2 2 4С2)
Равенство и =0 приводит к семейству частных решений

y=Cx (x0).

Особых решений нет (почему?).

100. Уравнение, левая часть которого есть точная производная.
Предположим, что левая часть уравнения

Е(х, у, У’,..., И") =0 (41)
представляет собою точную производную по х от некоторой
функции Ф(х, у, у’,..., и" 1), зависящей от переменных х, и, и’,...,
y(™—)), т.е.

, d JF(x, ys y's 66 Y™)= O(%, YY, YO)
ИЛИ

OM дФ ОФPO Ys = бу+бр+.ЗуяИ,
причем написанное равенство выполняется тождественно относительно
всех переменных Хх, и, И’,..., И.Тогда ясно, что уравнение (41) имеет первый интеграл

Ф(х, у, и',..., И®-9) =Сь
так что порядок этого уравнения понизился на единицу.

Пример 1. Дано уравнение
у” Зуи”

—- —0. 42у” 1--у? (12)
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Здесь ‚и т3y’y’ d 3Ye =——(n|y"|-=n(1+y’9 J,у" 1+y’2 dx 2
т. е. левая часть уравнения (42) есть. точная производная. Поэтому уравнение
(42) допускает первый интеграл

3In ly” |— >In(1+y) =In [C4],
ИЛИ у”

—C,=0.

4 2(1+y’)

„Левая часть полученного уравнения снова есть точная п р оизводная, ибо
и а /и с ( у —Cix)
3 dx Vit+y”
2

. (1+-y’?)Следовательно, ,
—*— ~Cx=c,. . (43)
Vi+y”

Это есть интеграл второго порядка уравнения (42).
‚. Интегрируя уравнение (43), получим общий интеграл уравнения (42) в виде

(ср. введение, пример 4)

(x—a)*+(y-b)*=Ве (a=— C2 ye C3. pe 1 ).
С: С: Cy

Если левая часть уравнения (41) не является точной производной,
то в некоторых случаях удается найти такую функцию и==и(х, у, и’,...,
/"-—5), что после умножения на нее левая часть этого уравнения стано-
вится точной производной. Эта функция называется интегрирующим мно-
жителем уравнения (41).

Так же, как и для уравнения первого порядка (см. п. 59), знание
функции и дает возможность не только найти первый интеграл, но также
и особые решения. Последние представляют собою решения уравне-
ния — =O.

Мы не будем касаться вопроса о нахождении функции д в общем
случае, а ограничимся рассмотрением примера.

Пример. Пусть дано уравнение 9 /yytoy?y?tye— =2 =0. (44)
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1.Умножая обе части на функцию y= ——-, получаем
gy

й , 2У = (уу’=0?) (45)
у у Хх

ИЛИ
а

sy Min |НА 91-2 1 |x]) =0,
так что левая часть уравнения (45) является точной производной, а равенство

In [y’|+y2+1n [y|—21n |x]|=In [Ci] или ev? yy’—Cyx?=0

есть первый интеграл. Далее имеем

ev уу’—С1х2= a (— ev? — С x3 ) .
| ах 2 3

Поэтому равенство
1 Cy—ev?—
2

х3=0С2

является общим интегралом уравнения (44). Особых решений нет, так как урав-
нение уу’=0 приводит к решениям у=С, которые содержатся в общем интеграле.



ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ

СИСТЕМЬТ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ. ОБЩИЕ ВОПРОСЬ!
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101. Предварительные замечания. Совокупность соотношений вида

F(X, Ул, У, ..., Уп, Yt 2, ..., Ут.) ==0,
Ро(х, Ул, у... > Ут» У1, У... Ут.) ==0, (1)
Fy(x, 1, Y2, eee y Yn, yr’, Yo, eee yg Yn )=0,

re Yi, Y2,..., Yn — искомые функции от независимой переменной х, назы-
вается системой обыкновенных дифференциальных уравнений первого
порядка. Будем предполагать функции Ра, Ё›,..., Ри такими, что система
(1) разрешима относительно производных от искомых функций

d . )i =f1(%, Yt, Ya, --- 5 Yn),
dy __TeTh Y1, Yo, soe ‚ Уп), (2)
Ayndx. — [п (Хх, У1, 12...) Уп).

Системы вида (2) называются нормальными системами дифференциаль-
ных уравнений. Число уравнений, входящих в систему (2), называется
порядком этой системы. Согласно этому определению, система (2) есть
система п-го порядка. В этом параграфе мы будем рассматривать исклю-
чительно нормальные системы.

Если правые части системы (2) зависят линейно от искомых
функций ул, У2,..., Им, Т. е. если система (2) имеет вид
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a = pir (x) Yi pie (X) Yat. . Pin (X) Ynth(%), |
ot аа)ира(хде. +Pan() Ynthle), |
а“ie == Ри (Х) YtPn2(X) Yo.. Pan (*)Y¥n+hn (x), |

где ры(х) (К, [=1,2,..., п) и р(х) (Е=1,2,..., п) суть заданные
функции от х, то она называется линейной системой дифференциальных
уравнений или, короче, линейной системой. Теория линейных систем из-
ложенав гл. 9—1.

Если правые части системы (2) не зависят (явно) от независимой
переменной х, т. е. если система (2) имеет вид

Te (%ь У2,..., Уп), |
dy» __ |“dx —(Ил, 92, ..., Уп),

Yn - oFdx. = | (Ил, Yo; . »+ Yn),
то она называется автономной или стационарной системой.

Всякая совокупность п функций

=!(Х), Yo= Y2(x), cee yg Yn=Yn(X), (3)
определенных и непрерывно дифференцируемых в интервале (а, D),*
называется решением системы (2) в этом интервале, если она обращает
все уравнения системы (2) в тождества: **

и’ (х) ==й(х, у1(Х), У2(Х),...,Уп(Х)),
ив(#®) =ЬС, w(x), aed),...,›И (Хх)),
Yn!(x) =f (x, n(x), (+),...,Ут(Х)),

справедливые при всех значениях х из интервала (а, 6).
* См. первую сноску на с. 24.

** См. замечание в сноске на с. 16 о том, как понимается тождество.
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Пример. Дана система двух уравнений:

dy—— =би-42,
ax (4)
dz

=4y-45z.
dx

Легко убедиться, что совокупность функций

у: —е*, 2:— —е*

является решением этой системы в интервале (—со, со). Действительно, заменяя
в данной системе уи 2 соответственно на ех и —е*, мы получим тождества, справедли-
вые при всех значениях х.

Система (4) имеет и другие решения. Например, решением будет

уз==е9х, 2.=е%* (—oo<x<oo),

а также пара функций вида y=C,e*+Cre*, |
—— Се СьеЗх (5)

при —©<<х<оо, где С; и С. — произвольные постоянные. Чтобы убедиться в послед-
нем, подставим (5) в систему (4). Из формулы (5) имеем:

dy =C,e*+9C2e°*,dx.
dz .

= —C,e*+9C2e°%*. |
ах

Поэтому, подставляя (5) в систему (4), получим равенства:

Cre? +9C20° = 5 (Сле"- Слез) +4 (—Cye*-+-Cre%);—Cre*+9Cr0%*=4(Cre*+Coe?*)+5(—Cre*+ Cre),
которые выполняются тождественно относительно х при любых числовых значе-
`ниях постоянных Суи С.>.

Мы рассмотрели конкретную систему двух уравнений и убедились,
что она имеет решение, содержащее две произвольные постоянные.
В дальнейшем мы увидим, что при некоторых условиях и вообще нор-
мальная система п уравнений допускает решение, содержащее п произ-
вольных постоянных.

Процесс нахождения решений системы (2) называется интегрирова-
нием этой системы. Основной задачей интегрирования системы (2) явля-
ется нахождение всех решений и изучение их свойств.
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102. Геометрическое истолкование нормальной системы. В п. 4 мы
отметили, что уравнение первого порядка, разрешенное относительно
производной, задает на плоскости (х, у) некоторое поле ‘направлений
и что направление касательной в каждой точке интегральной кривой сов-
падает с направлением поля.в этой точке. Аналогичное геометрическое
истолкование можно дать и нормальной системе п уравнений (2).

Будем рассматривать х, И1, /2,..., Ип как координаты точки в (п-1)-
мерном пространстве (х, и1, /2,...,Ип). Тогда решению (3) соответствует
некоторая кривая в указанном пространстве. Эта кривая называется
интегральной кривой системы (2). Выясним геометрический смысл инте-
гральных кривых.

Пусть правые части системы (2) определены и конечны в неко-
торой области С изменения переменных X, Yi, Yo, ... , Yn. Проведем
в каждой точке области С@ отрезок, направляющие косинусы' которого
пропорциональны единице и значениям правых частей системы (2) в этой
точке. Тогда получим так называемое поле направлений.

Всякая интегральная кривая системы (2) обладает тем свойством,
что в каждой ее точке направление касательной совпа-
дает с направлением поля, определяемым системой
(2) в этой точке (почему?).

Если в точке (хо, у1©, у2®, ..., у,®)) все правые части системы (2)
или некоторые из них обращаются в неопределенность вида 9? то будем
говорить, что в этой точке поле не определено. Будем считать, что через
такую точку не проходит ни одна интегральная кривая системы (2). Если
интегральная ‘кривая (3) обладает тем свойством, что

и (х)—и1®, у2(х)—у92®,..., ув (х)—У,® при хх,
то будем говорить, что эта интегральная кривая примыкает к точке
(Xo, Yr, Yo, 2.2, Yn).

103. Механическое истолкование нормальной системы. Примем
в нормальной системе за независимую переменную {Е и обозначим HCKO-
мые функции через хи, Xe, ..., Xn, Aa правые части через Ху, Хо, ..., Д».
Тогда получим нормальную систему вида:

dx,—— =X,(t, Хи,Xo,..., Xn),dt ( 9 ^1 2 п)
dX» -—— =А2(Ь x1, X2, ..., Xn), 6di a(t, X1, Xe n) (6)

aAXn—— = Ар(Ь Хи, 2..., Ап).dt n( 1 2 n)



214 ГЛ. 4. СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Решению |
Ж==х4(Ё), Х2==Хэ(Ё), в Xn=Xn (ft) (7)

системы (6) соответствует движение точки в N-MepHOM MpOCcTpaHcTBe
(Х4, №, ..., ^п). Это пространство называется фазовым пространством
(в случае п=2—фазовой плоскостью), а кривая, описываемая в нем
движущейся точкой, называется траекторией движения. Взаимосвязь
между траекторией и движением состоит в. том, что траектория
есть проекция движения (расположенного в пространстве
(1, №1, №,...,Хп)) в пространство (%4, 12,...,Лп). Уравнения (7)
суть параметрические уравнения траектории движения. Эти уравнения
не только определяют траекторию как геометрическое место точек, но,
определяя положение точки на траектории в любой момент времени, они
показывают, как происходит движение точки по траектории с течением
времени. В дальнейшем мы будем называть решение (7) просто дви-
жением.

При этом не исключена возможность, что все функции х;(Ё)
(1—1, 2,..., И) в уравнениях движения (7) представляют собою по-
стоянные величины:

х1(1) = 7,0), Х (1)==. (0), у Xn (ft) = 7,9,
В этом случае движение (7) вырождается в состояние покоя:

X=xO, X= x2, ... оу Xn =Xn,
а его TpaeKTOpHA B TOUKY (4%, x2, 2.2, Xn).

Очевидно, что такой случай возможен тогда и только тогда, когда
правые части системы (6) обращаются в нуль при всех рассматриваемых
значениях времени Ё, если в них положить х1==51®, х2==х2®),..., KyHXyO:

Ха(Ь ©, х2®,..., хо) ==0,
Xo(t, x4, X20, 2... Xn) =0,

Xn(t, X44, X20, 2.2, Xn) 0,
так что скорость движения в точке (х1®, х20),..., х„0) все время равна
нулю.

Пример 1. Для линейной системы вида
Ах!i = pir(t) Xi-+pie (t) X2-+. “КР (f) Xn,
dx.i = Por (t)X1+poo(t)Xo. . Pen (f) Xn,

Xn .-. =Pni(t)XitPna(t)xo+...+pnn(t) Xn
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состоянием покоя будет
Хх ==0, х2==0, 6. у ХвЕЙ.

В случае автономной системы

dx torsa =X1(%4, X2,..., Xn),
dx явп=X2(%1, X2,... 5 Xn), (8)
dx - mRa =X (x4, X2,...,Xn)

(T. е. когда правые части системы не зависят явно от времени) всякому
решению системы

X4 (№1, №2, ..., Xn) =0,
Хэ(хи, XQ, +265 Xn) —0,

Хо (Хл, X2,..., Xn) =0

соответствует движение, вырождающееся в состояние покоя.
Система (6) определяет поле скоростей в той части пространства

(X14, №2,..., Хп), где определены функции А\, Х.,..., Ха. При этом если№1, №2,..., Ли фиксированы, а { изменяет- y
ся, то мы получаем картину изменения
скорости в фиксированной точке. Если,
в частности, система (6) автономная, так
что она имеет вид (8), то в заданной точке
(Х1, №, ..., Хп) с течением времени ско-
рость не изменяется.

Основной задачей интегрирования си- }
стемы (6) является нахождение всех дви-
жений, определяемых этой системой, и _ ==)
изучение их свойств. 0

\

Пример 2. Пусть дана система у
ах .—- =X,
dt| (9) ,ae =2y.
dt Puc. 34
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Эта система определяет семейство движений вида
x=Cyet, y=Cre?*, (10)

где С; и С. — произвольные постоянные. Траекториями этих движений служат полу-
параболы

y=Cx* (x30),
2. ,>, Полуоси координат и начало координат. Они изображены схематически
1

на рис. 34, где стрелки указывают направление движений при возрастании времени f.
где С=

104. Задача Коши. Для системы (2) задача Коши ставится следую-
щим образом: среди всех решений системы (2) найти такое решение

yi=yi(x), Yo= Yo(X), ...у Yn=Yn(*), (11)
B KOTOPOM PYHKIHH Yi(X), yo(X),..., Yn(X%) принимают заданные числовые
значения #1), yo, ... , Yn при заданном числовом значении хо незави-
‚симой переменной х:

1 (х%) =1®, у2(%)==2®, ..., Уп(%0)=Yn,
так что решение (11) удовлетворяет условиям:

у:®, уз=у2®, ..., Уп=УзФ при х=ж. (12)
Здесь числа 11), у›®),..., у,® называются начальными значениями иско-
мых функций или начальными значениями решения (11), число хо — на-
чальным значением независимой переменной х, числа хо, и1©), Yo, ...,
у„©), вместе взятые, называются начальными данными решения (11),
а условия (12) — начальными условиями этого решения.̀

Задачу Коши для системы (2) с начальными условиями (12) гео-
метрически можно формулировать так: среди всех интегральных
кривых системы (2) найти ту, которая проходит через заданную точку
(хо, /1®, у20,..., Уп),

Например, решением задачи Коши. для системы (4) с начальными условиями у=1,
&=—1 при х=0 является пара функцийу=ех, 2= —ех. Геометрически этому решению
соответствует интегральная кривая, проходящая через точку (0, 1, —1).

Дадим механическое истолкование задачи Коши для нор-
мальной системы. Рассмотрим систему вида (6)

dx" a Kilt, X14, X2,-++5Xn), |
dx - .via =Xe(t, x1, X2,..., Xn),
dx

|
- aXnlt, X14, X2,..- » Xn). ` |
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В этом случае задача Коши состоит в том, чтобы`из всех движений,
определяемых системой (6), найти такое движение (7), в котором

Xy== XO), Xp KL), 2 Xn=Xn при t=—fho, (13)
т.е. движущаяся точка находится в заданной точке (х1©), х20,..., х„®)
фазового пространства в заданный момент времени 1. Точка (x4,
№20,..., хи) называется начальной точкой, а & — начальным моментом
времени. Числа to, x1, x0, ... , Xn называются начальными данными
движения (7), а условия (13) — начальными условиями этого движения.

В связи с задачей Коши для системы (6) возникают следующие во-
просы, имеющие большое теоретическое и практическое значение.

1. При каких условиях, наложенных на правые части системы (6),
существует движение (7) с заданными начальными условиями (13)?

2. При каких условиях это движение является единственным, т. е.заданным начальным условиям (13) соответствует только одно движение
(7), определяемое системой (6)? |

3. Каковы свойства решения задачи Коши как функции от времени &,
т. е. в каком интервале изменения времени определены функции х1(1),
Х2(1),..., хп(Е), каков характер зависимости их от времени и каков их
аналитический вид?

4. Каковы геометрические особенности поведения траектории дви-
жения, соответствующего решению задачи Коши, в Ффазовом прост-
ранстве?

5. Каковы свойства решения задачи Коши как функции начальных
значений х1@), х20)..., х„®, как изменяется движение (7) с изменением
начальных значений?

Эти вопросы рассматриваются в гл. 5.
Пример. Рассмотрим систему (9)

ах ау
=X, ——=—2y.

dt dt

Эта система определяет семейство движений (10)
х=С:е!, у=С»е”?и,

где С+ и С. — произвольные постоянные.
Выделим движение, удовлетворяющее начальным-условиям

х=1, у=| при t=0,

т. е. движение, в котором движущаяся точка находится в точке (1, 1) в момент времени
t = 0.Подставляя в уравнения семейства движений 1—0, х=1, у=1, находим: 1=С1,
1= Со, так что искомым движением будет

x=et,. y=e*!,
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Траекторией этого движения служит полупарабола и=х? (х>0), причем из урав-
нений движения видно, что при #>0 точка будет двигаться от точки (1, 1), удаляясь
на со с возрастанием 1. Это видно. также и из самой системы дифференциальных урав-
нений, ибо для х>0, у>0

dx >0; ay >0dt dt ,

вследствие чего с увеличением времени Г обе координаты х и у точки (х, у) тоже увели-
чиваются. При #<0 точка движется от начала координат (=— 0) к точке (1, 1).

При рассмотрении задачи Коши для системы (2), так же какив слу-
чае одного дифференциального уравнения, возникают вопросы суще-
ствования и единственности решения задачи Коши, а также
вопросы о свойствах решения задачи Коши как функции независи-
мой переменной и как функции начальных данных.

Ответы на эти вопросы мы даем в гл. 5. Оказывается, что для суще-
ствования непрерывно дифференцируемого решения задачи Коши для
системы (2) достаточно предположить, что правые части этой системы
непрерывны в окрестности начальных данных (теорема Пеано).

105. Достаточные условия существования и единственности решения
задачи Коши. В гл. 5 мы докажем, что если правые части системы (2)
удовлетворяют в окрестности начальных данных некоторым условиям,
то существует единственное решение задачи Коши
с этими начальными данными, определенное в некоторой окрестности
начального значения независимой переменной, и что свойства ре-
шения задачи Коши вполне определяются свойст-
вами правых. частей системы (2) и начальными дан-
ными. Сейчас мы приведем без доказательства основную теорему
существования и едитвенности (теорему Пикара) для системы (2)
в упрощенной формулировке.

Теорема. Пусть дана нормальная система (2)
d \— — и(Х, Y1, Ya, ---s Yn),
d> —2(х, U1, Ya, ..- y Yn),
dun |Mo fin (X, Yty Yoo sy Yn)

и поставлены начальные условия (12)

y= YO, у2=92®,..., Yn=Yr™ при x=Xo.
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Предположим, что функции, стоящие в правых частях системы (2), опре-
делены в некоторой замкнутой ограниченной области

В: |x—xo|<a, |y,—y.©|<b (k=1,2,..., 72)
с точкой (хо, Ys, Y2, ..., Yn) enyTpu (a u b — заданные ноложитель-
ные числа) и удовлетворяют в этой области следующим двум условиям:

1) функции fr(X, Ул, У...) т) (= 2,..., п) непрерывны no
всем своим аргументам и, следовательно, ограничены, т. е.

[fn (x, 1, Yo,..-,Yn) | <M (k=1,2,...,n),
где М — положительное число, а (х, ци, у2,..., Уп) — любая точка об-
ласти В;

2) функции |(хХ, уь, у2,..., Уп) имеют ограниченные частные произ-
водные по аргументам и\, уз, ..., Уп, Т. е.

ОТь (х, Yi, Ya, ..- , Yn)ди <K (^, [=1, 2,...,П),

где К — положительное число, а (х, ци, у, ..., Уп) — любая точка об-
ласти К.

_ При этих предположениях система (2) имеет единственное
решение (11)

И=у1(х), Уз=у2(Х),..., Уп==Уп(Х),
удовлетворяющее начальным условиям (12). Это решение заведомо опре-
делено и непрерывно дифференцируемо * в интервале

| x—xo| <A,
где

h=min (a, —) |
Из этой теоремы следует, что если правые части системы (2) суть

полиномы от своих аргументов, то, какие бы начальные данные ни
взять, существует единственное решение системы (2) с этими начальными
данными.

106. Общее решение (ср. п. 8). Семейство решений системы (2), за-
висящее от п произвольных постоянных С1, С», ..., Cr

У= фи (Х, Ci, Co, ce y Cn),
У2=фо(Х, C1, C2, ce y Cn),

Уп—Фи (x, Ci, Co, ..., Cn)
* Т.е. все функции и:(Х), у2(х),..., Уп (Хх) имеют непрерывные производные.
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называют обычно общим решением этой системы. Геометрически
оно представляет собою семейство интегральных кривых в (п--1)-мерном
пространстве (Хх, ил, И2, ..., Уп), зависящее от п параметров С1, Со, ...,
Cn, причем уравнения этого семейства разрешены относительно ул,
Yo, .-. 5 Yn.

Ниже мы даем определение общего решения системы (2) в области О
изменения переменных х, и, У2,..., Уп.

В качестве области Р мы будем рассматривать область в простран-
стве (Хх, 1, у>,..., Уп), В каждой точке которой имеет место существо-
вание и единственность решения задачи Коши для системы (2).

Совокупность й функций

И1 = фи(Х, С, Co, see y Cn),
Pe Cs(a ose yg Cn), (14)

ни (х, с, с, ...у Cn),
ONpeeJICHHBIX B HEKOTOPOH OOaCTH H3MeCHEHHA MepeMeHHbIX X, Cy, Co, ... ,
Cn, имеющих непрерывные частные производные по х, будем называть
общим решением системы (2) в области О, если система (14) разрешима
относительно произвольных постоянных С1, С5,..., С» в области ОЭ, такчто при любых значениях х, ии, 2, ..., Ум, принадлежащих области О,системой (14) определяются значения С, Co,..., Cn?

Cr= pi(%, Ys, Yo, ..., Уп),Coals Yt, Y2,--+, Yn), (15)
Cr=ta (x, И, 2, ...у Уп),

и если совокупность п функций (14) является решением системы (2)
при всех значениях произвольных постоянных С., С›, ..., С», достав-
ляемых формулами (15), когда точка (х, и1, И2, ..., Уп) пробегает об-
ласть О.

Формула общего решения (14) дает возможность за счет выбора
соответствующих значений произвольных постоянных Си, Со... , Сп
решить любую задачу Коши для системы (2) в области О, т. е. найти
решение системы (2), определяемое начальными дан-
ными Ху 110, у20,..., у,Ю, причем (хо, и1®, уг®,..., у,©) — любая
точка из 2.

Для нахождения этого решения подставим в систему (14) вместо
х, и, у2,..., Уп начальные данные хо, и1©, у2®),..., у,®:
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> 19)=фи(Хо, Са, С»... , Са),
120)= фз (Хо, C1, Co, ...,у Cn),

YrnO=Qn (Xo, Ci, Co, ...у Cn).
Hafinzem u3 9TOH cucTeMbI Cy, Co,..., Cn:

Cr= pi(Xo, Y1, yo, ©... Yn) C1,
Cota (Xo и, и, wees Yn) SC,
Ca= 1 (Xa 41, yx, ...у Yn) =C,0,

Подставим эти значения С1, С›,..., С, в формулу общего решения (14).
Получим:

И — (х, C,, C2, . sy C,),
и—Ф2% oe” om, 262, Cn),
Un =Gn(, CW, C2, 2.2, Ca),

Это и есть искомое решение. Других решений с начальными данными
Xo, Ys, Yo, 2. , Yn нет.Иногда в формуле общего решения (14) роль произвольных постоян-
ных С1, Со,..., С, играют начальные значения 11), у2®9),..., у, искомыхфункций ил, Yo, ..., Уп При некотором фиксированном значении Хо аргу-
мента х, так что формула (14) принимает вид:

1— фи (Xx, №, 10), 20), eee yg Yn),
Yo=2(X, Хо, yy, y2), ae) Yn),

Yn=Qn(X, Xo, Yr, YO, 22. Yn).
Такая форма записи общего решения называется общим решением
в форме Коши.

107. Частное решение (ср. п. 10). Если решение системы (2) состоит
только из точек единственности решения задачи Коши для этой системы,
то такое решение мы будем называть частным решением.

Решение, получающееся из формулы общего решения при частных
числовых значениях произвольных постоянных Су, Со, ..., С», включая
—Есо, будет, очевидно, частным решением.

Решая задачу Коши, при помощи формулы общего решения всегда
получаем частное решение.
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108. Особое решение (ср. п. 11). Решение системы (2), в каждой
точке которого нарушается единственность решения задачи Коши для
этой системы, будем называть особым решением.

Пример. Дана система
dy _2 —
ae 1

16ра (16)
= ©,

ах
где х5=0. |

Интегрируя второе уравнение, находим

c= (x+C,)?, х>—Си
Подставим это выражение для г в первое уравнение:

ау 2
== — y—C\.dx x” :

Это уравнение линейное. Интегрируя его, получаем

y=CyxtCox?,
©

Следовательно, система (16) имеет общее решение

у=С.х-НС2л?, \
z= (x+Cy)? (17)

при х>—С.. Второе из уравнений (16) имеет особое решение 2=0. Подставляя его
в первое уравнение, получим

ау 2—=х— иах т
y=x? (C+In |x|).

откуда

Таким образом, система (16) кроме общего решения (17) имеет еще семейство
решений .y=x? (C+in |x|); |

z=0.

Каждое из них является особым, ибо во всех точках каждого из этих решений нару-
шается единственность решения задачи Коши (почему?).

109. Понятие об интеграле нормальной системы. Первые интегралы.
Общий интеграл. Число независимых интегралов. Рассмотрим одно. из
равенств (15)

{+ (х, У... › Уп) == С (18)
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Функция1р;(х, И1,..., Ип), входящая в (18), обладает одним характер-
ным свойством. Она обращается в постоянную при замене ил, ...,
у, любым частным решением системы (2), расположенным в области`
задания общего решения (14), т. е. мы имеем тождество

р: (х, фа (х, Сь..., Сп),... › Фа(Х, Ci,..., Cn)) =C;
Всякая функция W(X, W1,..., Yn), обладающая таким свойством,

называется интегралом системы (2).
Ниже речь идет о системах, для которых вся область существованияи единственности совпадает‹с областью р определения некоторого обще-

го решения.
Первое определение интеграла. Функция 1 (х, и, ...,

уп), определенная в области О и не приводящаяся к постоянной, назы-
вается интегралом системы (2) в области О, если при замене ии, ..., И
любым частным решением этой системы, расположенным в`области ДО,
она обращается в постоянную.

Если функция W(x, и1,..., Уп), будучи интегралом системы (2),
имеет непрерывные частные производные по х, и1,..., Уп, то вследствие
того; что она вдоль любого частного решения обращается в постоянную,
ее полный дифференциал 4ф должен обращаться тождественно (относи-
тельно х) в нуль вдоль этого решения, т. е.

ау=—

вдоль любого частного решения. Но вдоль решения мы имеем

аув==|ь(хХ, И1,..., И) ах (k=1,2,...,n).

Поэтому предыдущее тождество можно переписать так:

д Owap |= >oo axt+ 5, И (х, И, ..., Уп) ах--
+.. (x, Yi,... » Yn) dx=0. (19)

Таким образом, если интеграл W(X, yi, ..., Yn) имеет непрерывные
частные производные по всем своим аргументам, то он обладает тем
свойством, что его полный дифференциал обращается тождественно
в нуль в силу системы (2), т. е. при замене Ду, ... , Ду» их значе-
ниями из системы (2).
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Второе определение интеграла. Функция т (Хх, y1,..., Yn),
9. ^ 9
ди’ oo? OYn

не обращаются одновременно в нуль в этой области, называется интегра-
лом системы (2) в области О, если полный дифференциал этой функции
тождественно в О равен нулю в силу системы (2), т. е. имеет место тож-
дество (19).

Деля обе части тождества (19) на ах, получим.

4$|
dx (2) _

непрерывно дифференцируемая в области О и такая, что

др ду др 7 \=бе тди (х, У, ..., т) ду, у, ..., Уп) ==0,
так что полная частная производная OT функции р по х тождественно

dy dynравна нулю в силу системы (2), т. е. при'замене ——,.. пра-, dx dx
выми частями этой системы.

Ясно, что функция 1(х, Ут,..., Уп), являющаяся интегралом системы
(2) в смысле второго определения, будет интегралом этой системы и
в смысле первого определения.

Обратное неверно, ибо функция 1(х, и1,..., Уп), являющаяся инте-
гралом системы (2) в смысле первого определения, может не иметь част-
ных производных по всем своим аргументам.

Равенство .
4 (х, Ил, ..., п) =С

где w(x, у1,..., Уп) — интеграл системы (2) в смысле первого или вто-
рого определения, а С — произвольная постоянная, называется первым
интегралом системы (2).Например, каждое из равенств (15) является первым интегралом
системы (2). |

Совокупность п первых интегралов (15) обладает тем свойством, что
она разрешима относительно искомых функций и1, ..., Уп, причем в ре-
зультате этого мы получаем общее решение (14) системы (2) в области О.
Всякую совокупность й первых интегралов, обладающую таким свойст-
вом, будем называть общим интегралом системы (2) в области О.

Первые интегралы (15), образующие общий интеграл системы (2),
обладают тем свойством, что интегралы pi, po, ... , р. независимы, т. е.
между функциями 1, 1>,..., ф» не существует соотношения вида

` *

Ф (41, 1р>,..., tpn) —()
ни при каком выборе функции Ф. В самом деле, если бы такое соотно-
шение существовало, то мы не смогли бы найти из системы (15) функции
1, Y2, eo ‚ Чл.
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Если интегралы pi, фз, ..., фл имеют непрерывные частные произ-
водные, то для независимости их необходимо и достаточно, чтобы яко-
биан функций фл, фз,..., фа по переменным ул, у»... , Уп не обращался
тождественно в нуль:

ды ды Ob
OYr ду ``" OYn

4 - . д 2 д д 2D (1, >, ..., bn) — a as oa «0. (20)
D(y1, Yo, .-- 5 Yn) 7 ; ий “a

ое ды ды
ду! ду ``” OYn

Достаточность вытекает из следующей теоремы математичё-
ского анализа.

Теорема. Густь даны т функций ии, из,..., Ит от п независимых
переменных хи, Х2,..., хп (п>т), имеющие непрерывные частные про-
изводные первого порядка. Условие, необходимое и достаточное для
того, чтобы эти функции были независимы между собой, т. е. чтобы. ни
одна из них не приводилась к постоянной и чтобы они не удовлетворяли
соотношению, не содержащемиу независимых переменных х, заключается
6 TOM, чтобы по крайней мере один из функциональных определителей,
которые можно образовать из столбцов таблицы

ди Ош Эш
Ox,’ OX»’ ne OXn’

ди ди Эш
дх1’ дх2’` °`’ дхи’

ttm Um дит
Ox,’ Оха’ ``’ дж’

не приводился тождественно к нулю [99, с. 314, 315].
Необходимость. Пусть 1фи, pe, ..., Yn — независимые интегра-

лы системы (2), определенные в области О. Возьмем в области О точку
(хо, и1®,..., Уп®), в которой хоть один из определителей п-го порядка,
составленных из матрицы
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эн ды ды
Ox OY, ``’ OYn

Ox ди °° OYn (21)

Opn Opn Оф
Ox Oy, ‘``’ ду

отличен от нуля. (Такая точка существует, согласно сформулированной
выше теореме.) Покажем, что именно определитель, составленный из
последних п столбцов матрицы (21), отличен от нуля в этой точке, т. е.

р (м, 1р>, cee gy Wn) 0 X=Xo, —0 (0), 220 Ип= (0) . 207Р(и1, у, ..., Yn) >= ( 0, 41 У у Уп ) ( )
OWn - >Если——Ax —0 (^=1,2,..., п) в точке (хо, и1®,..., Уп), то усло-

вие (20), очевидно, выполняется.
OnПредположим, что хоть одна из Ove отлична от нуля в точке
OX

(Xo, Ys, ..- » Yn®). Tak Kak %p1, o,..., Pn CYT HHTeErpaAb системы
(2), то в точке (хо, ys, ... , Yn) HMeIOT MECTO PaBeHCTBA| oY oe Ow —__it. +=OYn in —0,Othe 2 +oe“Ax. ЕЙ. n=O,

On oe Oba.
Отсюда следует, что линейная неоднородная система

Ors т ota -..Ta n=,
xov be oe _

ots 20 . Abn —__+Shean=O
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при Х==^, /1==11®, ..., Уп=У»„@® совместна. Следовательно (согласно
теореме об условии совместности неоднородной линейной системы), ранг
матрицы системы (22) равен рангу расширенной матрицы, а так как ранг
расширенной матрицы равен п, то и ранг матрицы системы (22) равен
п, что и означает, что выполняется условие (20’).

Всякие п первых интегралов мы будем называть независимыми, если
соответствующие им интегралы независимы.

Из сказанного вытекает, что задача построения общего
интеграла системы будет решена, если мы найдем п
независимых первых интегралов.

Общего способа нахождения первых интегралов указать нельзя.
Заметим лишь, что во многих случаях удается найти первый интеграл
путем некоторых преобразований данной системы, в результате которых
получается легко интегрируемое дифференциальное уравнение. Всякое
такое уравнение будем называть интегрируемой комбинацией. Простей-

. . . ашей интегрируемой комбинацией является уравнение вида — —0 или.
dyp=0, rae есть функция от х, ил, у,..., Уп. В этом случае, очевидно,
первым интегралом будет ф=С. Каждая интегрируемая комбинация
порождает первый интеграл. Однако среди них могут оказаться и зави-
симые. Поэтому всякий раз, получая новый первый ин-
теграл, нужно проверять, будет ли он независимым
с ранее найденными.

При этом если число интегралов есть В (1<Е<п), то они будут
независимыми тогда и только тогда, когда хоть один из функциональных
определителей К-го порядка, составленный из столбцов таблицы

Oy,’ ду’ see} OYn’

Oy,’ диз’ ere gy OYn’

Ope yn OtOy,’ дуз’ 9 дут’

не равен тождественно нулю.
Это доказывается теми же рассуждениями, которые мы проводили

выше для доказательства ‘условия независимости ‘йинтегралов си-
стемы (2).
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Пример 1. Рассмотрим снова систему (4)

-. ауTe. =dy+4z,
dzax =4y+-5z.

Общее решение ее дается равенствами (5)

y=C,e*-+Cre*, |
г== —С.е=--СьеЗ=

(почему?). Разрешая систему (5) относительно С! и С», получаем:

1 1> (у—2)е ==С,, > (yz)e-9* =Co, (23)
Это есть общий интеграл системы (4). Каждое из равенств (23) является пер-
вым интегралом системы (4), а функции, стоящие в левых частях этих равенств,
суть интегралы этой системы. Очевидно, что функции

фа=(у—2)е-*, фо= (ytz)e-°*
тоже будут интегралами системы (4). Убедимся в этом непосредственно на осно-
вании второго определения интеграла. Находя полные дифференциалы функций Wi H 1р›,
получим:

dypi= (dy—dz-+(z—y)dx)e-*, dipo= (dydz—9(y+z)dx) e~%*.

Подставляя сюда вместо 4уи 42 их значения из рассматриваемой системы (4), имеем:

Arps|ay (5y+42— (4y+5z) +2—у)е-* 4х==0, |
arpa| (4)= (Sy+42+4+4y+5z—9(y+z))e-* dx=0.

Следовательно, pi HW \р2 суть интегралы системы (4).
Эти интегралы можно получить и непосредственно путем преобразований

системы (4). Действительно, вычитая в (4) второе уравнение из первого, имеем интегри-
руемую комбинацию

4(у—2) =Yy—zZ,
dx

откуда
и—2=Сех

или
(y—z)e-*=C,.

Следовательно, .
i= (y—zje-*

есть интеграл системы (4). Складывая в (4) первое уравнение со вторым, анало-
гично получаем, что |

Wo=(y+z)e7*
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есть интеграл системы (4). Интегралы фи и 1ф>, очевидно, независимы. В этом
можно убедиться и при помощи вычисления их якобиана, ибо последний, будучи равным
2е-19>, не обращается в нуль.

Пример 2. Возьмем систему более общего вида:

—— =P(x) y+4(x)2,dx (24)
dz
—— =4(x) y+p (x)z.dx

Для этой системы тем же приемом, что и в предыдущем примере, легко находятся
два первых интеграла. Складывая почленно первое уравнение системы (24) со вторым,
имеем

d(y+z)TO (x) +9(x)) (y+2),
откуда

х х)) dxине се ® +9 (25)
Вычитая почленно второе уравнение системы (24) из первого, имеем

d(y—z)aPL)—9()) (9-2),
откуда бе ] Фо)-ч<)а= | (26)

Разрешая систему уравнений (25), (26) относительно С! и С›, получим два незави-симых первых интеграла системы (24), т. е. общий интеграл. Разрешая ту же систему
относительно уи 2, найдем общее решение системы (24).

Например, указанным приемом легко интегрируется следующая с виду сложная
система:

= (cos In x) y+ (sin In x)z,
dx

=—— = (sin In x)y+ (cos шх)г.
dx

Общим решением этой системы будет:
y=Cye* Sin In *--Соех cos In х,
2—=Снех sin In x—Coex cos In x

Пример 3. Найти общий интеграл системы
ау! няdx = Y3 Y2,
dy~ =yi— ys, (27)dx
dys

=Yo—-Y.
dx
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Сложим все уравнения. Получаем

а(и--уз Уз)
ах

и=еу.НуУз==С!

—0,

являётся первым интегралом системы (27).
Далее, умножив уравнения (27) соответственно на у1, Yo, Уз и складывая, будем

иметь

а(уу? уз?)
dx

==у12--у? уз? = С>
тоже есть первый интеграл системы (27). Очевидно, что ф, и ф› — независи-
мые интегралы (ибо р: не может быть представлена никакой функцией от 12).

Мы могли бы далыше поступить следующим образом. Умножим первое из уравне-
ний (27) на у2, второе — на у: и сложим. Получаем

d(ysy2)
dx

=0.

Следовательно,

== Узуз— уу? — Уз. (28)

Умножим первое из уравнений (27) на уз, третье — на у! и сложим. Тогда

а(у1у(ys) =Ys? —Yoystyiy2—yr". (29)dx

Умножим второе из уравнений (27) на уз, третье— на у и сложим. Получаем

4(у2уз)ae =y1ys—Ys?+Yy2?— YY. (30)
Сложив уравнения (28)— (30), будем иметь

dA(ysyotyiystyoys)
dx

=0.

Следовательно,
== у1у2-Рууз-Ну2Уз==С

также является первым интегралом системы (27).
Но мы имеем

В(фь ф», $}
О(ии, Y2, Уз)

=(0 (почему?).

Поэтому интегралы 11, 12, 1, а вместе с ними и первые интегралы 1 =С1, ф2==С.,
{^р=С не будут независимыми. Непосредственной проверкой легко убедиться,
что между интегралами pi, {2 и ф существует следующая функциональная зависимость:

= (ф:?—1:).2
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Для нахождения недостающего первого интеграла воспользуемся найденными
первыми интегралами фр: =Са и ф2=С2. Составим систему

Ара== у.-Ни-Нуз=, |
2==12-- уз? уз?= С».

Разрешим эту систему относительно и1 и у2. Получим

(31)

1 —y= >( Ci—y3— у 20©.—С12--2С:уз—Зуз* ’
]уз= 5 ( Ci—yst 7 2С.—С1?--2С1уз—Зиз2

Подставляя найденные выражения для у! и у> в последнее из уравнений системы (27),
будем иметь

dys
dx

= J2C2—Cy?-+ 2Cys—3y;?.

Получили одно уравнение с одной неизвестной функцией. Интегрируя его, находим
3y3—C —arcsin ek — 73 х=С:.

V 6C2—2C,2

Заменяя здесь С1 и С. их значениями из системы (31), получаем первый интеграл
2Y3—Yi— —ips = arcsin И — 3 х=С:. (32)

2 Voy2+ys?—YyiY2—Y1Ys— Yay
Равенства (31) и (32) и составляют общий интеграл системы (27).

Докажем две общие теоремы о числе интегралов нормальной систе-
мы, причем будем предполагать, что интегралы, о которых идет речь,
имеют непрерывные частные производные по Хх, И, ..., Ил.

Теорема 1. Нормальная система п уравнений не может допускать
более п независимых интегралов.

Утверждение теоремы равносильно тому, что если известны И--]
интегралов системы (2)

‘ра, the, ...у Wn, »,
TO OHH He могут быть независимы. Рассмотрим два случая:

а) интегралы ‘ри, be, cee yg Wn зависимы. В 3TOM случае теорема, оче-
видно, Доказана,

6) интегралы ‘ри, tbe, cee yg Wn независимы. Тогда ОНИ удовлетворяют
условию (20) а.

D (1, the, ... ’ Wn)
(ул, у...) т) 520. —
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Так как функции чл, 1ф>,... ‚ ф» иф суть интегралы системы (2),
то мы имеем тождества

д о ду:“Ox dab. + Yn nV,
Ox By te Fa“un fn =0,
op

Эти тождества показывают, что линейная однородная
система

д д дauta5,, lat. T5р Ит-1==0,
a д ny 9 nreea+Se2s lst. a =0, | (33)
ny рoeГ, и›-|-.. +e© tins=0 |

имеет ненулевое решение и1=1, nh, ..., Ипти==рРь, Поэтому
определитель системы (33) равен нулю, т. е.

D (1, the, see 9 Wn, фр) —0
В(У, уз, ..., Уи, Х)

Отсюда вследствие условия (20) на основании известной теоремы диф-
ференциального исчисления [149, т. Ц, с. 203] вытекает, что 4ф является
функцией от 1, ф?,..., фи

ф=Ф(фи, tha, -.- 5 Pn) (34)
в некоторой окрестности точки (хо, /1®,..., у»), в которой

DN 0 (XH HN, oo, n=In),
T. €. PYHKUAH i, pe, ..., Pn HP OKA3bIBalOTCA 3aBHCHMbIMH. IIpu 3Tom
функция Ф имеет непрерывные частные производные по 11, Wo, ... , Wn,
которые не обращаются одновременно в нуль.*

* Ср. аналогичное утверждение для случая п==1 (п. 16).
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Теорема 2. Если фи, 2, ..., pr (15<Е=1) — независимые ин-
тегралы системы (2), определенные в области, D, a D(a, 22, .-. Zr) —
любая функция, определенная в некоторой области изменения 21,
Zo, ..., Zh, охватывающей все значения, принимаемые соответственно
функциями Чл, фо, ..., фь (когда точка (х, у ..., у") пробегает всю
область 0), и имеющая в этой области непрерывные частные производ-
ные по 21, 22...., 2, не равные нулю одновременно, то функция

р — Ф(фи, pe, eee yg wr) (35)
тоже бидет интегралом системы (2).

В самом деле, функция ф имеет непрерывные частные производные
MO X, Yi, Yo,.--, Yn:

k

Ox =) Opi Ox’
1—1

Е

Oy OD Opiду =2 Оф: дул’
Е

Op дФ д:
i=1

Покажем, что в некоторой области частные производные от функции
w по 11, У2,..., Уп Не обращаются одновременнов нуль.

Не умаляя общности, мы можем предположить, что якобиан

D(H, 1р>, cae y фь)
D(y, Y2, .-- Ув)

. (36)

не равен тождественно нулю в области О. Тогда в области О существует
такая точка (хо, и1©),..., у»), что в ней и в некоторой окрестности ее

Op Opякобиан (36) отличен от нуля. В этой окрестности On’? Gy, He обра-
| 1щаются одновременно в нуль. 4 an

Остается показать, что полный дифференциал функции wp TOKECT-
венно (в0) равен нулю в силу системы (2). Мы имеем

h

omфр=
i=1 On:

dp;.
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Так как фи! ==0,..., Орь==0 в силу системы (2), то и аф==0 в силу этой
системы.

Следовательно, функция (35) есть интеграл системы (2).
На основании доказанных здесь теорем мы можем утверждать, что

если система (2) допускает п независимых интегралов Чи, о, ...', Wn,
то формула (34) содержит в себе при произвольной функции Ф (обла-
дающей указанными свойствами) все интегралы системы (2) и, следова-
тельно, представляет собою самый общий вид интеграла этой системы.

В п. 138 доказывается, что при некоторых условиях, наложенных на
правые части системы '(2), последняя всегда имеет п независимых инте-
гралов. Тем самым доказывается, что формула (34) действительно пред-
ставляет собой самый общий вид (непрерывно дифференцируемого)
интеграла системы (2).*

110. Связь между нормальной системой обыкновенных дифферен-
циальных уравнений и уравнением с частными производными. Мы видели
в п. 17, что между уравнением первого порядка в нормальной форме
и соответствующим уравнением с частными производными первого по-
рядка существует тесная связь, которая осуществляется через интег-
рал данного обыкновенного дифференциального уравнения в нормаль-
ной форме. Покажем, что аналогичная связь существует и в случае нор-
мальной системы обыкновенных дифференциальных уравнений.

Пусть ф(х, и1,..., Уп) есть непрерывно дифференцируемый инте-
грал нормальной системы (2). Тогда, как установлено выше, для 1
имеет место тождество

Or Or OrOy Th И..., Yn) ди Г. ‚НР (%, Уь ... , Уп)ди»==0.
Это тождество означает, что функция и=ф является решением

уравнения с частными производными первого порядка

дou _yOu Ouoy Th, И, see yg Yn) ди + НР Y1, eee yg Yn) дут =
с неизвестной функцией и=и(х, у1,..., п).

Обратно, если и=ч(х, и1,..., Уп) есть решение указанного
уравнения с частными производными, отличное от тождественной кон-
станты, то функция 1(Х, и1,..., Уп) является интегралом нормаль-
ной системы дифференциальных уравнений (2), ибо, вычисляя полный
дифференциал этой функции в силу системы (2), мы имеем

* Напоминаем, что речь идет об интегралах в смысле второго определения, задан-
ных в некоторой окрестности точки (Xo, yi, 2». , у»(0)), в которой выполнены условия
существования и единственности решения.
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д Op Opap |= В YA, ...у Yn) dx-+. . + oy, (6 Yi, eee 9 Yn)dx=
Or |дут р (х, YA, ae | Yn) } dx.= (29 +%— дх ayy [1(x, У)... И)...

Так как правая часть тождественно равна нулю (почему?), то

Фр | (©==0,
й, следовательно, ф — интеграл системы (2).

111. Понижение порядка системы при помощи первых интегралов.
Чем ниже порядок системы, тем интегрирование ее теоретически проще.

Покажем, что знание одного первого интеграла дает возможность
понизить порядок системы на единицу.

Пусть известен один первый интеграл

ра (х, Ул)... , Уп) =С:. (37)
Предположим, что уравнение (37) разрешимо относительно одной

из искомых функций, например относительно у1, так что мы имеем

фи(Х, Yo, ..., Ум, С). (38)
Подставив это значение у. в последние п—| уравнений системы (2), мы
получим систему п—1 уравнений с и—| неизвестными функциями у»,
Е eee yg Уп.

Дуо —‘ах — 2(х, фл, Ya, oe ey Yn),
d —т — {з(Х, Фи, И2,...,Уп),
а т, —<a fa (% Фь Yo,..- Yn). |

Таким образом, порядок системы (2) понизился на единицу.
Предположим, что нам удалось найти общее решение полученной

системы

Yo=Ge2(x, C1, Co, ..., Cn),
Y3=s(X, Ci, Co, ce ey Cn), (39)
Yn=Qn(x, C1, Co, wey Cy).
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Тогда, заменяя в (38) величины у12,..., Уп их выражениями из формул
(39), будем иметь

И= фа (Х, Ci, Co, Ley Cy). (40)
Нетрудно видеть, что формулы (40) и (39) дают общее реше-

ние системы (2).
Покажем теперь, что знание Е независимых первых интегралов си-

стемы (2) дает возможность понизить порядок ее на Rk единиц.
Пусть нам известно А независимых первых интегралов:

tpi(x, Yi, - И, Увы, .-.,› Yn) =C,,нее. (41)
Dr(x, Y1,--+ 5 Yk, YRoi,---, Yn) =Crp.

Тогда хоть один из якобианов А-го порядка, составленных из столбцов
таблицы |

Oy,’ диз’ ... у дип’

д ды Оф
Oy,’ ду’ И OYn’

On OR Orr
ду:’ ду’ ``’ дут’

не равен тождественно нулю. Предположим, Например, что

Р (фа, po, eee y Wr)
D(y1, Ya, ..., и) о. ;

Разрешая (41) относительно и1,..., Ив, будем иметь

yi=qn (x, Ива, ..., Уп, Сь..., Си),
ИИ Lok .. (42)

Ук==фа(Х, Ули... Ум, Сь..., Са).
Подставив эти значения и1,..., И, в последнее из п уравнений
системы (2), мы получим систему ПЕ уравнений с п—А неиз-
вестными функциями ул4м,...,И



$ 20. НОРМАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ! ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 237

ЧУ — ри |dx =frti(X, Pty. +++ Pky YRtts --- + Yn),
d — —

Предположим, что нам удалось найти общее решение этой системы
Yrit—= фича (Х, Cy,..., Cn),
Coe ee ee (43)
Yn=—Pn (x, Ci, eee 9 Cy).

Тогда, заменяя в (42) величины уни, ..., Уп Их значениями, согласно
формулам (43), будем иметь формулы

== фи (Х, Ci,..., Cn),

Ув=фь(Х, Ci, sey Cn),
которые вместе с формулами (43) и дают [139, с. 55] облщее реше-
ние системы (2). |

Если известны п—1 независимых первых интегралов системы (2),
т0 задача интегрирования ее приводится к интегрированию только од-
ного уравнения с одной неизвестной функцией (см. п. 110, пример 3).

Наконец, если мы имеем п независимых первых. ин-
тегралов, то, как сказано выше, мы тем самым уже имеем общий
интеграл, и задача решена. |

112. Приведение уравнения п-го порядка к системе п уравнений пер-
вого порядка и обратная задача. Пусть дано уравнение ип-го порядка

у®=(х, у, У’,..., ут). (44)
Обозначим искомую функцию у через и1,* иу1=у, и введем в рас-

смотрение новые функции у», Из,..., Уп, определив их при помощи соот-
ношений |

Yo=Yy", Ys=Y", «5 Yn yr. (45)
В силу этого выбора новых функций и данного уравнения будем

иметь:

* Исключительно в целях симметрии обозначений. На практике в этом нет необ-
ходимости.
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dy, dy/ 2 и dYn—-1 .
—_ =— y= es ee — y(n—1) —dx у Y2, dx у Уз, ese yg dx ут Уп,
ау
ix =y(™ =f(x, у, y’, ...у yr) —=/(x, Y1, Ya, ...-, Yn),

так что функции у1, 2, ..., Уп удовлетворяют следующей системе
дифференциальных уравнений:

dy, ]
ах —%
Чу?
ах —№

| (46)
dyn—s __dx — FN»

dynTe THs Yt Yes ++ Yn). |
Система (46) называется нормальной системой дифференциальных

уравнений, равносильной уравнению (44). Можно построить и другие
нормальные системы, эквивалентные уравнению (44), если ввести новые
неизвестные функции при помощи соотношений, отличных от (45).

Легко видеть, что если мы нашли решение и, у2,..., у» системы (46),
то тем самым нашли решение у=и! уравнения (44) и, наоборот, если
имеем решение у уравнения (44), то тем самым имеем решение у1—у,
Уз==И”, Уз==И”,... ‚ Уп==И"-® системы (46).

Такое же соответствие мы имеем и для задачи Коши. Если иу, у2,...,
у" есть решение системы (46), удовлетворяющее начальным условиям

yyy, Yor Yo, ..., Yn=y,“ при X=Xo,

TO y=Y, будет решением уравнения (44), удовлетворяющим начальным
условиям:

=® ==, y’=yO=yo’, vee YOMDHY,OZy"—-) при x—Xo
и, наоборот, если у есть решение уравнения (44), удовлетворяющее
начальным условиям

Y=Yo, y’=Yo, и. у")— ут-4) при Х= Ао,
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ТО И1=И, Уз==У’,..., Уп=иУ”"-9 будет решением системы (46), удовле-
творяющим начальным условиям

=у=Еуа®, у2==у’== 20, ...,Ур”ЕЕУ, при Х=.
Если мы нашли общее решение системы (46) в области ДО(х, ии,

У2,...› Уп), ТО Тем самым мы нашли общее решение уравнения (44)
в области Б(х, у, иу',..., И") и наоборот, так что задача интегриро-
вания уравнения (44) равносильна задаче интегрирования системы (46).*

Приведение одного уравнения любого порядка, разрешенного отно-
сительно старшей производной, к равносильной нормальной системе
уравнений в некоторых случаях упрощает задачу нахождения общего
решения или решения задачи Коши, а главное, избавляет нас от необхо-
димости проводить доказательство некоторых общих теорем о существо-
вании и свойствах решений раздельно для уравнений высшего порядка
и для систем уравнений первого порядка и дает возможность сводить
исследование поведения решений уравнения п-го порядка к изучению
того же вопроса для равносильной ему нормальной системы, причем
фазовым пространством (см. п. 103) будет пространство переменных
y, y’,..., ИТУ. Именно поэтому в качественной теории дифференциаль-
ных уравнений исследуют, главным образом, нормальные системы диф-
ференциальных уравнений.

Пример. Рассмотрим уравнение
ЯРх,Х), (47)

. dx... dxгде { — время, х= Wt x= a Введем наряду с искомой функцией х новую функ-
цию у, положив у=х. Тогда уравнение (47) приведется к системе:

t= (46’)
y=(t, x, y).

Если мы изучим поведение решений полученной системы на фазовой плоскости
(х, и), то тем самым мы изучим поведение решений уравнения (47). При этом иссле-
дование системы оказывается более удобным, чем непосредственное исследование урав-
нения (47) (см. п. 142).

Рассмотрим теперь вопрос о приведении нормальной системы к од-
ному уравнению. Пусть дана система

И’ = (Х, 1, /2,..., Уп),у’== (Х, И, Y2, ...у Уп), (48)
Уп, == (x, 1, Yo, eee 9 Yn);

где [+ — дифференцируемые пи—1 раз функции.
* Именно поэтому система (46) и называется равносильной уравнению (44).
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ные 11’, >’, ...
дующую систему уравнений:

}

vn Of , On ,, On, Of1 , ОН h |aOx ди "т‘ди Yer. Tay Un = Be Sit
42 дohди,№. + oi [и ==Фь(х, ул, Уз,..., Yn),

Ynoes a oe OM. OD, . OD»Wt / _ 7< _у oe tO, Y1Wr a Yo... ay, 1"= "0х + ди hi| 30 MO2Тб,|, =@;(x, 1, У2,..., Уп),dn
де, 30, ae om —24(n—1) — / n 7Л Ax +——ду: у! + —— уг... ду» Уп —__ Dna Sa о. ODn-2 __— дх fat——— fot+.. + дут [в==Of (x, И, У2,..., У"),

ОФи—1 OO,-1 oO,— ODn-1(п)— ———_ и” Уп’ =У Ox + ay, ин ди = Yo!+... ay, 2”
9Ф a о ОФи— —__— Ox f+ fe+.. + OYn [в==

но вYo, ...у Уп).
Предположим, что

в ом д
ду> OY3 OYn
ОФ. aD, OD»
OY> дуз дут 50.

ОФ ОФи— ОФи-1 ‘

(49)

(50)
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сительно ус, ..., И». При этом у2,..., Уп выразятся через х, у, и!',...,
у1"-9. Заменяя в последнем уравнении системы (49) функции у2,..., уп
найденными их выражениями, получим уравнение п-го порядка

=(Хх, у, И, ... , И). (51)
Если мы имеем решение уу, у›, ..., У» системы (48), то первая функ-

ция и! и будет решением уравнения (51).
Покажем, что (при сделанном предположении) и наоборот, решение

у: уравнения (51) и функции у›,..., Уп, найденные из первого уравнения
(48) и первых п^2 уравнений системы (49),* составляют решение си-
стемы (48).

В самом деле функции ии, Из, ..., Уп удовлетворяют первому урав-
нению системы (48), так что мы имеем тождество у!’=. Вычитая
в системе (49) третьи части из вторых и принимая во внимание, чтоy===, мы получим систему равенств:

р д(y2"—fa) +... (Yn'—fn) =0,OYn20 OD,Dye (Ye—Р)+... (Yn'—fn) =0,On
Dnt оо.Ayo (yYe,’—fe)+.. + (Yn’—fn) =0
2

которые мы можем рассматривать как линейную однородную систему
уравнений с неизвестными Yo'—/o, ..., Yn’ —fn. Tak Kak определитель
этой системы в силу условия (50) отличен от нуля, то всенеизвестные
равны нулю, т. е. у>'-—№==0,...,у,— и==0, так что уз’==, ..., Уп. ==[ь.
Присоединяя сюда установленное выше тождество и1’=}, заключаем, что
функции и1, У2,..., Уп Действительно удовлетворяют системе (48).

Уравнение (51) мы будем называть уравнением п-го порядка, равно-
сильным системе (48) в том смысле, что задача интегрирования системы
(48) равносильна задаче интегрирования уравнения (51).

Приведение системы к одному уравнению иногда значительно упро-
щает ее интегрирование, а также изучение свойств решений.

Может случиться, что функции у2, ..., Уп нельзя найти через х, и1,
yr’, ..., yx), Тогда мы не получим уравнения п-го порядка. Например,
может оказаться, что уже из первого уравнения данной системы (48)
и первого уравнения системы (49) можно исключить у2,..., Ин (см. п. 217,

* При этом и?, ..., у являются известными функциями от х. В самом деле, они
выражаются через х, у:,..., И1("-%), но у1, а следовательно, ‘и и1’, ..., У1("-Ю суть
известные функции от х.
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пример), так что мы получим для и. уравнение второго порядка. Если
найдем общее решение этого уравнения и1=ф(х, Са, С>), то данная си-
crema (48) приведется к системе п^2 уравнений с п-2 неизвестными,
ибо одна из функций у2,..., уп выразится через х, и, Yr’ и остальные
функции. К полученной системе можно применить те же преобразования,
в результате чего она либо приведется к одному уравнению (п—2)-го
порядка, либо выделится еще уравнение с одной неизвестной функцией.

В общем случае система (48) приведется к группе уравнений, каждое
из которых имеет порядок $, где |<5$=и, причем сумма этих порядков
всегда равна и. При интегрировании полученной группы уравнений мы
можем иногда ввести больше, чем п произвольных постоянных. Тогда эти
произвольные постоянные зависимы друг от друга и нужно найти их
связь между собою, для чего достаточно подставить полученное семей-
ство решений в уравнения заданной системы.

Пример. Найти общее решение системы

dx dy
=y, —=>-—x. 2dt” 4 (92)

Эта система (путем дифференцированияпервого’ уравнения и использования BTO-
рого) приводится к одному уравнению второго порядка

t а2х

dt?
+x=0.

Его общим решением будет (см. п. 175, пример 4)

x=C;cost+Czsint. —
dxy= a =—C, sint+Ce2 cos t.

Поэтому

Общим решением системы (52) будет:

х=С! с0о$ #-С. чп Ь |
—=—С. чп #--С. со$ &.

113. Один общий способ интегрирования нормальной системы двух
уравнений, правые части которых удовлетворяют условиям Коши — Ри-
мана [52]. Излагаемый ниже метод интегрирования в конечном виде
одного класса систем дифференциальных уравнений основан на исполь-
зовании функций комплексной переменной.*

* Все необходимые сведения из теории функций комплексной переменной читатель
найдет в книгах [138, т. I, ra. VI, § 1, п. 163—169, 172; т. ПУ, ч. 2, гл. Ь $ 1-7;
150, т. И, гл. ХПИ, $ 5].
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Пусть дана система
ах -“dt =u (Xx,у),

(53)
ауар =v(x,y),

где хи у— искомые вещественные функции от вещественной независи-
мой переменной {. Предположим, что правые части этой системы имеют
непрерывные частные производные и удовлетворяют условиям Коши—
Римана:

ди Ov ди Ou
“Ox ау’ д — дх’

Введем в рассмотрение комплексную переменную г, положив

z= x+Ily,

и определим производную от г по Ё равенством *
dz dx ау

dit dt'dt’
Тогда, умножая второе из уравнений системы (53) Ha { и складывая
с первым, получаем

& —=и(х, и) +iv(x, y) =f(2)
ИЛИ d

a

где [(2) регулярная функция от комплексной перемен-
ной 2. Из уравнения (54) имеем

dzay at (il2)=0?),
откуда

Г ас (55)На т
* Здесь г рассматривается как комплексная функция от вещественной

переменной #. Подробнее о таких функциях см. п. 159.
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где С=С.-Н2 — произвольное постоянное комплексное число,
Ст и С— вещественные произвольные постоянные числа. При этом мы
считаем, что путь интегрирования не проходит через точки, в которых
[(2) =0. На плоскости (х, у) этим исключительным точкам соответствуют
точки равновесия (покоя) системы (53) (см. п. 140).

Отделяя в равенстве (55) вещественную и мнимую части, получим
выражение для хиу как функций от { и. произвольных постоянных
С: И Co. |

Заметим, что если и(х, у) и и(х, у) суть полиномы, то и {(2) будет
полиномом. В этом случае интеграл в (55) выражается через элементар-
ные функции.

Пример. Рассмотрим систему
ах +

=тх-- пу,dt 4
dy
—— =—nx-+my.т + ту

Здесь
ди _ Ov Ou du

=n, —11, =h, =—n,
Ox Oy Oy Ox

так что условия Коши — Римана выполнены. Следуя изложенному методу, получим

dz =bz (b=m-—in),
dt

откуда
z—=Cert (C=C;4+iC,).

Отделяя вещественную и. мнимую части, получим общее решение рассматриваемой
системы в виде: х—=ет! (С, cos Ё--С> 51 т), |

y=em™t (C2 cos nt—C, sin nt).

Изложенный метод интегрирования нормальной системы двух урав-
нений, удовлетворяющих условиям Коши — Римана, можно распростра-
нить на нормальную систему любого порядка [136].

Этот метод применяется как в самой теории дифференциальных
уравнений, так и в ее приложениях [74, 171].

114. Понятие о системе уравнений высших порядков. Система урав-
нений высших порядков имеет следующий вид:

Е (х, И, yy’, re yo, see yg Yn, Yn’, ° ’ ? yn) =0, |
Fo(x, Y1, ут, ...у y™), ...у Yn, Yn’, ...у y™n)) =0,
Ев(х, и, и1',..., y™), ee Yas Yay wees y(n) =0,
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Предположим, что эта система разрешима относительно старших
производных:

т)= (Х, Иа, У’, ..., У, ..., Ум, Yn’ Yn),
2) — I— 1 п—YOfalty Yas Why oo ID voy Tm Urls oo HOM), Ls

y6rrn) = Fry (x, M1, yr’, eee 9 yr, eee 9 Yn, Yn’, 772 9 У(тт 4).
Система вида (56), т. е. система уравнений, разрешенная относительно
старших производных, называется канонической системой.

В дальнейшем мы ограничиваемся рассмотрением только канониче-
ских систем. |

Каноническая система вида (56) сводится к нормальной системе*
уравнений, если обозначить все производные, стоящие справа, через но-
вые неизвестные функции (так же, как в случае одного уравнения ий-го
порядка). Получим т.-+т>2-ф...+т„ уравнений первого порядка.

Вообще говоря, система (56) приводится и к одному уравнению
порядка 1:--т2--...-т„ с одной неизвестной функцией.

‚ Общее решение системы (56) содержит ии--т»-...-т„ произволь-
ных постоянных. |

Задача Коши для системы (56) формулируется так: среди всех реше-
ний системы (56) найти такое решение ил, и2, ..., И», которое вместе со
своими производными до порядков соответственно #Ии—1, т›2— Г, ...,
т„—1 принимает наперед заданные числовые значения при заданном
значении х, так что при х=хо мы имеем:

— ’— Yio! (mi—4) — y(™:—1)Yi=Yi0, Y1 =Yto, --- » YY Yo ›
— —у ^ (т2—1)— 1/(т.—1)12 — 20, Y2 Y20 > 78 8 9 у. 2 Yoo ?

Уп==Упо, Уп ==Уто’, ... ‚ Ут ==ут”4),

где правые части суть наперед заданные числа.

Пример. Дана система
и 2.0.yi +k*y2=0, | (57)

уз" НЕ?у: =0.

Найти нормальную систему и одно уравнение четвертого порядка, равносильные
этой системе. |

* Система общего вида также при некоторых ограничениях весьма общего харак-
тера приводится к нормальной системе уравнений [139, с. 19—38].
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Положим уз=и1”, у\=у2”. Получаем:
/ 7— __ 2y1 =93, Yo =Y1, Ys =—k’y, ys = ку.

Полученная нормальная система равносильна данной системе уравнений.

Дифференцируем первое уравнение системы (57) два раза. Тогда, принимая во
внимание второе уравнение, получим уравнение четвертого порядка

у)— “у: =0, (58)
равносильное системе (57). Проинтегрировав уравнение (58), найдем у» по формуле

1 Uf| rs yr”.
Система (57) проинтегрирована этим методом в п. 220.

115. Построение всего множества нормальных систем дифференци-
альных уравнений, имеющих заданную траекторию [60]. Пусть на фазо-
вой плоскости (х, и) задана кривая

М (х, у) =0 (59)
и требуется найти все такие системы дифференциальных уравнений

dxFp TR 9):Н (60)
У _dt =P(x,y) ’

для которых кривая (59) является траекторией. Задача состоит в том,
чтобы по заданной функции Й найти соответствующие функции Ри ©,
указав их общий вид. Подобные задачи часто возникают в приложе-
ниях [72].

Для решения поставленной задачи установим сначала одно соотно-
шение, связывающее функцию Я с функциями Ри ©, которое должно
всегда выполняться на траектории Й=0.

Пусть
x=x(t), У=У(0 (61)

есть некоторое движение, определяемое системой (60). Тогда имеем
тождества

ах(г)п ==0((0, 9(0)),
4у(1) _“it =P(x(t), y(t)).

(62)
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Уравнения (61) суть параметрические уравнения некоторой траек-
тории, определяемой системой (60). Предположим, что, исключив пара-
метр $, мы получим уравнение траектории в обычной форме и что послед-
нее имеет вид (59), где функция Я непрерывно дифференцируема.

Заменив в полученном уравнении (59) переменныехии их значе-
ниями из (61), будем иметь тождество

W(x(t), y(t)) =0.
Дифференцируя это тождество по № получаем

OW ax(t) |OW94)|
Ox at Oy А’

откуда, в силу (62), будем иметь
OW OWae VHO, WAZP(e, y(O)) 0.

Таким образом, если М(х, у) =0 есть траектория, определяемая
системой (60), то вдоль этой траектории должно выполняться равенство

ow owae Q(x, y)+ Oy P(x, y) =0. (63)
Если это равенство выполняется тождественно, то всякая кривая из се-
мейства

W(x,y) =C,
где С — произвольная постоянная, будет траекторией для системы диф-
ференциальных уравнений (60).

Пусть, например, дана система (см. п. 3, пример 1)

о a | =Qno x(x?-+y?—1) =Q,
(64)

dySp ttyety l) =P.
Возьмем

И— х2-+у?—1.
Проверим, будет ли кривая

W=+y—-1=0 (65)
траекторией системы (64). Составим для системы (64) равенство (63). Получим

(ху?) (x?-+y?—1) =0.
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Это равенство выполняется на кривой (65). Поэтому последняя является траекторией
системы (64). Но кривая

x*+y2—1=C (C0)

не является траекторией системы (64).

Переходя к решению поставленной задачи, докажем, что
ow ow .Gy QU WAGE Pls Y=F(W, x, 9), (66)

где
F (0, & n) =0.

В самом деле, обозначим левую часть равенства (66) через в(х, и):
д owAx Q(x, y) + “oy | y) =o(x,у).

Найдя затем у из уравнения (х, у) =:

y=9(W, x)
и подставив это значение у в функцию в(х, у), мы получим

® (х, у)= (х, ф(Т, х)).
Аналогично, разрешая уравнение (х, у) = У относительно х, мы можемпредставить функцию ®(х, и) в виде

(x, y)=a(p(W, у), у),
так что мы можем написать

]o(%, y= > (o(%, <(,х)) Но(ф(Т, у), у)) =Е(У, х, у),
что и доказывает справедливость равенства (66).Считая Р(, х, у) заданной функцией, мы можем рассматривать
равенство (66) как одно уравнение с двумя неизвестными Ри О

Возьмем функцию О в виде |

ОБР, М,у),
где

Е1(0, Е, n) =0,
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а М(х, у) — некоторая функция от х и у. Тогда из (66) найдем для функ-
ции Р выражение

ОУP(x, у) =F2,(W, x, y)+ ay MU,у),
где

Ро(0, Е, п) =0.
Таким образом, системы, для которых кривая (х, у) =С является

траекторией, в общем случае имеют вид

ах owOF =F,(W, x, y—Gy у),
dy owdt =F2(VW, Xx, y)+ ay MU y),

где РЁ! и Р› удовлетворяют условию:
Е (0, 5, 1) =0, F2(0, 6 n) =0.

$ 21. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
В СИММЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЕ

116. Понятие о системе обыкновенных дифференциальных уравне-
ний в симметрической форме. Приведение нормальной системы к системе
в симметрической форме. Рассмотрим систему дифференциальных урав-
нений следующего вида:

dx, ” __: dx» __ __
X4 (x4, XQ, «+e y Xn) 7 X2(X4, XQ, «ee Xn) 7

d— ¥n | (1)Xn (X41, ^2, +20 Xn)
В эту систему все переменные ха, Xo, ... , Xn BXOAAT PABHONMPABHO,
в то время как в нормальной системе

dy, __ )“dx. —= 1(х, 01, Y2, re | Уп),
dy2

= Xx sce yg YNIJ >dx [2(Х, ил, >, Уп) (2)

dyndx =(x,Ys Yo, ...у Yn) |
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этого равноправия нет: ил, у,..., у» рассматриваются как искомые функ-
ции, а х — как независимая переменная. Систему (1) мы будем называть
системой обыкновенных дифференциальных уравнений в симметрической
форме.

Нормальную систему (2) всегда можно привести к системе в симмет-
рической форме. С этой целью перепишем систему (2) в виде

ma = ays — ау И
l 7 [1(x, Ил, 02, ... у, Уп) Г (х, Yi, Yo, .--, Yn) = =

dyn
in (x, Y1, Yo, eee yg Yn) ( )

Систему (3) будем называть системой дифференциальных уравнений
первого порядка в симметрической форме, соответствующей нормальной
системе (2). В систему (3) все переменные х, ил, И, ..., Ип входят уже
равноправно.

Иногда (например, когда все функции |; представляют собою дроби
с одним и тем же знаменателем) целесообразно умножить все знамена-
тели 1, 1, [2,..., [п на один и тот же множитель ф(Х, ил, у2,..., Уп). Тогда
получим систему

ах dy, _ 42 _ Yn (4)
ф НФ fap fn

Введем симметричные обозначения для всех переменных X, Y1, Yo, ..- 5 Yn;
полагая

ХЕЕЛ1, ИЕЕХо, У2=ЕХз, ..., Уп==Хи,

и симметричные обозначения для всех знаменателей, полагая

p=Xi(x, XQ, 2 2 y Xn44),
fip=Xo(X1, Xa, ..., Xn44),

Prp=Xnyi(X1, Х2,..., пы).

Тогда система (4) приведется к виду

dx, —__ ахХо
X1(X4, Xo, ..., Хы) Ха(Хь Хь ... , Хон)

__ AXn+4
Хп-а(Ха, X2, 2... , Xn44)
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Пример 1. Система
dx, dx> . axn
X14 X2 Xn

есть система п—1 дифференциальных уравнений в симметрической форме.
Пример 2. Привести нормальную систему двух уравнений

ау 2, dz y
dx | x’ ах x

к симметрической форме.
Следуя указанному выше способу, имеем

dx dy dz
о о у`

x x

== (5)

Это и есть искомая система. Если ввести симметричные обозначения

Х==Х!, УЕЕХ2, LEXz,

то система (5) перепишется в виде

ax, dx2 АХз
м Хз Xo

117. Интегралы, первые интегралыи общий интеграл системы диф-
ференциальных уравнений в симметрической форме. Рассмотрим си-
стему (1)

dx, ахо
X4 (x4, №2, «+8 5 Xn) Xo (x4, XQ, see Xn)

AXn
Xn(X41, x2, eee 9 Xn) "

Предположим, что функции Ли, Л2,..., Ха определены и непрерывны
вместе с первыми частными производными по 2+, хз, ..., хп в некоторой
области изменения переменных хи, х2,..., Х”, причем ни в одной точке
этой области они не обращаются одновременно в нуль. Пусть (х4®,
X20, 2... Хх, @)) — некоторая точка указанной области. Не умаляя общно-
сти, будем считать, что

Xn (x1, x20), cosy Хх")5-0.
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При сделанных предположениях систему (1), принимая хи за неза-
висимую переменную, можно переписать в виде следующей нормаль-
ной системы п—1] уравнений:

ам _ X4 Ах Xe AXn—4 __ Xn—-A 6
ах Хип’ Ч Xn’? ам ХХ (6)

Решение, интеграл, общее решение и общий интеграл системы (6) будем
называть соответственно решением, интегралом, общим решением и об-
щим интегралом системы (1).

Система (6), а следовательно, и система (1) имеет ровно п—1 неза-
висимых интегралов: *

ара (Х4, Х2,..., Ха), 42(Хь 42, ..., п), +.

Wn—i (X14, 2, ..., Хи).
Из теорем, доказанныхв п. 109, следует, что формула

=Ф (фи, 1р>, . фи),
где Ф — любая функция, имеющая непрерывные частные производные
по 1р1, 142,..., фи, не обращающиеся одновременно в нуль, содержит
все интегралы системы (6) или, что то же, системы (1).

Общий интеграл системы (6), а следовательно, и системы (1) име-
ет вид:

ара (хи, №, ..., Xn) —(1, —_

Vain Far oy Ea)С (7)
Wn-1 (X41, XQ, 22 ey Xn) — Си.

Разрешая (7) относительно дл, №2, ..., Хи, получим общее решение
системы (6) или, что то же, системы (1) в виде:

X1= M1 (Xn, Ci, Co, ...у Cn),
X2=qe (Xn, Ci, Cs, ...у Cn-1),

Xn—1=QPn-1 (Xn, Ci, C2, cy Ст).
Используя сказанное о числе интегралов системы дифференциальных

уравнений в симметрической форме, выясним вопрос о числе независи-

* Здесь и ниже речь идет об интегралах, определенных в некоторой окрестности
точки (х1(6), х2(0),..., хп(0)).
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мых интегралов автономной системы, не зависящих явно от аргумента.
Рассмотрим автономную систему вида

ax— —А! (2х1, x2, eee yg Xn), |
dx»Fp Ae X2,..+,Xn), | (8)
ах
“Fp Xn (ty Hae oy Endy

где роль независимой переменной играет время #. Покажем, что эта си-
стема может допускать не более чем п | независимых интегралов, не
содержащих явно время {.

С этой целью перепишем систему (8) в симметрической форме:
dt . dx, dX» dAXn

Интегралы системы (8), не содержащие явно Е, будут, очевидно, ин-
тегралами системы:

dx, dX. AXn
— —— _

—ХХ“ Xn

Но последняя имеет не более чем и—| независимых интегралов, по-
этому автономная система (8) может допускать не более чем п—1] инте-
гралов, не содержащих явно независимую переменную, в нашем случае—
время {.

“Так, в примере 3 п. 109 мы нашли для автономной системы трех уравнений два
независимых интеграла: ф: = и. у2-Нуз и ф2=и12-Ру2?--уУз2, не содержащих явно не-
зависимую переменную х. Интеграл ф=у:у›Ру1уз--У2у, согласно только что доказан-
ному, необходимо должен был оказаться зависимым с интегралами Yi H Yeo. Третий
независимый интеграл \рз должен содержать независимую переменную х. Именно в таком
виде он нами и найден. |

Мы видели, что общее решение системы (1) можетбыть найдено,
если свести ее к нормальной системе п-1 уравнений (6). Покажем еще,
что общее решение системы (1) может быть ‘найдено путем рассмотрения
некоторой нормальной системы п уравнений.

С этой целью введем переменную ЁЬ приравняв в системе (1) равные
отношения дифференциалу #:

dx, ахо Аха
Xp Xp Ж

* Иногда вместо dt 6epyt @(t)dt.

=dt,*
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Отсюда

4 —Х! (х |ip! 1, X2,...,Xn),
AX»
Gp Ae(My Hay ey Xn) (9)
AXnat = Xp (4, №2, ...у Xn). |

Предположим, что для этой системы мы нашли и—1 независи-
мых первых интегралов, не содержащих явно Ё

abi (X41, №2, ..., Хп) =C,
tho (x4, XQ, 22+ 9 Xn) —=СЬ, (10)
и(Х1, Х2,..., Мп) ==Си-.

Разрешая (10), например, относительно х4, х2, ..., Хи, получим:
— )

X1=1 (Xn, Су, Cr, ...у Ст),
==фе(Хи, Сь Сь..., Сим), — § (11)

Xn1=Qn-1 (Xn, C1, Co, eee yg Cy-1). ;
Подставим эти значения х1, ^Х2, ..., Хп-1 В ПОСЛеднее из уравнений си-
стемы (9). Тогда

dxет =f (Xn, C1, C2, cee y Ст).
Это уравнение легко интегрируется. Имеем

aXn =t+Cn.J (Xn, Ci, Co, ...у Ста) т
Отсюда

Xn=Qn(t+Cn, Ci, Co, . .. ’ Сп). (12)
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Подставляя найденное выражение для х„ в формулы (11), получим:

xy=qi(t-+Cn, C1, C2, sey Cn—1),
ха фа(ЕСи, Сь Сь..., Ся-1), (13)

Хп—1=Фи—1(1--Си, Ci, Co, о Cy-1).
Формулы (12) и (13) дают общее решение системы (1) в пара-
метрической форме. При этом мы имеем п—1 произволь-
ных постоянных С+, С2,..., Сил. Постоянная С» указывает только
на начало отсчета параметра ¢. Исключив параметр 2 получим общее
решение системы (1) в обычном виде, а именно в виде (11). Оно будет
содержать п—| произвольных постоянных С4, Со, ..., Сп-,* как и сле-
довало ожидать, ибо (1) есть система п—1 уравнений.

Иногда запись пормальной системы (2) в симмет-
рической форме (3) оказывается полезной для на-
хождения первых интегралов ее, ибо, используя свойство
ряда равных отношений

11 Qo an —__ ка Р2а2-. . РАпап
b, bo о bn Аб. Robot... +RnDdy ’

нам иногда удается построить интегрируемые комбинации, которые
и дают искомые первые интегралы.

Заметим, однако, что очень часто мы не сможем таким путем найти
достаточное количество независимых первых интегралов и тем самым
построить общий интеграл системы (2). Тогда, используя уже найденные
первые интегралы, нужно пытаться упростить задачу, либо понижая по-
рядок системы, либо находя другие первые интегралы. Сказанное отно-
сится, конечно, и к тому случаю, когда система уже задана в симметри-
ческой форме.

Пример 1. Найти общий интеграл системы

ау х—2 dz y—x
dx z—y dx z—y (14)

Переписывая эту систему в. симметрической форме, имеем

Ах dy _ 42
я = у—х
z—y z—y

* Ибо, исключая Ь мы автоматически исключим и Сл, так как Ёи С» входят в Qi,
@2,-..-, Pn в виде суммы #--Сь.
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или (умножая все знаменатели на г—у)

ах dy dz
и= = . (15)
z—y х—2 y—x

Складывая числители и‘знаменатели, получим
dx dy dz dx+dy+dz |
z—y xz у—х — 0

Отсюда 4хау-+4=2==0 или а(х+-у-+-г) =0. Следовательно, семейство плоскостей

фи ==х-у-+-2==С: (16)
есть первый интеграл системы (14).

Для получения другого первого интеграла умножим числители и знаменатели дро-
бей (15) соответственно на 2х, 25, 22 и сложим числители и знаменатели полученных
дробей:

2хах 2ydy 2zdz d (x?-+-y*}+2?)
2x(z—y) a 2y(x—Z) 7 22(и—х) 7 0

Отсюда видим, что семейство сфер

2==х2-у2--22 =6>2 (17).
представляет собою первый интеграл системы (14). Первые интегралы (16)
и (17), очевидно, независимы, так что совокупность их дает общий интеграл
системы (14).

Пример 2. Проинтегрировать систему

dx dy dz= = . (18):
1+ у 2—х—у | 2

Из
dy dz
l 2

имеем первый интеграл
и ==2—2и==С:.

Воспользуемся свойством ряда равных отношений. Вычитая в системе (18) из числителя
и знаменателя последней дроби числители и знаменатели первых двух дробей, имеем

d(z—x—y) _ 49
— У =—х—у 1

‘`Эта интегрируемая комбинация дает другой первый интеграл
———ы

ф2==2 / 2 у—х-+у=С..

Построение общего интеграла системы (18) закончено.
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Пример 3. Проинтегрировать систему

dy 1 dz 1
= |— —, = , (19)

dx = ах y—x

Запишем эту систему в симметрической форме:

dx dy dz
| | т1-—

= у—х
отсюда

dx zdy (y—x)dz
1 zl |

Составим пропорцию

Перепишем ее в виде

dy—dx dz d(y—x) dz„ — +
—(y—x) = y—x =

Интегрируя, найдем первый интеграл

(y—x)z=C1. (20)
Найдя отсюда 2 и подставив в первое уравнение системы (19), будем иметь

ау ух
ах — С

ИЛИ

—х d(y—x ахdy—=dx— y dx. (y—x) 0,
1 у—х С!

откуда

_®_
(y—x)e =С..

Заменив здесь С; ее значением из (20), найдем другой первый интеграл
x

(yY-X) z(y—x)e =C>».

Пример 4. Найти два независимых интеграла системы

ах а dz=~ 7 (21)
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Имеем: 4у=0, у==С+:. Следовательно,

=у
есть интеграл системы (21).

dz dx
Заменим в равенстве — величину и на Сл:

у

dz ах

г С.

Интегрируя это уравнение, находим
x

с:
z=Cre

Отсюда, разрешая относительно С»› и заменяя С\ на у, получаем
x

у
ze — (5

Следовательно,
x

y
We =cze

есть интеграл системы (21).
Интегралы 1р. и $2, очевидно, независимы.



ГЛАВА ПЯТАЯ

ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ

$ 22. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ
ЗАДАЧИ КОШИ (ТЕОРЕМА ПИКАРА)

118. Предварительные замечания. В предыдущих главах мы изло-
жили основные понятия и определения, относящиеся к уравнению пер-
вого порядка, нормальной системе уравнений первого порядка, уравне-
нию 7-го порядка и системе уравнений высших порядков. Мы указали
там, что основной задачей интегрирования как одного дифференциаль-
ного уравнения, так и системы уравнений, является нахождение всех
решений и изучение их свойств.

Если удается выразить все решения в элементарных функциях, то
исследование свойств решений не представляет большого труда. Однако
такие случаи представляют собою редкое исключение.

Гораздо большее число уравнений удается проинтегрировать в квад-
ратурах. Но и эти уравнения встречаются довольно редко. Наиболее
известные типы таких уравнений мы рассмотрели в предыдущих главах.

В общем случае дифференциальное уравнение не интегрируется
в квадратурах. Тогда применяют приближенные методы интегрирования.
При этом обычно ищут решение, удовлетворяющее некоторым дополни-
тельным условиям, например, решают задачу Коши (начальную задачу)
или краевую (граничную) задачу.

Предположим, что решается задача Коши, т. е. ищется реше-
ние, удовлетворяющее заданным начальным условиям. В этом случае
приближенные способы могут дать реальное представление об искомом
решении дифференциального уравнения только тогда, когда нам заранее
известно, что решение с заданными начальными условиями существует,
единственно и определено в интересующем нас интервале изменения не-
зависимой переменной.

Мы изложим доказательство трех основных теорем существо-
вания решения задачи Коши: теоремы Пикара, теоремы Коши и тео-
ремы Пеано, соответствующих основным условиям, которым обычно
подчинены дифференциальные уравнения. Две из них (теоремы Пикара
и Коши) устанавливают не только существование, но и единствен-
ность решения, удовлетворяющего заданным начальным условиям.
Эти теоремы существования и единственности име-
ют принципиальное значение для всего естество-
знания, ибо они устанавливают условия, гарантирующие возможность
нахождения вполне определенного закона того или иного явления по
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дифференциальным свойствам его и по начальным
данным. Это особенно важно потому, что для многих явлений
природы соответствующие им законы выражаются
только при помощи дифференциальных уравнений.

Приближенные методы, поскольку они дают лишь решение конкрет-
ной задачи Коши, т. е. решение, удовлетворяющее заданным начальным
условиям, не позволяют полностью характеризовать даже это решение
и совершенно ничего не могут сказать ни о свойствах решений с другими
начальными условиями, ни о наличии решений с теми или иными наперед
заданными интересующими нас особенностями их поведения.

В связи с этим возникает потребность в построении общей тео-
рии дифференциальных уравнений, методыкоторой: да-
вали бы возможность судить о свойствах всех решений любого диффе-
ренциального уравнения только по его аналитической структуре и позво-
ляли бы дать ответ на вопрос о существовании решения с заданными
свойствами. Устанавливая условия, гарантирующие наличие решения,
обладающего интересующими нас свойствами, общая теория дает также
и методы приближенного, а иногда и точного построения этого решения.

Основная задача общей теории дифференииальных уравнений
состоит в том, чтобы установить связь между свойствами решений
уравнения и свойствами самого уравнения, а именно выяснить, какими
свойствами обладают решения того или иного дифференциального урав-
нения и каким условиям следует подчинить правую часть уравнения,
чтобы оно допускало решение, обладающее теми или иными наперед
заданными свойствами.

Основой этой общей теории являются вышеуказанные теоремы суще-
ствования.

Заметим, что так как уравнение п-го порядка, разрешенное относн-
тельно старшей производной, и канонические системы уравнений выс-
шего порядка всегда могут быть приведены к нормальной системе урав-
нений (см. пп. 112 и 114), то доказательство теорем существования
достаточно проводить лишь для нормальных систем. Так мы и будем
поступать в настоящей главе.

119. Формулировка теоремы Пикара для нормальной системы п
уравнений. Пусть дана система уравнений:

Чи! |
dye -fo(X yy Y2 ... Уп), (1)ах oa"

dyn=, =fn(x, M1; ух...) Yn)
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и пусть поставлена задача Коши: найти решение системы (1’),
удовлетворяющее начальным условиям:

Y=Ys, YoY, 22. 5 Yn =Yn при Х=Жь, (2’)

roe Xo, Yr, 920, ..., у„@) — некоторые заданные числа, т. е. требуется
найти интегральную кривую, проходящую через заданную точку (хо, yr,
У2®,..., п).

Предположим, что правые части системы (1”) определены в неко-
торой замкнутой области

Ю: |х—ж|=<а, [у®|=<6 (=1,2,...,п)
C TOUKOH (Xo, у1©), у2®,..., у,Ю) внутри (аи бб — заданные положи-
тельные числа).

Установим условия, обеспечивающие существование и единствен-
ность (непрерывно дифференцируемого) решения постав-
ленной задачи Коши.

Теорема Пикара. Пусть правые. части системы (1’) удовле-
творяют в области Ю следующим двум условиям:

1) функции |4 (R= 1,2,..., п) непрерывны по всем своим аргу-
ментам и, следовательно (в силу замкнутости и ограниченности ВЮ),
ограничены, т. е.

[fr (%, Иа, Y2,---, Yn) | <M (k=1,2,...,n),
где М — положительное число, а (х, Y1, Yo, ... , п) — любая точка
области Ю;

2) функции р. (Е=1,2,..., п) удовлетворяют условию Липшица
относительно аргументов и!, Yo, ..., Yn, T. e.

[ Fr (%, у, Yo, ... ‚ Уп) — |»(х, Ил, Y2,---, Yn) | <td ly—yl,
где Г. — положительное число (константа Липшица), а (х, ил, уз,..., Уп)
U(X, Yi, Yo, ..., Yn) — любые две точки области К.

Гогда система (1’) имеет единственное решение

И==у1(Х), У2==2(Х), ... , Уп==Ув(Х), (3’)
удовлетворяющее начальным условиям (2’). Это решение заведомо опре-
делено и непрерывно дифференцируемо в интервале

| x—Xo| <h,
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где
bh—=min( a, М. >

и не выходит при этих значениях х из области В, т. e.

lyn(x)—y.|<b при |х—№|=<й (RkR=1,2,..., 2). (4’)

Замечание. Условие Липшица представляет собою оценку роста правых частей
системы (1’) по аргументам Y1, Yo, ..., Уп, причем эта оценка равномерна относительно
х в интервале |х—ж| = а.

Условие Липшица будет, в частности, выполнено, если все функции |4 (Е=1,
2,..., п) имеют ограниченные в области Ю частные производные по переменным
Yi, Yo, ...- 5, Уп, Т.е.

Of (x, ут; У 1... › Уп)
Oy;

<K (k, /=1,2,...' n)}

где К — некоторое положительное число, а (х, ул, уз,..., уз) — любая точка области К.
Действительно, в этом случае, используя последовательно формулу конечных при-

ращений (формулу Лагранжа), мы имеем:

Tn (x, у, у», sey Yn)—Pr(% Yi, Yor ree Уп) =
= ([»(х, YrsYo ...у Yn) —fr(& Ys, Yor ... ‚у))-+

+(fr (x, у,Yo, eee 4 Yn) —Ta(X, у,Yo, eee yg yn))+.. +
+(fa (x, Yi, see y и, ут) — а (х, Yt, ... Ив у")) =

0 ху Bin(Yi—Ya)s Yas Lees Yr — =~Fa Yr Bin (Ys Y1),_¥2 Yn) Gy)+
дул

Ор (х уь увел (узуз), 4 Yn) — =4 In| Y1, YotVer (Y2 (j2—Yyo)+.. +
OY2

Ofn (%, i, tee Yn ts YntOnn(Yn—Yn)) — =+ ee (Yn—Yn)Oyn

(0<On<l; k, 1=1,2,...,n),

откуда и вытекает условие Липшица, причем Ё=К.
При п=1, т. е. в случае одного уравнения первого порядка, разрешенного относи-

тельно производной

“dx = (x, у),
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условие Липшица (для правой части) относительно у имеет вид ‘

F(x, yyF(x, y) <LI y—yl.
OOxo заведомо выполнено, если в области задания уравнения частная производная Oy

. у
существует и ограничена:

дм <K.
ду

Условие Липшица не предполагает существования соответствующих частных про-
изводных, вследствие этого оно является более общим. Например, для уравнения

dy .aly] Ge n=l)
x

ofчастная производная oy в точках оси Ох (у=0) не существует. Однако (по свойству
у

абсолютной величины разности) имеем

F(x, yi(x, у) [=|У-- [<= 9— 9,
так что условие Липшица выполнено на всей плоскости (х, и), причем Ё=1.*

Заменяя условие Липшица (более сильным) требованием существования и ограни-
ченности соответствующих частных производных, мы получаем упрощенные формули-
ровки теоремы Пикара для нормальной системы п уравнений (п. 105) и для одного
уравнения первого порядка, разрешенного относительно производной (п. 7).

120. Доказательство теоремы Пикара для нормальной системы двух
уравнений. С целью упрощения записи мы будем доказывать сформули-
рованную выше теорему Пикара для случая п=2. При этом ход дока-
зательства для случая п уравнений становится очевидным.

Итак, будем рассматривать систему двух уравнений:

dy
= Xxdx zal »Y, 2), (1)

d— —р(х, у, 2)
< начальными условиями:

уУ= И, 2=2 при X=—Xo. (2)

Предположим, что в области

R: |x—xo| <a, |y—yo| <0, |2—2%|5,
* Подробнее относительно условия Липшица см. [102, с. 134—137].
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где а и 6 — заданные положительные числа, правые части системы (1)
удовлетворяют двум условиям:

1) [А (х, у, 2) и Р(х, у, 2) непрерывны и, следовательно, ограничены:
[Ра(х,у, 2) |<М, |Ь(х,у, 2)|<М;

2) |1(х, у, 2) и р(х, у; 2) удовлетворяют условию Липшица относи-
тельно уи г: |

[fi (x, у, 2) —Н(а, у, 2) | <L(|y—y| +|z—z]),
| [5 (х, у, =) (ху, 2) | <L(|y—y| +|z—z]),

где [,— постоянное положительное число, а (х, у, =)и (х, у, 2) — любыг
две точки области К.

Докажем, что при сделанных предположениях система (1) имеет
единственное решение

у=у(х), 2=2(Х), (3)
удовлетворяющее начальным условиям (2), и что это решение заведомо
определено и непрерывно дифференцируемо в интервале

|x—xo] <A,
20e

, bh=min ( а, м)’
и не выходит при этих значениях х из области К, т. е.

[у(х) —и| 6, |2(х) —2|5<8 при |x—xo| <A. (4)
С этой целью заменим систему (1) с начальными условиями (2}

равносильной системой интегральных уравнений.
Предположим, что искомое решение (3) найдено. Тогда, подставляя

его в систему (1), мы получим тождества:
, |au) =fi(x, y(x), 2(x)), (5)
4(21%) igoe u(x), 2(2))

Ах

при |[х—№|<. Интегрируя их по х в пределах от хо до х и принимая
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во внимание начальные условия (2), получим:

убоя] 9,269)45

2(х) —20== | Р(х, и(х), 2(х))ах
Xo

mpu |x—xXo|<h. Tlepenoca B этих тождествах числа и и 2, вправо, за-
ключаем, что

y(x) =yot J falx, v(x), 2(2)) dx, 6
z(x) zt Jfalx, ylx), 2(x))dex

при |х—хо| <й. Рассмотрим систему уравнений

y=yot | Н(х, у, 2)ах,
< (7)

Z=2)+ | р(х, и, 2)ах,
где ии г суть неизвестные функции от х. Такая система уравнений назы-
вается системой интегральных уравнений. Решением системы
интегральных уравнений (7) называется совокупность функций и=у(х),
2=2(х), определенных в некотором интервале и обращающих (в этом
интервале) уравнения системы (7) в тождества.

Из тождеств (6) мы видим, что функции (3) образуют решение
системы (7).

Итак, решение (3) системы дифференциальных уравнений (1) с на-
чальными условиями (2) является решением системы интегральных
уравнений (7).

Обратно, решение у=и(х), 2г=2(х) системы интегральных уравне-
ний (7), определенное и непрерывное в интервале |х—%| < и не выхо-
дящее при этих значениях х из области Ю, будет искомым решением
системы (1).

Действительно, подставляя это решение в систему (7), получим
тождества (6). Подынтегральные функции [1(х, у(х), 2(х)) и р(х, у(х),
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2(х)), рассматриваемые как сложные функции от х, будут непрерывными
функциями от х в интервале |x—xo|<h, u6o функции [(Х, ы, 2)
и [2(х, у, г) непрерывны относительно всех своих аргументов в области КЮ,
а функции и=иу(х), г==2(х), согласно предположению, определены и не-
прерывны в интервале |х—ж%| < и не выходят при этих значениях х из
области Ю. Поэтому из (6) следует, что функции у=у(х), 2г=2(х) ‘не-
прерывно дифференцируемы в интервале |х—|<, так как определен-
ный интеграл с переменным верхним пределом х от непрерывной функ-
ции от х является непрерывно дифференцируемой функцией верхнего
предела. Дифференцируя тождества (6), мы получим тождества (5), так
что рассматриваемое решение системы интегральных уравнений (7)
является решением системы (1), определенным и непрерывно дифферен-
цируемым в интервале |х—хо| <й. Начальные условия (2), как следует
из уравнений (7), выполняются автоматически.

Из приведенных рассуждений следует, что для доказатель-
ства теоремы Пикара нам достаточно установить
существование и единственность решения системы
интегральных уравнений (7), определенного и не-
прерывного в интервале |х—%|=<Й и не выходящего
при этих значениях х из области R.

Докажем сначала существование решения системы интег-
ральных уравнений (7). Применим для этого метод последовательных
приближений Пикара.

За исходное (нулевое) приближение, уз(х), 2.(х), примем функции,
равные тождественно соответствующим начальным значениям искомых
функций: ио(х) =Yo, 20(Х) ==24.

‚ Заменим в подынтегральных функциях системы (7) переменные уи=
нулевым приближением. Полученные функции возьмем в качестве пер-
вого приближения:

и(х) =yo+ | i1(%, Yo, Zo) ax,
J (8)

21 (х) — 2о-- I fox, Yo, Zo) АХ.
За второе приближение возьмем:

у2(х) =у-- | f(x, ys, 21) ax,
0 (9)

22(х) — 20-— (5 Yi, 21) dx.
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Boo6ule B KayecTBe N-20 NpubAUKeNUA BO3bMeM функции, определяе-
мые соотношениями:

Ут (Хх) =Yo+ | [1(X, Yn—t, Zn—-1) ах,
Xo (10)

zn (x) =zot | fold, Yn Zn—s) ax.
Xo

d

Таким образом, мы построим две последовательности функций:

Ув, 1(х), У2(Х),..., Уп(Х),..., (11)20, 24(х), 22(х), sey Zn(x),
Дальнейшее доказательство существования решения разобьем на

три части.
|. Докажем, что все функции последовательности (11) определены

и непрерывны в промежитке |х—%|=<й и не выходят из области R,
т. е. для всех значений п имеют место неравенства

[Уп (Хх) —%| =, |2.(х)—2|< при |[x—%X| <A. (12)
Для этого применим метод математической индукции. Рассмотрим

сначала функции иу1(х) и 2.(х). Формулы (8) показывают, что эти функ-
ции определены и непрерывны во всем интервале |х—х| <а, ибо функ-
ции [1(Х, Чо, 20) и (Хх, Yo, Zo) непрерывны в этом интервале, а определен-
ный интеграл с переменным верхним пределом от непрерывной функции
представляет собою, как известно, непрерывную функцию своего верх-
него предела в том же интервале.

Оценим теперь разности и1(х) —уо, 21(х) —2о. Имеем: *

| y1(x) —yo| =— рJi Yo, Zo))ах| = }Fine Yo, Zo))|dxi< | (13)
<M|x—x0l, |

| 21(x) —2o] <M|x—xp|.
Отсюда видно, что функции и1(х) и 21(х) не выйдут из области К, т. е.

* Здесь мы используем известную формулу
b 6

| | пох <| | |F (x) [4х
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будут выполняться неравенства

lys(x) —yo] <b, |21(х)—2|=Ь,
| bесли потребовать, uTo6nI M|x—xo| <4, т. е. |х—хо| < и: Поэтому, если

>)h=min( a, ,
то при |х—%| < функции и!(х) и 21(х) будут определены, непрерывны
и не выйдут из области КЮ.

Итак, наше утверждение справедливо для функций и1(х) и 24(х).
Предположим теперь, что оно справедливо для функций иуи—(Х)

и 2„-1(х), и докажем, что оно тогда верно и для функций уп(Х) и 2.(Хх).
Для этого обратимся к формулам (10). Прежде всего из этих фор-

мул мы видим, что функции у„(х) и 2„(х) определены и непрерывны
в интервале |х—х|=<й. Действительно, так как функции у(х)
и 2„-41(х) определены и непрерывны в интервале |х—хо|= и не вы-
ходят при этих значениях х из области Ю, то функции [1(Х, Уп-, 2)
и [2(х, Упль 211), рассматриваемые как сложные функции от х, тоже
непрерывны в интервале | х—х| <, а тогда из формул (10) следует, что
функции у„(х) и 2„(х) будут определены и непрерывны в этом же
интервале.

Далее мы имеем оценки:

| уз (х) —yo| <: Е (х, Yn-1, Zn—1) |dx <M|x—xo| =,
[2 (х) —2| =

при |х—%| =, т.е. у»(х) и 2»„(х) не выходят из области ВЮ при
|x—xo| <A. .

Из приведенных рассуждений и вытекает, что все функции после-
довательностей (11) определены и непрерывны в промежутке |х—х| А
и не выходят при этих значениях х из области R.

2. Докажем теперь, что последовательности (11) равномерно схо-
дятся в интервале |х—х|=<й и, следовательно, предельные функции
непрерывны в этом интервале.

Для этого заметим, что сходимость последовательностей (11) равно-
сильна сходимости рядов:
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Yot (Y1—Yo) + (Y2o—Y1) + (Ys—Y2) +. (уу...,
Zot(Z1—Zo) - (22— =) +(23—25)... (Zn—Za-1) +... , (14)

так как частными суммами этих рядов являются как Pa3 Yn(X) U Zn(X).
Оценим члены рядов (14). Мы уже имели оценки (см. фор-

мулы (13)):
| yi— Yo] SM | x—Xo],

][24—20| —<М]х—ж|. (15)
Оценим разности у2— Ин и 22—21. Из равенст (8) и (9) находим, что

2—9! — Ты. 1, z:)dx—| А (Х, Yo, 20)dx=
Xo Xo

x

— | (Г (х, И, 21) —fi (x, Yo, 20) ) dx,
отсюда

и= | ПАС д20у 29| |.
Используя ‘условие Липшица и принимая во внимание оценки (15)

для разностей и:— о и: 21—2о, получаем:
=

[2—1| <1 | (|y1—Yyo| +] 21—Zo| ) dx =

Г |x—x0]?X—Xo

Xo °

Аналогично для разности #2— 1 получаем такую же оценку:
| x—xo|?

2! |

Предположим теперь, что справедливы оценки:

[22—21| <2IM

Х—хоп| Yn—Yn—| <M (2L)"-!Jal”
>

{|2n—Zn—4| <M(2L)"-1 asl"
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Покажем, что тогда имеют место оценки:

—Х n+1| Yn4i—Yn | <M(2L)" ож"
(n+1)!

| Zn41—Zn| <M (2L) (n+l)!
Действительно,

x

Ynai—Yn = | (| (Xx, Ут, Zn) —fi (x, Yn-A, Zn—1) )dx,
Xo

отсюда

ний5 | ПА (у 2н) В, филь ню) [dx] <

<L| ааа =
- [х— |” | x—xo| "+1

n—1i1_* ООО —_—- т<2L | мо ит Ах| =M(2L) И
Аналогично получаем

X—Xo| "1!

(n+1)!
Но мы уже убедились выше, что оценки (16) справедливы для п=1

ий=2. Следовательно, они верны для всех п. |
Из оценок (16) следует, что для интересующих нас значений х, т. е.для значений х, удовлетворяющих неравенству |х—х|=й, мы имеем

следующие оценки:
hn

ni’| Yn—Yn—1 | <M (2L) nt
(17)hn| 22 —Zn—1| <M (22) 1-1 Al

npu |x—xo|<h.
В силу первой из оценок (17) члены первого из рядов (14) для всех

значений х из интервала | х—ж%| < й не превосходят по абсолютной вели-
чине соответствующих членов следующего сходящегося ряда с положи-
тельными членами:
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2[yo] +Mh+M2L —- +M (2L)?
(QLh)2 (on)? а)"АНИ(ори В 4CO +И...)=

Мо5 (#1.
Следовательно, согласно признаку Вейерштрасса [148, т. Ц, с. 74],
первый из рядов (14) сходится и притом равномерно в промежутке
| x—Xo| <h

Аналогично доказывается равномерная сходимость (в том же интер-
вале) второго из рядов (14).

Обозначим суммы рядов (14) или, что то же, предельные
функции последовательностей (11) через у(х) и 2(х). Так как все
члены рядов (14) непрерывны в интервале |х—хо|< и эти ряды схо-
дятся равномерно в интервале |х—хо|<й, то по теореме о непрерывно-сти суммы ряда [149, т. П, с. 76, теорема 1] функции у(х) и =(х) также
непрерывны в этом интервале. |

Таким образом, последовательности (11) равномерно сходятся
в интервале |х—№%| < и предельные функции и(х) и 2(х) непрерывны
в этом интервале.

3. Докажем, наконец, что предельные функции у(х) и г(х) не выхо-
дят из области Ю при |х—ж| <, т. е. имеет место (4), и удовлетворяют
системе интегральных уравнений (7).

В самом деле, переходя к пределу в неравенствах (12), мы получим
неравенства (4).

Покажем теперь, что предельные функции у(х) и 2(х) удовлетво-
ряют системе (7). Для этого заметим сперва, что

lim Гы Yn; Zn) dx = J hace у, г)ах,п = ts (18)

Lim J fal, yur @n)de= J falx, y, 2)dx
при |х—х| < й. Действительно,

| Гас. Yn, 2n) ах— | (Хх, 9, z)dx <
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x

= | | [В (х, Уп, 2.) —Н(х, и, 2) 14 <
Xo

<L| J (lye—yl-tlen—zl)ael
Так как У»„(х) и 2„(х) сходятся равномерно к и(х) H 2(X)
В [х—№| =<h, To no любому наперед заданному положительному числу €
найдется номер ЛМ. такой, что при п>/М, выполняются неравенстваlyn—y|<e, \2n—z| <e для всех х из интервала |х—хо| <йЙ одновре-
‘менно. Поэтому, продолжая предыдущую оценку, получаем

<нс у ада Твоя
<2Le|x—xo| <2Leh+0 при =—>0.

Аналогично получаем оценку

<=| Jets Yn, 2,)dx— J fo(x, y, z)dx
<2Le|x—xo|<2Leh>0 при e—0. -

Из этих двух оценок и следуют соотношения (18).
- Теперь, переходя в тождествах (10) к пределу при п—>со, мы полу-чим тождества (6), следовательно, найденные нами функции у(х)

и 2(х) образуют решение системы интегральных
уравнений (7). Это решение определено и непрерыв-
но в интервале |х—ж|< и не выходит при этих зна-
чениях х из области К, атогда, как показано выше, функции
у=и(х), 2г=2(х) представляют собою решение системы
дифференциальных уравнений (1) с начальными
условиями (2), определенное и непрерывно диффе:-
ренцируемое в интервале |х—ж| <.

Таким образом, существование решения (3) доказано.
Докажем теперь, что это решение единственное.* Допустим, что су-

ществует другое решение: и=и*(х), г===2*(х), удовлетворяющее тем же

* Мы доказываем единственность методом Гурса [39, с. 322, 323]. Другое доказа-
тельство единственности см. в книге [140, с. 147—149]. Можно также воспользоваться

‚ известной леммой Гронуола [103, с. 305, 306].
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начальным условиям, определенное и непрерывное в некотором интер-
вале |х—х| <й’, где O<ch’<h, vu не выходящее при этих значениях х из
области Ю. Тогда мы имеем тождества:

ор} (о 9", =")4ххо (19)
2*==20-- J [2(х, у*, 2*) ах

при |х— |=”.
`Оценим разности Yn—y*, 2n—z2*. Используя формулы (10) и (19),

а также условие Липшица, получаем:

lyn—y* |< | ПС. Уп, 2n-1) —fi(x, y*, 2*) |4 =
<L| [инки--2 ая |, (20)

2n—2*| <L| J dyn sy" | + 2na—2*] dx |
Полученные оценки имеют рекуррентный характер. Чтобы найти из

них интересующие нас оценки разностей у„—и*, 2„—2*, оценим сначала
разности у,(х) —у*, 2 (х) —2*. Пользуясь (19), имеем:

роб) |оу" | < | J lias, у", z*) [dx| < |
хо (21<M|x—x], |

| 20 (x) —2*| <M | x—x].
Полагая теперь в формулах (20) п=1| и принимая во внимание (21),

получаем оценки разностей и/—иу*, га.—2*:

|x—x0]?
9

— 2[2i—z*|<L-2M оо (22)
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Полагая в (20) п=2 и используя оценки (22), найдем:
— 3 . __ 3[yoa—y*|<L-2-L-2M oat —М (2Г)?я

— 3J2r—z*] <M (21)?2
Продолжая эти рассуждения, получим искомые оценки:

— n-+1

(n+1)! (23)
(n+1)!

Правые части неравенств (23) стремятся к нулю при И->со как об-
щий член сходящегося ряда

со , |x—xo] 7+! _ M со (2L| x—xo|) 7+!мер (n-+1)! = (n-+1)!
— MM (е2г | хХ—Хо |_| ) ,

2L
поэтому:

lim yn=y*, limzZ,=z* при |[x—X%|<h’.
NC Noo

Но мы уже доказали, что

limyn=y, limzZ,=z при |x—xo| <h.
N—->oo N—0o

Поэтому y*(x)=y(x), 2*(х)==2(х) upu |[x—xo| <A’, T. e. pemenne
y=y*(x), z=2*(x) coBpnamaeT (Ha MHTepBame |x—xo|<h’) c pewleHuem
y=y(x), z=z(x), NocTpoeHHbImM в теореме Пикара, что и доказывает
единственность поеледнего.*

Доказанная теорема Пикара имеет простой геометрический и меха-
нический смысл.

С геометрической точки зрения она, как уже отмечено выше,
устанавливает достаточные условия для того, чтобы через задан-

* Изложенное доказательство теоремы существования и единственности можно:
значительно сократить, если воспользоваться принципом сжатых отображений [9, с. 185—
190; 119, с. 61—66, 123—131; 161, с. 48—53].
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ную точку Мо(х%, у, 20) проходила одна и только одна глад-
кая интегральная кривая системы (1).

С механической точки зрения эта теорема дает достаточ-
ные условия, при выполнении которых система

dx
de
dy—^ —рРdi (t, x, y),

где { — время, ахи у — координаты точки на плоскости (х, и), опреде-
ляет единственное «гладкое» движение

х=х(1), y=y(t),
удовлетворяющее начальным условиям:

X=%X0, Y=Yo При t—fhp.

Отметим в заключение, что изложенный метод доказатель-ства теоремы Пикара (метод последовательных приближений) не толь-ко дает возможность установить самый факт существования решения,
но и позволяет строить приближенное решение, а именноприближения к решению дают функции и»(х), г»(х).При этом погрешность от замены точного решения у(х), 2(х)приближенным решениему»(х), г„(х) оценивается формулами

Anti
|=„—=|=—<М (2Г)" (n-+-1)!

Действительно, рассуждая так же, как и в доказательстве единст-
венности решения, мы получим, что

. | x—xo| "+!|yn—y| <M (2L) mL!
| x—x| "+!

. 2,—z| <M (2L)” —____.,аа М (Е)
откуда и следует указанная выше оценка погрешности.
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Изложенный метод доказательства теоремы Пикара дает также воз-
можность получить оценку решения (3). В самом деле, так как y(X)
и=(х) суть суммы рядов (14):

y (x) =Yo+ У (Yn—Yn—1),rl
2(х) = 2+ х (Zn—Zn-1)

при |[х—ж№| =, то, принимая во внимание, что эти ряды абсолютно
сходятся, и используя оценки (16), получим:

< © оLy(x) |<]yo] + SS |yn—Yyn-1]<]yo|+M > (орут al” —
n=1 п—1

м № ОЕ)" М

М[2(х) | = 26| ЭГ. (её 1х! —1).
Таким образом, для решения (3) получаем оценки

Мly(x) |<] yo]+ Gp (еб),
M[2(х) [= [28| 57 (e2L | x—xo!—])

mpu |x—xo] <A.
При доказательстве теоремы Цикара мы использовали условие Лип-

шица. Существование непрерывно дифференцируемого решения задачи
Коши, как уже отмечалось в п. 104, гарантируется теоремой Пеано и без
выполнения условия Липшица, при единственном предположении о не-
прерывности правых частей системы дифференциальных уравнений
в окрестности начальных данных. Однако теорема Пеано негарантирует
единственности решения.* Тем не менее в общей теории дифференциаль-
ных уравнений теорема Пеано играет важную роль. Чтобы не отвлекать.
внимание читателя от рассуждений, связанных непосредственно с тео-
ремой Пикара, мы изложим доказательство теоремы Пеано несколько
далее (см. $ 27).

* Единственность решения можно доказать и при более слабом условии, чем усло-
вие Липшица. См., например, теорему Осгуда в книге [119, с. 49—52, 119—122].
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121. Замечание о выборе нулевого приближения. В качестве нуле-
вого приближения мы не обязательно должны брать начальные значения
искомых функций. Можно взять любые непрерывные функции, не выхо-
дящие из области Ю при |х—%| <. При этом сами последовательные
приближения изменятся, но предельные функции останутся теми же
вследствие единственности решения. Здесь сказывается замечательное
свойство изложенного метода последовательных приближений: результат
не зависит от выбора исходного приближения. Последнее не обязано
удовлетворять ни дифференциальному уравнению, ни начальным усло-
виям, ибо отклонение от искомого решения в нулевом приближении
исправляется последующими приближениями.

В следующих пунктах мы распространяем теорему Пикара на случай
других областей задания правых частей системы (1), рассматриваем во-
прос о продолжении решения, выясняем особенности теоремы Пикара
для линейной системы, а также рассматриваем вопрос о существовании
и единственности решения задачи Коши для уравнения n-ro порядка.

122. Случай одностороннего интервала изменения независимой
переменной. |

Теорема. Гредположим, что в области вида

В: юзай |y—yo| <b, |z—z| <6
правые части системы (1) удовлетворяют условиям теоремы Пикара
п. [20. Гогда система (1) имеет единственное решение (3), идовлетворяю-
щее начальным условиям (2), определенное и непрерывно дифферении-
риуемое в интервале |

Xo KX<X+hA ** (h=min (a, —)).
Для доказательства нужно повторить все рассуждения

п. 120, заменяя всюду двусторонний интервал изменения незави-
симой переменной, ха<х<м-а односторонним интервалом
xo x< Xa.

В двух следующих пунктах мы формулируем замечания для OB y-
стороннего интервала, однако все остается справедливым и для
случая одностороннего интервала.

123. Случай области, не ограниченной по искомым функциям.
Теорема. Предположим, что в области вида

К: [х—ж|=<а, |у| <, [2|<о, (24)
* Или ох-а<х=ди.

** Или о—Их.
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правые части системы (1) удовлетворяют условиям теоремы Пикара,
а именно:

1) функции |(х, у, =) и Р(х, у, =) непрерывны по всем аргументам;
2) функции [(х, у, 2) и р(х, 9, 2) удовлетворяют условию Липшица

относительно у и г, причем существует константа Липшица Г, одна и та
же для всей бесконечной области (24).

При указанных условиях система (1) имеет единственное непрерыв-
но дифференцируемое решение (3), определенное во всем интервале
[х—№| <а и удовлетворяющее начальным условиям (2), причем началь-
ные значения искомых функций у и 20 можно брать любыми.

Здесь в отличие от теоремы Пикара п. 120 мы не предполагаем огра-
ниченности функций[1 (х, и, 2) и [2(Хх, и, 2) во всей области Ю. Но она и не
потребуется.

Доказательство. Пусть заданы любые начальные значения
искомых функций и И 20. Тогда, повторяя рассуждения теоремы Пикара
п. 120, нетрудно убедиться, что система (1) имеет единственное реше-
ние (3), в котором и(хо) =, =(х) =20, причем это решение определено
и непрерывно дифференцируемо во всем интервале |х—ж| <а.

В самом деле, последовательные приближения будут определены
во всем интервале |х—х|< а, ибо в случае теоремы Пикара п. 120
мы сжимали интервал изменения независимой переменной лишь для того,
чтобы последовательные приближения не вышли из области К. Теперь
этой опасности нет, ибо область Ю неограничена по искомым функциям.

Далее, при исследовании рядов (14) на сходимость мы будем оце-
нивать разности и,—Ш и 2—2, пользуясь формулами (8), где функции
4(Х, У, 20) и 2(Х, Ц, 20), будучи функциями только от х, непрерыв-
ными в замкнутом интервале |х—хо| <а, ограничены. Поэтому мы
опять получим оценки вида (13). При оценке же последующих разностей
2—1, 22—21, ... МЫ используем каждый раз лишь условие Липшица
и оценки предыдущих разностей. Из этих оценок вытекает, что ряды (14)
сходятся равномерно во всем интервале |х—%| <а. Следовательно,
решение (3) будет определено и непрерывно дифференцируемо во всем
интервале |х—ж| <а, причем и(хо) = о, = (хо)==20.

Единственность решения (3) доказывается так ‘же, какив п. 120.
124. Случай области, не ограниченной по всем переменным. /Г/ред-

положим, что в области вида

“ К: |x]<oo, |у|<о, |2|<о (25)
правые части системы (1) удовлетворяют условию 1 теоремы Пикарап. 120, т. е. функции |(х, у, 2) и Ъ(х, у, 2) определены и непрерывны вовсякой точке пространства (х, у, г). Относительно выполнения условия
Липшица будем различать два случая.
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Случай 1. Фиункции |(х, у, 2) ир(х, и, 2) удовлетворяют условию
Липшица относительно и и г, причем для любой области вида (24) имеет-
ся постоянная Г, одна и та же для всей области. В этом случае сущест-
вует единственное решение (3), удовлетворяющее начальным условиям
(2), где все начальные данные хо, у и го можно выбирать любыми,
т. е. через любую точку (х%, у, 20) проходит единственное решение (3)
системы (1). Это решение определено и непрерывно дифференцируемо
при всех значениях х.

В самом деле, пусть (%, и, 2) — люб’ая заданная точка. Тогда,
взяв в области (25) вместо бесконечного интервала изменения
независимой переменной конечный интервал вида |[х—х| < а, где
а— любое положительное число, мы на основании п. 123 можем
утверждать, что через точку (4%, и, 2) проходит единствен-
ное решение, определенное и непрерывно дифферен-
цируемое в интервале |х—ж|<а.

Далее, какую бы точку х=х* ни взять, всегда можно выбрать
число а настолько большим, что х=х* будет лежать внутри интер-
вала |х—ж|<а.Следовательно, решение, проходящее через
TOUKY (Xo, Yo, 20), будет определено и непрерывно `диф-
ференцируемо в точке х=х*.

Пример 1. Рассмотрим уравнение

y’=x-+sin y.

Частная производная по у от правой части этого уравнения существует и ограни-
чена на всей плоскости (х, и), ибо

дa| =|cos y| <1,dy|
так что условие Липшица выполнено на всей плоскости, причем Г —=1. Следовательно,
решение с любыми начальными данными хо, Уо будет определено и непрерывно диф-
ференцируемо при любом хи может быть получено по методу Пикара.

Пример 2. Пусть дано уравнение
у’= |4. (26)

Здесь правая часть тоже удовлетворяет условию Липшица на всей плоскости, причем

[==1 (см. с. 263), хотя в точках оси Ох частная производная ay не существует.
Поэтому уравнение (26) имеет решение, проходящее через любую точку (хо, у), и это
решение определено и непрерывно дифференцируемо при всех значениях х.

В этом легко убедиться и непосредственно. Действительно, переписав наше урав-
нение в виде

/у= у при и>0,
y’=—y при у=0
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и, интегрируя, найдем, что формулы

y=Ce*, С>0,
y=Ce-*, C<0

дают общее решение соответственно в верхней и нижней полуплоскостях, вклю-чая ось Ох (рис. 35), откуда и вытекает наше утверждение.

<

\_ =у
1Xnt—+0yy

Рис. 35 Рис. 36

Случай2. Условие Липшица выполнено в окрестности любой точ-ки (хо, у, 20), но не существует константы [. пригодной для произвольнойобласти вида (24). В этом случае существует единственное решение (3)системы (1), удовлетворяющее начальным условиям (2), где хо, це, 20 —любые заданные числа, иными словами, существует единственное реше-ние, проходящее через любую заданную точку (№, Ио, 20). Но существо-вание этого решения гарантировано лишь в некоторой окрестности взятой
ТОЧКИ Х—= №.

`Пример 3. Рассмотрим уравнение -
dyTe (27)

Правая часть непрерывна при всех значениях хи у. Проверяя условие Липшица, пишем:

у= |yt+y|-|y—y| <Lly—y]|,
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если lyty|<L. Нет [, пригодной для всей плоскости (Xx, y).*
Следовательно, существует решение с любыми начальными данными. Это ре-

шение может быть найдено методом последовательных приближений. Но мы не гаран-
тируем, что оно будет определено при всех значениях х (ср. п. 36, замечание 2).

Интегрируя уравнение (27), находим, что

, 1
y= —-у x+C

есть общее решение на всей плоскости (х, и).Найдем решение (рис. 36), проходящее через точку (Хо, и), не лежащу ю наоси Ох. Соответствующим значением произвольной постоянной будет С=— ( Xo+ —-) ,
Yo

так что искомое решение имеет вид
I

y=— , (28)(wt)
Yo

откуда ясно, что оно обращается в бесконечность при
1 —

X=Xo+— =x.
Yo

—.
| — ~Заметим, однако, что через BCAKYIO TOUKY | Xo-+ —, у), где у=7=0, проходит не-
Yo

прерывная интегральная кривая

1

4 1 1\°(ин
Уо у

1 1.
Но она будет иметь разрыв в точке х=л^--——--——, так что у каждого ре-

Yo у
шения будет своя точка х=х, в которой оно перестает быть непрерывным. Эта точка
определяется начальными данными решения и передвигается с изме-
нением начальных данных (т. е. при переходе к другому решению).

Мы предполагали выше, что точка (хо, Ус) не лежит на оси ОХ, т. е. у,5-0. Если же
мы возьмем точку (хо, 0), то через нее проходит единственная интегральная кривая у==0,
так что уравнение (27) имеет и такое решение, которое непрерывно при всех зна-
чениях х.

* В этом можно также убедиться, исходя из частной производной5" —2у, которая
у

ограничена во всякой конечной области, но не ограничена на всей плоскости (х, И).Если же IG, у) удовлетворяет условию Липшица с постоянной Ё и если существует
Of—-, TO <L.ду ‘ди
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Пример 4. Пусть дано уравнение

уху? (29)с начальным условием
y=0 при х=0 (30)[138, т. ИП, с. 158, 159].

дЗдесь, как и в предыдущем примере, oy —2у, так что решение с любыми началь-
уными данными существует и может быть найдено методом последовательных при-ближений. |

Соответствующим интегральным уравнением будет
x

y= | (x+y?)dx.
0

Беря начальное значение искомой функции за нулевое приближение, найдем два
первых приближения:

х

x2yi (x)= [ах >"
0

xY2(x) = J (++)= х5
20

Эти и все следующие приближения будут определены и непрерывны при всех значе-
ниях х, но сходимость последовательных. приближений и, тем самым, применимость
метода последовательных приближений для приближенного интегрирования уравнения
(29) при начальном условии (30) гарантируется лишь в некоторой окрестности точки
х==0. Определим эту окрестность.

Очевидно, что в нашем случае числа аи В мы можем брать любыми. При этом

M=max |[x+y?|=a-+6?.

Поэтому область существования решения, определяемого методом последователь-
ных приближений, дается формулой

|[х| < min ( a ae)
из которой видно, что для области существования решения мы не можем получить
сколь угодно большого интервала, хотя правая часть данного уравнения определена
и непрерывна при всех значениях х и у. Заметим, что здесь нет константы Липшица,
пригодной для всей плоскости (х, и).

Решения, определенного для всех значений х, не существует.
Замечание. Иногда в силу физических или геометрических соображений урав-

нения рассматриваются не во всей области существования правых частей, а лишь в ее
части. В таких случаях интервал сходимости последовательных приближений определяет-

bся формулой |х—ж| =, й=шт (< =). Так, если рассматривать уравнение (29)
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с начальным условием (30) в квадрате |х| <1, [у| <1, то сходимость последовательных
приближений будет обеспечена по крайней мере на интервале |х| = >:

125. О продолжении решения, определяемого теоремой Пикара.
Решение у=иу(х), г=г(х), найденное в теореме Пикара п. 120, опре-
делено и непрерывно дифференцируемо в промежутке .|х—ж| =,

broe h=min (a, Ww) Если й<а, то это решение, вообще говоря, можно
продолжить, т. е. можно найти такие функции у=у(х) и г==2(х), опре-
деленные и непрерывно дифференцируемые в некотором интервале,
содержащем внутри себя интервал |х—х| =, которые удовлетворяли
бы системе дифференциальных уравнений (1) и совпадали бы с функ-
циями и==у(х), 2г==2(х) во всех точках интервала |х—х%| <.

Продолжение решения у=иу(х), 2г=2(х) вправо от точки х=
—л--А производится так. Предположим, что в точке х=хо-И решение
у=и(х), 2г=2(х) не достигает границы области КЮ, т. е.

[y(xo+h)—yo| <b, = | 2z(xo+h)—z0| <0. (31)

(Если вместо неравенств (31) выполняется хоть одно из равенств
ly (xoth) —yo| =), |2(х-Ё1) —2|==6, то продолжение решения, вообще
говоря, невозможно.) Возьмем точку (х®, у, 2), где

Хо ж-И, yO=y(Xoth), Z9=2(xo+A),

и построим область

RO: [x—xO] <a, Jy—yO| <b, |2—20| 6%,
причем:

а)—а—Я,
а) —min [yotb—y, yO—(yo—b), э-6—29, 29— (22—6)].

Область Ю4) лежит внутри области Ю. Следовательно, в ней выпол-
нены оба условия теоремы Пикара. Поэтому система (1) имеет един-
ственное решение

у=иу(х), 2=2(Х), (32)
a

удовлетворяющее начальным условиям:

y= y), 2—= 21) при x= xl),
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определенное и непрерывно дифференцируемое в промежутке

bi)|x—x)| < hi) A®—=min (al,ia) ):
В силу теоремы единственности решение (32) совпадает с реше-
нием у=иу(х), 2=2(х) в интервале х4)—1@4< х=х@. Но оно определено
и справа от точки х=х, в промежутке х®<х=<х®--Иа). Мы будем
называть решение (32) непосредственным продолжением решения
у=у(х), г=2(х) из интервала |х—х| < в интервал |х—х\%| < 1% через
их общую часть [х— 1), х4].

Если решение (32) не достигает границы области А, то анало-
гично предыдущему строится его непосредственное продолжение и т. д.
Можно доказать, что, продолжая этот процесс, мы после конечного числа
шагов либо убедимся, что имеет место хотя бы одно из равенств

lim y(x)=yoFd, lim 2(x) =2-+5),
х—хо-а’ х— хора’

где а’<а, так что решение достигает границы области Ю при значении х,
меньшем чем хо-а, и тогда дальнейшее продолжение решения окажется,
вообще говоря, невозможным, либо решение продолжимо до значения х,
сколь угодно близкого к правой границе интервала |х—№| <а.*

Продолжение решения влево от точки х=х,—Й производится
аналогично.

До сих пор речь шла о продолжении решения, определяемого тео-
ремой Пикара в случае конечной области К. Если область В не ограни-
чена по всем переменным и условие Липшица выполняется в окрестности
каждой точки, но нет константы ЁГ, пригодной для всей области: В, то при
продолжении решения мы встречаемся с одной из двух возможностей:

1) решение, найденное по методу Пикара, неограниченно продол-
жимо; |

2) в результате продолжения решения, найденного по методу Пика-
ра, мы получаем решение, в котором у?-{22 со, когда х стремится к не-
которому конечному числу х. Ясно, что в этом случае решение, опреде-
ляемое теоремой Пикара, не продолжимо вправо от точки х=х
[59, с. 55—58].

Пример 1. В качестве иллюстрации первой из указанных возможностей рассмотрим
решение уравнения

y’=xsiny (33)

* Доказательство этого утверждения в случае уравнения у‘=f(x, у) см. в книге
[140, с. 65, 66]. По вопросу о продолжимости решения нормальной системы дифферен-
циальных уравнений см. [9, 15, 44, 58, 67, 75, 128, 151].



$ 22. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ 985

с начальным условием

y=— при х==0. (34)

<[, если |х|<[Г, так что условие Липшица выпол-|Здесь —— =х с0$ и,
ду

няется в окрестности любой точки плоскости (х, у), но нет постоянной Г, при-
годной для всей плоскости (х, и).

x2
у —Интегрируя уравнение (33), получаем tg =Ce. Удовлетворяя начальному

условию (34), находим С=1. Следовательно, рассматриваемое решение имеет вид
х2

y=2arctge?.

Это решение определено при всех значениях х.
Следовательно, решение уравнения (33) с начальным условием (34), определяемое

теоремой Пикараа продолжимо на все значения х.

Пример 2. В качестве иллюстрации второй возможности рассмотрим решение урав-
нения (27)

ау’
ах

с начальным условием
у= о (>>0) при x=Xo. (35)

Здесь, как показано выше, тоже нет постоянной [, пригодной для всей
плоскости (х, и). Рассматриваемое решение имеет вид (28).

Это решение определено и непрерывно в интервале —с < х<х, где

X=Xo+ oo
Yo

Здесь у—+со при х—х. (Строго говоря, надо писать х—х—0, так как здесь имеется в виду
предел слева.) Решение (28) имеет вертикальную асимптоту х=х (положение которой,
как мы видим, определяется начальными данными решения). Следовательно, решение
уравнения (27) с начальным условием (35), найденное по методу Пикара, не про-
должимо на все значения х: оно не продолжимо правее точки х=—х. Влево
это решение продолжимо неограниченно.

Пример 3. Рассмотрим решение уравнения

dy—=!+/ (36)
dx

с начальным условием
у=0 при х==0. (37)
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Интегрируя уравнение (36), имеем
Л Itarctg y=x+C ( ys <x+C< =] .

Отсюда следует, что рассматриваемое решение имеет вид: ( п TU
y=tgx <<].5 2 2

It лОно имеет, очевидно, две вертикальные асимптоты х= — — и х= > (рис. 37). Следо-
вательно, решение уравнения (36) с начальным условием (37), найденное по методу

I - ЛПикара, будет непродолжимо левее точки х= — > и правее точки х=ги
126. Теорема Пикара для линейной системы дифференциальных

уравнений. Пусть дана линейная система п уравнений:
dyTeP(A)MatPal)Yar. «Pan(X)YnFh (*),
dy»
де Pea)YatPoa()Yo - +Pan (*) Yn+h (*), (38}
Aynах P(A)YtPa2l*) Yt.» bPnn(2)Ynthn(*)

Теорема. Если коэффициенты ры(х) (Е, [= 1,2,...,п) и функ-
yuu f,(x) (Е=12,..., п) непрерывны в интервале [а, 6], то система

у (38) имеет единственное решение

| И==4(х), У==у2(Х),...,
Уп — Уп (x), (39)

удовлетворяющее начальным условиям
И\—и1®, у2==У2®,..., Уп==Ут® при Х==№,

0 5 где х=х, — любая заданная точка ин-
— ——Х тервала [а, 6], а начальные значения иско--= мых функций иу1©, у›®,..., у,® — про-

извольные заданные числа. Решение
(39) определено и непрерывно дифферен-
цириемо во всем интервале [а, В], т. е.
во всей области непрерывности функций
ры и Гь(х).*

Рис. 37 Докажем эту теорему для ип=2.
* Для одного линейного уравнения первого порядка мы это уже показали в п. 36.
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Рассмотрим систему

=ри(х)и-Ераз(х) 2-ЕНР (х),
(40)

ах
dz _Te = por (x) y+ poe(x)2+f2(x).

Предположим, что коэффициенты ры(х) (Е, l=I1, 2) u функции
р (х) (Е=1, 2) непрерывны в интервале [а, 6].

Докажем, что система (40) имеет единственное решение

у=у(х), z2=2(x), (41)

удовлетворяющее начальным условиям:

Y=Yo, 2=2 ПРИ Х=Ж, . (42)

г0е Хо, 0, 20 — заданные числа, причем начальное значение независимой
переменной хо принадлежит интервали [а, 6], а начальные значения иско-
мых функций у и го можно брать любыми, и, что это решение определено
и непрерывно дифференцируемо во всем интервале [а, 6].

Для этого заметим сначала, что при сделанном предположении
правые части системы (40) непрерывны в области

азх=6, |у|<о, |2|<оо (43)

и удовлетворяют в этой области условию Липшица
относительно у и 2, причем существует константа
Липшица Ё одна и та же для всей бесконечной об-
ласти (43), ибо правые части системы (40) имеют ограниченные
в области (43) частные производные по ии 2. В самом деле, эти: частные
производные равны коэффициентам ры(х) (Р, [=1, 2), а последние,
будучи непрерывными в замкнутом интервале [а, 6], ограничены в этом
интервале, так что вышеуказанные частные производные существуют и
ограничены во всей области (43).

Пусть теперь х==хо есть любая точка интервала [а, 6]. Если эта точка
лежит на конце интервала [а, 6], т. е. хо=а или хо=б, то, на основании
пп. 122 и 123, система (40) имеет единственное решение (41), удовлетво-
ряющее начальным условиям (42), определенное и непрерывно диффе-
ренцируемое во всем интервале [а, 6], так что наше утверждение в рас-
сматриваемом случае доказано. Если же а<х<Ь, то в каждом из ин-
тервалов [а, №] и [хо 6] система (40) имеет единственное решение,
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удовлетворяющее начальным условиям (42). Объединяя эти решения,
мы получим единственное решение системы (40), удовлетворяющее на-
чальным условиям (42), определенное и непрерывно дифференцируемое
во всем интервале [а, 6]. Это решение может быть найдено методом
последовательных приближений, сходящимся во всем интервале [а, 6].
Таким образом наше утверждение доказано полностью.

Замечание 1. Если коэффициенты ры(х) (Е, [=1, 2) и функции р,(х
(Е—=1, 2) непрерывны в открытом интервале (а, 6), то система (40) имеет единственное
решение (41), удовлетворяющее начальным условиям (42), где хо — любая точка из
интервала (а, В), а начальные значения у и 20 можно брать любыми. Это решение
определено и непрерывно дифференицируемо во всем открытом интервале (а, В).

В самом деле, взяв замкнутый интервал [а--6, 65—56], мы окажемся в условиях
только что доказанной теоремы, откуда в силу произвольности 6 и вытекает доказы-
ваемое утверждение.

Замечание 2. Если коэффициенты рь(х) (Е, 1[=1, 2) и функции р(х}
(k=1, 2) непрерывны при всех значениях х (например, если они постоянны или же
представляют собою полиномы отхили функции типа е*, зпх, созх ит. п.),
то система (40) будет иметь единственное решение (41), удовлетворяющее начальным
условиям (42), где, как начальное значёние аргумента, Xo, TAK и начальные значения
искомых функций, уо и 20, можно выбирать произвольно. Это решение определено и не-
прерывно дифференцируемо при всех значениях х и может быть получено по методу
последовательных приближений (т. е. последовательные приближения сходятся к реше-
нию при всех значениях х).

Замечание 3. Если коэффициенты рь(х) (R=1, 2) и Ффиункции р)
P(x):

(2—1, 2) являются дробно-рациональными функциями от х, т. е. имеют вид ‚ еде
(х)

P(x) и Q(x) — полиномы от х, то решение с начальными условиями У=у, 2=20 при
Х==Хо, где все О(хо) 5Е0, а шв и 2о — произвольные числа, будет определено и непрерывно
дифференцируемо до ближайшего вещественного корня уравнений О(х)= 0.

Замечание 4. Мы доказали теорему Пикара для линейной системы уравнений
в случаях замкнутого и открытого интервалов изменения х. Аналогично формулируетсяг доказывается теорема Пикара для линейной системы в случаях интервалов вида
а)и (а, 6].

Таким образом, решение линейной системы дифференциальных урав-
нений (38) с любыми начальными значениями искомых функций суще-
ствует и непрерывно дифференцируемо всюду, где коэффициенты ры(х}
(Е, [—=1,2) и функции р(х) (Е=1,2) непрерывны. |

В этом состоит одно из замечательных свойств линейных си-
стем. Нелинейные системы этим свойством, вообще говоря, не
обладают.

Основываясь на указанном свойстве, можно строить приближенное
решение линейной системы с любыми начальными зна-
чениями искомых функций при начальном` значении незави-
симой переменной из интервала непрерывности коэффициентов системы
(38) и функций [2(х), ибо во всем этом интервале существование
и единственность искомого решения обеспечены.
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Пример 1. Найти решение линейной системы:

ау _— =by+4z, |
dx

42 иг: |— — 2,
dx 4

удовлетворяющее начальным условиям:

y=1, z=-—1 при х==0.

Согласно теореме Пикара, искомое решение существует, единственно, непрерывнодифференцируемо при всех значениях х и может быть найдено методом Пикара.
Имеем:

x

` y=1+ | (5у-42)4х, z=—1+ | (4y-+-5z) dx;
00

yo(x)=1, 20(x) =—1;

yi(x) = 1+ | avait, 21 (x) =—1+ | ([[Пах=— (1-х);
es

x -„2

21 'Yy2(x)=1+ | (5 (1--х) —4(1--х))ах=1--х-+
x2

2! );Z22(x) =—1+ | (4 (1-х) —5(1-х))ах=— 1+-x-+-

x2 n
+...

2! п!
Yn (x) = (144 ее

хп
——е*— 2.

x2En (x) —— ( 1-Ех- or +.. +
ni

Искомым решением будет (ср. п. 104) у=е*, г=—е*. Других решений, удовлетво-
ряющих заданным начальным условиям, нет.

Пример 2. Пусть дано линейное уравнение
7 —у—у=х? (44)

и поставлено начальное условие

y=1 при х==0. (45)
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Найти второе приближение по методу Пикара. Сравнить с точным решением, получае-
мым квадратурами.

Здесь опять искомое решение существует, единственно, определено при всех зна-чениях х и может быть найдено методом Пикара. Имеем:
x )

y=1+ [| реа»,
0 х x3

Е)deite+ =, |
0

. x3 x2 x3 x*yo(x) =1+ | (14x4324 а-я + +,. 3 2 3 3.4
так что |x? хз x*

x) =1+% . 4бе + (46)
Точным решением уравнения (44) с начальным условием (45) будет

y=3e*—x?—2x—2,

Разлагая это решение в ряд по степеням х, имеем

* Ч: 47=1+x ...4 2 2 2-4 (47)
Сравнивая (46) и (47), видим, что при малых значениях х второе приближение

мало отличается от точного решения.

127. О решении однородной линейной системы с нулевыми началь-
ными значениями искомых функций. Линейная система (38) называется
однородной, если все функции [к (Хх) тождественно равны нулю в рассмат-
риваемом интервале изменения х. Однородная линейная система имеет,
следовательно, такой вид:|

\

= p11(X) yitpie(X)Yot. . + Pin (X)Yn,ote = par(X) Yitpoo(X) Yat. ..+ pon(X) Yn, , . (48)
AYn,
dx =Pni(X)Yr Pn2(X)Yat. . Рип (Х) Уп.

_ Здесь правые части представляют собою однородные линей-
ные функции относительно и1, у, ..., Ум.
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Предположим, что коэффициенты ры(х) (Е, 1[=1,2,..., п) непре-
рывны в некотором интервале (а, 6). Пусть требуется найти решениесистемы (48) с нулевыми начальными значениями искомых функций,
т. е. решение с начальными условиями:

y,=0, yo=0, .... Ип=0 при Х== ХоЕЕ (а, b).*
Очевидно, что искомым решением будет

И==0, И2==0, ..., Уп=О (axx<bd), (49)

в котором все неизвестные функции тождественно равны нулю во всем
интервале (а, 5). Решение (49) будем называть нулевым решением.
В силу теоремы единственности других решений с нулевыми начальными
значениями искомых функций не существует.

Таким образом, если относительно какого-либо решения однородной
линейной системы известно, что в нем все функции у!=иуи1(х), уз==у2(х),

., /п==У,(Х) принимают значение нуль в некоторой точке х==Хо из ин-
тервала непрерывности коэффициентов системы, то это решение есть
нулевое.**

Это свойство решений однородной линейной системы мы используем
в дальнейшем при построении общей теории линейных систем. Для одно-
го однородного линейного уравнения мы уже отметили это свойство
В п. 32.

Дадим еще механическое истолкование рассматриваемого
свойства. Пусть дана система:

ахa = pir(t) Xi pie (t) Xo. . pin(tf)Xn,
dx»= = pas(t) X14 po2(t) X2+. . +pon(t)Xn,
aAXnit =Pni(t) 1+Pn2o(t) Xo+. . +Pnn(t)Xn, |

где x4, X2,..., хп — координаты движущейся точки, { — BpemMsA, Pri(f)
(Ё,.1=1,2,..., И) — непрерывные функции Ё при а<{1<. Тогда един-

* = — знак принадлежности. Запись хое=(а, 65) означает, что число хо принадлежит.интервалу (а, 6).
Здесь, как и везде в этой книге, имеется в виду, ЧТО Хо=2=Есо. Не исключена

возможность существования ненулевого решения, принимающего нулевые значенияв бесконечно удаленной точке, если функции рь:(х) определены и непрерывны при всех
значениях х.
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ственным движением с начальными условиями:
Х==0, X2=0, ..., Xn=0 при 1=1 (а, 5)

является состояние покоя *

Ж==0, х2==0, ..., Х,=О (4а<1<5).
128. Теорема Пикара для уравнения п-го порядка. Пусть дано урав-

нение я-го порядка, разрешенное относительно старшей производной

yM=f(x, yy’, ..., yr) (50)
и поставлены начальные условия:

у=у, У=у’,... , ИПЭ=т-—* При Х=ж. (51)
_ Ви. 112 мы показали, что нахождение решения уравнения (50),
удовлетворяющего начальным условиям (51), приводится путем введе-
‚ния неизвестных функций ци, И2,..., Ил:

ИУ, У==У, ..., Уп==У®-4 (52)
к нахождению решения нормальной системы п уравнений

dy: y
t 7 = 42

dx
и

dyn-s =
dx т”

dyndx. =f(x, Y1, Y2, «+65 Уп),
удовлетворяющего начальным условиям:

1— о, Yo=Yo, weg Yn=Yor» при xX=Xo.

Поэтому для уравнения (50) имеет место следующая теорема суще-
ствования и единственности решения задачи Коши.

Теорема Пикара. Предположим, что правая часть уравнения
(50). удовлетворяет в области

a _* Это, однако, не исключает возможности существования движений, стремящихся
к состоянию покоя при #0 или при {-+—со, если, конечно, функции рьг(Г) определены
и непрерывны при всех значениях {.
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К: |[х—ж|=<а, |y—yo|<b, |y’—yw'|<0,...,
[7—9— yo)| Б,

гдеаи в — положительные числа, двум условиям:
1) функция [(х, у, у’,..., у") непрерывна по всем своим аргумен-

там и, следовательно, ограничена, т. е.

F(x yy... sy) | <M,
2de (x,y, y’,..., y*-9) ER, a М — постоянное положительное число;

2) функция [(х, y, y’,..., y*) yoosrereopxeT ycnaoeuro JIuniuuya
относительно переменных у, у'’,..., ут-®, т. е..

e

lf (x, у, у, . .. ’ yr) —f (x, у, у, ... , yr) | =
<L(|y—y|+|y’—y’|+... +] yeo—yr-]),

где (x,y, y’,..., y™) u (x,y, yo’, ..., y™) — anbole O6e TOLKU Ob6a2a-
сти В, а L — постоянное положительное число.*

Тогда существует единственное решение

у=у(х),
удовлетворяющее начальным условиям (51), определенное и непрерыв-
ное вместе со своими производными до п-го порядка включительно
в интервале

[х—%| =,
где

+’

bh=min (a, тах (М, |y"],... , [y™])).
R

Из этой теоремы вытекает справедливость теоремы Пикара для
уравнения (50) в упрощенной формулировке, приведеннойвп. 86, где
условие Липшица заменено более сильным требованием ограниченности
частных производных

of 9} ofду’ ду’ ... оу ду"—1)`

* Условие Липшица, в частности, будет выполнено, если существуют ограничен-
& Е, бу" wees“oyные в области R частные производные (ср. замечаниев п. 119).“ay
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Утверждения, доказанные в пп. 122—125, переносятся с соответст-
вующими изменениями и на случай уравнения (50).

129. Теорема Пикара для линейного уравнения п-го порядка.. Рас-
смотрим линейное уравнение п-го порядка:

y+ ps(x)yD+ pa (x) y+... pn—-a(X) y+pn (x) y=f (x). (53)
Введением неизвестных функций Y1, Yo, ... , Yn NO формулам (52)

это уравнение приводится к следующей линейной системе диффе-
ренциальных уравнений:

dy,м |
AYn—1 :
a Ns 04dx y (54)
dyn
dx

рииры.|
—Ри1(х) у2— Ри (Хх) (Хх). J

Из теоремы Пикара для системы (54) вытекает следующая теорема
существования и единственности для линейного уравнения (53).

Теорема Пикара. Если в уравнении (53) все коэффициенты
р4(х), р2(х),..., Р»(х) и функция Кх) непрерывны в интервале [а, 5],
то оно имеет единственное решение

у=у(х),
удовлетворяющее начальным условиям:

у=у, У, ..., У" у”-9 при Х=Ж,
где хо принадлежит интервалу [а, 6], а у, \,..., и"— любыеза-
данные числа.

Это решение определено и непрерывно вместе со своими производ-
ными до п-го порядка включительно во всем интервале [а, 6], т. е. во
всем интервале непрерывности коэффициентов уравнения (53)
и функции |(х).

Замечание. Все замечания к теореме Пикара для линейной-системы, сделанные
в п. 126, переносятся с соответствующими изменениями и на случай линейного уравнения
п-го порядка. В частности, если pi(x) (1=1,2,..., п) и Кх) непрерывны при всех.
значениях х, то существует единственное решение, удовлетворяющее любым наперед
заданным начальным условиям, т. е. все числа хо, уо, ц0’,..., ц0"-® можно брать лю-
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быми. Это решение будет определено и непрерывно вместе со своими производными
до п-го порядка включительно при всех значениях х, и может быть найдено методом
последовательных приближений.

130. О решении однородного линейного уравнения 1-го порядка
с нулевыми начальными значениями искомой функции и ее производных.
Если в линейном уравнении (53) функция [(х) тождественно равна нулю
в рассматриваемом интервале изменения х, то оно называется однород-
ными имеет вид:

y+ pa (x)yD р (x)yA. . риа(хури(Хх)у=0. (55)
Здесь левая часть еть однородная линейная функция относи-
тельно искомой функции и и всех ее производных.

К уравнению (55) применима доказанная выше теорема существо-
вания и единственности.

В частности, единственным решением с нулевыми начальными зна-
чениями искомой функции и ее производных, т. е. решением, удовлетво-
ряющим начальным условиям

y=0, у’—0, ..., у" 9=0 при Хм, (56)
где х=Хи—любая точка из интервала непрерывности коэффициентов
уравнения (55), является нулевое решение:

y=0.

Действительно, нулевое решение удовлетворяет начальным усло-
виям (56), а в силу теоремы единственности других решений, удовлетво-
ряющих этим же начальным условиям, быть не может.

Из доказанного следует, что если относительно какого-либо решения
однородного линейного уравнения я-го порядка известно, что оно в какой-
либо точке, лежащей в интервале непрерывности коэффициентов урав-
нения, обращается в нуль вместе со своими производными до (п—1)-го
порядка включительно, то это решение есть нулевое. Этим свойством
решения однородного линейного уравнения мы воспользуемся при по-
строении общей теории линейных уравнений п-го порядка.

Геометрически в случае п=| это свойство означает, что
ненулевое решение однородного линейного уравнения первого по-
рядка у’--р(х) и=0 не может иметь общей точки с осью Ох на интервале
непрерывности коэффициента р(х) (что уже отмечено намив п. 32).
В случае п=?2 оно означает, что ненулевое решение однородного
линейного уравнения второго порядка у’р(х)и’--9(х)у=0 не может
касаться оси Ох на интервале непрерывности коэффициентов р(х) и 9(Х).
В самом деле, в точке касания мы имели бы у=0, у’=0, а тогда у=0
во всем интервале непрерывности р(х)} и 9(Хх).
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С механической точки зрения рассматриваемое свойство мо-
жет быть истолковано так. Предположим, что дифференциальное урав-
нение прямолинейного движения точки по оси Ох имеет вид

с РО9+9x=
где р(Ё) и 9(Ё) суть функции от Ё, непрерывные в некотором интервале.
Тогда единственным движением с нулевыми начальными значениями
положения и скорости точки, т. е. движением с начальными условиями:

ахx=0, a npu t=fo,

где начальный момент времени 1=® лежит в интервале непрерывности
коэффициентов р(Г) и 4(Ё), будет состояние покоя

x=0.

§ 23. TEOPEMbI O HEIPEPbIBHOCTH H HH®SEPEHWHPYEMOCTH PEWEHHA
КАК ФУНКЦИИ ОТ ПАРАМЕТРОВ И НАЧАЛЬНЫХ ДАННЫХ.

ПОНЯТИЕ ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЯ В СМЫСЛЕ ЛЯПУНОВА

131. Теорема о непрерывной зависимости решения нормальной си-
стемы от параметров. В предыдущих параграфах мы считали началь-
ные данные решения фиксированными и изучали решение
как функцию независимой переменной. Будем теперь изме-
нять начальные данные. Первый вопрос, который при этом возни-
кает,— это вопрос о том, будет ли малому изменению Ha-
чальных данных соответствовать малое же измене-
ние решения. Этот вопрос исключительно важен не только для
самой теории дифференциальных уравнений, но и для ее приложений.
Дело в том, что в задачах прикладного’ характера начальные данные
находятся измерением. Но за абсолютную точность измерения ручаться
нельзя. Поэтому нам важно быть уверенными в том, что небольшие
погрешности в измерении начальных данных не приведут к сильному
изменению решения. Мы покажем, что при соблюдении усло-
вий теоремы Пикара решение будет зависеть непре-
рывным образом от начальных данных, а при допол-
нительных предположениях оно будет даже дифф-е-
ренцируемо по начальным данным. Но прежде чем это
доказать, мы исследуем более общий вопрос о зависимости
решения от параметров, имеющий и самостоятельное значение
как для теории дифференциальных уравнений, так и для ее приложений.
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Пусть дана нормальная система дифференциальных уравнений:
d )

hil, У, ..., Им, My +++,Am), `
dys
“Ge PR Mts oe Yo yoo mds | (1)
ayn= =fn(X, Yt,--+sYns М.и М),

правые части которой определены как функции независимой перемен-
ной хи искомых функций и1,..., Ин в области

R: |x—xo] <a, |у— |< 0,..., [Уп У]В (2’)
с центром в заданной точке (хи, и1®),..., И») и как функции параметров
№\\,..., Ат В Области

MOSM, 0, AOSam Ат. (3’)

Тогда имеет место следующая теорема.
Теорема: /ЛГредположим, что правые части системы (1’) удовле-

творяют следующим двум условиям:
1) функции (Е=1,2,...,п) непрерывны относительно х, у1,...,

Уп, №м,..., Ат 6 Области (2’), (3'), и, следовательно, ограничены, т. е.

[а(х, и, eee gy Yn, М, eee gy Am) | <M,

где (х, у1,..., Уп) — любая точка области (2’), (№ ... , Am) — любая
точка области (3’), а М — постоянное положительное число, не завися-
wee OT NapameTpos Ay, ... , Am;

2) функции в (=1,2,..., п) удовлетворяют условию Липшица
относительно искомых функций ци,..., Ув т.е. -

17% (х, и, ... и ут, М, зу han) —fa(X, Ys, eee Uns M, eee yg т) | =Ё> ly—yil,
20e (X, Y1, ... , Yn) U (X, Ц, ..., Уп) — любые точки из области (7’),
(^\1,..., Ат) — любая точка области (3'’), а Г —- постоянное положитель-
ное число, не зависящее от параметров Mi, ..., Am.
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Тогда система (1’) имеет единственное решение:

И= 91 (Х, Ma, ...у Am) 5Y2o=Y2(x, М, у Ат), (4’)
Уп = Уп (х, №, sey Am),

удовлетворяющее начальным условиям:

И==и1©, ..., Yn= Yn при Х=%. (5’)

Это решение определено и непрерывно дифференцируемо как функция
от независимой переменной х в интервале

|x—%o] <A, (6’)
20e

bh= I ( >)min| a, м)’

определено и непрерывно как функция от параметров Ma, do, ... , Am BO
всей области (3’), равномерно относительно независимой переменной х
из интервала (6’), т. е. для каждого положительного числа в найдется
такое положительное число 6, что одновременно для всех х из
интервала (6’) выполняются неравенства

[ув(х, НАМ, ..., тж-НАт) —Ув(Хх, Аа, ..., мт) | <=
(k=1,2,...,n),

лишь только |А\м|<6,..., | Ат! <6.
Докажем эту теорему для случая п=2, т=|. В общем случае

доказательство проводится аналогично.
Итак, рассмотрим систему двух уравнений:

аSF Н(х, у, <, ^,), .с | (1)— =fa(x, у, =, А),
правые части которой суть функции от х, у, 2 и от параметра ^.
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Предположим, что функции | (х, у, 2, А) u fe(X, y, 2,4) удовлетворяют
в области

К: |x—xal <a, |y—yol <b, |2—z0] <b (2)
изменения переменных х, у, г и в интервале

MOK (3)

изменения параметра /, следующим двум условиям:
1) функции | (х, у, г, А) и Ь(5, у, г, 4) непрерывны по х, цу, г, № в 0б-

ласти (2), (3) и, следовательно, ограничены:

lfa(x, y,2,A)|<M (k=1, 2),

причем число М не зависит от параметра as;2) функции |(х, у, 2, 0) и р(х, у, 2,i) удовлетворяют условию Лип-
шица относительно уи =:

[fa(x, y, 2, 4)—fr(x, y, 2, A)I<L(ly—yl+lz—z]) (#=1,2),
причем число Г. не зависит от параметра ^.

Докажем, что система (1) имеет единственное решение:

y=y(x, 4), (4)
=2(x, A),

удовлетворяющее начальным условиям:
у=иу, 2=2 ПРИ ХА, (5)

причем это решение определено и непрерывно дифференцируемо как
функция от независимой переменной х в интервале

|x—xo| <A, (6)

Ш. )h=min(a, 7 ,
определено и непрерывно как функция параметра ^ в интервале (3),
равномерно относительно х из интервала (6).

С этой целью мы будем поступать так же, как при доказательстве
теоремы Пикара п. 120. Нам нужно лишь внести некоторые изменения
и дополнения, вызванные тем, что правые части системы (1) зависят не
ТОЛЬКО ОТ Хх, Ц, 2, НО И ОТ Параметра ^.

где
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Рассмотрим систему интегральных уравнений:

y=Yot | Н(х, у, г, Л)ах,
a (7)

а|Бима,
Хо

равносильную системе (1) с начальными условиями (5), и применим для
нахождения решения этой системы метод Пикара.

Беря ш и 2 за нулевое приближение, строим последовательные
приближения: | |

Xo

у! (Х, ^) =Yot+ lho, Yo, 20, ^,) ах, |
(8)21 (х, ^) — 2-- \ foc, Yo, 20, i) ax; |

У(х, A) =Yot | (х, у! (x, ^), 24 (Х, ^), ^,) dx,
Xo

22 (x, 4) =Zo-+ Тс, ил (х, №), 24(х, ^,), №)ах;
Xo

Yn(%, ») =o | fale, Yna(% A), 2n—a(% A), Ad, 9)
Zn (xX, 4) =2Zo+ 15 уп (Х, A), 2n—1(%, A), A) aX.

Таким образом, мы получаем две последовательности функций
Yo, yi(Xx, x), 2 (Х, ^),... , Ип (Х, ^),..., (10)
20, 21(х, ^), 22(х, ^), wey Zn(X, N),’. ..

Докажем относительно них три утверждения, аналогичные трем
утверждениям относительно соответствующих им последовательностеи
(11) п. 190.
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1. Все функции последовательностей (10) определены инепрерывны
как функции от независимой переменной х в интервале (6) и как функ-
ции параметра ^ в интервале (3) и не выходят при этих значениях хи ^
из области КЮ.

В справедливости этого утверждения легко убедиться методом мате-
матической индукции.

В самом деле, из формул (8) мы видим, что функции ии(х, A)
и 2.(х, ^) определены и непрерывны как функции от х в интервале
[х—%|=<а и как функции от параметра Л в интервале (3), ибо
[а (Х, ув 20, А,) U fo(X, Yo, Zo, A) непрерывны как относительно х, так и отно-
сительно /, в указанных областях. Далее, оценивая разности и1(х, A) —Yo
и21(Х, ^,) —2о, имеем:

ми<|ПАС, в ь [dx|<M]x—ao,
[21 (х, ^) —20| М]х— |.

Поэтому функции yi(x, A) и 21(х, ^) не выйдут из области Ю, если
[х—№| =<й, ^0<^=< №9. Таким образом, доказываемое утверждение
справедливо для функций и1(х, A) и 21(х, ^).

Предположив, что это утверждение справедливо для функций
Уп (х, ^) и Zn-1(X, ^), и используя формулы (9), убеждаемся, что оно
справедливо и для функций ил(х, ^,) и 2.(х, Л).

В самом деле, подынтегральные функции в формулах (9), рассмат-
риваемые как сложные функции отх и ^, непрерывны в промежутках
(6) и (3), так что функции ув (х, ^)) и 2» (х, А) определены и непрерывны
в этих интервалах. Кроме того, имеют место оценки |

[Уз (х, 4) —Yo] <8, | (11)
|2n (x, 4) —20| <b

mpu |x—X| <h, AMPS AKAM,
Из приведенных рассуждений и вытекает справедливость доказы-

ваемого утверждения для всех функций последовательностей (10).
2. Последовательности (10) равномерно сходятся относительно не-

зависимой переменной х в интервале (6) и относительно параметра ^,
в интервале (3), и, следовательно, предельные функции непрерывны
относительно независимой переменной х в интервале (6) и относительно
параметра ^. в интервале (3).
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В самом деле, для членов рядов:

Чо (Ил(х, ^,) —Yo) + (Y2(x,^) — 1(х, ^))-. ..
.. .Н (Уп (x,^) —Yn—1(X, М)-. 8

Zot (21(x, ^,) —г2о)- (22(х, 4) —21(%, ^))-...
...-Р(2. (х, А) —2.-—1(х, ^))-...,

(12)

соответствующих последовательностям (10), мы, так же каки в п. 120,
получим оценки: |

hn[Yn (x, 4) —Yn-1(X, A) |<M(2L)-1 al?
hn[2(х, A) —2n-1(x, A) | <M(2L)"-! ть

справедливые для всех значений х и ^ соответственно из интервалов (6)
и (3). Поэтому ряды (12) сходятся равномерно относительно х
в интервале (6) и относительно /, в интервале (3).

Обозначим суммы рядов (12) или, что то же, предельные
функции последовательностей (10) через у(х, ^,) и2(х, Л). В силу
только что доказанной равномерной сходимости рядов (12) и доказан-
ной выше непрерывности членов этих рядов функции у(х, ^)) иг(х, A)
непрерывны относительно х в интервале (6) и относительно А, в интер-
вале (3).

3. Предельные функции у(х, ^) иг(х, ^)) не выходят из области В,
когда х и ^, изменяются соответственно в интервалах (6) и (3), и удовле-
творяют системе интегральных уравнений (1).

Чтобы убедиться в этом, достаточно перейти к пределу в неравен-
ствах (11) при Ис и в формулах (9) при и->со, используя в последнем
случае доказанную выше равномерную сходимость последовательно-
стей (10).

Таким образом, доказано, что система (1) имеет решение, удовле-
творяющее начальным условиям (5), причем найденное решение являет-
ся не только непрерывной функцией от х, но и от параметра 4. Это реше-
ние будет непрерывно как функция параметра Л в промежутке (3)
равномерно относительно х из интервала (6).

Так же, как и вп. 120, можно доказать единственность найденного
решения.

Кроме того, из самой системы (1) вытекает, что найденное
решение будет иметь производную по х, непрерыв-
ную относительнох в интервале (6) и относительно А в интер-
вале (3).
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Замечание 1. Если система (1'’) линейная, т. е. имеет вид

в

= > Pri(X, Аа. Ат) ИНЬ (Хх, M1, s+. Ат) (R=1, 2,.:., 7), (13)
1=4

аук
ах

причем все функции ры и [ь непрерывны относительно х и относительно параметров
№, ..., Ат в области [а, 6], (9’), то решение (4’) с любыми начальными значениями
искомых функций и начальным значением независимой переменной из интервала [а, 6]
будет определено и непрерывно как функция от х во всем интервале [а, 6] и как функция
от параметров №,..., Лю в области (3).

Это решение будет непрерывно как функция параметров \щ,..., Аш в области (3’)
равномерно`относительно х во всем интервале [а, 6]. Последнее, как уже было сказано
выше, означает, что по всякому &>>0 найдется такое 6>>0, что неравенства

[ув (х, АНАЛ, ..., АжААт)—ув (Хх, №, ..., Ат) |<
(k=1, 2,..., 1)

будут выполняться одновременно для всех х из [а, 6], когда |АЛ!|<6, ...,
|АА»|<6.

Если ры и {к непрерывны относительно х в интервале (—с<о, со), то по заданному
=>>0 для каждого конечного интервала [х.—[, хо--Й найдется свое 6>>0, так
что б есть функция от р в то время как для всего бесконечного интервала
(—со, со) соответствующее число б может и не существовать, т. е. решение может не
быть непрерывной функцией параметров А1,..., Ат равномерно относительно х во всем
бесконечном интервале (—со, со).

Для линейного уравнения первого порядка непрерывная зависимость решения от
параметров вытекает непосредственно из формулы общего решения в форме Коши
(см. п. 36, формула (21)).

Замечание 2. Рассмотрим случай, когда не только правые части системы
дифференциальных уравнений, нои начальные данные решения являются функ-
циями параметров.

Пусть дана система (1”’)

ау ee=SH fi(x, yt, "5 Yn) Mt. Ат), |dx
dy2 . | -., |—=[2(х, Yi, «++ Yn, At, ..-5 Am), >

dy . -г ==» (Х, У, Г... Уп, М, Ат)ах

и начальные условия:

У = Фа(А1, ..., Ат), ... ‚ Уп = Фл (№4, ..., Ат)
при х=4(А1,..., Ам). (57)



304 ГЛ. 5. ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ

Тогда из рассуждений теоремы настоящего пункта следует, что если правые части си-
стемы (1’) удовлетворяют всем условиям этой теоремы, а начальные данные суть не-
прерывные функции от параметров №. ..., Ат в области (8’), причем эти функции
не выходят из области Ю, содержащейся внутри Ю, то существует единственное решение
системы (1’) с начальными условиями (5”) и это решение будет непрерывной функцией
от Х в некотором интервале |х—хо| <й<йиот /а,..., Ат в области (3').

В случае линейной системы можно в качестве Фф! (^1,..., Ам),..., Фл (№, ..., Ат)
брать любые непрерывные функции от параметров и решение будет определено
во всем интервале непрерывности правых частей относительно независимой пере-
менной. Именно, имеет место следующая теорема.

Теорема. Если коэффициенты системы (13) и функции р. суть непрерывные
финчкции относительно независимой переменной х и относительно параметров Aa, ..
в области [а, 6], (3’), а начальные данные суть непрерывные функции от м, ..., Ат
в области (3’), причем значения, принимаемые функцией ф(№, ..., Аш), лежат в про-
межутке [а, 6], то существует единственное решение системы (13), удовлетворяющее
начальным условиям (5”), и это решение будет непрерывной функцией от х в интервале
[а, 6] иот параметров №и,..., Ат в области (3’).

.Э) т

Из рассуждений теоремы настоящего пункта также следует, что, если:
1) правые части системы (1’) в области (2”), (3’) обладают свойством:

[fn(x, Yi, -.-, Yn, Aa, see g Nm) —fr (x, YA pee , Un, M; ... , Am) | <eé

npu |x—x|<6(e); ly:—y1| <8(e), ... ‚ [Уп У»| <36(8), 1\—^| <6(г), ...
[Ап —Ат | <6(ё), где 6(=)—0 при =—0. Здесь №м,..., Ат фиксированные значения пара-
метров из области (3’);

2) [к(х, ца, ..., Уп, м ..., Аш) бграничены в области (2’), (3’) и удовлетворяют
условию Липшица относительно у1,..., Уп с константой Г, не зависящей от х, 1, ...,
Уз, At, ...у Ат;

3) функции, входящие в начальные условия (5”), непрерывны при м==Мм,
т=—Ат и не выходят из области Ю, то существует единственное решение системы (1’)

с начальными условиями (5”) и это решение будет непрерывной функцией от незави-
симой переменной х в интервале |х—хо| < и от параметров №м,..., Ат при м=щ,...,
Ат= Ат.

В частности, для линейной системы (13) справедливо следующее утверждение.
Если:

1) функции ры и |ь в области [а, 6], (3’) обладают свойством

| ра (х, Ал, ooo Лт) —ры(х, Аа, eee y Am) | <e,
lfn (x, м, и Nm) —fr (x, 2, ... , Am) | <e

npu |x—x|<8(e), |Ar—Ai] <8(e), ... , |Am—Am|<6(e), 2de 6(e)—>0 npu e>0;
2) функции ры и р» ограничены в области [a, 8], (3'); —
3) функции, входящие в начальные условия (5”), непрерывны при М= м, ...,

Ат==Ат, причем значения функции х=ф(№м,..., Аж) лежат в интервале [а, 6], то суще-
ствует единственное решение системы (13) с начальными условиями (5”), и это решение
будет непрерывной функцией от х в интервале [а, 6] и от параметров №, ..., Аж при
АА=Ал, coe y Nn = An.
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132. Теорема о непрерывной зависимости решения нормальной си-
стемы от начальных данных. Пусть дана система уравнений:

а ,

правые части которой определены в области

R: |x—xo| <a, lys— ys | 5, see yg lYn—Yn | <b
C WEHTPOM B 3afaHHOH TOUKe (Xo, yi, ... , Yn).

Теорема. Если правые части системы (14’) удовлетворяют в об-
ласти В обоим условиям теоремы Пикара, то решение

Ув=фа(Х, Х*, И1*,..., Уп) (Е=1,2,..., п) (15’)
с начальными условиями:

У=1*,..., Уп=уУт* При х=х* (167)
будет непрерывной функцией от независимой переменной х и от началь-
ных данных х*, у1*,... , Уп*, когда х изменяется в некоторой окрестности
точки Х==Хо, а начальные данные х*, у!*,..., уп* — в некоторой окрест-
ности точки (Хо, у1®,..., уз), а именно решение (15’) будет непрерыв-
ной функцией от хи от х*, у!*,..., Уп*, когда х изменяется в интервале

И .
[5—2] < 5 ©, (17’)

ах*, и:*,..., Уп* лежат в области
b[x*¥—xo| <0, [y*—ywO|< 5‘. b» [Yn*— Yr |S о, (18’)

где
. b— —— < —h пил(а, м)’ 0— < д.

При этом решение (15’) будет непрерывно как функция начальных дан-
ных х*, у1*,..., Уп* в области (18’) равномерно относительно х из интер-
вала (17’). Последнее означает, что для всякого положительного числа з,
найдется такое положительное число 6, что неравенства

[ pr (x, х*--А х*, у1*-- А У1*,..., Yn*tA Yn*)—
— фе (Х, Х*, И1*,...,Уп")|<= (R=1,2,...,2)
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будут выполняться одновременно для всех х из интервала (17”), когда
[4х*| <, |[Лу:*| <5,..., [А у»*| <6. Здесь, конечно, 6 можно выбрать
независимо от выбора начальных данных х*, и!*, ..., Уп* из обла-
сти (18).

‚Докажем эту теорему для п=2. В общем случае доказательство
проводится аналогично. Итак, рассмотрим систему:

ауах =f1(x, у, 2),
dz (14)“dx =f2(x, у, 2).

-

Предположим, что правые части ее удовлетворяют в области

R: |x—xo]<a, |y—yol|<b, |z—z0| <6
условиям теоремы Пикара.

Докажем, что решение

и=ф(х, х*, у*, 2*),. (15)
z= (x, x*, y*, 2*)

с начальными условиями

у=у*, 2=2* при x=x* (16)

будет непрерывной функцией от хиотх*, у*, 2*, когда х изменяется
в интервале

<

h|x—xo| <= 9 —@Q, (17)
a x*, y*, 2* — 6 oOaacTu

b | b[еж] <, [y*—wl<— [24| 5» (18)
где

b h
= — = —_-h=min (с, м)’ 0<0< д’

причем решение (15) будег непрерывно как функция начальных данных
х*, и*, 2* в области (18) равномерно относительно независимой перемен-
ной х из интервала (17).
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С этой целью сделаем замену независимой переменной и искомых
функций по формулам:

х—х*=Ь уу 2—2
Тогда система (14) примет вид

аae ВЕ, п-у*, 5=*)= (Е т, $ х*, у*, =*),
а® gia nty*, C+e*) =fe(E, ny 6 x*, y*, 2*). (19)

Начальные условия (16) заменятся новыми начальными условиями:
n=0, C=O при &=0. (20)

Согласно сделанному выше предположению, правые части системы
(19) удовлетворяют условиям теоремы Пикара относительно переменных
E, 7, сб в области

[E-+x*—xo| <a,
[nty*—yo| <4, (21)
[5-2=*—2| в

и содержат х*, у* и 2* в качестве параметров.

Заметим, что неравенства (21) будут выполняться, если, например,
считать, что Е, ц, & изменяются в области

а р 5I< Inlx> Isl<> (22)
а параметры х*, у*, 2=* — в области

а bIe*—vol< = [ye—wl<—, |e*-2] <->. (23)
В самом деле, при этих условиях мы будем иметь:

aЕх— |= [51-Е [х*— 2] =< +5 =4
b ЬIn+y*—yo]<|n]+]¥*—Yol< — + > =,
b 2b[2*—20| <= |1 -+|2*—20|<= —5; +-5` =.
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Следовательно, правые части системы (19) удовлетворяют всем усло-
виям теоремы о непрерывной зависимости решения от параметров, когда

1, бих*, и*, г* изменяются соответственно в областях (22) и (23).
Поэтому система (19) имеет единственное решение:

n=n(& x%, y*, 2%), | (24)
C=C(E, x*, y", 2*)

с начальными условиями (20), определенное и непрерывное как функция
от независимой переменной & и параметров х*, у*, 2*, когда Е изменяется
в интервале

h[51 = > (25)
а х*, у*, г* — в области (23). При этом решение (24) непрерывно как
функция параметров х*, у*, =* равномерно относительно независимой
переменной Ё в интервале (25).

Возвращаясь в формулах (24) к старым переменным х, и, 2, получим
решение (15) (почему?)

y=y*+y(x—x*, x*, y*, 2*) =e(x, x*, y*, 2*),
z= 2"+0(x—x*, x*, y*, 2*) =(x, x*, y*, 2%).

Это есть решение системы (14) с начальными условиями (16). Из (25)
йхвытекает, что оно определено как функция независимой переменно

в области
h|x—x*|< >

Последнее неравенство будет, например, выполнено, если считать, что
независимая переменная х изменяется в окрестности точки х==Хо, опре-
деляемой неравенством

[%—|= 5%,
а начальное значение х* отличается от хо по абсолютной величине не
больше, чем на ©:

| x*—xo| <o.
Действительно, мы будем иметь тогда, что

|x—x*| = |x—xoxox| < [хх + [х*— о] <
| h> 2 —ю®-®== о
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Следовательно, решение (15) будет непрерывной функцией отх и от
начальных данных Х*, у*, 2*, когда х изменяется в интервале (17),
ах*, у*, 2* — в области (18). При этом решение (15) будет непрерывной
функцией от х*, у*, =* в области (18), равномерно относительно х из ин-
тервала (17).

Замечание. Если система (14’)—линейная, т. е. имеет вид

Ув
ах

= » Pax) yitfa(x) (R=, 2,...5 1), (26)
i=1

причем все prix) и [+(х) непрерывны в интервале |х—х|= а, то решение (15’) с на-
чальными условиями (16’) будет непрерывной функцией от х в интервале

а а|x—*0] << —- —@ (0<o< --} (27)
и начальных данных х*, у!*,..., Упт* в области

[х*—ж| =, |ys*]<00, ..., [yn*|<o, (28)
причем решение (15’) есть непрерывная функция от х*, у!:*, ..., Уп* в области (28)
равномерно относительно х из интервала (27).*

Для линейного уравнения первого порядка непрерывная зависимость решения от
начальных данных вытекает непосредственно из формулы общего решения в форме Коши.

Замечание. Можно показать, что для решений систем дифференциальных урав-
нений вида (14'), правые части которых непрерывны и ограничены в некоторой области D,
непрерывная зависимость решений от начальных данных вытекает: из единствен-
ности решения задачи Коши с любыми начальными данными из области О [119, с. 75].

Более полное исследование вопроса о непрерывной зависимости решения задачи
Коши от начальных данных содержится в работе [7].

133. Понятие об устойчивости решения (движения) в смысле Ляпу-
нова. Если правые части системы (14”) определены и непрерывны лишь
в конечном (замкнутом) промежутке изменения независимой пере-
менной х, то из предыдущего пункта следует, что при выполнении усло-
вий теоремы Пикара, любые два решения, имеющие достаточно близкие
начальные. значения, будут сколь угодно близки между собою в некото-
ром конечном интервале изменения X.

Если же правые части системы (14”) определены и непрерывны при
всех значениях ХХ, то в случае, когда какие-либо два решения си-
стемы также определены при всех значениях х-—хо, возникает вопрос:
можем ли мы гарантировать наперед заданную бли-

* Однако в отличие от случая, рассмотренного в доказанной. выше теореме, здесь
нет гарантии, что 6 можно выбрать независимо от выбора начальных данных х*,
yr", cee 9 Уп”.
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зость этих решений при всех значениях независи-
мой переменной, больших начального значения по-
следней, если взять начальные значения искомых
функций достаточно близкими?

Рассмотрим некоторое решение системы (14”) и будем сравнивать
его со всеми другими решениями, имеющими начальные значения, близ-
кие к начальным значениям рассматриваемого решения. Если при этом
окажется, что рассматриваемое решение таково, что все другие решения,
имеющие начальные значения, достаточно близкие к начальным значе-
ниям рассматриваемого решения, будут сколь угодно близки к нему при
всех хх, ТО ОНО называется устойчивым в смысле Ляпу-
нова.

Пример 1. Пусть дана систсма

ау—— =—2

dx

“a, (29)
— = — 2y—2z2.dx 4

Общее решение этой системы имеет вид

у==е-* (цо с0$ х- (yo+Z0)sin x),
2=е-* (20 с03 х— (2y0+2Z0)sin x),

где произвольные постоянные уу и 2о суть начальные значения искомых функций
при х=0.

Рассмотрим частное решение

y=e-“ sin X, (30)
z=e-*(cos x—sin x)

с начальными значениями искомых функций

yo=0, 20=1
при х=0.

Возьмем решение

y=e-*(8 cos x-+(14+28)sin x), (31)
z=e-*((1+6)cos x— (14+36)sin x)

с измененными начальными значениями искомых функций

yoyoth=6, 20==20-6==1--6
при (том же значении аргумента) х=0.
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Составив разности между соответствующими функциями решений (30) и (31),

y—y=e-* (8 cos x+-26 sin x),
z—z—=e-* (65 cos x—36 sin x),

видим, что эти разности будут сколь угодно малы для всех х>0, если изме-
нения начальных значений искомых функций достаточно малы. Следовательно,
решение (30) устойчиво в смысле Ляпунова.

Заметим, что решение (30) обладает дополнительным свойством:

lim (и—и)=0, Ши(2—2) =0
х > с x-—>со

при любом 6, т. е. все решения (31) с измененными начальными значениями искомых
функций асимптотически приближаются к решению (30), когда х-оо.

Исследование устойчивости ненулевого решения (30) системы (29) можно
заменить исследованием устойчивости нулевого решения

n=0, 6==0
системы *

а а
ах |dt (32)
—_ =—27 —2C.ix n—26

Для этого достаточно сделать в системе (29) замену искомых функций по формулам:
y=n+te-* sin x,
z=C+e-*(cos x—sin x).

Дадим теперь строгое определение понятия устойчивости решения
в смысле Ляпунова, причем, не умаляя общности, мы, следуя Ляпунову,
будем считать исследуемое решение нулевым.

Имея в виду приложения к механике, будем рассматривать нор-
мальную систему в виде |

dxa =X,(t, Х1, ^2,..., Xn),
AX»—— —X t ee 9 n bGe X(t, x1, Xa ++» Xn) (33)
dAxXn

* Заметим, что (32) совпадает с (29) как всегда для линейных систем.
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где функции Ха, Х.,..., Хи определены и непрерывны, как функции от
времени Е при всех значениях #—4 и как функции от (координат точки
в фазовом пространстве) хи, х2,..., Х» в некоторой окрестности точки
Х4==0, х2=0,..., хи =0, причем в самой этой точке функции Ха, Хо, ...,
Х‚ обращаются в нуль при всех значениях #8:

Xi(t, 0, 0,..., 0) =0,
X2(t, 0, 0,..., 0) =0,

Xn(t, 0, 0,..., 0) =0.
Тогда очевидно, что система (33) имеет нулевое решение

Х==0, Х2==0, ee yg Xn=0. (34)
Это решение соответствует нулевым начальным значениям искомых
функций при {=1. Мы будем называть его невозмущенным решением,
а соответствующее ему движение — невозмущенным движением.

Всякое решение

==х4(Р), Х2==Х({), oe yg Xn =Xn(t) (35)
с ненулевыми начальными значениями искомых функций:

y=XO, xy KA), XQ SHXQ

при {[—=1, мы будем называть возмущенным решением, а соответствую-
щее ему движение — возмущенным движением. Числа х!®), х›®,..., х,®
будем называть возмущениями.

Предположим, что рассматриваемые возмущенные
решения определены при всех значениях #—&.*

Определение 1. Если для всякого положительного числа 5,
как бы оно мало ни было, можно выбрать положительное число 6 так,
чтобы при всяких возмущениях, удовлетворяющих условиям

{ 4| <6, [ x2 | <6, ..., | Xn | <6, (36)
и при всяком &, превосходящем &, для возмущенных решений (35) выпол-
нялись неравенства:

lxi(t)|<e, |xe(t)|<e,..., |xn(t)|<e, (37).
то невозмущенное решение (34) называется устойчивым в смысле Ля-
пунова.

* Это предположение существенно [63, с. 355—361].
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Таким образом, в случае устойчивости невозмущенного решения (34)
все возмущенные решения (35), соответствующие достаточно малым
возмущениям, будут при всех значениях #>& находиться
в сколь угодно малой окрестности невозмущенного решения. По существу
здесь речь идет о непрерывной зависимости решений от начальных зна-
чений искомых функций, равномерной относительно независимой пере-
менной во всем полубесконечном интервале 1%.

Определение2. Если существует хоть одно положительное
число 2, для которого нельзя подобрать такое положительное число 6,
чтобы при выполнении неравенств (36) выполнялись бы и неравенства
(37) при всех значениях #4, то невозмущенное решение (34) назы-
вается неустойчивым.

Определение3. Если невозмущенное решение (34) устойчиво
и, кроме того, для всех решений (35), соответствующих достаточно ма-
лым возмущениям `

Пт м(В=0, lim x.(t)=0, ... , lim xn(t) =0, (38)
t—>0ot—>0o t—>0o

то оно Называется асимптотически истойчивым.
Таким образом, в случае асимптотической устойчивости невозмущен-

ного решения, все возмущенные решения (35), соответствующие доста-
точно малым возмущениям, будут не только находиться в сколь угодно
малой окрестности невозмущенного решения при. всех значениях Гц,
но и будут асимптотически приближаться к нему при [оо.

Определение 4. Если невозмущенное решение (34) неустой-
чиво, но для всякого положительного числа = можно найти такое поло-
жительное число 6, что при возмущениях, подчиненных некоторым усло-
виям вида

[ (x4, X20), ...у Xn) =0 ИЛИ f(x, X2(, ...у Xn) =0,

где }(0, 0,...,0) =0, в случае выполнения неравенств (36) выполнялись
бы и неравенства (37) при всех значениях {> В, то такое невозмущенное
решение называется условно устойчивым.

Таким образом, в случае условной устойчивости для всякого числа
= >0 найдется соответствующее число 6>>0, но не при всяких воз-
мущениях, а лишь при возмущениях, подчиненных некоторым условиям.

Исследование данного решения на устойчивость производится легче
всего, когда мы располагаем общим решением в форме Коши
и если последнее имеет простую аналитическую структуру, в частности,
если начальные значения искомых функций входят в общее решение
линейно. -
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Пример 2. Рассмотрим систему

ах _ ау 30dt —9, dt =” x. 7 ( )
Эта система обладает нулевым решением

х=0, y=0. (40)
Исследуем его на устойчивость.

Найдем общее решение в форме Коши. Мы уже знаем из п. 112, что система (39)
имеет общее решение x==C,cost+Csz sin f, (41):

y=—C, sint+C:z cost, |
определенное во всем пространстве (&, х, у). Преобразуем его в общее решение в форме
Коши. Для этого найдем решение с начальными условиями

X=Xo, Y=Yo При 1=0, (42)

ГДе хо, /, — любые заданные вещественные числа. Подставляя начальные условия (42)
в систему (41), имеем

Хо —= С1, Ио = С»,
так что искомым общим решением в форме Коши будет

х== Хо с0$ f-++-yo sin f, !
y=—Xo sin f+yo cos Е.

Оно тоже определено во всем пространстве (&, х, и).
Из общего решения в форме Коши мы видим, что все возмущенные решения

([х|--[1 |520) определены при всех #>0.
Кроме того, так как хо И ио входят в общее решение (41) линейно, а функции

с05ЁизшЁ ограничены при всех #0, то ясно, что выбором хо и уо можно сделать
значения х(Ё) и и(Ё) при всех Ё>0 сколь угодно малыми, так что для любого #>0
найдется соответствующее 6>>0.

В самом деле, считая, что
& 5[1%] <-> =, lyo]<—~ =6,

имеем
lx(t)|<e, |fy(t)|<e aan mo6oro t>0.

Таким образом, нулевое решение системы (39) устойчиво. Заметим, что асим-
птотической устойчивости нет.

Пример 3. Нулевое решение системы

(43)



$ 23. ТЕОРЕМЫ О НЕПРЕРЫВНОСТИ И ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ РЕШЕНИЯ 315

неустойчиво. В самом деле, из общего решения
= t= гХ== Хое" ==х(1), (44y
y= yoe—*= y(t)

видно, что если хо >0 (<0), To x(f)-~0o (—oo) mpu too.
Пример 4. Нулевое решение системы

ах— =>~-X,
dt

dy
dt.”

асимптотически устойчиво, ибо из общего решения

Х—Хе ==х(1),
у= уе ‘==у(й)

видим, что при всех [—>0 будут выполняться неравенства:

[x(t)|<e, |y(t)l<e, если |xol<e, |yl<e (5=6),
так что пулевое решение устойчиво и, кроме того,

lim x(t)=0, lim y(t)=0.*
#- oo $co

Пример 5. Нулевое решение системы (43), как показано в примере 3, неустойчиво
в смысле Ляпунова, если на возмущения не налагать никаких ограничений, кроме тре-
бования их малости. Но, подчинив возмущения хо, /, (при #=0) ограничению хо =0, мы
получим, согласно формуле (44), что все возмущенные решения имеют вид х==0,
у=уое-*, так что |х|<в, |у| <= при всех #>0, если || <= (6б=е). Следовательно,
нулевое решение системы (43) условно устойчиво (6б=е).

В случаях, когда известно общее решение (общий интеграл) в эле-
ментарных функциях, вопрос об устойчивости невозмущенного решения
(34) обычно решается непосредственной проверкой. Однако эти случаи,
как уже неоднократно отмечалось выше, представляют собой редкое
исключение. Поэтому возникла потребность в построении общей теории
устойчивости решения, которая давала бы возможность судить об устой-
чивости невозмущенного решения (34) только по аналитической струк-
туре правых частей системы (33).

Впервые строгая теория устойчивости решения (движения) была
построена великим русским математиком академиком Александром Ми-
хайловичем Ляпуновым (1857—1918 гг.); им же впервые дано приведен-

* Рассмотренное выше решение (30) системы (29) тоже асимптотически
устойчиво.
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‘ное выше определение устойчивости. Основы этой теории изложены в его
знаменитой докторской диссертации «Общая задача об устойчивости
движения», опубликованной в 1892 г. [97].

В этой диссертации А. М. Ляпунов предложил два метода исследо-
вания движения на устойчивость [59, 64, 130, 137]. Первый из них основан
на специальном аналитическом представлении общего решения системы
(33) («ряды Ляпунова»). Второй метод, называемый часто «прямым
методом» или «методом функций Ляпунова», позволяет (не требуя зна-
ния общего решения системы (33)) сделать заключение об устойчивости
решения: (34) за счет использования специально конструируемых функ-
ций («функций Ляпунова»), по поведению которых в силу системы (33)
и делается заключение о наличии и характере устойчивости реше-
ния (34).

Эти методы А. М. Ляпунова стали основными методами исследова-
ния решения (34) системы (33) на устойчивость и в работах многих
математиков и механиков получили широкое применение и дальнейшее
развитие [11—15, 24, 43, 54—57, 59, 60, 63—69, 75, 80, 81, 82, 100, 101, 106,
118, 123, 129, 130, 151—153, 158, 168, 170, 172—177, 179, 183, 184, 186].

Исключительные заслуги в развитии и применении теории устойчи-
вости принадлежат члену-корреспонденту Академии наук СССР Нико-
лаю Гурьевичу Четаеву (1902—1959 гг.) [62].

Изложение теории устойчивости движения читатель найдет в книгах
[8—11, 15, 21—24, 30, 33, 40, 44, 51, 54, 91, 98, 109, 119, 125, 128, 140,
151—153, 161, 164].

Наряду с устойчивостью и асимптотической устойчивостью в смысле
Ляпунова часто представляют интерес свойства решений (движений)
во всей области задания правых частей системы (33) как функций отно-
сительно Хи, Хз, ..., Ли И, в частности, во всем фазовом пространстве
(Х4, Х2,..., Хп), Когда эта область совпадает с ним.

Одним из таких свойств является свойство ограниченности решений
[45, 56, 68, 117], а именно часто требуется выяснить, не будут ли все реше-
ния этой системы ограниченными при {—со. Иногда важно знать, имеет
ли система (34) вообще ограниченные (при {-со) решения (т. е. суще-
ствует ли хотя бы одно ограниченное решение). Если все решения
системы (33) ограничены при {->с, причем заходят в одну
и ту же область РБи в дальнейшем не покидают ее, то система (33)
называется диссипативной. Первые существенные результаты по дисси-
пативным системам получены Болем. Большой вклад в развитие теории
диссипативных систем внесли В. А. Плисс и В. А. Якубович.

Другое важное свойство, которым обладают решения (35) некото-
рых классов систем вида (33)— свойство (38), если оно выполнено при
любых начальных значениях искомых функций, т. е. случай, когда все
движения системы, где бы они ни начинались, с течением времени при-
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ближаются к невозмущенному движению (34). При этом само движение
(34) может быть и неустойчивым [81].

Если невозмущенное решение (34) системы (33) устойчиво
в смысле Ляпунова и выполнено (38) при любых начальных значе-
ниях искомых функций из области существования решений системы (33),
то оно называется устойчивым в целом.

Если движение (34) устойчиво в смысле Ляпунова, то всегда суще-
ствует некоторая область, окружающая начало координат, в которой
проходят ограниченные движения; аналогично, если имеет место асим-
птотическая устойчивость, то существует область, в которой начинаются
движения, обладающие свойством (38). Но эти области могут оказаться
лишь частью области существования решений. В частности, если дви-
жение (34) асимптотически устойчиво, но неустойчиво в целом, то воз-
никает задача нахождения той области, где начинаются движения, обла-
дающие свойством (38). Эту область называют областью асимптотиче-
ской устойчивости в целом. Исследованию такого рода вопросов
применительно к теории автоматического регулирования посвящен ряд
работ М. А. Айзермана, В. И. Зубова, А. М. Летова, А. И. Лурье,
В. А. Якубовичаи др.

Наряду с методами аналитического характера, предложенными
Ляпуновым, для решения указанных задач широко применяются каче-
ственные методы исследования, развитые Н. П. Еругиным [58].
Полезным оказалось также соединение методов Ляпунова с качествен-
ными методами, примененное в работах Е. А. Барбашина, Н. ПП. Еругина,
Б. А. Ершова, Н. Н. Красовского, В. А. Плисса, Б. Н. Скачкова, А. П. Ту-
зова и др. В некоторых из этих работ качественные методы применяются
к уравнению выше второго порядка. |

134. Теорема о дифференцируемости решения по начальным данным.
В п. 132 мы доказали, что при выполнении условий теоремы Пикара
решение нормальной системы дифференциальных уравнений является
непрерывной функцией от начальных данных. Ноиногда одной непрерыв-
ности оказывается недостаточно и требуется установить существование
производных по начальным данным. Для этого, конечно, придется на-
ложить на правые части системы дополнительные ограничения.

Пусть дана система уравнений (14”)
а fale, Yi, +--+» Yn) (k=1,2,...,7),

правые части которой определены и непрерывны в области

`В: |x—xo| <a, [ys — ys | 6, cee ly lYyn—Yynr| <0,
и пусть в этой области существуют непрерывные частные производ-
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дныеoe (Е, [=1,2,..., п). Тогда в области Ю выполнены оба условия
l

теоремы Пикара.
Рассмотрим область

bК”: [x*—xo| <=, [у1*— 94 | = 9? eee > | Yn*—Yn | = о.
h b(<<“4? h=min («, —)).

Возьмем в ней произвольную точку (х*, у1*,...,Уп*) и построим решение
системы (14”), проходящее через эту точку, т. е. решение (15’}

Ув=фа(Х, х*, И1*, ... ‚ Уп*) (k=1, 2, se ‚ п),

с начальными условиями (16’)

И=И!*, ..., Уп=Ул* При Х=Х*.

Согласно теореме о непрерывной зависимости решения от начальных
данных (п. 132), решение (16’) будет определено и непрерывно по х
в интервале (17”), а по начальным данным х*, у1*,..., Уп* — в обла-
сти (18°).

Теорема. Гри сделанных предположениях функции (15’) имеют
частные производные по начальным данным х*, И1*,...,Уп*, непрерывные
как функции от независимой переменной х и начальных данных х*,
И1*,..., Уп* в Области:

h b|x—xo] <> |x*¥—xo] <0, [yr—yO|< gett
bn*—Y, | < —.[у — Hn |< 5

Докажем эту теорему для п=2. В общем случае доказательствс
проводится аналогично.

Итак, рассмотрим систему (14)

a=fii(x, у,=),
F =falx, y, 2).
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Предположим, что правые части этой системы непрерывны вместе
с частными производными по циг в области

R: |x—xo]<a, |y—yol|<b, |z—z0| <b.
Докажем, что если (х*, у*, 2*) — любая точка области

b bR’: |x*—xo]| <o, ly*—Yo] < > |z*—20] < >

+ h=min(a, 5-))(<< h=min a, a ,
то решение (15) |

у—Ф(х; х*, у*, 2*),
2=1р(х; х*, у*, =*)

с начальными условиями (16)

y=y*, 2=2* при х=х*

Oy Oz Oy 02 „ 99
дх*” дх*’ ду*’ ду* 0д2г*’д2*

данным х*, у*, 2* непрерывные как функции от х, х*, у*, 2* в области

h

2

имеет частные производные по начальным

b b[x—x%o|< ——o, |x*—x0| <a, ly*—yo] <->, [=*— 20| <5. (45)
Мы увидим ниже, что интересующие нас частные производные от

решения (15) по начальным данным х*, и* и 2* образуют решения неко-
торой одной и той же линейной системы дифференциальных урав-
нений с соответствующими начальными условиями.

Докажем сначала существование и непрерывность частных произ-
д bг При этом если у*=Е5,ду* и ду*`

то речь будет идти об односторонней производной.
Дадим начальному значению и* приращение Ау* настолько малое,

чтобы точка (x*, y*+Ay*, z*) не выходила из КА, и построим
решение

водных от решения (15) по и*, т. е.

y=o(x; x*, y*+Ay*, 2*),” (46)
z= (x; x*, y*+-Ay*, 2*)
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с начальными условиями

у=у*-НЛу*, 2=2* при хХ=х*.

Введем в рассмотрение функции:

(47)

Докажем, что существуют пределы этих функций при Лу*->0.
С этой целью подставим последовательно функции (46) и (15)

в систему (14). Так как эти функции образуют решения системы (14)
то в результате получим тождества:

dy _Fe hs у, г),
ы (48)

dz ——‘ах. — [2(х,у, 2)
И.

аук=4, 2),
dz (49)dx РС,у г).

Вычтем почленно равенства (49) из равенств (48). Получим:

d(y— —_BOD inc, у, 2) — [и(х, у, 2), | 50
d(z—z) (50)Go hal, Y, Z) —fa(X, y, 2). |

Преобразуем правые части этих равенств:

(Хх, у, 2) — [и(х, У, г) —= (|(х,у, 2)— | (<, у, z))+
— |(х, у, 2) —|(х, у, 2)— (y—y)+

y—y
+ (Н(х, и, 2) В(х, и, 2))
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2—2 ду

а) аи(х, Ay*) (YH)+
+442(x, Ay*) (2—2),

[2(x, у, z) —fo(x, у, 2) — (fa(x,у, 2) —fa(x, у, z))+
_ hs, у, 2) —|2(х, у, 2) (y—y) ++ (fa(x, y, 2) —fe(x, y, 2)) —

y—Yy

+ — (2—2)
2—2 ду+ Ofe(x, ци, ие) (z—2) = A(x, Ay*) (y—y)+

а»(х, Лу*) (2—2),
где

й(х, у, 2) [(х, у, 2) _ Ol, y+0u(y—y),2)
y—y ду

(11 (х, Ay*) =!

hs, у, 2) — 1(х, у, 2) Of (x, у, г-0:›(2—2))
2—2 дгdia(x, Ay*) =

RG, у, 2) —Ъ(х, и, 2) _ Ofa(x, y+Ox(y—y),2)
?

(21 (х, Ay*) =
у—у Oy

fa(x, у, z) —fa(x, у, 2) Ofe(X, у, Z+022(zZ—2z) )
2—2 OzG22 (x, Ay*) =

321

(51)
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вана. Поэтому выражения ав зависят только от х и Аиу*. Величины Op
тоже являются функциями от хи Ду*, причем |0|<1.

Функции ам (х, Лу*) непрерывны относительно х
и Ау* при [— | < — 0 и при достаточно малых |Ау*]|.
Убедимся в этом, например, для функции ааа (х, Лу*). Для этого обра-
тимся к первой из формул (51).

ws Pd .

Если в точке (х, Ау*), принадлежащей вышеуказанной области,
разность у—у отлична от нуля, то непрерывность функции а.1(х, Ау*)
в этой точке следует из формулы

an(x, Ayt) = BG ЭН у 2). (52)
G—Y

B самом деле, так как у есть непрерывная функция от х при x= X,
а функции у, 2, согласно теореме о непрерывной зависимости решения
от начальных данных, непрерывны относительно х и Лу* при х=Х,
Ау*—Ау* и все эти функции не выходят из области КЮ, в которой функция
РА(х, у, =) непрерывна по всем своим аргументам, то функции |(Хх, и, 2)

rw!u fi(x, y, 2) будут непрерывными функциями от хи Ау* при х=>х,
Лу*—=Лу* (как сложные функции от хи Лу*). Таким образом, числитель
и знаменатель дроби (52) суть непрерывные функции от х и Ди* в точке
(x, Ay*), причем знаменатель отличен от нуля в этой точке. Поэтому
а!(х, Лу*) есть непрерывная функция от х и Аи* в точке (х, Ау*).

Если же точка (х, Ау*) такова, что в ней у-у=0, то воспользуемся
формулой

(Of, ytOu(y—y), 2) .
дуay (x, Ay* ) =

Имеем

Ofi(x, у(х), 2(х, Ay*))
ду

(44 (Xx, Ay*) —

Если (х, Лу*)-— (х, Лу*), то разность у—у стремится к нулю, и вслед-
‘ствие предположенной непрерывности частных производных от правых
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частей системы (14) мы будем иметь:
—dfs(%, y+Ou(y—y), 2) Ofs(x, ye), 2(x, Ay*))

ду ду

. Ays(x, Ay*)—>ay(x, Ay*),
wweа это и означает, что CPYHKUNA Ay(x, Ay*) HempepbIBHa B TOUKe (x, Ay*).

В частности функцииам(х, Ду*) непрерывны и при
Ау*—=0, причем мы будем иметь

обе 0 8,
aio (x, 0) = oh 2)

| (53__ Of (x, у, 2) |Ao (x, 0) = ay ,
Ao (x, 0) = otal 2) .. |

После указанных преобразований система (50) примет вид

ии) —ан(х, Лу*) (у—у) tar (x, Лу*) (2—2),
ие =аз (х, Лу*) (у—у) аз(х, Ау*) (2—2).

Разделив уравнения этой системы на Ду*, получим следующие тож-
дества

y—y(Ge) wants, a0")24 ans, Ay) 2=2dx a |4(2=2) _ | (94)
Ay*dx ON AU)“ } :



324 ГЛ. 5. ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ
TY

Из тождеств (54) следует, что функции (47) являются решением системы
дифференциальных уравнений |

аиi a11(x, Ay*) u+-ai2(x, Ay”) 2, (55)
dv |Aa(x, Ay*)utan(x, Ay*)v.

Найдем значения функций (47) при х=х*. Полагая в формулах (47)
х—=х* и принимая во внимание начальные данные решений (15) и (46),
получаем |

к[нк © (y*+Ay*) —y*и] хх== Ay* — Ay* —l,
z| x=xt—Z]x—xe z*—2*V | xx= Ay* = Ay* =(),

Таким образом, функции (47) являются решением системы (55) с на-
чальными условиями

u=1, 9=0 при х=х*. (56)

Система (55) линейная, причем согласно доказанному выше, ее
коэффициенты ав(х, Ау*) непрерывны относительно независимой пере-
менной х при |х—%| < > — в и относительно параметра Аиу* при доста-
точно малом |Лу*| и, в частности, при Ду*=0. Поэтому система (55)
имеет единственное решение

и=и(х; х*, 1, 0; Ау*),
и=0(х; х*, 1, 0; Ay*),

удовлетворяющее начальным условиям (56) и содержащее Ay* B Kaue-
стве параметра. Согласно замечанию 1 п. 131, это решение есть
непрерывная функция от Ду* в точке Ду*==0. Вследствиеэтого существуют пределы функций и и о при Ду*-—0. 9

=

ду*’ ду*”
Таким образом, существование частных производных от реше-
ния (15) по у* доказано.

Но эти пределы есть не что иное, как частные производные
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Докажем теперь, что эти производные непрерывны как
функции от х и начальных данных х*, у*, 2*. Чтобы убе-
диться в этом, достаточно заметить, что предельные функции

ду Oz

являются решением системы дифференциальных уравнений:

dU __ Of s(x, у, 2) Of s(x, у, 2)ах — ду Ut Oz у,
dV _ О(х, Ц, 2) Ofa(x, y, 2) (58)dx ду о дг у

с начальными условиями:

U=1, V=0O при х=м*, (59)
т. е. с теми же начальными условиями, что и функции (47).

В самом деле, переходя к пределу в тождествах (55) при Ду*-0
и принимая во внимание формулы (53), мы получим:

ase) дду* _ О(х, и, =) ду + ОР(х, y, 2) Oz
dx Oy диу* Oz Oy*’

“(S) :oy* _ Ofe(x, y, Z) ду 4 Ofe(x, Y, 2) Oz
dx Oy ду* Oz Oy*’

откуда и следует, что функции (57) являются решением системы (58).
Далее, из формул (56) мы видим, что значения, принимаемые функция-
ми (47) при х=х*, не зависят от Ау*. Поэтому пределы этих функций
при Ау*-—0, т. е. функции (57), принимают те же значения при х==х*,
что и функции (47). Таким образом, функции (57) образуют решение
системы (58) с начальными условиями (59). |

Система (58) линейная, причем коэффициенты ее суть
непрерывные функции от независимой переменной
х и от параметров х*, у*, 2* в области (45). Последнее вы-
текает из того, что в силу п. 132 функции у и 2 зависят непрерывно от х
их*, у*, 2* в области (45) и не выходят из области КЮ, а частные произ-

Of: он 9 9[водные непрерывны по х = в этой области, такOy’ Oz’ Oy’ Oz рер У,
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что коэффициенты системы (58), рассматриваемые как сложные функ-
ЦИИ ОТ Хх, Х*, У*, 2*, будут непрерывны в области (45).

Одно из начальных данных решения (57), а именно начальное зна-
чение независимой переменной является, очевидно, функцией от
параметра х* и притом непрерывной (в то время как осталь-
ные начальные данные не зависят от параметров).

Поэтому вследствие замечания 2 п. 131 решение системы (58) с на-
чальными условиями (59) непрерывно относительно х, х*,
у*, =* в той же области (45), а так как этим решением как раз и являются
частные производные от решения (15) по начальному значению у*:.
ду OzOy" И диу*’
висимой переменной х и начальных данных Х*, у
в области (45).

ду 02Существование и непрерывность частных производных =» Эр
г г

то последние суть непрерывные функции от неза-
* *‚

доказывается аналогично. При этом оказывается, что эти частные произ-
водные будут решениями системы (58) с начальными условиями:

U=0, V=1 при х=х*. (60)

Докажем теперь существование и непрерывность частных производ-
ных от решения (15) по начальному значению независи-

ду 02
дх*’ дх*`

Поступая так же, как и при доказательстве существования частных
ду Ozпроизводных —- ay дадим начальному значению х* приращение Ах*,ду*’

беря последнее настолько малым, чтобы точка (х*--Ах*, у*, 2*) не вы-
ходила из области К, и построим решение:

мой переменной:

УФ(х; х*- Ах", у", =*), 61)
2=(х; x*+Ax*, y*, 2*)

с начальными условиями:

y=y", 2==2* при х=х*-Ах*.
Введем в рассмотрение функции:

У =—2Пе. Ах Ax* . (62)



$ 23. ТЕОРЕМЫ О НЕПРЕРЫВНОСТИ И ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ РЕШЕНИЯ 327

Докажем, что эти функции имеют пределы, когда Ах*—0.
С этой целью подставим решения (15) и (61) в систему (14) и вы-

чтем почленно вторые тождества из первых. Получим систему:

тии —=fi(x, y,2) —fi(%, y, 2),
ww==(х, у, =) -Ь(х, у, 2).

Преобразуя правые части этой системы так же, как мы преобразо-вывали правые части системы (50), получим следующую систему:
d ~ — ~~и у) =bi(x, Ax*) (y—y) +b12(x, Ax*) (z—2z),de (63)io _ ~в —61(х, Ах*) (у—у) 5»(х, Ах*) (2—2),

где

в(х, Ах")— И 9 =)-(я, и, 2) Ofa(x, ини)2)
y—y у

rw rw! }

61>(х, Ах*)= В(% у, г)—й(х, у, 2) — Он(х, и, +0(2—2)
2. 2

bo(x, Ax*)= Ь(х, у, 2) hale, у, Zz) _ ОЪ(х, ивы. 2)
652 (х, Ах*)= Pal, Ys эх у, 2) — О» (х, и, +0(—2))

)

Можно доказать, что функции 6ь(х, Ах*) непрерывны от-
, hносительно х и Ах* при [5—2 | < 5 —o и при достаточ-

но малом |4Ах*|. В частности, они будут непрерыв-
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ными функциями от Ах* и при Ах*—=0, причем

bi,(x, 0)= nt г) |
БИбал (х, 0) = и z) |

т
Разделив оба уравнения системы (63) на Ах*, получим тождества

i ( y—y _ _ |
Ах* y—y z—z

~ | (64)( 2—2\. _ _
Ах* y—y z—zdx | = bo, (x, Ах*) АХ* 6-2(х, Ax*) Ах* .

Отсюда видно, что функции (62) образуют решение системы

< —=6.1(х, Ах*) и--61>(х, Ах*)о,
(65)хе =bo(x, Ax*)u+b22(x, Ax*)v.

Найдем значения. функций (62) при х=х*. Полагая в формулах (62}
х=х* и принимая во внимание начальные данные решения (15), полу-
чаем

и| —__ y| х=х*— И | х=х* y| eat—Y™
x=x* — + — Ах* ›Ах (66)

< | х=х*— © | х=х* < | x=x*—2*v| x=x*= АоАх* Ах* Г)
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Но из тождеств

y=y*+ | [а(х, у, г)ах,
xetAx*

2=2*- | [2(х,у,2) dx
x*tAx*

м

при х=х* находим

Y | exe=y*+ | Н(х, у, г) ах,
x*+Ax*

ак, et J fo(x, y, z)dx. |
x*+Ax*

Применим к интегралам справа теорему о среднем. Тогда

2(x*-LOAx*, Ax*)) Ax*, |Z| wane =2*—fo(x*LOoAx*, 7(x*+O.Ax*, Ax*), |
z(x*-+LO.Ax*, Ax*))Ax*.

Подставляя в формулы (66), окончательно получим

y| xaxt == Y*— fy (x*+0,Ax*, Y (x*LOAx*, Ax*), |

tt | eae = —fis(x*-LOAx*, y(x*+0,Ax*, Ax*),
2(x*+0Ax*, Ax*)),

v | xae==—fo(x*+OoAx*, y(x*+O.Ax*, Ax*),
2(x*-+0Ax*, Ax*)).

Таким образом, функции (62) являются решением системы (65)
с начальными условиями: |

И|
2(x*-+ Ox", Ax*)), (67)

U= —fo(x*+0.Ax*, y(x*+O2Ax*, Ax*),
2(х*--0,Ах*, Ах*)) |

при х=х*.



330 ГЛ. 5. ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ
—

Система (65) линейная. Коэффициенты этой системы, как ука-
зано выше, непрерывны относительно независимой переменной х при

h|x—xo|< >OH OTHOCHTeJIbHO NapaMetpa Ax* B Touke Ax*=0. Началь-
ные значения решения (62) как функции параметра Ax*, oue-
видно, также непрерывны в точке Ах*=—0 (так как |0,| <1, |02|<1).
А тогда, в силу замечания 2 п. 131, функции (62) будут непрерыв-
ными функциями параметра Ах* в точке ЛДх*=0. Поэтому
функции (62) имеют пределы при Ах*->0, равные соответственно

ду Oz
= ae = Oe? (68)U

чем и доказывается существование частных производных от ре-
шения (15) по начальному значению независимой переменной.

Для доказательства непрерывности этих частных производ-
ных заметим, что функции (68) образуют решение системы дифферен-
циальных уравнений (58) с начальными условиями:

U=—fi(x*, y*, 2"), V=—fa(x*, y*, 2*) при хх", (69)

в чем нетрудно убедиться, если перейти к пределу при Ах*-—0 в тожде-
ствах (65) и в начальных условиях (67).

Коэффициенты системы (58) являются непрерывными
функциями х и параметров дх*, и*, 2* в области (45).
Начальные данные решения (68), как это видно из (69), суть
непрерывные функции параметров х*, и*, 2* в обла-
сти А’. Поэтому, согласно теореме замечания 2 п. 131, решение (68)
будет непрерывной функцией х и начальных значе-
ний х*, и*, =* в области (45), чем и доказывается непрерыв-

ду 02
дх*’ дх*

мой переменной х и начальных данных х*, и*, 2* в об-
ласти (45).

Итак, все частные производные от решения (15) по начальным дан-
ным х*, и*, 2* существуют и непрерывны относительно х, х*, и*, 2*. При
этом частные производные по каждому (одному и тому же) начальному
данному образуют решение одной и той же однородной ли-
нейной системы (58) с соответствующими начальными условиями
(59), (60) или (69).

Еще раз обращаем внимание читателя на то, что начальные данные
х*, у*, 2* входятвкачестве параметров как в коэффициенты

ность производных относительно независи-



$ 23. ТЕОРЕМЫ О НЕПРЕРЫВНОСТИ И ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ РЕШЕНИЯ 331

системы (58) (ибо подуи 2 мы должны подразумевать функции (15)),
таки в соответствующие начальные условия.

Замечание. Если система (14’) линейная, т. е. имеет вид (26), и если коэф-
фициенты + ((х) и функции р(х) непрерывны в интервале |х—хо| <<а, то решение (15’)
имеет частные производные по начальным значениям х*, у1*, ... , Уп*, непрерывные
в области

а aye:|x—*0] < ©, |x*—x0| <a, |91*| <, '.., (70)
а[уп*| < оо (0<o< —)+

135. Обобщения. Можно доказать следующие более общие утверж-
дения [140, с. 298—307; 119, с 83—87].

1. Если правые части системы (14’) непрерывны в области К вместе
с частными производными т-го порядка по совокупности переменных
И, И2,..., Уп, ТО решение (15’) имеет все частные производные порядка
т по совокупности начальных значений искомых функций и1*, у>*,...,Уп*
и те частные производные т-го порядка по совокупности всех начальных
данных х*, И1*, у2*,..., Уп*, в КоТОрых дифференцирование по х* произ-
водится один раз; если, кроме того, правые части системы (14’) имеют
частные производные р-го порядка (р<т) по независимой переменной х,
непрерывные в области К, то решение (15’) имеет частные производные
порядка т по совокупности всех начальных данных х*, ул*, у», ..., Уп*,
в которых дифференцирование по х* производится не более p+] pas.

В частности, решение (15’) линейной системы (26), у которой коэд-
фициенты ры(х) и функции 4(х) непрерывны в интервале |х—ж|=<а,
имеет частные производные всех порядков по начальным значениям
И1*, У2*,..., Уп*, Непрерывные в области (70), и частные производные
любого порядка по совокупности всех начальных данных, в которых дид-
ференцирование по х* производится один раз.

Если, кроме того, предположить, что коэффициенты ры(х) и функ-
ции +(х) имеют производные р-го порядка, непрерывные в |х—ж| <а,
то решение (15’) имеет частные производные любого порядка по сово-
купности начальных данных х*, у1*, у2*,..., Уп*, непрерывные в области
(70), в которых дифференцирование по х* производится не более чем
p+l1 pas. |

2. Если правые части системы (1) непрерывно дифференцируемы
по параметрам, то и решение (4’) будет непрерывно дифференцируемо
по параметрам. В частности, это имеет место для систем, правые части
которых линейны относительно параметров.

Lo
* Для одного линейного уравнения первого порядка справедливость этого утверж-

дения вытекает непосредственно из формулы общего решения в форме Коши.
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3. Если правые части системы (1’) имеют непрерывные смешанные
частные производные по параметрам порядка т, то и решение (4’) имеет
непрерывные соответствующие смешанные частные производные по па-
раметрам порядка т.

4. Все теоремы пп. 131, 132, 134, а также их обобщения 1—3, подобно
теореме Пикара; ‘переносятся с соответствующими изменениями и на
уравнения и-го порядка.

$ 24. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ
136. Теорема существования общего решения нормальной системы

дифференциальных уравнений [53]. Теорема Пикара, устанавливая до-
статочные условия существования и единственности решения конкретной
задачи Коши, обладает, однако, тем недостатком, что, изменив началь-
ные данные, мы вынуждены заново проводить все рассуждения и вычис-
ления, связанные с применением метода последовательных приближений.

Поэтому представляется весьма важным доказательство‘такой тео-
ремы, которая устанавливала бы существование общего решения, позво-
ляющего получать решение любой задачи Коши, с начальными данными
из области существования этого общего решения, за счет надлежащего
выбора произвольных постоянных.

В настоящем параграфе мы докажем, что если в заданной
области В выполнены условия теоремы Пикара, то
существует общее решение, определенное в неко-
торой области КЮ’ лежащей внутри области К. При
этом доказательство теоремы существования общего решения мы будем
проводить для нормальной системы дифференциальных уравнений, так
же как это имело место при доказательстве теоремы Пикара.

Пусть дана система

atAo falhs Yas vos Yn) (R=1, 2,...,1). (1)
Предположил, что правые части ее удовлетворяют в области

R: |[x—xo| <a, [yi—yi] <b, ... , [Yn—Yyn|<O
условиям теоремы Пикара. Тогда существует единственное решение

Ув==фк(х; Хо, 1®,..., Уи) (В=12,..., п),
удовлетворяющее начальным условиям

Yyr=y при х=ж (R=1,2,..., 7).
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&

Это решение определено и непрерывно дифференцируемо в интервале
|x—xo| <A,

bгде h=min (a, м/и не выходит при этих значениях х из области Ю,
Построим область

а b | bКа: [xx<> [ma —mOl < —s, .-. [Ya—Yn | << —.= 2 2 2

Возьмем в ней произвольную точку (хо, yO, и...) Yn) и построим
область |

— а — 0 р — рКа: [#—%| < > [11—90 | = 5. weeny [yn—gn |< >,
2

Очевидно, область Ю 1 содержится в области Ю. Поэтому в ней выпол-
2

нены условия теоремы Пикара и, следовательно, существует единствен-
ное решение

Ув==фа (Х; Хо, у10, sey Yn) (R=1, 2, ...у п), (2’)
удовлетворяющее начальным условиям

—

Yr=Yy, при Х=х (=1,2,..., п).
Это решение определено и непрерывно дифференцируемо относительно х
в интервале

h[%—%| = 5
и не выходит при этих значениях х из области К.

2
Далее, согласно теореме о непрерывной зависимости решения от на-

чальных данных (см. п. 132), решение (2”) будет непрерывной функ-
цией х и начальных значений искомых. функций и:®,..., уз® в области

й - b — b|x—xo|< > [yM—yO| < ee [Ул— Ут | = 3°
h(Мыпишем-.- вместо > —®, так как здесь начальное значение

независимой переменной не варьируется.)
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Теорема. При сделанных предположениях относительно правых
частей системы (1’) формулы (2), где величины у1®,..., у»® рассмат-
риваются как произвольные постоянные, подчиненные условиям

WOWSy oes [aU] <<
дают общее решение системы (1’) в области

р: en] << yew << tees [yn Yn =
содержащей внутри себя точку (хо, yx, ... , Yn).

Докажем эту теорему для п=2. В общем случае доказательство
проводится аналогично.

Итак, рассмотрим систему

ауdx =f1(x, у, 2),
dz (1)
Te le, у, 2).

Предположим, что правые части ее удовлетворяют в области

К: [х—ж|=<а, |y—yo|<b, |[2—2| <
условиям теоремы Пикара и, следовательно, существует единственное
решение

у==ф(х; Хо, У, 20),
2—1(х; хо, Ус, 20),

удовлетворяющее начальным условиям

Y=—Yo, 2=20 ПРИ X—Xo.

Это решение определено и непрерывно в интервале

|x—xo| <A,
где h=min («, —). и не выходит при этих значениях х из области В.

Построим область
а b b

ом <->, ly—ywl<—, |z-al<—.Rs |x—xo| 5 ly—yo|< 5 | 0| = 5
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Возьмем в ней произвольную точку (%%, 1, 20) и построим область
— a — b — b
м =, ly-—ywl<—, |z-—a|/<—.Ris и <> ыы, <

Очевидно, область Ка содержится в области КЮ. Поэтому в ней выпол-
2

нены все условия теоремы Пикара и, следовательно, существует един-
ственное решение

у=Ф(х; Хо, Yo, 20),
(2)z= (x; Хо, Yo; 20);

удовлетворяющее начальным условиям

Y=Yo, 2=20 При X—Xpo.

Это решение заведомо определено и непрерывно в интервале

|x— xo] <>
и не выходит при 3THX 3HAYeHHAX X H3 OOMacTH Ry.

2

Решение (2) будет непрерывной функцией от х, Ио, 2о в области
h р — b—, |y—Yyo|<—, |a—2|< 2"—xo|<|x—xo|< 5 5

Докажем, что формулы (2), где величины у, и 2, рассматриваются
как произвольные постоянные, подчиненные условиям

— 56 = — b| Yo-Yo] < 9° |Zo—20| < >,
дают общее решение системы (1) в области

h b b
. — = 4? — = А 2—2 | = “|?

содержащей внутри себя точку (жи, у, 20).
Достаточно (см. п. 106) доказать, что система (2) разрешима отно-

сительно Ио и 2 в области О.
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С этой целью возьмем в области О любую точку (х*, у*, 2*)
и построим область

b

4
b; jz—2*|< =.аК: [< ly—y*|<

4

Так как O6nacTb R*, comepxutTcaA B Ю1, то в ней выполнены все условия
| a 2

теоремы Пикара, и, следовательно, существует единственное решение

у=ф(х; х*, у*, =*), | (3)
z= (x; х*, у*, 2*), |

удовлетворяющее начальным условиям

y=y*, z=2* при х=м*.
Решение (3) заведомо определено и непрерывно в интервале

h[1—2 =
и не выходит при этих значениях х из области Ю*1, а следовательно,

4
uu3R,.,

2

Решение (3) будет определено и в точке х==Хо, ибо

h
| ¥o—x* |= —4

(по самому выбору точки (х*, у*,.2*)). Обозначим значения функций,
образующих решение (3), в точке х==хо через и, 2:

У=Ф(%; х*, у*, 2*), | ° (4)
Zo=p (Xo; x*, y™, =*). |

Точка (хо, Ис, 20), где ш и 20 определены формулами (4), принадлежит
области Аа (почему?).

2
Построим теперь решение (2), проходящее именно через эту точку

(хо, И, 20). Решение (3), в силу (4), тоже проходит через эту точку, так
что, согласно теореме о единственности, решения (2) и (3) совпадают.
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Следовательно, решение (2) проходит через точку (х*, у*, =*), т. е. мы
имеем

y* = (x*; Хо, Yo, 20), (5)
z*=p (x*; Xo, Yo, 2).

Равенства (5) и (4) показывают, что система (2) разрешима отно-
сительно у и 2% в области О, так как (х*, у*, 2*) — любая точка об-
ласти О. -

Теорема доказана.
137. Замечания.

1. В формулах (2) роль произвольных постоянных играют начальные значения
Yor Zo HCKOMBIX функций, так что эти формулы дают общее решение системы
(1) в форме Коши. Но произвольные постоянные могут входить в общее решение
не обязательно в качестве начальных значений искомых функций. Для большинства
уравнений, рассмотренных в предыдущих главах, именно данное обстоятельство и имело
место. Объясняется это тем, что в получаемых там общих решениях произвольные
постоянные входили в общее решение в результате применения того или иного спе-
циального приема интегрирования этих уравнений.

Напомним, что для линейного уравнения первого порядка мы получили также
общее решение и в форме Коши, где роль произвольной постоянной играло начальное
значение у, искомой функции.

В дальнейшем (п. 205) мы увидим, что в случае линейной системы произвольные
постоянные, входящие в общее решение, легко выражаются через начальные значения
искомых функций.

Для нелинейных уравнений точное выражение произвольных постоянных через на-
чальные значения искомых функций фактически чаще всего не выполнимо, ибо приводит
к решению сложных уравнений.2. Доказанная теорема о существовании общего решения, так же как и теорема
Пикара для нормальной системы дифференциальных уравнений, распространяется и на
уравнение я-го порядка, разрешенное относительно старшей производной.

138. Доказательство существования п независимых интегралов нор-
мальной системы п уравнений. В п. 109 мы доказали, что нормальная
система (1’)

аЕР,у ...,5) (=12,...,п),
не может иметь более чем л независимых интегралов, но вопрос о том,
при каких условиях система (1’) имеет п независимых интегралов,
остался открытым. Теперь, опираясь на теорему существования общего
рещения, мы сможем ответить и на этот вопрос.

Предположим, что правые части системы (1’) удовлетворяют
в области‘ 7

Ri |x—xp] <a, [yi—yi|<0, ... , [Yn—yn|<b
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обоим условиям теоремы Пикара. Тогда, согласно теореме п. 136, фор-
мулы (2),

=фи(Х; Хо, yO, ... Yn),

Yn=n(X; Xo, Y1, ... 5 Yn)
дают общее решение системы (1’) в области

h b bD: |x—xol Ss [MMOS +. [Yn yn] < =.
IIpu stom yi, ... , Yn paccMaTpHBaloTca KaK произвольные постоянные.

Разрешая систему (2”) относительно и.®, ..., у„® в области р,
получим:

49) — фа (Хо; a Yn);
° ° e ° ° ° ° ° ° ° (4’)

Yn=n (Xo; X, Yi, - 0s Уп).
Функции, стоящие в правых частях этих равенств, и образуют (при каж-
дом фиксированном значении начального значения хо независимой пере-
менной X) совокупность п независимых интегралов * системы дифферен-
циальных уравнений (1’). Эти интегралы непрерывны относительно
X,Yi,...,Yn.

Если предположить дополнительно, что правые части системы (1)
имеют непрерывные частные производные по Ии,..., Уп, то интегралы,
стоящие в правых частях формул (4”), будут иметь непрерывные частные
производные по х, И1,...,Ип, Ибо функции фь в правых частях формул
(4’) и (2’) одни и те же, а функции фьв (2’) имеют (см. п. 134) не-
прерывные частные производные по Xo, ys, ... » Yn.

Заметим еще, что частные производные от интегралов фк по 11, ...
у" удовлетворяют условиям

Офь __ b —_ —ди =0 (k=l), =1 при Х=№
(почему?).

Так как система (1’”) не может иметь более чем п независимых
(непрерывно дифференцируемых) интегралов (см. п. 109), то оконча-

* Эти интегралы независимы, потому что из (4”) можно найти у1,..., И», как по-
казывают формулы (2”).
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тельно мы приходим к следующему утверждению: система (Г) имеет п
и только п независимых (непрерывно дифференцируемых) интегралов,
определенных в некоторой области, содержащей внутри себя точку
(Xo, Ys, ... , Уп), в окрестности которой правые части системы (1’)
удовлетворяют обоим условиям теоремы Пикара и, кроме того, непре-
рывно дифференцируемы по у1,..., Ут.

$ 25. ОСОБЫЕ ТОЧКИ

139. Особые точки уравнения первого порядка, разрешенного отно-
сительно производной. Пусть дано уравнение

dyTeI y). (1)
Наряду с этим уравнением мы, как сказано в п. |, всегда будем рас-
сматривать перевернутое уравнение

axl (1’)
dy Нх и)’

используя последнее в окрестности тех Точек, в которых {(х, и) обра-
щается в бесконечность.

Точка (хо, и) называется особой точкой уравнения (1), если в любой
достаточно малой окрестности ее правые части уравнений (1)и (1”) не
удовлетворяют условиям теоремы Пикара. Все остальные точки назы-
ваются неособыми.

Особая точка (хо, и) называется изолированной особой точкой, если
в некоторой достаточно малой окрестности ее нет других особых точек.

Точка (хо, уг) будет, например, особой, если уравнение (1) имеет вид

dy — P(x,y)
dx ~ (ху (2)

причем Р(х%, у)= (%, у) =0. Такую особую точку будем называть
0особой точкой типа 0°

Если правая часть уравнения (1) обращается в бесконечность в точ-
Ke (Xo, /о), но у перевернутого уравнения (1’”) правая часть удовлетворяет
в некоторой окрестности этой точки условиям теоремы Пикара, то точка
(Xo, Yo) будет неособой точкой для перевернутого, а следовательно
и для исходного уравнения. В этом случае уравнение (1’”) имеет един-
ственную интегральную кривую х=х(у), проходящую через точку
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(хо, 1), причем касательная к ней в этой точке параллельна оси
ординат.

В качественной теории дифференциальных уравнений показывается,
что знание конфигурации особых точек, т. е. расположения их на плоско-
сти (х, и) и поведения интегральных кривых в окрестности особых точек,
вообще говоря, дает возможность судить о поведении интегральных кри-
вых во всей области задания дифференциального уравнения.

Пример 1. Рассмотрим уравнение

ау 1
— = —. (3)
dx y

Здесь все точки плоскости (х, у) неособые, кроме, быть может, точек, лежащих
на оси Ох. В каждой точке оси Ох правая часть уравнения обращается в бесконеч-
ность. Однако у перевернутого уравнения

dx = „ay 7! (3’
правая часть в точках оси Ох равна нулю, т. е. имеет уже конечное значение и удов-
летворяет условию Липшица. Следовательно, точки оси Ох тоже являются неособыми
точками уравнения (3). Через каждую точку (хо, 0) оси Ох проходит единственная ин-
тегральная кривая х=х(у), имеющая в этой точке, согласно уравнению (3’), касатель-
ную, параллельную оси Оу. И в самом деле, интегрируя уравнение (3’) при начальном
условии х=х при у==0, мы получаем единственную интегральную кривую

2

rap tH WH y?=2(x—Xo),
которая, очевидно, проходит через точку (хо, 0). и имеет в ней касательную, параллель-
ную оси Оу. Таким образом, уравнение (3) не имеет особых точек.

Пример 2. Рассмотрим уравнение (ср. п. 4, пример 3)

dy у.
ах x (4)

Здесь все точки плоскости (х, и), не лежащие на оси Оу, являются неособыми.
В точках оси Оу будем рассматривать перевернутое уравнение

dx х _ 4"
dy y

откуда следует, что все точки, не лежащие на оси Ох, тоже неособые. Остается pac-
смотреть начало координат: х=0, у=0. В этой точке правые части обоих уравнений (4)
и (4’) обращаются в неопределенность вида °° так что они даже не определены и,
следовательно, условия теоремы Пикара ни в какой окрестности этой точки не выпол-
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няются ни для одного из этих уравнений. Поэтому начало координат является особой
0точкой уравнения (4), причем последняя является изолированной особой точкой типа 0°

Интегрируя уравнение (4), мы получим семейство полупрямых

y=Cx (x40); x=0 (y#0),
примыкающих к особой точке — началу координат. Этот факт выявляет некоторую:
особенность поведения семейства интегральных кривых в окрестности изолированной

0 ;особой точки типа oT В следующем примере мы встретимся с другой особенностыю.
поведения интегральных кривых в окрестности особой точки.

Пример 3. Возьмем уравнение (ср. п. 4, пример 4)

ау х=——_ 5);dx y (5)
Здесь начало координат, так же как и в предыдущем примере, является изолиро-.

ванной особой точкой типа о° Общий интеграл уравнения (5) имеет вид
ж-у?—.С>,

так что все интегральные кривые замкнуты и содержат особую точку — начало,
координат —внутри себя и ни одна из интегральных кривых не примыкает
к особой точке.

Пример 4. Для уравнения

dy ax-+-by
—_— = d—bcsdx cx-+-dy (4 с) (9)

© uo e ow uyс дробно-линейной однородной правой частью начало координат будет
изолированной особой точкой типа —° Поведение интегральных кривых уравнения (6}
в окрестности особой точки—начала координат— мы рассматриваемвп. 141.

Пример 5. Рассмотрим уравнение
ау —
— =2) y.dx Vy

Правая часть этого уравнения определена и непрерывна в верхней полуплоскости (у>0).
Все точки верхней полуплоскости являются неособыми, исключая точки, лежащие на
оси Ох. Все последние точки являются особыми, так как в них нарушено условие Лип-
шица. Действительно, мы имеем

of
—.

ду Ту 'y=0

1
— =00,

В рассматриваемом случае особые точки неизолированные, они образуют собою
линию. Такая линия называется особой линией дифференциального уравнения.



342

dy,
ax

dye
dx

%

dx

неособыми.

)

. ‚ Уп), } (7)

‚ У»).

Touka (Xo, yi, yo!0) ,

dy X—Z
dx z—y
dz у—х
4х z-y

0

ау 2
оу,
dx

dz 27
— — 7

dx

при 2г=0).
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Дадим теперь понятие о точках равновесия системы диф-
ференциальных уравнений.

0Пусть (хо, Ио) есть особая точка типа т для уравнения (2),

44 _ Рьу)
dx Q(x, y)

P (Xo, Yo) =Q (Xo, Yo) =0.

Рассмотрим стационарную систему двух уравнений:

ах
— =Q(x, y),a (8)
У _TW TPG у),

где { — время, ахи у — координаты точки на фазовой плоскости (х, и).
Так как в точке (№, и) функции:Р(х, и) и О(х, у) обращаются в нуль,
то система (8) имеет решение х==хо И==у — состояние покоя.
Такая точка (хо, /0) называется точкой равновесия (покоя) системы (8).

Система (8) равносильна уравнению (2) в том смысле, что каждая
интегральная кривая уравнения (2) является траекторией системы (8)
на фазовой плоскости (х, у) и обратно каждая траектория системы (8)
на фазовой плоскости (х, и), отличная от точки равновесия X=Xo, Y=Yo,
есть интегральная кривая уравнения (2).

Из сказанного ясно, что точка равновесия системы (8) является,
0вообще говоря, особой точкой типа D соответствующего ей уравне-

ния (2). В связи с этим часто точки равновесия системы (8) называют
особыми точками этой системы.

Отметим, что к точке равновесия (^%, и) системы (8) могут асимпто-
тически приближаться движения

x=Xx(t), y=y(t),

определяемые этой системой И отличные от состояния равновесия, т. е.
x(t) FFXo, y(t) =Yo, И

lim x(t) =X, lim y(t) =Yo.
t—>00(—00) t—>00(—00)
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Пример 3. Дана система
ах

dy (9)

Начало координат х=0, у=0 является (неособой) изолированной* точкойравновесия системы (9). Кроме очевидного движения — состояния равновесия х==0,4==0, проходящего через точку равновесия (0, 0), система (9) определяет бесчисленное
множество движений

x=xoe*, y=yoe* (|xo]+]40] 0), (9’)
стремящихся к состоянию равновесия x==0, y=0 mpu t—>oo, так что все интегральные
кривые (9’) являются О-кривыми** системы (9). |

Сказанное легко переносится на стационарную систему л уравнений.
ТТусть дана система

dxa=X4(%4, X2,..., Xn),
dx——Ха(ли, А2,..., Xn);dt (10)
axт —=Х» (%1, Х2,..., п). |

Точка (х!®, х.®,..., х,®) фазового пространства (хи, Xe, -.. , Xn),
в которой все правые части системы (10) одновременно обращаются
в нуль:

X4 (x4, X20, 2.» Xn) =O, |
Xe (x4, x2, ...) Xn) =0,

Xn (X41, х2®,..., Xn) =O,
* Точка равновесия (0, 0) называется изолированной, если в некоторой окрестности

ее нет других точек равновесия.
** Интегральная кривая

x=x(t), y=y(t)
‘системы (8), правые части которой обращаются в нуль в точке х=0, у=0, называется
`О-кривой этой системы, если (х(Р), у(Ё)) == (0, 0) и

x(t)—>0, y(t)->0 при Но (1—5).
Вопрос о существовании и аналитическом представлении О-кривых является одним

‘из важнейших вопросов качественной теории обыкновенных дифференциальных уравне-
ний и теории устойчивости движения (см., например, [67, гл. 3, $ 3]).
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называется точкой равновесия (покоя) системы (10). Исключая из си-
стемы (10). время $, мы получим систему п—1 уравнений, например, вида

ax, __ Х1 (х4, №2, ... , Xn) |
aAXn Xn (X14, №2, ... , Хп)
dXe —__ А2(ха, №2, ..., Xn)
dXn Ха(Хь №...) Xn) |

aAxXxn—-1 —__ Хи (Ха, XQ, «08 5 Xn)
din Xn (1, X2, 22. а) J

для которой точка (х1®, х›®),..., х„©) будет особой точкой типа о
Точка равновесия системы (10) является, вообще говоря, осо бойточкой (точкой неопределенности) соответствующей ей системы диф-

ференциальных уравнений в симметрической форме
. ax, aXe oo

X4(X4, №2, ..., Xn) X2(X%4, ^2, ...у Xn)
AXn

Xn (X41, №2, ..., Xn)
Данное выше определение точки равновесия распространяется и на

систему, правые части которой явно содержат время. Пусть дана система.
dx,, — =X; 1 Хь, №2,...,Х , |dt ( ")
dX»—? —Xo(t, x1, X2, ...5 Xn), | (11):
dt

dxFa =X,(1, XM; x2, eee y Xn). |
Точка (х1©, х›®,..., х,©), в которой при всех [4 правые части

системы (11) одновременно обращаются в нуль:
Х1(1, x4), x2), cee) Xn) =(0,
Xo(t, x4), x2), ...у Xn) =0,

Xn(t, X14, x2, ... , Xn) =O,
называется точкой равновесия (покоя) системы (11).
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Исследование поведения траекторий нормальной системы дифферен-
ицальных уравнений в окрестности точки равновесия составляет одну
из основных задач качественной теории дифференциальных уравнений.

При этом исследовании обычно считают, что рассматриваемая точка
равновесия находится в начале координат, т. е. полагают

10) —0, х20—=0,..., Х®=0,

ибо в противном случае этого всегда можно добиться при помощи под-
становки:

Е— 1—1), ==Х2— 20), see yg En = Xn—Xi.
e

Вопрос о поведении траекторий нормальной системы дифференци-
альных уравнений (11) в окрестности точки равновесия

x,—0, Х2=0, ...у Хп=0

‘тесно связан с вопросом об устойчивости (в смысле Ляпунова) нулевого
решения (невозмущенного движения):

x,=0, x2==0, ... ‚’ ХпЕ0,
определяемого этой системой.

141. Поведение интегральных кривых уравнения с дробно-линейной
однородной правой частью в окрестности особой точки [140, с. 76—84;
119, с. 87—97].

Рассмотрим уравнение

ау _ах бу‘ах cx-+dy’ (12)
где а, БВ, с, 4— постоянные вещественные числа, причем аа--
—-6с=-0.* Для этого уравнения тонка х==0, у=0 является единственной
изолированной особой точкой типа >

Так как в точке х=0, и=0 поле направлений не определено, то мы
считаем, что через нее не прохолит ни одна интегральная кривая урав-
нения (12) (см. п. 4).

Если мы заменим уравнение (12) равносильной ему системой двух
линейных уравнений: **

* В противном случае правая часть уравнения (12) обратится в постоянную.
** Система (13) равносильна уравнению (12) в том смысле, что траекториями дви-

жений, определяемых системой (13) и отличных от состояния покоя, являются интеграль-
ные кривые уравнения (12) (см. п. 140).
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dxa“ ddi cx-+dy,
dy (13)a =ax-+by,

то увидим, что особая точка х=0, у=0 уравнения (12) является точкой
равновесия системы (13). Движение, начинающееся в этой точке, сво-
дится к состоянию покоя |

x=0, y=0. (14)
Но, как мы уже отметили выше, могут существовать движения

х=х(1), и=у(1), начинающиеся в неособых точках и стремящиеся к со-
стоянию покоя (14) при >< (f+—oo)

lim x«x(t)=0, lim y(t) =0.
1->00(—00) 1->00(—с0)

О траекториях таких движений на фазовой плоскости (х, у) мы будем
говорить, что они примыкают к особой точке (0, 0). Таким образом,
вопрос о наличии движений, определяемых системой (13), отличных от
состояния покоя и стремящихся к состоянию покоя, равносилен вопросу
о наличии интегральных кривых уравнения (12), примыкающих к особой
точке х=0, у=0.

Вопрос о наличии периодических решений системы (13) тесно связан
с вопросом о существовании замкнутых интегральных кривых уравне-
ния (12).

Вопрос об устойчивости невозмущенного движения (14) также, как
мы увидим в дальнейшем, тесно связан с вопросом о поведении интег-
ральных кривых уравнения (12) в окрестности особой точки.

Говоря о поведении интегральных кривых уравнения (12) в окрест-
ности особой точки, мы имеем в виду следующие вопросы: примыкают ли
интегральные кривые (все или часть из них) к особой точке, если да,
то с определенным (для каждой кривой) направлением (направлением
касательной к интегральной кривой в особой точке) или же без опре-
деленного направления, если с определенным направлением, то имеет ли
каждая интегральная кривая, примыкающая к особой точке, свое на-
правление или все интегральные кривые, или хотя бы часть их, имеют
одно и То же направление,* и тогда, какое именно; если интегральные
кривые не примыкают к особой точке, то лежит ли каждая из них в не-
которой ограниченной части плоскости или нет?

С целью облегчения изучения качественной картины поведения ин-
тегральных кривых уравнения (12) в окрестности особой точки, упростим

* Такое направление называется критическим.
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это уравнение при помощи линейного преобразования

== их-Ву, (15)
И=ух-Е6у,

где о, В, у, 6 — некоторые постоянные вещественные числа, причемаб—Ву==0.* Это преобразование переводит окрестность особой точких—0, у=0 уравнения (12) в окрестность особой точки &=0, п=0 пре-
образованного уравнения

ay Eby
de ck+dm (16)

причем (в силу условия а6—Ву=-0) так, что качественная картина по-
ведения интегральных кривых остается без изменения.

Попытаемся выбрать коэффициенты преобразования (15) а, В, уибтак, чтобы преобразованное уравнение (16) имело вид
dy Aan

rye Ay HW Ag — HeEKOTOPble MOCTOAHHbIe uncwa.
Вычисляя дифференциалы от левых и правых частей формул (15),

имеем

АЕ= иах-|-Вау,
dn=ydx-+ ddy,

an _ ydx-+S5dy
dé — аах-- Вау

поэтому

Разделим числитель и знаменатель правой части на 4х и заменим отно-
dyшение Te его значением из уравнения (12). Получим
x

dy ax+by-+6 ie y+6ax bydn —__ сх--ау
dE dy — ax-+byотр dx ark сх--ау

* Такое линейное преобразование, т. е. преобразование с определителем, отличнымот нуля, называется неособенным.
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ИЛИ

dy v(cxtdy)-+6 (ax-+by)
dE a(cx-+dy) +B (ax-+by) |

Очевидно, что правая часть этого уравнения примет в результате пре-
образования (15) искомый видan, если числа о, В, у, 6 — коэффициен-

2

ты преобразования (15) — выбрать так, чтобы выполнялось тождество

у(сх--4у)+6(ах бу) _ As(yx+dy)
a(cx-+dy)+B(ax+by) Aa(ax-+By)

Это тождество будет наверное выполнено, если

y (cx-++-dy) +6(ax+ by) =A (yx+6y), !
a(cx-+dy) +B (ax-+ by) =heo(ax+By).

Приравнивая коэффициенты приХх и у, получаем две системы:
(c—A1) у-- а6==0,

dy+(b—u) 6=0;(c—A2) a+ ap =0, |
аа- (6—2) В=0. |

Эти системы имеют ненулевые решения, если Аи и А>2 являются корнями
уравнения

(18)

(19)

c—K a |
d b—d =0, (20)

которое, раскрывая определитель, можно записать следующим образом
W2—(b-+c)A-+bc—ad=0. (20’)

Это уравнение называется характеристическим уравнением для уравне-
ния (12), а его корни — характеристическими числами.*

Если характеристическое уравнение имеет два различных корня А
и 2, то, решая системы (18)и (19), мы и найдем искомые числа а, В, у
и 6, причем условие ©6—Ву==0 будет выполнено.

Действительно, в уравнении (12) коэффициенты а и 4 не равнынулю
одновременно (в противном случае это уравнение уже имеет вид (17)).

* В данном случае характеристические числа не равны нулю, ибо 6с—а45-0.
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Пусть а=-0. Тогда из первых уравнений (18) и (19) находим:
.б с—м В Сс—№2
—ee—— —ы
—

?

у а a a

В5Отсюда, в силу того, что А.5ЕА2, получаем: — == —— или ab—By+0.
у а

Итак, в случае различных корней * характеристического уравнения
уравнение (12) при помощи подстановки вида (15) приводится к более
простому уравнению (17).

Поведение интегральных кривых этого уравнения в окрестности
особой точки &=0, ==0 зависит от характера корней характеристичес-
кого уравнения.

Случай 1. ми^^. — вещественные и одного знака.
Не умаляя общности, будем считать, что Ал >>А2>0. Интегрируя уравне-
ние (17), получаем

Апр = —In]é[+ln]Ci] (8550), n=0 (E40)
ИЛИ

At

n=ClE|*™ (E40), CH+|CiI. (21)
Так как наряду с уравнением (17) мы должны рассматривать и перевер-
нутое уравнение

de A
dy Man (17°)

To E=0 (1520), т. е. положительная и отрицательная части оси О\,
являются интегральными кривыми уравнения (17). Эти интегральные
кривые содержатся, впрочем, и в формуле (21) при С=со.

Все интегральные кривые (21) примыкают к особой точке. Действи-
тельно, мы имеем

lim n=0.
E>0

Интегральные кривые &=0 (nO), очевидно, тоже примыкают
к особой точке.

Таким образом, все интегральные кривые уравнения
(17) примыкают к особой точке. (Здесь мы существенно вос-
пользовались тем, что А! и А2 — величины одного знака.)

* Случай кратных корней’ мы'рассматриваем далее.
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Выясним теперь вопрос о направлениях, под которыми инте-
гральные кривые примыкают к особой точке. Для интегральных кривых
семейства (21) имеем

Ma
А1
а

2 [Е № (E40).
2

ПЕ==-С
AТак как A,>>A2>>0, то —>— —1>0 и, следовательно,
2

lim ne = 0,
§>0

так что все эти интегральные кривые примыкают
к особой точке с определенным и притом одним
и тем же направлением (все они в особой точке касаются
оси ОЁ). Интегральные кривые ЕЁ—=0 (150) примыкают
к особой точке тоже с определенным направлением
(вдоль оси От), но отличным от направления инте-
гральных кривых (21).

Итак, в рассматриваемом случае все интегральные кривые иуравне-
ния (17) примыкают к особой точке Е = 0, ч=0 и притом с определенным
направлением. Особая точка такого типа называется узлом (рис. 38).
Такой узел называется простым.

Так как в окрестности особой точки х=0, у=0 исходного уравне-
ния (12) мы будем иметь ту же качественную картину расположения
интегральных кривых, то особая точка х=0, и=0 уравнения (12) также
называется узлом.

° Случай 2. ми) — вещественные и разных знаков.
В этом случае только четыре интегральные кривые
1—0 (25-0), Е=0 (1520) примыкают к особой точке, все
же остальные интегральные кривые, как показывает формула (21), не
примыкают к особой точке, т. е. не стремится к нулю, когда &—0.
При этом каждая из этих интегральных кривых обладает тем свойством,
что при &—0 точка (Е, 1), лежащая на ней, сначала приближается к 0со-
бой точке (0, 0), а затем начинает от нее удаляться. Особая точка такого
типа называется седлом (рис. 39).* В этом случае особая точка х=0,
у==0 уравнения (12) также называется седлом.

Таким образом, в случае различных вещественных характе-
ристических чисел мы имеем либо узел, либо седло.

Рассмотрим теперь случай комплексных характеристических
чисел.

* Интегральные кривые ц=0 (&5=0), &=0 (yn=0) являются сепаратриссами
седла.
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Случай 3. ми № — комплексные, но не чисто мни-
мые, А4=р--9, А2=р—19 (р=5=0). Уравнение (17) принимает в этом
случае вид ,

91 _ Р-Я 1
4 р—9 6

Найдем схи В из системы (19), где ^›=р—14. Затем, считая а520
и полагая в системе (18) у=о,* найдем, пользуясь системой (18), что

(17”)

C—A4 — C—Az — —

a(CF WS(C=0) = Ly ®&
(C<0)

Puc. 38 Рис. 39

—

(А:>Л2>0)

Поэтому мы можем записать преобразование (15) в нашем слу-
чае так: |

Е—=ах- ВУ,
== их-ЕВУ.

Здесь ЕЁ и у — комплексные, причем \=&. Желая иметь дело с веще-
ственными переменными, сделаем подстановку:

E=u+iv, yn=u—iv, (22)

(15°)

где ии о— вещественные переменные. Тогда уравнение (17”) пере-
пишется так:

* Через = мы обозначаем комплексное число, сопряженное с 2.
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du—idv (p-+iq) (u—iv)
dutidy (p—iq) (u+iv)

(du—idv) (pu-+-qu+i(puo—qu) ) = (du+-idv) (pu+qu+i(qu—pv)).
ИЛИ

Замечая, что это равенство имеет вид 2==г и приравнивая нулю мнимые
части, придем к уравнению

(pu—qu)du—(pu+quvydv=0. (23)
Интегрируя это уравнение, находим (см. п. 61, формула

—— -: 2 arctg 2
уо?=Се 9 1. (24)

Полученная формула содержит все решения уравнения (23).
Полагая

u=rcosg, v=rsing,

re r 4 p~— NOMAPHbIe KOOP/AHHATLI, MbI MOMKEM переписать семейство ин-
тегральных кривых (24) в виде -

Ро
qr=Ce (25)

Это логарифмические спирали на ‘плоскости (и, и). Из формулы (25)
видно, что все интегральные кривые уравнения (23)
примыкают к особой точке и=0, о=0(рис. 40) при goo,
если ри 4 одного знака ‘(или при ф+-—с<0, еслирид
противоположных знаков), но не имеют в ней опре-
деленного направления. Все интегральные кривые (25) бес-
конечное число раз обходят особую точку в одном и том же направлении,
асимптотически приближаясь к ней. Та же качественная картина будет
иметь место и в окрестности особой точки х=0, у==0 исходного урав-
нения (12). Особая точка такого типа называется фокусом.

Случай 4. ми)» чисто мнимые: 14=1, А2= —1. Полагая
в (24) р=0, получим

u?+v2= C2,

Отсюда видно, что все интегральные кривые уравне-
ния (23), где р=0, суть окружности сцентром в особой точке
и—=0, о=0, а интегральные кривые уравнения (12) суть
эллипсы, окружающие особую точку х=0, у=0.Вэтом
случае особая точка называется центром (рис. 41).
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Итак, в сличае различных характеристических чисел мы имеем
четыре возможных типа особой точки: узел, седло, фокус и центр.

Рассмотрим теперь случай кратных характеристиче-
ских чисел. В этом случае

M=hoe= “Fe
Система (19) принимает вид

c—bо.аав==0,
26da =U, ( )

и

т |
A| (© и

SS (19>)
Puc. 40 Puc. 41

причем определитель этой системы равен нулю по самому выбору
числа A. Поэтому

(b—c)?+4ad=0.*

Возможны два случая.
Случай 1. Система (26) не тождественная, т. е. не

все коэффициенты ее равны нулю. Предположим, что а5=0.
b—c

Тогда, положив я«==а, получим В==.

* Это равенство легко получить и непосредственно из условия
bc(=)—(bc—ad) =0,

которое в нашем случае, очевидно, выполнено в силу теоремы Виета.
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Сделаем теперь в уравнении (12) подстановку

а бу, (27)
7 |=.
огда° dy ах бу

dy dy 7 ах _ сх--ау _
dé ее Вс ах —_

а4х-- 2 ау ar2 dx ar 2. cx+tdy
те—_ ах--бу __ ats Ут —_— i= = —_a(cx-t-dy)+ ——~ (ax-Loy) ( = ву

о Ру | ax+ >" y+ be,
— b+-c (b—c)? b—c — b-+-c =“yiat(- 4 Г2 5) g Tay

b-+c¢| аи
—_ b+c¢ , b—c о МЕ |oF (ax+ у}

Таким образом, преобразование (27). приводит уравнение (12)
к уравнению

ay Eta
dé Aaé

с особой точкой &=0, ч=0.
Выясним характер поведения интегральных кривых уравнения (28)

в окрестности этой особой точки. Интегрируя уравнение (28), перепишем
его так

(28)

dn 1Е ТЕ:
Рассматривая это уравнение как однородное, полагаем =. Тогда
получим |
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dz _ 1

откуда

2— т+С,
ЛА

и, следовательно, общим решением уравнения (28) будет

n=6& (c+ =v in|é1 ) (E40). (29)
Все интегральные кривые, определяемые формулой (29), примыкают

к особой точке &=0, и=0 (рис. 42, ^.>0), входя в нее с одним и тем же
направлением (вдоль оси Оп), ибо

Нип’Ч оо
8—0

(знак противоположен знаку A). -
Очевидно, что обе части оси Оц также являются интегральными

кривыми, входящими в особую точку &=0, и=0 и притом с тем же на-
правлением, что и интегральные кривые (29).

Следовательно, в рассматриваемом случае особая точка &=0, \=0
уравнения (28) и соответственно особая точка х==0, у=0 уравнения (12)
является узлом. Такой узел называется вырожденным узлом: все
интегральные кривые уравнения (28) примыкают
к особой точке Ё&Ё=0, ци=0О с одним и тем же направ-
лением, в то время как в случае обыкновенного узла (рис. 38) две
интегральные кривые уравнения (17), а именно полуоси оси Оч, при-
мыкали к особойточке. &=0, =0 с направлением, отличным от направ-
ления всех других интегральных кривых.

Случай 2. Система (26) тождественная.Вэтом случае
й=0, 65=с, 4=0, так что исходное уравнение (12) принимает вид

dy у
— о—ft

ах x

Все интегральные кривые даются формулами
y=Cx (x=40),
=(0 (yO).

Все они примыкают к особсй точке х==0, у=0 с определенным (для каж-
дой кривой) направлением, так что особая точка является узлом.
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В отличие от ранее рассмотренных случаев узла, здесь каждая ин-
тегральная' кривая примыкает к особой точке со
своим направлением. Такой узел называется дикритическим
(особым) узлом (рис. 43).

(A;>Q)

Рис. 42 Рис. 43

Обратимся снова к системе (13)

dxa cx-+-dy,
dy |
ae TORY

{113,с. 84—93; 126, с. 115—127; 161, с. 206—214], соответствующей рас-
смотренному уравнению (12).

Мы будем называть точку равновесия х=0, у=0 этой
системы узлом, седлом, фокисом или центром, если для уравнения (12)
точка х=0, у=0 является соответственно узлом, седлом, фокусом или
центром.

Уравнение
О (20”)

а b—)|

называется характеристическим уравнением этой системы.
Рассмотрим вопрос об устойчивости нулевого решения х==0, у=0

системы (13) в предположении, что а4—6с=5Е0, т. е. что уравнение
(20”) не имеет нулевых корней. Решение этого вопроса за-
висит от вида корней характеристического уравнения. —
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Если корни уравнения (20”) и ил› различны и веще-
ственны, то при помощи неособенного линейного преобразования (15)
система (13) может быть приведена к виду *

АЕ
ар —№

(30)mM _,
dt °"

Общее решение системы (30) имеет вид
Е— С›ем, у=Слем

или (в форме Коши) E= Eqert H= me". . (31)
Если м и А>› вещественны и одного знака, то из формул

(31) следует, что при отрицательных м и А» нулевое решение Ё==0, у==0
системы (30) будет асимптотически устойчиво, а при положительных
№ и /> оно будет неустойчивым.

" "

(ay <Az<0) (Ay> Az>0)
Puc. 44

Действительно, если A4<<0, A2<<0, To решение Ё==0, у==0 устойчиво,
причем = (ср. п. 133, пример 4). Кроме того, из формул (31) видно,
что #—0, ч->0 при ><. Следовательно, в этом случае решение &==0,
==0 асимптотически устойчиво. Если же А>0, А>>>0, то из формул (31)
видно, что решение Ё==0, ц==0 неустойчиво. Траектории возмущенных
движений, определяемых системой (30), изображены схематически на
рис. 44.**

* Система (30) соответствует уравнению (17): она получается из этого уравнения,
а а

если переписать его в виде о=
Aan А2Е

** Здесь и во всех последующих рисунках стрелки указывают направление дви-
жения по траектории при возрастании времени f.
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Так как преобразование (15) неособенное, то нулевое решение
х==0, у=0системы (13) будет иметь такой же характер устойчивости
(почему?).

Таким образом, в случае узла невозмущенное движение х==0, у=0
будет асимптотически устойчиво, если оба корня характеристического
уравнения отрицательны, и неустойчиво, если оба корня положительны.

Zw. AX.
Qe NF(A;>0, Az <0) MC

Рис. 45

Если ми \2 вещественны и знаки их противополож-
ны, то из формул (31) следует, что решение Ё==0, у==0 системы (30)
неустойчиво. Граектории возмущенных движений, определяемых систе-
мой (30), в рассматриваемом случае изображены схематически на
рис.45.

Решение х==0, у=О системы (13) также будет неустойчиво
(почему?). -

Таким образом, в случае седла невозмущенное движение х==0, у=0
будет неустойчивым.

Если ми ^› — комплексные, но не чисто мнимые, т. е.
=р-Н19, ^л2=р—19 (р==0), то система (13) при помощи неособенных
линейных преобразований (15’) и (22) может быть приведена к виду *

duGp Pet a,ip (32)

* Эта система соответствует уравнению (23). Переписав (23) в виде т =
ри ду

dv

pu—qu
— 1, мы и придем к системе (32).
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Система (32) имеет, согласно (24), первый интеграл

_Р. arctg”.Vwtw—Cie 1 и, (33)
‘не зависящий от {. Этому первому интегралу соответствует однопара-
метрическое семейство траекторий на фазовой плоскости (и, о), которые
представляют собою логарифмические спирали (рис. 40),

_Ро
` r=Cie 7 ,

re u=rcosg, v—=r sing.
Найдем другой первый интеграл (он будет содержать явно время #

(почему?)). Умножая первое из уравнений (32) на и, второе на ии скла-
дывая почленно, получим

du dv d(u2+-v2)— — 21 x2 ; AO 24 02“т о di p(u?+v?) или i 2p (u2+v2),
откуда

и?--92 — Сое?Р!. (34)

Из найденных первых интегралов (33) и (34) виден характер движе-
ний, определяемых системой (32).

Переписав (34) в виде
и02— (мо? Uo?) e2pt ,

где №=—=и(0), vo=v(0), заключаем, что при р<0 нулевое решение и==0,
и==0 системы (32) устойчиво и притом асимптотически. Если же р>0,
то решение и==0, и==0 неустойчиво. Траектории возмущенных движений,
определяемых системой (32), изображены схематически на рис. 46.

Нулевое решение х==0, и==0 системы (13) также будет асимптоти-
чески устойчивым при р<0 и неустойчивым при р>>0.

Таким образом, в случае фокуса невозмущенное движение х==0,
у==0 будет асимптотически устойчиво, если характеристические числа
имеют отрицательную вещественную часть, и неустойчиво, если послед-
няя положительна.

Если характеристические числа чисто мнимые,
Т.е. 7.4={9, А2= —14, то система (32) принимает вид

du —gu
dt *” 35te (35)
—_ ==—qu.dl Ч
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Эта система имеет первый интеграл

u2+-v2=Cy или и Ио? U0",

откуда видно, что нулевое решение и==0, о==0 устойчиво, но неасимпто-
тически. Траектории возмущенных движений, определяемых системой
(35), изображены схематически на рис. 47.

$ eS

. ©.
WZ

(<0)
С

(р -=0,9=0)

Рис. 46 Рис. 47

Нулевое решение х==0, у==0 системы (13) будет также неасимпто-
тически устойчиво.

Таким образом, в случае центра невозмущенное движение х==0,
y=0 неасимптотически устойчиво.

Наконец, в случае кратных корней характеристического урав-
нения следует различать две возможности. `

1. Система (13) преобразуется в такую

4
atd (36)
oN

В этом случае точка &=0, \==0, а следовательно, и точка равновесия
х==0, и=0 системы (13) является вырожденным узлом. Инте-
грируя последовательно уравнения системы (36), находим, что ее общее
решение имеет вид

&== Сче^,
—edt (Co+C,f)
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или (в форме Коши) .
Е — бое^и,
|=“? (1-8).

Отсюда видно, что решение &==0, ==0 асимптотически устойчиво, если
Лл<0, и неустойчиво при /.>0. Траектории возмущенных движений,
определяемых системой (36), изображены схематически на рис. 48
(^4>0).

(A,>9)

Puc. 48 Puc. 49

Невозмущенное движение х=0, у=0, определяемое системой (27),
будет асимптотически устойчиво при м<0 и неустойчиво при \м>0.

2. Система (13) имеетвид *

dx
—— =)x,

dy ь .
dp 7

Точка х=0, у=0 есть дикритический узел. Из общего pe-
шения

х= С1еЁ*,
y=Cert

или (в форме Коши)
X=Xpe"!,
y= yor”!

видно, что невозмущенное движение х==0, у=0 асимптотически устой-
чиво при 6<0 и неустойчиво при 6>0. Траектории возмущенных дви-

* Это соответствует случаю, когда система (26) тождественная.
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жений, определяемых системой (37) в случае 6<0 изображены схемати-
чески на рис. 49.

142. Один физический пример. Рассмотрим прямолинейное движе-
ние материальной точки массы #1 по оси Ох. Уравнение этого движения
имеет вид (ср. п. 84, уравнение (4))

ax ( <)mp =| р, x, dt , (38)
где } — сила, действующая на точку. Это уравнение можно привести
к системе двух уравнений первого порядка (ср. п. 112, система (46’))

ах _
di”
dy ]a Hb, х, и).

Предположим [119, с. 195], что на точку действует восстанавливаю-
щая сила

—ах,

притягивающая ее к началу координат, и сила сопротивления среды,
пропорциональная скорости

ax

ot
Коэффициенты а и 6 постоянны, а>>0, 6—0. Например, это будет иметь
место в задаче о вертикальных колебаниях тела массы т, подвешенного
на пружине, около положения равновесия х=0, если считать, что упру-
гая сила пружины действует в сторону положения равновесия и пропор-
циональна удалению х от положения равновесия и что колебание проис-
ходит в среде, сила сопротивления которой пропорциональна первой
степени скорости и имеет направление, обратное направлению скорости
[138, т. ЦП, с. 94]. |

При сделанных предположениях уравнение (38) примет вид

ax ax—b dx
"ав — di

ИЛИ

ан т0, (39)op
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roe h= > >0, r= = >0, a соответствующей уравнению (39) систе-
мой дифференциальных уравнений будет

ox =Ydt

ay == —k2x—2hy. чо)
dt

Точке равновесия x=0, y=O этой системы соответствует особая
точка х=0, у=0 уравнения

ау —h2x—2hy
dey (41)

Изучив поведение решений системы (40) или уравнения (41) в окре-
стности точки х=0, у=0, мы тем самым изучим поведение решений
системы (40) относительно нулевого решения х==0, у==0 этой системы,
а следовательно, и поведение решений уравнения (39) относительно его
нулевого решения х==0.

Характеристическим уравнением системы (40) будет
—K ]

= 2 2—__p ona О umn A+4+2hA+h?=0. (42)
Характер корней этого уравнения

№, ›= —И- у h2—p2
зависит от соотношения между упругой силой пружины и силой сопро-
тивления среды.

Рассмотрим сначала случай й —=0, т. е. когда колебания происходят
в среде без сопротивления. В этом случае дифференциальное уравнение
(39) и соответствующая ему система (40) примут вид

(2Срхо (43)
И

ax my
dt’‘iy (44)
—- =—k?2X,dt *
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Характеристическим уравнением будет

2+k?=0. (45)

Корни уравнения (45) Ay u Ag — чисто мнимые. Точка равновесия х=0,
y=0O системы (44) является центром. Невозмущенное решение х==0,
у=0 этой системы неасимптотически устойчиво. Всякое
решение х=х(Г) уравнения (43) ограничено при всех значениях 1 вместе

ах |с его производной по времени т (любое движение, определяемое урав-
нением (43), ограничено вместе со скоростью этого движения при too),

Предположим теперь, что й>>0, т. е. колебания происходят в среде
с сопротивлением. Здесь возможны три случая.

Случай 1. 12—22>>0 (случай -большого сопротивления среды).
В этом случае оба корня Ли и А> характеристического уравнения (42) ве:
щественны и отрицательны (ибо й>0). Точка равновесия х=0, у=0
системы (40) обыкновенный узел. Нулевое решение х==0,
у==0 системы (40) асимптотически устойчиво. Всякое реше-
ние х=х(Г) ==0 уравнения (39) будет стремиться к нулевому решению

dxx=0 npu too, причем aT —0 npu too.
Случай 2. 12=?. Здесь ^.=А›=—йЙ< 0. Точка равновесия х=0,

у==0 системы (40) —вырожденный узел. Нулевое решение х==0,
у==0 этой системы асимптотически устойчиво. Любое реше-
ние х=х(Г) ==0 уравнения (39) стремится к нулевому решению х==0

апри [->со, причем =< +0 npu too,
Случай 3. 12—А?<0 (случай малого сопротивления среды),

В этом случае Ла и А2 будут комплексными сопряженными, но не чисто
мнимыми (ибо #==0). Точка равновесия х=0, у=0 системы (40) —
фокус. Нулевое решение х==0, у==0 этой системы асимптотиче-
ски устойчиво, ибо вещественная часть характеристических чисел
№ и /> отрицательна. Всякое решение х=х(Р) ==0 уравнения (39) будет

xстремиться к нулевому решению х=0 при [+ причемa
при >оо.

Таким образом, при наличии сопротивления среды (й>>0) точка рав:
новесия х==0, у=0 системы (40), соответствующей уравнению (39), ста-
новится узлом или фокусом. Невозможен случай седла. Кроме
того, наличие сопротивления среды делает устойчивость нулевого реше-
ния х==0, у=0 системы (40) асимптотической. Все движения
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х=х(Г) ==0, определяемые уравнением (39), обладают свойством

dx(t)x(t)—>0, rT —0 npn bo,
Мы получили качественную характеристику решений уравне-

ния (39) и соответствующей ему системы (40), не интегрируя их.В п. 180будут получены те же (и некоторые дополнительные) результаты на
основании формулы общего решения уравнения (39).

143. Понятие о проблеме центра и фокуса. В п. 141 мы рассмотрели
поведение интегральных кривых уравнения (12)

dy axt-by

и равносильной ему системы (13)

“dt. =cx-+dy,
d— =ax-+by.

При этом качественная картина поведения интегральных кривых
в окрестности особой точки х=0, у=0 вполне определялась корнями
характеристического уравнения (20”)

с—^ а
а Ь— 0.

Поставим теперь вопрос: сохранится ли качественная
картина, если мы добавим в правой части уравне-
ния (12) (или, что то же, в правых частях системы
(13)) члены высших степеней относительнох и и?
Естественно, что на этот вопрос в общем случае следует ожидать отри-
цательный ответ. Тогда возникает другой вопрос. В каких условияхи ка-
кие члены высших степеней или вообще какие функции отх и у, обра-
щающиеся в нуль вместе с хи у, можно добавить, чтобы качественная
картина не нарушалась? Те же вопросы возникают и относительно устой-
чивости невозмущенного движения х==0, у==0.

Ответ на эти вопросы дают качественная теория дифференциальных
уравнений и теория устойчивости движения.

Актуальность этих вопросов для приложений вытекает хотя бы из
физического примера, рассмотренного в п. 142, если предположить, что
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dx dxК. x, TH является нелинейной функцией относительно хи +
и имеет вид

, x . oo.где Р — степенной ряд относительно хи a He содержащий свободного
, x

члена и членов первой степени относительно хи —.
° at

Оказывается, что для системы вида

ах=: =сх--ау-Еф(х, у),
ау

(46)
at =ax-+by+Q(x, y), --

где фитр в некоторой окрестности точки х=0, у=0 имеют непрерывные
частные производные, причем ф(0, 0) = (0, 0) =0 в

т Lp” | + [py] +] pe” | + [py]ПП .
ЕТУ, ([х[-Н1Ур =0, (a>0),

качественная картина поведения интегральных кривых в окрестности
особой точки вполне определяется корнями характеристического уравне-
ния (20”), когда последние имеют вещественные части, отличные от нуля,
так что если при сделанных предположениях для укороченной систе-
мы (13)

dxah =cx-+dy,
dy“dh =ax-+by

мы имеем узел, седло или фокус, то то же самое мы будем иметь и для
полной системы (46) [140, с. 84—94].

Указанные условия для фи 1 будут в частности выполнены, если
фи ф разлагаются в ряды по степеням х иу без свободных и линейных
членов.

Если же корни характеристического уравнения (20”) чисто мнимые,
т. е. в сличае, когда точка х=0, у==0 является центром для системы (13),
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мы не можем ручаться, что она будет центром и для системы (46). Более
того, для системы вида

dx dya =y+P(x, y), р =—x+Q(x, y) (47)
Пуанкаре [127] в случае, когда Ри @ полиномы, не содержащие.свобод-
ных и линейных членов, и Ляпуновым [97] в случае, когда Ри © функции,
разложения которых по степеням х и у начинаются членами не ниже
второго измерения, показано, что особая точка х=0, у=0 может быть
как центром, так и фокусом, в то время как для соответствующей укоро-
ченной системы

ах ау
Ч М 48di” dé * (48)

эта особая точка является центром. При этом расположение Tuna
центр может быть нарушено добавлением к правым частям системы (47)
или (48) членов сколь угодно высокого порядка.

Возникает проблема установления аналитического критерия для от-
личия центра от фокуса. Эта проблема называется проблемой центра
и фокуса. | |

А. М. Ляпунов дал общий метод различения центра и фокуса.
Используя и развивая идеи А. М. Ляпунова, Н. А. Сахарников [138—134]
довел до конца решение проблемы центра и фокуса для случая, когда
Р(х, у) и О(х, у) — полиномы второго порядка и решил ее
для случая однородных ‘полиномов третьего порядка."
Проблема различения`центра и фокуса решена также в случае, когда
Р(х, и) =0, а О(х, у) — полином третьей или пятой сте-
лени [86, 87].

Проблема различения центра и фокуса при наличии линейных
членов в правых частях системы дифференциальных уравнений возни-
кает не только в случае чисто мнимых корней характеристического урав-
нения. Эта проблема, как показал А. М. Ляпунов [97] может возникнуть
и в случае нулевых корней характеристического уравнения, т. е.
когда а4—6с==0. А именно, А. М. Ляпунов показал, что для системы

dx dyaH TUTPsу), Wy Te у), (49)
ede P(x, y) u Q(x, y) — степенные ряды, не содержащие свободных и ли-

* См. также работы К. С. Сибирского [135] и Н. А. Лукашевича [95].
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нейных членов, при некоторых дополнительных условиях особая точка
х—=0, и==0 может быть центром или фокусом. При этом оказывается, что
в сличае, когда Р(х, у) и О(х, у) суть полиномы второго порядка, особал
точка х=0, иу=0 не может быть ни центром, ни фокусом.

Продолжая исследования А. М. Ляпунова, А. Ф. Андреев [5] решил
проблему центра и фокуса для системы вида (49) в случае, когда не-
линейности Р(х, у) и ((х, у) являются однородными полино-
мами третьей степени.

Отметим, что если в системе (47) Р(х, у) и О(х, у) суть неанали-
тические функции отх иу (т. е. не представимы в виде сходящихся
степенных рядов по степеням х и и), удовлетворяющие условию

Р
———— ———~—— =0,1х1+|у1-0 ухи? 1х] +] у] —0 У ху?

то особая точка х=0, у=0 этой системы может быть центром, фокусом
или центрофокусом (т. е. в любой окрестности точки х=0, у=0 могут
находиться как замкнутые траектории, так и спирали).

То же самое имеет место при некоторых дополнительных условиях
и для системы (49). Достаточные условия, при которых для этой
системы возникает проблема центра, фокуса и центрофокуса, ука-
заны А. Ф. Андреевым [3].

В пп. 141—143 мы рассмотрели вопрос о поведении интегральных
кривых в окрестности точки равновесия и связанный с ним вопрос об
устойчивости движения (решения) лишь для системы двух уравнений
вида (13).

Рассмотрение того же вопроса для общего случая системы двух
уравнении и системы яп уравнений читатель может найти в*трудах созда-
телей качественной теории обыкновенных дифференциальных уравнений
А. М. Ляпунова [97] и А. Пуанкаре [127], в работах И. Бендиксона [165],
М. Фроммера [169], О. Перрона [179] и др.

Наряду с работами, в которых используются и развиваются иден
и методы Ляпунова и Пуанкаре, в последние годы появилось большое
число работ, в которых существенно развивается качественный метод
Фроммера [2—4, 6, 85]

Для подробного и систематического изучения вопросов, связанных
с проблемой центра и фокуса, и других важных вопросов качественной
теории обыкновенных дифференциальных уравнений читатель может об-
ратиться к известным книгам В. В. Немыцкого и В. В. Степанова [113],
Ф. Трикоми [144, гл. 2] и Дж. Сансоне [131, т. 2, гл. 9, $ 1], (см. также
обзорную статью В. В. Немыцкого [112]).
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$ 26. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ ГОЛОМОРФНОГО
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ (ТЕОРЕМА КОШИ)

144. Понятие о голоморфном решении. Теорема Пикара, рассмотрен-
ная в $ [, устанавливает условия, которые достаточно наложить на пра-
вые части нормальной системы дифференциальных уравнений

dyp "——— =p(Xx, y1,..., k=],...,n) 1’ЕВ, 9... 5") | | (1
в окрестности начальной точки (%%, и1®,..., у„О), чтобы было обеспечено
существование единственного решения задачи Коши, проходящего через
эту точку и обладающего непрерывной производной первого порядка.
Существование производных высшего порядка теорема Пикара не
гарантирует. Правда, нетрудно показать, что если правые части системы
(1’) имеют непрерывные частные производные по всем аргументам до
р-го (р-—1) порядка, то всякое решение этой системы имеет непрерыв-
ные производные пох до (р-1)-го порядка.

В самом деле, пусть у1=и1(х),..., Уп=уп(х) есть решение систе-
мы (1’). При наших предположениях правые части этой системы имеют
непрерывные производные по х (как сложные функции от х), а тогда
и левые части имеют непрерывные производные по х. Поэтому сущест-
вуют непрерывные производные второго порядка от и1(х),..., уп (х)
по х, причем

в of, YY On
= ——y,; (k=Il,...,n).ах? Ox + — ду. Ys ( )

Отсюда следует, что если р>=2, то решение у==у1(х),..., Уп==» (Х)
xимеет непрерывную производную по х третьего порядка, т. е. ик.}

(Е=1,..., И) существуют и непрерывны, ит. д.
Если правые части системы (1”) имеют частные производные по всем

аргументам любого порядка, то, согласно предыдущему, и всякое
решение этой системы имеет производную по х любого порядка.

Если какое-либо решение у1==у1(х), ..., /п==Ип(х) системы (1’)
не только имеет производные всех порядков, но функции, составляющие
это решение, разлагаются в степенные ряды по степеням разности х—%%,
т. е.

oO

ya(x)= Si e@(x—xo)* (R=1,...,2),
s=0

причем ряды справа сходятся при всех значениях х из некоторого интер-
вана |х—№| <о, где р — положительное число (может быть и р= оо),
то это решение называется голоморфным в точке х==Хи.
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Вообще, функция {(х) называется голоморфной в точке х=л», если
она представима в некоторой окрестности этой точки сходящимся сте-
пенным рядом по степеням разности х— и, т. е. если

[(х) = a4 (x20)
причем ряд справа сходится в некотором интервале |х—ж|<р (p>0).Таким образом, решение у1=и1(х), ..., У„=у»(х) называется го-ломорфным в точке х—хо, если все функции 1(х),..., Уп(х) голоморф-
ны в этой точке.

В настоящем параграфе мы докажем теорему Коши о существо-
вании и единственности решения задачи Коши, голоморф-
HOTO в Точке х==Хо, где хе — начальное значение независимой пере-
менной.

При этом нам потребуется понятие о голоморфной функции несколь-
ких независимых переменных.

Функция [(х1,..., Хи) называется голоморфной относительно сово-
купности всех своих аргументов в точке (х1®,..., х„О), если она пред-
ставима в некоторой окрестности этой точки сходящимся степенным
рядом по степеням разностей х.—х1®,... , х„—Х»©, т. е. если

оо

(жа, с) Xn) — >) Qhiy + kn (X4—x4)fs ... (X2—Xp) Rn
Ri, , Rn=0

причем ряд справа сходится в некоторой области

| ^4— 10| <ра,...,| ^п—Х®| <» (pr>0).

145. Понятие о мажоранте. Прежде чем излагать доказательство
теоремы Коши, введем понятие о мажоранте, которая используется как
при доказательстве теоремы Коши, так и во многих других вопросах
теории дифференциальных уравнений.

Пусть даны два степенных ряда:
оо

f(x, ..., Xn) hy ern М... Хо (1)
Ri, ..., Rn=0

и
oo

F(x, ...,Xn)= № Авнет М... Хой, (ТТ)
Ri, ++, Rn=0

причем коэффициенты ряда (1) имеют произвольные знаки, а все коэф-
фициенты ряда (П) положительны ине меньше абсолютных вели-
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чин соответствующих коэффициентов ряда (Г)

| Qn, ... hn| <Anp, ... Вл
Кроме того, предположим, что ряд (П) сходится в некоторой окре-
стности начала координат. Тогда ряд (П) называется мажорантным
(усиливающим) рядом или мажорантой для ряда (Г), а функция
Е(х!1,...,Хп) называется мажорирующей (усиливающей) функцией или
мажорантой для функции ] (№4,..., Ап).

Покажем, что всегда можно построить мажорантный ряд, сумма
которого будет элементарной функцией, так что для всякой ‘функции,
разлагающейся в степенной ряд, существует элементарная мажо-
ранта.

В самом деле, пусть ряд (Г) сходится в области

[24|< ра, ..., [|< (pr>>0).
Тогда при любых положительных числах ри”,..., р»”, удовлетворяющих
неравенствам *

O<pi’<1, ... , O0<pn’<pn,
ряд

oo> [а hkn| ey ve hn
nr

hi, ore Rkn=0

будет сходящимся. Обозначим сго сумму через М
oo

Saiz etal pf + pln,
Ri, vee y Rn=0

Тогда
/| Qn, ot kn | р," “ee р’ М,

откуда

аid р”№ ..* р’Ат °
1 n

Возьмем
МAn, oe kn= ~ hy nes Rn

р, Pn
и построим ряд

со

Е(хи, sey Xn) — > An, ... ВП x ... ЖИ ==
Ri, «- , Rn=0
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У М—. 1 ХЕ! ое ХИП —
Е: ... О’Вп 1 пЕ! Еп—=0 р, Pn

co hy co x hn-мУ(=). У (=). (111)
h=o 2 kn=o | Pn

Так как

>t= (<b,
k=0

то pan (III) cxogutca B o6sacTH

[54|<р’, ..., [xn] <pn’
и его суммой будет

МF(x14,...,Xn)= ,
x4 Xn(и) (1-2)01 On

Ряд (П1) является MaxkopaHTHbIM Asa pana (I), a ero cyMMa es 162 Xn)является (элементарной) мажорантой. для функции |(х1,..., Хи).
В частности, для ряда

f(x, y, z= > im тат ([х| р, |lyl<rv, |z|<r)
m, n=

мажорантным рядом будет

co

M MЕ(х, и, =) = У Sry YM 27=l,m, n=0 P pet (1-4) (1-4) (1-2)о’ r’ р’
(lel<p’, lyl<r’, lzl<r5 0<p’<p, 0<r’<r), (IV)

а для ряда

Ко= Manx (|x| <p)
k=0
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в качестве мажорантного ряда можно взять

М` М / ofF(ix)= > 7= (|x] <p’; 0<p’<p). (V)
в=о ?P l—-;

р

146. Формулировка теоремы Коши для нормальной системы п урав-
нений. Пусть дана система (1’)

апВYs Yo) (kR=1,...,7).
Теорема. Если правые части системы (1’) голоморфны относительно

‘совокупности всех своих аргументов в точке (%, у1®,..., уп), т. е. раз-
ложимы в степенные ряды вида

hr (x, У... ‚ Уп) =
= ХМ диет (X=Xo) (Ys—Ys) ™ ++ (Yn— Yr) 0

Mo, M1, , Mn=0
(k=1,..., 7),

co

причем эти ряды сходятся в области

|x—xo] <p, |yi— |<, ..., [%—|<r (p>0, r>0),
то система (1’) имеет единственное решение, голоморфное в точке х=хо
и удовлетворяющее начальным условиям

И1==И1©, ..., Уп=и,® при Х=Жь, (2’)
т. е. решение, представимое степенными рядами

Yr=YRO+ > ch) (x—X}§ (Е=1,..., 27),
s=1

заведомо сходящимися в области
т’

|x—x0] <pi<p, pi=p’(I—e @®+4'М ), (3’)
где 0<р’<.о, 0<г’<г, а М-— некоторая положительная постоянная.*

* М есть наибольшее из чисел Ма, ..., Ми, входящих в выражения (элементар-
ных) мажорант вида (ПТ) для правых частей системы (1”).
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Существование и единственность решения задачи Коши (1”), (2’)
следует уже из теоремы Пикара п. 119, условия которой при соблюдении
условия теоремы Коши заведомо выполнены. В теореме Коши устанавли-
вается голоморфность этого решения в точке х= №.

Не умаляя общности, можно считать все начальные данные ну-
левыми

Хо==0, и9—0, sey Yn =0,
так как в противном случае этого всегда можно добиться подстановкой

Х— ==, ИИ, ... , и—У ® ="ри.

147. Доказательство теоремы Коши для нормальной системы двух
уравнений. Мы будем доказывать теорему Коши, как и теорему Пикара,
для случая п==2, при этом, согласно сказанному в конце предыдущего
пункта, будем предполагать все начальные данные нулевыми.

Итак, пусть дана система
ауTe =f1(x, y, 2),
<. —=А(х, y, 2). (1)

Мы докажем, что если правые части |(х, у, 2) и р(х, у, 2) голоморфны
в точке х=0, у=0, 2=0, так что

оо

Н(х, у, 2) = Amn X'y™2”,
т, п=0оо (2)

2(х, у, г) = № бт x'y™2”,
Ь т, п=0

причем ряды справа сходятся в области

Ixl<p, lyl<r, lzl<r (p>0, r>0),
то система (1) имеет единственное решение, голоморфное в точке х=0
и удовлетворяющее начальнымусловиям

y=0, z=0 npu х=0, (3)
т. е. решение, представимое степенными рядами

оо (4)
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заведомо сходящимися в области
r’

|x]<pi<p, pi=p’(I—e™),
где 0<p’<p, 0<tr’<cr, a M — некоторая положительная постоянная.

Замечание. Если система (1) имеет решение, голоморфное в точке х=0
и удовлетворяющее нулевым начальным условиям (3), то ряды (4) можно записать
в виде *

и 0 (Е) 0у=у’ (0) х- у ( et,gOna ,2! Ё! .
="(0) 20 (0) у&=2' (0) х-- ха... ++ A xP,

Но эти ряды мы можем составить формально и не будучи заранее уверенными
в существовании решения (4), голоморфного в точке х=0, пользуясь лишь тем, что
правые части системы (1) голоморфны в точке х=0, и=0, 2=0.

В самом деле, из уравнений (1) находим

y’(0) =f1(0, 0, 0), |
2'(0) =f2(0, 0, 0). (6)

Дифференцируя систему (1), мы получим

ом, 9,
492 Ox ду 4 92 ‘
и Ofe Ofe / Ofe t= — —— Zz.x? Ox Oy 4 Oz

Полагая в правых частях х=0, и=0, z=O0 и принимая во внимание (6), мы найдем
значения вторых производных У”, И 2”, в точке х=0 ит. д.

x x

Доказательство сходимости формальных рядов (5) впервые было дано Коши.
Он доказал, что ряды (5) сходятся в некоторой достаточно малой окрестности точки
х —=0 и, следовательно, всегда представляют искомое решение, голоморфное в точке х=0.

Доказательство теоремы Коши. Для удобства доказа-
тельства теоремы Коши построим формальное решение (4) методом не-
определенных коэффициентов, т. е. будем искать решение системы (1)
в виде (4), считая коэффициенты с» и с» неопределенными,
и определим их формальной подстановкой рядов (4) в систему (1)
и приравниванием коэффициентов при одинаковых степенях х в левых
и правых частях полученных равенств.

* Ряды (5) суть ряды Тейлора для функций у=иу(х). и 2г=г(х), образую-
щих решение задачи Коши (1), (3). Понятие о ряде Тейлора для функции |(х) см., на-
пример, в книге [149, т. 1, с. 50—61, 97, 98].
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Подставляя ряды (4) в систему (1), получаем
оосо оо оо `У Ес = п № атом (У с,Фх*)т (У с,Фх)п,

h=1 #=—1, h=1l,m, n=0

kh=1 l,m, n=0

co со со со

wy CREA №о быт ( № сы®хн)т ( У сх)",

Представляя правые части в виде рядов по степеням х, будем иметь
co со

1 о 9> RORYXR D> Pres (apy, OM, 0. Chey CH, 22. , Chas) хи!
k—1 k=

> — (1) (2)У Ас 1—= Рь4(баш, с1@, ... , сы, С19, ..., сы)хм.
k=1 k=1

Приравняем свободные члены, коэффициенты при первой степени х,
при второй степени х,..., при (Е—1)-й степени х. Получим

C4) == Aggy= Po),
C1)= бо = Po; (71)

2CL)= Asoo +Api0C1 + Aoo1C1%) = Py),
2C2)= Digo+ Dorocs+ Boo1c1=Py; (72)

363)= Agop+ лос алиас аоос2 +- \+ Aq20649"+ Ayo Co™ абс"Ao 161 VC4) == Pol), (73)
363)= Boot Barocas)+ BayiC1 +Boroco + °

+болос49"БосБоосР-Нбасс:== Po;

1 { 2Вск —= Ри(алил» С, ..., скл, С, ..., Chea),
(2) (1) (2) (7»)Кс — Рь-ч (Буи, с, ... , Cat, C4), 22. 5 Ch-1).

Формулы (7») носят рекуррентный характер. Они выражают
коэффициенты сл и с»к@ рядов (4) через предшествующие коэффициен-

1 2THE Cy), 2., Ch 4; с1®,..., се этих рядов и через известные коэффи-
циенты али» бл (At+utv<k—1) разложений правых частей данной
системы (1). Так как при этом приходится выполнять лишь действия

(1 (2)сложения и умножения, то РЭ и Ро. являются полино-
мами от всех своих аргументов, т. е. от указанных коэффициентов ря-
дов (2) и первых А—1 коэффициентов каждого из рядов (4), причем все
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коэффициенты этих полиномов суть целые положитель-
ные числа.*

Но из (71) мы имеем
C4)= Agog,
C4)=Dooo.

Подставляя эти значения в формулы (72), находим
: 162) — > (400-+-A010 000-+20019000) ,
9 ]658) — > (б1оо-- боло@ово--Воолбооо) .

Затем из формул (73) мы можем найти с3%, сз) и т. д.
, 1 2)Найдя с419,..., cha: CY), 26., со. и подставив их в (7к), мы получим

cp)= (к) (Qayy, Bau) ,
СЕ)= (к) (али bauy) ’ 8)

где О, и О, суть полиномы с положительными коэф-
фициентами от коэффициентов рядов (2) аж и Бу (Аи
<k—1).

Таким образом, все коэффициенты рядов (4) найдены. Поскольку
все эти коэффициенты определяются единственным образом по
формулам (8), то решение, голоморфное в точке х=0, с. заданными
(в данном случае пулевыми) начальными значениями может существо-
вать только одно.

Замечание. Формальные ряды (4) можно часто построить и в тех случаях,
когда правые части системы (1) не голоморфны в точке х=0, у=0, 2==0, но тогда
в общем случае нет гарантии, что эти ряды будут сходиться хоть в какой-нибудь окре-
стности точки х==0 (т. е. в окрестности начального значения Хх).

С подобной ситуацией мы можем встретиться уже в случае одного уравнения.

Пример 1. Рассмотрим уравнение

x?y’+ (x—l)y+1=0. (9)
y=1 npu x=0. (10)

Поставим начальное условие

Будем искать решение задачи Коши (9), (10) в виде ряда по степеням х

у=1-- №1 сах".
k=1

* Например, у полинома Р1) все коэффициенты равны единице.
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Подставляя этот ряд в уравнение (9), будем иметь
co oo со

> Re,xhtityt > Cpxkti1— > Crx* =0.
k=1 h=1 &=1

Приравняем нулю коэффициенты при всех степенях х:

x; l1—c,=0,

xh: RCp-1—Cr=0.
Из этих уравнений находим, что

ск =! (k=1, ...).
Таким образом, формальным рядом, удовлетворяющим уравнению (9) и началь-

ному условию (10), будет

y=1+ > kl xt,
k=1

Но этот ряд расходится при всяком х, отличном от нуля.
Следовательно, задача Коши (9), (10) не имеет решения, голоморфного в точ-

Ke x=0.
Записав уравнение (9) в виде, разрешенном относительно у, получим

, ]1—х Iу —= 2 у— 2

Заметим, что правая часть этого уравнения неголоморфна в начальной
точке х=0, и=1.

Докажем теперь сходимость рядов (4). Для этого построим
ряды, мажорирующие формальные ряды (4), т. е. заведомо сходящиеся
ряды с положительными коэффициентами, превосходящими абсолютные
величины коэффициентов формальных рядов (4).

С этой целью рассмотрим вспомогательную систему
дифференциальных уравнений, заменяя правые части си-
стемы (1) их общей мажорантой и. обозначая новые искомые
функции через Уий

ay _ м |
a Y 7 \’(1-2)(1-7) (1-7)

WZ M | (11)42 _ | =
“(1-4 )(1-F)(-4)О Г Г
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Здесь М=тах (Ми, М2), где М, и М» — постоянные, входящие в выра-
жения мажорант вида (1У\У) для |(х, у, г) ир(х, и, г), ар’ иг’ — любые
положительные числа, удовлетворяющие неравенствам

0<p’<p, O0<r'<r.
`

Система (11) называется мажорантной по отношению к рассматри-
ваемой нами системе (1). Правые части системы (11), так же как и пра-
вые части системы (1), голоморфны в точке х=0, У=0, (=0. Их раз-
ложение имеет вид

соМ > М‚ = жмут,(—=)(i-=)(i-4) вико РГРо’ r’ г’ -

причем ряд справа сходится в области

Ixl<p’, I¥I<r’, IZ1<r’ (12)
а его коэффициенты положительны и превосходят абсолют-
ные величины соответствующих коэффициентов разложений правых час-
тей системы (1)

Qimn — / ’

| бета | = о/и’тр’т °
Найдем решение мажорантной системы (11), удовлетворяющее,

так же как и искомое решение системы (1), нулевым начальным
условиям

Y—0,Z—0 npn x=0 (14)

и покажем, что это решение голоморфно в точке х=0 и что ряды, пред-
ставляющие это решение, мажорируют формальные ряды (4), чем и бу-
дет завершено доказательство теоремы Коши.

Так как система (11) и начальные условия (14) симметричны отно-
сительно 7и 1, т. е. сохраняют свой вид при замене У на 2, то У==й.
Действительно, мы имеем

АУ dZ
dx dx

т. е. функции У и 2 имеют одинаковые производные в интервале суще-
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ствования решения задачи Коши (11), (14) и в одной точке (х==0) этого
интервала их значения совпадают, а тогда эти функции совпадают на
всем интервале существования решения задачи Коши (11), (14).

Поэтому достаточно найти решение уравнения

ау М _
dx — x Y \2’ (15)

о r

удовлетворяющее начальному условию

Y=0 при x=0.

Интегрируя уравнение (15), имеем

Полагая в полученном общем интеграле х=0, У=0, находим, чго
/Г=—> так что искомым решением будет

ИЛИ у \з Зо’М(1---) т (1--=),
r r 0

yar (1-Yi 2 In (1-=)), (16)
Полученное решение (16) разложимо в ряд по степеням величины

"М _ase “P™ in (1) ,

откуда

ЕОесли || < 1, так как разложение функции 7 1-- а= (1 а)" по степеням
© представляет собой биномиальный ряд, который, как известно, сходит-
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ся при |<| < 1 [149, т. П, с. 59]. В свою очередь я разложима в ряд по
xстепеням х, если |х|<р’, ибо разложение функции шп (1- =) по сте-

пеням х получается заменой в (логарифмическом) ряде для функцииIn(i+?¢), сходящемся при [#1 <1, [149, т. П, с. 56], переменной Ё на
x x(— —], Tak 4TO NOJYYeHHbIM pa будет сходиться при | — =| <1 nau

о
|x| <p’.

Следовательно, У разложимо в ряд по степеням х, если

30’ М xIx]<p’ u In 1— —)| <1. (17)
О

.9

В дальнейшем достаточно рассматривать только положительные
значения х.* Чтобы при этом удовлетворить первому из неравенств (17),
будем считать, что

О<х<р’.

При этом условии второе из неравенств (17) примет вид **

’M— 208 in (1— “yes
Оr

ИЛИ
7

/ rIn (i- ~)>= —^>е з”мр’ Зо/М ? о’ м
откуда

г

‘0<х<о’ (1-е ЗМ).
Следовательно, решение (16) разложимо в ряд по степеням х

СьХК,MsY=
Е 1

сходящийся в области
7’

|x] <pi=p’ (I—e %™), (18)
* Ибо известно, что если степенной ряд по степеням х сходится при х=хо==0,

то он абсолютно сходится и при всяком значении х, удовлетворяющем неравенству
|x| << |xo| [149, rt. ИП, с. 88].

** Так как, если а<0, то [а| = —а.
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Таким образом, для мажорантной системы (11) мы полу-
чили решение

У— № скл,
k=1

co (19)
Z= 3 c,x*,

k—=1
где

Crh==сы==сь,
голоморфное в точке х=0 и удовлетворяющее нулевым начальным
условиям (14).

Коэффициенты рядов (19) мы получили путем разложения решения
(16) в ряд по степеням х. Но те же самые коэффициенты мы можем
получить путем непосредственной подстановки рядов (19) в систему (11)
и приравниванием коэффициентов при одинаковых степенях х, т. е. тем
же путем, каким были получены коэффициенты рядов (4).* При этом
для определения сл) и с») мы будем иметь опять формулы (8), в кото-
рых лишь следует заменить коэффициенты разложений функций
Н(х, и, 2) и Ъ(х, у, =) соответствующими коэффициентами разложения
мажоранты, т. е. али» и бл,у нужно заменить на ОРУ Так как в фор-
мулах (8) функции @»ь@ и Qz суть полиномы с положительными коэф-
фициентами от коэффициентов рядов, стоящих в правых частях системы
(1), и так как мы заменяем эти последние коэффициенты положи-
тельными коэффициентами рядов для правых частей мажорантной
системы (11), то, принимая во внимание оценки (13), мы видим, что
коэффициенты рядов (19) будут положительными и будут пре-
восходить абсолютные величины соответствующих коэффициентов
рядов (4), дающих формальное решение поставленной задачи Коши (1),
(3), т. е. мы будем иметь неравенства

| cp | < C,,
— (20)

| cn) | <c,2)
nad Bcex R=1,2,... \

Так как ряды (19) сходятся в области (18), причем коэффициенты
этих рядов положительны и превосходят, согласно (20), абсолютные
величины соответствующих коэффициентов рядов (4), то последние схо-
—

* Так как выше мы показали, что для системы с голоморфными правыми частями
может существовать только одно голоморфное решение задачи Коши.
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дятся по крайней мере в той же области (18), так что ряды (4) пред-
ставляют не только формальное, но и истинное решение задачи Коши
(1), (3), голоморфное в точке х=0. Теорема доказана.

Теорема Коши, так же как и теорема Пикара, дает возможность
приближенно находить решения задачи Коши. При этом приближенные
решения состоят из полиномов.

Сравнивая теорему Коши с теоремой Пикара, мы видим, что теорема
Коши применима к более узкому классу дифференциальных уравнений,
но зато она дает решение в виде степенных рядов, причем для построения
решения нам совершенно не нужно выполнять квадратуры, что в общем
случае применения метода Пикара связано с большими трудностями
и вызывает дополнительные погрешности. `

Теорема Коши легко распространяется на случай комплексных зна-
чений аргумента и искомых функций, являясь в этом случае одной из
основных Теорем аналитической теории дифференциальных уравнений.

Наряду с указанными достоинствами теорема Коши обладает тем
общим с теоремой Пикара недостатком, что дает лишь решение, удовле-
творяющее определенным начальным условиям. Чтобы найти решение
с другими начальными условиями. нужно проводить все вычисления
‘заново. |

Пример 2. Пусть дано уравнение
dy
dx

=y? (21)

и требуется найти решение, голоморфное в точке х=0 и удовлетворяющее начальному
условию

y=! при х=0. (22)

Искомое решение существует и единственно (почему?). Его можно найти, под-
ставляя ряд

y=lt У} сид
k=1

в уравнение (21) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, или по
формуле

y"(0) y)(0)о x-.. +axy=1+y'(0)x+ At,

определяя значения последовательных производных от искомого решения у в точке х=0
из уравнения (21) и уравнений, полученных из него последовательным дифференциро-
ванием, согласно методу, указанному в замечании на с. 376.

Но мы, зная, что уравнение (21) интегрируется в элементарных функциях,
найдем сначала решение поставленной задачи Коши (21), (22), а затем представим его
в виде ряда по степеням х.
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Интегрируя уравнение (21), имеем

y=— ———.x+C

Удовлетворяя начальному условию (22), находим, что С=—1, так что искомым реше-
нием будет

1
у— -

1—х

Это решение определено и непрерывно в области (ср. п. 124, пример 3)

—<<х< 1.

Оно голоморфно в точке х=0. Разлагая это решение в ряд по степеням х, получим

y=14+x4+x7+.. backb, ...
Ряд справа сходится лишь в области’ |х| <1, несмотря на то, что ряд в правой части
уравнения (21) сходится при всех (конечных) значениях хи у. Это одна из харак-
терных особенностей нелинейных дифференциальных уравнений вообще.

Найдем теперь решение того же уравнения (21), голоморфное в точке х=0, но
с другим начальным условием

у=0 при х=0. (23}

Таким решением, очевидно, является
y=0. (24)

Здесь ряд (24), представляющий решение задачи Коши {21), (23), голоморфное в точке
х=0, сходится при всех значениях х.

Как видно из рассмотренного примера, область сходимости ряда,
представляющего голоморфное решение задачи Коши, спределяется не
только областью сходимости рядов, представляющих правые части си-
стемы дифференциальных уравнений, но еще как-то зависит и от выбора
начальных данных.

Характер этой зависимости изучается в аналитической теории диф-
ференциальных уравнений. Отметим, что теорема Коши дает лишь ниж-
нюю границу области сходимости ряда, представляющего решение за-
дачи Коши в окрестности начального значения независимой переменной.
К тому же, как мы увидим ниже (см. п.`149), голоморфные решения
могут иногда существовать дажеи в тех случаях, когда условие теоремы
Коши не выполнено.

148. Теорема Коши для линейной системы. В общем случае область
сходимости рядов, представляющих решение задачи Коши, доставляемое
теоремой Коши, как это следует из формулы (3’), несколько меньше
области сходимости относительно х правых частей системы (1’). Пока-
жем, что в случае линейной системы область сходи-
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мости рядов, представляющих решение задачи Ко-
ши, не меньше, чем область сходимости относитель-
но х правых частей системы.

Пусть дана линейная система

oe = D>)prilx) the) (R=1,..., 7) (25)
I=1

и поставлены начальные условия

yy, 6. y Yn==Yr при X—Xo. (26)

Теорема. Предположил, что в системе (25) коэффициенты ры (Хх)
(Е, [—=1,..., М) и функции р(х) (Е=1,..., п) голоморфны в точке
Хх == Хо, ТаК что имеют место разложения

соpale) = № а ох)", = Вим) (27)
(k, /=1,..., 7),

где ряды справа сходятся в некотором интервале

|x—xo]<p (p>0). (28)
Тогда система (25) имеет единственное решение

ИИ!(х), ..., Ут=Ив(Х), (29)
голоморфное в точке х=хХ и удовлетворяющее начальным условиям (26),
с любыми начальными значениями искомых функций, так что решение
(29) представимо в виде

Yi YO У ск) (Х—Хо)",
k=1

(30)

Yn=YnO+ № ск (x—X0)*,
h=1

причем ряды справа заведомо сходятся в интервале (28), т. е. в том же
интервале, что и ряды (27), ац!®,... , ут® — любые заданные числа.

Доказательство, так же как и в общем случае теоремы Коши, будем
проводить для п=2 в предположении, что все начальные данные равны
нулю.
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Итак, пусть дана система

а<2 =pu(x)ytpe(x)2+h(x),ax (31)
= = par (X) у-Е 22 (х) 2-Е| (х).

Мы докажем, что если ры(х) (Е, [=1, 2) ир(х) (Е=1, 2) 20-
ломорфны в точке х=0, т. е. представимы в некоторой области

[1х1 <р (р>0) (32)
рядами вида

ры(х) = № аз*, 9х5, fn(x) = DB bx,
3—0 s=0

сходящимися в области (32), то существует единственное решение

y=y(x), z=2(x), (33)
голоморфное в точке х=0 и удовлетворяющее нулевым начальным исло-
виям

y=0, z=0 при х==0, (34)
причем ряды

Y== У ср хи,
k=1 (35)

со2— >» Cp",
k=1

представляющие решение (33), заведомо сходятся в интервале (32).
Эта теорема доказывается так же, как и теорема Коши предыдущего

пункта, но здесь, используя линейность системы (31), удается по-
строить мажорантную систему дифференциальных уравнений, позволяю-
щую получить более широкую область сходимости рядов (35),
представляющих решение задачи Коши (31), (34).

Подставляя ряды (35) в систему (31) и приравнивая коэффициенты
при одинаковых степенях х, мы определим все коэффициенты рядов (35)
по формулам (8).

Для доказательства сходимости рядов (35) рассмотрим мажорант-
ную систему дифференциальных уравнений
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АУ Мях = Е (Y+Z+1),
р’ (36)

42 Мae Zde Ш (Y+Z-+1),
где функция

co

M Mм У
‘l=o ©
м (|x| <p’<p)

l——,
р

представляет собою общую мажоранту вида (У) для функций ры(х)
И hr (x).

Заметим, что мажорантная система (36), так же как и система (31),
является линейной. Она получена из системы (31) путем мажориро-
вания коэффициентов рь(х) и функций |(Х).

Будем искать решение мажорантной системы (36), удовлетворяю-
щее, так же как и искомое решение системы (31), нулевым началь-
ным условиям

Y=0, Z=0 при х=0. (37)

Заметим прежде всего, что У=7, так как система (36) и начальные
условия (37) симметричны относительно У и 1, так что наша задача
приводится к нахождению решения уравнения

ау М=(27+, (38)
1— —

/

удовлетворяющего начальному условию

Y=0 при х=0. (39)
Интегрируя уравнение (38), имеем

ДУ М J ( x
=—— dx, —In(2Y ——М о’ ——-а , Х, 5 n(2Y¥Y-+-1) o’ In| 1 о +C

1— —
/

Удовлетворяя начальному условию (39), находим, что С==0, так что
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искомым решением будет

|— In(2¥+1)=—M o’ In ( -^) |
2 p

откуда
x —2M0’рут (1-
р̂

и(1) и) . (40)
Из формулы (40) видно, что решение У представимо в виде степен-

ного ряда

Поэтому

© __

Y= > ChxF,
k=1

x —2M 0’сходящегося при |х|<0’, ибо ряд для (>) получается из
р

x(биномиального) ряда для функции (1--Й”, если положить #=— —,
m=—2M 0’.

Таким образом, мажорантная система (36) имеет решение

Y= >eax,
k=1
co (41)

Z= У, скФх®
k=1

(ск)=cy?)=ск), где ряды справа сходятся в области |х| <’.
Но коэффициенты рядов (41) мы могли бы определять и по фор-

мулам (8), подставляя (41) в (36) и приравнивая коэффициенты при
одинаковых степенях х. При этом мы снова получили бы, что коэффици-
енты рядов (41) положительны (почему?) и что они превосхо-
дят абсолютные величины соответствующих коэффициентов формаль-
ных рядов (35). Поэтому ряды (35) также должны сходиться по крайней
мере при |х|<о0’. Так как о’ можно взять сколь угодно близкимк р,
то ряды (35) будут сходиться в области (32). Теорема доказана.

Замечание 1. Если в системе (25) коэффициенты рь(х) и функции [ь(х) суть
целые функции, т. е. представимы рядами по степеням разности х—хо (где хо — любое
число), сходящимися при всех значениях х, то каковы бы ни были числа хо, Yr, ...,
уп(0), система (25) имеет решение вида (30), причем функции и1(х), ..., Уп(х) также
являются целыми. Например, это будет иметь место, когда функции рь(х) и fr(X)
постоянны или представляют собой полиномы от х или функции типа е*, $пх, со$х.
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В рассматриваемом случае можно искать решение системы (25) с любыми начальными
данными в виде рядов (30) с неопределенными коэффициентами сз(®). Сходимость най-
денных рядов обеспечена при всех значениях х.

Замечание 2. Если в системе (25) коэффициенты рь(х) и функции |.(х) суть
рациональные дроби, т. е. имеют вид

Р(х)
Q(x) |

где Р(х) u Q(x) — полиномы от х и если число хо не обращает в нуль ни одного из
знаменателей этих дробей, то система (25) будет иметь единственное решение, голоморд-
ное в точке х=хо и удовлетворяющее начальным условиям (26), где начальные значе-
ния искомых функций можно задавать произвольно. При этом ряды (30), представляю-
щие это решение, будут сходиться по крайней мере в интервале |х—х|<о0, где р есть
расстояние от точки х==хо до ближайшей из точек, в которых знаменатели дробей (42)
обращаются в нуль (при этом учитываются все корни уравнений 0(х)=0 как веще-
ственные, так и комплексные).

В самом деле, при сделанных предположениях функции рь:(х) и [к (х) представимы
рядами вида (27) по степеням разности х—хо, сходящимися в интервале |х—хо|<,
откуда, в силу теоремы Коши, и вытекает наше утверждение.

Из сказанного ясно, что в рассматриваемом случае решение системы (25) с на-
чальными условиями (26) можно искать в виде рядов (30) с неопределенными коэф-
фициентами с:“, причем дело сводится только к вычислению этих коэффициентов.
Сходимость найденных рядов обеспечена по крайней мере в интервале |х—%|<0.

Замечание 3. Линейное уравнение первого порядка

(42)

yp (x)y=q(x), (43)
в котором коэффициент р(х) и правая часть 9(х) голоморфны в точке х=хо, имеет един-
ственное решение, голоморфное в этой точке и принимающее любое заданное начальное
значение уз (при х=хо), причем ряд

y=Yot SS) cr(x—xo)*,
k=1

представляющий это решение, заведомо сходится в той же области [х—х|<р, в кото-
рой сходятся ряды

p(x) = У ак (х—Хо)*,
Е =0

a(x) = STba(x40),
k=0

представляющие функции р(х) и 9(х) в окрестности точки х=хо.
В справедливости этого утверждения легко убедиться и непосредственно на осно-вании формулы общего решения уравнения (43) в форме Коши

х

— f v(x)adx х ff p(x)axy=e Xo Yo | q(x)e хо dx . (44)
Xo
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Пример 1. Рассмотрим уравнение
y’—cos x-y=0. (45)

® Здесь коэффициент при у есть целая функция. Поэтому решение с любыми
начальными данными Xo, Yo существует, единственно и является целой функцией.
В частности, решением с начальным условием

и=1| при х=0, (46)
согласно формуле (44), будет y=esin x.

Разлагая это решение в ряд по степеням х (заведомо сходящийся при всех Xx)
и ограничиваясь выписыванием первых восьми членов, имеем »

] l 1 ly=1+4<x oeTB a”6 aTAT 8 15 240 wr +.
В качестве приближенного решения задачи Коши (45), (46) можно, например,

взять
1y=1+x*+ 37

Пример 2. Пусть дано уравнение
2х

‘+ ———_—y=0..у |2
Какие начальные данные можно задавать, чтобы задача Коши заведомо имела голо-
морфное решение? В какой области будет сходиться ряд, представляющий решение за-
дачи Коши?

Так как коэффициент при у представляет собою отношение полиномов,
причем знаменатель не имеет вещественных корней, то решение с любыми началь-
ными данными хо, уу существует, единственно и будет голоморфно в точке х=хо. При
этом ряд

y=Yyot №) сь(х—хо)^,
Е = 1

представляющий решение задачи Коши с начальными данными хо, Уо, заведомо схо-
дится в области

|x—xo| <?,
rye

p=] хо?1 . (47)
(почему?). В частности, решением с начальным условием

у=| при х=0,

1.
1-х?

Это решение представимо в виде ряда по степеням х, который, в силу (47), за-
ведомо сходится при |х| <1. Этим рядом будет

у=1—х2--х4--...-+(—1)*х2*-... (х|<1.

согласно (44), будет
_^у —=
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149. Примеры существования голоморфных решений в случае не-
выполнения условия теоремы Коши. Условие теоремы Коши является
лишь достаточным для существования голоморфного решения, так как
можно построить примеры систем уравнений, правые части которых не-
голоморфны в начальной точке, а решение задачи Коши, голо-
морфное в точке х=хи, где хо — начальное значение независимой
переменной, существует.

Ограничимся случаем одного уравнения первого порядка

dyTeED (48)
и предположим, что правая часть |(х, у) неголоморфна в началь-
HOH TOUKe (Xo, #0). В этом случае точка (хо, /0) является обычно особой
точкой уравнения (48) и речь идет о том особом случае зада-
чи Коши (см. п. 5), когда ищется решение вида

y=y(x), (49)
примыкающеек особой точке (%, ул), т. е. решение, обладающее
СВОЙСТВОМ

y(x)—>Yo при XxX—->Xpo. (50)
Решение такой задачи Коши, голоморфное в точке х=ж, может
быть даже единственным. Но может существовать и целое семей-
ство решений, голоморфных в точке х=л и обладающих свойством (50).
Кроме того, могут существовать неголоморфные решения, обладающие
свойством (50), причем последние могут существовать и наряду с голо-
морфными решениями, чего не может быть в случае, когда правая часть
уравнения (48) удовлетворяет условию теоремы Коши (почему?).

В связи с возможностью существования неголоморфных ре-
шений, обладающих свойством (50), возникает вопрос об аналити-
ческой структуре этих решений.

Пример 1. Рассмотрим уравнение
у. 7—

4 x (51)

Правая часть этого уравнения, очевидно, неголоморфна в точке (0, 0), ибо
она даже не определена в этой точке. Точка (0, 0) является изолированной особой точ-
кой уравнения (51) типа > (дикритический узел).

Поставим вопрос, существуют ли голоморфные и неголоморфные
в точке х=0 решения вида (49) уравнения (51), обладающие свойством

‚ У>0 при х>0. (52}
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Общее решение уравнения (51) имеет вид

y=Cx (x0). (53)

Оно содержит в себе все решения вида (49). Все эти решения голоморфны
в точке х=0 и обладают свойством (52). .

Неголоморфных решений вида (49), обладающих свойством (52), нет.Заметим, что мы исключили из всех решений точку (0, 0), ибо уравнение (51).
не задано в этой точке. Так что при каждом фиксированном значении произвольной
постоянной С мы получаем из формулы (53) пару интегральных кривых (полу-
прямых), примыкающих к особой точке (0, 0) соответственно при х>--0 и х>-—0.Это-замечание следует иметь в виду и впредь, когда будет идти речь об аналити-
ческом представлении решения, обладающего свойством (50), где (Xo, yo) —
особая точка уравнения (48).

Пример 2. Пусть дано уравнение *
. ax+bxy’—by=ax или yon (60). (54)

Правая часть уравнения (54), очевидно, неголоморфна в точке (0, 0).
Исследуем вопрос о существовании решений вида (49), обладающих свойством (52),
голоморфных и неголоморфных в точке х=0.

Интегрируя уравнение (54), получаем общее решение в виде
а

1—6

и=Сх-Нах1 |х| (х==0), если 6=1. (56)

y=Clx|o+ x (x40); ecan 5-41; (55)

Формулы (55) и (56) содержат все решения вида (49). Из этих формул видно,
что если В не равно целому положительному числу, то существует только одно реше-
ние вида (49), голоморфное в точке х=0 и обладающее свойством (52). Этим
решением будет

y= x (x0).
1—6

Если 6 =1, тт голоморфных решений, обладающих свойством (52), нет, как
это видно из формулы (56).

В случае когда 5>1— целое, все решения, доставляемые формулой (55), будут
голоморфны в точке х=0 и будут обладать свойством (52), так что в этом случае
существует бесконечное множество решений, голоморфных в точке
х=0 и обладающих свойством (52).

Рассмотрим вопрос о существовании неголоморфных (в точке х=0) реше-
ний, обладающих свойством (52).

Если Ь не равно целому положительному числу, причем 6>>0, то существует бес-
конечное множество неголоморфных решений, доставляемых формулой (55). Все они
голоморфны относительно хи |х|° в точке (0, 0).

* Это уравнение является частным случаем уравнения Бриои Буке
xy’ — by= Ayox+A20x*?+aiixy+daoey?+. ..= (x, y),

где ф(х, и) голоморфна в точке (0, 0) [53, с. 403—437].
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Если 6 <0, то неголоморфных решений нет.
Если 6=|, то существует бесконечное множество неголоморфных решений, обла-

дающих свойством (52). Это все решения, доставляемые формулой (56). Заметим, что
все они голоморфны относительно хи х | |х| в точке (0, 0).

Если 6>| — целое, то неголоморфных решений нет.
Обращаем внимание читателя на проблему сосуществования голоморфных и не-

голоморфных решений.

Возникает вопрос, когда уравнение вида

ay _Уи 57)
dx X(x,y)’ |

где функцииХ(х, у} и У(х, и) голоморфныв точке (0, 0) и обращаются
в нуль в этой точке, имеет голоморфные и неголоморфные (в точке х=0)
решения вида (49), обладающие свойством (52) и каков возможный ана-
литический вид неголоморфных решений? Этот вопрос изучается в ана-
литической теории дифференциальных уравнений. Решение его проли-
вает свет на качественную картину поведения интегральных кривых
уравнения (57) в окрестности изолированной особой точки (0, 0) и на
вопрос об устойчивости в смысле Ляпунова нулевого решения х==0, и=0
соответствующей (автономной) системы дифференциальных уравнений

dxdt =X(x,у),
dydt =Y (x, у).

150. Теорема Коши для уравнения п-го порядка, разрешенного отно-
сительно старшей производной. Рассмотрим теперь вопрос о существо-
вании голоморфного решения задачи Коши для уравнения п-го порядка.
Мы ограничимся случаем уравнения, разрешенного относительно стар-
шей производной.

Пусть дано уравнение

yM—=f(x,y,y’,..., yy) (58)
и поставлены начальные условия

y=Yo, Y=Yo,..., yrD=yl") при Х=Ж (59)
Поставим вопрос: каким условиям достаточно подчи-
нить правую часть уравнения (58) в окрестности
начальных данных Xo, у, 1,..., 0", чтобы оно имело
решение, голоморфное в точке х=х и удовлетворяю-
щее начальным условиям (59)?



$ 26. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ ГОЛОМОРФНОГО РЕШЕНИЯ 395

Чтобы ответить на этот вопрос, мы так же, как и в п. 128, приведем
уравнение (58) к нормальной системе п уравнений первого порядка
путем введения и неизвестных функций 1, у2,...,Ип, определяемых
равенствами

1—9, У2=у’, ..., Уп==И"®-5.
Получим систему

dys )
dx
Чу
‘ах

ИИ (60)

ЧУт--1dx =Yn,
dyn= =f (x, Ул, >, 1.69Yn).

Xx J.

Вследствие этого нахождение решения уравнения (58), голоморф-
ного в точке х==хо и удовлетворяющего начальным условиям (59), равно-
сильно нахождению решения системы (60), голоморфного в точке х=%
и удовлетворяющего начальным условиям

у1=, /=0’,..., Уп==У9 При Х=Ж. (61)
Правые части системы (60) будут удовлетворять условию теоремы

Коши для нормальной системы п уравнений п. 146, если предположить,
что функция|(Хх, И1, у2,..., Уп) голоморфна относительно совокуп-
ности всех своих аргументов в точке (хо, Ио, у0’,..., И"), т. е. если

i (x, И, И2,..., Уп) =

= Amo » mn(X—X0)™(Y1—Yo)™ (Yo—Yo")™ ++ (Yn—Yo" 9)™,
™Mo, * , mn=0

где ряд справа сходится в некоторой области

lx—xol<p, |yi:—yol<r, [№—\0|<г, ..., [|<г
(©>0, r>0).

В этом случае система (60) имеет единственное решение

И==!(Х), Y2= Y2(X), ae) Yn=Yn(x),
голоморфное в точке х=м и удовлетворяющее начальным условиям
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(61), причем ряды, представляющие это решение, заведомо сходятся
в области

т.

|x—xo]<pi<p, ри=р’(1—е М), (62)
где 0<р’<о, 0</’<г, а М — некоторая положительная постоянная.

Поэтому для уравнения (58) имеет место следующая теорема.
Теорема. Если правая часть уравнения (58) голоморфна отно-

сительно совокупности всех своих аргументов в точке (хо, Чо, Yo, ...,
0"), т. е. представима в виде

P(x, 4 yy... yr?) =
= 2 Amo mn ¥—X0)™ (Y—Yo)™(Y’—Yo")™ v++ (YD—yoln—V) mn,

Mo, * » Mn=0

где ряд справа сходится в области

Ix—xol<p, ly—yol<r, [уу <, ..., Jy—yor-D| <r
(2>0, г>0),

то существует единственное решение, голоморфное в точке х—=ху и удов-летворяющее начальным условиям (59), т. е. решение вида

у=уо-Нуо(х—хо) + ия (у. И(х—хо)"191 0 ... (n— | . 0

+> сь (х—%)^, (63)
причем ряд справа заведомо сходится в области (62).

При этом коэффициенты сь могут быть определены подстановкойряда (63) в уравнение (58) и приравниванием коэффициентов при оди-
наковых степенях х—хо.

151. Теорема Коши для линейного уравнения л-го порядка. Рассмот-
рим теперь вопрос о существовании голоморфного решения задачи Коши
для линейного уравнения.

Пусть дано линейное уравнение п-го порядка
yfpi(x)yO. . риа(ху р» (х)у= Ех) (64)

и поставлены начальные условия

Y= Yo, y’=Yo, ae) yr)= yl?) при %X=Xo. (65)



$ 26. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ ГОЛОМОРФНОГО РЕШЕНИЯ 397

Теорема. Если коэффициенты рь(х) и правая часть !(х) голо-
морфны в точке х=хо, так что

Pra(x) = 2s po(х—ж)* (=1,...,П),
f(x) = BY ba(x—xo)

где ряды справа сходятся в области
[х—%|<р (p>0), (66)

то уравнение (64) имеет единственное решение у=у(х), голоморфное
в точке х=х, и удовлетворяющее начальным условиям (65), где цо,
у’,..., /0"-Э — любые заданные числа, т. е. решение вида

yo?)y= Yyotyo (xx) + —— (x Xo)?-+.. —- ———(n— Г (x—Xp) n—1
+ > св(х—Хо)*, |x—xo] <o. (67)

h=n

Коэффициенты ск можно определить подстановкой ряда (67) в урав-
нение (64) и приравниванием коэффициентов при одинаковых степенях
Х— №.

Эта теорема вытекает из теоремы п. 148 так же, как теорема преды-
дущего пункта следует из теоремы п. 146.

Если в уравнении (64) функции рь(х) и |(х) сить целые функции,
то каковы бы ни были числа хо, у, \’,..., ут 9, уравнение (64) имеет
решение вида (67), причем функция у также является целой. Например,
это будет иметь место, когда функции ри(х) и |(х) постоянны, или суть
полиномы от х, или функции типа е*, sin.x, cos x (cp. nm. 148, 3ameuanne 1).

Если рь(х) u f(x) представляют собою рациональные дроби вида
(42), где Р(х) u Q(x) — полиномы от х, а хо — любое число, не обращаю-
щее в нуль ни одного из знаменателей дробей, то уравнение (64) имеет
единственное решение у=у(х), голоморфное в точке X=Xo U удовлетво-
ряющее начальным условиям (65), причем числа у, у’,..., "9 можно
задавать произвольно. Это решение имеет вид (67), где ряд справа за-
ведомо сходится в области |х—%| <р, где о — расстояние от точки х=хХо
до ближайшей из точек, в которых знаменатели выше указанных дробей
обращаются в нуль (ср. п. 148, замечание 2; см. также [102, с. 211—214].

В заключение отметим, что теорема Коши представляет собою лишь
достаточное условие существования голоморфного решения задачи
Коши для уравнения п-го порядка. Для линейного олнородного уравне-
ния второго порядка мы покажем это в п. 191.
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.152. Теорема о голоморфности решения относительно параметра.
Пусть дана система

ау—"_ —=fi(x, y, 2, 2),] [а ( ‚И, > )| a (68)
—— == [2(х, у, =, ^),

правые части которой голоморфны относительно х, у, 2 и параметра Kn
6 TOUKE (Xo, Yo, Zo, Ao) ,T. e.

[и(х, у, =, ^) =, > ат (Х— №) (уу) (2—20)т (А— №)",
, l, m, n=0

[> (х, У, 2, ^,) = УЕ, [, т, n=0
Drimn (x—Xo) А (Y—Yo) (2—2) т (^— №) п,

причем ряды справа сходятся в области

[х—ж| <, ly—yl<r, [2—2|<г, |^—М|<л
(o>0, r>0, A>0).

При сделанных предположениях существует единственное решение
у=у(х, ^), 2==2(х, ^)

системы (68), голоморфное в точке (хо, №) и удовлетворяющее началь-
ным условиям .

Y=Yo, 2Z=% ПРИ Х=Ж, (69)
т.е. решение, представимое в виде рядов

=> Chi (X—Xo)#(A—Ao)!,
00

<= У» с (х— хо) R (А^— № ) р,
h, [=0

сходящихся в области

|x—xo]<pi<p, |^—№| <<А,
где р1 и А! — некоторые положительные числа, связанные определенной
зависимостью.
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Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы
Коши.*

Замечание. С соответствующими изменениями теорема настоящего пункта
переносится на случай нескольких параметров, на нормальную систему п уравнений и на
уравнение п-го порядка, разрешенное относительно старшей производной.

$ 27. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ
(ТЕОРЕМА ПЕАНО)

153. Теорема Арцеля. Во всех предыдущих рассуждениях мы рас-
сматривали уравнения, правые части которых удовлетворяли условиям,
гарантирующим не только существование, но и единственность решения.

В настоящем параграфе мы покажем, что существование решения
можно гарантировать при более слабом требовании относительно правых
частей уравнения, а именно мы докажем теорему Пеано, согласно кото-
рой, как уже говорилось ранее (см. пп. 85 и 104), для существования
решения задачи Коши достаточно потребовать только непрерывности
правых частей уравнений в окрестности начальных данных. Правда, при
этом мы уже не можем гарантировать единственности решения. Но пос-
ледняя и не всегда требуется. Многие вопросы качественной и аналити-
ческой теории дифференциальных уравнений, а также теории устойчи-
вости решения (движения) в смысле Ляпунова могут рассматриваться
и для систем дифференциальных уравнений, не удовлетворяющих усло-
виям единственности.

Для доказательства теоремы Пеано нам потребуется доказываемая
ниже теорема Арцеля относительно семейства функций {1(х)}, равно-
мерно ограниченных и равностепенно непрерывных в некотором интер-
вале [а, 6].

Будем говорить, что функции |(х) семейства {{(х)} равномерно огра-
ничены в интервале [а, 6], если существует такое постоянное положитель-
ное число М, что для всякой функции f(x) из этого семейства пи для
любого х из интервала [а, 6] выполняется неравенство

f(x)|<M.
Здесь существенно, что число М — одно и то же для всех функ-
ций семейства {(х)}. Например, функции семейства {sin a x} paBHomep-
но ограничены во всяком интервале, причем М=1.

* Можно доказать, что решение системы (68), удовлетворяющее начальным усло-
виям (69), голоморфно относительно параметра Л в точке ^=А, не требуя голоморф-
ности правых частей системы (68) относительно х в точке х=хХо. Достаточно предполо-
жить, что правые части только непрерывны относительно х в окрестности точки
X=Xo H TOMOMOPQHDBI относительно совокупности аргументов у, 2 и Л в точке
(Yo, <0, Ao): [141].
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Далее будем говорить, что функции |(х) семейства {{(х)} равносте-
пенно непрерывны в интервале [а, 6], если по всякому положительному
числу найдется такое зависящее только от & и не зависящее от выбора
функции [(х) положительное число 1, что для всякой функции семейства
{1(х)} будет выполняться неравенство

|(х”) —1 (2) [<=

при любых значениях х”и х’ из промежутка [а, 6], абсолютная величина
разности которых меньше \

| x” —x’| <1.

Здесь существенно, что при заданном =>>0 число и одно и то же
для всех функций семейства. Например, функции семейства {зт(а-х)}
равностепенно непрерывны во всяком интервале, как это следует из фор-
мулы

|sin(a+x”) —sin(a+x’) | =|cos(a+x) | | x” —x’ | (^“<х—<х’).
Здесь =. Напротив, функции семейства {5 ах} уже не будут равно-
степенно непрерывными ни в каком интервале. В самом деле, имеем

lsina x”—sin a х'| =|%с0$ &х| |х”-—х'|.
+

Здесь правая часть — неограниченная функция от а.
Теорема Арцеля. Из всякого семейства функций {{(х)}, со-

стоящего из бесконечного множества функций, определенных в интер-
вале [а, 6], равномерно ограниченных и равностепенно непрерывных
в этом интервале, можно выделить равномерно сходЯщуюся в [а, 8]
бесконечную последовательность функций.

Для доказательства * заметим прежде всего, что так как все функ-
ции семейства {(х)} равномерно ограничены в интервале [а, 6], то их
графики будут расположены в прямоугольнике АВСО (рис. 50} со сто-
ронами, имеющими длины Вр-аи 2М.

Составим бесконечную последовательность чисел

М М М1 — ‘оо, 2— оао’ ео Oh Oath? ео

* Приводимое доказательство теоремы Арцеля принадлежит Л. А. Люстернику
и заимствовано нами из книги [119, с. 37—39].
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где о — какое-нибудь целое положительное число или нуль. Каждому
числу вв будет соответствовать число ти ==ь(8»), участвующее в опре-
делении равностепенной непре-
рывности” функций семейства
{1(<)}. . Вт И... C

Разобьем вертикальную CTO-
рону АВ прямоугольника АВСВ
на отрезки длиной в1, а горизон-
тальную сторону— на отрезки
длиной <1а. Через полученные
точки проведем прямые парал-
лельные осям координат, так что
весь прямоугольник АВСО разо-
бьется на меньшие прямоуголь- Рис. 50
ники. При построении рис. 50
положено о==1. Вертикальные полосы, составленные из таких прямо-
угольников, будем обозначать римскими цифрами /, /1.

Заметим, что так как
[F(x P(x’) |<e1 при [x”—x’|<m,

то график каждой функции семейства {{(х)} может проходить не больше
чем по двум соседним прямоугольникам каждой такой полосы.

Рассмотрим сначала полосу Г. Так как в ней имеется лишь конечное
число пар соседних прямоугольников, а через всю эту полосу проходят
графики всех функций семейства {1(х)}, состоящего из бесконечного
множества функций, то по крайней мере по одной паре соседних прямо-
угольников полосы / проходит бесконечное множество графиков функ-
ций из семейства {{(х)}. Эта пара прямоугольников на нашем. рисунке
заштрихована. В дальнейшем мы будем рассматривать лишь те функции,
графики которых в полосе / проходят только по заштрихованным прямо-
угольникам. Таких функций, как мы уже показали, бесконечное мно-
жество.

В полосе // все графики этих функций могут проходить только по
четырем прямоугольникам этой полосы, график же каждой такой функ-
ции может проходить только по двум соседним из них. Следовательно,
в полосе // существуют по крайней мере два таких смежных прямоуголь-
ника, по которым проходит бесконечное множество графиков функций
данного семейства {(х)} и притом таких, которые и на полосе Г про-
ходят только по заштрихованным прямоугольникам. Эти прямоугольники
полосы /Г у нас также заштрихованы.

Рассуждая и дальше таким же образом, мы найдем целую полоску,
расположенную над всем интервалом [а, 6], шириной 24, по которой про-
ходит бесконечное множество графиков функций семейства {[(х)}.
Эта полоска у нас заштрихована. Будем ее обозначать через $:.
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Возьмем из этих графиков какой-нибудь один; пусть это будет гра-
фик функции |1*(х). Семейство оставшихся функций, графики которых
проходят по $1, обозначим через {ри (х)}.

С семейством функций {7(х)} проделаем то же, что мы проделали
с семейством {{(х)}, с той только разницей, что теперь вместо #1 возьмем
=2 И вместо ти возьмем 12. Тогда получим вложенную в $: полоску 52
шириной 2=2, по которой проходят графики бесчисленного множества
функций из семейства {f1(x) }. Одну из этих функций обозначим через
р*(х), а семейство остальных таких функций обозначим через {(х)}.

Продолжая эти рассуждения, мы получим, таким образом, бесконеч-
ную последовательность функций

|* (х), [>*(х),... , р"(х),
Графики всех этих функций, начиная с [^*(х), лежат в полоске $5»

шириной Следовательно, эта последовательность сходится рав-Jath—-1 ©
номерно в интервале [а, 6], что и требовалось доказать.

154. Теорема существования решения дифференциального уравне-
ния с непрерывной правой частью (теорема Пеано). Пусть дано урав-
нение

ау= =», у), (1)
правая часть которого определена в некоторой области

R: |[x—x0| <a, |y—yo| <4,
гдеаи 6 — заданные положительные числа. Тогда имеет место следую-
щая теорема.

Теорема [145, с. 68—73]. Если функция |(х, у) непрерывна и, сле-
довательно, ограничена в области КЮ, Т. е. для всех точек (х, у) из области
Ю выполняется неравенство

f(x и) | —<М, (2)
где М — постоянное положительное число, то уравнение (1) имеет по
крайней мере одно решение

у=ф(х),
удовлетворяющее начальному условию

Y=Yo При Х=№. - (3)
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Это решение определено и непрерывно вместе с первой производной
в интервале

| Х— | <h,

. bh=min (a, 77
и не выходит из области R, nOoKa X U3MmMeHAETCA B UNTepeane |x—Xo| <A.

Установим сначала одну лемму.
Пусть дана ломаная линия у=ф(х), состоящая из й звеньев. Обоз-

начим через хо, х1,..., Хх» абсциссы угловых точек, а через Ки, Ro, ... , Rn—
угловые коэффициенты звеньев этой ломаной. Тогда справедлива сле-
дующая лемма.

Лемма. Если угловые коэффициенты звеньев ломаной у=\(х)
заключены между двумя числами Е@ и Е)

где

RO<k:<kO® (1=1,9,..., п),

то угловой коэффициент Е всякой хорды ломаной у=ф(х) также заклю-
чен между этими числами, т. е.

RO=<R<RO),

Действительно, пусть концы хорды имеют абсциссы x’ u x”. Torna

a 1c et120
Хх’

Пусть [хо, ^1], [Ха, Хз],..., [Хи-ь Хп| — проекции звеньев нашей лома-
ной на ось Ох, так что

b= ap (Xi) —p (Xi-1)
Xi—Xi-1

(i=1,2,...,n).

Предположим, что между точками х’и х” находятся точки Хи,
Хи,..., Хин; тогда мы имеем

p (Xp) — p(x") ф (Хи) —Ф (Хи)—k,, —k 4 eeeXp—x’ , и NutimX<p и ’
р (х”) —ф (Хи)

и
Х Хин

=Rypit
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Отсюда
4 (хи) — 4 (х’) =, (х,—х’),

р (Хи) —ф (Хи) ==Ар (Хи Хи),

р (х”) —ч (Хы) = Рина (Хх — хин).
Складывая эти равенства, получаем

ф(х”) —ф(х/) = (хи х’)Е(хихь) +...
HP Rysiss (4°—X p41).

Ho
RYOSRyShkO, RVRyk, 222, ROR1k.

Поэтому
ROY(Xp—X+Xppr—Xp. FX— X41) Sp (Xx) p(x )y<

SRO (XpHXpt— Xp.«x— X41)
ИЛИ

RD (x! —x") <ap (x”) <p (x") <AO(x"”—x'),
откуда

Е— p(x +9) <kO),
Xx —X

что и доказывает лемму. Ясно, что утверждение леммы справедливо для
ломаной, состоящей из любого конечного числа звеньев.

Доказательство теоремы Пеано. Ограничимся доказа-
тельством существования решения для интервала [хо х-РИ]. Из метода
доказательства будет видно, что оно легко переносится и на интервал
[xo—hA, Xo].

Рассмотрим замкнутую область
Ry: юэзхэжРИ, |у—1|=6.

Возьмем любое целое положительное число п и построим ломаную
Эйлера и=ф»(х) (рис. 51). Для этого разделим интервал [х, -ЕЙ] на п
равных частей, обозначим абсциссы точек деления через

Хм...м... =ЖИ

и определим ф„(х) следующим образом (см. п. 6):
Qn (Xx) =YotT(Xo, Yo) (—х0), при хх,фи (х) ==и -Е (ха, 91) (х—х1), при их», |
фи (х) = уна-НРОя-ь у) (жа), при хахь |
фи (Х) ==УЕ(Хи Уп) (Х—Хи), При Хи Хи,
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тде
Yi=Yiartl (Xia, Yi-r) (Xi— K-11) (t= 1, 2, ... , n—1).

Построенная ломаная МоМ.М. ... М, —Мь целиком лежит в обла-
сти К+. В самом деле, в силу доказанной выше леммы мы имеем оценку

n — п(—м<% (x) —@n (Xo) <M npn x<x<X%-+h
X—Xpo

у
|

ukт“d М МЕ Мл

Yl ВЕРЕ Е
| УС ||РЕБЕР!

—)p- — НН—7 phy yy lal |
| . pliyilyty J,

en Sop Te fs F>> >> >< < >
>>

Рис.51

(ибо угловые коэффициенты всех звеньев нашей ломаной лежат, соглас-
но условию (2), между — Ми М). Из этой оценки следует, что

[Фи (x) —Gn (X0) | <M (x—x0) MAK,

l@n(x)—yo]<b npn x<x<xo+A.
Давая п значения 1,2,..., мы получим последовательность ломаных

Эйлера. Соответствующая ей последовательность функций
Фи(х), Ф2(%), ..., Gn(*), ... (4)

будет удовлетворять обоим условиям теоремы Арцеля.
Действительно, при ю<х=<м-ЁРЙ мы имеем для любого п оценку

[фл (х) | = | (фл (х) — 0) | < |Ф» (х) — ио| Е [10| 6-40],
так что функции фи» (Хх) равномерно ограничены в интервале х=—<х=<л-Й.
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Далее, эти функции равностепенно непрерывны в интервале х=х=
<х-Й. В самом деле, в силу леммы мы имеем

n(x”) —Gn(x’) | <M]x”—x'|
для любых х’ их” из интервала х=—<х=<х-Ёй. Следовательно, какое бы
= >0 ни взять, мы для любого п будем иметь

| n(x”) —Gn (x’) | <e,
=

[x7 — x" | <=
если

8М’ Xo’, x" <= хо,
а это и означает, что ф„(х) равностепенно непрерывны в интервале
Хх -ЁЙ.

По теореме Арцеля, из последовательности (4) можно выбрать под-
последовательность

Ф„,(*), Ф„,(х), -..,Ф„, (), -.-, (5)
сходящуюся равномерно в интервале <х=<х-ЕИ.

Обозначим предельную функцию подпоследовательности (5) через
ф(х). Ясно, что кривая и=ф(х) не выходит из области КЮ...

Докажем, что у=ф(х) будет искомым решением уравнения (1).*
Заметим прежде всего, что начальное условие (3) выполняется авто-

матически, ибо все ломаные Эйлера проходят через точку Мо (Хо, 1).
Чтобы убедиться в том, что у=ф(х) является решением уравнения

(1) в интервале х<х=<лх-йЙ, покажем, что функция ф(Х) имеет произ-
водную в любой точке х интервала [х, хо--Й] и что эта производная равна
F(x, у), где у=ф(х).

Зададим произвольное #>>0. Так как |[(х, у) непрерывна в точке
(х, у), то найдется такая замкнутая область

К: [x—x| <6, [y—y| <6,

что для каждой точки (х, у) этой области выполняется неравенство

li, WF DI< > (6)
* Может случиться, как уже отмечено в п. 6, что существует несколько подпосле-

довательностей типа (5), каждая из которых сходится к своей функции. Тогда мы най-
дем несколько решений уравнения (1), проходящих через точку Мо(хо, уо).
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Пусть

hy=min (© °_ )pe NO? ЭМ]:
Возьмем приращение Ах, удовлетворяющее неравенствам

0—< [|Ax] =Йа,
и фиксируем его.

Выберем /Л№1 таким, чтобы при >> ЛМ! имело место неравенство
6lo(x)—9, ()|<7- при хззхжжю-Ей (7)

(это возможно, ибо подпоследовательность (5) сходится к ф(х) равномер-
но в интервале [хо, Xo-+h]) и чтобы расстояние между абсциссами угловых

1точек ломаных у=ф, (х) было меньше > для этого достаточно взять
Е

ОАПЕ> > так как расстояние между абсциссами угловых точек ломаной
1

.у=ф (x) paBHo —].
Nh Пь
Оценим разность

ng(FFAA) og(A) у). (8)
Покажем сначала, что при >> №1 все угловые точки ломаных у=Фи,(Х),
абсциссы которых заключены между числами х и х-|-Ах, лежат внутри
области Ю:. В самом деле, пусть сначала Ах>>0. Согласно выбору Ах и
на основании леммы, имеем

| @n;, (*) —Qn, (x) | =.М при хххАх.
Отсюда, переходя к пределу при Е—<, получаем

|)фм-5- при ххх
Теперь, принимая во внимание (7), при Е>> №, будем иметь

lpn, (*) —y| =] on, (*) —0(%) | =] on, (*) —@(%) +
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9)—90) |< при хех
так что наше утверждение доказано для О<Ах=< 1. Если Ах<0, то ле-
вая часть интервала [х-+ Ах, х| покрыта проекцией звена М;аМЬь,

— hyгде х—<х--Ах<хь, но так как X;—Xji-1<> TO

> hy 6 6IPnp, (Xi-1) — Фл, (х--Ах) | <= Oo М= АМ. М = д:
Теперь получаем

1 Qn, (*i-1) —Y|= | @n,, (%i-1) —@(*) | = [Фа (хе) —
—n, (X+Ax) +n, (X+Ax) —Gn, (x) фл, (х) —Ф(х) | 58,

_ — hах= | Xia — x +44 —-x| < > +hi<6.
Таким образом, при ^>>/М№1 все угловые точки ломаных И==Фл, (Х),

абсциссы которых заключены между числами х и х+{ Ах, лежат внутри
области А:. Но тогда угловые коэффициенты всех этих звеньев заклю-

— — & — — 8чены, согласно (6), между числами](х, у)— > u f(x, y)+ >" Отсюда,
в силу леммы, получаем <

np, (X+AX) —Gn, (X) ——— — E &f(x, yJ—- >< Ax Их+,
так что искомая оценка разности (8) имеет вид

Ong (2bA)— Ong(2) —f(x, 9) | <=.
Оценим теперь разность

Ф(х-+-Ах)—9(х) сб -Ах —f(x, у). (9)
При Е > №! мы имеем



$ 27. ТЕТОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ 409

| p(xtAx)—9(x) .- = |<Ax [(x, y)

p(x-+Ax) —(x) Pn (х-Ах) —Pn (x)= | Ах —— Ах . |+
фи, (Х--Ах) —фил (Х)

Ах —1(% у) | <+

< | Ф(Х--Ах) —фи, (ХЕАх) фи, (х) —Ф(х) еAx * | т 2‘|+ Ах
Выберем такое число№> №1, чтобы при Е>> №2 было

5| Pn), (x) —Ф(х) | < |Ах| —_ для всех х из [x%o, XoLA].

Тогда при >>№ получим оценку разности (9)

Ф(х--Ах) —Ф(х) _
Ах Г(х, у)|<в, (10)

где Ах фиксированное достаточно малое число. Оценка (10) показывает,
что производная от ф(х) в точке х=х существует и равна ](х, у). Так
как х — любое число из интервала [хо, Х--Й], то для всякого х из этого
интервала мы имеем

gp’(x) =f [x, p(x)].
Теорема доказана.

Замечание. Мы изложили доказательство теоремы Пеано для области вида К.
Однако теорема Пеано остается в силе и для любой замкнутой области: если правая
часть уравнения (1) определена и непрерывна в замкнутой области Ц(х, у), то через
всякую внутреннюю точку этой области проходит хоть одна интегральная кривая
уравнения (1).

Доказанная теорема Пеано легко распространяется на нормальную
систему п уравнений, а следовательно, и на уравнение п-го порядка, раз-
решенное относительно старшей производной.



410 ГЛ. 5. ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ

Если правые части системы
dy,Te Ls Ys Yor ess Yn)
dy
ax =f2(X, YW, Yo, --+5 Yn), (11)
dyn= =f[n(x, Yi, Ya, ..., Yn),

J

определены и непрерывны в замкнутой области С (Хх, ил, у2,..., Yn), TO
через всякую внутреннюю точку этой области проходит хоть одна
интегральная кривая системы (11).

$ 28. ТЕОРЕМА КАРАТЕОДОРИ

155. Предварительные замечания. Минимальным требованием в тео-
ремах существования решения задачи Коши для нормальной системы
дифференциальных уравнений, доказанных выше, было требование не-
прерывности правых частей уравнений (теорема Пеано), т. е. непрерыв-
ность поля направлений. Это требование было естественным, так как мы
в качестве решений рассматривали только непрерывно дифференцируе-
мые функции. Если от последнего условия отказаться, то можно доказать
существование решения задачи Коши и не предполагая непрерывности
правых частей системы дифференциальных уравнений в окрестности
начальных данных.

Мы будем допускать в качестве решений абсолютно непрерывные
функции, понятие о которых дается ниже. При этом само решение будем
понимать в более широком смысле, не требуя, чтобы оно обращало урав-
нения системы в тождества при всех значениях х из интервала задания
решения.

Дадим сначала определение абсолютно непрерывной функции.
Пусть функция [(х) задана на интервале [а, 6]. Тогда, если для лю-

бого =>0 существует такое 6>>0, что для всякой конечной системы
взаимно не пересекающихся интервалов [41, 61], ... , [An, Dn], лежащих
внутри интервала [а, 6], и таких, что сумма их длин меньше 9

п

№ (Бь—ал) <6,
Ри

выполняется неравенство

| = (f (On) -F(an)) |<e,
то функция {(х) называется абсолютно непрерывной в интервале [а, 6].
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Очевидно, что всякая функция, абсолютно непрерывная в интервале
[а, 6], непрерывна и даже равномерно непрерывна в этом интервале.

Для дальнейшего изложения нам понадобятся понятия измеримого
множества, измеримой функции и интеграла Лебега от измеримой огра-
ниченной функции.

Если С — непустое открытое ограниченное множество, то его
мерой тС называется сумма длин всех его составляющих интервалов Op

В

Пусть РЁ — непустое ограниченное замкнутое множество. Если
А—=шШЕР, В=зир Р, то интервал $ =[А, В] называется наименьшим замк-
нутым интервалом, содержащим F. При этом дополнение множества Р
до интервала [А, В], т. е. множество

CsF=[A, B]\F
открыто. Мерой непустого ограниченного замкнутого множества Е
называется число

mF=B—A—m [CsF].

При этом мера любого замкнутого интервала [а, 6] равна длине этого
интервала

т [а, 6]=6—а.

Дадим теперь определение меры любого ограниченного множе-
ства Е, введя предварительно понятия внешней и внутренней мер этого
множества.

Внешней мерой т*Е ограниченного множества Е называется точная
нижняя граница мер всевозможных открытых ограниченных мно-
жеств, содержащих множество ЕЁ,

m*E= inf {mG}.
GDE

Внутренней мерой т.,Е ограниченного множества Е называется точ-
ная верхняя граница мер всевозможных замкнутых множеств,
содержащихся в множествеEL,

m,E= sup {mF}.
FCE

Ограниченное множество ЕЁ называется измеримым, если его
внутренняя и внешняя меры равны друг другу

mE=—m*E=m,E.
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Если две функции |[(х) и с(х) заданы на одном и том же множестве
Еи их значения не совпадают только на множестве EoCF, причем
тЕо=0, то говорят, что [(х) и &(х) равны почти везде на Е. Такие функ-
ции называются также эквивалентными.

Вообще говорят, что некоторое свойство справедливо почти везде,
если множество точек, на котором оно нарушается, имеет меру нуль.

Можно доказать, что если |(х) абсолютно непрерывна на интервале
[а, 6], то она почти везде на этом интервале имеет производную.

Введем понятие измеримой функции.
Функция [(х), заданная на множестве ЕЁ, называется измеримой на

нем, если множество Е измеримо и если при любом а будет изме-
римым множество

E (f>a) = {xeE|f(x) >a},
т. е. множество всех тех х из Е, для которых ](х) >а.

Нетрудно убедиться, что если |(х) измерима на каждом из взаимно
не пересекающихся множеств, то она измерима и на их объединении.

Отметим еще, что множество измеримых функций замкнуто относи-
тельно операции предельного перехода, т. е. если последовательность
функций{|(х)}, измеримых на ЕЁ, сходится почти везде на Ё к функции
[(х), то последняя будет тоже измеримой на Е.

Дадим теперь определение интеграла Лебега от измеримой ограни-
ченной функции.

Предположим, что функция {(х) задана на множестве Е, измерима
и ограничена на нем, так что

А<|(х)<В, УхЕР.

Разобьем интервал [А, В] на п частей точками

и—=А<и!<...<у<у-<...«Зуи==В

и рассмотрим множества

ев= {хеЕЁЕ|ук |(х)<увы} (Е=0,1,...,п—1).

Построим нижнюю и верхнюю суммы Лебега
n—1 n—1

s= S yamer, S= 3S yrysmen.
k=0 k=0

Пусть
U=sup {s}, V=inf {S}.
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Можно доказать [112, с. 130], что (для любой измеримой и ограниченной
функции)

U=V. .

Определение. Общее значение чисел ИП и У называется интег-
ралом Лебега от функции |(х) по множеству Е и обозначается

(L) I pejac ИЛИ | [ (x) dx.
В частности, если Е=[а, 6], то пишут

b b

(L) { poyax ИЛИ { Fear.
Таким образом, любая измеримая и ограниченная функция интегри-

pyema в смысле Лебега.
Отметим [111, с. 146], что всякая функция {(х), интегрируемая на

[а, 6] в смысле Римана (и, следовательно, ограниченная), интегрируема
и всмысле Лебега, причем

b b

(К) | Коах= (р) | fae.
Обратное не верно. Например, известная функция Дирихле

0, если х — иррациональное;
|, если х — рациональное,$)={

(эквивалентная нулю) интегрируема в смысле Лебега и не интегрируема
в смысле Римана (почему?).

В дальнейшем факт интегрируемости функции {(х) в смысле Лебега
на множестве ЕЁ будем записывать так:

f(x) eL(E).

Отметим некоторые свойства интеграла Лебега [111, с. 131—141].
1. Если [(х) ==с на измеримом множестве E, TO

| одах-с-тв.
Е
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2. Если тЕ=0и |(х) — любая ограниченная измеримая функция,
заданная на Ё, то

| Fojar—o.
3. Если [(х) измерима и ограничена на измеримом множестве Ё

и Е=) Е», причем Е» | Е’ =@ (2=2Р’), то
Е

[годах= > | f(x) dx.
é

4. Если измеримые ограниченные функции !(х) и ©(х) заданы на
(измеримом) множестве Е и эквивалентны на Ё, то их интегралы равны

Так | g(x)dx.
E

Следовательно, можно изменять значение подынтегральной функции на
множестве меры нуль, не нарушая при этом ни интегрируемости функ-
ции, ни величины самого интеграла.

5. Jie) +e(lde= [| Ноа [ водах.
6. |cf(x)adx—=c fFooar.

E E

7. Если [(х) <Е(х), УхЕЕЁ, то

[оаэ [Еб)ах
Е Е

8. Если [(х) измерима и ограничена на множестве Ё, TO

iter] < J ico ae
9. Ecun f(x)eL! ([a, 6]), To функция

D(x) = { F(pat
a

абсолютно непрерывна на [a, 6] и Ф’(х) =[(х) почти везде на E.
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10. Теорема Лебега (о предельном переходе под знаком ин-
теграла Лебега). Пусть дана последовательность функций {р(х)}, за-
данных на множестве Ё, и выполнены три условия:

уз (%) еМ(Е),
2) Итрь (х) =[(х) почти везде на Ё,

3) Существует функция т(х)е=Г^(Ё) такая, что уп},(х)|<т(х)
почти везде на Ё.

Тогда:

1) Кх)+ (ЕЁ),

2) lim | in(x)dx= ficxyar.
Ниже будет доказана теорема Каратеодори существования решения

задачи Коши для уравнения первого порядка

ауTe TE 9), (1)

где }(х, и) — вещественная (не обязательно непрерывная) функция,
определенная на некотором множестве А. При этом под решением урав-
нения (1) на интервале Г мы будем понимать абсолютно непрерывную
функцию у==и(х), заданную на интервале Г, причем такую, что

(х, у(х)) ЕА, ухе!

у(х) =Кх, у(х))

почти везде на [* (ср. определение решения уравнения (1), данное
вп. 2).

156. Формулировка и доказательство теоремы Каратеодори. Пред-
положим, что правая часть уравнения (1) определена в прямоугольнике

К: [x—x|<a, |y—y|<0

и удовлетворяет в нем двум условиям:
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1) [(х, у) измерима по х при каждом фиксированном у и непрерывна
по у при каждом фиксированном х,

у 2) на интервале |х—ж| =<а су-
| ществует интегрируемая (по Лебегу)

функция 1(х) такая, что
Yg*M(x) |yb ыы | F(x, y) I <m(x),

_ | | Тогда на некотором интервале /:aa | | | |x—xo]<B (В>>0). существует ре-
| | 1 —х шение у=иу(х) уравнения (1), удов-0! ха Xg Xora летворяющее начальному условию
| |

Х-В Ха*В y (Xo) = Yo. (2)
Рис.52 Доказательство. Ограни-

чимся доказательством существова-
ния решения поставленной задачи Коши (1), (2) для значений хх
(для х<хХо доказательство проводится аналогично). Введем вспомога-
тельную функцию (рис. 52)

0, xe[xo—a, Xo;
М(х)=| = (3)| т(х)ах, хЕ[хо, ха].

Хо

Эта функция определена в интервале [х—а, х-Ра], обращается в нуль
в точке х==хХо и тождественно равна нулю слева от нее, непрерывна и не
убывает во всем интервале [х›—а, ха].

Поэтому существует В, О<В=а, такое, что (рис. 52)

(x, YoEM(x))ER, Ухело, ХВ],

М (х)в при хе, ХВ].

Мы докажем в дальнейшем, что именно в интервале [х%, Xo +f] u су-
ществует искомое решение задачи Коши (1), (2).

Для доказательства существования решения нам потребуется сле-
дующая лемма.

Лемма. Если функция f(x, y) удовлетворяет обоим условиям теоремы Кара-
теодорни, а функция у=Ф(х) непрерывна в интервале [хо, хо-ЕВ], О<В=<<а, и не выходит
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из области Ю, т. е.
[ф(х) —и|=<8, ухе хо, ФВ,

то суперпозиция {[х, ф(х)] интегрируема в смысле Лебега на интервале [хо, хо В].
В самом деле, функция } [х, ф(х)] определена и ограничена на [хо, Xo +P] (почему?).

Поэтому нам нужно доказать только е измеримость. Для этого мы, пользуясь
непрерывностью, будем рассматривать ее как предел некоторой последовательности
{Фь(х)} кусочно постоянных на [хо, х-В] функций. Фиксируем К. Тогда на каждом
участке постоянства фь(х) суперпозиция ](х, фь(х)) в силу первого условия теоремы
Каратеодори будет измеримой (здесь мы пользуемся тем, что [(х, у) измерима
по х при фиксированном у). Измеримость эта сохранится и на всем интервале [хо, хо В],
являющемся объединением участков постоянства ф»(х). Далее, так как функция [(х, у)
непрерывна по второму аргументу при фиксированном значении первого, то, фикси-
руя хе[хо, х-В], мы имеем

Jim F(%, rn (x)) =f(x, (x)).
При этом [(х, ф(х))` измерима, ибо множество измеримых функций замкнуто отно-
сительно операции предельного перехода. Наконец, так как функция Фф(х) не выходит
из области К, то мы можем воспользоваться вторым условием теоремы Каратеодори.
Функция |[(х, Ф(х)) окажется мажорируемой функцией т(х), интегрируемой
в смысле Лебега, а тогда она и сама интегрируема в смысле Лебега на [хо, х-В], что
и доказывает лемму. |

Доказательство существования решения задачи Коши (1), (2) мы
будем проводить по схеме, близкой к схеме доказательства теоремы
Пеано, приведенного в п. 154. Но здесь вместо ломаных Эйлера мы по-
строим последовательные приближения по Каратеодори, определяя
их так:

Yo, XE | xa, Xo+ В . “)
Yn (x) — ) x

Yo | I(t, Yn(t))dt, re|otfВ, кВ |
. Xo

Заметим, что все эти приближения, очевидно, удовлетворяют началь-
ному условию (2), ибо у», (х) =0, так что все кривые (4) проходят через
начальную точку (%№, 0). Но в отличие от пикаровских приближений
последовательные приближения (4) по Каратеодори определяются не-
зависимо друг от друга: при построении Yn4i(X) не используется и» (Хх).

Мы покажем ниже, что ‘формулы (4) действительно определяют на
интервале [хо, хх В] функции отх, что приближения (4) не выходят
из области Ю, что при этом они равномерно ограничены
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и равностепен но непрерывны на интервале [хо, Хо В]. Затем
так же, как и при доказательстве теоремы Цеано, мы, пользуясь теоремой
Арцеля, выберем из последовательности {у„(х)} равномерно сходящую-
ся подпоследовательность, предел которой и будет искомым решением
задачи Коши (1), (2).

Покажем сначала, что формулы (4) определяют функции у»„(х) Ha
интервале [хо, хо-—-В] и что кривые у=у„(х) не покидают области К, т. е.

[Ут (x) —Yo| <5, Ухех, х-В].

Для функции и.(х) это утверждение очевидно, ибо

1(х) ==, ХЕХ, Х-НВ].

Покажем теперь, что любая функция и»(х) определена и непрерывна
на всем интервале [х, В] и не выходит из области Ю. Очевидно, доста-
точно показать, что вторая из формул (4) задает непрерывную на
|+ г. xot6| функцию и что последняя не выходит из Ю. Чтобы
убедиться в справедливости этого утверждения достаточно разбить ин-
тервал [хо, -В] на п равных частей и провести индукцию по числу Ё
шагов.

В самом деле, на первом шаге мы должны получить, пользуясь второй из формул

(4), фупкцию у» (х) на интервале [+ —, ло--2 и. . При этом (в силу выбора пре-
п n

делов иптегрирования) переменная интегрирования изменяется в пределах

В
Хозло —,

n

т. е. нам достаточно знать у» (х): на начальном участке | Я . На последнем
- n

функция у»(х) определена, непрерывна и не выходит из Ю. Следовательно, согласно
доказанной выше лемме, суперпозиция f(x, Yn(x)) интегрируема в смысле Лебега,
а тогда интеграл от нее будет непрерывной функцией верхнего предела. Так чтоил(х)

определена и непрерывна на интервале EE —, ва |. Покажем, что она не
n n

В Ввыходит из области Ю. Имеем (по xe [xo = 2——
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x —_ T xT
n в

фра [М ума| та

ны) =(+)
Предположим теперь, что на К-м шаге вторая из формул (4) доставляет функцию

ВУп (х), непрерывную на интервале [ete wt(e+) |], и что при этом
n n

(х, у, (х)) ЕЮ. Тогда, рассуждая так же, как и выше, убедимся, что у»(х) будет опре-
делена и непрерывна на участке [чет в xo (k+2) =]. ‘соответствующем

n n
(k-+1)-my шагу, причем у» (х) не выйдет из области К.

Таким образом, все приближения Каратеодори, доставляемые фор-
мулами (4), определены и непрерывнына'[хо, хоВ] и не выходят из об-
ласти Ю.

Следуя принятому выше плану доказательства теоремы Каратеодо-
ри, покажем, что последовательность {и„(х)} содержит равномерно схо-
дящуюся на [%, х-В] подпоследовательность. Для этого, имея в виду
применение теоремы Арцеля, убедимся, что множество функций {у (х)}
равномерно ограничено и равностепенно непрерыв-
HO Ha [Xo, Xo+f].

В самом деле, так как все у,(х) не выходят из области

К: | Ул (х) —Yo| =, хех, хо-ЕВ], (5)
TO

lyn (x)|<|yol5, yr, xe[Xo, xo+f],

т.е. множество {и„(х)} равномерно ограничено на [хо, Xo+f].
Покажем, что множество {у„(х)} равностепенно непрерывно на

[хо, хоВ]. Возьмем любые хи, х2еЕ[хд, хо-В]. Тогда в силу (4), (3) и усло-
вия 2 имеем

ya (x2) yn (oa) <M (02-4) —m (x4),
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ибо

| Yo—Yo| =O=M ( a o) м (x1 a) ;
ВХ1, HWE Хо, Хо a ;

Х2— в

Yo (+ | ий yn(t))dt) |<

| Yn (X2) —Yn (%1) | = |

Lot J Hb galt) dt— (wt J tu yn(t))dt) | =
x, 8 x2— 8.

— | | f(t yn(t) at| < J m(t)dt=
x; — xX, 2

Ха, XE | Xot р. ot 8| ,
Так как М(х) равномерно непрерывна на [хо, х-ЕВ] (почему?), то

У =>0, #6=6(2)>0, У х, хе [ль о,

[2—1 | <6=—> |м (>— в} —М ( xi— в.) | <.
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Поэтому
ver>o0, Я6=6(=).>0, Wx, x2=[%o, В,

| X2—x1| <b=> [Yn (X2) Yn (11) |<e yn,
а это и означает, что множество {у»(х)} равностепенно непрерывно на
(хо, х-В].

Применяя теперь теорему Арцеля, выделим из последовательности
{у„(х)} подпоследовательность {у»,(х)}, равномерно сходящуюся
к некоторой функции и(х) на [хо,хо В]. При этом функция у(х) непре-
рывна (почему?). |

Чтобы доказать, что у(х) является решением задачи Коши (1), (2),
покажем, что она удовлетворяет на интервале [х, х-ЕВ] интегральному
уравнению

y=yot J F(t, y)dt (6)
(ср. доказательство теоремы Пикара, изложенноевп. 120). Желая полу-
чить соответствующее интегральное тождество

y(x) =yot J fle, y(t))dt, жел, мВ} (7)
Хо

предельным переходом (при Асо) в формуле
Yo, NS ES rot & | ;

ПЕ
Yn, \X) = х- ВУп (Х) и, (8)

wt J Ht um(d)at, хе [№ №, +В],
заметим, что

F(x, Yny(X) Lt ([4o, 20+81),
JF(2, Yn, (2)) | <m(x)SL* (Leo, 0B).

Поэтому в силу теоремы Лебега (о предельном переходе под знаком
интеграла) имеем

Г(х, у(х))Г (хо xo+B)),
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tim J f(t, un, (O)at= JF yo)at (9)
Xo

Наличие переменного (при k-oo) верхнего предела в фор-
муле (8) не дает возможности сделать непосредственный предельный
переход, опираясь на (9). Поэтому перепишем вторую из формул (8) так:

xP

Yn, (x) =Yo+ | F(t, yn,(t))dt=
x=yot | f(t, yn,(t))dt— J СНЕ ук (0) (10)

x
—~ @

rp

Возьмем теперь в 0<<В, выберем К так, чтобы WRK,С. < и оценим последний интеграл в (10) для
h

хе [+ a Xo+B | > [xo+e, хо В].
Имеем

| | 5 f(t, Yn,(t))at <| m(t)dt<
В= max m(x)-—-—->0 (k->oo).

хххВ ^

Переходя теперь к пределу в (10), мы получим интегральное тож-
дество

y(x)=yot | К y(O)dt, xelxote, xo fl.
Но так как # можно выбрать любым, то полученное интегральное тожде-
ство будет справедливо и для всего интервала [хо, хо--В]. Тождество (7)
и говорит о том, что функция Y(X) удовлетворяет интегральному урав-
нению (6). |
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Из тождества (7) ясно, что у(х) удовлетворяет начальному условию
(2) (впрочем, это следует уже из того, что уж, (хо) =0У2). Остается убе-
диться, что у(х) обращает уравнение (1) в тождество почти везде на
[х, Х-ЕВ]. Так как интеграл в правой части тождества (7), будучи инте-
гралом Лебега с переменным верхним пределом от функции |(х, у(х)) =
ЕЛА ([%, х-ЁВ]), является абсолютно непрерывной функ-
цией на [хо ХЕВ], то функция у(х) тоже будет абсолютно непре-
рывна на этом интервале. Кроме того,

(х, y (x) ) ER, хех, xo+B],
в чем легко убедиться, перейдя к пределу в неравенстве

[Yn,(%)—Yo] <b, хех, ж-ЕВ,
вытекающем из (5).

Наконец, производная правой части тождества (7) существует почти
везде на [хо, хо В] и равна подынтегральной функции, так что

dy(x) _ae ==[(x, y(x))
почти везде на [хХи, хо-ЕВ].

Таким образом, функция и(х) является решением уравнения (1) на
[хо, хо В] и так как она удовлетворяет начальному условию (2), то, сле-
довательно, является искомым решением задачи Коши (1), (2). Един-
ственность не гарантируется. —

Теорема Каратеодори является основной теоремой существования
решений уравнений с разрывными правыми частями. Среди по-
следних результатов, относящихся к уравнениям с разрывными правыми
частями, отметим работы В. М. Матросова [105], О. Я. Новикова
и В. М. Егорова [114]. |



ГЛАВА ШЕСТАЯ-

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ~
УРАВНЕНИЙ n-ro ПОРЯДКА

$ 29. ОБЩИЕ СВОЙСТВА ЛИНЕИЙНОГО УРАВНЕНИЯ

157. Предварительные замечания. В настоящей и во всех последую-
щих главах, кроме двух последних, мы рассматриваем линейные диффе-
ренциальные уравнения любого порядка и системы линейных дифферен-
циальных уравнений.Эти уравнения представляют собою наиболее разработанную часть
теории дифференциальных уравнений.

Объясняется это, с одной стороны, тем, что линейные уравнения и си-
стемы линейных уравнений обладают рядом замечательных свойств, зна-
чительно облегчающих построение и исследование решений. С другой
стороны, интерес к разработке проблем теории линейных уравнений и си-
стем линейных уравнений является следствием многочисленных приложе-
ний этих уравнений, так как выяснилось, что линейные уравнения либо
описывают реальные процессы, либо дают так называемое первое при-
ближение, и во многих случаях представляется возможным уже по этому
первому приближению судить о характере изучаемого явления.

Линейным дифференциальным уравнением, как уже сказанов и. 82,
называется уравнение вида

yt p(x) yr... pn—1(x) y+Pn (x) y=F (*) (1)
или уравнение более общего вида

ро (*)ура(х)у" 9... ри (хр(х)у=НКХ). (1’)
Если в уравнении (1”) ро(х)==0, то, поделив на него, приходим

к уравнению (1).Предположим, что коэффициенты уравнения (1) n(x),
., Рт(х) и правая часть 1(х) заданы и непрерывны

в интервале (а, 5). При этом предположении уравнение (1) имеет, со-
гласно п. 129, единственное решение у=иу(х), удовлетворяющее
начальным условиям:

У= Ио, у’=, wee 9 При xX==Xo,
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где х=хХо — любая точка из интервала (а, 6), а ць, Yo, ... , Yo"!— любые
заданные числа. Это решение определено и п раз дифференцируемо во
всем интервале (а, 5). Оно может быть найдено, например, по методу
Пикара.

Существование общего решения уравнения (1) при наших предполо-
жениях относительно р»(х) и|(х) вытекает из замечания 2 п. 137. Особых
решений линейное уравнение (1) не имеет. Всякое решение`этого урав-
нения является частным решением.

Все сказанное относится, очевидно, и к линейному уравнению вида
(1’), у которого коэффициенты ро(х), р1(х), р2(х), ..., рь(х) и правая
часть }(х) непрерывны в интервале (а, Ь), причем ни в одной точке этого
интервала коэффициент при старшей производной ро(х), не обращается
в нуль. Точки, в которых ро(х)=0, называются особымиточками урав-нения (1’). Вопросы о существовании, об аналитических свойствах
и о построении решений в окрестности таких точек изучаются в аналити-
ческой теории дифференциальных уравнений. Начальные сведения по
этим вопросам читатель найдет в п. 191—193.

Задачей настоящей главы является выяснение специфиче-
ских общих свойств решений линейных уравнений
и структуры общего решения, а также рассмотре-
ние основных методов построения общего решения.

Если |(х) ==0 в интервале (а, Ь), то уравнение (1) или (1’) назы-
вается однородным (см. п. 130). В этом случае уравнение (1) при-
нимает вид

y+p(x)y+.. риа(х)у’--р» (х)у=0. (2)
Если же](х) =Е0 в интервале (а, Ь); то уравнение (1) или (1”) назы-вается неодноррдным.
В дальнейшем мы для сокращения записи введем в рассмотрение

следующий линейный дифференциальный оператор:
п—1а4b py(x) ntdxn—t hes Pn Е р» ). (3)[==

dx

Нетрудно убедиться, что оператор Г, обладает следующими основными
свойствами:

1) постоянный множитель можно выносить за знак оператора:

L(ky) =kL(y),;
2) оператор от суммы двух функций равен сумме операторов от этих

функций: |
L(yit-Y2) =L(ys) +L (y2).
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3) оператор от линейной комбинации функций равен той же линей-
ной комбинации операторов от этих функций:

L (си) = Ус.
Используя оператор (3), мы можем переписать неоднородное урав-

нение (1) в виде
L(y) =f(x),

а однородное уравнение (2) — B виде

L(y) =0.

Функция у=и(х) является решением неоднородного уравнения (1)
в интервале (а, 6), если оператор (3) от этой функции Ё.(у(х)), тожде-
ственно равен {(х) в интервале (а, 6)

L(y(x))=f(x) (а<х<ь).
Функция у==у(х) является решением однородного уравнения (2)

в интервале (а, 6), если
Liy(x))=0 (axx<b).

Пример 1. Пусть дано уравнение

у’-Ну=1. (4)
Имеем

Liy)=y"+y, L(y)=1.
@ynkuun y=sin x+1 — pemenue ypaspHenua (4) B HHTepBase (—oo, со), ибо

L(sinx+1)=L(sinx)+L(1I)=1 (—w~<x<oo).

Пример 2. Для уравнения
y"—y=0 (5)

имеем

L(y)=y"—y, L(y) =0.
Функция у=е” — решение уравнения (5) в интервале (—с, со), ибо

L(e*)=0 (—<<х<о).

Отметим два общих свойства линейного уравнения.
158. Инвариантность линейного уравнения относительно любого пре-

образования независимой переменной и относительно линейного преобра-
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зования искомой функции. Линейное уравнение остается линейным при
любой замене независимой переменной (ср. п. 32).

В самом деле, положим

x=(t) (f=(x)),

где ф(?) — любая функция от & определенная и непрерывная вместе со
своими производными до порядка п включительно в интервале (а, В),
причем а=ф(а), В=ф(В), ф(Е) =0 во всем интервале (а, В). Тогда
(см. п. 32) |

fy _ ty 1
dx dt q(t)’

так что производная по х получается умножением производнойпо #
1

Ha ——.
_ ФО

Поэтому

“yf (a) _ (-%) ] = (= ] ) —_
4х? ах ‘ах’ а!\ ах $’ АО /хО —

_ ay 1 dy g(t)
dt (p'(t))? @ (9)

т.е ay выражает линейно и H ONMHO 4 dy ayсе. т ра ся о однород ерез р И в.
Нетрудно убедиться, что вообще =, выразится в виде линейной

dy 4? ` Аоднородной функции от oe Sw Lean ae коэффициенты которой
непрерывны в интервале (а, В).

Следовательно, заменяя в уравнении (1) производные по х их выра-
‚жениями через производные по Ё&, а х — через ф(Г) и умножая обе части
полученного уравнения на ($ф’(1))”, мы придем опять к линейному урав-
нению, причем его коэффициенты и правая часть будут непрерывными
функциями от Е (в частности, они могут оказаться и постоянными) в ин-
тервале (а, В).

Если удастся найти общее решение преобразованного уравнения, то,
полагая в нем {—=1(х), мы получим общее решение данного уравнения.

Замечание 1. Выполняя подстановку х=ф(Ё) в однородном линейном
уравнении (2), мы, очевидно, снова получим однородное линейное уравнение.
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Покажем, что линейное уравнение остается линейным при любой
линейной замене искомой функции (ср. п. 32).

Пусть
у=а(х)2-ЕВ(х), (6)

где г — новая неизвестная функция, а &(х) и В(х) — произвольные п раз
непрерывно дифференцируемые функции от х, причем &(х) ==0 в интер-
вале (а, 65). Тогда

у =аа-а р,у" — о’2--3о =’-- аг”--В”,

уп)— от) г--пот 2’-- no a2) 24 а В.

Поэтому, выполняя в уравнении (1) подстановку (6) и деля обе части
полученного уравнения на o(X), мы придем снова к уравнению вида (1),
коэффициенты и правая часть которого будут непрерывны в ин-
тервале (а, 6).

Замечание 2. Очевидно, что, выполняя подстановку

y=a(x)z (7)
в однородном линейном уравнении, мы снова получим однородное линейное
уравнение.

Замечание 3. Используя подстановку вида (7) уравнение (2) (и уравне-
ние (1)), всегда можно привести к уравнению, не содержащему члена с производной
(n—1)-ro порядка. В самом деле, так как

ит)= ат)па’гт-ю-.,. , ит- = а2(т-®--...,

то после подстановки в уравнение (2) получаем

az(™+ (na’+p,(x)a) 2"-0-...=0.

Чтобы уничтожить член, содержащий 2"-%, выберем ©(х) так, чтобы па’ р! (х) а=0,
для чего достаточно положить

1

——J, Py (x) dxа(х) =е‘ ” [в
Итак, подстановка

Г -
—— p, (x) dxye net 2

приводит уравнение (2) к уравнению, не содержащему члена с производной (п_1)-го
порядка..
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159. Свойства решений. В дальнейшем будет показано, что для ин-
тегрирования неоднородного линейного уравнения

L(y)=y™-+ pr (x)y+. . Apn-i (x) y+pn (x) y=f(x)
достаточно ‘уметь найти общее решение однородного уравнения
с той же левой частью

L(y) =yM™+pi(x)yO. . Apn—1(X)y+pn(x)y=0. (1)
Поэтому мы начнем изложение общей теории линейных уравнений

с изучения однородных линейных уравнений.
Наша окончательная задача ‘состоит в нахождении всех вещест-

венных решений уравнения (1). Однако для решения этой задачи
иногда оказывается выгодно сначала найти некоторые комплексные
решения.

Прежде чем дать понятие о комплексном решении уравнения (1),
дадим определение комплексной функции вещественной переменной.

Функцию
2(х) = и(х)1(х),

где и(х) ио(х) — вещественные функции от вещественной переменной х,
а {—]—1, будем называть комплексной функцией от вещественной пере-
менной х. Функции и(х) ио(х) называются соответственно вещественной
и мнимой частями комплексной функции Z(x). Примером такой функции
является

e*X*——cos xi sin x,

HH PYHKUMA Oosee OOulero Bua e%*, re a=a+ib, npuuem au 6b — веще-
ственные:

er == ela+ib)x— eax. e1bx — вах (с0з bx+i sin bx) =
=e cos bx-+ie® sin bx. (2)

Производная п-го порядка от функции 2(х) по вещественной пере-менной х, в предположении, что и®(х) и 9%(х) существуют, определяет-
ся так:

2) (12) =u)(x) Liv (x),
Вычислим производные от некоторых комплексных функций веще-

ственной переменной.
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1. При любом а, вещественном или комплексном, справедлива фор-
мула

(e%%)7—= @ eX |
При © вещественном 9Ta opMywa u3sBecTHAa. IlycTb Tenepb a=a+ib.

Тогда в силу (2) имеем

eex—— e8X cos Dx +ie™ sin bx.

Отсюда по данному выше определению производной находим

(е“х)’=ae cos bx—be sin bx-+i(ae sin bx-+ be cos bx).
Группируя члены, получаем

(е*х)’==аеах cos bx-+iae™ sin bx-+-i(be* cos bx+ibe sin bx) =
=ae*(cos bx+i sin bx) +ibe%*(cos bx+i sin bx) =
— ger etbxt jibeax eibx — (a+ib) e(a+ib)x— geax ,

2. При любом вещественном Е и любом а вещественном или ком-
плексном справедлива формула

(х* еб)’ — (Ех*—1-- ах) ей. (3)
При а,вещественном эта формула известна. Если «=а--10, то имеем

xR Ex— xh Ax COs bDx-+ixk e%% sin bx.
Поэтому

(xkewx)’ —Rxk-1 eax cos bx-+axte* cos bx—bxke sin bx+
+i(Rkxk-4 e@% sin bx+ax* e% sin bx+bxke%* cos bx) =
=kxk~-! et (cos bx-+i sin bx) +x" e2*(a+ib)cos bx+
+ixketx(a+ib)sin bx=kx*-1 e2%(cos bx-+i sin bx) +

+ (а--16) ха eux gibx—pyk—-t eaxt exh eux— (Вхах") вах.
3. Используя формулу (3), убедимся, что если Р„(х) — полином п-й

степени от х, а я — любое вещественное или комплексное число, не рав-
ное нулю, то

(Р» (х) е*)'=Р»(х) ем», (4)
где Р„(х) — некоторый полином п-й степени от х.
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4. При любом а, вещественном или комплексном, справедлива фор-
мула

(х%)=ах! .

При а вещественном эта формула известна. Если и==а-Н, то по
определению полагаем

ха— ет eh еб ш х—p(a+ib) In «— pan x pib nx
=x*(cos(6 In x)+isin(6 In x))..

Поэтому

(x%)’= (x* cos(6 In x))’+i(x2 sin(6 In x))’=ax*! cos(6 In x) —
—bx*—1 sin(b In x) +i(ax¢—! sin(6 In x) +bx2-! cos(6 In x)) =
— аха-1 cos(b In x) +iax?-! sin(d In x) =ax*(cos(b In x) +

+isin(b In x))x-!=ax% x-t=axe,
Дадим теперь понятие о комплексном решении уравнения (1). Ком-

плексная функция от вещественной переменной х

у(х) =у1(х) +iye(x) (5)
называется комплексным решением однородного линейного уравнения
(1) в интервале (а, 6), если подстановка ее в уравнение (1) обращает это
уравнение в тождество, т. е. если

L(y(x))=0 (axx<b). (6)
Покажем, что.всякое комплексное решение уравнения (1) порождает

два вещественных решения этого уравнения, а именно: если комплексная
функция у(х) является решением уравнения (1), то ее вещественная
и мнимая части являются вещественными решениями этого уравнения.

В самом деле, пусть функция (5) есть решение уравнения (1). Тогда
мы имеем тождество (6). Вычисляя L(y(x)), мы имеем

L(y(x)) = Е (ил (х) 492 (х) ) =РГ(и (х) ) НИ. (у (х)).
Поэтому (6) можно переписать в виде

L(ys(x))+iL(yo(x))=0- (a<x<b),

L(ys(x))=0, L(y2(x))=0 (a<x<d),
а это и означает, что у1(х) и у5(х) являются решениями уравнения (1)
в интервале (а, 6).

Ф

откуда
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Пример 1. Уравнение
y"+y=0 (7)

имеет комплексное решение

y (x) =e**=cos x+i sin x,

ибо (е!*)”—= —е!*, а тогда функции у! =с0$ х, у›= х являются вещественными
решениями уравнения (7), в чем легко убедиться и непосредственно.

Установим теперь три замечательных свойства решений однородного
линейного уравнения. .

1. Если ви есть решение однородного линейного уравнения (1), т. е.

L(ys)=0,
у= Суь,

то функция

где С — произвольная постоянная, тоже является решением этого урав-
нения. S

`’ В самом деле, мы имеем

L(Cy1) =CL (1).
Но L(y1) =0, поэтому 2. (Су1) ==0, а это и означает, что Си, есть решение
уравнения (1).

2. Если и: и у› — решения уравнения (1), то их сумма

У— 1-ЕУ
тоже является решением уравнения (1).

Действительно, мы имеем

L(yityo) =L(y1) +L (ye).
Ho

L(y1)=0, L(y2) =0.
Поэтому

L(ys+Ye) =O,
T. €, Yitye — решение уравнения (1).

3. Если и, Yo,..., Ym — решения уравнения (1), то их линейная ком-
бинация

y=CyyitCoye+. ..+CmYm;
где С1, С›,..., Ст — произвольные постоянные, тоже является решением
уравнения (1).

Это свойство следует из свойств 1 и 2.
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Пример 2. Возьмем уравнение (7)

y"+y=0.
`В примере 1 мы показали, что PYHKUMH Y1—=COS X, Yo=SiINX ABAIOTCA YACTHBIMH

решениями уравнения (7). Поэтому функция

уи= С! соз ХС зщ х,

где С, и С. — произвольные постоянные, тоже будет решением этого уравнения.

Поставим теперь основной вопрос: каковы должны бытьп
частных решений у,у2,...,У», чтобы формула

y=CiypstCoyet+. ..4+CnYn, (8)
содержащая п произвольных постоянных С, Co,..., Cn,
давала общее решение уравнения (1)? Чтобы ответить на
этот вопрос, введем понятие о линейной независимости функций.

160. Понятие о линейной независимости функций. Функции 1,
..., Ип Называются линейно независимыми в интервале (а, 6), если

между ними не существует соотношения вида

- оии1-- 92у2--...Отуп==0 при а<х<Ь, (9)
THE 04, Qo, ..., An — Постоянные числа, не равные нулю одновременно.
В противном случае функции и1, у2, :.., Yn называются линейно зависи-
мыми в интервале (а, 6).

Для случая двух функций и1 и у2 понятие линейной независимости
в интервале (а, 6) сводится, очевидно, к тому, чтобы отношение этих

» YAфункций не было постоянным в интервале (а, 6); при этом имеется
Ye

в виду, что это отношение определено во всех точках интервала (а, 6).
Очевидно, что, если одна из функций у, у, ..., Уп тождественно

равна нулю в интервале (а, 5), то эти функции линейно зависимы в (а,6).
В самом деле, пусть, например, у. =0 (а<х<3Ь). Тогда при любом

ои5=0 и при ©2=...=а„==0 будет выполняться соотношение (9), а это
и означает, что функции ил, у2,..., И» линейно зависимы в(а, Ь).

Замечание. Если функции

У:(х), У2(х),..., Уп(Х).
линейно независимы в интервале (а, 6), то, заменив в них аргумент х новым аргументом
[по формиле

x=g(t),
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где ф(Ё) — дифференцируемая функция от №, причем ее производная ф’(!) не обращается
в нуль во всем интервале (а, В), соответствующем интервалу (а, 6), мы получим
функции

yrs(p(t)); и2(Ф(1)), ..., У®(Ф(0)

линейно независимые в интервале (а, В).
В самом деле, предположив, что существует соотношение вида оу! (ф(Р))-+

-На2у> (ф(Ё) +... али» (Ф(Ё)) =0 при а< {<В, где ол, @2,..., а» — постоянные числа,
среди которых хоть одно отлично от нуля, и заменив Фф(Г) на х, мы получили бы, что

вил (х) На2у2(х) -|...Напу» (х) =0 при а<х<3,

т.е. у!:(х), Yyo(X), ..., Yn(X) линейно зависимы в интервале (а, 6), вопреки пред-
положению.

Пример 1. Функции у, =1, у2=х, ..., уп=х"-* линейно независимы в интервале
(—с0, <) и вообще в любом интервале.

Действительно, соотношение

аи. 1-На2х--...Ра»х”-1=0,

в котором не все а равны нулю, не может выполняться тождественно, ибо оно пред-
ставляет собою уравнение (п—1)-й степени, а, как известно, уравнение (п—1)-й сте-
пени не может иметь больше пи—| различных корней. --

Пример 2. Функции у.=е*, у›=е-*х линейно независимы в любом интервале, так
как соотношение

ое а2е-* =0,

где а! и 492 не равны нулю одновременно, выполнимо не более чем в одной точке. Это
следует также из того, что

у! ех

у2 e-*
-==e2* = const.

Пример 3. Функции у! ==с0$ х, yo=sinx линейно независимы в любом интервале,
ибо соотношение

a, cos x+aesinx=0O,

где (и! и а>2 не равны нулю одновременно, не может выполняться тождественно ни в ка-
ком интервале.

Пример 4. Пусть №, Ao, ... , Am —попарно различные числа (вещественные ила
комплексные). Тогда функции

ем, хем*,... , хпремМх,
еА2х, хе№х,..., хп е№х, (10)
е^т*, хе\тх, ..., хпт е№Мпх,

20€ 11, Ne, ... , Nm —целые неотрицательные числа, линейно независимы в интервале
(—<о, <) и вообще в любом интервале.
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Допустим противное, т. е. предположим, что существует соотношение вида

а) емя--а) хемх-...-На) хп, ем=--
0 1 т|

al?) е^2х+02) хе=--...--а(2) хп2 е^х-|-
0 1 No

to ep (11)
aim) edm® +a) хемтх--...-Но(т) хпт е^тх== 0,

rm

где а:<*)— постоянные числа, среди которых хоть одно отлично от нуля.
Соотношение (11) можно переписать в виде

т A,X
a Pn, (*)e =0, (12)
k=1

где Pa, (*) — полином степени п», причем здесь не все полиномы Pn, (*) тождественно
равны нулю.Не умаляя общности, предположим, что Р»,„(х) 50. Тогда, умножая (12) на е-№*х,
яолучим

Pa (x)+ >» Pa, (x)e
й =2

|>

Дифференцируя это тождество п!1 раз по х, получим
т (Ap — Ay) *(1) №МУР»,(хе ==0) (13)

h=2

(1)причем Ри, (х) =Е0.*
Умножая (13) на е№ - №2) <, получаем

(4, — Ae) %(1) ml)Pn, (x)+ У Pn,(x)e =0.
k=3

Дифференцируя это тождество п›-1 раз, находим
т (Ay — Ag) x ”(2) в №> Pn,(x)e 0,

Е =3

2)причем Pr. (x) 40.
(1* Ибо P(x) есть полином той же cTemeHH, 4TO H Py,(x) (см. п. 159,

формула (4)).
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Продолжая так далее, получим
(m—1) (Am — Am_1) *

P х)е ‘ =0,nm

причем Pa (2) £0, что невозможно. Следовательно, Ри»(х) =0.
Таким образом, не существует соотношения вида (12), т. е. функции (10) линейно

независимы в интервале (—со, со).
С помощью тех же рассуждений мы убеждаемся, что функции (10) липейно пе-

зависимы и в любом конечном интервале (а, 6).
Пример 5. Если Аа, №», ..., Ат — попарно различные числа (вещественные или

комплексные), то функции

хм, Хм шх, ..., xd (In x),
Хх, хм штх,..., ХМ (шх)пь,
уе. (14)
хАт, xAmInx, ... , xdm (In x) ™m,

20€ ny, fe, ... , Im— целые неотрицательные числа, линейно независимы в интервале
(0, 00).

Действительно, полагая в функциях (14)

x=el, "

мы получим вместо них функции типа (10):

eat, (ем, ..., (тем,
eat, ftedat, ... , [m2 erat,
уе. (15)
edmt, tedmt, ... , t™mehmt,

линейно независимые в интервале (—с0, со). Следовательно, функции (14) линейно не-
зависимы в интервале (0, со), ибо они получаются из функций (15) заменой их аргу-
мента по формуле #=п х.

Очевидно, что функции (14) являются также линейно независимыми и во всяком
конечном интервале (а, 6), где b>a>0.

Пример 6. Функции у! =51?х, уз=соз? х, уз=| линейно зависимы в интервале
(—00, со), так как при всех х справедливо соотношение

1-sin? x+1-cos? x+(—1)-1=0,
TaK uTO Qi1=1, G2=—1, a3=—1.

Пример 7. Функции у: =е*, у›=2ех линейно зависимы в интервале (—oo, +00),
так как у2 =2и1: при всех х.

Пример 8. Функции у.=е*, уз=е-*, уз=сПх линейно зависимы в интервале
(—00, со), ибо уз= > (yitye).

‚161. Необходимое условие линейной зависимости п функций. Пред-
положим, что функции и1, И2,..., Уп имеют производные порядка п—1,
и рассмотрим определитель
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И 2 ... Уп
/ 7 /

|"
yt) у... ура

Этот определитель называется определителем Вронского для функций
Yi, /2,..., Уп Или вронскианом этих функций.

‚ Теорема. Если функции ул, У2,..., Уп линейно зависимы в интер-
вале (а, 5), то их вронскиан И(х) тождественно равен нулю в этом ин-
тервале. -

Действительно, согласно условию теоремы, мы имеем равенство

O1Yitooyot.. +anYn=0 (axx< b),
где не все о; равны нулю. Пусть, например, „5-0. Тогда

An-12Уп — — о у... ум (а<х<Ь).
n Aan . > . n ‘ * 4 .

Дифференцируя это тождество и найден-
ные значения Ул’, Ул”,..., Ут в последний столбец определителя
Вронского, получаем

ОА 0:2 On-1
1 Yo ee Y ni Yt Yn —— Y n-4

On An An

01 "Ae An-1/ / / / / /Yi Yo 20 G nit — Yi — — 2... Y n-1W (x) — An An ~ An . (16}

yir—Ayin—1) y(m—1)— Om yrs) — oe yir—sy— АТС ут)
1 “2 п An 1 On: 200 On п—1

Разлагая определитель (16) на сумму определителей, будем иметь
в каждом из них два пропорциональных столбца, вследствие чего все эти
определители равны нулю, а тогда и Й(х) будет равен нулю во всех точ-
ках интервала (а, 6).

Заметим, что доказанное необходимое условие линейной зависимо-
сти п функций у, у, ..., Уп не является, вообще говоря, достаточным.

Пример. Пусть даны две функции
x? для х—0, О для х—0,

n= У2—
О для х>0; x? для х>0.
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Тогда И(х) =0 при всех х. Однако у; и у›>2 линейно независимы в интервале
G2 Yo(—0oo, 00) HM (—@, a), Tak KaK — =0 для х<0и — =co gla x>0.
У У\

162. Необходимое и достаточное условие линейной независимости п
решений однородного линейного уравнения л-го порядка. Пусть теперь
каждая из функций иу1, И, .-.., Уп есть решение уравнения (1). Тогда
относительно вронскиана этих функций имеет место следующая теорема.

Теорема. Если функции их, у›,..., Уп суть линейно независимые
решения уравнения (1), все коэффициенты которого непрерывны в ин-
тервале (а, 6), то вронскиан этих решений У(х) не равен нулю нив00-
ной точке интервала (а, 5).

Допустим противное. Пусть (%) =0, причем а<х<6. Составим
систему п уравнений

С! (1). +Ca(ye)o +... 4+Cn(Yn)o - =0,Саи Су о О — (17)
e > ® e . 9 8

Ci(ys)oFC2(Y2"— ot. «FOr (Yn)0=0,
где ([)о есть значение dyHkKunH f(x) B TOUKe X=Xo, TAK 4TO, Hanpumep,
uMeeM (Y1)o=Y1(Xo).

Определитель системы (17) есть как раз W(Xp) u, TaK KaK OH paBeH
нулю, то эта система имеет ненулевое решение

Cy= CO, С5=0.®,..., С,= С,
так что

С:9(и!) ЕС (у). ee FOr (Yn)o =,С:®(у) С(у) +... НС, (Yn’)o =0, (18)» o ‘ & . s ® ° °

CL(YL)pFCL(YD) oF. . С,®(у„-9) =0,
причем не все С;9) равны нулю.

Составим теперь следующую линейную комбинацию решений ии,
Ya, oo ey Yn:

y=C0 yitCc Yot.. $C,O Yn. (19)
Согласно третьему свойству решений однородного линейного уравне-ния, эта комбинация тоже есть решение уравнения (1). Равенства(18) показывают, что в точке х==Ж решение (19) обращается в нульвместе со своими производными до (п—1)-го порядка. Но тогда в силу
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теоремы единственности (см. п. 130) решение (19} является нулевым,
у==0, т. е. мы имеем тождество

CO yzACO yot... +Cr© yn=0 (а<х< в),

в котором не все С;®) равны нулю, а это означает, что решения уу, И, ...,
у”, Линейно зависимы в интервале (а, 5), вопреки предположению. Тео-
рема доказана.

Из доказанной теоремы и теоремы предыдущего пункта следует, что
для того, чтобы п решений уравнения (1) были линейно независимы в ин-
тервале (а, 6), необходимо и достаточно, чтобы их вронскиан не обра-
щался в нуль ни в одной точке этого интервала.

В самом деле, если решения ии, 12, ..., Уп Линейно независимыв ин-
тервале (а, 6), то М(х)=2Е0 в (а, Ь). Обратно, если М(х)5-0 в (а, 6),
то решения иц1, Yo, ... , Уи линейно независимы в интервале (а, 6), ибо
в противном случае (х) был бы равен нулю во всем интервале
(а, 6).

Однако оказывается, что для установления линейной независимо-
сти п решений уравнения (1) достаточно убедиться, что Й(х) не обра-
щается в нуль хоть в одной точке интервала (а, 6). Это вытекает
из следующих двух замечательных свойств вронскиана п решений
однородного линейного уравнения п-го порядка.

1. Если вронскиан п решений уравнения (1) равен нулю в одной
точке х=Хо из интервала (а, 6), в котором все коэффициенты уравнения
(1) непрерывны, то он равен нулю во всех точках этого интервала.

Действительно, если Я (хо) =0, то по только что доказанной теореме
функции и41, и2,..., у, линейно зависимы в интервале (а, 6), а тогда по
теореме предыдущего пункта вронскиан Й(х) тождественно равен нулю
во всем интервале (а, 6).

2. Если вронскиан п решений уравнения (1) отличен от нуля в одной
точке х==Хи интервала (а, 6), то он отличен от нуля во всех точках этого
интервала.

В самом деле, если бы У(х) обратился в нуль в некоторой точке
интервала (а, 6), то, по свойству 1, он равнялся бы нулю во всех точках
интервала (а, 6), в том числе и в точке х=хо, что противоречит пред-
положению.

Таким образом, для линейной, независимости п решений уравнения
(1) в интервале (а, 6), в котором все коэффициенты уравнения (1) не-
прерывны, необходимо и достаточно, чтобы их вронскиан был отличен от
нуля хоть в одной точке этого интервала.

Отсюда следует, что если п решений уравнения (1) линейно незави-
симы в интервале (а, 6), то они будит линейно независимыми и во всяком
частичном интервале (ал, 61), содержащемся в (а, 65).
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Замечание. Два линейно независимых в интервале (а, 6) решения у! и и2
однородного линейного уравнения второго порядка, коэффициенты которого не-
прерывны в (а, 65), не могут одновременно обращаться в нуль в точкехое=(а, 6).

В самом деле, если и! (хо) =у2 (хо) =0, хое (а, 5), то
»

W(%) = yi(Xo), — Y2(Xo): ~0,
1 (хо), У?’(хо)

4тогда и! и у› линейно зависимы в (а, 6), так что у2==Ки.

163. Формула Остроградского — Лиувилля. Установленные выше
свойства вронскиана решений однородного линейного дифференциально-
го уравнения ия-го порядка (1) легко получаются из следующей замеча-
тельной формулы Остроградского— Лиувилля, выражающей
(с точностью до постоянного множителя) вронскиан решений этого урав-
нения через коэффициент при производной (и—1)-го порядка:

х -

— 2:(>ах
И (х) =У(ж)е ® (20)

где х—= о — любая точка из интервала (а, 6).
Докажем формулу (20). Мы имеем

1, | Yo, eee 9 Уп
yr, у’, sey Yn’

W(x) — yr”, Yo”, wee yg Yn”

yar), YP), 22, YnЬ

Дифференцируем этот определитель, применяя правило дифферен-
цирования по строкам, согласно которому производная от опреде-
лителя п-го порядка равна сумме п определителей, получающихся из него
поочередной заменой элементов 1-й, 2-й, ... ‚ п-й строк их производными
[150, т. Т, с. 388]. Так как все эти определители, кроме последнего, оче-
видно, равны нулю, то будем иметь

1 Y2 eae Yn

yi Yo! ... Yn’
W’ (x) = . - . . . . . .

ип) Ут) ... ул(т-а
yy) Yk ... Y,™
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Умножая элементы первых п—| строк COOTBeTCTBeHHO Ha Pn(Xx),
Pn-1(%),..., Po(*) иприбавляя к элементам последней строки, мы в силу
дифференциального уравнения (1) получаем

1 Y2 Yn-

ys Yo" ... Yn’
W’ (x) = oe see . = —p(x) W(x)

yy(r—2) Yolr—2) ... Yy-)
— pry — рут oe — Ру 9

ИЛИ

И”(х) Ери(х) И (х) =0.
Записывая общее решение этого уравнения в форме Коши (см. п. 33),

мы и получим формулу (20). .
В частности, для вронскиана решений однородного линейного урав-

нения второго порядка -

yp(x)y’+4(x) y=0 (21)
при условии, что коэффициенты р(х) и 9(х) непрерывны в интервале
(а, 6), будем иметь

— op (x) dx
W(x) =W(m)e *

Ec“ mpu 3Tom p(x) =0, To W(x)=W(xe) =const.
Из формулы (20) видно, что если Я (х) =0, то Я (х) ==0 во всем ин-тервале (а, 6). Если же W(X) 0, To УС) не обращается в нуль ни

в одной точке интервала (а, 6).
164. Понятие о фундаментальной системе решений. Совокупность И

решений однородного уравнения (1), определенных и линейно независи-
мых в интервале (а, 6), называется фундаментальной системой решений
в этом интервале. Из предыдущего следует, что для того, чтобы система
п решений была фундаментальной, необходимо и достаточно, чтобы
вронскиан этих решений был отличен от нуля хоть в одной точке интер-
вала непрерывности коэффициентов уравнения (1). Все решения, входя-
щие в фундаментальную систему, очевидно, ненулевые.

Пример. Для уравнения (7)
y”+y=0

функции у1==с0$ х, уз =зшт х образуют фундаментальную систему решений в интервале
(—oo, oo), так как эти функции удовлетворяют уравнению (7) и линейно независимы
в интервале (—с<о, со) (см. п. 160, пример 3). Теперь мы можем убедиться в линейной
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независимости этих решений еще и при помощи вронскиана. В самом деле, мы имеем
cosx sinx

W(x)= —= 1520.
—sinx cosx

Уравнение (7) имеет и другие фундаментальные системы решений. Например, вся-
кая пара функций вида yi=Rcosx, yo=ksinx, roe k— любое постоянное число, не
равное нулю, будет фундаментальной системой рещений этого уравнения.

165. Доказательство существования фундаментальной системы ре-
шений. На примере уравнения (7) мы показали, что однородное линейное
уравнение может иметь бесконечное множество фундаментальных си-
стем. Ответ на вопрос о существовании фундаментальной систе-
мы решений уравнения (1) общего вида дается следующей теоремой.

Теорема. Если коэффициенты уравнения (1) непрерывны в ин-
тервале (а, 6), то существует фундаментальная система решений, опре-
деленных в этом интервале.

Действительно, возьмем точку х==х%о из интервала (а, 6) и построим,
применяя метод Пикара, решение и: с начальными условиями

И=, yi’ =0, yi’=0, wey yy") —0 при X=Xo. (22)

Затем, применяя снова метод Пикара, построим решение у› с начальными
условиями

Yo=0, Yo'=1, И2”==0,..., и 9=0 при Х=м№Ю (23)
и т. д. Наконец, построим решение у» с начальными условиями

Yn=0, Yn’ =0, у,”=0, ..., у=1 при Х=м. (24)
Вычисляя вронскиан построенных решений в точке х=хо, получаем

100 0

0 1 O 0

W(x)=]0 0 1 ... 0 |=140,

0 0 0 | 1
Следовательно, и1, у2,..., Ик — фундаментальная система решений, каж-
дое из которых, согласно теореме Пикара, определено в интервале (а, 6).

Из самого метода доказательства видно, что существует бесконечное
множество фундаментальных систем.

В самом деле, в условиях(22)—(24) мы можем взять вместо [и0
любые и? чисел, определитель из которых не нуль. Тогда (хо) 0,
и, следовательно, мы опять получим фундаментальную систему решений.
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Фундаментальная система решений с начальными условиями
(22) —(24) (построенная нами при доказательстве теоремы) называется
нормированной в точке х==хо. Для всякого однородного линейного урав-
нения вида (1) с непрерывными коэффициентами существует одна и толь-
ко одна фундаментальная система решений, нормированная в любой
заданной точке интервала непрерывности коэффициентов.

Замечание. сли коэффициенты уравнения (1) голоморфны в области
lx—xo]<p (0<р=<о), то применяя теорему Коши п. 151, так же как и выше,
убеждаемся, что существует фундаментальная система решений, голоморфных по край-
ней мере в этой же области. В частности, существует одна и только одна фундаменталь-
ная система решений, голоморфных в области |х—хо| <0, нормированная в точке х= Хо.

166. Построение общего решения. Знание п линейно независимых
решений, т. е. фундаментальной системы решений, дает возможность по-
строить решение уравнения (1), содержащее и произвольных постоянных,
причем это решение будет общим решением. А именно имеет место
следующая теорема.

Основная теорема. Если ии, (2, ..., Уп — фундаментальная
система решений уравнения (1), то формула

y=CiyrtCoyot+...+Cryn, (25)
где Cy, Co, ..., Cn — NpOUu3zsseONbHbLe NOCTOAHHOLE 4UCANA, OaeT OO Wee Pe-
шение уравнения (1) в области

ax<x<b, |у|<о, |у|<о,..., [ут|<, (26)
т.е. во всей области задания уравнения (1). |

Действительно, система, состоящая из равенства (25) и равенств,
полученных (И—1)-кратным дифференцированием этого равенства

у. — Си! +Coffe +. . +Cryn,у’ = Crys’ +Coys’ +. . ACYn’, (27)
yr)— Cyy, D+ Coyl?—-D-+, , ACnYn',

разрешима относительно произвольных постоянных С+, С>,..., Сл в 0б-
ласти (26), ибо (27) есть линейная система, причем ее определитель,
будучи равным И(х), отличен от нуля, так как у, И2,..., уп есть фунда-
ментальная система решений.

Кроме того, по третьему свойству решений однородного линейного
уравнения функция (25) является решением уравнения (1) при всех
значениях произвольных постоянных С1, Со,..., Са.



444 ГЛ. 6. ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИИ п-го ПОРЯДКА

Поэтому, согласно определению общего решения уравнения п-го по-
рядка, данногов п. 88; функция (25) является общим решением уравне-
ния (1) вобласти (26).

Формула (25) содержит в себе все решения уравнения (1).
Для нахождения частного решения, удовлетворяющего начальным

условиям
Y=Yo, y’=Yy0, ...у yr)= yb при Х— №, (28)

rme (Xp, Yo, Yo, ..-; yo) — любая точка области (26), нужно подставить
начальные данные в систему (27) (т. е. заменить в ней переменные вели-
чины Х, у, И’,... , И" соответственно числамиХо, Yo, Yo, --- » Yo"):

Yo =Ci(y1)a +C2(Y2)0 +... +Cn(yn)o,
Yo Сe СJo te Ten (и 0, (29).
yr Си о),+Суsrоу. Cy(yal 9

Разрешая эту систему относительно С:, Co; ..., Cn (TO возможно, ибо
определитель ее, будучи равным (хо), отличен от нуля), получим

Cy= C710, ComCx), vee Cy=C,©.

Подставляя эти значения Су, Сь,..., Сь в общее решение, найдем
у=С! и.--С>® yot...4+Cn© Yn. (30)

Это и есть искомое решение. Других решений с теми же начальными
условиями (28) нет.

Из формулы (30) мы видим, что всякое частное решение однород-
ного линейного уравнения (1) (а, следовательно, и вообще всякое реше-
ние этого уравнения) представляет собою линейную комбинацию с по-
стоянными коэффициентами из частных решений, составляющих фунда-
ментальную систему решений.

Постоянные Су, С›,..., Си, определяемые из системы (29), являютсялинейными функциями от начальных. значений ур, Yo, ..- » Yo.Эти функции будут наиболее простыми, если фундаментальная система
решений ии, у2..., Уи нормирована в точке х==ло (в которой
заданы начальные значения решения).

Действительно, в этом случае система (29) принимает следую-
ЩИЙ ВИД:

—С,
Yo=C2,

yo? — Cn 9
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так что произвольные постоянные суть не что иное, как сами началь-
ные значения искомого частного решения. Поэтому решение с на-
чальными условиями (28) выражается через нормированную фундамен-
тальную систему решений формулой

Y=YoYrtYoYat. . FY") Yn. (31)

Из сказанного ясно также, uTO Hopmyay (31) можно рассматривать
как общее решение уравнения (1) в форме Коши: роль произвольных
постоянных играют начальные значения решения в фиксированной точке
Х=—хо из интервала непрерывности коэффициентов рь(Х).

Доказанная основная теорема и дает ответ на вопрос, поставленный
в конце п. 159: для возможности получения общего решения уравнения
(1) с помощью формулы (8) необходимо и достаточно, чтобы решения
Yi, Yo, --. , п были линейно независимы в интервале (а, 6),
т. е. чтобы они составляли фундаментальниую систему решений.

Отметим еще, что общее решение однородного линейного уравнения
представляет собой однородную линейную функцию от произволь-
ных постоянных. |

Пример 1. Рассмотрим уравнение (7)

y"+y=0.
Выше мы убедились, что у: =с0$ Хх, у›=31щх есть фундаментальная система реше-

ний этого уравнения в интервале (—oo, oo). Поэтому, согласно основной теореме,
формула

у= С. с0о$ хХ+-Са зп х

дает общее решение уравнения (7) во всем пространстве (х, у, у’).
Фундаментальная система решений и! =с0$ х, у›=зт х нормирована в точке х=0.

Поэтому решение с начальными условиями у=уь, y’—=Yo при х=0 дается формулой

Y=Yo COS хо" sin x. (32)
Формула (32) при произвольных уз и Ио’ представляет собою общее решение урав-

нения (7) в форме Коши во всем пространстве (х, и, и’).
Пример 2. Дано уравнение

y”—y=0. (33)
Легко догадаться, что функции у1=е* и Y2—e-* ABNAIOTCA PeLeHHAMH 3TOFO ypaB-

нения. Так как они линейно ‘независимы в интервале (—о0, со), то

иу= С1ех-НСье-= (34)
есть общее решение во всем пространстве (x, y, y’).

Фундаментальная система решений у: =е*, у›==е-* не нормирована в точке х=0.Построим фундаментальную систему решений, нормированную в этой точке. Пусть это
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будет yi=yi(X), Y2=Y2(x). Pewenua ys u ‘уз являются линейными комбинациями реше-
HHH Yi HW 2 с ПОСТОЯНнНЫмМи коэффициентами

У= 14 е*-а12е-*, }
Y= Ao, e*+a22e-*,

Где NOCTOAHHbIe Ajzx HAO выбрать так, чтобы

yi=1, yi’=0 при х=0, |
y2=0, yo =1 при х=0.

Удовлетворяя этим условиям, приходим к двум алгебраическим системам:
1 =а-а1>, | 0— 42. а>>, |
0— 411—412; | == 421 —а22.

1 1 |
Решая эти системы, находим: а11=а!2= —, Qo1== —, 422==—-—, так что

2 2 2

— ] — 1y= > (e*te-*)=chx, yo= > (e*—e-*) =sh x.
Таким образом, гиперболические функции сх и з| х представляют собою фунда-

ментальную систему решений уравнения (33), нормированную в точке х=0, подобно
тому, как тригонометрические функции с0$ х и зп х образуют фундаментальную систему
решений уравнения (7), нормированную в этой точке.

Поэтому функция
y=C;,chx+C2 sh x

есть так же, как и функция (34), общее решение уравнения (33) во всем пространстве
/(х, уу). ЩиРешение уравнения (33) с начальными условиями: у=у у =у при х=@

имеет вид
у== уо СВ х+ ус’ ЗП Х.

Пример 3. Рассмотрим уравнение Бесселя *

1У— У 1—— )y=o (х5=0). (35)
x 4x*

sin x | cos x
Нетрудно проверить, что у1= ———, Yo= ——— есть фундаментальная система

Ух ух
решений уравнения (35) в интервале (0, со). Поэтому

* Это уравнение есть частный случай уравнения Бесселя общего вида х?у’-ху’--
+ (х2—п"?) у=0 при n=+ >"
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sin x cos x
у=С! —

Ух Ух

есть общее решение уравнения (35) в области

0<х<о, [у| <, || <.

167. Число линейно независимых решений однородного линейного
уравнения 7-го порядка. Уравнение (1) не может иметь более чем п ли-
нейно независимых частных решений.

Действительно, пусть мы имеем п--| частных решений уу, Yo, ... 4 Yn;
Ут. Рассмотрим первые п решений. Если они линейно зависимы, то и все
наши п--| решений линейно зависимы, ибо мы имеем соотношение

си -Е @эИ2-. . HanYntO: Ynsi=0 (axx<b),
где не все о; равны нулю. Если же решения уу, Yo, ..., Yn AMHEMHO He3a-
висимы, то, согласно основной теореме, всякое решение, в том числе
И Уп, выражается линейно через уу, Yo, ..., Yn!

Ут С1® YrFOC уз... Са Yn,

так что решения уи, у2,..., Ил, Уп снова оказываются линейно зависи-
МЫМИ.

168. Построение однородного линейного уравнения, имеющего за-
данную фундаментальную систему решений. Выше мы убедились, что
уравнение (1), коэффициенты которого непрерывны в промежутке (а, В),
имеет п и только п линейно независимых в этом промежутке решений.
Покажем, что обратно: всякой системе п раз непрерывно дифференцируе-
мых и линейно независимых в интервале (а, 6) функций у, у>,..., уп,
вронскиан которых не равен нулю ни в одной точке этого интервала,
соответствует одно и только одно однородное линейное уравнение п-го
порядка вида (1), для которого эта система функций будет фундамен-
тальной системой решений в интервале (a, b).

Коэффициенты ри1(х), р2(х),..., р,(х) искомого уравнения должны
удовлетворять системе

Yr p(x)ys) Epox)yi) +. . риа(х)ин" НР» (х) ys =,ys”) Pps)ya о Peele) ya + TP ‚бе Pn (+) Ys =0,
4 ° ® e e e e e e ® °

Yat pa(xx) неора(х yy OD, EPx у! рн (кун.
(36)
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пОпределитель этой системы равени|-W(x).* Tak Kak OH OT-
личен от нуля, то искомые коэффициенты определятся единствен-
ным образом. |

Искомое уравнение можно получить еще так. Заметим, что для сов-
местности системы (36) и уравнения (1) должно выполняться равенство

и(т) ("1 yn’ И
2") ут ... у Ц

. . . . . . . . . —() при ax<x<ib
Yn™ Yn ... Уп. Уп

; ут) ут у’ у
ИЛИ

у Yo Уп у
/ / ’ ,

ом И 0 пы оеь в
yy™ yok” ип”) ут)

Разлагая определитель в (37) по элементам последнего столбца
и деля все члены полученного уравнения на (х), мы и получим искомое
уравнение. В самом деле, из равенства (37) видно, что функции и,
у2,..., Уп являются решениями этого уравнения (ибопри замене у со-
‘ответственно на у, И2,..., Ип мы всегда будем получать определитель
с двумя равными столбцами), а так как этими решениями уравнение (1)
определяется единственным образом, то полученное нами уравнение (37)
и`является искомым.

Таким образом, коэффициенты уравнения (1) выражаются единст-
венным образом через его фундаментальную систему решений. Этот
факт используется, например, в аналитической теории дифференциаль-
ных уравнений для построения дифференциального уравнения, фунда-
ментальная система решений которого имеет заданную аналитическую
структуру.

Выразим, в частности, коэффициенты линейного однородного урав-
нения второго порядка (21)

y”+p(x)y’+q(x)y=0
через его фундаментальную систему решений и, И2. В этом случаесисте-
ма (36} имеет следующий вид:

. Nn - . . Ц . . . ` у - . . - . И, . 4 oe* [=| означает наибольшее целое число, не превосходящее о°



$ 30. ОДНОРОДНОЕ ЛИНЕИНОЕ УРАВНЕНИЕ п-го ПОРЯДКА 7 449

ys” +p(x) yr’+9 (x) ys=0, \ .
Ye”+P (x) yo +4 (x) Yo=0.

Решая ее, находим: | |
№’(<) yyW(x)20)—=— уж’ 9(х) = — и + их) (38)

Следовательно, фундаментальной системе решений у, у> соответст-
вует уравнение

И(х)у’— Wis) ‘+ (— ys" + ии Wi(x)
и и W(x)

о
Пример 1. Рассмотрим функции

y1=COSX, Yo=sin x.

Эти функции линейно независимы в интервале (—со, со) и их вронскиан №(х) =1|, так
что он отличен от нуля при всех х. Подставляя рассматриваемые функции в Формулы(38), получаем р(х) =0, 4(х) =1. Следовательно, соответствующим дифференциальным
уравнением будет уравнение (7)

иу ry=0.

’Замечание. Требование необращения в нуль вронскиана (х) во всем интер-вале (а, 5), где функции у1, у2,..., У» линейно независимы, можно. отбросить. Но тогдахоть один из коэффициентов полученного: уравнения будет разрывным в той точке,в которой И(х) =0.
Пример 2. Даны функции
- Yi=X, Yor x". (39)
Эти функции линейно независимы в интервале (—с0, со). Однако их вронскиан
| 2W(x) =х? обращается в нуль в точке х=0. По формулам (38) находим р(х) =— ——?

2 |q(x) = >: Поэтому соответствующее дифференциальное уравнение будет иметь сле-
x

дующий вид:
и 2 / 2y”— —y+— y=0. (40)x x

2 2Здесь коэффициенты р(х) =—— и 9(х) = — разрывны в точке x==0, Kak и следовало
x xожидать, ибо У(0) =0. |

Данные функции (39) образуют фундаментальную систему решений уравнения (40)
в каждом из интервалов (—с°, 0) и (0, со). Соответственно этому получим два общих
решения: одно в области

—©<х<0, lyl<o, |<,
другое в области

0<xr<00, ||, ||<
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Оба эти общис рещения имеют одно и то же аналитическое выражение

y=CyxtCox?.
Здесь оба частных решения и: =х, у›=х? голоморфны в окрестности особой точки

х—=0. Заметим, однако, что особая точка х==0 обладает тем характерным свойством,
что не существует решения уравнения (40), стремящегося при х—0 к постоянному числу,
отличному от нуля, в то время как для всякой неособой точки такое решение су-
ществует.

169. Понижение порядка однородного линейного уравнения при по-
мощи линейно независимых частных решений. Предположим, что коэф-
фициенты уравнения (1) непрерывны в интервале (а, 6). Покажем, что
если известно одно ненулевое частное решение у, уравнения (1),
то мы можем понизить порядок этого уравнения на одну единицу.

Для этого введем новую неизвестную функцию и по формуле

y= | шах или иИ= (—) (41)
1

Тогда

у и | иах-- уни, |
y=и”| udx+2y/utyw’,
9 * * e > ® ® e ° € e ° SY ® ° e e ® eo e ®

, —1ИП)=у.) u dx+ny,—? и we) yy?) u’t-, , byue—), |
. J

так что уравнение (1) преобразуется в уравнение вида

L(y) | иах- би (х)и-НЬи (хуи...ит9=0.
Так какГ.(у!) =0, то для и мы получаем однородное линейное
уравнение (и—1)-го порядка

ur)4by (x)wD.(х)и’ (х) и=0. (42)
Коэффициенты этого уравнения непрерывны во всем интервале

(а, 6), за исключением, быть может, тех точек, где и! обращается в нуль.
Если из, ..., И» есть фундаментальная система решений уравнения

(42), то функции

Yi, И1 | U2dx, ... , YW | Undx (43)
образуют фундаментальную систему решений уравнения (1).
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В самом деле, из предыдущего ясно, что все функции (43) являются
решениями уравнения (1). Предположим, что они линейно зависимы.
Тогда имеем тождество

си -Е 921 | Uodx-+. ton | u,dx—=0,
TIpH4eM He BCE Ge, ... , On PaBHbI Hy0.* Сокращая это тождество на и!
и дифференцируя, получим

2и2--...-отил=0,

Т. е. 12,..., И Линейно зависимы, вопреки предположению.
Пример. Дано уравнение

Wt 3 и 6 7 6y—— yp"+ — y’—— y=0 (x40). (44)х x2 x3

Очевидно, что у! =х является его частным решением. Полагая в уравнении (44)

y=x | иах,
получим уравнение

хи”=0 или u”=0

(так как х=-0), для которого мы знаем два линейно независимых частных решения:
и1=1|, и2=х. Поэтому линейно независимыми частными решениями данного уравнения
будут:

x3yi=X, yx | 1 dx = x?, prox[de > OMA Ys= x3.
Следовательно, формула |

уи=Сах-ЕС.х?--Сзхз

дает общее решение уравнения (44) в каждой из областей:

—<<х<0, |у|<о, |y’|<o, |у’|< о; |
0<х<о, |y|<m, |y’|<oo, |y”|<o.

Если мы знаем Ё линейно независимых частных решений уравнения
(1) yt, ц2,..., Ув, ТО порядок этого уравнения можно понизить на Е еди-
ниц, причем полученное уравнение (п—Е)-го порядка остается линейным
и однородным.

Действительно, выполняя подстановку (41), мы получим для и урав-
нение (42) порядка и—1.

* Ибо, если BCC Gy, ... , а» равны нулю, то тогда и а! ==0, так как и! 50.
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a

Для уравнения (42) мы имеем Р—| решений, получаемых из фор-
мулы (41) поочередной заменойина ц»›, уз,..., И:

/n= (=) w= (2), m= (*)
41 И! У

Эти решения линейно независимы, ибо в противном случае мы имели бы
тождество.

о2И2—-...-Равив==0,

где не все &2,..., ак равны нулю. Интегрируя это тождество, мы полу-
чили бы

Ci+-ae | Uodxt...tar | икАх=0
Отсюда

Cyto2 +. ton“ =0,
И у!

Cry: taeyet. . „|авув=0,
чего быть не может, так как ии, 12,..., ук линейно независимы.

Введем теперь новую функцию о с помощью равенства
. /uU=Us [ сах ИЛИ = (+) .

Us

Тогда для о получим по предыдущему уравнение (п—2)-го порядка,
у которого мы знаем ^—2 линейно независимых решений:

. ls , Up ,
U3== |——],... , Ur= |—] .

[> Us

Продолжая так дальше, мы получим однородное линейное уравнение
("—^)-го порядка. В частности, если мы знаем п-1 линейно независи-
мых частных решений уравнения (1), то мы придем изложенным вышеспособом к однородному линейному уравнению первого порядка. Таким
образом, знание п-| линейно независимых частных решений уравнения
(1) дает возможность проинтегрировать это уравнение в. квадратурах.
Отсюда следует, что для интегрирования однородного линейного уравне-ния второго. порядка достаточно знать одно (ненулевое) частное
решение (см. п. 188). ©
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$ 31. НЕОДНОРОДНОЕ ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ л-го ПОРЯДКА
‘170. Структура общего решения неоднородного уравнения. Рассмот-

рим теперь неоднородное уравнение

L(y) =y™+pi(x)yD... Apn—-1(*)y+pn (xX) yf (*). (1)
Относительно коэффициентов р1(х),..., р»(х) и MpaBok uactu f(x)

мы предполагаем (см. п. 157), что они непрерывны в интервале (а, Ь).
Предположим, что для уравнения (1) нам удалось найти частное

решение и1, так что мы имеем тождество

y+pr(x) yi -D-L. . Apn (*)y1=f(x)
или

Г(у:) =[(х) (ax<x<b). (2)
Введем новую неизвестную функцию = по формуле

| Y=YZ. (3)
Подставляя функцию (3) в уравнение (1), получим

L(yi:+2) =f(x).
Ho L(yitz) =L(y1)+L(z), Tak uTo MbI HMeeM

| L(y) +L(2) =f(x),
откуда, в силу (2), находим, что 2 должна удовлетворять уравнению

Е(2) =0 (4)

Г(2)=2®--рн(х)2®-9-.. .-Нри(х)=’-Нр» (х) 2=0.
Это уравнение называется однородным линейным уравнением п-го по-
рядка, соответствующим неоднородному уравнению (1).

Общее решение однородного уравнения (4) дается формулой

ИЛИ

c= Cy24+Coz+. . ЕС гм, (5)
ГДЕ 21, 22,..., 2„ — некоторая фундаментальная система решений этого
уравнения, а С1, С›,..., С, — произвольные постоянные.

Подставляя (5) в (3), получаем
- y= YyitCizi4+-Coz+. . +CnZn. (6)
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Все решения уравнения (1) содержатся в формуле (6). Эта фор-
мула представляет собою общее решение уравнения (1) в области

а<х<в, |y|<oo, |У|<о,..., [19] <, (7)
т. е. во всей области задания уравнения (1) (почему?).

Таким образом, для нахождения общего решения неоднород-
ного уравнения (1) достаточно найти одно какое-нибудь частное реше-
ние этого уравнения и прибавить к нему общее решение соответствую-
щего однородного уравнения (4).

Замечание 1. ПЛусть правая часть неоднородного уравнения (1) представляет
собою сумму двух слагаемых,* так что оно имеет вид

L(y) =fi(x) +f2(2). (8)
Предположим, что у: — частное решение уравнения

[(у)=р (Хх), °
а Y2— частное решение уравнения

L(y) =f2(x).
Тогда и!|уз является частным решением уравнения (8).-

В самом деле, мы имеем
L(y:t+y2) =L(ys1)+L(y2).

Ho tak Kak L(y1) =f1(x), L (y2) =f2(x), To
L(yitye) =f1 (x) +f (x),

т. е. и:-Ру2 есть частное решение уравнения (8).
Пример. Пусть дано уравнение

y"+2y= 2+3¢*. (9)
Уравнение

y+2y=2
имеет частное решение Yi—1.

Уравнение
y”+2y=3e*

имеет частное решение у›==е*. Поэтому у=1-+е*х будет частным решением урав-
нения (9).

Замечание 2. Пусть известно т частных решений неоднородного уравне-
ния (1): 11, У2, ..., Ут. Положим у=иу!:-2. Отсюда получаем м—1 частных решений
соответствующего однородного уравнения (4): 2 =ук—иу1 (Е=2, 3, т). Если этирешения линейно независимы в (а, 65), то порядок неоднородного уравнения (1) можно

* Доказываемое ниже распространяется ина случай тслагаемых.
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понизить на 1—1 единиц. При этом нужно воспользоваться той же последовательностью
взамен искомой функции, что и при рассмотренном в п. 169 понижении порядка одно-
родного уравнения. Так, первой заменой будет у==22 Г и ах. Она приводит уравнение (1)
к неоднородному уравнению (п—1)-го порядка.

171: Метод вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа).
Покажем, что общее решение неоднородного уравнения (1) можно найти
6 квадратурах, если известно общее решение соответствующего однород-
ного уравнения (4).

Будем искать общее решение уравнения (1) в таком же виде, как
и общее решение соответствующего однородного уравнения (4), заменяя
произвольные постоянные некоторыми непрерывно дифференцируемыми
функциями от х, т. е. положим

y= 2 СХ) 2s (10)
ГДе 21, 22,..., 2, — некоторая фундаментальная система решений урав-
нения (4).

Выберем функции С;(х) (1=1,..., п) так, чтобы функция у, опре-
деляемая формулой (10), была общим решением уравнения (1).

Искомые функции С;(х) подчинены только одному соотношению,
которое получается в результате подстановки функции (10) в уравне-
ние (1). Поэтому для определения этих функций мы можем подчинить
их любым п—1 условиям. | |

Чтобы получить систему для определения С;(х) наиболее простой,
мы будем, вычисляя последовательные производные у’, ..., И" от вы-
ражения (10), всякий раз полагать равной нулю совокупность членов,
содержащих С;(х). Таким образом, мы придем к следующим равен-
ствам:

у— >С: |
1=1

y=2C; (x) 2;/+ 2 С;(х) Zi;
0

y= SC (x) 21”+ Ci’ (x) 27’, (11)
3—1 1—1

0

у— >Сих)а 9-- > СЕ(х) г" %,
1—1 1—1

ame
A

0

y™)= УС; (х) 2т-- У Ci! (x) z,(r-4),
р :1—1 J
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Подставим эти значения у, У’, У”, ...., И"%, у®) в уравнение (1). Для
этого умножим равенства (11) соответственно на рь(х), ри(Х),
р"-2(х),..., ра(х), 1, сложим почленно и приравняем правую часть полу-
ченного равенства правой части уравнения (1)

= C; (x) L(z) + = Ci! (x) 2")=f(x). |
Так как[.(2:) =0 (1=1,..., п), то последнее равенство перепишется
так:

х Ce" (x) 2° 9=f(x).
Таким образом, для определения С;(х) получаем следующую си-

стему п дифференциальных уравнений первого порядка
п )>» С;(х) 2:==0,

i=1

>Ci (x) 2/=0,
.t==1

(12)> Ci (x)2-2)=0, |
i=1

LCi (xz H(a). |
Эта система является алгебраической линейной неоднородной
системой относительно Су; (х). Разрешая ее относительно С;’(х) (что воз-
можно, ибо определитель системы (12), будучи равным Й(х), отличен
от нуля во всем интервале (а, 6)), получим

/ Wri(x) (x)C; (x) — we , (13)
где У„:(х) — алгебраическое дополнение элементов п-й строки опреде-
лителя И(х). Все функции ey непрерывны в интервале (а, 6).

Из равенств (13) находим *

* Вместо определенных интегралов с переменным верхним пределом можно брать.
неопределенные интегралы.
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Си5-| ee dx+C; (i=1,2,...,n),
где С; — произвольные постоянные, а х, — любая точка из интервала
(а, 5).

Подставляя найденные значения функций С; (x) в формулу (10),
получим

Wari(x) f(x «тy= У.| en dx+ >} C323. (14)
i=1 Xo x 1—1

Полагая здесь С.—=С,=. ..==C,=0, получим (частное) решение неод-
нородного линейного уравнения (1)

= ` У, :(х)Т(хn= Ха ах (15)
1==1 Xo

так что (14) можно записать в виде (6) и, следовательно, решение, опре-
деляемое формулой (14), есть общее решение уравнения (1) в об-
ласти (7).

Заметим, что частное решение (15), как нетрудно убедиться, удовле-
творяет нулевым начальным условиям

yi=0, yi’=0,..., ys9=0 npn x=Xp. .
В частности, для неоднородного линейного уравнения второго по-

рядка
WEP (x) Y 9 (%)у=Их) (16)имеем |

gf f(x) raf (x)y= ЕW(x) dx+25J W(x) dx+-Cy2,1Coz. (14°)
При этом

Zof (x Zi] (xys | ae ах--2 [ Е ax (15’)
есть частное решение уравнения (16), удовлетворяющее начальным
условиям

иИ=0, и’=0 при х=ж.
Для уравнения

y"+q(x)y=f(x) (p(x) =0)
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формулы (14”) и (15’) принимают более простой вид
x xy=—Tay! Zof (x) dx+ Woy) Zif (x)dx4-Cizi+Coz,, (14”)
Xo Xo

=J zaf (x) dx Vo! zaf (x) dx (15”)
(почему?).

Пример. Рассмотрим уравнение

у-Ру=Нх) (#50). (16’)
Соответствующее однородное уравнение.

2”-НЕ22=0

имеет фундаментальную систему решений

21==60$ ЁХ, 22=sin kx

(почему?). Поэтому, пользуясь формулой (14”), получим общее решение уравнения (16’)
в виде

x x

с0$ Rx sin kxy=——| [эт ktdt+-=] КЕ) соз ktdt+-C, cos kx+C2 sin kx
Xo Хо

или (вводя с0$ Ах и зп Ах под знаки определенных интегралов и объединяя полученные
интегралы)

1=| f(t) sin k(x—t) dt+C, cos kx+Cz2 sin kx (14””)
Частное решение

Ги in k(x—t)dtw= (¢)sin k(x—1)
Хо

удовлетворяет нулевым начальным условиям

yi=0, и1’=0 при х=ло
(почему?).

Таким образом, для нахождения общего решения неоднородного
уравнения (1) достаточно уметь построить фундаментальную систему
решений соответствующего‘ему однородного уравнения (4), после чего
общее решение уравнения (1) найдется в квадратиурах.
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172. Метод Коши [39, с. 369]. Формула (15) дает частное решение
уравнения (1). Укажем еще один метод построения частного решения
неоднородного уравнения (1) в случае, когда известна фундаментальная
система решений соответствующего однородного уравнения.

Пусть 21, 22,..., 2, — заданная фундаментальная система решений
однородного уравнения (4). Построим, пользуясь формулой (5), решение
этого уравнения, удовлетворяющее начальным условиям

z=0, 2’=0,..., 209—0, 29=]| при х=—а, (17)
где х=о — любая заданная точка из интервала (а, 6.) (т. е. из интервала
непрерывности коэффициентов и правой части уравнения (1)). Это реше-
ние будет, очевидно, зависеть от & как от параметра. Обозначим его
через 2=ф(х, “). Здесь ф(х, а) есть функция от независимой переменной
х и от параметра а, определенная и непрерывная в области а х<Ь,
а<а<Ь, и имеет непрерывные частные производные по х до п-го порядка
включительно. Так как функция 2=ф(х, %), рассматриваемая как функ-
ция от х, является решением однородного уравнения Ё(2) =0 при вся-
ком а из интервала (а, 6), то имеет место тождество

[(ф(х, а)) =0 (ax<x<b, ax<a<bd). (18)

Кроме того, в силу начальных условий (17), функция Ф(х, &), рас-
сматриваемая как функция от х, удовлетворяет следующим условиям:

ф(о, и) =0, gp’(a, a) =0, ... , P™ (a, a) =0,
pr)(a, a) =. (19)

Здесь
dPo(x, aGi?) (a a) = ( ue )

В дальнейшем нам понадобится также следующая запись условий (19):

p(x, х) =0, gp’ (x, x) =0, ... , pi?)(x, x) =0, p(x, x) =1, (20)
где 4Рф(х, a) )(р) —|—tr?p'?) (x, x) dxP ee

Рассмотрим теперь функцию

¥(x)= | p(x, a)f(a)da, (21)
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где хо,— любое постоянное число, заключенное между числами аи 6.
Покажем, что функция (21) является частным решением неоднородного
уравнения (1) с нулевыми начальными значениями искомой функции
и всех ее производных до (и—1)-го порядка включительно:

Y—0, Y’=0,..., YeO=0 при х=ж. (22)
YOelHMCH B 3TOM HEeNOcpeRCTBeEHHOH MpoBepkonw. BpluncumM cHavawa

производные У”,..., У). Используя формулу *

ae (Jol a) dar} =} 1х(х, и) аа p(x, x)
и принимая во внимание, что функция (x, %) удовлетворяет усло-
виям (20), мы имеем последовательно:

= Jo'(x, a)f(a)dato(e, x)i(x)=Jo's a)i(a)da, (23)
Xo

024 [и a) F(a) da+e! (x, x)(x)== forte (а)аа, (232)
Xo

2=]o9(x, a) f(a) dateg(x, x) f(x) =
= | g(x, a) f(a) da, (23n—1)

ФУ Гдл = 9, «Нада их, у
* Эта формула есть частный случай общей формулы дифференцирования опреде-ленного интеграла по параметру в случае, когда и пределы интеграла зависят от па-

раметра:
В(и) В(и)

(freex, y)dr= | fv’ garter(УВ),уфаКа 9
ay) aly) -

(см. [149, т. II, c. 146]).
В нашем случае интеграл (21) зависит от параметра х, причем верхний предел

тоже зависит от этого параметра, а нижний предел от параметра не зависит..
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= | o™(x, 2) f(a) doi(x). (23n)
Подставим теперь функцию У и найденные значения ее производных

в левую часть уравнения (1). Получим

L(Y) = J p(x, а) Кадаа-ЕКх)+
Xo

+ps(x) | p(x, a) f(a)dab. . bE:

tins (x) J o/(% a) f(a) datpn(x) Jple, a)f(a)da.
Xo Xo

Включая множители р1(х),..., ри (х), р» (Хх) в подынтегральные функ-
ции и объединяя все полученные интегралы, будем иметь

x

L(Y) =| (@™(x, а) +ps(x) 9-9 (x, a) fe.
+Pn—1(X) Q(X, a) +Pn (x) p(x, a)) f(a) da+f (x)

ИЛИ

L(Y)=J L((x, a))f(a)do+f(x),
откуда, согласно (18), находим, что

L(Y)=f(x) (a<x<6),
а это и означает, что функция У, определяемая формулой (21), есть част-
ное решение неоднородного уравнения (1).

Из формул (23!)—(23„_4) видно, что частное решение (21) удовле-
творяет начальным условиям (22).

Формула (21) называется формулой Коши для неоднородного
уравнения.*

Используя частное решение неоднородного‘ уравнения (1), достав-
ляемое формулой Коши, мы можем записать общее решение этого урав-
нения в виде

* С частным случаем се мы уже встречалисьвп. 95.
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y=z+| (х, а) Ка)аа,
где 2 — общее решение соответствующего однородного уравнения (4).

Так как для нахождения общего решения неоднородного уравнения
достаточно уметь построить фундаментальную систему решений соответ-
ствующего однородного уравнения, то особый интерес представляют
такие линейные дифференциальные уравнения, у которых фундаменталь-
ная система решений соответствующего однородного уравнения нахо-
дится легко. К числу таких уравнений относятся прежде всего уравнения
с постоянными коэффициентами.



ГЛАВА СЕДЬМАЯ

ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ п-го ПОРЯДКА
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

$ 32. ОДНОРОДНОЕ УРАВНЕНИЕ

173. Построение фундаментальной системы решений и общего ре-
шения однородного линейного уравнения в случае различных корней
характеристического уравнения. В этой главе мы будем изучать линейное
уравнение n-ro порядка |

L(y) =yM+ayyr-9-+. ..+an-1y’+any=f(x), (1)

где коэффициенты а1, ... , An—1, An — постоянные вещественные
числа, а |(х) — функция от х, непрерывная в интервале (а, 6) (в част-
ности, /(х) может быть постоянной в этом интервале).

Среди линейных уравнений с постоянными коэффициентами наиболь-
шее значение для приложений имеют уравнения второго порядка

y+ py’+ay=f(x),
rye p H g — постоянные вещественные числа.

Интегрирование неоднородного уравнения (1), как показано в пре-
дыдущей главе, приводится к интегрированию соответствующего одно-
родного уравнения. Поэтому сначала мы изучим вопрос о построении
общего решения однородного линейного уравнения

L(y) =yMAaye9+, . 7A any’ +any=0. (2)
В силу теоремы п. 166 задача построения общего решения уравне-

ния (2) будет решена, если мы найдем хоть одну фундаментальную
систему решений. В следующих двух пунктах мы покажем, что фундамен-
тальная система решений уравнения (2) может быть построена из эле-
ментарных функций.
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Однородное линейное уравиепис первого порядка (см. п. 34, пример)
y’+-ay=0,

где а — постоянное вещественное число, имеет частное решение вида
yee,

Следуя Эйлеру, будем и для однородного линейного уравнения
п-го порядка (2) искать частное решение в виде

y=e™, (3)

где ^ — некоторое, пока неопределенное, постоянное число (веществен-
ное или комплексное).

Подставляя (3) в левую часть уравнения (2), т. е. вычисляя опера-
тор 2(и) от функции и==е^*, получим

L (e?*) = (A®+Q,Ar1+... .+an—-1A+an) e*= P (i) e**, (4)
где

Р(^) =А-а +... аа” ан.
Из (4) ясно, что функция у==е” является решением уравнения (2),

т.е. Г, (е^<) =0, тогда и только тогда, когда А является корнем уравнения
P(2) =0 ua

P(A) =A 1 A714aAA+, . ‚На-На =0. (5)
Это уравнение называется характеристическим уравнением, а его кор-
ни — характеристическими числами однородного линейного уравне-
ния (2).

Легко видеть, что для составления характеристического уравне-
ния (5) достаточно заменить в уравнении (2) производную R-ro порядка
через А-ю степень ^, если при этом, как всегда, условиться считать, что
производная нулевого порядка от функции есть сама функция, так что
при составлении характеристического уравнения нужно заменять и на 1.

Предположим, что все корни характеристического уравнения Ai,
^2,...,м различны и вещественны. Подставляя их поочередно
в формулу (3), мы найдем п вещественных частных решений уравне-
ния (2):

у==е^х, уз==ем, ... , уп=жемя.

Эти решения, как показано в примере4 п. 160, линейно незави-
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симы в интервале (—со, |со) *, так что они составляют фундамен-
тальную систему решений. |

Поэтому, согласно теореме п. 166, формула
,

y= > Crern® ’
| h=1

где С1, Со,..., С, — произвольные. постоянные, дает общее решение
уравнения (2) в области

[х|<оо, [у| <оо, [/'|<о,..., |У(®-5]<оо. (6)
Предположим теперь, что все корни характеристического уравнения

по-прежнему различны, но ереди них имеются комплексные.
Пусть а-Нй — комплексный корень характеристического уравнения.

Тогда характеристическое уравнение имеет и сопряженный комплексный
корень а—1, ибо все его коэффициенты вещественны. Корню а--1{6
соответствует, в силу формулы (3), решение

y= e(ar20)x,

Это решение комплексное. Согласно доказанному в п. 159, его
вещественная и мнимая части, т. е. функции

esx cos bx, e* sin bx (7)

также являются решениями уравнения (2). Эти решения, очевидно,
линейно независимы в интервале (—оо, oo).

Аналогично, сопряженному корню а—! соответствуют также два
вещественных линейно независимых частных решения

еах cos bx, —e™ sin bx.

* Это следует также из того, что

вх eha® ... ern*
W(x) = Ал ем= Az ere ... An edn*® _

Ayri емх Kor—1 е^2х a An?! ern®

1 1 ... |
Ai Ke ar) An= el(Ay tAgt ... Ап) x >20,
Ап1 Agri cee Ав”!

ибо второй множитель есть определитель Вандермонда, а сн не равен нулю, когда все
числа Ли, А›,..., Ап различны.
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Но первое из них совпадает с первым из решений (7), а второе из этих
решений и второе из решений (7), очевидно, линейно зависимы, так что
сопряженный корень не порождает новых вещественных линейно незави-
симых частных решений.

Таким образом, если все корни характеристического уравнения раз-
личны, но среди них имеются комплексные, то каждому вещественному
корню Ак соответствует решение е^»х, а каждой паре сопряженных комп-
лексных корней а+10, соответствуют два вещественных линейно незави-
симых частных решения вида (7). В частности, каждой паре сопряжен-
ных чисто мнимых корней —16 соответствуют два вещественных линейно
независимых частных решения

cos bx, sin bx.

Всего мы получим п вещественных решений вида

е^ьх, e8X cos bx, e%* sin bx, (8):
KOTOpble OOpa3yroT @yHOAMeHTANbHY10 CUCTeMY pelleHuu, TAK KaK 3TH Pellie-
ния линейно независимы в интервале (—со, со), ибо в противном случае,
используя формулы Эйлера, мы получили бы, что функции вида ev где
Л» различны, линейно зависимы в интервале (—со, со), что противоречит
утверждению, доказанному в примере4п. 160.

Пользуясь основной теоремой п. 166, мы получаем общее решение
уравнения (2) в области (6) в виде линейной комбинации всех частных
решений (8) с произвольными постоянными коэффициентами С+1, Со, ...,
Ст. При этом вещественному корню № в общем решении соответствует
выражение Съе*»х, а двум сопряженным комплексным корням а--16 соот-
ветствует выражение вида

еах (С\ со$ Вх-- Со зш 6х).
В частности, двум сопряженным чисто мнимым корням 48 сеответствует
выражение вида

С. соз Вх--С sin bx.

Пример 1. Дано уравнение

у”'— бу’ Пу’—бу=0.

Характеристическое уравнение

A3—6A2-+-11A—6=0

имеет Mpoctble KOPHH: Ay==1, ^2=2, Аз=3. Поэтому функции
ех, е2х, e3x
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образуют фундаментальную систему решеннй, а общим решением будет

и— Сне*4+- Сье?=-Сзезя ,
Пример 2. Рассмотрим уравнение

y—3y"+2y' =0.
Здесь характеристическое уравнение

—3A?4-2A=0

тоже имеет простые корни: А. =0, ^>=1, Аз=2, причем один из них равен нулю. Сле-
дозательно, функции 1 сх. е2х
составляют фундаментальную систему решений, а

у=С.С2е*--Сзе?*
есть общее решение.

Пример 3. Пусть дано уравнение

yf —3y"+-9y'+ 13y=,
Характеристическое уравнение

A3—3A7+9A-++ 13=0

имеет один вещественный корень А, =р—1 и два сопряженных комплексных корня:
А2=2-Н3, ^з=2—13. Поэтому функции

e-*, e%* cos 3x, е2х 5 Зх

оставляют фундаментальную систему решений, а общим решением будет

y=Cye—*+e2* (C2 cos 3x-+Csz sin 3x).

Пример 4. Рассмотрим уравнение

y+4y=0. (9)
Решая характеристическое уравнение.

№--4=0,
имеем

Щ. 4 — л2Рл nu+2knA= 7 —4= 7)4(cosw+isinn) = V2 cos7 +4 sin —7—
(k=0, 1, 2, 3),

так что

1



468 ГЛ. 7. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ п-го ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

— 1 1^2=12 (- +i — ) =-14,
72 V2

—~ 1 1ыы (Е)
yz

— {1 |4=72 ———— ) =1—
у v2

Следовательно, функции |
ех с0$ X, e* sin X,

e-*cosx, e-*sinx

образуют фундаментальную систему решений, а

у==е* (С1 соз х+-С, зш х) +е-* (Сз со х+- С, чт х)

есть общее решение уравнения (9).
Пример 5. Пусть дано уравнение

ууу—4у=0.
Характеристическое уравнение

^3—72-4).—4=0

имеет один вещественный корень А. =1{ и два сопряженных комплексных и притом чисто
мнимых корня А2=21, Аз= —21. Поэтому в качестве фундаментальной системы решений
можно взять функции

e~ cos2x, sin 2x,

y=Cyet+C2 cos 2x-+C3 sin 2x
будет общим решением.

174. Случай наличия кратных корней характеристического уравне-
ния. Пусть Л. есть -кратный корень характеристического уравнения
(вещественный или комплексный), так что

P (M4) =P’(A) =... =POD (01) =0, Ho PM!)(A4) 40. (10)

Чтобы найти решения, соответствующие характеристическому чис-
лу №, постуним следующим образом.

Продифференцируем тождество (см. формулу (4))

L (e**) =P(i) e* (11)

1 раз по А, используя при дифференцировании левой части формулу
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om — (2s | — pixЭт (и) = Г. Эт (и==е”*),
т. е. выполняя дифференцирование по ^ под знаком оператора, а придифференцировании правой части формулу Лейбница для т-й производ-
ной от произведения двух функций

(uv)™= SCpuMom—) (8—1),
v=0

полагая и (^,) =Р(^), 9(%} =е^=. Получим

L(xme*) = CyP (A) x™—Ve, (12)
v=0

Отсюда вследствие (10) имеем
[(хт ем) =0` при т=0, 1,2,..., #1,

т.е. функции |
е^№х, хемх,`..., хех (13)

являются решениями уравнения (2).
Эти решения линейно независимы (см. п. 160, пример 4).в интервале

(—со, {с0). Если при этом Аи. есть вещественный корень, то решения
(13) — тоже вещественны.

Таким образом, всякому вещественному корню и кратности ЕЁ соот-
ветствует Е вещественных линейно независимых решений вида (13).

Если характеристическое уравнение имеет комплексный корень а--{0
кратности А, то оно имеет и сопряженный комплексный корень а—16
той же кратности. Согласно (13), корню а--10 соответствует Е решений:

e(attb)x хе(‘а+16)х, Ley xh—le(atib)x,

Эти решения комплексные. Отделив в них вещественные и мнимые части,
мы получим (см. п. 159) 2А вещественных решений:

еах созфх, xe%cos bx, ... , хе еах со$ bx, \
. , 14ee sin bx, -xe sin bx, ... , #*-1e%% sin bx. (14)

Эти решения линейно независимы в интервале (—с0, со), ибо
в противном случае, используя формулы Эйлера, мы получили бы, что

т Ах 5функции вида хе У , rae все Ay различные, линеино зависимы в этом
интервале.
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Нетрудно убедиться, что так же, как и в случае простого комплекс-
ного корня, сопряженный корень а—{6 не порождает новых веществен-
ных линейно независимых частных решений.

Таким образом, каждой паре сопряженных комплексных корней
а--1 кратности Е соответствует 2 вещественных линейно независимых
решений вида (14).

В общем случае, построив вещественные решения, соответствующие
каждому простому вещественному корню, линейно независимые решения,
соответствующие каждой паре простых сопряженных комплексных кор-
ней, линейно независимые решения, соответствующие каждому кратному
вещественному корню и каждой паре кратныхсопряженных комплексных
корней, мы получим всего й вещественных решений.

Все эти решения линейно независимы в интервале
(—00, со), ибо в противном случае мы получили бы, что функции вида

A. x
хте °, где все ^., различные, линейно зависимы в этом интервале.
| Линейная комбинация найденных п линейно независимых решений
с произвольными постоянными коэффициентами есть общее решение`
в области (6). При этом вещественному корню № кратности Е соответ-
ствует в общем решении слагаемое `Рь-—(х) е^*, а паре сопряжен-
ных комплексных корней а-16 кратности Е соответствует слагаемое
etx(P,_1(x) cos bx+Qz-1(x) sin bx), 2de Prix) и Оки(х) — полиномы
степени k—I c произвольными коэффициентами.

Пример 1. Пусть дано уравнение

y”’—3y"+3y’—y =0. (15)
Характеристическое уравнение

M3—3A2-+3A—1=0

имеет один трехкратный вещественный корень А=А2=Аз=1. Поэтому уравнение (15)
имеет три линейно независимых решения вида

е*, хех, хХ?ех,
а общим решением будет

у==ех (С.--С.х--Сзх?).

Пример 2. Рассмотрим уравнение

yy’ —Ty”+16y’—12y=0.

Здесь характеристическое уравнение

\3—7/2-+-16A—12=0

имеет один простой корень Ay==3 HM один двукратный корень А2=Аз=2. Этим корням
соответствуют решения
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езх; е2х, хех ,
а

y= Cye%* +e (Co-+Csx)
будет общим решением.

Пример 3. Рассмотрим уравнение

y)—4y""+By”—4y’+4y=0.
Характеристическое уравнение

—4)3+4-5\2—4A+4=0

имеет один двукратный вещественный корень А4=А2=2 и два простых комплексных
сопряженных корня Аз=1 ^^ =—71. Поэтому в качестве фундаментальной системы реше-
НИЙ МОЖНО ВЗЯТЬ

е?*, хе?х, cosx, sinx,
так что формула |

y =e?* (Ci+C2x) +C3 cos x+C, sin x
даст общее решение.

Пример 4. Пусть дано уравнение

у—4у” ву"—ву"4у=0.
Здесь характеристическое уравнение

^^—4)3--8^2—8^--4=0

имеет двукратный комплексный корень Ал —=А2=1-Н: и двукратный сопряженный ком-плексный корень Аз= А. ==1—71. Следовательно, функции
e* COS X, Xe* COS Хх,e* sin x, xe* sin x }

составляют фундаментальную систему решений, а общим решением будет

y=e* [(Ci1+Ce2x) cos x+ (Cs+-Cix) sin x].
Пример 5. Рассмотрим следующее уравнение:

yO—y)+8y"’—8y”+ 16y’—16y=0.

Характеристическое уравнение

—M-+813—8A2-+ 16A—16=0
имеет один MpocToH kopeHb A,i==1 и два двукратных комплексных сопряженных корня
№2 = Аз=2 м==А-== —21. Поэтому функции

ех; cos2x, xcos2x, sin2x, xsin2x

образуют фундаментальную систему решений, а

у==Счех-- (С. Сзх)соз 2х- (С.-НСьх)чт 2х
есть общее решение.
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175. Однородное линейное уравнение второго порядка с постоян-
ными коэффициентами. Мы показали в двух предыдущих пунктах, что
для однородного линейного уравнения ип-го порядка с постоянными коэф-
фициентами всегда существует фундаментальная система решений, со-
стоящая из элементарных функций, и что тем самым всегда имеется воз-
можность построить общее решение в элементарных функциях. Построим
теперь фундаментальную систему решений и общее решение в случае
уравнения второго порядка и воспользуемся полученным общим реше-
нием для нахождения решений, удовлетворяющих дополнительным
условиям. -

Рассмотрим уравнение

y”+ py’+qy=0, | (16)
гдери 49 — вещественные числа. Отметим прежде всего, что в этом слу-
чае любая фундаментальная система решений 1/1, 2 будет определена при
всех х, а общее решение`

у— Саи Су? (17)
задано в области

[|<оо, |у| <, |у'| <, (18)
т. е. во всем пространстве (х, и, и”), так что задача Коши с любыми на-
чальными данными Хо, Ио, У может быть решена при помощи формулы
общего решения (17) за счет выбора значений произвольных постоянных.
Если при этом фундаментальная система решений у1, у2 нормирована
в точке хо, то общее решение в области (18) можно записать в виде

Y=Yoyityo yr,
THe Ио, Ио’ — произвольные постоянные..

Поведение любого решения уравнения (16) определяется поведением
его фундаментальной системы решений, причем когда говорят о поведе-
нии решения, то имеется в виду поведение не только самого решения, но
и его первой производной.

Для построения фундаментальной системы решений уравнения (16)
методом Эйлера составим, следуя правилу, указанномувп. 174, характе-
ристическое уравнение

M+pr+q=0.

Корни этого характеристического уравнения — характеристические yHC-
ла уравнения (16) — имеют вид

_ Pp,=”М, 2= 9 q.
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2Если “— —4>0, то ми > — вещественные, причем /и5Е/2. Фунда-
ментальной системой решений будет -

yy eM, урземх, (19)

а общее решение имеет вид

y= Cee Суемя. (20)
Как видим, фундаментальная система решений состоит из целых

функций. Единственная «особенность» может быть только при хо
(—со). Нас будет интересовать (в частности, при исследовании решений
уравнения на устойчивость) главным образом поведение фундаменталь-
ной системы решений при х—со. Это поведение определяется в случае
уравнения с постоянными коэффициентами характеристическими чис-
лами. В рассматриваемом случае оно зависит от того, будут ли характе-
ристические числа 7, ^› положительные, отрицательные или одно из них
равно нулю. Представляет интерес случай, когда оба решения (19) или
хотя бы одно из них стремятся к нулю при хо вместе с первой произ-
водной, т. е. обладают свойством

y>0, и’/—0 при x>o., (21)
Ясно, что если м И А2 отрицательны, то оба решения (19) обладают свой-
ством (21). Этот случай представляет наибольший интерес, ибо тогда из
формулы общего решения (20) видно, что любое решение обладает свой-
ством (21).

2Если 90, то A4 HW Ag — комплексные сопряженные
М 2=@&а-й (a——# =] - .

: 2’ 4

Фундаментальная система решений имеет вид

у:== еа* cos bx, Y2—=e™sin bx, (22)
а общим решением будет

y=e%(C;, cos bx-+C> sin bx).
Заметим, что если вещественные части характеристических чисел Ay H Ae
отрицательны, т. е. р>>0, то оба решения, образующие фундаментальную
систему решений (22), а вместе с ними и любое решение обладает свой-
ством (21).
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Если характеристические числа м и /2 — чисто мнимые (р=0, 9>0),
№, 2= +, то фундаментальная система решений примет вид

Yi=cos bx, Yye=sin bx (23)
и общим решением будет

y=C;, cos bx-+C, sin bx.

Здесь ни одно из решений, входящих в фундаментальную систему
решений (23), не обладает свойством (21). Но интересно отметить, что
фундаментальная система решений состоит из ограниченных и периоди-
ческих функций и таким же свойством будет обладать любое решение.

2Наконец, если 4—--4=0, то характеристические числа кратные,
м=м=Ь—-5. В этом случае уравнение (16) имеет фундаментальную
систему решений

——х _Py
Yi=e *% , Yo==xe * . (24)

Общим решением будет

у=е 2 (Cy+-Cox).
Если р>0, то решения (24) и любое решение обладают свойст-

вом (21).
Заметим, что для того чтобы уравнение (16) допускало хоть одно

ненулевое решение, обладающее свойством (21), необходимо и доста-
точно, чтобы существовало характеристическое число с отрицательной
вещественной частью.

Пример 1. Найти общее решение уравнения .

y”+5y'+6y=0
и выделить частное решение, удовлетворяющее начальным условиям

| y=1, y’=2 при х=0.
Характеристическое уравнение

A2+5A+6=0

имеет различные вещественные корни А! = —2, А2=—3. Поэтомуфункции
yi—e-2*, Y2==e-§*
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образуют фундаментальную систему решений, а общим решением будет

y=Cye—2*+ Cre—3* ,

Решения, образующие фундаментальную систему решений и любое решение, обла-
дают свойством (21).

Для нахождения решения, удовлетворяющего поставленным начальным условиям,
подставим последние в систему

y =Cye—2*+Cre—3*, |
у—=—2С.е-2*—3С2е-3*.

Получим 1=С4-С»; |
2= —2C,—3C,2 ’

откуда С!=5, С›= —4, так что искомым решением будет

y= 5e-2* —4e—3x |

Пример 2. Рассмотрим уравнение

у" бу’ =0.
M+5A=0, Ar=0, Ac=—5;

Yyi=1, yo=e*;
y=C14+Cre-5* .

Имеем

Здесь существует однопараметрическое семейство решений, обладающих свойством (21).
Это семейство имеет вид

y=Cre-5* .
Пример 3. Для уравнения

y"+y'+y=0будем иметь
1 V3

M+A+1=0, At, 2=—— ti ;
2 2

_— _— 3yi=e 7 COS xX, Ye2==e ? sin х;

3ХС. чт у3)¥3
y=e ? C; cos

Всякое решение обладает свойством (21).
Пример 4. Найти общее решение уравнения

у’ у=0 (50)
в форме Коши и выделить частное решение, удовлетворяющее начальным условиям

y=1, y’=0 при х=0.
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Здесь характеристическое уравнение

АЕ?=0

имеет чисто мнимые корни, Ay, 2—=-bik. Tlostomy фундаментальной системой решений
будет

yi=coskx, Yyo=sin kx,
& общее решение имеет вид

y=C; cos kx+Csz sin Rx. - , (25)
Из этой формулы видно, что все решения — периодические,Преобразуем общее решение (25) в общее решение в форме Коши. Для этого най-дем решение, удовлетворяющее начальным условиям

у=у, У==уо при х=0, (26)
Где у, о’ — любые заданные числа. Подставляя начальные условия (26) в систему

у =С! с0$ Ах--С» зш Ах, }
y’= —kC, sin kx +kC2cos kx,имеем `Jo = C1, |

Yo = RCo,

C1=Yo, (>=
откуда

7Yo

R

Подставляя эти значения в общее решение (25), получим общее решение в форме Коши
‚ ЭШАХУ = уо с0$ Ех и". — (27)

, sin Rxгде роль произвольных постоянных играют и и Yo, a COSRX, о фундаментальная
система решений, нормированная в точке х=0.

Для выделения частного решения, удовлетворяющего поставленным начальным
условиям, достаточно положить в общем решении в форме Коши (27) у, =1, yo =0.
Получим

y=cosRx.
Пример 5. Для уравнения

у’—у=0 (5-0)
найти общее решение и построить фундаментальную систему решений, нормированную
в точке х==0.

Имеем:
2—2=0, м, 2=-ЕК;
y,=er*, уг==е-йх;,
у— С1е*=--Сье-№*.

В отличие от предыдущего примера здесь всегда существует однопараметрическое
семейство решений, обладающих свойством (21).
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Построим фундаментальную систему решений, нормированную в точке х=0.
Полагая в систсме и = С.е*х--Сье-*х , |

28y’ = ЕС1е**—ЕСое-№* (28)
x==0, y=I1, Yo’ =0, uMeem 1=C,+C», |

0=С,—С.,
1 1

откуда С!= —, С.= -—, так что
2 2

1n= a (е'х-Ре-*=) =ch kx,
lАналогично, полагая в системе (28) x=0, y=0, y’=1, находим: =,
2

]
С.—= — — поэтом2 Ob у

]
= —— (e**—e-**) = —— sh kx.Je Oh ( ) b

Таким образом, фундаментальной системой решений, нормированной в точке х=0,
будет

1у: =СВ kx, 02 —= р sh Rx.
Пользуясь ею, можно записать общее решение в форме Коши

sh kxy=Yoch kx+y0’'- ;

В качестве фундаментальной системы решений можно, конечно, взять
^ уа=сН Ах, yo=sh kx,

что даст общее решение в виде *
y=C, ch kx-+Ce sh kx.

Пример 6. Для уравнения
y”+4y'+4y=0

W+4A+4=0, At, 2=—2;
y,=e-2*, Yo=xe-2*;
y=e-2* (Ci +Cox) .

будем иметь

Все решения обладают свойством (21).

* Ср. примеры 1и 2 п. 166, которые являются частными случаями примеров 4и 5
настоящего пункта.
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Пример 7. Доказать, что ненулевое решение уравнения

у’—Ку=0 (520) (29)
не может пересекать ось Ох более, чем в одной точке.

Предположим, что существует ненулевое решение, обращающееся в нуль в неко-
торых точках х=аи х=, т. е. решение, удовлетворяющее краевым условиям

у(а) =0, y(b)=0. (30}
Это решение должно получаться из формулы общего решения

у= Сн:е**--Сье-** (31}

при соответствующих значениях С! и С.›, ибо последняя содержит в себе все решения
уравнения (29). |

Подставляя в (31) краевые условия (30), имеем

0— Се Сье-*@7 \
0= Сне*ь--Сье-№ь,

откуда С.=С.==0 (так как а==6). и, следовательно, у=0, т. е. ненулевых решений,
пересекающих ось Ох в двух точках, нет.

Пример 8. Рассмотрим следующую задачу Штурма—Лиувилля для уравнения

y”"+a y=0, (32}

где Л — параметр. Halitu Te 3HayeHHA A, MpH которых существуют ненулевые реше-
ния, определенные в интервале [0, л] и удовлетворяющие краевым условиям *

y(0)=0, у(л)=0, (33)

т. е. решения, обращающиеся в нуль в двух заданных точках: х=0и х==п.
Рассмотрим три возможных случая.
Случай 1. Л^=0. Уравнение (32) принимает вид

У” =0.
Его общим решением будет

у=Сах-Со. (34)

Это — семейство прямых. Единственной прямой, удовлетворяющей краевым усло-
виям (33), является сама ось Ох: у==0.** Но мы ищем ненулевые решения. Таким
образом, А должно быть отлично от нуля.

Случай 2. ^<0. Общим решением уравнения (32) будет

EY. -у-^хСие! +Cre V .
| * С необходимостью решать такого рода краевую задачу мы сталкиваемся, напри-
мер, в математической физике при интегрировании волнового уравнения методом Фурье.

** В этом легко убедиться и аналитически. Подставляя в общее решение (34}
краевые условия (33), имеем 0=С», 0=С.л-С», откуда С. =С.=0, т. е. у=0.
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Удовлетворяя краевым условиям (33), имесм

O=C,-1+C:2-1,
"Ast -уУ-^ля— Се" +Cre V ’

откуда С: =С»›=0, т. е. опять получаем у==0. Таким образом, ^, не может быть отри-
цательным.

Случай 3. ^/>>0. Здесь общее решение есть

y=C;,cos VAX+C2 sin VAX. (35)
Попытаемся выбрать С: и С»› так, чтобы удовлетворить краевым условиям (33). Под-
ставляя последние в (35), имеем

O=C,-1+C,-0, |
0= С: соз УА л-Н С. за УЛл.

Первое из этих равенств дает С, =0, после чего второе принимает вид

Co sin Van=0.
Нас интересуют только ненулевые значения С>, ибо в противном случае у=0. Поэтому A
должно быть таким, чтобы

sinYVan=0 (A>0),
т.е. ^А—^А? (2=1,2,...). При этих значениях ^, из формулы общего решения при С!=0
получаем ненулевые решения, удовлетворяющие краевым условиям (33), в виде

у=СозшАх (Е=12,...),

где С› — произвольная постоянная, отличная от нуля, которую мы можем считать равной
единице, так как всякое решение однородного линейного уравнения определяется с точ-
ностью до постоянного множителя.

Таким образом, искомыми значениями А, будут

A=An=R? (Е=1,2,...).

Пон этом данное уравнение (32) примет вид

уу=0 (Е>0 — целое). (36)

Его ненулевыми решениями, удовлетворяющими краевым условиям (33), будут функции
y=Yyr=sinkx (RkR=1, 2,...).

Числа Ак =А? называются характеристическими (собственными) числами, а соот-
ветствующие им решения ук= т Ах — характеристическими (собственными) функциями
рассматриваемой задачи Штурма — Лиувилля (32), (33).

Заметим, что все характеристические числа Ак положительны, образуют монотонно
возрастающую последовательность, сходящуюсяк оо, т. е. Ал-—оо при Ао, и что каж-
дому характеристическому числу Аь соответствует ровно одна характеристическая
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функция ук.“ Заметим еще, что характеристическая функция Ук обращается в нуль.
внутри [0, л] ровно №—1 раз.**

Обращаем внимание читателя на то, что нули решения ук= Ах расположены
равномерно. Это является следствием постоянства коэффициентов уравне-
ния (36). Возникает вопрос, как расположены нули ненулевых решений однородного
линейного уравнения второго порядка с переменными коэффициентами. Обсуждению
этого вопроса, который тесно связан с теорией краевых задач, посвящен $ 37 гл. 8.

Покажем, что характеристические функции, соответствующие неравным между со-
бой характеристическим числам, ортогональны на интервале [0, д], т. е. интеграл от их
произведения, взятый по интервалу [0, дл], равен нулю:

a

| Ут (х) уз (х)ах=0 (тэеп).
0

Это следует из того, что
IT

| sin mx-sinnxdx=0 (m=én).
0

Свойство ортогональпости семейства функций {sin kx} Ha uutepsane [0, n] даетвозможность разложить функцию [(х), заданную и кусочно дифференцируемую на ин-
тервале [0, л], в ряд Фурье по синусам [149, т. Ш, с. 385, 386].

[(x)= У b,sinkx (0<х<п), (37}
Е =1

где коэффициенты 6» (коэффициенты Фурье) вычисляются по формуле ***
л

2В, = — | од kxdx (k=1, 2,...). (38)
п,

0

Заметим, что систему функций {31п Вх} легко нормировать на интервале [0, д], т. е.
путем умножения на некоторый постоянный множитель добиться того, чтобы интеграл
от`квадрата полученной функции по интервалу [0, л] стал равным единице. В данном

* Т. е. характеристическому числу Ль не может соответствовать несколько ли-
нейно независимых решений.

** Эти свойства характеристических чисел и характеристических функций остаются
в силе и для более общей задачи Штурма — Лиувилля.

*** Действительно, умножая обе части разложения (37) на зшрх и интегрируя по
интервалу [0, д], имеем

л дл at
a лJ rcesin рхах= №! 6» fsin kx-sin pxdx=b> { sin’ pxdx—=bp- >

0 k=1 0 0

откуда и следует (38).
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случае этот множитель для всех функций будет одним и тем же, ибо
at

л| sin? kxdx= —,
2

0

2 .так что нужно умножить каждую функцию на у— Получим нормированную на ин-п |

тервале [0, л] систему функций Гу sin kx |
I
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176. Предварительные замечания. Рассмотрим теперь неодно-
родное линейное уравнение п-го порядка с постоянными коэффи-
циентами

L(y) =yM+ay?+any I+. . Aany’ +any=] (x), (1)
где, как и в случае однородного уравнения, будем предполагать, что
коэффициенты ал, а2,... а» — постоянные вещественные числа.
Относительно функции |(х), стоящей в правой части уравнения (1),
будем предполагать, что она непрерывна в некотором интервале (а, 6).

В предыдущем параграфе мы для всякого однородного линейного
уравнения п-го порядка с постоянными коэффициентами научились
строить фундаментальную систему решений, а тогда общее решение урав-
нения (1) находится (методом Лагранжа) в квадратурах.

Для некоторых частных видов функции |(х) удается найти частное
решение уравнения (1) без квадратур. В таких случаях, складывая это
частное решение с общим решением соответствующего однородного урав-
нения, мы получаем без квадратур и общее решение уравнения (1).

177. Нахождение частного решения неоднородного уравнения мето-
дом неопределенных коэффициентов.

1. Предположим, что в уравнении (1) правая часть f(x)
представляет собою произведение полинома на по-
казательную функцию,т. е.

(у) =у®-а,у®-9-|-..Рау’+any=Pm(x) e%*, (2)
где

Pry (X) =pox™+pix”...pmattpm (m0)
есть полином с вещественными или’ комплексными коэффициентами (он
может быть и постоянным числом); аа — постоянное число вещественное
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или комплексное. (в том числе и равное нулю). При построении частного
решения уравнения (2) различают два случая.

Случай 1.а не является корнем характеристического уравнения,
т. е. Р(а)5-0. В этом случае частное решение у. уравнения (2) следует
искать в виде

Y1= Qm (x) e™, (3)
20e

Qin (X) = JoX™+XI... Im-1X+9m (4)

есть полином т-й степени с неопределенными коэффициентами, так что
частное решение (3) имеет ту же аналитическую структуру, что и правая
часть самого уравнения (2).

Коэффициенты полинома От(х) определяются подстановкой (3)
в (2) и приравниванием коэффициентов при одинаковых степенях х в ле-
вой и правой частях полученного равенства. Убедимся, что искомые коэф-
фициенты найдутся и притом единственным образом, так что уравне-
ние (2) имеет только одно частное решение вида (3).

Подставляя функцию (3) в уравнение (2), вследствие основных
свойств оператора Ё, получаем

L (ys) =L(Qme%*) =L((qox +xr. «A Gm—1X+Ym) e*) =
=Gol (x™e%™) gab (x™*e%*) +... Gm—aL (xe%™*) + dmL (e™) =

= (pox™-+ pix™4+. . Ap Pm—-1X-+Pm) e*.

Воспользуемся формулами (см. п. 174, формулы (11)и (12))

L (e%*) = P(q@) e%,

L (xse%*) = JS) CYP (qa) x8-Ve%,
v=0

т т—1о > Су РМ(а) XM—VEAX1 Gy >) CY PO)(a) xm—1—veax1
v=0 v=0

1

+... фаХ СРР (а) четдтР (а)ет=. v=0

=(Pox™+pix". . APm—1X+Pm) e*.

Сокращая на е“* и приравнивая коэффициенты при одинаковых сте-
пенях х, имеем:
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xm: qoP (ax) =Po,
xm-t: goCmP’ (a) Fah(a)= Pas

— on —х: goCm Ре (а) 91Ст- Pim-2(a) +
+ qm—1P (a) =Pm-1,

x9: Ст PO(ct) +-41Cim—1 POD (ax) -F. .-b
+ qm-1P’ (a) +4mP (a) =pm. J

Так как Р(%) ==0, то из равенств (5) последовательно определятся все
коэффициенты 40, 01,..., т, 9дт и притом единственным образом.

Случай 2. а является Е-кратным корнем (Е>1) характеристи-
ческого уравнения, т. е.

P(a) =P’ (a) =...=P- (a) =0, PO) (a) 0. (6)
В этом случае частное решение и! в виде (5) нельзя построить, ибо
Р(«) =0. Его следует искать по формуле

Ys = X?Qm (x) e%*, (7)
20e Qm(x) umeer Bud (4).

_ Коэффициенты полинома @тж(х) определяются так же, как и в пер-
вом случае. Подставляя (7) в (2), получаем

L (ys) =L (x*Qn(x) e%8) =L (3) gaxhtm-ses) =
=Зет)= 3 qe3Chim sPO(a) X

s=0

xxhtm—s—veax * — У р.хт-зеах
$—0

ИЛИ

k-+v m
B96SChin «PO (ae)emmy SY pyames
s=0 v=0 s=0

* Здесь использована формула (12) п. 174, причем в силу (6) суммирование по v
начинается с у==^.
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Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х:

хт: Ск (a) =o,
x1: goCrimP*®(a) +-91Crim—+1P® (x) =pr,
x: golhen Pe+m—) (Q) авиаР@+т-9(и) +...

+Om1CraP ( a) = Pm-1;
~v"

h+m—tхо: goCrimPO (a) +91Chtm—i PHD(a) +. b
+qm—1CnstPOM(a)+4mCr P®(02) =Pm:

Из этих равенств последовательно определятся все искомые коэффи-
циенты 00, 91,..., Gm—1t) Ym, так как Р®)(а) >20.

2. Предположим, что правая часть уравнения (1) име-
ет вид

i(x) = eax (Pl) (x) cos bx-+-Pe (x) sin bx), (8)
где P®(x) И Р®(х) — заданные полиномы от х степени,
равной или меньшей т, причем хоть один из них
имеет степень 21. Они могут быть и постоянными числами. Один
из них может быть и тождественно равен нулю.

Заменяя с0$ 6х и зш 6х по формулам Эйлера
erbx_t e—ibx eibx_— e—ibx

cos bx=— Sin bx=—2 i ,

мы можем переписать (8) так:
eibxt e—ibx

2

—PO (x) ela+idyxPO (x) ela—id)x |

м eibx__ e—ibx
+ Ри (де =Г(х) ==Ри, (х) ея 5:

где PA(x) И P(x) — полиномы степени т (почему?), т. е. [(х) пред-
ставляет собою сумму двух слагаемых рассмотренного в 1 вида.
Поэтому, используя замечание 1, сделанноев п. 170, видим, что имеют
место два случая. | |

Случай 1. Если аи Ь таковы, что число а-Н® не является корнем
характеристического уравнения, то частное решение найдется в виде
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i=0 (x) e(a-+id)xe40? (x) e(a—ibye | (9)
где Qe (x) u 09 (х) — полиномы т-й степени с неопределенными коэф-
фициентами.

| Случай 2. Если ай является А-кратным корнем (Е>1) характе-
ристического уравнения, то частное решение найдется в виде

yy =x?(Q? (x) e(atidyx 4 О® (x) ela—ib)x) (10)
Приводя (9) и (10) к вещественному виду, получаем в окончатель-

ном итоге следующее правило нахождения частного решения, когда пра-
вая часть уравнения (1) имеет вид (8).

Случай 1. Если а-№ не является корнем характеристического
уравнения, то частное решение найдется в виде

yi=e%(Qm (x) cos bx-+Qm (x) sin bx), (11)
vгде QS) (х) и О (х) — полиномы т-й степени с неопределенными коэф-

фициентами.
Случай 2. Если а-Ы16 является Е-кратным корнем (Е>1) харак-

теристического уравнения, то частное решение найдется в виде

yi=xe (Qm (x) cos bx+Qm(x) sin bx), (12)
ede QY(х) и О( x) — полиномы т-й-степени с неопределенными коэд-
фициентами.

4 2В обоих случаях коэффициенты полиномов о (x) u оо (x) опреде-
ляются непосредственной подстановкой и! в уравнение (1).

- Обращаем особое внимание читателя на то, что частное решение сле-
дует искать в виде (11) или (12) также и в том случае, когда p® (x) =0

(2nun Py (x) =0.
Рассмотрим неоднородное линейное уравнение второго порядка

y”+py’+qy=1(x), (13)
где риа — вещественные числа, а [(х) непрерывна в интервале (а, Ь).

Если правая часть уравнения (13) является одной из рассмотрен-
ных выше комбинацией полинемов, показательных и тригонометрических
функций или же представляет собою сумму функций такого вида, то,
найдя частное решение этого уравнения методом неопределенных коэф-
фициентов и прибавив к нему общее решение соответствующего однород-
ного уравнения, получим общее решение уравнения (13) в элементарных
функциях.



486 ГЛ. 7. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ п-го ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Пример 1. Найти общее решение уравнения

y”—5y’+6y =6x?2—10x+2. (14)

Интегрируя соответствующее однородное уравнение

2”—52’+6z=0, (15)имеем: |
—5A+6=0, Ay=2, As=3; z=Cye?*+Co2e3* , (16)

Так как число а равно нулю и не является корнем характеристического уравнения,
то частное решение уравнения (14) ищем в виде

Yi =Ax?+Bxt+C. (17)
Подставим и: в уравнение (14). Для этого умножим равенство (17) и равенства,

полученные из него дифференцированием два раза по х на соответствующие коэффи-
циенты уравнения (14) и приравняем сумму правых частей полученных равенств правой
части уравнения (14). Будем иметь

6 |и! =Аж-Вх-+С
(—5) | уг =2Ах-В

1 yi” =2A
6Ах?- (6B—10A)x+6C—5B+2A =6x?—10x+2.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получим систему:

6А =6, 6В8В—10А=—10, 6C—5B+2A=2,

откуда A=],B= 0, С=0. Следовательно, у! =х? и общим решением уравнения (14)
будет y=x?+Cye2*+Cre3* ,

Пример 2. Рассмотрим уравнение

y”—dy’=—5x?+2x (а=0). (18)

Интегрируя соответствующее однородное уравнение

г”—5=' =0,
имеем:

W—5A=0, А, =0, №=5; 2=0С. Се.

Так как число 0 является простым корнем характеристического уравнения, то
частное решение уравнения (18) следует искать в виде

и =х(Ах?-Вх-С).

Далее, так же как и в примере 1, находим:

1
А=-—, В=0, С=0; и= ЖЗ.3 a 3
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Следовательно, общим решением (18) будет

1y= _ x8+C,+Cre** .
Пример 3. Для уравнения

y—y=6e* — (a=2) °
имеем:

2’—z=0; 42—1=0, Л! =1, А2=—1; z=—Cre*+Cre-~.

Так как число 2 не является корнем характеристического уравнения, то

(-0| и =Aer
0 ya’ = 2A ex
1 yy”=4Ae*

| 3Ae2*= §e2* ,
А=2, yi1=2e*;

y = 2e?* + Cye*+Cre-* .

Пример 4. Рассмотрим уравнение

y’—y=2e (a=1).
Здесь опять

2"—2==0; 12—1=0, Л. =1, А2=—1|; 2=—Cye*+Cre-~.

Но число | является простым корнем характеристического уравнения. Поэтому

| и =Ахех, A=1, у. =хех;y=xe*+Cyie*+Cre-*. }
Пример 5. Для уравнения

y"—4y'+4y=2e8* (а=2)
2”—42’44z=0, /2—4А-4=0, Л, 2=2; 2=е2*(С.-Сох).

имеем:

Число 2 является двукратным корнем характеристического уравнения.
Поэтому `-у1=Ах?е?*, A=1, yr=xe*; \

у= хе**-ре?* (С1--Сох).
Пример 6. Рассмотрим уравнение

y”—6y’+5y= — 3e*+5x?, (19)
Имеем:

z”—62’+5z=0; A?—6A+5=0, Ai==1, А2=5;
z=Cy,e*+Cre** ,

Правая часть уравнения (19) состоит из двух слагаемых. Поэтому в силу замеча-
ния | п. 170 для построения частного решения уравнения (19) достаточно построить
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частные решения уравнений
у’—бу-5у=—3е*,

оу"—бу’-5у=5л?
и взять их сумму. Для первого из уравнений (20) имеем

A A 3 3
=Axe*, A= —, —=——хех. “У: д У: 4

Для второго из уравнений (20) имеем
Ax®+Bx+C, A=! 2 C о— АХ x , —1, — — =,7? 5 25
a 12 + 62

=x? — x+ —_.” 5 | 25
Поэтому + 3 Че 12 + 62

= —— xex+x2-++ —— x+ —ar 5 25
будет частным решением уравнения (19), а общее решение этого уравнения имеет вид

3 Че 12 + 62 Себе
— —— хе’-х —Xx-+- — e*~--C2e°* ,14 5° OO

Пример 7. Найти общее решение уравнения
y”+y’—2y=e*(cosx—7sinx) (a=1, b=). (21)

Интегрируя соответствующее однородное уравнение

2”+2'—2z=0,
имеем:

M4+A—2—=0, м=1, №=—2; 2== Се" Сье-?=.
®

Составляя число a+ib, umeem a+ib=1-+i. Tak kak это число не является корнем
характеристического уравнения, то частное решение уравнения (21) ищем в виде

yi=e*(A cos x-+B sin x). (22)

Подставляя (22) в уравнение (21), будем иметь:

—2}) y, =e*(A cos x+B sin x)
1} y,’ =e*((A+B)cos x+(B—A)sin x)
1} yi” =e* (2B cos x—2A sin x)

ех ( (-А--ЗВ)соз х— (B+3A)sin x) =
=e*(cos x—7 sin x).

Сокращая на е* и приравнивая коэффициенты при с0$х и: зп х, получим систему
—A+3B=1, —В-—ЗА=-7,
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откуда 4 =2, В=1. Следовательно,
yi =e* (2 cos x-+sIin x)

и общим решением уравнения (21) будет
y=e*(2cos x+sin x) +Cye*+Cre-2* .

Пример 8. Для уравнения

y’+y’+y=—13sin2x (a=0, b=0) (23)
HMeeM: -

и 1. I V32+2+z=0; A?2+A+1=0, Ma, a= — —— ski— 5,

x | 3z=e #2 (сео у V3
x+Cz sin x}.

Yucio a+ib=i2 He ABAAeTCA KOPHeEM XapakKTepHcTHYecKoro уравнения. Несмотря
на то, что правая часть уравнения (23) не содержит со$ 2х, частное решение ищем
в виде, содержащем и член с со$ 2х. Имеем:yi1=A cos 2x+B sin2x, A=2, B=3, |

y1=2 cos 2x+3 sin 2x.

Общим решением будет
x_ = 3y=2cos2x+3sin2x+e ? ( Cs cos V _ 3x+C2 sin ——x]}.

2
Пример 9. Рассмотрим уравнение

y’+y=2sinx (a+tib=i).
Имеем: | "

z’tz=0; A2+1=0, As,e=ti; z=C,cosx+Ce sin x.

Здесь число { является простым корнем характеристического уравнения. Част-
ное решение следует искать в виде, содержащем множитель х:

| yi=x(Acosx+B sinx); A=—l, B=0, yi=—xcos x.
Поэтому

у=—х с0$ ХС: соз х+С зшх

будет общим решением данного уравнения.

$ 34. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА С постоянными
КОЭФФИЦИЕНТАМИ И КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ ЯВЛЕНИЯ

178. Свободные колебания. Рассмотрим снова задачу, которой мы
занимались в п. 142, и дадим другое доказательство полученных там
результатов, а также исследуем более общий случай.

Пусть материальная точка массы т>>0 движется по оси Ох, нахо-
дясь под действием восстанавливающей силы — ах (а>>0), притягиваю-
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щей точку к началу координат, силы сопротивления cpemst — b —
(6>0), пропорциональной скорости, причем направление силы сопротив-ления противоположно направлению скорости* и возмущающей. силы,
направленной по оси Ох и равной ЁЕ(Ё) в момент времени #. Тогда, при-
меняя второй закон Ньютона, получим дифференциальное уравнение
движения

d?xSF ax—bЕЙ.
Перепишем его в виде

2хethpee=i (0), (1)
где Е

b a (2)= 2—- —__ = ——h om =0, k = >0, f(t) a
Уравнение (1) называют уравнением колебаний. При этом если воз-

мущающая сила отсутствует, так что Ё({) =0, то [(Р) =0. В этом случае
уравнение.(1) принимает вид

#8 594 a— +hx=0 (2)
и называется уравнением свободных колебаний. Уравнение (1), B KOTO-
ром [(1) =Е0, называется уравнением вынужденных колебаний.**

Наша задача состоит в том, чтобы изучить характер движений (коле-
баний), определяемых уравнениями (1)и (2), в зависимости от соотно-
шений между восстанавливающей` силой, силой сопротивления среды
и возмущающей силой.

Начнем с изучения свободных колебаний. Соответствующим харак-
теристическим уравнением будет

A+OAL+LR=. (3)
Предположим сначала, что А =0, т. е. рассмотрим колебания в сре-

де без сопротивления. Тогда уравнение (2) примет вид

* Заметим, что в механике представляет интерес и случай, когда 6<0, т. е. на-
правление силы сопротивления среды совпадает с направлением скорости (случай
«отрицательного трения») (см., например, [8, с. 82—94; 116, с. 56—59]).** Вследствие линейности дифференциального уравнения (1) колебания, опре-поляны этим уравнением, называют линейными (более подробно см. об этом, напри-
мер, [23])
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2х
dt?

+k2x=0. (4)

Его характеристическое уравнение
22-2—=0

имеет чисто мнимые Корни
Ма= 1,

так что общим решением уравнения (4) будет

х= С, со$ ЕЕ С> зщ РЁ. (5)

Введем вместо С! и С> новые произвольные постоянные Аиф,
полагая

Ci=A sing, С›=А со$ ф. (6)
Тогда общее решение (5) преобразуется к виду

x=A sin (kt+9). (7)

Движение, соответствующее ненулевому решению, определяе-
мому формулой (7), называется чисто гармоническим колебанием с пе-

IU «/ v vy ewpuodom T= zB › частотой к*, амплитудой А и начальной фазой ф**.
Амплитуда и начальная фаза определяются из начальных условий

ахХ— №, АР =X" при [=0, “ (8)
где хо и ло — заданные числа. Подставляя начальные данные 1—0,
№ И Хов формулы

x =A sin(kt+9),
dxTr =Ak cos(kt+9),

получаем
xo =A sing,
Xo =ARk cos q,

* Заметим, что период Т и частота К колебаний (7) не зависят от начальных дан-
ных. Это свойство колебаний (7) называется изохронностью.

** Фазой гармонического колебания называется аргумент функции $11. В нашем
случае фазой является АЁф, а начальной фазой (т. е. значением фазы при Ё=0)
является Ф.
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откуда
ый__ 2, Xo. — RxA= x24 mo Ф arctg xe

Из формулы (7) мы видим, что в рассматриваемом случае всякое
движение (движение с любыми начальными данными} ограничено
при всех значениях {:

[х(1)[=<А.
Рассмотрим систему (см. п. 142, формула (44))

4“ о (9)
ЧУ рdp

соответствующую уравнению (4), на фазовой плоскости (х, у). Здесь, как
уже показано в п. 142 (см. там случай й=0), начало координат х=0,
у=0 является точкой равновесия типа центр. Общее-решение си-
стемы (9) дается формулами

x=A sin(kt+9), !
- Y¥=Akcos(kt+9).

Отсюда снова видно, что для системы (9) начало координат является
точкой равновесия типа центр, ибо траекториями, отличными от точки
равновесия х=0, у=0; будут эллипсы

x2 y?
д де =!

Невозмущенное движение х==0, у=0 неасимптотически устой-
ЧИВО.

Предположим теперь, что й>>0, т. е. колебание происходит в среде
с сопротивлением. Характеристическое уравнение (3) имеет корни

м, 2= —h+ у h2—k?,

Здесь возможны три случая.
Случай 1. 12—20 (случай большого сопротивления). В этом

случае оба корня характеристического уравнения вещественны и отрица-
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тельны. Общее решение имеет вид

(ув (—h— У 12—21х == Се +Cre , (10)
Соответствующие движения называются апериодическими движениями.

Из формулы (10) следует, что всякое ненулевое решение уравне-
ния (2) стремится к нулевому решению х== O npu too,

Для соответствующей системы дифференциальных уравнений
dx у 7
dt” (11)
dy“JF р hi k2x—2Qhy

начало координат х==0, у=0 будет точкой равновесия типа узел.
Из формулы общего решения

—(h— Wht м
x=C46 +С26 ,

| —(h— у в?—в2—(h— Vh2—k?hz—Е?) С4€ —
—(®- ] 12—22)—(h+ у 2—2h2— К?) Cre

следует, что нулевое решение х==0, у=0 системы (10) асимптоти-чески ‘устойчиво, точка равновесия х—=0, у=0О системы (11) —
асимптотически устойчивый узел.

Случай 2. 12=А? (граничный случай). Здесь м=А\=—й< 0.
Общим решением уравнения (2) будет

х—=е т (Ci Cot) .
Соответствующие ему движения также называются апериодическими
(специальный случай апериодических движений).

Всякое ненулевое решение уравнения (2) стремится к ниулевому
решению х==0 при 1—0.

Для системы (11) начало координат будет точкой равновесия типа
узел. Из общего решения

х—е®* (С.С), |
y== et [—h(C1+Cot)+Co]

следует, что нулевое решение системы (11) асимптотически
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устойчиво, точка равновесия х=0, у=0 системы (11) — асимпто-
тически устойчивый узел.

Случай 3. #2—22<0 (случай малого сопротивления). В этом слу-
чае характеристическое уравнение (3) имеет сопряженные комплексные
корни

М а=ИЕ2—2,
причем их вещественная часть отрицательна. Поэтому общее реше-
ние уравнения (2) имеет вид

—е—в[С! соз(729—126) + С» зт(¥k2—h2t)]
ИЛИ

x=Ае-мзт(УЕ ИФ), (12)
где А иф связаны с Суи С› формулами (6).

Движение (12) называется затухающим гармоническим колебанием
2л =c nepuodom T= ———— частотой «== ] Е?—?, амплитудой Ае-й и на-

2у ?—
чальной фазой ф. В отличие от чисто гармонического колебания (7) здесь
амплитуда Ае" уже не постоянна. При этом число А называется
начальной амплитудой *, а й — коэффициентом затухания. Множитель
е-№ характеризует быстроту затухания. Начальная амплитудаАи на-
чальная фаза ф определяются из начальных условий (8).

Из формулы (12) видно, что всякое решение уравнения (2), отличное
от нулевого, стремится к последнему при оо.Для системы (11) точка х=0, y=0 будет ТОЧКОЙ равновесия типа
фокус. Из формулы общего решения этой системы

x=Ae-*t sin(yR—h2t+9),
y=Ae-*t (—h sin(V R2—h2t+q)+
+]k2—h? cos(Vk®—h2t-+¢))

следует, что нулевое решение е асимптотически устойчиво.
Точка равновесия х=0, у=0О системы (11) — асимптотически
устойчивый фокус.

В заключение исследования свободных колебаний заметим, что во
всех рассмотренных случаях нулевое решение системы (11) устойчиво,
причем для колебаний в среде с сопротивлением оно даже асимпто-

* Так как Ae—"*|;-9=A. -
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тически устойчиво *. С точки зрения качественной теории отметим,
что мы не встретились со случаем, когда начало координат является точ-
кой равновесия типа седло.

179. Вынужденные колебания. Рассмотрим теперь уравнение вы-
нужденных колебаний (1)

ков Е Их f(t) (F(t) 0).
Здесь так же, как и в теории свободных колебаний, следует разли-

чать случаи колебания в среде без сопротивления (А=0) и в среде с со-
противлением (й>0). |

Уравнение вынужденных колебаний в среде без сопротивления
имеет вид

a2. - 4 kx=f(tL). (13)
Здесь собственные колебания, определяемые соответствующим однород-
ным уравнением, есть чисто гармонические колебания.
Применяя метод вариации произвольных постоянных, мы найдем общее
решение уравнения (13) в виде (см. п. 141, формула (14””))

1

x=C;, cos ЕЕ С. чп ЕЕ | j(u) sin k(t—u)du
0

ИЛИ

x=A sin (kit+q)+ | j(u) sin k(t—u)du.
0

Здесь второе слагаемое представляет собою частное решение

= sin k(t—u)du=x,(t), (14)
удовлетворяющее нулевым начальным условиям

X(t) [|:—o=0, x1’ (t) | +—o=0.
* Если h<0, то нулевое решение системы (11) неустойчиво, причем при

большом сопротивлении (й?>2А?) точка равновесия х=0, у=0 системы (11) является
неустойчивым узлом, а при малом сопротивлении (12<Е?) — неустойчи-
вым фокусом (убедитесь в этом).
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Движение, соответствующее частному. решению (14), называется чисто
вынужденным колебанием.

Таким образом, колебание, определяемое уравнением (13), склады-
вается из собственных колебаний точки под влиянием восстанавливаю-
щей силы, стремящейся вернуть точку в положение равновесия, и чисто
вынужденных колебаний, вызванных воздействием возмущающей силы.

`В приложениях часто встречается гармоническая возмущающая сила
F(t) =N зп в. В этом случае частное решение уравнения вынужденных
колебаний может быть найдено методом неопределенных коэффициентов.
Сложив его с общим решением соответствующего уравнения свободных
колебаний, мы и получим общее решение уравнения вынужденных коле-
баний.

Пример. Рассмотрим уравнение

2

dt?

N+kx=M sin wf ( w= —., ов) (15)
т

Сравнивая число {1% с корнями характеристического уравнения A?+k2—0,т иди, ЧТО при нахождении частного решения следует различать два случая:
wk, 2) o=R.
В случае wk, uncno im He ABAAeTCH корнем характеристического уравнения.Поэтому, обозначая частное решение уравнения (15) через х, (Ё), имеем:

Е? | x, (tf) =A cos wi+B sin of
0 | x’ (tf) =—Aw sin ot+Ba cos of
1 | x4”(t) =—Aw? cos wot—Bo? sin wt

A (k?—w?)cos wt+B(k?—w?)sinot=М эт cot;
А (2—6?) =0, М
B(k?—@?) =M,; Е?— в )1 smo, 2

M |Х!(1) =poet in ot.
Общим решением уравнения (15) будет

| =C kt+Co sin kt+ мо in wtx=C1 cos sin sin @° Е?— 2
ИЛИ

М
x=A sin(kt+q@) + ——— sin of.К? — 62

В случае ®==А число « является простым корнем характеристического урав-
нения. Поэтому
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R2| х: (Г) =ЕДА со ЕВ чп ЕЮ =
O| x1’ (t) =A cos &t+B sin kt+t(—Ak sin kt+Bk cos Rt)
1] x4” (t) =2(—AR sin kt+Br cos kt)'-+¢(—Ak? cos kt—BR? sin Rt)

—2Ak sin kt+2BR cos kt=Msin Rt;
—2AkR=M, M

A=——, B=0:
2Bk=0; 2k

t и t ktx — ——— ft cosRt.(8 Qk
Общим решением будет

"Мx=C, cos kt+C>. sin kt— 5 tcos kt
или

Мx=A sin(kt-+@) — > 1603 Rt. (16)

Второй член этой формулы представляет собою произведение степени Ё на периодиче-
скую функцию. В астрономии такой член называется вековым членом.

` Формула (16) показывает, что в случае «=А* мы имеем колебания с неограни-
ченно возрастающей амплитудой. Это явление называется в физике резонансом между
собственными колебаниями рассматриваемой материальной точки и возмущающей силой.

Уравнение вынужденных колебаний в среде с сопротивлением

d2x

dt?

4 .+2h— +hx=f(t) (f(t) 0, A>0)
также может быть проинтегрировано методом вариации произвольных постоянных.

В случае гармонической возмущающей силы частное решение может быть найдено
методом неопределенных коэффициентов [138, т. Ш, с. 98—102].

$ 35. ОПЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД ИНТЕГРИРОВАНИЯ ЛИНЕЙНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ПОСТОЯННЫМИ

КОЭФФИЦИЕНТАМИ

180. Некоторые сведения из операционного исчисления. В этом пара-
графе мы покажем, как операционное исчисление может быть использо-
вано при нахождении решения задачи Коши для линейного дифферен-
циального уравнения и для линейной системы дифференциальных урав-
нений. Напомним сначала некоторые сведения из операционного исчисле-
ния, которые нам понадобятся для дальнейшего изложения.

Прежде всего нам потребуется понятие об определенном интеграле

* Т. е. когда частота возмущающей гармонической силы совпадает с частотой соб-
ственных колебаний материальной точки.
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от комплексной функции вещественной переменной, т. е. от функции
вида (см. п. 159)

2(х) =и(х)1 (х),

где и(х) и о(х) — вещественные функции вещественной переменной х,
заданные на некотором интервале изменения х. Этот интервал может
быть как конечным, так и бесконечным в одну или обе стороны.

В случае конечного интервала [а, 6] по определению полагают

[24% dx= | u(x)dx-+i | v(x) dx,
так что интегрирование комплексной функции вещественной переменной
сводится к интегрированию ее вещественной и мнимой частей.

Легко убедиться, что известные правила вычисления определенных
интегралов от вещественных функций распространяются на случай ком-
плексных функций вещественной переменной. Например,

. в b

fez(x) dx—k z(x) dx,
bb b

| (21 (х) +22(x)] dx= [дах | 20(x) dx.
a

Если функции и(х) и о(х), а тем самым и функция 2(х) заданы на
интервале [0, со), то несобственный интеграл от функции 2=(х) в интер-

со

вале от а до со, [2(х)ах, определяют равенством
а

fe (x)dx= fu (x)dx+i | v(x) dx.
Этот несобственный интеграл называют сходящимся, если несобствен-

oo со

ные интегралы Г и(х)ахи Го(х)ах сходятся. Если хоть один из послед-
а а

со

них интегралов расходится, то и интеграл /2(х)Ах называют расходя-
а

щимся.
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Предположим теперь, что }(#) есть некоторая функция вещественной
переменной Ё заданная на интервале [0, со). Возьмем функцию е-?*, где
р=с-Н“ — комплексное число (рис. 53). >
Это есть комплексная функция ве-
щественной переменной 2, опреде-
ляемая равенством (см. п. 159)

е-Р1— е-0 с0$ 1[—{1е-° зп т,

Рассмотрим несобственный интеграл

| (2) e-v¢ dt, (1)

зависящий от комплексного пара- Рис53
метра р. Каждому значению параметра р,
лежащему в области сходимости интеграла (1), которая, очевидно, за-
висит от характера поведения функции }(Ё) при Е>оо, этот интеграл
ставит в соответствие определенное число [(р), так что

со

Кр)= | Кбе-в at.
(0

Интеграл (1), рассматриваемый как (комплексная) функция пара-
метра р, называется интегралом Лапласа или оператором Лапласа.

Преобразование функции [(Ё) в функцию {(р), осуществляемое опе-
ратором Лапласа, называется преобразованием Лапласа. При этом функ-
ЦИЯ Кр) называется изображением (по Лапласу) функции 1 (1), а функ-
ция [1 (#) —оригиналом для функции {(р). Отметим еще раз, что функция
(1) вещественная, а }(р) — комплексная.

Будем обозначать соответствие между оригиналом и изображением
символом ->, направляя стрелку в сторону оригинала, так что

(И <= {(р) или f(p) =НО.
Совокупность правил, позволяющих находить изображения по ори-

гиналам и восстанавливать оригиналы по изображениям, образует опера-
ционное исчисление. При этом операциям над оригиналами соответствуют
определенные операции над изображениями.
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Прежде чем устанавливать основные свойства изображений, позво-
ляющие переходить от операций над оригиналами к операциям над
‘изображениями, укажем класс функций [ (Г) — класс оригиналов, в кото-
ром будем рассматривать преобразование Лапласа. Мы будем предпо-
лагать, что функции ](#) определены при всех #>0,* непрерывны при’
этих значениях Ё и таковы, что существуют такие (вообще говоря, свои
для каждой из |(Ё)) вещественные числа М>>0 и 0%, что при всех #>0

| f(t) | < Met , (2)
Покажем, что для таких функций 1(1) интеграл Лапласа (1) схо-

дится в некоторой области изменения р.
Так как

| f(t)ePt dt= | f(t) e-%t созт | f(t) e-t sin Е
0 0 0

то нам нужно исследовать на сходимость интегралы

i(t)e-% cos tidt x | Fens sin ttdt. (3)
0 0

Оценивая подынтегральную функцию первого из них и принимая BO BHH-
мание оценку (2), имеем

| f(t) e-% cos tt] —Mete—ot=Me—o-mt

Так как интеграл
oo

| е-(6—9 (Д
0

сходится при с.>>00, то при этих значениях о сходится и первый из ин-
тегралов (3). Аналогично убеждаемся, что второй из интегралов (3)
тоже будет сходиться при O>Oo.

Таким образом, в области

Кер>о0о
(на рис. 52 эта область заштрихована, причем оо может быть и неполо-жительна) интеграл Лапласа (1) сходится и, следовательно, существует
изображение функции 1(2).

* Иногда 1({) дъопределяют нулем для всех #<0.



$ 35. ОПЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД ИНТЕГРИРОВАНИЯ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 501

Например, изображение функции

| j(t)=sint (10)
существует в области

Re p>0,

.т. е. во всей правой полуплоскости комплексной плоскости (р), ибо
[sin 7] <1,

так что М=1, 0==0.
Установим теперь некоторые свойства изображений, которые нам

потребуются в этом параграфе.

1. Если (В <: Кр), то cf(t) < cf(p) - (c=const).
2. Ecau fr(t) <.fa(p), fe(t) < fe(p) (Re p>oo), To

fa(t)+fa(t)<fi(p)+he(p) (Rep>o0).
Эти два свойства, выражающие линейность оператора Лап-

ласа, непосредственно следуют из определения изображения и известных
свойств определенного интеграла.̀

Из свойств [ и 2 вытекает следующее общее свойство линейности
изображения:

3. Если №(Ё) <(р) (Е=1,..., п; Вер>о), то

ов +Хор) (Re p>00).
Пусть нам известно изображение [(р) функции [(Ё). Поставим во-

прос, как изменится это изображение, если аргумент #Ё подвергнуть опе-
рации «растяжения», т. е. заменить Ёна а (а>0). Ответ на этот вопрос
дает следующее свойство преобразования Лапласа:

4. Если |(#) <=Кр), то
-7(£) |t)< —1 —Ка)= —F(+-) (а>0)

(теорема подобия).
Действительно, имеем

oo

[erm [(at)dt= (at—z) = — | е.
0 0

als “f(@dz=—F(2).
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При интегрировании дифференциальных уравнений операционным
методом нам потребуется уметь находить изображение произведения
‚функции [(Г), изображение которой нам известно, на экспоненту ей.
Для этой цели нам будет полезно следующее свойство преобразования
Лапласа:

5. Если [(Ё) <: Кр), то

ее f(t) <2f(p—a)
(теорема смещения).

В самом деле, заметим прежде всего, что из неравенства(2). сле-
дует, что

| ext f(t) | < Me(ootRe a)t ,
так что функция ей (Г!) принадлежит классу рассматриваемых нами
оригиналов, причем изображение ее существует при Кер>о-Ве a.
Далее имеем

| e-vt ext (ра | e-7-~ f(t)dt=F(p—a).
0 0

Пример 1. Найти изображение функции еп“! п 6! (аи b — вещественные).
Искомое изображение существует при Кер>>а, так как изображение функции зп В

существует при Кер>0 (почему?).
Чтобы найти изображение функции е?! зп 51, построим сначала изображение функ-

ции |} (Г) =зтё Имеем
co oOo

e—-Pt(—p sin t—cos ft) 1
е- РЁ зп Е = =—

о pel , р?-1
так что

1
sin tf <{ ————.

"pl

Теперь, пользуясь свойством 4, найдем изображение функции зт Е (b>0):

1 . 6 .sin bt <- —- ———————_ wns sin bt <>———-.__ (Rep>0).
р \* p?+62

le
Наконец, пользуясь свойством 5, получаем

b
e*t sin bt <. ——————-__._ (Rep>a).

" (p—a)?+6?
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Мы показали выше, что сумме отображений соответствует сумма
оригиналов (см. свойство 2). Покажем теперь, что произведению изобра-
жений соответствует свертка оригиналов, т. е. имеет место свойство:

6. Ecau fi(t) <fi(p), fe(t)-< fa(p), ro

Fu(p)Fe(p)>>|fa() fo(t—1) dr,
где функция, стоящая в правой части, называется сверткой функций
f1(t) w f2(t)

В самом деле, находя изображение свертки, имеем *

| | (т) [2(1—т)ат <: fev ( | fs(t) fa(t—t) de )at (4)
Интеграл справа есть повторный интеграл, взятый по сектору, ограничен-
ному положительной полуосью оси ОЁ и полупрямой t=t (1>0)
(рис. 54). Изменив в нем порядок интегри-
рования, получим Г

00 co Aне) | e—pt fa(t—v)at] dt
0 т х, sCZ

Вычислим внутренний ‘интеграл. Имеем
со 0 et
|e-¢ f(t—1) dt= (t-t=2)=
t Puc. 54

— [ев f(z)de—e-v" | e-P? fy(z)dze=e-?*(р).
0 0

Поэтому (4) примет вид

Гоа= [вое (рат(РУ)
0 0

откуда и следует 6. «
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В операционном исчислении рассмотренное свойство 6 носит назва-
ние теоремы свертывания. Эта теорема дает возможность най-
ти функцию по’ ее изображению, если последнее удается представить
в виде произведения изображений известных функций. Теорема сверты-
вания будет использована ниже при интегрировании дифференциальных
уравнений операционным методом.

Замечание. Из теоремы свертывания следует, что
t

1 —в. [дат <: — Пр).
р

0 :

Чтобы убедиться в этом; достаточно положить 1 (1) =Ки, КИ = Г и принять во
внимание, что

11< — (Rep>0).
p

Последнее следует из того, что
со со

1 1Пер ес = ——
о р р0

(Re p>0).

Таким образом, интегрированию оригинала по интервалу [0, # соответствует деле-ние изображения на р, так что изображение интеграла линейно относительно изобра-жения подынтегральной функции.

Покажем, что изображения производных функции Г(Р выражаются
линейно через ее изображение {(р).Предположим, что функция f(t) принадлежит рассматриваемомуклассу оригиналов, так что для нее выполняется оценка (2), и непре-рывно дифференцируема при всех #0, причем }’(#) тоже принадлежит
этому классу оригиналов, т. е.

[Г (2) | <Маее".
Тогда имеет место свойство

7. Если (1) <- Кр), то̀

f’(t) <: pf(p)—F(0) =f’(p) [Вер>тах(ок, 01]. (5)
В самом деле,

со со oo

Sieve dt=p(tye-rt| +p ff ee» dt=—F (0) + 6F(p),
0
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ибо результат подстановки верхнего предела равен нулю в силу оценки

|f(t)e-Pt| <Melo-Re pt (#350).

Правило 7 приобретает наиболее. простой вид, если начальное зна-.
чение оригинала }({) при #=0 равно нулю, т. е. [(0) =0. В этом случае
имеем

7’. f(t) <= pf(p), (5°)
т. е. дифференцированию оригинала соответствует просто умножение.
изображения на р.

Пример 2. Найти изображение функции соз 61 (6 — вещественное число).
Найдем сначала изображение функции со$ {. Заметим, что

| 1
cos t= (sint)’, sint <- ———— (Кер>0), зт0=0.

p?+1

Поэтому на основании свойства 7’ имеем ‚
. р. cost <_————-__ (Rep>0).
" pP+l

Теперь, пользуясь свойством 4, получим, что

Po
. | b pcos bf <- —~ ———__——- >= ————___ (Rep>0).° В р \? p?+b?

oe)
Предположим, что yHKuua f(t) n pa3 HempepbiBHO дифференци-

руема, причем сама } (Г) и все ее производные до порядка п включительно.
принадлежат рассматриваемому классу оригиналов, так что

f(t) | <Mew,
[f° (4) | <Mie™ ,

[f™ (4) | <Mpemt.
Тогда имеет место свойство

8. Если (№ <; Кр), то

К”) (1) <: р"Кр)— (р”—*Ко) Ер"-27(0) |... (0)). (6}
(Re p>max(00, 01, ..., On)). '



506 ГЛ. 7. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ п-го ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Убедимся, что это свойство справедливо’при п==2. Имеем
со со

идеар (дел | р [Р(бе-м авы
=—f' (0) +p (pi(p) —F (0)) = pF(p) — (pi (0) +F'(0)).

Методом математической индукции нетрудно убедиться, что свой-
ство 8 справедливо при любом п.

Правило 8 приобретает наиболее простой вид, если

f(O)=f' (0) =. . =f)(0) =0.
В этом случае, имеем .

8. №9(1) < р"). (6’)
Приведем еще одно замечательное свойство изображения f(p), pac-

сматриваемого как комплексная функция от р. Можно доказать (см., на-
пример, [157, с. 10—14, 27—29]), что изображение [(р). представляет
собой функцию комплексной переменной р, регулярную в области

Re psSo’>00 (6’=0-85, yb>0),

TaK 4TO ee OCOObIe TOUKH MOFyT JI@KAaTb TOJbKO CeBa OT NPAMOH oO’.
Например,

f(t) =sint< =х(р) (Rep>0).1

РЕ!

Здесь б,=0. Особые точки изображения х(р) (р=-й лежат слева от
прямой о=6б, \6>>0. При этом производные от функции |(р) можно
находить дифференцированием интеграла Лапласа по (комплексному)
параметру р, выполняя дифференцирование под знаком интеграла,
так что

р
—

ру[©(Кена
ИЛИ

Пру= | (—ЮКена
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Дифференцируя еще раз, найдем

Ир)"= J Pf(t)e-P* dé
и вообще

со

Fp) | (—1)4p(t)e-P* de,
0

(—1)érf(t) <= f(py™.
Пользуясь этой формулой, мы можем найти изображение произве-

дения # (п>0, целое) на заданную функцию |(Ё, если изображение
последней известно. Получим

—

9. iF(t) <> (—1)" F(p)™.
Пример. 3. Найти изображение степени {® (n>0, целое).

1 ,

Полагая в формуле 9 f(t)=1<- — (Rep>O), получим
°р

1 \@™т<: (—1)” (—) (Re p>0)
ИЛИ

п!
т — т (Re p>0).

В частности,
1

1— (Rep>0).e р?

Пример 4. Найти изображения функций ¢sin bt, tcos Ot.
Так как

ncos bt <- ба (Re p>0),
то в силу свойства 9

/ р \ 7
tcos bt <— (—1)

° pe+b? р
ИЛИ

n2— p2
tcos bt <. ————— Re p>0).pepo OPO)

Аналогично, находим
260tsin bt < epee (Re p>0).
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Пример 5. Найти, пользуясь изображением функции е^' и свойством 9, изображение.
функции "её (п>0, целое, ^/=соп${).

Имеем

ent <— (Rep>ReA),p—A

we ee ()”[те . — n ;< (—1) DOA
n!

тем «* (Re p>ReA).
"(pay

Заметим, что к тому же результату мы придем несколько проще, если восполь-
зуемся найденным выше изображением {” и свойством 5.

Приведем таблицу изображений наиболее часто встречающихся
функций (табл. 1).

Таблица|1

Г (Е) (р) Кер
| Сс (c=const) — Re p>0

p

1” (п>0, целое) tT Re p>0pti
edt =(A=const) 1 Кер>Ве),

р—^,
!тем (п>0, целое) “т Кер> Ве),

(p—A) +4
sin bt (6b — вещественное) о Re p>0p*-+b2
e*tsin bt (au b— вещественные) — Re p>a

(p—a)?-+b
2bp5116: (b — вещественное) ^^. Re p>0

(p?-52)?
cos bt (5 — вещественное) ОР Re p>0

p>+b?
e*tcos bt (аи В — вещественные) Ра Re p>a

° (p—a)?+b?p*—b2tcos bt (b — sellecTBeHHoe) —___ Re p>0
(p?-+62)?

pch at > ———С (a>0) аа Re p>a
shat (a>0) “о Кер>а
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181. Операционный метод решения задачи Коши для линейного
уравнения 1-го порядка с постоянными коэффициентами. Пусть дано ли-
нейное уравнение

вх \. |AKODY. An1X"+Anx=f (ft) (x =че) (7)
re a, ..., Qn — BeWeCTBeHHble числа, а функция [(Ё) задана и непре-
рывна при #0 и такая, что для нее имеет место оценка (2). Поставим
начальные условия

х(0)=хо, х’(0) =, ..., х"-9(0) =жт-9, (8)
re Xp, Xo, ... , Xo") — любые заданные числа.

Peutenne x==x(t) 3anauu Koum (7),. (8) cyulecTByeT HM единственно.
Оно определено при всех #0 (почему?).

Покажем, как можно найти это решение операционным методом.
Найдем сначала изображение (по Лапласу) искомого решения х(Ё).

С этой целью построим изображения обеих частей уравнения (7). Поль-
зуясь линейностьюпреобразования Лапласа, имеем

х") (р) asx" (p) +... an—1X! (p) +nx(p) =F(p).
Заменяя изображения производных их значениями, согласно фор-

мулам (5) и (6), и принимая во внимание начальные условия (8), найдем

px(p) — (p"р"-2ж'-.. xg")+
arp™-*x (p) — as(p?2%Fp?3x0"+. . хот) +...

+n—1pX(P) —An-1X0+4nx(p)=f(p).
Разрешим это уравнение относительно х(р). Собрав все члены, содер-
жащие х(р), и перенеся все остальные члены в правую часть, получим

(p™apt+. ..+dn1p+an)x(p)=f(p)+(p),

ap (p) =pr—*xotpr 2x0’+. . хо"

Чая(ро"аж..."+. . Налим

где

Заметим, что коэффициент при х(р) есть не что иное, как характе-
ристический полином Р(р) для уравнения (7). Поэтому уравнение мож-
но записать в виде

Р(р)х(р)=Кр)(р). (9)
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Это уравнение называется изображающим уравнением для задачи Коши
(7), (8) или операторным уравнением, соответствующим этой задаче.
Уравнение (9), как и следовало ожидать, является линейным
алгебраическим уравнением относительно изображения х(р).

Из уравнения (9) находим, что

x(p) = ПИР | (10)
Восстанавливая по изображению (10) оригинал, получим искомое

решение х(1). |
Отметим, что формула (10) для изображения решения принимает

наиболее простой вид, если искомое решение х({) удовлетворяет нуле-
вым начальным условиям

х(0) =х’(0) =...==х®-1(0) =0. (8’)
В этом случае имеем

- Пр)Х ) = _~--——_—_ 10’(р P(p) (10°)
Пример 1. Рассмотрим уравнение

x"4+-x=sin t. (11)
Найдем решение х=х(№, удовлетворяющее начальным условиям

1х(0) —0, x’ (0)=“9. (12)
Найдем сначала изображение искомого решения. С этой целью построим изобра-

жающее уравнение, взяв изображения обеих частей уравнения (12). Так как
_ — — 1.x" (p) =p?x (p) —[px (0) +’ (0) ]=p?x (p) +>,

. 1 .
зтё <

" p+i
то изображающим уравнением будет

— 1 1
2х — +x(p) = —,,р*х(р)- 5 1 *(P) 1

откуда
= 1—p?
КР — ар.
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Найдем оригинал х(!). Для этого подберем в таблице изображений (табл. 1) под-
ходящее изображение. Находим

р*—1
(p?-++1)?

—> tcost.

Поэтому решением задачи Коши (11), (12) будет

(1 t tx(t) =— —tTteost.) 2
IIpumep 2. Hatitu pemenue x—x(t) ypaBHeHua

x—x= —et,
2

удовлетворяющее начальным условиям

x(0) =x’ (0) =0.

Найдемx(p). Имеем
x" (p) =p?x(p).

Далее, пользуясь таблицей изображений (табл. 1), находим

1 1 |
—et< — .
2 ор!

Поэтому изображающим уравнением будет

(p?—1) x(p) Et— Xx = — —_р р 2 pol
откуда.

x(p) :x = .р
Для нахождения оригинала по этому изображению разложим последнее на простейшие
дроби:

1 1 1—_ ] 1 l 4 1
2 (p—ly(p?—1) 4Е (2 р рГ

Теперь, пользуясь таблицей изображений (табл. 1), найдем

t) (te te ! )x(t) = ——|te'— — e?-+ — =( 4 2 2
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или *
| |x(t)= ——te‘— —sht.
4 4

Ipumep 3. Halitn pewenne x—x(t) ypaBHeHus

x’—x=0,

удовлетворяющее начальным условиям

х (0) =х'(0).=х”(0) =1.
Найдем х(р). Так как

х"(р) = рзх(р) —р2х(0) —рх' (0) —д”(0) =рзх(р) —р?—р—1,
то изображающим уравнением будет

рзх(р) —р?—р—1-—х(р) =0
или

(3—1)х(р) =р?+-р-+1,
откуда

— 1
x(p) = ——.p—l

Поэтому
х(Р) =е!.

Замечание. Пусть поставлена задача Коши (7), (8’), т. е. ищется решение
уравнения (7) с нулевыми начальными условиями. Тогда в силу (10”) имеем

_ (р) — !«(P= Ро). или *(P) =1(P) -
1Предположим, что нам известен оригинал для функции“P(p)” т. е.
р

—_§+» y(t).(р) > y(t)
Тогда, согласно теореме свертывания, решением задачи Коши (7), (8’) будет свертка
функций |(1) ицу(1), т. е.

t

x(f)= | [(т)у (Е—т)ат. (13)
* К этому же результату можно прийти и непосредственно, если представить х(р)

в виде _ -1( 1
P= Np? pe

и воспользоваться таблицей изображений (табл. 1).
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Пример 4. Найти решение уравнения

x”+k?x=f(ft)

с нулевыми начальными условиями

x (0) =x’ (0) =0.
Изображающим уравнением будет

(p?-+-k?)x(p) =f(p),
откуда

— — 1
x(p) = _——————,(P) =f(P) er

Найдем оригинал для изображения ре" пользуясь таблицей изображений (табл. 1).
Имеем

—-> sin At,
pk? *

откуда
1 1

————— “> —sin At.
pe+k? * К

Поэтому искомым решением, согласно формуле (13), будет (ср. пример 1 п. 179).
t

1x(t) = > | i (t)sin k(t—t)dt.
0

Для дальнейшего изучения основ операционного исчисления и ero
применения к интегрированию дифференциальных уравнений читатель
может обратиться, например, к книгам [33, с. 472—490; 47; 122, с. 411—
442; 149, т. 1, с. 222—224, с. 267—269; 154, с. 302—318].

Для более глубокого изучения операционного исчисления и его при-
ложений рекомендуем обратиться к книгам [48, 49, 96, 107, 157, 159, 160].

$ 36. НЕКОТОРЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ л-го ПОРЯДКА,
ПРИВОДЯЩИЕСЯ К УРАВНЕНИЯМ С ПОСТОЯННЫМИ

КОЭФФИЦИЕНТАМИ

182. Приведение однородного линейного уравнения л-го порядка
к уравнению с постоянными коэффициентами при помощи замены неза-
висимой переменной. Так как однородное линейное уравнение с постоян-
ными коэффициентами всегда интегрируется в элементарных функциях,
коль скоро найдены все корни характеристического уравнения, TO ecTe-
ственно поставить вопрос о возможности приведения линейного однород-=
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ного уравнения с переменными коэффициентами к уравнению с постоян-
ными коэффициентами при помощи замены независимой переменной или
искомой функции. |

Пусть дано линейное однородное уравнение

YM pa(x)yO. . brрая(х)у’-Ер» (х) у=0. (1)
Рассмотрим сначала вопрос о приведении этого уравнения к урав-

нению с постоянными коэффициентами при помощи замены независимой
переменной. Сделаем подстановку

t= (x).

Yx=Yt tx’ =yr" (x),
У’. =’, (W(X) tye” (x)

Тогда

yi) = y™ (ap!(x))mE. . yeW(x),
так,что уравнение (1) преобразуется к виду

y™) (ap’ (x) )™-F.. pn (x) y=0.
Деля на (ф’(х))”, получаем

n р» (Хх)и...
(ф’ (х))"

Отсюда ясно, что функцию 1(х) необходимо выбрать так, чтобы коэф-
фициент при у был постоянным. Положим

и==0.

р» (Х) 1
(p’(x))™ с’

Тогда

p’(x) — с Ур» (х),
откуда

4%) = с | Тр» @дах.
Таким образом, если уравнение (1) приводимо к уравнению с по-

стоянными коэффициентами при помощи замены независимой перемен-
ной, то только по формуле вида*

* См. [61, с. 92], в 1925 г. югославский математик Т. Пейович, исходя из дру-
гих соображений, получил условие (2) для п==2, 3 [180, с. 208—225].
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[— cf у р» (х) ах. (2)
Всегда можно непосредственно по коэффициентам уравнения (1)узнать, приводится оно при помощи замены независимой переменной,т. е. при помощи подстановки вида (2), к уравнению с постояннымикоэффициентами или нет. Убедимся в этом для уравнения второго по-

рядка.
Сделаем в уравнении

y"+ p(x)y’+4q (x) y=0 (3)подстановку

t—=c fy q(x)dx.
Так как

Уж ==угс 9(х),
i" ” , Cg’ (xX)Yx2 ==” с24 (х) |у, od(x)

27 g(x)
то после выполнения подстановки получим °

cag’ (x): кеее(хуиEY) р(кууе9-9)у—=0
q(x)

ИЛИ

1 q’ (x) p(x) ,, 1у’ — (7)_ —————J ot + y=0.с ‘2(9(х))* = Vq(x) С?
Коэффициент при уг’ будет постоянным тогда и только тогда, когда коэф-фициенты уравнения (3) удовлетворяют условию a

о gt
2(9(х))* Та(х)

Ниже рассматриваются два замечательных уравнения, приводимыек уравнению с постоянными коэффициентами при помощи замены не-зависимой переменной.
183. Линейное уравнение Эйлера. Пусть дано линейное уравнениеЭйлера
. D(y) =xryMarty)... а»чху’Раку=0, (4)

ГДЕ а, ..., а" — постоянные вещественные числа. Разрешаяэто уравнение относительно и”), мы видим, что точка х=0 является
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особой точкой. Однако ясно, что все условия теоремы существования
и единственности выполнены для каждого из интервалов (—со, 0)
и (0, co).

Построим общее решение уравнения Эйлера при положительных
значениях х.*

Сравнивая уравнение Эйлера с уравнением (1), мы видим, что у нас
Pn(x) = и. Поэтому, согласно (2),

t=Cc | у== dx.
1Беря с= ——— и опуская постоянную интегрирования, получаем под-

V an :становку ‚
[—пх или х=е. (5)

Тогда
1 d d )АИ yt —1,/e-t —__ ИЕУх = Yt tx ие’, de. di e

ie (yet—yre*) eta (yn —yr' je, — |” (6)
= (yes увРу",

yr (ть+. ЕС"(тие
Из (6) видим, что производная А-го порядка от у по хвыражаетсяв виде произведения г на однородную линейную функцию

OT уг, у,» ...› У СПОСТОЯянННныЫМи коэффициентами. Поэтому, под-
ставляя (5) и (6) в (4) и замечая, что множители х*== (е^\?) взаимно
уничтожаются с множителями е №, мы получим однородное ли-
нейное уравнение п-го порядка с постоянными
коэффициентами. Найдя общее решение этого уравнения и по-
лагая в нем {[—п х, мы получим общее решение уравнения Эйлера.

Пример 1. Найти общее решение уравнения

ху"—9ху’--2у=0. (7)
Полагая х=е!, имеем ух’=у,’ е-*, У”, = (yeet Подставляя в (7), по-

лучаем

| * Для построения общего решения при отрицательных значениях х достаточно
заменить во всех выкладках х через —Х.
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ert (у,—уг) e—2t Jet y,’ e~t*-+2y=—0
ИЛИ

у, Зуг+2y=0.
Интегрируя это уравнение, имеем:

—ЗА-2=0, Л.=1, А=2,

y=Cyet+Cre??.
так что

Следовательно, общим решением данного уравнения (7) будет

иСах- би. (8)
Пример 2. Рассмотрим уравнение

2y”—xy'+y=0. (9)
Подстановка х==е! приводит это уравнение к виду

у, 2уг-Ру=0.
Далее, имеем: ^2—2А-1=0, А. =А.=1. Поэтому

y=et(Cr+Cot)
y=x(C,+Ce2 In x). (10)

Пример 3. Возьмем уравнение

ИЛИ

x2y”—3xy’+5y=0. (11)
Полагая х=е!, приходим к уравнению

у, —Чуг-Е5у=0.
Соответствующее ему характеристическое уравнение А2—4^--5=0 имеет комплексные
сопряженные корни А =2-1 А2=2—1. Поэтому

у=е?1 (С: соз ЕЕСо зш В
или

y=x?(C;, cos Inx+Csz sin In x). (12)
Замечание 1. Так как уравнение с постоянными коэффициентами, к которомуприводится уравнение Эйлера, имеет частные решения вида ем и tm edt, to уравнение

Эйлера имеет частные решения вида х^и (In x)™ xd.Отсюда вытекает следующий непосредственный способ интегрирования уравнения
Эйлера.

Ищем решение в’виде
у=—х^ . (13)

Тогда
yM=A(A—1) ...(A—(R—-1)) xA-* (R=, 2,..., 1).
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Подставляя функцию (13) в левую часть уравнения Эйлера, получаем

Р(х^) =Р(^)х^, (14)
P(A) =A(A—1) ... (A— (n—1)) Hair(A—1) ... (A—(n—2))4. . а, —А-ам.

Из (14) ясно, что у=охА является частным решением уравнения Эйлера, тогда
и только тогда, когда А является корнем уравнения Р(А) =0 или

A(A—1) ... (A—(n—1)) Faia(A—1) ... (A—(n—2)) 4+... ав Аа»=0.

где

Это уравнение называется характеристическим уравнением, а его корни—характери-
стическими числами уравнения Эйлера.

Предположим, что все корни характеристического уравнения различны. Тогда
уравнение Эйлера имеет п частных решений вида (13)

И =ХМ, У2=х№, ..., Yn=KAN, (15)
Эти решения линейно независимы в интервале (0, со) (см. п. 160, пример 5). Если при
этом все корни Ли, А2,..., Ап вещественны,-то и решения (15) вещественны,
так что общим решением уравнения Эйлера будет

п Ap
Y= >» Сьх

Е =1

Например, характеристическим уравнением для уравнения (7) будет

A(A—1)—2A+2=0 или А—ЗА2=0.

Отсюда А. ==1, А.=2. Следовательно, общее решение имеет вид (8).
Предположим теперь, что все корни характеристического уравнения по-прежнему

различны, но среди них имеются комплексные. Тогда последние входят сопряженными
парами. Найдем вещественные частные решения, соответствующие одной такой паре
a+tib. XapakTepucTuyeckomy числу а-Н соответствует комплексное решение

хат= x2(cos(b In x)+isin(b In x)).
Поэтому функции |

x*cos(bInx), x? sin(b1n x):

будут вещественными решениями. Они, очевидно, линейно независимы. Сопря-
женное характеристическое число а— не порождает новых (т. е. линейно независимых
с только что найденными) вещественных частных ‘решений. В формуле общего решения
паре характеристических чисел а--! соответствует выражение вида

ха (С! со (В пшх) +С. зт(6 шх)).

Например, для уравнения (11) характеристическим уравнением будет

A(A—1)—3A+5=0 или А^—4А-5=0.

Отсюда А1, 2=2--1. Следовательно, общее решение имеет вид (12).
Пусть Аи есть А-кратный корень характеристического уравнения, т. е.

Р(^!) =Р' (1) =...==Р@-1 (м) =0, PO) (Ay) KO.
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Дифференцируя тождество (14) т раз по А, получаем

р(х^(шх)” = 2SmP)(A) xk(In x) ™—V,
откуда ясно, что функции -

хм (шх)”® (m=0, 1,..., k—-1) (16)

являются частными решениями уравнения Эйлера, так что в случае кратных характе-
ристических чисел наряду с решением вида хм уравнение Эйлера допускает и решения,
содержащие [п х..

Решения (16) линейно независимы в интервале (0, co) (cm. nm. 160, пример 5). Если
при этом А. есть вещественный” корень характеристического уравнения, то все
решения (16) вещественны и в формуле общего решения этому корню будет со-
ответствовать выражение -

хм Рь-1 (шп x),
где Р»„-, — полином (Е—1)-й степени с произвольными коэффициентами.

Например, для уравнения (9) характеристическим уравнением будет

A(A—1)—A+1=0 nan 42—2A+1=0.

Отсюда А, =А›=1. Следовательно, общее решение имеет вид (10).
Нетрудно показать, что если ай и а—{ — комплексные характеристические числа

кратности А, то в формуле общего решения им соответствует выражение

x*(cos(b In x) Px-1 (In x) +sin(6 In x) Qx-1(In x)),

где Рь-1и О,—, — полиномы степени А—1 с произвольными коэффициентами.
Замечание 2. Так как для уравнения с постоянными коэффициентами с пра-

вой частью вида Р.(х)е“* можно найти частное решение методом неопределенных
коэффициентов, то то же самое имеет место для уравнения

xPYy(Mtaxr—-t yD.) tans xy’+any=Pm (In x) xe, (17)
®так что всякое уравнение вида (17) интегрируется в элементарных функциях.

Замечание 3. К уравнению Эйлера приводится уравнение вида

(ах--Ь) ® у-наи (ах) "1 ут-ю-..а(ах-ЕВ)у’-аьу=0,
стоит только сделать подстановку ахВ=т. Полагая затем т=е! или сразу ах-НЬ==е*,
придем к уравнению с постоянными коэффициентами.

184. Уравнение Чебышева. Рассмотрим уравнение Чебышева

(1—x?) y”—xy’+n’y=0. (18)
Точки х=—1 и х=| являются особыми точками этого уравне-
ния. В каждом из интервалов (—с®о, —1), (—1, 1), (1, со) выполнены
условия теоремы существования и единственности.

Построим общее решение уравнения (18) при значениях х в интер-
вале (—1, 1).
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tcf Jeра
]Беря с=— —— и опуская постоянную интегрирования, получаем под-

становку

Формула (3) дает

[— агссо$ Х ИЛИ x=cost.
В силу этой подстановки имеем:

—- / 1 |——9: sin?’
an(, ! /c08t ) ( |

Yu=—\Ye Sinesint 7’ sinzt/\ sint/
on — ,cost
FeSinet7° sinke” }

Подставляя эти значения ух и у”, в уравнение (18) и заменяя х через
с0$ $, получим

yi, try=0.
Так как это уравнение имеет общее решение

| у=— С! со$ ИЕС зш ИБ
то общим решением уравнения Чебышева будет

у==С! с0$ п агссоз ХхС› $ш И агссо$з х.
Частное решение

Y1=COS nN arccos X=T py
при п — целом, большем 0, представляет собою полином п-й сте-
пени * и, следовательно, не имеет особенностей в особых точках урав-
нения (18). Этот полином называется полиномом Чебышева.**

* В самом деле, приравнивая вещественные части в известной формуле Муавра
(cos ф-+ЕЕ шт ф) "=с0$ ИФ-НЕ зп иф,

получим
cos йф=с0$7 ф—С»? с03"-2 ф-5112 ФС“ со"-* ф sin* p+... .+

n

(—1) 2 зп”ф (п четное)+(—1)* Cn?* cos™—2" @ sin?* p+... n—-1
(—1) 2 ncos@sin"™—!q@ (n HeyeTHOe)”*

Полагая ф==агссо$х и замечая, что $шф входит в четных степенях, мы видим, что
с0$ И агссоз х есть полином п-й степени от х.

** Полином Чебышева является частным случаем более общего полинома Якоби[138, т. Ш, ч. 2, с. 383—387].



ГЛАВАВОСЬМАЯ
НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЬТ ТЕОРИИ ОДНОРОДНЫХ ЛИНЕЙНЫХ

УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

$ 37. ПРИВЕДЕНИЕ К ПРОСТЕЙШИМ ФОРМАМ
185. Приведение к уравнению, не содержащему члена с первой про-

изводной при помощи замены искомой функции. Для изучения свойств
решений однородного линейного уравнения второго порядка и для на-
хождения решений часто бывает полезно предварительное приведение его
к некоторым специальным формам.

Покажем, что уравнение

y”+p(x)y’+q(x)y=0 (1)
всегда можно преобразовать к виду, не содержащему первой производ-
ной, при помощи замены искомой функции.*

Положим для этого (см. п. 158, замечание 3)

y=a(x)z, (2)
где = — новая искомая функция, а &«(х) — дважды дифференцируема
в интервале непрерывности коэффициентов уравнения (1) и отлична от
нуля в этом интервале. Подставляя (2) в (1), получаем

о (х) 2-2 (х) ах) г” -Ер(х) (а (х)Нах)г) 9 (х) а(х)2=0
ИЛИ

9 / и /"4 (= +(x) ) 2+( a +p(z) ea +9(x) )2=0. (3)
Выберем «(х) так, чтобы коэффициент при =’ обратился в нуль

200’ (x) —_a(x) +p (x) =0.
* В следующем пункте мы докажем, что и при помощи замены независимой пере-

менной можно избавиться в уравнении (1) от члена с первой производной.
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В качестве &(х) можно взять
P(x)ue)aoe

Тогда

рр о ,
a” (x) = (_2) + Ps yen [20

а (х) =—

так что уравнение (3) примет вид

p’ (x) — ftpPr(x)5 +4(x) ) 2=0.2” (_2)
Таким образом, однородная линейная замена искомой функции

p(x)
J 2g &—@ г

приводит уравнение (1) к виду
2”+Q(x)z=0, (4)

у

где

оРам.
Функция @(х) называется инвариантом уравнения (1).

Ясно, что если уравнение (4) интегрируется в квадратурах, то тем
самым и уравнение (1) интегрируется в квадратурах. Например, это бу-

дет иметь место, если @(х) =с или ©(х) = ибо в этих случаяхС

(х—а)?'
уравнение (1) приведется соответственно к уравнению с постоянными
коэффициентами или к линейному уравнению Эйлера.

Заметим еще, что для уравнения с постоянными коэффициентами
инвариант представляет собою взятый с противоположным знаком ди-
скриминант характеристического уравнения.

Пример 1. Рассмотрим уравнение Бесселя

xy"+xy’+ (х2—п?)у=0 (х>0). (5)



$ 37. ПРИВЕДЕНИЕ К ПРОСТЕЙШИМ ФОРМАМ 523

1 n2 '
Здесь р(х) = —, q(x) =1— ‚ так что

x x
1——_—72
4

Q(x) =1+ —_—-. (6)
x

Таким образом, уравнение Бесселя подстановкой .

-| : ах 2y=e 2x 2 — —
ух

приводится к виду
а=”-- (1+ ==x2

1 1где а= — —ип2. В частности, если ==, то соответствующее уравнение Бесселя
2,,/ ’ 2 1ху ху- “а у==0 (7)

, =
подстановкой и=——приводится к уравнению

x
2”+z=0. (8)

Tak Kak 2;=sin xX, 22=60$х—фундаментальная система решений этого уравнения, то
уравнение (7) будет иметь в интервале (0, со) фундаментальную систему решений

sin x cos x
—«|4 KrF
Vx Vx

Второе из этих решений имеет в особой точке х=0 ту особенность, что оно стремится
к © при х->0.

n= (9)

2Умножая решения (9) на y= получим так называемые функции Бесселя
л7:(х) uJ 1(x):

Te (x) у sin x } (x) y= cos x
1 (Xx) = — => 4 (Xx) = — —~.

2 Ух т п Ух
Общее решение уравнения (7) в области

0<х<о, |у|<®, |у|<®о
y=C,J 4 (x) +C2 J 4 (x).

22

имеет вид
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Пример 2. Найти общее решение уравнения

9y+> y’+y=0. (10)
1

Так как О(х) =1, то подстановка у=—— = приводит уравнение (10) к уравне-
x

нию (8). Поэтому фундаментальной системой решений уравнения (10) в каждом из ин-
тервалов (—со, 0), (0, со), не содержащих особую точку х==0, будет

sin x cos x
Y= , 12 —=

х x

Первое из этих решений имеет конечное предельное значение при х—0, второе неогра-
ничено при х-—0. , ,

Общим решением уравнения (10) в каждой из областей
—o<x<0, |yl<ow, |у’|<о

и
0<х<о, |[у|<о, |y’|<o

будет ,
| с_ я cos xy= | 2 x
Замечание. Если два уравнения

у" ра (х) у’ 91 (х)у=0 (11)
и

2”- р» (х)=’ 42(х)г=0 (12)
имеют один и тот же инвариант (© (х), то они приводятся друг к другу при помощи одно-
родной линейной замены искомой функции и=иг, где и==и(х).

В самом деле, уравнения (11) и (12) приводятся к одному и тому же уравнению
w”+Q(x)w=0

соответственно IIPH MOMOULN NOACTAHOBOK Y=QiW и Z—Q2W, где

— [2as
ai=e 2 (i=1, 2).

Отсюда следует, что | Рр2(х)—Р1(х) dx ( | ро(х)-р(х) ix)
у=е 2 2 \и=е 2 . (13)

Эта подстановка и приводит уравнение (11) к уравнению (12).
Обратно, если уравнения (11) и (12) приводятся друг к другу при помощи под-

становки вида у==и(х)2, то их инварианты равны (почему?).
Пример 3. Рассмотрим уравнение Бесселя (5) и уравнение

а
2"— 2’+z=0, (14)

Хх



$ 37. ПРИВЕДЕНИЕ К ПРОСТЕЙШИМ ФОРМАМ 595

где а=соп${=520. Покажем, что уравнение Бесселя (5) приводится подстановкой вида
у=и(х)= к уравнению (14) при соответствующем выборе а.

Инвариант уравнения Бесселя (5) имеет вид (6). Подсчитывая инвариант урав-
нения (14), получим а? + а

Ё4 2Qs (x) = 14+ ——_.——.
. Хх

а? а 1Эти инварианты будут равны, если — — ==”, откуда а1, ›=1=Е2п.
4 2

Таким образом, уравнение Бесселя (5) можно привести подстановкой вида
у=и(х)г, например, к уравнению

91-1
x

27+ 2’+z=0. (15)

Найдем теперь функцию и(х). Имеем в силу (13)

| 4 att _ 1) ay
2 x x

u(x) =e =x",

Итак, подстановка
Y=X"Z

приводит уравнение Бесселя (5) к уравнению (15).

186. Приведение к уравнению, не содержащему члена с первой про-
изводной, при помощи замены независимой переменной. Рассмотрим
снова уравнение (1)

ур(х)у-9 (%)у=0.
Покажем, что существует замена независимой переменной

#—1(х), (16)
приводящая уравнение (1) к виду, не содержащему первой производной.
Относительно искомой функции ф(х) будем предполагать, что она не-
прерывно дифференцируема в интервале непрерывности коэффициентов
уравнения (1) и что ее первая производная отлична от нуля в этом ин-
тервале. Имеем

Yn=H p(x), у’, =у, [ф'(х)РНуг ф”(х).
где х=х(Т) есть функция, определяемая из (16). Подставляя в уравне-
ние (1), получим.

fp’ (x)P yf, +p” (x)р (%) у" (х)) уг--9 (<) у=0.
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Приравняем нулю коэффициент при иг:
p” (x) +p (x) 1p"(x) =0,

—f p(x)dxе J .
откуда

ф’(х) =С
Полагая С==1, интегрируя и опускаяпроизвольную постоянную интегри-
рования, найдем

-] р(х)ахw(x) — fe dx.
Таким образом, подётановка

—Г родах= [е J dx (17)
приводит уравнение (1) к виду »

2 f p(x)dx
Yn +9(x)e y=0 (x=x(Z)),

не содержащему первой производной от искомой функции.
Пример. Рассмотрим уравнение

1ху" > y’—y=0.
Здесь подстановка (17) примет вид

1—_|ах
2х —t= fe =2)x.

Имеем
/ / 1 и и 1 | / 1

Ух =уу = б—ф—tk —.
x x? ex 2 xx

Поэтому рассматриваемое уравнение приведется к виду
Myу, 9 =9.

Интегрируя это уравнение и возвращаясь к переменной х, получим общее решение исход-
ного уравнения |

2х ухy=Cie y + Cre у
Заметим, что все решения конечны в особой точке х=0, т. е. имеют конечные

пределы при х—0.
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187. Приведение к самосопряженному виду. Однородное линейное
уравнение второго порядка, в котором коэффициент при и’ равен произ-
водной от коэффициента при и”, т. е. уравнение вида

p(x)y”+p’ (x)y’+q(x) y=0 (18)
(p(x)y’)’+4(x)y=0,

rye p(x) u q(x) — функции от х, называется самосопряженным уравне-
нием второго порядка.

Покажем, что всякое однородное линейное уравнение второго по-
рядка

ИЛИ

Po(x)y”+p1(x) y’+pe(x) y=0, (19)
коэффициенты которого непрерывны в интервале (а, 6), причем функция
Po(x) не обращается в нуль и непрерывно дифференцируема в (а, Ь),
всегда можно привести к самосопряженному виду умножением на неко-
торую функцию от X.

самом деле, умножим обе части уравнения (19) на некоторую
функцию и==в(х):

ро(х) и(х) у” ря (х) в (х) у’ > (х) и (х) у=0.
Выберем ц(х) так, чтобы

ра(х) w(x) = (ро(х) в(х) )*.
Решая это дифференциальное уравнение относительно и(х), имеем

| Po(x)w’(x) = (ри (х) —ро’(х) ) и(х),
откуда̀ ] | P1(x) а

— 0(х) *и (х) ре) © P (20)
Умножая обе части уравнения (19) на эту функцию п(х), получим

P1(x) | р1(х) | p(x)Jeyple)J Bas, pale) | BE oa =(). 21ро(х) ро(х) 7 21)
Это — самосопряженное уравнение.

Обозначим

ра(х) ра(х)е J pox) 9% =p(x), PAX) e J pox) *= g(x),
ро(х)
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Тогда (21) примет вид

P(x)y”+p" (x)y’+4q(x)y=0

(p(x)y’)’+4(x)y=0,
roe p(x) u q(x) непрерывны в (а, 5). Кроме того, р(х) ‘непрерывно диф-
ференцируема и положительна в (а, 6).*

Очевидно, что уравнение

"ЕО (х)у=0 (22)
является самосопряженным. Самосопряженное уравнение общего вида
(18) всегда можно привести к виду (22) заменой независимой пере-
менной

]‘= dx.J p(x)

ИЛИ

Выполняя эту замену в уравнении (18), получим
у, НР(х)9(х)у=0 (х=х(1)),

т. е. уравнение вида (22).

Пример 1. Рассмотрим уравнение Лежандра
(1—2) у’—2ху’ п(п 1] у=0. (23)

Точки х=—1Т и х=!| являются особыми точками этого уравнения. Мы бу-
дем рассматривать уравнение Лежандра в интервале (—1, 1). Ясно, что это уравнение
является самосопряженны м, причем р(х) =1—х?>>0 в интервале (—1, 1) и (22)
можно записать в виде

((1—x?) y’)/+n(n+1) y=0.
Самосопряженным будет и более общее уравнение

| ((1—2)у’) Лу=0,
где А — параметр.

Пример 2. Пусть дано уравнение Бесселя (5)

xy"+xy’+ (x?—n?) y=0.
Будем рассматривать его в интервале (0, со). Это уравнение не самосопряженное.

Приведем его к самосопряженному виду.
-~

* Приведение уравнения (19) к самосопряженному виду иногда дает возможность
проинтегрировать его в конечном виде (см., например, [18]).
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Пользуясь формулой (20), находим
11 fz 1.и (х) = 7 et ® dx

xx

Поэтому уравнение Бесселя в самосопряженной форме запишется так:
n2xy”+y'+ (. x )y=o

ИЛИ

(xy’)’+ (-- “ )y=o.
Здесь р(х) =х>0 в рассматриваемом интервале (0, со). ‚

Пример 3. Уравнение Чебышева (см. п. 184)

(1—x?) y”—xy’+n?y=0
не является самосопряженным. Умножая обе части его на функцию

еее 4—х2 ах —_
p(x) = ——:]1—х? 7 1—х-

получим ,
— у2 Я / ee —Vy l-xy y+ ——— y=0

71-х? Y 1—x?
HJM

——. п?
(У у)’ ——— y=0.

у1—^?
Здесь р(х) = 1—х?>0 в интервале (—1, 1).

Рассмотрим самосопряженное уравнение

(p(x)y’)’+Aq(x) y=0, (24)
содержащее параметр ^. Предположим, что р(х) непрерывно дифферен-
цируема и отлична от нуля в (а, 6), а 4(х) непрерывна и положительна
в (а, 5). Поставим следующую задачу Штурма — Лиувилля. Найти зна-
чения А, при которых уравнение (24) имеет ненулевые решения,
определенные внутри интервала (а, 6) и удовлетворяющие краевым
условиям

y(a)=0, y(b)=0. (25)
С частным случаем этой задачи мы уже встречалисьв п. 175, где в при-мере 8 рассмотрено уравнение вида (24), в котором р(х) ==1, g(x) =1,
а краевые условия заданы в точках х=0 и х=л.
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Так же, как и в указанном частном случае, те значения A, MPH KOTO-
рых поставленная задача Штурма—Лиувилля имеет ненулевые реше-
ния, называются характеристическими (собственными) числами, а со-
ответствующие им решения—характеристическими (собственными)
функциями задачи Штурма — Лиувилля.

Покажем, что рассматриваемая задача Штурма—Лиувилля не
имеет нулевого характеристического числа. Действительно, при А=0
уравнение (24) принимает вид

(р(х)у’)’=0.
x

р(х)у’=Сь y= Cy

Интегрируя его, имеем
dx +C2. ь.p(x) a

Удовлетворяя краевым условиям (25), получим
b

с с|
p(x)

—0,

откуда С›=0, С, =0, так что у==0, что и доказывает наше утверждение.
Можно доказать, что не существует отрицательных характеристиче-

ских чисел [144, $ 19]. Таким образом, поставленная задача Штурма—
Лиувилля (24), (25) может иметь только положительные характеристи-
ческие числа (так же, как и задача Штурма — Лиувилля, рассмотренная
в примере 8 п. 175, где \„==1?, п>>0, целое). Но имеются ли они? Общая
теория краевых задач дает на этот вопрос положительный ответ.

А именно можно доказать, что характеристические числа сущест-
вуют и образуют так же, как и в упомянутом выше частном случае, бес-
конечное дискретное множество, расположенное на положительной части
оси О), образуя при этом монотонно возрастающую последовательность

М, Ao, cee 9 An; ... (An >0),
сходящуюся к оо, и что каждому характеристическоми числу /„, соответ-
ствует ровно одна характеристическая функция у», определенная с точ-
ностью до постоянного множителя и обращающаяся в нуль внутри (а, Ь)
ровно п—1 раз [144, 6 24].

Покажем, что характеристические функции, соответствующие нерав-ным между собой характеристическим числам, ортогональны с весом(с весовой функцией) 4(х) на интервале [а, 6], т. е.
"2

Г q(x) Yn(x)Ym(x)dx=0 (nem).
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При доказательстве этого утверждения мы существенно воспользу-
емся самосопряженностью рассматриваемого уравнения (24).
Обратимся к тождествам

(р(х)у»/)’-Е№9(Хх)уг=0,
(2(х) Ут) ’-Е№9 (х) Ут=0

при а<х<. Умножим обе части первого из них на Ут, второго —на ум,
вычтем почленно второе из первого и проинтегрируем по интервалу [а, 6].
Будем иметь

[бородинаыы) § 9 (2)dtd
a

Интегрируя левую часть по частям, имеем
b Ob bob

YmP (X)Yn’|— [робу Ут AX—YnP(X) Ym"| + | P(X)Ym’ Yn’ dx=

= (Am—An) | G(X) YnYmdx.
Здесь левая часть в сияу краевых условий (25) равна нулю. Так как
Лп Е), то отсюда и следует доказываемое соотношение ортогональности
характеристических функций.

$ 38. ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА

188. Построение общего решения однородного линейноге уравнения
второго порядка в случае, когда известно одно частное решение. Пусть
дано уравнение

L(y) =y"+p(x)y’+q(x)y=0, (1)
коэффициенты которого непрерывны в некотором интервале (а, 6), и нам
известно одно его ненулевое частное решение у!. Тогда, согласно п. 169,
подстановка |

y=ys | udx, (2)
где и — новая неизвестная функция, приведет данное уравнение к одно-
родному линейному уравнению первого порядка и, следовательно, урав-
нение (1) интегрируется в квадратурах
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Выведем формулу общего решения. Подставляя (2) в уравнение (1),
имеем

9(х) | у =m | мах
р(х) | у’ =” | udx+yiu

] y”= yy” | udx+-2y,/utyu’

L(y) fu ax+(2yy’+p(x)y1)u+yiu’=0.
Отсюда, так как Г (у!) =0, получаем

yu’+ (2 р(х) и!) и=0
ИЛИ

и’ (ре) u=0.
Интегрируя это (линейное) уравнение, найдем

С —Г р(хахи— as е J .
1

Полагая С= | и подставляя полученное значение и в формулу (2), полу-
чим, что второе частное решение уравнения (1) дается формулой

-] p(x)dx
Yor | ее dx. (3)

& yr?
Таким образом, фундаментальная ‘система решений имеет вид

—[ р(х)ахе. JУ1, 91 j—— dx,
И ИСКОМЫМ общим решением в области

а<х<Ь, [у] <о, [у’| <с
будет

— Г р(х)ахy=ys (C.-C, f 2 ео а).2
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Из сказанного следует, что для интегрирования однородного линей-
ного уравнения второго порядка достаточно ‘уметь найти только одно
(ненулевое) частное решение его.

Пример 1. Рассмотрим уравнение

2 2
ууу=0.

x x

Это — уравнение Эйлера. Точка х=0— особая точка. Очевидно, у1=х —
частное решение, а тогда | 2

е “x ахYo=Xx {=—— arenx2

(произвольную постоянную интегрирования опускаем), так что фундаментальной систе-
мой решений в каждом из интервалов (—со, 0), (0, со) будет

у=х, У2=%?.

y=x(C1+Cox)
Следовательно,

является общим решением в каждой из областей:

2х0, |<, |1;
I<x<o, |y|<oo, |y'|<o.

Заметим, что наличие особой точки х==0 хотя и не помешало*голоморфности в этой
точке функций х и х?, входящих в состав фундаментальной системы решений, но огра-
ничивает произвол выбора (предельных) начальных значений искомой функции и ее
производной в точке х=.0. В самом деле, из формулы общего решения видно, что не
существует решения у=и<х), обладающего свойством

у(х)—у520 при х->0.
Пример 2. Найти ‘фундаментальную систему решений и общее решение уравнения

| y” +xy’—y=0.
Нетрудно догадаться, что у: =х — частное решение этогб уравнения. Вторым част-ным решением будет

е 2Yo=Xx | ———_ dx.x2

Фундаментальная система решений имеет вид
x2

e 2- x, x [ахx2
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а общим решением во всем пространстве (x, и, у’) будет
х2

е2=X (ccs {——«) .x2

Пример 3. Рассмотрим уравнение

у"— (а?(х) +а’(х)) у=0. (4)

Это уравнение имеет частное решение

ff a(x) dx
у1 —е

Ще] 9 94=РаПоэтому

G2

Общим решением уравнения (4) будет

yaod (Oe (секс,[ее ax] |
Пример 4. Найти общее решение уравнения

(1—2) у’—2ху’-2у=0. (5)
Так же как и для уравнения Лежандра общего вида (см. п. 187, пример 1), точки

х=—1 и х=| являются особыми точками данного уравнения.
Одно частное решение уравнения (5) можно угадать, Это будет у! =х. Тогда

2хeS dx dx 1 I 1-хYo2=x — dx=x oSHX —-——-- In .x? (1—x?) x? x РЯ |1—х
Следовательно,

I 1 1-х
—х| С.С.|—-— +—Ш

x 2 1—х

есть общее решение уравнения (5) в области

—l<x<l, |у<®, <.

Заметим, что только Одно из линейно независимых частных решений ци и у> остает-
ся конечным, когда х стремится к особой точке х=—1 или х=1. Это — частное реше-
ние у:1..

Можно показать, что этим свойством обладает и уравнение Лежандра общего вида,ранние в предыдущем пункте, в предположении, что А — целое ^>0 [39, т. 2,
с. 373, 374].
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Замечание. Формула (3) полезна не только в тех случаях, когда мы знаем
одно частное решение в виде элементарной функции. Например, при изучении
аналитической структуры линейно независимых частных решений однородного линейного
уравнения второго порядка эта формула дает возможность по заданной аналитической
структуре одного из них установить аналитическую структуру другого (см. п. 191).

189. Связь между однородным линейным уравнением второго поряд-
ка и уравнением Риккати. Порядок уравнения

L(y) =y"+p(x) y’'+4 (x) y=0 (6)
всегда можно понизить на единицу, если воспользоваться общим прие-
мом понижения порядка уравнений, однородных относительно искомой
функции и ее производных, изложенным вп. 98.

Введем новую неизвестную функцию 2, положив
7

у
у

=z. (7)
Имеем

q(x) |y =y
p(x) | y =yz

1 | yw=y(2+2’)
y(22-+-2'+p(x)z+q(x)) =0.

Сокращая на и, получим уравнение Риккати.
Таким образом, подстановка (7) приводит любое однородное линей-

ное уравнение второго порядка к уравнению Риккати. В частности, урав-
нение вида

у+9(х)у=0
приводится к каноническом у уравнению Риккати

2’ — —22—q(x).

Обратно, всякое уравнение Риккати

y’=P(x)y-+Q(x)y+R(x)
можно привести к однородному линейному уравнению второго порядка.
Действительно, положив в этом уравнении

]

I~Dey *
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получим, согласно п. 46, уравнение Риккати, которое подстановкой
и’. | |
—— =2 приводится к уравнению типа (6).
и

Таким образом, подстановка
J и’Y=— Diy > (8)

приводит любое уравнение Риккати к однородному линейному уравне-
нию второго порядка вида (6).

Установленная связь между однородным линейным уравнением вто-
рого порядка“и уравнением Риккати имеет важное значение в том отно-
шении, что она дает возможность заменить изучение свойств решений
одного из этих уравнений изучением свойств решений другого.

Пример 1. Рассмотрим уравнение Эйри
y”—xy=0.

Найдем соответствующее уравнение Риккати. Полагая у’=у2, г=2(х), имеем
у’=у’ауг=у(2 2).

Подставляя в уравнение Эйри и сокращая на у, получим искомое уравнение Риккати
‘ Zo== —2*-4-X.

Пример 2. Дано уравнение Риккати
у’==ху.

Найдем соответствующее однородное линейное уравнение второго порядка. Поло-
жим, согласно формуле (8), ‚

у— — ?
u

где и — новая неизвестная функция от х. Тогда после упрощений получим
и’ хи ==0.

Это уравнение не интегрируется ни в элементарных функциях, ни в квадратурах от эле-
ментарных функций (почему?).

$ 39. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПРИ ПОМОЩИ СТЕПЕННЫХ И ОБОБЩЕННЫХ
СТЕПЕННЫХ РЯДОВ

190. Представление решений однородного линейного уравнения вто-
рого порядка в окрестности обыкновенной точки в виде степенных рядов.
В этом параграфе мы рассмотрим более подробно, чем это сделано
в главе пятой, вопрос об аналитическом представлении решений одно-
родных линейных уравнений в окрестности точки, в которой коэффици-
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енты уравнения голоморфны,* а также приведем начальные сведения
относительно аналитического представления решений в окрестности так.
называемой регулярной особой точки, понятие о которой будет дано.
ниже. Здесь в качестве аналитического аппарата, представляющего ре-.
шения, используются обобщенные степенные ряды и ряды несколько.
более общего вида.

В указанных случаях мы дадим конструктивный способ построения
фундаментальной системы решений в окрестности заданной точки и со-
ответствующего общего решения. Следуя терминологии, принятой в ана-.
литической теории дифференциальных уравнений, будем называть точку.
Хо обыкновенной, если все коэффициенты уравнения голоморфны в этой.
точке; в противном случае точку хо будем называть особой точкой диф-
ференциального уравнения.

Рассмотрим сначала вопрос об аналитическом представлении реше-.
ний в окрестности обыкновенной точки.

`Пусть дано уравнение

у’-Нр (х)у’--а(х)у=0, (1)
в котором коэффициенты р(х) и 9(х) голоморфны в точке х==хо, так что.

ооp(x) = 3 pale (x)=S gulx—xpr
k=0

причем ряды справа сходятся в области |х—№| < о.
Тогда, согласно теореме Коши, доказаннойвп. 151, существует един-

ственное решение, голоморфное в точке х=х и принимающее в этой точ-ке вместе с первой производной любые наперед заданные начальные.
значения ши 10’, т. е. решение вида

y=yotye (xa) +S) on(x—%o) (2)
причем ряд справазаведомо сходится в области |х—№%| <.

В приложениях чаще всего встречаются случаи, когда коэффициен-
ты уравнения (1) являются либо полиномами, либо отношениями поли-
HOMOB.

В первом случае мы получаем решение в виде степенного ряда, схо-.
дящегося при всех значениях х, во втором случае радиус сходимости
степенного ряда, представляющего решение, не меньше расстояния OTTOUKH X=Xo до ближайшей из точек, в которых знаменатели коэффици-

* Мы говорим, что [(х) голоморфна в точке хо, если она представима в некоторойокрестности |х—х| < р этой точки степенным рядом (см. п. 144).
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ентов уравнения, рассматриваемые как функции комплексной пе-
ременной х, обращаются в нуль.

Коэффициенты сь в формуле (2) определяются единственным обра-
зом, если заданы ши у’. Их можно определить методом неопре-
деленных коэффициентов, подставляя ряд (2) в уравнение (1)
и приравнивая нулю коэффициенты при всех степенях х— хо в левой части
полученного равенства.

Принципиальная возможность определения коэффициентов ск этим
способом обеспечена теоремой Коши для линейного уравнения п-го по-
рядка, доказанной в п. 151 путем сведения его к линейной системе. Здесь
мы проведем сами вычисления непосредственно для однородно-
го линейного уравнения второго порядка (1).

Не умаляя общности, будем считать, что х.=0, т. е. будем предпола-
гать, что

р(х) = х рых", q(x)= я Чвх*, [x] <p.
Тогда уравнение (1) можно переписать так:

Ухрых*- У’ > qux*- y=0. (1)
Будем искать решение этого уравнения в виде степенного ряда

y= № сьх*, Co=Yo, Cr=Yo'. (2’)
hk=0

Подставляя (2”) в (1”), имеем
oo

ay R(R—1) cpxP2+ SS pax 3S) Renx-?*+ SS gnx*® 3S) crhxk=0
k=0 k=1 k=0 kh=0hk=2

ИЛИ

S (#42)(B+1)cnsarh-+ Sposh3 (epcnxS gashS cuxh=0
k=>

Перемножаем степенные ряды в двух последних слагаемых, пользуясь
при этом известной формулой

=Apxk = b,xk= > (> Apn—ndbn) xt
k=0 ‘n=0
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Получим
со со ЕSe (h$2)(EVens S (Spann tl)cnae) 2H

со Е

10k=0 ‘n=

Приравнивая нулю коэффициенты при х*, имеем
Е R(R+2) (R+1)cCrp2+ 2) Pr—n (NF 1) Cntir > Gr—nCn=0.

Ilonaran R=0, 1, 2,..., nonyuaem
2-1 Cotpolit goco=—0,
3.2 сз-Е рас1-Е Ро 2 2 91689ос1=0,

h—2 k—2k(kR—1)cr+ 2X) Pr—n—2(M+1) Cntab 2)Jr—n—2-n=0

Из этих уравнений, вследствие того что коэффициент при сь заведомо
отличен от нуля, мы можем выразить последовательно и притом един-
ственным образом все коэффициенты с» через коэффициенты разложений
p(x) u g(x) и коэффициенты со и с1, которые остаются произвольными.
Но со== о, с1==Ио’, так что мы снова видим, что можно строить решение
однородного линейного уравнения второго порядка с любыми началь-
ными значениями искомой функции и ее первой производной.

Полагая сначала со== Со, с1 ==564@), затем со=с09), с1=с1®) и выбирая
при этом числа со, с1, Coe), C1 так, чтобы

с cg)
ce, 7-0,

мы получим два частных решения и! и у2. Эти частные решения образуют
фундаментальную систему решений в интервале |х|< р (почему?).
В частности, полагая сначала со==1|, с1==0, а затем со=0, с.=1, мы по-
лучим фундаментальную систему решений, нормированную в точке х=0.

Так как знание фундаментальной системы решений ул, у› дает воз-
можность построить общее решение по известной формуле

уи=— Си Су»,

где С; и С> — произвольные постоянные, то задача интегрирования урав-
нения (1) в окрестности обыкновенной точки х==0 решена.
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Таким образом, мы приходим к следующему способу интегрирования
уравнения (1’) при помощи степенных рядов.

Для того чтобы проинтегрировать однородное линейное уравнение
(1’) при помощи степенных рядов, нужно подставить ряд (2’) с неопре-
деленными коэффициентами сь в уравнение (1’) и, приравнивая нулю
коэффициенты при всех степенях х в левой части полученного, равенства,
найти значения этих коэффициентов. При этом коэффициенты со и с!
останутся произвольными, так что мы получим сразу общее решение
(в форме Коши).

На деле, однако, оказывается удобнее строить сначала фундамен-
тальную систему решений. Обычно строят фундаментальную систему ре-
шений и1, у», нормированную в точке голоморфности х=0. |

Для уравнения (1) в окрестности |х—ж%|< о точки голоморфности
Хо обычно строят в виде степенных рядов фундаментальную систему
решений и1, уг, нормированную в этой точке,

n=l+5 cn)(x—x0)¥,
—2

(3)
Yo=xX-+- №Cu) (X—Xo)*,

k=2

определяя коэффициенты с»® и сь® методом неопределенных коэффи-циентов (см. ниже пример 1), после чего получают общее решение
в области

Ix—xo]<p, lyl<oo, |у’|<о
по известной формуле.

Коэффициенты ск@) и с»@ можно также найти методом последова-тельного дифференцирования данного уравнения (1), представив фунда-ментальную систему решений, нормированную в точке ху, в виде рядов
ейлора

< (Rh) (xyrait dp (фо,
hk=2

— (R) (xY2=X—Xo+ Уge tel (x—Xo)*
— !

и находя 1(ж%) (Е>2) из тождества

yr +p(x)y+q(x)yi=0 (]х—ж|<р)
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и тождеств, получающихся из него последовательным дифференцирова-
нием (см. ниже пример 2). Аналогично находятся Yo" (Xo) (R>2).

Отметим в заключение, что, разыскивая решения в виде степенных
рядов, мы иногда можем получить решения в виде полиномов, если хоть
один из рядов (3) оборвется (см. ниже пример 3). Некоторые из таких
полиномов обладают рядом замечательных свойств, входя в класс спе-
циальных функций (например, полиномы Чебышева и Лежандра).

Пример 1. Рассмотрим уравнение Эйри

y”’—xy=0.

Все решения этого уравнения являются целыми функциями от х (почему?).
Построим фундаментальную систему решений и1, уг, нормированную в точке х=0,
в виде рядов по степеням х

=1-Е > Cpt) xk,
h=2 °

ух ST cyl?) xh,
k=2

Эти ряды заведомо сходятся при всех х. Нам остается только найти коэффициенты с»)
И Сь(2). Воспользуемся методом неопределенных коэффициентов.

Подставляя ряд.для и! в уравнение Эйри, получим

32—16хх(1+ Dd ca | =0.
k=2 k=2

Приравняем нулю коэффициенты при всех степенях х. Имеем

№0: 2.162) =0,
х!: 3.2639)— |=0,
х2: 4-3¢,0=0,
хз: 5.465)—с2()==0,

xh-2: Е(Е 1) сы —сь 39) =0.
Отсюда находим

1. С3(1) 1с)—0, сз)= — СО, с5)=0, с)= А...!
3! 6.5 315.6 °

1C3,04) = y vee
2.3.5.6... (ЗЕ—1)3Е

Поэтому
x3 x8 ak

. а=А;(х)=1- + --..., ...2.3 2.3.5-6 2.3.5.6... (3—1)3 +
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Аналогично найдем
xt x7 ХЗВ-+1

3-4 + 3.4.6.7 т.т 3.4.6.7...ЗА(32+1)Y2=Bi (x) =x+ +...

Функции А;(х) и В;(х) называются функциями Эйри. Эти функции являются, как
уже сказано выше, целыми функциями от х. В последние годы функции Эйри приобре-
тают все большее теоретическое и прикладное значение [50; 138, т. Ш, ч. 2, с. 428—
431; 163].

Общим решением уравнения Эйри во всем пространстве (х, и, у’) будет

y=C,A;(x)+C2B;(x).
Пример 2. Найти общее решение уравнения

у-ху-у=0.
Построим фундаментальную систему решений и1, уг, разыскивая первую функцию

у1 с начальными условиями и! (0) =1, и!’ (0)1=0 в виде

(®)(0И =1-Е > we) gh.
k=2

Воспользуемся для нахождения и!“(0). (>22) методом последовательного диф-
ференцирования. Так как и: есть решение данного уравнения, то имеет место тождество

yy”= —xy’— 1.
Полагая в нем х==0, имеем

yi” (0) =—y1 (0) =—1.
Дифференцируя тождество для и!, получим

И”== —91’—хиа".
Полагая здесь х=0, находим #

и1”” (0) —0.
Дифференцируя еще раз, имеем yi) = —3y,"”— xy”.
Полагая х=0, получим

yr) (0) =3.

Продолжая этот процесс, придем к тождеству
yy) = — (R—1) yx — xy (FD,

yi (0) = — (k—-1) ys4~)(0).

ит)(0) =0,

Полагая х==0, получим

Следовательно,

1(2т) (0) =— (2т—1)у:@т-2)(0)=- (2т—1) (2т—3)у:2"-9 (0) =

— (—1)" (2т—1).(2т—3)...1.
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Поэтому
x2

l _
x’—,,+ (—1)™ —————__ ert-,..=e 2.+7 2-4-6...2m т

1
= | — — x2 -у! 5 + о

Так как первое решение оказалось элементарной функцией, то второе реше-ние уз можно найти в квадратурах, пользуясь формулой (3) п. 188. Получим
x2 х2

Это решение, так же как и решение у:, является целой функцией от х.
Общим решением данного уравнения во всем пространстве будет

x2 x2y=e 2 ( сес, етdr)
Пример 3. Дано уравнение

(1—2) у’—ху’-а?у=0,
где а — некоторое вещественное число.

Построить в виде степенных рядов фундаментальную систему решений Y1, Yo, HOp-
мированную в точке х=0.

Так как данное уравнение можно записать в виде

у"— x y’+ ay=0
1—x? 1—x? .

то ясно, что точКа х==0 есть обыкновенная точка, т. е. точка голоморфности коэффи-
циентов этого уравнения. Поэтому существует единственная фундаментальная система
решени% нормированная в точке х=0 и состоящая из функций, голоморфных в точке
х=0, причем ряды, представляющие эту фундаментальную систему решений, заведомо
сходятся при |х| <! (почему?). Ниже мы увидим, что радиус сходимости этих рядов
равен точно единице.

Найдем у1. Имеем

yi=1+ >> CA? xP,
k=2

Подставляя в данное дифференциальное уравнение, получаем

ST RRL)ca)x2 ST (RMcl) x*@—
k=2 k=2

— 3S) ken) хера? (1+ > en?) *) =(0
&=2 h=2

ИЛИ

qt У (22—22) сы) х®-- У (k-+-2) (R41)cae xk —0.
k=2 h=0
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Приравнивая нулю коэффициенты при всех степенях х, имеем
a2

х0: 0249.12) =0, с2)=— 5 ,
х!: 3-2c30)==0, с3)=0,

хи: (a®—h2)ca (k+-2) (+1)cnj2=0- (k>2),
(1) (a?—k?):Chi2=— св) (Е>2).

(#2) (#1) =
Поэтому

Con41==0 при всех РЁ,
а2—92 а? (а2—2?) а? (а*—22). (42—42?)
фм — Cg=— been4.3 2 4| 6!

a? (a2—2?) .. .(a?— (2k—2) ?)
— (—])kCor= (—1) (2k)! (k>1).

Таким образом,

а? (92—22)... (а2— (2—2)?)— | —] В ' : xaky1=1+ > (—1) Ok)!
k=

Если а есть четное число 2т, то ряд справа обрывается, обращаясь в полином сте-
пени 2т. Это решение не имеет особенностей в особых точках х=-1 данного уравнения.

Исследуя на сходимость ряд, представляющий у! в случае а>=2т„ло признаку Да-
ламбера, убеждаемся, что он абсолютно сходится при |х|<1 и расходится при |х|>1,
так что радиус сходимости ряда, представляющего и1, равен единице.

Второе решение у2 ищем в виде
со

уз=х- №) сы) д.
k=2

Находя коэффициенты с»(?) методом неопределенных коэффициентов, получим

а2—1) (а2—3?). ..(а?— (2—1)?) дав+1охy2=x+ > (=) МЕТ
k=

Ecun a=2m-+1, To pag o6patTutca B полином степени 2т--1. При аэ2т-Е1 ряд
имеет радиус сходимости, равный единице.

Из изложенного выше следует, что уравнение Чебышева

(1—x?) y”—xy’+n?y=0,
где и — целое положительное число, имеет хоть одно решение в виде полинома, в чем
мы уже убедились в п. 184 путем приведения уравнения Чебышева к уравнению с по-
стоянными коэффициентами.
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Заметим, что найденная выше фундаментальная система решений 11, Yeo BbIpa-
жается через элементарные функции со$ (агссоз х) и зт(агссоз х), ибо последние тоже.
образуют фундаментальную систему решений данного уравнения, в чем легко убедиться,
приведя это уравнение к уравнению с постоянными коэффициентами подстановкой
x=cost (cm. m. 184).

‘Замечание 1. Изложенный метод интегрирования применим и к линейным
однородным уравнениям п-го порядка с той лишь разницей, что в этом случае вместо
двух произвольных коэффициентов со и с! мы будем иметь п произвольных коэффициен-
ТОВ С0, С1,..., Сп-1. Сходимость получающихся при этом степенных рядов гарантируется
теоремой Коши п. 151. И в этом случае обычно строят фундаментальную систему реше-
ний, нормированную в точке голоморфности коэффициентов уравнения.

Замечание 2. Пусть дано неоднородное линейное уравнение второго порядка

ур(х)у-9(х)у=Кх).

Если коэффициенты p(x), g(x) и правая часть [(х) голоморфны в точке Xo,
| хх|<, то существует частное решение с любыми начальными значениями
Yo, Yo IPH х=хо. Это решение можно искать в виде ряда по степеням х—хо, сходимость
которого в |х—Хо| < обеспечена-теоремой Коши п. 151.

Сказанное распространяется на неоднородное линейное уравнение п-го порядка.

191. Представление решений в окрестности особой точки в виде
обобщенных степенных рядов. Если х==хХи есть особая точка уравнения
(1), то в общем случае решение тоже не будет голоморфным ни в какой
окрестности этой точки. Например, уравнение Бесселя

x2y”+xy’+ (x2 +) y=0
имеет особую точку х=0. Как показано в п. 185, это уравнение имеет
следующие линейно независимые частные решения:

sin x cos x
=, ae

ух Ух

Ни одно из этих частных решений не голоморфно ни в какой окрестности
особой точки х=0, т. е. не представимо в виде ряда по целым положи-
тельным степеням х. Но эти решения представимы в окрестности особой
точки х—=0 (при х>>0) в виде рядов

yi (x>0).

_ зшх 1 ( x8 xxT
a Ух Vx 31° 5! 7!
_ cosx | ( x2 ХА х6

у ИТ&ух vx
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ИЛИ 4 ( x2 xe x6
__ 2 __ . щоат ay

1—_ x2 x x5
— 2 _ Le2—7 (1 и в | ’°/,

которые отличаются от обычных степенных рядов лишь множите-
лями вида 4Р. Такие ряды называются обобщенными сте-
пенными рядами.

Вообще обобщенным степенным рядом по степеням разности х—Хи,
называется ряд вида

(х—хо)? У св (х— Хо),
В—0

где показатель о есть некоторое постоянное число, а ряд

Уф) (4)
k=0

есть сходящийся степенной ряд MO CTeNeHAM X—Xo, IpHuem KOIOOQ u-
циент со отличенот нуля.

Поставим вопрос: какой вид должны иметь коэффи-
циенты уравнения (1) в окрестности особой точки
Х—=ло, чтобы хоть одно из его частных решений было
представимо в окрестности этой особой точки в ви-
де обобщенного степенного ряда по степеням х— №,
т.е. в виде

и= (х—0) № сих)® (090). (5)
k=0

` Ответ на этот вопрос дается в аналитической теории дифференциаль-
ных уравнений. В частности, доказывается следующая теорема.

Теорема. Для того чтобы уравнение (1) имело в окрестности осо-
бой точки х=хо хоть одно частное решение в виде обобщенного степен-
ного ряда (5), достаточно, чтобы это уравнение имело вид

У рь (х— хо)" У Gn (X—Xo)*
h=0 / k=0

№ Ут (x—X0)?y+ <|> (6)
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где
oo

Хр), (ем (7)
#=0 в—0

суть сходящиеся степенные ряды, причем коэффициенты ро, до и 41 не
равны нулю одновременно, ибо в противном случае точка х==хХо неособая
и существуют два линейно независимых решения, голоморфных в точке
Х = Хо. При этом, если ряды (7), входящие в коэффициенты уравнения (6)
сходятся в области |х—ж| <К, то и ряд (4), входящий в решение (5),
заведомо сходится в той же области.

Доказательство этой теоремы дается в аналитической теории диф-
ференциальных уравнений [34, с. 214—221; 131, т. 1, с. 115-121; 138,
т. Ш, ч. 2, с. 358—370; 144,с. 278—290], где особая точка х==Хи рассмат-
риваемого вида называется регулярной особой точкой.* Здесь мы огра-
ничимся лишь указанием способа нахождения показателя р и коэффи-
циентов сь, считая со произвольным, но отличным от нуля.

Для упрощения выкладок будем считать, что х==0. Тогда

Dy PRX? Ix
k=0 kh=0p(x) = YO q(x) = 2 (8)

>

и уравнение (6) примет вид

> рых" У 9ь%*
k=0 h=0yo + -4 +в4=0

или

xy"+x № ры -- № дьху=0. (9)
f= K=0

Будем искать решение уравнения (9) в виде
оо oo

yY=x №, crxk= 3S) cpxetr (co¥0), (10)
k=0 k—=0

ограничиваясь положительными значениями х.

* Линейные уравнения с регулярными особыми точками имеют многочисленные
приложения (см., например, [27]).



548 ГЛ. 8 ОДНОРОДНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Подставляя (10) в (9), имеем:

х (о)(р Пси> рых >) (oR) cyxetk+
- № 9х8 №сы=0.

k=0 k=0

Сокращая Ha x9 u перемножая ряды, получаем
со со В.$оефсе$(Хррь и бо+тдси) ж+

со Ё+ >» gi-nen J xk—(.
k=0 ‘n=0

Приравняем нулю коэффициенты при всех степенях х:

Хх: (р(6—1)Роо 90) со =0, (11)
xk: ((p-+2) (90+k—1)+po(p+F)+40) Cr+
k-1

+S (Prn(9+$2)+4i-n)en=0 (R=1, 2, ...), (12)
Так как со=20, то коэффициент при сов (11) должен равняться нулю

р (р— 1) роб 9==0. (13)
Это уравнение называется определяющим уравнением в особой точке
х==0. Из него и определяются значения показателя р.

Коэффициенты определяющего уравнения ро и 4о суть свободные
члены числителей в разложениях р(х) и 4(х). Заметим, что их можно
найти, не выполняя фактически разложения р(х) и 9(х) в обобщенные
стеленные ряды (8), по формулам

Ро= Шт хр(х), до==Штх24(Х), (14)
x->0 x0

в справедливости которых легко убедиться непосредственной проверкой.
Аналогично могут быть найдены коэффициенты ро и 4 определяющего
уравнения (13) в любой особой точке х==^о:'

Po==lim(x—xXo)p(x), Go==lim(x—Xo)? q(x).
xX>Xo xX—> Xo

Заметим еще, что коэффициент при с» в (12) получается из левой
части определяющего уравнения заменой р на р--^.
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Обозначим корни определяющего уравнения через ри и 02. Рассмот-
рим сначала случай, когда 01 и 2 вещественны и различны.
Будем считать, что р1>>02.

Покажем, что всегда существует решение в виде обобщенного сте-
пенного ряда, соответствующее «старшему» корню р.

Действительно, подставляя в равенство (12) вместо р корень оу,
мы видим, что коэффициент при Ск

(901+) (01+k—1)+po(pitk) +40

отличен от нуля, ибо р.| К не является корнем характеристического урав-
нения (так как второй корень 02 меньше 01, и потому 025Ер4-- К). Следо-
вательно, из (12) мы можем определить последовательно все коэффици-
енты ск. Получим си==са@, причем с%==0 произвольно, но отлично
от нуля.

Подставляя в формулу (10) вместо рф и ск числа би и ск, имеем

Yr XS ce XR (CoV S40}. (15)
k=0

В аналитической теории дифференциальных уравнений доказывает-
ся, что степенной ряд, входящий в правую часть, сходится по крайней
мере в области |х|<Ю, и, следовательно, формула (15) дает искомое
решение уравнения (9).

Решение (15). является основным решением уравнения (9)
в окрестности регулярной особой точки х=0. При решении вопроса
о существовании второго частного решения в виде обобщенного степен-
ного ряда, соответствующего корню р2, существенную роль играет раз-
ность корней определяющего уравнения, т. е. число $=р1—02.

Если $ не является целым положительным числом, то существует
решение в виде обобщенного степенного ряда

И2== Х6? > Cre) xk (co 40), (16)
k=0

соответствующее второму корню р>.
В самом деле, разыскивая это решение, мы получим, что коэффи-

циент при с»),
(p2+k) (p2+R—1)+-po(p2+k) +4,

не равен нулю, ибо о2--К не является корнем определяющего уравнения
(почему?). Поэтому все с»@ определятся, причем со®==0 — произвольно.

Если $ есть целое положительное число, то в общем случае суще-
ствование решения вида (16) не гарантируется, ибо тогда коэффициент
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при с»@® будет равен нулю, так как р2--$ =р1 — корень определяющего
уравнения.

Если корни р! и 02 различны, но комплексны: ри, 2=а-Нй, то суще-
ствуют решения в виде обобщенных степенных рядов, соответствующих
каждому из корней (почему?). При этом под множителем х@+ пони-
мается (см. с. 431, 4) выражение

xattb— x¥4(cos(b In x)+isin(b In x)).
Отделяя в комплексном решении

y=xotto №7 сьхй (со=0)
k=0

(где коэффициенты с, — комплексные числа) вещественные и мни-
мые части, получим два вещественных линейно независимых частных
решения уравнения (9).

В случае кратных корней определяющего уравнения ©1==02 сущест-
вует только одно решение в виде обобщенного степенного ряда.

Установим аналитический вид второго частного решения в случае,
когда $ есть целое положительное число или нуль. Для этого восполь-
зуемся формулой, выражающей у2 через и: и р(х) (см. п. 188, форму-
ла (

— f Р69ах
еYo=Y1 | о dx. (17)

M1

Заменим здесь и1 его аналитическим представлением в виде обобщенного
степенного ряда

Ys—= x?! Py(x), (18)
roe Py(x) — ряд Тейлора со свободным членом, не равным нулю. Вообще
будем обозначать через Р»(х) ряд Тейлора, свободный член которого
отличен от нуля.

Так как
oo

№ рых" ©
k=0p(x) = = Prax,

k=0

TO
со оо Pr k—f >> Pr х-1 4х — — «x

k— f p (x) dx k= —Po In x k=
@ =e =—e e —

CO Pr в
— — x

Е
—Po
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Поэтому
— J p(x dxе х Ро Р-(х)ет(ор ,у x70: P12(x) * a(*) (19)

Выразим ро через корни определяющего уравнения (13). Имеем

р02==1— ро,
откуда

Ро —= | — 21—02.
Следовательно,

роря= 1-Е о1— р2== 1-5.
Подставляя в (19), получим

со—f p(x)dx aApxk
e P; Xx k=ax14) Pg (x) =Ps(x) tO1/12 xits xits

Qo
xits

—

QQ, Qsa> +... > —аа-Назр Хх... (4=0). (20)
Здесь мы существенно используем предположение о том, что $ —

а;целое неотрицательное, ибо в противном случае мы не получим члена x
(почему?).

Введя (для симметрии) обозначения

Qo—=—YV-(14+s) G1==YV-s, ... , As==YV-1,

@5-41 —\0, Asti==HVtr +--+ 5

перепишем (20) в виде
—f p(x)dxod V—(1+s) Y—s \—!

Tr OSS TO TTT ооо Xx oo eeа Е ия
(У—и+95Е0).

Подставляя (20) в формулу (17) и заменяя у! его значением из (18),
получим для у>2 следующее выражение: °

Yo x? Py(x) | (aio. + aek = +Yo+Vix-+. . ) dx=
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Y—(i+s) . у;= x Py(x) (eet.4 (Еж +...+
V1
2

+y_1 ln «+yox-+ х2--.. )
Выделим член, содержащий |пх, а из оставшихся в скобке членов выне-
сем за скобку х-° |

2—1 хе! Ра(х) ш x-+x0-s Py(x) X

x (Fe у к... яч...)$ —$-1

Так как р,—$==0р2, Y-(14s) 340, то для у2 получаем окончательно выраже-
ние вида

Yo ХР? P,(x) Ну yy In x. (21}

Отсюда следует, что второе частное решение в рассматриваемом
случае ($— целое неотрицательное) может, кроме обобщенного степен-
ного ряда, содержать слагаемое, в которое входит [п Хх. Это зависит OT
величины коэффициента у_1, который может оказаться отличным от нуля,
причем если $=0, т. е. р. =0р2, то коэффициент у заведомо отличен от
нуля, ибо в этом случае не равный нулю коэффициент у—и-+;) обращается
В 1, так что у—.=5=0. Следовательно, в случае кратных корней опреде-
ляющего уравнения второе частное решение имеет вид

®

Yo=x Py(x)+y-1 ys In x, (22)
20e y-10.

Заметим, что, разыскивая решения в виде обобщенных степенных
рядов или рядов (21) более общего вида, мы, так же как и при интегри-
ровании степенными рядами, можем иногда получить решение в элемен-
тарных функциях, если степенные ряды, входящие в решения, обрывают-
ся или представляют собою ряды Тейлора известных элементарных
функций.

Пример 1. Рассмотрим уравнение Эйлера

ху"ааху"Разу=0 (x>0). (23)
Точка х=0 является регулярной особой точкой, ибо уравнение (23) можно

переписать в виде
Qe5 y=0. `и a1 /y+ —yt

x XxX



$ 39. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПРИ ПОМОЩИ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ 553

Определяющим уравнением в этой особой точке будет

р(р—1) а! р-Наг=0

(почему?). Предположим сначала, что его корни ра и р>2 вещественны и различны.
Построим решение, соответствующее «старшему» корню ри:

У1==Хб! х САХ — > CprxPith (Co#O0). (24)
k=0

Tlonctapaan (24) B (23) u coKpallana Ha xP, HMeeM
8 сь (р1-ЕК) (р:+А—1) х*-а: У св (64-Е) х*-На> я СьХ® =0.

Е =0ao1

Приравняем нулю коэффициенты при всех степенях х

х0: Со (ра(р4—1){ал ра а>) =0,
х: с ((ри-ЕТ) ри-рая (Or 1) аз) —0,
xP on (Fh киЧен)=0

Так как коэффициенты при С4,..., Сь,... отличны от нуля (почему?), то

Cy =Co... Cr =... =0.

Коэффициент со как всегда отличен от нуля и произволен. Полагая со=1, получаем иско-
мое частное решение

Ys, =X01, (25)

Второе решение находим по формуле (17). Имеем
е-@ In x х-@!2 =x01 [= axa, | ; dx = xP [гола ах ==

X*P1 X°P1

х-3 | 1—хр! [аоакк =——— Хр! = — — хр, (26)
—5 $ $

В качестве второго частного решения можно взять

2= хб? (27)

независимо от того, будет $ целым положительным числом или нет. Во всех случаях
второе решение не содержит пх. Так как р1 и р> вещественны, то решения (25), (27)
вещественны. Комплексным корням ри, 2=—а-Н! соответствует пара вещественных
(линейно независимых) частных решений, которые получаются из комплексного решения

y=xotib — x2(cos(b In x) +i sin(b In x))
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отделением вещественной и мнимой частей

yi=x% cos(bInx), у2=хе зт(Ь шх).

Если р1=02, то у. =х6:. Для нахождения уз воспользуемся выкладками формулы
(26), заметив, что в нашем случае а.-{+26: =1 (почему?). Получим

2 = ХВ! | x-1 dx=x0i In x.
Как и следовало ожидать, второе решение содержит п х.

Пример 2. Найти два линейно независимых частных решения уравнения

x(x—1)y”—xy’+y=0 (28)
в окрестности особой точки х=0 при помощи обобщенных степенных рядов.

Прежде всего убедимся, что х=0 есть регулярная особая точка. Деля обе
части уравнения (28) на коэффициент при и”, имеем

4 l 0
y—-— ___—~ =.[—х х(1—х)у’

Коэффициент при и’ голоморфен в точке х=0, ибо
со

1Toy — У» (|x| <1), (29)
k=0

а коэффициент при у представим в виде

т<. (30)х (1—х) x

Сравнивая разложения (29) и (30) с разложениями (8), видим, что х=0 — регуляр-
ная особая точка.

Определяющим уравнением в особой точке х=0 будет

e(e—1)=0

(почему?). Его корни р! =1, 02==0 разнятся на целое положительное число.
Корню 0, =1 соответствует решение вида

* И =Х > Chx* (CoO), (31)
В =0

где ряд справа сходится по крайней мере в области |х|< 1 (почему?).
Подставляя (31) в (28), убеждаемся, что все с», кроме со, равны нулю. Поэтому

в качестве у. можно взять
1 —Х.
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Второе частное решение может содержать п х. Пользуясь формулой (17), находим

1е а х— |Y2=X ых| ах=х шх-1.
x2 x2

Заметим, что х=| — тоже регулярная особая точка и можно построить два
линейно независимых частных решения в окрестности этой особой точки.

В следующих двух пунктах мы рассматриваем два наиболее важных
линейных уравнения второго порядка с переменными коэффициентами,
которые удается проинтегрировать при помощи обобщенных степенных
рядов, а также более общих рядов вида (21) или (22).*

192. Уравнение Бесселя. Рассмотрим уравнение Бесселя [1; 79; 84;
93; 138, т. Ш, ч. 2; 144]

xy" xy’+ (2—1?) у=0 (32)
или

” | / 1x? __та y=0.
К интегрированию этого уравнения приводятся многие задачи астроно-
мии, физики и техники.

Точка х=0 является регулярной особой точкой уравнения
Бесселя (почему?). Так же, как и в пп. 185 и 187, мы здесь рассматри-
ваем уравнение Бесселя только для положительных значений х,
т. е. для значений х, лежащих правее особой точки х=0. Легко видеть,
что уравнение Бесселя есть частный случай рассмотренного выше урав-
нения (6), причем х.=0 и коэффициенты ро==|, д.= —?, 91.=0 не равны
нулю одновременно, так что х==0 есть регулярная особая точка. Соста-
вим определяющее уравнение в этой особой точке

р(р—1) рор-Е4=0.
Так как здесь ро=1, д.= —1?, то определяющим уравнением будет

о(е—1)Ко—72=0 или 02—12=0.

Если П=>0, то это уравнение будет иметь два различных корня: ©1=1,
02—=—п. Будем считать, что п —>0. В нашем случае $ =р1—02==2и. Поэто-
му в силу предыдущего пункта мы можем утверждать следующее.

1. Если 2п не равно целому положительному числу, т.е. 21п=2т
и 21==2т--1, так что п не является ни целым (положительным) числом,

* К интегрированию этих уравнений приводится интегрирование многих однород-
ных линейных уравнений второго порядка с переменными коэффициентами [99].
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ни половиной нечетного числа, то существуют два линейно независимых
частных решения в виде обобщенных степенных рядов.

2. Если 21 =т, где т — целое положительное число, то существует
частное решение в виде обобщенного степенного ряда, соответствующее
большему корню. Вопрос о сиществовании второго частного решения та-
кого же вида требует специального рассмотрения.

3. Если п=0, так что ра= 02=0 и $=р1—02==0, то существует толь-
ко одно частное решение в виде обобщенного степенного ряда, который
в данном случае выражается в обычный степенной ряд. Второе частное
решение обязательно содержит IN x.

После этого предварительного анализа перейдем к построению фун-даментальной системы решений уравнения Бесселя в‚ окрестности точки
x=0.

Будем искать решение уравнения Бесселя в окрестности особой точ-
ки х—=0 в виде обобщенного степенного ряда

y=xP> Cpxk = > СсьХР+® — (6,520). (33)
=0 k=

Подставляя (33) в (32), имеем
оо со

= (0+) (o-+R—1)cpxetk+p> (oR) cyxeth_
+ > Cpxeotk+2— > n2 crxeotk —(,

Е=0 k=0

Сокращая на хе и объединяя вместе все суммы, кроме третьей, получим

D> ((p+h)2—n?2) сьхё- У сы?=0.
Е—0 k=0

Приравняем нулю коэффициенты при различных степенях ях:

(p2—n?)Co=0; CoO, 9?—n?=0, p11, 02=—И

ars ОИ (34)
(о-в) и?) Catcro=0 (82).

Построим решение, соответствующее корню 61=и, где п>0. Полагая
в равенствах (34) р==и, имеем

((n+1)?—n?)ce,=0, (2n+1)ce1=0, a=0,
((n+k) 2 И?) Cy-b-cy_g=0 (22). (35)
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или

Ch—2
= — ———_—_._ (k>B=2).=~ Fonte =?)

Отсюда
Cont

|
36Cok+i (2k+-1) (Qn+2k+1) , ( )

C2k—2 Con—2

=OR(on-LOh) (и)° 37ORS Fe(On Fak) PR (nh) (37)
Tak Kak C1=0, TO Con41—=O0 при всех А. Полагая в формуле (37) R=1, 2,...,
BbIPa3HM Cop, YeEpe3 Co. UMeem

OS 92.1.(nF1)”
__ Со __ Co
м 929(n+2) 221(n-+1) (n-+-2)°
__ C4 __ Co (38)
8—~ “92.3(n-+3) (283! (n-+-1) (n-+2)(n-+13) ’

__ у: Coси= (—1) 224! (п-Е1) (п-Е2)... (и)` }
Подставляя найденные значения коэффициентов в формулу (33) и по-
лагая о==и, получаем

Co ohY=x yn Е(n+1)(n+2)... (n+) “ (39)
Ряд справа, согласно теореме п. 191, сходится при всех значенияхх* и,следовательно, функция (39) представляет собою решение уравнения
Бесселя при любом выборе числа со.

Перепишем (39) в виде

Co 2” Хх n+2kI= УИТ(n+1) (n+2)...(n+k) (+) (40)
Выберем теперь со так, чтобы коэффициенты ряда справа имели наи-
более компактный и удобный для вычисления вид.

* В этом нетрудно убедиться и непосредственно, пользуясь признаком Даламбера.
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Для этой цели и для дальнейшего изложения нам понадобится гам-
ма-функция. Ее значения, как известно [138, т. Ш, ч. 2, с. 260—265], onpe-
деляются формулой

со

Г(е)= [ее (41)
0

при Ке =>>0 и формулой

Уи Г...Г(г) — a a Sa +} e-t 1 dif (42)
для Ке2<0, если г — не целое отрицательное число, при котором Г —
функция вообще не определена и обращается в бесконечность. Функция,
доставляемая формулой (42), совпадает с функцией Г(2), определяемой
формулой (41) справа от мнимой оси, но она определена и слева от мни-
мой оси, кроме точек 2==0, 2г=—1, 2=—2,..., И дает так называемое
аналитическое продолжение гамма-функции Г(2), Ке2>>0 на всю плос-
кость комплексной переменной 2.

При положительных значениях 2==а гамма-функция является инте-
гралом Эйлера второго рода (см., например, 149, т. Ш, с. 169)

oO

Г(а) = | etftolAdt (a>0).
0

Гамма-функция обладает следующим основным свойством

V(z+1)=27 (2).

В справедливости этого свойства для Г(а) можно убедиться интегриро-
вапием по частям. Действительно, имеем

а | e-t fa-1 df={(* et} + | [а et dt, °
0 0 0

Tak Kak

Г(1) = fie dt=—e-?| =],
0 0

то, пользуясь указанным выше основным свойством гамма-функции, по-
лучаем, что если Е — целое положительное число, то

T(k+1) =k!
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Отметим еще одно замечательное свойство гамма-функции, которое
нам понадобится при дальнейшем изложении. Это свойство выражается
так называемой формулой дополнения [138, т. ПТ, ч. 2, с. 264]

JU

Из нее, в частности, следует, что

КВ
Обратимся теперь к выбору со. Положим

1
2% Г(и-1)`

Подставив это значение со в формулу (40) и воспользовавшись основ-
ным свойством гамма-функции, мы получим искомое первое частное ре-
шение уравнения Бесселя в виде

Со—

ии) = У ("rasp (E) (43)
Функция /„(х) называется функцией Бесселя первого рода п-го порядка.

В частности, функция Бесселя первого рода нулевого порядка, т. е.
первое частное решение уравнения

xy”+y'+xy=0, - (44)
имеет вид

‹ J x \2h— — k __l=2 ("ape( +)
2==10

где ряд справа сходится при всех х и является, таким образом, голоморф-
ной функцией в особой точке х==0.

Заметим, что /„(0)=0 (п>0), так что решение /„(х) остается
конечным в особой точке х=0.

Функция Бесселя /„(х) является основным решением уравнения
Бесселя (32). Функции Бесселя /„(х) обладают рядом замечательных
свойств, вследствие чего именно эти решения уравнения Бесселя находят
широкое применение в математическом анализе и в многочисленных при-
ложениях, о которых сказано в начале этого пункта. Эти функции отно-
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сятся к классу специальных функций. Подробное изучение их свойств
дается в аналитической теории дифференциальных уравнений.

Если будем искать второе частное решение уравнения (32), соответ-
ствующее показателю р2==—И, тоже в виде обобщенного степенного ряда,
то вместо формул (35)—(37) мы будем иметь:

((—-"-1)2—1?) с1=0, (—2n+1)c1=0;

—— Coh—4 ,= ПВОиFN) мо
_ Con—2Coh= 92 k(—n-+hk) . (46)

2m-+|
Из этих формул ясно, что если п== и П-Ет, т. е. если п не

2
равно половине нечетного числа и не является целым числом, то все
коэффициенты с» опять выразятся единственным образом через произ-
вольный коэффициент Co.

Полагая в этом случае
]

O= 9-2 T(—n-+1)’
мы получим второе частное решение уравнения Бесселя (32) в виде

< ] Xx —n+2kn=l= SP(-I)" gaa (FG) 47
k=0

Заметим, что в отличие OT решения Yi=Jn(X), STO pelieHHe уже не
будет конечным в особой точке х=0 вследствие наличия мно-
жителя хп.

т-12В случае и= —5 мы встретим затруднение в определении коэф-
0фициента С2т-1: формула (45) даст сэт4Аа== о: Положив Сэт44==0, МЫ

получим, что все с2л+1==0 и, следовательно, второе частное решение будет
иметь вид (47), так что в этом случае второе частное решение
не будет содержать Inx.

Таким образом, если п не равно целому числу, то функции Т»(х)
и/_„(х) образуют фундаментальную систему решений уравнения Бес-
селя (32) в интервале (0, со), а общим решением уравнения Бесселя
в области

0<х<®, |у|<о, l|y’|<~
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будет
у= СЫ» (х) +Cod—n(X).

Так как второе решение /_„(х) обращается в точке х=0 в бесконечность,
то в приложениях, в случае когда по условию задачи требуется найти
‘решение уравнения Бесселя, конечное в особой точке х=0, полагают
С.—=0, ограничиваясь использованием только функций Ли(Хх).

Рассмотрим теперь случай, когда п является целым положительным
числом. Здесь мы встретим затруднение при определении коэффициен-

Coта с:„. Формула (46) дает сэ,= 9 = % так как CoA 0. Следовательно,
второе частное решение должно содержать лога-
рифмическийчлен. |

Заметим, что решение (47) имеет смысл и в случае целого п.>0,
но оно уже не будет тогда линейно независимым с решением (43),
а именно, если принять во внимание, что

Г(0) =Г(—1) =...=Г(—я-Н1) =оо,

то нетрудно показать, что

Jon (Xx) = (—1)”Л,(х). (48)
Действительно, имеем

oo

=Хиance(se) =
hk=n

= 2k+n= 2iРИЧИ (5) “-
= l Xx nt2kАЖ ГЕО (=) =(—1)"Jn(¥).

k=0

Итак, второе частное решение уравнения Бесселя (32), в случае
когда п есть Целое положительное число, должно иметь аналитическую
структуру (22), где у_1=5=0, так что это решение фактически содер-
жит In x. .

Для построения этого решения рассмотрим вспомогательное урав-
нение

ху" ху" (2— (пв)?)у=0 (0<#<1, (32°)
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заменив в рассматриваемом нами уравнении Бесселя (32) п на п—в.
Уравнение (32’) имеет два линейно независимых частных решения

Yi=Jn—e(X) HW Yo=J-(n—e) (x). Построим, пользуясь ими, частное решение

(—1)” Ли (х) —Ли-е(х)
&

Yn—e(x) = (49)

Если существует предел функции У„-—(х) при =—>0, то предельная
функция

У» (х) = Ит У„-в(хХ) (50)
=—0

будет решением уравнения Бесселя (32). Покажем, что указанный пре-
дел существует.

Заметим, что так как /-„(х) и Л,„(х) при п целом положительном
связаны соотношением (48), то выражение (49) при =—0 представляет
собою неопределенность внда <’ и наша задача состоит в том, чтобы
раскрыть эту неопределенность.

С этой целью запишем У„_(х) в развернутом виде, заменив
\и-—в(х) и Л„_&(х) их выражениями, согласно формулам (47) и (43).
Получим

oo 1 xX —n+e+2krуе(И(И Е Г(—п-=-ЕОе (>) 7i)

7 >И ЕЕ (=) (51
k=0

Преобразуем первую сумму, выделив из нее члены, в которых Г(—п--
=^А-1) обращается в бесконечность при =#—0:

со

1 Хх —n+e4+2k(—1)" (о kl P(—ntetktle (=) —k—=0
n—1 | xX —n+e+2k=(=1)" 3) (-1)! ki P(—ntetk+le (=) т
R=

— | Xx пе"—тр" a (—D" к! Г(—п-ёе-А+1) (5)
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=(—1"У т (+— —ntetktl)e

< ] Xx n-tetoh+2 ПИЕее (5) |
Подставляя это выражение в (51) и объединяя две последние суммы,
имеем

У, (х)—( iy. (— ] (2)
ed —n+e+tk+l)e5.yt (zy,

где

Рь(8) = |(п)! 1 (etree) (+> в НЕЕ (5) "=
= Teqern (>)= : (5)— P(kR+n+1)P(e+k+1) \2 P(A+1)T(n—e+hk+1) 2/7‘
Найдем пределы выражений

] —__ __ ЕРь (=)рее (k=0,1,...,n—1) и (52)

Знаменатель первого из них представляет собою (при =г—0) неопределен-
ность вида со.0. Чтобы ее раскрыть, преобразуем Г(—ип-фа ®-1)
(используя формулу дополнения) к следующему виду:

Г(—п-не-РЕ-1) =Г(1— (п—в—^)) =

| л

sin((n—e—k)n) -T(n—e—R) |
Поэтому

lim =|в>о T(—n+e+k+])e 0 ILE
1 п (ив)л)(ne) .
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и, пользуясь правилом Лопиталя, получим 7

lli — — —k)=lim T(onietktle =—cos((n—k) a) T(n—R)
— (—1)”-"+Г(ип) (k=0,1,...,n—1).

Предел второго из. выражений (52), вследствие того что Ек (0) =0,
равен производной от функции Р»(=) при ===0:

>

(8) jim 2)—Рь(0) _ Еь’(0).
=—0 5 e>0 =

Поэтому
| Ххfan Fale) _ 1’ (k+1) вр1m —_——_-- = — + __

er0 @& P(R+n+1)2(k+1) © P(k+n-+-1)P(k+1)

I’ (n--k+1) In
+ 3 г) =Г-Н)[2-Е ГТОГО

= (2in — —T(R+1)P(n+k+1) 2 ГЕИ) T(n+k+1)
Из доказанного следует, что предел (50) существует. Имеем

x I’ (k+1) I’(n+k+1)

Yn(x) =— a + У (— arx
x (21n >- Tesh = ЕТ ye (53)

Эта функция называется функцией Бесселя второго рода п-го порядка.
Она и дает искомое второе частное решение уравнения Бесселя в случае,
когда ий — целое положительное число. Это решение содержит шх и име-
ет как раз вид (21), где у =2, ии =У„(х). Решение у›= У„(х), очевидно,
обращается в бесконечность в особой точке х==0.

Выражение (53) для У„(х) можно упростить, если воспользоваться
следующей формулой для логарифмической производной от гамма-
функции

I"(a)Fin = —et+ У (= 7 aw)
v=30
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где С=0,5772157 ...— постоянная Эйлера. Если а — целое положитель-
ное число, то

M(a) 1--с+ УтГ(а). v=1
(почему?). Поэтому формула (53) примет вид

п—1У, (х) =— aee (2) 4
n+k+ МС ВИ(ИЕР)!Ti -(21n-% к-Ут Yt+),

(5 5—0).у

В некоторых вопросах оказывается удобнее вместо У„(х) брать
функцию = У„(х). Эта функция называется функцией Вебера п-го по-
рядка.

Общее решение уравнения Бесселя, в случае когда п — целое поло-
жительное, может быть записано в виде

у=С.Л (xX) +C2Yn(x).

Рассмотрим уравнение Бесселя в случае нулевого значения п, т. е.
уравнение (44).

Первым частным решением является указанная выше функция Jo(x).
Так как $=2и, $=0, то второе частное решение заведомо содержит п х.

Для нахождения второго решения рассмотрим, как и в случае п —
целого положительного, вспомогательное уравнение

xy" ху’ (х2— =?) у=0 (0<e<l).

Построим его решение
1е(х) —У-(х)

5
У(x) =

Hatem mpenen dyHkunu Y_.(x) npu e—>0. Mmeem
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&-+2ЕPoel - Ус hi ЕН (>) _-
| x \—et2k— рее (> —

=Ma
oo= № cute) (=)",

k=0

где

Ре) =TEED (5) - НЕЕ (>)
Tak Kak

Fale) ony, IT’(R+1) I xim=F (0) see) + Pea)
I’ (k+1) ] x

—ео тео п =
—_ 2 Хх _ ГЕО— (И (in 2 ГЕ ).

TO

Yo(x) =lim Y_¢(x) =
e—>0

—2 ysiyИ (шт 4+¢— У =) (=). (54)
Функция Уо(х) называется функцией Бесселя второго рода нулевого по-
рядка. Это и есть второе частное решение уравнения (44) в окрестности
особой точки х==0. Решение (54) имеет вид (22), причем у=2,
И=УЛ(х). Функция Уо(х) в особой точке х=0 обращается в бесконеч-
НОСТЬ.

Иногда в качестве второго частного решения уравнения (44) берут
]— Yo(x). Эта функция называется функцией Вебера нулевого порядка.
I

Общее решение уравнения Бесселя (44) может быть записано так:

y= CiJo(x) +Co¥o(x).
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Замечание. Второе частное решение уравнения Бесселя (44) можно найти не-
посредственно методом неопределенных коэффициентов, приняв во внимание, что оно
имеет аналитическую структуру

y2=y-1Jo(x)Inx+ №7 сьх* (у-150),
В =0

вытекающую из общей формулы (22) для случая кратных корней определяющего урав-
нения. При этом, не умаляя общности, можно считать, что со=0, ибо в противном слу-
чае вместо у2 можно взять иу2—со/о(х). Кроме того, можно считать, что \-—1=1
(почему?).

Итак, будем искать у2 в виде

уз=Л(х)шх+ > СьХ.
Е =1

Подставив выражение для у в уравнение (44), после очевидных упрощений получим

250’(x) + SP R(R—1)enx*®-*+ ST keax*-t+ №, сьыхА+1 =0
k=2 k=1 Е=1

ИЛИ
Хх 2—1 co(=) + (Rl) caxt-t4
2

h=2

Sywa (k!)2

+ >о > Crxh+t—0,
. h=1 k=1

Приравняем нулю коэффициенты при всех степенях х. Имеем

х0: 1-c,=0,

х1: 2-21-20,
х?: 3-2c3+3c3+c,=—0,

4 13. .- . =x3: (ane 53 4. Зе4-Е с›==0,
x*: 5.46555сз==0,

ee 46. 5ce-46 0Opa ов РНЕ,
Из этих уравнений находим

1 1 1c1=0, = оз C3=0, с4=— 5242 I+ ,
1 1 1wm. om жа (2+5).



568 ГЛ. 8 ОДНОРОДНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Поэтому
x x* 1уз Ко(х) =1 (х) тя — wT (1+—) +

x8 | 1. 1 woona6 (1+5+3) a
Функция Ко(х), так же как и функция Уо(х), называется функцией Бесселя второго рода
нулевого порядка.

Общее решение уравнения Бесселя (44) можно записать в виде

y=CyJo(x)+C2Ko (x).
у

a...

Вернемся теперь к уравнению Бесселя, рассмотренному в начале
пункта vy"tay't (2 =) y=0, (55)
общее решение которого найденов‘п. 186 при помощи приведения этого
уравнения к уравнению с постоянными коэффициентами. Проинтегри-
руем уравнение (55), пользуясь изложенным выше общим методом ин-
тегрирования уравнения Бесселя.

1Так как здесь и= ote п>0 и не равно целому числу, то оба
частных решения не содержат шх и получаются по формулам (43)
и (47). Имеем

со , >t

со , ~ 4 42
xHei = > (та) (=)

1 — »Так как Г (= —]/л, то, используя указанное выше основное свойство
гамма-функции, будем иметь

кн) тя
(8 н) (3) 3.1
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r (342) =r((2-41) +1) = (5+1) r ($41)=333 v5
(43) =r (542) +1) =($ 2)" (G2) Fea
r (= +2) — US 5-7 ORE) Vn
т (++2) — Poor (2k—1) Ул
Поэтому

но= Уса» -- = (=)?
2 о Е! 1.3.5.7... (2Е-+-1]Ул ‘2

-у Ус, ИГ=>sinx,
— 142,Xx 2J w= (—1) 2— "1135-7. (2k-1) Va(-

2 x2h | 2TUX У. I) (2k)! nm 8
Таким образом, мы получили вновь те же частные решения, что и

в п. 186. В. рассмотренном случае функции 71 (х) иТ 1(х) выразились
2 2

через элементарные функции. Можно доказать, что функции Бес-
селя со значком, равным половине нечетного числа, выражаются через
элементарные функции по формулевида *

faa VE (Pa (4)anata(2)oe)
где Ри и @т полиномы степени 11.

* Доказательство этого утверждения, основанное на использовании связи между
производными от функции Бесселя первого рода различных порядков, см. в книге
[138, т. Ш, ч. 2, с. 520—523].
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Приведем в заключение два * часто встречающихся в приложениях
дифференциальных уравнения, приводящихся к уравнению Бесселя при
помощи замены независимой переменной или однородной линейной за-
мены искомой функции (которые, как известно, не нарушают ни линей-
ности, ни однородности данного уравнения).

Первое из них отличается от уравнения Бесселя только коэффициен-
том при искомой функции и имеет вид

xy”-xy’+ (R2x?—n?)y=0 (50) (32’)
(x2 3ameHeH Ha К?х?). Полагая

t=kx,
придем к уравнению Бесселя

Ру’(Р—п?) у=0,
re y=y(t).

Если п не является целым положительным числом, то общее реше-
ние уравнения (32’) имеет вид

y= City (RX) +Си (Ех).
Следует отметить, что функции У/„(х) обладают замечательным

свойством — свойством ортогональности [138, т. ПТ, ч. 2, с. 526—000]
1 1

fix Jin (RX) J, (Rox) dx =0. fix Ут (Ех) ах= Tiss(R1),
0 0 2

где А; и А› —различные положительные корни уравнения

и (х[) =0.

Это свойство дает возможность разложить функцию [(х), удовлетворяю-
щую определенным условиям, в ряд по функциям Бесселя.

Второе уравнение отличается от уравнения Бесселя только знаком
коэффициента при у’ и имеет вид

1 п?
"——и 1— =0.У y+ 2) dS

Сделав замену
уи=хг, 2==2(Х),

* О других однородных линейных уравнениях второго порядка, приводящихся
к уравнению Бесселя, общие решения которых, следовательно, выражаются через функ-
ции Бесселя, см., например, в книге [138, т. Ш, с. 135, 136].
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получим уравнение Бесселя

x22"4x2’+ (x2— (n2-+-1))z=0.

Для изучения поведения функций Бесселя и нахождения новых ана-
литических представлений их иногда бывает полезно привести уравнение
Бесселя к виду, не содержащему первой производной (см. п. 185), само-
сопряженному виду (см. п. 187) или к уравнению, решения которого мо-
гут быть легко найдены специальными методами. Например, уравнение
Бесселя (32) подстановкой

yY=x"zZ, 2==2(х)

приводится к уравнению вида

=”--a2’+z—0.
Обращаем внимание читателя на связь между решениями уравне-

ния Эйри
и

у —^

и функциями Бесселя Ли. А именно функции
1 3И—=х2У1 (= xt),

как нетрудно показать, образуют фундаментальную систему решений
уравнения Эйри.

В конце настоящей главы мы еще вернемся к уравнению Бесселя
в связи с изучением колебательного характера решений однородного
линейного уравнения второго порядка и укажем одну приближенную
(асимптотическую) формулу для вычисления /„(х) при больших значе-
ниях х>0.

До сих пор мы считали, что в уравнении Бесселя (32) число п фикси-
ровано. Если рассматривать его как параметр, то представляет большой
интерес изучение поведения функций Бесселя /„(х) как функций пара-
метра п при больших значениях последнего. Вопрос этот изучается
в аналитической теории обыкновенных дифференциальных уравнений.
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193. Гипергеометрическое дифференциальное уравнение. Гипергео-
метрическим дифференциальным уравнением или уравнением Гаусса
называется уравнение вида

х(х— Пу’ (—У-я-ЕВ)х) у аВу=0, (56)
где с, Ви у — постоянные числа, которые мы будем предполагать веще-
ственными и отличными от нуля. Кроме того, будем предполагать, что у
не целое число.

Точки х=0 и х=| являются особыми точками уравнения Гаусса.
Обе они регулярные, так как в окрестности этих точек коэффициенты
уравнения Гаусса, записанного в нормальной форме

УВ), ap° yet x(x—1) x(x—1) y=0, (57)

можно представить в виде, указанном в теореме п. 191. Убедимся в этом
для точки х=0. Действительно, замечая, что

оо

]yoy = > при |x|<l,
к—0

мы можем переписать уравнение (57) так:

(9— (1--а--В)х) $ op ST xt
k=0” k=0 r —ye > y 2 y=0. (58)

Это уравнение является частным случаем уравнения (6) п. 191, причем
здесь хо=0, ро==у, Go=0, 91= В, так что точка х==0 есть регулярная
особая точка уравнения Гаусса. Аналогично убеждаемся, что точка
х=1 — тоже регулярная особая точка.

Построим фундаментальную систему решений уравнения Гаусса
в окрестности особой точки х=0.

Составим определяющее уравнение в особой точке х=0

р(р 1)Не9=0.
Так как ро=\, 90==0,* то определяющим уравнением будет

* Заметим, что для определения коэффициентов рои 4о не требуется фактическое
представление уравнения Гаусса в виде(58), так как они легко находятся по формулам
(14) п. 191. Имеем

_ —yt(l+a+B)*x _ «ap.Ре= lim ‚ бо lim ——.
x—>0 (x—1) x—>0 (x—1)
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р(р—1) ур=0.
Оно имеет, в силу сделанного выше предположения относительно у, раз-
личные корни: р1=0и р2—=1—т, причем их разность не является целым
числом. Поэтому, согласно п. 19], в окрестности особой точки х=0 мож-
но построить фундаментальную систему решений в виде обобщенных
степенных рядов

oo

yi >) Cp) xh,
h=0

Oo

Yo==x'-v > cr) x,
k=0

первый из которых соответствует нулевому корню определяющего урав-
нения и является, следовательно, обычным степенным рядом, так что
решение и, голоморфно в окрестности особой точки х=0. Второе реше-
ние 12 заведомо неголоморфно в точке х=0 (почему?). Построим сна-
чала частное решение, соответствующее нулевому корню определяющего
уравнения.

Итак, будем искать частное решение уравнения (56) в виде

y= = Crhxk = (Cos0). (59)
Подставляя (59) в (56), получим

x(x—1) > k(R—1) Cyxk-2-+
k=2

+(—y+(IFa+8)x) 3 keux-oR 3сы
Приравняем нулю свободный член

—YV C1 tap Co=0.
Отсюда

С— op Co.
у

Полагая со =1, получим

y= ap
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Приравнивая нулю коэффициент при х*, найдем

К (Е— 1) си— (Е-Е1) АсифУ (Е-НТ)сы (1 аВ) Ес аВ св=0,
откуда

ск (^(Е-- а--В) +аВ) = сии (Е-Е1) (У)
ИЛИ

Ca(R+a) (RAB) =Cry (A+1) (R+Y),
так что

cape (98 8+)
(k+1) (y+&)

Отсюда

— «ОВО,_ (et!) 8-08 _ (ав
2(y-+1) 2(y+1)y 2! y(y-+1)

„— (@+2) (8+2) eet1) (+2)B (B+1) (B+2)
3(y+2) _ 3! y(y+1) (y+2) Го

`

— “(а 1) (2)... (а (ЕП) В(ВИ) (В-2).. „(ВЕ (#1)
R! y(y-+1) (y+2)...(y+(R—-1)) "

Следовательно, искомое частное решение имеет вид

И= Е (9, В, у, x) —
ASet) (242). (a+ (HN)BG+1)6+2.)

hat Ri y(y+l) (v+2)...(yt(R-1)) (60)
Ряд справа называется гипергеометрическим рядом, так как при а=1,
В = у он превращается в геометрическую прогрессию

|
|[—х.

Е(1, В, В, ХЕХх.А.=
в—=1

(61)

Согласно теореме п. 191, ряд (60) сходится при |х| <1, так же как
и ряд (61), и, следовательно, представляет в этом интервале решение
уравнения (56).

Второе частное решение имеет вид

y==x'-v > Cpxk (co#0).
kh=0
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Вместо того чтобы находить с» методом неопределенных коэффициентов,
воспользуемся построенным частным решением (60). Выделим из у мно-
житель х1-*, сделав в уравнении Гаусса (56) замену искомой функции и
по формуле

y=x!-’ z, (62)

rye 2=2(x) — новая неизвестная функция, представимая в окрестности
точки х=0 в виде ряда Тейлора (по степеням х) со свободным членом,
отличным от нуля. Получим для 2==2(х) уравнение Гаусса

x(x—1)2”4+ (—(2—y) + 1+ (a+1—y) + (B+1—y))x)2’+
+ (a+1—y) (B+1—y)z=0, (63)

в котором роль параметров а, В HU y UrpaloT a+l1—y, B+1—y u 2—Yy.
Теперь в силу указанной аналитической структуры функции 2==(х) для
нахождения 12 нам достаточно построить решение уравнения (63) в окре-
стности особой точки х=0, соответствующее нулевому корню опреде-
ляющего уравнения. Это решение имеет вид

2=F(a+tl—vy, B+1—y, 2—y; x) (|x|<l). (64)
Подставив (64) в (62), получим второе частное решение данного урав-
нения Гаусса в виде

Yo=x'-? F(a+1—y, B+1—y, 2—y; x) (|х|<|. (65)
Таким образом, уравнение Гаусса (56) допускает в окрестности

|х| <1 особой точки х=0 следующую фундаментальную систему ре-
шений

Yi=F (a, B, y; x),
Y2—=x'-¥ F(a+1—y, B+1—y, 2—y; *).

Общим решением уравнения Гаусса (56) в области

|x] <1
будет

усаЁ(ав, у; х)+
сх? F(a+1—y, B+1l—y, 2—%;х) (|x| <1). (66)

Напоминаем, что в формулах (60), (65) и (66), согласно сделанному
предположению, число у не равно ни целому числу, ни нулю. Если, в ча-
стности, у==1, то первое частное решение (60) (как всегда) сохраняет
смысл, в то время как второе частное решение обязательно должно со-
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№,
х

держать |пх, ибо в этом случае оба корня определяющего уравнения
будут одинаковые

p1=0, р»=1-—у=0.
Пользуясь построенной фундаментальной системой решений уравне-

ния Гаусса в окрестности особой точки х=0, можно легко построить
фундаментальную систему решений этого уравнения и в окрестности осо-
бой точки х=1|, которая тоже является регулярной особой точкой.

С этой целью переведем интересующую нас особую точку х=1
в точку [=0 и вместе с ней особую точку х=0 в точку 1=1| при помощи
линейной замены независимой переменной *

х= 1—1.

Выполняя эту подстановку в данном уравнении Гаусса (56), получим
t(t{—1)y”+(—(1+a+B—y) Е-На-В)х)и’ ав у=0.

Это — уравнение Гаусса с параметрами о1= а, В. =В, \=1-а-НВ—у.
Оно имеет в окрестности |{| <1 особой точки #=0 ‘фундаментальную
систему решений

y3—F(a, 8B, l1+a+p—y; ¢),
y= t-2-8 F(y—B, y—a, 1+y—a—B; t) (|t|<1). (67)

Bo3Bpalllaacb K NepeMeHHOH X, T. e. MOMaran f==1—xX, получим фунда-
ментальную систему решений исходного уравнения Гаусса в окрестности
[х—1| <1 особой точки х=1

уз=Р (а, В, 1 а-ЕВ—у; 1—хХ),
Ив (1—х)* ВР (у—В, уфа, 1у—а—В; 1—Х).

Общим решением уравнения Гаусса (67) в области

[х—1|< lyl<o, |y’|<oo

у=саЁ (о, В, 1 аВ—\; 1—х)+
+¢2(1—x)?-«-8 F(y—B, y—a, 1+y—a—B; I—*).

Более подробное и более глубокое изучение уравнения Гаусса дается
в аналитической теории обыкновенных дифференциальных уравнений.

будет

* Геометрически проводим прямую на плоскости (x, Г), проходящую через точки
х—1 —
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Среди большого числа уравнений, приводящихся к уравнению Гаус-
са, наиболее важными являются уравнение Лежандра и уравнение Чебы-
шева, с которыми мы уже встречались выше (см. пп. 184, 187, пример 1,
п. 188, пример 4).

Рассмотрим уравнение Лежандра

(1—x2) y”—2xy’-++-n(n+1)y=0 (68)
ИЛИ

((1—x?) y’)’+-n(n+1)y=0.
Точки х=-1 являются регулярными особыми точками (почему?).

Определяющим уравнением в особой точке х=1| будет (см. (13))

p(p—1)+p=0 или p?=0
(почему?). Здесь р4=02==0. Поэтому одно решение в окрестности особой
точки х=1| будет обычным степенным рядом по степеням разности х—1,
а второе обязательно содержит п(х—1), так как корни определяющего.
уравнения в особой точке х=1 кратные.

Аналогичные результаты получаются и для особой точки* х=—1.
Сведем интегрирование уравнения Лежандра к интегрированию

уравнения Гаусса. С этой целью переведем особые точки х={ и х=—1]
в точки 1—0 и [—=1| при помощи линейной замены независимой пере-
менной ** |

х=1—21.

Выполняя в уравнении Лежандра (68) эту подстановку, получим

t(t—1)y”+ (—142t) y’—n(n+1)y=0. (69)
Мы пришли к уравнению Гаусса с параметрами а«=п--1, В=—п, у==1.

Найдем частное решение уравнения Лежандра в окрестности особой
точки х—=1. Этой особой точке соответствует особая точка t=O ypaBHe-
ния (69). Определяющее уравнение в особой точке 1=0,

(6—1) е=0
имеет равные корни р1=02==0. Следовательно, одно из частных решений
уравнения (69) будет голоморфно в особой точке {=0, а второе заведомо
содержит [п 2. Имеем

Ии—Е(п--1, —п, 11. (70)
* Ср. пример4 п. 188, где рассмотрено уравнение Лежандра в случае п=1.

** Ср. сноску на с. 576.



578 ГЛ. 8 ОДНОРОДНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Поэтому первым частным решением уравнения Лежандра в окрестности
особой точки х==1 будет

Joy=F (nH, —n, 1; -*). (71)
Если п — целое положительное число, то ряд (70) обрывается на И-й
степени # (почему?). Поэтому решение (71) является в этом случае поли-
HOMOM п-й степени отд:

P,(x) =F (n+1, —n, 1; ) .
Этот полином называется полиномом Лежандра п-й степени. В частности,

Py(x) =x

является первым частным решением уравнения Лежандра

((1—x?) y)"+2y=0
в окрестности особой точки х=1|.

Вид второго частного решения уравнения Лежандра (68) во всех
случаях может быть установлен при помощи формулы (17).

Укажем некоторые замечательные свойства полиномов Лежандра.
Прежде всего отметим, что для полиномов Лежандра справедлива

следующая формула Родрига [138, т. ПТ, ч. 2, с. 379]:
] а”

Pn (x) = ni2r dxn [(x2—-1)"] (n=, 2,...). (72)

Из этой формулы следует, что Р„(1) =1 при любом п (почему?). Фор-
мула Родрига дает возможность написать явное выражение полиномов

1Лежандра. Например, Р.{х) =х, Р>(х)= > (3х2—1). Однако с ростом
номера полинома вычисления по этой формуле усложняются. Поэтому
целесообразнее воспользоваться следующим соотношением между после-
довательными полиномами Лежандра [138, T. III, u. 2, c. 491]:

(п--1)Ра (х) — (20-41)xP (x) +пР»-1(х) =0
(n=1, 2,.. .),

где'Р‚ (х) =х, и по определению считают Рь(х) =1. Полагая здесь п=1,
имеем

2Р. (х) — 32-1 =0,
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. ]откуда снова находим, что Р>(х) == > (3х2—1). Аналогично получаем
P3= = (5х3—3х), Ру= . (35х*—30х23) ит. д.

Из формулы Родрига (72) следует, в силу теоремы Ролля, что поли-
ном Лежандра Р.„(х) имеет п р азличных корней и что все они лежат
внутри интервала (—1, 14.*

В самом деле, полином (х?—1)", входящий в формулу Родрига,
имеет корни 1 кратности п, между которыми, согласно теоремы Ролля,
лежит хоть один корень его первой производной ((х2—1)”)'’. На деле
этот корень ровно один (х=0), так как +1 являются корнями крат-
ности И—| этой производной, а общее число корней ее не превышает
21—|.

Вторая производная ((х?—1)”)” имеет корни 1 кратности п—2 и,
в силу теоремы Ролля, ровно по одному корню внутри каждого из интер-
валов (—1, 0), (0, 1), ибо общее число корней ее не превышает 2—2.
Таким образом, вторая производная ( (х2—1)”)” имеет ровно два корня
внутри интервала (—1, 1). |

Продолжая этот процесс, убедимся, что производная п-го порядка
((x?—1)”)(™, а вместе с ней и полином Лежандра Р„(х) имеет ровно п
корней внутри интервала (—1, 1).

Поставим следующую краевую задачу. Для уравнения

((1—x?)y’)’+ay=0, - (73)
где ^ — параметр, найти те значения параметра A, при которых это урав-
нение имеет ненулевые решения, конечные внутри интервала (—1, 1) ина
его концах. Такие значения А, называются характеристическими числами
поставленной краевой задачи, а соответствующие им решения — харак-
теристическими функциями этой задачи.

Из предыдущего ясно, что в качестве искомых значений параметра
^ можно взять Аи„=и(п-1), где п — целое положительное число, а со-
ответствующими им решениями дифференциального уравнения (73),
которое обратится в уравнение Лежандра, будут полиномы Лежандра.Можно доказать, что других значений параметра ^, при которых суще-
ствовало бы решение рассматриваемой задачи, нет.

Указанные значения А=А„==и(й--1) являются, таким образом,
характеристическими числами, а соответствующие им полиномы Ле-
жандра Р„(х) — характеристическими функциями поставленной краевой;
задачи.

* Для полиномов Р.(х) и Р2(х) это утверждение очевидно.
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Полиномы Лежандра обладают свойством ортогональности на ин-
тервале [—1, 1], т. е.

| Pm(X)Pn(x)dx=0 (men).
Для доказательства этого утверждения достаточно записать урав-

нение Лежандра в виде
( (1—2) у’)му=0

и применить метод, которым мы пользовались в п. 187 для доказатель-
ства ортогональности характеристических функций рассмотренной там
задачи Штурма — Лиувилля.

Свойство ортогональности полиномов Лежандра дает возможность
разложить функцию [(х), удовлетворяющую определенным условиям
в ряд по полиномам Лежандра [138, т. ПТ, ч. 2, с. 383].

Заметим в заключение, что полиномы Лежандра являются частным
случаем более общих полиномов Якоби, которые, так же как и полиномы
Лежандра, соответствуют случаю, когда гипергеометрический ряд обры-
вается, обращаясь в полином [138, т. ПТ, ч. 2, с. 383—385].Рассмотрим уравнение Чебышева

(1—22)у’—ху|?у=0.
Мы уже встречались с этим уравнениемв п. 184, где показали, что

оно интегрируется в элементарных функцияхив п. 190, где проинтегри-
ровали его при помощи степенных рядов в окрестности обыкновен-
ной точки х=0. Покажем теперь, что интегрирование уравнения Чебы-
шева может быть сведено к интегрированию уравнения Гаусса, если
строить решения в окрестности особых точек так же, как и для уравнения
Лежандра, точки х=—1 и х=| являются регулярными особыми точ-
ками уравнения Чебышева. Выполняяв уравнении Чебышева подстанов-
ку х=|—2+ получим

Jt(t—l)y”+ (1 >) у’—п2у=0. (74)
<. i

Это — уравнение Гаусса с параметрами «==п, В=—п, у= >
Таким образом, уравнение Чебышева, так же как и уравнение Ле-

жандра, приводится к уравнению Гаусса.
Найдем частное решение уравнения Чебышева в окрестности особой

точки х=1. Так как этой особой точке соответствует в силу подстановки
точка #=0, то нам достаточно построить первое частное решение полу-
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ченного уравнения Гаусса (74) в окрестности особой точки #=0. Этим
решением будет

- 1— F (n, —n, —;t ).Y1 9

Следовательно, искомым решением уравнения Чебышева будет
1 |—x=F (n, —n,=; ).у то

Это решение при п целом положительном представляет собою поли-
HOM л-й степени относительно х

1 1-хГл (х) =F (n, о о. ) —с0$ И агссо$ х,
т. е. полином Чебышева п-й степени, с которым мы уже встречались
в п. 184.

Полиномы Чебышева представляют собою решения уравнения Чебы-
шева, конечные.в особых точках х= 1. Тем самым они дают решение
задачи Штурма — Лиувилля: найти те значения параметра А, при кото-
рых уравнение |

(1—2) у’—ху’--Ау=0

имеет ненулевые решения, конечные в особых точках х=-1. Здесь
^— Ли==иИ? — характеристические числа, а у=и,=Т, — характеристи-
ческие функции.

В заключение отметим, что в аналитической теории дифференциаль-
ных уравнений изучается и вопрос о построении решений в окрестности
особых точек, которые не являются регулярными. В частности, с боль-
шим успехом развиваются асимптотические методы (см.., например,
[25; 30; З1; 138, т. И, ч. 9].

$ 40. КОЛЕБАТЕЛЬНЫЙ ХАРАКТЕР РЕШЕНИЙ ОДНОРОДНЫХ
ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

194. Колеблющиеся и неколеблющиеся решения. В настоящем пара-
графе мы рассмотрим вопрос о нулях ненулевых решений однородного
линейного уравнения второго порядка

y”+p(x)y’+4q (x) y=0, (1)
причем нулями решения у=иу(х) мы называем вещественные корни урав-
нения у(х) =0. Относительно коэффициентов уравнения (1) мы будем
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предполагать, что они непрерывны на некотором интервале (а, 6), что
гарантирует, согласно теореме Пикара, существование и единственность
дважды непрерывно дифференцируемого решения с любыми начальными
данными у, Yo, Хо (а, 6), определенного во всем интервале (а, 5).

.В отличие от ненулевых решений однородного линейного уравнения
первого порядка (см. п. 32), ненулевое решение уравнения (1) может
обращаться в нуль в интервале непрерывности коэффициентов, т. е. оно
может иметь общую точку с осью Ох. Такие решения всегда существуют.
Более того, существует ‚бесчисленное множество решений, пересекающих
ось Ох в любой заданной точке хо. Чтобы в этом убедиться, достаточно
поставить в точке х начальные условия

у (хо) =0, y’ (Xo) — Ио’,
re Yo — любое заданное число, отличное от нуля, и воспользоваться
теоремой Пикара о существовании и единственности решения задачи
Коши.

Но касаться оси Ох никакое ненулевое решение уравнения (1) не
может (см. п. 130).

Поэтому решение уравнения (1) либо пересекает ось Ох, либо не
имеет с ней ни одной общей точки. Отсюда следует, что ненулевое реше-
ние уравнения (1) при переходе через нуль обязательно меняет знак
(при сделанном предположении относительно непрерывности коэффици-
ентов уравнения). Поэтому чем больше нулей имеет решение, тем чаще
оно меняет знак или, как говорят, тем сильнее оно колеблется.

Так, в задаче Штурма—Лиувилля, рассмотренной в п. 187, боль-
шему характеристическому числу соответствует сильнее колеблющаяся
характеристическая функция, ибо характеристическая функция, соответ-
ствующая характеристическому числу Л„, обращается в нуль внутри
(а, 6) ровно п—1 раз. При этом, как бы велико не было характеристиче-
ское число, число нулей характеристической функции внутри (а, В)
остается конечным. Ниже мы покажем, что этим свойством обладает
любое решение однородного линейного уравнения (1) в предположении,
что его коэффициенты непрерывны в (а, 5). Докажем сначала следую-
щую теорему.

Теорема. Все нули любого ненулевого решения у=у(х) урав-
нения (1), лежащие внутри интервала (а, 6), в котором коэффициенты
p(x) u g(x) непрерывны, изолированы. Это означает, что если хо есть
нуль решения и=и(х), то существует такая окрестность (х—6, х-б)
точки Хо, внутри которой нет ни одного нуля решения у=и(х).

_ В самом деле, в противном случае точка хо была бы точкой сгущения
нулей решения у=у(х), так что существовала бы последовательность
нулей х1, Х2,...,Хп,... ‚ сходящаяся К Хо. Покажем, что У’ (хо) =0. Имеем
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. бдвт обои)а).
Так как у’(хо) существует, TO для вычисления YY’(Xo) достаточно
устремить А к нулю по какому-нибудь одному закону. Положим
h=X,»n—Xo. Torna

Y (Xn) —Y (Xo)y" (Xo) = jim Xx =0,
ибо

Y (Xn) =Y (Xo) =0. .
Итак, мы имели бы у(хр) =0 и у’ (хо) =0, причем ж= (а, 6), а тогда в силу
теоремы п. 130 решение у==иу(х) — нулевое вопреки предположению.
Теорема доказана.

Из доказанной теоремы следует, что ненулевое решение уравнения
(1) не может иметь бесконечного числа нулей на замкнутом интервале
[a, В], лежащем внутри (а, 6) (т. е. внутри интервала непрерывности ко-
эффициентов уравнения (1)), и, следовательно, оно может менять знак
внутри интервала [а В] только конечное число раз.

_ Прежде чем перейти к изучению колебательного характера решений
уравнения (1) общего вида, рассмотрим следующие два однородных ли-
нейных уравнения второго порядка

y"—R’y=0, У’Ру=О (Е50). (2)
Из общих решений этих уравнений

y= Cyer*+ Cre—h*,

y=C1 cos kx+C2 sin kx =A sin(kx+@)

видно, что всякое решение первого уравнения имеет не более одного нуля
в любом интервале (а, 6) (см. пример 7 п. 175), в то время как всякое
решение второго уравнения, представляя собой гармоническое колебание

с периодом Т= ‚ имеет по крайней мере два нуля во всяком интер-2
Е

2хвале (а, 6), длина которого больше>
При изучении колебательного характера решений уравнения (1)

с переменными коэффициентами достаточно ограничиться рассмотрением
уравнения

y”+q(x)y=0, (3)
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ибо, как доказано в п. 186, уравнение (1) приводится к уравнению вида
(3) при помощи подстановки -.

—| P(x) .у=е 9 dx,
?

где первый множитель не обращается в нуль внутри интервала (а, 6),
в предположении, что коэффициент р(х) непрерывен в этом интервале,
так что нули функций и и = совпадают.

Обратимся снова к уравнениям (2). Эти уравнения имеют постоян-
ные коэффициенты, причем в первом из них коэффициент при искомой
функции “отрицательный, а во втором—положительный. Вообще для
уравнения

у’ 9у=0, (4)
где д — вещественное число, колебательный характер решений опреде-
ляется знаком 4. Заметим, что если д =0, то мы имеем уравнение.

И”= 0,

все решения которого, очевидно, `неколеблющиеся, ибо интегральными
кривыми являются только прямые линии. Следовательно, условие

4—0 (5)
является достаточным условием отсутствия колеблющихся решений урав-
нения (4).

Оказывается, что условие (5) распространяется и на случай, когда
д есть функция от х. А именно имеет место следующая теорема.

Теорема. Если q(x) непрерывна в интервале (а, 6) и удовлетво-
ряет условию

4(х) <0 при а<х<Ь,

то всякое ненулевое решение уравнения (3) будет неколеблющимся
в (а, 6). : т

Допустим противное. Пусть существует ненулевое решение и=у(х),
колеблющееся в интервале (а, 6), т. е. существуют два значения хи х1
из этого интервала такие, что и(х) =0 и и(х1) =0. Будем считать, что
Хо — меньший корень, так что а<х<х.<65. Предположим, что между
Х и х, решение у=у(х) не обращается в нуль, т. е. XH HU хх последо-
вательные нули решения у=иу(х). Такое предположение мы имеем
право делать, ибо, как показано выше, множество нулей любого нену-
левого решения уравнения (1) с непрерывными коэффициентами дис-
кретно.

Не умаляя общности, будем считать, что у(х)>0 в интервале
(хо, Х1). Тогда у’ (х%)>>0. В самом деле, так как и(%) =0 и иу(х).>0
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в (хо, х!), то и’ (хо) >0. Нои’ (хо) 520.* Поэтому у’(хо) >0. Аналогично
убеждаемся, чтоу’ (х1) <0. Но, переписав уравнение (3) в виде

иу’=—9(х)у,
мы заключаем, что

у" (х) =—9(х)у(х)=0 при хх,
так что у’(х) не убывает в интервале [хо, х!|, что противоречит неравен-
ствам и’ (хо) >>0,и’(х!) <0. Следовательно, наше предположение о суще-
ствовании ненулевого решения у=у(х), колеблющегося в интервале
(а, 6), неверно.

Пример 1. Все решения уравнения Эйри
y”—xy=0

неколеблющиеся на всей положительной полуоси Ox, n60 g(x)=—x<0 npu 0<x<ow.

Замечание 1. Если q(x)<0 npu ecex 3Haxuenuax x, TO ece HeHYyAeBble решения
уравнения (3) — неколеблющиеся в любом конечном интервале, так что всякая интег-
ральная кривая пересекает ось Ох не больше одного раза.

Замечание 2. Доказанный признак неколебательности решений уравнений (3)
является лишь достаточным.

Пример 2. Рассмотрим уравнение Эйлера.
a2

y+ у=0 (a0, x>0). (6)x2

Заметив, что его коэффициент при у положителен, исследуем колебательный
характер решений. Найдем общее решение. Полагая х=е, придем к уравнению с по-
стоянными коэффициентами

у угу=0.
Его характеристическое уравнение

M—A+a?=0

ae + | ! 2— — ——Q .

te 2 4
Отсюда ясно, что колебательный характер решений рассматриваемого уравнения Эйлера1 .

HMeeT KOPHH

зависит от соотношения между а? и 40

* Ибо, если и’ (хо) =0, то мы имеем у(хо) =0, и’ (хо) =0, хое(а, 6), а тогда у(х) =0
в (а, 5) вопреки предположению.
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IПри а*< = имеем

„ИР УЕ
Xxу1=Х ‚ у2 —

Эти решения, очевидно, неколеблющиеся ни в каком интервале.
Если а?= —, то ‘

4
Yrex'h, > yo=x'h in x.

Эти решения тоже неколеблющиеся.
1При а?> 7 имеем

fp Еyy,=x'l2 COS (Ух). Y2=x'/2 sin (Y/e——ine).
Ясно, что эти решения имеют бесчисленное множество нулей в интервале (1, со).

Таким образом, рассматриваемое уравнение Эйлера либо имеет’ неколеблющиеся
решения eS ‚ Либо его. решения имеют. бесчисленное множество нулей

1(+>--) в интервале (1, oo).
В дальнейшем мы используем рассмотренное уравнение Эйлера (6) в качестве урав-

нения сравнения при изучении колебательного характера решений других уравнений.

195. Теорема Штурма. Сравним колебательный характер двух ли-
нейно независимых решений и! и у> одного и того же однородного линей-
ного уравнения второго порядка с непрерывными коэффициентами.

Мы уже знаем, что и! и И2 не могут иметь общих нулей в интервале
(а, 6), ибо, как уже сказано в замечаниик п. 162, в нуле хое (а, 6) мы
имели бы Я(х) =0, что противоречит линейной независимости ии у>.
Если одно из решений, у1, является колеблющимсяв (а, 6), то что можно
сказать о нулях другого решения, И2, линейно независимогос Yi?

Рассматривая два линейно независимых решения второго из урав-
нений (2), у1=<0$ Ах, у2=$шт Ах, мы видим, что нули этих решений
взаимно разделяют друг друга: между двумя последовательными нулями
одного решения лежит один и только один нуль другого решения. Оказы-
вается, что этим свойством обладают любые линейно независимые реше-
ния всякого однородного линейного уравнения второго порядка, имею-
щего колеблющиеся решения.

Теорема Штурма. Нули двух линейно независимых решений
однородного линейного уравнения

y”+p(x)y’+q(x) =0, (7)
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коэффициенты которого непрерывны в интервале (а, 6), взаимно разде-
ляют друг друга. |

Пусть у1=и1(х) и у›=92(х) — линейно независимые, решения урав-
нения (7). Предположим, что у1=и4(х) имеет два нуля №и хи внутри
(а, 6), причем эти нули последовательные, т. е. ин(х) ==0 при ю<х<ха.
Докажем, что существует одна и только одна точка х, <х<ж, в кото-
рой у2(х) =0.Предположим противное. Пусть у2(х)0 для <х<жи. Не умаляя
общности, будем считать, что у2(х) >>0 для о<х<ли. На концах интер-
вала [хр, х1] решение у2(х) не обращается в нуль, у2(хо) 50 и и›(х!) 520,
ибо, как уже отмечено выше, линейно независимые частные решения не
могут иметь общих нулей в интервале непрерывности коэффициентов.

Не нарушая общности, будем считать, что М(х) >>0 в интервале
[Xo, x4].

Напишем тождество _ ( Yi ) = W(x)
Yo Yr

Интегрируя это тождество по интервалу [хо, х!|, получаем
x

— ( aA = ГОухо о у
Здесь левая часть равна нулю, а правая положительна, что невозможно.
Следовательно, наше предположение неверно. Итак, существует точка х,
%<х<хь, в которой и2(х) =0.

При этом существует только одна такая точка, ибо в противном
случае, меняя ролями и1 и у2, мы нашли бы точку х, хо<х<жи, в которой
и (х) =0, а это противоречит тому, что Хи и х! — последовательные нули
решения и1=и1(х). Теорема полностью доказана.

Из теоремы Штурма следует, что оба линейно независимых решения
уравнения (7) являются колеблющимися в интервале (а, 65), если одно
из них имеет в этом интервале более двух нулей.

196. Теорема сравнения. Выше мы рассматривали колебательный
характер решений одного и того же дифференциального уравнения.
Естественно поставить вопрос о сравнении. колебательного характера
решений двух различных дифференциальных уравнений. Рассмотрим,
например, такие два уравнения:

у’-Ну=0; 2”-42=0.
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Сравнивая их решения

Yy==COS X, Yo==SiN xX; 2,==cos2x, Ze=sin 2x,

видим, что между любыми двумя нулями любого из решений первого
уравнения лежит хоть один нуль любого из решений.второго уравнения,
так что решения второго уравнения колеблются сильнее решений первого
уравнения (ср. пример 8 п. 175). - |

Нетрудно убедиться, что такое же утверждение имеет место для лю-
бых двух уравнений вида.

у’у=0; г”922==0,
где 01 и 42 — положительные числа, причем 4>>>41. Обобщах этот резуль-
тат на случай уравнений с переменными коэффициентами при и, при-
ходят к следующей теореме.

Теорема сравнения. Если в уравнениях
У(х)у=0; 2-4 42(х)2=0 (8)

функции 494(х) и 492(х) непрерывны в интервале (a, b) и G2(X) >q1(x)при а<х<, то между каждыми двумя последовательными нулями лю-
бого решения у=у(х) первого уравнения лежит хоть один нуль любого
решения г==2(х) второго. уравнения, если в интервале между этими ну-
лями существуют точки, в которых 42(х) >49и(х).

Пусть хо и х! — последовательные нули решения у=у(х). Нужно
доказать, что существует такое X*, Xp<CxX*<X1, для которого 2(х*) =0.

Предположим противное, т. е. г(х) 5-0 в интервале (Xo, x1). He yma-
ляя общности, будем считать, что у(х).>0 и 2(х) >0 в интервале (хо, х1).На концах этого интервала функция обращается в нуль, а значения
функции 2(х) неотрицательны (почему?).

Напишем тождества

у" 91(х) у=0,
2”+-q2(x) z—=0.

Умножая их соответственно на г иуи вычитая второе из первого, по-
лучим

у’г—2"у= (9х) —4(х))у2
ИЛИ

(у=—2у)= (42(х)—9н(х))уг.
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Интегрируя это тождество по интервалу [хо, х4] и принимая во внимание,
что и(х%) =и(х1) =0, получаем

и’)(м)2)= | (42(х)— (ху ах. (9)
Xo

Tak Kak у" (хо) >0, y’ (x1) <0 (см. доказательство теоремы п. 194),
2(х%) 0, 2(х1) 0, то левая часть равенства (9) неположительна, в то
время как правая положительна. Полученное противоречие и доказы-
вает теорему.

Сравнивая колебательный характер решений уравнений (8), говорят,
что решения второго уравнения являются более колеблющимися, чем ре-
шения первого.

_ 3 амечание. Если хо является общим нулем двух каких-либо частных решений
y(x) и 2(х) уравнений (8) и если в интервале между хо и следующим за хо нулем xy
решения у(х) существуют точки, где 4>(х) >491(х), а в остальных точках этого интервала
492(х)>41(х), то ближайший справа к хо нуль х! решения 2(х) расположен левее, чем хи.

В самом‘деле, допустив, что 2(х) сохраняет знак в интервале `(хо, х1), мы увидим,что равенство (9), которое теперь примет вид

Ч"(1) =(х1) = | (92(х) —91 (x))yz dx,
Xo

будет снова противоречивым.

Пример 1. В примере 8 п. 175 мы показали, что функции

Уп=зших (n=1, 2,...) (10)

являются решениями уравнений
у’т?у=0,

удовлетворяющими краевым условиям

y(0)=0, y(x)=0.

Все функции (10) имеют общий нуль в точке х=0, в которой задано первое из
краевых условий. Последующим нулем первого решения у! = х является л. Послеё-

л лдующий нуль > второго решения у›=31п 2х лежит левее л. Последующий нуль 3
лтретьего решения уз= Зх лежит левее > ит. д. С ростом 9==1? первые нули реше-

ний ул, отличные от общего нуля, неограниченно приближаютсяк нему.
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Обычно, в качестве одного из уравнений (8), берут уравнение с по-
стоянным коэффициентом при у -

y”+ky=0. (11)
Дадим в качестве примера оценку расстояния между последователь-

ными колеблющимися решениями уравнения

y"+q(x)y=0, (12)
где 9(х).непрерывна и положительна в интервале [а, 6], причем
q(x) const.

Обозначим через М и т наибольшее и наименьшее значения функ-
ции 9(х) в интервале [а, 6]. Имеем М>т>0. |

Так как расстояние между последовательными нулями решений
. д |уравнений (11) равно ee то, применяя теорему сравнения последова-

тельно к уравнениям

у’фту=0, 2”--9(х)2=0

y"+q(x)y=0, г”-ЕМ2=0

получаем, что расстояние между последовательными HYJIAMH решений
уравнения (12) не больше, чем a и не меньше, чем

ут
этих решений расположены не реже и не чаще, чем нули некоторых
синусоид. |

Предположим, что в уравнении (12) коэффициент 4(х) непрерывен
в полубесконечном интервале (а, со) и положителен в нем, причем ниж-
няя граница 49(х) тоже положительна. Тогда расстояние между после-
довательными нулями любого решения не меньше, чем у некоторой сину-
соиды, и, следовательно, каждое решение имеет бесчисленное множество
нулей в интервале (а, с).

‚ т. е. нули

Пример 2. Рассмотрим уравнение Бесселя

xy" xy’+ (x2—n?) y=0 (13)
в интервале О<х< со. Покажем, что любое решение имеет в указанном интервале бес-
численное множество нулей, и дадим оценку расстояния между последовательными ну-
лями функций Бесселя Jn(x).

С этой целью приведем уравнение Бесселя (13) к виду, не содержащему члена
с первой производной. Для этого положим
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=
y= -_-

Ух

Данная подстановка, очевидно, не меняет колебательного характера решений.
Получим

1| ne— —_—_

yal yetа" | 1— z=0. (14)
x

1nz— ——~
4Здесь, как нетрудно убедиться, коэффициент 4(х) =1— ——_____ удовлетворяет указан-

x
ным выше условиям в некотором интервале (а, со), где а>0. Поэтому любое решение
уравнения (14), а вместе с ним и исходного уравнения Бесселя (13), имеет бесчисленное
множество нулей в интервале (0, со). Как расположены эти нули?

Чтобы ответить на этот вопрос, сравним колебательный характер решений урав-
нения (14) с колебательным характером решений уравнения

w’+tw=0. (15)
Очевидно, что этот колебательный характер существенно зависит от значения пара-
метра п.*

]Если п?< т’ то коэффициент при = будет больше | (т. е. коэффициента при №
1в уравнении (15)). При п?> a этот коэффициент будет меньше 1. Следовательно, при

] ] -—> <п<ии расстояние 4 между последовательными нулями функций Бесселя Jn (x)
1будет меньше, чем л, а при п> > ийп<—> это расстояние больше, чем л.

При n= расстояние 4 между последовательными нулями функции Бесвеля
в точности равно л. Этот факт очевиден, ибо соответствующими функциями Бесселя
являются

2 2
Ла (х)= —sinx, J 4 (x)= I/—cosx.> лх FZ лх

Так как при х—+со коэффициент при г в уравнении (14) стремится к 1, то расстоя-
ние между последовательными нулями любой функции Бесселя стремится к л, когда х
неограниченно возрастает, т. е. колебательный характер функций Л» (х) и Г-„(х) прибли-
жается к колебательному характеру функций з1пхи с0$ х, являющихся решениями пре-
дельного уравнения

y"+y=0.

* Поведение функций Бесселя как функций параметра п изучается в аналитической
теории дифференциальных уравнений.



592 ГЛ. 8 ОДНОРОДНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Этот результат вполне согласуется с асимптотической формулой *

Ли (х) = 2 в х— и -НО(2-1) (x>0), ` (16)TUX ( 2 4
дающей возможность вычислять значения функции /»„(х) при достаточно больших поло-
жительных значениях х. Для 71 (х) uJ 1(х) формула (16) является точной.

2 2

Пример 3. Изучить колебательный характер решений уравнения

уху=0 (17)
при изменении х в интервале 0<х< со.

Сравнивая это уравнение с уравнением

z’+k?z=0,

мы видим, что если x>k*, TO расстояние между последовательными нулями решений
луравнения (17) меньше, чем —: Следовательно, при неограниченном возрастании х это

расстояние будет стремиться к нулю, так что последовательные нули любого из решений
уравнения (17) при неограниченном возрастании х будут неограниченно сближаться.
Здесь (так же, как и в предыдущем примере) мы существенно воспользовались тем, что
нижняя граница О(х) в рассматриваемом интервале изменения xX (x>k?) положи-
тельна.

Интересно отметить, что между решениями ‘уравнения (17), имеющими указанный:
колебательный характер, и решениямиуравнения Эйри

2”"—хг2= 0,

все решения которого неколеблющиеся в интервале (0, со), существует тесная
связь. А именно, если 2==2(х) — решение уравнения Эйри, то и=2(—х):— решение
уравнения (17), в чем легко убедиться непосредственной подстановкой. Вследствие этой
связи иногда функции Эйри определяют как решения уравнения (17).

Рассмотрим случай, когда @(х) непрерывна в полубесконечном ин-
тервале (а, со), сохраняет в нем положительный знак и стремится к нулю
при хо. Мы уже встречались с такой ситуацией в примере2 п. 194.
Пользуясь рассмотренным там уравнением Эйлера как уравнением
сравнения, докажем теперь следующую теорему.

Теорема Кнезера. Если в уравнении

y”+q(x)y=0 (18)
коэффициент 9(х) удовлетворяет условиям

f(x)
p(x)

* См. [138, т. Ш, ч. 2, с. 535]. Запись [(х) =0(ф(х)) означает, что отношение
остается ограниченным при х-—>со.
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0<4(x)< (x40),Ax2 .

то его решение не может иметь бесконечного числа нулей в интервале
(хо, со). Если же

I+a
4x2

q(x) > (&>0, х>^!),

то любое ненулевое решение имеет бесконечное множество нулей в ин-
тервале (хи, со).
` Действительно, беря в качестве уравнений сравнения соответственно

и 1yo+ x2 y=0 (X>X0)
H

|y+ 2 y=0 (a>0, x"),
| ] 1видим, что в первом случае а2=—= 4, а во втором а?>> 1, откуда в силу

результатов примера 2 и следует утверждение теоремы.

Замечание. Из теоремы Кнезера мы видим, что если 9(х), будучи положитель-
ной, стремится к нулю при х—со достаточно быстро, то его решения не могут иметь
бесконечного числа нулей в полубесконечном интервале вида (а, с).

Рассмотрим случай уравнения (18), когда 94(х) стремится к нулю
при х—со. Если 49(х) ==0, то уравнение (18) принимает вид

у" =0. (19)
Оно имеет фундаментальную систему решений и!=1, у›=х. Поставим
вопрос: обладает ли уравнение (18) фундаментальной системой решений,
близкой в определенном смысле к фундаментальной системе решений
предельного уравнения (19). Ответ на этот вопрос при условии, что g(x)
стремится к нулю при х—со, достаточно быстро дает следующая теорема.

Теорема Шпета. Если в уравнении (18) коэффициент 4(х) не-
прерывен в интервале [0, со] и обладает свойством

g(x) =0 (<1).
где Е>>0 (0<x¥<00), TO 9TO ypasnenue umeeT PYHOAMeHTAAbHNYIO CUCTemMY
решений yi, Yo, определенную в интервале [0, со) и обладающую свой-
ствами *

* По поводу записи {(х) =О(Ф(х)) см. сноску нас. 592.
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yi=1+0 (—-} ;
]x+O (1) при k=},

x+O(In x) при k=],
Yo=

Следуя В. В. Степанову, проведем доказательство этой теоремы,
используя часто применяемый метод введения параметра в данное урав-
нение с последующим нахождением решения полученного уравнения
в виде ряда по степеням этого параметра.*

’ Рассмотрим вспомогательное уравнение

у’—^9(х)у=0. (20)
При А= — | это уравнение обращается в наше уравнение (18). Будем

искать решение уравнения (20) в виде ряда по степеням параметра A

y= > un(x)a, (21)
n=0

где и», (х) — некоторые пока неизвестные функции от х. Задача состоит
в том, чтобы определить и»„(х) и доказать сходимость ряда в некоторой
области изменениях и ^. При этом нам желательно, чтобы ряд сходился
при всех х—>0 и чтобы область сходимости относительно А включала
в себя ^=—=— 1.

Подставляя (21) в (20), получим

Хи" (хм 9х) № и,(х)м0
п=0 k=0

Приравняем нулю коэффициенты при всех степенях 7:
9: ио’(х)=0,
M: и’(х)—9(х) ш(х) =0,

т: и’ (хх) —9(х)и, (х) =0.

Из уравнения шо’ (х) =0 следует, что в качестве #(х) можно брать

* См. [140, с. 256—259]. Непосредственное доказательство теоремы Шпета для слу-
чая, когда Е>>0, целое, а 4(х), обладая указанным в теореме свойством, разлагается

1
в ряд по степеням —, сходящийся при х>>0, см. в книге [103, с. 211].

x
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любую линейную функцию от х, после чего все ик(х) (Е!) опре-
делятся последовательно при помощи квадратур.

Докажем, что существует фундаментальная система решений
и1(х, ^,), у2(х, ^) уравнения (20), которая при = —1 перейдет в инте-
ресующую нас фундаментальную систему решений у1(х), у›г(х) уравне-
ния (18). |

Построим сначала решение и (х, ^,). Желая, чтобы это решение обла-
дало указанным в теореме свойством решения и:(х), положим шо (Хх) =1,
т. е. будем искатьии(х, A) в виде

ин(х, ХЕ ST an (x)a”, (22)
где функции и»„(х) выберем так, чтобы они были определены при всех
х—>0 и чтобы

ив (Хх) —0 при х—>о.
Имеем |

и” (х) =9(х).
Для построения и1(х) выберем квадратуры следующим образом: *

ш(х) = Газ [ а(9аь (23)
x §

Несобственный. интеграл справа в силу ‘предположений относительно
9(х), как мы покажем ниже, сходится. Следующие функции и»(хХ)
(1=2, 3,...) определим рекурентными соотношениями

оо со

Un(x)= | dt | (0)и, (Ва (п=2, 3, ...). (24)
$x

Докажем, что несобственные интегралы, входящие в формулы (23)
и (24), сходятся.

Действительно, так как g(x) непрерывнав [0, со) и обладает свой-
ством g(x)=O
при 0х о

вв) ПРИ 0=х-< с, то для 4(х) имеет место оценка

_A
(px) 2

* При выборе квадратур мы должны обеспечить существование интегралов и по-
заботиться о том, чтобы функция и!(х) обладала заданными свойствами.

[9(х) | < (25)
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где 4 — некоторое положительное число. Эта оценка гарантирует сходи-
мость интересующих нас несобственных интегралов в «особой точке» со
(почему?). Следовательно; все функции и„(х) определены в интервале
[0, со).

Переходя к доказательству сходимости ряда (24), оценим коэффи-
циенты этого ряда, т. е. функции и„(х) (n=l, 2 .

Для и4(х) имеем в интервале [0, со) оценку

[#1 (х) | =ГмThТА. —А]— aTЕН ~
_ А
_ (ЕО @-х)*

Далее имеем при Охсо

бо а : иеуе (АР ии =
_ А?
— ВЕТ) (2+1) (1-х)

Продолжая, получим оценку: при О<х<оо

Ап 1
ЕРЕСИ. .ПЕ(ПЕ-1) (1-х)”®̀

Поэтому для общего члена ряда (22) будем иметь оценку при
(4[%|)” !

kR(k+1)2k(2kR+1)...nk(nk+1) (1+)
(O<x<w, n=2,3,...).

[un(x)[<

[ие(х) № | =

Из этой оценки следует, что ряд (22) абсолютно сходится при всех /,
(в частности, и при А=—1) равномерно относительнохв [0, со). Следо-
вательно, его суммаы,(х, ^) представляет собою решение уравнения (20),
определенное в интервале [0, со).

Покажем, что это решение обладает требуемым свойством. Так как
нас интересует асимптотическое поведение разности и1(х, ^)—1! при
х—00, то оценим эту разность для 0<х<сю. Так как ряд (22) сходитсяабсолютно при всех х>0, то имеем



$ 40. КОЛЕБАТЕЛЬНЫЙ ХАРАКТЕР РЕШЕНИЙ 597

[A|A 1 (1 [A] A J +
И < хер ав 1 ЗЕ ЕЕИ а

|^ |242. 1ЗЕЕ Ия "° .).
Вследствие того что сумма ряда, стоящего в скобках, стремится к нулю
при х—> 0, отношение

ул (х, ^) —1

xh
остается ограниченным при х—00, а это и означает, что и:(х, A) обладает
свойством

ил(х, ^) =1-О (—-) .
Следовательно,

s(x)=1+3n(x) (—1)
есть решение нашего уравнения (18), обладающее указанным в теореме
асимптотическим свойством при х— со.

Построим теперь решение у2(х, ^). Положим на этот pas U(x) =x,
т. е. будемискать у2(х, /) в виде

yo(X, h) =x-+ = и» (х)^^. (26)
Имеем

us” (x) =9(х)х.
В дальнейшем будем различать два случая: >| и 0<Е=< 1.
В случае &>1 будем выбирать квадратуры так же, как и при по-

строенииу! (х, ^). Будем иметь

=[48 [90
х $

Un (x) = Jae { g(t)uns(d)at (n=2, 3,...).
x |
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Несобственные интегралы вследствие оценки (26) для 4(х) в нашем слу-
чае сходятся, ибо присутствие в и1(х) множителя ft компенсируется усло-
вием ^>>1 (почему?).Оценивая и(х), Un(xX) (п=2, 3,...) при Ох, будем иметь

Atdt го 44пот ae J 148 ] руке =
_ А
— ПЕ Ию’

An 1
[ии (х) | < (kR—1)R(2k—1)2k...(ak—1)nk (1-х)

Из этих оценок следует, что ряд (26) сходится абсолютно при всех А
равномерно относительно хв [0, со). Следовательно, его сумма и2(х, Л)
есть решение уравнения (20) в интервале [0, со).

Оценивая разность и2(х, ^) —х, убеждаемся, что Yo(X, ^) обладает
СВОЙСТВОМ

(x, 2) =x+0(—-) (k>1).
Рассмотрим, наконец, случай O<(kR<1. Pemenne yo(x, 4) по-преж-

нему ищем в виде (26). Но квадратуры при определении и„(х)
(п=1,2,...) будем выбирать несколько иначе, чтобы‘обеспечить сходи-
мость несобственных интегралов.

Возьмем натуральное число т такое, 4TO MkR<1, HO (M+1)Rk>1.
Тогда первые т функций и„(х) определим так:

шо =— [а 90

ш(х) = — fae] q(t)uw-i(t)dt (l=2,...,m),
5

а следующие определим так же, как и при построении решенияил(х, ^):
со оо

Ymtn(X) = Jae | g(t) Yana(tat (n=1,2,...).
x E
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Оценим из (х). Имеем

[Г Adt А Апб 4 парят“— кА в ПТ”Е.

А (1-9 —[№2(х)| < acs TAR eb dt=
A2

= (Ik)2k(1—aRy
Ат (1- х) 7 (тв< eyoR(aR)...—1k — (m1)

При оценке итж(х) следует различать два случая: ТЕ<| и mk—}.
В случае теЕ<1 оценка иж(х) проводится аналогично оценкам предыду-
щих функций и мы получим

Am

#(1—k)2k(1—2k)...mk(1—mky THE 0| Um (x) |<

Если же те=, то

о Ат-1(1-5 аJum) |< J d Jag(1-F A)" “k(1—k) 2k(1—2k).. (IR)R
_ Am [4 __ (1—2) (1—98)...(1— < Е

А" 11(1-х). (28)~ k(1—k)2k(1—2k).. .(1—R)R
Для удобства получения оценок дальнейших MYHKUUM Umtn(*)

(n=1, 2,...) заменим оценки (27) и (28) одной оценкой. С этой целью,
пользуясь тем, что |—тТА<А, выберем положительное число б так:

0<1-тЕ<6.

Так как, кроме того, при любом 6 >>0 справедливо (так как (т--1)Е>1)
неравенство
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п(1-5)< (1+5)%*
то оценки (27) и (28) можно заменить одной общей оценкой при
0—=х<с

[ит(х) | <В(1-х), В>0.
Теперь имеем оценки: при О<х<с

| итд (Х)| <АВ j asf THyk+2—6
1 1

(kR—5)(R—6-+1) (+8,
A™B | _1

(R—6) (R—8-+1)...(nk—85) (nkR—5+1) (1+x)mh *
Вследствие найденных оценок остаток ряда (26) после т-го члена,

а вместе с ним и сам ряд (26) сходится при всех ^ равномерно относи-
тельно х в интервале О<х<со (почему?) и представляет собою искомое
второе решение Yo(x, 4) уравнения (20) при О<А=—<1, определенное при
0=—х< оо.

Таким образом, мы построили решение у2(х, ^), определенное в ин-
тервале [0, со) при любом положительном значении R.

Из оценок функций и„(х) следует, что у2(х, ^) обладает требуемым
асимптотическим поведением при х—с°.

Действительно, в случае >| мы это уже показали выше. Если
0<<1, то разность у2(х, ^,) —х имеет порядок функции и#1(х), так что

=AB

| Umin (x) |<

Y2(x, 4) —x=O (1) ,
В случае А=| имеем т=—| и для определения порядка и1(х) мы можем
воспользоваться оценкой (28) при т=1.** В результате получим, что

Yo(x, A) —x=O(In x).
* Справедливость этого неравенства становится очевидной, ‘если переписать его

в виде ш(1-х)6< (1-х)6.
** Или оценить и! (х) для случая Е =1 непосредственно. Имеем

A(141) .
— аЕ—=А(1-03 Joe А Ш).[ма (х) [< fas

0 5
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Полагая в найденном решении у2(х, ^) параметр А равным —1, мы
иолучаем решение у2(х) уравнения (18), обладающее указанным в тео-
реме асимптотическим характером поведения при х—со. Теорема пол-.
ностью доказана.

Пример 4. Рассмотрим уравнение
", y=0. (29)

] 1Здесь 9(х) = — =O ma |? Е—2. Поэтому, согласно теореме Шпета, суще-.
| x x |

ствует фундаментальная система решений у!(х), у2(х), имеющих конечные предельные.
значения в особой точке х=0 и обладающие свойством

) ныне(1
при хо. Эти решения можно найти методом, указанным в проведенном доказательстве.
теоремы Шпета.*

Найдем указанную фундаментальную систему решений, пользуясь известной,
(см. п. 189) связью между однородным линейным уравнением второго порядка и ‚урав-
нением Риккати. Приведем уравнение (29) к уравнению Риккати, положив у’=у2,.
—=2(х). Получим

(2) =140(

2= —2?— ,x*

Интегрируя это уравнение, найдем [103, с. 88—90]

1 |
—+5: +—- Xx , xX ~-

Возвращаясь к искомой функции у, имеем

' | 11J =— — - ctg (—+c.),
xy x?

откуда
1y=Cr2x sin (— С, .
x

Записав это общее решение в виде
1 1у=х (4, sin — +Az2 cos —)

. x x

заключаем, что рассматриваемое уравнение (29) имеет фундаментальную систему,
решений

1 1
И=Х 60$ ——, У2==х Я —.

x x

* Или методом, указанным в книге [103, с. 210].
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Эта фундаментальная система решений обладает указанными выше свойствами. А именно
существуют предельные значения и!(х) и у2(х) в особой точке х==0 (они равны нулю).

1 1Далее, разлагая зп -—— и cos — в ряды по степеням ——, имеем
х х х

(я +.)== ыт+.=#+0(5-)—=х [1— tee |SxH+.x —],a 2! x2 2! x x
1 l ] l

=x {| — — ...] =1— ...=1+0 .У x 3! x3 т 3! x? т + x?
Отметим в заключение настоящего параграфа, что изучение колеба-

тельного характера решений однородного линейного дифференциального
уравнения второго порядка дает нам некоторое представление о каче-
ственном поведении этих решений, которое не всегда удается усмотреть
из аналитического представления решений. Более того, исследование ко-
лебательного характера решений даже не предполагает знания аналити-
ческой структуры решений, как показывает пример 2.



ГЛАВА ДЕВЯТАЯ

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЬ!Х.
УРАВНЕНИЙ

$ 41. ОДНОРОДНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ

197. Предварительные замечания. В настоящей главе мы рассмот-
рим один специальный класс нормальных систем дифференциальных
уравнений — линейные системы дифференциальных уравнений. Это.
системы вида (см. п. 101) .

d na = >) Pail) yetfale) (k=1,2,...,n). (1)
I=1

Решения линейных систем обладают некоторыми замечательными
свойствами, которые дают возможность изучить структуру общего решг-
ния этих систем (и даже в некоторых частных случаях получить общее:
решение в элементарных функциях или в квадратурах), а также иссле-.
довать вопросы аналитической теории, качественной теории и теории
устойчивости решений (движений), теории колебаний и других разделов:
теории обыкновенных дифференциальных уравнений и ее приложений.
более полно, чем это сделано для нормальных систем общего вида.

Интерес к разработке проблем теории линейных систем, так же как
линейных уравнений я-го порядка и систем линейных уравнений высшего.
порядка, является следствием многочисленных приложений этих систем:
(см. начало п. 157). |

Вместе с тем изучение нормальных систем общего вида и решение.
связанных с ними вопросов прикладного характера во многих случаях
удается свести к рассмотрению соответствующих линейных систем
уравнений.

При изложении общей теории линейных систем мы будем занимать-
ся главным образом изучением структуры общего решения
этих систем. |

Будем предполагать, что в системе (1) коэффициенты ры(х)
(Е, [=1,2,...,П) и функции [2(х) (Е=1,2,...,П) непрерыв-
ны в интервале (а, 6). Тогда, согласно теореме Пикара п. 126,
система (1) имеет единственное решение
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Yr=Ya(x) (R=1, 2,..., 2),
удовлетворяющее начальным условиям:

Yr=y, при Х=ж,
где х=—=х,— любая точка из интервала (а, 65), а начальные значения
искомых функций, т. е. числа и1®, у, ..., у, можно выбирать произ-вольно. Это решение будет определено во всем интервале (а, 5), т. е.
во всем интервале непрерывности функций ры(х) и №(х).

Существование общего решения системы (1) при наших предполо-
жениях относительно ры(х) и |+(х) следует из теоремы п. 136. Особых
решений линейная система '(1) не имеет. Всякое решение этой системы
является частным решением.

Если все функции [» (х) =0в (а, 6), то система (1) как мы уже ска-
зали в п. 127, называется однород HOH. В этом случае система (1)
принимает вид

п

etn = Dy Pale) yi (k=1,2,...,n). (2)
I=1

Если же в системе (1) не все функции [,(X) TOxKMeECTBeHHO paBHBl
нулю, то такая система называется неоднородной.

Прежде чем перейти к изучению структуры общего решения линей-
ных систем покажем, что линейная система, подобно линейному уравне-
нию 1-го порядка, обладает двумя общими свойствами, а именно свой-
ствами инвариантности относительно любого преобразования независи-
мой переменной и относительно линейного преобразования искомых
функций (см. п. 158).

1. Линейная система (1) остается линейной при любой замене неза-
висимой переменной

x=@(t),
где ф({) — любая функция от & определенная и непрерывно дифферен-
цируемая в интервале (а, В), причем а=ф(а), 6=Ф(В), ф’(1) 720 во всем
интервале (о, В).*

Действительно, имеем

аук_ dyn 1
dx dt q’(t)

Поэтому система (1) примет вид

* См. сноску на с. 87.
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: oe = Siu:ytfi(t) (R=1,...,0),
=1

где

pu(t) =pulp(t))@’(t), f(t) =fa(@(t))@’(2).
Заметим, что коэффициенты ры({) и функции (Г) непрерывныв интервале (a, В). Кроме того, ясно, что однородная система преобра-

зуется в однородную.
Заменой независимой переменной, так же как и в случае линейного

уравнения п-го порядка, можно привести данную линейную систему
к более удобному виду (см., например, п. 215).2. Линейная система (1) остается линейной при любом неособенном
линейном преобразовании неизвестных функций

2:=.= inn, (3)
где коэффициенты преобразования ок(х) суть непрерывно дифференци-
руемые в интервале (а, 9) функции от х.

В самом деле, так как преобразование (3) неособенное, то сущест-
вует единственное обратное преобразование

y= вида (i=1, 2,...,n), (4)
где Bin(X) HempepbiBHO AN@depenuupyempl B (a, 6). Преобразование (4)
является также HEOCOOEHHHIM, a ero KOIMPMUUHEHTHI Pin(X) MOXKHO найти,
пользуясь известным правилом Крамера. При этом коэффициентыВ; (х)
выразятся через коэффициенты ок(х) по формулам

Dna;Вы(х)_Bin(x)= D(A) (i, R=1,2,..., n),

где Дь;(х) — алгебраическое дополнение элемента ак:(х) определителя
Найдем теперь вид преобразованной системы. Имеем

dz; nr п
/дк = Х ок у № вк ук=

kh=1 k=1

= Sun'х Вет (Хх) 2т-+= Qik (3 ры(кун ) —
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= х in”Хии = cin ( = Phi Bim(x) zm+fa(2) )
или

се Ури) (2...,п), (5)
m=1

где

Pim(x => ain’Bram(x)+= Qik > рыВт (Хх) (1 т=12,..., п),
В=ХаЬ (9) (i=1,2,...,m).

Заметим, что коэффициенты преобразованной системы (5) непре-
рывны в (а, 6) и что однородная система преобразуется
в однородную.

Общая теория линейных систем во многом аналогична общей теории
линейного уравнения 7-го порядка. В частности, как мы покажемвп. 210,
построение общего решения неоднородной системы
приводится к построению общего решения одно-
родной системы.Поэтому мы займемся сначала выяснением структуры общего реше-
ния однородной системы.

198: Свойства решений однородной системы. Наша окончательная
задача состоит в нахождении всех вещественных решений системы (2).
Однако для решения этой задачи так же, как и в случае однородного
линейного уравнения 1-го порядка, иногда оказывается выгодно сначала
найти некоторые комплексные решения. Введем понятие о комплексном
решении однородной системы (2).

Рассмотрим совокупность комплексных функций от вещественной
переменной

Ук(х) =ик(х) ЕЁ 9к(хХ). (6)

3mech Un(X), Ux (x) (Е=1,2,..., п) суть вещественные функции от ве-
щественной переменной х.

Будем называть совокупность функций (6) комплексным решением
однородной системы (2) в интервале (а, 6), если эти функции обращают
все уравнения системы (2) в тождество для а х<Ь, т. е.

аSoe) = Sento (R=1,..., 2)
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ИЛИ

а ‚4м УодинУры (7)
l=1 [1—1

(Е=1,..., м; @а<х<6).

Так как два комплексных выражения равны между собою тогда
и только тогда, когда равны соответственно их вещественные и мнимые
части, то, приравнивая в тождествах (7) вещественные и мнимые части,
видим, что если система (2) имеет комплексное решение (6), то она имеет
два вещественных решения

un (x) (2—1, 2,...,П),

9(х) (kR=1,2,..., 7),

т. е. вещественные и мнимые части функций, составляющих комплексное
решение (6) однородной линейной системы (2), образуют два веществен-
ных решения этой системы.

Решения однородной линейной системы (2) обладают следующими
характерными свойствами, аналогичными свойствам решений однород-
ного линейного уравнения п-го порядка.

1. Если

Yr=r(x) (Е=1,..., 1) (8)

есть решение однородной линейной системы (2), то

Yr=C r(x) (R=1,..., 7), (9)

где С — произвольная постоянная, тоже будет решением этой системы,
т. е. умножая все функции, составляющие решение однородной линейной
системы, на одну и ТУ же постоянную, мы снова получаем решение.

Действительно, подставляя функции (9) в систему (2), имеем

(СФ(х))'= = pm(x)Cqi(x) (k=1,..., 2). (10)
Сокращая на С, мы получим тождество, так как функции (8) составляют
решение системы (2). Поэтому равенства (10) выполняются тождест-
венно, что и требовалось доказать.

2. Пусть дано т решений системы (2)
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Yor (Е==1,2,...,П),
еее (11)
Umk (k=1,2,...,2).

Здесь первый индекс обозначает ‘номер решения, а второй—номер
функции.

Докажем, что. линейная комбинация решений (11) с любыми посто-
янными коэффициентами Са, С» ..., Си, т. е. совокупность функций *

т

у= № Сщиь (Е=1,2,...,п), (12)
1—1

тоже будет решением системы (2).
В самомделе,-подставляя (12) в (2), имеем

[Хсшк)= Урыб ( 5 Civ) (k=1,2,..., 18) (13)
1—1 [==1

ИЛИ

=Cin’= =C; = Pri(X) Yu (k=1, 2, +9 п). (14)
Так как имеют место тождества

nrYin = aPril®) Yat (k=1, 2, у М, 1=]1,2, ... ‚ т), (15)
являющиеся результатом подстановки 1-го решения в систему (2), TO
равенства (14), а следовательно, и равенства (13) выполняются тожде-
ственно, что и доказывает наше утверждение.

Предположим теперь, что нам известно п частных решений
однородной системы (2). Поставим основной вопрос: при каком
условии линейная комбинация этих решений с про-
извольными постоянными коэффициентами С, СФ,...,
С, даст общее решение однородной системы. Чтобы
ответить на поставленный вопрос, введем понятие о линейной независи-
мости систем функций.

199. Понятие о линейной независимости систем функций. Рассмот-
рим т систем функций:

Yik (k=1,...,7),
уе. (16)
ИтЕе (k=1,...,n).°

* Первая функция—у! является линейной комбинацией первых функций каждого
из решений (11); у› — комбинацией вторых функций, ..., у» — комбинацией п-х функ-
ций, причем постоянные С\, С›,..., Ст для всех комбинаций берутся одни и те же.
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Эти системы называются линейно независимыми в интервале (а, 5), если
не существует чисел ол, @2,..., От, Не равных одновременно нулю, при
которых для всего интервала (а, 5) выполнялись бы соотношения:

МХ був==0 (=1,2,..., п), (17)
8—1

т. е. если никакие линейные комбинации функций каждого столбца таб-
лицы (16), с одними и теми же для всех столбцов постоянными коэф-
фициентами &1, 2, ..., Ят, Не равны.нулю в интервале (а, 6) или, что
то же, если ни одна строка таблицы (16) не является в интервале (а, 5)
линейной комбинацией всех остальных строк. В противном случае систа-
мы (16) называются линейно зависимыми в (а, 6).

В частности, две системы функций

ив (Е=|,..., ПИ),
Yor (R=1,...,7)

будут линейно независимыми в интервале (а, 6), если не существует
соотношения вида:

Yor =p (a<x<b; k=1,...,n) (18)
Yir

при р=20; при этом имеется в виду, что все отношения, входящие в (18),
определены во всех точках интервала (а, 6).

Очевидно, что если одна из систем функций (16) состоит из функций,
тождественно равных нулю в интервале (а, 6), то эти системы функций
линейно зависимы в (а, 65). :

В самом деле, пусть, например,

И1==0, У12==0, о Yin =0 B (a, b).
Тогда при 11000M ai=0 HW NPH a2=...=AGn—O0 будут выполняться соот-
ношения (17) в интервале (а, Ь), а это и означает, что системы функций
(16) линейно зависимыв (а, 6).

Пример 1. Системы функций

И11=е3*, И12=е3%, у4з3=е3*,
Yo1 =e8* , Yo2=—2e8* , уэз=е8*

линейно независимы в (—©°, ©).
Пример 2. Предположим, что №1, А2,..., Ап попарно различные числа (веществен-

ные или комплексные). Тогда система функций
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уем*, у12емМ®,... , у1теМ®,
у21е^2*, ‘узое№*, ..., узпемМя,

и. (19)
уплем= › Vn2eAn* >, 728 9 Yn пех ’

где в каждой строке хоть один из коэффициентов у:ь отличен от нуля, линейно неза-
висимы в интервале (—с°, со). |

Допустим противное. Тегда существуют такие не равные одновременно нулю числа
01, @2,..., @п, ЧТО имеют тождества

оаиучкемх--а2узве*--...{ап\увьемя=0 (Е=1,2,..., 1).

Здесь все коэффициенты @;\у;в ( ^=12,..., п) при функциях е^№®х, е^2х, ..., емх
равны нулю, так как при сделанном предположении относительно чисел Ал, А2, ..., Ап
эти функции линейно независимы в (—<0, со) (см. п. 160, пример 4). Пусть @!5=0. Тогда
хоть одно из произведений а1у1к (Ё=1, 2,..., п) отлично от нуля, что противоречит
сказанному выше.

Следовательно, системы функций (19) линейно независимы в (—00, оо).
Пример 3. Системы функций

у=е3“, у12==е3%, уз==е3х,
уз1==2е3х, уз. =2е3х , у»з =2е3х

линейно зависимы в (—с®, oo),
Пример 4. Системы функций

`

Yo =O, Ио =е- 2%, Yong= —e-2*
линейно независимы в (—00, oo),

Пример 5. Системы функций

Yrue-2*, у12=0, Yig==—e-2*,,
You=2e-2*| Yoo ==0, Yos== —2E-?*

линейно зависимы в (—©0, ©).

Если рассматривать элементы каждой строки таблицы (16) как со-
ставляющие некоторого вектора в п-мерном пространстве, то данное
выше определение линейной независимости систем функций (16) будет
ни чем иным, как известным определением линейной независимости т
векторов [145, с. 227—229].

200. Необходимое условие линейной зависимости п систем функций.
Пусть мы имеем п систем функций:

ив (Е=1,...,п),
(20)
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Введем в рассмотрение определитель р

Yu 112 ... Yin

You Yoo ... У
W(x)=|. 2. 2. 2

Ут Уп ... Ynn

Этот определитель называется определителем Вронского для систем
функций (20) или вронскианом этих систем функций.

Теорема. Если п систем функций (20) линейно зависимы в интер-
вале (а, 6), то У(х)==0в (а, 6).

В самом деле, мы имеем соотношения

D> “ацль=0 (Е=1,2,...,п; a<x<b), (21)
i=1

где не все с; равны нулю.
Рассматривая систему (21) как однородную линейную систему

алгебраических уравнений относительно ©, 02, ..., бп, Мы видим, что
она имеет ненулевое решение, а тогда, как известно из алгебры,
определитель этой системы равен нулю. Ноэтот. определитель как раз
и является вронскианом, так что последний должен обращаться в нуль
во всех точках интервала (а, 6).

201. Необходимое и достаточное условие линейной независимости п
решений однородной линейной системы п уравнений. [Тусть теперь каж-
дая из систем функций (20) является решением системы (2), так что
мы имеем и решений:

ИЕ (kR=1,...,n),
Doe ee ee (22)
Ипь (k=l, Ley п).

Теорема. Если п решений (22) линейно независимы в интервале
(а, 6), в котором определены и непрерывны рь(х), то их вронскиан не
обращается в нуль ни в одной точке этого интервала.

Предположим обратное. Пусть Й (х%) =0, причем а<х-<6. Соста-
вим систему п уравнений

SCilyn)o=0 (R=1,2,-..,0), (23)
1=1

где (}).=}(хо). Определитель системы (23) равен нулю, так как он равен
У (№). Поэтому система (23) имеет ненулевое решение

С.= С©, Co= CA), у С, = С, ® .
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Воспользовавшись формулой (12) при т==и, построим теперь решение
nr

ув= > CM yin (R=1,2,..., 1). (24)
i=1

Tak Kak C;© удовлетворяют системе (23), то ясно, что решение (24)
имеет нулевые начальные значения в точке х=^%о:

1—0, У2=0, о уп=0 при Х — №.

Но тогда в силу теоремы единственности решение (24) является нуле-
ВЫМ, 11==0, у›==0, ..., И,==0 (см. п. 127), так что имеем тождества

п

SCO yn=O0 (Ё=1,9,...,п),1

где не все С;® равны нулю, т. е. решения (22) линейно зависимы в ин-
тервале (а, 6), вопреки предположению. Теорема доказана.

Из доказанной теоремы и теоремы предыдущего пункта следует, что
для того, чтобы п решений системы (2) были линейно независимы в ин-
тервале (а, 6), необходимо и достаточно, чтобы их вронскиан не обра-
щался в нуль ни в одной точке этого интервала.

Однако для установления линейной независимости п решений систе-
мы (2) достаточно убедиться, что Й(х) отличен от нуля хоть в одной
точке интервала (а, 6). Это вытекает из следующих двух замечательных
свойств вронскиана п решений системы (2).

1. Если У(х) обращается в нуль хоть в одной точке интервала (а, 65),
т. е. интервала непрерывности коэффициентов системы (2), то W(x) pa-
вен нулю во всех точках этого интервала.

2. Если У(х) не равен нулю хоть в одной точкё интервала (а, 6), то
он не обращается в нуль ни в одной точке интервала (а, 6).

Доказательство этих свойств аналогично доказательству соответст-
вующих свойств вронскиана решений однородного линейного уравнения
п-го порядка (см. п. 162).

Таким образом, для линейной независимости п решений системы (2)
в интервале (а, В) * необходимо и достаточно, чтобы их вронскиан был
отличен от нуля хоть в одной точке этого интервала.

202. Формула Остроградского — Лиувилля — Якоби. Указанные вы-
ше свойства вронскиана решений однородной системы (2) легко полу-
чаются из следующей замечательной формулы, выражающей (с точно-
стью до постоянного множителя) вронскиан решений через диагональные
коэффициенты системы:

* Где (а, 6) — интервал непрерывности коэффициентов системы (2).
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х п

Prp (X) dx
W (x) =W(x0) е® #= (25)

где х=хо есть любая точка из интервала (а, 6) (см. п. 163).
Для доказательства этой формулы вычислим производную от вронс-

киана, дифференцируя по столбцам. Так как в этом случае произ-
водная от определителя п-го порядка равна сумме п определителей,
получающихся из него поочередной заменой элементов .1-го, 2-го,..., И-го
столбца их производными

n Yu 012 И Шо И Yin
/| Yu Yoo ... 2 Yor Ув Y2wrx) № "|

h= ,
Ynt Yn2 ... Ynk-1 Ynk Ут .-. Ynn.

то, заменяя справа производные илл’, уэк’,..., Упк’ их значениями из тож-
деств (15) при т==и, получаем

n

Иа 112 ... Е >) Priya Ш... Yin
i=1 |
n

TrУ Y2 Yoo ... Yor-s >, Priyei Yort1 ... Ш
h=1

n

Unt Yn2 ... Ynk-1 >) PriYni Ynkti ... Ynn
i=1

Разложим определитель, стоящий под знаком суммы, на сумму п опре-
делителей. Все получающиеся определители будут ‘равны нулю, кроме
определителя, соответствующего [= (ибо каждый из них будет иметь
два пропорциональных столбца). Определитель же, соответствующий
[—А, равен рав(х) И(х). Поэтому

W(x) = > pan(x) W(x),
откуда и следует формула (25).

203. Понятие о фундаментальной системе решений. Совокупность п
решений однородной системы (2), определенных и линейно независимых
в интервале (а, 6), называется фундаментальной системой решений
в этом интервале. Из п. 201 следует, что система п решений будет фунда-
ментальной системой решений в интервале (а, 5) тогда и только тогда,
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когда вронскиан этих решений отличен от нуля хоть в одной точке интер-
вала (а, 6).

204. Теорема о существовании фундаментальной системы решений.
Если коэффициенты системы (2) непрерывны в интервале (а, 6), то суще-
ствует фундаментальная система решений, определенных и непрерывных
в этом интервале.

Действительно, возьмем точку х=Хо из (а, 6) и построим методом
Пикара п решений (22)

АЕ (Е = |, , п),
ee a= ° у п), (26)
Unk (k= l, oe eg п)

со следующими начальными значениями в этой точке:

И4=1, И12=0, eo 8 6 4 Yin =O при N=Xo,
У21 =0, Yo=Il, ... у Уп=0 при Х— №,

Ип1==0, Ит2=0, eee 9 Ynn=1 при X=Xo.

Вронскиан решений (26) в точке х=хо равен. единице. Следовательно,
система решений (26) — фундаментальная.

Так как при доказательстве теоремы вместо чисел | и 0 можно взять
любые п? чисел, определитель из которых не нуль, то ясно, что суще-
ствует бесчисленное множество фундаментальных систем решений.

Построенная фундаментальная система (26) называется нормиро-
ванной в точке х=ло. Из теоремы существования и единственности сле-
дует, что для каждой точки х=хи из (а, 6) существует одна и только
одна нормированная в этой точке фундаментальная система решений.

Возникает вопрос: существует ли связь между раз-
личными фундаментальными системами, в частно-
сти, можно ли любую фундаментальную систему вы-
разить через нормированную. Ответ на этот вопрос мы
даем в п. 23].

Замечание. Если коэффициенты системы (2) голоморфны в области |х—хо| <р
(0<©=— <), то, применяя теорему Коши п. 148, так же, как и выше, убеждаемся, что
существует фундаментальная система решений, голоморфных по крайней мере в этой
области.*

* Понятие регулярной особой точки однородного. линейного уравнения распростра-
няется на однородную линейную систему [см. 90; 138, т. ПТ, ч. 2; 28].
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205. Построение общего решения. Так же, как и в случае однород-
ного линейного уравнения п-го порядка, знание фундаменталь-
ной системы решений дает возможность построить
общее решение системы (2).

Основная теорема. Если (26) есть фундаментальная система
решений однородной линейной системы (2) в интервале (а, 5), то фор-
мулы

п

Yra= № Сиь (R=1,2,..., 2), 27)
i=1

где Сл, Со, ..., С, — произвольные постоянные, дают общее реше-
ние системы в области

ax<x<ib, |и|<о (Е=1,2,..., п), (28)
т. е. во всей области задания системы (2).

Действительно система (27) разрешима относительно произвольных
постоянных С1, С›,..., Св в области (28), ибо (27) есть линейная систе-
ма, причем ее определитель, будучи равным (х), отличен от нуля, так
как (26) есть фундаментальная система решений.

Кроме того, по второму свойству решений однородной линейной си-
стемы совокупность функций (27) является решением системы (2) при
всех значениях произвольных постоянных С1, С>,..., С».

Поэтому, согласно определению общего решения нормальной систе-
мы дифференциальных уравнений, данномув п. 107, совокупность функ-
ций (27) является общим решением системы (2) в области (28).

Формула (27) содержит в себе все решения системы (2).
Для нахождения частного решения, удовлетворяющего начальным

условиям:

rhe (Xo, yx, yo, ... , Yn) — любая точка области (28), нужно подста-
вить начальные данные в систему (27). Будем иметь

п

y= S Cy) (Е=12,..., п). (30)
i=1

Разрешая эту систему относительно Су, С2,..., Сп (что возможно, ибо
определитель ее, будучи равным (хо), отличен от нуля), получим:

Cy= C/O, Co=CQ), eee yg Cr=C,.
Подставив эти значения С1, Со,..., С» в общее решение (27), найдем

ук= > CM Yin. (31)
1—1
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Это и есть искомое решение. Других решений с теми же начальными
условиями (29) нет.

Из формулы (31) мы видим, что всякое частное решение однородной
линейной системы (2) (а следовательно, и вообще всякое решение этой
системы) представляет собою линейную комбинацию с постоянными
коэффициентами из частных решений, составляющих фундаментальную
систему решений.

Постоянные С1, Сь,..., С», определяемые из системы (30), являются
линейными функциями от начальных значений 11®), Yo, 22.) Yn
искомых функций Y4, Yo, ..., Yn. ITH функции. будут наиболее простыми,
если фундаментальная система решений нормирована в точке
Х—хо (в которой заданы начальные значения решения).

В самом деле, в этом случае система (30) принимает вид

yrO=C, (Е=1,2,...,п).
Поэтому, пользуясь формулой общего решения (27), получаем, что ре-
шение с начальными условиями (29) дается формулой

Ув —= У Yi yin (R=1,2,..., 2).
Эту формулу можно рассматривать и как общее решение системы
(2) в форме Коши, если считать начальные значения 141), 2%), ...,
/® произвольными.

Доказанная теорема и дает ответ на вопрос, поставленный в конце
п. 198. Чтобы линейная комбинация п решений однородной системы (2)
с произвольными постоянными коэффициентами С1. Со,..., С» давала ее
общее решение, необходимо и достаточно, чтобы эти решения были ли-
нейно независимы, т. е. чтобы они составляли фундамен-
тальную систему решений.

206. Число линейно независимых решений однородной линейной
системы п уравнений. Первые интегралы. Однородная система (2) не
может иметь более чем п линейно независимых частных решений.

Действительно, пусть мы имеем и-| частных решений:

Yi, Yi2,.--, Yin (1=1, 2,... , A, n+l). (32)
Рассмотрим первые и решений. Если они линейно зависимы, то и все
наши п-| решений линейно зависимы. Если же решения ул, 12, ..., Ут
(1—1, 2,:.., М) линейно независимы, то, согласно основной теореме,
имеем

Yn+i, k= > CO Yik (R=1, 2, cy п)
1—1
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ИЛИ

CO yr tC yort. .. Cn Yar СОН уп, ь=0
_(Cou=—1; kR=1,2,...,N),

так что N-+-1 частных решений (32) снова оказываются линейно зави-
СИМЫМИ.

Разрешая систему (27)

Ув= a Ciyin (R=I, 2,..., 7)

относительно С:, мы получим п первых интегралов однородной
системы (2) в виде

Wri (X)W(x) =C; (i=1,2,...,n),
h=1

где Wri(x) — алгебраическое дополнение элемента Yri(X) вронскиана
W(x).

Заметим, что всей интегралов
п

№».(х)Ue UN)
k=1

являются линейными функциями от искомых функций и1, Yo, ..., Yn.
207. Понятие о сопряженной (присоединенной) системе. Система

d==- SYpaoX) Zr, (33)
1—1

матрица коэффициентов которой

—piu(x) — ры(Хх) —Pni(x)
— p12(x) Peal) —Pn2(Xx)
—Pin(x) — pon (x) ... -— Ра (Х)
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получается из матрицы коэффициентов системы (2)

ра (Хх) р1>(Х) Pin (Xx)
Pa(X) Poe (x) Pon (Xx)

Pnt(X) Pn2(x) Ри» (Х)

транспонированием * и переменой знака, называется сопряженной с си-
стемой (2) или присоединенной к системе (2). Ясно, что, обратно, систе-
ма (2) является сопряженной с системой (33), так что системы (2) и (33)
взаимно сопряжены.

Покажем, что задача интегрирования системы (2) равносильна за-
даче интегрирования сопряженной с нею системы (33).

С этой целью убедимся сначала в том, что два любых частных реше-
НИЯ 1/1, (2,..., ИпИ 24, 22,..., 2, систем (2)и (33) связаны соотношением

nr

У Ик= С, (34)
h=1

где С — постоянная. В самом деле, вычисляя производную пох от левой
части, имеем

nr nr

| dyn, Ч2ьчу, иер +> np =
kh==1 k=i

=> Zh х pr(x) yi— > Yn = Pin (x)21
h=1

=> Zh > Pri(X)Yi— > у Spat
k=1

= 2%,||MeI Pri(X) yi—= 2, >) ры(х)ии==0,
откуда и вытекает соотношение (34).

Таким образом, знание одного частного решения 24, 2›,..., 2. систе-
мы (53) дает возможность получать без интегрирования один первый
интеграл (34) системы (2), причем его левая часть есть линейная функ-
ция от искомых функций цу, у2,..., Ут.

Если известна фундаментальная система решений системы (33)

* Т. е. заменой строк столбцами.
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Zin(x) (Р=|,...,П),

21в(х) (Е=1,...,П),

то, подставляя поочередно эти решения в соотношение (34), мы получим
п независимых первых интегралов системы (2):

п

>», 2ни=Сь
i=1

т. е. имеем общий интеграл системы (2).
‘Система называется самосопряженной, если она совпадает с сопря-

женной с нею системой. Коэффициенты самосопряженной системы долж-
ны удовлетворять условию

ры— — Св (^, [=1,2,...,7).
Следовательно, диагональные коэффициенты самосопряженной системы
равны нулю. Из соотношения (34) следует, что всякие два частных ре-
шения уни, И12,..., Ут И У2, У2,... , Уж самосопряженной системы подчи-
нены условию

n

>) YtrY2n=const.
k=1

В частности, для всякого частного решения ии, уз,..., уп самосопря-
женной системы имеем

= yn2—=const. (35)
Отсюда следует, что всякое частное решение самосопряженной си-

стемы ограничено во всем интервале (а, 6) непрерывности коэффициен-
тов, Т.е.

lyn(x)|<M при а<х<Ь (=1,2,..., п),
где М — положительная постоянная.

Кроме того, отсюда следует, что порядок самосопряженной системы
всегда можно понизить на единицу, ибо она имеет первый интеграл (35).

В частности, самосопряженная система двух уравнений

as =p(x)z,
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допускает первый интеграл и2--22=С:2 и всегда интегрируется в квад-
ратурах.

Можно доказать, что интегрирование самосопряженной системы трех
уравнений приводится к интегрированию уравнения Риккати, а интегри-
рование самосопряженной системы четырех уравнений приводится к ин-
тегрированию двух уравнений Риккати [39, с. 430, 431].

208. Построение однородной линейной системы уравнений, имеющей
заданную фундаментальную систему решений. Построим однородную
линейную систему п уравнений

d n=> pail)y (k=1, 2, coy n), (36)
[—=1

имеющую фундаментальную систему решений:
Yi, Yi2, ...у Yin (i=1, 2, eee y п) (37)(ср. п. 168).

Подставляя поочередно решения (37) в Е-е уравнение системы (36)
(Е=1,2,..., п), получим

4 _ Y |a = D>, pail) yi (1=—1,2,... М).
l=1

Отсюда определятся все pri(x) (1=1,2,..., п) и притом единст-
венным образом (почему?). Таким образом, фундаментальной системе
решений (37) соответствует одна однородная линейная система вида
(36). Эту систему можно записать так:

dyn Чук Чук AYnh
dx dx dx ~ dx
И Ул Yat Ynt =0 (k=1,2,...,2)
Y2 У12 122 Yn2 .

Yn Yin Yeon Ynn

(почему?).
Пример. Построить однородную линейную систему двух уравнений, имеющую сле-

дующую фундаментальную систему решений:
И= 1-х, 21 =Х,

| Y2=2, 22==Х.
Так как И(х) =х(х—1), то мы ограничимся интервалом (0, 1).
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Искомой системой будет:
а dz| — 1 1
dx dx
y Ite 2] y ite 2]
z Xx x г Xx x

Переписывая ее в нормальной форме, получим
ау 1 2
ах х—1 4 х(х—1) °’
dz 1
—=—-2

dx x

Точки х=0и x=1, B которых М(х) обращается в нуль, являются особыми
точками системы.
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209. Структура общего решения неоднородной системы. Рассмотрим
теперь неоднородную систему

d“Ue Урых) и-Нь(х) (R=1,2,..., 0). (1)
1—1

Предположим, что Нам известно некоторое частное решение ЭТОЙ
системы

Ив = Ик) (k=1, Ley n),
так что мы имеем тождества

du,и У»Pri(x)yi-+fa(x) (R=1, 2,..., 0). (2)
=1

Введем новые неизвестные функции 21, 22,..., 2. по формулам
Ив ==ув®-2ь (2—1, 2,..., п). (3)Подставляя у" (3) в неоднородную систему (1), получим

ди,а + - У pau ()y+У ры(х) а-НТь(х)
(k=1,2,...,n).
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Отсюда, в силу тождеств (2), получаем для функций 21, 22, ..., 2и сле-
дующую однородную систему дифференциальных уравнений:

п

=» pul). (R=1,2,..., 0). (4)
l=1

dz
ах

Эта система называется однородной системой, соответствующей неодно-
родной системе (1).

Общее решение однородной системы (4) дается формулой

2в — > CiZin (k=1, 2,..., п), (5)
i=1

где {2} — некоторая фундаментальная система решений этой однород-
ной системы.

Подставляя (5) в (3), получаем

И > CiZik (k=1, 2, wey п). (6)
1—4

Все решения системы (1) содержатся в формуле (6). Эта формула
представляет собою общее решение системы (1) в области

a<xx<b, |ц|<< (=1,2,...,п), (7)
т. е. во всей области задания системы (1) (почему?).

Таким образом, для нахождения общего решения неоднород-
ной системы (1) достаточно найти одно какое-либо частное решение этой
системы и прибавить к нему общее решение соответствующей однород-
ной системы (4).

210. Метод вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа).
Общий прием нахождения частного решения, а вместе с тем и построения
общего решения неоднородной системы в случае, когда мы умеем про-
интегрировать соответствующую однородную систему, дается следующей
теоремой.

Теорема (ср. п. 171). Если известна фундаментальная система
решений однородной системы (4), то общее решение неоднородной си-
стемы (1) может быть найдено при помощи квадратур.

Для доказательства этой теоремы применим метод вариации
произвольных постоянных.

Будем искать решение неоднородной системы (1) в виде

yrS'Ci(x)zm (R=1,2,...,2), (8)
i=1
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roe {Zin} — фундаментальная система решений однородной системы (4),
а С;:(х) (1=1,2,..., п) — некоторые непрерывно дифференцируемые
функции от х. Выберем эти функции так, чтобы формула (8) давала ре-
шение системы (1).

Подставляя (7) в (1), получаем

= Cy (x) Zin = C3 (x) Zin’ = > pri(x) > Ci (x) Zu+fr (x)
(F120.5)

ИЛИ

солиХ сц ЗС) Х рибдаь 69
1—1 1—1 1—1

(2—1,2,... ‚ п).
Переписав эти равенства в виде

пBCH Си (zn’— SY pm(xy2u) =e)
1—1 1—1

и приняв во внимание, что {2} — фундаментальная система решений
однородной системы (4), мы приходим к следующей системе диф-
ференциальных уравнений первого порядка для определения С;
(1=—1,2,...,п):

Ус zin—=fa(x) (R=1,2,...,2).
Эта система разрешима относительноС;(х) (ибо ее определитель, бу-
дучи равным И(х), отличен от нуля во всем интервале (а, 6)). Получим

сид Уьет (i=1,2,...,7).
Е—1

Интегрируя, находим

си Fro ™x) aePoy dxt+C; (i=1,2,...,n).*
* Мы взяли определенный интеграл с переменным верхним пределом. Можно было

брать и неопределенный интеграл.
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Подставляя эти значения С;(х) в формулу (6), найдем решение си-
стемы (1) в виде

y= №2У о) Te dx+ Sewn (k=1,2,...,n). (10)
1—1 S=1 № 1—1

Полагая здесь С1=С›=...=С,==0, получаем решение

и»= > <ik У Геx) ne dx -.(k=1, 2,,..,n),*
1==1- s=1 Xo

так что (10) можно записать в виде (6) и, следовательно, решение, опре-
деляемое формулой (10), является общим решением неоднород-
ной системы (1) в области (7). Теорема доказана.

Из этой теоремы следует, что проблема интегрирования неоднород-
ной линейной системы сводится к проблеме построения фундаментальной
системы решений соответствующей однородной системы.

Поэтому особый интерес представляют такие линейные системы
уравнений, у которых фундаментальная система решений соответствую-
щей однородной системы находится в элементарных функциях.
К числу таких систем относятся прежде всего системы с постоянными
коэффициентами, изучению которых посвящена глава десятая.

* Заметим, что это решение удовлетворяет нулевым начальным условиям
В точке х = ло.
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211. Построение фундаментальной системы решений и общего реше-
ния однородной линейной системы в случае различных корней характе-
ристического уравнения. В этой главе мы будем изучать линейные
системы уравнений.

п

увGe 21FIN) R=) (1)
где коэффициенты аш (К, [=1,2,..., п) — постоянные веществен-
ные числа, а [#(х) (=1, 2,-..., п) — функции от х, непрерывные
в интервале (а, 65).

Применяя общую теорию линейных систем уравнений, изложенную
в предыдущей главе, мы покажем, что система (1) всегда может быть
проинтегрирована в конечном виде, т. е. либо в элементарных функциях,
либо в квадратурах.

Так как интегрирование неоднородной линейной системы приводится
к интегрированию соответствующей однородной системы, то рассмотрим
сначала вопрос о построении общего решения однородной системы

п

ав — У ани (k=1, 2, eee yg п). (2)dx —

В силу теоремы п. 205 для построения общего решения системы (2)
достаточно найти хоть одну фундаментальную систему решений.

Применяя теорему п. 204, мы видим, что существует фундаменталь-
ная система решений, определенных и непрерывных в интервале
(—со, со). Более того, согласно замечанию п. 204, существует фундамен-
тальная система решений, состоящая из целых функций. =

Мы покажем, что фундаментальная система решений может быть
построена из элементарных целых функций.
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По аналогии с однородным линейным уравнением с постоянными
коэффициентами будем искать частное решение системы (2) в виде

Yra=yre™ (R=1,2,...,n), (3)
где 11, у2,..., Yn WH ^—некоторые постоянные числа, причем числа
V1, 2, ...,\п не равны нулю одновременно, ибо в противном случае мы
получили бы очевидное нулевое решение, которое не может входитьв со-
став фундаментальной системы решений, и, следовательно, не может
быть использовано для построения общего решения.

Следует обратить особое внимание на то, что число А, мы берем
одно и то же для всех функций, составляющих решение.

Подставляя функции (3) в систему (2), имеем
nrЛуне“== = anvyie’< (k=1,2,...,n).
=1

Сокращая на е^х, получим линейную алгебраическую систему для опре-
деления чисел у»

AVn= = ау (k= l, 2, ar п). (4)
Здесь мы существенно воспользовались тем, что число ^ в формуле (8)
одно и то же для всех функций у».

Перенося в системе (4) все члены вправо и используя известный
символ Кронеккера 6б»1,* запишем эту систему в виде

= (Qn — Bnd) yr == 0 (k=l, 2, wey п). (5)
Нас интересует ненулевое решение этой системы, ибо в против-

ном случае решение (3) будет нулевым. Система (5) имеет ненулевое
решение лишь при условии, что ее определитель равен нулю

Ayi—A Aye Ain

A(a)=| MTN [50 (6)
Ant Qn2 Ann—A

Уравнение (6) называется характеристическим уравнением системы
(2), его корни — характеристическими числами, а определитель А(^) —

* boo | 0, А=ЕЁ
La, eee
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характеристическим определителем системы (2). Заметим, что характе-
ристический определитель АД(^,) получается из определителя системы (2)
вычитанием числа /, из всех диагональных элементов.

Найдем решения системы (5), соответствующие всем характеристи-
ческим числам, а вместе с ними и ненулевые решения вида (3) данной
системы (2).

°_ Рассмотрим сначала случай, когда все характеристические числа
Ла, А2,..., Ап различны. В этом случае имеем

А(1) =0, A’(Ai)%O (i=1,2,...,2).
Вследствие этого ранг матрицы

911— А: (112 Qin
(121 Qo—hi Qon

Япл Qn2 Ann—Mi
составленной из коэффициентов системы

(@11—^:)у1-= а12% -... ап =0,
Я21У1 + (Q22—Ai) Yo-+. wef QenYn =0,

Qniyi + Qn2V2 +. . w+ (Qnn—Ni) Yn=0D,
которая получается из системы (4) после замены в ней /^, Ha Ay, равен
п—[.

Действительно, вычисляя А’(^), имеем
—|] Are Qin ayi—A 0 Ain

A’(A) =| 0 Ax2—A Qon 4 Q24 —| Qen Ч.
0 Яп2 Ann—A Qn 0 Ann—A

an—A Arp 0
a —^ 0 п+ 21 Q22 —__ = Аи(^), (8)
Ant An2 —]

roe An(A) — алгебраическое дополнение 3JIeEMeHTAa Qy—A определителя
A(A). Tak kak A’(A;) 5-0, то из (8) видим, что хоть один из определителей
(п—1)-го порядка, именно один из Аи(А), отличен от нуля, так что ранг
рассматриваемой матрицы равен и—1].
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Поэтому одно из уравнений системы (7) есть следствие остальных
и эта система имеет ненулевое решение, определенное с точностью до
произвольного множителя пропорциональности А;;:

Vin=Aym, (k=1,2,..., 2M). (9)
Например, в качестве ук можно взять алгебраические дополнения

элементов любой строки определителя А(Л+), если не все они равны нулю.
В самом деле, так как сумма произведений элементов какой-либо строки
определителя А(Л+:) на алгебраические дополнения элементов другой
строки равна нулю, а сумма произведений элементов строки на их алге-
браические дополнения равна самому определителю А(/:), т. е. снова
равна нулю, то ясно, что, заменив в системе (7) неизвестные ук взятыми
алгебраическими дополнениями, мы получим тождества.

Фиксируя в формулах (9) множитель А:, мы получим определенное
решение системы (7), соответствующее характеристическому числу Me

Подставляя теперь в (3) вместо А, последовательно характеристиче-
ские числа /:, а вместо у, у2,..., у, — соответствующие им решения
системы (7), определяемые формулами (9) при фиксированных множи-
телях А;, получим п решений системы (2):

. Yu=yuem*, , ya=vne™, .... Yin=YVine**;

Yni=ynie™, Yna="ynne™™®, ...у Упт==\ттем®.
Эти решения линейно независимы в интервале (—oo, oo) (см. п. 199,
пример 2).

Если при этом все корни 71, /2,..., м вещественны, то все
решения (10) тоже будут вещественными.

Таким образом, в случае различных вещественных корней характе-
ристического уравнения система (2) имеет п вещественных линейно не-
зависимых частных решений вида (9), так что последние образуют фун-
даментальниую систему решений.

Поэтому в силу теоремы п. 205 формулы

yr =Cyyre™™ +Coyne +... Crynsern®,
Синае" Ее" т. Абу,

Yn —— Синее Силе. +Сиунлемя
дают общее решение системы (2) в области

[х|<оо, |yil<oo, |у2|<0,..., || <. (11)
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Если характеристические числа различны, но среди них есть ком-
плексные, то последние входят сопряженными парами (почему?). Пусть
а-- и а—1№—простые корни характеристического уравнения. Корню
а-Н16 соответствует, согласно формуле (3), решение

И— уле@НЧ), Уз == узе@®)х, Ley Yn=Yneatib)x,

Здесь Vir V2, +--+) Yn — Комплексные числа. Полагая

Vi=Yutlyas, Vo=Vi2+lYo20, sey Yn=YVintlyen,
получаем решение

И— (уа-НИа) е@+16), у= (уу)вах,
‚ т== (ут 2, ) еанх.

Это решение комплексное. Отделяя в нем вещественные и мнимые
части, мы получим, согласно п. 198, два вещественных решения:

Yin= e**(yin COS ODX—Yon Sin 5X), !
Yor er (Vik sin bx+Yonr cos bx) . (12)

при =1,2,..., м. Эти решения, очевидно, линейно независимы в интер-
Basle (—oo, со). Нетрудно убедиться, что сопряженный корень а— не
порождает новых вещественных линейно независимых частных решений.

Таким образом, если все характеристические числа — различные
и вещественные, то мы получаем соответствующие им вещественные ли-
нейно независимые частные решения в виде (10). Если же все характе-
ристические числа — различные, но среди них есть комплексные, то по-
следние обязательно входят сопряженными парами и каждой паре таких
характеристических чисел соответствуют два линейно независимых част-
ных решения вида (12). Всего мы получим п вещественных частных
решений. Все эти решения линейно независимы в интервале (—оо, о).

В самом деле, предположим обратное. Тогда, написав соответствую-
щую систему соотношений между этими решениями и перейдя в ней от
тригонометрических функций к показательным, мы получили бы, что си-
стемы функций вида (10), где Ли, /2,..., Л» — различные числа, оказа-
лись бы линейно зависимыми, что противоречит утверждению примера 2
п. 199.

Общее решение системы (2) в области (11) представляет собою ли-
нейные комбинации построенных п вещественных линейно независимых
частных решений с произвольными постоянными коэффициентами.
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Пример 1. Найти общее решение системы

Y yay—_ = г,
ах 4
dz
— =4и-5г.
dx ®

Решая характеристическое уравнение

5—^ 4
—0 или A?—10A+9=0,4 5-Л т

находим А. =1|, ^2=9, так что характеристические числа различны и вещественны.
Составляем систему для определения чисел \1 и \2, соответствующих характеристи-

ческому числу Л, =1. Матрица коэффициентов этой системы получается из матрицы

. 5—^ 4
4 5-A

заменой Л на Л! =1, так что искомая система будет иметь вид

4vit4y2=0,
4у,-Н4у2=0.

Здесь, как и следовало ожидать, второе уравнение является следствием первого (оно
даже совпадает с первым уравнением) и его можно было и не выписывать. Полагая
у1 =1, находим \у2= —1.

Таким образом, характеристическому числу А. ==1 соответствует решение

У1—==е*%, =. —=—е*.

Аналогично, решая систему, соответствующую характеристическому числу А2==9:

—4yi+4ye2 —0, |
4.—4у2=0,

находим у: =1, \2=1, так что этому характеристическому числу соответствует решение:

у2=е9*, 22=е9%.

Мы получили фундаментальную систему решений:

у =—=е*, 2=—=—е*,

уз=е9*, 22=е%.

Беря линейную комбинацию (по столбцам!), получаем общее решение:
y=Cyex+Cre™ ,
z==—C,e*+Cre%* ,
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Пример 2. Рассмотрим систему

ау .—— =2у—2,dx 4
dz 49
—— = г.dx 4

Характеристическое уравнение

2—~’A —|
—0 или А2—4^Л-5=0

1 2—A

имеет комплексные сопряженные корни A,=—2-+i, ^А2=2—1 Найдем решение, соответ-
ствующее А1. Это решение имеет вид

y=yyettye , Z= yoe@tix .

Числа \1 и \у2 ищем из системы

—iyi—y2=0,
у1— 2=0.

Полагая у1==1, находим \у2= —ф так что искомым решением будет
y==el2tt)x , 2 — —е(2+?)х .

Это решение комплексное. Отделяя в нем вещественные и мнимые части, получим
два вещественных решения:

y1=e2* COS X, 2,==e2* sin x,
Yo=e2* sin x, 2Z2.==—e* cos x.

Эти решения составляют фундаментальную систему решений, так что общим решением
будет

y=e2*(C, cos x+Ce sin x),
z=e** (Cy sin x—C>2 cos x).

Пример 3. Найти общее решение системы

ау )=ЗУ
dx
dye
— >= —Yitdy2—Ys, >
dx

dy3
=Y1—Y2t dys.

dx



632 ГЛ. 10. ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Характеристическое уравнение

3—^л Ol 1
А(Л)=| —1 5-^Л —1) =0

1 —1 3-—A

имеет различные и притом вещественные корни А1=2, А2=3, Аз==6, так что фундамен-
тальная система решений имеет вид (10).

Найдем сначала частное решение вида

Yrs —=YV11e2*, Yro= V12e2*, Yis=V1se?*, (13)
соответствующие характеристическому числу Ay=2. B KayecTBe YHCeN Yui, Yi2z, ... » Yin
можно взять алгебраические дополнения элементов первой строки определителя

1 —1 ]
—1 3—1,
1—1 ]

который получается из характеристического определителя А(^) заменой А на №=2.
Получаем

3

—1

— —1|

1

3 —!
Vu= =2, V125—

—1 1
=—2

—|
—0, VYi3=

l

или (деля на 2)
у11=1, \12=0, Yis=—l.

Подставляя эти значения \1ь в (13) получим:

у 1 =62*, 112=0, Из=—е2х.

Аналогично найдем, что в качестве чисел ‘узь, узь, соответствующих характеристи-
ческим числам /.=3, Аз==6, можно взять \2==1, \22=1, \23==1; узи=1, уз=—9,
\зз==1.

Фундаментальной системой решений будет:

уе, у12==0, Yis=—e?*,
Yor e3* , Yoo=e3*, Y23=e3*,
Y31—=e8*, Уз›—=—268%, узз=—е8вх,

так что общее решение имеет следующий вид:

yi = Сче?=-НСоезх--Сзевх,
Уз —= С2е3—2Сзевх ,
Y3== —Cye?2*+-C2e3*+Cye8e |

212. Случай наличия кратных корней характеристического уравне-
ния. Если среди корней характеристического уравнения имеются кратные
корни, то изложенный выше способ построения фундаментальной систе-
мы решений, очевидно, не применим.
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Однако и в этом случае удается построить фундаментальную систему
решений в элементарных функциях.

Заметим, что если м есть простое характеристическое число, то
независимо от того, будут среди остальных характеристических чисел
встречаться кратные или нет, ему всегда соответствует одно частное ре-
шение вида

Yr==yne™™ (Е=1,2,..., п),

где у1, у2, ... , уп — некоторые постоянные числа, определяемые с точ-
ностью до постоянного множителя.

Таким образом, задача сводится к тому, чтобы найти частные реше-
ния, соответствующие кратному характеристическому числу. ^

При этом, так же как и для линейного ‘однородного уравнения п-го
порядка, оказывается, что одному характеристическому числу кратности
Е соответствует ровно Ё линейно независимых частных решений. Это
утверждение следует из доказываемой ниже теоремы, устанавливающей
аналитическую структуру семейства решений, соответствующих характе-
ристическому числу кратности К.

Теорема. Если № есть характеристическое число кратности Ё, то
ему соответствует решение вида

Ym==Pm(x)e*™* (m=1,2,..., nN), (14)

где Py(x), Po(x), ... , Pn(Xx) cyTo полиномы от х степени не выше, чем
Е—1, имеющие в совокупности Е произвольных коэффициентов.

В частности, может случиться, что все эти полиномы вырождаются
в постоянные числа. В таком случае Е-кратному характеристическому
числуа будет соответствовать решение вида

Ут= те“ (т=|1,2,...,П). (15)

Однако здесь Е из коэффициентов ти, уз, ... , уп являются произвольными,
в то время как для простого характеристического числа произвольным
является только один из них.

Следуя Э. Гурса [39, с. 420—422], мы докажем здесь эту теорему
методом полной математической индукции,* опираясь на то, что при
Е —=1 утверждение теоремы справедливо (почему?).

Не умаляя общности, мы можем считать, что ^.==0, ибо этого всегда
можно добиться введением новых искомых функций.

В самом деле, пусть «5-0. Положив в системе (5)

фик (R129)
* Непосредственное доказательство этой теоремы, основанное на использовании

теории элементарных делителей матрицы коэффициентов системы (2), см. в п. 234.
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где пк — новые неизвестные функции, получим систему
п

dam —» (абыа)ли (= 9...., п). (16)
l=1

Характеристическим уравнением этой системы будет

А (А-ЕАа) =0,

откуда ясно, что/,=0 является характеристическим числом системы (16)
кратности А, ибо /. есть характеристическое число кратности Е исходной
системы (2).

Итак, будем считать, что A=O0 есть характеристическое число крат-
ности А системы (2) и докажем, что ему соответствует решение

/т=Рт(х) (m=1, 2,..., n), (17)

где Р\(х), Р2(х),..., Р„(х) являются полиномами, степени которых не
превосходят ^А— 1, причем А из коэффициентов всех этих полиномов явля-
ются произвольными, а остальные выражаются через них.

В случае Е = | это утверждение, как уже сказано выше, справедливо.
Предположим, что оно имеет место для характеристического числа и==0
кратности kR—1, и докажем, что оно останется справедливым для харак-
теристического числа /„==0 кратности R.

Характеристическому числу ^—==0 всегда соответствует хоть одно
решение внда

Ув — “в (Е=1,2,...,п),
где не все о» равны нулю. Пусть, например, а1=-0. Тогда, считая о.=|
и подставляя решение

1—1, И2= 02, ..., Уп=От
в систему (2), получим

(141 +Aya +. . .-ап ип==0,
Qe, Aree +... +Aen n=O, (18)

Anitanede+. ..+aAnnan=0.

Наша задача состоит в том, чтобы выяснить аналитическую струк-
туру решения 11, И2,..., Уп, соответствующего характеристическому чис-
лу ^1=0 кратности К. С этой целью введем новые неизвестные функции
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У, У.,..., Уп, связанные с искомыми функциями и1, У2, ..., Уп СООТНО-
шениями

И= V1, Уз == 2Y1+Yo, с. Уп == бт У1-- Ум. (19)
Найдем систему дифференциальных уравнений для функций У\+, У», ..., Уи.

Имеем

ay, )ix (Qtr+Q12q2-+. .-+Ainen) VitQi2Yo+...+@inYn,
АУ ауi — (ал а»о2-...-Нажтот) У а7-...ажУи—оо - = |
аУп ЧУр ` (Ant baneae+. «+t anndin) Yit+OnaYe+. ал»Ув— бт a .
Здесь все коэффициенты при У. равны нулю вследствие (18). Поэтому,

1заменив во всех уравнениях, начиная со второго, d ее значение из
Xx

первого уравнения, получим искомую систему дифференциальных урав-
нений для функций У\, У>,..., Ув

АУ=— 12-Е. . Нап Ул,
АУт == (A22— 2012) Yet. ..+ (121 — агат) Yn, (20)
АУ»Я — (ап2— т12) УЕ... (Ann—On@1n) Yn.Хх J

Составим характеристическое уравнение

—А, (42 Qin
О A22—a2A12—A Aon— 244

0 Ят2— Оп 12 Ann—AnQin—hX

Легко убедиться, чтоАа (^,) =А(^). В самом деле, прибавив ко всем стро-
кам определителя А!(^,), начиная со второй, элементы первой строки,
умноженные соответственно на 02, ..., бп, и вычтя из первого столбца
полученного определителя элементы остальных столбцов, умноженные
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соответственно на 02, ..., а», мы получим определитель А(^,), если при-
нять во внимание (18).

С другой стороны ясно, что А: (^,) =—АА2(^,), где А2(^) — характери-
стический полином для системы, составленной из всех уравнений системы
(20), начиная со второго. Таким образом, А (^,) =—АА>(^). Поэтому А=0
является корнем кратности Е—1 уравнения А2(^,) =0. .

Этому корню соответствует решение указанной выше системы диф-
ференциальных уравнений для функций У»,..., Ул в виде

Yo= PAM), eee yg Y,=P, ©, (21)

где Р>59,..., Р„2) — полиномы степени не выше, чем А—2, причем среди
всех коэффициентов этих полиномов ровно Е—| коэффициентов являют-
ся произвольными.

Подставляя решение (21) в правую часть первого из уравнений си-
стемы (20) и интегрнруя, найдем У) в виде полинома Р\@) степени не вы-
ше, чем А—1, содержащего одну новую произвольную постоянную.

Обратимся, наконец, к формулам (19). Заменив в них У+, Yo,..., Yn
на Р!@, Р-®), ..., Р„@, мы найдем решение системы (2) в виде (17),
чем и завершается доказательство теоремы.

Вопрос о том, какова фактически степень полиномов Ри, мы выяс-
ним в п. 234. В частности, мы установим там, когда эти полиномы дости-
гают максимальной степени Е—| и когда приводятся к постоянным
числам.

На практике нет необходимости в преобразовании характеристиче-
ского числа /. к нулевому характеристическому числу.

Решение, соответствующее характеристическому числу м, нужно
искать в виде (15), считая Py(x), Po(x),..., Pn(x) nonzunomamu (k—1)-t
степени с неопределенными коэффициентами и подставляя (15) в (2),
выразить все коэффициенты через Ё из них, которые остаются произ-
вольными.

Полагая поочередно один из этих произвольных коэффициентов рав-
ным единице, а остальные равными нулю, мы построим Е. линейно неза-
висимых решений, соответствующих характеристическому числу: А4. Все
эти частные решения будут составлены из произведений показательной
функции е^>х на полиномы от х, степени которых не превышают А—1.
Если же полиномы в формулах (15) вырождаются в постоянные числа,
то мы получим К линейно независимых частных решений такого же вида,
каки в случае простого корня характеристического уравнения.

Если А. — вещественное характеристическое число, то построенные
выше А линейно независимых решений будут вещественными.

Если же система (2) имеет комплексное характеристическое число
а--6 кратности А, то оно имеет сопряженное характеристическое число
а—16 той же кратности.
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Построив А линейно независимых комплексных решений, соответ-
ствующих характеристическому числу а--10, и отделив в них веществен-
ные и мнимые части, мы получим 2^ вещественных линейно независимых
частный решений.

В общем случае каждому простому вещественному характеристичес-
кому числу соответствует одно частное решение, каждой паре простых
сопряженных комплексных характеристических чисел соответствует два
вещественных линейно независимых решения, вещественному характери-
стическому числу кратности Е соответствует К вещественных линейно
независимых частных решений, а каждой паре сопряженных комплек-
сных характеристических чисел кратности Е соответствует 2К веществен-
ных линейно независимых частных решений. Всего получается п вещест-
венных решений. Все эти решения линейно независимы в интервале
(—с0, со), так что они образуют фундаментальную систему решений.
Взяв линейные комбинации решений этой фундаментальной системы
(по столбцам) с одними и теми же произвольными постоянными C4,
С.,..., Си, мы получим общее решение системы (2) в области (11). При
этом в самом общем случае общее решение системы (2) состоит из функ-
ций, являющихся линейными комбинациями (с произвольными постоян-
ными коэффициентами) экспонент, полиномов и тригонометрических
функций вида соз Вх, эп бх.

Пример 1. Рассмотрим систему

dy— =—4y—z,dx 4dz (22)
—— = 22.ix y+

Характеристическое уравнение

4—^, —1 |
—0 или A2—6A-+9=01 2— +

имеет один двукратный корень Ал, 2==3. Поэтому существует решение вида

у= (А.х- А2)ез*, z= (Bix+Ba)e*.

Подставляя его в систему (22) и сокращая на е?*, получим

3(А.х-НА.) +A,=4(Aix+A2)—(Bx+B2),
3 (B,x+Bz2) +B, =A 1X-+A2,+2 (В.х-ЕВ?)

ИЛИ

(—4.--В,)х-+-А.—А.- В. =0,
(B,—A 1)X+B,+B2—A2.=0.



638 ГЛ. 10. ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Отсюда получаем систему четырех уравнений для определения четырех неизвестных
коэффициентов Ди, 42, Bi, Bo:

—A,+B,=0, A,—A2+B.2=0, Bi—Ai=0, BitB2—Az=0.

Среди этих уравнений независимых лишь два

B,—A,=0, A:,—A2+B2=0.
Из этих уравнений находим

В.=А,, В.=А.—А,,
причем, как и следовало ожида\ь, два коэффициента (А! и Ag) остаются произвольными.

Таким образом, система (22) имеет решение

= (Aix+A2)e3* , z= (A,x+A2—A;) e3* ‚ (23)
где А: и А, — произвольные постоянные. Это решение является общим решением рас-
сматриваемой системы (22).

Полагая в (23) поочередно А. =1, А2.=0и А, =0, А›=1, получим одну из фунда-
ментальных систем решений *

и =хезх, 21= (х—1)е3х;
у2=е3х, 22—=е3%.

Пример 2. Найти общее решение системы
#

dy, )
de OTH
ау? .

=YitYyo—-Y3, р (24)
dx

узde =YotY3. |
Характеристическое уравнение

—iA ] ]
ГОА —1 | =0O или —^(1—^)2=0
0 ] 1—A

MMeeT OHH NpocTol KopeHb A1=O WH один двукратный А, з=1.
Простому корню Л. =0 соответствует решение

Yi=V1, И12==\2 Y13=Y3,

* Заметим, что второе решение может быть получено из первого дифференцирова-
нием коэффициентов при е3* (см. п. 234).
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где в качестве у1, \2, уз МОЖНО ВЗЯТЬ алгебраические дополнения первой строки матрицы

0 1 1
1 1 —!1
0 1 1

Получаем \! =2, уз= —1, уз=1, так что имеем

yu=2, yr=—l, 13=1[.

Двукратному корню Ao, з=1 соответствует. решение вида

у: = (Аах-А>)е*, ye=(Bix+Be)e*, уз= (Сах-НС»)е*.

Определяя коэффициенты А., А», Ва, В, Су, С> тем же методом, что и в предыдущем
примере, найдем

В! =0, C,=A,, В.=А,, С.=А.,
где А! и А. — произвольные. Поэтому *

Yi (Arx+Az)e*, yo=Ase*, y3==(Aix+A2)e*.

Koputio Az, s==1 COOTBeTCTBYIOT два линейно независимых частных решения **

хех, eX, хех;

ex , 0, eX,

В качестве фундаментальной системы решений можно взять
2, —1, 1;

хех, eX, хех;

ех, 0, er,
а соответствующим ей общим решением будет ***

y=2C,+ (Cox+Cs) e* ,
Yo=—Ci4+Cre* ,
уз= С1- (С.х- Сз)е= .

Пример 3. Дана система
dy )
——— =ууУ»,
dx
dys
—=41-92t Ys, (25):
dx

dys
=YitY2—Y3.

4х

* Совпадение у! И Из не случайно, ибо из самой системы (24) ясно, что у, —уз=
=const. -

** См. сноску на с. 638.
*** См. первую сноску на с. 641.
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Характеристическое уравнение

—1—А 1 1
1 —1—А, 1 =0, Ai+3A?—4=0
1 1 —1—А,

имеет корни А1==1|, Az, 3==—2. Простому корню А.==1| соответствует решение (с точ-
ностью до постоянного множителя)

уц==е*, Yio==e*, у1з=ех.

Найдем решения, соответствующие двукратному корню Л2, з= —2. Имеем

и: = (АхА2)е-2*, у›=(В.х-+В2)е-2=, уз= (Сах--С2)е-**.

Подставляя эти значения и1, у2, Уз в систему (25), найдем, что

A,=B,=C1=0, Ce=—(A2+82),
где Аз и В. — произвольные. Поэтому

И =Азе-?*, у2==Ве-?“, уз=— (А В2)е-**.

Здесь полиномы, о которых шла речь в теореме, обратились в постоянные числа.
Корню А2, з=—9 соответствуют два линейно независимых частных решения

У=е-—?2* ’ Yo2=0 ’ Yo3== —e-2* ,
Уз: =0, Из2—е-2=, gg == — 2%,

Фундаментальной системой решений будет

en, e*, e*
е--2х , 0 , —е-2х .

0, е-2*, —е-?2%.

Несмотря на то что среди характеристических чисел есть кратное, мы получили фунда-
ментальную систему решений в том же виде, что и в случае, когда все характеристиче-
ские числа простые.

Общее решение данной системы имеет вид

yin Cye*+Cre—2* ,
2= Се Сзе-?*,
ys==C4e*—Coe-2* —Cye-2*

Из этих примеров видно, что метод Эйлера не позволяет в случае
наличия кратных характеристических чисел выяснить до конца струк-
туру фундаментальной системы решений.

Структура фундаментальной системы решений будет дополнена
в следующей главе, где рассматривается другой способ построения фун-
даментальной системы решений, причем в отличие от метода Эйлера
строится сразу вся фундаментальная система решений.
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213. Достаточные условия устойчивости и неустойчивости нулевого
решения однородной линейной системы с постоянными коэффициентами.
Указанный в предыдущем пункте аналитический вид общего решения
однородной линейной системы с постоянными коэффициентами дает воз-
можность сделать некоторые заключения об устойчивости нулевого ре-
шения, определяемого этой системой.*

Рассмотрим систему
nrd .ats D> aut: (R=1,2,..., 2), (26)

1—1

где а» — вещественные числа, а Хи, х›,..., Хх, — неизвестные функцииот времени {. Эта система имеет нулевое решение
X,=0, %2=0,..., x,=0. (27)

Следующая теорема устанавливает достаточный признак асимптотичес-кой устойчивости решения (27). |Теорема. Если все характеристические числа системы (26) имеютотрицательные вещественные части, то нулевое решение (27) асимпто-тически устойчиво в смысле Ляпунова (при ->оо).
В самом деле, экспоненты, входящие в состав общего решения, име-ют вид е"*, где т<50, а произвольные постоянные С+, Со,..., Си являют-ся линейными функциями начальных значений х1®©, х›®, ..., х.®искомых функций хи, X2,..., Xn (cm. m1. 205). Поэтому по любому e>0можно выбрать 6>>0 так, что из неравенств

[хо] <6 (k=1,2,...,n) (28)
будут следовать неравенства

[xa(t, to, x1, х2®,..., х,Ф| < (k=1,2,...,n) (29)
при всех {> 1, так что нулевое решение (27) устойчиво.

Кроме того, присутствие экспонент указанного вида обеспечит вы-
полнение условий -

Xn(t, to, x41, x20, 2.2, Xn) 530 при Ех (&=1,9,..., п), (30)
что и доказывает теорему.**

* Относительно устойчивости нулевого решения однородной линейной системыдвух уравнений с постоянными коэффициентами см. п. 1** Более подробное доказательство см., например, в книге [109, с. 134—139].
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Заметим, что условия будут выполняться при любых возмуще-
HHAX X14, x2, 2... , Xn (почему?), так что нулевое решение (27) устой-
чиво в целом (см. п. 133).

Можно доказать, что указанное в теореме достаточное условие асим-
птотической устойчивости является и необходимым.

На деле использование указанного критерия асимптотической устой-
чивости наталкивается на большие трудности, связанные с нахождением
характеристических чисел. Заметим, однако, что в фактическом нахож-
дении характеристических чисел нет необходимости, ибо нас интересуют
лишь знаки вещественных частей их. При этом можно воспользоваться
приводимой ниже теоремой Рауса — Гурвица, устанавливающей крите-
рий отрицательности вещественных частей всех корней полинома с веще-
ственными коэффициентами непосредственно по коэффициентам этого
полинома.

Пусть дано приведенное уравнение п-й степени с веществен-
ными коэффициентами

y"ary”+aay”?+. . .FAn-1Y+An=0.

Составим квадратную матрицу п-го порядка [109, с. 194, 195], главная
диагональ которой состоит из коэффициентов а1, Az, ... , An, a CTPOKa
с номером К является отрезком последовательности

0,0,...,0, Qn, Qn-14,...,@,1,0,0,..., 90, (31)
—— —_—_——

п—1 раз п—2 раз

В котором элемент а, находится на R-M месте, так что эта матрица
имеет вид

ay 1 0 0 . . 0
аа Фа 1 0 0
ЧБ а @з ao Qi 10... . 0 . (32)

0 0 0 0 0 0 QO 0 а»

Рассмотрим определители

Qy 1 0
Аз=| @з G2 GQ

Qa, QA, Qz3

а |
А —А А =4 1, 2 аз As ?
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Qy l 0 0 . . 0
аз a2 a& 1 QO. ...... 0

An= Qs QA, @з QA. a 1 O ... . 0 =AnAn-1,

0000000... 0 а,

главные диагонали которых составлены из отрезков главной диагонали
матрицы (32).

Теорема Раусар— Гурвица.* Для того чтобы все корни
уравнения (26) имели отрицательные вещественные части, необходимо
и достаточно, чтобы выполнялись неравенства Ак>0 (k=1, 2,..., 7),
т. е.

Ay=a,>0, Az>0, A3>>0, во An=QnAn—-1>0.

Полином с вещественными коэффициентами, все корни которого
имеют отрицательные вещественные части, называют полиномом
Гурвица.

Рассмотрим случаи п=2 и п=3.
Для уравнения второй степени

у’ аау-раг=0 (33)
последовательность (31) примет вид

0, Qo, a, 1.

Поэтому матрицей (32) будет

a, |
0 ae

Здесь А. =а1, А2=а1а2. Для того чтобы корни уравнения (33) имели
отрицательные вещественные части, необходимо и достаточно выполне-
ние условий

а>0, а2>0,

так что дело сводится просто к положительности коэффициентов урав-
нения (33).

Для уравнения третьей степени

уз а1у?--ау аз=0 (34)
имеем

0, 0, аз, а ay, 1, 0;
* Доказательство этой теоремы читатель найдет, например, в книгах [32, 89, 153].
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Q4 ] 0
аз Qo MY ; Ay=a,>0, Ao== Q\Q2—Q3>>0, A3= азА2>0.
0 0 Q3

Следовательно, коэффициенты уравнения (34) должны удовлетворять
условиям |

a,>0, Q1Q2—A3 > 0, a3 > 0.

Пример 1. Рассмотрим систему

dx
—— =ax—2y,

и (35)
— =X ,
dt 4

где а — параметр. Выберем этот параметр так, чтобы нулевое решение х==0, у=0, опре-
деляемое системой (35), было асимптотически устойчиво при #50.

° Составим характеристическое уравнение

а—^ —24 a =0 umn A2+(—a+1)A—a+2=0. (36)
Подчиним параметр а условиям

а: = —а-+1>0, а = —а-2>0.
Оба эти условия будут выполнены, если а<; 1. При таком выборе параметра a оба корня
характеристического уравнения (36) будут иметь отрицательные вещественные части и
нулевое решение будет асимптотически устойчиво. При этом оно будет устойчиво в целом.

Пример 2. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы

dx )и =4x—2Qy—5z,

Чу =—6x+y+6z, (37)
, dt

a =8x—3y—9z.
_ dt

Характеристическим уравнением будет
4 —9 —5
—6 ПА 6 |=0

8 —3 —9—A

АЗ--42-52=0.
ИЛИ
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Здесь а: =4>>0, а1а2—аз=4:5—2>>0, аз=2>>0. Следовательно, все характеристические
числа имеют отрицательные вещественные части.* Поэтому нулевое решение системы (37)
асимптотически устойчиво. Более того, оно устойчиво в целом.

Следующая теорема дает достаточный признак неасимптотической
устойчивости.

Теорема. Если среди корней характеристического уравнения нет
таких, и которых вещественная часть положительна, но имеются корни
с нулевой вещественной частью, причем каждому кратному корню с ну-
левой вещественной частью (если такие имеются) соответствует семей-
ство решений вида (14), в котором экспоненциальные: множители обра-
щаются в единицу, а полиномы — в вещественные числа, то нулевое ре-
шение (27) системы (26) неасимптотически устойчиво.

В самом деле, в этом случае из вида общего решения следует, что
по любому =>>0 можно выбрать 6 >>0 так, что из неравенств (28) будут
следовать неравенства (29) при всех 1—8. Но условия (30) не будут вы-
полняться. Поэтому нулевое решение (27) будет устойчиво, но неасим-
птотически.

Пример 3. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы

Характеристическое уравнение
—^ | 0
—1 ША 0 —=0 или (^2-1) (1--А) =0
0 0 —Il—A `

имеет корни А.= —1|, А2, з= 1 Поэтому нулевое решение устойчиво, но неасимпто-
тически.

Пример 4. Рассмотрим систему

=: =0 (38)

* На деле все характеристические числа просто отрицательны: А1=—2, А2, з=—1.
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Здесь характеристическое уравнение

—i 0 0
0 —A 0 =0 или A?(1+A)=—0
0 0 —1—A

имеет один отрицательный корень А.= —1 и двукратный нулевой корень.
Разыскивая семейство решений, соответствующих нулевому корню, имеем

х==.1-А,, у=Ви-В», z=C,t+Cr.
Подставляя в систему (38), получим

А=0, В. =0, Ci=—Cit—Cy,

откуда 4. =В:=С.:=С.=0. Следовательно,

х=А», у=В», z=0,
где А» и В. — произвольны. Таким образом, нулевое решение системы (38) неасимпто-
тически устойчиво.

Это легко видеть и непосредственно из формулы общего решения в форме Коши

X=X0, Y=Yo, Z=—Ze-'.

В самом деле, очевидно, что нулевое решение устойчиво (6==). Асимптотической
устойчивости нет.

Выше мы указали достаточные признаки устойчивости нулевого ре-
шения системы (26), различая при этом устойчивость асимптотическую
и неасимптотическую.

Дадим теперь достаточный признак неустойчивости нулевого реше-
ния системы (26). |

Теорема. Если хоть одно из характеристических чисел системы
(26) имеет положительную вещественную часть, то нулевое решение (27)
этой системы неустойчиво

В самом деле, в состав общего решения будут входить экспоненты
вида е”*, где т>>0, вследствие чего не будет иметь места ограниченность
всех возмущенных решений, соответствующих достаточно малым возму-
щениям х1©), х2®,..., х„® (почему?), откуда и следует утверждение
теоремы. |

Пример 5. Исследовать на устойчивость нулевое решение системы

ax 3x44—_- = 3x ,dt 4
dy
— =—x—2y.dt 4
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Характеристическое уравнение

3—А 4
=0 или A?—A—2=0

—1 —2—A

uMeeT KOPHH Ay=2, Ag==—1. Так как первый из них положителен, то нулевое решение
х==0, у==0 неустойчиво.

Покажем, что имеет место условная устойчивость. С этой целью построим общее
решение в форме Коши.

Разыскивая фундаментальную систему решений методом Эйлера, найдем

х! = —4е*', у==е?;
х2==е-®, Y2==—e-!,

Поэтому общим решением будет

x== —4C,e7*-+Cre-* ,
у= С1е?'—Сье-*.

Полагая #=0, х= хо, у==уо, будем иметь

Хо = —4С.--С., |
у=0С.—СЬ»,

Xo+ —Xo—4 .откуда C= (>=——- Поэтому общим решением в форме Коши
будет

4 1x= = (Xo-+Yo) e?#— > (xo+4yo)e-*,
l 1у=— 3. (Xo-+Yo) e??-+ 3) (xo 4yo)e*.

Если потребовать, чтобы
Xotyo=0,

то получим семейство возмущенных движений вида

X=—yoe', .
y=yoe'",

откуда ясно, что по любому =>>0 можно найти 6>0 такое, что из неравенства
lyo| <5

будут следовать неравенства
[х|<&› lyl<e

3при всех #>0 (хостаточно B3ATb O6=3 . Следовательно, невозмущенное движение
условно устойчиво [103, задача 1271].
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214. Теорема Ляпунова об устойчивости по первому приближению
в случае автономной системы. Рассмотрим систему

d .A Xa(4 Xo, ..-,%n) (R=I,..., 2). (39)
Предположим, что

А(0, 0,...,0)=0 (Е=1,..., м).
Тогда система (39) допускает нулевое решение

Х==0,..., Хи ==0. (40)

Пусть, кроме того, функции Хи голоморфныв точке х!=0, х2=0,...,
Xn =O, т.е.

п 00
— Е —Ав= 3S) anxit > а) tiie хт (= 2,..., п),

1=1 т.-+. . .тпл=2

где
OX,ан = Ax, [eeh=.. =n=0? (41)

а ряды справа сходятся в некоторой области
[41| г, [52| г, ..., [xn] <r.

Тогда систему (39) можно записать в виде
п

аTh — >anti fate, ..+3Xn),at Ы—
где

— -
Ри(х, mrt Xn) — > a” .. отита, "’’ an

ти-+.. .тл=2

([жн| —/, | xo] <r, Leng | xn | <r).
Если в правых частях системы отбросить все нелинейные члены, то

получим линейную систему
n

Чхьче рвы (=, 2,..., п). (42)
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Эта система называется системой первого приближения для системы
(39). Она, очевидно, тоже допускает нулевое решение (40).

Возникает вопрос, можно ли судить об устойчивости нулевого реше-
ния нелинейной системы (39) по устойчивости нулевого решения систе-
мы первого приближения. Ответ на этот вопрос дает следующая теорема.

Теорема Ляпунова. 1) Если все характеристические числа
системы первого приближения (42) имеют отрицательные вещественные
части, так что нулевое решение (40) этой системы асимптотически устой-
чиво, то нулевое решение нелинейной системы (39) тоже асимптотически
устойчиво;

2). если хоть одно из характеристических чисел системы первого при-
ближения (42) имеет положительную вещественную часть, так что нуле-
вое решение этой системы неустойчиво, то нулевое решение нелинейной
системы (39) тоже неустойчиво;

3) если среди характеристических чисел системы первого приближе-
ния нет таких, вещественные части которых положительны, но имеются
характеристические числа с нулевыми вещественными частями, так что
нулевое решение (40) этой системы или неасимптотически устойчиво или
неустойчиво, то нулевое решение нелинейной системы (39) может быть
как устойчиво, так и неустойчиво в зависимости от выбора fr.

Пример 1. Рассмотрим систему

dxUt =—sin (x+y),
dy | (43)
at = sin (x—y) .

Правые части обращаются в нуль в точке х=0, у=0, так что система (43) до-
пускает нулевое решение х==0, у==0. Кроме того, правые части системы (43), очевидно,
‚голоморфны в точке х=0, у==0.

Система первого приближения имеет вид *

dx |
—_-=—- xX ,
dt 4
yy |
dt |

Характернстическими числами будут Л, 2= —1-Е7. Так как их вещественные части
отрицательны, то нулевое решение рассматриваемой нелинейной системы (43) асимпто-
тически устойчиво.

* Коэффициенты этой системы могут быть найдены по формулам (41), где х! =х=0,
Хз =у==0. Но в этом нет необходимости, ибо зш ими при и-—>0.
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Пример 2. Пусть дана система.

dx—— =esxtsy—_]dt (44)
4 Qybatty?— =>=—X— x .7 у у

Эта система допускает нулевое решение х=0, у=0. Правые части голоморфны
в точке х=0, у=0. Системой первого приближения будет

dx
— =3x-+4y,

dy— =—yx—2
dt 4

(почему?). Она имеет характеристические числа Л. =2; А^›=—1. Так как одно из харак-
теристических чисел положительно, то нулевое решение данной нелинейной системы (44)
неустойчиво.

Пример 3. Система
a

(45)

допускает нулевое решение х==0, у==0.
Система первого приближения

dx

dt

dy
dt

=у,

(46)

имеет характеристические числа А, 2==-- с нулевой вещественной частью. Нулевое
решение системы первого приближения (46) неасимптотически устойчиво. Оно будет
неасимптотически устойчивым и для нелинейной системы (45) (почему?).

Заметим, что точка равновесия х=0, у=0 является центром и для системы пер-
вого приближения (46) и для нелинейной системы (45).

Пример 4. Для системы

ах ;
—=— 7 — X ,
dt”dy (47)
— =x—x*y,
dt
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допускающей нулевое решение х==0, у==0, система первого приближения

=o
(48)

так же, как и в предыдущем примере, имеет чисто мнимые характеристические числа
№, 2=1 так что нулевое решение этой системы неасимптотически устойчиво. Нулевое
решение нелинейной системы (47) неустойчиво, ибо точка равновесия х=0, у=0 си-
стемы (48) является фокусом, причем из самой системы (48) видно, что он неустойчивый
(почему?).

Примеры 3 и 4 подтверждают утверждение 3) теоремы Ляпунова
[103, задачи 1401, 1403]. В этом случае об устойчивости нулевого решения
нелинейной системы нельзя судить по первому приближению.

215. Приведение однородной линейной системы к системе с постоян-
ными коэффициентами при помощи замены независимой переменной.*
Рассмотрим систему

dae =Pna(X)Yi pre(X) Yat... Pan(%)yn (R=, 2,..., 2).
Введем вместо х новую независимую переменную # по формуле

—1р(х)
Тогда получим систему

“i — FH [Dns (X) Ytpre(X) Yot...+Pan(*)yn] (R=1, 2,..., 2).
Предположим, что коэффициенты этой системы постоянны, т. е.

ры(х)
p’ (x)

Тогда ры(х) имеют вид

= Api (К, [=1,2,...,n).

pa (x) = Ap) p’ (x),
т. е. ры(х) представляют собою произведения постоянных чисел на одну
и ту же функцию от х.

Обратно, если коэффициенты ры(х) обладают этим свойством,
т. е. если

ры(х) =ав1-ф(х), (16)
* См. сноску на с. 514.
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то, положив

1—4(х) = | Ф(х)ах,
мы получим систему с постоянными коэффициентами ан.

Пример 1. Пусть дана система:
аи!x dx ==2-Уз,
Чу?x aytys, | (17)
dx

~ dy
x—— = ytye.

x )

Здесь условие (16) выполнено, причем ф(х) = —. Поэтому подстановка
x

1t= | ф(х) ах= | —dx=Inx (x>0)
x

ИЛИ
х==е!

приводит данную систему к системе с постоянными коэффициентами:
ау: .dt =YotYs,
ау?и =YWitys, |
dysdt =и.-Ну?.

Интегрируя эту систему, получаем (см. п. 217, пример):
у = Сле {+ Сье?",
уз==Сзе?!--Сзе-',
y3==— (C,+C3)e—'+Cre?! .

Поэтому общим решением системы (17) будет:
C1

у:— —— +C2x?,
x

C3абы— |
x

C,+C3уз —= — +Cox? .
x
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Отсюда видно, что решения системы (17) могут иметь особенность только в точке
х=0, которая является единственной особой точкой этой системы. (В точке х=0 не
выполнены условия теоремы существования). Наряду с такими решениями существует
целое семейство решений у: =Сх?, уз=Сх?, уз=0Сх?, голоморфныхв окрестности
особой точки х=0. Заметим, однако, что среди них (и вообще) нет решений, в которых
функции и1, уз и Уз стремились бы к пределам, не равным одновременно нулю, когда х
стремится к особой точке х=0.

216. Интегрирование неоднородной линейной системы с постоян-
ными коэффициентами методом вариации произвольных постоянных.
Рассмотрим теперь неоднородную линейную систему с постоян-
ными коэффициентами

п

dyn,Чи —Уаи) (=, 2,...,п). (18)
l=1

Так как соответствующая однородная система всегда интегрируется
в элементарных функциях, то, применяя метод вариации произвольных
постоянных, мы всегда можем получить общее решение неоднородной
системы (18) по крайней мере в квадратиурах, а иногда и в элементарных
функциях.

Замечание. Если в системе (18) функции р(х) представляют собою произ-
ведения показательной функции (с вещественным или комплексным показателем) на
полином от х, то для построения общего решения этой системы можно вместо при-
менения метода вариации произвольных постоянных найти частное решение методом
неопределенных коэффициентов [119, с. 185—188] и прибавить его к общему решению
соответствующей однородной системы. Тогда, согласно п. 209, мы и получим общее
решение системы (18).

$ 44. ДРУГИЕ МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

217. Интегрирование линейной системы с постоянными коэффициен-
тами при помощи приведения ее к уравнению п-го порядка (метод исклю-
чения). Применим к системе

п

Ч— УХомиНьод (ть ,..., п) (1)
l=1

общий способ приведения нормальной системы и уравнений к одному
уравнению л-го порядка, изложенныйв п. 114. Тогда мы получим либо
одно линейное уравнение л-го порядка с постоянными коэффици-
ентами, либо несколько таких уравнений более низких порядков, причем
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сумма порядков всегда равна п. Найдя общее решение каждого из этих
уравннеий, мы получим общее решение системы (1) уже без дальнейших
квадратур.

Пример. Найти общее решение системы

ys’ =Yotys,
у’ = у. Уз, (2)
ys=yitye.

Дифференцируя первое уравнение и пользуясь вторым и третьим, получаем

yr” =2Qyityotys.
Ho yotys=y1'. Mostomy

yi"—y1'—2y1=0. (3)
Исключим уз. Из первого уравнения системы имеем

Ys=Y1—Ye.
Подставляя во второе уравнение, получаем

Yo =y1'—yotm
WIM

yo +Yy2= yy+1. (4)
Таким образом система (2) приводится к двум линейным уравнениям (3)и (4)

с неизвестными функциями и: и у2 второго и первого порядка.
Интегрируя уравнение (3), находим

y,==Cye-*+Cre?* .

Подставляя это значение у: в (4), получаем

yo уз= —Сн!е-*--2Сье = Се-=-+-Сье2х ,
ИЛИ |

уз’ уз =3С2е?*= ,
откуда

уз= Сзе-*-Се? .

Теперь находим из:

Уз= у1'— уз== — С1е-*--ЗСье*х—Сзе-=—Сье?==
=(C,+Cs) е-=--Сье?* .

Общее решение системы (2) имеет следующий вид:

и= Се-=-НСое?*,
Y2==C3e—-*+Core2* ,
уз—— (Cy+C3)e~*+C2e?*
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218. Метод Даламбера. Мы показали в п. 112, что знание (<п)
независимых первых интегралов нормальной системы п-го порядкадает
возможность понизить порядок‘этой системы на Ё единиц. Если. же мы
знаем п независимых первых интегралов, то мы имеем общий интеграл.

Приемы нахождения первых интегралов, рассмотренные нами
в пи. 109, 117, не дают возможности найти первые интегралы любой нор-
мальной системы. Для линейной системы с постоянными
коэффициентами Даламбер указал общий метод нахождения пер-
вых интегралов.

Рассмотрим этот метод в случае линейной системы двух уравнений:

wv =AyY+ap2+f1(x),
(5)< —ау--а>2-Н]>(х).

Умножим второе уравнение на некоторое число РЕ и сложим почленно
с первым. Получим ®

AUER) (auf eas) y+ (dat Rae) 2-4 f(x) +fa(%)
ИЛИ

а k КSUT) (ays+ha) (y+ Sere г) +filx)-+Rfa(x). (6)
Выберем ^ так, чтобы

а12--Ка22 __
а1--Ка

или

а12--Ка =А (а11-|-Раз). (7)
Тогда уравнение (6) можно переписать в виде

а КЯ(аи-нваы) (у-ва)НОЕ».
Это есть линейное уравнение первого порядка с искомой функ
цией иАг. Интегрируя его, найдем

еваоби (СЕ [ (4%) --(%) errno dx). (8)



656 ГЛ. 10. ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Если корни уравнения (7) различные и вещественные, то, обозначив
их через А, и ko, будем иметь два первых интеграла в неявной форме.*

ythz= e(4iuthide)x ( Cy+ | (а (x) Е.Р (х) ) е {винах ах
< (9)выеeberrthsnars (Coe F (fsx) +hofa(x) ereutbanne dy) |

Разрешая систему (9) относительно С! и С>, найдем общий интеграл
системы (5), а разрешая относительно ии г, найдем общее решение этой
системы. -

Если корни уравнения (7) кратные: А, =», то формула (8) дает
только один первый интеграл:

у 12 ==е@и+ ах (ci | (fs (x) +-Rife(x) ) eauthian)s dx ) .
Подставляя значение у, найденно отсюда, во второе уравнение системы
(5), получим одно линейное уравнение первого порядка с неизвестной
функцией 2.

Пример 1. Найти общее решение системы

y’ =5y+-4z,
2! = 4y+5z. (10)

Составляем уравнение для Ё:

4+5k=k(5+4k).

Orciona ki, 2=-+1. Mostomy первыми интегралами будут:
ytz=Cy,e*, |
уи—2— Cre* . (11)

Разрешая систему (11) относительно уи 2, получим общее решение системы (10).
Пример 2. Найти общее решение системы

ау—— =2иу--42-+со$ х,
ах
dz
— =—y—2z-+sin xX.
dx

(12)

* Т.е. в виде, не разрешенном относительно произвольных постоянных.
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Здесь мы имеем
4—2k=k(2—k), k?—4k+4=—0.

Это уравнение имеет двукратный корень Ки, ›=2. Поэтому метод Даламбера дает воз-
можность найти только один первый интеграл. |

Умножая второе из уравнений (12) на-2 и складывая почленно с первым, получаем

d(y+2z) =cos x+2 sin x.
dx

Отсюда находим первый интеграл системы (12)

y+2z=sin x—2 cos x+Cy.

Используя этот первый интеграл, мы можем переписать второе из уравнений (12) в виде

dz
—— =2 с0$ х—С:.
dx

Отсюда |
2=9 зп х—С.х-С.. (13)

Поэтому
y= sin x—2 cos x+-C,—2z=sin x+C,—4 sin x+2C,x—2C,=

=—3 sin x—2 cos x+C,(1+2x) —2C».

Общее решение системы (12) имеет следующий вид:

y=—3 sin x—2 cos x+C, (1+2x) —2C2, ,
14)z=2sinx—C,x+Co.

219. Операционный метод решения задачи Коши для линейной си-
стемы с постоянными коэффициентами. Ограничимся для простоты изло-
жения случаем системы двух уравнений. Рассмотрим систему

dxa=Ayx+ayy+hi (t) ’ |
d+ —аахазу-НР(И, | (15)

где а! — вещественные числа, а |к(Г) (Е=1, 2) — непрерывны при #0
и принадлежат классу рассматриваемых ‘нами оригиналов (см. п. 180,
формула (2)). Найдем решение х=х(Р, у=у(Ё) системы (15), удовле-
творяющее начальным условиям

x(0)=%, (0) =. (16)
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Найдем сначала изображение искомого решения. Так как

x"(p) =px(p)—xo, f(t) < Р(р);
y'(p)=py(p)—Yo, felt) < fe(P),

то, взяв изображения обеих частей уравнений системы (15), получимрх(р) —х==аих(р) +алзу (р) НИ(р), |
py(p) —и==ах(р) +assy (p) -НЬ (р)

или (ан--р)х(р) Наву(р)= (р) —ж | (17)
зах (р) + (ав—р)у(р) =-—№(р) — и |

Эта система называется изображающей системой для задачи Коши (15),
(16) или операторной системой, соответствующей этой задаче. Система
(17) является линейной алгебраической системой относи-
тельно изображений х(р) иу(р). Заметим, что ‘определитель этой систе-
мы является характеристическим определителем си-
стемы (15). Обозначая его через А(р) и разрешая систему (17) относи-
тельно x(p) И y(p), будем иметь

— (f1(p) +0) (d22—p)+(f2(p)+o)ate*(p) = A(p)
_ _ (18)(р) — — (f2(p) +Y0) (Q1ui—p)+(fa(p) Ехо) аа. |

А(р)

Восстанавливая по найденным изображениям их оригиналы, полу-
чим искомое решение х==х(#), у=иу(0.

Изображающая система (17) и выражения (18) для изображений
х(р) и у(р) принимают наиболее простой вид, если начальные значения
искомого решения нулевые (хо==и,=0). В этом случае вместо (17)и (18)
будем соответственно иметь(а1—р)х(р) +аягу (р) =—й(р), |

Q1X(p) + (22—p)y(Pp) =—fe(p)
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И

— _ —filp) (ax—p) +ha(p)aw |х(р) = А(р) ’
— —falp) (au—p) +fi(p) arsy(p)= A(p) ° |

Пример 1. Найти pemenne x=x(t), y=y(t) системы

ах о --0е—
—— = —Х— е-*,dt 4 .
Y aed dy tet’— =3x e-t}dt у

удовлетворяющее начальным условиям

х(0) =—2, y(0)=1.

Изображающей системой будет
— — о -

—1— —9 = ————_ 4.9.( p)x(p) —2y(p) =e -|-
_ _ 1
3 4— = — —_—_ —],x(p)+(4—p) y(p) Dal

Разрешая эту систему относительноx(p) и.у(р), будем иметь
_ 1 _ 1x —=—2. —— = ,(р) ae _у(р) Ри

откуда

X=—2e-t, у=е-.

Пример 2. Найти решение х==х(1); у=иу(Ё) системы

ах Ч
dt”
dy— =—x+It—l,dt т

удовлетворяющее (нулевым) начальным условиям

х (0) =и(0) =0.
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Изображающая система имеет вид
-]

—px(p)+y(p)= —-+—,
p p

— — 1 .
—х(р) —риу(р) = 2 TT

p p
откуда

x(p)= —> У(р)=— а
Следовательно,

х=Ь у=-[.

$ 45. ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ,
СОДЕРЖАЩИЕ ПРОИЗВОДНЫЕ ВЫШЕ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

220. Метод исключения. Используя общий метод сведения любой
канонической системы к уравнению более высокого порядка (см. п. 114),
мы, вообще говоря, всегда можем свести линейную систему, содержащую
производные выше первого порядка, к одному линейному уравнению
более высокого порядка. Найдя решение этого уравнения, мы получим
решение заданной системы уже без дальнейших квадратур.

Пример. Проинтегрировать систему (см. пример п. 114)

y"+kz=0, |
. "+Е?у=0. ”

Эта система приводится к одному уравнению четвертого порядка

у— “у= 0.
Отсюда

y=Cye®*+Cre-h*+C3 cos Rx+C, sin Rx.
Поэтому

1z= — а у"= —Се**—С›е-*=--Сз с0$ Ах Си 11 kx.

221. Метод Даламбера. Метод Даламбера, изложенный в п. 218,
распространяется и на линейные системы уравнений, содержащие произ-
водные выше первого порядка.

Рассмотрим систему двух уравнений:

У ану-равя-Н(5),
, (1)an =A21Y+Ar22-+fo(x).° dx”
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Умножая второе уравнение на К, складывая почленно с первым урав-
нением и выбирая АР из условия

а12-- Еа>2= (аи-Е Ва»),
получаем

d” (y+-Rz)
dx”

= (A11-+Rae1) (YyARZ) +f1 (x) +ЕР(Хх).

Это есть линейное неоднородное уравнение с постоянными коэффициен-
тами относительно иЕг. Интегрируя его, найдем

ytkz=q(x, Ci, Co, ..., Cn).
Если корни уравнения (6) различные, то мы имеем

y+Riz=qi(x, Cr, Co, ..., Cn),
Y+Roz=qQr(X, Cri, Cn+2, Ley Con). (2)

Разрешая (2) относительно уи 2, получим общее решение системы (1).
i



ГЛАВА ОДИННАДЦАТАЯ

МАТРИЧНЫЙ МЕТОД ИНТЕГРИРОВАНИЯ ОДНОРОДНЫХ
ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

$ 46. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯИЗТЕОРИИ МАТРИЦ

222. Предварительные замечания. Рассмотрим однородную линей-
ную систему

ae

= Dy Puls) (R=1, 2,..., n). (1)
l=1

Предположим, что коэффициенты ры(х) (Е, [=1,2,..., п) непре-
рывны в интервале (а, 6). Тогда система (1) имеет (см. п. 204) фунда-
ментальную систему решений, которую можно записать в виде следую-
щей таблицы:

И11(х), У12(Х),... , Ит(Х),

т (2)
Ут1(Х), Утз(Х), ... ‚ Упп(Х)

Или

уи(х), У12(Х), ..., Ут(х) (1=12,..., п),

где каждая из функций определена и непрерывна в (а, 6).
В таблице (2) каждая из функций находится на заданном месте,

определяемом двумя индексами, из которых первый означает номер
строки (номер решения), а второй—номер столбца (номер искомой
функции), и мы должны рассматривать таблицу (2) как единое целое,
не переставляя функций, входящих в ее состав. Такого рода таблицы
называются матрицами.

В двух предыдущих главах мы строили фундаментальную систему
решений, находя последовательно отдельные решения, из которых она
состоит. Возникает вопрос, нельзя ли, рассматривая фундаментальную
систему решений как матрицу, дать способ нахождения всей фундамен-
тальной системы сразу и изучить ее возможную аналитическую струк-
туру в зависимости от аналитической структуры коэффициентов системы.
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Исключительные заслуги в выяснении аналитической структуры
фундаментальной системы решений при помощи матричного метода при-
надлежат выдающемуся советскому математику И. А. Лаппо-Данилев-
скому, который разработал теорию функций от матриц и применил ее
к исследованию однородных линейных систем дифференциальных урав-
нений [32, 54, 90].

_В настоящей главе мы даем понятие о матричном методе интегриро-
вания однородных линейных систем и применяем его для выяснения ана-
литической структуры фундаментальной системы решений однородной
линейной системы с постоянными и периодическими коэффициентами.

Для удобства читателя напомним сначала некоторые сведения из
теории матриц, которые нам понадобятся при дальнейшем изложении.

223. Понятие о матрице. Квадратной матрицей п-го порядка (всюду,
где не оговорено противное, только такие матрицы мы и будем рассма-
тривать!) называется таблица

Qu, Aye Qin

Qo, oe Q2A= |laiz|| = "

Япл Qn2 ... Ann
Величины

Ain= {A}in (i, R=I1,...,7),
называемые элементами матрицы А, суть числа или функции, располо-
‚женные в строго определенном порядке. Этот порядок указывается двумя
индексами, первый из которых означает номер строки, а второй — номер
столбца, на пересечении которых находится рассматриваемый элемент
матрицы.

Под матрицей |а|| мы будем понимать матрицу, все элементы кото-
рой равны а. В частности, О=||0|| — матрица, все элементы которой рав-
ны нулю. Она называется нулевой матрицей.

Совокупность элементов 41, а22,..., ати образует главную диагональ
матрицы А, а их сумма

Х’ан--о(А) =Ти(А) =5р(А)
называется следом этой матрицы.

Матрица, у которой все элементы, не стоящие на главной диагонали,
равны нулю, т. е. матрица вида

а 0 0
Оа ... 02 —а1, а2,..., @п|,
0 O An
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называется диагональной матрицей. Отметим, два частных случая диа-
гональной матрицы. Матрица [0, 0, ..., 0] является, очевидно, нулевой
матрицей. Матрица [1, 1,..., 1] является наиболее важным частным
случаем диагональной матрицы. Эта матрица называется единичной мат-
рицей и обозначается через / или ЕЁ:

1 0 0

1=Е=[1,1,..., |= ot | 0
0 0 !

Единичную матрицу можно записать в виде *
[==|6:»||.

Мы будем рассматривать число а как диагональную матрицу (любо-
го порядка), у которой все диагональные элементы равны числу а:

a=[a, Q,..., а].
В частности, число | можно рассматривать как единичную матрицу:

1==[1, |, eee y 1]. Lo Lt i { /
Если матрица А порядка п имеет вид

Ay O
A= Az ’

O As
где Д:, А2,...,А. (5<п) — квадратные матрицы порядков Ки, Ro, ..., Rs
(ЕАНЕ2--...-А.=и), главные диагонали которых составляют главную
диагональ матрицы А, а все элементы матрицы А, не принадлежащие
матрицам А+, 4›,..., А. равны нулю, то матрица А называется квази-
диагональной матрицей и обозначается так:

A=[A1, Az, ..., As.
Наряду с квазидиагональной матрицей А будем рассматривать ее по-
рядковую структуру {А1, Ё,..., Е}. Например, матрица

200 20,0
A= ] 20 — 1210 =[А:1, Ae]

0 0 2 О 0:2

есть квазидиагональная матрица третьего порядка структуры {2, 1}.
* См. сноску на с. 626.
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Матрица А называется симметричной, если

Я:к —= в: (i, k=l], oy п).
Если

Qik —@в (i, R=I1,...,n),

то матрица А называется кососимметричной. Элементы главной диаго-
нали кососимметричной матрицы, очевидно, равны нулю.Матрица А, у которой все элементы, стоящие выше главной ‘диаго-нали, равны нулю, т. е. ак==0 при k>i, называется треугольной. Она
имеет вид

аа 0 0 0
ал Ax 0 0

* А=| аи 22 аз... 0
ъ

Qni @т> @Чтз ... Ann

Квадратные матрицы являются наиболее важным частным случаем
прямоугольных матриц. Под прямоугольной матрицей размера тжп по-
нимают матрицу вида

Qu Ar Qin

Qo, Qe Q2A= "||

Ята. Ото eee Qmn

содержащую #1 строк и п столбцов. Таким образом, квадратная матрица:
п-го порядка есть прямоугольная матрица размера пЖи.

Матрица размера их, т. е. матрица вида

Qy

Qe

An

называется одностолбиовой матрицей или столбцом. Такую матрицу’
можно рассматривать как квадратную матрицу п-го порядка, все эле-
менты которой, за исключением элементов некоторого столбца, равны:
нулю, так что, например,
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ay a, O 0
Ay| а 0... 0
. — п `

On 0... 0
n

Аналогично матрица размера | Xn Ha3bIBaeTCH OOHOCTpO4e4HOu mart-
рицей или строкой. Она имеет вид

[ал, а2,..., Anil.
п-мерный вектор с компонентами а1, а2,... , а» естественно рассмат-

ривать как одностолбцовую матрицу (вектор-столбец) или как одностро-
чечную матрицу (вектор-строка).

Матрицу, составленную из абсолютных величин элементов матрицы
А, будем обозначать через | А], так что

: [А]=На].
Определитель

Я Arg Оп.
а а а

Ani an2 вое Qnn

называется определителем матрицы А. Очевидно, что
D([a, a,..., a]) =a”

п

D(/) =D(E)=1.
и что

Матрица А называется неособенной, ecu D(A) 0.
Если О(А) =0, то матрица А называется особенной.
224. Алгебраические операции над матрицами. Мы будем предпола-

гать, что все рассматриваемые ниже квадратные матрицы имеют один
и тот же порядок и.

Две матрицы А и В считаются равными, если соответствующие эле-
менты их равны между собой:

А=В, если {А}в={В} в или ав=биь (6 А=1,...,П).
Если ав (5 2=1,..., п), то пишут АВ.
Если АВи хоть один элемент матрицы А строго меньше соответ-

ствующего элемента матрицы В, то пишут А<В.



$ 46. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ МАТРИЦ 667

Будем называть суммой А-+-В матриц А и В такую матрицу, все
элементы которой суть суммы соответствующих элементов матриц А и В:

{A+B} in={A} int{B}in (i, k= |, 4. п).
Легко видеть, что операция сложения матриц подчинена коммутативному
(переместительному) и ассоциативному (сочетательному) законам:

A+B=B+A, (A+B)4+C=A+(B4+C)=A+B+4+C.
Произведением АВ матриц Аи В называется такая матрица, что

{AB} n= = абв (i, kR=1,..., 7), (3)
т. е. элемент, стоящий на пересечении 1-й строки и К-го столбца матрицы
АВ, равен сумме произведений элементов {-й строки матрицы А на соот-
ветствующие элементы ^А-го столбца матрицы В.

Как видим, матрицы умножаются по одному из законов умножения
определителей. Поэтому определитель произведения двух матриц равен
произведению определителей этих матриц:

D(AB)=D(A)D(B).
Следует обратить особое внимание на то, что в общем случае

АВ=-ВА.

Указанное отсутствие коммутативного закона для умножения матриц
существенно отличает алгебру матриц от алгебры (вещественных или
комплексных) чисел.

Заметим, однако, чтов некоторых случаях имеет место равенство
АВ=ВА.

В таких случаях говорят, что матрицы А и В коммутируют.
В частности, единичная матрица п-го порядка коммутирует с любой

матрицей п-го порядка
IA=Al,

{JA} in= {A} n= {AD in (i, k=1,..., п).
ибо

Умножение диагональных матриц одного и того же порядка сводится
К умножению соответствующих диагональных элементов этих матриц:

А=[а4, аг,..., а, В=[6а, 62,..., 6];
АВ=[а1ё:, Azbo, ceey AnDn|.
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Очевидно, что диагональные матрицы одного и того же порядка комму-
тируют *

АВ=ВА.

.Если матрицы А и В квазидиагональные, имеют одну и ту же струк-
Typy {R1, ko, ..., Rs}, TaK 4TO

A=[Ai, А», se , Ag], B=[B, В», ... ‚ В],
где матрицы А; и В; имеют порядок А; (1=1,..., 5), то

AB=[A1B,, А›В.,..., А.В}.

Таким образом, умножение квазидиагонаяьных матриц одной и той же
структуры сводится к умножению соответствующих матриц А; и В;
-(1=1,...,5$).

Легко убедиться в справедливости ассоциативного закона умноже-
ния и дистрибутивного (распределительного) закона умножения относи-
тельного сложения:

(АВ) С=А(ВС) =АВС,
(A+B)C=AC+BC.

OnpeneuM npouzeedenun maTpuyol A Ha 4ucnO Au 4uCAai Ha матри-
цу А, рассматривая число ^ как диагональную матрицу A=[A, A,..., Al
того же порядка, что и А:

{Ai} i= {A Tay dy ee Mae > {А} А, = (Adin,
{0A} n= х (fh, 4, -.. Aa {A} a{A}in (i, R=l,..., 0).

Отсюда ясно, что
AX=AA,

т. е. число коммиутирует с любой матрицей.
Обращаем особое внимание читателя на то, что для умножения мат-

рицы А на число мы должны все элементы матрицы А умножить на это
число, в то время как для умножения определителя на число достаточно
умножить на это число все элементы только одного какого-нибудь
ряда определителя (столбца или строки).

* В самом деле, АВ =[а1Ьа, Gobo, ... , AnbnJ=[b1d1, bode, ... , bndn]=BA.
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Определим теперь произведение матрицы А на одностолбцовую
матрицу |

by
be

Dn

используя данное выше определение последней. Имеем

by Qi, Air Qin by
be Qo, Goo ... Qon beA , = ° —

bn Ani QAn2 Ann bn

A104 +1202 +... 01nd»
A210, +.A22D2 +...+A2ndn

Ani Oy+An2de+. ..+An2dn

TaK UTO B pe3YJIbTaTe YMHOMECHHA MATPHLUbI 1-TO NOPADKAa Ha OMHOCTOMGLO-
вую матрицу размера пЖ| мы получаем одностолбцовую матрицу раз-
мера пжЖ1. Иными словами, умножая матрицу п-го порядка на п-мерный
вектор, мы получаем п-мерный вектор.

С операцией умножения матрицы А на одностолбцовую матрицу мы
встречаемся, например, всякий раз, когда нам нужно записать однород-
ное линейное преобразование п переменных в матричной форме. Пусть
мы имеем преобразование

Ив —= = ЧА (k=1, sey п). (4)
—1

Тогда в матричной форме можно записать это преобразование так:

. 1 Х\
ХхА:| (5)

Yn Xn

где А — матрица коэффициентов преобразования (4).
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Если ввести для столбцов (векторов) в формуле (5) обозначения
И! X14
Y2 Х2

y= : ’ = : ,

Yn Xn

то преобразование (4) можно записать в матрично-векторной форме
у=Ах. г (6)

В $ 48 настоящей главы мы используем операцию умножения мат-
рицы я-го порядка на одностолбцовую матрицу размера пЖ!| (вектор-
столбец) при записи линейной системы п дифференциальных уравнений
первого порядка в матрично-векторной форме.

Рассмотрим операции, связанные с понятием степени матрицы.
Целая положительная степень матрицы А определяется рекуррент-

ным соотношением

Ат—Ат—А (т>|.

Под нулевой степенью матрицы А понимают единичную матрицу то-
го же порядка, что и АД, т. е., по определению, полагают

AP],

При этом пользуясь указанным выше правилом умножения диаго-
нальных и квазидиагональных матриц (одинаковой структуры), нетрудно
убедиться, что степени диагональных и квазидиагональных матриц вы-
числяются по формулам:

А—[ан, »,..., а»], Ат=[ат, ат,..., ат};
А=[А,, Аь..., А], А" Ат, Ат,..., Ат]

Пусть А — неособенная матрица. Тогда существует единствен-
ная матрица, удовлетворяющая уравнению

АХ=.

Эта матрица называется обратной матрицей по отношению к матрице А
и обозначается через А-*, так что

АА-—=— [.
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Обозначим элементы матрицы А-! через а.1 и покажем, что они выра-
жаются единственным образом через элементы ал матрицы А. Из (3)
имеем

nr
„0-—1—8.>аа,= Sin.

—41

Фиксируя здесь А (=1,..., И), получаем неоднородную линейную
систему п уравнений с п неизвестными а! (1=1,..., п), являющимися
элементами К-го столбца матрицы А-*. Так как определитель этой систе-
мы, будучи равным О(А), отличен от нуля, ибо матрица А неособенная,
то указанная система имеет единственное решение, которое можно найти,
пользуясь известным правилом Крамера [89, 145]. Получим

> SinDit р
И ИН (Е [—],...,n)lk D(A) D(A) > 9 > ?

где Ри — алгебраическое дополнение элемента ап в определителе О(А).
Заметим, что матрица А-! является также решением уравнения

так что

А-А=/. (7)

Выше мы показали, что неособенное линейное. преобразование (4)
может быть записано в виде (6), где А — матрица коэффициентов этого
преобразования. Пользуясь обратной матрицей А-!, мы можем записать
обратное преобразование в виде

x= Aly,

Для этого достаточно умножить обе части равенства (6) слева на А-!
и принять во внимание (7).

Очевидно, что

D(A) =[D(A)T*.

Нетрудно убедиться, что обратные матрицы для диагональных
и квазидиагональных матриц находятся по формулам:
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A=[a, @2,..., An), A4=—{a7}, ay; "``, а,
А=[А,, А», sey As], Аб= [Ат1, Ay, sey Aj].

Если А и В — неособенные матрицы, то *
(AB)-!= B-1A4-1,

т. е. матрица, обратная произведению матриц Аи В, равна произведению
обратных матриц, взятых в обратном порядке.

Целая отрицательная степень неособенной матрицы определяется
равенством |

A-m— (A-1)™,
Целая отрицательная степень диагональных и квазидиагональных

матриц вычисляется по формулам:

А=[а, а»... аа) Ата", а",..., ат

А=,, А»...., Аз, Ат", Азт,..., Ат]

Рассмотрим еще операцию транспонирования матриц. Матрица, по-
лученная из А перестановкой строк и столбцов, называется транспониро-
ванной матрицей по отношению к матрице А. Обозначая ее через А*,
имеем

{А*} и = {А}ь; (i, R=], ... ‚ п).
Если А симметрична, то A*=A.
Если А кососимметрична, то А*=—А.
Нетрудно показать, что операция транспонирования подчинена

закону "
(АВ)*=В*А*.

225. Характеристические числа матрицы. Элементарные делители
матрицы. Пусть дана матрица

Qui arp Qin

Qo, Qap Qon

Qni Qn2 ... Ann

элементы которой суть вещественные числа.

* Ибо АВ(В-А-1) =1.
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Составим матрицу
@1—^ 12 Qin
ao @22— aeA—Al= п .

Qni Qn2 Ann—A

Эта матрица называется характеристической матрицей для матрицы А.
Определитель характеристической матрицы

anu—A 12 Qin
Ao4 @22—\ ... AeD(A—M) = ”
Ani Qn2 eee QAnn—A

\называется характеристическим определителем или характеристическим
полиномом матрицы А, являющимся полиномом п-й степени от А. Урав-
нение

D(A—A) =0

называется характеристическим уравнением матрицы А, а его корни
Ла, А2,..., Аж — Характеристическими числами матрицы А.

Дадим понятие об элементарных делителях матрицы А. Пусть м —
характеристическое число кратности (Е>—1). Тогда характеристиче-
ский определитель О (А—/./) делится (без остатка) на (^—А.)*. Рассмот-
рим всевозможные определители (п—1)-го порядка, получающиеся из
характеристического определителя вычеркиванием одной строки и одного
столбца. Предположим, что все они делятся на (^—А1)*, но хоть один
из них не делится на (^—^.)*+*. Пусть (^—^)*—наивысшая степень
разности (^—Ал), на которую делятся все определители (п—2)-го поряд-
ка, получающиеся из) (А—^./) вычеркиванием двух строк и двух столб-
цов. Продолжая рассматривать определители более низких порядков,
получающиеся из характеристического определителя вычеркиванием оди-
накового числа строк и столбцов, мы дойдем до определителей порядка
‚п—т, каждый из которых делится на (^—^1)*”", но хоть один из них не
делится на (^—Л1)*"Н и хоть один определитель порядка п^т—1 уже.
не делится на /,—^„. Можно доказать [145], что

в >> №.>>... >Рт>>0.. (8);

Рассмотрим числа Д, 12,..., lm, lm41, определяемые равенствами

l,—=k—h,, [o== ky—Ro, Ley lLnm=Rm—-1—km, lLm+1—=Rm.
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Все эти числа не меньше |, а их сумма равна Ё, т. е. кратности характе-
ристического числа Л.

Составим выражения

(А— а)1, (АМЬ, ..., Мун.

Эти выражения, очевидно, являются делителями характеристического
определителя Р(А—^/). Они называются элементарными делителями
матрицы А, соответствующими характеристическому числу /л. Отметим,
что сумма показателей всех элементарных делителей, соответствующих
данному характеристическому числу, равпа его кратности. Матрица А
может иметь элементарный делитель A—Ay. Такой элементарный дели-

l

тель пазывается простым. Элемеитарный делитель вида (^—№)"
(1.21) называется непростым.

Очевидно, что если /. — простое характеристическое число, то ему
соответствует только один и притом простой элементарный делитель
^—^., ибо в этом случае Е==| и хоть один из определителей (п—1)-го
порядка уже“Делится па A—A, (mouemy?), Tak что «цепочка» (8) обры-
вается па первом члене, и мы получаем элементарный делитель ^— Аа.

В случае.>>1 могут иметь место различные комбинации элементар-
ных делителей. В частности, матрица А может иметь только один эле-
ментарный делитель, соответствующий характеристическому числу №,
и тогда он равен (^—^„)*. Это тот случай, когда «цепочка» (8) обры-
вается на первом члепе. Наибольшее возможное число элементарных
делителей равно К. В этом случае все опи простые

Ам, АМ, АМ.

Это будет иметь место тогда и только тогда, когда ранг матрицы А—^л/
равен п—^ (почему?).

Если матрица А имеет несколько различных характеристических
чисел, то, построив элементарные делители, соответствующие каждому
из них, получим совокупность всех элементарных делителей матрицы А,
которую запишем в виде

(^— 11), (^—^2)%, ..., (^—А.) 6+,

где среди чисел 7, А2,...,/з могут быть и равные, а ру, 02,..., 03 — целые
числа (р;—1), причем сумма их равна порядку матрицы A

Oitpe+. . +ps=n.
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Пример 1. Рассмотрим матрицу

200
A=||1 2 0

00 2
Здесь

2л 0 0
А—^ = l 2—r 0 ,

0 о 2-л

2л 0 0
D(A—AI) = 1 2 0 =0, (2—A)?=0,

0 0 2—A

так что матрица имеет одно трехкратное характеристическое число ^.=2. Общим наи-
большим делителем определителей второго порядка является ^—2. Один из элементов
матрицы А, а именно 424 =1, ие делится на ^—2. Поэтому

k=3, k=]; 1, =2, lo= 1

и элементарными делителями матрицы A будут

(A—2)2, A—2.

Здесь матрица А имеет один непростой и одии простой элементарный делитель.
Пример 2. Пусть дана матрица

200
А= 020

0 0 2
Имеем

2—rX 0 0
D(A—A) = 0 2-rA O |=0, (2—A)?=0.

0 0 2—A

Здесь снова А! =2 — трехкратное характеристическое число. Но

k=3, ky=2, Ro=1; L=1l, h=1, b=1.

Поэтому матрица А имеет простые элементарные делители

A—2, A—2, A—2.
Пример 3. Для матрицы

200
А= |120

O 1 2

2—^ 0 0
1 2--r~ 0
0 1 2-—Aa

имеем

D(A—AI) —0, (2—A)2=-0.
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Так же, как и в предыдущих примерах, Л. =2 — трехкратное характеристическое число.
Определитель второго порядка

1 2—^

0 1

не делится на ^—2. Поэтому матрица А имеет только один (непростой) элементарный
делитель |

(A—2)3.

Пример 4. Рассмотрим матрицу порядка р (p>1)

а00... 00
1 а 0... 00
0 la... 00 -Гр(а) = уе .
000... a 0
000... 1 a

Матрица /,(а) имеет одно характеристическое число Ay==a KpaTHOCTH р, ибо
D(I,(a) —A) = (a—A)9=0.

При этом определитель порядка р—1, полученный из В(Г (а) —^): вычеркиванием первой
строки и последнего столбца, будучи равным единице, не делится на А—а. Поэтому
матрица /,(а) имеет только один неправильный элементарный делитель

(A—a)P.

Заметим, что пример 3 есть частный случай настоящего примера.
Пример 5. Найти элементарные делители матрицы

3 —1 l
А=|| —1 5 —1

1 —1` 3
Имеем

3 —1 1
—1 5—Л —1|=0, А, =2, А2=3, Аз==6б.
1-1 3

Так как все характеристические числа простые, то элементарными делителями
матрицы А будут

A—2, A—3, A—6.

Пример 6. Найти элементарные делители матрицы

—1 J 1
А= 1 —1
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Здесь
—1—А 1 1

1 —1—А, 1 =0, Ay=1, Ac 3=—2.
1 1 —1—А,

Характеристическому числу А! ==1 соответствует простой элементарный делитель ^—1.
Найдем элементарные делители, соответствующие двукратному характеристическому
ЧИСЛУ Л2, з= —2. Так как все определители второго порядка делятся на А-2, а элементы
матрицы А не делятся на ^--2, то искомые элементарные делители простые: А-2, +2.
Таким образом, элементарными делителями матрицы А будут

А^А—1, A+2, A-+2.
Все они простые.
Пример 7. Найти элементарные делители матрицы

0 10
А=|| 1 11

1—1 |
Имеем

—K 1 0
1 1l—A =0, A,=0, Ac, 3=1.
1 —1 1-—A

Элементарными делителями будут
A, (A—1)?.

Пример 8. Элементарными делителями диагональной матрицы

А=[а1, Qe, ..., ап]
будут

^А—а1, ^—а>, в ^—ал.

Пример 9. Рассмотрим квазидиагональную матрицу вида

А*= [р (йа), I, (^2),..., Ty (As)],
где под /1(^шж) мы подразумеваем число Ат, а среди чисел Ал, А», ..., А: могут быть
и равные.

Эта матрица имеет характеристические числа Ал, А2,..., А: кратности ру, 02, ... › Ps.
Элементарными делителями матрицы А будут

P1 P2 о,м), №) yp vee (AAs) °.

226. Преобразование подобия. Приведение матрицыкканоническо-
му виду. Две матрицы А и В называются подобными, если существует
такая неособенная матрица$,что

В=5А$-\.
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Преобразование SAS~, при помощи которого здесь из матрицы А полу-
чается матрица В, называется преобразованием подобия с матрицей по-
добия 5.

Отметим некоторые замечательные свойства преобразования по-
добия.

Покажем прежде всего, что преобразование подобия не изменяет
величины характеристического определителя.

В самом деле, мы имеем

D(SAS-1—M) = D(SAS-3—S)S—) =D [8 (A—M) S-!]=
—D(S)D(A—M) D(S-!) =D(A—Al),

D(SAS-!—Al) =D(A—X).
Из доказанного свойства преобразования подобия следует, что все

коэффициенты характеристического полинома остаются неизменными
при преобразовании подобия. Два из них представляют наибольший ин-
терес. Это — свободный член, равный, очевидно, О(А), и коэффициент

n -

при ^^-!, равный (—1)"-1 У» аз, так что определитель и след матрицы А
1—1

не изменяются при преобразовании подобия.
Так как характеристический полином матрицы есть инвариант пре-

образования подобия, то подобные матрицы имеют одни и те же харак-
теристические числа и притом одной и той же кратности.

Более того, можно доказать, что подобные матрицы имеют одни и те
же элементарные делители.

Рассмотрим операции нахождения матриц, подобных сумме и произ-
ведению двух матриц.

Пусть А; и 42 — две матрицы. Тогда
5 (A,+A2) S-1=SA pSI+SA2S~1,

т.е. матрица, подобная сумме двух матриц, равна сумме матриц, подоб-
ных данным матрицам.

Это свойство имеет место и для суммы любого конечного числа
матриц:

$ У А,5-—= №! $А,5—. (9)
v=1 \=—1

Легко видеть, что
S (A 1A2) S-!= (SA 1—1) ($425-1) ,

т. е. матрица, подобная произведению, равна произведению подобных
матриц.



$ 46. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ МАТРИЦ . 679

В частности,
$42$—1— ($А$-\)?,

т. е. матрица, подобная квадрату, равна квадрату подобной матрицы.
Нетрудно убедиться, что это свойство распространяется на любую

целую положительную степень матрицы

$Ат5-1= (SAS—1)™ (т>0, целое). (10)
Пользуясь свойствами (9) и (10), нетрудно показать, что для поли-

нома от матрицы

Е(А) —= (A+¢,Am-1-L, . ст —1А +Cm

SF(A)S-1= F (SAS“), (10’)
имеем

т. е. матрица, подобная полиному от матрицы А, равна тому же полиному
от матрицы, подобной матрице А.

Преобразование подобия дает возможность привести матрицу к наи-
более простому — каноническому виду.

Теорема.* Если матрица А имеет элементарные делители
(A—A1)®!, (A—Azg), 2... (AAs)Os,

npurem 01+P2+...+Ps=N, a cpedu xapaKTepucTuseckux 4ucer M, do, ..., As
матрицы А могут быть и равные, то существует такая неособенная мат-
рица $, что

A=S—'BS,
20e

В, (24), Г, 4a), --.5 1, (As)]
Матрица В называется каноническим видом или канонической формой
Жордана матрицы А, а формула

А=-Н (94), Г, (№), ..., Г, (9)5
— каноническим представлением матрицы А.

В частности, если все элементарные делители матрицы А—
простые

Ам, АИ, ... 5 A—An,

где среди чисел 71а, А2,..., Ап могут быть и одинаковые, то каноническим

* Доказательство см., например, в книге [138, т. ГП, ч. 1, с. 106—112; ч. 2, до-
бавление].
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видом матрины А будет чисто диагональная матрица
B=[m, Ao, eee gy Ат],

а ее каноническим представлением является

А=5-1[2 , А2,..., Ат].

Обращаем особое внимание читателя на то, что структура канониче-
ского вида матрицы определяется не кратностью самих характеристиче-
ских чисел, а кратностью соответствующих им элементарных делителей.

Пример 1. Рассмотрим матрицу
3 —1 I

A=|| —1 5 —1
1 —1 3

Эта матрица имеет (см. п. 225, пример 5) характеристические числа А! =2, А2=3,
Лз=6. Им соответствуют простые элементарные делители A—2, ^—3, ^—6. Поэтому ка-
ноническим видом матрицы А будет матрица

200
В= || 0 3 0 ||=[2, 3, 6].

0 0 6
Пример 2; Матрица

— 1 1
А= —1 1

1 1—1

имеет (см. п. 225, пример 6) характеристические числа Л, =1, А2, з= —2, из которых одно
простое и одно двукратное. Но элементарные делители, соответствующие кратному кор-
ню, простые: ^—1, А-2, Л-2. Поэтому`матрица А имеет простые элементарные делители^—1, Л2, А-2, вследствие чего матрица А имеет так же, как и в предыдущем примере,
чисто диагональный канонический вид

B=[l, —2, —2].

Пример 3. Найти канонический вид матрицы

0 10
A=|}/1 11

ЕЕ 1

Здесь (см. п. 225, пример 7) Л: =0, /2, з=1, так что так же, как и в предыдущем
примере, одно характеристическое число простое и одно двукратное. Но кратному ха-
рактеристическому числу | соответствует непростой элементарный делитель (^—1)?.
Поэтому каноническим видом матрицы А будет квазидиагональная матрица

ооо
B=|| 0 1 0|| =[0, /.(1)].

011
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227. Дифференцирование и интегрирование матриц. Рассмотрим
матрицу

21(х) 22(х) ... 2т(Х)

Z(x)=|) A) AU 2)
Zni(X) 212(Х) Znn (x)

элементы которой являются функциями от х.
Предположим, что каждый элемент матрицы 2(х) имеет производ-

нуюв точке х= хо. Гогда определим производную от матрицы. 2(х) в точ-
ке Х=Хо при помощи равенства |

dZ(Xo)
nn

AZiz (Xo) |
dx

так что дифференцирование матрицы сводится к дифференцированию
всех ее элементов.

Обычные правила дифференцирования функций справедливы и для
дифференцирования матриц.

Если А — постоянная матрица, то

dA
de

d(AZ) _ 4 a2dZ d(aZ) _ „92 ,
dx dx’ dx ах’
d(ZitZe) — dZy 475 -

Ах dx dx ’

и) а27, ea (11)
причем в формуле (11) нельзя переставлять сомножители.

Производная от целой положительной степени матрицы 2(х) вычис-
ляется путем последовательного применения последнего правила. Имеем

422_ 4(27) _ 47; „42
de dx de“1dx423_ 4(222) _ 42? ‚ 42 _ 42 „742 az
de de daOeaeOe
* Здесь а — любое число, вещественное или комплексное.
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Продолжая, найдем
г т -5zr ©aгри 1

Эта довольно громоздкая формула упрощается, если матрица 2(х) ком-
мутирует со своей производной, т. е. если *

dZ dZ
de ae” (12)

В этом случае мы получаем правило, аналогичное обычному правилу
дифференцирования сложной степенной функции

adZz™ ай
— тdx = me dx

Для вычисления производной от обратной матрицы 2-1(х) продиф-
ференцируем тождество

Z(x)Z-1(x) =I.
Получаем

dZ dZ-1
dx 4 dx =0.

Откуда
а2—\ АР

—— —_ /-i4 dx dx 2
ИЛИ

dZ-! dZ——7—1 2—1.
dx dx

7—1Из этой формулы видно, что ях СсУществует во всех точках, где суще-
dZcTByeT —_ wre D(Z) 0. Ecau выполнено условие (12), то

dZ dZpo" Wo7-1
dx dx

а тогда

аggGS
dx dx

* О структуре матриц, обладающих свойством (12), см. [20].
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Операция интегрирования матрицы определяется как операция, об-
ратная дифференцированию

| z(x)de= | | 2in (x) dx
ИЛИ , ,

| z(x)dx= | Zin (x) dx ,
Легко убедиться, что

{A Ах=А (х—хо),
Xo

faz(xyaemaf Z (x)dx,
Xo Xo

| (Zs (x) +Zo(x))dx= | 71 (<) ах-- | 75(х) ах.
Хо Xo

228. Понятие о матричном степенном ряде. Под степенным рядом
от матрицы понимают символ

v=0
ataZt+a2+..+ay2+...= S a2, (13)

где2— матрица порядка и, а а%, а, а2,..., а,,...— числа вещественные
или комплексные. Один матричный степенной ряд (13)-равносилен n?
обычным скалярным степенным рядам с вещественными или комплек-
сными членами

ASin tar {Z} intae {27% int... tay {Zit = >Ay {2°}ip
(i, R=1,2,...,n),

где би | 1 при А=Ь
O npn ki.

Сумма.
им

Е, (2) = № а,”
v=0
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называется частной суммой ряда (13). Если существует конечный предел
частной суммы при и->оо:

lim Fy(Z)=F(Z),
[->0o

т. е. если по всякому =>>0 найдется такой номер №М=М!(в, 2), зависящий
от выбранных ви 2, что при и>>М выполняется неравенство

| Fu(Z) —F(Z)|<llell, (14)
то говорят, что матричный ряд (13) сходится, а матрицу Е(2) называют
суммой ряда. Выполнение матричного неравенства (14) равносильно
тому, что имеют место следующие 1? обычных неравенств

[42(2)}&—{Е(2)}в|<= (i, R=1, 2,..., n). (15)

Из (14) и (15) вытекает, что сходимость одного матричного ряда равно-
сильна сходимости п? соответствующих ему рялов.

Введем в рассмотрение ряд

она аз... pa +... = ay” =F (E), (16)
где & — комплексная переменная.

Этот ряд называется скалярным рядом, соответствующим матрич-
ному ряду (13).

Теорема. Если скалярный ряд (16) сходится в области

[<яр,
где п — порядок матрицы 2, то матричный ряд (13) сходится в области

12] < 1. (17)
Для доказательства возьмем любое число о’, удовлетворяющее не-

равенству 0<р’<р. Тогда, замечая, что

lloll2=l|Inp7ll, [loll=l[ln2p3ll, ... , Iloll’= In’,
видим, что если

[Z| <llo’ll,
TO:

|2 = 2[РГ= и],
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и для общего члена ряда (13) получаем оценку

аа 12915 [а пор= Ih [av] (np).
Но, согласно условию теоремы, ряд

] со
> | ay] (np’)*

Vv <>

сходится. Поэтому все п? рядов

Abin tay {Z} inte {Z2}int.. tay {Z*}int...= > {аб}зв,
соответствующие одному матричному ряду (13), сходятся. Следователь-
но, матричный ряд (13) сходится и притом в области (17), ибо р’ можно
взять сколь угодно близкимко.

Если, в частности, ряд (16) сходится при всех конечных значениях &,
то ряд (13) сходится для любой конечной матрицы 7.

Наиболее важным примером такого ряда является ряд

a1424 т +. 44 2, (18)
v=0

сумму которого мы, по определению, принимаем за экспоненциальную
функцию от матрицы 2. Этот матричный ряд (18) равносилен п? обычным
скалярным степенным рядам с вещественными или комплексными чле-
нами:

1Sin + ato(AZbint.- +2—7 (2 bint.- Ут— {ZY}in.
v=0 !

Если матрица А коммутирует с матрицей В, то нетрудно пока-
зать, что

е^.еВ —е^+В.

‚Если 2 есть чисто диагональная матрица

й==[41, Q2,..., An],
то, вследствие того что

[а1, (2, ..., ап“==[ал”, Qe’, ery An”,
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получаем
е[@1, 4», ..., an} —[e%, em, ean},

т. е. экспоненциальная функция от диагональной матрицы представляет
собою диагональную матрицу, ненулевыми элементами которой являются
соответствующие экспоненциальные функции.

Если 7 есть квазидиагональная матрица

Z—=|At, Ap, у А},
то, вследствие того что

[А,, А›,..., А“=[Ар, Ах,..., Аз
получаем

е[Аь, А., ... , А,]— [еА1, eA: ...у eAg|,

Предположим, что матрица С является дифференцируемой функ-
цией от х. Определим тогда производную от функции е?, как результат
почлепного дифферсицирования ряда (18):

die?) а УР _ гал _
ax ax У. —v! ax

со v—-1 d
|— —_ Zk 2 Jv.2 у! a dx.

Предположим, что MaTpHua Z KOMMYTHPyeT cO CBOeH NPOH3BOZHON, T. e.
выполнено условие (12). Тогда

a(t) _ УР 4 У 42,48dx (v—1)! dx fet yl! dx dx”
v=1

Virak, ecau marpuya Z(x) коммутирует со своей производной, то
4(е2) , 42
——_——. —e2 —_.,

dx dx

В частности, если 2=Ах, где А — постоянная матрица, то

d(eA*)Ix — eAx A —AeAXx ,
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Заметим, что свойство преобразования подобия, выражаемое. фор-
мулой (10’) п. 226, распространяется на сумму матричного степенного
ряда. Пусть

Р(2) = 3 ave (|Z| <lloll).
v=

Тогда

SF(Z)SA=S ( У cl”) St= УХ wS2St=
v=0 v=0

— 3S a(SZS-1)¥=F(SZS-),
v=0

т. е. подобная матрица от функции данной матрицы равна той же функ-
ции от подобной матрицы.

В частности, имеем

Se2S-1= e828"

В заключение настоящего параграфа дадим еще определение лога-
рифмической функции от матрицы 2, которую будем обозначать через
т 2. Будем определять эту функцию как решение уравнения

ex— Z,

Если при ЭТОМ матрица Z — чисто диагональная:

= аи, 42, ..., an,

то нетрудно убедиться, что [п { представляет собою (тоже чисто диаго-
нальную!) матрицу вида

&

In Z=—[In a, In a, ..., In Ap].

В самом деле, мы имеем
ео ат, In Gla, ... In an] —[elna1. eln a2, Lely eln an|—[ay, Qe, Ley An).

На этом мы заканчиваем изложение основных сведений из теории
матриц и переходим к рассмотрению вопроса о применении матричного
метода к интегрированию однородных линейных систем дифференциаль-
ных уравнений.
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$ 47. ЗАПИСЬ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ ОДНОРОДНОЙ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В МАТРИЧНОЙ ФОРМЕ

229. Построение матричного уравнения, равносильного однородной
линейной системе. Рассмотрим систему

aon — У рь(фи (Е=1, 2,..., п), (1)
1[=1

где коэффициенты риь(х) непрерывны в некотором интервале (а, 6).
Обращаем особое внимание читателя на то, что здесь для удобства

дальнейших выкладок мы в отличие от ранее применявшейся записи
системы (см., например, п. 222) изменяем порядок индексов у коэффи-
циентов. Теперь первый индекс коэффициента ри(х) совпадает с номе-
ром искомой функции иг, а второй указывает на номер уравнения.

Пусть
Уи, 12, *.. , Yin (1— 1, 2,..., п) (2)

есть фундаментальная система решений. Подставляя последовательно
каждое из решений (2) в систему (1), получим п? тождеств

dy; \ |as = Dy pale) yi (i, R=1, 2,...,n).
l=1

Естественно попытаться заменить эти п? тождеств одним матричным
тождеством. С этой целью введем в рассмотрение две матрицы:

Yu 112 Yin Pu pre Pin

v(x) MM Pye Ee
Уп Yn2 Ynn Pni Pn2 Pnn

где У — матрица фундаментальной системы решений системы (1), аР —
матрица, полученная транспонированием матрицы коэффициентов этой
системы. Тогда ясно, что dyin =|{ dY }

ах _ ax ih

х риь (х) уи= > {Р}ь {У} = > {У} {Р} и= {YP}in
(i, k=1,2, ... ‚ п),
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так что тождества можно переписать в виде

ау } _ Ш| =УРА (=2,...,п)
или в виде одного матричного тождества

АУn=YP, (3)
т. е. матрица фундаментальной системы решений системы (1) является
решением уравнения

ауae =P. (4)
Это уравнение называется матричным уравнением, соответствующим
системе (1).

В дальнейшем матрицу У, обращающую уравнение (4) в тождество
(3), будем называть интегральной матрицей уравнения (4) в интервале
(а, 6), если ее определитель О (У)=Е0 для всех значений х из этого ин-
тервала. Ясно, что всякая интегральная матрица уравнения (4) является
матрицей некоторой фундаментальной системы решений однородной ли-
нейной системы (1).

Таким образом, задача интегрирования системы (1) равносильна
нахождению интегральной матрицы уравнения (4). Вопрос о существо-
вании и структуре фундаментальной системы решений системы (1) рав-
носилен вопросу о существовании и структуре интегральной матрицы
уравнения (4).

Матрица начальных значений решений, составляющих фундамен-
тальную снстему, называется начальным значением соответствующей
ей интегральной матрицы У. Будем обозначать начальное значение ин-
тегральной матрицы У через Уз, так что

Y (Xo) = Yo, HME (а, b) . (5)
Из формулы (25) п. 202 следует, что для определителя интегральной мат-
рицы 7 имеет место формула

6 (P) da
D(Y) = (DY )e * .

где

o(P)= &prx()
есть след матрицы Р.
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Точка х==хо называется неособой точкой матричного уравнения (4),
если она является неособой точкой соответствующей ему системы (1).
В противном случае точка х=хХо называется особой точкой уравнения (4).

Вопрос о существовании интегральной матрицы с начальным значе-
нием в неособой точке решается легко. А именно из’ теоремы
о существовании фундаментальной системы решений ‘однородной линей-
ной системы вытекает, что если Р(х) непрерывна в интервале (а, Ь),*
то существует единственная интегральная матрица У(х), удовлетворяю-
щая начальному условию (5), определенная и непрерывно дифференци-
руемая во всем интервале (а, 6), причем за Уз можно брать любую по-
стоянную матрицу, лишь бы О(У) ==0.

Если, кроме того, предположить, что Р(х) голоморфна в точке хо,**
то существует единственная интегральная матрица, голоморфная в этой
точке, причем ряды, представляющие элементы интегральной матрицы
в окрестности точки хо, заведомо сходятся в той же области, что и ряды,
представляющие элементы матрицы Р(х), и удовлетворяющая началь-
ному условию (5), ede У,— произвольная постоянная матрица

Интегральная матрица У, обращающаяся в единичную матри-
цу / в точке х=хо, лежащей в интервале (а, 6) ‚т. е. интегральная мат-
рица, удовлетворяющая начальному условию

Y (Xo) —/,
называется нормированной в точке х=ж.

Поведение интегральной матрицы (с начальным значением в пеосо-
бой точке) в окрестности особой точки уравнения (4), а также ана-
литическая структура интегральной матрицы в окрестности особой точки
являются основными вопросами аналитической теории линейных систем
дифференциальных уравнений.

Замечанис. Однородную линейную систему вида

dyn — > pu(x)yn (k=1,2,..., 0) (6)dx
1=1

можно записать в матричной форме так:

АУ

ах
=PY, (7}

* Матрица Р(х) называется непрерывной в интервале (а, В), если все элементы ее
суть функции от х, непрерывные в этом интервале.

** Матрица Р(х) называется голоморфной в точке х==хо, если все ее элементы,
голоморфны в этой точке.
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где Р — матрица коэффициентов системы (6), а У — матрица фундаментальной системы
решений, в которой решения расположены по столбцам.

Матричное уравнение (7) можно получить из уравнения (4), транспонируя обе
части его. Получим

dY*

dx
=(YP)*=Pry*,

dyY*

dx
— P*Y*,

где в матрице У* решения расположены по столбцам, а Р* — матрица коэффициентов
системы (7), которую мы выше обозначили через Р. Заменив Y* через У, мы и получим
уравнение (7).

230. Два общих свойства матричного уравнения, соответствующего
однородной линейной системе (ср. пп. 32 и 197). Отметим два общих
свойства матричного уравнения (4).

1. Уравнение (4) остается линейным при любой замене независимой
переменной

x=(t) (И<<Ь),
где ф(Г) — непрерывно дифференцируемая функция, причем (ti) —a,
@ (fe) —bu ф’(Е) =() в (11, to).

В самом деле, мы имеем

ау _ АТ ]
ах — dt cp’(t)

Поэтому, подставляя х=ф(1) в уравнение (4), получим
АУ=УР (014(В

ИЛИ
ДУ
a Th

где

Р:=Р(Ф(0)Ф'(0.
2. Уравнение (4) остается линейным, если вместо интегральной мат-

рицы У ввести новую интегральную матрици 2 при помощи подстановки
Y=ZQ, (8)

где @ — неособенная * дифференцируемая матрица.

* Матрица А называется неособенной, если О(А) ==0.
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Действительно, так как

ay
dx

dZ dQ
— ахЧу,

го, выполняя в уравнении (4) подстановку (8), будем иметь
dZ dQ
“*Q4z“*. —zaopdx Q+ dx о ,

откуда
dZ dQ_* 17 ~*~ (4-1ax ZQPQ 4 ах Q

ИЛИ

dZ
ах 2"

где

воРо-— 49 о.
ax

Если, в. частности, @ (х) =$==соп$%, причем О($) 0, To

В—=$Р5-,
так что подстановка

Y=ZS (0($)=20)

приводит к уравнению, в котором матрица Р заменяется подобной мат-
рицей ЗР5-! с матрицей подобия $:

dZ
dx

—Z(SPS-1).

231. Основные свойства интегральной матрицы. Прежде чем рас-
смотреть вопрос о построении решения уравнения (4), докажем два
общих свойства интегральных матриц этого уравнения, аналогичных
свойствам решений однородного линейного уравнения первого порядка.

1. Если У, — интегральная матрица уравнения (4), то матрица

Y—CY,, (9)
где С — любая постоянная неособенная матрица, также является инте-
гральной матрицей этого уравнения.
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Действительно, дифференцируя СУ!1, имеем
d(CY;) —С dy,
dx dx

Ho ays =Y,P. Ilostomy
aC) _cy,p

dxHH (СУ
1—^^ =(СУ,)Р.ax (СТ!)

Кроме того, О (СУ!) =р(С), О(У!) 50. Следовательно, У=СУ, есть ин-
тегральная матрица уравнения (4).

2. Если У! — интегральная матрица. уравнения (4), определенная
в интервале (а, Ь),* то все интегральные матрицы, определенные в этом
интервале, содержатся в формиле (9).

В самом деле, пусть У(х) — интегральная матрица уравнения (4),
удовлетворяющая начальному условию

¥ (Xo) = Vo,
Tlonaraa B (9) x=Xo H Y=Yp, получим уравнение

У==СУ!(0),
откуда

—ууС= УТ:1 (хо).

Подставляя найденное значение матрицы С в формулу (9), получим ин-
тегральную матрицу

Y=у, У! (Xo)у,
Так как эта интегральная матрица имеет то же начальное значение, что
и матрица У, то в силу теоремы единственности обе эти интегральные
матрицы совпадают, и мы получаем |

Y=Yoу! (Xo)У..
* Т.е. в интервале непрерывности матрицы Р(х).
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Таким образом, любая интегральная матрица получается из (9), при
соответствующем выборе матрицы С:

Если, в частности, интегральная матрица 7, нормирована
в точке х=Х, то любая интегральная матрица У выражается через У/,
по формуле

Y=yYy (Xo)У..
Из сказанного вытекает, что между различными фундаментальными

системами решений однородной линейной системы существует связь и
эта связь выражается формулой (9), где О(С)==0. Согласно этой фор-
муле, все фундаментальные системы решений могут быть получены из
одной, например, из нормированной фундаментальной системы. Таким
образом, мы получаем положительный ответ на вопрос, поставленный
в конце п. 204.

Из доказанного свойства вытекает, что для интегрирования иурав-
нения (4) достаточно найти хоть одну интегральную матрицу. Например,
как чаще всего это и делают, достаточно найти нормированную интег-
ральную матрицу.

232. Случай Лаппо-Данилевского. Отметим один частный случай,
в котором задача построения интегральной матрицы решается легко.

Предположим, что матрица Р коммиутирует со своим интегралом:

p.§ Parca Рак. (10)
Xo Xo

В этом случае за интегральную матрици можно взять
xfP dx

У, —=е Хо (1 1)

Действительно, дифференцируя (11),* получаем

ГРах f P dx
АУ! а ДУ!

— —e%o =e Xo * — =Y,Pdx Ane е Р УР или я УР,
т. е. матрица (11) является интегральной матрицей уравнения (4).

x

* Здесь, дифференцируя экспоненциальную функцию от матрицы f Рах, мы вос-
Хо

пользовались формулой (е?)’=е*.2” п. 228, на что имели право, ибо эта матрица, в силу
условия (10), коммутирует со своей производной.
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Заметим, что матрица (11) нормирована в точке х=%о. .
Условие (10), в частности, очевидно, выполнено, если Р=А==соп$+,

т. е. когда мы имеем однородную линейную систему дифференциальных
уравнений с постоянными коэффициентами. В этом случае уравнение (4)
принимает вид

47 уд (12)
Ах

а его интегральной матрицей бидет
‘ У, —= eA (х—хо)

или (полагая х=0)
У==е^Ах. (13)

Все интегральные матрицы уравнения (12) содержатся в формуле
Y=Ceas,

где С — произвольная постоянная неособенная матрица.
В п. 234 мы займемся специальным рассмотрением случая РЕА==const MH выясним структуру интегральной матрицы (13).233. Сопряженное (присоединенное) матричное уравнение. Система

дифференциальных уравнений

dZp, .У рыб), (14)
=1

сопряженная с системой (1) (см. п. 207), может быть записана в матрич-
‘

ном виде так:
dZ—— ——ZP», (15)Ах

где
211 212 <in

7— 221 <29 <2n

214 <n2 enn

а P* — транспонированная матрица по отношению к матрице Р.
Выполняя над обеими частями уравнения (15) операцию транспони-рования, получим

dZ*
ax’

——PZ, (16)
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где

211 2291 ... Ont

212 222 2п22*= . (17)
Zin <2n enn

Уравнение (16) называется сопряженным с уравнением (15) или
присоединенным к уравнению (15).

`Обращаем особое внимание читателя на одну особенность интеграль-
ной матрицы (17) сопряженного уравнения (16): в ней. решения распо-
ложены по столбцам, а не по строкам, как в интегральной мат:
рице У.

Нетрудно убедиться, что интегральные матрицы уравнения (4)
и сопряженного уравнения (16) связаны соотношением

YZ*=C=const. (18)

Действительно, имеем

d(YZ*) dY dZ* SS
———_— = —_ 2Z*1+Y = *— *=U.dx ix + dx YPZ*—YPZ*=0

Следовательно,
У/*-=С. (19)

Из равенства (19) вытекает, что

Z*=Y-!C.

Отсюда, в частности, следует, что если У есть интегральная матрица
уравнения (4), то 71 будет интегральной матрицей сопряженного урав-
нения (16). При этом надо только не забывать, что в матрице У реше-
ния расположены по столбцам.

Таким образом, мы‘вновь (ср. п. 207) убеждаемся, что задача инте-
грирования системы (1) равносильна задаче интегрирования сопряжен-
ной системы (14).

Если система (1) самосопряженная, т. е. ри= —рьё, то со-
пряженное уравнение (16) примет вид

dZ* — */*dx P*Z (20)
и ясно, чТо в качестве интегральной матрицы 2* можно взять Y.
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Действительно, если У есть интегральная матрица уравнения (4),
то мы имеем тождество

ауae =P.
Транспонируя обе части этого тождества, получаем

ау*
dx

— P* Y*,

т.е. У* есть интегральная матрица уравнения (20).
Подставляя 2*== У* в тождество (18), получим

YY*=C
ИЛИ

= Yi Yni=Cin (i, R=1,2,..., 7).
=1

Отсюда, в частности, при {= снова получаем (ср. п. 207), что всякое
решение самосопряженной системы обладает свойством

уу... у?==сопзё (i=1,2,..., 2).

$ 48. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ОДНОРОДНОЙ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

234. Структура фундаментальной системы решений однородной ли-.
нейной системы дифференциальных уравнений с постоянными коэффи-
циентами. Группы решений [97, с. 95—97; 152, с. 57—72]. Рассмотрим
систему

п

а = D> es (2=1,2,... п), (1)
l=1

где а» — вещественные числа. Эта система равносильна матричному
уравнению

dY
‚—— =УД |= =УА, (2)

причем
Yu 112 Yin Я11 Are Qin

Y= Yor 12 Yon A Qo, Qo2 ... Aan

Ynt Yn2 YUnn Qni Anz Qnn



698 ГЛ. |. МАТРИЧНЫЙ МЕТОД ИНТЕГРИРОВАНИЯ ОДНОРОДНЫХ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

Интегральной матрицей уравнения. (2) будет (см. п. 232 фор-
мула (13))

Y,=eA*, (3)
Изучим структуру этой интегральной матрицы в зависимости от матри-
цы А. Тем самым мы изучим структуру фундаментальной системы реше-
ний системы (1) в зависимости от ее коэффициентов. Как увидим из
дальнейшего, эта структура существенно зависит от характеристи-
ческих чисел 14, />,..., м и элементарных делителей
матрицы А. Знание их дает возможность привести матрицу А к кано-
ническому виду.

Предположим сначала, что матрица А имеет простые элемен-
тарные делители А—Ли, ^—^>, ..., ^— м и, следовательно, она
имеет каноническое представление

А=5$-! [Лл, Ao, wey An]S,
где среди характеристических чисел Ay, ^2,..., А» матрицы А могут быть
и одинаковые. Тогда

У, —=еАх — es} [A1, Ao, eee 4 An] Sx — es 1 [Aix, А2х, toe 9 Anx] 8—
—S-! е[ах, Aox, ... » AnXx] S=S-! [emx, е^х, Ley ем]$. (4)

Умножая интегральную матрицу (4) слева на $ (отчего, согласно
п. 231, она не перестает быть интегральной, но уже не будет. нормиро-
ванной в точке х—=0). получаем

У—[е^х, ем, ... , ем]5.
Пусть

, ум \р Vin
$— \21 ‘Y22 V2n

Ут Yn2 Ynn
Тогда

eux () ... ‘0 Vu 2 Vin
у— 0 eho 0 ‚| Уж 2... |
‚ 0 0 ehnx Yn1 Yn2 .++ Ynn

уиемх уе Vine™
yaie*™ ‘узземх Vane’

и ‚ утех упзем Vnnern*
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Таким образом, в случае простых элементарных делителей, незави-
симо от того, являются все характеристические числа простыми или среди
них имеются кратные, фундаментальная система имеет ту же структуру,
ЧТО и в случае простых корней характеристического уравнения.

Рассмотрим теперь общий случай. Пусть матрица А имеет
элементарные делители

(A—A4) © , (^—/2) 22 ....о (A—Ag) 9s
где среди характеристических чисел №, №2, ..., Аз МОГУТ быть и одина-ковые; |<р.=<и, причем Oitpet+.. +to,=n, и, следовательно, канони-
ческим представлением матрицы А будет

А=5$-! [Го (Ал), Го» (12), cee 9 Го. (^:)] $
Тогда

S-1[I_ (Ai), I. (Ao), ... » I (A,)] 5х, У, —=еАх—е 01 р2 Os —
S--1 [Tm Го (а)х, vee y Ty (4s)*] S

=e . ° —

[I Ох, То (№)х, ..., Т (A5)x]— S-te 01 02 05 $ —
(^,)х ТГ (№)х I (A,)x— 9-1е[ % Fe PeBS

ИЛИ

У=5-е "зем ,...,е №.
Умпожая эту интегральную матрицу слева на $, получаем интегральную
матрицу

Г (\)х 1 (№)х I (Ag)
Y=[e ™ ,e* |...,e% JS. (5)

T (Ayx
Вычислим матрицу e ‚ Имеем

Т (^)х [АТ (0)]х _ АЖ-Г (0)х лх Т (0х
е’ =е Г’ =е ° =e ег* (6)

Далее
Г (0х (О) (15(0) 2+.+ Up (0))*=-..

(Здесь /ь — единичная матрица порядка 0).
Но

(1,(0))?=1(0),
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rye

ооо 000

000 00 0
(= 1 00... 00 0 .

000... 10 0

и вообще при<р будем уметь

(15(0))°=19(0),
где

000... 0 0 0.ос 0 0 0
0 0 0 0 0 0

MO={1 00... 00... 0
010... 0 0 0
00 0 1 0...0

Вообще

(у)(15(0))*= 5 (0), если V<0,
~ 0, если у.о.

Отсюда следует, что
| |во(0)х+ 5 12(0) 2... ШИ 1-9(0) хе =

0 0 0 00
x 1 0 0 00
x2— от х ] 0 0 0
ot yp yw a,

oes А
(o—1)! (p—2)! (p—3)! 2!



1pi)

erx

xe-t Ax

0
erx

xerx

xe-2 Ax

0

0

erx

xP-8
Ax

0 0 0

0 0 0

0 0 0

2 А 7 А= es Ххе^х е^х
о Вследствие этого решения, составляющие интегральную матрицу (5),
разобьются на $ групп, содержащих соответственно ри, (2, .. * 9 Ds реше-
ний, причем ц-я группа имеет следующий вид

(рwo) А,ых (рwo) №: (2—1) Ах )
Pos (х)е“, Ри (х)е“,..., Рии (хе’,

(р —2) Ax (9, —2) Nx (р, —2) Mx
р (х)е " ’ 2. (х)е . 9... Pru (x)e . ’

. (7)
-, a , rx , Ах
Ра, (х)е ’ Poy(x)e ’ у Pny(x)e ’A a ue
Раи(х)е , Pou(xje”, ..., Риц(х)е°. ,

Все решения этой группы получены из последнего решения последова-
А х

тельным дифференцированием коэффициентов прие". Эти коэффициен-
ты представляют собою полиномы степени не выше, чем р,—1, где р, —степень элементарного делителя, соответствующего характеристическому
числу hy.Напоминаем еще раз, что здесь среди характеристических чисел
№, №2,..., Аз МОГУТ быть и одинаковые.

Из доказанного легко получить вид решений, соответствующих ха-
рактеристическому числу № кратности Ё [97, с. 96, 97].

Если характеристическому числу Аи соответствует только один эле-
ментарный делитель (^—/и)*", то мы получаем одну группу решений ви-
да (7), где следует положить „=Мм. Эта группа содержит Е решений.
Этот случай имеет место, когда хоть один из определителей (п —1)-го
порядка, составленных из характеристического определителя, не делится
на ^—Ли, т. е. хоть один из этих определителей не обращается в нуль при
A=.

Если же характеристическому числу м соответствует несколько эле-
ментарных делителей:

(A—A1) 4 (A—A1) 2 wy (Ам),
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причем В-ЕЬ-...-Еш-а==Р, ТО ему соответствует т--| групп решений
вида (7), причем каждая группа содержит соответственно И, lo, ..., [та
решений.

Этот случай будет иметь место всякий раз, когда характеристическое
число А. обращает в нуль все определители, составленные из характери-
стического определителя до порядка пит, пе обращая в нуль по край-
пей мере одного из определителей порядка и т—1.

В частности, если все элементарные делители, соответствующие ха-
рактеристическому числу №, простые: ^—м, ^Ш—№м,..., ^Щ— № (Е элемен-
тарных делителей), то мы получаем Е решений такого же типа, как и
в случае простого корня характеристического уравнения.

Во всех случаях характеристическому числу А. кратности А будет
таким образом соответствовать А линейно независимых решений, обра-
зующих одну или несколько (но не больше чем №) групп вида (7).

Докажем теперь теорему п. 212 о решении, соответствующем харак-
теристическому числу кратиости Р.

Пусть А! — характеристическое число кратности К. Построим, co-
гласио предыдущему, К линейно независимых решений, соответствующих
этому характеристическому числу. Возьмем линейную комбинацию этих
решений с А произвольными постоянными Су, С, ..., Сь.

Тогда мы и получим решение вида
-

Yr==Py(x)e**, Yo==Po(x)em*®, ..., Yn=Pn(x)e*,

roe Py(x), Pe(x), ..., Pn(x) cyTb MOMHHOMBI cTeneHM He BbIlle, ¥em —1,
имеющие в совокупности А произвольных коэффициентов, что и требо-
валось доказать.

235. Приведение однородной линейной системы с постоянными коэф-
фициентами к каноническому виду. В предыдущем пункте, рассматривая
вопрос о структуре фундаментальной системы решений однородной ли-
нейной системы (1), мы брали в качестве интегральной матрицы урав-
нения (2) матрицу (3), заменяли в ней матрицу А ее каноническим пред-
ставлением и умножали затем полученную интегральную матрицу слева
на 5.

Но можно поступить иначе. Мы уже знаем (см. п. 230), что подста-
новка

Y=ZS (D(S)#0) (8)
приводит уравнение (2) к виду

dZ
de

где В=$А$-!. Выберем матрицу $ так, чтобы В имела канонический вид
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В— Шь, (Ла), Го» (№2), ...у Io,(As)|,
так что

А—5- Мы, (м), (2), ..., №. (41$.

Тогда подстановка (8) приведет уравнение (2) к виду

dZ .ах —Z [To (M1), Го» (^2) , ee ’ Ip,(As)]. (9)
Полученное уравнение (9) называется уравнением канонического вида,
соответствующим данному уравнению (2). За интегральную матрицу
уравиепия (9) можно взять

7!i т, oo То №
ИЛН

Z==|e et , e me p eee y e °
Подставляя это значение 2 в формулу (8), мы получим интегральную
матрицу уравнения (2) или, что то же, фундаментальную систему реше-
ний системы (1) в виде

I (Aix Т (2х I. (A,)x
Y=[e™* се” |... ,e% JS,

т. е. спова в виде (5).
Система дифференциальных уравнений, соответствующая матрич-

ному уравнению (9), называется каноническим видом системы (1).
Перейдем от матричного уравнения (9) к соответствующей ему си-

стеме дифференциальных уравнений. Для этого вспомним, что при пере-
ходе от системы к матричному уравнению мы транспонировали матрицу
коэффициеиптов системы. Поэтому при переходе от матричного уравнения
(9) к соответствующей системе мы должны транспонировать матрицу
[16 (№4), Го» (№2), ... , Го‹(Аз). Если еще принять во внимание структуру
этой матрицы, то нетрудно убедиться, что мы получим однородную ли-
нейпую систему п уравнений, которая разбивается на $ групп, т. е. на
столько групп, сколько различных элементарных делителей имеет матри-
ца А, причем число уравнений, содержащихся в каждой группе, равно
степени элементарного делителя, соответствующего этой группе. В каж-
дой группе уравнений диагональные коэффициенты равны соответствую-
щему характеристическому числу, коэффициенты, стоящие на параллелъ-
ной верхней диагонали, равны единице, а все остальные коэффициенты
равны нулю.
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dz, 4 + ~
—sT = Me1-F 22dx ’
го
— — 122 £3dx +23,

dzpi—i а, ара,dx О! + Pi»
d2p, x -

— Ле
Ах Pu
dz01-1————-— =)0Zp 41 +2142dx pitit 2142,
dz 1-2 у :

= N22 p42 KL pi43dx pit + р1-3›

dzPitpe—1 -И = hoZpi4+-p2—1-+Zpitpesdz

dzP1i+pe2

dxМн |
d2n—Psti> dx =As2n—p 412n--p 42
d2n—Pst2dx =)sZn—p,+2+2n-p, +3,

dZn—1eT =AsZn-1t+Zn.
ах

dZn =A[sZ pn.
ax

)

(10)

мет вид
dZdx =Z[Ai, Ae, ... ’ An],
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следовательно, система (1) может быть преобразована к чисто диаго-
нальному каноническому виду

dz, )
—— = 124,dx 1<1

dz
—— =Ао,dx (11)

. dzГ =An2n,dx J
где среди чисел Ли, А2,..., Ап могут быть и одинаковые.

Таким образом, мы доказали, что всякая однородная линейная си-
стема (1) может быть приведена к каноническому виду (10) или (11),
т. е. к чисто диагональному виду или к квазидиагональному, в зависимо-
сти от того, будут все элементарные делители матрицы простыми или
среди них имеются кратные.

Каноническая система (10) (и тем более (11)) обладает существен-
ным преимуществом перед системой общего вида (1). В самом деле,
мы всегда легко можем построить общее решение канонической системы,
интегрируя последовательно уравнения каждой группы, начиная с по-
следнего. В этом состоит практическая ‘ценность приведения системы
к каноническому виду.

Но возможность приведения системы к каноническому виду имеетболее глубокое принципиальное теоретическое значение. Она позволяетпри рассмотрении многих вопросов теории дифференциальных уравне-ний, связанных с рассмотрением линейных систем, например, при изуче-нии устойчивости решений (движений) и при рассмотрении вопросов:качественной и (аналитической) теории дифференциальных уравненийв случае, когда первое приближение представляет собою линейную си-стему с постоянными коэффициентами, ограничиться исследованием этих
вопросов лишь для систем канонического вида, что, во-первых, облегчаетисследование, и, во-втбрых, дает нам уверенность в том, что, изучив тотили иной вопрос для всевозможных канонических систем данного поряд-
ка, мы тем самым охватываем ‘все возможные случаи систем этого.
порядка.

Например, при изучении вопросов, связанных с системой второго,
порядка:

dy — а +dx — 110 Я212,
dz (12)
—— —a12 222Fe aay +z,
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достаточно ограничиться рассмотрением_систем трех видов:

ау ау _ ау _ах =ААЦ, dx =A1y, dx =My+z,
dz dz dzhz} =e: ao =e.

Поэтому фундаментальная система решений системы (12) имеет одну из
трех структур:

ex (0
О eh

ex 0)
О е^х

eux 0
хемх емх 5.) ’

Пример 1. Привести к каноническому виду и найтиобщее решение системы

= 5y+-4z,Te y+
(13)

—= 4y+5z.dx yt
Перепишем эту систему, полагая у=у1, 2==у», в виде

ау .- =5yit4y2,dx (14)
dys
—— =4y1+542.
dx

Здесь

— D(A—M) = =0, Ar=I1, Ac=9.О 8, [eo men
Следовательно, система (14), а тогда и данная система (13) приводится к чисто диа-
гональному каноническому виду

dz, ,
=21,

dx

d22
= 922

ах

Фундаментальной системой решений системы (14) будет

ex 0
0 езхY= S. (15)
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Найдем $. Имеем

5 4 4 10[в [9 [оз [$ $ з [=[оз [54 5 0 9 4 5 0 9
Пусть $— $41 512 |

$21 522
Тогда $41 $12 | 5 4 = | ¢ 0 $44 512

$24 $522 4 5 7 0 9 $24 S22 °
5$514--4512=514, 0521-4522 ==9$21,

$12 = —511, S22=Sai.

Полагая $11==521 =1, найдем $12=—1, So2=1, TaK что

1 —1s= |
| | 1

Подставляя найденное значение $ в формулу (15), получимy— ex 0 | —1|| ||e* —ех
a 0 ees 1 1 — edx еэх

Общим решением системы (13) будет
y = Cye*+Cre™* ,
z=—C,e*+Cre*,

Пример 2. Рассмотрим систему
dy
—— =3yityotys,
dx
dyeaah ar 5y2—Ys,dx yt у2— Уз ‚ (16}
dys .

=Y1—Ya+3ys.
dx

Поэтому система (16) приводится к чисто диагональному каноническому виду
dz, )

=221,
dx
422 3 . |

—0 ’
dx :
dz<3) =623.
dx J
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Фундаментальной системой решений системы (16) будет
е2= 0 0

у= 0 езх 0 . 5.
0 0 евх

Пример 3. Дана система:

ау—*- =—Yrtyet ys,
dx
dye

=Yi—Y2tYs, (17)
dx

dys
=YitYya—Ys.dx J

Эта система имеет одно простое характеристическое число А!==1 и одно двукратное
характеристическое число А2=Аз=—2. Но элементарные делители, соответствующие
кратному корню, простые: А^-2, ^--2. Поэтому система (17) приводится к чисто диаго-
нальному каноническому виду

dz; )
dx

Фундаментальная система решений имеет вид
| ex 0 0 |
Y=|} 0 e-2* QO $.

0 O e—2x

Пример 4. Рассмотрим систему

ау! - )7” =Y2tYs,
dy»

=yitye—Ys, (18)
dx

dys ;уу...
ах

Здесь также одно характеристическое число простое: А.=0, а. другое двухкратное:
Аз==Аз==1. Но элементарный делитель, соответствующий кратному корню, не простой:
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(^—1)?. Поэтому система (18) приводится не к чисто диагональному виду, а к квази-
диагональному:

dz, \
dx

го
ах

423
= 23.

dx ]

—=22-Н2з,

Фундаментальной системой решений будет

1 0
Y= 0 ех Q S.

О xe*. eX

Пример 5. В п. 141 мы, рассматривая вопрос о поведении интегральных кривых
уравнения

dy ах+ бу
— = -————___ (ad—be¥0) (19)dx cx+dy

в окрестности особой точки (0, 0), приводили это уравнение при помощи -неособенного
линейного преобразования к простейшим формам. Это равносильно приведению соответ:
ствующей системы уравнений

a =cx+dy,
dt

wy ==ax+by ии
dt

к каноническому виду, т.е. к одной из трех систем

dy dy dy
Sian,| aan| > Hants,о dt. ants
АЕ dé АЕ.—- —j ; —— =А ; —— = А.Е.и им №

Поэтому уравнение (19) приводится к одной из трех простейших форм *

dy an 42 (4.4) i ic (21)
de М’ 8 6 \4х lx J Ag

и остается изучить характер поведения интегральных кривых в зависимости от вида
характеристических чисел, что и сделано в п. 141. Заметим, что если Аи==А2, случаю

* Первое из уравнений (21) может иметь комплексный”вид. Нетрудно преобразо-
вать уравнение (19) к вещественным простейшим формам [119, с. 188—190].
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простых элементарных делителей ^—А., Л^—Л‚ матрицы коэффициентов системы (20)
соответствует дикритический узел, а случаю кратного элементарного делителя (A—A,1)2—
вырожденный узел.

236. Вид фундаментальной системы решений однородной линейной
системы с периодическими коэффициентами. Рассмотрим систему

d п
би= Урьи =...п), (22)

l=1

коэффициенты которой суть непрерывные в®-периодические (®>0) функ-
ЦИИ,Т. ©.

Pr(x+o)=pin(x) (1, k=1,..., 7).

Записывая систему (22) в матричной форме, имеем

АУ

где Р(х) — непрерывная ®-периодическая матрица, т. е.
Р(х-о) =Р(х).

Нетрудно убедиться, что если У(х) — интегральная матрица урав-
нения (23), то У(х{+®) тоже будет интегральной матрицей этого урав-
нения.

Действительно, заменяя в уравнении (23) независимую переменную
х на хо, имеем

d¥(x+o) _

ИЛИ

dYво о) (о).
т.е. У(х+®) — интегральная матрица уравнения (23).

Матрицы У(х--о) и У(х), будучи интегральными матрицами одного
и того же уравнения, связаны соотношением вида

Y(x+o)=CY(x), 2(С)=20,

т. е. при увеличении х на период ® матрицыР(х), интегральная матрица
умножается слева на неособенную постоянную матрицу С.
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Построим элементарную матрицу, обладающую этим же свойством.
В качестве такой матрицы можно взять экспоненциальную матрицу

(24)eBx

выбрав постоянную матрицу В соответствующим образом. В самом деле,
заменяя в матрице (24) х на х-{-®, имеем

еВ(х--о)— оВх еВ®— Во eBx ,

Отсюда ясно, что нужно выбрать В так, чтобы
еВ® — (°,

для чего достаточно положить

Во= шп С,
откуда

` 1В= — ШС. (25)
6)

Покажем, что матрица

Уо(х) =е-8х У(х), (26)
где У(х) — интегральная матрица уравнения (23), а В — матрица, опре-
деляемая равенством (25), является неособенной непрерывной ®-перио-
дической матрицей.

Действительно, очевидно, что 2 (То) 50 и матрица Уз(х) непрерывна.
Кроме того,

У (хо) =е-8+9) У (хо) =е-Вх е-В® СУ(х) =
—е_ 8х С-1 СУ(х) = Уз(х),

т.е. Yo(x) ®-периодична.
Теперь из формулы (26) имеем.

Y (x) ~eB* Yo(x). (27)

Эта формула и дает вид интегральной матрицы уравнения (23).
Таким образом, интегральная. матрица уравнения (23) представима

в виде произведения матрицы еВх (приобретающей постоянный множи-
тель С после увеличения х на период в матрицы Р(х)) на неособенную
непрерывную ®-периодическую матрицу.
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Записав интегральную матрицу (27) в развернутом виде, мы полу-
чим аналитическую структуру фундаментальной системы решений одно-
родной линейной системы (22) с ®-периодическими коэффициентами.*

237. Понятие о приводимых системах. Пусть дана однородная ли-
нейная система

nr

a — > Pin(t) x (k=1,..., 7), (28)
1—=1

где коэффициенты ри(Г) — непрерывные ограниченные функции в ин-
тервале (&, со). Запишем эту систему в матричной форме

ахaXP. (29)

Будем называть матрицу 2 матрицей типа Ляпунова, если она ограни-
чена вместес a" D(Z-1).

Система (28) называется приводимой, если существует такая мат-
рица 2 типа Ляпунова, что подстановка

Y=XZ

приводит уравнение (29) к уравнению
ау .

aT?
где В — постоянная матрица.

Иными словами, система (28) называется приводимой, если суще-
ствует такое линейное преобразование

И1— 211(м22 (1) Xot+. . 21 (1) Xn;
Yo== 212(t) X1+-Zo0(1)Xo. . .+2n2(t) Xn,

нее (Вже(Вх. penn (fn
где коэффициенты преобразования 2(Г) суть ограниченные функции
вместе с их производными и определителем обратного преобразования,
что новые неизвестные функции ул, у2,..., ул удовлетворяют системе

* Линейные системы с периодическими коэффициентами иногда удается проин-
тегрировать специальными методами (см., например, [26]).
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а“a = bisYr1tDaiyo+. . -FbniYn,
d |— = Dyeit+Dooyot. . .+Oneln,
dyn= = binyYit Donyot+. : +OnnYndit .)

с постоянными коэффициентами би.
Понятие приводимой системы было введено А. М. Ляпуновым [97].

Ляпунов выяснил роль приводимых систем при исследовании устойчиво-
сти решений нелинейных систем уравнений, первое приближение которых
явно содержит время.

В качестве примера приводимой системы А. М. Ляпунов указал лишь
на систему, коэффициенты которых являются периодическими функция-
ми с одним периодом ®>0. |

Общая теория приводимых систем была построена в 1946 г.
Н. П. Еругиным [61]. В частности, им была доказана следующая теорема,
дающая необходимое и достаточное условие приводимости.

Теорема. Для того. чтобы система.

dX .т =XP (30)
была приводима к системе

dYa=YB

с постоянной матрицей В, необходимо и достаточно, чтобы интегральная
матрица системы (30) имела структуру

А=е8: 2, (31)

где В — постоянная матрица, а & — матрица типа Ляпунова.
Эта теорема позволяет легко доказать теорему Ляпунова о приво-

димости однородной линейной системы (22) с периодическими коэффи-
циентами.

В самом деле, интегральная матрица (27) системы (22) имеет как
раз вид (31) и, следовательно, система (22) приводима.
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$ 49. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ МАТРИЧНО-ВЕКТОРНЫМ
МЕТОДОМ

238. Матрично-векторная запись. линейной системы и ее решение.
Задача Коши. Пусть дана линейная система

Se DS puleyyctin(s) (#1, en). (1)
l=1

Введем в рассмотрение матрицу Р(х) коэффициентов системы (1}
и две вектор-функции — вектор-столбцы

Yi(x) [1(x)
x xy(xy= (PO Yo page |PO

Yn(x) [№ (Х)
аи.Тогда, определив производнуюTe равенством

yy
Чи |
ах : ’

Уп’

можно записать систему (1) в следующем матрично-векторном виде

dy ,Te. = Py-+f. (2)
При этом однородная система

nrdyn > /de ey Pulse (R=.A) (3’)
запишется так:

dy=Plx)y. (3)
Решением уравнения (2) в интервале (а, 5) называется вектор-функ-

ция — вектор-столбец—у=иу(х), обращающая уравнение (2) в тожде-
CTBO
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SUD)seP(x)y(x)+(x) (ая.
В частности, у=у(х) — решение однородного уравнения (3) в (а, 6),
если

а <] (4)
Предположим, что Р(х) и [(х) непрерывныв (а, 6), тогда, в силу

теоремы Пикара п. 126, уравнение (2) имеет единственное решение
у=иу(х), удовлетворяющее начальному условию

у (Xo) =Yo, (5)
где

yO
(0)fo= v7
Yn

есть начальный вектор, причем

Yn = ук (Хо) (k=1, ...) М).
При этом начальный вектор и, можно задавать произвольно и решение
у=у(х) задачи Коши (2), (5) заведомо определено при всеххе(а, Ь).

В частности, единственным решением однородного уравнения (3),
удовлетворяющим нулевому начальному условию

у (Xo) =0,
будет нулевой вектор-столбец

y (x) =0.

239. Два общих свойства матрично-векторного уравнения, соответ-
ствующего линейной системе. Покажем, что уравнение (2) инвариантно
относительно любой замены независимой переменной и линейной замены
искомой вектор-функции (вектора-столбца). |

1. Уравнение (2) остается личейным при любой замене независимой
переменной

x=p(t) (a<f<f), (6)
где Фф(К — непрерывно дифференцируема в (а, В), npurem g(a)—a,
p(B) =5 ug’ (t) AO npu te(a, B).
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В самом деле, так как

Чу _ 4 1dx dt q(t)’
то подстановка (6) приводит уравнение (2) к виду

ау

т. е. мы снова получаем линейное уравнение.
aHoh 90),

Отметим, что подстановка (6) не нарушает ни линейности, ни одно-
родности уравнения (3).

2. Уравнение (2) остается линейным при любом неособенном линей-
ном преобразовании искомой вектор-функции

2(х) =А(х)у(х),
где г — новая искомая вектор-функция, а А(х) непрерывно дифферен-
цируемаяв (а, 6) матрица с О(А)==0в (а,6).

Действительно, имеем.

a=oO yp aw = O y+A(Py+h) =
=<=a-12+АРА-!2--А},

т.е

Ериа
где

Ри) AAPA, ff
Заметим, что однородное уравнение (3) останется однородным.
Таким образом, мы вновь установили два общих свойства линейных

систем, доказанныевп. 197. |
240. Основные свойства решений однородного матрично-векторного

уравнения. Рассмотрим однородное уравнение (3)
ау

Покажем, что его решения обладают двумя замечательными свойствами.
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1. Если у(х) — решение уравнения (3), то Су(х), где С — произ-
вольная постоянная, тоже является решением уравнения (3).

В самом деле, мы имеем

(Су(х))’= Си’(х) =СР(х)у(х) =Р(х) (Су(х)),
(Су(х))’==Р(х) (Су(х)),

а это и означает, что Су(х) — решение уравнения (3).
2. Если и!(х),..., Ит(х) — решения уравнения (3), то их линейная

комбинация с любыми постоянными коэффициентами Су, ..., См, т. е.

y= > Ciy(*) (7)
ix=1

тоже будет решением уравнения (3).
Действительно,

(= Cyy (x) ) = х Ci (yO(x))’= = Ci(P (x) yO(x)) =
=P(x) & Cy (x),

(суб )=Рб ($ сиб
а это и означает, что (7) является решением уравнения (3). |

Таким образом, мы вновь установили свойства решений однородной
линейной системы, доказанныев п. 198.

241. Линейно независимые решения и построение общего решения
однородного матрично-векторного уравнения. Решения

Yy1(X), Yo(X), ..- 5 Ym(%) (8)

называются линейно независимыми в интервале (а, 6), если тождества

Ms aiyi (x) =0
i=1

выполняются в (а, 8) только в очевидном случае, т. е. когда все о:=0
(1—=1,..., 1). В противном случае решения (8) называются линейно
зависимымив (а, 65).



718 ГЛ. |. МАТРИЧНЫЙ МЕТОД ИНТЕГРИРОВАНИЯ ОДНОРОДНЫХ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

Если имеется п решений, 1, 2, ..., Уп, ТО ОНИ: будут линейно неза-
висимыми в (а, 6), в силу теоремы п. 201, тогда и только тогда, когда
определитель Вронского

Иа Yin ... Ут
Yor Yoo ... Yan

Yn Yn2 cee YUnn

отличен от нуля в (а, 6). Здесь решения расположены по столбцам.
Совокупность п линейно независимых решений уравнения (3) на-

зывается фундаментальной системой решений этого уравнения или, что
то же, однородной системы (3’).

При сделанном выше предположении относительно непрерывности
матрицы Р(х) фундаментальная система решений, как показанов п. 204,
существует.

Если вектора
Yi(X), У2(Х),..., Уп(Х)

образуют фундаментальную систему решений в (а, 6), то их линейная
комбинация с произвольными постоянными коэффициентами,

пy= 2 Су:
является, как показановп. 205, общим решением уравнения (3) или, что
то же, однородной линейной системы (3’) в области

р: а<х<в, |и|<-—о (Е=|,...,п).

Обращаем внимание читателя на то, что здесь для построения об-
щего решения по фундаментальной системе решений

У11, Yio, ...) Ут

Yo, Yo2, .--. 5 Yan
e e e ® e 9 ® e

Unt, ИУп>, ...у YUnn

берутся в отличие от п. 205 линейные комбинации не по столбцам,
а по строкам.
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242. Формула Коши для неоднородной линейной системы. Пусть
дана неоднородная линейная система (1)

d п
Ч DS) payrtin(x) (R=1,-0.0)

[—1

или, что то же, соответствующее ей матрично-векторное уравнение (2)
‚ау... р ,ах" УЕИх)

Предположим, что Р(х) и [(х) непрерывны в (а, 5). Найдем решение
уравнения (2), удовлетворяющее начальному условию

y (Xo) =Yo

Рассмотрим наряду с уравнением (2) уравнение в матричной форме
dZF =P(x)z, (9)

соответствующее однородной линейной системе

dz,i > pulx)21 (Е=1, -..›П).
1—1

Пусть 2(х) есть интегральная матрица уравнения (9), нормированная
в точке х==хое (а, 6), так что 2 (хо) =. |

Будем искать решение уравнения (2) с начальным условием (5).
в виде -:

y=ZC(x), (10)
rye C(x) — непрерывно дифференцируемая в (а, 6) вектор-функция(вектор-столбец), подлежащая определению, причем С(х) =, ибо
2 (хо) =.

Подставляя (10)в (2), имеем

47 аС(х) _ |Fe CW)+2=P(X)ZC(x)+1(x).
Здесь первые слагаемые в левой и правой частях взаимно уничтожаются,
ибо 2 — интегральная матрица уравнения (9). Поэтому
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4с(х) _2, I 4),
откуда

dC(x) _
ах = И.

Следовательно, -

x

C(x) = J Z4(HF(Odt+c.
Xo

Так как С (х) = о, то С==\ и мы получаем

C(x) =JZ)F(t)d+yo
Xo `

Подставим это выражение для С(х) в формулу(10). Получим

Yy=Z ( Yo f ОНО
йли (раскрывая скобки и вводя 7({) под знак интеграла)

x

y=Zyot | Z(x)Z-*(t)f (tha (11)
Xo

Эта формула называется формулой Коши для неоднородной линей-
ной системы (1). Если и произвольно, то формула (11) дает общее реше-
ние неоднородной линейной системы (1) в форме Коши.

В частности, для неоднородной линейной системы с постоянными
коэффициентами

аЧ D> auyrtfa(s) (REI.6, 1)
l=1

n

или, что то же, для уравнения

ау _ae =Ay-+f,
вследствие того что

| Z(x) =eA@-x) ,”
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формула Коши (11) принимает вид

yaere= yot | ede f(t) de.
Xo

В частности, при X9==0 uMeem

y==eAx y+] eA(x—t) f(t)dt. (12)
0

Заметим, что второе слагаемое в формуле (12) дает частное решение
x

n= | eA(x—t) F(t) dt
0

с начальным условием
yi(0) =0,

т. е. решение неоднородной линейной системы (1) с нулевыми началь-ными значениями искомых функций при х==0.



ГЛАВА ДВЕНАДЦАТАЯ

ПОНЯТИЕ ОБ УРАВНЕНИЯХ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ
ПЕРВОГО ПОРЯДКА

$ 50. ОДНОРОДНОЕ ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ

243. Связь между однородным линейным уравнением с частными
производными первого порядка и соответствующей ему системой обык-
новенных дифференциальных уравнений в симметрической форме.
В настоящей главе мы даем понятие об уравнениях с частными произ-
водными первого порядка. При этом мы ограничиваемся изложением
простейших сведений из этой теории, ставя себе целью лишь показать
связь линейного уравнения с частными производными первого порядка
с системой ‘обыкновенных дифференциальных уравнений и дать методы
построения общего решения и решения задачи Коши, основанные на этой
CBA3H.

Согласно сказанному во введении, уравнение с частными производ-
ными первого порядка имеет следующий общий вид (см. введение, с. 6):

Ou Ou Ou ‘дх:’ дх.’```’дхь —0. (1)Ф (x, Х2, ...) Ат, И,
Решением этого уравнения называется функция

U=U(X1, X2,..., Xn), (2)

определенная и непрерывная вместе с частными производными в неко-
торой области измененияхи, л2,..., хп и обращающая уравнение (1)
в тождество (в этой области). При этом предполагается, что значения
X1, Xe, ..., Xn, MPH которых определена функция (2), и значения, прини-
маемые этой функцией и ее частными производными, лежат в области
определения функции Ф.

Если в уравнении (1) функция Ф зависит линейно от частных
производных от искомых функций, то оно называется линейным уравне-
нием. Линейное уравнение можно записать в виде

ди OuХа(Ха, №2, ..., Хп, И) Ox, +X2(X1, Xo, ..., Хи, И)On +...
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+Xn (X41, X2, +++ Xn, и)
дAx =R(x1, X2,..., Xn, U). (3)
п

Рассмотрим сначала случай, когда правая`часть уравнения (3) рав-
на тождественно нулю, а коэффициенты Хи, Хз, ..., Аи не зависят OT
искомой функции и, так что мы имеем

ди
Ох

иX4(X4, Xe, ..., Xn)on +Xo(X4, X2,..., Xn)
1

Ox+Xn (X41, XQ, 222 5 Xn) OX, —0. (4)
+...

Такое уравнение называется однородным линейным уравнением с част-
ными производными первого порядка.

Ясно, что уравнение (4) имеет решение вида
u==c (c=const).

В дальнейшем такое решение будем называть очевидным решением.
Ниже мы докажем, что уравнение (4) (при некоторых предположениях
относительно коэффициентов) имеет бесчисленное множество решений,
отличных от очевидных.

С этой целью наряду с уравиением (4) мы будем рассматривать
следующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений в сим-
метрической форме: |

dx, __ dx» —__ __
Х1 (хи, XQ, 2-8 9 Xn) | Х2 (1, №2, (у Xn) 7 7

ЯХип— (5)Xn (x4, №2, ..., Xn)
Эта система называется системой обыкновенных дифференциальных
уравнений в симметрической форме, соответствующей однородномиу ли-
нейному уравнению с частными производными (4).

Докажем две теоремы, устанавливающие связь между уравнением
(4) и системой (5).

При этом относительно коэффициентов Ха, Х›,..., Хи уравнения (4)
будем предполагать, что они определены и непрерывны вместе с част-
ными производными по д1, х2,..., Хп в некоторой окрестности заданной
точки (х1®, х2®,..., х,©) и что в этой точке они не обращаются одно-
временно в нуль, так что точка (^х1®, х2®9,..., х„®) является неосо-
бой точкой системы (5). Будем, например, считать, что

Xn (X41, %2, 2... Xn) AO.



724- ГЛ. 12. УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА_

При сделанном предположении система (5) имеет ровно п—1 неза-
висимых интегралов, определенных и непрерывных вместе с частными
производными в некоторой окрестности точки (х1®, х2®,..., х,0).

Это следует из того, что система (5) равносильна следующей нор-
мальной системе и—] уравнений

diy_Хде _ № dtm Xn :dXn — Xn? хи — Xn? eee '’y Ах» — Xn ’ ( )
для которой выполняются условия теоремы о существовании интгералов
нормальной системы (см. п. 138).

| Теорема 1. Всякий интеграл системы (5) является (неочевиод-
ным) решением уравнения (4).

В самом деле, пусть1(х1, Х2,...,Х») есть интеграл системы (5),
определенный в некоторой окрестности точки (х1®, х29,..., х,®). Тогдаполный дифференциал функции ф тождественно равен нулю в силу си-
стемы (5) или системы (6), т. е.

Ow oY—* dy,- — Xn=0,Ox, *
где дифференциалы Али, Ахо,-... , АХ нужно заменить их значениями
из системы (6), а именно _

X Х Xn—dx,== x dXn, dX2= x Axn,..., AXn1= >= dX,
так что мы будем иметь тождество

Op Xi ,Op i Хи Opmas AX,=(= Xn OX, XnГт a Xn т OXn * о
или (сокращая на Ах» и умножая на Х»)

Op oad OpXn ,M1 Ox, Ox г. + OXn =0
Это тождество и означает, что функция И=—4(Х1, Х2, ..., хп) являетсярешением уравнения (4).

Теорема 2. Всякое (неочевидное) решение уравнения (4) явля-
ется интегралом системы (5).

Действительно, пусть и=14ф (Хи, X2,..., Xn) (нНеочевидное) ре-.
шение уравнения (4). Тогда
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+.+, 59 m0. (7)
Вычисляя полный дифференциал функции 1 в силу системы (5) или,

что то же, в силу системы (6), имеем

(6)

оф ov Opdw = (Svax, ам - ахot... 5хdn
Op X, Op Xe Ow Xn—-1 Op= (3 x, 7 OX. Xn +: т OXn—1 Xn T Ox, ) Аха =

+.нахOr= (x.5% 4x.5° Xn X,
откуда вследствие тождества (7) будет 4$|5)==0, т. е. ф есть интеграл
системы (5).

Пример. Уравнению
ди ди ди

x— —2y— —z— =0 8дх 4 Oy Oz (8)
соответствует система

dx dy dz
x —2y =

Эта система имеет интегралы

фа=х2, ф=хТу.
Следовательно, функции

и =хг, из=хуу
являются решениями уравнения (8).

244. Построение общего решения однородного линейного уравнения.
Пусть

а (хи, №2, ..., Ап), Qe (X41, Х2,..., Xn), ..., ди (Ха, X2,...,Xn) (9)
суть независимые интегралы системы (5). Гогда функция

и—=Ф(41, фз, ..., фи), (10)
где Ф — любая функция, имеющая непрерывные производные по чл, 1,
‹.., фи (8 том числе и Ф=сопз{) будет решением уравнения (4).



726 ГЛ. 12. УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

В самом деле, подставляя функцию (10) в уравнение (4) и принимая
во внимание, что функции (9) являются решениями уравнения (4), полу-
чаем тождество

дФoO XS>. AXn OX —
WI am a NI aw a XI a@ a__ pi 1 OWchp pi—^! I Opi Ox +”: — Оф: Ох» А» — ор: OXn

- уюp(X SEE ke SE. pn SU) a0,
1==1 n

а это и означает, что функция (10) есть решение уравнения (4).
Формулу (10) будем называть общим решением уравнения (4).
Обращаем внимание читателя на то, что в отличие от обыкновенных

уравнений, общее решение (10) уравнения (4) с.частными производными
содержит не произвольные постоянные, но уже произвольную
функцию.

Таким образом, задача построения общего решения уравнения (4)
равносильна задаче нахождения п-| независимых интегралов соответ-
ствующей ему системы обыкновенных дифференциальных уравнений
в симметрической форме (5).

Рассмотрим случай двух независимых переменных.
В этом случае, обозначая искомую функцию через 2, а независимые пере-
менные через х и у, мы вместо уравнения (4), будем иметь

д дX(x, 9) +(x, 9) 37 = 2. (11)
Соответствующая система (5) обыкновенных дифференциальных урав-
нений в симметрической форме вырождается в одно дифференциаль-
ное уравнение

dx _ у
Х(х у) Ух у

Если ф(х, и) есть интеграл этого уравнения, то

2=Ф(ф(х, y)),
где Ф(ф) — произвольная непрерывно дифференцируемая функция от rh,
будет общим решением уравнения (11).
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Если рассматривать х, уи = как прямоугольные координаты точки
трехмерного пространства, то решению 2==г(х, у) уравнения (11) coor-
ветствует некоторая поверхность. Эта поверхность называется интеграль-
ной поверхностью уравнения (11).

Пример 1. Дано уравнение
ди + ди 44 ди 0 10

x Xx ere Xn —-%." Ox, ° OX2 OXn (12)
Составляем соответствующую систему обыкновенных уравнений:

dx, dx» dxn
X4 X2 Xn

и, интегрируя, находим:
X2 x3 Xn- | -—=C;,, — =С. — =Cn-1,
X4 Х: Х1

так что

Хо Хз , Xn
y=—, t=—, ... 3 Pai=—.

Xi X14 Х1

Поэтому общим решением уравнения (12) будет

Х2 Хз , Xn
rerи=Ф ? > 7eo © 9 ) ?

x4 Xt Х1

где Ф — произвольная непрерывно дифференцируемая функция от отношений —"
X1

Хз » . —- Ап.—,.... —, T. @ и есть произвольная непрерывно дифференцируемая однородная
X14 Х!
функция нулевой степени от П независимых переменных х1, Хо, ..., Хп. Например, реше-
ниями уравнения (12) будут функции:

Xo X3 . Xn X2 Хз Xn
Uy —, Ue —, 2. Ug =, a= — HH FFU —

Хх! Х\ X14 1 X14 x4
xX2 2 . Хо _ 2

> Un4s= (— ], Unzomsin—, Unys—e* ит. п.
Xi X14

Мы получили, таким образом, обращение известной теоремы Эйлера об однородных
функциях нулевой степени [149, 150]. _ -

Пример 2. Рассмотрим уравнение

ди ди 9% о (13(2) +(4-2) и т 2) ae 0. )
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Соответствующая система обыкновенных уравнений имеет вид
а а dza (14)
2—у x—z y—x

`Функции
фи=х-у+2; фу

(см. п. 117, пример 1) являются независимыми интегралами системы (14). Поэтому об-
щим решением уравнения (13) будет

u=O(x+y+z, х2-+у?+-2?),
где Ф — произвольная непрерывно дифференцируемая функция двух независимых пере-
менных. Например, решениями уравнения (13) будут функции:

Uy==X+ty+2, из= 2-22, us (х-у-г)? ит. п.

Пример 3. Дано уравнение
Oz Ozу ax —X“ay =(). (15)

Здесь
dx dy |
уе Pere

Поэтому общее решение имеет вид

z=O(p), 2=O(x?+y?) (16)

‘и представляет собою, как известно, семейство поверхностей вращения с осью враще-
ния Ог. Таким образом, уравнение (15) есть ни что иное, как дифференциальное уравне-
ние всех поверхностей вращения с осью вращения Ог. Интегральными поверхностями
уравнения (15) являются поверхности вращения (16). В частности, при Ф (4$) =ф полу-
чаем параболоид вращения

2= ху»,
при Ф($) = У А?—ф будем иметь сферическую поверхность

<= у Ю*—х2—у?, *

при Ф(1) = Уф получится конус
= уу”,

при Ф(ф) =с==соп${ будем иметь плоскость

2=С.
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245. Решение Задачи Коши для однородного линейного уравнения.
Задача Коши для уравнения (4) ставится так. Среди всех решений этого.
уравнения найти такое решение

U=f (x1, X2,..., Xn), (17):

которое удовлетворяет начальным YCAOBUAM:

и=Ф(хи, Хз, ..., Хп—1) при Xn X7O
ИЛИ

и(хи,..., Xn) loen—=an = (АХ, XQ, ..., Xn—1), (18):
где ф— заданная (непрерывно дифференцируемая) функция от ха,
Х2,..., Ап, Т. е. при фиксированном значении одного из аргументов:
решение (17) обращается в заданную функцию остальных аргументов.

В случае, когда искомая функция зависит от двух независимых пере-.
менных, т. е. когда мы имеем уравнение (11), задача Коши состоит в том,
чтобы найти решение

г=[(х, у), (19)
которое удовлетворяет начальным условиям

2=ф(у) при. х=хь, (20).

где p(y) — заданная функция от у. Геометрически это означает,
что среди всех интегральных поверхностей, определяемых уравнением
(11), ищется интегральная поверхность (19), которая проходит через за-
данную кривую (20), лежащую в плоскости х==хХо, параллельной плоско-
cTu yOz. | |

Обращаем внимание читателя на отличие постановки задачи Коши
для уравнения с частными производными от постановки задачи Коши
для обыкновенного уравнения. В то время как для обыкновенного урав--
нения первого порядка задача Коши состояла в нахождении интеграль-
ной кривой, проходящей через заданную точку, для уравнения с част-
ными производными (11) задача Коши состоит в нахождении интеграль-.
ной поверхности, проходящей через заданную кривую.

Мы уже знаем, что общее решение уравнения (4) дается фор-
мулой (10),

и—=Ф(фа, {ь,..., фи).
Сравнивая эту формулу с условием (18), мы видим, что решение задачи
Коши сводится к определению вида функции Ф так, чтобы

Ф (фа, №2, ... , фи) lan=an™= (X41, 2, ..., Хи). * (21).
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Если ввести обозначения:

Ара (4, XQ, 2 2 0 9 Xn—1s Xn) =,
Wo (X41, X2, 2 ++ 5 Xn, Xn) — ро, (22)

Wn—1 (X41, X2, ...у Xn-A; Xn) Ари, 2
то равенство (21) перепишется так:

Ф (чл, 2, ..., фи1) ==Ф(Ха, Же, ..., Хи). (23)
Система (22) разрешима относительно хи, х2,..., Хил, по крайней

мере, в некоторой окрестности точки (x4, x, ... , xn), если
Xn (41, x2, 2.2. , Xn) 540, что мы и предполагаем. Разрешая систему
(22) относительно Ха, х2,..., Хил, Получаем:

. X{=@ (ps, про, (у Wn—1),
X2= в»(Ч, ро, ...у и), |

Xn—1—=On_1 (pi, Wo, wey р). ]
Если теперь в качестве Ф взять функцию

Ф(фе, 12, ... , фи) =Ф [1 ($1, a, ... , Фи)
602 (ра, 1р2,..., Wn-1), wey On—1 (p1, 1р2,..., Wn—1)|,

то условие (23) будет выполнено. Действительно, мы имеем:

Ф(тн, apo, oe ey pnt) =o(a1 (abs,‘We, ... фи),
602 (фа, ‘po, у ри), eee y On—1 (abs, tbe, ney pn—1)) =O(%1, №2, ..., Xn—1).

Следовательно, функция

и=ф(®! (фл, ф2,..., фи), @2(фи, фо, ..., Фи),...,
1 (ра, 12, ..., фи-1))

дает искомое решение задачи Коши. Здесь функция ф есть та самая функ-
ция, которая участвует в начальных условиях (18).

Таким образом, мы приходим к следующему правилу решения за-
дачи Коши:
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1) нужно составить соответствующую систему обыкновенных диф-
ференциальных уравнений и найти п-| независимых интегралов:

W1 (x4, X2,..., Xn),
X14, X2,...,Xn),Pal oo a) (24)

Wn-1 (x4, XQ, ... , Xn);
2) заменить в интегралах (24) независимую переменную заданным.ее значением х„0:

ра (ха, Х2, ..., Хип, Xn) =,
ape (X41, Xe, 666 Xn—1, Xn) =e, (25).

Wn-1 (4, №2, ..., Ап, Xn) =Yn-1
и разрешить систему (25) относительно жи, х2,..., Хи: .

=a (Ys, ‘pa, sey фи),
Х2= 02 (4,apo, ...,у Pn--1),

Xn—1==On—1 (1H, ф»,..., фи);
3) построить функцию

и—Фф(о! (1, pe, --- 5 Wn-4), 692(ра, 12, ..., фи-1),...,
@Фи—1 (ча, ‘pe, ...у Wn-1)),

которая и дает решение задачи Коши.

Пример. Рассмотрим дифференциальное уравнение

Найдем решение, удовлетворяющее начальным условиям

г=Ф(у) при х=0, (26}
т. е. найдем интегральную поверхность, проходящую через кривую (36).
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Имеем

d d _ _ —.== p=x?+y?, 2—1, y= Ve z=@(7¥).

Рис. 55 Рис. 56

Поэтому искомым решением будет

г=Ф(Ух?-у?).
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Мы получили поверхность вращения с осью вращения Ог, проходящую через кривую
(26), или, что то же, поверхность, образованную вращением кривой (26), вокруг оси О

- (рис. 55).
В частности, если ф(у) =иу, то z= Ух?-Ру? или 22==х?-+-у?—конус, полученный

зращением прямой г=и вокруг оси Ог (рис. 56). . |
При Ф(и) =? имеем г=х?-+-у?—параболоид, полученный вращением параболы

2=— у? вокруг оси Ог (рис. 57).

Если ф(у) =7?—1?, то 2=1 К*—х?—у? или х2--у?--22=Е2, 220, полусфера,-
проходящая через полуокружность г=1/ А?—у? (рис. 58).

$ 51. НЕОДНОРОДНОЕ ЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ
246. Построение общего решения неоднородного линейного уравне-

ния. Уравнение вида
ди ‚биХ!(Х1, №2, ..., Хм, И)Ox +X2(%1, X2,..., Xn, U)One +...

Ou
OXn+Xn (4X1, X2,..., Xn, U) =R(X1, X2,..., Xn, U) (1)

будем называть неоднородным линейным уравнением с частными произ-
водными первого порядка. Это уравнение называют также квазилиней-
ным. Отличие уравнения (1) от уравнения предыдущего параграфа за-
ключается в том, что коэффициенты Х» могут зависеть от и, и, кроме того,
имеется свободный член К. К этому же типу мы относим уравнение,
у которого А==0, но хоть один из Х» непременно зависит от и.

Относительно функций Х\1, Х», ... , Хи Ю будем предполагать, что они
непрерывно дифференцируемы в.некоторой окрестности заданной точки
(44, x2, 2.2 Xn, uw), npnuem Xn (XO, x2, 22. , Xn, uO) 0.

Будем искать решение уравнения (1) в неявном виде

V (x4, X2, ..+ Xn, и) =0, (2)
где функция У имеет непрерывные частные производные по всем аргу-
ментам, причем

4

OV (x, x20, 22. 5 Xn, uO)
Ou

по крайней мере в некоторой области изменения переменных 21, х2, ...,
Хп, И с тем, чтобы в этой области была гарантирована разрешимость
уравнения (2) относительно искомой функции и.
_ Считая, что в равенстве (2) функция и есть функция от хи, X2,..., Xn,
определяемая этим равенством, продифференцируем это равенство пол-
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ным образом по независимой переменной (которая входит в уравнение
(2) явно и неявно через и). Получим

OV OV Ou‘дхь “Ou ‘0х, —0 (k=1,2,...,n).
Отсюда

ду
ди OX, ,On ду (k=1,2,...,n).

Ou
OuПодставляя эти значения частных производных Эх. В Уравнение (1)

А
и перенося все члены в левую часть, получим .

M4 (X41, №2, ..., Хл, .) 5== Xo(th X2, ++ 0 Xn; u) „+. +
“OVНХ» (хи, А2,....Хл, А2, .,.. Хм, и) —— =0. (3)

Это есть однородное линейное уравнение относительно функции И.
Составляем соответствующую ему систему обыкновенных урав-

нений *
dx, dx» AXn duX, ОХ, В’ (4)

Предположим, что мы нашли п независимых интегралов этой си-
стемы:

Wi (X41, 2, ..., Ат, и),
1р2 (х, Х2,..., Хм, и),

Wn (X41, №2, ..., Хи, И).

Тогда общее решение уравнения (3) дается формулой
V=Q(hi(X1, X2,..., Xn, U), We(X1, X2,..., Xn, U), ...,

pn (X1, X2,... 5 Xn, Ud). (5)
‚ * Эта система называется системой обыкновенных дифференциальных уравнений

в симметрической форме, соответствующей неоднородному линейному уравнению` с ча-
‚стными производными (1).
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Приравнивая функцию (5) нулю, мы получим, согласно (2), решение
данного уравнения (1) в следующем (неявном) виде:

Ф ($: (ха, х›, ...у Xn, и), wpe (X4, X2, oe ey Xny и), ...у
фи (Ха, №2,..., Хи, И)) =0. (6)

Будем называть это решение общим решением уравнения (1).
Таким образом, для нахождения общего решения уравнения (1)

нужно составить соответствующую ему систему обыкновенных уравне-
ний (4), найти п независимых интегралов этой системы и приравнять
нулю произвольную дифференцируемую функцию этих интегралов. Полу-
ченное равенство (6) и представляет собою общее решение уравнения (1)
в неявном виде. Разрешая его относительно и (если это возможно в эле-
ментарных функциях), найдем общее решение в явном виде.

Пример 1. Дано уравнение

ди ди
+X2 +. . +Xn

Ох! Ох> OXn
x4 =mu (m0). (7)

Составляем соответствующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений
Ах Ах хп du

Находим ее интегралы:
X2 Хз , Xn и

ара== ’ Y2= > eee 9 Ари —1 = ’ vr = °Х1 Х1 Х1 м

Общим решением уравнения (7) будет

х2 ХХ Ш
M|—, —, -..5— =0.X14 Х! x1 x"

иРазрешая относительно ——, получим
хт

1

и Х2 Хз Хп
= — И ЗиК> у
хт X, Л! X4

откуда
X2 Хз Xn `

пт, А
x4 Х1 x4

где } — произвольная функция, так что решение данного уравнения является произволь-
ная однородная непрерывно дифференцируемая функция степени т=-=0. Объединяя этот
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результат с результатом примера 1 п. 232, мы получаем обращение теоремы Эйлера об
однородных функциях любой степени т.

Пример 2. Рассмотрим уравнение
——_—— 0z 02 ;(I ¥ 2—-x—y) —— +—— =2. (8)x OY.

Составляем систему (7):
ах ду Oz

— eee ie

1+ Vz—x—y 1 2
Ее интегралами будут (см. п. 117, пример 2)

фи 2—2, фугу.
Поэтому общее решение уравнения (17) имеет вид

@(z—2y, 2Vz—x—y(+y)=0, (9)
где Ф — произвольная (непрерывно дифференцируемая) функция.

Нетрудно проверить, что функция’

2=х-у

тоже является решением уравнения (8). Однако это решение не содержится в фор-
муле (9). Такое решение называется специальным [140, с. 347, 348]. Таким образом,
уравнения с частными производными, так же как и обыкновенные уравнения, могут
иметь решения, не содержащиеся в общем решении.

247. Решение задачи Коши для неоднородного линейного уравнения.
Задача Коши для неоднородного уравнения (1) ставится так же, каки
для однородного уравнения. Требуется среди всех решений уравнения (1)
найти такое решение |

u=f (x1, №2, ... , Xn), (10)
которое удовлетворяет начальным условиям

U=(X1, №2, ...,Хп—) ПРИ Хв=х»®, - (11)

где ф— заданная (непрерывно дифференцируемая) ‘функция от ди,
Х>, woe y Xn—-1- .

Покажем, как найти решение задачи Коши, зная общее решение

Ф(4!(хи, Х2, ..., Хи, и), ро (хи, 2, ..., Хм, и), cee y
фи (Хи, Хз...’ Хл, и) ) =0. (12)

Дело сводится, так же как и при решении задачи Коши для одно-
родного уравнения, к определению вида функции Ф. Переписывая на-
чальные условия (11) в виде

и—Ф(хи, №, ..., Хп-1) =0 при хи=х,®
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и сравнивая эти условия с уравнением (12), мы видим, что функцию Ф
нужно выбрать так, чтобы

D (ps, ‘po, wey Wn) —=u— (x1, XQ, 208 5 Xn—1); (13)
ECJIH MOD wp, tbo, -.. , Wn NOHHMATH функции, получающиеся из интегралов
системы (4), заменой х„ начальным значением х„©, т. е..

— )
Wi (%4, Xo, ..- 5 Xn-1, Xn, u) =,
po(X4, Xo... Xn, Xn, U) —=rpo, | (14)

Wn (x4, X2, 2+ + 5 Xn—-1; Xp, и) — фл. }
Разрешая систему (14) относительно хи, хз, ..., Хл, и, Получаем:

Хх = в (1, bo, oe Wn),
Хз(Ч, ‘po, wy pn), |.

Xn—1=On_1(14, tbo, ... Pn),
u =@ (wi, 2, ... фи). }

Если теперь в качестве Ф взять функцию

Ф (41, pe, ee ey Wn) = (1, te, seg Wn) —
—p(oi( i, 1р>, ey Wn), ...у (и—1 (фл, rhe, ae) и)),

то условие (13) будет, очевидно, выполнено. Следовательно, формула

@ (ра, 162, ... , фи)—Ф(1(фа, фз, ..., фт), ...›
On—1 (4, 1р2,..., ри)) =0 (15)

и дает искомое решение задачи Коши в неявном виде. Разрешив (15)
относительно и, мы получим решение задачи Коши в явном виде (10).

Таким образом, мы приходим к следующему правилу решения по-
ставленной задачи Коши для неоднородного уравнения (1):

1) нужно составить соответствующую систему обыкновенных диф-
ференциальных уравнений и найти п независимых интегралов:
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ра (ха, №2, ..., Ап—, Хп, и),
р (Ха, Х2, .-.) Xn—-1, Xn, и), (16)
Wn (X41, X2,.+-, Xn—-1; Xn) и);

2) заменить’в интегралах (16) независимую переменную хи задан-
ным ее значением х„®©:

— \ра (X4, x2, .. > Xn—1, хп, и) =P, |
Wo (X4, Xa...) Xn—1, Xn, и) ==фь | (17)
Wn (x4, X2, .. » Xn-1; Xy,,) и) |

и разрешить систему (17) относительно хи, Хо, ...

x1=01 (1, pe, «wey Wn),
№2 = 2 (1, po, ...› Yn),

Xn—1= On-1 (abs, ‘po, (о Dn),
u =o (11, фь,..., фл);

3) составить соотношение

@ (фл, ф>,..., фи) —Ф(®1(фи, >, ..., Wn),
692 (Ёрл, 1р>,..., Wn), wey On—1 (Wu, 1р2,..., Wn)) —0, (18)

которое и дает искомое решение задачи Коши в неявном виде. Разрешаля
(18) относительно и, мы получим решение нашей задачи Коши в явном
виде.

Пример 1. Рассмотрим уравнение (8),
уха Oz 4 Oz о

z—x—y) —+— =2.(1- y ax Oy
Найдем решение, удовлетворяющее начальному условию

2==2х. при. у=0.
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Соответствующая система обыкновенных дифференциальных уравнений имеет интегралы

ф=2—2у, ф2=2Ууг—х—у-у.
Полагая в этих интегралах и=0, получим:

z=,
у2—х=1ь.

Разрешая эту систему относительно х и г, найдем:
—_ 1.2Хх=:— a
2==1р. i

Поэтому, согласно формуле (18), решением поставленной задачи Коши будет

pi—2 (v. =) =0, 2%pi—rp2? =0
или (заменяя р! и {2 их выражениями)

22—4y— (27 z—x—y+y)?=0.
Пример 2. Возьмем то же уравнение (8)

1+= оOx ду '

и найдем решение, удовлетворяющее начальным условиям:

z==x при у=0. (19)

Пользуясь. выкладками предыдущего примера, находим, что искомым решением
будет

42°vi i —0 или 12==0,

т. е

2уг—х—уу=0
ИЛИ

2z= — x+y.
a

Решение г=х-Ёу тоже удовлетворяет начальным условиям (19). Таким образом,.
поставленная задача Коши имеет не единственное решение.
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$ 52. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ

248. Система двух уравнений с частными производными. Условия
совместности. В двух предшествующих параграфах мы показали, что
интегрирование линейного уравнения с частными производными первого
порядка сводится к нахождению интегралов соответствующей системы
обыкновенных дифференциальных уравнений.

Рассмотрим теперь нелинейное уравнение

F(x, цу, г, р, 9) =0, (1)
где 2=2(х, у) — искомая функция от независимых переменныххи у,
ри — ее частные производные соответственно по х и по цу а F— He-
линейная функция от ри 04, заданная в некоторой окрестности на-
чальной точки (Хо, Yo, 20, Po, до).

Оказывается, что задача интегрирования одного уравнения (1)
может быть значительно облегчена, если наряду с уравнением рассмат-
ривать другое уравнение

Ф(х, у, 2, р, 9) =0, (2)

выбрав его подходящим образом. При этом естественно выбирать урав-
нение (2) так, чтобы уравнения (1) и (2) были совместны, т. е. чтобы они
обладали хоть одним общим для них решением.

Предположим, что система

F(x, у, =, р, 4) =0, |
M(x, y, 2, p, g) =0

разрешима в окрестности точки (хо, Ио, 2, Ро, 90) относительно ри Q,
так что

р==А(х, у, 2),
4=В(х, у, 2), (9)

причем А (х, у, =) и В(х, у, 2) непрерывно дифференцируемы в некоторой
окрестности точки (Хо, Ш, 20).

Найдем необходимые условия совместности системы (3). Предполо-
жим, что существует функция 2г==2(х, и), удовлетворяющая уравнениям

Oz 02
Ox’ oy

в некоторой окрестности точки (хо, Ио). Подставляя г==2(х, у)

системы (3) и имеющая непрерывные частные производные
022
дхду

в систему (3), получим тождества. Дифференцируя их соответственно
по ии по х, получим

И



$ 52. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 741

#2 0A,OA, d% _OB,OB
OxOy ди dz °’ дидх Ox ° dz ’

откуда следует, что

ОА ОА ОВ ОВ
oytoe PO 9х +в (PY),

Это и есть необходимое условие совместности системы (3).
Для того чтобы система (3) не только была совместна, но и допус-

кала хотя бы одно параметрическое семейство решений, необхо-
димо, чтобы равенство

0A OA OB OB
ay + dz Ox + a24 4)

выполнялось тождественно относительно х, у, 2 в рассматриваемой
области.

Можно доказать [140, с. 357—359], что это условие является не толь-
ко необходимым, но и достаточным для существования такого семейства
решений, вследствие чего его называют условием полной интегрируемо-
сти системы (3).

Пример. Рассмотрим систему

Oz
—_ = 2x?+-2x24+2xy?—-1=A,Ox (5)
Oz
— =—2y=B.Oy 4

Покажем, что она вполне интегрируема. Проверяя условие (4), имеем

Axy+2x(—2y) =0+0- (2x?+-2xz+-2xy?—1).

Так -KaK равенство выполняется тождественно относительно х, у, 2, то система (5)
вполне интегрируема. Найдем однопараметрическое семейство решений.

Для этого, считая в первом из уравнений (5) фиксированным и интегрируя это
уравнение как линейное относительно = (2==2(х)), найдем

ze’(c(y)+ | (2x?+2xy?2—1)e-*? dx)
ИЛИ

z=c(y)e*’—y?—x, (6)
roe c(y) — любая функция от у, которую мы будем считать непрерывно дифференцируе-
мой и выберем так, чтобы функция (6) удовлетворяла и второму из уравнений (5).
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Дифференцируя (6) по у, имеем

Oz
— ="(yew —2y.
ду

Поэтому для определения с(у) получаем обыкновенное дифференциальное
уравнение

c’ (y)e*’—2y=—2y
ИЛИ ”

с’ (у) =0,
откуда

c(y) =C=const.

Следовательно, искомым однопараметрическим семейством решений будет

z=Ce*’—y?—x,

249. Уравнение Пфаффа. Рассмотрим уравнение Пфаффа

P(x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy+R(x, y, z)dz=0. (7)
Это уравнение симметрично относительно переменных х, и, г, так что

любую из них можно считать искомой функцией. Если коэффициенты Р,
Qu R непрерывно дифференцируемы в некоторой окрестности начальной
точки (%, Ио, 20) и не обращаются в этой точке одновременно в нуль, то
в качестве искомой функции берут ту из переменных, коэффициент при
дифференциале которой отличен от нуля в точке (хо, и, 2). Пусть, на-
‚пример,

R (Xo, Yo; 20) 50. (8)
Тогда уравнение (7) можно переписать в виде

Р Qаг== — —— ах— —— dy. 9г р Rp (9)
Найдем условие, при котором уравнение (9) допускает однопарамет-

рическое семейство решений—однопараметрическое семейство интег-
ральных поверхностей. Так как на любой интегральной поверхности
2=2(х, и) должно выполняться основное соотношение

Oz Ozdz= Ox. ах-- Oy dy,
то вдоль них имеем

Oz Oz— < fy—— ах— а5 ах-- 9 dy dx у,
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откуда вследствие независимости 4х и 4у получаем

ozOP
ox RR (10)
92 __@
Oy = =R°

Таким образом, уравнение Пфаффа (7) при условии (8) равносильно
системе (10).

Потребуем, чтобы правые части системы (10) удовлетворяли усло-
вию полной интегрируемости этой системы, т. е. тождественному выпол-
нению условия (4), которое в нашем случае примет вид

19h,POR, (_L OP,PAR) _@Y _Roy R2 ду В = R2
Ри+ (Ва)(-в)

ИЛИ

(28 29) +0 (228) (999)о Ци
Это условие называется условием полной интегрируемости уравнения
Пфаффа. Его можно записать символически так:

P Q R
д O дOx Oy 92 ==(),
P Q R

При выполнении условия (11) или при выполнении (8) интегрирова-
ние уравнения Пфаффа сводится к интегрированию соответствующей
ему системы (10), в результате чего получим однопараметрическое се-
мейство решений уравнения ПИфаффа.

‚Пример. Рассмотрим уравнение
| (2x? + 2x2z+2xy2+1)dx—2ydy—dz=0. (12)
Здесь К =—1520, так что условие (8) выполнено и нам остается проверить условие

полной интегрируемости (11). Имеем

(2x?2xz—2xy?—1) (O—0) + (—2y) (2x—0) + (—T) (0—4xy) =0,
так что уравнение (12) вполне интегрируемо.
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Найдем однопараметрическое семейство решений уравнения (12). Принимая = за
искомую функцию, заменим уравнение (12) соответствующей системой

Oz
— =—2x?+2xz+2xy?—1,
Ox

Oz о
ду —

Эта система имеет, как показано в примере п. 248, семейство решений

2= Сех*— у?—х,
которое и будет искомым однопараметрическим семейством решений рассматриваемого
уравнения Пфаффа.

250. Полный интеграл нелинейного уравнения. Метод Лагранжа —
Шарпи. Рассмотримнелинейное уравнение общего вида

F(x, y, 2, p, 7) =0. (13)
Поставим задачу: найти двупараметрическое семейство решений,

заданное в виде
V(x, у, г, а, 6) =0 (14)

или в виде, разрешенном относительно г,

&=ф(х, у, а, 6), (15)
re a uw 6 — произвольные постоянные. Соотношение (14) или (15) назы-
вается полным интегралом уравнения (13).

Исключая параметрыа и 6 из системы

У(х,у,г, а, 6) =0,
av | av—" p=Ox т Oz о,
и оду dz 1

или из системы
2=ф(х, у, а, 6),

Op
Ox’

Op
Oy’

p=

g=

мы получим уравнение, равносильное уравнению (13).
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Пример 1. Рассмотрим уравнение ®

z7(1+p?+q?)=R? (R=const). (16)
Покажем, что

(x—a)?-+ (y—b)?+2°=R? (17)
есть полный интеграл уравнения (16). Исключая из (17) параметрыаи 6, при помощи
системы

(x—a)?+ (y—b)?4+2?=R?,
2 (x—a)-+2zp=0,
2(y—b) +2zq=0

придем к уравнению (16). Следовательно, (17) есть полный интеграл уравнения (16).
Пример 2. Для уравнения

z= px-+qy+pq (18)
полным интегралом будет

z=ax+by-+ab. (19)

Рассмотрим метод Лагранжа— Шарпи нахождения полного интег-
рала уравнения (13). Построим по заданной функции Е такую функ-
цию Ф, чтобы система уравнений

F(x, у, 2, р, 9) =0,
Ф(х, у, г, р, 9) =а (20)

была разрешима относительно р и д и чтобы полученная система

p=A(x, y, 2, a), |
21g=B(x, y, Z, a) (21)

была вполне интегрируема. Так как в результате интегрирования послед-
ней системы появится своя произвольная постоянная, то мы получим
двупараметрическое семейство решений уравнения (13), которое и будет
полным интегралом уравнения. -

Предположим, что Ё и Ф непрерывно дифференцируемы в окрест-
ности начальной точки (хо, Yo, Zo, Po, до), причем эта точка удовлетворяет
уравнениям (18) ив ней

D(F, ®)
D(p, 4)

Тогда система (20) разрешима относительно р и 4 в окрестности этой
точки, т. е. определяет функции (21), где

5-0.

А (Хо, Ио, 20, а) =ро, В (Хо, Ио, 2%, а) = 4.
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Запишем для системы (19) условие полной интегрируемости, которое
примет вид |

д д 09 др р _ 099 9 (22)
ди "92 1 ‘9х 1 dz”

где

р==А(х, у, 2, а), 9=В(х, у, г, а).
Найдем входящие в (22) частные производные от ри д при помощи

неявного дифференцирования системы (20).
Дифференцируя (20) по г, считая ри 4 функциями от х, у, г, опре-

деляемыми этой системой, имеем:

ВЕНЕ pry 31 Ho,
O,’+ 0,’oe +Q,’st —0,

откуда | Ри Е’ Fy! Е!
др Ф/ Ф’! aq ©,’ ®,'Oz” | Fy’ Fy |? 02| Fo’ F,’ |"

Dp’ Dy’ Dp’ D,’

Аналогично, дифференцируя (20) сначала по х, потом по у, получим
две системы уравнепий, из которых найдем, что

Fy’ Fx! Е’ Ес’
04 _ Dp’ OD,’ др _ | WM, O,
Ox| Fy’ Е’ |’ 0 OF’ Fd

OD,’ WO,’ Dp’ OD,’
Op 049 04 Op

Подставляя найденные значения И в условие (22Oz’ Oz’ Ox ду у (22)
и освобождаясь от знаменателя, получаем условие

| Ер Fx’ +F,"p Foo Fy+F2’q —0,
Ф› ФФ, @,’ O,'+0,’9

которое должно выполняться тождественно по отношениюк Хх, у, 2.
Из этого условия следует, что функция Ф должна удовлетворять одно-
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родному линейному уравнению с частными производными пер-
вого порядка

‚Ф _oo ye ODFp ay ths oy teethad) Ge —
ow ОФ_. x г oe Е.” ми oe ;(Fx’+F,’p) ap (Fy’+F,’q) ag =0

Введя для краткости обозначения

F,/=xX, F,’=Y, F/=Z, F,’=P, F,/=Q,
перепишем предыдущее уравнение в виде

OM ОФ ОФPoe tloy, +(РР+НО952 —
om om—(+2) > —(¥+2q)5 =0. (23)

Составляя систему обыкновенных дифференциальных уравнений
в симметрической форме, соответствующую уравнению (23), имеем

Ах dy dz dp dq
— — — —re —PQ~ PptQq ОР =-0+2°

Нам достаточно найти только один первый интеграл этой системы
вида Ф=—=а, где а — произвольная постоянная, причем функция Ф долж-
на удовлетворять поставленным выше условиям.

На практике нужно сразу составлять систему (24), ибо функции Х,
У, 2, Р, О нам известны. Далее, найдя первый интеграл этой системы,
следует построить систему (20), перейти к системе (21) и проинтегри-
ровать последнюю, в результате чего и получим полный интеграл урав-
нения (13).

Пример 3. Рассмотрим снова уравнение (18)

z=px+qut+pq.

3nech X=—p, Y=—q, (= Р=ЕЬ—х—49, О= —и-р. Поэтому, составляя систему
(24), находим |

dx dy dz dp dq
XG YP —PX—Gy—2pq

Нам нужно найти только один первый интеграл. Этим интегралом, например,
будет`



748 ГЛ. 12. УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

p=a,
причем система (20) примет вид

2=хр--у9-р9,
p=a.

Она, очевидно, разрешима относительнори (0:

р—а,
_ 2—ах= а (25)

Эта система вполне интегрируема, ибо

=—ах а 1040: "4
Интегрируя (25), имеем

z=ax+C ‚С = | ‚С — ,у у у

С (у) = (у+а)6, z=ax+by+ab,
т. е. получили полный интеграл (19).

На этом мы заканчиваем изложение начальных сведений из теории
уравнений с частными производными первого порядка, которые непосред-
ственно примыкают к теории обыкновепных дифференциальных урав-
нений.*

Обстоятельное и строгое изложение теории уравнений с частными
производными первого порядка читатель найдет в книгах [119, 120, 138,
140] и в известпом справочнике [70].

* Более полное изложение начальных сведений из теории уравнений с частными
производными первого порядка см. в книгах [37, 162].
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Амплитуда колебания 491
Асимптотическая формула для функций

Бесселя 592

Вековой член 497

Гамма-функция 558
'Геометрическде истолкование д. у. пер-

вого порядка 26
— — нормальной системы д. у. 213
Гипергеометрический ряд 574
Гипергеометрическое д. у. 572
Голоморфная функция 371
Голоморфное решение задачи Коши 370
существование и единственность см.

Теорема Коши
Голоморфность решения задачи Коши
относительно параметров 398

Граничная (краевая) задача 181

Движение:
асимптотически устойчивое 313, 641, 649
возмущенное 312
невозмущенное 312

неустойчивое 313, 646, 649
определяемое нормальной системой

д. у. 214
— уравнением второго порядка 176
условно-устойчивое 313
устойчивое 312, 645, 649

Дискриминантная кривая 50, 148
Дифференцируемость решения нормаль-

ной системы д. у.:
по начальным данным 317
по параметрам 331

Единственность решения задачи Коши 32,
138, 178

Задача Коши:
для канонической системы д. у. 245
для линейного неоднородного уравне-

ния с частными производными пер-
вого порядка 736

— — однородного уравнения с част-
ными производными первого поряд-
ка 729

для нормальной системы д. у. 216



для уравнения п-го порядка, разрешен-
ного относительно старшей производ-
ной 177

— — первого порядка, не разрешенно-
го относительно производной 138

— — — — разрешенного относитель-
но производной 3]
——— Or Ore особые случаи 33

Задача о траекториях на плоскости 167

Изогональные траектории 167
Инварнант однородного линейного урав-

нения второго порядка 522 |
Интеграл:
нормальной системы д. у. 223, 224
системы д. у. в симметрической форме

251
уравнения первого порядка, разрешен-

ного относительно производной 53, 58
Интегральная кривая 96, 138, 178, 213
— матрица 689
— — нормированная 690
— поверхность 727

Интегрирование линейного однородного
уравнения второго порядка:
при помощи обобщенных степенных

рядов 545
— — степенных рядов 536
— матричного д. у. 697

Интегрируемые комбинации 297
Интегрирующий множитель 124, 131, 208

Канонический вид линейной однородной
системы с постоянными коэффициен-
тами 704
— — матрицы с постоянными элемен-
‘тами 663

Квадратура 20

вынужденное 490, 495
гармоническое 48]
затухающее 494
свободное 490

Колеблющееся в интёрвале решение 582
Комплексная функция:
вещественной переменной 429.
— — производная 429
комплексной переменной 242

Комплексное решение:
линейного однородного уравнения п-го

порядка 431
линейной однородной системы д. у. 606

Константа Липшица 261
Кразвая (граничная) задача 181

Линейная неоднородная система 621
— — — с постоянными коэффициен-

тами 625

— однородная система 603
— — — с постоянными коэффициен-
тами 625

— система, метод исключения 653
— — — Даламбера 655

Линейно зависимые системы функций
609, 611
— — функции 433, 437

Линейно независимые решения. линейно-
го однородного уравнения п-го порядка
438
— — — линейной однородной системы

611
— — системы функций 609, 611
— — функции 433, 434



Линейное неоднородное уравнение:
второго порядка с постоянными коэф-
фициентами 485
п-го порядка 424, 453
— — с постоянными коэффициентами

421
с частными производными первого по-

рядка 722
— однородное уравнение:

второго порядка с постоянными коэф-
фициентами 472
п-го порядка 425, 429
— — с постоянными коэффициентами

463

Эйлера 515
с частными производными первого по-

рядка 723 -
— уравнение первого порядка 90

Линейные системы, содержащие произ-
водные порядка выше первого 660

Линейный дифференциальный оператор
425

Ломаные Эйлера 405
4

Мажоранта 371
Мажорантная система д. у. 379
Мажорантный ряд 372
‚Матричное д. у. 688
Матричный метод интегрирования линей-

НЫХ однородных систем 714
кс постоянными коэф-
фициентами 697

Матрица:
алгебраические операции над матрица-

ми 666
диагональная 663
дифференцирование 681

единичная 664
интегрирование 683
канонический вид с постоянными эле-
ментами 663

квазидиагональная 664
логарифмическая функция от матрицы

687 .
матричный степенной ряд 683
неособенная 666

нулевая 663
обратная 670
определитель матрицы 666
особенная 666
преобразование подобия 677
приведение матрицы с постоянными

элементами к каноническому виду

679

след матрицы 663
типа Ляпунова 712
транспонированная 683
характеристическая 673
характеристические числа матрицы 672
характеристический полином 673
характеристическое уравнение матрицы

673

экспоненциальная функция от матрицы
686

элементарные делители матрицы 673
Метод вариации произвольных постоян-
ных (метод Лагранжа) 92, 455, 622, 653.
— Даламбера 655, 660

— исключения 653, 660
— Коши интегрирования неодНородного
линейного уравнения п-го порядка 459
— мажорант (метод Коши) 371
— неопределенных коэффициентов 481



— последовательных приближений Пика-
ра 266

— Эйлера интегрирования линейного
уравнения первого порядка 95

— — — линейного однородного уравне-
ния И-го порядка с постоянными коэф-
фициентами 464

— — — линейной однородной системы
с постоянными коэффициентами 625

Начальное значение интегральной матри-
цы 689

Начальные данные решения (движения):
определяемого нормальной системой

д. у. 216, 217
— уравнением второго порядка 178
канонической системы д. у. 245
уравнения п-го порядка 177
— первого порядка 32
— с частными производными первого
порядка 729

Независимые интегралы (первые интегра-
лы) нормальной системы д. у. 224
существование п независимых интегра-
лов нормальной системы п уравнений
227, 337

Неколеблющееся (в интервале) решение
582

Неоднородная линейная система см. Ли-
нейная неоднородная система

Неоднородное линейное уравнение n-ro
порядка см. Линейное неоднородное
уравнение п-го порядка

Неособенное линейное преобразование
348

Неполные уравнения:
п-го порядка 189, 197, 200

первого порядка 63, 150
Непрерывная зависимость решения зада-

чи Коши:

от начальных данных 305
от параметров 296

Неустойчивость решения (движения) 313,
646, 649

Нормальная система д. у. 210
Нормальные системы двух уравнений,
имеющие заданную траекторию 246

Нормированная интегральная матрица
690

— фундаментальная система решений’
однородного линейного уравнения (1-го.
порядка 443

— — — — линейной однородной систе-
мы д. у. 614 |

Нулевые начальные условия 192, 290, 295.
Нули решения линейного ‘однородного;
уравнения второго порядка 583

Обобщенное однородное уравнение:
п-го порядка 204 |
первого порядка 157

Обобщенный степенной ряд 546
Общее решение 39

в параметрической форме 42, 141, 186;
255

в форме Коши 41, 185, 221
линейного неоднородного ‘уравнения

п-го порядка 453
— — — с частными производными

первого порядка 733
— однородного уравнения п-го поряд--

ка 443

-- — — с частными производными
первого порядка 725



линейной неоднородной системы 621,
— однородной системы 615
нормальной системы 219
— — существование 332
уравненияп-го порядка 184
— первого порядка 39, 140

Общий вид интеграла нормальной систе-
мы 223

— интеграл нормальной системы 224
— — системы д. у. в симметрической
форме 252

— — уравнения n-ro порядка 185
— — — первого порядка 42, 139
Огибающая семейства интегральных кри-
вых уравнения первого порядка как
особое решение 49, 149

Однородпая функция 75
— линейная система см. Линейная одно-

родная система

— — —_ с постоянными коэффициентами
см..Линейная однородная система с по-
стоянными коэффициентами

Однородное линейное уравнение п-го по-
рядка см. Линейное однородное урав-
нение п-го порядка

— — — — — с постоянными коэффи-
циентами см. Линейное однородное
уравненне п-го порядка с постоянными

коэффициентами

— уравнение первого порядка 75
Операторный метод интегрирования ли-

нейных уравнений 509
Определитель Вандермонда 465
— Вронского для п функций 437
— — для п систем функций 611
— Якоби 225

Определяющее уравнение в заданной ре-
гулярной особой точке 548

Ортогональные траектории 167
Особая линия 341

— точка 342, 537
матричного уравнения 690
нормальной системы д. у. 342
системы д. у. в симметрической форме

345
уравнения первого порядка 339
— с дробно-линейной правой частью

346

Особое решение:
нормальной системыд. у. 222
уравнения й-го порядка 186
— первого порядка 44
— — — нахождение особого решения

по виду уравнения 46
м — — — — — общему решению

(общему интегралу) 49

Параметрическая форма общего решения
42, 141, 186, 255

Параметрическое представление д. у. 158
Первые интегралы:
линейной однородной системы 616
нормальной системы д. у. 224
системы д. у. в симметрической форме

255
уравнения П-го порядка 187

Поведение интегральных кривых уравне-
ния с дробно-линейной правой частью
В окрестности особой точки 346

— траекторий линейной однородной си-
стемы двух уравнений с постоянными
коэффициентами в окрестности точки
равновесия 347



Поле направлений:
определяемое нормальной системой

д. у. 213
— уравнением первого порядка 27, 138

Полином Лежандра 578
— Чебышева -520, 581

Понижение порядка:

линейного однородного уравнения при
помощи известных частных решений
450, 531

нормальной системы д. у. при помощи
известных первых интегралов 235

уравнений специального вида см. Урав-
нения, допускающие понижение по-
рядка

уравнения при помощи известных пер-
вых интегралов 187

Порядок нормальной системы д. у. 210
— дифференциального‘ уравнения 15
Постоянная Эйлера 565
Построение линейного однородного урав-
нения по заданной фундаментальной
системе решений 447

— линейной однородной системы по за-
данной фундаментальной системе реше-
ний 620

Преобразование подобия 677
Приведение канонической системы к нор-
мальной системе и к одному уравнению
245

— линейного однородного уравнения
второго порядка к специальным фор-
мам 521

— линейного однородного уравнения
к уравнению с постоянными коэффици-
ентами 513

— линейной однородной системы к систе-
ме с постоянными коэффициентами 651

— — — — с постоянными коэффициен-
тами к каноническому виду 702

— матрицы с постоянными элементами
к каноническому виду 679

— нормальной системы и уравнений
к одному уравнению п-го порядка 239

— уравнения п-го порядка к нормальной
системе п уравнений 237

Приводимые системы 712
Присоединенная система д. у. 617

Проблема центра и фокуса 366
Продолжение решения 283
Произведение матриц 667
Промежуточный интеграл 187

Разделение переменных 71
Регулярная особая точка однородного.
линейного уравнения второго порядка
547

Резонанс 497
Решение нормальной системы 211
общее 219`
особое 222
частное 22]

общее 184
особое 186
частное 186

— Уравнения первого порядка 24, 137`
общее 39, 42, 140
особое 44, 141
частное 43, 141



Самосопряженная линейная система д. у.
619

Самосопряженное линейное д. у. второго
порядка 527

Связь между линейным однородным д. у.

второго порядка и уравнением Риккати
535

— системы обыкновенных д. у. в симмет-

рической форме с линейным однород-
ным д. у. с частными производными

первого порядка 723
Седло 351, 359

Система д. у.:

автономная 211, 215

в симметрической форме 249
каноническая 245

линейная 603

— неоднородная 621

— однородная 604

— — с периодическими коэффициен-
тами 710

— с постоянными коэффициентами 625
самосопряженная 619, 696

— уравнений, удовлетворяющая услови-

ям Коши — Римана 242

Сопряженйая (присоединенная) линейная

система д. у. 617

Сопряженное (присоединенное) матрич-
ное д. у. 695

Состояние покоя 214, 343

Стационарна“ система д. у. 211

Теорема Арцеля 399
— Еругина о необходимом и достаточ-
ном условии приводимости системы 713

— Коши для линейного уравнения п-го
порядка 396 |

— — — линейной системы д. у. 385
— — — нормальной системы д. у. 370
— — — Уравнения п-го порядка 394
— Пеано 35, 402

— Пикара для линейного уравнения п-го
порядка 294

— — — линейной системы д. у. 286
— — — нормальной системы д. у. 260
— — — уравнения п-го порядка 292
— сравнения 587
— Штурма 586
— равновесия (покоя) 343
Траектория движения 214

Узел 351, 358

вырожденный 356, 361

дикритический 357, 362
неустойчивый 358, 361, 362
устойчивый 358, 361, 362

Укороченная система 367

Уравнение Бернулли 100
— Бесселя 522, 556, 570, 590
— в полных дифференциалах 118
— в точных производных 207

— Гаусса 579, 576
— Дарбу 102
— Лагранжа 161



— Лежандра 528, 577

— Клеро 164

— п-го порядка обыкновенное174
— первого порядка обыкновенное 23
— — — с частными производными 13,

723

— приводящееся к однородному 81
— Риккати общего вида 108, 110

— — специальное 117

— с разделяющимися переменными 70
— Чебышева 519, 528, 543, 577, 580

— Эйлера (линейное) 585

— Якоби 103

Уравнения, допускающие понижение по-

рядка 159

Усиливающая функция, усиливающий

ряд 372

Условие Липшица 261

Условия Коши — Римана 243

Устойчивость решения (движения) 309,
645, 649

асимптотическая 313, 641, 649
условная 313

— в целом 317, 642

Фаза, начальная фаза 211, 215
Фазовая плоскость 214

Фазовое пространство 214
Фокус 353, 360

Формула Коши 461, 719
— Остроградского — Лиувилля 440

— Остроградского — Лиувилля — Якоби
912

Фундаментальная система решений:
линейного однородного уравнения п-го

порядка 441

— — — — — с постоянными коэф-
фициентами 441

линейной однородной системы п урав-
нений 613

— — — — — с постоянными коэф-
фициентами 628

— — —— с периодическими коэф-
фициентами 710

Функции Бесселя второго рода 564, 566
— — первого рода 559

— Вебера 565, 566

— комплексная функция вещественной
переменной 429

— комплексной переменной 242

Характеристика 672

Характеристическое уравнение для линей-
ного однородного уравнения П-го по-

рядка с постоянными коэффициентами
464

— — для линейной однородной системы
п уравнений с постоянными коэффици-
ентами 626

— — для уравнения с дробно-линейной
правой частью 349



Характеристические числа:
матрицы 672

линейного однородного уравнения й-го
порядка с постоянными коэффициен-

тами 464

’линейной однородной системы п урав-

нений с постоянными коэффициента-

ми 626

уравнения с дробно-линейной правой

частью 349

Характеристический полином 673

Целая функция 389
Центр 353, 361
Центрофокус 369

Частное решение:
нормальной системы д. у. 221
уравнения ий-го порядка 186
— первого порядка 43, 141

Элементарные делители матрицы 673

Якобиан 225



M33
Матвеев Н. М.

Методы интегрирования обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений. Изд. 4-е, испр. и доп.
Минск, «Вышэйш. школа», 1974.

768с. с ил.

Учебник для механико-математических факультетов университетов
по курсу дифференциальных уравнений.

В книге даются основные понятия и определения теории обыкно-
венных дифференциальных уравнений, излагаются наиболее важные
методы интегрирования, доказываются теоремы существования решений
и исследуются свойства последних.

Может использоваться в педагогических институтах и техниче-
ских вузах, особенно будет полезна студентам-заочникам и лицам,
самостоятельно изучающим теорию обыкновенных дифференциальных
уравнений.

0223—176M 1304(05)—74 19—73 517.2
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