
Серия
монографий и исследований
по неевклидовой геометрия,

М 3

Э. КАРТАН

ПРОСТРАНСТВА

АФФИННОЙ, ПРОЕКТИВНОЙ,
И КОНФОРМНОЙ СВЯЗНОСТИ

ИЗДАТЕЛЬСТВО
КАЗАНСКОГО УНИВЕРСИТЕТА

1962



,Лечатается по постановлению

: Редакционно-издательского совета

Казанского университета

Перевод с французского А. П. Заборской, В. Г. Коппа, Б. Л. Лап-
тева, Е. И. Любимцева и П. А. Широкова под редакцией проф.

| П. А. Широкова |

Настоящий перевод был подготовлен к печати еще

в 1940 году, но в связи с трудностями военного времени

««публикование было отложено.

ПРЕДИСЛОВИЕ К РУССКОМУ ПЕРЕВОДУ

В настоящем выпуске серии монографий и исследова-

исследований по неевклидовой геометрии печатается перевод трех
основных работ Картана по теории обобщенных пространств:

1) Sur les varietes a connexion affine et la theorie de la
relatlvite" generalisee1 (Ann. de 1'EcoIe Normale, t. 40, 1923,

p. 325-412; t. 41, 1924, p. 1—25; t. 42, 1925 p. 17—88),
2) Sur les varietes a connexion projective

3 (Bull. Soc. math
de France, t. 52, 1924, p. 205-241),

3) Sur les espaces a connexion conforme2 (Ann. Soc. polon.
math., t. 2, 1923, p. 171—221).

Несмотря на то, что в настоящее время имеется ряд
монографий, посвященных теории обобщенных пространств3,
классические работы Картана до сих пор являются одним

из лучших изложений наиболее серьезных вопросов этой

теории. Работая одновременно со Схоутеном и американ-
американской школой (Веблен, Томас, Эйзенхарт и др.) над созданием

теории обобщенных пространств, Картан дал наиболее яркое
и глубокое развитие гениальных идей Вейля, являю-

являющихся основой современной дифференциальной геометрии4.

1В переводе этой работы опущены те главы, которые посвящены

теории отвосительности.
2 Эти работы Картана вместе с другими исследованиями по неевкли-

неевклидовой геометрии были премированы на VIII международном конкурсе
имени Лобачевского A937 г.). Отзыв Леви-Чивита о работах Картана
помещен в книге .VIII-ой международный конкурс на соискание премии
имени Н. И. Лобачевского*. Казань, 1940, стр. 16—22.

3 Наиболее обстоятельной из них является книга Т. Yi Thomas'a:
Differential invariants of generalized spaces, Cambridge, 1934, объединяю-
объединяющая результаты исследований американской школы геометров.

¦•Основные идеи Вейля по современной дифференциальной геометрии
изложены им в работах:

Н. W е у 1. Reine Infinitesimalgeometrie. Math. «Zeitschr. 1918, В. 2,
s. 384-411.

H. W e у 1. Zur Infinitesimalgeometrie. Einordnung der projectiven und
der konformen Affassung. Gutting. Nachr. 1921, s. 99—112.

H. W e у 1. Mathematische Analyse des Raumproblems. , Berlin, Springer,

H. W e у 1. Raum, Zeit, Materie. 5-te Aufl. Berlin, Springer, 1923.
. Работы Вейля были премированы на VH международном конкурсе
ймеин Лобачевского .A926 г.). Отзыв Гильберта о работах Вейля поме-
помещен в Известиях Казанского Ф.-М. Об-ва (Сер. 3, т. 2, 1927, стр. 66—70)



Глубокий знаток теории непрерывных групп и проблемы
Пфаффа, давший в этих областях ряд фундаментальных,
классических работ, Картан в своих исследованиях оста-

останавливается преимущественно на наиболее интересных

вопросах современной дифференциальной геометрии, тесно
связанных с теорией групп Ли и теорией инвариантов,
облекая свое изложение в интуитивную форму, богатую
геометрическим содержанием. Вот почему работы Картана
так выделяются своей оригинальностью и глубиной на

фоне многочисленных исследований по теории обобщен-
обобщенных пространств.

Изучение основных вопросов, содержащихся в рабо-
работах Картана, помещенных в настоящем выпуске, не тре-
требует особой математической подготовки,— оно вполне

доступно для аспирантов и студентов старших курсов
физико-математических факультетов университетов, специа-

специализировавшихся по геометрии. Конечно, желательно зна-
знакомство с основами теории внешних (знакопеременных)
форм', а для некоторых отделов

—

некоторые элементар-
элементарные сведения в теории групп Ли. Изучение же ряда дру-
других вопросов (напр., гл. V—VIII работы „Пространства
аффинной связности") предполагает более специальную
подготовку, именно знание теории линейных представлений
групп Ли. Из области тензорного анализа (теории инва-

инвариантов) Картан пользуется только алгебраической частью
и тензорным анализом общей дифференциальной геометрии
(процессом "образования объектов при помощи альтерни-

альтернированного дифференцирования). Применения ковариантного
дифференцирования Картан старается избегать; там же, где

применение ковариантных производных неизбежно

(п. 15—18 работы „Пространства аффинной связности"), ав-

автор сам дает подробный вывод соответствующих формул.
Как уже было отмечено выше, при переводе первой

работы Картана были опущены те места, которые посвя-

посвящены теории относительности (главы I, V и п. 152-155
главы X); в связи с этим изменена нумерация глав и пунк-
пунктов оригинала; введение составлено из частей введений
к первой и второй частям этой работы, относящимся к

теории пространств аффинной связности. При переводе ма-

математических терминов учитывались и дальнейшие работы
Картана. Ошибки и опечатки оригинала исправлялись при

1 См., напр., Картан, Интегральные инварианты. ГТТИ, 1940
(гл. VI, VII); Ка,ртаи, Геометрия римаиовых пространств. ОНТИ, 1936
(гл. VIII). Для более подробного Ознакомления можно рекомендовать

книгу G о u r s a t, Lesions sur le probleme de Pfaff. Paris, Hermann,, 1922.
См. также книги СП. Финн ков. Метод внешних форм Картава. ГТТИ,
1948; П. К. Рашевский, Геометрическая теория уравнений с частными

производными.'ГТТИ, 1947.

переводе без соответствующих оговорок. Перевод работы

„Пространства аффинной связности" принадлежит А. П. За-

борской (гл. I), В. Г. Коппу (гл. V), Е. И. Любимцеву

(гл. VI и VII», П. А. Широкову (гл. II, III, IV, VIII); перевод

работы „Пространства проективной связности" — П. А. Ши-

Широкову, работы „Пространства конформной связности" —

Б. Л. Лаптеву. В конце книги приложен список работ
Картана по теории обобщенных пространств.

24/V 19Ю г.

П. ШИРОКОВ



ПРОСТРАНСТВА АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ

Настоящее исследование посвящено теории прост-

пространств аффинной связности, которые содержат в себе как
частный случай пространства метрической и евклидовой
связности. Термин „аффинная связность" заимствован у
Вейля *, но он употребляется здесь в более общем значе-

значении. Как мною было указано в общих чертах в сообще-
сообщениях, опубликованных в Comptes Rendus de l'Academie des
Sciences2, пространство аффинной связности является много-

многообразием, которое в непосредственной близости каждой
точки имеет все свойства аффинного пространства, и для

которого установлен закон соответствия областей,- окру-
окружающих две бесконечно близкие тояки: это значит, что

если в каждой точке задана декартова система координат
с началом в этой точке, то известны формулы преобразо-
преобразования (той же природы, что и в аффинном пространстве),
позволяющие переходить от одной системы отнесения к
любой другой, имеющей начало в бесконечно близкой
точке. В теории Вейля это соответствие ограничено a pri-
priori требованием, чтобы в окрестности каждой точки

существовала система координат, которую он называет

геодезической, хотя логическая необходимость этого тре-
требования не является очевидной. Мною было указано в

упомянутых выше сообщениях, что разница, существующая
между многообразием аффинной связности и собственно

аффинным пространством, выражается в аффинном перемеще-
перемещении, соответствующем бесконечно-малому замкнутому
контуру; это перемещение можно разложить на трансля-
трансляцию и вращение; трансляция определяет кручение., враще-
вращение— кривизну многообразия. В теории Вейля кручение
равно нулю. Все эти понятия переносятся на пространства
метрической и евклидовой связности; классическая теория
римановых пространств является не чем иным, как теорией
многообразий евклидовой связности и нулевого кручения;
эта теория служит основой общей теории относитель-
относительности, созданной Эйнштейном.

1 В его прекрасной книге: Raum, Zeit, Materie.
2 С. R., t. 174, p. 437, 593, 734, 857, 1104.

Основные свойства пространств аффинной связности

исследуются в первой главе, пространства метрической
и евклидовой связности — во второй. В третьей главе даны

основы теории кривых и поверхностей, в частности, пря-

прямых линий пространств евклидовой связности. В четвертой

главе изучается группа голономии пространства аффинной
связности*; каждому замкнутому контуру, выходящему

из данной точки и возвращающемуся в нее, соответствует

перемещение; все эти перемещения образуют группу.

Группы, соответствующие различным точкам многообразия,
гомологичны между собой: в этом заключается теорема

однородности. Я показываю, как можно определить при-

природу этой группы для данного многообразия. Я отмечаю

результат, с первого взгляда парадоксальный: если про-

пространство не имеет кручения, то перемещение, соответ-

соответствующее бесконечно-малому контуру, выходящему из-

изданной точки и возвращающемуся в нее, оставляет эту

точку неподвижной; это перестает бить верным, (по
крайней мере, если пространство не является собственно

аффинным) для произвольного конечного контура.

Остальные главы посвящены детальному изучению тен-

тензоров кручения и кривизны. Я показываю, каким образом
их можно разложить на неприводимые тензоры. Изучается

метод, эффективно прилагаемый при л = 3, образования
всех интегральных инвариантов (скалярных и векторных)*
связанных с многообразием, по крайней мере, тех, коэф-

коэффициенты которых зависят линейно от составляющих тен-

тензоров кривизны и кручения. Некоторые из этих интеграль-
интегральных инвариантов встречались и в первых главах. Я приво-

привожу все интегральные инварианты этого типа в четырех-

четырехмерном пространстве метрической и евклидоэой связности

и нулевого кручения.
Чтение настоящего исследования не требует знания

абсолютного дифференциального исчисления, но зато оно

предполагает известными основные правила исчисления

кратных интегралов, в частности, те формулы, при помощи

которых интегралы, распространенные на замкнутую об-

область, преобразуются в интегралы, взятые по области,

ограниченной первой и имеющей число измерений большее
на единицу1.

*В настоящем исследовании Картан называет эту группу le groupe
des emplacements associe a un point de la variete. Термин .группа голо-

голономии' заимствован из дальнейших работ Картана. См., напр.. работу:
Группы голономни обобщенных пространств (вып. 1 настоящей серии).

(Прим. ред.)
1 См. Э. Картан. Интегральные инварианты. ГТТИ, 1940.



Хотя я не пользовался абсолютным дифференциальным
исчислением, все же я употребляю некоторые его обозна-

обозначения, например, верхние и нижние индексы. Несмотря на'
могущие встретиться затруднения, я опускаю также знак;1

суммирования, когда это не может привести к недоразул
мению. Быть может, это побудит тех, которые привыкли
к абсолютному дифференциальному исчислению (которое
в действительности, возможно, не является таковым), от-

отнестись с меньшим предубеждением к чтению настоящего

исследования.

Глава I

ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ПРОСТРАНСТВ АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ.

Аффинное пространство

1. В геометрии Евклида существуют свойства фигур,
которые называются аффинными: это те свойства, которые
сохраняются при применении любых проективных преобра-
преобразований, оставляющих инвариантной бесконечно удаленную
плоскость. Аффинными являются понятия вектора, равен-
равенства (эквиполентности) двух векторов, геометрической
суммы двух векторов; но понятие длины вектора уже
является метрическим. В аффинной геометрии можно срав-
сравнивать только длины параллельных векторов. Теория
систем скользящих векторов, их эквивалентности, приве-

приведения их к вектору и паре является также чисто аффинной,
несмотря на метрическую форму, в которой ее обычно
излагают.

В аффинной геометрии нормальной координатной систе-

системой является декартова система координат; взяв начало О
и три вектора (не комплянарных) ei, e2, е3, приложенных
к точке О, мы можем каждый вектор записать в виде:

а каждую точку m в виде:

m = О + x^i -f- х"е2 -*3е3,

обозначая через т' — т свободный вектор, с началом:

в точке m и концом в т' (или любой другой, ему экви-

полентный).
Предположим, что каждой точке m пространства отне-

отнесена декартова координатная система с началом в т;

пусть ei, e2, е3 — три вектора, которые определяют с m эту
систему отнесения. Мы могли бы даже вообразить, что

каждой точке m соответствует бесчисленное множество

таких систем. Мы получили бы таким образом совокупность
систем отнесения, зависящих от некоторого числа «С 12)
параметров; обозначим эти параметры через и.1.

9



При бесконечио-малых изменениях параметров точка ш

и векторы ei, е2, е» получают также бесконечно-малые

приращения, которые являются векторами; следовательно,
их можно линейно выразить при помощи ei, е2, е3. Пусть

dm = <o1eJ -f- <o2e2 -f- «Зе»,

det = «lei -f e>ie2 + <»?€|,

de2 = <»2 j l ^

de» = щ&1 + <o|e2 -f-

A)

«* и <oj являются линейными формами дифференциалов du';
эти двенадцать форм Пфаффа позволяют ориентировать
систему отнесения с началом в m -|- dm относительно

системы в ш. Можно также сказать, что они определяют
бесконечно-малое аффинное перемещение, переводящее один

триэдр в другой.
Формы «а* и <oj не произвольны. Интегралы

Сdm, Jdei, fde2, Trie»,

взятые по любому замкнутому контуру, очевидно, равны

нулю. Преобразуя эти интегралы в интегралы* по поверх-
поверхности, мы получим:

Сdm = С С О»1/^ -4- (aJ)'e2-f («3)'е3 + dei»1 -f de2a>2 -f rfe»»3,

¦ли, учитывая формулы A) и приводя подобные члены,

Сdm = С ПО»1)' — ш1*] - оJ«4 — <»3щ} ei 4-

Аналогично имеем:

+ [(•?/-2 •'•? Jet,

= JJl(-J)' - 2ЧЧ

Jde, == JJK»*)' - 2•»,•}]e, -S«4

10

Приравнивая правые части нулю и замечая, что они, бу-
дучн векторами, должны иметь составляющие, равные ну-
нулю* мы получим формулы:

(«О'- 2[»Ч]

B)
з

(*=1, 2, 3),

;/, y=i, 2, з),

определяющие то, что называется структурой, аффинного
пространства; они заключают в себе все его свойства.

2. Эти формулы можно получить и несколько иным

путем, хотя, по существу, он будет тождественен с пер-
первым. Рассмотрим неподвижную точку а; пусть ее коорди-
координатами относительно системы отнесения, связанной с точ-

той ш, будут х1, х2, х3; можно положить

а = ш л3е3,

откуда, дифференцируя и принимая во внимание A), будем
иметь:

da = (dx1 -f «i + xWt -\- х2<»1 -f л3«>) ei +
+ (dx2 + <о3 -f x1*»] + x2wl -f
+ (dxs -f- a* + л:1*»3+ л2ш3 -f

Так как точка а неподвижна, то

C)

-f

0._J_ л2<1K _|_ л3аK

Расписывая условия, что уравнения C) вполне интегри-
интегрируемы, мы снова придем к структурным формулам B).

Понятие пространства аффинной связности

3. Рассмотрим теперь числовое многообразие 3 изме*
рений, каждая точка m которого определяется тремя чис-
числами и1, и2, и3. Отнесем мысленно каждой точке m аффинное
пространство, содержащее эту точку, и обозначим через
ei, e2, е» три вектора, образующие с m систему отнесения
для этого пространства. Будем называть такое многооб-
многообразие «пространством аффинной связности", если определен,
и при том произвольным путем, закон, позволяющий ориен-
ориентировать одно по отиошенлю к другому аффинные простран-
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ства, связанные с двумя бесконечно близкими произволы-

ными точками шит' этого многообразия; этот закон

позволит сказать, что такая-то точка аффинного простран»
ства, связанного с ш, соответствует такой-то точке аффин-
аффинного пространства, связанного с точкой т', что такой-то

вектор первого пространства параллелен или эквиполентен

такому-то вектору второго пространства. В частности,
точка ш' сама должна быть ориентирована относительно

аффинного пространства то.чки т, причем мы примем закона

непрерывности, согласно которому координаты точки т' в

аффинной системе отнесения с началом m бесконечно малы;

все это позволяет говорить в некотором смысле, что аффин*
ное пространство, связанное с т, является касательным

аффинным пространством к рассматриваемому многообра-
многообразию 1}.

Согласно этому, если связать с каждой точкой m в ее

аффинном касательном пространстве три координатных век^

тора ei, ег, е3 (они могут зависеть от произвольных пара-

параметров), то аффинная связность пространства выразится

формулами, тождественными по форме с указанными выше:

dm =

det = a

-j- ш2е2

+ oJ e2

<»3е3,

«f e3,

где о)' и o>j — формы, линейные относительно дифференциалов
параметров, от которых зависит координатная система

пространства, причем «* зависят только от дифференциа-
дифференциалов du1, du2, dus. Эти формулы можно интерпретировать,
говоря, что каждая точка т' пространства, бесконечно
близкая к т, должна рассматриваться как точка

m -f- to'ei -j- ores + <o3es

I1) Следует отметить, как это обычно и делается, что в окрестности
точки ш существует аффинная координатная система для точек простран-
пространства,— та самая в которой произвольная точка с координатами в'-f- du1

имеет декартовы координаты du'; в этом смысле аффинное пространство,
связанное с точкой ш, является действительно касательным к многооб-

многообразию аффинной связности. Можно было бы также предположить, что

многообразие аффинной связности погружено в аффинное пространство
более или менее высокого числа измерений и что аффинное пространство,
связанное с т, есть действительно плоское касательное пространство

к рассматриваемому многообразию аффинной связности. Можно было бы,
наконец, рассматривать аффинное пространство, связанное с точкой ш,

как пространство само по себе (не имеющее непосредственного отно-

отношения к основному), но воспринимаемое наблюдателем, находящимся
в точке т, как аффинное. Все эти точки зрения совместимы с точкой

зрения, указанной в тексте, которая мне кажется логически более прием-
приемлемой:
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аффинного пространства, касательного в m !>; аналогично

этому вектор е',-, связанный с пГ, эквиполентен вектору

е/ + «I ei + оJ е2 + да;? е3

касательного, в m аффинного пространства. Конечно, эта

эквиполентность должна рассматриваться как имеющая
смысл только до величин второго порядка малости.

К формулам A) можно присоединить еще те, которые
позволяют перейти от координат х1 точки аффинного про-
пространства, связанного с точкой ш, к координатам xl-\-dxl
соответствующей точки аффинного пространства точки ш'.
Эти формулы тождественны формулам C) и получаются
тем же путем:

C) dxl + и* -I- xWx -f л2<о< -f *Х = ° (* = 1, 2, 3).

Присоединим сюда также формулы, которые устанавливают
аналогичный переход для вектора с составляющими V:

D) dV + + Р«?= 0 (I = 1, 2, 3).

4, Законы аффинной связности определяют некоторым
образом соответствие (срязь) между аффинными касатель-

касательными пространствами двух бесконечно близких точек m

и т'. Возникает вопрос,— как установить эту связь для

любых двух точек пространства?
На этот вопрос можно ответить, если задан определен-

определенный путь, соединяющий точки т0 и mi; тогда можно по-

последовательно, шаг за шагом, установить соответствие

между этими двумя касательными пространствами. В самом

деле, если в каждой точке пути выбрать аффинную систему
отнесения, то «' и а>' выразятся в виде pldt и p'.dt, где
t — параметр, определяющий положение точки простран-
пространства на пути, а р1 и pj — являются некоторыми определен-
определенными функциями от L Уравнения A) тогда могут быть

рассматриваемы как обыкновенные дифференциальные урав-
уравнения, определяющие в каждой точке пути векторы m, d,
е2, ез в функции их начальных значений. Таким образом,
при помощи интегрирования этих уравнений реализуется
вполне точно ориентация аффинного пространства точки mi
в аффинном пространстве точки т0.
Мы придем к тому же (и этот путь, быть может, более

понятен для тех, кто не имеет навыка в счете с векто-

1) Нетрудно видеть, что преобразованием координат в аффинном про-
пространстве, касательном в точке т, можно достичь того, что точка m + dm
будет иметь декартовы координаты du1, du*, dus, так как и>1 являются
линейными комбинациями дифференциалов du1.
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рами), если будем интегрировать дифференциальные уравне
ния C), которые в рассматриваемом случае принимаютвид

*? \ U = 0.

Если за постоянные интегрирования принять значения -(x%t
которые х1 имеют при начальном значении t, то формулы

E) х' = а*+а[(

определяют преобразование декартовых координат, кото*

рое ориентирует аффинное пространство переменной точки ш

относительно аффинного пространства начальной точки

пути т0. Это преобразование координат, примененное
к векторам, дает

< (По + а'3 (?3H (i = 1, 2, 3), ;

откуда

F) (е0о=а}е,4-а?ея + а?е, (/=1,2,3).

Последние формулы показывают, как выражается век-

вектор (е,H, когда он переносится шаг за шагом, оставаясь

эквиполентным самому себе.

Нетрудно также видеть, что точка ш0 имеет в аффинном
касательном пространстве точки m координаты а1, а2, а3>.

Формулы F) и F') определяют общее решение дифферент
циальных уравнений A), как формулы E) определяют его

для уравнений C). :.

5. Может ли быть определена связь между аффинными
касательными пространствами двух каких угодно точек

независимо от пути, их соединяющего? Для того чтобы

это имело место, необходимо и достаточно, чтобы диффе*
ренциальные уравнения A) или C) были вполне интегри:
руемы. Счет уже был нами произведен, когда мы занима-

занимались аффинным пространством в собственном смысле; он

дает необходимые и достаточные условия B):

мы отбросили во вторых членах знак суммирования по к,
следуя принятой системе обозначения в абсолютном диффе-
дифференциальном исчислении.

Если условия B) соблюдены и если в некоторой точ-

точке т0 выбрана система координатных векторов (е,H, то

ничто не мешает нам выбрать в любой другой точке m

векторы ei, е2, ез соответственно равными,FiV. (йОо» (е»)в,;
так как свойство" равенства (эквиполентиости) теперь имеет.
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абсолютное значение. При этом выборе координатных BeicJ

торов, имеем ••• ¦ - ¦
t >

и, следовательно, все формы <oj тождествевно равнУ нулю;

формулы B) тогда показывают, что билинейные ковариачты

форм <d' тождественно обращаются в нуль; следовательно,
*»' являются полными дифференциалами и, не сужая общно-

общности, можно предполагать <»l = diil. Тогда формулы
dm = d«'e,

показывают, что и1, и2, и* могут быть приняты за аффинные
координаты точки m для системы отнесения, применимой
во всем пространстве. Другими словами, пространство
само по себе является аффинным.

Структура пространства аффинной связности

6. Вернемся к общему случаю. Можно ли найти фор-
формулы, играющие в рассматриваемом многообразии аффинной
связности ту же роль, что и формулы в собственно аффин-
аффинном пространстве? Их можно получить, следуя рассужде-
рассуждению, аналогичному тому, которое мы привели в начале

этой главы при выводе формул B).
Возьмем в пространстве замкнутый контур, выходящий

из точки m и возвращающийся в нее, и рассмотрим С dm,

распространенный по этому контуру. Этому интегралу
можно придать смысл при условии, что все бесконечно-
малые векторы, геометрическую сумму которых он дает,
отнесены к одному и тому же аффинному пространству.
Исследования, приведенные в Предыдущих параграфах,
позволяют отнести их шаг за шагом к аффинному касатель-

касательному пространству точки ш0. К этому процессу, который,
если быть строгим, затруднителен в применении, мы воз-

возвратимся позднее.

Применим лучше второй процесс, который имеет то

преимущество, что может быть распространен на кратные
интегралы, взятые от векторов, но который существенно
предполагает контур бесконечно-малым. Будем считать

точку а раз навсегда фиксированной и допустим, что ©на

бесконечно близка ко всем точкам контура; отнесем все

бесконечно^малые векторы dm к аффинному касательному
пространству в точке а, что можно сделать с точностью

до величин второго порядка малости; это обстоятельство,
как известно, не оказывает никакого влияния на вычисле-

вычисление определенных интегралов.
Обозначим через и10 координаты (криволинейные) точ-



ки а, через и1 — координаты точки m контура. Положим,
кроме того,

Обозначая через (е/H координатные векторы в точке а,

имеем

е< = (е,H + «/(еД = (е,-H + (т/*)о («* - «о*) (е/)о,

откуда
dm — ш'е/ = [<о< + (тД)в (и* - и*) ш/] (е/H.

Следовательно, составляющие вектора dm в аффинном
пространстве, касательном в точке а, будут

где (тД)о — значение тД в точке а.

Интеграл от dm вдоль замкнутого контура будет иметь

для /-ой составляющей в аффинном касательном простран-
пространстве точки а следующий вид:

Д)„ (и* - <) <»' =//И'+(?Д)о
Отбрасывая в правой части этого равенства третий член

как бесконечно-малую более высокого порядка по сравне-
сравнению с первыми двумя и заменяя во втором члене постоян-

постоянные коэффициенты (тД)о через переменные значения уД, мы
не изменим этого выражения. В результате мы приходим
к следующей формуле для замкнутого бесконечно-малого
контура:

Сdm =ГГ[(ш'у— шло]] е/,

совпадающей с формулой, установленной в случае соб-
собственно аффинного пространства. Здесь векторы е; в пра-
правой части относятся к произвольной точке а, лишь бы она

была бесконечно близка к контуру, замена точки а другой
приводит к изменению результата только на величину
бесконечно-малую по сравнению с ним самим.

Коэффициенты при ei, е2, е3 в правой части являются

двойными интегральными элементами, которые согласно

самой природе вопроса содержат только du1, du-, du* даже
в том случае, если система отнесения зависит от произ-
произвольных параметров, отличных от и1, и3, и3. Мы положим

причем последнее
распространенная
сов 1, 2, 3.
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выражение рассматривается как сумма,
по всем комбинациям (jk) из индек-

индекСогласно этому обозначению имеем

Сdm = СJ*Q'ei + ^гe2 + Q4

Q-'e2 -f ^3eз,

что можно записать и так

(dm)' =

тде через (dm)' обозначен билинейный ковариант выраже-
выражения Пфаффа dm; это выражение нельзя, следовательно,

рассматривать в общем случае как полный дифференциал.
Вектор О^ + йег + З^ез определяет то, что можно

назвать кручением пространства данной аффинной связности.

Это кручение равно нулю, если геометрическая сумма I dm,

соответствующая замкнутому бесконечно-малому контуру,

равна нулю.
7. Можно вычислить тем же самым способом интеграл

, распространенный вдоль бесконечно-малого замкну-замкну(

того контура, и найти

Jde, =JJ[(«J)' - ш* «1 ] ei -f- H)'- »? Ч1

Отсюда следуют формулы

эквивалентные формулам

Формы Qj определяют кривизну пространства данной

аффинной связности. Кривизна равна нулю, как это видно-

непосредственно, если уравнения в полных дифференциа-
дифференциалах D) вполне интегрируемы, другими словами, если эквн-

полентность двух векторов имеет абсолютный смысл, не

завися от пути, соединяющего начала этих векторов.

В пространстве нулевой кривизны можно связать с различ?
¦

ными точками эквиполентые системы отнесения; состав-

составляющие <о' тогда будут нулями и остаются только урав-

уравнения

мы видим, что в случае существования кручения состав-

составляющие ю* вектора dm относительно фиксированных ocefr

не будут точными дифференциалами.
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8. Итак, уравнения структуры B) в случае пространства
произвольной аффинной связности должны быть заменены

формулами

/ И'
= [»Ч 1 + Qi = КЧ1 + Цк'B0

Если выбрать в каждой точке m наиболее общую систему
отнесения, которая кроме и1, и2,. и3 содержит еще 9 пара-
параметров, эти формулы останутся справедливыми; только

Ajk и Aw будут зависеть от 12 параметров.

Аффинное перемещение, соответствующее
замкнутому контуру

9. Метод, которым мы пользовались при выводе формул
структуры и построении понятий кривизны и кручения, не

может быть распространен на пространства более сложных

связностей, например, проективной, конформной и т. д.
Более приемлем тот метод, которым мы пользовались ра-
ранее, именно, перенесение точек и векторой вдоль задан-
заданного пути.

Рассмотрим бесконечно-малый замкнутый контур, вы-

выходящий нз точки ш0 и возвращающийся в нее. Последо-
Последовательная ориентация касательных аффинных пространств
„в различных точках контура относительно аффинного
пространства, касательного в точке т0, производится, как
это мы видели выше, при помощи интегрирования обыкно-
обыкновенных дифференциальных уравнений C), что дает форму-
формулы E). Но уравнения C) можно рассматривать как опре-
определяющие в аффинном пространстве точки m некоторое
.аффинное перемещение, а именно, то, которое позволяет
перевести систему отнесения, связанную с ш, в систему
отнесения, связанную с бесконечно близкой точкой m -f- dm;
величины а>' и (oj являются в некотором смысле составляю-

составляющими этого аффинного перемещения в системе отнесения,

связанной с точкой т. Таким образом, интегрирование
уравнений C) является в сущности суммированием
в аффинном пространстве исходной точки т0 бесконечно-
малы с последовательных аффинных перемещений, кото-

которые переводят систему отнесения, связанную с некото-

некоторой точкой контура, в систему отнесения, связанную с
бесконечно-близкой точкой. Когда мы обойдем полностью

замкнутый контур, мы получим конечное аффинное переме-
перемещение, которое, конечно, будет очень мало, если очень

мал1 замкнутый коитур. Это и есть искомое перемещение;
соответствующее замкнутому контуру.
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Вообразим себе поверхность 5, содержащую рассматри-
рассматриваемый контур; мы можем предполагать, не нарушая общ-

общности исследования, что на этой поверхности координата

и3 остается постоянной, так что изменяются только неза-

независимые переменные и1 и и2, которые мы обозначим через

и и v. Координаты и и v можно также рассматривать как

прямоугольные координаты точек некоторой вспомогатель-

вспомогательной плоскости; в этой плоскости замкнутый контур будет
иметь в качестве своего образа замкнутую кривую, огра-

ограничивающую некоторую площадь А. Мы будем пред-

предполагать, и это уже, конечно, нарушит общность иссле-

исследования, что замкнутая кривая (образ) спрямляема,, что

ее длина / бесконечно мала и что, наконец, площадь квад-

квадрата со стороной / конечна по сравнению с площадью

Л1).
Если теперь в каждой точке поверхности S мы выберем

определенную систему отнесения, то <»1 и <oj дадут опре-

определенные выражения Пфаффа, линейные относительно du

и dv:

=a'du »j = о' du + pj dv,

причем коэффициенты являются определенными функциями,

О которых мы будем предполагать, что они дифференциру-
дифференцируемы по и и v. Уравнения C) дадут

dxl + afdu + Pdv + хх (о{ du + pi dv) +

+ x2 (aa du + P2 dv) + XsD du + pi dv) = 0.

Если мы перемещаемся по замкнутой кривой С, то и и

v можно выразить в функциях от дуги s кривой-образа
@<</)<s</).

Обозначим через (<z'H, (P')o> (<xjH, (pjH численные значе-

значения функций о', р', а', pj в начальной точке кривой С

(s = 0); положим:

это — формы Пфаффа с постоянными коэффициентами.

1) Этого ие будет,.например, если замкнутый контур имеет в.каче-

в.качестве образа прямоугольник со сторонами е и е2. Все указанные ограни-

ограничения, не соответствующие, конечно, природе вопроса, имеют целью

облегчить получение результата, который мы имеем в виду. Строгое
доказательство, конечно, необходимо, хотя нет никакого основания

.
сомневаться в общности получаемого результата. Можно сравнить изло-

изложенное здесь доказательство с доказательством, данным J. Peres1"^ его

работе „Le parallelisme de M. Levi-Civita et. la courbure rlemanienne
¦ {Rend. Acad. Lincei, Ea) 281, p. 425-428).
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Пусть теперь е — заданное сколь угодно малое положи-
положительное число; можно предполагать контур настолько ма-
малым, что в каждой его точке разности

«' - (а%, F - (РОо, «у
- (<4, й/ - (Ру%

сбудут меньше е по абсолютной величине.

Далее, дифференциальные уравнения, которые опреде-
определяют х', показывают, что

\x>-(x%\<As,
где А — положительное фиксированное _число.

Введем вспомогательные функции л' от а и v, прини-
принимающие в начальной точке контура значения (л'H и удов-
удовлетворяющие вполне интегрируемым уравнениям

это — линейны.е_ функции от: а и v. Оценим верхний предел
разности х1 — х' в некоторой точке контура.

Имеем

dx1 - dx'+ «* - (ш'H + х" К ~ (»i )о] + [** - (л*)о] К H= О,
что дает, если проинтегрировать от 0 до s и учесть уста-
установленные выше неравенства,

где В и С обозначают постоянные положительные числа.
Наконец, можно записать

dx1 -f- <»' +'х* щ -f (х* - хк) <4 = О,
откуда, интегрируя от 0 до /, получаем

| )
¦ричем Н обозначает новое фиксированное число. Правая
часть этого неравенства согласно сделанной гипотезе
бесконечно-мала по сравнению с площадью А.

Ограничиваясь главной частью приращения

имеем, таким образом,
• д С*9о+ff[ 4 ] = о

или, заменяя dxk их значениями, а двойной интеграл — его
, элементом,

+ (»0' - We D )о «* = 0.
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Мы можем, наконец, не изменяя главной части, заме-

заменить хк через С**)о, затем (<в*H и (<о*)о через ш* и щ& опус-
опуская в последнем выражении значок 0, мы получим окон-

окончательную формулу

E) д* -(- («о' —К <4 ]+х" {(«i у - [«J «* ]}=о
или, наконец, учитывая введенные выше обозначения,

E') Ах* + О*+ е* ¦** = ().

If). Рассмотрим тот частный случай, когда вектор с

составляющими \1 переносится шаг за шагом, оставаясь

эквиполентным самому себе; когда начало вектора опи-

опишет замкнутый контур, его первоначальные составляю-

составляющие получат бесконечно-малые приращения №, опреде-
определяемые формулами

Например, вектор, выбранный в начальной точке m в

качестве /-ого координатного вектора системы отнесения

после параллельного переноса вдоль замкнутого конту-

контура дает вектор

он получает геометрическое приращение
— 2*е*. Этот

результат не противоречит ранее установленной формуле

так как / в этой последней относится не к измене-

изменению параллельно переносимого вектора, а к изменению

вектора, который в каждой точке m контура прини-
принимается за 1-ый координатный вектор системы отне-

отнесения.

11. Итак, каждому бесконечно-малому контуру, выхо-

выходящему из точки m и возвращающемуся в нее, соответ-

соответствует бесконечно-малое аффинное перемещение (второго
порядка), составляющие которого в системе отнесения,

связанной с исходной точкой т, являются элементами

двукратных интегралов 2' и.йу. Первые составляющие Q1

определяют трансляцию, вторые. 2j— аффинное вращение
около точки т.

Трансляция определяет кручение, вращение — кривизну
данного пространства.
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Теорема сохранения кривизны и кручения

12. Возвратимая к формулам B')

B') - («j)'=[«N

которые определяют структуру пространства аффиниой связ-

связности. Дифференциальные формы ?' и Щ удовлетворяют
примечательным тождествам, которые легко получаются,,
если выразить, что внешние производные от правых частей
уравнения B ) обращаются тождественно в нуль. Можно

упростить вычисление, если заметить, что внешние произ-

производные обращаются в нуль вместе с 2' и Q'. Получаем
формулы

.«* ] — [«*е* ] = о.

Дадим геометрическую интерпретацию этим формулам.
Для этого рассмотрим в пространстве некоторый объем»

ограниченный замкнутой поверхностью. Каждому элементу
этой поверхности, окружающему точку m поверхности,

соответствует бесконечно-малое аффинное перемещение,
определяемое формулой

E') Да.'-{-2< + л*2* = 0;

составляющие 2', 2* этого перемещения взяты в систе-

системе отнесения точки т. Мы не можем ввести закона ком-

композиции этих бесконечно-малых преобразований, так как

композиция зависит от порядка, в котором преобразова-
преобразования выполняются и, кроме того, нельзя последовательно

расположить элементы поверхности, как элементы линии.

Но можно складывать эти бесконечно-малые преобразо-
преобразования в том смысле, в каком в кинематике складываются

два мгновенных вращения; более точно, мы определим
сумму двух бесконечно-малых аффинных перемещений

как аффинное перемещение

Но имеется еще одна трудность, состоящая в том, что

различные перемещения относятся к совершенно различ-
различных аффинным пространствам: необходимо, следовательно,
перенести их все в одно аффинное пространство. Это воз-
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можно только в том случае* если замкнутая поверх-
поверхность бесконечно-мала.

В самом деле, в этом случае, следуя процессу, кото-

которым мы уже пользовались, мы выбираем фиксированную
точку а внутри малого объема. Так как аффинное простран-
пространство, связанное с точкой т, может быть ориентировано в

касательном аффинном пространстве точки а, то мы сможем

определить относительно этого последнего пространства
и составляющие аффинного перемещения E). Обозначим

через и* постоянные координаты точки а, через uk — коор-

координаты точки т; положим далее

и обозначим через

в' = Yk duk, ni = Yjk duk

(Т1)о, (тД)о
числовые значения веточке а коэффициентов этих форы.
Обозначая через х' координаты точки в аффинном каса-

касательном пространстве в а, соответствующей точке (jc*) в

аффинном касательном пространстве в т, имеем уравнения

¦*'¦ - *' + (Ti )о (и* - и* ) + х* (fkh H (и* - К) = 0,

которые можно разрешить относительно л'

_

Формулы E'), если в них заменить значения л' через

х1 согласно предыдущим соотношениям, дадут

(«А - К) Q[ - (^ H (и* - и*) Щ ] = 0.

Отсюда следует, что составляющие бесконечно-малого

перемещения E'), вычисленные в системе отнесения, свя-

связанной с точкой а, имеют вид

)о (и* - «*) Of - (гЛ*)о («А - «*) %,

o («A - «*) QJ - ЫьХ (и" - и*) Щ.

Сумма всех бесконечно-малых перемещений, соответст-

соответствующих различным элементам замкнутой поверхности,
имеет, следовательно, составляющими интегралы по по-

поверхности от 2' и и*, что дает следующие объемные

интегральные элементы

Jkk \du* QI]- (т*).

23



не изменяя главной части, имеем

Мы получаем, таким образом, левые части формул G),
.равные тождественно нулю.

Таким образом, получаем теорему сохранения кривиз-
кривизны и кручения:

Геометрическая сумма бесконечно-малых перемеще-
перемещений, соответствующих различным элементам замкну-
замкнутой поверхности, равна нулю, если замкнутая поверх-
поверхность бесконечно-мала.

Интегральные инварианты, связанные с

пространством

13. В предыдущем исследовании мы предполагали, что

пространство трех измерений; но очевидно, что получен-

полученные результаты справедливы и для пространств любого
числа измерений.

Мы рассматривали выше простые и кратные интегралы,
элементами которых является вектор (dm или de*). Теперь
мы сделаем более общее предположение, что каждому

элементу поверхности отнесен внутренним образом вектор

определим интеграл от этого вектора, 'распространенный
по бесконечно-малой замкнутой поверхности, отнеся каж-

каждый элемент интеграла к аффинному касательному простран-
пространству точки а, лежащей внутри поверхности; это позволит

рассматривать сумму различных составляющих. Можно
доказать тем же путем, что и выше, что искомый инте-

интеграл равен объемному интегралу с элементом

где dti заменены через <»f е*. Мы получили бы то же самое,

если бы П' были интегральными элементами трехкратными,

четырехкратными и т. д., а интегралы распространялись
на замкнутую поверхность 3, 4 и т. д. измерений.

Можно рассматривать также геометрические формы
второго, третьего и т. д. порядков. Формой второго по-

порядка, является

она определяет систему векторов (скользящих). Внешняя
производная от этой формы, которая позволяет преобра-
преобразовать интеграл, взятый по замкнутому многообразию р
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измерений, в интеграл, распространенный по многообразию
р-\-1 измерений, равна

е/е,] \(Ш)' + [«>< Ш] - [«ЯР] +К№J\ +Н

14. Рассмотрим в качестве примера форму

[mrfm] = а>' [те/],

которая определяет скользящий вектор с началом в m и

концом в m -f- dm. Интеграл от этого вектора, распростра-
распространенный по бесконечно-малому замкнутому контуру, равен

f[mrfmj = С f[mdm]'= С С [me;] Q1 + 2 [е/е;] [«.WJ.

В случае п = Ъ мы получаем, таким образом, вектор с

составляющими 2' и пару, момент которой равен удвоен-
удвоенной площади, ограниченной контуром; имеем обобщение
классической теоремы.

Точно так же

=JJJ
эта формула в случае собственно аффинного пространства
объединяет формулы

причем интегралы распространены по замкнутой поверх-
поверхности; пространства аффинной связности, на которые эти

формулы распространяются без изменения, характеризуются
соотношениями

[ш^]-[ш^] = 0 (i, ;=1, 2,..., п).

Нетрудно показать, что при п>4 из этих соотношений

следует, что 2' = 0.

Отметим также формулы

Jj [me,]ff=JJJ
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эти формулы представляют интерес тем, что они естест-

естественно приводят к образованию интегральных инвариан-
инвариантов, связанных с пространством все более и более высо-

высоких порядков.

Изоморфизм пространств аффинной связности !)

15. Мы будем говорить, что два пространства аффинной
связности п измерений изоморфны, если между ними можно

установить точечное соответствие, при котором каждому вы-

выбору систем отнесения, связанных с точками первого прост-
пространства, можно сопоставить такой выбор систем отнесения,

связанных с точками второго пространства, что составляю-

составляющие и? и <oj первого пространства в этом точечном соот-

соответствии равны составляющим ш' и coj второго пространства.
Мы будем говорить также, что оба пространства наложи-

наложимы одно на другое.

Рассмотрим два изоморфных пространства и отнесем

произвольной точке m каждого из них наиболее общую
систему отнесения; в каждом пространстве эта система

отнесения будет зависеть от »(д-(-1) параметров, из кото-

которых п являются координатами начала т. Между n(n-^-l)
параметрами первого пространства и п(п-{-\) параметрами
второго существует соответствие, при котором имеют

место тождества

==а>«, fflj=o>j,
«¦>где шг и «¦>/ обозначают составляющие второго простран-

пространства. Обратное также верно, так как 'п первых из преды-
предыдущих уравнений необходимо приводят к соответствию

между точечными координатами обоих пространств.
Из соотношений (8) при помощи внешнего дифференци-

дифференцирования выводим

А}А}к = A)k, Ajki =
то есть

а также равенство соответствующих коэффициентов в обеих
частях последних соотношений, разложенных в виде линей-

линейных функций от <ог и <»(, и так далее.

16. Развернутую форму дифференциалов dA'jk и dA1.^
можно получить при помощи следующего геометрического
процесса.

') П. 15—18 могут быть пропущены без ущерба в понимании после-

последующих глав.
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Рассмотрим в первом пространстве точку m и прохо-
проходящий через нее двумерный элемент; этому элементу со-

соответствует бесконечно-малое перемещение с составляю-

составляющими Q1 и Q'.. В частности, трансляция, соответствующая

этому элементу, может быть интерпретирована вектором е<2'.
Рассмотрим теперь точку т', бесконечно близкую к т,

и двумерный элемент, проходящий через т' и эквиполент-

ный элементу, проходящему через т; этому элементу со-

соответствует также определенный вектор, связанный с точ-

точкой т'. Геометрическая разность между этим и первым

вектором, имеющая смысл, так как аффинное простран-
пространство, касательное в т', можно ориентировать в аффинном
пространстве точки т, является вектором, приложенным
в точке т, причем его геометрический смысл не зависит

от выбора систем отнесения.

Чтобы получить его аналитическое выражение, пред-
предположим, что двумерный элемецт, проходящий через т,
является параллелограммом, построенным на двух беско-

бесконечно-малых векторах (?') и (ч\1), выходящих из ш; обозна-

обозначим через e,s'(E, •*)) первый вектор, интерпретирующий

трансляцию, соответствующую этому параллелограмму.
Обозначим далее через d символ дифференцирования, со-

соответствующий перемещению из точки m в пГ. Вектор,
который интерпретирует трансляцию, соответствующую
эквиполентному элементу, проходящему через т', можно

записать в виде:

если условиться при дифференцировании применять сле-

следующие формулы, выражающие аналитически отмеченные

выше геометрические условия:

Таким образом, разность трансляций определяется сле-

следующим вектором, связанным с точкой т, или, лучше
сказать, с тремя векторами (?')> (if), dm, выходящими из т:

его составляющие, очевидно, являются трилинейными
формами от составляющих трех векторов, то есть от?', ц1р

найдем
(9)

•

Выполняя вычисления и приравнивая члены при

dA'k + A>.k «J
- A\k «} - Aif «?= А'щ, •* ;
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эта формула показывает, какую форму имеет дифферен-
дифференциал dA'k.

Все то, что мы проделали для составляющих трансля-
трансляции, можно сделать и для составляющих вращения. Рас-

Рассмотрим в точке m элементарный параллелограмм, пост-

построенный на двух векторах (V) и (if), и произвольный век-

вектор («О- Вектор tiuJQ'(i, •»)) определяет с точностью до

знака геометрическое приращение, которое получает век-

вектор (и') при эквиполентном переносе его вдоль контура

параллелограмма. Пусть т' — точка, бесконечно близкая

к ш; рассмотрим в этой точке параллелограмм, эквипо-

лентный первому и вектор («'). эквиполентный вектору (и1);
приращение последнего вектора при эквиполентном его

перенесении вдоль контура второго параллелограмма оп-

определяется вторым вектором

геометрическая разность между этим и первым вектором,
которую можно обозначить через

есть вектор, связанный с точкой m и зависящий внутрен-
внутренним образом от (и1) и трех векторов (?'), (ц1), dm. Этот век-

вектор имеет следующий вид:

Проводя вычисления, найдем, что

A0)

17. Из предыдущего следует, что дифференциалы со-

составляющих Aljk и A'ju вводят в качестве новых коэффи-
коэффициентов только коэффициенты А1^ и Л^1р форм

«/(едче, п)). 4(ъиЩ1, т])).
'

Если теперь в этих развернутых формах заменить а>'

через составляющие С произвольного вектора, мы полу-

получим формы
*

егПЧ«. Ч, С), eiB''nj(&, Ч. 0-

которые определяют перемещение, соответствующее эле-

элементарному параллелепипеду» одна' из вершин которого
лежит в точке m*; только ребра паоаллелепипеда не

играют все одинаковой роли. При помощи указанного выше

процесса можно вывести из полученных форм новые:

e, Ч, С)),

1 Или, скорее, параллелограмму и: вектору.
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которые, будучи развернуты, имеют вид

Новые коэффициенты, введенные таким образом, поз-

позволяют записать полное выражение дифференциалов от

1

Очевидно, что эти операции можно продолжать до

бесконечности; новые коэффициенты, которые будут вво-

вводиться с каждым дифференцированием, являются коэффи-
коэффициентами форм, имеющих геометрический смысл и опре-

определяющих перемещения, связанные с произвольными век-

векторами, число которых все возрастает.
18. Если два пространства изоморфны, то соответствие,

которое реализует этот изоморфизм, устанавливает равен-
равенство между всеми коэффициентами A'.k, A'kl и их произ-

производными любого порядка. Я не буду продолжать далее

исследование этой проблемы, которую я изложил, пользуясь
методом, примененным мной в предыдущем мемуаре1.
Я укажу лишь соотношения, которые необходимо суще-
существуют между только что рассмотренными величинами,
опуская доказательство того, что эти соотношения един-

единственные,, которые могут существовать в общем случае.
Прежде всего формулам, которые выражают теорему

сохранения кривизны и кручения

G)

мы придадим, развертывая их и отбрасывая все члены,

содержащие <oj*, следующий вид:

Атн
Мщн [ «* «* ш' ] + A)

- wJQ*] - А^ = 0,

)ta W- «42»] = 0,

1 Sur les equations de la gravitation d'Einstein (Journal de Math. 1922,
p. .141-203).

* Отбрасывание членов с <»j соответствует переходу от обыкновеж-

иых к коварнантным производным, то есть от dAjk и dAjkl к -Ащь "А
' *

(Прим. ред.)« 4ы|л'"Л
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откуда, объединяя члены при [шао>Э(от ], имеем

A2)

Что касается Almh и AjW|Am, то между этими величинами

и предыдущими существуют дифференциальные соотноше-

соотношения двух видов. Первые получаются от дифференцирования
соотношений A2), причем сохраняются лишь члены при ш6 ;
они имеют следующий вид

A3)
_4_

I
Ai

не выписанные члены зависят только от ранее рассмот-

рассмотренных величин. Соотношения второго вида получаются
при приравнивании билинейных ковариантов первых чле-

членов соотношений (9) и A0); сохраняя в получаемых равен-
равенствах только члены при [со«а>Р]*, найдем

A4)

Соотношения, существующие между Almhm и А'Ш]тп
выводятся так же: 1) из соотношений A3) и A4) диффе-
дифференцированием, если сохранить только члены с ш* ; 2) из

оотношений A4) внешним дифференцированием, если со-

сохранить только члены с [оЛо?].
Можно продолжать таким образом и далее.

Нетрудно видеть, что число составляющих тензора

кривизны и кручения равно
—5 —, число составляю-

составляющих их производных первого порядка
— — 'mLj! '

3

* Это Соответствует переходу к ковариантиым производным.
(Прим. ред.)
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Случай пространства нулевого кручения. — Если про-

пространство не имеет кручения, то предыдущие соотноше-

соотношения упрощаются; они приводятся к следующим

А'

ОбобщениеJ

19. Уравнения C) и E^ определяют бесконечно-малые*

преобразования группы аффинных перемещений. Нетрудно
обобщить изложенное в предыдущих параграфах, что по-

позволит лучше уяснить общую идею.

Рассмотрим некоторую конечную непрерывную группу G

преобразований п переменных Х\, Хг,...; хп; пусть эта

группа определяется г бесконечно-малыми независимыми

преобразованиями
X\f, Xzf,-.-, Xrf.

Мы можем рассматривать хи как координаты точки

в некотором пространстве Е. Если в этом пространстве
мы будем обращать внимание лишь на те свойства фигур,
которые не изменяются при преобразованиях группы G, то

можно сказать, что эта группа является фундаментальной
группой пространства Е. При этом первоначальные коор-
координаты Х\,..., хп можно заменить теми, в которые они

переходят при преобразовании Т группы; в этой новой

системе координат свойства фигур выражаются аналити-

аналитически так же, как и в старой; обе системы координат

эквивалентны. Переход от одной системы координат к эк-

эквивалентной производится, таким образом, при помощи пре-
преобразования фундаментальной группы.
5 Вообразим теперь, что в каждой точке некоторого

многообразия находится наблюдатель, который имеет сис-

систему координат для изучения пространства Е, причем эти

системы, конечно, все эквивалентны между собой. Пусть
это многообразие имеет р измерений, причем каждая точка

определяется р координатами и\,..., ир. Если мы перехо-
переходим из точки m пространства в бесконечно близкую точ-

точку ш', то в пространстве Е мы перейдем от некоторой
системы координат к другой, которую мы будем пред-
предполагать бесконечно близкой к первой; другими словами^

1 Конец этой главы предполагает у читателя некоторое знакомство-
с теорией групп; он может быть пропущен без ущерба для поиимаяия

последующих глав.
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мы перейдем от координат xi в системе наблюдателя m

к координатам х\ в системе наблюдателя т\ произведя
некоторое бесконечно-малое преобразование группы G,
например,

*iXif+ ^X2f+... -f *rXrf,

где «>ь... , а>г являются выражениями линейными относи-

относительно dui,..., dup и с коэффициентами, зависящими от

«ь... , ир. Другими словами, если (xi) и (xi-j-dxi) являются

координатами одной и той же точки пространства Е,
взятыми соответственно в координатных системах наблю-
наблюдателей m и т', то ¦

A5) dxi = mtXi (xi) + Ш2Х2 (х,) +... + *rXr (xi);

или, если /— определенная функция координат, то .

A5') df= «, Xif+ щХ2/ +-...+ *rXrf.

Предположим, например, что G есть группа преобразо-
преобразований одной переменной и с одним параметром

х'—х-\-а;
имеем

где <» — выражение Пфаффа от U\, и2,..., ир.

20. Установив это, представим себе, что в простран-
пространстве V наблюдателей некоторая точка Шо переведена
в точку mi по определенному пути. При переходе от не-

некоторой точки т, лежащей на этом пути, в бесконечно

близкую т', мы производим в пространстве Е некоторое
бесконечно-малое преобразование, составляющими которо-
которого в координатной системе наблюдателя m являются

Ш], <о2,..., ш,. Последовательное выполнение всех этих бес-

бесконечно-малых преобразований переведет координаты,
установленные наблюдателем то, в координаты наблюда-
наблюдателя mi; это будет некоторое конечное преобразование
группы G. Оно, очевидно, определяется интегрированием
дифференциальных уравнений A5), в которых формы щ
имеют теперь вид: pi(t)dt, где ^ —параметр, в функции от

которого выражаются координаты иг,..., ир переменной
точки пути. . ,

Если описать замкнутый контур в пространстве V, то

мы можем по возвращении в точку т0 не получить той
же системы координат, с которой мы вышли из этой точки.

Для того, чтобы при возвращении в т0 мы получили ту

же самую систему координат, необходимо (и достаточно),
чтобы уравнения A5) были вполне интегрируемы. Возьмем
эти уравнения в сжатой форме A5'). Условие того, что

они вполне интегрируемы, если обозначить через о/. <>или-
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нейный ковариант формы щ, запишется следующим образом:

XiM+[d (Xif)mj\ a xi /«;+\xh (xkf)- xk (xhf)\ H »*]=o.

Но согласна классической теореме С.Ли имеем

(XhXk) = Хн (Xkf) - Xk (Xkf) = ChksXsf,

где коэффициенты Chks постоянны. Итак, имеем

и, следовательно,

A6) №;

21. Тот частный случай, который только что был изу-

изучен, представляется, между прочим, тогда, когда в каче-

качестве многообразия V взять параметрическое простран-
пространство группы. Если

x\—fi {xi,..., хп\ аи ..., аг) .

конечные уравнения общего преобразования Та группы G,
то ai,..., аг можно рассматривать как координаты точки m

пространства V г измерений. Если aj,..., a° являются па-

параметрами тождественного преобразования, Шо — точка^

определяемая ими в пространстве V, то мы примем, что

система координат наблюдателя m получается из системы

координат наблюдателя то при помощи преобразования Та.
Тогда система координат точки m будет переводиться,
в систему координат бесконечно близкой точки т' беско-

бесконечно-малым преобразованием Г Ta+da. Вполне, очевидно,

что, каков бы ни был путь, соединяющий точку m (с ко-

координатами fli,..., ar) с точкой пГ (с координатами Ьи--

..., br), результирующее преобразование координат в про-

пространстве Е будет Т7хТь. .

Обратно, если соотношения A6) удовлетворяются Для

некоторого пространства наблюдателей V, и если мы вы-

выберем произвольно в этом пространстве точку т<>, то

каждая точка m будет соответствовать определенному

преобразованию Та группы G, именно тому, которое поз-

позволит перевести координаты, выбранные в точке то, в ко-

координаты, выбранные в т; следовательно, m будут опре-
определенными функциями от щ. Может, конечно, случиться,
что одному и тому же преобразованию Та соответствует
бесчисленное множество точек т; может также предста-
представиться случай, в частности, если^<г, когда те преобра-
преобразования, которые могут соответствовать различным точкам

пространства, образуют только часть группы.
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22. Возвратимся к общему случаю. До сих пор мы ин-

интерпретировали преобразование группы как определяющее
изменение координат в пространстве Е, причем первона-
первоначальные координаты х{ и преобразованные х\ относились

к одной и той же точке пространства Е. Можно встать
на другую точку зрения, более образную, и рассматривать
х( и х\ как координаты двух различных точек в одной
а той же системе координат. Обозначим через S пре-
преобразование, соответствующее этой точке -зрения: это

преобразование, очевидно; имеет смысл только тогда, когда

раз навсегда сделан предварительно определенный выбор
системы координат. Мы будем говорить, что S является

перемещением пространства Е.
Если мы примем эту точку зрения, то бесконечно-малое

преобразование <ь\Х\/-\-,.. -\-<огХг/, которое ранее мы связы-
связывали с двумя бесконечно-близкими точками m и щ' про-
пространства V, можно рассматривать как бесконечно-малое
перемещение пространства Е. Таким образом, выражения
Пфаффа он,..., <¦>/• определят непрерывное (воображаемое)
движение пространства Е, зависящее от р параметров.
Пользуясь выражением, заимствованным из теории связей
в механике, мы можем сказать, что в общем случае это

движение не голономное; оно будет голономным, если

удовлетворяется условие A6). Например, в случае группы

мы имеем непрерывную трансляцию на прямой; эта тран-

трансляция голономна, если составляющая «о бесконечно-малой

трансляции есть полный дифференциал; в противном случае
это не имеет места.

23. Возвратимся к замкнутому бесконечно-малому кон-

контуру в пространстве V. Для приближенного интегрирова-
интегрирования уравнений A5) можно применить процесс, аналогичный

тому, который мы использовали при изучении пространства
аффинной связности. Обозначим через &xi бесконечно-малое

лриращение координаты хс, можно показать, что мы по-

получим это приращение, если возьмем от правых частей

билинейный ковариант и заменим дифференциалы dxk их

выражениями из уравнений A5). Получаем следующий ре-
результат (мы пользуемся сжатой формой записи):

A7) Д/=^lЛ'l/+^2^Y2/+...+^Л'r/,
где

Каждому замкнутому контуру соответствует, та-

таким образом, бесконечно-малое перемещение простран-
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етва Е, составляющие которого Qi, ..,, Qr являются

элементами двойных интегралов. Это перемещение оце-
оценивает до некоторой степени неголономность движения

пространства Е.
Если к формулам A8) применить внешнее дифференци-

дифференцирование и учесть соотношения, существующие между по-

постоянными сш1, имеем

A9) ^; =сш \[Q*»k] - [•* ^*]^.

Интерпретация этих формул аналогична той, которую
мы уже получили в теории пространств аффинной связ-

связности.

24. Для этого возвратимся к первоначальной точке

зрения. Рассмотрим в пространстве V объем, ограничен-
ограниченный бесконечио-малой замкнутой поверхностью. Каждому
элементу этой поверхности, окружающему некоторую
точку т, соответствует бесконечно-малое

'

преобразова-
преобразование в, определяемое символом

который можно интерпретировать как определяющий пере*
мещение S пространства Е, выражаемое аналитически при
помощи координат, которыми пользуется наблюдатель т.

Обозначим через а фиксированную точку, лежащую внутри

рассматриваемого объема. То же самое перемещение про-

пространства Е можно было бы аналитически выразить при
помощи координат, отнесенных к наблюдателю а, так как

от одной из этих систем можно перейти к другой, когда

наблюдатели бесконечно близки. Пусть соответственно

координаты, отнесенные к наблюдателям m и а. Пусть
переход от координат xi к координатам xi производится
при помощи бесконечно-малого преобразования Т.

Обозначим, наконец, буквами с ударениями координаты
точки, получающейся в результате перемещения S. Не-

Нетрудно видеть, что переход от координат х к х' получает-
получается в результате последовательного применения преобразо-
преобразований Т, в и Т~~х. Другими словами, если принять коор-
координаты фиксированного наблюдателя а, то перемещение 5

определяется преобразованием TQT~l.

1 Эти соотношения вытекают из того, что для пространства V па-

параметров имеют место формулы (lfi), а, следовательно, и те. которые из

и их выводятся внешним дифференцированием. Другими словами, при
внешнем дифференцировании формул A8), можно откинуть все члены,

не содержащие нн ^,• ни Q't,
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Тогда нетрудно показать, что если Uf, Vf—символы
бесконечно-малых преобразований Г и в, то символом для

Г6Г является l

Vf+(UV)f= - V{Uf).
Если через «л и «а обозначим координаты соответст-

соответственно точек m и а пространства V и если положим

то получим

и, следовательно,

— чш («а — на) Xif,
Vf=Q,X,f

Vf+(UV)f=
_

= \®s + Ciks [Т/А («A — Ma) ^ft — T*A («A — «A) ^/]} Xsf
Это — аналитическое выражение перемещения S, которое
взято в системе отнесения точки а.

Если взять сумму составляющих этого перемещения,
распространенную по всем элементам рассматриваемой
замкнутой поверхности в пространстве V, то для s-ой

суммы найдем

что равно нулю согласно формуле A9).
Иными словами, сумма бесконечно-малых перемещений,

соответствующих различным элементам поверхности,
которая ограничивает бесконечно-малый объем, равна
нулю.

25. В частном случае, когда группой G является

общая теорема сохранения приводит к классическому ре-

результату. Если ш — некоторое выражение Пфаффа в про-

пространстве V» и если обозначить через «' элемент двойного

интеграла, который получается при применении теоремы

Стокса, то интеграл Г | «', распространенный по замк-

замкнутой поверхности, равен нулю. Здесь нет необходимости
относить бесконечно-малую трансляцию <о' к системе

наблюдателя а, так как величина трансляции на прямой
не зависит от выбора начала абсцисс, причем группа пре-
преобразований G коммутативна. Кроме того, в этом частном

случае, как нетрудно видеть, трансляция, соответствую-

соответствующая любому замкнутому контуру, даже конечному, всегда

определяется интеграаом Г Г в/, распространенным по

площади, ограниченной контуром.
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Возвратимся теперь к понятию пространства аффинной
связности. Пространство Е в этом случае является аффин-
аффинным в собственном смысле, фундаментальная группа

—

груп-
группой аффинных преобразований, определяемой бесконечно-
малыми преобразованиями

df
Xi ~J-

.

d

Однако, не имеется полного тождества между понятием

пространства аффинной связности и понятием пространства V
наблюдателей, введенного выше, так как каждой точке m

пространства аффинной связности можно сопоставить бес-
бесчисленное множество наблюдателей с различными коорди-
координатными системами, имеющими одно и то же начало т.



Глава II

ПРОСТРАНСТВА МЕГРИЧЕСКОЙ СВЯЗНОСТИ

26. Рассмотрим евклидово пространство, каждой точке

ш которого отнесена система прямоугольных координат
с единицей длины, выбранной в каждой точке и изменяю-

изменяющейся в общем случае от точки к точке. Если мы обозна-
обозначим через ei, ег, ез векторы единичной длины, отложенные
по осям, то при переходе от точки m к бесконечно близ-
близкой m-\-dm мы получим общие формулы A) (гл. 1)

A)
(dm

= «o'ei -f- ш2е2 + <»3е3,

afei = ш]

j e2 = «2 ei -f- «j e2

e2 e3.

Если определить скалярное произведение двух век-

векторов, пользуясь определенной абсолютной единицей
длины, получим соотношения

eiei = е2е2 == езе», е2е3 = 0, e3ei = 0, eie2 = 0.

Дифференцируя эти соотношения, получаем формулы

, ej + ej —0."l—-а —"з> "sT^-". u'3"I~wi

Мы будем обозначать <oj просто через <о. Таким образом,

формулы A) принимают следующий вид:

к '
^егвше/ + ш*ей (o>/+o>j = 0),

где во втором соотношении суммирование производится
по значениям k, отличным от L

27. Эти формулы позволяют нам определить простран-
пространства метрической связности. Эти пространства являются

многообразиями аффинной связности, для каждой точки m

которых касательное аффинное пространство является евкли-

евклидовым. Взаимная ориентация двух евклидовых пространств,
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касательных в двух бесконечно близких точках, опреде-
определяется при помощи форм Пфаффа

ш', со, mf эв — wj.;
формы <»' являются составляющими переноса, »— состав-

составляющей гомотетии (лучистого расширения) *>, «J
— состав-

составляющими вращения
— тех преобразований, которые приво-

приводят систему отнесения, связанную с точкой ш, в совме-

совмещение с системой отнесения в точке пГ.

Можно было бы также предположить, что существует
абсолютная единица длины, общая для всех евклидовых

касательных пространств; тогда единичные векторы ei, ej,
е», построенные в каждой точке, равны между собой по

длине. В этом случае форма <о равна нулю. Мы будем
говорить, что в этом случае имеем пространство евкла,-
довой связности.

28. Все изложенное может быть обобщено на случай
пространств любого числа измерений. Можно также вы-

выбрать координатные системы не прямоугольными или

прямоугольные системы с векторами ег, не равными по

длине. Мы не будем излагать исследование в общем виде,

а ограничимся только тем случаем, когда при выборе еди-

единицы длины в каждой точке m векторы Ci будут удовлет-
удовлетворять условиям

git, 0 (i 1, 2,..., «),

причем ga являются фиксированными навсегда постоян-

постоянными, одними и теми же во всех точках пространства 2>.

Так как единица длины меняется от точки к точке про-

пространства, мы имеем^нраво дифференцировать только соот-

соотношения

#22 gnn

что даст нам, если учесть формулы A), саедующие урав-
уравнения

B) ш» — а>1 =* ¦ • •= шпа = ш, gti<oj -f gjf»{= 0.

Квадрат длины вектора У, приложенного к точке т,

равен при этих условиях

*) Коэффициент расширения равен 1 + <¦>. '

2) Очевидно, что это условие Не влияет совершевио' на общность
исследования; можно даже предполагать, что эти коэффициенты равны ±1.
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он изменяется с единицей длины, выбранной в т. Скаляр-
Скалярное произведение двух векторов ?', ¦»)' равно

fft,«V.
29. Обозначим через Ь скалярное произведение вектора

Е на вектор е*:
5 6^'

величины ti будем называть ковариантными составляю-

составляющими вектора !) ; Е' называются его контравариантными
составляющими. В этих обозначениях квадрат длины век-

вектора выражается формулой №, скалярное произведение —

формулой %гц' или $г)г Дифференциальная форма простран-
пространства ds2 (квадрат расстояния между двумя бесконечно близ-
близкими точками) равна «о,»', где

0I= Р..Ш1.

Соответственно этому мы будем обозначать через 2/ ко-
вариантные составляющие вектора 2'.

Форма со' может быть рассматриваема как i-ая контра-

вариантная составляющая вектора de/, положим

соотношения B) показывают, что

B')
Аналогично обозначим

QV = ~L Qi

gjj
ГSu gjj
Г

30. Уравнения структуры. Они выводятся непосред-
непосредственно из общих уравнений гл. 1 и имеют вид

4

C)

между Щ существуют, конечно, соотношения

или

D)

Ч Существенно отметить, что, так как git являются фиксированными
раз навсегда постоянными, то ковариантные составляющие вектора свя-
связаны с его контравариаитными составляющими независимо от выбора
системы отнесения.
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Уравнения C) могут быть записаны также в следую-

следующем виде

C')

Наконец, уравнения, выражающие теорему сохранения,
имеют вид

'
^ — К'2] + [ш^ Qk] — [<d*Q? ] = 0,

E) 9' = 0,

или

E')

(9,)'
* ] = 0,

31. Кручение и кривизны.—Каждому замкнутому бес-

бесконечно-малому контуру соответствуют
1) трансляция е«2';
2) гомотетия (лучистое расширение) с отношением

1+9;
3) вращение с составляющими 9^ .

Трансляция определяет кручение, гомотетия — кривизну
гомотетии (расширения), вращение

— кривизну вращения

пространства.
Если кривизна гомотетии равна нулю, то простран-

пространство — евклидовой связности. Можно воспользоваться

произволом в'выборе координатной системы, чтобы удов-

удовлетворить уравнению
<о=0;

в самом деле, это уравнение полностью интегрируемо, так

как билинейный ковариант
«/ левой части равен нулю,

и она, следовательно, является полным дифференциалом.
Поэтому можно выбрать в точках m пространства системы

отнесения таким образом, чтобы связность была евклидо-

евклидовой: это можно сделать бесконечным множеством спосо-

способов, так как выбор единицы длины (которая теперь явля-

является абсолютной) произволен !).

Ч Если заменить е,- на це;, где и — произвольный параметр, то »

du
заменится на <о + —. Чтобы получить евклидову связность, достаточно

положить г



32. Геометрическая интерпретация вращения, соот-
соответствующего замкнутому бесконечно-малому конту-
контуру.— Можно интерпретировать геометрически вращение
с составляющими Sj. Для этого мы будем исходить из

формул, определяющих геометрическое приращение Д5,
получаемое вектором % при этом вращении; имеем

или, что приводится к тому же,

Это приращение является геометрической суммой
"*я~^

приращений, соответствующих составляющим 9У полного
вращения, что позволяет рассматривать полное вращение

как сумму
1—^— составляющих вращений. Возьмем, на-

например, составляющее вращение 213; имеем

Д61 = 12&\

это составляющее вращение не меняет векторы, перпен-
перпендикулярные к плоскости eie2; что касается вектора, не

перпендикулярного этой плоскости, то его нормальная
составляющая не меняется, так как вращение преобразует
только проекцию этого вектора на плоскость.

Рассмотрим, в частности, вектор ei с составляющими
A,0); после вращения он переходит в вектор с составляю-

составляющими A, gnQia):

обозначим через 6 угол, на который этот вектор повер-
повернулся, отсчитываемый в направлении поворота от ei к е2;
имеем

откуда
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Рассмотрим, наконец, бивектор, расположенный в пло-

плоскости eie2, алгебраическая мера которого равна 6; этот

бивектор равен '>

Отсюда следует, что вращение Щ можно представить
системой бивекторов

F) [etej]Q'J,

у которой каждый член определяет одно из ^-^- со-

составляющих вращений.
Существенно отметить, что эта интерпретация имеет

внутреннее значение, если пространство имеет евклидову
связность; если же пространство

— метрической связности,
то рассматриваемая система бивекторов зависит от выбора
единицы длины, принятой в точке т.

Можно сказать, что в случае пространств евклидовой

связности выражение F) является бивекторным интеграль-
интегральным инвариантом, связанным с каждым двумерным эле-

элементом пространства.
33. Интегральные инварианты, связанные с простран-

пространством евклидовой связности,— Составляющие & и ^/¦'

кручения и кривизны пространства евклидовой связности

дают на основании сказанного выше два двумерных инте-

интегральных инварианта:

G)
F)
один векторный, другой бивекторный. Отсюда легко вы-

вывести другие инварианты 3 измерений.
Рассмотрим сначала вектор Е'; скалярное произведение

и векторное произведение этого вектора на вектор е,2'
имеют вид соответственно

это приводит нас к рассмотрению двух форм, скалярной
и бивекторной
(8)
(9)
которые можно интерпретировать следующим образом.

') Если мы рассмотрим, в частности, бескоиечно-малую площадь da

в плоскости е,е2, причем контур обходится в положительном напранле-

иии, то отношение —г- определяет кривизну плоского элемента eie3.
do
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Рассмотрим объем (трехмерный), ограниченный зам-

замкнутой бесконечно-малой поверхностью, и возьмем внутри
объема точку а. Разложим замкнутую поверхность на бес-
бесконечное множество этементов и пусть m — точка, лежа-

лежащая внутри одного из этих элементов. Первая форма дает

сумму скалярных произведений вектора m — а на перенос,
соответствующий элементу поверхности, окружающему
m !); вторая форма равна геометрической сумме векторных
произведений этих двух векторов.

Можно также, беря снова произвольный вектор ?', рас-
рассматривать поворот этого вектора при вращении QU, то есть

и сумму внешних произведений этого вектора на различ-
различные бивекторы, определяющие вращение 2'Л то есть

[e«e;eft] (№#* +W2« + \kQ4).
Это приводит нас к двум новым формам,— элементам

тройных интегралов:
(.10)

A1) [

которым можно дать следующую геометрическую интер-
интерпретацию. Возьмем снова замкнутую поверхность, которую
мы рассматривали выше, и точку а внутри нее; первая
форма дает геометрическую сумму поворотов векторов^
m — а при вращении, соответствующем элементу поверх-
поверхности, окружающему т; вторая форма изображает гео-

геометрическую сумму тривекторов, получающихся при внеш-

внешнем перемножении вектора m — аи системы бивекторов,
интерпретирующей вращение, соответствующее элементу
поверхности, который окружает т.

Можно пойти дальше и получить интегральные инва-

инварианты 4 измерений. Вектору Е' можно отнести:

1) его произведение на скаляр (8)

2) его поворот при вращении, определяемом бивектор-
ной формой (9)

3) его внешнее произведение на систему бивекторов (9)
[е<е;е*] \11 [тЮ* — «*QJJ + V \<*kQl — «43*] -f S* [•*# - Щ\
4) его скалярное произведение на вектор A0)

!) Полученное таким образом число, деленное на объем рассматри-
рассматриваемого трехмерного элемента, может быть названо скалярным круче-
кручением этого элемента.
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5) его векторное произведение на вектор A0)

6) его внешнее 4-векторное произведение на тривек-

тривекторы (И)
шЮ* + **& + *№"] — V K'QW+ <°kQU f(otQlk] +

Отсюда мы выводим непосредственно новые интеграль-
интегральные инварианты 1}

*<о'2^ -j- a>lmJQk],

Геометрическая интерпретация этих форм аналогична ин-

интерпретации предыдущих форм.
Можно было бы продолжать дальше и получать инте-

интегральные инварианты все более высокого числа измерений.
34. Нетрудно вычислить внешние производные от этих

интегральных инвариантов; это — новые интегральные ин-

инварианты, имеющие значение, не зависящее от выбора
системы отнесения. Отсюда следует, что при их вычис-

вычислении все члены с <oj должны выпасть. Это сразу выте-

вытекает из того, что, если в каждой точке m построить

наиболее общую систему отнесения,
п ~

произвольных

параметров, здесь появляющихся, не войдут в действи-
действительности в дифференцируемую инвариантную форму; сле-

следовательно, их дифференциалы, фигурирующие в coj , также

не войдут во внешнюю производную.

Мы получим, таким образом, внешние производные
от различных рассматриваемых форм, считая е,- и 2/у
за постоянные и заменяя («')' и (q<)' соответственно

через

Q' и ]

Таким образом, можно составить следующую таблицу
(в ней мы приводим только формы двух и трех измерений).

Ц Первая и^вторая формы, соответствующие вектору ?', приводят
к одному и тому же интегральному инварианту.
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Инвариантные формы Производные формы

Можно заметить, что некоторые из форм 3 измерений
могут быть получены дифференцированием из форм 2 изме-
измерений.

35. Интегральные инварианты пространств евклидо-
евклидовой связности без кручения.— Если пространство не имеет

кручения (риманово пространство), 2' равны нулю и, сле-

следовательно, на основании E) форма

тождественно превращается в нуль. Из определенных выше

интегральных инвариантов единственными не равными

нулю являются \

-f- <oWQ^ -f <D* J
внешние производные равны тождественно нулю.

Отсюда выводим теоремы сохранения, которые нетрудно
было бы формулировать геометрически 1\

Случай трехмерных пространств —В случае про;
странств 3 измерений интегральные инварианты 4 измере-
измерений отсутствуют. Отметим, что с каждым вектором

инвариантно связан бивектор

li [e2e3] + ^ [e3ei] + h [eie2]
и обратно; аналогично с тривектором связан скаляр
объем.

его

1) Эти формы могут быть рассматриваемы как определяющие кри-
кривизну (бивекторную, тривекторную, 4-векторную) элемента двух, трех,
четырех измерений. Вместо того, чтобы брать свободные мультивекторы,
можно было бы рассматривать приложенные мультивекторы [mefijlQ'J
и т. д. Тогда мы получаем интересную теорему, что свободная р-век-
торная кривизна р-мерной малой области равна геометрической сум-сумме приложенных (о — 1)-векторных кривизн (р—\)~мерных элемен-
элементов, ограничивающих область. Эта теорема позволяет просто получать
указанные формы рекуррентным методом.
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На основании этого в случае пространства нулевого

кручения мы получаем новые интегральные инварианты

ei22s -f- ег2з1 + es2i2;

второй из них (двумерный) имеет внешнюю производную,

равную нулю; он является вектором, интерпретирующим

вращение, соответствующее элементу поверхности ц.

Случай четырехмерною" пространства.— Здесь

имеем инвариантное соответствие

1) между вектором

мы

и полярным тривектором

2) между системой бивекторов

— $4 [eie2e3];

и полярной системой бивекторов

Si2 [е»е4] + In [е4е2[ + ?н le2e3] -f E34 [eie2] -j- Uz [eie3] -\- ?2

Если рассматривать V как однородные координаты точки

в трехмерном пространстве, то полярный тривектор век-

вектора Е' можно рассматривать как плоскость, полярную

относительно квадрики л:'л,= 0. Аналогично, если Еу явля-

являются плюкеровыми координатами прямой, то координаты

полярного бивектора определяют поляру относительно

этой квадрики.
Мы имеем, следовательно, в случае пространств ну-

нулевого кручения новые интегральные инварианты

[е2е3] ^н

[oJco3Qu

<*>tQjk],

2»] -f ji] -f

4 Система векторов и пар

[mei] Q23 4- t«ne2] Q31 + [me3] Qia + [е3е3] О, + [e3ej] Q2 + [eiej Q3

определяет аналогично перемещение, соответствующее элементу поверх-

поверхности. Ее внешняя производная равна нулю.

Если рассматривать эту систему как определяющую напряжения,

действующие в материальной среде (напряжения состоящие из пар), то

эта среда находилась бы н равновесии. Здесь мы имеем одну из много-

многочисленных аналогий (более или менее обманчивых) между геометрией
и механикой. В действительности это лишь аналогия.
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Второй из них не зависит от выбора единицы длины;
он играет, также как и третий, важную роль в теории
Эйнштейна *>.

В седьмой и восьмой главах этого мемуара будет дан
общий метод образований интегральных инвариантов, свя-
связанных с пространство^.

Основная теорема для пространств нулевого кручения

36. Вейлю принадлежит важная теорема, согласно кото-

которой метрическая связность пространства нулевого круче-
кручения вполне определяется заданием дифференциальной квад-

квадратичной формы ds2 пространства и формы а>, которая
позволяет сравнивать .единицы длины, выбранные в бес-
бесконечно близких точках 2).

В самом деле, тогда мы можем считать известными

в каждой точке формы «'¦и «>, то есть перенос и лучи-

лучистое расширение, которые приводят в совпадение беско-

бесконечно близкие системы отнесения. Составляющие ®ц вра-
вращения определяются уравнениями

(«/)' = [оАо] + [<о*<о> ] (i = 1, 2,..., п).

Достаточно показать, что существует одна и только

одна система форм а>л =— «i/, такая, что п форм

[«Аои] (« = 1,2,...,«)

равны п данным формам от со1, ...,
ш"

Если мы положим

то коэффициенты агуа определятся из соотношений

!) Эти инварианты дают в форме свободного бивектора, свободного
вектора и скаляра новую интерпретацию кривизны элемента двух, трех
и четырех измерений пространства евклидовой связности. Разница между
этой второй интерпретацией и первой заключается в том, что здесь

геометрическая сумма приложенных кривизн (р — 1)-мерных элементов,

ограничивающих малый объем р измерений, равна нулю.
% H.Weyl. Temps, Espace, Matjere, стр. 108.—Ср. Е. Cartan. Sur les

equations de la gravitation d'Einstein (Jouro. de Math., 1922, стр. 150—151).
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они допускают единственное решение

= — (hikj — htjk —

В частности, если мы имеем пространство евклидовой
связности без кручения (пространство Римана), то его аффин-
аффинная связность полностью определяется дифференциаль-
дифференциальной квадратичной формой ds2; эта связность является

*
параллелизмом Леви-Чивита. Вот почему гравитацион-
гравитационная теория Эйнштейна эквивалентна теории риманова
пространства.



Глава III

ТЕОРИЯ КРИВЫХ И ПОВЕРХНОСТЕЙ В ПРОСТРАНСТВЕ
АФФИННОЙ И МЕТРИЧЕСКОЙ СВЯЗНОСТИ

37. Исследование кривых и поверхностей прн помощи

метода подвижного репера в пространстве аффинной связ-

связности производится так же, как и в собственно аффинном
пространстве.

С каждой точкой m кривой аффинного пространства
можно связать (бесконечным множеством способов) такую

систему отнесения, что вектор ei будет касаться кривой.

Прямую линию характеризует то свойство, что этот вектор
€i остается все время параллельным самому себе. Таким

образом, прямой (или геодезической) в пространстве аффин-
аффинной связности мы назовем такую линию, у которой каса-

касательный вектор переносится параллельно самому себе

вдоль кривой. Для определения прямых пространства аффин-
аффинной связности мы отнесем каждой точке пространства
наиболее общую систему отнесения и выразим,

1) что вектор ej касается направления перемещения,
то есть

A) ,со2 = аK = ...
= <оп = 0;

2) что rfei параллелен е15 то есть

\2) o>j == <0j =... o>j = и.

2я — 2 уравнений A) и B) определяют прямые линии

пространства; неизвестными в этих уравнениях являются

п — 1 координат точки пространства и п2 произвольных
параметров, от которых зависит выбор координатной си-

системы.

Если же системы отнесения, связанные с точками про-

пространства, фиксированы, то мы введем п вспомогательных

неизвестных X1 при помощи уравнений

50

и выразим, что вектор ?'е* остается параллельным самому
себе, то есть

= ° (i = l,2 я).

Вводя вспомогательный параметр t, получим уравнения

dt dt

где

Кривые, являющиеся аналогами плоских кривых, опреде-
определяются, если в каждой точке m пространства ввести наи-
наиболее общую систему отнесения, уравнениями

Ш2 = СО3 = ...
= Шп = 0,

они зависят,'как нетрудно видеть, от одной произвольной
функции одного аргумента.

38. Определение аффинных инвариантов кривой не пред-
представляет затруднений. Ради простоты мы рассмотрим слу-
случай трехмерного пространства. Как и в аффинном простран-
пространстве, можно связать с каждой точкой систему отнесения
и определить параметр s таким образом, что получаются

формулы, обобщающие формулы Серре-Френе
:dm

ds

d&i '

¦

—-= <xei +ег,
ds

'

ds

*?-»pe, + 3e2-
ds

e3,

3<ze3.

Основными аффинными инвариантами являются а и p.
Соприкасающейся плоскостью к кривой является [meie2].

39. Основные свойства поверхностей исследуются ана-

аналогично. Мы ограничимся случаем п= 3. С каждой точкой т

поверхности свяжем систему отнесения так, чтобы векторы
ei и ег были касательными к поверхности. Таким образом,
если перемещаться по поверхности, будем иметь

<о*=0,

откуда, взявши билинейный ковариант, получаем

= 0.
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Из этого равенства вытекает, что формы <о3 и «о3, линейно

выражаются через со1 и <о2:

жричем

Поверхность является обобщением плоскости (геодези-
(геодезической поверхностью) аффинного пространства, если

0K _ даЗ __ Q(

то есть Л32 = 0. В общем случае таких плоскостей (гео-
(геодезических поверхностей) не существует. Для их опреде-
определения в том случае, когда они. существуют, следует инте-

интегрировать систему

Внешнее дифференцирование первых двух уравнений дает

^112 ~ 0» ^212 = О-

Мы приходим, таким образом, к трем конечным уравне-
уравнениям для девяти произвольных параметров, от которых
зависит выбор систем отнесения. Интересным представ-
представляется тот частный случай, когда эти три уравнения удов-
удовлетворяются тождественно. Из них можно вывести, что

если выбрать в каждой точке определенную систему отне-

отнесения, то существует шесть линейных соотношений между

составляющими тензора кручения и пятнадцать соотноше-

соотношений между составляющими тензора кривизны. В этом случае
существует одна и только одна плоскость, проходящая
через' данную точку и касательная в этой точке к двум
заданным векторам. Таким образом, эти пространства, как

и аффинные, имеют оо" плоскостей.

Можно доказать, что они зависят от трех произвольных
функций трех аргументов.

Рассмотрим теперь любую поверхность. Можно ввести

для нее понятие о направлении 8', сопряженном с направ-
направлением 8, рассматривая касательный плоский элемент [me^J
и беря его характеристику,"" когда точка m перемещается
в направлении 8. Имеем

8 [meie2] = ")f [me3e2]
= [o»< (8) + ра>* (8)] [ftie3e2

| [meie3] =

(8) + р'о>2 E)] [те,е3].
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Выражая условие, что вектор о»1 (8') ei -j- ю2 (8') е2 нахо-

находится в этой плоскости, получим

око1 (8) «о» (8') -f p<o2 (8)»' (8') -f «'«о1 (8) <о2 (8') + Р'«>2 (8)«2 (8') = 0.
Это соотношение не инволюторно, если р — а' не-

неравно нулю. Другими словами, если направление 8' сопря-
сопряжено с 8, то направление 8 не является сопряженным с 8'.
Исключением является только случай, когда А\2 равно

нулю. Взаимность между сопряженными направлениями
имеет место для пространств, у которых первый тен-

тензор кручения
*
равен нулю.

40. Можно определить асимптотическую линию поверх-
поверхности как линию, у которой соприкасающаяся плоскость

касается поверхности; отсюда вытекает, что касательная

к линии является сама себе сопряженной. Асимптотические
линии определяются, таким образом, уравнением

'даЗ = 0.

Поверхности, у которых асимптотические линии явля-

являются неопределенными, определяются условиями

то есть

« = 0,

_1а
2

они совпадают с плоскостями, если первый тензор круче-
кручения равен нулю.

Поверхности, для которых оба семейства асимптотиче-

асимптотических линий совпадают, определяются уравнениями

или уравнением

Нетрудно доказать, что, каково бы ни было простран-
пространство, они зависят от одной произвольной функции одного

аргумента.
Сделанные указания в достаточной мере показывают,

что нет существенной разницы между методом исследова-
исследования кривых и поверхностей в пространстве аффинной связ-

связности и методом исследования их в обычном аффинном про-
пространстве; но в некоторых случаях теоремы аффинного про-
пространства должны быть подвергнуты глубоким изменениям.

1
Исследование тензоров кручения дано дальше (гл. V—VIU).
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Прямые в пространствах евклидовой связности

41. Прямые в пространствах евклидовой связности,

вводятся так же, как и в пространствах аффинной связности.

Особенно интересным является тот случай, когда пря-
прямая линия является кратчайшим расстоянием между
двумя точками. Можно показать при помощи вычисления,,

что условием этого является то, чтобы трансляция,
соответствующая любому плоскому элементу простран-
пространства, была нормальна к этому элементу. Можно также

дать и наглядное геометрическое доказательство этого

предложения.
Рассмотрим очень малый отрезок прямой mm' простран-

пространства евклидовой связности; если мы развернем шаг за шагом

евклидовы пространства, касательные в различных точках

прямой, на евклидово пространство, касательное в т, то

отрезок прямой изобразится в этом евклидовом простран-
пространстве прямолинейным отрезком mm'j. Рассмотрим другой
какой-нибудь путь, соединяющий точки m и пГ; если мы

развернем постепенно касательные евклидовы простран-

пространства вдоль этой кривой на евклидово пространство, каса-

касательное в т, то этот путь изобразится некоторой кривой,
выходящей из точки пг и оканчивающейся в некоторой
точке т'г Очевидно, что фигура, полученная нами в пло-

плоскости, касательной в точке т, и состоящая из прямолиней-
прямолинейного отрезка mnij и кривой mm^, может быть получена
в плоскости, касательной в т', если развертывание произ-
произвести вдоль замкнутого контура, состоящего из отрезка

пГт. прямой и отрезка mm'второй кривой. Таким образом,
можно рассматривать евклидов вектор т'2 — п^ как опре-

определяющий трансляцию, соответствующую этому малому
замкнутому контуру. Если пространство не имеет круче-
кручения, эта трансляция равна нулю, то есть т'2 совпадает

с nij, и первая вариация, получающаяся при переходе от

длины прямой mm'j к длине криволинейной дуги mm^, равна

нулю. Таким образом, прямая является линией стационарной
длины. Но условие равенства нулю кручения не является

необходимым: если трансляция т'2 — т[ нормальна к эле-

элементу прямой mm', то этого достаточно, чтобы первая
вариация длины была равна нулю. Другими словами, пря-
прямая дает стационарное значение длины тогда и только

тогда, если трансляция, соответствующая любому плос-

плоскому элементу, содержащему некоторый элемент прямой*
нормальна к атому элементу прямой.

Для того, чтобы все прямые являлись кратчайшими
расстояниями, необходимо и достаточно, чтобы трансляция,
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соответствующая любому плоскому элементу, была нор-
нормальна к этому элементу. Если п больше 2, это условие
может быть реализовано и в пространстве с кручением.
Например, для ге = 3 условие приводится к тождеству от-

относительно V, 7j'

[AmFV- m (GV - АП2 (бу — Рц»)] = 0:

отсюда получаем

^l = а [«в2»*], 93 = а

где через а обозначен произвольный коэффициент.
42. Если я= 2, прямые являются кратчайшими расстоя-

расстояниями только в том случае, если пространство не имеет

кручения. В качестве примера пространства с кручением

рассмотрим сферу, на которой условимся считать парал-
параллельными два вектора, приложенных в бесконечно близких
точках, в том случае, если они образуют равные углы
с меридианами 1t проходящими через их точки приложения.
Если мы выберем в каждой точке единичные векторы
ei и е2, касательные соответственно к параллели и мери-
меридиану, проходящим через эту точку, то

rfei = 0, de2 — 0,
то есть

Принимая за координаты долготу <р и азимут 6, имеем

следовательно,

Q2 = m'2 =0,

918 = <о'12 = 0.

Определенное нами многообразие — нулевой кривизны;
но оно имеет кручение, определяемое трансляцией, направ-
направленной вдоль параллели. Если назвать кручением в точке

вектор, определяющий трансляцию, соответствующий эле-

элементу поверхности при положительном его обходе (кото-
(который переводит ei в е2 вращением на угол -^Л, деленный на

площадь rfS этого элемента, то кручение в каждой точке

1 Предполагается, что на сфере задана определенная система мери-
меридианов и параллелей.
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сферы изображается вектором, касательным к парал-

параллели и равным по длине ——. Оно равно бесконечности

в полюсах и нулю на экваторе.
В рассматриваемом пространстве прямыми являются

локсодромии, образующие постоянный угол с меридианами.
Единственными прямыми, реализующими кратчайшие пути,
являются те локсодромии, которые в каждой точке орто-
ортогональны к вектору кручения, то есть меридианы.

43. Прямолинейные треугольники в пространствах
двух измерений.

— Рассмотрим в двумерном пространстве
евклидовой связности бесконечно-малый треугольник,
образованный тремя отрезками прямых. Обозначим через
а, Ь, с стороны этого треугольника, через А, В, С— его

углы. Кривизна этого треугольника, очевидно, равна отно-

отношению А + В-\- С— п:к его площади 1. Главная часть проек-
проекции кручения в точке А на сторону АВ равна отношению

длины

с—a cos В — b cos A

к его площади; главная часть его проекции на перпенди-

перпендикуляр к АВ равна длине
a sin В — b sin A,

деленной на площадь треугольника.
Таким образом, в пространстве нулевого кручения

имеют место формулы обычной тригонометрии

с = a cos В -\- b cos A,

sin sin В sin С

с точностью до величин, бесконечно-малых относительно

площади треугольника. Это — классический результат тео-

теории поверхностей; мы знаем согласно исследованиям Гаусса,
что, если дан геодезический очень малый треугольник, то

прямолинейный треугольник (евклидов) с теми же сторонами,
имеет те же самые углы (с точностью до величин, беско-

бесконечно-малых относительно пло.щади треугольникаJ.
44. Интегрирование дифференциальных уравнений, опре-

определяющих прямые линии. — Если кручение, соответствую-
соответствующее любому плоскому элементу «-мерного пространства
евклидовой связности, нормально к этому элементу, то

прямые являются экстремалями вариационной задачи; опре-

1 Мы называем кривизной отношение вращения, соответствующего
контуру треугольника, к его площади.

2 См. например, О. Dart) о их. Lemons sur la theorie generate des
surfaces, Paris, Gauthier-Villars, 1894; том HI, гл. VIII, стр. 157,
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деляющие их дифференциальные уравнения имеют линейный

инвариантный интеграл. Если системы отнесения, связан-

связанные с каждой точкой пространства, выбраны наиболее

общим образом, то эти дифференциальные уравнения имеют

вид

0J = ... =<¦>« = О,

причем интегральным инвариантом является | со1 = | ds.

Если же система отнесения в каждой точке выбрана опре-
определенным образом, то интегральным инвариантом является

Г

где через т обозначена система п вспомогательных не-

неизвестных, связанных соотношением

ши1 = 1.

Определение прямых линий нулевой длины дает место

аналогичным замечаниям. Здесь можно рассматривать слу-
случай пространства метрической связности. Предположим
для определенности, что

искомые линии определяются, как нетрудно показать,

интегрированием 2« — 3 уравнений

A) <о' — о>2 = 0, ю3=0, ...,<о" = 0,

of + eg = 0,....,«?+ «!| = О,

причем предполагается, что в каждой точке система отне-

отнесения выбрана наиболее общим образом. Если образовать
билинейный коварнант формы ш1 —ю2, то, учитывая соот-

соотношение (о1 — ю2=0, получим

+ ? (А), - ¦%) 1<°Н + 2 (Аи+ А\г ~ К~ А2и) I»1»'].
I, j /=3

Отсюда вытекает, что, если

B) а^-АЪ+АЪ-А^О A = 3 п),

уравнения A) определяют характеристики уравнения
Пфаффа

ш1 — (о- = 0.

Следовательно, прямые линии нулевой длины являют-
являются характеристиками некоторого уравнения в частных
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производных первого порядка. Если в каждой точке ш

лш выберем определенную систему отнесения, то они по-

получаются приведением к каноническому виду уравнения

Пфаффа
т®1 -f- «2«>2 -f-... -+¦ и„*>п = 0.

где вспомогательные неизвестные щ удовлетворяют соот-
соотношению

Соотношения B) нетрудно интерпретировать геомет-

геометрически. Если мы рассмотрим вектор ?' нулевой длины и

к нему перпендикулярный вектор ¦»}'» то эти соотноше-

соотношения выражают, что кручение плоского элемента, опреде-
определяемого этими векторами, перпендикулярно к вектору ?'.

Выражая, что соотношение *>

является следствием соотношений

и (и8 —4)
мы получим систему линейных уравнений между

составляющими кручения; они выражают, что некоторый

тензор, образованный из составляющих тензора кручения,
равен нулю. Если л=хЗ, получаем следующие наиболее

общие выражения для кручения, совместные с соотноше-

соотношениями B):

^2 = а [в3»1 ] -(- [о>2<»1,

где через <*> обозначена некоторая произвольная линейная

комбинация форм «'.[ш2, «>3, через а — произвольный коэффи-
коэффициент .

') Мы встретим это соотношение и аналогичные ему в дальнейшем,—
когда будем изучать тензор кручения.

Глава IV

ГРУППА ГОЛОНОМИИ ПРОСТРАНСТВА АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ

45. В первой главе мы видели, что в лространстве
аффинной связности каждому бесконечно-малому контуру,
выходящему из точки m и возвращающемуся в нее, соот-

соответствует бесконечно-малое аффинное перемещение с

составляющими

При изменении замкнутого контура мы получаем линейное
семейство перемещений

зависящее от произвольных параметров е*? =-= — е*". В f
щем случае эти бесконечно-малые перемещения не поро-
порождают группу1^ .

Если же мы будем рассматривать все замкнутые кон-

контуры (конечные) выходящие из точки m и возвращающиеся
в нее, мы получим уже иное. Каждому из них соответству-

соответствует, как было указано в § 9, конечное аффинное перемеще-
перемещение в аффинном пространстве, касательном в точке т.

Очевидно, что все эти перемещения образуют группу
(непрерывную); в самом деле, если контурам С я С соот-

соответствуют перемещения D и D', то контуру С", получаю-
получающемуся в результате обхода сначала С, а затем С, соот-

соответствует перемещение D", являющееся произведением
перемещений D и D'; таким образом, мы получаем снова

одно из перемещений, соответствующих точке т.

Отсюда следует, что каждой точке m пространства
¦соответствует группа g аффинных перемещений—группа
голономии.- Если мы выберем координатную систему в

') То есть скобки, образованные из двух бесконечно-малых преоб-
разонаний

не выражаются обязательно линейно через
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аффинном пространстве, касательном в точке т, эта группа
может быть выражена в определенной аналитической
форме; она определяется, в частности, определенной со-

совокупностью бесконечно-малых преобразований.
46. Рассмотрим теперь две различных точки m и шг

пространства. Этим точкам соответствуют две группы
голономии g и g'. Докажем следующую теорему:

Теорема однородности. — Группы голономии, соот-

соответствующие различным точкам пространства, являют-
являются гомологичными подгруппами аффинной группы О.

Напомним, что две подгруппы g и g' группы G на-

называются гомологичными, если уравнения, определяющие
одну из ннх, могут быть приведены к уравнениям другой
подгруппы при помощи замены переменных, определяемой
преобразованием группы О, то есть если существует та-

такое преобразование Т группы О, что подгруппа g1' совпа-

совпадает с подгруппой T~xgT.
Для доказательства теоремы однородности обозначим

через S' некоторое преобразование труппы g', соответ-

соответствующее контуру С, выходящему из точки т' и возвра-
возвращающемуся в нее. Рассмотрим замкнутый контур С,
состоящий из пути у, соединяющего m с ш', контура
С и пути у, проходимого в обратном направлении. Пусть
Т—аффинное перемещение, которое преобразует аффинное
пространство, касательное в т, когда мы переходим па

пути у из точки m в точку ш'. Контуру С соответствует
перемещение, являющееся произведением перемещений
Т, S' и Г .Другими словами, каждое перемещение вида
TS'T-1 принадлежит к g, если S' принадлежит к g'. Оче-
Очевидно и обратное. Таким образом, имеем

A) g = Tg'T-K
Что и требовалось доказать.

47. Эту теорему мы применим к решению следующего
важного вопроса. Может ли группа юлономии g, со-

соответствующая произвольной точке т пространства,
оставлять эту точку неподвижной?
! Прежде всего очевидно, что, если это имеет место;,

бесконечно-малое перемещение, соответствующее бес-
бесконечно-малому контуру, должно оставлять точку m в

покое. Таким образом,

другими словами, пространство имеет нулевое круче-
кручение.

Но этого еще не достаточно. В самом деле, рассмот^
рим бесконечно близкие точки m и ш' и отнесем аффинное
пространство Е', касательное в т', к аффинному прост-
пространству Е, касательному в т. На основании формулы A),
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преобразования группы g (в пространстве Е) те же самые,
что и операции группы g' (отнесенные к тому же прост-

пространству). Но эти последние оставляют неподвижной точ-

точку Ш' (или вернее точку пространства Е, соответствую-
соответствующую точке т')- Таким образом, группа g должна остав-

оставлять неподвижными, не только точку т пространства
Е, но и все бесконечно близкое точки. Другими словами,

труппа g приводится к тождественному преобразованию.
Следовательно, все 2} равны нулю, и пространство яв-

является аффинным в собственном смысле слова. .Итак:

Только в аффинном пространстве группа голономии

g. соответствующая любой точке т, оставляет эту
точку неподвижной,. *

Отсюда мы вндим, что пространство аффинной связно-

связности нулевого кручения оставляет неподвижной, точку m

только для замкнутых бесконечно-малык контуров, прохо-

проходящих через эту точку. ;.

Исследуем теперь, может ли группа g, соответствую-

соответствующая произвольной точке т, состоять только из переносов,
то есть может ли она оставлять инвариантными все

векторы. Для этого, очевидно, необходимо, чтобы все

формы QJ были равны нулю, то есть чтобы кривизна про-

пространства была равна нулю. Это условие и достаточно,

так как тогда уравнения

определяющие параллельный перенос вектора, полностью

интегрируемы; поэтому можно во всех точках m выбрать
эквиполентные системы отнесения, то есть группа g бу-
будет содержать только переносы. Таким образом1, группа
голономии g содержит только переносы тогда и толь-

только тогда, если пространство нулевой кривизны. В этом

случае, как мы уже отмечали, можно считать составляю-

составляющие mj вращения аффинного пространства равными нулю.

Группа у

48. Прежде, чем приступить к определению группы го-

голономии g, соответствующей точке пространства аффинной
связности, изучим, как преобразует эта группа векторы

пространства; эти преобразования выражаются аналити-

аналитически линейными однородными подстановками составляю-

составляющих t' того вектора, к которому применена группа g\

Эти подстановки образуют, очевидно, группу у, причем
все группы у, соответствующие различным точкам про-

пространства^ гомологичны между собой относительно общей

группы линейных и однородных преобразований. Отсюда
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вытекает, что можно выбрать системы отнесения в каж-

каждой точке m таким образом, что все группы Т, будут
определены аналитически одними и теми же уравнениями.
Это можно сделать теоретически следующим образом.

Выберем по произволу систему отнесения в некото-

некоторой точке шв1 Чтобы фиксировать систему отнесения в

любой точке ш, выберем по произволу путь С, соединяю-
соединяющий ш« с ш, в за систему отнесения в m примем ту,
которая получается в результате эквиполентного пере-
переноса вдоль этого пути системы, построенной в точке ш0.

Тогда, рассматривая аналитические выражения групп:
у и уо, имеем

То = Г.

Теперь перейдем из точки ш0 в ш по какому-нибудь
другому пути С\ и пусть Т— преобразование векторов
аффинного пространства, которое получается в результате
этого перехода; описывая замкнутый контур, выходящий
из точки ш0 и состоящий из пути С], замкнутого контура,,
проходящего через точку т, и пути С в обратном на-

направлении, мы получим

То = 7V
Отсюда вытекает, что Т является преобразованием

группы у.
Можно аналогично показать, что при переходе из не-

некоторой точки m в произвольную точку т' по произволь-
произвольному пути векторы подвергаются' преобразованию, при-
принадлежащему определенной группе у.

Отсюда вытекает, что, если группа т определена г

бесконечно-малыми преобразованиями

B) <Х./={а№'-Ц E=1, 2,..., г),

то составляющие o>j вращения аффинного пространства,
имеют вид

C) 4=(а',№,
где o)J — произвольно выбранные формы Пфаффа.

49. Обратно, предположим, что при соответствующем
выборе систем отнесения в различных точках простран-
пространства составляющие «j можно представить в виде C),
причем постоянные (oj)« являются коэффициентами бес-
бесконечно-малых преобразований некоторой линейной одно-

однородной группы Y- Я утверждаю, что группа, определяю-
определяющая преобразования векторов при применении группы,
голономии g, соответствующей точке т, является

группой у или одной из ее подгрупп.
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В самом деле, преобразование векторов, когда мы

производим развертывание по данному пути, определяется

интегрированием системы дифференциальных уравнений

rfP + 5»(ai)t^ —0;
это интегрирование приводится к сложению бесконечного^

числа бесконечно-малых преобразований, которые все

принадлежат к группе т; оно дает, таким образом, пре-

преобразование группы у.
50. Отсюда можно получить способ для выяснения

вопроса, преобразует ли группа голономии g векторы

операциями, принадлежащими к данной линейной одно-

однородной группе у или к одному из ее гомологов. Для
этого в каждой точке m строим наиболее общую систему
отнесения (это вводит пг параметров) и стараемся опре-
определить эти параметры таким образом, чтобы имели место

формулы C) с соответственно выбранными формами a>s.

Для этого можно поступить следующим образом: выразить,
что формы ю/ удовлетворяют я2 — г линейным однород-

однородным соотношениям с постоянными коэффициентами

D) aX- = 0, p,W=O,..., XX= 0.

Мы должны интегрировать систему Пфаффа с ла неизве-

неизвестными функциями. Для исследования этой системы возь-

возьмем внешние производные от нее; для первой системы,
например, получим

Но сумма aj [<»*<»jj] равна нулю на основании уравнений
D) или, что приводится к тому же, эквивалентных урав-
уравнений C); в самом деле, имеем

= 4 [(af )s \a{ )t - (af
Но преобразования B) образуют по предположению группу-
таким образом,

= [(а?),(а{ )t - V j'T=cSIPX9f=
df

откуда

К «'] = 0.

Итак, внешнее дифференцирование уравнений D) при-
приводит к соотношениям

E) «М= 0, pjOf = O Х$=0.
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Они выражают, что преобразование векторов, соответ-

соответствующее бесконечно-малому замкнутому контуру,
принадлежит к группе у.

Если в соотношениях E) приравнять нулю в левых

частях коэффициенты при произведениях [ш*а>Р], мы полу-
получим некоторое число й) конечных уравнений для неизве-
неизвестных параметров. Необходимо, чтобы эти уравнения
были совместны. В этом случае мы разрешим их относи-

относительно возможно большего числа неизвестных; подстав-

подставляя в уравнения D), мы получаем новые уравнения Пфаф-
Пфаффа. Может случиться, что имеются линейные комбинации
этих уравнений, не содержащие более дифференциалов
от неизвестных параметров; тогда мы выразим условие,
чтобы эти комбинации обращались тождественно в нуль,

что даст новые конечные соотношения между парамет-
параметрами. Необходимо, чтобы они были совместны. Если это
имеет место, мы получим, учитывая эти соотношения,
новую систему D) и так далее, пока мы не придем к не-

невозможности или к системе, у которой первые члены

линейно независимы относительно дифференциалов неиз-

неизвестных функций. В последнем случае система будет
полностью интегрируема, так как внешняя производная

приводит к соотношениям E), которые, по предположе-
предположению, удовлетворяются.

В результате мы получаем регулярный метод для
¦Определения группы у, соответствующей произвольной
точке пространства. Для этого достаточно последова-
последовательно исследовать все линейные однородные группы у
различных типов.

В частности, группа у приведется к тождественному

преобразованию, если все формы Щ равны нулю, так как

тогда уравнения с я2 неизвестными

полностью интегрируемы. Мы приходим снова к доказан-

доказанному выше результату.
Пример 1. — Исследуем случай, когда группа g остав-

оставляет инвариантными п направлений, не параллельных
одной (я — 1)-мерной плоскости. Если мы примем эти

направления за координаты оси, то коэффициенты (a'j)s в

формулах B) равны нулю для j ф I. Система Пфаффа D)
имеет, таким образом, следующий вид:

«1 = 0

*) В общем случае (л2 — г).
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и приводит к я (л — 1) соотношениям

Щ= 0 Aф]).

Следовательно, если система Пфаффа совместна, то фор-
муаы структуры пространства можно привести к следую-

следующему виду

{

Если пространство, кроме того, имеет нулевое кручение,

то каждое из уравнений «'' = 0 полностью интегрируемо;
таким образом, в пространстве существует л семейств

(п
— 1)- мерных гиперповерхностей, зависящих от од-

одного параметра и обладающих тем свойством, что

гиперповерхности каждого семейства в каждой из их

точек касаются я —1 определенных направлений, связан-

связанных с этой точкой. Имеем, например,

«¦>' = PiduK «4 = - d-p- + Qidu1, Oj = [dQufo'J.

Пример II. — Исследуем, в каком случае группа g со-

сохраняет объемы. Коэффициенты (aj)s бесконечно-малых

преобразований группы у должны удовлетворять соотно-

соотношению

Таким образом, необходимо рассмотреть систему Пфаффа

«I + «2 + .. • + °>я — 0;

внешнее дифференцирование дает

Это соотношение не содержит Я2 произвольных неизвест-

неизвестных параметров, которые входят при выборе наиболее об-

общей системы отнесения, связанной с точкой т. В самом

деле, это зависит от того, что согласно формулам G) гл. 1

'+ ...+ (««)'=*0 »
.

J) Если бы коэффициенты формы Q\ зависели эффективно от од-

одного из я2 параметров, то дифференциал от этого параметра не мог бы

исключаться из трилинейного коварианта B|)'. Имеющаяся здесь осо-

особенность зависит от того, что подгруппа 7 инвариантна в общей

группе вращений.



Таким образом, искомым условием является просто

l^2+••. +
что дает

п(я~~
¦ условий: А1ыэ = 0.

Пример III. — Рассмотрим, наконец, случай, когда груп-группа у оставляет инвариантной совокупность направлений,
параллельных образующим невыродившегося конуса вто-
второго порядка; пусть этот конус мнимый, то есть его
уравнение приводимо к виду

(*»)»+ (**)»+...+(*•)»= 0.
В этом случае системы отнесения можно выбрать таким
образом, чтобы имели место соотношения

Jt -f- <в/ = 0 {i ф j), ш\ = ш\ =... == «С
Уравнения структуры будут тогда иметь следующий вид:

(О)')' = |(ВгО)] -f [* ] + S'

ш' = Q.

Пространство имеет метрическую связность. Если, крометого, группа у сохраняет объемы, то «о = 0; пространство
становится многообразием евклидовой связности.

Определение группы голономии g
51. Группа голономии g может быть определена мето-

методом, аналогичным тому, который был дан при изучении
группы у. Но для этого необходимо немного обобщить
принятые нами системы отнесения. До сих пор мы предпо-
предполагали, что аффинное пространство, касательное в точке
т, задано координатной системой, имеющей начало в
самой точке т. Теперь мы применим наиболее общую
систему, имеющую начало в любой точке аффинного про-
пространства; обозначим через

а>,а2 а"

координаты точки m в этой системе. Соответствие междуточками (х1) аффинного пространства, связанного с точкой
ш, и точками (xl-\-dxl) аффинного пространства, связан-
связанного с бесконечно близкой точкой т', определяется
аналитически при помощи п -\- пг форм Пфаффа «', ш/ сле-
следующими уравнениями

F)
Мы получим соотношения между новыми формами <о1 и
старыми «', если выразим, что точке m первого простран-
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ства с координатами а' соответствует точка m — »'е/
второго пространства с координатами a'-j-da'—«'. Таким

образом, имеем

G) da1 — ш* + »' + a*a)* == 0-

Предполагая группу \g известной, мы можем всегда

выбрать системы отнесения в различных точках простран-
пространства таким образом, что в каждой из этих координатных

систем группа выразится одними и теми же уравнениями
и. кроме того, что бесконечно-малое преобразование
координат, ориентирующее одно относительно другого
аффинные пространства, касательные в двух бесконечно-
близких точках, выражается аналитически преобразова-
преобразованием группы g. Другими словами, ми можем всегда пред-
предполагать, кто бесконечно-малое преобразование, опре-
определяемое уравнениями Fj, принадлежат группе g.

Обратное вполне очевидно; в самом деле, интегриро-
интегрирование уравнений F) вдоль некоторого пути даст пре-

преобразование группы g, так как оно приводится к сложе-

сложению бесконечного множества бесконечно-малых преобра-
преобразований этой группы.

52. Можно следующим образом определить, является
ли группа голономии заданной группой g (или ее гомоло-

гомологом или, скорее, гомологом одной из ее подгрупп). Если

уравнения

г*1+ е'-+-**«* —0

определяют наиболее общее бесконечно-малое преобразо-
преобразование этой группы, то между составляющими е', е'ц это-

этого преобразования существует определенное число линей-

линейных однородных соотношений с постоянными коэффициен-
коэффициентами

'k = 0,..., = 0.a? elk = 0,

Теперь свяжем с каждой точкой m пространства наиболее

общую систему отнесения (это введет пъ-\-п произволь-
произвольных параметров) и попытаемся определить эти парамет-
параметры из соотношений

(8) a,o< -f- а?<4 = 0, №4- g?<4 — 0,..., X?4 = 0.

В частности, возьмем внешнюю производную от этих

уравнений, что даст

(9) atW + afQlk= 0,

где ^

M= 0, ..
., 0,
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Уравнения (9) дают определенное число конечных уравне-
уравнений между неизвестными параметрами. Необходимо, что-
оы они были совместны. Разрешим эти уравнения и под-
подставим в уравнения (8) и так далее.

53. Пример I. — Исследуем, в каком случае группа g
является наиболее общей группой вращений около не-

неподвижной точки. Если мы выберем эту точку за начало

координат, составляющие е1 наиболее общего бесконеч-
бесконечно-малого преобразования группы равны нулю. Уравнения
(8) приводятся, таким образом, к следующим

то есть на основании G)
da1 — о>' + aka>'k = 0.

Эта система а уравнений Пфаффа относительно а1,..., а"

должна иметь решение.
Если это имеет место, можно всегда предположить,

что система отнесения выбрана таким образом, что все

координаты точки m равны нулю за исключением а1==1.
Тогда

Эти соотношения характеризуют исследуемые простран-
пространства.

Пример II. — Исследуем, в каком случае группа g яв-

является группой переносов с г параметрами. Можно всегда

предположить, что группа определяется бесконечно-малыми
переносами

MM. AL
дх1' дх*'"" дх"'

что соответствует соотношениям

о>+1 ==...= ш« = 0, о)/ = О,
или

a>j = 0, dur+1 — o/+1 = ...' = da" — о)" = 0.

Следовательно, составляющие вращения «} равны все
нулю, .и формы <в'"+1

f...,
в)" являются полными дифферен-

дифференциалами.

Пример III. — Рассмотрим, наконец, при л = 3 случай,
когда группа g является однопараметрической группой
геликоидальных движений. Можно, таким образом, пред-
предположить, что группа определяется бесконечно-малым

преобразованием
д/

—— л.~ -tr— к.
"

дх1
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В этом случае уравнения F) приводятся к

dx1 — л2ш=0,

dxz + ?ш= 0.

Мы имеем, таким образом,

0I -(- 0J = 0, О>1 = 0>1 = 0J= 0J = <В3 = О)з = ОK= 0,

da1—ш1 -\-а'<4 = 0,

da? — a>» -f- Ы\ = 0.

Отметим, что в этом случае соотношения

Qi _ alQ\ _ Q2 _ aiQf^ Q3 _ ^Qf_ 0

исключают пространства нулевого кручения; в самом

деле, в противном случае все Q) были бы равны нулю, и

группа g сводилась бы к тождественному преобразованию '•

О Вопрос, изложенный в этой главе, имеет отношение к очень-

важным исследованиям, обзор которых можно найти в докладе: La

theorie des groupes et les recherches recentes de Qeometrie differentielle,

сделанном на математическом интернациональном конгрессе в Торою о

(август 1924) и опубликованном в l'Enseignement mathematique A925)*.
*) Систематическое изложение этих исследований Картана содер-

содержится в его работе: Группы голономни обобщенных пространств (вып_
1 настоящей серии). (Прим. ред.).



Глава V

ТЕНЗОРЫ КРИВИЗНЫ И КРУЧЕНИЯ
ПРОСТРАНСТВА АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ

54. Рассмотрим в аффинном пространстве Х)
геометри-геометрический объект или, скорее, — совокупность геометрических

объектов, преобразующихся между собой при аффинном
преобразовании. Если выбрать аффинную систему коорди-
координат, этот геометрический объект аналитически задается
при помощи некоторого числа (мы предположим конечного)
величин у\, у2,..., уР, которые мы будем называть его
координатами. При изменении системы координат эти вели-
величины преобразуются, причем совокупность преобразова-преобразований, соответствующих различным преобразованиям коорди-
координат, очевидно, образует группу. Мы будем говорить, что
совокупность величин yt образует тензор с р составляю-
составляющими. Мы будем употреблять термин .тензор" специально
в том случае, когда группа преобразований величин yi—линейная. Координаты точки, составляющие вектора, коэф-
коэффициенты уравнения поверхности 2-го порядка и т. д.
определяют тензоры.

Рассмотрим теперь пространство аффинной связности
п измерений. Мы будем называть тензором, связанным с
точкой m этого многообразия, совокупность величин, ко-
которые подвергаются линейному преобразованию при изме-
изменении системы отнесения (с началом ш), связанной с ка-
касательным аффинным пространством в т. Существуют два
примечательных тензора, связанных с точкой m многообра-
многообразия, — тензор кручения , у которого составляющими яв-

являются коэффициенты Л?р, и тензор кривизны, составля-

составляющие которого суть коэффициенты А)<$.
Когда мы производим преобразование системы отнесе-

отнесения с началом в точке т, очевидно, что Л«р и А^ преоб-
преобразуются линейной подстановкой. Коэффициенты Л«р поз-
позволяют, как мы видели, определить трансляцию, соответ-

1) Излагаемая ниже теория применяется mutatis mutandis к простран-
пространству с любой фундаментальной группой.
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ствующую замкнутому бесконечно-малому контуру, выхо-

выходящему из точки ш и возвращающемуся в нее, коэффици-
коэффициенты Д|«р определяют при тех же. обстоятельствах вра-
вращение.

Исследование тензора кручения

55. Составляющие каждого тензора, связанного с точ-

точкой ш, преобразуются линейной (и однородной) подстанов-

подстановкой при изменении системы отнесения в точке т. Мы бу-
будем называть тензор неприводимым, если нельзя найти та-

такие линейные комбинации (с постоянными коэффициентами)
составляющих рассматриваемого тензора, которые образо-
образовывали бы сами тензор.
Мы попытаемся разложить тензор кручения на непри-

неприводимые тензоры V.

Будем основываться на том, что вектор

имеет внутренне-геометрический смысл (не зависящий от

системы отнесения), так как он определяет трансляцию,
соответствующую двумерному элементу многообразия.
Возьмем произвольный вектор х1 и две системы перемен-
переменных и, и vi и рассмотрим вектор

Преобразуем систему отнесения, причем условимся над и

и Vi производить такую линейную подстановку, чтобы сум-

суммы ща>1 и г»,ш' не изменялись2). Тогда А)ь при изменении

координат преобразуются такой же линейной подстанов-

подстановкой, что и величины х\ {ujVk — UkVj)-
Мною было доказано, что х1 (U2V3 — usv2) и все те ве-

величины, которые из нее получаются при произвольном

!) Во время редактирования этого мемуара (декабрь 1922) я рассма-

рассматривал как очень вероятную, не зная ее доказательства, теорему, соглас-

согласно которой каждый тензор, соответствующий линейной простой или

полупростой группе, разлагается на неприводимые тензоры. Г. Вейлю

удалось совсем недавно доказать эту теорему (Das gruppentheoretische
Fundament der Tensorrechnung (GOtt. Nachr.. 1924); см. также Zur Theorie

der Darstellung der einfachen continulerlichen Gruppen (Sitzungsb., Berlin,

1924, стр. 338—345). Применение метода Hurwitz'a (G6tt. Nach., 1897, стр.
71) позволило ему распространить на непрерывные простые и полупро-
полупростые группы классическую теорему, согласно которой каждая группа,

образованная из конечного числа подстановок, оставляет инвариантной
форму Эрмита. Вейль опубликовал доказательство только для четырех
больших классов простых групп.

2) Мы будем говорить, следуя терминологии, ставшей теперь класси-

классической, что щ
— переменные ковариаигиые, а <о' — контравариаитиые.

71



преобразовании координат, образуют неприводимый тензор
Отметим, что уравнения

^ = 0, и2 = 0, из = 0

определяют: первое — гиперплоскость п — 1 измерений, а

каждое из двух последних точку, причем каждая из этих

двух точек лежит в гиперплоскости. Следовательно, не-

неприводимый тензор, о котором шла речь выше, содержит
все комбинации величин x^ujvtt— в*х>Д имеющие следую-

следующий вид:

(№ск — bkc>) (ujvk —

причем коэффициенты ai, b1, ск удовлетворяют двум соот-
соотношениям

A) atV = 0, aiCl = 0.

Возвращаясь к коэффициентам А)и, мы видим, что мы по-

получим первый неприводимый тензор %, образованный из этих

коэффициентов, рассматривая все линейные комбинации вида

B) ai(bhk-b4i)A)k,
где at, bJ, ск удовлетворяют только соотношениям A).
Форма B) с переменными а1г Ы, ск, связанными соотно-
соотношениями A), является производящей формой тензора %..

Каждая возможная составляющая тензора % имеет вид

с постоянными коэффициентами a{k. Определим все линей-

линейные тождественные соотношения, которые существуют
между этими коэффициентами. Пусть

—

одно из них. Мы получим,
только соотношения A),

принимая во внимание

следовательно, мы имеем тождество относительно ш, Ь*у
с* вида

hjk"i {b'ck — bkcf) = кс1акЬк + щ?акск
с постоянными коэффициентами h, pi- Отождествляя чле-
члены с atb'c1, имеем h — —

w, следовательно,

п)пЩ(Ь>ск — Ькс1)**№к(Ь'ск — bkcl).
Так как первый член .может быть равен нулю только в

-том случае, если все h%=- 0, то единственные возможные

не нулевые значения постоянных п)к даются равенством

72

что дает п соотношений между a.f вида

Итак, мы получили первый неприводимый тензор круче-

кручения, имеющий" )уп~
составляющих

причем

Ч = 0 «(i = 1, 2,..., л).

56. Докажем теперь существование второго неприводи-
неприводимого тензора. Будем исходить для этого из произвольного
вектора о1 и рассмотрим выражение

коэффициенты при а1 составляют, очевидно, неприводимый

тензор, у которого г-ая составляющая имеет вид

xk (utvk — ViUk);
это приводит к новому неприводимому тензору с л состав-

составляющими

Silki  ft,••• , *^nk-

,. ПЦП— 1)
Итак, мы разложили тензор кручения с —* со-

составляющими на два неприводимых тензора % и %', име-

я( +1)(п-
ющих соответственно и п составляющих.

Можно, наконец, доказать, кто не существует других не-

неприводимых тензоров, образованных при помощи линей-

линейных комбинаций составляющих Л}*.
57. Можно дать более прямое определение тензора %',

замечая, что выражение Пфаффа

у которого коэффициенты с обратным знаком являются

составляющими тензора ?', равно

Этой форме Пфаффа можно дать более конкретную гео-

геометрическую интерпретацию.

Рассмотрим для этого бесконечно-малый вектор о»*, вы-
выходящий из точки ш; это — вектор т' — т = dm. Рассмо-

Рассмотрим теперь некоторый бесконечно-малый вектор х1, вы-

выходящий из т, и^араллелограмм, построенный на векто-

векторах х1 и «'. Контуру этого параллелограмма, обходимому из
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точки m в направлении mm', соответствует бесконечно-
малая трансляция, составляющие которой зависят, оче-

очевидно, от вектора х и равны

если мы применим к концу вектора х эту трансляцию, мы

получим вектор х', бесконечно-мало отличающийся от х,

с составляющими

х'' = х1 -j- Ajtt (?Jxk — шкх^).
Эта формула определяет, кожа задана точка т', бес-

бесконечно-малое аффинное преобразование, примененное к

переменному вектору х1. Если мы применим это преобра-
преобразование к п векторам х, не лежащим в одной (п — 1)-
мерной плоскости, мы получим п новых векторов х', при-
причем объем параллелепипеда, образованного векторами х,

получит приращение с коэффициентом расширения, равным
как раз форме Пфаффа

А1„т>.
Другими словами, эта форма Пфаффа дает коэффициент
расширения объема при аффинном преобразовании, ко-

которое мы определили при полоща вектора «>'.

В частности, из предыдущего следует, что в много-

многообразии аффинной связности, для которого тензор %' не ра-

равен нулю, существует форма Пфаффа, имеющая вну-

внутренне-геометрический смысл (не зависящий от выбора
системы отнесения) и связанная с каждым бесконечно-

малым перемещением в многообразии; иными словами,

многообразие допускает интегральный линейный, инва-

инвариант (скалярный)

I
58. Попытаемся теперь охарактеризовать многообразия,

для которых неприводимый тензор % равен нулю. В этом

случае единственными отличными от нуля коэффициентами
кручения являются А у', положим

Обозначая 1}

мы получим

1) Нетрудно видеть, что рассмотренный выше интегральный инва-

инвариант равен I ш.
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Трансляция, соответствующая замкнутому бесконечно-ма-
бесконечно-малому контуру, равна

Установив это, рассмотрим бесконечно-малый паралле-
параллелограмм, имеющий одну из вершин в точке т; мы можем

всегда, не изменяя трансляции, которая соответствует
этому параллелограмму, предположить, что одна из его

сторон у лежит в гиперплоскости Р, определяемой- урав-
уравнением а/А' = 0; пусть х' — другая сторона; соответствую-
соответствующая трансляция определяется вектором

таким образом, эта трансляция происходит вдоль пря-
прямой пересечения у1 плоскости параллелограмма с гипер-
гиперплоскостью Р, то есть вдоль направления, принадлежа-
принадлежащего плоскости параллелограмма.

Мы можем снова прийти к этому результату и в то же

время доказать обратное предложение, исходя из произ-
производящей формы

i

тензора Z, в которой параметры a/, b', с' подчинены един-
единственным соотношениям

Говоря, что, для данного многообразия тензор ? равен
нулю, мы утверждаем, что производящая форма тожде-
тождественно равна нулю, если при этом учитывать соотноше-

соотношения, существующие между параметрами, которые она со-

содержит. Но это выражает то, что, если мы рассмотрим в точке

параллелограмм, построенный из двух произвольных бес-
бесконечно-малых векторах *', с1, трансляция, соответствую-
соответствующая этому параллелограмму, определяется вектором

ftiAjk (pick — bkcJ),
лежащим в плоскости параллелограмма.

59. Рассмотрим, в частности, многообразие нулевой
кривизны, для которого тензор % равен нулю; оно имеет

уравнения структуры вида

(о)')' = [mm'], Jj = 0.

Отсюда выводим

[m'm1] = [ю'<ог] = ...
= [т'шл] = 0;

следовательно, если я>2, билинейный ковариант о/ фор-

формы о> равен нулю^ш есть полный дифференциал — . Не-
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трудно видеть, что формы —ш< также являются полными

дифференциалами, так что можно положить

ш' = VduK

Гиперповерхности У= const, касаются в каждой из своих

точек гиперплоскости ш = 0, так что трансляция, соот-

соответствующая бесконечно-малому параллелограмму, происхо-
происходит по прямой пересечения плоскости этого параллело-
параллелограмма с гиперплоскостью, касающейся гиперповерхности
V= const., проходящей через ш. Очевидно, что группа
голономии g, соответствующая точке ш, содержит п — 1

параметров и образована из трансляций, параллельных
гиперплоскости, которая касается гиперповерхности

V=const., проходящей через т.

Исследование тензора кривизны

60. Разложим теперь тензор кривизны, имеющий
я3 (я

— 1.)

составляющих, на неприводимые тензоры. Легко заме-

заметить, что этн составляющие А)ы преобразуются при за-

замене координат, как выражения

XlUj{vkWi —Vi

где х1 — составляющие произвольного вектора, т, г»,- и Wi —

три системы ковариантных переменных (преобразующихся,
как е;). Можно показать, что выражение

и все те, которые из него получаются при произвольном
преобразовании координат, образуют неприводимый тензор.
Следовательно, величины

— blck) (vitWi — '<

где произвольные параметры ai, bl, с'1 подчинены двум
соотношениям

A) аф! = О, die1 = О,

дают все составляющие этого неприводимого тензора.

Другими словами,

щЫ (bkcl — Ъ1ск) Ajki
является приводящей формой одного неприводимого теН-

зора кривизны. Каждая составляющая этого тензора имеет

вид
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с постоянными коэффициентами а'/1'. Определим те линей-

линейные соотношения с постоянными коэффициентами

которые существуют между этими коэффициентами. Они ха-

характеризуются условием, что соотношение

Л|мО*4'(&*с'—¦&*<:*) = 0

имеет место каждый раз, когда

другими словами, мы должны иметь тождество относи-

относительно ai, b\ с'1:

hmOiV (bkcl — blck) = Ъ(Ь, с) cub1 — ? (b) aiC\

где X (b, с) обозначает билинейную форму от Ь'1 и с'1, а

р(Ь) — квадратичную форму от Ь':

X (b, c)= XjkbJck, [I (b) =

Отождествляя, имеем

V-u
= hi, ,"¦«7 =

—

так что второй член тождества принимает вид

hidkb1 {b*cl — llck) + hjdkb1 {bkci — tic*).
Непосредственно видно, что среди соотношений, кото-

котоф fkl
2ofkl, имеется л2

р р

рые существуют между коэффициентами
следующих

C) о#*-0 (i, У=1, 2,..., п).
Но имеются и другие соотношения, относящиеся к слу-

случаю, когда полиномы ХF, с) и р(Ь) тождественно равны

нулю. Эти соотношения, число которых равно
" ~

'
~

,

6

следующие

C bis) «/*' + в«^+ «{>* = 0 (г = 1,...л; ]фкф1=\,2,...,п).

Нетрудно показать, что соотношения C) и C bis) незави-

независимы; таким образом, они определяют неприводимый тен-

тензор с числом составляющих, равным

я3 (я—1)
_

2
п2 (п ¦ -2) г_'.2(п3-4)

32 6

61. Форма соотношений C) и C bis) приводит нас к

мысли, что величины

D) Afjk (i,j=\, 2,..., л),
с одной стороны, и величины

E) B^A'.ki+ Ait. + AlJk(i=l,..., н;]фкф1= \,...,п\
с другой, образуют два новых тензора.
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В самом деле, величины Akljk преобразуются, как

то есть, как величины mvj. Они образуют, таким образом,
тензор, но он не является неприводимым. Его можно раз-
разложить на два неприводимых тензора, один симметрический,
изоморфный с тензором и/И/, другой антисимметрический,

изоморфный с тензором u,Vj
—

UjVi. Первый имеет
"

-

составляющих вида

F)

i-l)
второй

G)

au = ajl = ±(A*/k+A*k),

составляющих

Первый образован из коэффициентов дифференциальной
квадратичной формы

F') a//o>W = Л* «>W = — •

второй — из коэффициентов внешней формы.

G') fty[eW]=j4*

62. Перейдем теперь к величинам E). Они преобразуют-
преобразуются, как

Можно показать,

л'
Uj

V)

Wj

Uk

Vk

Wk

Ul

Vl

Wi

что величина

X1

«2

V-i

«3

w\

ut

1)4

и те, которые из нее получаются при произвольном пре-

преобразовании координат, образуют неприводимый тензор.
Составляющие этого тензора могут быть получены заме-

заменой х1 на щх1, «2 на Ь1щ, и% на с'щ и и* на d'ut, где щ, Ь1,
с\ Ф — произвольные постоянные, удовлетворяющие соот-

соотношениям
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Мы получаем, таким образом, тензор, определяемый про-
производящей формой

bk bl

щх1 с1
dk Ф

Uj Uk Ul

V} Vk Vi

W) Wk Wi

Возвращаясь к величинам E), мы получим производящую

форму
I Ы Ьк Ы

ск с1

\ di dk dl
Щи-

В результате мы получаем, таким образом, неприводимый
тензор, у которого все составляющие имеют вид

Найдем линейные соотношения

Л. I Qjhl (Л
'ibivf

'

*

существующие между коэффициентами этих составляющих.

Мы получим их из тождества

Ы bk bl

ci ck ci == X (с, d) аф' -j- jj. {d, b) aic1 -f- v F, c) aid1,
di dk dl

где X (с, d) — билинейная форма от bl и с1, а у. (d, b) и

ч(Ь, с) — две другие билинейные формы.
Предыдущее тождество приводит к AJW = 0, если второй

член тождественно равен нудю. Отождествление в" общем

случае показывает, что второй член имеет вид

bk bl b

ak dl d

Единственными соотношениями, которые существуют между

коэффициентами п{ы, будут, следовательно, ^-—- сле-

следующих:

Мы получаем, таким образом, четвертый неприводи-
неприводимый тензор с "*¦" ~~

' '"~ '¦
составляющими, образован-

6

ними при помощи комбинаций

79



для которых имеется —~—— соотношений

ций

они

хк

14 Via. D зап

Щ
преобразуются
И* Ui Uj

Vk %>i Vj

Wk Wi 11)j

то "есть, как

1СИНС ВЛ

между

XkUk (VfOL

+ x"wk
0

em pa^t

1

собой,

tj—v/П

(uroj-

1,...,«);

2

как величины

Vi) -f X*Vk (ОДМ/ -

^^комбина-

^^комбина—UjVl.

Таким образом, они образуют последний неприводимый,

тензор, антисимметрический, с — составляющими.

Нетрудно видеть, что эти составляющие являются коэф-
коэффициентами внешней дифференциальной формы

63. Итак, мы доказали существование пяти неприво-
неприводимых тензоров, образованных из коэффициентов общего
тензора кривизны.

п - л2 (л2 —4) ,

Первый тензор, с —J составляющими, опреде-
о

ляется'линейными комбинациями
<з.'ыА1

для которых имеют место соотношения

af= 0, «/*' 4- <*fJ + <*'/" = 0.

D п(я3 — 1) (я — 3) -,

Второй, с —* -1
составляющими, определя-

определяется линейными, комбинациями

с соотношениями

Третий, с п— составляющими, образован коэф-

коэффициентами дифференциальной квадратичной формы

Четвертый, с составляющими, определяется

коэффициентами внешней дифференциальной квадратичной
формы

Наконец, пятый, с ¦ -—-

составляющими, образован

коэффициентами внешней дифференциальной квадратич-
квадратичной формы

к — ш(

Нетрудно проверить, что каждая линейная комбинация
составляющих А1Ш разложима одним и только одним спо-

способом на пять других линейных комбинаций, принадлежа-
принадлежащих соответственно пяти неприводимым тензорам. Следует
также заметить, что разложение полного тензора кривизны
на неприводимые тензоры возможно бесконечным множе-
множеством способов, так как два последних тензора изоморфны,
и к двум внешним формам, которые их определяют, можно

применить линейную подстановку с произвольными постоян-
постоянными коэффициентами. В частности, можно заменить по-

последний тензор тензором также неприводимым, определяе-
определяемым формой Щ.

В остальном, как можно показать, разложение неприво-
неприводимого тензора возможно только одним способом (исклю-
(исключая случай п = 4, когда второй и третий тензоры изоморф-
изоморфны).

Геометрическая интерпретация неприводимых
тензоров кривизны

64. Можно охарактеризовать геометрически многообра-
многообразия, для которых первый тензор кривизны равен нулю.
Действительно, рассмотрим бесконечно-малый параллело-
параллелограмм, построенный на двух векторах х1^ и y2ti. Этому
параллелограмму соответствует бесконечно-малое аффинное
вращение, которое дает, в частности, для векторов Ci и ег

приращения

Но для i>2 коэффициенты А'п2, Alil2 равны нулю; зна-

значит, векторы ei и ег остаются после поворота параллель-
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яыми плоскости параллелограмма. Другими словами, каж-

каждая двумерная плоскость, проходящая через га, в резуль-
результате параллельного переноса вдоль замкнутого беско-
бесконечно-малого контура, расположенного в этой, плоскости,
принимает положение, параллельное исходному.

Обратно, предположим, что это свойство имеет место.

Рассмотрим бесконечно-малый параллелограмм, построен-
построенный на двух векторах

Каждый вектор z получает после параллельного переноса
вдоль контура этого параллелограмма приращение

Az = zM*
? (ху?

- х?уЛ) е*.

Согласно предположению, приращение вектора х парал-
параллельно плоскости параллелограмма. Мы получаем, таким

образом, п тождеств вида

где X (д:, у) обозначает билинейную форму, а ja— квадра-
квадратичную форму, не зависящие от k, или, что приводится к

тому же, имеет место тождество

= х (•*> у) xkUk— t* (x)ykuk.
Это тождество выражает, что производящая форма пер-

первого тензора кривизны равна тождественно нулю, то есть

что этот первый тензор равен нулю.
65. Прежде, чем приступать к геометрической характе-

характеристике многообразий, для которых второй неприводимый
тензор кривизны равен нулю, дадим интерпретацию тензору

Bljkl. Для этого рассмотрим параллелепипед, построенный
на трех бесконечно-малых векторах

х = xltt, у = z = zlti,

приложенных к точке т. Если мы перенесем вектор х па-

параллельно самому себе вдоль контура параллелограмма,
построенного на векторах у и z, он получит бесконечно-
малое приращение Дх; аналогично, вектор у в результате
параллельного переноса вдоль контура параллелограмма,
построенного на векторах z и х, получит приращение Ду;
аналогично имеем приращение Дг. Геометрическая сумма
-Дх -\- Ду -f- Дг есть вектор, связанный с параллелепипедом и

имеющий, как нетрудно вычислить, следующий вид

х* х? xi

уа у? yt
Z" Z? Z?
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Итак, мы можем отнести каждому трехмерному элементу

многообразия вектор с составляющими, которые являются

элементами тройных интегралов:

ВК =1,..., я)..

Можно также определить этот вектор другим способом.

Рассмотрим трехмерный объем, ограниченный замкнутой
бесконечно-малой поверхностью, и возьмем некоторую точ-

точку а внутри объема. Каждому элементу поверхности, огра-
ограничивающей объем, соответствует бесконечно-малое пере-
перемещение, которое, будучи приложено к вектору а — т,

дает этому вектору некоторое приращение; сумма всех этих

приращений выражается внешней кубической векторной

формой

Установив это, рассмотрим, в частности, параллелепипед,
построенный на трех бесконечно-малых векторах лг'еь угъ%,
г3вз; вектор, соответствующий этому параллелепипеду, равен

Если второй тензор кривизны равен нулю, коэффициенты
/J*23 равны все нулю для ^>3; другими словами, вектор,

соответствующий параллелепипеду, лежит в той же

трехмерной плоскости, что и сам параллелепипед.
Обратно, предположим, что это свойство имеет место

для каждого элементарного параллелепипеда. Каковы бы ни

были величины х1, у1, zl, имеем тождества

В!iki

X' X* X1

yi yk yl
z> z" zl

, x)yl y)zl

с тремя билинейными формами К ^, v, не зависящими от

индекса i. Другими словами, имеем тождество

х> хк х1

yl yk yl
z>

= X (у, z) х1ш + v (г, х) у1т -f v (jc, у) zlm.

Но это тождество именно и выражает, что производящая

форма второго неприводимого тензора кривизны равна нулю,
то есть, что сам этот тензор равен нулю.

66. Для интерпретации третьего неприводимого тензора,

определяемого квадратичной формой
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рассмотрим бесконечно-малый вектор т' —т = <в'е/ и в то

же время другой бесконечно-малый переменный вектор х'ег,
когда мы перенесем первый вектор параллельно самому
себе вдоль контура параллелограмма, построенного на этих

двух векторах, он получит приращение

сложим геометрически этот малый вектор с вектором х;
мы определим, таким образом, аффинное бесконечно-малое
преобразование переменного вектора х; оно определяется
формулами

8л:* = —Л* «Ло'лР.
/ар

Коэффициент расширения, соответствующий этому преобра-
преобразованию, равен

то есть квадратичной форме, для которой мы ищем интер-
интерпретацию.

Отметим, что, если эта квадратичная форма не равна
нулю, она определяет внутреннюю метрику многообразия.

67. Четвертый неприводимый тензор, определенный внеш-

внешней формой

интерпретируется аналогичным образом. Рассмотрим fi мно-

многообразии два бесконечно-малых фиксированных вектора
»'е/ и <»'е/ и третий вектор переменный xlei. Первый вектор,
перенесенный параллельно вдоль контура параллелограмма,
образованного двумя другими, получает определенное при-
приращение; аналогично второй вектор, перенесенный парал-
параллельно самому себе вдоль контура параллелограмм», обра-
образованного первым и третьим вектором, получает другое
приращение. Прибавляя к вектору х первое приращение и

отнимая второе, получаем вектор х -f- Sx, причем

— »?.««) — Afa3»; (а>'Х?

Мы имеем, таким образом, аффинное бесконечно-малое пре-
преобразование векторов, дающее коэффициент расширения

или, что то же самое,

Можно поступить иначе и ограничиться рассмотрением
приращения, получаемого вектором х, когда мы переносим
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его параллельно вдоль данного замкнутого контура; в ре-

результате вращения, соответствующего контуру, он получает

приращение
Дх = — xlAfa9 [<оашЦ е*;

коэффициент соответствующего расширения равен

мы приходим, таким образом, к четвертому неприводимому

тензору, для которого получаем геометрическую интерпре-

интерпретацию.
Отметим, что мы пришли к дифференциальным скаляр-

скалярным или векторным формам, имеющим внутренний геометри-

геометрический смысл; можно также сказать, что мы имеем инте-

интегральные инварианты скалярные или векторные:

If"г

Наконец, мы имеем интегральный кубический векторный
инвариант, отмеченный уже выше (п. 14):

Можно заметить, что интегральный инвариант \ \Щ

подчиняется сам закону сохранения, то есть, что интеграл,

распространенный на замкнутую поверхность, равен нулю;
в самом деле, это вытекает из формулы

<)' =0.= 0 или

Это привело Эддингтона в случае л = 4 к отождествлению

его с электромагнитным полем.

Частный случай многообразий нулевого кручения

68. В частном случае многообразий нулевого кручения
число тензоров кривизны уменьшается. В самом деле, общая

теорема сохранения дает (формула G) п. 11)

Отсюда вытекает, что все BjM также равны нулю. Следова-
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тельно, второй неприводимый тензор кривизны, а также и

пятый равны нулю. Таким образом, остается первый, с пИп2~4>

составляющими, третий, определяемый квадратичной фоо-

МОЙ Ш'
~<V^ ' и четвеРтый' определяемый или внешней формой

ш —

k , или внешней формой ^'/1>.
Мы видим, что в этом случае вектор, соответствующий

трехмерному элементу многообразия, всегда равен нулю,
но это свойство не характеризует многообразия нуле-
нулевого кручения.

1) В случае нулевого кручения Эддингтон определил эти два послед-
последних тензора, которые ему позволили ввести метрику и электромагнитное
поле в четырехмерном пространственно-временном континууме аффинной
связности.

тт

Глава VI

ТЕНЗОРЫ КРИВИЗНЫ И КРУЧЕНИЯ
ПРОСТРАНСТВ МЕТРИЧЕСКОЙ СВЯЗНОСТИ

69. Мы укажем здесь кратко основные свойства тензо-

тензоров кручения и кривизны в общем случае, оставляя исклю-

исключительные случаи для более подробного изучения в даль-

дальнейшем.
Мы будем пользоваться следующими теоремами, кото-

которые нетрудно получить из результатов моего исследова-

исследования о проективных группах, не имеющих инвариантных
плоскостей 1}.

Если обозначить через х', у', z', tl составляющие че-

четырех произвольных векторов, то каждый из тензоров

X1 Xj Xk X1

х' х'

У

X1 X' Xk

У1 У Ук
zl г> z*

у1 у! yk у1
zl zi zk zl

tl t> tk tl

неприводим. Имеются следующие исключения:

при п=4 тензор \х'уЦ разлагается на два непри-
неприводимых тензора с 3 составляющими:

где (i, j, ft) обозначает любую четную перестановку ин-

индексов 1, 2, 3;

при п = 6 тензор \х'у*гк\ разлагается на два не-

неприводимых тензора с 10 составляющими

где (tjklm) обозначает любую четную перестановку ин-

индексов 1, 2, 3, 4, 5;

при п = 8 тензор \xly'}zHl\ разлагается на два непри-
неприводимых тензора с 35 составляющими

(в =± 1),

1) Е. С а г t а п. Les groupes projectifs qui ne laissent iuvariante au-

cune multiplicite plane. Bull. Soc. math, de France, t 41, 1913, стр. 53—96.
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где (ijkla^i) обозначает любую четную перестановку ин-
индексов 1, 2, ...

,
7.

Мы будем пользоваться также следующей теоремой,
которая может быть выведена из указанного выше иссле-
исследования:

Каждая из форм (п ф 4)

М) (y — ztyk),
(a{bj — btaj) {akbi — bkai) (xlyi — x'y1) (zktl —

где ai и bi являются параметрами, связанными един-
единственными соотношениями

определяет неприводимый тензор, составляющие кото-
которого являются линейными комбинациями с постоянными

коэффициентами величин

— х'У) {zHl— zltk).
Аналогичный результат имеем при пф§ для формы

ai\ajbkci\xi\y'zitl\,
где параметры ai, bi, ct удовлетворяют соотношениям

aid1 = bib1 = etc1 = аф1 = aic1 = bic1 = 0.

Наконец, нетрудно также доказать, что форма

(тх'у,
где параметры щ связаны единственным соотношением

(п— 1)(я — 2)
определяет неприводимый тензор с- 5 — состав-

составляющими

l
— xnxn,... , Xn-iX"-1 — xax", x'xJ Aф]=1, 2, ...

, п).
70. Первый неприводимый тензор кручения. — Состав-

Составющие A тензора кр бляющие Aj/t тензора кручения преобразуются, как величины

На основании указанного выше форма
a, (a>bk — Ъ>ак) х' (yjzk —

где ai и bi являются параметрами, удовлетворяющими со-
соотношениям

i
=alai = 0, aibl = 0, b,bl = Q,
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определяет неприводимый тензор. То же имеет место, та-

таким образом, для формы

ai{aibk— 'b*a*)Ajk.
Найдем линейные соотношения, существующие между

коэффициентами afti составляющих

этого тензора. Пусть

одно из этих соотношений. Уравнение

справедливо для каждой системы значений а' и Ь\ удов-
удовлетворяющих соотношениям:

Отсюда нетрудно установить существование тождества
вида

hlJkai (aJbk — Ыа") а» I (Ь) ага1 — р (a) aib\

где X(Ь) обозначает линейную форму относительно Ь',
1».(а) — линейную форму относительно а1. Нетрудно видеть,
что коэффициенты этих двух форм должны быть одинако-

одинаковыми, так что тождество запишется в следующем виде:

= lkat (albk — b'ak).
Мы получаем первую систему допустимых постоянных

, выбирая

где X* обозначают произвольные постоянные. Остается
только к полученному решению прибавить наиболее общее

решение, удовлетворяющее тождеству

hmal(aibh-biak) = Q (hiJk = gtth'k).
Это решение мы получим, полагая

fiUk = ftjki = hkij Aф]фк=1, ...
, п).

Итак, первый неприводимый тензор кручения образо-
образован из величин <*ikAlk, причем коэффициенты aik удовлет-
удовлетворяют соотношениям:

а«= 0 (/=1, 2, ... ,я),
ijk_j_а)ы_|_akij = 0 Aф]фи= \, ... ,п).

и л (л2 — 4)
Число различных составляющих тензора равно

—

.
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Мы уже имели случай (п. 44) говорить об этом тензоре
и дали ему геометрическую интерпретацию. Этот тензор
разложим при п = 4.

71. Второй неприводимый тензор кручения.
— Форма

последних уравнений A) приводит нас к рассмотрению
величин

=\, ...
, п).

Они преобразуются, как величины \xtyjZk\\ они определяют,

таким образом, неприводимый тензор (п ф 6) с

р,

п^п~ >^п—'
6

составляющими.
Эти составляющие являются коэффициентами внешней

кубической формы

веса 2. В случае п = 6 этот тензор разлагается на два

неприводимых сопряженных тензора,. вещественных, если

g<C.O. Каждый из них имеет в качестве составляющих

коэффициенты формы

]-f [o>22j] 4- ... + [o)«Q«] + eV -g{(ijklmn)A1*[*
Третий неприводимый тензор кручения. — Он имеет

•составляющими «величин

ЛЬ Г, 1 о п\
*; V* — -1» ^i ••¦ » п)\

являющихся коэффициентами формы Пфаффа

эта форма является абсолютным инвариантом, независимым

от выбора единицы измерения.
72. Тензор кривизны гомотетии.—Он имеет состав-

составляющими коэффициенты Ац формы 2; следовательно, на
основании указанной выше теоремы он неприводим, если
только п не равно 4; число его составляющих равно

п(п—\)

2

73. Первый неприводимый тензор .кривизны враще-
вращения. — Так как

коэффициенты Ацы формы 2у преобразуются, как величины

(Xiyj — yiXj) {Zktl — Zitk).

Мы видели, что форма
(а'Ы - b'af) (a*bl — bhal) (хгу; - ytxj) (z*A -
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определяет (пф4) неприводимый тензор, если а1 и Ь1 рас-
рассматривать в ней как параметры, удовлетворяющие трем
•соотношениям

B) а,а1= 0, a,ft' = 0, М'= О.

То же самое, следовательно, имеем для формы

Пусть

— одна из составляющих этого тензора. Этот тензор бу-
будет определен, если мы будем знать полную систему ли-

лилейных соотношений, которые существуют между aijkl. Если

является одним из этих соотношений, то мы должны иметь

hm (a'bJ - b'af) {акЫ — b*aF) = 0

для каждой системы значений а1 и Ь1, удовлетворяющих
соотношениям B). Отсюда нетрудно сделать вывод о су-

существовании тождества вида

•<3) hijki (<*Ы - b'af) (akbl — Ька!) = X (Ь) а,а' +
+ v.(a)bib' — p(a, b)a,bl,

где ХF) обозначает квадратичную форму от Ь1, р{а) —

квадратичную форму от а1 и p(a, b) — билинейную форму
от а1, Ы. Всегда можно предположить, учитывая, что пер-
первый член не изменяется при перестановке а' и Ъ1, что X и

-ja являются одной и той же квадратичной формой их ар-

аргументов и, следовательно, р
— симметрическая билиней-

билинейная форма. Из того, что первый член не изменяется при
замене Ь' на b'l-\-kal, где k обозначает произвольную по-

постоянную, следует, что р есть удвоенная полярная форма
от X. Второй член этого тождества может быть, следова-
следовательно, записан в следующем виде

hi (afbk - blak) (а'Ь* - Ыа*) (hj = Х„).

Первый способ удовлетворить тождеству C) заклю-

заключается, таким образом, в том, что мы полагаем

'Чтобы получить наиболее общее решение, следует приба-
прибавить к указанному решению решение, удовлетворяющее

тождеству

Ау« {а*Ы - bla>) (aW - bkal) = 0;

это решение получается, если величинам А^ы придавать
значения, удовлетворяющие соотношениям
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Следовательно, соотношениями между al'kl, опреде-
определяющими искомый тензор, являются следующие:

У*=0 (*

Нетрудно проверить, что эти соотношения независимы.

Они определяют, таким образом, первый неприводимый
тензор кривизны, имеющий

я(/| + 1)(п + 2)(п — 3)
12

составляющих. Этот тензор разложим при п = 4.
74. Второй неприводимый тензор кривизны.

— Вели-
Величины

Л * | yi ft

преобразуются между собой, как xixy, следовательно, на

основании указанного выше они образуют второй непри-

неприводимый тензор с составляющими

\\-А%, ...,Апп1\\\-Ап\,Апп\
Эти составляющие являются коэффициентами квадратич-

квадратичной абсолютной инвариантной формы

АуьшЫ— —Л$»*<»*.
п

75. Скалярный тензор кривизны. — Сумма

дает скалярный тензор, равный полной кривизне, взятой

с обратным знаком.

76. Третий неприводимый тензор кривизны.
— Послед-

Последние из соотношений D) приводят нас к рассмотрению-
величин

Вцы=Ат+ Атц -f Ащк Цфкф I),
которые обладают тем свойством, что они не меняются

при любой четной перестановке индексов j, k, I и изме-

изменяют знак при нечетной перестановке. Эти величины пре-

преобразуются между собой, как величины

XI |
Форма

о'1\а'Ьксп
определяет неприводимый тензор, если параметры а1, Ь1, с1
подчинить следующим соотношениям:

E) aia1 = bib1 = ас1 = щЪ1 = аю1 — he1 = 0.
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То же самое имеем для формы

а11 a>bkcl | Вцы.

Пусть

— наиболее общая составляющая этого тензора; коэффи-

коэффициенты $1>ы связаны некоторым числом соотношений

которые мы сейчас определим.

Коэффициенты пцм этих соотношений определятся из

условий, что уравнение

«сть следствие уравнений E). Нетрудно доказать, что это

лриводит к тождеству вида

hijkiz11 а'Ькс11 == X ф, с) aia' -\- у- (а, с) aib1 + р (а, Ь) аю'

с тремя билинейными формами X, у, р. Нетрудно видеть,

что второй член имеет вид

| akblc> |;

таким образом, первый возможный выбор постоянных А

следующий:

h h

Достаточно затем найти наиболее общее решение, удов-

удовлетворяющее тождеству

это приводит к соотношениям:

hijki == — tijiki — hkiji = — huju {1ф J Ф k ф I).

Таким образом, мы получаем третий неприводимый
тензор кривизны, рассматривая величины

для которых коэффициенты $'т удовлетворяют соотно-

соотношениям

Этот тензор имеет
я("~ Ня + )(»~ 3)

составляю.
8

щих.

Имеем исключительный случай при п = 6, когда ука-
указанный тензор разлагается на два неприводимых тензора
с 45 составляющими.
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77. Четвертый неприводимый тензор кривизны.— Рас-

Рассмотрим теперь величины

Bkij = Aij/i — Ajki;

они образуют неприводимый тензор с -

я~ '
составляю-

составляющими, изоморфный тензору | Xiyj \, составляющие которого»
являются коэффициентами формы

Тензор этот разложим при л = 4.
78. Пятый неприводимый тензор кривизны опреде-

определяется величинами

Bijki — Вт+ Bkiji — Bttjk = 2 (Аиы +Amj 4- Aw+
+ Aujk +Аил -\- Ajiu),

которые преобразуются между собой, как величины

\xtyjZkti\. .

Они образуют, следовательно, при п фЪ новый и по-

последний неприводимый тензор, имеющий
п^п^ (п ~~ ^я~ *

составляющих. Этот тензор разлагается на два других в.

случае п = 8. Составляющие являются коэффициентами ска-

скалярной формы

Итак, мы разложили общий тензор кривизны вращения
на шесть неприводимых тензоров, из которых один яв-'
ляется скалярным тензором; число составляющих этих

тензоров соответственно равно

я (" -*- О (» + 2)(я — 3) (я-^ 1)(я + 2) я(п—1)(я + 2)(я —3)
2

1
12 .8

я (я — 1) я(я-1)(я — 2) (я — 3)
2

'
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Число неприводимых тензоров достигает семи при п= 6 я

л = 8 и восьми при л = 4.
Я оставляю в стороне геометрическую интерпретацию

полученных тензоров и перехожу к исследованию частного

случая пространств нулевого кручения (пространств Вейля
и Римана).

79. Случай пространств Вейля*). — В этом случае
имеем тождества

;j = o 0= i, 2,..., п),

*) Пространством Вейля называется пространство метрической связ-

связности и нулевого кручения. (Прим. ред.)

94.

которые дают соотношения

A}\j— Aju= A%j — A%t — ...
= Aij.

Следовательно, третий и пятый неприводимые тензоры

кривизны вращения равны нулю, четвертый совпадает

с тензором кривизны гомотетии. Таким образом,
остаются следующие тензоры

1) тензор с
"("+^(я + гНя-З). составляющими;

12

2) тензор с
(я~Л) (^ 2)

составляющими;

-- составляющими;
. .. я(я
3) тензор с —v-

4Lскалярный тензор.
80. Случай пространств Римана*К — В этом случай

тензор кривизны гомотетии в свою очередь равен нулю-

и остаются:

1) /иеизо/> с
"(я-МНя + зН"-3)

составляющими,

2) тензор с -^ ^
3) скалярный тензор.

2
2)

составляющими,

*) Пространством Римаиа называется пространство евклидовою»

связности и нулевого кручения. (Прнм. ред.)



Глава VII

ТРЕХМЕРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА МЕТРИЧЕСКОЙ СВЯЗНОСТИ

Тензор кручения

81. Результаты, полученные в общем случае, применимы
и при й = 3. Тензор кручения разлагается на три неприво-
неприводимых тензора:

1) тензор с пятью составляющими:

А21 — Аш, Аы — Л12, Л13—Лгз, Л123 — Л312, Лги — Аi3i2;

2) скалярный тензор:

Ат~\- Л231 -\- Л312;

3) тензор с тремя составляющими:

Мы дадим для этих тензоров геометрическую интерпре-
интерпретацию.

82. Гео метрическая интерпретация тензоров с пятью

составляющими. — Рассмотрим в точке m пространства
элементарную плоскую ориентированную площадку; мы

будем называть кручением плоскости этой площадки в

точке m частное от деления на do трансляции, соответ-

соответствующей контуру, ограничивающему эту площадку и об-

обходимому в заданном направлении. Этот вектор вполне

определен, как только выбрана единица длины, в ш:).
Теперь нетрудно охарактеризовать пространства, для ко-

которых первый неприводимый тензор кручения равен нулю.
В самом деле, равенство

Л123 — Л312 = 0

показывает, что, если взять в m три плоские взаимно-

ортогональные площадки B3), C1), A2), определенные
тремя ортогональными векторами d, ег, ег, взятыми в опре-
определенном порядке, то проекция кручения площадки B3)
на противолежащее ребро A) триэдра равна проекции

!) Он имеет размерность, обратную длине.
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кручения площадки A2) на ребро C), а также проекции

кручения площадки C1) на ребро B). Между прочим, эта

проекция не зависит от выбранных ортогональных векто-

векторов, другими словами, нормальная составляющая круче-
кручения произвольного плоского элемента в каждой точке
не зависит от этого плоского элемента.

Обратное предложение тоже верно и доказывается вы-

вычислением.

83. Геометрическая интерпретация тензора с тремя
составляющими.

— Составляющие этого тензора являются

коэффициентами инвариантной формы Пфаффа

Эта форма не зависит от выбора единицы длины. Ее зна-

значение в точке т', бесконечно близкой к ш, может быть

интерпретировано геометрически, если положить в частном

случае а>2 = а>3 = 0; тогда получим

Рассмотрим кроме вектора еь проходящего через т', два

других ортогональных вектора ег и ег; эти три вектора
определяют три плоские взаимно ортогональные площадки.

Рассматриваемая величина тогда равна произведению на

расстояние mm* суммы, проекции на ось B) кручения пло-

площадки B1) и проекции на ось C) кручения площадки C1).
Этот тензор можно также интерпретировать как век-

вектор, связанный с каждой точкой пространства; но при

этой точке зрения рассматриваемый вектор изменяется

при изменении единицы длины. Плоский элемент, перпен-

перпендикулярный к этому вектору, легко характеризуется ска-

сказанным выше.

84. Геометрическая интерпретация скалярного тен-

тензора кручения. — Этот тензор можно назвать скалярным
кручением, и он интерпретируется непосредственно как

сумма проекций на три ортогональные оси, проходящие
через точку т, кручений ориентированных плоскостных

элементов, соответственно ортогональных этим осям. Ска-

Скалярное кручение служит коэффициентом уже встречав-
встречавшейся формы

связанной с элементом объема многообразия; эта. форма
не является независимой от выбора единицы длины; она

имеет вес 2, тогда как скалярное кручение имеет вес — 1

(обратно длине). ;„: с

Добавим, как это следует из п. 41, что пространства,
в которых прямые линии бают стационарное значение
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длине, имеют неприводимые нескалярные тензоры кру-
кручения, равные нулю. В каждой точке этих многообразий
кручение не зависит от элемента поверхности, по отноше-

отношению к которому оно определено. Имеем

Q,.а [«А>»], 92 — а [оА»1]; ^з = a f»1»* j.

Тензор кривизны

85. Теизор кривизны гомотетии неприводим.
Что касается тензора кривизны вращения, то ои раз-

разлагается на три неприводимых тензора:
1) тензор с пятью составляющими

А-гз — Ai2, Ац — An, Лз1,12 -j- ^21,13, А 12,23 -f- .A32.21.
¦^23,31 4* ^13.32 5

2) тензор с тремя составляющими
•Лз1,12 — ^21,13 , ^12,23 — -<4з2,21 > ^23,31 А 13,32 ',

3) скалярный тензор
л23 , л31 I А12Аж + А31 -f- -Аи .

86. Интерпретация тензора с пятью составляю-

составляющими. — Назовем кривизной плоского элемента, проходя-
проходящего через точку ш, отношение (с надлежащим знаком)
к площади элемента угла, на который повернется проек-
проекция вектора, лежащего вначале в плоскости элемента, на

плоскость этого элемента после параллельного переноса
этого вектора вдоль контура элемента.

Тогда нетрудно доказать, как и в случае пространств
двух измерений, что кривизна плоского элемента, образо-
образованного двумя ортогональными векторами е<, е;, равна

Ц.
Отсюда следует, что если для некоторого простран-

пространства тензор кривизны с пятью составляющими равен
нулю, то кривизна в произвольной точке остается
одной и той же для всех плоских элементов, прохо-
проходящих через т, она не зависит от направления плоскости
в ш. Легко доказать и обратное предложение.

87. Интерпретация тензора с тремя составляющими.
Составляющие этого тензора являются коэффициентами
векторной формы

[•ЧА,)» ]«е* [С 0*1,
которая, очевидно, имеет внутренний смысл, независимый
от выбора единицы длины. Это — вектор, связанный с эле-

элементом объема пространства и определяемый следующей
формулой

Для геометрической интерпретации этого выражения
введем понятие кривизны ориентированного плоского
элемента относительно другого плоского ориентирован-
ориентированного элемента. Если определить положительное направ-

направление вращения в каждом плоском элементе и если взять

в нервом бесконечно-малый замкнутый контур, обходимый
в положительном направлении, то вектор, лежащий внача-

вначале в плоскости второго элемента, после параллельного

переноса вдоль первого контура займет некоторое конеч-

конечное положение и его проекция на плоскость второго эле-

элемента образует некоторый угол е с начальным вектором;
частное (алгебраическое) от деления этого угла е на пло-

площадь, ограниченную описанным контуром, и является рас-

рассматриваемой относительной кривизной. Если оба плоских

элемента совпадают, то мы получаем снова кривизну в

первоначальном определении.
Построим теперь в точке m три ортогональных векто-

вектора, которые определяют три положительных направления

A), B), C) и три ориентированных плоских элемента B3),
C1), A2), которые мы можем также перенумеровать A),

B)у C). Форма, соответствующая элементу объема, равна

тогда вектору, проекция которого на направление (i) есть

произведение объема элемента на разность между кривиз-
кривизной плоского элемента (/) относительно плоского элемента

(к), причем индексы i, j, k образуют четную перестановку.
Частное от деления этого вектора . на элемент объема

dx определяет косую кривизну многообразия в т, причем

выражение „косая" отмечает отсутствие взаимности у
относительных кривизн двух плоских элементов.

Пространства, для которых второй неприводимый тензор
кривизны равен нулю, характеризуются тем свойством,

что относительная кривизна двух плоских элементов

взаимна.

88. Склярный тензор кривизны. <— Взятый с обратным
знаком, он определяет так называемую полную кривизну

пространства в точке ш, которая равна сумме кривизн

трех произвольных ортогональных плоских элементов, про-

проходящих через т.

Пространства нулевого кручения
89. В случае пространств нулевого кручения тензор

кривизны вращения с тремя составляющими совпадает,

как мы видели выше, с тензором кривизны гомотетии.

Точнее говоря, имеем формулы
-Ап'23 <

41 .

Л213 '

¦^321 ~~-Л123=='^Э
ДЗ A3 А
Л132  31 Л1
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которым можно дать геометрическую интерпретацию. От-

Отсутствие взаимности у относительной кривизны двух
плоских элементов приводит при отсутствии кручения
к несохранению длины вектора при параллельном пере-
переносе вдоль замкнутого контура.

Если кривизна гомотетии равна нулю, то есть если

пространство евклидовой связности (и нулевого кручения),
другими словами, если мы имеем дело с пространством
Римана, то имеет место взаимность для относитель-

относительной, кривизны двух плоских элементов.

90. Примечательный случай пространства метри-
метрической связности. — Исследуем, может ли пространство
метрической (или евклидовой) связности обладать такой
же степенью однородности, как евклидово пространство.
В этом случае ни с одной точкой многообразия нельзя

связать никакого привилегированного направления, вслед-
вследствие чего кривизна гомотетии и тензоры (кручения и кри-
кривизны) с тремя составляющими равны нулю. Аналогично

равны нулю и тензоры с пятью, составляющими, так как

каждому из них соответствует конус второго порядка,
содержащий вписанный прямоугольный триэдр, а оси этого

конуса дают привилегированные направления. Итак, остает-

остается лишь скалярное кручение и скалярная кривизна, причем
формулы структуры приводятся к

а

а

(•„у=

Внешнее дифференцирование приводит к соотношениям

[rfaoo2»8] = [rfaco»»1] = [rfae>i«2] _ о,

[dbm2afi] = [db «3a>i] = [db mW] = 0;
они показывают, что a и 6 являются постоянными. Таким

образом, пространство имеет постоянные кривизну и

кручение, и притом кратчайшими линиями являются пря-
прямые.

Эти пространства, как и евклидово пространство, до-
допускают группу преобразований, зависящую от 6 парамет-
параметров. Они получаются из пространства Е евклидова
или неевклидова постоянной кривизны, в "котором услав-
уславливаются рассматривать два вектора с бесконечно близ-

100

кики началами mum! как эквиполентные, если можно

перейти от одного к другому при помощи винтового

перемещения в смысле геометрии пространства Е с осью

mm' и с заданным параметром винтового перемещения.
Случай, когда пространство Е евклидово, соответствует

соотношению & =— а2; кривизна пространства равна квад-
4

рату половины кручения
V

.

Интегральные инварианты

91. Скалярные интегральные инварианты простран-
пространства метрической связности. — Вернемся к общему слу-
случаю и исследуем, можно ли пространственному элементу
одного, двух или трех измерений отнести скалярную вели-

величину, которая была бы абсолютным инвариантом (незави-
(независимым от выбора единицы длины) и с коэффициентами,
зависящими линейно от составляющих тензора кривизны и

кручения.
'

Заметим сначала, что, если приписывать длине вес 1,
то «'должны рассматриваться имеющими вес 1, е* — вес,

равный—1, 2( — вес 1, Q и Щ'— вес 0 и, следовательно,
At, jk

— вес =— 1 и Aij, ы — вес =— 2.

Рассмотрим сначала инвариант, относящийся к элементу
объема; так как его коэффициенты должны быть веса — 3,
то этот случай не может представиться.

Коэффициенты инварианта, относящегося к элементу
поверхности, должны быть линейны относительно Ajt, и

Atj,ui. Пусть

такой инвариант; три величины

составляют тогда неприводимый тензор. Отсюда следует,
что рассматриваемый инвариант наиболее общего вида

имеет следующий вид:

и содержит произвольные постоянные а и р. Мы уже встре-
встречали в теории пространств аффинной связности форму,

1) См. об этих пространствах: Е. С а'г tan, Les recentes generalisa-
generalisations de la notion d'espace (Bull, des Sc. math. 2-е serie, t. 48, 1924,

p. 294-320).
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заключенную в фигурные скобки; она может быть записа-

записана так:

Оба найденные инварианта приводятся к одному для

пространств нулевого кручения.
Наконец, абсолютный скалярный инвариант, являющийся

формой Пфаффа, приводит аналогично к тензору с тремя

составляющими, образованному из составляющих тензора

кручения; итак, снова приходим к форме

92. Векторные интегральные инварианты простран-
пространства метрической, связности. —Мы будем здесь рассмат-

рассматривать вектор вида

причем
'

коэффициенты дифференциальных форм линейны

относительно составляющих тензоров кручения и кривизны.
Вес каждой формы П' должен быть равен 1; следователь-

следовательно, вес каждого коэффициента равен
— 2 еслр П' являются формой 3-ей степени;
— 1 если Ш . ,

2-ой , ;

случай линейных форм, таким образом, исключается.

Если П' являются элементами тройных интегралов, то

векторной форме соответствует вектор

коэффициенты В' образуют, следовательно, неприводимый
тензор с тремя составляющими (вектор). Итак, получаем
общее* решение

-j- еаА12) [•»•»•»] + ре,

Вторая форма уже была отмечена; что касается первой,
то она может быть записана сжато [dmS].

Если Ш являются элементами двойных интегралов, то

мы получим вектор вида

е, ?]>'«*];
следовательно,; коэффициенты B'k преобразуются, как со-

составляющие тензора кручения. Из этого не следует, что

они будут им пропорциональны. Можно лишь сказать,

что Каждый из Неприводимых тензоров, на которые можно

разложить тензор Bjk, имеет составляющие, пропарцио-
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нальные составляющим соответствующего неприводимого
тензора, построевного из А1}к. Другими словами, имеем

.Проблема, таким образом, полностью решена, и решение
зависит от трех произвольных постоянных. Оно образовано
из трех частных решений:

{A\2
Наконец, можно рассмотреть инвариант вида

[е> е3] Щ -f [e8ei] П2 + [е1е2] П3,
являющийся в сущности парой, составляющие которой
являются элементами простых или кратных интегралов.
Если такой инвариант не зависит от выбора единицы дли-
длины, то П/ являются элементами тройных интегралов, а

коэффициенты линейными комбинациями от AL, образующи-
образующими тензор с тремя составляющими. Таким образом, полу-
получаем единственное решение

где произведение должно рассматриваться как внешнее и

по отношению к дифференциалам переменных и по отноше-

отношению к е,-.

. 93. Интегральные инварианты пространств евклидо-
евклидовой связности, г-ДЛя этих пространств можно добавить
к предыдущим интегральным инвариантам те, которые
обладают весом, отличным от нуля. Их легко получить
применением предыдущего метода. Находим:

1) линейный скалярный инвариант веса — 1

(Л2и» — Лзпг) «о1 -f (^8221 — ^i22g) ша -f (Лшг — Ami) «3;

2) скалярный инвариант двух измерений веса 1

(А?2 + А\3 ) [ш3соз] + (^з + Ап)КЧ+ (А1г + А& 1«Н;

3) два скалярных инварианта трех измерений веса соот-

соответственной и 1

(А + Am) [cb'cdW] e [т
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4) шесть линейных векторных инвариантов, из которых
три имеют вес, равный —1, и три —вес, равный —2,

% (ijk) А*а

(A 123 + ^23i + Л312) (eico1 -f- е2а>г -f- e3o>3)

S (ijk) (aft) e,

+ (Л1332 — Л2331 )

(A* -h АЦ + ЛЦ) (e,a»i + е2ш2 + ез<о3)

5) три векторных инварианта двух измерений веса — 1

2
— А2т)а>3 ] X[(А2Ш—А3112)(о1 + (Л3221 —

+ Л{) (ei [ш2о,з] + е2 [ш1в>х] + е3

6) векторный инвариант трех измерений веса 1

7) наконец бивекторные инварианты, которые выводятся
из векторных инвариантов заменой соответственно еь eg,
е3 на [е2е»1, [e3ei], [eie2].

Заметим, что из каждого линейного интегрального инва-

инварианта можно получить интегральный инвариант двух изме-

измерений, изменяя соответственно се1, ш2, юз на [<о2о>з], [<»*щ],
[щш2] и обратно. Заметим также, что некоторые из полу-
полученных интегральных инвариантов имеют внутренний смысл

лишь в том случае, если пространство ориентировано;
таковы те инварианты, у которых знак каждого коэффи-
коэффициента зависит от четности некоторой перестановки трех
индексов 1, 2, 3.

Глава VIII

ЧЕТЫРЕХМЕРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА МЕТРИЧЕСКОЙ
СВЯЗНОСТИ

94. Существенная разница между случаем й =4и общим
случаем заключается в том, что группа линейны* преобра-
преобразований квадратичной формы 4 переменных лолупростая,
между тем как в общем случае она простая. Она изо-

изоморфна в случае п ==4 группе с шестью параметрами

cx + d Т.У + 8

Этот факт, между прочим, может быть просто интерпрети-
интерпретирован геометрически. Если мы будем рассматривать 4 пере-
переменных х* квадратичной формы как однородные координаты
точки пространства, то линейным преобразованиям, не

изменяющим эту форму, соответствуют коллинеации, остав-
оставляющие инвариантной соответствующую квадрику (фунда-
(фундаментальную квадрику); каждая из этих коллинеации пре-

преобразует между собой как прямолинейные образующие
первой системы (проективным преобразованием одной
переменной), так и образующие второй системы (при помо-

помощи другого проективного преобразования одной перемен-
переменной).

95. Рассмотрим 2 вектора л' и У и 6 величин

Если х1 и у1 считать за однородные координаты двух
точек в трехмерном пространстве, то рЧ являются плюкке-

ровыми координатами прямой, соединяющей эти две точки.

Прямая q, сопряженная с этой прямой относительно фун-
фундаментальной квадрики, является пересечением двух плос-

плоскостей

х,Х'=0,

следовательно, ее плюккеровы координаты определяются
соотношениями:

?зз ?И g« git qu qu

Рн Рз* Рм Раз Рз1 Ри

105



Исследуем, в частности, вопрос,
— когда прямая q сов-

совпадает с р, то есть является образующей квадрики. Для
этого необходимо, чтобы

где через (tjkl) обозначено число, равное +1 или—1,
смотря по тому, четной или нечетной является переста-
перестановка четырех индексов i, j, k, I. Аналогично имеем

откуда

то есть

Образующие первой системы удовлетворяют, например,
соотношениям

образующие второй системы — соотношениям

Pij= —V g(ijkl)p*K

Исследование 'тензора кручения

96. В общем случае мы определили первый неприводи-
неприводимый тензор кручения при помощи производящей формы

в которой параметры а1 и Ь1 удовлетворяют соотношениям:

Применение этого приема дало бы нам здесь тензор с 16
составляющими. Но этот тензор не является неприводи-
неприводимым.

Чтобы получить неприводимый тензор, необходимо
исходить из этой же производящей формы, но предпола-
предполагать, что точки (а1) и (Ь1) лежат на одной и той же

образующей одной из двух систем, например, первой.
Тензор с 16 составляющими разложится таким образом на

2 неприводимых сопряженных тензора с 8 составляющими.
Чтобы определить первый из них, найдем, например,

соотношения, получающиеся при приравнивании нулю всех

его составляющих. Эти соотношения выразят условие, что

равенство

A) Ат а1 (о/ bk — fr'd*) = 0

имеет место каждый раз, когда две точки (а') и (?) лежат
на одной образующей первой системы. Преобразуем коэф-
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фициенты при Аць, для которых 3 индекса i, j, k различны,
заменяя величину aJbk — bJak равной ей величиной

-~{jkU){aibi-hat)
Vg

и объединим два члена

Аш а; (albl — b'a1) -\—^ Aijk (jkil) a1 (atbt — btai) =
Vg

= Г А'и + (jkil) ¦&= Ai»] at (aW - b'a1).
L yg J

Равенство, которому мы должны удовлетворить, имеет

тогда следующий вид:

причем

Vg
Этому равенству можно удовлетворить, полагая

где h обозначают четыре произвольных величины. Это

дает 12 соотношений между A]k и h, то есть 8 соотно-

соотношений между Ajh, другими словами, как раз число иско-

искомых соотношений.

Следовательно, первые два сопряженных неприводимых
тензора кручения имеют составляющими восемь вели-

величин

Jn - Ч+ (ijkl) -SL. (Лум - Ami) (I = 1, 2, 3, 4).
*Vg

Мы снова получаем составляющие тензора, образован-
образованного из этих двух сопряженных тензоров,

— величины

Аи — Аы, Aijk— Ajki ¦

97. Интерпретация первых двух неприводимых тензо-

тензоров кручения.
— Из самого метода вычисления тензора мы

видим, что пространства, для которых первый сопряжен-
сопряженный тензор равен нулю, характеризуются следующим
свойством, которое выражает геометрический смысл урав-

уравнения A).
Рассмотрим в некоторой точке ш пространства плоский

изотропный элемент первой системы, то есть такой эле-

элемент, у которого все направления имеют ds2, равное нулю;
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трансляция, соответствующая замкнутому контуру
этого плоского элемента, происходит вдоль направления,
принадлежащего этому элементу.

Пространства, для которых оба тензора обращаются в

нуль, характеризуются, как и в случае п = 3, следующим
свойством: если заданы 3 взаимно перпендикулярных на-

направления A), B), C), выходящих из точек ш, то проекция
на направление (/) кручения плоского элемента B3) рав-
равна проекции на направление B) крукения плоского эле-

элемента C1).
98. Два последних неприводимых тензора кручения.—

Они— те же самые, что и в общем случае. Один — с 4 со-

составляющими

An, Ah, А\г, Лм;

он соответствует инвариантной форме Пфа

B) ^51 _1_ — 4-— 4- —

и имеет природу вектора.
Другой, также с 4 составляющими,

Вцн = Atjk + Ajtr+ Aku Aф]фк=\,% 3, 4)

соответствует форме

а также форме Пфаффа

C) В^щ —Вш «2 4~ Вш о>з—

эта последняя форма не зависит от выбора единицы
длины.

Геометрическая интерпретация формы B) заключается

в следующем. Пусть* ш' —точка бесконечно близкая с т;

можно всегда предположить, что она лежит на векторе вь

Построим в m три других ортогональных вектора е2, ез, е4.
Значение формы в точке m равно произведению расстоя-
расстояния mm' на сумму проекций, кручений плоских элемен-

элементов B1), C1), D1) соответственно на ребра B), C), D).
Геометрическая интерпретация формы C) дается анало-

аналогичным образом. Следует умножить расстояние mm'
на сумму проекций кручений плоских элементов C4),
D2), B3), соответственно на ребра B), C), D).

Полученные формы Пфаффа дают два линейных инте-

интегральных инварианта, связанных с пространством
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Тензор кривизны гомотетии

& преобразуются, как99. Составляющие Аи формы
величины

они образуют, таким образом, два сопряженных неприво-

неприводимых тензора

An+VJAU, An + VgA", An +VgA%i;
Л2« -VH:AU, Ami - VjAZi, An - VgA".

Составляющие первого тензора являются коэффициен-
коэффициентами формы .'"."'...,;-.•

(л23 + Vg a")(k«*] + -7=^ Vg

Vg

+ (A» + V~gA»)

которая может быть также записана в следующем виде:

Л2з [Л3]+ Л31 [Л1] + An h1»2] 4- Аи [«'a»4] + Л24 [

+ Лз4 [«3<о4] + V~g\Л23 К*»4] + Л» [ш2**] + Л12 [ш'

-f Л" Кш»] -|- Л24 [u)8(oi] -f Л" IfoW]}.

Второй тензор соответствует сопряженной форме.
Мы видим, таким образом, что кроме самой формы Q,

которая является абсолютным инвариантом, существует

вторая форма, абсолютно инвариантная

В теории Вейля первая определяет электромагнитное

поле; что касается-второй/то ее внешняя .производная

определяет элементарный 4-мерный вектор тока.

Тензор кривизны вращения

100. Составляющие' Ацы этого тензора преобразуются
между собой, как величины

Введем следующие обозначения:

ргъ
- Vgpu = 2», jfn -

, pa— Vgp"= 2P.
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Имеем

Vg Vg

Чтобы выяснить, как преобразуются величины V и

заметим, что каждое из соотношений
12 +рири

остается инвариантным. Они могут быть записаны в сле-

следующем виде:

4- gllgU (I1)' + g22 gu (I2/ + gngU (I3)' = 0,

gllgU E1J + ff»g44 E2J +?•«< 16«/ —
2

T/ f= 0.

Следовательно, V, S2, 53 преобразуются линейной подста-
подстановкой, оставляющей инвариантным уравнение

Величины 6' преобразуются аналогичной подстановкой, но

не зависимой от первой.
Полагая

получим

ц31

Установив это, обозначим через V и ц1 величины, ко-

которые относительно qu играют ту же самую роль, что

V и V относительно ры. Мы получим, таким образом, соот-

соответствие между Aijki и определенными линейными формами
от \1, V с одной стороны и 1)', •»)'•— с другой. Обозначим
через i, J, k три индекса 1, 2, 3, упорядоченные таким

образом, чтобы получалась четная перестановка, и поло-

положим

Am, ьч =
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, i'j'

Мы получим тогда следующие формулы соответствия:

YJ^av+ ga41' -

%q' = a,,, _ gdli>

Мы разложили уже, таким образом, общий тензор кри-
кривизны на четыре тензора, из которых каждый имеет по 9

составляющих. Два последних, конечно, неприводимы.

Исследуем первый. Это исследование тождественно с тем,

которое мы проводили в случае л = 3. Тензор EV' разла-

разлагается:

1) на неприводимый тензор с 5 составляющими

2) неприводимый тензор с 3 составляющими

3) скалярный тензор

Следовательно, тензор кривизны разлагается на 8 непри-

неприводимых тензоров:
1) два тензора с 5 составляющими

а\ — ag, a|-a3, a2» 4- «32. a -*u» «124-«21;

2) два тензора с 9 составляющими

Т"' (*, г'=1, 2, 3);
8«' (*, i'=l, 2,3);

3) два тензора с 3 составляющими

a23_a32( a3i_ai3) a12 —a21,

4) два скалярных тензора

Два тензора с 9 составляющими изоморфны в том

смысле, что 8»'' преобразуются так же, как и т"'« Таким
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образом, вместо них можно взять 2 тензора, также непри-
неприводимых и имеющих составляющие

Можно также взять вместо двух скалярных тензоров
их сумму и их разность. Выполняя полиостью вычисления,

получаем для составляющих 8 неприводимых тензоров
следующие выражения:

1) и 2) два тензора с 5 составляющими (e»:f 1)

У g

gugil (At

(Аш1М +Аим - Ai2,u -
У g

- Aj'n + e Vg (Atlu -A,llk - Л ,j*)

первый тензор с 9 составляющими

Aф/фкф1=1, 2, 3, 4);

4) второй, тензор с 9 составляющими

5) и 6) два тензора с 3 составляющими

7) первый скалярный тензор

Af6+ АЦ + Аи+ А\\ + А»+ ЛЦ;

8) второй скалярный тензор

Л11,14 -{- Лз1,24 -\~ Al2,U -{- А 14,21 -f" ^24,31 + ^34,12.

101. Два тензора с 5 составляющими.—Нетрудно
доказать, что пространства, для которых оба тензора с 5

составляющими равны нулю, характеризуются следующим
свойством. Рассмотрим в точке m четыре взаимно перпен-

перпендикулярных направления 1,2, 3, 4; шесть плоских элемен-

элементов, определяемых этими направлениями, образуют 3 пары
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противоположных элементов; сумма кривизн двух плоских

противоположных элементов одна и та же для каждой
из этих трех пар.

102. Первый тензор с 9 составляющими.
— При изуче-

изучении тензора кривизны пространства аффинной связности мы

обнаружили существование инвариантной дифференциаль-
дифференциальной квадратичной формы

нетрудно показать, что составляющие изучаемого тензора
являются коэффициентами квадратичной формы

Эта квадратичная форма— нулевого веса: она не зависит

от выбора единицы длины.
Этой форме можно дать геометрическую интерпретацию;

рассмотрим для этого член при «oicb1; он равен

-L
2

-L /"Л12 13 1* 423 Д24
и Л23 Л24

Пусть ш' — точка, бесконечно близкая к m (m'= m -j- dm);
рассмотрим четыре взаимно перпендикулярных оси, выхо- -

дящих из ш, причем первая ось пусть направлена из точки

hi в точку т'. Образуем при помощи этих четырех осей
шесть плоских взаимно перпендикулярных элементов. Чис-
Численное значение квадратичной формы дня точки ш' равно
квадрату расстояния mm', умноженному на разность
полусуммы кривизн трех плоских элементов, перпенди-
перпендикулярных к первой оси, и полусуммы кривизн трех плос-

плоских элементов, содержащих эту ось. Это значение не

зависит от выбора единицы длины.

Пространства, для которых первый тензор с 9 состав-

составляющими равен нулю, характеризуются тем свойством,
что два плоских взаимно перпендикулярных элемента1
имеют одинаковую кривизну.

103. Второй тензор с 9 составляющими.
— Аналогично

можно доказать, что составляющие этого тензора являются

коэффициентами абсолютной инвариантной квадратичной
дифференциальной формы:

-г ? (Aim + Ami+ Aui* — A*uj — Аци — Ajut) »/

+1(ijkl) (A{jt + Alm - Alm- Mf
1 То есть таких, что

бой прямой другого.

В-357,-8

каждая прямая одного перпендикулярна к лю-
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Интерпретация этой формы получается очень просто,

если рассмотреть член при щт1. Пусть т'-^ точка, бес-
бесконечно близкая к т; через т проводим четыре взаимно

перпендикулярных оси, причем первая пусть проходит через
m ; значение формы для т' равно квадрату расстояния
mm', умноженному на полуразность кривизн плоских

элементов, перпендикулярных к первой, оси, относительно
противоположных плоских элементов и кривизн плоских

элементов, содержащих первую ось, относительно про-
противоположных элементов.

Отсюда нетрудно вывести характеристическое свойство

пространств, у которых второй тензор с 9 составляющими

равен нулю: если взять два взаимно перпендикулярных
плоских элемента, то кривизна первого относительно

второго равна кривизне второго относительно первого.
104. Тензоры с тремя составляющими. — Они изо-

изоморфны двум тензорам кривизны гомотетии; следовательно,
каждый из них соответствует внешней квадратичной форме;
эти формы имеют вид

Первый член каждой из этих форм уже встречался
в теории пространств аффинной связности. Второй появля-

появляется впервые.
105. Первый скалярный тензор.

— Взятый с обратным
знаком, он дает полную скалярную кривизну пространства,

равную сумме кривизн шести плоских элементов, построен-
построенных на четырех взаимно перпендикулярных направлениях.
Он является коэффициентом при [ю'ш2»8»4] в форме

106. Второй скалярный тензор. — Он дает вторую
полную кривизну. Она равна сумме относительных кри-
кривизн каждого из шести плоских элементов, определяемых
4 взаимно. перпендикулярными осями, относительно про-
противоположного элемента (эти элементы должны быть соот-

соответственно ориентированы). Рассматриваемый ¦ тензор яв-

является также коэффициентом при [ш1»2»3»*) в форме

Скалярные и векторные интегральные инварианты

107. Применяя тот же самый метод, что и в случае
п = 3, можно определить все скалярные и векторные инте-

интегральные инварианты, в которых составляющие тензоров

кручения и кривизны входят линейно. Мы ограничимся
только тем, что для пространств евклидовой связности

укажем векторные и бивекторные инварианты трех измере-
измерений: только они и могут играть роль в приложениях к прин-

принципу относительности.

Коэффициенты векторного интегрального инварианта

e,AJ« [¦/•*•»]
преобразуются между собой, как величины

то есть, как величины

Но тензор л'У' разлагается на четыре неприводимых

тензора: первый имеет девять составляющих

xiy1 — xtf, xly> + xiyl;

второй и третий имеют по три составляющих

V —

V~g (х*у* —

Хф
—

Х%ух -f е V~g (х'у* - XУ);

четвертый является скаляром

xiy1.

Но мы установили существование двух неприводимых

тензоров кривизны с 9 составляющими, двух сопряженных

тензоров с 3 составляющими и двух скалярных тензоров.
Отсюда вытекает, что общее решение проблемы зависит

от шести произвольных постоянных. Вычисление дает

1) два отмеченных выше (гл. II) интегральных инварианта

2) два интегральных инварианта
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3) два следующих интегральных инварианта (в них вхо-

входят только скалярные кривизны)

2 (
108. Коэффициенты бивекторного тензора

преобразуются между собой, как величины

| или

то есть в основном, как коэффициенты общего тензора
кручения. Они образуют, таким образом, четыре неприво-
неприводимых тензора, два сопряженных с восемью составляю-

составляющими и два сопряженных с 4 составляющими. Следова-
Следовательно, существует 6 линейно независимых бивекторных
интегральных инвариантов. Вычисление дает следующие:

2 (ijfch [eie/l [«jtOi - ¦•?*],

2 (ijkt) [e&j

2 (ijkl)Bjui [e&j]

Как и выше, здесь введено обозначение

Д/л»= At, jk + Л>. ft,- + ^ft. /у.

Если все тензоры кручения равны нулю, за исключением

последнего (с составляющими Вць), то 6 бивекторных
интегральных инвариантов приводятся тогда к первым двум.

Пространства Вейля

109. Это — пространства метрической связности нуле-
нулевого кручения. Для этих пространств

1) второй тензор кривизны с 9 составляющими тожде-

тождественно обращается в нуль;

2) два сопряженных тензора кривизны вращения с 3

составляющими тождественно равны сопряженным тензорам
кривизны подобия; .

'
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3) второй скалярный тензор кривизны (вторая полная

кривизна) равен нулю.
Остается, таким образом, 26 составляющих для общего

тензора кривизны.

Применяя метод, указанный для случая д= 3, можно

определить интегральные инварианты пространств Вейля,
для которых коэффипиенты зависят линейно от составляю-

составляющих тензоров кривизны. Находим

1) dea скалярных интегральных инварианта двух
измерений

0

2) четыре векторных интегральных инварианта трех
измерений

[dtnQ] =

3) два бивекторных интегральных инварианта четырех

измерений

2 (ijkt) [е,еЛ [a.fta.,9] = [се,] А" [•>•»•»•«].

Внешние производные от форм Q, е/ [ю'2], 2 (tity e/[«^jw]
равны нулю.

Римановы пространства

ПО. Римановы пространства являются многообразиями
евклидовой связности и нулевого кручения. Они имеют

только два сопряженных тензора с пятью составляющими,

один тензор с 9 составляющими и один скалярный тензор.
Кроме интегральных инвариантов, отмеченных для про-

пространств Вейля, они имеют свои собственные инварианты,

присущие только им. Предполагая коэффициенты линейными

относительно составляющих Ацы, имеем следующие ин-

инварианты:
1) конечный скалярный инвариант

— полную кривизну,
2) два векторных линейных инварианта
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3) шесть бивекторных двумерных инвариантов

4) скалярный инвариант четырех измерений

Формы
охранения

и ? (i/fc/) [еф] е« подчиняются закону

ПРОСТРАНСТВА ПРОЕКТИВНОЙ СВЯЗНОСТИ

В ряде сообщений, помещенных в Comptes Rendus de
l'Academie des Sciences!) более чем два года тому назад,
мною был установлен один общий принцип, при помощи

которого можно развить теорию метрических пространств
и их различных обобщений. Основная его идея тесно свя-

связана с глубоким понятием параллельного переноса, введен-
введенного Леаи-Чивита2'. Если мы рассмотрим, например, по-

поверхность в обычном евклидовом пространстве, то можно

сказать, что небольшая область этой поверхности, окру-
окружающая некоторую точку, обладает всеми свойствами

двумерного евклидова пространства (плоскости); но только

пользуясь понятием параллелизма, можно в одной и той же

евклидовой плоскости ориентировать один относительно

другого два небольших куска поверхности, окружающих

две бесконечно близкие точки; по терминологии Г. Вейля

поверхность обладает евклидовой связностью.

Все многочисленные исследователи, обобщавшие теорию
метрических пространств, исходили из основной идеи

Леви-Чивита, но они не могли, по-видимому, освободиться
от идеи вектора. Последнее не представляет никакого

неудобства, если речь идет о пространствах аффинной
связности, теория которых играет ту же роль относительно

метрических пространств, какую играет аффинная геометрия
по отношению евклидовой; но в то же время этот путь

не дает, по-видимому, никакой надежды на создание само-

самостоятельной теории пространств конформной или проек-
проективной связности. В самом деле, существенным в идее

Леви-Чивита является именно то, что она дает возмож-

возможность взаимной ориентации двух небольших бесконечно
близких областей пространства, и как раз эта идея ориен-
ориентации и является наиболее глубокой. Развивая эту идею,
мы приходим к возможности построения общей теории
пространств аффинной, конформной, проективной связно-

стей и т. д.

1) С. R. Acid. Sc, t 174, 1922, p. 437, 593, 734, «57, 1104.
2) Rendiconti del Circ. matem. di Palermo, t. 42, 1917, p. 173—205.
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В исследовании, помещенном в Annales de l'Ecole Nor-
male superleure*>, я развил общую теорию пространств
аффинной связности, а в работе, опубликованной в Annales
de la Soclete polonaise de Mathematlques 2), — теорию про-
пространств конформной связности3). В настоящем исследо-
исследовании я намереваюсь указать в общих чертах основные

пункты теории пространств проективной связности. Наибо-
Наиболее интересным, быть мржет, в этой теории является

следующее.
Геодезические линии пространства проективной связ-

связности определяются дифференциальными уравнениями вто-

второго порядка специальной формы; класс этих уравнений
совпадает с классом уравнений, определяющих геодези-
геодезические линии пространств аффинной связности. Но между
тем как среди всех аффинных связностей, соответствующих
данному многообразию геодезических линий, невозможно

выделить одну какую-нибудь при помощи ее внутренних
свойств, в теории проективных связностей это сделать

можно; я называю эту привилегированную связность нор-
нормальной. Таким образом, существует однозначное соот-
соответствие между дифференциальной системой рассматривае-
рассматриваемого вида и пространством нормальной проективной связ-

связности, так что именно понятие проективной связности

дает возможность придать геометрическую форму теории
рассматриваемых дифференциальных систем и, в частности,

теории геодезического отображения. Другими словами,

пространства нормальной проективной связности играют
для этих дифференциальных систем ту же роль, какую

играют пространства Римана (с параллелизмом Леви-Чивита)
для теории дифференциальных квадратичных форм.

В случае п — 2 класс дифференциальных уравнений, опре-
определяющих геодезические линии пространств аффинной

связности, образован из уравнений, в которых
—^- являет-

является полиномом не выше третьего порядка относительно
dx

Возникает вопрос, — нельзя ли так обобщить теорию, что-

чтобы интегральные кривые любого дифференциального урав-
уравнения второго порядка можно было рассматривать как

геодезические. Во второй части работы (§§ VII, VIII) я

показываю, что это можно сделать, вводя новое понятие

многообразия элементов проективной связности (рассмат-

!) Ann. Ее. Norm, 3-е serie, t. 40, 1923, p. 325—412; t. 41, 1924,
p. 1-25.

2) Ann. Soc. pol Math., t. 11, 1923, p. 171-221.
3) Это исследование является развитием цитированной выше заметки

(С. R. Acad. Sc, t. 174, 1922, стр. 857—860).
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риваемые выше многообразия являются точечными). Каж-

Каждому дифференциальному уравнению второго порядка соот-

соответствует внутренним образом (независимо от точечных

преобразований) многообразие элементов проективной нор-
нормальной связности, причем точечные пространства проек-

проективной нормальной связности входят как частный случай
в эти новые многообразия. Таким образом, понятие проек-
проективной связности дает совершенно новое геометрическое

освещение теории дифференциальных инвариантов уравнения
второго порядка относительно группы точечных преобра-
преобразований1). Несомненно, что геометрическая интерпретация
могла бы быть дана во многих аналогичных вопросах;

укажу, например, теорию характеристик систем в инволю-

инволюции уравнений с частными производными второго порядка
с одной неизвестной функцией двух независимых перемен-

переменных; в этой теории общая проективная группа плоскости

была бы заменена некоторой простой группой с 14 пара-
параметрами 2).

I. Понятие пространства проективной связности

1. Многообразие (или пространство) проективной связ-

связности является числовым многообразием, которое вблизи

каждой точки обладает всеми свойствами проективного
пространства3) и в котором задан закон, позволяющий

устанавливать в одном и том же проективном простран-
пространстве соответствие между двумя малыми окрестностями
двух бесконечно близких точек. Чтобы придать этому
определению точный смысл, достаточно вообразить, что

с каждой точкой многообразия связано проективное про-

пространство, к которому принадлежит эта точка, и что

существует закон, позволяющий установить в одном из

этих пространств соответствие между проективными про-

пространствами, связанными с двумя бесконечно близкими

точками многообразия этот закон соответствия и опреде-
определяет проективную связность пространства. Для аналити-
аналитического выражения этого закона выбираем по произволу
в проективном пространстве, связанном с каждой точкой а

У Эта теория является объектом важного исследования A. Tresse:

Determination des invariants ponctuels de l'equation differentielle ordinaire
du second ordre \'' — w(x, y, v'); мемуар, премированный Академией
Jablonowski (S. Hirkei, Leipzig, 1896).

2) Метод исследования и вычисления были указаны и моем мемуаре:

Les systemes de Pfaff a cinq variables et les equations aux derivees partiel.
les du second ordre (Ann. Ёс. Norm., 3-е se"rie, t. 27, 1910, p. 109—192).

3) я называю проективным такое пространство, в котором суще-
существенными считаются свойства фигур, сохраняющиеся при наиболее об-
общем проективном преобразовании.

121



многообразия, репер, определяющий систему проектив-(
ных координат (трилинейных в случае двумерного про-
пространства, тетраэдральных в случае трех измерений и т. д.).
Соответствие между проективными пространствами, связан-
связанными с двумя бесконечно близкими точками аи а', вы-

выразится аналитически при помощи проективного преобра-
преобразования, позволяющего переходить от координат точкиш'
проективного пространства, соответствующего точке а',
к координатам той точки m проективного пространства,
связанного с точкой а, которая совпадает с пГ при уста-
установлении соответствия между этими двумя пространствами.
Это проективное преобразование, конечно, является бес-
бесконечно-малым. Коэффициенты, входящие в формулы этого

преобразования, определяют проективную связность про-
пространства.

Можно также встать на несколько иную точку зрения,
интерпретируя, указанное выше проективное преобразова-
преобразование как аналитическое выражение проективного переме-
перемещения, позволяющего переходить в том проективном про-
пространстве, которое получается при установлении соответ-
соответствия между проективными пространствами, связанными
с точками а и а', от репера, соответствующего точке а,
к реперу, отнесенному точке а'. Это проективное переме-
перемещение определяет проективную связность многообразия
(предполагается, что реперы, отнесенные различным точ-

точкам, выбраны определенным образом).
Из сказанного выше следует, что проективная связность

пространства может быть определена аналитически беско-
бесконечным множеством различных способов — соответственно

выбору реперов, связанных с различными точками про-

пространства; можно даже — и это часто дает преимущество —

выбрать в каждой точке репер, зависящий от произволь-
произвольных параметров; аналитические составляющие проективной
связности зависят тогда от этих параметров. Если репер
выбран наиболее общим образом, внутреннее аналитиче-
аналитическое определение проективной связности дают те функции
от составляющих этой связности, которые не зависят от

параметров1).
'

.

2. Прежде, чем идти дальше, следует точно указать, что

мы будем понимать под проективным репером: Рассмотрим
в я-мерном пространстве систему однородных координат
(например, декартовых); условимся обозначать одной бук-
буквой m совокупность я-f-l координат (хи Х2,..., xn+i\ так
что геометрическая точка одинаково определяется и сим-

1) Аналогично тому, как евклидова связность пространства Римава,
ввезенная на основании повятия параллелизма Леви-Чивита, вполне

определяется квадратичной формой ds3 пространства.
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волом ш, я символом /ш, где t — произвольный численный

коэффициент; мы условимся все же говорить о точке ш,

которую мы будем считать отличной от точек 2т, Зт

и т. д. Ч. -

Установив это, рассмотрим такую совокупность п-\-1
точек

ai, а2,..., ал+ь

чтобы определитель, составленный из их координат, не был

равен нулю. Каждая точка m может быть одним и только

одним способом представлена в следующем виде (смысл
обозначения здесь ясен):

m =уа! + .у?а2 +...-{-у"ап + у1+«а»+1;
численные коэффициенты У1,.уг,--.У ytt+1 дают координаты

точки ш относительно репера, определяемого точками

аь а2,.... an+i. Проективным репером я-вляется, таким об-

образом, совокупность п-\-\ точек, не лежащих в одной

гиперплоскости п — 1 измерений; мы назовем эти точки

вершинами координатного («~1-1)-эдра.
Если выбрать различные реперы

ai, а2>. ., ап+ь

bi, b2,..., Ья+i,

то мы получим формулы

A) b1 = oiia1 + a'ia2 + ...+a7+ia.+,, u= I, 2, ...
,
я + 1),

определяющие аналитически положение второго репера

относительно первого, то есть проективное перемещение,

переводящее первый репер во второй. Формулы

B) *= «{У+"о?У1+'...+<иЗ'ж+1, (*-1, 2,,;,я+'!)

выражающие аналитически геометрическое равенство

+... -f j/n

определяют переход от координат у1 точки, отнесенной

ко второму реперу, к координатам х1 той же точки в пер-

первом репере. Коэффициенты а/ в формуле A) и B) одни и

те же.

Важно отметить, что проективное преобразование B)
не изменится, если умножить все коэффициенты а/ на один

и тот же множитель; таким образом, геометрически суще-
существенными являются только отношения коэффициентов а'

или также отношения коэффициентов а/ к корню (я-f О'Ой

степени из их определителя2). ,

1) Символом m обозначается как бы точка, снабженная массой.

2> Можно также сказать, что по существу мы получим тот же репер,

если умножим вершины на один и тод же числовой множитель.
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3. Вернемся к пространствам проективной связности.
Естественно каждую точку а пространства принимать за

одну из вершин репера, связанного с этой точкой; так
всегда мы и будем делать. Обозначим через ai,..., an
п других вершин. Пусть а и а'—бесконечно близкие точки

пространства; через а!,..., а'п обозначим п остальных вер-
вершин репера, связанного с точкой а'. При установлении
соответствия между проективными пространствами, свя-
связанными с точками а и а', мы получим формулы, анало-
аналогичные A), но в которых коэффициенты aj очень мало от-

отличаются от единицы, а коэффициенты ai{i?f) от нуля.
Имеем

а'= A+ •><>) а + a>ia, +-... + «йа„,

или символически

da = ю°а 4-
a)" a»,

dan — o>n a + <*>„ at + •••

Бесконечно-малые величины а>°, g>°, о>', о>у определяют
бесконечно-малое проективное перемещение, переводящее
репер, связанный с точкой а, в репер, связанный с точ-
точкой а', когда мы устанавливаем соответствие между проек-
проективными пространствами, связанными с этими двумя точ-
точками. В действительности соответствие между этими двумя
пространствами аналитически определяется отношением
коэффициентов уравнений C),'то есть величинами

¦< Ч U 7=1, 2,..., п),

которые и являются составляющими проективной связ-
связности пространства.

Если выбрать в рассматриваемом пространстве некото-

некоторую систему координат и1, и2,..., ип и если репер, связан-
связанный с каждой точкой пространства, зависит от парамет-
параметров v1, v2,..., vr, то составляющие проективной связности
являются линейными формами от dul и dvl, причем коэф-
коэффициенты суть функции от и1, V1 (мы будем считать их

дифференцируемыми).
Важно отметить, что п составляющих ш1, и>3, ..., <оя

зависят линейно только от du1, du2,..., du", так как, если

фиксировать координаты и1, геометрическая точка а не
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меняется, а' имеет вид A + е) а, ил форм »»' превращаются
в нуль. Обратно, du1, du2,..., dun могут быть линейно вы-

выражены через <о1,...,<»", так как, если эти я форм равны
нулю, мы остаемся в одной геометрической точке про-

пространства, то есть du1 равны нулю.
4. Можно всегда выбрать реперы, связанные с различ-

различными точками пространства, таким образом, чтобы сумма п

составляющих <oj — u>g была равна нулю. В самом деле,

выберем каким-нибудь определенным образом репер, связан-

связанный с некоторой точкой пространства (таким образом, мы

не имеем параметров vl); пусть

—

соответствующие составляющие проективной связности.

Заменим теперь вершины

а, аь..., а„

вершинами

a, ,..., ая+-/гаяа,

где mi,..., тп
—

некоторые функции от и1. Новые состав-

составляющие ш' — о>о проективной связности равны, как нетрудно
видеть,

п

К— <°о + m(*i + Е т^"-

Чтобы удовлетворить выставленному требованию, до-

достаточно определить функции т1 из тождества

сделать это возможно, так как форма Пфаффа 2 (<»j — &°0),
выражающаяся линейно через du1,..., du", может быть вы-

выражена линейно через <в1,..., тп.

Отметим, с другой стороны, что можно также всегда

выбрать реперы таким образом, чтобы

для этого достаточно, не меняя вершины а (которая, как

мы знаем, зависит от произвольного множителя) предста-
представить выражение

в виде

-f- ш2а2 +... +

-f- du
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Наконец» оба указанных требования могут быть выпол-
выполнены одновременно. В самом деле, мы можем сначала

реализовать второе, то есть предполагать в дальнейшем,
что

затем мы удовлетворим первому требованию, заменяя а, на

&1-\-т,й с соответственно подобранными коэффициента-
коэффициентами mif что не меняет значений форм <в'.

Если оба условия:

«•=1

выполнены, то составляющие ш?, и>' — ш°, ®{ проективной
связности вполне определены. В самом деле, предположим,
что мы произвели выбор реперов, удовлетворяющий ука-
указанным условиям; при любом другом выборе будем иметь:

а = та,

da = (/гашо -)- dm) a -f- mdu1^ + ... + mdunan;

отсюда вытекает, что необходимо принять

ai = mai-j-mia (i—1, 2,..., п).
Простое вычисление показывает, что тогда

«¦—I

таким образом, необходимо, чтобы коэффициенты тх,...,тп
были равны нулю, и новые составляющие проективной
связности совпадают с прежними.

Отсюда вытекает, что при выбранной системе коор-
координат (и1,..,, и") пространства проективная связность
однозначно определяется формами Пфаффа

О @ 7
иц , ш/

—

<в0, ев/ ,
:

если формы <в' приведены к dul и сумма п форм ш1{ — а>°

равна нулю* Проективная связность, зависит, таким обра-
образом, от

¦ п? -\-л — 1 произвольных форм Пфаффа,, то есть
от п(пг-{-п — 1) произвольных функций от и1, и2,...,и*.

В дальнейшем, если не сделано противоположной ого-

оговорки, мы будем предполагать реперы выбранными произ-
произвольно, так что составляющие <ог, ш°, ш] — а>°, ш/ будут
любыми формами Пфаффа.
126

II. Структура пространства проективной
связности

5. Мы приходим к понятию структуры пространства
проективной связности, изучая результат постепенного

установления соответствия между проективными простран-
пространствами, связанными с различными точками замкнутой кри-
кривой пространства. Рассмотрим сначала две бесконечно

близкие точки а и а', каждой из которых отнесен репер;
точка (*') проективного пространства, связанного с точ-

точкой а, при установлении соответствия совпадает с точкой

xl-\-dxl проективного пространства, связанного с точкой а',
в том случае, если, учитывая уравнения C')» будем иметь

d (ха + л1 ai -+-... + х"ап) = 0.

Это уравнение дает п-\-\ соотношений

dx -f щх -f- щх1 +... -{- <»я хп — 0,

D) dx1 + ш1*-f-юь*'1 + ... + <%лп = 0,

dxn + <опх + ш" Xх +... + <oUn = 0.

Если точка а описывает в пространстве некоторую

кривую, то координаты и1,...,и" могут быть выражены
в функции одного параметра /; формы «о/ принимают

вид p{dt, и уравнения D) становятся линейными дифферен-
дифференциальными уравнениями с п -\-1 неизвестными функциями
х, х1,,..., х" от независимой переменной t. Интегрирование
их позволит определить аналитически шаг за шагом coof-

ветствие вдоль рассматриваемой кривой между проектив-
проективными пространствами, связанными с конечной и начальной

точкой.

Предположим, в частности, что кривая замкнутая.

Проективное пространство, связанное с начальной точкой,
не совпадет, вообще говоря, в результате процесса посте-

постепенное установления соответствия с пространством, свя-

связанным с конечной точкой, как это имело бы место, если бы

многообразие было обычным проективным пространством.
В результате процесса постепенного установления соот-

соответствия точка (х, х1,..., х") проективного пространства,
связанного с начальной точкой, совпадет с точкой

(у, у1,..., у") того же пространства, причем выражения
для у получатся интегрированием уравнений D) с началь-

начальными значениями (х1) неизвестных.

Если замкнутый контур является бесконечно-малым,
то у будут бесконечно-мало отличаться от х1, и «ели

положить
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получим следующие формулы

Ах 4~ ®ох 4- ^х1
Ддс14-91*4-°1*1 1»л:п = 0,

lял1 +... + ^"ля - о,

где 2/ являются элементами двукратных интегралов, рас-

распространенных на часть поверхности (ориентированной),
ограниченную контуром. Можно показать *), что

F)

о? «(«о? у-[«М-2 [«>? »2].

I *-i

6. Формулы E) определяют бесконечно-малое проек-
проективное перемещение с составляющими

Si rfi <V o° CiJ

так же, как формулы D) определяют бесконечно-малое
проективное перемещение с составляющими

/ 0 I 0 i
(В

, Щ , (Bj
—

(Во , (В/ .

Отметим, что первые составляющие образованы при по-

помощи вторых и их билинейных ковариантов.
Кажаому замкнутому бесконечно-малому контуру, про-

проведенному в пространстве, соответствует, таким образом,
бесконечно-малое проективное перемещение, составляющие
которого являются элементами двукратных интегралов
вида *?р1кй.и1а"и*. Эти составляющие определяют аналити-

аналитически структуру пространства; они обобщают тензор
Римана-Кристоффеля. Можно сказать также, что они опре-
определяют кривизну пространства в том смысле, что они
выявляют разницу, существующую между рассматриваемым
многообразием и проективным пространством в собствен-
собственном смысле слова (плоским), когда мы описываем беско-
бесконечно-малый замкнутый контур в этом многообразии.

1) Доказательство аналогично тому, которое дгно мною в случае
прзстранств аффинной связности (стр. 17).
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Как и в случае пространств аффинной связности, суще-

существует теорема сохранения кривизны, получаемая анали-
аналитически при помощи внешнего дифференцирования формул
F) и преобразования получающихся соотношений при по-

помощи тех же формул

(Qiy =-

G)

fc-1

(o?y

'= - [Q? Ы ] 4- [o

t

4- S И&К

2 [Qf o>4] 4- ? [

Этой терремц можно дать геометрическую формули-
формулировку, если воспользоваться бесконечно^малой тр^хме^р-
ной областью; приводить ее здесь мы не будем 1г."

III. Пространства проективной связности

нулевого кручения

7. Мы будем говорить, что пространство проективйШ
связности не имеет кручения, если бесконечно-малое про-

проективное перемещение, соответствующее любому,,4е$*й-
нечно-малому замкнутому контуру, выходящему- из^арща-
вольной точки а этого пространства и возвращающемуея
в нее, оставляет неподвижной эту точку а (ё
скую). Для этого необходимо и достаточно,

мулы E) давали для Ал:1, Ах3,.... Ах"
х 2п

у () ,у
если координаты Xх, х2,..., хп равны нулю-,
вами, пространства нулевого кручения характеризуются

равенствами

(8) Q«=0, О2 = 0,.;., ал=€.

Составляющие проективной связности, удовлетворяют,
таким образом, тождествам

;

(О)*)' = [О)' (C>i -
кФ1

>) См. .Пространства аффинной связности*, стр. 22.
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Формулы G) показывают, кроме того, что составляю-
составляющие 2/, Qli—Оо, 2' кривизны, не равные нулю, не произ-
произвольны, так как они связаны п соотношениями

A0) [ш<(Of- fig)] + ? [*< 1 = 0 (i = 1, 2,..., п).
кф1

В частности, если принять <ai = dui и если положить

»о = 4 — ? г *¦

г—1 /-=1

то коэффициенты Гу удовлетворяют соотношению
метрии

Г к -р k
iJ—41-

Можно также сказать; что существует п квадратичных
форм Ф1, Ф2,.... Фя от du1,.,., dun, обладающих тем свой-
свойством, что

i о 1 дФ' j \ дФ'О>/ СОп ==
, О)"; ==

.

2 d(du') 2 d{du!)
Что касается соотношений A0), то они показывают,

что, если положить

I.J2- П 1, ... Я

h,k Л, k .

то мы получим тождества

A1) Л^т + Лрт« + ^«э«г0.
8. Мы получим важную категорию пространств нуле-нулевого кручения, замечая, что проективная группа, остав-

оставляющая инвариантной точку, имеет инвариантную под-
подгруппу: эта группа дуальна группе, оставляющей непо-
неподвижной гиперплоскость, то есть аффинной группе, котораяимеет инвариантную подгруппу, не изменяющую объемов
(группу Мебиуса). Но преобразованием, дуальным проек-проективному преобразованию E), является

О? 6.,

если ввести неоднородные координаты, оно становится
аффинным преобразованием

?h (*«-l, 2,..., п.);

iap

оно принадлежит к группе Мебиуса, если

A2) 2(9f-QS)=0.
i—г

Это тождество вместе с" (8) определяет рассматривае-

рассматриваемую категорию пространств. На основании F) оно может

быть записано в виде

/«-1

В частности, если мы имеем

>| — о>8) = О,
i-t

что можно всегда реализовать (п. 4), то

где Ф— квадратичная форма от du1, du2,...
На основании G) имеем также

п

или, употребляя обозначение, понятное само по себе,

А+<«+<Р=0
. (а, р, т = 1, 2,..., Я).

9. Последнюю категорию, еще более ограниченную,

пространств нулевого кручения образуют многообразия,
у которых бесконечно-малое проективное перемещение,

соответствующее бесконечно-малому замкнутому контуру,

выходящему из точки а и возвращающемуся в нее, остав-

оставляет инвариантной не только точку а, но и все прямые,

проходящие через а. Для этого необходимо и достаточно,

чтобы в формулах E) Ал;1, Ах2,..., Ал" были •

пропорцио-
пропорциональны х1, х2,..., хп, то есть чтобы имели место тожде-

тождества

В этом случае формулы A0) показывают, что при п

формулы G) дают

[О?•/]==() (i.7-1, 2 п),

откуда
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Таким образом, все составляющие кривизны равны
нулю, и многообразие является обычным проективным

пространством.

Следовательно, при л>2 только в собственно проек-
проективном пространстве бесконечно-малое проективное пе-

перемещение, соответствующее замкнутому контуру, вы-

выходящему из точки а, оставляет инвариантными эту
точку и прокодящие через нее прямые.

Этот выход не применим, если п = 21К

IV. Геодезические линии пространств
проективной связности

10. Линия (С) в пространстве проективной связности

называется геодезической, если при установлении соот-

соответствия между проективными пространствами, связан-
связанными с различными точками, этой линии, она дает прямую.
Мы выразим условие, что линия является геодезической,
если, принимая во внимание формулы C), определяющие
проективную связность пространства, запишем, что точка

d2a лежит на прямой, соединяющей точки а и da.. Мы по-

получаем, таким образом, дифференциальные уравнения вто-

второго порядка
п и

0I

dmn

i—1

Предположим, в частности, что репер выбран так, что

формы ев' приводятся к du1. Уравнения тогда имеют вид

tf'a1 + pi (du)
__

d-u3 + p*(du) . rfV + pn (du)
du* - du^ dun

где Pl(du) являются квадратичными формами от du1,
du2,..., dun. Если выразить и1, и2,..., и"-1 в функции от

и", мы получим уравнения:

•¦¦-'•-' г'^3ц1— pi / du1 \ I du1
pn / du' \

(danJ

~~

VdM»/"t~ dMn W«n У'
A3)

я.
v. •

Ч В теории пространств конформной связности существует анало-
аналогичная теорема, но тогда п должно быть больше 3; см. „Пространства
конформной связности", стр. 168.
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где Р1 теперь являются полиномами второго порядка (не

обязательно однородными) от ——>•••, ~г^—» коэффи-

коэффициенты которых представляют из себя данные функции от

и\ м2,..., и ).
Таким образом, если в числовом многообразии п изме-

измерений дано семейство кривых, определяемое системой
п— 1 дифференциальных уравнений второго порядка, то

в общем случае невозможно задать в этом многообра-
многообразии такую проективную связность, чтобы, данные кривые
являлись геодезическими для этой связности. Для этого

необходимо, чтобы дифференциальные уравнения можно

было привести к форме A3).
Обратно, если дана система дифференциальных уравне-

уравнений вида A3), можно рассматривать их как уравнения
геодезических Линий пространства с соответственно вы-

выбранной проективной связностью. В самом деле, можно

всегда предположить, что &= dul; тогда достаточно вы-

выбрать составляющие «<• — <А, »{ таким образом, чтобы

du1 («{ - 4= Pl{du)

или, более общим образом,
и

A4) du1 («,' — «8) + 2 du*a\ = Pl (du) + du1 2 Ckdu*,

где Си — произвольные функции.
11. Исследуем, в частности, все проективные связности

без кручения, удовлетворяющие этим тождествам. Как мы

видели выше, можно, не нарушая общности исследования,

предположить
п

11 к\ \* /m' ^^ tJS\ —— C\

Но так как пространство не имеет кручения, то формы
о)?—«8, <а„ равны половинам частных производных от

1) В случае и = 2 эти уравнения приводятся к одному, которое,
если изменить обозначения, имеет вид

du du

причем коэффициенты А, В, С, D являются функциями от х и в.
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правой части тождества A4), рассматриваемой как квадра-
квадратичная форма от du1, du2,..., dun. Таким образом,

1 дР1 1 \П , ь
. 1

iZ Ckdu+i
1 дР1

Условие A5) дает

d (<*«')'

оно полностью определяет коэффициенты а, то есть и со-

составляющие а' — а>о, щ искомой проективной связности.

Мы видим, таким образом, что кривые (С), определяемые
интегралами системы A3), всегда могут быть рас-
рассматриваемы как геодезические линии пространства

нулевого кручения, причем проективная связность этого

пространства зависит от п произвольных форм Пфаффа
0 0 0

V. Пространства нормальной проективной
связности

12. Интересно поставить вопрос,
—

существует ли между

проективными связностями, определяющими в числовом

многообразии одни и те же геодезические линии, связ-

связность, обладающая наиболее простыми внутренне-гео-
внутренне-геометрическими свойствами. Естественно предположить, что

проективная связность не имеет кручения; мы видели,

что в этом случае остаются произвольными п форм
Пфаффа <щ. Мы можем теперь условиться, что

(QJ - = 0;

если выбор реперов предварительно произведен, то этому
условию можно удовлетворить, полагая а>° равными поло-

половинам частных производных квадратичной формы Ф от

du1, du2,..., dun:

Остаются произвольными еще —- коэффициентов Г//.
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Имеем

Q\ - = („j _ og)' - t [o>? m'A] -J- [a)'«
ft—1

коэффициенты форм Q/ —Обозначим через

%» когда мы приравниваем a>? нулю; в общем случае эти

коэффициенты будут иметь следующий вид:

(к, 1ф1)
Можно одним и только одним способом выбрать коэф-

коэффициенты Tij так, чтобы

? Ajtk = O (i, y-1, 2,..., л);

достаточно положить

ь=\

оба значения, полученные для Гу, равны (п. 7) на основа-

основании формулы A1), в которой индекс i следует заменить

на у и просуммировать по у.

Итак, при выборе реперов, приводящих «' к du' и

2(а>| — а>2) к нулю (который осуществляется единствен-

единственным образом), существует одна и только одна проек-
проективная связность, имеющая геодезическими линиями

кривые, определяемые уравнениями A3), и удовлетворяю-
удовлетворяющая условиям

A6) = 0,

(i, у=Ь 2,..., я).
13. Покажем теперь, что условия A6) не зависят от

выбора реперов. Это является очевидным относительно

соотношений
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которые, как мы видели выше (п. 8), имеют инвариантноезначение. Предполагая в дальнейшем, что эти соотноше-
соотношения имеют место, мы имеем, что величины

Bij= ? А»н (*, У=1, 2,..., я)

симметричны: Bi) = Bji. Мы покажем, что при бесконечно-
малом преобразовании реперов эти величины преобра-преобразуются линейной однородной подстановкой.

В самом деле, вообразим, что реперы зависят в каж-
каждой точке от переменного параметра v\ символом 8 будемобозначать вариацию этого параметра при постоянных и1;символ d будет обозначать любую вариацию и1 и v. Фор-
Формулы G)

[Of
4=1

показывают, что для бесконечно-малой вариации пара-параметра v имеем

l ?где через el, ?/ обозначен результат применения диффе-
дифференцирования 8 к формам «' — а$, o>j.

Формулы

S [•*•* ] (' = 1. 2,..., я)

дают, с другой стороны,

W-.-S4»* (*=1, 2,..., я).

Отсюда нетрудно вывести, что

8А^« = ? {е\ А\ы - е/9 А\ы + epft
0=1

|36

(*, У,'А, /=1, 2,..., л)

и, следовательно,

что и требовалось доказать 1К

Отсюда вытекает, что если коэффициенты Bij равны
нулю при каком-нибудь частном выборе реперов, они рав-
равны нулю и при любом другом выборе.

Проективную связность, удовлетворяющую условиям
A6), мы будем называть нормальной,. Мы видим, таким

образом, что если в числовом многообразии задано
семейство кривых, определяемое системой дифферен-
дифференциальных уравнений A3), в этом многообразии можно

построить одну и только одну проективную нормаль-
нормальную связность, для которой рассматриваемые кривые
являются геодезическими линиями пространства.

Важное следствие из этой теоремы заключается в сле-

следующем: аналитическое исследование инвариантов си-

стемы A3) относительно любых преобразований, пере-
переменных совпадает с исследованием геометрических
свойств пространств нормальной проективной связно-

связности 2). Таким образом, с точки зрения и анализа и гео-

геометрии понятие о нормальной проективной связности имеет

большое значение. '

Отметим, что двумерные пространства нормальной про-
проективной связности характеризуются тем свойством, что

бесконечно-малое проективное перемещение, соответству-
соответствующее бесконечно-малому контуру, выходящему из точки

а, оставляет инвариантными и точку а, и все прямые, про-
проходящие через а.

Примечание. — Нетрудно видеть, что, если дана систе-

система дифференциальных уравнений вида A3), то в простран-
пространстве можно ввести бесчисленное множество аффинных связ-

!) Можно показать (и это дало бы более красивый путь доказатель-
доказательства), что квадратичная форма

fe=l 1=1

(где вместо &\ — 2q мы пишем (-1\) инвариантна при любом преобразо-
преобразовании реперов.

2) Пространстиа нормальной проективной связности играют для си-

систем дифференциальных уравнений A3) ту же роль, какую играют рима-
иовы пространства для дифференциальных квадратичных форм и про-
пространства нормальной связности для квадратичных уравнений Монжа
(см. цитированную заметку в Comptes rendus de l'Acaderaie des Sciences,
t, 174, p. 857). [а также помещенную в настоящей книге работу Кар-
тана: «Пространства конформной связности", п. 16].



ностей, для которых интегральные кривые системы A3)
являются геодезическими линиями; можно даже достигнуть
того, чтобы в пространстве существовала абсолютная
единица объема; но даже и при этом дополнительном ус-

условии, мы получаем бесчисленное множество решений (за-
(зависящее от произвольной функции переменных и1) и ни од-

одно из них не выделяется простыми внутренними свойства-
свойствами *>. Таким образом, только понятие нормальной проек-
проективной связности позволяет создать удовлетворительную
геометрическую теорию уравнений вида A3).

VI. Нормальная проективная связность, соответствующая
геодезическим линиям данной дифференциальной

квадратичной формы ds2

14. Проблема геодезического отображения двух рима-
новых пространств освещается с новой точки зрения, если
воспользоваться построенной выше теорией. Каждой диф-
дифференциальной квадратичной форме ds2 соответствует
вполне определенное пространство нормальной проектив-
проективной связности; две формы допускают геодезическое ото-

отображение одна на другую, если соответствующие про-

пространства нормальной проективной связности изоморфны,
то есть если между ними можно установить точечное

соответствие, сохраняющее инвариантными составляющие

проективной связности. Мы не будем заниматься этой об-

общей проблемой, которая может быть решена теми же са-

самыми методами, как проблема изоморфизма (наложимости)
двух римановых многообразий 2>. Мы ограничимся только

указанием, как определить нормальную проективную связ-

связность, соответствующую данной дифференциальной ква-

квадратичной форме ds2, и в каком случае эта форма может

быть-геодезически отображена на евклидову форму.
Рассмотрим форму ds2;'ее всегда можно привести к

сумме п квадратов

ds2 = (о>1J _f- (со3J -)- • • • + О»"J;
пространство Римана, определенное этой формой, имеет

евклидову связность (без кручения), составляющими кото-

которой являются ог и формы Пфаффа щ = — т); эту связность

. 1) Указанное дополнительное условие приводится к требованню сим-

симметрии у тензора By = %A?Jk. См. L.-P. Eisenhart, Spaces with eorres-
•.-..¦ k

pondent Paths (Proc. Nat. Acad. of Sciences, t/8, 1922, p. 336). В ра-
работе Geometry of the Paths L.-P. Eisenhart'a и 0. Veblen'a (Proc. Nat.
Acad. of Sciences, t 8, 1922, p. 19) геодезические линии положены в

основу исследования аффинной связности.

9 См. мой мемуар: Sur les equations de la gravitation d'Einstein (J. de
Math., fasc. 1, 1922;.
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можно рассматривать как проективную, придавая формам
щ нулевое значение.

_

Будем обозначать буквами со составляющие нормаль-

нормальной проективной связности, дающей те же геодезические

линии. Мы имеем право положить

со' = со', в' — юо=а»/ = 0, ш^»а>г.

Так как ? (»«• — ®о) = 0, то на основании предыдущего

а>?формы а>? имеют вид

Положим

k, i

имеем

— > auk — —Ч-
Л — 1 ?j Л— 1

fcl

Таким образом, первая проблема решена, и мы имеем:

П{

(i, j= 1, 2 п).

15. Для того, чтобы данную дифференциальную квадра-
квадратичную форму ds2 можно было геодезически отобразить
на форму Евклида, необходимо и достаточно, чтобы

составляющие П'—По, П7Ь П? кривизны пространства

нормальной проективной связности, которая была опреде-

определена выше, были равны тождественно нулю. Если мы
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рассмотрим сначала случай /г>2, то, как мы знаем (п. 9),
для этого достаточно, чтобы составляющие п' — По и п{
были равны нулю. Тогда Ьц равны нулю для ьф j; затем

но из соотношения Q{-\~Q'j= 0 следует, что п коэффициен-
коэффициентов Ъи равны между собой, так что

На основании одной классической теоремы, которую
можно было бы легко доказать, с является постоянной,
так что рассматриваемое риманово пространство

— по-

постоянной кривизны.
Этот вывод справедлив и в случае п = 2, но, чтобы

прийти к нему, необходимо учесть выражения для

П? и П°2

П? = («>?)' - [«? А\ = c\W - [a&»2]} -j-\dcvt\ = [<fc»i],

Х\% = («§)' — [«J О)?] =

Эти выражения равны нулю только в том случае, если
дГс = О.

Таким образом, мы получаем классическую теорему,
согласно которой единственными римановыми простран-
пространствами, допускающими геодезическое отображение на

пространство Евклида, являются пространства посто-

постоянной кривизны.
16. Предыдущее исследование приводит нас естественно

к проективному определению пространств постоянной кри-
кривизны, данному Кели. Наиболее простой аналитшеский
способ в построении этого понятия заключается в том,

что мы берем в проективном пространстве невыродив-
шуюся квадрику {абсолют); пусть

#

ф(х;х\..., хп)=о
— его уравнение. Если мы условимся относить каждой
точке пространства координаты, удовлетворяющие соотно-
соотношению Ф= к, где k — заданная постоянная, то искомая

форма ds2 определяется следующим образом

ds*= <?(dX, dX1,..., dXn).

Рассмотрим в римановом пространстве постоянной
кривизны нормальную проективную связность, которая
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превращает его в собственно проективное пространство и

составляющие которой суть

а? = а>*, а>} — 0$ = 0, «/ = «{', »Ч = С<*>1;

мы предположим также (это всегда допустимо), что

а$=0. Нетрудно показать, что, если мы рассмотрим коор-

координаты (х, х1,..., хп) определенной точки проективного
пространства, отнесенные различным реперам, то величина

С*»J - ^ (*)*
С

имеет постоянное значение; это вытекает из формул D),
дающих вариацию координат х' при переходе .от одного

репера к бесконечно близкому (в этих формулах надо за-

заменить, конечно, буквы о> на <»). Таким образом, если вы-

выбрать один из реперов в качестве фиксированного (с коор-

координатами X1), мы получим для координат (х1) некоторой
точки, соответствующих реперу, связанному с точкой а,

A7) Ос1J +BJ + W2 W+ (*2J +

в частности, координаты (X1) самой точки а удовлетворя-
удовлетворяют соотношению

2
- — (ху=— —.
ее

С другой стороны, из соотношения A7) вытекает для

двух бесконечно близких точек пространства соотношение

(dx'f

применим его к точке а и бесконечно близкой точке а';
имеем

J + ... 4 КJ=

Мы получаем проективное мероопределение Келн с урав-
уравнением

, X1,.... Х») =
С - >

для абсолюта и значение^— для постоянной k, которая
с

соответствует постоянной кривизне пространства.
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VII. Понятие о многообразии элементов

проективной связности

17. Система дифференциальных уравнений A3) не явля-
является общей системой обыкновенных дифференциальных
уравнений второго порядка с п — 1 неизвестными функ-
функциями. Кривые числового многообразия п измерений, опре-
определяемые системой уравнений, отличной от A3), не могут
быть рассматриваемы как геодезические линии простран-
пространства проективной связности. Возникает вопрос,

— не суще-

существует ли обобщения, позволяющего рассматривать их как
геодезические линии. Мы не будем заниматься этой проб-
проблемой в общем виде, а исследуем только наиболее про-
простой случай /г = 2, то есть случай интегральных кривых
дифференциального уравнения второго порядка

которые мы всегда можем предполагать написанным в виде:

A8) ^у_

Теория дифференциальных инвариантов этого уравнения
относительно группы точечных преобразований перемен-
переменных (х, у) была предметом важного исследования Tresse 1}.
Мы увидим, что понятие проективной связности позволяет

придать этой теории простую геометрическую форму.
Мы будем исходить из понятия элемента, — совокуп-

совокупности точки и проходящего через нее направления, — опре-
определяемого аналитически координатами (л;, у) точки и зна-

значением у', которое принимает — , когда мы перемеща-
перемещайте

емся в заданном напранлении. Совокупность всех элемен-

элементов (х, у, у') образует многообразие элементов трех из-

измерений.
Вообразим теперь, что с каждым элементом {х, у, 'у1)

связана проективная плоскость, содержащая этот элемент.

Рассматриваемое многообразие элементов будет обладать
проективной связностью, если мы зададим закон, позво-

позволяющий устанавливать соответствие между двумя проек-
проективными плоскостями» связанными с двумя бескойечно
близкими точками. Этот закон произволен, но он должен
все же удовлетворять двум следующим условиям:

а. Если мы возьмем в многообразии элементов инте-

интегральное многообразие (multiplicite) в смысле С. Ли, то

У См. введение.

есть непрерывный однопараметрический ряд элементов,

удовлетворяющий уравнению

dy—y'dx=0,
то это интегральное многообразие остается также инте-

интегральным многообразием, когда мы устанавливаем посте-

постепенно соответствие между проективными плоскостями,

связанными с различными элементами данного интеграль-
интегрального многообразия !).

Ь. Каждое интегральное многообразие
— точка (совокуп-

(совокупность элементов, проходящих через неподвижную точку)
данного многообразия при указанном процессе дает также

интегральное многообразие
— точку.

18. Выберем репер, связанный с элементом е много-

многообразия следующим образом. Так как элемент е принадле-
принадлежит к проективной плоскости, которая ему соответствует,

то мы выберем за вершину а репера точку элемента е,

вершину ai — на прямой, которая с точкой а образует
рассматриваемый элемент проективной плоскости. Пусть
уравнения

da. = а>°а + e>1

= <в?а
= а>;>а + №

2a2,

a

определяют проективную связность многообразия. Состав-

Составляющие «>i линейны относительно dx, dy, dy' (и содер-

содержат также дифференциалы параметров, от которых может

зависеть репер, связанный с каждым элементом многооб-

многообразия).
Выразим теперь, что имеют место условия а и Ь. Если

мы перемещаемся вдоль какого-нибудь интегрального мно-

многообразия, то точка da должна лежать на прямой ааь то

есть форма «>2 должна быть равна нулю. Следовательно,
да2 превращается в нуль вместе с dy—y'dx.

Если точка а многообразия остается неподвижной, не-

необходимо, чтобы точка da совпадала геометрически с а;

другими словами, «в1 и а>2 являются линейными комбина-

комбинациями dx и dy. Таким образам, форма о»1 зависит линей-

линейно только от dx и dy.
Добавим еще следующее замечание. Если элемент е

остается неподвижным, точка а и прямая aai должны быть

• I) Это можно выразить более образно, говоря, что каждое интеграль-
интегральное многообразие, принадлежащее мж гообразию проективной связности,

развертывается в интегральное многообразие проективной плоскости,

Конечно, нельзя было бы говорить о развертывании фигуры многообра-
многообразия, зависящей от диух параметров.
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также неподвижными; другими словами, «в1, о>2 и <о\ обра-
обращаются в нуль вместе с dx, dy, dy', то есть форма o)j
зависит линейно только от dx, dy, dy'. Это замечание

представляет, впрочем, интерес только в том случае, если

репер, связанный с элементом многообразия, зависит от

переменных параметров. Если это не имеет места, формы
<4 линейны относительно dx, dy, dy', причем формы <•>' и
оJ удовлетворяют указанным выше условиям и три формы
оI, оJ, о>1 линейно независимы.

VIII. Многообразия элементов нормальной
проективной связности

19. Мы будем называть в определенном нами многооб-

многообразии элементов проективной связности геодезическими
такие линии, которые развертываются на проективной
плоскости в прямые. Эти линии рассматриваются, конечно,
как точечные носители интегральных многообразий. Если
а — некоторая точка линии, aai — ее касательная, то эта

линия будет геодезической, если da и d&\ лежат на пря-
прямой aai, откуда

эти уравнения приводятся к следующим:

dy - y'dx= О, dy'— f(x, у, у') dx = 0,

таким образом, геодезические линии являются интеграль-
интегральными кривыми дифференциального уравнения

A8) S-'(**?)•
Обратно, интегральные кривые любого дифференциаль-

дифференциального уравнения второго порядка могут быть рассматри-
рассматриваемы как геодезические многообразия с надлежаще вы-

выбранной проективной связностью; в самом деле, доста-

достаточно положить

«I = <xdx 4- $dy, оJ = у (dy—y'dx\

причем остальные формы о> могут быть выбраны произ-
произвольно.

Нельзя ли среди всех проективных связностей, для ко-

которых данное двупараметрическое семейство кривых (С)
является семейством геодезических линий многообразия,
выделить одну при помощи внутренних ее свойств? Мы

покажем, что это можно сделать, причем это нас приведет
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к понятию многообразия элементов нормальной проек-
проективной связности.

Предварительно сделаем одно замечание. Какова бы ни

была проективная связность многообразия, можно всегда

предполагать, что

A9) o)i = d;c, <**== dy — y'dx, o>\ = k(dy'—fdx).
В самом деле, так как умножение точек a, at, аг на

общий множитель не изменяет составляющих проективной
связности, то при каждом преобразовании репера можно

сохранить а неизменной. Разлагая da по dy', dx,dy—y'dx,
достаточно принять за ai коэффициент при dx, за &г —

коэффициент при dy —y'dx; таким образом, мы приводим
оI к dx, оJ —к dy — y'dx. Нетрудно видеть, что можно

даже прибавить к ai и а2 произвольные кратные а.

Теперь можно, очевидно, выбрать X таким образом,
чтобы коэффициент при аг в d(ai-|-^a)> равный

был пропорционален dy' —fdx. Предположение, таким

образом, доказано.

Нетрудно видеть, что репер еще не определен пол-

полностью, так как можно заменить аг на a^ +Aa с произ-
произвольным коэффициентом Л. Этот коэффициент h не влияет

на форму в)}, но изменяет о>° на величину Ао>2; таким обра-
образом, можно располагать им для изменения составляю-

составляющей о>| — о>° на величину вида А»2.

20. Для того, чтобы нормировать проективную связ-

связность пространства, поступим теперь следующим образом.
Вычислим сначала составляющую 22 кривизны

'

Q2 = (ОJ)' _ [ol^]_ [„1 (oS _ №0)] _

=A - k) \dxdy') - \(dy -y'dx)К - «о)].
Можно всегда выбрать проективную связность таким об-

образом, чтобы Q2 была равна нулю; для этого достаточно
положить 4 = 1 и

оJ— cog = и (dy —y'dx).
Мы можем обратить в нуль также Q1:

Qi = (оI)' — [о>2а>1] — [ю1 (<я\ — о)»)] =

Как мы видели выше, можно изменить »| — «eg на вели-

величину, кратную dy — y'dx; поэтому можно предполагать,
что

О)} — 0)g = Vdx.

^^•т (dy—y'dx).
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Теперь репер полностью определен (при условии, что

задается проективная связность с 22 и S1, равными нулю).
Имеем

= \dxdf]— и [(dy'-fdx) (dy - y'dx)] -

— v \dxdy') + [(dy—y'dx)I«J].
Можно еще превратить в нуль составляющую 22 кри-

кривизны, если принять

<»\=f-dx-u (dy1 —fdx) -f- X (dy - y'dx).

Имеем также

- (ш} + «g - 2«g)' + 3 [«*¦§] + 3 Ко,»] =

:~\ + [du(dy - y'dx)] - 2и [rf^dy'J +•

-f 3X [dx (dy - y'dx)] + 3 [(dy - v'dx) «)«|,

причем можно обратить в нуль правую часть, принимая

2 ду"
'

Наконец, имеем

-Q

Можно превратить в нуль также это выражение, при-
принимая

j d3f
W

3 дуду7

1 f/ОУ" \.
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здесь мы пользуемся следующим сокращенным обозначе-
обозначением

dx dx ^. dy
~

У
ду

Итак, мы получили следующие составляющие проектив-
проективной связности:

[m1 = dx, tf = dy —y'dx,
,i ^o df_dx e2_ene_lJV.
1 °

дУ
2 ° 2 dy'»

B0)

(dy —y'dx),

dy

6 dx d/2

6 dA: dy'V 6 c»y'2

J1 (dy — y'dx)
V

с произвольным коэффициентом р, исходя из условий

B1) Q2= 0; OJ=i=0, Qf = O, Q} —Qg = O, fi^ —О» —0.

21. Прежде чем приступать к дальнейшему исследова-

исследованию, заметим, что соотношения B1) позволяют нам найти

выражения для остальных составляющих Щ, 2J, 2? КРИ"
визны многообразия. Из тождеств G) вытекают непосред-
непосредственно соотношения

откуда выводим общие выражения

fig = А [Ш«Ш
Мы покажем, что произвольный коэффициент р можно

выбрать таким образом, чтобы г было равно нулю. В самом

деле, имеем

=КУ + Н «1I

e ay»
-^ (dy -y^l-l
ay»

v -^ -^ 'J 6
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Прежде всего мы видим, что правая часть обращается
в нуль вместе с dy — y'dx, то есть с о>*. Что касается
коэффициента г, то он является коэффициентом при [dxdy]
в правой части, когда мы в ней заменим dy' на fdx:

¦г_ц_1. a»/_ . 1 a/ ay . i d дз/_
б ауау2 6 ay ду'3

'
б^ дугз

'

Таким образом, в качестве v- мы выберем следующую
величину

B2) ;J—
I »/

.

1 У &f 1 d а3/

б дуду12 б ау ауз б dx ауз

Проективная связность .многообразия определена,
таким образом, однозначно, причем Q\, 2°, 2° выражаются

следующим образом:

Между прочим, для а находим непосредственно сле-

следующее выражение:

(zo) а= — ;
б ау1

для коэффициентов' 6, Л, & мы не будем подсчитывать
явных выражений.

22. Остается разрешить один важный вопрос. Мы спе-

специализировали проективную связность многообразия, исхо-

исходя из частного выбора репера; возникает вопрос,— зависит

ли полученный результат от этого выбора? Другими сло-

словами, имеют ли инвариантный характер (относительно
каждого преобразования координат л;, у) свойства про-
проективной связности, выражаемые соотношениями B1)
и условием г = 0.

Отметим прежде всего, что свойство 22=0, как не-

нетрудно видеть, выражает то, что при бесконечно-малом
проективном перемещении, соответствующем бесконечно-
малому замкнутому контуру элементов, выходящему из

элемента е, элемент е', получающийся из е, объединен с е;

очевидно, это — инвариантное свойство.
Далее, условия

выражают, что при указанном бесконечно-малом переме-
перемещении элемент е остается инвариантным (отсутствие кру-
кручения); это — также инвариантное свойство. Условие

QJ — 2^ = 0 выражает, что на прямой aai не существует
изолированной инвариантной точки, отличной от а; затем

условие 2| — Sg^=G выражает, что вне прямой aai не суще-

существует изолированной инвариантной точки.
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Таким образом, соотношения B1) имеют инвариантный
характер, не зависящий от выбора реперов.

Аналогично обстоит дело с соотношением г =0; не-

нетрудно дать ему следующую геометрическую интерпре-
интерпретацию: если мы рассмотрим бесконечно-малую линейную
последовательность (не замкнутую) элементов и если мы

замкнем ее, заставив точку (х, у) описать тот же путь

в обратном направлении, причем направление у' приходит
снова от своего конечного значения к начальному, не

проходя прежних промежуточных значений, то этому .

замкнутому контуру элементов соответствует бесконечно-

малое проективное перемещение (в проективном простран-
пространстве, связанном с начальным элементом). Соотношение

г=0 обозначает, что все точки прямой aai инвариантны

при этом перемещении. Следовательно, оно имеет инва-

инвариантный смысл.

Таким образом, в результате мы получаем, что каж-

каждому обыкновенному дифференциальному уравнению 2-го

порядка f(x, v, —, -^Л= 0 соответствует инвариант-
\ dx dx2 J

ним образом многообразие элементов проективной связ-

связности, для которого интегральные кривые дифферен-
дифференциального уравнения являются геодезическими. Получен-

Полученную таким образом проективную связность, мы будем
называть нормальной. Мы указали выше те геометриче-
геометрические свойства, которые характеризуют нормальные проек-
проективные связности.

Проблема, исследованная Tresse, может быть формули-
формулирована геометрически следующим образом: исследовать

геометрические свойства многообразий элементов нор-

нормальной проективной связности.

23. Понятие об элементе в проективной геометрии
дуально самому себе, как и понятие об интегральном

многообразии. Следовательно, каждое многообразие эле-

элементов проективной связности преобразуется по принципу
двойственности в другое многообразие элементов проек-

проективной связности, причем точки первого соответствуют

геодезическим линиям второго и обратно. Если мы обоз-

обозначим через <в составляющие проективной связности вто-

второго многообразия, то, как нетрудно видеть,

0J, O»1, ОJ

0 ) e)?

«2 =
0~1 0 ~~2 О

:(O2i 0J = О)Ь 0>2 = Щ.
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Соотношения B1), относящиеся к нормальной проектив-
проективной связности, преобразуются по принципу двойственности
в следующие:

они сохраняют свой вид. Что касается условия того, чтобы

коэффициент г при [а^ю2] в форме &\ был равен нулкх ?о
оно переходит в условие,— чтобы коэффициент при [а>'а>2]
в П? был равен нулю. Другими словами, многообразие,
двойственное многообразию элементов нормальной про-
проективной связности, является также многообразием
элементов нормальной проективной связности.

Соотношение, существующее между семействами гео-

геодезических линий двух взаимно дуальных нормальных
многообразий, заключается в следующем. Если

F(x,y,a, 6) = 0 •

— общее уравнение геодезических первого многообразия,
когда мы рассматриваем х и у как координаты точек,
а и b как произвольные постоянные, то это уравнение
является также уравнением геодезических второго много-

многообразия, если в нем рассматривать а и b как координаты
точек, х и v— как произвольные постоянные. Соотношение

между двойственными нормальными многообразиями выра-
выражается, следовательно, аналитически определенным соот-

соотношением между двумя обыкновенными дифференциаль-
дифференциальными уравнениями второго порядка (или скорее — между
двумя классами дифференциальных уравнений, получаемых
при преобразовании каждого из них произвольным точеч-
точечным преобразованием). Это соответствие было уже изучено
A. Koppisch'eM1 с точки зрения чисто аналитической.

24. Интересным частным случаем является тот, когда

коэффициент а формы Q\ равен тождественно нулю. Тож-
Тождества G) дают в этом случае

jfc(«i«i«?].pB0;
другими словами, единственные ненулевые составляющие
2ь &г кривизны многообразия имеют вид:

в них не входит в>*; они пропорциональны [dxdy]. Этот

результат можно интерпретировать геометрически, говоря,
что соответствие двух проективных плоскостей, отнесен-
отнесенных двум данным элементам е и е' многообразия, зависит

1 А. Юо р р i s с h. Zur Invariantentheorie der gewohnlichen Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung. Inaugural Dissertation Leipzig. Teubner.
1905). См. также Inaugural Dissertation A. Kaiser'a (Leipzig, Teubner, 1913).

150

только от начального элемента, конечного элемента и пути,
по которому движется точка элемента, и не зависит от

закона, по которому изменяется направление этого эле-

элемента. Другими словами, многообразие элементов является

по сути точечным многообразием проективной связности

в смысле первой части этого мемуара (дополнительным
обстоятельством является то, что в каждой точке {х, у)
взят репер, зависящий от параметра у'). Геодезические
линии рассматриваемого многообразия являются геодези-

геодезическими точечного многообразия проективной связности:

в самом деле, это вытекает также непосредственно из

найденного выше выражения для коэффициента а; если

этот коэффициент равен нулю, уравнение геодезических
линий имеет вид

dx*
'

dx
т

\Лх/ \dx

характеризующий кривые, которые могут быть приняты
за геодезические точечного многообразия проективной
связности. Можно добавить еще, что найденная проектив-
проективная связность является также нормальной в прежнем
смысле слова, так как форма Q1, Щ— S° и Щ равны все

нулю; Другими словами, в случае а= 0 многообразие эле-

элементов нормальной проективной связности приводится
к точечному многообразию нормальной проективной
связности.

Если одновременно а=0, 6= 0, то есть

Qj-O, Q?= 0,

тождества G) показывают, что коэффициенты h и k равны

нулю, и многообразие приводится к проективной плоско-

плоскости; другими словами, дифференциальное уравнение гео-

геодезических (а также дуальное уравнение) приводится
к виду

Формулы B0) и B2), определяющие составляющие про-
проективной связности, позволяют вычислить Ь, причем в том

частном случае, когда а= 0, мы получаем

дхду дх*

- 3D-дв— ъв i?L - зс-^-f ее д±
дх дх ду

'
дх

дхду дх2 ду3 дх
'

"'дх
дВ'

ду • ду ду)
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Отсюда непосредственно выводим два условия, кото-
которым должны удовлетворять коэффициенты А, В, С, D дан-
данного дифференциального уравнения для того, чтобы оно

было приводимо к виду—— = О1.

25. Вернемся к общему случаю. Мы предоставим чита-
читателю проверить существование интегральных инвариантов

fVab<»\ С С CV

.

Мы ограничимся также указанием, что в многообразии
элементов нормальной проективной связности можно, как
и в проективной плоскости, развить теорию дифферен-
дифференциальных инвар'иантов (проективных) кривых, вывести
дифференциальное уравнение 5 го порядка кривых, которые
развертываются на проективной плоскости по коническим

сечениям, то есть которые играют по отношению к дан-

данному двупараметрическому семейству кривых ту же роль,
какую играют конические сечения по отношению к прямым
и т. д. Мы ограничимся также указанием на возможность

обобщения построенной выше теории на пространства
любого числа измерений.

1 Эти условия выведены A. TreSse на стр. 56 его исследования, ци-
цитированного выше. См. также A. Koppisch., loc. cit.. стр. 17.

ПРОСТРАНСТВА КОНФОРМНОЙ СВЯЗНОСТИ

В настоящем исследовании изучаются основные свой-

свойства пространств, названных мною пространствами кон-

конформной связности. Это исследование составляет продол-"
жение более обширного мемуара, посвященного теории
пространств аффинной связности и теории метрических
пространств, но оно может быть прочитано и независимо

от последнего. Обе работы являются развитием сообще-
сообщений, опубликованных мною более года тому назад в Сот-

ptes Rendus de l'Academie des Sciences de Paris 1}. Понятие

пространства аффинной связности не является абсолютно

новым, так как оно было рассмотрело, по крайней мере,
в частном случае пространств без кручения различными

авторами, в особенности Вейлем и Эддингтоном, которые
пришли к нему в своих замечательных работах по обобщен-
обобщенной теории относительности2'. Напротив, понятие простран-
пространства конформной связности является существенно новым,
так как точка зрения, из которой исходили предшествую-

предшествующие авторы при построении понятия пространства аффинной
связности, казалось, исключала* всякое обобщение такого

рода.
Настоящее исследование содержит в себе две главы.

В первой изучаются свойства пространств конформной
связности, исследуемые с точки зрения внутренней геоме-

геометрии. Во второй главе рассматриваются свойства много-

многообразий, вмещенных в заданное пространство конформной
связности. Здесь возникают проблемы, аналогичные тем,

которые мы встречаем при изучении свойств поверхностей
относительно группы конформных преобразований простран-
пространства; упомяну, в частности, проблему конформного отобра-
отображения гиперповерхностей или деформации первого порядка,

которой я посвятил несколько лет тому назад специальное

1) Comptes Rendus Paris, 174, стр. 437. 593, 734, 857, 1'04; специально
о пространствах конформной связности,см. стр. 857—860. <-•¦-.,-

2) Н. Weyl. Raum, Zeit, Matherie; A. S. Ed d 1 flg10n, Espace,
Temps et Gravitation. :
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исследование, рассматривая случай пространства более
четырех измерений!).

В настоящем мемуаре я показываю, что в четырехмер-
четырехмерном пространстве конформной связности гиперповерхности,
допускающие конформное отображение на другие отличные

от них гиперповерхности, являются исключительными и

зависят от трех произвольных функций двух аргументов;
этот результат был мною установлен ранее для случая
конформного пространства четырех измерений2). Я даю
также, как приложение полученных результатов, некоторые
сведения о поверхностях, которые в нормальном простран-
пространстве трех измерений допускают деформацию второго по-

. рядка; эти поверхности представляют обобщение изотерми-
изотермических поверхностей обычного пространства.

Я пользуюсь в этом мемуаре обозначениями и методами

моих предшествующих мемуаров по дифференциальной гео-

геометрии ^.

!) Е. Car tan. La deformation des hypersurfaces dans l'espace ronforme
reel a n>5 dimensions. Bull. Soc. Math, de France, 45, 57—120 A917).

2) E. С art an. Sur le probleme general de la deformation. С R. Congres
de Strasb urg, o97—406 A921).

3J С этими методами читатель может познакомиться, обратившись
к цитированному выше мемуару (сноска 1), а также к моей книге «Инте-

«Интегральные инварианты». ГТТИ, 1940. особенно к главам VI и VII. Краткое
изложение используемых здесь свойств систем Пфаффа в инволюции
можно иайти в мемуаре Sur les varietes de courbure constante d'un espace
eudidien ou поп eu lichen. Bull. Soc, Math, de France, 48 A920), глава III,
стр. 136 и след.

Глава I

ОПРЕДЕЛЕНИЕ И СВОЙСТВА
ПРОСТРАНСТВ КОНФОРМНОЙ СВЯЗНОСТИ

Конформное пространство, конформные преобразования

1. Рассмотрим пространство п измерений, отнесенное

к системе прямоугольных координат. Каждая гиперсфера
может быть определена уравнением вида

хо(Х\+ ... + Xl) - 2xiX1-'2x2X2— ... —2xnXn — 2xn+i=0,

содержащим систему п + 2 однородных координат х0, хи ...,

ха+1 • Равенство нулю радиуса гиперсферы выразится соот-

соотношением

Конформные преобразования аналитически могут быть

определены как линейные подстановки переменных х0, х\,...,

.... Xn+i, оставляющие инвариантной форму Ф; таким обра-
образом они преобразуют гиперсферы нулевого радиуса в гипер-

гиперсферы нулевого радиуса и потому могут быть рассматри-
рассматриваемы как точечные преобразования, так как каждой точке

пространства можно отнести гиперсферу нулевого радиуса,

имеющую данную точку своим центром, конформная гео-

геометрия изучает свойства фигур, инвариантные относительно

Произвольного конформного преобразования; мы будем
также говорить, что она изучает теорию конформною
пространства.

Совокупность п-\-2 проиевольных координат (xo,'Xi, ...,

..., Xn+i), не равных нулю одновременно, определяет гипер-

гиперсферу в обобщенном смысле; мы будем ее обозначать

сжато одной буквой, напр. X. Символы X и тХ, где т

произвольный численный коэффициент, определяют, следо-

следовательно, две различные гиперсферы, хотя с геометрической
точки зрения эти гиперсферы тождественны.

Единичная гиперсфера будет определяться требованием,
чтобы ее координаты давали форме Ф значение 1.
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Мы будем называть скалярным произведением двух
гиперсфер X и У выражение

дФ

скалярное произведение инвариантно относительно кон-
конформного преобразования. Единичная гиперсфера характе-
характеризуется тем, что ее скалярный квадрат равен единице.
Две ортогональные гиперсферы характеризуются равенством
нулю их скалярного произведения.

Скалярный квадрат гиперсферы-точки, или просто точки,
равен нулю; гиперсфера проходит через точку, если ска-
скалярное произведение точки и гиперсферы равно нулю.,.

2. Можно найти бесконечным множеством способов
систему (л-|-2) сферических координат. Достаточно рас-
рассмотреть п единичных гиперсфер, ортогональных между
собой At,..., Ап, и две точки Ао и Ап+и общие этим гипер-
гиперсферам; неопределенные множители, входящие в координаты
этих точек, подчиним условию, чтобы скалярное произве-
произведение А0Ап+1 равнялось единице. Тогда будем иметь

Ai = ... — А„= А0Ап+1 = 1,

а все остальные скалярные произведения, относящиеся
к парам различных или не различных гиперсфер, будут
равны нулю.

Каждая гиперсфера X может теперь единственным спо-
способом быть представлена в виде

X= ХОАо -j- XiA i -f-... -f- хп+i-An+1,

причем будем иметь

X2 = до + *? + - + xl + 2х0

следовательно, формулы, позволяющие переходить от ста-

старых координат xi к новым xi» определяют конформное
преобразование. Первоначальная система координат может
быть рассматриваема как частный случай системы л+2
сферических координат, координатными гиперсферами кото-

которой являются: Ло — начало координат, Ах,... Ап — п коорди-
координатных гиперплоскостей, Лл+1 — бесконечно удаленная
гиперплоскость (рассматриваемая как гиперсфера радиуса
нуль). Совокупность /i-f-2 гиперсфер A0,Ai, ... ¦, A«+i будем
называть ради краткости репером.
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3. Рассмотрим подвижной репер, зависящий от одного

или нескольких параметров. Очевидно, что мы будем иметь

следующие формулы

dA0 =

= оHЛ0 -f
О)

где «4 линейны относительно дифференциалов параметров.
Эти (д-|-2J выражений «^ не являются произвольными,

так как должны иметь место соотношения

при любых индексах i, j различных или совпадающих; это

вытекает из постоянства скалярных произведений AtAj.
Отсюда легко выводятся следующие фундаментальные
соотношения

B) ? Ч+j =--»?. (i=l,-2, .... я) 7

0. »i + °>/ = 0 (*. J, = 1. 2, ..., л).

Следовательно, как независимые среди выражений o>j ос-

остаются

•8—
(л + 1) (л + 2) а

число их равно
-—!—~ -. Это максимальное число мо-

может быть достигнуто, так как наиболее общий репер зави-

зависит как раз от — -^ параметров.

4. Очевидно, что переход от некоторого данного репера
к реперу бесконечно близкому может быть получен бес-

бесконечно малым конформным преобразованием, и величины

щ могут быть рассматриваемы как составляющие этого

конформного" преобразования. Представляется интересным

изучить геометрические свойства
^ ' 'я '

конформ-

конформных преобразований, соответствующих
"*~

'? разл ич-

ным составляющим <»{. Эти преобразования подразделяются

на 3 различных типа.
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Рассмотрим сначала преобразование, у которого един-
единственной составляющей, отличной От нуля, является
e)S = — K+l- Оно дает

следовательно, гиперсфера JJ xiA, преобразуется в гипер-

гиперсферу

— exn+i, dxi — 0.

Если точку ЛЛ+1 отнести в бесконечность, то из полу-
полученных равенств следует, что точка с декартовыми коорди-
координатами ^- преобразуется в точку с координатами A— е)^- ;

мы имеем гомотетию (лучистое расширение) с центром
Ао. В общем случае мы будем иметь конформную гомо-
гомотетию с центрами Ао и Лл+i; все окружности, проходящие
через оба центра гомотетии, остаются инвариантными, причем
произвольная точка М какой-либо из этих окружностей
преобразуется в бесконечно близкую точку М той же

окружности, такую, что ангармоническое отношение четырех
(геометрических) точек М, М\ Ло, An+i имеет данное фик-
фиксированное значение.

Второй тип бесконечно-малых конформных преобразо-
преобразований мы получим, если придадим одной из составляющих

а>о или щ значение отличное от нуля, а все остальные состав-

составляющие положим равными нулю. Пусть, например,

Получим
dA0 = eAu dAn+i
и, следовательно,

Если точка Лл+1 отнесена в бесконечность, то точка

с декартовыми координатами -^, ^-, ...,
-^ преобразуется

*0 Xq Xq

¦ О, dA\=—

в точку с координатами — ^; мы имеем тран-

сляцию. В общем случае мы будем говорить, что преобра-
преобразование представляет собой конформную трансляцию
(une elation) с центром Лп+1. Здесь существует семейство
окружностей, проходящих через An+i и касательных между
собой в этой точке таких, что каждая из окружностей
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этого семейства остается инвариантной относительно пре-
преобразования, причем ее точки преобразуются параболиче-
параболическим образом; гиперсферы, ортогональные к этим окруж-
окружностям и проходящие через Лл+1 (здесь это гиперсферы
Ai-\-pAn+i), преобразуются одна в другую.

Мы получим конформную трансляцию с центром Ло,
если дадим о>? = — <»i+i значение е, отличное от нуля.

Наконец третий тип бесконечно-малых конформных пре-
преобразований получается, если дать, например, «>2==—д>1

значение е, отличное от нуля. В этом случае имеем

и, следовательно,

Все точки (включая и Ао и An+i), общие гиперсферам А\ и

Лг, остаются фиксированными, гиперсферы пучка bAi-\-pAi
переходят одна в другую таким образом, что каждая гипер-

гиперсфера образует с преобразованной из нее гиперсферой
фиксированный (бесконечно-малый) угол. Мы имеем кон-

конформное вращение, осью которого служит гиперокружность
[AiAi] пересечения Ai и Л2. При этом вращении каждая

точка М описывает дугу окружности, нормальной к гипер-

гиперсфере ХЛх н- рЛз, проходящей через эту точку.
Если п= 3 и если окружность [Лц42] приводится к пря-

прямой, получаем обычное вращение около этой прямой как

около оси.

5. Резюмируя, отметим, что если взять две точки А и

В конформного пространства, то каждое бесконечно-малое

конформное преобразование может быть разложено, и

притом единственным образом,
1) на конформную трансляцию с центром В;

2) на конформную трансляцию с центром Л;
3) на конформную гомщетию с центрами А и В;
4) на конформное вращение около некоторой гиперокруж-

гиперокружности, проходящей через А и В.
Если точка В отнесена в бесконечность, то конформная

трансляция с центром В становится обычной трансляцией,
а конформная гомотетия с центрами А и Bt становится

обычной гомотетией с центром Л. Конформная трансляция
с центром Л, конформные гомотетия и вращение оставляют

точку Л инвариантной. Более того, конформная трансляция
с центром,Л и конформная гомотетия преобразуют окруж-
окружность, проходящую через А, в окружность, касательную
к ней, иначе говоря, оставляют инвариантными все направ-
направления, проходящие через А. Наконец, конформная гомоте-
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тия является единственным преобразованием, оставляющим
инвариантными все окружности, проходящие через А и В.

Отметим, что, когда задана точка А, разложение бес-
бесконечно-малого конформного преобразования на два других,
из которых одно оставляет точку А фиксированной, не
может быть выполнено инвариантным образом, как это
имеет место для перемещений в евклидовом пространстве;
в евклидовом пространстве разложение на трансляцию и

вращение около А имеет абсолютное значение: в конформ-
конформном пространстве дело обстоит иначе, так как обычная
трансляция заменяется конформной трансляцией, центр В
которой произволен.

Уравнения структуры конформного пространства

6. Уравнения структуры могут быть получены, если
выразить, что интегралы

JdA0,JdAu ..., CdAn+i,

распространенные на произвольный замкнутый контур,
равны нулю.

Таким образом получаем соотношение

где 'Х^У обозначает внешнюю производную (билинейный
ковариант) от »{.

Сохраняя в этих соотношениях лишь независимые формы
0 0 1

т г
0 0 1

<»о, щ,

C)

находим искомые уравнения структуры

Пространства конформной связности

7. Рассмотрим некоторое й-мерное многообразие и

свяжем с каждой точкой Р.этого многообразия «мерное
конформное пространство, причем за репер этого прост -
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ранства выберем систему «-f-2 гиперсфер Ао, А\, ...,An+i,
из которых первая совпадает (по своему положению) с точ-

точкой Р.

Полученное многообразие мы будем называть простран-
пространством конформной связности, если мы зададим некоторый
закон, позволяющий установить конформным образом соот-

соответствие между конформным пространством, связанным

с точкой Р, и конформным пространством, связанным с точ-

точкой Р', бесконечно близкой к Р.
Назовем А'о, А\ А'п+1 репер, связанный с точкойР';

это означает, что гиперсферы А'о, А[,..., А'п+1 конформ-
конформного пространства, связанного с точкой Р', отождествля-

отождествляются с гиперсферами

At - о>; A

конформного пространства, связанного с точкой. Для крат-
краткости мы будем писать

dAi = о»? Ао - ^0

dAn+i = - o>g

и будем говорить, что репер, связанный с точкой Р',

получается из репера, связанного с тачкой Р, бесконечно-
малым конформным преобразованием, составляющие кото-

которого ag, %, <»J, o>j являются выражениями, линейными

относительно дифференциалов:
1) параметров их, и2,..., ип, определяющих ^положение

точки Р в данном многообразии,
2) параметров vi, от которых зависит репер точки Р.

Если-этот репер выбран наиболее общим образом, он зави-

зависит от -—я параметров. Следует отметить, что п со-

составляющих а>1, «eg, ...
t <в«зависят лишь от дифференциалов

параметров и, так как, если параметры и фиксировать, то

точка Р остается неизменной, а следовательно, точка Ао
также ие меняет своего положения, т. е. dA0 может зави-

зависеть лишь от Ао. В дальнейшем мы будем писать А вместо

Ао и ю* вместо о>?.
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Мы будем говорить, что выражения а>°, <в', а>°, а^" явля-
являются составляющими конформной связности простран-пространства; конечно, они зависят от репера, связанного с каждой
точкой многообразия; если изменить этот репер, то они
преобразуются по формулам, вывод которых не представ-
представляет никаких затруднений.

Заметим, что скалярный квадрат {dAJ, равный
(iJjBJJ(()j()J...т(в>)

дает с точностью до множителя квадрат расстояния двух
точек Р и Р' в смысле, определяемом конформной связ-
связностью пространства.

Уравнения структуры пространств конформной
связности

8. Рассмотрим в пространстве бесконечно-малый зам-

замкнутый контур; интегралы | dAi, распространенные на

этот контур, не имеют сами по себе никакого смысла, так
как не существует абсолютного конформного простран-
пространства, по отношению к которому можно вводить реперы
конформных пространств, связанных с различными точками
многообразия. Но если реперы конформных пространств,
связанных с точками бесконечно-малого контура, вводить
по отношению к конформному пространству фиксированной
точки Q, бесконечно близкой к контуру, то интегралы
получат смысл и мы получим:

я+1

Таким образом, мы .приходим к системе. — }* - диф-
дифференциальных форм второго порядка 2?, Q1, 2°, Щ, опре-
определяемых формулами

D)

щ,

Можно встать на более общую точку зрения. Свяжем

с каждой точкой многообразия по произвольному закону

гиперсферу

и вычислим интеграл Г dX, распространенный на беско-

бесконечно-малый замкнутый контур. Имеем

откуда, взяв внешнюю производную и замечая, что dAi не

является полным дифференциалом, находим

{dX)f = - ? [dx*dAt] + 2 [dx'dAi\ + 2^ (<М/)' = ]

Таким образом,

Дифференциальный элемент интеграла, находящегося в пра-
правой части, зависит при заданном контуре лишь от состав-

составляющих х1 гиперсферы X в точке контура.
Иначе говоря, каждому бесконечно-малому замкнутому

контуру, выходящему из точки Р данного многообразия
и возвращающемуся в нее, соответствует бесконечно-

малое конформное перемещение, преобразующее каждую

гиперсферу А" конформного пространства, связанного с точ-

точкой Р, в глперсферу X-f-AA" бесконечно близкую; это

перемещение аналитически определяется формулами

E)
п+1

= 0, 1,...,

Составляющие Qf этого бесконечно-малого перемещения

по самому их происхождению являются элементами двой-
двойных интегралов, которые вводят лишь дифференциалы dm
параметров, определяющих положение точки в заданном

многообразии; они не вводят дифференциалов других па-

параметров, от которых может зависеть репер, связанный
с каждой точкой многообразия. Иными словами, мы имеем

выражения вида

причем А/ш могут зависать от всех параметров т и уь

Бесконечно-малое 'конформное
•

перемещение, соответ-

соответствующее любому бесконечно-малому замкнутому контуру,

И*
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проведённбму в заданном пространстве, определяет крй'
визну пространства, и уравнения D) являются уравнениями
структуры данного многообразия конформной связности.

9. Эти вопросы можно изложить более наглядным об-
образом.

Рассмотрим в пространстве некоторый путь, соединяю-
соединяющий две точки Р и Q. Можно шаг за шагом относить кон-

конформное пространство, связанное с точкой М пути, к кон-
конформному пространству, связанному с исходной точкой Р.
Чтобы убедиться в этом, достаточно заметить, что, задав
в каждой точке М репер, мы при перемещении вдоль рас-
рассматриваемого пути можем составляющие в>\ представить
в виде p{dt; здесь t обозначает параметр, определяющий
положение точки М на пути, а р\ — определенную функцию
от L Тогда при перемещении вдоль пути получим

F)

dA0

dt

dAt
dt

dA
Jn+l
dt

Эти уравнения можно рассматривать как обыкновенные
дифференциальные уравнения, линейные относительно не-
неизвестных Ао,..., An+i. Предполагая, что эти уравнения
проинтегрированы, мы заменим в общем интеграле этой
системы начальные значения неизвестных' функций гипер-
гиперсферами, определяющими репер, выбранный в точке Р,
и таким образом репер, связанный с произвольной точкой
М, будет отнесен к реперу, связанному с точкой Р. Иначе
говоря, мы сможем отнести конформное пространство,
связанное с Ж, к конформному пространству, связанному
с Я.

Можно также рассуждать следующим образом.
Конформная связность позволяет отождествлять гипер-гиперсферы конформного пространства, связанного с некоторойточкой многообразия, с гиперсферами пространства, свя-

связанного с бесконечно близкой точкой. Это отождествление
получается из символического тождества

или

G)
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я+1

к-0
; I,..., /l+l).

Если в этих соотношениях заменить <*>{ на p\ut, мы полу-

получим систему линейных дифференциальных уравнений, по-

позволяющую после интегрирования определить, какая из

гиперсфер конформного пространства, связанного с точ-

точкой М, должна быть отождествляема с заданной гипер-

гиперсферой конформного пространства, связанного с Р. Эти

формулы будут иметь вид

я+1

G') .х»-2 <4(**)« A = 0, 1,..., я+1), •

где alk — определенные функции от t, (хк)о — координаты

некоторой гиперсферы конформного пространства, связан-

связанного с точкой Р, х1 — координаты соответствующей ги-

гиперсферы в конформном пространстве, связанном с точ-

точкой М. .

-

Линейная подстановка, определенная приведенными выше

формулами, не изменяет, очевидно, квадратичной формы
Ф = 2х°хп+* + (х1J +... + (xnf;

она имеет такое же аналитическое выражение, как и под-

подстановка, определяющая преобразование репера конформ-
конформного пространства.

Установив это, рассмотрим замкнутый контур, выходя-

выходящий из точки Р и возвращающийся в нее; пусть пара-

параметр t, определяющий положение точки на контуре, изме-

изменяется от значения 0 до значения / при замыкании контура.

Если относить шаг за шагом конформное пространство,
связанное с точкой Р, к конформному пространству, свя-

связанному с переменной точкой М контура, мы установим

соответствие, определяемое формулами G'), между гипер-

гиперсферами, связанными с Р и с М.

Когда точка М вернется в Р это соответствие не

будет, вообще говоря, тождеством, но оно определит не-

некоторое бесконечно-малое конформное перемещение, от-

относящееся к гиперсферам, связанным с Р, и конечно, зави-

зависящее от рассматриваемого замкнутого контура.
В частном случае, когда замкнутый контур бесконечно-

малый, можно показать, что перемещение определяется

формулами

(8) . Ах*+ 2*4= О1-

Можно также сказать, что, если связать с каждой точ-

точкой многообразия репер, то переход от репера, связанного

1 Эти формулы не противоречат формулам E); так как рассматри-
рассматриваемые проблемы не одинаковы, хотя, конечно, между ними имеется

тесная связь.
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с точкой М контура, к реперу, связанному с бесконечно-
близкой точкой ж, осуществляется бесконечно-малым
конформным преобразованием. Исходя из определенного
начального репера в конформном пространстве Е и вы-
выполнив последовательные бесконечно-малые конформные
преобразования, относящиеся к последовательным беско-
бесконечно-малым участкам ММ' контура, мы уже не получим
в конформном пространстве Е прежний начальный репер,
.когда М вернется снова в Р.

Точка конформного пространства Е, имеющая по отно-
отношению к начальному реперу координаты (х°, х1,..., хп+1),
по отношению к конечному реперу будет иметь координаты

х1 + Ьх'=х1— %хЩ (t = 0, 1,..., я+1).
Иными словами, конечный репер может быть получен из
начального бесконечно-малым конформным преобразова-
преобразованием с составляющими &{.

Теорема сохранения кривизны

10. Внешнее дифференцирование формул D) дает соот-
соотношения

- К Qi) + ?К 2*1 - - о,
fc=\ k=l

(9) К Qil - К QJ1 -К2? J

которые могут быть интерпретированы геометрически
и приводят к теореме сохранения кривизны.

Классификация пространств конформной связности

11. Поскольку кривизна пространств конформной связ-
связности выражается для каждого бесконечно-малого контура,
выходящего из некоторой точки и возвращающегося в нее,
бесконечно-малым конформным перемещением, мы теперь
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можем выделить некоторые важные категории многообра-
многообразий конформной связности.

I. Предположим сначала, что конформное перемещение,
соответствующее каждому бесконечно-малому замкнутому

контуру, равно нулю. В этом случае для двух произволь-

произвольных точек Р и Q многообразия результат отнесения кон-

конформного пространства, связанного с Q, к конформному
пространству., связанному с Р, не зависит от пути перехода
из Р в Q. В частности, за координаты щ переменной точ-

точки Q можно принять /г + 2 сферические координаты той

гиперсферы
— точки конформного пространства, связанного

с Р, которая соответствует гиперсфере
— точке Q, вме-

вмещенной в конформное пространство, связанное с Q. Таким

образом, многообразие является, в сущности, одним и тем

же конформным пространством, но отнесенным к различ-
различным реперам, соответствующим рассматриваемым точкам

многообразия.
II. Более общую категорию образуют многообразия,

в которых бесконечно-малое перемещение, соответствую-

соответствующее произвольному бесконечно-малому замкнутому конту-

контуру, выходящему из точки Р, оставляет инвариантной
точку Р и все направления, проходящие через Р. Иначе

говоря, это конформное перемещение приводится к кон-

конформной трансляции с центром Ло и гомотетии с центрами

Ао и Лл+1. Таким образом,

Формулы (9) дают тогда соотношения

A0)
0 (i, j=\, 2,..., л).[a>'Q0]_ [да/QO]

Предположим ft >-3. n первых соотношений показывают,
что форма 2° тождественно равна нулю; то есть пере-

перемещение, соответствующее бесконечно-малому замкнутому

контуру, приводится к трансляции с центром Ло (или Р).
Формулы (9) позволяют тогда написать равенство

из последних соотношений A0) выводим

а это показывает, что форма [<»1Щ] содержит множителем

каждую из форм ш1; «в2,..., о>".
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Таким образом, при я>3 форма [а>'2°] тождественно
равна нулю; иначе говоря,

где o>i, <в2,..., о>„ соответственно выбранные линейные формы.Подставляя эти выражения в последние соотноше-
соотношения A0), получаем

отсюда выводим, что со, зависит лишь от а>1, а>1, о>*, где j
и Л произвольные индексы из п — 1 индексов, отличных
от i; поскольку мы предполагаем п >• 4, это' возможно

лишь, если со/ пропорционально со'*; но тогда 2? тождест-
тождественно равно нулю.

Следовательно, если л>4, то за исключением соб-
собственно конформного пространства не существует мно-
многообразия конформной связности, в котором конформ-
конформное перемещение, соответствующее произвольному зам-
замкнутому бесконечно-малому контуру с началом в Р,
оставляет инвариантными точку Р и все направления
через нее проходящие.

Наоборот, если п = 3, такие многообразия существуют;
легко показать, что в развернутых выражениях для 2?

2?= am [<в2о>3] -\- ащ [со8®1] -J- апг [со'со2],
] + []

2° = #828 [оАо8] -J- assi [оо8«)г] -f- им [со'са2]
* Из равенства нулю внешнего произведения следует

"Ч + °>у = аш + р«»Л

<0у -f- «>4 = Р' «>^ + 7/щ*>
щй + ">/== а"<°' + 7"ш*-

Сложив первое и последнее равенство и вычитая второе, находим

v<o*,
где положено

Форма <>>/ может быть разложена единственным образом по л формам и>1.
Но полученное из нее выражение допускает произвольный выбор 2 ин-
индексов /и * нз л — 1 !>3 индексов, отличных от /. Отсюда следуе*"
t* = v = O.

(Прим. перевГ)
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таблица коэффициентов в правых частях симметрична и

сумма элементов главной диагонали равна нулю.
III. Еще более общую категорию многообразий, чем

предшествующие, мы получим, предполагая, что конформ-
конформное перемещение, соответствующее замкнутому бесконечно-

малому контуру, выходящему из точки Р, оставляет инва-

инвариантной точку Р. Такое многообразие будем называть

многообразием без кручения.
Это многообразие характеризуется соотношениями

¦Q» —0, 92 = 0, ...
, Q" = 0.

Таким образом, между 2{, и Q{ имеем соотношения

f i] =0 {i = 1, 2, ..., «).
ы

Мы получим частный случай, пбложив еще Qo= O. Это

предположение имеет следующее значение: если выпол-

выполнить инверсию, отнеся точку Р в бесконечность, то кон-

конформное перемещение, соответствующее замкнутому бес-

бесконечно-малому контуру, выходящему из Р, приводится к

евклидову перемещению (сохраняющему длины). В этом

случае имеем соотношения

Тензор кривизны

12. Коэффициенты форм 2г, 2$, 2°, 2/ образуют тензор,
в том смысле, что при преобразовании репера в конформ-
конформном пространстве, связанном с точкой многообразия, они

подвергаются линейному преобразованию (образующему

группу).
Коэффициенты форм 2' образуют тоже тензор, так как

приравнивание нулю всех коэффициентов дает внутреннее
(intrinseque) свойство многообразия, не зависящее от част-

частного выбора репера. Так же обстоит дело и

с коэффициентами п -\-1 форм 2', 2°;

с коэффициентами-"^-- форм Q*, 2/;

,с коэффициентами
n2 + * + 2

2
форм 2', So, 2/.
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Мы увидим в. дальнейшем, что существуют еще другие
замечательные тензоры, образованные составляющими тен-

тензора кривизны. Здесь обнаруживается фундаментальное
отличие от пространств аффинной связности, а именно,

тензор кривизны не может быть разложен на неприводи-
неприводимые тензоры.

Изоморфизм пространств конформной связности

13. Два я-мерных пространства конформной связности

называются изоморфными, если между этими простран-
пространствами можно установить такое точечное соответствие,

в котором для произвольных реперов, связанных с каждой
точкой первого пространства можно выбрать реперы, свя-

связанные с точками второго пространства таким образом,
что все составляющие конформной связности будут соот-

соответственно равны в обоих пространствах. Очевидно, что

внутренние геометрические свойства двух изоморфных про-
пространств одинаковы; по существу, изоморфные простран-
пространства образуют одно и тоже пространство конформной
связности.

Можно рассматривать и менее полный изоморфизм, кото-

который можно было бы называть мериадрическим изоморфиз-
изоморфизмом. Вообразом два я-мерных многообразия конформной
связности, между которыми установлено некоторое точеч-

точечное соответствие; предположим также, - что между точ-

точками конформных пространств, связанных с соответствую-
соответствующими точками А к В этих многообразий, установлено
некоторое (конформное) соответствие, то; есть каждому

реперу, связанному с А, соответствует некоторый репер,
связанный с В. Вообразим, что (/?) и E) соответствующие
реперы, связанные с соответствующими точками А и В;
чтобы перейти к реперам, связанным с соответствующими
точками А' и В', бесконечно близкими к А и В, необхо-
необходимо реперы (/?) и E) .подвергнуть бесконечно-малым кон-

конформным перемещениям. В случае голоэдрического изо-

изоморфизма эти перемещения тождественны; в случае мери-
эдрического изоморфизма они не тождественны; причем
бесконечно-малое относительное перемещение одного H3V

реперов, i|6 отношению к; другому должно принадлежать
к некоторому заданному линейному пучку бесконечно-
малых конформных преобразований; но чтобы это условие
определяло эффективное геометрическое свойство, необ-
необходима инвариантность этого лучка относительно конформ-
конформных перемещений, оставляющих неизменной точку А. На-

Например, этот пучок может состоять как раз из перемеще-
перемещений, оставляющих точку А неизменной, или же ои может
быть образован теми из этих перемещений, которые
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оставляют инвариантными все
. направления, проходящие

ч'ерёз Л и т. д.

Каждому типу линейного пучка, инвариантному относи-

относительно подгруппы т конформных преобразований, остав-

оставляющих неизменной точку А, соответствует определенный

род мериэдрического изоморфизма. Обозначим щ и <о/ со-

составляющие конформной связности двух многообразий,
а символом 8 — операцию дифференцирования, применяе-
применяемую только к произвольным параметрам, определяющим

выбор реперов в заданных соответствующих точках. За-

Записав

ВИДИМ, ЧТО

== е1 = 0.

При перемещении в двух многообразиях по соответ-

соответствующим путям мы получим по предположению опреде-
определенное число соотношений вида

+ 2 aW¦ + S оо «о,

с постоянными коэффициентами, и эти соотношения должны

оставаться инвариантными относительно любого измене-

изменения реперов, лишь бы это изменение было одинаковым в

обоих многообразиях. В силу формул D) имеем:

н

О ^J k

k=i

5ш° - «go?
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Такие же формулы получим, заменяя «? на ojf. Отсюда
выводим

8 (ш' — о') = е% (шг - шО - 2 «* (ш* - ш*),

A2)

8 (ujj — o4) =
n

— шг

«4) - «i («* - «>/)],

о (ш,- — щ ) = а (ш0 — ш0) — e0 (u>,- — ш/ ) +

Остается выразить, что соотношения A1) будут инва-

инвариантны, если величинам <*>{—а>{ придать вариации, опре-
определенные формулами A2), при каких угодно е°, е{, efj.

Несложный счет показывает, что при «]>3 соотноше-

соотношения A1) могут иметь 5 возможных видов:

2)

3)

4)

5).

(г, ; =

i, /= 1, ...
, л); .

? = со? (г, y==l, ...,/t).
Пятый случай соответствует голоэдрическому изомор-

изоморфизму; первый случай приводится ко второму; иначе го-

говоря, если при заданном точечном соответствии двух
пространств можно установить такое соответствие репе-
реперов, связанных с соответствующими точками многообразий,
в котором ®1 = и>1, то возможно также осуществить и та-

такое соответствие реперов, в котором кроме того, a>o = <oj}.
В самом деле, предположим, .что в первом пространстве
реперы выбраны некоторым определенным образом, а ре-
реперы во втором многообразии отыскиваются так, чтобы

тогда получим соотношение вида

шо
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Обозначим через А, Аи ..., An+v гиперсферы, образующие
репер, связанный с точкой А второго многообразия; вы-

выберем новый релер

получим

Нетрудно видеть, что при этом новом выборе репера со-

соотношения

тоже удовлетворяются, но при этом добавляется новое

соотношение
• '

14. Таким образом, существует три рода мериэдриче-
ского изоморфизма двух пространств конформной связ-

связности. Они характеризуются соотношениями

Если точки Л и Л двух пространств, между которыми

установлено соответствие, отнесены инверсией в беско-

бесконечность, то относительное перемещение реперов (/?) и (S)
является:

для мериэдрического изоморфизма первого рода — обыч-

обычным евклидовым перемещением;
для второго рода

— произвольной гомотетией (или тран-
трансляцией);

для третьего рода
— трансляцией.

Мы видим, что во всех трех случаях линейный пучок
бесконечно-малых конформных перемещений определяет

группу *). Условие мериэдрического изоморфизма первого

рода может быть выражено в следующей простой геометри-
геометрической форме:

Между двумя пространствами тогда и только тогда

существует мериэдрический изоморфизм первого рода,
если между ними можно установить точечное соответ-

1) Это заключение вообще говоря неверно для пространств метри-

метрической или евклидовой связности;



ствие с сохранением угловат, е. соответствие, не нару-
нарушающее уравнение

Это условие, очевидно, необходимо, так как ds2 про-
пространства имеет вид

оно также и достаточно, так как при произвольном вы-

выборе репера, связанного со вторым пространством, имеем:

. («!)» + («»)» + ... + КJ =р [(»')» + (»»)' + ... + «PJ,

и, очевидно, можно изменить этот репер таким образом,
чтобы удовлетворить соотношениям

¦¦-•"-
. ш' = со' .

Заметим, наконец, что при мериэдрическом изомор-
изоморфизме третьего рода существует точечное соответствие,

дающее не только конформное отображение, но и сохра-

сохраняющее кручение (для любых двух соответствующих по-

поверхностных элементов). Это вытекает из того, что формулы

после внешнего дифференцирования дают

15. Для двух пространств конформной связности, не

обладающих кручением, все три рода мериэдрического
изоморфизма сводятся к одному; действительно, из соот-

соотношений

вытекает

откуда

)' Wo = <*о

(»* -<4)] = О,

! A)^ — Itffo
•

точно так же из соотношений

<!>' (О1, AO — Щ

вытекает

откуда
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Нормальные пространства конформной связности

16. Среди всех пространств конформной связности мери-

эдрически изоморфных (изоморфизм первого рода) некото-

некоторому данному многообразию, существует одно, отличаю-

отличающееся от всех прочих специфическими особенностями.
Будем исходить из произвольно заданного уравнения

Монжа \

? glkdmduk = 0

и рассмотрим некоторое пространство, в котором это урав-
уравнение определяет изотропные направления. Если мы при-
приведем левую часть этого уравнения к сумме п квадратов

? g,kdmduk= (ш»)« + («»)»-j- ... + («>»)*,

то мы будем иметь право предположить, не делая этим

каких-либо ограничительных предположений о конформной
связности многообразия, что именно эти ш» являются со-

составляющими конформной связности, а. также, что <о{}=0.
Тогда репер, связанный с каждой точкой пространства
данной конформной связности, будет полностью определен.

Теперь легко показать, что существует одна и только

одна система форм ш, удовлетворяющая условиям

выбор этих форм придает пространству кручение, равное
нулю.

Если ю/ уже выбраны таким образов, то можно ajj сде-

сделать равным нулю; действительно, формула

может осуществляться при бесконечном множестве раз-
различных выборов составляющих «>°. Достаточно положить

(/=1 п),

где k[j подчинены только условиям симметрии

Рассмотрим формулы
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ИЗ НИХ ВЫВОДИМ

Положив

2/= ? "#*
й, г

видим, что

^у = <4 — Хгг — Ху7 (г ф j),

{ (к, 1ф1, Д

где аД, определенные коэффициенты. Далее получим

«» = S am - (л — 2) Хй - (/=1, ...
, Д),

Отсюда выводим, что можно, и притом только единствен-
единственным способом, выбрать коэффициенты hj так, чтобы обра-,
тились в нуль левые части предшествующих соотношений.
Но так как hj симметричны, то еще необходимо доказать

равенства

Но эти равенства вытекают из тождества

р=1

которое является следствием равенства нулю форм 2' и &$•
Приравнивая нулю в этом тождестве совокупность коэффи-
коэффициентов при-ДюМи»*]* получаем действительно
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17. Итак, исходя из уравнения Монжа, мы можем опре-
определить такую конформную связность, которая удовлетво-

удовлетворяет условиям

но, доказательство этого было проведено при определен-

определенных; предположениях относительно репера, связанного

с каждой точкой пространства. Теперь нужно доказать,
что предшествующие соотношения сохраняются при вся-

всяком другом выборе репера. Равенство 2' и 2° нулю имеет,

очевидно, внутренне-геометрическое значение, как мы это

видели ранее.
Чтобы показать, что последние соотношения тоже

имеют инвариантное значение, вообразим, что мы в каж-

каждой точке выбрали наиболее общий репер, и обозначим
символом 8 дифференцирование, применяемое лишь к пара-
параметрам Vi, определяющим выбор репера, но не распростра-
распространяющееся на параметры ш, определяющие положение точки

в пространстве. Формулы

(Q/)' - [«>'?# ] + [шЯ2° ] + [0*4] - [<»№] «= 0

показывают, что

где е^ обозначает а>/(8).
Формулы

показывают, что

Полученные выражения дают бесконечно-малые вариации

форм <o*f 2/ при бесконечно-малом изменении репера. Из

них без труда получаем

ЬАШ = - 2е\А>т -f t {е\ А}?ы -
p=i

и после упрощений находим

B-357.-12
p==i

в\
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Таким образом видим, что соотношения

остаются инвариантными при произвольном изменении ре-
репера ч.

Итак, мы доказали, что в заданном числовом много-
многообразии п измерений среди всех возможных конформных
связностей, совместных с данным a priori уравнением
Монжа

определяющим в этом многообразии изотропные направ-
направления, существует одна и только одна конформная связ-

связность, удовлетворяющая соотношениям

2/^0, 20°=0,

Мы условимся говорить, что в этом случае многообразие
обладает нормальной конформной связностью; мы будем
также говорить, что имеем дело с нормальным простран-
пространством конформной связности.

Нормальные пространства конформной связности вполне

определяются уравнением, полученным приравниванием
нулю ds2, и потому аналогичны многообразиям Римана в

теории пространств метрической связности.

Нормальные пространства трех измерений

18. Случай нормальных пространств трех измерений
особенно интересен. Имеем

0%= Am[Л8] + ^231 [«»«Ч+ ^212 К»»],
23= Alm [шгш«] + Лзз1 Кш'] + А\п К»*],
2? = а\п[п*«Р\ +Л?з1 [«

Между коэффициентами этих трех форм существуют
1) соотношения

Qfij —0, ¦

i) В случае пространственно-временного континуума (я = 4) с
равным (ш1J + (<о2M + («в3J -f- (ш«)», тензор Эйнштейна равен нулю.
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вытекающие из равенства нулю Q1,

^312.

\ ^^ а8; они дают

2) соотношения

A3231 ',

Л231 = 0, Л1х2 = О,

которые вытекают из нормальности многообразия. Из этих

соотношений вытекает равенство нулю всех коэффициен-

коэффициентов. Следовательно, формы 2/ все равны нулю.

Иначе говоря, бесконечно-малое конформное переме-

перемещение, соответствующее бесконечно-малому замкнутому

контуру, выходящему из точки Р и возвращающемуся
в нее, оставляет инвариантными точку Р и все направ-

направления, проходящие через Р; следовательно, это — конформ-
конформная трансляция с центром Р.

Из равенства нулю форм Q1, 22, Q\ Q°o, Q32, Q3, Q\ выте-

вытекают следующие соотношения между 2?, 2°, 2°

Отсюда прямо получаем

Q? К»*],
== 88 3] -f- а2

=h K">">8 К»1

причем сумма коэффициентов оь а2, а8 равна нулю.

19. Рассмотрим параллелограмм, одна из вершин кото-

которого находится в точке Р, а две стороны (бесконечно-
малые), выходящие из Р, имеют проекции

(ж1, х\ х*)кХу\у\ у»).

Конформная трансляция с центром Р, соответствующая

контуру этого параллелограмма (площадке), имеет следую-

следующие составляющие

y)

12*
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Обозначим для краткости

Из = Ххуг —
величины «1, и2, и3 можно рассматривать как направляю-
направляющие параметры плоскости площадки. Конформная трансля-
трансляция, соответствующая этой площадке, имеет ось 1}, направ-
направляющие параметры которой теперь выражаются следую-
следующим образом

М +
но это направление сопряжено плоскости площадки отно-
относительно конуса (С), тангенциальное уравнение которого
имеет вид

-f 2p = 0.

Таким образом, этот конус (С) имеет инвариантное значе-
значение. Соотношение

«1 + «2 + «»«¦= 0

показывает, что около конуса (С) может быть описан три-
ортогональный триэдр.

С точки зрения точечной геометрии этот конус опре-
определяет такие проходящие через Р направления, что кон-
конформная трансляция, ось которой направлена по одному
из этих направлений, соответствует площадке, содержащей
именно это направление. В частном случае конус (С) может
выродиться в две взаимно перпендикулярные прямые, или
в одну двойную изотропную прямую. Было бы интересно
изучить степень общности тех нормальных пространств,
у которых имеется эта последняя особенность. В общем
случае конформные трансляции, соответствующие замкну-
замкнутым контурам, выходящим из точки Р и возвращающимся
в нее, допускают оси произвольных направлений; если же
конус (С) приводится к двум ортогональным прямым, ось
конформной трансляции находится всегда в плоскости этих

двух прямых; наконец, если конус (С) приводится к двой-
двойной прямой (изотропной), ось всех конформных трансля-
трансляций совпадает с этой прямой.

1) Этим мы хотим выразить то, что конформная трансляция оставляет
иввариантными все окружности, проходящие через Р и касающиеся в Р
к этому направлению.

Глава II

МНОГООБРАЗИЯ, ВМЕЩЕННЫЕ В ПРОСТРАНСТВО
КОНФОРМНОЙ СВЯЗНОСТИ

20. Мы будем рассматривать в этой главе данное /i-мер-

ное многообразие конформной связности, которое мы бу-
будем называть пространством Е конформной связности, и

некоторое р-мерное многообразие vp (p<C.ti), вмещенное

в это пространство. Это многообразие мы рассматриваем
сейчас просто как совокупность точек; оно имеет все же

фундаментальную форму ds2, определенную с точностью

до произвольного множителя; но мы еще не можем ска-

сказать, что оно является многообразием конформной связ-

связности.

Мы докажем, что, если ds3 многообразия vp не приво-
приводится к сумме менее чем р независимых квадратов
(а это, очевидно, имеет место, когда многообразие веще-

вещественно), то для vp можно определить внутреннюю кон-

конформную связность.

В каждой точке А многообразия vp, рассматриваемой
как точка, принадлежащая данному пространству Е, мы

можем выбрать репер так, чтобы гиперсферы Л^+ь ..., Ап

касались vp. Это возможно выполнить даже бесконечным
множеством/ способом, так как определенным является

только пучок

Перемещаясь на vp,'получим

и, следовательно,

Кш«1+...+Г^] + 2" = () (а =

Эти соотношения показывают, что на vp ш* (i=l, .„ ,р;

а = р-{-1, ...
, п) являются линейными комбинациями <л\, ...

... , и*, и это при произвольном выборе репера, удовлет-

удовлетворяющем вышеуказанным условиям.
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Гиперсферы A, Ai,...,Ap, An+i можно рассматривать
как гиперсферы, образующие репер в многообразии vp, и

в vp мы имеем

dA = <4 + c
... + с

dAi - w°A — «M

/»+!

Если бы было возможно выделить специальным инва-
п

риаитным1 образом пучок гиперсфер 2j Ха4а, то правые

части после выбрасывания членов, содержащих Аа, имели

бы инвариантное значение, а коэффициенты

щ,

определяли бы в многообразии vp внутреннюю конформ-
конформную связность.

Но выделение инвариантным образом такого специаль-
специального пучка возможно. Рассмотрим, в самом деле, скаляр-
скалярное произведение

оно определено внутренним образом с точностью до мно-

множителя; его можно представить в виде

где положено

p

«= 2

ds3 = (ш«J + (ш2J -f . . . -f (mPf

?. являются определенными квадратичными формами от-

относительно «в1,.. ., шЛ

Следовательно, возможно так подобрать X в виде ли-
линейной комбинации от ^P+i,. •. ,К, что в рассматриваемом
скалярном произведении сумма коэффициентов при квад-
квадратах будет равна нулю. А все это вместе приводится к

внутреннему определению пучка bP+iAp+i-b-.. .-\-ЬпАп.
Таким образом, теорема доказана и в многообразии vp
действительно существует внутренняя конформная связ-

связность. .'•....

Эти. выводы'были бы неверны, если бы фундаменталь-
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ная форма ds2 многообразия <ор не приводилась к сумме
р независимых квадратов :)

.

Легко убедиться, что если в заданном пространстве Е

формы Q' и Qo равны нулю, то мы имеем то же сайре н в

многообразии vp.
21. В частном случае, когда многообразие vp имеет

одно измерение, т. е. является линией, внутренняя кон-

конформная связность этой линии уподобляет ее собственно

конформному пространству одного измерения, так как

формы второй степени 2', О{, определяющие кривизну,
здесь необходимо равны нулю (число переменных равно

единице).
Таким образом, на произвольной линии, вмещенной в

пространство конформной связности, возможно определить

геометрию, тождественную геометрии круга; в частности,

можно внутренним образом определить ангармониче-
ангармоническое отношение четырех точек этой линии.

Рассмотрим для определенности случай, когда про-

пространство Е является конформным пространством 3 изме-

измерений (нулевой кривизны), и возьмем некоторую кривую

(с), которую мы будем рассматривать сначала вмещенной
в обычное евклидово пространство. Обозначим через
Т, N, В единичные сферы, представляющие плоскости,

проведенные через некоторую точку А кривой перпенди-

перпендикулярно касательной, главной нормали и бинормали. За
репер можно принять точку А (координата л?0 которой
будет равна 1), сферы Т, М, В и бесконечно-удаленную
точку /. Тогда имеем:

=- N— dsI,

то есть 0H=0,

з
ш2 =

ds 2 ds
, щ = —

т р

>) Между прочим, так же обстоит дело с многообразиями, вмещен-
вмещенными в пространство метрической связности. Определение параллелизма
по Levf-Cfvita. когда метрическое многообразие рассматривается вме-

вмещенный в евклидово пространство достаточно большого числа измере-

измерений, оказывается невозможным, если ds* этого многообразия приводится
к сумме мевьшего числа независимых квадратов, чем число измерении
этого многообразия.
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Здесь имеются две квадратичные формы ?:

92 =—
, у3 == ffi^3 = 0.

рр
Согласно общей теории нужно так изменить репер,

чтобы обратить в нуль форму <рг. Для этого достаточно
положить

и мы получим

Р 2ря

4А = dsAt,

рт т

Мы видим, что сфера Аг является сферой, касательной
к данной линии и имеющей своим центром центр кривиз-
кривизны; сфера Аъ является соприкасающейся плоскостью;
сфера-точка Ai — точкой, симметричной А относительно
центра кривизны. Конформная связность, придаваемая
линии, определяется теперь соотношениями

dA =

2Р
ds

которым удовлетворяет репер (А, Аи At), связанный с

каждой точкой линии. При таком выборе репера имеем

о
=0, ш' = ds, со?- *L

2?
Установив это, выразим, что точка A-{-iAi -i

остается неподвижной по своему положению, то есть что

d(A
мы получаем
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- |/М. = * (А + tAi- |

Функция t от s, определяемая этим дифференциальным
уравнением, может быть рассматриваема как проективный
параметр на кривой; ангармоническое отношение четы-

четырех его значений определяет ангармоническое отношение

четырех соответствующих точек кривой; оно не зависит

от выбираемого частного решения уравнения Риккати.

22. Вернемся к случаю многообразия vp, имеющего

более одного измерения и вмещенного в пространство Е

конформной связности. Существует два инвариантных

способа, чтобы придать этому многообразию конформную
связность: один, рассмотренный в п. 20, оперирует со

всей конформной связностью пространства, другой спо-

способ учитывает только уравнение dsi = O, которое на vp

задается объемлющим пространством, и позволяет ввести

в многообразии vp, исходя из этого уравнения, нормаль-

нормальную связность (п. 17). Полученные, таким образом, две

конформные связности будут в 'общем случае различны,

даже если пространство Е—собственно конформное. В этом

последнем случае, формы Q1 и Q°, относящиеся к юр, рав-

равны нулю для обеих конформных связностей, но соотно-

соотношения

23 4-*=°

не удовлетворяются в нормальной связности vp.

В теории метрических пространств положение оказы-

оказывается иным.

Там две точки зрения, аналогичные предшествующим,

приводят в случае многообразия, вмещенного в евклидово

пространство, к одной и той же метрической связности;

первая точка зрения принадлежит Леви-Чивита (Levi-
Civita) и развивается в его теории параллельного переноса;

вторая
— точка зрения Г. Вейля (Н. Weyl), который метри-

метрическую связность выводит из внутренних свойств задан-

заданной дифференциальной квадратичной формы ds2.

Конформные инварианты многообразия vP

Окружности. Минимальные прямые

23. Если дано многообразие ^.принадлежащее к про-

пространству Е конформной связности, то можно для отыс-

отыскания конформных инвариантов vp применить метод под-

подвижного репера, рассматривая vp как вмещенное в Е.

Например, для я = 3 и р= 2 можно обобщить теорию

линий кривизны.
Ограничимся рассмотрением простейшего случая р~1

и предположим сначала, что ds3 данной линии не равно
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нулю. Репер, связанный с каждой точкой линии, можно
выбрать таким образом, чтобы при перемещении вдоль
линии имели место соотношения

и>3 = м3 = . .. = м» = О,

Причем вторая группа соотношений вытекает из сообра-
соображений, приведенных в предыдущем пункте.

Дифференцируя внешним образом последние соотноше-
соотношения, получаем

КМ?] = О (* = 2,3,..., л),
откуда

Дифференцируя эти выражения, находим

=0.

Произведя бесконечно-малое изменение репера, удовле-
удовлетворяющего предшествующим предположениям, получим
для бесконечно-малых вариаций коэффициентов ог сле-

следующие выражения
я

8а/ = - 2е%ч + 2 el ak.
ft=2

Отсюда видим, что соотношения

а2 = «а = ...
= ав =0

имеют инвариантное значение; они характеризуют окруж-
окружности.

Если они не удовлетворяются, то можно, пользуясь
произволом в выборе репера, добиться обращения в нуль
аз,..., «л, а а2 сделать равным 1; соотношения

= Ш1, (Вз = . . .
= (В° = О

тогда дают

откуда

...
= [»ia>j| ] = О,

Нетрудно показать, что р можно считать равным нулю;
полагая Рг = .. . = Рл —О, мы получим новую инвариант-
инвариантную категорию кривых. В общем же случае можно все

коэффициенты кроме одного сделать равными нулю.
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Из предшествующего вытекает, в частности, что окруж-

окружности пространства конформной связности могут быть

получены интегрированием системы Пфаффа

Mj = щ

(«2 = М3 = •

. = (,)» = О,
== (flj = О,

•
= мп = О,

причем здесь предполагается, что репер в каждой точке

пространства Е выбран наиболее общим образом.
24. Другая важная категория линий в пространстве Е

обобщает минимальные прямые.
Если дана линия с ds2, равным нулю, то для каждой

точки этой линии можно выбрать репер, связанный с

этой точкой так, чтобы

Отсюда внешним дифференцированием получаем

[со» (со? + mt)\ = 0, ,. ., К К+ *ш5 )] = 0;

следовательно, имеем соотношения вида

u>i-\-Ш2 = а3иI ,..:, <fl"-j- ш*= вяйI.

Дифференцируя внешним образом эти соотношения, нахо-

находим

= О = 3, 4, .
.., л).

л=3

Бесконечно-малое изменение репера приводит к следую-

следующим бесконечно-малым вариациям ak:
п

(? = 3, 4,..., л).

Отсюда видим, что соотношения

«з — а*== • • •
— вя = О

являются инвариантными; они характеризуют минималь-

минимальные прямые.
Итак, минимальные прямые пространства Е конформ-

конформной связности могут быть получены интегрированием
системы Пфаффа

и1 -f- i«)J = 0, и8 = ...
= (вя = О,

Ш? + №>| = . . .
= О)? '+ *«>2 = 0.

Формула
(ш' + ica2)' = |(a»g + *МЬ С"»1 + *mJ)] ~ И (<•>? + i">2)J —... —



показывает J>
, что если пространство Е без кручения, то

минимальные прямые являются характеристиками уравне-
уравнения Пфаффа

25. Отыскание линий, обобщающих окружности в нор-
нормальном трехмерном многообразии, представляет особен-
особенный интерес. Система Пфаффа, определяющая окружно-
окружности

(В2 = (В8 = О,

со" = шз = 0;

является характеристической, системой формы Пфаффа
tof. Действительно, мы имеем

(«§)' = [ »»«,§] — [what] - [»?»?].
Она допускает относительный интегральный инвариант

г и может быть приведена к канонической системе ->.

Геометрическое значение инварианта | «2 почти очевидно;

действительно, имеем

4= AsdA2 = Л3 (А, + ЛАг) \
то есть «г равно дополнению до —

угла, образованного

сферой Аг со сферой A2-j-dA2. Возьмем некоторую кон-

конгруэнцию окружностей и выделим трубку окружностей
этой конгруэнции. Рассмотрим замкнутую кривую, охва-

охватывающую трубку и проведенную на граничной поверх-
поверхности. Свяжем с каждой точкой А многообразия две
взаимно ортогональные сферы, проходящие через А и ка-
касательные в ней к окружности, принадлежащей конгруэн-
конгруэнции; пусть это будут сферы (S) и (Е) (они, строго говоря,
принадлежат конформному пространству, касательному к

пространству Е в А).
При перемещении по замкнутой кривой от точки А

в точку бесконечно близкую А' сфера (S1), связанная с
А', образует со сферой (Е) угол, дополнение которого

1) Э. Карта н. Интегральные инварианты. ГТТИ. 1940; гл. XIV,
стр. 152.

Ч Там же. гл. XII, стр. 131.
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de. до — бесконечно мало. (Строго говоря, рассматри-

рассматривается угол между сферой (S1) и сферой (S), отнесенной
к конформному пространству, касательному в А', и отож-

отождествляемой со сферой (Е) конформного пространства,

касательного в А). Интеграл | da, распространенный на

замкнутый контур, характеризует выделенную трубку, не

завися от замкнутой кривой, вдоль которой он был

вычислен, а также от выбора сфер E) и (Е). Эти свой-

свойства, конечно, сохраняются и в собственно конформном

пространстве.

Изоморфизм двух многообразий, вмещенных

в заданные пространства конформной связности

_

26. Рассмотрим два многообразия р измерений_ vp и

vp, вмещенные соответственно в пространства Я и ? кон-,

формной связности п^> р измерений; эти оба пространства

могут в частном случае быть одним и тем же- простран-

. ством. Мы назовем эти многообразия изоморфными, если

между ними можно установить такое точечное соответ-

соответствие, что в соответствующих точках они имеют общие

конформные инварианты
1)

. Более точным образом это

означает, что можно в соответствующих точках много-

многообразий выбрать реперы так, что, следуя по произволь-
произвольным соответственным путям в обоих многообразиях, мы

получим у реперов одинаковые составляющие мгновен-

мгновенного перемещения.
В случае, когда два пространства Е и Е являются од-

одним и тем же конформным пространством, изоморфизм
двух многообразий приводится к обычному равенству, то

есть к возможности перейти от одного многообразия к

другому путем конформного преобразования.

При р = 1 можно, привести вопрос к случаю конформ-
конформного пространства; действительно, между конформными

пространствами, связанными с различными точками линии

в пространстве Е, можно установить соответствие вдоль

этой линии так, что все происходит, как если бы обе ли-

линии рассматривались в одном конформном пространстве.
Следовательно, условия выражающие, что линия простран-

пространства Е изоморфна окружности собственно конформного

Ч Здесь, конечно, подразумевается, что инварианты Vp вычислены

относительно пространства Е, а инварианты Ур по отношению к Е .
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пространства, аналитически характеризуются соотноше-

соотношениями

определяющими окружности в конформном пространстве:
они совпадают с уравнениями, рассмотренными в п. 23,
что и оправдывает название окружностей, данное линиям

пространства Е, удовлетворяющим предшествующим соот-

соотношениям. Итак, в заданном пространстве Е имеется
оо8я~8 кривых, изоморфных окружностям конформного про-
пространства. Аналогичное замечание может быть сделано и

относительно минимальных прямых.

Рассмотрим в заданном конформном пространстве не-

некоторую фиксированную гиперсферу; реперы могут быть

выбраны таким образом, чтобы при перемещении по гипер-
гиперсфере имели место соотношения

ш" = 0, шо= О, 4= 0, щ=0, «? = «? = О

Поэтому в пространстве Е конформной связности ги-

гиперповерхности, изоморфные гиперсферам, могут быть

охарактеризованы приведенной выше системой Пфаффа,
причем реперы предполагаются выбранными наиболее об-
общим образом. Следует отметить, что вообще эта система

не совместна. Следует также отметить, что в конформ-
конформном пространстве соотношения

являются достаточными для определения гиперсфер; но

в пространстве Е конформной связности эти соотношения

не являются достаточными в том смысле, что здесь уже
не будет возможным, как это было в конформном про-
пространстве, изменить реперы так, чтобы, сохранив эти соот-

соотношения, удовлетворить кроме того соотношениям

О J 0 0 п

27. Можно рассматривать также и мериэдрический изо-

изоморфизм. Возьмем в пространстве Е заданное многообра-
многообразие vp, фундаментальная форма которого ds2 приводима
к сумме р независимых •

квадратов; рассмотрим далее в

этом же или в другом пространстве ?" совокупность мно-

многообразий vp p измерений, фундаментальные формы ds2

которых тоже приводимы к сумме независимых квадратов.
В каждой точке vp можно выбрать репер таким образом,
чтобы иметь
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так же обстоит дело и для других многообразий vp. От-

Отметив это, предположим, .что можно установить между

многообразием vp и одним из многообразий vp точечное

соответствие такого рода, что реперы, связанные с двумя

соответствующими точками An A, при приведении к

совпадению определяют относительное конформное пере-

перемещение одного из реперов по отношению к другому, ко-

которое вдоль соответствующих путей, взятых в этих мно-

многообразиях, принадлежит к заданному линейному пучку
бесконечно-малых конформных перемещений.

Чтобы это условие имело геометрический смысл, необ-

необходимо, чтобы- заданный пучок конформных бесконечно-

малых перемещений был инвариантен при конформных

перемещениях, оставляющих неподвижной точку А и ин-

инвариантными направления, проходящие через А и касатель-

касательные к Vp, Таким образом, если воспользоваться обозначе-

обозначениями п. 13, соотношения, определяющие рассматриваемый
линейный пучок,

A3) « «> +2 aj

должны быть инвариантными относительно бесконечно-ма-

бесконечно-малых преобразований A2) величин ш{— J-, при условии, что

уравнения

¦0 = 8ш«—«&»«- 2 eW — 2 е№ (а=/>4-1,..., п)

являются следствиями уравнений и)° = 0, то есть при ус-
условии

е* = 0 (i=l,...,p;a = p-{-\,...,n).
28. Положим, например, р=п— 1. Обозначая индексы

1, 2,... , п — 1 буквами i, j, получим

я—I

я—1

k-1

-4)=-2 еЦ*'-<»'),

8 $— Jt) = el (ш/ — mi) — e°j (ш' — шг) 4-

Й~а4)-4(ш,*-ш/*)],
л-1
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я—1

8 (»? - „>?)— в» («>' - шО. +"S et « - »*),

s /~O 0 \ 0 , ~"O O\ О /~Oо (юг — «г ) = ei (Щ
— ш0) — во ((в,- — о

(»?

/¦—О
л-1

Если л>4, то нетрудно показать, что различные виды
мериэдрического изоморфизма между многообразиями x»n_i
и Фл_1 определяются следующими различными системами
соотношений:

1) й' = (вг;

2) w' = to', w0= ь>й;

3j w' = и)', («г = со,;

4) ш? = и', («4 = u^;
5) (в'==ш', «)"=«)", (flO=(flO;

6) Ш/ = ш', (tfi = (flf, (flo= (Do*,

7) m'=(fl', »{==«{, rnfecof;

8) u)J==u>', <4=a/i, (fl" = (fl", (в2=(во;
9) шг = шг, ш" = ш", (flo=(flo, (fln=(o°;
10) 0)' = Ш', d/i = ОТ!, (fl?
11) (I)'=(«)', Ш/== O)f/, Ш? =

—о o-o о
«>o = Wo, <»я = (fln:

~o о ~o о
(«о = «о, («/ = Щ •

В каждой из этих систем индекс i (или индексы i и у)
принимает все значения 1, 2, ..., л —1.

Наконец, можно доказать, что первая система дает
тот же род изоморфизма, что и вторая; изоморфизм треть-
третьей системы одинаков с изоморфизмом пятой системы. Сле-
Следовательно, имеется 9 различных родов мериэдрического
изоморфизма.
_Это число приводится к единице, если пространства Е

и Е идентичны собственно конформнрму пространству.
Действительно, в этом случае из системы B) вытекают
равенства F); так же обстоит дело и с системой D). Та-
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ким образом, системы соотношений A), B), D), F) дают
одни и тот же род мериэдрического изоморфизма. Что же

касается* каждой из систем E), G), (8), (9), A0), A1), то

из них вытекает равенство нулю всех составляющих «',

(во, о»;, ш", ш?, (о°п , то есть голоэдрический изоморфизм
(или равенство) двух многообразий. Таким образом, в слу-

случае двух многообразий, вмещенных в конформное про-

пространство, существует только один род мериэдрического
изоморфизма, выражающий возможность конформного
отображения одного из многообразий на другое.

При я==3 имеется исключение; в этом случае суще-
существует второй род мериэдрического изоморфизма, опреде-
определённый соотношениями A0); этот изоморфизм приводится
к тому, что я назвал наложимостью второго порядка в

конформном пространстве 1}. В нормальном пространстве
Е трех измерений можно также доказать, что существует
только два рода мериэдрического изоморфизма: первый
соответствует конформному отображению — наложению

первого порядка (соотношения A) или B)); второй соот-

соответствует наложению второго порядка (соотношения A0)).
В общем случае мериэдрический изоморфизм, опреде-

определяемый соотношениями A) (или B)), приводится к свойству
двух многообразий допускать конформное отображение
одного многообразия на другое: этот изоморфизм сохра-
сохраняется, если конформная связность пространства Е или

пространства Е изменяется так, что изотропные направле-
направления в каждой _точке остаются неизменными. Отыскание

многообразий vp пространства Е, допускающих конформ-
конформное отображение на заданное многообразие vp простран-
пространства Е, может быть выполнено, например, в предположе-

предположении, что оба пространства Е и Е являются пространствами
нулевого кручения (или даже, что они являются нормаль-
нормальными пространствами). *

Конформное отображение гиперповерхностей
в четырехмерном пространстве конформной связности

29. Рассмотрим четырехмерное пространство конформ-
конформной связности; можно предполагать, что оно нулевого

кручения. Мы будем исследовать в общем виде вопрос о

парах гиперповерхностей v% и vs, допускающих в этом

пространстве конформное отображение одной из них на

1) Е. С а г t a n. Sur le ргоЫёгае general de la deformation; С. R. Con-

gres de Strasbourg, p. 397—406 A921).
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другую,. Путем надлежащего выбора реперов в соответ-

соответствующих точках многообразий получим

A4) и1 = и1, (В2 = (в2, оK = оK, ш=0, (flo=iflo.

Отсюда находим при помощи внешнего дифференциро-
дифференцирования

A5)
' 3 —1 1 ~2 2

0J=0J, 0>з= 0K, U)i = 0)i.

Внешнее дифференцирование уравнений A5) с учетом
уравнений A4) и A5) дает

A6)

шЗ] = О,

¦Qg- 0,
r 9 /~0 O.i i о /""О 04i г~4~4п i г

[or (oK — oK)J — [a)d (oJ — oJ)| — [оJоK] -f- l
4 4
2o)

1 (шз — oJ)J — [оJ (о)? — o)?)J — [o)ioJ] -j- [o)i 0J] -J-

Эти уравнения показывают, как мы это увидим далее, что
система Пф1ффа — система в инволюции и ее общее реше-
решение зависит от трех произвольных функций двух аргу-
аргументов.

Рассмотрим для этого произвольный, интегральный ли-
линейный элемент; этот элемент, благодаря произволу в вы-

выборе реперов, можно предположить определенным следу-
следующими соотношениями:

I4 4

4

Ц

4

\-4

-4

4- 4

4

4
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Уравнения, выражающие, что некоторый линейный ин-

интегральный элемент находится в инволюции с предыдущим,

записываются следующим образом

A7)

at°>z,cot = of1»1 ¦+¦

ш? - о)? = а%1 +
- (А°о и - А°о и) «2 - (А°о is

- ^4о is)
'-o 0
0J — 0J =

.- (Am.- Ли2) "J - (Лаз — Am)

•1Ш2 —  U

+« «I-(л2 'a— -2-

oK
— oK = a^oI — aioK 4- a4(fl3 —

4- a4 o)f 4- (Л312 - Л312) с»3 4- Из

О = a%s - a3t

4 4 1 /73 дЗ\ч| /ТЗ

4" «зОJ — аго)з — Оз М2 4"

4" at «3 4- Й212 - Лii2) «3 + (Л213 - Лк) О)'

Очевидно, эти соотношения независимы, так что через

каждый интегральный элемент проходит бесконечное мно-

множество двумерных интегральных элементов, зависящих от

4 произвольных параметров. Возьмем один из этих инте-

интегральных двумерных элементов; мы всегда можем предпо-

предположить, что он определяется первым данным линейным

элементом и еще одним новым линейным элементом

-4

1

-з4

и

0

(О°г-4

Ь°г

bt Ь43

.4-4

ч

ч- 4
D
3

Условия инволюции этих двух линейных элементов имеют

следующий вид:
¦ 0,1,

ГО „О /"ТО ,0 •.

bl = О% — (Ло 12 "О 11),

Ь% = - а? 4- aibt - а^4— a4 bt -± at bt- (А2П2 - ЛП2),

A8) $= - Itbt 4- а42Й + aibt-atbt + (Л312 - ^12),

а^=— а^34 4- atbt + at bt - a! bt +'{A~ln — Aau).
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Условий, выражающие, что некоторый двумерный Ин-
Интегральный элемент находится в инволюции со вторым
данным интегральным элементом, имеют следующий вид:

A9) {

o 12
— A

bW + ^о)> 4-
- (A°o 23

— Л^ 23) <

T4~40 0 .0 о tO a i T4~4 7 ~4
(fl3
—

(fl3 = 63UJ — 62(fls -f- Й2"K — &3«>2 —

b\ «J + (MM12
О О «.О ч iO , T4~< i T4~4

tt>! — (flj == Ь\Ч>' C2OI O(JJ+ ОЩ

\212) o).1 — (Л223 — Л223) (fl3,
¦ biwf -\-

b 1 («2
— bt Щ — (Am — Am) to1 -j- (Ai23 —

Чтобы доказать, что существует трехмерный интеграль-
интегральный элемент, находящийся в инволюции с данным двумер-
двумерным элементом, достаточно показать, что, если положить
(в1 = ш2=0, то 12 уравнений A7) и A9) будут совместны.

Обозначая буквой с с индексами отношения w; к to»,
получаем

4 4
ci = at,

c$=b$, С2 = Йз,

Л

el = -

о 23 = ^^

з с\-at c\+

il 63 С24-

аг—!%ci+ азе4+ (А с\— а\ с\ + Л
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= О,

Учитывая уравнения A8) и упрощая, находим для опреде-
определения d и d

B0)

и с» соотношения

(Ol — V2J С3 — (.Ol — ©2/ Сз=— ^Ol '

-&+ (*з)а - at bt + (a^J - (*^,
4 4 -4-4 0 1 4 b4 ~4T4 T3 1 л 3
!2 C3

— 02^3 = — Й2 ~p ЙЗ t?3 О3О3 Л213 "t" ¦ 13

и условия

Ло13— Ло 13
— A123 = Л212 —

Л312 — Ло2з~Ь Аиз — Л312 —

Л012 -4- Л213 -f- Л323 = Лиг -f- Л2

•Л123,

о12 + Л213 + Лз23 = Ло12 + Л213

Но последние условия выполняются сами собой, так как

отсутствие кручения у пространства влечет соотношения

=о,

которые, если их развернуть, показывают, что обе части

каждого из условных равенств равны нулю.

Итак, для определения с\ и с\ остаются лишь два ли-

линейных уравнения, которые в общем случае независимы.

Следовательно, через каждый произвольный интегральный
двумерный элемент проходит трехмерный интегральный
элемент и притом только один. Таким образом, система

Пфаффа находится в инволюции и ее общее решение за-

зависит от трех D — 1) произвольных функций двух аргу-
аргументов г\

30. В предыдущем изложении мы занимались лишь об-

общим решением системы Пфаффа A4). Теперь мы перейдем
к изучению особенных решений; у особенных решений все

двумерные интегральные элементы особенные, то есть со-

содержат бесконечное множество трехмерных интегральных
элементов.

Так как определение трехмерных интегральных элемен-

элементов, содержащих данный двумерный интегральный элемент^

приводится к решению Двух линейных относительно Сз и

сз уравнений B0), то условие особенности выражается соот-

соотношением

B1) (at - bt) at - (at - bt) ai= 0.

i) На этот результат, относящийся лишь к гиперповерхностям в кон-

конформном пространстве 4 измерений, я указал в докладе на конгрессе
математиков в Страсбурге.
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AtdA = О

Для геометрической интерпретации этого условия рас-
рассмотрим в одной из точек гиперповерхности г>з совокуп-
совокупность касательных к кривым, проведенным на этой гипер-
гиперповерхности и имеющим соприкосновение второго порядка
с гиперсферой Аи касательной к v». Геометрическое место

этих касательных мы получим, выразив, что скалярное
произведение гиперсферы Аа на d А равно нулю

но соотношение

дает тождество

следовательно, искомое геометрическое место определяется
соотношением

Ф = dAidA == (в1^ -f uJ(fl2 -f- «'из = 0.

Ф является квадратичной формой относительно ш1, со2, «А
Если гиперсферу At заменить гиперсферой Ai + ^A, где

X произвольный^ переменный параметр, то форма Ф заме-

заменится формой Ф-f-Xtfs2. Следовательно, в каждой точке

многообразия 1)г существует линейный пучок конусов вто-

второго порядка, имеющий внутреннее значение; эти конусы
имеют общие оси, дающие главные касательные (каса-
(касательные к линиям кривизны многообразия).

Пересечем теперь_ конусы двух пучков, связанных с

многообраз'иями vt и vs плоскостями (вг=0 и пГ8=О, опре-
определяющими двумерный интегральный элемент, рассмотрен-

•

ный выше; мы получим две инволюции

at (ш1J + 2aW^+ о\М2+ X [(и1J+ (й*J] = О,

Ъ\ (ш*J + 2Й»1»» + Ъ\ ((в2J +1 [(«)iJ + (<о2)?] = 0;
соотношение B1) выражает, что сечение одного из кону-
конусов первого пучка совпадает с сечением конуса, надлежа-
надлежащим образом выбранного во втором пучке; так как это

должно иметь место для произвольной секущей плоскости

И:*»1 -j- Иг*»2 -f> Из") =0, то это значит, что конус Ф= 0 пе-

пересекается каждой плоскостью (проходящей через его

вершину) цо тем же образующим, что и некоторый опре-
определенный конус пучка ХФ + ^ds2 = 0. Геометрически оче-

очевидно, что этот последний конус должен быть независим

от положения секущей плоскости и, следовательно, для

произвольных (в1, и2, ш» имеем тождество

Иначе говоря, особенные решения системы Пфаффа
определяются парами многообразий v* и v3, допускаю-
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щих конформное отображение одного многообразия на

другое с сохранением главных касательных.

31. Когда в точках многообразия vs репер уже выбран,
в точке ©з'его можно выбрать (путем надлежащего изме-

изменения At) таким образом, чтобы формы Ф и Ф были про-

пропорциональны 0* = б). Следовательно, особые . решения^
будут найдены путем интегрирования системы Пфаффа,'
полученной добавлением к начальным уравнениям A4) и

A5) уравнений
B2) MJ — Xu)i, uJ = Хщ, («з = ^<»з

с вспомогательной неизвестной X. Дифференцируя внешним

образом, получаем

[М1 (mj— XcoS)] + [<fl?CU] +Щ- XS? = 0,

B3) [и2 (SJ — Xa.2)] + И^Х] + Qt — Ш$ = 0,

[ce«D— X")°)j + [cead'X] + ^3 - *Qb = 0;

с другой стороны, уравнения A6) приводятся к

r
j
,~0

__

0\i I qO
__ qO r\

• [о.»(Sg - cog)] - [(в»D — ша)) — [«>а «el(X2 — 1) +Щ— Q| = О,

1A) I (fli "~~ (Oi Jl —¦"" |Ш (Що — "^3/1 ~~™ _ Qj = О,

(SS — «г)]—[«2 (й?— «?)] - И м2] (х2 — 1)+а? - о?=о.

A60
Мы проведем исследование в случае, когда данное про-

пространство является само конформным.
Нетрудно видеть, что в этом случае многообразия v%

и v& всегда наложимы (конформным образом), на гипер-

гиперсферу, иначе говоря, если в каждом из многообразий v*

и Ъг ввести нормальную конформную связность, то эти

многообразия становятся трехмерными конформными
пространствами (с кривизной, равной нулю.)

32. Сначала мы изучим саму по себе нормальную связ-

связность гиперповерхности vs в четырехмерном конформном

пространстве. Мы будем обозначать составляющие этой

связности буквой и с индексами.

Можно всегда предположить, что

во = ш0,

откуда выводим
3

@2
=
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Как следствие получаем соотношения

@)°)' = [0)'^°' ' '¦ »**' ' ' » '

B4)

(а,?)' =

.

?] - {ш$ ш?],

- [ш? «$].

Эти соотношения однозначно определяют щ, о>2, <»з.

Из B4) легко выводится тождество

B5) 2[Л] = ХКш?]-
«-I i=i

Действительно, положим

[о,? (ш? - со?)] + [o,^ $ - ш2°)] + [»$ C5 - т°3)) =
= Л1 [аJ@*] + ^2 [°>8(й1] + Л* Кш'].

Умножая внешним образом на «в1, получим отсюда

[а>»а>? C? - ш?)] -f [ш>«4 C - «5)] + I»1»! («з— «5)] = Л1 [»уш«].
Заменим теперь во втором и третьем члене левой части
выражения

[»»(«3-«2I. [оI (^ -ш1I
¦

их значениями из формул B4); имеем

[ш' $ - «§)] = [о)" (S?- ш?)] - [«} 0I],
[ш« (^- о)§)] = [о* ^? - о)?)] - [«} о)|],

откуда
л1 [оI»2»»] s [(o)»o)J -j- «Jo)l -f «*4) (Й-«!)]=о.

Итак, Л1 равно нулю; аналогично получаем, что Л* и Л3
тоже равны нулю.

33. Прежде чем переходить к дальнейшему, выведем
из тождества B5) одно замечательное геометрическое
свойство.

Продифференцируем внешним образом это тождество,

предполагая, что мы остаемся на гиперповерхности vt,.
Мы получим некоторую форму третьей степени, равную

тождественно нулю при произвольном выборе репера, сов-
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местимом со сделанными ранее условиями, то .есть при

произвольных
¦

ОI, ОJ, Ш», 0>о, 0)?, 0J, <»3, <»2, «З, ®1, <»4.

Собирая члены, содержащие оИ, о>2, ш», получаем непосред-
непосредственно соотношение

B6) • 1о)?П?] + [«SnSl + l«4nS] = 0.

Далее с каждой точкой многообразия г>», рассматривае-
рассматриваемого как нормальное многообразие, связан (п. 19) конус

(с) второго порядка, тангенциальное уравнение которого

имеет вид

<чи\ + о2мг Н- а*и| + 2Pittia» + 2Рз«»и1 + 2p3»i»2 = 0,

причем
П? = о, [о)»ш»] + Ра И»1]+ h К»'],

П° = рз К«>3] + «2 [в)'

П^ = р2 [ш2о)«] + Pi [«о»

С другой стороны, с каждой точкой многообразия щ, рас-

рассматриваемого вмещенным в конформное пространство
четырех измерений, связан лежащий в касательной гипер-

гиперплоскости пучок конусов второго порядка; один из этих

конусов имеет точечное уравнение (в переменных ю1, ю4, «>*)

ОI©)! -J- 0I(в2 ~j- 0)*Шз = 0,
или же

fll („,i)a.}- а2(оJJ -f а» (о)8J -f 2Й1ОJшЗ 4- 2йг«)*оI + 2Ъз«>1«>2 == О,

причем
ш» == OioI4" ^г«J 4" ^»ш*>

0J «ss ^«ОI 4" Я2<»2 + ftlOK,

а)* = Ь$йх 4 ^i0»2 + Яв<»8.

¦Тождество B6) дает теперь

aiax 4-a2a2 4-<»»«« + 2&iPi + 2Ь2р2 4-2k#s = 0.

Иначе говоря, кондгс fc^ обладает описанным около

него триэдром, сопряженным относительно всех кону-

конусов пучка Ф+ Ш=0, оси которых являются главными

касательными к многообразию.
Так как изотропный конус принадлежит к этому пучку,

то мы находим уже ранее отмеченное свойство конуса (с) —

что он имеет прямоугольный описанный триэдр.

_Кроме того, мы видим* что» если два многообразия Vz

и щ четырехмерного конформного пространства допускают
конформное отображение одного на другое, то при. этом

отображении конусы (<;),¦ связанные с многообразиями,
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сохраняются, так как многообразия v3 н v% должны иметь

общую нормальную связность.

Наконец, если многообразие v» допускает конформное
отображение на гиперсферу, то, рассматривая его как нор-
нормальное многообразие, находим, что оно будет многообра-
многообразием без кривизны. В другом месте я показал, что гипер-

гиперповерхности г>3, обладающие этим свойством, зависят от
шести произвольных функций одного аргумента !>. Конус
(с) для этих поверхностей является неопределенным, так

как его уравнение становится тождеством.
34. Вернемся к исследованию системы Пфаффа, состо-

состоящей из уравнений A4), A5) и B2) и определяющей пары
гиперповерхностей, допускающих конформное отображение
одной на другую с сохранением главных касательных.
Уравнения этой системы привели нас к внешним квадра-
квадратичным уравнениям A6) и B3).

Уравнения B4), определяющие нормальную связность
в г>з, дают нам после сравнения с A6')

то есть

CO;
—

СО, = —

о

— 1

Ха-1

отсюда путем простого счета получаем

B7)
°

$ $О

Мы покажем, что правая часть равна нулю. Доказа-
Доказательство требуется лишь в случае, если формы ~щ — ыЧ
и dX, линейные относительно да1, «2, ю3, неравны обе нулю.

Заметим сначала, что, если бы они обе были линейно
независимы, формы а>1, ш2, а>», ©*; а>|, со* могли бы быть

линейно выражены, согласно B3), через ш° — Ы°4 и dX, что

является абсурдным, так как формы а»1, ш2, ш» по опреде-
определению являются независимыми.

_

Итак, остается единственный случай, когда формы
св4 — Х<»4 и dX приводятся к одной и той форме, что можно

выразить, положив

~в , о

1) Bull. Soc.Math. de France, XLV A917).
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где x обозначает некоторую ненулевую линейную форму.
Уравнения B3) показывают тогда, что три формы

могут быть также выражены через х и тоже приводятся
таким образом к одной форме. Но это —половины част-

частных производных по со1, «в2, со3 от квадратичной формы
uds2 -\-v& и, следовательно, эта форма представляет точ-

точный квадрат.
Мы можем предполагать, что эта форма совпадает- с Ф,

так как этого можно_добиться надлежащим выбором Ai

(а следовательно, и Л*); иначе говоря, можно предполо-
предположить м = 0. Так как формы ш|, a>j, ш* приводятся к одной,

'то их внешние произведения, взятые попарно, равны нулю

и формулы A6') тогда показывают, что щ — щ = 0.

Эти соотношения, присоединенные к u>4
— Xu>4 = 0, дока-

доказывают, что выражения B7) для П? равны нулю, что и

требовалось доказать.

Следовательно, если две- гиперповерхности четырех-
четырехмерного конформного пространства допускают конформ-
конформное отображение одной на другую, с сохранением глав-

главных касательных, то обе эти гиперповерхности Могут
быть конформно отображены на гиперсферу.

35. Вопрос полностью еще не решен. Нужно иссле-

исследовать, существуют ли для заданной гиперповерхности
V3, допускающей конформное отображение на гиперсферу,
другие гиперповерхности v3, допускающие конформное
отображение на vs с сохранением главных касательных,

и как можно получить все эти гиперповерхности г>з.

Если обозначить через ш? составляющие нормальной
конформной связности, которую можно ввести в vs, то,

согласно предшествующему, отыскание многообразий vz

приводится к интегрированию системы Пфаффа

B8)

—о
AH

I S"=,

0
щ=

(/=1,2,3),

(/,/=1,2,3),

B=1, 2, 3),
- X*) ш? = l,2, 3),
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Квадратичные уравнения, полученные внешним дифферен-
дифференцированием этой системы, приводятся после несложного

просчета, если учесть, что г>з может быть отображено на

гиперсферу, к

] = 0 (/=1, 2, 3),
3

- 1) Ц [<»/(»?- »? )] + [<»4<Л] - О,B9)

= 0 0=1,2,3),
но мы видели выше (п. 32, формула 25), что тождественно

Поэтому рассматриваемые квадратные уравнения при1
водятся к

? («=1,2,3),
B9') -«?)А]-0 (i=l, 2, 3),

Следует различать два случая. Если семь форм а>?,
о)° — ю°, (в5 пропорциональны одной из них (что требует,
чтобы форма Ф была точным квадратом), остается лишь

одно внешнее квадратичное уравнение, и общее решение
рассматриваемой проблемы зависит от одной, произвольной,

функции одного аргумента; этим характеризуется степень

общности многообразия v$, которое может быть конформно
отображено на щ с сохранением главных касательных.
В противоположном случае, то есть если семь форм
4 **0 О О -

т»

о»,-, щ
— щ , «4 не пропорциональны одной из них, мы долж-

должны необходимо иметь dX = O, и, следовательно, X является

произвольной постоянной; итак, в этом случае много-

многообразия V3 зависят от произвольного постоянного пара-
параметра.

'

Легко показать, что первый случай всегда имеет место,
если форма Ф может быть приведена к точному квадрату,
то есть когда конус асимптотических касательных Vz
является конусом вращения, или же когда он соприкасается
с изотропным конусом.

В проведенном нами исследовании особенных решений
системы Пфаффа A4), мы неявно предполагали, что X'^fr'l.
В противоположном случае легко убедиться, что много-

многообразия v3 и Vs получаются одно из другого конформным
преобразованием; а это, очевидно, тривиальное решение
поставленной проблемы.
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Деформация второго порядка поверхностей в трехмерном
нормальном пространстве

36. В п. 28 мы отметили, что в трехмерном нормальном

пространстве Е существует для двух поверхностей» кроме

конформного отображения, еще мериэдрический изомор-
изоморфизм, который в собственно конформном пространстве
совпадает с наложимостью второго порядка. Условия на-

наложимости второго порядка для двух поверхностей выра-
выражаются соотношениями

со1 аИ = ш%
2 ~3 3 ~0

а»2, а»0

0 —0 0

а>о, »з= <°з ¦C0) «о1

которые следует добавить к соотношениям

C1) «>» = 0, ш* = 0.

Уравнения C0) н C1) дают все пары поверхностей, до-

допускающих наложение второго порядка одной поверхности
на другую. Квадратичные уравнения, полученные внешним

дифференцированием, имеют вид

C2)
C?

E?—

= О,

S - <$] = 0,

о- ^ao= (в3 - а,)[•'«.«].
Будем теперь исходить из произвольного интегрального
элемента, который можно предполагать определенным сле-

следующими уравнениями
'

AJ

а\ а2

Получим соотношения, выражающие, что другой интеграль-
интегральный элемент находится в инволюции с первым элементом:

д'(»1 —J— fl*(!>2 = flio)' -j— Яг©2»
« /~0 0\ | ¦> ,~0 0\ 0 т i 0 ч

a1 (o>i — coi) -j- а (о>2 — Ю2)i==i Oi№ -f- ^2№ ,

C3)
_3 г~0 Ov i 3-/~0 0\ 0 3 0 0
UI @I

— (»ij -)- а2 (©г "~* №2) — п\®\ fl2№2 ==

= (^з — а,) (а»а>2 — а2а>»).
В общем случае эти уравнения разрешимы относительно

со?, а>2, и? — «в?, а>2 — а>2. Следовательно, через каждый
произвольный линейный интегральный элемент проходит
двумерный интегральный элемент и притом только один;
система Пфаффа C0) и C1) является системой в инволю-
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ции и ее общее решение зависит от четырех произволь-
произвольных функций одного аргумента.

Рассматриваемый линейный интегральный элемент будет
особенным, если уравнения C3) относительно a>J, <»з,
и? —и?, а>2 — а>2 приводятся менее чем к четырем. Для
этого необходимо и достаточно, чтобы

Да1J+ (а2J] {а*а% - а2а?)=0.
Следовательно, характеристиками системы дифференциаль-
дифференциальных уравнений, определяющей поверхности, допускающие
деформации второго порядка, будут:

I) минимальные линии интегральных поверхностей,
определяемые соотношением

2) линии, определенные соотношением

(й1(ш2
— ш2) — ш* (u>i

— <i)i)= (J;

вдоль этих линий ось конформной трансляции, к которой
пр тодится относительное движение реперов, связанных

с рассматриваемыми многообразиями, совпадает с касатель-
касательной к этой линии. Так как уравнения C2J) дают соотноше-

соотношения вида

~0 0 1 I о

U)l AI = MUI -f- Т№>,

то отсюда следует, что линии, определяемые уравнением

v [(оIJ — (и>2J] — 2ии>1«Р = 0,

образуют на каждой из поверхностей ортогональную сеть.

В случае, когда пространство Е приводится к конформ-
конформному пространству, эти линии являются линиями кривизны,
а искомые поверхности

—

изотермическими поверхностями.
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