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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящая книга является второй частью курса

элементарной геометрии. Эта книга, вместе с первой
частью (см. [7])1, охватывает весь курс элементарной
геометрии, предназначенный для студентов физико-
математических факультетов педагогических уни-
верситетов и институтов. Курс может быть использо-

ван также учителями математики в средней школе и

учениками школ (классов) с углубленным изучением

математики.

Основные принципы, которыми руководствова-

лись авторы при написании настоящего пособия, из-

ложены в предисловии к первой части курса. Вто-

рая часть курса посвящена стереометрии. Так же,

как и первая часть, книга имеет своей целью по-

мочь читателю привести в определенную систему

свои знания школьного курса стереометрии и вос-

полнить их новыми геометрическими фактами, ко-

торые могут быть использованы в преподавании сте-

реометрии в средней школе как в обычных классах,

так и в классах с углубленным изучением матема-

тики. Во второй части курса дополнительными те-

мами, которые выходят за рамки школьного курса

стереометрии, являются: более подробное изложение

движений и подобий в пространстве, в частности,

полная классификация движений в пространстве

синтетическим методом, подробное изложение тео-

рии трехгранных углов, изложение элементов сфе-

рической геометрии.

1 Здесь и в дальнейшем цифры в квадратных скобках относятся

к списку литературы, помещенному на с. 285.
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Так же, как и первая часть курса, настоящее посо-

бие снабжено большим числом задач для самостоя-

тельного решения. Во второй части имеется свыше

470 задач по стереометрии.

При изложении стереометрии авторы пользуются

аксиометрическим методом. В основу положена сис-

тема аксиом, на которой основан школьный курс сте-

реометрии авторов Л. С. Атанасяна и др. (см. [8]),
приложение).



Глава I

АКСИОМЫ ГЕОМЕТРИИ
В ПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ТОЧЕК,
ПРЯМЫХ И ПЛОСКОСТЕЙ

1. Основные понятия. Аксиомы
Основным методом изучения свойств фигур в стере-

ометрии, так же, как и в планиметрии, является ак-

сиометрический метод. В нашем курсе при изучении

геометрии в пространстве основными считаются поня-

тия точки, прямой, плоскости (основные объекты), а

также понятия: «точка лежит на прямой», «точка ле-

жит в плоскости», «точка лежит между двумя точка-

ми», «наложение» (основные отношения). Определе-
ния основных понятий не даются. Все другие поня-

тия, которые мы будем рассматривать в этом курсе,

будем определять, исходя из основных понятий. Мно-

гие определения в стереометрии, например, определе-
ния простейших фигур — отрезка, луча, угла, полу-

плоскости, многоугольника,— полностью переносятся
из курса планиметрии. Но в стереометрии мы вводим

новые, пространственные фигуры, которых не было в

планиметрии, например, полупространство, двугран-

ный угол, многогранник и др.

Свойства основных понятий выражаются в предло-

жениях, которые называются аксиомами. Они при-

нимаются без доказательств в качестве исходных.

Все остальные предложения геометрии выводятся из

аксиом с помощью логических рассуждений, т. е. с

помощью доказательств.

2. Взаимное расположение точек, прямых и плос-

костей

В стереометрии мы будем пользоваться теми же

обозначениями для точек и прямых, что и в плани-

метрии. Плоскости будем обозначать малыми грече-

скими буквами: а,/?, ...
, лу σ, ... Точки, прямые и

плоскости могут находиться в определенных отно-

шениях: точка может лежать на прямой, может не

лежать на ней; точно так же точка может лежать в
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плоскости, может и не лежать в ней. Вместо того что-

бы сказать «точка лежит на прямой» или «точка ле-

жит в плоскости», говорят также «прямая проходит

через точку» или «плоскость проходит через точку».

Система аксиом стереометрии состоит из 22 акси-

ом, которые разделены на пять групп. Сформулируем
первую группу аксиом — аксиомы принадлеж-

ности, которые характеризуют взаимное располо-

жение точек, прямых и плоскостей.

Ii. На каждой прямой лежат по крайней мере две

точки1, а в каждой плоскости — по крайней мере три

точки, не лежащие на одной прямой.
12. Существуют по крайней мере три точки, не ле-

жащие на одной прямой.
13. Через любые две точки проходит прямая, и

притом только одна.

14. Через любые три точки, не лежащие на одной
прямой, проходит плоскость, и притом только одна.

Прямая, проходящая через две точки А и В, обоз-

начается через АВ или ВА. Аналогично, плоскость,

проходящая через три точки А, В и С, не лежащие

на одной прямой, обозначается через ABC, BCA, CAB
и т. д.

15. Если две точки прямой лежат в плоскости, то

все точки прямой лежат в этой плоскости.

Если все точки прямой а лежат в плоскости а, то

говорят, что прямая а лежит β плоскости а или

плоскость а проходит через прямую а.

16. Если две плоскости имеют общую точку, то они

имеют общую прямую, на которой лежат все общие
точки этих плоскостей.

В таком случае говорят, что две плоскости пересе-

каются по прямой.
17. Существуют по крайней мере четыре точки, не

лежащие в одной плоскости.

Из аксиомы 13 следует, что две прямые либо не

имеют ни одной общей точки, либо имеют только од-

ну общую точку. В последнем случае говорят, что

прямые пересекаются.

Из аксиомы 15 следует, что если прямая не лежит

1 Так же, как и в планиметрии, говоря «три точки», «две пря-

мые», «две плоскости» и т. д., будем считать, что эти точки, пря-

мые, плоскости и т. д. попарно различны.
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в плоскости, то она имеет с плоскостью не более од-
ной общей точки. Говорят, что прямая и плоскость

пересекаются, если они имеют только одну общую
точку.

Из аксиомы 17 следует, что какова бы ни была

плоскость, существует хотя бы одна точка, не лежа-

щая в этой плоскости.

Теорема 1. Через прямую и не лежащую на ней

точку проходит плоскость, и притом только одна.

Π Пусть а — данная прямая, a. A — точка, не ле-

жащая на ней. По аксиоме Ii на прямой а лежат по

крайней мере две точки В и С. Точки А, Б и С не ле-

жат на одной прямой, поэтому, согласно аксиоме 14,
через эти точки проходит некоторая плоскость а. По

аксиоме 15 прямая а лежит в плоскости а. Таким об-

разом, плоскость проходит через прямую а и точку А.

Докажем теперь, что а — единственная плоскость,

проходящая через прямую а и точку А. В самом деле,

если какая-то плоскость β проходит через прямую а

и точку А, то она проходит через точки β и С, поэто-

му плоскость β совпадает с плоскостью а, так как по

аксиоме 14 через точки Α, β и С, которые не лежат на

одной прямой, проходит только одна плоскость. ■

Предлагаем читателю, используя эту теорему, са-

мостоятельно доказать следующую теорему.

Теорема 2. Через две пересекающиеся прямые про-
ходит плоскость, и притом только одна.

§ 2. ОТРЕЗОК, ЛУЧ, ПОЛУПЛОСКОСТЬ,
ПОЛУПРОСТРАНСТВО

1. Аксиомы порядка

Каждая точка прямой может находиться в извест-

ном отношении к любым двум точкам той же пря-

мой: она может лежать между этими точками, может

и не лежать между ними. Если точка В лежит между

точками А и С, то пишут так: А —В —С. Свойства

этого понятия характеризуются аксиомами по-

рядка, которые сформулированы ниже.

Hi. Если точка В лежит между точкой А и точкой С,

то А, В, С — три различные точки некоторой прямой
и точка В лежит также между точкой С и точкой А.
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ΙΙ2. Из трех точек прямой одна и только одна точ-

ка лежит между двумя другими.

Понятие отрезка в стереометрии вводится точно

так же, как и в планиметрии: отрезком АВ (или ВА)
называется фигура, состоящая из двух точек А и В и

всех точек, лежащих между ними. Точки А и В назы-

ваются концами отрезка, а любая точка, лежащая

между ними,— внутренней точкой отрезка АВ.

113. Каждая точка О, лежащая на прямой, разде-

ляет множество остальных точек этой прямой на два

непустых подмножества так, что точка О лежит меж-

ду любыми двумя точками разных подмножеств и не

лежит между любыми двумя точками одного и того

же подмножества.

Фигура, состоящая из каждого подмножества то-

чек, на которые точка О разделяет остальные точки

данной прямой, называется лучом, исходящим из

точки О. Два луча одной прямой, исходящие из точ-

ки О, называются дополнительными лучами. Иногда
говорят, что каждый из двух дополнительных лучей
является продолжением другого луча.
Таким образом, аксиома дополнительных лучей,

сформулированная нами в планиметрии (см. [7] § 2,
аксиома П3), имеет место на любой прямой простран-
ства. Аналогично, аксиома о полуплоскостях (см. [7]
§ 2, аксиома П4) имеет место в любой плоскости про-

странства.

И4. Каждая прямая а, лежащая в плоскости а,

разделяет множество всех точек плоскости а, не ле-

жащих на прямой а, на два подмножества так, что

отрезок, соединяющий любые две точки разных под-

множеств, имеет с прямой а только одну общую
внутреннюю точку, а отрезок, соединяющий любые

две точки одного и того же подмножества, не имеет

общих точек с прямой а.

Фигура, состоящая из каждого подмножества то-

чек, на которые прямая а разделяет точки плоскости

а, не принадлежащие прямой а, называется полупло-
скостью плоскости а. Прямая а называется границей
каждой из этих полуплоскостей.

Если отрезок АВ пересекается с плоскостью α (т. е.

имеет с плоскостью а только одну общую внутреннюю
точку), то говорят, что точки Аи В лежат по разные
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стороны от плоскости а, и пишут так: А, В -г- a, a если

отрезок АВ не имеет с плоскостью а ни одной общей
точки, то говорят, что точки А и В лежат по одну сто-

рону от плоскости а,-и.пишут так: А, В — а.

Сформулируем последнюю аксиому группы II.

П5. Каждая плоскость а разделяет множество всех

точек пространства, не лежащих в этой плоскости,

на два подмножества так, что любые две точки раз-

ных подмножеств лежат по разные стороны от плос-

кости а, а любые две точки одного и того же подмно-

жества лежат по одну сторону от плоскости а.

Фигура, состоящая из каждого подмножества то-

чек, указанных в аксиоме П5, называется полупрост-

ранством. Плоскость называется границей каждого
из этих полупространств. Фигура, которая состоит

из всех точек данного полупространства и всех точек

его границы, называется замкнутым полупростран-
ством.

2. Следствия из аксиом групп I и II

Нетрудно видеть, что в стереометрии на каждой
плоскости выполняются все аксиомы групп I и II

планиметрии, приведенные в § 1 и § 2 [7]. В самом

деле, если σ — произвольная плоскость пространства,

то в силу аксиом Ii и 13 стереометрии и аксиом IIj—

II4 на плоскости σ выполняются все аксиомы Ii—13,
Hi—Ид планиметрии (см. [7] § 1 и § 2). Отсюда сле-

дует важный вывод: все понятия, которые были вве-

дены в § 1—3 [7], а также все утверждения и теоре-

мы, доказанные в этих параграфах, имеют место на

плоскости а, т. е. на каждой плоскости пространства.

В частности, теорема 2 § 3 [7] имеет место в стерео-

метрии.

Теорема (предложение Паша). Пусть три
точки А, В, С и прямая а лежат в одной плоскости.

Если прямая а пересекает отрезок АВ и не проходит
через точку С, то она пересекает один из отрезков АС

или ВС и не имеет общих точек с другим отрезком.

Отметим, что понятие угла в стереометрии вводит-

ся точно так же, как и в планиметрии: углом назы-

вается геометрическая фигура, состоящая из точки и

двух лучей, исходящих из этой точки. Угол называ-

ется развернутым, если его стороны являются допол-

нительными лучами. Если угол hk неразвернутый, то
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существует одна и только одна плоскость, в которой
лежат его стороны. Она называется плоскостью не-

развернутого угла hk. У каждого неразвернутого угла
имеется внутренняя область, которая является беско-

нечным выпуклым множеством точек плоскости это-

го угла. Фигуру, состоящую из неразвернутого угла и

его внутренней области, также называют углом. В

стереометрии под неразвернутым углом мы понима-

ем именно такую фигуру.
Далее, понятие внутреннего луча угла и все ут-

верждения, связанные с этим понятием, имеют место

в стереометрии. Особо отметим теорему 1 § 4 [7] о

внутреннем луче угла, которой часто пользуются в

стереометрии: внутренний луч неразвернутого угла

пересекает любой отрезок, концы которого лежат на

разных сторонах угла.
В заключение отметим, что отрезок, луч, прямая,

плоскость, полуплоскость и полупространство явля-

ются выпуклыми фигурами, содержащими бесконеч-
ное множество точек.

§ 3. АКСИОМЫ НАЛОЖЕНИЯ.
РАВЕНСТВО ФИГУР

1. Аксиомы равенства фигур
Понятие равенства фигур вводится с помощью на-

ложения, которое в нашем курсе является основным

отношением. Предполагается, что могут существо-

вать отображения пространства в себя, которые назы-

ваются наложениями. Свойства наложений выраже-
ны в аксиомах группы III (аксиомы наложе-

ния), состоящей из семи аксиом. Для упрощения

формулировок этих аксиом введем понятие равенства

фигур в пространстве. Фигура Φ называется равной

фигуре Ф', если существует наложение, при котором

фигура Φ переходит в фигуру Ф', т. е. каждая точка

фигуры Φ переходит в некоторую точку фигуры Ф' и

каждая точка фигуры Ф' имеет прообраз, принадле-

жащей фигуре Ф. Запись Φ = Ф' означает, что фигу-
ра Φ равна фигуре Ф'.

IIIi. Каждая фигура равна самой себе.
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Ш2. Если фигура Φ равна фигуре Φ', то фигура
Ф' равна фигуре Ф.

Ш3. Если фигура Фх равна фигуре Ф2, а фигура Ф2
равна фигуре Ф3, то фигура Фх равна фигуре Ф3.
Ш4. Если при наложении концы отрезка АВ ото-

бражаются в концы отрезка А'В\ то отрезок АВ ото-

бражается на отрезок АВ'.

Рассмотрим некоторые свойства наложений, кото-

рые вытекают из сформулированных выше четырех

аксиом.

1°. При наложении различные точки переходят β

различные точки.

2°. При наложении три точки, не лежащие на од-

ной прямой, переходят β три точки, не лежащие на

одной прямой.
Эти свойства доказываются точно так же, как и

соответствующие свойства в планиметрии (см. [7]
§ 5, п. 1), поэтому их доказательства мы опускаем.

Из свойства 1° и аксиомы 1И4 следует, что при на-

ложении отрезок отображается на отрезок, причем

концы отрезка отображаются в концы отрезка. По-

этому фигура, равная отрезку, является отрезком.

1П5. На любом луче от его начала можно отложить

отрезок, равный данному, и притом только один.

Пользуясь этой аксиомой точно так же, как и в

планиметрии, доказывается следующее свойство:

3°. Если при наложении две точки А и В переходят
соответственно в точки А' и В', то лучАВ переходит
β луч А'В', а прямая АВ

— β прямую А'В'.

4°. Если при наложении три точки А, В и С, не ле-

жащие на одной прямой, переходят β точки А', В' и

С, то плоскость ABC переходит β плоскость А'В'С.

Ω Пусть / — данное наложение. Так как точки А,
В и С по условию не лежат на одной прямой, то по

свойству 2° точки А', В' и С также не лежат на одной

прямой.
Докажем сначала, что любая точка Μ плоскости

ABC переходит в точку ЛГ, лежащую в плоскости

А'В'С Для этого через точку Μ проведем прямую

так, чтобы она пересекала два из отрезков АВ, ВС,
СА. Пусть, например, эта прямая пересекает отрезок

АВ вч точке Р, а отрезок ВС — в точке Q. По аксиоме

Ш4 точки Р' = f(P) hQ' = f(Q) лежат соответственно
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на отрезках А'В' и В'С По свойству 3° прямая PQ пе-

реходит в прямую PQ'j поэтому точка Μ переходит в

некоторую точку М' прямой P'Q'. Так как прямая

PQ' лежит в плоскости А'В'С, то точка М' лежит в

плоскости А'В'С.

Докажем теперь, что любая точка М' плоскости

А'В'С является образом некоторой точки плоскости

ABC По аналогии с предыдущим проведем через

точку М' прямую так, чтобы она пересекала два из

отрезков А'В', В'С, СА' в двух точках Р' и Q'. По
аксиоме Ш4 точки Р' и Q' имеют прообразы, лежа-

щие в плоскости ABC, поэтому по свойству 3° точка

М' имеет прообраз, лежащий в этой плоскости. ■

5°. При наложении четыре точки, не лежащие β од-

ной плоскости, переходят β четыре точки, также не

лежащие β одной плоскости.

Π Пусть при данном наложении / четыре точки А,

В, С, и D, не лежащие в одной плоскости, переходят

в четыре точки А', В', С и D'. Так как точки А, В и

С не лежат на одной прямой, то по свойству 2° точки

А', В'у С не лежат на одной прямой, а по свойству 4°
плоскость ABC переходит в плоскость А'В 'С. Отсюда

следует, что образ D' точки D, не лежащей в плоско-

сти ABC не может лежать в плоскости А'В'С. Так как

через точки А', В', С проходит только одна плос-

кость, то точки А', В', С", D' не лежат в одной плос-

кости. ■

Докажем теперь следующую важную теорему.

Теорема 1. Любое наложение является преобра-
зованием пространства.

Π Учитывая свойство 1°, достаточно доказать, что

каждая точка М' пространства является образом не-

которой точки. Пусть А, В, С и D — четыре точки, не

лежащие в одной плоскости, а А', В', С и D' — их об-

разы. По свойству 5° точки А', В', С и D' не лежат в

одной плоскости.

Через точку М' проведем прямую, пересекающую

какие-нибудь две из плоскостей А'В'С, A'B'D',
A'D'C'y B'C'D' в различных точках, например, плос-

кости А'В'С и A'B'D' соответственно в точках Р' и Q'.
По свойству 4° плоскости ABC и ABD переходят соот-

ветственно в плоскости А'В'С и A'B'D', поэтому точ-
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ки Р' и Q' являются образами некоторых точек Ρ и Q,
лежащих в этих плоскостях. Но тогда по свойству 3°
точка М' является образом некоторой точки Μ пря-

мой PQ. Ш
2. Образы простейших фигур при наложении

Теорема 2. При наложении прямая переходит в

прямую, а плоскость — в плоскость.

Π Пусть /— данное наложение. Рассмотрим произ-

вольную прямую а и возьмем на ней две точки А и Б.

Пусть А' = /(А), В' = f(B). По свойству 3° прямая а

переходит в прямую А'В'.

Рассмотрим теперь произвольную плоскость а и

возьмем на ней три точки А, В и С, не лежащие на

одной прямой. Пусть А' = /(А), В' = /(Б), С" = /(С). По
свойству 2° точки А', Б' и С не лежат на одной пря-
мой, и по свойству 4° плоскость а переходит в плос-

кость А'В'С Ш

6°. При наложении полуплоскость с границей а пе-

реходит β какую-нибудь из полуплоскостей с границей
а', где а' — образ прямой а.

Π Пусть / — данное наложение. Рассмотрим полу-

плоскость Я с границей а. Возьмем две точки Μ и N

на прямой а и точку Ρ полуплоскости Я. Ясно, что

точки Μ, Ν и Ρ не лежат на одной прямой, поэтому
по свойству 4° при наложении / плоскость ΜΝΡ пере-

ходит в плоскость M'N'P', где М' = f(M), Nr = f(N),
Ρ' = /(Ρ), а по свойству 3° прямая ΜΝ — в прямую

M'N'. Таким образом, прямая M'N' совпадает с пря-

мой а'.

Обозначим через Я' полуплоскость с границей
M'N'у содержащую точку Р\ и докажем, что Я' = /(Я).

Пусть X — произвольная точка полуплоскости Я,

отличная от точки Р, аХ' = /(X). Ясно, что X' — точ-

ка плоскости M'N'P', не лежащая на прямой M'N'.

По аксиоме Ш4 при наложении / отрезок РХ отобра-
жается на отрезок Р'Х\ поэтому, так как отрезок РХ

не имеет общих точек с прямой MN, отрезок Р'Х' не

может иметь общих точек с прямой M'N', т. е.

Χ' Ε λ'. Обратно, пусть У — произвольная точка по-

луплоскости Я', а У — ее прообраз. Ясно, что У —

точка плоскости ΜΝΡ, не лежащая на прямой ΜΝ.
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Аналогично предыдущему доказывается, что У Ε Я.

Таким образом, Я' = /(Я). ■
Предлагаем читателю по аналогии с доказательст-

вом утверждения 6°, используя теорему 1, доказать

следующее утверждение:

7°. При наложении полупространство с границей а

переходит в одно из полупространств с границей а',
где а' — образ плоскости а.

3. Аксиомы равенства углов
Из свойства 3° следует, что при наложении луч пе-

реходит в луч, а начало луча
— в начало луча. От-

сюда, учитывая свойства 2° и 3°, мы приходим к

выводу, что при наложении неразвернутый угол пе-

реходит в неразвернутый угол, а развернутый — в

развернутый угол. Поэтому фигура, равная неразвер-

нутому (развернутому) углу, является неразвернутым

(развернутым) углом.

Шб. Если плоскости неразвернутых углов hk и h'k'

являются соответственно границами полупространств
Ρ и Р' и L hk = L h'k', то существует наложение, при

котором луч h переходит в луч h\ луч k — в луч k\ по-

лупространство Ρ — в полупространство Р'.

Из аксиомы П16 непосредственно следует утверж-
дение, которым мы в дальнейшем часто будем поль-

зоваться.

Шб*. Если неразвернутый угол hk равен неразвер-
нутому углу h'k', то существует наложение, при кото-

ром луч h переходит в луч Л', а луч k — в луч k'.

Будем говорить, что угол hk отложен от луча h в

полуплоскость Я, если луч h принадлежит границе

полуплоскости Я, а луч k — самой полуплоскости.

Ш7. От любого луча в данную полуплоскость мож-

но отложить угол, равный данному неразвернутому

углу, и притом только один.

4. Выполнение аксиом наложения планиметрии на

каждой плоскости

Отметим, что на каждой плоскости пространства,

наряду с аксиомами групп I и II планиметрии, вы-

полняются также все аксиомы группы III планимет-

рии (см. [7] § 5). Для обоснования этого утверждения

необходимо выяснить, как следует понимать наложе-

ние на каждой плоскости пространства, исходя из

понятия наложения трехмерного пространства.
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Пусть о — произвольная плоскость. По теореме 2

при любом наложении пространства плоскость о пе-

реходит в некоторую плоскость о'. Если плоскости о
и σ' совпадают, то данное наложение порождает на

плоскости о некоторое преобразование, которое и бу-
дем называть наложением на плоскости σ. В соответ-

ствии с этим, если фигуры F\ и F2 принадлежат плос-

кости σ, то будем говорить, что фигура i\ равна фигу-

ре F2 на плоскости σ, если существует наложение на

плоскости σ, которое фигуру F\ переводит в фигуру
F2. Очевидно, если фигуры Fx и F2 равны на плос-

кости σ, то они равны в смысле, указанном в п. 1.
Можно доказать и обратное утверждение.

Нетрудно теперь убедиться в том, ч m на плоскости

о выполняются все аксиомы III!—II17 планиметрии,
сформулированные в § 5 [7]. Читателю, желающему
более подробно познакомиться с этим вопросом, реко-

мендуем прочитать § 9 учебного пособия [5].
Из предыдущего изложения следует важный вы-

вод: все понятия, которые были введены на основа-

нии аксиом групп I, II, ΙΠ планиметрии, а также все

теоремы и утверждения, доказанные на основании

этих аксиом, имеют место на каждой плоскости про-

странства.

§ 4. СРАВНЕНИЕ ОТРЕЗКОВ И УГЛОВ.

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫЕ ПРЯМЫЕ

1. Сравнение отрезков и углов

Теория сравнения отрезков и углов в пространстве

аналогична соответствующей теории на плоскости.

Пусть АВ и CD — данные отрезки, расположенные в

пространстве. Если на отрезке CD существует такая

точка М, что АВ = СМ> то говорят, что отрезок АВ

меньше отрезка CD или отрезок CD больше отрезка

АВ, и пишут так: АВ < CD или CD > АВ.

Все утверждения, сформулированные в [7] § 6, п. 1,
верны и для отрезков, которые необязательно лежат в

одной плоскости.

Аналогично вводятся понятия «больше» и «мень-

ше» для углов в пространстве. Пусть hk и 1т — дан-

ные неразвернутые углы. Если существует внутрен-
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ний луч s угла 1т такой, что Δ hk = Δ Is, то говорят,

что угол hk меньше угла 1т или угол 1т больше угла hk,

и пишут Lhk < L 1т или Δ 1т > Δ hk. В случае, когда

один из углов hk или 1т развернутый, считается, что

развернутый угол больше неразвернутого угла.

Все утверждения, сформулированные в [7] § 6, п. 2,

верны и для углов, плоскости которых необязательно

совпадают.
2. Смежные и вертикальные углы

Напомним определения смежных и вертикальных

углов. Два неразвернутых угла называются смежны-

ми, если одна сторона у них общая, а две другие сто-

роны являются дополнительными лучами. Два не-

развернутых угла называются вертикальными, если

стороны одного угла являются соответственно допол-

нительными лучами сторон другого угла.

Теоремы о смежных и вертикальных углах, дока-

занные нами в планиметрии, имеют место и в стерео-

метрии.

Теорема 1. Если неразвернутые углы равны, то

углы, соответственно смежные с ними, также равны.

Π Пусть Δ hjii = Δ h2k2, a Δ hi'kx и Δ h2'k2 — углы,

соответственно смежные с углами hji\ и h2k2. Дока-
жем, что Δ h\k\ — Δ h2k2.

Согласно утверждению Ш6* (см. § 3) существует
наложение / такое, что h2 = f(hi), k2 = f{k^). Так как

при наложении прямая переходит в прямую, то из

равенства h2 = f(h\) следует, что h2 = f(h\), поэтому
Δ hikx = Δ h2k2. Ш

Теорема 2. Вертикальные углы равны.
Π Рассмотрим вертикальные углы hk и h'k\ где h и

h', а также k и k' — дополнительные лучи. Угол hk'

является смежным как с углом hk, так и с углом
h'k'. Так как Δ hk' = Δ hk' (аксиома IIIi), то по теоре-

ме 1 Δ hk = Δ h'k'. Ш

3. Перпендикулярные прямые

Прямой угол в пространстве определяется точно

так же, как и на плоскости: угол называется пря-

мым, если он равен каждому из углов, смежных с

ним. Точно так же, как и в планиметрии, доказыва-
ются следующие два утверждения о прямых углах,

расположенных как в одной плоскости, так и в раз-
ных плоскостях: а) угол, равный прямому углу, яв-
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ляется прямым углом; б) любые два прямых угла
равны друг другу.

Угол, меньший прямого угла, называется острым.
Неразвернутый угол, больший прямого угла, называ-
ется тупым.

Две пересекающиеся прямые пространства называ-
ются перпендикулярными (взаимно перпендикуляр-
ными), если они при пересечении образуют четыре
прямых угла. Отсюда, учитывая, что на любой плос-
кости выполняются все аксиомы групп I, II, III пла-

ниметрии, мы приходим к выводу, что следующая
теорема о перпендикулярных прямых, доказанная в

[7] § 8, п. 1, и следствие из этой теоремы имеют мес-

то в любой плоскости пространства.
Теорема 3. В данной плоскости через каждую

точку проходит прямая, перпендикулярная к данной

прямой этой плоскости, и притом только одна.

Следствие. Две прямые, лежащие в одной плоско-

сти и перпендикулярные к третьей прямой этой плос-

кости, не пересекаются.

§ 5. ТРЕУГОЛЬНИКИ В ПРОСТРАНСТВЕ

1. Равенство треугольников
Напомним, что в планиметрии многоугольником

называют замкнутую ломаную, смежные звенья кото-

рой не лежат на одной прямой, а несмежные звенья не

имеют общих точек. В [7] § 23 было отмечено, что фи-
гуру, состоящую из многоугольника и его внутренней
области, также называют многоугольником. В стерео-

метрии под многоугольником мы будем понимать

именно такую фигуру. В
частности, треугольником
ABC называем фигуру, ко-

торая состоит из отрезков

АВ, ВС, СА с концами в точ-

ках А, В и С, не лежащих

на одной прямой, и мно-

жества точек Яд Π λΒ Π Ас
(внутренняя область тре-
угольника) (рис. 1). Здесь
λλ9 λΒ> Хс — полуплоскости

треугольника. Например,
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Ад — полуплоскость с границей ВС, содержащая точ-

ку А

Докажем следующую лемму.

Лемма. Если при наложении f вершины треуголь-

ника ABC переходят соответственно в точки А', В' и

С, то при этом наложении треугольник ABC перехо-

дит в треугольник А'В'С

Π По свойству 2° § 3 точки А', В' и С не лежат на

одной прямой. Докажем, что АА'В'С = f(AABC). По

аксиоме Ш4 отрезки АВ, ВС, СА переходят соответст-

венно в отрезки А'В'у ВС, СА'. По свойству 6° § 3

полуплоскости λΑ> λΒ, Хс треугольника ABC переходят

соответственно в полуплоскости Αν, λΒ'9 АС' треуголь-

ника А'В'С, и, следовательно, множество λΑ Π λΒ Π Ас

переходит в множество λΑ' Π λΒ' Π Ас', т. е. внутрен-

няя область треугольника ABC переходит во внутрен-

нюю область треугольника А'В'С'. Таким образом,

треугольник ABC переходит в треугольник А'В'С Ш

Из этой леммы следует, что при любом наложении

треугольник переходит в треугольник.

2. Признаки равенства треугольников
Можно доказать, что все три признака равенства

треугольников, известные нам из курса планимет-

рии, имеют место в стереометрии для треугольников,

расположенных как в одной плоскости, так и в раз-
ных плоскостях. Доказательства этих признаков в

стереометрии совершенно аналогичны доказательст-

вам соответствующих теорем на плоскости. В качест-

ве примера докажем первый признак равенства тре-
угольников.

Теорема 1. Если две стороны и угол между ними

одного треугольника соответственно равны двум
сторонам и углу между ними другого треугольника,
то такие треугольники равны.
Π Рассмотрим треугольники ABC и А'В'С, у кото-

рых АВ = А'В'у АС = А'С'У ΔΑ=ΔΑ'9 расположенные
в плоскостях α и а', и докажем, что Δ ABC = Δ А'В'С.

Углы А и А' равны, поэтому существует наложение

/ такое, что луч АВ переходит в луч А'В', а луч АС — в

луч А'С (утверждение Ш6*)· Так какАБ = А'В\ то по

аксиоме Ш5 В' = f(B). Аналогично С = f(C). По

предыдущей лемме Δ А'В'С = /(Δ ABC), т. е. Δ ABC =

= АА'В'С. Ш
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Используя эту теорему, легко убедиться в том, что

доказательства второго и третьего признаков равен-
ства треугольников, приведенные в курсе планимет-

рии (см. [7] § 9, теорема 2 и § 13, теорема 1), при-
менимы к треугольникам, расположенным в про-

странстве произвольно. Таким образом, имеют место

следующие две теоремы.

Теорема 2. Если сторона и два прилежащих к

ней угла одного треугольника соответственно равны
стороне и двум прилежащим к ней углам другого тре-
угольника, то такие треугольники равны.
Теорема 3. Если три стороны одного треугольни-

ка соответственно равны трем сторонам другого
треугольника, то такие треугольники равны.

3. Виды треугольников
Из предыдущего изложения ясно, что все свойства

соотношений сторон и углов треугольника, доказан-
ные в планиметрии, имеют место для треугольника и

в стереометрии. В частности, справедлива теорема о

внешнем угле треугольника (см. [7] § 10, п. 1), из

которой непосредственно следует, что если один из

углов треугольника прямой или тупой, то два других

угла острые. Поэтому разделение треугольников на

классы в зависимости от их углов (остроугольные,
прямоугольные, тупоугольные треугольники) или от

их сторон (разносторонние, равнобедренные, равно-

сторонние треугольники) и свойства каждого из этих

классов полностью переносятся на треугольники в

пространстве.

Напомним теорему о соотношениях между сторо-

нами и углами треугольника, которая часто исполь-

зуется в стереометрии: в треугольнике против боль-

шей стороны лежит больший угол; обратно, против
большего угла лежит большая сторона. Отсюда непо-

средственно следует, что гипотенуза прямоугольного

треугольника больше катета. В стереометрии часто

используется также и теорема о неравенстве тре-

угольника: каждая сторона треугольника меньше

суммы двух других сторон.

Понятия середины отрезка и биссектрисы угла, а

также теоремы о середине отрезка и биссектрисе уг-

ла, доказанные в курсе планиметрии, имеют место и

в пространстве (см. [7] § 11). Точно так же, как и в

планиметрии, вводятся понятия медианы, биссектри-
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сы и высоты треугольника, и эти понятия широко

используются в стереометрии.

Напомним, что треугольник называется равнобед-
ренным, если две его стороны равны. Равные стороны

называются боковыми сторонами, а третья сторона —

основанием равнобедренного треугольника. Треуголь-
ник является равнобедренным тогда и только тогда,

когда два его угла равны. Далее, биссектриса, медиа-

на и высота равнобедренного треугольника, прове-

денные к основанию, совпадают. Особо отметим тео-

рему 2 § 12 [7]: если какие-нибудь два из трех отрез-

ков — биссектриса, медиана и высота, проведенные к

одной стороне треугольника, совпадают, то все три

отрезка совпадают и треугольник является равнобед-
ренным.

4. Признаки равенства прямоугольных треуголь-
ников

В заключение отметим, что все признаки равенст-

ва прямоугольных треугольников, рассмотренные на-

ми в курсе планиметрии, имеют место и в стереомет-

рии для треугольников, расположенных как в одной
плоскости, так и в разных плоскостях. Другими сло-

вами, имеет место следующая теорема о равенстве

прямоугольных треугольников:

Теорема 4. Прямоугольные треугольники ABC и

А'В'С с прямыми углами С и С равны, если выполня-

ется хотя бы одно из следующих условий:
1.АС=А'С, ВС = В'С; 2. АС=А'С, ΔΑ=ΔΑ';

З.ВС = В'С, ΔΑ=ΔΑ'; 4. АВ=А'В', ΔΑ=ΔΑ';
5.АВ=А'В', ВС = ВС.

Первые два признака непосредственно следуют из

теорем 1 и 2, а остальные признаки предлагаем чита-

телю доказать самостоятельно.

§ 6. ИЗМЕРЕНИЕ ОТРЕЗКОВ И УГЛОВ

1. Измерение отрезков
Напомним постановку задачи измерения отрезков

(см. [7] § 14). Пусть каждому отрезку соответствует
определенное положительное число так, что выпол-
няются условия:
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Дь Равным отрезкам соответствует одно и то же

число.

Д2. Если точка В лежит на отрезке АС и отрезкам

АВ и ВС соответствуют числа а и Ь, то отрезку АС со-

ответствует число а + Ъ.

Дз. Некоторому отрезку PQ соответствует число,

равное единице.

Число, указанным образом соответствующее каж-

дому отрезку, называется длиной этого отрезка. Отре-
зок PQ называется единицей измерения или единич-
ным отрезком.

Так же, как и в планиметрии, в качестве аксиом

измерения отрезков (группа IV) принимаем

следующие два предложения.

IVi. (Аксиома существования длины отрезка). При
произвольно выбранном единичном отрезке каждый

отрезок имеет определенную длину.

IV2. (Аксиома существования отрезка данной дли-

ны). Для любого вещественного положительного чис-

ла а существует отрезок, длина которого при выбран-
ном единичном отрезке, равна а.

Теория измерения отрезков, изложенная в § 14 [7],
полностью переносится на пространство. Поэтому мы.

не приводим здесь эту теорию и предлагаем читателю

повторить материал, изложенный в § 14, которым

будем пользоваться в дальнейшем изложении.

2. Измерение углов

Напомним, как вводится понятие меры угла.

Пусть каждому неразвернутому углу соответствует

определенное положительное число так, что выпол-

няются условия:

1. Равным углам соответствует одно и то же число.

2. Если I — внутренний луч угла hk и углам Μ и Ik

соответствуют числа а и /3, то углу hk соответствует

число а Л- β.
3. Некоторому неразвернутому углу p0q0 соответст-

вует число, равное единице.

Число, указанным образом соответствующее каж-

дому углу, называется мерой этого угла. Угол p0q0 на-

зывается единицей измерения углов.

Пользуясь аксиомой групп I, II, III и IV, можно

доказать существование и однозначную определен-

ность меры угла.
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Так же, как и в планиметрии, будем считать, что

мера любого развернутого угла равна 2ω, где ω — ме-

ра прямого угла при выбранной единице измерения

углов.

В геометрии пользуются различными единицами

измерения углов, однако наиболее распространенной
является градусная мера угла, где за единицу изме-

рения принимается угол, равный 1°, т. е. — части

прямого угла. При этом, очевидно, градусная мера

прямого угла равна 90°, а мера развернутого угла

равна 180°. Отметим, что числовое значение а гра-

дусной меры любого угла заключено в пределах

0 < а < 180. Обратно, если действительное число а

удовлетворяет этим неравенствам, то существует

угол, градусная мера которого равна а0. В дальней-

шем изложении будем пользоваться только градус-

ной мерой угла.

ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ I

1. Доказать, что через две пересекающиеся пря-

мые проходит одна и только одна плоскость.

2. Три прямые попарно пересекаются и не лежат в

одной плоскости. Доказать, что эти прямые проходят

через одну точку пространства.

3. Даны три точки А, В и С и плоскость а, которая

пересекает отрезок АВ и не проходит через точку С.

Доказать, что плоскость а пересекает один из отрез-

ков СА или СВ и не имеет общих точек с другим от-

резком.

4. Даны четыре точки А, В, С, D и плоскость а, ко-

торая пересекает отрезок АВ и не проходит через точ-

ки С и D. Доказать, что плоскость а пересекает либо

все три отрезка BCf CD и DA, либо один и только

один из этих отрезков.

5. Доказать, что отрезок, луч, прямая, полуплос-

кость, полупространство являются выпуклыми фи-
гурами, которые содержат бесконечное множество

точек.

6. Начало луча лежит на границе полупространст-

ва, а некоторая его точка принадлежит этому полу-

пространству. Доказать, что все точки луча принад-

лежат полупространству.
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7. Точки А и Б лежат по разные стороны от плос-

кости а. Доказать, что любая ломаная, соединяющая
точки А и Б, имеет хотя бы одну общую точку с плос-

костью а.

8. Граница полуплоскости Я лежит в плоскости а,

но хотя бы одна из точек этой полуплоскости не ле-

жит в плоскости а. Доказать, что все точки полу-

плоскости Я принадлежат одному и тому же полупро-

странству с границей а.

9. Две полуплоскости λΧ и Я2 имеют общую грани-

цу а и не лежат в одной плоскости. Плоскость а про-

ходит через прямую а, не содержит данные полуплос-

кости и пересекает отрезок АВ, где A G Яь В G Я2. До-
казать, что плоскость а пересекает любой отрезок,
один конец которого лежит в полуплоскости Яь а дру-

гой — в полуплоскости Я2.
10. Две плоскости пересекаются по прямой р, пря-

мая а пересекает каждую из этих плоскостей, причем
точки пересечения не совпадают. Доказать, что пря-

мые ρ и α не лежат в одной плоскости.

11. Доказать, что при наложении две различные

точки переходят в две различные точки.

12. Доказать, что при наложении три точки, не ле-

жащие на одной прямой, переходят в три точки, не

лежащие на одной прямой.
13. При наложении две точки Ли В переходят соот-

ветственно в точки А' и В'. Доказать, что при этом на-

ложении луч АВ переходит в луч А'В\ а прямая АВ —

в прямую А'В'.

14. Доказать, что при наложении: а) луч перехо-

дит в луч, а начало луча — в начало луча; б) нераз-

вернутый угол переходит в неразвернутый угол, а

вершина угла — в вершину угла.

15. Доказать, что при наложении полупространст-

во с границей а переходит в одно из полупространств

с границей а', где а' — образ плоскости а.

16. Даны два наложения А и /2. Известно, что для

двух данных точек А и Б Д(А) = /2(А), Д(Б) = f2(B).
Доказать, что для любой точки Μ прямой АВ

Л(М) = /2(м).
17. На плоскости а даны равные отрезки АВ и CD.

Доказать, что ^существует наложение, при котором
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плоскость а переходит в себя, точка А — в точку С, а

точка В — в точку D.

18. Две плоские фигуры Fx и F2, лежащие в плоско-

сти а, равны друг другу. Доказать, что существует

наложение, при котором плоскость а переходит в се-

бя, а фигура Fx — в фигуру F2.
19. Доказать, что в пространстве любые два раз-

вернутых угла равны.
20. Даны два неразвернутых угла, плоскости кото-

рых не совпадают. Доказать, что: а) если данные уг-

лы равны друг другу и один из них прямой, то и вто-

рой угол — прямой; б) если оба угла прямые, то они

равны друг другу.

21. При наложении данные четыре точки перехо-

дят в те же четыре точки, причем образ хотя бы од-

ной из них не совпадает с самой точкой. Доказать,
что среди шести отрезков, попарно соединяющих

данные точки, какие-то два отрезка равны, а из ос-

тавшихся четырех отрезков какие-то два отрезка

также равны.

22. Точки Μ и N являются серединами двух отрез-

ков АВ и CD, не лежащих в одной плоскости. Дока-
зать, что если при наложении А -» Б, В ^ А, С -* D,
D +> С, то каждая из плоскостей ABN и CDM перехо-
дит в себя.

23. Точка А не лежит в плоскости треугольника

BCD, причем АВ > АС, АВ > AD. Доказать, что для

любой точки М, лежащей внутри треугольника BCD,
AM <AB.

24. Доказать, что треугольники ABC и А'В'С, рас-
положенные в плоскостях α и а', равны, если выпол-

няется хотя бы одно из условий:
а) АВ = А'В\ ΔΑ= ΔΑ', ΔΒ = Δ В' (второй при-

знак равенства треугольников);
б) АВ = А'В\ ВС = В'С, СА = СА' (третий признак

равенства треугольников);

в) ΔΑ= ΔΑ', Δ В = ΔΒ\ AC = А'С (четвертый

признак равенства треугольников).
25. Доказать, что прямоугольные треугольники

ABC и А'В'С с прямыми углами С и С", расположен-
ные в плоскостях а и а' равны, если выполняется хо-

тя бы одно из условий: а) ВС = В'С, L А = Δ А';
б) АВ = А'В\ ΔΑ= ΔΑ'; в)АВ = А'В\ ВС = В'С.
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26. Доказать, что параллелограммы ABCD и

A'B'C'D', расположенные в плоскостях а и а', равны,

если выполняется хотя бы одно из условий:

а) АВ = А'В\ AD = A'D\ АС = А'С; б) АВ = А'Б',
AD=A'Z>', BD = B'D'; в) АВ=А'Б', AD=A'I>',
Ζ Β = Ζ Б'.

27. Четыре точки А, В, С и D в пространстве распо-
ложены так, что углы ACD и BCD — прямые. Дока-
зать, что если Μ — произвольная точка прямой АВ,
отличная от точки С, то угол MCD — прямой.
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Глава II

ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМЫХ

И ПЛОСКОСТЕЙ

§ 7. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ
В ПРОСТРАНСТВЕ. ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ

ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ

1. Аксиома параллельных прямых

Две прямые в пространстве называются параллель-

ными, если они лежат в одной плоскости и не имеют

общих точек. Так же, как и в планиметрии, парал-

лельность прямых а и Ъ будет обозначаться так: а \\ Ь.
Легко доказать, что при наложении параллельные

прямые переходят в параллельные прямые. В самом

деле, пусть а || Ъ, а а' и Ь' — образы прямых а иЬ при

дайном наложении /. Так как прямые а и Ь лежат в

некоторой плоскости а, то прямые а' и Ь' лежат в

плоскости а' = f(a). Ясно, что прямые а' и Ь' не име-

ют ни одной общей точки, так как в противном слу-

чае прямые а и Ъ имели бы общую точку, что невоз-

можно.

В систему аксиом стереометрии, кроме аксиом

групп I, II, III, IV, сформулированных в главе I,
входит еще одна аксиома — аксиома парал-

лельных прямых (группа V). Эта аксиома игра-

ет важную роль в геометрии.

V. В любой плоскости через точку, не лежащую на

данной прямой этой плоскости, проходит не более од-
ной прямой, параллельной данной.
Таким образом, в любой плоскости пространства

выполняются все аксиомы евклидовой планиметрии
(аксиомы групп I—V), поэтому выполняются также

все теоремы планиметрии, доказанные в части 1. В

частности, имеют место все признаки, а также все

свойства параллельных прямых, лежащих в одной
плоскости (см. [7] § 18 и § 19). Следует особо отме-

тить, что в стереометрии справедлива теорема о сум-

ме углов треугольника: сумма углов любого треуголь-

ника равна 180\
В стереометрии так же, как и в планиметрии, ис-
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пользуются понятия параллельности двух отрезков,

отрезка и прямой, двух лучей и др. Например, два

луча h и k называются параллельными, если прямые,
на которых лежат лучи, параллельны.

Докажем теорему о параллельных прямых.

Теорема 1. Через произвольную точку простран-
ства, не лежащую на данной прямой, проходит пря-
мая, параллельная данной, и притом только одна.
Π Пусть а — данная прямая, а А — точка, не ле-

жащая на данной прямой. По теореме 1 § 1 через
точку А и прямую а проходит плоскость, которую
обозначим через а. Согласно теореме 1 § 18 [7] в

плоскости а через точку А проходит прямая, парал-
лельная прямой а. Обозначим ее через Ь и докажем,

что Ь — единственная прямая, которая проходит че-

рез точку А и параллельна прямой а. В самом деле,

пусть с — какая-то прямая, проходящая через точку

А и параллельная прямой а. По определению парал-
лельных прямых прямые α и с лежат в одной плоско-

сти. Эта плоскость проходит через точку А и прямую

а, поэтому она совпадает с плоскостью а. Но по акси-

оме параллельных прямых в плоскости а через точку

А проходит не более одной прямой, параллельной

прямой а, следовательно, прямые Ь и с совпадают. ■

2. Теорема о трех параллельных прямых

Докажем сначала лемму о пересечении плоскости

параллельными прямыми. Эта лемма часто применя-

ется при изучении свойств параллельности прямых и

плоскостей.

Лемма. Если одна из двух параллельных прямых
пересекает плоскость, то и другая прямая пересека-

ет эту плоскость.

Π Пусть а || Ь и прямая а пересекает плоскость а в

некоторой точке А. Докажем, что и прямая Ъ пересе-

кает плоскость а.

Рассмотрим плоскость /?, в которой лежат парал-

лельные прямые а и Ъ. Плоскости а и β не совпадают,

так как прямая а не лежит в плоскости а, но лежит

в плоскости /?. Эти плоскости имеют общую точку А,

поэтому в силу аксиомы 16 они пересекаются по неко-

торой прямой с (рис. 2). Прямая с лежит в плоскости

βу в которой лежат параллельные прямые а и Ь, и пе-

ресекает прямую а, поэтому она пересекает прямую Ъ
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в некоторой точке М. Точ-

ка М, очевидно, лежит в

плоскости а.

Таким образом, прямая
Ь и плоскость а имеют об-

щую точку М. Но прямая
Ь не лежит в плоскости а,

так как если бы она лежа-

ла в этой плоскости, то по

аксиоме 1б она совпала бы

с прямой с, что невозмож-

но в силу того, что прямые

b и. с пересекаются. Следо-
вательно, точка Μ явля-

ется единственной общей
точкой прямой Ъ и плоско-

сти а, т. е. прямая Ь пере-

секает плоскость а. ■

Докажем теперь теорему о трех параллельных пря-

мых, которая является обобщением соответствующе-

го утверждения из курса планиметрии (см. [7], § 18,
свойство 2°).
Теорема 2. Если две прямые параллельны тре-

тьей, то они параллельны.
Π Пусть каждая из двух данных прямых а и Ъ па-

раллельна прямой с. Докажем, что α || Ъ.
Докажем сначала, что прямые а и Ъ лежат в одной

плоскости. Для этого возьмем некоторую точку В

прямой Ь и рассмотрим плоскость а, проходящую че-

рез прямую а и точку В. Нетрудно видеть, что пря-

мая Ь лежит в плоскости а. В самом деле, если пред-

положить, что она пересекает плоскость а, то по

предыдущей лемме прямая с также пересекает плос-

кость а. Но тогда, по той же лемме, прямая а пересе-

кает плоскость а, что невозможно, так как прямая а

лежит в плоскости а.

Итак, прямые а и Ъ лежат в плоскости а. Они не

могут иметь общих точек, так как если предполо-

жить, что Μ — общая точка этих прямых, то через

точку Μ проходили бы две прямые, параллельные

прямой с, что противоречит теореме о параллель-

ных прямых. Таким образом, прямые а и Ь парал-
лельны. ■
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3. Параллельность прямой и плоскости

Из аксиомы 15 мы заключаем, что возможны три

случая взаимного расположения прямой и плоскости

в пространстве: а) прямая лежит в плоскости; б) пря-
мая пересекает плоскость, т. е. имеет с ней только од-
ну общую точку; в) прямая и плоскость не имеют об-

щих точек.

Прямая и плоскость называются параллельными,
если они не имеют общих точек. Параллельность
прямой а и плоскости α обозначается так: а\\ а или

а || а.

Докажем теорему, выражающую признак парал-
лельности прямой и плоскости.

Теорема 3. Если прямая, не лежащая в данной

плоскости, параллельна некоторой прямой, лежащей
в этой плоскости, то она параллельна самой плос-

кости.

Π Пусть прямая а, не лежащая в плоскости а, па-

раллельна прямой Ъ, лежащей в этой плоскости. До-
кажем, что а || а. Допустим, что это не так, т. е. пря-

мая а пересекает плоскость а. Но тогда по лемме о

пересечении плоскости параллельными прямыми

прямая Ъ также пересекает плоскость а. Это проти-

воречит условию теоремы, следовательно, сделанное

предположение неверно, т. е. а\\ а. Ш

Рассмотрим некоторые свойства параллельности

прямых и плоскостей.

1°. Если одна из двух параллельных прямых парал-
лельна данной плоскости, а другая прямая проходит

через некоторую точку этой плоскости, то она ле-

жит в данной плоскости.

Π Пусть а || α, АВ \\ а и А — точка плоскости а. До-
кажем, что прямая АВ лежит в плоскости а.

Если предположить, что прямая АВ пересекает

плоскость а, то по лемме о пересечении плоскости па-

раллельными прямыми прямая а также должна пе-

ресекать плоскость а, что невозможно, так как она

параллельна плоскости а. Таким образом, прямая АВ

не пересекает плоскость а, поэтому она лежит в этой

плоскости. ■

2°. Если прямая параллельна каждой из двух пере-

секающихся плоскостей, то она параллельна прямой,
по которой эти плоскости пересекаются.
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Π Пусть прямая а параллельна каждой из плос-

костей а и /?, которые пересекаются по прямой АВ.

Докажем, что а || АВ. Для этого через точку А прове-

дем прямую с, параллельную прямой а. По свойству
1° прямая с лежит как в плоскости а, так и в плос-

кости /?, поэтому она совпадает с прямой АВ. Итак,

а\\АВ.Щ
3°. Если в одной из двух пересекающихся плоско-

стей лежит прямая, параллельная другой плоскости,

то эта прямая параллельна линии пересечения дан-

ных плоскостей,

Π Пусть плоскости а и β пересекаются по прямой
а, а прямая Ъ, лежащая в плоскости β, параллельна

плоскости а. Докажем, что а\\Ъ.
Так как b\\ a, a. а С а, то прямые а и Ь не могут

иметь общих точек. Эти прямые лежат в одной плос-

кости (в плоскости β), поэтому они параллельны. ■

§ 8. ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПЛОСКОСТЕЙ

1. Параллельные плоскости

Из аксиомы 16 непосредственно следует, что две

плоскости либо пересекаются по прямой, либо не пе-

ресекаются, т. е. не имеют ни одной общей точки.

Две плоскости называются параллельными, если

они не пересекаются. Параллельность плоскостей а и

β обозначается так: а \\ β.
Докажем теорему, выражающую признак парал-

лельности двух плоскостей.

Теорема 1. Если две пересекающиеся прямые од-

ной плоскости соответственно параллельны двум
прямым другой плоскости, то эти плоскости парал-
лельны.

Π Пусть две прямые а и Ъ плоскости а, пересекаю-

щиеся в точке А, соответственно параллельны пря-

мым ах и bi плоскости β. Докажем, что а || β.
Предположим, что это не так, т. е. плоскости а и

β пересекаются по некоторой прямой с (рис. 3). Так
как а\\ аи Ь \\ Ьи то по признаку параллельности

прямой и плоскости имеем: а || β, Ь \\ β. По свойству
3° § 7 а || с и Ь || с. Мы пришли к противоречию с

теоремой о параллельных прямых: через точку А
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проходят две прямые а и

Ь, параллельные прямой с.

Следовательно, наше пред-

положение неверно, т. е.

α Ц/8. ■
Следствие. Если каж-

дая из двух пересекающих-
ся прямых одной плоско-

сти параллельна другой
плоскости, то эти плоско-

сти параллельны,

Π Пусть каждая из двух пересекающихся прямых
а и b плоскости а параллельна плоскости β. Через
произвольную точку Αγ плоскости β проведем прямые

<ii и Ьи соответственно параллельные прямым а и Ь.

По свойству 1° § 7 прямые ах и Ьх лежат в плоскости

/?, поэтому по предыдущей теореме а\\ β. Ш
2. Свойства параллельных плоскостей

1°. Если прямая пересекает одну из параллельных

плоскостей, то она пересекает и другую плоскость.

Π Пусть плоскости а и β параллельны и прямая а

пересекает плоскость а. Докажем, что прямая а пере-

секает и плоскость β.
Через некоторую точку В плоскости β проводим

прямую Ь, параллельную прямой а. По лемме о пере-

сечении плоскости двумя параллельными прямыми

прямая b пересекает плоскость а. Отсюда следует, что

прямая b не лежит в плоскости β, τ. е. пересекает эту

плоскость. Тогда, по той

же лемме, прямая а пере-

секает плоскость β. Ш
2°. Если плоскость пе-

ресекает одну из парал-
лельных плоскостей, то

она пересекает и другую
плоскость.

Π Пусть плоскости а и

β параллельны, и плоско-

сть γ пересекает плоскость

а по некоторой прямой а.

Докажем, что плоскость γ

пересекает также плос-

кость β (рис. 4).
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Проведем в плоскости у прямую Ь, пересекающую

прямую а. Прямая Ъ пересекает плоскость а, поэтому

по предыдущему свойству она пересекает и парал-

лельную ей плоскость β. Следовательно, плоскости у

и β имеют общую точку, т. е. они пересекаются. ■

Предлагаем читателю, используя определение па-

раллельных прямых, самостоятельно доказать следу-

ющее свойство.

3°. Если две параллельные плоскости пересечены

третьей, то прямые, по которым они пересекаются,

параллельны.
4°. Отрезки параллельных прямых, заключенные

между параллельными плоскостями, равны.
Π Пусть АВ и CD — от-

резки двух параллельных

прямых, заключенные

между параллельными
плоскостями а и β. Дока-
жем, что АВ = CD (рис. 5).

Плоскость у, проходя-

щая через параллельные

прямые АВ и CD, пересе-
кает плоскости а и β по

прямым АС и BD. По

свойству 3° АС || BD. Та-

ким образом, четырех-

угольник ABDC, лежащий
в плоскости у, является

параллелограммом, поэто-

му АВ = CD. Ш

5°. Если две плоскости параллельны третьей плос-

кости, то они параллельны.

Π Пусть две плоскости а и β параллельны плоско-

сти у. Докажем, что а \\ β. Допустим, что плоскости

а и β не параллельны, т. е. пересекаются. По свойст-

ву 2° плоскость а, пересекающая плоскость β, пересе-

кает также параллельную ей плоскость у, что невоз-

можно, так как β || у. Таким образом, наше допуще-

ние неверно, т. е. а \\ β. Ш
3. Теорема о параллельных плоскостях

Докажем теорему, аналогичную теореме о парал-

лельных прямых.

Теорема 2. Через любую точку пространства, не

РИС. 5
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лежащую в данной плоскости, проходит плоскость,
параллельная данной плоскости, и притом только
одна,

□ Пусть а — данная плоскость, а А — точка, не ле-

жащая в ней. Докажем сначала, что через данную
точку А проходит плоскость, параллельная плоскости
а. Для этого рассмотрим какие-нибудь две пересекаю-

щиеся прямые а и Ъ плоскости а и, пользуясь теоре-
мой о параллельных прямых, через точку А проведем

прямые а\ и Ьи параллельные соответственно прямым
а и Ь. Рассмотрим плоскость/?, проходящую через эти

прямые. По теореме 1 β \\ а.

Докажем теперь, что β — единственная плоскость,

которая проходит через точку A yi параллельна плос-

кости а. В самом деле, любая другая плоскость, про-

ходящая через точку А, пересекает плоскость β, по-

этому согласно свойству 2° она пересекает и парал-

лельную ей плоскость а. Ш

§ 9. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМЫХ
И ПЛОСКОСТЕЙ В ПРОСТРАНСТВЕ

1. Скрещивающиеся прямые

Если две прямые пересекаются или параллельны,

то они лежат в одной плоскости. Но в пространстве

две прямые могут быть расположены так, что они не

лежат в одной плоскости, т. е. не существует такой

плоскости, которая бы проходила через эти прямые.

Например, если возьмем четыре точки А, В, С и D,

не лежащие в одной плоскости (аксиома 17), то пря-

мые АВ и CD не лежат в одной плоскости.

Две прямые называются скрещивающимися, если

они не лежат в одной плоскости.

Докажем теорему, которая выражает признак скре-

щивающихся прямых.

Теорема 1. Если прямая а лежит в некоторой
плоскости а, а прямая Ъ пересекает эту плоскость в

точке, не лежащей на прямой а, то а и Ъ — скрещива-

ющиеся прямые.

Π Обозначим через В точку пересечения прямой Ъ

с плоскостью а (рис. 6). Докажем, что прямые а и Ъ

не лежат в одной плоскости.
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Допустим, что это не

так, т. е. прямые а и Ъ ле-

жат в некоторой плоско-

сти β. Плоскость β про-

ходит через точку В и

прямую а, поэтому по тео-

реме 1 § 1 она совпадает

с плоскостью а. Отсюда
следует, что прямая Ь ле-

жит в плоскости а, что

противоречит условию

рис. 6 теоремы. Таким образом,
а и Ь — скрещивающиеся

прямые. ■

Докажем теорему о плоскостях, содержащих скре-

щивающиеся прямые.

Теорема 2. Через каждую из двух скрещивающих-
ся прямых проходит одна и только одна плоскость,

параллельная другой плоскости, при этом эти две

плоскости параллельны.

Π Пусть а и Ь — данные скрещивающиеся прямые,

докажем сначала, что через прямую а проходит плос-

кость, параллельная прямой Ъ. Для этого через про-

извольную точку Μ прямой а проведем прямую Ь\
параллельную прямой Ь. Так как прямые а и Ъ не па-

раллельны, то прямая Ь' не совпадает с прямой а. По

теореме 3 § 7 плоскость а, проходящая через прямые

а и Ь\ параллельна прямой Ъ.
Любая плоскость а', проходящая через прямую а и

не совпадающая с а, пересекает прямую Ъ\ поэтому,
по лемме о пересечении плоскости параллельными

прямыми, плоскость а' пересекает также прямую Ь.

Таким образом, а — единственная плоскость, прохо-

дящая через прямую а и параллельная прямой Ь.
Аналогично доказывается, что через прямую b

проходит одна и только одна плоскость /?, параллель-
ная прямой а.

По теореме 3 § 7 Ъ' \\ β. Таким образом, в плоско-

сти а лежат две пересекающиеся прямые а и Ь\

каждая из которых параллельна плоскости β. По

следствию теоремы 1 § 8 плоскости а и β парал-
лельны. ■
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2. Взаимное расположение двух прямых в прост-
ранстве
Из теоремы 1 § 7 следует, что в пространстве су-

ществует бесконечное множество пар параллельных

прямых. Далее, из теоремы 1 мы заключаем, что в

пространстве существует бесконечное множество пар
скрещивающихся прямых.

Итак, возможны следующие три случая взаимного

расположения двух прямых в пространстве: а) пря-
мые пересекаются, т. е. имеют только одну общую
точку; б) прямые параллельны, т. е. лежат в одной
плоскости и не имеют общих точек; в) прямые явля-
ются скрещивающимися, т. е. не лежат в одной плос-
кости.

3. Взаимное расположение двух и трех плоскостей

Из теоремы 2 § 8 следует, что существует бесконеч-

ное множество пар параллельных плоскостей. Таким

образом, возможны два случая взаимного расположе-

ния двух плоскостей в пространстве: а) плоскости пе-

ресекаются по прямой; б) плоскости параллельны.

Рассмотрим теперь различные случаи взаимного

расположения трех попарно различных плоскостей в

пространстве. Возможны следующие случаи в зави-

симости от взаимного расположения каждой пары
плоскостей.

а) Данные плоскости попарно пересекаются, и все

три плоскости имеют по крайней мере две общие точ-

ки Ρ и Q. В этом случае, очевидно, все три плоскости

проходят через прямую PQ (рис. 7а).
б) Данные плоскости попарно пересекаются, и все

три плоскости имеют только одну общую точку Р. Яс-

но, что все три прямые, по которым данные плоско-

сти попарно пересекаются, проходят через точку Ρ и

не лежат в одной плоскости (рис. 76).
в) Данные плоскости попарно пересекаются и не

имеют ни одной общей точки. Читатель легко убе-
дится в том, что в этом случае три прямые, по ко-

торым данные плоскости попарно пересекаются, не

лежат в одной плоскости и попарно параллельны

(рис. 7в).
г) Две из данных трех плоскостей параллельны, а

третья плоскость пересекает одну из них. По свойст-

ву 2° § 8 эта плоскость пересекает также вторую

плоскость (рис. 7г).
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д) Две из данных трех плоскостей параллельны, а

третья параллельна одной из них. По свойству 5°

§ 8 эта плоскость параллельна также второй плоско-

сти, т. е. все три плоскости попарно параллельны

(рис. 7д).
Таким образом, возможны следующие пять случа-

ев взаимного расположения трех плоскостей в про-

странстве: а) три плоскости проходят через одну пря-

мую (см. рис. 7а); б) три плоскости имеют одну и

только одну общую точку (см. рис. 76); в) три плос-

кости попарно пересекаются по прямым, которые по-

парно параллельны и не лежат в одной плоскости

(см. рис. 7в); г) две плоскости параллельны, а третья

плоскость пересекает их по параллельным прямым

(см. рис. 7г); д) три плоскости попарно параллельны

(см. рис. 7д).
4. Пучки пересекающихся и параллельных прямых
При решении задач на взаимное расположение

прямых и плоскостей, в частности, на параллель-
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ность прямых и плоскостей, используются так назы-

ваемые пучки пересекающихся и параллельных пря-

мых. Введем эти понятия и рассмотрим две основные

задачи о задании пучков.

Рассмотрим плоскость а и произвольную точку А

этой плоскости. Множество всех прямых плоскости

а, каждая из которых проходит через точку А> назы-

вается пучком пересекающихся прямых. Точка А на-

зывается центром пучка, а плоскость а — плоскос-

тью пучка.

Задача 1. Доказать, что множество всех прямых

пространства, каждая из которых проходит через

данную точку А и параллельна данной плоскости а,

не проходящей через точку А, еать пучок пересекаю-

щихся прямых с центром А. Плоскость этого пучка

проходит через точку А и параллельна плоскости а.

Π Обозначим через Ω множество всех прямых,

удовлетворяющих условиям задачи. Согласно теореме

2 § 8 существует единственная плоскость /?, проходя-

щая через точку А и параллельная плоскости а.

Пусть Ζ — произвольная прямая множества Ω.

Прямая I лежит в плоскости /?, так как в противном

случае по свойству 1° § 8 она пересекала бы плос-

кость а, что невозможно. Следовательно, прямая I

принадлежит пучку пересекающихся прямых с цент-

ром А и плоскостью β. Обратно, любая прямая т это-

го пучка проходит через точку А и параллельна плос-

кости а, так как β \\ а, поэтому т G Ω. Итак, множе-

ство Ω совпадает с пучком пересекающихся прямых с

центром А и плоскостью β. ■
Таким образом, пучок пересекающихся прямых

может быть задан либо центром и плоскостью пучка,

либо центром и любой плоскостью, параллельной
плоскости пучка.

Рассмотрим теперь плоскость а и произвольную

прямую а этой плоскости. Множество прямых, состо-

ящее из прямой а, и всех прямых плоскости а, каж-

дая из которых параллельна прямой а, называется

пучком параллельных прямых. Плоскость а называет-

ся плоскостью этого пучка.

Задача 2. Даны плоскость а и параллельная ей

прямая а. Доказать, что множество всех прямых про-

странства, каждая из которых параллельна прямой а
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и имеет хотя бы одну общую точку с плоскостью а,

есть пучок параллельных прямых. Плоскость а явля-

ется плоскостью этого пучка.

Π Через произвольную точку Μ плоскости а про-

ведем прямую Ь, параллельную прямой а. По свойст-

ву 1° § 7 прямая Ь лежит в плоскости а. Пусть Ω

множество всех прямых, удовлетворяющих условиям

задачи, а Ω' — пучок параллельных прямых, задан-

ный плоскостью а и прямой Ь. Докажем, что множе-

ства Ω и Ω' совпадают.

Если I С Ω, то I || а и I имеет общую точку с пло-

скостью а, поэтому по свойству 1° § 7 прямая I лежит
в плоскости а. Докажем, что I С Ω'. В случае, когда

прямые I и b совпадают, это утверждение очевидно, а

в общем случае, когда / и Ъ — различные прямые, по

теореме 2 § 7 1\\ Ь, поэтому I С Ω'.

Обратно, любая прямая т множества Ω' лежит в

плоскости а и либо совпадает с прямой Ь, либо парал-

лельна ей. В любом из этих случаев, учитывая теоре-

му 2 § 7, мы заключаем, что т\\ а. Следовательно,
т С Ω. ■

Таким образом, пучок параллельных прямых мо-

жет быть задан либо плоскостью пучка и произволь-

ной прямой пучка, либо плоскостью пучка и прямой
пространства, не лежащей в плоскости пучка и па-

раллельной какой-нибудь прямой пучка.

ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ II

ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ И ПЛОСКОСТИ
В ПРОСТРАНСТВЕ

28. Точки А, В, С и D не лежат в одной плоскости.

Медианы треугольников ABC и CBD пересекаются со-

ответственно в точках Mi и М2. Доказать, что пря-

мые AD и МХМ2 параллельны.
29. Даны два параллелограмма АВВ^А\ и АСС\А\- До-

казать, что прямые ВС и В)С\ параллельны или совпа-

дают.

30. Точки А, В, С и D являются серединами сторон

MN, NP, PQ и QM пространственного четырехугольни-
ка MNPQ. Доказать, что: а) АВ \\ CD, AD \\ ВС; б) пря-
мые АС и BD пересекаются.
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31. Доказать, что следующее предложение экви-

валентно аксиоме параллельных прямых: существу-
ет хотя бы одна плоскость, в которой через точку,
не лежащую на данной прямой в этой плоскости,
проходит не более одной прямой, параллельной
данной.

32. Прямая а лежит в плоскости а. Прямая Ь па-

раллельна прямой а и имеет общую точку с плоско-

стью а. Доказать, что прямая Ь лежит в плоскости а.

33. Прямая а параллельна плоскости а. Доказать,
что если Ь || а, то прямая Ь либо параллельна плоско-
сти а у либо лежит в ней.

34. Доказать, что а) если прямая а параллельна

плоскости а, то через любую точку плоскости а про-
ходит прямая, лежащая в этой плоскости и парал-
лельная прямой а; б) если прямая а пересекает плос-

кость а, то не существует прямой, лежащей в плоско-

сти а и параллельной прямой а.

35. Через каждую из двух параллельных прямых

а и Ь и точку М, не лежащую в плоскости этих пря-

мых, проведена плоскость. Доказать, что эти плоско-

сти пересекаются по прямой, параллельной прямым
а и Ь.

36. Доказать, что плоскость, пересекающая пря-

мую, пересекает любую плоскость, параллельную этой

прямой.
37. Доказать, что при наложении: а) параллель-

ные плоскости переходят в параллельные плоскости;

б) плоскость и параллельная ей прямая переходит в

плоскость и параллельную ей прямую.

38. Плоскости ах и β\ пересекаются по прямой a, a

плоскости а2 и β2 — по прямой Ь. Доказать, что если

at || α2, и βΙ\\β29 то прямые а и Ь параллельны.

39. Даны две параллельные плоскости и прямая,

параллельная одной из них. Доказать, что эта пря-

мая либо параллельна другой плоскости, либо лежит

в ней.

40. Две смежные стороны многоугольника парал-

лельны плоскости а. Доказать, что все стороны мно-

гоугольника параллельны плоскости а.

41. Прямая а параллельна плоскости а. Доказать,
что существует плоскость, проходящая через прямую

а и параллельная плоскости а, притом только одна.
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42. Доказать, что если две параллельные плоско-

сти пересечены третьей плоскостью, то прямые, по

которым они пересекаются, параллельны.

43. Две прямые а и Ь пересекают три попарно па-

раллельные плоскости соответственно в точках А\, А2,

А3 и Ви В2, В3. Найти отрезки А^А3 и ВХВ3, если АА2 =

= 4 см, В2В3 = 9 см, АтАз = В{В2.
44. Две прямые пересекают данные k попарно па-

раллельные плоскости (где k > 2) соответственно в

точках Аи А2 ...
, Ак и Ви В2, ...

, Вь Доказать, что

А\А2 АъМ
__ __

Ак-\Ак

BiB2 В2Вз Bk—\Bk

45. Даны пересекающиеся прямые а и Ь и точка А>
не лежащая в плоскости этих прямых. Доказать, что

через точку А проходит плоскость, параллельная

прямым а и Ь, и притом только одна.

46. Доказать, что прямые АВ и CD являются

скрещивающимися тогда и только тогда, когда пря-

мые АС и BD являются скрещивающимися пря-

мыми.

47. Прямые а и Ь лежат соответственно в плоско-

стях а и β, которые пересекаются по прямой р. Пря-
мая ρ пересекает прямую а в точке А, а прямую Ъ —

в точке В. Доказать, что прямые а и Ь являются

скрещивающимися прямыми тогда и только тогда,

когда точки А и В не совпадают.

48. Прямая т пересекает сторону АВ треугольника
ABC. Выяснить взаимное расположение прямых т и

ВС, если а) прямая т лежит в плоскости ABC и не

имеет общих точек с отрезком АС; б) прямая т не ле-

жит в плоскости ABC.
49. Доказать, что две прямые параллельны тог-

да и только тогда, когда любая плоскость, пересе-
кающая одну из этих прямых, пересекает и другую

прямую.

50. Даны две скрещивающиеся прямые а и Ъ и точ-

ка А, не лежащая на этих прямых. Доказать, что су-

ществует не более одной прямой, проходящей через
точку А и пересекающей данные прямые. При каком

расположении прямых а и b и точки А такая прямая

существует?
51. Даны две скрещивающиеся прямые а и Ъ и

прямая с. Доказать, что существует не более одной
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прямой, параллельной прямой с и пересекающей
прямые а и Ъ. При каком расположении прямых а, Ъ

и с такая прямая существует?
52. Даны две скрещивающиеся прямые и точка А

Доказать, что через точку А проходит одна и только

одна плоскость, которая либо параллельна данным

прямым, либо проходит через одну из них и парал-

лельна другой.
53. Три плоскости попарно пересекаются и не име-

ют ни одной общей точки. Доказать, что три пря-

мые, по которым данные плоскости попарно пересе-

каются, не лежат в одной плоскости и попарно па-

раллельны.

54. Три плоскости попарно пересекаются по пря-

мым, из которых, по крайней мере, две прямые пере-
секаются. Доказать, что прямые, по которым плоско-

сти пересекаются, не лежат в одной плоскости и про-

ходят через одну точку.

55. Даны три попарно параллельные плоскости и

плоскость а, которая пересекает одну из них. До-
казать, что плоскость а пересекает две другие плос-

кости.

56. Плоскости а и β пересекаются. Доказать, что

любая плоскость пересекает хотя бы одну из них.

57. В пространстве даны пять точек А, В, С, D и

Е, из которых никакие четыре не лежат в одной
плоскости. Пусть Ρ и Р' — середины отрезков АЕ и

CD, a Q и Q' — точки пересечения медиан треуголь-

ников BCD и ABE. Доказать, что точки Р, Q', Q и

Р' являются вершинами трапеции и найти отноше-

ние ее оснований.

ПУЧКИ ПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ
И ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ПРЯМЫХ

58. Прямая а пересекает плоскость а, точка А не

лежит ни на прямой а, ни в плоскости а. Доказать,
что существует прямая, проходящая через точку А,

параллельная плоскости а и пересекающая прямую

а, и притом только одна.

59. Даны пучок пересекающихся прямых с цент-

ром А и плоскостью а и прямая Z, параллельная плос-

кости а. Доказать, что прямая I и каждая из прямых
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данного пучка, за исключением одной прямой, явля-

ются скрещивающимися прямыми.
60. Через точку М, не лежащую на прямой а, про-

ведены две прямые, не имеющие общих точек с пря-
мой а. Доказать, что, по крайней мере, одна из этих

прямых и прямая а являются скрещивающимися пря-

мыми.

61. Даны две скрещивающиеся прямые а и Ь. До-
казать, что множество всех прямых, каждая из кото-

рых пересекает прямую а и параллельна прямой Ь,
образует пучок параллельных прямых, плоскость ко-

торого проходит через прямую а и параллельна Ь.
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Глава III

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМЫХ
И ПЛОСКОСТЕЙ

§ 10. УГОЛ МЕЖДУ ПРЯМЫМИ
В ПРОСТРАНСТВЕ.

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМЫХ

1. Углы с сонаправленными лучами

Два луча ОА и ОАи не лежащие на одной прямой,
называются сонаправленными (одинаково направ-

ленными), если они параллельны и лежат в одной
полуплоскости с границей OOi (рис. 8а). Лучи ОА и

ОЛи лежащие на одной прямой, называются сона-

правленными, если они совпадают или один из них

содержит другой (рис. 86). Сонаправленность лучей
ОА и ОИ-1 будем обозначать так: ОА ft ОИ-i. Если лучи
лежат на параллельных прямых или на одной пря-
мой, но не сонаправлены, то они называются проти-

воположно направленными.

а) 6)

РИС. 8

Нетрудно доказать, что если ОИЛТОзА2, О2А2ТТО3А3,
тоОАПОзАз.
Докажем теорему об углах с сонаправленными сто-

ронами.

Теорема 1. Если стороны двух углов соответ-

ственно сонаправлены, то такие углы равны.

Π Пусть стороны углов АОВ и А\0\Вх соответствен-
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но сонаправлены: ОА\\О^Аи OBtTOiBi. Докажем, что

L АОВ = L AjOiSi.
Если угол АОВ развернутый, то и угол АхО\В\ раз-

вернутый, поэтому L АОВ = L ДОА. Докажем теоре-

му, предполагая, что угол АОВ неразвернутый, тогда

и угол AiOiBi — неразвернутый.
Рассмотрим сначала слу-

чай, когда плоскости а и ах уг-

лов АОВ и AiOiBi не совпадают

(рис. 9). В этом случае, оче-

видно, ОА || ОА, ОВ || ОА, по-

этому по теореме 1 § 8 а \\ ct\.

Не нарушая общности, можно

считать, что точки А, В, A, Вх
на сторонах данных углов

выбраны так, что ОА = ОА,
ОВ = ОА.
Четырехугольник ООАА

рис. 9 является параллелограммом,

так как ОА\\ ОА и ОА = ОА,
поэтому OOi || AAi. Аналогич-

но, Od || БВ,. Из соотношений ООх \\ ААХ и ООх || ВВХ
по теореме о трех параллельных прямых получаем:

АА\ || ВВ\. Отсюда, по свойству 4° § 8, имеем: АА\ = ВВи
т. е. в четырехугольнике АВВА противоположные

стороны параллельны и равны, поэтому АВВА —

параллелограмм. Следовательно, AB = AiBi. Таким

образом, ОА = 0\Аи ОВ = 0\Ви АВ = АхВи поэтому
Δ ОАВ = Δ OiAiBi по трем сторонам. Следовательно,
L АОВ = L АхОхВх.

Рассмотрим теперь случай, когда плоскости дан-

ных углов совпадают. Возьмем в пространстве точку

02, не лежащую в плоскости данных углов, и прове-

дем лучи 02А2 и 02В2, сонаправленные соответственно

с лучами ОА и ОВ. Ясно, что OAtTOA, 02B2 tTOiBi. По
доказанному, L А2ОгВ2 = L АОВ и L А202В2 = L AJO\Bu
поэтому Z. АОВ = L АхО\Вх. Ш

2. Угол между двумя прямыми

Две пересекающиеся прямые а и Ь образуют четы-

ре неразвернутых угла. Если известен один из этих

углов, то, используя свойства смежных и вертикаль-

ных углов, легко найти все остальные углы. Углом

между пересекающимися прямыми а и Ь называется
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мера того из этих четырех углов, которая не превос-
ходит меры каждого из трех остальных углов. Отсю-

да следует, что если φ
— угол между прямыми а и Ь,

то 0е < φ < 90е.

Используя теорему об углах с сонаправленными

сторонами, легко доказать следующую лемму:
Лемма 1. Если пересекающиеся прямые а и Ъ со-

ответственно параллельны пересекающимся прямым
а' и Ъ\ то угол между прямыми а и Ъ равен углу меж-

ду прямыми а' и Ь\

Введем теперь понятие угла между скрещивающи-

мися прямыми. Пусть аиЬ- две скрещивающиеся

прямые. Через произвольную точку Mi пространства
проведем прямые а\ и Ьи соответственно параллель-
ные прямым а и Ь (если точка Mi лежит на одной из

этих прямых, например, Mi Ε α, то за а\ примем пря-

мую а). Углом между скрещивающимися прямыми а и

Ъ называется угол между прямыми ах и Ъ\. Угол меж-

/\

ду прямыми а и Ъ будем обозначать так: аЪ.

Предлагаем читателю, используя предыдущую лем-

му, самостоятельно доказать, что введенное нами поня-

тие не зависит от выбора точки Mi.
Докажем следующую теорему.
Теорема 2. Если прямые а и Ъ не параллельны,

то их образы а' и Ъ' при данном наложении также не

/\ у\

параллельны и ab = а'Ъ'.

Π Рассмотрим сначала случай, когда прямые а и

Ъ пересекаются в некоторой точке О. Отметим на

прямых а и Ъ соответственно точки А и В, отличные

от точки О так, чтобы АОВ = аЬ. Если О', А' и δ' -

образы точек О, А и Б, то ясно, что точки О' и А' ле-

жат на прямой а', а О' и В' — на прямой Ъ'. По

свойству 2° § 3 точки О', А' и β' не лежат на одной

прямой, т. е. а' и Ъ' пересекающиеся прямые. Тре-

угольники ОАВ и О'А'В' равны по трем сторонам, по-

этому АОВ^А'О'В'. Но АОВ = аЪ, А'О'В' = а'Ъ' (в
чем читатель легко убедится самостоятельно), следо-

вательно, аЪ = а'Ъ'.
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Рассмотрим теперь случай, когда а и b — скрещи-

вающиеся прямые. Эти прямые не лежат в одной

плоскости, поэтому и их образы а' и Ь' не лежат в од-

ной плоскости, т. е. а' и Ь' являются скрещивающи-

мися прямыми. Через некоторую точку^ прямой а

проведем прямую с, параллельную прямой Ь, и обоз-

начим через с' образ этой прямой при данном на-

ложении. Так как b \\ с, то Ь' \\ с' (см. § 7 п. 1). По

условию а и b скрещивающиеся прямые, поэтому а

и с пересекающиеся прямые и по доказанному а' и

с' также пересекающиеся прямые и ас = а'с . По

определению ab = ас и а'Ь' = а'с', следовательно,

ab = а'Ь'. Ш

3. Перпендикулярность прямых в пространстве

Две пересекающиеся или скрещивающиеся пря-

мые называются перпендикулярными (взаимно пер-
пендикулярными), если угол между ними равен 90°.

Ясно, что понятие перпендикулярности в про-

странстве для двух пересекающихся прямых совпада-

ет с этим понятием на плоскости, в которой они ле-

жат. Из теоремы 2 непосредственно следует, что при

наложении перпендикулярные прямые переходят в

перпендикулярные прямые.

Докажем лемму о перпендикулярности двух па-

раллельных прямых к третьей.
Лемма 2. Если одна из двух параллельных пря-

мых перпендикулярна к третьей прямой, то и другая
прямая перпендикулярна к этой прямой.
Π Пусть α || & и а ± с. Докажем, что b _L с. Через

какую-нибудь точку Μ прямой с, не принадлежащую

прямым а и Ь9 проведем
прямую аи параллель-

b ную прямой а (рис. 10).
Так как a JL с, то в плос-

кости, проходящей че-

7рез
прямые а\ и с, пря-

мые а\ и с перпенди-

кулярны. По теореме

о трех параллельных

прямых & || аъ поэтому

рис. ю b J_ с. Ш

м

46



§ 11. ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМОЙ
и плоскости

1. Свойства перпендикулярных прямых и плоско-

стей

Прямая называется перпендикулярной к плоско-

сти, если она перпендикулярна к любой прямой, ле-

жащей в этой плоскости. Перпендикулярность пря-
мой а и плоскости а обозначается так: а ± а или

а А. а. Говорят также, что плоскость а перпендику-

лярна к прямой а. При наложении прямая переходит
в прямую, перпендикулярные прямые

— в перпенди-

кулярные прямые, а плоскость в плоскость. Поэтому
при наложении прямая и перпендикулярная к ней

плоскость переходят в прямую и перпендикулярную к

ней плоскость.

Докажем, что если прямая а перпендикулярна к

плоскости, то она пересекает эту плоскость. Для
этого через какую-нибудь точку Μ плоскости а про-

ведем прямую аи параллельную прямой а. Так как

а ± а> то прямая а перпендикулярна к любой пря-

мой, лежащей в плоскости а. По лемме 2 § 10 и пря-

мая а\ перпендикулярна к любой прямой, лежащей в

плоскости а. Отсюда следует, что прямая ах не лежит

в плоскости а, поэтому пересекает эту плоскость (так
как в противном случае прямая ах не может быть

перпендикулярна к любой прямой, лежащей в плос-

кости а). По лемме о пересечении плоскости парал-

лельными прямыми прямая а, параллельная прямой
аи также пересекает плоскость а.

Рассмотрим некоторые свойства перпендикулярно-

сти прямых и плоскостей.

1°. Если одна из двух параллельных плоскостей

перпендикулярна к данной прямой, то и вторая плос-

кость перпендикулярна к этой прямой.
U Пусть а || β и a _L а. Докажем, что β ± а, т. е.

что произвольная прямая х плоскости β перпендику-

лярна к прямой а. Через какую-нибудь точку плос-

кости α проведем прямую у, параллельную прямой я:.

Так как х || а, то по свойству 1° § 7 прямая у лежит

в плоскости а, поэтому из условия а ± а следует, что

а ± у. По лемме о перпендикулярности двух парал-

лельных прямых к третьей а ± х. Ш
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2°. Если две плоскости перпендикулярны к данной

прямой, то они параллельны.
Π Пусть α ±ρπβ ±р. Докажем, что а \\ β. Проведем

через прямую ρ две произвольные плоскости γΧ и у2 и

обозначим через ах и foi прямые, по которым эти плос-

кости пересекают плоскость а, а через а2, Ь2 — плос-

кость/? (рис. 11). Так как ρ ± α, тор ± а{ и ρ ± Ьг. Ана-

логично ρ ± а2 и ρ ± Ь2. Прямые р, ах и а2 лежат в плос-

кости уь а прямые р, Ъ{ и Ь2 — в плоскости у2, поэтому

ах || а2 и Ь, || Ь2. По теореме 1 § 8 а \\ β. Ш

РИС. 11

3°. Если одна из двух параллельных прямых перпен-

дикулярна к плоскости, то и вторая прямая перпен-

дикулярна к этой плоскости.

Π Пусть а || b и а ± а. Докажем, что b _L α. Рас-

смотрим произвольную прямую х плоскости а. Так

как а ± а, то а ± х. По лемме о перпендикулярности

двух параллельных прямых к третьей из соотноше-

ний α || b и a JL х следует, что b ± х. Но х — произ-

вольная прямая плоскости а, поэтому b ±а. Ш

4°. Если две прямые перпендикулярны к некоторой

плоскости, то они параллельны.
Π Пусть а ± а, Ъ JL а. Докажем, что а || Ь. Возьмем

некоторую точку Μ прямой Ь, не лежащую в плоско-

сти а, и проведем прямую ΜΝ, параллельную прямой
а. По свойству 3° ΜΝ _Ι_ α. Прямые ΜΝ и Ъ совпада-
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ют, так как в противном случае в плоскости β, про-
ходящей через прямые ΜΝ и Ь, через точку Μ прохо-
дили бы две прямые ΜΝ и Ъ, перпендикулярные к
прямой р, по которой пересекаются плоскости а и β.
Этот вывод противоречит теореме 3 § 4. Итак, пря-
мые ΜΝ и Ъ совпадают, т. е. а \\ Ъ. Ш

2. Признак перпендикулярности прямой и плос-

кости

Докажем теорему, выражающую признак перпен-
дикулярности прямой и плоскости.

Теорема 1. Если прямая перпендикулярна к двум
пересекающимся прямым, лежащим в плоскости, то

она перпендикулярна к этой плоскости.

Π Пусть прямая а перпендикулярна к каждой из

двух прямых Ъ и с, лежащих в плоскости а и пересе-

кающихся в точке О. Докажем, что прямая а перпен-

дикулярна к плоскости а. Для этого нужно доказать,
что прямая а перпендикулярна к любой прямой х,
лежащей в плоскости а.

Сначала докажем теорему в предположении, что

прямая а проходит через точку О. Проведем через
точку О прямую х]9 параллельную прямой х (если
прямая х проходит через точку О, то за прямую х\
примем прямую х), и докажем, что а ± хх. Это ут-
верждение очевидно, если хх совпадает с одной из

прямых а или Ъ, поэтому рассмотрим случай, когда Ъ,
сих] — попарно различные прямые.
На прямой а возьмем две точки А и А' так, чтобы

точка О была серединой

отрезка АА! (рис. 12). В

плоскости а проведем

прямую I, пересекающую
прямые Ь, су Х\ в трех

точках Б, С, X. Пусть
для определенности точ-

ка X лежит на луче ВС.

Так как в треугольниках

ΑΒΑ' и АСА' отрезки ВО и

СО являются одновре-

менно медианами и вы-

сотами, то эти треуголь-

ники — равнобедренные,
т. е.АВ=А'БиАС=А'С.

РИС 12
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Треугольники ABC и А'ВС равны по трем сторонам,

следовательно, L ABC = L А'ВС.

Рассмотрим треугольники АВХ и А'ВХ, которые
равны по двум сторонам и углу между ними. Следо-
вательно, АХ = А'Ху т. е. треугольник АХА' — равно-

бедренный. В этом треугольнике ХО является меди-

аной, а значит, и высотой, т. е. a JL лсь Отсюда по

лемме о перпендикулярности двух параллельных

прямых к третьей следует, что а ± х, и поэтому

а ± а.

Рассмотрим теперь случай, когда прямая а не про-

ходит через точку О. Проведем через точку О прямую

аь параллельную прямой а. По лемме о перпендику-

лярности двух параллельных прямых к третьей
<2i JL b9 а,\ ± c9 поэтому по доказанному а,\ ± а. По

свойству 3° a J_ а. Ш

3. Теоремы о перпендикулярности прямой и плос-

кости

Теорема 2. Через данную точку пространства
проходит одна и только одна плоскость, перпендику-
лярная к данной прямой.
Π Докажем сначала, что существует плоскость,

проходящая через данную точку Μ и перпендику-

лярная к данной прямой а.

Через прямую а проведем две плоскости а и β так,

чтобы точка Μ лежала в плоскости а (рис. 13). В
плоскости а через точку Μ проведем прямую МО,

РИС. 13
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перпендикулярную к прямой а, О Ε а, & через точку
О в плоскости β проведем прямую ON, также перпен-

дикулярную к прямой а. По предыдущей теореме
плоскость OMN перпендикулярна к прямой а.

По свойству 2° любые две плоскости, перпендику-

лярные к прямой а, параллельны, поэтому через точ-

ку Μ проходит единственная плоскость (плоскость
ΟΜΝ), перпендикулярная к прямой а. Ш

Теорема 3. Через любую точку пространства

проходит одна и только одна прямая, перпендикуляр-
ная к данной плоскости.

Π Докажем сначала, что существует прямая а,

проходящая через данную точку Μ и перпендику-

лярная к данной плоскости а.

Рассмотрим какие-нибудь двег пересекающиеся
прямые Ь\ и Ь2, лежащие в плоскости а. По теореме 2

через точку Μ проходят плоскости βΧ и β2, перпенди-

кулярные соответственно к прямым Ъ\ и Ь2. Плоско-
сти βΧ и /?2 имеют общую точку М, поэтому они имеют

общую прямую а, проходящую через точку М. Оче-

видно, a _L Ь\ и а ± Ь2, поэтому по теореме 1 а ± а.

По свойству 4° любые две прямые, перпендикуляр-
ные к плоскости а, параллельны, поэтому через точ-

ку Μ проходит единственная прямая (прямая а),

перпендикулярная к плоскости а. Ш

4. Множества точек, равноудаленных от двух и

трех точек

Рассмотрим две задачи, которые часто использу-

ются при доказательстве утверждений и решении за-

дач о взаимном расположении прямых и плоскостей.

Докажем сначала следующую лемму о пучке пря-

мых, перпендикулярных к данной прямой.
Лемма. Множество всех прямых, каждая из ко-

торых проходит через данную точку А и перпендику-
лярна к данной прямой а, проходящей через точку А,

есть пучок пересекающихся прямых с центром А, пло-

скость которого проходит через точку А и перпенди-
кулярна к прямой а.

Π Рассмотрим плоскость а, проходящую через точ-

ку А и перпендикулярную к прямой а, и докажем,

что пучок Ω с центром А и плоскостью а является

данным множеством прямых.

Если прямая I принадлежит пучку Ω, то I С а, по-
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этому I ± α, следовательно, прямая I принадлежит

данному множеству прямых. Обратно, пусть т —

произвольная прямая данного множества прямых.

Обозначим через β плоскость, проходящую через а и

т, а через Ъ прямую, по которой пересекаются плос-

кости а и β. Прямые т и Ъ лежат в плоскости /3, про-

ходят через точку А и перпендикулярны к прямой а,

поэтому они совпадают. Но A Ε Ь, Ъ С а, поэтому

Ъ £ Ω, следовательно, /nGQ.I

Отметим, что лемма верна и в том случае, когда

точка А не лежит на прямой а. Предлагаем читателю

самостоятельно доказать это утверждение.

Задача 1. Доказать, что фигура, состоящая из

множества всех точек пространства, каждая из кото-

рых равноудалена от концов отрезка АВ, есть плос-

кость, перпендикулярная к прямой АВ и проходящая

через середину отрезка АВ.

Π Проведем через середину О отрезка АВ плос-

кость а, перпендикулярную к прямой АВ, и докажем,

что данное в задаче множество Ω точек состоит из

всех точек плоскости а.

Пусть Μ — произвольная точка множества Ω, а

β — плоскость, проходящая через точки А, В и М.

Так как АМ=*МВ, то по теореме 3 § 17 [7] в плоско-

сти β точка Μ лежит на серединном перпендикуляре

I к отрезку АВ. По предыдущей лемме / С а, поэтому

Μ Ε а.

Обратно, пусть Μ —

произвольная точка плоскости

a, a β —- плоскость, проходящая через точки А, В и

М. Так как Μ С а и а ± АВ, то ОМ ± АВ (если точки

О и Μ совпадают, то ОМ — произвольная прямая
плоскости β). По теореме 3 § 17 [7] в плоскости β точ-

ка Μ лежит на серединном перпендикуляре / к от-

резку АВ, следовательно, AM = MB. Таким образом,
ΜΕ Ω. ■

Задача 2. Доказать, что фигура, состоящая из

множества всех точек пространства, каждая из кото-

рых равноудалена от вершин треугольника ABC, есть

прямая, проходящая через центр О описанной около

треугольника ABC окружности и перпендикулярная
к плоскости этого треугольника.

□ Обозначим через а плоскость, проходящую че-

рез середину отрезка ВС и перпендикулярную к пря-

52



в

а

С

Л

Μ

\о

РИС. 14

мой ВС, а через β другую плоскость, проходящую

через середину отрезка АС и перпендикулярную к

прямой АС. Точка О — центр описанной около тре-

угольника ABC окружности, поэтому АО = ВО =

= СО. По задаче 1 О Ε а и О Ε β, т. е. плоскости α и

/8 пересекаются по некоторой прямой р, проходящей
через точку О (рис. 14). Так как ρ С a, a a J_ ВС, то

ρ -L ВС. Аналогично, ρ J. АС. По теореме 1 прямая ρ

перпендикулярна к плоскости ABC.

Докажем, что данное в задаче множество Ω точек

состоит из всех точек прямой р. Пусть Μ —

произ-

вольная точка множества Ω. Тогда MB = МС = МА.

По задаче 1 Μ Ε а и Μ Ε β, следовательно, Μ Ε ρ.

Обратно, пусть Μ
— произвольная точка прямой р.

Так как Μ Ε ρ и ρ С α, ρ С β, το Μ G α, Μ Ε β. По

предыдущей задаче MB = МС и ΜΑ = MCf следова-

тельно, Μ Ε Ω. ■

§ 12. ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПЛОСКОСТЕЙ

1. Угол между двумя плоскостями

Пусть а и β — две плоскости, пересекающиеся по

прямой I. Введем понятие угла между плоскостями а и

β. Для этого сначала докажем, что если у\ и γ2 — две

произвольные плоскости, перпендикулярные к пря-

мой I, а аь Ь\ и а2, Ь2 — прямые, по которым эти плос-
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РИС. 15 РИС. 16

кости пересекают плоскости α, β (рис. 15), то угол ψ\

между прямыми а,\ и Ъ\ равен углу <р2 между прямыми

а2 и Ъ2. В самом деле, по свойству 2° § 11 плоскости у\

и у2 параллельны, поэтому αγ \\ а2 и Ъх \\ Ъ2 (свойство 3°

§ 8). Отсюда, по лемме 1 § 10, следует, что ψ\ = φ2.

Углом между двумя данными пересекающимися пло-

скостями назовем угол между прямыми, по которым

эти плоскости пересекаются с произвольной плос-

костью, перпендикулярной к линии пересечения дан-

ных плоскостей. Если φ — угол между данными пере-

секающимися плоскостями, то ясно, что 0° < φ < 90°.

2. Перпендикулярные плоскости

Две пересекающиеся плоскости называются перпен-

дикулярными, если угол между ними равен 90°. Из
этого определения непосредственно следует, что лю-

бая плоскость, перпендикулярная к прямой пересече-
ния двух перпендикулярных плоскостей, пересекает
их по перпендикулярным прямым.

Рассмотрим некоторые свойства взаимного распо-
ложения прямой и перпендикулярных плоскостей.

1°. Прямая, лежащая в одной из двух перпендику-
лярных плоскостей и перпендикулярная к линии их пе-

ресечения, перпендикулярна к другой плоскости.

Π Пусть перпендикулярные плоскости а и β пере-
секаются по прямой с, а р

—

данная прямая, лежа-

щая в плоскости а и перпендикулярная к прямой с.

Докажем, что ρ λ. β (рис. 16).
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В плоскости β через точку Μ пересечения прямых

сир проведем прямую q, перпендикулярную к пря-
мой с, и рассмотрим плоскость у, проходящую через

прямые ρ и q. По теореме 1 § 11 у _L с, поэтому в си-

лу перпендикулярности плоскостей а и β прямые ρ и

q взаимно перпендикулярны. Таким образом, пря-
мая ρ перпендикулярна к двум пересекающимся

прямым с и q, лежащим в плоскости β. По теореме 1

§ 11ρ±β. Ш

2°. Если через точку, лежащую в одной из двух пер-

пендикулярных плоскостей, проходит прямая, перпен-

дикулярная к другой плоскости, то эта прямая ле-

жит в первой плоскости.

Π Пусть перпендикулярные плоскости а и β пере-
секаются по прямой с, а прямая ρ проходит через

точку А плоскости а и перпендикулярна к плоскости

β. Докажем, что прямая ρ лежит в плоскости а.

В плоскости а через точку А проведем прямую р',

перпендикулярную к прямой с. По свойству 1° ρ' ±β.
По теореме 3 § 11 прямые ρ и р' совпадают, следова-

тельно, прямая ρ лежит в плоскости а. Ш

3°. Если каждая из двух пересекающихся плоско-

стей перпендикулярна к третьей плоскости, то ли-

ния их пересечения перпендикулярна к этой плос-

кости.

Π Пусть a JL у, β ± у и плоскости а и β пересекают-

ся про прямой с. Докажем, что с ± у.

Через некоторую точку прямой с проведем прямую

Си перпендикулярную к плоскости у. По свойству 2°

прямая сх лежит как в плоскости а, так и в плоскости

/?, поэтому она совпадает с прямой с. Таким образом,
с ± у, Ш

3. Признак перпендикулярности двух плоскостей

Докажем теорему, выражающую признак перпен-

дикулярности двух плоскостей.

Теорема 1. Если одна из двух плоскостей прохо-
дит через прямую, перпендикулярную к другой плос-

кости, то такие плоскости перпендикулярны.
Π Пусть прямая Ь, перпендикулярная к плоскости

а, лежит в плоскости β. Докажем, что а ± β (рис. 17).
Прямая Ь пересекает плоскость а в некоторой точ-

ке А, поэтому плоскости а и β имеют общую точку,

следовательно, пересекаются по некоторой прямой с,
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РИС. 17

проходящей через точку А (см. рис. 17). Так как

Ъ ± а, то Ъ _1_ с.

В плоскости а через точку А проведем прямую а,

перпендикулярную к прямой с. По теореме 1 § 11

плоскость у, проходящая через прямые а и Ъ, перпен-

дикулярна к прямой с, поэтому угол между плоско-

стями а и β равен углу между прямыми а и Ь. По ус-

ловию теоремы Ь ± а> поэтому b ± а. Следовательно,

α±β.Μ
Следствие. Если плоскость перпендикулярна к

одной из параллельных плоскостей, то она перпенди-
кулярна и к другой плоскости.

Π Пусть плоскости а и β параллельны, а. γ ± а. До-
кажем, что γ J. β. В плоскости γ проведем прямую р,

перпендикулярную к линии пересечения плоскостей
а и γ. По свойству 1° ρ ± α, поэтому ρ _1_ β (свойство 1°

§ 11). По доказанной теореме γ ±β. Ш

Так как при наложении прямая и перпендикуляр-
ная к ней плоскость переходят в прямую и перпенди-

кулярную к ней плоскость, то, как следует из дока-
занной теоремы, при наложении перпендикулярные
плоскости переходят в перпендикулярные плоскости.

Пользуясь теоремой 1, докажем следующую теорему.

Теорема 2. Через прямую, не перпендикулярную к

данной плоскости1, проходит одна и только одна

плоскость, перпендикулярная к этой плоскости.

1 Мы не исключаем случая, когда прямая лежит в данной плос-

кости.

56



Π Пусть прямая р не перпендикулярна к данной
плоскости а. Докажем сначала, что через эту пря-

мую проходит плоскость, перпендикулярная к дан-
ной плоскости а.

Через какую-нибудь точку прямой ρ проведем пря-

мую q, перпендикулярную к плоскости а. Прямые ρ
и q не совпадают, так как прямая ρ не перпендику-

лярна к плоскости a, a q ± а. Плоскость β> проходя-

щая через прямые ρ и q, является искомой: в ней ле-

жит прямая q, перпендикулярная к плоскости а.

Если предположить, что через прямую ρ проходит

еще одна плоскость /?ь перпендикулярная к плоско-

сти а, то по свойству 3° ρ ± а, что противоречит усло-
вию теоремы. Следовательно, β — единственная плос-

кость, проходящая через прямую ρ и перпендикуляр-
ная к плоскости а. Ш

§ 13. ПРОЕКЦИЯ ПРЯМОЙ НА ПЛОСКОСТЬ

1. Проекция прямой на плоскость

Пусть а — данная плоскость, а М — произвольная

точка пространства. Проведем через точку Μ пря-

мую, перпендикулярную к плоскости а, и обозначим

через Mi точку пересечения этой прямой с плоскос-

тью а. Точка Mi называется ортогональной проекцией

(или просто проекцией) точки Μ на плоскость а.

Ясно, что любая точка пространства имеет проек-

цию на данную плоскость, и если точка лежит в

данной плоскости, то ее проекция совпадает с самой

точкой.

Введем теперь понятие проекции фигуры на плос-

кость. Пусть а — данная плоскость, a F — произ-

вольная фигура пространства. Проекцией фигуры F
на плоскость а называется фигура F\ плоскости а,

каждая точка которой является проекцией некото-

рой точки фигуры F, и проекция каждой точки фи-

гуры F принадлежит фигуре F\.

Докажем теорему о проекции прямой на плоскость.

Теорема 1. Если прямая не перпендикулярна к

данной плоскости, то ее проекция на эту плоскость

есть прямая.
Π Пусть прямая ρ не перпендикулярна к данной
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плоскости а. По теореме 2 § 12 существует плоскость

у, проходящая через прямую ρ и перпендикулярная к

плоскости а. Докажем, что прямая р\ пересечения

плоскостей α и у есть проекция прямой ρ на плос-

кость а. Для этого нужно доказать, что множество

всех точек прямой р\ совпадает со множеством проек-

ций всех точек прямой ρ на плоскость а.

Пусть Μ — произвольная точка прямой р, а М\ —

ее проекция на плоскость а. Докажем, что М\ — точ-

ка прямой р\. Точки Μ и Mi лежат на прямой т, про-

ходящей через точку Μ и перпендикулярной к плос-

кости а. По свойству 2° § 12 прямая т лежит в плос-

кости у, поэтому точка Мь которая лежит на этой

прямой, лежит в плоскости у. Но точка М\ лежит

также в плоскости а, следовательно, М\ — точка пря-

мой р\.

Рассмотрим теперь произвольную точку Ν\ прямой

Рх и докажем, что Ν\ является проекцией некоторой
точки прямой р. Для этого через точку Ν\ проведем
прямую /г, перпендикулярную к плоскости а. По свой-

ству 2° § 12 эта прямая лежит в плоскости у. Прямые
pun лежат в плоскости у и не параллельны (если
допустить, что ρ || /г, то по свойству 3° § 11 ρ _L а, что

противоречит условию теоремы), поэтому они пересе-
каются в некоторой точке N. Ясно, что Ni — проекция
точки ЛГна плоскость а. Ш

Замечание. Отметим, что если прямая перпен-

дикулярна к данной плоскости, то ее проекция на

эту плоскость есть точка.

Следствие. Пусть АВ — данный отрезок, а Аг и

В\ — проекции точек А и В на данную плоскость а, не

перпендикулярную к прямой АВ. Тогда отрезок А\В\ яв-

ляется проекцией отрезка АВ на плоскость а.

Π По доказанной теореме прямая А\В\ является

проекцией прямой АВ на плоскость а. Предлагаем
читателю, воспользовавшись тем, что прямые, соеди-

няющие точки прямой АВ и их соответствующие

проекции, параллельны, самостоятельно убедиться в

том, что проекция каждой точки отрезка АВ принад-
лежит отрезку AijBi, и обратно, каждая точка отрезка
AxBi является проекцией некоторой точки отрезка АВ.
Таким образом, отрезок А\В\ — проекция отрезка АВ
на плоскость а. Ш
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Из предыдущего изложения мы заключаем, что

проекция любого данного отрезка на плоскость есть

либо отрезок, если прямая, содержащая данный от-

резок, не перпендикулярна к плоскости, либо одна
точка.

Докажем теорему о прямой, перпендикулярной к

данной прямой и ее проекции.

Теорема 2. Прямая, лежащая в плоскости и пер-
пендикулярная к проекции данной прямой на эту плос-

кость, перпендикулярна к данной прямой. Обратно,
прямая, лежащая в плоскости и перпендикулярная к

данной прямой, перпендикулярна к проекции данной
прямой на эту плоскость.
Π Пусть а — данная прямая, ах — ее проекция на

плоскость а, а р
—

некоторая прямая плоскости а.

Если прямые а и а{ совпадают, то утверждение теоре-

мы очевидно, поэтому докажем теорему в предполо-
жении, что а и а,

— различные прямые (рис. 18).
Докажем сначала, что если ρ _1_ аи то ρ _L α. Пря-

мые anoi лежат в некоторой плоскости /?, перпенди-

кулярной к плоскости а. Возьмем точку Μ прямой
а, не лежащую в плоскости а, и рассмотрим ее про-

екцию М\ на плоскость а (см. рис. 18). Ясно, что

прямая ММ\ лежит в плоскости β. Так как ММ{ ± а,
то ММ\ ± р. По условию ρ _L аь поэтому по признаку

перпендикулярности прямой и плоскости ρ _1_ β. От-

сюда следует, что ρ _L α.

РИС. 18
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Докажем теперь, что если ρ _L α, то ρ ± ах. Так как

ММ} 1р и alp, то по признаку перпендикулярно-

сти прямой и плоскости ρ ± β. Отсюда следует, что

ρ X oi. ■

2. Угол между прямой и плоскостью

Если прямая пересекает данную плоскость и не

перпендикулярна к ней, то углом между этой прямой

и данной плоскостью называется угол между прямой
и ее проекцией на данную плоскость. Если прямая

перпендикулярна к данной плоскости, то считают,

что угол между этой прямой и плоскостью равен 90°.

Таким образом, угол между прямой и плоскостью не

больше чем 90°. Предлагаем читателю доказать сле-

дующее утверждение: если прямая пересекает плос-

кость и не перпендикулярна к ней, то угол между
этой прямой и плоскостью есть наименьший из всех

углов между этой прямой и любой прямой, лежащей в

данной плоскости.

3. Перпендикуляр и наклонные

Пусть а — некоторая плоскость, А — точка, не ле-

жащая в этой плоскости, а Ai — проекция точки А на

плоскость а. Отрезок АА\ называется перпендикуля-
ром, проведенным из точки А к плоскости а, а точка

А\ — основанием перпендикуляра. Если Μ — точка

плоскости а, отличная от точки Аи то отрезок AM на-

зывается наклонной, проведенной из точки А к плос-

кости а, а точка Μ — основанием наклонной. В пря-

моугольном треугольнике АА\М гипотенуза AM боль-
ше катета ААи поэтому перпендикуляр, проведенный
из данной точки к плоскости, меньше любой наклон-

ной, проведенной из той же точки к этой плоскости.

Длина перпендикуляра, проведенного из точки к

плоскости, называется расстоянием от этой точки

до плоскости. Таким образом, расстояние от данной
точки до плоскости является наименьшим из рас-

стояний между данной точкой и любой точкой плос-

кости.

Пусть АА\ — перпендикуляр, а АМ — наклонная,

проведенные из точки А к плоскости а. Из следствия

теоремы 1 мы заключаем, что отрезок А\М является

проекцией наклонной AM на плоскость а. Поэтому,
учитывая теорему 2, мы получаем так называемую

теорему о трех перпендикулярах, извест-
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ную читателю из курса стереометрии средней школы:

прямая, проведенная в плоскости через основание на-

клонной перпендикулярно к ее проекции, перпендику-
лярна и к самой наклонной. Из теоремы 2 следует
также и теорема, обратная теореме о трех перпенди-
кулярах: прямая, проведенная в плоскости через осно-
вание наклонной перпендикулярно к ней, перпендику-
лярна и к ее проекции.

§ 14. РАССТОЯНИЯ МЕЖДУ ПРЯМЫМИ
И ПЛОСКОСТЯМИ

1. Расстояние между параллельными прямыми и

плоскостями

Напомним, что в планиметрии было доказано, что
все точки одной из двух параллельных прямых рав-

ноудалены от другой прямой (см. [7] § 19, п. 3). Оче-
видно, это свойство имеет место и для параллельных

прямых пространства. Используя это свойство, вво-

дится понятие расстояния между параллельными

прямыми: расстояние от произвольной точки одной
из двух параллельных прямых до другой прямой
называется расстоянием между этими прямыми.

Аналогично вводится понятие расстояния между па-

раллельными плоскостями. Напомним, что отрезки

параллельных прямых, заключенные между парал-

лельными плоскостями, равны (свойство 4° § 8). От-
сюда следует одно из важнейших свойств параллель-

ных плоскостей:

1°. Все точки каждой из двух параллельных плоско-

стей равноудалены от другой плоскости.

Расстояние от произвольной точки одной из двух

параллельных плоскостей до другой плоскости назы-

вается расстоянием между этими параллельными

плоскостями. Очевидно, расстояние между данными

параллельными плоскостями является наименьшим

из расстояний между любыми двумя точками, лежа-

щими соответственно в этих плоскостях.

Введем теперь понятие расстояния между прямой
и параллельной ей плоскостью. Для этого докажем

утверждение.

2°. Все точки прямой, параллельной данной плоско-

сти, равноудалены от этой плоскости.
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Π Пусть прямая р параллельна плоскости а. Через

некоторую точку прямой ρ проведем плоскость /?, па-

раллельную плоскости а. Прямая ρ лежит в плоскости

β, так как в противном случае по свойству 1° § 8 она

должна пересечь плоскость а, что невозможно. Отсюда

следует, что расстояние от любой точки прямой ρ до

плоскости а равно расстоянию между параллельными

плоскостями а и /?, т. е. все точки прямой ρ равноуда-

лены от плоскости а. Ш

Расстояние от произвольной точки прямой до па-

раллельной ей плоскости называется расстоянием от

данной прямой до этой плоскости.

Докажем теорему, аналогичную теореме 3 § 19 [7].
Теорема. Фигура, состоящая из множества всех

точек пространства, лежащих по одну сторону от

данной плоскости и отстоящих от этой плоскости

на данном расстоянии, есть плоскость, параллельная
данной.

Π Пусть а — данная плоскость, Я — одно из полу-

пространств с границей a, a d — данное положитель-

ное число. Проведем луч, исходящий из некоторой
точки А плоскости а, перпендикулярный к плоскости

а и расположенный в полупространстве Я, и на этом

луче отложим отрезок АВ, длина которого равна d.

Проведем теперь через точку В плоскость β, парал-

лельную плоскости а, и докажем, что данное в теоре-
ме множество Ω точек состоит из всех точек плоско-

сти β.
Так как все точки плоскости β равноудалены от

плоскости а (см. 1°), то все точки плоскости β при-

надлежат множеству Ω.

Рассмотрим теперь точку Μ полупространства Я,
не лежащую в плоскости β, и докажем, что Μ £ Ω.

Пусть МН — перпендикуляр, проведенный из точки

Μ к плоскости а, а Р — точка пересечения прямой
МН с плоскостью β. Так как РН = dy то МН * d9 по-

этому Mi Ω. Итак, множество Ω совпадает с множе-

ством всех точек плоскости β. Ш
2. Расстояние между скрещивающимися прямыми
Расстояние между скрещивающимися прямыми

вводится на основании следующей леммы.
Л е м м а. Существует одна и только одна прямая,
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перпендикулярная к данным скрещивающимся пря-
мым и пересекающая каждую из них.

Π Пусть а и Ь — данные скрещивающиеся пря-
мые. Докажем сначала, что су-

ществует прямая, пересекаю-

щая прямые а и Ъ и перпен-

дикулярная к каждой из них.

Для этого, воспользовавшись

теоремой 2 § 9, через прямые а

и Ь проведем соответственно

плоскости а и β так, чтобы они

были параллельны друг другу.

Проведем через прямые а и Ъ

соответственно плоскости γ^ и

/г, перпендикулярные к плос-

кости а (теорема 2 § 12). По
следствию теоремы 1 § 12 эти

плоскости перпендикулярны рис. 19

также к плоскости /? (рис. 19).
Плоскости 7i и γ2 не парал-

лельны, так как согласно теореме 2 § 9 через прямые
а и Ъ проходит только одна пара параллельных плос-

костей а и β. Следовательно, плоскости ух и γ2 пересе-

каются по некоторой прямой с. По свойству 3° § 12
с ± а и с JL β, поэтому с JL а, с ±Ъ. Пусть прямая с

пересекает плоскости а и β соответственно в точках Ρ

и Q. Точка Ρ — общая точка плоскостей γ{ и а, кото-

рые пересекаются по прямой а, поэтому Ρ Ε а. Ана-

логично, Q Ε Ъ. Итак, прямая PQ пересекает прямые

а и Ъ и перпендикулярна к каждой из них.

Докажем теперь, что PQ — единственная прямая,

которая перпендикулярна к прямым а и Ь и пересе-

кает эти прямые. Пусть P\Q\ — другая прямая, обла-

дающая этими свойствами, Р{ Ε а и Q\ Ε b. Нетрудно
видеть, что P\Q\ Α. α, поэтому согласно свойству 4°

§ 11 P\Q\ || PQ. Отсюда следует, что точки Р, Q, Рь Qi
лежат в одной плоскости, следовательно, и прямые а

и Ь лежат в этой плоскости. Этот вывод противоречит

определению скрещивающихся прямых. ■

Отрезок называется общим перпендикуляром дан-

ных скрещивающихся прямых, если его концы лежат

соответственно на этих прямых и он перпендикуля-

рен к каждой из них. Из предыдущей леммы следует,
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что любые две скрещивающиеся прямые имеют общий
перпендикуляр, притом только один. На основе этого

утверждения вводится следующее определение: рас-

стоянием между двумя скрещивающимися прямыми
называется длина их общего перпендикуляра.

Нетрудно доказать, что расстояние между данны-

ми скрещивающимися прямыми является наимень-

шим из расстояний между любыми двумя точками,

лежащими соответственно на этих прямых. В са-

мом деле, пусть а и Ь — данные скрещивающиеся

прямые, PQ — их общий перпендикуляр, а X и Υ —

произвольные точки, лежащие соответственно на

прямых а и Ъ. Рассмотрим параллельные плоскости

а и /?, содержащие соответственно прямые а и Ь.

Длина отрезка PQ есть расстояние между плоскостя-

ми а и β. Так как точки X и Υ лежат соответственно

в этих плоскостях, то PQ < ΧΥ.

§ 15. ТЕТРАЭДР И ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД

Глава VI нашего курса посвящена изучению мно-

гогранников, т. е. геометрических тел, поверхности

которых составлены из многоугольников. Однако до

подробного изучения этих фигур мы введем здесь два

простейших вида многогранников — тетраэдр и па-

раллелепипед, известные читателю из курса стерео-

метрии средней школы. Это даст нам возможность

проиллюстрировать свойства взаимного расположе-
ния прямых и плоскостей на примерах простейших
геометрических тел.

1. Тетраэдр
Рассмотрим четыре точки А, Б, С и D, не лежащие

в одной плоскости. Соединив эти точки попарно от-

резками, получим четыре треугольника:

ABC, ABD, BCD, CAD. (1)

Фигура, образованная из этих треугольников, на-

зывается тетраэдром1 и обозначается через ABCD

(рис. 20а). Треугольники (1) называются гранями, их

1 Тетраэдром ABCD называется также геометрическое тело, по-
верхностью которого является фигура, образованная из треугольни-
ков (1) (см. ниже, § 26).
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а) б)

РИС. 20

стороны
— ребрами, а вершины треугольников — вер-

шинами тетраэдра. Два ребра тетраэдра, не имеющие

общих вершин, называются противоположными. Тет-

раэдр имеет четыре грани, шесть ребер и четыре вер-

шины.

Тетраэдр, у которого все ребра равны, называется

правильным. Нетрудно доказать, что существует пра-

вильный тетраэдр, ребра которого равны произвольно

заданному отрезку PQ. В самом деле, рассмотрим

равносторонний треугольник ABC, стороны которого

равны PQ (см. [7] § 30, утверждение 1°) и обозначим

через О центр описанной около него окружности.

Проведем прямую ON, перпендикулярную к плос-

кости ABC (рис. 206). Так как ОА < PQ, то в плоско-

сти AON на луче ON существует такая точка D, что

AD = PQ (см. [7] § 30, утверждение 2°). Согласно за-

даче 2 § 11 DA = DB = DCу поэтому ABCD — пра-

вильный тетраэдр.

Правильный тетраэдр обладает рядом интересных

свойств, которые будут рассмотрены в главе VI. Здесь

же, в качестве примера, рассмотрим только одно из

этих свойств.

Задача. Доказать, что противоположные ребра
правильного тетраэдра принадлежат взаимно перпен-

дикулярным скрещивающимся прямым.

Π Пусть ABCD — правильный тетраэдр. Докажем,
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например, что АВ и CD — скрещивающиеся взаимно

перпендикулярные прямые. По определению тетраэд-

ра его вершины А, В, С, D не лежат в одной плоско-

сти, поэтому прямые АВ и CD не могут лежать в од-

ной плоскости, следовательно, АВ и CD скрещиваю-

щиеся прямые.

Докажем, что АВ ± CD. Пусть Μ — середина ребра
CD (см. рис. 206). Тогда отрезки AM и ВМ — медиа-

ны равносторонних треугольников ACD и BCD, поэто-

му AM и ВМ — высоты этих треугольников. Отсюда
следует, что AM ± CD и ВМ ± CD. По теореме 1 § 11

прямая CD перпендикулярна к плоскости АВМ, сле-

довательно, АВ JL CD. Ш

2. Параллелепипед

Рассмотрим две параллельные плоскости а и β и па-

раллелограмм ABCD, расположенный в плоскости а.

Через точки А, В, С и D проведем параллельные друг

другу прямые, пересекающие плоскость β в точках Аи
Ви С\ и D\. Получим шесть четырехугольников:

АВВЛи BCCiBu CDD&u DAAXDU ABCD, AiBADi. (2)

Эти четырехугольники являются параллелограм-
мами (рис. 21а).
В самом деле, по свойству 4° § 8 ААХ = ВВХ =

= CCi = DDU следовательно, первые четыре из четы-

рехугольников (2) являются параллелограммами. Да-

е) 6)
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лее, так как АВВ^Аи DCCiA, ABCD — параллелограм-
мы, то ΑβΧ || АВ, АВ || DC, DC || ДСЬ следовательно,

АА || Ad; аналогично, ДА || ВхСи поэтому AiBiCiDl —

параллелограмм.

Фигура, образованная из шести параллелограм-

мов (2), называется параллелепипедом1 и обознача-
ется так: ABCDAxBxCxDi.

Параллелограммы (2) называются гранями, их сто-

роны
— ребрами, а вершины параллелограммов

—

вершинами параллелепипеда. Параллелепипед имеет

шесть граней, двенадцать ребер и восемь вершин.

Две вершины, не принадлежащие одной грани, на-

зываются противоположными, а отрезок, соединяю-
щий противоположные вершины — диагональю па-

раллелепипеда. Параллелепипед имеет четыре диаго-

нали. Диагоналями параллелепипеда ABCDA\B\C\Di
являются отрезки ACU BDU САХ и DBX. Грани паралле-
лепипеда, не имеющие общих ребер, называются про-

тивоположными. Часто выделяют какие-нибудь две

противоположные грани и называют их основания-

ми, а остальные грани
— боковыми гранями паралле-

лепипеда.

Параллелепипед обладает рядом свойств, которые

часто используются при решении задач.

1°. Противоположные грани параллелепипеда рав-
ны и лежат в параллельных плоскостях.

2°. Диагонали параллелепипеда пересекаются в од-

ной точке и делятся в ней пополам.

3°. Середины отрезков, соединяющих середины па-

раллельных ребер, не лежащих в одной грани, совпа-

дают с точкой пересечения диагоналей параллелепи-
педа.

Докажем, например, свойство 2°. Доказательство
остальных свойств предоставим читателю.

D Пусть ABCDA\BiC\D\ — данный параллелепипед.
Возьмем середину О диагонали Ad и докажем, что

точка О является серединой всех остальных диаго-

налей BD\, CA\ и DBl В самом деле, четырехуголь-

ник ABCiA является параллелограммом, так как

АВ || ACi и АВ = ACi (рис. 216). Поэтому диагонали

1 Параллелепипедом ABCDA\B\C\D\ называется также геометри-

ческое тело, поверхностью которого является фигура, образованная
из параллелограммов (2) (см. ниже, § 29).
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Ad и BD\ этого параллелограмма пересекаются и в

точке пересечения делятся пополам, т. е. точка О —

середина диагонали ВА данного параллелепипеда.

Аналогично, рассматривая четырехугольники BCAAi

и CDAxBu мы приходим к выводу, что О — середина

диагоналей CAi и jDBi. ■

3. Прямоугольный параллелепипед

Ребра параллелепипеда, не принадлежащие осно-

ваниям, называются боковыми ребрами. Ясно, что па-

раллелепипед имеет четыре боковых ребра, которые

попарно параллельны.

Параллелепипед называют прямоугольным, если

его боковые ребра перпендикулярны к основаниям, а

основания являются прямоугольниками.

Докажем, что все тесть граней прямоугольного па-

раллелепипеда—прямоугольники. ПустьABCDA\B\C\D\—

данный прямоугольный параллелепипед, a ABCD и

AiBiCiDi его основания. По определению боковые ребра
ААи ВВи CCi и DDi перпендикулярны к его основани-

ям. Отсюда следует, что AAi ±AB, поэтому в паралле-

лограмме AAiBiB угол А — прямой, т. е. этот парал-

лелограмм — прямоугольник. Точно так же доказы-

вается, что остальные боковые грани прямоугольного
параллелепипеда являются прямоугольниками.

ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ III

ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ И ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ
ПРЯМЫХ И ПЛОСКОСТЕЙ

62. Плоскость параллельна одной из двух данных

прямых и перпендикулярна к другой прямой. Дока-
зать, что данные прямые перпендикулярны.

63. Плоскость а и прямая а перпендикулярны к

прямой Ь. Доказать, что прямая а либо лежит в плос-

кости а, либо параллельна этой плоскости.

64. Одна из двух данных плоскостей параллельна
плоскости а, а другая перпендикулярна к этой плос-

кости. Доказать, что данные плоскости перпендику-
лярны.

65. Одна из двух данных плоскостей параллельна
данной прямой, а другая

— перпендикулярна к этой

прямой. Доказать, что данные плоскости перпенди-

кулярны.

№
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66. Данные прямая й плоскость перпендикулярны
к плоскости а. Доказать, что данная прямая либо
лежит в данной плоскости, либо параллельна этой
плоскости.

67. Плоскости а и β перпендикулярны к плоскости

γ. Доказать, что если три плоскости α, β и γ не име-
ют ни одной общей точки, то плоскости а и β парал-
лельны.

68. Прямая а перпендикулярна к плоскости a, a

прямая Ъ — к плоскости /?. Доказать, что две плоско-

сти а и β: а) перпендикулярны тогда и только тогда,

когда прямые а и Ъ перпендикулярны; б) параллель-
ны тогда и только тогда, когда прямые а и Ъ парал-
лельны или совпадают.

69. Существует ли такая точка пространства, через

которую проходят четыре попарно перпендикуляр-
ные прямые (плоскости)? Ответ обосновать.

70. Доказать, что множество всех прямых, каждая

из которых проходит через данную точку А и перпен-

дикулярна к данной прямой, не проходящей через

точку А, есть пучок пересекающихся прямых с цент-

ром А и плоскостью, проходящей через точку А и

перпендикулярной к данной прямой.
71. Прямая а не перпендикулярна к плоскости а.

Доказать, что множество всех прямых, лежащих в

плоскости а, каждая из которых перпендикулярна к

прямой а, есть пучок параллельных прямых с плос-

костью а.

72. Даны три плоскости, которые не имеют ни од-

ной общей точки и попарно пересекаются по прямым

а, Ъ и с. Через точку А, не лежащую в данных плос-

костях, проведены перпендикуляры АВ\, АВ2, АВ3 к

данным плоскостям и перпендикуляры ACif AC2, АС3

к прямым а, Ь и с. Доказать, что прямые АВи АВ2,
АВ3, АСи АС2, АС3 лежат в одной плоскости.

73. Даны две скрещивающиеся прямые а и Ь. До-
казать, что через каждую точку пространства прохо-

дит одна и только одна прямая, перпендикулярная к

прямым а и Ь.

74. Даны две непараллельные прямые а и b и плос-

кость а. Найти множество всех прямых, каждая из

которых лежит в плоскости а и перпендикулярна к

прямым а и Ь.
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75. Доказать, что лучи ОА и ОгА?, не лежащие на

одной прямой, сонаправлены (противоположно на-

правлены) тогда и только тогда, когда прямые О^А\ и

ОтА2 параллельны и точки А\ и А2 лежат по одну сто-

рону (по разные стороны) от прямой 0\02.
76. Даны лучи ОАи 02А2 и ОгЛ', где О2А2' — продол-

жение луча 02А2. Доказать, что: а) если ОАТТОгАг, то

OAUOaAz'; б) если ОАТЮгАг, то ОАТТОгА»'.
77. Даны три луча ОАи 02А2 , ОзА3, удовлетворяю-

щие условиям: OiAittCVta 02А2/\/\ОзА3. Доказать, что

ОЛПОзАз.
78. Даны три луча OiAb O2A2, О3А3, удовлетворяю-

щие условиям: OiAiU02A2, O2A2UO3A3. Доказать, что

ОЛПОзАз.
79. Доказать, что два угла равны, если их стороны

соответственно противоположно направлены.

80. Доказать, что угол между двумя данными пе-

ресекающимися прямыми равен углу между пересе-

кающимися прямыми, соответственно параллельны-
ми данным прямым.

81. Плоскость, проходящая через пересекающиеся

прямые а и Ь, параллельна или совпадает с плоскос-

тью, проходящей через пересекающиеся прямые а' и

Ь'. Доказать, что если а ± а' и Ъ ± Ь\ то угол между

прямыми а и Ь равен углу между прямыми а' и Ъ'.

82. Даны две скрещивающиеся прямые а и Ь. Че-

рез произвольную точку Mi пространства, не лежа-

щую на этих прямых, проведены прямые а\ и Ьи со-

ответственно параллельные прямым а и Ъ. Доказать,
что угол между прямыми а,\ и Ъ\ не зависит от выбора
точки М\.

83. Доказать, что фигура, состоящая из множества

всех точек пространства, каждая из которых является

серединой отрезка, концы которого лежат на двух

параллельных плоскостях, есть плоскость, параллель-

ная данным и равноудаленная от них.

84. Найти фигуру, состоящую из множества всех

точек пространства, равноудаленных от двух дан-

ных а) параллельных прямых; б) пересекающихся
прямых.

85. Найти фигуру, состоящую из множества всех

точек пространства, каждая из которых является се-

рединой отрезка, один конец которого лежит на дан-
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ной плоскости, а другой конец — на данной прямой,
параллельной этой плоскости.

86. Из точки, не лежащей в данной плоскости,
проведены к этой плоскости две наклонные. Дока-
зать, что: а) эти наклонные равны тогда и только

тогда, когда их проекции на данную плоскость рав-

ны; б) одна из наклонных больше другой тогда и

только тогда, когда ее проекция на данную плоскость

больше проекции другой наклонной.
87. Из точки А, не лежащей в плоскости а, прове-

дены к этой плоскости перпендикуляр АН и наклон-

ная АВ. Доказать, что фигура, состоящая из множе-

ства всех точек плоскости а, каждая из которых есть

проекция точки А на какую-нибудь прямую пучка с

центром В и плоскостью а, есть окружность с диамет-

ром НВ.

88. Доказать, что шестиугольник плоскости а,

описанный около окружности, является проекцией
на эту плоскость некоторого пространственного шес-

тиугольника1, любые две противоположные стороны

которого лежат в одной плоскости.

С помощью этого утверждения доказать, что отрез-

ки, соединяющие противоположные вершины данно-

го шестиугольника, пересекаются в одной точке (тео-
рема Брианшона).

89. Прямая пересекает плоскость и не перпендику-

лярна к ней. Доказать, что угол между этой прямой

и плоскостью есть наименьший из всех углов между

этой прямой и любой прямой, лежащей в данной
плоскости.

90. Из точки А, не лежащей в данной плоскости а,

проведены перпендикуляр АН и наклонная АВ. Дока-
зать, что углы между прямой АВ и двумя пересекаю-

щимися прямыми плоскости а равны тогда и только

тогда, когда равны углы между прямой ВН и этими

прямыми.

91. Углы между данной прямой и прямыми, содер-

жащими стороны треугольника ABC, равны. Дока-
зать, что данная прямая перпендикулярна к плоско-

сти ABC.

1 Многоугольник называется пространственным, если его вер-

шины не лежат в одной плоскости.
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92. Доказать, что расстояние от прямой до плоско-

сти, параллельной этой прямой, меньше или равно

расстоянию от любой точки прямой до любой точки

плоскости.

93. Расстояния от двух точек до плоскости равны

а и Ь, где а > Ъ. Найти расстояние от середины отрез-

ка с концами в данных точках до плоскости1, если

данные точки лежат: а) по одну сторону от плоско-

сти; б) по разные стороны от плоскости.

94. Расстояния от вершин треугольника, лежащих

по одну сторону от плоскости, до данной плоскости

равны а, Ъ, с. Найти расстояние от точки пересечения

медиан треугольника до данной плоскости.

95. Даны две скрещивающиеся прямые а и Ъ. До-

казать, что существует такая плоскость, что перпен-

дикуляр, проведенный из любой точки прямой а к

прямой Ьу параллелен этой плоскости или лежит в

ней. При каком расположении прямых а и Ь сущест-

вует плоскость, в которой лежат все эти перпендику-

ляры?
96. Отрезок АВ является общим перпендикуля-

ром скрещивающихся прямых АА\ и ВВи угол между
которыми равен 60°, а отрезок Α^Βλ — перпендику-

ляр, проведенный из точки Ах к прямой ВВ\. До-
казать, что: а) АА\ = 2ВВ\\ б) если точки Μ и N на

лучах AAi и ВВ\ выбраны так, что AM = 2BN, то

MN ± ВВ{.

97. Доказать, что угол между двумя пересекающи-

мися плоскостями равен углу между прямыми, пер-

пендикулярными к этим плоскостям.

98. Две плоскости пересекаются по прямой Z. Дока-
зать, что угол между произвольной прямой, лежащей
в одной из этих плоскостей и пересекающей прямую

Z, и другой плоскостью является наибольшим, когда
прямая перпендикулярна к прямой Z.

99. Через точку, лежащую на прямой Z, по которой
пересекаются две плоскости, в каждой из плоскостей

проведена прямая, одна из которых перпендикуляр-
на к Z, а угол между второй прямой и прямой Ζ равен

1 Расстоянием от точки, лежащей в плоскости, до этой плоско-

сти назовем число ноль.
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φ. Найти угол θ между этими прямыми, если угол

между данными плоскостями равен ψ.
100. Доказать, что при наложении сохраняется

угол между: а) прямой и плоскостью; б) двумя плос-
костями.

101. Доказать, что при наложении сохраняется

расстояние: а) между параллельными прямыми; б) от

точки до плоскости; в) между прямой и параллель-

ной ей плоскостью; г) между параллельными плоско-
стями.

102. Доказать, что при наложении скрещивающи-
еся прямые переходят в скрещивающиеся прямые и

сохраняется угол и расстояние между ними.

103. Дан равнобедренный треугольник ABC, АВ =

= ВС = 13 см, АС = 10 см. Проекция Μλ точки Μ на

плоскость ABC лежит внутри треугольника и рассто-

яния от точки Μ до прямых АВ, ВС, СА равны 8f см.
3

Доказать, что точка Μ не лежит в плоскости тре-

угольника, и найти расстояние от точки Μ до плос-

кости ABC.
104. Плоскости а и β пересекаются по прямой АВ,

и угол между этими плоскостями равен 45°. Вершина
С прямоугольного треугольника ABC с гипотенузой

АВ = а и острым углом В = 30° лежит в плоскости а.

Найти расстояние от точки С до плоскости β.
105. Плоскости а и β, угол между которыми равен

30°, пересекаются по прямой АС. Из точки В плоско-

сти а проведен перпендикуляр ВН к плоскости /?,
ВН = -^АВ. Найти угол между прямыми АВ и АС.

106. Вершины А и В прямоугольного треугольника
ABC лежат в плоскости а, а вершина С прямого угла
не лежит в этой плоскости. Найти углы этого тре-

угольника, если угол между прямой АС и плоскостью

а равен 15°, а угол между прямой ВС и этой плоско-

стью равен 75°.
107. Прямая СЕ параллельна плоскости а, прохо-

дящей через точку D, a CH — перпендикуляр к этой

плоскости. Найти угол θ между плоскостями а и

DCE, если CD = yf3CH и угол между прямыми СЕ и

CD равен 60°.

108. Прямая АВ параллельна плоскости а, а пря-
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мые AAi и BBi перпендикулярны к прямой АВ и пере-

секают плоскость а в точках Ai и В\. Найти расстоя-
ние от прямой АВ до плоскости а, если АВ = а,

АХВХ = Ь (Ъ > а), углы между прямыми АА\ и ВВ\ и

плоскостью а соответственно равны 45° и 30°.

109. В параллелограмме ABCD АВ : AD =1:2. Сто-

рона АВ лежит в плоскости а, а расстояние от точки

С до плоскости а равно расстоянию от точки А до

прямой ВС. Найти угол между плоскостями а и ABC.

110. Доказать, что расстояние между скрещиваю-
щимися прямыми равно расстоянию между их проек-

циями на данную плоскость, если эти проекции яв-

ляются параллельными прямыми, или если одна из

проекций — точка, а другая — прямая.

ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД И ТЕТРАЭДР

111. Точки Μ и N лежат на ребрах DB и DC тетраэд-

ра ABCD. Доказать, что пары прямых АВ и MN, АС и

МАГ, AD и MN являются скрещивающимися прямыми.

112. Плоскость а пересекает ребра BD и CD тетра-

эдра DABC в точках Μ и N и параллельна прямым
AD и ВС. Доказать, что: а) плоскость а пересекает

ребра АВ и АС в точках Ρ и Q, причем MNQP — па-

раллелограмм; б) ^ = Щ.
113. Доказать, что противоположные грани парал-

лелепипеда равны и лежат в параллельных плоско-

стях.

114. Доказать, что в произвольном параллелепи-

педе точка пересечения диагоналей является середи-

ной всех шести отрезков, каждый из которых соеди-

няет середины параллельных ребер параллелепипеда,
не лежащих в одной грани.

115. Доказать, что две прямые являются скрещи-

вающимися прямыми, если они содержат: а) диаго-

наль параллелепипеда и ребро, не имеющее общей
вершины с диагональю; б) диагональ параллелепипе-

да и диагональ какой-нибудь грани, не имеющие об-

щей вершины; в) диагонали двух смежных граней,
не имеющие общей вершины; г) не параллельные ди-

агонали двух противоположных граней.
116. Точки Ки К2, К3, КАу К5 являются середина-
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ми ребер АВ, ААи АХВЪ ССЬ CD параллелепипеда
ABCDA\B^C\Di. В каждом из следующих примеров вы-

яснить взаимное расположение прямой и плоскости:

а) К2К3 и К,КАК^ б) КХКА и AB.D; в) ВХКЪ и К2К3КА\
г) BD и К2К3К5; д) В,К5 и K2KAD.

117. Доказать, что диагональ прямоугольного па-

раллелепипеда не перпендикулярна: а) ни к одному

из его ребер;1 б) ни к одной из диагоналей его граней,
если параллелепипед имеет попарно различные изме-

рения.

118. Доказать, что диагональ куба: а) перпендику-
лярна к диагонали каждой его грани, если эта диаго-
наль не имеет общего конца с данной диагональю ку-
ба; б) перпендикулярна к плоскости, проходящей че-

рез три вершины куба, соседних с одним из концов

данной диагонали.

119. Доказать, что прямоугольный параллелепи-
пед является кубом, если выполняется хотя бы одно
из условий: а) его диагональ перпендикулярна к ка-

ким-нибудь двум не параллельным друг другу диа-

гоналям граней; б) его диагональ перпендикулярна

к одной из плоскостей, проходящих через три вер-

шины параллелепипеда, соседних с одним из концов

данной диагонали.

120. В прямоугольном параллелепипеде

ABCDAiBxdDi точка Μ — середина ребра DDU а О —

середина диагонали АС\. Доказать, что: а) грань

ABCD является квадратом тогда и только тогда, ког-

да отрезок ОМ перпендикулярен к одной из диагона-

лей параллелепипеда, не имеющих общих концов с

ребром DDu б) если отрезок ОМ перпендикулярен к

одной из указанных выше диагоналей, то он перпен-

дикулярен и к другой диагонали.

121. В кубе ABCDAiBiCiDi точка Μ — середина реб-
ра DDi. Выяснить, являются ли перпендикулярными:

а) какие-нибудь две диагонали куба; б) плоскости

ACiC и BDXD; в) плоскости АСХМ и САХМ.
122. Дан куб ABCDAXBXCXDX. Найти угол θ между:

а) плоскостями ABC и АС\М, где Μ — середина реб-
ра DDu б) прямыми АС\ и ВР, где Ρ — середина

ребра CD; в) прямыми ВК и AN, где К — середина

1 Отрезки АВ и CD будем называть перпендикулярными, если

прямые АВ и CD перпендикулярны.

75



ребра CD, a N — точка, лежащая на ребре ВВи и

ΒΝ: NBi = 2 : 1.

123. Дан куб с ребром а. Найти расстояние между

двумя скрещивающимися прямыми, содержащими:

а) диагональ куба и какое-нибудь ребро куба; б) диа-

гональ куба и диагональ какой-нибудь грани; в) диа-

гонали двух граней.
124. В прямоугольном параллелепипеде

ABCDAtB&Di АВ = a, AD = Ь9 А4, = с. Найти угол θ

между плоскостями ABC и АС\М, где Μ — середина
ребра ВВХ.

125. Дан тетраэдр ABCD, у которого плоскости гра-
ней ABC и BCD перпендикулярны и углы CBD и ВАС

прямые. Доказать, что плоскости граней ACD и ABD

перпендикулярны.
126. Точки Μ и N являются серединами ребер АВ

и CD правильного тетраэдра ABCD. Найти угол θ

между прямой ΜΝ и плоскостью ABC.
127. В тетраэдре ABCD АС = СВ = 5 см, DB =

= 5V5 см. Углы DAB, DAC, АСВ — прямые. Найти

угол между плоскостями ABC и BCD.
128. В произвольном тетраэдре расстояния от кон-

цов одного из ребер до прямой, содержащей противо-
положное ребро, равны ш\ и т2, а расстояния от тех

же вершин до плоскостей противоположных граней

равны h\ и h2. Доказать, что — =
—.

129. Дан правильный тетраэдр, ребро которого
равно а. Найти расстояние: а) между прямыми, со-

держащими противоположные ребра; б) от вершины

до плоскости противоположной грани.
130. Дан правильный тетраэдр ABCD, ребро кото-

рого равно а. Найти расстояние между прямыми AM
и DN, где Μ и N — середины ребер ВС и АС.
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Глава IV

ДВИЖЕНИЯ И ПОДОБИЯ

§ 16. ДВИЖЕНИЯ. ГРУППА ДВИЖЕНИЙ

1. Понятие движения, примеры
Настоящая глава посвящена важнейшим преобра-

зованиям пространства — движениям и подобиям.
Многие определения и теоремы этой главы аналогич-

ны тем, которые рассматривались в планиметрии в

главах VII и VIII.

Говорят, что преобразование пространства сохраня-
ет расстояния, если расстояние между любыми дву-

мя точками А и В пространства равно расстоянию
между их образами А' и В', т. е. АВ = А'В'.

Преобразование пространства, сохраняющее рас-
стояния, называется движением (перемещением) про-

странства.
Наиболее простым примером движения является

тождественное преобразование пространства, т. е.

преобразование, при котором каждая точка прост-

ранства переходит в себя. Рассмотрим другие приме-

ры движений.

Пример 1. (Симметрия относительно плоскости).
Две точки Μ и М' называются симметричными отно-

сительно плоскости а, если эта плоскость перпенди-

кулярна к отрезку ММ' и проходит через его середи-

ну. Каждая точка плоскости а симметрична самой

себе.

Симметрией относительно плоскости а (отражени-
ем от плоскости а) называется отображение простран-

ства, при котором каждая точка X переходит в точку

X', симметричную точке X относительно плоскости а.

Очевидно, симметрия относительно плоскости яв-

ляется преобразованием пространства. Докажем, что

она сохраняет расстояния, т. е. является движением.

Пусть Μ и N — две точки пространства, а М' и Ν' —

их образы. Докажем, что ΜΝ = M'N'. Рассмотрим

прямые ММ' и ΝΝ\ которые обозначим соответствен-
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но через тип (если точки Μ и М' совпадают, то че-

рез т обозначается прямая, проходящая через точку
Μ и перпендикулярная к плоскости а; аналогично

для прямой п). Так как т ± а и η ± а9 тоти/г либо

совпадают, либо параллельны, поэтому они лежат в

некоторой плоскости. В этой плоскости β отрезки

ΜΝ и M'N' симметричны относительно прямой, по

которой пересекаются плоскости а и β> поэтому

ΜΝ = M'N'.

Пример 2. (Центральная симметрия). Точки Μ и

М' называются симметричными относительно точки

О, если О — середина отрезка ММ'. Точка О симмет-

рична самой себе.

Симметрией относительно точки О (отражением
от точки О или центральной симметрией) называется

отображение пространства, при котором каждая точ-

ка X переходит в точку X', симметричную точке X

относительно точки О.

Докажем, что симметрия относительно точки О яв-

ляется движением. Пусть Μ и N — две точки про-

странства, а М' и Ν' — их образы. Прямые ММ' и

ΝΝ' лежат в одной плоскости с точкой О, и в этой

плоскости они симметричны относительно точки О,
поэтому ΜΝ = M'N'.

Рассмотрим еще один пример движения простран-
ства — параллельный перенос. Для этого, так же как

и на плоскости (см. [7] § 32, п. 2), введем понятие

направленного отрезка в пространстве. Отрезок на-

зывается направленным у если его граничные точки

заданы в определенном порядке. Если А — первая

точка, а В — вторая, то точка А называется началом,
а. В — концом направленного отрезка, и этот отрезок

обозначается через АВ. В целях общности каждую

точку рассматривают как направленный отрезок, у

которого начало совпадает с концом (нулевой направ-
ленный отрезок).

Так же как и для направленных отрезков на плос-

кости, вводятся понятия длины направленного отрез-

ка, одинаково направленных и противоположно на-

правленных отрезков.

Направленные отрезки называются равными, если

они одинаково направлены и их длины равны. В

пространстве, так же как и на плоскости, имеет мес-
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то следующий признак равенства направленных от-

резков: направленные отрезки АВ и CD равны тогда
и только тогда, когда середины отрезков AD и ВС
совпадают.

Пример 3. (Параллельный перенос). Параллель-
ным переносом на данный направленный отрезок PQ
называется отображение пространства, при котором
каждая точка X отображается в такую точку Х'9 что

XX' = PQ. Доказательство того, что параллельный
перенос пространства является движением, дословно

повторяет доказательство соответствующего утверж-
дения на плоскости (пример 4 § 32 [7]), поэтому мы

его опускаем.
Так же как и в планиметрии, тождественное пре-

образование рассматривают как частный случай па-

раллельного переноса, а именно как параллельный
перенос на нулевой направленный отрезок.

2. Произведение движений
Понятие произведения двух преобразований прост-

ранства вводится так же, как и для преобразований
плоскости. Пусть / и g — данные преобразования.
Каждой точке Μ пространства поставим в соответ-

ствие точку М' по следующему закону: М\ = g{M)y
Μ' = /(Mi). Тогда определяется новое отображение
пространства, переводящее точку Μ в точку М':

М' = f{g{M)). Оно обозначается так: fg и называется

произведением (или композицией) преобразований g и

/. Ясно, что fg есть преобразование пространства. Ес-
ли g и / — движения, то каждое из этих преобразова-
ний сохраняет расстояния, поэтому и преобразование
fg сохраняет расстояния. Итак, произведение двух
движений есть движение.

Понятие произведения движений может быть ис-

пользовано для определения новых видов движений.
Рассмотрим примеры.

Пример 4. (Поворот вокруг прямой). Пусть от-

данная прямая, а φ
— градусная мера некоторого уг-

ла. Проведем через прямую а две плоскости αγ и а2,

угол между которыми равен -^р, и рассмотрим сим-

метрии gi и g2 относительно плоскостей ах и а2. Тогда

gigx является движением. Очевидно, при этом движе-

нии каждая точка прямой а переходит в себя, а все
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точки любой плоскости

а, перпендикулярной к

этой прямой, переходят
в точки, лежащие в этой

же плоскости. При этом

в плоскости а порожда-

ется поворот вокруг точ-

ки пересечения плоско-

сти а и прямой а на угол

φ (рис. 22), причем во

всех плоскостях, перпен-

дикулярных к прямой а,

поворот происходит в од-
рис. 22 ном и том же направле-

нии — по часовой стрел-
ке или против часовой

стрелки. Такое движение пространства называется

поворотом вокруг прямой а (ось поворота) на угол φ

(угол поворота).
Если φ = 180°, то плоскости а.\ и а2 взаимно перпен-

дикулярны и при движении gqgx каждая точка Μ

пространства переходит в точку М', симметричную
точке Μ относительно прямой а (т. е. MM' _L α и се-

редина отрезка ММ' лежит на прямой а). Поворот
вокруг прямой а на угол 180° называется также сим-

метрией относительно прямой а или отражением от

прямой а.

Важно отметить, что если φ < 180°, т. е. если плос-

кости ах и а2 не взаимно перпендикулярны, то в

определении поворота вокруг прямой существенен

порядок, в котором рассматриваются движения g\ и

g2, т. е. движения g2g\ и g\g2 не совпадают. Движе-
ние g\g2 также является поворотом вокруг прямой а

на угол ψ у но только в другом направлении. Если

φ = 180°, то движения gig\ и gxg2 совпадают: оно явля-

ется симметрией относительно прямой а.

Пример 5. (Скользящее отражение). Пусть а —

произвольная плоскость пространства, а А и В — две

точки в этой плоскости. Рассмотрим отражение g\ от

плоскости а и параллельный перенос g2 на направ-

ленный отрезок АВ. Произведение g = g2g\ является

движением, которое называется скользящим отраже-
нием.
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^
, б)

РИС. 23

Нетрудно убедиться в том, что gzgi
= g\g2, т. е. для

любой точки Μ пространства g2g\{M) = gig2(M). Ес-
ли Μ Ε α, то это утверждение очевидно (рис. 23а):
gig\{M) = g2(M) = Μ', g&(M) = gi(M') = Μ'. Если же

Μ & а, то равенство g^gx{M) = £Ι#2(ΛΓ) легко обосно-

вать, пользуясь рис. 236 (на этом рисунке g\{M) =

= М„ &(М) = М2, g2(M0 = Μ'): &ft(M) = ft(M,) = Μ',

gi£2(M) = gi(M2) = Μ', τ. κ. MMiM'M2 — прямоуголь-

ник, и поэтому точки М2 и М' симметричны относи-

тельно плоскости а.

Таким образом, при определении скользящего от-

ражения не существенен порядок, в котором рассмат-

риваются отражение g\ и параллельный перенос g2.

3. Движение, обратное данному движению

Пусть / — данное преобразование пространства.
Каждой точке пространства поставим в соответствие

ее прообраз при преобразовании /. Тогда определяется
новое преобразование пространства, которое обозна-

чают через f"1 и называют преобразованием, обрат-
ным к /. Если g — движение, т. е. преобразование,
которое сохраняет расстояния, то, очевидно, и преоб-
разование g"1 сохраняет расстояния, т. е. является

движением. Например, если g
— параллельный пере-

нос на направленный отрезок АВ, то, очевидно, g~*

есть также параллельный перенос на направленный

отрезок ВА. Если g — поворот вокруг оси а на угол φ

в одном направлении, то g~x есть поворот вокруг оси

Ζ*1. 1*П

г*—'в /
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а на угол φ в другом направлении. Интересно отме-

тить, что движение g, обратное отражению от плоско-

сти, совпадает с самим движением, т. е. g~x = g. Ана-

логично, движение, обратное симметрии относитель-

но точки, совпадает с самим движением.

4. Группа движений пространства

Рассмотрим множество D всех движений простран-
ства. В п. 2 было доказано, что если / Ε D, g Ε D, то

fg Ε D. Кроме того, если / Ε D, то /_1 Ε Ζλ

Докажем, что если h, f, g — произвольные движения

пространства, а е — тождественное преобразование,
то имеют место равенства

g~xg = gg~x = e, (1)

h(fg) = (Afl*. (2)

Докажем сначала равенства (1). Пусть Μ —

произ-

вольная точка пространства, Mi = g(M), М2 = g~\M).
Тогда, очевидно, g~\M\) = Μ, g(M2) = Μ, поэтому

(g-^X-M) = ^_1(Я(М)) = £_1(Mi) = Μ. Отсюда следует,
что g~xg — тождественное преобразование, то есть

g~xg = е. Аналогично, (gg~l)(M) = g(g~\M)) = g{M2) =

= Μ, τ. e. gg~x = е.

Докажем теперь равенство (2). Пусть Д = h(fg), f2 =
= {hf)gy h = hf. Возьмем произвольную точку М прост-

ранства и рассмотрим точку Мх = g(M). Тогда Д(М) =

= lKfg)](M) = h[(fg)(M)] = А[/(М,)] = /3(М0,· /2(М) =

= (hf)(g{M)) = (hf)(Mx) = /aCMj). Отсюда следует, что

преобразования А и /2 совпадают, т. е. имеет место ра-
венство (2).
Таким образом, множество D всех движений про-

странства образует группу. Эта группа называется

группой движений пространства.

§ 17. ДВИЖЕНИЯ И НАЛОЖЕНИЯ

1. Движения и наложения

Из определения движения непосредственно следу-
ет, что любое наложение является движением. Верно
и обратное утверждение: любое движение является

наложением. Для доказательства этого утверждения

предварительно рассмотрим три леммы, первую из

которых приводим без доказательства, так как ее до-
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казательство в точности совпадает с доказательством

леммы 1 § 33 [7].
Лемма 1. При движении три точки, не лежащие

на одной прямой, переходят в три точки, не лежащие

на одной прямой.

Упорядоченную четверку точек А, В, С, D называют

репером и обозначают так: (А, В, С, D). Репер назы-

вается ортонормированным, если АВ ± АС, АВ JL AD,
AC ±ADnAB =AC = AD. Ясно, что точки А, В, С, D не

лежат в одной плоскости и являются вершинами тет-

раэдра ABCD, грани ABCf ABD и ACD которого — рав-

нобедренные прямоугольные треугольники.
Л емма 2. При движении ортонормированный ре-

пер переходит в ортонормированный репер.
Π Пусть (А, В, С, D) — ортонормированный репер,

а А'у В\ С, D' — соответственно образы точек А, В,
С, D при данном движении. По лемме 1 точки

А'9 В' и С не лежат на одной прямой, и так как

АВ=А'В\ АС = А'Су ВС = В'С9 то А АВС = АА'В'С

по трем сторонам. Отсюда следует, что А'В'С — пря-

моугольный равнобедренный треугольник с катета-

ми А'В' = А'С. Аналогично, A'C'D' и A'B'D' — равно-

бедренные прямоугольные треугольники с катетами

A'B' = A'D' и А'С =A'D'. Следовательно, А'В' ±А'С,

A'D' ±А'В\ A'D' ±А'С, А'В' = А'С = A'D' поэтому

(А\ В'у С, D') — ортонормированный репер. ■

Лемма 3. Если (А, В, С, D) и (Аи Ви Си А) — про-

извольные реперы, то существует не более одного дви-

жения, при котором точки А, В, С, D переходят соот-

ветственно в точки Аи Ви С\ и А.
Π Допустим, что утверждение леммы неверно,

т. е. существуют различные движения g\ и g2y кото-

рые точки А, В, С, D переводят соответственно в точ-

ки Аи Ви Си А· Тогда существует такая точка М, что

точки Mi = g\(M) и М2 = g2(M) не совпадают. Так

как Д = gx{A)y Λ = g2(A)y то AM = АХМХ и AM = AM2,

следовательно, ΑλΜλ = ДМ2. Аналогично получаем:
ВХМ\ = АМ2, СМ\ = СХМ2, DXMX = D{M2. Отсюда следу-

ет, что точки Аи Ви Сх и А лежат в одной плоскости

(см. задачу 1 § 11). Это противоречит определению

репера. Таким образом, наше предположение неверно
и поэтому существует не более одного движения, при
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котором точки А, В, С, D переходят соответственно в

точки Аь Вь Си А· Ш

Докажем теперь основную теорему.
Теорема 1. Любое движение пространства явля-

ется наложением.

Π Пусть (А, В, С, D) — произвольный ортонорми-

рованный репер, а А', В', С, D' — соответственно об-

разы точек А, В, С, D при данном движении g. По

лемме 2 (А', В\ С", D') — ортонормированный репер.

Докажем, что существует наложение, при котором

репер (А, В, С, D) переходит в репер (А'у В\ С> D').
Так как L ВАС = L В'А'С, то по аксиоме II16 сущест-

вует наложение / такое, что А' = /(А), луч АВ перехо-

дит в луч А'В'у луч АС
— в луч А'С', а полупростран-

ство с границей ABC, содержащее точку D,— в полу-

пространство с границей А'В'С, содержащее точку

D'. Так как АВ = А'В' и АС=А'С\ то В'= f(B),
С = /(С). Прямая AD перпендикулярна к плоскости

АБС, поэтому прямая A'D", где D" = /(D), перпенди-

кулярна к плоскости А'В'С (см. § 11, п. 1). Отсюда
следует, что прямые A'D" и A'D' совпадают и что

точка D" лежит на луче A'D'. В силу равенства
A'D' =A'D" точки D'-vl D" совпадают, т. е. D' = f(D).

Наложение / является движением, следовательно,

по лемме 3 движения f и g совпадают. Так как f —

наложение, то и g
— наложение. ■

Мы доказали, что понятия «наложение» и «дви-

жение» совпадают, поэтому все свойства наложений,
рассмотренные нами выше, имеют место и для дви-

жений. В частности, при любом движении отрезок

переходит в отрезок (см. п. 1 § 3). Из свойства 3° и

теоремы 2 § 3 следует, что луч переходит в луч, пря-

мая — в прямую, а плоскость — в плоскость. Отме-
тим также, что при движении сохраняется перпен-

дикулярность двух прямых, прямой и плоскости и

перпендикулярность двух плоскостей (см. § 10, § 11
и § 12).

Так как любое движение является наложением, то,

учитывая определение равных фигур, данное в § 3,
мы заключаем, что две фигуры равны тогда и только

тогда, когда существует движение, при котором од-
на фигура переходит в другую.
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2. Неподвижные точки, прямые и плоскости дви-

жения

Точка пространства называется неподвижной точ-

кой движения, если при этом движении она перехо-
дит в себя. Прямая называется неподвижной прямой
движения, если любая ее точка переходит в точку

этой же прямой. Частным случаем неподвижной пря-
мой является прямая неподвижных точек, все точки

которой являются неподвижными. Нетрудно дока-

зать, что если две точки А и В являются неподвиж-

ными точками данного движения, то АВ — прямая
неподвижных точек.

Плоскость называется неподвижной плоскостью

движения, если при этом движении любая точка

плоскости переходит в точку этой же плоскости.

Частным случаем неподвижной плоскости является

плоскость неподвижных точек, все точки которой
являются неподвижными. Если, например, g — сим-

метрия относительно плоскости а, то любая прямая
плоскости а, а также любая прямая, перпендикуляр-
ная к плоскости а, является неподвижной прямой,
причем прямые плоскости а — прямые неподвиж-

ных точек. Далее, плоскость а, а также любая плос-

кость, ей перпендикулярная, является неподвижной
плоскостью движения g, причем сама плоскость а яв-

ляется плоскостью неподвижных точек.

Так как при любом движении плоскость переходит

в плоскость, то если три точки плоскости а, не лежа-

щие на одной прямой, переходят в точки той же плос-

кости, то, очевидно, а — неподвижная плоскость.

Пусть о — неподвижная плоскость движения /.

Тогда / порождает на плоскости σ преобразование,
которое сохраняет расстояния, поэтому является дви-

жением на этой плоскости. Таким образом, движение

/ на каждой неподвижной плоскости порождает один

из следующих видов движений: параллельный пере-

нос (в частности, тождественное преобразование), по-

ворот (в частности, центральную симметрию), осевую

симметрию, скользящую симметрию. Например, если

g
—

симметрия относительно плоскости а, то на лю-

бой плоскости /?, перпендикулярной к плоскости a, g

порождает осевую симметрию, осью которой является
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прямая пересечения плоскостей а и β. На самой плос-

кости a g порождает тождественное преобразование.
Докажем, что любое движение имеет хотя бы одну

неподвижную прямую. Для этого сначала докажем

две леммы.

Лемма 4. Если движение имеет неподвижную пло-

скость, то оно имеет и неподвижную прямую, лежа-

щую в этой плоскости или перпендикулярную к ней.

Π Пусть о — неподвижная плоскость движения g.

Тогда на плоскости о порождается движение ga. Если
•ч

go имеет хотя бы одну неподвижную точку А, то эта

же точка является неподвижной точкой движения g.

Поэтому прямая I, проходящая через точку А и пер-

пендикулярная к плоскости σ, является неподвижной
/ч

прямой движения g. Если движение ga не имеет не-

подвижных точек, то оно имеет хотя бы одну непо-

движную прямую (см. [7] § 34, лемгда), которая явля-

ется неподвижной прямой движения g. Ш

Лемма 5. Если при движении некоторая прямая а

переходит в параллельную ей прямую а', то такое

движение имеет неподвижную прямую.
Π Рассмотрим какую-нибудь плоскость σ, перпен-

дикулярную к прямым α и а', и покажем, что данное

движение g порождает некоторое движение на плос-

кости σ. Пусть X — произвольная точка плоскости σ,

а х — прямая, проходящая через точку X и парал-
лельная прямой а (если X — точка пересечения пря-

мой а с плоскостью σ, то за прямую х примем пря-

мую а). При движении g так же, как и при любом

движении, параллельные прямые переходят в парал-

лельные прямые, поэтому х' || а', где х' = g(x)- Ha

плоскости о точке X поставим в соответствие точку

X' пересечения прямой х' с плоскостью о. Мы получа-
ем отображение X' = f(X) плоскости σ, которое явля-

ется движением, так как при движении g сохраняет-

ся расстояние между параллельными прямыми.

Если А — неподвижная точка движения /, то пря-

мая АВ ± а является неподвижной прямой движения
g. Если движение / не имеет неподвижных точек, то

оно имеет хотя бы одну неподвижную прямую L В
этом случае плоскость β0 JL о и I С β0 является непо-
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движной плоскостью движения g, и по лемме 4 это

движение имеет неподвижную прямую. ■

Докажем теперь теорему, которой будем пользо-

ваться в следующем параграфе для классификации
движений пространства.
Теорема 2. Любое движение пространства имеет

по крайней мере одну неподвижную прямую.
Π Если данное движение имеет хотя бы две непо-

движные точки А и Б, то, очевидно, прямая АВ явля-

ется неподвижной прямой, поэтому рассмотрим два

других возможных случая.

а) Данное движение / имеет только одну непо-

движную точку О.
Возьмем точку А, отличную от точки О, и рассмот-

рим точки А' = f(A), A" = f(A') и А'" = f(A"). Если

хотя бы одна из следующих троек точек А, А', А";
А'9 А", А'"\ О, А, А' или О, А', А" лежит на одной пря-
мой, то эта прямая является неподвижной прямой
движения /. Поэтому докажем теорему в предположе-

нии, что ни одна из указанных выше троек точек не

лежит на одной прямой. Обозначим через а и β соот-

ветственно плоскости AAA" и АА'А"'. Тогда ясно,

что β = /(α). Рассмотрим случай, когда плоскости а и

β не совпадают, так как в противном случае а — не-

подвижная плоскость и утверждение теоремы непо-

средственно следует из леммы 4. В этом случае плос-

кости а и β не являются неподвижными, поэтому

точка О не может лежать ни в одной из плоскостей

а или β (рис. 24).

РИС. 24
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Пусть М9 М\ Μ" — середины отрезков АА' 9 А'А" и

А'А'". Докажем, что точки О, Μ, Μ', М" лежат в од-

ной плоскости. Для этого заметим, что при движении

/ отрезок АА' переходит в отрезок А'А", поэтому

АА! = А'А" и М' = ДМ). Аналогично, М" = f(M'). Та-

ким образом, ММ' = М'М"У поэтому АА" = 2ММ' =

= 2М'М" = А'А"'. Равнобедренные треугольники
АА'А" и А'А"А"' равны по трем сторонам, следова-

тельно, их медианы равны: AM' = А"'М'. Отсюда за-

ключаем, что ААОМ' = АА'"ОМ\ поэтому L 1 =

= L 2, где Ζ 1 = L АОМ', L 2 == L М'ОА'".

Через прямую А'А" проведем плоскость тг, перпен-

дикулярную прямой ОМ'. Такая плоскость существу-

ет в силу того, что ОМ' ±А'А" (треугольник ОА'А" —

равнобедренный, поэтому его медиана ОМ' является

высотой). Точки Μ, Μ" лежат по одну сторону от плос-

кости тг, так как углы ММ'О и М"М'09 как углы

при основании равнобедренных треугольников ОММ'
и ОМ'М",— острые. Отсюда следует, что точки А и

А"' лежат по ту же сторону от плоскости π. С другой
стороны, учитывая, что α и/? — различные плоскости,

читатель убедится в том, что точки А и А"' лежат по

разные стороны от плоскости А'А' 'О.

Пусть АР, A"'Q, MX и M"Y—перпендикуляры,
проведенные к плоскости я. Отрезки АР и QA'" равны,

так как они параллельны прямой ОМ' и их проекции

на эту прямую совпадают (проекции точек Ρ и Q сов-

падают с точкой Μ', а проекции точек А, А'" также

совпадают в силу равенств: L 1 = Ζ. 2, ОА = ОА'").
Прямоугольные треугольники РАА' и QA'"A" равны по

катету и гипотенузе, следовательно, РА' = QA". Ана-
логично, РА" = QA'. Учитывая, что точки Ρ и Q лежат

по разные стороны от прямой А'А"9 мы приходим к

выводу, что четырехугольник A'PA"Q является парал-

лелограммом. Прямая XY проходит через центр М'

этого параллелограмма, т. е. параллельные прямые

ХМ, М'О и YM" лежат в одной плоскости. Итак, точ-

ки О, М, М' и М" лежат в плоскости ОММ'9 которая

является неподвижной плоскостью движения /.

Согласно лемме 4 движение / имеет неподвижную

прямую.

б) Данное движение / не имеет неподвижных то-
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чек. Рассмотрим некоторую точку А пространства,
А' = /(А).

Пусть pf — произведение движения / и параллель-
ного переноса ρ на ненулевой направленный отрезок

АА. Тогда pf(A) = А9 поэтому А — неподвижная точка

движения pf. По доказанному движение pf имеет не-

подвижную прямую, которую обозначим через а:

pf(a) = α. Следовательно, f(a) = ρ-1(α), откуда получа-

ем, что при движении / прямая а либо неподвижна,
либо переходит в параллельную прямую а'. В первом

случае прямая а — искомая прямая. Во втором слу-
чае согласно лемме 5 движение / имеет неподвижную

прямую. ■

§ 18. КЛАССИФИКАЦИЯ ДВИЖЕНИЙ
ПРОСТРАНСТВА

В этом параграфе мы проведем полную классифи-
кацию движений пространства в зависимости от то-

го, имеет ли движение неподвижные точки и сколько

таких точек.

1. Классификация движений, имеющих неподвиж-

ные точки

Сначала рассмотрим случай, когда движение име-

ет более чем одну неподвижную точку.

а) Движение / имеет четыре неподвижные точки А,
В, С и А не лежащие в одной плоскости. При движе-

нии / репер (А, В, С, D) переходит в себя. Так как при

тождественном преобразовании репер (А, В, С, D) так-

же переходит в себя, то по лемме 3 § 17 движение /

является тождественным преобразованием.
б) Движение / имеет три неподвижные точки А, В

и С, не лежащие на одной прямой, но не имеет непод-

вижных точек, не лежащих в плоскости ABC. Возь-

мем точку D так, чтобы AD JL ABC, рассмотрим репер

(А, В, С, D) и его образ (А, В, С, D'). По предположе-

нию точки D и D' не совпадают. Так как AD ±АВ,

AD _L АС, то AD' ± АВ, AD' JL АС и, кроме того,

AD = AD'. Отсюда следует, что точки D и D' симмет-

ричны относительно плоскости ABC (рис. 25). Так
как при симметрии относительно плоскости ABC ре-

пер (А, В, С, D) также переходит в репер (А, В, С, D'),
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РИС. 25 РИС. 26

то по лемме 3 § 17 движение / является симметрией
относительно плоскости ABC.

в) Движение / имеет по крайней мере две непо-

движные точки А и Б и не имеет неподвижных то-

чек, не лежащих на прямой АВ.

Рассмотрим плоскость а, проходящую через точ-

ку А и перпендикулярную к прямой АВ, и репер

(А, В, С, D), где точки С и D лежат в плоскости а

(рис. 26). Так как а — неподвижная плоскость дви-

жения /, то образы С" и D' точек С и D также лежат

в плоскости а. При движении / репер (А, В, С, D) пе-

реходит в репер (А, В, С, D'). Движение / порождает
в плоскости а некоторое движение, которое имеет

только одну неподвижную точку А, поэтому явля-

ется поворотом плоскости а вокруг точки А на

угол САС. При повороте пространства вокруг пря-
мой АВ на угол САС9 а также при движении / репер
(А, В, С, D) переходит в репер (А, В, С", D'), следова-

тельно, по лемме 3 § 17 движение / является пово-

ротом вокруг прямой АВ на угол САС. В частном

случае, когда САС = 180°, движение / является сим-

метрией относительно прямой АВ.
2. Классификация движений, имеющих единствен-

ную неподвижную точку

Пусть А — единственная неподвижная точка дан-

ного движения /. Неподвижная прямая а, которая

существует согласно теореме 2 § 17, проходит через
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В'

точку А, так как в про-

тивном случае основание

перпендикуляра, прове-

денного из точки А к пря-

мой а, также является

неподвижной точкой, что
невозможно. Если В — /^ А f
некоторая точка прямой ( а \
а, отличная от точки А, а

Б' = /(В), то АВ=АВ', по-

этому точки В и В' сим-

метричны относительно

точки А (рис. 27). рис. η
Рассмотрим симметрию

g\ относительно плоскости
а у проходящей через точку А и перпендикулярной к

прямой а, и движение g2 = g\f. Точки А и В являются

неподвижными точками движения g2. Из предыду-
щего изложения следует, что g2

— либо тождественное

преобразование, 'либо симметрия относительно плос-

кости, либо поворот вокруг прямой АВ, Так как дви-

жение / имеет только одну неподвижную точку, то

первые два случая невозможны. В самом деле, если,

например, предположить, что g2
— симметрия относи-

тельно некоторой плоскости, то из равенства g2 = gj

следует, что / = gig2, т. е. / — поворот вокруг прямой

(§ 16, пример 4) и, следовательно, имеет более чем од-

ну неподвижную точку. Итак, g2 — поворот вокруг

прямой а. Движение / = g\g2 называется поворотным

отражением. Прямая а, угол φ9 плоскость а и точка А

называются соответственно осью, углом, плоскостью и

центром поворотного отражения /.

Нетрудно доказать, что в определении поворотного

отражения несущественен порядок, в котором берут-
ся £i и g2y т. е. / = gig2 = g2gi-

Предлагаем читателю самостоятельно убедиться в

том, что поворотное отражение на угол φ = 180° есть

центральная симметрия относительно центра пово-

ротного отражения.

3. Классификация движений, не имеющих непод-

вижных точек

Пусть / — движение, не имеющее ни одной непо-

движной точки. Согласно теореме 2 § 17 данное дви-
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жение имеет неподвижную прямую, которую обозна-

чим через а. Пусть А Е а9 А = /(А), А" = /(А'). Ясно,
что Α Ε α9 Α" Ε а и точки А и А', а также А' и А" не

совпадают. Точки А и А" также не совпадают, так как

в противном случае середина отрезка АА! является не-

подвижной точкой движения /. Так как АА = АА", то

точка А' — середина отрезка АА". Следовательно, при

параллельном переносе g\ на направленный отрезок

АА имеем: gy(A) = А, й(А") = А'.

Рассмотрим движение g2 = gif. Очевидно g2{A) = А,

#2(А') = А', т.е.АиА'- неподвижные точки движе-

ния g2. Согласно п. 1 возможны три случая:

а) #2 — тождественное преобразование. Тогда из

равенства g2 = gif следует, что / = gT1^ = ёГ\ т.е./ —

параллельный перенос на направленный отрезок АА';

б) #2 — симметрия относительно плоскости, в ко-

торой лежат точки А и А'. В этом случае / = grxgi>
т. е. / является скользящим отражением (§ 16, при-

мер 5);
в) £2 — поворот вокруг прямой АА. Следовательно,

/ = e\xgi является произведением поворота вокруг

прямой АА на некоторый угол и параллельного пере-

носа grl на направленный отрезок АА'. Такое движе-

ние называется винтовым движением. Прямая АА9

угол поворота и направленный отрезок АА называ-

ются соответственно осью, углом и направленным от-

резком винтового движения.

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема. Любое движение (наложение) простран-
ства принадлежит к одному из следующих шести ей

дов:

1. Параллельный перенос (в частности, тождест-

венное преобразование).
2. Поворот вокруг прямой (в частности, симмет-

рия относительно прямой).
3. Винтовое движение.
4. Симметрия относительно плоскости.

5. Поворотное отражение (в частности, симмет-

рия относительно точки).
6. Скользящее отражение.
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§ 19. ГОМОТЕТИЯ И ПОДОБИЕ

1. Преобразование подобия
Преобразование пространства называется преобразо-

ванием подобия (или просто подобием), если существует
такое число k > О, что для любых двух точек А и В и их

образов А' и В' выполняется равенство А'В' = kAB. Чис-
ло k называется коэффициентом подобия.

Так же как и на плоскости, при k = 1 подобие со-

храняет расстояния, т. е. является движением. Сле-

довательно, движение — частный случай подобия. В
п. 2 мы покажем, что существуют подобия, отличные

от движение.
Пусть fi и h — преобразования подобия с коэффи-

циентами h\ и k2. Точно так же, как и в планимет-

рии, можно доказать, что произведение hf\ является

подобием с коэффициентом kxk2 (см. теорема 1 § 40

[7]). Итак, произведение двух подобий с коэффициен-
тами k\ и k2 есть подобие с коэффициентом kji2.

2. Гомотетия

Рассмотрим произвольную точку О пространства и

действительное число т ч* 0. Каждой точке Μ про-

странства, не совпадающей с О, поставим в соответ-

ствие точку М' так, чтобы ОМ' = | т | · ОМ и точка

М' принадлежала лучу ОМ, если т > 0, и точка М'

принадлежала продолжению луча ОМ, если т < 0.

Будем считать, что точке О соответствует сама точка

О. Такое отображение, как легко видеть, является

преобразованием пространства и называется гомоте-

тией. Точка О называется центром гомотетии, а

число т — коэффициентом гомотетии.

Так же как и на плоскости, гомотетия является

частным случаем подобия. Для доказательства этого

утверждения предварительно докажем следующую

лемму.

Лемма. При гомотетии f с центром О и коэффици-
ентом т плоскость, проходящая через точку О, перехо-

дит в себя, и на этой плоскости гомотетия f порожда-
ет гомотетию с центром О и коэффициентом т.

Π Пусть плоскость σ проходит через точку О. Если

Μ — произвольная точка плоскости σ, отличная от

точки О, а. М' — образ этой точки, то, по определе-

нию гомотетии, точка М' лежит на прямой ОМ, по-
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этому Μ' Ε σ. Обратно, если точка Μ' — любая точка

плоскости σ, а М — прообраз этой точки, то точка Μ

лежит на прямой ОМ'> поэтому Μ Ε а. Таким обра-
зом, при гомотетии / плоскость σ переходит в себя.

Отсюда следует, что гомотетия / порождает на

плоскости о некоторое преобразование, которое, по

определению, является гомотетией плоскости о с цен-

тром О и коэффициентом т. Ш

Пользуясь этой леммой, легко доказать, что любая

гомотетия f с коэффициентом т является преобразо-
ванием подобия с коэффициентом k = \ т |. В самом

деле, пусть А и В — две произвольные точки прост-

ранства, а А' = /(А), В' = f(B).
Рассмотрим плоскость σ, в которой лежат точки А,

В и О. В этой плоскости гомотетия / порождает не-

которую гомотетию, которая, как известно, является

преобразованием подобия плоскости с коэффициентом
k = \ т\ (см. [7] § 40, п. 1), следовательно, А'В' = kAB.

Таким образом, гомотетия с коэффициентом т, ес-

ли | т | ;* 1, является преобразованием подобия, от-

личным от движения.

Пользуясь предыдущей леммой, легко доказать,

что многие свойства гомотетии, известные из курса

планиметрии, имеют место и для гомотетии прост-

ранства. Рассмотрим основные из них.

1°. При гомотетии отрезок переходит β отрезок;

прямая, проходящая через центр гомотетии, перехо-
дит β себя, а прямая, не проходящая через центр,— β

параллельную ей прямую.
Π Пусть / — данная гомотетия с центром О и ко-

эффициентом т. Рассмотрим две произвольные точки

А и Б и их образы А' = /(А), В' = f(B). В плоскости σ,

проходящей через точки О, А и Б, гомотетия / порож-

дает гомотетию fa этой плоскости, поэтому А' = fa(A),
В' = f„(B). Так как /(j на плоскости σ есть подобие, то

образом отрезка АВ является отрезок А'В', образом
прямой АВ — прямая А'В'. При этом, если точка О

лежит на прямой АВ, то прямые АВ иА'В' совпадают,
а если О не лежит на этой прямой, то АВ \\ А'В'. Ш

2°. При гомотетии с коэффициентом т луч перехо-
дит β сонаправленный луч, если т > 0, и в противопо-
ложно направленный луч, если т < 0.
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D Пусть / — гомотетия с центром О и коэффици-
ентом т, АВ — данный луч, A' = ДА), В' = /(Б). В
плоскости σ, проходящей через точки О, А и Б, гомо-

тетия / порождает гомотетию /σ, поэтому А' = /σ(Α),
Б' = f0(B). Так как /σ на плоскости о есть подобие, то

при этом подобии луч АВ переходит в луч А'В'

(см. [7] § 40, свойство 3°).
Предлагаем читателю самостоятельно убедиться в

том, что если т > 0, то лучи АВ и А'В' сонаправлены,
а если т < 0, то они противоположно направлены. ■

Сформулируем еще одно свойство, доказательство

которого предоставляем читателю.

3°. При гомотетии плоскость, не проходящая через
центр гомотетии, переходит β параллельную ей плос-

кость.

3. Свойства подобия

Докажем следующую важную теорему.
Теорема 1. Любое преобразование подобия f с ко-

эффициентом k можно представить в виде f = gh, где
h — гомотетия с коэффициентом k и центром в про-
извольной точке М0, a g — движение.

Π Возьмем произвольную точку М0 пространства и

рассмотрим гомотетию h с центром М0 и коэффици-
ентом k. Преобразование /г-1 является гомотетией с

центром М0 и коэффициентом ρ поэтому (см. п. 1)

преобразование g — fh~l является подобием с коэффи-

циентом k' = ~ · k = 1, т. е. движением.

Из предыдущего равенства получаем: gh = (fh~x)h =
= /(й-'А) = U т. е. / = gh. Ш

Пользуясь этой теоремой, принимая во внимание

свойства 1°, 2° и 3° п. 2, мы приходим к следующему

выводу: при любом подобии отрезок переходит в отре-

зок, прямая — в прямую, плоскость — в плоскость.

Далее, луч переходит в луч, полуплоскость
— в полу-

плоскость. Точно так же, как и в планиметрии, дока-

зывается, что при подобии угол переходит в равный
ему угол (см. [7] § 40, свойство 4°). Отсюда следует, что

при подобии многоугольник переходит в одноименный

многоугольник, выпуклый многоугольник — в выпук-

лый многоугольник, углы которого соответственно рав-
ны углам исходного многоугольника.

Отметим, наконец, что при подобии перпендику-
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лярные прямые переходят в перпендикулярные пря-

мые, прямая и перпендикулярная к ней плоскость пе-

реходят в прямую и перпендикулярную к ней плос-

кость, перпендикулярные плоскости переходят в пер-

пендикулярные плоскости.

4. Подобие фигур
Будем говорить, что фигура F подобна фигуре F'9

если существует такое преобразование подобия, при

котором фигура jF переходит в фигуру F'. Если фигу-

ра F подобна фигуре i", то пишут так: F со F'.

Докажем, что отношение подобия фигур является

отношением эквивалентности, т. е. выполняются

следующие условия: а) для любой фигуры F: F со F;
б) если F со F', то F' со F; в) если F со F', F' со F"9 то

F со F".

а) Тождественное преобразование является подо-

бием с коэффициентом k = 1, а при тождественном

преобразовании фигура F переходит в себя, поэтому
F ooF.

б) Так как F ου F\ то существует преобразование
подобия /, при котором фигура F переходит в фигуру
F'. Преобразование /-1, очевидно, является подобием,
при котором фигура F' переходит в фигуру F, следо-

вательно, Ff со F.

в) Так как F со F' и F' со F", то существуют подо-

бия Λ и h такие, что F' = A(F), F" = h(F'). Преобра-
зование f2fi является подобием (см. п. 1), причем

ШР) = f2(fi(F)) = f2{F') = F". Следовательно, F со F".

Рассмотрим более подробно подобие треугольни-
ков. Согласно общему определению Δ ABC со A AiBid,
если существует подобие /, при котором Δ ABC пере-
ходит в AAiBiCi. При этом, очевидно, вершины тре-

угольника ABC переходят в вершины треугольника

ΑβΧ0\. Не нарушая общности, можно предположить,
что Аг = f(A)9 В, = /(Б), С, = /(С), поэтому

Δ А = Δ Al9 Δ В = Δ Bu Δ С = Δ Съ }
А&

=
BiQ

=
CiAi (1)

АВ ВС СА
'

J
Таким образом, если А АВС со АА\В\С\> то имеют

место равенства (1). Признаки подобия треугольни-
ков, известные нам из курса планиметрии (см. [7]
§ 38, п. 2), имеют место и для треугольников, распо-
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ложенных в пространстве произвольным образом»
Докажем, например, первый признак подобия тре-
угольников.

Теорема 2. Если в треугольниках ABC и AxBiCu
LA=LAU L В = L Ви то А АВС <\> Δ Α,ΒΛ.
Π Рассмотрим какое-нибудь подобие / с коэффи-

циентом k = 4Ё1. Пусть А' = /(А), В' = /(β), С = /(С).
Точки А', Б', С не лежат на одной прямой, поэтому
А'В'С — треугольник, который является образом тре-
угольника АВС. Ясно, что L А' = L Α, Δ В' = Δ Ву
А'В' = kAB. Поэтому LA^LAU L В' = L Ви А'В' =

A R
= -~ · АВ = А^. Отсюда следует, что АА'В'С =

= AAxBiCi по второму признаку равенства треуголь-

ников. Следовательно, существует движение (нало-
жение) g такое, что треугольник А1В'С переходит в

треугольник AiBid. Тогда при подобии Д = gf тре-
угольник АВС переходит в треугольник А^ВхСи т. е.

А АВС с\> AAiBiG. ■
Аналогично доказываются второй и третий при-

знаки подобия треугольников.

Замечание. Из предыдущего изложения, учи-
тывая доказанную теорему, мы заключаем, что тре-

угольники АВС и А\В\С\ подобны тогда и только тог-

да, когда выполняются равенства (1). Таким образом,
общее определение подобия фигур, применительно к

треугольникам, полностью согласуется с определени-

ем подобия треугольников в школьных курсах гео-

метрии.

ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ IV

ДВИЖЕНИЯ

131. Даны две параллельные плоскости а и β и

прямая I, пересекающая эти плоскости. Доказать,
что существует единственный отрезок, перпендику-
лярный к плоскости /?, концы которого лежат соот-

ветственно в плоскости α и на прямой Ζ, а его середи-

на — в плоскости β.
132. Даны плоскость а и две точки А и Б, лежащие

по одну сторону от нее. Доказать, что существует

единственная точка М0 в плоскости а такая, что для
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любой точки Μ плоскости α, отличной от точки М0,
АМо + ВМо <АМ + ВМ.

133. Даны две точки Ρ и Q, лежащие в плоскости

а, и две точки А и В, лежащие по одну сторону от

этой плоскости. Доказать, что существует ломаная

AKLB наименьшей длины такая, что KL = PQ и точ-

ки К и L лежат в плоскости а.

134. Даны две точки А и В, лежащие по одну сто-

рону от плоскости а. Доказать, что существует лома-

ная AKLB наименьшей длины такая, что отрезок KL

равен данному отрезку PQ и точки К и L лежат в

плоскости а.

135. Доказать, что движение сохраняет: а) угол

между прямой и плоскостью: б) угол между двумя

плоскостями; в) перпендикулярность двух прямых;

г) перпендикулярность прямой и плоскости; д) пер-

пендикулярность двух плоскостей.

136. Даны два тетраэдра ABCD и A'B'C'D'. Дока-
зать, что существует не более одного движения, при

котором точки А, В, С и D переходят соответственно

в точки А', В\ С и D'.

137. Даны три луча ОА, ОВ и ОС, не лежащие в

одной плоскости, и три луча ОА\ О'В' и 0'С\ так-

же не лежащие в одной плоскости, причем L АОВ =

= L А!0'В\ L СОА = L С'ОА', Δ ВОС = L В'О'С. До-
казать, что существует единственное движение, пе-

реводящее лучи ОА, ОВ и ОС соответственно в лучи

О'А', ОВ' и ОС.

138. Прямые ОА, ОВ и ОС, не лежащие в одной
плоскости, являются неподвижными прямыми дви-

жения, но ни одна из них не является прямой непо-

движных точек. Доказать, что это движение являет-

ся симметрией относительно точки О.
139. Доказать, что параллельный перенос прост-

ранства является движением.

140. Дано поворотное отражение f = g?g\ с осью а,

углом φ у плоскостью а и центром О. Здесь gi — по-

ворот вокруг прямой а на угол <pf a g2
— симметрия

относительно плоскости а. Доказать, что: а) если

φ
= 180°, то / есть симметрия относительно точки О;

б) g2gl = ftfe-
141. Даны две точки А и Б. В движении / точка А
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переходит в точку В, а точка В — в точку А. Дока-
зать, что движение / является либо симметрией отно-

сительно плоскости, либо симметрией относительно

прямой, либо симметрией относительно точки.

142. Доказать, что движение, отличное от тож-

дественного преобразования, совпадает с обратным
ему движением тогда и только тогда, когда данное

движение является либо отражением от точки, либо

отражением от прямой, либо отражением от плос-

кости.

143. Доказать, что произведение симметрии отно-

сительно трех взаимно перпендикулярных плоско-

стей есть симметрия относительно точки пересечения

этих трех плоскостей.
144. Доказать, что если две точки А и В являются

неподвижными точками данного движения, то АВ —

прямая неподвижных точек.

145. Доказать, что если движение имеет хотя бы

одну неподвижную точку, то на любой его неподвиж-

ной прямой или неподвижной плоскости имеется хо-

тя бы одна неподвижная точка.

146. Указать все неподвижные плоскости и пря-

мые: а) отражения от плоскости а; б) отражения от

прямой а; в) отражения от точки О; г) параллельного

переноса на ненулевой направленный отрезок АВ.

147. Указать все неподвижные плоскости и пря-

мые: а) поворота вокруг прямой а на угол φ * 180°;

б) винтового движения, заданного осью а, углом φ и

направленным отрезком АВ; в) скользящего отраже-

ния, заданного плоскостью а и направленным отрез-

ком АВ; г) поворотного отражения, заданного осью а,

плоскостью а и углом φ ^ 180°.

148. Определить вид движения, обратного: а) па-

раллельному переносу на направленный отрезок АВ;

б) поворота вокруг прямой а на угол φ; в) винтового

движения, заданного осью а, углом φ и направлен-

ным отрезком АВ; г) отражения от плоскости а;

д) скользящего отражения, заданного плоскостью а и

направленным отрезком АВ; е) поворотного отраже-

ния, заданного осью а, плоскостью а и углом φ.

149. Вершины выпуклого четырехугольника ABCD

переходят при движении в точки А', В', С и D' соот-
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ветственно. Доказать, что A'B'C'D' — выпуклый че-

тырехугольник, который является образом четырех-

угольника ABCD. В частности, если ABCD — парал-

лелограмм, то A'B'C'D' — параллелограмм.

150. Доказать, что любые два тетраэдра, имеющие

соответственно равные ребра, равны. В частности,

два правильных тетраэдра, имеющие равные ребра,

равны.
151. Доказать, что два прямоугольных параллеле-

пипеда равны, если они имеют соответственно рав-

ные измерения.

152. Через точку Μ на ребре AD тетраэдра DABC и

середины ребер АВ и DC проведена плоскость, пересе-

кающая ребро ВС в точке N. Доказать, что отрезки

AM и BN равны.
153. В правильном тетраэдре DABC точки Μ, Ν, Р,

Q — соответственно середины ребер АВ, CD, AD, ВС.
На ребре AD отложены равные отрезки АЕ и DEu а на

ребре ВС — равные отрезки BF и CFX. Плоскость MFE

пересекает ребро DC в точке Ni9 а плоскость NFiEi —

ребро АВ в точке М\. Доказать, что АМ\ = DN\.
154. Через биссектрису угла проведена плоскость,

отличная от плоскости угла. Доказать, что стороны

угла образуют с ней равные углы.
155. Две плоскости а и β и прямая с имеют толь-

ко одну общую точку. Доказать, что если прямая с

не перпендикулярна плоскостям а и /?, то существу-

ют прямые а и Ъ, лежащие соответственно в плоско-

стях а и β, такие, что прямая с содержит биссектри-
сы двух вертикальных углов, образованных прямы-
ми а и Ь.

156. Даны две симметрии g\ и g2 относительно вза-

имно перпендикулярных плоскостей ах и а2 соответ-

ственно. Доказать, что g\g2
= g2g\ и^ = g\g2 — симмет-

рия относительно прямой, по которой пересекаются
плоскости а.\ и а2.

157. Доказать, что произведение симметрии отно-

сительно двух данных пересекающихся прямых есть

поворот вокруг оси, проходящей через точку пересе-
чения данных прямых перпендикулярно к плоско-

сти, в которой они лежат.

158. Даны две пересекающиеся плоскости и точка

О, не лежащая на этих плоскостях. Доказать, что су-
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ществует единственный отрезок с концами на дан-
ных плоскостях, середина которого совпадает с точ-

кой О и который перпендикулярен прямой, по кото-

рой пересекаются плоскости.

159. Даны плоскость, пересекающая ее прямая и

точка, не лежащая на них. Доказать, что существует

один и только один отрезок, концы которого лежат

на данной прямой и данной плоскости, а серединой
является данная точка.

160. Даны плоскость а, пересекающая ее прямая а

и точка О, расположенные так, что если прямая, со-

держащая перпендикуляр ОН к плоскости а, пересе-

кает прямую а в некоторой точке М, то ОМ & ОН.

Доказать, что существует единственный прямоуголь-
ный параллелепипед ABCDAB\C\DU грань ABCD кото-

рого является квадратом, лежащим в плоскости а,

точка С\ лежит на данной прямой, а середина диаго-

нали АС\ совпадает с точкой О.

161. Из центров трех граней вне данного правиль-

ного тетраэдра проведены равные отрезки, перпен-

дикулярные к соответствующим граням. Доказать,
что их концы, не лежащие в гранях тетраэдра, яв-

ляются вершинами правильного треугольника, плос-

кость которого параллельна плоскости четвертой
грани.

162. При данном движении, отличном от тождест-

венного преобразования, каждая прямая и ее образ
лежат в одной плоскости. Доказать, что данное дви-

жение есть: а) параллельный перенос, если оно не

имеет неподвижных точек; б) симметрия относитель-

но точки или плоскости, если оно имеет неподвиж-

ные точки.

163. Доказать, что движение является параллель-

ным переносом или центральной симметрией, если

выполняется хотя бы одно из следующих условий:
а) каждая прямая и ее образ либо параллельны, либо

совпадают; б) каждая плоскость и ее образ либо па-

раллельны, либо совпадают.
164. Доказать, что движение, переводящее каж-

дый луч в сонаправленный луч, есть параллельный

перенос, а каждый луч в противоположно направлен-

ный луч — симметрия относительно точки.
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ПОДОБИЕ

165. При гомотетии с коэффициентом т луч АВ пе-

реходит в луч А'В'. Доказать, что: а) если т > 0, то

лучи АВ и А'В' сонаправлены; б) если т < О, то лучи

АВ и А'В' противоположно направлены.

166. Доказать, что при гомотетии плоскость, не

проходящая через центр гомотетии, переходит в па-

раллельную ей плоскость.

167. Доказать, что при подобии: а) сохраняется от-

ношение «лежать между» и простое отношение трех

точек; б) если точки А и В переходят соответственно

в точки А' и В', то отрезок АВ переходит в отрезок
А'В'.

168. Доказать, что при подобии: а) три точки, не

лежащие на одной прямой, переходят в три точки,

не лежащие на одной прямой; б) угол переходит в

равный ему угол.

169. Даны три луча ΟΑ, ΟΒ и ОС, не лежащие в

одной плоскости, и три луча О'А', О'В' и О'С, также

не лежащие в одной плоскости, причем L АОВ =

= L А'О'В', L ВОС = Δ В О'С, L СОА = L С О'А'. До-
казать, что существует единственное подобие с дан-

ным коэффициентом k, при котором лучи ОА, ОВ и ОС

переходят соответственно в лучи О'А', О'В' и О'С.

170. Даны две скрещивающиеся прямые а и Ь и

две соответственно параллельные им скрещивающие-

ся прямые а' и Ъ'. Доказать, что существует подобие,
при котором прямые а и Ь переходят соответственно

в прямые а' и Ь'.

171. Доказать, что подобие с коэффициентом k, пе-

реводящее каждый луч в сонаправленный луч, либо

каждый луч в противоположно направленный луч,

является либо гомотетией с коэффициентом k или

—k, либо параллельным переносом.
172. Доказать, что произведение η гомотетий с ко-

эффициентами ku k29 ..., kn, где kx · k2 ·
...

· kn ^ 1,
η > 1, есть гомотетия /, коэффициент которой равен
&i · k2 ·

...
· kn. При этом, если центры данных гомоте-

тий лежат на одной прямой (в одной плоскости), то

центр гомотетии / лежит на этой прямой (плоскости).
173. При подобии вершины треугольника ABC пе-

реходят соответственно в точки А'9 В' и С. Доказать,
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что при этом подобии треугольник ABC переходит в

треугольник А'В'С.

174. Доказать что, если при подобии вершины вы-

пуклого четырехугольника ABCD переходят в точки

А'9 В\ С" и D\ то A'B'C'D' — выпуклый четырех-
угольник и при данном подобии четырехугольник
ABCD переходит в четырехугольник A'B'C'D1. В част-

ности, если ABCD параллелограмм, то A'B'C'D' — па-

раллелограмм.

175. Две параллельные плоскости, не проходящие

через точку О, пересекают каждую из трех прямых,

проходящих через точку О и не лежащих в одной
плоскости. Доказать, что точка О лежит на прямой,
проходящей через точки пересечения медиан образо-
вавшихся треугольников.

176. Доказать, что любые два тетраэдра, ребра ко-

торых соответственно пропорциональны, подобны. В

частности, любые два правильных тетраэдра подобны.
177. Доказать, что два прямоугольных параллеле-

пипеда подобны, если измерения одного из них про-

порциональны измерениям другого.

178. Даны плоскость, пересекающая ее прямая и

точка, не лежащая на них. Доказать, что существует

один и только один отрезок, концы которого лежат со-

ответственно на данной прямой и данной плоскости,

который делится данной точкой в отношении А > 0.

179. Даны преобразования подобия Л и /2 с коэф-

фициентами k\ и fc2. Доказать, что f2f\ — подобие с ко-

эффициентом &1&2·
180. Доказать, что два треугольника подобны, ес-

ли выполняется хотя бы одно из условий: а) две сто-

роны одного треугольника пропорциональны двум

сторонам другого треугольника и углы, заключенные

между этими сторонами, равны; б) три стороны од-

ного треугольника пропорциональны трем сторонам

другого.
181. Вершины Аи В трапеции ABCD лежат в плос-

кости а9 а расстояние от прямой, содержащей основа-

ние CD, до плоскости а равно 5 см. Найти расстояние

от точки пересечения диагоналей трапеции до плос-

кости а, если АВ : CD =7:3.

182. В тетраэдре DABC грань ABC
— правильный

треугольник со стороной а, основание перпендикуля-
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pa DH, равного h, к плоскости ABC совпадает с цент-

ром этого треугольника. Доказать, что: a) DA =

= DB — DC, и найти длины этих ребер; б) расстояния
от середин ребер АВ, ВС, CD до прямых, содержащих

противоположные ребра, равны и найти эти расстоя-
ния.

183. В тетраэдре DABC АВ = ВС = СА= a; DA =

— DB = DC — b. Через середину перпендикуляра DH,

проведенного к плоскости ABC, проходит плоскость,

параллельная плоскости DAB, пересекающая тетра-

эдр по треугольнику. Найти стороны этого треуголь-
ника.

184. Внутри грани ABC тетраэдра DABC дана точ-

ка М. Через точки А, В и С проведены прямые, па-

раллельные прямой DM и пересекающие плоскости

DBC, DCA и DAB соответственно в точках Аи В\ и С\.

Доказать, что jfe = ^ + ^ + ^-.
185. В тетраэдре ABCD плоские углы DAB, ВАС,

CAD — прямые. Доказать, что: а) проекция А\ вер-
шины А на плоскость BCD есть точка пересечения

прямых, содержащих высоты треугольника BCD;
б) площадь грани ABC есть среднее пропорциональ-
ное между площадями треугольников А\ВС и DBC.

186. Точка Μ — середина ребра ВС куба
ABCDA\B\C\D\. Найти угол между прямой АХМ и

плоскостью АВСь
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Глава V

ТРЕХГРАННЫЙ УГОЛ.
ЭЛЕМЕНТЫ СФЕРИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

§ 20. МНОГОГРАННЫЙ УГОЛ

1. Двугранный угол
Двугранным углом называется фигура, образован-

ная данной прямой и двумя полуплоскостями, не ле-

жащими в одной плоскости, общей границей кото-

рых является данная прямая. Указанные полуплос-
кости называются гранями двугранного угла, а их

общая граница — его ребром. Двугранный угол с реб-
ром CD, грани которого проходят через точки А и В,

будем обозначать так: А · CD . В.

С каждым двугранным углом связаны два полу-

пространства, каждому из которых принадлежит од-
на грань двугранного угла, а граница содержит вто-

рую его грань. Пересечение этих полупространств

называется внутренней областью двугранного угла.
Точки этой области называются внутренними точка-

ми двугранного угла.

Легко доказать, что если две точки А к В принад-

лежат разным граням двугранного угла, то любая

точка, лежащая на отрезке АВ, принадлежит внут-

ренней области этого угла. Далее, пусть Μ — внут-

ренняя точка двугранного угла с ребром а. Тогда все

точки полуплоскости с границей а, содержащей точ-

ку М, являются внутренними точками этого угла.

Если через произвольную точку ребра двугранного

угла провести плоскость, перпендикулярную к его

ребру, то в пересечении этой плоскости с двугранным

углом образуется угол, который называется линей-

ным углом двугранного угла. Ясно, что двугранный
угол имеет бесчисленное множество линейных углов.

Докажем, что все линейные углы двугранного угла

равны. В самом деле, пусть плоскости уг и γ2, перпен-

дикулярные к ребру а двугранного угла, пересекая

его, образуют линейные углы В^А\С\ и В2А2С2 (рис. 28).
По свойству 2° § 11 плоскости у\ и γ2 параллельны,
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РИС. 28

поэтому прямые А\ВХ и А2В2
параллельны (свойство 3°
§ 8). Учитывая, что лучи

AiBi и А2В2 лежат в одной
полуплоскости с границей
а, получаем, что АХВА ТТА>£2-
Аналогично, ААНАгСг, по-

этому углы BjAiCi и В^АчСч
равны как углы с соответ-

ственно сонаправленными

сторонами.

Читателю нетрудно убе-
диться в том, что при нало-

жении двугранный угол пе-

реходит в двугранный угол

и каждый его линейный

угол переходит в линейный угол его образа.
Мерой двугранного угла назовем меру любого его

линейного угла. Мера φ двугранного угла заключена

в пределах: О < φ < 180. Двугранный угол назовем

прямым, если его линейные углы — прямые.

Теорема 1. Два двугранных угла равны тогда и

только тогда, когда равны их линейные углы.
Π Пусть данные двугранные углы F и F' равны.

Тогда существует наложение / такое, что F' = /(F).
При этом каждый линейный угол двугранного угла F

переходит в некоторый линейный угол двугранного

угла F'. Отсюда следует, что линейные углы двугран-
ных углов F и F' равны.

Докажем обратное утверждение. Пусть у двугран-
ных углов F и F' с ребрами а и а' линейные углы
ВАС и ВА'С равны. Докажем, что F = F', т. е. суще-

ствует такое наложение /, что F' = f{F). Обозначим

через Ρ одно из полупространств с границей ABC, a

через Р' — одно из полупространств с границей
АВ'С. По аксиоме Ш6 существует наложение / та-

кое, что луч АВ переходит в луч А'В', луч АС — в

луч А'С и Р' = /(Р). Отсюда следует, что а' = f{a), где

а и а' плоскости углов ABC и АВ'С.

При наложении сохраняется перпендикулярность

прямых и плоскостей, поэтому, учитывая, что

А' = f(A), a' = f{a), a ± a, a' ± а', мы приходим к вы-

воду, что а' = f{a). Но при наложении / луч АВ пере-
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ходит в луч А'В\ а луч АС — в луч А'С\ поэтому гра-
ни двугранного угла F переходят соответственно в

грани двугранного угла F'. Таким образом, F' = f(F),
т. е. F = F'. Ш

Следствие. Два двугранных угла равны тогда и

только тогда, когда их меры равны.

Двугранный угол с гранями Я и μ иногда обознача-

ется через L λμ или L μλ. В соответствии с этим ра-

венство двугранных углов λΧμΧ и λ2μ2 обозначается

так: L λ\ μ1 = L λ2 μ2-
Биссектралъной полуплоскостью двугранного угла

λμ называется полуплоскость о с границей, совпадаю-

щей с ребром двугранного угла, все точки которой
лежат внутри этого угла и L λσ = L σμ. Нетрудно до-

казать, что каждый двугранный угол имеет одну и

только одну биссектральную полуплоскость.
Имеет место следующая теорема о биссектралъной

полуплоскости двугранного угла, аналогичная теоре-

ме о биссектрисе угла.

Теорема 2. Биссектральная полуплоскость дву-
гранного угла есть фигура, состоящая из множества

всех внутренних точек двугранного угла, каждая из

которых равноудалена от плоскостей, содержащих

грани этого угла.

Доказательство этой теоремы предоставляем чита-

телю.

2. Многогранный угол

Многогранным углом называется фигура, образо-

ванная конечной системой неразвернутых углов1 с

общей вершиной, называемых гранями, расположен-

ных в пространстве так, что выполняются следую-

щие условия: а) любые две грани либо не имеют ни

одной общей точки, кроме обпдей вершины, либо

имеют одну и только одну общую сторону {смежные
грани); б) каждая сторона любой грани является сто-

роной двух и только двух граней, которые не лежат

в одной плоскости; в) для любых двух несмежных

граней у\ и γк можно подобрать такие грани у2> Уз, ...
,

1 Напомним, что в стереометрии неразвернутым углом называ-

ют фигуру, состоящую из угла, как пары лучей и их общего начала,
и внутренней области этого угла.
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ук-и что в системе у,, у2, ···
> У*-ь П грани у,- и yf+1

(i = 1, ...
,
k — 1) являются смежными.

Общая вершина всех граней многогранного угла

называется его вершиной, сами грани — его плоскими

углами, а стороны граней называются его ребрами.
Двугранный угол, ребро которого содержит одно из

ребер многогранного угла, а грани содержат его

смежные грани, называется двугранным углом много-

гранного угла. Многогранный угол с вершиной S и

гранями AXSA2, A2SA3, ...
, A„-iSA„, AnSAi будем обозна-

чать так: SAiA2 ··· Ап. Такой многогранный угол назы-

вается п-гранным углом. Он имеет η ребер и η граней.
Ясно, что многогранный угол имеет не менее трех

граней, поэтому наиболее простым многогранным

углом является трехгранный угол (рис. 29а). На
рис. 296 изображен шестигранный угол SAiA2 ··· А>>
гранями его являются плоские углы AiSA2, A2SA3, ...

,

AeSAt.
Многогранный угол называется выпуклым, если

все его грани лежат в одном замкнутом полупрост-

ранстве, границей которого является плоскость лю-

бой грани. Пересечение всех указанных полупрост-

ранств без их границ называется внутренней облас-
тью выпуклого многогранного угла.

Фигура, являющаяся объединением выпуклого

многогранного угла F и его внутренней области, так-

же называется выпуклым многогранным углом. Его

а) 6)

РИС. 29
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мы будем обозначать через F. Очевидно, выпуклый
многогранный угол F является выпуклой фигурой.

Нетрудно видеть, что любой трехгранный угол яв-

ляется выпуклым (см. рис. 29а). Однако /г-гранный
угол при η > 3 может быть как выпуклым, так и

невыпуклым. Например, на рисунке 296 изображен
невыпуклый шестигранный угол. Можно доказать,
что многогранный угол является выпуклым тогда и

только тогда, когда любое его сечение плоскостью,

которая пересекает все его ребра, является выпуклым

многоугольником.

§ 21. ТЕОРЕМЫ КОСИНУСОВ И СИНУСОВ
ДЛЯ ТРЕХГРАННЫХ УГЛОВ

1. Теорема косинусов для трехгранного угла

Теорема 1. Если α, β и γ
—

меры плоских углов

трехгранного угла, а С — мера двугранного угла, про-

тиволежащего плоскому углу с мерой у, то

cos γ = cos a · cos β + sin a · sin β . cos С. (1)

Π Пусть S — вершина данного трехгранного угла
У\ У\ У\

F, а й, k, I — его ребра, причем а = kl9 β = hi, γ = hk.

Доказательство теоремы проведем для двух возмож-

ных случаев в зависимости от значений а и β:
а) а * 90°, β & 90°; б) хотя бы одно из значений а или

β равно 90°.

а) Через произвольную точку С ребра I в плоско-

стях граней hi и kl проведем прямые, перпендикуляр-
ные к ребру Z, и обозначим через А и В точки пере-
сечения этих прямых с прямыми, на которых ле-

жат лучи h и k. Сначала предположим, что а < 90°,
β < 90°. Тогда точка А лежит на луче Λ, а В — на луче

k и АСВ = С (рис. 30а). Применив теорему косинусов
к треугольникам CAB и SAB, получим:

АВ2 = АС2 + ВС2 - 2АС · ВС . cos С,

АВ2 = AS2 + BS2 - 2AS . BS . cos γ.

Приравняв правые части и разделив на CS2> будем
иметь:
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Α&- + ё& _ 2АС .

ВС £ = А&_ . В&_ _ 2AS #

BS

с&
+
с& Zcs cs

cos с
с&

+
cs2 *cs cs

cos γ'

или tg2 β + tg2 α - 2tg /3 tg α cos С = —i- + -\- -

° ' °

cosz a CQSz β

— о cosy

cos α cos /3'
I +г2 β =

* ~ sln2 ? =

cos2/?
tg P

cos2/?

tg2 α = 1, после элементарных преобразований

Отсюда, учитывая, что —=— — tg2/? = s,"l p = 1,
е·^ ft РПС Г*

cosz α

получаем равенство (1).
Вывод формулы (1), по существу, не изменится, ес-

ли а > 90°, β > 90° или а < 90°, β > 90° (а > 90°,

β < 90°). Рассуждая аналогично, вместо равенства (1)
получаем равенство:

•ч

cos γ' = cos a' · cos /?' + sin a' · sin /3' · cos C, (2)

В случае а > 90°, /? > 90° точки А и В лежат на про-

должениях лучей h и k (рис. 306), поэтому

γ' = у, а' = 180° -α9β' = 180° - β, С' = С.

Подставив эти значения в равенство (2), получаем

равенство (1).
В случае а < 90°, β > 90° точка А лежит на луче h, a

точка В — на продолжении луча k (рис. ЗОв), поэтому

в равенстве (2) у' = 180° - у, а' = а, 0' = 180° - /8,
С = 180° — С. Из равенства (2) снова получаем равен-

ство (1).
б) Если а = 90°, β = 90°, то L hk является линей-

ным углом двугранного угла с ребром Z, поэтому
/ч

γ = С. Имеем:
/ч

cos у
= cos С, cos α = cos β = 0, sin α = sin /? = 1,

т. е. равенство (1) выполняется.

Рассмотрим, наконец, случай, когда а = 90°,
β 5* 90°. В плоскости угла lh от угла Ζ в полуплос-

кость, содержащую луч Λ, отложим прямой угол //'

У\ У\ /ч

(рис. ЗОг). Ясно, что β' = Ζ7* = ± (90° - 0), &Ζ' = С.

Угол £/' является проекцией угла hk на плоскость

угла &/', поэтому cos hk = cos &Z' cos Ζ'Λ (предлагаем
читателю самостоятельно убедиться в этом). Таким

но



a) 6) в) г)

РИС. 30

образом, cos γ
= cos С cos/?' = cos C sin β. Так как а =

= 90°, то эта формула совпадает с формулой (1). ■
2. Взаимно полярные трехгранные углы

Трехгранный угол SA'B'C называется полярным

(дополнительным) по отношению к данному трех-

гранному углу SABCt если его ребра SA', SB', SC удов-

летворяют условиям: SA' ± SBC, SB' JL SAC, SC ±

JL SAB и, кроме того, выполняются условия: а) лучи

SA и SA' лежат в одном полупространстве с границей
SBC, значит, эти лучи либо совпадают, либо угол
ASA' острый; б) лучи SB и SB' лежат в одном полупро-

странстве с границей SAC, значит, эти лучи либо сов-

падают, либо угол ВSB' острый; в) лучи SC и SC ле-

жат в одном полупространстве с границей SAB, зна-

чит, эти лучи либо совпадают, либо угол CSC

острый.

Докажем, что если трехгранный угол SA'B'C ЯвЛЛ"

ется полярным по отношению к трехгранному углу

SABC, то трехгранный угол SABC является поляр-

ным по отношению к трехгранному углу SA'B'C. В

самом деле, из соотношений SB' ± SAC, SC J_ SAB

следует, что SA ± SB'C. Аналогично, SB JL SA'C и

SC J_ SA'B'. Если все плоские углы трехгранного угла

SABC прямые, то он совпадает с полярным трехгран-

ным углом SA'B'C, а именно лучи SA и SA', SB и

SB', SC и SC попарно совпадают. В остальных слу-

чаях, как следует из пунктов а), б), в) определения

трехгранного угла, полярного по отношению к дан-

111



ному трехгранному углу, лучи SA' и SA лежат в од-

ном полупространстве с границей SB'C, лучи SB' и

SB — в одном полупространстве с границей SA'C>

лучи SC и SC — в одном полупространстве с грани-

цей SA'B'.
Если SABC и SA'B'С — взаимно полярные трех-

гранные углы, то можно установить соответствие

между плоскими углами одного из них и двугранны-

ми углами другого: будем считать, что данный плос-

кий угол одного из них соответствует тому из дву-

гранных углов другого, грани которого соответствен-

но перпендикулярны к сторонам данного плоского

угла.

Лемма. Сумма мер соответствующих углов двух
взаимно полярных трехгранных углов равна 180°.

Π Пусть SABC и SA'B'С — данные взаимно по-

лярные трехгранные углы. Докажем, например, что

A'SB' + С = 180°.

Так как SA' ± SBC, SB' ± SAC, то A'SB' ± SC. От-

сюда следует, что плоскость A'SB' пересекает дву-

гранный угол с ребром SC по некоторому линейному
углу AqSBo (обозначения выбраны так, что лучи SA и

SAo лежат на одной грани, а лучи SB и SB0 — на

другой). Стороны углов AoSBq и A'SB' расположены в

одной плоскости, проходящей через точку S и пер-

пендикулярной прямой SC. Возможны три случая:

1) С = 90°, тогда угол AoSB0 — прямой, следователь-

но, он совпадает с углом A'SB', поэтому С Л- A'SB' =

= 180°; 2) С < 90°, тогда SA' JL SB0, SB' ± SAo и сто-

роны угла A'SB' расположены во внешней обла-

сти угла AqSBo (рис. 31а). По теореме 2 § 21 [7]

A'SB' +AoSB0 = 180°, т. е. A'SB' + C = 180°; 3) С >

> 90°, в этом случае аналогично получаем, что

A'SB' + C= 180° (рис. 316). ■

Используя эту лемму, докажем теорему, двойст-

венную теореме косинусов.
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a) б)

РИС. 31

/Ч /Ч /Ν

Теорема 2. Если А, В> С — меры соответствую-

щих двугранных углов трехгранного угла SABC, то

/\ S\ /\ /\ /Ч

cos С = — cos A cos В + sin A sin В cos ASS. (3)

Π Рассмотрим трехгранный угол SA'B'C, поляр-
ный по отношению к данному углу SABC, и применим

к нему теорему косинусов: cos A'SB' — cos В'SC ·

. cos A'SC + sin B'SC · sin A'SC . cos C'.

По предыдущей лемме A'SB' = 180° - С, B'SC =

= 180° - A, A'SC = 180° - β, С' = 180° - ASB.

Подставив эти значения в предыдущую формулу,
получим равенство (3). ■

3. Теорема синусов для трехгранных углов

Теорема 3. В трехгранном угле SABC

sin а
_ sin/? _

sin γ /α\

УЧ /S УЧ * Ч '

sin A sin В sin С

/ч /ч /ч

где а = BSC, /3 = CSA9 γ = ASB9 A> В, С — меры соот-

ветствующих двугранных углов данного трехгранно-
го угла.
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Π Подставив в правую часть тождества

sin2 С
_

1 - cos2 С
. о . 2

sin γ sin γ

значение cos С из формулы (1), после несложных пре-

образований получим:

sin2 С
_

1 - cos2 a + 2cos a cos β cos γ
- cos 2β - cos ^ ,-ч

—'.—9
—

· 9 · 2 /Ι · 2
' V"/

sinz y smz α sir ρ sin* γ

УЧ УЧ

Выражая аналогично отношения sm9 и
. 2 д, мы^ sinz a sin^ β

приходим к выводу, что они равны правой части соот-

ношения (5). Таким образом, 44^ = ^Л = ^4^· От-
sir a smz β sinz γ

сюда, учитывая, что синусы углов, входящих в это со-

отношение, положительны, получим равенство (4). ■
4. Соотношения между углами трехгранного угла

Теорема 4. В трехгранном угле: 1°. Каждый пло-

ский угол меньше суммы двух других плоских углов.

2°. Сумма его двугранных углов больше 180°. 3°. Сум-
ма его плоских углов меньше 360°.

/Ν /Ν /Ν

D Пусть α, β, у, А, В, С — меры плоских и соответ-

ствующих двугранных углов трехгранного угла SABC.

1°. Докажем, например, что γ < а + β. Так как

у < 180°, то это неравенство очевидно, если а + β >

> 180°, поэтому докажем его в предположении, что

а + β < 180°.

По теореме косинусов cosy = cosa · cos/? -l·

+ sin a · sin β · cos С. Отсюда получаем: cos γ = cos a ·

• cos /? - sin a . sin β + sin α · sin β + sin α . sin β ·

^ /ч

• cos С или cos γ = cos (α + β) + sin α sin β (1 + cos С).
/ч

Так как sin а > 0, sin /? > 0, 1 + cos С > 0, то

cos у > cos (а + /?), поэтому у < а + β.
2°. По теореме, двойственной теореме косинусов,

/ч /\ /ч /ч /ч

cos С = — cos A cos Б 4- sin A sin Б cos у.

Отсюда получаем:

cos С = —
cos A cos В + sin A sin Б —

/ч /ч /ч /\

— sin A sin Б + sin A sin Б cos у
/ч /ч /ч /\ /\

или cos С = — cos (А + Я) + sin A sin Б (cos у
- 1),

cos С + sin A sin В (1 - cos у) = cos (180° - А - Б). Так
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как sin A > 0, sin В > О, 1 - cos γ > 0, то cos С <

< cos (180° - А - В), поэтому С > 180° - А - В или

А + В + С> 180°.
/ч /\ /ч

3°. Обозначим через А , Б , С' меры двугранных уг-

лов трехгранного угла SA'B'C', полярного по отноше-

нию к данному. Согласно лемме п. 2 А = 180° - а,

β = 180 — β, С = 180° — у. Подставив эти значения в

/\ /\ /\

доказанное выше неравенство: А' + Б' + С > 180°,
после элементарных преобразований получим:
а + β + у < 360°. ■

§ 22. ПРИЗНАКИ РАВЕНСТВА
ТРЕХГРАННЫХ УГЛОВ

1. Равенство трехгранных углов
Согласно общему определению равенства фигур

трехгранные углы SABC и SA'B'C называются рав-

ными, если существует наложение /, при котором
трехгранный угол SABC отображается на трехгран-

ный угол SA'B'C. При этом, очевидно, S' = /(S), а

каждое ребро трехгранного угла SABC отображается

на какое-нибудь ребро трехгранного угла S'A'B'Cf

каждая грань трехгранного угла SABC отображается

на какую-нибудь грань трехгранного угла SA'B'C.

Условимся равенство трехгранных углов SABC и

SA'B'C записывать так: SABC = SA'B'C, при этом

предполагаем, что существует наложение / такое, что

ребра SAf SB, SC переходят соответственно в ребра
S'A\ S'B', S'C, а, следовательно, грани BSAf ASCt
CSB переходят соответственно в грани B'SA'y A'S'C,
CS'B'.
Учитывая свойство 7° § 3, мы заключаем, что если

SABC = SA'B'C, то SABC = SA'B'C.

Докажем лемму, необходимую для дальнейшего
изложения.

Лемма. Если трехгранные углы SABC и SA'B'C

равны, то трехгранные углы SA^B^C^ и SA^'B^C^, со-

ответственно полярные по отношению к ним, также

равны.
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Π Так как SABC = SA'B'C, то существует нало-

жение / такое, что SA'B'C = f(SABC). Учитывая

определение взаимно полярных углов, читатель без

труда убедится в том, что SAx'Bx'Cx' = /(SA^Cj), по-

этому SAjBA = S'A'B/CV. ■

2. Признаки равенства трехгранных углов

Докажем теорему, выражающую признаки равен-

ства трехгранных углов. Эти признаки в известном

смысле аналогичны признакам равенства треуголь-

ников.

Теорема. Два трехгранных угла равны, если вы-

полнено хотя бы одно из следующих условий:
1°. Два плоских угла и двугранный угол, заключен-

ный между ними, одного из них соответственно рав-

ны двум плоским углам и двугранному углу, заключен-

ному между ними, другого.
2°. Три плоских угла одного из них соответственно

равны трем плоским углам другого.
3°. Один из плоских углов и прилежащие к нему

двугранные углы одного из них соответственно равны

одному из плоских углов и прилежащим к нему дву-
гранным углам другого.

4°. Три двугранных угла одного из них соответст-

венно равны трем двугранным углам другого.
U Пусть SABC и SA'B'C — данные трехгранные

углы, a SAJBXCX и S'Ai'Bid' — трехгранные углы, со-

ответственно полярные по отношению к данным.

1°. Докажем, что SABC = SA'B'C', если BSC =

= B'S'C, ASC = A'S'C, С = С'.
Обозначим грани двугранного угла с ребром SC

трехгранного угла SABC через Я, μ, & грани двугран-
ного угла с ребром S'C трехгранного угла SA'B'C' —

через Я', μ' и рассмотрим линейные углы AqSBq и

Aq'S'Bq' этих двугранных углов. При этом предпо-

лагаем, что точки А, Ао принадлежат грани Я, точки

В, В0 — грани μ, точки А', Ао' — грани Я', а точки

В'у В0' — грани μ'.
Согласно аксиоме П16 существует наложение / та-

кое, что S' = /(S), луч SAq переходит в луч SAo', луч

SB0 в луч S'B0'y а полупространство с границей
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AoSBq, содержащее точку С,— в полупространство с

границей Aq'S'Bq', содержащее точку С. Докажем,
что при этом наложении трехгранный угол SABC пе-

реходит в трехгранный угол S'A'B'C. В самом деле,

так как прямая CS переходит в прямую C'S', то луч

SC переходит в луч S'C. Отсюда мы заключаем, что

А'=/(A), μ' = f(ju), а так как L BSC = L B'S'C и

LASC = Δ A'S'C, то луч SB переходит в луч S'B', a

луч SC — в луч S'C. Таким образом, при наложении

/ребра SC, SB, SA трехгранного угла SABC переходят

соответственно в ребра S'C, S'B', SA' трехгранного
угла SA'B'C. Отсюда следует, что грани трехгранно-

го угла SABC переходят соответственно в грани трех-

гранного угла S'A'B'C, т. е. SABC = SA'B'C.

2°. Докажем, что SABC = S'A'B'C, если BSC =

= B'S'C, ASC = A'S'C и ASB = A'S'B'. По теореме ко-

синусов cos ASB = cos BSC · cos ASC + sin BSC x

x sin ASC . cos C, cos A'S'B' = cos B'S'C . cos A'S'C +

+ sin B'S'C · sin A'S'C . cos C'. Так как sin BSC * 0,

sin ASC ^ 0, то из этих равенств следует, что cos С =

= cos С', т. е. С = С'. Таким образом, по признаку 1°

SABC = S'A'B'C.

3°. Предположим, что ASB = A'S'B', А = А',В = В'.

По лемме § 21 ASB + С, = 180°, A'S'B' + С? = 180°.

Так как ASB = A'S'B', то Сх = Сх'. Аналогично,
•ч /ч /ч. /ч

учитывая равенства А = А и В = В , получаем:

BlSC1 = Б!'S'C/ и A,SCi = A'S'Ci'. Таким образом,
SAiEid = S'Ai'Bi'Ci' по признаку 1°. По предыдущей

лемме SABC = S'A'B'C.
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4°. Предположим, что Α = Α , Β = Β , С = С . Из

этих равенств, используя лемму § 21 по аналогии с

доказательством признака 3°, получаем: BiSC\ =

= B1'S'C1', ASCi=Ai'S'C,' и ДЗБ, ^A/S'E,'. По при-

знаку 2° SAiBiCi = S'Ai'Bi'Ci', поэтому по предыдущей
лемме SABC = S'A'B'C. Ш

§ 23. СФЕРА

1. Сфера и ее элементы

Сферой называется фигура, состоящая из множест-

ва всех точек пространства, расстояние от каждой из

которых до данной точки О равно данному положи-

тельному числу г. Точка О называется центром сфе-

ры, а отрезок, соединяющий точку О с любой точкой

сферы,— ее радиусом. Все радиусы сферы имеют дли-

ну г. Число г также называется радиусом сферы.
Сфера разбивает множество всех точек простран-

ства, не принадлежащих ей, на два подмножества:

внутреннюю и внешнюю области относительно сферы.
Внутренней области принадлежат те точки простран-

ства, расстояние от каждой из которых до центра

меньше радиуса, а внешней области — те точки, рас-

стояние от каждой из которых до центра больше

радиуса1. Точки внутренней области называются

внутренними точками, а точки внешней области —

внешними точками относительно сферы. Фигура, со-

стоящая из объединения всех точек сферы и ее внут-

ренней области, называется шаром. Точка О называ-

ется центром шара, а число г — его радиусом. Сама
сфера называется границей шара.

Отрезок, соединяющий две точки сферы, называ-

ется хордой. Хорда, проходящая через центр сферы,
называется диаметром сферы. Концы любого диа-

1 Здесь предполагается, что если точки А и В совпадают, то рас-

стояние между ними равно нулю. В соответствии с этим соглашени-

ем будем считать, что если точка лежит на прямой (плоскости), то

расстояние от этой точки до прямой (плоскости) равно нулю.
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метра называются диаметрально противоположными
точками сферы.

Сферу можно задать центром и радиусом, а также

четырьмя ее точками, не принадлежащими одной
плоскости. В самом деле, имеет место следующая

лемма.

Лемма. Через четыре точки, не принадлежащие
одной плоскости, проходит одна и только одна сфера.
Π Пусть А, В, С, D — данные точки, не принадле-

жащие одной плоскости. Докажем сначала, что су-

ществует сфера Ω, проходящая через эти точки. Для
этого достаточно доказать, что существует точка,

равноудаленная от точек Α, Б, С, D. Согласно зада-
че 2 § 11 любая точка прямой а, проходящей через
центр описанной около треугольника ABC окружно-
сти и перпендикулярной к плоскости ABC, равноуда-
лена от точек А, Б, С. С другой стороны, согласно за-

даче 1 § 11 любая точка плоскости а, проходящей че-

рез середину отрезка AD и перпендикулярной к этой

прямой а, равноудалена от точек А и D. Так как точ-

ка D не лежит в плоскости ABC, то прямая а пересе-

кает плоскость а в некоторой точке О. Ясно, что точ-

ка О равноудалена от всех четырех точек А, Б, С и D,
значит, сфера Ω с центром О радиуса ОА проходит че-

рез точки А, Ву С и D.

Докажем теперь, что любая сфера Ω', проходящая

через точки А9 В, С, D, совпадает со сферой Ω. В са-

мом деле, центр О' сферы Ω' лежит как на прямой а,

так и на плоскости а, поэтому точка О' совпадает

с точкой О, а, следовательно, сферы Ω' и Ω совпа-

дают. ■

2. Взаимное расположение плоскости и сферы
Докажем теорему о взаимном расположении плос-

кости и сферы.
Теорема 1. Пусть d—расстояние от центра О

сферы радиуса г до плоскости а. Тогда, если d < г, то

сечение сферы плоскостью а есть окружность с цент-

ром 0\ радиуса Vr2 — d2, где 0\ — проекция точки О на

плоскость а; если d = г, то сфера и плоскость имеют

только одну общую точку; если d > г — ни одной об-

щей точки.
□ Рассмотрим сначала случай, когда d < г. Пусть

со — окружность плоскости а с центром Ох радиуса
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РИС. П

Vг2 — d2 (рис. 32). Докажем, что любая точка Μ этой

окружности принадлежит данной сфере. Если О Ε а,
то d = 0 и ОМ = г, а если О & а, то, применяя тео-

рему Пифагора к треугольнику (XVW, получаем:

ОМ = у/002 + OiM2 = y/d2 + г2 - d2 = г, значит, Μ —

точка данной сферы. Для любой точки N плоскости

а, не принадлежащей окружности ω, расстояние Ο^Ν
не равно Vd2 - г2, поэтому OiV ^ г, т. е. N не являет-

ся точкой данной сферы. Таким образом, сечение сфе-
ры плоскостью а есть окружность ω.

Рассмотрим теперь случай, когда d — г, т. е. когда

расстояние от точки О до плоскости а равно г. Так

как расстояние от точки О до плоскости а меньше

расстояния от точки О до любой точки плоскости а,

отличной от точки Ои то 0\ — единственная точка

плоскости а, принадлежащая данной сфере.
Рассмотрим, наконец, случай, когда d > г. В этом

случае расстояние от точки О до любой точки плос-

кости а больше или равно d, поэтому сфера и плос-

кость а не имеют ни одной общей точки. ■

Следствие. Если плоскость проходит через центр
О сферы радиуса г, то сечение сферы плоскостью есть

окружность с центром О радиуса г.

Плоскость, имеющая со сферой только одну общую
точку, называется касательной плоскостью к сфере,
а эта точка — точкой касания.
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Теорема 2. Плоскость является касательной к

сфере тогда и только тогда, когда она проходит через
точку сферы и перпендикулярна к радиусу, проведен-
ному в эту точку,
Π Пусть а — касательная плоскость к сфере с цент-

ром О и радиусом г, а 0\ — проекция точки О на плос-

кость а. По предыдущей теореме ООх = г, поэтому

0\ — точка сферы, a OOi — радиус сферы, ООх ± а.

Докажем теперь обратное утверждение. Пусть плос-

кость а проходит через точку Μ данной сферы с цент-

ром О радиуса г и ОМ JL а. Так как ОМ = г, то по тео-

реме 1 плоскость а и сфера имеют только одну общую
точку, т. е. α — касательная плоскость к сфере. ■

Следствие. Через каждую точку сферы проходит
одна и только одна плоскость, касательная к сфере.

3. Взаимное расположение прямой и сферы
Рассмотрим сферу Ω с центром О радиуса г и пря-

мую I. По следствию теоремы 1 плоскость, проходя-
щая через прямую I и точку О, пересекает сферу Ω по

окружности ω с центром О радиуса г. Ясно, что воп-

рос о взаимном расположении прямой I и сферы Ω

сводится к вопросу о взаимном расположении прямой
/ и окружности ω, который был нами подробно рас-

смотрен в § 43 и § 44 [7].
Используя выводы, изложенные в этих парагра-

фах, приходим к следующим утверждениям:

1°. Прямая и сфера не могут иметь более чем две

общие точки.

Прямая называется касательной к сфере, если она

имеет со сферой только одну общую точку.

Из теоремы 1 § 43 [7] следует утверждение.

2°. Пусть d — расстояние от центра О сферы ра-

диуса г до прямой I. Тогда, если d < г, то прямая пере-

секает сферу в двух точках; если d = г, прямая име-

ет со сферой только одну общую точку; если d > г,

прямая и сфера не имеют общих точек.

Используя это свойство, по аналогии с доказатель-

ством теоремы 2 можно доказать утверждение.
3°. Прямая является касательной к сфере тогда и

только тогда, когда она проходит через точку сферы и

перпендикулярна к радиусу, проведенному в эту точку.

Отсюда непосредственно следует, что через каждую

точку М, внешнюю относительно данной сферы, про-
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ходит бесконечное множество прямых, каждая из ко-

торых является касательной к сфере. В самом деле,

через прямую МО, где О — центр сферы, проходит

бесконечное множество плоскостей. Каждая из них

пересекает сферу по окружности, касательные к ко-

торой, проведенные из точки М, согласно свойству 3°
являются касательными к сфере.

4°. Множество всех касательных прямых к сфере в

данной ее точке А есть пучок прямых с центром А,
плоскостью которого является касательная плос-

кость к сфере в данной точке А

Π Обозначим через Ω пучок прямых с центром А

и плоскостью а, где а — касательная плоскость к

данной сфере в точке А. Согласно теореме 2 ОА ± а,

где О — центр данной сферы.

Возьмем произвольную касательную прямую / к

сфере в точке А. По свойству 3° I А. ОА. Так как

a JL ОА, то прямая I лежит в плоскости а, следова-

тельно, Ι Ε Ω. Обратно, возьмем произвольную пря-

мую I пучка Ω. Тогда Α Ε Ζ, и так как а А. ОА, то

I ± ОА. Согласно свойству 3° прямая I является каса-

тельной к сфере в точке А. Ш

5°. Отрезки касательных к сфере, проведенные из

одной точки, равны и составляют равные углы с пря-
мой, проходящей через эту точку и центр сферы.
Π Пусть ΜTi и МТ2 — касательные к сфере с цент-

ром О, а Т\ и Т2 — точки касания. По свойству 3° углы
МТ\0 и МТ20 — прямые, т. е. треугольники MTiO и

МТ20 — прямоугольные. Они равны, так как имеют

общую гипотенузу ОМ и равные катеты ОТ\ и ОТ2.
Следовательно, ΜΤλ = МТ2 и L ОМТх = L ОМТ2. Ш

4. Взаимное расположение двух сфер
Теорема 3. Пусть центры 0\ и 02 двух сфер с ра-

диусами R\ и R2 не совпадают, d = 0\02. Тогда если

d < Ri + R2 и d > J Rx — R2\, то сферы пересекаются по

окружности, центр которой лежит на прямой 0\02, а

плоскость окружности перпендикулярна к этой пря-
мой; если d — i?! + R2 или d — \ R^ — R2 \, то сферы име-

ют только одну общую точку; если d > R\ + R2 или

d < \ Rt — R2\, то сферы не имеют общих точек.

□ Через прямую 0\02 проведем какую-нибудь плос-
кость а. По следствию теоремы 1 сечениями данных

сфер этой плоскостью являются окружности W\ и ω2
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с центрами 0\ и 02 и радиусами Β.λ и i?2. В соответ-

ствии с теоремой 1 § 45 [7] рассмотрим три возмож-
ных случая.

а) d < Rx + R2 и d > \ R{ — R21. В этом случае ок-

ружности (х)\ и ω2 пересекаются в двух точках А и В,
симметричных относительно прямой Oi02. Эти точки,

очевидно, являются общими точками данных сфер.
Но тогда любая точка Μ окружности γ с диаметром

АВ, расположенной в плоскости /?, перпендикулярной
к прямой Oi02, является общей точкой данных сфер.
В самом деле, МС = АС, где С — середина отрезка

АВ, поэтому Δ МО{С = Δ АОхС, МОх = АОг = R{. Ана-
логично, М02 = Ri-

Докажем, что любая общая точка К данных сфер
лежит на окружности у. Для этого рассмотрим поворот

вокруг прямой Oi02, при котором точка К переходит в

точку К'у лежащую в плоскости а. Так как 0\К —

= 0\К' = Rl9 02К = 02К' = R2, то К' совпадает с одной
из точек А или В, следовательно, К — точка окружно-

сти у.

б) d = Ri + R2 или d = I Ri — R21. Окружности ωΧ и

ω2 имеют только одну общую точку М, лежащую на

прямой 0\02> которая является общей точкой данных

сфер. Для любой точки X, не лежащей на прямой
Oi02, имеем: ОхХ + 02Х > Ол02 = d и | ОгХ - 02Х \ <
< 0\02 = dy поэтому точка X не может быть общей

точкой данных сфер. Итак, в этом случае данные

сферы имеют только одну общую точку.

в) d > #i + R2 или d < I Ri - R21. В этом случае дан-

ные сферы не имеют общих точек, так как если, на-

пример, X — общая точка данных сфер, то для трех

точек Оь 02, X имеем неравенства: 0\Х + 02Х > Ох02
и | О^Х - 02Х | < Ογ02 или #i + R2 > d и | Rx - R2 \ < d,
что невозможно. ■

§ 24. НАЧАЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ
СФЕРИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

1. Большие окружности сферы
Сечение сферы произвольной плоскостью, проходя-

щей через центр сферы, называется большой окруж-

ностью сферы. Согласно следствию теоремы 1 § 23
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центр любой большой окружности совпадает с цент-

ром сферы, а радиус большой окружности равен ра-

диусу сферы. Рассмотрим два свойства больших ок-

ружностей сферы:
1°. Через любые две диаметрально противополож-

ные точки сферы проходит бесконечное множество

больших окружностей сферы.
□ Пусть А и Б — диаметрально противоположные

точки данной сферы с центром О. Проведем через
прямую АВ произвольную плоскость. Так как точка

О лежит на прямой АВ, то по следствию теоремы 1

§ 23 сечение сферы этой плоскостью есть большая ок-

ружность сферы, проходящая через точки А и В. Так

как через прямую АВ проходит бесконечное множест-

во плоскостей, то через точки А и В проходит беско-

нечное множество больших окружностей сферы. ■

2°. Через произвольные две не диаметрально проти-
воположные точки сферы проходит одна и только од-

на большая окружность сферы.
Π Если А и В — две данные не диаметрально про-

тивоположные точки сферы с центром О, то точки А,
Б и О не лежат на одной прямой, поэтому существует
единственная плоскость, проходящая через эти три

точки. Сечение сферы этой плоскостью и есть единст-

венная большая окружность, проходящая через точ-

ки А и Б. ■

2. Простейшие фигуры на сфере
Пусть А и Б — две не диаметрально противопо-

ложные точки сферы. По свойству 2° через эти точки

проходит единственная большая окружность у. Сфе-
рическим отрезком АВ (или ВА) назовем ту из дуг ок-

ружности γ с концами А и Б, которая меньше полу-

окружности (рис. 33). Точки А и Б называются кон-

цами этого сферического отрезка. Таким образом, для

любых двух не диаметрально противоположных то-

чек сферы существует единственный сферический от-

резок с концами в этих точках.

Пусть γ — большая окружность сферы, а а — плос-

кость этой окружности. Полусферой с границей γ на-

зывается пересечение сферы и полупространства с

границей а. Ясно, что каждая большая окружность

γ на сфере определяет две полусферы с общей грани-
цей у. Пользуясь аксиомой П5, нетрудно строго дока-
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зать, что каждая большая окружность у данной сфе-
ры разделяет все точки этой сферы, не принадлежа-

щие окружности, на две полусферы с общей границей
у так, что любой сферический отрезок, концы которо-

го принадлежат одной полусфере, не пересекается с

окружностью у, а любой сферический отрезок, концы

которого принадлежат разным полусферам, пересека-
ется с у (рис. 34).

Докажем, что любые две большие окружности сфе-

ры пересекаются в двух диаметрально противополож-
ных точках. В самом деле, плоскости данных двух

окружностей проходят через центр О сферы, поэтому

пересекаются по некоторой прямой, проходящей че-

рез точку О. Эта прямая пересекает сферу в двух диа-

метрально противоположных точках, которые и яв-

ляются общими точками данных окружностей.
Углом между большими окружностями ух и у2 назы-

вается угол между касательными к этим окружно-

стям в одной из точек пересечения. Заметим, что

угол между касательными к окружностям у\ и у2 в од-

ной из точек пересечения равен углу между касатель-

ными в другой точке пересечения (как углы между

соответственно параллельными прямыми). Большие

окружности сферы называются перпендикулярными,
если угол между ними равен 90°.

Полюсами большой окружности сферы называются

концы диаметра сферы, перпендикулярного к плос-

125



кости большой окружности. Каждая большая окруж-
ность имеет два полюса. Ясно, что две большие ок-

ружности сферы перпендикулярны тогда и только

тогда, когда каждая из них проходит через полюсы

другой. Отсюда следует, что все большие окружности,

проходящие через полюсы данной большой окружно-

сти у, перпендикулярны к у. С другой стороны, через

точку сферы, не являющуюся полюсом большой ок-

ружности у, проходит единственная большая окруж-

ность, перпендикулярная к у.

Рассмотрим две диаметрально противоположные
точки А и В сферы и две полуокружности на сфере с

общим диаметром АВ, не принадлежащие одной боль-
шой окружности. Фигура, образованная этими полу-

окружностями, называется сферическим двуугольни-
ком или просто двуугольником и обозначается через
АВ. Полуокружности называются сторонами, а точки

А и В — вершинами двуугольника.

Двугранный угол с ребром АВ, грани которого со-

держат стороны двуугольника, назовем двугранным

углом, соответствующим двуугольнику АВ. Пересече-
ние сферы и внутренней области двугранного угла,

соответствующего данному двуугольнику, называет-

ся внутренней областью этого двуугольника. Объе-
динение двуугольника и его внутренней области так-

же будем называть сферическим двуугольником. Уг-
лом сферического двуугольника назовем линейный

угол двугранного угла, соответствующего данному

двуугольнику.
3. Понятие о сферической геометрии

Раздел геометрии, изучающий фигуры, располо-
женные на сфере, называется сферической геомет-

рией. Геометрия на сфере и геометрия на плоскости

имеют сходства и различия.

Роль прямых на сфере («сферические прямые») иг-

рают большие окружности, некоторые свойства кото-

рых аналогичны свойствам прямых на плоскости.

Так, например, через любые две не диаметрально

противоположные точки сферы проходит единствен-

ная большая окружность; на каждой большой окруж-
ности существует бесчисленное множество точек; че-

рез точку сферы, не являющуюся полюсом большой

окружности, проходит единственная большая окруж-
ность, перпендикулярная к данной. Можно также до-
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казать, что для любых двух точек сферы кратчайшая

дуга на сфере, соединяющая эти точки, есть та из дуг
большой окружности с концами в этих точках, кото-

рая не больше полуокружности.
Расстоянием между не диаметрально противопо-

ложными точками Л и Б на сфере называется длина

сферического отрезка АВ. Это расстояние вычисляется

по формуле: р(А, В) = гАОВ, где О — центр сферы, г —

ее радиус, а АОВ — радианная мера угла. Расстояни-

ем между диаметрально противоположными точками

называется длина полуокружности большой окруж-
ности.

Известно, что на плоскости любая прямая разделя-
ет ее на две полуплоскости. Аналогично, большая ок-

ружность на сфере разделяет сферу на две полусферы,
причем свойство, сформулированное в п. 2, вполне

аналогично аксиоме; И4.
Различия между прямыми на плоскости и больши-

ми окружностями на сфере характеризуют следующие
факты сферической геометрии: через диаметрально
противоположные точки сферы проходит бесконечное
множество больших окружностей (свойство 1°); любые
две большие окружности на сфере пересекаются; через
полюс данной окружности проходит бесконечное мно-

жество больших окружностей, перпендикулярных к

данной.
Отметим, что большие окружности сферы, в отли-

чие от прямых на плоскости, являются замкнутыми

линиями, поэтому точка, взятая на большой окруж-

ности, не разделяет ее на два подмножества, т. е. на

сфере нет аналога луча. В некотором смысле можно

считать, что полуокружности больших окружностей
являются «сферическими лучами», а сферические
двуугольники — «сферическими углами».

Отметим, наконец, что на сфере, так же, как и на

плоскости, можно ввести понятие равенства сфериче-
ских фигур. Для этого, используя наложения прост-

ранства, вводится понятие наложения на сфере.
Будем рассматривать только такие наложения прост-

ранства, при которых центр О данной сферы перехо-

дит в себя. Так как наложение является движением,
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то ясно, что при наложении, которое точку О перево-

дит в себя, данная сфера переходит в себя. Верно и

обратное: если при некотором наложении простран-

ства сфера переходит в себя, то при этом наложении

центр сферы переходит в себя.

Если при наложении сфера S переходит в себя, то

это наложение порождает на сфере S некоторое пре-

образование, которое будем называть сферическим на-

ложением.

Исходя из общего определения равенства фигур,
две фигуры на сфере равны тогда и только тогда, ког-

да существует сферическое наложение, при котором

одна фигура переходит в другую. Можно доказать,
что два сферических отрезка равны тогда и только

тогда, когда их длины равны, а два сферических дву-

угольника равны тогда и только тогда, когда их уг-

лы равны.

§ 25. СФЕРИЧЕСКИЕ ТРЕУГОЛЬНИКИ

1. Сферические треугольники

Сферическим треугольником называется геометри-

ческая фигура, состоящая из трех сферических отрез-
ков, попарно соединяющих три точки, не лежащие

на одной большой окружности. Эти точки назовем

вершинами сферического треугольника, а сфериче-
ские отрезки

— его сторонами. Сферический тре-

угольник с вершинами А, В и С обозначается через
ABC (рис. 35).

Если на сфере с центром О дан сферический тре-
угольник ABC, то трехгранный угол с вершиной О и

ребрами ОА, ОВ, ОС назовем центральным трехгран-

ным углом, соответствующим треугольнику ABC (см.
рис. 35).

Внутренней областью сферического треугольника
назовем пересечение сферы с внутренней областью
центрального трехгранного угла, соответствующего
этому треугольнику. Объединение сферического тре-
угольника и его внутренней области также называет-

ся сферическим треугольником.
С каждым сферическим треугольником ABC свя-

заны три двуугольника ААЬ ВВ\ и ССи на сторонах

каждого из которых лежат две другие вершины сфе-
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рического треугольника (например, на разных сторо-

нах двуугольникаАА\ лежат вершины В и С) (рис. 36).
Эти двуугольники и будем называть двуугольниками

данного сферического треугольника ABC.

Длины сферических отрезков АВ, ВС и СА называ-

ются длинами соответствующих сторон сферического
треугольника АВС> а меры углов двуугольников этого

сферического треугольника — мерами соответствую-

щих углов.
2. Свойства сферических треугольников
Если ABC — сферический треугольник, то ясно,

что длины его сторон пропорциональны линейным

углам центрального трехгранного угла, соответствую-

щего этому треугольнику, а углы сферического тре-

угольника равны двугранным углам этого трехгран-

ного угла. Отсюда, используя теоремы § 21, получаем

следующие свойства сферического треугольника.
1°. Сумма углов сферического треугольника боль-

ше 180°.
В соответствии с этим свойством существуют сфе-

рические треугольники, у которых два или даже три

прямых угла. В самом деле, на большой окружности
ω рассмотрим две точки А и В. Пусть С — полюс ω.

Тогда в сферическом треугольнике ABC углы А и В —

прямые (см. рис. 36), а если и С — прямой угол, то

все три угла сферического треугольника ABC прямые.
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Обозначим длины сторон сферического треугольни-
ка ABC через а = ВС, Ь = АС, с = АВ, а меры его уг-

/\ /ч /\

лов через Α, β, С. Тогда для сферического треуголь-

ника ABC выполняются:

2°. Сферическая теорема косинусов:

cos с = cos a cos Ъ + sin a sin Ъ cos С.

3°. Теорема, двойственная теореме косинусов:
•Ч /Ч /S /Ч /Ч

cos С = — cos A cos Б + sin A sin В cos с.

4°. Сферическая теорема синусов:
sin α

_

sin b
_

sin с

sin A sin β sin С

В частности, если в сферическом треугольнике ABC

угол С — прямой, то из сферической теоремы коси-

нусов получаем сферическую теорему Пифагора:
cos с = cos a cos Ь.

По общему определению равенства фигур, сфериче-
ские треугольники ABC и А'В'С называются равны-

ми, если существует наложение / пространства, при
котором сферический треугольник ABC отображается
на сферический треугольник А'В'С. При этом, оче-

видно, каждая сторона сферического треугольника
ABC отображается на какую-нибудь сторону сфериче-
ского треугольника А'В'С, поэтому каждая вершина

первого треугольника переходит в какую-нибудь вер-

шину второго. Будем считать, что f(A) = A', f{B) — В',

/(С) = С". Ясно, что если сферические треугольники
ABC и А'В'С сферы с центром О равны, то ДО) = О.

Поэтому из равенства сферических треугольников
ABC и А'В'С следует, что равны и трехгранные углы

с вершиной О и ребрами ОА, ОВ, ОС и ОА\ ОВ'у ОС.
Верно и обратное, т. е. если указанные центральные

углы, соответствующие сферическим треугольникам,

равны, то и сферические треугольники равны.

Таким образом, из признаков равенства трехгран-

ных углов (теорема § 22) мы получаем признаки ра-

венства сферических треугольников.
Теорема. Два сферических треугольника равны,

если выполняется хотя бы одно из следующих ус-
ловий:

1°. Две стороны и угол между ними одного сфериче-
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ского треугольника соответственно равны двум сто-

ронам и углу между ними другого.
2°. Три стороны одного сферического треугольника

соответственно равны трем сторонам другого.
3°. Сторона и два прилежащих к ней угла одного

сферического треугольника соответственно равны

стороне и двум прилежащим к ней углам другого.
4°. Три угла одного сферического треугольника со-

ответственно равны трем углам другого.

ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ V

ДВУГРАННЫЙ УГОЛ

187. Даны двугранный угол А - CD · В и внутрен-

няя точка Μ этого угла. Доказать, что все точки, ле-

жащие на отрезке АВ, на луче СМ, а также все точки

полуплоскости с границей CD, содержащей точку М,

являются внутренними точками данного двугранного

угла.

188. Доказать, что любой двугранный угол имеет

одну и только одну плоскость симметрии1, прохо-

дящую через ребро двугранного угла. Имеет ли дву-

гранный угол другие плоскости симметрии?
189. Доказать, что от любой полуплоскости в дан-

ное полупространство можно отложить двугранный
угол2, равный данному, и притом только один.

190. Даны двугранный угол С · АВ · D, точка О на

прямой АВ и полуплоскость о с границей АВ, цели-

ком состоящая из внутренних точек данного угла.

Доказать, что: а) пересечение полуплоскости а с уг-

лом COD есть некоторый внутренний луч угла COD;
б) полуплоскость σ пересекает отрезок CD.

191. Дан двугранный угол λμ. Доказать, что суще-

ствует наложение, при котором этот угол переходит в

1 Плоскость а называется плоскостью симметрии фигуры F, если

эта фигура переходит в себя при симметрии относительно плоско-

сти а.
2 Будем говорить, что двугранный угол λμ отложен от полупло-

скости λ в полупространство Р, если грань λ принадлежит границе
этого полупространства, а грань μ

— полупространству Р. Задача

189 является обобщением аксиомы ΙΙΙ7 об откладывании угла в дан-

ную полуплоскость.
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себя так, что ребро двугранного угла переходит в се-

бя, грань Я — в грань μ, sl грань μ — в грань Я.

192. Плоскости а и β являются плоскостями гра-

ней данного двугранного угла, отличного от пря-

мого. Прямые а и Ъ перпендикулярны к плоскостям

а и β. Доказать, что угол между прямой а и плос-

костью β равен углу между прямой Ъ и плоскос-

тью а.

193. Точка О является внутренней точкой данного

двугранного угла с градусной мерой ψ. Найти ΜΟΝ,
где ОМ и ON — перпендикуляры, проведенные к

плоскостям граней двугранного угла.

194. Доказать, что каждый двугранный угол имеет

одну и только одну биссектральную полуплоскость.

Эта полуплоскость принадлежит плоскости симмет-

рии двугранного угла, проходящей через ребро.
195. Доказать, что биссектральная полуплоскость

двугранного угла есть фигура, состоящая из множе-

ства всех внутренних точек двугранного угла, каж-

дая из которых равноудалена от плоскостей граней
этого угла.

196. Доказать, что: а) при любом подобии дву-

гранный угол переходит в равный ему двугранный
угол; б) если два двугранных угла равны, то сущест-

вует подобие, при котором один из них переходит в

другой.
197. Говорят, что один двугранный угол больше

другого, если мера первого двугранного угла больше

меры второго угла. Доказать, что если L λΧμλ >

> L Я2 μ2> то существует полуплоскость σ, граница ко-

торой совпадает с ребром угла Я! μΧ> состоящая из внут-

ренних точек этого угла, такая, что L λλσ = L λ2μ2-

МНОГОГРАННЫЙ УГОЛ

198. Доказать, что в плоскости каждой грани вы-

пуклого многогранного угла нет других точек этого

угла, кроме точек этой грани.
199. Доказать, что существует хотя бы одна плос-

кость, которая пересекает все ребра данного выпук-
лого многогранного угла.

200. Доказать, что любое сечение выпуклого мно-
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гогранного угла плоскостью а, пересекающей все реб-
ра, является выпуклым многоугольником, при этом в
плоскости α те и только те точки являются внутрен-
ними точками многогранного угла, которые лежат

внутри этого многоугольника.
201. Доказать, что множество всех точек внутрен-

ней области выпуклого многогранного угла с верши-

ной S является бесконечным выпуклым множеством,
причем если точка Μ принадлежит этому множест-

ву, то все точки луча SM принадлежат этому множе-

ству.

202. Доказать, что многогранный угол является

выпуклым, если хотя бы одно из его сечений плос-

костью, пересекающей все его ребра, является выпук-

лым многоугольником.

203. Плоскость β проходит через вершину S дан-
ного выпуклого многогранного угла и параллельна

плоскости а, пересекающей все его ребра. Доказать
утверждения: а) все точки, лежащие внутри данного

многогранного угла, и все точки плоскости а принад-

лежат одному полупространству с границей β; б) если

точка Μ лежит внутри многогранного угла, то луч

SM пересекает плоскость а в точке, лежащей внутри
сечения многогранного угла плоскостью а.

204. Доказать, что сечение выпуклого многогран-

ного угла плоскостью, проходящей через вершину уг-

ла и через некоторую его внутреннюю точку, являет-

ся неразвернутым углом.

205. Доказать, что плоскость, проходящая через

вершину выпуклого многогранного угла и через ка-

кую-нибудь внутреннюю точку этого угла, разлагает

угол на два выпуклых многогранных угла.

206. Доказать, что через произвольную точку каж-

дого ребра выпуклого четырехгранного угла прохо-

дит одна и только одна плоскость, сечением которой
данного угла является параллелограмм.

207. Доказать, что в выпуклом многогранном угле

каждый плоский угол меньше суммы всех остальных

его плоских углов.

208. Доказать, что сумма всех плоских углов вы-

пуклого многогранного угла меньше 360°.

209. Доказать, что сумма двугранных углов вы-

пуклого я-гранного угла больше (п
— 2)180°.
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ТРЕХГРАННЫЙ УГОЛ

210. Доказать, что множество всех общих точек

биссектральных полуплоскостей трех двугранных уг-

лов трехгранного угла образует луч, исходящий из

вершины трехгранного угла и целиком состоящий из

точек внутренней области трехгранного угла.

211. Доказать, что если по крайней мере два плос-

ких угла трехгранного угла не прямые, то три плос-

кости, каждая из которых проходит через ребро
трехгранного угла перпендикулярно к плоскости про-

тивоположной грани, пересекаются по одной прямой.
212. В трехгранном угле SABC Δ ASB = L ASC. До-

казать, что биссектральная полуплоскость двугран-

ного угла с ребром AS данного трехгранного угла

принадлежит плоскости, перпендикулярной к плос-

кости BSC.

213. Доказать, что биссектрисы двух плоских уг-

лов и биссектриса угла, смежного с третьим плоским

углом трехгранного угла, принадлежат одной плос-

кости.

214. Доказать, что если все плоские углы трех-

гранного угла SABC прямые, то проекция вершины S
на плоскость ABC совпадает с точкой пересечения
прямых, содержащих высоты треугольника ABC.

215. Доказать, что если все три плоских угла трех-

гранного угла прямые, то все его двугранные углы

прямые, а если все три плоские угла тупые, то каж-

дый из его двугранных углов большее 90°.
216. Доказать, что в трехгранном угле против рав-

ных двугранных углов лежат равные плоские углы

и, обратно, против равных плоских углов лежат рав-
ные двугранные углы.

217. Доказать, что в трехгранном угле против

большего двугранного угла лежит больший плоский

угол и, обратно, против большего плоского угла ле-

жит больший двугранный угол.
218. Доказать, что сумма двугранных углов трех-

гранного угла меньше 540°.
219. Луч SM является внутренним лучом одного

из плоских углов ASC или BSC трехгранного угла
SABC или целиком состоит из внутренних точек это-

го угла. Доказать, что сумма плоских углов трех-
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гранного угла SABC больше суммы плоских углов

трехгранного угла SABM.

220. Дан трехгранный угол SABC. Доказать, что

α+β +у < (ASB + BSC + CSA), где α,β,γ — углы со-

ответственно между прямой SA и плоскостью SBC,
прямой SB и плоскостью SAC, прямой SC и плос-

костью SAB.

221. Доказать, что углы, образованные биссектри-
сами плоских углов трехгранного угла, взятыми по-

парно, либо все острые, либо все прямые, либо все

тупые.

222. В трехгранном угле SABC меры двугранных
углов с ребрами SA, SB, SC соответственно равны 90°,

φ, ψ. Доказать, что cos φ
= sin гр - cos ASC.

223. В трехгранном угле SABC ASB = 60°, BSC = 45°
и двугранный угол с ребром SC прямой. Найти меру

двугранного угла с ребром SA.
224. В трехгранном угле SABC двугранные углы с

ребрами SA, SB, SC соответственно равны а, 90°, а.

Найти ASC.

225. В трехгранном угле один из плоских углов

прямой, а меры прилежащих к нему двугранных

углов равны 45°. Найти меру третьего двугранного

угла.

226. В трехгранном угле SABC CSA = 90°, BSC =

= ASB = 60°, SA= SB = SC. Найти меру двугранного

угла S · AC . В.

227. Луч, исходящий из вершины трехгранного

угла и содержащий точку, лежащую внутри угла, со-

ставляет равные углы φ со всеми ребрами этого угла.

Найти φ, если все плоские углы трехгранного угла

равны а.

228. Доказать, что если два трехгранных угла рав-

ны, то полярные углы по отношению к ним также

равны.

229. Доказать, что если все плоские углы данного
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трехгранного угла острые (прямые, тупые), то меры

всех двугранных углов полярного по отношению к

нему трехгранного угла больше 90° (равны 90°, мень-

ше 90°).
230. Доказать, что трехгранные углы SABC и

SiAiBiCi равны, если выполняется хотя бы одно из

следующих условий:

а) BSC = ftftCj, ASC = AiSfiu A = Аи причем либо

В < 90° и ft < 90°, либо В > 90° и ft > 90°;

•ч /ч /\ /ч

б) BSC = BiSiCi, А = А, В = Вь причем либо углы
ASC и ASiCi острые, либо эти углы тупые.

СФЕРА

231. Доказать, что все точки окружности принад-

лежат сфере, если выполняется хотя бы одно из усло-

вий: а) три точки окружности принадлежат сфере;

б) две точки окружности принадлежат сфере и каса-

тельная к окружности в одной из этих точек являет-

ся касательной к сфере.
232. Доказать, что существует одна и только одна

сфера, содержащая данную окружность и данную

точку, не лежащую в плоскости окружности.

233. Даны две окружности, плоскости которых не

совпадают. Доказать, что существует одна и только

одна сфера, содержащая данные окружности, если

эти окружности: а) пересекаются в двух точках;

б) имеют общую точку и в этой точке общую каса-

тельную.

234. Доказать, что прямая является касательной к

сфере тогда и только тогда, когда она проходит через

точку сферы и перпендикулярна к радиусу, прове-

денному в эту точку.

235. Доказать, что через прямую, не имеющую об-

щих точек с данной сферой, проходят две и только

две касательные плоскости к данной сфере.
236. Через точку А, не лежащую на сфере с диа-

метром СЕ, проведена касательная плоскость а в точ-

ке С и касательная прямая AD в точке D, отличной
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от С. Прямая ED пересекает плоскость а в точке Б.

Доказать, что АВ = АС.

237. Произвольная точка Μ сферы является общим
концом трех взаимно перпендикулярных ее хорд.

Доказать, что сумма квадратов длин этих хорд посто-

янна, т. е. не зависит от выбора точки Μ и хорд на

сфере.
238. Даны точки А и В. Найти фигуру, состоящую

из множества всех точек, каждая из которых являет-

ся проекцией точки А на какую-нибудь плоскость,

проходящую через точку В.

239. Радиусы сечений сферы двумя перпендикуляр-
ными плоскостями равны г\ и г2. Найти радиус сферы,
если сечения имеют единственную общую точку.

240. Сечения сферы радиуса R двумя параллельны-
ми плоскостями, не проходящими через центр, име-

ют радиусы гх и г2 (г2 > п). Найти расстояние между
плоскостями сечений.

241. Плоскость а касается сферы в точке А. Дока-

зать, что сечения сферы плоскостями, проходящими

через точку А и составляющими равные углы с плос-

костью а, имеют равные радиусы.

242. Три сферы имеют общую хорду. Некоторая
точка, лежащая на этой хорде, лежит также на трех

отрезках, которые являются соответственно хордами

данных сфер. Доказать, что концы этих отрезков ле-

жат на одной сфере или в одной плоскости.

243. Три сферы имеют общую точку, не лежащую в

плоскости, проходящей через центры этих сфер. Дока-
зать, что данные сферы имеют еще одну общую точку.

244. Три сферы радиуса JR касаются плоскости а, и

каждая сфера касается двух других сфер. Доказать,
что существует сфера, которая касается плоскости а

и трех данных сфер, и найти радиус этой сферы.
245. Три сферы попарно касаются друг друга

внешним образом и имеют общую касательную плос-

кость. Точки касания сфер с этой плоскостью явля-

ются вершинами треугольника со сторонами а, Ь, с.

Найти радиусы данных сфер.
246. Две сферы радиуса г и две сферы радиуса R,

где R > г, расположены так, что каждая из них каса-

ется трех других внешним образом и плоскости а.

Найти отношение г : R.
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ЭЛЕМЕНТЫ СФЕРИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

247. Доказать, что угол между двумя большими

окружностями сферы равен углу между двумя пря-

мыми, каждая из которых проходит через полюсы

соответствующей окружности.
248. Доказать, что две большие окружности сферы

перпендикулярны тогда и только тогда, когда каж-

дая из них проходит через полюс другой.
249. Доказать, что при движении: а) сфера с цент-

ром О радиуса г переходит в сферу с центром О' ра-

диуса г, где О' — образ точки О; б) сфера переходит в

себя тогда и только тогда, когда центр сферы являет-

ся инвариантной точкой движения.

250. Доказать, что каковы бы ни были точки А и

В на сфере, существует сферическое наложение, при

котором точка А переходит в точку В.

251. На сфере S даны двуугольники АВ и CD, меры
углов которых равны. Доказать, что существует одно

и только одно сферическое наложение сферы S, при

котором вершины А, В и стороны АМ\В и АМ2В дву-

угольника АВ переходят соответственно в вершины

С, D и стороны CNXD и CN2D двуугольника CD.
252. Используя сферическое наложение, доказать,

что множество всех точек пространства, через каж-

дую из которых проходят три взаимно перпендику-

лярные касательные плоскости к данной сфере, сов-

падает с множеством всех точек некоторой сферы,
концентрической данной.

253. Доказать, что если при сферическом наложе-

нии / три точки, не лежащие на одной большой ок-

ружности сферы, являются неподвижными точками,

то f — тождественное преобразование сферы.
254. Доказать, что если при сферическом наложе-

нии две не диаметрально противоположные точки А

и В являются неподвижными точками, то все точки

большой окружности, проходящей через точки А и В,
являются неподвижными точками.

255. Доказать, что при любом сферическом нало-
/\

жении / сферы существует хотя бы одна пара диа-

метрально противоположных точек А и В этой сферы
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таких, что либо /(А) = A, ДБ) = Б, либо f(A) = Б,

?(В)=А
256. Доказать, что в сферическом треугольнике

каждая сторона меньше суммы двух других сторон,

но больше их разности.

257. Доказать, что в сферическом треугольнике
против равных углов лежат равные стороны и, обрат-
но, против равных сторон лежат равные углы.

258. Доказать, что в сферическом треугольнике
против большего угла лежит большая сторона и, об-

ратно, против большей стороны лежит больший угол.
259. В сферическом треугольнике ABC угол А пря-

мой. Доказать, что:

а) cos a = cos Ь . cos с (сферическая теорема Пифа-

гора);
/\ /Ч /\ /Ч

б) cos Б = sin С · cos by cos С = sin Б · cos с;

в) cos a = ctg Б · ctg С;

г) sin с = ctg Б · tg & и sin Ь = ctg С · tg с;
/ч /\

д) cos Б = ctg α · tg с и cos С = ctg α · tg b.
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Глава VI

ПРОСТЕЙШИЕ МНОГОГРАННИКИ

§ 26. МНОГОГРАННИКИ

1. Многогранная поверхность
Конечную систему многоугольников1 {Рь Р2, ... ,Рп}>

где η > 1, заданных в определенном порядке, назо-

вем цепочкой, соединяющей многоугольники Р\ и Рп,
если два смежных многоугольника (т. е. Р/ и Pi+U где

i = 1, 2 у ... , η
— 1) не лежат в одной плоскости и име-

ют общую сторону (связывающая сторона), а любые

два несмежных многоугольника Р/ и Pm, i < т — 1,
3 < т < /г, либо не имеют ни одной общей точки, ли-

бо имеют только одну общую вершину, которая явля-

ется концом всех связывающих сторон пар много-

угольников Pi И Р;+Ь Рг+1 И Р/+2, ...
, Рт-1 И Рт.

Наиболее простой цепочкой является система, со-

стоящая из двух многоугольников. На рис. 37а изо-

бражена более сложная цепочка. Система многоуголь-
ников, изображенная на рис. 376, не является цепоч-

кой, соединяющей многоугольники Pi и Р4, так как

многоугольники Pi и Р4 имеют общую вершину, кото-

рая не является вершиной многоугольников Р2 и Р3.

Замкнутой многогранной поверхностью или просто

многогранной поверхностью называется фигура, об-

разованная системой многоугольников, называемых

гранями, расположенных в пространстве так, что:

а) каждая сторона любой грани является стороной
двух и только двух граней, не лежащих в одной
плоскости; б) любые две грани можно соединить це-

почкой, целиком состоящей из граней2.

1 Напомним, что в стереометрии многоугольником называют

фигуру, состоящую из плоской простой замкнутой ломаной и обла-

сти, состоящей из всех внутренних точек относительно этой лома-

ной (см. § 5, п. 1)
2 В геометрии рассматривают также многогранные поверхности

с границей (см., например [15], § 164), однако, в этом пособии та-
кие многогранные поверхности не встречаются.
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а) б)

РИС. 37

Примерами многогранных поверхностей являются

тетраэдр и параллелепипед, рассмотренные нами в

§ 15, а также полная поверхность любой пирамиды
или призмы, известные нам из курса средней шко-

лы. Любая замкнутая многогранная поверхность
имеет не менее четырех граней. С другой стороны,
предыдущие примеры показывают, что для любого

натурального числа η > 4 существует замкнутая мно-

гогранная поверхность с η гранями.
2. Геометрическое тело

Напомним некоторые понятия, относящиеся к

множествам точек пространства. Назовем ε-окрестно-
стью данной точки А множество всех внутренних то-

чек шара с центром А радиуса ε. Точка А непустого
множества называется внутренней точкой множест-

ва, если существует хотя бы одна ε-окрестность точки

А, целиком принадлежащая этому множеству. Точка
называется внешней точкой относительно множества,

если существует хотя бы одна ε-окрестность этой точ-

ки, ни одна точка которой не принадлежит множест-

ву. ТочкаА называется граничной точкой множества,

если любой ε-окрестности этой точки принадлежат

как внутренние точки множества, так и внешние точ-

ки относительно этого множества. Граничная точка

может принадлежать множеству, а может и не при-

надлежать ему. Множество всех граничных точек

данного множества называется его границей.
Множество называется открытым множеством, ес-

ли все его точки являются внутренними. Ясно, что

ни одна из граничных точек открытого множества не

принадлежит этому множеству. Отметим, что если Fu

F2, ...
, Fk — открытые множества, имеющие хотя бы
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одну общую точку, то их пересечение является от-

крытым множеством.

Множество называется выпуклым, если все точки

отрезка, соединяющего любые две точки множества,

принадлежат этому множеству. Пустое множество и

множество, содержащее одну точку, считаются вы-

пуклыми. Отметим следующее свойство выпуклых

множеств, доказательство которого читатель легко

проведет самостоятельно: если Fu F2, ...
, Fk — выпук-

лые множества, то их пересечение является выпук-

лым множеством.

Множество называется связным, если любые две

его точки можно соединить ломаной, все точки кото-

рой принадлежат этому множеству. Примером связ-

ного множества является любое выпуклое множество,
в частности, множество всех точек шара. Областью

называется любое непустое открытое связное множе-

ство. Примером области является множество всех то-

чек полупространства или множество всех внутрен-

них точек шара.

Множество называется ограниченным, если сущест-

вует такой шар, которому принадлежат все точки �

этого множества.

Имеют место следующие утверждения, доказатель-

ство которых предоставляем читателю: а) на любой

ломаной, соединяющей внутреннюю точку области с

внешней точкой относительно этой области, имеется

хотя бы одна граничная точка данной области; б) на

любом луче h, исходящем из внутренней точки М0
ограниченной области, существует граничная точка

G этой области такая, что все точки луча h, не при-

надлежащие отрезку M0G, являются внешними отно-

сительно данной области.

Введем теперь следующее основное определение:

геометрическим телом (или просто телом) называет-

ся фигура, множество всех точек которой есть объе-

динение некоторой ограниченной области и ее гра-

ницы. По свойству б) каждая ограниченная область

имеет границу, с которой пересекается любой луч,

исходящий из внутренней точки области. Поэтому

геометрическое тело состоит из множества всех своих

внутренних точек, которые образуют ограниченную

область, и границы, состоящей из бесконечного мно-
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жества точек. Граница геометрического тела называ-
ется также его поверхностью.

Примером геометрического тела является шар. Сфе-
ра, ограничивающая шар,— поверхность этого тела.

Рассмотрим другой пример. Возьмем два концентри-
ческих шара и рассмотрим фигуру F, точками которой
являются те и только те точки шара большего радиу-
са, которые не являются внутренними точками шара

меньшего радиуса. Фигура F является телом, поверх-

ность которого состоит из двух сфер, ограничивающих
исходные шары.

Сфера не является геометрическим телом, так как

у нее нет внутренних точек. Открытый шар, т. е. фи-
гура, состоящая из всех внутренних точек некоторого
шара, также не является геометрическим телом, так
как ему не принадлежит его граница. Далее, замкну-
тое полупространство не является телом, так как оно
не является ограниченным.

3. Многогранник
Многогранником называется геометрическое тело,

поверхностью которого является многогранная по-

верхность. Таким образом, многогранник F состоит из

точек множества F всех своих внутренних точек, кото-

рое является ограниченной областью, и его поверхно-

сти F, являющейся замкнутой многогранной поверх-
ностью. Грани этой поверхности называют гранями

многогранника F, а вершины и стороны граней — со-

ответственно вершинами и ребрами многогранника.

Многогранники классифицируются по числу гра-

ней. Простейшим является тетраэдр (четырехгран-
ник). Далее встречаются названия: пентаэдр (пяти-
гранник), гексаэдр (шестигранник), октаэдр (восьми-
гранник), додекаэдр (двенадцатигранник), икосаэдр
(двадцатигранник).
Из определения многогранника, учитывая утверж-

дения а) и б), сформулированные в п. 2, мы получаем

следующие общие свойства многогранников:
1°. Любые две внутренние точки многогранника

можно соединить ломаной, целиком состоящей из

внутренних точек.

2°. Любая ломаная, в частности отрезок, соединя-

ющая внутреннюю точку многогранника с точкой
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внешней по отношению к нему, пересекает его поверх-

ность по крайней мере в одной точке.

3°. Какова бы ни была внутренняя точка много-

гранника, существует шар с центром в этой точке,

внутри которого лежат все точки многогранника.

4°. Любой луч, исходящий из внутренней точки

многогранника, пересекает его поверхность по край-
ней мере в одной точке.

5°. Любые две внешние точки относительно много-

гранника можно соединить ломаной, целиком состоя-

щей из внешних точек.

4. Об определении многогранника

Пусть дана произвольная замкнутая многогранная

поверхность F. Возникает вопрос: существует ли мно-

гогранник с поверхностью F7 Ответ на этот вопрос

дает следующая теорема, доказательство которой
сложно и выходит за рамки нашего курса: замкнутая

многогранная поверхность F разбивает множество

всех точек пространства, не принадлежащих поверх-

ности F, на две области с общей границей F, причем
одна из этих областей является ограниченной, а дру-

гая неограниченной (сравните с теоремой Жордана
для многоугольников, § 23, п. 1 [7]).
Из этой теоремы следует важный вывод: какова бы

ни была многогранная замкнутая поверхность, суще-

ствует хотя бы один многогранник с поверхностью F.
В дальнейшем изложении мы докажем это утвержде-

ние для наиболее важных частных случаев поверхно-

стей F, в частности, для всех случаев, которые встре-
чаются в школьном курсе геометрии.

Возникает другой вопрос, связанный с определени-
ем многогранника: существует ли единственный мно-

гогранник, поверхностью которого является данная

многогранная поверхность? Ответ на этот вопрос дает

следующая теорема.

Теорема. Если F — произвольная замкнутая мно-

гогранная поверхность, то существует не более одно-

го многогранника с поверхностью F.

Π Доказательство проведем методом от против-

ного, т. е. предположим, что существуют хотя бы два

многогранника Ft и F2 с поверхностью F. Тогда су-

ществует хотя бы одна точка М, которая принадле-
жит одному многограннику и не принадлежит друго-
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му. Пусть,_например, Μ G Fi9 M g F2. Так как много-

гранники F\ и jP2 имеют общую границу F, то Μ £ i\

поэтому Μ —

внутренняя точка многогранника Fi и

внешняя точка относительно многогранника F2.

Теперь возьмем некоторую точку N9 внешнюю от-

носительно многогранников Fx и F2. Такая точка су-

ществует, так как по свойству 3° имеются два шара,

содержащие соответственно многогранники Ft и F2,
поэтому любую точку пространства, расположенную
вне этих шаров, можно взять в качестве точки N.
По свойству 5° существует ломаная L, соединяю-

щая точки Μ и N и целиком состоящая из внешних

точек относительно F2. Следовательно, ломаная L не

содержит ни одной точки поверхности F. С другой
стороны, так как Μ —

внутренняя точка, а N —

внешняя точка относительно многогранника Fu то по

свойству 2° ломаная L пересекает поверхность этого

многогранника, т. е. поверхность F. Мы пришли к

противоречию, следовательно, наше предположение

неверно, поэтому существует не более одного много-

гранника с поверхностью F. Ш

Замечание. По аналогии с многоугольником,

нередко многогранником называют не геометриче-

ское тело, поверхностью которого является замкну-

тая многогранная поверхность, а саму замкнутую

многогранную поверхность. Так определяется, напри-

мер, многогранник в Большой Советской Энциклопе-

дии или в книге Д. И. Перепелкина «Курс элемен-

тарной геометрии» (см. [15], часть II, § 100). Также

поступают иногда и в быту, когда склеивают из бу-
маги или картона разные многогранники

— тетра-

эдр, куб, октаэдр и др. В ряде случаев в учебных по-

собиях и других книгах одновременно даются два

определения многогранника; многогранник как зам-

кнутая многогранная поверхность и многогранник

как геометрическое тело, ограниченное замкнутой

многогранной поверхностью (см., например, [2] § 21
или: О. В. Мантуров и др. «Толковый словарь мате-

матических терминов». М.: Просвещение, 1965). От-

метим, наконец, что тетраэдр и параллелепипед, вве-

денные нами в § 15, являются многогранными повер-

хностями.
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Из предыдущего изложения следует, что эти два

определения многогранника по существу эквивалент-

ны в том смысле, что если рассматривать многогран-

ник как замкнутую многогранную поверхность, то

существует единственный многогранник как геомет-

рическое тело с данной поверхностью, и обратно. В
этом пособии, следуя школьному курсу геометрии,

под многогранником будем понимать геометрическое

тело, ограниченное замкнутой многогранной поверх-

ностью.

§ 27. ВЫПУКЛЫЙ МНОГОГРАННИК.
ТЕТРАЭДР

1. Выпуклый многогранник

Следуя школьному определению, многогранник
назовем выпуклым, если все его точки расположены в

одном замкнутом полупространстве, границей которо-
го является плоскость каждой грани. Эти полупрост-

ранства называются полупространствами данного вы-

пуклого многогранника, примером выпуклого много-

гранника является любой тетраэдр (рис. 38а). Однако
многогранник, имеющий более чем четыре грани, мо-

жет быть выпуклым или невыпуклым. Например, на

рис. 386 изображен выпуклый шестигранник, а на

рис. 38в — невыпуклый шестигранник.

Выпуклые многогранники являются важным част-

ным случаем многогранников. Нетрудно доказать,
что выпуклый многогранник есть выпуклая фигура

(т. е. множество всех точек выпуклого многогран-

ника является выпуклым множеством). Верно также

а) 6) в)
РИС. 38
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и обратное утверждение: если многогранник являет-

ся выпуклой фигурой, то он — выпуклый много-

гранник.

Предлагаем читателю самостоятельно доказать, что

все грани выпуклого многогранника являются выпук-
лыми многоугольниками. Однако обратное утвержде-
ние неверно, в чем легко убедиться, рассмотрев при-

мер невыпуклого многогранника, у которого все гра-
ни являются выпуклыми многоугольниками.

Полуплоскости любых двух смежных граней с об-

щей границей выпуклого многогранника образуют
двугранный угол, который называется двугранным
углом данного многогранника. Число двугранных уг-
лов многогранника равно числу его ребер. Например,
у тетраэдра шесть двугранных углов.

Докажем лемму, которая позволяет в каком-то

смысле создать наглядное представление о выпуклом

многограннике.

Лемма. Любой луч h, исходящий из внутренней
точки М0 выпуклого многогранника F, пересекает его

поверхность F в одной и только одной точке G. Все

точки, лежащие на отрезке M0G, являются внутрен-

ними точками многогранника, а все точки луча h, не

принадлежащие отрезку M0G,— внешними точками

относительно многогранника.

Π Согласно свойству 4° § 26 на луче h имеется по

крайней мере одна точка G поверхности F. Предпо-

ложим, что на этом луче существует еще одна точка

Μ Ε F. Пусть для определенности G-M-М0. Точка

Μ принадлежит какой-то грани многогранника, а

точка М0 не лежит в плоскости β этой грани, поэтому

точки G и Mq лежат по разные стороны от плоскости β
Этот вывод противоречит условию леммы о том, что

F — выпуклый многогранник. Следовательно, G —

единственная точка поверхности F9 принадлежащая
лучу h.
По свойству б) п. 2 § 26 все точки луча h, не при-

надлежащие отрезку M0G, являются внешними точ-

ками относительно многогранника F. Остается дока-

зать, что любая точка X, лежащая между М0 h.G, яв-

ляется внутренней точкой многогранника F. По

доказанному X £ F. Если допустить, что X — внеш-
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няя точка относительно многогранника F, то по свой-

ству 2° § 26 отрезок ХМ0 пересекает поверхность F,

что противоречит уже доказанному утверждению о

том, что луч h пересекает поверхность F только в од-

ной точке. ■

Из доказанной леммы следует, что если М0 — внут-

ренняя точка выпуклого многогранника F с поверх-

ностью F, то F образован всевозможными отрезками

МоХ, где X — произвольная точка поверхности F.

Пусть S — сфера, которая является границей неко-

торого шара с центром М0, внутри которого лежат все

точки многогранника F (свойство 3° § 26). Любой

луч, исходящий из точки М0, пересекает в единст-

венной точке поверхность F и в единственной точке

сферу S. Таким образом, устанавливается взаимно

однозначное отображение множества точек поверхно-

сти F на множество точек сферы S. Более того, это

отображение и обратное ему отображение являются

непрерывными (в том смысле, что если расстояние

между двумя переменными точками одной поверхно-
сти стремится к нулю, то расстояние между их обра-
зами также стремится к нулю). Говорят, что поверх-

ности F и S топологически эквивалентны. Много-

гранник называется простым, если его поверхность

топологически эквивалентна сфере. Итак, выпуклый
многогранник является частным случаем простого

многогранника.

2. Тетраэдр
В п. 3 § 15 было отмечено, что тетраэдром назы-

вается многогранник, имеющий четыре грани. Все

четыре грани тетраэдра являются треугольниками. В

самом деле, предположим, что хотя бы одна из гра-

ней тетраэдра F имеет более чем три стороны. Каж-

дая из этих сторон является стороной еще одной гра-
ни многогранника F, поэтому многогранник F, кроме
рассматриваемой грани, имеет по крайней мере еще

четыре грани. Этот вывод противоречит определению

тетраэдра. В § 15 было показано, что каковы бы ни

были четыре точки А, В, С, D, не принадлежащие од-

ной плоскости, существует тетраэдр с вершинами в

этих точках, который обозначается через ABCD.

Этот же тетраэдр можно обозначить иначе, записав
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буквы А, В, С и D в другом порядке: BACD, BCDA,
DCAB и т. д.

Грань тетраэдра и вершина, не принадлежащая
ей, называются противоположными. Ребра тетраэдра,
не имеющие общих вершин, также называются про-

тивоположными.

Как следует из определения выпуклого многогран-

ника, произвольный тетраэдр является выпуклым

многогранником. Тетраэдр является одним из тех

многогранников, которые встречаются в школьном

курсе геометрии, особенно при решении задач. Рас-

смотрим некоторые свойства тетраэдра, которые ши-

роко используются при решении задач.

1°. Четыре отрезка, каждый из которых соединяет

вершину тетраэдра с точкой пересечения медиан про-
тивоположной грани, пересекаются в одной точке, ко-

торая делит каждый из этих отрезков в отношении

3:1, считая от вершины.

Π Пусть Ai9 В\9 Си D\ — точки пересечения медиан

соответственно граней BCD, ACD, ABD, ABC тетраэдра

ABCD. Докажем, что отрезки AAU BBU CCU DD\ пере-
секаются в некоторой точке О и АО : ОА{ = ВО :

: ОВ, = СО : Od = DO : ОД = 3 : 1.

Сначала докажем, что АО : ОД = ВО : ОВх = 3:1.

Отрезки AAi и ВВ\ лежат в плоскости АМВ, где Μ
— се-

редина ребра CD. ТочкаЛ лежит на медиане ВМ треу-

гольника BCD, и по свойству медиан ВА\ : ЛМ =2:1

(рис. 39). Аналогично, ABt : ВХМ = 2:1.

В плоскости АВМ рассмотрим треугольники АВМ и

ВАМ. Из соотношений БД : ДМ = АВг : ВМ = 2:1

следует, что MB : МА\ =

= MA : MB, = 3:1, поэто-

му треугольники АВМ и

В\А\М подобны по вто-

рому признаку подобия

треугольников. Следова-

тельно, АВ : ВАк= 3 : 1 и

АВ || АХВХ. Таким образом,

ABABi — трапеция, по-

этому отрезки АА\ и ВВи

которые являются ее диа-

гоналями , пересекаются

в некоторой точке О. Из
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подобия треугольников АОВ и ДОД следует, что

АО : ОЛ = ВО:ОВг=АВ: А,ВХ = 3:1.

Аналогично, рассматривая пары отрезков АА\ и ССи
а также AAi и DA, получаем, что точка О лежит на от-

резках СС, и DDX и СО : OCi = DO : ODx = 3 : 1.Ш

2°. Середины отрезков, соединяющих середины про-

тивоположных ребер тетраэдра, совпадают.
Π Пусть М№2, NiN2 и

РХР2 — отрезки, соединяю- D

щие середины противопо-
ложных ребер тетраэдра
ABCD (рис. 40). Докажем
сначала, что середины от-

резков М\М2 и N\N2 совпа-

дают. Отрезки M\N\ и M2N2
являются соответственно

средними линиями тре-

угольников ABC и DCB с

общим основанием ВС,
следовательно, M\N\ \\ M2N2
и M1N1 = M2N2y поэтому че- рис. 40

тырехугольник M\N\M2N2

является параллелограм-
мом. Диагонали МХМ2 и NXN2 этого параллелограмма

пересекаются в некоторой точке О и делятся в ней

пополам. Аналогично, рассматривая отрезки М{М2 и

Р\Р2> получаем, что точка О является серединой от-

резка РХР2. Ш
Из этого свойства непосредственно следует утверж-

дение:
3°. Шесть плоскостей, каждая из которых прохо-

дит через ребро тетраэдра и середину противополож-
ного ребра, пересекаются в одной точке.

3. Высоты тетраэдра

Перпендикуляр, проведенный из вершины тетра-

эдра к плоскости противоположной грани, называет-

ся высотой тетраэдра. Тетраэдр имеет четыре высо-

ты. Выясним взаимное расположение прямых, содер-

жащих высоты тетраэдра.

Теорема. Прямые, содержащие две высоты тет-

раэдра, пересекаются тогда и только тогда, когда

ребро, из концов которого проведены эти высоты, пер-

пендикулярно противоположному ребру.
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е П Пусть AAi и BBi —

две высоты тетраэдра
ABCD. Так как БВ, JL

JL ACD, то БД ± CD.

Аналогично, ААХ _L CD

(рис. 41).
С Предположим, что

прямые АА\ и SSi пе-

ресекаются. Тогда они

лежат в одной плоско-

сти, и по признаку пер-

пендикулярности пря-

мой и плоскости пря-

мая CD перпендику-
лярна к этой плоско-

сти. Но прямая АВ лежит в этой плоскости, поэтому

АВ ±CD.

Обратно, пусть CD ±АВ. Так как CD ± BBt и

CD ±ААи то CD _L ABBU CD ±ABAU Но через точку А

проходит только одна плоскость, перпендикулярная

к прямой CD, поэтому плоскости АВВ\ и АВА\ совпа-

дают, значит, прямая ББ1 лежит в плоскости АВА\ и

прямые АА\ и ББ1 пересекаются. ■

Следствия:
1°. Прямые, содержащие две высоты тетраэдра,

пересекаются в точке Р. Тогда прямые, содержащие
две другие высоты, также пересекаются в некоторой
точке1 Q.

2°. Если прямые, содержащие четыре высоты тет-

раэдра, пересекаются в одной точке, то противополож-
ные ребра тетраэдра взаимно перпендикулярны. Обрат-
но, если две пары противоположных ребер тетраэдра
перпендикулярны, то прямые, содержащие четыре вы-

соты тетраэдра, пересекаются в одной точке.

3°. Две пары противоположных ребер тетраэдра по-

парно перпендикулярны. Тогда и третья пара проти-
воположных ребер тетраэдра перпендикулярна.

Предлагаем читателю самостоятельно обосновать

эти следствия.

1 Заметим, что точка Ρ может не совпадать с точкой Q. На-

пример, в тетраэдре, изображенном на рис. 42, где PD 1 РВС,

РР\ ± BCD, ВВ\ и СС\ — высоты остроугольного треугольника РВС,
точки Ρ и Q не совпадают.
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С

РИС. 42

§ 28. ОБОБЩЕННЫЙ ЦИЛИНДР
И ОБОБЩЕННЫЙ КОНУС

1. Обобщенный цилиндр

Пусть ω — многоугольник или круг, а РР' — нену-

левой направленный отрезок, не параллельный плос-

кости фигуры ω. Из каждой точки X фигуры ω про-

ведем направленный отрезок ΧΥ, равный отрезку

РР'. Фигуру F, образованную этими отрезками, назо-

вем обобщенным цилиндром (рис. 43а,б). Будем гово-

рить, что обобщенный цилиндр задан фигурой ω и

отрезком РР'.

а) 6)

РИС. 43
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Из этого определения следует, что обобщенный ци-

линдр F состоит из бесконечного множества равных

друг другу направленных отрезков ΧΥ9 причем точ-

ками фигуры F являются те и только те точки прост-

ранства, каждая из которых принадлежит какому-

нибудь из этих направленных отрезков. Концы всех

направленных отрезков ΧΥ, равных РР\ начала ко-

торых принадлежат фигуре ω, образуют фигуру ω',
равную фигуре ω. В самом деле, ω' является образом
фигуры ω при параллельном переносе на отрезок РР'.

Фигуры ω и ω' называются основаниями, а перпенди-

куляр, проведенный из какой-нибудь точки одного

основания к плоскости другого основания, называет-

ся высотой обобщенного цилиндра F.

Если начало X направленного отрезка ХУ, равного
РР', принадлежит границе основания ω, то ненаправ-
ленный отрезок ΧΥ называется образующей обобщен-
ного цилиндра. Обобщенный цилиндр имеет беско-
нечное множество образующих. Фигура, состоящая

из всех образующих, называется боковой поверхнос-

тью обобщенного цилиндра. Полной поверхностью
обобщенного цилиндра называется фигура, состоя-

щая из боковой поверхности и двух его оснований.

Докажем следующую важную теорему.

Теорема 1. Обобщенный цилиндр является гео-

метрическим телом, поверхность которого совпадает

с полной поверхностью этого цилиндра.
Π Пусть обобщенный цилиндр F задан основанием

-а.

ω и направленным отрезком РР'. Обозначим через F

множество всех точек фигуры F, не принадлежащих

ее полной поверхности F, а через F0 — множество

всех точек фигуры F. Следует доказать, что а) мно-
.о.

жество F является ограниченной областью; б) множе-
-Л.

ство F0 есть граница множества F.
-О.

а) Докажем, что F есть непустое, ограниченное, от-

крытое, связное множество. Из определения обобщен-
-о. -а-

ного цилиндра следует, что F * 0. Множество F яв-

ляется ограниченным, так как все его точки при-

надлежат, например, какому-нибудь шару, внутри
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которого лежат основания ω и ω' обобщенного цилин-

дра F.
JL

Докажем, что F — открытое множество, т. е. лю-

бая точка Μ Ε F является внутренней точкой этого

множества^ Рассмотрим направленный отрезок XY,

равный АР', на котором лежит точка Μ (см. рис.

43а). Так как Μ i F, то отрезок XY не является обра-
зующей и точка Μ не совпадает с точками X и У.

Рассмотрим ε-окрестность точки М, где ε меньше,

чем расстояния от точки Μ до плоскостей оснований

ω и ω' до любой образующей обобщенного цилиндра

F. Ясно, что все точки этой окрестности точки Μ
-а.

принадлежат множеству F, т. е. Μ — внутренняя
точка этого множества.

Докажем теперь, что F — связное множество. Пусть

Aq и Во — две произвольные точки множества F> a AA!

и ВВ' —- направленные отрезки, равные РР\ которым

принадлежат эти точки, Α Ε ω, Β Ε ω. Так как Ас £ F

и β0 £ F, то точка А) не совпадает с точками А и А\ и

точка Во — с точками В и В', и, кроме того, А и В —

внутренние точки фигуры ω. Поэтому существует ло-

маная АР\Р2 ... РкВ, целиком состоящая из внутрен-

них точек фигуры ω. При параллельном переносе на

отрезок AAq эта ломаная переходит в ломаную

AoPi'P^ ... РкВо'у целиком состоящую из точек множе-

стваР1. Тогда, очевидно, ломаная AqPiP2' — Рк'Во'В0 це-
-а

ликом состоит из точек множества F и соединяет точ-

ки Aq и Во (если точки В0' и В0 совпадают, то звено

В0'Во этой ломаной следует заменить точкой В0). Та-
-О.

ким образом, F — ограниченная область.

б) Докажем, что множество F0 — граница области
-О.

F. Для этого заметим, что если Μ Ε F0, то Μ — гра-

ничная точка множества F. В самом деле, так как
-О.

Μ Ε F0y то Μ ξ£ F> и в любой окрестности точки Μ име-

ются точки множества F. Следовательно, в любой ок-

рестности точки Μ имеются как внутренние точки
.η. _α

множества F, так и внешние точки относительно F.
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С другой стороны, любая граничная точка N мно-

жества F не может быть внешней точкой относитель-
но обобщенного цилиндра F> поэтому Ν Ε F. Но

-О.

N & F, следовательно, Ν Ε F0. Ш

2. Обобщенный конус

Пусть ω — многоугольник или круг, а О — точка,

не лежащая в плоскости фигуры ω. Каждую точку

фигуры ω соединим отрезком с точкой О. Фигуру F,

образованную этими отрезками, назовем обобщенным

конусом (рис. 44а,б). Точками обобщенного конуса F
являются те и только те точки пространства, каждая

из которых принадлежит какому-нибудь отрезку ХО,
где X — произвольная точка фигуры ω. Фигура ω на-

зывается основанием, точка О — вершиной, а перпен-

дикуляр, проведенный из точки О к плоскости осно-

вания,— высотой обобщенного конуса F.

Если точка X лежит на границе со, то отрезок

ХО называется образующей обобщенного конуса (см.
рис. 44а,б). Обобщенный конус имеет бесконечное

множество образующих. Фигура, состоящая из всех

этих образующих, называется боковой поверхностью

обобщенного конуса. Полной поверхностью обобщен-
ного конуса называется фигура, состоящая из боко-

вой поверхности и основания.

Имеет место следующая теорема, доказательство

О О

I \ \\ ш

X

б)

РИС. 44
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которой мы опускаем, так как оно, по существу, сов-

падает с доказательством теоремы 1.

Теорема 2. Обобщенный конус является геомет-

рическим телом, поверхность которого совпадает с

полной поверхностью этого конуса.
3. Равенство обобщенных цилиндров и конусов

Согласно общему определению равенства фигур
два обобщенных цилиндра или конуса называются

равными, если существует наложение, при кото-

ром один из них переходит в другой. Рассмотрим
признаки равенства обобщенных цилиндров и ко-

нусов.

1°. Обобщенный цилиндр F\, заданный основанием

CU] и отрезком PiQu равен обобщенному цилиндру F2,

заданному основанием ω2 и отрезком P2Q2, если суще-

ствует наложение f такое, что ω2 = f(coi), P2 = f(Pi)>
Q2 = /(Qi).
D Докажем, что F2 = /(i*i). Для этого сначала дока-

жем, что образ М' произвольной точки Μ фигуры 1\
принадлежит фигуре F2. Точка Μ принадлежит ка-

кому-нибудь направленному отрезку ХУ, равному от-

резку Р&и X Ε щ. Если X' = f(X)y Г = /(У), то, оче-

видно, точка М' принадлежит отрезку XT', а т. к.

/(a>i) = ω2, то Χ' Ε ω2. Так как при наложении

ХУ >-> XT', PiQi ~* P2Q2, и равные отрезки переходят в

равные отрезки, то XT' = P2Q2. Таким образом, отре-

зок XT' принадлежит обобщенному цилиндру F2y по-

этому Μ' Ε F2.

Докажем теперь, что прообраз N произвольной точ-

ки N' фигуры F2 принадлежит F{. Для этого рассмот-

рим направленный отрезок XT', равный P2Q2y Χ' Ε ω2>

которому принадлежит точка Ν'. Если X и У — прооб-
разы точек X' и У, то точка N принадлежит отрезку

ХУ . По аналогии с предыдущим получаем: ХУ = PiQj
и Χ Ε α>!, поэтому Ν Ε Fu Итак, F2 = f(F{)9 следова-

тельно, Fi = F2. Ш

Точно так же доказывается следующий признак

равенства обобщенных конусов.
2°. Обобщенный конус F\ с основанием а>\ и верши-
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ной 0\ равен обобщенному конусу F2 с основанием ω2 и

вершиной 02, если существует наложение f такое,
что ω2

= f(a)i)f 02 = /(Oj).

§ 29. ПРИЗМА. ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД

1. Определение призмы

Призмой называется обобщенный цилиндр, осно-

ваниями которого являются многоугольники (см.
рис. 43а). Основания, образующие, высота, боковая и

полная поверхности обобщенного цилиндра называ-

ются соответственно основаниями, образующими,
высотой, боковой и полной поверхностями призмы.
Каждое основание призмы есть образ другого основа-
ния при некотором параллельном переносе, поэтому
основания призмы являются равными друг другу од-
ноименными многоугольниками с соответственно па-

раллельными сторонами, плоскости которых парал-
лельны. Образующие, соединяющие вершины основа-

ний, называются боковыми ребрами призмы. Ясно,

что боковые ребра призмы попарно параллельны и

равны.

Призма называется п-уголъной, если ее основа-

ния — /г-угольники. Такая призма имеет η боковых

ребер. Призма с основаниями А\ А2 ... Ап и В\ Б2... Вп и

боковыми ребрами А\Ви А2В2у ...
, АпВп обозначается

так: Αμ42 ... АпВхВ2 ... Вп- Если боковые ребра призмы
перпендикулярны к плоскостям оснований, то приз-

ма называется прямой, в противном случае
— наклон-

ной. Ясно, что любое боковое ребро прямой призмы
является ее высотой.

Боковая поверхность призмы А\А2 ... АпВ\В2 ... Вп
состоит из параллелограммов: ДБ^Дг, Α2Β2Β^Α2> —

»

An-iBn-xBnAn, AnBnBiAu которые называются боковыми

гранями призмы. Полная поверхность призмы
— это

фигура, образованная боковыми гранями и основа-

ниями А^А2 ... Ап и В\В2 ... Вп. Она является замкну-

той многогранной поверхностью. Поэтому, учитывая

теорему 1 § 28, мы приходим к важному выводу:

любая п-уголъная призма является многогранником,

число граней которого равно η + 2.

Площадью боковой поверхности призмы называет -
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ся сумма площадей ее боковых граней, а площадью
поверхности призмы — сумма площадей ее боковых

граней и оснований.

Пусть плоскость а перпендикулярна к боковым

ребрам /г-угольной призмы и пересекает все эти ребра
или их продолжения соответственно в точках Сь С2,
...

, С„. Многоугольник С\С2 ... Сп называется перпен-

дикулярным сечением призмы. Ясно, что стороны это-

го многоугольника являются высотами боковых гра-

ней, поэтому площадь боковой поверхности призмы

равна произведению длины бокового ребра на периметр

перпендикулярного сечения.

Для прямой призмы любое перпендикулярное се-

чение равно основаниям призмы, следовательно, пло-

щадь боковой поверхности прямой призмы равна про-
изведению длины бокового ребра на периметр осно-

вания.

2. Выпуклая призма

Призма называется выпуклой, если она является

выпуклым многогранником. Докажем теорему, выра-

жающую необходимый и достаточный признаки вы-

пуклости призмы.

Теорема 1. Призма является выпуклой тогда и

только тогда, когда одно из ее оснований — выпуклый
многоугольник.
Π Пусть F — данная гс-угольная призма, а и а' —

параллельные плоскости оснований Ρ и Р', а у,
—

плоскость произвольной боковой грани (i = 1, 2, ...
, /г),

которая пересекает плос-

кость а по прямой pi
(рис. 45). Ясно, что пря-

мые ри р2у ...
, рп содержат

соответственно все сторо-

ны многоугольника Р.

Докажем сначала, что

если F — выпуклая приз-

ма, то Ρ — выпуклый

многоугольник. По опре-
делению все точки приз-

мы F расположены в од-

ном замкнутом полупро-

странстве Ω; с границей
РИС. 45
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yh поэтому Ρ Ε Ω/ (i = 1, 2, ...
, η). Отсюда следует,

что в плоскости а все точки многоугольника Ρ распо-
ложены в одной замкнутой полуплоскости с грани-

цей pi. Так как рг— прямая, содержащая произволь-

ную сторону многоугольника Р, то Ρ — выпуклый
многоугольник.

_

Докажем теперь, что если Ρ — выпуклый много-

угольник, то F — выпуклая призма. По определению

выпуклого многоугольника все точки многоугольника

Ρ в плоскости а лежат в одной замкнутой полуплос-

кости с границей р» при i= 1, 2, ..., п. Обозначим

через Ω/ замкнутое полупространство с границей у/,
содержащее эту полуплоскость. Из определения приз-

мы следует, что F С Ω/. С другой стороны, ясно, что

F С Ω и F С Ω', где Ω и Ω' — замкнутые полупрост-

ранства с границами а на', содержащие соответствен-

но плоскости а' и а (см. рис. 45). Отсюда следует, что

F — выпуклая призма. ■

Замечение. Основания призмы равны друг дру-

гу, поэтому из доказанной теоремы следует, что у

выпуклой призмы оба основания — выпуклые много-

угольники. Учитывая, что боковые грани призмы —

параллелограммы, мы приходим к утверждению: все

грани выпуклой призмы являются выпуклыми мно-

гоугольниками.

3. Правильная призма
Прямая призма называется правильной, если ее ос-

нованиями являются правильные многоугольники.

Из теоремы 1 следует, что правильная призма явля-

ется выпуклой. Отрезок, соединяющий центры осно-

ваний правильной призмы, является высотой этой

призмы.

Докажем теорему о равенстве правильных призм.

Теорема 2. Две правильные η-угольные призмы

равны, если у них соответствено равны стороны ос-

нований и боковые ребра. _

Π Пусть F = ДА2 ... АпВхВ2 ... Вп и F' = АХА2 ...

.г Ап'В1'В2' ... Вη
— данные призмы, ω = А^А2 — Ап и

ω' = А'А2' ... Ап' — их основания, Ολ и О/— центры

этих оснований, 02 и 02 — центры параллельных им

оснований (рис. 46). По условию теоремы стороны ос-
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РИС. 46

нований ω и ω', которые являются правильными

л-угольниками, равны, поэтому ω = ω'. Далее, так

как ΑΧΒγ =Al'Bi\ то Ох02 = Oi'02'. Призму F зададим

основанием ω и отрезком Ολ02, а призму F* — основа-

нием а/ и отрезком Ογ02.
По теореме § 22 трехгранные углы ОАА02 и

O/AA'fV равны (см. рис. 46), поэтому существует

наложение /, при котором точка 0\ переходит в точку

О/, а лучи ОА> ОА> Ox02 — соответственно в лучи

CVA', ОхА2\ Ολ02'. Так как ОА = О/А', ОА = 0,А',
Ογ02 = Oi02\ то точки А, A2, 02 переходят соответ-

ственно в точки А'» А\ 02'. Следовательно, при на-

ложении / плоскость AAOi переходит в плоскость

А'А'ОЛ Многоугольники АА ... Ап и АА' ... А' явля-

ются правильными многоугольниками с центрами 0\
и О/, поэтому при наложении / точки А, А> ···> А пе-

реходят соответственно в точки А3',А4', ...
, А\ т. е.

/(ω)=α?.
_

Итак, ω' = /(α>), Ol, = f{Ol)J 02' = /(02). По при-

знаку равенства обобщенных цилиндров (п. 3 § 28)

F = F'. ■

4. Параллелепипед
Параллелепипедом называется призма F, основани-

ем которой является параллелограмм (см. рис. 386).
Параллелепипед имеет восемь вершин, двенадцать ре-
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бер и шесть граней. Все грани параллелепипеда — па-

раллелограммы1.
Отрезок, соединяющий вершину одного из основа-

ний параллелепипеда с вершиной другого основания
и не лежащий ни в одной боковой грани, называется

диагональю параллелепипеда. Параллелепипед имеет

четыре диагонали. Две грани параллелепипеда, име-

ющие общее ребро, называются смежными, а две гра-

ни, не имеющие общих ребер,— противоположными.
Поскольку основания параллелепипеда являются

выпуклыми четырехугольниками, то по теореме 1 па-

раллелепипед
— выпуклый многогранник.

Предлагаем читателю, по аналогии с доказательст-
вом теоремы 2, доказать следующую теорему, в кото-

рой выражен признак равенства параллелепипедов.

Теорема 3. Если три ребра с общей вершиной од-
ного параллелепипеда соответственно равны трем
ребрам с общей вершиной другого параллелепипеда и

соответствующие углы, заключенные между этими

ребрами, попарно равны, то такие параллелепипеды
равны.

Параллелепипед называется прямым, если его бо-

ковые ребра перпендикулярны к плоскостям основа-

ний. Прямой параллелепипед называется прямоуголь-

ным, если его основания являются прямоугольника-

ми (см. п. 3 § 15). Длины трех ребер прямоугольного

параллелепипеда, имеющих общую вершину, назы-

ваются его измерениями.

Прямоугольный параллелепипед обладает всеми

свойствами произвольного параллелепипеда. Кроме
того, в прямоугольном параллелепипеде все грани яв-

ляются прямоугольниками, каждые три ребра с об-

щей вершиной попарно взаимно перпендикулярны.

Докажем теорему, которая часто называется теоре-

мой Пифагора в пространстве.

Теорема 4. Квадрат диагонали прямоугольного
параллелепипеда равен сумме квадратов трех его ре-

бер с общей вершиной.
Π Рассмотрим прямоугольный параллелепипед

1 Это определение параллелепипеда не совпадает с тем определе-

нием, которое дано в п. 2 § 15. Там параллелепипедом мы назвали

полную поверхность F многогранника F. Однако, как было отмече-

но в и. 4 § 26, эти два определения по существу эквивалентны.
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ABCDAXB,C,D, и докажем, что АВ2 + AD2 + АА2 = АС?.
Применив теорему Пифагора к прямоугольным тре-

угольникам ABC и АССи получим: АВ2 + ВС2 = АС2,
АС2 + СС2 = АС?. Сложив эти равенства, получаем:

АВ2 + ВС2 + СС2 == АС?. Отсюда, учитывая, что БС =

= AD и ССХ = ААи приходим к искомому равенству. ■

Следствие. Все диагонали прямоугольного парал-

лелепипеда равны друг другу.
Прямоугольный параллелепипед, у которого все

три измерения равны, называется кубом. Куб облада-

ет всеми свойствами прямоугольного параллелепи-

педа. Кроме того, легко доказать, что в кубе все гра-

ни являются равными квадратами, все ребра равны

друг другу, точка пересечения диагоналей равноуда-
лена от всех вершин, от всех граней, а также от всех

ребер.
Из теоремы 3 непосредственно следует, что если

три измерения прямоугольного параллелепипеда со-

ответственно равны трем измерениям другого прямо-

угольного параллелепипеда, то такие прямоугольные

параллелепипеды равны.

§ 30. ПИРАМИДА

1. Определение пирамиды

Пирамидой называется обобщенный конус, основа-

нием которого является многоугольник. Основание,
вершина, высота, боковая и полная поверхности

обобщенного конуса называются соответственно осно-

ванием, вершиной, высотой, боковой и полной по-

верхностями пирамиды. Образующие, соединяющие

вершины основания с вершиной пирамиды, называ-

ются боковыми ребрами пирамиды.

Пирамида называется п-уголъной, если ее основа-

ние — гс-угольник. Такая пирамида имеет η боковых

ребер. Пирамида с основанием АИ-2 ... Ап и вершиной
S обозначается так: SAiA2 ... Ап (рис. 47).

Боковая поверхность пирамиды SAiA2 ... Ап состоит

из треугольников AiA2S,A2A3S, ... ,An-iAnS>A„A\S, кото-

рые называются боковыми гранями пирамиды. Пол-
ная поверхность пирамиды SA\A2 ... Ап — это фигура,
образованная этими треугольниками и многоуголь-
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ником AjA2 ... Ап. Она является

замкнутой многогранной по-

верхностью. Отсюда, учитывая

теорему 2 § 28, мы приходим к

важному выводу: любая п-уголь-

ная пирамида является много-

гранником, число граней которо-
го равно η + 1.

Площадью боковой поверхно-
сти пирамиды называется сум-

ма площадей ее боковых гра-
ней, а площадью поверхности

пирамиды — сумма площадей всех ее граней.
2. Правильная пирамида
Пирамида называется выпуклой, если она является

выпуклым многогранником. По аналогии с доказа-

тельством теоремы 1 § 29 можно доказать следую-

щую теорему.

Теорема 1. Пирамида является выпуклой тогда
и только тогда, когда ее основание — выпуклый мно-

гоугольник.

Пирамида называется правильной, если ее осно-

вание — правильный многоугольник и основание

высоты совпадает с центром этого многоугольника

(рис. 48). По теореме 1 правильная пирамида явля-

ется выпуклым многогранником.
Из определения правильной пирамиды непосредст-

венно следует, что все боковые ребра равны и образу-

ют с плоскостью основания равные углы; боковые

грани являются равными равнобедренными треуголь-

никами, причем их плоскости образуют с плоскостью

основания равные углы.

А? А3 А'2 Аз

РИС. 48
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Апофемой правильной пирамиды называется высо-

та боковой грани, проведенная из вершины пирами-

ды. Нетрудно доказать следующие утверждения:

1°. Плоскость, проходящая через высоту правиль-
ной пирамиды и ее апофему, перпендикулярна к плос-

кости боковой грани, содержащей эту апофему.
2°. Три перпендикуляра, каждый из которых прове-

ден из некоторой вершины основания правильной тре-

угольной пирамиды на плоскость боковой грани, не со-

держащей эту вершину, равны, и их основания лежат

на прямых, содержащих апофемы соответствующих
граней.
Докажем теорему о равенстве правильных пира-

мид.

Теорема 2. Две правильные η-угольные пирамиды
с равными сторонами оснований равны, если выполня-

ется хотя бы одно из условий: а) их высоты равны;

б) их боковые ребра равны.

Π Пусть Fx = SAA-2 ... Ап и F2 = SAXA2 ... Ап' — две

правильные /г-угольные пирамиды с высотами SO

и SO'.

а) По условию теоремы стороны АуА2 и АХА2 ос-

нований ω и ω'у которые являются правильными

/г-угольниками, равны, поэтому ω = ω'. По теореме

§ 22 трехгранные углы OA^A2S и OAxA2rS' равны (см.
рис. 48), поэтому существует наложение /, при кото-

ром точка О переходит в точку О', а лучи ОАх, ОА2,
OS — соответственно в лучи ОАх\ ОА2\ O'S'. Так
как ОАх = ОАх\ ОА2 = ОА2\ OS = OS', то точки Ах,
А2, S переходят соответственно в точки АХу А2\ S'.

Следовательно, при наложении / плоскость А\А20 пе-

реходит в плоскость АхА20'. Так как ω и ω' — пра-

вильные многоугольники с центрами О и О', то при

наложении / многоугольник ω переходит в много-

угольник ω'. Итак, ω' = f(aj), О' = /(О), S' = /(S). По

признаку равенства обобщенных конусов (п. 3 § 28)

Ft = F2.
б) По условию А^А2 = АХА2 и SAX = SAX\ поэтому

прямоугольные треугольники SOAx и S'OAx равны по

гипотенузам SAX и SAX и катетам ОАх и ОАх. Следо-
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вательно, высоты SO и SO' пирамид Ft и F2 равны, и

по доказанному данные пирамиды равны. ■

Следствие. Две правильные треугольные пирами-
ды равны, если боковое ребро и угол между боковыми

ребрами одной пирамиды соответственно равны боко-

вому ребру и углу между боковыми ребрами другой.
3. Треугольная пирамида. Правильный тетраэдр
Треугольная пирамида является многогранником,

имеющим четыре грани, т. е. является тетраэдром.

Докажем обратное утверждение: произвольный тет-

раэдр F является треугольной пирамидой, причем ос-

нованием пирамиды может служить любая грань

тетраэдра F, а вершиной — противоположная верши-
на. В^амом деле, пусть ABC — одна из граней тетра-

эдра F, a D — противоположная вершина. Треуголь-
ная пирамида DABC, которая является многогранни-

ком, имеет те же грани, что и тетраэдр F> поэтому

поверхности многогранников DABC и F совпадают.

По теореме § 26 эти многогранники совпадают, т. е.

F — треугольная пирамида с основанием ABC и вер-

шиной D.

Предлагаем читателю доказать следующую тео-

рему, в которой выражен признак равенства тре-

угольных пирамид. Эта теорема аналогична теоре-

ме 3 § 29.
Теорема 3. Если три боковых ребра треугольной

пирамиды соответственно равны трем боковым реб-

рам другой пирамиды и углы, заключенные между со-

ответствующими боковыми ребрами, попарно равны,

то такие треугольные пирамиды равны.

Следствие. Если три ребра с общей вершиной
одного тетраэдра соответственно равны трем ре-

брам с общей вершиной другого тетраэдра и углы, за-

ключенные между соответствующими ребрами этих

тетраэдров, попарно равны, то такие тетраэдры
равны.

Из предыдущего изложения ясно, что тетраэдр, у

которого одна грань является правильным треуголь-

ником, а ребра, отличные от ребер этой грани, равны

друг другу, есть правильная треугольная пирамида.

Легко доказать, что в правильной треугольной пира-
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миде любые два противоположных ребра перпендику-
лярны.

Напомним, что тетраэдр называется правильным,

если все шесть его ребер равны друг другу (см. п. 1

§ 15). Очевидно, что все его грани являются правиль-

ными треугольниками.

Правильный тетраэдр является частным видом

тетраэдра и правильной треугольной пирамиды. В

частности, в правильном тетраэдре противоположные

ребра взаимно перпендикулярны; его высоты равны

друг другу и пересекаются в одной точке. Далее, из

следствия предыдущей теоремы следует, что два пра-

вильных тетраэдра равны, если ребро одного тетраэд-

ра равно ребру другого.

§ 31. УСЕЧЕННАЯ ПИРАМИДА

1. Определение усеченной пирамиды

Рассмотрим произвольную тг-угольную пирамиду

SAiA2 ... Ап и через некоторую точку, лежащую на ка-

ком-нибудь боковом ребре, проведем плоскость β, па-

раллельную плоскости а основания пирамиды. Точка

S и все вершины основания пирамиды лежат по раз-

ные стороны от плоскости β, поэтому плоскость β пе-

ресекает каждое из боковых ребер SAU SA2, ...
, SAn

пирамиды в точках, которые обозначим соответст-

венно через Ви В2, В3> ...
, Вп. При гомотетии с цент-

ром S и коэффициентом т = -=-тЦ как нетрудно ви-

деть, многоугольник AiA2 — Ап переходит в подобный
ему многоугольник В\В2 ... Вп, стороны которого соот-

ветственно параллельны сторонам многоугольника

ДА2 ... Ап.
Фигура, образованная пересечением данной пирами-

ды и замкнутого полупространства с границей β, содер-

жащего плоскость а, называется усеченной п-уголъной
пирамидой и обозначается так: А\А2 ... АпВ\В2 ... Вп
(рис. 49). Будем говорить, что эта усеченная пирамида

получена сечением пирамиды SA\A2 ... Ап плоскостью β.
Многоугольники ДА2 ... Ап и ΒλΒ2 ... Вп называ-

ются основаниями, трапеции А1В1В2А2, А2В2ВэА3, ...
,

AnBnByAi — боковыми гранями, а отрезки А\Ви А2В2у
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РИС. 49

...
, ЛпВп — боковыми реб-

рами этой усеченной

пирамиды. Из определе-
ния усеченной пирамиды
следует, что прямые, со-

держащие боковые реб-
ра, пересекаются в одной
точке.

Перпендикуляр, про-

веденный из какой-либо

точки одного основания

усеченной пирамиды к

плоскости другого осно-

вания, называется ее вы-

сотой. Так как плоско-

сти оснований усеченной
пирамиды параллельны, то все ее высоты равны.

Фигура, образованная из всех боковых граней усе-
ченной пирамиды, называется ее боковой поверхнос-

тью, а фигура, образованная из всех боковых граней
и двух оснований,— полной поверхностью усеченной
пирамиды.

Пусть F — усеченная пирамида, полученная сече-

нием пирамиды SAiA2 — А* некоторой плоскостью.

Сформулируем утверждение, которое, как нетрудно

видеть, эквивалентно определению усеченной пира-

миды: усеченная пирамида есть фигура, образован-
ная всеми отрезками, каждый из которых принад-

лежит прямой, проходящей через точку S, и соеди-

няет любую точку основания А^А2 ... Ап с некоторой
точкой другого основания. Заметим, что это утверж-

дение, которое также можно считать определением

усеченной пирамиды, совершенно аналогично опре-

делению обобщенного цилиндра, в частности, приз-

мы. Поэтому отдельные свойства обобщенного ци-

линдра и призмы, рассмотренные выше, имеют место

и для усеченной пирамиды. Сформулируем прежде

всего теорему, доказательство которой мы опускаем,

так как оно почти полностью совпадает с доказатель-

ством теоремы 1 § 28.
Теорема 1. Усеченная пирамида есть геометриче-

ское тело, поверхностью которого является полная

поверхность этой усеченной пирамиды.
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Из этой теоремы, учитывая, что полная поверх-

ность усеченной пирамиды есть замкнутая много-

гранная поверхность, мы приходим к важному выво-

ду: любая п-уголъная усеченная пирамида является

многогранником, число граней которого равно п+ 2.

2. Правильная усеченная пирамида
Усеченная пирамида называется выпуклой, если

она является выпуклым многогранником. Имеет ме-

сто следующая теорема, выражающая необходимый
и достаточный признак выпуклости усеченной пира-
миды.

Теорема 2. Усеченная пирамида является вы-

пуклой тогда и только тогда, когда одно из ее осно-

ваний — выпуклый многоугольник.
Доказательство этой теоремы мы опускаем, так

как оно в точности совпадает с доказательством тео-

ремы 1 § 29.
Основания усеченной пирамиды являются подоб-

ными фигурами, поэтому если одно основание —

правильный /г-угольник, то и другое основание —

правильный /г-угольник. Усеченная пирамида назы-

вается правильной, если ее основания являются пра-

вильными /г-угольниками и отрезок, соединяющий
их центры, является высотой усеченной пирамиды.
Из этого определения следует, что правильная усе-

ченная пирамида получается сечением правильной
пирамиды произвольной плоскостью, пересекающей
ее боковые ребра. Далее, по теореме 2 правильная

усеченная пирамида является выпуклым многогран-
ником.

Из определения правильной усеченной пирамиды
непосредственно следует, что все ее боковые ребра
равны и образуют с плоскостью каждого основания

равные углы; все боковые грани являются равными

равнобедренными трапециями и их плоскости состав-

ляют с плоскостями оснований равные углы.

Апофемой правильной усеченной пирамиды назы-

вается отрезок, соединяющий середины параллель-
ных сторон боковой грани. Нетрудно доказать, что

апофема правильной усеченной пирамиды и отрезок,

соединяющий центры ее оснований, лежат в одной

плоскости, перпендикулярной к плоскости грани, со-

держащей эту апофему.
Площадью боковой поверхности усеченной пирами-
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ды называется сумма площадей ее боковых граней, а

площадью поверхности усеченной пирамиды — сумма
площадей ее боковых граней и оснований. Так как все

боковые грани правильной усеченной пирамиды —

равные трапеции, то площадь боковой поверхности

правильной усеченной пирамиды равна произведению

полусуммы периметров ее оснований на апофему.
В заключение отметим, что площадь S поверхно-

сти правильной усеченной пирамиды вычисляется по

формуле:
Q =

КО2 + Ь2) (а + b)dn

иёШ1
+

2
■

η

Здесь η — число сторон основания, а, Ъ и d — соот-

ветственно стороны оснований и апофема данной усе-
ченной пирамиды.

3. Теорема Эйлера
Эйлеровой характеристикой многогранника назы-

вается число е — k + /, где е, k и / — числа вершин,

ребер и граней многогранника.
Теорема 3. Эйлерова характеристика призмы,

пирамиды и усеченной пирамиды равна двум.
Π Пусть F — данная тг-угольная призма, пирамида

или усеченная пирамида. Доказательство теоремы

сводится к простому подсчету чисел е, k и / каждого

многогранника. Подсчитаем, например, эти числа для

призмы. Вершинами призмы являются вершины

двух ее оснований, поэтому е = 2/г. Ребрами призмы

являются стороны двух оснований, т. е. 2п отрезков

и η боковых ребер, поэтому k = 3/г. Ясно, что приз-

ма имеет η боковых граней и два основания, сле-

довательно, / = л + 2. Таким образом, е — k + f =

= 2/г - 3/г + (тг + 2) = 2.

Аналогично убеждаемся в том, что теорема верна

для пирамиды и для усеченной пирамиды. ■

Замечание. Аналогичная теорема (теорема Эй-

лера) верна для значительно более широкого класса

многогранников, которые в § 27 мы назвали прос-

тыми многогранниками. Призма, пирамида, усечен-

ная пирамида являются частными видами простых

многогранников. Теорема Эйлера формулируется так:

эйлерова характеристика любого простого многогран-

ника равна двум (см. [15] § 165 или [6] часть II, § 45).
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§ 32. СЕЧЕНИЯ ВЫПУКЛЫХ
МНОГОГРАННИКОВ

1. Сечение многогранника
Плоскость называется секущей плоскостью много-

гранника, если в этой плоскости лежит хотя бы одна

внутренняя точка многогранника. Нетрудно дока-

зать, что это определение совпадает со следующим

определением секущей плоскости, которое дается в

курсах геометрии средней школы: плоскость называ-

ется секущей плоскостью многогранника, если по обе

стороны от этой плоскости имеются точки многогран-
ника (см. [8], п. 14 или п. 26).

Фигура, образованная
пересечением многогран-

ника F и какой-нибудь
его секущей плоскости а,

называется сечением мно-

гогранника F плоскостью

а. Ясно, что сечение

многогранника является

плоской фигурой, рас-
положенной в секущей
плоскости. В большинст-
ве случаев эта фигура —

многоугольник. Однако в

ряде случаев, как, напри-

мер, в случае, изображен-
ном на рис. 50, сечение рис. so

многогранника не явля-

ется многоугольником.

Докажем теорему о сечении выпуклого многогран-
ника.

Теорема. Сечение выпуклого многогранника с чис-

лом граней f является выпуклым k-угольником, где

3 < k < f. Вершинами этого k-угольника являются те

и только те точки секущей плоскости, каждая из ко-

торых совпадает либо с какой-нибудь вершиной много-

гранника, либо с точкой пересечения какого-нибудь
ребра с секущей плоскостью.

О Пусть Φ — сечение выпуклого многогранника F

секущей плоскостью а, а Ф — фигура, образованная
пересечением поверхности многогранника F и плос-
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кости α. Докажем, что Φ — выпуклый многоуголь-
ник (^ границей Ф. Для этого прежде всего заметим,

что Φ и Φ являются плоскими фигурами, располо-
женными в плоскости а. Причем все точки фигуры Φ

принадлежат фигуре Ф.

Докажем сначала, что Φ — простая замкнутая ло-

маная. Фигура Φ состоит из отрезков, по которым

плоскость а пересекает отдельные грани многогран-

ника F. Пусть М0 — произвольная внутренняя точка

многогранника F, лежащая в плоскости а. По лем-

ме § 27 любой луч плоскости а, исходящий из точки

М0, пересекает фигуру Φ в одной точке. Отсюда мы

заключаем, что Φ — замкнутая ломаная. Так как

смежные грани многогранника F не лежат в одной
плоскости, а несмежные грани не имеют общих то-

чек, то смежные звенья ломаной Φ не лежат на од-

ной прямой, а несмежные звенья не имеют общих
точек. Таким образом, Φ — простая замкнутая лома-

ная, поэтому Φ — многоугольник с границей Ф.

Докажем, что Φ — выпуклый многоугольник.

Пусть АВ — произвольная сторона этого многоуголь-

ника. Прямая АВ является пересечением плоскости

а с плоскостью какой-нибудь грани Ρ многогранника

F. Так как F — выпуклый многогранник, то все его

точки принадлежат замкнутому полупространству с

границей, являющейся плоскостью грани Р. Поэтому

все точки многоугольника Φ принадлежат пересече-

нию этого полупространства и плоскости а, т. е. зам-

кнутой полуплоскости с границей АВ. Следовательно,
Φ — выпуклый многоугольник. Ясно, что число сто-

рон этого многоугольника не меньше чем 3 и не боль-

ше числа граней многогранника F, поэтому 3 < k < f.

Для обоснования второго утверждения теоремы за-

метим, что вершинами многоугольника Φ не могут

быть внутренние точки граней многогранника F или

точки, лежащие на тех ребрах, которые целиком рас-

положены в плоскости а. Таким образом, каждая из

вершин многоугольника Φ либо совпадает с какой-

нибудь вершиной многогранника F, лежащей в плос-

171



кости α, либо с точкой пересечения плоскости а с ка-

ким-нибудь ребром этого многогранника. С другой

стороны, ясно, что любая из таких точек является

вершиной многоугольника Ф. ■
2. Сечения выпуклой призмы
Пользуясь доказанной теоремой, рассмотрим воз-

можные случаи взаимного расположения секущей
плоскости и данной выпуклой гс-угольной призмы
ДА2 ... АпВхВ2 ... Вп и выясним, каким многоугольни-

ком является сечение Φ в каждом отдельном случае.

а) Плоскость а параллельна всем боковым ребрам

призмы или содержит одно или два боковых ребра. В

этом случае секущая плоскость пересекает основания

по отрезкам и многоугольник Φ имеет четыре верши-

ны. Читатель самостоятельно убедится в том, что Φ —

параллелограмм, две противоположные стороны кото-

рого принадлежат основаниям призмы (рис. 51а).
б) Плоскость а не параллельна боковым ребрам

призмы и ни одна из внутренних точек оснований

призмы не лежит в этой плоскости. Тогда, очевидно,

плоскость а не пересекает ни одно из ребер основа-

ний1. В этом случае плоскость а имеет с каждым боко-

вым ребром призмы одну и только одну общую точку.

По предыдущей теореме Φ — выпуклый /г-угольник

(рис. 516).
в) Плоскость а не параллельна боковым ребрам

призмы и хотя бы одна из внутренних точек одного

из оснований, например основания А\А2 ... Ап, лежит в

этой плоскости, но ни одна из внутренних точек дру-

гого основания не лежит в ней. Тогда плоскость а

пересекает многоугольник ДА2 ... Ап по некоторому

отрезку Р\Р2у не совпадающему со сторонами этого

многоугольника. Докажем, что в этом случае Φ —

выпуклый k-уголъник, где k может принимать лю-

бое значение от 3 до η + 1. Для этого проведем через

прямую РХР2 плоскость β, параллельную боковым реб-
рам призмы, и обозначим через Q\Q2 отрезок, по ко-

торому плоскость β пересекает основание В\В2 ... Вп

1 Напомним следующее определение: говорят, что плоскость пе-

ресекает отрезок, если отрезок имеет с плоскостью только одну об-

щую внутреннюю точку (см. § 2, п. 1).
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а) б)
B2

в) г) д)

РИС. 51

(рис. 51в). Согласно случаю а) сечением призмы плос-

костью β является параллелограмм PiQiQ2P2. Мы

получаем две выпуклые призмы с общей боковой

гранью P1Q1Q2P2: F, = ЛА2 ... А,РХР2ВХВ2 ... BSQ,Q2 и

^2 = Л+1 ». AnPzPfis+i ... BnQ2Qu где s может прини-

мать значение от 1 до η — 1. Плоскость а является се-

кущей плоскостью только одной из этих призм, на-

пример призмы F\y а с призмой F2 имеет только об-

щий отрезок Р\Р2. Поэтому сечение Φ исходной

призмы А^А2 ... АпВ\В2 ... Вп плоскостью а совпадает с

сечением призмы Fi этой плоскостью.

__

Ни одна из внутренних точек оснований призмы

Fi не лежит в плоскости а, следовательно, согласно

случаю б) Φ — выпуклый (s + 2)-угольник, т. е. вы-

пуклый /е-угольник, где k может принимать любые

значения от 3 до η + 1. На рис. 51г изображены все

четыре возможных случая сечения выпуклой пяти-

угольной призмы.
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г) Плоскость а не параллельна боковым ребрам

призмы, и в ней лежат внутренние точки каждого из

двух оснований. Тогда плоскость а пересекает каждое

основание призмы по отрезку. По аналогии со случаем

в) предлагаем читателю самостоятельно доказать, что

в этом случае Φ — выпуклый k-уголъник, где k может

принимать любое значение от 4 до η + 2. На рис. 51д

изображены два возможных случая сечения треуголь-

ной призмы.

3. Сечения параллелепипеда

Параллелепипед является выпуклой четырехуголь-

ной призмой. Применяя выводы предыдущего пунк-

та, приходим к следующим утверждениям.

а) Если плоскость сечения параллельна боковым

ребрам или содержит одно или два боковых ребра па-

раллелепипеда, то сечением является параллелограмм.

Возможные три случая изображены на рис. 52а.

б) Если плоскость сечения не параллельна боко-

вым ребрам параллелепипеда и ни одна из внутрен-
них точек оснований не лежит в этой плоскости, то

сечением является параллелограмм (рис. 526).
в) Если плоскость сечения не параллельна боко-

вым ребрам параллелепипеда и хотя бы одна из внут-

^^
Г ' '

1 1

1 '

fi^t

a) 6) в)

г) А)

РИС. S2
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ренних точек одного из оснований лежит в этой плос-

кости, то сечением является либо треугольник, либо

параллелограмм, либо трапеция, либо пятиугольник

(рис. 52в).

г) Если плоскость сечения не параллельна боковым

ребрам параллелепипеда и в ней лежат внутренние

точки каждого из двух оснований, то сечением явля-

ется либо параллелограмм, либо трапеция, либо пяти-

угольник (рис. 52г), либо шестиугольник (рис. 52д).
4. Сечения выпуклой пирамиды и усеченной пира-

миды

Теорема п. 1 позволяет рассмотреть также возмож-

ные случаи взаимного расположения секущей плос-

кости и данной выпуклой пирамиды, в частности

тетраэдра, или выпуклой усеченной пирамиды и вы-

яснить, каким многоугольником является сечение в

каждом отдельном случае. Предлагаем читателю, по

аналогии с п. 2, провести исследование этого вопроса
и убедиться в справедливости выводов, приведенных
ниже в обзорном порядке.

Возможны три следующих случая взаимного рас-
положения секущей плоскости а и данной выпуклой
пирамиды SAiA2 ... Ап.

а) Плоскость а проходит через вершину S пирами-

ды. В этом случае сечение Φ — треугольник, одна

вершина которого совпадает с вершиной пирамиды,

а другие две принадлежат ребрам основания.

б) Плоскость а не проходит через вершину S пира-

миды, и ни одна из внутренних точек основания не

лежит в этой плоскости. В этом случае, по аналогии

со случаем б) п. 2, плоскость а имеет с каждым боко-

вым ребром пирамиды одну и только одну^ точку,
по-

этому согласно предыдущей теореме п. 1 Φ — выпук-

лый тг-угольник.

в) Плоскость а не проходит через вершину S пира-

миды, и хотя бы одна из внутренних точек основа-

ния лежит в этой плоскости. Тогда плоскость а пере-

секает ее основание по некоторому отрезку, не совпа-

дающему со сторонами основания. В этом случае Φ
—

выпуклый /г-угольник, где k может принимать любое

значение от 3 до η 4- 1. Например при η = 4 сечения-

ми являются треугольники, четырехугольники и пя-

тиугольники (рис. 53а).
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РИС. 53

Тетраэдр является треугольной пирамидой, поэто-

му сечениями тетраэдра могут быть треугольники

и четырехугольники. Если плоскость сечения, не

проходящая через вершину тетраэдра, параллельна

только одному ребру, то сечением является трапеция,

а если эта плоскость параллельна двум противопо-

ложным ребрам, то сечением является параллело-

грамм (рис. 536; на этом рисунке ABCD — трапеция,
и ABEF — параллелограмм).

Изучение возможных случаев взаимного располо-

жения секущей плоскости и выпуклой усеченной пи-

рамиды аналогично соответствующим случаям сече-

ния выпуклой призмы, рассмотренным в п. 2. Сече-

ниями выпуклой усеченной гс-угольной пирамиды
могут быть выпуклые /z-угольники, где k может при-

нимать все значения от 3 до η + 2.

§ 33. ОПИСАННЫЕ И ВПИСАННЫЕ СФЕРЫ

1. Сфера, описанная около многогранника

Сфера называется описанной около многогранника,

если все вершины многогранника принадлежат сфе-
ре. При этом многогранник называется вписанным в

сферу.
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л е м м а. Существует не более одной сферы, опи-

санной около данного многогранника.
Π Пусть А, В, С, D — какие-либо четыре вершины

данного многогранника F, не принадлежащие одной
плоскости. Так как согласно лемме § 23 через эти

точки проходит одна и только одна сфера, то сущест-

вует не более одной сферы, проходящей через все вер-

шины многогранника F, т. е. существует не более од-

ной сферы, описанной около многогранника. ■

2. Сферы, описанные около тетраэдра и параллеле-

пипеда

Докажем сначала теорему о сфере, описанной око-

ло тетраэдра.

Теорема 1. Около произвольного тетраэдра мож-

но описать сферу, причем только одну.
Π Согласно лемме § 23 через четыре точки, не

принадлежащие одной плоскости, проходит одна и

только одна сфера, следовательно, около произволь-

ного тетраэдра можно описать сферу и притом только

одну. ■

Докажем теперь теорему о сфере, описанной около

параллелепипеда.

Теорема 2. Около параллелепипеда можно опи-

сать сферу тогда и только тогда, когда параллелепи-
пед является прямоугольным. В этом случае описан-

ная сфера единственная.
Π Пусть MNPQ — произвольная грань данного па-

раллелепипеда F, около которого описана сфера. Так

как вершины этой грани принадлежат сфере, то плос-

кость грани пересекает сферу по окружности, на ко-

торой лежат все вершины параллелограмма MNPQ.
Отсюда следует, что MNPQ — прямоугольник. Таким

образом, все грани параллелепипеда F являются пря-

моугольниками, поэтому боковые ребра параллеле-

пипеда перпендикулярны к основаниям и его основа-

ния — прямоугольники. Итак, F — прямоугольный
параллелепипед.

Обратно, пусть F — прямоугольный параллелепи-

пед. По следствию из теоремы 4 § 29 диагонали этого

параллелепипеда равны, а по свойству 2° § 15 они пе-

ресекаются в некоторой точке О и в этой точке каж-

дая диагональ делится пополам. Поэтому точка О
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равноудалена от всех вершин параллелепипеда и сфе-

ра с центром О, проходящая через какую-нибудь вер-

шину параллелепипеда F, описана около паралле-

лепипеда. Согласно лемме п. 1 эта сфера является

единственной сферой, описанной около параллелепи-

педа F. ■

Из доказанной теоремы следует, что около произ-

вольного параллелепипеда, вообще говоря, нельзя

описать сферу.
3. Сферы, описанные около призмы, пирамиды и

усеченной пирамиды

Теорема 3. Если F—правильная призма, пра-

вильная пирамида или правильная усеченная пирами-

да, то существует одна и только одна сфера, описан-

ная около многогранника F.

Π Обозначим через С и D центры оснований мно-

гогранника F, если F — правильная призма или пра-

вильная усеченная пирамида, через С и D соответ-

ственно центр основания и вершину, если F — пра-

вильная пирамида.

На прямой CD возьмем точку, равноудаленную от

концов какого-нибудь бокового ребра MN многогран-

ника F. Такая точка существует, так как прямая MN

не перпендикулярна к прямой CD, поэтому плос-

кость, проходящая через середину отрезка MN и пер-

пендикулярная к нему, пересекает прямую CD в не-

которой точке О, которая согласно задаче 1 § 11 рав-

ноудалена от вершин Μ и N многогранника.

Нетрудно видеть, что точка О равноудалена от

всех вершин многогранника F, поэтому сфера Ω с

центром О радиуса ОМ является описанной около

этого многогранника. По лемме п. 1 Ω — единствен-

ная сфера, описанная около F. Ш

Если F — произвольная призма, пирамида или

усеченная пирамида, то около многогранника F не

всегда можно описать сферу. Предлагаем читателю

самостоятельно доказать следующие утверждения.

1°. Около пирамиды можно описать сферу тогда и

только тогда, когда около основания пирамиды мож-

но описать окружность.
2°. Около призмы можно описать сферу тогда и
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только тогда, когда призма является прямой и около

основания призмы можно описать окружность.
3°. Около усеченной пирамиды можно описать сфе-

ру тогда и только тогда, когда около ее оснований

можно описать окружности и прямая, соединяющая
центры этих окружностей, перпендикулярна к плос-

костям оснований.

По лемме п. 1 в каждом из этих случаев описан-

ная сфера является единственной.
4. Сфера, вписанная в многогранник

Сфера называется вписанной в многограннику если

плоскости всех граней многогранника касаются сфе-
ры в точках, расположенных внутри этих граней.
При этом многогранник называется описанным около

сферы.
Докажем теорему о сфере, вписанной в тетраэдр.

Теорема 4. В произвольный тетраэдр можно впи-

сать сферу, и притом только одну.
Π Докажем сначала, что в данный тетраэдр ABCD

можно вписать сферу. Рассмотрим три биссектраль-
ные полуплоскости оАВу овс и оАС двугранных углов с

ребрами АВ, ВС и СА данного тетраэдра (рис. 54, на

этом рисунке Μ Ε оАВу Ν Ε овс, а плоскость оАС не изо-

бражена).
Полуплоскости оАВ и Овс пересекаются по некоторо-

му лучу h, исходящему из точки В. Очевидно, луч h

пересекает биссектральную полуплоскость аАС в неко-

торой точке О, которая является единственной общей

РИС. 54
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точкой полуплоскостей σΑΒ> овс и аАС. По теореме 2

§ 20 точка О равноудалена от плоскостей всех граней
тетраэдра.

Проекция Η точки О на плоскость ABC принадле-
жит соответствующим граням двугранных углов с ре-

брами АВ, ВС и СА данного тетраэдра, поэтому Η —

внутренняя точка треугольника ABC. Аналогично,

проекции точки О на плоскости граней ABD, ACD и

BCD лежат внутри соответствующих треугольников.

Следовательно, сфера Ω с центром О радиуса ОН яв-

ляется вписанной в тетраэдр ABCD.

Докажем теперь, что Ω — единственная сфера,

вписанная в этот тетраэдр. Предположим, что ка-

кая-нибудь сфера Ω' с центром О' вписана в этот же

тетраэдр ABCD. По теореме 2 § 20 точка О' лежит в

каждой из полуплоскостей σΑΒ9 овс и асл, поэтому

совпадает с точкой О. Радиус г' сферы Ω' — равен

расстоянию от точки О до плоскости ABC, т. е.

г' = ОН. Таким образом, Ω и Ω' — одна и та же

сфера. ■
Если число граней многогранника больше четы-

рех, то, как следует из дальнейшего изложения, в

такой многогранник не всегда можно вписать

сферу.
Согласно теореме 3 около правильной призмы, пи-

рамиды или усеченной пирамиды можно описать

сферу. Аналогичное утверждение имеет место для

сферы, вписанной в правильную пирамиду, но не

имеет места для правильной призмы и правильной
усеченной пирамиды. Сформулируем следующие ут-

верждения, доказательства которых предоставляем
читателю.

4°. В правильную пирамиду можно вписать сферу, и

притом только одну.
5°. В правильную усеченную пирамиду можно впи-

сать сферу тогда и только тогда, когда ее апофема
равна сумме радиусов окружностей, вписанных в ее

основания.

6°. В правильную призму можно вписать сферу тог-

да и только тогда, когда высота призмы равна диа-

метру окружности, вписанной в ее основание.
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ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ VI

ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ТЕЛО. МНОГОГРАННИК

260. Доказать, что любая замкнутая многогранная
поверхность имеет не менее четырех граней, не менее

четырех вершин и не менее шести ребер.
261. Фигура Φ состоит из многоугольников, каж-

дый из которых есть некоторая грань замкнутой
многогранной поверхности F, но не все грани этой

поверхности принадлежат Ф. Доказать, что Φ не яв-

ляется замкнутой многогранной поверхностью.
262. Дана выпуклая многогранная поверхность F.

Доказать, что: а) все грани поверхности F являются

выпуклыми многоугольниками и в плоскости каж-

дой ее грани нет точек поверхности F, отличных от

точек этой грани; б) прямая, не лежащая ни в одной
из плоскостей граней поверхности F, не имеет с по-

верхностью более двух общих точек.

263. Дана внешняя точка А относительно области

G и точка В этой области. Доказать, что: а) на отрез-

ке АВ существует граничная точка М0 области G та-

кая, что все точки отрезка АМ0, кроме точки М0, яв-

ляются внешними относительно G; б) на любой лома-

ной, соединяющей точки А и Б, имеется хотя бы одна

граничная точка области G.

264. Доказать, что на любом луче h, исходящем из

внутренней точки А ограниченной области, существу-
ет граничная точка М0 этой области такая, что все

точки луча h, не принадлежащие отрезку АМ0, явля-

ются внешними относительно данной области.
265. Доказать, что любая точка, лежащая между

двумя данными точками выпуклого тела, является

внутренней точкой этого тела, если хотя бы одна из

данных точек является внутренней точкой тела.

266. Доказать, что фигура, образованная пересече-
нием данного выпуклого геометрического тела и зам-

кнутого полупространства с границей, проходящей
через внутреннюю точку тела, есть выпуклое геомет-

рическое тело.

267. Доказать, что в выпуклом многограннике:

а) грани являются выпуклыми многоугольниками;

б) на плоскости каждой грани нет ни одной точки

многогранника, отличной от точек этой грани.

268. Доказать, что пересечение всех замкнутых
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полупространств данного выпуклого многогранника

(см. п. 1 § 27) совпадает с множеством всех точек это-

го многогранника.

269. Доказать, что любые две внешние точки отно-

сительно данного выпуклого многогранника можно

соединить ломаной, целиком состоящей из внешних

точек.

270. Доказать, что любая замкнутая выпуклая

многогранная поверхность является границей одного

и только одного многогранника, который является

выпуклым многогранником.

271. Доказать, что многогранник выпуклый тогда

и только тогда, когда он является выпуклой фигурой.
272. Основанием обобщенного цилиндра или обоб-

щенного конуса F является выпуклый многоуголь-

ник или круг. Доказать, что пересечение прямой,
проходящей через некоторую точку фигуры F, не

принадлежащую ее полной поверхности, есть отре-

зок, причем концы этого отрезка являются единст-

венными общими точками данной прямой и полной

поверхности фигуры F.

273. Основанием обобщенного цилиндра или обоб-

щенного конуса F является круг или выпуклый мно-

гоугольник. Доказать, что F — выпуклая фигура.

274. Доказать, что обобщенный конус есть геомет-

рическое тело, поверхностью которого является его

полная поверхность.

275. Доказать, что обобщенный цилиндр или обоб-

щенный конус, основанием которого является много-

угольник, есть многогранник.

276. Доказать, что обобщенный конус с основани-

ем со, и вершиной 0\ равен обобщенному конусу с ос-

нованием ω2 и вершиной Ог, если существует наложе-

ние / такое, что ω2 = /(ω,), 02 = f(0\).
277. Доказать, что при подобии обобщенный ци-

линдр (обобщенный конус) переходит в обобщенный

цилиндр (обобщенный конус).

ТЕТРАЭДР

278. Доказать, что если какие-то две пары проти-

воположных ребер тетраэдра взаимно перпендику-
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лярны, то три прямые, содержащие общие перпенди-

куляры каждой пары прямых, содержащих противо-
положные ребра, пересекаются в одной точке.

279. Доказать, что точка пересечения четырех от-

резков, каждый из которых соединяет вершину тетра-

эдра с точкой пересечения медиан противоположной

грани, совпадает с точкой пересечения трех отрезков,
соединяющих середины противоположных ребер.

280. Точка О лежит внутри тетраэдра и равноуда-

лена от плоскостей его граней. Доказать, что проек-

ция точки О на плоскость каждой грани есть внут-

ренняя точка этой грани.
281. Доказать, что шесть плоскостей пересекаются

в одной точке, если каждая из них проведена через

середину ребра тетраэдра и: а) перпендикулярна к

этому ребру; б) перпендикулярна к противоположно-

му ребру.

282. Прямая, содержащая одну из высот тетраэд-

ра, проходит через точку пересечения прямых, содер-

жащих высоты грани, к плоскости которой прове-

дена высота. Доказать, что все прямые, содержащие

высоты тетраэдра, обладают тем же свойством и что

противоположные ребра тетраэдра взаимно перпенди-

кулярны.

283. Доказать, что прямые, содержащие высоты

тетраэдра, пересекаются в одной точке тогда и только

тогда, когда каждая прямая, содержащая высоту тет-

раэдра, проходит через точку пересечения прямых,

содержащих высоты грани, к плоскости которой про-

ведена высота.

284. Через каждое ребро тетраэдра проведена плос-

кость, параллельная противоположному ребру. Дока-
зать, что шесть полученных плоскостей, пересекаясь,

образуют полную поверхность параллелепипеда.

285. Доказать, что прямые, содержащие высоты

тетраэдра, пересекаются в одной точке тогда и только

тогда, когда суммы квадратов противоположных ре-

бер тетраэдра равны.
286. Все плоские углы тетраэдра при данной вер-

шине прямые. Доказать, что квадрат площади гра-

ни, противоположной данной вершине, равен сумме

квадратов площадей трех других граней.
287. Доказать, что в правильном тетраэдре: а) все
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его высоты равны друг другу и пересекаются в одной

точке; б) все его двугранные углы равны друг другу.

288. Дан правильный тетраэдр, стороны которого

равны а. Найти: а) высоту тетраэдра; б) угол между

прямыми, содержащими любые две высоты тетраэд-

ра; в) меру двугранных углов; г) угол между прямой,

содержащей ребро, и плоскостью грани, не содержа-

щей это ребро.

ПРИЗМА. ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД

289. Доказать, что отрезок, соединяющий центры
оснований правильной призмы, является высотой

этой призмы.

290. Основанием треугольной призмы АВСА\В\С\
является правильный треугольник ABC. Вершина А\
проектируется в центр О треугольника ABC. Дока-
зать, что: а) плоскость грани АА^С\С перпендикуляр-
на к плоскости AiBO; б) грань ВВ\С\С является прямо-

угольником и плоскость этой грани перпендикулярна
к плоскости АА\0.

291. В треугольной призме каждая сторона одного

из оснований равна а. Одна из вершин другого осно-

вания проектируется в центр первого основания. Бо-

ковые ребра призмы наклонены к плоскости основа-

ния под углом а. Найти площадь боковой поверх-

ности призмы.

292. Доказать, что середина отрезка, соединяюще-

го середины параллельных ребер параллелепипеда,

не лежащих в одной грани, совпадает с точкой пере-

сечения диагоналей параллелепипеда.

293. Доказать, что диагональ АС] параллелепипеда
ABCDA]B]C\Di проходит через точки пересечения ме-

диан треугольников A\BD и CD]BU плоскости которых

параллельны, и делится этими точками на три рав-

ных отрезка.

294. Доказать, что середины ребер АВУ ВС, ССи
CiDu DiA\ и А\А параллелепипеда ABCDA\B{C\D\ лежат

в одной плоскости, которая проходит через точку пе-

ресечения диагоналей параллелепипеда.
295. Доказать, что параллелепипед является пря-

моугольным, если выполняется хотя бы одно из усло-
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вий: а) все его грани
— прямоугольники; б) все его

диагонали равны.
296. На боковых ребрах ВВ\ и СС\ правильной

призмы ABCAiBfii взяты точки Ρ и Q так, что

ВР : РВ} = CiQ : QC =1:2. Доказать, что двугранные

углы А, · AQ · Ρ и А · А^Р . Q прямые.

ПИРАМИДА УСЕЧЕННАЯ ПИРАМИДА

297. Доказать, что пирамида (усеченная пирами-

да) является выпуклой тогда и только тогда, ког-

да ее основание является выпуклым многоугольни-
ком.

298. Доказать, что в правильной пирамиде плос-

кость, проходящая через высоту пирамиды и ее апо-

фему, перпендикулярна к плоскости боковой грани,
содержащей эту апофему.

299. Один из плоских углов при вершине S тре-

угольной пирамиды — прямой, и высота SH прохо-
дит через точку пересечения прямых, содержащих
высоты основания. Доказать, что два других плоских

угла при вершине S прямые.
300. В тетраэдре ABCD грани АСВ и ADB — прямо-

угольные равнобедренные треугольники с общей ги-

потенузой АВ. Мера двугранного угла С · АВ · D рав-

на а. Найти меры ψ\ и φ2 двугранных углов с ребрами
ВС и АС тетраэдра.

301. Основанием пирамиды SABCD является пря-

моугольник ABCD, в котором АВ = aV3, ВС = а. Реб-

ро SA перпендикулярно к плоскости основания и

SA = 2а. Через вершину А проведена плоскость, кото-

рая перпендикулярна к прямой SC. Найти угол меж-

ду этой плоскостью и плоскостью ABC.

302. Две треугольные пирамиды SABC и SABC

имеют общее основание ABC. Вершина S' второй пи-

рамиды принадлежит первой пирамиде. Доказать,
что сумма плоских углов при вершине S' пирамиды

SABC больше, чем сумма плоских углов при верши-

не S пирамиды SABC.

303. Доказать, что усеченная пирамида есть гео-

метрическое тело, поверхностью которого является ее

полная поверхность.
304. Доказать, что в правильной усеченной пира-
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миде апофема и отрезок, соединяющий центры ее ос-

нований, лежат в одной плоскости, перпендикуляр-

ной к плоскости грани, содержащей апофему.

СЕЧЕНИЯ МНОГОГРАННИКОВ

305. Доказать, что если плоскость сечения не па-

раллельна боковым ребрам выпуклой /г-угольной
призмы и в ней лежат внутренние точки двух осно-

ваний призмы, то сечением этой призмы является

выпуклый fc-угольник, где k может принимать любое

значение от 4 до η + 2.

306. Доказать, что сечением выпуклой /г-уголь-

ной пирамиды является выпуклый ^-угольник, где

3 < k < η + 1. Для любого ли значения k в указан-

ных пределах существует хотя бы одна секущая

плоскость?

307. Доказать, что сечением куба плоскостью, про-

ходящей через его центр и перпендикулярной к од-

ной из его диагоналей, является правильный шести-

угольник. Найти площадь этого сечения, если сторо-

на куба равна а.

308. Доказать, что сечением куба является выпук-

лый ^-угольник, где k = 3, 4, 5, 6. Для каких значе-

ний k существует сечение, являющееся правильным

/z-угольником. Ответ обосновать.
309. Доказать, что через середину данного ребра

куба проходят две и только две плоскости, которые

пересекают куб по правильному шестиугольнику.

310. Основанием пирамиды SABCD является пря-

моугольник ABCD, АВ = aV3, ВС = а, плоскость кото-

рого перпендикулярна к ребру SC. Доказать, что се-

чение пирамиды плоскостью, проходящей через BD и

параллельной AS, есть треугольник. Найти площадь

этого треугольника, если угол между плоскостью се-

чения и прямой AS равен 60°.

311. Сторона основания правильной треугольной
пирамиды равна а, ее высота равна h. Доказать, что

сечение этой пирамиды плоскостью, проходящей че-

рез середину высоты и параллельной двум противо-

положным ребрам, есть прямоугольник, и найти пло-

щадь этого прямоугольника.

312. Доказать, что сечение прямоугольного парал-
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лелепипеда ABCDAlBiClDi плоскостью, проходящей
через середины ребер АВ> CCU A\DU есть шестиуголь-

ник. Найти площадь этого шестиугольника, если а,

Ь, с — измерения параллелепипеда.

313. Каждое ребро правильной шестиугольной
призмы равно 1 см. Доказать, что сечение призмы

плоскостью, проходящей через два параллельных реб-
ра разных оснований, не принадлежащих одной гра-

ни, есть шестиугольник, и найти площадь этого шес-

тиугольника.

314. Тетраэдр ABCD пересечен двумя плоскостями,

каждая из которых параллельна прямым АВ и CD.

Доказать, что полученные при этом сечения равнове-

лики тогда и только тогда, когда расстояние от пря-

мой АВ до одной плоскости равно расстоянию от пря-

мой CD до другой плоскости.

315. Точка Μ — середина ребра АВ правильной
шестиугольной пирамиды SABCDEF, а. N — середина

отрезка MB. Через эти точки проведены плоскости a

и /?, перпендикулярные к прямой АВ. Выяснить, ка-

кие многоугольники получены в сечениях, и найти

отношение их площадей.
316. Площадь боковой грани правильной шести-

угольной пирамиды равна S. Через середину высоты

пирамиды проведена плоскость, параллельная одной
из боковых граней. Определить, каким многоуголь-

ником является полученное сечение, и найти его пло-

щадь.

317. В правильной треугольной пирамиде сторона
основания равна а, а боковое ребро равно aV3. Дока-

зать, что сечением пирамиды плоскостью, проходя-

щей через середину бокового ребра и перпендикуляр-

ной к нему, является треугольник, и найти площадь

этого треугольника.

318. Плоскость проходит через середину отрезка,

соединяющего центр данной грани куба с какой-ни-

будь вершиной противоположной грани, и перпенди-

кулярна к этому отрезку. Доказать, что сечение куба
этой плоскостью есть выпуклый пятиугольник, и

найти площадь этого пятиугольника, если ребро ку-

ба равно а.
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ОПИСАННЫЕ И ВПИСАННЫЕ СФЕРЫ

319. Доказать, что около пирамиды можно опи-

сать сферу тогда и только тогда, когда около ее осно-

вания можно описать окружность. При этом центр

описанной сферы лежит на прямой, проходящей че-

рез центр этой окружности и перпендикулярной к

плоскости основания пирамиды.

320. Доказать, что около правильной пирамиды

можно описать одну и только одну сферу, центр ко-

торой лежит на луче SH, где SH — высота пира-

миды.

321. Доказать, что около призмы можно описать

сферу тогда и только тогда, когда призма является

прямой и около ее основания можно описать окруж-

ность. При этом центр сферы является серединой от-

резка, соединяющего центры окружностей, описан-

ных около оснований призмы.

322. Доказать, что около усеченной пирамиды

можно описать сферу тогда и только тогда, когда око-

ло ее оснований можно описать окружности и прямая,

соединяющая центры этих окружностей, перпендику-

лярна к плоскостям оснований.

323. В треугольной пирамиде DABC все плоские

углы при вершине D прямые. Доказать, что вершина

D, точка G пересечения медиан основания ABC и

центр О сферы, описанной около пирамиды, лежат

на одной прямой и ^ = ^.
GD 2

324. Доказать, что существует не более одной сфе-

ры, вписанной в данный многогранник.
325. Доказать, что в правильную пирамиду можно

вписать сферу и притом только одну. Центр этой сфе-
ры лежит на высоте пирамиды, а точки касания с бо-

ковыми гранями принадлежат соответствующим апо-

фемам.

326. Доказать, что в правильную усеченную пи-

рамиду можно вписать сферу, и притом только од-

ну, тогда и только тогда, когда ее апофема равна
сумме радиусов окружностей, вписанных в ее осно-

вания.

327. Доказать, что в правильную призму можно

вписать сферу тогда и только тогда, когда высота
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призмы равна диаметру окружности, вписанной в ее
основание.

328. Доказать, что в параллелепипед можно впи-

сать сферу тогда и только тогда, когда расстояния

между плоскостями параллельных граней равны друг
другу.

329. Дана правильная треугольная пирамида,

сторона основания и боковое ребро которой соот-

ветственно равны а и Ь. Доказать, что высота h

пирамиды, радиус г вписанной в пирамиду сфе-
ры и радиус R описанной около нее сферы рав-

ны: h = Ц-с, г = ^ (3V4&2 - а2 - /За), R = ^, где

с = V3fc2 - а2.

330. Дан правильный тетраэдр, сторона которого
равна а. Доказать, что центры вписанной и описан-

ной сфер совпадают с точкой пересечения высот тет-

раэдра, а радиус г и R этих сфер вычисляются по

формулам: г = ^у-, # = ^-.
331. Доказать, что правильная треугольная пира-

мида является правильным тетраэдром, если центры

вписанной и описанной сфер совпадают.
332. Найти радиус сферы, вписанной в пирамиду,

основанием которой служит ромб с диагоналями 6 см

и 8 см, и высота пирамиды проходит через точку пе-

ресечения диагоналей основания и равна 1 см.

333. Центр сферы, описанной около правильной
шестиугольной пирамиды, принадлежит сфере, впи-

санной в эту пирамиду. Найти отношение радиуса

описанной сферы к радиусу вписанной сферы.

334. Найти плоский угол при вершине правиль-

ной четырехугольной пирамиды, если центры сфер,

вписанной в пирамиду и описанной около нее, сов-

падают.

335. Около сферы описана правильная четырех-

угольная усеченная пирамида, стороны оснований

которой относятся как т : п, где т > п. Найти угол

φ между боковым ребром и плоскостью основания.

336. Сфера, вписанная в треугольную пирамиду,

касается всех боковых граней в точках пересече-

ния биссектрис. Доказать, что пирамида
— правиль-

ная.

337. Прямые, содержащие все высоты тетраэдра,
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пересекаются в точке Н. Точка О — центр описан-

ной сферы, a G — точка пересечения отрезков, сое-

диняющих вершины тетраэдра с точками пересече-

ния медиан противоположных граней. Доказать,
что либо точки Ну О и G совпадают, либо они лежат

на одной прямой (прямая Эйлера) и G — середина

отрезка ОН.

338. Прямые, содержащие высоты тетраэдра, пере-
секаются в точке Н. Доказать, что точки пересечения

медиан всех граней, основания высот тетраэдра и

точки, которые делят каждый из отрезков, соединя-

ющих точку Η со всеми вершинами тетраэдра, в от-

ношении 2:1, считая от вершин, принадлежат од-

ной сфере. Центр Μ этой сферы совпадает с точкой

Н9 если Η — центр описанной около тетраэдра сфе-

ры, в противном случае точка Μ лежит на прямой
Эйлера (см. задачу 337).



Глава VII

ЦИЛИНДР, КОНУС, ШАР

§ 34. ЦИЛИНДР

1. Определение цилиндра
В п. 1 § 28 было отмечено, что основания обобщен-

ного цилиндра равны и их плоскости параллельны.

Цилиндром вращения или прямым круговым цилинд-

ром называется обобщенный цилиндр, основаниями

которого являются круги, расположенные так, что их

плоскости перпендикулярны к прямой, проходящей
через центры оснований (рис. 55). В дальнейшем мы

будем рассматривать только цилиндры вращения,

поэтому для краткости их будем называть просто ци-

линдрами.
Основания, образующие, боковая и полная поверх-

ности обобщенного цилиндра называются соответ-

ственно основаниями, образующими, боковой и полной

поверхностями цилиндра. Прямая, проходящая че-

рез центры оснований, называется осью, а радиусы

оснований — радиусом цилиндра. Ось цилиндра бу-

дем обозначать через 00\ предполагая без особых

оговорок, что О и О' — центры

оснований.

Напомним, что перпендику-

ляр, проведенный из какой-ни-

будь точки одного основания к

плоскости другого основания,

называется высотой цилиндра.

Ясно, что любая образующая ци-

линдра является его высотой.

Из определения цилиндра не-

посредственно вытекает следую-

щий признак принадлежности
точки пространства цилиндру:

точка пространства принадле-

жит цилиндру F с основанием ω

и осью ОО' тогда и только тог-
РИС. 55
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да, когда ее проекция на плоскость основания принад-
лежит кругу ω, а на ось 00' — отрезку 00'.

По теореме 1 § 28 цилиндр — геометрическое тело.

Докажем, что цилиндр является выпуклым телом.

Пусть F — данный цилиндр, ω — одно из его основа-

ний с центром О, а 00' — ось этого цилиндра. Дока-

жем, что F — выпуклое тело, т. е. если концы произ-

вольного отрезка АВ принадлежат F, то любая точка

Μ этого отрезка принадлежит F. Для этого рассмот-

рим проекцию Mi точки Μ на плоскость основания

ω и проекцию М2 этой же точки на ось 00'. По при-

знаку принадлежности точки пространства цилиндру

проекции точек А и Б на плоскость основания ω при-

надлежат кругу ш, поэтому и точка М\ принадлежит

этому кругу. Аналогично, проекции точек А и Б на

ось принадлежат отрезку 00', поэтому и точка М2

принадлежит этому отрезку. Следовательно, по при-

знаку^ принадлежности точки пространства цилиндру

Μ EF.

Замечание. В силу теоремы 1 § 28 цилиндр
есть геометрическое тело, поверхностью которого яв-

ляется полная поверхность цилиндра. По аналогии с

доказательством теоремы § 26 можно доказать, что

если F — полная поверхность данного цилиндра, то

существует не более одного геометрического тела с

поверхностью F. В некоторых школьных учебниках
по геометрии (см. например, [8], п. 53) цилиндр оп-

ределяется как геометрическое тело, которое ограни-

чено полной поверхностью цилиндра. Таким обра-
зом, это определение цилиндра по существу совпада-

ет с определением цилиндра, которое дано выше.

2. Сечение цилиндра плоскостями

Плоскость называется секущей плоскостью цилин-

дра, если хотя бы одна из внутренних точек цилинд-

ра лежит в этой плоскости. Плоская фигура, образо-
ванная пересечением цилиндра с какой-нибудь из его

секущих плоскостей, называется сечением цилиндра
этой плоскостью.

Рассмотрим сечения цилиндра различными плос-

костями. Обратимся сначала к случаям, когда секу-
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щая плоскость перпендикулярна к оси цилиндра, па-

раллельна этой оси или проходит через ось.

1°. Сечение цилиндра радиуса г плоскостью, перпен-

дикулярной к оси ОО' цилиндра и пересекающей ее в

точке М, лежащей на отрезке ОО', есть круг с цент-

ром Μ радиуса г.

Π Пусть F — данный цилиндр с осью ОО' и основа-

нием ω, а о — плоскость сечения (рис. 56). При парал-

лельном переносе на отрезок ОМ круг ω переходит в

круг γ с центром Μ радиуса г, расположенный в плос-

кости σ. Каждая точка круга γ принадлежит цилинд-

ру F, так как ее проекция на плоскость круга ω при-

надлежит этому кругу, а на прямую ОО' — совпадает

с точкой М, лежащей на отрезке ОО'. С другой сто-

роны, если точка N плоскости σ не принадлежит кругу

у, то ее проекция на плоскость круга ω не принадле-

жит этому кругу, следовательно, N £ F. Таким обра-

зом, γ — сечение цилиндра F плоскостью а.'Ш

2°. Сечение цилиндра плоскостью, проходящей через
ось или параллельной оси и отстоящей от нее на рас-

стоянии d, меньшем радиуса г цилиндра, есть прямо-

угольник, две противоположные стороны которого яв-

ляются параллельными хордами оснований, а две дру-
гие — образующими.
Π Так как d < г, то плоскость сечения пересекает

основания ω и ω' данного цилиндра по хордам, кото-

РИС. 56
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рые обозначим через АВ и А'В' (см. рис. 56). Ясно,
что отрезки АА' ил ВВ' — образующие цилиндра, по-

этому они параллельны и равны, и так как АА' J_ АВ,

то ABB'А' — прямоугольник. Каждая точка X этого

прямоугольника, расположенного в плоскости сече-

ния, принадлежит данному цилиндру. В самом деле,

проекция точки X на плоскость основания ω принад-

лежит хорде АВ, т. е. кругу ω, а на прямую 00' —

лежит на отрезке ОО'. С другой стороны, если точка

У плоскости сечения не принадлежит прямоугольни-

ку АВВА', то либо ее проекция на плоскость круга ω

не принадлежит этому кругу, либо ее проекция на

прямую ОО' не лежит на отрезке ОО', следовательно,

Υ £ F. Таким образом, прямоугольник АВВ'А' — сече-

ние данного цилиндра секущей плоскостью. ■

Как следствие из этого утверждения получаем:

3°. Сечение цилиндра плоскостью, проходящей через
ось (осевое сечение), есть прямоугольник, две проти-
воположные стороны которого являются параллель-
ными диаметрами оснований, а две другие — образую-
щими. Все осевые сечения цилиндра равны друг другу.

Отсюда следует, что ось цилиндра является осью

симметрии цилиндра, и при повороте вокруг оси на

любой угол цилиндр переходит в себя. Следователь-
но, можно сказать, что цилиндр получен вращением

прямоугольника — любого осевого сечения — вокруг

его оси (отсюда термин — цилиндр вращения).
Рассмотрим теперь сечение цилиндра F радиуса г с

осью ОО' произвольной плоскостью о, пересекающей
ось ОО'. Для этого рассмотрим фигуру Г, образован-
ную из всех прямых пространства, каждая из кото-

рых содержит какую-нибудь образующую данного

цилиндра F. Фигура Г, как нетрудно видеть, являет-

ся цилиндрической поверхностью вращения радиуса
г с осью ОО' (т. е. поверхностью, образованной вра-

щением вокруг прямой ОО' прямой, параллельной
ОО' и отстоящей от нее на расстоянии г (см. [6],
часть 1, § 75). Как известно из курса геометрии,

сечение поверхности Г плоскостью о есть эллипс, в

частности окружность, если о JL ОО'. Ясно, что боко-

вая поверхность цилиндра F является частью поверх-
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РИС. 57

ности Г. Если ни одна из внутренних точек основа-

ний цилиндра не лежит в плоскости σ, то сечение бо-

ковой поверхности цилиндра плоскостью о совпадает

с сечением поверхности Г плоскостью σ, τ. е. являет-

ся эллипсом. Отсюда, по аналогии со свойством 2°,
мы приходим к утверждению:

4°. Сечение цилиндра плоскостью, которая не со-

держит ни одной внутренней точки оснований ци-

линдра, есть плоская фигура, ограниченная эллипсом

(рис. 57а).
В случае, когда секущая плоскость, пересекающая

ось цилиндра, содержит внутренние точки оснований

цилиндра, в сечении получаем замкнутую фигуру,

ограниченную частью эллипса и двумя или одним от-

резком (рис. 576,в).
3. Касательная плоскость к цилиндру

Плоскость, проходящая через образующую ци-

линдра и не имеющая с цилиндром общих точек,

кроме точек этой образующей, называется касатель-

ной плоскостью к цилиндру.

Теорема. Через каждую точку боковой поверхно-

сти цилиндра проходит одна и только одна касатель-

ная плоскость. Эта плоскость содержит образующую
цилиндра, проходящую через данную точку, и перпен-

дикулярна к плоскости, проходящей через данную точ-

ку и ось цилиндра.
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Π Пусть Μ — произвольная точка боковой поверх-

ности цилиндра F радиуса г с осью OOf9 ω — одно из

оснований цилиндра, расположенного в плоскости а,

а АА' — образующая, проходящая через точку М, где

А — точка круга ω. Обозначим через I касательную к

границе круга ω в точке А.

Докажем сначала, что через точку Μ проходит ка-

сательная плоскость к цилиндру F. Рассмотрим плос-

кость σ, которая проходит через точку А' и прямую I.

Очевидно, эта плоскость проходит через образующую
АА'у поэтому Μ Ε а. Докажем, что о — касательная

плоскость к цилиндру F. Для этого достаточно дока-

зать, что любая общая точка X цилиндра F и плоско-

сти о принадлежит образующей АА'. Так как АА' JL а,

то о ± а. Следовательно, проекция Х\ точки X на плос-

кость а, согласно свойству 2° § 12, лежит в плоскости

а, поэтому Xi Ε Ζ. По признаку принадлежности точ-

ки пространства цилиндру (п. 1), Xi Ε ω, поэтому точ-

ка X] совпадает с точкой А. Отсюда следует, что X —

точка, лежащая на образующей АА'.

Докажем теперь, что о — единственная касатель-

ная плоскость к цилиндру F, проходящая через точ-

ку М. Пусть о' какая-нибудь касательная плоскость

к цилиндру F, проходящая через эту точку. Так как

через точку Μ проходит только одна образующая ци-

линдра F (образующая АА'), то эта образующая ле-

жит в плоскости о'. Обозначим через /' прямую, по

которой пересекаются плоскости о' и а. Ясно, что

А Е V и на прямой Г, кроме точки А, нет других то-

чек основания ω (V — прямая плоскости о, которая

является касательной плоскостью к цилиндру F). От-
сюда мы заключаем, что прямая V — касательная к

границе круга ω. Таким образом, прямые / и V совпа-

дают, поэтому и плоскости о и о' совпадают.

Докажем, наконец, что о ± МОО'. Так как I ±АО

и I ± АА!у то I _1_ ОАА! или / _1_ МОО'. Отсюда, учиты-

вая, что прямая I лежит в плоскости σ, мы заключа-

ем, что о JL МОО'. Ш

Следствие. Касательная плоскость к цилиндру
в любой его точке параллельна оси цилиндра.

196 Г



Предлагаем читателю, пользуясь признаком па-

раллельности прямой и плоскости, обосновать это

следствие самостоятельно.

§ 35. КОНУС И УСЕЧЕННЫЙ КОНУС

1. Определение конуса

Конусом вращения или прямым круговым конусом
называется обобщенный конус, основанием которого
является круг, располо-
женный так, что его плос-

кость перпендикулярна к

прямой, проходящей через

центр основания и вер-

шину (рис. 58). В даль-

нейшем мы будем рас-

сматривать только кону-
сы вращения, поэтому для

краткости их будем назы-

вать просто конусами.
Основание, вершина,

образующие, боковая и

полная поверхности обоб-

щенного конуса называ-

ются соответственно осно-

ванием, вершиной, образую-
щими, боковой и полной

поверхностями конуса. рис. 58

Конус имеет бесконеч-

ное множество равных

между собой образующих, которые составляют с осью

конуса равные острые углы. Прямая, проходящая че-

рез вершину и.центр основания, называется осью ко-

нуса. Отрезок оси, соединяющий вершину конуса с

центром основания, называется высотой конуса.

Из определения конуса вытекает следующий при-

знак принадлежности точки пространства конусу:

точка Μ пространства, отличная от вершины кону-

са, принадлежит конусу с вершиной О и основанием

ω с центром С тогда и только тогда, когда прямая

ОМ пересекает круг ω, а проекция точки Μ на пря-

мую ОС принадлежит отрезку ОС.
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По теореме 2 § 28 конус является геометрическим

телом. Так же, как и в случае цилиндра, можно до-

казать, что конуеестъ выпуклое тело, поверхностью
которого является полная поверхность конуса.

Замечание. В силу теоремы 2 § 28 конус есть

геометрическое тело, поверхностью которого являет-

ся полная поверхность конуса. По аналогии с дока-

зательством теоремы § 26 можно доказать, что если

F — полная поверхность данного конуса, то сущест-

вует не более одного геометрического тела с поверх-

ностью F. В некоторых школьных учебниках по гео-

метрии (см., например, [8], п. 55) конус определя-
ется как геометрическое тело, которое ограничено
полной поверхностью конуса. Таким образом, это оп-

ределение конуса, по существу, полностью совпадает

с определением, которое дано выше.

2. Сечение конуса плоскостями

По аналогии с понятиями, которые введены в п. 2

§ 34, вводятся понятия секущей плоскости и сече-

ния конуса. Рассмотрим сечения конуса различными

плоскостями.

1°. Сечение конуса с вершиной О и основанием ω с

центром С плоскостью, перпендикулярной к оси и пе-

ресекающей ее в точке М, лежащей на отрезке СО,
есть круг с центром М.

Π Пусть F — данный

конус, а σ — плоскость

сечения (рис. 59). При
гомотетии с центром О и

коэффициентом т = ^^
круг ω переходит в круг

у с центром М, который
расположен в плоскости

σ. Каждая точка круга

у_ принадлежит конусу

F, так как прямая, сое-

диняющая ее с верши-

ной, пересекает круг ω,

а ее проекция на пря-

мую ОС совпадает с точ-

кой М, лежащей на от-
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резке ОС. С другой стороны, если точка N плоскости

о не принадлежит кругу у, то прямая ON не пере-

секает круг ω, следовательно, N & F. Таким образом,
γ — сечение конуса F плоскостью а. Ш

2°. Сечение конуса плоскостью, проходящей через
точку О и пересекающей основание по хорде АВ, есть

равнобедренный треугольник ОАВ с основанием АВ,
боковые стороны которого являются образующими ко-

нуса.
Π Пусть секущая плоскость проходит через вер-

шину О конуса F и пересекает основание ω с центром
С по хорде АВ (см. рис. 59). Ясно, что ОА и ОВ — об-

разующие конуса. Каждая точка Μ треугольника
ОАВ, расположенного в плоскости сечения, принадле-

жит конусу F, так как прямая ОМ имеет общую точ-

ку с отрезком АВ, следовательно, и с кругом ω, а про-

екция точки Μ на прямую ОС принадлежит отрезку
ОС. С другой стороны, если точка N секущей плоско-

сти не принадлежит треугольнику ОАВ, то либо пря-
мая ON не имеет общих точек с отрезком АВ, а сле-

довательно, и с кругом ω у либо проекция точки N на

прямую ОС не принадлежит отрезку ОС, следователь-

но, N i F. Таким образом, треугольник ОАВ — сече-

ние данного конуса секущей плоскостью. ■

Из этого свойства непосредственно следует утверж-

дение:
3°. Сечение конуса плоскостью, проходящей через

ось (осевое сечение), есть равнобедренный треуголь-
ник, основанием которого является один из диамет-

ров основания. Все осевые сечения конуса равны друг
другу.

Отсюда следует, что ось конуса является осью сим-

метрии конуса и при повороте вокруг оси на любой

угол конус переходит в себя. Следовательно, можно

сказать, что конус получен вращением равнобедрен-
ного треугольника

— любого осевого сечения — во-

круг его оси (отсюда термин
— конус вращения).

Рассмотрим теперь сечение конуса произвольной
плоскостью σ, не проходящей через его вершину. Для
этого, по аналогии с п. 2 § 34, рассмотрим фигуру Г,

образованную из всех прямых пространства, каждая

из которых содержит какую-нибудь образующую
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a) 6) в) г)

РИС. 60

данного конуса. Фигура Г является круговой кониче-

ской поверхностью, ось и вершина которой совпада-

ют с осью и вершиной данного конуса. Из курса гео-

метрии известно, что сечение этой поверхности плос-

костью о есть эллипс, гипербола или парабола
(см. [6], часть 1, § 77). Ясно, что боковая поверхность

данного конуса является частью поверхности Г, поэ-

тому имеет место утверждение, аналогичное утверж-

дению 4° § 34, доказательство которого предоставля-
ем читателю.

4°. Сечение конуса с вершиной О и центром С осно-

вания плоскостью, которая не содержит ни одной

внутренней точки основания конуса, есть плоская

фигура, ограниченная эллипсом (рис. 60а).
В случае, когда секущая плоскость, не проходящая

через вершину конуса, содержит внутренние точки ос-

нования конуса, в сечении получаем замкнутую фигу-

ру, ограниченную частью эллипса, параболы или ги-

перболы и хордой основания (рис. 606,в и г).
3. Касательная плоскость к конусу

Плоскость, проходящая через образующую конуса

и не имеющая с конусом общих точек, кроме точек

этой образующей, называется касательной плоскос-

тью к конусу.

Предлагаем читателю, по аналогии с доказательст-
вом теоремы § 34, самостоятельно доказать следую-

щую теорему о касательной плоскости к конусу.
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Теорема. Через каждую точку боковой поверхно-
сти конуса, отличную от вершины, проходит одна и

только одна касательная плоскость. Эта плоскость

содержит образующую конуса, проходящую через дан-

ную точку, и перпендикулярна к плоскости, проходя-
щей через данную точку и ось конуса.

4. Усеченный конус

Рассмотрим произвольный конус с вершиной О и

через некоторую точку,

лежащую на какой-ни-

будь образующей, про-

ведем плоскость /?, па-

раллельную плоскости а

основания конуса. Со-
гласно утверждению 1°

эта плоскость пересе-

кает конус по кругу с

центром на его оси

(рис. 61).
Фигура, образован-

ная пересечением дан-

ного конуса и замкну-

того полупространства с

границей /3, содержаще-
го плоскость а, называ-

ется усеченным конусом.

Основание исходного конуса и круг, полученный в

сечении этого конуса плоскостью /3, называются осно-

ваниями усеченного конуса, а отрезок, соединяющий
их центры,— высотой усеченного конуса.

Отрезки образующих конуса, заключенные между

основаниями усеченного конуса, называются образу-
ющими усеченного конуса. Из определения усеченно-

го конуса следует, что прямые, содержащие образую-
щие, всегда пересекаются в одной точке. Усеченный

конус имеет бесконечное множество равных друг

другу образующих. Фигура, образованная всеми эти-

ми образующими, называется боковой поверхностью

усеченного конуса. Полной поверхностью или поверх-

ностью усеченного конуса назовем фигуру, состоя-

щую из его боковой поверхности и двух оснований.

Можно доказать, что усеченный конус есть выпуклое
тело.
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§ 36. ШАР

1. Шар как выпуклое тело

Напомним, что шаром называется фигура, состоя-

щая из множества всех точек пространства, расстоя-

ние1 от каждой из которых до данной точки О не

больше данного положительного числа г. Точка О на-

зывается центром шара, а число г — его радиусом.
Сфера с центром О радиуса г называется поверхнос-

тью или границей шара. Все точки шара, не принад-

лежащие его поверхности, называются внутренними

точками шара или точками, лежащими внутри ша-

ра. Таким образом, шар есть фигура, состоящая из

объединения всех точек сферы (поверхности шара) и

множества всех внутренних точек относительно этой

сферы. Хорды и диаметры границы шара называют-

ся хордами и диаметрами самого шара.

Касательная плоскость к поверхности шара назы-

вается касательной плоскостью к шару. Из теоре-
мы 2 § 23 следует, что плоскость является касатель-

ной к шару тогда и только тогда, когда она проходит

через точку поверхности шара перпендикулярно к

радиусу, проведенному в эту точку. Отметим, что в

силу следствия теоремы 2 § 23 через каждую точку

поверхности шара проходит одна и только одна плос-

кость, касательная к шару.

Докажем, что шар является выпуклой фигурой.
Пусть F — данный шар с центром О радиуса г. Рас-

смотрим произвольный отрезок АВ, концы которого

принадлежат F, и докажем, что любая точка Μ этого

отрезка принадлежит F, т. е. ОМ < г. Если точки А,

В, О лежат на одной прямой, в частности, если одна

из точек А или В совпадает с точкой О, то неравен-

ство ОМ < г непосредственно следует из неравенств

ОА ^ г, ОВ < г. Если же точки О, А, В не лежат на

одной прямой, то один из смежных углов АМО и

ВМО, например, Δ ВМО — прямой или тупой. По-

1 Здесь, так же, как и в § 23, будем считать, что если точки А и

В совпадают, то расстояние между ними равно нулю, и если точка

лежит на прямой (плоскости), то расстояние от этой точки до пря-

мой (плоскости) равно нулю.
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этому в треугольнике ОМВ ОМ < ОВ < г, поэтому
ОМ < г.

Точно так же доказывается, что множество всех

внутренних точек шара является выпуклым множе-

ством.

В § 26 мы отметили, что шар является геометриче-

ским телом. Теперь мы докажем это утверждение.

Теорема 1. Шар есть выпуклое геометрическое
тело, поверхностью которого является поверхность

шара.

Π Пусть F — данный шар с центром О радиуса г,
-О.

F — его поверхность, a F — множество всех точек,

лежащих внутри шара. Докажем сначала, что F —

открытое множество, т. е. что любая точка Μ Ε F яв-

ляется внутренней точкой множества F. Так как точ-

ка Μ лежит внутри шара F, то ОМ < г. Рассмотрим
ε-окрестность точки М, где ε < г — ОМ. Тогда любая

точка X этой окрестности принадлежит множеству F,
так как ОХ < ОМ + MX < г.

Множество F является ограниченным, так как все

его точки лежат внутри сферы F. Далее, выше было
-П.

отмечено, что F — выпуклое множество, следователь-
-О.

но, F — связное множество.

Мы доказали, что F — ограниченная область. Ос-

тается доказать, что F — граница этой области. Оче-

видно, каждая точка Μ Ε F является граничной точ-

кой множества F. С другой стороны, ясно, что точки,

принадлежащие множеству F, а также точки, лежа-

щие вне шара F, не могут быть граничными точками
-О.

множества F, поэтому любая граничная точка множе-
-О.

ства F принадлежит поверхности F. Таким образом,

F — геометрическое тело с границей F. По доказан-

ному выше, шар — выпуклая фигура, следовательно,

F — выпуклое тело. Я

2. Сечение шара плоскостями

Плоскость называется секущей плоскостью шара,

если хотя бы одна точка плоскости является внутрен-

ней точкой шара. Очевидно, плоскость а является се-
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кущей плоскостью данного шара тогда и только тог-

да, когда d < г, где d — расстояние от центра О шара

до плоскости а, а г — радиус шара.

Докажем теорему о сечении шара плоскостью.

Теорема 2. Сечение шара плоскостью есть круг,

центром которого является проекция центра шара на

данную плоскость,

U Пусть F — данный шар с центром О радиуса г,

F — поверхность шара, т. е. сфера с центром О ради-

уса г, а — секущая плоскость, а. Н — проекция точки

О на эту плоскость (рис. 62).
Тогда ОН < г, поэтому согласно теореме 1 § 23 се-

чение сферы F плоскостью α есть окружность ω с цен-

тром Н.

Докажем, что сечение шара F плоскостью α есть

круг ω, границей которого является окружность ω.

Докажем сначала, что каждая точка X круга ω при-

надлежит шару F. Для этого проведем через точку X

какую-нибудь хорду АВ окружности ω. Точки А и В

принадлежат шару F, поэтому, учитывая, что F —

выпуклая фигура, получаем: Χ Ε F.

Докажем теперь, что если точка У плоскости α не

принадлежит кругу ω, то эта точка не является точ-

кой шара F. Если точка О лежит в плоскости а, то по

следствию теоремы 1 § 23 точка О — центр круга ω,

а. г — его радиус, поэтому наше утверждение очевид-

но. Рассмотрим случай, когда точка О не лежит в

плоскости а, т. е. когда точки О и Я не совпадают.

РИС. 62
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Точка Υ не принадлежит кругу ω, следовательно, от-

резок ΗΥ пересекает окружность ω в некоторой точ-

ке Μ (см. рис. 62). В треугольнике ОМУ угол Μ —

тупой, так как смежный с ним угол НМО — ос-

трый. Поэтому ΟΥ > ОМ. Но ОМ = г, следовательно,

ΟΥ > г, т. е. точка У не принадлежит шару F. Ш

Следствие. Если секущая плоскость проходит
через центр О шара радиуса г, то сечение шара пло-

скостью есть круг с центром О радиуса г.

Этот круг называется большим кругом шара, а его

окружность
— большой окружностью.

3. Шаровой сегмент, шаровой слой и шаровой сектор

Шаровым сегментом данного шара называется

часть этого шара, отсекаемая от него какой-нибудь
секущей плоскостью, т. е. фигура, образованная пе-

ресечением данного шара и замкнутого полупрост-

ранства, границей которого является секущая пло-

скость а. Плоскость а разлагает шар на два шаровых

сегмента (рис. 63а). Круг, получившийся в сечении,

называется основанием каждого из этих сегментов, а

пересечение поверхности шара с каждым из замкну-

тых полупространств с границей а — боковой поверх-

ностью соответствующего сегмента. На рис. 63а изо-

бражен диаметр АВ шара, перпендикулярный к секу-

щей плоскости а, которая проходит через точку С

этого диаметра. Длины отрезков АС и ВС называются

высотами соответствующих сегментов.

Шаровым слоем называется часть шара, заключен-

ная между двумя параллельными секущими плоско-

В В

а) 6)

РИС. 63
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ψ стями, т. е. фигура, образованная
пересечением данного шара и по-

лосы, заключенной между двумя

параллельными секущими плос-

костями (рис. 636). Круги, полу-

ченные в сечении шара этими

плоскостями, называются основа-

ниями шарового слоя, а расстоя-

ние между плоскостями — высо-

той шарового слоя. Сферическая
рис. 64 поверхность шарового слоя назы-

вается шаровым поясом.

Шаровым сектором данного

шара называется фигура, образованная объединени-
ем шарового сегмента этого шара, которому не при-

надлежит центр О шара, и конуса с вершиной О,
имеющего общее основание с шаровым сегментом

(рис. 64; на этом рисунке F — шаровой сегмент, F' —

конус, ω — их общее основание). Боковая поверх-
ность этого сегмента называется сферической поверх-
ностью шарового сектора, а фигура, образованная
объединением боковых поверхностей шарового сег-

мента и конуса,— поверхностью шарового сектора.

Ясно, что шаровой сектор — это фигура, полученная
вращением кругового сектора с углом, меньшим 90°,
вокруг прямой, содержащей один из ограничиваю-

щих круговой сектор радиусов.
Можно доказать, что шаровой сегмент, шаровой

слой и шаровой сектор являются выпуклыми геомет-

рическими телами. Эти утверждения доказываются
точно так же, как и теорема 1.

§ 37. СФЕРЫ, ОПИСАННЫЕ ОКОЛО
ЦИЛИНДРА, КОНУСА И УСЕЧЕННОГО КОНУСА

И ВПИСАННЫЕ В ЭТИ ТЕЛА

1. Сфера, описанная около цилиндра, конуса или

усеченного конуса

Сфера называется описанной около цилиндра или

усеченного конуса, если все точки окружностей осно-

ваний принадлежат сфере. Аналогично, сфера назы-

вается описанной около конуса, если все точки ок-
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ружности основания, а также вершина конуса при-
надлежат сфере. В этих случаях говорят, что ци-

линдр, усеченный конус или конус вписан в сферу.

Докажем теорему об описанной сфере.

Теорема 1. Пусть F — цилиндр, конус или усе-
ченный конус. Тогда существует сфера, описанная

около тела F, и притом только одна.

Π Прежде всего докажем, что существует сфера,
описанная около тела F. Рассмотрим сначала случай,
когда F — цилиндр или усеченный конус. Пусть о)\ и

ω2 — основания тела F, ω\ и ω2 — границы этих осно-

ваний, a Oi и 02 — их центры. Возьмем на прямой
0\02 точку, равноудаленную от концов какой-нибудь
образующей АВ, где А Ε а>ь В Ε ω2. Такая точка суще-

ствует, так как прямые АВ и 0\02 не перпендикуляр-

ны, поэтому плоскость, проходящая через середину

отрезка АВ и перпендикулярная к нему, пересекает

прямую 0\02 в некоторой точке О, которая согласно

задаче 1 § 11 равноудалена от точек А и В (рис. 65).

Нетрудно доказать, что все точки окружностей ωΧ

и ω2 равноудалены от точки О. В самом деле, рас-

смотрим два конуса Fx и F2 с общей вершиной О и со-

ответственно основаниями a>i и со2. (На рис. 65 кону-

сы F, и F2 не изображены.) Любая образующая конуса

Fx равна отрезку ОА, а любая образующая конуса F2

равна отрезку ОВ. Так как АО = ОВ, то все образую-

щие конусов Ft и F2 равны

друг другу. Поэтому сфера S
с центром О радиуса ОА яв-

ляется описанной около тела

F, так как все точки окруж-

ностей о)\ и ω2 принадлежат

сфере S.

Рассмотрим теперь слу-

чай, когда F — конус с вер-

шиной А и окружностью ω

основания с центром С. На

прямой АС возьмем точку О,
равноудаленную от концов

какой-нибудь образующей
A3. Аналогично предыдуще-
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му легко доказать, что расстояние от любой точки

окружности ω до точки О равно ОА. Поэтому сфера S
с центром О радиуса ОА является описанной около

конуса F.

Остается доказать, что S — единственная сфера,

описанная около тела F. Возьмем на окружности ос-

нования тела F три точки А, В и С, а на окружности

другого основания точку D (если F — конус, то точка

D — вершина этого конуса). Ясно, что четыре точки

А, В, С и D не лежат в одной плоскости и принадле-

жат сфере S. По лемме § 23 через эти четыре точки

проходит единственная сфера, следовательно, S —

единственная сфера, проходящая через эти четыре

точки. Отсюда следует, что не существует другой сфе-

ры, описанной около тела F. Ш

2. Сфера, вписанная в цилиндр, конус или усечен-

ный конус

Отрезок называется касательной к сфере, если

прямая, которой принадлежит этот отрезок, является

касательной к сфере и точка касания лежит на отрез-

ке. Пусть F — цилиндр, конус или усеченный конус.

Сфера называется вписанной в тело F, если каждая

образующая тела F является касательной к сфере, а

каждая плоскость основания тела F касается сферы в

точке, лежащей внутри основания. В этом случае го-

ворят также, что тело F описано около сферы.

Докажем теорему о сфере, вписанной в конус.

Теорема 2. Существует сфера, вписанная в ко-

нус, и притом только одна.

Π Рассмотрим конус F с вершиной О, основанием

ω с центром С и углом φ между осью и образующими.
Возьмем на отрезке СО точку Му которая делит от-

резок СО в отношении sin φ, т. е. так, чтобы

СМ = ОМ sin φ (рис. 66а). Докажем, что сфера S с

центром Μ радиуса г = СМ является вписанной в

данный конус. В самом деле, перпендикуляр, прове-

денный из точки Μ к плоскости основания ω, τ. е.

отрезок МС равен радиусу г сферы S, поэтому плос-

кость основания ω есть касательная плоскость к сфе-
ре S в точке С (теорема 2 § 23). Далее, пусть ОА —
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РИС. 66

произвольная образующая конуса F, а МН — перпен-

дикуляр, проведенный из точки Μ к прямой ОА (см.
рис. 66а). Из прямоугольного треугольника ОМН

имеем: ΜΗ = ОМ sin #> = г, поэтому по свойству 3°
§ 23 прямая ОА является касательной к сфере S в

точке Н. Угол НОМ — острый и ОН < ОМ < ОА, сле-

довательно, точка Η лежит на отрезке ОА. Таким об-

разом, образующая ОА является касательной к сфере
S. Итак, S — вписанная в конус F сфера.
Предположим теперь, что какая-то сфера S' с цент-

ром М' также вписана в конус F. Рассмотрим осевое

сечение конуса F плоскостью а, проходящей через точ-

ку М' и ось ОС. По свойству 3° § 35 это сечение есть не-

который равнобедренный треугольник OPQ с основа-

нием PQ, равным диаметру конуса F, и высотой ОС.

Согласно следствию теоремы 1 § 23 сечение сферы S'

плоскостью а есть большая окружность этой сферы с

центром М', которая, очевидно, вписана в треуголь-

ник OPQ (рис. 666). Отсюда мы заключаем, что точка

М' лежит на отрезке ОС и равноудалена от сторон тре-

угольника OPQ; М'С = М'#! = М'Н2 (см. рис. 666). Но

Μ'Hi = ОМ' sin φ у поэтому СМ' = ОМ' sin φ. Таким

образом, точка ЛГ делит отрезок СО в отношении

sin φ, т. е. совпадает с точкой М. Итак, сферы S и S'

имеют общий центр Μ и равные радиусы ОМ sin φ,

поэтому они совпадают. ■

Как следует из дальнейшего изложения, в отличие

от конуса, в произвольный цилиндр или произволь-
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ный усеченный конус далеко не всегда можно впи-

сать сферу.
Теорема 3. В цилиндр можно вписать сферу тог-

да и только тогда, когда его высота равна диаметру
оснований. В этом случае вписанная сфера единст-

венная.

Π Рассмотрим цилиндр F радиуса г с осью 00'> где

О и О' — центры оснований.

Докажем сначала, что если сфера S с центром Μ

радиуса R вписана в цилиндр F, то ОО' = 2г,= 2R и

Μ — середина отрезка ОО'. Для этого рассмотрим

осевое сечение цилиндра F плоскостью а, проходящей

через точку Μ и ось ОО'. По свойству 3° § 34 это се-

чение есть некоторый прямоугольник ABCD, где

AD = ВС = 2г, АВ = DC = ОО' и точки О и О' — сере-

дины отрезков AD и ВС (рис. 67).
Согласно следствию теоремы 1 § 23 сечение сферы

S плоскостью а есть большая окружность этой сферы
с центром М, которая, очевидно, вписана в прямо-

угольник ABCD (см. рис. 67). Отсюда мы заключаем,

что ABCD — квадрат, а точка Μ — центр этого квад-

рата, т. е. середина отрезка ОО'. Следовательно,
АВ = ВС = CD = DA = 2г и ОО' = АВ = 2г = 2#. Мы
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доказали, что если сфера вписана в данный цилиндр

F, то высота ОО' цилиндра равна диаметру его осно-

ваний. Так как центр сферы и ее радиус определяют-

ся однозначно (М — середина отрезка ОО', R = г), то

вписанная сфера единственная.

Остается доказать, что если высота цилиндра F

равна диаметрам оснований, т. е. ОО' = 2г, то в ци-

линдр F можно вписать сферу. Рассмотрим сферу S с

центром в середине отрезка ОО' радиуса г. Читатель
без труда, пользуясь рисунком 67, по аналогии с до-

казательством соответствующего утверждения теоре-

мы 2, докажет, что сфера S является вписанной в ци-

линдр F. Ш

Предлагаем читателю, по аналогии с доказательст-
вом теоремы 3, доказать следующую теорему само-

стоятельно.

Теорема 4. В усеченный конус можно вписать

сферу тогда и только тогда, когда его образующая
равна сумме радиусов оснований. В этом случае впи-

санная сфера единственная.

ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ VII

ЦИЛИНДР И КОНУС

339. Доказать, что прямая, проходящая через внут-

реннюю точку А цилиндра или конуса, пересекает его

полную поверхность в двух и только в двух точках,

которые лежат по разные стороны от точки А.

340. Доказать, что если прямая имеет более чем

две общие точки с полной поверхностью цилиндра

(конуса), то она содержит образующую или хорду ос-

нования цилиндра (конуса)
341. Доказать, что любая плоскость, проходящая

через ось цилиндра или конуса, является плоскостью

симметрии. Имеет ли цилиндр или конус другие

плоскости симметрии?
342. Доказать, что плоскость является касательной

к цилиндру тогда и только тогда, когда она парал-

лельна оси цилиндра и расстояние между этой плос-

костью и осью цилиндра равно радиусу цилиндра.

343. Доказать, что две непараллельные плоскости,
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касающиеся цилиндра, пересекаются по прямой, па-

раллельной оси цилиндра.

344. Доказать, что" через точку Μ пространства,

расстояние от которой до оси данного цилиндра боль-

ше радиуса цилиндра, проходят две и только две ка-

сательные плоскости к этому цилиндру.

345. Дан конус с вершиной S и основанием ω.

Прямая MS не имеет общих точек с кругом ω. Дока-
зать, что через точку Μ проходят две и только две

касательные плоскости к данному конусу.

346. Даны два цилиндра, не имеющие общих точек,
оси которых параллельны. Доказать, что цилиндры

имеют четыре и только четыре общие касательные

плоскости.

347. Доказать, что два цилиндра: а) имеющие две

общие образующие, имеют две и только две общие
касательные плоскости; б) имеющие только одну об-

щую образующую, либо имеют только одну общую
касательную плоскость, либо имеют только три об-

щие касательные плоскости.

348. Два цилиндра имеют общую образующую и

никаких других общих точек. В общей касательной
плоскости а данных цилиндров, не содержащей об-

щую образующую, лежит прямая, имеющая общие
точки А и В с данными цилиндрами. Доказать, что

отрезок АВ делится пополам общей касательной плос-

костью β, проходящей через общую образующую ци-

линдров.

349. В правильный тетраэдр с ребром а вписан ци-

линдр, высота которого равна диаметру основания,

так, что одно из оснований цилиндра содержится в

одной из граней тетраэдра, а окружность второго ос-

нования касается трех других граней. Найти радиус

цилиндра.

350. Центры О и 0\ оснований цилиндра лежат

на диагонали АС{ куба ABCDAiBxC\D\ с ребром а;

АО < АО\. Одно из оснований касается грани ABCD, а

другое
— грани AXB\C\D\. Доказать, что: а) основания

цилиндра касаются соответствующих граней куба с

вершинами And; б) цилиндр симметричен относи-

тельно центра куба. Найти радиус цилиндра, если

высота и диаметр основания равны.
351. Доказать, что фигура, равная цилиндру с вы-
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сотой h и радиусом г, является цилиндром с высотой
h и радиусом г. Обратно, если радиусы и высоты двух

цилиндров соответственно равны, то эти цилиндры

равны.

Сформулировать и доказать аналогичные утверж-

дения для конуса.

352. Доказать, что фигура, подобная цилиндру ра-
диуса г и высотой h, есть цилиндр радиуса г' и высо-

г' h'
той h\ причем — =

—. Обратно, если радиусы г и г' и

высоты huh' двух цилиндров удовлетворяют равен-

ству — =
—, то эти цилиндры подобны.

Сформулировать и доказать аналогичные утверж-

дения для конуса.
353. Доказать, что цилиндр и конус являются вы-

пуклыми телами, причем любой луч, исходящий из

внутренней точки тела, пересекает его полную по-

верхность в одной и только одной точке.

354. Доказать, что если Mi и М2— внутренние точ-

ки, a Ni и N2— внешние точки относительно цилинд-

ра или конуса, то: а) произвольная ломаная, соеди-

няющая точки Mi и ЛГЬ пересекает полную поверх-
ность тела по крайней мере в одной точке; б) точки

Mi и М2 можно соединить ломаной, целиком состоя-

щей из внутренних точек относительно тела; в) точ-

ки N\ и N2 можно соединить ломаной, целиком состо-

ящей из внешних точек относительно тела.

355. Доказать, что если F — полная поверхность

данного цилиндра или конуса F, то f — единствен-

ное геометрическое тело с поверхностью F.

356. При каком условии у данного конуса сущест-

вуют две взаимно перпендикулярные образующие,
если: а) образующая конуса равна /, а радиус основа-

ния равен R; б) угол между образующими в осевом

сечении конуса равен ψΙ
357. Даны конус и луч, исходящий из вершины

конуса, не принадлежащий оси конуса и никакой

прямой, содержащей образующую конуса. Доказать,
что из всех образующих конуса наибольший и наи-

меньший углы с данным лучом составляют образую-
щие, лежащие в одной плоскости с этим лучом и

осью конуса.

358. Доказать, что через каждую точку боковой
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поверхности конуса, отличную от вершины, прохо-

дит одна и только одна касательная плоскость, при-

чем эта плоскость содержит образующую конуса,

проходящую через данную точку, и перпендикуляр-

на к плоскости, проходящей через данную точку и

ось конуса.

359. Два конуса с общей вершиной имеют одну и

только одну общую образующую. Доказать, что:

а) общая образующая и центры оснований конусов
лежат в одной плоскости; б) через их общую образу-
ющую проходит общая касательная плоскость; в) ос-

нования конусов имеют общую касательную.

360. Вершина S конуса лежит на ребре SA данного

двугранного угла, центр основания является внут-

ренней точкой двугранного угла, а плоскость каждой

грани двугранного угла является касательной плос-

костью к конусу. Доказать, что: а) полуплоскость с

границей, совпадающей с ребром двугранного угла,
которой принадлежит центр основания, является бис-

сектральной полуплоскостью этого угла; б) углы

между образующими, по которым грани касаются

конуса, и лучом SA равны.
361. В конус с радиусом R и высотой Η вписан ци-

линдр с радиусом г и высотой h так, что плоскость

одного из оснований цилиндра совпадает с плоскос-

тью основания конуса, а окружность другого основа-

ния цилиндра принадлежит боковой поверхности ко-

нуса. Доказать, что ^ + -^ = 1.
К г!

362. Доказать, что если боковые поверхности ци-

линдра и конуса, оси которых совпадают, имеют хо-

тя бы одну общую точку, то линия их пересечения

является окружностью.

СЕЧЕНИЯ ЦИЛИНДРА И КОНУСА
ПЛОСКОСТЯМИ

363. Высота цилиндра равна 8 см, а радиус равен

5 см. Найти площадь сечения цилиндра плоскостью,

параллельной его оси, если расстояние между этой

плоскостью и осью цилиндра равно 3 см.

364. Через данную образующую цилиндра прове-
дены две секущие плоскости, одна из которых про-

ходит через ось цилиндра. Найти отношение площа-
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дей сечений цилиндра этими плоскостями, если угол

между секущими плоскостями равен φ.

365. Доказать, что сечение цилиндрической по-

верхности плоскостью, пересекающей ось в точке О,
есть эллипс с центром О.

366. Доказать, что сечение цилиндра плоскостью,

которая не содержит ни одной внутренней точки ос-

нований цилиндра, есть плоская фигура, ограничен-
ная эллипсом.

367. Найти длины осей эллипса, который являет-

ся сечением цилиндрической поверхности (см. зада-

чу 365) радиуса г плоскостью, пересекающей ось по-

верхности под углом φ, φ < 90°.

368. Высота конуса равна h, а угол между высотой

и образующей конуса равен 60°. Доказать, что у дан-

ного конуса существуют две взаимно перпендикуляр-

ные образующие. Найти площадь сечения конуса

плоскостью, проходящей через эти образующие, и

угол между плоскостью сечения и плоскостью осно-

вания.

369. Доказать, что площади сечении конуса двумя

плоскостями, перпендикулярными к оси конуса, от-

носятся как квадраты расстояний от вершины кону-

са до этих плоскостей.

370. Через вершину конуса проведены две плоско-

сти, которые отсекают на основании конуса равные

хорды. Доказать, что сечения конуса этими плоскос-

тями равны.

371. Доказать, что угол между образующими осе-

вого сечения конуса больше, чем угол между двумя

образующими, не лежащими в одной плоскости с его

осью.

372. Выяснить, в каком случае треугольник,

полученный в сечении конуса плоскостью, проходя-

щей через вершину конуса, имеет наибольшую пло-

щадь.

373. Доказать, что сечение конической поверхно-
сти плоскостью, пересекающей ось в точке, отличной

от вершины, есть эллипс.

374. Доказать, что сечение конуса плоскостью, ко-

торая не содержит ни одной внутренней точки осно-

вания конуса, есть плоская фигура, ограниченная эл-

липсом.
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УСЕЧЕННЫЙ КОНУС

375. Доказать, что усеченный конус есть выпуклое

тело, причем если F — полная поверхность данного

усеченного конуса F, то F — единственное геометри-

ческое тело с поверхностью F.

376. Радиусы оснований усеченного конуса равны

R и г, где R > г, а образующая L Найти образующую
и высоту конуса, от которого отделен усеченный
конус.

377. Радиусы оснований усеченного конуса равны

5 см и 11 см, а образующая равна 10 см. Найти вы-

соту усеченного конуса и площадь осевого сечения.

378. Угол между прямой, содержащей образую-

щую усеченного конуса, равную /, и плоскостью

большего основания равен φ, а радиус меньшего ос-

нования равен г. Найти площадь сечения усеченного

конуса плоскостью, содержащей высоту.

379. Отношение радиусов оснований усеченного

конуса равно 3, угол между прямой, содержащей об-
разующую, и плоскостью большего основания равен
45°, а высота равна /г. Найти площади оснований.

380. Радиусы оснований усеченного конуса равны
R и г, R > г, а образующая равна Ζ. Высота разделена
на три равные части и через точки деления прове-
дены секущие плоскости, параллельные основаниям.

Найти площади полученных сечений.

381. Радиусы оснований усеченного конуса равны
11 см и 27 см, образующая относится к высоте, как

17 : 15. Найти площадь сечения плоскостью, содер-

жащей высоту усеченного конуса.
382. Диагональ сечения усеченного конуса плоско-

стью, содержащей высоту, делится высотой на отрез-

ки, равные 6- см и 13^ см. Образующая усеченного
о о

конуса равна 13 см. Найти радиусы оснований.

383. Площадь сечения усеченного конуса плоскос-

тью, проходящей через его высоту, равна S. Найти

площадь сечения плоскостью, которая проходит че-

рез точку пересечения продолжений образующих, со-

держит хорду основания, стягивающую дугу с гра-

дусной мерой 2а, где α < 90°, и образует угол β с плос-

костью основания усеченного конуса.

384. Доказать, что все отрезки, концы которых ле-
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жат на окружностях разных оснований усеченного

конуса и которые пересекают его высоту, равны. При
этом каждый из этих отрезков больше любого друго-
го отрезка, концы которого принадлежат разным ос-

нованиям.

385. Доказать, что фигура, равная усеченному ко-

нусу, является усеченным конусом с той же высотой и

с теми же радиусами оснований. Обратно, если высоты

и радиусы оснований двух усеченных конусов соответ-

ственно равны, то эти усеченные конусы равны.

386. Доказать, что фигура, подобная усеченному
конусу высотой h и радиусами оснований R и г, есть

усеченный конус с высотой h' и радиусами оснований

R' и г\ причем у-
= — =

—. Обратно, если высота и

радиусы оснований двух усеченных конусов пропор-

циональны, то эти усеченные конусы подобны.

ШАР. ВПИСАННЫЕ И ОПИСАННЫЕ СФЕРЫ

387. Доказать, что плоскость, проходящая через

центр шара, является плоскостью симметрии шара и

его поверхности и центр шара является центром сим-

метрии шара и его поверхности.

388. Доказать, что фигура, состоящая из множест-

ва центров всех равновеликих сечений данного шара,

отличных от больших кругов, есть сфера.
389. Плоскость, не проходящая через центр О дан-

ного шара радиуса R, проходит через точку М, при-
надлежащую поверхности шара. Найти радиус и

площадь сечения, если угол между прямой ОМ и

данной плоскостью равен φ, φ < 90°.

390. Точка А лежит внутри данного шара и не сов-

падает с его центром О, а точка В не лежит на прямой
АО. Доказать, что существует единственная плос-

кость, проходящая через точки А и Б и пересекающая

шар по сечению наименьшей площади.
391. Расстояние между двумя параллельными се-

кущими плоскостями данного шара равно 3 см.

Найти радиус шара, если площади сечений равны
81тг см2 и 144л: см2.

392. Доказать, что из всех сечений шара плоскос-

тями, проходящими через одну и ту же внутрен-

нюю точку шара, отличную от центра шара, наи-
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меньшую площадь имеет сечение, плоскость которого

перпендикулярна к радиусу, проведенному через эту

точку.

393. Доказать, что шаровой сегмент, шаровой слой
и шаровой сектор являются выпуклыми геометриче-

скими телами.

394. Доказать, что при преобразовании подобия с

коэффициентом k шар радиуса R переходит в шар ра-

диуса kR. Обратно, любые два шара с радиусами R и

R' подобны, причем коэффициент подобия равен —.

395. Дан шаровой сегмент с высотой Л, радиусом
основания г и радиусом боковой поверхности R.

Доказать, что R = ^-^-, г = y/2Rh -ft2, А = R +

+ ε yfR2 - г2, где ε = + 1, если ft > R, и ε =
- 1, если

ft < Д.

396. Доказать, что два шаровых сегмента равны

тогда и только тогда, когда равны их высоты и ра-

диусы оснований.

397. Дан конус с высотой ft и радиусом основания

а. Найти радиусы сфер, описанной около конуса и

вписанной в конус.

398. Радиусы оснований усеченного конуса с высо-

той Η равны г\ и г2 (п > г2). Найти радиус сферы,
описанной около этого усеченного конуса.

399. Доказать, что фигура, состоящая из всех то-

чек сферы, вписанной в цилиндр, конус или усечен-

ный конус, каждая из которых является точкой ка-

сания сферы с боковой поверхностью данного тела,
есть окружность. Плоскость этой окружности перпен-

дикулярна к прямой Ζ, а центр лежит на этой пря-
мой. Здесь I — ось цилиндра или конуса или прямая,

содержащая высоту усеченного конуса.

400. Высота конуса в четыре раза больше радиуса
сферы, вписанной в этот конус. Длина образующей
конуса равна Ζ. Найти радиус сферы, описанной око-

ло конуса.

401. Конус, образующая которого равна диамет-

ру основания, секущей плоскостью, параллельной
основанию, разложен на усеченный конус, в кото-

рый вписана сфера, и другой конус, в который так-

же вписана сфера. Найти отношение радиусов этих

сфер.
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402. В сферу радиуса 2^Ь см вписан цилиндр, вы-

сота которого в три раза больше диаметра его основа-

ния. Найти образующую усеченного конуса, вписан-

ного в эту сферу, одно основание которого совпадает

с основанием цилиндра, а плоскость другого основа-

ния проходит через центр сферы.
403. Доказать, что в усеченный конус можно впи-

сать сферу тогда и только тогда, когда его образую-
щая равна сумме радиусов оснований. В этом случае

вписанная сфера единственная.
404. Доказать, что в усеченный конус можно впи-

сать сферу тогда и только тогда, когда половина высо-

ты усеченного конуса есть среднее пропорциональное

между радиусами оснований. Найти радиус сферы,

вписанной в усеченный конус, радиусы оснований ко-

торого равны 5 см и 8 см.



Глава VIII

ОБЪЕМ ТЕЛА И ПЛОЩАДЬ
ПОВЕРХНОСТИ

§ 38. ОБЪЕМ ТЕЛА

1. Разложение тела секущей плоскостью

В этой главе мы введем понятие объема тела и вы-

ведем формулы для вычисления объемов простейших
тел по элементам, их определяющим. Для этого необ-

ходимо предварительно ввести ряд вспомогательных

понятий.

Плоскость называется секущей плоскостью данно-

го тела, если хотя бы одна из внутренних точек тела

лежит в этой плоскости. Плоская фигура, образован-
ная пересечением тела с секущей плоскостью, назы-

вается сечением тела этой плоскостью.

Пусть а — секущая плоскость тела F, ω — сечение

этого тела плоскостью а, а Ω] и Ω2 — два замкнутых

полупространства с общей границей а. Рассмотрим

фигуры Fi и F2, точками которых являются те и толь-

ко те точки тела F, которые принадлежат соответ-

ственно полупространствам Qx и Ω2. Если фигуры Fx и

F2 являются геометрическими телами, то будем гово-

рить, что тело F секущей плоскостью а разложено на

два тела Fx и F2, и записывать так: F = F\ + F2. Ясно,

что тела F\ и F2 не имеют общих внутренних точек, и

множество их общих точек совпадает со множеством

всех точек сечения ω.

Имеет место следующее наглядно очевидное ут-

верждение, доказательство которого мы опускаем.

Лемма. Произвольная секущая плоскость выпук-
лого тела разлагает его на два тела, каждое из ко-

торых является выпуклым.
На рис. 61 с. 201 конус с основанием в плоскости

а секущей плоскостью β разложен на два тела — на

конус с основанием в плоскости β и на усеченный ко-

нус. На рис. 63а с. 205 шар разложен на два шаро-
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вых сегмента с общим ое- С~ ~~ΖΓ ^—-^
нованием. В общем случае ( ^~^S г i
не любая секущая плос- { К Д Д—-"?
кость разлагает тело на

два тела. Например, на

рис. 68 плоскость а разла-

гает изображенное на нем

тело на три тела. РИс. 68

Для дальнейшего из-

ложения нам необходимо
обобщить понятие разложения тела. Будем говорить,
что тело F разложено на тела Fu F2, ...

, Fk> где k > 2,

если F = ((((Д + F2) + F3) + ...) + Fk). На рис. 636

с. 205 шар разложен на три тела — на два шаровых

сегмента с основаниями ω% и ω2 и на шаровой слой.

2. Понятие объема тела

В элементарной геометрии ограничиваются весьма

узким классом тел, для которых вводится понятие

объема. Эти тела мы называем простейшими телами

и их множество обозначаем через W. Элементами

множества W являются любой простой многогран-

ник, в частности выпуклый многогранник, любое

круглое тело, т. е. цилиндр, конус, шар, а также лю-

бое тело, которое получено разложением некоторого

тела из W или которое может быть разложено на два

тела из W. Например, шаровой сегмент, шаровой

слой, а также усеченный конус являются простей-
шими телами и принадлежат множеству W. Другим

примером тела, принадлежащего множеству W, явля-

ется шаровой сектор (см. рис. 64 с. 206), так как он

плоскостью круга ω разлагается на два тела из мно-

жества W — на шаровой сегмент F с основанием ω и

на конус F' с тем же основанием и с вершиной О. В

этой главе для простоты изложения простейшие тела

без особых оговорок будем называть телами.

Сформулируем теперь задачу измерения объемов

тел, предполагая, что в пространстве выбран единич-

ный отрезок и введено измерение отрезков и измере-

ние площадей многоугольников.

Пусть каждому телу соответствует определенное

действительное положительное число так, что выпол-

няются следующие основные свойства:
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Vi. Равным телам соответствует одно и то же число.

V2. Если тело F разложено на два тела Fi и F2 и те-

лам F, Fu F2 соответствуют числа а, b/с, то а = Ъ + с.

V3. Кубу, ребром которого является единичный от-

резок, соответствует число, равное единице.

В этом случае говорят, что установлено измерение
объемов тел. Положительное число, соответствующее

данному телу F, называется его объемом и обознача-

ется через V(F).
Имеет место следующая важная теорема, которую

мы приводим без доказательства1.

Теорема. Если выбран единичный отрезок, то су-

ществует одно и только одно соответствие между
множеством всех простейших тел и множеством дей-

ствительных положительных чисел, при котором вы-

полняются основные свойства Vi, V2, V3 измерения
объемов.

Сформулируем два следствия из этой теоремы, пер-

вое из которых непосредственно следует из основного

свойства V2, а второе может быть доказано, исполь-

зуя это свойство:

Следствие 1. Если простейшее тело F разложе-

но на тела Fu F2, ...
, Fk, где h > 2, то V(F) = V(F\) +

+ V{F2) + ... + V(Fk).
Следствие 2. Если простейшие тела F и Fr не

совпадают и тело F состоит из точек, принадлежа-

щих телу F\ то V(F) < V(F').
3. Объем многогранника

Простые многогранники принадлежат множеству
W, поэтому предыдущая теорема применима к ним,

т. е. существует объем любого простого многогран-
ника. Отметим, что имеется определенная аналогия

между понятиями объема многогранника и площа-

ди многоугольника. В самом деле, задача измерения

объемов, сформулированная выше, применительно

к многогранникам, аналогична задаче измерения

площадей многоугольников (п. 1 § 28 [7]). Далее,

1 Доказательство теоремы для многогранников можно найти в

книге [1], с. 241.
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предыдущая теорема, применительно к многогранни-
кам, аналогична теореме 1 § 28 [7].
Для вывода формул вычисления объемов простей-

ших многогранников мы поступим по аналогии с вы-

водами формул для вычисления площадей много-

угольников. Как известно, в основе вычисления пло-

щади произвольного многоугольника лежит теорема о

площади прямоугольника (теорема 1 § 29 [7]). Здесь
для вычисления объемов простейших многогранников
мы используем теорему о вычислении объема прямо-
угольного параллелепипеда, которая доказана в сле-

дующем параграфе. Прямоугольный параллелепипед
является пространственной фигурой, аналогичной

прямоугольнику на плоскости.

Следует, однако, учесть, что теории объемов и пло-

щадей имеют и существенные отличия, поэтому в

теории объемов не удается, зная формулу для вычис-

ления объема прямоугольного параллелепипеда, до-
статочно просто вычислить объем произвольного про-

стого многогранника. Уже объем тетраэдра вычис-

лить довольно сложно.

Дело в том, что при вычислении площадей много-

угольников мы пользуемся утверждением о том, что

любые два многоугольника равновелики (т. е. имеют

равные площади) тогда и только тогда, когда они

равносоставлены (т. е. могут быть разложены на по-

парно равные многоугольники). Пользуясь этим, для

вычисления площади данного многоугольника мы

строим равновеликий с ним прямоугольник и вычис-

ление площади многоугольника сводим к вычисле-

нию площади этого прямоугольника. Аналогичный

прием не удается применить при вычислении объе-

мов многогранников, так как в пространстве не лю-

бые два равновеликих многогранника (т. е. имею-

щих равные объемы) равносоставлены (т. е. могут

быть разложены на попарно равные многогранники).
Имеет место следующая теорема, которая была дока-

зана в 1900 г. М. Деном: пусть двугранные углы мно-

гогранника F равны аи а2, ... аГ9 а двугранные углы

многогранника F' равны /?,, β2, ... β5- Если многогранни-

ки F и Ff равносоставлены, то существуют такие по-

ложительные числа mi, 7722, ...
, тг и п]у п29 ...

, ns и це-

лое ЧиСЛО С, 47720
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mxa\ + m2a2 + ... + m,ar
—

- {пфх + ηφ2 + ... + ηβ5) = лс. (1)

Эта теорема выражает необходимое условие равно-

составленности двух равновеликих многогранников.

В 1965 г. французский математик Сидлер доказал,

что условие Дена является и достаточным.

Существуют равновеликие многогранники, для ко-

торых не выполняется условие (1), таковыми явля-

ются, например, правильный тетраэдр и прямоуголь-

ный параллелепипед, имеющий равный с ним объем.

Вследствие этого при вычислении объема тетраэдра и

вообще любой пирамиды нельзя применить метод,

аналогичный тому, которым мы пользовались, на-

пример, для вычисления площади треугольника. По-

этому при вычислении объема пирамиды или произ-

вольной призмы применение теории пределов или

интегрального исчисления в той или иной форме яв-

ляется неизбежным.

§ 39. ОБЪЕМ ПРЯМОЙ ПРИЗМЫ

И ОБЪЕМ ЦИЛИНДРА

1. Объем прямоугольного параллелепипеда
В этом параграфе мы выведем известную из курса

средней школы формулу для вычисления объема V

прямоугольного параллелепипеда с измерениями а,

Ь, с: V = abc. Для этого воспользуемся следующей
леммой, которую легко докажет читатель самостоя-

тельно.

Лемма. Пусть ребро прямоугольного параллелепи-
педа F разделено на η равных частей η — 1 плос-

костями, перпендикулярными к этому ребру. Тогда

данные плоскости разлагают параллелепипед F на η

равных друг другу прямоугольных параллелепипедов,

объем каждого из которых равен —V(F).

Прямоугольный параллелепипед является простым

многогранником, поэтому согласно теореме § 38 име-

ет объем. Докажем теорему о вычислении его объема.

Теорема 1. Объем прямоугольного параллелепипе-
да равен произведению трех его измерений.
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Π Рассмотрим прямоугольный параллелепипед

F = ABCDAiBiCxDi и докажем, что V(F) = abc9 где
а = АВ, Ъ = AD, с = ААи Доказательство теоремы про-

ведем в три этапа.

1. Рассмотрим сначала случа_й, когда

а = Ь = 1. Докажем, что в этом случае V(F) = с. Если

с = 1, то эта формула непосредственно следует из ос-

новного свойства Уз, а если с = η — целое число,

η > 1, то, используя предыдущую лемму, легко при-

ходим к искомой формуле^
Докажем формулу V(F) = с для случая, когда

с = £ — рациональное число (р и q — натуральные

числа, д > 1). Рассмотрим параллелепипед F' =

= ABCDA'B'C'D', где С — точка луча ССи причем

СС = q · £ = р. Тогда по доказанному V(F') = p. Сле-

довательно, применив предыдущую лемму к этому

параллелепипеду, получим: V{F") = q · V^), т. е.

V(F) = £ = с.

Рассмотрим теперь случай, когда с — иррацио-

нальное число. Допустим, что V(F) ^ с. Пусть для оп-

ределенности V(F) - с = ε > 0. Подберем рациональ-
ные числа Г\ и г2 так, чтобы η < с < г2, г2

—

η j< ε. Рас-

смотрим прямоугольные параллелепипеды ^ и ^ с

общим основанием ABCD и боковыми ребрами, рав-

ными соответственно η и г2

(рис. 69). По следствию 2 тео-

ремы § 38 V(FX) < V(F) < V(F2).

Согласно_предыдущему V(Fi) =

= г,, V(F2) = г2, поэтому η <

< V(F) < г2. Таким образом,

V(F)
— с < r2

— η или ε < r2
—

η.

Это противоречит неравенству

ε > r2
—

ги следовательно, на-

ше^ предположение неверно и

V(F) = с.

2. Рассмотрим теперь А В

случай, когда α = Ь * 1. До-
рис ^

кажем, что в этом случае
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V = а2с. Если а = Ь = /г — натуральное число, /г > 1,
то, используя дважды предыдущую лемму (рис. 70а),
мы приходим к искомой формуле.

Докажем равенство V = а2с для случая, когда

а = Ь = £ — рациональное число (р, g — натуральные

числа, ^ > 1). Рассмотрим параллелепипед F' =

= AB'C'D'ASi'Ci'A', где Б' и D' — точки соответ-

ственно лучей АВ и AD, и АВ' = AD' = qa = p. Тогда

по предыдущему V(i") = р2с. Так как параллелепипед

F1 разложен на q2 параллелепипедов, каждый из ко-

торых равен параллелепипеду F, то по следствию 1

теоремы § 38 V(F') = q2V(F)y поэтому V{F) = ^γ = а2с.

Докажем теперь равенство V = а2с для случая, ког-

да а — Ъ — иррациональное число. Допустим, что

V(F) >* а2с9 тогда y/V(F) * a>fc. Пусть для определен-

ности y/V(F) — aVc = eJc > 0. Подберем рациональ-
ные числа Г\ и г2 так, чтобы гх < а < г2 и г2

—

г, < ε.

Рассмотрим прямоугольные параллелепипеды i^ и F2
с боковым ребром ААХ и квадратными основаниями

AB'C'D' и i4B"C"JD", где АВ'_= г„ АЯ" = г2 (рис. 706).
Согласно предыдущему V{FX) = rfc, F(F2) = г|с. По

следствию 2 теоремы § 38 V(FX) < V{F) < V(F2) или

r{c < V{F) < 4с9 rrVc < VV(F) < r2Vc. Ho rt < a < r2

или rffc < <ric < r2Jc. Таким образом, Vv\F) -

- срГс < (r2 — r^yfc или eVc" < (r2 — r,)Vc", ε < r2
—

rx.

Это противоречит неравенству ε > r2
—

ru следова-

тельно, наше предположение неверно и V(jF) = а2с.

А В'В В"

а) б)
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3. Рассмотрим, наконец, общий случай,
когда а, Ь и с — π рои зво л ьные положи-

тельные числа. Докажем, что V(F) = аЬс.

На лучах АВ и AD отложим соответственно отрезки

АЕ и AG, равные а + Ь, и построим квадрат AEFG, а за-

тем прямоугольный параллелепипед JF" = AEFGAxEJ?iGi
с квадратным основанием AEFG (рис. 71). Плоскости

BCBi и DCDi разлагают этот параллелепипед^ на четыре

прямоугольных параллелепипеда F9 Fu F2, F3f где F\ —

параллелепипед с основанием_CHFK, равный данному

параллелепипеду F9 a F2 и F3 — параллелепипеды с

квадратными основаниями ВЕНС и DCKG. По след-

ствию 1 теоремы §_ 38 V(F') = V(F) + V(Fi) + V(F2) +

+ V(F3) = 2F(F) + F(i\) + V(F2). Согласно доказанному

в случае 2 F(J") = (α + Ь)2с, 7(2?2) = *>2c, F(F3) = a2c.

Подставив эти значения в предыдущее равенство, пол-

учаем: V(F) = abc. ■

Следствие. Объем прямоугольного параллелепи-
педа равен произведению площади основания на вы-

соту,
2. Объем прямой призмы

Теорема 2. Объем прямой призмы равен произве-
дению площади основания на высоту.

Π Пусть F — данная гс-угольная прямая призма с

основанием Ρ и высотой h. Докажем, что V{F) =
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= S(P) · Л, где S(P) — площадь л-угольника Р. Дока-
зательство теоремы проведем в три этапа.

1. F—прямая" треугольная призма, ос-

нованием Ρ которой является прямо-

угольный треугольник ABC с прямым

углом В.

Достроим треугольник ABC до прямоугольника

ABCD, а данную призму F = АВСАВ\СХ до прямо-

угольного параллелепипеда Φ = ABCDA^B^CxOx с осно-

ванием ABCD и высотой h (рис. 72а). Плоскость АСС^

разлагает параллелепипед Φ на две прямые призмы:

F (данная призма) и F' с основанием ACD. Эти приз-
мы равны, так как при симметрии относительно пря-

мой ООь проходящей через середины отрезков АС и

А\Си одна из них переходит в другую.
_ _

По основным свойствам Vi и V2 имеем: V(F) = V(F")
и У(Ф) = V(F) + V(F')9 поэтому V(<P) = 2V(F) или

V(F) =■· -V(0). По следствию предыдущей теоремы

ν(Φ) = S(ABCD) . Λ, где S(ABCD) — площадь пря-

моугольника ABCD. Учитывая, что S(ABCD) =

= 2S(ABC) = 2S(P), получаем: V(F) = S(P) . h.

2. F—прямая треугольная призма, ос-

нованием Ρ которой является треуголь-

ник ABC.
В треугольнике ABC хотя бы одна высота, напри-

мер высота AD, разлагает его на два прямоугольных

треугольника ABD и ACD (рис. 726). Тогда плоскость

ADAi разлагает данную призму F = АВСА^ВХС\ на две
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прямые треугольные призмы F, = ABDA{BlDx и

F2 = ACDAiCyPu основаниями которых являются пря-

моугольные треугольники ABD и ACD, а высоты рав-

ны h. По основному свойству V2 V{F) = V(FX) + V(F2), a

по доказанному JCF,) = S(ABD)h9 V(F2) = S(ACD)h. Та-

ким образом, V(F) = S(ABD)h + S(ACD)h = S(ABC)h =

= S(P)A.
3. F—произвольная прямая и-уголь-

ная призма, где η > 3.

Основание Ρ призмы F можно разложить на k тре-

угольников: Ρ = Δ! + Δ2 + ... + Δ* (рис. 72в). Тогда

данную призму F можно разложить на к прямых тре-

угольных призм Fu F2, ...
, Fb основаниями которых

являются треугольники Δ,, ...
, Δ*, а высота каждой

призмы равна высоте h данной призмы F:

F = F\ + F2 + ... +.Fk· По следствию 1 теоремы § 38
_

к
__

V(F) = ]j? V(Fi). Из доказанного выше следует, что

i = 1

V(Fi) = AS(Af), поэтому V(F) = А]£ δ(Δ,·) = AS(P). ■
i = 1

3. Объем цилиндра

Цилиндр является простейшим телом, поэтому со-

гласно теореме § 38 существует его объем. Пользуясь
теоремой 2, выведем формулу для вычисления объе-

ма цилиндра по элементам, его определяющим. Для
этого введем понятия призмы, вписанной в цилиндр,

и призмы, описанной около цилиндра. Правильную
/г-угольную призму назовем вписанной в данный ци-

линдр {описанной около данного цилиндра), если ос-

нованием призмы служит правильный /г-угольник,

вписанный в основание цилиндра (описанный около

основания цилиндра), а высотой — высота цилиндра.

Теорема 3. Объем цилиндра равен произведению
площади основания на высоту.

U Рассмотрим цилиндр F с основанием Ρ радиуса г

и высотой А и докажем, что V(F) = S(P)h.

Пусть Фп — правильная /г-угольная призма, впи-

санная в цилиндр F, a Fn — цилиндр, для которого

Фп является описанной призмой (рис. 73). Если гп —
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радиус цилиндра Fn9 то, очевидно, гп является радиу-

сом окружности, вписанной в основание призмы Фп.
Согласно формулам (1) и (3) § 52 [7]:

&п — ηςΡηΓη

Г COS
180°

(1)

(2)

Здесь .Sn и Рп — соответственно площадь и пери-

метр основания призмы Фп.

Рассмотрим бесконечные последовательности Ф3, Ф4,

'а > Фз> — i1 ^з, ^4, ...
, Fn9 ... . Так как для любого η

Fn С Φη С F, то по следствию 2 теоремы § 38

F(Fn) < ν(Φη) < V(F). (3)

Согласно формуле (2) lim rn = г, т. е. при η ->-. <» ра-
_

п-»оо

диус цилиндра i*n стремится к г. Следовательно,
lim ^(^л) = V(F). Отсюда, учитывая неравенства (3),
и-»оо

которые верны для любого п, мы заключаем, что

ИтУ(Фп) = V(F). По теореме 2, используя формулы
п-*оо

(1) и (2), получаем: У(Фп) = Srt/* = |РлгЛЛ = |рп . г х

х cos i^A. Таким образом, F(F) = lim |Рлг cos —h =

= «^гЛ lim Pn lim cos ^^-. Учитывая, что lim cos ^^- =
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- 1 и по определению длины окружности lim Рп =

= 4^г» окончательно получаемГ T(F) = nr2hy τ е

F(F) = S(P)h. Ш
'

§ 40. ОБЪЕМЫ НАКЛОННОЙ ПРИЗМЫ,
ПИРАМИДЫ И УСЕЧЕННОЙ ПИРАМИДЫ

1- Вычисление объема тела с помощью определен-
ного интеграла

С помощью определенного интеграла можно вывести

формулу для вычисления объемов некоторых простей-
ших тел, изучаемых в элементарной геометрии. Пред-
варительно введем следующее понятие. Плоскость на-
зовем опорной плоскостью данного тела, если она имеет
с телом хотя бы одну общую точку и тело целиком со-
держится в замкнутом полупространстве, границей ко-
торого является данная плоскость. Например, любая
касательная плоскость к шару является его опорной
плоскостью. Аналогично, любая касательная плоскость
к цилиндру или к конусу является опорной плоско-

стью. Опорными плоскостями конуса, кроме касатель-

ных плоскостей, являются плоскость основания, а так-

же любая плоскость, проходящая через вершину и не

имеющая^ конусом общих точек, кроме вершины.

Пусть F — данное простейшее тело, а ах и а2 — па-

раллельные опорные плоскости, расстояние между ко-

торыми равно h. Тогда, очевидно, все точки тела F

принадлежат замкнутой полосе Ω между плоскостями

ах и а2, т. е. множеству Ω = Qt Г) Ω2, где Ω! — замкну-
тое полупространство с границей аи содержащее а2, а

Ω2 — замкнутое полу-

пространство с грани-

цей а2, содержащее

(рис. 74).
Введем координат-

ную ось Ох, перпенди-

кулярную к плоско-

стям ах и а2, выбрав на-

чало О в плоскости аи

а направление оси так,
чтобы точка Η пересе-
чения плоскости а2 с

осью Ох имело коорди-
РИС. 74
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нату h. Обозначим через а(х) плоскость, перпендику-

лярную к оси Ох и пересекающую ее в точке М(х)> где

G < х < h, а через Ф{х) — фигуру, образованную пере-

сечением тела F с плоскостью а(х). Мы предполагаем,

что выполняются следующие два условия:

1. Фигуры Ф(х) для всех х Ε [0, h] являются либо

одноименными многоугольниками, либо кругами

(при х = 0 или х = h фигура Ф(х) может вырождаться

в точку).
2. Площадь S(x) фигуры Ф(х) на отрезке [0, h] яв-

ляется непрерывной функцией от х (если Ф(х) при

х = О или х = h является точкой, то считаем, что

S(x) = 0).
В курсе математического анализа доказывается1^

что при выполнении этих условий объем V(F) тела F

вычисляется по формуле:
h

V(F) = / S(x)dx. (1)
о

Здесь h — расстояние между параллельными опор-
ными плоскостями ах и α2·

Ниже мы воспользуемся этой формулой для вычис-

ления объемов простейших тел по элементам, их оп-

ределяющим.

2. Объем наклонной призмы
Теорема 1. Объем наклонной призмы равен произ-

ведению площади основания на высоту,

Π Рассмотрим наклонную призму F с основанием

Ρ и высотой h и докажем, что V(F) = S(P)h.
Плоскости ах и а2 оснований призмы F являются па-

раллельными опорными плоскостями этой призмы, и

расстояние между ними равно h. Введем координатную
ось Ох перпендикулярно к плоскости ах так, чтобы точ-

ка О лежала в плоскости ах, а точка Η пересечения пло-

скости а2 с осью Ох имела координату h. Обозначим че-

рез а(х) плоскость, перпендикулярную к оси Ох и пере-

секающую ее в точке М(х), где 0 < х < h. Обозначим

через N точку пересечения плоскости а(х) с боковым ре-

бром АВ призмы F (рис. 75). Пусть Ф{х) — фигура, об-

разованная пересечением призмы F с плоскостью а(х),

1 См., например, [21], § 55, а также [2], § 43.
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(2)

a S(x) — площадь этой

фигуры. Так как Ф(х)
получена из много-

угольника Ρ параллель-
ным переносом на на-

правленный отрезок

AN, то для любого х

имеем: Ф{х) = Р, по-

этому S(x) = S(P). Сле-

довательно, в данном

случае условия 1 и 2

предыдущего пункта
выполняются и S(x) не

зависит от х. Применив
формулу (1) для вычис-

ления объема наклон-

ной призмы F, получаем:

V(F) = / S(x)dx = S(P)h. Ш

о

Отметим, что объем наклонной призмы можно вы-

числить и без помощи определенного интеграла, ис-

пользуя следующее утверждение: наклонная призма

равновелика прямой призме, основанием которой слу-
жит перпендикулярное сечение наклонной призмы, а

высотой — ее боковое ребро. Доказательство этого ут-

верждения, а также доказательство теоремы 1 без по-

мощи определенного интеграла читатель найдет в

книге [1], п. 423—427 или в книге [12], п. 369—373.

3. Объемы парамиды и усеченной пирамиды

Теорема 2. Объем пирамиды равен одной трети

произведения площади основания на высоту.

Π Рассмотрим пирамиду F с основанием Ρ и высо-

той h и докажем, что V(F) = |-S(P)'A.
Плоскость а\ основания пирамиды F и плоскость а2,

проходящая через вершину пирамиды и параллель-

ная плоскости аь являются опорными плоскостями

этой пирамиды и расстояние между ними равно h.

Введем координатную ось Ох перпендикулярно к пло-

скости с*! так, чтобы точка О лежала в плоскости al9 a

вершина Η пирамиды лежала на этой оси и имела ко-

ординату h. Обозначим через а(х) плоскость^ перпен-
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дикулярную к оси Ох и пе-

ресекающую ее в точке М(х)у
где 0 < х < h (рис. 76). Пусть
Ф(х) — фигура, образованная

пересечением пирамиды F

с плоскостью а(х), a S(x) —

площадь этой фигуры. Так
как Ф(х) при 0 < х < h явля-

ется образом многоугольника
Ρ при гомотетии с центром Н,

при которой точка О перехо-
дит в точку М(х), то Ф{х) и Ρ

подобны, поэтому являются

одноименными многоуголь-

никами, т. е. условие 1 пунк-
та 1 выполнено. Известно,

что при гомотетии с коэффициентом k отношение пло-

щадей многоугольника и его образа равно k2, поэтому

ЯЯ = —^—2 = -4Ц; S(x) = ЩЬк - х)>. Эта форму-
^х) [HM(x)¥ (Λ - х)2

V У Λ2 V У

ла, очевидно, верна и в том случае, когда х — h. Мы

видим, что выполняется и условие 2 пункта 1. Приме-

нив формулу (1) для вычисления объема пирамиды F,
получаем:

_

h И

V(F) = / S(P) i—^-dx = %nf(h- xfdx =

РИС. 76

g(P) (*

h2

-*£ i=iS(P)A .

Теорема 3. Объем усеченной пирамиды, высота

которой равна h, а площади оснований равны S\ и S2,
вычисляется по формуле:

3 (3)

Π Обозначим через F данную усеченную пирамиду
с основаниями Pi и Р2, площади которых соответ-

ственно равны Si и S2 (Si > S2). Пусть Ρ получена се-

чением пирамиды F0 с верп!иной Η и основанием Pj

плоскостью многоугольника Р2. Тогда, очевидно,

Р0 = F 4- Ρ' где Ρ' — пирамида с вершиной РГ и ос-

нованием Р2. По свойству V2 измерения объемов
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V(FQ) = V(F) + V(F'). По теореме 2 V(FQ) = ±S,(* + A'),

F(i") = -^S2h(9 где Л' — высота пирамиды F'. Таким

образом,

ПЛ = |&(Л + Л') - £&*'. (4)

Выразим h' через Sb S2 и h. Так как многоуголь-
ники Р2 и Pi гомотетичны с центром Η и коэффи-

циентом k = γ^79 то ^ = Мг^] · Откуда находим:

h' =
yfs- - 2yTs~' Подставив это значение в формулу (4),

после несложных преобразований получаем форму-

лу (3). ■

§ 41. ОБЪЕМЫ КОНУСА, УСЕЧЕННОГО КОНУСА,
ШАРА И ЕГО ЧАСТЕЙ

1. Объемы конуса и усеченного конуса

Теорема 1. Объем конуса равен одной трети про-

изведения площади основания на высоту.

D Рассмотрим конус F с основанием Ρ и высотой h

и докажем, что V(F) = jrS(P)h.
Плоскость cl\ основания конуса и плоскость а2, про-

ходящая через вершину Η конуса и параллельная

плоскости аи являются его опорными плоскостями и

расстояние между ними равно Л. Введем координат-

ную ось Ох так, чтобы точка О лежала в плоскости

аи а вершина Η конуса принадлежала этой оси и

имела координату h. Обозначим через Ф(х) фигуру,

которая получается при пересечении конуса плоскос-

тью а{х)> перпендикулярной к оси Ох и пересекаю-

щей эту ось в точке М(х), где 0 < х < h (рис. 77). Так
как Р(х) при х 9* h является образом круга Ρ при

гомотетии с центром Η и коэффициентом k =
—-—,

то Ф(х) — круг радиуса kr, где г — радиус круга Р.

Следовательно, площадь S(x) этого круга равна

S(P) i^-jp4 · При х = h Ф(х) — точка, поэтому форму-
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ла S(x) = S(P)ll h
x\ верна при любом x> 0 < x < h.

Мы видим, что выполняются условия 1 и 2 п. 1 § 40,

следовательно,
k

2
Н

V = f S(P) V^-dx = SQ/ (A - xfdx =

о

n n

о

= - §iQ. iL·
h2

чЗ h

\S(P)h.

Теорема 2. Объем усеченного конуса, высота ко-

торого равна h, а площади оснований равны S\ и S2,

равен |A(S, + S2 + VS^).
Доказательство этой теоремы по существу ничем

не отличается от доказательства теоремы 3 § 40, по-

этому мы его опускаем.

2. Объем шара

Теорема 3. Объем шара радиуса R равен |тг#3.
о

Π Пусть ОН — какой-нибудь диаметр данного ша-

ра, а ах и а2 — касательные плоскости в точках О и

Н. Эти плоскости являются параллельными опорны-

ми плоскостями данного шара, и расстояние между

ними равно ОН = 2R.

Введем координатную ось Ох так, чтобы точка Η

принадлежала этой оси и имела координату 2R. Обо-
значим через а(х) плоскость, перпендикулярную к оси
Ох и пересекающую ее в точке М(х), где 0 < х < 2R.
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Сечением шара плоскостью а(х) при 0 < х < 2R со-

гласно теореме 2 § 36 является круг, радиус которого

обозначим через г(х)у а его площадь через S(x). Для
того чтобы выразить г(х) через R и х, рассмотрим

какое-нибудь сечение шара плоскостью, проходящей
через ось Ох, и обозначим через К одну из точек

пересечения границы этого сечения с плоскостью

а(х) (рис. 78а). Так как ОМ(х) = х, НМ(х) = 2R -

х,

КМ(х) = г{х), то (г(х))2 = (2Д - х)х, поэтому S(x) =

= n(2R — х)х. Заметим, что эта формула верна при лю-

бом х, 0 < х < 2R. Мы видим, что условия 1 и 2 п. 1

§ 40 выполнены. Применив формулу (1) § 40 для вы-

числения объема Жданного шара, получаем:
2R 2R 2R

V = / n(2R - x)xdx = f 2nRxdx - f пхЫх =

О 0 0

= 2nR φ Γ- π £ Ι2 = 2nR ψ - π *f = ±nR\ ■
" Ι ο Ι π

3. Объемы шарового сегмента, шарового слоя и ша-

рового сектора

Теорема 4. Объем V шарового сегмента шара ра-

диуса R вычисляется по формулам:

V = \nh\m - К) = hth{3r* + /г2),
о о

где h — высота сегмента, а г — радиус основания.

Π Выведем сначала первую формулу. Пусть ах —

плоскость основания шарового сегмента, О — центр

основания, а а2 — касательная плоскость к шаровому

а) 6)

РИС. 78
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сегменту в точке Н, параллельная плоскости ах. Тогда

ОН = Л. По аналогии с доказательством теоремы 3

введем координатную ось Ох и обозначим через а(х)
плоскость, перпендикулярную к оси Ох и пересекаю-

щую ее в точке М(х), где 0 < х < h. Сечением шаро-

вого сегмента плоскостью а(х) при 0 < х < h является

круг, радиус которого обозначим через г(х), а его

площадь
— через S(x). Рассматривая какое-нибудь

сечение шарового сегмента плоскостью, проходящей
через ось Ох, по аналогии с доказательством теоремы

3 получаем (рис. 786): г*(х) = (h - х) [2R - (А - х)].
Поэтому площадь S(x) сечения вычисляется по фор-
муле:

S(x) = nr2(x) = n(h - х) [2R - (h - *)].

Очевидно, эта формула верна при любом х,

О ^ х < h. По формуле (1) § 40 получаем:

V = / S(x)dx = hih2{3R - h). (1)
о

6

Для вывода другой формулы заметим, что г, h и R

связаны равенством

r> = (2R - h)h. (2)

Выразив отсюда R через г и h и подставив в фор-
мулу (1), получаем искомый результат. ■

Следствие 1. Объем шарового сектора шара ра-
диуса R, образованного объединением шарового сегмен-

та высотой h и конуса, равен \nR2h.з

Π Пусть данный шаровой сектор F0 образован

объединением шарового сегмента F и конуса F' (см.

рис. 64 с. 206). Тогда, очевидно, FQ = F + F' и по ос-

новному свойству V2 (§ 38)

V(F0) = V(F) + V(F'). (3)

По доказанной теореме V(F) = -7th2(3R — /г). Высо-
о

та конуса F' равна R — h, а площадь основания, с

учетом формулы (2), равна n(2R
- /г)/г, поэтому

V(F') = -7r(2i? — h)h(R — К). Подставив эти значения в

формулу (3), после элементарных преобразований
получаем искомый результат. ■

238



Предлагаем читателю аналогично обосновать сле-

дующее утверждение:

Следствие 2. Объем шарового слоя (см. рис. 636
с. 205) высотой h и радиусами оснований гх и г2 равен

±nh(3rj + 3ri + /г2).

§ 42. ПЛОЩАДЬ ПОВЕРХНОСТИ

1. Понятие поверхности
В этом параграфе мы введем понятие площади по-

верхности и выведем формулы для вычисления пло-

щадей простейших поверхностей по элементам, их

определяющим.

Поверхностью мы называем границу любого тела
или часть границы тела, причем поверхность назы-
ваем замкнутой у если она является границей всего

тела, и выпуклой, если является границей или частью

границы выпуклого тела. Примерами выпуклых зам-

кнутых поверхностей являются сфера, полная повер-
хность цилиндра или конуса. Полная поверхность

пирамиды, изображенной на рис. 38в с. 146, являет-

ся замкнутой, но не выпуклой.

В элементарной геометрии ограничиваются весьма

узким классом поверхностей, для которых вводится
понятие площади. Эти поверхности мы называем

простейшими1 и их множество обозначим через W0.
Элементами множества W0 являются поверхности

круглых тел (шара, цилиндра, конуса, усеченного

конуса, шарового сектора, шарового сегмента, шаро-

вого слоя), а также части этих поверхностей, рас-

смотренные нами выше, т. е. боковые поверхности

цилиндра, усеченного конуса, шарового сегмента, а

также шарового пояса.

Множеству Wo принадлежит также любая много-

гранная фигура, т. е. граница произвольного просто-

го многогранника (замкнутая многогранная фигура)
и любая фигура F, полученная из замкнутой много-

1
Поверхности, для которых можно ввести понятие площади,

называются квадрируемыми (см. [20], с. 354—361). Рассматривае-
мые нами поверхности являются частными случаями квадрируе-

мых поверхностей.
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гранной фигуры отделением нескольких граней, при-

чем, если Ρ имеет более чем одну грань, то любые две

грани из F можно соединить цепочкой, целиком со-

стоящей из многоугольников фигуры F. Примерами
многогранных фигур являются полная и боковая по-

верхности призмы или пирамиды, а также полная и

боковая поверхности усеченной пирамиды. Много-

угольник также является многогранной фигурой.
Множеству W0 не принадлежат другие поверхно-

сти, кроме тех, которые указаны выше. Для просто-

ты изложения без особых оговорок простейшие по-

верхности будем называть просто поверхностями.

2. Многогранная фигура, описанная около поверх-

ности

Для определения площади поверхности или части

поверхности круглого тела необходимо ввести поня-

тие многогранной фигуры, описанной около такой

поверхности.
Условимся многоугольник Ρ называть опорным

многоугольником поверхности Р, если Ρ имеет хотя бы

одну общую точку с поверхностью F и его плоскость

а является опорной плоскостью тела, границей или

частью границы которого является поверхность F.

При этом, если а не является касательной плоскос-

тью поверхности Р, то предполагаем, что имеется хо-

тя бы один круг, все точки которого принадлежат

как многоугольнику Р, так и поверхности Р.

Будем говорить, что многогранная фигура Φ описа-

на около замкнутой поверхности Р, если Φ — замк-

нутая многогранная фигура и все ее грани являются

опорными многоугольниками поверхности Р. В слу-

чае, когда Р— часть замкнутой поверхности Р', то

Φ получена из замкнутой многогранной фигуры Ф',
описанной около Р', отделением тех и только тех гра-

ней, которые не являются опорными многоугольни-

ками поверхности Р. J

На рис. 79а изображена многогранная фигура —

поверхность куба, описанная около сферы. На

рис. 796 изображена правильная призма, описанная

около цилиндра (см. п. 3 § 39). Полная поверхность
этой призмы является многогранной фигурой, опи-

санной около полной поверхности цилиндра, а бо-
ковая поверхность призмы

— многогранной фигурой,
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описанной около боковой поверхности цилиндра.

Аналогично, на рис. 79в изображена правильная пи-

рамида, описанная около конуса с вершиной С, т. е.

пирамида с вершиной С, основанием которой служит

правильный многоугольник, описанный около осно-

вания конуса. Полная поверхность этой пирамиды

является многогранной фигурой, описанной около

полной поверхности конуса, а боковая поверхность

пирамиды — многогранной фигурой, описанной око-

ло боковой поверхности конуса.
Таким образом, если F — полная поверхность или

боковая поверхность цилиндра или конуса, то суще-

ствует бесконечное множество многогранных фигур,
описанных около поверхности F, причем в этом мно-

жестве всегда найдется многогранная фигура, число

граней которой больше любого наперед заданного по-

ложительного числа. Ниже будет показано, что это

утверждение верно ив том случае, когда F — сфера
или часть сферы.

3. Площадь поверхности
Площадью многогранной фигуры естественно счи-

тать сумму площадей всех ее граней. Значительно
сложнее определить площадь искривленной поверх-

ности, т. е. поверхности или части поверхности круг-

лого тела. Для определения площади такой поверх-

ности воспользуемся многогранными фигурами, опи-

санными около поверхности.
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Пусть F — данная поверхность. Предположим, что

существует хотя бы одна бесконечная последователь-
ность многогранных фигур

Ф\ Ф\ ...
, Ф\ ...

,

·

(1)

каждая из которых является описанной около по-

верхности F и при η -> оо число граней этих фигур не-

ограниченно возрастает и все их точки становятся

сколь угодно близкими к поверхности F. Тогда если

существует предел последовательности площадей
многогранных фигур (1):

^Ф1), Я(Ф2), ...
, S(<P")9 ...

, (2)

и если этот предел не зависит от выбора последова-

тельности (1), удовлетворяющей указанным выше ус-

ловиям, то этот предел называем площадью поверхно-
сти F и обозначаем через S(F).

Имеет место следующая важная теорема, которую

приводим без доказательства.

Теорема. Если введено измерение площадей мно-

гоугольников, то каждая простейшая поверхность
имеет площадь, причем равные поверхности имеют

равные площади, и если замкнутая поверхность F

разложена на поверхности1 F\ и F2, то

S(F) = S(F,) + S(F2).

Таким образом, все известные нам поверхности
—

сферическая поверхность, боковая и полная поверх-

ности цилиндра, конуса или усеченного конуса, бо-
ковая и полная поверхности шарового сегмента,

шаровой пояс, поверхность шарового сектора имеют

площади. Из этой теоремы и определения площади

поверхности следует важный вывод, которым мы бу-
дем неоднократно пользоваться: при выводе формулы
для вычисления площади S(F) поверхности F по эле-

ментам, определяющим эту поверхность, достаточно

рассмотреть какую-нибудь бесконечную последова-

тельность (1) описанных около поверхности F мно-

гогранных фигур, удовлетворяющих указанным вы-

ше условиям. Тогда предел последовательности (2)
равен S(F).

1 Говорят, что поверхность F разложена на поверхности F\ и F2,
если существует замкнутая простая линия γ поверхности F такая,
что F\ Π F2 =

γ, a F\ U F2 = F.
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Замечание. Можно было попытаться определить

площадь поверхности по аналогии с длиной дуги. На-
помним, что длина дуги определяется как предел по-

следовательности длин ломаных, вписанных в эту

дугу, при условии, что длины всех звеньев ломаных

стремятся к нулю. Казалось бы, что площадь поверх-

ности можно было бы определить аналогично, т. е.

как предел последовательности площадей многогран-
ных фигур, вписанных в поверхность, при условии,

что наибольшее расстояние между двумя точками

каждой грани стремится к нулю. В конце прошло-
го столетия, однако, была обнаружена непригодность
этого определения. Даже в такую простую поверх-

ность, как поверхность цилиндра, многогранную фи-

гуру можно вписать так, что указанного предела либо

не существует, либо в пределе получится сколь угодно

большое число (см. [2], с. 304—306).

§ 43. ПЛОЩАДИ ПОВЕРХНОСТЕЙ ЦИЛИНДРА,
КОНУСА И УСЕЧЕННОГО КОНУСА

1. Площадь поверхности цилиндра

Теорема 1. Площадь боковой поверхности цилин-

дра с высотой h радиуса г равна 2nrh.

Π Пусть F — данный цилиндр, a F — его боковая

поверхность. Докажем, что S(F) = 2nrh.

Обозначим через Фп правильную я-угольную приз-

му, описанную около цилиндра F. Выше было отме-

чено, что боковая поверхность Фп этой призмы, име-

ющая η граней, при любом η > 3 является многогран-

ной фигурой, описанной около поверхности F.

Рассмотрим бесконечную последовательность много-

гранных фигур:

Фз, Ф4, ...
, Фп, ...

, (1)

При η -> со число граней этих фигур неограниченно

возрастает, и все их точки становятся сколь угодно

близкими к поверхности F. Поэтому, если S3, S4, ...
,

S„, ...
— последовательность площадей многогранных

фигур (1), то S(F) = lim S„.
л-* оо

Последовательность Р3, ^д,- » Рп> — периметров
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оснований Рп призм Фп, η = 3, 4, ... сходится1 и име-

ет предел, равный длиле.окружности основания, ци-

линдра: lim Рп = 2пг. Следовательно, S(F) = lim Sn =

η-» οο η->οο

= lim (Pnh) = (lim P„)A = 2тггА. ■
л-» oo «-» oo

Площадь полной поверхности цилиндра согласно

теореме § 42 равна сумме площадей боковой поверх-

ности и двух оснований, поэтому справедливо утвер-

ждение:

Следствие. Площадь полной поверхности цилин-

дра с высотой h радиуса г равна 2лт(/г -+- г).
Отметим, что в некоторых школьных курсах стерео-

метрии (см., например, [8], п. 54) из наглядных сооб-

ражений за площадь боковой поверхности цилиндра

принимается площадь развертки, т. е. площадь прямо-

угольника, который получается, если разрезать боко-

вую поверхность цилиндра по некоторой образующей и

развернуть ее на плоскость. Ясно, что высота развертки

равна образующей, а основание — длине окружности

основания цилиндра. Поэтому боковая поверхность ци-

линдра вычисляется по формуле, совпадающей с фор-
мулой, приведенной в предыдущей теореме.

2. Площадь поверхности конуса
Теорема 2. Площадь боковой поверхности конуса

с образующей I и радиусом основания г равна nrl.

Π Доказательство теоремы аналогично доказатель-

ству предыдущей теоремы. Обозначим через Фп пра-

вильную /г-угольную пирамиду, описанную около

конуса F. Боковая поверхность Фп этой пирамиды,

имеющая η граней, при любом η > 3 является много-

гранной фигурой, описанной около поверхности F.

Рассмотрим бесконечную последовательность много-

гранных фигур:

Фз, Фа, ...
, Фя, ...

, (2)

При η -> oo число граней этих фигур неограниченно

1 В § 53 [7] было доказано, что последовательность периметров
правильных вписанных в окружность многоугольников при неогра-
ниченном увеличении числа их сторон сходится к длине окружно-
сти. Можно показать, что последовательность периметров правиль-
ных описанных около окружности многоугольников при неогра-
ниченном увеличении числа их сторон также сходится к длине
окружности.
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возрастает и все их точки становятся сколь угодно
близкими к поверхности F.-Поэтому если S3, 54, ...

,

Sn, ...
— последовательность площадей многогран-

ных фигур (2), то S(F) = lim S„. Как уже отмечалось,

последовательность P3f Р4, ...
, Рп> ··· периметров осно-

ваний пирамид Фпу η = 3, 4, ... сходится и имеет пре-

дел, равный длине окружности основания конуса:

lim Рп = 2пг. Легко видеть, что апофема пирамиды
л-»оо

Φη+i при любом п равна /, поэтому площадь Sn много-

гранной фигуры Фп равна ^Рп1 (см. п. 2 § 30). Следова-

тельно, S(F) = lim Sn = lim {±Pnl) = (lim Pn)k = nrl. ■

Площадь полной поверхности конуса согласно тео-

реме § 42 равна сумме площадей боковой поверхно-
сти и основания, поэтому справедливо утверждение:

Следствие. Площадь полной поверхности кону-
са с образующей I и радиусом основания г равна

лг(г + I).
В некоторых школьных учебниках (см., например,

[8], п. 56) из наглядных соображений за площадь бо-

ковой поверхности конуса принимается площадь ее

развертки, т. е. площадь кругового сектора, который
получается, если разрезать боковую поверхность ко-

нуса по некоторой образующей и развернуть ее на

плоскость (рис. 80). Радиус развертки равен образую-

щей конуса, а длина дуги длине окружности основа-
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ния. Поэтому согласно формуле (5) § 54 [7] Площадь S

развертки вычисляется подформуле: S —>-1{2жг) = жг19

совпадающей с той, которая приведена в предыдущей
теореме.

3. Площадь поверхности усеченного конуса

Теорема 3. Площадь боковой поверхности усечен-

ного конуса равна n(R + r)l, где I — образующая, a R и

г — радиусы оснований.

Π Рассмотрим усеченный конус с основаниями ω и

ω', центры которых обозначим через О и О'. Пусть
С — вершина конуса, из которого получен усеченный
конус, АА' — одна из образующих усеченного конуса.

Из теоремы предыдущего параграфа следует, что пло-

щадь S боковой поверхности данного усеченного ко-

нуса равна разности площадей боковых поверхностей

конусов с общей вершиной С и основаниями ω и со'

соответственно. Применяя теорему 2, получаем:

S = nR . СА - жг . СА' = 7tR{CA + АА) - жг . СА'. От-

сюда, учитывая, что АА = I, находим:

S = жRl + n{R - г)СА'. (3)

Из подобия треугольников СО'А'и СОА получим:

Ж = £ или cFTT'f Следовательно, СА' = -J^..
Подставив это выражение в формулу (3), получаем
искомый результат. ■

Площадь полной поверхности усеченного конуса
согласно теореме § 42 равна сумме площадей боковой

поверхности и двух оснований. Поэтому справедливо

утверждение:

Следствие. Площадь полной поверхности усечен-
ного конуса с образующей I и радиусами R и г основа-

ний равна ж^1 + rl + R2 4- г2).

§ 44. ПЛОЩАДЬ СФЕРЫ И ЕЕ ЧАСТЕЙ

1. Площадь сферы

Теорема!.. Площадь сферы радиуса R равна 4nR2.
Π Рассмотрим сферу F радиуса R с центром О и до-

кажем, что ее площадь S вычисляется по формуле:
S = 4я#2.
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Построим бесконечную последовательность замк-

нутых многогранных фигур,_

Ф1, Ф2, ...
, Фт, ...

, (1)

каждая из которых описана около сферы F, и при

т -» оо число граней этих поверхностей неограничен-
но возрастает и все их точки становятся сколь угодно

близкими к сфере F. Для этого рассмотрим куб Ф1,
поверхность Ф1 которого описана около данной сферы

(см. рис. 79а с. 241), и соединим отрезками вершины

куба с центром О сферы. Через точки пересечения

сферы с этими отрезками проведем к сфере касатель-

ные плоскости, которые отсекают от куба Ф\ выпук-

лый многогранник Ф2, поверхность Ф2 которого опи-

сана около сферы. Соединим теперь отрезками вер-

шины многогранника Ф2 с точкой О и через точки

пересечения сферы с этими отрезками проведем к

сфере касательные плоскости. Так как Ф2 — выпук-

лый многогранник, то согласно лемме § 38 эти плос-

кости отсекают от многогранника Ф2 выпуклый мно-

гогранник Ф3, поверхность Ф3 которого является опи-

санной около сферы. Продолжая указанный процесс,
мы получим бесконечную последовательность замк-

нутых выпуклых многогранных поверхностей (1),
удовлетворяющих указанным выше условиям.

Пусть Фт — одна из поверхностей системы (1), а

Фт — многогранник с границей Фт, имеющей η гра-

ней. Занумеруем грани этого многогранника в произ-

вольном порядке и обозначим через Si площадь i-й

грани (г = 1, 2, ...
, тг). Соединяя отрезками точку О со

всеми вершинами многогранника Фт:9 получим η пи-

рамид с общей вершиной О, основаниями которых

являются грани многогранника Фт, а высотами —

радиусы сферы, проведенные к точкам касания гра-

ней многогранника со сферой (рис. 81). Следователь-

но, объем i-й пирамиды равен g^R.
Так как О — точка, лежащая внутри выпуклого

многогранника Фт, то согласно лемме § 38 этот мно-

гогранник разложен на η указанных выше пирамид,

поэтому по следствию 1 теоремы § 38
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РИС. 81

у{Фт) = Σ \S<R = |βΣ Si = ±RS(<Pm),
i = 1 i = 1

m

где 5(Фт) = ^ Si — площадь поверхности Фт. Таким

η = 1

о
—

образом, S(0m) = д^(Фт), поэтому площадь S сферы

есть предел последовательности (см. (2) § 42):

|7(Ф>), -§7(Ф2), ...
, |7(Ф>»), ... . (2)

Нетрудно видеть, что предел последовательности

V(&), V(&), ...
, V(&»), ... (3)

равен объему V шара F с границей F. В самом деле,

при увеличении т точки многогранной поверхности
Фт становятся сколь угодно близкими к сфере F, по-

этому многограник Фш,_начиная с какого-то номера

т> содержится в шаре FG радиуса R + σ с центром О.

С другой стороны, так как Фт — поверхность, опи-

санная около сферы F, то многогранник Фт содержит

шар F. Согласно следствию 2 теоремы § 38 V{F) <

< У(Фт) < V(Fa) или |тгЯ3 < νΤΦ") < |*г(Я + σ)3.
о о

Отсюда, учитывая, что о — сколь угодно малое по-

ложительное число, мы заключаем, что предел после-

довательности (3) равен |тг#3, поэтому предел после-
о

довательности (2) равен ΑπΚ1. Ш
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2. Площадь боковой поверхности шарового сег-

мента

Лемма. Площадь сферической поверхности шаро-
вого сектора F0 шара радиуса R равна jzV(F0).
Π Пусть шаровой сектор F0 шара с центром О об-

разован объединением шарового сегмента F ^основа-
нием ω и высотой АН этого шара и конуса F' с тем

же основанием и с вершиной в центре О. Обозначим

через F сферическую поверхность сектора F0 (т. е.

боковую поверхность сегмента F) и докажем, что

S = S(F) = jy(F0).
Рассмотрим правильный многоугольник А^А2 — As,

описанный около круга ω, и высоту АН сегмента F,
где Η Ε ω. Через прямые А±А2, А2А3, ...

, AS~^AS, АА-и a

также через точку А проведем s -f 1 плоскость, каж-

дая из которых является касательной к поверхности

F. Все эти плоскости и плоскость круга си, пересека-

ясь, образуют замкнутую выпуклую многогранную

фигуру, описанную около тела F, причем если от этой

фигуры отделить многоугольник А\А2 ... As, то полу-

чим многогранную фигуру с границей А\А2 ... As, опи-

санную около поверхности F (рис. 82). Увеличивая
число s и проводя новые касательные плоскости к по-

верхности F (см. доказательство предыдущей теоре-

мы), можно построить бесконечную последователь-

ность многогранных фигур

Ф\ Ф2, ...
, Ф"% ...

, (1)

каждая из которых описана около поверхности F, и

при т -> оо число граней этих фигур неограниченно

Ai A2

РИС. 82
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РИС. 83

возрастает и все их точки становятся сколь угодно

близкими к поверхности F.

Пусть Фт — одна из многогранных фигур последо-

вательности (1), имеющая η граней, а ДА2 ... Ак_—
граница этой фигуры. Рассмотрим многогранник Ф™,

ограниченный фигурой Фт и боковой поверхно-
стью правильной пирамиды ΟΑγΑ2 ... А*. Соединяя
отрезками точку О со всеми вершинами поверхно-

сти Фт, получим η пирамид, на которые разлагает-

ся многогранник Ф{Г (рис. 83). Аналогично доказа-

тельству предыдущей теоремы получаем формулу:

5(фт) = ^у(ф™)у где S(<Pm) — площадь многогранной

фигуры Фт. По определению S(F) есть предел после-

довательности 8(Ф])У δ(Φ2), ...
, S(0m), ...

,
т. е. предел

последовательности %У(Ф10), |^(Ф§), ... . Так как пре-

дел последовательности V{<PX0), V(<Pl), ... равен V(Fo),
то S(F) = %ViF0). Щ
Теорема 2. Площадь S боковой поверхности ша-

рового сегмента тара радиуса R вычисляется по фор-
мулам:

S = 2nRh = n{f + Л2),
где h — высота сегмента, а г — радиус основания.

Π Пусть F — данный шаровой сегмент шара G с

центром О радиуса R, F — боковая поверхность сег-
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мента, а со — его основание. Докажем сначала, что
S = S(F) = 2nRh.

Рассмотрим другой шаровой сегмент F' с тем же

основанием ω шара G и обозначим через F' боковую
поверхность этого сегмента. Так как поверхность G

шара G разложена на поверхности F и F\ то соглас-

но теореме § 42 S(G) = S(F) + S(F') или

S(F) + S(F') = 4тгД2. (2)

Возможны три случая, каждый из которых рас-
смотрим отдельно: h < R, h = R, h > R.

а) h < R. В этом случае точка О не принадлежит сег-

менту F. Пусть F\ — конус с основанием ω и вершиной

О, a. Fo = F + F\ — шаровой сектор. По предыдущей
лемме S(F) = ^V(F0). Согласно следствию 1 теоремы 4

§ 41 V(F0) = hR2h, поэтому S(F) = ШлИЩ = 2nRh.
О Η о

б) h = Я. В этом случае О Ε ω, т. е. О — центр кру-
га ω. При центральной симметрии с центром О каж-

дая из поверхностей F и F' переходит в другую по-

верхность, поэтому F = F'. По теореме § 42 S(F) —

= S(i"), следовательно, по формуле (2) получаем:

2S(F) = AnR2 или S = S(F) = 2nR2 = 2nRh.

в) h > R. Так как h + h' = 2R> где h' — высота сег-

мента F'y то h' < R и по доказанному (случай а))

S(i") = 2тгД/*'. По формуле (2) получаем: S = S(F) =

= 4тгД2 - 2яД(2Д - К) = 2nRh.

Для вывода другой формулы воспользуемся равен-

ством (2) § 41: г2 = (2R - h)h. Выразив отсюда R че-

рез г и Л и подставив в формулу S = 2nRh, получаем
искомый результат. ■

Следствие 1. Площадь поверхности шарового
сектора шара радиуса R, образованного объединением

конуса и шарового сегмента высотой h и радиусом ос-

нования г, равна nR(2h -f г). _

Π Пусть данный шаровой сектор F0 образован

объединением конуса F' и шарового сегмента F. По

теореме § 42 S(F0) = S(F) + S(F'), где F0 — поверх-

ность тела F0, a F и F' боковые поверхности сегмен-

та F и конуса F'. По доказанной теореме S(F) =
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= 2nRhy а по теореме 2 § 43 S(F') = nrR, поэтому

S(F0) = 7iR(2h + r). ■
Предлагаем читателю аналогично обосновать сле-

дующее утверждение.

Следствие 2. Площадь полной поверхности ша-

рового слоя высотой h и радиусами оснований гх и г2

равна n(2Rh + г? + г|), а площадь шарового пояса это-

го слоя равна 2jtRh.

ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ VIII

ОБЪЕМ ТЕЛА

405. Ребро прямоугольного параллелепипеда F раз-

делено на η равных частей (п — 1) плоскостями, пер-

пендикулярными к этому ребру. Доказать, что дан-

ные плоскости разлагают параллелепипед F на η

равных друг другу прямоугольных параллелепипе-

дов, объем каждого из которых равен —V, где V —

объем данного параллелепипеда.
406. При подобии с коэффициентом k образом обоб-

щенного цилиндра (обобщенного конуса) F является

обобщенный цилиндр (обобщенный конус) F' (см. за-

дачу 277). Доказать, что V(F') = kW(F).
407. Через каждую вершину тетраэдра проведена

плоскость, параллельная противоположной грани.

Доказать, что, пересекаясь, эти четыре плоскости

образуют полную поверхность тетраэдра, и найти

отношение объемов полученного и данного тетраэд-

ров.

408. Объем правильной треугольной пирамиды ра-

вен -Ь3, где Ь — длина бокового ребра. Найти плос-

кий угол при вершине пирамиды.
409. Доказать, что объем треугольной призмы ра-

вен половине произведения площади какой-либо ее

боковой грани на расстояние от плоскости этой гра-
ни до прямой, содержащей противоположное ребро.

410. Основанием треугольной пирамиды DABC с

равными боковыми ребрами служит прямоугольный
треугольник ABC с гипотенузой АВ, площадь кото-

рого равна s. Меры двугранных углов D · АС · В и
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D . ВС . А равны соответственно а и β. Найти объем

пирамиды.
411. Клином называется выпуклый пятигранник,

основание которого — прямоугольник, две проти-
воположные боковые грани — равнобедренные тре-
угольники, а две другие боковые грани — равно-

бедренные трапеции. Расстояние от вершин, не при-

надлежащих основанию, до плоскости основания

называется высотой клина. Доказать, что объем V

клина вычисляется по формуле: V = ~(2а 4- c)bh, где

а и Ъ — стороны основания, с — ребро, противопо-
ложное основанию, h — высота клина.

412. Доказать, что объем V четырехугольной усе-
ченной пирамиды с высотой /г, основаниями которой
являются прямоугольники, вычисляется по формуле:
V = ~[ab 4- ахЬх + (α + ах)(Ъ 4- Ь{)]. Здесь а и ах

— дли-

ны оснований одной пары противоположных боко-
вых граней, а Ь и Ъ\ — другой пары противополож-
ных боковых граней усеченной пирамиды.

413. Обелиском называется выпуклый шести-

гранник, два основания которого — прямоугольни-

ки, расположенные в параллельных плоскостях, а

все боковые грани — равнобедренные трапеции, пло-

скости которых, вообще говоря, не пересекаются в

одной точке. Доказать, что объем V обелиска вычис-

ляется по формуле: V = т\аЪ 4- αφ\ 4- (α 4- ax)(b 4- fei)],

где h — высота обелиска, т. е. расстояние между

плоскостями оснований, а и а,\
— длины оснований

одной пары противоположных боковых граней, а Ь

и Ъ\ — другой пары противоположных боковых гра-

ней.

414. Найти отношение объемов фигур, на которые

разлагает правильную четырехугольную пирамиду

плоскость, перпендикулярная к стороне основания и

делящая эту сторону в отношении 1:3.

415. Дан параллелепипед ABCDA\B\C\O\. Найти от-

ношение объемов тетраэдра ACB\D\ и данного парал-

лелепипеда.

416. Найти объем правильной /г-угольной пира-

миды, сторона основания которой равна а, а боковое

ребро равно Ъ.

417. Доказать, что объем тетраэдра равен
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тгаЬс sin φ, где α и b — противоположные ребра, а φ

и с — соответственно угол и расстояние между пря-

мыми, содержащими эти ребра.
418. Дан куб ABCDA^BiCiDi с ребром 1 см. Найти

объем тетраэдра AD\EF, где Ε и F — середины ребер
DC и ВВХ.

419. Доказать, что четырехугольник, вершинами

которого являются середины двух пар противополож-

ных ребер тетраэдра, является параллелограммом, и

плоскость этого параллелограмма разлагает тетраэдр

на два равновеликих многогранника.

420. Доказать, что любая плоскость, проходящая

через середины двух противоположных ребер тетра-

эдра, разлагает его на два равновеликих многогран-

ника.

421. Найти объем параллелепипеда, если три его

ребра с общей вершиной равны а, Ь, с, причем два из

этих ребер перпендикулярны, а третье ребро образует
с каждым из них острый угол а.

422. В треугольной призме два угла основания

равны а и β, & радиус окружности, описанной около

основания, равен R. Каждое боковое ребро призмы
равно а и образует с плоскостью основания угол φ.
Найти объем призмы.

423. Через вершину В правильной треугольной

призмы ABCAiSiCi, где АВ = а, ААХ = aV3, проведена

плоскость, перпендикулярная к диагонали АВ\ грани.

Доказать, что эта плоскость разлагает данную приз-

му на два многогранника, один из которых является

пирамидой, и найти объем этой пирамиды.
424. В правильной треугольной призме АВСА\В\С\

все ребра равны. Через вершину А{ и середины Μ и N

ребер CCi и ВС проведена плоскость. Найти отноше-

ние объемов многогранников, на которые плоскость

A\MN разлагает призму.
425. В пирамиде DABC все плоские углы при вер-

шине D прямые и DA = a, DB = b, DC = с. Найти дли-
ну ребра куба, у которого три ребра, имеющие об-

щую вершину D, принадлежат лучам DA, DB, DC, a

вершина, противоположная D, лежит в плоскости

ABC.

426. Доказать, что существует правильная тре-

угольная призма, все вершины которой принадлежат
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поверхности данного куба, плоскости оснований ко-

торой перпендикулярны к одной из диагоналей куба
и одна из них делит эту диагональ пополам, а вторая

отсекает от нее третью часть. Найти объем призмы,
если ребро куба равно а.

427. Доказать, что объем шарового слоя с высотой

h и радиусами оснований гх и г2 равен hnh(Zrl +

+ 34 + л2).
428. Найти объем шара, поверхность которого впи-

сана в конус с высотой h и радиусом основания г.

429. В конусе, осевым сечением которого является

правильный треугольник, расположены два шара

так, что поверхность одного шара вписана в конус, а

поверхность другого касается боковой поверхности

конуса по окружности, а также касается первого ша-

ра. Найти отношение объемов этих шаров.

430. Одна из касательных плоскостей к сфере F,
вписанной в данный конус, перпендикулярна к обра-

зующей и отсекает на этой образующей отрезок, счи-

тая от вершины конуса, в k раз больший радиуса
вписанной сферы. Найти отношение объема конуса к

объему шара с границей F.
431. Плоскость основания данного конуса с высо-

той h и радиусом основания R совпадает с плоско-

стью одного из оснований цилиндра радиуса г, где
г < R. Центр другого основания цилиндра совпадает с

вершиной конуса. Найти объем V части конуса, рас-

положенной вне цилиндра, и объем V части цилинд-

ра, расположенной вне конуса.

432. Отрезок, соединяющий центры оснований ци-

линдра, радиус основания которого равен г, является

диаметром шара, радиуса R, где R > г. Найти объем

части цилиндра, расположенной вне шара.

433. Два равных цилиндра, высоты которых боль-

ше их диаметров, расположены так, что их оси пере-

секаются под прямым углом и точка пересечения
осей равноудалена от оснований цилиндров. Найти

объем общей части этих цилиндров, если радиус каж-

дого из них равен 1 см.

434. В тетраэдр с высотами /гь /г2, h3j h4 вписана

сфера радиуса R. Доказать, что -| = -^
+
^

+
^

+ —.

435. Вершины одного основания правильной шес-
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тиугольной призмы, все стороны которой равны а,

принадлежат боковой поверхности конуса, а верши-

ны другого основания — основанию конуса. Найти

объем конуса, если угол осевого сечения конуса при

его вершине равен 60°.

436. Грани ABD и АСВ пирамиды DABC являют-

ся прямоугольными треугольниками с общей гипо-

тенузой АВ, лежат в перпендикулярных плоскостях

и АС = ВС. Найти радиус сферы, вписанной в пира-

миду, если известно, что АВ = 2 см, BD = 1 см.

437. Доказать, что существует цилиндр, осью ко-

торого является прямая, проходящая через середины

противоположных ребер правильного тетраэдра, а ди-

аметрами оснований — отрезки, соединяющие цент-

ры граней. Найти отношение объемов цилиндра и

тетраэдра.

438. В конус вписан куб так, что две вершины ку-

ба принадлежат диаметру основания конуса, а ос-

тальные шесть вершин — его боковой поверхности.
Найти отношение объемов конуса и куба.

439. Около сферы радиуса 1 см описаны правиль-

ная четырехугольная пирамида и куб, объем которо-
з

го равен
- объема пирамиды. Одна из граней куба

принадлежит основанию пирамиды, и ее стороны

параллельны сторонам основания пирамиды. Найти

объем тела F> образованного пересечением куба и

пирамиды.

ПЛОЩАДЬ ПОВЕРХНОСТИ

440. Высота правильной треугольной пирамиды

равна h, боковое ребро равно I, плоский угол при вер-
шине равен а, а двугранный угол при боковом ребре
равен /?. Выразить: а) площадь боковой поверхности

пирамиды через /г и а; б) полную поверхность пира-

миды через I и β.
441. Основание пирамиды, а также одна из ее бо-

ковых граней являются правильными треугольника-
ми со стороной а, плоскости которых перпендику-

лярны. Найти площадь полной поверхности пира-

миды.

442. В пирамиде SABC с основанием ABC АВ = АС =
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= Ь, угол между плоскостями SAB и SAC равен а, и

эти плоскости перпендикулярны к плоскости ЛВС.
Угол между плоскостями SBC и ЛВС также равен а.

Найти площадь полной поверхности пирамиды.
443. Площадь боковой поверхности правильной

четырехугольной пирамиды вдвое больше площади
основания. Найти угол φ наклона бокового ребра к

плоскости основания.

444. Двугранный угол при боковом ребре правиль-
ной четырехугольной пирамиды равен 120°. Найти

площадь полной поверхности пирамиды, если пло-

щадь сечения, проходящего через два противополож-

ных боковых ребра, равна Q.
445. Основанием пирамиды является квадрат со

стороной а. Плоскости двух смежных боковых гра-
ней пирамиды перпендикулярны к плоскости осно-

вания, а угол между каждой из плоскостей двух

других боковых граней с плоскостью основания ра-

вен а. Найти площадь полной поверхности пира-

миды.
446. Основанием пирамиды с высотой h является

ромб. Плоскости двух смежных боковых граней пи-

рамиды перпендикулярны к плоскости основания, а

мера двугранного угла пирамиды, образованного эти-

ми гранями, равна 120°. Угол между каждой из двух

других боковых граней и плоскостью основания ра-

вен 30°. Найти площадь полной поверхности пира-

миды.
447. В правильной треугольной призме через сто-

рону одного из оснований и противолежащую верши-

ну другого основания проведена плоскость, и угол

между этой плоскостью и плоскостью основания ра-

вен 30°. Площадь сечения равна 8 см2. Найти пло-

щадь полной поверхности призмы.
448. В прямой призме ABCA&d AB=AC = a9

ВАС = а, ВАхС = β. Найти площадь боковой поверх-

ности призмы.

449. Основанием наклонной призмы ABCA\B\d яв-

ляется правильный треугольник ABC со стороной а.

Проекцией вершины А\ на плоскость ABC является

центр треугольника ABCf а угол между прямой ААХ и
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плоскостью основания равен 45°. Найти площадь бо-

ковой поверхности призмы.
450. Найти площадь боковой поверхности пра-

вильной усеченной треугольной пирамиды, у которой

ребра оснований равны а и Ъ (а > Ь), а мера двугран-

ного угла, ребро которого содержит сторону длины а,

равна φ.

451. Все вершиы правильной шестиугольной приз-

мы лежат на поверхности куба с ребром а. Диагональ
куба принадлежит прямой, соединяющей центры ос-

нований призмы, и делится плоскостями ее основа-

ний на три равных отрезка. Найти площадь полной

поверхности призмы.

452. Найти площадь боковой поверхности цилин-

дра, если угол между его образующими и диаго-

налью осевого сечения равен φ, а площадь основа-

ния равна Q.
453. Периметр осевого сечения цилиндра равен 2р.

Найти радиус и образующую цилиндра с наибольшей

площадью боковой поверхности.
454. Все ребра правильной треугольной призмы

равны а. Каждое боковое ребро призмы — отрезок,
соединяющий центры оснований одного из трех дан-
ных цилиндров радиуса а. Найти площадь полной

поверхности тела, являющегося объединением ука-
занных трех цилиндров.

455. Отношение площадей боковой и полной по-

верхностей конуса равно ^. Найти угол между пря-
о

мой, содержащей образующую конуса, и плоскостью

основания конуса.

456. Угол между образующей конуса и плоскостью

основания равен φ. В окружность основания конуса

вписан треугольник, у которого одна сторона равна

а, а противолежащий угол острый и равен а. Найти

площадь полной поверхности конуса.
457. На боковой поверхности конуса, высота кото-

рого равна h, можно провести три взаимно перпенди-

кулярные образующие. Найти площадь полной по-

верхности конуса.

458. Две перпендикулярные образующие конуса,
высота которого равна h, делят боковую поверхность

конуса на две части, площади которых относятся как

1:2. Найти объем конуса.
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459. Найти угол при вершине осевого сечения ко-

нуса, если разверткой боковой поверхности конуса
является полукруг.

460. Отношение площади боковой поверхности усе-
ченного конуса к площади сечения, проходящего че-

рез его высоту, равно 2тг. Найти угол между прямой,
содержащей образующую, и плоскостью основания

усеченного конуса.
461. Радиусы оснований усеченного конуса равны

9 см и 24 см. Из точки пересечения диагоналей сече-

ния, проведенного через высоту усеченного конуса,

образующая видна под углом 60°. Найти площадь
полной поверхности усеченного конуса.

462. В правильный тетраэдр вписан конус и око-

ло этого правильного тетраэдра описан конус так,

что окружности оснований конусов вписана и описа-

на около одной из граней тетраэдра, а вершина тет-

раэдра, противоположная этой грани, совпадает с

вершинами конусов. Найти отношение площадей
полных поверхностей вписанного и описанного ко-

нусов.

463. В конус с радиусом R основания и высотой h

вписан цилиндр так, что окружность одного из осно-

ваний цилиндра принадлежит боковой поверхности

конуса, а окружность другого основания принадле-

жит плоскости основания конуса. Найти радиус и

высоту цилиндра с наибольшей площадью боковой

поверхности.
464. Окружности оснований двух конусов вписаны

в параллельные грани куба с ребром а, а вершиной
каждого конуса является центр противоположной
грани. Найти площадь поверхности тела, являюще-

гося пересечением данных конусов.

465. Доказать, что полная поверхность конуса,

осевое сечение которого
— правильный треугольник,

равновелика поверхности шара, диаметр которого ра-

вен высоте конуса.

466. Сфера вписана в цилиндр. Найти отношение

площади сферы к площади полной поверхности ци-

линдра.
467. Доказать, что отношение площадей полной

поверхности конуса с радиусом г основания и образу-
ющей I к площади сферы, вписанной в конус, равно
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47/ΤΓν пРичем это число равно отношению объема

конуса к объему шара, поверхностью которого явля-

ется вписанная сфера.

468. Площадь полной поверхности конуса в η раз

больше площади поверхности вписанной в него сфе-

ры. Найти угол между прямой, содержащей образую-
щую конуса, и плоскостью его основания.

469. Найти площадь боковой поверхности усечен-

ного конуса, в который можно вписать сферу, если

его образующая равна L

470. Найти отношение площадей сфер, одна из ко-

торых вписана в данный куб ABCDAxBxCiDu другая —

в тетраэдр AB\CDi.
471. Доказать, что существует сфера, касающаяся

всех ребер правильного тетраэдра, центр которой сов-

падает с центром сферы, вписанной в правильный
тетраэдр. Ребро тетраэдра равно а. Найти: а) пло-

щадь сферы, касающейся всех ребер правильного

тетраэдра; б) площадь той части сферы, касающей-
ся всех ребер тетраэдра, которая расположена вне

тетраэдра.
472. Площадь сечения шара плоскостью, не прохо-

дящей через центр, равна Q. Угол, под которым из

центра шара виден диаметр сечения, равен а. Найти

площади сферических поверхностей шаровых сегмен-

тов, на которые окружность сечения разлагает по-

верхность шара.

473. Сфера F радиуса R вписана в конус, причем

расстояние от вершины конуса до центра сферы рав-
но а. Найти площади шаровых сегментов шара с по-

верхностью F, на которые окружность, состоящая из

точек касания боковой поверхности конуса и шара,

разлагает поверхность шара.
474. Плоскость, не проходящая через центр ша-

ра и перпендикулярная к данному диаметру, раз-
лагает поверхность шара так, что площадь сечения

равна разности площадей сферических поверхнос-
тей получившихся шаровых сегментов. Доказать,
что секущая плоскость делит данный диаметр ша-

ра на два отрезка, один из которых есть среднее

пропорциональное между диаметром и другим от-

резком.

475. Отрезок ОА — высота шарового сегмента, а Б —
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точка окружности его основания. Доказать, что пло-

щадь сферической поверхности этого сегмента равна

площади круга радиуса АВ.

476. Дан шаровой слой шара радиуса R высотой h

и радиусами оснований Г\ и г2. Доказать, что пло-

щадь шарового пояса этого шарового слоя равен

2nRh, а площадь полной поверхности слоя равна

n{2Rh + г? + ri).



ОТВЕТЫ И УКАЗАНИЯ

2. Указание. Доказать методом от противного.

3. Указание. Воспользоваться аксиомой П5.

4. Указание. Рассмотреть все возможные слу-

чаи в зависимости от принадлежности точек С и D

полупространствам с общей границей а, содержащим

соответственно точки А и В.

8. Указание. Воспользоваться аксиомами П4
и И5.

9. Указание. Воспользоваться задачей 8 и ак-

сиомой П5.
11. Указание. Доказать методом от противного,

воспользовавшись аксиомой Ш2.

12. Указание. Доказать методом от противного,

воспользовавшись задачей 11 и аксиомой 1П4.

13. Указание. Воспользоваться идеей доказа-
тельств свойств 3° и 4° § 5 [7].

14. Указание. Воспользоваться задачами 11,

12, 13.

16. Указание. Воспользоваться задачей 13 и ак-

сиомами Ш4 и 1П5.
17. Указание. Воспользоваться аксиомами 1П7,

Ш£, Ш4 и свойством 4° § 3.

18. Указание. Рассмотреть два случая: а) фи-

гура Fi содержит хотя бы три точки, не лежащие на

одной прямой; б) все точки фигуры F\ лежат на од-

ной прямой. В случае б) воспользоваться задачами
17 и 16.

19. Указание. Воспользоваться аксиомами Ш7,
Xllf и свойством 3° §3.

20. Указание, а) воспользоваться теоремой 1 § 4
и аксиомой Ш-з-; б) доказать методом от противного,

воспользовавшись задачей 21 [7].
21. Указание. Пусть А, В, С, D — данные точки,

В = /(А), где / — данное наложение. Воспользовав-

шись задачей 11, рассмотреть два случая: а) А = /(£);
б) С = f(B) или D = ДБ).

22. Указание. Сначала доказать, что при дан-

ном наложении Μ -» Μ, Ν -> Ν,' и воспользоваться

свойством 4° § 3.
23. Указание. Воспользоваться задачей 74 [7].
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24. Указание. Пользуясь аксиомой Ш£, снача-

ла доказать, что существует наложение, при котором
а -> а'. Затем воспользоваться тем, что в плоскости

а' имеют место соответствующие признаки равенства

треугольников (см. п. 4 § 3).
25. Указание. См. указание к задаче 24.

26. Указание. Воспользоваться задачей 24 и

свойством 4° § 3.

27. Указание. Если данные точки не лежат в

одной плоскости, то на продолжении луча CD отло-

жить отрезок CD', равный отрезку CD, и, пользуясь

задачами 24 и 25, доказать, что Δ CMD = Δ CMD'.

28. Указание. Сначала доказать, что треуголь-
ники AMD и М\ММ2 подобны, где Μ —

середина от-

резка ВС.

29. Указание. Сначала доказать, что прямые

ΒΒγ и СС\ совпадают или параллельны. Каждый из

этих случаев рассмотреть отдельно.

30. Указание. Доказать, что ABCD — паралле-

лограмм.

31. Указание. Пусть в данной плоскости а вы-

полняется условие задачи. Доказать методом от про-

тивного, что в любой другой плоскости β выполняет-

ся аксиома параллельных прямых. Для этого рас-

смотреть наложение / такое, что β = f(a).
32. Указание. Доказать методом от противного,

воспользовавшись леммой § 7.

ЗЗи Указание. См. указание к задаче 32.

35. Указание. Воспользоваться свойством 3° § 7.

36. Указание. Воспользоваться задачей 34а и

леммой § 7.

38. Указание. Воспользоваться свойством 2° § 7.

41. Указание. Воспользоваться свойством 1° и

теоремой 2 § 8.
43. 10 см, 15 см.

45. Указание. Воспользоваться теоремой 2 § 1 и

теоремой 2 § 8.
48. Прямые т и ВС: а) пересекаются; б) являются

скрещивающимися прямыми.

50. Искомая прямая существует только в том слу-

чае, когда точка А не лежит в параллельных плоско-
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стях, проходящих соответственно через прямые а и Ь.

Указание/Воспользоваться теоремой 2 § 9.
51. Искомая прямая существует только в том слу-

чае, когда прямая с пересекает параллельные плоско-

сти, проходящие соответственно через прямые а и Ъ.

52. Указание. Воспользоваться теоремой 2 § 9.

54. Указание. Воспользовавшись задачей 53,
доказать, что данные три плоскости имеют общую
точку.

57. 2 : 3. Указание. Доказать, что прямые РР' и

QO' параллельны.

58. Указание. Воспользоваться задачей 1 § 9.
60. Указание. Применить теорему 1 § 9 к пло-

скости, проходящей через точку Μ и прямую а, и к

одной из прямых, проходящих через точку М.

62. Указание. Через точку пересечения данной

прямой и плоскости, перпендикулярной к ней, про-
вести прямую, параллельную второй данной прямой.

64. Указание. Через произвольную точку той

из данных плоскостей, которая перпендикулярна к

плоскости а, провести прямую, перпендикулярную к

а. Затем воспользоваться теоремой 1 § 12.
65. Указание. Воспользоваться теоремой 1 § 12.
67. Указание. Доказать методом от противного,

воспользовавшись свойством 3° § 12.
69. Нет (нет). Указание. Доказать методом от

противного.

70. Указание. Через точку А провести прямую,

параллельную данной прямой и воспользоваться лем-

мой § 11.
71. Указание. Воспользоваться теоремами 1 и

2 § 13.

72. Указание. Воспользоваться задачами 53 и 70.
73. Указание. Воспользоваться леммой § 11 и

задачей 70.
74. Обозначим через β плоскость, параллельную

как прямой а, так и прямой Ь. Если β ± а> то искомое

множество — пучок параллельных прямых с плоско-

стью ау если плоскости а и β не перпендикулярны
—

пустое множество.

76. Указание. Рассмотреть два случая: а) пря-
мые OiAi и О2А2 различны. Воспользоваться задачей
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75; б) прямые О^Ах и О^Аг совпадают. Сначала дока-

зать, что два луча одной прямой противоположно на-

правлены тогда и только тогда, когда на каждом из
них существует точка, не принадлежащая другому

лучу.

77. Указание. Если прямые ОАи ΟΑ2 и ОзА3 не

лежат в одной плоскости, то воспользоваться задачей
75. В противном случае ввести в рассмотрение еще

один луч ОА, сонаправленный с одним из данных лу-

чей.

78. Указание. Рассмотреть луч ОчА1у дополни-

тельный к лучу О2А2, и воспользоваться задачами

76 и 77.

79. Указание. Воспользоваться задачей 78 и те-

оремой 1 § 10.
80. Указание. Воспользоваться теоремой 1 § 10

и задачей 75.
81. Указание. Через произвольную точку пло-

скости, проходящей через прямые а и Ь, провести
прямые соответственно параллельные прямым а' и

Ь' и воспользоваться теоремой 2 § 21 [7].
82. Указание. Воспользоваться задачей 80.
84. а) плоскость, параллельная данным прямым,

относительно которой данные прямые симметричны;

б) две перпендикулярные плоскости, проходящие че-

рез биссектрисы углов между данными прямыми и

перпендикулярные плоскости данных прямых.

85. Плоскость, проходящая через середину отрез-

ка АВ и перпендикулярная к нему, где АВ
—

перпен-

дикуляр из точки А данной прямой к данной пло-

скости.

88. Указание. Пусть ДА2 ... А> — данный шес-

тиугольник плоскости a, a Pi, Р2, — , Ре — точки, в

которых его стороны АДг, ДДз, ...
, АА касаются

вписанной окружности. Отрезок БД/, равный отрез-

ку АР;,— перпендикуляр, проведенный к плоско-

сти а (здесь i = 1, 2,... , 6), причем точки Ви В3 и В5

лежат по одну сторону от этой плоскости, а точки

В2, В4 и В6 — по другую сторону. Доказать, что

ВХВ2 ... В6 -— искомый шестиугольник. Для доказа-

тельства теоремы Брианшона воспользоваться зада-

чей 2.
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90. Указание. Через точку В провести пря-

мые, параллельные данным прямым, и воспользо-

ваться задачей 87.
91. Указание. Сначала доказать, что данная

прямая пересекает плоскость ABC. Затем применить

метод от противного, воспользовавшись задачей 90.

93. а) \{а + Ъ); б) \{а - Ь).

94. \{а + Ъ + с). У к а з а н и е. Воспользоваться
о

задачей 93.
95. Искомой плоскостью является любая плос-

кость, перпендикулярная к прямой Ь. Перпендикуля-
ры лежат в одной плоскости тогда и только тогда, ког-

да а ± Ь. Указание. Воспользоваться задачей 63.

96. Указание, б) воспользоваться задачей 95.
97. Указание. Воспользоваться задачей 81.
99. cos θ = cos гр · sin φ.

103. 8 см. Указание. Сначала, пользуясь зада-

чей 86а, доказать, что М\ — центр окружности, впи-

санной в треугольник ABC.

104. fa.
105. 60°.

106. 15°, 75°, 90°.

107. sin0 = f.
108. —ψ—y/b2

— α2. Указание. Провести перпен-

дикуляры ААг и ВВ2 к плоскости а и рассмотреть два

случая в зависимости от того, лежат ли точки А\ и В1
по одну сторону или по разные стороны от прямой
А2В2.

109. 30°.
112. Указание, а) воспользоваться задачей 3.
113. Указание. Воспользоваться задачей 26а.
116. а) параллельны; б) параллельны; в) пересека-

ются; г) пересекаются; д) пересекаются. Указание,

г), д) воспользоваться леммой § 7.
117. б) доказать методом от противного.

120. Указание. Воспользоваться свойством 2°

§15.
121. а) нет; б) да; в) нет.
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122. a) tg θ = ψ, 6) cos θ = Щ; в) cos θ = *g*.
123. a) —α; 6) -^-α; в) —α и α. Указание. Вос-

пользоваться задачей 110.

124. tg# =
———· Указание. Воспользоваться

задачей 114.

126. sin# = ^.
127. 60°.

128. Указание. Рассмотреть два случая: Ш\ = hx
и Ш\ ч* А1#

129. Λ)ψα; б) ψα.
130. -35~«. Указание. Учесть, что искомое рас-

стояние равно расстоянию между параллельными

плоскостями AMP и NDK, где К — точка ребра ВС, а

Ρ — точка ребра BD.
131. Указание. Рассмотреть плоскость, симмет-

ричную плоскости α относительно плоскости β.
132. Указание. Рассмотреть образ точки В при

отражении от плоскости а.

133. Указание. Рассмотреть параллельный пе-

ренос на отрезок PQ и воспользоваться задачей 132.

134. Указание. Воспользоваться задачей 133.
136. Указание. Доказать методом от противно-

го, используя задачу 1 § 11.
137. Указание. Воспользоваться аксиомой 1П6 и

задачей 136.
138. Указание. Воспользоваться задачей 137.

140; Указание, а) воспользоваться задачей 138;

б) воспользоваться задачей 137.
141. Указание. Учесть, что середина отрезка АВ

является неподвижной точкой.
142. Указание. Воспользоваться задачей 141.

143. Указание. Воспользоваться задачей 140а.

144. Указание. Учесть, что при данном движе-

нии каждый из лучей АВ и ВА переходит в себя, и

воспользоваться аксиомой П15.

146. а) плоскость α и любая плоскость, перпенди-

кулярная к ней; любая прямая, лежащая в плоско-

сти α или перпендикулярная к ней; б) любая плос-
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кость, проходящая через прямую а или перпенди-

кулярная к ней; прямая а и любая прямая, пересека-

ющая ее под прямым углом; в) любая плоскость и

любая прямая, проходящая через точку О; г) любая

плоскость, параллельная прямой АВ или проходя-

щая через нее; прямая АВ и любая прямая, парал-

лельная ей.

147. а) любая плоскость, перпендикулярная к

прямой а и прямая а; б) при φ
= 180° любая плос-

кость, проходящая через а и прямая а, а при

φ & 180° только прямая а; в) плоскость а и любая

плоскость, перпендикулярная к α и параллельная АВ

или любая прямая плоскости а, параллельная АВ;

г) плоскость а и прямая а. Указание, г) воспользо-

ваться задачей 145.
148. а) параллельный перенос; б) поворот вокруг

прямой а; в) винтовое движение с осью а; г) отраже-

ние от плоскости а; д) скользящее отражение с пло-

скостью а; е) поворотное отражение с осью а и пло-

скостью а.

149. Указание. Воспользоваться аксиомой Ш4,

теоремой 1 § 23 [7]. и теоремой 1 § 3.
150. Указание. Воспользоваться задачей 137 и

леммой § 5.
151. Указание. Воспользоваться задачами 137

и 149.

152. Указание. Рассмотреть отражение от пря-

мой, проходящей через середины ребер АВ и DC.

153. Указание. Рассмотреть отражение от пря-

мой PQ.

154. Указание. Рассмотреть отражение от пря-

мой, содержащей биссектрису угла, и воспользовать-

ся задачей 135а.
155. Указание. Рассмотреть отражение от пря-

мой с.

156. Указание. Воспользоваться задачей 137.

158. Указание. Воспользоваться задачами 70 и

252 [7].
159. Указание. Рассмотреть образ данной пря-

мой при симметрии относительно данной точки.

160. Указание. Воспользоваться задачей 159.
161. Указание. Рассмотреть поворот на 120° во-
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круг прямой, перпендикулярной к четвертой грани

тетраэдра и проходящей через противоположную вер-

шину.

162. Указание. Воспользоваться теоремой § 18.
163. Указание. Воспользоваться задачей 162.
164. Указание. Воспользоваться задачей 163а.
167. Указание, б) воспользоваться теоремой 1

§ 19, свойством 1° § 19 и аксиомой Ш4.

169. Указание. Воспользоваться теоремой 1

§ 19 и задачей 137.
170. Указание. Искомое подобие представить в

виде gh, где h — гомотетия, a g — параллельный пе-

ренос.

171. Указание. Воспользоваться теоремой 1 § 10
или задачей 78, а также задачами 164, 165 и 169.

172. Указание. Воспользоваться задачей 171.

173. Указание. Воспользоваться задачами 168а
и 1676.

174. Указание. Воспользоваться теоремой 1

§ 23 [7].
175. У к а з а н и е. Рассмотреть гомотетию с цент-

ром в точке О и воспользоваться задачей 167а.

176. Указание. Воспользоваться задачами 169

и 173.

177. Указание. Воспользоваться задачами 169

и 174.

178. Указание. Рассмотреть гомотетию с цент-

ром в данной точке и коэффициентом Я.

180. Указание. Воспользоваться задачей 173.

181.

182.

183.

184.

+ Ш +
BY

3,5 см.

а\ ^\T^~I~Oh2. fC\ __3αΛ__a) -g-Va + dh , 6)
2V_r_1F.

6α' 6Ь· 6Ь-
Указание. Сначала доказать, что

-^-
+

^ = 1, где Χ, Υ и Ζ — точки пересечения

прямых AM и ВС, СМ и АВ. Затем, используя подо-

бие треугольников, вывести искомую формулу.
186. 45°.

187. Указание. Воспользоваться задачами 6 и 5.

188. Да, любая плоскость, перпендикулярная к
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ребру двугранного угла. Указание. Воспользовать-

ся задачей 137.

191. Указание. Воспользоваться задачей 188 и

теоремой 1 § 17.
192. Указание. Воспользоваться задачами 191

и 106.

193. 180° — φ. Указание. Воспользоваться теоре-

мой 2 § 21 [7].
194. Указание. Воспользоваться задачами 188

и 189.

195. Указание. Воспользоваться задачей 188.

196. Указание, а) воспользоваться теоремой 1

§ 20; б) воспользоваться задачей 169.
197. Указание. Воспользоваться задачами 189

и 187.

198. Указание. Доказать методом от против-

ного.

199. Указание. Пусть SA^A2 — Ап — данный мно-

гогранный угол, и плоскости А1А2А3, A1A2A4, ...
, А^А^Ап

не совпадают. Рассмотреть ту грань наименьшего из

всех двугранных углов S · ДА2 · А3, S · ДА2 · А*> ...
,

S · AiA2 · Апу которая не содержит точку S.

201. Указание. Воспользоваться задачами 199
и 200.

203. Указание, а) доказать методом от против-

ного; б) воспользоваться задачами 201 и 200.

204. Указание. Воспользоваться задачами 199,
203 и задачей 137 [7].

205. Указание. Воспользоваться задачами 204,
199 и 139 [7].

206. Указание. Использовать плоскость, прохо-
дящую через две прямые, по которым пересекаются

плоскости противоположных граней данного четы-

рехгранного угла.

207. Указание. Доказать методом математиче-

ской индукции, используя теорему 4 (1°) § 21 и зада-

чу 205.

208. Указание. Доказать методом математиче-

ской индукции, используя теоремы 4 (3°) § 21.
209. Указание. Доказать методом математиче-

ской индукции, используя теорему 4 (2°) § 21 и зада-

чу 205.
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210. Указание. Доказать сначала, что биссект-

ральные полуплоскости двух двугранных углов дан-
ного трехгранного угла имеют хотя бы одну общую
точку, затем воспользоваться задачами 195 и 187.

211. Указание. На общем ребре непрямых пло-

ских углов данного трехгранного угла с вершиной S
взять точку А и провести через нее секущую плос-

кость, перпендикулярную к SA.

212. Указание. Воспользоваться задачей 194.

215. Указание. Воспользоваться теоремой коси-

нусов для трехгранных углов.

216. У к азан pie. Воспользоваться теоремой коси-

нусов и теоремой, двойственной теореме косинусов

для трехгранных углов.

217. Указание. Воспользоваться задачами 197

и 216.

218. Указание. Воспользоваться леммой § 21.

219. Указание. Воспользоваться теоремой 4 (1°)

§ 21 и задачей 190.
220. Указание. Воспользоваться задачей 89.

221. Указание. На ребрах трехгранного угла с

вершиной S отложить единичные отрезки SA, SB,
SC. По теореме косинусов через линейные углы трех-

гранного угла выразить cos MSN, cos NSP, cos PSM,
где Μ, Ν, Ρ — середины отрезков АВ, ВС, СА.

222. Указание. Воспользоваться теоремой, двой-
ственной теореме косинусов для трехгранных углов.

223. sinA=\/^. Указание. Воспользоваться

теоремой синусов для трехгранных углов.

224.

225.

226.

227.

cos ASC = ctg2 α.

120°.

90°.
2Vlf . a

sin φ =

-γ-
sin

j.

228. Указание. Воспользоваться леммой § 21 и

теоремой (4°) § 22.
229. Указание. Воспользоваться леммой § 21.

230. Указание, а) методом от противного дока-
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зать, что L ASB = L AiSiBu и воспользоваться теоре-

мой (2°) § 22; б) воспользоваться задачей 228.
231. Указание. Сначала доказать, что центром

данной окружности является точка пересечения пло-

скости окружности с прямой, проходившей через

центр сферы и перпендикулярной к этой плоскости.

232. Указание. Воспользоваться задачами 231 и

леммой § 23.

234. Указание. Воспользоваться задачами 231 и

леммой § 23.

236. Указание. Через середину отрезка CD про-
вести плоскость /?, перпендикулярную к CD, и дока-

зать, что плоскость β проходит через середину отрез-

ка ВС.

237. Указание. Доказать, что указанная в зада-

че сумма квадратов равна 4R2, где R
—

радиус сферы.

238. Сфера с диаметром АВ.

239. v^fTTf.
240. y/W^ ± Vr*"^.
242. Указание. Используя теорему 4 § 46 [7],

сначала доказать, что концы каждых двух из ука-

занных в задаче трех отрезков лежат на одной ок-

ружности. Затем воспользоваться задачей 233а.
243. Указание. Рассмотреть симметрию относи-

тельно плоскости, проходящей через центры трех

сфер.

244. §.
олк аЬ ис ас
Z45·

2? 26' 2b'
246. 2 - V3\
250. Указ а н и е. Воспользовавшись задачей 2496,

доказать, что существует движение, при котором

центр данной сферы переходит в себя, а точка А — в

точку Б.

251. Указание. Воспользоваться задачами 137

и 2496.

252. Указание. Сначала доказать, что искомое

множество содержит хотя бы одну точку.
253. Указание. Воспользоваться задачей 251..

254. Указание. Учесть, что точки А, В и центр
сферы являются неподвижными точками наложения
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(движения), которое порождает данное сферическое
наложение.

255. Указание. Учесть, что наложение (движе-
/\

ние), порождающее /, имеет хотя бы одну неподвиж-

ную точку, и воспользоваться теоремой § 18.
256. Указание. Применить теорему 4 (1°) § 21 к

центральному трехгранному углу, который соответст-

вует данному сферическому треугольнику.
257. Указание. Применить утверждение задачи

216 к центральному трехгранному углу, который со-

ответствует данному сферическому треугольнику.
258. Указание. Применить утверждение задачи

217 к центральному трехгранному углу, который со-

ответствует данному сферическому треугольнику.
259. Указание. Воспользоваться сферической те-

оремой косинусов, сферической теоремой, двойствен-
ной теореме косинусов, и сферической теореме си-

нусов.

262. Указание, б) доказать методом от против-

ного.

263. Указание, а) воспользоваться предложени-

ем Дедекинда (§ 72 [6], ч. II; б) использовать предло-

жение а).
264. Указание. Воспользоваться задачей 263а.
265. У к азан и е. Пусть А и В — данные точки,

А — Μ — В, А— внутренняя точка тела G, а Ω — ок-

рестность точки А, все точки которой принадлежат

G. Рассмотреть образ окрестности Ω при гомотетии

с центром В, при которой точка А переходит в точ-

ку М.

269. Указание. Воспользоваться свойством 3°

§ 26 и леммой § 27.
270. Указание. Доказать, что пересечение всех

полупространств данной многогранной поверхности F

есть ограниченная область с границей F, и воспользо-

ваться теоремой § 26.
271. Указание. Воспользоваться задачами 268

и 265.

272. Указание. Использовать сечение фигуры F

плоскостью, проходящей через данную прямую.

273. Указание. Воспользоваться задачей 272.
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274. Указание. Использовать идею доказатель-

ства теоремы 1 § 28.

275. Указание. Воспользоваться теоремами 1 и

2 § 28.

278. Указание. Воспользоваться следствием 2°

теоремы § 27 и доказать, что указанные в задаче

прямые проходят через точку пересечения прямых,

содержащих высоты тетраэдра.

279. Указание. Пусть Αγ и В\ — точки пересече-

ния медиан граней BCD и ACD тетраэдра ABCD. До-

казать, что ABAJBx — трапеция, и применить к ней

задачу 1 § 42 [7].
280. Указание. Учесть, что точка О принадле-

жит биссектральной полуплоскости каждого из дву-

гранных углов данного тетраэдра.

281. Указание, а) воспользоваться теоремой 1

§ 33 и задачей 1 § 11; б) воспользоваться задачей а).
282. Указание. Доказать сначала, что противо-

положные ребра тетраэдра взаимно перпендикуляр-

ны.

283. Указание. Воспользоваться задачей 282,
теоремой 2 § 13.

285. Указание. Воспользоваться задачей 284.
287. Указание. Воспользоваться свойством 1°

§27, сначала доказать, что высоты тетраэдра пересе-

каются в одной точке. Затем рассмотреть поворот на

120° вокруг прямой, содержащей высоту тетраэдра.

288. а) ^—-; б) arccos ^; в) arccos |> г) arccos ^-.
о а о о

291. ^^(V3sin2 a + 1 + 1). 1). Указание. Вос-
ocos ах ' '

пользоваться задачей 290.
292. Указание. Использовать симметрию отно-

сительно точки пересечения диагоналей данного па-

раллелепипеда.

293. Указание. См. указание к задаче 292.

294. Указание. Воспользоваться задачей 292.
295. Указание, б) воспользоваться теоремой 2

§ 33.
296. Указание. Пусть Р' и Q' — середины отрез-

ков AQ и АХР. Сначала доказать, что РР' _L AAXQ и

QQ' ±ААхР.
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297. Указание. Воспользоваться идеей доказа-
тельства теоремы 1 § 29.

299. Указание. Воспользоваться задачей 282.

300. tg φ, = tg ψ2 = V2 ctg §.
301. 45°.

302. Указание. Используя теорему 4 (1°) § 21,

рассмотреть сначала два частных случая: а) когда

точка S' лежит на одном из боковых ребер пирамиды
SABC; б) когда S' — внутренняя точка одной из ее

боковых граней.
303. Указание. Использовать идею доказатель-

ства теоремы 1 § 28.
304. Указание. Воспользоваться задачей 298.
305. Указание. Пусть плоскость сечения пересе-

кает основания призмы по отрезкам M\N\ и M2N2.
Разложить данную призму на две призмы плоско-

стью, проходящей через прямую MiNi и параллель-

ной боковому ребру. Применить к призме, на поверх-

ности которой лежит отрезок M2N2, задачу 266 и вос-

пользоваться результатом пункта 2 в) § 32.
306. Да. Указание. Рассмотреть различные слу-

чаи в зависимости от расположения секущей плоско-

сти относительно вершины и основания пирамиды и

воспользоваться теоремой § 32.

307. *££. У к а з а н и е. Воспользоваться задачами
4

118, 83 и 293, доказать, что сечение проходит через

середины шести ребер куба, и рассмотреть поворот

вокруг прямой, содержащей данную диагональ куба,

на угол 120°.

308. k = 3, 4, 6. Указание. Воспользоваться тео-

ремой § 32 и учесть, что у правильного пятиугольни-

ка нет параллельных сторон.

309. Указание. Сначала доказать, что плоско-

сть искомого сечения проходит через середины ка-

ких-то двух ребер, каждое из которых имеет общую

вершину с данным ребром куба. Затем воспользо-

ваться задачей 307.

310. д2у15. Указание. Воспользоваться теоре-

мой § 32.
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311. |fV3(a2 + ЗЛ2).27

312. Уа2Ъ2 + b2c2 + c2a2. У к а з а н и е. Воспользо-
4

ваться задачей 294.

313. 3 см2.

314. Указание. Воспользоваться задачей 44.
о

315. Треугольник и пятиугольник. -. Указание.

Воспользоваться теоремой § 32.

Шест

3α2ν^6

о с

316. Шестиугольник; j^S.
317.

50

318. Ι^β.. У к а з а н и е. Учесть, что плоскость се-

чения параллельна одной из диагоналей куба и од-

ной из диагоналей данной грани.
319. Указание. Воспользоваться задачей 2 § 11

и задачей 232.
320. Указание. Воспользоваться задачей 319 и

леммой § 33.

322. Указание. Воспользоваться задачей 1 § 11.
323. Указание. Построить параллелепипед, ре-

брами которого являются отрезки DA, DB и DC, и

воспользоваться задачей 293.
324. Указание. Доказать, что если существует

вписанная сфера, то ее центр принадлежит биссект-

ральной полуплоскости каждого из двугранных уг-

лов данного многогранника.

325. Указание. Доказать, что точка пересечения

биссектральной полуплоскости двугранного угла пи-

рамиды с ребром, содержащим какое-нибудь ребро
основания, с высотой пирамиды является центром

вписанной сферы. Затем воспользоваться зада-

чей 324.

326. Указание. Рассмотреть пирамиду, при сече-

нии которой получена данная усеченная пирамида, и

воспользоваться задачей 325.

330. Указание. Доказать, что точка пересечения

отрезков, каждый из которых соединяет вершину

тетраэдра с центром противоположной грани, являет-

ся центром вписанной и описанной сфер. Затем вос-

пользоваться задачей 329.
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331. Указание. Воспользоваться задачами 325 и

329.

332. Щ см.

Ρ\~ηΓ
333. 1 + ^.Ука зание. Учесть, что центры опи-

санной и вписанной сфер лежат на высоте данной пи-

рамиды.

334. 45°.

335. tg<p = тп. Указание. Воспользоваться за-
то — /г

дачей 326.
337. Указание. Если точки Η и G не совпадают,

то рассмотреть точку if', симметричную точке Η от-

носительно G, и, пользуясь задачей 281а и задачей 1

§11, доказать, что Н' равноудалена от любых двух

вершин тетраэдра.
338. Указание. Если точка Η не совпадает с цен-

тром О описанной сферы, то, воспользовавшись за-

дачей 337, доказать, что Μ лежит на луче НО,

НМ = \Н0.
339. Указание. Через данную прямую провести

плоскость, параллельную оси цилиндра или проходя-

щую через ось.

340. Указание. Воспользоваться задачей 339.

341. Плоскость а, проходящая через середину вы-

соты цилиндра параллельно его основаниям, являет-

ся плоскостью его симметрии. Других плоскостей

симметрии, кроме указанных в условии задачи и

плоскости а, нет.

342. Указание. Воспользоваться теоремой § 34.
346. Указание. Пусть ω{ и ω2 — основания дан-

ных цилиндров. Сначала рассмотреть параллельный

перенос на направленный отрезок, параллельный
осям цилиндров, при котором круг ω2 переходит в

круг, расположенный в плоскости круга о)\.

347. Указание. Воспользоваться задачей 372 [7].
348. Указание. Пусть γ — плоскость, в которой

лежат основания цилиндров. Сначала рассмотреть

случай, когда АВ — прямая, по которой пересекают-

ся плоскости α и у.
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349. ^ *-. Указание. Использовать гомоте-
о

тию с центром в вершине тетраэдра, при которой од-

на из плоскостей основания цилиндра переходит в

другую.

350. а( ~

). Указание, б) сначала доказать,

что АО = CiOj.
351. Указание. Воспользоваться признаком при-

надлежности точки цилиндру (п. 1 § 34) и зада-

чей 137.

352. Указание. Воспользоваться признаком при-

надлежности точки цилиндру (п. 1 § 34) и зада-

чей 169.

353. Указание. Воспользоваться задачей 273 и

задачей 339.
354. Указание, а) рассмотреть сначала случай,

когда ломаная, соединяющая точки М\ и Nu состоит

из одного звена, и воспользоваться задачей 353;
б) воспользоваться задачей 353; в) использовать пря-

мые, проходящие через точки N\ и N2, пересекающие
ось цилиндра или конуса и перпендикулярные к оси.

355. Указание. Использовать идею доказатель-
ства теоремы § 26 и воспользоваться задачей 354.

356. a) 2R > ZV2"; б) ψ > 90°.

357. Указание. Воспользоваться теоремой 4 (1°)

§ 21.

358. Указание. Воспользоваться идеей доказа-
тельства теоремы § 34.

360. Указание. Рассмотреть симметрию относи-

тельно плоскости, проходящей через ребро двугран-
ного угла и центр основания конуса, и воспользо-

ваться задачей 341.
361. Указание. Сначала доказать, что оси кону-

са и цилиндра совпадают, а затем использовать сече-

ния конуса и цилиндра плоскостью, проходящей че-

рез их общую ось.

363. 64 см2.

364. cos φ.
365. Указание. Рассмотреть две сферы, располо-

женные по разные стороны от данной плоскости,
каждая из которых касается данной плоскости и ци-

линдрической поверхности,
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366. У казание. Воспользоваться задачами 365 и

339.

367. 2г;-^—. У казание. Воспользоваться зада-

чей 365 и использовать сечение цилиндрической по-

верхности плоскостью, проходящей через центр эл-

липса и перпендикулярной к оси цилиндрической
поверхности.

368. 2/г2; 45°. Указание. Воспользоваться зада-

чей 356.

370. Указание. Рассмотреть поворот вокруг оси

конуса.

372. Если угол в осевом сечении конуса не больше

прямого, то — осевое сечение конуса, в противном

случае
— сечение, проходящее через две перпендику-

лярные образующие конуса. Указание. Воспользо-

ваться задачами 3566 и 371.

373. Указание. Сначала доказать, что существу-

ют две сферы, расположенные по разные стороны от

данной плоскости, каждая из которых касается дан-

ной плоскости и конической поверхности.

374. Указание. Воспользоваться задачами 373 и

339.

375. Указание. Воспользоваться задачами 354 и

266 и идеей доказательства теоремы § 26.

о** т
.
дУ/2 - (Д - г)2

61Ь-
~R^~V R-r

377. 8 см; 128 см2.

378. (2г + I cos φ)1 sin φ.

379. ^ и ^.4 4

380. |(2r + Rf, |(2Д + г)2.

. 381. 1140 см2.

382. 10,5 см и 5,5 см.

383. S Щ.
sin ρ

385. Указание. Воспользоваться идеей решения

задачи 351.

386. Указание. Воспользоваться идеей решения

задачи 352.

389. R cos φ у nR2 cos2 φ.

390. Искомая плоскость проходит через прямую ЛВ
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и перпендикулярна к прямой ОМ, где ОМ — перпен-

дикуляр к прямой АВ.
391.15 см. Указание. Сначала доказать, что

плоскость сечения с меньшей площадью и центр ша-

ра лежат по разные стороны от другой плоскости се-

чения.

393. Указание. Воспользоваться задачей 266.

394. Указание. Воспользоваться задачей 1б9.

396. Указание. Воспользоваться задачами 395

и 249.

397.
Л2 + a2, ha

2h
'

a + Vh2
+ α2

398. V (Я2+2я~^)2 +^·
400. ^-1.

о

401.3. Указание. Использовать гомотетию с

центром в вершине данного конуса, при которой се-

кущая плоскость переходит в плоскость основания

конуса.

402. 2V10 - VTU см.

403. Указание. Воспользоваться утверждением:

сфера, вписанная в усеченный конус, является также

сферой, вписанной в конус, от которого отсечен усе-

ченный конус.
404. 2VTO см. Указание. Воспользоваться зада-

чей 403.

405. Указание. Воспользоваться задачей 151 и

следствием 1 теоремы § 38.

407. 27. Указание. Рассмотреть гомотетию с

центром в точке пересечения отрезков, каждый из

которых соединяет вершину тетраэдра с точкой пере-
сечения медиан противоположной грани, и коэффи-
циентом т = — 3.

408. Все плоские углы при вершине пирамиды

прямые.

410. V = ^s*tgatgj3.
411. Указание. Через вершины клина, не при-

надлежащие основанию, провести плоскости, перпен-

дикулярные к прямой, проходящей через эти верши-

ны.
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413. Указание. Воспользоваться задачей 411.
27

5
414. Ц-. У казание. Воспользоваться задачей 411.

415. А.

s£ ctff 152! л/
12 Ctg

η V -

2 180»
4siir

η

416. ^ctgl^-Л/Ь2

417. Указание. Использовать задачи 284 и 415.

418. — см3. Указание. Воспользоваться задачей

417.

420. Указание. Воспользоваться задачей 419.
421. abcyl— cos 2α.

422. 2glR2 sin a sin /? sin (a + /?) sin p.

423. £
424. ||. Указание. Учесть, что плоскость AjMiV^

пересекает прямую АС в точке if, где С — середина

отрезка АйГ, а отрезок АВ — в точке Р, АР : РБ = 2.

Рассмотреть разность объемов пирамид А\АРК и

425.
аЪс

ab + be + са'

426. ^а3. У казание. Воспользоваться задачами

1186, 293, 294 и 307.

427. Указание. Воспользоваться теоремой 4

§41.

лоа. 4_ /гУ
428· зя fTTFTTf·
429. 27.

^____

4 (1 + Vl + (ft i 1)2)<

431. У=§|(Д- r)2(R + 2г); F' = ^|^. Указание.

Рассмотреть гомотетию с центром в вершине конуса

и с коэффициентом k = -^.
432. -^(г2 + ЗтД - ЗД2).

о

433. ^ см3. Указание. Рассмотреть сечения фи-
о

гуры плоскостями, параллельными осям цилиндров,
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и вычислить объем тела с помощью определенного

интеграла (см. § 40).
434. Указание. Использовать формулу для вы-

числения объема тетраэдра.

435. ^fV3" + I)3.

436·
4 + 2V3 + vT5 + VT'

Указание. Соединить

центр вписанной в пирамиду сферы с вершинами

пирамиды и выразить объем данной пирамиды че-

рез объемы четырех полученных пирамид.

437. ■—·. Указание. Для доказательства сущест-
1о

вования цилиндра воспользоваться симметрией отно-

сительно прямой, проходящей через середины проти-

воположных ребер тетраэдра.

438. ^—(53 - 7V3"). Указание. Сначала дока-

зать, что две вершины куба, принадлежащие основа-

нию конуса, являются концами некоторого ребра ку-

ба, середина которого совпадает с центром основания

конуса. Затем доказать, что центр куба лежит на вы-

соте конуса.

439. д-(11
— 4V2) см3. Указание. Сначала дока-

зать, что тело F есть объединение прямоугольного па-

раллелепипеда и четырехугольной усеченной пира-

миды с общим основанием Ф, где Φ — сечение куба
плоскостью, параллельной плоскости основания пи-

рамиды.

440. а) — *-; б)-^Р(3 - ctg* §) + —У- *

3 ctg2 £ - 1
4 г

4 sin £

441. а

1

2

2 2

2 2V3" + у/ТЕ
4

442. |b2(sin a + 2 cos | tg α + tg α).

443. tgp 2
.

444. 2Q(2 + V2").
445. a2(tga +-i-+ 1).

cos a
'

446. Λ2(6 + 2V3).
447. 8(VF + 3) см2.
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448. ^V^n2 f - sin2 f f1 + sin f
2

449. y(VTfT + VS"). Указание. Воспользоваться

задачей 2906.

450. —

. Указание. Воспользоваться зада-4 cos φ
^

чей 304.

451. ^a2(V¥ + V5"). Указание. Воспользоваться

задачами 293 и 1186.

452. 4Qctgp.
453. f; f.
454. a2(2V3~ + for).
455. 60°.

456. Jra2(cos φ + 1)
^

4 sin2 a ·

cos ^>

457. тгЛ2(2 + V6").
458. -дЯТг3. Указание. Пусть SO — высота кону-

са, а SA и SB — перпендикулярные образующие. Ис-

пользуя поворот вокруг прямой SO, сначала дока-

зать, что АОВ = 120°.

459. 60°.

460. 30°.

461. tt(462V3" + 657) см2.

462.^-.
463. f; 4- Указание/Сначала доказать, что оси

конуса и цилиндра совпадают.

464. ^. У к а з а н и е. Сначала доказать, что бо-

ковые поверхности данных конусов пересекаются по

окружности радиуса j, центр которой совпадает с

центром куба.

466. f.3
467. Указание. Рассмотреть осевое сечение ко-

нуса,
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лас 2п
- 1 ± 2у1п(п - 2) ΛΤ -η468. cos a =

., ,
.

v L. Указание. Вос-
1 + 4rc

пользоваться задачей 467.
469. π/2.

470. 3. Указание. Воспользоваться задачей 330.

471. а) ^-; б) жа\\ —

-^). Указание. Воспользо-

ваться свойством 2° § 27 и задачей 279.

472. -S- » -S-

cos
—

sin
—

4 4

2яД2
473. (α ± R). Указание. Воспользоваться за-

дачей 399.
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