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Профессорам кафедры дифференциальных
уравнений мехалико-математического

факультета МГУ А. С. Калашникову,
С. Я. Кружкову, Е. М. Лалдису
посвящается

Предисловие

В пособии собраны некоторые задачи, предлагавшиеся
студентам механико-математического факультета МГУ на

письменных экзаменах по уравнениям с частными производными и

уравнениям математической физики в 1994-2003 годах. При

подготовке данного издания было уменьшено количество

стандартных задач, которые можно найти в существующих
учебниках и учебных пособиях. Кроме того, при наличии нескольких

близких по формулировкам задач включалась, как правило,

лишь одна из них. В задачник также не включались

теоретические вопросы из программы курса (определения,
постановки задач, формулировки и доказательства теорем), которые
обязательно присутствовали в любом экзаменационном
варианте. Для того чтобы у читателя возникло представление об

этих экзаменах, в конце задачника приведены некоторые

варианты с указанием условий проведения экзамена и критериев
оценок.

В составлении вариантов экзаменационных заданий

участвовали преподаватели кафедры дифференциальных
уравнений механико-математического факультета МГУ им. М. В.

Ломоносова: Т. Д. Вентцель, А. Ю. Горицкий, А. С. Калашников,
В. А. Кондратьев, С. Н. Кружков, Е. М. Ландис, Е. В. Радке-

вич, Г. А. Чечкин, А. С. Шамаев, Т. А. Шапошникова.

Отбор задач 1994-1998 годов и их редактирование выполнены

А. С. Калашниковым. В окончательном составлении сборника
принимали участие Т. Д. Вентцель, А. Ю. Горицкий, Т. О.

Капустина, О. С. Розанова, Г. А. Чечкин.

Задачи разделены на пять тематических разделов. В

каждом разделе приведены основные факты, относящиеся к дан-
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ной теме. К отдельным задачам даются подробные решения, и

ко всем задачам (кроме задач на доказательство) — ответы.

Курс уравнений с частными производными, как показывает

практика, является традиционно одной из самых трудновос-

принимаемых студентами математических дисциплин.

Поломаем эту традицию?!



Список обозначений

Ν—множество всех натуральных чисел.

Ζ — множество всех целых чисел.

Ζ+ = NU {0} — множество всех неотрицательных целых чисел.

R— множество всех действительных чисел.

R+ — множество всех положительных действительных чисел.

R_ — множество всех отрицательных действительных чисел.

Rn — n-мерное действительное линейное пространство.

(χι,..., хп) — декартовы координаты в Rn.

(ρ, θ) — полярные координаты в R2. ^

Ω — область (т. е. связное, открытое множество) в Rn,
ограниченная, если не оговорено противное.

сЮ —граница области Ω.

ι/ —единичная внешняя нормаль к dil.

В%(х°) = {х £ Rn | \х — х°\ < а} — n-мерный шар радиуса а с

центром в точке х°.

S%(x°) = дВ%(х°) = {х е Rn | \х - х°\ = а} — сфера радиуса α

с центром в точке ж0 в 1п.

QT = Ω χ (Ο,Τ] = {(x,t) e Rn+1 | χ € Ω, 0 < t < T} (область Ω
может быть неограниченной).

Q<$ = ΩxR+ = {(x,t) e Rn+1 I χ β Ω, 0 < t < +00} (область Ω
может быть неограниченной).

пт = Rn χ (ο,τ] = {(x,t) e Rn+11 χ e Rn, о < * < τ}.
Au = uXlX1 + uX2X2 Η h uXnXn

—

оператор Лапласа.

Lp(il) — пространство функций, суммируемых в р-й степени в

области Ω.

£οο(Ω) — пространство функций, ограниченных и измеримых в

области Ω.
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I/p,loc(Ω) —пространство функций, принадлежащих £ρ(Ωι) для
любой ограниченной подобласти Ωχ, такой что Ωχ С Ω.

LPj ioc(Kn) — пространство функций, принадлежащих

пространству LP(B'2(0)) при любом α > 0.

С*(Ω) — множество функций, I раз непрерывно
дифференцируемых в области Ω.

<70(Ω) = <7(Ω) Π Lqo(Ω)—множество ограниченных

непрерывных в области Ω функций.
С°°(Ω)— множество бесконечно дифференцируемых в

области Ω функций.
Χ>(Ω) = Cq°(Ω) — множество бесконечно дифференцируемых в

области Ω функций, равных нулю в окрестности <?Ω.

X>(Rn) = Co°(Rn) — пространство бесконечно

дифференцируемых финитных функций в Rn.

Η1(Ω) — пространство функций, принадлежащих

пространству £2(Ω) вместе со своими обобщенными производными
в смысле Соболева первого порядка.

о

Я1 (Ω) —пополнение множества £?ο°(Ω) по норме Нг'(0).
ТУ(ЖП) — пространство линейных непрерывных функционалов

на2?(Мп).
δ £ X>'(Rn) — «дельта-функция», т. е. функционал,

определяемый формулой
(δ,φ) = φ(0) 4tpeV(Rn).

δχο € X>'(Rn), где ж0 € Rn, — «сдвинутая дельта-функция»:·

(δχο,φ) = φ{χ°) Vp€D(Kn).!
для χ ^ 0,

^0 для χ < 0.

х+ = тах{ж, 0}; х- = тах{—ж, 0}.
ωη —площадь единичной сферы 5^(0) в Rn.

V —-

оператор градиента в Rn, Vu = I -—,..., -— J.

θ(a;) — θ-функция Хевисайда: θ(ж) = <



Введение

Укажем некоторые определения и теоремы, которые

необходимо знать, чтобы решать задачи настоящего сборника, а

также учебники, в которых можно найти эти факты. Номера
задач, приводимые в последующих пунктах, приведены для

примера и могут не охватывать всех задач на данную тему.

1. Вспомогательные сведения

из функционального анализа

1. Определение обобщенных функций, основных операций над

ними и фундаментального решения дифференциального
оператора. [5, гл. II, §§ 5-7] (задачи 1.1-1.5, 2.17 б))

о

2. Определение пространств Я1 и Я1. [20, гл. III, § 5]
(задачи 1.8-1.16, 1.19-1.21)
3. Неравенство Фридрихса. [20], [22] (задачи 1.17-1.19)

2. Общие понятия теории уравнений
с частными производными

1. Классификация линейных уравнений второго порядка и

приведение их к каноническому виду. [23, гл. I, § 6] (задачи 2.1-2.4,
2.7-2.9, 2.14, 2.15, 2.17 а))
2. Определение характеристик. [23, гл. I, § 3] (задачи 2.5-2.7,
2.11-2.13, 3.3, 3.4)
3. Теорема Коши—Ковалевской о существовании и

единственности аналитического решения задачи Коши. [23, гл. I, §§ 10,11]
(задачи 2.16, 2.22 а))
4. Корректность постановки задач для уравнений с частными

производными. [23, гл. I, § 8] (задачи 2.17-2.23)
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3. Уравнения гиперболического типа

1. Постановка задачи Коши для одномерного уравнения
колебаний. Формула Даламбера. Область зависимости. [23, гл. II,
§§ 11-13] (задачи 3-1-3.2, 3.5-3.12)

2. Задача Коши для волнового уравнения в случае двух и трех

пространственных измерений. Формулы Пуассона и Кирхгофа.
Использование симметрии в начальных условиях. Область

зависимости. [23, гл. II, §§ 12, 13] [22, § 5.1] (задачи 3.13-3.23)

3. Краевые задачи для полуограниченной струны. Условия
согласования для начальных и граничных значений. Метод
продолжения начальных значений и сведение краевой задачи к

задаче Коши. [29, гл. II, §§ 2, 4] (задачи 3.24-3.28, 3.31, 3.32)

4. Постановка основных краевых задач. Энергетическое
тождество для решений краевых задач. [23, гл. II, § 18]
(задачи 3.33-3.36)

5. Решение краевых задач с помощью метода Фурье.
Периодичность решений краевых задач. [23, гл. III, § 20], [29, гл. II,
§ 3] (задачи 3.37-3.40)

4. Уравнения параболического типа.

1. Постановка задачи Коши и основных краевых задач. [23,
гл. IV, §§ 38, 40], [22, § 4.3]

2. Принцип максимума в цилиндре. Единственность решения

первой краевой задачи [23, гл. IV, § 38], [22, § 4.4] (задачи 4.1,
4.3, 4.6, 4.7, 4.20, 4.21)

3. Решение краевых задач методом Фурье. [23, гл. IV, § 39]
(задачи 4.8-4.19)

4. Принцип максимума в слое. [23, гл. IV, § 40], [22, § 4.4]
(задачи 4.27, 4.31)

5. Теоремы о стабилизации для решения задачи Коши. [22,
§4.5] (задачи 4.33-4.36)
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5. Уравнения эллиптического типа.

1. Определение гармонических функций. Теоремы о среднем.

Теорема Лиувилля. [23, гл. III, § 30], [22, §§ 3.5, 3.9] (задачи 5.1,
5.2, 5.3, 5.6, 5.7, 5.15, 5.42)
2. Принцип максимума. Теорема о нормальной производной.

[23, гл. III, § 8], [22, § 3.5] (задачи 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13,
5.28, 5.33, 5.18)
3. Формула Грина. Теорема о потоке. [23, §§ 30, 33], [22,
§§ 3.3, 3.5] (задачи 5.29, 5.30, 5.31, 5.32, 5.43)
4. Теорема об устранимой особенности. [23, Гл III, § 30], [22,
§ 3.10] (задачи 5.16, 5.17, 5.34, 5.35)
5. Теория потенциалов. [23, гл. III, § 34], [22, § 3.12]
(задачи 5.36, 5.37)
6. Обобщенные производные в смысле обобщенных функций
и в смысле Соболева. Обобщенное решение задачи Дирихле.

Вариационный метод решения задачи Дирихле. [22, § 1.13], [20,
гл. IV, § 1] (задачи 5.48, 5.49, 5.50, 5.52, 5.51)

Для изучения курса уравнений с частными производными
и решения предлагаемых в данном сборнике задач в качестве

основной литературы рекомендуется использовать [5], [20], [22],
[23] и [29]. Для желающих получить более полную

информацию о предмете в конце книги приведен' расширенный список

литературы.



ГЛАВА 1

Вспомогательные сведения
из функционального анализа

1.1. Обобщенные функции
и фундаментальные решения

Обобщенными функциями называются элементы

пространства X>'(Rn) (или Χ>'(Ω)), τ. е. пространства линейных

непрерывных функционалов над X>(Rn) = Co°(Rn)
(соответственно над Χ>(Ω) = <7ο°(Ω)). Действие функционала / £ V на

φ е V обозначается /(φ) или (/,<р).
В пространстве обобщенных функций выделяется класс

регулярных обобщенных функций, т. е. обычных функций
f(x) G Litioc(Rn) (или f(x) e Lit\oc(il)), действие которых

определяется так:

(интегрирование идет по пространству Rn или по области Ω

соответственно). Обобщенные функции, не являющиеся

регулярными, называются сингулярными. Примером
сингулярной обобщенной функции является 5-функция.

Производной обобщенной функции / £ ТУ по

переменной Xi называется обобщенная функция, определяемая
равенством ~.

, а ч

По индукции определяются производные обобщенной функции
произвольного порядка.

Фундаментальным решением дифференциального
оператора С называется (вообще говоря, обобщенная) функция £

такая, что С(€) = <5, т. е. (£(£), φ) = φ(0) V<p € P.

Приведем примеры фундаментальных решений некоторых

дифференциальных операторов.
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Фундаментальное решение оператора Далласа С = Δ в

пространстве размерности η имеет вид

*»(*>',*(2-я)|»М' П^3'

ε2(χ) = ~ΐη\χ\, η = 2.
lit

Для оператора теплопроводности С = — — α2Δ

фундаментальным решением является функция

£(х t) =
ew -й

а:|2 .2,Волновой оператор С =

-^
— сгД в зависимости от

размерности η, η = 1,2,3, пространственной переменной ж имеет

следующие фундаментальные решения

€i(x,t) = ±B(at-\x\), n=l,

g2(M) =
2Wa^-|*r

П-2,

$»(*·*)-J^M-*). П = 3·

В отличие от случаев одной или двух пространственных

переменных, £3 является сингулярной обобщенной функцией,
действие которой на основные функции определено равенством

№>,¥>) = /^( / 1Р(М)<ЮХ)Л V^,i)€2?(R4),
R |ж|=о«

rf^ — элемент площади на сфере 5^(0).

Задачи
1.1. Пусть и(х,у) —характеристическая функция квадрата

д2и
(—1,1) χ (—1,1). Найти в смысле теории обобщенных

функций.
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1.2. При каких значениях параметра α € R1 функция

[О при t > αχ,

является решением уравнения щ = иж в смысле теории

обобщенных функций?

1.3. Пусть функция у(х) е V(№) и удовлетворяет уравнению

у' = у как обобщенная функция. Докажите, что у(х) есть

регулярная обобщенная функция Сех, С = const.

1.4. Найти все фундаментальные решения оператора

1.5. Найти фундаментальное решение оператора

Си{х,у) = ижж(ж,у) - Uyy(x,y),

обращающееся в нуль при у < 0.

1.6. Доказать, что функция

Е(ж,ж0) = ~^Н-> г = \х- я?о|,

является фундаментальным решением оператора

Δ + с, где с = const > 0; η = 3.

1.2. Пространства Соболева

Обобщенной производной в смысле Соболева функции и(х)
по переменной Χχ в области Ω называется функция ν(χ)
(обозначение: v(x) — du/dxi), удовлетворяющая интегральному

тождеству

ίυ{χ)φ(χ)άχ = - fu{x)^^dx \/<реС?(П).
Ω Ω
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Пространством Соболева #Χ(Ω) называется

пространство функций и(ж), принадлежащих пространству Ζ,2(Ω)
вместе со своими обобщенными производными du/dxi, i = 1,..., η,

в смысле Соболева первого порядка.

Пространство #Χ(Ω) является банаховым (т. е. полным

нормированным) пространством. Норма в нем определяется

следующим образом:

ιι*(Ω) = 1141(0)+IIν«ιι?ΜΩ))« = / (ма:+Σ | Л IV·
Ω i=1

О

Пространством Соболева #Χ(Ω) называется замыкание

подпространства <2ο°(Ω) в пространстве Нх(0).
Неравенство Фридрихса. Для любой ограниченной

области Ω существует константа (7(Ω), такая что

i\u\2dx^C(il) [j^\^fdx УиеН\П).
Ω Ω

*=Χ
*

В силу неравенства Фридрихса следующий функционал в

|Н|^чп)=||у*^п=/^1ёГ^
:

(L1)
Ω i=1

задает норму, эквивалентную исходной норме пространства

Н1(П).
О

Пространство Ηι(Ω) является гильбертовым относительно

скалярного произведения

[u,v] = (V«, Vv)(L2mn = JTjTЦ ^ dx.

Ω
i=1

Пространство Я1(Ω) также является гильбертовым со

скалярным произведением

(и,*>)#ΐ(Ω) = (гх,г;) + [щυ], где (гх,ν) = / u(x)v(x) dx
Ω

—

стандартное скалярное произведение в Ζ/2(Ω).
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Задачи

1.7. Пусть f(x) G Я1^), a(x) £ C°°(il). Доказать, что

функция f(x)a(x) является дифференцируемой в смысле Соболева,
и для нахождения ее производных первого порядка

справедлива обычная формула Лейбница. Верно ли, что f(x)a(x) €

Я1^)?

1.8. Пусть / € Я^Я^О)). Возможно ли, что / £ ^(Я^О))
а) при η = 3; б) при η = 2; в) при η = 1?

1.9. Пусть и(х) — ограниченная в Bf(0) функция, гладкая в

Βι (°) \ {°}· Можно ли утверждать, что и € Я^Я^О))?

о

1.10. а) Доказать, что всякая функция из Ях((0,1)) является

непрерывной.

б) Всякая ли непрерывная функция и(х) на отрезке [0,1],
о

такая, что и(0) = и(1) = 0, принадлежит Ях((0,1))?

1.11. Пусть и е С(ЩпНг(П) и и{х) = 0 при χ € dil. Доказать,
о

что гх е Ηι(Ω).

1.12. При каких а функция и(х,у)
— \\ъ(х2 + у2)\а

принадлежит пространству Я1^), если

а) Ω = В*/2Щ
б) Ω = ВКОДБ^СО)?

1.13. При каких а функция и(х,у) = |1п(ж2 + ху + 2у2)\а
принадлежит Нг(П), где Ω = (-1/4,1/4) χ (-1/4,1/4) ?

1.14. а) При каких α и η функция f(x) = 11η|α;||α/|#|
принадлежит пространству Ηι(Β™,2(ϋ))Ί

б) Тот же вопрос для пространства Я1(Я]г(0)).
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1.15. При каких а,/? функция f(x) = |a;|a cos/to принадлежит
о

пространству Я1((—1,1))?

1.16. При каких a,j8eR функция f(x) = |ln |a;||a cos(/?|#|), где
о

χ = (a?i,... ,жп), принадлежит пространству Я1(Б]у2(0))?

1.17. Пусть

D = {(хи... ,хп) б Кп | χ? + ■ ■ ■ + 4-1 < α*η> 0 < яп < +оо}.

Доказать, что для любой постоянной С > О найдутся такая
о »

ограниченная область Ω С D и такая функция / € #Χ(Ω), что

[f2(x)dx>cf\Vf(x)\2dx.
Ω Ω

1.18. Справедливо ли неравенство Фридрихса в полосе

П={(ж,у) \0<х< 1, -oo<y<+oo}cR2?

1.19. Пусть Q = -BfiO). Справедливо ли следующее
утверждение: существует постоянная С > О такая, что

KO)KCNItfi(Q) ν«(αθ€<7°°(3)?

о

1.20. Рассмотрим в пространстве Ях((—1,1)) множество А

гладких финитных функций φ(χ), удовлетворяющих условию

ψ\ϋ) + αφ(0) = 0, а € R. Найти коразмерность замыкания А
о

множества Л в Я1((—1,1)).

1.21. Построить пример ограниченной области Ω на

плоскости R2, такой что функции (7°°(Ω) не составляют всюду

плотного множества в пространстве #Χ(Ω), τ. е. (7°°(Ω) Φ #Χ(Ω).



ГЛАВА 2

Общие понятия теории

уравнений с частными

производными

2.1. Классификация уравнений. Характеристики

Линейное уравнение второго порядка имеет вид

η η

У^ a,ijUXiXj + ]Р aiUXi + an — д(х), χ е Rn, ay = a^.

(2.1)

Вектор 7 = (7i,...,7n) имеет характеристическое

направление, если
η

Σ ачЪЪ
= 0.

Поверхность Φ(χ) = 0 называется характеристикой
уравнения (2.1), если нормаль к этой поверхности ν

— УФ имеет

характеристическое направление в каждой точке, т. е.

^А ЭФ дФ

^ *« as; ах,-
~ υ·

Если матрицу (ay) привести к диагональному виду, то в

соответствии со знаками диагональных элементов, уравнения

подразделяются на эллиптические (когда все элементы

ненулевые и одного знака), гиперболические (когда все элементы

ненулевые и ровно один отличается по знаку от остальных),
параболические (когда существует ровно один нулевой, а

остальные элементы одного знака). Остальные типы мы не

называем.

У уравнения второго порядка с двумя независимыми

переменными

о>\\ихх + 2a\2Uxy + a22Uyy + Ь\их + b^Uy + cu = g(x, y)
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{

характеристиками являются кривые, которые наедятся из

уравнения

о>п{4у)2 - 2a\2<ix4y + a22(dx)2 = Q,
называемого характеристическим.. Если ац φ О, то ищем

решение в виде у = у(х)\ где

dy a12 ± \[D _ 2
— =

,
D = af2 — «11^22

—

дискриминант.
ax ац

В зависимости от знака дискриминанта возникают три случая.

Гиперболический случай: D > О, два семейства

характеристик £(х,у) = С и 77(ж,у) = С При замене

С = £0*10),
77 = т/(:г,у),

уравнение приводится ко второй канонической форме

Ηζη + младшие члены = 0.

В случае замены

/ α = ξ + η,

Ιβ=ζ-η
уравнение приводится к первой канонической форме

и>аа
—

νββ + младшие члены = 0.

Параболический случай: D = 0, одно семейства

характеристик ξ (ж, у) = С. Любой невырожденной заменой вида

£ = £(*»»)»
*? = *?(*, у),

где г;(а;, у) — некоторая функция от двух переменных,
уравнение приводится к канонической форме

Пщ + младшие члены = 0.

Эллиптический случай: D < 0, действительных

характеристик нет, но есть два семейства комплексно сопряженных

характеристик £(ж,у) ± щ{х>у) = С. Для приведения к

канонической форме (только к первой) необходимо сделать замену

£ = £(*> У)»
ry^TjO, у).

{

{
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В этом случае уравнения приводится к виду

ν,ξς + um + младшие члены = 0.

Задачи

2.1. Существует ли уравнение вида

η

]Г Oij(xu · · ·

, Яп) ******
= °> aij 6 С(МП),

W=i

являющееся эллиптическим на непустом множестве Dcln,
D φ Rn, и гиперболическим на его дополнении Rn\D?

2.2. Верны ли следующие утверждения: если уравнение
η

Σ aij(xU · · · » Sn) Иадг* = 0, СЦ; 6 C(Rn),

— гиперболическое (эллиптическое, параболическое) в точке

(χι,..., хп), то оно является гиперболическим (соответственно
эллиптическим, параболическим) также в некоторой
окрестности этой точки?

2.3. Для каких из трех уравнений на плоскости

Щ = ихх, utt = ихх, ии = -ихх

существует непостоянное решение с ограниченными и

замкнутыми линиями уровня?

2.4. При каких (я, у-, z) € R3 уравнение

иху + (Зя + у
- z)uxz + (За; - у + z)uyz = 0

является гиперболическим?

2.5. Найти характеристики уравнения ихх — y2Uyy = 0,
проходящие через:

а) точку (1,2);
б) точку (1,0).
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2.6. а) Найти все характеристики уравнения

uxy -uyy-ux + Uy
= Q.

б) Найти его общее решение.

2.7. а) Определить тип уравнения 2uxx + uxy
= 1.

б) Найти его характеристики.

в) Найти его общее решение.

2.8. а) Определить тип уравнения

ихх — 2auxy — 3a2Uyy + any + ux — 0 (2.2)

в зависимости от действительного параметра а.

б) Привести уравнение (2.2) к канонической форме.
в) Найти общее решение этого уравнения.

2.9. а) Найти все а, при которых существует линейная замена

переменных (ж, у) —► (t,z), переводящая уравнение

uxx + 4uxy - auyy — 0 (2.3)
— в уравнение струны гх« = uzz\
— в уравнение теплопроводности щ = uzz.

б) Те же вопросы об уравнении

uxx + Auxy — auyy
-

aux + a2uy = 0.

в) Пусть функция u(x,y) € С2(В2(0)) удовлетворяет
уравнению (2.3) при некотором значении a < —10. Возможно ли

при этом u i С°°(В?(0))?
г) Тот же вопрос для a > 10.

2.10. Пусть Ω = {(χ,у) е R2 | х2 + (у - 2Ϊ)2 < Ζ2}, функция
и € <72(Ω) удовлетворяет уравнению

sisrn и
2uxx + -Щг^- Uyy = 0 в области Ω.

а) Возможно ли, что и ^ (73(Ω) в случае / > 0? Ответ

обосновать.

б) Тот же вопрос в случае / < 0.
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2.11. На плоскости (ί,χ) £ R2 рассматриваются уравнения

Щ -

чх = О, (2.4)

2uu - (α + l)2wto: + 2ошхх = 0. (2.5)

а) Найти характеристики уравнения (2.4).
б) При каких α любое бесконечно дифференцируемое

решение u(t,x) уравнения (2.4) является также и решением

уравнения (2.5)?
Для каждого из найденных в п. б) значений параметра а:

в) найти характеристики уравнения (2.5);
г) указать некоторое решение u{t>x) уравнения (2.5),

которое не является решением уравнения (2.4), или доказать, что

такого решения нет.

д) Тот же вопрос об ограниченном решении.

2.12. Найти характеристические плоскости уравнения

Щг
— иХх + иуу,

проходящие через прямую t = 0, у = х.

2.13. Найти все характеристики уравнения

•

ихх + 2иуу + 2auyz + a2uzz + uz + и — 1

при каждом а € R.

2.14. Найти общее решение уравнения

ихх + 2иху + 2uxz + uyy + 2uyz + uzz - и = 0.

2.15. а) Привести к виду, не содержащему несмешанных

производных второго порядка, следующее уравнение:

ихх + иху
- 2иуу + 3(х + у)их + 6(х + у)иу + 9гх = 0.

б) Найти общее решение исходного уравнения.

2.16. При каких вещественных а и β теорема о существовании
и единственности аналитического решения

нехарактеристической обобщенной задачи Коши применима к следующей задаче:

иху + Зиуу + и = ху, u\s = ux\s = uy\s = 0,

где S задается уравнением ах + Ру = 1?
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2.17. а) Найти все значения а, для которых существует

функция и(х, у), принадлежащая Сг(И2)ПСР({!с ^ 0})Г)С2({х ^ 0}),
удовлетворяющая уравнению

auxx + uxy + uyy
= 0 при χ φ 0

и условиям

но не принадлежащая С2(Вд(0,уо)) ни при каких уо £ М и

а>0.

б) Найти все а, для которых при любой / € 1,1дос(К)
функция гх(ж, у) = /(я + у) удовлетворяет в V(R2) уравнению
из пункта а).

2.2. Корректность постановки задач

Определение корректности. Пусть задано уравнение Lu = f
с дополнительными условиями BjU = gj. Эта задача
поставлена корректно в паре линейных нормированных пространств

Ео и Ει, если

1) для всех наборов данных (/,#j) € Ει существует
решение и € Εχ>;

2) это решение единственно;

3) существует такая постоянная К, не зависящая от (/,5>),
тоИ1*<*11(/.«01к·

Подчеркнем, что пространства £Ь, £ι не обязаны быть

банаховыми, т. е. полными.

Задачи

2.18. Рассматривается задача

uu = uxx, (ж, t) е Π := {(ж, ί) Ι 0 ^ t < 2ж, 0 < χ < +оо};

u|f=0 = 0, u\t=i2x = <р(ж), 0 < χ < +оо;

φ Ε C2(R+) Π Loo(R+), φ(0) = <f/(0) = φ"{0) = 0. (2.6)
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Корректна ли она в паре пространств (Εο,Εχ), где

Е0 = С2(Щ Π £οο(Π), ||«||«, = sup |u(x,t)|,
Ω

Ει = {φ(χ) | φ удовлетворяет (2.6)}, \\φ\\ει = sup \φ(χ)\Ί
R+

2.19. Корректна ли краевая задача:

Щ = uxx, (ж,ί) € Q := (0,1) Χ (0,2];

Ч=о = ^(χ)' 0 < ж < 1;

в паре пространств (Εο,Ει), где

So = {u(x,t) I u € Clj(Q)nC(Q)}, \\u\\Eo = max|a(a?,t)|,
Q

Ει = M*) | v e ^([o, l]), v(0) = <?(i) = ο}, ,

IMk =тах|у(ж)|?

2.20. Корректна ли задача Коши для уравнения

Щг = ихх

в полосе Q := Qj£ (0 < Τ < +оо) с условиями

u\t=Q = ^i(rc), щ\г=0 = чь{х)> х е R,

в паре пространств (i?o,£i)> где

#о = MM) I w e C2(Q), sup|w(x,t)| < +00},

IH|£70=supKa;,i)|,

£ι = {Ф(х) = (^lfr), ¥*(*)) | y>i 6 C2(R), у>2 6 СХ(К),
sup|^(a?)|<+oo (i = 1,2)},
R

||Φ||ει = sup|^i(a?)| +sup|^2(^)|?
R R
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2.21. Корректна ли задача Коши для уравнения

Щ = —ихх

в полосе Q := Qj£ (0 < Τ < +оо) с условием

в паре пространств (i?o,£i)> где

So = ММ) I « € Cj^Q) HC(Q) HLooiQ)},

El = {^ I S G C(R) П Loo(R) (j = °'lj' ■ · >p)}'
||u||s0 = sup|u(M)l» \\<p\\El = ]Tsup

Q

pGN фиксировано?

j=o

ά?φ(χ)

2.22. Рассматривается задача Коши для уравнения

uu = ux

с условиями

4f==0 = <Pi(x), ut\t=0 = ψ2{χ)'

а) Применима ли к ней теорема Коши—Ковалевской в

случае аналитических φχ-Άψ^Ι
б) Корректна ли эта задача в паре пространств (i?o,£i),

где

Ео = {u(x, t) | и € Ci;f2(Q) Π Loo(Q)}, Q := <&

Ei = {Ф = (^1,Ы | g1 € C(R) HLooiR) (г = 1,2; j = 0,1,2)},
2 2

Hso = sup|u(M)l> ll$lbi =EEsup
Q г=1 j=0

R

dJ>i(xi)|
dxJ

2.23. Рассматривается краевая задача

щ + аиж = 0, (я, i)eQ:=R+x R+;

w|f=0 = 0i(s)> * € R+; ι*| ^ = 52(ί), ί € !+.
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Найти все а, при которых эта задача корректна в паре

пространств (Εο,Ει), где

Е0 = C\Q) П Дх>Ш, IMIso = sup Hx,t)\,
Q

£i = {Φ = (О, л,рз) I 9j € С\Ш+) П Loo(l+) (j = 1,2),

9i(0) = 92(0), 9'2(0)+ag'1(0) = 0},
\\Φ\\Ει = sup \gi(x)\ + sup \92(t)\.

2.24. Рассмотрим задачу Коши в полосе Π = Rjx[0,yo] в R^:
Au + u = 0 в П, uGC^njnC^n),

где <р(ж)> t/>(x) — ограниченные непрерывные функции на R*.

Корректна ли эта задача в паре пространств и € Ео,
Φ = (φ,φ) € Ег, где

Е0 = С(П), \\u\\eo = sup \u(x, t)\,
Π

Ех = С(Ш1) х C(Rlx), \\Φ\\Ει = sup \φ)\ + sup \φ(χ)\?
R R



ГЛАВА 3

Уравнения
гиперболического типа

Если гиперболическое уравнение на функцию и двух

переменных приводится к виду _ ^

то его общее решение имеет вид

« = /(0 + 0(4)·

Задачи
3.1. Существует ли функция и е С2(В%(0) \{0}),
удовлетворяющая в В\(0) \ {0} уравнению uXlXl = uX2X2 и неограниченная

в Вр)\{0}?
3.2. Пусть функция и{х) £ C2(R2) удовлетворяет уравнению

ν>χιχ\ = Цх2х2 в ^2> и и(ж) — 0 при всех а; е 52(0). Найти

наибольшее множество в R2, на котором необходимо и{х) = 0.

3.3. Рассмотрим задачу Коши на плоскости (я,£) с данными

на характеристике {t = χ) для волнового уравнения

ии = иХХ1 u\t=zx = φ(χ), ux\t=x = ф(х).
Придумать такие гладкие функции φ(χ), ф{х), чтобы данная

задача не имела решения.

3.4. Привести пример функций <р, ф £ C2(R) таких, что задача

Коши

ихх + Ъиху - биуу = 0, u\yss6x = φ{χ\ uy\y=z6x = ф(х)

а) имела бы решение. Единственно ли это решение?
б) не имела бы решений.

3.5. Пусть Q = [Ο,Ι^χ [0,1], / G C2(<9Q). Единственно ли

решение u(x,t) € C2(Q) следующей задачи:

Щг = ихх, (ж, i) G Q; u|aQ = / ?
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3.1. Задача Коши для волнового уравнения

Классическим решением задачи Коши для волнового

уравнения

utt - a?Axu + f(x} t) (α > 0), χ 6 Mn, t > 0,

Ч=о = ¥>(*)> Η=ο = Ψ(χ)>

где <р{х), ф{х), /(#, t)— заданные функции, называется

функция и(ж, i) G С2(ж eRn,i>0)n C^a; е Rn, t > 0).
Если выполняются условия

<р(х) е С2(Жг), ф(х) е С1^1), /ОМ) e C1(R1xR+) (η = 1);
φ(χ) € Сг{Жп),г/>(х) β C2(Rn),/(x,t) 6 C2(Rnx R+) (η = 2,3),
то решение задачи Коши существует, единственно и задается:

при η = 1 формулой Даламберй.
x+at

u(x, t) = i [p(z + αϊ) + ^(x - at)] + ^ / Φ(0 #+

t *+a(t—r)

0 ίΕ-θ(ί-τ)

при η = 2 формулой Пуассона

\ξ-χ\<αί

д г ι / v«)de

«(Xft) = -i- / #

«*>*
.1 '

2тга У V(at)»-|{-*|*

ί- /1.2*0 У
1€-*1<

t

W У

а* [ 2тга У VW-K-sM
|ξ-χ|<οί

2тга У У ^(^(ί-τ^-Ιξ-χ)2
0 |i-aiJ<o(t-r)

при η = 3 формулой Кирхгофа

t

0 |€-*|-o(*-r)
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Замечание. Решение однородного волнового уравнения в

любой точке (х, t) зависит от значений начальных функций φ и ψ
при η = 1 — на отрезке [х — at,x + at]]
при η = 2 — в круге с центром в точке χ радиуса at;

при η = 3 — на сфере с центром в точке χ радиуса at.

и не зависит от их значений вне данного множества.

Задачи

3.6. Пусть гх(ж,£), (χ,ί) GRx R+,-—решение задачи Коши

utt = uxx, ti|t=0 = 0, ut\t=Q = (1 + x2)aeP*2.
Найти все α, β, при которых sup |ιχ(χ,ί)| < +οο.

RxR+

3.7. Пусть гх(х,£), (χ,ί) ERx R+,— решение задачи Коши

utt = гхЖх, ix|t=0 = 0, txt|t==0 = (х3 + c*V)(l + χ2)β.
Найти все α, β, при которых существует конечный lim гх(0, i).

t—>+oo

3.8. Найти все комплексные α, при которых ограничено
решение u(x,t) в полуплоскости R χ R+ задачи

. utt = uxx, Ч=0 = 0, щ\^ = {1 + х2)ЫаеР*

3.9. Пусть ιχ(χ,ί;α), (ζ,ί) ERx R-j., —решение задачи Коши

utt = a2uxx, ti|t=0 = γ-j-^j , ut \t=Q = 0.

Доказать, что гх(я, t; α) убывает по a.

3.10. Пусть гх(ж,£), (χ,ί) € R x R+,— решение задачи Коши

utt = a2uxx, u\t=Q = <р(я), ut\t=Q = ι/;(χ),

причем у?(ж) = ф(х) = 0 для \х\ ^ 1.

Доказать, что для любого xq существуют такие числа ίο и с,
что гх(жо)*) = с при всех t ^ ίο- Найти эти числа.

3.11. Пусть гх(ж,£), (χ,ί) 6 R x R-j.,·—решение задачи Коши

utt = a2uXX) u|t==Q = φ{χ), ut\t=Q = О,

причем |у?(ж)| < 1 для всех ж 6 R, <р(ж) = 0 для \х\ ^ 1.
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Найти нижнюю грань множества таких значений г, что

при всех О г, а; 6 R и любых φ с указанными свойствами

выполняется неравенство |ιχ(χ,ί)| < 1/2.

3.12. Пусть {гх^(ж, ί)} (к = 1,2,...) — последовательность

функций класса С2, удовлетворяющих соотношениям

Ufc|t=0 > 0 при к0 < χ < +оо, iifc|t==0= 0 при
— оо < χ < fc^;

dt

При каких α > 0, β > О найдется такое хо, не зависящее от fc,
что tifc(:r, ί) = О для (я, ί) € (—оо, xq] χ [0, fc] (fc = 1,2,...)?

= 0, χ Ε R.

3.13. Найти решение ti(:r,y,i) в Μ2 χ R+ задачи:

2

u« = uxx + иш, u\t=Q = e~x + arctg у, щ \t=Q = cos ж + sin у

3.14. Найти решение гх(ж, ί), χ = (#ι, #2, яз), в R3 χ R+ задачи:

utt = Джгх, u\t=Q = 0, txt|t=0 = |ж|7.

3.15. Найти решение гх(я, ί), χ = (χι, Я2? яз)? в R3 x R+ задачи:

1
гх„ = А.гх, гх|,=0 = 0, Ч==о = 1 +(Xl+х,+ Хз)*

' х€ R;з

3.16. Найти решение задачи Коши

Utt^^{uxx + Uyy + uzz), i>0, ix|t=0 = </?(:r,y,z), txt|t=0 = 0

при следующих функциях φ(χ,ν, ζ):

а) φ = sin ж + e2*, б) у? = (yz)2, в) у? = (Зх - у + z)e3x~y+z.

3.17. Пусть гх(я,£) —решение в Μ3 χ R+ задачи Коши:

utt = Ажгх, tx|t=0 = 0, щ\^0 = (1 + φΙ2)"1'2.
Найти lim гх(0, ί).

t-++oo
х '
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3.18. Пусть u{x\)X2it) — решение в R2 x R+ задачи Коши:

uu = uXlXl + чХ2Х2, u\t=Q = 0, ut\t=Q = Φ(χι,Χ2) e C2(R2),

где ψ{χι,χ2) > 0 в В\(0), ^(a?i,a?2) = 0 в R2 \ £?(0).
а) При каких (χι,Χ2>ί) функция u(xi,X2,t) равна нулю?
б) Найти lim tu(xi,X2,t) в случае, когда

ψ(χι,χ2) = (l-xi-a;|)^.

3.19. Пусть u(xi,a;2,i) —решение в R2 x R+ задачи Коши:

utt = ^1ίΓι + uX2X2i u\t=Q = 0, ut|i=0 = ^1,0:2) € C2(R2),
где ψ(χ\,Χ2) = 0 при (х\,Х2) € [ОД] х [0,2], ^(χι,χ2) > 0 при

остальных (жьжг)·
а) Описать с помощью неравенств множество всех

значений (χχ,α;2,ί) € R2 х R+, для которых u{x\^X2^t) = 0.

б) Нарисовать это множество.

3.20. Пусть u(x, t) — решение в R3 x R+ задачи Коши:

utt = Axu, u\t=zQ = 0, ut\t=:0 ^ ψ(χ),,

где ф(х) = 0 при 0.9 ^ \х\ < 1, ф(х)х > 0 для остальных х.

При каких (#, ί) функция и(ж, t) равна нулю?

3.21. Пусть {щ(х, у, ί)} (0 < ε < - ] — семейство функций

класса С2, удовлетворяющих соотношениям

«elt-o = 0» (ж-г/)еК;

дие дие
= О при х* + уг < ε-9, -s£ > 0 при аГ + у^ > е-9.

*=о
" ' * ^ '

at
„2 . „.2

t=0

При каких m > 0, q > О найдется такое ρ > 0, не зависящее от ε,

что u£(x,y,t) = 0 для ж2 + у2 ^ ρ2, 0 ^ ί < ε_τη (0 < ε < i)?

3.22. Пусть u(x, t) — решение задачи Коши

utt = Au, ж € Rn, ί > 0, ΐί|ί:=0 = 0, ΐίί|ί=0 = V(«),
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причем ψ(χ) ^ 0. При каких η € {1,2,3} справедливо

утверждение: если множество {х € Rn | ф{х) = 0} связно, то и

множество {(ж,*) € Kn х R+ | u(x,t) = 0} также связно?

3.23. Пусть u(x,t) е C2(R3 х (0,+оо)) Π Сг(Ж3 х,[0,+оо)) —

решение задачц Коши для волнового уравнения

utt = Агх, гх|4==0 = 0, щ\^0 = <р(х) 6 С0°°(К3).
Может ли носитель функции и лежать в цилиндре

В*(0)х[0,+оо)?

3.2: Смешанная задача для полуограниченной струны

Смешанной, или начально-краевой, задачей для

полуограниченной
ν струны называется задача о нахождении функции

и(ху ί), удовлетворяющей уравнению

utt = a?uxx (α > 0), χ > 0, t > 0,

начальным условиям при ί = 0

u\t=Q = φ{χ), ut\t=0 = ф(х), χ > 0,
и граничному условий при χ = 0

uL=o = М') (условие I рода)?
или их\х=0 = μ(ί) (условие II рода),

или (их — αύ)\χ__0 = μ(ί) (условие III рода).
В случае когда μ(£) = 0, краевое условие называется

однородным. Рассматриваются и другие виды граничных условий.

Для существования классического решения u€C2(R+xR+)
нужны дополнительные условия согласования начальных и

граничных условий в точке (0,0). Например, классическое

решение задачи с граничным условием I рода существует, если

μ(0) = φ(0) (= u(0,0)), μ'(0) = ф(0) (=* ιχ,(Ο,Ό)),

//'(О) = α2φ"(ϋ) (u«(0,0) = а2ихх(0,0)).
Общее решение однородного уравнения струны имеет вид

и(х, t) = f{x — at) + g(x + αί);
f(x — at) — волна, бегущая вправо, g(x + at) — влево.

Функции /(£) и g(£) при положительных значениях

аргумента определяются из начальных условий, и тем самым при
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χ > at решение находится по формуле Даламбера
ar+at

Ф, t) = \ [φ + at) + ψ{χ - at)] + ± J φ(ξ) άξ.
x—at

Для нахождения решения при 0 < χ < at ищем функцию
/(ξ) при ξ < О из граничного условия при χ = 0. Например, в

случае условия первого рода имеем

и\х=0 = f{-at) + g(at) = μ(ί), /(Ο = μ(-ξ/α) - 9(-ξ), ξ < (Χ

В случае граничного условия второго или третьего рода

функция /(ξ), ξ < 0, является решением обыкновенного

дифференциального уравнения первого порядка и зависит от

одной произвольной постоянной, которая находится из условия

непрерывности решения u(x,t) на главной характеристике
χ = at.

Замечание. Если уравнение является неоднородным, то

следует найти любое частное решение неоднородного
уравнения iu(a;,t), представить искомое решение u(:r,i) в виде суммы

u(x,t) = v{x,t) + w(a;,t), и подставить u(x>t) в уравнение,
начальные и граничное условия. Тогда для новой неизвестной

функции v(x,t) получится однородное уравнение с новыми

начальными и граничными данными.

Частные случаи.

Для однородного граничного условия первого рода

«Со = °

общий метод дает тот же результат, что и метод нечетного

продолжения начальных условий. Функцию u(#,t) можно найти

по формуле Даламбера как решение задачи Коши {х € R) с

нечетно продолженными в область χ < 0 функциями φ и ψ

Φ) =
ί Φ), *>о,

ψ,χ) =
ί Φ\ *>ο

\ -¥>(-»)ι х<0, ΨΚ ' \ -ф(-х), χ<0;

полученное решение следует рассматривать только при χ ^ 0.
В случае однородного граничного условия второго рода

u*L=o= 0
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удобно применить метод четного продолжения начальных

условий. Функцию u(x>t) можно найти по формуле Даламбера
как решение задачи Коши (х € R) с четно продолженными в

область χ < О функциями φ и ф

Ψ{) ~
I <р(-х), х < О- П } " \ tf(-*), ж < 0;

полученное решение рассматривать только при χ ^ 0.

Условия согласования здесь переписываются в виде условий
на гладкость в нуле функций φ € C2(R) и ф е С1 (Ж).

Задачи

3.24. Пусть u(x,t) —решение в R+ χ R+ задачи:

и« = u^, их\х=0 = °j

, f— sin3 a;, π < ж < 2π, .

а) Найти множество {(ff,t) G R+ х R+ | u(a;,i) ^ 0}.
б) Нарисовать это множество.

в) Нарисовать графики и(х, —), и(х, —).

3.25. При^саких λ = const и <р(ж) существует фикция u(x,t) €
C2(R+ χ R+); являющаяся решением в R+ χ R+ следующей
задачи:

Щь = ижа;, (щ + Аиж)|ж==0 = 0, u\t=Q = φ(χ), ut\t=0 = 0?

Найти эту функцию.

3.26. При каких φ е C2(R) и ф е C2(R) существует решение
u G C2(R2) в R2 задачи:

wtt = uxx, u\t^x = <р(х), ut\t=x = ф(х)?

3.27. При каких А и ω существует решение u £ C2(R+ x R+)
в R+ χ R+ краевой задачи:

«« = ихх, u\x=Q = cosurf, «|t=0 = А е~х , «t|t=0 = 0 ?

Найти это решение.
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3.28. В четверти плоскости R+ х R+ рассматривается задача

utt = ι uxx, (ux - u)\x=Q = a(t), u\t=Q = φ{χ), ut\t=0 = 0.

а) Пусть φ{χ) и a(t) — 27г-периодические функции, равные

нулю на отрезке [π/2;3π/2]. Найти и нарисовать максимальное

множество, на котором функция u{x,t) заведомо равна 0.

б) Пусть φ(χ) = (cos+(a:))^, (где f+(x) = тах(0,/(ж))).
Найти необходимое и достаточное условие на функцию a(t)
и константу β > 0, при которых существует классическое

решение этой задачи.

3.29. При каких к, α и β существует решение u{x,t) € C2(D)
bD = {(ж, t) I kt < χ < +oo, 0 < t < +00} следующей задачи

utt = uxx, u\x=kt = at*3, u|t==0 = ut\t^ = 0?

Единственно ли оно?

3.30. Ищется решение u(x, ί) задачи

w« = uxx; u\t=zx = φ(χ) в С2([0,1]), 0 ^ χ ^ 1;

гх|г==2а: = V>(*) e C2([0,1/2]), 0 ^ χ < 1/2.

Здесь (p(fe)(0) = ψ№(0) = 0 для к = 0,1,2.
а) Описать с помощью неравенств множество всех

значений (x,t) € Μ2, для которых однозначно определено решение

u{X) t) этой задачи.

б) Нарисовать это множество.

в) Найти решение гх(х, ί) рассматриваемой задачи.

3.3. Ограниченная струна. Метод Фурье

Задача Штурма—Лиувилля

Рассмотрим спектральную задачу для дифференциального
оператора Штурма—Лиувилля
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где q ^ 0 на [О, /] и р{х) ^ ро > О на [О, /], следующего вида:

{L[u[
= -Au, при ж G (0,1),

и|ж==о = О,
u\x=i = О.

Теорема 1.

1) Оператор L является симметрическим отрицательно

определенным, т. е.

(L[u],у)Ыоа) = (и,Ιτ[ν])^(0|1), (Ци],и)Ы0Л) ^-х2(и,и).

2) Если L[u] = —Агх, L[v] = —λυ, то ^уик^гш и(х) и υ(χ) —
линейно зависимы; если L[u] = —Агх, L[v] = —μυ и\ф μ,

то (u,i;)l2(o,i) =0.

3) Обозначим Afe и Х&(я), Κ Ν, собственные значенья

и собственные вектора оператора L, т. е. £[Χ&] =

—AfcXfc, Xfc 0 0. Тогда множество {Xk} образует
полную ортогональную систему в £2(0,1), а |А&| —► +оо.

Метод Фурье

Изучение собственных колебаний ограниченной струны с

закрепленными концами приводит к задаче

ии
= а2ихху χ е (О, J), t > О, и|ж==о = u\x=l = 0, (3.1)

Ч=0 = *<*)' Ч=о = <К*)> (3·2)

Это так называемая смешанная, или начально-краевая, задача

для уравнения струны. Решение этой задачи^щется в классе

функций u{x,t) £ C2((0,Z) х Ш+)ПСг{[0,1] х R+).
Краевые условия в (3.1) в каждом из концов χ = 0 и

ж = / могут быть заменены (независимо друг от друга) на

условия одного из трех видов, указанных для

полуограниченной струны. Соответственно, для существования классического

решения задачи (3.1)-(3.2) необходимо выполнение условий
согласования в двух точках: (0,0) и (/,0).

Решение начально-краевой задачи на отрезке, как правило,

строится стандартным методом Фурье в виде разложения в

ряд по собственным функциям Хк{х) соответствующей задачи
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Штурма—Лщвилоя. В случае однородных краевых условий I

и II рода на обоих концах базисные функции Хк имеют вид:

Xk(x) = sin ^p (A; e N) в случае и|ж==0 = и\х=1 = 0;
тгкос

Х0(х) = 1, Хк(х) = cos— в случае «*|χβ0 = υ,χ\χ:=ι = 0;

Х*(ж) = sin -^— в случае u\xss0 = ν>χ\χ=ι = 0;

ж(к — - )х
Хк(х) = cos j2— в случае ux\x=Q = u\x=l = 0.

Например, решение задачи (3.1)-(3.2) дается формулой

,
,ч

v—n / А nkat
, „

. nkat \ . пкх
u(x,t) = 2^ (Afccos-y- + Bfcsm-j-J sin-j- ,

2 /* тгкх 2 /* irkx
Ab = J ¥>(s)sin— cte, J5fc = 2^Ы / V>(z)sin— <£r.

о о

Интегралом энергии для рассматриваемой смешанной

задачи называется функция
ι

E{t) = J[1-u2t(x,t) + ^uUx,t)]dx.
о

В случае, если в обоих концах χ = 0 и χ — I имеются однородные
краевые условия I или II рода, выполнено энергетическое

тождество:

E(t) = const

для любого классического решения u(x,t) этой задачи.

Задачи

3.31. Пусть и(х, t) — решение в R+ х R+ задачи:

Utt = Uxx, Ux\x=0 - °>

{sin3 я, π < χ < 2π, ,
_

0, x^dr.Jfer),
4=0 = °·

а) Нарисовать график ιι(χ,2π).
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б) Тот же вопрос дляслучая, когда уравнение

рассматривается для χ € [0,2π], t € R+ и ставится дополнительное условие

Ч-ы = °·

в) Тот же вопрос для случая, когда последнее условие

заменяется условием ux\ ^
= 0.

3.32. Указать все значения постоянных α, β и 7, при которых

существует решение u £ C2(Q) смешанной задачи

ии = ихх, и\х=0 = η\χ=π = 0,

u\t=o = αχ4 + Ρχ3 + s*n xt ut\t=o = 7 cos ж

в квадрате Q = [Ο,π] χ [Ο,π]. Найти это решение.

3.33. Пусть u(:r, t) — решение в [0,1] χ R+ смешанной задачи

ии = 4ижа;, u\x=zQ = u\x=zl = 0,

u\t=zQ = 4sin3 πχ, ut\t=0 = 30ж(1 - ж),
ι

а) Найти / Q), где /(ί) = j[u2t{x,t) + 4u2x(x,t)]dx.
о

б) Найти и(ж,2).

3.34. Пусть u(x,t) — решение в [Ο,π] χ R+ смешанной задачи

t*« = Чех, ν>\χ=ζ0 = η\χ=π = 0, u|t==0 = sin100 я, txt|t=0 = 0.

7Г

Верно ли, что \щ(х, -)| > 100 на множестве, мера которого

больше 1?

3.35. Пусть и(х, t) — решение в [0,1] χ R+ смешанной задачи

utt = ихх, и\х=0 = и\х=1 = 0, u\t=zQ = 0, ut|t=0 = х2(1 - ж).
ι

Найти lim / [г^(ж, ί) + v%(x, t)] <&с.
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3.36. Пусть u(x,t) —решение в [0,1] χ R+ смешанной задачи

utt = uxx, u\x=z0 = u\x=zl = 0, u\t=zQ = 0, ut\t=Q = x2(l - χ)2.
1/2

Найти lim / [v%(x,t) + v%(x,t)]dx.
о

3.37. Пусть u(x,t)— решение в [0, π] χ R+ смешанной задачи

Utt — ихх + sin x cos 5a; sin ωί,

<=0 = UU* = °> 4=o = 4=o= °-

Найти все о;, для которых sup |u(a;, t)| < +oo.

Q

3.38. Пусть u(a;,t) — решение в [0,1] χ R+ смешанной задачи

uu = uxx, ^1^ = 0, u\x=1 = sinai, u|t==0 = 0, ut|t==0 = ax,

Найти все α, для которых sup |ιχ(χ,ί)| < +oo.

Q

3.39. а) Найти все А: > 0, для которых при некоторой
функции φ(χ) £ <7°°((0,π)) существует неограниченное решение в

[0, π] χ R+ задачи

utt = $uxx , u\xss0 = (ux - ku)\xssK = 0,

б) Для А; = 1 описать все функции φ(χ) £ C°°((0, /)), для

которых решение u(#,£) этой задачи ограничено.

3.40. Пусть u(x,t) £ ^((O^Jx^+ooJJnCHlO^Jx^+oo))-
решение в [0, π] χ R+ краевой задачи:

utt = uxx, u\x=zQ = /(*), η\χ=π = 0, u|t==0 = ut|t=0 = 0,

/(t) —гладкая функция и /(£) —> 0 при £ —» оо. Может ли

решение этой задачи неограниченно возрастать по времени,

т. е. по переменной £?



ГЛАВА 4

Уравнения
параболического типа

4.1. Краевая задача

Первой смешанной, или начально-краевой, задачей для

уравнения теплопроводности в ограниченной области Ω называется

задача о нахождении функции u(x,t) G C2(Q'n)nC(Q'n), ^ > О

или Τ = +оо, удовлетворяющей условиям

щ = а?Ахщ и\хедп = °> Ч=о = **(*) G C№>

где φ(χ) — заданная функция. Краевое условие может быть и

неоднородным.

Если вместо условий на значения функции и при χ € #Ω

заданы значения ее нормальной производной или линейной

комбинации самой функции и ее нормальной производной,
задача называется соответственно II и III краевой.

Принцип максимума в цилиндре. Если функция и(х, t) €

C2{Q[si)^C(Q'q) удовлетворяет уравнению теплопроводности в

цилиндре Q^, то свое максимальное (и минимальное) значение

в Qfl она принимает либо на нижнем основании цилиндра t = 0,
либо на его боковой поверхности χ £ 9Ω.

Решение данной задачи, как правило, строится методом

Фурье. Например, решение одномерной по пространственной
переменной χ £ (0, /) задачи

Щ = а2ихх, и\х=0 = и\хЫ = 0, u|t=0 = φ(χ)

дается формулой

/ ,\ ν^4 π -(*h*\2t . ъкх ~ 2 f , ν . жкх ,

и(ж, τ) — 2^, Cjfee ^ l ' sin
~j~ , С* = γ

/ <p(a;) sin —r- ая.
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Задачи

4.1. Может ли отличное от постоянной решение первой
краевой задачи для уравнения теплопроводности принимать
наименьшее значение во внутренней точке?

4.2. Пусть u e C%l(Q) — решение в Q := [0,1] χ [0,1] задачи

Щ = иХХ1 и|ж=0 = u\x=l = 0, u|t=0 > 0.

ι

Может ли функция f(t) := / u2(x,t)dx иметь максимум

о

внутри интервала (0,1)?

4.3. Пусть u e C%j(Q) ΠC(Q) -решение в Q := (-1,1) χ (0,1]
уравнения

Щ = чхх + q(x, t) и, где q £ C(Q).

Обозначим Μ := maxti; га := maxu, где Г := Q \ Q.

Возможно ли, что М > га, если:

a) q{x,t) = 0; б) q(x,t) > 0; в) q(x,t) < 0, Μ > 0?

4.4. Пусть Q := (0,1) χ (0,1]. Существует ли функция u(x,t)
со следующими свойствами: и £ Сх\ (Q) Π C{Q)\

Щ = ихх, (x,t)eQ\

u\t=zQ = 2sin7nr, u|t=1 = 3sin7rx, 0 < я < 1;

u\x=o = δίηπί, ^1^=1 = sin7r* + 2sin7rt, 0 < t < 1?

4.5. Пусть ^ =_{(a;,t) G R2|x2 + t2 ^ 1}. Существует ли

функция и £ C2(Q), удовлетворяющая уравнению

^t = Uxx + 1 в Q и условию жгля = tu на #Q?

4.6. Пусть функция гх(ж,£) € Cf^(Q) HC3(Q) является

решением в Q := (0,3) х (0,1] краевой задачи

Щ = чхх, u\x=Q = е"*/4, и\х=3 = ге"*/64, u\t=Q = у/х + 1,

Верно ли, что и(ж, t) в Q убывает по £?
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4.7. Пусть функции uk(xtt) 6 C2xj{Qk) Π C(Qk), fc = 1,2,
являются решениями в Q^ := Q/lfe fe\ краевых задач

Здесь <р б С1^-^]); φ{χ) ^ 0 при |ж| < 1 и φ{χ) = О при
1 < И < 2; ρ =έ Ο.

Доказать, что u\(x,t) < U2{x,t) V(a;,t) е [—1,1] х (О,Τ].

4.8, Пусть и € Cg(Q) Π C(Q)-решение в Q := Q*^
краевой задачи

ut = гхжаг, ^1Ж=±7Г = 0, u|t==0 = sin2 x.

π

Найти lim / uix. t) dx.
t->+oo J

О

4.9. При каких условиях на функцию φ £ Cj§°((0,1)) любое

решение u(i,x) в полуполосе Q?qi\ задачи

а) щ = иХХ1 u\x=zQ = ti»|e=sl = 0, u\t=Q = р(ж);

б) Щ = ΙΙ^χ, ^=0 = Ux\x=l = °> 4=0 = V(X)

обладает свойством u(t,x) —► 0 при t —► +оо?

4.10. Пусть и е С%'1 (Q) Π C(Q) — решение в Q := Q2°x) задачи

ut = ижж + <ш, и\х=0 = и|я=1 = 0, u\t=Q = (р(ж).
Найти все такие a £ R, что для любой начальной функции
<р е С([0,1]), <р(0) = φ(1) = 0, выполнено

lim u(x,t) =0 Уже [0,1].

4.11. Пусть u(x,t) —решение в Q^d^ краевой задачи

t*t = Uxx, u\x=Q = и|ж=7г = 0, и\м = ^(я?),

где φ £ С1 ([0, π]), <ρ(0) = φ(π) = 0. Указать класс всех таких

функций φ{χ), для которых

lim еги(х, ί) = 0 Уж G [0, π].
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4.12. Пусть и(ж, t) — решение в полуполосе Ф(о3тг) за^вяи

Щ = uxx, u\x=Q = и|ж=37Г = 0> Ч=о = 4>ίχ)>

где <р Ε С1 ([0,3π]), φ(0) = <ρ(3π) = 0. Указать класс всех таких

функций φ(χ), для которых

а) существует конечный lim е^*и(ж,<);
б) существует конечный lim elu{x,t)\

в) существует конечный lim e* u(x,t).

4.13. Пусть и(ж, t) — решение в Я?^п/2) кРаев°й задачи

т/2
Щ = ижж, и|ж=:0 = 1; и|ж=7Г/2 = 4> и(ж» °) = cos4 ж + 4sin5 χ·

Найти lim и(хЛ).
t-»+oo

v '

4.14. Пусть u e Cjt(Q) Π C(Q)-решение в Q := Q^, где

Ω = (0,1) χ (0,1), задачи

UU=0 = «U=0 = °' «1*1=1=**' <2=ι = ^1·

Найти lim u(xuX2,t).

4.15. Пусть и(ж, ί) — решение в полуполосе Q?%n задачи

Щ = tig», «|я=0 = u\x=l = t, u|t=0 = φ(χ),

где φ € С1 ([0, /]), ν>(0) = φ(1) = 0. Найти lim t-1 u(x, t).

4.16. Пусть функции щ и щ удовлетворяют соотношениям

(uk)t = Ы)хх, Ο^χ^π, 0^ί< +οο;

^ik|t==0 = sin2 x — α sin4 χ (k = 1,2);

«ι|χβ0 = «lU, = °> fakUo = (и2)х1ж=7Г = 0, 0 ^ t < +оо.

При каких α справедливо неравенство

lim ixi(x,t) < lim ^(χ,ί) Уж£[0,7г]?
t—>-+oo t—*+оо
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4.17. Пусть функция и(ж, t) — решение в Q?q2) заДачи

щ = ихх, их\х=0 = ^1^=2 = 3' Ч=о = χ3 ~~ 3χ2 + За;·

Найти lim и(хЛ).
t-»+oo

v '

4.18. Пусть функция u(a;, t) — решение в Q?q2) заДачи

Щ = ижж, tix| 0
= 1, адж| 2

= 13, и\ 0
= а;3 + я.

Найти lim гл(ж.*).

4.19. а) Найти все / > 0, для которых при некоторой функции
ψ{χ) € С°°((0, Ϊ)) существует неограниченное решение в £?/£а
краевой задачи

Щ = 2ихх, u\x=zQ = (гхж - Згх)|ж=/ = 0, u\t=Q = </?(ж).

б) Для ί = 1 описать все функции <р(х) е С°°((0,/)), для

которых решение этой задачи ограничено.

4.20. а) Функция u(x,t) φ const удовлетворяет уравнению

Щ = ихх

в области Ωτ = {(ж, t) | 0 < ί < Т, 0 < а; < 5 - exp(-t)}.
Доказать, что максимум этой функции на Ωτ не может

достигаться ни во внутренних точках области Ωτ, ни при t = Т.

б) Пусть it(ж, t) является решением задачи

Щ = ихх в области ί > О, 0 < ж < 5 — ехр(—£),
и\х==0 = "Us^^ = 0, u|t=0 = <р(*), ( л)

где φ(χ) G <7ο°((0;4)). Доказать, что \u(x,t)\ < Се"*/4.

в) Привести пример функции φ{χ) £ Cq°((0,4)) такой, что

для решения u(x,i) задачи (4.1) выполнено

max u{x, t) > ё~г Vt > О

ж€(0;5-ехр(-*))

в предположении, что такое решение существует.
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4.21. Пусть и(£, х) — решение в Q?Qn\ задачи

Щ = ихх, и|ж=0 = Ux\XSSK = 0, u|t=0 = φ(χ)9

где <р(0) = <ρ'(π) = О.

а) Доказать, что sup |u(l,a;)| < sup |<р(ж)|.
0<ίΕ<π 0<ίΕ<π

б) Верно ли, что sup |u(l,a;)| < -

sup \φ(χ)\ ?
0<ίΕ<π 2 ο<ίΕ<π

4.22. Пусть функция u{x,t) e C2{Q)DC{Q) является решением
в Q := Qfl краевой задачи

щ = Au + /(ж), и\хеШ = О, u|t=0 = О,

где f(x) < 0 при χ £ Ω. Доказать, что при фиксированном
хо е Ω функция u(xo,t) является невозрастающей по t е (0,Т).

4.23. Пусть u(x,t) e C2(Q) Π C(Q) — классическое решение в

Q := Q/J? ι) краевой задачи

щ = ижа; + ν(χ,ί), и|я=ю = и|ж=1 = 0, u|t=0 = <р(а;) е С°°([0,1]),
υ(ж, £)—-ограниченная измеримая функция, удовлетворяющая

оценке |t;| < С, С > 0 —заданная постоянная.

Можно ли так выбрать функцию υ(α,ί), что u(x,t) = 0 при
всех t>t+, ί* — некоторая положительная постоянная?

4.24. Пусть u(x, t) e C2(Q) П С1(Q) — классическое решение в

Q := Q?q хч краевой задачи

щ = uxx + 3u, u\x=zQ = u\x=zl = 0,

Доказать, что для и(х, t) имеет место неравенство

|гх(ж, ί)| < Се"6*, С = const > 0.

4.25. Пусть u(x,t) € C2(Q) Π С1 (Q) - решение в Q := Q~1}
краевой задачи

ut = uXX) ux\x==Q = 1, ux\x=1 = -1, u|t=0 = φ{χ) 6 C^°((0,1)).

Ограничено ли это решение на Q? (То есть растет ли

температура?)
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4.26. Пусть u(x, t) — решение в Q := Q^^ задачи

ut = ижж, и|яв0 = /(ί), и|я=1 = #(<), Ч=о = ^(ж)'

/, р, у?
—

гладкие функции, причем

/(ί) —> α при ί —► оо, p(t) —► Ь при t —► оо.

Какой предел при ί —► оо в пространстве С[0,1] (если таковой

вообще есть) имеет решение u(x,t) этой задачи?

4.2. Задача Коши

Классическим решением задачи Коши для уравнения jren-
лопроводности называется функция и € Сх\{П.т) Π С(Пт),
определенная в слое Пт = {(я, ί) € Rn+1 | χ € Rn, О < t < Τ} и

удовлетворяющая уравнению

щ = а2Джи + /(я, ί) (а > 0), (х, t) e Пт
и краевым условиям

Ч=о = Ф) е <*>(*")»
где <р(:г), /(ж, ί) — заданные непрерывные ограниченные

функции.

Решение задачи Коши в классе ограниченных функций
существует, единственно и выражается интегралом Пуассона

+//(W»(Urexp[-^]№'TKdT·
0 R«

Замечание. Пусть u(x,i)—решение задачи Коши

(щ = Аи в RnxR+,

1 4t==0 = ¥>ι(χι) ■ ■ · Wii^n), ж е Rn,
η

^jk(xfc) € C7b(R), k = l,...,n. Тогда u(»,t) = П«*ОМ), где

ttfc(ж, t) — решения задач Коши
fc=1

Г (uk)t = (uk)xx в RxR+,

\uk\t=0 = <Pk(x), xeR, fc = l, ...,n.
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Для ограниченных решений уравнения теплопроводности

справедлив принцип максимума в слое:

если функция u(x,t) £ С2(Пт) ПСь(Пт) удовлетворяет в слое

Иг однородному уравнению теплопроводности щ = а2ихх, то

inf и(ж,0) ^ u(x,t) < sup и(ж,0) V(a;,t) € Пт-

Для ограниченных решений уравнения теплопроводности

справедливы теоремы о стабилизации:
Пусть u{x,t) — ограниченное решение задачи Коши

щ = ихх в RxR+,

<р(х) e Cb(M). Тогда
1. Если lim φ(χ) = А±у то lim u(x,t) =

+

{:

ж—nfcoo t—>+oo 2

1 /* A
2. Если lim - / φ(χ)άχ = А, то lim u(x,t) = —

.

ί-++οο I J t—*·+οο 2

-J

3. Если y?(a;) — периодическая функция, то lim u(x,t) = φο,
t—fr-boo

где <po
— нулевой коэффициент разложения функции φ(χ) в ряд

Фурье, пространственное среднее.

Задачи

4.27. Справедлив ли принцип максимума в слое для уравнения

щ + Ахи = 0 в том же виде/в каком он справедлив для

уравнения теплопроводности?

4.28. Доказать, что решение u(x,t) задачи Коши для

уравнения щ = ихх будет нечетным по я, если начальная функция
гх(ж, 0) — нечетная.

4.29. При каких t > 0 существует интеграл, входящий в

формулу, которая дает решение задачи Коши

Щ = ихх, u\t=zQ = φ(χ),
если требование ограниченности φ(χ) заменяется

предположением
r^ 2

\φ(χ)\ < МеКх , Μ > 0, К > 0?
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4.30. Доказать (используя интеграл Пуассона), что существует

решение u{x,t) € C2(R x R+) в R x R+ следующей задачи:

Щ = ихх, u{x, t) —» φ(χ) в L2W при t —> 0,

где <p(x) —-заданная функция из L2(Ra?) (не обязательно

непрерывная!).

4.31. Единственна ли функция u(x,t) со следующими

свойствами: u e C*J(R χ (0,/ι]);

Щ = и**, (ж, t) e R х (0, Л];
lim и(ж, ί) = 0 Уж в R; sup |u(a;, t)| < +оо Vt e (0, /ι]?
*-*° жем

4.32. Пусть G = {(a;,t) | ж € R,t 6 R-}. Найти все функции

ti(a;,i), принадлежащие CX\{G)^ ограниченные в G и

удовлетворяющие в G уравнению щ = ижа;.

4.33. Пусть гх(ж, ί) — решение в R x R+ задачи Коши

А
. x2+sinx

«ι = 4uXXi u\t=0 = 1 + 2χ2
.

Найти lim и(ж,£).
t->+oo

v '

4.34. Пусть и(ж, t) — решение в R x R+ задачи Коши

^ί = Uxx, u\t=zQ = arcctgz.

Найти lim и(хЛ).
t-»+oo

v '

4.35. Пусть и(ж, t) — ограниченное решение в R χ R+ задачи

Коши

Щ = гхжа:, u|t=0 = φ(χ) в C(R) Π L^R).

Найти lim u(0,t), если lim Τ φ(χ)άχ = Α.
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4.36. Найти lim u(:r,y,i), где u(x,у,£) — решение в R2 x R+
t—»4-оо

задачи Коши

и* = ижаг + Uyy, гх|г=0 = pfo у)

при следующих начальных условиях:

ж _

ι дт sin Ό ι

а) <р(х,у) = 1 + 2χ2
, б) <р(а;,у) = sin у, в) <р{х%у) = \ + 2χ2

-

4.37. а) Решить задачу Коши в R3 x R+

б) Найти lim u(x>t).

4.38. Пусть u(x, t) — решение в R χ R+ задачи Коши:

щ = uxx, u\t=Q = e
x

.

oo

/ u(x,£)<Найти lim / u(x,t)dx.
t-+oom

b

4.39. Пусть u(x} t) — решение в R χ R+ задачи Коши уравнения

теплопроводности с «потенциалом»:

Щ = uxx
-

u, ti|t_p = sin2 x.

Доказать, что существует постоянная Ау такая, что

\u(x,t) - Ае~г\ <a(t)e-"*f

где функция a(t) —» 0 при £ —* оо. Найти постоянную А.

4.40. Пусть положительная ограниченная функция
удовлетворяет уравнению

щ = Ди в слое R3 χ (0,1) и

и
= О в кубе (0,1) χ (0,1) х (0,1) х (0,1).

Верно ли, что и = 0 в слое R3 χ (0,1)?
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4.41. Пусть u e C2(Qj)nC(Q£) — решение в полосе Q^ задачи

Коши

Щ = uXXi u\t=zQ = О и |u(a;,t)| < С\х\.

Доказать, что и = 0 в Qj£.

4.42. Пусть Π := R χ R+ \ {(0,1)}—полуплоскость с одной
«выколотой» точкой; и(х, t) — решение уравнения

теплопроводности в Π и |ίχ(χ,ί)| < Μ при (a?,i) 6 П. Доказать, что

особенность в точке (0,1) устранима, т. е. можно так

доопределить функцию и(х, t) в этой точке, что она будет решением

уравнения теплопроводности в R x R+.

4.43. Найти решение u(x,t) e C(R+ x R) задачи:

Щ = ихх, (ж,ί) € R+ х R, u\x=zQ = cos5i, t e R;

sup|u(x,i)| < oo.



ГЛАВА 5

Уравнения
эллиптического типа

5.1. Гармонические функции

Функция и £ <72(Ω) называется гармонической в области Ω,
если

Аи = 0.

Теорема о среднем. Если и(х) — гармоническая в

области Ω функция, то

и{хо) = ШЫ\ J <x)dx-

ВЦхо)

Принцип максимума. Пусть и(х) гармоническая β Ω и

непрерывная в Ω функция и и(хо) = Μ = тахгх, xq € Ω, тогда
и = М β Ω. Ω

Теорема Лиувилля. Если и(х) — гармоническая в Rn

ограниченная функция, то и = const.

Лемма Хопфа—Олейник о нормальной
производной. Пусть гармоническая в шаре В функция и(х) отлична

от постоянной, и Ε С(В) и пусть и(х) принимает
наименьшее (наибольшее) значение β точке Ь € дВ. Если β точке b

существует производная —, где η
—

направление, образующее

острый угол β с внешней нормалью к границе шара дВ в точке

Ь, то
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Неравенство Харнака. Пусть и(х) — гармоническая в

шаре -Вд(О) и непрерывная в 2?д(0) неотрицательная

функция, тогда

u{0)Rn-2 *;>*> г
< и(х) < u(0)Rn~2 *+'*'

χ
-

ν '
(Λ+ΙχΙ)"-1

ν ' v '
(Λ-|*Ι)

Теорема об устранимой особенности. Если и(х) —

гармоническая функция в Ω \ {0} и

\и(х)\ < a(x)\Sn(x)l
где а(х) —► 0 при χ —► 0, а £п(х) — фундаментальное решение

операторащЛапласа, то функцию и(х) можно доопределить в 0

так, чтобы и(х) была гармонической везде в Ω.

Теорема_о потоке. Если и(х) — гармоническая функция
в Ω, и е 6'1(Ω), то

где и — вектор внешней нормали к дС1.

Задачи

5.1. Найти все гармонические в R2 функции и(х,у), для

которых·

Uy(x,y) = 3xy2 -χ3.

5.2. Найти все гармонические в Шп функции, принадлежащие

L2(Rn).

5.3. Найти все гармонические в R2 функции и(х, у), для
которых

и*(я, у) < иу{х, у) V (я, у) е R2.

5.4. Пусть Ω = {(ж,у) G R2 | 0 < χ < 1, 0 < у < 1}, иб С2(П),
Ди = 0 в Ω, и\ =0

= ti| χ
= 0 при 0 ^ ж < 1.

ι

Может ли функция f(x) := / и2(ж, у) rfy иметь точку перегиба

внутри интервала (0,1)?
°
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5.5. Пусть и(х) — гармоническая в В%(0) и непрерывная в

J5£(0) функция, и(0) = 0. Найти связь между числами

/ u(x)dx и / u(x)dxy

где J3+ = {х б BJ(0) | и(ж) > 0}, J5" = {а; е BJ(0) | u(s) < 0}.

5.6. Пусть и — гармоническая в В%(0) функция. Найти

2π

о

5.7. Пусть и(х) б C2(J5?(0)) nC(J5^(0));
Ди(ж) = 0, ж := (жь ж2) € βχ(0);
u(x) = x\, xe S\(0), ж2 ^ 0;
и(ж) = я?2, xe S?(0), Ж2 < 0.

Найти / и(я) rfx.

*?/а«»

5.8. Пусть Διι(χ) = 1, ж € J3f(0)\£2(0). Что больше:

J γρ(Ρ>θ)ά3 или У ^(р,в)Л?
5?(0) S|(0)

5.9. Пусть Ωι С Ω2; uk € <72(Ω*) П С(Щ);
Auk{x) = О, же Ω*; ик(ж) = Д(ж), ж € дПк (к = 1,2);

Л(<0 < /2(ж2) Vz^Oli, Уж2бШ2;
ж0 € Ωι — произвольная точка. Что больше: щ(х°) или и2(ж°)?

5.10. Пусть и € С2(Я2(0)) П С(Я2(0));

y-cixi + uXlX2 + uX2X2 = 1, χ := (жь ж2) € -В2(0).
Может ли «(ж) иметь внутри -В2(0)

а) максимум;

б) минимум?
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5.11. Пусть и е С2(П) П <7(Ω); q € C(Q);

Au(x) + q(x) u(x) = Ο, ж G Ω; Μ = max«(ж); m = max «(ж).

Возможно ли, что М > τη, если

а) q(x) = 0;
б) 9(ж) > 0;
в) q(x) < 0, Μ > 0;
г) д(ж) < 0, Μ < О?

5.12. Пусть Ω = {(ж, у) € R2 11 < ж2 + 2у2 < 2}'; и € С2(П);

Ди(ж,у) = 0, (x,y)eQ;
и(х, у) = х + у, ж2 + 2у2 = 2;

^+ (1-ф(х,2/) = 0, ж2 + 2у2 = 1.

Найти тах\и(х,у)\.
Ω

5.13. Пусть Ωοο := R3\J5^(0); uk G C2^) Π (7(Ω^);
Ди*(а;) = 0, ж G Ω<χ> (Α; = 1,2); щ(х) < U2(x) Va; G <9Ωοο.

Следует ли отсюда, что щ(х) < U2{x) Уж € Ω^?

5.14. Пусть и е (72(Ω) Π С1 (Π);

Ди(ж) =0, χ е Ω; ^^ = ^(ж), ж б 0Ω.

Доказать, что ф(х) обращается в нуль не менее чем в двух

точках на #Ω.

5.15. Пусть В+ := {х = (xi,X2,xz) G Bf(0) | ж3 > 0}, функция
и(х) определена и непрерывна в J5+, равна нулю при ж3 = 0

и является гармонической в J3+. Верно ли, что и(х) можно

продолжить до функции, гармонической всюду в Bf(0)?

5.16. а) Пусть Ω С R2; Ω^ = Μ2\Ω; и G С2^) Π C(TQ Π

Аи(х) = 0, χ = (a?i, жг) € Ω^.

Доказать, что существует lim u(x).
\х\—юо



54 Глава 5. Уравнения эллиптического типа

б) Найти этот предел в случае, когда Ω = Β\(ϋ) и

2π

/ ix(cos0,sin0)d0 = O.

о

5.17. Пусть Q := {х = (х1з х2, хз) € К3 | х\ + х\ < 1, |ж3( < 1};
L := {(0,0, жз) | \хз\ < ~}; функция и(х) является гармониче-

ской и ограниченной в Q\L. Доказать, что функция и(х) может
быть продолжена до функции, гармонической всюду в Q.

5.18. Справедлив ли принцип максимума для уравнения

в ограниченной области Q на плоскости в той же форме, как

для уравнения Лапласа?

5.19. Пусть и(х) —гармоническая в R3 функция и

R3

Верно ли, что u(x) = const в R3?

5.20. Существует ли положительная гармоническая функция
в шаре -Βχ(Ο), такая, что

u(0,0,0) = l, u(0,0,l/2) = 10?

5.21. Пусть функция и(ж), заданная в шаре i?i(0),
удовлетворяет уравнению

Аи = Хи (А = const < 0)
и и(х) = 0 в шаре J5f (0) радиуса δ, δ = const, 0 < δ < 1.

Доказать, что и = 0 в Bf(0).

5*22. Пусть К = {(г,<р)\ 0 < г < 1, 0 < <р < π/6} — круговой
сектор раствором 3(У\ гх(г, у?) — гармоническая в К функция,
принадлежащая С1 (К). Доказать, что

|u(r, φ)\ < Сг6, где С = const > 0.
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5.23. Построить пример ограниченной в шаре Bf(0)
гармонической функции гх(ж), такой, что |Vit| неограничен в В\(0).

5.24. Пусть функция и(х), χ £ R3, удовлетворяет уравнению

Δη = u(x) в R3,
а также оценке

\и(х)\ ^ С, хе R3.

Доказать, что и = 0 в R3.

5.25. Пусть и(х, у)
—

решение уравнения Лапласа в

полуполосе Π = (0,1)^ χ R+ на плоскости (#, у), R+ = {у > 0},
и £ С2(П) Π С(П), удовлетворяющее граничным условиям

и\х=0 = и\х=1 = 0, у > 0,

причем tx(x,y) —> 0 при у —> +оо равномерно по ж. Доказать,
что

Кж, У)1 < Се"314'*, где С = const > 0.

5.26. Пусть гх(ж, у) — гармоническая функция в полуплоскости

Р={у>0},иеС(Р)у
\и(х,у)\ <М, ж€К, y€R+ и

Ч,=о = 0 Va;€Ri,
где М —некоторая постоянная. Доказать, что и = 0 в Р.

5.2. Классическая постановка основных краевых задач

Формулы Грина

Если и, ν е С2(П) Π СЧП), то

/ υΔιχ dx = / г; — ds — / VtxVt; dx,

(vAu — uAv)dx— / (υ- u— Ids, (5.1)
Ω 0Ω

где ζ/ —вектор единичной внешней нормали к границе

области ΘΩ.
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{

Внутренняя задача Дирихле

Пусть Ω £ Rn — ограниченная область, &Ω — поверхность
класса С2.

Классической задачей Дирихле называется задача о

нахождении функции и(х) £ (72(Ω) Π С(Ω):

Δ« = /(*), же Ω,

«Ui = **>■ ( }

где f(x) € (7(Ω), <р(ж) е C(dil) — заданные функции.
Решение внутренней задачи Дирихле существует и

единственно.

Внутренняя задача Неймана

Классической задачей Неймана в ограниченной области Ω

называется задача о нахождении функции и(х) € (72(Ω) Π Οχ(Ω):

{
Au = /(χ), χ β Ω,
9u

Λ/
= *ω (5·3)

где /(a;) € (?(Ω), <р(ж) G С(сЮ) — заданные функции, ν —

вектор внешней нормали к dil.

Условием разрешимости задачи Неймана (5.3) является

равенство на функции f(x) и φ{χ)

f f(x)dx= IAudx= fj£ dS= f <p(x)dS,
Ω Ω θΩ θΩ

(которое следует из формулы Грина (5.1) при υ(χ) = 1).
Решение задачи (5.3) не единственно, а определяется с точностью

до произвольной аддитивной постоянной: если и\(х) и

U2(отрешения (5.3), то и\(х) — U2(x) = const.

Внешняя задача Дирихле

Пусть Ω G Kn — ограниченная область с границей ΘΩ класса

С2, Ωοο = Εη\Ω.
Классической внешней задачей Дирихле в

неограниченной области Ωοο называется задача о нахождении функции
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и(х) £ С2(Ωοο) η(7(Ωοο), удовлетворяющей системе

Аи = /(ж), χ е Ωοο, ^6θΩοο = ¥>(*),

и условию на бесконечности

и(х) —» 0 при |ж|-»оо (п^З), ,_ ,ч

\и(х)\^С при |ж|->оо (n = 2),
1&'4'

где f(x) e C(Cloo) nLi(fioo), φ{χ) € С(Ш)—заданные
функции, С —некоторая постоянная.

Решение внешней задачи Дирихле существует и

единственно.

Внешняя задача Неймана

Классической внешней задачей Неймана в неограниченной
области Ωοο называется задача о нахождении функции
и(х) е С2(Ωοο) Π С1(Ωοο), удовлетворяющей

Δ« «/(*), хей», ^\хеШоо = ^)
и условию (5.4) на бесконечности; здесь f(x) € (7(Ωοο)ΠΖ,ι(Ωοο),
φ(χ) € Ο(0Ω) — заданные функции, и — вектор внешней

нормали к #Ωοο·
При η ^ 3 существует единственное решение внешней

задачи Неймана.

При η = 2 внешняя задача Неймана разрешима только при

дополнительном условии

J f(x) dx= J φ(χ) dS]

ее решение определяется неоднозначно, с точностью до

произвольной аддитивной постоянной.

Краевые задачи на плоскости

Решение краевых задач для уравнения Лапласа Аи = 0 в

круге или кольце можно получить, если перейти в полярные

координаты

л / Δ\ d2u
,

1 du
,

1 d2u
Λ
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и применить метод разделения переменных. Общее решение

уравнения Лапласа имеет вид

гх(р, Θ) = А0 + В01η ρ + ]Г [Anpn + -f) cos n0+
71=1

оо

+Σ(^η+^)8ίη^·
Так как функция и(р, Θ) должна быть ограничена в

рассматриваемой области, то

-

для задачи в кольце (R\ < ρ < R2) ненулевыми могут
быть все коэффициенты,

-

для задачи в круге (р < R) Во = Bn = Dn = 0 (га =

1,2,...),
-

для задачи во внешности круга (р > R) Во = Ап =

Сп = 0 (п=1,2,...).
Оставшиеся коэффициенты определяются из граничного

условия. Например, для решения внутренней задачи Дирихле

Агх = 0, р<Д, 1*1^ = /(*),

разложив функцию /(0) в ряд Фурье по базису
{I,cosn0,sinra0;ra = 1,2, ... }, получим

2π 2π

Л°= hjmde> Αη = d^//(*)cosn^
0 2π« °

Cn=:iL· ι f(e)sinnede·
О

Потенциалы

Рассмотрим область Ω, граница которой удовлетворяет

следующему условию Ляпунова (является поверхностью Ляпунова,
т. е.):

1) В каждой точке границы существует определенная
нормаль (касательная плоскость).

2) Существует такое число d > О, что прямые,
параллельные нормали в какой-либо точке Ρ границы, пересекают
не более одного раза часть границы, лежащую внутри

сферы радиуса d с центром Р.
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3) Угол, образованный нормалями в точках А и В,
удовлетворяет следующему условию:

пХ^пв < const|>l — В|7,

где \А — В\ — расстояние от А до Б, 0 < η ^ 1.

Выше на с. 12, определены функции 6п(х) —

фундаментальные решения оператора Лапласа в Rn. С помощью этих

функций определяются различные виды потенциалов.

Ньютонов потенциал.

щ(х) = / Sn(x - y)f(y) dy.
Ω

Такой потенциал называют еще пространственным (п ^ 3)
или (логарифмическим) потенциалом площади (га = 2).

Потенциал простого слоя.

Мх) ='/ εη(χ - уЫу) dsy.

Потенциал двойного слоя.

M*) = -Jd£n(au~y) rn(y)dsy.
θΩ

Теорема о трех потенциалах. Любая функция и(х) из

класса <72(Ω) Γ) С1 (Ω) представляется в сумму

и(х) = и\[х) + и2(х) + щ(х),

duly)
где /(у) = Аи(у), q{y) = -

-^ ,
а т(у) = -и(у).

Теорема о потенциале простого слоя. Потенциал про-

стого слоя непрерывен в Rn.

Теорема о скачке потенциала двойного слоя. Суще-
ствуют функции щ € <7(Ω) и и% £ (7(Κη\Ω) такие, что

1) и% = щ в Ω, и£ — us в Μη\Ω,

2)
ц*+ц^"

= щ на Ш,

3) и^ — и% —т на &Ω.
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Аналогичное утверждение верно относительно нормальной
производной потенциала простого слоя.

Теорема о скачке нормальной производной
потенциала простого слоя.

ди2(х0) ди2(х0) / \ w л-лп

где

XQ XQ

du2 , ч
r u2(x0 + tvx) - u2(x0)

(xq) - lim f
0< ^±0 l

Кроме того,

1 fdu2(x0) дгфъ) \ [ dSn(xp-y) , .

dQ

5.2.1. Функция Грина

Функцией Грина первой краевой задачи (задачи
Дирихле) в области Ω называется функция вида:

G(x\ y) = Sn{x-y)+ g{x, у),

где χ € Ω, у € Ω, a g(x, у) при каждом фиксированном а; € Ω

является решением следующей краевой задачи:

{
Δν9{χ>ν) =0, ye Ω,

lyedii

Теорема. Функция Грина обладает следующими
свойствами:

• G(x] у) = G(y\ x) — принцип взаимности;

• G{x\ у) ^ 0 для всех χ £ Ω, у € Ω — неположительность.

Решение внутренней задачи Дирихле (5.2) определяется

формулой

и(х) = J G{x; у) /(у) dy + f^^ <р(у) dSy.
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Задачи

5.27. Написать формулу, дающую решение задачи Дирихле
для уравнения Лапласа в В%(0), и доказать, что функция,
определяемая этой формулой, непрерывна на S%(0).

5.28. Существует ли функция G{x\xQ), определение которой
отличается от определения функции Грина задачи Дирихле
для области Ω С R3 заменой условия

G(x]x°) = 0 при xedil

условием

—^г—-
= 0 при χ е αΩ?

οι/

5.29. При каких α существует решение и(р, Θ) задачи Неймана

для уравнения Лапласа в круге i?i(0) с граничным условием

Ά =acos40 + a2cos20?

5.30. При каких α,/? существует решение краевой задачи

для уравнения Лапласа в кольце J5|(0)\J5^(0) с граничными

условиями "

-1· (sHL-^
du

Тр р=1
'

\9р /1р=2
Найти решение во всех случаях, когда оно существует.

5.31. Существует ли гармоническая в i?i(0)\{0} функция
и(х,у), удовлетворяющая условию

— =х-у?
op lp=i

5.32. Найти решение гх(ж, у) следующей задачи:

Δ« = 0, ρ>1; д- =ж(1-у); inf u(x, у) = 0.
ар \р=х р>1
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5.33. а) Единственно ли решение следующей задачи:

и е С2(Щ> где Π = вЩ\в1(оу,
Аи(х) = О, χ е Ω;

®^-αι«(χ) = /1(χ)ι *eSf(0);

^)+a2u(x) = /2(x), XG5|(0);

α* = const >0 (fe= 1,2)?
б) Тот же вопрос при a* = const < 0 (k = 1,2).

5.34. Найти все такие a > 0, что решение u(x, у) задачи

Дирихле для уравнения Лапласа в полуплоскости R+ х R,
удовлетворяющее неравенству

\u(x,y)\^M(l + x + \y\)a,
где Μ = const > 0, единственно.

5.35. Найти все такие a > 0, что решение и(х,у) задачи

Дирихле для уравнения Лапласа в области

{(х)У)€М2|Ы<^},
удовлетворяющее неравенству

\u(x,y)\^M(l + x2 + y2)a,
где Μ = const > 0, единственно.

5.36. Найти значения в точках отрицательной полуоси Оу
логарифмического потенциала простого слоя и(х, у),
распределенного на отрезке ж = 0, 0 < у ^ 2 с плотностью, равной

единице.

5.37. Найти lim / (ξ2 - 2η2) In [(χ - ξ)2 + (у - r?)2]ds.
ж2+у2-юо J

ζ2+η2=1

5.38. Пусть В = J5^(0). Существуют ли две различные

функции щ(х,у) со следующими свойствами: щ € С2(В)]

Ащ = 0 в В, ^1-щ = Зх на ЭВ (г = 1,2)?
оу
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5.39. а) Пусть К = {1 < \х\ < 2} — «кольцевая» область

в R2. Единственно ли решение и е С2(К) Π С1 (К) следующей
краевой задачи:

ди\

φι, ψ2
—

произвольные непрерывные функции на окружностях

{\х\ = 1} и {|а;| = 2} соответственно?

б) Найти решение поставленной в п. (а) задачи, если

φι
= cos 0, φ2 = sin θ

(θ —полярный угол на плоскости).

5.40. а) Доказать, что решение задачи Дирихле в полосе

Π = {{х,у) | 0 < χ < 1, -оо < у < +оо}

Δω = 0 в П, и\х=0 = <pi(y), гх|ж==1 = <р2(у),

<ρι,<£2 € ^(Κ1), неединственно.

б) Единственно ли решение предыдущей задачи с

дополнительным условием

и(х, у) —» 0 при \у\ —► оо?

5.41. Пусть Q — ограниченная область с границей dQ
класса С1. Может ли решение и £ C2(Q) Π Cl(Q) краевой
задачи

ΓΊ4Ι I

= 0,Аи — и = 1 в Q, —

ση \dQ

(η — внешняя нормаль к dQ) быть строго положительным в Q?

5.42. Пусть К = -Βχ(Ο), и(ж, у) — решение задачи

Δη = х2у, и\дк = 0.

Найти и(0,0).

5.43. При каждом ли α € R1 задача

Аи = 1 в JT = {(г, р)|1<г<2},
'диди

дп 5l=sin¥>' (^+au)L=sinV'
и G С2(if)ПС1 (If), имеет хотя бы одно решение? (п —внешняя
нормаль к границе кольца К.)
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5.44. При каких oER1 краевая задача

Аи + 2и = χ — α в Ω, и\дп = О,

Ω = (0, π) χ (0, π), имеет хотя бы одно решение?

5.45. Пусть Ω — ограниченная область на плоскости, и(х) €

Аи = О в Ω,

φ(χ) — непрерывная функция на д£1 и

lim и(х) = φ(χο)
X—*XQ
χβΩ

для всех хо £ 5Ω кроме единственной точки х* € Ш.

Назовем такую функцию «решением задачи Дирихле Аи = О,

u\dQ = <р(а;) кроме одной граничной точки а;*». Единственно ли

решение такой задачи Дирихле?

5.46. Пусть Ω С R3 — внешность единичного шара.
Единственно ли решение и(х) € <72(Ω) Π С(Ω) внешцей задачи

Дирихле

Аи(х) = О, \х\ > 1, u|w=1 = О

при дополнительном условии

a) J |и(0|Ч = О(1) б) J |«(0|Ч = о(1)

1С-*1<1 1€-*1<1

при |а;| —► +оо?

5.47. а) Найти решение и(р, Θ) задачи Дирихле для уравнения

Лапласа в В\{0) с граничным условием

оо

где рид- заданные натуральные числа.

б) При каких р, q это решение принадлежит пространству

янв?(0))?



5.3. Обобщенные решения 65

5.3. Обобщенные решения

Задача Дирихле

Рассмотрим задачу Дирихле в области Ω в классической

постановке
f

ί f
ho (δ·δ)

(^ u = φ на oil. v '

Пусть f e L2{tt), φ β Ηλ(Ω).
Функция u € #Χ(Ω) называется обобщенным решением

краевой задачи (5.5), если

/ VuVv dx = — fvdx

Ω Ω
ο ο

для любой г; € #α(Ω) и u — φ € Я1^).
Вариационной постановкой задачи (5.5) называется

следующая минимизационная задача:

inf / \4w\2dx + 2 fw dx\
пенцп), птенца) L £ ω

или

inf / \Vw\2dx + 2 fwdx-2 V<pVw dx .

Задача Неймана

г Нейма

= / в Ω,

Рассмотрим задачу Неймана в области Ω в классической

постановке
Г Δα = /

= ψ на №. (5*6)

Пусть / б £2(Ω), V б U2(«l).
Функция u € Я1 (Ω) называется обобщенным решением

краевой задачи Неймана (5.6), если

/ VuVv dx = ψν ds— fv dx

Ω 0Ω Ω

для любой υ G Я1 (Ω).
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Вариационной постановкой задачи (5.5) называется

следующая минимизационная задача:

inf / \Vw\2dx + 2 fwdx-2 / фю ds .

w€HHO) L У J J J
Ω Ω θΩ

Третья краевая задача (задача Фурье)

Рассмотрим третью краевую задачу в области Ω в

классической постановке , ж

'

Л

Аи = / в Ω,

ι — + au = С на д£1.

Пусть / б £2(Ω), С € L2(«l).
Функция и £ ίΓ^Ω) называется обобщенным решением

третьей краевой задачи (5.7), если

/ VuVv dx + a uv ds = ζν ds — I fv dx

Ω 0Ω θΩ Ω

для любой ν € Я1 (Ω).

Вариационной постановкой задачи (5.7) называется

следующая минимизационная задача:

inf [ f\Vw\2dx + a I w2 ds — 2 I ζνυ ds + 2 I fw dx

Ω θΩ θΩ Ω

Минимизант

Последовательность {щ} называется минимизирующей для

функционала F, если F(uk) —► m при Ыооит = inf F(v).
Отметим, что задача Неймана имеет единственное решение

с точностью до аддитивной постоянной. Для однозначной

разрешимости задачи часто предполагают, что у решения нулевое

среднее по области. При таком допущении задача становится

однозначно разрешимой и в этом случае можно применять

общую схему исследования и классической постановки, и

обобщенной, и вариационной.
Если последовательность {и*} является минимизирующей,

то существует такое и € Ηι(Ω), что щ —► и при к —» оо и

F{u) = m.
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Метод Ритца

Рассмотрим вариационную постановку задачи Дирихле. Пусть

F(w) = / \Vw\2dx + 2 / fw dx. Рассмотрим линейно неза-

Ω Ω

висимую систему 0ι,...^·,..., конечные линейные оболочки
о

которых плотны в ΐΓ^Ω).
к

Тогда {life}, Uk = Σ aj0i> будет минимизирующей по-

5=1

следовательностью, к = 1,2,..., если су— решения системы

линейных уравнений

Ι αϊ / V0iV0i<£r + «2 / V^V^irfx +.., + α* / νφ^φχάχ =

Ω Ω Ω

= - ίΦι dx

Ω

«ι / Чфг^фках + OL2 V^V^rfx +... + otk / УфкУфках —
Ω Ω Ω

= - Ι /Фк dx

Ω

Задачи

5.48. Пусть u G С(В?(0)); 4z,J/) ^ О, ж2 + у2 = 1;
в i?i(0) существуют обобщенные производные в смысле

Соболева ихх и iiyy, причем

v>xx + Щгу ^ 0 почти всюду в В2 (0).

Доказать, что и(а;,у) ^ 0 V(x,y) € 2?ι(0).

5.49. Пусть u G С(В2(0)); в J52(0) существуют обобщенные

производные в смысле Соболева ихх и Uyy, причем

uxx + Uyy = 0 почти всюду в Β2(ϋ).
Доказать, что |и(х,у)| ^ max|ti| V(x,y) G J5^(0).

5?(0)



68 Глава 5. Уравнения эллиптического типа,

5.50. а) Сформулировать определение обобщенного решения

задачи Дирихле для уравнения

Au = h в Ω

с условием
и = f на ΘΩ.

б) Найти обобщенное решение этой задачи в случае, когда

h(x) = 0, f(x) = \х\2, Ω = β?(0), n ^ 3.

в) Тот же вопрос в случае, когда Ω = -BJl(0)\{0}.

5.51. Пусть В = В{(0), I = {х е R4 | х\ = 0, х2 = 0, х3 = 0,

0 < Я4 < -} —отрезок в R4, Q = В \ L Найти обобщенное

решение задачи Дирихле и(ж):

/<
φ(χ) € Cg°(В) и φ{χ) = 1 при ж € L

5.52. Найти

inf / |gradw(z)| dx

в?(0)
О

на множестве {го € Яг(В?(0)) \ w - f e Н1(В%(0))}, где

/(жьж2) = ж|.

5.53. Вычислить

inf
o J (|Vtyf - 2w)dx,

»-(|х|-1)б^(П) £
если Ω = {ж = (жьжг) 11 < |ж| < 2}.

5.54. Вычислить

info / (|Vto|2 + 2(ж? - x2)w)dx,
w-xieHHQ) ft

если Ω = £?(0).



ГЛАВА б

Решения отдельных задач

Задача 1.5. Найти фундаментальное решение оператора

Си(х,у) = ихх(х,у) - Uyy{x,y),

обращающееся в нуль при у < 0.

Решение. Сначала решим (в обобщенных функциях)
уравнение

CS{x, у) = Sxx -€yy = δ(χ, у),

сделав замену переменных (поворот на π/4):
х-у х + 2/

у/2 у/2

Тогда производные пересчитываются следующим образом:

дх~ у/2 \dz dw) '

ду~ уД \dz dw) '

а2 д2 д2

дх2 ду2 dzdw
*

При ортогональных преобразованиях 5-функция остается δ-

функцией, и уравнение в новых координатах примет вид

^ε(ζ, w) = \ φ, w) = \ δ(ζ) ■ *(«).

Интегрируя сначала по переменной 2 при фиксированном w, a

потом наоборот, имеем

££(*,«,) = ±(θ(*) + σι)*(«),

€(z,w) = \ (θ(ζ) + Ci)(©H + С2).

Теперь среди всех найденных фундаментальных решений
надо выбрать то (или те), которое при у < 0 обращается в

ноль. Заметим, что обобщенная функция Ε(ζ, w) —регулярная,
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кусочно постоянная, равная в I, II, III и IV четвертях
(относительно координат (z,w)) соответственно (С\ + 1)(С2 + 1)/2,
(Ci + l)C2/2, d(C2 + 1)/2 и CiC2/2. Полуплоскость у < 0

пересекается с тремя из четырех (кроме II) этих четвертей.
По условию там £(г, w) = 0, т. е.

(Ci + 1)(С2 + 1)/2 = Сг(С2 + 1)/2 = CiC2/2 = 0 *=*

«=► d = 0, С2 = -1.

Таким образом, искомое решение единственно и имеет вид

ε(ζ,«,) = Ι θ(ζ)(θ(ιν) -, ι) = - i θ(*)θ(-«).

Возвращаясь к старым координатам, имеем

Произведение двух θ-функций равно нулю везде, кроме
множества

х-у>0, —ж — у > 0 <=$> у <х < -у <=$> \х\ < у,

где оно равно единице. Таким образом, ответ записывается в

виде

*(*■¥) = -je(y-M).

Задача 1.12. При каких α функция и(х, у) = |1п(а;2+у2)|а
принадлежит пространству /ί1(Ω), если

а)П = В*/2(0);
6)Ω = 5|(0)\β^?
Решение.

а) Функция и = 11п(а;2 + у2)|а = |21пг|а, где г = у/х2 + у2,
в области Ω = J52,2(0) имеет особенность лишь в начале

координат. Эта функция принадлежит пространству £2(Ω) при

любом а, так как

1/2

/11п(а;2 + y2)\2adxdy = 2π ί |21nr\2ardr < +οο

Ω 0

ввиду того, что I lnr|2ar —» 0 при г —» +0.



Глава 6. Решения отдельных задач 71

Далее имеем:

,β-ι2„ ,„ , ^llnrl-1
Vu = α|2 In H0-1 - Vr, | V«| = С ]-

Функция u G Я1(П), если сходится следующий интеграл:

1/2

J \Vu\4xdy = 2*С2 J (\^^-)2rdr =
Ω Ο

1/2

о ^2 ί llnrl2^1) г Έ
.

= 2π<7 / J ! dr = [замена на s — — In r]
о

+оо

= 2тгС2 f **a-Vd8.

In 2

Последний интеграл сходится при 2(с* — 1) < —1, т. е. a < 1/2.
(Строго говоря, случай α = 0, т. е. когда С = О,
рассматривается отдельно.)

б) В области Ω = £|(0)\J32/2(0) у функции u = |21nr|a и

ее производных особенности могут быть лишь на множестве

г = 1, где логарифм обращается в ноль.

Так как lnr = ln(l + (r—1)) ~ (г—1) при г —> 1, то интеграл

2

ί 11п(а;2 + y2)\2adxdy = 2π ί \2lnr\2ardr
Ω 1/2

сходится тогда и только тогда, когда

2

/|r-l|2adr<+oo,
1/2

т. е. при a > —1/2. В этом случае и £ Ζ/2(Ω).
Исследуем, когда

2

/" |Vu\2dxdy = 2тгС2 / |1ηΓ|^υ dr < +oo.

Ω 1/2
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Подынтегральная функция при г—► 1 эквивалентна \г — 1 |2(α χ),
поэтому интеграл сходится тогда и только тогда, когда

2(а-1)>-1, т.е. а > 1/2.

(На этот раз отдельно рассматриваемый случай а = О этому

неравенству не удовлетворяет, но в ответ должен быть

включен.)

Ответ: а) а < 1/2; б) а > 1/2 или а = 0.

Задача 1.15. При каких α, β функция f(x) = \χ\αοοδβχ
о

принадлежит пространству if1 ((—1,1))?

о

Решение. Известно, что Hl(a,b) состоит из функций
f(x) е Я^ецЬ) таких, что /(а) = f(b) = 0 (см. задачу 1.11).

о

Так как функции из ^(а^Ь) непрерывны, то Ях(а,Ь) состоит

из непрерывных на (а, Ь) функций, таких, что /(а) = /(b) = 0,
для которых конечна их Дг1-норма.

1) f(x) непрерывна на (0,1) при а ^ 0.

2) Условия на β того, что /(±1) = 0, выглядят так:

β = J + тгЛ:, ке Z.

3) В окрестности каждой точки хо интервала (—1,1), за

исключением, возможно, хо = 0, f(x) является непрерывно

дифференцируемой, поэтому ее Ях-норма конечна в

окрестности каждой такой точки. Осталось исследовать

точку хо = 0 и концевые точки.

Так как f(x) ~ |ж|а при χ -» 0, то f(x) е #*(-*> <*)> * > 0,
δ δ

ί < 1, если сходятся интегралы / |x|2adx и / \x\2a~2dx,
о о

1
имеет место при а > -

.

ЧТО
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Далее, при χ —» 1 — 0 функция f(x) ~ cos βχ. Сделаем
замену ζ = 1 — χ. Тогда при χ —> 1 — 0 (ζ—» 0 + 0), учитывая

найденные значения /?, имеем, что

f(z) = cos(—Pz + β) = cos /te cos /? + sin βζ sin /? =

= (-1)*ώι[(| + π*)ζ] ~Cfcz, С* = (-1)* (£ + **)-
Таким образом, /(а;) € #*(1 — 5,1) 5 > 0, δ < 1, если

δ δ

Μ ε *Μ. » - сходятся „нхефаяы С*/,·* и Cf/d*.
О О

Их сходимость имеет место при всех значениях к.

Подводя итог, получим, что f(x) € Ях(—1,1) при

2'
μ

2α>1' /?=?(1 + 2Λ), *<=Ζ.

Задача 1.19. Пусть Q = В\(0). Справедливо ли

следующее утверждение: существует постоянная С > О такая, что

К0)|<с|Ия1«э) ν«(*)€θ°°(§)?

Решение. Утверждение неверно. Пусть и(х) —

произвольная функция из Co°(Q), не равная 0 в начале координат,

продолженная нулем вне Q. Таким образом, и £ C°°(R3),
и(х) = 0 при \х\ ^1, гх(0) φ 0.

Рассмотрим последовательность функций ип(х) = и(пх).
Имеем ип е C°°(Q), ип(х) = 0 при |ж| ^ 1/п, гхп(0) = гх(0),
Vun(x) = raVu(ra:r). Из неравенства Фридрихса для функции
ип(х) е Cfi?(Q), получаем

1ЫяЧ<3) = /(Ы*)\2 + \Vun(x)\2)dx <

(C7(Q) + 1) / IV«„(a:)|2cte =

Q

(C(Q) + l)n2 J \Vu(nx)\2dx.
\x\<l/n

Q
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Сделаем замену переменных у = пя, ах = dy/n3 (так как

размерность пространства равна трем):

IWI2p(Q) < ^пг1 / iv«(y)l2* < £^±1 ΙΝ&(ο) -

Ы<1

Таким образом, построена последовательность функций {ип},
un € С°°((2), для которых значение в нуле постоянно и не равно

нулю, и при этом ||un||#i(<2) —* 0 при η —» оо. Следовательно,
ни при какой константе С > О мы не можем утверждать, что

|u(0)| ^ ClM|#i(Q) для всех функций u G C°°(Q).

Задача 2.8. а) Определить тип уравнения

ихх - 2аиху - Ъо?иуу + аиу + их = 0 (2.2)
в зависимости от действительного параметра а.

б) Привести уравнение (2.2) к канонической форме.
в) Найти общее решение этого уравнения.

Решение.

а) D = 4а2. Уравнение гиперболическое при α φ О,
параболическое при а = 0.

б) Если α φ 0. Характеристики: ξ = у + Зая, η = у
— ах.

Каноническая форма: 16α2χΐζη — 4αιΐ£ = 0.

Если а = 0, то ижж + иж = 0.

в) Если а ф 0. Каноническая форма: 16а2гх^ — 4mi£ = 0.

Интегрируем по ξ. Имеем 4auv +u = (7(η). Далее интегрируем
по η и подставляем выражения для ξ и η. Имеем

у—ах

и{х, у) = F(y + Zax)e
ia

+ G(y - αχ).
Если α = 0, то

u(x,y) = F(y) + G(y)e-x.

Задача 2.10. Пусть Ω = {(ж,у) € R2 | х2 + (у - 2Ϊ)2 < I2},
функция и € С2(β) удовлетворяет уравнению

2«жж + —Ц— Uyy = 0 в области Ω.
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а) Возможно ли, что и ^ <73(Ω) в случае / > 0? Ответ

обосновать.

б) Тот же вопрос в случае / < 0.

Решение.

а) При I > 0 круг Ω радиуса I и с центром в (0,2/) лежит

в полуплоскости у > 0, в которой уравнение является

эллиптическим и в переменных (z, w) = (χ/у/2, yVfy становится

уравнением Лапласа uzz + uww = 0. Таким образом, функция
u(z, w) является гармонической, и, следовательно, бесконечно

дифференцируемой как в переменных (z, w), так и в исходных

переменных (ж, у). Ответ: невозможно.

б) Если / < 0, то круг Ω лежит в полуплоскости у < 0,
в которой уравнение гиперболическое — оно является

уравнением струны

иуу = 4мхх.

Примером решения и £ (72(Ω)\(73(Ω) может служить,

например, u(t,x) = f(y — 2х) или и = /(у + 2а;), где функция одного

переменного /(ξ) является класса С2, но не С3 в окрестности
точки ξ = 21. Скажем, /(ξ) = \ξ - 2/|3.

Задача 2.11. На плоскости (t,x) £ К2 рассматриваются

уравнения
щ -

их = 0, (2.4)

2utt - (α + ifutx + 2auxx = 0. (2.5)

а) Найти характеристики уравнения (2.4).
б) При каких α любое бесконечно дифференцируемое

решение u(t, x) уравнения (2.4) является также и решением

уравнения (2.5)?
Для каждого из найденных в п. б) значений

параметра а:

в) найти характеристики уравнения (2.5);
г) указать некоторое решение u(t,x) уравнения (2.5),

которое не является решением уравнения (2.4), или доказать,
что такого решения нет.

д) Тот же вопрос об ограниченном решении.
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Решение.

а) Найдем характеристики уравнения (2.4):

dx + dt — О <==$> χ +1 = const.

Общее решение уравнения (2.4) имеет вид u{t, x) = /(ж+ί), где

/(О""произвольная гладкая функция одной переменной.

б) Подставим общее решение уравнения (2.4) в

уравнение (2.5): uu = Щх = ихх = /"(я +1),

[2-(α + 1)2 + 2α]/,,(α; + ί) = 0.

Уравнение (2.5) должно выполняться для любой бесконечно

дифференцируемой функции f(x + ί), следовательно,

2-(α + 1)2 + 2α = 0 4=i> α = ±1.

1. Случай α = 1.

в) При a = 1 уравнение (2.5) имеет вид и«
— 2titiC + ижж = 0.

Его характеристиками будут линии

dx2 + 2dxdt + dt2 = 0 <*=> —
= -1 «=► x + t = const.

at

r) Уравнение (2.5) имеет одно семейство характеристик,

следовательно, это уравнение параболического типа. Заменой

переменных ξ = ж + ί, η = £, оно приводится к каноническому

виду

Urn
= 0. (2.50

Общим решением уравнения (2.5') является функция гх(£, η) =

/(О + V9(0i ТОГДа общим решением уравнения (2.5) будет
функция u(t,x) = /(χ + ί) + ίρ(χ + ί). Решение уравнения (2.5),
которое не является решением уравнения (2.4), —это,
например, функция u(t, χ) = t(x + ί).

д) Функция гх(£, χ) = f(x+t)+t g(x+t) будет ограниченной,
только если g(x + t) = 0, и f(x + t) ограничена. Следовательно,
любое ограниченное решение уравнения (2.5) является

решением уравнения (2.4).
2. Случай α = —1.
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в) При а
—
—1 уравнение (2.5) принимает вид Utt — uxx = 0.

Его характеристиками будут линии

dx2 — di2 = 0 <=> -£ = ±1 <=> χ ± t = const.
(ft

г) Уравнение (2.5) имеет два семейства характеристик,

следовательно, это уравнение гиперболического типа. Заменой

переменных ξ = x+t, η = χ—ί, оно приводится к каноническому

виду

4η
= 0. (2.5»)

Общим решением уравнения (2.5") является функция и(£, η) =

/(О + si7?)» тогда общим решением уравнения (2.5) будет
функция u{t,x) = f(x + t) + g(x — ί). Функция u{x,t) = χ — t

является решением уравнения (2.5), но не является решением

уравнения (2.4).

д) Функция ιχ(χ,ί) = sin(x — t) служит примером
ограниченного решения уравнения (2.5), которое не является

решением уравнения (2.4).

Задача 2.24. Рассмотрим задачу Коши в полосе

П = Ш1хх[0,уо]вШ1у:

Au + u = 0 в П, иеС^ЕОпС^П),

и\у=о = Ф)> иу\у=о = ^(ж)>

где <р(ж), ф(х) — ограниченные непрерывные функции на R*.

Корректна ли эта задача в паре пространств и € Ео, Φ =

(<p,V>) G Si, где

£*> = <7(Π), И^^зирКж,*)!,
π

ί?ι = C(Ri) x C(Ri), ||Φ||& = sup \φ)\ + sup \φ(χ)\?
R R

Реп1ение. Докажем, что задача некорректна. Для этого

построим пример, аналогичный примеру Адамара. Будем
искать частное решение уравнения в виде и(х, у) = X(x)Y(y),
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где функция Y(y) должна быть неограниченной при у > 0.

Подставим и(х, у) в уравнение:

X"(x)Y(y) + X(x)Y"(y) + X(*)Y(y) = 0,

Y"(y)_ Χ"{χ) ,_Λ

Y(y) X(x)
Χ-Λ·

Для функции Υ(у) получим уравнение Y"{y) — АУ(у) = 0,
которое имеет неограниченное решение при λ > 0 : Y{y) —

evAy тогда решением уравнения Х"{х) + (\+1)Х(х) = 0 будет
функция Х(х) = Asin(y/X + 1 χ) + β cos (\/λ + 1 ж). Возьмем

Л = η2, η € Ν, и рассмотрим последовательность функций

ип(х,у) = — enj/sin(\/n2 + l я),
τ*

Функции г^п(а;, у) будут решениями задач

Дгхп + гхп = 0, жеК1, у€(0,И)),
wn(^,0) = у?п(ж) = — sin(\/n2 + l^),

^ (*,0) = Vn(*) = £ sin(Vn2 + lo;).

При η —> оо последовательность начальных функций
стремится к нулю по норме пространства C(RX) : max\(pn(x)\ —» 0,

max|^n(a;)| —► 0, но последовательность решений un(x,y) не

стремится к нулю. Нарушается условие непрерывной
зависимости решения от начальных данных из определения

корректности, следовательно, задача является некорректной.

Задача 3.4. Привести пример функций φ, φ € С2(Μ)
таких, что задача Коши

чхх + Ъиху - биуу = 0, и\у=6х = φ{χ), uy\y=6x = ψ(χ)

а) имела бы решение. Единственно ли это решение?
б) не имела бы решений.

Решение. Найдем характеристики уравнения

V>XX + bUXy — 6Uyy = 0.
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Имеем

{dy)2 — bdydx — 6(dx)2 = О, у + χ = Ci, у
— 6a; = Сг,

и запишем его общее решение

Ця> у) = /(у + х) + д(у - 6а;),

где /(0) ίΚ7?) € С2(R) — произвольные функции одной
переменной. Подставим общее решение в начальные условия,

заданные на одной из характеристик

Ы^* =/(7*)+0(0) =φ(χ),

\иу\у=бХ=Г(7*)+9'(0) = Ф(*)·
}

Необходимое условие разрешимости системы (6.1) имеет вид

φ\χ) = 7ψ(χ) + const,

причем из системы (6.1) найти можно только функцию /(ξ), а

функция д{г)) не определяется.

а) Пример начальных данных, при которых задача Коши

имеет решение:

φ(χ) = 7а;2, ф(х) = 2х.

Решение задачи неединственно:

u{t, χ) = - (χ + у)2 + д(у - 6а;),

где 0(77) € С2(R) — любая функция, удовлетворяющая
условиям flr(0) = flr'(0) = 0.

б) Пример начальных условий, при которых задача Коши

не имеет решения:

φ{χ) = χ2, ψ(χ) = 2х.

В этом случае система (6.1) противоречива.

Задача 3.14. Найти решение u(a;,i), x = (а;х,а;2,а;з), в

R3 χ R+ задачи:

utt = Δχη, u\t=0 = 0, ut\t=0 = |х|7.
Решение. Перейдем в сферические координаты. Так как

начальные условия задачи зависят только от \х\ = г, то и
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решение, в силу единственности, является функцией только

переменных г и ί.

Для функций, зависящих только от радиуса, оператор

Лапласа в пространстве χ £ Rn имеет вид

Λ =

Э2 n~1 A
Эг2 г дг'

Следовательно, задача для функции и = гх(г,£) перепишется

так
2

utt
= гхгг +

-

ur, r>0, *>0; u|t==0 = 0, txt|t==0 = r7.

Домножим уравнение на г:

rutt
= rurr + 2ur,

и сделаем замену v(r, ί) = ru(r, t). Тогда vtt = ш«, vr = rur+u,

vrr = nxrr + 2гхг. Так как u(0,£) ограничена, το υ(0,ί) = 0.

Получим задачу для функции v(r,i)

ν« = ^rr, r > 0, ί > 0; v\t=zQ = 0, vt|t=r0 = г8, г;|г=0 = 0.

Применим метод д'Аламбера для полуограниченной струны,
продолжив начальные условия нечетно в область г < 0 (см.
теорию к параграфу 3):

r+t

v(r,t) = <
r-t
r+t

Тогда

^/^ = т§[(г+<)9-(<-г)9ь r<t

t-r

u(r, t)^1- v(r, t) = ± [(r + i)9 - \t - r|9], r φ 0.

Найти tt(0, t) можно либо как limu(r, ί), либо по формуле
г—►о

Кирхгофа

-№.) = £ / и*** = £ / «, = £ ■«»- (».

Ιί1=* ΙίΝ

Ответ:
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Задача 3.2^ При^ каких значениях Απω существует

решение u € C2(R+ х R+) в R+ χ R+ краевой задачи:

utt = ихх, и\х=0 = cosut, u\t=Q = Ae~x
, ut\t=Q = О?

Найти это решение.

Решение. Общее решение уравнения струны имеет вид

и(х, t) = f(x -t)+ g(x + ί).

При χ > t решение определяется по формуле Даламбера:

и(х, t) = f(x -t)+g(x + t) = ± (e-(*-*)2 + е"^2).

При χ < t имеем

и(х, t) = f{x -t) + g{x + t) = f(x-t) + j e-(*+t>2,

где падающая волна р(£) та же, что при χ > t, а отраженная

волна /(ξ) j £ < 0, находится из граничного условия:

u\x=Q = f(-t) + - е"*2 = cos иЛ <=ϊ /(ξ) = cos ωξ - у
β"ξ2.

Тогда при χ < t

u(z, t) = 4 (e"(a:+t)2 - e-(^*)2) + cosu;(a; - t).

Функция u{x,t) принадлежит классу C2(R+ х R+), если она

имеет две непрерывные производные на угловой
характеристике χ = t. Для этого функция /(ξ)) задаваемая /(£) =

Ае-?/2 при £ > 0 и /(ξ) = -Ае"*2/2 + cosu;£ при ξ < 0,
должна быть класса С2 в нуле, т. е.

/(+0) = /(-0), «=►" 4 = 1-|, <^ ^ = 1,

/'(+0) = /'(—0) (выполнено всегда),

/"(+0) =/"(-0) <=» -1 = 1-ω2 Ф=4> ω = ±\/2,
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так как

/'(+ο) = -ξβ-ξ2|ί=ο = ο,

/'(-0) = (ξβ-ζ2 - wsinwi) 1=0,

/'νθ)=(-6-ί2+2ξ2β-ί2)|ί=ο = -1,

/"(-0) = (e-i2-2£2e-i2-u>2cosu;£)| = 1-^,

При найденных значениях Απω получим дважды

непрерывно дифференцируемое решение задачи:

1/r/^-/(e"(a:+t)2 + e"(l"t)2)A
'

*>*,
4t,x)- |(e-(x+t)2_e-(x-02)/2 + cos(4/2(a;-i)), * < t.

Задача 3.33. Пусть u(x,i) — решение в [0,1] х R+
смешанной задачи

uu = 4ижх, и\х=0 = u\x=1 = 0,

u\t=Q = 4sin3 πα;, ut\t=o = 30ж(1 — ж),
ι

а) Найти /(|), где /(*) = / [u2t{x,t) + 4u2x{x,t)]dx.

б) Найти и(ж,2).
Решение.

ι

a) /'(*) = [2ut(x,t)utt(x,t) + 8ux(x,t)utx(x,t)]dx =

о

= { из уравнения гх« = 4uxx } =

ι

= 8 / [ut(x,t)uxx(x,t) + ux(x,t)utx(x,t)]dx =

о

= {по частям} = 8ut(x,t)ux(x,t)\ —

\х=0
1 1

- 8 / Ufe(£,i)tia.(£,i)dr + 8 / ux{x,t)utx(x,t)dx — 0;
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подстановка равна нулю из граничных условий:

u\x=z0 = u\x=1 = О =^ ^4=0 = u4=i = °·

Так как f(t) = 0, то f(t) = const, и

ι

/(f) = /(0) = f [^(x,0) + u2x(x,0))dx.
о

Для того, чтобы найти их{х, 0), продифференцируем начальное

условие и(х, 0) = 4 sin3 πχ по χ. Получим

ι

f(V)= J [(30х(1 - χ))2 + 4(12π sin2 πζ cos π:τ)2](ί:τ = 30 + 36π2.

о

б) Найдем общее решение задачи методом Фурье:
оо

u(x, t) = \\ [An cos 2тгга£ + Вп sin 2πηί] sin πηχ.

η=1

Тогда решение tt(x, t) 1-периодично по времени, и

оо

и(х, 2) = Y^ [An cos 4πη + Вп sin 4πη] sin πηχ =

n=l

оо

= У^ An sin πηχ = гх(х, 0) = 4 sin3 πχ.
n=l

Задача 3*39.

а) Найти все к > 0, для которых при некоторой функции

φ(χ) £ (7°°((0,π)) существует неограниченное решение в

[0, π] χ R+ задачи

u« = 9uxx , и|ж=0 = (ux - ku)\x=7t = 0,

б) Для А: = 1 описать все функции φ(χ) £ С°°((0, Ζ)), для

которых решение u(t, x) этой задачи ограничено.
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Решение.

а) Разделяя переменные, получаем, что решение задачи

ищется в виде ряда
оо

*(*,*) = Х>,(*)Х,(*),

где система функций Xj(x) φ 0 —решение задачи Штурма—
Лиувилля

Х»(х) = XjXj(x), Xj(0) = 0, Xfa) - kXjfa) = О, (6.2)

а функции Tj(t) —решения задачи
π π

Τ/ = 9λΉ, Tj{0) = 0, 2j(0) = f<p{x)Xj{x)dx/ j X]{x)dx.
0 о (6.3)

Растущие по £ решения у задачи (6.3) могут быть лишь в

случае Xj ^ 0, причем обязательно они и будут, если только

Tj(0) Φ 0. Таким образом, необходимо понять, когда у задачи

Штурма—Лиувилля (6.2) бывают неотрицательные
собственные значения Xj.

Ненулевое решение Xj(x) задачи (6.2) с Xj =0 с точностью

до умножения на константу имеет вид Xj(x) = х (как линейная
функция с нулевым значением в нуле) и существует только в

случае, если эта функция удовлетворяет граничному условию
в точке π, т. е.

1 - Jbr = 0 <=> к = 1/тг.

В случае Xj = ω2 > 0, ω > 0, ввиду условия Xj(0) = 0

это решение имеет вид Xj(x) = shcjx (опять-таки с точностью

до умножения на константу), и оно существует в случае, если

следующее уравнение относительно ω имеет решение

ωάιωπ — fcsha;7r = 0 <Ф=Ф kthutn = ω, (6.4)

что, в свою очередь, будет, если производная функции /(а;) =
fcthu^r в нуле меньше 1, т. е. Аж > 1. Заметим, что в силу

строгой выпуклости вверх функции /(ω) на положительной

полуоси уравнение (6.4) имеет не более одного решения ω > 0.
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Следовательно, неограниченное по времени решение

исходной задачи существует при к ^ 1/π.

б) Если к = 1, то, как указано выше, задача Штурма—Ли-
увилля (6.2) имеет ровно одно положительное собственное

значение λι > 0, и решение u(t,x) будет ограничено тогда

и только тогда, когда соответствующая собственная функция
Χι(χ) не будет участвовать в разложении этого решения, т. е.

Т{(0) = 0. Это означает, что

π

/ φ(χ)Χΐ(χ)άχ = 0.

Задача 4.9. При каких условиях на функцию φ €

Со°((0,1)) любое решение u(t,x) в полуполосе Q^^ задачи

а) Щ = uxx, u\x=Q = ux\x=l = 0, u\t=Q = φ{χ);

б) щ = ихх, ^х|ж=0 = Wa4=i = °> ult=o = ^(ж)

обладает свойством u(t, χ) —» 0 при t —> +оо?

Решение.

а) Найдем решение задачи методом Фурье

u(i, χ) = 2^ ¥>n e sui7r(n+- 1ж,
n=0

где y?n
— коэффициенты разложения функции ψ(χ) по базису

{sinπ (η + - ) ж, η = 0,1, ... }. Следовательно, ιχ(ί, ж) >0 при

любой функции φ(χ) € Со°(0,1).

б) При граничных условиях второго рода решение имеет

вид

u(t, χ) = φο + ^ <ρη β~π
η *

cos^rax),
п=1

где ^
— коэффициенты Фурье разложения функции <р(х)

по базису {1; cos^rax), η = 1,2,...}. Следовательно,
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lim u(t, χ) = </?о, а коэффициент φο = 0 при следующем условии

на функцию φ(χ):

1 φ{χ) dx = 0.

о

С точки зрения физики это условие означает, что

предельная температура стержня с теплоизолированными концами

равна среднему значению начальной температуры.

Температура стержня стремится к нулю с течением времени только

в том случае, если среднее значение начальной температуры

равно нулю.

Задача 4.21. Пусть и(£, х) — решение в Q^^\ задачи

Щ = uxx, u\x=zQ = ηχ\χ=π = 0, u|t==0 = φ{χ),

где φ(0) = φ* {π) = 0.

а) Доказать, что sup |и(1,ж)| < sup |<р(я)|.
0<жОг 0<жОг

б) Верно ли, что sup |гх(1,а;)| < -

sup \φ(χ)\ ?
0<жОг 2 ο<ίτ<π

Решение.

а) Продолжим функцию u(i, x) четным образом через

точку π на множество χ £ (π,2π), т.е. положим u(t,x) —

χι(ί,2π — χ) при χ £ (π, 2π). Построенная функция u(i,x)
является решением краевой задачи

Щ = йхх, ζΕ(0,2π), ί>0,

й|ж=0 = й\х=2п = 0, u|t=0 = Ф{х),

где функция <р(х) является аналогичным продолжением ψ(χ)
на отрезок [0,2π]. В силу принципа максимума для
уравнения теплопроводности в ограниченной области, решение й(£, х)
принимает максимальное по модулю значение при ί = 0 (так
как и равно 0 на боковой границе х = 0иж = 2π). Итак,

sup |гх(1,х)|= sup |гх(1,а;)| ^ sup |<£(ж)| = sup |<р(ж)|.
0<ίΕ<π 0<ίΕ<2π 0<ίΕ<2π 0<ίΕ<π
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б) Неверно. Пример: φ{χ) = sin(x/2); соответствующее

решение u(t,x) = е""*/4зт(ж/2), тогда

sup |и(1,ж)| = е-1/4, sup \φ(χ)\ = 1,
0<жОг 0<χ<π

e-i/4 > !/2j так как е < 24.

Задача 4.33. Пусть u(:r,t)—решение в R χ R+ задачи

Коши 2 , .

r-j-smi
Щ = 4ижа;, u|t=Q = τγ-j- 2х2

Найти lim u(a;,t).
t-»+oo

'

Задача 4.34. Пусть u(:r,t) —решение в R x R+ задачи

Коши

Щ = uxx, u\t=zQ = arcctg x.

Найти lim u(x,t).
t-*+oo

Задача 4.35. Пусть и(ж, £) —ограниченное решение в

RxR+ задачи Коши

Щ = uxx, u|t=0 = φ(χ) в C(R) Π Loo(R).

Найти
lim u(0,t),

t-Ч-оо

если

lim T / φ(χ) dx = A

-I

Решение задач 4.33-4.35 основано на теоремах о

стабилизации:

Пусть u(x,t) — ограниченное решение задачи Коши:

в R χ R+,

хеш,

φ{χ) Ε C(R) Π Loo(R). Тогда:

Г Щ = ихх

1Ч=о = <Ρ(χ)>



88 Глава 6. Решения отдельных задач

1. Если
lim φ(χ) = A, lim φ(χ) — В, (6.5)

Ж—++00 Ж—►—ОО

то lim гм ж, i) = —-— .

2. Если

lim т / φ(χ)άχ = A, (6.6)
J-++00 t J

-ι

то lim гх(я, t) = -—.

3. Если φ(χ) — периодическая функция, то lim и(ж, t) = φο,
t—++oo

где <po~ нулевой коэффициент разложения функции
φ(χ) в ряд Фурье, т. е. пространственное среднее

функции φ{χ).

Доказательства.
1. Представим ψ в виде суммы своей четной и нечетной

φ(χ) + φ{-χ) φ(χ) - φ(-χ) Ώ
составляющих φ+ =

—-, у?_
=

ч ' —'
. В силу

л* Δ

формулы Пуассона получим, что

оо

««.О-jTb/mO-p (-**=£)«+
—С»

С»

—С»

ОО

=

~ЗШ Ιψ+(<χ + 2ν^ ехР(~^2)^ +
—оо

оо

+ -= J φ-(χ + 2\/ϊη)βχρ(-η2)άη =
—оо

оо

= 7ш1 ^+(2^)exp(-7?2)d7? +
—оо

оо
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+ -S= J [φ+(χ + 2Vt7?) - Ч>+(2у/Щ eM~rf)dn +
—OO

OO

+ -±= J [у>_(ж + 2Vfr;) - y_(2\/i?7)] exp(-r?2)drj.
—OO

Второй интеграл равен нулю, так как берется от нечетной

функции по симметричному промежутку. Третий и четвертый

допускают оценку по модулю величинами

€± := φ±(χ + 2уДη) - <p±(2y/tη)| =

Если функция f(x) непрерывна, то f(x) = f(kx), к = const Φ
О, — тоже непрерывна, т. е. f(x+Ax) —► /(ж), Дж —> 0. Выберем
в качестве /(ж) любую из функций у?±(ж), в качестве к —

г~ X

величину 2\/ί, в качестве Ах— величину —^=.
Таким образом,

е± —► 0 при —jz —> 0, т. е. при ί —» оо.

Рассмотрим оставшийся первый интеграл. Он может быть

преобразован как

оо

VrtJ [
φ{2νΐη) + p(-2Vfy) А + В

βχρ(-η2)άη +
А + В

В этом выражении интеграл стремится к нулю в силу (6.5)
при t —» оо. Таким образом, окончательно получим, что

г , ^ А+В
lim u{x, t) =

—-—
.

t-++oo

χ

2. Обозначим F(x) = / φ(ξ)<1ξ. Условие (6.6) означает, что

limF(Q-FH)=A
t—oo I

(6.6*)

Обозначим F+(x) и F-(x) четную и нечетную составляющие

функции F(x).
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Согласно формуле Пуассона
оо

"м =

m J'мо«ф[-Ч£]«+
—оо

оо

—оо

= lim -4=F(i)expf-^^ir -

Ι—Η» 2ν/πί L 4ί J Ιξ=-ί
ОО

—00

оо

—оо

Обозначим эти выражения L, /ι, /г и преобразуем их, сделав

заменуг?=^т
L = lim -Д= F(x + 2Vi η) expi-Tj2)!""' =

l-*+oo 2\Л**£ \η=—1

= ^--7= [f(2a/*0 - F(-2V*0] exp(-/2) +

+ lim —^= [F(a; + 2\/t Ζ) - F(2>/i i)l exp(-Z2) -

- lim -4= fF(-a; - 2\/t Ζ) - F(-2vfa)l exp(-J2) =
/—>+oo 2утг£ L J

= lim 4^exp(-J2)+ lim ~-^(p(2Vtl + 0ix)exp(-l2) -

- lim -^=^(-2лД/-02ж)ехр(-г2),
ί-*+οο 2y/nt

θ\^2 € (0,1), (мы воспользовались здесь теоремой Лагранжа).
Если вспомнить, что функция ψ ограничена, то получим, что

L = О для каждого фиксированного х. Далее,

оо

т
1 f F(x + 2^η) + F(-x - 2^η) , 2л,

Trt J 2~^ ^r?exp(-r?J)dr? =

—oo



Глава 6. Решения отдельных задач 91

—00

οο

1 Γ F(x + 2^ϊη) - F(2^). , 2ч ι
+ ^=У

— *-\ κ-2-ν-ηβχρ(-η2)άη +
—ΟΟ

οο

, 1 f F{-x - 2^ϊη) - F(-2Viv) , 2\j

—οο

В первом из интегралов подынтегральная функция
нечетная, поэтому он равен нулю. Модули следующих двух
интегралов могут быть оценены с учетом теоремы Лагранжа как

1 Г F(±x ± 2vfy) - F(±2vfy) , 2ч ,

-= ι / ±χφ( ± lyjti) + θχ)ηβχρ(-η2)άη\ <

Ό I

/ 2|x| .

UM ( exp(-r72) |+°°\ 2\x\ .

,.4|< -Ц sup \φ(ξ)\ ( ψ-*- 1 = 4=J sup \φ(ξ)\,

б £ (0,1). Таким образом, в силу ограниченности φ в

каждой фиксированной точке χ интегралы стремятся к нулю при
t —► +00.

Далее,

т
1 Г F{x + 2yrtv)-F{-x-2ftn) , 2\jI2 = — J

-i U—Λ ^i;exp(-ff)Λ? =

—00

1 f F{2fty) - F{-2fty) , 2ч, ,

—00
00

+ ^= J [F(x + 2y/k) ~ F(2Vtv)]Vexp(-V2)dV -
—OO

OO

—00
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Последние два интеграла стремятся к нулю при t —» +00, как

было показано выше, а первый может быть преобразован как

оо

—00
оо

—оо

оо

+ ~ J η2 βχρ(-η2)άη.
—оо

Второе слагаемое равно нулю в силу того, что

оо

J η2Βχρ(-η2)άη = ^-,
—ОО

а первое может быть оценено по модулю как

| оо

1

. 1
< «sup

2\βη

F(2i/hi)-F(-2y/hi)

£

2\Ttr)

Но последнее выражение стремится к нулю при t —> 00 в

силу условия (6.6*). Собрав вместе все оценки, получим, что

А
гх(ж, t) —► —

, t —► +00.

3. Обозначим 2J период функции <р(а;), тогда

Г гкпх 1, ч χ—4 ικπχ

vw= 2^ CjkexpL~T"J
&=—©о

Ряд сходится равномерно в силу непрерывности <р(х), что

позволяет его почленно интегрировать.
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Представим решение задачи Коши согласно формуле
Пуассона:

оо

—оо

оо

—оо

, оо

.
! V^ ί \гкххЛ Г <£-χ)2λ^

fc=-oo -00

Первый интеграл равен cq. Покажем, что второй стремится
к нулю при t —> +00. Действительно, выделяя полный квадрат

под знаком экспоненты, получим, что

оо

ш/expL-rJexpL—« J* =

—00

оо . 2iknt..2

= 2^УеХР[-1 HeXPl ST* Κ =

—ОО

\ЫШ 4Α;π2ί21
Λ Λ

= βΧρί~ί ^— j -»°> t^oo.

Таким образом, и(ж, ί) —► со = ту / <p(x)dx.

Задача 4.36. Найти lim u(x, у, £), где гх(а;, у, ί) — решение
t—*+оо

в R2 χ R+ задачи Коши

ut = uxx + Uyy, u\t=zQ = φ(χ, у)

при следующих начальных условиях:

χ о (χ sin ι/)
а) ¥>(ж, у) = λ 2 , б) φ(χ, у) = sin^ у, в) <р(х, у) = \ + 2J2 ■
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Решение. Здесь

(X SlU 77 I

^Ж,2/) =
1 + 2х2

= <п(*)<Р2(у)>

φι^ = TtW' ψ2^ = sin2 у'

следовательно,

lim u(x,y,t) = lim u\(x,t) · lim u(y,i).

Ho

lim Ui(a;,t) = - (теорема 1),
t-^oo 2

π

a lim U2(y,£) = — / sin2 ydy = - (теорема 3).
t—юо 27Г J 2

—π

Таким образом, lim u(:r,y,t) = -

.

t—>oo 4

Задача 5.3. Найти все гармонические в R2 функции
u(a;,y), для которых

u*(stV) < uy(x,y) V(a;,y) G R2.

Решение. Если u(a;, у)— гармоническая функция в R2, то

и ее производные также гармонические функции. Поэтому
ν = их

·*-

Uy
—

гармоническая во всей плоскости. По теореме

Лиувилля — это константа. Таким образом, ux — uy = С.

Решаем это линейное неоднородное уравнение с частными

производными 1-го порядка стандартным образом. Уравнения
характеристик:

αχ = -rfy = — .

Эта система имеет два независимых первых интеграла,

т. е. решение имеет вид и = Сх + φ(χ + у) с произвольной
гармонической функцией φ. Таким образом,

О = ψχχ + (руу
= 2φ".

А это означает, что φ(χ + у) = К\(х + у) + К2 или и(ж,у) =
Mix + М2У + М3. Так как их < щ, то М\ < Мъ*
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Задача 5.4. Пусть Ω = {(х,у) е R2 | 0 < χ < 1, О <у < 1},
и е С2(П),

Дгх = О в Ω, uL=o = u\ =i
= ^ ПРИ О < ж < 1.

ι

Может ли функция f(x) := / u2(x, у) dy иметь точку перегиба
о

внутри интервала (0,1)?

ι

Решение. Функция и2(х,у) е (72(Ω), поэтому / и2(х,у) dy
о

можно дважды дифференцировать по переменной х. Тогда,
используя гармоничность функции и, имеем

ι ι

?\х) = 2 J (u2 + шхжж) dy = 2j (v2- uuyy) dy.
о о

Интегрируя по частям второе слагаемое в правой части, с

учетом краевых условий получаем

ι

/"(*) = 2 j {и2х + и2у) dy^O, хе [О,1],
о

Это означает, что перегиба быть не может.

Задача 5.7. Пусть и(х) е С2(В2{0)) ПС(£2(0));

Аи(х) = О, χ := (xi,X2) e В2(0);
и(х) = х\, хе 5?(0), х2 ^ 0;

и(х) = я2, хе S{ (0), х2 < 0.

Найти

*ι2/2«>)

/ и(ж) dx.
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Решение. Согласно теореме о поверхностном среднем для

гармонической функции при η = 2 имеем, что

u(0) = ~£r Ι η{ξ)άξ>

S2R(0)

где ση
—

площадь единичной сферы в Μη, σ2 = 27г. Подставляя

значения и(х) на окружности #д(0) (с учетом того, что на

разных ее частях эти значения задаются разными выражениями)
и переходя к полярным координатам, получим, что

»<°)=2ί

'π 2π

/ sin2 ψάψ + I sin ψάψ
4 π

LO π

С другой стороны, по теореме о пространственном среднем

2
и(0) =

σ2Β?
I u{x)dx.

B2R(0)

/π
1

u(x)dx = — — -

16 4

^ι2/2(0)Ί/2

Задача 5.8. Пусть Au(x) = 1, χ e J3f (0)\B?(0). Что

больше:

J d^p'^ds или

у TfcW)*
S2(0) 5|(0)

Ids?

Решение. Применим формулу Гаусса—Остроградского,
имея в виду, что

| = | ^.сЖО); £~g np„s65f(0,,

где ζ/ — внешняя нормаль к границе области. Имеем

3π = /l dxdy = / Au dxdy = / — ds — Ι — ds.

ЩО)\В2(0) 1Щб)\В2(0) 5|(0) 52(0)
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И, следовательно,

522(0) 5?(0) 5?(0)

Задача 5.11. Пусть u G (72(Ω) Π (7(Ω); q G (7(Ω);

Au(x) + q(x) u{x) = 0, χ G Ω; Μ = тахф); т = maxu(#)

Возможно ли, что Μ > га, если

а) 9(ж) = 0;
б) q{x) > 0;
в) q(x) < 0, Μ > 0;
г) д(ж) < 0, Μ < 0?

Решение.

а) Невозможно (принцип максимума);

б) возможно, пример (в случае η — 1)

u +u = 0 при a; G (--,-),

при этом функция u = cos χ является решением уравнения, для

которой верно утверждение;

в) невозможно, так как если во внутренней точке xq G Ω

достигается максимум (и(хо) = М), то Аи ^ 0;

г) возможно, пример (в случае η = 1)
u" —u = 0 при χ е (—1,1),

при этом функция и = — chx является решением уравнения,

для которой верно утверждение.

Задача 5.12. Пусть Ω = {(ж, у) G R211 ^ х2 + 2у2 < 2};
и G С2(П);

Ди(ж,у) = 0, (х,у)бЙ;

u(x, у) = χ + у, ж2 + 2у2 = 2;

^i^ + (l-x)u(x,y) = 0, *2 + 2у2 = 1.

Найти max\u(x,y)\.
Ω
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Решение. По принципу максимума тах|гх(а;,у)| достига-
Ω

ется на границе области. Следовательно, необходимо сравнить

значения решения на границе.

Покажем, что на участке границы х2+2у2 = 1 выполняется

тождество и = 0. По лемме Хопфа—Олейник в точке макси-

du
мума £тах € Oil (минимума £йпП £ ΘΩ) на границе — (£тах) ^ 0

(^ (Cmin) ^ Oj. С учетом того, что

(1 - х) ^ 0 при х2 + 2у2 = 1

заключаем, что в точке максимума на этом участке

границы значение функции должно быть неположительным, а в

точке минимума неотрицательным. Это означает, что функция
должна быть нулевой константой.

Теперь найдем максимум решения на второй части

границы, т. е.

max χ + у.
х*+2у2=2

Легко видеть, что максимум достигается в первом квадранте.

Это означает, что надо искать максимум функции f(y) =

\J2 — 2у2+у для положительных у. Он достигается при у = -^=
v3

и равен л/3-

Задача 5.30. При каких α, β существует решение краевой

задачи для уравнения Лапласа в кольце IJf (O)V^i (0) с

граничными условиями

'· (?—)1
Найти решение во всех случаях, когда оно существует.

Решение. Общий вид решения уравнения Лапласа в

кольце:

и(р, Θ) = А0 + Во In ρ + Σ (Акрк + Bkp~k) cos кв+

fc=l

+ Y,{CkPk + Dkp-k)smke.
fc=l
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Соответственно,

du

ψ^θ) = *± +Σ {kAkpk~l - кВкр~к-1) созкв+
Р Р

к=1

оо

+Σ {kCkPk~l - kDkp-k-1) sin кв.

Тогда в силу граничных условий

оо оо

В0 + Σ (кАк - кВк) cos кв + ]Г (кСк - kDk) sin кв = 1

fc=l fc=l

и

β

γ
+Σ (Ы^*-1 - кВк2~к-г) cosk0+

*=1

оо

+ J^ (ΛΑ2*_1 - feD^-*-1) sin*;0+

, оо

+ a(A0 + B0ln2 + J] (4fc2* 4- J5fc2"fc) cosfc0+

оо ч

+ £ (Ck2k + Dk2-k) sin А;в J = /3.

Отсюда непосредственно следует, что

i BQ = 1,

^ + аЛ0 + аВ01п2 = /?,

( Лк = Вк = О, А:€

Таким образом, если ά = 0, то β = - и решение имеет вид

u(Pi 0) = ^о + In ρ (т.е. с точностью до аддитивной константы).

Если α ^ 0, то Д) = — In 2, при этом /? — любое и
a
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Задача 5.33.

а) Единственно ли решение следующей задачи:

и е С2(П), где Ω = Вр)\В?(0);

Аи(х) = 0, хе Ω;

^ + a2u(x) = f2(x); хе523(0);

а* = const >0 (fc = 1,2)?
б) Тот же вопрос при а* = const < 0 (А; = 1,2).
Решение. Пусть щ(х) и U2(x) — два решения поставленной

задачи. Рассмотрим разность v(x) = u\(x) — u2(x), которая
является решением аналогичной задачи с однородными
краевыми условиями.

Применим первую формулу Грина для функции v(x).
Имеем

0 = / vAv dx — - / ^% ds+ I η^ν ds- I \Vv\2dx.
Ω 5?(ο) 5|(ο) Ω

С учетом граничных условий

αϊ / υ2 ds + α2 / ν2 ds + \Vv\2dx = 0.

5?(ο) 5|(0) Ω

Таким образом, при αϊ > 0, α2 > 0 это тождество может

выполняться только для ν = 0.

Если же αϊ < 0 и а2 < 0, то решением задачи с однород-

ными краевыми условиями будет функция υ(χ) = Д> Η—-, при

этом
• « « ч

Г B0 + ai(A0 + J50) = 0,

И, следовательно, коэффициенты αϊ и а2 должны

удовлетворять соотношению

^ + «2 +^ = 0. (6.8)

В этом случае решение исходной задачи неединственно.
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Легко увидеть, что в противном случае (если не

выполняется соотношение (6.8)) система (6.7) имеет только одно

нулевое решение, что приводит к совпадению щ и u*i (т.е.
единственности решения).

Задача 5.34. Найти все такие α > 0, что решение и(ж,у)
задачи Дирихле для уравнения Лапласа в полуплоскости

R+ χ R, удовлетворяющее неравенству

\u(x,y)\^M(l + x + \y\)a,

где Μ = const > 0, единственно.

Решение. Пусть существует два решения щ и«2·

Обозначим v(x,y) = Ui(x,у) — U2(x,y)> Легко видеть, что ν

удовлетворяет однородной задаче Дирихле. Общее решение такой задачи

в полуплоскости имеет вид

*м = Σ (с^к+Dbp~k)sinke-
С учетом условия

Η ^ Ы + Η < Μχ(1 + pcos0+ |/>sin0|)a ^ Μ2(1 + p)a
κ

заключаем, что решение имеет вид ν(ρ,θ) = Σ CkP sin кв.

Здесь константа К равна целой части а.
~~

Таким образом, при a ^ 1 существует ненулевая функция
ν и, следовательно, решение исходной задачи неединственно.

При a < 1 существует только нулевое г;, поэтому решение

исходной задачи единственно.

Задача 5.35. Найти все такие a > 0, что решение и(х, у)
задачи Дирихле для уравнения Лапласа в области

{(*,у)ек2|м<^},
удовлетворяющее неравенству

\u(x,y)\^M(l + x2 + y2)a,

где Μ = const > 0, единственно.
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Решение. Перейдем в полярные координаты. Область, в

которой рассматривается задача Дирихле, представляет собой

угловой сектор |0| < —, неравенство перепишется в виде
6

Кг,0)|<М(1+г2)". (6.9)

Если ги(г,0) — другое решение данной задачи Дирихле, то

г;(г, Θ) = u(r,0) — w(г, Θ)— гармоническая функция в данной

области, удовлетворяющая нулевым граничным условиям. Она

тоже подчинена неравенству (6.9) (возможно, с большей

константой), так как \v\ = \u — w\ ^ \u\ + \w\. Таким образом, нам

надо найти условия, при которых υ — тождественный нуль.
Функция ν имеет общий вид

„(г, Θ) = Y^(Akr* + Bkr'k) cos кв + J2(Ckrk + Dkr-k) sin кв.

к=3 к=6

Так как в силу неравенства (6.9) эта функция ограничена в

нуле, то все коэффициенты J5*, г = 3,..., и £>*, г = 6,..., равны
нулю. Чтобы исключить решения задачи Дирихле с нулевыми

граничными условиями, отличные от тождественного нуля,

надо потребовать, чтобы рост |и(г,0)| на бесконечности был
о

строго меньше, чем у г3. Таким образом, a < -.

Задача 5.45. Пусть Ω — ограниченная область на

плоскости, и(х) е (72(Ω),
Au = О в Ω,

φ(χ) — непрерывная функция на #Ω и

lim u(x) = φ(χο)
X—+XQ

для всех хо € Ш кроме единственной точки х* £ dil.

Назовем такую функцию «решением задачи Дирихле Au = О,

u\dn = φ{χ) кроме одной граничной точки ж*». Единственно ли

решение такой задачи Дирихле?

Решение. Рассмотрим область

Ω = {0 < г < 1, 0<φ< π/2} С R2,
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где (г, φ) — полярные координаты на плоскости, и граничную

точку ж* = 0 £ 5Ω. Рассмотрим задачу Дирихле

Решение данной задачи неединственно: ui(r, у?) = 0, мгО", <р) =

(r2~^)sin2¥>·

Задача 5.46. Пусть Ω С R3 — внешность_единичного шара.
Единственно ли решение и(х) £ (72(Ω) Π (7(Ω) внешней задачи

Дирихле
Ди(а?) = 0, \х\ > 1, и||ж|=1 = 0

при дополнительном условии

a) J \η(ξ)\2 άξ = 0(1) б) J КО|Ч = о(1)

IC-*l<i Κ-*Ι<ι

при \х\ —> +оо?

Решение. Известно, что решение внешней задачи Дирихле
в R3 единственно при дополнительном условии и(х) —» 0 при

\х\ —> +оо. Оценим и(х). По теореме о среднем для

гармонических функций по шару с центром в точке χ радиуса 1

1€-*1<1

[неравенство Коши—Буняковского]

Κ-«|<ι Κ-*Ι<ι l€-*l<i

Условие (а) эквивалентно условию \и(х)\ = 0(1) при \х\ —► +оо,

которого недостаточно для единственности решения в R3.
Решение такой задачи неединственно. Пример: и\(х) = О,
Щ(х) = 1 ~ W~\ |^2(я)| < 1 ПРИ W > 1j

Ди2(а;) = 0, \х\ > 1, t*2lw=1 = О,

J \M0f<%< / ^ =

у
= 0(1) при |*|->+оо.

К-*1<1 1С-*1<1

Из условия (б) следует, что и(х) —► 0 при |#| —► +оо, значит,
решение такой задачи единственно.
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Задача 5.47.

а) Найти решение и(р,в) задачи Дирихле для уравнения

Лапласа в -Βχ(Ο) с граничным условием
оо

uU = Efc~p"lsin(^)'
где ρ и q

—

заданные натуральные числа.

б) При каких р, q это решение принадлежит пространству

Н\В\{0))1
Решение.

а) Общий вид решения задачи Дирихле в круге
оо оо

и(р, Θ) = А0 + ΣАпРп cos ηθ + ^2 спрп sin ηθ.

η=1
η=1

Из граничного условия вытекает, что Ап = 0, η = 0,1,..., при
этом η = kq и Сп = А;""1*""1.

Таким образом, решение
оо

η{ρ,θ) = Σ k-p-lpk9 sin &Θ.

б) Легко вычислить квадрат градиента решения (при ρφϋ)

|v«(p,0)|2 = (I )2 + i (I )2 = |>-^-у*<-*.
Если it G Я1(В^(0)), то / |Vu|2<£r < оо. Выберем δ такое,

что 0 < δ < 1, тогда
^ '

2кяII
оо

£ b-*+*-*,?»-*dpd0 = JbrΣ^—-ρ2
о о fe=1 fe=1

= *Σ fc"*^"2^ ~+*Σ fc""2p+g"2 при δ -> 1.

A:=l A:=l

Ряд сходится, если —2p + g
— 2 < —1, т. е.

g < 1 + 2p.
Также можно проверить, что классический градиент функции
и является обобщенным в шаре i?i(0) и что при
полученном соотношении сама функция и принадлежит пространству

L2(B2(0)).
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К главе 1

1.1. <5(М) + <5(-ι,-ι) - <*(ι,-ΐ) - fy-ι,ι)· !·2· а = -1·

1.4. θ(χ)(1 - е~х) + d + C2e-X. 1.5. -6(у - \х\)/2.
1.7. Нет. 1.8. а) Да; б) да; в) нет.

1.9. Нет, пример: и = sin(l/|a;|).
1.10. б) Нет, пример: и = у/х — х2·

1.12. а) а < 1/2; б) а > 1/2, α = 0. 1.13. а < 1/2.
1.14. а) а любое, если η ^ 7; α < —1/2, если η = 6.

б) α > 1/2 или α = 0, если η ^ 7.

1.15. α > 1/2, α = 0; β = (2к - 1)π/2, Α; € Ζ.

1.16. /? = (2к — 1)π, A; G Ζ; α любое, если η ^ 3; а < 1/2, если

η = 2; α = 0, если η = 1.

1.18. Да. 1.19. Нет. 1.20. 0.

К главе 2

2.1. Нет.

2.2. Да—для гиперболического и эллиптического; нет—-для

параболического.
2.3. Только у ии = ихх, пример: и = х2 + £2.

2.4. г ^ у ± За;. 2.5. а) у = 2е±(х~1>>; б) у = 0.

2.6. а) х = Сь ж + у = С2; б) и = е^/(ж) + #(:г + у).
2.7. а) Гиперболическое; б) χ — 2у = Си У = СЪ;

в) гх = жу + /(а; - 2у) + д(у).
2.8. а) Гиперболическое при а ф 0, параболическое при

а= 0.
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б) 16α2υ,ξη — 4αιχξ = 0 при а φ 0; ихх + их = 0 при а = 0.

в) u(a;,y) = F(y + Зах) ехр ί ^—— J + G(y - ах) при

α τέ 0; u(a;, у) = F(y) + G(y)e"x при α = 0.

2.9. а) α > —4; α £ 0; 6) α = 0; α = —4; в) нет; г) да.

2.11. a) x+ t = С; б) а = ±1; в) z+t = С при а = 1; ж±* = С

при α = —1; г) пример: it = t(x +1) при α = 1; u = ж — t

при а = —1; д) пример: гх = sin(x — t) при а = —1; при

а = 1 решений нет.

2.12. x-y±ty/2 = 0.

2.13. ζ = С при а = 0; при а φ О действительных
характеристик нет.

2.14. и = еж/(а; — у, ж
- г) + е~хд(х — у, ж

— г).
2.15. а) ξ = ж + у, η = 2х - у; г^ + ξυ,ς + и = 0;

2х-у

б) и = β<*+^-2*) [/(а; + у)+ ί g(s)e-(x+y>ds\.
о

2.16. α/? + 3β2 φ 0. 2.17. а) α = 0; б) а = -2.

2.18. Нет. 2.19. Да. 2.20. Да. 2.21. Нет.

2.22. а) Да;
б) нет. Контрпример:

и = um(x, t) = Reexp{—у/т + гт ί Η ^- тж} =

ν2
г /— 971 Ί /2. 971 ч

= ехр{ —\/тΗ—ρ:ж}cos ш Η—т=ж).1

>/2 V2
2.23. α > 0.

2.24. Нет. Пример: ип(х,у) = — en3/sin ί л/п2 + 1 χ) .

К главе 3

3.1. Нет. 3.2. \χι±χ2\ < л/2.
3.3. Пример: φ(χ) = 1,^0*0 = #·

3.4. а) <р(х) = 7χ2,ψ(χ) = 2ж, нет;

б) <р(ж) = χ2,ψ(χ) = χ.

3.5. Нет. 3.6. /? < 0, а —любое; β = О, а < -1/2.
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3.7. α = 0, β — любое; α φ 0, β < -5/2.

3.8. Rea < 0, Ima —любое; Rea = 0, Ima < -

ι

З.Ю. i0 = i±M>c=i_ ίφ(χ)άχ.
a 2a J

-1

3.11. 1/a. 3.12. β^α/2 + 1.

3.13. u(x,y,i) = [e"<e+*)2+e-ie-*)2+arctg(y+t) + arctg(y-i) +
(cos χ + sin y) sin t]/2.

3.14. „(*,*) = щ [(* + W)9 - I* - Nil9), Μ τ* 0; ti(0,f) = ί8.

Q
-

κ _ arctg(xi 4- x2 + x3 4- <л/3) - arctg(xi -f x2 + Хз -*>/3)
2^/3

3.16. a) u(t,x,y,z) =sinxcos2t + e2z chAt;

б) «(«, x, y, z) = (y*)2 + 4^(у2 + ζ2) + f ί4;

в) u(t, x,y,z) = -\(3x - у + ζ + 2νΤϊί) ехр(3ж -y + z +

2VUt) + (Zx-y + z- 2\/Ш) ехр(3ж - у + ζ - 2νΊϊί)1 ·

3.17. 1/2. 3.18. а) χ\ + χ\ > (ί + Ι)2; 6) 1/8.
3.19. а) 0 < ί ^ min{xi,Χ2> 1 — a?i,2 — жг}.
3.20. 0 ^ ί ^ 0.05, 0.9 + f < |ζ| < 1 - ί; 0.9 < t < 1, |ж| <

min(l-t,i-0.9).

3.21. q > 1/2 + m.

3.22. a) n = 1,2; контрпример для η = 3 см. задачу 3.20.

3.23. Нет.

3.24. a) t£ (тг-ж,2тг + ж), 0 < ж < тг/2; ί € ((π-«)+,2π-»)υ
(π + ж, 2π + ж), π/2 < ж < Зтг/2; ί е ((ж - 27г)+, ж - π) U
(π + ж, 2тг + ж), ж ^ 3π/2.

3.25. Ι) λ # 1, ψ € C2(R+), y/(0) = 0, λ^"(0) = 0;

|2Их + *) + У,(а;~*)]» ж^*>
и(Ж, ь)=\1 λ -I- 1 9

(\[ψ(χ + ί) + ^\φ(ί-χ)-^-Ίφ(0)}, x<t;

Π) λ = 1, у?(ж) = К = const;
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u(xt) = lK> X>t>

где / e C2(R+), /(0) = /'(О) = /"(О) = 0.

3.26. φ'(χ) - 2ψ(χ) = С.

3.27. A = 1, ω = ±>Д\ u(x,t) =

1[еЧ*+*)2+еЧ*-*)2], ж>4|

I[e-(*+*)2 _ e-(*~*)2] + cos уД(х -1), a; < t.

3.28. 6) β ^ 2, a(0) = 1/2, a'(0) = 1.

3.29. a = 0, /?, & — любые; a ^ 0, j3 > 2, fc < 1; решение

единственно при /с ^ — 1 и неединственно при fc < — 1.

3.30. а) 0^г + ж^2, 0^t-x^ 1/2;
в) и(я, ί) = φ((ί + χ)/2) - ip(3(t - χ)/2) + ψ(ί - χ).

3.32. α — β = 7 = 0; u(x>t) = sin a; cos ί.

3.33. а) 30 + 36тг2;б) 48ΐη3π:τ.

3.34. Нет. 3.35. 1/105. 3.36. 1/1260.
3.37. ω i {±4; ±6}. 3.38. а ф ±for, A: € Ν.

3.39. а) /с ^ Ι/π; б) см. решение.

3.40. Да.

К главе 4

4.1. Да. 4.2. Нет. 4.3. а) Нет; б) да; в) нет.

4.4. Нет. 4.5. Нет. 4.6. Да.
ι

4.8. 0. 4.9. а) При любой φ(χ). б) / φ(χ)άχ = 0.

о

π

4.10. а < π2. 4.11. / φ(χ) sinxdx = 0.

о

3π

/кхφ(χ) sin — dx = 0 при к = 1,2;
о

в) ψ(χ) = 0.
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4.13. l + fo/π. 4.14. ххх2. 4.15. 1. 4.16. а < 4/3.
4.17. Зж-2. 4.18. +оо.

4.19. а) / > 1/3;
ι

б) / φ(χ) sh(ux)dx = 0, где ω > 0 — решение уравнения

о
ω = 3 th α;.

4.20. в) Например, произвольная φ{χ) £ Со°((0,4)), такая,
что φ(χ) ^ max(0,sin(a; — 0,1))

4.21. б) Нет. 4.23. Можно.

4.25. Неограничено. 4.26· а(1 — х)+ Ьх. 4.27. Нет.

4.29. t<l/4K. 4.31. Нет. 4.32. u(x,t) = C. 4.33. 1/2.
4.34. π/2. 4.35. Л/2. 4.36. a) 1/2; б) 1/2; в) 1/4.
4.37. а), б) u{t,x) = e-(*i+*2+*3) 4.З8. JH/2.
4.39. А = 1/2. 4.40. Да.

4.43. u(x,t) = e-V^^cos (Ы - у/Щ

К главе 5

5.1. и(х, у) = ху3 - хгу + С\х + Съ. 5.2. и(х) = 0.

5.3. и(х, у) = С\х + Съу + Сз, где С\ < С2- 5.4. Нет.

5.5. Сумма равна нулю. 5.6. 0.

5.7. π/16 — 1/4. 5.8. Второй интеграл. 5.9. U2(x0).
5.10. а) Нет; б) да.

5.11. а) Нет; б) да; в) нет; г) да. 5.12. \/3·
5.13. Нет. 5.15. Да. 5.16. б) 0.

5.18. Нет. Пример: Q = [0,\/2π] χ [0,2π], и{х,у) =

ехр(-а;/2) sin(a;/\/2) sin(y/2).
5.19. Верно, и = 0. 5.20. Нет.

5.23. Функция и(ж), полученная по формуле для решения

задачи Дирихле с разрывной граничной функцией,

например: Аи = 0, |ж|<1; ti|Wel = |J| l\^l[
5.28. Нет. 5.29. а е {-3/4; 0}.
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5.30. Ι) α φ 0, V/?; и = Щг-^ + ln£; И) а = О, β = 1/2; « =

lnp+C.
с on тт с oo 3V^3

,
cosfl sin20

5.31. Да. 5.32. и = —— Η —-.

4 ρ 2/j2
5.33. а) Да; б) нет. 5.34. а < 1. 5.35. α < 3/2.
5.36. «(0, у) = 2 + (у - 2) 1п(2 -у)-у 1п(-у).
5.37. -оо. 5.38. Да.

5.39. а) Да; б) и(г,в) = i (- - A cos0 + | Г- + г) sin0.

5.40. а) Пример: и(х,у) = sin(7ra;)ехр(7гу). б) Да.
5.41. Нет. 5.42. -1/25. 5.43. Нет. 5.44. а = тг/2.
5.45. Нет. 5.46. а) Нет; б) Да.

оо

5.47. а) и(р,в) = £ AT?-1/)**sin(k^9); б) q < 2р + 1.

5.50. б) и(х) = 0; в) и(ж) = 0.

5.51. и{х) = 0. 5.52. тг/2. 5.53. 2тг. 5.54. -79тг/2520.
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2003 год, поток экономистов, основной экзамен,

лектор А. Ю. Горицкий

1. а) (1+1) Найти все /?, при которых существует линейная

замена переменных (х,у) —> (ί, г), переводящая уравнение

ихх
- 2иху + риуу = 0 (1)

— в уравнение струны ии = uzz\
—

в уравнение теплопроводности щ = uzz.

, б) (1+2) Те же вопросы для уравнения

ихх
- 2иху + риуу + 2βηχ - β2ην = 0.

в) (3) Пусть ограниченная функция гх(ж,у) € C2(R2)
удовлетворяет уравнению (1) с некоторым β > 5. Может ли при

этом и ψ const? Ответ обосновать.

г) (2) Тот же вопрос для β < —5.

2. а) (1+1) Описать все π-периодические функции φ(χ) и

ф(х)} при которых решение u(i,a;) задачи Коши

Qutt = uXXi ti|te0 = φ(χ), ut|t=0 = ψ{χ)' (2)
является периодической функцией по ί. Найти этот период.;

б) (2+1) Те же вопросы для задачи

9utt = ихх + sin i, u|t==0 = φ(χ), щ |t==0 = Ф(х).

в) (3) Может ли период по t у решения u(t,x) задачи

Коши (2) быть меньше 2π при условии, что φ и ф являются

π-периодичными и не имеют меньших периодов?
3. Пусть u(t, χ) — решение в полуполосе (ί, χ) G (0, +оо) χ (0, π)
краевой задачи

Щ = ихх, их\ = и\х^ = 0, tx|t=0 = <р(х).
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а) (3) Доказать, что sup |и(1,ж)| ^ sup |<р(ж)|.
0<ίΕ<π 0<жОг

б) (2) Верно ли, что для любого начального условия φ(χ)
выполнено

sup К1,я)|<- sup \φ(χ)\ ?
0<жОг * 0<χ<π

в) (3) Найти решение u(t, χ) поставленной задачи с начальной

функцией φ(χ) = (π — χ)(π + ж).

4. а) (1+1) Дать определение производной в смысле Соболева.
о

Дать определение пространства Ηι(Ω).
б) (2) Привести пример нигде не дифференцируемой (в

классическом смысле) функции, принадлежащей пространству
о

#Χ(Ω), Ω С R2. Доказать ее принадлежность этому

пространству. Ответ обосновать.

в) (3) Рассматривается функция f(x) = (|x|sin(o;|a;|))a в

единичном шаре В\ = {х € R3 | |а;| < 1}. При каких α и ω

выполнено f(x) € Ηι(Βι)?
Критерии оценок: «отлично» —19 баллов; «хорошо»

—

12 баллов; «удовлетворительно»
— 5 баллов при максимально

возможной сумме 32 балла. Время написания —3

астрономических часа.

2000 год, поток механиков, пересдача,

лектор А. Ю. Горицкий

Первая часть

1. а) (1) Определить тип уравнения

uxx - 6uxy + aiiyy + 2ux + (3 - a)uy -\ — u
— 0 (*)

в зависимости от параметра a € К.

б) (1) Привести уравнение (*) к каноническому виду при
a = 5.

в) (1) Тот же вопрос для a = 9.

г) (1) Найти общее решение уравнения (*) при a = 5.

в) (1) Тот же вопрос для a = 9.
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2. а) (1) Дать определение функции Грина задачи Дирихле
для уравнения Лапласа в ограниченной области Ω С R3.

б) (2) В предположении, что существует классическое

решение задачи

Аи{х) = /(ж), χ β Ω, и\хедп = <р(х),

вывести формулу, дающее это решение через функцию Грина.
в) (1) Написать формулу Пуассона, дающее решение

задачи Дирихле для уравнения Лапласа в шаре.

3. а) (1) Сформулировать постановку задачи Коши для

уравнения теплопроводности.

б) (2) Сформулировать и доказать принцип максимума для

уравнения теплопроводности в слое и теорему единственности

для поставленной задачи Коши.

Вторая часть

1. Найти функцию и(ж, у, г, ί), являющуюся решением задачи

К°ШИ
'

дп
= д^П £11*1*

dt Эх2
+

ду2 dz2
'

2

u|t=0= e"x cos(2y-z).

2. Найти, при каких α и b имеет решение следующая задача

( Дгх = r3(a + cos2 0), и = u(r, 0), г < 1,

ди
дг

= Ь|0|, -π < θ < π.

Условия проведения экзамена. Время написания

первой части работы —1,5 астрономических часа. Для получения

оценки «удовлетворительно» необходимо и достаточно набрать
не менее 4 баллов из возможных 12. Для того чтобы

претендовать на оценки «хорошо» и «отлично», необходимо набрать
не менее соответственно 8 и 10 баллов, и тем самым пройти на

вторую часть экзамена.

Далее, для получения оценки «отлично» или «хорошо» по

результатам второй части экзамена необходимо решить
соответственно обе или одну из предложенных задач.
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1994 год, поток механиков, досрочный экзамен,

лектор А. С. Калашников

1. (2) Существует ли уравнение вида

з

/] <чДя1,Ж2,Жз)их4а^ = О

с непрерывными в R3 коэффициентами а^·, являющееся
эллиптическим на некотором непустом множестве Ωχ С К3, Ωχ φ R3,
и гиперболическим на его дополнении Ω2 = Κ3\Ωι? Ответ

обосновать.

2. Ищется решение u(x,t) уравнения пц = ихх с условиями

гх(ж, а;) = ψ(χ)1 0 ^ χ ^ 1; и(а;, 2х)
— ф{х), О ^ χ ^ -

.

Здесь ψ е С2([0,1]), ^ б С2([0, i]); ν«(0) = 0, фЮ(0) = 0 для

fc = 0,l,2.
а) (2) Описать с помощью неравенств множество Ω всех

значений (χ,ί) € R2, для которых однозначно определяется

решение u(x, t) этой задачи. Ответ обосновать.

б) (1) Нарисовать это множество Ω.

в) (2) Найти решение u(x, t) рассматриваемой задачи.

3. (3) Пусть Ω = {(г,б)|0 < г < 1, 0 < θ < J}, (r,0)-
полярные координаты на плоскости. Найти функцию tx(r, θ) со

следующими свойствами: и € £7(Ω) Π С2(Ω);

Ди = 0 в Ω; гх(г,0) =и(г,^) = 0, 0 ^ r ^ 1;

^(1,0) = π0-402, (Κ0^ J.
4. (3) Пусть Ω = {χ = (xux2) 10 < χγ < 1, 0 < χ2 < 1}, /(ж) =

sign(x2 — #1)· Верно ли, что / £ Я1 (Ω)? Ответ обосновать.

5. а) (1) Сформулировать определение обобщенного решения

задачи Дирихле для уравнения Пуассона.
б) (2) Доказать ограниченность снизу квадратичного

функционала, соответствующего задаче Дирихле.
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в) (2) Доказать, что обобщенное решение задачи Дирихле
является решением вариационной задачи (обратное
утверждение не доказывать).

6. а) (1) Сформулировать теорему Коши—Ковалевской.

б) (2) Доказать, что заключение этой теоремы становится

неверным, если начальные условия задаются на

характеристике.

7. (4) Рассматривается краевая задача для уравнения щ =

ихх в прямоугольнике Q = {(ж,£)|0 < я < 1, 0 ^ ί ^ 2} с

условиями

Ч=о =^ ° ^ х ^ lj wUo = uUi = °' ° ^ * ^ 2·

Корректна ли эта задача в паре пространств (£χ>, £α), где

Е0 = {«(*,*) [и е C(Q) ПС*£((0,1) χ (0,2])},

Ег = {φ{χ) | φ € ^([0,1]), φ(0) = φ(1) = 0},

11^11^= max Иж)|?

Ответ обосновать.

1997 год, поток математиков, основной экзамен,

лектор В. А. Кондратьев

1. а) Сформулировать теорему Коши—Ковалевской.

б) Доказать, что всякое линейное уравнение второго

порядка с постоянными коэффициентами можно привести к

каноническому виду.

в) В какой области уравнение

uxy + (3x + y- z)uX2 + (Зж - у + z)uyz — 0

является гиперболическим?

2. а) Как ставится внешняя задача Дирихле для уравнения

Лапласа?

б) Доказать единственность решения внешней задачи

Неймана для уравнения Лапласа в R3.
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в) Найти решение внешней задачи Неймана

Аи = О, х2 + у2 > 1, ^1ж2+3/2=:1 = я4.

3. а) Дать определение интеграла, равномерно сходящегося в

точке.

б) Доказать, что потенциал простого слоя — непрерывная

функция.
в) Найти

lim / (ξ2 - 2η2) In [(χ - ξ)2 + (у - r,)2} dStv.
ξ2+η2=1

4. а) Как ставится смешанная краевая задача для уравнения
колебаний струны?

б) Написать формулу Кирхгофа решения задачи Коши для

волнового уравнения. Доказать, что решение, построенное по

этой формуле, удовлетворяет начальным условиям.

в) Пусть и(х, у, г, t) — решение задачи Коши

utt = 4Дгх, u\t=Q ^= φ(χ), ut\t=Q = 0,

где φ(χ) отлична от нуля только внутри параллелепипеда

-1<ж<1, --<у<1, 0<ζ<1.

При каких t ω(4, — 1,2, t) ф 0?

5. а) Дать определение обобщенной производной по Соболеву

дх*1 ... дх«*
'

б) Доказать полноту пространства Ηι(Ω).
в) При каких α функция

и(х, у) = 1па(ж2 + ху + 2у2)

принадлежит ϋΓΐ(Ω), где Ω —квадрат |а;| < 1, \у\ < 1?

Критерии оценок: «отлично» — три задания полностью;

«хорошо»
—

два задания полностью; «удовлетворительно»
—

одно задание полностью. Время написания —3

астрономических часа.



Экзаменационные варианты 117

1994 год, поток математиков, основной экзамен,

лектор С. Н. Кружков

1. Пусть гх(*,ж), χ = (жьЖ2)#з)~ классическое решение

задачи Коши в ГЦ. = [0, +оо) χ R3 для уравнения щг = Δω с

начальными условиями

причем Δ<ρ(α;) = 0 и Аф(х) = 0 для ж € ifι = {χ : \х\ < 1}.
а) Вывести, что

u(t, ж) = φ(χ) + tip(x)

в конусе С\ = {(t,x) : |ж|2 < (1 - ί)2, 0 < t < 1}, не

применяя прямую проверку этой формулы (с учетом теоремы

единственности).
б) Доказать, что если в R3 \ К\ ψ{χ) < 3 и ф(х) < 7, то

гх(*,ж) ^ 10 в конусе С\.

2. Даны последовательность областей ilm С <х = (яъ^г) :

Ы < — > на плоскости R2, m = 1,2,3,..., и последова-
m J

тельность um(x) классических решений задачи Дирихле для

уравнения Лапласа в {х : \х\ е ilm} таких, что |гхт(а;)| ^ 1.

а) Доказать, что если при m —» оо последовательность

um(x) в некоторой точке сходится к числу Ϊ7, то um —> U при

m —> оо равномерно в любом кольце \ χ : 0 < 5 < |ж| < - \

(здесь тп> πι(δ)).

б) В случае ilm = 4 ж = (ζι, яг) : Μ < — [ при условиях

.1.1
ΙθΩ,η m

= 1
\x\=m

показать, что um(x) —» - при m —> оо равномерно в любом

кольце j ж : 0 < 5 < |ж| < ^ }· (здесь m > τη(δ))\
рекомендуется сравнить и(х) с соответствующими решениями уравнения
Лапласа вида α In \x\ + Ъ (а и 6 — константы).
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1994 год, поток математиков, пересдача,

лектор Б. М. Ландис

1. u(x, t) € C2(R^t) — решение уравнения uu—a2uxx = О в R2t.
На интервале {α < χ < β, t = 0} u = щ = 0. Где на плоскости

R^j решение и(а;, ί) необходимо равно нулю?

2. и(ж,*) —решение уравнения и* =_ижа; в полуполосе
Π = {0 < χ < J, t > 0}, непрерывное в П, u\x=Q = u| z

= 0.

К чему стремится решение при t —► оо?

3. Найти решение задачи

Ди = 2 в круге К = {(я, у) | х2 + у2 < 1}, u\dK = sin 2<р.

4. it (а;, у) —потенциал двойного слоя гладкой замкцутой

кривой L С R2. Доказать, что

^^ = 0(ν^+»*) при χ2+ν2
-

оо.

5. В С Rn — открытый шар, и(х) непрерывна в В и Уж £ J5

Эрж > 0 такое, что шар В(хгрх) радиуса рх с центром в точке

χ содержится в В и

Доказать, что гг(:г) — гармоническая функция.

1998 год, поток математиков, основной экзамен,

лекторы Е. В. Радкевич, Т. Д. Вентцель

1. Для уравнения пц = Аихх рассматривается краевая задача

u\x=Q = u\xssl = 0, u\t=Q = ж(1 - ж), txi|t=0 = sin™.

ι

а) (1) Найти /(13), где /(*) = ί [υ2 + Αυ2} dx.

о

б) (1) Найти функцию и(ж, 2) и нарисовать ее график.

2. а) (1) Дать определение характеристики для уравнения

^<HjUXiXj=0.
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б) (1) Найти характеристики уравнения пхх — y2Uyy = О,
проходящие через точки (1,2), (1,0).
3. а) (1) Сформулировать теорему об устранимой

особенности.

б) ^2) Доказать, что в R2 для функции и(ж), гармонической
в R2 \ Ω, где Ω —некоторая ограниченная область,
ограниченной в Ε2 \ Ω, существует предел lim u(x).

в) (2) Найти этот предел в случае, когда Ω —единичный

круг, 27Г

«Ui = /(¥>). //(*>)*> = °·

о

4. Для уравнения Пц — 4ихх = 0 ставится следующая задача:

Г sinrr, яе[тг,2тг]
«Lo = 0, Ч=о = (о, χ*[ιγ,2ιγ]

' »*Lo = 0·

а) (1) Нарисовать график решения при t = 2π.

б) (1) То же при дополнительном условии и|я=21Г = 0,
яе[0,2тг].

в) (2) То же при дополнительном условии ^χ\χ=2π = 0»
же [0,2π].
5. Рассматривается решение уравнения

utt = Au

(число пространственных переменных равно 2),
удовлетворяющее начальным условиям

( ψ(χ) в Ω,
«U = 0, 4Lo =

(o в Κ2\Ω,

где Ω
—

ограниченная область в R2.

а) (1) Где в пространстве (#,£) функция u(x,t) равна

нулю независимо от функции ф(х), если Ω —единичный круг

х\ + х22< 1?

б) (2) При ф{х) = (1 - И2)2, Ω = {х\ + х\ < 1} найти

lim tu(x,t).

6. а) (1) Как ставитсй задача Коши для уравнения

теплопроводности?
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б) (1) Доказать, что если начальная функция нечетная, то

решение u(x, t) удовлетворяет условию гх(0, t) = 0.

в) (2) Доказать, что если начальная функция нечетная, то

решение u{x>i) нечетно по х.

Критерии оценок: «отлично» —16 баллов; «хорошо»
—

13 баллов; «удовлетворительно»
— 9 баллов при максимально

возможной сумме 20 баллов. Время написания — 3

астрономических часа.

2001 год, поток математиков, основной экзамен,

лектор Б. В. Радкевич

1. а) (1) Дать определение слабого решения (решения в

смысле интегрального тождества) уравнения Хопфа.
б) (2) Построить кусочно-постоянное решение с 5-ю

линиями разрыва.

в) (2) Доказать, что не существует кусочно-постоянного

решения с 4-мя линиями разрыва.

2. а) (1) Дать определение автомодельного решения и найти

автомодельные решения уравнения

щ + uzux = 0

б) (2) Доказать единственность решения, удовлетворяющего

условию невозрастания энтропии, в классе автомодельных

решений.

3. а) (1) Сформулировать условие существования
классического решения задачи Коши для волнового уравнения.

б) (3) Пусть и — классическое решение задачи Коши

Utt^Uxx, 0<t<T, xeR1,

Ч=о = <Ρ(χ)> Ч=о = °ϊ

a uN — классическое решение смешанной задачи

*£=«&. 0<i<T, xe[-N,N],
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При этом

φΝ = φ при χ G {—Μ —

α, Μ + α) и

<^ = 0 при χ#(-Ν + β, Ν-β)

для достаточно малых фиксированных α и /? таких, что

Μ+α < Ν— β. Доказать, что существует такое iVo, что u = uN
на отрезке [—М,М] при iV > JVq·
4. (3) Для каких из трех уравнений на плоскости

существует нетривиальное решение с ограниченными и

замкнутыми линиями уровня?
5. а) (1) Сформулировать лемму о нормальной производной,

б) (3) Доказать, что гармоническая функция η € (^(Ω),
— = 0 на Γι, и = 0 на Гг,
όν

Γι U Гг = 9Ω, mesn_ir2 Φ 0, тождественно равна нулю.

6. а) (1) Сформулировать теорему о среднем для

гармонических функций.
б) (2) Доказать, что функция и €_(72(Ω), удовлетворяющая

теореме о среднем для любого шара К С Ω, является

гармонической.

7. (3) Пусть С—конус { (ж,у) α < — < /?>. Доказать, что не

существует общей константы в неравенстве Фридрихса для

всех ограниченных Ω С С

Критерии оценок: «отлично» —16 баллов; «хорошо»
—

13 баллов; «удовлетворительно»
— 8 баллов при максимально

возможной сумме 25 баллов. Время написания — 3

астрономических часа.

2003 год, поток механиков, досрочный экзамен,

лектор Г. А. Чечкин

1. а) (2) Дать определение автомодельного решения и найти

автомодельные решения уравнения

«. + (£).-« .(«
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б) (2) Построить какое-нибудь нетривиальное
неэнтропийное обобщенное решение задачи Коши для уравнения (1) с

начальным условием .

Ч=о = °

2. а) (1) Определить тип уравнения

uxx - 2auxy - 3a2Uyy + auy + ux = 0 (2)
в зависимости от действительного параметра а.

б) (2) Привести уравнение (2) к канонической форме.
в) (2) Найти общее решение этого уравнения.

3. а) (1) Сформулировать вариационную постановку задачи

Дирихле с неоднородными краевыми условиями.

б) (1) Доказать ограниченность функционала снизу.

в) (3) Вычислить
inf

o J (|Vw|2 - 2w) dx,

если Ω = {χ = (жь^г) : 1 < |ж| < 2}.
Критерии оценок: «отлично»—11 баллов; «хорошо»

—

8 баллов; «удовлетворительно»—5 баллов при максимально

возможной сумме 14 баллов. Время написания —1,5
астрономических часа.

2003 год, поток механиков, основной экзамен,

лектор Г. А. Чечкйн

Первая часть

1. а) (1) Дайте определение обобщенного решения уравнения

*+(т).-а (1)

б) (2) Пусть ιι(ί, χ) — кусочно гладкое финитное
обобщенное решение уравнения (1) с линией разрыва χ = x(t).
Обозначим оо

5(ί)= Ι u(t,x) dx.

—оо

Докажите, что S(t) не зависит от £.

2. а) (1) Дайте определение гармонической функции
б) (1) Сформулируйте теорему Лиувилля для

гармонических функций.
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в) (3) Найдите все гармонические в R2 функции, для кото-

иу (я, у) = г ху + г e^x+iy^.

3. а) (1) Дайте определение корректности постановки задачи.

б) (2) Корректна ли задача Коши для уравнения

Щ = -ихх?
Ответ обосновать.

Критерии оценок первой части:

4-7 баллов — «удовлетворительно»,
8-11 баллов — «допуск» ко второй части экзамена

Время написания —1,5 астрономических часа.

Вторая часть

4. (2) Пусть G(x, у) — функция Грина задачи Дирихле для

оператора Лапласа. Докажите, что G(x,y) = G(y,x).
5. Рассмотрим задачу

Au = f в Ω,

! fa = φ на an. (2)
αν

а) (1) Дайте вариационную постановку задачи (.2).
б) (3) Докажите импликацию

Классическое решение (2)

'

Обобщенное решение (2)

%
Решение вариационной задачи, соответствующей (2).

6. Пусть Q = (О, I) х (О, Г).
Рассмотрим краевую задачу

( д2и д (, , 0.
ди\ (. жх\ Λ

\de
=

di ((«»* +2) di)
~ (8ΐηΤΓ Β Q'

7ГДТ

ti|t==0 = sin — при 0 < χ < ί,

ut\t=0 = О ПРИ 0 < ж ^ ί,

«Uo = «l«-i = 0 ПРИ 0<*^Γ·
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а) (2) Напишите схему метода Фурье для такой задачи

б) (3) Докажите, что

ι

€(t) = / [(cosx + 2){ux)2 + (sin™)ιζ2 + (щ)2] dx

0

не зависит от времени.

Критерии оценок второй части:

0-4 — «удовлетворительно»,
5-8 — «хорошо»,
9-11 — «отлично».

Время написания —1,5 астрономических часа.

2003 год, поток механиков, пересдача,

лектор Г· А. Чечкин

Первая часть

1. Рассматривается задача Коши

щ + In u ux = 0,

Построить решение (2+2 балла), проверить выполнение

условия Ранкина—Гюгонио и условия возрастания энтропии

(1+1 балл), если

при χ < 0,

при χ > 0.
ч

2. (2) Нарисовать график решения u(t, χ) в момент t = π для

начальной задачи

1 I Л I Г sin а;, же [π,2π],

3. Пусть

Ω = {(ж,у) € R2 I К х2 + 4у2 < 4},
ri = {(*,y)€]R2|a;2 + 4y2 = l},
Г2 = {(Ж)у)еЕ2|ж2 + 4у2 = 4}.

{

Г 4 при χ > 0, Г 4
а)По(ж) = \1 при *<0.

6)^) = {ι
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Рассмотрим краевую задачу в области Ω:

Ди = 0 в Ω,

xux+4yuy- yjx1 + 16у2и = 0 на Γι, (1)

χ ux + 4у uy + у/χ2 + 16у2 и = 0 на Гг

а) (2) Единственно ли решение задачи (1)?
б) (1) Найти значение решения в точке (1,0).
в) (1) Написать определение обобщенного решения

задачи (1).
г) (2) Написать вариационную постановку задачи (1).
Критерии оценок первой части:

4-10 — «удовлетворительно»,
11-14— «допуск» ко второй части экзамена.

Время написания —1,5 астрономических часа.

Вторая часть

4. а) (1) Найти все характеристики уравнения

uxy
—

Uyy-Ux + Uy = 0·

б) (2) Найти его общее решение.

5. (2) Найти max u(x, у), где и(ж, у) — решение задачи Коши
х2+у2=1

ди 2 ди
, 2 /а \ *

уТх+х =х^+у> и(°>у) = ^·
6. (3) Найти решение задачи

ихх — ии = sin x + sin t, 0 < χ < π, t > 0,

Ι λ Ι ι Ι χ du\
u\ =0, u =1, u\ =-,

— =0.
1ж=0 Ια?=π 1ί=0 π Ot lt=o

7. Имеется задача Штурма—Лиувилля

(р(х) Χ'}' + q(x) X + \X = 0, я? 6 [0, i],

реСг(М), geC(|0,i]), p^po>0, g^O, XgC2([0,Z]).
а) (2) Показать, что λ > 0.

б) (3) Доказать, что собственные числа стремятся к +оо.
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Критерии оценок второй части:

0-5 — «удовлетворительно»,
6-9 — «хорошо»,

10-13 — «отлично».

Время написания —1,5 астрономических часа.

2000 год, поток математиков, досрочный экзамен,

лектор А. С. Щамаев

1. а) (1) Напишите формулу Даламбера для решения

уравнения колебаний струны.

б) (3) Пусть К = {(ж, у) β Ш2 | х* + у2 < 1} —единичный
круг в R2. Корректна ли задача: найти и(х,у) € С2(К)Г)С(К),
такую что

ихх
-

Uyy = 0 в К, и\дк = φ(χ, у),

(р(х,у) € С(дК) — произвольная непрерывная функция?
о

2. а) (1) Дайте определение пространства Hl(Q).
б) (2) Докажите полноту пространства ff^Q).
в) (3) Пусть Q = {\х\ < 1, χ £ R3}. Справедливо ли

следующее утверждение: существует постоянная С > 0, такая,
что для любой u(x) € C°°(Q)

l«(o)l ^ c\\u\\H4Q)?
Если «да» — докажите, «нет»—приведите опровергающий

пример.

3. а) (3) Пусть К — {! < |а;| < 2} — «кольцевая» область в

R2. Единственно ли решение следующей краевой задачи:

Аи = 0 в К, ue&Wn&iK),

ό£ΐ|*μι = ψι^Χ2^ u|N=2 = 4*{xuX2\

ψι,ψϊ
—

произвольные непрерывные функции на окружностях

{\х\ — 1} и {|а;| = 2} соответственно? Ответ обоснуйте.

б) (2) Найдите решение поставленной в п. (а) задачи, если

φ\ = cos 0, ψ2 = sin θ

(θ — полярный угол на плоскости).
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4. а) (1) Сформулируйте принцип максимума для уравнения
Лапласа.

б) (3) Справедлив ли принцип максимума для уравнения

в ограниченной области Q на плоскости в той же форме, как

для уравнения Лапласа? Ответ обоснуйте.
5. а) (1) Сформулируйте теорему Лиувилля для уравнения

Лапласа.

б) (3) Пусть и(х) — гармоническая в R3 функция и

JJJ (1 + |*|)»
R3

u*(x)dxv '---
<оо.

Верно ли, что u(x) = const в R3? Ответ обоснуйте.

6. а) (1) Дайте определение потенциала двойного слоя.

б) (3) Докажите, что потенциал двойного слоя,
создаваемый замкнутой поверхностью Ляпунова S и имеющий

единичную плотность, равен 0 вне S и 4π внутри 5.

7. а) (1) Напишите формулу Пуассона для решения задачи

Коши для уравнения теплопроводности.

б) (3) Пусть гфс, t) — решение уравнения теплопроводности

с «потенциалом»:

ut = uxx-u, t>0, хеК1,

удовлетворяющее начальному условию

u\t=zQ = sin2 x.

Докажите, что существует постоянная А, такая, что

\и(Ь,х)-Ае~г\ <a(t)e"*,

где функция a(t) —» 0 при t —» оо. Найдите постоянную А.

Критерии оценок: «отлично» — 22 балла; «хорошо»
—

15 баллов; «удовлетворительно» —10 баллов при максимально

возможной сумме 31 балл. Время написания —3

астрономических часа.
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2000 год, поток математиков, основной экзамен,

лектор А. С. Шамаев

1. а) (1) Сформулируйте определение характеристической

поверхности для дифференциального оператора второго

порядка.

б) (3) Рассмотрим задачу: найти в секторе

К = {(x,t)\ χ > 0, t > 0, t < 2х)

функцию u(x,t) € С2(К)ПС(К), удовлетворяющую уравнению

Щг = ихх

и начальным и граничным условиям

Ч=0 = φ{χ), ut\t=0 = ф(х), u\t=z2x = 0,

φ(χ),ψ(χ) е С°°([0, оо)). Имеет ли эта задача решение и если

«да»
—

единственно ли оно? Ответ обоснуйте.
2. а) (2) Докажите неравенство Фридрихса.

б) (3) Справедливо ли неравенство Фридрихса в полосе

Π = {(х,у) : 0 < χ < 1, -оо < у < оо}?

Если «да» — докажите, «нет» — приведите опровергающий

пример.

3. а) (2) Приведите классическую постановку задачи
Дирихле в ограниченной области Q и докажите единственность

решения.

б) (3) Докажите, что решение задачи Дирихле в полосе

Π = {(х,у) : 0 < χ < 1, -оо < у < +оо}

Ди = 0 в П, t*|e=0 = ¥>i(y)i 4c=i = ^2(2>)'

Ψ\^ψ2^ С{β}), неединственно.

в) (2) Единственно ли решение предыдущей задачи с

дополнительным условием

и(я, у) -» 0 при \у\ —* оо?

Ответ обоснуйте.

4. (3) Пусть Q = {х G R4, \х\ < 1}—шар в четырехмерном

пространстве, t = {χ е R4 : х\ = 0, #2 = 0, хз = 0)
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О < #4 < 1/2} — отрезок в R4, Qi = Q\l. Найдите обобщенное
решение задачи Дирихле и(х):

/<
Qi

φ(χ) G C^{Q) и <p(a;) = 1 при χ £ L

5. (2) Существует ли положительная гармоническая функция
в шаре Q = {|а;| < 1}, χ G R3, такая, что и(0,0,0) = 1,
и(0,0,1/2) = 10? Ответ обоснуйте.

6. (4) Пусть u(t,x) G С2(Π) Π С(Π) — классическое решение

уравнения

Щ
—

uxx +v(t,x),
где Π = (0, +оо) χ (0,1), v(t, x) — ограниченная измеримая

функция, удовлетворяющая оценке |г;| < С, С > 0 —заданная

постоянная. Пусть

4=0 = *>(*)> ГДе ¥>(*)€ С°°([0,1]),

u\x=0 = u\x=l±0 Vt>0.

Можно ли так выбрать функцию г;(£, х), что tt(t, χ) = 0 Vi > ί*,

ί* — некоторая положительная постоянная? Ответ обоснуйте.
7. (3) При каких значениях параметра a € R1 функция и(£, ж),
равная нулю при t > αχ и единице при £ < аж, (ί,χ) £ R2,
является решением уравнения

Щ = их

в смысле теории обобщенных функций? Ответ обоснуйте.
8. (3) Пусть u(t,x) е С2(П) Π С1 (TV) — классическое решение

уравнения

Щ = ихх + Ъи в полосе Π = (0, +оо) χ (0,1),

удовлетворяющее краевым условиям

4^0 = 4^ = 0, *>о.

Докажите, что для u(t, x) имеет место неравенство

|u(i,i)| <Ce"6t,

где С > 0— некоторая постоянная.

5—3206
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Критерии оценок: «отлично» — 22 балла; «хорошо»
—

15 баллов; «удовлетворительно» —10 баллов при максимально

возможной сумме 31 балл. Время написания —- 3

астрономических часа.

2000 год, поток математиков, пересдача,

лектор А. С. Шамаев

1. а) (2) Сформулируйте теорему Коши—Ковалевской,

б) (3) При каких вещественных α существует решение

u(x, t) е С2(К) Π Сг(К)у К = (0, +оо) χ (0, +оо),

следующей краевой задачи:

uu = uxx в К,

Ч=0 = ф), ut\t=0 = ψ(χ), φ(χ), ф(х) е Cg°((0, +оо)),

(ux + αυ)\χ=0 = 0 для ί > 0?

Ответ обоснуйте.
2. а) (1) Приведите формулировку строгого принципа

максимума для уравнения Лапласа.

б) (2) Справедлив ли принцип максимума для уравнения

Щ% = ихх1

Если «да»—докажите, «нет» — приведите опровергающий

пример.

3. (3) Пусть u(x, t) — решение задачи

Щь = Uxx в Π = (0, π) χ (0, +оо),

Ч=о = ¥>(χ)>" И=о = ^(*)> ^(ж)' Ψ(χ) е °ο°(Μ),

*Uo = WUir = ° *ЛЯ t>0>

u(x,t) 6 С2(П) П С1(П) и u(x*,t) = 0 для всех t > t*,
χ*

t* = const > 0 и иррациональное число. Верно ли, что
7Г

и(ж, ί) = 0 в П? Ответ обоснуйте.

4. а) (1) Напишите формулу Пуассона для решения задачи

Коши для волнового уравнения в случае двух

пространственных переменных.
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б) (2) Докажите, что функция, определяемая формулой
Пуассона, удовлетворяет начальным условиям при ί = 0.

5. (3) Пусть функция и(х), заданная в шаре

Qx = {χ е R3, |*| < 1},
удовлетворяет уравнению

Дгх = Хи (λ = const < 0)
и и(х) = 0 в шаре радиуса 5, Qs = {х £ Μ3, \х\ < δ}, δ = const,
0 < δ < 1. Докажите, что и = 0 в Qi-
6. (2) Пусть Q — ограниченная область с границей 9Q класса

С1. Может ли решение краевой задачи:

■2/Л\п/пг1/Л Я**
Ди-и=1 в Q, tiSC^nC^Q),

ση

= 0
dQ

(η —внешняя нормаль к dQ), быть строго положительным в

Q? Ответ обоснуйте.
7. (3) Пусть Q — {х = (a?i,a;2) € К2, |ж| < 1} —единичный
круг,

Q+ = Q Π {χι > 0}, Q_ ξ Q Π {χι < 0}
и функция гх(ж) G #*(Q) принадлежит классам С°°(ф+) и

C°°(Q_). Докажите, что функция и(х) непрерывна в Q.
8. (3) Пусть положительная ограниченная функция
удовлетворяет уравнению

щ = Аи в слое (0,1) χ R3 и

ti(tf χ) = 0 в кубе (0,1) χ (0,1) χ (0,1) χ (0,1).

Верно ли, что и = 0 в слое (0,1) χ Μ3? Ответ обоснуйте.

Критерии оценок: «отлично» —18 баллов; «хорошо»
—

12 баллов; «удовлетворительно»
— 8 баллов при максимально

возможной сумме 25 баллов. Время написания — 3

астрономических часа.

2000 год, поток математиков, вторая пересдача,

лектор А. С. Шамаев

1. а) (1) Сформулируйте неравенство Фридрихса.
б) (3) Справедливо ли неравенство Фридрихса для

неограниченной области Ω = {(х,у) : х > 0, у > 0} на плос-
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кости? Если «да».—докажите, «нет» — приведите

опровергающий пример.

2. (3) Рассмотрим следующую краевую задачу в области

Ω = {(ж, у) : 0 < х2 + у2 < 1} на плоскости:

Аи(а;, у) = О в Ω,

гх(х, у) = </?(а;, у) при ж2 + у2 = 1,

где φ(χ, у) — заданная непрерывная функция,

Пт(ж2 + у2)и(ж,у) = а,
х—+0

где а —заданное вещественное число. Существует ли решение
такой задачи? Если «да», то единственно ли оно? Ответ

обоснуйте.

3. (3) Пусть u(t, x) — решение задачи:

Щг = Ήχχ

в полосе Π = [0, +оо) χ [0,1] на плоскости, χ £ [0,1], t € [0, +оо),
η е С2(П),

u\x=0 = <p(t), u\x=zQ = 0, u\t=Q = ut\t=zQ = О для χ е [О,1],

\<p(t)\ < ε, ε —заданное число, φ(ί) — гладкая функция. Можно
ли так выбрать функцию <p{t), чтобы решение u(t,x) данной

задачи было бы неограниченной функцией на П? Ответ

обоснуйте.

4. (3) Пусть Ω— ограниченная область в Rn, u{x) — функция
на Ω, удовлетворяющая уравнению.

Аи — и = О в Ω

из класса (72(Ω) Π С(Ω). Докажите, что если и = 0 на #Ω, то

и = 0 в Ω.
о

5. а) (2) Докажите, что всякая функция из Я1 [0,1]
непрерывна.

б) (3) Всякая ли непрерывная функция и(х) на отрезке
о

[0,1], такая, что и(0) = и(1) = 0, принадлежит Я1 [0,1]? Ответ

обоснуйте.
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6. (3) Найдите фундаментальное решение оператора

ρ
dr

0
d

~

dx2 dx
'

т. е. функцию и(х) такую, что

и" + 2г/ - и = δ0(χ) в R1,

где Sq(x) — «дельта-функция»,

(δ0(χ), φ) = φ(0) 4φ{χ) € (%>(&}.

Единственно ли такое решение?

7.(3) Пусть
^

.

~

at ax2

—

оператор уравнения теплопроводности. Докажите, что

функция 2

где 0(ί) = 0 при t < 0 и 0(i) = 1 при ί ^ 0, удовлетворяет

уравнению

T£(t, ж) = $)(*,*)

в смысле теории обобщенных функций.

Критерии оценок: «отлично» —17 баллов; «хорошо»
—

12 баллов; «удовлетворительно»
— 8 баллов при максимально

возможной сумме 24 балла. Время написания —3

астрономических часа.

2001 год, поток математиков, досрочный экзамен,

лектор А. С. Шамаев

1. а) (1) Дайте определение характеристической поверхности

для дифференциального оператора второго порядка.

б) (1) Постройте множества характеристических линий на

плоскости (ж,£) Для операторов

Си = ии + Ъих - 2ихх, С = щ- Ъихх + хих.
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2. а) (2) Пусть u(t, χ) — решение задачи

Щг = Uxx, t > О, χ > О,

Чж=0 = 0, u|j=0 = φ(χ)} ut\t=0 = О,

suppvp(x) С (О, +оо), (р(аг) £ С2(0, оо). Известно, что

существует Τ > О, такое, что при ί > Τ, ж £ (Ο,οο) u(t,a;) —

бесконечногладкая функция. Верно ли, что φ(χ)— также
бесконечногладкая функция? Ответ обоснуйте.

б) (2) Пусть u(t,x) —решение задачи

Щ = uxx, t > О, χ > О,

<=о = °> Ч-о = *>(*).

функция <р(х)— та же, что в п. (а) и |<р| ^ М. Известно,
что существует Τ > 0, ..такое, что при t > Τ, χ € (Ο,οο)
u(£, χ) — бесконечногладкая функция. Верно ли, что <р(х) —
также бесконечногладкая функция? Ответ обоснуйте.

3. (3) Пусть К = {(ж, у) | х2 +у2 < 1} —единичный круг на

плоскости (х, у), и(ж, у) — решение задачи

Аи = х2у, и|аАГ = 0.

Найдите гх(0,0).
4. (2) Докажите полноту пространства ίί1(Ω).

о

5. (4) Рассмотрим в пространстве Я1(—1,1) множество А

гладких финитных функций <р(х), удовлетворяющих условию

с?'(0) + а^(0) = 0,

а £ R. Найдите коразмерность замыкания А множества А в

#(-1,1).
6. (4) Пусть μι (ж), щ(х) (г = 1,2, ...) — собственные значения

и собственные функции задачи Штурма—Лиувилля:

Сщ = &щ, щ(0) = щ(1) = 0, . ||u»||z,2(o,i) = 1,
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p{x),q(x) — гладкие функции, удовлетворяющие оценке

p(x),q(x) ^ Οί > 0, a = const > 0. Докажите неравенство

sup \щ(х)\ ^ -= уДД.
*e[o,i] να

7. (3) Пусть последовательность гармонических в Rn функций

{un(x)} слабо сходится при η —► оо к функции и* (ж) Ε lfoc(Rn),
т. е. Vy> e D(Rn) ,

/un(x)(p(x)dx > / u*(x)(p(x)dx.
п->оо J

Верно ли, что и* (х)— гармоническая функция? Ответ

обоснуйте.

8. (3) Пусть φ(χ) е Z^R1) Π С(ЖХ). Докажите, что решение

задачи Коши для уравнения теплопроводности

Щ = uxx, t > 0, u\t=zQ = #(#),

ж € (—οο,οο), стремится к нулю при t —► оо равномерно по

χ € (—οο,οο).
Критерии оценок: «отлично» —18 баллов; «хорошо»

—

12 баллов; «удовлетворительно»
— 8 баллов при максимально

возможной сумме 25 баллов. Время написания — 3

астрономических часа.

2001 год, поток математиков, основной экзамен,

лектор А. С. Шамаев

1. (2) Пусть гх(£,а;) (х £ R3) — решение задачи Коши для

волнового уравнения

щ = Аи в (0, +оо) χ R3 и

и € С2 ((0, +оо) х R3) Π С1 ([0, +оо) χ R3). Может ли носитель

функции u(t,x) лежать в цилиндре {\х\ < R} χ [0,+оо), если

/ φ(χ)άχ^0?
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2. (3) Докажите, что потенциал двойного слоя с непрерывной
плотностью, создаваемый ограниченной поверхностью S £ С1,
убывает на бесконечности как —, где г — расстояние до неко-

т

торой фиксированной точки О € 5.

3. (3) Пусть Π = {(ж, у)| 0 < χ < α, О < у < 6} —
прямоугольник на плоскости и С > О — некоторая постоянная, такая что

о

Vu(x,y) £ Я1 (Π) справедливо неравенство Фридрихса

/ u2dxdy < С / |Vu|2dxdy.
π π

Докажите, что С > ^^) '

4. (3) Пусть
£==α —+ 6 —+с

αχ2 αχ

—дифференциальный оператор. При каких a,b,c € R1

существует непрерывное на R1 решение уравнения

Си(х) = 5(ж),

где δ(χ) - ^-функция (т. е. (δ, φ) = φ(0) V<p 6 ^(М1))?
5. (3) Пусть u(x) € ^(-οο,+οο), т. е. u(x) G ^(М1) и

существует обобщенная производная по Соболеву их(х) =

v(x) € L2OR1)· Докажите, что и(х) — непрерывная функция и

гх(х) —► 0, если |х| —► оо.

6. (3) Пусть if = {(r,<p)| 0 < г < 1, О < φ < π/6} — круговой
сектор раствором 30°, u(r, φ)

—

гармоническая в К функция,
принадлежащая С1 (К). Докажите, что

|u(r,V)|<Cr6,
где С > 0 — некоторая постоянная.

7. (3) При каждом ли a € R1 задача

Аи=1 в Κ={(ν,φ)\ 1<г<2},

.r=l
= Sin^' (^ + mi)l=2 = SinV'

u € (^(ufJnC1^), имеет хотя бы одно решение? (га — внешняя

нормаль к границе кольца К.)
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8. (4) Постройте пример ограниченной в шаре {|х| < 1}, χ е

R3, гармонической функции гх(ж), такой, что |Vu| неограничен
в {\х\ < 1}.
9. (4) Докажите (используя интеграл Пуассона), что

существует решение следующей задачи: u(t, χ) е С2 ({t > 0} χ R£),

Щ = uxx в {t > 0} x R£ и

tt(i, χ) -* φ{χ) в Ζ,2(3&£) при t-»0,

где φ(χ) —заданная функция из Ьг(^) (не обязательно
непрерывная!)

Критерии оценок: «отлично» — 20 баллов; «хорошо»
—

14 баллов; «удовлетворительно»
— 9 баллов при максимально

возможной сумме 28 баллов. Время написания — 3

астрономических часа.

2001 год, поток математиков, пересдача,

лектор А. С. Шамаев

1. (2) Струна, бесконечная в обе стороны, отклонена в

начальный момент времени так, что ее профиль имеет вид

u(0,s)

1

0
А .

0.5 1 χ

и начальная скорость равна 0. Функция u(t, x) удовлетворяет

уравнению
Щг = ихх.

Нарисуйте график функции и( -

, χ j.

2. (3) Докажите, что если потенциал простого слоя,
создаваемый замкнутой ограниченной поверхностью Ляпунова, равен

нулю вне этой поверхности, то плотность потенциала
—

нулевая

(плотность предполагается непрерывной).
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3. (3) Рассмотрим задачу Коши в полосе Π = [0, уо] х^в М£>2/:
Au + u = 0 в П, гхеС^ЩпС^П),

φ(χ), ф(х) — ограниченные непрерывные функции на R*.

Корректна ли эта задача в паре пространств

Ех = C(Rlx) χ C(R£), Я2 = С(П), {φ,ψ)€Εχ, u€S2?

Если «да» — докажите, «нет»—приведите опровергающий

пример.

4. (3) Справедлив ли принцип максимума для гармонических

функций, заданных в полосе Π из предыдущей задачи? Если

«да» —докажите, «нет» — приведите опровергающий пример.

5. (3) При каких α £ R1 краевая задача

Аи + 2и = χ — α в Ω, η\9ςι = О,

Ω = {(0, π) χ (0,7г)} имеет хотя бы одно решение? Ответ

обоснуйте.
6. (4) Рассмотрим краевую задачу

ии = ихх в [0,1] χ (0, +оо),

и\х=0 = О, ux\x=l = /(t), u|t=0 = φ{χ), txt|t=0 = Ψ(χ)>

φ(χ),ψ(χ) — гладкие финитные функции. Докажите, что

можно так выбрать гладкую функцию /(ί), что решение
этой задачи u(t,x) будет неограниченной функцией в полосе

[0,1] х(0,+оо).
7. (4) Рассмотрим краевую задачу

щ = ихх в [0,1] х (0, +оо),

и\х=0 = /(t), м|я=1 = g(t), u\t=Q = φ(χ),

/)5) ψ — гладкие функции, причем

f(t) —» α при t —► оо, ρ(ί) —> Ь при t —» оо.

Какой предел при ί —> оо в пространстве С[0,1] (если таковой

вообще есть) имеет решение u(t,x) этой задачи? Ответ

обоснуйте.
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8. (4) Постройте_пример области Ω на плоскости R2, такой

что функции £7°°(Ω) не составляют всюду плотного множества

в пространстве #Χ(Ω), т. е. C°°{Q) φ Я1 (Ω).
Критерии оценок: «отлично» —18 баллов; «хорошо»

—

13 баллов; «удовлетворительно»'— 8 баллов при максимально

возможной сумме 26 баллов. Время написания — 3

астрономических часа.

2001 год, поток математиков, вторая пересдача,

лектор А. С. Шамаев

1. а) (1) Сформулируйте теорему Ковалевской о

существовании и единственности аналитического решения.

б) (3) Пусть Ω С Rn - область в Rn и

А2и = 0 в Ω,

и(х) £ <74(Ω). Докажите, что и(х) —вёщественноаналитиче-
ская функция.
2. (3) Пусть

Щ = ихх в полосе Π = (0, Г) χ R£f ue С2(Π) η С(П),

u|t=o = 0 \/х е R£ и |tt(t, х)\ ^ С\х\.

Докажите, что и = 0 в П.

3. а) (1) Дайте определение пространства Ιϊ^Ω).
б) (3) Пусть и(х) — ограниченная в единичном шаре Ш =

{|а;| < 1}, χ € R3, функция, гладкая в ΠΙ \ {0}. Можно ли

утверждать, что и € Я1(Ш)? Если «да»—докажите, «нет»—-

приведите опровергающий пример.

4. (2) Существует ли решение уравнения

Щг -ихх — 0 в R2,

такое, что и е С2001(К2), но и & C2002(R2)?
5. (3) Единичная сфера в R3 равномерно заряжена с

постоянной плотностью Q (потенциал простого слоя). Найдите
потенциал внутри и вне сферы.
6. (4) Пусть функция и{х), χ £ R3, удовлетворяет уравнению

Аи = и(х) в R3,
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а также оценке

\и(х)\ ^ С, xeR3.

Докажите, что и = 0 в R3.

7. (4) Пусть функция у(х) £ D'(R) и удовлетворяет

уравнению у' = у как обобщенная функция. Докажите, что у(х) есть

регулярная обобщенная функция, соответствующая функции
Сеж, С = const.

8. (3) Пусть Ω — произвольная область в R2, содержащаяся в

полосе [0,1] χ R1. Докажите для Ω неравенство Фридрихса

ju2dxdy^ f\Vu\2dxdy, u£Hl(Q).
Ω Ω

Критерии оценок: «отлично» —19 баллов; «хорошо»
—

13 баллов; «удовлетворительно»
— 9 баллов при максимально

возможной сумме 27 баллов. Время написания — 3

астрономических часа.

2002 год, поток математиков, досрочный экзамен,

лектор А. С. Шамаев

1. а) (1) Дайте определение пространства Нг(0).
б) (2) При каких a > 0 функция sina:r принадлежит

Я1 [0, π]? Ответ обоснуйте.

2. (3) Пусть u{x,t) — решение уравнения теплопроводности

Щ = v>xx в полосе Π = [0,1] х R+,

R+ = {£ > 0}, и £ С2(П) ПСХ(П), удовлетворяющее краевым

условиям

и*|я=ю = 1, ux\x=zl = -1

и начальным условиям

Ограничено ли это решение на П? (т. е. растет ли

температура?) Ответ обоснуйте.
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3. (4) Пусть и(х, у) — решение уравнения Лапласа в

полуполосе Π = (0,ljxR+ на плоскости (я,у), R+ = {у > 0},
и £ С2(П) Π С(П), удовлетворяющее граничным условиям

причем и(ж, у) —► 0 при у —> +оо равномерно по ж. Докажите,
410

Кх.уЖСе-314^,
где С > 0— некоторая постоянная.

4. (4) Пусть гх(ж, у) — гармоническая функция в

полуплоскости Ρ = {у > 0},

|гх(ж, у)| < Μ, a; G R, у 6 R+ и ti| = 0 Уж б R£,

гх Ε С(Р), где М —некоторая постоянная. Докажите, что и = 0

в Р.

5. (3) Рассмотрим задачу Коши с данными на характеристике

{£ = х} для волнового уравнения

Щг = ^жж на плоскости (#,£),

4^ = ¥>(*), гх4=ж = #*)·

Придумайте такие гладкие функции φ(χ), ψ{χ), чтобы данная

задача не имела решения.

6. (3) Корректна ли задача

щ
= ихх в Π = (0,1) х R£, гх € С2(П) Π С(П), u|t==0 = φ(χ),

(φ(χ) — заданная функция) в паре пространств (£?ο,Ει), где

£0 = c(R£)nB(R£), Я! = с2(п)пс(П)пв(п)
с нормами

1Иа = 8иРМя01> INIa = sup №0Μ)Ι·
r| (x,t)en

Ответ обоснуйте.

7. а) (1) Дайте определение потенциала простого слоя.

б) (3) Докажите, что потенциал простого слоя убывает
с

при г —» оо как —, где г — расстояние от текущей точки до
г

поверхности 5, S — ограниченная поверхность.
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Критерии оценок: «отлично» —17 баллов; «хорошо»
—

12 баллов; «удовлетворительно»
— 8 баллов при максимально

возможной сумме 24 балла. Время написания—3
астрономических часа.

2002 год, поток математиков, основной экзамен,

лектор А. С. Шамаев

Вариант 1, первая часть

(1.5 астрономических часа)

1. (2) Решите краевую задачу

Щг - uxx = 0, t < 2а;, χ > 0,

4=2* = sina;> ж>0> Ч=о= 0' u*Uo = L

2. (2) Решите задачу Дирихле в кольце К = {1 < \х\ < 3},

Δ.-0. к, (£+»)L=1· IL·2-
г — радиальная координата.

3. (2) Дана задача Коши для волнового уравнения

щг = Au(t, χ), χ e R3, t > 0,

4=0 = (1 + W2)"1, ut\t=0 = sin |ж|.
Найдите величину u(10,0,0,0).

Вариант 1, вторая часть

(1.5 астрономических часа)

1. а) (1) Сформулируйте принцип максимума для уравнения

теплопроводности.

б) (1) Сформулируйте теоремы о среднем для

гармонических функций.
2. (2) Найдите хотя бы одно решение уравнения

и" + и = δ'0
в классе обобщенных функций.

3. (2) Определите потенциал простого слоя и докажите, что

он убывает на бесконечности как г-т .
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/

4. (3) Единственно ли решение следующей внешней; задачи

Дирихле:
Аи = О в R3 \ Ω, и\дп = φ(χ), φ(χ) β С(дП),

(l + \x\)u2(x)dx <oo?
R3\n

Ответ обоснуйте.

5. (3) Докажите неравенство Фридрихса. Пусть Ωι и Ω2 —две
ограниченные области и объем Ωχ больше объема Ω2. Можно

ли на основании этого сравнить постоянные в неравенствах

Фридрихса для Двух областей? Ответ обоснуйте.

Вариант 2, первая часть

(1.5 астрономических часа)

1. (2) Решите краевую задачу

Щг -ихх = 0, χ > О, t > О,

(S+2w)L==o=sinti <>0' 4=ο=4=ο=°·
2. (2) Решите краевую задачу

Щ = ν>χχ при 0 < χ < π, t > О,

9х
= 0, р\ = 1, Ч-о = 0·

3. (2) Пусть и(£, #), а; е R3, i > 0, — решение задачи Коши

utt = Au, ί > 0, tx|t==0 = 0, ut|t==0 = р(ж),

где у?(ж) = 0 при 9 ^ \х\ ^ 10 и <р(а;) > 0 для других значений

χ Ε Μ3. При каких значениях переменной t > 0 возможно

равенство u(t, я) = 0 для некоторого χ € R3? Ответ обоснуйте.

Вариант 2, вторая часть

(1.5 астрономических часа)

1. а) (1) Дайте определение характеристической поверхности

для уравнений с частными производными второго порядка.

б) (1) Что такое корректно поставленная краевая задача?
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2. (2) Найдите хотя бы одно решение уравнения

u'" + u = S(t)

в классе обобщенных функций.

3. (2) Докажите, что потенциал двойного слоя, создаваемый

поверхностью S в точке χ и имеющий единичную плотность,

равен телесному углу, под которым поверхность S видна из

точки х.

4. (3) Сформулируйте и докажите теорему Лиувилля для

гармонических функций. Верна ли эта теорема, если исходная

гармоническая функция задана не во всем пространстве R3,
а в полупространстве {х\ > 0}? А если еще дополнительно

известно, что и(0,Ж2?^з) = 0? Ответы обоснуйте.
о

5. (3) Дайте определение пространств Нг(£1) и #*(Ω).
Докажите, что эти пространства не совпадают. Пусть и(х) €

(7°°(Ω) Π C(U) и u(x) = 0 на ΘΩ. Верно ли, что u e Нг(П)?
Ответ обоснуйте.

Вариант 3, первая часть

(1.5 астрономических часа)

1. (2) Решите краевую задачу

Щг - ихх = 0, χ > 0, t > 0,

u\t=Q = щ \t==0 = 0, (их + (sin t)u) \x=Q = sin t, t > 0.

2. (2) Пусть u(t, ж), χ G R2 — решение задачи Коши

Γ ι, Μ < £

щ = Au(t,ж), u|t==0 = 4
>

, L = const > 0.

Найдите ti(10,0,0).

3. (2) Решите краевую задачу

Щг = ихх, 0 < χ < π, £ > 0,

и|ж=0 = 0, гхж |ж==7г = sin t, u| = tit |t==0 = 0.
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Вариант 3, вторая часть

(1.5 астрономических часа)

1. а) (1) Сформулируйте строгий принцип максимума для

гармонической функции в области.

б) (1) Сформулируйте теорему единственности задачи

Коши для уравнения теплопроводности.

2. (2) Найдите хотя бы одно решение уравнения

u' + sint · u =s So

в классе обобщенных функций.
3. (2) Докажите, что потенциал двойного слоя поверхности S

определен для χ е 5, если S— поверхность Ляпунова.
4. (3) Гармоническая функция и(х\, χ<ι, χ$) определена в

полуцилиндре

Ц = {х\ + х\ < 1} χ {х3 > 0}

и и = 0 при х\ + х\ = 1. Известно также, что η € С*(Ц) и

и(х) —* 0 при хз —» +оо равномерно по х\ и^. Докажите, что

тогда имеет место оценка

\u(x)\^Cexp(---j= я?3),
где С > 0 — некоторая постоянная.

5. (3) Дайте определение пространств /ί1(Ω) и докажите

его полноту. Пусть Ω — ограниченная область в Rn, <7°°(Ω) —

множество гладких в Ω функций, имеющих все производные,

непрерывно продолжающиеся на Ω. Всегда ли это множество

функций плотно в ϋΓ^Ω)? Ответ обоснуйте.

Критерии оценок: «отлично» —12 баллов; «хорошо»
—

9 баллов; «удовлетворительно»
— 6 баллов при максимально

возможной сумме 18 баллов.
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2001 год, поток математиков, основной экзамен,

лектор Т. А. Шапошникова

Первая часть

(1.5 астрономических часа)

1. а) (2) Найти общее решение уравнения

Ъихх - 4uxy -Uyy
— 0. (*)

б) (2) Найти решение уравнения (*), удовлетворяющее

условиям

и(х,0) = 7а;2, и(х, | J
= χ2.

2. (2) Решить задачу Коши

utt = Ди - |ж|, χ еШг, t> 0; u\t=zQ = 0, ut\t=0 = sin \x\.

3. (2) В круге Q = {χ2 + у2 + 2х < 0} решите задачу Дирихле

Ди = 0 в Q, u\dQ = 4ж3 + 6х - 1.

4. а) (2) Найти решение задачи Коши

и* = Ди, хеШп, i>0; и|^0 = е"|ж|2.

б) (2) Найти lim u(x,t). Ответ обосновать.
|а:|—►оо

5. а) (2) Найти решение задачи

Щ = ихх
- 7, χ е (0, π), t > 0;

<=0 = 1, ti«|essir = 0; 4^ = 0.

б) (2) Найти lim гх(ж,£). Ответ обосновать.

Вторая часть

(1.5 астрономических часа)

1. (3) Пусть Ω = {(x,t) | 0< а; < π, 0 < t < +оо}, u e С2(П),

utt = a2uxx в Ω;

и\х=0 = °> ^U* = /(*); Ч=о = Ч=о = °;
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/ е С°°([0, +оо)), /(0) = 0, sup |/(ί)| < +οο. Верно ли, что

[0,оо)

sup|u(x,i)| < +00?
Ω

Ответ обосновать.

2. а) (3) Потенциал двойного слоя с плотностью σο(χ) равен

нулю, когда χ лежит вне замкнутой поверхности Г = #Ω, то

есть при χ £ W1 \ Ω. Верно ли, что σο(χ) = 0 на Г? Ответ

обосновать.

б) (3) Потенциал простого слоя с плотностью μο(χ) равен

нулю, когда χ лежит вне замкнутой поверхности Г. Верно ли,
что μο(χ) = 0 на Г?

3. (2) Найти какое-нибудь решение вР'2 системы

4. (3) Пусть и(ж,у)— ограниченная, гармоническая на

полуплоскости Π = {{х,у) е К2 | у > 0} функция, и е С(П).
Доказать, что

sup u = supti(a;,0).
π к1

Критерии оценок: «отлично»—21 балл; «хорошо»
—

16 баллов; «удовлетворительно»—8 баллов при максимально

возможной сумме 30 баллов.

2002 год, поток математиков, основной экзамен,

лектор Т. А. Шапошникова

Вариант 1, первая часть

(1.5 астрономических часа)

1. (2) Найти характеристики уравнения

ЦП
= Uxx + Uyy,

пересекающиеся с плоскостью t = 0 по прямой (Ζ,χ) = 0, где
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2. (2) Решить краевую задачу для уравнения Лапласа в

прямоугольнике О^ж^а, О^у^Ьсо следующими граничными

условиями

Ъх ·π

и = — =0; и
ж=0 ОХ 1ж=а

= 0, U

3/=0

= sin-

\у—Ь 2а

3. (2) Пусть u(i, ж) — решение задачи Коши

utt = Au, х- (х\,Х2) € R2, t>0;

Ч=0 = ¥>(я), ^lt=o=^).
Функции φ и φ известны только в прямоугольнике х\ G [Ο,α],
^2 € [0>Ч- Где можно определить u(t,x), t > 0? Нарисуйте в

Х\>Х2 ЭТУ °блаСТЬ·

4. (2) Решить задачу

, Щ = ιΐχχ, я € (0, /), t > 0;

u|t==0 = 0; и|ж-о = Αχ = const, и|ж==г = А2 = const, ί > 0.

Найдите limix(i,x).
ί—юо

Вариант 1, вторая часть

(1.5 астрономических часа)

1. (4) Пусть Ω = {(ж1,Ж2) | 0 < Xj < 1, j = 1,2}. Докажите,
о

что для любой функции υ € ΐΓ1(Ω), удовлетворяющей условию

sin πα; ι
· βίηπα^ · υ(#ι, ^г) ώ?ι dx2 = 0,/■

Ω

справедливо неравенство

ιι<(Ω) < ά »Vv»W
2. (3) Найдите потенциал простого слоя, распределенного с

постоянной плотностью μ на цилиндре {х\ + х\ = й2, 0 ^ х% <

Я} в точках, лежащих на оси х%.

3. (3) Функция и(ж, ί) удовлетворяет уравнению
теплопроводности

щ = Агх
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в цилиндре Qoo = Ω χ (0, оо), χ G Ω С Rn, ί > 0; Ωα {|a;j| < -

,
ο

j = l, ...,η};
гх = 0 на Ш χ (Ο,οο);

u G C2,1(Qoo) Π CiQoo). Докажите, что

Μ < Co e~4ni, Co = const > 0.

4. (2) Найдите в ^(R1) какое-нибудь решение системы

х = х-у, у = у-4х + 3<5(t).

Вариант 2, первая часть

(1.5 астрономических часа)

1. (2) При каких значениях a e R1 плоскость y+z = С = const

является характеристикой для уравнения

uxx
- 2auxy + uyy

- a2uzz + u = 0?

(Ответ обосновать).

2. (2) Решите задачу

utt = Ащ 0 < ж, у < 1, ί > 0;

u,liC=0 »ж=1 'з/=0 »у=1
'

ix|t==0 = βίηδπχ sin77ry, ut\t=zQ = ~2sinara; sin Any.

3. (2) Пусть u(t, x) — решение задачи Коши

utt = Агх, ж = (^1,^2,^3), ж€К3, ί > 0;

4^0 = ¥>(*), ^Ιί=0 = ^(χ)·

Функции φ и φ известны только в шаровом слое 1 < |я| < 2.

Где известно решение гх(£, я)? (Ответ обосновать).

4. (2) Решите задачу Коши

ut = \uxx, xeR\ ί>0; u\t^Q = e~*2+2a:, ж € R1.
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Вариант 2, вторая часть

(1.5 астрономических часа)

1. (4) Найдите

mfj I\\Vu\2 + 2u)dx+ ί u2dsV
Ω |ж|=1

где Ω = {1 < |а;| < 2}, χ = (xi,X2>xs) € R3; Μ = {ν β

Я1(Ω) Ι υ = 0 при |х| = 2}.
2. (3) Найдите потенциал простого слоя, распределенного с

плотностью μ = sin2 φ на цилиндре {х\ + ж| = R2> 0 <%жз < Я}
в точке, лежащей на оси жз-

3. (3) Пусть гх(я), жЕМ3, удовлетворяет уравнению

Au = u в R3,
а также оценке

Η < С, х£ R3.

Докажите, что w = 0 в R3.

4. (2) Найдите какое-нибудь решение из Т>'(Ш}) уравнения

y" + 4y' + 3y = -S(x).

Критерии оценок: «отлично» —15 баллов; «хорошо»
—

10 баллов; «удовлетворительно»
— 6 баллов при максимально

возможной сумме 20 баллов.

2002 год, Олимпиада,
лектор А. С. Шамаев

1. (2) Докажите, что

А2(\х\) = Со δ(χ)

и найдите постоянную Со. Здесь χ = (яьВДгФз) € М3 и \х\2 =
Хл ~Т~ Х<у ι *^3*

2. (3) Пусть гх(ж, ί) — решение краевой задачи:

Щг — ихх в (0, π) χ (0, +оо),

гх|ж=0 = /(*), п\х^ = 0, u| = txt|t=0 = 0,
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/(t) —гладкая функция и f(t) —> 0 при t —» оо, гх € С2((0,π) χ

(О, +оо)) Π Ο1([0,π] χ [0, +оо)). Может ли решение этой задачи

неограниченно возрастать по времени, то есть по переменной
£? Ответ обоснуйте.

3. (2) Пусть u(t, x) —-

решение задачи Коши для уравнения

теплопроводности

Щ = uxx, u\t==Q = <^(ж),

<р(:г) € C(M)nJ5(R). Является ли функция u(i, а;) вещественно-
аналитической по переменной ж при фиксированном t? Ответ

обоснуйте.

4. (3) Докажите тождество

Σα"= / σ(*> *)<**■

где {Ai} —последовательность собственных значений задачи

Штурма—Лиувилля на отрезке [0,1], G(:r,y) — ее функция
Грина.
5. (3) Пусть Ω — ограниченная область на плоскости, и(х) £

Аи — 0 в Ω,

φ(χ) — непрерывная функция на д£1 и

J[imo и(х) = φ{χ0)

для всех хо £ 9Ω кроме единственной точки х* € сЮ.

Назовем такую функцию «решением задачи Дирихле Аи — 0,

ulan = ф(х) кРоме одной граничной точки ж*». Единственно ли

решение такой задачи Дирихле? Ответ обоснуйте.

6. (2) Корректна ли задача Коши на плоскости

Δη+^ = 0, Δ = £ + £, хеШ, у>0,

и\у=о = 4>{χ)> иу\у=о = Ψ(χ)?

Здесь φ{χ),φ{χ) — непрерывные ограниченные функции,
решение и(х,у) рассматривается в пространстве С([0,г/о] х ШХ) П

В([0,уо] xRj). Ответ обоснуйте.
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7. (3) Пусть tt(t,x) —решение уравнения теплопроводности в

полуплоскости с одной «выколотой» точкой

n = {i>0}xRx\{(l,0)}

и |гб(*, а;)| < Μ в П. Докажите, что особенность в точке (1,0)
устранима, т. е. можно так доопределить функцию tt(t, χ) в

этой точке, что она будет решением уравнения
теплопроводности в Rx χ {t > 0}.

2003 год, Олимпиада,
лектор А. С. Шамаев

1. (2) Рассмотрим смешанную задачу для полуограниченной

струны

Utt = Uxx, ί > 0, Χ > 0,

Ч=о = *>(*), «4=0 = 0,

(ux + au)\x=zQ = 0. 0

φ(χ)

1 2 3 а;

Имеет ли отраженная волна задний фронт, то есть будет ли

расстояние от носителя решения до прямой χ = 0

неограниченно возрастать при t —> оо?

2. (2) Рассмотрим задачу Коши для волнового уравнения

u>tt(t,x) = Au(i,a;), * > о, яе

Ч=о= ^(χ)> u4=o= ^(я)' и(*»ж) ^ °-

Может ли supptx(t,x) принадлежать цилиндру {(£,а;) | t G

(0, оо), а; € D}, где D — ограниченная область

пространства R3?

3. (3) Пусть и(х) — гармоническая функция в окрестности
точки {0} пространства Rn;

«м-ΣΣ?f

i=0 |a|=i
ж=0
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xa — гармонические
ж=0

разложение функции и(х) в ряд Тейлора в точке {0}. Верно
rw \ V^ votu

ли, что полиномы Рг(х) = 2^, —Г
\а\Ы

функции? Ответ обоснуйте.
4. (3) Пусть u(t, x) — решение задачи Коши для уравнения

теплопроводности

Щ = ихх при ί > 0,

u(t,x) б С2(П+) ПС(П+), П+ = {(χ,ί), ί > 0},

у?(ж) — ограниченная непрерывная функция, не равная
тождественно нулю. Докажите, что не существует такого Г > 0,
при котором u(t,x) = 0, если Τ < t. (Ицаче говоря, нагретый

стержень не может полностью «остыть» за конечное время.)
5. (4) Пусть Ω — ограниченная область в R2, u(x) —
собственная функция задачи Дирихле, то есть

Au(x) + \u(x) = 0,

и(х) = 0 для χ € сЮ, λ = const.

Может ли множество σ = {χ | u(x) = 0, χ € Ω} быть отрезком
I прямой линии, не имеющим общих точек с границей области
Ω? Ответ обоснуйте.
6. (6) Пусть If —единичный круг на плоскости с центром в

точке {0}. Докажите, что существует такая__последователь-
ность гладких функций {<ρη(ζ)}> <Αι(#) € С°°(К), что

УРп\нЦК) ~* ° при п ~* °°>

но φη(0) = 1 для любых η = 1,2, ... (то есть функции из Н1(К)
не имеют «следа» в точке).
7. (5) Пусть Ш — единичный шар в R3 с центром в нуле, ΰ(χ) —
такая вектор-функция в Ш, что

1) ν(χ) — Vtt(x), u(x) — гладкая скалярная функция в Ш;

2) сКуЭД=0вШ;

3) если продолжить v(x) нулем в R3, то полученная в

результате такого продолжения вектор-функция w(x)
также удовлетворяет равенству divw(x) — 0 в R3 в

смысле теории обобщенных функций. Найдите v(x).
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8. (6) Пусть u(t,ж) —решение задачи

Щг = «и в Π, Π = [О, π] χ [О, оо),

φ(χ)}φ(χ) е Со°[0,7г]. Мы наблюдаем движение струны с

закрепленными концами в точке 1, то есть нам известна функция
u(i, 1) при ί > 0, но не абсолютно точно, а с точностью δ, где

δ — любое положительное (но не равное нулю) число. Можно ли

по такому наблюдению восстановить с любой наперед заданной
точностью ε > 0 функции ф(х), <р(х)? Ответ обоснуйте.

2004 год, Олимпиада,
лектор А. С. Шамаев

1. (2) Рассмотрим задачу Коши для волнового уравнения в R3

utt = Δη, u\t=zQ = φ(χ), t4|t=0 = 0,

где
Г 1 при |я;| < 1,

Ф) =

{ 0 при' |*| > 1.

(Шар «взрывается»). Нарисуйте u(t,r) в моменты времени
t = 1, t = 3 (решение, разумеется, зависит только от г = \х\).
2. (2) Функция и(ж, ί) является решением краевой задачи

и Η- ΰ = и" на [0, π] χ [0, оо),

Чс=о = uUtt = °> Ч=о = ¥>(*)' *tLo = lK*)·

Верно ли, что |и(ж,£)| —> 0 при t —► оо? Ответ обоснуйте.

3. (5) Пусть и(ж, t) — гармоническая функция в цилиндре Ц =
Ω χ [Ο,οο), Ω —область в Rn, и и = 0 на #Ω χ [Ο,οο). Пусть
также |tfc(x,t)| < Μ. Докажите, что |u(x,t)| —► 0 при ί —► оо.

4. (3+3) Пусть А\ и ^2 — подмножества функций в C°°(lf),
If —единичный круг на плоскости, такие, что φ\χ =0

= Ои

φ'Χι | =0
= 0 соответственно. Найдите коразмерности

замыканий А\ и Аъ этих множеств в пространстве Нг(К).
5. (4) Пусть If —единичный круг на плоскости (ζι,α^), Ιχ и

/2 —два отрезка гладких кривых, пересекающихся в точке О
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под ненулевым углом. Может ли кривая l\ U 1<ι быть линией

уровня гармонической функции? Ответ обоснуйте.

Θ
6· (5) Пусть Ω — область на плоскости, Μ

—

замкнутое мно-

о о

жество в Ω и пространства /^(Ω) и H1(il\ M) совпадают на

Ω \ М. Докажите, что μ(Μ) = 0.

7. (5) Рассмотрим краевую задачу

u = u" + f(x,t) в [0,тг] х [0,oo), |/(ζ,ί)|<Μ,

иЦо = uUtt = °> Ч=о = ?(*)> u't\t=o = ^(ж)>
'

где Μ—заданная постоянная. Можно ли выбрать /(я, t) так,

чтобы ц(х, t) = 0 для всех t > То? Ответ обоснуйте.
Упрощенный вариант: Тот же вопрос, если /(a;,t) = f(t).

8. (3) Пусть u(x) — гармоническая в шаре Ш
= {\х\ < 1}

функция,

lim u(x) = 0 Vzo 6 дШ\ χ*,
χ—>xo

#* — некоторая фиксированная точка на дШ, и |и(ж)| < Μ в

шаре Ш. Верно ли, что w(a;) э 0 в Ш? Ответ обоснуйте.

9. (3) Может ли решение уравнения теплопроводности

щ = ихх иметь такую линию уровня:
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