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В книге описан метод конечных элементов применительно к расчету ин
женерных конструкций и задачам механики сплошной среды. Сформулирова
ны вариационные принципы и энергетический подход для вывода зависимостей 
метода, а также предложены критерии сходимости решения и границы при
менения метода. Приведен материал об использовании метода конечных эле
ментов применительно к теории упругости, геомеханике грунтов, фильтрации, 
упругопластическим и упруговязким задачам, а также задачам нелинейной 
теории упругости и динамики. На примерах показано, что в отличие от ана
литических методов метод конечных элементов позволяет значительно при
близить расчетную схему к реальному объекту.

Для решения нелинейных задач с использованием метода конечных эле
ментов предложено использовать метод шагов. Описана последовательность 
итерационного процесса при решении упругопластических задач. Метод ко
нечных элементов распространен для решения задач с учетом эффекта пол
зучести. Приведены практические задачи и даны рекомендации по состав
лению универсальных программ для ЭЦВМ.

Книга предназначена для широкого круга инженерно-технических работ
ников, занимающихся расчетами инженерных конструкций, гидротехнических 
и подземных сооружений.
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ОТ РЕДАКТОРА

Для решения наиболее сложных задач механики сплошной сре
ды, строительной механики, теории теплопроводности и фильтра
ции используются различного рода численные реализации алго
ритмов решения. К числу, по-видимому, наиболее эффективных ме
тодов, получивших за последнее время широкое распространение, 
относится метод конечных элементов (МКЭ). Идея метода конеч
ных элементов заключается в приближенном решении вариацион
ной формулировки проблемы, на основе которой строится связь 
«сила — перемещение» для каждого элемента из совокупности ко
нечного числа элементов, на которую разбивается изучаемая об
ласть сплошной среды. Дискретизация сплошной среды в виде 
элементов, связанных конечным числом узловых связей, позволяет 
сохранить свойства среды при определении напряженно-деформи
рованного состояния каждого элемента. Наличие конечного числа 
узловых связей дает возможность ввести соотношения между си
лами, приложенными к узловым точкам, и вызываемыми и^и-пере
мещениями. Это соотношение представляется матрицей жесткости 
элемента. В отличие от метода конечных разностей аппроксимация, 
положенная в основу метода конечных элементов, имеет явно вы
раженную физическую природу. Последнее дает возможность для 
широкого обобщения и позволяет вести прямой контроль за пове
дением конструкции в процессе счета.

Известные преимущества перед другими численными методами 
и широчайшая область применения МКЭ вызвали большой интерес 
к его использованию для решения различных задач. Необходи
мость сбора и систематизации публикуемого материала стала оче
видной. ВНИИГ им. Б. Е. Веденеева, в частности, осуществил ре
феративный обзор зарубежной литературы за период 1966—1972 г.

В советской литературе имеется достаточно много публикаций, 
относящихся к применению этого метода. Однако работы обоб
щающего характера по изложению метода конечных элементов к 
решению задач теории сооружений и механики сплошной среды до 
последнего времени не было.

Монография О. Зенкевича и И. Чанга, переведенная на русский 
язык, займет особое место в нашей литературе, посвященной чис
ленным методам решения задач механики сплошной среды. В мо
нографии в общедоступной форме приводятся идеи построения 
общей теории МКЭ и последовательно излагается его применение 
в задачах теории упругости, вязко-упругости, пластичности, нели
нейной упругости, устойчивости и колебаний пластин и оболо
чек и т. д.



На конкретных примерах показывается, что в отличие от ана
литических методов, в которых приходится прибегать к идеализа
ции свойств среды и схематизации геометрических форм сооруже
ний, метод конечных элементов позволяет значительно приблизить 
расчетную схему к реальному объекту. Метод дает возможность 
учесть реальные свойства среды, такие как анизотропия и слои
стость, наличие ослабленных областей, трещин, а также учесть 
реальную геометрию сооружений.

Для'решения нелинейных задач с использованием метода ко
нечных элементов предлагается использовать «пошаговый» метод. 
Описывается последовательность итерационного процесса при ре
шении упругспластических задач. Метод конечных элементов 
распространен для решения задач с учетом эффекта ползучести.

Главы XIV и XV, посвященные перспективам дальнейшего раз
вития МКЭ и рекомендациям по составлению вычислительных 
программ, в настоящей книге не переведены.

В 1971 г. Еышла книга О. Зенкевича «Метод конечных элемен
тов в строительной механике и механике сплошных сред». После
довательность изложения материала и основные теоретические по
ложения сохранены такими же, как и в этом издании. Включены 
новые примеры применения МКЭ в инженерном деле, физике и 
других технических науках, большее внимание уделено формули
рованию нелинейных задач, дано описание ряда модульных про
грамм.

Предлагаемый перевод первого издания книги О. Зенкевича и 
И. Чанга, несомненно, представит интерес для широкого круга 
специалистов, работающих в различных областях механики сплош
ной среды. Она будет полезна для инженеров-расчетчиков как 
руководство для овладения методом и практического его приме
нения.

Докт. техн. наук Ю. К. Зарецкий.



ПРЕДИСЛОВИЕ

Современный инженер встречается с большими трудностями 
при расчетах сооружений. Классическая математика, несмотря на 
Есе возрастающую точность методов, в состоянии решать задачи 
лишь при значительной их идеализации. Этот процесс настолько 
трудоемок, что отнимает у проектировщика много времени. Благо
даря применению более мощных ЭВМ при одновременном сниже
нии стоимости арифметических операций используют относительно 
простые численные методы, совершенствуя процесс расчета. Это 
же снижение стоимости позволяет проводить более точные расчеты 
вместо приближенных вычислений сомнительной обоснованности.

Метод, описанный в данной книге, позволяет подойти к реше
нию задач, постановка которых ранее встречала значительные 
трудности. Дорогостоящие экспериментальные исследования, часто 
сейчас используемые при проектировании важных сооружений, 
скоро будут вытеснены расчетными методами. Это совершенство
вание системы расчета позволяет говорить об автоматизации оп
тимальных составляющих проектирования как о реальности. С дру
гой стороны, совершенствуются такие новые вычислительные си
стемы, как «Sketch pad», с помощью которых инженер будущего 
сможет наилучшим образом использовать свои технические и твор
ческие возможности. Прежде чем приступить к вычислению на ЭВМ 
сложной реальной континуальной задачи, необходимо представить 
континиуум так, чтобы бесконечное число степеней свободы, кото
рым он обладает, стало бы конечным числом неизвестных, как бы 
велико оно не было. Такой процесс дискретизации был впервые 
успешно выполнен с помощью ныне хорошо известного метода ко
нечных разностей. Сейчас становятся очевидными значительные 
преимущества другого метода — метода конечных элементов. Его 
относительно простая логика делает этот метод идеальным для 
ЭВМ.

Опубликовано много статей, иллюстрирующих применение это
го метода. Однако ощущается необходимость дать его исчерпы
вающее описание с тем, чтобы проводимые операции были более 
понятны. Эта цель поставлена перед данной книгой. Так как в 
основе метода конечных элементов лежат концепции теории соору
жений, то значительная часть материала, иллюстрирующего его 
применение, относится к этой области. Однако возможности этого 
метода позволяют применять его к решению разнообразных задач, 
в том числе задач теплопроводности, течения жидкости и т.д Хотя 
книга предназначена в первую очередь для инженеров, авторы 
надеются, что она представит интерес для математиков, которые



смогут развить теорию метода конечных элементов одновременно 
с методом конечных разностей.

Основным условием являются элементарные знания дифферен
циального исчисления и матричной алгебры.

Для неподготовленного читателя краткий обзор основ матрич
ной алгебры дан в приложении.

Глава I этой книги не имеет прямого отношения к конечным 
элементам. В ней суммируются основные принципы расчета жест
кости в столь доступной форме, что нет необходимости обращаться 
к другим пособиям по теории сооружений. Стандартные приемы 
объединения конструкционных элементов должны всегда учиты
вать жесткость, как характеристику конечных элементов, незави
симо от того, используем ли мы эти приемы непосредственно в 
теории сооружений или для описания других явлений.

В главе II описывается применение метода конечных элементов 
к задачам теории упругости, основанным на предполагаемых схе
мах смещения. Тщательное изучение этой главы заключается в 
основе понимания метода, который в главах III—IX применяется 
при исследовании различных задач упругости.

При этом важно отметить следующее: во-первых, этот метод 
является общим и основывается на приближенном решении экст
ремальной задачи. Во-вторых, в противоположность широко изве
стному методу Ритца в качестве переменных параметров взяты 
величины с очевидным физическим смыслом. Первое условие дает 
возможность расширить применение метода за пределы задач тео
рии сооружений. Некоторые из таких случаев рассмотрены в гла
ве X. Второе условие позволяет инженеру в процессе решения ре
альной задачи иметь в виду ее физическое содержание. Очевидно, 
метод конечных элементов в связи с его большим практическим 
значением находится в стадии эволюции. Поэтому ни одна книга 
подобного рода не может считаться совершенной. Авторы тем не 
менее надеются, что ценность книги останется неизменной, так как 
в ней дан обзор основных принципов, а также некоторые случаи 
непосредственного их применения. При написании книги авторы 
руководствовались принципом простоты изложения, поэтому она 
может быть полезна читателю, заинтересовавшемуся этим вопро
сом впервые, в той же мере, что и опытному специалисту, интере
сующемуся вопросом применения численного интегрирования вме
сто точного интегрирования и других технических деталей. При 
этом полезно знать основы языка фортран, хотя очевидно, что 
читатель должен быть и в курсе последних достижений в области 
программирования, где развитие идет очень быстро. Так как в 
основном данной книгой будут пользоваться инженеры, там где 
это возможно, приводятся примеры из практики.

Примеры приведены в основном из области деятельности, с ко
торой знакомы авторы. Однако данные методы расчета примени
мы и в других отраслях техники.



Глава I
РАСЧЕТ ЖЕСТКОСТИ СООРУЖЕНИЯ

1. Вступление

Стандартные инженерные сооружения могут быть рассмотрены 
как объединения конструкционных элементов, соединенных диск
ретным числом узлов. Если известно соотношение «сила — смеще
ние» для отдельных элементов, то возможно, используя различные 
хорошо известные приемы расчета конструкций [1, 2], получить 
свойства и изучить поведение объединенной конструкции.

В упругом континиууме истинное число связующих точек — 
бесконечность, и в этом заключаются наибольшие трудности чис
ленного решения. Понятие конечных элементов, введенное перво
начально Тернером и другими (3], ставит цель преодолеть эти 
трудности, предполагая, что континиуум разбит на элементы, сое
диненные только конечным числом узловых точек, к которым при
ложены некоторые фиктивные силы, представляющие напряжения, 
реально действующие на границах элемента. Если такая идеализа
ция допустима, то проблема сводится к обычной задаче теории 
сооружений, хорошо поддающейся численному решению. При пер
вом рассмотрении эта задача, даже обладая внешней привлека
тельностью постановки, все же не представляется достаточно кор
ректной; в частности, остается открытым вопрос о характеристике 
«нагрузка — смещение» для элемента.

Задача последовательного определения этих характеристик 
будет рассмотрена подробно в главе II, где приводится обоснова
ние этого метода. Однако на данном этапе важно представить из
ложение общего метода расчета сооружений, которым мы будем 
пользоваться после установления свойств элемента.

Будет показано, что метод конечных элементов применим ко 
многим задачам, не относящимся к теории сооружений. Даже в 
этом случае ценные свойства элемента имеют такое же выражение, 
какое они бы имели, если бы этот элемент являлся составной 
частью конструкции. Тогда процесс объединения и решения задачи 
становится аналогичным расчету конструкции и использует обыч
ные методы теории сооружений.

2. Элемент конструкции

На рис. 1 показана двумерная конструкция, которая состоит из 
отдельных компонентов и соединена в узлах, пронумерованных от 
1 до п. Узловые связи в этом случае представляют собой шарниры, 
не передающие момент. Предполагается, что характеристика каж
дого элемента получена либо в результате вычислений, либо с по



мощью эксперимента. Тогда, если рассмотреть типовой элемент а , 
соединенный в узлах 1, 2, 3, то силы, действующие в узлах, един
ственным образом определяются смещением этих узлов, распреде
ленной нагрузкой р, действующей на этот элемент, и его начальной 
деформацией. Эта деформация может быть следствием темпера
туры, усадки или просто неточности изготовления. Силы и вызы
ваемые ими смещения выражаются соответствующими компонен
тами U, V и и, v в общей системе координат. Силы, действующие

в узлах (в данном случае три) 
элемента а, могут быть представ
лены в виде следующей матрицы:

[F}° = (1.1)

а вызываемые ими узловые сме
щения

Элемент (а )

Рис. 1. Конструкция, состоящая из 
элементов, соединенных в узлах

(6}* =
«1
6, 1 =

«1
Vi
и2

1 2̂ 
и3

V3

(1.2)

Допуская, что элемент ведет себя упруго, характеристическое 
соотношение будет всегда представлять собой

{ / Т  =  № { б } а +  { Л 2 + № ,  (1.3)
где {F }* и {^)ео — узловые силы, необходимые для того, чтобы 
уравновесить соответственно любые распределенные нагрузки, 
действующие на элемент, и начальные деформации, которые могут 
явиться результатом изменения температуры в том случае, если 
узлы не допускают какого-либо перемещения. Первый член выра
жает силы, вызываемые смещением узлов. Таким же образом с 
помощью предварительного расчета или эксперимента можно най
ти выражение напряжений или внутренних реакций в любой задан
ной точке или точках элемента в функции узловых смещений. Вы
ражая эти напряжения с помощью матрицы (о }а, получим соот
ношение

H e =  [S]“ {6}‘ +|a}J-Ha)eo, (1.4)
где последние два члена есть напряжение от распределенной по 
элементу нагрузки и, соответственно, первоначальные напряжения



в случае отсутствия узловых смещений. Матрица [k]a есть матрица 
жесткости элемента, а матрица [5]а есть матрица напряжения 
элемента. Соотношения (1.3) и (1.4) были показаны на примере 
элемента с тремя узлами и связующими точками, которые могут 
передавать только два компонента силы. Ясно, что те же аргу
менты и соотношения могут быть применимы в общем случае. Эле
мент b нашей гипотетической конструкции будет иметь только две 
связующие точки, другие элементы могут иметь большее число' 
таких точек. Аналогично, если соеди
нения представить как жесткие, то 
необходимо рассматривать три ком
понента обобщенной силы и обоб
щенного смещения, причем третьи 
компоненты обобщенной силы и 
обобщенного смещения являются со
ответственно моментом и вращени
ем. Для жесткого соединения трех
мерной конструкции число самостоя
тельных узловых компонентов будет
6. В общем случае

Fi А
и {б}а =

Fm •V

(1.5) Рис. 2. Балка с шарнирами 
концах

на*

Причем каждому Ег- и 6* соответствует некоторое число компо
нент или степеней свободы. Матрицы жесткости элемента будут* 
очевидно, всегда квадратными и иметь форму

W  =

Ьц

*mi

К

кm j

(1.6)

где ku, ..., kmm — квадратная матрица размером /X / ( /— число
компонент сил, рассматриваемых в узлах).

В качестве примера двумерной задачи можно взять балку с 
шарнирами на концах постоянного сечения Л и с  модулем Е, по
казанную на рис. 2. Балка испытывает деформацию от равномер
но распределенной нагрузки и термоупругую деформацию расши
рения Ео =  аТ

Если концы балки имеют координаты х,-, */,• и х„, уп, то ее длина

L =  V  — *«)2 +  (уп — yt)2,
а ее наклон к горизонтали

а  =  arctg —п У1—.



В узлах предполагаются только две компоненты силы и смещения. 
Узловые силы от продольной нагрузки

[F)» =
Ft
F n

[tfll — sin a '
Vi cos a
Un — sin a

[ v n p cos a

pL_
2

и представлены через соответствующие компонеты реакции балки 
pL/2. Аналогично, чтобы ограничить тепловое расширение ео, не
обходима осевая сила (ЕаТА ), которая имеет следующие ком
поненты:

( ^ 1 cos a
Vt sin a
Un — cos a

\v n 60 . — sin a

(.ЕаТА).

Окончательно смещение элемента
'Щ ' 
Vi

вызовет удлинение
(ип — щ) cos а  +  (vn — sin a.

Если эту величину удлинения умножить на EA/L, то получим 
осевую силу, компоненты которой снова могут быть найдены под
становкой этой силы вместо ЕаТА в предыдущем уравнении. Пре
образовав ее в обычную форму, получим

{F} б =

Ui 
Vi 
Un ' 
Vn)  б

cos2 a  
sin a  cos a

— cos2 a
— sin a  cos a

sin a  cos a  
sin2 a

— sin a  cos a
— sin2 a

— cos2 a
— sin a  cos a  

cos2 a
sin a  cos a

— sin a  cos a
— sin2 a  

sin a  cos a  
sin2 a

x
Щ
Vi =  [k]a {6]a.

П



Таким образом, мы вывели компоненты общего уравнения 
(1.3) для элементарного случая. Снова можно легко найти напря
жения на любом участке элемента в виде соотношений (1.4). На
пример, если мы сосредоточим внимание на сечении С посредине 
балки, то напряжения в крайних волокнах, определяемые с по
мощью осевого растяжения элемента и изгибающего момента,

f Qi |
t f jc

Е_
L

— cos а  — sin a  cos a  sin а
— cos x — sin a  cos a  sin а

|6|« +

+
pL2 d
~8 T

1
1

EaT,

где d — половина высоты сечения; / — момент инерции. Теперь 
можно легко узнать все члены уравнения (1.4).

Для более сложных элементов требуется более усложненная 
форма расчета, но результаты будут иметь тот же вид. Инженер 
сможет легко понять, что так называемый «угол поворота» (slope- 
deflection), используемый при расчетах жестких конструкций, есть 
просто частный случай общего соотношения. Можно заметить, что 
полная матрица жесткости, полученная для простого напряженно
го элемента, окажется симметричной (такими в самом деле и были 
все матрицы). Это не случайность, а результат закона сохранения 
энергии и его следствия — хорошо известной теоремы взаимности 
Максвелла — Бетти. Предполагалось, что свойства элемента сле
дуют простым линейным соотношениям. В принципе подобные со
отношения могут быть установлены для нелинейных материалов, 
но обсуждение этих задач нецелесообразно на этой стадии.

3. Объединение и расчет конструкции

Рассмотрим снова гипотетическую конструкцию на рис. 1. Что
бы получить полное решение, необходимо удовлетворить следую
щим двум условиям: совместности смещений и равновесию.

Любая система узловых смещений

(< Ч

(б) = (1.7)

(6П
записанная для полной конструкции, в которой участвуют все эле- 
менты, автоматически удовлетворяет первому условию. Так как 
внутри элемента уже обеспечены условия полного равновесия, то 
необходимо установить условия равновесия для узлов конструкции. 
Результирующие уравнения содержат смещения как неизвестные. 
После того как эти неизвестные будут найдены, задача будет ре
шена. Внутренние силы в элемента*, или напряжения, могут быть



легко найдены с помощью характеристик, установленных «а priori» 
для каждого элемента по уравнению (1.4). f

Предположим, что конструкция нагружена внешними силами

\ * \

R i)

R,

(1.8)

приложенными к узлам вместе с распределенными нагрузками, 
приложенными к отдельным элементам. Снова любая из сил Ri 
должна иметь то же число компонентов, как и предполагаемое 
число реакций элемента. В рассматриваемом примере

(«Л =  { * ' } ■  (1-9)

Хотя узлы предполагались шарнирными, но на этой стадии со
храняется общность для произвольного числа компонентов.

При составлении условия равновесия для /-го узла необходимо 
помнить, что каждая компонента Ri должна в свою очередь быть 
равной сумме компонент сил, даваемых элементами, которые 
встречаются в узле.

Таким образом, рассматривая все компоненты силы, имеем

{/?,}. =  2 1^1- (МО)

Здесь суммирование Еедется по Есем элементам. Вводя харак
теристики элемента, даваемые уравнением (1.3), и рассматривая 
только соответствующие силы Fi с помощью матриц уравнения 
(1.6), вышеуказанное уравнение (1.10) принимает вид

т = п
№ 1 =  2 |ft,ml« (б,„1 +  2 (F.SJ +  2 1.11)

т=\

Внутреннее суммирование теперь производится по всем эле
ментам конструкции. Если какой-нибудь элемент фактически не 
содержит рассматриваемого узла, то он не содержит и подматрицы 
с индексом /, и поэтому его вклад будет равен нулю. При состав
лении расчетных схем для ручного или машинного счета этот факт 
представляет значительное удобство, потому что сразу по установ
лении характеристик отдельного элемента они могут быть сумми
рованы соответственно своему расположению.

Рассмотрев Есе элементы, мы получим полную систему урав
нений. Эта система уравнений может быть просто записана как

( 1. 12)[K]{8\ =  { R } - I F \ P- I F U



Она состоит из следующих матриц:

[К1т] =  2 [kim\°- 

{Fi)P =  * { F i \ ap\ 

{Fl }e0 =  Z \F i \ ^

(1.13)

Суммирование произведено по всем элементам.
Если используются различные типы элементов конструкции, ко

торые необходимо соединить, следует помнить, что правило сум
мирования матриц позволяет производить это только с матрицами 
одинакового размера. Отдельные суммируемые подматрицы долж
ны иметь одинаковое число компонент сил или перемещений. На
пример, если учитываются моментные члены, а в каком-то узле на
ходится шарнир, то необходимо дополнить матрицу жесткости по
следнего введением нулевых коэффициентов в позициях, соответ
ствующих вращению или моменту. Система уравнений, получаемых 
из (1.12), может быть решена только в том случае, если в эти 
уравнения будут введены заранее предположенные ограничения 
смещений опор.

В примере на рис. 1, где обе компоненты смещений узлов 1 
и 6 равны нулю, это будет равносильно введению

что эквивалентно уменьшению числа уравнений равновесия (в 
данном случае 12) исключением первой и последних пар и, 
таким образом, уменьшению общего числа неизвестных компонен
тов смещения до восьми. Однако всегда удобно объединять урав
нения в соответствии с соотношением (1.12), что сохраняет про
стоту вычисления. Ясно, что без введения минимального числа за
ранее предполагаемых смещений для того, что предотвратить дви
жение конструкции как жесткого тела, невозможно решить эту 
систему, потому что в этом случае смещения определяются через 
силы не единственным образом. Этот физически очевидный факт 
будет математически выражен тем, что матрица [К] окажется син
гулярной (особенной), т. е. не поддающейся обращению.

Введение соответствующих смещений после стадии объединения 
даст возможность единственного решения посредством исключения 
соответствующих строк и столбцов различных матриц. Хотя введе
ние известных смещений является относительно легким при руч
ном счете и может быть легко запрограммировано для ЭВМ, что 
позволит уменьшить общее число решаемых уравнений, часто удоб
нее следовать прямому решению первоначального числа уравнений, 
чтобы избежать реорганизации памяти машины. Это легко дости
гается с помощью приема, предложенного Payne and Irons [4].

IM =  l«el =



Согласно этому методу вместо исключения уравнения равнове
сия, в котором известны заранее заданные смещения (соответст
вующие компоненты внешних сил не известны), и вместо введения 
этих компонентов смещений в оставшиеся уравнения диагональный 
коэффициент матрицы [К]'в рассматриваемой точке умножается на 
очень большое число. В то же время член в правой части урав
нения заменяется произведением того же большого числа на ве
личину предполагаемого смещения. В результате происходит заме
на данного уравнения другим уравнением, в котором искомое сме
щение равно заранее заданной величине, и сохранение этого урав
нения в системе, которая должна решаться. Подробно этот про
цесс будет рассмотрен в следующих главах, связанных с задачами 
программирования. После нахождения неизвестных смещений лег
ко вычислить напряжения и внутренние силы, применяя уравнение 
(1.4) последовательно к каждому элементу.

4. Преобразование координат

Часто удобнее определять характеристики отдельного элемента 
в системе координат, отличной от системы, в которой измеряются 
внешние силы и смещения объединенной конструкции.

Для облегчения вычисления для каждого элемента могут ис
пользоваться различные системы координат. Не трудно преобра
зовать координаты компонент смещений и сил в уравнении (1.3) 
в любую другую систему координат. Ясно, что это необходимо сде
лать прежде, чем будет предпринята попытка объединить конст
рукцию. Обозначим локальную систему координат, в которой свой
ства элементов нам известны, с помощью штриха, и общую систе
му координат, необходимую для объединения, без штриха. Компо
ненты смещения могут быть преобразованы с помощью соответ
ствующей матрицы направляющих косинусов L как

{6'}д =  [L] {8)а. (1.14)

Компоненты силы преобразуем с использованием той же мат
рицы

[ Л а = [ Ш Л а. (1.15)
Если матрица жесткости была найдена в локальной (штрихо

ванной) координатной системе, тогда для общей (глобальной) си
стемы координат из уравнения (1.3) получим

IF]« =  [L]-> ( f '}“ =  [L]-i [k'Y [L] |8)« +  [L]-' \F '\l +  Ю " ' IЛ  £r

(1.16)
Матрица жесткости в общей координатной системе становится 

тогда равной

[k]a =  [L ]-1 [k']a [LI. (1.17)



Так как матрица преобразования -обладает свойством ортогональ
ности, т. е. операция ее транспс* лрованная- равна операции ее 
инверсии \  имеем

[ Ц ~ 1 =

и
[kr =  [LY[k']“ [L].

Читатель может убедиться в полезности вышеописанного пре
образования на примере балки с шарнирами на концах.

5. Заключительные замечания

Описанный здесь метод расчета сооружений известен как пря
мой расчет жесткости и, несомненно, является самым простым и 
наиболее прямым методом для инженера-расчетчика. Принципы, 
разработанные здесь, могут быть немедленно использованы при 
общем подходе к методу конечных элементов при условии пред
варительного определения свойств элемента, как это будет пока
зано в главе II.
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1 Это легко доказать, исходя из того, что работа в обеих системах коор
динат одинакова. Тогда

((F}°)T (a)<’ =  ( (F 'n T (6'}‘'-
Из уравнений (1.14) и (1.15)

т а)т {б)я =  т а)т щ т [ц {б}«.
Мы должны иметь

[L]T [ L ]  =  [/] — единичная матрица.

[Ц -1 =  [Цт.
Таким образом,



Глава II
КОНЕЧНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ В КОНТИНУУМЕ

6. Вступление

На многих этапах инженерных решений требуется знание рас
пределения напряжения и деформации в упругом континууме. Это 
требуется для задач большого диапазона (от плосконапряженно
го и плоскодеформированного состояния, определения полей на
пряжений осесимметричных тел, изгибаемых плит и оболочек до 
полных трехмерных задач). Во всех случаях число внутренних 
связей между любым «конечным элементом», отделенным некими 
воображаемыми границами, и соседними элементами будет бес
конечным. Поэтому трудно увидеть с первого взгляда, как такие 
задачи могут быть дискретизированы тем же методом, описание 
которого для простых сооружений приводилось в главе I. Эту 
трудность можно преодолеть (и добиться определенного прибли
жения) следующим образом:

а. Континуум разбивается воображаемыми линиями или по
верхностями на определенное число «конечных элементов».

б. Эти элементы предполагаются взаимосвязанными в дискрет
ном числе узловых точек, расположенных на их границах. Как 
и при простом расчете конструкций, основными неизвестными па
раметрами в этой задаче окажутся смещения таких узловых 
точек.

в. Выбирается функция (или функции), которая может пол
ностью определить смещение в каждом «конечном элементе» с 
помощью узловых смещений в этом элементе.

г. Функции смещения теперь единственным образом определяют 
состояние деформации внутри элемента с помощью узловых сме
щений. Эти деформации вместе с любыми начальными деформа
циями и упругими свойствами материала будут определять напря
женное состояние во всем элементе и, следовательно, на его гра
ницах.

д. Определяется система сил, сосредоточенных в узлах и урав
новешивающих граничные напряжения, а также любые распреде
ленные нагрузки, в результате чего мы получаем жесткостную 
связь с перемещениями типа (1.3).

Если все эти условия достигнуты, решение задачи может быть 
выполнено стандартным методом матричного анализа конструкций, 
описанным ранее. Очевидно, что вводится ряд приближений. Во- 
первых, не всегда легко достичь такого положения, чтобы иссле
дуемые нами функции смещения отвечали условиям непрерывности 
смещения между соседними элементами. Поэтому условие совмест



ности на таких линиях может быть нарушено (хотя внутри каж- 
дого элемента это условие выполняется, в связи с однозначностью 
смещения, следующей из функционального представления). Во- 
вторых, так как эквивалентные силы сосредоточены в узлах, ус
ловия равновесия могут быть выполнены только в общем смысле. 
Местное нарушение условий равновесия внутри каждого элемента 
и на его границах не исключается.

Выбор формы элемента и характера функции смещения в от
дельных случаях зависит от изобретательности инженера, и оче
видно, что степень приближения, которая может быть достигнута, 
в значительной мере определяется этим. Подход, который мы опи
сали здесь, известен как формулирование задачи в смещени
ях [1, 2].

До сих пор правильность описываемого нами процесса могла 
быть подтверждена только интуитивно, но далее будет показано, 
что наши предложения по существу заключаются в сведении к ми
нимуму общей потенциальной энергии системы, выраженной через, 
заданное поле перемещений. Если поле смещений будет определе
но правильно, можно получить сходимость с правильным резуль
татом. В таком случае эта процедура тождественна известной про
цедуре Ритца. В следующих разделах данной главы, где пойдет 
речь о необходимых критериях сходимости, будет доказана тож
дественность этих двух процедур. Признание тождественности ме
тода конечных элементов и процесса минимизации было сделана 
д о е о л ь н о  поздно [3, 2]. Правда, Prager и Synge [4, 5] еще в 1947 г, 
предложили метод, во многом сходный с данным методом. Более 
широкие основы этого метода позволят расширить его примене
ние почти во всех случаях, где возможна вариационная формули
ровка. Некоторые из этих задач не типа конструкций будут обсуж
даться в главе X.

7. Прямая формулировка характеристик конечных элементов

Процедура получения характеристик конечного элемента кон
тинуума, которая была изложена в общих чертах, сейчас будет 
дана в более строгой математической форме. Желательно, конечно, 
получить результаты в общем виде, применимом в любом случае. 
Однако, чтобы избежать концептуальных трудностей, общие соот
ношения будут иллюстрированы простыми примерами расчета 
плоского напряженного состояния.

В этом случае (рис. 3) область разбивается на треугольные 
элементы. Будут введены матричные обозначения.

7.1. Функция смещения Типичный конечный элемент е опреде
ляется узлами i, /, т  и т.д. и границами в виде прямых линий,



Пусть смещения в любой точке элемента определяются вектором- 
столбцом {f(x, у )}:

{f} =  [ N № e =  WtNiNm (ИЛ)

Рис. 3. Плоское напря
женное состояние обла
сти, разбитой на конеч

ные элементы

где компоненты [N] являются функциями места, а {6 }е есть ряд 
узловых смещений данного элемента. Так, например, в случае пло
сконапряженного состояния

{f] =  lu(x,y)
IV (х, у)

характеризует горизонтальные и вертикальные смещения типич
ной точки внутри элемента, а

<ан::1
являются соответствующими смещениями узла i. Функции jV*, Nj, 
Nm должны быть выбраны так, чтобы при подстановке координат 
соответствующих узлов в уравнение (II.1) мы получили бы соот
ветствующие узловые смещения.

Очевидно, в данном случае
iVz (*/» Уд =  /  (единичная матрица),

в то время как
(xj, yj) =  Nt (xm, ym) =  0 и т. д.,

что просто удовлетворяется подходящими линейными функциями 
х и у. Подробно это будет рассмотрено в дальнейшем.



7.2. Деформации. Зная смещение во всех точках элемента, мы 
можем определить деформации в любой точке К В результате мы 
всегда получаем соотношение, которое в матричном виде может 
быть записано следующим образом:

{е} =  [В]{6}'. (И.2>
Для случая плосконапряженного состояния интересующие нас 

деформации определяются через смещения по хорошо известным 
соотношениям [6]:

ди 1
дх

: i _ диеу >
ду

Уху) ди dv------f- —

1 ду дх
Так как функции jV,-, Nj, Nm уже определены, то из уравнения 

(II.1) можно легко найти матрицу [В]. Если мы примем эти функ
ции линейными, деформации будут постоянными по всему эле
менту.

7.3. Напряжения. В общем, материал в границах элемента мо
жет испытывать начальные деформации, которые вызываются из
менением температуры, усадкой, увеличением кристаллов и т. д. 
Если эти деформации обозначить {е0}, то напряжения будут выз
ваны различием между реальными и первоначальными деформа
циями. Если общий характер поведения принять упругим, связь 
между напряжениями и деформациями будет линейной и примет 
вид

М  =  Р 1 ( { е } - { е 0}), (Н.З)
где [D] есть матрица упругости, отражающая соответствующие 
свойства материала. Опять для конкретного случая плосконапря
женного состояния необходимо рассмотреть три компоненты на
пряжения, соответствующие трем компонентам деформации. В уже 
принятых обозначениях они будут иметь вид

\°х 1 
W  =  К  .

IvJ
а матрицу [D] можно просто получить из обычного соотношения 
«напряжение — деформация» для упругого изотропного мате
риала [6]:

1 V
елг (еД  =  *

1 Под деформациями здесь понимаются любые внутренние искажения, на
пример, искривления в плитах.



Из этого следует:

“ 1 v О
[D] = ----- ---- v 1 О

1 — V2
_ 0 0 (1 — v)/2

7.4. Эквивалентные силы в узлах. Пусть

Л

определяет силы в узлах, которые статически эквивалентны гра
ничным напряжениям и нагрузкам, распределенным по элементу. 
Каждая из сил {.Г*} должна содержать такое же число компонен
тов, как и соответствующие смещения в узлах [6*], и должна дей
ствовать в соответствующих направлениях.

Распределенные нагрузки {р} определяем как нагрузки, дей
ствующие на единицу объема материала элемента, в направлениях, 
соответствующих направлениям действия смещений {[} в этой 
точке.

В частном случае плосконапряженного состояния силы в узле 
будут, например,

где компоненты U и V соответствуют направлениям смещений 
и и и, а распределенная нагрузка

где X и Y являются компонентами массовой силы.
Чтобы представить силы в узлах статически эквивалентными 

реальным граничным напряжениям и распределенным нагрузкам, 
необходимо задать произвольное (виртуальное) смещение в узлах 
и приравнять внешнюю и внутреннюю работу, произведенную раз
личными силами и напряжениями на этих перемещениях.

Допустим, что такое виртуальное смещение в узлах будет
{6  * } е.



Тогда из уравнений (II.1) и (Н.2) смещения и деформации 
внутри элемента будут соответственно равны

{П  =  М { « Т .
К }  =  [В]{ б'}'. (11-4)

Работа сил, приложенных в узлах, равняется сумме произве
дений отдельных компонентов силы на соответствующие смещения, 
т .е . в матричной форме1

т в) ч п е• (п.5)
Таким же образом внутренняя работа на единицу объема, про

изведенная напряжениями и распределенными силами, будет

K ) TW - { f } T{p} (П.6)
или 2

({6-}")т ([й1т {о }- [Л /]т {р}). (II.7)

Приравнивая внешнюю работу общей внутренней работе, кото
рую мы находим с помощью интегрирования по всему объему 
элемента, получим

({6'}')т {В У =  ({6V» T (I [SJT М  d (vol) -  J [Л7]Т {p} d (vol)). (II.8)
Так как это соотношение справедливо для любых виртуальных 

перемещений, должно существовать равенство множителей при ле
вой и правой частях (II.8).

Таким образом, принимая во внимание уравнения (И.2) и 
(II.3), получим
{ т у  =  ( ( [By [D[ [В] d (vol)) {6}" — J ]В] [D] {е0} d (vol) —{ [iV|T {p} d (vol).

(II.9)

Это соотношение можно считать основной характеристикой лю
бого элемента конструкции в той форме, которая описывалась в 
главе I уравнением (1.3).

Матрица жесткости принимает вид
=  J [В]т [D] [В] d (vol). (11.10)

Силы в узлах, возникающие от распределенных нагрузок,
{ f y  =  - J W { P } d ( v o l } ,  (II. 11)

а силы, возникающие от начальной деформации,

{ /%  =  -  J ff l lT [°1 К }  d(vol). (11.12)

( ) т обозначает транспонированную матрицу.
По правилам матричной алгебры для транспонирования произведений

([Л] [В])Т =  [В1Т[Л]Т.



В рассматриваемом случае треугольного плосконапряженного 
элемента эти характеристики можно получить при соответствую
щей подстановке. Уже отмечалось, что матрица [В] в этом при
мере не зависит от координат, поэтому интегрирование произво
дится чрезвычайно легко. Взаимосвязь и решение для полного 
объединения элементов производятся в соответствии с процессом 
для простой конструкции, описанным в главе I.

В общем случае в узлах могут существовать внешние сосредо
точенные силы, и тогда следует добавить матрицу

W  =

IR i

Rп

(11.13)

для соблюдения условий равновесия в узлах. Очевидно, необходи
мо вкратце охарактеризовать поведение элементов у границы. Если 
смещение на границах заранее задано, не возникает дополнитель
ных трудностей. Рассмотрим, однако, случай, когда граничный 
участок подвергается воздействию внешней нагрузки, например, 
(g) на единицу площади. В этом случае необходимо добавить на
грузочный член в узлах элемента, который имеет граничную по
верхность.

При подсчете виртуальной работы он примет вид
{F }eb =  - $ № T{g }d (  area), (11.14)

где интегрирование производится по граничной площади элемента. 
Следует отметить, что для того, чтобы вышеприведенное уравне
ние имело силу, {g} должно иметь то же число компонентов, что 
и {/}•

Такой граничный элемент для специального случая плоскона
пряженного состояния показан на рис. 3. Интегрирование этого 
типа редко точно выполнимо. Обычно проектировщик с помощью 
интуиции рассматривает граничное нагружение как просто сосре
доточенные нагрузки, действующие на граничные узлы, и прехо
дит их вычисление простым статическим методом. В обсуждаемом 
случае результаты будут идентичны.

Определив узловые смещения решением общих уравнений тео
рии сооружений, можно найти напряжения в любой точке элемента 
из уравнений (И.2) и (II.3)

{a} =  [D [[B ]{6 }'-[O ]{e0}, (11.15)

где мы узнаем типичные члены уравнения (1.4).
Матрица напряжения элемента примет вид

[Sy =  [D}[B], (11.16)

а первоначальное напряжение
{a0}« =  - [D ] {e 0}. (11.17)



Следует объяснить отсутствие члена напряжений { а } * , полу
чаемых от распределенной нагрузки.

Это отсутствие объясняется тем, что мы не рассматривали 
внутреннего равновесия в каждом элементе, а установили только 
условия общего равновесия.

7.5. Обобщенный характер смещений, деформаций и напря
жений. Физический смысл смещений, деформаций и напряжений в 
иллюстрируемом случае вполне очевиден. Во многих других слу
чаях, которые будут в дальнейшем приведены в этой книге, эта 
же терминология применяется по отношению к другим, менее оче
видным величинам. Например, при исследовании плоских элемен
тов смещение может обозначать поперечный прогиб и наклон 
плиты в определенной точке. Деформация тогда будет характери
зовать изгиб срединной поверхности, а напряжение — соответст
вующие внутренние изгибающие моменты. Все полученные здесь 
выражения в целом имеют силу в случае, если сумма произведе
ний смещений на соответствующие нагрузочные компоненты дей
ствительно выражает произведенную внешнюю работу, а компо
ненты «деформации» и соответствующие им компоненты «напря
жения» выражают общую внутреннюю работу.

8. Энергетический подход

Представленное здесь определение свойств элемента контину
ума является, вероятно, наиболее прямым и физически объясни
мым. Однако понятие о замене распределенных напряжений на 
границах элемента эквивалентными статическими нагрузками мо
жет вызвать некоторые вопросы о соответствии реальных физиче
ских условий, аппроксимированными при данном процессе. Поэто
му желательно подойти к решению вопроса другим путем, при 
котором мы увидим сходство в формулировках с хорошо извест
ным методом Ритца и, между прочим, можем получить возмож
ности гораздо более широкого применения метода конечных эле
ментов за пределы задач теории сооружений.

В этом пункте будет показано, что, если система смещений 
определена по всему сооружению с помощью функций смещения 
элемента, где смещения в узлах являются неопределенными пара
метрами, то процесс минимизации общей потенциальной энергии 
системы будет определяться в точно той же форме, которая была 
получена выше. Для ясности здесь вновь формулируется принцип 
минимума потенциальной энергии.

81. Принцип минимума потенциальной энергии. Пусть U есть 
энергия деформации конструкции, находящейся под действием 
системы распределенных нагрузок {/?} (на единицу объема), со
средоточенных нагрузок {R} 1 и подвергающейся смещениям {/} и 
{6} соответственно.

1 Принимается, что граничные нагрузки являются частью приложенных к 
системе нагрузок.



Если система находится в равновесии и если затем происходит 
бесконечно малое изменение смещения d{6}, то внешняя работа, 
производимая нагрузками, должна равняться изменению энергии 
деформации, т. е.

d(U) =  d ({RY  {б}) +  d (J {РУ {/} d (vol)), (II. 18)

или
d\U — {tf}T {6} -  f {p}Ttf} d (vol)] =  0. (II. 19)

Последние два члена величины, заключенной в скобки, есть 
потенциальная энергия нагруженной системы W, следовательно,

ф =  и + W  (11.20)

есть общая потенциальная энергия системы, и мы имеем
d [Ф] =  0. (11.21)

Отсюда следует, что общая потенциальная энергия должна 
быть стационарной величиной. Так как энергия деформации всегда 
является положительным числом, в то время как величина W может 
быть и положительной и отрицательной, состояние устойчивого 
равновесия соответствует минимальной величине. Таким образом, 
для заданного поля смещений и деформаций условия равновесия 
удовлетворяются в случае, если общая потенциальная энергия 
равна минимальной величине.

Если взять ряд смещений, характеризуемых дискретной серией 
параметров, то наилучшими будут те, которые обратят в минимум 
потенциальную энергию при налагаемых ограничениях. В этом слу
чае очевидно, что потенциальная энергия будет или равна энергии, 
соответствующей положению истинного равновесия, или превы- 
вышать ее.

8.2. Характеристики элементов. Снова представим континуум 
разделенным воображаемыми линиями на элементы. Узловые сме
щения, записанные во всех узлах традиционным способом [см. 
(1.7)].

(б} = (11.22)

бП

будут определять положение смещения во всем континууме по
элементно с помощью уравнения (П.1). Внутри типичного элемента 
(е), как и раньше, мы имеем

где матрица {6}е выражает смещения в узлах, связанные с опре
деленным элементом.



Для минимизации общей потенциальной энергии Ф относитель
но узловых смещений, рассматриваемых как переменные парамет
ры, необходимо ввести систему уравнений типа 1

_д_т_ =  0> (Ц.23)
а ;б,} }

Общая потенциальная энергия может рассматриваться как сум
ма потенциальных энергий, содержащихся в отдельных элементах 
Фе, и потенциальной энергии узловых нагрузок {^ }, т. е.

Ф =  2Ф ? — {Я }т {8}, (11.24)

и тогда с помощью правил дифференцирования, помещенных в 
примечании на стр. 25, уравнение (II,2^) примет вид

д(Ф) =  ^  а(ф<?) 
в(8Л 2 U  д 18(} '  ' '

(П.25)

Таким образом, нам необходимо учитывать только изменения 
общей потенциальной энергии в каждом типичном элементе. Ско
рость изменения энергии деформации внутри элемента на единицу 
объема может быть представлена в виде дифференциала

Э({<т)т (е)) a (it)) [<т.
а|8() а (в,) '  * ’

1 Дифференцирование в этом случае производится относительно вектора

№ } =
щ

w i .

который может иметь несколько компонентов. Очевидный смысл этого выра 
жается в

' д Ф \ 

dui
д (Ф) _  дФ
a {6f} “  dvt

дФ
, dwt )

Если дифференцируемая функция сама есть вектор, этот процесс опреде
ляется как

а '
du-i

д {а }  _  
д 1Ъ)

д
dvi

д

{ а } 1



так как изменяются только деформации. Подставляя уравнение 
(II.2) в (II.3), получаем

« В Г  [D] [В] {«}* -  [ВГ [D] (е0>). (11.26)
д {о£}

Аналогично изменение потенциальной энергии на единицу 
объема элемента

з ( { р } т ( л)
д{8с) д {St-) 

что при подстановке уравнения (II.1) примет вид

д { 5 ; }
I W M -

Для всего элемента после интегрирования получим
а(Ф)г а (б}(
д[М а {б()

KJ [ВГ №  [В] d (vol)) {6}е -  j  [ВГ [D] {e0} d (vol) -

- n ^ I TM d(vol)] (11.27)
все узлы, будем

дФе 1

д(Ф)* _ аФ*
а {б}* — а {б^

дФе
U {вт }

J . есть в

=  [ k r { 8 Y - { F } ep- { F } t (11.28)

где [k]e, {F} 
ределяются

Уравнение (11.25) может, таким образом, рассматриваться как 
типичное условие равновесия в-узле i (см. (1.12)) и строится по 
тем же правилам.

Этот путь получения жесткостной связи на основе минимиза
ции общей потенциальной энергии системы показывает, что метод 
конечных элементов в сущности подобен хорошо известному мето
ду Ритца. При обычном использовании метода Ритца узлы смеще
ния, в которых задается переменный параметр, расположены во 
всем рассматриваемом объеме. При использовании метода конеч
ных элементов специальная форма функций, связанных только с 
отдельными элементами, ограничивает «связи» в конечном урав
нении, с помощью которого определяются параметры, и придает им 
форму, имеющую явное конструкционное значение. Следует заме
тить, что приведенный здесь вывод следует из того, что смещения, 
определяемые различными формами функций, внутри элементов 
непрерывны вплоть до самых границ. В противном случае энергия 
деформации накапливалась бы в бесконечно малой области вдоль 
границ, где наблюдались бы бесконечно большие деформации.



9. Критерии сходимости

Предлагаемые функции формы ограничивают бесконечное чис
ло степеней свободы системы, и поэтому истинный минимум энер
гии никогда не будет достигнут независимо от числа разбиений. 
Для достижения сходимости, которая давала бы верные результа
ты, необходимо удовлетворить простым требованиям. Очевидно, 
например, что функция смещения должна представлять распреде
ление истинного смещения так близко, как это возможно. Это ус
ловие, однако, не будет соблюдаться, если выбранные функции 
таковы, что деформирование элемента возможно, когда он переме
щается как твердое тело.

Таким образом, функция смещения должна удовлетворять сле
дующим критериям.

Критерий 1. Функция смещения не должна допускать деформа
ции элемента в случаях, когда существуют лишь перемещения тела 
как целого. Это полуочевидное условие может быть легко наруше
но при выборе определенного типа функций смещений; поэтому 
выбор функций смещений должен производиться осторожно.

Второй критерий должен исходить из следующих требований. 
Очевидно, что чем более мелкими становятся элементы, в них бу
дут преобладать состояния, близкие к постоянной деформации. 
Если существуют эти условия постоянной деформации, для точ
ности нам более желательно, чтобы элемент конечных размеров 
смог бы точно воспроизводить их. Возможно построить функции, 
которые удовлетворяют первому критерию, но в то же время дают 
изменения деформации в элементе в то время, когда смещения уз
лов совместны с постоянным деформированным состоянием. По
добные функции не дадут хорошей сходимости к точному решению 
и не смогут, даже в пределе, представлять истинного распределе
ния деформации.

Критерий 2. Функция смещения должна быть такова, что в 
случае, если узловые смещения совместны с существованием по
стоянной деформации, эта постоянная деформация была бы дейст
вительно получена. (В этом случае снова подразумевается обоб
щенное определение деформации).

Мы увидим, что критерий 2 действительно связан с критерием 
1, так как смещения твердого тела являются частным проявлением 
постоянной деформации — с'реличиной, равной нулю.

10. Функции смещения с разрывами между элементами

В некоторых случаях возникают определенные трудности в вы
боре функций смещения для элемента, которые бы были автома
тически непрерывны по всей поверхности раздела между соседни
ми элементами. Как уже указывалось, разрыв смещения вызывает 
бесконечные деформации на поверхности раздела. Этот фактор не 
учитывался в представленной формуле, так как добавка энергии



ограничена самими элементами. Однако если в пределе при умень
шении размера разбиения непрерывность восстанавливается, то 
полученная формула будет правильна.

Это условие часто достижимо, если:
условие постоянной деформации автоматически обеспечивает 

непрерывность смещения; -
удовлетворяется вышеизложенный критерий постоянной дефор

мации.
При решении некоторых вопросов в этой книге будут исполь

зоваться разрывные функции смещения этого типа.

11. Границы решения

Если использовать функции смещения, которые не вызывают 
разрыва между смещениями соседних элементов, то, очевидно, па 
каждой стадии решения величина общей энергии будет превосхо
дить истинный минимум. Однако более существенно то, что энер
гия деформации, соответствующая приближенному решению, всег
да меньше той энергии, которая получается в результате точного 
решения в случае, если смещения заданы заранее1’ 2.

Величина полученной энергии деформации и поэтому общая 
сумма произведений смещений на нагрузку всегда окажется умень
шенной. Таким образом, устанавливается низший предел этого 
произведения. Это очень важное свойство при оценке результатов 
расчета с инженерной точки зрения.

Здесь необходимо подчеркнуть, что эти границы не подходят 
в случаях, когда возникает разрыв на поверхности раздела.

12. Расширение вариационного подхода

Концепция метода конечных элементов, примененного к упругим 
задачам, как процесса, при котором общая потенциальная энергия 
минимизируется по узловым смещениям, может быть расширена 
на большее число физических задач, где существует принцип 
экстремума.

В таких задачах точным решением является такое, с помощью 
которого производится минимизация некоего интеграла нензвест-

1 Доказательством этого служит простой факт, что потенциальная энергия 
численно равна удвоенному количеству работы, произведенной во время линей
ного сопротивления смещению, что, в свою очередь, равняется энергии дефор
мации системы вне зависимости от того, представлена ли она истинными или 
приближенными величинами. Таким образом, энергия деформации пропорцио
нальна общей энергии, но противоположна ей по знаку. Поэтому это уменьше
ние неизбежно в случае, если смещения заданы заранее.

2 Имеется в виду, что потенциальная энергия внешних сил равна удвоен
ной упругой энергии деформирования и вообще:

"̂внешн. =  ^Дупр, '> ^полн. =  ^упр, ^*вн:шн, =  ^упр, (прим. ОТВ. ред.)



ной функции или ее производных. Этот интеграл называют функ
ционалом задачи. Если неизвестная функция определяется поэле
ментно по всей области с помощью узловых величин функции ана
логично уравнению (II.1), то при минимизации функционала мы 
получим ряд обыкновенных уравнений, равных числу неизвестных 
величин функции в узлах. Если задача сводится к условиям, при 
которых «функционал» есть интеграл от членов, включающих не
известную функцию или ее производные в степени ноль, один или 
два, то уравнения, получаемые в результате процесса минимиза
ции, будут такого же типа, как и уравнения, используемые в ли
нейном расчете жесткости сооружения. Практический случай при
менения подобного расширения будет описан в главе X, в которой 
представлены физические задачи, описываемые дифференциальны
ми уравнениями второго порядка. В задачах теории сооружений, 
обсуждаемых в данной книге, обычно используется принцип мини
мизации потенциальной энергии системы, выраженной в функции 
параметров смещения. Однако возможен и другой подход в случае, 
если функционал, который нам нужно минимизировать, является 
полной дополнительной энергией системы. Если теперь, для оп
ределения деформаций и соответственно дополнительной энергии, 
вместо системы совместных смещений берется система напряжений 
в состоянии равновесия, то мы можем получить другой вариант 
формулирования метода конечных элементов.

Этот вариант, впервые разработанный В. Fraejis de Veubeke 
[7], гораздо сложнее, так как описание равновесия системы в уси
лиях более трудоемко, чем описание в смещениях. Однако тот 
факт, что с помощью этого метода можно получить завышенную 
величину энергии деформации (верхняя граница), в то время как 
обычный метод дает заниженную величину энергии деформации 
(нижняя граница), не имеет большого значения при заключении 
в скобки решения «в вилку» и определении степени точности.

В общем виде в методе конечных элементов приближенное решение задачи 
сведено к минимизации функционала, который мы определили как

где Ф есть неизвестная функция; п — порядок высшей производной, включенной 
в вышеприведенное определение, a R — область, в которой мы ищем решение. 
Допустив возможность существования единственного минимизирующего решения, 
разбиваем эту область на отдельные подобласти или элементы. Тогда функция Ф 
определяется с помощью конечного числа параметров, заключенного в каждом 
элементе, и, если уе есть добавка каждого типового элемента в величину то 
можно принять

В целом это справедливо лишь в случае, если на граничных поверхностях 
элемента не появляется «бесконечная» величина G.

ПРИЛОЖЕНИЕ.

(5).



Отсюда условие непрерывности заменяется требованием, чтобы Ф и все его 
производные до порядка п—1 были непрерывны и конечны на граничной поверх
ности. Если х>и есть решение в результате приближенного процесса минимизации, 
то верхнюю границу истинного решения Xmin можно получить при условии

7ж  ^  7.min (G) .

Это положение очевидно из самой постановки задачи. Очевидно также, что 
если произвести более точное разбиение, в результате которого мы получим 
Хт-И, то

1 т + 1 <  1т (D)

в случае, когда приближенное определение Ф т  включается в определение Ф т +i. 
В таких случаях сходимость будет монотонной. Таким образом, мы убеждаемся, 
что сходимость действительно происходит при уменьшении размера элементов.

Это будет действительно так в случае, если при истинном решении G яв
ляется конечной однозначной функцией и если введенная аппроксимация для Ф 
в пределе дает ее точное значение. Приближение должно производиться так, 
чтобы оно включало возможность любой постоянной величины G по всему эле
менту. Это возможно в случае, если Ф и  п ее производных, встречающихся 
в определении G, могут принимать любые постоянные значения внутри элемента.

Указанный критерий, являющийся расширением ранее упомянутого условия 
-«постоянства деформации», и есть необходимое условие сходимости.

Если это условие удовлетворяется, то любой набор величин G может быть 
представлен с помощью приближения бесконечного числа элементов со всеми 
размерами, стремящимися к нулю, при этом предложенное условие явится также 
достаточным для обеспечения сходимости к правильному решению.

Этот эвристический метод не учитывает некоторые особенности, и, если 
эти особенности имеются, то пользоваться методом нужно чрезвычайно осторож
но, как и любым методом численных приближений.
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Глава III
ПЛОСКОЕ НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ 
И ПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ

13. Вступление

Двумерные упругие задачи были первыми примерами успеш
ного применения метода конечных элементов [1, 2]. В главе II уже 
рассматривались эти задачи, чтобы проиллюстрировать основные 
положения метода конечных элементов; там были выведены основ
ные соотношения. Основные соотношения представлены в уравне
ниях (II.1), (II.2), (И.3), (И.9), (11.10), (11.15), которые для удоб
ства суммированы в приложении II. В этой главе отдельные со
отношения, характерные для данной задачи, будут рассмотрены 
более подробно и будут иллюстрированы на практических при
мерах; такого порядка мы будем придерживаться и в дальнейшем. 
Читателю, не знакомому с основными понятиями теории упругости, 
следует обратиться к пособиям, дающим эти основные понятия, в 
частности, к работе Timoshenko and Goodier [3]. Обозначения, 
принятые в этой работе часто будут использованы здесь. 
В обеих задачах плоского напряженного состояния и плоской де
формации поле смещений единственно и определяется с помощью 
и и v — смещений в направлениях декартовых ортогональных ко
ординат х и у. В обеих задачах тензоры напряжений и деформа
ций имеют по три компонента в плоскости х—у. В случае плоско
го напряженного состояния по условию все остальные компоненты, 
напряжения равны нулю и поэтому не дают вклада во внутрен
нюю работу. При плоской деформации напряжение в направлении, 
перпендикулярном к плоскости х — у, — величина, отличная от 
нуля. Однако по условию деформация в этом направлении нулевая, 
и поэтому напряжение не дает вклада во внутреннюю работу, что 
можно при желании явно определить из трех главных компонен
тов напряжения в конце всех вычислений.

14. Характеристика элемента

14.1. Функции смещения. На рис. 4 показан типичный тре
угольный элемент с узлами i, у, т ,  обозначенными в направлении 
против часовой стрелки.

Смещения в узле имеют два компонента



и еще шесть компонентов смещений элемента обозначены как 
вектор

I
{Ь)е =  К  • (Ш.2)

( м
Смещения внутри элемента определяются единственным обра

зом с помощью этих шести величин. Самое простое представление
можно дать с помощью двух линейных 

и многочленов
и =  a j +  а 2х +  а Зу,

(Ш*3)
v =  а4 +  а ьх +  а ву.

Шесть постоянных а можно легко 
вычислить, решив две системы по три 
совместных уравнения, которые мы 
получим, если введем координаты уз
лов и приравняем смещения соответ
ствующим узловым смещениям. Запи
сав, например,

Рис. 4. Элемент континуума 
в задаче плосконапряжен
ного состояния и плоской 

деформации

ui =  a i +  a 2xi +  е д  
uj =  & 1 +  С 2*7 +  a 3У] ' » 

и т =  a l +  а 2х т +  a 3 Ут

(III.4)

мы можем легко получить решения для ai, аг и аз через узловые 
смещения uiy i i j ,  ит . Окончательно получим

и =  —— [(af -f- biX-̂ -Ciy) ut +  (a.j -(- b jX +  ĉ y) iij -f-

+  (а т +  Утх  +  с тУ) Um b (III.5a)

a i =  x j y m —  х тУр

b i  У j  Ут У jm>

Cl =  Xm —  Xj =  x mj>

(III.56)

причем остальные коэффициенты можно получить циклической пе
рестановкой нижних индексов в последовательности t, /, т  и где

1 */ У/
1 Ху
1 хг

yj
Ут

2Л =  det =  2 (площадь треугольника ijm). (III.5с)



Так как уравнения для вертикального смещения v будут ана
логичны, мы также получим

v =  [(а, +  Ь,х +  с,у) +  f a +  b jx +  Cjy) Vj +

+  К  +  bmx H- cmy) vm]. (III.6)

Хотя на данном этапе это не обязательно, мы можем предста
вить вышеприведенные соотношения, выраженные уравнениями 
(III.5 а) и (111.6), в стандартной форме уравнения (II.1)

{/} =  ( “ ) =  \IN\ . IN ',, IN 'J  {6}*, (III.7)
[ V  \

где / — единичная матрица размером 2X2, а

N i =  (а, +  btx +  Ciy)/2A. (III.8)

Примечание. Если координаты берутся в центре тяжести эле
мента, то Xi +  xm +  Xj =  yi +  yj +  ym =  0 и ai =  2A/3 =  aj =  am.

Выбранная функция смещения автоматически обеспечивает не
прерывность смещения с соседними элементами, так как смещения 
изменяются линейно вдоль любой стороны треугольника и при 
одинаковом смещении в узлах такие же самые смещения будут 
вдоль всей внутренней границы.

14.2. Деформация (общая). Общая деформация в любой точке 
элемента может быть определена с помощью трех компонентов, 
которые вносят вклад го внутреннюю работу:

ди
дх

Ч ди I
гУ 1 ду
Vxy' ди ди

1 ду дх j

(Ш.9)

С помощью уравнений (III.5 а) и (III.6) получаем

~bh 0, bP 0, bnv 0
0, Ch o, СР 0, Cm
Cl, bL, CP bp On* bmm

(ШЛО)

что дает явное решение для матрицы [5] уравнения (II.2).
Необходимо заметить, что в этом случае матрица [В] не зави

сит от положения внутри элемента и поэтому деформации в ней 
постоянны. Очевидно, критерий постоянной деформации, упоми
навшийся в главе II, удовлетворяется для функций такого вида.

14.3. Начальная деформация (термическая деформация). На
чальные деформации, т. е. деформации, не зависящие от напря
жения, могут возникать по многим причинам. Усадка, рост кри



сталлов и, чаще всего, изменение температуры в основном приво
дят к тому, что вектор начальной деформации равен

К )  =
f ехо
I е >'0 

1 Vjryo

(III. 11)

Хотя эта первоначальная деформация может в основном за 
висеть от положения внутри элемента, обычно она определяется 
средними постоянными величинами. Это соответствует условиям 
постоянной деформации, характеризуемым заданной функцией сме
щения.

Так, для случая плоского напряженного состояния в элементе 
изотропного материала, подвергаемом влиянию- повышения тем
пературы, 0е с коэффициентом теплового расширения а  мы 
будем иметь

( 1
{е0} =  а0-’ , (IIIЛ 2)

[ О J
так как при тепловом расширении не возникает сдвиговой дефор
мации.

В случае плоской деформации положение более сложно. Само 
понятие плоской деформации предполагает возникновение напря
жений, перпендикулярных к плоскости х — у, в связи с тепловым 
расширением даже без участия трех основных компонентов на
пряжения. Поэтому начальная деформация будет зависеть от по
стоянных упругости. Будет показано, что в этом случае

| vQe '
Ю  =  (1 +  v) а0е

I о
(III.13)

где v — коэффициент Пуассона.
Анизотропные материалы представляют еще большую слож

ность, так как коэффициенты теплового расширения могут изме
няться в зависимости от направления.

Пусть х' и у' на рис. 5 выражают основные направления ма
териала. Начальная деформация теплового расширения в этих 
координатах для случая плосконапряженного состояния прини-
мает вид

К 'О  1 ( с гве |

СО
О

II

о • =  1 а 20 е 1, (III. 14)
1Y*'//' о 1 1 0 J

где си и аг есть коэффициенты расширения вдоль осей х' и у' со
ответственно.



Для нахождения компонентов деформации в системе коорди
нат х, у необходимо воспользоваться матрицей преобразования 
деформации [Т]

(ео) = [Т ]т {в0}. (III. 15)
Определив (3 из рис. 5, можно легко установить, что

[Т] =
COS2 (3 

sin2 j3
sin Р cos р

sin2 Р — 2 sin Р cos Р 
cos2 Р 2 sin Р cos р

— sin Р cos р cos2P — sin2 Р

Таким образом, можно легко найти величину {ео}. 
заметить, что сдвиговый компонент деформации в 
х, у больше не равен нулю.

14.4. Матрица упругости. Матри
ца [D] из уравнения (П.З)

Необходимо
координатах

М  =  Кг =  tDi
ьху>

- { е 0} (III. 16)

может быть установлена для лю
бого материала.

Плоское напряженное состоя
ние — изотропные материалы.

По условию задачи для плоско
напряженного состояния в изотроп
ном материале мы будем иметь

х

Рис. 5. Элемент многослойного 
(трансверсально-изотропного) ма

териала

Ех =  °х/Е — v<V£ +  ех0 I 
еу =  — v(Tv/£ +  ву/Е -f еу0 I . (III. 17)

Уху =  2 (1 +  v) тxy/E +  e .^  I 

Решая это уравнение для напряжений, получим матрицу
1 v О

lD \= - r ± — . v 1 0 , (1Н.18)
1 —  V 2

О 0 (1 — v)/2_

где Е — модуль упругости, a v — коэффициент Пуассона.
Плоская деформация — изотропные материалы.
В этом случае в дополнение к трем компонентам напряжения 

существует нормальное напряжение g z. В специальном случае теп
лового расширения изотропного материала мы имеем

ех =  ох/Е — voy/E — voJE  -)~ aQe \
еу =  — vgJ E  +  Gy/E'— vgz/E +  ccQe J (III. 19)

Vxy =  2 (l +  v) т ку/Е I



и дополнительно
ez =  0 =  — vcfХ/Е — vdy/E -f a J E  -f аве.

Решая относительно oz и подставляя в (III. 19), получим уже 
приведенную нами формулу начальной деформации (уравнение 
(111.13)). Сравнивая далее с уравнением (III.16), получим, что 
матрица

[D ]^ Е  (1 —  v)

(1 +  v) (1 —  2v)

1 v/(l — v) 
v/(l — v) 1

0 0 (1

0
0

2v)/2 (1 -  v)
(III.20)

Анизотропные материалы.
Для определения соотношений напряжение — деформация в 

пространственных задачах полностью анизотропного материала 
требуется 21 независимая постоянная упругости [4, 5].

У

Рис. 6. Многослойный (трансверсаль
но-изотропный ) материал (плоскость 

слоев параллельна х — г )

Для задач плосконапряженно
го и плоскодеформировапного со
стояния необходимо учитывать 
симметрию свойств, включая как 
максимум шесть независимых 
постоянных в матрице [Щ.

Таким образом, для выраже
ния наиболее общего плоскона
пряженного и плоскодеформиро- 
ванного состояния можно запи
сать

dn dl% d13
[D]=. 2̂2 2̂3

. (sym) d33_

(Необходимая симметрия матрицы [D] вытекает из теоремы взаим
ности Максвелла — Бетти и является следствием инвариантности 
энергии независимо от того, каким способом было получено дан
ное деформированное состояние). Особый практический интерес 
представляет случай многослойного или трансверсально-изотроп
ного материала, в котором существует симметрия вращения в пло
скости слоев. Такой материал имеет только пять независимых 
постоянных упругости. Общие соотношения напряжение — дефор
мация, следуя обозначениям, принятым у Лехницкого [4], и при
нимая ось у перпендикулярной к слоям (без учета начальной де
формации) (рис. 6), имеют вид

ех =  ох/Ег — v2<y£2 — VjpJEi, еу =  — v2ax/E2 +

Н~ ^у!Е% v2oz./£>2,

е* =  — ViCT̂ /fj — v2<jy/Ea +  a JE  1,* ухг =  {2(1 +  VjJ/EJ %хг;
(III.22)



V ку ХХУ'
_ 1_

Go
туг>

где постоянные Е\, vi (G\ зависима) определяют свойства мате
риала в плоскости слоев, а Е2, G2, v2 — в направлении, перпендику
лярном к плоскости этих слоев. Матрицу [D] в плосконапряжен
ном и плоскодеформированном состоянии, принимая, что

можно записать

[D]
(1

Ei Go2 И =  m
E2 Ео

Ео п /iv2 0
/XV.. 1 0

— nv[>) 0 0 m (1
(III.23)

для плосконапряженного состояния. 
Или

ГЛ 2̂D = -------------------------  х
(1 + V!) (1 —  /! — 2nvl)

X
/2(1 — /ivr,)

0  +  Vl)
О

/2v, (1 +  vx) О
( 1 - v ? )  О

О т (  l + v 1) ( l  — vj 2/iv2)
(III.24)

— для плоскодеформированного состояния.
Если, как на рис. 5, направление слоя образует угол с осью 

х, то для получения матрицы [Щ в универсальных координатах 
необходимо произвести преобразование. Принимая [D '] как соот
ношение между напряжениями и деформациями в системе коор
динат х', у', легко показать, что

[D] -  [T][D'][T]t (111.25)

где [Т] определена уравнением (III. 15).
Если системам напряжений (а'} и {а} соответствуют {е'} и 

{е}, то, приравнивая выражения для работ
{а '}т {е'} =  {а}т {е}

или

{е '}т [0 ']{е '} =  {е}ТЮ]{е}.
после подстановки уравнения (III. 15) получаем уравнение (III.25) 
(см. примечание в главе I).

14.5. Матрица жесткости. Матрица жесткости элемента ijm 
определяется из общего соотношения (11.10)

\k) =  HB\J [D\[B\tdxdy, (III.26)



тде t есть толщина элемента, а интегрирование производилось п 
площади треугольника. Если толщину элемента принять постоян 
ной (при допущении, что решение сводится к точному по мер 
уменьшения размера элемента), то, так как ни одна из матриц н 
■ содержит х или у, мы просто будем иметь

[k] =  [5]T[D] [Я]/Д, (111.2*3
тде Д — площадь треугольника (уже определенная из уравнени: 
(III.5)).

В этой форме удобно вести вычисления, причем операции 
реальными матрицами можно производить с помощью машинь 

Матрица [В], определенная из уравнения (ШЛО), можег быт 
записана

(bj О
[В] =  [Bh Bv В т ]\ [Я |]=  0 с ,

U bL
2Д. (III.2̂

Матрицу жесткости можно записать в расчлененной форме
kil kt j *• a __

i
[*] = kJt kjj kjm

J^ml b-mj b'mm. .

(III. 0(

где подматрицы имеют вид
[ M  =  [B JT[D ]I^  1<Д- (in .з:

Эта форма часто удобна для вычислений.
14.6. Силы в узлах, возникающие при начальной деформациь 

Эти силы определяются непосредственно с помощью уравнени 
(11.12), которое после интегрирования принимает вид

{F}!, =  -  [В]Т [D] [е0] <Д. (Ш.З
Компоненты силы могут быть записаны

Эти силы, вызванные «начальной деформацией», воздействуют н 
узлы элемента неодинаково и требуют точной оценки.

14.7 Распределенные массовые силы. В общем случае плоскс 
напряженного состояния и плоской деформации каждый элемен 
единичной площади в плоскости х, у испытывает воздействие си

в направлении соответствующих осей.
Вклад этих сил в величину сил, действующих на каждый узе. 

снова определяется с помощью уравнения (11.11)

(FYp =  - \ m Tl*\d x d y ,



или, используя (III.7),

(Ш.ЗЗ)

если массовые силы X и Y постоянны. Хотя Ni не являются по
стоянными, можно произвести явное интегрирование. Некоторые 
общие формулы интегрирования для треугольника даны в Прило
жении III.

В специальном случае вычисления упрощаются, если начало 
координат принимается в центре тяжести элемента.

Тогда
j xdxdy =  j ijdxdy =  О 

и с помощью уравнения (III.8) получим

{ F,}p -  ~  } |а,<Ы{//2Л =  -  {у } a j 2,

ИЛИ

} Д/3 =

в соответствии с примечанием, указанным на стр. 33. 
Для всего элемента

ГХ !
Y

{F}eP = Д/3,

(III.34)

(III.35)

что просто означает, что общие силы, действующие в направле
нии х и у под влиянием массовых сил в теле, распределены в уз
лах на три равные части. Это явление соответствует физической 
природе и часто принималось как безоговорочное.

14.8. Потенциал массовых сил, действующих в теле. Во многих 
случаях массовая сила выражается с помощью потенциала Ф как

Х =  — —  , Y =  — — , (III.36)
дх ду

и именно этот потенциал, а не величины X и У, задается во всей 
области и определен в узловых точках. Если {Ф }е есть вектор, оп
ределенный тремя компонентами потенциала, связанными с узлами 
элемента, т. е.

|ф/1
{Ф}‘ =  Ф, , (III.37)

Ф



и соответствует постоянным величинам X и У, то Ф должен ли
нейно изменяться внутри элемента. «Функция формы» будет пре
образовываться с помощью той же процедуры, какую мы исполь
зовали при выводе уравнений (111.4) — (III.6), в результате чего 
получаем

Ф =  \N ',, N] , N’J  {Ф }'. (III.38)
Таким образом,

Х  = -  [Ь‘ ' Ь/ ’ <Ф>‘/2-Л;

У =  - - ^ -  =  ~  с/- сJ  {Ф>"/2Д. (III.39)

Подставив вектор узловых сил, соответствующих потенциалу мас
совых сил, вместо уравнения (III.35), получаем

(III.40)

14.9. Определение напряжений. Выведенная формула позво
ляет составить полную матрицу жесткости конструкции и получить 
решение для смещений.

Матрица напряжений, определенная в общих чертах уравне
нием (11.15), может быть получена с помощью соответствующих 
подстановок для каждого элемента. Предполагается, что напряже
ния внутри элементов постоянны. Обычно они прилагаются к 
центру тяжести элемента, и в большинстве примеров, рассматри
ваемых в данной главе, соблюдается этот принцип. Другой прин
цип заключается в том, что величины напряжения прилагаются 
в узлах методом осреднения величин в соседних элементах. В этой 
связи используются некоторые процедуры по взвешиванию на эм
пирической основе, но преимущество этого метода незначительно. 
Главные напряжения, действующие в каждом элементе, и направ
ления этих напряжений обычно могут быть вычислены с помощью 
машины.

15. Примеры. Оценка степени точности

Несомненно, что решение задач плосконапряжеииого или пло
ского деформированного состояния теории упругости, как они 
сформулированы в параграфе 14, в пределе может быть точным в 
зависимости от степени разбивки элемента.

bi, bj, b m~
Cl, CJ> Cm

1 bi, bp bm
~6 Ci, ‘ y Cm

Ьц bj, b m
Ci, Ci, Cm_



На каждой стадии разбивки на конечное число элементов реше
ние будет приближенным, как, например, решение ряда Фурье с 
ограниченным числом членов. Как уже говорилось в главе II, ве
личина общей энергии деформации, получаемая в процессе при
ближенного решения, будет ниже истинной величины энергии де
формации, получаемой при точном решении. На практике это будет 
означать, что величины смещения, а следовательно, и напряжения, 
будут преуменьшены при приближенном решении. Однако необхо
димо подчеркнуть, что это не обязательно будет справедлиьо для 
каждой отдельной точки, поэтому величина такой границы на 
практике не очень велика. Для инженера важно знать степень 
точности, возможной при решении типовых задач при определен
ной степени разбивки элемента. В каждом конкретном случае 
ошибку можно определить, сравнив данные с известным точным 
решением или изучением сходимости с применением двух или бо
лее стадий разбивки. По мере накопления опыта инженер может 
априорно определить степень приближения, которая ему необхо
дима при решении конкретной задачи, связанной с данным раз
биением на элементы. Определенный опыт можно приобре
сти на примерах, рассматриваемых в данной книге. Прежде всего 
рассматриваются простые задачи, для которых возможно точное 
решение.

Однородное поле напряжений

Если требуется найти точное решение для однородного поля 
напряжений, то, независимо от степени разбивки на элементы, ре
шение методом конечных элементов абсолютно совпадает с точ
ным решением. Этот факт является очевидным следствием форму
лирования задачи методом конечных элементов, однако в качестве 
первой проверки написанных машинных программ необходимо им 
воспользоваться.

Линейно изменяющееся поле напряжений. Очевидно, что в этом 
случае основное предположение постоянства напряжения внутри 
элементов означает, что решение может быть лишь приближенным. 
На рис. 7 изображен простой пример балки, на которую действует 
постоянный изгибающий момент при относительной грубой сте
пени разбивки. Можно легко видеть, что осевое напряжение (ст|у), 
полученное с помощью метода конечных элементов, «берет в вил
ку» точные величины и, если величины постоянного напряжения 
связаны с центрами тяжести элементов и даны в виде графиче
ской линии, то наилучшим образом проведенная линия соответст
вует точному значению напряжения. Компоненты горизонтального 
и сдвигового напряжения снова отличаются от точных значений 
(которые просто равны нулю). Однако снова нужно подчеркнуть, 
что они отстоят от этих точных величин на равные незначительные 
промежутки. Если рассмотреть средние величины напряжений 
смежных элементов во внутренних узлах, можно увидеть, что их



значения достаточно близки к точным величинам. Средние вели
чины на внешних поверхностях не обладают такой степенью при
ближения.

Общее уточнение величин напряжения, полученных с помощью 
средних величин в узлах, как показано на рис. 7, часто приме

няется на практике для улуч
шения приближенного реше
ния. Далее для большей точ
ности можно производить весо
вое осреднение величин напря
жения около поверхностей. При 

х  необходимости в интересах 
точности производится более 
тщательная разбивка.

Концентрация напряжения. 
Более реальная контрольная 
задача изображена на рис. 8— 
10. Здесь рассматривается 
поле напряжения вокруг круг
лого отверстия в изотропном 
и анизотропном многослойном 
материале при условии одно
родных напряжений [6].

! Точное решение
( 0 Х  = Т Ху = 0 )  11=0,15®

Условные обозначения: 
if усредненные по узлам 

значения напряжения

@ величина напряжений, 
в центре треугольников

Рис. 7. Задача чистого изгиба балки, 
решаемая с помощью грубой разбивки 

на элементы треугольной формы

Рис. 8. Задача о распределении на
пряжения около кругового отвер

стия

Используется неравномерная разбивка на элементы, чтобы 
проводить более глубокое изучение области, в которой возможны 
высокие градиенты напряжения. Из рис. 10, где производится 
сравнение некоторых полученных результатов с точными решения
ми, можно убедиться в высокой степени точности результатов 
[3, 7].



Рис. 9. Распределение главных напряжений около отверстия туннеля для случаев а  (изотропный материал) 
И б  (ортотропный материал). Е х = Е х = \ \  E V = E 2= S ; vj>=0,5; v$=0; ^*^=0,42; 1  —  зона растяжения



16. Некоторые случаи практического использования

Очевидно, случаи практического применения этого метода без
граничны, и уже в настоящее время метод конечных элементов 
вытесняет экспериментальную технику при решении плоских за
дач, так как он является высокоточным, недорогостоящим и гиб-

Рис. 10. Сопоставления 
результатов аналитиче
ского решения и расчета 
по методу конечных эле
ментов для случаев а  и 

б  (см. рис. 9)

ким. К этому следует добавить, что этот метод упрощает иссле
дование анизотропных материалов, действия тепловых напряжении 
и массовых сил. Ниже дается несколько примеров практического 
применения этого метода к сложным инженерным задачам.

Поле напряокения вокруг подкрепленного отверстия

В стальных камерах давления или самолетных конструкциях 
необходимо делать отверстия в жесткой оболочке. Проходящие 
коммуникации сами усиливают отверстие у краев и толщину обо
лочки, в результате чего уменьшается концентрация напряжения.

Исследование таких задач в плане плоских напряжений не 
представляет трудности. Элементы выбираются так, чтобы они со
ответствовали изменению толщины, и принимаются соответствую
щие величины, характеризующие это изменение толщины. Узкая 
полоса материала толстой оболочки около края отверстия может 
быть представлена или в виде специальных элементов балочного 
типа, либо в виде более простой стандартной программы с по
мощью тонких треугольных элементов обычного вида, которым за
дана соответствующая толщина. Такая процедура использовалась 
при решении задачи, показанной на рис. 11, где приведены неко
торые результирующие напряжения около самого отверстия. Не
обходимо иметь в виду, что если рассматривается область относи
тельно большой протяженности, целесообразно использовать раз
биение с изменяющимся размером элементов.



Каньон из анизотропного материала, подвергаемый воздейст
вию тектонического напряжения [6] (рис. 12). Рассматривается 
симметричный каньон под воздействием однородных горизонталь
ных напряжений. Материал перепластован, следовательно, являет 
ся трансверсально-изотропным, а напряжения пластов изменяются 
от точки к точке. График напряжений показывает возникающую

Рис. 11. Закрепленное отверстие в плите (однородное поле на
пряжения вблизи отверстия а* =100, crv= 5 0 . Толщина участков 
плиты А ,  В  и  С  имеет отношение 1 : 3 : 2 3 ) :  1  —  узлы закрепле

ны от смещений в направлении у

при этом область растягивающих напряжений. Это явление пред
ставляет значительный интерес для геологов и горных инженеров.

Плотина, подвергаемая внешнему и внутреннему давлению 
воды [8, 9] (рис. 13). Здесь рассматривается контрфорсная плоти
на на смешанном скальном основании. Неоднородное основание 
находится в условии плоской деформации, а сама плотина рас
сматривается как плита (плоское напряженное состояние) пере
менной толщины.

При решении задач внешнего нагружения и нагружения вслед
ствие силы тяжести никаких трудностей не возникает. Следует от
метить, что вычисление узловых нагрузок силы тяжести желатель
но автоматизировать. При рассмотрении порового давления тре
буется, однако, некоторое объяснение.

Хорошо известно, что в пористых материалах давление воды 
передается на сооружение в виде массовых сил

_ _  др у ___  дР
д х  д ц



Рис. 12. Каньон с криволинейной формой пла
стов, подвергаемый воздействию горизонтальных 
тектонических напряжений (плоское деформиро
ванное состояние, 170 узлов, 298 элементов ) { а )  

и исследуемая область (б): 1  —  зона растяжения



Рис. 13. Исследование напряжений в контрфорс
ной плотине. Тело плотины находится в плоском 
напряженном состоянии (модуль плотины Е с ) ,  а 

основание —  в условиях плоской деформации
а — исследование участка контрфорсной плотины; б — 
участок основания, разбитый на конечные элементы: 
1 — контрфорс переменной толщины, постепенно сужаю
щийся кверху. На высоте 125 футов толщина составляет 
9 футов. Постоянное изменение толщины — 1 фут на 
82 фута 6 дюймов высоты; 2 — контрфорс по линии А—А: 
3 — разрушение (защемление отсутствует); 4 ~  гравий
нарушенной структуры 5 — гравий с

Е  = ----6 — аргиллит с Е = -----------Е ’ 7 — нулевые пере-4 с 2 с
мзшения
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Зона растяжения

Рис. 14. Расчет напряжений контрфорсной плотины, изображенной на рис. 13. Представлены значения глав
ных напряжений, вызываемых силами тяжести. Давление воды рассматривается:

а — как внешняя нагрузка н б — как массовые силы, вызываемые поровым давлением (стрелка обозначает растяжение. 
На участках контакта основания со скалой необходимо прикладывать собственные напряжения скальной породы)



и что в этом случае внешнее давление можно не учитывать. Поро- 
вое давление р является фактически потенциалом массовых сил,, 
как это явствует из уравнения (III.36). На рис. 13 показаны раз
бивка участка на элементы и общее очертание плотины.

На рис. 14, а и б показаны напряжения силы тяжести (дейст
вующие только на плотину), являющиеся следствием давления: 
воды, которая действует как внешняя нагрузка или как внутрен
нее поровое давление. Оба решения включают большие участки 
растяжения, но здесь нам важно увеличение напряжений вследст
вие второго условия.

Образование трещин

Растягивающие напряжения, о которых шла речь в предыду
щем случае, приводят к образованию трещин в скале. Если после 
распространения такой трещины создается устойчивая ситуация,.

Рис. 15. Напряжения в контрфорсной плотине 
(Наличие трещины изменяет распределение напряжения. Система 
нагружения аналогична изображенной на рис. 14,6).  Стрелка 
обозначает растяжение. Значения напряжений приведены без 

учета собственных напряжений скальной породы основания
/ — верхняя грань; 2 — участок растяжения; 3 — область трещины (мате
риал рассматривается с £  =  0); 4 — участок растяжения; величина растяже
ния меньше, чем возможное начальное напряжение сжатия скальной 
породы



то состояние плотины можно считать безопасным. Эти трещш 
легко ввести в условие задачи, если модуль упругости приня 
равным нулю в выбранных элементах. Задача с клином, имеющ] 
широкую трещину, показана на рис. 15, где можно видеть, ч 
на протяжении всей трещины в теле плотины не появляется раст

Рис. 16. Расчет напряжений контрфорсной плотины. Температурные напр1 
жения, вызванные охлаждением заштрихованной области на 15° F  (£  =  3 

Х Ю 6, фунт/кв. дюйм; а =  6 Х Ю _0 Г  F)
1 — в этой области изменение температуры носит линейный характер; 2 — в основан] 
сооружения изменение температуры не происходит

жеиие. Более тщательно исследование распространения трещинь 
происходящего при этом перераспределения напряжений буд 
проводиться в главе XII.

Тепловые напряжения. В качестве примера вычислений теп. 
вых напряжений приводится та же плотина в условии прост< 
температурного распределения. Результаты исследования пока 
ны на рис. 16.

Гравитационные плотины. Лучшим примером применения ] 
тода конечных элементов может служить контрфорсная плоти

Можно, однако, использовать этот метод и применительнс 
другим типам плотин, например, к гравитационным. На рис. 
приведены расчеты большой плотины с бычками и затворами ме 
ду ними. В этом случае вполне допустима возможность приб, 
женного двумерного решения вблизи резкого изменения участ 
т. е. там, где бычки соприкасаются с основным телом плоти’ 
однако это ведет к местным ошибкам.

Здесь важно рассмотреть, как производится выбор разм< 
элемента для изучения концентрации напряжения в анкерных к



Рис. 17. Расчет напря
женного состояния боль
шой плотины с бычками. 
Предварительное напря
жение осуществляется 

тросами:
1 — нормальный подпоры й 
горизонт воды; 2 — локаль
ное действие предваритель
ного напряжения; 3 — тросы, 
с помощью которых вызы
вается предварительное на
пряжение. и реакция затво
ров; 4 — уровень воды в 
нижнем бьефе

0 ч
1 _L

40 80 фут
j_I__I_I



'Струкциях, общих полей напряжения в плотине и поведения ос 
нования.

Линейное соотношение размера наибольшего и наименьшей 
•элементов составляет порядка 30 к 1 (наибольшие элементы 
встречающиеся в основании, не показаны на рисунке). Можш 
.легко рассмотреть разнообразные другие случаи применения этоп 
метода к техническим задачам.

17. Особый случай плоской деформации 
для «несжимаемого материала»

Необходимо отметить, что отношение, данное в уравненш 
•(II 1.20) и характеризующее матрицу упругости [D] для изотроп 
тшх материалов, теряет силу, когда коэффициент Пуассона дости 
тает величины 0,5, так как множитель в скобках растет до беско 
вечности. Простой способ разрешить эту трудность состоит в том 
чтобы вводить величины коэффициента Пуассона, близкие к 0,5, н< 
не равные 0,5.

Опыт, однако, подсказывает, что в этом случае приближени 
становится менее точным. Другой способ был недавно предложе 
Неггтап [10]. Этот способ основан на новой вариационной форму 
лировке, поэтому за подробностями отсылаем читателя к это 
работе.
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Глава IV
ОСЕСИММЕТРИЧНОЕ НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ

18. Вступление

Задача распределения напряжения в телах вращения ( осесим
метричные твердые тела) под воздействием осесимметричной на
грузки представляет значительный практический интерес. Матема
тически эти задачи напоминают задачи плоскодеформированного 
и плосконапряженного состояния, так как и в этом случае реше
ние будет двумерным (1.2). Вследствие симметри два компонента 
смещения в любом плоском сечении 
тела вдоль оси симметрии полностью 
определяют деформацию, а следова
тельно, и напряжение. Такой попереч
ный разрез показан на рис. 18. Если 
г и z определяют соответственно ради
альную и осевую координату точки, а 
и n v есть соответствующие смещения, 
то можно легко убедиться, что для 
определения смещений в показанном 
на рис. 18 треугольном элементе /, /, 
т  используются те же функции сме
щения, что и в главе III.

Объем материала, связанный с эле
ментом, будет теперь равен объему 
тела вращения, показанного на рис. 18, 
и все операции по интегрированию 
должны проводиться с учетом этого.

Было показано, что в задачах плосконапряженного или плос
кодеформированного состояния внутреняя работа связана с тремя 
компонентами деформации, причем компонента напряжения, дей
ствующая нормально к координатной плоскости, не включалась 
вследствие нулевых значений либо соответствующей деформации 
или напряжения.

В осесимметричных задачах любые радиальные смещения ав
томатически вызывают деформацию в направлении по окружности 
и, так как напряжения в этом направлении не равны нулю, необ
ходимо учитывать эту четвертую компоненту деформации и свя
занную с ней компоненту напряжения.

В этом заключается отличительная особенность решения осе
симметричных задач. Алгебраические решения, приводимые в этой 
главе, могут показаться более громоздкими, хотя и здесь встреча
ются решения, соответствующие основной формуле, изложенной 
.в главе II.

Рис. 18. Твердое тело с осе
вой симметрией



19. Характеристики элемента

19.1. Функция смещения. Рассматривая элемент треугольной 
формы (рис. 18) с узлами i, /, т ,  обозначаемыми в направлении 
против часовой стрелки, определяем смещение в узлах с помо
щью их двух компонент

{«,} =  {“ '] (IV. 1)

и смещение элемента с помощью вектора

1б'1
{б}* =  6, (IV.2)

U
Очевидно, как и в пункте 19.1 для определения самих смеще

ний внутри элемента, можно использовать линейный полином. 
Так как решение аналогично приведенному в главе III, мы не бу
дем повторять его здесь. Поле смещения определяется с помо
щью уравнения (III.7)

т  =  {“  } =  [IN) , IN ), IN 'J {6}е,

Ni =  (a, 4- b,.rxc,z)/2A,

где I есть единичная матрица 2 x 2 .
В вышеприведенной формуле

<h =  r jZm —  r mZj\ | 
bi =  Zj — zm =  zjm,
Ci  = r m  —  r j  =  r m j , J

и т. д. в циклическом порядке, где А — площадь треугольного 
элемента.

19.2. Деформация (общая). Как уже указывалось, теперь не
обходимо рассмотреть четыре компонента деформации, так как

при деформации осесимметричных 
тел только эти четыре компонента 
отличны от нуля. На рис. 19 пока
заны и определены эти деформации 
и связанные с ними напряжения.

Определяемый ниже вектор дефор
мации включает компоненты дефор
мации и определяет их с помощью 
смещений в точке. Связанные с этим 
выражения не приводятся здесь в 
силу их очевидности.

Рис. 19. Деформации и напряже
ния элементарного объема твердо

го тела с осевой симметрией

(IV.3)

(IV.4)



Читатель, желающий получить полные формулировки, отсылается 
к работе [3].

Мы, таким образом, установили, что

d v

д г

е 2
д и

ег
' =  '

* Г

ее и

У  г г
г

д у  d v  

d z  d r

(IV. 5)

Используя функции смещения, определяемые 
(IV.3) и (IV.4), получаем

{е} =  [Я]{6}‘ =  [Я„ BJt В а ]{6}‘ ,
где

Ш  =
1

2Д

О Ct
bt О

at / г +  bt +  ct-z/r, О

Ci bi .

из уравнений

(IV.6)

Так как матрица В включает координаты г и г ,  деформации 
внутри элемента не будут постоянными, как в случае плосконапря
женного и плоскодеформированного состояния. Это изменение есть 
результат присутствия члена е

Если в получаемых узловых смещениях и пропорционально г, 
все деформации будут действительно постоянны. Так как это 
будет единственное состояние смещения, совпадающее с условием 
постоянной деформации, очевидно, функция смещения удовлетво
ряет основному критерию, установленному в главе II.

19.3. Начальная деформация (температурная деформация). 
В основном можно рассмотреть 4 независимых компонента век
тора начальной деформации

{е}о =

О
е/0
Еео

■V rZQ

(IV.7)

Хотя начальная деформация может изменяться внутри эле
мента, для нас удобнее рассматривать ее как постоянную. Наи
более частым вариантом начальной деформации можно считать 
температурное расширение.



Тогда для изотропного материала имеем
а0£

Ы  =
аве
а0£

О

(IV.8

где 0'' есть среднее нарастание температуры внутри элемента, £ 
а — коэффициент теплового расширения.

Общий случай анизотропного состояния не рассматривается 
так как осевая симметрия в этих условиях существовать не может 
Определенный практический интерес представляет задача с мно 
гослойным материалом, аналогичная задаче главы II, где плос

кость изотропии перпендикулярна к oci 
симметрии (рис. 20).

В этом случае возможны два коэффици 
ента расширения, один из них — в направ 
лении оси az, а второй — в плоскости, пер 
пендикулярной к оси, a r.

Таким образом, начальная тепловая де 
формация принимает вид

a z0£ 
а.гВе 
a rQe

0

1
Рис. 20. Многослойный 
материал с плоскостью 
изотропии, нормальной к 

оси симметрии

К )  = (IV. ь

Практические случаи, связанные с такими многослойными ани 
зотропными материалами, могут встречаться при обработке дета 
лей из фибергласса и триплекса.

19.4. Матрица упругости. Необходимо определить матрицу уп 
ругости [D], которая связывает деформации {е} и напряже 
ния {а},

{а} =
'<*г

' 0̂ [ D H W - K » .

Сначала рассмотрим задачу с анизотропным многослойным ма 
териалом, тогда задача с изотропным материалом может быт 
представлена как частный случай.

Анизотропный многослойный материал (рис. 20).
Если ось z есть нормаль к поверхностям напластования, ураЕ 

нение (111.22) снова для удобства, пренебрегая начальными дефор 
мациями, может быть представлено в следующем виде:



Записывая

a z  —  o z  | E2 v 2crr  | E2 — v2a0 | Eo\ 
er =  — v<Pz | ^2 +  <*г I Ei — Viае/Яь 
eo =  — v2az | E2 — VjCTr | +  a0 |

У zr =  T2 r I ^2-

£j G,—L =  п и —— =  m
E 2 e 2

и решая относительно напряжении, получаем 

D =
(1 +  V j (l — Vi — 2nv\)

X

X

1 — v] /zv2 (1 +  Vi) nvо (1 +  Vj)

t t ( l — /ZV“) vx +  /zv-;

n (1 — nv\ )

симметрично m

(IV. 10)

(1 +  vx) ( l  — V i  — 2azv2,)_
(IV. И)

Для изотропных материалов матрица [£)] может быть получена, 
если принять

Ех =  Е2 =  Е, или п =  1

Vi =  v2 =  v,

и используя хорошо известное отношение между постоянными уп
ругости

Go _  G_ _  1
Е., Е  2 (1 Н- v) *

Подставляя в уравнение (IV.11), получаем

1

D Е (1 — v)
(1 +  v) (1 — 2v)

v
1 —  V  1 —  V 

V1
1 —  V 

1

симметрично

0 

0
1 —  2у 

2(1 — v) _

. (IV. 12)

19.5. Матрица жесткости. Матрица жесткости элемента ijm 
может быть вычислена в соответствии с общим соотношением, оп
ределимым из уравнения (11.10). Помня о том, что объемный ин



теграл должен быть взят по всему объему материала, мы буде: 
иметь

[ky =  2л j.[B]T [D] [В] rdrdz, (IV. К

где [В] определяется из уравнения (IV.6), a (Z)] — из уравнени 
(IV.11) или (IV.12) в зависимости от исследуемого- материал;

В этом случае интегрирование не может быть проведено та 
же легко, как при решении задачи при плосконапряженном сс 
стоянии, так как матрица [£] зависит от координат. Здесь имеютс 
две возможности: во-первых, численное интегрирование, во-втс 
рых, явное умножение и почленное интегрирование. Наиболее пре 
стой процедурой приближенного решения является определени
[В] для точки центра тяжести.

Г =  Iri -г п  +  Гт )/3 
и

Z =  (2/ Zj  +  Zm) l 3 .

В этом случае в качестве первого приближения мы будем пр< 
сто иметь

[k] =  2n[B]r [D][B]r&, (IV. 1

где А — площадь треугольника. С помощью этой процедур 
можно получить сравнительно точные результаты, хотя можно и 
пользовать и более сложные методы численного интегрировани 
При решении задач, рассматриваемых в данной главе, прим 
няется метод явного и точного интегрирования, что позволяет и 
бежать посторонних ошибок1.

Далее, как и в предыдущей главе, разбиваем матрицу жестк 
сти на отдельные элементы (см. уравнения (III.28) — (111.30), опр 
деляя типичную матрицу жесткости 2 x 2  как

[krs] =  2 n tt[B rV [D ][Bs}rdrdz. (IV.

На этой стадии удобнее разбить матрицы [Д] на постоянные 
переменные части.

Так, например, мы можем записать

1В(] =  [В /]+  [в ;ь  (IV.
где [J5i] есть величина [£,•] в центре тяжести, как это дано в ур; 
нении (IV. 14), а второй член показывает отклонение от эт 
величины. Можно легко убедиться, что это можно записать к

1 Существует более точный метод численного интегрирования. Техника эт 
метода приводится в приложении V В рассматриваемом случае этот метод и.v 
преимущества, так как интегралы содержат в себе члены, которые тру 
численно определить, если отношения радиусов в различных узлах элеме 
стремятся к единице.



[.В \] =

о, о
0, о
1, О

_0, 0_

{(«/ +  ctz)lr — {at +  ctz)l г}/2Д. (IV. 17)

Подставляя полученное выражение в уравнение (IV. 15) и от
мечая, что

{ [£;] rdrdz =  [0], 

i, что и в уравнение
есть поправка, которую мы определяем из уравнения

мы получаем

(IV. 18)

где первый член тот же, что и в уравнении (IV. 14), а второй член

[ k 'n ] =

го  0-1
2л ■ 0 0 1 0 '

[D] 0 0
(2Д)2 0 0 0 0 1 0

0 0

I iiflr +  crz)lr — (ar +  crf/r } X

X  { (^  +  csz)/r — (as +  csz)/r } rdrdz. (IV. 19)

Если различные интегралы записать сокращенно с помощью 
условных знаков

1—  drdz =  Д/х;

— drdz =  Д/2; (IV. 20)
г
г 2

—  drdz - Д/3,

то мы можем окончательно представить поправочный член как

л D „  0
о о

{arcis (/1 — 1/г) +  (a rcs +  a scs) {h  — z/г +

+  crCs(l3 — z*lr)}. (IV.21)

Интегралы от 1\ до /з могут быть явно вычислены с помощью 
узловых координат. Некоторые подробности такого интегрирова
ния даны ниже в примечании, которое может быть опущено при 
первом чтении.

Вычисление интегралов 1\—/3.
Интегрирование по площади треугольника лучше всего произ

вести, если взять интеграл по площади, заключенной, например, 
под прямой im (см. заштрихованный участок рис. 21), и добавить



к нему интегралы, полученные с помощью соответствующей фор
мулы для т  до у и / до i. Уравнение прямой im запишется

2 Aim +

__ rmzi r izm . D __Im • zm —  ziIm
rm rt rm ri

Таким образом, интеграл под прямой im принимает вид
*im~̂~Bimrг = г * = А - - \ - В ; т гт 1 т * I тj I ~ drdz = J 7- + Bim^  dr =

Г=Г. 2 = 0  Г = Г  .

Аналогично
r=rm 2=Atm+BimrI 1 Т

=  Aim log —  +  Birn (rm — rj).

1 (Aim + B tmr)*dr

2 = 0

drdz — J —  K™lm
r =  r :

At

(a )

2 lo g T f  +

Bt
+  AimBim (rm — rj) H----(r2m — ri) (b)

r=rm z=Aim+Bimr1 J f
2  =  0

drdz =  I —  =  Д ( Л  )3 b g  lm - +
Г  T o  3 Г ;

A;inBj
+  (Aim)2 Bim ( r m — r j) н-------—— X (rm — ri) -j----jp- ( r m — r ' i ) .  (c)

Величины интегралов, взятых по всей площади треугольника, 
окончательно определяются как

Д/i =  Aim log +  Amj log -L- Ajt log - j -  =  {Aи — Aim) logr, +
rm r,

+  (Amj — Aji) log rj +  {Alm — AmJ) log rm, (d)
члены В пропадают и

Д/2 =  \(А2н — A2im) log r i +  (Am,- — A2,) log г j -f (A2im — A2nj) log rm\/2 4- 
+  AlmBlm {rm — ri) +  AmjB mj {rj — rm) +  AjiBji (ri — rj) +

+  ! B2m (r2m -  r2i) +  B2mi (r2 -  r2n) +  B]i (r2 -  r2) }/4, (e)

Д̂ з =  {(A/f — A 3im) log rt- -j- (A, hj — A/i) log r j -j- ( A i m  — Amj) log rm}/3 
+  A2imBim {rm — ri) +  A;njB mj {rj — rm) +  AjiBli (r, — rj) +



Хотя радиальные смещения всегда будут нулевыми на оси 
симметрии, а при окончательном соединении соответствующие 
строки и столбцы будут вычеркиваться, во всех случаях удобнее 
использовать общее выражение для вычис- z 
ления жесткости элемента. ^

Т / Т  п  т т п т т п й т т й и и  Х^Т v  D U n o w n u u r "  T T T T f T  H U T D .  I m

и становится равным произведению 0Х °о , если п =  0. Предел 
этого члена может быть установлен с помощью правила Лопиталя. 
Действительно, этот предел всегда равен 0. Поэтому нужно просто 
опустить логарифмические члены в случае, если какой-нибудь ра
диус стремится к нулю. Если две радиальные координаты в узлах 
будут равными, снова возникают затруднения, так как оба члена 
А и В становятся бесконечными. Однако, как это ясно из рис. 21, 
интегрирование для таких прямых провести невозможно. Поэтому 
просто необходимо приравнять соответствующие коэффициенты 
А и В нулю, т. е. если

и снова можно использовать основную процедуру.
19.6 Внешние силы в узлах. При решении задач плосконапря

женного и плоскодеформированного состояния вопрос определения 
внешних нагрузок был настолько очевидным, что не нуждался в 
пояснениях. В данном случае, однако, важно понять, что узловые 
силы представляют объединенное действие силы по всей длине 
окружности, образующей узел элемента. Об этом уже упоминалось 
при интегрировании выражения, определяющего жесткость эле
мента, так как подобное интегрирование производилось по всему 
кольцу.

Так, если Л есть радиальная компонента силы на единицу 
длины окружности узла радиуса г, внешняя «сила», которая вво
дится для расчета, есть 2ягЛ.

( Пп —  r i ) n I

11 =  1, 2, 3

(ё)  Рис. 21. Пределы инте
грирования



Аналогично, в осевом направлении для представления объеди
ненного воздействия осевых сил получим 2jtrZ.

19.7. Узловые силы, возникающие под воздействием первона
чальной деформации. Из уравнения (II.9) получаем снова

{F } *  =  -  2я I [В]т [D] {е0} rdrdz, (IV.22)

откуда, отмечая, что {е0} постоянно, имеем

=  -  2я (I [в JT rdrdz) [D] {е0}. (IV.23)

Интегрирование производится таким же образом, как при опре
делении жесткости. Легко увидеть, что и в данном случае можно 
использовать приближенное выражение

(?,) =  - 2л [В,.]т [О ]{е0)7Д (IV.24)

вместе с корректирующим членом.
Таким образом,

{F,} =  {F ,) +  {F'i\. (IV. 25)

Однако корректирующий член окажется равным нулю, так как 

( Н  =  2я ( J  \В\\ rdrdz) [D] {е0} =  0.

Поэтому на самом деле мы имеем

{F}10 =  - 2 п  [В)т [D] (e0}rA. (IV.26)

19.8. Распределенные массовые силы. При рассмотрении осесим
метричных задач часто необходимо учитывать распределенные мас
совые силы, как, например, силы тяжести (действующие в направ
лении оси z), центробежные силы вращающихся частей механизма 
или поровое давление.

Пусть эти силы, действующие на единицу объема материала в 
направлении г и z, соответственно будут обозначены

H z ) '  (IV -27)

С помощью основного уравнения (II.9) получаем

{F}p =  — 2л J  [ЛПТ | ^  j rdrdz,

или, расчленив,

{Fi}p ~  2л j N trdr dz. (IV.28)



Используя сдвиг осей подобно тому, как это производилось в- 
пункте 14.7, легко показать, что если массовые силы постоянны, 
то в первом приближении мы получим

( F , ) p  =  {? ,•}, =  =  -  2*  { 1 }  г М З .  (IV.29)

Хотя это приближение не является точным, остаточный член 
будет уменьшаться с уменьшением размеров элемента, и, так как 
этот член является саморегулирующим, он не будет давать суще
ственных ошибок. Очевидно, в этом случае возможно произвести 
точное интегрирование. Если массовые силы выражены с помощью 
потенциала так, как это было сделано в пункте 14.9, т. е.'

д Ф

дг ’
дФ
д г

(IV.30)

и если этот потенциал линейно определяется с помощью его уз- 
узловых величин, то можно использовать выражение, эквивалент
ное уравнению (III.40) с той же степенью приближения. Во мно
гих задачах массовые силы изменяются пропорционально г. На
пример, для вращающихся механизмов

tf =  co2pr, (IV.31)

где со есть угловая скорость, а р  — плотность материала. В этом 
случае уменьшается точность при решении уравнения (IV.29), и 
для получения лучших результатов необходимо явное интегриро
вание.

19.9. Вычисление напряжений. Как явствует из уравнений 
(IV.5) и (IV.6), напряжения в этом случае изменяются по всему 
элементу. Целесообразно определить среднее напряжение в цент
ре тяжести элемента. Матрица напряжения, полученная из урав
нений (IV.6) и (II.3), даст, как обычно,

{и )е =  [0 ]ГВ\ № - [ D ]  {е0}-
Можно заметить, что происходит некоторое колебание вели

чин напряжений в различных элементах, поэтому наибольшая 
точность может быть достигнута при осреднении напряжений в уз
лах. Дальнейшее улучшение точности решения будет обсуждаться 
в главе V.

20. Некоторые иллюстративные примеры

Контрольные задачи наподобие задачи о цилиндре, находя
щемся под воздействием постоянного осевого или радиального 
напряжения, дают решения, которые совпадают с точными. Это яв
ляется еще одним свидетельством того, что функция смещения 
воспроизводит условия постоянной деформации. Примером, когда 
возможно точное решение и когда возникающие градиенты напря



жения имеют почти линейную форму, может служить задача о 
сфере, которая испытывает внутреннее давление.

На рис. 22, а показаны напряжения в центре масс, полученные 
при грубом разбиении. Следует обратить внимание на колебание 
полученных величин напряжения около точных значений. (Эти

Рис. 22. Напряжения в сфере, вызываемые действием внутреннего 
давления (коэффициент Пуассона v =0 ,3 ):

а — напряжения, относящиеся к центру тяжести при разбивке па треугольные 
элементы; б — осреднение напряжении в узловых точках при разбивке на тре
угольные элементы; в —система четырех угольных элементов, полученная осред
нением соседних треугольных элементов

колебания еще более ощутимы при больших величинах коэффи
циента Пуассона, хотя точное решение и не зависит от этого). 
На рис. 22,6 показано более точное приближение, полученное от 
осреднения напряжений в узловых точках, а на рис. 22, в, где ис
пользовались методы осреднения, обсуждаемые в главе V, точ
ность приближения еще выше. Близкое согласование с точным 
решением даже при грубой разбивке на элементы, используемом 
в этих примерах, указывает на возможность точного решения 
Смещение в узлах по сравнению с точными величинами показано



на рис. 23. На рис. 24 вычислены температурные напряжении та
кой же сферы в условиях стационарного теплового потока. И 
снова сравнение с точным решением показывает высокую сте
пень приближения.

О с ь
I вращение

1—— | Т о ч н о е  р е ш е н и е

_____ Осредненное з н а ч е н и е  н а п р я ж е н и и
1 А | при р а з б и е н и и  н а  т р е у г о л ь н ы е  

э л е м е н т ы

Осредненное значение напряжения 
°  1 при. разбиении на четырехугольные 

элементы

Рис. 23. Смещения на внутренней и 
внешней поверхностях сферы в усло
виях нагружения, соответствующих 

рис. 22:
/ — величина, вычисленная по методу ко
нечных элементов — 5.27: величина, полу
ченная по точному решению — 5,19: 2 — ве
личина, вычисленная по методу конечных 
элементов — 0,3; величина, полученная по 
точному решению — 6.34

Рис. 24. Температурные напряжения 
в сфере в условиях стационарного 
теплового потока (температура внут
реннего контура сферы 100° С, тем
пература наружного контура 0 °С )

а — осредненные значения напряжений для 
четырехугольных элементов: б — измене
ние температуры и напряжения по радиусу

21. Практические приложения

Ниже приводятся два примера практического использования 
программы для осесимметричного распределения напряжения.

Напорный резервуар реактора из предварительно
напряженного бетона
На рис. 25 показано распределение напряжения в относительно 

простом напорном резервуаре. Вследствие симметрии мы рассмат
риваем только одну половину резервуара, а представленные здесь 
результаты относятся к компонентам напряжения, вызываемого 
внутренним давлением. При исследовании предварительно напря
женных тросов можно получить такие же результаты, если ввести 
в расчеты соответствующие величины узловых нагрузок, вызы
ваемых этими тросами.
3 О Зенкевич, И. Чанг 65



а — разбиение на четырехугольные элементы, произведенное на ЭЦВМ: б — напряжения, 
вызываемые внутренним давлением р постоянной интенсивности. Направления равных зна
чений напряжений вычерчены на графической приставке ЭВМ. Решение основано на осред
нении величин напряжений при разбивке на четырехугольные элементы. Коэффициенты 
Пуассона v=0,15.

Линия н улевого  значения  
совпадает  с границей, кам еры  ■

Рис. 26. Камера высокого давления реактора. 
Температурные напряжения, вызываемые стацио
нарным тепловым потоком. Линии наибольшего 
главного напряжения в фунтах/кв. дюймы., 
(Температура внутри реактора 400° С; температу
ра вне реактора 0° С; а= 5 -1 0 _в/°С; £ = 2 ,5 8 Х  

Х10® фунта/кв. дюймы; v=0,15)

2000

3000
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Точное решение для 
задачи Буссинеска

____  Решение задачи
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Рис. 27. Свая в двуслойном грунте:
а — нерегулярное разбиение области на элементы и данные для задачи: £ сваи =G00; \>сваи =0,25; радиус сваи=1,5'; £ i= I ; Vi =  0,35; £ 2 = 40;
v2=0,30; б — свая в двухслойном грунте. На схемах приводятся эпюры вертикальных напряжений, действующих на горизонтальные участки 

со сваи. Дано также схематическое решение задачи Буссинеска при условии £ i =  E2 е_£,сиап и сравнение полученных данных с точными 
*  величинами
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На рис. 26 показаны линии равных главных напряжений, вызы
ваемых стационарным тепловым потоком. Тепловое состояние вы
зывается установившимся тепловым потоком и определяется ме
тодом конечных элементов, как это описывается в главе X.

Свайное основание. На рис. 27 показано распределение напря
жений вокруг свайного основания, включающего два различных 
слоя. Эта неоднородная задача не представляет трудности и ре
шается посредством стандартной программы.

22. Несимметричное нагружение

Метод, описанный в этой главе, может быть распространен на 
задачи с несимметричным нагружением. Если изменение нагрузки 
по периферии можно выразить в круговых гармонических функ
циях, то при решении все еще возможно сосредоточиться на одном 
осевом участке, хотя число степеней свободы в этом случае уве
личивается до трех. Более подробно этот процесс описывается в 
главе IX в связи с осесимметричными оболочками, поэтому здесь 
он не рассматривается. Полнее его описание приводится в рабо
те [4].
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Глава V
НЕКОТОРЫЕ УСОВЕРШЕНСТВОВАНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ 
В ДВУМЕРНЫХ ЗАДАЧАХ

23. Вступление

Плоские задачи, которые рассматривались в главах III и IV 
с помощью элементов треугольной формы, могут решаться также и 
с помощью элементов другой полигональной формы. Можно, на
пример, использовать четырехугольные элементы, среди которых 
прямоугольные элементы представляют частный случай. Если для 
таких четырехугольных элементов будет выбрана соответствующая 
функция смещения, то для данного числа узлов точность решения 
значительно увеличивается, так как большее число степеней сво
боды дает лучшее приближение величин смещений внутри эле
мента. Четырехугольники произвольной формы допускают введение 
любой граничной формы и позволяют изменять размеры элемента, 
сохраняя при этом преимущества треугольной формы элемента. 
Главным возражением против использования четырехугольных 
элементов могут быть арифметические трудности и в связи с этим 
значительное увеличение вычислительного времени при опреде
лении характеристики элемента.

Это можно считать недостатком последней формулы, представ
ленной в этой главе.

Первой задачей, рассматриваемой здесь, является определе
ние жесткости четырехугольного элемента с помощью формул для 
треугольного элемента. Поэтому она не может точно характе
ризовать новую форму элемента. Следующая ступень — использо
вание элементов с шестью узлами.

Здесь будет показано, что подобные элементы позволяют ис
пользовать полный квадратичный полином, не ограничиваясь 
линейным изменением всех компонентов напряжения.

Если рассматриваются треугольные элементы с тремя допол
нительными узлами, взятыми вдоль его сторон, то условие непре
рывности соблюдается автоматически.

24. Характеристики четырехугольных элементов, 
определенные с помощью треугольных элементов

Как показано на рис. 28, производя соединение соседних тре
угольников, мы можем рассматривать любую разбивку на тре
угольники как четырехугольное разбиение. Жесткость типичного 
четырехугольника может быть вычислена сложением величин 
жесткости двух соседних треугольников. Если теперь предстоит 
записать условия любой задачи, рассмотренной в главах III—IV,



с помощью таких четырехугольных элементов, то, хотя последова
тельность вычисления изменится, окончательные уравнения узло
вых смещений, а следовательно, результаты смещения останутся 
теми же самыми. Единственное преимущество этой вычислитель
ной процедуры заключается в том, что количество входных данных
уменьшается, так как число 
самих элементов сократится на
половину. Описанное выше ком
бинирование треугольников пред
ставляет, однако, значительное 
преимущество при нахождении 
средних величин напряжения. 
При постоянстве распределения 
деформации внутри треугольника 
и размещения постоянных вели
чин к центру тяжести элемента 
происходит, как уже отмеча-

У

Рис. 28. Четырехугольный Рис. 29. Решение задачи чистого
элемент, полученный в ре- изгиба (см. рис. 7) с помощью
зультате соединения двух осреднения напряжений в центре

треугольников квадратных элементов. & каждом
элементе напряжения перечислены 
в следующей последовательности:

(Ту, Ох, Тху

лось, некоторое колебание величин напряжения с возникновением 
больших градиентов напряжения. Если теперь осреднить два по
стоянных напряжения в треугольнике и отнести к центру тяжести 
четырехугольников, то получим значительное улучшение в пред
ставлении поля напряжения. Сравнение, .рис, 29, где проводится 
такое осреднение для задачи изгиба балки, иллюстрируемой на 
рис. 7, свидетельствует о том, что произошло значительное вырав
нивание напряжений и улучшение точности, даже при грубой 
разбивке. При этом важно, чтобы площади двух треугольников, 
в которых происходит осреднение напряжений, были бы прибли
зительно равными. Некоторые дополнения программы позволяют 
производить взвешивание напряжений пропорционально площади



треугольников. На рис. 22—25 (стр. 64—66) использовался как 
раз такой метод осреднения — сглаженное поле напряжений сви
детельствует о его преимуществах.

Возможен другой способ комбинирования треугольников для 
определения характеристик четырехугольника. Любой четырех
угольник, как показано на рис. 30, а и б, может быть разбит на 
два треугольника двумя спосо
бами-. Если теперь определить 
жесткость элемента осреднением 
величин жесткости элементов, 
образованных по методам а и б, 
мы получим улучшенную харак
теристику жесткости, которая 
теперь не будет идентична харак
теристике соответствующей раз
бивки элемента на треугольники.
Возникают вопросы о. сходимости 
и точном, значении определенного 
таким способом процесса.
В обоих случаях легко дать ответ.
Рассмотрим решение при раз
бивке; каждого четырехугольника 
на треугольники одной системы. Такое решение будет сходигься 
при уменьшении размеров разбиваемых элементов, и поэтому мы 
можем записать

[K]1H  =  {F} +  W i. (V.1)

где [К]\ — объединенная матрица жесткости всех треугольни
ков {ш} — вектор- истинного смещения, {F} — вектор внешней на
грузки и, наконец, {e}i — погрешность, величина которой умень
шается при увеличении числа разбиений.

Таким же образом разбивка каждого четырехугольника на 
треугольники другой системы дает выражение

[К\Л™) =  {Р} +  {е)ъ, (V.2)
где {ё}2 снова уменьшается до нуля.

Складывая уравнения (V.1) и (V.2) и разделив на 2, полу
чаем

- J  ([/Cli +  [КЫ М  =  { F }  +  Y  ({е>, +  М 2), (V.3)

ТДе ~  ([-KL+f-^b)— матрица жесткости, получаемая осредне
нием.

В результате получаем сходящееся решение по уравне
нию (V.3). Так как число комбинаций треугольных элементов, 
получаемых в результате разбивки каждого четырехугольного

к

Рис. 30. Свойства элемента, получен
ные методом осреднения двух типов 
разбивки четырехугольных элемен

тов на треугольные



элемента, на две группы треугольников, очень велико, можно вы
вести следующее:

а — решение будет сходящимся;
б — точность результата будет больше, чем худшая комбина

ция треугольных элементов (но меньше, чем лучшая комби
нация) .

На практике использование формул четырехугольной разбивки 
дает незначительные преимущества перед определенной единой 
комбинацией треугольников.

25. Выбор функции формы для прямоугольника

Здесь мы рассматриваем прямоугольный элемент, так как он 
может использоваться в определенных практических задачах и, 
что особенно важно на данном этапе, позволяет получить простые 
математические формулы. Очевидно, возможности его применения

ограничены, но, как мы увидим, 
имеются некоторые пути для обоб
щений к элементу произвольной 
четырехугольной формы.

В треугольных элементах каж
дый компонент движения опреде
лялся с помощью трех узловых 
величин. При этом, используя пред
ставление при помощи полиномов, 
допускают линейное изменение 
перемещений с тремя неопределен
ными постоянными (III.3) или тремя 
функциями формы (III.7). В четы
рехугольном элементе четыре узло

вые величины позволяют ввести в полином четвертую постоянную, 
в результате чего функции формы в большей степени отражают 
истинную деформацию. Выбор четвертого члена полинома не яв
ляется явным, поэтому в качестве четвертого члена могут быть 
представлены разные квадратичные члены.

Однако, если вводится условие непрерывности смещения, то 
возможность выбора становится более ограниченной.

Рассмотрим четырехугольный элемент ijmk на рис. 31.
Если поле смещения непрерывно между смежными элемента

ми, каждый компонент смещения должен линейно изменяться 
вдоль сторон элементов. В таком случае совпадения смещений в 
узлах будут автоматически требовать совпадения во всех промежу
точных точках. Поэтому выражение полинома ограничивается 
включением членов, имеющих такое линейное изменение, при ко
тором координаты х или у будут постоянными.

Например, компонент смещения и может быть записан как

У

к
Ть

ь
L

Рис. 31. Прямоугольный элемент

О

О
- I

(V.4)и =  +  а 2х +  а  Зу +  &ху.



Коэффициенты этого уравнения определяются тем же спосо
бом, как и при выводе уравнения (III.7), т. е. одновременно за
писываются четыре уравнения с узловыми величинами и, а коор
динаты заменяются.

В случае, если точка начала координат взята в центре эле
мента, показанного на рис. 31, решая, мы можем записать

и =  —— {(а — х)(Ь — у) щ +  (а +  х) (Ъ — у) uf +  (а +  х) (Ъ +  у)ит -\- 
АаЬ

4- (а — х) (Ь +  у) Uk}, (V.5)

где 2а и 2b есть две стороны четырехугольника. Если использо
вать безразмерные координаты

х' =  xl& и у' =  у/Ь,

то получаем

и =  —— {(1 — х ')  (1 — у ')  Ui 4- (1 4- х')(\ — у ')  и j  +  (1 4- х ')  (1 4- У') и ,п~\~
4

4- (1 — х') (1 4-0') и*}. (V-6)
Выражение, подобное уравнениям (III.7) или (IV.3), могут 

быть теперь записаны как
{/} =  ( /N 't .  I N ) ,  I N m . I N ) )  {о}-, 

где

N't =  (“  -  X) Ф  -  У) =  4 г1 -  *') (:1 -  « ’) (V-7)4аЬ  4

и т. д., а /  — единичная матрица 2X2.
Начиная с этого момента и далее, все операции, описанные в 

главах III и IV, могут быть повторены таким ж^ образом для по
лучения соответствующих матриц жесткости и напряжений. Те
перь даже в случае плоского деформированного состояния дефор
мация не будет постоянной внутри элемента. Однако простая фор
ма и пределы интегрирования делают алгебраические вычисления 
сравнительно несложными [1, 2]. Подробности этого метода здесь 
не рассматриваются, так как практическое применение четырех
угольных элементов несколько ограничено. Читателю предостав
ляется вывести самому соответствующие выражения для провер
ки его понимания общего процесса.

26. Выбор функции формы для произвольного 
четырехугольника

Выражение полинома с четырьмя коэффициентами типа, дан
ного в уравнении (V.4), может без особых трудностей приме
няться к четырехугольникам вообще, как это показано на рис. 32. 
В этом случае, однако, условие совместности для непрерывности



смещения между смежными элементами удовлетворяться не бу
дет, так как изменение функции вдоль любой прямой, наклонной 
к оси х или у, не будет линейным.

Для преодоления этой трудности целесообразно записать по
лином заданной формы с помощью специальных координат, кото
рые принимают постоянные величины вдоль сторон любого произ

вольного четырехугольника. 
Такие координаты упомина
ются у Irons [3] и приводятся 
на рис. 32. Вновь вводимые ко
ординаты |  и г] выбраны так, 
что линии постоянных £ и У] 
есть прямые и принимают 
величины ±  1 у сторон четы
рехугольника. Обе величины 
увеличиваются в линейном 
масштабе.

Если поэтому представить 
выражение (V.4) в функции 
этих новых координат, то сме
щение и будет линейно изме
няться вдоль сторон элемента, 
что обеспечивает непрерыв
ность. Исходя из подобия 

с выражением уравнения (V.6), получаем

 ̂и  — —  {(1 — £) (1 —Л) u i ■+■ (1 4-1) (1 — Л) u j  +  (1 +  £) 0 ~Т л) и т +

+  0 - Ш 1  + л )и * }  (V.8)
Это уравнение можно использовать лишь в том случае, если де
формации и различные результаты интегрирования относятся к 
системе координат х  и у. Соотношения между двумя системами 
координат можно вывести очень легко. Вдоль любой линии £ =  
=const х  и у изменяются линейно с т), и так как аналогичное по
ложение справедливо для r] =  const, то уравнение (V.8) представ
ляет необходимую интерполяционную формулу. Таким обра
зом, можно записать

*  =  — {О — Ш 1 — л)*/  +  0  + £ ) ( ! — л) X j + { \  + £ ) (1  + л ) * т +

- М 1 - Ш 1 + Л ) * * }  (V.9i
и таким же образом

у =  -^ -{(1  —  Ш 1 —  4)yi +  (1 + 1) (1 —  1) )<// +

+  (1 +  э  (1 +  л) уп +  (1 - 1) (1 -  л) </*}• (V. Ю)

т

Рис. 32. Четырехугольный элемент обще
го вида и новая система координат



Так как трудно, если вообще возможно, записать уравнение 
(V.8) непосредственно с помощью координат х  и у, целесооб
разно продолжать дальнейшие вычисления с помощью дополни
тельных координат. Дифференцирование по х и у может быть 
заменено дифференцированием по £ и т].

Мы получаем
д_
д1

дх д ду д
д1 дх д1 ду

д
дт\

или в Матричной форме

дх д ду д
<3г| дх <Э£ ду ’

д д д д
д1

=  [J]
дх

. и •
дх

=  и г 1
д1

д д д д
. <3т] . ду ду . Зг]

(V.11)

(V.12)

где [/] есть якобиан, который с помощью уравнений (V.9) и 
(V.10) принимает вид

дх ду 1
д1 ’ д1

дх ду
дг| дт]

1
4

0 —!л)> (1 — л). (1 + л ) .  — О + л ) ‘
(1 + Ю ,  (1 - Ю .

%i» У~1
Xj > yj
Лт» У m 

-Xk> У к -

(V.13)

Таким образом, легко вывести матрицы деформации с помо
щью координат т) и

Интегрирование по отношению dx dy может быть таким же об
разом. заменено интегрированием по отношению d£,dr\ при соответ
ствующем упрощении пределов интегрирования, которые в этом 
случае для обеих переменных устанавливаются от —1 до + 1 . 
Легко показать, что замена

dxdy =  det | J  \ d̂ dr] (V. 14)

должна быть произведена при подобном интегрировании. Таким 
образом, мы имеем все необходимое для получения матриц жест
кости и напряжения, поэтому мы не будем останавливаться на 
этом подробнее. Очевидно, однако, что при интегрировании раз
личных выражений мы встречаемся с трудностями, которые почти 
непреодолимы, если мы хотим получить выражение в замкнутой



форме. Эти трудности возникают из-за матрицы | / | -1, где в зна
менателе различных выражений встречаются полиномы.

На данной фазе поэтому целесообразно применить численное 
интегрирование. При этом т] и £ разделяются на соответствующие 
промежутки, и матрица [J] вычисляется в нескольких точках. Чис
ленное определение соответствующих интервалов производится 
с. помощью метода Гаусса или другими подобными способами [3] 
(см. также Приложение V). При этом, однако, программы для вы
числительных машин усложняются, и поэтому неизвестно, нельзя 
ли скорее добиться улучшенной точности вычисления с помощью 
более точной разбивки при обычном использовании треугольных 
элементов.

Улучшение точности вычисления при использовании этих четы
рехугольников вполне очевидно, но значительно более важно, что 
с помощью изложенных выше принципов можно производить даль
нейшее формулирование.

27. Треугольный элемент с шестью узлами

Если элемент имеет 6 узлов, то возможно полное квадратичное 
выражение для любой функции, содержащей 6 постоянных, а по
стоянные будут определяться единственно в зависимости от функ
ции узловых величин. Так, например, смещение и может быть 
записано

и =  ocj +  V  +  а зУ -т- °Ч*2 +  ху +  а 6£/2- (V. 15)
Постоянные а ь аб могут быть найдены из шести уравнений 

типа

“ i =  «1 +  a 2*i +  «ai/i +  +  ВД01 +  ЗД? • (V. 16)

При использовании полного квадратичного полинома все 
деформации и напряжения могут иметь любое предписанное линей
ное изменение по элементу, в то время как критерий постоянного 
напряжения все еще будет применим.

Естественно, это увеличивает число степеней свободы по срав
нению с любым другим рассмотренным здесь элементом и ведет к 
улучшенному представлению.

Изменение и по любой стороне элемента будет иметь форму 
параболы, и при этом необходимо учитывать непрерывность сме
щения в отношении к соседним элементам.

Если форма элемента будет треугольная, как это показано 
на рис. 33, то для любой стороны 1—2—3 мы можем записать

и (s) =  о, -j- bs —J— cs2,

причем изменение и имеет вид параболы. Парабола единственно 
определится с помощью величин и в узлах 1, 2 и 3, а непрерыв
ность смещений в этих узлах относительно смещений в соседних



элементах автоматически обеспечивает непрерывность по всей 
поверхности 1—2—3. Это положение было сформулировано 
Fraeijs de Veubeke [4] и позднее Аргирисом [5]. Для данного числа 
узлов эта формула обеспечивает лучшее представление истин
ного напряжения и смещения, чем то, которое можно получить 
для такого же числа узлов с помощью более мелкого разбиения

Рис. 33. Треугольный эле
мент с шестью узлами

I»

' Точное гршение

Рис. 34. Цилиндр под действием на
грузок р, приложенных по одному из 
диаметров. Результаты расчета с 
двумя типами специальных элементов

на простые треугольные элементы (последнее показано пунктир
ными линиями на рис. 34, и из рисунка видно, что число элемен
тов в этом случае в 4 раза больше).

В практических задачах целесообразно ввести дополнительные 
узлы в середине сторон и определить их координаты с помощью 
машины.

Уравнения для смещений и и v в узлах могут быть записаны 
так:

«1
Vl

{ду =

иг
1 vi

или

1, хг, уи х\ , ххуи у\ , О, О, О, О, О, СГ 
О, 0, 0, 0, 0, 0, l , x lt yltx\ , xlf ylt y\

a l

X (V. 17)

V.16)Щ е =  [С 1 {a}.



Поскольку
j l ,  Xi у, Л'2, ху, у2, О, О, О, 0, 0, ° W a j =  [P](a }> (V.19)
(О, О, О, О, О, О, 1, х, у, х2, ху, у2]

можно записать
Ш  =  [Р] [С]-1 {в}с — [iVJ {6}". (V.20)

Подобным образом можно записать деформации
{е} =  [й] {a } =  [Й] [С]-1 {6}- =  [В] {8}', (V.21)

откуда матрица жесткости может быть получена с помощью фор
мул главы II.

Явное интегрирование выражений по частям возможно, но чщ 
слённое определение [С]) и ее обращения более удобно.

Следует заметить, что для получения обращения 12X12 только 
одна матрица 6 x 6  должна быть обращена, так как две системы 
уравнений для и и v идентичны.

Вполне очевидно, что можно еще более улучшить форму и 
свойства элемента в соответствии с методом, изложенным в этой 
главе.

28. Иллюстративный пример

Использование более совершенных элементов иллюстрируется 
на примере цилиндра, который подвергается нагружению вдоль 
диаметра. В этом случае используются четырехугольные элементы 
с четырьмя узлами того типа, который был описан в параграфе 26, 
а также еще более совершенные элементы с восемью узлами. При
водимые графики напряжения свидетельствуют о хорошем при
ближении при решении с помощью более простых элементов и 
дают точные результаты при использовании элементов с восемью 
узлами. Этот элемент [6] строится с использованием полиномов, 
которые имеют параболические изменения вдоль сторон и вклю
чают два кубических члена в дополнение ко всем квадратичным. 

Например, выражение
и =  «1 +  «з£ +  а зт1 +  +  а 6£т] +  ссбт12 +  а £ 2г] +  a 8̂ 2 (V.22)

есть основная формула формы смещения. В других случаях можно 
получить еще более улучшенное решение с увеличением порядка 
элементов.
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Глава VI
ТРЕХМЕРНОЕ НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ

29. Вступление

Для читателя уже становится ясным, что теперь общий метод 
конечных элементов можно применить к расчету напряжения для 
объемных задач. Такие задачи охватывают почти все практиче
ские ситуации, хотя в некоторых случаях с помощью различных 
двумерных аппроксимаций можно получить более точную и более 
экономичную «модель».

Для получения приемлемой физической аппроксимации при 
решении объемных задач потребуется, естественно, большее коли
чество элементов, что перегружает память даже самых больших 
современных машин. На данном этапе мы не рассматриваем под
робно эти трудности.

Простым двумерным непрерывным элементом является тре
угольник. При трехмерных задачах его эквивалентом будет 
тетраэдр, элемент с четырьмя узловыми углами, поэтому в первой 
части данной главы мы даем основные формулировки такого эле
мента. Здесь сразу же возникает трудность, с которой мы не стал
кивались ранее. Это вопрос порядка нумерации узловых чисел, 
т. е. соответствующего представления тела, разделенного на 8 уз
ловых точек, что в простейшем виде представляет четырехугольную 
призму. При рассмотрении подобного элемента нужно использо
вать некоторые методы, разработанные в главе V в отношении 
четырехугольников. При использовании подобных элементов обна
руживается одно преимущество — физическое представление объе
ма, составленного из восьмиугольных блоков, значительно упро
щается. Вывод формулы для таких элементов производится во 
второй части этой главы. Первые попытки сформулировать мат
рицу тетраэдрального элемента встречаем у Gallagher et al. [1] и 
Melosh [2]. Дальнейшее развитие этой задачи дано у Аргириса 
[3, 4]. Более сложные элементы, рассматриваемые в конце этой 
главы, были предложены Irons [5] и Argyris [6].

30. Характеристики тетраэдального элемента

30.1. Функции смещения. На рис. 35 изображен тетраэдральный 
элемент ijmp с координатами х, у и z. Смещение в точке опреде
ляется с помощью трех компонентов смещения и, v и w в направ
лении трех координат х, у и z.

Таким образом,

(VI. 1)



Как в плоском треугольнике линейные количественные измене
ния определялись с помощью трех узловых величин, так и в дан
ном случае линейные изменения будут определяться с помощью- 
четырех узловых величин.

По аналогии с уравнением (III.3) мы, например, можем запи
сать

и =  a i +  а гх  +  а зУ +  а 42- (VI. 2)'

Рис. 35. Пространственный элемент в 
форме тетраэдра (рекомендуется ис
пользовать последовательный поря
док нумерации, т. е. начиная с р уз
лы следует нумеровать против часо
вой стрелки, например pijm или 

mipj и т. д . )

Приравнивая величины смещения в узлах, получаем 4 уравне
ния типа

u,i =  a i +  а д  +  а д  +  а д  (VI.3)
откуда можно найти сп, ..., 0&4. Это решение может быть записано' 
в форме, аналогичной уравнению (III.5), с помощью определи
теля, т. е.

U =  ~W +  b[X +  с*у +  diZ* Ui +  ^  +  bj х -f С] у +  dj г) Uj +

+  (ат  +  Ьт х +  сту 4- d.mz)uni 4- (dp 4- bpx -|- сру 4- dpz)up}, (VI.4)
где

6V =  det

1, X1, Уп 2/
1, Xj, Ур Zj
I > хт> У т > 2/п
1» х pi У pi zp

(VI. 5а)

и величина V представляет объем тетраэдра. Раскрывая другие 
соответствующие определители в форме их алгебраических допол
нений, мы получаем

а { — det
Xj, Ур Z)
xmi У mi 2/n
Xpt У pi zp



b: =  — det
!. У р  Zj 

1t Ут > Zm

У pi %p

(VI. 56)

c L =  det
X 1, Zj  

^» Zm , dt =  —  det
%p  y j i  t 
^я' У mi 1

% pt I.» 2 p % pi  У pi t

где остальные постоянные определяются с помощью циклической 
перестановки индексов в последовательности р , i, j, т .

Последовательность наименования узлов р, i, /, т  должна 
следовать правилу «правой руки», которое вытекает из рис. 35. 
В соответствии с ним первые три узла получают индексы в на
правлении против часовой стрелки, если вести отсчет от послед
него узла. Смещение элемента находим с помощью двенадцати 
компонентов смещения

{8у = (VI.6)

где

{lh ]
{6/} =  и, I

Смещение произвольной точки может быть записано так:

Щ  =  [IN ’, , IN) , INm , IN'p), {6}', (VI.7)

где скаляры определяются как

Ni =  (я,- -{- btx -{- сty +  diz)/QV (VI.8)

а I есть единичная матрица 3 x 3 . Используемые функции смеще
ния в этом случае, очевидно, удовлетворяют требованиям непре
рывности на внешней поверхности между различными элементами. 
Это является прямым следствием линейного характера изменения 
смещения.

30.2. Матрица деформации. В трехмерном случае для полного 
решения достаточно рассмотреть 6 компонентов деформации.



{е} =

Ууг 

Угх )

ди
дх
d v

ду
d w

дг
I ди г ди ’ 

ду дх 
d v  d w  

дг ду 
dw . ди 
дх дг

(VI.9)

следуя стандартным обозначениям, даваемым Тимошенко. С по
мощью уравнений (IV.4-)— (VI.7) легко убедиться, что

{е} =  [В] {6}* =  [Bh B j9 Вт , В р] {б}-, (VI. 10)

где

bi !° 10 -
0 \ ci io

1 0 i0 Ui
6V Cl k 1°

0 k i ci
Ю \ b i _

(VI. 11)

Другие матрицы получаем таким же образом, просто меняя 
местами нужные индексы. Начальные деформации, подобные 
деформациям температурного расширения, могут быть записаны 
в обычной форме как вектор с шестью компонентами, который, 
например, при изотропном температурном расширении есть про
сто

К )  =

аВе
aQe
аВе

0
0
о

(VIЛ 2)

где а  — коэффициент расширения, а 0е— среднее повышение тем
пературы элемента.



30.3. Матрица упругости. В полностью анизотропном состоянии 
матрица [D], выражающая отношение шести компонентов напря
жения к компонентам деформации, может содержать 21 неза
висимую постоянную (см. раздел 14.4).

Таким образом, в общем случае

м [D] ( {е }- {е „ } ) . (VI. 13)

Хотя при вычислениях, связанных с подобного рода материа
лами, трудностей не возникает, так как умножение никогда не 
бывает явным, мы считаем целесообразным повторно рассмот
реть матрицу [D] для изотропного материала. Так, с помощью 
обычных постоянных упругости Е  (модуль) и v (коэффициент 
Луассона) можно матрицу [D] записать как

о -
О 
О

О 

О

(1 - 2 у)
2(1 — v) _

(VIЛ 4)
30.4. Матрицы жесткости, напряжения и нагрузки. Матрицы 

жесткости, определяемые общим соотношением уравнения (II. 10), 
могут быть явно проинтегрированы, так как компоненты напря
жения и деформации в элементе постоянны.

Обычная подматрица rs матрицы жесткости есть матрица 
3X3, определяемая как

[krs] =  [Br]T[D][Bs]V, (VIЛ 5)

где V есть объем элементарного тетраэдра.
Узловые силы, возникающие в результате начальной деформа

ции, определяем яо аналогии с уравнением (III.31):
{F)l, =  - [ B \ T [D] {е0} V,

:х

1,

Симметрично

[О] -  , _f ( I T V) „ X(1 +  v) ( l - 2 v ) ^

1 о 0,г о 0,
1, 0, 0,

(1 —  2v) o,
2(1 —  v) ’

(1 —  2v)
2(1 — v)

(VI.16)



V ih . =  -  [В,]т [D] {е0} V
Результаты настолько аналогичны описанным в главе III, что 

дальнейшего явного формулирования не требуется. Читатель не 
встретит никаких затруднений на всех этапах составления про
граммы для машины. Распределенные массовые силы снова 
можно представить в функции их компонентов X, Y, Z или в 
функции потенциала силы. Не удивительно, что мы еще раз убе
димся, что, если массовые силы постоянны, то узловые компо
ненты общей равнодействующей силы окажутся распределенными 
на 4 равные части (см. III.34).

31. Составные элементы с восемью узлами

На рис. 36 показан восьмиугольный элемент, наиболее удоб
ный для расчета напряжения. Легко убедиться, что элемент по
добной формы (который есть шестигранник) может быть построен

Рис. 36. Сложный элемент с восемью узлами и разбивка его на пять те
траэдров (а)  и другой способ разбивки на тетраэдры (б)

только двумя способами из пяти элементов — тетраэдров. Оба 
эти способа разделения на тетраэдральные элементы показаны 
на рисунке. Таким же способом, какой был изложен в парагра
фе 24, эти соединения могут быть использованы для улучшения 
точности представления напряжения, а если взять оба типа соеди
нения и осреднить результаты, то и для получения улучшенной 
матрицы жесткости.

Дальнейшее усовершенствование — это разбиение восьмиуголь
ного «кирпичного» элемента на шесть тетраэдров. При использо
вании его без усреднения диагонали противоположных сторон



всегда могут быть представлены параллельно, что обеспечит ряд 
преимуществ. Если кирпичный элемент напоминает по форме па
раллелепипед, то объемы всех тетраэдров приблизительно равны. 
Среднее напряжение будет, таким образом, хорошо соответство
вать истинной картине.

32. Улучшенные функции смещения — прямоугольная призма

Если взять элементы с восемью узлами, то мы сможем исполь
зовать более сложные функции формы и, следовательно, получить 
лучшую степень представления реальных деформаций. Например, 
для представления компоненты смещения а возьмем полином, 
сохранив восемь членов в выражении
и =  +  а 2х +  а Зу -f- a 4z +  а ьху +  a 6yz +  oc7zx +  а 8х2 -f а 9*/2 -f-

Мы не можем сказать определенно, какие именно члены сле
дует сохранить. Однако сейчас можно провести аналогию с функ

циями формы, которые были 
выведены для четырехуголь
ника в параграфе 25.

Мы видим, что для обес
печения непрерывности со 
смещениями смежных эле
ментов функция смещения 
должна линейно изменяться 
вдоль ее сторон. Для четы
рехугольных элементов это 
ограничение привело к 
функциям формы, описывае
мым. с помощью уравнения 
(V.5) или (V.6). Мы можем 
немедленно записать функ
ции формы для элемента, 
показанного на рис. 37, как

и =  - j-  [(1 +  X') (1 +  у') (1 +  Z') И, +  (1 +  -V-') (1 -  f/') (1 +  +

+ (1 - 0  (1- у’)(1 + z')«3 + (l - 0(1 + </')(! + 0 “i +
+  (i +  xf) (i — z0 w5 +  (i +  *0  (i — / ) ( i  — z') ue +

+  (1 -  X’) (1 -  у') (1 -  z') щ +  (1 -  + ) (1 +  у') (1 -  z') ue 1, (VI. 17)

используя безразмерные координаты
x' =  x/a, у' =  ylb, z' =  z/c (VI. 18)

с точкой начала координат в центре тяжести.
С первого взгляда можно убедиться, что и изменяется линейно 

в любом сечении, параллельном одной из осей, поэтому непрерыв
ность смещения автоматически сохраняется.

Рис. 37. Призматический прямоугольный 
элемент



где I — единичная матрица 3X3, а

{6} =  =  [1N\ , IN '2, Ш'а] {6}', (VI. 19)

ЛГ; =  - 1 - ( 1 - л : ' ) ( 1 - ! / ' ) ( 1 - 2 ' )

Определив теперь функцию смещения, мы можем найти вектор 
деформации и затем матрицу жесткости традиционным способом 
без всяких трудностей.

Деформации в этом случае будут линейно изменяться в зави
симости от координат, но явное интегрирование может быть про
изведено без затруднения, так как пределы интегрирования очень 
просты. Польза элемента будет ограниченной, так как только про
стые границы поддаются приближенному определению, а измене
ние размеров элемента произвести трудно. Однако, как и в вы
водах в параграфе 25, мы определили метод подхода к восьми
угольным элементам произвольной формы.

Интересно отметить, что используемая здесь функция смеще
ния может выражать постоянные условия деформации, и поэтому 
она удовлетворяет основному критерию сходимости, определенно
му в главе II.

33. Улучшение функции смещения — элемент 
с восемью произвольными узлами

На рис. 38 показан элемент с восемью произвольными узлами. 
Он имеет искривленную поверхность, которую на данном этапе 
мы не определяем. Как это делалось с четырехугольником произ
вольной формы в параграфе 26, выбираем ряд специальных ли
нейных координат. Эти координаты £, и £, и они выбираются так, 
что, например, £ изменяется от —1 на поверхности 5, 6, 7, 8 до 
+  1 на 1, 2, 5, 4, а остальные координаты изменяются в тех же пре
делах на соответствующей паре поверхностей. На линиях, где две 
из координат постоянны, третья увеличивается линейно. Такими 
линиями являются ребра элемента, поэтому соответствующие 
координаты изменяются линейно вдоль этих ребер. Поверхность 
любой стороны определяется однозначно с помощью четырех 
узлов, которые ее образуют.

На рис. 38 приведены такие поверхности; изучение их показы- *

* Это выражение аналогично так называемой интерполяционной формуле 
Лагранжа и впервые оно было представлено Melosh [2J.



вает, что имеется лишь один ряд прямых, которые разделяют два 
других линейно равных сегмента *.

Снова можно использовать формулу уравнения (VI. 19) для 
определения смещения внутри элемента, но на этот раз с помо
щью новых координат. Например,

(и |
v =  [IN'i , IN» , IN'»] {6}', (VI.20)

w]

Рис. 38. Элемент с 
восемью узлами и его 
представление в ко
соугольной системе 
координат £ =  1 (на 
поверхностях 1234); 
£ = —1 (на поверхно

стях 5678)

где I есть единичная матрица размером 3X3,

ЛГ; =  4 - ( 1 - 0 ( 1 - л) ( 1 - £ )  (VI.21)о
Линейное соотношение между х, у, z и новыми координатами 

может быть получено с помощью тех же функций, обеспечиваю
щих интерполяцию. Например, исходя из уравнений (V.9) и 
(V.10), мы можем записать

\у =  [IN \, IN ’at
U J

INя

У1

*2
Уг
Z2

(VI. 2 2)

Математические вычисления, подобные тем, которые представ
лены в параграфе 26, позволяют выразить истинные деформации *

* Форма этих поверхностей есть гиперболические параболоиды.



(или дифференцирование по х, у и z) с помощью производных по 
новым координатам.

Переменные интегрирования и пределы, с которыми мы стал
киваемся при определении матриц жесткости и напряжения, мо
гут также быть преобразованы. В этом случае опять мы находим 
явное интегрирование нецелесообразным и поэтому прибегаем 
к численному интегрированию. Необходимые при этом алгебраи
ческие вычисления, хотя и не представляются сложными, явля
ются все же исключительно громоздкими, и поэтому они здесь не 
приводятся. Таким образом, в принципе мы достигли цели полу
чения матрицы жесткости для элемента новой формы.

34. Тетраэдральный элемент с десятью узлами

В параграфе 27 был представлен двухразмерный треугольный 
элемент, в котором число узлов позволяло использовать квадра
тичные выражения. При трехмерных задачах для получения квад
ратичного выражения для полноты требуется 10 членов. Смеще
ние, следовательно,

и =  а 1 +  а.2х +  а зУ +  а42 +  а ъхУ +  а бУz +  а 7гл: +  а8х2 -f
+  а 9у2 -Ь a 10z2. (VI.23)

Если нам заданы эти 10 узловых величин, то мы можем опре
делить все 10 коэффициентов. Для 
между смежными элементами необ
ходимо расположить эти десять 
узлов на углах и посередине сторон 
тетраэдра, как это показано на 
рис. 39. Параболическое изменение 
вдоль каждой стороны обеспечивает 
непрерывность, так как только 
три узловые величины вдоль этой 
грани могут определить эту пара
болу. Если подобную аргументацию 
теперь распространить на всю по
верхность элемента, то мы можем 
легко увидеть, что на этой поверх
ности окажется шесть узловых 
величин, которые единственным 
образом определяют полином вто
рого порядка от двух перемен
ных и обеспечивают полную совместность смещений. Опреде
ление смещений с помощью полного квадратичного выражения 
имеет преимущество над предыдущими формулами, так как в 
данном случае может быть определено любое линейное измене
ние напряжения или деформации (например, разложение, опре
деляемое из уравнения (VI. 18), сохраняет только члены произ-

обеспечения непрерывности 
z ч

Рис. 39. Тетраэдральный элемент с 
узлами, расположенными посреди

не сторон



ведений ху, yz, zx, xyz и дает линейные, но несколько ограничен
ные изменения деформации). Элемент подобного типа был впер
вые предложен и использован Аргирисом [6]. Вычисление матриц 
жесткости и напряжения исходит из общей методики, приведен
ной в параграфе 27.

Снова понадобится явная оценка некоторых интегралов внутри 
тетраэдра. Некоторые из основных таких интегралов перечислены 
в приложении IV.

35. Общие замечания

Для экономичного решения трехмерных задач требуется ис
пользовать уточненные элементы. Использование восьмиугольного 
«кирпичика» как основной строительной единицы является ценным 
еще в том смысле, что позволяет наблюдать за разбиением про
странства. Возможности применения еще более тщательно разра
ботанных элементов столь велики, что сейчас мы не сможем их 
просто перечислить. Практический оптимальный вариант пока 
еще не определен. Перечисляя лишь некоторые возможности, ко
торые сейчас находятся в стадии исследования, мы можем ука
зать на следующие усовершенствованные восьмиугольные эле
менты:

а — улучшенный тетраэдр, представленный в параграфе 34;
b — более высокий порядок интерполяции полинома того типа, 

который был представлен в параграфе 33 с увеличенным числом 
узловых точек, помещенных по ребрам «блоков» [7];

с — использование непрерывности производных смещений в уз
ловых точках [7].

Очевидно, что увеличение размера вычислительных средств и 
автоматизация процесса разбивки на элементы является важным 
фактором. Широкие возможности использования трехмерного ана
лиза открывает дверь к решению ранее трудноисследуемых задач.

36. Некоторые примеры

Для проверки степени точности при трехмерном решении обыч
ная осесимметричная задача Буссинеска решалась как полностью 
трехмерная. Четверть изотропного полупространства была разбита 
на элементы параллелепипедной формы, как это показано на 
рис. 40. При этом использовался тип элемента, полученный с по
мощью двойного осреднения при разбивке на пять тетраэдров. На 
рис. 41 дается сравнение точных и вычисленных величин компо
нентов вертикального напряжения и вертикальных смещений; точ
ность вычисления хорошая. Необходимо отметить, что вычисленные 
вертикальные смещения были скорректированы так, чтобы осно
вание расчетной области не увеличивалось бы до бесконечности. 
Метод решения указанного типа распространяется на большое 
число инженерных задач, но следует отметить, что необходимое



Рис. 40. Задача Буссинеска как ил
люстрация решения пространственной 

задачи
Граничные условия: 

u = u =  tci =  0 на АВС. 
и=0 на AEHD | симметрия; 
о =  0 на AEFB I

все остальные граничные поверхности 
являются свободными

гг—| Вычисленная i i Определенная
°  I по методу I-----1 из аналитического

конечных элементов решения

Рис. 41. Задача Буссинеска:
а — графики изменения вертикальных напряжении (о2); б — графики 
изменения вертикальных смещений (w)

Рис. 42. Представление арочной пло
тины и ее основания в форме вось

миугольных элементов



машинное время является весьма существенным вследствие боль
шого числа степеней свободы и что, как следствие, ширина полосы 
совместных уравнений становится значительной.

На рис. 42 показано практическое применение восьмиугольных 
элементов для разбивки трехмерной области. Использование па
раллельных секций очень полезно для визуального наблюдения. 
Очевидна необходимость автоматической подготовки данных, что 
подробнее рассматривается в главе XV.
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Глава Vll 
ИЗГИБ ПЛИТ

37. Вступление

Во всех задачах, приведенных в предыдущих главах, основ
ные соотношения «напряжение — деформация» были даны в точ
ной форме, хотя окончательное решение получалось прибли
женным.

В классической теории плит [1] вводятся определенные при
ближения для упрощения задачи и сведения ее к двумерной.

Такие допущения касаются линейных изменений напряжения- 
и деформации на линиях, перпендикулярных к поверхности пли
ты. Так называемые «точные» решения в теории плит будут 
справедливы только в том случае, если плиты будут тонкими, 
а отклонение (прогиб) незначительным. В приводимых здесь ре
шениях отправной точкой снова явятся допущения классической 
теории, и численные аппроксимации будут, таким образом, про
верены на решениях теории плит. Это будет также способство
вать уточнению некоторых ограничений. Состояние деформации 
плиты может быть полностью описано с помощью одной величи
ны поперечного смещения w средней плоскости плиты. Условие- 
непрерывности между элементами в этом случае является необ
ходимым условием не только для этой величины, по и для ее 
производных. Это необходимо для того, чтобы плита оставалась, 
непрерывной и чтобы не происходило перекручивания * Поэтому 
в каждом узле необходимы три условия равновесия и непрерыв
ности. Определение соответствующих функций формы будет те
перь более сложным. В самом деле, если на поверхности разде
ла между различными элементами необходима полная непрерыв
ность, трудности в вычислении становятся весьма значительными. 
Однако можно довольно легко получить функции формы, кото
рые, сохраняя непрерывность w, в то же время нарушают непре
рывность наклона между элементами, только не в узле, где эта 
непрерывность установлена. Если такие функции удовлетворяют 
состоянию постоянной деформации, сходимость может быть по
лучена (см. главу II).

Первая часть этой главы будет рассматривать подобные не- 
согласующиеся функции формы. Во второй части вводятся новые 
функции, с помощью которых непрерывность может быть восста
новлена. Решение при помощи таких согласующихся функций 
формы находится в границах правильного, но во многих случаях

* При перекручивании вторая производная или кривизна становится бес
конечной, поэтому в выражении энергии появятся некоторые бесконечные члены.



точность будет низкой. Поэтому в практических целях рекомен
дуются методы, описываемые в первой части этой главы. Про
стейшим типом плоского элемента будет прямоугольник, поэто
му мы прежде всего вводим именно его. Треугольные и четырех
угольные элементы представляют определенные трудности и будут 
введены позже. Подобные элементы необходимы для решения за 
дач с плитами произвольной формы или с оболочками.

НЕСОГЛАСУЮЩИЕСЯ ФУНКЦИИ ФОРМЫ

38. Прямоугольный элемент

38.1. Функции формы. Рассмотрим прямоугольный элемент 
плиты ijlk, совпадающий с плоскостью х—у, как это показано на 
рись 43. В каждом узле вводятся смещения {6П}- Они имеют три 
компонента: первый — смещение в направлении z—wn, второй —

вращение вокруг оси 
х— (0х)т,, третий — враще
ние вокруг оси у— (9у)п- 
Положительные направ
ления вращений опреде
ляются с помощью пра
вила правой руки и обо
значены на рисунке век
торами, направленными 
вдоль соответствующих 
осей.

Очевидно, что углы на
клона w и вращение иден
тичны (за исключением 
знака), т. е.

dw (VII Л)

Рис. 43. Плита как прямоугольный элемент

0 . = dw

~Ф)
0 , =

дх

Вектор узлового смещения в узле г может быть поэтому опре
делен следующим образом:

{б/} = 0Г; \ =
1вУ,

щ
dw

ду
dw
dx

(VII.2)

i )
Смещение элемента, как обычно, будет дано при перечисле

нии всех узлов элемента, которых сейчас четыре,

в,

{«}* = (VII.3)



Функции формы, которые сейчас можно рассматривать про
сто как' скаляр' w (т. е. по терминологии'главы II {f(*, y ) } = w ) y 
т. е. в функции двенадцати параметров, полиноминалъное выра
жение весьма удобно для использования. Некоторые члены долж- 
vibi быть ЬпуШ,ены из полного полинома четвертого' порядка.

Выражение
w =  ocj +  а2х +  а3у +  аАх2 .+  а ъху +  а д *  +  а 7х 3 +  ^6х2у +  щхф  +

+  «юУ3 +  «п * 3У +  « м ^ 3 (VII.4)

имеет определенные преимущества. В частности, вдоль любой ли
нии х =  const или у =  const смещение w будет изменяться по куби
ческому закону. Границы элемента или граничные поверхности 
состоят из таких линий. Кубическая парабола может быть опре
делена единственным образом с помощью четырех постоянных. 
Два значения наклона и смещений на концах границ будут един
ственным образом определять смещения вдоль всей границы. Так 
как такие конечные величины являются общими с соседними 
элементами, непрерывность w обеспечивается вдоль всей гранич
ной поверхности. Как мы увидим, градиент ш, нормальный к 
любой из границ, изменяется вдоль границы по параболе (см. 
например, dw/dx вдоль линии, где x =  const). .Так как на таких 
линиях определяются только две величины наклона нормали, 
парабола не может быть определена единственно и происходит 
разрыв непрерывности наклона нормали. Функция, таким обра
зом, стала «несогласующейся».

Постоянные от ai до а \2 могут быть определены, если запи
сать все 12 одновременных уравнений, согласующих величину w 
и’ ее наклон в узлах, когда координаты принимают свои соответ
ствующие величины.

Например,

w>i =  «1 +  «2*/ +  «3 Hi +

Приведя все 12 уравнений, можно записать в матричной форме

{8}е = [С ]{  a}, (VII.5)

где [С] есть матрица 12x12, зависящая от узловых координат, а 
{а} — вектор двенадцати неизвестных постоянных.

Обращая это уравнение, имеем
{а} =  [С]-‘ {«}*'. (VII.6)



Это обращение выполняется с помощью машины или, если 
'нам необходимо получить явное выражение для жесткости 
и т. д., производится алгебраически. Это было выполнено Зенке
вичем и Чангом [2]. Теперь можно записать выражение смеще
ния внутри элемента в стандартной форме уравнения (11.1)
где {/} =  w =[N ] {б}- =  [Р] [С]"1 {б}-, (VII.7)

[Р] =  (1, Л”, у, X2, ху, у2, х3, х2у, ху2, у2, х2у, ху3). (VII.8)

В явной форме это выражение было выведено Melosh [3]. 
Если начало координат принимается в центре элемента, то 

уравнение (VI 1.7) запишется как
M  =  Nj, Nlt Nk}{6}‘ , 

где
Nt =  X xYx (2 (XxYx -  X 2Y2) -  4X,X2 -  4YXY2 +  4bYxY2 -  4aX1X2}; 
Nj =  X xY2 {2 (XxYt -  X %Yx) +  4XxX2 +  4YjYt +  4bYxYt +  4aX1X 2};

N i =  X 2Y2 (2 (XjY2 — X 2Yг) — 4XtX 2 — 4YXY2, - 4 b Y 1Y2, + 4 aXxX t} 
N k =  X 2Yx {2 {X2Yx -  X xY2) +  4XxX 2 -f 4YxY2t -  4bYxY2, -  4aXxX t}\ 

Xx =  (x — a) I a; Yx =  (y — b)/b;
X 2 =  (x +  a)/a; Y2 =  (,y+b)/b .

Мху ^ )

38.2. Матрицы деформации и напряжения. В любой точке 
плиты х , у напряжения и деформации изменяются вдоль ее тол

щины.
^ ____ С помощью основных до

пущений это изменение пред- 
ставлено как линейное, по
этому, реальные деформации 
в любой плоскости на расстоя- 

Плоскость нии z от средней плоскости 
”  ̂ могут быть описаны в функ

циях кривизны w. Аналогично 
реальные напряжения в точке, 
удаленной на расстояние г 
могут быть найдены в функцш 
результирующих внутренних 
моментов напряжения. Исполь 

зуя снова знакомые обозначения [1] и обращаясь к рис. 44, можю 
определить три таких внутренних момента в любой точке и таки 
образом зафиксировать напряжение по всей толщине. Это Мх, Му, 
Мху, которые выражают результирующую напряжения, действую
щего на единицу длины х или у.

Действующие напряжения определяются с помощью таю 
выражений, как

6 Мх
о х  =  — -  Z  и т. д.,х f2

Рис. 44. Результирующие напряже
ния или «напряжения» при изгибе 

плиты



которые являются прямым следствием линейного изменения на
пряжения. Три величины кривизны, определяющие деформации, 
есть соответственно

d2w d2w д2ш 
дх2 ’ ду2 ’ дудх

При определении обобщенных деформаций и напряжений 
важно, чтобы внутренняя работа выражалась суммой произве
дений соответствующих компонентов. Для этого вводится в ве
личину изгибной кривизны множитель 2* и включаются в рас
смотрение соответствующие знаки.

Обобщенная «деформация» может быть определена как
d2w
дх2

{е} — — d2w
ду2 ’

2  d2w 
дхду )

(VII. 9)

а соответствующее обобщенное «напряжение» как
(Мх

(о} =  {М} =  Ш у (VII. 10)

Для прямоугольного элемента функции формы были уже 
определены, и уравнение (VI 1.9) может быть записано в стан
дартном виде уравнения (II.2)

{е} =  [В] {«}«.

Вид [Б] 
Так как

получаем непосредственно из уравнения (VII .4).

{е} =
' — 2а4 — 6а7л; — 2а8 у — 6 y-цху 
— 2а6 — 2а9х — 6а 1оу — 6а 12ху 

2а6 +■  4а8л; +  4а 9у +  6апх2
j •

+  6a12t/2 J
(VII.ll)

мы можем записать
{е} =  [Q] {а }  =  [Q] [С]-1 {в}'>

а также
[В1 =  (О] [С]"1,

* Коэффициент 2 необходим, так как работа выполняется крутящими мо
ментами на обеих поверхностях. Эти крутящие моменты численно равны/■ 'по
этому они не записываются по отдельности.



"0, 0, 0, - -2, о 0 1 05 *

[Q] = 0, 0, 0, 0, 0, -2 , 0,Х
.0, о, о, 0, 2, 0, 0>

— 2 у, 0, 0, 1о£СО1

X 0, - 2 х ,  - 6 у,

СО1сГ (VII. 12)
4х, 4 у, 0, 6%2, 6у2 _

Интересно теперь заметить, что выбранная функция смеще-
ния действительно допускает состояние постоянной деформации * 
и поэтому удовлетворяет условию сходимости, определяемому в. 
главе II.

38.3. Матрица упругости. Линейное соотношение между мат
рицами напряжения и деформации типа (II.3)

{a} =  {M} =  [D ] ( {e } - {e 0})

снова выводится с помощью стандартных методов теории плит. 
Например, для изотропной плиты (см. Тимошенко и Войновский- 
Кригер [1])

[D] = Et3
12 (1 — v*)

"  1 V 0

V 1 0

0 0 ( 1 v)/2 _
(VII. 13)

где Е — есть модуль упругости, t — толщина, а v — отношение 
Пуассона.

Для определения поведения ортотропной плиты, у которой ос
новные направления ортотропии совпадают с осями х и у, необ-

(VII. 14)

ходимы четыре постоянные, т. е.
~DX 0 '

[D] = Dy 0
0 0 D x y  -

Эти постоянные могут быть соотнесены с соответствующими 
постоянными упругости материала, как показано у Тимошенко [1]г 
но более удобно оставить их в вышеприведенной форме, так как 
теория плит часто используется для расчета решеток. В таких 
случаях постоянные должны быть соотнесены со свойствами ре
шетки. Очевидно, для более полного случая анизотропии необхо-

* Если постоянные от а 7 цо cti2 равны нулю, то деформация постоянна. 
С помощью уравнения (VI 1.5) может быть найдена соответствующая величина 
на {6 }е. Так как имеется однозначное соответствие между {ft}® и. {а}, подоб
ное состояние будет поэтому однозначным. Все это доказывает, что [С]-1 су
ществует па самом деле. Алгебраическая инверсия показывает,, что матрица 
[С] никогда не бывает сингулярной.



Матрица жесткости прямоугольного элемента 
(рис. 43. Ортотропный материал)

Матрица жесткости [к] =  [ L ] {Dx [АГХ] +  D y [К-2[ +  Dy [K 3]+ D xy [K4] ) Щ

60

0 0 62
--------------------  P ~ 2  =  — ~

30 0 20 a“

30 0 15 60

0 0 0 0 0

15 0 10 30 0 20 Симметрично

—60 0 —30 —30 0 —15 60

0 0  0 0 0  0 0 0

30 0 10 15 0 5 —30 0 20

—30 0 — 15 —60 0 —30 30 0 —15 60

0 0  0 0 0  0 0 0  0 0 0

15 0 5 30 0 10 —15 0 10 —30 0 20



60

К2=--Р2

—30 20 а2

—60 30 О 60

—30 10 0 30 20

0 0 0 0 0 0 Симметрично

30 — 15 0 —30 — 15 0 60

— 15 10 0 15 5 0 —30 20

0 0 0  0 0 0  0 0 0

—30 15 0 30 15 0 —60 30 0 60

— 15 5 0 15 10 0 —30 10 0 30 20

0 0 0  0 0 0  0 0 0  О О О

30

— 15 О

15 —15 О

—30 0 — 15 30

О О 0 15 0 Симметрично

— 15 О 0 15 15 О

—30 15 0 30 О 0 30

15 О О О О 0 — 15 О

0 0 0 0 0 0 —15 15 О

30 О 0 —30 —15 0 —30 0 15 30

О О О  — 15 О О О О 0 15 О



К4 =

84

—6 8

6 0 8

— 84 6 — 6 84

— 6 — 2 0 6 8 Симметрично

—6 0 —8 6 0 8

— 84 6 — 6 84 6 6 84

6 —8 0 —6 2 0 —6 8

6 0 —2 —6 0 2 —6 0 8

84 — 6 6 — 84 — 6 — 6 — 84 6 6 84

6 2 0 —6 —8 0 —6 —2 0 6 8

—6 0 2 6 0 —2 6 0 —8 —6 0 8

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 i 0
0 0 0 i

i 0 0
0 2b 0
0 0 2 а

димо 6 постоянных для определения [D], так как матрица всегда 
должна быть симметричной.

38.4. Матрицы жесткости и нагрузки. Далее мы следуем стан
дартной процедуре и считаем почти излишним вдаваться в под
робности.

С помощью уравнения (11.10) матрица жесткости, относящая 
узловые силы (выраженные с помощью горизонтальной силы и 
двух моментов в каждом узле) к соответствующим узловым сме
щениям, принимает вид

[*] =  Я  [В]т [D] [Bydxdy (VII. 15)

или, подставляя уравнение (VII.11) и принимая t как постоян
ную внутри элемента,

№  =  {[С ]-1}т (Я EQIT [ZJ] [Q] djcdy) [С]-'. (VII. 16)



.бр-Юху
+ 6 pDi

Матрица напряжения 

Прямоугольный элемент на рис. 43.

—8aDi 8bDx —6 pDx 4aDx О

I 6 pDy
43 p ~  1D1 —8 aD у 8bDi —6 p D v —4 aD ,
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Ортотропный материал
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Члены, не содержащие х и у, выносятся из-под знака инте
грала. Члены, находящиеся под знаком интегрирования, легко 
могут быть проинтегрированы явно. Вычисление матрицы жест
кости [k] явно было произведено для ортотропного материала и 
результат показан в табл. 1. Соответствующая матрица напряже
ния для внутренних моментов всех узлов дана в табл. 2.

Внешние силы, возникшие в узлах под влиянием распреде
ленной нагрузки, определяем «на глаз», относя определенную 
часть площади к каждому узлу. Однако более логично и точно 
использовать стандартное выражение уравнения (II.9) для по
добного распределения площади.

Если распределенная нагрузка q воздействует на единицу 
площади элемента в направлении w, то с помощью уравнения 
(II.9) воздействие каждой из этих сил в каждом узле будет

{F}‘,, =  - t t m Tqdxdy (VII. 17)
или из уравнения (VII.7)

{ f } '  =  { -  (С Г ' }Т Я [Р]т qdxdy. (VII. 18)
Интеграл снова легко вычисляется. Здесь можно отметить, что в 
целом все 3 компонента внешней силы в каждом узле будут 
иметь какие-то значения, в частности, отличные от нуля.

При простом распределении внешних нагрузок мы не полу
чили бы такого результата. В табл. 3 показан вектор узловой 
нагрузки при однородном нагружении q.

Т а б л и ц а  3
Матрица нагрузки для прямоугольного элемента (рис. 43) при однородной нагрузке

1/4
—6/12 

а / 12

—а / 12 j

Если плита получает начальные деформации, вектор узловых 
сил, возникающих под влиянием этих начальных деформаций, и 
начальные напряжения могут быть найдены известным путем. 
Необходимо заметить в этой связи, что начальная деформация, 
возникающая, например, под влиянием увеличения температуры, 
в своем действии редко ограничивается только изменением кри
визны. Обычно дополнительно появляются линейные деформации 
в плите, поэтому полная задача может быть окончательно ре
шена лишь как задача о плоском напряженном состоянии.



39. Треугольный элемент

39.1. Функции формы. При первом рассмотрении может пока
заться, что снова можно использовать простое полиноминальное 
выражение в том же виде, какой был описан в предыдущей гла
ве. Так как в данном случае существует только девять степеней 
свободы, то должно быть лишь девять членов разложения * При 
этом немедленно возни
кает затруднение, так как 
полное кубическое разло
жение содержит десять 
членов (VII.4), а любое 
отбрасывание произво
дится произвольно. Для 
сохранения известной 
симметрии можно оста
вить все 10 членов, а два 
коэффициента сделать 
равными (например,
а8 =  аэ) с тем, чтобы огра
ничить число неизвестных девятью. Было исследовано несколько 
подобных возможностей, но при этом возникает еще одно более 
значительное затруднение. Матрица, соответствующая [С], в урав
нении (VII.5) становится особенной при определенной ориентации 
узлов треугольника. Это, например, происходит в том случае, если 
две стороны треугольника параллельны осям х и у.

Это неудовлетворительное положение вещей вынуждает отка
заться от элементарной процедуры, несмотря на то, что кубиче
ское выражение автоматически дает функции, обеспечивающие 
непрерывность w (хотя неперпендикулярных наклонов) вдоль 
граничных поверхностей элемента.

Координаты площади. Другой метод, который, как будет по
казано, ведет к удачной формуле, использует так называемые 
координаты площади. Определение таких координат дано на 
рис. 45. Любая точка Р(х, у) внутри треугольника ijm разбивает 
его, как это показано, на три отдельные площади. Эти площади 
или их отношение к общей площади треугольника единственно 
определяют положение Р. Очевидно, только две такие координа
ты будут независимы. Назовем эти новые координаты

L, =  А,!Д, Lt =  Ajl& h L .  =  A JA , (VII.20)

где А есть общая площадь треугольника.

m

Рис. 45. Координаты площади £,=Л,-/Д; 
Lj=A jlA \ L m= A mJA\ общая площадь ijm =  A

Дополнительные члены могут удерживаться и использоваться как пара
метры задачи. Такие попытки производились [4]. Физическое значение подобных 
членов не очевидно, и нет необходимости рекомендовать их применение для 
данного процесса.



Как уже было показано, она может быть записана с по
мощью узловых координат (см. главу III)

1 X’i hi
2Д =  det 1 х3 Уз (VII.20)

1 X m У m
в случае, если i, / и тп следуют в порядке против часовой стрел-
ки. Так как три площади должны складываться в общую пло-
щадь,

+  Lj +  Lm =1 тп 1. (VII.21)

Линии, образующие постоянную Ln {n =  i, /, m), есть прямые, па
раллельные стороне, лежащей напротив узла /г, и, как показано 
на рис. 45, Ln =  0 есть сторона элемента, противоположная уз
лу п. Это положение очень важно при формулировании функций 
формы, связанных с «естественным» применением таких коорди
нат к треугольным формам. Отношение трех координат площа
ди к координатам х и у может быть записано с помощью опреде
лителей, описывающих соответствующие площади. Мы уви
дим, что

Li =  (fli -f- btx -f- С[У)/2Д;
L j =  (aj + b jx  +  c ly) 2Д; (VII.22)
Lm = -K z  +  bm* +  Cmy)l 2Д, 

где

^l l̂Um XтУ]'
b i =  {У{ У m)'

Ci =  {xm— Xj)

и T .  Д . 1.
Решая уравнение (VII.22) для x и у, мы можем получить 

следующий вид отношения:

х Li%i -Т LjXj -f- Lmxm,
У =  L t i l  +  L j y j  +  1 тУт-

(VII. 23)

Относительное смещение. На данном этапе целесообразно ис
пользовать еще один прием, с помощью которого движения твер
дого тела исключаются из функций смещения2. Чистое смещение

1 Эти коэффициенты в действительности равны коэффициентам уравнения 
(III.5) и показывают, что такие координаты площади можно естественно полу
чить из треугольных форм.

2 Читатель, знакомый с расчетом сооружений с помощью матриц, узнает 
этот прием, который мы не вводили ранее из-за отсутствия такой необходи
мости.



элемента, не допускающее никакой кривизны, несомненно, не 
оказывает влияния на внутреннюю работу. Поэтому, если допу
стить, что элемент плиты имеет опоры просто в узлах и что в 
этих узлах имеются лишь угловые вращения, полные характери
стики могут быть получены с помощью простого прибавления 
движения твердого тела. Пусть w* означает смещение простого 
опертого элемента. Истинное смещение w находим

w =  w* (VII.24)

где wR есть смещение твердого тела, не оказывающее никакого 
влияния на изгибы.

Смещение твердого тела находим с помощью линейной функ
ции х и у, которая определяется из истинных движений узлов 
Wi, Wj, wm. Это можно записать с помощью координат площади

wR =  +  WjL j +  wmLm. (VII.25)

Читатель может убедиться, что эта запись аналогична про
стым функциям формы, рассмотренным в главах III и IV

Для нахождения истинного смещения в узлах требуется опре
делить только два компонента, так как w* равно нулю во всех 
узлах,

|6Ц =  I I (V II.26)
I (0 ,) ;-  J

Сравним это с уравнением (VII.2), где требовалось опреде
лить три компонента. С помощью уравнений (VII.1) и (VI 1.24) 
устанавливаем отношение двух типов узлового смещения

0* =  — —  =  Qx +  - ^ 1 ,  (VII.27)
ду ду

6? — +
dw* Q dwR---- =  t)v--------- .
дх у дх

Из уравнений (VII.25) и (VII.22)

dwR
ду

dwR
дх

=  (с -Wi +  С j W j  +  Cmw m)l  2 А

=  +  b jW j +  b mw m)l  2А.
(VII.22)

Теперь легко определяем связь общих смещений элемента с 
относительными смещениями

б;
(VII.29){8 'у  = =  [Т]{6}‘ ,



где матрица преобразования [Т] 6 x 9  может быть записана как

Cl 2Д °; ci 0 0 ! cm 0 0
— bi 0 2Д |i ~ bj 0 0 [ 

i ~ bm 0 0

Cl 0 I
0 i cj 2Д o! Cm 0 0 1

— bi 0 о ! 1- bi 0 2Д1 1 1
— bmm 0 0 2Д

Cl 0 о ! ~ cj 0 0 1- i 2Д 0
— bi 0 о !i ~ bj 0 ° |- - bm 0 2Д

(VII.30)

Приравняв работы, произведенные на каких-либо виртуаль
ных перемещениях в каждой системе, легко показать, что соот
ветствующие реакции в узлах в двух системах связаны соотно
шением

[T]T{ r } e =  {F}", (VII.31)
где

{ f  •} =  ( ( f *)<  1 (VII.32)

определяется с помощью двух узловых пар в направлениях осей 
х и у (см. рис. 48), в то время как

( (Fw)i 1
{F i) "= {FQx)t (VII.33)

включает компонент силы Fw в направлении w.
Если теперь с помощью обычных вычислений мы найдем мат

рицу [к*] жесткости для простого опертого элемента, то матрица 
жесткости действительного элемента будет определяться

[6] =  [ТП /П [Т]. (VII.34)

Таким же образом матрицу напряжения, как читатель легко 
может убедиться, опять находим с помощью преобразования

[S] =  [ST ЦТ]. (VII.35)

Таким образом, сведение задачи к нахождению относитель
ных смещений не только устраняет любые трудности, которые 
могут возникнуть в связи с деформацией твердого тела, но так
же и уменьшают размер исследуемых матриц. Все это произво
дится за счет нескольких обычных умножений матрицы, которые, 
в конечном счете, легко проделать.



Относительные функции формы. Теперь попробуем найти 
функцию w *} которая будет определяться с помощью узловых 
смещений обычным путем в линейном виде

=  [ N h N j , N m]

б:

где

M l =  М * .  Nly].
Или, в явной форме,

w* =  NixQ[X +  Niy$iy +  NjxBjX +  NjyBjy +  NтхЭтх -f- NmyQmy • (VII.36)

Функции формы должны иметь такой вид, чтобы w* был ра
вен нулю в узлах (так как мы полагаем, что плита просто под
держивается в них).

Таким образом, в любом узле г

N rx =  N ry =  0.

Кроме того, так как связь наклонов w с вращением опреде
ляется с помощью уравнения (VI 1.27), мы должны иметь

dNix _  ( 0 в узлах j  и т 
ду [ 1 в узле i

d-Nix- =  0 во всех узлах 
дх

dNtv
■ 0 =  0 во всех узлах (VII.37)

dNiy _  { 0 в узлах / и т 
дх { 1 в узле i

с аналогичными условиями для других функций. Если выбрать 
кубическое выражение, то непрерывность смещений, но не накло
нов, будет сохраняться вдоль граничных поверхностей элемента.

Простейшими функциями, удовлетворяющими вышеуказанным 
условиям, будут

N ix  =  { b m b j — b j L m) l?i 

и
(VII. 8)

N iy =  ( c mL j  C jL m) L i  

и т. д. циклической перестановкой i, /, m.



В том, что предписанные условия соблюдаются, можно легко 
убедиться.

Так как в любом узле две функции L равны нулю, то 
NiX =  Niy =  0 в любом узле.

Функция является кубической относительно L, поэтому она 
будет кубической по х и у.

Используя уравнение (VII.22) и дифференцируя уравнение 
(VII.38), получим выражение

-  2Д =  ( -  bmbj +  bjbn) Li +  ( -  bmLt +  bjLm) 2Lfi, =

=  (— bmL j +  b jL J  2Libh

которое будет равно нулю во всех узлах.
Аналогичным образом получаем

— ^  ' ду =  ^ ^ mCJ bjCm) +  (— bmLj -j- bjLm) 2L f  i.

Последний член будет равен нулю во всех узлах, хотя первый 
член дает значение, отличное от нуля, в узле i. Вспомнив, что по 
определению

— bmCj +  bjcm =  2Д,

получим
dN I if i— — =  — 1 в узле I. 
ду

Аналогичное доказательство сохраняет силу и для всех других 
функций.

К сожалению, выбранная функция не может соответствовать 
критерию «постоянная деформация», который необходим для схо
димости.

Однако это легко поправить. Функция
LiLjLm

по-прежнему является кубической, но она имеет нулевые значения 
как сама, так и ее производные во всех узлах. Она поэтому 
может быть прибавлена ко всем функциям формы в любой желае
мой пропорции.

Так, мы можем, например, взять

Nix =  bm (L? Lj +  a L iL jL j  — bj (L? Lm +  аДА/L J  (VII.39) 
и

Niy =  cm (Д Lj -f- olL^LjL m) Cj (Lj Lm -j- ,

где а есть любое число. Покажем, что только а =  есть един

ственный вариант для обеспечения постоянной кривизны (дефор
мации). Для того чтобы выразить любые условия постоянной кри



визны, необходимо, чтобы w* приняло форму общего квадратич
ного выражения

w* =  AiLjLm -|- AjLmL, -f AnLiLj, (VII.40)

в котором Ai'i'-m могут принимать любые предписанные численные 
значения. Уравнение (VII.40) включает в себя наклоны в узлах. 
Например, наклоны в узле i можно представить

=  Afm АтС] 1 /утт \
^ ) i  =  Ajbm +  Ambj Г

Таким же образом можно представить наклоны в других узлах. 
Подставляя в уравнение (VII.36), получаем

2Aw* =  A t (— cmNjx - CjNmx 4- bmNiy +  bjNmy) +  A j { —  CtNnx —

ix “b ^iNmy +  bmNiy) -{- Am ( cjNix ctN -|-

A-bjN^ +  b.Nj,). (VII. 42)

Если сюда подставить выражения (VII.39), идентичность урав
нений (VI 1.42)1 и (VII.40)’ будет иметь место только в случае
а =  — .Это, в частности, доказывает, что функции, первоначально

определенные уравнением (VII.38), не могут отвечать всем усло
виям постоянной «деформации».

39.2. Матрицы жесткости, нагрузки и деформации. Оценка
матриц жесткости, распределенной нагрузки и т. д. не представ
ляет принципиальных трудностей и определяется обычным ме
тодом. Определения матриц напряжения, деформации и упругости 
идентичны определениям, данным в разделах 38.2 и 38.3. Форма 
матрицы [В] будет, очевидно, отличаться.

Если определение проводится в относительных координатах, то

d2w*

w  =  { -

2 ■

дх2 

d2w* 
ду2 

d2w* 
дхду

(VII.43)

а [5*] представляет собой 3 x 6  матрицу.
С помощью функции формы, определенной уравнениями 

(VII.36) и (VII.39), можно найти явный вид [В*].
Запишем покомпонентно

[В*] =  \в \ , в ] , B 'J  ,



где
“  d2N ix d2N i

дх2 ’  д х2

№  =

d2N iv <Э2ЛД
д у2 ду2

о о d*N ‘ y
дхду  ’ дхду

Матрица жесткости определяется как обычно 
[k*] =  jj' [5*]т [D] [В*] dxdy

(VI 1.44)

(VII.45)

или, вводя компоненты подматриц,
[k’rs] =  Я [B'rV [D] [ £ ]  dxdy. (VII.46)

Интегрирование в этом случае проводится по всей площади 
треугольника. Если для L используются соответствующие выраже
ния уравнения (VI 1.22), то явное интегрирование производится с 
помощью формул для треугольников, даваемых в приложении III. 
Здесь появляются только квадратичные члены от х и у. Эти же 
замечания относятся к вычислению матриц напряжения и нагрузки. 
Окончательные выражения в явном виде слишком громоздки, по
этому мы их здесь опускаем. Здесь необходимо учитывать один 
момент в отношении матриц напряжения. Как и в прямоугольных 
элементах, внутренние моменты будут изменяться линейно. Однако 
в данном случае нарушение непрерывности напряжения будет 
более значительным. Поэтому желательно производить оценку 
напряжения только в центрах тяжести элементов, чтобы избежать 
необходимости последующего осреднения.

40. Четырехугольные элементы

Сложные четырехугольные элементы можно получить из тре
угольных элементов, как это было сказано в главе V. Снова 
можно использовать осредненные величины двух или четырех тре
угольников. Как мы увидим, в результате этой процедуры мы 
получим значительное улучшение представления напряжения. 
С помощью функций формы, полученных для прямоугольников, 
возможен прямой подход к четырехугольным элементам, с типом 
координат, описанных в главе V

Для общего случая четырехугольника этот подход требует чис
ленного интегрирования. Так как можно вывести другой вид 
функций формы, при которых обеспечивается непрерывность (см. 
параграф 42), эта процедура не подвергалась проверке вычисле
нием.

Частной формой четырехугольника, для которого все интегри
рования могут быть легко произведены явно, является параллело
грамм.



В этом случае просто устанавливается связь координат г)—£ 
с координатами х и у.

Из рис. 46 очевидно, что в этом случае мы получим

ц =  (x — yctga)/a;

I =  (у cosec а)/Ь.
(VII.47)

С помощью функций, определяемых из уравнения (VII.7) и 
т. д., заменив только *  и у на новые переменные, мы можем без 
труда определить жесткость любого 
параллелограмма с любым на
клоном.

Этот подход предложен Zienkie- 
wicz и Cheung [2], а матрицы жест
кости были получены в явном виде 
Dawe [6]. Численные результаты 
свидетельствуют о хорошей сходи
мости. Другой ряд функций формы 
для элемента параллелограмма был 
предложен Argyris [7]. Они тоже 
представляют кубические полиномы, 
которые обеспечивают непрерыв
ность w, но нарушают непрерыв
ность наклона на граничных поверхностях элемента.

Рис. 46. Элементы в форме па
раллелограмма и косоугольные 

координаты

41. Примеры решений

41.1. Прямоугольные элементы. Составлена программа, осно
ванная на функциях смещения, выведенных из уравнения (VII.2). 
а также решено несколько задач, иллюстрирующих точность и 
быстроту ожидаемой сходимости.

Квадратная изотропная плита. На рис. 47 графически показа
ны результаты, полученные при нагружении однородной нагрузкой 
квадратной плиты с защемленными краями. Даны только резуль
таты разбивки на элементы 2X2, 4X 4 и 6X6; точность и общая 
сходимость являются хорошими. Линейное распределение момен
тов, каким оно принималось, имеет тенденцию наилучшим 
образом соответствовать точным распределениям момента для 
всех разбиений.

Точность и сходимость удачно демонстрируются в табл. 4. 
В ней сравнивается центральные прогибы при действии сосредото
ченной и распределенной нагрузки с разнообразными условиями 
на краях. При разбивке на элементы 8X 8 наибольшая ошибка 
составляет 3%. Во всех случаях при всех видах разбивки дости
гается сходимость.

Консольная плита. Такая же плита, но только представляющая 
из себя консоль, будет иметь смещения, которые показаны на



рис. 48. Результаты сравниваются с другими численными и экс
периментальными решениями и опять наблюдается хорошая точ
ность.

Смещения конца консоли В-В,пока- MB/yL 
зываннцие непрерывность изменения 

кривизны___
Г * IL I о V I о Р

Рис. 47. Квадратная плита с защемлен
ными краями. Равномерно распределен
ная нагрузка q. Квадратные элементы:

/ — разбивка 16x16, решение методом конеч
ных разностей (Southwell, 1956); 2 — разбивка 
6x6, решение методом конечных элементов; 
3 — разбивка 4X4, решение методом конечных 
элементов: 4 — разбивка 2x2, решение мето
дом конечных элементов

Рис. 48. Нагружение квадратной пли
ты, закрепленной как консольная 
балка (равномерно распределенная 

нагрузка g):
I — разбивка 3x3, решение методом конеч
ных элементов; 2 — решение с помощью 
метода конечных разностей; разбиение 5X5 
(Livesey, Birchall, 1956): 3 — эксперимен
тальные величины (Dailey, 1948)

Т а б л и ц а  4
Вычисленное значение прогиба в центре квадратной плиты для нескольких 

вариантов разбивки (прямоугольные элементы)

Свободно лежащая плита Защемленная плита

Разбивка
Общее
число
узлов

равномер
ная нагрузка 

а

сосредото
ченная 

нагрузка р

равномерная 
пая нагрузка 

а

сосредото
ченная на

грузка Р

(2X2) 9 0,003446 0,013784 0,001480 0,005919
(4X4) 25 0,003939 0,012327 0,001403 0,006134
(8X8) 81 0,004033 0,011829 0,001304 0,005803

(12X12) 169 0,004050 0,011715 0,001283 0,005710
(16X16) 289 0,004056 0,011671 0,001275 0,005672

Точная (Тимо
шенко)

0,004062 0,01160 0,00126 0,00560

ц-'тах — CLqL*/D для равномернораспределенной нагрузки q\
Щщах =  $F2/D для силы, приложенной в центре Р. (по Tocher J. L . , Kapur К- К. [8 ]).



Точка 1 Точка 2

W мх W мх

Конечный элемент
2 x 2 0,0126 0,139 0,0176 0,095
4X4 0,0165 0,149 0,0232 0,108
6X6 0,0173 0,150 0,0244 0,109.

Marcus 0,0180 0,154 0,0281 0,110
Lee and Ballesteros 0,0170 0,140 0,0265 0,109
Множитель. qLVD qL2 qL*/D Ф 2

П р и м е ч а н и е :  точка 1 — центр стороны: точка 2 — центр плиты.

Плита, опертая по углам [2]. Проводились различные экспери
ментальные и приближенные аналитические расчеты квадратной 
плиты, опертой по углам [2]. В табл. 5 результаты решения мето
дом конечных элементов сравниваются с некоторыми другими 
приближенными вычисле
ниями. Даже в этом случае, 
когда концентрация в углах 
может привести к затрудне
ниям, видно вполне прием
лемое согласование смеще
ний и напряжений.

41.2. Треугольные эле
менты — квадратная изо
тропная плита. Для иллюст
рации сходимости снова бе
рем квадратную плиту. Раз
биваем ее на треугольные 
элементы в различной ком
бинации. Некоторые из них 
образуют квадратную сетку, 
некоторые имеют совершен
но неправильную форму.

На рис. 49 показаны различные типы разбивки на элементы; 
на рис. 50 показаны смещения, полученные для различных гранич
ных условий и различных условий нагрузок. Точность и сходимость 
вычисленных смещений снова хорошая (хотя, возможно, не та
кая хорошая, как в случае четырехугольных элементов).

На рис. 51 показано изменение изгибающих моментов на типо
вой центральной линии сечений. Если взять средние величины, то 
эти моменты хорошо сравниваются с точными величинами. Однако 
мы не можем утверждать, что линейное изменение напряжений 
следует «наилучшему соответствию» истинного распределения

Рис. 49. Различные типы разбивки квад
ратной плиты на элементы (треугольники)



Рис. 50. Квадратная плита. Смещения на центральной оси 
(треугольные элементы):

1 — свободно опертая поверхность; 2 — защемленные края; 3 — рас
пределенная нагрузка (Southwell); 4 — концентрированная нагрузка

1 °  1 Средние величины
I______ I Истинное распределение
I_____I в элементах

Рис. 51. Квадратная плита. Распределение Мк 
на центральной оси (треугольные элементы):

/ — нагрузка р в центре плиты; 2 — распределенная на
грузка q



Рис. 52. Квадратная плита с отверстием. Линии равных значе
ний смещения (wD/pLz). (Показано разбиение на треугольные

элементы)

Рис. 53. Квадратная плита с отверстием. Линии равных углов на-
(  a\V

клонов ( 0 „ =  DjpL

а  — вычислено по методу конечных элементов; б — найдено нз эксперимента 
методом Муара



напряжений. При решении практических задач мы поэтому реко
мендуем обратить внимание на напряжения (моменты) в центре 
тяжести элементов.

Плита с круглым отверстием в центре. Хотя для этого примера 
невозможно получить какого-либо точного решения, мы. включаем 
его для иллюстрации многообразия треугольных элементов при 
рассмотрении вопросов отверстий и границ любой формы.

Рис. 54. Свободно опертая плита с на
клоном 45° Разбиение на треугольные 
элементы. Толщина 0,25 дюйма, Е =  

=  30 ХЮ6 фунтов/'кв. дюйм, v=0,3:
1 — свободно опертый участок; 2 — свободный 
участок; линии смещения, вычисленные для 
нагрузки в 80 фунтов в точке A (iwXlO3 
дюйма)

Рис. 55. Наклонная плита из рис. 54. 
Прогиб по линии С—С. Нагрузка в 

80 фунтов в точках А и В.
1 — нагрузка в точке Я; 2 — нагрузка в 
точке А

На рис. 52 представлена графически разбивка на элементы 
вместе со значениями прогибов w. На рис. 53 линии наклона срав
ниваются с экспериментальным решением (метод Муара). Согла
сование находится в пределе допустимой экспериментальной 
ошибки.

41.3. Некоторые случаи практического применения. Диапазон 
практического использования вычислительной программы,особенно 
программы, основанной на треугольных элементах, очень широк. 
В частности, можно решать задачи опорных плит настила моста 
или корпуса корабля. На рис. 54—56 показаны некоторые резуль
таты для наклонной мостовой плиты. Приведенные данные срав
ниваются с экспериментальным решением этой же задачи, полу
ченным К. Е. Robinson (Cement end Conkrete Research Association, 
Research Report No. 8, Nov. 1959).

Здесь показано изотропное однородное состояние. Очевидно, 
используя метод конечных элементов, мы не встретим трудностей 
при решении в случае анизотропии, усиления или изменения тол-



Рис. 56. Наклонная плита из рис. 54. Главные изгибающие моменты на линии 
С—С. Нагрузка 80 фунтов в точке Л (а) и в точке В (б) (условные обозначения 

те же, что и на рис. 55)

Рис. 57. Расчет напряженного состояния моста с по
мощью конечных элементов треугольной формы. Ли
нии равных значений прогибов (в дюймах) пред
ставлены графически в функции от собственного ве
са, дополнительной нагрузки в 80 фунтов/кв. фут и 

сосредоточенной нагрузки;
1 — опоры; 2 — точка приложения нагрузки (6000 фунтов)



щины плиты моста. На рис. 57 показан сложный проверочный 
расчет прочности моста различной толщины того типа, который 
может встретиться на практике.

СОГЛАСУЮ Щ ИЕСЯ ФОРМЫ ФУНКЦИИ

42. Общие замечания

дп ду

Определение функций формы для поперечного смещения w, 
которые удовлетворяли бы условию полной непрерывности между 
элементами, представляет определенные трудности.

Рассмотрим сначала вид границы раздела элементов, которые
мы уже обсуждали.

Имеются две узловые точ
ки концов такой границы 
(рис. 58); в этих точках дости
гается равенство величин w, 
dw/dx и dwfdy между двумя 
элементами, которые граничат 
вдоль этой линии. Если w 
вдоль границы, которая для 
удобства последующих доказа
тельств, располагается вдоль 
оси х, изменяется по кубиче
скому закону, то величина w 
единственным образом опреде
ляется двумя величинами 
dw/dx и ш н а каждом конце 
прямой. Так как для обоих 
элементов эти величины равны, 
то w будет непрерывной, о чем 
мы уже упоминали ранее.

Для того чтобы обеспечить 
непрерывность наклона нор
мали dw/dy вдоль граничной 
поверхности, необходимо так

же добиться, чтобы это изменение происходило единственно вдоль 
поверхности 1—2. Один из способов добиться этого заклю
чается в том, что вдоль такой поверхности устанавливается линей
ное изменение dw/dy. В этом случае две величины dw/dy в у злах/ 
и 2 автоматически обеспечивают непрерывность наклона норма
лей между двумя элементами.

Эта процедура, которой мы будем следовать в дальнейшем при 
рассмотрении треугольных элементов, представляет определенную 
трудность. Мы увидим, что введение определенных выше условий 
дает не единственное определение производной dzw/dxdy в узлах 
элемента [9], и поэтому функция w не может быть найдена во всем 
элементе с помощью единственного полинома. Хотя требование 
сходимости не выполняется, на это можно не обращать внимания,

Рис. 58. Условия непрерывности на 
граничной поверхности 1—2 при ус
ловии, что w является полиномом от 
х и у. Если в точке 3 величина 
dw/dn будет заданной, то параболи
ческое изменение дю/дп является 

единственным:
1 — кубическое изменение: 2 — параболиче
ское изменение



и оно не будет влиять на решение в случае, если в узлах не по
является бесконечных значений w. Такие функции были впервые 
с успехом использованы для решения Bazeley et al. [5] и Clough 
et al. [10].

Другой метод единственного определения dw/dy вдоль границы 
1—2 (см. рис. 58) заключается в том, что кубическое изменение 
этой величины допускается, но произвольно устанавливается нуле
вой наклон ее в узлах. Такой подход использовался Schmit et al. 
[П], где функция смещения формировалась с помощью полино
мов Эрмита.

К сожалению, установление нулевых наклонов в направлении 
х  для dw/dy требует, чтобы d2w/dxdy =  0 в узлах элемента.1

Это нарушение требования выполнить условие «постоянства 
деформации» может в действительности вызвать расходимость. 
Для обеспечения совместности наклона нормали вдоль гра
ничной поверхности необходимо ввести вдоль нее дополнительный 
узел, на котором будет задан только этот наклон нормали. Такой 
узел, обозначенный на рис. 58 номером 3, позволяет обеспечить 
условия непрерывности, если dw/dy изменяется параболически 
(три точки единственно определяют параболу). При этом подходе 
можно столкнуться с трудностью, впервые замеченной Sander [12] 
и Vebeke [13], так как теперь при решении следует различать два 
различных типа узла, т. е. такие, в которых допускаются три сте
пени свободы, и такие, в которых допускается только одна.

43. Использование «корректирующих» функций
В первой части этой главы мы получили функции формы для 

четырехугольных, прямоугольных и треугольных элементов, кото
рые, являясь кубическими, удовлетворяли условию непрерывности 
w. Эти функции определяли параболическое изменение наклонов 
нормалей вдоль сторон элемента, которое обычно приводит к раз
рыву непрерывности этого наклона между элементами.

Представим теперь, что может быть составлен ряд функций 
Ф, каждая из которых связана со стороной элемента, и что эти 
функции имеют следующие характеристики:

величина Ф равна нулю на каждой стороне;
величина d<b/dti будет нулевой на всех сторонах, за исключе

нием только одной, с которой связана эта функция и на которой 
dO/dti будет изменяться параболически;

функции имеют непрерывные величины Ф и ее наклонов во 
всем элементе.

Такие «корректирующие» функции могут в любой пропорции 
добавляться к начальной функции смещения, не изменяя узловых 
величин или {6}е.

При добавлении корректирующих функций мы можем либо 
обеспечить линейное изменение наклона нормали вдоль каждой

1 Другой подход к решению этого вопроса обсуждается в главе XIV



стороны, либо задать величину наклона нормали ь дополнитель
ном узле, который был бы помещен вдоль каждой стороны, и этим 
обеспечить параболическое изменение наклона вдоль этих сторон.

Таким образом, мы обеспечиваем первую или последнюю из 
возможностей, которые обсуждались в параграфе 42.

После того как соответствующие корректирующие функции для 
элемента будут найдены, остается применить простые, хотя и длин
ные, алгебраические вычисления. Рассмотрим, например, ряд 
функций Фгj, Ojm, ..., связанных со сторонами многоугольника, 
где каждая из этих функций дает наклон нормали, равный 1 в 
средней точке соответствующей стороны.

Если нам известна первоначальная (кубическая) функция 
можно записать все величины наклонов нормалей в средних точках 
сторон как

I

]

d w °
\

д а ) ч
d w °

\

д п /  j m

=  [Z] {6}-,

У )

(VII.48)

где w° обозначает первоначальную функцию формы [№] {б}е. 
Корректирующие функции, прибавляемые в пропорции

У&Ч -г Т2Ф,ш +  и т. д.

изменяют величину наклонов нормали в средних точках сторон на 
величины, равные {у} =  {^‘}.

Если мы зададим линейное изменение наклона нормали вдоль 
сторон, то в средних точках сторон наклоны нормали будут равны 
средним величинам наклонов в узловых точках т. е.:

[П {6}".
Сравнивая, получаем

[2] { в } * +  м  =  in  (6}f, (Vii.49)
где

{у} =  а п  -  ш )  {б}-.

Окончательно для скорректированной функции смещения по
лучаем

ie> =  [JV]0{i5}' +  l<t,y, Фу,„ .](Ю  — 12]){«}‘ , (VII.50)

где последний член представляет величину корректирующей до
бавки. Влияние этой коррекции на матрицы жесткости и т. д. 
может быть определено отдельно, а также произведена оценка



важности нарушения соответствующего наклона. В следующих 
разделах будут введены некоторые корректирующие функции. На 
данной стадии нам представляется более целесообразным сначала 
рассмотреть треугольные элементы, а позже прямоугольные или 
четырехугольные.

44. «Корректирующие» функции для треугольного элемента

В работе Bazeley et al. [5] представлены три системы коррек
тирующих функций для треугольного элемента того типа, который 
показан на рис. 45. Мы здесь приведем только две из этих си
стем. Для стороны треугольника jm  эти функции задаются как

(I)
LiL2i Цпф. =  ф. =  ____ 1 ' т___

I ( L i  + L j )  (Lj -f. L m )
(VII.51)

(II) Допуская, что треугольник разбивается точкой центра 
тяжести Р на три площади, функцию определяют кусочно для каж
дой из них:

Ф,,„ =  Ф, =  L] (5L] -  3L, +  6LmLj)ie- | 
для треугольника imP (рис. 45) J

для треугольника miP =  L) (3Lm — Z, •)/6 

для треугольника ijP =  L?n (3L j — L m)/6

(VII.52)

Корректирующая функция в такой формулировке даст резуль
таты, идентичные функциям, выведенным Clough и Tocher [10] 
другим способом (для других сторон перестановка индексов дает 
соответствующие функции).

Читатель сможет убедиться, что эти функции действительно 
удовлетворяют условиям, изложенным в параграфе 43.

С помощью аргументов, которые мы приводили при выводе 
уравнений (VII.48) — (VII.50), можно показать, что если требуется 
линейное изменение наклона нормали, функции формы, опреде
ляемые уравнением (VI1.39), могут быть преобразованы

— Nix ~  bj (b i L m +  —  LiLjLrn +  —

— bm (j% Lj +  —  LiLjLm -f » (VII.53)

где

— Niy =  Cj^L~i Lm 4- -y  LiLjLm +  X//) — cm Lj 4- —  ^ y ^ m + X m ) *

у. . —----_ф . _|___ ф .hij 0 Г 0 '*'j
bm (bj — bi) +  cm(cj — ci)

4  +  b2m
Фт . (VII.54)



Введение корректирующих функций для получения матриц 
жесткости и напряжения будет производиться на основании обыч
ной процедуры, но в данном случае в связи со сложностью выра
жений потребуется численное интегрирование. Необходимо заме
тить, что применение корректирующих функций не нарушает 
условия «постоянной деформации», если первоначальная функция 
соответствует этому условию. Очевидно, при условии «постоянного 
напряжения» (или постоянной кривизны) множители перед скоб
ками в корректирующих функциях будут равны нулю, так как из
менение наклона будет теперь носить линейный характер в любом 
направлении.

Вывод, сделанный в параграфе 43 о неединственности произ-
„ d2wводной ---------  в узлах, может быть теперь легко подтвержден.

дхду

45. Функции соответствия для четырехугольных 
элементов

Четырехугольник произвольной формы может быть разбит на 
два или четыре треугольника, как показано на рис. 59, а и б.

Для каждого из таких тре
угольников корректирующие 
функции находятся с помощью 
выражений, приводимых в 
параграфе 44.

Так как корректирующая 
функция для стороны ij тре
угольника ijk на рис. 60, а дает 
нулевые величины w и наклон 
нормали по отношению к диа
гонали jk, она автоматически 
становится корректирующей 
функцией для стороны ij четы
рехугольника, если она допол
няется (Djj =  0 внутри треуголь
ника jmk.

Такой же метод можно при
менить при разбиении, пока
занном на рис. 60, б. Здесь Ф, 
определяется с помощью вы
ражений для треугольника 
внутри ijk и равняется нулю 
в оставшихся треуголыш-

Рис. 59. Разбивка четырехугольников 
произвольной формы па треугольники, 
для которых можно определить к о р р е к 

тирующие функции

Рис. 60. Функции совместности, предло
женные Fraeijs de Veubeke

к ах.
Составить комбинацию таких корректирующих функций для 

произвольных условий довольно трудоемко, поэтому можно исполь
зовать подход, разработанный Sander [12] и Veubeke [13]. При 
этом функция соответствия для смещения формулируется непо



средственно. Допустим, что общее смещение должно быть опреде* 
лено в четырехугольнике с помощью трех отдельных функции 
(см. рис. 60).

w =  +  wib) +  w(c) (VII. 55)
Первая функция w(а) является полной кубической, включающей, 

десять произвольных постоянных (см. рис. 60, а),
w{a) — а х -f а 2к +  а.3у -f а 4х2 +  а ьху -j- а ву2 +  a 7x3 +

+  а вх2у +  а  9ху2 +  а 10*/3. (VI 1.56)'
Вторая функция определяется как кусочная. В нижнем тре

угольнике под диагональю jk она принимается за нуль, в верхнем 
треугольнике — за кубическое выражение, включающее три посто
янных, которое три отсутствии разрыва непрерывности наклона 
переходит в область нижнего треугольника. В координатах, опре
деляемых по фигуре, которую мы берем, для треугольника jkm

wtt) =  a  пу'2 +  a 12у'3 +  а 13*'г/'2. (VII.57)

Третья функция, показанная на рис. 60, определяет также а/с) 
равным нулю внутри треугольника ikm и как

^ (с) =  * иу"2 +  * 15г/"3 +  1 (VII.58)
в треугольнике ijm.

Шестнадцать постоянных могут быть определены, как это пред
лагают Sander и Veubeke [12, 13] с помощью двенадцати компо
нентов смещения в угловых узлах и четырех наклонов нормали, 
взятых в средних точках сторон (точки /, J, М, /С). Это обычно' 
можно сделать с помощью численного решения соответствующей 
системы уравнений.

Другой метод, не требующий определения специальных узлов 
в средних точках, заключается в том, что мы предписываем линей
ное изменение наклона нормали, т. е. определяем наклон нормали 
в средней точке как среднюю величину наклона нормали (в соот
ветствующем направлении) на угловых узлах. Этот тип элемента 
еще не проверен на практике, но ясно, что он дает относительно 
простое совместное решение для общего четырехугольника с че
тырьмя угловыми узлами.

46. Некоторые примеры решения 
с согласующимися элементами

Существуют немного решений для элементов плиты, у которых, 
функции смещения полностью согласованы. В табл. 6 представ
лены результаты решения, полностью отвечающие данным в 
табл. 4. Исследовалась задача квадратной плиты с различными 
сторонами при различной нагрузке.

При решении использовались треугольные элементы, у которых 
узловые точки располагались в виде квадратной сетки, как пока-



Т а б л и ц а  6
Вычисленные центральные прогибы квадратной плиты для нескольких видов разбиения (треугольные элементы)

Спободно опертая плита Защемленная плита
Вид раз

биения а  (распределенная нагрузка) Р (сосредоточенная нагрузка) а  (распределенная нагрузка) |5 (сосредоточенная нагрузка)

2><2 — — 0,01302 0,60855 0,00798 0,00172 — — 0,00521 0,00193 0,00169

2x2/1 — — 0,00220 — — 0,008 — — 0,00026 — — 0,001

4 x 4 0,00413 0,00376 0,00371 0,01176 0,01057 0,01039 0,00157 0,00123 0,00120 0,00589 0,00474 0,00461

4Х4Л — — 0,00356 — — 0,0105 — — 0,00100 — — 0,0042

6X 6 В 0,00413 0,00384 0,00382 0,01211 0,01117 0,01108 0,00135 0,00117 0,00116 0,00583 0,00511 0,00503

8X8 0,00405 — — 0,01165 — — 0,00134 — — 0,00572 — —

8х8Л — — 0,00392 — — 0,0113 — — 0,00121 — — 0,0052

16Х16Л 0,00401 0,0115 0,00125 0,0055

Точная 0,00406 — — — 0,01160 — — 0,00126 — — 0,00560 —

wn\b\ — a.qL'kID — для однородно распределенной нагрузки q. 
wшas =  fiPL~/D— для нагрузки, сосредоточенной в центре р.
Все виды разбиения треугольников основаны на квадратной сетке, показанной на рис. 49.
Первая колонка включает данные, основанные на несогласующемся неисправленном треугольнике, вторая колон

ка включает корректирующую функцию, определяемую пз уравнения (VII.51), третья колонка — корректирующую функ
цию, определяемую из уравнения (VII.52)



зано на рис. 49. В первом столбце даны результаты, полученные 
от несогласованной функции, а другие две колонки содержат 
данные, полученные при применении корректирующих функций,, 
основанных соответственно на уравнениях (VII.51) и (VII.52).

При всех используемых видах разбивки на элементы оказа
лось, что корректирующие функции дали менее точное приближе
ние. Читатель, однако, должен учесть, что сходимость будет моно
тонной и всегда, как ожидается, будет давать нижнюю границу 
величин средних смещений. Невозможно определить, на какой 
стадии разбиения будут проявляться преимущества решения с со
гласованными элементами. Если решение с несогласованными 
элементами сходится к неправильным величинам, то такая стадия 
должна появиться.

Если же сходимость при решении с несогласованными элемен
тами может быть доказана, то будет установлено их преимущества 
в данной задаче с изгибом плиты.

47. Исследование сходимости несогласованных 
решений

Можно произвести относительно простое исследование для оп
ределения сходимости в случае, когда размер разбиения обычной 
сетки непрерывно уменьшается. Если участок, содержащий боль
шое число элементов, будет подвержен различным налагаемым 
условиям постоянства кривизны на сторонах, то моменты и де
формации на этом участке должны точно соответствовать момен
там и деформациям континуума. Последнее, в случае уменьшения: 
размеров разбиения, будет автоматически приводить к конти
нууму, а следовательно, сходимость будет получена. Такая про
верка, относящаяся к расчету плиты с «несогласующимися» прямо
угольниками и сеткой треугольников одинаковых размеров, полу
ченных в результате пересечения параллельных диагоналей 
однородных параллелограммов (см. рис. 49), точно удовлетворяет 
требуемым условиям и поэтому при таком разбиении обеспечи
вается сходимость [5].

С другой стороны, при разбивке типа плиты, показанной на 
рис. 49 (тип В ), в средней величине напряжения может возникнуть 
ошибка до 1,5%. Такие же ошибки могут появиться в пределе схо
димости при рассмотрении неоднородных элементов. Можно, оце
нить порядок предела ошибки, возникающей при использовании 
несогласующихся элементов, описанных в этой главе.
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Глава VIII

ОБОЛОЧКИ КАК СОВОКУПНОСТЬ 
ПЛОСКИХ ЭЛЕМЕНТОВ

48. Вступление

Оболочка, в сущности, есть конструкция, которая может быть 
представлена в виде тонкой пластинки со срединной поверхностью, 
первоначально близкой к поверхности одинарной (или двоякой) 
кривизны. Хотя те же допущения в отношении поперечного рас
пределения напряжений и деформаций сохраняются и в данном 
случае, схема работы оболочки при приложении внешних нагру
зок совершенно отлична от плоских плит. Результирующие напря
жений, действующих параллельно срединной поверхности оболоч
ки, имеют теперь компоненты, перпендикулярные к поверхности, 
и несут основную часть нагрузки. Этот факт объясняет экономич
ность оболочек как несущих нагрузку сооружений и их заслужен
ную распространенность.

Подробный вывод определяющих уравнений для задач с кри
волинейными оболочками представляет много трудностей и ведет 
к разнообразным дополнительным формулам, каждая из которых 
зависит от вводимых допущений. Подробности классического под
хода к оболочкам читатель может найти в учебнике Fliigge [1]. 
При решении задач с оболочками методом конечных элементов, 
который будет изложен в этой главе, вышеуказанные трудности 
устраняются в связи с введением дальнейших допущений. Эти 
допущения носят скорее физический, а не математический харак
тер. При этом допускается, что реакция непрерывно изогнутой 
поверхности может быть равноценно представлена как реакция 
поверхности, состоящей из небольших плоских элементов. Посколь
ку размер разбиения уменьшается, можно предположить, что схо
димость будет обеспечена, что подтверждается на практике. После 
того как узловые нагрузки (или массы) будут приложены, необ
ходимо учесть одно важное обстоятельство. В предыдущих приме
рах нам было удобнее производить совместное задание таких 
нагрузок и масс в узлах для того, чтобы лучше описать локальные 
эффекты. Теперь для совместимости с физическим эффектом за
мены изогнутой поверхности на ряд связанных пластин будет 
столь же целесообразно заменить распределенную нагрузку на 
статически эквивалентные узловые силы. Это можно наилучшим 
образом проиллюстрировать на примере задачи о круговой арке, 
которая показана на рис. 61.



Задачу о круговой арке под действием внешней распределен^ 
ной нагрузки целесообразнее рассматривать как сегментную арку 
с эквивалентной статической нагрузкой (рис. 61, а), чем ту же 
полигональную арку под действием равномерно распределенной 
нагрузки (рис. 61, б).

Правильность этого положения может быть легко установлена, 
если мы начертим соответствующие многоугольники сил.

В оболочке элемент обычно подвергается воздействию сразу 
двух сил— сил изгиба и сил, «действующих в плоскости». В плос
ких элементах эти силы вызывают независимые деформации в

случае, если локальные деформации 
невелики, поэтому составные части 
для необходимых матриц жесткости 
могут быть получены, исходя из 
объяснений, уже данных в этой 
книге. При разбиении произвольной 
оболочки на плоские элементы ис
пользуются только треугольные эле
менты, хотя идея использования 
таких элементов при решении была 
предложена еще в 1961 г. Greene 
et al. [2]. Успеху подобного расчета 
препятствовало отсутствие хорошей 
матрицы жесткости для треуголь
ных элементов плиты при изгибе 
[3, 4]. Выводы, представленные в 
главе VII, дают возможность созда
ния соответствующих моделей для 
характеристики поведения оболочек 
с помощью такого разбиения. 
Некоторые оболочки, например 

оболочки общей цилиндрической формы, могут быть пред
ставлены в виде плоских элементов четырехугольной или прямо
угольной формы. При наличии хороших матриц жесткости для 
таких элементов результаты были весьма успешными. Практиче
ские задачи проектирования арочных плотин и другие задачи для 
перекрытий цилиндрической формы решались с помощью такого 
разбиения [5, 6]. Возможности расчета конструкций с оболочками 
с помощью метода конечных элементов очень велики.

Задачи с отверстиями, изменением толщины или анизотропией 
не представляют особых затруднений после того, как будут на
писаны общие вычислительные программы.

Особый случай представляют осесимметричные оболочки. Хотя 
и эти задачи могут решаться методом, изложенным в этой главе, 
можно использовать более простой подход. Такой подход будет 
описан в главе IX.

Рис. 61. Представление оси арки 
в виде совокупности прямых (а). 
Нагружение на схеме б лучше 
отвечает условию задачи, чем на

гружение на схеме в

!ЗС



49. Жесткость плоского элемента 
в локальной системе координат

Рассмотрим типичный полигональный плоский элемент, подвер
гаемый одновременно воздействию _сил изгиба и сил в плоскости 
(рис. 62).

Если рассмотреть сначала силы в плоскости (плоское напря
женное состояние), то нам известно из главы III, что состояние 
деформации единственным образом описывается функциями и и 
v смещений каждого типичного узла i. Минимизация общей по
тенциальной энергии дает матрицу жесткости, описанную в главах 
III и V, где

F1 6?
■< ■ =  [кР]

\ Y i 1

(VIII.1)
Таким же образом при 

рассмотрении изгиба состоя
ние деформации определя
лось единственным образом 
с помощью узлового смеще
ния в направлении z(w) и 
двух моментов вращения 
0Х- и 0У. В результате полу
чаем матрицы типа

действию сил изгиба и сил в плоскости

(VIII.2)

Прежде чем производить комбинирование этих двух матриц 
жесткости, необходимо учесть два фактора. Во-первых, что сме
щения, предписанные для сил в плоскости, не влияют на дефор
мации изгиба и наоборот. Во-вторых, что вращение 0Z не входит 
в качестве параметра в определение деформаций в любую из этих 
двух форм. Хотя на данной стадии этим можно пренебречь, нам 
представляется желательным по причинам, которые будут изло
жены далее, при рассмотрении задач объединения принять к све
дению это вращение и связать с ним фиктивную пару Мг. Факт, 
что он. не входит в процесс минимизации, можно учесть, просто 
поставив в матрицу жесткости соответствующее число нулей.



Снова определив теперь комбинированные узловые смещения как

т  =

где соответствующие силы

ui
Щ
wt
e,i
0у1
®zl )

м ,
м .

(vm .3)

(VIII.4)

можно записать

■ вг
• =  [А].

или

(VIII. 5)

Матрицу жесткости теперь получаем из следующих подматриц:

ш
j 0 0 0 !
! о о о i 
! 1

0
0

0 0 ! 0
0 0 т  i 0
0 0 i1 ] 0

0 0 i о о о !
I 1

0

если мы заметим, что

(в? )
=  б? •

(VIII.6)

(VIII.7)



Эта формула действительна для многоугольного элемента любой 
формы, в частности, для двух важных случаев, показанных на 
рис. 62.

В главе XIV будут обсуждаться элементы, в которых при оп
ределении жесткости в плоскости участвует член, характеризую
щий вращение 02. Ясно, что в таких случаях подстановка нулевой 
строки и столбца в [i£,s] — матрицу — не требуется.

50. Преобразование к общей системе координат 
и объединение элементов

Матрица жесткости, определенная в предыдущем пункте, отне
сена к локальной системе координат, так как компоненты сил в 
плоскости и изгиба первоначально были определены для этой 
системы. Для получения совокупности элементов и соответствующих 
уравнений равновесия необходимо преобразовать координаты к си
стеме общих координат (которые теперь будут обозначаться xyz, 
а локальная система — x'y'z'). Кроме 
того, сначала будет удобнее определить 
узлы элемента с помощью общих коорди
нат и, исходя из них, установить связь 
с локальными координатами, что, таким 
образом, потребует обратного преобра
зования.

Все преобразования производятся 
с помощью простого процесса. Две систе
мы координат показаны на рис. 63. Силы 
и смещения узла, данные в локальной 
системе (x'y'z'), получаются преобразо
ванием из общей системы с помощью 
матрицы L

|в ; |= [ Ц { « Л ;  |F ;i =  [L]{F,.}. (VIII.8)

Рис. 63. Локальная и общая 
системы координат

где

[Ц =
" к  0 '  . 

0 к ’
(VIII.9)

[X] — матрица 3X 3 направляющих косинусов углов, образованных 
двумя системами осей;

к х '  X ' к х ’ у к х ’  г

[ к ]  = к у ' х к у ' у к у ' 2

к 2 ’ х к г > у к г ' г  _

(VIII. 10)

где кхх>— косинус угла между осями х и х' и т. д.



Для всей системы сил, действующих на узлы элемента, мы 
можем записать

(6'}* =  [Т] {6}*; {F '}e =  [Т] {F }*. (VIII. 11)

По правилам ортогонального преобразования (см. параграф 4) 
матрица жесткости элемента, выраженная в главных координатах, 
принимает вид

[k] =  [Т]Т[^][Т]. (VIII. 12)
В обоих вышеприведенных уравнениях [Т] определяется с по

мощью
~1 0 0

0 L 0
0 0 L (VIII. 13)

■— диагональной матрицы, составленной из матриц [L], причем чис
ло матриц равно числу узлов в элементе. Легко показать, что ти
пичная матрица жесткости примет вид

[ * „ ]  =  ю т [*;.] ю .  т ы .  и )
где [k'rs] определяется из уравнения (VIII.6) в локальных коор
динатах.

Определение выражений в локальных координатах произво
дится по простому образцу. Если начало локальной и общей си
стемы координат совпадают, то

(VIII. 15)

Так как при вычислении матрицы жесткости положение точки 
начала координат несущественно, это преобразование всегда 
будет достаточным для определения локальных координат в дан
ной плоскости (или в плоскости, параллельной элементу).

После определения матриц жесткости всех элементов в общей 
системе координат производится объединение элементов и окон
чательное решение по стандартному образцу. Вычисленные ре
зультирующие смещения относятся к общей системе, поэтому 
перед тем, как приступить к вычислению напряжений, необходимо 
заменить их для каждого элемента локальной системы.

В этом' случае можно использовать обычные матрицы жест
кости для компонентов изгиба в плоскости. Если все элементы, 
соединяющиеся в данном узле, находятся в одной плоскости, воз
никает осложнение. В общих координатах получающиеся шесть 
уравнений будут сингулярными. Это объясняется тем фактом, что 
только пять из уравнений будут тогда независимы в связи-с тем,



что мы опустили величину вращения, перпендикулярного к плос
кости. Для таких узлов объединение необходимо производить в 
локальной системе координат.

51. Локальные направляющие косинусы

После того как матрица направляющих косинусов будет опре
делена для каждого элемента, задача не представляет трудности, 
и ее решение следует традиционной форме.

Определение матрицы направляющих косинусов связано с не
которыми алгебраическими трудностями и оно не является един
ственным, так как направление одной из осей произвольно в слу
чае, если она лежит в плоскости элемента.

Сначала мы рассмотрим объединение прямоугольных элемен
тов, где эта задача относительно проста.

51.1. Прямоугольные элементы. Так как использование таких 
элементов ограничивается поверхностями цилиндрического или 
коробчатого типа, удобнее рассмотреть одну сторону элементов и 
соответствующую координату х', параллельную главной оси х. 
В типичном элементе ijkm, который показан на рис. 64, теперь 
легко будет вычислить все нужные нам направляющие косинусы.

Рис. 64. Цилиндрическая оболочка, 
представляемая как совокупность 
прямоугольных элементов. Локальные 

и общие координаты

Рис. 65. Представление оболочки 
произвольной формы как совокупно
сти треугольных элементов (а) и ло
кальные и общие координаты для 

треугольного элемента ( б )



Х̂'Х — 1»
К ’у =  0; (VIIIЛ 6)
Хх,2 =  0.

Направляющие косинусы оси у' будут получены при рассмот
рении кординат различных узловых точек.

Таким образом,

ky'x =  0;

X , =  ._________ У1 ~  Ус________ .
уу У {(z/ - z i)2 +  (y ,- - ^ )a} ’

X , = 4 -  Zy Zi __
у 2 V  {(Z/ — zc)2 + {у ; — Ус)2}

(VIII. 17)

есть простые геометрические соотношения, которые можно опре
делить, рассмотрев плоскость участка, проходящую вертикально 
через ij. Таким же образом для этого участка для оси z' получаем

К'х =  0;

X , zi ~ Zi
2 У  V  К */ — zt-)2 +  ( y j ~  Ус)2}

x , =  +  У 1 - У ‘ .
V  {{Zj —  zt-)“ +  (t// — Ус)2 }

(VIII. 18)

Следовательно, важно использовать целесообразную нумера
цию точек, чтобы сохранить правильный знак в выражении.

51.2. Треугольные элементы. Произвольная оболочка, разделен
ная на треугольные элементы, показана на рис. 65.

Рассмотрим теперь типичный элемент ijm, нумерация которого 
произведена против часовой стрелки при взгляде на нее сверху, 
или, в более общей форме, с одной стороны поверхности.

Общие координаты трех узловых точек определяют плоскость 
элемента и, следовательно, направление z' нормали к нему. Теперь 
необходимо определить направление х' в плоскости элемента. 
Удобным для вычислений направлением было бы такое, при кото
ром оно всегда находилось в плоскости, параллельной плоскости 
х у. Таким образом, мы упрощаем последующую интерпретацию 
результатов; однако вполне очевидно, что могут быть выбраны 
и другие варианты.

Теперь будем определять направляющие косинусы нормальной 
оси zf Из аналитической геометрии хорошо известно, что если 
уравнение плоскости будет записано как

Ах +  By +  Cz +  D =  0, (VIIIЛ 9)



А"к,'Y =
/ {Л 2 +  В2 А-С2}

1 . ________ в
У /  {Л2 +  Б2+С 2}

kZ'z =  --г ■ ' —
/  (А 2 А - В 2 А - С 2 )

(VIII.20)

Уравнение для плоскости, проходящей через выделенные точки 
i, /, т ,  может быть записано как

откуда

det
X - - Х ^ У — Уь Z — Zi

X j ~ — xt, У) — Уь Z j  — Zi

—  X L, Ут У'1» zt

А = У ji^mi Ут&)1 >
В = XjiZml “Ь xmi ĵh
с = Х}1 У ml —  ̂m i У jl >

=  0, (VIII.21)

(VIII.22)

где Xji =  xj—Xi и т. д.
Если ось х' горизонтальна, то это же уравнение в плоскости, 

параллельной ху (т. е. z =  const), будет просто
Ах +  Ву =  0. (VIII.23)

Направляющие косинусы могут быть определены непосредст
венно

кХ ' х  ------

к х ’у —

_ в  .
/  ( Л 2  +  В2) ’

л
/  (Л2 +  В2) ’

(VIII.24)

при kx 'z =  0 из условия перпендикулярности. Теперь можно опре
делить третий ряд направляющих косинусов, соответствующих 
направлению оси у' Так как эта ось перпендикулярна к осям х' 
и мы получим

к у ' х  к х ' х  4 ~  к у ' у  k x f y  - J -  к у > 2 k x 'z  =  0 ,  

к у ' х  к г > х  “ Ь  к у * у  к 2 ’ у  - J -  к у ' 2 к г ' г  =  0

одновременно с
ку'х -Т ку'у -f- ку*г =  1. (VIII.26)

(VIII.26)



Решив это, получим

^у'х =  ~

У̂'У =  “ 

Ху'г — ~

___________ АС____________
У  (Л2 +  В2) (Л2 +  Я2 +  С2У

______________ ВС____________
/~ {А 2 +  В1) {А2 +  В2 +  С2)

_________ А +  В2__________
/ ■ {А2 +  В2) (Л2 +  В2 +  С2)

*
I
I
J

(VIII.27)

Решая эти уравнения со знаками, приведенными выше, полу
чим правильную правостороннюю систему координат1.

Все направляющие косинусы теперь определены и соответст
вующие матрицы преобразования могут быть введены в расчеты.

52. Некоторые практические примеры

Первый пример, который мы здесь приводим,— расчет оболоч
ки арочной плотины. Для этой задачи мы выбрали простую гео
метрическую форму, показанную на рис. 66, так как для нее были

Рис. 66. Арочная плотина, представленная в виде совокупности 
треугольных элементов:

1 — гидростатическая нагрузка, представленная в виде сосредоточенных на
грузок; 2 — нагрузки в узлах; 3 — линия контакта с основанием

получены результаты модельных экспериментов и имелись другие 
методы подхода. Использовалось разбиение на прямоугольные эле
менты, так как простая цилиндрическая форма дает такую воз-

1 Нужно отметить, что если А = В = 0 , то уравнения (VI11.25) и (VIII.27) 
станут неопределенными. Так как плоскость элемента будет тогда параллельна 
ху, можно произвольно выбрать любое направление х' и у'. Поэтому, напри
мер, мы просто можем принять, Что матрица X есть единичная матрица.



можность, хотя при этом для закрепленной линии основания при
ближение было весьма неточным. Производилось разбиение на 
элементы двух размеров.

Рис. 67. Арочная плотина. Горизонтальные прогибы по 
центральной оси

1 — решение с помощью метода конечных элементов (при грубой 
разбивке); 2 — решение с помощью метода конечных элементов (при 
мелкой разбивке); 3 — решение по методу пробных нагрузок (коэф
фициент Пуассона v=0,15) Проаибы, мм

Верховая Низовая
грань грань

Рис. 68. Арочная плотина. Вертикальные Рис. 69. Арочная плотина. Горизон- 
напряжения по центральной оси в клю- тальные (арочные) напряжения по 
чевом сечении. (Условные обозначения центральной оси в ключевом сече

те же, что на рис. 67) нии ( +  растяжение)

Результаты, приведенные на рис. 67, 68 и 69 для прогибов и 
напряжений на участке центральной оси, показывают, что при 
более точном разбиении существенного улучшения не происходит. 
Это подтверждает то, что сходимость как при физическом.прибли
жении к истинной форме с помощью плоских элементов, так и при 
математическом приближении с помощью метода конечных эле



ментов является очень хорошей. Для сравнения показаны вели
чины напряжений и прогибов, полученные с помощью другого 
приближенного метода1.

53. Сходимость

При формулировании в главе III матрицы напряжения в плос
кости непрерывность смещения между соседними элементами была 
обеспечена.

В главе VII такая же непрерывность достигалась и для из- 
гибных элементов, хотя было показано, что можно иметь хорошие 
результаты даже при нарушении совместности наклона. Функции 
смещения, обеспечивающие непрерывность между элементами, ле
жащими в одной плоскости, могут, в целом, приводить к разрыву, 
если на границе происходит деформация плоскости.

Метод приближенного решения с помощью конечных элементов, 
используемый в этой главе, поэтому всегда основывается на несо
гласованных функциях смещения и их сходимость может быть 
продемонстрирована лишь «экспериментально». С уменьшением 
размера элемента при отсутствии разрыва в истинной форме обо
лочки несогласованность значительно уменьшается и возможные 
ошибки, получаемые как в результате физического подхода с по
мощью плоских элементов, так и в результате несогласованности, 
имеют тенденцию к исчезновению. Иногда для того, чтобы избе
жать таких ошибок, предлагалось использовать элементы обо
лочек криволинейной формы. Но это может увеличить трудности 
при вычислении, поэтому необходимости в таких элементах может 
не возникнуть, если будет доказано, что хорошее приближение 
можно получить с помощью других методов.

Размер разбивки, необходимый для получения приемлемой 
аппроксимации, не представляется определенным. По мере умень
шения толщины оболочек часто оказывается, что изгибающие мо
менты имеют тенденцию концентрироваться в граничной области 
и очень резко изменяться. В таких случаях достигается хорошее 
приближение к мембранным силам или силам в плоскости при 
использовании даже довольно грубого разбиения, но в граничных 
областях для воспроизведения изменений момента потребуется 
чрезвычайно тонкая разбивка.

Для таких случаев приближенные аналитические способы отно
сительно просты и основное использование метода конечных эле
ментов может быть применено к решению задач с оболочками со

Сравнительное вычисление производилось с помощью так называемого ме
тода пробных нагрузок. Описание дается с разрешения Бюро Рекламации США.



средней толщиной, где возможны нерегулярности, разрывы и т. д., 
а изгиб представляет ту же важность, что и действие сил в плос
кости.
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Глава• IX
ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ ОБОЛОЧКИ

54. Вступление

Задачи расчета осесимметричных оболочек представляют су
щественное практическое значение, поэтому мы рассматриваем в 
этой главе особые методы подхода к их решению. Хотя общий 
метод, описанный в предыдущей главе, вполне применим и в этом 
случае, мы увидим, что можно значительно упростить решение, 
если принять во внимание осевую симметрию сооружения. В ча
стности, если и оболочка и нагрузка будут осесимметричными, 
можно показать, что элементы становятся «одномерными». Это 
более простой тип элемента, о котором мы не вели речь в преды
дущих главах.

Впервые подход к решению осесимметричных оболочек с по
мощью метода конечных элементов был дан Grafton и Strome [1]. 
В этой работе элементы представлены в виде простых усеченных 
конусов и используется прямой подход к выбору функций смеще
ния. Вывод уточненной формулы жесткости элемента дан в рабо
тах Popov et al. [2] и Jones and Strome [3], а развитие ее к случаю 
несимметричных нагрузок предложено Grafton и Strome [1J и дано 
у Percy et al. [4], Klein [5] и Jones and Strome [6].

В осесимметричных оболочках, как и во всех других типах 
оболочек, действуют изгибающие силы, а также силы в плоскости 
или мембранные. Эти силы определяются единственным образом 
как функции от обобщенных деформаций, которые включают в 
себя расширение и изгиб срединной поверхности. Если перемеще
ния каждой точки срединной поверхности определены, то дефор

мации и внутренние результи
рующие напряжения или 
просто напряжения могут быть 
вычислены с помощью формул, 
которые мы найдем в стан
дартных справочниках по тео
рии оболочек. Например, в осе
симметричной оболочке при 
осесимметричном нагружении 
(рис. 70) смещение точки сре
динной поверхности единствен
ным образом определяется 
двумя компонентами и и w 
соответственно в тангенциаль
ном и нормальном направ
лениях.

Рис. 70. Осесимметричная оболочка; 
смещения в результате нагружения и 
результирующие напряжения. Оболочка 
представлена в виде совокупности пло

ских элементов



Четыре компонента деформации, находим .с .помощью, следую
щего выражения при условии, что угол Ф. не будет изменяться:

{е} = ее

Хе

[ du/ds
I (w cos Ф -т- и si п Ф)/г 
{ d2w/ds2
| sin Ф dw
 ̂ г ds )

(IX.1)

В итоге получим четыре результирующих внутренних напря
жения, показанных на рис. 70 и которые связаны с деформациями 
с помощью матрицы упругости [Щ,

{а} =
Ns '
N q

M s

м

=  Р ]{е } . (IX.2)

Для изотропной оболочки матрица [D] принимает вид

[D ]

"1 v 0 0 "
Et v 1 Q 0

( 1— V*) 0 0 /2/12  vt2l 12 ’

_0 0 v/2/12 /2/12 _

(IX.3)

где верхняя часть соответствует плоскому напряженному состоя
нию, а нижняя — матрице изгибных жесткостей, причем в обеих 
из них сдвиговые члены отбрасываются.

55. Характеристики элемента — 
осесимметричные нагрузки

Разобьем оболочку с помощью узловых поверхностей на ряд 
усеченных конусов, как показано на рис. 71. Узловые смещения в 
точках, таких как i и /, единственно определяют деформации 
элемента с помощью заданных функций формы. В каждом узле 
задаются осевые и радиальные перемещения и вращение. Необ
ходимо иметь все три компонента, так как оболочка может нести 
изгибающие моменты.

Смещение узла I может, таким образом, определяться по трем 
компонентам

{М  = wt
.P/J

(IX.4)

т



Элемент с двумя узлами ij содержит, таким образом, шесть 
степеней свободы, определяемых смещениями элемента,

<6Н З -  (1Х-5)
Смещения внутри элемента единственно определяются с по

мощью узловых смещений {6}е и положения s

Рис. 71. Элемент осесимметричной обо
лочки

w=C)=iw- (ix-6)
Если взять и как вели

чину, линейно изменяю
щуюся от s, a w как кубиче
ское уравнение по 5, мы 
будем иметь шесть неопре
деленных постоянных, кото
рые можно получить из уз
ловых величин й, lj и (3.

В узле i
Щ
wi

f  dw \

X d T J i
Записав

cosO, +  sin®, 0 " k
— sin Ф, cos Ф, 0 \wt

o, 0, 1 I P / J
W {8,}. (IX.7)

и =  а± +  a  2s;

w =  а3 +  a4s +  a 5s2 +  a 6s3, (IX.8)

легко найти шесть конечных условий и прийти к

1 — s' 0 0 s'
0 1 — 3s'2 +  2s'3 L (s' — 2s'2 +  s '3) 0

( иг

X
О

3s'2 — 2s'3
О

(— s'2 +  s '3) L



s' =  s/L. (IX.9)

Обозначив вышеуказанную матрицу 2 x 6  как [Л/'], мы можем 
записать

[ X ]  О
w

=  т
О  [ Х ] \

{«Г =  \№  [X], [л/'i [X]] {б}« =  [jv'i {б}<-. (к.Ю)

Из уравнения (IX.10) легко получить матрицу напряжения (В], 
используя определение из уравнения (IX.1). Это дает

где

№ 1=

{е} =  [51 {«}" =  [[В,] [X], [£,] [X]] {6}',

-  1/5 j О I
(1 — s') sin Ф/r {(1 — 3s/2 2s'3) cos Ф/г ]

0 ] (— 6 + 1 2 s ') L 2 I х
0 (6s' — 6s'2) sin Ф/rL

0

X L (s' — 2s'2 +  s '3) cos Ф/г 
( -  4 +  6s')/L 
(— 1 +  4s' — 3s'2) sin Ф/r _

[Bj\ =

' ML 
s' sin Ф/г 

0 
0

0
(3s'2 — 2s'3) cos Ф/г J

X

(6— 12s')/L2 
(— 6s' +  6s'2) sin Ф/rL | 

0
L (— s'2 -f- s '3) cos Ф/г 
(— 2 -J- 6s )/L 
(2s' — 3s'2) sin Ф/г

l x

(IX. 11)

(IX. 12)

Теперь известны все «составные части», необходимые для вычис
ления матрицы жесткости (или матриц нагрузки, напряжения или 
начального напряжения) по стандартным формулам главы II.

Требуемое интегрирование проводится по площади А элемен
та, т. е.

dA =  2nrds =  2nrLds’ , (IX .13)
где s ' изменяется от 0 до 1.

Таким образом, с помощью уравнения (11.10) матрица жест
кости k принимает вид

Щ =  } [Я]т [D] [В] 2nrLds'. (IX.14)
о



После подстановки элемент [krs] этой матрицы принимает вид 

[ * „ ]  =  [X]TQ [B ,]T[0] [B,]rds' \  w  2nL. (IX. 15)

Радиус г должен быть выражен как функция от 5 до того, 
как подобное интегрирование будет произведено. Снова целесо
образно использовать численное интегрирование. Grafton и Strome 
П] дают явную формулу для матрицы жесткости, основанную на 
обычном усреднении величины подынтегрального выражения и 
использовании матрицы [D], соответствующей ортотропному 
материалу. Даже при этом грубом приближении можно получить 
хорошие результаты в случае, если используются небольшие эле
менты.

Percy et al. [4], Klein [5] произвели полное численное 7-точечное 
интегрирование и несколько улучшили полученную матрицу, хотя 
она и не представлена в (полной форме. Необходимо помнить, 
что если имеются какие-либо внешние распределенные нагрузки 
или моменты, при решении должна использоваться их полная ве
личина по окружности, как это делалось с осесимметричными 
твердыми телами, которые рассмотрены в главе IV.

56. Несимметричные нагрузки

Если нагрузки на осесимметричную оболочку сами не являются 
симметричными, для описания движения точки срединной поверх
ности потребуется три компонента смещения. Дополнительным

компонентом смещения будет v 
в направлении, касательном 
«параллельной» окружности, как 
показано на рис. 72.

Дополнительные компоненты 
сдвигового «напряжения» и 
«деформации» возникают в каж
дой точке. Компоненты «напря
жения» или равнодействующая 
напряжения, включают теперь 
силу в плане Nsо и крутящий мо
мент Mse, которые тоже показа
ны на рис. 72.

В качестве деформаций им со
ответствуют деформация сдвига 
ese и кривизна кручения %3в • 

Вектор деформации может быть выражен как функция смещений 
с помощью отношений, выведенных Novozhilov [7]. Аналогично 
уравнению (IX. 1) мы можем записать

Рис. 72. Осесимметричная оболочка с 
несимметричной нагрузкой. Смещения 

и результирующие напряжения



{е} =

&S
8 0

Yse
Xs
Xq

1.̂ s0

du/ds

—  -f- cos Ф -+ ы sin Ф)/r
2 ae 1

l a^
ae

dv v sin Ф 0 
t1 ~ ^05 Г

d2w

1 d2w

( - T

ae
d2w
dsdQ

ds2
cos Ф dv 

dQ 
dw
aT

(IX.16)
sin Ф dw

rL
sin Ф

г

cos Ф
ds
dv
ds

sin Ф cos Ф

Соответствующая матрица напряжения будет иметь вид

<NS 
N q

{о} =  NsQ

MQ
i. -^so j

причем [D] для изотропного материала будет равна

(IX Л 7)

[D ]  =

1 V 0 0 0 0

V 1 0 0 0 0

Ei 0 0 (1— v)/2 0 0 0

—  V2 ) 0 0 0 f / \ 2 vf2/12 0

0 0 0 v^/12 t2/ \ 2 0

0 0 0 0 0 (1 —v)T2/24

(IX Л 8)

На первый взгляд кажется, что задача является полностью 
трехмерной и что необходимо деление на элементы по окружности, 
так как все три компонента смещения изменяются по s и 0. 
Однако мы теперь можем воспользоваться важным свойством, 
которое может быть найдено, если мы произведем полное ана
литическое формулирование задачи. Это свойство предписывает 
круговое изменение смещений, если внешние нагрузки изменяются 
синусоидально вдоль окружности.

Так, например, если нагрузка, параллельная смещению и или 
w, изменяется как

U =  Un (s) cos пв,

W =  Wn{s)cosnQ, (IX .19)



(IX.20)

то и смещения будут изменяться как
и == ип (s) cos /2 0  
W  =  W n (s) COS /20 •
V  =  vn (s) sin /20

Теперь остается определить только три величины— ип, wn и 
v11, связанные с одной переменной s и представляющие амплитуды 
изменения в направлении по окружности.

Снова продолжаем вычисления по стандартному методу ко
нечных элементов. Узловые величины и", w\, pi, v'l представляют 
собой вектор {6i}.

Соответствующая функция формы предписывает смещение

\и \
{ / }  =  Ы  =  [ЛГ]{8«}. (IX .21)

где [N] включает допущения в отношении природы изменения 
амплитуд cos /20 или sin /20. Матрица [N] может быть найдена 
тем же путем, как было показано в уравнениях (IX.8) — (IX.10). 
Необходимо, однако, принять форму изменения vn. Так как здесь 
не требуется непрерывность наклона, то для vn может быть зада
но линейное изменение. По аналогии с уравнением (IX.9) мы мо
жем записать

и

W

V

1 — s' 0 0 0 s' 0

0 1 — 3s'2 +  2s'3L (s' — 2s'2+  s '3) 0 0 3S'2 _  2s'3

0 0 0 1— s' 0 0

0 0 

X (— s'2 +  s '3) L "о 

0

[т  т  о
о [Т] [Я] J

(IX.22)

где

COS /20 0 0 0

[T] = 0 COS/20 0 0
0 0 COS /20 0
0 0 0 sin  /2 0

(IX.23)

и выражает изменение по окружности.
Матрица преобразования направления [X] отличается от мат

рицы, полученной из уравнения (IX.7), добавочным членом, с 
помощью которого осуществляется преобразование v самого в 
себя.



Таким образом,
COS Ф sin Ф 0 0 "

[А,] = — БШФ cos Ф 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1

Е = 107тунт/кв. дюйм 
1 фунт/дюйм v=0 3

г t -0,01 дюйм

И

► Л7 а
•о
£

7,0 дюйм-
“И/

2 дюйм 2дюим
2

0,5 дюйм 
Случай 1 5 при 0,2 дюйм
Случай 2 10 при 0,1 дюйм 
Случай 3 20 при 0,05 дюйм

Схема
расположения узлов

Рис. 73. Расчет цилиндрической оболочки с помощью метода конечных 
элементов (Grafton and Strome, 1963)

/ — аналитическое решение, % ошибки, максимальный прогиб: 2 — случаи 1 (31,7);
3 — случай (11,1); 4 — случай 3 (3,1); 5 — аналитическое решение, % ошибки, мак
симальный момент; 6 — случаи 1 (28,8); 7 — случай 2 (11,0); 8 — случай 3 (2,5)

Теперь вывести матрицы жесткости и т. д. не сложно. С помо
щью определения деформации в уравнении (IX. 16) получим мат
рицу [В].

Все интегралы берутся по всей площади элемента, т. е. по
dA -- rdsdQ.



Вектор нагрузки, соответствующий вектору 
определяется I[Т] О 

О [Т]
{F} rdQ,

амплитуды {6}е, 

(IX. 25)

д/_7 дюйм фунт 
д ю й м

С х е м а  р а с п о л о ж е н и я  у з л о в  

Щ п ри и н т е р в а л е  0 , 5 1 

7  п р и  1 , 0 0 
3  п р и  2 , 0 °

Ч п р и  и н т е р в а л е  W *

Е =  10 7 фунт/кв. дюйм 

V = 0,33
дюйм-фунт 

дюйм-

А н а л и т и ч е с к о е
р е ш е н и е

0 I С помощью метода 
конечных элементовШ И

Рис. 74. Расчет оболочки в форме полушара с помощью ме
тода конечных элементов (Grafton and Strome, 1963)

где {Z7} есть вектор внешних нагрузок, действующий на единицу 
длины окружности. Этот метод дает относительно простое реше
ние для несимметричных нагрузок, которые могут быть выражены 
с помощью нескольких гармонических членов, подобных уравне



нию (IX.19). Для очень сложного вида нагружения предпочти
тельнее использовать метод, описанный в главе VIII.

57. Примеры и точность

При решении задач с осесимметричными оболочками описывае
мым здесь способом непрерывность обеспечивается на каждом 
этапе. Поэтому для оболочек полигональной формы всегда будет 
иметь место сходимость. Задача физического приближения к изо
гнутой оболочке с помощью полигональной формы аналогична 
задаче, рассмотренной в главе VIII. Интуитивно мы можем пред
полагать сходимость, и многочисленные примеры действительно 
это подтверждают. Когда воздействие нагрузки приводит к значи
тельным мембранным напряжениям, расхождения в величинах 
изгибающих моментов существуют даже при относительно мелкой 
разбивке. Однако они исчезают при уменьшении размера разбие
ния или уменьшаются частично, если используется осреднение 
моментов. Последнее необходимо при представлении оболочки 
как ряда усеченных конусов.

На рис. 73 и 74 показан ряд характерных примеров, взятых у 
Grafton и Strome [ l l -
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Глава X
ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ПОЛЯ — ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ, 
ФИЛЬТРАЦИЯ И Т. П.

58. Вступление

В главе II мы показали, что основные положения метода ко
нечных элементов в задачах упругости могут быть получены про
сто с помощью минимизации общей потенциальной энергии 
системы без подробного рассмотрения условий равновесия. Име
ется много задач в инженерном деле и физике, где минимизация 
некоторой интегральной величины (обычно называемая функцио
налом) с учетом некоторых граничных условий приводит к точ
ному решению. Этот функционал может представлять из себя 
в некоторых случаях физическую переменную величину. В этом 
случае функционал обычно связывают с понятиями энергии или 
работы. Для многих случаев, однако, он просто является опреде
ленной математической величиной.

В этой главе рассматривается решение задач, физическое пове
дение которых подчиняется общим квазигармоническим дифферен
циальным уравнениям. Показано, что такие задачи могут решаться 
так же, как и задачи, в которых определенный квадратичный 
«функционал» должен минимизироваться по всей области. Когда 
такой «функционал» составлен, задача решается с помощью ме
тода конечных элементов, применяя все понятия (и вычислитель
ные программы) строительной механики.

Общее квазигармоническое уравнение включает как частный 
случай хорошо известные уравнения Лапласа и Пуассона. Диапа
зон физических задач, решаемых с помощью этих уравнений, 
очень велик. Перечислим лишь некоторые из них, встречаемые в 
инженерной практике: теплопроводность, фильтрация в пористой 
среде, невихревое течение идеальных жидкостей, распределение 
электрического (или магнитного) потенциала, кручение призмати
ческих стержней, изгиб призматических балок и т. д.

Формулировки, даваемые в этой главе, обычно применимы 
одинаково ко всем задачам, поэтому мы не будем делать ссылок 
на реальные физические величины. Изотропные и неизотропные 
области могут рассматриваться с одинаковой легкостью. Двумер
ные задачи рассматриваются в первой части этой главы. Затем 
следует переход к трехмерным задачам.

Мы увидим, что те же функции формы, которые использовались 
ранее в двух- и трехмерном решении упругих задач, будут встре
чаться и здесь. Основное отличие заключается в том, что теперь 
лишь одна неизвестная, скалярная, величина (искомая функция) 
связана с каждой точкой в пространстве. Ранее мы искали не
сколько неизвестных величин, представленных вектором смещения.



59. Задачи на экстремум

Общее квазигармоническое уравнение, описывающее поведение 
некоторой неизвестной физической величины Ф, может быть запи
сано

J L  1
дх ^

_д_
ду

+  Q -  О, (Х.1)

где Ф есть неизвестная функция, определяемая внутри области, 
a kx, kv, kz и Q есть известные функции х, у и z. Читатель, зна
комый, например, с установившейся теплопроводностью, сразу 
определит функции kx, ky и kz как коэффициенты анизотропной 
теплопроводности, функцию Q как источник тепла, а неизвестную 
функцию Ф как температуру (в случае, если координаты совпа
дают с основными осями материала). В электрической интерпре
тации соответствующие величины будут связаны с величинами 
проводимости, источника зарядов и потенциала. Независимо от 
физического выражения математическая задача остается одной 
и той же., Физические условия частной задачи и исследуемой об
ласти требуют определенных граничных условий. Два наиболее 
часто встречаемых случая удовлетворяют следующим условиям:

а) величина Ф определена на границе
или

б)

kx —— lx -f- ky —— ly -f- kz —— 12 +  q +  аФ =  О (X.3)
ox J oy oz

на границе, где lx, lv и lz — направляющие косинусы внешней 
нормали к граничной поверхности. Если kx, ky и kz равны друг 
другу, q и а равны нулю, то это условие сводится к хорошо из
вестному условию для непроводящих границ

—  i * = o .
дп

В задаче с проводимостью q есть поток (тепловой) на едини
цу площади, а аФ есть конвекционные потери.

Уравнение (Х.1) и граничные условия единственным образом 
определяют задачу. Однако возможна другая формулировка с 
помощью вариационного исчисления. На основании хорошо из
вестной теоремы Эйлера [и  можно заключить, что, если интеграл

минимизируется, то при этом в качестве необходимого условия не
известная функция и (х, у, z) должна удовлетворять следующему 
дифференциальному уравнению:

- « - { _ « L _ l + _ L / _ 2 £ _ l  +  ± ( _ J E _ l _ i L  =  o
дх \ д {dujdx)) ду' \ д {dujdy)} дг ( d(du/dz) J ди



в той же самой области и при условии, что и удовлетворяет тем 
же граничным условиям в обоих случаях.

Читатель может убедиться, что для получения выражения, 
эквивалентного уравнению (Х.1), требуется, чтобы объемный 
интеграл, данный ниже, взятый по всей области, был бы мини
мизирован

1 = — ЙФ dxdydz,

при условии, что Ф отвечает тем же граничным условиям.
(Х.4)

60. Формулировка плоской задачи.
Треугольные элементы [2]

60.1. Постановка задачи. Физические задачи, которые зависят 
от двух переменных, встречаются довольно часто. Определяющее 
дифференциальное уравнение (Х.1) может быть записано

Эквивалентный функционал, который мы должны минимизи
ровать, принимает вид

= 11 ~ [ k .  (И З.
ох

% +  k J ^ y \ - o e > dxdy. (Х.6)

Теперь рассмотрим область, показанную на рис. 75, которая 
разделена на треугольные элементы. Пусть узловые величины Ф 
определяют функцию в каждом элементе, как мы это делали в 
главе III со смещениями. Для типичного треугольника ijm по 
аналогии с уравнением (III.5) имеем

ф =  № . N „  л у { ф } ' ,  (Х.7)
в котором, как и в уравнении (Ш .8),

Nl =  (a, +  blx +  cly)l 2Д, (Х.8)
где a,-, bi и с, определяются с помощью уравнения (III.6). В вы
шеприведенном уравнении {Ф }е есть три величины Ф, связанные 
с узлами элемента, т. е.

№  =
Ф|
ф у
Ф

(Х.9)

Так как узловые величины Ф однозначно определяют функ
цию во всей области, функционал х может быть минимизирован 
по отношению к этим величинам.



Это лучше всего сделать, если сначала оценить вклад типично
го элемента в каждую производную, например д%/дФг, а затем 
сложить все полученные величины и приравнять их нулю.

Такой вклад в д%/дФ{ будут давать только элементы, прилежа
щие к узлу i, так как только такие элементы в плоских упругих 
задачах оказывают влияние на уравнение равновесия узла. Фор
мулирование или составление конечного уравнения в обеих зада
чах будет одинаковым.

60.2. Характеристики элемента. Теперь следует оценить вклад 
элемента в производную д%/дФ{.

Если величину связанную с элементом, обозначить yf 
(ограничивая интегрирование площадью элемента), то, дифферен
цируя уравнение (X. 6), мы можем записать

- =  \ { \ k x — - ? — ( — ) +  k y —  —
i J J  I дх 5Ф; V dx )  y ду дФ(

dyf _  
дФ

дФ
ду

Q дФ
дФ{ |

1 dxdy.

(X.10)
Определив Ф с помощью уравнений (Х.7) и (Х.8), можно запи

сать данные уравнения как
dyf
дФ1

bj, Ьт ]{Ф }еЬ1 +  ky [ch c-v c J iO y c Jd x d y  —

— lb  J J ̂  ̂  + biX + dxdy' (x-1!)
Каждый элемент дает вклад только в три производные, связан

ные с его узлами. Определив эти три вклада как
' дуе ' 

дФ{ 
д /е
дф/ ’ 
dyf

I дФт )

(Х.12)

мы можем записать результаты уравнения (X. 11) и двух других 
подобных в виде

{ - ^ )  =  [ЛНф}' +  {/?Г. (ХДЗ)

Форма записи (Х.13) идентичная форме уравнения (Х.З). Те
перь легко записать матрицу [h\ . Если принять k x и k y за посто
янные величины внутри элемента, то интегрирование произвести 
легко.

Снова отметив, что площадь элемента

И dxdy =  А,



мы можем легко прийти к следующей форме:

1Л] =  7 f4Д

ИЛИ

~btbt bjbi b j i ' X., 'CiCl Cfi cmcl
bibj bjbj bmbj +  —  ^  4Д CtCj Cf } cmci

j>ibm bjbm bmbm. S lCm Cfm C mPm.

hrs =  {kxbrbs +  kycrcs)/4A,

(Х.14)

что, как и в задачах конструкций, является симметричным. Вспом
ним, что с помощью уравнения (III.5) мы можем записать

Ь[ У ]  у т У j m i  ^1 Х т Х у  X m j  И T. Д.

Таким же образом можно определить вектор {^ }е. Если допу
стить, что £2 есть величина, постоянная внутри элемента, то интег
рал

F t =  — й JJ (а* +  btx -f cLy) dxdyl2Д (X. 15)

легко вычисляется по всей площади треугольника. Он принимает 
значение

— £2 (fli +  btx -J- cty)l2,

где х и у есть координаты центра тяжести, т. е.

X =  (xt +  X j  -f хт )/3;

У — (*// +  У] +  УтУЗ.
Подставляя, мы видим, что интеграл становится равным

—  det 
3

1 XL У1
1 Xj yj
1 Хщ Ут

=  — Д.
3

Таким образом, получаем окончательный результат

{F у  =  — —  j 1 з
1

(Х.16)

60.3. Объединение. Окончательные уравнения процесса миними
зации требуют объединения всех производных % и приравнивания 
их нулю. В типичном случае

_ ^  =  V _ ^ L  =  0. (Х.17)
дФ£ Zd дФ[ к 1

Суммирование производится по всем элементам.
С помощью уравнения (Х.13) последнее можно записать

- ^  =  22Л (тФ m+ Z F „  (Х.18)



где суммирование производится по всем элементам и узлам. 
Этот процесс в точности подобен суммированию структурных 
уравнений (см. уравнение (1.11)), если [h]e рассматривается как 
матрица жесткости элемента, a {Z7} 6 есть вклад внутренней рас
пределенной нагрузки. Внешняя нагрузка узлов, соответствующая 
{R} в уравнении (1.11), теперь будет равна нулю. Мы видим 
полное сходство формулировки характеристик элемента и сум 
мирования со стандартными структурными задачами. Использу
ются те же машинные программы и стандартные приемы.

60.4. Граничные условия. Для определения граничных условий 
типа (а), которые даны в уравнении (Х.2), т. е. когда величина 
Ф определяется на границах, нет никаких трудностей. Узловые 
величины предписываются на границах, после чего эта задача 
будет идентична эквивалентной части структурной задачи, в ко
торой смещения заданы на границах.

Случай определения граничных условий типа (б) является 
более сложным. Хотя можно попытаться удовлетворить гранич
ным условиям с помощью прямых ограничений функции в гранич
ных элементах, такой подход неудобен и заключает в себе опас
ность того, что структурная аналогия будет нарушена. Поэтому 
более целесообразно преобразовать вариационный подход таким 
образом, чтобы величины на границах могли принимать любые 
значения без ограничений. Это легко сделать, если прибавить 
соответствующие дополнительные члены к функционалу, который 
мы должны минимизировать. В плоской задаче граничные условия 
(б) могут быть записаны

ky—~— lx -f- ky —— ly +  q -j- Ф =  0. (X.3,a)
ox dy

С помощью вариационных методов, описанных полностью у 
Berg [1], легко показать, что, если граничный участок С удов
летворяет таким условиям, то «функционал», даваемый уравне
нием (Х.6), должен быть преобразован [3] к виду

+  j* — аФЧэ, (Х.6,а)
с с

где два последних интеграла берутся по границе, удовлетворяю
щей условиям (б), вдоль которой Ф не ограничивается. Теперь 
осталось только прибавить дифференциалы последних двух 
членов (по отношению к узловым величинам Ф) к уравнению 
(Х.18). Такие дифференциалы существуют только для элемен
тов, которые образуют границу, например элементы г, s, /г, пока
занные на рис. 75. Мы сейчас покажем, что они сводятся к до



Если q 
как Ф

(X. 19)

полнительным «силам», которые следует добавить к членам 
уравнения (Х.13).

Рассмотрим, например, поверхность элемента г — s. 
и а принимаются постоянными вдоль поверхности и так 
линейно изменяется от Ф г до Ф5, то

+ - т ( ф' - т ф
Таким образом, если мы рассматриваем д%/дФт или «равнове

сие» узла г, необходимо прибавить подобные члены (или «силы»)
от двух соседних элементов.

Первая часть выражения, 
т. е. qL/2, дается просто как 
функция мембранной аналогии, 
в которой все члены ведущих 
уравнений имеют структурную 
значимость.. В них Ф представ
ляет боковое смещение мембраны 
с напряжениями kx и kv в на
правлениях х и у соответственно. 
Величина q обозначает распреде
ленную внешнюю нагрузку на 
единицу длины границы. По
этому, если при определении гра
ничных условий присутствует 
только член q, это представляет 
такое структурное состояние гра
ницы, когда внешние нагрузки 
предписаны.

Рис. 75. Разбиение двухмерной обла
сти на треугольные элементы

Таким же образом нам легко определить член

“к . ( Ф г— 1 Ф
3 V 2

как внешний элемент предписанной жесткости, прибавленный к 
первоначальной системе. Отсюда мы -видим, что при определении 
граничных условий типа (б) особых трудностей не возникает. 
При решении этих же задач методом конечных разностей возни
кают значительные трудности. Естественно, условие а  =  0 и <7 =  0 
представляет частный случай ненагруженной границы. К этой 
часто встречаемой категории относятся симметричные линии, а 
также линии на непроницаемых поверхностях.

60.5. Сходимость. Величины Ф определяются таким образом, 
чтобы между элементами не возникало разрыва непрерывности. 
Наклоны дф/дх и дФ/ду на границе между элементами являются 
поэтому конечными, и они не дают никакого вклада в функционал, 
который минимизирован (см. приложение к главе И).

При уменьшении размеров разбиения любой вид изменения Ф 
может быть представлен. Поэтому очевидно, что достижимый



62. Формулировка объемной задачи

Минимизация функционала, представленная уравнением (Х.4) 
в трехмерной задаче, будет производиться тем же способом, ко
торый представлен в параграфе 60 для плоских задач.

Тетраэдральный элемент, используемый в решении трехмерных 
задач упругости, даст и в этом случае простую формулу (как в 
главе VI, см. рис. 35).

Следуя тому же методу рассуждения, как и при выводе урав
нения (VI.7), можно записать для элемента ijtnp

Ф =  М , Nj, Nm, ЛГР]{Ф }', (Х.24)
где

{Ф}" = ф ;
Фт
Ф„

Ni — (a, -f- bLx +  0$  -f- dt-z)/6V (X.25)

Постоянные в этом уравнении идентичны постоянным в урав
нении (VI.5). Теперь вместо уравнения (X. 11) получаем

ь ”  ь^ ф* ь‘ +
+  ky [clt Cj, ст , ср\ { 0 } ect +  kz [dh dp dm, dp] (0 }"d z) dxdydz —

_  6 ^  I I I Й (fl/ ~,L biX +  ° iy +  diẐ dX dydZ' (X-26)
Допуская, что величины kx, kv, kz и Q постоянны внутри эле

мента, мы получим матрицу [h] в форме

[h] =

+

361/

+ 361/

'blbt Ъ:ЬЬ
bibj 
bibm 

L  b(bp

b j b j

bjbm
bjbp

c ic j  C jC j

Cfim C*C
ClCp 

dtdj
d:dmi m 

__d̂ d p

j m  

C j C p

djdi
djdj
djdm
djdp

b mbi b p b ,

b mb j b p b

ЬщЬщ b p b n

ЬщЬр b p b l

CmCi CpCi ~

CmCj cpcj
cpcm

cmP p CPCP -

dpAi dpdt
dmdj dpdj
dmdmmm dpdm
d„d „mp dpdp

(X.27)



Вектор {E }el теперь примет вид

{FY = QV
4

(Х.28)

Легло получить матрицу наклона, которая будет иметь форму, 
аналогичную уравнению (Х.10). Составные элементы с восемью 
узлами могут быть объединены и их использование рекоменду
ется, потому что может быть получено при этом простое разбиение.

Можно опять использовать более точные функции формы 
(аналогичные тем функциям, которые описаны в параграфах 32 
и 33), хотя, вероятно, это усложнение не даст нам особых преиму
ществ.

63. Примеры. Оценка точности

Легко показать, что, производя объединение полученных жест
костей треугольных элементов для регулярной сетки, показанной 
на рис. 77, а, мы получим уравнения, идентичные тем уравнениям, 
которые выведены с помощью хорошо известных методов конеч
ных разностей [4].

Рис. 77. Схемы «регулярной» и «нерегулярной» сетки

Очевидно, что и решения, полученные этими двумя методами, 
будут идентичны, как и порядки приближения 1 2.

Если мы используем «нерегулярную» сетку с расположением 
узлов в вершинах квадратов, различие между двумя методами бу
дет очевидно (рис. 77, б). Различие происходит за счет нагрузоч
ного вектора {Е }е.

При объединении в уравнениях появляются величины «на
грузок», которые незначительно отличаются в разных узлах, но

1 Для доказательства этого укажем:

I I I  (fli +  bix +  С1У +  diz) dxdydzIbV

2 В случае, если граничные величины будут заданы.



сумма которых будет той же, что и сумма, полученная методом 
конечных разностей. Поэтому решения имеют только местное 
отличие, а средние величины будут одинаковы.

На рис. 78 показано сравнение результатов, полученных при 
использовании нерегулярной сетки, с результатами приближенного 
решения методом конечных разностей низшего порядка. Резуль
таты, как и ожидалось, имеют одинаковую степень точности.

Рис. 78. Кручение призматического стержня 
Цифры в скобках соответствуют более точному 
решению Southwell, использовавшему сетку 12Х 

Х16 (величины Ф /^0а2 представлены)

На данном этапе читатель, вероятно, будет удивлен тем, что 
появилась необходимость альтернативного подхода, который пов
торяет результаты испытанного и хорошо известного метода. 
Причина в том, что новый метод имеет следующие достоинства: 

простота подхода к анизотропным и неоднородным задачам 
(в частности, в случае, когда направление анизотропии пере
менно) ;
форма и размеры элементов могут быть выбраны в соответ
ствии с произвольными границами с учетом областей резкого 
изменения искомой функции;

для сборки элементов и для решения можно использовать стан
дартные (структурные) программы.

Для иллюстрации возможной на практике точности решения 
приведем два более сложных примера. Первый — это задача 
чистого кручения неоднородного стержня, показанная на рис. 79. 

Основное дифференциальное уравнение имеет вид

» Л  +  _ * - ( 2 _ . » )  +  2 в - о
дх V G дх )  ду \  G ду J

(Х.29)

где Ф есть функция напряжения, G — модуль сдвига, а 0  — угол 
закручивания на единицу длины стержня.



(р = 0 на Внешней г р а н и ч ь

Рис. 79. Кручение пустотелого биметаллического стержня. Величины Ф /^0а2ХЮ4 получены из решения методом конеЧ'
ных элементов



н = ю о н ==о

Рис. 80. Фильтрация поя наклонной шпунтовой стенкой на слоистом основании. Точное разбиение в основании 
стенки не показано. Сравнение с точным решением производится путем нанесения линии тока для обоих методов



Для решения методом конечных элементов принимается, что 
полая часть стержня составлена из материала с величиной G 
(порядка 10-3), меньшей по сравнению с другими материалами1 

Результаты показывают хорошую сходимость с данными реше
ния методом конечных разностей [5].

Другой пример — течение через анизотропное пористое осно
вание— показан на рис. 80.

В этом случае основное уравнение

где kx и ky — коэффициенты проницаемости в направлении (на
клонных) главных координат. Результаты сравниваются с линия
ми, полученными при точном решении. В эом примере очевидны 
возможности использования разбиения на градуированные сто
роны.

64. Некоторые практические задачи

64.1. Анизотропная фильтрация. В первой задаче рассматри
вается течение жидкости через весьма неоднородную анизотроп
ную среду с криволинейными границами. Основным определяющим 
уравнением является, по-прежнему уравнение (Х.ЗО). Необходимо 
ввести в вычислительную программу обеспечение изменения ос
новных направлений х' и у' от элемента к элементу. При вычис
лении не встречается затруднений; задача и ее решение даны на 
рис. 81 [6].

64.2. Осесимметричный тепловой поток. Уравнение осесиммет
ричного теплового потока в стандартной форме может быть запи
сано

если не будет происходить притока тепла. В этом уравнении Т — 
температура, a k — проводимость. Координаты х и у здесь заме
няются на г и z — радиальное и осевое расстояние.

Функции kx и kv уравнения (Х.5) изменяются пропорционально 
радиусу. Теперь возможно применить процедуру, описанную в 
параграфе 60, и произвести для этого изменение в интегрирова
нии; допущение постоянной средней величины (rk) в каждом 
элементе не даст большой ошибки. Важно, что снова можно вос
пользоваться стандартной вычислительной программой. На рис. 
82 показано распределение температуры в напорном баллоне 
ядерного реактора [2] для случая стационарного состояния,

1 Это сделано для того, чтобы избежать трудностей, возникающих при 
сложном соединении области, и для возможности использования стандартных 
программ.

(Х.ЗО)

(Х.31)





когда обеспечивается постоянная равномерная температура на 
внутреннем контуре.

64.3. Гидродинамическое давление на поверхность двио/сущегося 
тела. Если погруженное тело движется в жидкости с заданным 
ускорением и малой амплитудой движения, то можно показать

Рис. 82. Распределение температуры в осесимметричной камере высокого 
давления реактора при стационарном тепловом потоке

[7], что развиваемые избыточные давления на граничную поверх
ность определяются по уравнению Лапласа

V2P =  0 .
На подвижных (или стационарных) границах условия будут 

соответствовать типу (б) (см. уравнение (Х.З)) и определяются 
по уравнению

- 5 Г — рв-  (Х-32)



где р есть плотность жидкости, а ап — нормальный компонент 
ускорения границы. На свободной поверхности граничные условия 
имеют вид

р =  о. (Х.ЗЗ)
Очевидно, эти задачи подходят под категорию задач, обсуж

даемых в этой главе. В качестве примера рассмотрим случай 
вертикальной стенки водоема, показанный на рис. 83, и попробуем

Рис. 83. Горизонтальное перемещение стенки в водо
хранилище

найти распределение давления в точках вдоль поверхности стенки 
и на дне резервуара для любого заданного движения граничных 
точек 1—7

Показано разделение области на элементы (всего 42). Здесь 
используются элементы четырехугольной формы, полученные в 
результате «двойного осреднения» (см. пункт 61.1).

Для того чтобы результаты были применимы для любой си
стемы ускорения, решается семь отдельных задач. В каждой, в 
свою очередь, участок границы, соседний с рассматриваемой точ
кой, получает единичное ускорение, что эквивалентно нагрузкам

L т т 1
Р 2 * Р̂ > Р 2 ’

прилагаемым по очереди к точкам 1—7.
Для любого произвольного распределения ускорения давления, 

развиваемые в точках 1—56, могут быть представлены в виде 
матрицы, зависящей от ускорения в точках 1—7. Последнее мож
но записать



Pi

Pi
P l4

Pll
P28
Р35
Pii
P&'

. Рьв ,
где матрица M дана в табл. 7.

а1

[М] .

/Z7,

(Х.34)

Т а б л и ц а  7

1 0 0 0 0 0
1

0 0

2 0 0,7249 0,3685 0,2466 0,1963 0,1743 0,0840
3 0 0,3685 0,9715 0,5648 0,4210 0,3644 0,1744
4 0 0,2466 0,5648 1,1459 0,7329 0,5954 0,2804
5 0 0,1963 0,4210 0,7329 1,3203 0,9292 0,4210
6 0 0,1744 0,3644 0,5954 0,9292 1,5669 0,6489
7 0 0,1680 0,3488 0,5607 0,8420 1,2977 1,1459

Н[7W] =  p —

14 0 0,1617 0,3332 0,5260 0,7548 1,0285 0,6429
21 0 0,1365 0,2754 0,4171 0,5573 0,6793 0,3710
28 0 0,0879 0,1731 0,2519 0,3187 0,3657 0,1918
35 0 0,0431 0,0838 0,1195 0,1478 0,1661 0,0863
42 0 0,0186 0,0359 0,0150 0,0625 0,0699 0,0362
49 0 0,0078 0,0150 0,0213 0,0261 0,0291 0,0151
56 0 0,0069 0,0134 0,0190 0,0232 0,0259 0,0134

(Т=Я /6)

Например, если ускорение а будет 
можно вычислить, взяв

а1 1 '

■ =  а

а-. i .

однородным, давления

(Х.35)

Результирующее распределение давления на стенку и дно во
доема показано на рис. 84. Результаты давления на стенку согла-
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Глава XI
ЗАДАЧИ НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧ1 
КОЛЕБАНИЕ И УСТОЙЧИВОСТЬ

66. Вступление /
■Q /В предыдущих главах рассматривались только статические 

задачи сооружений. Одна из целей настоящей главы — показать, 
что введение инерционных членов не представляет ничего прин
ципиально нового и не усложняет решения.

Если мы вычислим матрицы массы элементов, после этого за
дача принимает стандартную форму, связанную с движением си
стемы с конечным числом степеней свободы. Однако для полноты 
мы включили в эту главу несколько параграфов, в которых сум
мируются основные принципы решения задач о свободных колеба
ниях и переходных процессах.

Заслуженное внимание, естественно, уделяется задачам соб
ственных значений для свободных колебаний. В эту главу включены 
также задачи устойчивости изгиба плит, в которых необходимо 
определение собственных значений. Отдельно рассматриваются 
концепция соединения изгибающего момента и момента в плане и 
геометрической матрицы жесткости.

ЗАДАЧИ КОЛЕБАНИЙ

67. Задачи колебаний без затухания

67.1 Вступление. В первых двух главах этой книги мы пока
зали, как любая задача расчета упругой конструкции, подвергае
мой статическим нагрузкам, может быть сведена к выражению

где |А] — жесткость объединенной конструкции; {6} — матрица 
всех узловых смещений; {Р} — матрица всех узловых нагрузок.

Если конструкция движется, то по хорошо известному принципу 
д’Аламбера задача может быть сведена к статической приложе
нием сил, равных произведению масс на ускорения (с отрицатель
ным знаком).

Так, если, например, в узлах сооружения сосредоточены массы 
и никакие другие внешние силы не действуют, то мы получим сле
дующую величину динамических сил в узлах:

Обычно масса распределяется по всему элементу, в результате 
ускорение есть распределенная нагрузка {р} того типа, который

[К] {б } =  { R } - { F } p - { F } Eo =  {P},

(XI.1)



описан в главе II. Если масса на единицу объема обозначена р 
и никакие другие внешние силы не действуют, то мы получим

{P} =  - p-^ f =  - p{'/>- (XI.2)

Замечая, что {/} в любой точке элемента можно выразить как 
функцию узловых смещений (см. уравнение (II.1)), можно за
писать

{p} =  - p [N ] {6 y .  (XI.3)

Распределенные нагрузки снова с помощью общих процедур, 
описанных в главе II, могут быть выражены как эквивалентные 
узловые силы (п л и .

{Р)р =  - J W { p } d v o l  =  |JllV]Tp [ЛГ] d (vol)] {6}- =  [т]е {6}*. (XI.4)

Объединяя все внешние силы {Ri} и добавляя в каждый узел 
силы {Fe} ip, мы получим вместо уравнения (1.12)

[К] {6} =  -  ([МО] +  [М]) {6} +  (Р). (XI.5)>

в котором

[М°]

Ml 0 и ! о
0 м 2 0 1 0
0 0 м а:! о

1Г-'(Г 1! м

(XI. 6)

есть матрица внешних масс, прикладываемых к узлам, [Ml есть 
общая матрица масс, представляющая объединение матриц массы 
элементов [ т ] ‘ ,

im]‘ =  J[A/]Tp[A'Jd(vol), (XI.7)

проведенное по тем же правилам, которыми мы пользовались при 
объединении матрицы жесткости конструкции из отдельных эле
ментов, т. е.

(XI.8)

где суммирование производится по всем элементам.
Нагрузка {Р} в уравнении (XI.5) сохраняется в случае, если 

внешние силы продолжают оказывать воздействие во время дви
жения.

Интересно отметить, что, когда делались первые попытки ре
шать динамические задачи подобного характера, масса элемента 
обычно целиком произвольно прикладывалась в узлах, в резуль
тате чего всегда получали матрицу типа [М°], даже если не 
имелось реальных концентрированных масс. Ненужность подобной 
процедуры, ведущей к плохому приближению, впервые была от



мечена Archer [1] и независимо Leckie и Lindberg [2] в 1963 г. 
Общая разработка результата (XI.7) сделана Zienkiewicz и 
Cheung [3]. Термин «соответствующая матрица массы» относится 
к матрице массы, распределенной по элементу. Этот термин из
лишен, так как эта матрица является единственно возможной 
матрицей, которую можно использовать в/расчетах.

67.2 Свободные колебания. При отсутствии внешних сил урав
нение (XI.5) может быть записано /

[К] {в} =  -  [М] {6}. (XI.9)

В этом уравнении матрица концентрированных узловых масс 
либо опускается совсем, либо просто добавляется к матрице 
массы элемента.

Уравнение (XI.9) типично для всех задач колебаний с конеч
ным числом степеней свободы. При собственных колебаниях все 
точки движутся в фазе, поэтому мы можем записать

{6} =  {60} sin (at, (XI. 10)
откуда

{6} =  — со2 {60} sin (at.

Подставляя в уравнение (XI.9), получаем следующее условие: 
([К1-(оЧ М ]){ад =  о. (XI. П)

Это уравнение является типичным для задач на собственные 
значения. Если матрицы [/С] и. [М\ имеют размер пХп, то мы 
будем иметь п различных значений угловой частоты со, которым 
будет удовлетворять уравнение (XI. 11), и они рассматриваются 
как собственные частоты системы.

Каждая из этих частот будет связана с конкретной формой 
или «модой» {бо}, в которых установлены отношения различных 
узловых смещений, но неизвестны их величины. Для нахождения 
собственных значений и мод системы, данной в уравнении (XI.11), 
имеется много методов численного решения; мы отсылаем читателя 
к таким классическим книгам, как работы Crandall [4] или Wil
kinson [5]. Подробности решения не рассматриваются в данной 
книге.

Во многих случаях для решения задачи можно использовать 
стандартные вычислительные программы. В большинстве таких 
программ задача на собственные значения представлена в форме

[Н ]{Х} =  Х{Х}, (XI.12)

где [Н] — симметричная матрица.
Если X =  1 /со2, мы можем записать уравнение (XI.11) как

]К Г 1 [М]{д0} =  Х{60}, (XI. 13)

но в общем случае [/С]—1 [7И] не будет симметрично.



Если, однако, мы запишем в треугольной форме
[K] =  Щ Щт,

где [L ] — матрица, имеющая только нулевые коэффициенты над 
диагональю, то получим, умножив уравнение (XI. 13) на [L ]-1,

[L]—1 [М] {60} =  Я. [L]T {6„}.
Полагая

[L] T{80} =  {Z }, (XI. 14>
получаем окончательно

[H]{Z} =  X{Z}t (XI. 15)

где
[Я] =  Щ -Ц М ] [ 1 Г 1Т, (XI.I6)

что соответствует форме уравнения (XI. 12), а матрица [Я] должна 
быть симметрична.

Определив Л1 (или выбрав только несколько самых больших 
величин, соответствующих осцовным периодам), находим формы 
W  и далее с помощью уравнения (XI. 14) — формы {5о}.

67.3. Матрицы массы для некоторых типичных элементов. Не
целесообразно получать в явной форме все матрицы массы для 
различных элементов, рассмотренных в предыдущих главах. Здесь 
будут выбраны лишь некоторые примеры.

П лосконапряженное и плоскодеформированное состояния
Используя треугольные элементы, рассмотренные в главе III, 

определяем матрицу [Я] как

[N] =  [IN-, IN], INnl
где

а по уравнению (II 1.8) получаем
N ’t =  {aL +  btx +  Cty)/2A, 

где A — площадь треугольника.
Если толщина элемента t постоянна внутри элемента, полу

чаем для уравнения матрицы массы (XI. 17)

[my =  pf J J [N ]T [N ] dx dy, (XI. 17)

1 С помощью применения хорошо известного итерационного метода Stodo- 
1а — Vianella к уравнению (XI.15) получим наибольшую собственную величину
К или наименьшую собственную частоту. Это объясняет, почему собственное 
значение со2 было здесь вторично определено.



или
[mrs]e =  рt [/] f J N^sdxdy  (XI. 18)

Если подставить соотношения (111.8), ту можно показать, что

Г N 'N J x d y^ r^ s^ A

И Л И г -  s =  — а  г — г> 6

Таким образом, принимая за вес элемента
р/Д  =  W ,

получаем матрицу массы

W
[ т у = -

—  0 —  0 
4

—  0
2 4

0 — л 1 „ 10 — 0 —
2 4 4

—  0 —  0 —  0
4 2 4

0 —
1 1

0 — 0 —
4 2 4

—  0 —  0 —  0
4 4 2

0 — 0 — 0 —
4 4 2

(XI. 19)

(XI.20)

Если масса прилагается к узлам тремя равными частями, 
матрица массы, даваемая элементом, будет иметь вид

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

О
 ! 0 0 1 0 о

о: 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

(XI.21)

Разумеется, оба результата значительно отличаются.
Изгиб плиты. Изгиб плит представляет собой проблему суще

ственного инженерного значения. Такие задачи, как колебания 
покрытия мостов, вращение лопастей турбин и т. д., невозможно 
сформулировать аналитически. Важность использования надлежа

ло



щей матрицы массы вместо произвольного приложения массы 
подчеркивается в нескольких работах [6, 7, 8, 9]. Если взять, 
например, четырехугольный элемент плиты (см. параграф 38), то 
функция смещения определяется по уравнению (VII.7)

[N] =  [Р] [С]"1 (XI.22)

Обозначения те же, что в главе VII.
Можно видеть, что матрица [С] не зависит от координат, 

а матрица [Р] определяется по уравнению (VII.8)
[Р] =  [1, х, у, х2, ху, у2, х3, х2у, ху2, у3, х3у, ху3}.

Таким образом, с помощью уравнения (XI.7) определяем мат
рицу элемента плиты постоянной толщины

[т ] ‘  =  р/ [С Г 1Т (J J [РГ [Р] dxdy) [С]-‘ . (XI.23)
Снова необходимо определить только центральный интеграл, 

что не представляет трудности, а полная матрица может быть по
лучена путем умножения матриц. Явное выражение было дано 
Dawe [7] и приводится в табл. 8.

Т а б л и ц а  8
Матрица массы для треугольного элемента плиты
me= [L ] [М] [L]

ptab
6300

3454

—461 80
461 —63 80 (L) определяется в табл. 1 как симметричная

1226 —274 199 3454
274 —60 42 461 80] =  Х 199 —42 40 461 63 80

1226 — 199 274 394 116 116 3454
— 199 40 —42 — 116 —30 —28 —461 80
—274 42 —60 —116 —28 —30 —461 63 80

394 — 116 116 1226 199 274 1226 - -274 --199 3454
116 —30 28 199 40 42 274 - 6 0 —42 461 80

—116 28 —30 —274 —42 —60 — 199 42 40 —461 —63 80 _

Подобные м атр и ц ы м ассы  м о ж н о  п олучить д л я  треу го л ьн ы х
элементов, которые рассмотрены в параграфе 39 и дальше. Явное 
формулирование в этом случае не приводится, а детали алгебры
представляются читателю.

При решении с помощью таких элементов рекомендуется про
вести численное интегрирование.

Оболочки. Если нам известны матрицы массы для плоского и 
изгибного движений элемента, то можно опять найти матрицы 
массы, относящиеся к общей системе координат. Правила преобра
зования вполне очевидны и будут те же, что и для сил. Вывод 
матриц массы для каждого элемента в общей системе координат 
и окончательный вид ансамбля матриц масс, связанных с узлом,



производится тем же образом, что и аналогичные операции- для 
матрицы жесткости (см. главу VIII).

Поэтому в принципе задачи колебания оболочек не представ
ляют особых трудностей.

Рис. 85. Симметричные формы колебания плиты 
(в скобках представлены экспериментальные дан
ные, а под ними — результаты по методу конеч
ных элементов с использованием представления 

кусочных масс) формой:
/ —0/0 376 Гц (375 Гц) ; 2 -  0/1 2361 Гц ( |??з Ги-)

3 -  0/2 6796 Гц (3380 Гц); 4 _  2 / 0  4 7 7 2  Гц (^996 Гц) ;

5 - 2 /1  Гц (3°34 Гц| .  6 — 2/2 13 063 Гц; 7 -  0/3 13 233 Гц 
(12819 Гц)

67.4 Некоторые примеры. Ниже приводятся два примера коле
бания оболочек. В первом примере рассматривается консольная 
плита с помощью матриц четырехугольных элементов (пара



граф 38). Плита разделена на 12 элементов, учитывая условия 
закрепления допускается 48 степеней свободы (3 в каждом узле).

На рис. 85 и 86 даны результаты первых 13 форм колебания; 
полученные частоты сравниваются с результатами тщательно про
веденных испытаний. Наибольшие расхождения в частотах состав
ляют порядка 4,5%, средние расхождения в два раза меньше.

Рис. 86. Несимметричные формы колебания плиты, 
представленной на рис. 87:

/ - I / O  1,197 Гц (!о 7 § Гц) : 2 - Р 1 4083 Гц Гц)
3 — 1/2 8427 Гц ( g w  Гц) . 4 -  3/0 12 070 Гц (12619 Гц):
5 — 1/3 14 428 Гц (14 070 Гц); 5 —3,1 15 071 (15 443 Гц)

Для сравнения показаны результаты приложения масс элемента 
непосредственно в узлах. Результаты подобного приложения дают 
расхождения с экспериментом до 20%.

Отсюда очевидно использование правильных матриц массы 
элемента.

Во втором примере, показанном на рис. 87, снова рассматри
вается такая же консольная плита. В этом случае принято раз
биение только на 4 треугольных элемента (с 12 степенями 
свободы). Результаты сравниваются с точными результатами, по
лученными Barton [10].

Для первых четырех форм и частот результаты даны в трех 
столбцах. В первом столбце даны результаты, полученные при 
использовании треугольной матрицы с несогласованными накло-



Рис. 87. Колебание консольной плиты, разбитой на 4 треугольных элемента.
Виды формы

Данные: £=30х104 * 6 фунта/кв. футы; <=0,1 дюйма; L =  2 дюйма; b=  1 дюйм: v = 0,3; 
ность р =0,283 фунта/футы3.

Цифры в столбцах соответствуют частотам в Гц соответственно для точного решения: 
«несогласованных» треугольных элементов: согласованных треугольных элементов с кор
ректирующей функцией в уравнении (VII.31); согласованных треугольных элементов с кор
ректирующей функцией в уравнении (VII.52):

1- я форма 846з26
861
864

2- я форма 36383728
4293
4369

3-я форма 52665157 
6456 
6578

4 я форма 11 87012 055
15 813
16 585

Жесткое
основание-

Рис. 88. Представление плотины в ви
де конечных элементов



нами (параграф 38), в остальных двух столбцах используются 
корректирующие функции, данные в главе VII, с помощью кото
рых восстанавливается непрерывность наклона. В этом примере 
наиболее точные результаты получены при простейшем формули
ровании, где ошибки составляют менее 3% для всех частот.

8 *
\ Чч1 -ч

-----
ч

Рис. 89. Виды форм и частоты собственных колебаний земляной плоти
ны (формы 1—8) (Clough and Chopra [11]):

/ =  7,71 рад/с; 2=12,52 рад/с; 3=14,60 рад/с; 4=19,31 рад/с; 5=20,12 рад/с; 5=23,10 рад/с;
7=23,75 рад/с; 5=25,95 рад/с

Следует, однако, заметить, что эти результаты не устанавливают 
границы для частот, так как они могут лежать выше и ниже 
точных значений.

При согласованных функциях формы все результаты будут 
в районе верхних границ частот, как и следовало ожидать, по
скольку принятое определение всегда дает результаты на верхней 
границе жесткости (см. главу II).

Другие примеры решения задач о собственных колебаниях 
методом конечных элементов можно найти в работах [7— 15].

На рис. 88 и 89 показано определение собственных частот в



двумерной задаче при плоскодеформированном состоянии. Здесь 
рассматриваются собственные колебания земляной плотины, пове
дение которой соответствует поведению упругого тела [11].

68. Задачи колебаний с затуханием

При затухании вязкого типа силы, пропорциональные скорости 
или первой производной смещения {6} по времени, препятствуют 
движению. Так как вязкое затухание ни в коей мере не является 
единственным типом затухания, существующего на практике, оно 
является целесообразным первым приближением, которое вво
дится в вычисления и которое будет сейчас рассмотрено.

Нелинейное затухание, которое возникает в некоторых систе
мах, может быть приведено к линейному в первом приближении 
или может рассматриваться с помощью вычисления по шагам. 
При включении вязкого затухания уравнение (XI.5) (в котором 
опять для краткости опускается член М°) может быть записано

[AJ] {6} +  [С] {6} +  [К] {6} =  {Р}, (XI.24)

где [С] — матрица затухания.
Если установлен закон сопротивления движению, то матрица

[С] находится тем же путем, что и матрица массы. При использо
вании другого подхода вязкие демпферы принимаются приложен
ными в каждом узле, что позволяет получить матрицу [С] простой 
диагональной формы. Такое произвольное приложение имеет, 
однако, те же недостатки, что и приложенные матрицы массы, 
которые обсуждались ранее.

Рассмотрим теперь реакцию на вынужденные колебания, где 
внешняя сила {Я (/)} периодична и может быть записана

{ P « } - { P o } e i“' (XI.25)
Мы получаем следующую форму решения:

=  (XI.26)

где {бо} является, в общем случае, комплексным (в результате 
запаздывания фазы). Подставляя в уравнение (XI.24) и решая 
относительно {бо}, получим

[ -  со2 [ М \  +  т  [С] +  [К]] {б0} =  {Р0}. (XI.27)

Так как мы можем записать

{б 0} =  { а }  +  i { b }

{Р *} =  { Я }  +  ПЬ).
(XI.28)

из уравнения (XI.27) можно получить две системы совместных 
уравнений.



Сравнив вещественную и комплексную части, получим

(XI.29)

где все величины вещественны.
Решив эту систему уравнений, мы получим реакцию системы 

с затуханием на периодическое воздействие силы любой угловой 
частоты со.

Некоторые преимущества имеет другой подход, использующий 
понятие нормализованной формы. Рассмотрим сначала уравнение 
свободного незатухающего колебания, связанное с уравнением 
(XI.24),

Решение его дает п собственных величин сог- и собственных 
форм {6'о}г. Любое произвольное движение {6} может рассмат
риваться как суперпозиция всех форм, взятых в соответствующих 
пропорциях.

Так, мы можем записать

Если уравнение (XI.30) подставить в уравнение (XI.24), мы 
получим

Теперь, из хорошо известного свойства собственных форм [4], 
вследствие их ортогональности, такие произведения

Также всегда можно нормализовать формы1 (так как они не 
определены масштабным коэффициентом), так что

1 «Нормализация» форм как отдельный шаг не обязательна. Можно просто 
определить величину

ЦК] — [Л1}> (бо| =  о.

{6> =  [|бо),. {бо|2, . ] { z }  =  [F]{2}. (XI.30)

[U] [F] {2} +  [С] [F] {2} +  [К] [FJ {2} =  {Р}.

Или, предварительно умножив на [F ]T,

([F]T [М] [F]) {z} +  ([F]T [Cl [F]) {;i } +  ([F]T [К] [F\) {z} =

=  [F]T{P}. (XI.31)

|бо)л [Щ  {6oU =  0 г ф s. (XI.32)

|6ol? [Щ  (Sole = 1  при r =  s = i . (XI.33)

{ б о } т  [ Л 1 ]  (6oL- =  ^ .

Уравнение (XI.37) включает в себя этот член.



Этот результат будет иметь силу и в случае, если матрица [К] 
занимает центральное положение в уравнении (XI.32), так как 
для собственных форм

[К] |во)( =  <ю?[М] {6o}i.
Если теперь допустить, что опять аналогичные результаты 

будут действительны для матрицы затухания, мы увидим, что 
система совместных уравнений, полученных из уравнений (XI.31), 
распадается, так как все произведения, заключенные в скобки, ока
жутся диагональными. Если мы представим

{So)г IQ [$>)* =  ПРИ r =  s =  t,
то уравнение (XI.31) становится системой п уравнений, причем 
каждое из них имеет вид

zt =  (о\с'с) zt +  (oZiZ =  V  Fir?г (*'• (XI.34)
rd  i

Каждое из этих уравнений решается независимо, так как такое 
уравнение содержит одну переменную величину и при решении не 
возникает трудностей. Так определяется реакция системы с зату
ханием для любой формы {P i(t)}, и в случае, если {ЯДО) будет 
периодичным и аналогичным по форме уравнению (XI.25), резуль
таты будут простыми. Иногда методом изучения соответствующей 
величины со* можно заключить, что реакция данной частоты будет 
ничтожной и, таким образом, априорно ограничить вычисления 
лишь несколькими основными значениями г.

69. Численные расчеты для случайного 
силового отклика

Суммарная реакция системы на непериодическую случайную 
силу-вектор {Р (0 }  может быть найдена различными путями. Если 
известны все периоды и формы свободных колебаний, то началь
ной точкой такого интегрирования может стать уравнение (XI.34). 
В этом случае можно, например, определить реакцию на одиноч
ный импульс, приложенный в любой момент времени, а далее 
использовать интеграл суперпозиции (Дюамеля) для получения 
реакции на действующую вынужденную силу [15].

Другой способ предусматривает использование рекуррентных 
формул, которые можно применить к уравнению (XI.34), что 
позволит провести простое пошаговое интегрирование. Такие рекур
рентные формулы обеспечивают прямой подход к исходному урав
нению (XI.24) без необходимости определения специального пове
дения демпфирующей [С] матрицы.

С помощью такого прямого подхода можно определить матрицы 
нелинейной жесткости и затухания тем способом, который обсуж
дается в главе XII. В этой части мы даем обзор подобных рекур



рентных методов. С помощью рекуррентных формул производные 
по времени, присутствующие в уравнении (XI.24), заменяются 
соответствующими разностями смещения между данным конкрет
ным промежутком времени и предшествующим ему промежутком. 
Допустив, что эти предшествующие (начальные) состояния нам 
известны, можно найти решение задачи в данный момент и по
вторить этот же метод решения для следующих моментов времени.

Многие формулы и методы для этих процессов рассматриваются 
в соответствующих работах (см. Crandall [4] и Biggs [16]).

Некоторые из этих методов требуют, чтобы временные интер
валы были малыми долями минимального собственного периода 
колебаний для обеспечения устойчивости численного расчета. 
В других случаях допустимы большие промежутки времени.

Типичным способом оказывается такой, где предполагается 
линейно изменяющееся ускорение [17]. Пусть промежутки времени 
будут обозначены h, а общее время определяется как кратное 
этого промежутка. Так, в промежутке времени между (п — 1 )h 
и nh ускорение будет изменяться линейно. В результате простого 
интегрирования получаем для скорости в конце каждого проме
жутка

{ б } „  =  № „ - 1  +  ( { < 5 } л - х  +  т  / 1 / 2 .  ( X I . 3 5 )

После дальнейшего интегрирования смещения в конце каждого 
промежутка будут

{«}„ =  { « } ,- .  +  h {6|„_а Ч- ft* {6}n_ J3  +  ft* {«}„/6. (XI.36)

Если уравнение (XI.24) записать для конца интервала, мы по
лучим

№  {«}„ +  [Cl {6}„ +  [Kl R }  =  {Р}„. (XI.37)

Отсюда {6}п может быть получена как функция величин в на
чале промежутка, если при подстановке уравнений (XI.35) и (XI.36;
обе величины {6 }п и (б}п будут опущены.

В результате получим

{б}„ =  [G] -  [Q {Л}п -  [К] {В }а\  (Х1.38>

где
[Q] =  [[М] +  h [С}/2 +  h2 [К1/6Г1 , (Х1.39,а)

{Л}п =  {«Ь -х +  h (b)n_ J  2 =  { Л } ^  +  h { б } ^ ,  (XI.39,б)

{В }п =  {б } , . ,  +  h {б}л_ х +  h2 {h}n_ j3  =  {5 }„_ 1 +  h {Л}п. (XI.39,в)

Если поэтому все три величины {б}, {6} и {6} будут известны 
в начале каждого промежутка, то с помощью уравнений (XI.35),



(XI.36) и (XI.38) мы можем определить все эти величины в конце 
промежутка.

При п =  0, являющейся начальной точкой интегрирования, 
обычно известны только смещения и скорости. Однако из уравне
ния (XI.37) величина начального ускорения может быть также 
определена как

{8}о =  [М Г 1 ({Р}о -  [С] {8„} -  [Л] {6,}). (XI.40)
Вычисление в целом является громоздким, но вычисление каж

дого шага не представляет трудностей. Другой способ, исполь
зующий другую рекуррентную формулу, может быть определен, 
если мы запишем в дополнение к уравнениям (XI.35) и (XI.36) 
те же уравнения для предшествующего промежутка времени, а 
уравнение (XI.3 7 )— для двух предшествующих промежутков. З а
тем можно будет опустить все величины скорости и ускорения и 
выразить вектор смещения {6} п как функцию {6} n-i и {6} п_2.

Такая рекуррентная формула была выведена Chan, Сох и 
Renfield [18]. Она обладает хорошей устойчивостью. Эта система 
использовалась при решении задач со сложными колебаниями 
оболочек [19].

ЗАДАЧИ УСТОЙЧИВОСТИ

70. Изгиб плит с одновременным действием сил 
в плоскости (рис. 90)

Задача изгиба плит и плоское напряженное состояние рассмат
ривались до сих пор как расчлененные задачи. Поэтому при рас
смотрении поведения оболочек на этом основании производилось

Рис. 90. Плита, подвергаемая одновременному воз
действию сил в плане и сил изгиба

простое наложение результатов. По мере увеличения смещения 
плиты происходят деформации срединной поверхности и начи
нается внутреннее взаимодействие.

Для полного изучения поведения плит при этих условиях 
можно использовать общие процедуры решения задач с учетом 
больших деформаций, которые будут рассмотрены в главе XII.



Можно, однако, получить приближенное решение с помощью одно
шагового подхода.

В качестве начальной точки рассуждения мы допускаем, что 
система напряжений «в плоскости», существующих в плите {а0}, 
не испытывает воздействия дополнительных прогибов w. Это до
пущение содержится в классической 
теории устойчивости плит [20] и поз
воляет получить линейное решение 
задачи в первом приближении.

Появление смещения w приво
дит к дополнительным деформациям 
в срединной плоскости плиты. Как 
видно из рис. 91, если точки Л и  В 
срединной плоскости плиты дви
жутся вертикально, первоначальная 
длина dx становится

Рис. 91. Деформация в плане в- 
результате бокового прогиба

dx =  dx 1 Н----- ( ----
' 2 V дх

dw
+ 1.

Таким образом, деформация срединной плоскости в направле
нии х может быть найдена при пренебрежении членов более 
высокого порядка

1 /  dw
Т

оЕг — (XI. 41,а)

Таким же образом можно показать, что [20]

о _ 1 /  dwе„ =
ду )

(XI.416)

у0 =>ху
dw dw

фГ
(XI.41 ,fl)

Дополнительная потенциальная энергия на единицу объема 
равна

< л , я

Последнее можно записать

’ dw ' т dw '
dx

---
-1

__
_1 dx

dw 0 о dw
\ ду dy

(Х1.42,а)



Учитывая, что наклоны соотносятся с узловыми смещениями 
плиты, можно записать далее

dw
дх

dw

. ду

[G] (6у. ( X I . 4 3 )

Дополнительная потенциальная энергия для всего 
легко выражается теперь следующим образом:

{бут1каГ{бу,
Ш  =  f  f  [ G ] 1

Уху

О ' 
Уху О [G] tdxd  у.

элемента 

(XI.44) 

(XI.45)

Интегрирование производится по площади элемента. Эта до
полнительная потенциальная энергия должна учитываться в 
случае, когда мы определяем свойства элемента таким же спо
собом, как было описано в главе II.

Легко убедиться, что правила дифференцирования, изложенные 
здесь, дадут нам производные этой энергии по отношению к узло
вым смещениям (б}е в виде

[ka]‘ {6Y, (XI.46)

при условии, если матрица \kG] будет симметричной, а напряже
ния {о0} останутся постоянными. Таким образом, общий эффект 
рассматриваемого взаимодействия плоскостных напряжений просто 
увеличивает матрицу жесткости элемента [k\e на величину допол
нительной жесткости [kG\ e.

Эта дополнительная матрица жесткости теперь зависит от 
свойств элемента, а также от системы начальных напряжений 
внутри элемента. Эта матрица названа Аргирисом [21] матрицей 
геометрической жесткости, влияющей на изменение направления 
сил в связи с искривлением элемента. Поэтому она имеет важное 
значение при решении задач с большим смещением. Мартин рас- 
сматривает ее в таких же условиях как матрицу жесткости на
чального напряжения [22—24]. Для задач изгиба плит уравне
ние (XI.45) было выведено Kapur и Hartz [25]. Очевидно, эта 
методика не носит столь обобщенного характера, как методика, 
которая будет обсуждаться в связи с решением задач с большими 
смещениями, однако может использоваться при рассмотрении це
лого ряда задач. Элементы балочного типа [26] могут быть 
изучены точно так же.

Необходимо отметить, что уравнение (XI.45) дает возможность 
получить симметричные матрицы жесткости «начального напряже
ния». При соединении элементов задача расчета горизонтально



нагруженных плит с силами в плоскости всегда ведет к уравнению 
типа

[К ]{& }+[К а]{Ь } =  {Р], (XI.47)
если рассматривать статические ситуации. В этом уравнении, где 
[К] — составная матрица жесткости, объединенная на основе 
теории, изложенной в главе VII; [/C g ] — матрица геометрической 
жесткости или матрица начальных напряжений; { Р } — вектор 
внешних нагрузок.

Если известна начальная система сил плоскости, то независимо 
от ее распределения и знака (растяжение или сжатие) матрицы 
[/Со] могут быть вычислены и задача решена с меньшими труд
ностями, чем при решении по методу раздельной теории плит.

71. Задачи устойчивости плит

Матрица [/C g ] зависит от начальной системы напряжений в 
плоскости и от массовых сил.

Пусть эта система пропорциональна масштабному коэффи
циенту X, т. е. допустим, что все напряжения или массовые силы, 
вычисляемые для неких заданных условий, могут быть линейно 
увеличены с помощью этого коэффициента.

Из уравнения (XI.45) мы увидим, что новая величина

[Kg] = l [ K G], (XI.48)
где [/Cg] было вычислено для начально заданных условий.

Таким образом, если нет действия внешних нагрузок, уравне
ние (XI.47) может быть записано в виде

([/С] +  М а д {6 }  =  0. (XI.49)

Так как знак элементов [/Cg] может меняться в зависимости 
от направления напряжений, в целом возможно найти нетривиаль
ные значения X, а также связанные с ними «формы» {б}, для 
которых написанное выше уравнение удовлетворяется. Эта задача 
в точности совпадает с классической задачей собственных значе
ний, которая рассматривалась в этой главе в связи с колеба
ниями (XI.11).

На практике нам нужно только низшее значение X и связанную 
с ней форму, поэтому вычисления всегда менее громоздки, чем в 
динамических задачах.

72. Некоторые матрицы жесткости «начального напряжения» 
для плит

72.1 Прямоугольные элементы. Для несогласованных прямо
угольных элементов плиты того типа, который был рассмотрен в 
параграфе 38, функции формы определяются с помощью уравне
ний (VI 1.4) — (VII.7). Для оценки матрицы жесткости начального



напряжения сначала необходимо определить матрицу наклона [G]. 
Из уравнения (VI 1.4) мы можем записать

dw
dx

dw

ду

0 10 2х у 0 Зх2 2 ху у2 0 
0 0 1 О х  2у 0 2%  £ A {rA' ( X L 5 0 )

или, вводя уравнение (VII.6) и обозначив большую матрицу в 
вышеприведенном уравнении как [G'], получаем 

dw
dx

dw
ду

-  [G'l [С Г 1 {6}* =  [G] {6}-. (XI.51)

Матрица жесткости начального напряжения или геометриче
ская матрица жесткости может быть теперь записана как

[kcY =  [ c r lT j  U r n
Г о 0  1

Ох ^ х у
0 0

. Т ху ° У

[G'l dxdy. (XI.52)

Снова t можно принять за постоянную, но для согласования 
с задачей плосконапряженного состояния необходимо задать ли
нейное изменение каждого компонента {а0}. Такое предположение 
обусловливает определение различных форм вышеприведенной 
матрицы. Несколько таких форм были выполнены явно Kapur и 
Hartz [25]; интересующегося читателя отсылаем к этой работе.

72.2 Треугольные элементы. Такой элемент имеет то преимуще
ство, что подходит для любых границ и позволяет применять 
меняющееся разбиение.

Разбивка на треугольные элементы может использоваться; сна
чала для определения напряжений в плоскости. Результаты этого 
анализа могут затем включаться непосредственно в вычисление 
матрицы [kG]. Так как треугольные элементы связаны с состоя
нием постоянного напряжения, целесообразно распространить эта 
допущение на определение матрицы [&с].

Это можно записать в виде

Ш  ~  &Х [&G*] +  G°y [к в у ]  +  т\ у  [kexy], (XI.53)
где

[G] dx dy, (XI.54)

если толщина элемента принимается постоянной.
Таким образом, для вычисления любого начального напряжения 

ц плоскости достаточно трех основных матриц.
Алгебраические действия точно соответствуют системе реше

ния, приведенной в параграфе 39. Снова степени свободы могут



Значения критической продольной нагрузки для квадратной плиты размерами L y L

Нагрузка Граничные условия Параметр k

Значения параметра k и ошибки (в %) для различных'случаев 
разбиения

Точное 4 x 4 6 x 6 8 X 8 1 0 x 1 0 1 2 X 1 0

Сжатие ох в одном направ
лении

Все ребра своббд- 
но опертые

toxL2 
~  лЮ

4 3,77
( - 5 ,7 )

3,89
( - 2 ,8 )

3,93
( - 1 .7 )

3,96
( - 1 .0 )

3,98
( - 0 ,6 )

Сжатие ох в одном направле
нии

"Вес ребра защем
ленные

iaxL2
—

n*D
10,07 9,28

( - 7 ,8 )
9,61

( - 4 .6 )
9,78

( - 2 ,9 )
9,89

( - 1 . 8 )
—

Изотропное сжатие ах= а у Все ребра защем
ленные

toxL2
k ~

т.Ю
5,375 4,98

( - 6 ,4 )
5,08

( - 4 ,5 )
5,16

( - 2 ,9 )
5,22

( - 1 ,8 ) —

Сжатие в направлении цен
трального ребра

Свободное опира- 
ние продольного 

ребра жесткости 
E J, Аг

Аг
Г - ^  =  0,20
- и

E J  к. и t0xLi 
LD ~  ~  лЮ

9,72 9,46
( - 2 ,7 )

9,58
( - 1 ,5 )

9,63
( - 1 .0 )

9,65
(0,7) —

П р и м е ч а н и е .  Основано на данных КаРиг и Hartz (2 5].



быть ограничены просто условиями закрепления плиты, а конечная 
матрица жесткости находится с помощью преобразования, данного 
в уравнении (VII.34).

72.3 Некоторые примеры. Различные примеры задач устойчи
вости разработаны Kapur и Hartz [25]. Использование прямо
угольных элементов накладывает известные ограничения на форму 
плиты, но при этом не возникает никаких трудностей при рас
смотрении произвольной неоднородной системы напряжения или 
анизотропных и неоднородных свойств.

Достижимая степень точности показывается на примере квад
ратной плиты в различных условиях нагружения и закрепления 
краев. В табл. 9 приведены величины критической нагрузки при 
различном разбиении на элементы. Эти величины сравниваются 
с точными. Рассмотрен случай подкрепления упругими ребрами 
с тем, чтобы показать, что и этот случай не представляет каких- 
либо трудностей.

73. Колебание растянутых или сжатых плит

Свободные или вынужденные колебания плит, нагруженных 
начальной системой сил в плоскости, могут быть рассмотрены без 
затруднений. Как было показано в параграфе 66 и далее, распре
деленная масса дает вектор силы

- № { 6 }

и, если нет других внешних сил (свободное колебание), уравнение 
(XI.47) дает для гармонического движения (см. уравнение (XI.11)):

[ЦК] +  [KG]) -  со2 [М]] {60} =  0. (XI.55)

Для известной системы сил в плоскости [Kg] задано и задача 
аналогична задаче обычных колебаний.

Когда начальные напряжения (в плоскости) приближаются 
к величине, при которой возникает неустойчивость, то из уравне
ния (XI.52) следует

([K] +  [KG]){60} +  о (XI.56)
и жесткость становится очень незначительной. Для таких систем 
сил в плоскости низшая частота колебания становится очень не
большой, и это представляет хорошо известный метод определения 
начала неустойчивости.

До тех пор пока [ K g ] не будет иметь структуру, аналогичную
[М], формы продольного изгиба и формы колебания не будут 
одинаковыми. При однородном сжатии и однородном распределе
нии массы формы будут одинаковыми, что отмечалось многими 
исследователями, но в целом это не будет так.



74. Большие деформации и закритическое поведение плит 
при нагружении системой сил в плоскости

Приближенный метод решения подобных задач, представляю
щих большое практическое значение, возможен в том случае, если 
смещения не настолько велики, чтобы соотношение для кривизны

1 ааш
Rx ~  дх>

теряло свой смысл.
В работах, приведенных в параграфе 69, рассматривалось 

влияние напряжений в плоскости на изгиб, однако в то же время 
делалось допущение, что на систему сил в плоскости не влияет 
горизонтальная деформация.

Теперь, если будут вычислены деформации в плоскости, опреде
ляемые с помощью уравнения (XI.41), для данного значения 
смещения w, то система деформации в плоскости может быть 
исправлена. Если рассматривать эти деформации тем же мето
дом, что и тепловые эффекты, можно легко вычислить измене
ния {о0}. Очевидно, что эта итерационная процедура может быть 
повторена до тех пор, пока не будет получена сходимость.

Этот процесс не представляет особых трудностей и позволяет 
учитывать относительно большие деформации плит в случае, если 
действуют горизонтальные нагрузки и нагрузки в плоскости. Если 
нет горизонтальной нагрузки, задача усложняется, так как в этом 
случае потеря устойчивости не определяется одной собственной 
величиной. При критической нагрузке, даваемой методами, опи
санными в предыдущем разделе, происходит бифуркация кривой 
деформация — нагрузка. Плита, однако, может выдержать гораздо 
большие нагрузки без потери устойчивости. Для определения та
кого поведения в закритической области необходимо решать задачу 
тем же методом, который рассматривался в предыдущем разделе 
при малой величине возмущающей горизонтальной нагрузки.

Постепенно увеличивая нагрузку в плоскости, можно изучить 
поведение плиты почти до состояния полной потери устойчивости.
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НЕЛИНЕЙНЫЕ ЗАДАЧИ — УПРУГОСТЬ, 
ПОЛЗУЧЕСТЬ И БОЛЬШИЕ ДЕФОРМАЦИИ

75. Вступление

С помощью итерационного или пошагового метода можно рас
пространить линейные решения всех упругих задач, исследуемых 
в этой книге, на нелинейные задачи.

Особый интерес вызывают два класса задач. В первом — нели
нейность определена свойствами материала, во втором — нелиней
ность появляется в результате больших деформаций и геометри
ческих изменений конструкции и ее элементов1. В этой главе 
рассматривается общий подход к обоим видам нелинейностей. 
О сходимости описываемых процессов можно судить по исследо
ванию отдельных случаев, хотя проделана уже большая работа, 
доказывающая, что на практике сходимость обычно достигается.

Для полноты в эту главу включается раздел, в котором рас
сматриваются вязко-упругие материалы, где математическая за
дача будет линейной, но где необходимо учитывать влияние вре
мени. Строго говоря, этот раздел выходит из рамок главы, но 
мы сочли целесообразным рассмотреть здесь такие задачи, так 
как с необходимостью их решения приходится часто сталкиваться.

76. Нелинейная упругость — прямой итерационный подход

Часто свойства материала сооружения таковы, что деформи
рованное состояние единственным образом определяется через 
напряженное состояние. Случай истинной пластической деформации 
может быть аппроксимирован с помощью такого материала лишь 
тогда, когда происходит монотонное увеличение напряжений или 
определенных инвариантов напряжения.

Если такой материал будет изотропным, его свойства могут 
определяться таким же способом, как и в упругих задачах, с по
мощью двух величин £ и  v. В этом случае обе эти величины зависят 
от развиваемых напряжений или деформаций. Например, если 
свойства материала в одноосном напряженном состоянии выра
жены кривой «напряжение — деформация», как показано на рис. 92, 
тогда (опять только для одноосных напряжений) мы, например, 
можем записать

Е (о) =  Е0 при а <  ст0,

Е'(о) =  при о >  а0.
е

1 Так называемые физическая и геометрическая нелинейности {прим. ред.).

т .



В условиях трехосного напряженного состояния (секущий) мо
дуль Е и коэффициент Пуассона v будут зависеть от инвариантов 
тензора напряжения или деформации или, в случае неизотропного 
состояния, от других комбинаций компонентов напряжения или 
деформаций. Например, можно предположить, что в упруго-пла
стическом материале эффективной деформацией будет такая, 
которая соответствует второму инварианту деформации *, т. е.

б =  — | {(е1 — е2 2 +  (е2 — ез 2 +  (ез — ei 2} (XIIЛ)

и что закон напряжение — деформация единственным образом 
связывает эффективное напряжение

О =  -у  l U  — СТ2'М- '°2 — сг3 2 +  Ст3 — o 1 i ] (XII.2)

с эффективной деформацией е ** В этом уравнении ei, ai и т. л. 
выражают главные компоненты напря
жения или деформации.

В таком случае в общем виде Е 
и v будут сложными, но известными 
функциями компонентов напряжения 
или деформации.

Теперь возможно продолжать вы
числения итерационным путем, вклю
чающим следующие шаги:

1. К системе приложена полная на
грузка и определяются напряжения 
и деформации с помощью величин Е 
и v, соответствующих нулевому напря
жению.

2. Для каждого элемента опреде
ляются новые величины Е  и v в зави
симости от состояния напряжения 
(или деформации), полученного на предыдущем шаге.

3. Снова производится упругий расчет, основанный ла значе
ниях постоянных упругости, найденных для каждого элемента на 
шаге 2 (предыдущем).

4. Повторяется шаг 2.
5. Повторяется шаг 3 и т. д.
В большинстве практических задач этот процесс приводил 

к сходимости * * *  Если Е единственным образом определяется как

* Соответствует (с точностью до постоянного множителя) корню квадрат
ному из второго инварианта девиатора деформации (прим. ред.).

* *  Как было определено выше, эффективные величины соответствуют так 
называемым октаэдрическим величинам деформации и напряжения. В области 
линейной упругости отношение а/е равно модулю сдвига.

* * *  Указанная процедура решения, по-видимому, впервые сформулирована 
А. А. Ильюшиным и носит название метода «упругих решений» (прим. ред.).

Рис. 92. Нелинейная упру
гость — модель идеального 
упругого пластического ма

териала



функция эффективной деформации, то итерационный подход может 
быть представлен в виде диаграммы на рис. 93, а , где показано' 
приближенное решение для типичного пластического поведения 
с затвердевающей деформацией и где Е рассматривается как 
функция напряжения. Три или четыре итерации подобного типа 
обычно дают приемлемое решение [1, 2]. Этот же процесс успешно-
использовался при рассмотре
нии идеализированного скаль
ного материала с умеренным 
напряжением [3].

Предполагалось, что такой 
материал не может передавать 
растягивающих напряжений, 
в то время как сжатие могло 
осуществляться упруго. Такой 
материал будет в целом про
являть себя анизотропно. При 
возникновении деформации 
растяжения модуль упругости, 
соответствующий главному на
правлению, равен нулю. Во 
всех остальных направлениях 
материал сохраняет свои на
чальные изотропные (или ани
зотропные) величины постоян
ных упругости.

Эта процедура на каждом 
шаге итерации требует опреде
ления направления анизотро
пии и двух величин модулей

Рио. 93. Схематическое представле
ние различных методов получения не

упругих решений:
а — прямой итерационный метод (полная 
деформация Е есть функция Я): б — ме
тод приращения начальной дефопмацни; 
в — метод приращения переменной уппу- 
гости

(Г

упругости. На рис. 94 дан типичный пример, в котором рассматри
вается перераспределение напряжений у отверстия туннеля. Для: 
удовлетворительной сходимости оказалось необходимым произ
вести четыре итерации.



77. Метод «приращение — начальная деформация» 
и решение упруго-пластических задач

Приближенное решение упруго-пластических задач, основанное 
на допущении однозначности связи напряжение — деформация, 
имеет несколько недостатков:

в период разгрузки пластическая деформация в любом эле
менте прекращается и происходит только упругая деформация;

Рис. 94. Распределение напряжений около кругового от
верстия в материале, физические свойства которого не 
допускают напряжений растяжения (трещиноватая скала).
(Элементы, в которых наблюдалось образование трещин, 

заштрихованы)

хотя тип связи (см. рис. 93) вполне может быть заменен экви
валентными модулями упругости, этим же образом трудно соста
вить надлежащее выражение для эквивалентных отношений Пуас
сона, даже в случае монотонного увеличения напряжения;

формулирование обычных форм закона пластичности и ползу
чести производится с разделением упругих и пластических эффек
тов и часто дается в форме приращений.



Для избежания этих трудностей и для обобщения методов 
решения задач ползучести (зависимых от времени) желательно 
применить другой подход. Удобный метод был предложен Gal
lagher [4], Argyris [5] и другими. Этот метод будет рассматри
ваться здесь под общим заглавием метод «приращение — началь
ная деформация». В соответствии с этим методом предполагается, 
что нагрузка прикладывается небольшими порциями. Хотя процесс 
пластической деформации не зависит от времени, нам будет удоб
нее допустить здесь, что каждый шаг связан с определенным 
промежутком времени. Это позволяет немедленно включить в рас
смотрение зависящие от времени температурные изменения и дает 
возможность проводить дальнейшие расчеты задач ползучести.

В любой промежуток времени мы можем разделить общее при
ращение деформации А{е} на три его компонента — упругий, пла
стический и температурный, т. е.

Д {е} =  А {ее} +  (А {е^} А |е0|) =  А {ес} +  А (е0) =

=  [D]-1{a} +  A{e0}. (ХН.З)

Если известны приращения пластической и температурной де
формаций, то, рассматривая их как общее приращение начальной 
деформации {ео} (см. II.3), приращение или изменение напряже
ний А (а) может быть найдено стандартным путем решения обычной 
упругой задачи. Если в начале промежутка времени состояние 
напряжения и деформации известно, то состояние в конце интер
вала времени определяется суммированием изменений приращений.

В целом при определении изменения температурной деформации 
в рассматриваемый отрезок времени не возникает трудностей. 
Однако приращение пластической деформации зависит одновре
менно от начального и от конечного уровня напряжения в интер
вале и в целом не может быть прямо определено.

Здесь возможны два пути вычисления:
1) интервалы времени, или приращения нагрузки берутся доста

точно малыми, так что приращения пластической деформации, 
которые возникли в предыдущем интервале, могут использоваться 
для нахождения приращения напряжения в рассматриваемый ин
тервал;

2) используемая в пункте 1 методика рассматривается как 
первый шаг итерации для конкретного интервала времени. После 
того как приращения напряжений и деформаций были таким обра
зом найдены, эта методика используется для нахождения новой 
оценки величин приращения пластической деформации. Процесс 
итерации используется до тех пор, пока не будет получено над
лежащей сходимости (в целом этот процесс позволяет брать боль
шую величину шага времени или нагрузки).

Argiris [5] считает, что одной процедуры бывает обычно доста
точно, но что улучшенное решение можно получить при исполь-



зовамии ограниченного числа итераций (две или три) в каждый 
промежуток.

Методы определения приращений пластической деформации 
могут усложняться настолько, насколько этого требует данный 
процесс, при этом можно использовать любые законы поведения 
материала.

Например, не возникает никаких трудностей, если модули 
упругости будут зависимы от времени или температуры или если 
пластические законы будут зависеть от тех же факторов.

Ограниченное рассмотрение типичного пластического поведения 
будет дано в последующем разделе.

77.1. Приращения пластической деформации. Пластическая де
формация обычно не вызывает изменения объема. Используя так 
называемую теорию общей деформации Hencky и Sokolovsky и 
считая поведение изотропным, соотношения между напряжением и 
деформацией в пластичности можно записать в той же форме, что
и упругие, с коэффициентом Пуассона v =  — . Например, для трех

мерного случая можно записать следующие соотношения:

Аех,р =  С |Дах---Дау-------Х— ДаЛ (XII.4)

и
AY„,,„ =  ЗС4т,у>

где С — коэффициент пропорциональности, который подставляется 
вместо 1 [Е.

В более общей форме по аналогии с выражениями главы II мы 
можем записать для приращений пластической деформации во 
всех типичных случаях

b [ s p} =  [D]-' Д{а}, (XII.5)

где
[ D ] - '= C [ D J  \

причем [Do]-1 есть та часть матрицы упругости, которая одна 
зависит от коэффициента Пуассона и в которую теперь вводится 
v =  0-5.

Соотношение Prager — Mises [6] допускает, что постоянная С 
для материала с затвердевающей деформацией есть функция вто
рого инварианта девиатора напряжения о (XII.2).

Очевидно, можно вывести и более сложные соотношения, но 
для настоящих целей достаточно определить, что С есть функция о 
и 0 температуры и что С может быть дано в виде графиков от 
эффективной деформации и эффективного напряжения и оформ
лено для машинных вычислений в виде цифровых таблиц. Иногда



можно вводить другие соотношения явного типа. Такие соотноше
ния часто имеют форму

гр =  Коп,

где К и п  — постоянные.
Таким образом, мы получим

С =  =  п К а"-\  (XII.6)
da

С помощью этих правил вычисление приращений пластической 
деформации для материалов с затвердевающей деформацией не 
представляет трудностей. Однако, если рассматривается случай 
«идеальной» пластичности, возникают трудности, так как С стре
мится к бесконечности. Способ преодоления этих трудностей указан 
в следующем разделе.

Учитывая, что при разгрузке поведение материалов стано
вится упругим, легко определить, что коэффициент С равен нулю 
в случае, если приращение эффективной деформации в предыдущей 
величине приращения было отрицательно. Более сложная ситуация, 
которая здесь не рассматривается, возникает при дальнейшей 
нагрузке.

Хотя теория общей деформации пластических деформаций удоб
на для пользования, она физически представляет лишь грубое 
приближение к реальному пластическому поведению. Теория, 
которая лучше соответствует действительности, построена на так 
называемых гипотезах приращения [6].

В ней допускается, что приращение компонентов деформации 
пропорционально действующим напряжениям и что общий_множи- 
тель зависит от приращения эффективного напряжения а.

Уравнение (XI 1.4) заменяется

Аех р =  ф (ст) Да (о х -  ± - а у — ±

и (XII.7)

АТ^>р =  Зф(а)Датд:у,

где ох, оу и т. д. — реальные, накопленные напряжения, возникаю
щие из-за приращения эффективного напряжения.

Теперь опять нетрудно вычислить приращения пластической 
деформации в промежуток времени в случае, если известны реаль
ные напряжения {а} и приращение эффективного напряжения. 
Уравнение (XII.5) теперь принимает вид

А {ер} =  [£>0]-1 (а) ф (а) Дет. (XII.8)

Для нахождения ф(а) снова используются отношения P rager— 
Mises.



Пошаговое вычисление представляет собой медленный процесс,, 
так как на каждой стадии необходимо повторно полностью решать 
задачу упругости. Если постоянные упругости не изменяются с 
температурой (или «возрастом»), то в каждом приращении мы 
будем иметь ту же самую матрицу упругости. Поэтому в даль
нейшем при вычислениях удобнее обращать эту матрицу (пол
ностью или частично), чтобы при следующих приращениях мы бы 
пользовались лишь простым матричным умножением. Этот переход, 
показан в форме диаграммы на рис. 93, б.

78. Метод «приращение — переменная упругость»

Для идеально или почти идеально пластических материалов-, 
процедура, описанная в параграфе 77, оказывается невозможной.

При небольших приращениях нагрузки возникают очень боль
шие (или бесконечные) пластические деформации, в результате 
чего сходимость не достигается. Для таких материалов необходима 
использовать метод, являющийся промежуточным между двумя 
предыдущими возможностями. Нагрузка снова прикладывается пу
тем приращений, но общая деформация под влиянием приращений 
вычисляется с помощью соответственно преобразованного модуля 
таким образом, как будто рассматриваемый материал является 
упругим. Для приращения упругой деформации материала мы 
можем записать обычным путем

Д{еЛ =  Р ] - 1 {Да}. (XII.9)

Принимая сначала гипотезу пластичности «общей деформации» 
из (XII.4), получаем

A {ep} =  C[D0]- '{A a },  (XII. 10)

где С — постоянная пропорциональности, a [Do] — постоянная 
матрица ^зависящая только от коэффициента Пуассона v =  — j .

Таким образом,
Д {еД +  Д {е Д =  ([D p 1 +  С [р0]-1) Да,

или
Д {а} =  ([D p 1 +  С [D0]~1)- 1 Д ({еД +  (еД). (XII. 11)

Рассматривая только температурную деформацию в качестве 
начальной деформации, можно найти изменение напряжения упру
гим способом, где «упруго-пластическая» величина матрицы упру
гости, определяемая

[ D e p ]  =  ([D p1 +  С [D0]-1)-1 , (XII. 12)

займет место матрицы упругости в традиционных вычислениях. 
Если теперь С станет очень большой величиной, пластические 
деформации будут почти полностью подавлять упругие деформа



ции. В пределе для идеального упруго-пластического материала с 
почти горизонтальным участком диаграммы «эффективное напря
жение— деформация» мы получим

[Dep] =  "тг [D0]. (XII. 13)

В задачах плоской деформации и трехмерных задачах возни
кают трудности, так как L-̂ o] становится неопределенной. Это 
объясняется тем, что материал почти несжимаем, поэтому необ
ходимо использовать специальный метод решения, как и в со
ответствующем случае с _
упругими задачами (см. 
уравнение (III.5)). Если 
используются законы плас
тичности в приращениях, то 
уравнение (XII. 8) должно 
быть записано в другой фор
ме так, чтобы оно было 
представлено как функция 
приращения истинного на
пряжения. Из определения 
эффективного напряжения 
(XII.2), дифференцируя, по
лучаем

до 
до*До = [П] А {а} =

|дм,(хн.14)

где различные члены мат
рицы [Q] зависят от компо
нентов {а}. Преобразуя да
лее, как указано в уравне
ниях (XII.10) — (XII.12),
мы получим упруго-пласти
ческую форму матрицы 
упругости [Dep], которая 
будет функцией напряже
ний. В этом случае, однако, 
окажется, что эта матрица 
не соответствует состоянию 
изотропии, и новая задача 
полного анизотропного со
стояния упругости должна 
решаться на каждом шаге 
приращений.

Этот метод аналогичен

Рис. 95. Прогрессирующее пластическое 
течение зубчатого осесимметричного 
стержня (Marcal and King [9]). Вы
числение с помощью метода приращения 
упругости. Материал с упрочнением. 
Зоны пластичности для различных вели

чин о / О т  показаны штриховкой



методу, описанному Clough [1] для нелинейных упругих задач с 
достоянным коэффициентом Пуассона. Такой же подход исполь
зовался Swedlow et al. [7] при изучении распространения трещин. 
•Общая формула, пригодная для определения любого пластиче
ского потенциала, дана Pope [8]. Она имеет много преимуществ, 
сходимости при использовании материалов с очень плоскими диа
граммами связи «напряжение—деформация». В целом достаточно 
взять матрицу [D] упруго-пластического состояния, соответствующую 
уровням начального напряжения в начале приращения. Для улучше
ния точности, однако, внутри интервала можно использовать итера
цию, аналогичную той, которая приводилась при описании прямого 
подхода. Пользуясь этим методом, мы можем без затруднений сде
лать поправку на чисто упругое поведение в конкретном элементе во 
время разгрузки. Если на предыдущем шаге приращения произо
шло уменьшение деформации, матрица упругости [/)] вводится 
для данного шага и пластические деформации подавляются. Необ
ходимо отметить, что в то время как метод, описанный в пара
графе 76, дает решения лишь для одного нагружения, методы 
приращения в параграфах 77 и 78 дают представление о развитии 
пластического процесса при увеличении нагрузки, поэтому эти 
■ методы эффективны в тех случаях, когда необходимо полностью 
изучить поведение сооружения.

Применение другого метода показано в виде диаграммы на 
рис. 93, в. На рис. 95 даны результаты исследования материала 
с вырезом с помощью описанного здесь метода.

79. Эффекты ползучести

Для большинства материалов обнаруживается временная зави
симость деформаций при постоянном уровне напряжения, даже 
в случае, если величины напряжения значительно ниже тех, при 
которых происходит пластическая деформация. Если известны за
коны, связывающие напряжения, деформации и время, то будет 
легко принципиально включить подобные эффекты ползучести в 
расчеты. Очевидно, в этом случае будет использоваться процедура 
с приращениями, а изменения деформации и нагрузки определя
ются в последовательные интервалы времени. Самым простым 
для применения будет метод, описанный в параграфе 77. Он 
приведет к сходимости в случае, если приращения деформаций 
ползучести в каждый интервал времени будут достаточно малыми. 
Для того чтобы приспособить метод, описанный в параграфе 77, 
и включить деформации ползучести, необходимо записать уравне
ние (XII.3) для любого промежутка времени At

А{е} =  А{еЛ +  А{е0}, (XIIЛ 5)

где начальная деформация в этот промежуток будет 

А{е0} =  (А (е0) +  А{е;,} +  А{ее}),



где Л{ес} — приращение деформации ползучести, которая проис
ходит одновременно с другими изменениями деформации под влия
нием температуры и пластичности.

Таким образом, приращения упругого напряжения снова вычис
ляются на каждом шаге для данных величин начальных дефор
маций.

Единственное отличие от пластической задачи заключается в 
определении приращения деформации ползучести. Здесь будет дано 
только общее изложение физических законов, управляющих пол
зучестью, поэтому для подробного рассмотрения этих вопросов 
отсылаем читателя к стандартному учебнику по данной теме Г10].

При общем рассмотрении можно различать две категории пол
зучести. Первая категория проявляется в металлах, где имеется 
значительная нелинейность в зависимости деформации от напряже
ний. Вторая категория — это вязко-упругая ползучесть, свойствен
ная пластикам, керамическим материалам и бетону. В этом случае 
деформации обычно являются линейными функциями напряжения, 
но значительно зависят от изменения нагружения во времени.

79.1. Деформация ползучести в металлах. Характерным свой
ством большинства законов, которые описывают деформацию пол
зучести в металлах, является то, что скорость деформации может 
быть единственно определена условиями в данный момент вре
мени. Такие законы пренебрегают влиянием напряжений и дефор
маций в предыдущие моменты времени или учитывают их весьма 
неполно. Например, в так называемых теориях возрастного ста
рения скорость деформации зависит от общего времени, прошед
шего с того момента, как были приложены нагрузки хотя бы самой 
малой величины. Несколько более убедительная теория учитывает 
влияние общей деформации, суммированной перед рассматривае
мым отрезком времени. Эта теория известна как теория деформа
ционного старения *.

Для одноосного напряженного состояния

i£ -  =  <p(e)4>(Q/(a). (XII. 16)
at

Так как обычно принимается, что деформация ползучести 
так же как и пластическая деформация, не изменяет объема ме
талла, мы можем обобщить эти уравнения таким же образом, как 
уравнение (XII.4). Поэтому мы можем опять записать связь 
между напряжением и деформацией как

4  {«л =  1А.П1 ф Й  Ч> (0 f (а) {о}. (XII. 17)
at

В этом уравнении напряжения и деформации уравнения (XII. 16) 
заменены эффективными напряжениями и деформациями, опреде
ленными уравнениями (XII.1) и (XII.2). Уравнение (XII.13) позво

* Теория «упрочнения» (прим. ред.).



ляет легко определить приращение деформации ползучести в про
межуток времени At в случае, если %{t) будет взята как медленно 
изменяющаяся функция.

Теперь мы получаем

А {ес} =  [Ц Т 1 Ф< Й  Ч>< (0 { (о) А; {а}, (ХИЛ8)
где ф(вг) и фг(0 — средние величины, связанные с рассматривае
мым промежутком времени.

Часто допускается, что возраст и деформация не влияют на 
ползучесть и что функция f имеет простую степенную форму. Тогда

A { e j  =  P o l-1 №  Д< М . (XII. 19)
где К и п  — известные постоянные. Вычисление теперь упрощается. 
Показатель степени п для большинства металлических материалов 
изменяется от 2 до 8.

Если температура изменяется, то множитель К может зависеть 
от температуры. При введении в расчет такой зависимости не 
возникает трудностей.

79.2. Вязко-упругая ползучесть. Для многих материалов, таких, 
например, как пластики или бетон, влияние предыстории нагру
жения во времени на деформации гораздо более ощутимо, чем 
в металлах. Например, значительные изменения деформации (вос
становление ползучести) могут продолжаться в течение долгого 
времени после того, как всякая нагрузка будет снята. Законы, 
управляющие поведением такой ползучести, линейны по отношению 
к напряжению, поэтому принципы суперпозиции сохраняют свою 
силу [11]. Законы напряжение — деформация вязко-упругой ползу
чести могут быть записаны в форме обычных уравнений упру
гости, но постоянные упругости будут заменены линейными, диф
ференциальными или интегральными операторами. Например, 
постоянная \/Е  будет заменена оператором следующей формы:

t
1 IE (*с(т, t — т, e y ^ - d x t (XII.20)

J дх
о

где с — функция ползучести, которая показывает изменение де
формации ползучести во времени при постоянном единичном осе
вом напряжении.

Другие постоянные упругости могут быть заменены аналогич
ными интегральными операторами, поэтому мы можем записать 
для общей деформации ползучести

К }  =  1 А Г 1 м ,  (XII.21)

где [Dc] имеет ту же форму, что и матрица упругости, а постоян
ные заменены соответствующими операторами. Для таких мате
риалов, как бетон, оператор, соответствующий коэффициенту Пуас
сона, остается постоянной величиной, и поэтому [А ;]-1 может



быть записана в форме матрицы постоянных [Do]-1, умноженных 
на скалярный оператор.

Рассмотрим, например, плосконапряженное состояние. Связь 
«напряжение — деформация» принимает вид

(гх, с '
{ес} =  | ^

[Уху> С

1 v О
1 О
О 2(1 + v )

(XII.22)

Так как v есть постоянная, используя уравнение (XII.20), 
мы можем записать

Ы  =  [Do]"1 \ c ( t , t -  т, 0) dx, (XII.23)
J дто

где

[D01"1 -
1 v 0

—v 1 0
0 0 2 (1 +  v)

(а} =

Если известно изменение напряжения во времени для любого 
элемента, величина {ес} может быть найдена в любое время из 
выражения типа уравнения (XI 1.21) с помощью численного инте
грирования.

Приращение деформации ползучести в конкретный промежуток 
времени определяется как

Д{8с} =  А {ес}Д< (XII.24)
at

и для случая плосконапряженного состояния принимает вид
t

A W  =  [D „r1 j  -|- dx. (XII .25)
о

Материалы типа пластиков практически не проявляют вязко- 
упругой ползучести под влиянием гидростатического сжатия, но 
значительная ползучесть происходит в них в связи со сдвиговыми 
компонентами. Для таких материалов матрица, включающая ко
эффициент Пуассона, записывается при v =  1 /2, и снова необходимо 
учитывать только один оператор для расчета деформации ползу
чести (объемные деформации учитываются в упругой части расчета 
деформации). Снова можно использовать приращение деформации 
ползучести, вычисленное за предыдущий интервал времени. Инте
гралы, подобные тому, который встречается в уравнении (XII.23),



оцениваются суммарно. Например, при равных интервалах вре
мени At

пЫ
Д {е Л „=  1 А Г 1 1  - f

О

д (а)
дт

dx =

гп*=п

Т = т Д /тп— О

(XII.26)

Функция ползучести с может принимать разнообразные формы. 
Например, для стареющего бетона, подвергаемого температурным 
изменениям 0, предлагается следующая форма [12]:

с = 1
(cxi — px0) (а2 — р20) с0[1 — Ро ехР {—Yo(^— т)}1. (XII.27)

где а, р и т. д. — постоянные. Функции такого типа особенно часто 
встречаются, хотя в соответствующей литературе приводятся дру
гие формы эмпирических отношений. Число и размер временных 
интервалов, необходимых для оптимальной сходимости, можно 
определить только после рассмотрения формы кривых ползучести. 
В целом шаги должны быть выбраны так, чтобы величины при
ращений деформации ползучести были незначительными относи
тельно общей деформации в данный момент времени. В задачах 
ползучести металлов может случиться, что ползучесть происходит 
при весьма значительных скоростях для определенных уровней 
напряжения. В таких задачах этот метод не дает хорошей сходи
мости, поэтому необходимо использовать другой подход, анало 
гичный тому, который был описан в параграфе 78.

80. Особый подход к некоторым 
вязко-упругим задачам

Как уже отмечалось, деформации ползучести в вязко-упругих 
материалах имеют линейную зависимость от напряжений. Поэтому 
в общем для суммы деформаций упругости и ползучести мы можем 
записать

{е} =  {еЛ +  {еЛ =  [ D „ r *  {a}, (XII.28)

где [Dec] — оператор, объединяющий эффекты упругости и вязко- 
упругого состояния.

Если тип материала таков, что матрица [Dec] может быть 
записана как

[Dec] =  [D]f, (XII.29)

где [D] — обычная матрица постоянных для каждого элемента, 
a f — скалярный оператор (типа, данного в уравнении (XII.20))



и если, наконец, / не изменяется от элемента к элементу, то при 
расчете можно ввести значительные упрощения.

Например, если по условию задачи только внешние нагрузки 
влияют на напряжения, то, так как f есть общий коэффициент 
жесткости всех элементов, после окончательного суммирования 
всех уравнений из уравнения (ХП.12) мы получим для всей си
стемы

[*о1/{« }  =  №
или

[К0] {6} =  Г 1 {К}. (ХН.ЗЭ)
В этом уравнении матрица [/Со] построена для жесткости эле

мента, имеющего свойства, выраженные матрицей [D] для каждого 
элемента, /-1 есть оператор обращения для f и соответствует опе
ратору функции ползучести в уравнении (XII.20). Правая часть 
уравнения (XI 1.30) может быть решена без помощи пошаговых 
вычислений, что значительно экономит вычислительное время.

Напряжения, соответствующие найденным смещениям, опреде
ляем с помощью матрицы напряжения на основании уравнения 
(XI 1.28). Сразу же становится очевидно, что в вычислении по
явятся произведения f и которые просто равны единице, по
этому напряжения не зависят от времени. Действительно, они 
будут идентичны напряжениям, полученным в эквивалентной 
упругой задаче, где они просто определяются как

[К0] {«} =  { « } •  (ХН.31)
Результат хорошо известен в теории вязко-упругости [11, 13]. 

Таким же образом рассматриваются задачи температурных дефор
маций или любые задачи, напряженное состояние в которых вы
зывается заданным смещением. Здесь тоже возможны значитель
ные упрощения [13].

На практике эти упрощения допустимы только для таких мате
риалов, у которых коэффициент Пуассона может быть принят за 
постоянную величину, и отсутствие временного оператора огра
ничивает их общность. Кроме того, поведение всех элементов 
должно быть одинаковым, так как зависимость свойств от темпе
ратуры трудно учесть. Для более сложных линейных вязко-упругих 
задач можно разрабатывать другие методы решения, но это не 
входит в задачу данной главы.

81. Нелинейность, возникающая в результате 
больших смещений

Важные случаи применения метода конечных элементов в изуче
нии_задал ..„больших .смещений будут здесь рассмотрены лишь

"вкратце. Целесообразно произвести некоторую классификацию 
задач. Первое “разделение задач зависит от того, остаются ли 
деформации в отдельных элементах небольшими или нужно рас



сматривать нелинейные свойства деформаций внутри каждого 
элемента.

Второе разделение зависит от метода решения. Очевидно, и 
в этом случае можно использовать прямой итерационный метод, 
который даст решение для конкретной системы нагрузки. С другой 
стороны, можно использовать процесс приращений, позволяющий 
изучить поведение всей системы в целом, при всех нагрузках.

81.1. Элементы, подвергаемые незначительной деформации. 
В большинстве задач с большой величиной смещения деформации 
материала невелики. Большие деформации встречаются лишь из
редка во время пластической деформации обычных материалов 
или в резиновых материалах, редко используемых в инженерных 
сооружениях. Типичным примером больших смещений, где все де
формации находятся в границах упругости материала и поэтому 
невелики, являются задачи о прогибах плит и колонн небольшого 
сечения за пределом устойчивости, классическая задача «эластика» 
и большие деформации тонких оболочек.

П р я м о й  и т е р а ц и о н н ы й  м е т о д .  Сразу же возникает 
мысль использовать очень простой метод. Деформации линейного 
упругого состояния сначала вычисляются в сооружении обычным 
путем. На этой начальной стадии координаты узловой точки, опре
деляющей элемент, фиксировались в пространстве. Однако, после 
того как произошла деформация, координаты узлов каждого эле
мента были изменены с учетом соответствующих смещений каждого 
узла. Теперь можно перейти ко второй стадии вычислений и снова 
определить свойства элемента, на этот раз на основе новых коор
динат. В результате второго шага мы получаем улучшенные данные 
смещений, полностью повторяя процедуру вычисления и включив 
в нее вновь вычисленную элементарную жесткость.

Процесс можно повторять до тех пор, пока не будут получены 
устойчивые величины смещений. Очевидно, этот метод трудоемок, 
так как полная процедура решения должна повторяться на каж
дом шаге. Кроме того, одновременно может включаться только 
один вектор нагрузки (или начальный вектор деформации в случае 
температурных задач).

К достоинствам метода относится то, что сходимость наступает 
довольно быстро. Этот метод имеет отчетливое сходство с методом, 
описанным в параграфе 76 при рассморении нелинейных свойств 
материала.

М е т о д  п р и р а щ е н и й  и м а т р и ц а  « г е о м е т р и ч е 
с к о й »  ж е с т к о с т и .  Изменения в оценке матрицы жесткости 
элемента при введении новых координат, определяемых прибавле
нием соответствующих смещений, очевидно, объясняется значи
тельным движением только всего элемента. Так как деформации 
Енутри элемента невелики и все линейные соотношения сохраня
ются, жесткость, отнесенная к локальной системе координат, кото
рая движется вместе с элементом, остается постоянной. Такую 
движующуюся систему координат можно видеть в плосконапря



женном элементе на рис. 96. При этом допускается, что ось х' 
всегда должна проходить через узлы i и /. Так как предполагается, 
что элемент должен вести себя линейно, его матрица жесткости 
относительно координат х' и у' всегда будет одинаковой величины, 
например [/г']е.

Для того чтобы преобразовать силы и смещения из системы 
х' и у' в систему х — г/, необходимо воспользоваться матрицей 
преобразования направляю
щих косинусов, определяе
мой единственно с помощью 
угла а. Таким образом, силы 
и смещения в системе х—у, 
или главной, получаем с по
мощью следующих преобра
зований:

{ П '  =  т Ю ‘
{6'}' =  [Т] {6}»
С помощью правил, вы

веденных в главе I (уравне
ние (1.16)), матрица жест
кости элемента, выражен
ного в главных координатах, 
принимает вид

W  =  [Т]т [£'НТ]. (ХИ.ЗЗ)

(XII.32)

У с
т

\
\
\
ли р - т

х"—
х !"1 = х?+Аи? —

Рис. 96. Большие деформации в фиксиро
ванной и движущейся системах координат

Матрица преобразования, зависящая от направления угла эле
мента а, будет теперь зависеть от смещений элемента. Зависи
мость [Т] в функции от {5}е часто будет носить линейный харак
тер, как и в обсуждаемом случае.

Рассмотрим теперь задачи больших деформаций с помощью 
метода приращения.

На определенной ступени п процесса наступает положение 
равновесия и происходит изменение внешних нагрузок A{/?r,+i}.

Это вызывает изменение смещения A {6}n+i. Начальное равно
весие элемента будет нарушено по двум причинам. Во-первых, 
произойдут дополнительные деформации, в результате чего по
явятся соответствующие узловые силы. Это можно выразить сле
дующим образом:

Л {F } '+l =  [Г+1]' д {6>*+ , =  [Т„ +  ДТ]т [k'Y [Т„ +  ДТ1 {6}'+ | , (XII.34)

где АТ— приращение, полученное в матрице преобразования под 
воздействием дополнительных смещений.

Второе изменение происходит потому, что изменяется направ
ление первоначальных сил, которые находились ранее в состоянии 
равновесия. В результате появляются дополнительные силы, равные

A {F ,}J+ , =  [Т„ +  ДТ]т {F'}n — [Т„]т {F'}?i =  |ЛТ]1+1 {F% . (XII.35)



Но так как [TJ есть функция смещений, для небольшого при
ращения мы можем записать

[ЛТ1"+ ‘ = 7 ^ Г |Т," д<а}“+1-
Таким образом, уравнение (XII.35) принимает вид

Д {/У "+ , =  И  А <«}»+,,
где

[^ = 4 ) 1 T U f '}"
может рассматриваться как геометрическая жесткость. Если [Т] 
есть линейная функция смещений, [kg\ будет фактически постоян
ной матрицей, не изменяющейся в зависимости от положения.

Чтобы устранить нелинейность в уравнении (XI 1.34), мы можем, 
не допустив серьезной ошибки, записать вместо [Тп +АТ] просто 
[Т]п, в случае если шаги невелики.

Таким образом, изменение внутренних сил элемента за опре
деленнее приращение может быть представлено как

{AF}*+, +  Д {Ff } '+ , =  ([*"] +  [А"]) Д . (XII.38)
Решение для суммы всех элементов производится обычным пу

тем, как будто бы жесткость элемента просто была суммой [&п] 
и [kng]. Ясно, что [&71] нужно отдельно вычислять на каждом шаге 
из матрицы преобразования [Т] с помощью уравнения (XII.33).

Включение первоначальных деформаций, таких как деформации 
под влиянием температуры, не представляет трудностей. Этот ша
говый метод был впервые применен Аргирисом [14, 15] и успешно 
использован для изучения больших деформаций, доходящих до то
чек и переходящих их «shap through» (прощелкивание таких 
сооружений, как арки) [15].

Преимущества метода приращений в изучении задач с посте
пенно увеличивающейся нагрузкой очевидны. Для одной данной 
нагрузки, однако, удобнее применять менее сложный прямой метод, 
который мы уже описывали и который можно вывести из стандарт
ной формулы малых смещений при минимальных дополнительных 
усилиях.

81.2 Большая деформация в элементах. Если в элементе про
исходят относительно большие деформации, то их отношение к 
узловым смещениям теряет линейный характер, что приводит 
к дальнейшему усложнению задачи. Подобный пример уже при
водился в задаче с плитами в главе XI, где рассматривалась 
взаимосвязь между силами в плане и изгибающими силами. В ка
честве других примеров можно привести резиновые материалы, 
деформации которых в силу их величины невозможно определить 
линейно. В подобных случаях мы можем линеаризировать условия 
внутри элемента, допуская, что изменение определенных напряже

(XII.36) 

(XII.37)



ний не происходит во время приращения. Это делалось при 
решении задачи изгиба плит, где компонент в плане рассматри
вался во время изгиба неизменным. Как отмечалось, это приведет 
к появлению дополнительных узловых сил даже при подвижной 
системе координат. Для того чтобы ввести результат этой нелиней
ности, необходимо просто включить подобные силы в процесс, 
который мы уже рассматривали при решении задач с большой 
деформацией.

82. Решение задач устойчивости методом 
больших деформаций

При рассмотрении продольной устойчивости при изгибе таких 
сооружений, как стойки или плиты с нагрузкой в плане, можно до
пустить, что в каждом элементе происходят лишь очень небольшие 
деформации. Это означает, что взаимодействием между силами из
гиба и силами в плане внутри элемента можно пренебречь п что 
местного продольного изгиба не будет допущено.

При пользовании методом приращений начальная неустойчи
вость системы будет выражена на первом шаге.

Если в уравнении (XII. 38) принять п =  0 и производить объе
динение элементов с помощью обычных правил, то при отсутствии 
внешних сил мы получим

([К°] +  [А:21)А{6} =  0. (XII.39)
Теперь в задаче плит [К0] будет обычной матрицей жесткости 

изгиба; [/Cg ], однако, зависит от величины сил в плане.
Вводя масштабный коэффициент К и вычисляя для единичного 

значения |Д° j, мы можем вновь записать уравнение (XII. 35) как

( т  +  м к 2 ) д { б }  =  о, (х н .40)
которое является типичным для задачи на собственные значения, 
рассмотренной в главе XI. Очевидно, пренебрежение эффектом 
местного продольного изгиба приведет к более низким результа
там, чем те, которые мы получили бы методом, описанным в главе 
XI. Конечно, возможно включить эффекты больших смещений в 
расчеты внутри элемента, как описывалось в последнем разделе. 
При этом мы увидим, что формулировка снова будет аналогична 
формулировке, данной в главе XI.

83. Заключительные замечания

Бесконечное разнообразие практических задач, встречающих
ся в строительной механике при рассмотрении проблем нелиней
ности, может лишь упоминаться в самых общих чертах в данной 
работе. Изложение основных методов подхода, которое мы даем 
в этой книге, позволяет без особых трудностей выработать даль
нейшие принципы рассмотрения разнообразных специальных слу



чаев. Для этих специальных случаев необходимо исследовать 
вопросы сходимости и единственности, однако почти всегда при 
этом можно использовать один из методов, описанных здесь. В от
дельных случаях могут быть разработаны специальные методы. 
Например, задачи с «прощелкиванием» [15] и другие примеры по
тери устойчивости при продольном изгибе часто усложняются тем, 
что жесткость конструкции уменьшается при больших смещениях. 
Действительно, после такого уменьшения в некоторых случаях 
происходит значительное увеличение жесткости, ведущее к появ
лению двух возможных положений равновесия или более при дан
ной нагрузке. В таких случаях вместо задания приращения на
грузки нужно задать одно или смещение более и дать им прира
щение. Затем находим соответствующие нагрузки на каждой ста
дии смещения.
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Глава XIII
КОМБИНИРОВАННЫЕ ЗАДАЧИ

84. Вступление

Надеемся, что к этому моменту читатель убедился, что метод 
конечных элементов может использоваться при решении почти 
безграничного числа практических задач. Однако при рассмотре
нии примеров, приводимых до сих пор, мы предполагали, что в 
каждой отдельной задаче встречаются элементы одного вида. При 
всей очевидности этого факта напомним все же, что элементы 
самого различного характера могут легко комбинироваться в каж
дом отдельном случае. Это еще больше расширяет возможности 
применения данного метода. Так, в однородных задачах элементы 
разной формы могут использоваться одновременно для улучшения 
точности решения при том же числе неизвестных. Например, зада
чи плоского напряжения могут решаться с помощью четырехуголь
ных элементов, на которые разбиваются участки с однородным 
напряжением, а также треугольных элементов на участках, близ
ких к границам, где их использование объясняется характером 
очертания, или на участках концентрации напряжения, где требу
ется уменьшение размера элемента. Такие же сочетания возможны 
в других задачах, например, в задаче изгиба плит и т. д.

Еще более важно, что при решении неоднородных задач можно 
легко комбинировать элементы. Не возникает трудности при одно
временном «объединении» элементов в плосконапряженном состоя
нии для балки и плиты при рассмотрении типичных сооружений, 
встречающихся на практике. Необходимым критерием этого объе
динения является тот факт, что одно и то же число степеней сво
боды может быть обеспечено в узлах разных типов элементов. Так 
как общие правила объединения (см. главу I) одинаковы, неза
висимо от числа узлов элемента, то при условии соблюдения вы
шеизложенного правила можно снова использовать ту же програм
му объединения элементов и решения.

Легкость этого метода позволила разработать стандартные 
общие вычислительные программы, которыми можно пользоваться 
при решении большого числа однородных и неоднородных задач.

Необходимые характеристики элемента зафиксированы на вхо
де ЭВМ, а вычисление различных видов жесткости элемента про
изводится с помощью соответствующих подпрограмм.

В настоящей главе будут приведены три типичных примера. 
Другие примеры решаются по этому же образцу.

85. Плита, окаймленная балками

Типичный случай такой плиты приведен на рис. 97, где также 
показана разбивка на элементы. Для объединения элементов тре-



буется только получить матрицу жесткости типичного элемента 
балки ij с помощью матриц жесткости, уже полученных (глава 
VII) для четырехугольных элементов плиты.

Рис. 97. Квадратная плита, окаймленная балками, под действием 
равномерно распределенной нагрузки q

Для элемента балки ik, направленного вдоль оси х и имеющего 
три степени свободы, с помощью классического метода сопротив
ления материалов * можно получить следующую матрицу:

~  12 0 61 —  12 0 61 ~ wt
0 у/2 0 0 —у/2 0 ®xl

EI 6/ 0 4/2 —6 0 2 /2 0у/
13 —  12 0 — 6/ 12 0 — 61 wk

0 —у/2 0 0 у/2 0
6/ 0 2 /2 —61 0 4/2 Qyk J

(XIII.1)

где I — длина балки; EI — жесткость элемента при изгибе; у =  
=  —  ( G/ — жесткость при кручении).

* Или с помощью использования кубической функции формы для w при 
линейном изменении 0Л-.



В данном примере предполагалось, что балки не имели жест
кости при кручении с тем, чтобы можно было произвести сравне
ние с результатами, полученными аналитическим путем [1].

Взяв другие постоянные, указанные на рис. 97, можно устано
вить общий характер смещений.

В табл. 10 [2] дано сравнение с приближенными аналитичес
кими результатами.

Т а б л и ц а  10
Точка 1 Точка 2

W м х W м х

Решение методом конечных элементов 
v = 0 ,3

0,0037 0,0332 0,0087 0,0611

Тимошенко [1] v=0 ,25 не получено 0,0087 0,0601

Множитель qL*/D ql> qL4/D j qU

Очевидно, что и более сложные задачи с любой формой плиты 
могут решаться с помощью треугольных плоских элементов. На
пример, недавно этот метод применялся при расчете косых мостов 
с ребрами-балками.

86. Плиты на упругом основании

Эта задача, имеющая практическое значение, не представляет 
особых трудностей. Если разбить плиту на отдельные элементы, 
то основание можно рассматривать как один дополнительный эле
мент с большим числом узловых точек, которые необходимо рас
сматривать совместно с ней, как показано на рис. 98. Для просто-

Рис. 98. Плита на упругом основании. Основание 
представлено дополнительным связукЯЦим элемен

том
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ты допустим, что только вертикальные силы передаются от плиты 
к основанию. Так как матрицу жесткости основания необходимо 
записать в такой форме, которая содержала' бы то же число сте
пеней свободы, что и узлы плиты (т. е. три), можно допустить, что 
в узлах основания не будет приложено концентрированных пар, 
другими словами, что коэффициенты жесткости матрицы основа-

Рис. 99. Контактные давления по Рис. 100. Плита, приведенная на рис. 99, 
центральной прямой квадратной под действием сосредоточенной нагруз- 

плиты под действием равномерно ки Р, приложенной в центре, (основание 
распределенной нагрузки q, прило- Винклера)
женной к изотропному основанию:

n = Ll 6 (L — длина стороны); Е 0— модуль 
упругости основания; E v — модуль упру

нкя, соответствующие вращениям, будут равны нулю. Если осно
вание будет представлено идеально упругим полупространством, 
можно использовать классическое решение Буссинеска для полу
чения матрицы жесткости основания, производя нагружение эле
ментарных площадей, которые показаны на рис. 98 штрихами, и 
вычисляя средние деформации всех входящих в эти участки точек. 
Очевидно, матрица жесткости основания такой сплошной среды 
будет полной, включающей внутреннюю связь между всеми уз
лами.

Простой пример так называемого винклеровского основания, 
обычно используемого вследствие простоты расчета, предполагает, 
что каждая точка присоединена к отдельной пружине. В этом слу
чае матрица основания будет иметь простую диагональную форму.

Определение соответствующих матриц и решение типичных за-



дач дано у Зенкевича и Чанга [3]. На рис. 99 и 100 даны неко
торые характерные результаты для квадратных плит, находящихся 
под действием равномерной и сосредоточенной нагрузок.

87. Колебание конструкций, погруженных в жидкость

Решение этой задачи представляет определенные трудности. 
При колебании погруженных в жидкость конструкций давления 
возникают на его поверхности вследствие взаимодействия с жид
костью.

Рис. 101. Колебание 
встроенной бетонной во
доудерживающей стенки 

v = 0 ,2 :
а — без воды; б — с водок

В параграфе 64.2 было показано, что, решая задачу поля, 
можно получить матрицу влияния, устанавливающую связь дав
ления в различных точках движущейся поверхности с нормальным 
ускорением в этих точках при условии, что жидкость несжимаема.

Если рассматриваемые точки движущейся поверхности совпа
дают с узлами колеблющихся конструкций, то, умножая на пло
щадь, относящуюся к одному конкретному узлу, мы можем уста
новить связь сил внешнего давления с ускорениями в узлах.

Таким образом, мы для конструкционной системы (испытываю
щей вынужденные незатухающие колебания) будем иметь

[K]{b} +  [M]{8} =  {R p}, (XIII.2)

где {RP} — вектор нагрузки внешнего давления, который опреде
ляется из матрицы влияния в виде

{« „ }  =  - [М„Ц8}. (ХШ.З)

Соединяя уравнения (XII. 2) и (XIII. 3), получаем новое урав
нение свободного колебания

[К] {8} +  «лп +  [Мр]) {8} =  0. (Х.Ш.4)



В этом уравнении матрица масс была добавлена посредством 
матрицы влияния [А4Р] с тем, чтобы учесть эффект давления жид
кости. /

При решении новой задачи колебаний, которая может рассмат
риваться в точности таким же образом, как это делалось в гла
ве XI, не возникает трудностей. В целом матрица [Мр] будет пол-

Без гидростатической 
нагрузки

Рис. 102. Представление 
арочной плотины как 
плиты переменной тол
щины. Основная форма 

и основной период:
Т=0А75 с без гидростатиче
ской нагрузки; 7’=0,834 с 
гидростатической нагрузкой

ной матрицей, связывающей все узлы системы, а конечные матри
цы не будут представлены в узкополосной форме.

Некоторые примеры применения этого метода к задачам коле
баний погруженных в жидкость плит даны у Зенкевича и др. [4], 
откуда взяты рис. 101 и 102. Вторая задача рассматривает реаль
ную арочную плотину как плоскую плиту, причем результаты хо
рошо согласуются с частотами, полученными при испытании дей
ствительной конструкции. Очевидны возможности расширения 
метода на другие сооружения, например погруженные оболочки 
или твердые тела. Недавно было получено решение для арочной 
плотины типа оболочки, причем результаты, проверенные при ис
пытании на модели, показали, что частоты и собственные формы 
были определены точно [5].
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М а т р и ч н а я  а л г е б р а
Предвзятое отношение к матричной алгебре объясняется, вероятно, тем,что 

книги на эту тему составлены так, что читатель должен переработать слишком 
много новой информации за один раз. Можно убедиться, что для чтения этой 
книги и проведения необходимых вычислений требуется ограниченное знание 
основных положений.

Определение матрицы
Линейное соотношение между системой переменных х и b

0Ц*1 Ч- 012*2 Ч~ 013*3 Ч~ 014*4 —
021*1 Ч- 022*2 Ч- 023*3 Ч" 024*4 — Ьъ\ (Л. 1.1)
031*1 ~Т~ 032*2 Ч" 033*3 Ч- 034*4 =  3̂

может быть записано сокращенно как

где

[А] (* }  =

Qi i » 012 > °13» 014
= °21 1 022 > 023» 024

-031> 032» 033» 034 .

I *1 1 ( ъх
|*2
1*3

{&} == &2
Ьо1*4 1 \

(Л. 1.1а)

(Л.1.2)

Верхняя запись содержит сразу и определение матрицы и процесс умножения. 
Матрицы определяются как массивы чисел типа, показанного в (Л. 1.2). Отдель
ная форма, содержащая столбец чисел, часто рассматривается как вектор- 
или матрица-столбец. Умножение матрицы посредством вектора-столбца опреде
ляется с помощью эквивалентности из (Л. 1.1.) и (Л. 1.1 а).

Если существует другое соотношение, использующее те же постоянные, но 
другой набор х и Ь, которое можно записать как

011*1 Ч~ 012*2 Ч" 013*3 Ч" а14*4 =  1̂1

021*1 Ч~ 022*2 Ч- а23*3 Ч" 024*4 =  &2*> (Л. 1.3)

а31*1 Ч- а32*2 Ч- а33*3 Ч" 034*4 =  Ь3 >
то мы можем представить

[А] [Х] =  [В], 
где

* 1  * ;~ ~Ьг ь [ '
* 2  * 2 [В} = ь.г ь2
* 3  * 3

J>z h_х4 х\_

(Л.1.4)

(Л. 1.5)



anxi +  аих\ +
°21Х1 +  °21Х1 +
° 3 1 д::1 +  +

Можно убедиться, что матрицы будут равными/ только в случае, если рав
ны отдельные члены. /

Умножение полных матриц определено выше/ и, очевидно, оно имеет зна
чение только в том случае, если число столбцов в [А] равно числу в [.X] для 
соотношения типа (Л. 1.4). Одно свойство, которое определяет умножение 
матриц, заключается в том, что в основном

61 р\
= 63 62

J3з h_
(Л.1.4а)

[Л] [ Х ] * [ Х \  [А], (Л.1.5а)

т. е. умножение матриц не обладает свойством коммутативности, как в обыч
ной алгебре.

Сложение или вычитание матриц
При сложении отношений типа (Л. 1.1) и (Л. 1.2) мы получаем

° 1 1 ( * 1  +  х 1 )  +  а 12 ( * 2  +  * 2 )  " Ь  а 13 ( * 3  +  * з )  +  а 14 (■*4 +  * 4 )  =  ^1 +  6 j

а 21 ( * 1  +  * 1 )  +  ° 2 2  ( * 2  +  ̂ 2 )  “Ь  а 23 ( * 3  +  * 3 )  +  а 24 ( х 4  +  * 4 )  = 6 2  +  6 2

а  31 ( * L  +  * l )  +  ^32 ( Х 2 +  * 2 )  “Ь  а 33 ( Х 3 +  * 3 )  +  а 34 ( * 4  +  * 4 )  = 6 3 + 6 3

(ЛЛ.6)

что также вытекает из

[Л] (х) +  [А] {х '} =  [А] { *  +  * ' }  =  {6} +  {6'} =  {6 +  6 '} ,

если мы определяем сложение матриц с помощью простого сложения отдельных 
членов массива. Очевидно, это можно получить лишь в случае, если матрицы 
будут одной размерности, например,

lAl- а12> а1з| I I 6ц , 6]2, 6131 _ [ац+611, 0x2 +  6x2. а 13 +  6хз1 
[а 2х, а22> а2з] [621. 622 > 623J Lfl21 +  62X. я22 +  622, 2̂3 +  623]’

или
[Л] +  [В] =  [С] (ЛЛ.7)

подразумевает, что каждый член С равен сумме соответствующих членов 
[А] и [В].

Вычитание следует тем же правилам.
Транспонирование матрицы
Это определение означает перегруппировку чисел массива следующим 

образом:

й п а 12а 1г т а 11Д21а 31
a 2l a 22a 23 ’ а 12а 22а 32
а 3х а 32а з з <3x3a 23a 33 .

и будет, как показано, обозначаться значком Т.
Его использование не кажется сразу очевидным, однако будет объяснено 

дальше и будет рассматриваться как простая заданная операция.
Обращение матрицы.
Если в соотношении (Л 1.1а) матрица [Л] будет квадратной, т. е. она пред

ставлена коэффициентом системы уравнений типа (Л.1.1), равных числу неиз
вестных {х}, тогда в общем случае можно найти ее решение для неизвестных 
{х} в функции известных коэффициентов {6}.



Это решение можно записать как
{*}  =  И ] - Ч & } ,  (Л.1.9)

где матрица [Л]-1 есть обращение квадратной матрицы [Л].
[Л]-1 будет тоже квадратной и той же размерности, что и [Л].
Мы можем получить (Л. 1.9), умножив с обеих сторон (Л.1.1а) па 

[Л]"1 , и отсюда
[Л ]-1 [Л] =  [/] =  [Л ][Л ]-1 , (Л.1.10)

где [/] есть единичная матрица, имеющая нули, кроме диагонали, и единицу 
в каждом элементе на диагонали. Если уравнения сингулярны и не имеют ре
шения, то обращение невозможно.

Сумма произведений
В задачах механики мы часто сталкиваемся с рядом таких величин, как,, 

например, силы, которые могут быть представлены как вектор матрицы

F1 
F*

{F} =

F П

(Л.1.11)

Они, в свою очередь, часто связаны с тем же числом смещений, какое 
представлено другим вектором, например

61
62

(в} = (Л.1.12)

и «

Известно, что работа может быть представлена как сумма произведений 
сил н смещений

W  =  2 F n 8 n .

Ясно, что в данном случае можно произвести транспонирование, так как 
по первому правилу матрицы мы можем записать

61
62

W  =  [ F l t  F 2 , Fn\

Ьп

=  ( Е } т {6) =  {6}т { F } . (Л.1.13)

Это обстоятельство часто используется в данной книге.
Транспонирование произведения
Часто приходится производить транспонирование произведения матриц. 

Читатель может сам убедиться из предыдущих определений, что

([Л][В])Т =  [Б]Т [Л]Т. (Л.1.14)
Симметричные матрицы
В задачах строительной механики часто встречаются симметричные мат

рицы. Если член матрицы [А] обозначим как a iu то для симметричной матрицы 
aij =  a,ji. Можно показать, что обращение симметричной матрицы всегда сим
метрично.

Расчленение
Легко убедиться, что произведение матрицы

[А] [В] ,



а 1 1 а 1 2 а 1 3 ; а 1 4 а 1Б
6 1 1 6 1 2

^ 2 Х а 2 2 а 2 3  \ а 2& а 2 Ь

а 3 1 а 3 2 а 3 з !  а 3 4 а 3 5
[В\ =

6 3 1 6 3 2

6 4 1 6 4 2

6 5 1 6 5 2

может быть получено разбиением каждой матрицы на подматрицы, обозначен
ные пунктирными линиями, применяя правила матричного умножения сначала 
к каждой из этих подматриц так, как будто они являются скаляром, а затем 
произведя дальнейшие умножения обычным путем, Так, если мы запишем

то

[А] [5] = I 4- А^ВЛ  
\_A2\ B 1 - j -  ^ 22^ 2 ]

при дальнейшем умножении будет представлять полное произведение. Важ 
ней стороной разбивки является то, что размер подразбивки должен быть та
ким, чтобы произведение Л1В 1 имело смысл, т. е. чтобы число столбцов в Ли 
было равно числу строк в В | и т. д.

Если представленное выше определение справедливо, то все дальнейшие 
действия могут производиться с расчлененными матрицами, причем каждый 
участок разбивки рассматривается как скалярный.

Необходимо отметить, что любая матрица может быть умножена на ска
ляр (число). В этом случае равенство столбцов и строк больше не является 
необходимым условием.

О с н о в н ы е  у р а в н е н и я  г л а в ы  II

{6} =  [N] {б}*7 — [jVt-, Nh Nr

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

б i

2 1

2.2
2.3

2.9 {Е }е =

El

(е) =  [В] {6}*
(а) =  [D] ((e) — {е0})

=  Щ е {б }'’ -  J  [В]т [D] {е0) d (vol) -  j  [N]T {р} d (vc l)

=  [B]T [D ]{B0)d{vo\)
2.10 [/е] =  J  [S]T [D] [В] rf (vol)

{Е }е — — I [N]T [р] d (vol)
2.15 {o } = [ D ] [ f l] {6 } ‘ - [ D ]  {e0}
2.16 [S]e =  [D] [B]
2.17 { Qe0} e =  ~  W  {е<И
228



Н е к о т о р ы е  ф о р м у л ы  и н т е г р и р о в а н и я  
д л я  т р е у г о л ь н и к а  (см. рис.  4)

Пусть треугольник определяется в плоскости х—у с помощью трех точек 
( х и  y i ) ,  ( X j ,  y j ) .  (х  т » У  т  ), причем начало координат принимается в точке 
центра тяжести, т. е

xi Н- xj 4~ хт  ус -|~ yj -(- ут

Тогда, интегрируя по площади треугольника, получим 
j" х dx dy — J у dx dy =  0;

dx dy =  —  
y 2

1 Xi Ус 
\xj y;
1xm Ут

=  Д =  площадь треугольника;

^ x *d x d y  =  - ^ - ( ^  +  x? +  4 ) ;  

J  y2d x d y =  (y\ +  y) +  y2m) ;

j*  xy dx dy =  —  (xtyt +  Xjyj +  xmym) .

ПРИЛОЖЕНИЕ 4

Н е к о т о р ы е  ф о р м у л ы  и н т е г р и р о в а н и я  
д л я  т е т р а э д р а  (см. рис.  35)

Пусть тетраэдр определяется в системе координат (х, у , z) с помощью 
четырех точек (х*. у и ? i ) ,  (Xj, y j , z,-), (xm, y m, z m), (x Pt y Pt z p) с началом 
координат в центре тяжести, т. е.

х( +  X/ +  х т  -{- Хр Ус 4- yj +  Ут.-\- Ур z i +  zj  J r z m J r z p

4 =  4 =  4 =  0

Затем, интегрируя по объему тетраэдра, получим

I 1
dx dy dz — —— 

У 6
=  V =  объем тетраэдра.

1 хс Ус 
l X j  y j  Z j

х̂т  Ут zm 
1хр Ур zp

Если порядок нумерации таков, как указано на рис. 35, то

J  xdxdy d z =  j  у dxdy dz =  J  zdxdy dz =  0;

j  x2 dxdydz = - ^  (x? +  x ? + x ^  +  x£); 

j  t/2 dx d y d z = ( y 2c +  i/? +  ^  +  y2p) ;



j  z2 dx dyd Z= ~^  (2? +  Z) +  Zm +/4) >

Г vxy dx dydz =  —  (х£г/£ +  xjVj +  xmym +  xp£/p)^

Г V ixz dx dydz =  —  {xLZi + XjZj + xmzm + xpzp)\

Г yz dx dy dz =  — ■ (yiZi +  у f t  - f  ymzm +  ypzp).

Ч и с л е н н о е  и н т е г р и р о в а н и е
ПРИЛОЖЕНИЕ 5

1. Вступление

В программе, представленной в главе XV, не встречается трудностей при ин
тегрировании, так как деформации постоянны. Действительно, там почти не встре
чается операций интегрирования, так как необходимо знать только площадь тре
угольника.

Для более сложных элементов используются функции полиномов более вы
сокого порядка или функции формы1, поэтому аналитическое интегрирование 
становится все более сложным, а иногда невозможным. Например, в треуголь
ном изгибаемом элементе необходимо проинтегрировать члены до х2, ху, у2 по 
площади для вычисления матрицы жесткости и члена до шестого порядка для 
согласованной матрицы массы в задачах колебаний. Для четырехугольников 
общего вида и кубичных элементов с узлами на срединах сторон необходимы 
значительные усилия при получении формулы интегрирования для различных 
членов. Очевидно, научные работники должны быть освобождены от таких за 
трат времени и повторных ручных действий для того, чтобы сосредоточиться на 
проблемах поиска более подходящих и точных элементов, улучшении решения 
больших систем алгебраических уравнений, исследовании теории сходимости ко
нечных элементов и на различных других важных темах. Это можно сделать в 
случае, если численное интегрирование используется вместо аналитического.

Имеется много формул численного интегрирования; подробное описание их 
можно встретить у Kopal [1].

В методике конечных элементов наиболее целесообразно использовать ква
дратичные формулы Гаусса и Ньютона — Котеса.

2. Квадратичные формулы Гаусса и Ньютона — Котеса

(а) Гауссовские формулы квадратуры, с помощью которых можно точно 
интегрировать полином fix)  порядка 2п—1 как взвешенную среднюю величину 
от частичных значений п его определенных точек, часто используются благодаря 
их высокой эффективности.

1 п
Определенный интеграл J  f(x)dx  заменяется суммой ^  где Я , есть

-I ;= 1

1 Функции формы будут непосредственно давать деформированную форму 
элементов, когда любой компонент узлового смещения взят как единица, а 
другие равны нулю. В этом отношении они отличаются от обобщенных поли- 
номипальных функций.



весовые коэффициенты, f ( a i ) — значение функции в определенных точках flj, а 
п есть число используемых точек. Величины Hj и aj для п от 2 до 16 могут 
•быть найдены в таблицах Kopal [1]. Для удобства они приведены в конце этого 
приложения.

(б) Формулы квадратуры Ньютона — Котеса не столь сложны, но являются 
менее точными, так как с их помощью можно интегрировать полином f{x) по
рядка п лишь в случае, если используются м+1 равнорасположенные точки.

Для п =  1

j  f(x)dx =  f ( — 1) +  /(1),
— i

что является хорошо известным правилом трапеции.
Для п= 2

1
j  /(*)d x  =  - i - { / ( - l )  +  4/(0) +  /( l) } ,
— 1

и мы можем получить правило одной трети Симпсона. Для п = 3 используем 
правило трех восьмых Симпсона

1
J  f (х) dx — —  |/ ( 1) +  3/ ^--- —^ +  3/  ̂ +  / U) j •

Коэффициенты для п от 2 до 20 также могут быть найдены в таблицах 
Kopal.

3. Двумерные элементы

(а) Четырехугольный элемент. Функции формы для четырехугольных эле
ментов обычно даются как функции координат £ и i], так чтобы £ и г| при
нимали значения ±1  на сторонах четырехугольника (рис. 103). Одна такая

Рис. 103. Правило Гаусса 3X3 для 
четырехугольника общего вида

функция встречается в разделе 26. Так как пределы интегрирования для таких 
функций формы составляют ± 1 . они идеально соответствуют формуле квад
ратуры Гаусса.

Двойной интеграл



может быть прежде всего вычислен как внутренний интеграл, принимая т] за 
постоянную, так что

Г f ( l , n ) d l  =  S  Н Д а , , ц )  =  ф(т)).
- 1  ; = |

Затем определяем внешний интеграл и получаем искомые результаты:

j  4,(r,)*l =  S  Н М Ь , )  =  V  Я, 2  J i j f l f l j ,  Ъ ,)  =
- 1  , = i  i = i  /= 1

=  2  bt).
i = l  / =  1

Для трехчленного правила Гаусса формула интегрирования может быть 
записана в виде

}  J  f  (£, Т|) dtdT) =  Я? f (аъ  &,) +  H , H J  (а„ 62) +  H XH J )  (а„ ft,) +
- 1  - 1

+  Н2Н^ (а2, bx) +  H\f (а2, b2) +  Я 2Я3/ (а2, Ь3) +

+  Я 3Я 1/ (а3, bx) -f- H3H2f (а3у b2) -f- H\f (а3, Ь3).

Это даст возможность интегрировать / (£, л) До пятой степени |  и г) без 
ошибок.

(б) Треугольные элементы. Так как треугольник имеет только три стороны, 
лучше всего использовать правило квадратуры Гаусса сначала в направлении х



(параллельно основанию треугольника), а затем в направлении у. Сетка сна
чала наносится в треугольнике, как показано на рис. 104. В этом случае ис
пользовалось 4 точки в каждом направлении.

Площадь I-го участка, параллельного основанию, сначала вычисляется с 
помощью формулы в направлении х

АКЕА, =  - Ш .  ° ~ а,) {0,3479/,, +  0,6521/,,+

“Ь 0,6521//3 -f- 0,3479/t4},

где f in есть значения функции в точках вдоль прямой i, а положение прямой i 
определяется с помощью коэффициента а,-. Затем эта формула применяется к 
площади кусочков в направлении у, что дает значение двойного интеграла

j  |  f (лг, у) dxdy =  -Q jL  {0,3479АКЕА1 +  0,652\АКЕА2 +

+  0,652МК£Л3 +  0,3479АКЕАД.

Необходимо заметить, что для треугольников, у которых основание не па
раллельно главной оси х, интегрирование сначала производится в местных ко
ординатах, а затем полученная матрица жесткости преобразуется в главную 
систему координат.

Трехмерные элементы

Рассматриваемые здесь методы интегрирования могут распространяться на 
кубичные элементы, для чего этот же процесс повторяется в направлении г. 
Этот метод успешно применялся по отношению к восьмиугольному бруску и 
тетраэдру (которые являются третьим аналогом прямоугольника и треуголь
ника).

Абсциссы и весовые коэффициенты в квадратичной формуле Гаусса

J f(x)dx =  ^  Н Д а {).
- i  / = i
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ПРИЛОЖЕНИЕ 6

Упрощенный способ вычисления собственных чисел

Для данного числа степеней свободы определение собственных чисел со
пряжено с большими трудностями, чем решение статической задачи. Поэтому 
желательно ограничить степени свободы дискретной системы так, чтобы сде
лать решение экономичным.



Это можно сделать, например, разбив полный вектор смещения на две 
части

№  =  $ }  (Л.6.1)

и предположив, что смещение б) зависит единственным образом от смещения 6* 
Поэтому последняя величина получает название господствующей, а пер

вая — подчиненной переменных.
Таким образом,

{8,} =  [Щ 8,} (Л.6.2)
И

(Л.6.3)

где [L] — матрица, определяющая зависимость.
Снова уравнение равновесия всей системы для задачи свободных колеба

ний, т. е.

[X] {«} +  [М] {6} =  О, (Л.6.4)
может быть сокращено с помощью принципа минимума общей энергии. 

Записывая энергию деформации для дискретной системы

4 -«К ]{8 })т {8} (Л.6.5)

и для потенциальной энергии, вызываемой инерционными нагрузками,

( [ Щ  {6})т {6}, (Л.6.6)
мы можем минимизировать эту систему по отношению к господствующим сме
щениям {6,}.

Используя правила дифференцирования, определенные в главе И, мы мо
жем поэтому записать

4ттт1ки«} и.6.7)
д { о  i} d { 6 t-}

и с помощью (Л.6.3) получаем вместо (Л.6.4)

[К'1М -Н М '1 {6(} =  о, (Л.6.8)
в которой

[* ']  =

[M 'j

[К]
г
L

1 1
L  ’

(А6.9)

(Л.6.10)

что теперь соответствует меньшему числу степеней свободы, связанных с {6,}.
Задача теперь состоит в определении отношения между господствующим и 

подчиненным отклонениями. Целесообразным допущением, которое может быть 
вызвано инженерной интуицией, является допущение того, что общий харак
тер деформации будет соответствовать схеме, которую мы получили бы, на
кладывая смещения {б,} на конструкцию, к которой не приложено других на
грузок.



[К}{6} = 'КиКц'

l ¥ w J
мы получаем

1КУ<]{8,} +  [К«] {8,} =  О,
так как узлы у не погружены, а

=  -  [К, ; ] - 1 [К„] {8,}.
ИЛИ

Щ = - [ К ц ] ~ 1 [Кц\.
Использование таких экономических методов, несомненно, увеличит те сто

роны задачи, которые поддаются решению. Подробнее с этим методом можно 
•ознакомиться в приведенной литературе.
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