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ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ АВТОРА 

Эта книга возникла в результате обработки курса лекции 
по теории интегр·ала Фурье и его приложений, прочитан
ного мною в· Кембриджском университете в весеннем семестре 
1932 г. Осенью 1931 г. у меня были обширные планы 
написания книги по некоторым вопросам гармонического 
анализа. . 

Первоначально я хотел написать исчерпывающий трак
тат, начинающийся с изложения элементов теории интеграла 

Лебега и содержащиlt L2-теорию рядов Фурье, теорему План
шереля, интеграл Фурье,. периодограммы и, наконец, тео-
ремы тауберова типа. · 

Импульсом для написания книги такого типа послужили 

неудовлетворенность тем, что в существующих учебниках 
по интегралу Фурье основное внимание уделяется вопросам 
сходимости, а также необходимость в учебнике, содержащем 
многие вопросы, разбросанные сейчас по журнальной лите
ратуре. 

Однако поскольку вопросы, связанные с рядами Фурье, 
иможены с современной точки зрения в недавно вышедшей 

книге Титчмарwа «Теория функций», . я отказался от перво
начально задуманного плана создания исчерпывающего трак

тата и ограничился изложением некоторых вопросов . теории 
интеграла Фурье и связанных с ним проблем. При этом 
я не стремился к полноте изложения и ограничился лишь 

некоторыми аспектами теории, лежащими в области моих 
научных 11нтересов. 

Можно указать три основные группы идей, нашедшие 

отражение в этой книге: группа вопросов, связанных с пре

образованием Фурье и теоремой Планшереля; понятие абсо
лютно. сходящихся рядов Фурье и теоремы тауберова типа; 
понятие спектра. 
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Основные результаты, изложенные в этой книге, сводятс·я 
к следующему: 

1. Теория Планшереля преобразования Фурье фунюtиА 
из ~: существование преобразования Фурье таких функциА, 
равенство Парсеваля и доказате~ьство формулы обращения. 

2. Те~рема, утверждающая, что если функция f (х) не
прерывна, не обращается в нуль на вещественноlt оси и 
имеет абсо.'lютно сходящийся ряд Фурье, то ряд Фурье 
функции l/f (х) абсолютно сходится. 

3. Различные формы общих тауберовых теорем. 
4. Теоремы Ламберта - Таубера и Балле Пуссена -

Адамара о распредедении простых чисел. 
5. Теорема Икеара - Ландау и ее приложения к распре

делению простых чисел. 

6. Теоремы, связывающие среднее значение квадрата 
модуля функции с сингулярными квадратичными формами 

о.т интеграла преобразования Фурье этих· функцнА. 
7. Теорем11 о положительности спектра функциА, имею

щих спектр. 

. 8. Группа теорем, касающихся спектра линейных пре
образований заданных функций. 

9. Теоремы Вейерштрасса и Парсеваля для почти-перио
дических функций. 

Разумеется, многие из этих вопросов рассматривались 
в раз.1ичных монографиях как моих, так и. других авторов. 
Эти монографии указаны в библиографии, помещенной 
n конце книги. 

После некоторых ко;1ебаниИ я решил не включать в эту 

книгу вопросы, связанные с гармоническим анализом в ком~ 

плексной области, поскольку это потребовало бы изложения 
слишком обширного вводного материала, не используемого 

нигде более в этой книге, что привело бы к чрезмерному 
увеличению объема. 



ВВЕДЕНИЕ 

§ 1. Природа гармонического анализа 

В иерархии математических дисциплин существуют обла
сти, характеризующиеся разным уровнем абстракции. НизшиR 

уровень математической абстракции связан с понятием инди

видуального числа, обозначаемого, например, арабскими 
цифрами. На этом этапе еще не вводятся символы. изобра
жающие произвольные числа. Это этап элементарноR ариф
метики; .в алгебре мы применяем буквенные символы, но 

рассматриваем лишь индивидуальные комбинации этих сим

волов. Далее идет уровень анализа, основным понятием 

которого является произвольная зависимость одного числа 

от другого или от нескольких чисел, то есть понятие 

функции. Значительно сложнее области математики, в которых 
элементарным понятием является преобразование одной функ
ции в другую, то есть понятие оператора. Только в связи 

с операторным исчислением может быть понято истинное 

значение гармонического анализа. 

Рассмотрим оператор Т, преобразующий функцию f (х), 
определенную на оси (- оо, оо), о функцию Т {/} = g (х), 
определенную на топ же оси. Если 

Т {/1 (х)+ /2 (~)1 = Т {11 (х)\ + Т {/2 (x)J; 

Т (а/ (х)! = аТ {/ (х)\ (а - постоянное), 

то оператор Т {!) называется линейным. Линейные операторы 
часто встречаются в физике (вероятно, чаще, чем в природе), 
поскольку И'} обычно выбирают в качестве аппроксимации 
нелинейных операторов. Еще чаще встречается тип опера

торов, который был введен Вольтерра под несколько 
неудачным названием операторов за.м1Снутого цu1Сда. 

Они характери\tуются тем свойством, что если Т {/} = g 
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и /(x+h)=/1 (x), g(x+h)=g1 (x), то 

Т lf 1 (х)} = g1 (х). 

Если аргумент х является временем, то большая часть опе
раторов в физике принадлеЖит к типу операторов замкнутого 
цикла. Дело в том, что почти во· всех физических процессах 
изменение начала отсчета времени приводит лишь к соот

ветствующему изменению времени наступления всех дальне!t

ших этапов рассматриваемого процесса. 

Функция е1"х играет особо важную роль для операторов 
замкнутого цикла. Это связано с тем, что 

elu (х+/1) = eluhelиx, 

или, иными словами, с тем, что временной сдвиг приводит 

лишь к умножению функции е1"х на комплексное число, 
моду ль которого равен 1. Для изучения лйнейных опера то
. ров Т замкнутого цикла весьма важно рассмотреть, как 

действует этот оператор на линейную комбинацию функций 

вида еiих. Заметим, что 

Т(еtи <x+h>) = Т(еlи11еlих) = еtи11т(еlих). 

Поэтому если обозначить Т (е 1"х) через '? (х), то мы по,1у-
чим, что 

или 

9 (х + Ji) = eiиh9 (х) 

9 (h) = 9 (О) etuli. 

Таким образом, применение оператора Т к е 1"х сводится 
к умножению на постоянную. Отсюда следует, что 

т( ~ anetanx) = ~ апЬп/1111х, (1.01) 

где коэффициенты Ьп зависят Jшшь от ип и Т, но не от ап. 
N 

Другими словами, если задавать функцию ~ а,/ипх = f (х) 
1 

множеством коэффициентов ап, то действие линейного опе

ратора Т замкнутого цикла на f (х) сводится к умножению ап 
на множители Ьп• определяющие, таким образом, оператор Т. 
Этот факт и его различные обобщения и определяют причину 
важности методов гармонического анализа. 
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В главе 1 нашей глав ной целью является установление 
N 

теорем типа ( 1.01) в случае, когда ~ заменяется интегралом 
1 

соответствующего вида. Мы указываем некоторые условия, 
при которых функция f (х) определяет функцию g (и), 
задаваемую формально равенством 

00 

g(и)= У~~ J f(x)e-luxdx, (1.02) 
-оо 

и находим условия, при которых результат, выражаемый 

равенством вида 
00 

f (х)= ~/ {к(и)еtихdи 
"2~ • 

-оо 

(1.03) 

справедлив. Равенство (1.03) можно рассматривать как обоб· 
N 

щение записи f (х) = ~ ane'"rr. Если положить 
1 

00 

К1(и)= ~11 {f1 (x)e- 1иxdx, 
"2~ • 

-оо 

то мы получим 

00 00 

(1.04) 

J /1(x-E)/(t)dF.= J g 1(u)g(u)e1"xdu. (l.05) 
-оо -оо 

00 

Оператор, преобразующий f (х) в J f 1 (х - Е) f (Е) dt, фор-
-оо 

мально соответствует, таким образом, применению к g 
оператора умножения на V21tg1 (и). 

В главе 11 мы изучим асимптотическое поведение линей· 
ных преобразований замкнутого цикла функции / (х), имею
щих вид 

00 

f K(x-E)/(t)dE. (1.06) 
-оо 

Это поведение описывается теоремами тауберова типа-иногда 
в форме, отличающейся от данной заменой переменной, при 
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которой ( 1.06) заменяется на 

со 

~ .r Q(x/e)(f(e)de. 
о 

Не удивительно, в силу сходства ( 1.06) с .левой частью 
равенства ( 1.05), что функции 

1 r . ~г- К (х) е- ~их dx 
1' 21t • 

-uo 

играют важную роль в этоА теории. Это станет еще более 
естественно. если принять во внимание, что асимптотические 

свойства функции не зависят от выбора начала отсчета и, 
следовательно, инвариантны относительно любого преобра
зования х 1 = х + h, оставляющего инвариантным также 
и операторы замкнутого цикла. 

В главе 111 мы рассматриваем вновь выражения, подоб
ные (1.03), где, однако, функции / (х) fle стремятся к нулю 
при х ~ оо, в то время, как функции, рассмотренные 

в главе 1, в некотором смысле малы на бесконечности. 
Здесь весьма по;1езна теория, развитая в главе 11. Весьма 
важным приложением является теория Бора почти-периоди
ческих ~ункциА. Мы будем называть преобразование, которое 
Переводит / (х + Л) в / (х) (Л - вещественное) сдвиzо.м. 
Понятие почти-периодичности, похожее на понятие периодич
ности, инвариантно относительно сдвига функции, а потому 
связано с рассмотрением операторов замкнутого цикла и 

rармоническим анализом - разложением на функции вида еiих _ 

§ 2. Свойства интеrрала Лебеrа 

Хорошо известно, что адекватная теория рядов Фурье 
может быть построена лишь на основе интеграла Лебега. 
Выражение коэффициенто~i Фурье через данную функцию 
и свойства этих коэффициентов могут быть установлены 11 

с помощью менее общих понятий интеграла, например, 
на основе интеграла Римана. Но основная теорема о суще
ствовании функции. имеющей заданные коэффициенты Фурье, 



§ 2) СВОЙСТВА И·НТl!ГРАЛА Лl!Бl!ГА 

то есть теорема Рисса - Фишера, просто неверна для любого 
:менее широкого определения интеграла, чем интеграл Лебега. 
В теории рядов Фурье разлагаемая функция и ее коэффи
циенты Фурье являются объек~ами разных типов. Функция 
задана на всей оси, но является периодической, а поэтому ее 
достаточно знать лишь на одном периоде, в то время как 

коэффицие!iТЫ образуют дискретное непериодическое мно
жество чисел. Иначе обстоит дело в случае интеграла Фурье; 
если разлагаемой функцией явJ1яется функция / (х) из фор
мулы (1.03), то роль коэффициентов Фурье играет функ
ция g (и). Но полное формальное подобие. м~;жду форму
.1ами (1.02) и (1 .. 03) показывает, что в этом случае невозможно 
говорить, что одна из функций / или g является функцией, 
которую мы разлагаем, а другая - множеством коэффициен

'IОВ. Обе они являются непериодическими функциями, опре

деленными на всей оси. В соответствии с этим невозможно 
разделить трудности теории интеграла Фурье на две категории. 
Мы встречаемся в этой теории как с теми трудностями 
·геории рядов Фурье, которые связаны с переходом от функ
ции к ее коэффициентам, так и с трудностями, которые 

связаны с переходом от коэффициентов к функции, причем 

·rеперь эти трудности относятся к о~оим аргументам. Совер
шенно невозможно поэтому установить полную и симметрич

ную теорию интеграла Фурье на другой основе, кроме 
интеграла Лебега . 

.Мы · не хотим давать эдесь· полное и систематическое 

изложение интеграла Лебега. Однако мы сочли полезным 
дать определение меры Лебега и интеграла Лебега, а также 
резюме основных теорем о них, которые мы будем постоянно 
испо;1ьэовать. На выбор этих теорем большое влияние окаэа.11 
выбор, сделанный Харди в его лекциях по рядам Фурье. 
Мы хотели сделать книгу понятной для тех, кто хорошо 

знаком с элементарной нелебеговой теорией функций дей
ствительного переменного. Разумеется, никто, кроме лентяев, 
не ограничится тем, что примет эти фундаментальные теоремы 

tta веру. 

Рассмотрим множество S т!)чек, на конечном отрезке (а, Ь). 
Пусть множество S покрыто конечным или счетныDI мно
жеством промежутков, сумма длин которых равна М. Тогда М 
принимает различные значения в зависимости от выбора 
множества промежутков, покрывающих S. Назовем точную 
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нижнюю грань возможных значениА М внешней мepoll, мно

жества S и будем обозначать ее m (S). 
Пусть теперь S- множество точек отрезка [а, Ь], не 

принадлежащих S. Положим 

~(S)= ь- а -iii. (S). 

Мы будем называть т (S) внутренней .мерой S. Еслf1 

m(S)=m(S), 

то обозначим через т (S) общее значение этих двух чисел 
и назовем его· мерой S. В этом случае множество S назы
вается измеримым. Легко показать, что понятия меры и 

измеримости множества S не зависят от выбора отрезка [а, Ь]. 
Неограниченное множество S называется измеримым, если 

для любых двух чисел а и Ь, таких, что а < Ь, порция 
множества S на отрезке (а, Ь] измерима. Если обозначить 
эту порцию S через S (а. Ь), то 

т (S) = lirn т (S (а, Ь) ). 
а~-оо 
Ь~оо 

Для множеств, лежащих в евклидовом пространстве двух 

или большего числа измерен11й, мера определя;~тся точно 

так же. Различие состоит лишь в том, что мы заменяем 

промежутки прямоугольниками или прямоугольными парал

лелепипедами, а длину - площадью Или объемом в '"зависи
мости от числа измерений. При определенни ыеры неограни

_ченных множеств отрезок [а, Ь] заменяется его аналогом, 

размеры которого увеличиваются во всех измерениях. 

Общность получаемого таким путем определения ыеры не 

нарушается, если мы зафиксируем ориентацию наших прямо
угольников или прямоугольных параллелепипедов, причем 

получаемая мера не зависит от выбора ориентации. 

Ес.1и некоторое утверждение зависит от переменной точки, 

то мы говорим, что оно выполняется почти всюду, если 

оно не имеет места лишь на множестве ыеры нуль. 

Функция f (х) называется измеримой на отрезке [а, Ь] 

(а и Ь конечны), если для любых а и ?. а<:?. множество 
точек х этого отрезка, для которых а<: f (х) <: ~. измеримо. 
Пусть функция f (х) принимает значение k в точках изме

римого множества S, лежащего на отрезке [а, Ь], и равна 
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нулю вне этого множества. Определим в этом случае инте
грал Лебега или, как мы будем просто говорить, интеграл 
от функцик f (х) на отрезке [а, Ь] формулой 

ь 

J f(x)dx=kт(S). (2.01) 
а 

п 

Если f (х) = ~ f k (х), причем каждая из функций f k (х) 
1 

имеет постоянное значение на некотором измеримом мно

жестве Sk и равна нулю вне этого множества, то мы полагаем 
ь п ь 

J f(x)dx = ~ J fk(x)dx. (2.011) 
а 1 а 

Верхним интегралом ограниченной вещественной функции f (х) 
:мы назовем точную нижнюю грань чисел 

ь 

J g(x)dx, 
а 

где g (х) пробегает такие функции, что интеграл для них 
задается формулой (2.011), и g (х) > f (х) на отрезке [а, Ь]. 
Верхний интеграл функции f (х) обозначается 

ь 

J f (x)dx. 
а 

Нижний интеграл вещественной ограниченной функции опре
деляется формулой 

ь -;; 

J f(x)dx=- J (-f(x))dx. 
·а а 

Если верхний интеграл равен нижнему, 

ь ь 

J f(x)dx = J f (x)dx, 
а а 

ь 

мы обозначим их общее значение через J / (х) dx. 
а 
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Введем два обозначения, которыми будем 11аtто пользо
ваться в последующих параграфах. Положим 

1 
А(/(х) <А); 

/А, в (х) = / (х) (А <: I (х) < В); 
В(В < /(х) ); 

{ / (х) ( //(х}/ <А); 
f A(x)= Aj(x)//f (x)/ (//(хН>А). 

Заметим, что f А (х) совпадает с f -А, А (х), если функция. 
! (х) вещественна. Но ! А (х) имеет смысл и для функция, 
принимающих комплексные значения. Заметим еще, что всегда 
выполняются неравенства 

/!А, в (х) - ! А, в (у)/</! (х) - ! (у)/; } 
/! А(х)- ! А(.У)/ <lf (х)- ! (.у)/. 

(2.015) 

Определим теперь интеграл Лебега д.1я вещественных 
неограниченных функция равенством 

ь ь 

J f(x)dx= А~~оо J fA.в(x)dx. 
а В-+со а 

Если этот предел существует, функция f (х) называется 
интегрируемой или принадлежащей классу L1• 

Сформулируем теперь некоторые предложения, касаю
щиеся меры и интегрирования, на которые будем часто 
ссылаться в дальнейшем. Доказательство этих предложений 
можно найти в обычных учебниках теории функций веще
ственного переменного. Мы будем обозначать эти предло

жения буквами Х с различными и11дексами. Точно так же 
будут обозначены и некоторые ·теоремы, которые, хотя 11 

приводятся с доказательствами, но скорее принадлежат 

к основам теория, излагаемых в этой книге, чем к самим 

этим теориям. 

Х1 • Если .множество S является сум.мой конеч
ного илu счетного множества непересекающихся изме

римых множеств S1, S2, ••. , Sn, ... , то .Аtножество S 
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из.мер1iмо: и'· ' 

т(S)=ni(Si>+т<S2Y+ ... +т<Sп)+ 
Х2• CyJ.t.мa и пересечение конечного или счетного 

числа измеримых .множеств измеримы. 

Х3• Если S1 •••• , S", ... - последовательность изме
римых множеств, имеющих пересечение S, причем Sk 
содержит sk+\ для любого k. то 

т (S) = lim т (Sk). 
k~.x> 

Х4 • Если S1 и S2 - из.мериJ.tые множества, приче.ч S1 
содержит S2, то 

т (S 1) > т (S2). 

Х5 • Сумма конечного или счетного множества .чно
жеств меры нуль является множеством меры нуль. 

хб. Если j(х)-измеримая функция. то ·и lf(х)l -
из.чери.мая функция; если из.меримы функции f (х) и g (х), 
то из.черимы и функции f (х) g (х), f (x)/g (х) и aj (х) + 
+ ~g (х), где а и ~ - любые вещественные числа при 
условии, что эти функции определены почти всюду. 

Х7 • Различные определения интеграла Лебега, давае
мые. для различных классов функций, совместны в том 
смысле, что если два из них приJ.tенимы, то они дают 
одно и то же значение. 

Х8 • Если / (х) - измеримая функция, а g (х) - ин те- · 
грируемая фу1lкция, и если 11(х)1 ~ lк. (х) 1 для всех х, 
то функция / (х) интегрируема. В частности, инте-
грируемы все ограниченные измеримые функции. . 

Х9 • Если а и ~ - вещественные числа, а / (х) u g (х) _.:__ 
интегрируемые функции, то интегрируема и функция 

aj(x)+~g(x). При этом 

ь ь ь 

J (af (х)+ ~g(x)) dx =а. J / (x)dx+ ~ J g(x)dx. 
а а , а 

Х 111 • Если / (х) - неотрицательная интегрируе.чая 
функция, то 

" J / (x)dx ~О. 
а 
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l{:ак следствие этого свойства, получаем, что для любой 
интегрируемой функции f (х) имеет место неравенство 

ь 

f lf(x)l.>O. 
а 

а также, что если f > g, то 
ь ь 

J f (х) dx ~ J g(x)dx. 
а а 

Вообще, имеет место неравенство 

ь ~ ь J f(x)dx <flf(x)ldx<lb-a/limsuplf(x)/. 
а а а<х<;ь 

Х11 • Если {! п (х)} - последовательность интегрируе
мых фующий, и если почти для всех значений х на 
отрезке (а, Ь] выполняется неравенство 

fп(x)<fn+1(X), 

причем существует конечный предел 

ь 

1= 1im J fп(x)dx, 
n-+ оо 

а 

то почти всюду существует предел 

f (х)= lim fп(х) 

" 
n-+ оо 

ь 

1= J f(x)dx. 
а 

(Х) 

Отсюда следует, что если ~ gn (х)- ряд, составленныА 
1 

из положительных интегрируемых функций, то его можно 

интегрировать почленно. Это значит, что если 

(Х) ь 

~ J gп(x)dx 
1 а 
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00 

сходится, то ~ Кп (х) сходится почти всюду, причем 
1 

Ь[оо ) оо Ь J ~gп(Х) dx = ~ J Кп(х)dх. 
а 1 1 а 

19 

(2.02) 

Это утверждение известно как критерий .монотонной схо
ди.мости для почленного интегрирования рядов. 

Х12 • Если {/ п (х)\ - последовательность инте.грируе
.мых фунl(,цuй, причем существует интегрируемая фун1'• 
ция F (х), независимая от п, таl(,ая, что 

lfп(x)I <F(x) 

для всех х на отреже (а, Ь], и если почти всюду 

/(х)= lim fп(х), 
n-+oo 

то фунl(,ция / (х) интегрируема и 
ь ь 

J / (x)dx = lim J / п (x)dx. 
n-+oo 

а а 

В частности, функция F (х) может быть постоянной. 
Применяя эту теорему к рядам, мы получаем, что если 

00 

~ g п (х)- ряд, составленный из интегрируемых функции. ча-
1 
стичные суммы которого равномерно огранич.ен1>1 либо равно
мерно мажорируются интегрируемой функцией F (х), и если 
этот ряд почти всюду сходится, . то его можно почленно 

интегрировать. Это значит, что выражения, стоящие в обеих 
частях равенства (2.02), существуют и имеют одно и то же 
значение. Это утверждение известно как критерий .мажо
рuруе.мой сходимости для почленного интегрирования ря
дов, или, в случае, когда функция F (х) постоянна, как 
критерий ограниченной схоqи.мости. 

х 

Х13 • Если функция / (х) интегрируема, то J / Ш d~ 
а 

является непрерывной функцией верхнего предела 
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интегрирования х; при этом почти всюду 

х 

/(х)= d~ .f /Юd~. 
а 

Это . утверждение является основной теоремой теории 

инт~грала Лебега. Его можно сформулировать иначе, а именно: 

Х+-• 

lim _!_ r 1 щ de 
·~О Е • 

х 

почти всюду равен f (х). 
Х14 • Если множество S на 1Сонечном отрез«е (а, Ь] 

измеримо и е - любая положительная величина, то су
ществует .м.ножество Sp состоящее из 1Сонечного числа 
отрез1Сов, та1Сое, что мера множестfJа S + S 1 '-SS1 1) 

меньше чем е. 

Х15 • Если / (х) - интегрируемая фун«ция и s - любое 
положительное число, т'О существует измеримая фун«
ция / 1 (х), прuни.1tающая лишь конечное число значений, 

и та«ая, что 

ь 

J 11 (х)- / 1 (x)I dx < е. (2.03) 
а 

Это вытекает из того, что можно выбрать настолько 
большое А. ~тобы выполнялось неравенство 

ь 

.{11 (х) .:__ f А (x)ldx < -~-s. (2.04) 
·а 

После этого можно разде.111ть отрезок [-А, А) на столь 
мадые отрезки IАп• Ап+ 1 ]. что для любого Ап 

')Через А+ В мы обозначаем сумму двух многоч.яенов, а через 
АВ - их пересечение. ·· 
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Если положить 

J.(x)~j 
- А (/ (х) < - А); 

Ап (Ап-< f (х) < Ап+1); 
А (А -< f (х) ); 

то, в силу Х 10 , получаем 

ь 

/111 (х)- ! А (x)I < ~- Е. 
а 

Из полученного неравенства и из (2.04) вытекает (2.03). 
Х 16• Если функция f (х) интегрируема и Е - любое 

положительное число, то существует такое разбиение 

отрезка [а, Ь) на конечное число отрезков и такая 

функция /2 (х). принимающая постоянное значение на 
каждом из отрезков разбиения, что 

ь 

f lf(x)- f 2 (x)ldx < Е. (2.05) 
а 

В силу Х15 мы можем считать, что функция f (х) при
нимает лишь конечное число различных значений. Такую 

функцию можно представить в виде 

N 

~ akgk (х), 
1 

где каждая из фу11кц11n gk (х) равна единице на некотором 
измеримом множестве и нулю вне этого множества. Из ут

верждения Х10 вытекает, что интеграл модуля суммы не 

больше, чем сумма интегралов от модулей слагаемых. По

этому если мы :О.окажем теорему Х16 для случая. когда функ
ция f (х) принимает значение 1 на измеримом множестве и 
равна нулю вне этого множества, то теорема будет устано

влена для всех gk (х), следовательно, для всех функциА 
N 

в1ша ~ akgk (х); а тогда она будет установлена и для всех 
1 

~нтегр,ируемых функций. Но в случае, когда f (х) прини
мает значение 1 на измеримом множестве и равна нулю вне 
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этого множества, теорема Х16 сводится к ранее сформули
рованной теореме Х14 ; 

Х17 • Если функция f (х) интегрируема, то 
Ь-'1) 

lim J lf<x+тJ)-f(x)ldx=O. (2.06) 
'1)~0 а 

В самом деле, по утверждению Х16 на отрезке (а, Ь] 
существует ступенчатая функция 1) /2 (х), для которой выпол· 
няется неравенство (2.05). Функция f 2 (х) имеет ограничен
ное полное изменение, скажем, V. Тогда если '1) достаточно 
мало, то 

Ь-'1) 

J lf2(x+'Y/)-f2(x)jdx=V'I). 
а 

Следовательно, 
Ь-т1 

lim J lf2(x+'Y/)-f2(x)ldx=0. (2.07) 
"~о а 

Из неравенства (2.05) вытекает 
Ь-'1) Ь-'1) 

J lf<x+ТJ)-f(x)ldx- J l/2(x+Y1)-/2(x)ldx-<: 
а а 

Ь-·Тj 

<J lf<x+'Y/)-f(x)-/2(X+'IJ>+f2(x)ldx~ 
а 

b-Tj Ь-'1) 

<J lf<x+'Y/)-f2(x+'Y/)ldx+ J lf(x)-/2(x)/dx= 
а а 

Ь Ь-'1) 

= flf(x)-/2 (x)jdx+ J .lf(x)-f2(x)ldx< 
а+т~ а 

ь 

<2J1 ! (х)-/2 (x)jdx=2e. 
а 

1) Функция, заданная на отрезке [а, Ь], называется ступенча
тоli, если отрезок (а, Ь] является суммой конечного числа отрезков, 
на каж.аом из которых ата функци11 посто11Ина. 
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Таким образом, в силу (2.07) имеем 

ь-11 

lim J lf<x+1j)-/(x)ldx-<2e, 
n-+0 

11 

и так как е произвольно мало, то равенство (2.06) доказано. 
Определим теперь интеграл Лебега функции, заданноlt на 

всей оси. Функция f (х) называется интегрируемой или при
надлежащей классу L1 на оси (- оо, оо), если существует 
конечный предел 

ь 

\im J lf(x)Jdx. 
11-+-ОО 

(2.08) 
Ь-+ оо 11 

в этом случае ПОJIЗгают 

00 ь 

J f(x)dx= а~~оо J f(x~dx. (2.09) 
-оо Ь-+оо 11 

Таким образом, интеграл Лебега всегда абсо.1ютно сходится. 
Независимо от того, существует или нет предел (2.08), равен-

00 

ство (2.09) определяет интеграл J f (х) dx в смысле Коши 1). 

-uo 

Очевидно, что если функция f (х) обращается в нуль 
вне отрезка [а, Ь], то 

00 ь 

J f(x)dx=ff(x)dx. 
-оо а 

Утверждения· Х8 •. Х9 • Х10 , Х11 , Х 12 • Х13 остаются справед
лнв1.~ми и .11.ля функций, заданных на всей оси (-со, оо). 

1) Обычно интеграл в смысле Коши определяют равенством 
оо а 

f f(x)dx= lim J!(x)dx. 
а-+оо 

-со -11 

(Лри.м. перев.) 
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Нетрудно показать, что при этом остаются в силе _критерии 

монотонной и мажорируемой сходимости для почленного 

инте~:рирования рядов, а критерий ограниченной сходимости 

теряет силу. так как положительная постоянная не является 

суммируемой функцией tfa оси (- оо, оо). Определение и 
свойства интеграла, у которого ·лишь один предел бес1<0не

че11, не требуют отдельного рассмотрения. 

Если f (х) принадлежит классу L1, то 

а 

lim J f(x)dx=O. 
a.+-ro 

-.ю 

00 

lim J /(x)dx=O. 
Ь-+ .х;, Ь 

Принимая во внимание эти рав~нства, легко показать, что 

Х15 остается верным . на оси (- оо, оо) и, как следст

вие, остается верным Х16 . Теперь Х17 приобретает сле
дующий вид: 

Х 18 • Если функция/ (х) интегрируема на (-оо, оо), то 

00 

lim J 1/ (х+ "lj)-/ (x)jdx=O. 
') -+0 

-со 

Если / (х) - комплексная функция вещественного аргу
мента, то ее можно представить в виде / 1 (х)+ l/2 (x), гJi.e 
/ 1 и / 2 - вещественные функции. В этом случае интеграл 
определяется равенством 

ь " ь J / (x)dx= J /1(x)dx+l J /2 (x)dx 
а а а 

и аналогичным.равенством в случае, когда один или оба пре
дела интегрирования бесконечны. 

Важная теорема Римана - Лебега формулируется следую· 
щим образом: 

Х19 • Если функция / (х) интегрируема . на оси 
(- оо, оо), то 

00 

lim J f (х) е1".я dx = ?· 
и.+±оо 

-<Х> 
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Для доказательства этой теоремы заметим, что 

00 00 J f(x)[elиz _/и(х-:)]dх -
-оо -оо 

00 

-оо 

00 

< ~ J lt (x+~)-f(x)/dx. 
-оо 

Поэтому требуемый результат вытекает из Х18• 
При доказательстве предложения Х19 мы неявно исполь·· 

зовали специальный случай следующего утверждения: 

Х20 • Если фунllция / (х) является интегралом от 
своей производной, причем ата производная неотрица
твльна, и если фунllция / (х) интегрируема, то 

Ь /(Ь) 

J F(/(x))f'(x)dx = J F(x)dx. 
а · /(а) 

Эта теорема верна как для конечных, так и для бесконеч
ных пределов интегрирования. Из нее вытекает, в частности, 

что f' (/ (х)) /' (х) - суммируемая функция. Это связано также 
с утверждением: 

Х21 • Непрерывная или из.меримая по Борелю функция 
от измеримой фун1щии измерима. В сочетании с Х6 это 
утверждение гарантирует, что любая функция,· получаемая 
естественным обр_азом путем операций над измеримыми фу~ш
циями, измерима. В соответствии с этим мы будем считать 

все функции, которые нам встретятся в этой книге, иамери

мыми, за исключением особо оговоренных случаев. Мы бу
дем доказывать измеримость функций, встречающихся в про

цессе рассуждений, лишь тогда, когда это доказательство 

наталкивается на реальные трудности. 

· Другое утверждение, кот~рое сейчас будет установлено. 
гласит следующее: 

Х22 • Для непрерывных фунtlций интеграл Лебега 
совпадает с llлассичес/lа.М интеzралом Римана. Это 
остается верным и для llусочно-непрерывных фунllций. 
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Это утверждение позволяет использовать табличные фор
мулы интегрирования. Заметим, что интеграл Римана экви
валентен интегралу Лебега для значительно более широкого 
класса функций, в частности, для всех функций, интегралы 
которых абсолютно сходятся .. Однако интеграл Римана 
довольно редко применяется в теории рядов и интегралов, 

за исключением случая, когда рассматриваемые функции 

непрерывны или кусочно-непрерывны. 

К инигралам Лебега применимо интегрирован.ие по частям: 
Х23 • Если фунllции f (х) и g (х) являются интегра

ла.Аtи от своих производных. то 

ь ь 

J f(x)g'(x)dx=f(b)g(b)-f(a)g(a)- J g(x)f'(x)dx. 
а а 

Рассмотрим теперь интегрирование функций от двух или 
большего числа переменных. Если S (х) - точечное МН<?· 
жество, лежащее, н~пример, на пдоскости, то опредедение 

и свойства двойного интеграла J J f (х, у) dx dy не отли-
s 

чаются mutatis mutandis от свойств обычного и11тегра.1а. 
Суммируемость определяется аналогичным образом. За исклю· 
чением утверждения Х13 и последующих утверждений, форму
лировка которых требует небольших.. изменений, все осталь· 
ные утверждения сохраняют силу независимо от числа 

измерений. 

На самом деле связь между интегрированием функций 
одного и нескольких переменных является более тесной, чем 
простая аналогия, и доходит до изоморфизма, а практическк 
до тождества. Рассмотрим следующее отображение квадрата 

(О < х < 1, О < у< 1) на отрезок (О < z < 1), если х 
имеет двоичную запись: 

(2.10) 

а у - двоичную запись 

О, У1У2Уз • • • Уп • • • • (2 .11) 

то z имеет двоичную запись 

0, Х1У1Х2У2 • • • ХпУп • • • • (2~12) 
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получаемую поочередным выписыванием цифр х и у в их 
естественном ·порядке. Это отображение взаимно однозначно 
за исключением случая, когда х или у или z являются 
двоично-рациональными числами, отличными от О или 1. 
Если одно и только одно из чисел х и у двоично-рацио

нально, то соответствующей точке квадрата соответствуют 

две различные точки отрезка О -<. z <: 1, каждоR из которых 
соответствует только одна точка (х, у) квадрата. Если оба 
числа х и у двоично-рациональны и отличны от 1 и О, 
то (х, у) моЖет быть образом четырех точек отрезка [О. 1 ], 
каждой из которых может соответствовать еще одна точка 
квадрата. Эти исключительные значения х и у образуют 
множество меры О по х и )'• а соответствующие им точки 
квадрата образуют множество плоской меры О. Точки 
отрезка О<: z-<: 1, соответствующие исключительным зна
чениям х или же исключительным значениям у, также 

образуют множество нулевой меры. Таким образом, с точно
стью до множества меры О на квадрате и соответствующего 
множества меры О на отрезке О -<: z -<: 1 отображение, 
даваемое равенством (2. J 2), взаимно однозначно. 

Пусть S - любое множество точек квадрата, и Е - образ 
этого множества 11а оси z. Можно показать, что плоская 
мера множества S равна линейной мере множества ~. При 
этом, разумеется, совершенно несущественно, будем ли 
мы считать каждую точку столько раз, какова ее кратность, 

или же нет, поскольку точки, кратность которых отлична 

от 1, образуют множество меры О, равно как и их образы, 
и 11е влияют ни на меру множества S, ни на меру мно
жества 1:. 

Отображение, даваемое равенствами (2.10)-(2.12) можно 
записать в виде 

х = x(z), .У= y(z). (2.13) 

Функции х (z) и у (z) не являются, однако, непрерывными, 
что легко установить. например, рассматривая значение 

z = 0,1=0,111 . . . Здесь х (z) имеет единственное зна
чение 0.1 = 0,0111 .•. , но у (z) принимает два значения, 
О и О, 1111 = 1. При этом, если z ·немного меньше чем О, 1, 
и не является двоично-рациональным числом, то у (z) 
близко к 1. Если же z немного больше чем 0,1, и не 
является двоично-рациональным числом, то у (z) близко к О. 
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С другой стороны, х (z) и у (z) непрерывны для любого 
значения z, которое не является двоично-рациональным. 

Существуют, однако, пары непрерывных функций х (z) 
и у (z). порождающие такое же ·отображение мер, как и 
функции (2.13). Примеры таких функций были даны Пеано 1), 
построившим примеры кривых, проходящих через каждую 

точку квадрата. Точно так же существуют три непрерывные 
функции х (и), у (и) и z (и), отображающие сегмент О< и.(, 1 
с сохранением меры на куб О < х <: 1, О <у <.1. О< z -;,_ 1. 
Аналогичное утверждение справедливо для куба любой конеч
ной или даже бесконечной размерности 2). При таком ото
бражении двойной интеграл или интеграл от функции боль

шего числа переменных является точным «переводом» инте

грала от функции одного переменного. В случае двойного 
интеграла, например, мы имеем 

1 1 1 

J J / (х. y)dx dx = J / (x(z), y(z))dz 
о о о 

в том смысле, что если один из этих интегралов суще

ствует как интеграл Лебега, то существует и другой и имеет 

то же самое значение. Таким образом, любое свойство 
интеграла Лебега, в формулировку которого явно 
не входит число измерений. .может быть обобщено 
на интегралы от функций любого числа переменных. 
Это верно также и для бесконечной области интегрирования. 

Существуют. однако. свойства, касающиеся интегралов 
от функций многих переменных, которые являются сущест

венно новыми и ка~:аются соотношений между интегралами 

функций от различного числа переменных. По-видимому, 
при доказательстве таких свойств· удобно рассматривать 
все интегралы как интегралы во всем пространстве, заменяя 

ограничение области интегрирования предположением, что 

рассматриваемые функции равны нулю вне некоторой конеч

ной области. Напомним, что псе рассматриваемые нами 
интегралы по определению абсолютно сходятся. 

1) Относительно кривых Пеано см., например, Н. Н. Луз ин 
Теория функций лействительиого переменного, М., 1948. 

2) Вине р (1) (ссылки такого вида относятся к библиографии). 
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Частной теоремой такого типа является. 

Х24• Есд,и фуннция / (х. у) суммируема на п.1toc1tocmu 
х. у, т.о она суммируема по х для почти всех у, и 
если Р означает всю" плосность (х, у), то имеет место 
равенство 

m со 

J J /(х. y)dxdy= J dy J f(x, y)dx. 
р -1.Ю -...xJ 

Х25• Если фуннция f (х, у) измерима и ес.1tи 11 (х, .v>I < 
<. F (х, у) для всех значений аргумента, при11ем хоть 
один из трех интегралов 

J J F(x, y)dxdy, 
р 

00 00 

J dy J F(x, у) dx, 
-оо -vo 

00 

J dx J F(x. y)dy 
-оо -..о 

существует, то существуют и все нижес.1tедующие 

интегралы, причем они имеют равные значения: 

J J /(х, y)dxdy, 
р 

со 0) 

J dy J / (х, y)dx, 
-оо -оо 

00 со 

J dx J /(х, y)dy. 
-со -оо 

Введем теперь класс ·функций L2, состоящиR из всех 
измеримых функций, для которых 

ь 

J lf(x)j2dx < оо, 
а 
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Если преде.1ы интегрирования конечны, то класс L2 содержит 
класс L1, поскольку 1/ (х) 12 >] / (x)I. Но если хотя бы 
один из пределов интегрирования бесконечен, зто утвер
ждение перестает быть справедливым, так как интеграл 
по неограниченной области може.т быть большим не только 
в силу того, что интегрируемая функция принимает большие 
значения в конечной области, но и из-за медленного убы
вания этой функции на бесконечности. На промежутке 
(- оо, оо) нет .отношений включения между L1 и L2• 

Неверно также, что утверждение «/2 суммируема», и влечет 
за собой: «/ Е L2», так как из этого утверждения не следует 
даже измеримость /. Одной из самых важных теорем анализа 
является неравенство Буняковского - Шварца. Оно утвер· 
ждает: 

Х26• Если фун.кции / (х) и g (х) принадлежат Lz., то 
фун1'ция / (х) g (х) принадлежит L1 и 

[f 11 (x)g (x)I dx ]' .<;; j 11(х)12 dx j lg(x) 1' dx. (2.14) 

Чтобы ,доказать зто утверждение, заметим сначала, что 
f (х) g (х) - измеримая функция, причем 

2//(x)g(x)I <://(x)l2+ /g(x)j2. 

Таким образом, функция / (х) g (х) мажорируется по модулю 
суммируемой функцией, следовательно, суммируема. Отсюда 
.следует, что 

{//(х)/ +л/g(x)/J2 

является суммируемой функцией, а потому 

ь 

О-< J {//(x)I +Л/g(x)/J2dx= 
а 

ь ь а 

= J //(х)12 dх+2л J //(x)g(x)/dx+).2 J lg(x)l2dx. 
а а Ь 

Выражение, стоящее в правой части зтого неравенства.
является, таким образом, положительно определенным квад
ратным многочленом ·от Л. Следовательно, дискриминант 
этого многочлена не может быть положительным. Этот 
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дискриминант имеет вид 

откуда вытекает (2.14). При этом область интегрирования 
может и не быть конечноЯ. 

Точно такие же рассуждения показывают, что .если ряды 
00 00 00 

~ 1а~1 и~ 1ь~1 сходятся, то сходится и ряд ~ lanbnl· 
1 1 1 
причем 

Неравенство Шварца является частным случаем более 
общего неRавенства Гельдера 1). Хотя мы не будем при
менять в этой книге неравенство Гельдера, для полноты 
приведем его доказате.1ьство. 

х;6• Если р > 1 и 1/р + 1/q = 1 и если интегралы 
ь ь 

J IJ(x)jPdx и flg(x)jqdx конечны, то существует мнте-
а а 

ь 

rрал J f(x)g(x)dx, причем 
а 

1 
ь [ ь ]1fp [ ь ]l/q f f(x)g(x)dx <. [ lf(x)jPdx [ lg(x)\q dx • (2.15) 

Не теряя общности, можно считать, что функц11и f 
и g положительны, причем 

ь ь 

J (/ (х)]Р dx = 1, J [g(x)]q dx = 1. (2.16) 
а а 

•) Данное здесь доказательство Харди (Journal London Math. 
Soc. 4 (67-68), 5 (00)) приписывает Литт.яьвуду и Ф. Риссу (ВoJlet
tlno dell' U11lone Mat. Ita\lana, 7 (1928), 77-79). 
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Нам надо доказать, таким образом, что 

ь 

J f(x)g(x)dx < 1. 
а 

Для этого мы используем следующую лемму. Если (Х 

и ~ неотрицательны и О < Л < 1, то · 

(2.17) 

Не теряя общности, можно считать, что (Х > ~. и так как 
случай (Х = ~ тривиален, то (Х > ~· Так как равенство (2.17) 
однородно, можно положить ~ ' 1. Тогда утверждение (2.17) 
примет вид 

(2.18) 

Но по теореме Тейлора с остаточным членом имеем 

А(Л-1) 
a."=l•+<a.-l)J~=l+Ч(X-1>+ 2 0((1-1)2. 

где 6 лежит между О и 1. Так как О (. ), .::;;: 1, то нера
ненство (2.18) доказано. 

Из неравенства (2 .17) вытекает 

1 1 f (х) g (х) < Р \/ (x)JP + q- \g (x)Jq, 

следовательно, в силу (2.16) 
ь 

f f (x)g (x)dx < _!_ +-·1- = 1. 
р q 

а 

Тем самым утвержд.ение Х~ доказано. Заметим, что область 
(а; Ь) может быть как конечно~!, так и бесконечной. 

При р = q = 2 неравенство Гельдера сводится к нера
венству Буняковского - Шварца. 

Другое общее неравенство дано Минковским 1). 0110 

гласит: 

Х27 • Пусть Р> 1 и пусть фую.:ции /f(x)JP и Jg(x)IP 
npu11aд.At13IC8/lt L. Тогда функция lf (х) + g (х) IP принад-

1) Харди (см. выше) укаэ111вает,- что Ф. Рисе свел liеравенство 
Минковскоrо к неравенству Г~льдера. 
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.лежит L и 

{ 
/J 1\/р { h 1\/р { ь }1/р f lf<x)+-g(;e)/P .::;;;: ! lf(x) \Р + f ig(x)IP • (2.19) 

Зна1& равенства и.меет .место .лишь в· то.м с.лучае, ее.ли 

найдется та1&ое р.. что f (х) = \J. g (х) почти вс;jду. 
Мы используем .для доказательства этого утверждения 

следующее неравенство: если 0 .::;;;: А.::;;;: 1, сх > 0, р > }", ТО 
(2.20) 

Для доказательства неравенства (2.20) _заметим, что при 
Л =О. или Л = 1 обе части неравенства (2.20) совпадают. 
Рассмотрим первую и вторую производные выражения 

Ф(Л)= 1 +Л(схР - 1)- {1 +Л(сх- l)}P. 

Они имеют вид 

Ф' (Л) = схР - 1 - р /1 + Л(сх - l)}p-I (сх - 1) 
и 

Мы видим, что Ф" (Л) отрицательна на отрезке [О, 1]. Таким 
образом, функция Ф (Л) выпукла на [О, 1] и обращается 
в нуль в точках О и 1, а потому на этом отрезке Ф (Л) >О. 
Но это эквивалент!fо неравенству (2.20). 

Заметим, что, за ис~лючением случая сх = 1, функция Ф" (Л) 
строго положительна и знак равенства в (2.20) возможе"н 
пишь, если Л _:_ О или Л = 1. 

Из (2.20) вытекает, что t'сли О.::;;;;: Л.::;;;;: 1, qi >О, ф >О, 
р > 1; то 

причем равенство может иметь место либо когда Л =О 
или 1, либо если qi = ф. Таким образом, если на отрезке 
[а, Ь] имеем qi (х) > О, ф (х) > О, и если О .::;;;;: Л.::;;;: 1, р > 1, 

ь ь 

J [qi(x)]P dx = J [ф (х)]Р dx = 1, 
/J /J 
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'IO 

" J (Л~р(х)+(l-Л) ф (х)}Р dx < 1. 
а 

Таким образом, 

{ 
ь 11/р ! [Л~(х)+(l-Л)ф(х)]Р dx <),+(1-Л)= 

{ 
ь 11/р { ь 11/р 

= J [Л~р (х)]Р dx + J [ (1 - Л) ф (х)]Р dx . • (2.21) 

Положим теперь 

( 
ь 11/р 

ip(x)=l/(x)I/ f lf(x)IPdx ; 

{ 
ь }1/р 

ф (х) = 1 g(x)I / f lg(x) JP dx ; 

{ [ 
ь ь ]1/pi-· 

Л= 1+. f lg(x)!Pdx/ f lf(x) rp dx • 

Тогда 

{ [ 
ь ]1/р [ " ] 1/р} 

Л~(x)=i/(x)I/ jlf(x)IPdx • + f lg(x)IPdx ·; 

{ [ 
ь ]1/р 

(1-Л)ф(x)=lg(x)I/ f lf(x)IPdx + 

[ 
ь ] 1/р} + f lg(x)IPdx • 

Подставим эти значения в неравенство (2.21) и примем 
во внимание, что это неравенство однородно относительно / 
и g. Мы получим тогда неравенство (2.19). Заметим, что 
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sнак равенства в соотношении (2.19) возможен либо tсли 
j(x):=O или g(x)=:O, либо если ip(x)eatjl'{.X), причем 
тождесиа понимаются в смысле тождества почти всюду. 

В 11.ажд-0111 нз 9Тих случаев существует такое р., что /(х) == 
= µ.(x)g почти всюду. . 

.-lы будем использовать в 9ТОА книrе лишь частныl 
случай неравенства Минковскоrо, коrда р = 2, а именно 

х;1. Если функции / (х) и g (х) принадлежат ~. 
то и функция f (х) + g (х) принадлежит атому илассу, 
прич.ем 

1 1 

{jl/(x)+ g(x) l'dx )' ..;;(jl/(x)l2 dx )' + 
1 

+(j lg(x)l'dx Г (2.22) 

". 
Это утверждение можно доказать несколько проще, чем 
общее утверждение Х27• Заметим сначала, что обе части 
неравенства (2.22) можно возвести в квадрат, не нарушив 
этоrо неравенства. Приведя подобные члены в обеих ча
стях (2.22), мы получим соотношение 

1 

2 Re j ! (x)ii (х) dx..;;; 2и11(х)1' dx j lк (х) 1' d.x) ', (2.23) 

rде черточка ·над символом означает, как и всюду в этой 

книге, переход к комплексно сопряженному значению, 

а через Re х обозначена вещественная часть х. Но мы знаем, 
что 

ь ь 1 ь 
Re J f(~)g(x)dx<. J f(x)g(x)dx <.flf(x)g(x)ldx, 

11 11 11 

а потому неравенство (2.23) является непосредственным след• 
ств~ем неравенства (2.14). ;эдесь область [а, Ь] ·может быть 

бесконечной. Справедливо аналогичное соотношение для 
00 00 

рядов, а именно, если ~ \ а~ 1 и ~ 1 Ь~ 1- сходящиеся ряды, 
1 1 
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00 

то сходится и ряд ~/(ап+Ьп)2 /. причем 
·\ 

1 1 

{ ~/(ап +ьп)2 l}-< { ~ 1 a_~I }2 +{·~1 b~I }2 • 

Если-заменить здесь бесконечные ряды конечным·и суммами 
и считать а и Ь вещественными, то это соотношение озна
чает. что сторона треугольника меньше суммы. двух других 

его сторон. 

Утверждение Х16 означает, что любую функцию. из L1 
можно аппроксимировать ступенчатой функцией. Соответ
ствующее предложение справедливо · и дЛя функций Из L2• 

Докажем сначала. что · 
Х28 • Если / (х) принадлежит L1 на (- оо, оо), то 

00 

Это утверждение вытекает из признака мажорированной схо
димости, поскольку //А (х) :....._ / (х)/ 2 стремится к нул19 для 
любого х вне некоторого множества меры О и не прево~ 
сходит // (х)/2. 

Положим 

Af(X)={ /~) 

rогда очевидно, что 

(/х/ <А); 

(/х/ ):-А). 

Х29• Если j (х) принадлежит L2, то 

00 

lim J /J(x)-/(x)/2dx=0. 
А-+ оо 

-оо 

Из утверждения Х28 и неравенства Минковского следует, что 



§ 2) СВОЙСТВА "llttfEt~AЛA ЛЕБЕГА 37 

Но, в силу предложения Х16, существует такая ступен· 
чатая функция / 2 (х), что 

00 

-оо 

Причем зту функцию можно выбрать так, чтобы l/2 (x) 1 <А. 
Мы имеем 

00 00 

J l.J А (х)- / 2(x)l 2 dx < 2А J IAI А (х) ~ f 2 (x)I dx < 2Ае. 
-оо 

Позтому если дано 71 > О, то можно сначала найти настолько 
большое А, что 

со 

-оо 

а потом найти такую ступенчатую функцию / 2 (х), что 

00 

-оо 

Тогда по неравенству Минковского имеем 

00 

(2.24) 
-со 

Мы доказали, таким образом, следующую теорему: 
Х30 • Еслu f (х) принадлежит классу L2 ·и 71 >О, то 

найдется ступенчатая функция /2 (х), для ·которой 
выполняется неравенство (2.24). 

Мы можем теперь доказать следующее утверждение, 
ана.10гичное утверждению, · доказанному в Х17.: 

Х31 • Если / (х) принадлежит классу 4, то 

lim J lf<x+71)-f(x)l 2dx=0. 
'lj-+ о 

-.оо 

Нам окажется ·в дальнейnlем· весьма nоJ.Jезным понятие 
интеграла Стилтьеса. Нам не Irонадоб.итсЯ · полная теория 
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интеграла Лебега - Стилтьеса и мы огращ1чимся излощением 
более элементарной теории интеграла Стилтьеса, аналогичной 
интегралу Римана. Если функция f (х) равномерно непре
рывна на (а, Ь), а функция g (х) имеет 9граниченное полное 

ь 

изменение, то мы определяем J j (х) dg (х) как 
а 

где а=х0 < х1 < ... < хп=Ь; xk<ek< Хн~• и предел 
берется при условии, что максимум значения хн1 - xk 
стремится к нулю при последовательных подразделениях 

(а, Ь). Это определение приводит к интегралу, независимому 
от выбора значении х k и ek. и частному способу перехода 
к пределу. Приведем без доказательства следующие важные 
теоремы, которыми будем часто пользоваться: 

- Х32 • Пусть функция f (х) непрерывна, а функция g (х) 
имеет ограниченное полное изменение на отрезке [а, Ь]. 
Тогда 

j f (х) dg (х) 1 < FV, 

где F - .максимум .модуля функции f (х), а V - вариа
ция функции g (х). 

Х33 • Если функция g (х) имеет ограниченное полное 
изменение и являетс'll интегралом от своей производной, 
а функция f (х) непрерывна, то 

ь ь 

.{ 1 (х) dg (х) = .{ f (х) d~~x) dx. 
а а 

Х34• Если qi (х) - любая монотонная непрерывная 
функция, а f и g обладают свойства.ми, указанны.ми 
в определении интеграла Стилтьеса, то 

ip(b) ь 

J f(x)dg(x)= J f(ar(x))dg(ar(x)). 
•(•) а 
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Х35• Если функция / (х) непрерывна, а g (х)- сту
пенчатая функция, то 

Ь N 

J f(x)dg(x)= ~/(x")[g(x"+O)-g(x"-0)), 
а 1 

2де х" - это т·очки разрыва g(x) на отрезке (а, Ь] и 
g(a-O)=g(a), g(Ь+О)=g(Ь). 

Х36• Если функция / (х) является инте2рало.м от 
своей производной, а g (х) имеет ограниченное полное 
изменение, то 

ь ь 

J /(x)dg(x)=/(Ь)g(Ь)-/(a)g(a)-J g(x)f'(x)dx. 
а а · 

Х37• Если функция <р(х) непрерывна на отрезке [а, Ь) 
а функция т (х) и.меет ограниченное полное изменение 
на [с, d], и если а (х, s) непрерывна по х для. всех зна
чений s на отрезке [а, Ь] и имеет ограниченное полное 
изменение по s для всех ан.ачениа .х на отрезке [с, d]. 
то интегралы 

f [j ,(s)dJl-(x, •)]dт(х). i ,(s)d,f •(х, s)dт(x) 
существуют и равны 1), 

Определим теперь интеграл Стилтьеса на бесконечном 
промежутке равенством 

·00 .ь 

J / (х) dg (Х) =а~~ со J / (х) dg (х). 
-со Ь-+со а 

Примем во внимание, что если F (х, у) является возрастаю
щей функцией от х для любого у и возрастающей функцией 
от у для любого х. то 

lim lim F(x, у)= lim ·Jim F(.x, у)= llm F(x, у) 
1t -+ со 1-+ со '1-+ "" 1t-+ со z, у -+ "° 

1) Относите.11ьно Х87 и ее предшественников см. Б ре ii [1) • 
Дани!lль [1]. 
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в том смысле, чт9. когда один из этu, пределов существует, 

то оба других существуют и принимают то же самое зна
чение. Мы придем тогда к следующему выводу из тео
ремы Х37 : 

Х38• Пусть предположения _теоремы Х37 справедливы 
для любого конечного отрежа lc. d). Пусть а(х, s) 
монотонно возрастает по s для любого х, а функция qi 
неотрицательна, и пусть т (х) .монотонно возрастает. 
Тогда, если одиt:t из интегралов 

ь 00 

J qi(s)d8 Ja(x. s)dт(x) 
а -оо 

существу~т и конечен, то и другоа интеграл суще
ствует и имеет то же са.мое значение. 

Эта теорема ана.i~оrична следующей: 
Х39• Пусть {/" (х)} - .монотонно возрастающая после

догательность непрерывных функций, а g (х)- .моно-
00 

тонная функция. Пусть J /11 (x)dg(x) существует для 
-оо 

любого п, и пусть 
со 

lim 
11-+ ОС> 

J /"(x)dg(x)=I < оо. 
-со 

Пусть, далее, / (х) = lim / 11 (х) существуеm для всех х 
11-+СО 

и является непрерывной функциеа. Тогда 1) 

со 

1 = J /(x)dg(x). 
-со 

§ з. Теорема Рисса - Фliшера 

Мы переходим теперь к наиболее важной из предвари
тельных теорем в этой книге: к знаменитой теореме Рисса -
Фишера 2). В своей первоначальной форме она гласила, что 

•) См. да и и 9 ль П], стр. 289, 7 (6). 
1) См. Рисе [1], Фишер [1]: · 
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00 

ест1 сходится ряд ~ la11 / 2, то существует такая функ-
-со 

ция / (х). определенная на отрезке [- 'lt, 'lt) и принадлежа
щая L2, что 

к /1 2 

lim J /(x)-~ake111x dx=O. 
п -+оо 

-'К -п 

Однако на самом деле связь этой теоремы с разложением 
по специальной системе функций и даже вообще с каким
либо разложением не является существенной. Суть дела 
лучше всего выясняется, если сформулировать эту теорему 
так, как это было сделано Г. Вейлем 1): 

Х40 • Пусть дана последовательность {111 (х)} функциО. 
из 'L2 на отреже [а, Ь) (или [- оо, оо)) такая, что 

ь 

lim J // m(x)- fп (x)l 2 dx =О. 
т. п _.,со 

а 

(3.01) 

Тогда существует такая функция / (х}, принадлежа-
щая L2, что 2) · 

ь 

lim J //11 (x)-/(x)l 2 dx=O. 
n-+ оо 

(3.02) 
а 

Прежде, чем перейти к доказательству тео(ре~ы, сдела)е~ 

не.сколько замечаний. Заметим сначала, что f /./ (х) /2 

является «длиной» функции / (х), аналогичноА длине 

ХХ= ( ~ X~kl)"' 
вектора х с компонентами x(I)' х(2)' х(31• Аналогом соотно
шения (3.01) в случае последовательности вещественныN 
векторов является 

lim (Хт - Х11)(Хт - Х11 ) = О; 
т, 11-+оо 

' ') Вейяь 11), П.11аншереяь [ll, стр. 29'2. 
2) Обратный переход от (3.02) к 3.01) непосреДственно выте-

кает из неравенства Минковского. .· · 
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Из этого соотношения следует, что J{аждая компонента Хт-Хп 

стремится к нулю. По критерию сходимости Коши это воз
можно лишь в случае, когда каждая компонента векторов Хт 

стремится к некоторому пределу. Пусть эти пределы равны 

соответственно, x(l)' х121 , х(З)" Эти числа являются компо
нентами ·вектора х и легко видеть, что 

lim (х"-х)(х"-х)=О. 
n-+ оо 

Это замечание делает весьма правдоподобной справедливость 
теоремы Рисса - Фишера, несмотря на то, что функция 
имеет слишком много компонент (а именно, ее значения 
в каждой точке), чтобы можно было надеяться доказать тео

рему Рисса - Фишера непосредственным применением кри
терия сходимости Коши. 

Формула (3.02) выражает ситуацию, которая часто будет 
встречаться в этой книге для функций, заданных в конечной 

или бесконечной области. Мы будем говорить в этом слу
чае, что последовательность функо,ий {/" (х)} сходится 
в среднем к f (х). или что функция f (х) является пре
делом в среднем для функции / "(х) на [а, Ь]. Мы будем 
записывать это в виде 

/ (х) = 1.i.m. /" (х). (3.03) 
n-+ оо 

Аналогичная' запись будет применяться в случае, когдэ. стре
мящийся к бесконечности параметр п заменяется переменной, 
стремящейся (непрерывно или дискретно) к некоторому 
пределу. 

Следует иметь в виду, что из (3.03) не следует сходи
мость последовательности f" (х), хотя бы в одной точке. 
а также, что это соотношение не вытекает из сходимости 

последовательности f" (х) в каждой точке. Для доказа
тельства первого утверждения положим а= О, Ь = 1 и 
k = [log2 п]. Пусть 

J.(x)=I ~ 
t о 

(х < (п - 2k)/2k), 

( (п - 2kj/211 <,: х <: (n - 211)/211 + 1), 

( (п - 211)/211 + 1 < х). 
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Оче_видно, 
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1 

J lfп(x)/ 2 dx=2-li-<2fn. 
о 

43 

' Таким образом l.i.m. / п (х) =О. С другой стороны, какое бы 
п~оо 

число х на отрезке (О, 1] мы не взяли, наЯдется по край-

ней мере одно / п• где 21i < п < 21i+t, для которого 
f п (х) = 1 И ПО крайней мере ОДНО k > 1, такое, ЧТО 
fп(х)=О. Таким образом, нет ни одного значения х, для 
которого _lim f п (х) существует. 

п~оо 
3 

С другой стороны, пусть fп(X)=n'ixe-n2x' и пусть 
а= - 1, Ь = 1. Легко показать, что / п (х)- О для любого х, 

1 

в то время, как J lfп(x)l2dx стремится .к тc'ls/2 и потому 
-1 

/"(х) не сходится в среднем к нулю. Таким образом, схо
димость почти всюду не впечет з~ собой сходимости в сред
нем. Ниже мы увидим, однако, что если последовательность 
функций / п (х) сходится почти всюду на отрезке [а, Ь) 
к / (х), и в то же время сходится в среднем к g (х), то 
почти всюду имеем / (х) = g (х). 

Перейдем теперь к доказательству теоремы Рисса - Фи
шера. Очевидно, что если 

ь 

J 11 т (х)- ! п(х)12 dx < ез, 
а 

то найдется множество S, мера которого не превосходит в, 
вне которого выполняется неравенство 

l/m(x)-/~(x)I <в. 
00 

Пусть ряд !а s, сходится и nli - настолько большое число, 
1 

что при т > nli 
ь 

J lf пli (x)-f m<x)\2dx <s~ 
а 
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(существование такого п" вытекает из (3.01) ). Мы можем 
вРбрать числа п11 так, чтобы nн1 > п11 • Пусть S 11 - мно
жество точек на отрезке (а, Ь), для которых 11 п (x)-

k+ • 
- / п" (х) 1 > е,;' Обозначим через Т11 объединение множеств 

S11 +Sн1+ ... +sнп+ ... Тогда вне множества Т11 , 
со 

мера которого не превосходит ~ е" имеет место нера
k 

венство 

' fп (х)- f п (х)\ < ~ е, 
l т k 

для всех l и m, больших чем k. Так как 

со 

lim ~ е,=0, 
ll~oo k 

(3.04) 

то по признаку Коши последовательность / п (х) равномерно 
1l 

сходится к / (х) на допол1:1ении к каждому из множе.ств т". 
Отсюда вытекает, что эта последовательность сходится на 
дополнении к множеству т ~пересечению всех множеств т". 
Но, в силу Х3, зто множество Т имеет меру нуль. 

Функция /А (х) является преде_лом последовательности 

ограниченных В СОВОКУПНОСТИ суммируемых функций (/ п") А (х) 
и, следовательно, суммируема. Кроме того, в силу критерия -
оrраниченР.оlt сходимости 

ь 

J j f А (x)-(f пll)A (х) /2dx = 
4 

ь 

= lim J j (/ ) (х)-(/ ) . (x)/ 2 dx < 
j~oo ni А nll А 

4 

00 [ 00 ]2 <2А~е.+(Ь-а) ~е. , 

поскольку (3.04) выполняется вне т" и 



§ 31 ТЕОРЕМА РИССА - ФИШЕРА 

Таким образом. 
ь 

"1~m00 J \/А (x)-(f п")А (х) \2 dx =О, (:.1.05) 
а 

11 в силу (2.15) и неравенства- Минковского из (3.01) вытекает 

ь 

lim J 1/ А (х)-(/п)А (x)l 2 dx =О. 
n-+ со 

а 

В самом деле, 
h 

lim J \ / т(х)- / п (х) j 2dx =0, 
т, k -+со а k 

и, следовательно, 

ь 

lim J \ (/ т)А (х)- (! п ) (х) \2 dx =О. 
т, k -+ со а k А 

В силу (3.05) и неравенства Минковского 

Следовательно. 

D Ь Ь 

(3.06) 

f lfA(x)l2dx-< lim J 1Uп)A(x)l 2 dx-< lim flfп(x)l 2 dx. 
п -+ (Х) п -+ (Х) 

а а а 

Однако, как в (3.07), 

.[ ь ь ] 
lim f lfт(x)j 2 dx-J lfп(x)l 2 dx =0 

т, 11-+со а а 

и по критерию Коши предел 

ь 

;~~ J lf"(x)l 2 dx=L 
а 

(3.071) 

(3.072) 
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существует и конечен. Таким образо~r. 

ь 

J 1/ A(x)l2dx <L 
а 

(3.08) 

и так как lf А (х)12 является возрастающей ·функцией от А, 
то предел 

ь 

lim flfA(x)l 2dx=l<L 
А-+"° 

а 

существует. Таким образом, т.ак как 1/ А (х)/ 2 :монотонно 
сходится к 1/ (х)/ 2, то в силу Хн 

ь 

J l/(x)l2dx=/ <L 
а 

и, следовательно, / (х) принадлежит L2" Таким образом, 
интеграл 

ь 

J /f(x)-fA(x)l 2dx 
11 

существует и, снова применя1 ·Хн• получаем 

ь 

lim J //(x)-fA(x)j2dx=0. 
А-+"° 4 

.Таким образом, в силу (3.06) можно выбрать настолько 
большое А, что по неравенству Минковского 

ь 

J Jf(x)-(fп)A(x)J 2 dx <в. (3.09) 
а 

.С другой стороны, пусть т настолько велико, что 
при п > т 

ь 

J Uт(x)_;..fп(x)\ 2 dx <в. 
а 
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В силу (2.015) мы получим для любоrо А 
ь 

J IUm)A(x)-(/п)A(x)l:2 dx<e. 
а 

Пусть А настолько велико, что 

ь 

J lfт(x)-(fт)A(x)l 2 dx <в. 
а 

В силу неравенства Минковского, если п > т, 
ь 

.J lfп(x)-(fп)A(x)l 2 dx < 9е 
а 

47 

и в силу (3.09) мы можем выбрать А настолько большим, 
а потом п настолько большим, что 

ь 

J lfп(X)-f(x)l 2 dx < lбе. (3.10) 
а 

В зто неравенство А уже не входит. Из соотношения (3.10) 
непосредственно следует (3.02) и тем самым теорема Рисса -
Фишера установлена для случая, когда отрезок [а, Ь] конечен. 

В с.11учае промежутка (- оо, оо) проведенные рассужде
ния устанавливают сущ-ествование функции f (х), принадле-

. жащей L2 на любом конечном отрезке, и сходимость в сред
нем последовательности f п (х) к f (х) на каждом таком 
()Трезке. Одшко рассуждения (3.071), (3.072) сохраняют 
~tилу- и на всей оси. Такик образом, для .пюбоrо конечного 
отрезка 

ь со. 

f l/(x)l 2dx<: lim J ~fп(x)j 2 dx. 
n-+ao 

а -ао 

откуда вытекает, что функция / (х) принадлежит L2 на 
(-оо, оо). М.ы имеем,. да.пее,. 

00 00 

J 1 A'f (х)- АФ (х) р dx <. J l 'f (.а:)-ф(%)12 dx, 
-<Х> 
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где (/) и ф принадлежат L2 на (- оо, оо). Поэтому если 

заменить в рассуждениях (3.08)-(3.1 О) f А и (/ т)А на Af 
и А(/ т), то мы получим теорему Рисса - Фишера и в слу
чае бесконечного промежутка. Очевидно, что если qi при

надлежит ~. то 
00 

J 1 Ч1 (х)- <?А (х) 12 dx - О, 

так как этот интеграл есть не что иное, как 

оо А 

J j(j)(X)/2dx - J /~(x)/2dx, 
-со -А 

и потому стремится к нулю при возрастании А в силу опре

д,еления несобственного интеграла. Остальная часть рассу

ждения остается неизменной, 

Мы доказали, таким образом, теорему Рисса - Фишера. 

Ощiовременно мы показали, что если f (х) = l.i.m. f п (х), 
n-+..,, 

то f (х) почти всюду является пределом подпоследователь
ности из {/ п (х)}. Отсюда вытекает 

Х41 • Если 
l.i.m. f п (х) = f (х) 
n-+oo 

и почти всюду 
lim f п (х) = g (х), 

n-+oo 

то f (х) = g (х) почти всюду. 
Утверждение Х41 . остается справедливым для предела 

в среднем, когда параметр изменяется непрерывно или имеет 

другой предел, чем бесконечность. Непосредственным след

ствием неравенства Буняковского - Шварца является 
Х418 • Если· на отрез1'е [а; Ь] 

l.i.m. / п (х) = f (х) 
n-+oo 

и g (х) принадлежит на это.м отреже [а, Ь) " ~массу L2, 

то 
ь ь 

J fп(x)g(x)dx.- J f(x)g(x)dx. 
а а 
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В самом деле, 

[j11. (х)- / (х)) g(x)dx ]'.;;; 

ь ь 

<: J 11 п (х) - / (х)]2 dx J [g (x)]2dx 
а а 

11, с.1едовательно, стремится к нулю. 

Другая теорема. вытекающая из доказательства Х40 , такова: 
Х42 • Если последовательность / п (х) состоит из моно

тонно возрастающих функций и 

l.i.m. / п (х) = / (х), 
т.о / (х) поrtти всюду совпадает с монотонно возра
стающей функ'цией. В самом деле, найдется множество 
меры нуль, вне которого / (х) является пределом пос,:~едо
вательности монотонных функций, и, следовательно, моно
тонно возрастает. Отсюда следует, что полученные таким 

образом значения / (х) имеют точную верхнюю грань для зна
чений аргументов, лежащих слева от х, и точную нижнюю 

rрзнь д.1я з.начений аргументов, лежащих справа от х. Мы 

будем обозначать их соответственно <р (х - О) и <р (х +О) и 

полагать, что <р (х) в любой точке равно ~ ( <р (х - О)+ 
+ч~<х+О)); тогда ·ср(х) будет монотонно возрастать и отли-
чаться от / (х) лишь на множестве меры нуль. · 

§ 4. Разложения по ортоrональным системам функций 

Множество комплексных функций { <рп (х)} вещественного 
переменного х называется ортогональнЬl.Аt на отрезке [а, Ь] 

(и·ли (- оо, оо)), если все функции этого множества при
надлежат L2 и 

(т·+ п), (4.01) 

причеr.J интеграл берется по соответствующему отрезку. 
(~ этом параграфе мы не будем у1<азывать отрезок интегри
рования, который все время будет· одним и тем же, и будем 

так же писать для простоты такие интегралы как (4.01) 
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в виде J ср111~п·1 Функция 9п (х) называется нормированноll, 

если J 1 Ч!п /2. = 1. Если все функции ортогонального множе
ства нормированы •. мы будем называть это множество орто
нормированным. Очевидно, что если {rрп {х)} -ортонорми-

рованное множество, то множество {rрп {х)} тоже ортонор
мировано. 

Мы показали ранее, что отрезок прямой линии можно 
отобразить на квадрат или куб ил11 на гиперкуб · любого ко
нечного числа измерений таким образом, чтобы мера на 
прямой отобража,1ась в меру соответствующего числа изме
рений. Отсюда вытекает, что множество S конечной меры 
любого числа измерений может быть отображено на отрезок 
прямой линии с сохранением меры. Если f (Р) - функция, 
определенная на всех точках Р множества S, и х - точка 
сегмента (0,1), соответствующая точке Р при указанном выше 
отобр11.жении, то . функции f (Р) соответствует такая функ
ция F (х), что F (х) = f (Р). Пусть теперь {Ч!п (Р)} - нор
мальное множество функций на S в том смысле, что 

[т + n], 

[m=nJ, 

где dV - элемент объема в пространстве, размерность кото
рого совпадает с размерностью S. Если Фп (х) соответ
ствует 9п (Р), так же как F (х) соответствует f (Р), то 

1 f _ {О [m.PnJ, 
Фт(х)Фп(х)dх= 1 ] 

[m=n. 
о 

Таким образом, вся теория ортонормированных множеств 
функций любого числа переменных является просто переводом 
теории ортонормированных множеств функций од~ого пере

менного. а потому все результаты этого параграфа могут 
быть непосредственно, без всяких ограничений, применены 
к случаю любого числа переменных. Легко распространить 
эту теорию на случай, когда множество S неограничено, но 
любая его ограниченная порция измерима. Теор11я ортонор· 
мированных множеств функций в таких областях эквивалентна 
теории ортонормированных ъшожеств функций на оси 
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(- оо, оо), которая не отличается ничем существенным от 
теории ортонормированных множеств функций на конечном 
отре~ке. 

Вернемся к одномерному случаю. Пусть фуRкция f (х) 
принадлежит ~. и пусть ср1 (х) •.•• , <fп (х) образуют конеч· 
ное ортонормированное множество. Тогда им~ет место сле
дующее утверждение: 

Х43• Квадратичны!J. .многочлен 

п 2 

J f (х) - ~ akrJ?k (х) dx 
1 

достигает наименьшего значения при 

ak= J /~. 
В самом деле, заметим, что 

f 11- ~akrJ?k/2 = f (1- ~akrJ?k)(f-~ak~k)= 

(4.02) 

= f 1112 - ~ak f lrJ?k- ~а11f1~11+ ~а11а11= 

= J 1112 - ~ \ J f~k 12 + ~ j а11 - J f-;p11 12 
• (4.03) 

В последней строке лишь последний член зависит от а11 , 

причем этот член неотрицателен. Следовательно, минимум 
достигается, когда этот член равен нулю, откуда и вытекает 

утверждение (4.02). 
Мы показали одновременно, что 

Х44· 
п 

f 1 /21 > ~ 1 f 1-;р11 1
2 

• 
1 

(4.04) 

В самом деле, выражение (4.01) положительно 11, если имеет 
- место (4.02), совпадает с 

f 1112 ~ ~ 1 f /~11 /2 • 

Пусть теперь / (х) принадлежит ~ и пусть {срп (х)} -
счетное бесконечное ортонормированное множество функций. 
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Применяя Х44 к любому конечному подмножеству этого мно· 
жества, получаем 

Х45· 
00 

f 1!12 >-~ 1 f f ~k /
2

• 
1 

Это соотношение известно как неравенство Бесселя. 
Пусть теперь {Рп (х)} - счетное ортонормированное мно-

жество функции, и пусть ряд. ~ 1 ап /2 сходится. Положим 
1 

Если т > п, то 

п 

/ п (х) = ~ а1еР1е (х). 
1 

т 

J 1 ! т - ! п 12 = ~ / ak /2• 

n+I 

Для доказательства достаточно подставить выражения ! п 
и f т и выполнить интегрирование, учитывая, что J PiP1e 
равен l или О в зависимости от того, совпадают или раз-
личны j и k. Следовательно, · 

и в силу Х40 получаем: 
Х46 • Существует функция / (х). принадлежащая L2, 

такая, что 

Пользуясь введенными выше обозначениями, зто равенство 
можно переписать в виде 

/ (х) = 1.i.m. / п (х). 
n-+oo 

Мы будем пользоааться также эквивалентным обоэначение111 

00 

/ (х) ,._, ~ а11р11 (х). 
1 
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Как быпо указано выше, из зтого обозначения. еще'· не ·вы• 
текает сходимость ряда в обычном смысле. 

Мы получили, таким образом, 

Х47 • Если функция / (х) принадлежит L2 и {'f'пl -
счетное ортонормированное множество, то существует 

функция 
со 

g(x),...,, f (х)-~ 'f'п(х) J / (х) 'f'п (х) dx. 
1 

Эта функция принадлежит L2 и такова, что 

J g (х) 'f'п (х) dx = О 
для люб ого п. 

Непосредственным следствием отсюда является 

(4.05) 

Х48• Если {ч~пl - счетное ортонормированное множе
ство, то следующие два утверждения эквивалентны: 
(1.) Если / (х) принадлежит ~. то 

со 

/ (х),...., ~ 'f'п(х) J / (X)ffп (x)dx (4.055) 
1 

и (2) не существует функцllи g(x), не равной ·почти 

.всюду нулю, для которой имеет место (4.05). 
В случае, если любое из зтих двух утверждений Х48 

справедливо, множество {ч~п} называется замкнутым или 
полным. Из Х43 вытекает . 

Х49 • Счетное ортонормированное множе.ст·во, { 'f'п} 
полно тогда и только тогда, когда для любой фун«· 
ции / (х), принадлежащей ~ •. и любого е > О найдутся 

N . 

целое число N и много~~лен ~ a1i'f'1i (х) та1'ие, что 
1 

N 2 

J 1 (х) - ~ a1iчi1i (х) dx < е. 
1 

(4.06) 

д.ля доказательства дост~~ОЧ!fО лишь вспомнить, .что 1! cиJ.Iy }(43 . 

N 2 

J / {х) - ~ ffk (х) J /~1i dx < е. 
1 . 
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Несколько менее ограничительным критерием полноты 
является 

Х50• Счетное ортонормированное множество {rтiпJ 
полно тогда и толь1'о тогда, 1Согда для любо/1. ступен
чато/1. фун1'ции / (х), принадлежаще/1. ~. и любого в> О 
найдутся число N и .многочлен·~ akr.pk (х), для 1Соmорых 
выполняется (4.06). Это вытекает из Х49, Х30 и неравенства 
Минковского. 

Из определения замкнутости Х48 и (4.03) вытекает тео
рема Гурвица - Парсеваля: 

Х51 • Если {r.рп} -полное счетное ортонормированное 
.множество ·и фун1'ция / принадлежит L2, то 

а> 

J 1 / (х) 12 dx = ~ 1 J f~п /2 
• 

1 

Отсюда ·непосредственно вытекает, что если / (х) и g (х) 
принадлежат L2, то 

а> 

(А) flf(x)+g(x)/2 dx=~IJ fiz+ J К~п/2 : 
1 
а> 

(В) J 11 (x)-g(x) /2 dx = ~ / J f7рп-J К~п /2 : 

1 

• со 

(С) J 11 (x)+lg(x)/2 dx= ~ / J f~п+l J К~п /2 : 

1 

а> 

(D) J 1 / (х) - lg (х) /2 dx = ~ / J f~п - l J g"f п 12 • 

1 

Образуя линейную комбинацию 

[(А) - (В)+ l (C)- l (D)J/4, 
находим, что 

а> 

J f(x)g(x)dx= ~ J f~пfKt.fln• (4.07) 
1 

Теорема Парсеваля утверждает: 
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Х52 • Если {ч~п} - счетное полное ор.тонор.мированное 
множество и f и g принадлежат L2, то имеет 
место (4.07). 

Существует любопытный процесс, называемый ортого
нализациеа, с помощью которого можно получить орто

нормированное множество функций иэ любого конечного или 
счетного множества функций пространства L2• Пусть 
{Фп(х)}-такое множество функций, определенных в одноя 
и тоя же конечной или бесконечной области. Рассмотрим 
функцию ф1 (х). Если она эквивалентна нулю, отбросим ее; 
в противном случае положим 

1 

Ч11 (х)= Ф1(x>/(J1 Ф1 /2)2 • (4.08) 

Если мы отбросили ф1 (х), то прод-олжаем процесс, пока не 
найдем функцию Фп (х), не эквивалентную нулю, J[ заме
ним ф1 на Фп в (4.08). Получив функцию ср1 , будем искать 
такую первую функцию Фk• которая не эквивалентна никакой 
функции вида аср1 . Пусть, например, этой функцией являетСя 
ф2 (х); тогда положим 

1 

Cf12(x) = ( Ф2(х)-ср1 (х) f Ф2~1)/{.(1 Ф2 l2 -\ f Ф2~1 j2}2 • 

После этого мы исключаем все функции, эквивалентные 
функциям вида аср1 + Ьср2• и пусть, скажем, ф3 - первая 
оставшаяся функция; в этом случае полагаем 

( Фз (x)-rp1 (х) J Фз9. -rp2 (х) J Фз~2) 
ч~з (х) = J 1 J 12 1 f 12 IФз 12- Фз~1 - Фз~2 

и т. д. НепосредственнЫм интегрированием проверяется, что 
множество {српl ортонормировано и что любая функция, ко
торая может ·быть аппроксимирована в среднем многочле
нами из функций {Фп}, может быть аппроксимирован.а много
чденами из функций {срп\• и обратно. В самом деле, каждый 
многочлен, составденный из одной системы функций, экви
валентен многочлену, составленному иэ другой системы функ
ция. Иэ утверждений Х47 , Х48 и Х49 вытекает 

Х53• Е;сли fФпl - любое счетное .множество функций 
в L2, то следующие два утверждения аквива.лентны; 
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1) Не С'jl.ществует функции g(x) в L,. тлкой,. что 

J g (х) ф11 (х) dx =О 

для любого п. 2) Если / (х) принадлежит L2 и Е > О, то 
существуют целое число N и· многочлен 

такие, что 

N 

~ akфk (х) 
1 

1 

N 2 

J / (х) - f akфk (х) dx < s. 

Если одно из атих утверждений справедливо . .мы 
будем называть систему функи,иl.l {фk) полноl.l или зам
кнутой. 

Многие интересные ортонормированные системы функций 
могут быть получены с помощью применения процесса орто
rонализации к последовательности элементарных функции. 

Такими системами являются, например: · 
1) ф11 (х)=х11 (n=O, 1, ... ). Область интегрирова

ния-отрезок (-1, 1). Тогда функции ср11 (х) совпадают 
(с :гочностью до постоянного множителя) с многоч,r~енам" 
Лежа1:1дра Р11 (х). ·, . . · · 

2) ф11 (х) = x 11e-x"fl (п =О, 1, ••• ). Об.11асть интеrриро~ 
вания- ось (- оо, оо). Функции ср11 (х). совпадают (с точ
ностью до постоянного множителя) с функциями Эрмита 
Н11 (х) e-x•fl, где функции Н11 (х)- многочл.ены Эрмита. 

3) ф11 (х) = х11е-х (п =О, 1, ... ). Область интегриро· 
вания - полуось (0, оо). В этом случае ср11 (х) совпадают 
(с точностью до постоянного множителя) с функциями Ла· 
reppa L11 (х) е-х, где функции L11 (х)- многочлены Лагерра. 

Для. читателя будет полезным' упражнением вычислить 
несколько первых функций каждой из этих ортонормиро

ва1тых, систем. 

·Особенно важной ортонорми.рованноА системой является 
сисtема функция 

-· _1_. el/IX 
"r- • " 2,;. 

(li = "., -2, -1, О; t; ·2; ··,."•.), 
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rде областью интегрирования является отрезок [ - 'lt·. 1t). То 
обстоятельство, что индекс п меняется от - оо до оо не 

осложняет дела. Формальным эквивалентом для (4.055) будет 
теперь соотношение 

00 "· 
/ (х)......., ~ 21~ elnx .r /(у) e-lny dy, (4.09) 

-оа -11: 

которое означает, что 

1;~~· (1 (х)-~ ,}. •1~ / f (у) .-1• 1 dy) ~О. 
Мы хотим•докааать, что (4.09) спр~Jведливо для любой функ
ции из ~- Ряд в (4.09) называется рядом Фурье функции 
/ (х). Мы хотим, таким образом, доказать, что ряд Фурье 
любой функции ИЗ L2 не ТОЛl>КО СХОДИТСЯ в среднем, НО 
сходится в среднем к этой самой функции. 

С этой целью рассмотрим ряд 

"" " 
~ rlnl r -- elnx 1 (у) e-/ny dy. 

2~ • 
(4.10) 

-оо -а 

Для любого r, такого, что lrl < 1, этот ряд сходится- абсо
лютно и равномерно по х. Чтобы убедиться в этом, заметим, 
что если т > tt. > О, то в силу неравенства Буняковскоrо
Шварца 

{[~.+XJ ,~, ·") f(y)•-"'dy 1· -
11 т 

= 2~ }"/(у)~ {[rt:' (X-Y)Jk + (ге-t (x-Y)Jk} dy.::;;: 
_" п+\ 

Ряды в последней строке имеют вещественную сумму и по
этому можно пренебречь знаком абсолютного значения, 
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возвести в квадрат и почленно проинтегрировать. Мы 

получим при этом 

Следовательно, 

п l 'k 1 ~ · 1 _ ~ r 2i; etkx _! /(у) e-tkydy ~ 

r 1 1" ,2n+2 - ,2m+2 )''• <: t 2i; 1/ {у)/2 dy lim l-r2 =О, 
т, n-+co _" 

чем абсо.чютная и равномерная сходимость ( 4.1 О) доказана. 
Формально (4.10) можно записать в виде 

Ряд 

"" ~ ,1 п lein (х-у) 
-со 

сходится равномерно и абсолютно при / r / < 1, .так как он 
является в этом случае геометрической прогрессией и сумма 

его равна 

1-r2 

l-2rcos(x-y)+r2 • 
Мы имеем 

l-r2 1 I+r 
l-2rcos(x-y)+r2 <: 1-r • 



§ 4) РАЗЛОЖЕНИЯ ПО ОРТОГОНЦ.ЬНЫМ СИСТЕМАМ ФУНКЦИЙ 59 

Следовательно, по критерию ограниченной сходимости полу
чаем: 

Х54• Если фующия / (х) принадлежит L1 (и, следова
тельно, если она принадлежит L2), то 

~со rlnl r" --einx f(y)e-inydy= 
211: • 

-QQ -11: 

" 
_ __!_ r 1-r2 d 
- 2~, /(у) l-2rcos(x-y)+r2 У· (4.11) 

_,,, 

Докажем теперь следующую лемму: 
Х55 • Пусть ядро К(х, у, r) неотрицательно. Пусть 

ь 

lim J К(х, у, r)dy= 1 
r-+ 1-0 а 

(4.12) 

равномерно по у при а< х < Ь, и пусть для .11юбого 
в>О в области а<х<Ь. а<у<Ь, lу-х/>врав
но.мерно выполняется соотношение 

lim К (х, у. r) =О. ( 4.13) 
r-+ 1 

Пусть функция / (х) ограниtt.ена на (а, Ь). Тогда в точ
ках промежутка а < х < Ь, в которых функция / (х) 
непрерывна, имеем 

ь 

lim JK(x, у. r)f(y)dy=f(x), 
r-+1 

(4.14) 
а 

причем в каждой такой mоч1'е х выражение, стоящее 
под знаком предела, огран.ич.ено по r. Это утвержде
ние остается справедливым, если заменить (а, Ь) про
межутком (- оо, оо). 

В самом деле, пусть а+ в < х < Ь - в. В силу ( 4.12) 
выражение 

ь 

/(х)-J К(х, у, r)f(y)dy (4.15) 
а 
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асимптотически равно 

1 ! К (х. у. r)(/ (х)- / (y))dy 1 · -(4.16) 

Но зто выражение не превосходит 

2-limsupj/(x)j [Т0+ j]к(х, у, r)dy+ 
а х+• 

ь 

+ lim suplf(x)-/(y)/JK(x, y,r)dy. (4.17) 
IY-xl<• а 

В силу (4.12) в любой тQчке непрерывности функции /(х) 
можно выбрать а> О настолько малым, чтобы второй член 
в ( 4.17) был . меньше "1· Мы можем также о силу ( 4.1 3) 
выбрать r столь близким к 1, чтобы первый член в ( 4.17) 
был меньше "1· Отсюда следует, что если r достаточно 
близко к 1, то (4.15) не превосходит 211. и; следовательА(j, 
зто выражение стремится к нулю, когда r - 1. Ограничен'
ность выражения, стоящего под знаком предела в ( 4.15) 
вытекает из того, что ( 4.16) не превосходит · 

ь 

2 lim sup 1/ (x)j J К (х, у, r) dy. 
а 

Рассуждения, проведенные нами при доказательстве Х55, 
приводят к следующему утвер:щдению: 

Х56• В предположениях Х55 (4.14) выполняется равно
мерно на любом отрезке непрерwвности функции f (;х·). 
концы. которого лежат внутри отрезка (а, Ь]. 

Для этого достаточно заметить, что функция ра'lrномерно 
непрерывна на любом замкнутом промежутке· непрерыв
ности. 

Нам понадобится в дальнейшем также следующее утвер
ждение: 

Х57 • Если положитъ 

a=-'lt, _b='lt, 
1 l-r2 

К (х, у, r) = 2'11: · 1 ....;. 2r cos (х - .>') + /2 ~·" 
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то для ядра К вwполняются условия утверждения Х55. 
Здесь 

" 
1 j" 1-г2 d _ 

-2n- I-2r cos (x-y)+r2 У-

= ~ /@г1•1е1Ф-+у= ~ / dy = 1. 

Таким образом, (4.12) выполнено. Далее, если /x-yl > Е. 
ТО 

1 l-r2 l-r2 
К (х, у, г) < 211: l -2r сон+ r 2 < 211: sin2 Е ' 

так как минимум функции 1 - ?.г cos s +.г2 достигается при 
г = cos s и равен 

t-2cos2s+cos2s=sin2e. 

Таким образом, установлена справедливость ( 4.13). Поло
жительность ядра К очевидна и тем самым утверждение Х;п 
доказано. 

Пусть теперь /(х)-ступенчатая функция. Тогда в силу Х57 , 
за исключением быть может конечного числа точек, выра
жение (4.14) ограниченно стремится к / (х), когда г-1. 
Таким образом, 

2 

-оо -'К 

ограниченно стремится к нулю, и в силу Х12 

(Х) " 

lnl 1· · / (х) = 1.i.m. ~ Т е1пх /(у) e-tnydy. 
r-+1-0 11: 

-оо -11: 

Так как ряд в правой части· этого равенства' равномерно 
сходится при любом г. lrl < 1. то он сходится в срещ1ем. 
Поэтому в. силу неравенства Минковского для любого а > О 
можно найти r столь близкое к 1 u ~астолько большое N. 
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что 

" N " 1' :[ f (х) - ~ r~: e1"z j t 6') e-lny dy dx < е. 

Таким образом, в силу Х50 мы доказали 

Х58• Множество фун.кциа "~ еtм полн.о. 
, 211: 

Интеграл (4.11) называется интегралом Пуассона, а тео· 
ремы Х55, Х56, Х57 являются применением к этому интегралу 
метода Фейера изучения рядов Фурье. Первоначальный метод 
Фейера отличается от описанного выше лишь выбором функ· 
ции К(х, у, r). 

Заметим, что с помощью Х58 мы можем доказать 
Х59 • Ортон.ормирован.н.ое семейство функций не более 

че.м счетно. Выберем в качестве отрезка интегриров·ания 
[-1t, 1t]. Пусть ~-несчетное ортонормированное семейство 
функций на этом отрезке. Рассмотрим разложения функций 

1 
у:& е1"х по функциям множества ~. В силу Х44 каждая из 

функций "~ е1"х ортогональна всем функциям множества 1:, 
"~ . 

за исключение·м не более чем· счетного множества этих функ-
ций. В са'Мом деле, в противном случае для некоторого 
е > О нашлось бы бесконечно много величин 

" 
1 r -tnx ( )d "r- е !fk х х, 

" 211: • _" 

где !fk принадлежит ~. превосходящих по модулю е. Но это 
противоречит (4.04). Так как объединение счетного множе
ства счетных множеств счетно, то все функции множества ~. 
за исключением быть может счетного множества, ортого· 

нальны к каждой функции ~ е1".х, и в силу Х58 эквива· 
.пентны нулю. Но, по опредепению, никакое ортонормиро· 
ванное семейство не может содержать функций, эквивалент

ных нулю. 
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Теперь леrко установить для рядов ФурьР. теоремы Гур
вица - Парсеваля и Парсеваля. Они r ласят соответственно: 

Х60• Если / (х) принадлежит ~. то 

" СХ> " 
2 

/1f(x)/ 2 dx= 2~ ~ /f(x)e 1nxdx 
_" -оо -1С 

и 

Х61 • Если / (х) и g(x) принадлежат L2, то 

'К 00 'lt •. 

J / (х) g (х) dx = 2~ ~ J / (х) ~lnxdx J g (х) e- 111xdx 
_" -oo-s _" 

и, следовательно, 

1С 00 'К 1С 

.{ / (х) g (х) dx = 2~ ~ .{1 (х) elnxdx J g (х) e-lnxdx. 
_" -оо -1С _" 

В частности, если функция g имеет период 2r., то 

" J / (x)g('j-x)dx = 
-11: 

СХ> " " 

= 2~ ~ J / (х) e~nxdx J g (у- x)e-lnxdx = 
-00-11: _" 

( 4.1 S) 

и 

" J / (х) g (х) etmxdx = 

-· 
СХ> " • 

= 2~ ~ J / (х) e1"xdx .{ g (х) е1 <m-•) xdx. ( 4.19) 
-CJO -к -= 
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" 
Функция 21t j' /(х) g (у - х) dx называется свертl{ой 

-1' 

функция /(х) и g(x), а последовательность{! апЬт-п}
сверткоЯ последовательностеЯ fап} 11 {Ьп}· Формал1>ная интер
претация равенств (4.18) и (4.19) состоит в том, что коэф
фициенты Фурье свертки двух функция являются произве
дениями соответствующих коэффициентов Фурье свертывае
мых функция и что свертка коэффициентов Фурье двух 
функция дает коэффициенты Фурье их произведения. 



ГЛАВА 1 

ТЕОРЕМА ПЛАНШЕРЕЛЯ 

§ &. Формальная теория преобразования Фурье 

До сих пор мы изучали гармонический анализ для функ
;ций / (х), имеющих период 21t, или для последовательностей 
_коэффициентов ап, определенных лишь для целых значе
ний п. Интересно посмотреть, какой вид принимают фор
мальные ряды Фурье, имеющие отличный от 21t период 2А. 
Полная ортонормированная система тригонометрических функ
ций приобретает в зтом случае вид 

} nit/X 

--е А 
У2А . 

а формальный ряд Фурье для f (х) записывается так: 
А 

} со nit{X r nit/y 

2А ~ е ----;г- • / (у) е ----г dy. 
-оо -А 

Этот ряд можно записать в виде 

( n7t) 1 1~ _ nitix J 
g. А = y2ic -А 1 (х)е А dx; 

f(x)~ у~. }.;g(n; )• "",.~ л(п;).1 
-._о J 

(5.01) 

Если А- оо, то пара формул (5.01) принимает вид 
ro 

(5.02) 

( ) 1 1· / ( ) -iuxd . g и ,_, .г·-- х е х, 
" 27t . 

-._о 

со 

1 ;· f (х) ,_, Y27t . g (и) etuxdu. 
-._о 
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В первой из формул (5.01) при возрастании А промежуток 
интегрирования становится все больше, а во второй фор
муле бесконечный промежуток разбивается на все более 
мелкие отрезки и сумма переходит в интеграл. В пределе 

получаются формулы (5.02). имеющие почти полную сим
метрию относительно разлагаемой функции и коэффициун
тов ее разложения. 

Заметим, что если применить к функции g (х) преобра
зование, переводящее f (х) в g (х), то получится f (- х). 
Дальнейшее применение преобразования дает функцию g(-x), 
а четвертое - f (х). Таким образом, это преобразование 
имеет период 4. 

Эта глава Посвящена установлению условий, при которых 
формулы (5.02) справедливы в некотором обобщенном смысле. 
Прежде чем перейти к доказательству этих теорем и даже 

их формулировке, полезно рассмотреть некоторые конкрет
ные пары преобразований, подобные (5.02), или, как мы 

будем называть их, преобразований Фурье. Пусть, напри
мер, 

{ 1 при а < х < Ь, 
f(x)= О при а> х, либо х > Ь, 

тогда 
ь 

1 r e-lub e-lua g(u)=-- e-iuxdx= - ,. 
Y2r. . - iи y21t 

а 

В этом случае мы имеем 

00 00 

1 1' 1 1' elu(x-bJ_elu(x-a) 
"rn:: g (и) e1"xdx = - -2 . . du = ,k m и 

-оо -оо 

00 =--1-1· cosu(x-b)-cosu(x-a) du-
21tl и 

-оо 

00 

1 J sinu(x-b)-sinu(x-a) d 
- 21t и и. (5.03) 

-оо 

В первом интеграле подынтегральная функция нечетна и 
интеграл равен нулю. Во втором интеграле подынтегральная 
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функция четна, а потому интеграл имеет вид 

00 ('() 

1 ! sin и (х - а) d 1 r sln и (х - Ь) d - и-- и. (5.04) 
11: и 11:. и 

о о 

Но 1) делая подстановку v = Аи, убеждаемся, что 
00 00 r sln Аа d А r sin v d . --а- и = sgn • -v- v. 

о о 

Следовательно, 

00 00 

1 r /их 1 r sin и " 1 :._ g(u)e dx=- -du[sgn(x-a)-sgn(x-Ь)J. 
r2it• it. а 

-оо о 

00 r sina 
Интеграл --du геометрически изображается в виде 

• а 
о 

суммы площадей сегментов, причем эти площади имеют 

попеременно разные знаки, убывают по абсолютной величине 
и стремятся к нулю. Иэ теоремы Лейбница следует, что этот 
интеграл сходится. 

Но 

Следовательно, 

1) Как обычно, 

e<2n+ll lи -1 
el"-1 

11: • 2п+1 J SIП 2 U 

-----du=r.. . а 

о 5102 

ognx={ 
О, еспи х-о, 

х 

1 х j , еспи х '=/= О, 

. 2п+l 
SIП 2 U 

. и 
s1n 2 

(5.05) 
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Так как функция - cosec и/2 ограничена на отре;ще • 1.0. 'lt~, 
то по теореме Римана - Лебега Х19 имеем 

" r 2п + 1 ( 2 и' · ·. lim sln --2- и - - cosec 2 ) du =О. 
n-+ooo и 

Из формул (5.05) и (5.06) получаем 

"sin 2n t 1 а 
lim 2 r du ='lt. 

n-+oo • и 
о 

(5.06) 

2n+l 
С помощью замены переменноlt --2- и = v зто равенстn'о 

можно переписать n следующем виде: 

2n+I 
-2--t r sin v d ·11: 

lim -v- v =·'2 
n-+oo 0 

и. так как рассматриваемыlt нами интеграл (условно) схо• 

дится, то 

00 r sinu d _к 
• -и- U-2• 
о 

Следовательно, интеграл (5.04) раnен 

о. если 

l/2. если 

1 1, 2 (sgn (х-а) - sgn (х- Ь)) = если 

l/2. если 

о. если 

Рассмотрим теперь функцию 

х<а; 

х=а; 

• < х <Ь; (5.ОТ) 
х=Ь; 

Ь<х. 

1 1-Ш при 
/(х)= а 

О при 

lxl<a. 
lxl~a. а> О. 



ФOPMAJlbHAli TEOPЙir .. tii>l!OBPAЗOBAHИЯ ФУРЬI! 

а 

g(и)= ~21t /(1- l~l)e- 1".rdx= 
-а 

а . а 

={; .{ (1-~)cosuxdx={ ~ ~ .{ (1-~)d(sinux)= 
о о 

а 

= - r 2 r sin их dx = -r 2 1 - cos иа • 
Vп. иа Уп u2a 

о. 

Но, выделяя нечетное слаг~емое в подынтегральной функции, 
получаем, что 

00 00 

_!_ r 1 - cos иа еlих dx = .!_ r cos их (1 - cos иа) d . 
n , и2а n • и~а и. 

-оо -оо 

Проинтегрируем этот интеграл по частям. Мы имеем 

00 . 1 1 
1 r· соsих-2 cos и(х +а>-.2 cos и (х-а) 
- ~= n , и2а 

-оо 

<0 1 1 
=-~ r cosux-2cosu(x+a>-2cosи(x-a) d(_!_)= 

n. а и 

о 

"' . + х+а . ( >+ х-а . ( ) =~ r-X SIП их - 2- SIП и х+а - 2- SIП и Х-а du. (5.0S) 
n. аи 

о 

Применяя формулы (5.07), приходим к равенству 

1( х+а х-а ) /(х)=а - х sgn х+-2- sgn (x+ai+-2-sgn (х - а) = 

= -~- ( 1 х t а 1 + / х ·2 а 1- 1х1) ~ 
о если a<lxl. 

a-lxl 
если lx!<a. -

а 

о если lxl=a. 
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Рассмотрим теперь функцию / (х) = e-xt/2. Мы имеем 
00 00 

g (и)= _1_ J e-xin.-tu dx = _1_ J e-(X+tu)2fle-и'f2 dx • 
. ~ ~ 

-оо -оо 

(5.09) 
Но е-х'/2 является целой функцией, которая·при Re(x)~ ± оо 
быстро стремится к нулю, равномерно в любой конечной 
области изменения Im (х). Поэтому можно д_еформнровать 
путь интегрирования (5.09), в результате чего получаем 

00 

g(и)=е-и'/2 "~ J e-x'fJ.dx. 
r 211: · 

-оо 

(5.10) 

Определенный интеграл в (5.1 О) вычисляется следующим 
образом: 

[ _1_ Jooe-X't2dx]2 =-1 Jooe-x'fldx {оое-У'/2 dy= 
п; 211: • 

-оо -оо -оо 

2" 00 

= i.11:.f d6Jre-flfJ.dr=1. 
о о 

Так как рассматриваемый интеграл положителен, то получаем 

g (и)= e-и'fl = f (и). 
Применяя (5.02), мы получаем точно так же, что 

00 

e-xt/2 = 1_ r g (и) elux dи. 
v211: • 

-оо 

Если мы проинтегрируем первую из формул (5.02) по 
частям, то получим 

А 

1 r e-lux 
g.(и)-- lim "~- /(x)d-.-,...., 

А-+оо r 211: • -~и 
-А 

. 1 / (х) е-tих х"А 1 /' (х) e-tux ! А 

,...., \1m ---==- . +-- · А-+оо V211: [ -~и ]х=-А Jl2; _:[ lU 
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Следовательно, если f (х)- О, когда х - ± оо, н если. / (х) 
является интегралом от своей производной, то ' 

00 

lug (и)- l_ r !' (х) е-lих dx~ 
r21t • 

-оо 

С другоn стороны, если допустить, что во второR формуле 
(5.02) можно дифференцировать под знаком интеграла, то 
irолучнм 

00 

!' (х) ,_, ,)- r lug (и) е1"х du. 
у 2it • 

-оо 

Таким образом, по краЯнеЯ мере формально, линейный опе
ратор умножения на lи, примененный С< g (и), соответствует 
линейному оператору дифференцирования, примененному 
к /(х). Точно так же, линейный оператор дифференциро
вания, примененный к g (и). соответствует оператору умно
жения на - lx, примененному к f (х). Таким образом, 

применение линейного оператора ( dd:2 - и2) к g (и), соот-
ветству~т применению линейного оператора ( d~2 - х2) 
к f (х). 

§ 6. Многочлены Эрмита и функции Эрмита 

В конце предыдущего параграфа было показано, что диф-
d2 

ференциальный оператор dx2 - х2 является своим собствен-

ным преобразованием Фурье. Поэтому можно рассчитывать 
на то, что решения линейного однородного дифференциаль
ного уравнения второго порядка 

(6.01) 

должны играть важную роль· в теории преобразования Фурье. 
Чтобы решить это уравнение, положим w = e-x•12w. Тогда 
уравнение (6.01) принимает вид 

W" - 2xW' == (Л+ 1) W. (6.02) 
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Рассмотрим решения этого уравнения, имеющие вид 

W = а0+а1х+ ". +апх11 • (а"+ О). (6.03) 

Подставляя это выражение в (6.02). получаем равенство 

п 11 

~ k(k- l)akxk··2= ~ (2k t->-+ l)akxk. 
~ - о 

из которого видно. что (6.03) является реш<)нием тогда и 
только тогда, когда 

k (k -1) 
ak-2= 2k+А-З ak, (k=2. 3, ... , n); 

а11 _ 1 (2п+Л- l)=а"(2п+л+ 1)=0. 

Таким образом, так как а11 +О, то 

Л=-(2п+ 1); 

и все коэффициенты с индексами, четность которых отлична 
от четности п, равны нулю. Ни один из коэффициентов 
с неотрицательным индексом, имеющим ту же_ самую четность. 

что и п, и меньшем, чем п, не может обратиться в нуль, 
так как 

k (k-1) 
all-2= 2k-2n-4ak. 

Таким образом, функция W имеет вид 

• ( 11 п(п-1) 11 _ 2+ n(n-1)(n-2)(n-3) х11 _. 4 _ 
а11 х - 4 х 4-8 

n(n-l)(n-2)(n-3)(n-4)(n-5) п-б+ )1 
- 4-8·12 х ". 'j 

Эта функция является решением уравнения 

W" -2xW' +2nW=0. (6.04) 

причем не существует иных многочленов, удовлетворяющих 

этому уравнению. Таким образом, уравнение (6.01) имеет 
решения вида Р (х) e-x'i'l (Р - многочлен) тогда и только 
тогда, когда А.= -(2п + 1), где п- неотрицательное число; 
и это решение с точностью до постоянного множителя имеет 
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вид Нп(х)е:х'/2, где 

.J; ( )- 2п ( ·n _ п (п- 1) п- 2 , 
Пп Х - Х 4 Х -;--

+ n(n-l)(n-2)(n-3) п- 4 _ ) 
4°8 .Х • •• ' (6.05) 

Очевидно, что при х - ± оо функции Н п (х) е-х212 , равно 
как и их производные, экспоненциально убывают. Покажем, 
что если положить 

Ч'п (х) = Н п (х) e-xt/2, 
то при· т =F n 

со 

J Чlт (х) Ч'п (х) dx =О. 
-оо 

В самом деле, в силу (6.01) име~м 

(/)~ ,.._ х2Ч1т = --(2т + l)ipm; 1 
rp: - x2qi п = - (2n + 1) ip п· 

(6.06) 

(6.07) 

(б.08) 

Если умножить первое уравнение (б.08) на Ч'п• а второе -
на Чlm и вычесть, то получим 

qi~qin -ч~;ч~т = 2 (n - т) Ч1тЧ1п· 

Интегрируя по частям на промежутке (- оо, оо), полу
чаем 

со 

J Чlт (х) :Рп (х) dx = 
-~ 

00 

--оо 

r 
= 2(n~m) t [qi~(x)ipn(x)-rp~(x)rpm(x)J:"" -

со . \ 

..:[ [ч~~ (х) qi~ (х) - ip~ (х) ч~;,. (х)] dx J =О. 
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Та1<Им образом, множество вещественных функций f ч~п (х)} 
[п =О, 1, 2, ... ] ортогонально и, если положить 

1 

ф.(х) = ~. (х) /{ _[1~. (x)J" }', (6.09) 

то множество {Фп(х)} ортонормировано. 
Функции {r.рп(х)}. равно как и {Фп(х)}. являются, с точ;. 

ностью до постоянного множителя, своими собственными 

преобразованиями Фурье. Это вытекает из того, что 
а) уравнение (6.01) инвариантно относительно преобра

зования Фурье; 

б) уравнение (6.0 l) имеет для любого Л не более 
одного решения вида Р(х)е-х'12 , где Р(х)-многочлен; 

п 

в) такое решение имеет вид ~ akxke-x'l2; 
1 

г) преобразованием Фурье xke-x•12 является (t :x)k e-x'i2; 

д) (t d~)ke-x'/2 имеет вид Рп(х)е-х'12 , где Р_п(х)-· 
многочлен степени п. (Это может быть проверено с помощью 
математической индукции.) 

Таким образом, преобразование Фурье решения Фп (х) 
уравнения (6.01) имеет вид Q (х) е-х'12 • где Q (х)- много

член, и так как оно удовлетворяет тому же самому уравне

нию (6.0 l ), то оно имеет вид сфп (х). Постоянная с равна 
либо ± 1, либо ± i. Это вытекает из того, что преобразо
вание Фурье имеет период 4. Таким образом, с"Фп (х) = Фп (х). 
Мы подтвердим этот результат в следующих параграфах, где 

функции Фп (х) будут использованы для нового и более 
общего определения преобразования Фурье. 

В этой связи заметим. что мы установили справедли
вость (5.02) для е-х•12 и, следовательно, для произведения 
этой функции на многочлены любого порядка (это может 
быть проверено путем последовательного дифференцирования 

под знаком интеграла). · 
Очевидно, что функции Фп (х), быть может, с точностью 

до знака, совпадают с функциями, которые получаются орто· 

rонализацией последовательности хпе-х'12, п =О; 1, 2, ••• 
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Покажем, ·что многочлены Нп(х) можно зал.ават~. 

венством 

H 11 (x)=(-l)n ех' 
d 11e-X' 

dxn . 
Эти многочлены удовлетворяют уравнению (б.04). 

или, подставляя Нп(х) согласно равенству (6.10), 

Н~ (х) = 2хН" (х)- Нп+t (х). 
Таким образом, 

Нп+t (х) = 2хНп (х) - Н~ (х); 1 
Н~+ 1 (х) = 2Н п (х) + 2хН~ (х) -- н: (х); 
н;+1(х)=4Н~(х)+2хН:(х)-Н;' (х). 

Следовательно, 

н;+1- 2xH~+I + 2(п+ 1)Нп = 

в 

75 

и ра-

(6.10) 

самом 

(6.11) 

(6.12) 

," " 2 4 2 2 ' =-Нп +4хН"+( - х - n)Нп+4пхНп= 

=- :х (н:-2хн~+2пн")+2х(н:-2хf1~+2пн"). (6.13) 

l<роме ТОГО, в силу (6.10) 

и потому 

" ' Но (х)-2хНо(х)+2 · ОН0 (х)=0. 

(6.14) 

(6.15) 

С помощью равенств (6.15) и (6.13) получаем в силу мате· 
матической индукции 

(6.16) 

так что Нп (х) может отличаться пншь постоянным множк• 
тепем от значения, даваемого формупой (6.05). Покажем, что 
выражения (6.05) и (6.10) попностью совпадают. В самом 
деле, с помощью математической индукции из (6.12) и (6.14) 
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вытекает, что старшим членом в Н п (х) является 2" х". а Это 
согласуется с (6.05). 

Мы будем называть многочлены Н" (х) .многочленами 
Эрмита, а функции Фп (х) - функция.ми Эрмита 1). 

§ 7. Производящая функцttя для функций Эрмита 

Из (6.10) вытекает 
dn -х' 

1f1n(X)=(-l)"ex'i2 d:п . (7.01) 

Таким образом, на оси (- оо, оо) имеем 

е-Х'/2·t21.х-л> = еХ'/2е-(Х-1.)2 _• 

= V ex'/l!!:_(-1)" d"e-x' = ~ Л"fп(х).. (7.02) 
~ n! dx" ~ n! 
о u 

Но интегрируя по частям, получаем 

00 00 

} • ( dn+I )2 r ( dn+I ) ( d" ) ех' --- е-х• dx = ех' -- е-х• d - 11 е-х• = 
dxn+I • dxn+I dx 

-·оо -оо 

о:> 

= - -- е-х• d ех' -- е-х• = r ( d" ) ( dn+l ) 
• dx11 dxn+I 
-оо 

= - {~ 2хех' (L е-~) ( dп+i е-х•) dx-
• dxn dxn+I 
-оо 

00 -- r tx'(!!:._e-r') ( d"+ 2 e-x')dx. 
• dxn dхп+2 
-оо 

В силу формул (6.07), (6.10) и (7.01) получаем 
00 

ех' --" е-х• --.-. е-х• dx =о. r ( d" ) ( dn+2 ) 

•· dx dx11 +2 
-оо 

(7.03) 

(7.04) 

1) Ш. Эрмит, cSur un nouveau dёveloppement en sёrie des fon
ctlons», С. R., 58, 93-100 u 266-273; Ш. Эрмит, Собрание сочи
нений, 2, 293-312. Parls, 1908. См. также cSur quelques developpe-' 
ments, en serle de fonctlons de plusleurs varlaЫes», С. R., 60, 370-377, 
432-440, 461-466, 512--518; Р. К уран т и Д. Г и п ь б ер т, Metho
den der mathematlschen Physlk, 1, 76-77, Берпин, 1924. 
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Далее,, в силу (6.11) 

н:(х)= 2Нп(х)+ 2хН~(х)-Н;+• (.х). 
Комбинируя это равенство с' (6. 'f 6), Н~ХОД..Иll 

Н~+1 (Х) =(2п + 2)Нп(Х). 
Подставляя п + 1 вместо п в (6.11 ), имеем 

Н~ • 1 (х) = 2хНп+t (х)-Нп+2(х). 
Комбинируя это равенство с (7 .05), находим 

2xHn+I (х) = Нп+2 (х)+ 2 (п+ l)H.(x). 

ИЛИ, В СИЛУ (6.10) И (7.01), 

2хч~п+I (Х)= Ч'п+?(х)+ 2 (п+ l)<pn(X). 

(7.05) 

Если подставить сюда выражение (7.01) и принять во вни
мание (7.04), то мы получим 

00 

= - 2(п + 1) .{ ех• ( ::. е-х•у dx. 
-оо 

Если подставить это выражение в (7 .03) и учесть соотно
шение (7.04), то получим рекуррентную формулу 

} ':' ( dn+I )2 }~ ( dll )2 
еХ' dxn+ 1 e-.xt dx = 2 (п + 1) ext dx• e-.xt dx, 

-оо -со 

или. в силу (7.01), 
со 00 

-оо -оо 

Так как 
00 00 

f (<po(X))2dx = f e-x"dx = v~. 
-оо -оо 

то по математической индукции имеем 
00 

f. (срп (Х))2 dx = 24 n 1 v~. 
-оо 
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в силу (6.09) 
• 1 

Фп (х) = lfn (x)/[2"n!Jf;J2 
и .по (7.02) 

Но ряд 

~ ).2n 2пу;ё < 00 
~ n! 
о 

сходится по признаку Даламбера, поэтому в силу теоремы 
Рисса - Фишера существует предел· 

N 1 

~i~m..;~ дп [ 2п:: Г Фп(Х). 
о 

Поскольку предел в среднем ря.в.а может отличаться от его 
суммы лишь на множестве меры нуль, то 

00 . 1 

e-x',;+2i.x-1.2,_, ~ лп [ 2п~ ]2 Фп(х). 
о 

Если положить формально 
00 

К(х, у, t)=~tпфп(х)фп(У), (7.06) 
о 

то мы должны иметь 

00 1 

• e-Y'/J+2Лty-Л't•,......, ~ л ntn [ 2п ~ ]2 Фп (у),...., 
о 

00 00 1 

,..., ~ .{ tпфп(УНФп(х)}2 dхЛ" [ 2nt";tJ2" = 
о -оо 

= f К(х, у. t)~лп[ 2п~]~ Фп(х)dх= 
-оо о 

00 

= .{ К (х, у, t) e-x•fZ+'l.Nt:-A' dx, 
-оо 
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то есть 

00 

j' К (х, у, t) ехр { У2 
2 х2 + 2Л (х- yt)-J..2 (1-t2)} dx = 1. 

-.>:> 

(7.07) 

Чтобы решить уравнение (7 .07), естественно попытаться 
искать функцию К(х, у, t) в виде Dexp(Ax2+Bx.v+Cy2), 
rде А, В, С и D зависят от t. Подберем эти функции так, 
чтобы выражение 

-(А-{) x2-Bx.v-(c+-}) у2-2Л(х- yt)+ Л2(1-t2) 
было точным квадратом. Тогда, очевидно, оно примет вид 

( x-yt -Л Yl - t2)2 
v1-t2 •· 

так что 

и 

[ 4xyt - (х2 + у2) (1 + t2) ] 1 
ехр (Ах2+ Вху+ Су2) = ехр 2 (l -t2) • 

Что же касается D, мы имеем 

так что 

и 

00 

-оо 

D=. 1 
V~(l-t2) 

К(х, у, t)= 1 exp[4xyt-(x2+y2)<I+t2)] 
у ~<1-tl) 2 (1-t2) • 
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··нам осталось проверить, что эта функция действительно 
сuвпадает с функцмей К (х, у, t) из (7 .06). Для этого заме
тим, что ~ростой подсчет устанавливает справедливость ра

венств 

дК _ 2yt - х ( 1 + t2) К ( t)· 
дх - l - t 2 х' у, • 

дlК -{[2yt-x(I+t2)J2_ I+t2 }к< 
дх2- ·I-t2 l-t2 х,у,1); 

д2К .. 
дх2 -х2К= 

-{4y2t2-4xyt(l +t2)+x2(l +t2)2-(l-t4)-x2(l-t2)2} 
- (l -t2)2 х 
хк( t)--{4(x2+y2).t2..,....4xyt(I+t2)-(l-t')}K< t) 

х, у. - (l ~t2)2 х, у. . 

Так как это выражение . симметрично по х и у, то 

Кроме того, 

дК 
-2tдг-К= 

д2J<. д2J<. 
дх2 -х2К = ду2 -у2К. 

_К {- 2t [-t- + 2ху (1 -1- t2) _ 2t (х2 + у2) ] _ 1} = 
- 1-·t2 (l-t2)2 (l -t2)2 

{ 4(xz+y2)t2 -4xyt(I +t2)-(l-t4)} 

= (I-t2)2 . К(х. у. t)= 

- д2J<. 2К- д2J<. . 2К 
- дх2--х - ау2 -у . 

Функция К(х, у, t) аналитична по t при JtJ<l для всех 
значений х и у. С помощью математической индукции легко 
проверить, что 

дRJ<. 
дtn = Р(х, у, t) К (х, у, t), 

где Р(х, у, t) является многочленом от х и у с коэффи
циентами, зависящими от t. Таким образом, по теореме Тей
лора 

00 

К(х, у, t)=~Рп(Х, y)tnK(x, у, 0)= 
о 

оо х•+у' 

= ~ Рп (х, у)tпе--2-
о 

(7.08) 



§ 7} ПРОИЗВОДЯЩАЯ ФУН~Я д.1111 ФУНКЦИЙ 9-РМИТА &J 

г.11.е Рп(-Х, у)-много~лен от х и у, степень которого. вообще 
говоря, может ·быть отл.ична от п. Следова_тел~.но, 

1· 
со .t•+y• . 

дК -~ п --- 2t дt .,--. К - ~ -(2п + l)Pn (х, у) t е 2 • (7.09) 
о 

Разложение функции К (х, у, t) по степеням t мажори
руется пр И 1х1 < А, 1у1 < В выражением 

1 [4ABt+(A2 +B2)(l+t2)] ( 7.lO) 
у 1t (1 - t2) ехр 2 (1 - /2) • 

Легко проверить, что при 1t1 < 1 (7 .1 О) может быть разло
жено в сходящийся ряд Тейлора по х и у. Таким образом, 

если Jtl < 1, то ряд (7.08) равномерно сходится во всякой 
конечной комплексной области изменения )( и у. Его можно 
почленно дифференцировать любое число раз 1) по х и у и 
потому 

Таким образом, о силу (7 .09) 

х'+У' 

=(д~2 -у2)(Рп(Х, у)е--2-)= 
х•+у• 

= -(2n + 1)Рп(Х, у)е --2-

В си.1у эквивалентности (6.01) и (6.02) отсюда следует 

_д2Р'! -- 2х дРп + 2nP = д2Рп - 2у дРп + 2nP =О. 
дх2 дх п ду2 ду п 

1) И. И. П р и в а лов. Введение в теорию фу111щий комплекс
ного переменного, М., 1954, стр. 191. 
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Но функции Р" (х, у) являются многочленами от х с коэф
фициентами, зависящими от у, ·и в то же время многочле·· 
нами от у с коэффициентами, зависящими от х. Поэтому из 
проведенного выше исследования многочленов, удовлетво

ряющих уравнению (6.04), выте1<ает, что 

Р" (х, у)= Н" (х) F (у)= Н" (у) О (х), 

где F (у) и О (х) являются функциями, подлежащими опре
делению. Но из полученного равенства следует 

О (х)/Н" (х) = F (у)/Н" (у) 

и общее значение этих двух выражениА не может зависеть 
ни от х, ни от у, следовательно, является постоянноА. По
этому 

и 
СХ1 

К(х. у, t)=~d"t"ф"(x)ф"(y), 
о 

(7 .11) 

Здесь с" и d" зависят лишь от п. 
Чтобы найти коэффициенты d", заметим, что из (7.11) 

вытекает 

и, в частности, 

СХ1 

= ~ d"t" [ф"(0))2• (7.13) 
о 

Но мы знаем, что ф" (О) не обращается в нуль ни для одного 
четного п, а первый ряд в (7 .13) состоит из положительных 
членов четноlt степени. Следовательно, ни одно d" с четным 
индексом не является отрицательным. 
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Кроме того, мы видели, что ·ряд (7.11) можно почлснно 
дифференцирова'JЬ, так что 

= {( 2yt-.x (1 +t2)) ( 2.xt-y (1 +t2>)+-2t_} К(х, 
1-t2 1 - t2 1 - t2 у, t). 

Таким образом, 

00 

~ d tn [Ф' (0)]2 = К (О, О, t)[2t + 2t3 + 2ts + ... J 
о п п 

и, являясь произведением двух рядов с неотрицательными 

коэффициентами. не содержит ни одной степени t с отри
цательным коэффициентом. Следовательно, ф~ (О) не обра-

щается в нуль ни при одном нечетном п, и dn ни при одном 
нечетном п не является отрицательным. Таким образом, 
ни одно dn не является отрицательным и ряд (7.12) содер
жит при О.<;: t < 1 лишь неотрицательные члены. Но тогда 
ряд (7 .12) можно почленно интегрировать в силу признака 
монотонной сходимости и, так как последовательность 1 ф") 
ортонормирована, то 

00 00 

~ dntn = ~ d"tn .! [ф" (х)]2 dx = 
00 

о о -со 

00 1-t 
1 r -х'-= е t+t dx= 

у 1t (l -t2) • 
-со 

у ':' 2 1-t 00 

___ 1_ 1-t } е-х t+tdx=-1 ___ 1_ }' e-Y'dy= 
-1-t 1t(l+t) 1-tyn 

-1..О -со 

00 

- .1 -~ /J 
-i-t-~ 1 • 

о 
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Таким образом, каждое dn· равно 1 и мы доказали, что 

t) _ 1 ех [ 4xyt - (х2 + у2)(1 + t2) ]-
К (х, у. - v~<1-t2) Р 2(l-t2) -

00 

= ~ tпфп (Х) Фп (у). 
о 

(7 .14) 

Мы видели выще, что теория ортонормированных сист~м 
функция двух переменных не отличается, по сути дела, от 
теории ортонормированных систем функция одного пере
менного. Функции Фт (х) Фп (х) от двойного индекса (m, n) 
образуют нормированную систему на плоскости, так как 

оо оа 

J dx J Фт (х) Фп (у) Ф.,. (х) ф. (у) dy = 
-оо -оо 

00 00 

-оо -оо 

{ 1, если т = р.. n = 11; 

= О во всех остальных случаях. 
00 

Пусть /tl < 1. Так как ряд ~/f2n/ сходится, то по теореме 
О. . 

Рисса - Фишера ряд (7 .14) сходится в среднем на плоско
сти (х, у), следовательно, в силу Х41 он сходится в сред

нем к К (х. у. t). Таким образом. 
00 00 п 2 

lim J dx J dy К (х, у. t)-~ tkф11 (х) фk (у) =О. 
п-+оо -оо -..ю О 

00 

Пусть теперь ~в. - сходящийся ряд, и пусть n, - на· 
о 

столько большое число, что 

_[ dx _[ dylK(x. у. 1)~ ~l'ф,(х)ф,(у)/' <•:. 
В силу Х25 наЯд.ется множество s. значения х, мера кото
рого не превосходит в,, такое, что для х, не принадлежа-
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ЩИХ S" ИМ-еем 

"" п. 

J К(х, у. t)-~ t11ф11 (х)ф11 (у) dy < е,. 
-оо о 

Отсюда следует, что вне множества S, + S,+1 + ... = Т,, 
СУ' 

мера которого не превосходит ~ е". имеем 
• 

00 ~ 2 

}~m.., f К(х, у, t)- ~t11ф11 (х)ф11 (у) dy=O, (7.15) 
-<JO 

и так как 
00 

lim ~в"=0, 
' ...... 00 " 

то (7 .15) выполняется всюду, кроме множества меры нуль, -
пересечения всех Т,. Если мы будем рассматривать К (х, у, t) 
как функцию только от у и применим неравенство Бесселя 

к (7.15), то получ~м 

~ tn IФп (х) )2 < оо 
о . 

для почти всех х. Таким образом. ряд t7.14) сходится 
в среднем по у для почти всех х. По предложению Х41' 
если ряд сходится к некоторой функции и сходится в сред
нtм к другой функции, то эти две функции могут отличаться 
друг от друга лишь на множестве меры нуль. Отсюда сле
дует, что почти для всех х функция К (х, у. t), рассмат
риваемая как функция от у, задается формулой 

п 

К(х, у, t)= 1.i.m.~t"ф"(x)ф11 (y). 
п~оо О 

Таким образом, в силу Х47 и теоремы Парсеваля Х52, если 
/ (х) принадлежит Li.. то ПО'IТИ для всех х 

00 00 00 

J /(у)К(х, у, t)dy= ~~Фп(Х) J /(У)~п(у)dу. (7.16) 
-» о -оо ' 
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По неравенству Бecceiliil 

~ \ _[1 ()/) Ф~ (J/) dy ' < _[ 11 (x)I' dx < оо, 
<;:ледовательно, 

~ 1 t" _[ 1 (у) Ф. <1> dy ' < оо 
и по теореме Рисса - Фишера Х46 существует такая функ
ция F (х, t) из L2, что 

со ro 

F (х, t),...., ~ t11ф11 (х) J f (у) ф" (у) dy. (7 .17) 
о _..., 

Применяя снова Х41 к (7 .16) и (7 .17), получаем 
оо со ro 

J /(у)К(х, у. t)dy~ ~t11ф11 (х) J f(y)ф"(y)dy. (7.18) 
-со о -оо 

§ 8. Полнота с:емеАс:тва функций Эрмита 

Мы хотим доказать, основываясь на (7 .18), что если / (х) 
принадлежит ~. то 

00 00 

f (х) _, ~ ф"(х) J /(у) ф" (у) dy, 
о -со 

или. иными словами, доказать следующее утверждение: 

Теорем а 1. Функции Эрмита образуют полную 
ортонормированную систему. 

По Х50, нам для этоrо достаточно установить, что при 

любом в> О для любой ступенчатой функции /, принадле· 
жащей ~. можно найти такие N и t, что 

оо N со 2 

J / (х) - ~ t11ф11 (х) J f (у) ф11 (.У) dy dx < в. 
-оо о -со 
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Соотношение (7 .18) и неравенство .Минковскоrо показывают. 
что зто возможно, если 

ro ro 2 

lim J· /(х)- ff(y)K(x, у, t)dy dx=O. (8.01) 
1-+ 1-0 

-оо -ос 

Мы докажем равенство (8.01) для любой ступенчатой функ.; 
ции f (х). принадлежащей L2, и тем самым завершим дока• 
зательство теоремы 1. 

На любом отрезке [а, Ь], для которого х яв.1яется внут
ренней точкой, имеем 

ь 

lim }0 К(х, y,t)dy= lim у 1 х 
1-+1-0 t-+ 1-0 'lt (l -t2) 

а 

rь [-(yYl+t2- 2x Yl~t2)2 x2(l-t2)] 
Х. ехр 2(l-t2) - 2(l+t2) dy= 

а 

Ь-х у• 

= lim 1 r e- 2(1-t)dy=l. (8.012) 
t-+1-0 -V27t(l-t) • 

а-х 

Ядро К (х, у, t) очевидно неотрицательно. При этом, если 
положить 

то 

I [ <1;2 - т,2) t - е2 "t т,2 (1 + t2) ] 

К(х. у. t)= Jf11:(l-t2) ехр 2(l-t2) = 

1 [ 1;2 (l -t) 112 (1 + t)] 
=Jf11:(1-t2) ехр - 4(l+t) 4(1-t) · (8.ОlЗ) 

С1едовательно, 
lim К(х, у, t)=O 

t-+ 1-0 

равномерно для всех х и у в [а, Ь], для которых 1)1_;_х1 > а. 
Мы можем, таким образом, применить предложение Х56, 
из которого следует, что 

ь 

f(x)= lim J /(у)К(х, у, t)dy, 
1-+l-Oa 
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причем для любой внутренней точки х отрезка (а, bJ. в ко"' 
торой функция f (х) непрерывна, выражение под знаком 
предела ограничено. Так как f (х) является ступенчатой 
функцией, принадлежащей ~. то она обращается в нуль 
для достаточно больших значений аргумента, следовательно, 
имеет лишь конечное число точ·ек разрыва. Таким образом, 

f (х)= lim J /(у)К(х, у, t)dy 
t-+ 1-0 

-оо. 

в каждой точке непрерывности, поскольку а и·- Ь можно 
выбрать настолько большим•~, чтобы функция f (х) обра
шалась в нуль вне отрезка (а, Ь); Выражение 

f ! (у)К(х, у, t)dy 
-оо 

ограничено в · любой области вида а< х < ~. О < t < 1, 
где а и ~ конечны. Таким образом, в любой конечной 
области изменения 

00 

/(х)= lim . J /(у)К(х, у, t)dy. 
t-+ 1-0 _ _,, 

(8.02) 

Мы покажем теперь, что если функция f (х) отлична от 
нуля лишь при lxl <А, то равенство (8.02) выполняется 
на промежутках (- оо, - 2А) и (2А. оо). В Этих проме
жутках доказываемое соотношение (8.02) принимает .вид 

00 

lim J /(у)К(х, у. t)dy=O. 
t-+ 1-0 

(8.025) 
-оо 

Но на указанных промежутках в силу (8.013) имеем 
ro 

.f / (у)К(х, у, t)dy < 
-ао 

r 1 [ (xf2)• (1 - t) .. л2 (1 + t) ] 
~_.СХ) l/(y)ldy r~(l-t2) ехр 4(1+t) - 4(1-t) . 

(8.03) 
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так как если /(у)+ О, то 

le/ = lx+yl>l~/-A:>/x/-lx//2=/x//2; 
/Тj/ = /х-у/:;;,:.А. 

Правая часть выражения (8.03) имеет вид 

ф (t) qi (t) e-X'[cp(tJJ•, 

8~-, 

где [ф(t) )2qi(t) стремится к нулю, когда t-1-0. Таким 
образом, 

[_lA + 
2
[.] _[ / (у)К(х, .У· t)dy 

2 
dx <,: 

<,: [ф (/))2 J [qi (t)]2 е-Х' (ер 1111• dx <,: coпst [ф (t)]2 qi (t). 
-оо 

Отсюда вытекает (8.025). Таким образом, (8.02) выполняется 
на промежутках (-оо, -2А), (-2А. 2А) и (2А, оо), или, 
что то же самое, на всей оси (-оо, оо). Но это, очевидно, 
эквивалентно (8.01), что, как мы видели выше, эквивалентно 
подлежащей доказательству теореме 1. 

Если / (х) принадлежит ~. то из (7.14) следует 

00 
1 r ех [- 4ixyt--: (х2 + у2) (1 - t2)] d -

f11:(l+t2). /(у) р 2(1+t2) У-
-оо 

00 

= .r / (у)К(х. у. - it)dy = 
-оо 

N оо 

= ~~00 ~ (- lt)" ф" (х) .{ /(у) ф" (y)dy. (8.04) 
о -оо 

В силу неравенства Бесселя 

00 ('() 2 001 "" 2 

оо>·~ _!f(у)фп(у)dу = f (-1)"_! /(у)ф"(у)dу • 
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Таким образом, по теореме Рисса - Фишера существует 
такая функция g (х), принадлежащая L2, что 

00 00 

g (х) _, ~ (- i)n Фп (х) J /(у) Фп (у) dy. 
о -оо 

Так. как множество {ФпJ полно или замкнуто, мы имеем 

00 ('() 

/ (х) ,_, ~ Фп (х) J /(у) Фп (у) dy. 
о -со 

Применяя дважды теорему Гурвица - Парсеваля, получаем 

со оо ·оо 2 no 

J lg(x)l 2 dx= ~ ~ /(у)~п(.У)dу = J lf(x)l 2 dx. 
-оо О -Ф -оо 

(8.05) 
Эта теорема показывает, что при О<;: t < 1 

00 

00 2 

х ) . f ( ) [ - 4ixyt - (х2 + у2) (1 - t2) ] d d _ 
у ехр 2 (l + 12) .У х -

-оо 

00 00 2 

= ~ (1 -tn) .! / (у)фп(.У)dу ·• 
о -оо 

Отсюда и из (8.05) получаем 

- r 1 lim g(x)- Х 
l-+l-0 • f7t(l+t2) 

-оо 

00 

. х r f ( ) [- 4lxyt - (х2 + у2) (1 - t2)] d d / •. х ехр 2(l+t2) .У х..,,,.. 
-оо 
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Так как ряд (8.05) сходится, Т() отсюда следует 

1 
g(x) = 1.1.m. Х 

t-+1-0 Yп<t+t2) 
()() 

х ! ! ( ) [-4txyt- (х2 +у') (1 - t2)] d (8.06). 
у ехр 2 (1 + t2) у. 

-оо 

§ 9. Преобразование Фурье 

Мы хотим теперь упростить определение функции, зада
ваемое равенством (8.06). Если f (х) = Af (х) и функция/ (х) 
финитна, то есть обращается в О при больших значениях 
аргумента, то интеграл (8.06) берется по конечному проме
жутку. Когда t-+ 1, подынтегральная функция мажори
руется выражением вида с 1 /(у) 1 и почти всюду стремится 
к f (у) e-txy. Таким образом, для таких функций 

()() 

g(x)= ,r~- {f(y)e-txydy. 
r 2-л; • 

-uo 

(9.01) 

Пусть теперь / (х) - любая функция из ~· Применим 
к. f (х) - Af (х) линейное преобразование, даваемое (8.06). 
В силу (9.01) в результате этого получим функцию 

А 

g (х) - "/ J f (у) e-txy dy, 
r 2-л; -А 

и в силу (8.05) получаем 

ro А 2 r g(x)--1- {f(y)e-txYdy dx= . ~· -оо -А 

, []'+ j]i /(x)l2 dx. 
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00 

Так как интеграл J 1 / (х) /2 dx сходится, то 
-со 

оо А t 

)~m,,,,_.[ g(x)- / 2'1t_[f(y)e-txydy dx=O (9.02) 

или 
А 

g•(X)=l.l.m 1 {f(y)e-ixYdy--
A-+ .х> Y2'1t • 

-А 

со 
00 

,_, ~ (- l)" Фп (х) f f (у) ф" (у) dy. (9.03) 
о -,~) 

Очевидно. что 

со 1r~ 

J g (х) ф" (х) dx = (-1)" J /(у) ф" (у) dy 
-оо 

00 00 

/ (Х) ,.._, ~ l"ф" (х) J g (у) ф" (у) dy. 
u _.., 

Если в (8.04) замен11ть / (х) на g (х) и l на - l. то 
получим 

00 ер 

~ (lt)" ф" (х) .{ g (у) ф" (у) dy = 
о -оо 

•'9 · } r . [4ixyt-(x2+y2)(1-fZ)l 
=· V 'lt (1 + t2) . g (у) ехр 2 ( 1 + t 2) dy _..., 

и рассуждения, в .точности .совпадающие с прове.денными 

выше для вывода (8,06), показывают, что 
с>О 

1 (х) = l.i.m. rl r g(y) х 
t-+1-0 i;(l +t2) . _.,., 

[ 4ixyt- (х2 + у2) (1 - /2) J 
Х ехр 2(1 +12) dy. (9.04) 
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!lодобно тому как (9.03) вытекает иэ (8.06), из (9.04) 
вытекает, что 

А 

1 (х) = l.i.m .• ~- r g (у) etxy dy. 
А-+..;.; f 211: • 

-А 

(9.05) 

Комбинируя (9.03), (8.05) и (9.05), получаем следующее 

утверждение: 

Теорем а 2 (теорема Планшереля). Если функ

ция / (х) принадлежит L2 на промежутке (- оо, оо ), 
то функция 

А 

g(X)=\.i.m . .} r f(y)e-IXYdy 
А-+"-' f 211: _'А 

(9.06) 

называется преобразованием Фурье функции / (х). суще
ствует и принадлежит ~· При атом 

и 
А 

;/(x)=l.i.m .• / {g(y)etxvdy. 
А-+оо f 211: • 

-А 

По неравенству Шварца из (9.02) вытекает 

х х А 

(8.05) 

lim J g(x)dx - .~ {dx {! (y)e-lxy dy =О. 
А-+оо · f 211: • • 

О О -А 

Следовательно, в силу Х24 

Jl 00 Jl rg(x)dx= .~ {t(y)dy {e- 1XYdx= 
• f 21t • • 
о -СХ> о 

ОС) 

l r l-e-txy = у 211: • / (у) iy dy, 
-ОС) 
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и. по Х13, почти всюду имеем 
00 

1 d J 1-e-lxy 
g(x)= ,r- - /(у) . dy. 

r 211: dx iy 
-оо 

(9.07) 

Точно так же почти всюду 
00 

1 d r elxy~ 1 
/(х)= ,r- - g(y) ; dy. 

r 211: dx • iy 
-оо 

(9.08) 

Если функц~;я / (х) четная, то (9.07) и (9.08) сводятся к 

и 

00 ( ) V2 d r 1 ( ) sin ху d g х = -- у -- у 
· '/С dx • у 

о 

00 

/(х)=_Г2 _dd {g(y) sinxy dy. 
у '/С х. у 

о 

Если же / (х)- нечетная функция, то их надо заменить 
равенствами 

00 

ig(x) = v: d~ .{/(у) 1-~os ху dy 
о 

и 
00 

1 (х) = -r 2 _!!.._ r lg (у) 1 - cos ху dy. JI '/С dx , у 
о 

Мы получили формулы, впервые доказанные Планшерелем. 
В четном случае g (х) и / (х) называются косинус-преобразо
ваниями друг друга, а в нечетном случае - ig (х) и / (х) 
называются синус-преобразованиями друг друга. 

Метод доказательства теоремы Планшереля, приведен
ный в зтоlt главе, существенно отличается от первоначально 

примененного Планшерелем 1). Другое доказательство дано 
Титчмаршем 2), Риссом з) и автором 4). Метод, использован-

1) Планшерель (1). 
2) Тит ч марш (1). 
8) Ф. Рис с [2j. 
4) Винер [lj. 
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ный здесь, основан на предложении Кемпбелла 1) и со
держит рассуждение, касающееся абелевского суммирования 
разпожений по многочл~нам Эрмита, тесно связанное с ис
следованиями Мюнтца 2). В некотором отношении подобное 
изучение разпожений по многочленам Эрмита можно найти 
в более ранней работе автора 3). 

Метод, в точности сходный с использованным для 

вывода Х52 из Х51 , позволяет получить из теоремы 2 сле
дующий результат: 

Те о.рем а 3 (теорема Парсеваля для интеграла 
Фурье). Если g1 (х) является преобразованием Фурье f 1 (х) 
и g2 (х)- преобразованием Фурье / 2 (х), то 

оо ro 

J g 1 (х) К2 (х) dx = J /1 (х) / 2 (х) dx. 
-со -оо 

Следовательно, l(,al(, в Х61 • 

со 00 

-оо -оо 

00 00 

00 00 
(9.09) 

J g 1 (х) g2 (х) elyx dx = J /1 (х) / 2 (у- х) dx. 
-оо -оо 

В силу (9.09) преобразование Фурье произведения дВ}Х 
функций / 1 и / 2 равно свертке 

00 

-со 

1) Кемпбелл и Фос:rер. (1). 
2) См. Мю н т ц «Ober die Potenzsummatlon der Entwlckelung 

nach Hermlteschen Polynomeш~. 31 (1930), 350. Выражение К в фор
муле (7.06) встречалось уже в работе Мелера, Journ. flir Math., 66 
(1866), 174. 

3) Вине р (3). 
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их преобразований Фурье, умноженной на 1/~. Из Х41 
вытекает,. что если / 1 (х)/2 (х) принадлежи.т L2, то это 
утверждение справедливо не только формально, но и факти· 
чески. В callOJI. деле, в силу Х41 равенство 

со А 

J /1(x)/2 (x)e-1YXdx=l.l.m. J j 1(x)/2(x)e-lYxdx 
-оо А-+оо -А 

справедливо почти всюду, если интеграл в левой части этого 

равенства сходится для почти всех у и существует предел 

в правой части, а это имеет место, поскольку /1 (х)/2 (х) 
принадлежит ~-
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ОБЩАЯ Т АУБЕРОВА ТЕОРЕМА 

§ 10. Формулировка общ.ей тауберовой теоремы 

В главе 1 мы изучили функции на оси (- оо, оо), 
принадлежащие пространству L2• В этой главе мы будем 
в основном изучать функции /(х) на оси(--ос, оо), принад
лежащие пространству L1• Если / (х)- такая функция, то 

00 

g (и)= у~.,. J / (х) е-iих dx 
-09 

существует при любом и. Функция g (и) ограничена, так как 

00 

lg(u>I< f~7t J lf(x)ldx. 
-ао 

Покажем, что эта функция равномерно непрерывна. В самом 
деле, 

00 

jg(u+e)-g(u)I == ~/ 
t' 27t 

J f(x)e-iuz(e-ix•- t)dx < 

-оо 

00 

< f~7t .{ l/(x)12\ sin ~е \ dx < 
-оо 

., ~·}r~7t [ ]А+.!] 21/ (x)ld.t+ ;:п ./11 (x)ldx. 
-ао А -А 
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Выберем А настолько большим, чтобы 

у~ [_[ + /] 21/(x)ldx < '1/2. 

Выберем, далее, настолько малое Е >О, чтобы 
А 

Тогда 

~;А r lf (x)/dx < '1//2. 
'2-n; • 

-А 

/g(u.+e)-g(и)I <"1· 

[гл. 11 

Мы будем называть g (и) преобразованием Фурье f (х). 
Преобразование Фурье функции из пространства L1 опре
делено для любого вещественного значения аргумента, 
а не только почти для всех вещественных значений аргу

мента, как для функций из 1..,2• 

Рассмотрим подпространство М1 в Lp состоящее из всех 
непрерывных функций f (х), для которых при некотором 
положительном а и вещественном Ь имеем 

00 

~ max l/{x)j <оо. 
n==-oo па+Ь <;х<;(п+1) а+Ь 

(10.01) 

Очевидно, что если (10.01) справедливо для некоторого по
ложительного Числа а и вещественного числа Ь, то оно 
справедливо для любого другого положительного а1 и в~
щественного Ь1 • Это вытекает из того, что если [а1/а] = v. 
то ни один из отрезков вида 

(па1 + Ь1 , (п+ 1) а1 + Ь1) 

не пересекается более чем с У+ 2 отрезками вида 

(та+ь. (т+ l)а+Ь). 
Таким образом, 

00 

1 ~ ~-- ~ max //(х)/. 
'V+2 na+6<x<(n+1)a+ь 

п=-оо 

(10.02) 
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Точно так же, если [а/а1 ] = р.. то 
00 

~ max 1 / (x)I:;::., 
па+Ь<х<(n+l)а+Ь n=-oo 

00 

99 

1 ~ >-- ~ max l/(x)j. 
/L + 2 па,+ь, <х< (n+l)a1 +Ь1 n=-oo 

Итак, не ограничивая общности, можно положить в опреде" 
пении класса М1 а= 1, Ь=О и заменить (10.01) нера· 
венством 

00 

~ max l/(x)j <со. 
n=-oon<x<n+l 

Каждая из функций класса М1 принадлежит L1 и. следо-
11ательно, имеет ограниченное равномерно непрерывное преоб
разование Фурье. 

Мы посвятим эту главу доказательству следующих двух 

теорем, или, точнее, вариантов одной теоремы, которую 

будем называть общей тауберовой теоремой. 
Теорем а 4. Пусть К1 - функция из пространства L1; 

преобразование Фурье которой не обращается в нуль 

ни в одной точке оси (-со, оо). Пусть К2 (х) принадле
жит L1, а функция / (х) ограничена на промежутке 
(-оо, оо). Если 

•оо 00 

lim J К1 (х -у)/ (у) dy =А J К1 (x)dx, (10.03) 
х-. 00 

-оо -оо 

то 
00 00 

lim J K2(x-y)f(y)dy=A J K2(x)dx. (10.04) 
х ... 00 -оо -с/) 

С другой стороньt, пусть К1 (х)- функция из L1, преоб
разование Фурье которой имеет вещественньtй нуль. 
То?да найдется ограниченная функция / (х) и функция 
К2 (х), принадлежащая L1, такие, что (10.03) вwпол-
няется, а (10.04) не имеет. места. · 

Теорем а 5. Пусть К1 (х) - функция из простран
ства М1 , преобразование Фурье которой не обращается 
в н9ль ни в одной точflе,оси (-со, оо). Лусть,К2 (х) принад
лежит М1 • Если 'функция g{x) имеет ограни~tенно1 
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полное изменение на каждqм конеrtном промежутке и 

если 
n·~ 1 

f ldg(x>I (10.05) 
п 

огран11rtено на - оо < п < оо. то из 
00 00 

lim J K1(x-y)dg(y)=A J K 1(x)dx (10.06) 
.r-+ 00 

-оо -~ 

вытекает 

lim J K2 (x~y)dg(y)=A J K2 (x)dx. (10.07) 
r -+..о 

-оо -оо 

С другой сторон.ы. пусть К1 (х)- функция из м" преоб
разование Фурье которой имеет вещественный нуль. 

Тогда найдется функция g (х). имеющая ограниrtенное 
полное изменение на каждом конеrtном промежутке, 
для которой (10.05) ограниrtено, и функция К2 (х), при
надлежащая М1 • такие, что (10.06) имеет .место, 
а ( 10.07) не выполн.яется. 

Вторые утверждения в теоремах 4 и 5 почти тривиальны. 
Пусть 

со 

1 r к. (х) е-lи.х dx =о.~ 
v21t • 

-оо 

Тогда нетрудно найти функцию К2 • принадлежащую Ml' 
а следовательно, и Lp для которой 

"° 
v~1t . ! К2 (Х) е-lи.х dx = / =F о .. 

В качестве такой функции можно выбрать, например, e-J(lfl. 

Если положить 
f (х) = е111.х, g(x) = е 1и.х11и0, 

то ( 10.03) и (10.06) выполняются при А= о. в ТО время как 
~"'-1 ,.1.) 

J К2 (х - у)/ (у) dy = J К2 (х - у) dg (у)= е1и.х1 у2;,. 
-оо -оо 
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сл~довательно, не имеет никакого конечного предела. Функ
ция f (х) очевидно ограничена, так как 

n+I n+I 

J Jdg (x)J = J Je1u0xJdx = 1. 
п п 

Лля того чтобы доказать первые утверждения теорем 
4 и 5, введем понятие расширения KJ)acca Е в L1 или М1 • 

Пусть Е - нласс фуннций в L1• Назовем L1-расши
рением нласса Е нласс в (Е) всех фуннций К2 (х), принад
лежащих L1, таних, что если (10.03) выполняется дл:Я 
неноторой ограниченной фуннции f (х) и для всех фунн
ций К1 (х). принадлежащих Е, то выполняется и (10.04). 
Аналогично для М1 , в' (Е)-расширением множества Е 
называется класс всех фуннций К2 (х), принадлежащих М1 , 
таких, что если (10.06) выполняется для неното
рой фуннции g (х), имеющей ограниченное полное изме

нение на наждом нонечном про.межутне, и таной, что 
(10.05) ограничено, и для любой фуню,ии К1 (х), принад
лежащей Е, то выполняется (10.07). Первые утверждения 
теорем 4 и 5 являются частными случаями более обоих 
теорем: 

Теорем а 6. Если Е - нласс фуннций из L1, тано/J, 
что пpti люб ом вещественном значении аргумента преоб
разование Фурье хотя бы одной из фуннций множества Е 
отлично от нуля, то 

е:(Е) :::= L1• 

Теорем а 7. Если t- нласс фуннций из MI' тано/J, 
что при любом вещественном значении аргумента преоб
разование Фурье хотя бы одноа фуннции из Е отлично 
от нуля, то 

в' (Е) == М1 • 

Лля доказательства этих теорем нам понадобятся 
несколько лемм. Следующие леммы почти очевидны и мы 
не даем их доказательства. В· формулировках атих лемм. 
за иснлючением особо оговоренных случаев, предпола
гается, что если лемма насается в, то рассматри

ваемые фуннции nринадлежаm нлассу · L1, а если лемма 
касается в', то фуннции принадлежат М1• 



102 О&ЩЛЯ ТАУБJ!РОВА ТЕОРЕМА 

Л е мм а 61• е (е (Е)) == е (Е). 
Лемма 71• е'(е'(Е))=е'(Е). 

[r л. 11 

Л е м м а 62• Если К (х) и Q (х) принадлежат Е, то 
К (х) + Q (х) принадлежит е (Е). 

Лемма 72• Если К(х) и. Q(x} принадлежат Е, то 
К (х)+ Q (х) принадлежит е' (Е). 

Л ем м а 63• Если А - постоянная и К (х) принадле
жит Е, то АК(х) принадлежит е(Е). 

Лемм а 7 3• Если А - постоянная и К (х) принадле
жит Е, то АК (х) принадлежит е' (~). 

Лемм а 64• Если а - вещественное постоянное и К (х) 
принадлежит Е, то К (х +а) принадлежит е (~). 

Лемма 74• Если а-вещественное постоянное и К(х) 
принадлежит Е, то К(х+а) принадлежит е'(~). 

Л е м м а 65• Ее ли К (х) принадлежит Е и Q (х) принад
лежит L1, то 

00 

J К(х-е> Q(e)de (10.08) 
-оо 

принадлежит е (~). 
Чтобы доказать эту лемму, заметим сначала, что функция 

00 

-оо 

принадлежит L1, поскольку 

"'"[ _[ K(x-e)Q(e)def dx-< _[1кcx)jdx _[ IQ<e>lde. 
(10.09) 

Далее, из (10.03) вытекает 
00 00 

J Q(e)de lim J к1 (х-е-у)/ (у) dy= 
х-+оо 

-оо -оо 

00 00 

-оо -оо 

cn оо 

=А J dx J K(x-e)Q(e)de, (10.10) 
-QQ -оо 
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причем эти интегралы абсолютно сходятся. Кроме того, так 
как функция / ограничена и К принадлежит L1, то интеrра,11 

QO 

f K1(x-e-y)/(y)dy (10.11) 

ограничен. Следовательно, в силу признака мажорированной 
сходимости и абсолютной сходимости интегралов 

00 00 

f Q(e)de нm f K(x-e-y)f(y)dy= 
X-+CIO 

-оо -оо 

00 QO 

= нm f Q(e)de f K(x-e-y)f(y)dy= 
х-+оо 

-оо -оо 

QO QO 

= lim J / (y)dy J K(x-e-y)Q(e)de. (10.12) 
Х-+ оо 

-оо -оо 

I<омбинируя (10.10) и (10.12), убеждаемся в том, что для 
функции 

00 

-оо 

выполняется соотношение (10.04). 
Лемм а 7 5• Пусть Е является подмножеством М1 

и К (х) принадлежит Е. Если Q(x) принадлежит про
странству L1 (но не обязательно М~). то (10.08) принад
дежит е' (Е). 

Для доказат.ельства заметим, что (10.08) принадлежит М1, 
поскольку в силу Х18 эта функция непрерывна и 
00 00 

~ max J K(x-e)Q(e)de <: 
_00 п.;;;х.;;;п+l _ 00 

QO 00 

<: J jQ(~)lde~ max IK(x-e>I< 
_ 00 _ 00 п .;;;·х.;;; n+l 

00 00 

<:2 J IQ(e)/de~ max \К(х)/, (10.13) 
_ 00 .-оо п .;;;х.;;; n+l 
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как о (10.12). Формула (10.10) остается справедливой с соот
ветствующими изменениями и ·вместо ( 10.11) мы имеем 

[ _[ к1 (х -e-y)dg(.Y) < 
оо n+l у 

<~ f IK, (x~e-y)ld J /dg(z>I-<. 
-ооп о 

n+l оо 

< lim sup J /dg(y)j~ max 1 К1 (х-е-у)/-<. 
-оо < п < оо п _00 п.;;у.;;п+1 

n+I оо 

< 2 lim sup J /dg (у)/~ max /К1 (x)I. 
-оо < п <оо п<;х.;; n+I 

п -оо 

(10.14) 

Следовательно, в силу признака мажорированной сходимости 
00 

f Q(E)de lim J K(x-e-y)dg(y)= 
х~оо 

-vo -(,Х) 

00 00 

= lim J Q(e)de f к (х -е- y)dg(y). 
х-+ 00 

(10.15) 
-оо -со 

Этот интеграл абсолютно сходится и из (10.15) вытекает 
(см. Х38). что 

"" 00 

lim J dg(y) J К(х-е-у) Q(E)de = 
~-+ 00 

-...о -оо 

00 00 

=А f dx f K(x-e)Q(e)de. (10.16) 
-IJO -оо 

Комбинируя это равенство с формулой (10.10), в котороR 
/ (y)dy зам~нено dg(y), и обозначая выражение (10.08) 
через К2 (х), получаем ( 10.07). 

Лемм а 66. Если К2 (х) принадлежит L1, а /К\п> (х)} -
последовательность та1Сих фун1Сций из Е, что 

00 

lim J 1 K 2 (x)-K\nJ(x)!dx=0, 
n-+ оо 

-оо. 

то К2 (х) ·.ff/NlNад.дежит ё (Е). 
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Для доказательства заметим сначала, что если функция 
/ (х) ограничена, то равнqмерно по х 

00 

\im J (К2 (х-у)-К_\"> (x-y)l f (y)dy= О, (10.17) 
fJ-+ 00 . 

-оо 

и 
00 

lim J (K2 (x)-K\"'(x)jdx=0. 
п+оо 

-оо 

(10.18) 

Из (10.17) вытекает, что 
00 

00 

- lim lim J К\"> (х - у)/ (у) dy = 
/l~OOX.+00 

-оо 

00 «> 

= lim А J K\"1(x)dx=A J K2 (x)dx. (10.19) 
п+ оо 

-оо -оо 

Аналогично доказывается, что 

00 00 

lim J K2(x-y)/(y)dy=A J K2 (x)dx. (10.20) 
х+оо -оо -оо 

Но равенства (10.19) и (10.20) в совокупности 9квивалентны 
(10.04), а потому лемма 66 доказана. Точно так же имеем: 

Лемм а 7 6• Если К 2 (х) принадлежит М1 , а {К\"> (х)} -
последовательность таких функций из :Е, что 

00 

lim ~ max / К2 (x)-Ki"> (х) 1 =О, (10.21) 
п + оо 11=-оо 11<х<11+1 

то К2 (х) принадлежит е' (~). 
Оценка, аналогичная проведенной в (10.14), показывает, что 

00 

J К\"> (х - у) dg (у) - J К2 (х - у) dg (у) ~ 
-оо -оо 

n+l оо 

~21imsupJ ·ldg(y)I ~ max 1Jd">(x)-K2(x)/. ~ n<.x<;n+l 
11 1"!'00 
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n+l 

В силу (10.21), если интеграл J ldg(y)j ограничен, то рав· 
п 

номерно по х 

00 00 

f K 2(x-y)dg(y)= lim. f K~п>(x-y)dg(y). 
п-+ 00 

-оо -оо 

Формула (10.18) доказывается так же, как и ранее, и рас
суждения, подобные приведшим нас к (10.19), показывают, что 

00 00 

lim J. K2 (x-y)dg(y)= lim J K 2(x-y)dg(y)= 
х+оо х+оо 

-оо -со 

00 

Здесь при п-+ оо 

00 00 

lim f IОп> (х - у) dg (у)-+ lim f К2 (х- у) dg (у), (10.22) 
х+.оо х+оо 

-со -со 

и из (10.18) вытекает, что 
00 00 

А f К!п> (х) dx-+ А f К2 (х) dx. (10.23) 
-оо 

Комбинируя (10.22) и (10.23), мы получаем требуемый ре· 
зультат. 

§ 11. Леммы о функциях с финитными 
преобразованиями Фурье 

Лемм а 67• Пусть f (х) - непрерывная функция, опре
деленная на оси (- оо, оо) и обращающаяся в нуль на 
про.меЖутках (- оо, - Тr+ в) и (1t-·в, оо). Пусть 

00 

g(и)= Jf~п J /(x)e- 1"xdx. 
-оо 

(11.01) 
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Тогда следующие три утверждения аквивалентнw: 
00 

1) ~ jg(n)I < оо; 
-оо 

00 

2) ~ . max jg (и)I < оо; 
-оо n.;;;u.;;n+t 

00 

3) J lg(и)jdи<oo. 
-оо 

Очевидно, что из 2) вытекает 1) и 3). Нам надо дока
зать, что из 1) вытекает 2) и из 3) вытекает 2). Пусть 

( 

1 (jxj-<:тc-e); 

'lt-lxl 
tf(X)= Е (тс-е-<:lхl-<:тс); 

О (те -<:lx 1>· 

(11.015) 

Преобразование Фурье функции <р (х) равно 
00 00 

-{2 r у-2 r dsinux - cp(x)cosиxdx= - <р(х) = 
'/t. '/t. и 

о о 

00 " _ .r21· sinux '( )d _.r2 J sinux d _ --v -; -u-<p Х X-v ~ --US Х-
о "_, 

= • r 2 COS ('1t-E)U-COS 'ltU • v 7С u2E 

Таким образом, преобразованием Фурье <р (х) e-tvx является 
00 

1 r<p(X)e-l(u+v)XdX= 
'V2'1t • 

-оо 

= • r 2 COS ('lt- E){U+tr)-COS 7t(U +v} • (11.02) 
V n (и+v)2е 

Для нас .существенно пишь то обстоятельство, что выраже· 
пне (11.02) мажорируется в~ражением 

А 
В+(и+v)2 • 

Отсюда непосредственно вытекает, что коэффициенты Фурье 
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функции <р (х) e-ivx на отрезке (- 'lt, 'lt) ·мажорируются вЫра-
жением 

А 

В+(и+n)2' 

где А и В- положительные чиtла. Так как в силу (11.015) 
и обращения j(x) в нуль вве (-'lt+в. 'lt-в) 

00 00 

1 {f(x)e-'uxdx= 1 jJ(x)r.p(x)e-luxdx, 
У2'11: • У2'11: 

-оо -оо 

то из ( 11.01) вытекает, что найдутся положительные числа 
А и. В, для к~торых 

00 

~ AI g(n) 1 
g(u)-<.~ В+<и+п)2 • 

-оо 

Отсюда следует существование таких положительных чисел 
А и В, что 

00 

~ А 1К(п)1 
max /g(u)/-<. В+( + )2 • 

т<:и<:т+ 1 т п 
-оо 

Следовательно, 
щ 00 00 

~ 1 ~ ~ Alg(n)I 
max /g(u) <. ~ · в+< + )2= 

n.;;;u<;n+I т п 
-~ m==-oon=-oo 

00 . 00 

= ~ /g(n)/ ~ 
n=-oo m1==-oo 

Но 
00 

А 
--. ..,,..2 =coпst 
в+т, 

g(u) = 1 J j(x)cp(x)e- 1иxdx= 
У2'11: 

-..о 

w 00 

~ /g(n)/ 
-w 

(11.03) 

_ _!_ j /( )d j' cos(7t-E)(u+v)-cosit(u+v) lvxd 
- '11: х х (и + v)2 Е . е v 

-оо -оо 

и потому 
00 

g(и)-<. J в+<1-у)а lc~v)_/dv. _..., 
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Таким образом. существуют ~акие положительные числа А 
И 8, ЧТО 

00 

max /g(и)/~ J в+<А _ )1 /g(v)ldv, 
m.;;u.;;;m+I т V 

-оо 

и 

,А) li.IO 00 

~ max /g(и)/ < ,..., J в+/_ )1 /g(v)ldv= ~ m.;;u<;;m+l ~ т V 
-оо -со -оо 

ш ill 00 

= ./ lg(v)ldv ~ B+(~-v)2 <const J lg(t1)ldv. 
-оо -оо 

(11.04) 
Из формул (11.03) и (11.04) вытекает лемма 67• 

. Л е м м а 68• Если функция f (х) принадлежит классу 
L1 11 ее преобразованием Фурье является g(и), то функция 

00 

(11.05) 

принадлежит L1 и ее преобразование Фурье имеет вид 

(1 - l:l)g(и), если lиl~a; О, если lиl >а. (11.06) 

Доказательство того, что (11.05) принадл~жит L1, проводится 
так же, как для (10.09). Кроме того, меняя порядок инте
грирования в абсолютно сходящемся интеграле, имеем 

00 00 

__ l _ ! f ( ) -tux d _!_ ! 1- cos аЕ -tuxE ,,,,,_ - ~r- х е х -t:JI е "'"" 
, 211: 11: --

-1,,)() -оо 

Поэтому в силу (5.08) преобразование Фурье АЛЯ f (х) за
дается формулой (11.06). Заменяя (10.09) на (10.13), полу• 
чаем следующее утверждение: 
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Лемм а 78• Если f (х) принадлежит М1, то (11.05) 
принадлежит М1 • 

Докажем теперь следующее предложение: 
Лемм а 69• Если f (х) принадлежит L1, то 

00 00 

lim J f(x)-! ft<x-e) l-ce~sae de dx=O. (11.07) 
а-+оо 21; а 

-оо -оо 

Рассмотрим сначала частный случая, когда· функция f (х) 
равна 1 на промежутке (а., ~) и нулю вне его. Здесь 

00 

~ ! ! (х - е) 1-ace~s а; de = 
-оо 

х-~ а(х-~) 

1 ! 1 - cos ае dt ·-- ! ! 1 - cos у d = -;- ае2 <i 21; у2 у • 
X-rJ a(X-rJ) 

Е .- 1 ( r.i ели а-+- оо, то этот интеграл стремится к- 2 sgn х - t' )-

1 - 2 sgn (х - а.), причем значения этого интеграла ограничены 

в совокупности в любой области вида 1 <.а < оо, х1 < 
< х-< х2 • где х1 и х2 - конечны. Следовательно, если 
A>la./, А>!~/. то 

[ j~ + JA] ~х .! f(x-~) 1-~~sae de = 
2А -оо -оо 

а(Х-~) 

! 1-cosy d < 
у2 у . 

а(х-11) 

00 r 2аА 2 <, а2(у-А)2 dy<o:· 
А 

Отсюда следует, что (11.07) выполняется для функций f (х) 
рассматриваемого вида,. а следовательно, и для всех ступен

чатых функция. В силу Х16, если f (х) принадлежит L1 и 
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е > О, то существует такая ступенчатая функция / 1 (х), что 

00 

J 1/ (х)- / 1 (x)ldx <в. (11.073) 
-оо 

Следовательно, 

Cf} 00 r _!_ r 1 (х - Е) 1 - cos ае de -
• & • ае2 

-со -со 

00 

- ~ ,{ f 1 (х - Е) l -:e~s а; dE dx <;: 
-оо 

со 00 r 1 r 1-cosae <;:, lf(x)-/1(x)ldx-;, ае2 dЕ<в. (11.077) 
-оо -оо 

Таким образом, так как (11.07) справедливо для всех сту· 
пенчатых функций / 1, то в силу (11.073) и (11.077) 

00 00 - r 1 r 1-rosa; lim f (х) - - f (х - Е) ~2 dE dx < 2в, 
а~оо • 1t • а" 

-оо -оо 

что возможно лишь в том случае, коrда (11.07) справедливо 
для всех функций f (х). 

Другой леммой тоrо же самоrо типа является 
Л е ._ м а 7 9• Если фун.иция f (х) принадлежит илассу 

м1' то 

00 

lim ~ max 
а-+оо n<x<:n+1 

п=-оо 

00 

! (х)- ~ .f / (х-Е) l -a~~s ае dE =о. 
-оо 

(11.08) 

Рассмотрим сначала случай, коrда f (х) = Af (х). Поло• 
жим в Х55 отрезок (а, Ь] равным [- 2А, 2А]. Пусть 

х-у 

1 1-cos-1---r -r 
К(х, у, r)=-п- (х-у)2 
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Для внутренних точек х отрезка (--:- 2А, 2А) выполнено 
соотношение (4.12), так как 

2Al-cos х-у 
1. 1-r r . 1-r d 
1m-- 2 У= 

r-+I 1t • (х-у) 
-2А 

2А-х 
-т=-;-

1. 1 = 1m -- .r 1 ___: cos и d - 1 
---,u2=-- и - . 

'~ 1 1t 2А-х 

Кроме того, К - неотрицательная функция, равномерно стре
мящаяся к нулю при r- 1 в области lx - YI> в. Таким 
образом, поскольку функция f (х) по предположению непре
рывна, в силу х56 имеем: 

2А х-е r 1-cos-1--
/(x)=~~ 1 1t r . /Щ (x-e)-;r de= 

-2А 

1. 1 
=.1m-

11~00 1t 

00 

-оо 

(!-! .085) 

равномерно на любом отрезке, концы которого лежат на 
~ромежутке ( - 2А, 2А). ·Кроме того, если х лежит вне 

[ ЗА ЗА] отрезка -т. т . а е лежит на отрезке (-А,' А], TQ 

1 - cos а (х - е) 2 8 
а (х - е)2 < а ( 1 х 1 - А)2 < аА2 ' 

ЗА 
Поэтому если lxl > 2 и f (х) = Af (х),то. 

00 

00 

~ .f J (х - е! t -:~~s ае de 
f 1t<e> 1 de 

~ 2 --~""---~ """"-:;-а( 1х1-А)2 
-оо 
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Отсюда следует, что 

1 -( 3:нJ 00 ] 

lim ~ + ~ Х 
а-+оо 

n=-oo n=[з:+i) 
00 

х max / (х) - _!_ r / (х - е)' 1 - cos ае de 
n~x4'n+l 1t • ае2 -

-оо 

1
-( 3:+1] 00 ) 

= lim ~ + ~ Х 
а-+оо 

n=-oo (ЗА i) n= 2+ 

00 

х max _!_ r / (х - е) l - c~s ае de < 
п..:х.;;;п+I 'lt • ае 

-vo 

оо 1-( 3:нJ 00 
) 2 r, , 1 ,, ,, 1 <-;:; . t <е> de }~":.,а ~ + ~ < 1 х 1 _ А)2 

-оо n=-oo (ЗА ] n= 2 +1 

= const lim _!_=О. (11.09) 
а-+оо а 

С другой стороны, из ( 11.085) вытекает 

[~] 00 • 

~ 1 r 1-cosae Hm max /(х)-- /(х-е) , ~2 de =0. 
а-+оо , 11.;;;x.;;;n+I 'lt • а; 

[ 3А] -оо 
n=- 2 (ll.10) 

Комбинируя (11.09) и (11.10), мы получаем (11.08). 
Пусть теперь/ (х)- любая функция, принадлежащая М1 • 

Тогда, как и в (10.13), получаем 
00 00 

~ max .!. !" / (х - е) 1 - c~s ае de < 
"'81 n.;;;x.;;;n+t 'lt • ае 

n= -оо -\JO 

00 00 

<! ·r l~c~sae de ~ max //(х)/. (11.11) 
'lt ' , ае "'81 n..,;,ц;n+I 

-..о -оо 



114 ОБЩАЯ ТАУБl!РОВА Tl!OPl!MA [r л. п 

Таким образом, если / (х) принадлежит М 1 и g (х, А) опре-
деляется формулой · 

!. / (х) ( 1 - 1~1 ) , 
g(x, А)= . 

о 

то очевидно, что 

00 

если lxl <А; 
если lx/ >А; 

lim ~ max /f(x)-g(x, А)./ =0. (11.12) 
А-+оо n=-oo n..;;x..;n+l 

Применяя (11.11), получаем, что 

О') 00 

. ~ 1 f 1 - cos ае l1m max - /(х-е) •2 de-
A-+oo n..;;x<:n+l 1t • а; 

n=-oo -оо 

00 

_ _!_ f ( _ с А) 1 - cos а; dt _ О 
1t, gx ." ае2 ~- ( 11.13) 
-оо 

равномерно для всех достаточно больших а. Так как g (х, А) 
принадлежит классу функций, для которых уже доказано 
равенство (11.08), то из (11.12) и (11.13) вытекает, что 
наше утверждение справедливо для любоlt функции / (х), 
принадлежащей М1 • 

§ 12. Леммы об абсолютно сходящихся рядах Фурье 

Пусть / (х) - непрерывная функция на отрезке [О, 21t] и 

(12.01) 
-оо 

- разложение этой функциИ в ряд Фурье. Пусть 

-оо 

Мы будем говорить в этом случае, что функция / (х) имеет 
абсолютно сходящийся ряд Фурье. Обозначим через А класс 
всех функций с абсолютно сходящимися рядами Фурье и 
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положим 

Очевидно, что справедливо следующее утверждение: 

Лемм а 610• Если функции f (х) и g (х) принадлежат 
классу А. то атому классу принадлежат и функции 
f (х) + g (х) и f (х) g (х), причем 

А U+к} <-1{/}+А {к}. 
А {f g} <А{/} А {g}. (12.02) 

Для доказательства (12.02) заметим, что если ряд (12.01) 
абсолютно сходится и если ряд 

(12.03) 
-оо 

также абсолютно сходится, то двойной ряд, получаемый 
перемножением (12.01) и (12.03), абсолютно сходится и можно 
изменить порядок его членов. Таким образом, 

00 00 00 

f (х) g (х) = ~ ~ cmdnei (m+n) х = ~ eneinx, 
m=-<X>. n=-oo -,оо 

где 

Но тогда 

00 00 

=~/ст/~ /dnl =А{/} А {g\. 
-~ -со 

Рассмотрим· теперь функции с абсолютно сходящимися 
рядами Фурье, для которых член с0 больше, чем сумма 
модулей всех остальных членов. Такие функции могут быть 
получены из любой функции с абсолютно сходящимся рядом 
Фурье прибавлением достаточно большой постоянной. Оче
видно, что такая функция не может иметь нулей, поскольку 

JlОСТОЯ!:fНЫЙ член больiliе. ПО модулю, чем сумма остальных 
11ленов.' Из леммы 610 В1!fТекает: 
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Лемм а 611 • Если f (х) принадлежит классу А и 

" J / (x)dx > 1tA {/}. (12.04) 
_" 

то 1// (х) принадлежит классу А. 
В самом деле, запишем ряд Фурье функции / (х) 

в виде (12.01). Тогда • 

а потому в силу леммы 610 

А { _! }-<-1 ( 1 + [~ + ~] ~ + f 1 Со 1 ~ ~ 1 Со 1 
1 -оо 

-" ~ 1 Cnl f[ . ..o ·-1] !2 ! +l ~+ ~ тс;т + ". = 
l 1 

=ТСоТ ["" -IJ 
1- ~+ ~ '1~:: 

1 -оо 

lcol-[~+ ~] lcnl -
1 -...u 

1 ~ 

= 21 Со 1 - А{/} = 1 " 1 ' 
_[ /(х) dx - ~А{/} 

Здесь все ряды сходятся, поскольку они мажорируютс11 
убывающими геометрическими прогрессиями. 
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Лемм а 612• Если фун1'ция f (х) принадлежит 

1'лассу А, а фун1'ция КаЬсd(х) определяется формулой 

о. если -1t-e<x<a; 
х-а 

а<х<Ь; Ь-а' 
если 

Kabcd(x) = 1, если Ь<х<с; 
d-x 

c<x<d; d-c' если 

о. если d<x-<1t-~, 

zде а< Ь <с< d, то фун1'ция f (x)gaЬcd(x) принадлежит 
классу А. 

График функции Каьсd (х) состоит из прямолинейнЫх 
отрезков и имеет следующий вид: 

°t!J,1) fc,IJ 

1 1 
/ \ 

1 F 

-л-Е -n fo,OJ (ri,0) Л-Е п 

Лемма 612 вытекает из 610 и из того, что п-й коэффи
циент Фурье функции f (х) имеет порядок п-2. 

Лемм а 613• Если фун1'ция / (х) принадлежит 
1'лассу А. "l>O и /(х0)=0, то мы можем выбрать 
настолько малое е, rtтo 

А {/ (Х) Кх0-21, х,-1, х,+о, хо+2• (х)} < "1· 

Не ограничивая общности, можно положить х0 =О. 
в силу (12.01) 

00 

~с"=0. (12.05) 

Пусть 
00 

g -2•, -•· •· 2• (х) = ~ d"ei"x. _..., 

Продолжим функццю g _2,, -•· •• 21 (х) на_ всю ось, положив, 
что она равна нулю вне отрезка i-1t, 1t). Тогда преобра-
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зование Фурье этой функции имеет вид 

~ r ~ cos ие - cos 2ие • 
V it u2e 

Точно так же преобразованием. Фурье функции 

g -2•, -•, •· 2• (х) (eimx - 1) 
является 

(гл. 11 

(12.055) 

~ r 2 { cos (и - т) е - cos 2 (и - т) е - cos ие - cos 2ие } 
V it (и - т)2 е u2e • 

(12.06) 

Очевидно, что функция (12.055) абсолютно интегрируема 
на всей оси (- оо, оо), откуда в силу Х18 вытекает, что 

интеграл от модуля (12.06) на (- оо, оо) стремится к нулю, 

когда е - О, ибо 
со r ~ r 2 1 cos (и - т) е - cos 2 (и - т) е 

, V it (и - т)2 е 
cosue-cos2ueld _ 

2 U-U е 

-со 

со 

= J~l·J:_ .
1 

cos(v-me)-cos2(v-me) _ cosv-cos2v ldv. 
V it ~-т~ ~ 

-со 

Из соотношения (11.03) (см. доказательство леммы 67) выте

кает, что 

со 

~ /dn/ < const, 
-со 

rде постоянная не зависит от е, и что 

со 

lim ~ /dn-m-dn/ =0. 
е-+0 -со 

Положим 
со 

/ (х) g -2•, -•, •· 2• (х) = ~ anelnx, 
-ua 

Пусть N настолько велико, что 
со -N 

~/сп/+~ /сп/< 11· 
N -<» 
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И е настолько мало, что 

00 

-~ / dn-m - dn / < 11 
-оо 

при п < N. Тогда 

! /ап/ = п~""' т~оо dn-mcm 1 < 
< coпst 11+п~оо1 т ~N dn-mCm 1 < 

<coпst11+ п~00 /dп m~N Ст/+ п~оо т~)dп-т-dп/ст<. 
< coпst 11 + coпst 11 + coпst 11 = const 11· 

При проведении оценки мы использовали то, что 
в силу (12.05) 

/m~Ncml =/~ст--~\т_ N~1 Cт/<I0+111=11· 
Следовательно, 

00 

lim ~ /ап/ =О. 
•-+О -оо 

Лемм а 614• Если функция / (х) принадлежит. 
классу А и / (х0) +О, то существует функция g (х), 
совпадающая с / (х) в некоторой окрестности точки х0, 
принадлежащая классу А, и такая, что 1/g(x) также 
принадлежит классу А. 

Не теряя общности можно считать, что х0 = О. Опреде
лим функцию Каьсd (х), как в лемме 612, и положим 

g (х) =/(О)+ g _2 •• -• ••• 2• (х) (/ (х)- /(О)). (12.07) 

В лемме 613 было показано, что мы можем сделать величину 

А {g _21, -•, •· 21 (~) (/ (х) - f (О) )} 

меньшей, чем '11· выбирая достаточно малое е. Но если для 
некоторой функции / 1 имеем А {/1} < 11· то то же самое 
верно для модуля каждого коэффициента Фурье ЗТОЙ фуНkЦИИ. 
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Таким образом, в снлу (12.07) 

" J g (х) dx > 2тt/ (О)- 2тt"I, 

откуда, вновь применяя лемму ·613, получаем 

тtА {g} < тt/(O)+тt"I· 
Таким образом, в случае, когда 71 < f (0)/3, выпол
няется (12.04), и мы можем применить лемму 611 , чем и 
доказана лемма 614• 

Лемм а 615• Если фуtиlция / (х) обладает тем свой
ством, что для любого х0, лежащего на отрезке (- тt, тt), 

включая конечные точки, найдется промежуток 

(х0 -е, х0 +е), (е>О), 

и функция g (х), принадлежащая А, такие, что на 

(Хо- Е, Хо+Е) 
g(x) = / (х), 

то / (х) принадлежит А. 
По теореме Геltне - Бореля можно покрыть отрезок 

(- тt, тt) конечным числом промежутков (х~ - е, х0 + е). 
Пусть этими промежутками являются (а,. ь,), .... (aN' bN) 
и пусть 

а1 < Ь N - 2тt < а2 < Ь1 < а3 < Ь2 < а4 < Ь3 < ... < 
< aN-1 < bN-2 < aN < bN-1 <а, +2тt. 

Обозначим через gk (xi функцию g (х), совпадающую с / (х) 
на промежутке (ak, bk). Тогда 

N 

/ (х) = ~ / (х) gak' ьk 'ak ' ьk (х) = 1 -1 +1 

Эдесь мы положили 

2тt+а0 = aN' 

aN+l =2тt+а1 , 

N 

= ~ gk (х) gak' ьk-1' ak+1• ьk (х). 

2тt+b0 =bN' 
bN+1=2тt+~1 

и предположили, что все функции имеют период 2тt. Наша 
лемма вытекает теперь иэ лемм 610 и ·612• 
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Лемм а 616• Если фун1't&ия f (х) принадлежит 
классу А и не обращается в нуль нигде на отрез1'е (-'lt, 1t), 
то l lf (х) принадлежит А. 

~-)то вытекает непосредственно из лемм 614 и 615 • 

.Пе мм а 617 • Если фун1'ция f (х) принадлежит 
l{Лассу А и не обращается в нуль в 01'рестностях 

moit-e1' а и Ь, то существует функция g(x). не обра
щающаяся в нуль вне отрезка (а, Ь), совпадающая с f (х) 
на этом отрезке и принадлежащая классу А. 

Не теряя общности; мы можем предположить, что 

-'lt <а <Ь <'lt. 

Пусть о настолько мало, что для х, лежащего в (а - 3, а). 
1 

/j(x)-j(a)/ < 2 1/(а)/, 

а для ·х. ~ежащих в (Ь, Ь+3), 

lf<x>-f<Ь>I < ~ lf<b>I. 

(12.08) 

(12.085) 

Такое 3 можно выбрать, так как функция f (х) не обра
щается о нуль в окрестностях точек а и Ь. Пусть 

r exp{t+ а~~~а {1п{ lj~:~I }-t}}. 
если - 1t < х -<:а - 3; 

!( ) х-а+а + /(а) ~ 
х 8 1/(а) 1 8 ' 

если а - 3 < х -<:а; 
g(x)= j(x), если а<х-<:Ь; 

!( ) Ь-x+il + /(Ь) х-Ь 
х о 1/(Ь)I 8 ' 

если Ь < х -<:b+R; 

ехр{1п{ 1~~:;1 }+ :=:=: {t-tn{ lj~:~I }}}· 
если ь+&<х-<:11'. 

Очевидно, что функция g (х) не может обращаться в нуль 
ца промежутках 

(-1t < х-<: а-3) или (Ь < х-<:.Ь+3). 
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Если бы функция g (х) обратилась в нуль в некоторой 
точке х0 на (а - а. а), то аргументы комплексных чисел. 
f (х0) и /(а) отличались бы на 'lt. Но зто противоре
чит (12.08). Точно так же в силу (12.085) g (х) не может 
обращаться в нуль на (Ь, ь+а). 

Функция g(x) является суммой функции, удовлетворяю
щей условию Липшица и, следовательно, имеющей абсолютно 
СХОДЯЩИЙСЯ ряд Фурье и функций 

f (х) g а-о, а, ь, ь+о (х), 

принадлежащих классу А по леммам 612 и 610• Следова
тельно, по лемме 610 g (х) принадлежит А. 

Лемм а 618• Если функции / (х) и g (х) принадлежат 
классу А и все нули функции g (х) лежат на конеч·ном 
числе промежутков, на которых функция / (х) тожде
ственно равна нулю, то / (x)/g {х) принадлежит 
классу А. Здесь мы полагаем /(x)/g(x)=O, если 

/ (х)= О. 
В силу леммы 617 функцию / (x)/g (х) можно предста-

вить в виде 

(12.09) 

r.11.e h(x) не имеет нулей на отрезке [-1t, 1t]. Именно, h(x) 
получается из g (х) путем изменения этой функции на ко
нечном числе промежутков, на которых / (х) ==.О, так, чтобы 
на этих промежутках h(x) было отлично от нуля, а вне 
этих промежутков совпадало с g (х). В силу леммы 616 
1/h(x) принадлежит А и, таким образом, в силу (12.09) 
и 610, / (x)/g (х) принадлежит А. 

Скажем несколько слов об определении класса А в слу
чае, когда ряд Фурье записан в вещественной форме. Если 

00 

/ (х)= ~ cnelnx, 
-оо 

то ряд Фурье функции / (х) одновременно абсолютно схо
дится или расходится во всех точках х. Поэтому мож
но определить класс функций с абсолютно сходящимся ря
дом Фурье как класс функций, для которых сходится 
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со 

ряд ~/Сп/. Если же записать ряд Фурье в виде 
-оо 

00 

f (х) = ~о + ~ (ап cos пх + Ьп sin пх), 
1 

то для суммы абсолютных значений .членов этого ряда имеет 
место неравенство 

со 

1 ~0 \+ ~/апсоsпх+ьпsinпх/ = 
1 

со со 

=со+~ /спеiпх+с_пе-lпхl<: ~/сп/· (12.10) 
1 -оо 

Таким образом, ряд из этих абсолютных значений может 
• . ::о 

сходиться даже, если ряд ~ 1сп1 расходится, что имеет место, 
-со 

например, если х0= О, сп=- с-п· 
Однако имеет место неравенство 

lcпetnx+c-пe-lпxl = 1 с_п+спе2tпх/ >lсп 11sin2nx/):
>lcп/sin2 2пх, 

а также 

1 с elnx - с e-lnxl ......_ 1 с 1sin22пх п -п -:?" -п • 

Следовательно, 

1 спгfпх + с_пе-lпх/ ):- lсп '4;1с_п1 sin2 2пх = 

= 1Сп1 +41с_п1 (1 - cos 4пх). 

Пусть теперь ряд (12.10) сходится к пределу, который 
меньше L на множестве точек S не нулевой меры. Обозна
чим через S (х) характеристическую функцию множества S 
(равt1ую 1 на S и О вне S). По критерию ограниченной 
сходимости мы можем почленно проинтегрировать ряд 
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по конечному отрезку и, следовательно, мож~м 110чJ1~1шо 

проинтегрировать ряд 

~S(x) 1 Cnl~lc_nl (1-cos4nx) 

по конечному отрезку. Таким образом, ряд: 

~ 1 <.1~1'-•1 { т (S)- j S(x)cos 4nxdx} 

сходится. Но тогда по теореме Римана - Лебега сходится 
ряд 

00 

lco/ + ~ {lсп/ + /с-пl J /1 + O(l)J 
1 

и, следовательно, ряд 

00, 

~lcnl (12.11) 
-оо 

сходится. Таким образом, если ряд (12.1 О) сходится на мно
жеств~ положительной меры, то сходится ряд ( 12.11 ). В част
ности, если абсолютная сходимость ряда Фурье понимается 
в смысле абсолютной сходимости почти всюду, она экви

валентна сходимости ряда ( 12.11) 1). 

§ 13. Доказательство общеА тауберово~ теоремы 

Вернемся к рассмотрению классов в (:Е) и в' (:Е). Имеет 
место следующее утверждение: 

Лемм а 619• Функция К (х) класса Li принадлежит 
классу в (:Е) тогда и только тогда, когда 

00 

_1 r к (х - ~) 1 - c_ns ае d~ 
'" ". " а;2 

(13.01) 
-оо 

принадлежит в (:Е) для всех а. 
Пусть К принадлежит в (:Е). Тогда по лемме 65 выраже

ние (13.01) принадлежит в(в(:Е)) и, следовательно, по лем
ме 61 в (:Е). Обратно. пусть (l 3.01) принадлежит в(~) для 

1) Лемма 618 принадлежит А. Дан ж у а, Sur l'absolue convergence 
des serles trlgonometrlques, С. R., 155 (1912), 135-136; Н. Луз ин, 
Sur l'absolue convergence des serles trlgonometrlques, .там же, 
580-582. 



§ \ 3) ДОКАЗАТ!':ЛЬСТВО ОБЩ!':Я ТАУБ!':РОПОЯ ТЕОРЕМЫ 125 

всех а. Тогда по леммам 69 и 66 К (х) принадлежит в (в (l')) 
и. следовательно. в (:Е). Аналогичные рассужденИя. исполь
зующие леммы 71, 75, 76 и 79, приводят к следующим 
·предложениям: 

Лемм а 719• Функция К (х) из М1 принадлежит 
классу в' (:Е) тогда и только тогда, когда выраже
ние (13.01) принадлежит в' (Е) для всех а. 

Лемм а 620 (7 20). Пусть К2 (х)- функция из простран
ства L1 (и, следовательно, по лемме 67 из Mi), пре
образоваш~е Фурье которой обращается в нуль вне отрезка 

[~. ~]. Если существует функция К (х) из множества l:. 
преобразование Фурье k (и) которой не .обращается в нуль 
на этом отрезке, то К2 (х) принадлежит в (I:) (или в' (:Е) ). 

В самом деле, пусть преобразование Фурье функции К2 (х1 
равно k2 (и). Тогда из лемм 67, 68 (78) и 618 вытекает, что 
функция 

I k2 (11) ( 1 - ~) 
k3 (и)=\ k(и) , если lиl <а; 

О , если 1 и/> а, (13.02, 

при достаточно большом а принадлежит классу А. Здес1, 
через А обозначен класс функций с абсолютно сходящимся 
рядом Фурье и периодом 28 (В > а) вместо 21t; Из 67 выте
кает, что преобразование Фурье функции k 3 (и) принад
лежит LI' ·кроме тоrо, k3 (и) является функцией класса L2 

поскольку эта функция ограничена и финитна. Следовательно. 

ее преобразоваm.tе Фурье принадлежит как L2, так и L1. 
Обозначим преобразование Фурье функции k3 (и) через 
К.3 ( - х). Тог да по теореме Планшереля 

А 

kз(U)=l.i.m. ~/ r К3(Х)е-/ихdх. 
_А -+ .:.о r 2it :А 

Кроме того, так как К3 (х) принадлежит Li' то интеграл 

(13.03-

существует для любого и и в силу Х41 почти всюду сон11а· 
дает с k3 (и). Таким образом, k3 (и) является. 11реобразо11а· 
нием Фурье функции К3 (х), принадлежащей L1• 
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Функция 
со 

~ .{ K(x-y)K3 (y)dy 
-со 

(13.04) 

принадлежит в (Е) (в' (Е)) по лемме 65 (75). Ее преобразо
ванием Фурье ·является 

00 со 

2~ .{ е-iих dx .{ K(x-y)K3 (y)dy= 
-со -со 

00 00 

= _21 f Кз (у) e-iuy dy r к (х - у) е-lи (Х-У; dx = 
';t • • 

-оо -оо 

= k3 (и) k (и). 

Таким образом, в силу (13.02) функция k4 (и), определяемая 
равенствами 

k.i(и)=J k2 (и)( 01 - 1:1). если lиl <а; 
\ если /иl ">а, 

имеет своим преобразованием Фурье функцию (13.04). Следо· 
вательно, по лемме 68 имеем 

00 00 

1 r 1 - cos а!; 1 .! "1t"", К2 (х-е) а1;2 de= ~ K(x-y)K3 (y)dy, 
-оо -со 

где К3 (и) принадлежит Lp Из этого равенства и лемм 619 
(или 719) и 65 (или 75) и вытекает доказываемое утверждение. 

Мы можем теперь доказать теоремы 6 и 7. Поскольку 
доказательства в обоих случаях совершенно одинаковы, мы 
ограничимся рассмотрением теоремы 6. Если а < оо, то 
по теореме Гейне - Бореля можно покрыть отрезок [-2а, 2а] 
конечным числом промежутков / п• в каждом из которых 
преобразование Фурье какой-либо функции К1 (х) из мно
жества Е не обращается в нуль. Таким образом, по лем
ме 620 .любая функция из L1, преобразование Фурье кото
рой отлично от нуля лишь на отрезке, лежащем внутри 

одного из промежутков / п• принадлежит в (Е.) Пусть 
теперь К2(х)- любая функция класса L1• Обозначим ее 
преобразование Фурье через k 2 (и). Как и в . лем.ме 616• 
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мы можем написать 

на отрезке [-а. а), причем каждое слагаемое отлично 

от нуля лишь на некотором отрезке, лежащем внутри одного 

из промежутков / п· Кроме того, каждое слагаемое является 
функцией с абсолютно сходящимся рядом Фурье в силу 
лемм 610 и 612• Следовательно, по лемме 67 преобразование 
Фурье каждого слагаемого принадлежит L1• Но тогда 
из (13.03) и (13.04) ~ледует, что эти слагаемые являются 
преобразованиями Фурье функций из класса L1, а преобра-

зование Фурье k2 (и) ( 1 - 1: 1) является суммой этих пре
образований. Таким образом, 

()() 

1 {к ( ~) 1-cosa; d" n, 2Х-~ а~2 r; (13.05) 
-оо 

является суммой конечного числа функций, принадлежащих 
е (Е), и, следовательно, принадлежит е (I:). Здесь мы вновь 
использовали рассуждения из (13.03) и ( 13.04). Тогда 
по лемме 619 К2 (х) принадлежит е {I:), чем и завершается 
доказательство. 

§ 14. Замыкание множества сдвигов функции из L1 

Мы доказали одновременно следующее утверждение: 
Теорем а 8. Если К1 (х) принадлежит L1 прич,е.м 

()() 

(14.01) 

для всех вещественных знач,ений и, и если К2 (х) при
надлежит L1, а е > О, то найдется такая финитнаs~ 
фун«цq,я К3 (х). из пpocтpaitcmf!a L1, ч,то 

_.[ К2(х)- _.[ К1 (х-е)К3 Щd~1 dx <в. (14.02) 
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В самом деле, в приведенном выше доказательстве тео
ремы 6 было показано, что функция К2 (х) может быть 
аппроксимирована в смысле (14.02) функцией (13.05), при
чем эта функция может быть представлена в виде 

," 
f К1 (х - e)K3 (e)de. 

-оо 

rде К3 -финитная функция из L1• Мы хоtИм. теперь дока
зать, что если К1 (х) и К3 (х) принадлежат пространству L1, то 

оо оо \n-t 1)'1) 

lim J ~К1 (х-п'У/) J K3 (e)de-
71-+o_"" -оо n'I) 

00 

- J К1(х-е)К3 Щdе dx=O. (14.03) 
-...о 

Выражение, стоящее под знаком предела в (14.03), не пре
восходит 

оо оо (n+l) т: 

f ~ J KзIOIK1(x-n11)-K1 (x-E)Jde dx-<;,. 
-оо -оо n'I) 

оо (n+l)'J оо 

·<~ J \Kз(E)lde J IK1(x-nтi)-K1 (z-~t"z-<. 
-оо n'I) -..о 

(Х) 00 

< J IK3 (E)\dE max J \K1 (x+e)-K1°(x)/dx. 
-..о ~.;;;'1_..о 

Но тогда (14.03) вытекает из Х18• 
Мы доказали, таким образом, первое из утверждений 

следующей теоремы: 

Теорем а 9. Если фун«ция К1 (х) принадлежит L1 

и для всех вещественных значений и 

00 

..} {K1(x)e1"xdx+O. 
" 21t • . 

-оо 

(14.01) 

а К2 (х) принадлежит L1, то для любого е >О найдется 
целое значе1tие N, а m,а«же вещественные ·числа Ап 
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и комплексные числа А11 (п = 1, 2, ••• , N) такие, что 
со N 

f К2 (х)- ~ А11К1 (х-А11) dx <е. (14.04) 
-оо 1 

Обратно, пусть К1 принадлежит Li • пусть дАя 
.11юбого К2, принадлежащего L1 и е >О можно на/Jти 
величины N, А11 и А11 , обладающие у1'ааанны.111и .•ыше 
свойствами, для которых выпоАняется (14.04). Тогда 
имеет место (14.01). 

Докажем второе утверждение зтоА ·теоремы. Пусть 

со 

1 r . "г- К1 (х) е111оХ dx-= О 
1' 2п • 

-со 

(14.05) 

и 
со 

";- {к2 (x)e1n.xdx+o. 
1' 2п • 

-со 

Тогда 

1 К2 (х)- ~A.K,(x-A.)ldx:;>-

> 1[ К,(х)- ~А.К1 (х-А,.> ]•""'dx = 
со 

= J К2 (х) etaer dx , 
-со 

а потому (14.04) невозможно для сколь угодно малого зна
чения в. 

Точно так же можно установить следующую более общую 
теорему: . 

Те о р ем а 1 О. Пусть ~ - 1'дасс фун1'циll, принад
лежащих пространству L1 •. Тогда с.Аедующие два условия 
эквивалентны: 

1) Не существует вещественного 11исАа u0, для 1'Оторого 
равенство (14.05) выполняется для всех фун1'циа К1 (х), 
принадлежащих ~. · 
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2) Если К2(х) .принад.11ежит L1 и в> О, то найдутся 
целые числа N1, ••• , Nk, функции Q1 (х), •.. , Qk (х), 
принадлежащие .Е, вещественные числа Ап, 1, где j < k, 
п. < N1 и комплексные .числа Ап, 1, где п и j принимают 
те же самые значения, такие, что 

оо k Nk 

J .К2(х)-,-~-~ Ап,/~1 (х-Ап,J) dx < е. (14.06) 
-оо /==1 n==1 

Мы не будем приводить здесь полностью доказательство 
этой теоремы. Оно основано на локально-конечном 1) по
крытии оси (- оо, оо) счетным множеством промежутков /, 
на каждом из которых преобразование Фурье одной из функ
ций семейства .Е не обращается в нуль. После этого так же 
как и в теореме 9 доказывается, что если К 2 (х) - функция 
из L1, преобразование Фурье которой обращается в нуль 
вне некоторого отрезка, лежащего внутри одного из про

межутков /, а К1 (х)- функция из .Е, преобразование Фурье 
которой не обращается в нуль на /, то можно найти целое 
число N, вещественные числа Лn и комплексные числа 
Ап (п = 1, 2, ... , N) так, что выполняется (14.04). Дока
зательство протекает в основном так же, как и в случае 

теоремы 9. 
Но каждый конечный отрезок покрывается суммой конеч

ного числа промежутков семейства /. Поэтому из справед
ливости (14.04) для функций К2 (х), преобразование Фурье 
которых обращается в нуль вне промежутков семейства /, 
вытекает, что .(14.06) справедливо для функций К2 (х), 
преобразование Фурье которых обращается в нуль вне 
некоторого конечного отрезка. С помощью теоремы 8 
нетрудно закончить доказательство первого утверждения 

теоремы 10. Доказательство второго утверждения протекает 
точно так же, как в теореме 9. 

Полное формальное доказательство явится хорошим 
упражнением для читателя. 

1) Покрытие называется локально-конечным, если кажды:А 
отрезок .[-А, А] пересекается лишь с конечным числом проме• 
жутков покрытия. 
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§ 15. Замwкание множества сдвиrев функций 
нз пространства Li 

1·зi 

Теорем а 11. Пусть фун1&ция К1 (х) принадлежит L,z 
и почти всюду на оси - оо < и < оо и.мее.м · 

(15.01) 

Тогда для любой фун1&ции: К'2(х;) из· ~ и· любого е >О 
найдутся целое число N, вещественные числа Ап и 1'0.М· 
wле1Ссные ~юсл.а А;, (п= 1, 2; ••• , N), т;а1&ие, что 

оо N 2 

J К2(Х):-~ АпК1 (х-Ап) dx < е. (15.02) 
-оо 1 . 

Обратно, пусть К1 принад:яежит L2 и пусть можно 
для любой фун1&ции К2• прин.адл.ежащей ~! и- любого. 
е > О найти числа N, Ап и Ап, для 1'оторых вьтолняется 
соотношение (15.02). Тогда (15.01) справедливо почти 
всюду. 

Слово «почти» отличает эту теорему от теоремы 9. 
Это различие :между L~-теоремой. и соответствующей L1-тeo
peмof.t весьма естественно, так как преобразование Фурье 
функции из L1 определено всюду, в то время как пре
образование Фурье функции из L2 определено лишь «почти 
всюду». 

При доказатеJ1ьстве теоремы 11 мы и:мее:м то преиму
щество, что теория преобразования Фурье вполне симметрична 
в L2, что не имеет :места для любого другого лебеговского 
класса. Классом преобразований Фурье функций из L2 является 
само L2, что позволяет сформулировать теорему 11 следую
щим образом: 

Теорем а 12. Если k1 (и) принадлежит ~ и обра
щается в нуль лишь на множестве .меры нуль и если 

k2 (и) nринадмжит ~. то для любого е >О найдутся 
целое число N, вещественные числа Ап и 1&0.мпле1&сные 
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11исла А" (п = 1, 2, • • • , N), такие, что 

со N 2 

J ~(и)- k1 (и)~ А"еtл"и dи < е. (15.03) 
-со 1 

Обратно, пусть k1 принадлежит ~ и пусть .можно для. 
дюбоа функции k2, принадлежащеа ~ и е > О, найти 
11исла N, А" и А" с указанны.ми выше свойства.ми, для 
которых выполняется (15:03). Тогда фун1еция k1 (и) обра· 
щается в нуль на .множестве нулевой .меры. Эквивалент· 
ность теорем 11 и 12 легко следует из того, что интеграл 
квадрата модуля функции равен интегралу квадрата модуля 
ее преобразования Фурье. 

Перейдем к докаэател1>ству теоремы: ПУ.СТь 11 > О и 
пусть А - настолько большое ч~tсло, что 

[_{+j] lli,(и)l'du < ~· (15.035) 

Положим 
/(и)= k2 (u)/k1 (и) 

и пусть В настолько большое число, что 

со 

J 11 в (и) k1 (и) - k2 (и)12 du < 11· (15.04) 
-со 

Такое з11аченне В можно найти, так как / f 8 (и)k1 (и)-k2 (и)1 2 
является всюду убывающей последовательностью, которая 
почти всюду стремится к нулю, а потому в силу критерия 

MOHOTOHllOlt СХОДИМОСТИ 
со 

llm J 118 (и) k1 (и)- k2 (и) 12 dи =О. 
В-+оо 

-оа 

Мы использовали здесь, что k1 (и) обращается в нуль лишь 
на множестве нулевой меры. 

Из (15.035) и определения /в (и) вытекает 

[1•+ j] 1/8 (и)k, (•Jrdи < ~· (15.05) 
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Комбинируя (15.05) и (15.04), получаем • .силу неравенства 
Минковского 

00 

J 1 k2(и)- Af в (и)k1 (и) l2 du < 411. (15.06) 
-оо 

Пусть g (и, С)-функция с пери0дом 2С, Q > А. равная 
J в (и) на отрезке [-С, С]. Тогда 

са 

f1Afв(u)k1 (и)-g(u, C)k1 (и)l2 du= 
-оо 

=}: ( J 1 Af в (и) k1 (и+ 2tiC) 12 du + 
1 -С 

+_{1.t.<•)k, (•-2•CJl'd• )..; 
со -С 

-<, В2 f 1 k1 (и) 12 du + 8 2 f 1 ki (и) /2 du. 
с -оо 

Пусть С - настолько большое число, что 

00 

J 1 J в (и) k1 (и) - g (и, С) k1 (и) 12 du < 1/ 
-оо • 

(очевидно, такое С можнЪ найти). Тогда в силу (15.06) и 
неравенства Минковского 

00 

J 1 k2 (u)- g (и, С) k1 (и) /2 du < 971. · (15.07) 
-со 

Пусть 
00 fllnu. 

g (и, С).-~ апе-с-. 
-оо 

Очевидно, что 
с 

1 r -· fllnu. 
ап = 2с , g(u, С)е с dи.. 

-с 
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Позтому 

1 
N tclnu 

~(1-1~1 )апе--С -
-N 

{С N . к/п ('ll-U) 

= 2~ • g (v, С) dfJ ~ ( 1 - I ~1 ) е с < 
-С -N 

{С 1 ~N ( I п I ) кlп (v-u) 
<,В 1-- е с 

• N 
-С -N 

dfJ. 

Но легко проверить, например, с помощью математической 
индукции, что 

N . 2 Nx 
s1n-

~ ( 1 _ 1~1 )elnx = 2 
-N sin2 l:.... 

2 
Следовательно, 

С [ N к/n(v-u)] 
<~/ ~(t - 1 ~1 )е с dfJ=2BC. 

Далее, (15.08) 

где правая часть ст.ремится к нулю с возрастанием N. Таким 
образом, можно найти последовательность Nk такую, что 

Nk кlпи 
g(u, С)- ~(1 - l~l)ane_C_ -+0 

-Nk 
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для почти всех значении и. Из критерия мажорированной 
сходимости вытекает в силу (15.08), что наИдется значе" 
ние Nk, для которого 

00 Nk тclnu 2 J g(u, C)k1(u)-~(1- ~~)апеС-k1 (и) dи<т~· 
-оо -Nk 

Следовательно, в силу неравенства Минковского получаем 
ИЗ (15.07), ЧТО 

оо Nk тсlrш 2 

.{ k2 (и)-~ ( 1 - 1;~) апе_С_k1 (и) dи < 2571. 
-оо -Nk 

Таким образом, выбирая 71 = е/25, мы убеждаемся в спра
ведлив.ости неравеш:тва вида (15.03). а.то завершае.т. доказа
тельство первого утверждения теоремы 12, а тем самым и 
теоремы 11. 

Что же касается второго утверждения э.той теоремы, то 

если k1 (и) обращается в нуль на м~южестве положителъноR 
меры, то положим ~(и)= 1 на часжк э.-т.Qrо множест-11а, 
·имеющеИ положительную меру, и нулю вне этого множества. 
Тогда интеграл 

оо N 2 

J k2 (и)- k1 (и)~ Апе1Апи du 
-.::о 1 

не может быть меньше меры множества, на котором k2 (и)= 1 
и k1 (и)= О. Таким образом, (15.03) невозможно. 
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СПЕЦИАЛЬНЫЕ ТАУБЕРОВЫ ТЕОРЕМЫ 

§ 16. Теорема Абеля -Таубера 

Первая теорема типа, известного под названием таубе
ровых теорем, была доказана в 1897 г. А. Таубером •). 

·оо 

О11а утверждает, что если ряд ~ апхп == / {х) сходится 
о 

при О~ х < 1, если ап ==о (1/n) и если / {х) стремится к s, 
(Х) 

когда х-+- 1 - О, то ~ ап == s. Таким образом, эта теорема 
·о 

утверждает, что при некоторых дополнительных условиях 

справедлива теорема, обратная теореме Абеля, согласно 
(Х) 

которой, если ~ ап сходится, то 
о 

00 (Х) 

lim ~ апхп = ~ ап• 
.r-+ 1-0 о о 

Заметим, что теорема, обратная теореме Абеля, неверна 
оО 

без дополнительных усевия. Например, ряд ~ (-1 )п рас
о 

ходится, но 
со 

~(-х)п== 1 ~х 
о 

при 1 х 1 <( 1, а эта функция стремится к 1/ 2, когда х-+- 1. 
Однако утверждение теоремы Таубера остается справедливым 
и при менее ограничительных условиях на ап, чем те, кото• 

1) А. Т а у б е J), cEln Satz aus der Theorle der unendtichen Rel
hen:.. Monatshefte f. Math. 8 (1897), 273-277. · 
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рые были даны Таубером. Основная теорема принад.r~ежит 
здесь Литтпьвуду 1). Она г.r~асит: 

"" Теорем а 13. Пустъ ~ апх• сходится " / (х) при 
о 

\xl <( 1. Пусть 
lim /(x)=s, 

Х-+1-0 
(16.01) 

«огда х ~тре мится слева " 1. Лустъ п 1 а"/ < К <( оо. 
Тогда 

"" ~an=s. 
о 

В самом деле, положим 

Мы имеем 

(XJ 

s(x)= ~ ап• 
о 

(16.02) 

\_s(x)-J(e-{)/=l~an(i-e-;)_ ~ ane-f < 
о IXJ+l 

fXJ "" n со U 

< ~ ~ ~ + ~ ~ ,--х < 2К +К f е --х .!!.!!... <. 
~пх ~п и 
О [xJ+l (xj 

ОС1 

< зк +к r е-и du = const. (16.03) 
• и 
1 

Но функция / (, -+) ограничена при О< х < оо. Спецова· 
тельно, и функция s (х) ограничена. 

но в сипу Х36 · 

ОС> ОС1 "" 

f (е-Х) = ~ апе-пх= J е-их ds(u) = J xe-иxs(u) dtl. 

о -u u 
Следовательно. 

со 00 

s==llm f xe-иxs(il)du=lim f e-Ee-'11-~s(e')e11 d11.·(16.04) 
. х-+0 0 . Е-+оо -..-.о 

1) Лит т ль в уд, ·con the converse ot Abel's theorem оп power 
serles:., Proc. Lond. Math. Soc. (2), 9 (1910), 434-444. 



138 СПЕЦИАЛЬНЫЕ ТА'УБl!РОВЫ ТЕОРЕМЫ rгя. 1111 

"" "" "" J К1 Юdе = J e.-Ee-er-E d;= J е-х dx= lr 
-оо -оо о 

Формула (16.04) может .быть записана в виде 

"" "" 
Шn- f Ki(e-11JsEe11)d"1=s f Ki(e)·de~ 
Е-+оо -оо -оо 

где s(е- 11)-ограниченная. функция. Кроме того, 

"" 

"" 
=-1-J хlие-х dx= 1 Г(l + til)=/=11. 
~о v2~ 

Таким образом, условия теоремы 4 выполнены и если по• 
JIОЖИТЬ 

К2 (е)= { ~~Е. е.сли. е <О; 

если е >О; 
(.16.045) 

то в силу (10.04) имеем 

"" "" "" 
S=S J e-Ede=s J K2(e)de=lim r K2(e-'1j)s(e11)d'J/= 

о -со Е-+со -~ 
Е х 

= lim Je11 -Es(e11)d'J/=lim _!_Js(y)dy. (1&.05) 
Е-+оо Х-+оо Х 0 -оо 

Отсюда вытекает, что если Л >О, то 

1 Л s-s . 1 ' [(l+Л)х х ] 

S = ( + ~ = }~~ Лх ! S (у) dy - ! S (у) dy = 

(l+Л)Х ! (l+Л)х ) 1 • 1 ! 

= lim Лх} s(y)dy= lim s(x)+ Лх J {s(y)-s(x)}dy • 
Х-+оо х-+оо 

х х 

(16.06) 
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Но для 'достаточно больших значений х 
(l+A)x (l+A)x (у] 

л~ J {s(y)-s(x)} d~ < ~ J dy ~ ~-<. 
х х (x]+l 

((1:+-А)х) 

'\'1 К. [Лх] К -<. ~ (х] -<. [ХГ < 2ЛК. 
[x]+l 

Следовательно, в силу (16.06) 

lim /s(x)-s/ < 2ЛК, 
х~оо 

и так как Л - любое положительное число, то 

lim /s(x)-s/ =0. 
х~оо 

(16.07) 

Но полученное равенство является лишь иной формой ра· 
венства (16.02). Теом самым доказательство теоремы 13 за· 
вершено 1). 

Особенно простое доказательство этой теоремы было 
дано Карамата 2). Оно протекает следующим образом: если 
выполнено (16.04) и К3 (е)- любая функция из L1, для ко· 
торой при любом е > О можно найти такой многочлен 

что 

п 

р п (1;) = ~ akeln k-Ee-e•n k-E • 
1 

00 

J /К3 (х)-Рп (е)/ de < е, 
-оо 

то по лемме 66 имеем 

00 00 

(16.08) 

(16.09) 

Но из теоремы Веltерштрасса о приближении непрерывных 
функций многочленами следует, что если f (х)/х - любая 
непрерывная функция от х на отрезке [О, 1), то функцию f (х) 

1) См. Шмидт {lJ; Винер [2]. 
•) К а р а м а та [ ]. 
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можно равномерно ·,апрроксимировать на зтом отрезке много· 

.члt:нами вида 

п 

~ka"x11-1. 
1 

rаким образом, если Рп (х) определено так, как в (16.08), то 
со со п r 1 e-EJ (е-е-Е)-Рп (е) 1 de= ! f (е-Х)-~.ka"e-kx dx = 

~~ о 1 
1 п п 

= J 1 (у) - ~ ka1ry11-1 dy ~ max /(у) - ~ ka1ry1r- 1 • 1 

О у 1 O<;y<;l у 1 

Отсюда вытекает, что если 

Ка Ш = e-EJ (е-е-Е), (16.095) 

где / (х)/х - непрерывная функция на отрезке [О, ·1), то 
выполнено (16.09). Положим теперь 

( О, если е < - в; 

К3 (е)=~ e~r.. если -в~е<О; 
t е-Е, если е > 0. 

Если определить / (х) равенством (16.095), то очевидно, 
что функция / (х)/х непрерывна в любой внутренней точке 

отрезка [О, 1 ]. Но на отрезке [О, е-е"] /~) ==О, а в окрест
ности точки х = 1 функция / (х)/х == 1/х. Отсюда и выте· 
кает (16.09). 

Кроме того, если выбра-:ъ в качестве К2Ш функцию, 
определенную равенствами ( 16.045), то очевидно, что 

00 

Таким образом, вновь применяя лемму 66, мы приходим 
к соотношению (16.05), после чего доказательство тео· 
ремы 13 заканчивается точно так же, как и выше. 

Заметим, что в доказательстве Карамата не используется 
преобразование Фурье функции К2 (е), так как частный вид 
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К2 (х) позвопяет применить теорему Вейершtрасса. Однако 
мы видепи в теоремах 11 и 12, что в общем спучае ~епьзя 
изучать пробпемы замкнутости или полноты, анапогичные 
теореме Вейерштрасса, без того, чтобы войти в обпасть, 
где даются необходимые и достаточные усповия, зависящие 

от распредепения нynelt преобразований Фурье некоторых 
ядер. Таким образом, методы Карамата бопее простые 
в тех случаях, где их естественно применять, не могут дать 

тolt широты кругозора, которую имеют методы предыду

щей главы. 

В предположениях теоремы 13 можно заменить 1) успо
вие ограниченности пап бопее спабым усповием 

пап> -К. (16.10) 
В самом депе, так как функция е-х - е-2х имеет максимум· 
в точке х = \п 2 и убывает на промежутке (1, 2), то 

СХ> к ( ._.!!. -~) 1 
-~пех-ех· 

[2x)+l 

•)Ландау (1). 
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Здесь последний интеграл имеет тот же вид, что и в (16.03). 
Комбинируя по;11ученное соотношение с ( 16.1 О), мы убеждаемся 
в существовании такого числа Q, не зависящего от N. что 

Отсюда вытекает 

Точно так же 

со п 

~ a.,,e-z-:;;:;:.-Q(-e--2+e,...4+ ... )+ 
(x]+l 

[2х] ( п" ) [4х] ( 11 ) + ~ ап е ~-х - г-2 + ~ е --х - е-4 + . , , > coпst. 
[x]+l [2x]+l 

(16.12) 
Следовательно, 

1 ~ апе - = / < coпst. 
[x]+l 

Так как функция f (х) ограничена, то 

(16.13) 
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Следовательно, если е = 2х, 

/~ апе-~ 1~ / 1~1 апе- ~ / == 

1 
[Е] п [2х] п 1 1 [2х] п 1 

= ~ апе -т - ~ апе - 2х < const + ~ апе - 2х • 
О [x]+l [x]+l 

и потому в силу рассуждений, аналогичных примененным 

в (16.11) и (16.12), 

1 
[х] п ,. 

~ а"е - 2х < const. 

Отсюда следует 

\; ап (зе- 2:-2е-;) \ < const. (16.14) 

Заметим, что на отрезке [О, [х]] 

п п 

п -- --1 +2.Х > Зе 2х - 2е х > 1. 

Из (16.10) и (16.13) вытекает 

[х] [х] п [х] ( п) 

~ап=~апе-х+~а" 1-е--х. > 
о о о 

[х] 

> const - .!S.... ~ _!__ .!!__ > const . 
.х ~ п .х 

о 

Точно так же из (16.10) и (16.14) вытекает 

[х] [х] (·. п п ) [х] ( п п · 
~ ап= ~ап зГ·2Х-2е-х + ~ап 1+2е-х-зе-2х)-<: 
о о о 

[х] 

·< const + 2К ~ ...!... ~ < const . .х~ п .х 
о 

Таким образом, функция s(x) ограничена и мы можем 
так же, как и выше, воспользоваться равенствами (16.05) и 
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(16.06). Таким обравом, 
\1H).t 

Itm s(x)<s- lim ~ J {s(y)-s{~)} dy< 
X_-+QO X-+QO Jl. 

(l+A)x [У) 

1 r ~к <s+rx. dy .(.J п<s+2лк. 
х [x]+I 

·и так как Л произвольно, · то 

lims(x)<s. 
Z-+ "° 

Но в сипу (16.06) 

(16.15) 

r (l+A)"' j 
s = lim t s(x (1 +>..)) +-f-J (s(.y)-s (х (1 +Л))} dy • 

X-+QO Х 
Jl 

а потому 

(1+).)х 

lim s(x)>s+ lim А~.{ /s(x(l +Л))-s(у)} dy> 
X-+QO X-+QO ~ 

(1 Н) х [(1 +А) z] 

~s--i:x .J dy ~- ~ > s-2ЛК, 
х [Y)+I 

и так как Л произвольно, то 

llm s(x)~s. (16.16) 

Комбинируя (16.15) и (16.16), мы получаем (16.07) или 
(16.02). Таким образом, мы доказали следующее утверждение: 

"" 
Теорем а 14. Пусть ряд ~ апхп сходится к / (х) 

о 

при lxl < 1. Пусть 

и 

Тогда 

lim /(x)=s 
х-+ 1-0 

пап >-К. 

"" ~ап=S. 
о 

(16.01) 

(16.10) 

(16.02) 
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§ 17. Теоремы о простых числах l(ак теоремы 
тауберова типа 

В этом и следующих трех параграфах будут указаны 

приложения теорем тауберова типа к задачам распределения 
простых чисел. Т~орема, которую мы докажем, является 

знаменитой теоремой Адамара и Балле Пуссена и гласит 
следующее 1): 

Теорема 15. Если 'lt(и)-число простых чисел, не 
превосходящих и, то 

п 
'lt(п)-..-1 -. nn 

Здесь символ А (п) .._.В (n) означает, что при п - оо 

А (п) -
В(п) - l. 

(17.01) 

Первым шагом в доказательстве теоремы 15 является следую
щее утверждение: 

Лемма 15р 
'lt(n)=o(п). 

Пусть р1 , р2 , ••• - (конечная или бесl(онечная) последо

вательность простых чисе:11. Рассмотрим любые р1р2 ••• Рп 
последовательных натуральных чисел. Тогда 

п 

П(1 --1 )Р1Р2 • • • Рп 
1 Р11 

(17.02) 

v.з них не делится ни на одно р11 (k = 1, 2, ... , п). 
В самом деле, вычтем из р1р2 ••• р11 число целых чисел 

нашей последовательности, делящихся на одно из р11 • при

бавим потом число чисе)I, делящихся на два различных р11 , 

которые были вычтены дважды, вычтем число чисел, деля
щихся на три различных р11 и так далее. Мы получим 
выражение 

Р1Р2 · • • Рп ( l -1: ;11 +·1: PJ~ll -1: Р1:11Р1 + . ' . ) ' 
1) Ланда у [2]; Инг а м А. Е" Распределение простых чисел, 

М.-Л., 1936. 
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где каждая сумма распространена на все комбинации раз
л_ичных индексов. Но зто .выражение очевидно идентично 
( 17 .02). Таким образом, окончательно 

п 

~~п> <П(• --1 )· 
1 Pk 

Тем самым лемма 151 доказана, если бесконечное произве-
оо 

дение П ( 1 - -1-) расходится к нулю. 
1 Pk 

С другой стороны, если бы зто бесконечное произведе• 
ние сходилось, то мы имели бы 

~ _l < 00, (17.03) 
~Pk 

Но зто невозможно, если 'lt (п)/п не стремится к нулю, 
В самом деле, пусть 'lt (п) :>- Ап для бесконечной последо
вательности значений п. Тогда для бесконечной последова
тельности значений п 

11 
п 

~ 1/pk> ~. 
[п/2] 

что противоречит (17 .03), если А > О. Тем самым лемма 151 
полностью доказана. 

Введем теперь теоретико-числовые функции 

w(и)='lt{u)+ ·~ 'lt(a~)+i'lt (ui)+ .... (17.04) 

и Л (п), определяемую равенством 

Л (pk) = ln р, если р - простое и k - натуральное; 
Л (п) =О, если п не имеет вида pk. 

Эти функции более регулярны, чем 'lt (п), а поэтому целесо
образно записать соотношение (17.О1) в форме, связанной 
с этими функциями. 

Очевидно, что 'lt (и)= О. если и< 2, так что (17 .04) 
является, на самом деле, конечной суммой, где последний 
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не равный нулю член зависит от значения наибольшего корня 
из и с целым показателем,. который равен или превосходит 2, 
Таким образом, мы имеем · 

jw(u)-1t(u)/ == 

1
1 ( f) 2С(ехр [lп~J1~~+1J) / 

= 2 1t и + · • • + [ln u/ln 2] + 1 < 
-<: J· [ln u/ln 2]=0 (utln и). (17.05) 

Из (17.05) и леммы 151 вытекает 

w(и)= о(и). (17.06) 
1 

Так как п'i \nn имеет меньший порядок, чем n/lnn, то резуль
т.ат, который мы хотим доказать в теореме 15, озна,чает, что· 

1t 
w(n)----1 -. nn 

Это соотношение можно переписать в виде 

Но в силу (17 .06) 

N 

\ • m (N)'lnN l 
1m N =. 

N_,,,oo 

N 

(17.07) 

• (17.08). 

\. 1 r (1) (и) du 1m-
N-+00N • и 

lim ~ J o(l)du=o(l). 
N-+oo 0 о 

Таким образом, мы можем 

lim ! m (N) lnN 
N-+oo N 

или, интегрируя по частям, 

N 

1 = lim ~ J \n и dw {и)= 
N-+a> О 

записать (17 .08) в виде 

~ /-<~·· }= 1, 

N 

= lim ~ ~ ln n(w(n+O)-w(n-0)). 
N-+ оо n=l 
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Но функция со (а) кусочно-постоянна и Имеет разрывы лишь 
в точках вида Р'• где р - простое, Причем скачок в этих 
точках равен 1/v. Поэтому 

Л(п)= lnn(m(n+o)-co(n-0)). 

Следовательно, теорема 15 будет доказана, если мы устано· 
вим, что 

N 
1 х, 

lim N ~A(n)= 1. 
N-+oo n=l 

Рассмотрим ряды вида 

1 

(17.085) 

(17.09) 

Эти ряды называются рядами Ламберта, который открыл их 
в XVIII веке 1). Формально эти ряды эквивалентны рядам 

00 

~Хп~ат, 
n=l m/n 

(17.10) 

коэффициенты которых являются суммами всех коэффициен· 
тов ат• •индексы т которых .являются делителями п. Это 
вытекает из того, что 

хт 

1-xtn 
Если коэффициенты ап таковы, что ряд 

00 

~апхп 
1 

(17.11) 

сходится при lxl < 1, то легко видеть, что при lx/ < 1 
ряд (17 .09) абсолютно сходится, а потому перестановка 
членов, приводящая к (17.10) справедлива при lx/ < 1. 
В частности, 

"" "" 
~ Л(п) 1 x"xii = ~ хп ~ Л(т). 
n•I 1 m/n 

Пусть теперь 

•) К. К но о о, Unendllche Relhen, § 58 С. 
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rде р1 , .•••• р, - простые числа. k1, .••• , k, - натуральные 
числа. Множители числа п, для которых функция Л nрини" 
мает ненулевое значение, имеют вид 

р2 р••· Р1• 1• • • ·• 1 • 
2 ". р 2 Р2• Р2• • • ·• Р2; • • ·i ". Р,• • • •• 

Значениями функции Л для этих множителей явлЯЮ'J.:СЯ 

ln р1 , ln р1 , •••• .ln р1 : ln р2• ln р2, •••• ln р2; ••• : 

р"" •• 

ln р,, ln р,, ••• , ln р". 

Таким образом, 

~ A(m)= k1 lnp1_+k2 1np2 + ... +k, lnp,= ln п. 
m/n 

Следовательно, 
со со 

~А(п) 1 xnxn = ~·xmlnm, 
1 1 

В силу леммы Абеля о рядах 

00 со 

~ т ~ xm-xm+i 
~ х ln т = ~ ln т l -x -:-

1 1 
00 со 

= ~ :т+~ [ln (т+ 1)- ln т) = 1 х х ~ ln ( 1 + ~) хт = 
1 1 . 

со 

= 1 х х ~ [ ~ +о (,,:2)] хт = 
1 

==1хx[tn1 х х+ ~О (~.)х•]-
Положим теперь х = е-Е и умножим полученное равенство 
на - е. Мы получим 

= ~ [.ln (1- е-Е)- ~О (·-1 ) е-те]. 
1-е"'"Е · ~ m2 

1 

(17.12) 
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Формаль-ное дифференцирование рядов в обеих частях этоrо 
равенства дает соответственно 

~ d ( nee-~ ) ~Л(п) dпе ,-пе_ 1 = 
1 

~ Л (1 - пе) ,-пе (е-п~ - 1) + пее-2nЕ 
= ~ (п) (,-пе_ 1)2 

1 
со 2 • • • 

~ ,- п~ - ,-п. + пee-tli; 
= Л (п) -----=----'-..,=---. (,-пе_ 1)2 

1 

(17.13) 

и 

,-•(;::::~:-• [1n(I -•-•)-~о(~.)•-""]+ 
+ е,-е_ [ ,-е_ - ~О (-1 ) е-т~]. 

1-е е 1-е е ~ т 
1 

(17.14) 

При е >О ряд (17.13) мажорируется выражением вида 
со 

const ~ Л (п) п~е-пе 
1 

и, следовательно, равномерно сходится при е > в. Таким 
образом, ряд ( 17 .13) можно почленно проинтеrркровать, или, 
что то же самое, ряд, стоящий в левой части ( 17 .12), можно 
почленно про,/1.ифференцировать. То же самое справедливо 
и для ряда, стоящего в правой части равенства, поскольку 

ряд ( 17 .14) равномерно СХОДИТСЯ при е > в. Следовательно, 
при е ~о имеем 

~ d пее-пе - ~ . ,-2пе_,-пе+пее-пе -
~ Л(п) dпе,-пе_ 1 - ~ Л(п) (,-пе_ 1)2 -

1 1 

= ,-• ;;-.::-:.:.;.ее-• [ ln ( 1 - e-'J+ ~ о ( ~.) ,-••] + 

+ t~;_, [1 ,-;_,+~о(~)·-"']= 
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=а (1) [O(tne)+O(l)J + [1 +о (~)J[f + 0(1)+ O(lne) ]= 
= 11е + о (1 n е). 

Отсюда следует, что 

со с с 
. ~ е-2п. - е-п, + пее-пЕ 

ltm е л (п) ( - с 2 = 1. 
Е..+О е п._ 1) 

1 

(17.15) 

Положим 
[еУ] 

g(y)= ~ Л~п) • 

n=l 

Тогда (17 .15) принимает вид 
со . r е-211Е -е-11Е + "lee-11E 

1 = \1m '1/~ ( _ 11Е l)2 dg (ln 11) = 
Е..+0 0 е -

!со у-х( -2еу-х -еу-х + У-х -еУ-Х\ . е е -е е е J = ltm ( -еУ х ) 2 dg (у). 
х-+осо -со е - 1 

По.'!ученное равенство является частным случаем равенства 

(10.06), если положить в (10.06) А= 1 и 

( 2 -х -х -х) 
е-х е- е -е-е + е-хе-е 

К1 (х) = ( -х )2 
е-е -1 

и вспомнить, что 

со 

= {_!!_ ( ее-е ) = lim ~= 1. . de е-Е-1 Е-+О 1-е-Е 
о 

Функция К1 (х) принадлежит М1 и, кроме того, поло

жительна. Для доказательств.а этого достаточно доказать, 

ЧТО ПрИ е > 0 

или же, что 

е-Е > 1-е, 
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а это неравенство хорошо известно. Далее, функция g (у) 
монотонно возрастает. Таким образом. 

00 

1 = lim J К1 (х -y)dg(y)':?. 
х-+со 

-оо 

x+l x+l 

> lim J K(x-y)dg(y)> lim mln /K(u)/f dg(y). 
х-+оо х х-+оо -1 <; и<:О х 

(17.16) 

Отсюда легко вытекает существование такого К. что для 
любого вещественного х 

x+l 

f dg(y) <к. (17.17) 

" 
Для этого достаточно лишь вспомнить, что данный интеграл 
по определению ограничен на любом конечном отрезке из
менения х и обращается в нуль при х < - 1. Комбинируя 
этот факт с (1_7.16), мы получаем требуемый результат. 

Так как функция g монотонно возрастает, то отсюда 
вытекает ограниченность выражения (10.05). Следовательно, 
если не существует такого вещественного числа и, для кото

рого 

со 

0= "} {K1 (x)e-tиxdx= 
"211: • 

-со 

00 

=у~ J ~ с~-е 1) ~lu de. (17.18) 
о 

то (10.07) имеет место для любого К2 (х), принадлежащего М1• 
В частности, пусть 

{ О, если - 00 < х < -:- •: 
х+• 

если -•< х <О; К21 {х) = -.-. 
,-х. если. О<х. 
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{ о. если -оо < х <О; 

х -· если О<х <е; Krn(X)= &' • 
е-х, если •<х. 

Тогда 
00 

J K21 (x)dx= 1 +;, 
-CXI 

СХ1 

.{ Krn(X)dx = е-•( 1 +;) .1 
-CXI 

Таким образом, (10.15) дает 
СХ1 

1 +; = lim lк21 (x-y)dg(y)= 
Jro+CXI 

-CXI 

1 "° r+a 1 
= J!;°CXI 1 ,У-Х dg (у)+! 1- ~ + Х dg (у) ~ 

х N 

-1 -l1 ~ lim еУ-х dg (у)= ·lim N "1 dg (ln 71) = 
X-fo СХ1 .,..Qc) N-+ "° О 

153 

N 
- 1 Х1 = lim N ~Л(n) 
N-+"° n=\ 

и 
00 

e-•(t + ;)= lim lкrn<x--y)dg(y)= 
х-+ОО 

-оо 

= ;~~1 7·,Y-Xdg(y)+ j Х 1 у e-•dg(y))= 
-ао х-• 

= llm { j,Y-"'dg(y)- /(еУ-х_х 1 У e-•)dg(y)! < 
х-+ "° -"° х-• 

Jt N 

~ lim J еУ-х dg (у) = lim NI ~ Л (n). 
-- . N-+CXI ~ 
Xo+CXI -оо n= \ 
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Так как в произвольно мало и так как, при в-+ О, 

1 + ; -+ 1, г-• ( 1 + ; )-+ 1, 

то 

00 
- 1·· 

1 > lim N ~ Л (n); 
No+oo 11=1 

00 

1-<: lim ~ ~Л(n), 
N-+oo 11=1 

но 9то возможно лишь только тогда, когда 

N 

1 = lim .!. ~ Л{п}, 
N-+ooN 11=1 

что, как мы видели, эквивалентно теореме 15. 

§ 18. Теорема Ламберта -Таубера 

[rn. rn 

(17.19) 

Единственкым, пропуском, оставшимся- в нашем доказа
тельстве теоремы о распределении простых. цисел, является 

доказательство того факта, что функция в ( 17 .18) не имеет 
вещественных нулей. Эта функция может быть записана 

в виде 

00 

= limi'~JЛ f е~и+Л(е-~+е-2~+е-зЕ+ • • .)de= 
л-.о r 21; 0 

= lim iа+л [ {е~и+ле-Еdе+ 
л-.о у2'!; о 
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00 00 ] + __!_,...-1 r еtи+ле-Е de + l ~>. 1 ! еtи+>-е-Е de + • • • = 2tu+"+ , 3 и + 
о о 

00 

=lim lи+А Г(tи+>..+1)~п-lи->.-l= 
Л-+0 f2i; l 

= lim i~r±A Г(tи+л.+ 1)Цtи+л.+ 1), (18.01) 
Л-+0 r 2i; 

rде С (и)- риманова С-функция, определенная равенством 

(R(w)> 1). (18.02) 

Заметим, что интеграл 

00 

~ r !!_.,. (~) ew de Jf2i; · d; е-Е_ 1 
о 

(18.03) 

сходится и определяет аналитическую фуt11щию от w при 
R (w) > О. Мы предположим известным, что 1/Г (и)- целая 
функция и что Г (и) имеет простые полюсы при и =О, -1, 
--2, ..• и не имеет других особенностей. Тогда из (18.01), 
(18.02) и (18.03) следует, что (w- l)Цw) является анали
тической функцией, не имеющей особенностей в полупло
скости R (w) >О, и, следовательно, что Цw) можно анали
тически продолжить в эту полуплоскость. Единственной 
особенностью С ( w) в этой полуплоскости является полюс 
первого порядка при w = 1. Этот полюс на самом деле 
существует, так как в противном случае мы имели бы 

00 00 

оо > lim ~п-w =~п-1 
w-+l+O 1 1 

что, как известно, неверно. Таким образом, в силу (18.01) 
необращение в ну ль интеграла ( 17 .08) эквивалентно тому, 
что C(w) не обращается в нуль на прямой R(w)= 1. Это 
утверждение нам и осталось доказать, чтобы закончить до
казательство теоремы Адамара - Балле Пуссена о простых 
числах (теорема 15). 
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Заметим, что если Re (w) > 1, то 
D) 

Цw) = ~п-w= 1 + ~Pill1wp;ll1V1,,, p;llvw= 
1 

=(1 + 2-w+ 2-2w+ ..• + 2-11aw+ .•. )Х 

Х (1 +з-w + з-2•+ ".)(1 +s-w +s-2111 + •.. ) ... = 
1 

= (1-2-w}(1-з-w)(1-s-111) .•. (1-p-w) ... = 
= п (1-р-•,-•. 

р 

где произведение распространено на все простые числа. 

Таким образом, 

lnЦw)=- ~ln(l-p-w)= 
р 

~ ( -w р-2• р-зw ) ~ Л(n) -111 
=~ Р +-2-+-3-+ ... =~1nnn .(18.04) 

р 1 

Докажем теперь следующее утверждение: 

Лемм а 152• Пусть 1 (х)- монотонно возрастающая 
фун1'ция и пусть интеграл 

J x-w dj (х) ~ qi (w) 
1+0 

сходится при Re(w) > 1. Пусть фун1'ция 

будучи аналитически продолжена, регулярна на прямоll 
Re (w) = 1, и не обращается в нуль при w = 1. Тогда 
F(w) не имеет нулеll при Re{w)= 1. 

Эта лемма доказана в основном Адамаром 1). Если по-

1) Л ан да у [2], стр. 166. 
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ложить в этой лемме 
[х] 

т(х)= ~ tn~): 
1 

ер (w) = ln С (w); 

P(w)=Цw)(w-1); 

А=1, 

157 

то мы получим, что Цw) не может обращаться в нуль при 
Re(w) = 1, чем и заканчивается доказательство теоремы 15. 

Перейдем к доказательству леммы. Заметим, что 

О-< (1 + V2cos qi)2 = 1+2 V2coscii+ 2 cos2ep= 
=2+2 V2cos чi+cos2qi. (18.05) 

Но ·из регулярности Р (w) вытекает, что функция 

qi(w)+A tn(w-1) (18.06) 

регулярна при Re(w)= 1, за исключением логарифмических 
особенностей, где вещественная часть (18.06) стремится к -оо. 
Такие особенности мы будем называть отрицательн.ыми 
логарифмическими особенностями. Точка w = 1 является ре· 
гулярной для функции (18.06). 

Но 
00 

Re (ер (w)) = J x-Re (w) cos (lm (w) ln х) dт (х), 
1+0 

так что если v вещественно, то 

и 

00 

Re(ep(l+•+lv))= J x-<1+•>cos(v\nx)d1(x); 
но 

00 

Re(cp(l +s+2lv))= J x-<1+•>cos(2vlnx)d1{x), 
1+0-

со 

ep(l +а>= J х-<1 +•> dт(х). 
1+0 
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Таким образом. в силу (18.05) 

2cp(l +в)+ 2 у"2 R(cp(l +в+ lv) >+ Re (ер (1+в+2lv)) == 
00 

= J x-<i+•> (2 + 2 y2cos (v ln, x)+cos (2v ln х)) dj (х) ~О. 
1+0 

Следовательно, 
1 3 

Re (cp(l + в+tv)) >- 2-2 cp(l +в)- 2-2 Recp(l +е+ 2i'll). 

И', если в. < 1, то 
t 3 

Re(rp(l+e+iv)) _....._ 2-J lf'(l+t) _ 2-2 Reчi(l+e+2iv) 1 
ln е ~ ln е ln t • 

Когда в -++·О, то Re-(cp.(l +в+ 2/v))/ln в остается поло· 
жительным и потому 

Таким образом, 

rp(l + Е) -+-А. 
ln·e. 

Hm Re (~.(1 + е + iv)) <: 2-} А< 1. 
•-+-0- lne 

(18.06'5} 

С другой стороны, функц-ия F (w) аналитична при w= i+t~. 
Поэтому найдеТС!I неотрицательное целое число п такое, 
что 

1 • р (1 + Е + it1) в 1m п = , 
•-++О е 

где В- конечное число, не равное нулю. 
если v =/= О, то 

ln В= :нm (ln F (1 +в+ lv)-n ln в)== 
•-+О 

(18.07) 

Следовательно, 

= lim (cp(l +в+tv)+A ln(в+tv)-n ln в)= 
•-+0 

=Alntv+ lim (cp(l+в+tv)-nlnв). 
•-+О 

Если разделить обе части этого равенства на ln в и перейти 
к пределу при в-+ О, то мы получим, что 

0 = lim ( rp (1 + t + iv)-:- п ln 1} 
•-+ 0 ln а 
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или 

\. Re(rp (1 +а +iv)) 0 1. rp (1 +а +iv) 1m =.,е 1m =n. 
1 -+-+О ln а 1 ..,. 0 ln а 

Так как п - целое число, то из полученного равенства и 

соотношения (18.065) вытекает, что п =О, а потому из (18.07} 
следует, что 

lim F(l +e+lv)=B. 
•:++О 

Таким образом, 1 + lv не является нулем F (w), следова
тельно, F(w) не может иметь нулей на прямой Re(w)= 1, 
Тем самым доказана лемма 152 .и закончено доказательство 
~соремы 15. 

История применения рядов Ламберта к изучению распре
деления простых чисел довольно интересна. Частным случаем 
такого ряда, изученным самим Ламбертом, является ряд 

00 

~ 1 xnxn =х+2х2+2хз+зх4+2х5+4х6+ .. • , (18.0S) 
1 

_где коэффициент при хт в эквивалентном степенном ряде 
равен числу различных делителей т, включая 1 и само т . 
. Коэффициент ряда Ламберта равен двум тогда и только тогда, 
J<огда т - простое число. Поэтому многие надеялись одно 
время, что этот ряд является ключом для изучения распре

деления простых чисел. Эта надежда была охарактеризована· 
Кноппом 1) как «recht verfiihrerisch» (совершенно уводящая 
в сторону), следует сказать, что строгое доказательство 
равенства (18,08) было проведено лишь с помощью реэуль
'Гатов теории простых чисел. Это остается верным и до сегод
}1яшнего дня по отношению к рядам Ламберта общего вида. 
В 1921 г. Харди и Литтльвуд 2) доказали первый положи
тельный результат, касающийся связи теории распределения 
простых чисел и теории рядов Ламберта. Они установили, что 
теорема Адамара-Балле Пуссена (теорема 15) может быть 
выведена из следующей тауберовой теоремы, касающейся 
.рядов Ламберта. · 

1) Кнопп [1]. 
2) Харди и Лит т ль в уд [1]. 
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Если па"> -К и 

00 

Hm ~ na"x" (1 - х) _А 
Х-+1-0~ 1-Х" - t 

о 

то ~а"=А. 
Однако сама эта теорема не была ими установлена авто" 

номно. но была выведена как следствие· из теоремы, дока
занной Ландау с помощью метода, который более труден 
и сложен, чем используемый для доказате.i~ьства -rеоремы 
Адамара-Балле Пуссена. · · 

Метод, использованный в этой r лаве и в более ранних 
работах автора 1), может быть охарактеризован как сведе
ние тауберовой теоремы для рядов Ламберта к известным 
теоремам теории простых чисел, в данном случае-к лемме 152, 

которая утверждает, что функция Цw) не имеет нулей на 
линии Re(w) ·1. Легко видеть, что эта лемма была решаю
щим шагом в доказательстве теоремы 15, хотя можно дока
зать эту теорему и с помощью бoJiee слабых утверждения, 
например, касающихся поведения римановой ~-функции на 
бесконечности. Мы увидим зто в следующем пункте. Суще
ствуют, однако, и другие доказательства теоремы 15, в кото
рых используется единственное неэлементарное свойство 

римановой ~-функции, а именно то, что она не обращается 
в ну ль на прямой Re w = 1 2). Поэтому логика данного здесь 
доказательства не от ли чается сильно от логики доказательства, 

данного в· работе Харди - Литтльвуда. Оправданием исполь
зования методов этой главы может быть разве лишь то, что 
они дают независимый способ сведения теоремы 15 к лемме 
вида 152• 

§ 19. Теорема Икеара 

Один из наиболее простых методов доказательства тео
ремы о простых числах связан с леммой, доказанной Лан
дау 3). Она формулируется следующим образом: 

•) Винер (2), (4). 
2) См. обсуждение вопроса в книге А. Е. И н r а \1 а сРаспре· 

де.яение простых чисел:., М. - Л., 1936. 
а) Л а н д а у , [3). 
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Лемма Ландау. Пусть 
()Q 

F(x) = ~ а11п-х, Re (х) > 1, (19.01) 
11"1 

где 
(19.02) 

Пусть фун1'цию F (х) можно аналитичес1'и продолжить 
на прямую Re (х) = 1, причем она не имеет особенно
стей, за uс1'лючение.м полюса перв()го :nорядщ1 в точ1'е 
х = 1 с главно/l частью А/(х- 1). Если для не1'оторого 11 

в правой п.олуплос1'ости Re (х) ~ 1 имеет место равен;. 
ст во 

то 

F(x) =О (/х/•), 

11 

А= lim .!. ~а". 11-+оа n ~ 
1 

(19.03) 

(19.04) 

Чтобы применить эту лемму к доказательству теоремы 
о простых числах, продифференцируем почленно равенство 
(18.04). Это дифференцирование законно в полуплоскости 
Re (w) > 1, поскольку равномерно сходящиеся .. ряды анали
тических функций можно почленно дифференцироватr. в любой 
внутренней точке области равномерной сходнмости. Умножив 
обе части равенства на - 1, получим 

00 

С' (t'lf) ~ л ( ) -W 
- C{fll) = ~ п п . 

1 

Кроме того, было доказано существование такой постоян
ной 8 (фактически ра~ной 1), что функция 

в 
Цw)- w-1 

аналитична в точке w = 1. Это же саыое верно и для 

С' (w)+ Щ<w - 1)2. 

Отсюда непосредственно вытекает, что функция 

С' (•) , 1 
- ~ (•)- - til ~ ~' 
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аналитична в точке w= 1. Поэтому функция -,с;~~) име~т 
при w = 1 полюс первого порядка с главной частью 1/(w-1). 

Мы не будем здесь доказывать того, что функция 

С' (х) 
F(x)=- С(х) 

удовлетворяет условию (19.03), так как мы увидим далее, 
что без этого условия можно обойтись. На самом деле известно 
значительно больше и было доказано, что 1) если Re (s):> 1 
и lsl достаточно велико, то 

1 С' (s) 1 < с !n9 t 
С (s) • 

Доказательство же того, что F (х) удовлетворяет столь сла· 
бому условию, как (19.03), проводится весьма просто. Усло· 
вие (19.02) очевидным образом выполнено. 

Предположим теперь, что лемма Ландау доказана и что 
уже доказано выполнение для функции ~' (х)/~ (х) указанных 
выше условий. Тогда из (19.04) вытек.ает 

'N 

1 = llm ~ ~ Л (n). 
N-+co n=l 

(17.085) 

Мы установили выше эквивалентность этого равенства и тео· 
ремы Адамара - Валле Пуссена. Таким образом, мы полу· 
чили новое доказательство теоремы 15. 

Мы увидим далее, что условие (19.03), накладывающее 
весьма слабые ограничения на функцию F (х), не является 
существенным в рассматриваемом вопросе. Поэтому лемма 
Ландау не может удовлетворить нас, если не удастся доказать, 
что (19.03) является самым слабым ограничением на поря· 
док F (х), гарантирующим справедливость этой леммы, или 
если не будут найдены истинные условия, при которых лемма 
верна. В этом смысле следующая теорема Харди и Литтль· 
вуда 2) может рассматриваться как дальнейшее продвижение 
вперед: 

~ Ланда у (2], т. 1, стр. 179. 
) Х а р д и н Л и т т л ь в у д [2]. 
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Теорема Хард.и-Литтльвуда. Пусть >..п-возра
стающая последовательность действительных чисел. 
Пусть 

1) ряд ~ ап >..;;'равно.мерно сходится при Re (s) > а0 >О; 
11) фун.1еция F (s), определенная этим рядом, регулярна 

при Re(s)> с, где О <с<а0 и непрерывна во всех точ
ках прямой Re (s) =с, за ис1елючен.ие.м точ1еи s =с, где 
он.а имеет полюс первого поряд1еа с вычетом g; 

111) для н.е1еоторого 1еон.ечн.ого С, равно.мерно при 
а~ с имеем · 

F(s)=O(eCltl); (19.05) 

IV) l~1· 
An-1 ' 

V) числа ап вещественны и удовлетворяют нера
венствам 

ап > -К>..~- 1 (>..п ->..п-1): ап < КJ,~- 1 (1,п -Лп-1), 

или 1ео.мпле1есн.ы, и имеют вид 

Тогда 

(19.06) 

Здесь мы положили 

s=a+tt. 

Полагая в этой теореме с = а0 = 1, >..п = п, К= О, g = А, 
получаем следующее утверждение: 

Пусть выполняются равенства (19.01) и (19.02). Пуст& 
фун.1щия F (х) регулярна во всех точ1еах пр я.мой Re (х)= 1. 
аа ис1елючен.ие.м точ1еи х = 1, где она имеет полюс поряд• 
1еа 1 с главной частью А/(х .,.....-- 1). Пусть для н.е1еот.орого С 
равно.мерно при а~ 1 выполняется (19.05). Тогда имеет. 
.место равенство (19.04). 

Мы видим, что условие . (19.03) может быть заменено 
более слабым условием (19.05). Однако на самом деле утвер· 
ждение остается справедливым даже без этой более слабой 
гипотезы, касающейся порядка роста F (s), утверждение верно 
без каких-либо ограничений на рост этой функции. Оконча-
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тельный результат получен Икеара 1) и формулируется сле
дующим образом в терминах интеграла Стилтьеса: 

Теорем а 16. Пусть 11 (х)- .монотонно в.озрастаю
щая функция такая. что интеграл 

00 

J ~-и d« (х) =/(и) 
l+O 

сходится при ·Re (и)> 1. Пусть функция 

/(и)- и А 1 =g(и) (19.065) 

равно.мерно на любо.м отреже пря.моfl Re (и)= 1 стре
мится к конечному пределу. когда Re (и)-+- 1 +О. Тогда 

«(N)--NA 
при N-+oo. 

В самом деле, положим 

Е 

~ (е) = « (еЕ) е-Е + f е-Е « (еЕ) de -А; 
о 

при е > О. Тогда 

Не теряя общности, можно считать, что 

~(х)=~(+О) (-оо<х~О). 

Тогда функция g(u) из (19.065) принимает вид 
00 

g (и)= J е<I-и)Е ~ Ю [Re(u) > 1). 
-оо 

(19.07) 

(19.08) 

Доказываемое утвержден.не можно записать в следующеR 
форме: 

'1 

llm J e~-'ld~(e)...:...O. 
11-+ 00 

-оо 

(19.085)-

•) Икеара [1). 



§"19} 
,. 

"ТЕОРЕМА ИКЕАРА" 

Если а > О и '1 ~ вещесtвенно, то 
в 

J (1 - 1~ 1 )g(tи+s+ 1)s1"'1du= 
-в 

в "" 

165 

= J (1 - 1~1 )dи J et•<11-E>e-•E d~(e). (19.09) 
-в -со 

Так как этот двойной интеграл абсолютно сходится, то 
00 в 

J е-•е d~(e) J ( 1 - 1~1) elи<•Hldu = 
-оо -В· 

Но 
R 

"" _ ! 2 (1- cos В ('1/-е)) -•Е AQ (~) - в <:ii - е)2 е иt' <i • 

-оо 

lim /(1- l~l)g(tи+e+1)e1"тidu= 
•-+о -в 

в 

(19.10) 

= .{ (-1 - 1 ~ 1 )g(tи+1)e 1"'!1du. (19.11) 
-в 

Таким образом, существует предел 

Кроме того, в силу критерия ограниЧенноЯ сходимости 

"" 
1• J 2(1-cosB('l/-e)) -•eAd~-
1m в ( - е)2 е <i -

•-+0 о .'1/ 

"" -J 2(1-cos B('l/-e)) Ad" 
- B('l/-e)2 i;. 

о 

(19.1.2) 

Но тогда в силу (19.07) суu(ествует предел 

"" 
llm r 2 (1 - cos в ('1/ - е)) e-<•+l) е d't(ee). 
•-+О' B('l/-e)2 

о 
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Примем во внимание, что выражение ,-е da. (е) неотрицательно 
и что при е-+0 и любом положительном е функция е-•е, 
монотонно возрастая, стремится к 1. Кроме того, учтем, что 

2(1-cos в ('IJ_-e)) ~ 0 
B('IJ-e)2 ,:?" ' 

Поэтому мы можем применить Х39 и получить 

00 

f 2(1-cosB('IJ-e)} -Ed ( E)
B('IJ-e)2 е а. е -

о 
00 

_ 1• J 2(1-cosB('IJ-e)) -<•+l)E~ ( Е) 
- tm В( -е)2 е ua. е . 

•-+00 'lj 
(19.13) 

Комбинируя (19.12) и (19.13), получаем в силу (19.07) и 
(19.08) 

00 

= J 2(1-cosB('IJ-e)) dQ(e). 
B('IJ-e)2 t' 

-оо 

Таким образом, в силу (19.09), (19.10) и (19.11) имеем 
в 

J (1 - l~l)g(lи+l)elu11du= 
-В 

00 

=! 
-оо 

2(1-cosB('IJ-e)} d~Щ. (l 9.14) 
B('IJ-e)2 

Поэтому в силу (19.07) 
00 

! 2 (l -cos В ('IJ-e)} -Ed (~)
В (11-е)2 е а. ~ -

-оо 
в 

= 21tA+ J ( 1 - 1 ~1 )g(tu+ l)e'"11du. 
-~ 
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Поскольку е-Е da. (е) неотрицательно, то при В < 11: 

!'•-•do(e') < :~ 12•А+ j( 1- 1~1)\g(l•+l)\d•] <оо. 
а так как функция « монотонна, то из (19.07) вытекает 
11+1 в 

f /d~IOI <А+~;~+:~ f (1- 1~1_)/g(lu+l)/ dи<оо. 
1J -В 

По теореме Римана-Лебега и из (19.14) имеем 
00 

1. J 2(1-rosB('l/-e)) dr:l(e)-O 
tm В ( -~)2 1" , - • 

'lj-+OO -оо 1j' 

Кроме того, преобразованием Фурье функции 

2 (l - cos ве> 
ве2 

является 

00 

=1 lf21t(1 -~)· если 
О _, если 

/и/<В, 

lи/>В. 

Ни для одного вещественного значения и это выражение не 
обращается в нуль при всех В. Поэтому можно применить 
теорему 7. ИЗ этоlt теоремы вытекает, что ~ели К2 (е) при
надлежит М1, то 

00 

lim J K2 ('1/-e)d~IO=O. 
'lj-t-OO 

-оо 

(19.15) 

Утверждение (19.085) является частным случаем этого утвер
ждения, где 

К е - ' ' { 
е-Е· если е > О· 

2 (,)- о . если е <о. (19.16) 

Таким образом, теорема 16 доказана. 
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Обобщенная форма теоремы Ла11д11у, соответствующая 
теореме 16, получается, если взять в качестве а (х) ступен· 
11атую функцию с разрывами лишь в целых точках. Она 
rласиt: 

Теорема 17. Пусть выполнены условия (19.01) tt 
(19.02). Пусть F (х) .может быть аналитически продол•. 
жена на прямую Re(x)= 1 и не имеет особенностей. 
в точках зтоа. прямой., за исключением точки х = 1, 
где она имеет полюс первого порядка с главной частью 
А/(х- 1). Тогда имеет место равенство (19.04). 

При обобщении теоремы Харди -Литтльвуда я не могу, 
к сожалению, исключить условие III), не усилив одновре· 
менно условие IV) условием IV'): Лп - Лп-t ограничено. При 
этом имеет место следующая теорема: 

Теорем а 18. В теореме Харди - Л иттльвуда уело· 
вия 1), 11), IV') и V) достаточны для выполнения (19.06) • 

.Менее ограничительной заменой для IV) является 
IV") ~ (Лп -Лп_1)2 л;_: 1 <.( оо. 
Эта теорема не столь очевидна, как соответствующая 

теорема Ландау. Не ограничивая существенно общность, мы 
можем считать, что все Лп больше, чем 1. Положим 

и=s+l-c; 

а1 = а0 + 1 - с. 

Тогда из 1) следует, что интеграл 

00 

J х-и da(x)=/ (и)= F(и+с-1) 
1+0 

(19.165) 

(19.17) 

абсолютно сходится в области Re (и)> а1 • Из утверждения 11) 
следует, что если аналитически продолжить функцию /(и), 
то она не имеет особенностей при Re (и)> 1 и непрерывна 
во всех точках прямой Re (и)= 1, за исключением точки 
и= 1, где она имеет простой полюс с вычетом g. Предпо· 
ложение V) влечет за собой, что либо а (х) вещественно и 
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'Удовлетворяет одному из условий 

n+l 

J lda.(x) /-а. (п+ l)+a. (п) < 2К 
п, 

ИЛИ 
n+l 

J /da.(x)/+a.<n+l)-a(n)<2K, 
п 

либо комплексна и удовлетворяет условию 

п+1 

J 1 d11(х)1 < К 
п 

169 

(19.18) 

(19.19) 

(19.20) 

для некоторого постоянного К. Если в случае (19.20) 
Re(u) > 1 +е, то 

n+l 

f 1 х-и d11(x) 1 < кп-l-• 
п 

и (19.17) абсолютно сходится при Re (и)> 1, в чем мы можеи 
убедиться, сравнив этот интеграл с рядом 

00 ri+l 00 

~ J 1 x-rl d11(х)1 <К~ п-l-•. 
1 п 1 

В случае (19.18) мы можем положить 

11(х) = 111 (х)+~(х), 
где 

111 (х) =-} (11 (х)+ .! 1d11(е)1); 
1+0 

а2 (х)= ~(а (х)- f1da(e)i). 
1+0 

Тогда функция а1 (х) монотонно возрастает И 

d{ iida.(e)l-a(x)\ 
1+0 

n+l 

J \d~(x)/= ~ J · 
n+l 

п 

(19.201) . 
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Так как выражение под знаком внешнего дифференциала 
в правой части ( 19.201) монотонно возрастает, то отсюда 
вытекает, что 

f 1[da2(x)/= ~ f 1d{ /tda(e)[-a(x))= 
п п 1+0 

= ~ {f 'i11a<x>I-«•+ t>+•<•> )·J 
Таким образом, как для а(х) в случае (19.20), интеграл 

(19.202) 

абсолютно сходится при Re (и) > 1. Так как функция а1 (х) 
возрастает, то интеграл 

00 

J х-и da1 (х) 
l+O 

(19.203) 

является убывающей функцией от и. Мы знаем, что ните• 
грал (19.203) сходится при Re (и)> о1 • Пусть о1 - наимень· 
шее значение Re (и), для которого зто справедливо. Тогда 

00 

lim J х-и da1 (х) = оо. 
и-+а1 +О 1 +О 

В самом деле, если и - вещественное число, то ряд 

00 ~+1 

~ гпи J da1 (х) 
n•O ~ 

(19.21) 

сходится или расходится одновременно с интегралом (19.203), 
причем отношение значений ряда и интеграла лежит между 

1 и 2". Но (19.21) является степенным рядом с аргументом 2-11 

и неотрицательными козффициента,ми. Известно, что для таких 
рядов на границе круга сходимости есть точка, в которой 
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изображаемая ими функция обращается в бесконечнос'l'Ь 1). 
Таким образом, функция, изображаемая интегралом (19.203), 
имеет полюс в некоторой точке, абсцисса которой равна 
абсциссе сходимости, а потому имеет особенность в веще
ственной точке с той же абсциссой. 

Но абсцисса самой правой особой точки на вещественной 
оси не превосходит 1. Таким образом, абсцисса сходимо
сти < 1 и а1 = 1. Эдесь в сипу абсолютной сходимости 
(19.202) при Re(u) ::> 1 можно не различать ci(x) и ci1 (х). 

Мы доказали, таким образом, в случаях (19.18) и ( 19.20), 
что интеграл ( 19.1 7) абсолютно сходится при Re (и) > 1. 
Случай (19.19) подобен (19.18). Начиная отсюда, мы сосре
доточим внимание на случае (19.18). Положим 2) 

а3 (х)= ~ {апл~-с+к()"п-Лп-д}· 
дп<;;х 

~ (х) является ступенчатой функцией, имеющей в точках 

вида х = Лп разрывы величины апл~-с +К (Лп - Лп_~). Пока
жем, что интеграл 

со 

J х-и da3 (x) 
!+О 

(19.22) 

также абсолютно сходится при Re(u) > 1. Для этого доста-
точно показать, ~то ряд 

~ >..;;" {апл~-с +К(Лп -Лп_~)} 
сходится при Re(u) > 1. Но в силу (19.165) и условия 1) 
это сводится к доказательству того, что ряд 

~л;;"(Лп-Лп-д=ф(и) (19.23) 

сходится при Re (и)> 1. А это непосредственно вытекает 
из того, что ряд (19.23) мажорируется интегралом 

со 

.! ).. -и iA = и 1 1 • 
1 

который сходится при Re (и)> 1. 

1) Л а и да у, Neцere Ergebnlsse der Pцnktlonentheorle (2-е изд.)· 
2) Мы положили здесь Л0 =О. 
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Мы им~ем 

ф (и) - и 1 1 = е (и)+ t 1 <An - лп-1) л;" - jn л-и du 1 · 
2 Ап-1 

(19.24) 

где е (и) - целая функция. В сипу теt'Jремы о среднем вы
ражение, стоящее под знаком суммы, не превосходит по 

модулю выражения вида 

<Ап -Лп-1){Л;~1 -Л;")-<: и <Ап - Лп-1)2 Л;~1 1 • 

Но по условию IV') зто выражение мажорируется 

const и (Лп - Лп-1) л;~1 1 , 

а потому (19.24) сходится к функции, аналитичной в обла
сти·Rе (и)> 1. Таким образом, (19.22) сходится при Rе(и)> 1 
к функции, аналитическое продолжение которой непрерывно 
во всех точках прямой Re (и)= 1, за исключением точки 
и = 1. В этой точке выражение 

С1О 

J х-и da3 (х) - Кф (и) 
1+0 

имеет простой полюс с вычетом g. и в силу (19.24) функ
ция (19.22) имеет простой полюс с вычетом g+K. Функ
ция 11.3 (х) монотонна и мы можем применить методы доказа
тельства теоремы 16, заменяя 11.3 (х) на а (х). 

При доказательстве теоремы 16 было показано, что 
если К2 принадлежит М1 , то ·сделанные предположения АО· 
статочны для выполнения (19.15). Заменим теперь функцию К2 
из ( 19 .16) функцией 

{ 
е-сЕ, если 

К2 (е)= О , если 
е> О; 

е <О. 

Соответствующая· функция ~ (е) имеет вид 

Е 

11.3 (е') е-Е + J е-Еа.3 (еЕ) de-(g+ КН 
о 



§ 19) ТЕОРЕМА ИКЕАРА 173 

при е > о и мы продолжим ее на всю ·ось, пqложив ~ щ = 
= ~ (+о> при е < О. Мы доказали, что 

00 

о= lim Jк2 ('1/-e)d~(e)= 
'lj-+OO -оо 

'lj 

= lim r eclE-'11> (e-Eda3 (eE)-(g+K)de} = 
'lj-+CO .+о 

= limv-c! .! xc-ldtiз(x)- (g+l()/vc-1) )= 
v-+.;;o 1+0 

= li1п {v-c ~ [а11л~-с+К(Л11 -Л11 _~)]>·~- 1 -
•-+со Ап<• 

- g~I( (1 -v-c)}= 

= lim J ЛiVC t ап + КЛiVС t (Лп -Лп-1) л~- 1 -
N-+со \ 1 1 

- g ~ /( ( 1 - лл;с) 1 · 
(19.25) 

Но это равенство справедливо для всех достаточно больших 
значений К. Рассматривая линейную комбинацию двух ра
венств (19.25) при различных значениях К. получаем, что 

lim 1 ЛiVC .(:. (Лп - Лп-1) л~- 1- _!_ ( 1 - ЛiVC) 1 =о 
N-+co '°"8j С 

1 
и 

lim jлiVc~ а11 - g(l-ЛiVc)l=O. 
N-+co '°"8j с 

1 

Так как g =1= О, с =1= О, то отсюда вытекает 
N 

ЛiVc ~ ап,...., f (1-ЛiVc),....,~. 
1 
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и, следовательно, 

N 
~ g,-c ."'-! ап ,..._, с "N • 

1 

[r.11. 111 

Но это равенство совпадает с (19.06). Таким образом, мы 
доказали. теорему 18 в случае (19.18). Случай (19.19) непо
средственно в.ытекает с помощью замены ап на - ап, а слу

чай (19.20) сводится к рассмотренным выше случаям путем 
раздельного рассмотрения вещественной и мн·имой частей. 

Из леммы 152 и теоремы 16 вытекает следующая инте
ресная теорема: 

Теорем а 19. Пусть т (х)- .монотонно возрастаю
щая функция, и пусть интеграл 

00 

f x-Wdj(X)=<p(W) 
1+0 

сходится при Re (w) > 1. Пусть 
жение функции 

Р (w) = еч><w> (w - l)A, 

аналитическое продол-

регулярно при Re (w) = 1 и не обращается в нуль при 
w= 1. Тогда 

N 

А= lim ~ J lnxdт(x). 
N..+oo 1+0 

В самом де.ле, пусть 

х 

f tn е d1 Ю= а(х); -ер' (и)=! (и). 
1+0 

Тогда, если Re (и) > 1, то 
00 00 

J х-и da (х) = .{ х-и ln х dj (х) == 
1+0 1+0 

00 

i::::: - :u J х-и dj (х) = - <р' (и)= f (и). 
1+0 
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Но 
tn F(u) = rр(и)+ А tn(u - 1), 

и потому 

-F'(u) А 
.F(u) =/(и)- и-1 • 

Эта функция аналитична при Re (и)= 1 в силу леммы 152, 
а потому при Re (и)-+ 1 она равномерно сходится к конеч
ному пределу на каждом отрезке прямой Re (и)= 1. Таким 
образом, выполнены условия теоремы 16 и потому 

N 

A=lim а<:)= lirn 1 f lnxdт(x), 
N~oo N~oo i+o 

что и является требуемым результатом. 
Если положить 

то 

т(х) = ш(х), 

е'Р<и> =С{и) 

и предположения теоремы 17 очевидным образом выпол
нены. Поэтому 

N 

1 =lim 1 J \nxdш(x), 
N--.co , , .1 

что, как мы видели, еквивалентно теореме о простых чис· 

лах. 

Мы показали, 'таким образом, двумя различными путями, 
что теорема о простых числах Адамара и Балле Пуссена 
может быть сведена к тауберовой форме и доказана етим 
путем. Это приводит к предположению, что и более тонкие 
теоремы о расriределении простых чисел также могут быть 
сведены к тауберовой форме, в частности, теоремы, опираю
щиеся на гипотезу Римана. Автор не надеется, что таубе· 
ровы методы дадут много в етой более широкой области. 
В теоремах 4 и 5 было отмечено, что для того, чтобы 
доказать, что некоторое выражение стремится к пределу, 

мы делаем предположения, которые тривиальным образом 
достаточны для достижения ограниченности. Таким образом, 
тонкости тауберова метода служат для того, чтобы заменить 
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О на о. В случае теоремы 15 9ТО дает все, что нам тре
буется, поскольку sлементарными, но далеко не тривиаль
ными методами 1) можно доказать равенство 

'lt {п) - 1: п = О ( 1: п)' 
или, что то же самое, равенство 

'lt (n)= о(,:п )· 
а теорема 15 утверждает, что 

тс(п)- 1:п =о(,:п)· 
В случае более утонченных теорем, опирающихся на гипо
тезу· Римана, например, таких, как 

1t(n)- ,:п =о(п"), (19.26) 

О-предположение практически так же трудно установить, 
как и о-утверждение. В случае (19.26) оно имеет вид 

тс(п)- .Ь =О (п'") 1nn 

и доказать его означало бы локазать больше, чем доказать 

тс(п)-Ь=о(п~). 1nn а<~< 1. 

Но доказать 9ТО утверждение для любого а, лежащего 
в Промежутке •/1 и 1, и для любого ~. лежащего между 
cz и 1, зто то же самое, что доказать ( 19. 26) для любого а, 
лежащего между •/1 и 1, а потому ждать здесь помощи от 
теорем тауберова типа бесполезно. 

Другой путь &ыяснения существа дела состоит в том, 
что теоремы тауберова типа связаны с преобразованием 
Фурье, кот9рое явл•ется главой теории функций веществен
ного переменного. Мы вынуждены поэтому действовать на 
одной вертикальной , прямой о плоскости римановой ~-фуt1к
ции.- Более мощ11Ые методы теории функций комплексного 

1) Ланда у (2), т. 1, стр. 71-97. 
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переменного позврляют нам работать с целой полосой комп
лексней. области - критической полосой римановой С-фуик
ции. Это и позволяет получить доказательство таких 
утверждений, как ( 19.26). 

§ 20. Среднее значение квадрата модуля функции 

Т е о р ем а 20. Пусть / (х)- из.мера.мая фунtеция, д.11я 
teomopoa интегра.11 

т 

·1 r 2Т , 11 (х)/2 dx (20.01) 
-т 

ограничен по Т. Тогда 

"" 
(20.02) 

-оа 

В самом деле, интегрируя по частям, получаем 
А А z 

j' 11 (х) 12 dx = ! ~ .!!.__ f 11 IOl2 de = 
1 + х2 1 + х2 dx • 

-А -А О 
А -А 

= l~A2 fuю12 de- 1;А2 ! l/IOl2 dE-
o о 

- !А d~ (i ~ xl) [j11 {е)/ 2 tte] dX = 
-А О 

А А z 

' 2А 1 r 1·2 f .fxt dx 1 /I 12 = 1 +А• 2А • 1/ (е) d~ + (1 + xl)2 "2:% . f (е) de ~ 
-А О · -z 
А А .· .11 

<1~АА2 2~ flfЩ/2 ~~+ 4 f"1~xl, 2~ /l/<Щ2 tte< 
-А О . . -z 

,Т 

< { 1 ~АА2 + 4.arctg А} llm sup · ,}т ·:f'I/ (х)1 2 dx < 
-т 
·т 

~(1+21t)llmsup 2~ /1/(х)/2:~х. (2Q.03) 
-т 
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Таким образом, если функция (20.01) ограничена, то 
функция, совпадающая с/ (х)/х при lxl > 1 и равная'нулю 
при / х 1 -< 1, принадлежит ~ и, следовательно, в силу тео· 
ремы Планшереля существует 

[ 
А -1] 1 f (x) ,-tux ' 81 (и)=1.1.m. "r- j + J _. dx , 

А-+оо "211: ix 
1 -А 

(20.04) 

Кроме того, функция / (х) суммируем-а на отрезке [-1, l], 
а интеграл 

1 
1 J 1-tax -1 

82 (и)= "r- / (х) . dx 
"211: -ix 

-1 

(20.05) 

существует для любого и. Поэтому функция 

8(u) = 81 (и) +82 (и) (20.06) 

существует почти для всех и. 

Мы имеем 

s(и+в)-8(и-в)= (20.07) 
А 

1 r ,tx•_,-txe -tих = 1.1.m. "r- / (х) . е dx = 
А.+оо " 211: , ix 

-А 
А 

-11 _I_ jJ ( ) 2 sin ех -tuxd - .. m. "r- х е х. 
А.+оо r 211: -А Х 

Таким образом, 8 (и+ в) - 8 (и - в) является преобразова· 
ни ем Фурье· функции 

/ (х) 2s~ вх 

и в силу теоремы Планшереля 

00 "" 

4~1 j /s(и+в)-8(и-в)/ 2 dх= ~а J j/(x)l2 si~2•x dx~ 
-оо -оо 

(20.08) 
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Правая часть этого выражения может рассматриваться как 

взвешенное среднее функции 1/ (x)l 2, поскольку 
00 00 

_!_ r Sin2 ЕХ d _ i_ ! sin2 Х d _ l 
~е • х2 Х - ~ х2 х - . 

-оо -оо 

Если е-+ О, то вес все более равномерно распределяется 
на оси (-оо, оо). Поэтому естественно установить связь 
между 

т 

lim 2~ {1! (x)l 2 dx 
Т-+оо • 

-Т 

(20.09) 

и 
00 

lim _1_ J 11 (х)12 sin22Ex dx. 
а-+0 ~Е Х 

(20.10) 
-оо 

Мы хот.им доказать следующую тауберову теорему: 
Теорема 21. Если qi(x)>O при О<;:х <оо .а один 

из пределов 
т 

lim ~ r qi(x) dx 
Т-+оо 0 

(20.11) 

или 00 

lim _.2._j' qi{x) sin2 ЕХ dx (20.12) 
•-+О ~Е х2 

о 

существует, то существует и второй предел, причем 
он. имеет то же са.мое зн.ачен.ие. 

Таким образом, пределы (20.09) и (20.10) полностью 
эквивалентны и в силу (20.08) мы получаем такое следствие: 

Теорем а 22. Пусть фун.кция / (х) такова, что 
(20.01) огран.ичено по Т. Пусть s1 (и) определено равен." 
ство.м (20.04); s2{и)-равенством (20.05) u s (и)- равен
ством (20.06). Тогда 

00 

1 1· lim -4 ls(и+e)-s(и-:e)l2dи= 
•-+О ~Е 

-оо 

т 

=lim 2~ {lf(x)l 2 dx (20.IЗ) 
Т-+оо _:_Т 
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в том смысле, что если существует одна из частеll. 

равенства (20.13), то и вторая часть существует и 

принимает то же са.мое значение. 

Дадим теперь доказательство теоремы 21. Очевидно, что 
без ограничения общности можно положить rp (и)= О при 
х < 1. В самом деле, в зтой области функции qi (х)/Т и 
2rp (х) sin2 ex/(1tex2) монотонно стремятся к нулю, когда s 
стремится к нулю (второе - при достаточно малых значе

ниях е), а потому в силу признака монотонной сходимости 

1 ~ 

lim ~ { qi(x)dx=lim~ { rp(x) sin2
2
2x dx=O. 

Т~оо О о~О 'ltE О Х 

Итак, можно считать, что rp (х) обращается в нуль на от
резке [О, 1]. 

Положим 

х=еЕ; T=e'll=e-1; rр(х)=ф(е). 

Тогда выражение (20.11) принимает вид 

11 
lim J еЕ-11ф (е) d;, 
11~00 

-оо 

(20.14) 

а (20.12)- вид 

(20.15) 

Если один из пределов (20.14) или (20.15) конечен, то 
рассуждая так же как и в ( 17 .16), получаем 

n+l 

lim J фЩdе < оо. 
п~оо 

п 

Фущщия ф (е) сущ.rируема на любом отрезке и обращается 
в нуль при отрицательных значениях аргумента. Поэтому 
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так же как в ( 17 .17) доказываем, что выражение 
п+1· 

f Ф«>tд 
п 

ограничено. Следовательно, если мы положим 

~ 

g <е> = f Ф<~> d71, 
о 

то в сипу неотрицатепьности ф получим 

n+I n+I 

J, ldg(e)I =g(n+ 1)-g(n)= J ф{е)dе < c9nst. 
п п 

Мы хотим доказать эквивалентность утверждений 

00 О> 

нm J K1(e-71)dg(71)=A Jк1 (e)de 
е-.оо 

-~ 1 -оо 

(20.16) 

и 

О> 00 

lim f K2<e-71)dg(71)=A f K2 (e)de, 
е-.оо 

(20.17) 
-оо -~ 

где 

{ О , если - оо < е < О; 
Ki (е) = е-е, если о < е < оо, 

u 

К2 (е) =!ее s1п2 ,-е. 
'11: 

Заметим, что 
О> О> 

J К1 <е> de = J ,-ede = 1 
-w о 

и 
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Поэтому эквиваленmость (20.16) и (20.17) равносильна 
эквивалентности 

и 

00 

lim J K1(e-71)dg(71)=A 
Е-+оо . 

-оо 

00 

lim J к2 (e-71)dg(71)= А, 
Е-+оо 

-оо 

а тем самым и теореме 21. 

(20.18) 

(20.19) 

Чтобы доказать эквивалентность (20.18) и (20.19), вос
пользуемся . теоремой 5. Очевидно, что ядро К2 принадле
жит М1 , а преобразование Фурье этого яµ.ра л~шь постоян
ным множителем отличается от 

00 00 

j' ец~-tи> sin2 е-Е de = .{ х1"-2 sin2 х dx = 
-оо о 

00 

j • ( 1 е21х e-2lx) 
= хlи-2 2--4---4- dx= 

о 

00 . r ( 1 е21х е-2/х) =ltm х 1и-2 ------- dx= 
•-+0. 2 4 4 

• 

[ 
00 00 ] • 1-е21х 1-е-2/х 1 = lim j хiи-2 dx + J хlи-2 dx • 

в-+0 4 4 
• • 

В первом интеграле можно деформировать путь интегриро
вания, превратив его в вертикальный луч, идущий от е до 

е + loo, а во втором - в луч, идущий от е до е - loo. 
Подынтегральная функция в обоих случаях имеет на беско
нечности порядок х-2, так что интеграл вдоль четверти 

окружности, отсекаемой полуосями arg х =О и arg х = ; , 

стремится к нулю, когда радиус стремится к бесконечности. 
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Поэтому деформация пути законна. Мы имеем 
00 J ,цi-tu) sin2 ,-Е d~ = 

-og 

[ 

OQ 

• 1 82 (ta-y) 
= llm l j (е+ ty)lu-2 - 4 dy-

•-+O О 

l r(-t•-Y) 
OQ ] 

-t ! (e-ly)lu-2 - 4 dy = 
00 

j . [ 1_82 (l•-YI = llm l(s + ly)1"-2 ----
•-+О 4 

о 

1 82(-11-у)] 
- l (в - ly)lu-2 - 4 . dy. 

Интегрируя по частям, получаем, что это выражение равно 

. [ !"°[ (• + iy)lu-1 82111-у) l1m - --_,__~~-
но 1 iu-l 2 

(а-/у)lи-1 821-11-у)] 
d\1-iu-l 2 .т 

. \0 

/и-1 1 а • 2 -. 1 sins, 
~и-

(20.20) 

а ·это равно 

lim \ JOQ[ (а 7" ly)I" е2 (t•-YI - (1-:-- iy)i" е2 <-l•-Y>J dy + 
•-+О и(~и-1) u(iu-1) 

о 

1;u 1 iu-1 1 ' + lu(tu-1) sin2s- iи-l sfn2s .' 

Мы можем теперь перейти к пределу в силу критерия мажо• 
рированной сходимости, а потому (20.20) имеет вид 
со 

} • .уiи (t'" - (-с)'") ,-2У dy = 
и(~и-1) 

о 

r (/и+ 1) (е - ;" -- е ~) 2-lи-1. 
= и(lи-1) 

Но эта функция не обращается в ну ль ни при каком веще• 
ственном значении и. 
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.Функция К1 разрывна и, спедовательно, не принадлежит 

кпассу М1• Но функци11 

о. . еспи е <-в. 

Е+• 

1<1(е. е)~ + f K1(11)d11= 
Е 

1-е-Е-• 

1 
если - е < е < о. 

е 1-е-• ,-
а • если О <е. 

(20.21) 

принадлежl!.'1· классу М1• Их преобразования Фурье имеют 
вид 

00 f+• 
1 J de }' --=- е-tиЕ - К1 (1/) d11 = f 2п а 

-оо Е 
00 • 

= 1_ ! ,-м !!§.. r К1(~+1/) d11 = 
f2п 1 • 

-оо о 
• 00 

=~J d71 {e-;o+tu)-r.d';= 
• а f2п • 

о -11 

• 
1 ! е'"" 1 ,1u1 - 1 

= а f 2в 1 + iи d1/ = а V2R iu (1 + iu) • 
о 

Это выражение обращается в нуль при и= 21tn/e и, следова· 
тельно, множество преобразования Фурье функций К1 (е. е) 
не имеет ни одного общего вещественного нуля. Таким обра· 
зом, по теореме 7 (20.19) sквивалентно тому, что дл11 
любщо а 

00 00 

tlm f к1 (е-11. e)dg(71)=A f К1 (е, e)de= 
Е-+оо • • 

-оо -ш 

оо Е+• оо • =: J def K1<11>d11= ~ f def к1а+Т/)dт~= 
-"° Е -оо о 

• 00 =: J d11 J Ki<e>de. (20.22) 
о -а) 
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В лемме 7 5 несущественно предположение о непрерыв
ности К (х). Таким образом, мы можем тем же самым пуrем 
устаиови-ть, что если выполняется (20.18), то (20.22) спра
ведливо для любого е. Таким образом, из (20.18) вытекает 
(20.19). Если мы по.кажем теперь, что из справедливости 
(20.22) для любого а вытекает (20.18), то будет доказана 
теорема 21. а тем самым и теорема 22. 

С этой целью заметим, что в силу (20.21) 

Таким образом, поскольку g(71) монотонно возрастает, 

00 

l-e-• lim {к1(e-'f/)dg("I)<. 
1 ~-+оо • 

-оо 

00 

<. lim {K1(e-'f/; e)dg('f/)=A<. 
~ .... 00 • 

-оо 

Так как а достаточно мало, то мы можем выбрать (1--е-•)/е 
и (е•-1)/е сколь угодно близкими к 1 и получить 

со 00 

lim J K1 (e-'f/)dg(11)~A< lim J K1 (e-Т/)dg("I). 
~ .... 00 -оо ~ .... 00 -w 

что эквивалентно (20.18). Эти~ заканчивается доказательство 
теоремы 21. 

Тесно связанной с рассмотренным выше является 
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Т е о р ем а 23. Пусть ер (х)- огранич.енная функция 
и пусть существует один из пределов 

• 
lim .!.. J ер (х) d.x ..... о 1 . . о 

(20.23) 

или 

СХ> 

2 J sin 2 Тх lfm - 1 <р (Х) --2 - d.x. 
1· .... 00 1t .х 

о 

(20.24) 

Тогда и второй предел существует и имеет то же 
са.мое знач,ение. 

В этой теореме роль О и оо изменилась по сравнению 
с теоремой 21. Положим 

х = е-Е; Т= ет~ = 1-1: ер(х) = ф(~). 
Тогда выражение (20.23) примет вид 

СХ> 

lim J ет~-еф (е) de, 
т~-+ СХ> 

"1 

(20.25) 

а выражение (20.24) примет вид 

(20.26) 

Так как мы предположили, что функция ф ограничена, то 
можем применить теорему 4 для установления полной зкви
валентности между (20.25) и (20.26). Мы должны лишь до
J(азать, что ни функция 

ни функция 

со J е-ц1+1и1 s1n2 е~ de 
-со 
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не обращаются в нуль ни для одного вещественного и. 
Первое из этих выражений равно 1/(1 - lи), следовательно, 
не обращается в нуль, в то время как второе равно 

00 J еЕ (l+tи> sin2 е-Е de 
-оо 

и, следовательно, по (20.19)- (20.20) может быть записано 
в виде 

Г (1- iu) (e'ff.U{l - e-кUfl) 2tu-l 

и (iи + 1) 

А эта функция также не обращается в нуль ни при каком 
вещественном и. Таким образом, теорема 23 доказана. 

Следствием из теоремы 22 является 
Теорем а 24. Пусть функция f (х) такова. что 

(20.01) ограничено по Т. Пусть s1 (и) определяется ра
венством (20.04),_ s2 (и)-равенством (20.05) и s (и)
равенством (20.06). Пусть s (и) имеет ограниченное пол
ное изменение на оси (- оо, оо). Тогда интеграл 

т 

lim 2~ r 1!(х)12 dx 
Т-+оо -'т 

(20.261) 

существует и равен сумме квадратов скачков s (и) во 
всех точках разрыва, умноженной на 1/21t. В частности, 
если функция s(и) непрерывна, то выражение (20.261) 
равно нулю. 

Мы можем представить s (и) в виде 

s (и)= s11 (и)+ t 11 (и), 

rде t11 (и)- ступенчатая функция, непрерывная во всех точках, 
за исключением тех точек разрыва s (и), в которых скачок 

превосходит "1· а в этих точках имеющая те же скачки. что 
и s (и). Функция s 11 (и) не имеет, таким образом, скачков, 

превосходящих по величине "1· Кроме того, обе функции 
s11 (и) и t 11 (и) имеют ограниченное полное изменение, не пре

восходящее V - полного изменения s (и). 
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В силу нер'авенства Минковского имеем 

f i. _[1•(•+·>-·<·-·>Рd•Г 
-1 i. _f11,<·+·>-t,(•-·> l'd·Г < 

< 1 i, _[1•,(•+•>-s,(и-•) l'du Г 
Поэтому если в достаточно мало, то 

"" 
211 .{ 1 t.,, (и+ s) - t.,, (и - s) 12 dи 

-со 

является суммой квадратов всех скачков s (и), которые 
больше чем 'У/· Это следует из того, что функция 

/ t.,, (и+ s)-t.,, (и- в) 1 

обращается в нуль всюду, кроме 2s-окрестностей каждой 
из точек скачка, а на них она равна абсолютному значению 
скачка. 

Выражение 1 s.,, (и+ s)- s.,, (и - в) 1 может быть сделано 
меньше чем 2'Yj. если выбрать а достаточно малым. При этом 
для каждого конечного отрезка оси и можно выбрать е одним 
и тем же для всех точек отрезка. Используем для доказа· 
тельства теорему Гейне - Бореля. У каждой точки и есть 
окрестность, в которой колебание функции s.,, (и) меньше, 
чем 211. Следовательно, можно покрыть любой отрезок на 
оси и конечным числом промежутков, в каждом из которых 

колебания s.,, (и) меньше чем 2s. Если выбрать а меньше. 

чем половина длины пересечения любых двух соседних про· 
межутков, то функция · 

ls.,,(и+s)-s.,,(u-s)/ 

будет меньше 2'Yj для любого и из данного отрезка. 
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Мы покажем сейчас, что при достаточно малом в имеет 

место неравенство 

со 

-J; J 1 s'I (и+ в)-s'I (и - в) 12 du < З11V. (20.265) 
-со 

В самом деле, 

00 

;е J ls'l(и+s)-s'l(u-e)l2du= 
-a:i 

-А 

= ie J 1 s'l(и+s)-s'l(u-s) /2du + 
-со 

А 

+ ie J1s'l(и+в)-s'l(u-в)l2du+ 
-А 

со 

+ ia .{ /s'l(и+в)-s'l(u-e)\2du. 
А 

Обозначим через S верхнюю грань функции 1 s'l I' Тогда 
00 

ie .{ /s'l(u+в)-s'l(u-e) /2 du ~ 
А 

со 

~2S ie .{ /s'l(и+e)-s'l(u-в)/du= 
А 

[ 
А+2• А+4• ] 

=2S ie .{ + .{ + .•• ls'l(и+e)-s'l(u-e)/du=! 
А А+2• 

2• 

=2S ie .{ {ls'l(и+A+s)-.-s'l(u+A-e)I+ 
о 

+ 1 s'I (и+ А+ 3е) - s'I (и+ А+ в) 1+1 s'I (и+ А+ 5e)

- s'l (и+ A + 3e) J + .. J. 
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Но зто выражение не может превзойти произведения 2S на 
полное изменение функции s от А - в до оо и, следова
тельно, является равномерно малым по в и 71, если выбрать 
достаточно большое А. То же самое применимо к интегралу 
от - оо до - А. СледоватеJJЬНО, :мы можем сделать оба 
эти интеграла меньШИt4И чем 71V. Нам осталось оценить 
интеграл от -:- А до А. Но этот интеграл не превосходит 

А 

max 1s"l(и+e)-s"l(u-в)l} r \s"l(и+e)-s"l(u-e)ldu 
-А <и <А а -А 

и можно выбрать настолько малое в, что это выражение 
будет меньше чем 

00 

211 ie J \s11 (u+в)-s11 (u-в)ldu= 
-оо 

• 00 

=271 ie J ~ /s11 (и+(2n+l)в)-s11 (и+(2n-l)e)\dи-< 
-• n=-oo 

• 
< 271 ie J V du < 271V, -· Тем самым доказано (20.265). 

Из (20.265) вытекает, что при достаточно малом в выра
жение ! i, _[ls(u+•)-s(u-•) l'du Г 
отличается меньше чем на (ЗТjV)111 от квадратного корня из 
суммы квадратов скачков s (и), которые превосходят "1· Если 
мы обозначим эту сумму через ~11 • то получим 

.'~. ! i. _[1 s (и+ •)-s (•-•) 12 du }'\ { ~,}'" + (З~v)'•, 

lim ! ie j\s(и+e)-s(u-в)j2dиl111> {~ У'1 -(ЗТjV)1/1, 
•-+0 -оо "1 
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Отсюда следует 

!~т,\ ~ _[Js(и+•)-s(и-•)J'dиГ 

- .'':, \ i. _f 1 s<и+•)-s(u-•)I' du Г < 
" 

и так как '1/ сколь угодно мало, то предел 

}~m0 \ i, _[1 s(и+•)-s(и-•)J2 du Г 
существует и отличается от {~,J '1• меньше чем на (37JV)lf•. 
Следовательно, 

lim {~ }''•= lim j 2: f1s<и+e.)-s(u-e.)j2dи\ 111 
•1-+ о '1 • -+ о -~ 

и 
со 

lim ~ = !i:o+ r \s(u+e.)-s(u-e.)\2du. (20.27) 
'1~0 'IJ & • 

-со 

Левая часть равенства (20.27) является суммой квадратов 
всех скачков функции s (и). Из теоремы 22 вытекает спра
ведливость теоремы 24. Конечно, если s (и) имеет ограни
ченное полное изменение и не имеет скачков, то 

со 

lim -21 J js(u+e.)-s(u-e.)/2du=0 
•-+о & 

-со 

и, следовательно, 
т 

lim 2т J \f(x)/2 dx=0. 
Т-+со -Т 
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ОБОБЩЕННЫЙ ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

§ 21. Спектр функции 

п 

Пусть / (х) = ~ А1е 1лlх - заданный тригонометрический 
1 

многочлен. Тогда 
п п 

f<x+e)/(e)=~ ~ А/1.kе 1л1хе 1 <лгдk)~. (21.01) 
J=lk=I 

Но если р. =F О, то 
т 

ll·m _1_ J t11-~dc-1· sin,,.r -О 
2Т е ,_ im т - . 

Т-+оо -Т Т.+оо /J-

С другой стороны, 
т 

lim - J е10~ d~ = 1. 
Т-+оо2Т 

-т 
Таким образом, 

(21.02) 

(21.03) 

т п п 

lim 2~ J /(х +e)J(e)de= ~ A1if/д1x = ~ 1 А1 /2е 1л.r. 
Т.+оо -Т 1 1 

Иными словами, если положить 

т 

ср(х)= lim 2~ J / <х+ е>ТШ de. 
Т-+оо -Т 

(21.04) 

то функция ср(х) существует для всех х, непрерывна и со· 

стоит из членов, имеющих те же самые частоты, что и / (Х), 
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с амплитудами, равными квадратам амплитуд соответствую
щих членов f (х), причем фазы всех членов зтоЯ функции 
вещественны при х = О. . · 

Рассмотрим теперь более общий класс функция f (х·). 
'lем рассмотренные выше тригонометрические многочлены. 

Если функция f измерима на оси (- оо, оо), а функция qi(x). 
определенная равенством (21.04), существует при всех х, 
мы будем говорить, что ! (х) принадлежит классу s. в случае, 
если f (х) принадлежит .классу S и qi (х) непрерывна, мы· 
будем говорить, что f (х) принадлежит классу S'. Таким 
образом, любой тригонометрический многочлен принадлежит 
классу S'. Дадим несколько примеров функция f (х), при
надлежащих S' или S. 

1) f (х) принадлежит ~· Тогда qi (х) ==О и, следовательно, 
J (х) принадлежит S'. 

1 
2 

11) f (х) = е' 1х 1 • Тогда 

т ( 1 1 

qi(x)= lim 2~ r expl .lx+ej2-1e12)de= 
Т-+оо -Т 

т 

= lim __!__ {expt /х+е1-1е1 de= 
Т-+оо 2Т • ..!.. ..!.. 

-т 1х+е1 2 +1е1 2 

= Jim 2~ {(1+o(ie1-~))de=1. 
Т-+оо -Т 

Таким образом, / (х) принадлежит S'. 
III) f (х) = elx•. Тогда 

.т 

qi(x)= lim 2~ r expl((x+e>2-e2)de= 
Т-+оо _:Т 

т 

е'х'{ {1, = litn - e2lxE de = 
Т-+оо 2Т • . 0, 

-Т 

если х=О; 

если х =1= О, 

в_ соответствии с (21.03) и (21.02). Таким образом, f (х) 
принадлежит S, но не принадлежит S'. 
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IV) Л - число отрезка [О, 1], имеющее в двоичной системе 
счисления запись 

0, ЦХ2а.р4 • • • 

Функция / (х) определяется как 2~п+1 -1 при п < х < п + 1, 
если п - положительное число· или О, и как 2а.2п - 1, если 
- п < х < 1 - п. Мы покажем, что поч.та для всех зна· 
чений Л 

{ 1- lxl. если 
qi(x)= О , если 

lxl ~ 1· . ......::::....._ ' 
х> 1. 

(21.05) 

Отсюда будет следовать, что для этих значений Л / (х) при· 
надлежит S'. 

Утверждение, которое мы хотим доказать, можно сфор· 
мулировать следующим образом: если функция/ (х) принимает 
на каждом отрезке [п, п + 1 ], - оо < п < оо, либо значе· 
ние +1. либо значение -1, и если выбор этого значения 
независим от выбора значений на остальных отрезках, то 
вероятность того, что qi (х) не имеет вида, даваемого равен· 
ством (21.05), равна нулю. Необходимое сведение вероятности 
к лебеговой мере было дано Борелем 1) и Штейнгаузом 2). 

Перейдем к доказательству этого утверждения. Если 

O<n<lxl<n+l, то 
N 

qi(x) = lim 21 J f<x+e>/Юde= 
No+oo -N 

N-1 m+l 

= llm 21 ~ J f<x+e>t<m+l)de= 
No+oo m=-N т 

N-1 j m+n+l-x 

= lim 21 ~ J f<т+п+l)f(т+l)de+ 
No+oo m•-N т 

+ ."Z>(m+•+2)/(m+ l)dl }= 
1) Э. Боре ль, cLes probabllltёs denombraЫes et leurs appllca

tlons arlthmetlques:., Rend. di Palermo, 'Л (1909), 247-'Лl. 
2) r. ш те й н r а у З, cLes probaЫlltes denombraЫes et leurs rap· 

port а la theorle de la mesure:., Pund. Math. 4 (1923), 286-318. 
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N 

= lim 21 ~ {(n+l-x)/{т+n+l)/(m+l)+ 
N-+oo m=-N 

+<х-п)/(т+п+2)/(т+ 1)} = 
=(п+ 1-x)qi(n)+(x-n)qi(n+ 1). (21.06) 

Формула (21.06) понимается в том смысле, что если послед
ний член равенства (21.06) существует, то существует и qi(x) 
и имеет то же самое значение. Замена произвольного пере
менного Т в (21.04) целочисленным переменным N в первой 
строке (21.06) не ограничивает, очевидно, общности рас
суждений. 

В силу (21.06) для того, чтобы установить (21.05), доста
точно показать, что почти для всех значений Л ч~· (О)= 1 и 
f1I (п) =О, если n- любое целое число, отличное от нуля. 
Равенство qi (О)= 1 непосредственно вытекает из того. что 
1f(х)1 = 1. Мы покажем теперь, что для любого отличного 
от ну ля значения n равенство qi (п) = О выполняется почти 
для всех значений Л. Отсюда будет следовать равенство (21.05) 
в силу того, что сумма счетного множества множеств меры 

нуль является множеством меры нуль. 

Рассмотрим выражение / (т + п) / (т) при фиксирован
ном n и переменном т (n и т - целые числа). Так как 
функция / (х) определяется заданием числа Л из отрезка [О, 1 ], 
то / (т + п) f (т) представляет последовательность чисел +1 
и -1, сопоставленную этому числу. Если зафиксировать 
некоторый конечный отрезок чисел т, то все соответствую

щие ему наборы знаков равновероятны - мера множества 
точек Л, для которых на этих местах реализуется данный 
набор знаков, имеет ту же лебегову меру, что и для любого 
другого набора знаков. 

Возьмем 2N идущих друг за другом значений/ (т+п) / (т). 
В силу элементарных теорем теории вероятностей мера мно
жества точек Л, для которых сумма этих значений превосходит 
по модулю Ns не больше чем 

JV 
2N+l ~ (2N)I 

2 .1.J. (N - k)I (N + k)I ' 
.k=[ ~·] 
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По -формуле Стирлинга мы имеем асимптотическ9е равенство 

N 1 ,.., 1 ( N )2 
2 .l.J. ( _ !!_)N-11 (t !!_)N+k 1t (№ - k2) ,._, 
11=(~']\1 N +N 

N 11 1 ( 1 №') ~ -(N-ll-N-11)( N )2 - --
.1.J. 2е N 'lt (№ - k2) = О N2 е 2 • 

11=[ ~·] 

Так как ряд 

схо,цится, то почти для всех значений ). найдется целое зна
чение N, начиная с которого выполняется неравенство 

N 

~ /(m+n)/(m)<;.Ne. 
m=-N 

Таким образом, за исключением множества значений Л меры 
нуль, имеем 

!v 

21 / f<п+е>/Юdе -< .;.. 
-N 

и так как е произвольно, а сумма счетного множества мно

жеств меры нуль является множеством мерь~ нуль, то почти 

для всех >.. 
N 

l r -lim 2N / <п+Е>f (e)de =0. 
N.+аз • 

-N 

Переход от целых значений N к произвольным не составляет 
трудности и. мы получаем 

ср(п) =О. 

чем и закончено доказательство (21.05). 
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теорем а 25. Если функция f (х) ·прин'адлежuт S и 
у- любое вещественное число, то 

lчi(Y)I < tp(O}. (~1.07) 

В самом деле, в силу неравенства Буняковскоrо-Шварца 

т 

lчi<Y>I= lim 2~ ( f<y+e>/<e)de = 
f-+QO :т 

т 

= lim 2~ r / (y+e>l ш·dе < 
f-+QO .:т 

1 т т 1~ 
< т\~m"" 2~ .f ·11 <y+e>l2 d; .f 1 / щ /2de < 

-т -т 

<\ Iim 2~ J:vl/Щl 2 d~ lim 2~ .f l/Щl 2 del~ < 
Т-+"" -Т+у Т-+оо -Т 

1 

r T-t·Jy\ Т 12 <1 lim 21Т r lf(e)l2d; lim 2Tl f if<E)l2d~ < 
Т-+оо • . Т-+оо • ) 

-T-ly\ -Т 

1 T+IYI 

< ~ li m т + 1 у 1 li m 1 r 11 (е) 12 de х 
1 т -+ "" . т т -+ ""' 2 ( т + 1 у /) • 
\ -T-Jy I 

1 

т 12 1 Х 7t~m00 2~ / l/IOl 2 de = /1 · qi(O). qi(0)}2 =qi(O). 
-Т 

Таким образом, каждая функция qi (х), соответствующая 
функции f (х) из пространства S. ограничена. · 

Далее, справедлива следующая 

Теорем а 26. Если функцuя f (х) принадлежит S, 
а функция qi(x) непрерывна при х =О, то эта функция 
непрерwвна для всех вещественных значений аргумента, 
следовательно, / (х) принадлежит S'. 
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в самом деле, применяя вновь неравенство Буняковского -
Шварца, получаем 

lч~<х+в)-ср(х)\ = 

= lim 2~ {u<x+e+в)-f(x+e)}f(e)ttel< 
Т-+оо :.т 1 

{ 
т т ).!. 

<)~m00 2~ :.{ lf<x+e+в)-f(x+e)\2dej l/Щ\2dE 2
• 

(21.08) 
Чтобы закончить доказательство, нам понадобится следую· 
щая лемма: 

Лемм а 261• Если ф(х)-положительная фуниция и 
а - любая вещественная постоянная и если 

т 

lim 2~ f ф(х)dх =А, 
Т-+оо :_Т 

т+а 
то 

lim 2~ f ф(х) dx =А. 
Т-+ оо -т+а 

Чтобы убедиться в этом, заметим, что при Т > 1а1 имеем 
т-1а1 т+а 

(1- 1~1) 2(T~ial) .{ ф(х)dх<: 2~ .{ ф(х)dх<: 
-T+la 1 -т+а 

т+1а1 

.::;;:(1+1~1) 2(T~Jal) .{ ф(х)dх, 
-Т+\а\ 

и что как первый, так и последний член этого неравенства 

стремится к А при возрастании Т. 
В частности, если существует ер (О), то 

т т+а 

lim 2~ f lf<E+a)\2 dE= lim 2~ .f l/(e)/2 dE= 
Т-+..о -'т t-+oo -Т+а 

т 

= lim 2~ { l/Щ\ 2 dE=ip(O). 
Т-+оо -'т 
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Но если f (х) принадлежит S, то 
т 

qi(y)= lim 2~ r f <e+y)f (e)de= 
Т-+оо .:т 

т 

=i lim 2~ r {lf<e+ У)+ /(е)1 2 - //(е+ у)-/(е)/2+ 
T-+r.o .:т 

+111 <е+ y)+tf <е)1 2 -111 <е + y)- tf (е)/ 2 } de. (21.09) 
Последний предел м'ожет быть представлен в виде линейной 
комбинации четырех средних от положительных величин, 
каждое из которых существует. Таким образом, в силу лем
мы 261 имеем 

т+а 

qi(y)= ~- lim 2~ J {lf<e+y)+/I0/2-
т-+oo -Т+а 

-1/ <е+у)- t <Щ2 +111 <Е+ у)+11 (е)1 2 -
т+а 

-tlf <е+ y)- t/(e)l2} de = нm 2~ J f (е + y)J(e)de. 
Т-+оо -т+а 

Но тогда 

т ' 
\im 2~ r /! (x+e+e)-/(x+e)l2de= 
Т-+оо -'т 

т т 

r:::: lim 21Т r //(x+e+e)l2de+ lim iт r //(x+e)l2de-
T-+oo -'т Т-+оо .:т 

т 

- lim 2~ r f<x+e+e)f(x+e)de-
T-+oo .:т 

т 

1 r -- lim 21 /(x+e)/(x+e+e)de=2<p(O)-qi(e)-<p(-e), 
Т-+оо • 

-т 

Поэтому из (21.08) следует 
1 

lчi<x+e)-<p(x)/ ~ {qi(0)[2qi(O)-qi(e)- qi(-e)]}2, 
откуда непосредственно вытекает теорема 26. 
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Вернемся теперь к (21.09). Если мы определим s (и) как 
в (20.04)- (20.06), то функция, связанная с / (е +у) так же, 
как s (и): с / (е}, имеет вид 

1 . . /(е + у)е-1"е 1 [ А -1] 
Sy(U)=Jf2~ ~-~~· ! + _:( -ie de+ 

e-t"e _ 1 .! 1 
+ .:( t <е+ .v> -ie de . 

Мы имеем 

sy(и+e)-sy (u-e)-e1"Y (s(u +e)-s (и -е)) = 

- _1_11. JAt (~ + ) 2sinEe -м de-
-~,- .1.m. , .v е е ~ 

r 2~ А-э-ао -А 

А ' -1.i.m. r /Ю 2si:~e e-lu<e-y1de1· 
А-+оо _:А 

(21.10) 

Заметим, что по определению преобразования Фурье мы можем 
А 

без ограничения общности заменить символ l.f.m. J на 
А-э-ао -А 

в 

l.i.m. { (см. (9.02)). Поэтому (21.1 О) означает 
А,В-.оо _:А 

А 

1.1.m. ~/ r 1 ю [ 2 si~ :.- у) е - 2 si; ее ] е-11' (е-у) de. 
А-э-оо r 2~ :А У 

Таким образом, по теореме Планшереля имеем 

00 

J lsy (и+е)-sу(и-е)..:_ е1"У (s(и+e)-s(u-e))/2 du = 
-ОС> 

00 

= .J l/{e)l2[2sine(:_-;y)e _ 2si;Es ]2 de. (2l.ll) 
-ОС> 
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Но 
Е 

12 SiП (е - )') 1 - 2 SIП еЕ 1 ;__ 2 f _!!.._ (~) d'UJ 
е - у е • d• • -

Е-у 

Е 

= 2 r EU/ CnS E!ll - SiП E!ll d 
• 1112 'fD < 

Е-у 

<2s21yl max /cosEf!l_si~E~ /<4s2 1y/max-1 -
1-1 • (21.12) 

E-Y<:t11<:E Ef(I Е Ц1 E!ll 

Следовательно, 

Положим 

1 2 SiO (е - )') Е _ 2 SiO еа 1 ~ 4 
е- у е """' s. 

1
2 sin (е - у) г 

е-у· 

(21.13) 

(21.14) 

и рассмотрим различные возможные значения е. у и е - у. 
В случае О<е/2<.е-у<;:е мы имеем в силу (21.12) 

/ 8Е j )' \ 161 \ )' \ 
Т~-1-е-1 < IYl+1e1. 

·В случае О< е-у < е/2 < е мы имеем в. силу (21.13) 

т ./ 4 / 16Е / )' 1 
·<- s """ 1 У 1 + 1 е 1 • 

зе 
в случае о< е < е-у < 2 мы имеем в силу (21.12) 

т ~ 4Е 1 У 1 ~ 161 1 )' / 
""" 1е1 """ IYl+1e1 • 

в случае о< е. 3е/2 < е- у мы имеем в силу (21.13) 

1611)'1 
Т< 4в< 1e1+IYI. 

Таким образом. если е и е- у неотрицательны, то 
.Т < lба IYl/(\el + \yj). Этот же -результат верен и в случае, 
когда е и е- у меньше нуля. в случае, если они лежат по 
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разные стороны от нуля, имеем 1~1 < IYI и 

16е 1у1 
Т< 4е< 1e1+IYI 0J 

Таким образом, во всех случаях 

16е 1у1 

Т< 1e1.+IYI 

и по теореме 20 и (21.11) 
со 

J lsy(и+e)-sy(и-e)-
-со 

[r л. lV 

(21.15) 

-e'DY(s(u +e)-s(u-e))l2du = О(е2). 
Следовательно, по . теореме 22 и по неравенству Минков
ского, если 1w1=1, то 
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Поэтому 

в 

lim _l r lf<~+.Y>+wfIOl 2 di;= 
В~оо 28 -'в 

со 

_.:. lim -41 {<2+we-tиy+we1"Y)ls<и+e)-s(и-e)/2dи. 
•-+0 11:1 ' 

-со 

(21.16) 

Если мы положим w последовательно равным ± 1, ± /, и 
возьмем комбинацию четырех выражений вида (21.09), то 
получим утверждение 

Теорем а 27. Если f (х) принадлежит S, то 

со 

ср(.У)= lim -41 J e1"Yls<и+e)-s(и- е)/ 2 dи. (21.17) 
•-+О 11:1 

-ОС> 

Рассмотрим теперь функцию 

"" 
qi,(.Y)=-41 {e1"Yls(и+e)-s(и-e)/2dи. (21.175) 

11:1 • 
-оо 

Из ее определения вытекает, что 

1 qi, (.У)/~ qi, (О). 
Так как qi, (О) стремится к ер (О), когда е ~О, то ер, (.У) 
ограничено при всех значениях .У и достаточно малых зна· 

чениях е. Таким образом, 9та функция ограниченно стре· 
мится к qi (у), когда е ~О, если f (х) принадлежит S. По· 
9тому в сипу ·критерия ограниченной сходимости 

~ ~ 

_21 r Ч' (у) dy = lim _21 ! qi, (.У) dy = 
'IJ • •-+0 "J . 
-~ -~ 

~ со 

= lim -21 jdy-41 Je1"Yls<и+e)-s(и-e)l2du. 
t-+0 'IJ 11:S 

-~ -оо 
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Так как повторный интеграл абсототно сходится, то мы 
можем изменить порядок интегрирования и получить 

"1 

2~ ! ip(y)dy= 
. -11 

00 "1 

= lim -41 J ls<и+a)-s(u-e)l2du-21 {e1"Ydy= 
1-+О i.a '1/ • 

-оо -11 
00 

= lim -41 J sin u'I/ /s(u+e)-s(u-a)l 2du. 
•-+О 1'1 U'lj 

-QO 

Точно так же 

"1 "1 

.!. j (1 - Ш) ч~ (у) dy = lim _!_ j ( 1 - Ш) ip. (у) dy = 
'1/ '1/ •-+0 '1/ • '1/ 

~11 . -11 
"1 00 

= lim ! {(1 _Ш)dу-41 {е1"1 1s(и+а)-
•-+ 0 '1/ ' '1/ 1'Е ' 

• -11 -оо 

00 

- s (u-e)l2du= lim -41 J /s(и+е).,;.... 
•-+О ~.в 

-оо 

"1 

-s(u-e)l2du~ J (1-l~l)e- 1"Ydy= 
-11 -

оо 4 . 2 U'lj 
l ! Sln - 2-= lim А- 2 2 . /s(1t+e)-s(u-a)/ 2du. 

•-+0 ~· и '1/ 
-ОС> 

Таким образом, если функция f (х) принадлежит простран
ству S', то 

и 

00 
[ 4sin2~ ]· 

lim lim -41 r 1- 2 22 ls(и+e)-s(u-e)/ 2 dи=0. 
'1-+0 •-+О i.a • и 11 

-оо 

(21.18) 
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Так как при / и11/ > 1t 

4 sin2 ~"1 4 
1- >1--, 

"2"12 ~· 

то из положительности подынтегральной функции в (21.18) 
вытекает 

lim lim i-[ {00 + J-"'')]/s(и+s)-s(и-s)/2dи=0, 
1j-+0 •-+0 ~Е ' 

fC/1j -оо 

или, что то же самое, 

lim lim i-[ f + !А] /s(и+в)-s(и-в)/2dи=0. 
А-+оо •-+0 ~а А _:"° 

(21.19) 

Пусть теперь / (х) принадлежит S и пусть выполняется 
(21.19). Тогда в силу (21.17) 

/<р(.У)-<р(О)/ <:2 lim [f + У]/s(и+в)-s(и-в)/2dи+ 
•-+О А -оо 

А 

+нm J (е 1"У-1)1s(и+в)-s(и-в)/ 2 dи. (21.20) 
1-+О -А 

Выберем А настолько большим, чтобы первое слагаемое 
в правой части неравенства (21.20) не превосходило 'Ц2 
(зто возможно в силу (21.19) ). Далее, выберем настолько 
малое 1.У 1. чтобы на отрезке [-А, А] выполнялось нера-
венствв 

/ e-luy - 11<:8/(2<р (0) ). 
Тогда получим 

1 <р (.У) - <р (О) 1 <: 8. 

Мы доказали, таким образом, следующее ут~ерждение: 
Теорем а 28. Если / (х) принадлежит простран

стеу S. то ата функция принадлежит S' тогда " 
rпол•ко тогда, когда еьтолняется (21.19). 
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Введем теперь два новых обозначения 

(21.21) 

и 

- 1 I [!А r-l] ер. (е) е-М 
a,(U)- f2~ 1 ~~~ 1 +-'А -ie de+ 

{ 1 e-l~E 1 \ + · ч~. ю :- de . 
• -ii; 

-1 

(21.22) 

Оба ·эти выражения существуют, так как <р Ю и qi1 (е) огра
ничены. Крохе того. в силу (21.175) и теоремы План• 
шереля 

А 

1.i.m.,r1 Jчi.(e)e-Mde= ~ /s(и+е)-s(и-е)/2 
А-+ со r 2~ 2е 2~ 

-А 
(21.23) 

(правая часть этого равенства принадлежит L,.. поско.ilьку 
она является квадратом ограниченной функции, принадле

жащей L,., и, таким образом, мажорируется постоянным 
числом, умноженным на эту функцию). Проинтегрируем обе 
части выведенного равенства, принимая во внимание "414• 

Мы получим 

со 

t ! г-lиЕ_ t 
v2~· qi. (е) -ie de = 

-со 

и -r 1 /s(и+e)-s(u-e)/2du. 
- • 2е v2~ 

о 

(21.24) 

Но в Х41 было показано, что если функция стремится 
к одному пределу в обычном смысле, и к другому пределу 
в среднем, то эти пределы почти всюду совпадают. Поэтому 
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из (21.22) и (21.24) вытекает 
и 

o,(u)=const+ r ~ ls<и+в)-s(u-в)/ 2 du. (21.25) 
0 2а 2i; 

Так как ер,(~) ограниченно сходится к ер(;), когда в~ О, 
то !fli (е)/(- l~) сходится в среднем к ер (;)/(- te) в любой 
области, не содержащей нулевой точки. Отсюда следует, 
что на любом конечном отрезке оси и 

о (и)= 1.1.m. о, (и). 
•-+О" 

(21.255) 

Нетрудно непосредственно вывести из критерия ограничен
ноR сходимости, что прИ s~O второй интеграл в (21.22) 
равномерно по и сходится ко второму интегралу в (21.21); 
что же касается первых интегралов в этих формулах, то 
наше утверждение вытекает из того, что сходимость в сред• 

нем инвариантна относительно преобразования Фурье. 
Отсюда имеем 

и 

o(и)=const+ 1.i.m. ~ {ls(u +в)-s(u-в)l2 du. 
•-+О 2а 2i; • 

о 

(21.257) 

Легко проверить, что постоянная в этой формуле равна 

-[J~ + J1] ';~е> d;. 
1 -А 

Из (21.257) следует, что 

о(и)-о(-и)= 
и 

1 . 1 
= ~~~· 2а f2i; 

.{ ls (и+ в)- s (и- s)l 2 du. 
-и 

" 

(21.26) 

· ~ IA,x 
В случае, если f (х) имеет вид ~ А1е 1 , :мы имеем 

1 

" о(и)=~ IА1 1 2-с1 (и), 
1 
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Но 
00 00 

f ем-1· J sinve 
1е ~= -e-de=1tsgn'tl. 

-оо -оо 

Следовательно, 

't1(u) = const+ -.;-; (sgn Л1- sgn (Л1 -и)). 
Таким образом, 't1 (и)-ступенчатая функция, имеющая едиц
ственную точку разрыва и= А1 со скачком )f 2-it в точке 
и = Л 1. Но тогда а (и) является ступенчатой функцией со 

скач~сами V21t IA112• в точках разрыва и=Л1. Полное при
ращение а (и) на любом отрезке равняется сумме квадратов 
амплитуд тригонометрических членов / (х), частоты которых 
лежат на этом отрезке, умноженной на V 21t. Говоря языком 
фи<Jиков, это приращение равно полной энергии той части 

колебания х = / (t), которая лежит на рассматриваемом 
отрезке, где х рассматривается как сдвиг, а t как время. 
Таким образом, а (и) определяет распределение энергии 
в спектре функции / (х) и мы можем называть а (и) просто 
«спектром» / (t). 

Автор не видит существенных доводов против исполь

зования физической терминологии в чистой математике. если 
математическое понятие в точности совпадает с понятием. 

уже знакомым физикам. В случаях, когда новый термин 
вводится для того, чтобы описать идею, новую для чистых 
математиков, но уже известную в физике, во всех отноше
ниях лучше избегать ненужных недоразумений и выбрать 
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уже применяющееся обозначение. «Спектр» в этой книге 
в точности совпадает с понятием, хорошо известным физи

кам. а потому может быть назван тем же самым именем. 
В различных примерах функций f и qi, которые мы 

изучали в этой г паве, функцию о (и) легко определить. 
В случае 1) а (и) постоянна. В случае 11) 1J (и) имеет скачок 

V 2'1t в нуле и постоянна в остальных точках. В случае lfl) 
а (и) постоянна. В случае IV) преобразование Фурье qi (х) 
есть 

1 

,rl {<I - /x/)elux dx == 2(1-2cos и) 
, 2~ • и 

-1 

и рассуждая так ще, как в (21.23), (21.24) и (21.257), мы 
имеем 

и r 2 (l - cos t1) 
о (и)= coпst + 2 dv. 

• tl 
о 

В этом случае о (и) является дифференцируемой мон,.отонной 
функцией. Это означает на языке физиков, что спектр f (t) 
непрерывен и имеет спектральную плотность. 

Пример функции с непрерывным спектром, но не имею
щей спектральной плотности ни в одной точке, был дан 
Малером 1). Неизвестно, имеет ли этот тип спектров какое
либо значение для физики. 

§ 22. Спектр некоторых линейных преобразований 
функций 

Мы переходим к новой группе лемм и теорем, касаю· 
щейся спектров функций вида 

00 

f К(х- е)/Юdе. 
-ао 

1) Малер (1). 
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где 

в 

2~ J 11 (x)l 2 dx (22.01) 
-В 

равномерно ограничено по В. Первая лемма гласит: 
Лемм а 291• Пусть для любых х и Л / (х, и, Л) 

принадлеЖит L2 как функция от и и пусть она из.ме
рима по х и и. Пусть интеграл 

00 

J 11 (х, и, Л)! 2 dи (22.02) 
-оо 

ограничен по х и Л и пусть при Л-+оо 

00 

J /f(x, и, Л)-/(х, и)/ 2 dи-+0 (22.03) 
-оо 

равно.мерно в любой конечной области изменения х. 
Пусть К (х) принадлежит L1 и 

00 

J К(х)/ (х, и, Л.)dх 
-оо 

существует при всех и и Л.. Тогда при Л-+оо и.мее.м 

00 00 00 2 

f J К(х)/ (х, и, Л.)dх- J К(х)/(х, и)dх dи-+0. 
-со -со -оо 

(22.04) 

Заметим сначала, что / (х, и) принадлежит ~. и что 
в сипу (22.03) при всех х 

со 00 

J lf(x, и)l 2 dи~limsup J lf(x, и, Л)l 2 dи. (22.05) 
-оо 
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Но по неравенству Буняковского - Шварца имеем 

[ 
В ]2 ro 

f\K(x)\dx limsup _[lf(x, и, Л)-/(х, u)j2dи> 

В В ro 

> J \К(х)\ dx J \К(у)\ dy J du\f (х, и, Л)-
А А -ro 

-f(x, и)l 1/(у, и, Л)-/(у, и)/= 
се В В 

= J du J \K(x)ldx J /K(y)ldylf(x. и, Л)-
-оо А А 

-f(x, и)l/f(y, и, Л)-/(у, и)[= 

- _[ du [f lk (x)l I/ (х, и, А)- f (х, и)I dx ]' > 
се В 2 

> J du J К (х) [/ (х, и, Л)- f (х, и)] dx • (22.06) 
-се А 

Эта формула означает, что если выполнены условия леммы 291, 

то существуют обе части этой формулы, причем они удо• 
влетворяют указанным неравенствам. 

Так как функция (22.02) ограничена по х и Л и имеет 
место (22.05), то функция 

се 

J lf(x, и, Л)-/(х, u)\ 2 du 
-се 

ограничена по х и Л. Таким образом, в силу (22.06) 

се В 2 

J du J K(x)[f(x, и, Л)-_/(х, u)]dx < 
-"° А 
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Заметим. что В может принимать значение +оо. а А -
значение -оо. Отсюда следует, что 

lim J du J К (х) (/ (х, и, Л)- / (х; и)) dx =О 
оо оо ls 

А~00-оо А 

равномерно по Л, а также, что 

.~~~ _l d• 1 K(x)[f (x, и, А)- f (х, u)}dx 1' =о 
равномерно по Л. 

Но из (22.06) и (22.03) вытекает, что для фиксирован· 
ных конечных А и В 

Jim J du J К(х)(/(х. и, Л)-/(х, u)Jdx =0. 
оо А 12 

>.~оо -оо В 

Пусть А и - В настолько велики, Что для любого А. 

00 00 

.{ du .{К (х)(/ (х, и, Л)- / (х, и)) dx < i; 
-оо А 

00 в (22.07) 

J du J К(х)(/(х. и, Л)-/(х, u)Jdx <i· 
-оо -со 

Возьмем настолько большое Л, что 

оо А 2 

.{ du .{К (х)(/ (х. и, Л) - / (х, и)) dx < ~ . (22.08) 

-оо в 

Тогда в силу неравенства Минковского и (22.07)-(22.08) 
00 00 2 

J du J К(х)(/ (х, и, Л)- / (х, и)] dx <а. 
-оо -оо 

Отсюда вытекает (22.04) и лемма 291 тем самым доказана. 
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J1 ем м а 292• Пусть / (х) - измеримая фушщия, д:дЯ 
котороа 

в 

2~ .{ 1 / (x)l 2 dx (22.01) 
-В 

равномерно ограничен.о по В. Пусть s(и) определен.о, как 
в (20.04) -- (20.06). Пусть К (х) - ограни11енная измери
мая функция, для кomopofl 

00 

J !К(х) 12 (1 +x2)dx < оо. (22.09) 
-оо 

Тогда существуют 

1 ,- !А .r-l J- e-iux roo t1 (и)= l.i.m.,,,.- + ~dx K(x-e)J (e)de 
А.+оо r 211: • 1.Х , 

_ I -А -оо 

(22.10) 
и 

1 00 

1 r е-iих_1 r 
t2 (и)= ,,,.- . dx K(x-e)f(e}de. 

r 211: • - t.x • 
-1 -оо 

(22.11) 

Пусть 
(22.12) 

Тогда 
00 

t(u+ е)-t(и- Е}- {s(и+е)-S(и- Е)} .r K(e}e-Mde = 
-оо. 

оо А 

=l.i.m. ,,,.1 {кюdе /2/(x-e)[sioe.x -
А-+оо r 211: • .Х 

-оо -А 

- sio е (.х-е)] е-tих dx. (22.13) 
.х-е 

В самом деле, в силу (20.07) 
00 

{s(u+s)-s(и-e)} J KIOe.:-'"Ede= 
-оо 

оо А 

= J К (е) е-М de 1.1.m. ,)_ J / (х) 2 sin е.х е-lих dx. 
_ 00 А;.оо r 211: -А х. 
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Но легко показать, что преобразованием Фурье функции 
f (х - е) является преобразование Фурье f (х), умноженное 
на еМ, Таким образом, 

00 

{s(и+в)--,..s(и-в)} J K(e)e'"'Mde= 
-оо 

оо А 

= ! К (е) de J,i,m, ..} ! f (Х - е) 2 SiП Е (Хе-е) e-lux dX, 
А-+оо r 211: Х-

-оо -А 

Для любых е и А функция 

А 

(22.14) 

F(e. и. А)=,} fлх-е) 2 sinE(xee) e-lиxdx (22.15) 
"211: х-

-А 

принадлежит ~ по и и, таким образом, измерима, Далее, 

00 00 

f ! 1 4sin2Ex 
IF(e. и. A)l 2 du~ lf(x) 2 х2 dx< 00 

-оо -оо 

и l.i.m. F (е. и, А)= F (е. и) существует для каждого е. По· 
Atoo 

этому 

00 

f IF(e-. и. A)-F(e. u)j 2 du~ 
-оо 

<[.f +Х'}1Ф1' "';:'" dx, 

а это выражение равномерно стремится к нулю при А-+ оо 
в каждой конечной области изменения е. Функции К Щ и 
F (е. и, А) принадлежат ~ и в силу неравенства Буняков· 
скоrо - Шварца интеграл 

00 

f K_(e)e-MF(e, а, A)d; 
-оо 
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существует для любых и и А. Применяя неравенство Бу· 
няковскоrо - Шварца к (22.09), мы убеждаемся, что К (Е~ 
принадлежит L1• Таким образом, в силу .леммы 291 

f К (е) е-М de l.i.m. F (е, и, А)= 
А-+оо 

-оо 

00 

=l.i.m. J К(е)е..:..м F(e. и, A)de. 
А-+оо 

-оо 

Комбинируя зто с (22.14) и (22.15), мы получаем 
00 

{s(и+в)-s(u-в)} .f K(e)e-Mde= 
-оо 

оо А. 

. Jк<t t 1 /!< е) 2sine(.x-e) -tux = l.1.m. ~>d~ ,,- х- ~ -е е dx. 
А-+оо у 211: JC 

-оо -А 

(22.16) 
По неравенству Буняковского - Шварца 

[_[1к(x-i)fIO[d!J<l 1~~~':_~~ Х 
00 

Х .{ IK(x-e)l2 [1 +<x-e)]2 de. (22.17) 
-оо 

В силу (22.09) зто выражение не превосходит выражения 
вида 

00 00 

.f 1 f (е) 12 r 1 + е2 1 f (е) 12 

const 1 + (.х .:._ е)• de = const • 1 + (.х _ е)2 1 + е2 de. 
-оо -оо 

(22.18) 

Простой подсчет показывает; что для любого веществен· 
ного е 

1 +еа ~ 'Vx2+4+.x = ( УХ2+4+.х )•. 
1 + <х - е)2 у .х• + 4 - .х 2 
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Таким образом, в силу (22.17) и (20.03) 

"" J jК(х-е)/Щ lde< const x+const 
-оо 

Отсюда следует, что двойной ·интеграл 

А оо r 2 sinax е- 1ихdх {кюt<х-е)d~ (22.19) 
• х • 
-А -оо 

абсолютно сходится и мы можем поэтому изменить порядок 
инт,егрирования 

оо А 

J К (e)de .{ / (х -е) 2 si; ах е-tих dx. (22.20) 
-оо -А 

Но по (22.18) 
т 00 1 

2~ .f dx J K(x-e)/(e)de -< 
-т -оо 

т 00 

./ coпst rd r 1/(е) 11 de -
~ 2Т • х , 1 + (х - е)2 ~ -

-т -оо ' 
00 т 

- c9nst ! 11· (e)j2de r dx :_ ---rpr- . 1 +<х-е)1 -
-оо -Т 

00 

= c;~t f 11 (e)j2 (arctg (Т + е)- arctg (е - T)J de = 
-оо 

00 

= const ! 11 (e)j2 21Т arctg l - ;.:-+ е• de, 
-со 

где для arctg х берется гла!Jное значение (между О и 'lt)
Ecnи е пробегает отрезок [- 2Т, 2Т], то 

1 2Т к 
2Т arctg 1- ТJ+EJ <: 2Т • 
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а вне этого отрезка 

1 2Т ,,,, 1 t 8Т ,,,, 4 / 4 
2т arctg t - r2 + е2 <:::::- 2т arc g 1 + ;х2 <:::::- 1+3;2 -~- 1 + е2 • 
Таким образом, 

т 00 1 

2~ .f dx .{ K(y-e)f Юde < 
-Т -оо 

<:constl 2~ il/(EJl'de+ 41 '{<;>~' de }· 

Применяя (20.03) ко второму члену в правой части, полу
чаем 

т ОС> 1 

2~ .f dy J K(x-e>t<e)de < 
-т -ОС> 

и 

< const lim su р 2~ .{ 1 / Щ l2de. 
-U 

00 

(22.21) 

Следовательно. к функции f К (х - е) / (е) de можно при-
-оо 

менить те же рассмотрения, которые. были применены к / (х) 
в § 20. При этом функции, определяемые равенствами 
(22.10)-(22.12), аналогичны функциям, определяемым ра
венствами (20.04)- (20.06) и, следовательно, существуют. 

Как и в (20.07), имеем 
А 

1 J 2sin tX t(и+в)-t(и-в)= 1.1.m. "~- e-tuxdx Х 
А.+оо r 2а: -А Х 

ОС> 

Х .! К(е)/(х- e)tJe. 
-оо 

и поскольку (22.19) 'И (22.20) эквивалентны, то 

t(u+e)-t(u-в)'= 
"" А ! J 2sinax = l.I.m. К(е)tД /(х-е) e-1иzdx. 

А.+оо . Х 
-OD -А 
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Комбинируя зто с (22.16), получаем (22.13). Мы доказали, 
таким образом, лемму 292• 

Лемм а 293• Пусть при предположениях деммы 292 
фун1'ция ек (е) принадлежит L1. Тогда 

00 

lim ..!.. J \t<и+s)-t(и-s)- {s(и+s)-s(и-s)j Х 
•-+О & 

-оо 

00 

Х J К(е)е-tиЕ\ 2 dи=О. (22.22) 
-оо 

В самом деле, в силу (21.14) и (21.15) 

r j + т-12/(х-ЕJ[ ''"х'х - •• :~;-!) ]' dx,.;; 
_А -со _ 

<r j + /11 ix11~~11 J<x-~>l'dx= 
_А -оо _ 

=[i +7']11хдi~111 f(x)j' 4x,.;; 

<1- .J +-fщ-1256s2e2 ll<;!' 2 dx. 
_А-\Е\ -OCI -

(22.23) 

Делая преобразование Фурье и вспоминая, что зто преоб· 
разование сохраняет инвариантным интеграл от квадрата мо· 

дуля функции, убеждаемся, что 

ОС) в 

! ~l.i.m. J 2/(x-e)[sinEx_sina(x-e)]e-tиxdx-
Eer2~ B-+OCI х х-е 

-OCI -В 
А 2 

-~ J 2/(x-e)[sinax _ sin1(x-e>]г-tиxdx dи<, 
aer2~ х х-е 

-А 

<l- j*-J+IE\1256/~!x)/2 dx. (22.24) 

А-\Е\ -OCI -
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Но если А-+ Ьо, то это выражение стремится к нулю рав
номерно в любой конечной области изменения е (см. (20.03) ). 

Положим теперь в лемме 291 х, и и Л равными е. и и А, 
а также положим 

А 

/ (е, и, А)= vk .! 2/ (х - е) [ si:ex - sin: ~ее)] е-tих dx 
-А 

и 

/ (е, и)= 1.i.m. / (е. и, А). 
А-+оо 

Тогда все условия леммы 291 выполнены - мы уже устано
вили (22.03) - и поэтому имеет место и утверждение этой 
леммы, а именно, справедливо равенство 

оо А 

1.i.m . . }- .! к (е) de r 2/ (x-e)[sin ах 
А-+оо r 2~ • Х 

-оо -А 

sin t (х-е)] -luxd _ 
е е Х-

х-

оо .• А 

=)- .{ K(e)dF,l.i.m . .{ 2/(x-e)[sinax 
r 2~ _00 А-+оо -А Х 

sin 1 (х-е)] -lux d 
1: е х. 

х-" 

Таким образом, в силу (22 .13) 
00 

-оо 

00 

= v~~ .f кюdе х 
-оо 

А 

Xl.i.m . .f2t(x-e>[sin1x - sina~ee>]e-tиxdx. (22.25) 
А-+оо Х Х 

-А 

Из (21.14) и (21.15) вытекает, что 

А 

~ {21 (х-е>[ sin ах - sin а (х-е)] e-lux dx (22.26) 
aev2~ • х х-е 

-А 
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является преобразованием Фурье функции из ~ и, следо
вательно, принадлежит ~· В силу (22.24) зто же самое 
верно для 

А 

J.l.m.~ [ 2/(x-e>[sin~x _ sina(x-e>]e-tu.xdx. 
А-+ао aef211; • Х х-1; 

-А 

(22.27) 

Используя (22.23), легко доказать, что в любой конечной 
области изменения е интеграл по и от квадрата модуля 
(22.26) равномерно ограничен по 8 и е. в силу (22.24) то же 
самое верно и для (22.26). 

Таким образом, 

А 

1 1 ! . J.l.m. - 1-1.i.m. ~пс 2/ (х-е) Х 
&-+О - А-+ао r·211; -А 

е 2 е 

х [ sin ах sin 1.(х-е)] -tu.xd 0 -х-- х-е е х= · (22.26) 

причем зто равенство выполняется равномерно в любой 
конечной области измененкя е. Применяя далее лемму 291, 

в которой мы заменим Л на е и К (е) на еК (е). получаем 

оо А 

1.1.m. f K(e)d~l.i.m. 1 f 2/(х-е)Х 
•-+0 -оо А-+ оо 2 ~г- -'А 

Е , 211; 

х [ i;in ЕХ SiП 1 (Х - е) ] - /их d О 
-х-- х-е е Х= ' (22.28) 

·и в силу (22.25) 

1.1.m. +( t(u +e)-t(u-e)- {s(и+е)-s(и-е)} Х 
•-+О 2 l 

а 

ао \ 

Х .:[К {е) е- 1и~ de J =О. 
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Это может быть записано в виде 

00 

lim .!. { t(u+e)-t(u-e)-(s(и+e)-s(и-e)\ Х 
•-+О 1 • 

-оо 

00 2 

х .{к ю е-М de du = о. (22.22) 
-оа 

Тем самым наше утверждение доказано. 

Л ем м а 294• Пустъ / (х) - из.меримая функция, для 
которо/i. 

в 

2~ J 1/(х)12 dx (22.01) 
-в 

равно.мерно ограниttено по В. Пустъ функция s (и) опре
делена как в (20.04)-(20.06). Пустъ хК (х) принад
лежит L1 и (1+1х1) К (х) принадлежит l.2• Пустъ 

А оо 

lim ~ f dx f К(х-е)/ (e)de =0. (22.29) 
А-+ оо _:А -оо 

Тогда 

00 

lim .!. /1s(и+e)-s(u-e)12 Х 
'-+0 • 

-оо 
00 2 

Х J К (е) ,-м d( du = О. (22.30) 
-оо 

Это утверждение вытекает из неравенства Минковского, 
примененного к (22.22), и формулы 

00 

lim ..!. .J 1 t(и+e)-t(u-e)/2du =О. 
1 -+0 1 _,10 

Чтобы доказать ету формулу, достаточно заменить в тео
реме 22 функцию s (и) на t (и) и применить (22.29). 
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Л.е мм а 295• Пусть выполнены условия. леммы 294 и1 
кроме того, не существует вещественного и, для которого 

00 

J К (е) е- 1иЕ de =о. 
-оо 

Тогда для любого конечного С 

с 

1 ! . lim - ls(и+e)-s(и-e)j2 dи=0. 
•-+о t 

-С 

(22.31) 

(22.32) 

В самом деле, в любой конечной области изменения и 
00 

интеграл J К (е) е-М de непрерывно зависит от и и пре-
-оо 

восходит по модулю некоторую постоянную величину Q. 
Таким образом, в силу (22.30) 

'оо 

lim _о:_ r \s (и+е)-s(и- в) 12dи < 
•-+0 t • 

-оо 

00 00 2 

<. lim .!.. J \ s(и+ е)-s(и - е) 12 {к (е) е- 1иЕ de dи =О. 
•-+Ot • 

-оо -оо 

Лемм а 29. Пусть функция f (х) принадлежит S. 
Пусть хК(х) принадлежит L1 и (1+\х\)К(х) принад· 
лежит L2• Пусть 

00 

g (х) = f к (х - е) f (е) de. 
-оо 

Тогда g(x) принадлежит S'. 
Пусть s (и) определяется равенствами (20.04)-(20.06), 

а t(и)-равенствами (22.10)-(22.12). Положим 

11 

К3 (х)= ~ [ K(x+e)d~. 
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В силу условий леммы 296 хК3 (х) принадлежит L1 и 
(1+\х1 )К3 (х) принадлежит L2, так как 

," '1 00 '1 

J 1~1 dx .{ K<x+e>de <: J 1 ~ 1 dx f IK<x+e>lde<: 
-оо о -оо о 

00 '1 

< J d; f <lx+e\+11>IK<x+e>lde<: 
-оо о 

00 

< J (l+lx\)/K(x)/dx 
-оо 

и 

00 '1 2 

! (l + ~: 1 >2 dx .f к (х + е) de < 
-оо о 

11 '1 00 

<J de1J de:i J (1+~2xl>2 IK<x+ei>llK<x+e2)ldx< 
о о -оо 

00 

< max J (1 + / х 1 )2 /К (х + Л) /2 dx <: 
О< А< 'IJ _ 00 

00 

< J (1+'11+\х1)2\K(x)/2dx<: 
-оо 

00. 

< (1 +11)2 J (1+1х1>2 1 К(х) /2 dx. 

Если 1.1. (и) связано с К3 точно так же, как t (и) связано 
с К. то в с~лу леммы 293 

00 

. 1 ! lim.- 1.1.<и+s)-p.(u-s)-
•-+O а 

-ао 

00 2 

- {s(u+s)-s(u-s)} J К3 Ще-Мdе dи=О (22.33) 
-оо 
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и, так кцк. 

со '1 со 

f Kз<e>e-Mde=..!. {dx {кюе-tи<Е-х1dе= 
• "J • • 
-со о -со 

. 00 

tu11 1 r . = е - K(e)e- 1~~-
lu71 , 

-со 

то из (22.33) вытекает 
со 

)lm ..!. { р.(и+в)-р.(и-в)-
•-+О s • . 

-со 

со 2 

еlи11_ 1 r - {s(и+в)-s(и-в)} . К(е)е-М dи=О. (22.34) '"'1 . 
-со 

С другой стороны, в силу леммы 293 

со 

lim ! J 't(u+s)-'t(u-в)-
•-+ о е 

-со 
со 2 

-{s(и+в)-s(и-в)} .{ K(e)e-Mde du=O 

и, следовательно, 

00 

1 J etu11_ 1 
lim- . {'t(u+в)-'t(u-в)}-
•-+ О е IU'IJ 

-со 

00 2 

e'U'I 1 ! -{s(u+s)-s(u-s)} iu-.;; КЩе-tиЕdе dи=О. 
-оо 

Комбинируя зто с (21.34), получаем с помощью неравенства 
Минковского 

со 

1 J 1 е1"'1-1 lim - . {'t(u+s)-'t(u-s)}-
•-+ О е tU1j 

-оо 
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Далее, в силу (20.03), (22.17), (22.21 j ·и рассуждений 
_на стр. 215-217 имеем 

т 00 2 

2~ I dx .! [К (х - е) - Кз (х ~ e)J / (е) de < 
-т ' ·-с» 

и 00 

< const llm sup 2~ .{ 1 f Ш /2 d~ J 1 К (х....;. 'е) __,. 
-и -оо--

- К3 (х...,.... Е) /2 11 + (х--.. E)2J de = 
00 '1 2 

= const ! к (х)- ~ ! к (х + e)de ' (1 + х2) dx::;:; 
-со о 

const {'1 {'1 !со . 
= ~. de1 • de2 ' 1 к (х)- к (х + ei) 11 к (х)-

0 о -со . ' 

-К(х+е2)/ (1 +x2)dx-< 
со 

<: LOnst lim sup J 1 К (х)-К (x+e)j2(1+x2)dx1)-< 
O<;t<11 -со 

<:constlimsup/ jlK(x)(l+lx/)
o.c;;t<11 t-co 

-K<x+e)(l + lx+el) J2dx+ 

+_[1K(x-f.Е)(1х+i1- lx l)l2 dx }· (22.36) 

Первый член последней формулы в (22.36) обращается 
в нуль, когда 11-0 в силу Х31 , а второй член мажорируется 

1) Мы использовали здесь неравенство Буняковского - Шварца. 
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00 

выражением е2 f 1к(х)12 dx и также стремится к нулю. 
-OI) 

Таким образом, 
т .00 

lim lim 21Т r dx 
1j-+0 T-+OI) -'т 

J [K(x-e)-K3 (x-e)Jf(e)de =о 
-OI) 

или в силу теоремы 22 
О1) 

lim lim ..!. J l't(u+в)-'t(u-в)-p.(u+в)+ 
'lj-+0 •-+0 в 

.-OQ 

+р.(и-в) l2du =О. 

Комбинируя зто с (22.35) и ·снова используя неравенство 
lr\инковскоrо, получаем 

О1) 

1 ! 1 etUТj - 1 12 lim lim - 1- . j't(u+в)-'t(u-в)l2 du=O. 
1j ~О 1 ~О В lU"lj -OI) 

Но если lи11I > 4, то 

Таким образом, 

1 
е1"ТJ - 1 1 2 1 ·1 

1 - iи11 ~ 1 -4 = 2 · 

[ 

О1) -4/Тj]' 
lim lim-} J + J l't(u+в)-'t(U-в)/2dи=0. 

1j-+0 1 -+0 Е 
4/Тj -OI) (22.37) 

В силу теоремы 28 при выполнении зтоrо условия из при
надлежности функции g (х) пространству S вытекает, что 
она принадлежит S'. 

Нам осталось доказать, что g (х) принадлежит S, то есть 
в силу определения зтой функции, что 

т 00 О1) 

тt~mOI) 2~ J dx J К1 (х +л-е)/ (е) de J К1 (x-e)f(e)tte 
-т -~ ·~ 
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существует при всех вещественных Л. Но 

т 00 00 

2~ .f dx J Ki<x+>.-e)/(~)de J K1 (x---e>.1<e)dE= 
-Т -оо -оо 

00 00 т 

. .f К1Шdе f к1(тi)dтi 21т .f f<x+>.-e>l<x-'f/)dx. 
-со -оо -т (22.38) 

Выражение 
т 

1 r -2Т. f(x+>.-e)f(x-тi)dx (22.39) 
-т 

что можно видеть, применяя неравенство Буняковского -
и 

Шварца. Но в силу ограниченности 2~ .{ 1/(х)12 dx по
-и 

следнее выражение меньше чем 

const у ( 1 + 1 А-;. е 1 ) ( 1 + 1 j. 1 ) • 

Таким образом, при достаточно больших значениях Т (22.39) 
мажорируется выражением 

const Y(l + 1~1)(1+1Т/1 ), 
а тем самым и выражением 

const(l + 1е IHI + 1 Т/I ). 
Так как К (х) ( 1 + 1 х 1 ) принадлежит L1, то подынтеграль
ная функция в (22.38) при достаточно больших значениях Т 
мажорируется абсодютно интегрируемой функцией и, таким 
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образом, в силу критерия мажорированной сходимости 

т 00 00 

тl~m00 2~ .( dx .{ К1 (х+Л-€)/(е)d€ .{к1 (х-€)fЩd€= 
-Т -со -оо 

00 со 

= .f K1(€)de .f K1('Y/)qi(Л + 'Yj-e)de. 
-оо -оо 

Теорем а 29. Пусть f (х) - измеримая функция, для 
которой выражение 

в 

2~ .{ 1f(х)12 dx (22.01) 
-В 

равномерно ограничено по В. Пусть хК1 (х) и хК2 (х) 
принадлежат L1 и пусть (1+1 х /) К1 (х) и (1+1 х /) К2 (х) 
принадлежат ~· Пусть не существует вещественного 
значения и, для которого 

00 

f К(е) е-М d€= О. (22.31) 
-о;) 

Пусть 
А 00 2 

lim 2~ r dx .f К1 (х- е)/ (e)d€ =0. (22.40) 
А-+со • 

-А -со 

Тогда 
А со 2 

lim 2~ r dx .f К2<х- e>t<e)de =0. (22.41) 
А-+оо • 

-А -оо 

Это утверждение является теоремой тауберова типа 
в обобщенном с_мысле. Формулы (22 .40) - (22 .41) означают. 
что выражения 

00 

J К1 , 2 (х-€)/Щdе 
-оо 

асимптотически малы в среднем. Формула (22.01) означает, 
что функция f (х) ограничена в среднем. Таким образом, 
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если функция .ограничена в среднем и скользящее взвешен

ное среднее этой функции асимптотически мало в среднем, 

причем преобразование Фурье ядра скользящего среднего 
не обращается в нуль, то все· скользящие средние ~ ядрами 
весьма общего типа асимптотически малы в среднем. 

Определим s (и) как в (20.04)-(20.06) и положим 

1 [{А r-l] e-lux !оо 
't1 (и)=1.1.m . • r- + --=-=-dx К2 (.х - е) / (е) de; 

А-+оо f 21t • • lX 
1 -А -оо 

t 00 

1 r е-iих_ 1 r 
't2 (и)= ;r- . dx. К2 (.х-е)/ (e)de; 

f 21t • -lX 
-1 -JO 

't (и)= 't1 (и)+ 't2 (и). 

В силу (22.32) для любого положительного С имеем 
с 00 . 2 

\im _)._ r /s(u+e)-s(u-e)/2 {К2 (е)е-М dи=О. 
1-+О Е ' · ' 

-С -оо 

Таким образом, в силу леммы 293 и неравенства Минковского 
мы имеем соответственно 

с 

lim ..!._ r 't (и+е)-'t (и-е)-
•-+0 1 • 

-С 
00 

-{s(u+e)-s(u-e)} ,{ К2 Ще-Мdе du =0 
-.:о 

и 

с 

Jim i_ r j't(U+!)-'t(U-!)/2du=0. 
а-+0 Е • 

-С 

(22.42) 

Условия, nри которых мы установили (22.37), выполнены. 
Поэтому, применяя это соотношение, имеем 

нm lim .!.. [.f00 + J-c]/'t(a+e)-'t(u-s)/2 dи=O. 
С-+оо •-+0 8 • . с -оо 
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Из. этоrо. равенства и равенства (22.42) получаем 

00 

lim .!... J j-c(и+s)--c(и-s)/2dи=0 
•-+о 1 

-оо 

и, следовательно, по теореме 22 

А оо 1 

lim 2~ J dx J K2 (x-e)f(e)de =0. 
А-+оо -А -оо 

Мы доказали, таким образом, теорему 29. 
С этой теоремой тесно связана следующая: 
Теорем а 30. Пусть / (х) принадлежит S и пусть 

хК(х) принадлежит L1, а (1 + /х/)К(х) принадлежит~· 
Пусть 

00 

g (х) = f к (х - е) / (е) de. 
-оо 

Пусть фун«ция а (и) определена фор.муло/l (21.21), 
а а,(и)-фор:Мулой (21.22). Пусть lji(и) связано с g 
точно таи же, «аи а (и) связано с /, а Фз (и) связано 
с g точно таи же, «а« а, (и) связано с /. Тогда 

и 00 2 

ф, (и)= const + J J К (е) е-М de da, (и); (22.43) 
о -оо 

и 00 2 

ф (и)= const + J J К (е) e-tue de da (и). (22.44) 
о -оо 

Для доказательства этой теоремы нам понадобится сле
дующая лемма, которая является основной для теорем сле

дующего пункта: 

лемм а 30а. Если фун«ция ./ (х) принадлежит s. то 
ее спе«тральная фун«ция а (и) вещественна и .может 
быть определена та«, чтобы она .монотонно возрастала. 
Заметим, что поскольку функция а (и) определена лишь 
с точностью до множества меры нуль, нельзя говорить, что 

она монотонна, но лишь, что ее можно определить так, 

чтобы она стала монотонной. 
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Для доказательства леммъi заметим, Что в· 'силу (21.25) 
функция о: (и) вещественна и положительна или равна нулю, 

а потому функция 0 1 (и) монотонно возрастает. Поэтому 
лемма вытекает из (21.255) и Х42• 

Пусть s (и) определено равенствами (20.04)- (20.06), 
а t (и)- равенствами (22.11) - (22.13). В силу (21.25) Имеем 

и 

ф,(u)=const+ J ~ lt<и+в)-t(u-e)l 2 du. 
0 2е 2~ 

Комбинируя эту форt.tулу с равенством (22.22), которое 
имеет место в силу леммы 293, и используя неравенство 
Минковского, получаем 

ф. (и)= const+ 
и 00 2 

+{-1-
• 2е v2~ 
о 

{s(и+в)-s(и-в)} J К(е)е-М du. (22.45) 
-оо 

Применяя вновь (21.25), получаем 
1 do,(u) = у ls<и+в)-s(u- e)l2du, 

2е 2~ 

что вместе с (22.45) приводит к (22.43). 
Очевидно, что так как хК (х) принадлежит L1, то 

и 00 00 и 

J du J хК (х) г-iих dx = J хК (х) dx J е-tих du = 
О -оо -оо О 

00 

= l J хК (х) (г-lих - 1) dx. 
-оо 

00 

Отсюда легко следует, что J К (х) e-tux dx является функ• 
-оо 

цией, удовлетворяющей в любой конечной области измене
ния и условию Липшица, и, .следовательно, что то же самое, 

справедпиво дп• I _[К (х) е-1" dx ' , Тем бопее эти функ· 
ции имеют ограниченное полное изменение. 
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Мы можем, следовательно, записnь рзвенство (22.43) 

в виде 

ф,(•)=Const+o,(•)J 1l((e)e-1"d!
2 

" 1 со 'J - ! а. (и) :u ! к (е) ,-м de du. 
о -оо 

В силу (21.255) на любом отрезке оси и имеем 

со 2 со 2 

l.i~m. а. (и) f к (е) ,-м de =а (и) f к (е) ,-м de . 
•-+О 

-ш -~ 

Вторично применяя (21.255) и утверждение Х26 , получаем, 
'ЧТО 

" ! со 21 lim {а.(и)_!!_ Jкюе-М dи= 
•-+ 0 , du 

о -со " j со ,, 

= ! a(u) :u . ! К (e}e-Md~ tdu 
о -со J 

равномерно на любом отрезке оси и. В силу (21.255) имеем 

ф (и)= 1. i. m. ф, (и). 
•-+о 

Комбинируя зто с до~азанным выше, получаем, что почти 
всюду 

оо 2 u+ca 

ф(а+а)-ф(а)=о(а) ! К(е}е-М de 
-со и 

u+I ( со 2 1 - ! a(u) :u ~ ! К (е)е-М de du. 
и t -со 
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В силу л_еммы 300 мы можем проинтегрировать по Частям 
и получить 

11+11 со 1 

ф(а+IХ)-ф (и)= J -J к (е) e-trie ~ da (и), 
" -со 

что эквивалентно (22.44). 

§ 28. Монотонность спектра 

Перейдем к группе теорем, связанных с Леммой 3011 и 
относящихся к функции а (и). 

Теорем а 31. Если функция f (х) принадлежит S, 
а а (и) определено как в лемме 30/J, то 

а ( оо) - а (- оо) ~ f 21t ер (О). (23.01) 
Равенство 

а(оо)-а(-оо)= V21tcp(O) (23.02) 

выполняется тогда и только тогда, когда f (х) при· 
надлежит S'. 

В самом деле, в силу (21.26) и доказательства утвер· 
жденкя Х40 найдется сходящаяся к нулю последовательность 
значений в такая, что ec.iiи в пробегает эту последователь· 
но·сть, то почти для всех значений и 

" 
а(и)-а(-и)= lim ~ 

1 -.о 2а 2~ 
{ls<и+в)-s(и-в)l2 dи 

и, следовательно, 

а (и) - а (- и)-<: 
со 

-и 

(23.03) 

~ lim ; {1s(u+e)-s(и-e)l2 dи=V21tip(O). 
1-+О 2е 2~ • 

. -со 

Таким образом, в силу ·монотонности а(и) 

а(и)-а(-и)-<: V21tср(О) 

для всех и, откуда и вытекает (23.01). 
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Если выriолняется (23.02), то 

lim lim -41 [ {
00 + J-"] ls<и+e)-s(и-e)l2dи=O, 

U-+ 0 1-+ 0 • 'ПЕ • 
" -оо 

(23.04). 

когда е пробегает выбранную последоват.ельность. В дока
зательстве соответствующей части теоремы 28 ничего не 
изменится, если мы ограничимся значениями е·, принадлежа

щими этой последовательности. Таким образом, f (х) при· 
надлежит S'. С другой стороны, если f (х) принадлежит S', 
то по второму утверждению теоремы 28 (23.04) имеет место, 
когда е любым образом стремится к нулю и в силу (23.03) 
и (21.17) мы получаем (23.02). 

Теорем а 32. Если f (х) принадлежит S и если а (и) 
определено как 8 лемме 30а• а {ип} - точки разрыва 
функции а (и), то 

т 

тl~m00 ~Т J lrp(x)l2 dx = 2~ ~ [а(ип+О)-а(ип -0)]2. 
-т 

В частности, если функция а (и) непрерывна, то 

т 

lim 2~ f lrp(x)l 2 dx=O. 
Т-+ оо .:т 

Это утверждение вытекает из леммы 304 и теоремы 24 и 
из того, что а связано с rp точно так же как s связано с f. 

Теорем а 33. Пусть выполнены предnоложения тео· 
ремы 32 и пусть 

ф(х)=rр(х)-~-1 -1 е 1"rr[а(ип+О)-а(ип-О)]. (23.05) 

(2-п)2 
Тогда 

т 

llm 2~ { IФ<x>l 2 dx= о. 
Т-+ оо .:т 

(23.06) 
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Ряды в (23.Об) абсолютно сходятся в силу (23.01) и монg
тонности а (и). 

Мы имеем 

1 ! [!А !-1] ф {е) е-М fl ,-tu.x -1 1 
r2~ ~~~- . + -ie de+ ф(е) -ie de = 

1 -А -1 

=a(и)+const- ~ ~ [а(и11 +0>-
- а (и11 - О)] [sgn и" - sgn (и11 - и)] 

и это выражение является непрерывной монотонной функ
цией. Поэтому (23.06) вытекает из теоремы 24. 

Теорем а 34. • Если функция f (х) принадлежит S, 
то почти всюду 

00 

Ч1 (.х) = rk J ,~их da (и). 
-оо 

(23.07) 

В самом деле, в силу (23.01) и монотонности а(и) инте
грал в (23.07) существует и является ограниченной функ
цией от .х на вещественной оси. Эта функция непрерывна, 
так как 

00 00 

'V~~ J (etи<x+~>-et11x)da(и) -<у~ J 1 sin ~ 1 dа(и)-< 
-оо -оо 

1 00 1 dа(и)+ ~ 1 da(u) , 

а это выражение сколь угодно мало при достаточно малом 8. 
Положим 

00 

Ч11 (.х) = ~} J etux da (и). 
r 21; . 

-со 
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Тогда 
оо А 

( ) sin АХ . 1 ! ,~их da (и) _21 .r eltlx d'CJ = Ч'1 х -х-=~ 
-оо -А 

00 ). 

= J fda(и).!_ r el(u+t!)Xd'CJ= 
У2п _00 2 ~А 

оо w+л 

= - 1- ! е1"'х dw _!_ r dа(и) = 
~ 2. 

-оо w-Л 

DO 

1 r 1 ="пс etwxdw-[a(Ф+Л)-a(w-Л)J. 
1' 2п • 2 

-оо 

Здесь все перемены порядка интегрирования справедливы 
ч силу абсолютной сходимости интеграла. Далее, в силу 
(21.21) имеем 

А 

.!_[a(w+Л)-a(w-Л)J="/ 1.1.m. {е- 1111хср(х) sinAx dx. 
2·· . 1'2ПА.+оо• Х 

-А 

Так как функция ер ограничена, то ер (х) sin Лх{л принад
лежит L2 и no теореме Планшереля 

А 

qi(x)sinAx="~ l.i.m. {e1111xdw!.[a(w+Л)-a(w-i.)). 
Х "2пА.+оо• 2 

-А 

В силу Х41 отсюда вытекает, что почти всюду 

( ) sin Ах ( ) sin Ах 
qi х -.-х-=<р1 х -х-

ил.~ же, что ер (х) = ip1 (х) почти всюду. Этим заканчиваете~ 
доказательство теоремы 34. Мы доказали одновременно сле
дующее утверждение: 

т.е орем а 35. Ее.ли фун«и,ия ! (х) принадлежит s. 
т-о ч~ (х) .может .. от.лиrшться от непрерывной фунни,иа 
лишь на множестве .мерw ну.ль. 
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Теорем а 36. Если / (х) принадлежит S. то функция 
00 

1 r е-lих_1 
S(и)= "rn:: qi(x) dx 

"2~ • -tx 
-оо 

существует для всех и. При этом почти всюду 

-S (и) - а (и)= const. 
Выберем функцию а (и) так, чтобы она была монотонноlt, 

. cr (a+O)-cr(u-0) 
и положим, что она равна 2 в точках раз-

рыва. Мы имеем 

А 

1 ! e-lux_l . 
"лс qi (х) . dx = 
r 2- -lX . -А 

А оо 

= "~ r е-lих. -1 dx "~ r elwx da (w) = 
:r 2~ • ..-ix r 2~ • · -А -оо 

оо А } r r el(fll-U).X -el'WX 
= "r- da(w) . dx. 

1' -2~. • • -lX 
-оо -А 

Интегрируя по частям, мы получим, что непроинтегрирован
ные члены стремятся к нулю .в силу теоремы Римана - Лебега, 
а потому 

'А 

1 r е-iих~ 1 
"r- m(x) . dx = 
1' 211: , т -lX 

-А 
оо А 

= 21 f a(W)d'W r-dd (el(ui-U)X.-ei'WX)dx = 
~ , , W -lX 

-оо -А 

оо А 

с:=_!_ {a(w)dw {<el<w-и>x-elwX)dx= 
2~ • • 

-оо -А 

00 

:::::..!. {a(w)[sin(w-u)A _ sinwA]dw=a(и)-a(O)+ 
~, W-U W· 
-оо 

00 

...L! ! [cr(a+w)-cr(w)+cr(a-w)-cr(-w)-2cr(u)f2cr(O)] ~ d 
--,-..- 2 "' w.. 

о 
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Таким образом, 

А . 

1 J e-1=-t . -
~г- ер (х) . dx - а (а)+ а (О) -
r 2~ -А -i.x . 

Q) 

= ! J F (w) sin wA dw , (23.08) 
~ w 

о 

где F (w)- функция, непрерывная при w..:.... О, такая что 
F (О)= О, и имеющая ограниченное полное изменение V на 
полуоси (О, оо). Поэтому 

1 
! Jm F (w) sin wA dw = ! {m F (..!.) sin w dw ~ 
~ w ~. А w ~ 

о о 

<.2n limsu~ /F(a)I+\; .f F(~)sl~wdw 
O<ti<-;r п" 

• (23.09) 

Далее, 

00 

! {F ('ll!) slr.w dw <. 
~, А w 

п" 

Q) 

2 . 1 ( w) 1 r sin tl + -;;-l1m sup F А , -v- dv <. 
п" 

(n+l)" 

<. 4V J 1 sinvl dv<.4V/nтc. (23.10) 
~ tl 

п" 

Мы использовали здесь то обстоятельство, что функция Р 
sinw 

ограничена, а функция -- обращается в ну ль в точках n'lt 
w 

и на бесконечности. Пусть теперь п настолько велико, что 

4V/птс < е./2 
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в пусть, далее, А настолько велflко, ·что 

2п limsup /F(u)I < е/2, 
О<и<;~ 

А 

Из (23.08)-(23.10) вытекает тогда, что 
А 

1 J e-lux_l V211: qi (х) -lx dх-а(и)+а(О) <в, 
-А 

Следовательно, 
ОС> 

1 J е-lих_1 
"r- ср(х) 1 dх=а(и)-а(О), 
, 211: - х 

-ОС> 

что эквивалентно заключению теоремы 35. 
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§ 24. Элементарные своlства почти-периодических 
функциR 

Пусть / (х) - непрерывная функция вещественного аргу
мента х, заданная на всей оси (- оо, оо) и принимающая 
вещественные или комплексные значения. Следуя Г. Бору 1), 
:мы будем называть число 't (е) е-периодо.м фун,кции / (х), 
'если для всех х 

/! (x+'t(e))-/ (x)I <в. (24.01) 

Мы будем говорить, что функция / (х) равно.мерно почти
периодична, если для любого е > О найдется такое число L (е), 
что на любом отрезке [А, А+ L (е)] лежит хотя бы один 
е-период функции / (х). В литературе 2) известны более 
общие классы почти-периодических функций, чем равномерно 
почти-периодические функции, но мы в этой книге будем 
рассматривать лишь равномерно почти-периодические функ

ции и называть их попросту «почти-периодическими». Основ
ные теоремы Бора о равномерно почти-периодических функ~ 
циях таковы: 

Теорем а 37. Класс почти-периодических функциfl 
совпадает с классом функций / (х), таких, что для 

1) Бор (1). 
') Безикович [1]. 
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дюбого е > О найдутся комплекснЬlе чt~сла Ak и 11еще· 
ственнЬlе числа Ak (1 < k < п), такие, что для 11сех х 

1 / (х) - * Aketлy- 1 < е. (24.02) 

Т е орем а 38. Если функция / (х) почти·n~риодиrtна, 
то предел 

т 

lim 2~ J /(x)e-tAxdx 
Т-+оо -Т 

(24.03) 

существует для всех аещественнЬlх А. Этот предtА 
отличен от нуля не более чем для счетного множ1ст11а 
значениll° А. Обозначим эти значения Л1 , ~. • • • Если 
положить 

т 

Ап = lim ~Т J /(х)е- 1лпХdх, 
Т-+оо -Т 

то 
т п 2 

llm lim 2~ J / (х)-~ Aketл.x dx =О. 
n-+oo Т-+оо -Т 1 

Эти теоремы известны соответственно как теоремы Вейер
штрасса и Парсеваля для почти-периодических функций; 
первая - по аналогии с обычной теоремой Вейерштрасса 
о приближении функций многочленами, а вторая - по ана· 
погни с Х51 • Мы посвятим конец нашея книги доказательству 
этих теорем. При этом мы будем опираться на ряд лемм. 

Замети~. что если f (х)- обыкновенная периодическая 
функция, то ее периоды являются а-периодами для любого е 
и поэтому любой отрезок длины L (в), где L (е) больше чем 
наименьший по1южительныЯ период, содержит некоторый 

период. Мы получили, таким образом. следующую лемму: 
Лемм а 371• Каждая непрерЬlвная периодичес1'аR 

фун1'ция .почти-периодична. . 
Это оправдывает название· «почти-периодические». 
Если функция / (х) почти-периодична. то она непрерывна 

и, следовательно, на конечном отрезке (О, L (е)) ограничена 
по, модулю некоторым числом N. Для любого вещественного 
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числа х найдется в-период т.(а) функции f (х). л~жащиА 
на отрезке [x~L(s), х). Но тогда. х-т.(е) лежит на. отрезке 
(0, L{s)) и ·В силу {24.01) 

1/ (x)I < 1/ (х-т.(е))I +в-<: N+ в. 
Следовательно, нами доказана 

Лемм а 37 2• Каждая почти-периодическая функция 
ограничена. 

Точно так же доказывается следующее утверждение: 
Лемм а 373• Каждся почти-периодическая функция 

равно.мерно непрерывна. 

В самом деле, пусть е >О. Выберем о настолько малым, 
что на отрезке 

(- 8, L(s/3) +о) 
имеем 

1/ (х)- / (y)I-<. е/3 

для любых двух точек х и у. таких, что 1 х - у 1 ~ о. 
Пусть е и Тj- любые два вещественных числа, разность KQ· 
торых по модулю меньше 8. Тогда найдется число т. (е/3). 
такое, что е - т. ( s/3) и Т/ - т. ( s/3) лежат на отрезке (- о, 
L(s/3) +о]. Но тогда 

l/<e>- 1<тi>I<1 / Ю- / (е-т.(s/3))1 + 
+11 (Т/)-/ ('1/-т.(s/3 >>1 + I/ (е-т.(s/3))- / ('1/-т.(е/3))1 < 

< ;+ ;+i=в. 
Весьма важноА является следующаJJ лемма: 
Лемм а 37 4• Пуцпь функции / (х) и g (х) почти-пе

риодичны. Тогда для любого е > О найдется такое число 
М (s), что каждый отрезои IA. А+ М (s)) содержат 
по ирайней .мере одно число ф(е), являющееся в-периодом 
ка.'l для f (х), так и для g (х). 

В самом деле, пусть L1 (s) является таким числом, что 
каждый отрезок IA. А+ L1 (е)) содержит по крайней мере 
один а-период функции / (х), и пусть ~ (s) - аналогичное 
число для g (х). Пусть 81 настолько мало, что при 1х-у1 < ~ 
имеем 

l/(x)-/(Y)I -<:s (24.04) 
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и пусть ~ аналогичное число для g (х). Разделим отрезок 
[О, Li (в)] на т отрезков 111 , длина каждого из которых 
не превосходит 81, а отрезок [О, ~(в)] - на п отрезков 1". 
длина которых не превосходит 82• Дпя любого веществен• 
ного числа х найдется в-период 't1 (в) функции / (х), лежа
щий между х- L1 (в) и х. Обозначим через Е наименьшее 
неотрицательное число, такое, что разность 't1 (s)-E является 
целым кратным L1 (s). Пусть Е принадлежит / р.' Аналогично, 
пусть ~(а) является в-периодом функции g(x), лежащим 
между х - L2 Щ и .х, и пусть '1/ связано с g (х) так же, как е 
связано с / (х). Пусть '1/ лежит в J,. Назовем пару чисел 
(р., v) индеtСсо.м числа х. Тогда мы имеем не более чем тп 
возможных значений индексов. 

Найдется конечный отрезок, скажем [-Х, Х], на кото
ром встречаются все возможные значения индексов. Таким 

образом, если х - пюбое число на вещественной оси, имею
щее индекс (р., О), то найдется число у на отрезке [-Х, Х], 
имеющее тот же самый индекс. Отсюда следует, что на ()Т· 
резке 1"' есть два числа, например, а и Ь, такие, что раз· 

ности х - а и у - Ь являются в-периодами дпя / (х). Тогда 
если Л - пюбое число, то 

Но 

11 (а+Л)- f (х+Л)I < s; 1/ (Ь+Л)-/ (у+Л) !<.в. 
(24.05) 

так как а и Ь лежат на одном и том же отрезке 1"'. Таким 
образом, в сипу (24.0~) 

l/(а+Л)_-/(Ь+Л)I <.в. 

Но тогда по (24.05) 

11 (х+Л)-/(у+Л)\ <. Зв. 
Точно так же доказывается, что 

/g(x+Л)-g(y+Л)I < Зв. 
Таким образом, х - у является За-периодом как дпя f (х). 
так и дпя g (х). Поскольку дпя любого х число у лежит 
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на отрезке [-Х, Х]. то·отсюда вытекает, Что .i~юбой от
резон длины 2Х содержит по крайней мере один общиА 
3е-период· для f (х) и g (х). Так как 3е - любое ПолоЖИтель
ное число, то лемма 374 тем самым доказ·ана. 

Непосредственным следствием етой леммы является: 
JI ем м а 37 5• Если функции f (х) и g (х) - почти

периооичны, то и функции ! (х) ± g (х) и! (х) g (х) почти. 
периодичны. 

В самом деле, любое ч.исло, являющееся е.-периодом как 
для f (х), так и для g (х), является 2е-пери·одом для f (х) ± 
± g(x), а также е 1-периодом для f (x)g(x), rде 

е1 = е {lim sup 1/ (х)/ +lim sup 1g(x)1 }. 

В частности, если f (х)- почти-периодическая функция, 
то и f (х) е 1'л.х почти-периодична. 

Весьма важной леммой тоrо же самоrо типа является 

Лемм а 37 6• Если f (х)- почти-периодическая функ
ция и Р (и) - непрерывная функция от и, заданная на за.м-
1'Н ут.о.м отрезке, содержащем область значений f (х), 
то Р (/ (х) ) - почти-периодическая функция. 

В самом деле, если 

1 Р (и2)-Р (и~) 1 < е, 
коrда \и1 -и2 \<В, то любой В-период функции Р (х) Является 
в-периодом функции Р (/ (х)). 

Тривиально доказывается, что функция J (х) почти
периодична, если f (х) почти-периодична. Поскольку очевидно, 
что f (х +А.)- почти-периодическая функция, то из леммы 
375 вытекает, что f (х +А.) f(x) почти-периодическая функ
ция от х. Наконец, \ f (х) \-почти-периодическая функция, 
если f (х) почти-периодична. 

Лемм а 37 7• Если f (х)- почти-периодическая функ· 
ция, то найдется такое конечное число А. что 

у+Т 

A=lim :~ J /(x)dx 
Т-+оо у 

(24.055) 

равно.мерно по у. 

Пусть в > О и пусть U - в-период функции / (х), кото· 
рый больше чем L(e). Тоrда наАдется в-период ·V, лежащиА 
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между nU и (n + 1) U. Следовательно, 
(n+l)U U V 

/Ь .f J(x)dx-}; J f(x)dxl=}; J /(х)dх-
пи о пи 

о о и 

J /(x)dx+ J /(x)dx- J /(x)dx+ 
nU-V nU-V (n+l)U-V 

~+QU ~+ЦU-V 

+ J /(x)dx- J / (x)dx < 
v о 

< ~ [2V-2nU+(п+ l)U-V]= ~(V-nU +U) ~2в. 

Поэтому если \J. и v - целые числа, то 

~и и 

(!J. __! v) и .{ / (х) dx - i .{ / (х) dx -< 2е. 
vU О 

(24.06) 

Но если vU<y<(v+l)U и l"U<y+T-<(p.+l)U, то 
у+Т ~U 

Tl / 1 r / (х) dx - (!J.- v) U • / (х) dx -< 
у .и 

vU у+Т . 

< i J / (x)dx + 'i J /(x)dx + 
У . ~и 

+ ( ~ _ (!J.__!v»u· jи f(x)dx < 2r limsup I/ (x>I+ 
.и 

+1 (~->) U [ 1,__1,) и - ~ JI[ 2в+ i ! f(x)dx ] .;: 

ЗU . I I 2eU <yltmsup /(х) +--т· (24.07) 

Мы использовали здесь (24.06) для оценки выражения 
~и 

(/.L__!v) и .{ / (x)dx. 
.. •U 
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Из (24.07) вытекает, что можно найти настольк() боль
шое Т, независимое от у, что при некоторых fJ. и v 

у+Т p.U 

~ J f (x)dx- (P.~")U J / (x}dx <:в. 
у ~ 

Таким образом, в силу (24.06) для всех у 

у+Т U 

~ J / (х) dx - ~ J / (х) dx <: Зв. (24.08) 
у о 

Следовательно, если функция / (х) вещественна, то 
у+Т у+Т 

lim ~ J / (х) dx - lim ~ J / (х) dx <: бв, 
Т+оо у Т-+оо у 

и так как в произвольно, то 

у+Т у+Т 

lim ~ J / (х) dx = lim ~ J 
Т-+.х> у Т-+оо у 

/ (x)dx = 
у+Т 

= lim ~ J f (x)dx. 
Т-+оо 

у 

ДоказаТеЛЬСТВО сущеСТВОВаНИЯ 9ТОГО предела, КОТОрЫЙ МЫ 
обозначаем через А, проводится точно так же и в комплекс-
11ом случае, путем отдельного рассмотрен11я вещественной 

и мнимой частей. Так как А не зависит от у, то соотноше
ние (24.055) имеет место, когда у прQбегает любое множе
ство на ·вещественной оси, а Т стремится к бесконечности. 
Этим закончен.о доказательство леммы 37 7. 

Как следствие мы получаем, что если положить 1) 

y+r 

lim ~ J / (x)dx = М (/(х)) =Мх (/}. 
Т-+оо 

у 

1) Мы применяем обозначение Мх в с"учае, где может быть 
недоразумение относите.аьно того, по как.ой переменной берете• 
среднее. 
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то для почти-периодической фу:нкции f (х) равномерно по у 
существуют 

М {! (х) е 1>.х} для всех вещественных Л; 

мЕ {!<х+е>Г<е> }; 
М { 1!(х)12 }. 

Лемм а 37 8• Если функция f (х) почти-периодична, то 
и функция ер (х) = МЕ {/ (х + е) f (е)} почти-периодична. 

Очевидно, что 

/ ep(x+'t)-cp(x)l=I МЕ { [/ (x+e+'t)-/ (х+е> J[(x)) 1 <. 
< lim sup 1 f (е) llim sup 1 f <е+ 't)- f (е) 1. 

Таким образом, любой е-период функции f (х) является 
е1-периодом функции ер (х), где е1 = е lim sup 1 f (Щ. _ Лемма 
378 доказана. 

Лемм а 37 9• Если / (х) - неотрицательная почти
периодическая функция и 

М {/ (х) } = О, (24 .09) 

то / (х) тождественно равна нулю. 
В самом деле, в противном случае нашлась бы такая 

точка х, что f (х) >О. Пусть f (х) = 211. В силу непрер~,ш
ности f (х) нашлась бы окрестность (а, Ь) точки х, в ко
торой / (х) > 11· Пусть L ( 11/2) - такое число, что любой 
отрезок длины L (11/2) содержит по крайней мере один "1/2 
период функции /. Тогда каждый отрезок длины L(11/2) со
держит отрезок длины Ь - а, получаемый сдвигом отрезка 

(а, h] на 11/2-период, причем на этом отрезке / (х) ~ 'f//2. 
Но тогда, если пL (е/2) < Т < (п + 1) L(11/2), то 

а потому 

у+Т 

1 J п-1 (b-a)"I 
т 1 (х) dx > п + 1 2L ('1//2) ' 

у 

у+Т 

. 1 r (b-a)"I 
\1m Т , / (х) dx > 2L ( 12) > О. 
Т~оо 11 

у 

Но это противоречит предположению (24.09). Поэтому не 
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существует точкИ х. в которой ! (х) >о. и, следоватеЛI;'но, 
f (х) тождественно равно нулю. ." ·:,· 

Лемм а 3710• Если f (х)- почти-периодичес1'ая фун"• 
ЦиЯ, то фуНl(,ЦиЯ 

g(x)= limsup l/(x+y)-/{Y)I (24.10) 
-оо<у<оо 

почти-периодична 1). 
В <:амом деле, 

/g(x+'t)-g(x)/ = 1 limsup //(x+'t+Y)-/(Y+~)[-
-oo<y<oo 

-- limsup //(x+y)-/(Y)ll-<: 
-оо<у<оо 

-<: limsup 11/(x+'t+Y)-/(Y+'t)/-//(x+y)-/(y)I/< 
-оо<у<оо 

-<: limsup //(x+'t+y)-/ (х+ у)-/ (Y+'t)+ /(у)/<, 
-оо<у<оо 

-<: limsup {//(x+'t+Y)-/(x+y)/+l/(y+'t)-/(y)/< 
-оо<у<оо 

-<: 2 limsup //(Y+'t)-/(y)/, 
-оо<у<оо 

Таким образом, каждый е-период функции / (х) является 
2е-периодом функции g (х). Тем самым лемма 3710 доказана, 

Лемм а 3711• Пусть/ (х)-почти-периодичес"ая фуНI(,• 
ция. Пусть фун"ция g (х) определена формулой (24.10), 
а О, (х) определена фор.мулой 

а ( 1-~. если О<х-<:е; 
.(X)=i Е 

l · О , если е-<: х. 

Тогда 0 1 (g (х)) является неотрицательной почти-перио
дичес"ой фун"цией, не равной тождественно нулiо. 
Если а. (g ('t)) + О, то 't является _е-периодо.м / (х). 
Функция ф. (х). определяемая формулой 

ф1 (х)=О1 (g(х))/М {01 (g(y))}, (24.11) 

существует при всех х.· 

Почти-периодичность 0 1 (g (х)) вытекает из лемм 37 6 и 
3710• Неотрицательность следует из определения. Наконец, 
O.(g (х)) не обращается в нуль при х =О, Если 0,(g(x)) +О, 

1) В ох не р (1]. 
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то g(x)<• и. следовательно, в силу .(24.10) для всех у 
имеем 1/ ('t+ y)-/(y)I< а. Таким образом, 't является а-пе
риодом функции/ (х). В сипу пе1111ы 37 9 М 101 (g (у))} + О. 
а потому формула (24.11) определяет функцию ф1 (х). 

Лемм а 3712• Если фун1'ция / (х) почти-периодична, 
а фун1'ция cj11 (x) определена формулой (24.11), то функ
ция 

/1 (х)= м, {ф.(х-у)/ (у)} 

~уществует и почти-периодична, n.риче.м 

/f (x)-/1 (x)I ~а 

для всех х·. Далее, фун1'ция 

J(x)= М, {ф1 (x-z)/1 (z)} 

существует и почти-периодична, причем 

IJ(x)-/.(x)l~a 

uля всех зн.ачений х, а потому 

IJ(x)-/(x)l~2a. 

Мы имее.м 

(24.12) 

(24.13) 

(24.14) 

(24.15) 

(24.16) 

1/ (х) = м, {/(у) М, {ф1 (z+ х-у) ф1'(z)} }. (24.17) 

В самом деле, В СИЛУ определения ф1 (Х) И ТОГО, ЧТО ф (Х) 
отлично от нуля лишь дпя значений аргумента, являющихся 

а-периодами функции / (х), / 1 (х) является взвешенным сред
ним величин вида / (х + 't (а)), которые от ли чаются от / (х) 
не более чем на а. Отсюда вытекает·(24.13). Кроме того, 
в силу лемм 377 и 375 /1 (х) = м, {/ (х +у) ф1 (х)} и так 
как, в силу (24.11) М { ф. (х) } = 1, то легко видеть, что 

limsup l/1 (x+'t)-/1 (x)I~ limsup l/(x+'t)-/(x)I• 
-оо<х<оо -оо<х<оо 

и что / 1 (х) имеет те же самые S-периоды, что и / (х). 
Таким обраЗом, функция / 1 (х) почти-периодична, (24.14) 
существует и является почти-периодической функцией по тем 
же самым причинам, что и функция, определяемая форму
лой (24.12). Следовательно, (24.15) справедливо по тем же 

· tамым причинам, что и (24.13). Если мы примем во внима
ние (24.13) и (24.15), то получим (24.16). 
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4то касается (24.17), то в сипу (24.14) и (24.12) имеем 

J(x)= м. {ф1 (х-z) Му {ф.(z-у)/(у)}} = 
•+Т, Р+Т, 

= lim j- J ф,(x-z)dz lim i J ф,(z-y)f(y)dy. 
т, -+ 00 1 " т.-+ 00 2 ~ 

Так как функции ф. и / почти-периодичны и, следовательно. 
ограничены, то выражение, стоящее под знаkом второго 

предела, ограниченно сходится. Позтому в сипу критерия 
ограниченной сходимости 

J(x)= 
а+Т1 Р+Т1 

= lim lim /т ! ф.(x-z)dz r ф,(z-y)f(y)dx= 
Т1 -+оо Т2 -+"" 1 1 • ~ 

~+т. а+Т1 

= Jjm lim i r 1 (y)dy + r ф.(х-z)ф. (z- y)dz. 
т,-+ 00 т.-+ 00 2; 1 ~ 

Но так как функция ф. (х) четная, то 

Р+Т, 

J(x)= lim lim }. J /(y)dy Х 
Т1 -1>00 Т2 -1>00 2 ~ 

•+Т, 

Х i, J ф,(z-y)ф.(z-·x)dz = 

" 
нт. 

= lim lim +.-r f(y)dy х 
т, -+ 00 т.-+ 00 2 ~ 

•-х+т, 

Х i, J ф, (z + х - у) ф, (z) dz .:__ 
•-х 

'1:::: lim My~/(y)j- J ф,(z+x-y)ф~-(z)dz. (24.18) 
r ·-х+т, j 

т,-+ 00 t 1 •-.t' 
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Если бы· мы доказали, что 

т+Т1 

[г 11. - 11' 

lim j-J ф1 (z+и)ф1 (z)dz=Mz{ф1 (z+и)ф1 (z)} (2:f.19) 
Т1 -+оо 1 . r . 
равiюмерно по и и i, то (24.17) бЫло бы непосредствен
ным следствием (24.18). Но когда в доказательстве леммы 377 
было доказано, что (24.055) существует равномерно по у, то 
оценка равномерности стремления к пр_еделу зависела лишь от: 

1) множества е-периодов функции / (х) для всевозмож
ных значений е; 

11) точной верхней грани 1 / (х) 1· 
Но общей верхней гранью модулей функций ф.(z+и)ф,(z) 

является квадрат верхней грани модуля ф1 (z). Далее, любой 
8-период функции ф1 (z) является для люб ого и е1 -перио
дом функции ф. (z+ и) ф. (z), где е1 = 28 lim sup 1 ф, (z) j. 

- оо < z <оо 
Рассуждая далее так же, как при доказательстве леммы 377, 

мы приходим к следующему утверждению: 

Лемм а 3713• Если/ (х)- почти-периодическая функ
ция, то (24.19) и.меет .место ревно.мерно по i и и. 

Тем самым закончено доказательство леммы 3712• 

Лемма 3714• Если {!п(х)\-последовательность 
почти-периодических фун1'циа. равно.мерно стремящихся 
" пределу / (х), то фун1'ция / (х) почти-периодична. 

В частности, если ~ 1Вп1 < оо и {Лпl - .множество 
вещественных чисел, то фун1'ция 

(24.20) 
почти-периодична. 

В самом деле, пусть 1 / п (х)- / (х) 1 < е/3 для всех х 
и пусть 't(e) ес'Гь е/3-период функции fп(х). Тогда 't(e) 
является е-периодом функции / (х). Таким образом, суще
ствует число L(e), такое, что каждый отрезок [А, A+L(e)) 
содержит по крайней мере одно 't (е). Поскольку функ
ция / (х) непрерывна. как предел равномерно сходящейся 
поспедовательности непрерывных функций, то лемма 3714 
доказана. Из лемм 371 и 375 вытекает, что функции 
N • 
~Впеtл~ почти-периодичны, откуда следует почти-периодич· 

1 
ность функции (24.20). 
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§ 25. Теоремы Вейерштрасса и Парсева.11я 
для почти-периодических функций 

Лемм а 3715• Если f (х)-почти-периодическая функ
ция, то существуют конечная или счетная последова

тельность положительных чисел Вп и соответствую
щих им вещественных чисел Лп, таких, что 

~ вп < 00 (25.01) 
и 

(25.02) 

Для доказательства этой леммы используем: теорему 32. 
Если f (х)- почти-периодическая функция, то в сипу 
леммы 378 функция qi(x) почти-периодична. По лемме 3714 
из ограниченности и монотонности а (и) вытекает, что 

~ 1 tu х 
~ --1 е п [а(ип+О)-а(ип -0)] 

(21t)2 

является почти-периодической функцией. Таким образом, 
в сипу леммы 375 функция ф (х) почти-периодична. 
В силу (23.06) и леммы 37 9 имеем ф (х) ==О и 

qi(x)= ~ - 1-1 e1"tr [а(ип+О)-а(ип-0)). 
(21ti2 

Но это выражение имеет вид (25.02), чем и завершается 
доказательство леммы 3715• 

Мы можем теперь закончить доказательство теоQемы 37. 
В силу леммы 3715 и равенств (24.16) и (24.11), если 
/ (х)- почти-периодическая функция и е > О, то найдутся 
абсолютно сходящийся ряд ~ Вп и последовательность {Лп} 
вещественных показателей, такие, что 

(25.03) 

Из того, что функция / (у)е - lA.,,Y равномерно ограничена, 
следует, что либо сумма 

~ BnelA.n (х-у) 

содержит лишь конечное число слагаемых, либо можно 
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найти настолько большое N, что 

1 м" { / (.У)~ BnelAn (х-у)}-

(ГЛ. IV~ 

- М1 { / (.У)~ Впе' Ап (х-у)} 1 <в. (25.04) 

КоNбинируя (25.03) и (25.04), получаем 

11 (х)- м" { / (.У)~ Впе'Ап (Х-У)} 1 < 3в. 
Если положить Ап = ВпМу 11 ()'} е-'АпУ}, то. отсюда следует, 

11 (х)-~ Апе 1",.Х / < 3в. (25.05) 

Так~м образом, для любого в можно найти комплексные 
козффициенты Ak и вещественные показатели л". для кото
рых выполняется (24.02). Тем самым мы доказали теорему 37. 

Докажем теперь теорему 38. Пусть заданы Л1 , ••• , Ан-, , 
Будем искать такие числа А1 , ••• , Ам чтобы выражение 

м{\1 (х)- ~ А~е'",.х П· 
которое существует как среднее почти-периодической функ
ции, приняло минимальное значение. Мы имеем 

М { 11 (х) - ~ A~e11nx П = 
N 

= М { 11(х)12 } - ~ А~М {1 (х) e1"rr} -
1 

N N 
- ~ А~М {! (х) е-",.Х} + ~ 1А~12 = 

1 1 
N 

= М { 11 (х) /2}-~ 1 М {1 (х) е-tл,.х\ 12+ 
1 

N + ~ 1 А~ - М // (х) e-t.&,.xl \2• (25.06) 
. 1 

Это выражение принимает минимальное значение ~огда и 
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только тогда, когда 

А~= М {! (х)е-tл~}. п = 1, 2, ... , N. (25.07) 
Отсюда следует, что 

N 

М { 1f(х)12 } > ~ 1 М {J (х) е-tлпх\ \2• 
1 

(25.08) 

Поэтому множество вещественных чисел Ап, для которых 

1 М /! (х)е-tл~\ \ > а> О конечно, а множество чисел Ап• 
для которых М // (х) е-tлпх\ + О, не более чем счетно. 
Обозначим множество этих значений через {Лп} и положи11 
ап = М // (х) e-t>.~\. Тог .zt.a в силу (25.08) ' 

1: 1 ап 12 < М { 1/{х)12 }. (25.09) 

С другой стороны, в силу (25.05), если числа А~ опре-
делены. равенством (25.07), то · · 

м { \1 (х)-~ А~е1л~\2} < м{ \1 (х)- ~ Апе'л~ \2} ~ 9в2 • 
В cи.iiy (25.06) 

N 

М { 1 / (х) 121 - ~ 1 А~ 12 < 9в2 
1 

1 

и так как отличные от нуля числа Ап являются подмноже" 
ством множества чисел ап, а в произвольно, то 

М { l/{x)l2} >1:1схп/2• 

Таким образом, в силу (25.09) 

М { 1f(х)12 1 = 1: 1 ап 12• 

Иными словами, в силу (25.06) 

}lm00 М { 1 / {х)-* апе1>.пх П =О, 
чем и доказана теорема 38. 

(25.10) 

Сделаем некоторые исторические замечания, касающиеся 
теорем 37 и 38. Первое доказательство этих теорем при
надлежит самому Бору 1) и· было технически элементарно. 

1) Бор [1]. 
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но далеко не просто. Автор книги 1) дал другое доказатель• 
ство, связанное, как и приведенное здесь, с теорией инте· 

грала Фурье, но значительно более сложное, Следующее 
доказательство 2) было дано Вейлем. В нем впервые была 
явно введена функция qi (х), использованная ранее в моди

фицированной форме в работах автора. Доказательство Вейля 
связано с идеями и техникой теории интегральных уравне

ния, но не основывалось на ранее доказанных теоремах 

в этой области. Оно кажется мне самым простым и прямым 
путем для доказательства теорем 37 и 38, если рассматри
вать эти теоремы изолированно. Но доказательство Вейля 
не связано с более общими теориями гармонического анализа. 
Введение функции ф. (х) в рассуждениях этого параграфа 
является применением идей Вейля. 

Следующим было доказательство, данное автором книги 3), 
по существу совпадающее с приведенным здесь. Примерно 
в то же самое время Балле Пуссен 4) дал доказательство, 
основанное на тех же идеях, что и первоначальное доказа· 

тельство Бора, но использующее функцию qi (х). Это дока
зательство приведено в книгах Бора и Безиковича, но автору 
книги нравится больше доказательство, которое дано у Вейля. 
Эти доказательства не приспособлены для обобщения на бо· 
лее общие теории гармонического анализа. 

Основной идеей в доказательствах Бора и Балле Пуссена 

является расположение членов а.11 е1А,,х ряда (25.10) в порядке, 
зависящем от арифметических свойств л". Основная идея 
доказательства Вейля связана с перестановкой членов в по
рядке убывания величин коэффициентов 1 а.11 1 • Данное здесь 
доказательство связано с расположением членов в порядке 

значений л". Этот порядок является единственным, который 
совместим с единой трактовкой почти-периодических функ
ций и функций с непрерывным спектром. 

1) Вине р f25J.· 
2) Вейль 
а) Винер [1], [6]. 
4) Вал л е Пуссен [1]. 
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