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ПРЕДИСЛОВИЕ

Современная теория упругости располагает большим коли-

чеством двумерных задач (кручение и изгиб стержней, изгиб
тонких плит и плоская задача), решенных с помощью

применения криволинейных координат, главным образом полярных
и эллиптических. Отдельные задачи решены также и в

биполярных координатах.
Если говорить о бигармонических проблемах, то здесь

следует назвать работу акад. С. А. Чаплыгина [*], совместно

с проф. Н. С. Аржаниковым, давшего решение весьма важной

задачи об эксцентрической трубе, подверженной внешнему
и внутреннему давлению, Далее, Джеффери [2] и Вайнель [3]
разработали общее решение плоской задачи теории упругости
для области, ограниченной двумя эксцентрическими
окружностями. Н. В, Кудрявцев [4] решил задачу об изгибе тонкой

упругой плиты, имеющей форму эксцентрического кольца и

подверженной действию сосредоточенной силы. Что касается

более простых гармонических проблем, то здесь еще Мак

дональдом [б] рассмотрена задача о кручении круглой трубы,
имеющей эксцентрически просверленную внутреннюю полость1.

Точное решение всех перечисленных задач дается в форме
тригонометрических рядов.

Однако, все указанные авторы рассматривали области,

ограниченные двумя координатными линиями лишь одной

системы, а именно — эксцентрические кольца.

Между тем, области, ограниченные двумя координатными
линиями другой системы — дугами двух пересекающихся

окружностей (так называемые круговые „луночки"),
представляют для практики не меньший интерес. Так, Г. А.

Гринбергу [8J с помощью биполярных координат и метода инверсии

удалось решить ряд важных электростатических задач для

областей луночного типа.

* См. также [6] и PJ.
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В этом направлении по теории упругости имеется весьма

незначительное число работ, авторы которых ограничиваются
лишь некоторыми частными случаями плоской задачи теории

упругости. Сюда относятся появившиеся в последние годы

работы Вайнеля [9] и Линга [10»п], посвященные растяжению

бесконечной плоскости, содержащей криволинейное отверстие,

имеющее.форму круговой луночки.

Авторам данной работы разработан метод расчета упругих
тонких плит, имеющих форму круговой луночки и

подверженных действию произвольной внешней нагрузки. Кроме
того, в работах автора [12] и [13] решены гармонические
задачи о кручении и изгибе призматического стержня с

поперечным сечением в виде круговой луночки. Точное решение
всех подобных задач дается в форме интегралов Фурье.

Биполярные координаты привлекли внимание автора по

двум причинам:

во-первых, области, ограниченные координатными линиями

системы биполярных координат, чрезвычайно многообразны
(эксцентрическое кольцо, полуплоскость с круглым
отверстием, плоскость с двумя круглыми отверстиями, круговая

луночка, круговой сегмент, полуплоскость, полуплоскость
с сегментной выемкой на краю и др.). С помощью биполярных
координат удается дать точное решение задачи изгиба для

полукруглой плиты с закрепленным контуром, а также для

полуплоскости, часть края которой закреплена, а часть—

свободно оперта;
во-вторых, математический аппарат, связанный с решением

задач теории упругости в биполярных координатах,
сравнительно прост и не требует применения никаких

специальных функций, кроме тригонометрических и гиперболических.
Во многих случаях интегрирование (или суммирование)

удается выполнить, и окончательное решение дается в

замкнутой форме.
В работе над книгой автор задался целью обобщить и

систематизировать все имеющиеся решения двумерных задач

теории упругости в биполярных координатах.

Областям, имеющим форму эксцентрических колец,
уделено сравнительно меньше внимания, в связи с большей

изученностью этих вопросов, а гармонические проблемы для

такого рода областей совсем исключены из рассмотрения.
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Соответственно этому большую часть содержания книги си

ставляет применение аппарата интегралов Фурье к решении

гармонических и бигармонических задач для областей в вид(

круговых луночек.
В вводной главе I излагается геометрия биполярных

координат и общие соображения об интегрировании гармо-

мического и бигармонического уравнений в биполярных коор.
динатах. В главах II и III дается решение задач кручения и

изгиба призматического стержня, имеющего поперечное

сечение в виде круговой луночки.
Глава IV посвящена изгибу упругих тонких плит,

имеющих форму круговой луночки, а глава V— изгибу
эксцентрических колец. В частности, здесь дается решение задачи

изгиба полукруглой плиты с закрепленным контуром,
полуплоскости при смешанных граничных условиях, а также

изучается влияние сегментной выемки и круглого отверстия на

напряжения в изогнутой полуплоскости. В главах VI и VI

дается решение плоской задачи теории упругости для

круговых луночек и эксцентрических колец. Наибольший интере(
здесь представляют задачи о растяжении полуплоскости, со

держащей сегментную выемку на краю, или круглое отверстие
а также задача об эксцентрически просверленной трубе
находящейся под давлением.

Автор старался дать не только общие методы решения
но и конкретные приемы расчета, снабдив текст достаточны*

количеством таблиц и графиков, исходя при этом из

предположения, что книга представит интерес не только для

специалистов по математической и прикладной теории упругости,
но и для инженеров-практиков.

В конце книги в виде приложения приведена справочная
таблица, содержащая ряд определенных интегралов,
неоднократно применяющихся при выкладках, причем при ссылка)

на табличный интеграл перед номером последнего ставите!

буква П (приложение).
В заключение автор считает своим приятным долгом

выразить глубокую благодарность профессору А. И. Лурье з;

неизменное внимание к работе, а также инженеру А. Я. Черняь
за производство численных расчетов.

Д Уфлянд



ГЛАВА I

ВВЕДЕНИЕ

§ 1. Геометрия биполярных координат

Рассмотрим систему криволинейных координат (а, (3),
определив их следующим образом: выберем на оси ох две точки

Pj и Р2 (полюсы) на расстоянии 2а друг от друга (фиг. 1)

Фиг. 1.

и будем характеризовать положение точки на плоскости еле

дующими двумя величинами:

J о 0,1)

Координата а будет при этом изменяться от — оо до -j- сю;
в правой полуплоскости а > 0, в левой а < 0; ось оу
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является координатной линией а=0; точки ^ = ±«, 3' = 0

соответствуют значениям а = ± со.

Координата р меняется от — тг до +к; в верхней полу,

плоскости р > 0, в нижней р < 0; отрезок РХР2 является

координатной линией р = 0. Что касается отрезков оси ох

при х<—а и х>а, то здесь координата р терпит разрыв,

равный 2тг, а именно, на верхнем берегу (у = + 0) Р = + if,

на нижнем CV = — 0) р = — тс.

Такие криволинейные координаты обычно называют

биполярными.

Нетрудно показать, что эти же координаты могут быть

получены при помощи такого конформного преобразования:

C^lg^+f, C = « + /p, z = x+ iy. (1,2)

В самом деле, разделяя вещественную и мнимую части,
получаем

P^arctg^-arctg^+ u,

что совпадает с (1,1), если учесть соотношения:

j (1,3)
О =arctg—^—, 60 = arc tg

y

Преобразование (1,2) показывает, что биполярные координаты
образуют взаимно ортогональную сетку кривых а = const и

р^= const.

Геометрически ясно, что координатные линии р = coi-st

суть дуги окружностей, имеющих центры на оси оу и

проходящих через точки Рх и Р2 (фиг. 2).
Радиус R дуги р = р0, а также расстояние / от начала

координат до центра С этой дуги определяются
непосредственно из треугольника ОСР2:

R = Tl£%\> / = л | ctg: р0 |. (1,41

Таким образом, радиус дуги р = — к (отрезки оси ох : --и
— со и -j-a, +°°) бесконечно велик; при возрастании ;
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от —к до —7г/2 расстояние / убывает от со до 0, т. е.

центры дуг (3 = const передвигаются из точки у = — со

в начало координат, а их радиусы убывают от со до я,
так что линия |3 = — тг/2 есть нижняя половина окружности
радиуса а.

При дальнейшем возрастании (3 от —7г/2 до 0 центры дуг
передвигаются из начала координат в точку у = -J- со, а их

-i~,'~^£
\
\
\
\

[У
{

А/у \ \

1 /
/

Фиг. 2,

радиусы возрастают от а до со, причем радиу; дуги (3 = 0

(отрезок—ал +#) бесконечно велик.

При возрастании (3 от 0 до ~ центры дут передвигаются

из точки у = -|- со в точку j/ = 0, а их радиусы убывают

от со до а, так что линия (3 = ^
есть верхняя половина

окружности радиуса а, Наконец, при изменении р от тс/2 до к

центры дуг передвигаются из начала координат в точку

у== -f~°°» а их радиусы возрастают от а до со; радиус дуги

"J5 = -)-7г (отрезки — а, —со и -\-а, --(-со оси ох)
бесконечно велик.
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Отметим полезную формулу для расстояния / от начала

координат до вершины дуги р = j30: t = R — /, или

t = a tolfe 2 (1,5)

Заметим еще, что дуга, дополняющая дугу р = ро^>Одо
полной окружности, является координатной линией (3 = р0—я.

Уравнение кривой ос = <х0 = const может' быть

непосредственно получено из равенства:

«п = lg . ,

которое можно преобразовать к такому виду:

Последнее уравнение показывает, что координатные линии

а = const суть эксцентрические окружности, центры которых
расположены на оси ох (фиг. 3). Радиусы р этих окружно-

(1,6)

Фиг. 3.

стей и расстояния d их центров от начала координат даются

формулами!
p==a/|sh or0|, d = a|cthot0| > (1,7)

Расстояние от начала координат до точки Q пересечения
окружности а = а0 с осью ох будет b = d — р или

b=*a\th^-\. (1,8).
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Таким образом, радиус окружности а = — оо (точка Рх)
бесконечно мал; при возрастании ос от —со до 0 центры

окружностей <х'= const передвигаются из точки Р1 в точку

v==_oo, а их радиусы возрастают от 0 до оо, так что

ось оу (линия а = 0) есть окружность бесконечно большого

радиуса.
При дальнейшем возрастании а от 0 до оо центры

окружностей а = const передвигаются из точки лг = -|~оо в точку

Р2, которой соответствует а = -f- оо, а их радиусы убывают
от бесконечности до нуля.

Выразим теперь прямоугольные координаты х и у через

биполярные координаты а и (3.
Решая уравнение (1,2) относительно z, получим:

* = ath-|-, x + /y = ath^tiPt (1,9)

а отделяя здесь вещественную и мнимую части, будем иметь:

х
_

sha у
___

sin p ^ 1Q,
a ch a + cos p

'
a cha-f-cosp*

^ 9

В дальнейшем нам понадобится также выражение
полярного радиуса г через биполярные координаты. Из (1,10) имеем:

л^ , У2 sh2 а -\- sin3 р ch a — cos р
a2 ' л2 (ch a -f- cos p)2 ch a + cos p

'

так что

ш£_\2
Ch a — COS p

~~~

Ch a -{- COS P (l.ii)

Из (1,11) видно, что бесконечно удаленная точка

плоскости имеет биполярные координаты а = 0, р = ±тс.

§ 2. Интегрирование гармонического уравнения
в биполярных координатах

Так как биполярные координаты получаются из
прямоугольных координат конформным преобразованием, то
гармонический оператор от какой-либо функции преобразуется в

биполярных координатах в оператор:
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где g характеризует масштаб преобразования и лаети

известной формулой:
* « Ytsrw _, .yWf+W■ адg
dsa dso ds

С учетом соотношений

1

дх ду
dli
~

Щ
dv

а

да

дх

д$

1 -|- Ch a COS P
(ch а + cos №

>

sh а sin p
я

1
I
}
I

(2,3)

(Ch а -f COS p)2 J

получаем окончательно

g
ch a -|- COS p

а (2,4)

Таким образом, гармоническое уравнение в биполярных
координатах принимает вид:

ей* + Эрг
=== 0# (2>5)

Очевидно, что произведения типа

[А/г, ch na~\-Bnsh па] cos яР-|-[Сп ch na-\-Dn sh яя] sin яр, (2,fi)

I/V(//i)]ch mp + # (m)s^ mPl cos //га 4~

-|- [С (m) ch mp +D (/я) sh /яр] sin ma (2,7)
являются интегралами гармонического уравнения.

Фиг. 4.

Если [мы имеем дело с областью, ограниченное двумя
координатными линиями системы a == const (эксцентрическое
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кольцо, фиг. 4), то интеграл гармонического уравнения, в силу

периодичности по переменной р, ищется в виде

тригонометрического ряда
со

? (а, р) = И + #* - h 2 f iAn cU "■<* ~Ь Яи sh "«) cos //р -f
м=-а

+ (СЛ ch //ос -f Dn sh //а) sin //.,31. (2,8)

Если же рассматривается область, ограниченная двумя
координатными линиями системы р = const (круговая „луночка",

Фиг. 5.

фиг. 5), то решение будем искать в виде интеграла Фурье:
оо

ср (а, р) = Г {[Л (т) ch /яр -j- Б (w) sh mp] cos А/га -f
o

-f [С(/и) ch mp + D (m) sh mp] sin mot} rf/ю. (2,9)

Отметим, что уравнение (2,5) имеет еще следующие особые
решения:

? = (Afa-+A0(/>P + Q),

4 ё Ch a + COS p
*

Ф

(2,10)

(2,П)

2 Зав. 1002. Я. Уфлянд.
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§ 3. Бигармоническое уравнение и его интегралы
в биполярных координатах

Для дальнейшего полезно преобразовать оператор (2,1)
к такому виду:

rtA? = [(cha+ cosp)(£-|-|r)-2Shai- +
+ 2sinpjp + (ch a - cos |3)] (,??).

Тогда бигармонический оператор будет

(3,i;

или после выкладок

i О

а*
+ 2

а* Д4 Я2 Л2 "I

|т-2^+2^ + lj(^). (3,2]

Таким образом, бигармонический оператор от функции с:

оказывается линейным дифференциальным оператором с

постоянными коэффициентами от функции gyy что дает

возможность осуществить разделение переменных.
Для областей в виде эксцентрических колец решение бигар-

монического уравнения А2ср = 0 ищем в виде:

оо

g?= 2 [/?,(«) cos я,3 + /£ (a) sin n$l (3,3)
n = o

После подстановки (3,3) в (3,2) получаем для /£ (а) [/* (а)]
обыкновенное дифференциальное уравнение:

[£t-2 («2 + 1) ^+ (я2- 1)2]/„(«) = 0. (3,4)

Если искать решение в обычной форме fn (a) = еы> то

для k имеем характеристическое уравнение № — 2(п2-\-1) k?\
-f- (я2—1)2=0, корнями которого являются величины ±(п\\)
и z!z(#—1), так что общий интеграл уравнения (3,4) будет;

/п(«) = ЛпсЪ (п-[- \)а-\-Bnch (n— l)a +
+ CnSh(n-\-l)a+Dnsh (n— 1)а, (я>2) I

/0 (а)=Л0 ch a-f50 a ch a-|-C0 sh a -f D0 a sh a,
'

/i (<*) = ^i ch 2a -f- Bi + Q sh 2a -f- D^.
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Для областей в виде круговых луночек имеем аналогично:

оо

g<p = f [fc(m,, p) cos ma -|-/s («, (3) sin /«a] rfw, (3,6)

[|Н-2(1 -z«8)^ + (/«*+1)«]/(i», p) = 0. (3,7)

Подстановка f(m, (5) = e7fP дает характеристическое

уравнение /е.'1 4-2(1— /я2) /<j3 4 (////' 4- 1 )2 = 0 с корнями ± (т ± /),
так что

f (}ц} р) = Л (/я) cli //zp cos р -|- Л (т) ch //гр sin p 4~

С|/г) sh шр cos р 4" D (m) sh /яр sin p. (3,8)
Что касается особых решений бигармонического уравнения,

то, кроме решений типа (2,10) и (2,П)> могут быть еще

решения, получаемые умножением последних на л*, у и г2.

Заметим, что часть таких особых решений совпадает

с обычными решениями. В самом деле, умножение функции rf
на х, у и г2 равносильно умножению функции gv на ch a,
sh a, cosp и sin p. * Но особые решения типа a ch a, a sh a,

a cos p и asinp уже содержатся в функциях f0 (a), /i (a) cosp,

/f(a)sinp, т. е. совпадают с неособыми решениями. Таким

образом, особыми решениями бигармонического уравнения

будут такие выражения:

gv = (E cos p 4~ F sin P + G ch a + И sh a) p, (3,9)
ет = (AT cos р 4- ^sin p 4- Р ch a 4~ Q sh a) ocp, (3,10)

CT^(rcosp+^sinp+Vcha+rsha)lgCc^^^l^ (3,11)

Использование тех или иных особых решений диктуется
физическими соображениями конкретной задачи (см.,
например, §§ 38 и 41).

1 Имеем:

gy sh a = ух\ g<j{ sin p = cpj/;
далее, согласно (1,11):

г2
_

ch a — cosp
_

cosg
^ л2

~

ch a 4- cos (Г ^ ~ ^
~~

cha + cosP ^ ~

= _ -L.9
Cha

^
ch о 4 cosp

?J

откуда r2
, rt

^ = agff _|_ 2cp cos p = — д^<р 4 2<p ch a.

2^;



Часть первая

ГАРМОНИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ

ГЛАВА II

КРУЧЕНИЕ ПРИЗМАТИЧЕСКИХ СТЕРЖНЕЙ

С ПОПЕРЕЧНЫМ СЕЧЕНИЕМ, ИМЕЮЩИМ ФОРМУ

КРУГОВОЙ ЛУНОЧКИ

§ 4. Постановка задачи и общее решение

Рассмотрим упругий призматический стержень с

поперечным сечением в виде круговой луночки (фиг. 5),
деформированный при помощи закручивающих моментов М>
приложенных на его концах и направленных по оси стержня oz.

При этом в стержне возникают только два касательных

напряжения тхг и т^, которые могут быть выражены через

одну функцию напряжений следующим образом:
*

т — is. т — — ii (4\)

Функция напряжений должна быть найдена в результате
решения граничной задачи:

Аср == — 2|л0, )

<р = 0 на контуре поперечного сечения стержня.]

Здесь ц— модуль сдвига материала стержня, а 0 — угол
закручивания на единицу длины.

Граничное условие для функции ср для рассматриваемого
контура принимает вид:

?(а, р1) = ср(а, р2) = 0. (4,3)

1 См., например, [t*]f стр. 257.
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С целью сведения задачи к решению гармонического

уравнения положим:

<р («, р) = i-№ {/<«. Р) + [l ~ (т)9]} • <4'4)

Так как Дг2 = 4, то для безразмерной функции /(а, |3)
получаем гармоническое уравнение

Д/=0. (4,5)

На контуре поперечного сечения функция / должна

удовлетворять граничным условиям:

/с ро-Кт)'-1],-,.. /(•.«-[(■з-)'-1],..*.
или, если учесть соотношение (1,11), таким условиям:

/(а, 3,)= — 2 . c_?sPl fl , /(а, Р2) = — 2-т-^Ь__.(4,6)у v ' ri ch а -(- cos f*i
' ^ ч ' Г2/ cha + cosj32

Согласно (2,9), с учетом четности функции <р по

переменной а, ищем решение уравнения (4,5) в виде интеграла:

оо

/KP) = /w,(/n)shm(p —fc) +
+ Л2(/я) sh /я(|32— р)] cos ma tfm. (4,7)

Функции Лг (т) и Л2(/«) должны определяться
граничными условиями (4,6). Для фактического их определения
разложим правые части (4,6) в соответствующие интегралы
Фурье:

со

Cha + cOSJi
= J * (Р' m) C0S Wa dm>

0

со

n.^ft *«\ 2 f cos ma da
W>m) =4 J cha+cosB- (4,8)

0

Применяя формулу П (1), имеем:

^([3, /w)e_L- sh«p
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Таким образом, граничные условия (4,6) принимают вид

оо

J A2 (m) sh т(j3g — (3.) cos т a dm =

о

со

.
, Q f sh //г б-.

= — 4ctg31 —r—— cos /7га dm,& ri J sh wrc

CO

I A (w) sn m Ф2— Pi) cos ma dtn =

00

= —4 ctg Bo —,
'*

cos ma dm,& rj
. sh mn

*

откуда следует, что

A (m) = — 4 ctg So -r r—t£ g-T-,1 ч у ь l J sh mrc sh m (j32 — pi)
'

A>(w) = -4 ctg Pj -r ^| 5-T- • (4,10)^v y ъ ri sh /ил sh m (p2—^)
v ' '

Имея функции А1 (tn) и Л2(/я)» можем сразу написать

точное решение поставленной граничной задачи для

функции <р (а, р):

cf (а, Р)
_

cos ft
[лба2 ch а -f- cos (3

00

-*{*ь!*%£:$Л «*»*<»+
о

с»

+ f SMPlShhM/qh-pi cos me. </,«]■ (4,П)1 х J sh mn sh m (j32 — pj) j
0

Сходимость полученных несобственных интегралов при
т = 0 очевидна, а при т = оо обеспечивается условием
-*<Pi<P<P2< + **
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В качестве контроля положим в (4,11) Р2 =— Р1 = гс/2.
При этом рассматриваемая луночка переходит в круг, и (4,11)
дает:

У (<*> Р)
=

CQS P
ц9а2 ch a •■{- cos p -М'-(тЛ-

что совпадает с функцией напряжений для круга, как и должно

быть.

§ 5. Касательные напряжения при кручении

Выведем формулы для напряжений в произвольной точке

поперечного сечения стержня. Проекции скалывающего

напряжения, действующего в точке М (фиг. 6), на касательную

fhConst>0

а)

<* j3^Const<0 А

Фиг. 6.

и нормаль к линии [3 = const, проходящей через эту точку,
даются известными формулами:1

'п •$г
ду
ds ' TS — ^az дп (5,1)

Из (2,2) нетрудно видеть, что -v = zzz р/ ~- ,

— =

д
=
— g-^Qf причем веРхний знак 3Десь и в дальнейшем

относится к случаю р>0 (фиг. 6а), а нижний — к случаю
[5 < 0 (фиг. 66).

1 ГО[с], стр. 206.
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Применяя формулу (4,11), получаем следующие
выражения для касательных выражений в любой точке стержня:

1 -*{
ch a sin (J

+
pQga? v«* ^ (ch a + cos P)2

CO

m sh m$2 ch /и (P — pi)
sh ттс sh /и (p2 — Pi)+ 2[ctgp,J cos ma dm

о

CO

— CtSPi J sh mi. sh/я (p, •■-(»,)"
C0S Wa dmJI' (5,2)

0

p.0g"a2" u03

COS p Sh а

(Ch а + COS p)2
со

_2L r/nsh^shm№-ysinOTa^+L r
.; sh W7i sh /w (p2 — Pi) '

о

CO

, . о Г w sh A/7pi sh m (p2 — p) . ,

-\- ctg Pj ———4—,„ г, ч sin /яа dm
sh wrc sh m (P2 — Pi)

(5,3)

При помощи (5,3) можно проверить выполнение

граничных условий. В самом деле, при (3 = (Зх получаем:

K-tetfi)*1 МP=Pi
оо

—

Sh a CQS Pi OrtaQ Г '"Sh/Kp! ■ ,

7^ 1 o~T9
"~~"^ лС1££ Pi I ; ЫП ШО> urtl,

(ch a-j-cos pt)2 briJ shm%

или после применения формулы П(20):
sh a cos pi ~

, q sinp^ha
p = Pi

~~

(ch a + cos pi)2
— l Ct£ Pi (cha+ cosPi)2

'^g(Ma2^z

откуда следует, что -z$z [p=Pi ==0, как и должно быть, ибо на

боковой поверхности стержня касательные напряжения
отсутствуют. Таким же способом можно показать, что TpJp^EErO.
Максимальные касательные напряжения достигаются на кон-



§ б] ВЫЧИСЛЕНИЕ ЖЕСТКОСТИ ПРИ КРУЧЕНИИ 25

туре в точках Ах (а = О, J3 = pj и Л2 (а = О, f* = р2)
соответственно1 (фиг. 5) и даются формулами:

х«0

\хаЬ [адО ==0 1 (1 4- cos ро2 '
а

MP
со

+ 2[cte0o f m sh m Ь dm —

о

CX)

_ ct p Г mghmhcfam(p1--M 11
(5>4)

J shm«shm(p2 —Pi) J)
о

CO

+ 2ГС( р fmshMMhrn^h-p,)L J sh wrc sh m (p2 — Pi)
a

CO

_cteQ f m sh mPt toll (5,5)
о

§ 6. Вычисление жесткости при кручении

Жесткость при кручении С определяет связь между
крутящим моментом М и углом закручивания на единицу длины 6,
а именно

C= Mjb. (6,1)

Для крутящего момента имеем формулу2:

M = 2Jj^dxdy = 2Jj(D dsadsp. (6,2)

Но, согласно (2,2),

ds..dst~*±*t, (6,3)

1 Это справедливо для луночек определенной формы
см. стр. 37.

2 I14], стр. 259.
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Р» +°°

так что М = 2 -—^-. Это после подстановки значе-

Pi —со

ния g и учета четности подинтегральной функции дает

р2 со
.

с С С ср/(лв^2
4\*.а*

- J JJ (cha + cosp)2
Pi о

dadft,

или в развернутом виде:

р

a

—2ctgp„j

CO

cos (3 dp
flfa

.! (ch a -f- cos P)3
о

P«

sh mp2 ^^
oo

0

CO

sh m% sh m (p2
Pi 0

P2 CO

COS /йа rfa

+ COS Й2

о * о Г shmPifif/и f , /0 0v ,D f cos ma da ,n ,x

-2ct^PiJ shmttshmffe-pj sh«(P»-P)dPj (cha+cos^^6'4)
0 Pi 0

Пользуясь ^(7) "и п(2), произведем первое

интегрирование по переменной ос, после чего будем иметь:

ь

^=l|^P(3-2sin^)-3sinpcosp]^-
со Р2

— 9*rrtafi Г sh mfedm fshm(P —Px) a /shmp\ ,ft<^ Llb P2 J sh^mitsh m(Pa—Pj) J sin p dp\ sin p У р

OO

&riJ sh2mushm(p2—pi) J sin p dp\ sin p /
r v

о p,

Для выполнения второго интегрирования по переменной Р
подсчитаем следующие вспомогательные интегралы:

т I sh m p д /shm p\ ,Q
. fchmBd /sh шр\ ,0 ,Л fix

Первый из них берется сразу и равен -~- (
1 /shwp\2

ра

sin p
Pi
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Для вычисления второго интеграла продифференцируем
его по параметру т и проинтегрируем по частям, после чего

получим:
dJc
dm

1 ГвсН2/ир 1 . 0"|ра (6,7)

Так как Jc\m = o
— 0, то, интегрируя (6,7) по т, будем

иметь:

J =1Jc 2

sh m'p2 c^ m P2
sin2p2

sh mBi ch mBil m ,
, Q ± о \ /с o\

tin'fr J" (ctgPa—ctgrP,)- (6,8)

Подставляя полученные значения Jc и Js в (6,5) и производя

преобразования, получим:

ft,

^ffiP(3-2s|n»P)-3sin?cos?]^-
Pi

СО

-« (ctg p2-ctg w J ^r^^t-b *»+

0

0

oo oo

sh2mpt ^_ ctgp2 Г sh2mp<
sh2/mc

- dm : /sin2p2 ,/ sh2mn
о

dm. (6,9)

Наконец, применяя П(36), а также вычисляя интеграл

J[p(3-2sin»p)-3sinpcosp]^M.=
= {[P(1linyP)+ctg^1 + 3ctg^)]'(6'10>

получим после выкладок окончательную формулу для жест-

кости при кручении:

So
С

__

1 ft + sinftcosft(2cos2ft —3)
F-a4~~ 2 sin4 p

Pi
OO

-4,(ct,p2_ctgpi)2J^|^^^ (6>11)
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§ 7. Кручение кругового цилиндра, срезанного
плоскостью, параллельной оси

Если положить рх = 0, |32 = Т < 1Г» т0 Рассматриваемое

поперечное сечение стержня превращается в круговой
сегмент (фиг. 7), т. е. мы имеем дело с круговым цилиндром,
срезанным плоскостью, параллельной его оси.

Максимальное касательное напряжение на прямолинейной
части контура (р — 0) достигается в точке М{ и дается

формулой (5,4) при Pj = 0 и р2 = Т- Имеем:

оо

ii . , Г т dm
,

цдб==я J shmrc '

о

с»

I л и i о Г /тс sh/юЙ! ch m (y — Bi) , /~ 1Ч

+ V!f.ctgp»J *А»(т-р5 '*• (7,1)
г

о

Нетрудно показать, что, благодаря наличию величины sh /игс

в знаменателе подинтегральной функции, можно переходить
к пределу под знаком интеграла. Осуществляя предельный

переход и учитывая еще

П(28), получаем:

- -*Л

= —ctg? +
оо

—<Г Crn^hnr, 2)1 J sh тк N

о

или, вводя обозначения:

•о н-ЯО*
ОО

Уо=/
/я2 cth m?

sh штс
dw, (7,3)

получаем, с учетом равенства а = R sin у. ,1 окончательную
формулу для коэффициента т0:

т0 = 4/0 sin f
— cos т. (7,4)

1 См. формулу (1,4).
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Млксимальпое касательное напряжение на дуговой части

контура (Р = ?) достигается в точке М2 и дяется формулой (5,5)

при (3| = 0 и P2 = y- Имеем:

со

Тот . v I Sill Т I п i I М Cll /HY ,

СХ>

— 2 lim ctcrPi i i—т TV • С7'5)
Pi ~> 0

0

Переходя к пределу и применяя П(17), получаем:

со

1* (\ I \i sin y i c(gy 0 Г w2<//м Ъ ,- ...

_^
= (i -|- cosT)^ (1 + COS7)3-h! _|. cos 7

-*
J sh //msh //?Y j- v w

Вводя обозначения:

on

то , / m'2 dm ,~

j,

о

после небольших преобразований получаем окончательную

формулу для коэффициента т^:

тт= 1 —2sin т(1 + cos -у) Jr (7,8)

Подсчитаем жесткость при кручении по формуле (6,11),
где полагаем (^ = 0, [32 = *(:

С 1 y + sin 7 cos T (2 cos- у
— 3)

|ля4 2 sin4 7

1
Hm Pi + sin pt cos fo (2 cos2 pi--3)

2 До sin4?i
CO

4т: lim (ctg»?! —2ctgTctgp,) Г '"sh^shmT (7 9)
& -> о J sh2 /;гт: sh /n (y — Pi)

0



30 КРУЧЕНИЕ ПРИЗМАТИЧЕСКИХ СТЕРЖНЕМ |г'л.

Вычисляем следующие пределы:

ои

iim ctgp, Г '»sh "Pi f m\ dm ^
, -> о J sh2 мтс sh m (7 — pi)

OO

Г m2dm 1
r n/07v,

=
T5—

=
г-" [см. П(37)|,

0

(X) OO

lim cto-2 В Г m sn m ^ sn m"^ ^
^^

^ _L J_ Г m3 ctn /;^ v

p, -» 0 J sh'2 mrc sh m (y — Pi)
~

Grc Pi ' J sh2 nr\
'

0 0

Hm h + s^ pt cos pt (2 cos» pt —3) _

рх-»о sir,4Pi 3?i

после чего равенство (7,9) принимает вид:

i^i= 2iur^ [T + Sin T °0S T (2 cos2? — 3)1 +

р. »

оо

О

Вводя обозначения

+ 4ctgT_4.J^^I^.(7,10)

ОО

С

t^4
'

о

yf*!!ah«id (7>11)
,/ Sh2 /72ТС

после выкладок получаем окончательную формулу для

коэффициента С:

г^ = -1 +~ sin 2Т(2 sin2T —3) — 4тгУ. (7,12)

Для частного случая f = я/2 рассматриваемый сегмент

превращается в полукруг. При этом квадратуры в формулах
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(7,4), (7,8) и (7,12) выполняются, а именно:

л>=

Т//г2 cth ~-
1

СО
/1

dm = -7Г-
sh //m <£

m2

о7 sh2

rf/д = —
/йтс on

со

Л
m2 tf///

о\ sh ///Tt sh
run 2

oo 0 ,
mn

m* en -~-

oo

J dm

sh2
///it

m2 dm

«' rh —

2_
2

•

7 =
,» ///j cth -~-

1
—_ dm= T
sh2 ///rt 4

о

oo .-> ,
Wit

, со

P
;л:> ch-r- dm /.

J , о
wk J

Г sh3-^- о i

m3 rf///

,
/72TC

,
///71

1
^-2
it"1

_1_
16

([см. П(38), П(39), П(31), П(40) и П(29)]), после чего

имеем:

Ъ = Ъ> ^t-2-i, C = |-i. (7,13)

Значения этих коэффициентов совпадают с

соответствующими значениями, полученными для полукруглого сечения

иными способами: Сен-Венаном

[1б] — в полярных
координатах и Динником [1б]—с
помощью бесселевых функций.

В предельном случае
г

f = тг получаем круглое
сечение (фиг. 8). Формулы (7,4),
(7,8) и (7,12) дают: а?

'О *, = i, £ = - (7,14)
а* о

Фиг. 8.

как и должно быть.
В табл. 1 приведены значения коэффициентов т0, т С для

значений y, соответствующих значениям отношения высоты

1 При этом а -> 0, но величина радиуса R = «/sin y остается
конечной.
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т

луночки к диаметру круга: Е = ^d
=

т^ ("* = 1> 2, .

.., 7, 8j

(фиг. 9), причем из (1,4) следует, что

g=:siiia-L (7,15)

Интегралы, входящие в соответствующие формулы, под.

считывались следующим обрязом. Промежуток (0, об) раз-

Таблица 1

1 6

Ve
V*
3/8 !

V* I
5/8
3/*
7/з
1 1

к

0,722
те/3

1,31
■я/2

1,83
2т1/3
2,42

71

Х°

0,245
0,444
0,659

0,848

1,03

1,15
1,21
1

тт
.

0,221
0,407
0,562
0,726
0,824
0,920
0,972 !

1 1

С

| 0,0152

0,0375
! 0,132
0,297
0,553
0,931

1,26

7Г/2 |

бивался на два промежутка: (0, N) и (/V, со), причем в

первом промежутке интеграл подсчитывался численно, а во

втором гиперболические функции заменялись на показательные;

при этом члены с отрицательными показателями

отбрасывались, после чего квадратуры оказывались выполнимыми.

Число N выбиралось таким образом, чтобы сделанные

пренебрежения не влияли на результаты с принятой степенью

точности.

В качестве примера, приведем расчетную формулу для

интеграла J:

оо

г Г m3 cth 1Щ . Г /w3 cth 1щ

J sh2m7c J sh2WTC

со

+4J-
N

mi

,2W№
dm =

N

-S
m3 cth пц
sh2 rrnz

dm
t
—2Nn

2n
0

["■+£+»(*+&]-p-"1
При расчетах в формуле (7,16) было выбрано N=4,
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§ 8. Кручение стержня с поперечным сечением в виде

симметричной круговой луночки

При (3Q== -— Рх == t рассматриваемое поперечное сечение

стержня принимает форму круговой луночки, симметричной
относительно оси ох (фиг. 10).

Фиг. 10.

Максимальные касательные напряжения, даваемые

формулами (5,4) и (5,5), совпадают друг с другом. Обозначив

{AflO [А#6
^2

i3* = -Pi=Y

получим

раЪ

00

ft —Pi-T
(8,1)

,*e(l + co8T){fr^1+2[ctgT \m^ml±2m^dm
J shm sh 2/пу
о

oo

— ctgfj
0

m sh гщ
sh тк sh 2my rf'"]} = (l + cosT)X

oo

X\(l+cosT)2 + 2ctg1fJ "Sh
0

m sh2 my
mrc ch /ny

d/ftl,

3 Зак. 1002. Я. Уфлянд.
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или с учетом П(17):
оо

sin f
о

Жесткость при кручении на основании (6,11) дается фор-
мулой:

С* =4 | -JLft + sltiTfcosTf^cos^ —3)]

ОО

(J. Л4

I wz sh ttif
___ J 5тс ct°*^ y I dmь l J sh2 mn sh 2mу

'

о

или

i

С* ==^-7-[Y+sinTcosT(2cos2Y—3)—87rcos2Ysin2Y-/*],
oo

J sn2 mrc

о

(8,3)

Для круглого сечения (y = тс/2) формулы (8,2) — (8,3)
дают:

т*=1, С* = тс/2, (8,4)
как и должно быть.

Займемся теперь исследованием вопроса о поведении

касательных напряжений в углах луночки (a = zi:oo).
Рассмотрим значение касательного напряжения z^z в точках

отрезка (—я, ~\-а)> т. е. при р = 0. Введем обозначение:1

^ С«) = хр, 1^— л_ (8,5)
р = о

Из (5,3) получаем
со

т(°) iVh„ 1 i\( sha
л , Г wsh2mY . ,\

1 Для простоты мы исследуем лишь симметричную луночку.
Исследование для общего случая проводится аналогично.
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или

т(а)

оо

sh a

ch а -|- 1 -2ctg-T(ch« +l)f m sh гщ
sh mnchm-f

sin та d/w. (8,6)
о

Для того чтобы исследовать поведение т (а) при а—>±оо,

представим интеграл, входящий в (8,6), в виде бесконечного

ряда с помощью теоремы о вычетах. Запишем этот интеграл

и таком виде:

оо -f оо

... Cm sh тщ , if
v J J shmizchmy 2i J s

m sh 7/2у

2/ J sh /mt ch /777
-00

eim«dm. (8,7)

Интегрирование по вещественной оси £ (m = £ -j- /rj)'можно
заменить интегрированием по контуру Z., изображенному

на фиг. 11 (р -» со), ибо нетрудно показать, что при р"-> оо

интеграл по полуокружности исчезает.

Интеграл по L в свою очередь может быть заменен

произведением 2тс/ на сумму вычетов подинтегральной функции.
Особые точки подинтегральной функции являются полюсами

и разбиваются на две группы:

h = ki\ k = \% 2, 3, ...; (shXfcic = 0), \
2&4-1 \ (8,8)

3'
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Итак,
со

Так как нас интересует Ит х (ос), а интеграл У (а) в (8,fi)

умножается на с\\а->-^еч при а-> со, то мы сразу

замечаем, что при а -> оо все члены ряда ov кроме первого,

будучи умножены на ег\ в пределе, при а ~»со, стремятся
к нулю, так -что

lim (о, • с«) = lim Г-* /sh'T
. е_Л ^ j_t (8 щ

Что касается ряда о2, то здесь следует различать два случая:

при этом

lim (o2.6'«) = 0; (8,11)
a -> оо

б) т>*/2, 2-^^<1,
в этом случае

lim (o2X**) = oo. (8,12)
a -> со

Таким образом, из (8,6) получаем:

Нтт(а) = 1—2ctgf . lfgT = 0 при Т < ц/2, 1
2

[ (8,13)
Ит х(а) = оо при y> я/2. I

«->оо
* ^ '

J

При 7 = тс/2 такого исследования проводить не нужно,
ибо из (8,6) сразу следует, что т (оо) = ^6.

Итак, можно сделать следующий выеод: при отсутствии
входящих углов (^ < и/2) напряжения в углах луночк»
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равны пулю; при наличии входящих углов (-у > тг/2, фиг. 12)
напряжения в углах луночки принимают бесконечно большие

значения, так что напряжения в точках Mi и Ж2 не будут
максимальными и не могут являться расчетными.1
Напряжения в таком стержне должны изучаться экспериментальным

путем.
Таблица 2

ч

•/я
ч*

1 г> /

V»
в/в

.
s/i
7/8

1 ' 1

Т

0,248
0,490
0,718
0,928
1,12
1,29
1,44
я/2

г*

0,242
0,445
0,601

0,743
0,835
0,912

0,962
1

1 С*

0,0144

0,0352
1 0,102
0,243
0,472
0,878
1,32

71/2

<х=- Qf = +QO

Фиг. 12.

В табл. 2 даны значения т* и С* для значений f ^ тг/2,
соответствующих значениям отношения ширины луночки

// 772
к ее длине: г\ = — =—• (/^ = 1, 2, .

.., 7, 8), причем,

согласно (1,4),
2а 8

*1 = *£-£• (8,Н)

§ 9. Кручение кругового цилиндра, ослабленного

полукруглым продольным пазом

Интерес представляет круговая луночка, у которой
продолжение дуги (3 = (32 > тг/2 проходит через центр дуги
P = Pi<*/2 (Фиг. 13).

Покажем, прежде всего, что в этом случае

ра = 2р,. (9,1)

1 Для срезанного цилиндра (§ 7) можно показать, что при всех

(О напряжения в углах луночки равны нулю.
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Воспользуемся соотношениями (1,4), которые дают

001 = actgP1, 002 = a|ctg{32|, Л2 = ^> (9,2;

и составим очевидное равенство 00^^00% = R2.
Имеем:

actgpj-actgp,-^,
откуда

или

с1§Л =^+с^р2-

ctgP, = ctg4, Ра = 2р„

Фиг. 13. что и требовалось доказать.

Оказывается, что в этом специальном

случае квадратуры в формулах (5,4), (5,5) и (6,11) можно

выполнить.

Наибольший интерес представляет напряжение на дне паза

(точка D), даваемое формулой (5,4) при ^ = 2^:

—
— _Ii_—_П -Urn« fi \f sin Pi I

оо со

+ 2ctg 2Sj — —i-i- rf/и — 2ctg 8« —r *//я >,'

riJ shmushmpx
& ri J sh тел )

или

^=_(i+cosPi)|__^ii_.+
CO

+ 2(2ctg2p,—ctgp,)J mchm^dm\.
sh тк )

Применяя П(17), получаем:

^Г= - [iT^-fi+ 2c«g 2pt - ctgp/

(9,3)
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или после преобразований:

цаО cos ?! (1 + cos P0
# \*>*'

Можно выразить полученное выражение через радиусы Rt
и /?2. В самом деле,

Sltl pt
_

1 — COS Pt
_

2 1_ #2_J?i
cos pi (1 +cos pi) sin Pi cos pi slnp2 sinpt a a

*

Итак,

= 2#a—-Д^ (9,5)

Из этой формулы сразу можно сделать вывод, что при
малых радиусах выточки (Rt<^2R2)

t«2/?2ia6, (9,6)
т. е. напряжение на дне паза получается вдвое больше, чем
максимальное напряжение для случая сплошного цилиндра.*

1 Этот результат был получен Вебером [Щ другим способом.

X



ГЛАВА III

ИЗГИБ ПРИЗМАТИЧЕСКИХ СТЕРЖНЕЙ С ПОПЕРЕЧНЫМ

СЕЧЕНИЕМ В ВИДЕ КРУГОВОЙ ЛУНОЧКИ

§ 10. Постановка задачи

Пусть упругий призматический стержень с поперечным
сечением в виде круговой луночки подвергается действию

поперечной силы Р,1 приложенной на его конце (фиг. 14).

Фиг. 14.

При этих условиях в стержне возникают три упругих
напряжения: oz, ixz и zyz.

Нормальное напряжение oz дается формулой:2

где

oz = [А (х — х0) + В(у —у0)] {z— l), (10,1)

(10,2)

1 Считаем, что сила Р проходит через центр изгиба поперечного
сечения, так что кручение отсутствует.

2 См. [U], стр. 286.
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Jx и J
у
—

соответствующие моменты инерции:

Ja, = ffy2<ix<!y, Jy = j / x*dxdy, (10,3)

a x0 и y0— координаты центра тяжести сечения (в нашем

случае х0е==0).
Касательные напряжения ixz и хуг могут быть выражены

через функцию напряжений <?(х>у)'.1

дЧ 1
* о! A v <з

хг ду 2та?г — ~л17 "о" А.Х > |
л» 1 } <10'4)

С?0 &* ' 2 ^ ч ^° ^*
J

Решение задачи изгиба призматического стержня сводится

к нахождению функции напряжений ср в результате решения

следующего уравнения, полученного академиком Л. С. Лей-

бензоном [19]:

ЛсР = rT"v [А (У—Уо)—Вх1 (10,5)

Здесь v — коэффициент Пуассона материала стержня.
На контуре поперечного сечения функция <р должна

удовлетворять граничному условию:

is. 1
asa2 [Ajfl^ +By(2y0-y)^]. (10,6)

§ 11. Общее решение

Желая свести поставленную задачу к гармонической
проблеме, положим

Подставляя (11,1) в (10,5) и (10,6), получим для

безразмерной функции / гармоническое уравнение:

Д/=0 (11,2)

1 См. [18], стр. 287. Считаем, что произвольные функции выбраны
пулями: Д Су) = /2 (х) == 0.
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и граничное условие на контуре:

Гр;\ 2 Iя tf JS~D а* дБ}'*' dSj

д д
или, вспоминая, что то = ^г,

'Р=Р4

+ в[^(2Л-^)+^]^}^ ; (/=1,2). (11,3)

да

+ 8[fM-2i±l№-i±l'y]|i} (11.4)

Желая выразить правую часть этого условия в биполярных
координатах, применим формулы (1,10), (1,11) и (2,3), после

чего получим:

+ 2v sin2 р

р«р4

~ 2{Л[(а) + v (cha + cosp)2

_v cha — cos p о ЛУ<Л sin P "1 sha sin ft i

ch a + cosp \ 7Г/ ch a4- cos p J (ch a -f- cosp)2
~r

да

I ^fch a— cosp ,

2
1 + v ЛУо\ sin P

•"
|_сп a + cos P v \ a / ch a + cos p

_

1 + 2v sin2 p I 1 + ch a cos p ) — f/„ q\ m 5)
v (cha + cosp)2 J (cha + cosp)2/3=3

~"y № P"' ^1| '

p Рг'

В соответствии с (2,9) решение уравнения (11,2) ищем в виде:

оо

/ (а, р) = J {Ил(/и) sh w(p—р^+Лз (/») sh т (р2—р)]cos moc+
о

+[£1(/»)shm(p — Pi)+^2(m)shw(p2-p)] sin //га) dm. (11,6)
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Функции А1{т), А<ь(т), В1(т) и В2(т) подлежат

определению из условий (11,5). Разложим правую часть равенства

(11,5) в интеграл Фурье, для чего вычислим интегралы:

-|-оо

C(pf//t)=JL I F(a, p)cos met. da,
-оо

4-оо

S (P, m) = — F (a, P) sin та da.

•оо

(П.7)

Имеем:

оо

£ С (р, т) = J (с|| a + cos p)* f1 + ch a cos 0) cos w* «fa +

oo

v \#/ rJ (cha-fc
0

cos (J
COS p)8

cos /яос da —

oo

l+2v!— sin
V

• 2 о Г 1 +cha cos 8
in P TT—i £rcos ma da: (11,8)r J (ch a -f- cos p)4

> \ » /

oo

%
о /о . \ /.Уо\2 • о Г sh в sin ma , ,

+ COS p)2

OO

+
l+2v

sin3p f sh a sin ma

(ch a -f- cos P)4
da

oo

=P~sinpJ
(ch a — cos ft) sh a sin ma

(ch a + cos p)3
da—

oo

(?),ln«p/.
sh a sin ma

0
(Ch a + COS p)3

da. (11,9)
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Для удобства интегрирования преобразуем эти выражении

еще к такому виду:

со

%

jC(M0 cos В Г cos/на_,, Г3 Sina р — 2 +1 J ch a + cos p l 1 ' '

о

СО

+
о

1 + v />о'^sinp cospl Г cos ша

Р\2(ch а + cos P)
-afa

со

+ 2—-— — sin 8 !— cos 8 sin2 8 ——

1 L v a v J r J (ch a

cos ma

+ cos 0)3
da

CO

l + 2v
sin4 p

cos ma

J (ch a -|- cos p)4
dot; (11,10)

OO

j
5 (p, m) = Sin p

1+v" f sh a sin ma , ,

J (Ch a + COS P)2 ""

OO

+* л-f2sitip[b^cosp-^jsinp
sh a sin ma

J (Ch a + COS (3)3
0

da-|-

CO

. 1 -f- 2v . q 0 ( sh a Sin ma j /1 1 1 1 \

+ —]—sin3B ~rz—; iKT da. (11,11)1 v r J (ch a + cos §)4
v

Теперь, применяя П(1) — П(4), выполняем интегрирование
в (11,10) и получаем:

+ »снл4Ч£-Ч^+^*Р)]+
+ /я» sh ,»f) [I ctg р -|- f] - L±£ «» ch «p, (11,12)
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а с помощью II(1) — П(3) имеем из (ПД1):

sh /72тс 0/0 ч 14-2v 9 г. /1 v\

-^Г
-? (Р. '») = -£" "*2 sh '«Р + (2- elsp -^)m ch /»р 4

Г/и.ЛЗ . /иЛ

^+(tbp-4?
1 1

2-v si«2 p sliwp. (11,13)

I Гз (11,7) следует, что

со

/- (а, р) == 11С (р, ///.) cos //ю -|~ S (р, ///) .sin та] dm, (11,14)

а к что условия (11,5) принимают вид:

оо

I ш f— Л2 (т) sh /7г (Р2 — рх) sin /яа +
о

-|- £2 (/#) sh яг (р2 — Pi) cos та] dm —

оо

■ I [С (pl5 //г) cos /яа -\-S (Pt, m) sin та] dm,
о

оо

I m[— A{ (m) sh /;г (P2 — Рх) sin wa-[-
о

-|- £х (//г) sh т (Р2— Pi) cos та] dm =

оо

Г [С(р2, w) cos ma -+- S (P2, /тг) sin ma] dm.

о

Г (П.15)

Из этих равенств определяем функции Л^'/тг), Л2(/;г), В1(т),
В2(т):

^И—=тн^ЙГ)' ^'и)
m от sh m (p3—pi)

' I

В (m)= <Г(Р*а>
, B9(m)

C(h.m) I
m sh m (Pj—pi)

'

J

} (ПЛ6)
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Подставляя (11,16) в (11,6), получаем для функции /(а, р)
такое выражение:

со

/(«. Р)=/ ! —15 ср2.'")»»''" <Р—Pi) -!-
О

-f ,9 (^ ю) sh /и (Зо~^)] cos м* + [С (32, т) sh /// (р — Зь) ~

+ C($V m)sh ;;/ (;За — р)] sin ;;/а}
/;/ gh „f^__ ^ ' О1'17»

Подсгавив сюда выражения (11,12) и (11,13) для функци;-
С(р, ///) и S($, ///■), будем иметь:

СО

/(a, p)^{-^J[slw,/Mw«(,3a-;3) +
СО

II л 1 /л л \, Ш'cos та dm , vn [ г t n u .ч/

+ shw3Qshw(3— Bt)J-r г—тт; 5-: + =- [chm3,shmX1 r2 Vl riyjsh /7m sh m(?2 — pi) '
a J

l ri

./

/n (p, - p) + ch/«p2 sh ;я (3 — p,)]
//zcos ma dm

sh ///* sh/я (3o — pj)

jo

CO

1 + 2^ r

[sh wpi sh m (?3—P)-rSh /;/p2 shw (?—,3^]X

CO

sh тк sh /// (33 — pt) J [_\ a
fe' 2 2v s\n*p*J ' *

о

X (P - 3t) + g ctg ?, -I -^)>h ,«?, sh ,«(3o -p)] X
cos ma dm 1

CO

sh 7/2я sh /// (S2 — Sj) 2v
t

о

+ ctg3lch/;z31shw( 32 —3)]

[ctg j32 ch m$2 sh w (j3 — PO +

w cos ma.'dm

sh 7/гп sh w (Зл — ${)
CO

-4-5
/1 4- 2v Г

t [ch m^ sh 7Я ((3, — p)-f ch 7//p2 sh w (3 —Pi)]N
о
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оо

X ___jU}_madm___ , j*o f fsh пф{ sh m (ра — Р) +
sliwmsh m (£2 — Pi) л J

т sin //w rf/w

-f- sh mfa sh /я (P — Pi)l sT^^h^l^lT)
00

.1+2^ f [Ch/лр, sh /я(pa — P) + ch /wp2sh m(p— Pi)] X
6v J

со

m2 sin m

0

X sh «p, sh /»(ft, - p) + ((ctg pa 4-^)^+T c'g P«) X
л , /л л

Л sin та dm

X sh ир,sh m (p - p,)j m sh im gh w (h _ pi)
-

OO

- ^/[(smfe- +7 C*g Pi) Ch w?i Sh m (P«- »+
0

+ (ita5|J- +f ctS P«) ch «Pa sh m (p - p,)] X
X

sin ma dm 1. (11,18)sh mTCshm(p2— Pi) J

Некоторые из интегрирований в последнем выражении
можно выполнить, пользуясь соотношениями:

sh т$х sh m (P2— P)+sh /»ра sh m (p—pj ==sh mp sh m (P2— Pi),

chmp1shw(p2—p)+chwp2shw(p—p^chrop shm(p9—px),
а также формулами П (16) — П (21).

После выкладок, получим для искомой функции /(а, р)
такую окончательную формулу:

( Г1 + 2v
_ _

_

)1 — 1

'2а 24wz3
/{а, р)=л{[1+ а ^-'oZ^W-S^+aVf

(Зу»_г»)]+ЧГ(а, p)J. (11,19)
УУо 1 + 2v1 ХП)

Г /72
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Здесь обозначено:

оэ

Ф («, Р) =
_J _,Vo

V2v sin"* [V л̂- ctg pa) sh »/pa sh /» (p — p,) -}-

4-fc-i?pl-?c«gP0shm?'e,,"'^-»]>X
ОЭ

•

X
cos ma dm

sh штгяп m(p2—Pi)
— if [ctgpjCh/HMimCp-p.H-

0

4-ctRpjCh m^j sh /я(р2—Р)]
m cos ma dm

, (11,20)

У(«, P) = i

sh //insh/rt (fe—Pi)

ct«P.H-?)sW+TdeP»)x
X shmpjshm (?-?,) +((ctg^+f)^-+
+ ictgp))shmp1sh/«(p2-p)

sin ma dm

mshmizshm (p2— Pi)
oo

- 4-"J[(i + 7 ct£ P») ch "*P« «* «(P - Pi) +
0

+ (iPpi+? ctg pl) Ch WpI Sh w (p2 ~~ P)] X
N, sin ma dm .

1
-

qi\

Xshmrwshm(p2—Pi)' ^ '

Формулы (11,19)—(11,21) в совокупности с (11,1) Дают

точное решение поставленной граничной задачи для функции
напряжений ср (ос, (3).

В качестве контроля положим в (11,19)—(11,21) f)2 =
= — Pi = ^/2, что должно дать решение задачи изгиба для

круглого сечения. Из (11,20) имеем с учетом П(16):
СО

Ф (с, Р) =
1 Г sh « р cos ш»

^ =

1 Z
sh /итс

1_у_
4v л

'
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Из (11,21) получаем, имея в виду, что для крута- j/0 = 0:

оо

лч 1 + V ГсЬ wSsiIl /Яле . 1 -\- V X , 1-Г/1ПМ

qr/a 8) = —- I Л а/л =- тг [см. JJ (19)],
о

после чего (11,19) и (11,1) лают (я — /?):

-Ц£г ф (л% v) = Л т" ^ Н k— ъъ
—

или после преобразований с учетом (10,2) и равенства Jx=Jy=J:

24J(l+v)<?(x,y) = P„yl(2v— l)y* + 3(2v+\)jfl +

+ 3(3 + 2v)/?2] — p^[(2v— 1)** +
+ 3 (2v -f \)y2 + 3 (3 -J- 2v) #2]. (11,22)

Полученное выражение не совпадает с обычным выражением

функции напряжений для круглого сечения, ибо обычно делается

другой выбор произвольных функций ft(y) и /2Ос), которые
мы приравняли нулю. Однако, касательные напряжения,
данные формулой (10,4), должны совпасть с обычными

формулами касательных напряжений. Проверим это. Имеем из (11,22)
и (10,4) для случая силы, направленной по оси х(Ру = 0,

»* 8/(1+V) L
Л

3+2>К I ' I

т'*~~ 4/(1+ v) Xy>
)

что полностью совпадает с известными формулами
касательных напряжений при изгибе стержня круглого сечения (см.,
например, [HJ, стр. 319). Случай Рх=*0, Ру = Р

соответствует перестановке букв х и у.

\ Зэк. 1302. Я. Уфлямя.



50 ИЗГИВ ПРИЗМАТИЧЕСКИХ СТЕРЖНЕЙ [гл.

§ 12. Изгиб кругового цилиндра, срезанного плоскостью,

параллельной оси

Рассмотрим поперечное сечение в виде кругового

сегмента; при этом мы имеем дело с круглым цилиндром,

срезанным плоскостью,

параллельной оси.

Ради упрощения
выкладок ограничимся случаем,
когда поперечная сила Р

параллельна прямолинейно)"!
х части контура —оси ох
"~

(фиг. 15).1
Для такого случая в

общих формулах следует
положить

Pi = 0, р2 = т,

РХ = Р, Ру = 0у
£ = 0, A = PIJy. (12,1)Фиг. 15.

Чтобы разыскать функцию напряжений ср, вычислим прежде
всего функцию/(ос, Р). Полагая в (11,20) (31 = 0, (32 = Т>

получим:
со

•с.»-^-а*)/Чcos та

т%
dm —

оо

ctg y Г ch my sh m$ cos ma

sh mn sh m

sma . Г / 1 1
dm -4- hm (д- -t-vq-

т рЛ -> о L\2^sin2 Pi
CO

я VJ sh /итс sh m (y — ^)
о

oo

-i^gp.J inch^shMT-pOcosm. "I
(12 2)

sh /7m sh /я (у — Pi) J v

Практически именно этот случай наиболее интересен, ибо
™может ЯпР°В0^Даться кручением, в то время как наличие РхГ
составляющей силы Р по оси оз'- вообще не вызывает кручения
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Осуществляя допустимые здесь предельные переходы под

знаком интегралов, будем иметь:

СО

1 1 Уо

*(^)=te*-^ct^)
sh wfi cos та

sh тк
dm

со

?/уо I m ch /яр
s h wit

cos ma dm -(-

CO

\ я 2v sh wit

- cth m-[ cos //га dm. (12,3)
о

Применяя формулы П(16) — П(17) и вводя обозначение

сю

(О = в>(а, р, т)= J ^у^р cth mf cos ma dm, (12,4)

получаем окончательно:

+ (£-51с*гт)»(в»Р.Т). (12,5)

Теперь формула (11,19) дает функцию /(ос, р)

+ (-?-s;ctgif)«>(«,P,Tf),
а формула (11,1) — функцию напряжений <р:

я/ 2 я W
"*"

2 WL 4v

(12,6)

Pa* v
' 24v "Г

1 1 l+2?(L)(£\24_J-_ ^-ucteY -4-^-' 2vsin2t a SIJT 8v \aj\a)

-7®'+ (?-5:с'вт)-КР.т). («J)

4*
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Для полукруглого сечения (^ = тг/2) квадратуры в вира-
жении (12,7) могут быть выполнены. В самом деле:

оо

(as 3, тг/2) = —г—- ctli -^ cos та dm =

о
oo

Ш

1 Cm sh /я 8
= Tj-3nrC0S'"a'/'".

или, согласно П (50):

, a m\
1 (o P0— ch 2a cos 2^) + a sh 2a sin 28

(«, P. */<*) = ^ L (ch 2a-cos 26)2

+ h 9s'n 2Э J . (12,8)1 ch 2a — cos2pJ v ' ;

§ 13. Расчет координат центра изгиба

При постановке задачи изгиба в § 10 было предположено,
что поперечная сила Р проходит через центр изгиба

поперечного сечения, т. е. что изгиб не сопровождается
кручением.

Поставим задачу
— определить координаты центра изгиба

для случая, рассмотренного в предыдущем параграфе.
В силу симметрии рассматриваемой области относительно

оси оу, очевидно, что абсцисса центра изгиба есть нуль, и

требуется определить ординату у центра изгиба (фиг. 15).
Воспользуемся формулами:*

У=*
—

~ъ, ж = J J (*V —Ух*ю)dx АУ =р

= 2 J fydxdy — §*d3 +JLf Jx*ydxdy, (13>1)

da — xdy—ydXy

1 См. [И], стр. 302.
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Подставляя сюда ф из (12,7), получим:

м =
2v—1

24v«3
Г 2 J \y*dxdy— §у* rfo

^2a[ 4. +2v sin^r *
g 4

X [2 J ^^^-^^]-i§[2 JJrfx^-

— $co^°] +l^[2 J J x*ydxdy—

— £ x2y dx dyl-}-^3 .-±-^ J J x2ydxdy. (13,2)

Займемся, прежде всего, вычислением двойных интегралов,
входящих в формулу (13,2).

Заметив, что, согласно (2,2)
со

ff„dxdy = 2azjd?j_^cosfi)2dad$,

и воспользовавшись П (6) — П (9), получаем:

= 1 f ft (3-2 sin2 ft) — 3sin pcosp
2 ! Qin4 ft rfP,

i j J^2^^ = 4/(3^COSi3(2sin2?-5) +
sin p (15— 11 sfnl>J3)J

</ft
sin5 ft

гЛ О »

(13,3)
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^/J/*.*-A/w(»-«--f+—'B+ I „ад

-J- 5 sin p cos p (10 sin2 p — 21 )J —^y
• j

Выполняя интегрирование по р в (13,3), получаем:

5= fI frf*dy = a»T^S^-™ощадь сечения; (13,4)

5у0= [ [.у rf* rfy = [3 (sin т- т cos T)-sin3T]3-iiP?(13,5)

Г Гу^^ = [15(-( — sin ? cos Т)+

+ 2sin27 (sin T cos T
— 6Т)] 12ШТ '

(13,6)

( f^rfjc tfy = [105 (sin -у
—

т cos T) +

Ф

+ sin2'r(60TcosT —95sinT + 6sin8T)]6-o^mF7- j

Что касается интеграла $$x2ydxdyy то 'его удобно

вычислять так:

Г \x*ydxdy = Г I (r2—y*)ydxdy =

-*!№
— cos В Sln2 P
+ cos p (ch a -j- cos Р)' ]х

X
sin p da d$

(ch a + cos

sin2 p }

1—2
cosp _

Cha + COSp

sin p da дф
(ch a + cos p)2 J (ch a + cos py*

»
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а последнее выражение содержит уже подсчитанные

интегралы, так что окончательно получаем:

J J ^^^=60^7 [15(sinT~Tcos-O —

— sin3Y(5 + 2sin2T)]. (13,7)

Остается подсчитать J J ш dx dy.

Согласно (12,4), будем иметь, применяя еще П (2):

I I (о dx dy =

1 со оо

= 2а2 dft —
~——-~

'HJ2JH1. =- cth my cos тл dm =
J J (cli a 4- cos p)-2 J sh /wtc

l

0 0 0

CO

„ о Сm cih my ,
f sh/лй d /sh//zB\ JO

J sh- wtc .; sin p dp \ sin p /
l

о о

CO

= TCa2 I '^hJLT = [^1 _ ,„.] dm =J sh2 //ztc [_ sm Y J

со со

4— = Г'* sh 2»'Tf dw _ f'»3clhfflv dm1.
L 2 sin2 y J sh2 mu ./ sh2 /лтс J

Пользуясь П(41) и обозначая, как в (7>11), интеграл

оо

г
,/ sh2 mn
о

ш3 cth гщ .

dm

через У, получаем окончательно:
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Обратимся теперь к вычислению контурных интегралов,

входящих в формулу (13,1).
Прежде всего, составим выражение

da = xdy—vdx. (13,9)

Пользуясь (1,9) и (2,3), будем иметь:1

dv f дх , ду , дх ,

Q . ft
Г sh2a , 1 + СП a COS p "1 -

r L(ch а -f- cos р)8 ' (ch а 4- cos рУ]

или после выкладок:

, о sin p ch а
/1 о 1л\й?а = — а2 гт—-. £т<>с1<х. (13,10)(cha -f- cosp)2 v ' '

Теперь контурный интеграл от произвольной четной

функции ф (а) может быть вычислен так:2

^ффО* )<** = — 2sinT [ 6 (a) ch a da

.1 (ch a -f cos y)5
oo

OO OO

= 2 Sln T v, i
2 cos 7 / u i ^ »* L J ch a -f- cos y

* J (ch a + cos y)2 J
о о

.3
т. е. все требуемые интегралы от функций 1, у, у2 и у
могут быть сразу написаны с помощью П(1) и П(6)—П(9),
а контурный интеграл от функции лг2_у получается тем же

способом, как формула (13,7).

Интегрируем вдоль контура так, чтобы область оставалась
слева, т. е. а меняется от сю до — оо.

6 > ^И,нтег£^ по прямолинейной части контура (р = 0) равен нулю,
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Таким образом, имеем:

l^a==7^T(Y— sinTCOsT) = 2 J jdxdy,

^^G==bT[S7|3(siriT'~"TCOST) — sin3T,=

== 3 j \y dx dy,

§y2d° = 3^[l5^
— sinTcosT) +

+ 2 sin2 y (sin y cosy
— 64)] = 4 f fy2 dxdy, > (13,11)

Iу ch = j^T f 105 (sin T
—

T cos T) -f-

4- sin2 y (60 у cos y
— 95 sin y + 6 sin3 y)J =

= 5 f fj;3 dx dy,

I *2j/ rfa == y^J [3 (sin T
—•

T cos y) (sin4 Т +

-j- 10 sin2 y— 10) —2 sin2YC0S2Y(6YC0S y™ П sin y)]. J

Подсчитаем еще ф со do:

00 00

f , n 9 • С mch mf , Г f cos ma da
(Ь со йГа = 2a2 sin y —г

i- tf/я I -r—;
j

•
j sn mn 1J en a -[- cos y

2ф

CO

—

cosy
cos ma da

или, с учетом П (1) и П (2):
со

о
(ch a + cos y)2 ■]■

sh2 тк
dm —

—sin ycos y

00
00

[ ^Jibn^i 1 2na2fl Cm sh2mY .

0
0

00 00

о а
'
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Наконец, пользуясь П(41), П (37) и П (43), получим

окончательно:

(£w^ = ^r-[3Y(4-cos2T)-sinTcosT(6-fsin2T)]. (13,12)

Подставляя все полученные интегралы в формулу (13,2),
будем иметь:

М
'2/-f-T^^^tgT.y+ ^s-^[15(TCOST-sinT) +

+ sfn3T(8sin*^

+ ^3(Y-sinY^ (13ЛЗ)

Наконец, из выражения у =
— М\Р, применяя еще

равенство /? = a/sin f, получим окончательную формулу для

ординаты центра изгиба:

^ = рр •

j-jxi { go 115 (sin Т—fcos -T)+sin3 т (5-8 sin2 ?)] -

-Ясо8Т8{п*т./+у[15(88пт-тс08т)-81п81г(5
+ 28|п'7)

+

+ ^(3(»1пТсоаТ-т)-.281п«Тсо8][ + 2л81п4т>уД|> (13)14)

Здесь ордината центра тяжести у0 вычисляется по

следующей формуле, вытекающей из (13,4) и (13,5):

Уо
_

3 (sin y
—

f cos у) — sin3 y (13 15)
/? 3 (y — sin y cos y)

Момент инерции /у = Г f x2dx dy может быть вычислен

таким же способом, как и интеграл Г [x^ydxdy
[формула (13,7)] и выражается формулой:

^ — \2^^ — sin т cos 7)— 2cos-(sin3Y]. (13,1^
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Рассмотрим частный случай полукруглого сечения (y = тс/2).
При этом, как было уже показано в § 7 (стр. 31),

у=—•—yg, после чего, полагая в (13,14) ^ = 7г/2 и

учитывая равенства /1///?4 = тс/8, y0IR = 4/Зтс, будем иметь:

2__ 8 1 Г 1 , /8 \\\
R
~

к *1 +^5 "^Уи^2 ISyJ *

или

8

"^-щггоГ+Ч?-1^- (13'17)

В курсе теории упругости Л. С. Лейбензона 1
с помощью

полярных координат для ординаты центра изгиба полукруга

получена формула:

у 8(3 + 4v) , 4v
K

/?— 15 (1 + v) 3(1+ v)
ОО

\
I

1С' 2
1

(л — 2) л2 (/г + 2Р
?г = 1, 3, 5, .. •

Если просуммировать входящий в К ряд

} (13,18)

I
ОО

s
1

iV ■—- lj Of Of л * •

TV

(n — 2)ni(n + 2)*
1_
8

Зге»

128

то получим К = —^—2, после чего

формулы (13,18) и (13,17)
совпадут.

В предельном случае f= тс

(фиг. 8) формула (13,14) дает:

Таблица 3

2
JR
L-Lfi+iUi
? 1 + vU > 4У

'

как и должно быть.

В табл. 3 даны значения y/R для

тех же значений $ = //2/?, что и

1 5

Ve
V*
3/8
Va I
5/8 1
8/* 1
7/8
1

J'//?

0,151
0,276
0,387
0,511
0,628
0,739
0,892

1

-Уо/#

0,0924 1
0,205
0,326
0,424
0,541
0,659
0,829

1

* [W] стр.304, формулы (10,235) —(10,236). В формулу (10,235)
вкралась опечатка — между дробями стоит знак минус вместо плюса.
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» гл. I (§ 7), причем принято v = 0,3, и для сравнения

приведены значения y0IR. Из рассмотрения этой таблицы
видно, что во всех

случаях ордината у центра
изгиба превышает

ординату у0 центра тяжести,

§ 14. Касательные

напряжения при изгибе

Так как функция
напряжений нами

получена [формулы (11,1),
(11,19)—(11,21)],то оба

касательные напряжения

могут быть подсчитаны

по формулам (10,4).
Не проделывая этих выкладок в общем случае, обратимся

к частному случаю симметричной луночки (фиг. 16),
нагруженной поперечной силой вдоль вертикальной оси сим-

у.отрии (оу). Полагая в формулах (11,19) и (11,21)

Фиг. 16.

P2 = -Pi = T> Р»=*0, PV = P, }

J
X

(14,1)

получим:

со

Ч. (*, ft-^-Sf [8Ь/»(р-И)-$Ь/и(р —•Г)]Х
о

со

v. sh/ну sin/и а , , 1 -f v 1 fr. /Q ч

X ,„ „и L,u o^ dm +—g—^j [Sh//t(p — f) —m shw7tsh2w*f v sirv

0

oo

^m^<:z::zdm^ctg^[bhm(^)'
. /Q м m sh 1Щ sin ma ,

— sh /л (8 — y)1 —г Ц-s— л/я.
M ,/J shmrcsh2wY
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или, учитывая П(19):
оо

лч 1+^clgY Г ch mBsin та ., .
,

ц; (а ft) = —3—JLL L th my dm 4* v** г/ v sin2Y./ wsli/итс * '

00

, 1 . Г m ch wB sin та

О

. th my dm
sh ттс

*

1 -|- v 1

Далее,

P

2v siii2 у а

+ 2v
_

1+v I , лу0 1+2уп„

(14,2)

3 ' v ' '' 2a\ 4m v sin2Y «2 12-'«2 v -^

+

4v v sin

00

1+v ctg

x2)] H

v sin2

j; y Г ch m(i sin wot .

lj. + th wy я//г 4*2
y J rn sh ттс

* '

о

oo

, 1 . Г m ch mB sin ma ., ,

4 "FT- Ct£ Y Г"1" th /ttY Ш.1 2v s l J sh m% l

0

(14,3)

Наконец, подставляя (14,3) в (11,1), будем иметь для

функции напряжений:

Н- v Jx
у Ра?

1 + 2v
4v

1 -v Г1 + 2v 1+v 1
,

2 а \_ 4v м cin2-, 1v sin* y

1 — 2v/*\2

12v VeJ
OO

\aj \ ' v sin2YJ /wsh/итс * '

0

00

1 . Г ш ch mBsinwa u , глл л\

p— ctp-Y 7Г- th my dm. (14,4)
2v s J J sh mn * '

0

Подсчитаем, как это обычно делают для подобного рода
профилей, касательное напряжение на горизонтальном

диаметре у = 0 (р = 0). Формула (10,4) дает:

zyz
V = 0

2l
дх

/ ду\ cha+ 1 ду

у^о
g да J,р=*о а да

р=о
■ (14,5)
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Подставляя сюда <р из (14,4), получим:

I v Ра* ( \ П +2v 1 + у

•yz\
!р = 0

1 + ^ Jл I 2 L 4v sin" у
'

+ 3©'1w-'] + (che + ,)[
CO

1 -j- v ctg у ( cos mo. th wt

sin2 y ti
о

sli rr%
dm

cx>

, 1 . Г m-cos ma Ui/^y j 1) /игч

1 2-v ^ '
J Sll /77 TC J J

' '

и

Максимальное касательное напряжение будет в центре луночки

(л:=0 и а = 0), минимальное — в углах1 (a = dzoo):

1 / 1 (\ + v 1 Н- 2у-\
max

_

I _Ра^ 1 / 1 /1 +v

_V|a=p=0- /ж
'

1 +v\ 2 Uin»T
СО ОО

. 2 ctg Т№ fJ^Idm -f 4 f^^dm] \. (14,7\blLsin-YJ sh/777i i 2 J sh ттг J) v

Обозначая

'max
^
p

»

J
F= Г I dx dy — 2R2(y— sin f cosy),

получим для коэффициента т выражение:
со

F/R* Г 1 1 + 2v . 0 _

,

Г th /и?
Т =

ОТ [Т
-

8TTR Sln^ - 2 ctS If J

\ (14,8)

sh mn
dm

CO

sin y cos

~TT7l{4^1dm\. (14,9)
J sh mn J

v

о

Момент инерции определяется из формулы:
/?4

4 = —[15 (y—sin y cos т) + 2 sin3f (sin y cos ?—6^)]. (14.10)

1 Ниже будет показано, что это утверждение справедливо лишь
при y < я/2 (см. стр. 63).
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Я1Ж#Р. т
— т | , перейдем к пределу

Чтобы определить *min —Vlp-o,«~±co» у

д-»-+-оо в формуле (14,6).
ПРИИнтег^лы, входящие в (14,6), будем вычислять при

помощи теоремы о вычетах, совершенно так же, как это

было сделано в § 8 (стр. 35)
Имеем:

оо

г Г cos та sh тч , 1 1 .

'""[cl'aJ-shm.ch«Trf,"J=='2tgT!
если i < я/2,

а ■*со "

о

сю

11,1
J shmitchm? J

-»со L g
•

г
a ^mashmv rf

1
в co npH Y > W2,

a->co

Точно так же:

оо

lim[chafm'C0S,"tthShm^ml=-itgT ft < */2),
: -> oo L ^ ■ J

li
a ->co

Г jm» cos mash mT rf
1
^ (T > */2).

[ J shmicchmY J
о

Таким образом, при -f < тг/2
nPa^ Г1 + 2v 1 + v 1 ■

Xmin"~* «^(l-t-^L 8v 2^ sin^Y '

,
3 l-2v

, l_+v_J L1 = 0
> 2 12v "T" 2v sin2^ 4v J

т. е. в углах луночки напряжения отсутствуют.
Что касается случая f > тс/2, когда на контуре имеются

входящие углы (см. фиг. 12), то в углах напряжения
принимают бесконечно большие значения, так что величина ттах
уже не может считаться максимальной или расчетной
величиной касательных напряжений.

Для случая ч = тг/2 вместо сделанного исследования сразу
полагаем в (14,6) т = тт/2, после чего получаем

Pa2 2v + 1
xmiD— 4/ v-f-1

~ 1>23 P/Fj

что совпадает с известным результатом (см., например, [и),
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В табл. 4 приведены значения коэффициента т для тех

же значений тг)=#/2я, что и в § 8.

То обстоятельство, что в углах луночки напряжения

исчезают (при y < тг/2)-, показывает, что напряжения но дна-

^ 4 метру симметричной луночки распределены
Таолица

^олее неравномерно, чем, скажем, в случае

эллипса, когда напряжения по концам

большой полуоси отнюдь не нули (например
для круга тш1п«1,23 Я//7). Даже если

обратиться к случаю весьма удлиненного

эллипса, близкого по форме к луночке

при y ~> 0, то распределение напряжений

вдоль большой полуоси будет отличаться

от распределения напряжений вдоль

отрезка 0 < х < а, у = 0 рассматриваемой
луночки. В самом деле, известно,

*
что для

сильно вытянутого эллипса xmin ^ 0,92 P/F,
в то время как для луночки даже при y -> 0

все же остается xmin = 0. Что касается значения ттах, то

устремляя y в (14,9) к нулю и удерживая члены первого

порядка малости, можно получить такой результат:

РР

1 п

Ve I

1А
3/«
V*
В/8
3/4
7/«
1

1

1,53
1,52
1,50
1,47
1,45
1,42
1,40
1,38

'max 2/(1+v)'
где

t = a\g± ~2~

ИЛ и, с учетом вытекающего из (14,8) и (14,10) равенства
= /?(а-()2, ттах^ 1,54 Я//7. Но такое же выражение для im1,54 Я//7. Но такое же выражение для-

\ "I/ » таХ -,--*- /« . « *w .UI..vsw «vs, uuij;u(uviuiv дам «maj

получается и в случае сильно вытянутого эллипса,
2

так что

значения imax в этом случае для эллипса и луночки совпадают,
Таким образом, элементарное решение вопроса, считающее

касательные напряжения постоянными по ширине профиля,
оказывается совершенно неверным в применении к рассматрИ'
ваемым луночным профилям.

1 См. [14], стр> 321.
2 См. там же.



Часть вторая

БИГАРМОНИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ

Г ЛАВА

ИЗГИБ ТОНКИХ ПЛИТ, КОНТУР КОТОРЫХ ОБРАЗОВАН

ДУГАМИ ДВУХ ПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ ОКРУЖНОСТЕЙ

§ 15. Общее решение задачи об изгибе луночной плиты

с закрепленным контуром

Рассмотрим упругую тонкую плиту, имеющую форму
круговой луночки, подверженную действию распределенной

поперечной нагрузки #(<х, J3) (фиг. 17).

2&,р.

Фиг. 17.

Как известно, прогиб w (x, у) такой плиты

удовлетворяет бигармоническому уравнению с правой частью:

AV, «!<££, (15,1)

где

есть цилиндрическая жесткость плиты.

Здесь h — толщина плиты и Е— модуль упругости

материала плиты.

Введем в рассмотрение так называемый приведенный
прогиб

u = Dw, (15,3)

удовлетворяющий уравнению

Даи = ?(а, Р). (15,4)

5 Зак. 1002. Я- Уфляид.
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Согласно (3,2), это уравнение можно записать так:

* \да* l da» dp*
r d$* da* '

+2j +l)W =^KW, } (15,5)

# = —(chct + cosp).

В соответствии с (3,6) ищем решение уравнения (15,5)
в виде:

оо

g" К Р) = / f/c (Р, "О cos «« +Л (Р, »') sin woe] tfw. (15,Г>)

Подставив (15,6) в (15,5), получим:
ОО

S [Щ?+2 (! -да2) ж+(' ■+■m2)2/c]cos ma dw+
oo

+ J [ж+2(1-"г2)ж+(1+"г2)Л]х
0

X sin ш rfw = ^(a;P) .

Разложим функцию q (a, Р)/#3 в интеграл Фурье:1

(15,7)

OO

Ч («, P)/£3 = J [pc (P, m) cos ma +
6

~|-/?s (P, m) sin ma] rfw,
-|-oo

Pe(P. "0 = -^ J ?(°з^ cosm.'xda,
i (15,8)

-oo

+ CO

CO

1 Для возможности такого разложения требуется, чтобы
функция q (а, р) при <х->г±оо возрастала медленнее, чем е3*.
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После подстановки (15,8) it (15,7) будем имен, для

функции /Л(Р, т) |равпым образом, для функции /ы(р, ///.)|
неоднородное дифференциальное уравнение:

[

7щ̂.+2(l-ma)-^-f(1 4-'"a)V-/>(P, //i). О*,»)

Общий интеграл соответствующего однородного уравпе-
пмя и соответствии с (3,8) имеет ипд:

/0(р, ///.) = А (///.) oli /яр cos р | - П (///.) cli ///р sin р -[-•

-|- С (///) sh ///p cos p |- /> (///.) sli ///p sin р. (15,10)

Чтобы получить частное решение неоднородного урлвпе-
ппя (15,9), воспользуемся методом вариации" произвольных,
постоянных, а именно, будем считать величины /\ (///), />'(///),
(V (///•) и D(fii) функциями переменном р. Тогда, для

определения этих функций" служит, как известно, система

уравнений:

'/- cli ///р cos р -|- -^- ch ///р sin р + ~~-\1г sh ///р cosp -|-
0[

dD
+ -^-sh///p sinp = 0,

"d(T' 'Щ (ch '"P cos ^ + "Ж
'

'<f(ch '"P sin P) +

I- ^ • -gjj (sli /^P.cosp) 4- ~- •

-j- (sh mp sin p) = 0,

7)F
#

7p (dl "^ cos ^+ ~7)(f
*

~,7p(ch '"P s,n P)

•

-та (sh "'P cos p) -|- -^-
.

-^ (sh /;/.p sin p)dp dp
0,

,)]Г
'

7fp:T (ch mP cos P) + ~dj
#

7)^ (cli '"P sin P)

+ ^-»'(s,l/,lPC0SP) +()p ap:
ID

df
*

dp51+V *

ж (sh mPsin p) ^/} (Pj ;//)<

(15,11)

1 Дальнейшие выкладки для функции / относятся как к фупк-
,иш /с(Р> "0* так и к Функции /к(р, ///).

S*
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дА 'ОВ ОС
Решая эту систему, получим величины

~^-, -^-, -:~-

aD
и -дг> а затем интегрированием по р найдем и сами функ-

ор

ции Л, 5, С и О.

Опуская выкладки, выпишем сразу окончательное

выражение для частного решения уравнения (15,9):
Р

F

/С(Р, /л, 0 = mch w(p — /) sin ($—t) —

— sh //г (р — 0 cos (P — /).

> (15,12)

Здесь p—произвольное постоянное число в промежутке (р,, ра).
Таким образом, имеем общий интеграл уравнения (15,9):

ДР, «)=/о(Р. «)+/*(?, /я). (15,13)

Подставляя (15,13) в (15,6), получим выражение для

приведенного прогиба и (а, Р) в виде интеграла, содержащего
восемь произвольных функций параметра гп:

А(ш), В {гп), С (//г), D (m) (для индексов с и 5).
Для определения этих функций должны быть заданы

четыре граничных условия
— по два на каждой из луг р = |3j

и р = р2.
Нам удалось дать решение подставленной задачи только

для случая, когда края плиты закреплены, т. е. граничные

условия имеют вид:

W = W

Э=Эх P = Pi

dw

р=р.

= 0. (15,14)
Р=Р2

Очевидно, что эти условия будут выполнены, если

выбрать восемь функций А(т)у В(т), С (т) и D (т) как

решение системы таких восьми уравнений:

Л (Pi, w)=/.(Pi, "0=/с(р2> »0=Л(Ро, //0 = о, ]

ар
p=Pi

ар
р=р.

ад
ар

р=р,

ал
ав

==о. (15,15)

р = р2
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В самом деле, при этом и (а, pi)=«(a, Р2) = 0, т. е-

и -а/(а, pj) = w(ay ра) = 0. Кроме того, дифференцируя (15,6)
по (3, получаем:

со

ар
тг
=— (-^~со$ та ~\--^-sin та) dm-4-

'Р ^! \ ^р l dp /
'

СО

+ -jp- (у) J (/с cos /л* +/s sin та) dm = 0 при р = р

и
dw dw

= 0.и Р = Р2, т- е'

Можно получить также решение задачи об изгибе тонкой

луночной плиты, имеющей форму кругового сегмента^ для

случая свободно опертого прямолинейного края, на чем мы

остановимся в следующем параграфе.

§ 16. Изгибающие моменты и перерезывающие силы

Выведем формулы для изгибающих моментов и

перерезывающих сил на той части контура круговой луночки, где

Р = р* = const (фиг. 18), причем контур будем считать

закрепленным.

Для вычисления

изгибающих моментов можно

было бы воспользоваться

общими формулами акад.

Б. Г. Галеркина [20] для

изгибающих моментов в

криволинейных
координатах. Однако, в данном

случае можно поступить
проще, воспользовавшись

тем, что координатные
линии р = const суть дуги

окружностей.
Введем полярные

координаты (р, G) с

центром в точке С (центр дуги р = р* — фиг. 18); при этом линия

р =- рi: = const является линией р = R = const.

*—-л*

Фиг. 18.



70 ИЗГИБ ТОНКИХ ПЛИТ |гл. iv

Изгибающий момент А/9 на линии р = const дается

известной формулой:

Ж = — Mf ма D

p
—R

d2w

~дрг
д2а

,(16,1)
Р=£Л

или, учитывая то обстоятельство, что контур |3 = р*
закреплен,

1

—Ж = (Да)р=8р,. (16,2)

Заметим еще, что выражение Дм можно брать не только

в координатах (р, 0), но и в координатах (а, р), ибо

координаты (р, 0) получаются из обычных полярных координат

с центром в точке О параллельным переносом, не влияющим

на лапласиан. Учитывая это и применяя (3,1), получим:

- аМ = {[(ch a + cos p) g-2 + JJ)- 2sh a ± -f-

+ 2sinp^+ (cha-cosp)]tea)) ф, (16,3)

или в силу граничных условий «
ди

1р=Р<
= 0:

dp |р=р*

- аМ = (ch a + cos fi*) [^ fe")] ,,_,,.■ (16-4)

Формула (16,4) является основной для расчета изгибающих
моментов на закрепленном контуре плиты.

Переходя к перерезывающим силам, воспользуемся
известной формулой для перерезывающей силы I\fpz на

координатной линии р = const, а также соотношением (2,2). Имеем:

^kiH^K (1б'5)

При этом

д2и

dp2
^

p dp
^

р^ дО2
~~

др*
'

ибо, в силу граничных условий на закрепленном краю:

и

Р=2?

ди

Тр-
P=U

= о.

р=й
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Применяя (3,1), получим:

-^ = k^[(cha + cosP)(g2+ |3)-2sh«£+
+ 2sinp| + (cha — cosp)]tea))^, (16,6)

или в силу граничных условий:

-Afa2==(choc4-cosp*)[(cha-f cosp*)^^0| ^ ^_j_

+^*dWC]- (16,7)

Последняя формула и служит для расчета перерезывающих
сил на закрепленном контуре плиты.

Имея выражение (16,1) для изгибающего момента, можем

поставить граничные условия для свободно опертого края
плиты. Как известно, на свободно опертом краю должны

выполняться условия w = уИ=0, или с учетом (16,1) и (3,1):

« = 0, (cha4-cosp)^ + 2sinp^>-^" = 0. (16,dp2 ' г dp Rd?
8)

Второе из этих условий, вообще говоря, нельзя

превратить в равенство относительно функций /С(Р, т) и Д (|3, т)>
т. е. в уравнение относительно величин А(т), В (//г), С (т)
и D(w), ибо оно содержит переменную а вне знака

интеграла. Исключение представляет случай, когда на краю (3* = О,
или р*=±7с, т. е. когда свободно опертым краем является

прямолинейный край. 1 В самом деле, при этом на контуре

sin(3* = 0, и условия (16,8) для прямолинейного края

принимают вид (R = оо):

и

Р==Р*-"и' ара р=р*
= 0. (16,9)

Но второму из этих условий можно удовлетворить, полагая

дУ_с
Р = Р* ар2 MP*

= о.

При этом плита имеет форму кругового сегмента.
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Итак, система уравнений для определения величин /I (///),
В (fit), 6 (///•) и D (///) в случае свободно опертого

.прямолинейного края плиты окончательно запишется так:

fc I р^р* ==/s I p = p*
~

"d~p" p=p* ара ip^p* у (16Л0)
(p* = 0 пли p* = =tTr). )

Выведем еще формулы для перерезывающих сил па

свободно опертом прямолинейном краю [3 = 0 или р = z±z тт.

С учетом условий (16,9) равенство (16,6) при р = р*
(Р*==0 или :±пг) принимает вид:

(d.«-|-cosp)|(^ + |: + i) -«W=(Clia--|-cos|3*)

-2sha^](o„)lMp,, (1«,П)

что и является расчетной формулой для перерезывлющсП
силы па свободно опертом прямолинейном краю.

Заметим, что все формулы данного параграфа выведены

в предположении, что нормаль к рассматриваемой линии

р = const совпадает с осью р (фиг. 18); в противном
случае знаки изгибающих моментов и перерезывающих сил

следует изменять на противоположные.

§ 17. Изгиб луночной плиты под действием
сосредоточенной силы.

Будем разыскивать функцию Грина для поставленной
задачи об изгибе луночной плиты, т. с. положим, что внешняя

нагрузка представляет из себя сосредоточенную силу Р,
приложенную в произвольной точке а0, ро (фиг. 19). 1

В этом случае

| Pg2j<\s2 при а()
— г < а < а0 -|- г,

</(«, Р) = | Ро" s<P<Po + s> (17.0
I 0 при прочих ос и р,

причем величина г стремится к пулю.

1 ООычщ, «функции Грина предполагается Р - I.
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Из (15,8) получаем:

/>с(Р. т)

/;,(3, т)

Ра cos т/.() )
2кг ch a0-f- cos {
Ра sin тао

> при р0 — s <Р < Ро + г. (17,2)
2ле ch а0 -J- cos р

и />,,(|3, /д) = /;&1(р, /;г)==0 при прочих р.

-/>А-£

Фиг. 19.

Далее, равенство (15,12) дает, если принить p—pji

Ра
/с(3, /W) 2кт(т?+ 1)

cos /?г а0

х

X ,

"""""»

/С(р, и, р0)/N ch аи+ COS p0
Vl ' ' и/

/I (Р, /и) =

X

При р < р0

Ра

2пт(т*+ 1)

sin //г ау

Ch а0 -j- COS ро

X

К(Р. «, р0)

при р>р0. (17,3)

/с(Р, «)=Л-(Р, «0 = 0. (17,4)

Таким образом, па основании (15,13), общий интеграл

ур.ишепии (15,0) дли случаи сосредоточенной силы можно
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записать в виде:

Ра

+ Ас (т) ch /ир cos р + £с (/и) ch игр sin р +

+ Сс (/и) sh mp cos р + Dc (/и) sh /и.р sin p],

Ял sin m а0
/, (р, /и)

(17,5)

-f- Лв (/и)ch и/р cos р + В8 (/и) ch т$ sin p +

+ Св (/и) sh /ир cos р + Ds (/и) sh /ир sin p], (17,6)

причем член ЛГ(р, /и, ро) следует здесь
1 брать лишь при

р>р0. Подставляя (17,5) —(17,6) в (15,6), получим

окончательную формулу для приведенного прогиба:

и {а, р) =
Ра? 1

2к (ch a0 -|» cos p0) (ch а -f- cos fi)
х

ОО

} (17,7)

\/ ( ¥ (Р. т) / л г

X Л'
,

'
cos т (а — a0)dm,'N

,/ //г (ш2 -|- 1)
v о/ э

о

cf(p, /н)==/С(р, /и, po) + /l1(/H)ch/npcosP +
+ Л2 (иг) ch /ир sin Р + £: (/и) sh /ир cos p -J-

+ 52(/n)sh //гр sin р.

В дальнейшем функцию ср (р, /и) будем называть
основной функцией.

Граничные условия для закрепленного края

?(«,Р,) = <Р(«. Pa) = 3Jf р=р*
= 0 (17,8)

могут быть записаны в виде следующей системы уравнений

1 А также и во всех аналогичных формулах этой главы.
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относительно неизвестных функций Ах(т), Ла(т), Вх(т)у

В2 (т):

Л, ch m?! cos px + Л2 ch т$х sin pt + 5, sh mp, cos p, +

-l-^aShmp! sin Pj = 0,

Л} (m sh mp! cos px — ch wpj sin pj) +

+ A2 {m sh wPi sin ^ + ch /i^ cos p^+

+ ^ (m ch mpj cos pi — sh /тг pt sin pt) +

-|- £2 (w ch mpi sin pj + sh m^ cos pA) = 0,

/I^h/Bpacospa-Mach /яр^тра+Я^п wp2cosp2-f >
^?^

-f B2 sh г/г p2 sin pa = — К (p2, m, p0),

/lj (m sh /я p2 cos p2 — ch m p2 sin p2) +

-f- Л2 (m sh mp2 sin Pa + cn m?t cos P2) +

+ В1 (m ch wPa cos P2 — sh wp2 sin p2) -f-

+ B2 (m ch /ир2 sin p2 -f- sh mp2 cos p2) =

= -K'(p2,w, P0)J
Здесь обозначено:

r (P, *, о = mJhJL =

= (/7z2+l)shm(p — Osin(p— t). (17,10)

Соотношениями (17,7) и (17,9) полностью определяется
функция Грина для поставленной задачи об изгибе луночной
плиты с закрепленным контуром.

Формула (16,4) дает выражение для изгибающего момента
на закрепленном краю р = р* в случае изгиба
сосредоточенной силой

оо

М/р—
ch a + cos р*

2u (ch а0 + cos р0)
д\ (Р, т)

'Р = Р"
X

COS//г (а — а0)
(17,11)
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а формула (16,7)-выражение перерезывающей силы

того же случая:

N

со

~~

2it (ch а0 + cos p0) ./ L v |р=И

sin В*_М^ I 1 -^ffc^ dm. (17.12Jsin p ^2 |p=H /w (w2 + 1)

Наконец, формула (16,11) дает выражение для перерезыва^
щей силы на свободно опертом прямолинейном краю (3=jj
(р* = 0 или ±тс): I

__

cha+COSp* ( h
,

COS P*) X
Я/я 2tc (ch a0 + cos p0)

oo

X f fО - »*)
о

ар P=P:
J d3?

*"»" ар3 ]COS
m (a — a0)

~m(/n2+l)

CO

4-2shoc
0

sin /72 (a — a0)
p = p* /tt2 + 1

dm

dm~\-

(17,1 J

He решая, ввиду громоздкости выкладок, систему (17,
в общем виде, обратимся к некоторым практически важны!

частным случаям.

Нагрузка в дальнейшем (кроме § 25) предполагаете,
сосредоточенной в точке, причем в § 18—21 нами буд)1
рассмотрены плиты с закрепленным краем, а в § 22—24 р
шаются некоторые задачи для плиты с частично оперты^
краями.

§ 18. Изгиб плиты, имеющей форму симметричной
круговой луночки

Полагая в общих формулах предыдущего параграф
Ра = — Pi = т> получим решение задачи об изгибе симме*
ричной луночной плиты (фиг. 10) с закрепленным контура
под действием сосредоточенной силы Р, приложенной в про
извольной точке («0, ро).



j 18J ПЛИТА, ИМЕЮЩАЯ ФОРМУ СИММЕТРИЧНОЙ ЛУНОЧКИ 77

[ОАО

Система уравнений (17,9) для неизвестных функций А (т.)
42(/н)» #i(,70 и Я2(/и) принимает при этом вид:

4, ch 1Щ cos f
— И2 ch ///7 sin ?

— #1 sh /я-j cos 7 4.

-f-/i2slim-Ysin7==0,
4j ch 1Щ cos 7 ~[~ Л2 ch //if sin f -J- £x sh /я7 cos ^ +

+ #2sh//zTsinr-- — ДГ(т, /«, p0),

^ (— /я sh //^ cos -f-f cli гщ sin ?)-|-Л2(//* sh гщ sin f f

-|- ch 1Щ cos 7) -j- Bt (m ch //^ cos 7•— sh w( sin 7) —
— Z?2 (tn ch w/f sin 7 «}- sh пц cos 7-) = 0

Ax (in sh //17 cos f
— ch /^ sin 7) -f- Д2 (/я sh тщ sin 4 -j-

-f- ch 1Щ cos y) + Bx (m ch //tf cos у
— sh w^ sin 7) -f-

-f- /32 (m ch w/f sin 7 -j- sh m-\ cos -y) = — /C7 (7, ///, (30).

?гшая эту систему, получим следующие значения:

ЛЛ1 = sin f sh /тг^
• /С7 (т, w, |30) — (cos ^ sh //г? -f-

-f- wsinifchwY) • ^(т> т> Ро)э

8Л2 = (//г cos 7 ch /;zy
— sin 7 sh /и?) • К (т, /л, ро) —

— cos 4 sh /я^
• К' (Т, /л, р0)>

ЪВ{ = sin 7 ch m?
• /С' (?, #*> Ро) — (cos Т сп Щ 4"

-j-msin-Ysh //q) • /С(т, /я, (30),

Д£2 = (т cos 7 sh /7zy
— sin 4 ch /яу) • К (ч, т, (30)—
— ch 1щ cos y

• К* (?, /w> Ро^»
А = sh 2m-f + т sin 2?, 8 = sh 2m*{ — т sin 2f,

^Оь w, (50)=mchm(Y — ро) sin (7 — р0) —

— sh т (т — р0) cos (4 — p0)f
К'(Ь w, P0)=(^9+l)shw(T — Ро)sin (Т — Ро)> J

после чего окончательное решение задачи дается формулой
(17,7).

Обратимся к частному случаю р0 ■= 0, когда сила Р

приложена к точке оси симметрии (ох); при этом прогиб будет

над



тлч 1КЧ1 11П ТОНКИХ ПЛИТ 1гл. iv

.„,,т^ пги /)V т е. он является чстпоц
симметричен относительно оси ол, i.

(Ьункнией переменной 8.
г ч ,

Рассмотрим для этого случаи функцию *(Р, /«) .. фор-

муле (17,7). Имеем:

'„(«„) | =/С(р, и, 0) + H1(/«)|cl.«PcosH-

4-/U«) I clw/'p sin p -|-/>,(#«) | sh/Mpcosp-|-

+ Л2(/уг) | shwpsinp, (1«,3)

или, после подстановки сюда (18,2) и учета соотношения

/С(Р, m, 0) = mchmpsinp —shwpcosp: (18,4)

?(р, /л) ltf(P, m, 0)+l{(sh2/n
Ро=0

— m2 sin2 -у) cos p ch m$ — m sin p sh /rap X

X(sh2/raf-{-sin2T)}. (18,5)

Здесь плюс относится к случаю Р>0, а минус к случаю

Подсчитаем прогиб под силой, т. е. при р = ро = 0,

а = а0. (18,5) дает:

cp(0, m) = -|- (sh2 /7Tf
— w2sin2Y) (18,6)

Подставляя (18,6) в (17,7) и полагая р = ро=0, а^<*0>

будем иметь для прогиба под силой и0(<х0) = и0:

со

и0 =
Ра* sh2 1щ

— т? sin2 у dm
П 8 7)

2тГ (cha0+l)2' J "sh Ъщ + m sin 2f
*

rn]mHl)
'' '

о

Наконец, если a0=0 (сила приложена в центре плиты
—

начале координат), то прогиб и0 в центре плиты дается

формулой:
со

Ра1 Г sh2 1щ — m2sin2Y
0 8тс J sh 2my + /га sin 2?

о

rf/ra

Y m (m2 + 1)
(1S,S)
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Для круга (т = я/2> « = /?) имеем:

со t.,
т%

/» shz —z-

79

Я/?2
W'

dm

Uо 8* J
о

sh ттс /я (///а + 1)

PR
- [т I

от ,. тк со

/// rfm

лг(/н2+1) .! (m2+l)slim
о о

It J '

ил и, после использования П (46) и П (45), u0~-~~f как

и должно быть (см., например, [21], стр. 512). Этот случай,
а также случай f = тс, будет нами подробно
рассмотрен в следующем параграфе.

Вспоминая, что и0 = Dw0 и обозначая

Ра?

Таблица 5

Wr *w(i-v2), (18,9)о Eh*

для коэффициента X получим:

>
__,

12i/q
_

со

3 Г sh8 /777
— т2 sin2 у df/w .

1 о ■, п\
2т; J sin 2wу + /л sin 2y m (m2 -j- 1)

* ^ ' '

о

В табл. 5 даны значения коэффициента X для

некоторых значений отношения Y) ширины луночки Я к ее длине

71

V4
v,
3/4
1
2
3
со

X

0,0356
0,0832
0,153
0,239

i 0,381
0,427
0,478

2а[,- to-JL
ь 2

Интегралы, входящие в выражение (18,10) подсчитыва

лись тем же способом, что и в § 7, а именно:

со

dmзп2 тщ — т2 sin2 7
sh 2/WY + /7? sin 27

*

m(m?+ 1)

JV 00

I sh2 mY — m2 sin2 7 <f/n

sh 2/777 -f m sin 27 m (m2 -f 1)
2V

d/тг

m (m2 + 1)
'

См. стр. 37.
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причем первый интеграл вычислялся численно, а во втором

квадратуры можно выполнить. Число N подбирается тлк

чтобы пренебрежения, сделанные во втором интеграле, не

влияли на точность результата.

Обратимся теперь к вычислению изгибающих моментов,

приложенных к закрепленному контуру симметричной

луночной плиты, причем ограничимся случаем, когда действующая

сила Р приложена в точке оси ох, т. е. когда |30 = 0.

Чтобы применить формулу (16,4), продифференцируем
равенство (18,5) дважды по переменной р и положим J3 = т.

Имеем:

//

(т> "О
ра=о

1
2 /С"(т, т, 0) +--J- ((sli2//n-^sin2T)X

\< (_ Cos 7 ch /п-(
— 2яг sin у sh /тг( -|~/я2 cos T cn WT) —

/я (sh2 /?Z7 + sin2 ?) • ( — sin 7 sh /;r( + 2//?. cos T ch /л7 -+-

-[- w2sin y sh W()J,

или после преобразований с учетом равенства

/ПР,/и,0 = дб*

= (т2 + 1) [w ch m (|3—f) sin (р — /) -{- sh /л (Р — *) cos (р—/)],

?"(ъ "О
Ро=0

2m (m2 -j- 1) sin y sh my

sh 2^27 4- m sin 27
(18,11)

Теперь, подставив (18,11) в (16,4), получим для изгибающего

момента на контуре:
со

М =
Ъ
Р ch a -f- cos

Ch a0 -]- 1

COS /Я (а — a0)

m(//i2+l)
я?т =

P sin у ch a -j- cos y

71

GO

ch «0 + 1

sh /72Y COS m (a — a0)
sh 2tfr( -|- /и sin 2y

dm
у

или окончательно:

ОЭ

iH _-

sin T ch a -f- cos y Г sh my cos m (a — a0) м Я 12)
Я Ti

'

cha0+l J sh 2mY + m sin 27
( '

0



$ 18) ПЛИТА, ИМЕЮЩАЯ ФОРМУ СИММЕТРИЧНОЙ ЛУНОЧКИ 81

Максимальный изгибающий момент для случая силы,

приложенной в центре плиты (а0 = 0), будет достигаться в

точках А (фиг. 10), где а — Q.1 Имеем:

оэ

Мт&х sin y (1 + cos t) Г sh гщ dm'max

P
о

4-cos?) Г sh/Kyrfffl
2r. J sh 2/7/Y +/л sin 2y

' VQ>16)

При y = я/2 имеем из (18,12):
со

M 1 Ch а Г COS /л (а — а0)
Р 2тс ch а0 + 1 J ;/гтх

о сп —

dm,

или, согласно П(26):
М 1 Cha Ch (ос — a0) ell a 1

P 7t cha0+l ch2(a—a0)-|-1 2тс ch (a — a0) (ch a0 -f 1)'

приа0 = 0 —-—=— и не зависит от а, как и должно

быть для круга.

Исследуем теперь поведение изгибающего момента М

в углах луночки (<х = :±:оо) при помощи формулы (18,12),
принимая для простоты рассуждений а0 = 0 (сила
сосредоточена в центре плиты). Имеем:

со

М(а) sin y (ch a + cos y) Г sh пц ch т.о. ,

пя 14Л"

7>~
~~

2^ J sh 2/wy + wsin 2y Kib>{V
о

Имея в виду переход к пределу при a —> со, будем
вычислять интеграл с помощью теоремы о вычетах (см. § 8,
стр. 35).

Можно показать, что все корни функции sh 2гщ + т sin 2y
простые и в верхней полуплоскости комплексной переменной т

имеют вид тк = ак~\- 1ЬЪ причем все Ьк>2 при _^<тс/2
и все ^ < 2 при y > тс/2. Поэтому

М(а) i . ,
. ,

ч V* ьЬчтъе К е к
- -У = ?

Sin ? <ch а + C0S Т) 2и 2т с/, ,;w> + sin 2T
i

А;

1 Ниже будет показано, что это справедливо лишь для y < «/2.

б Зм. 1002. Я. Уфляид.
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и при а-* со правая часть последнего равенства стремится

к нулю при т < тг/2 и безгранично возрастает при у > тс/2.
Таким образом, изгибающие моменты в углах

закрепленной по контуру симметричной луночной плиты равны нулю,
если на контуре нет входящих углов (у < тс/2). Если же на

контуре имеются входящие углы (у > ти/2, фиг. 12), то

изгибающие моменты в углах плиты принимают бесконечно

большие значения.

Можно показать, что при у < 7г/2 и а0 = 0 изгибающий
момент на краю симметричной луночки монотонно убывает от

значения Мтах при а = 0
Таблица 6

1 ^ 1

У,

V*

0,169

V*

0,132

■/,

0,105

1

0,0796

до нуля при а = rt со;

при у > тг/2 указанный
изгибающий момент

монотонно возрастает от

минимального значения при
а = 0 до бесконечности

при а = ±оо.

В табл. 6 даны значения величины х = —
М

max
для неко-

Г (Ъ т)
1

торых значений т], соответствующих острым углам у.
Пользуясь формулой (16,7), можно получить выражение

для перерезывающей силы на контуре плиты.

Ограничиваясь случаем |30 = 0 (сила сосредоточена в точке

оси ох), продифференцируем равенство (18,5) трижды по

переменной |3 и положим |3 = у. Имеем:

|>_0=4/Г(т,«,о) +
+ х Ksh2 Щ— w2 sin2 у) • (sin у ch my

— 3m cos 7 sh гщ
—

— 3m? sin у ch my -(- /я3 cos ^ sh /7гу) — m (sh2 //гу -j- sin2y) X
X (— cos 7 sh m\

— 3m sin 7 ch 1Щ -|- 3/тг2 cos f sh /727 -(-
-f-яг-3sin yen /ray)],

или после выкладок, с учетом равенства

*'"<Р, *, 0=^|^ = (/n2+l)[2//zchm(p-/)cos№-/)+
+ (w2— 1) sh /и (р — t) sin (p —OL

<р'" (T, m) I = 2/w (w2 + 1 \ cosj^mT + m sin T ch mT ,„..

^=°
.

^ '
. sh 2/ЛУ+m sin~27 • (18>lbJ
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Подставляя (18,15) в (16,7), получим:
оо

N 1 ch a 4- cos

yij [(cha + cosT)?"'(T, w) +Pla 2n cha0-f-
o

+ sin xf (ъ m)\ cos m(a — ao) dm>

или окончательно с учетом (18,11):
N 1 ch a -f- cos y

P\a к ch a0 -f- 1 x

oo

f (cha4~ cos у) (cos y sh my 4-#* s'n у ch my) 4-sln2YshmY w
^ .1 sh 2ту -f- m sin 2y

о

X cos яг (a—OL0)dm. (18,16)

Исследование этой формулы при a -> zt оо показывает,

что перерезывающие силы в углах плиты равны нулю, если

Y < ir/2, и бесконечно велики, если y > ^/2.
Для у<тг/2 максимальное значение перерезывающей силы

будет в точках Л, где а = О (при этом считается, что сила Р

приложена в центре плиты, т. е. <х0 = 0).
Имеем из (18,16):

оо

' W ^гаах
_

(1+COSY)2 Г Sh ту + Ш Sitl Y Ch ту .

(Ли Л7\

~~~Р\^ 2^ J sh 2ту + m sin 2T
M0^^

0
-V

|.» Для круга (y = tt/2) имеем из (18,16):
* оо

N 1 cha

Я//? 2я ch a0 4- 1 Jm
ch a , \ j i

cos m (a — cfn) dm-f-
sh —

OO

C08«(a-flo)dffl
J ch^
0 Ch-j-

иш с помощью П(17) и П(26):
N 1 ch а Г cha , ch (a — a0) 1

4П Ll+cll2(a —a0) ' 14~ch2(a-~a0)J~~~Я/A? 7t Ch ao
Ch a Ch a 4" cn (a — ao)

u(chor0+l) 1 + Ch 2 (a — a0)
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Д/ 1
О —-б^ = -оГ и не зависит от я, как и должно

r\t\ Z^

N

При «0
быть.

В табл. 7 приведены значения величины k==—'-^р для

некоторых значений т|> соответствующих острым углам к.

Таблица 7

1 ^ 1 1Д

* 1,56

V2

0,752 |

8/4

0,337

1 |
0,159 1

§ 19. Некоторые интегрируемые случаи

Из рассмотрения формул (18,2) можно сделать вывод,
что при ic в тт/2 или ^ = тг знаменатели функции <р (р, //г)
будут одночленными: Л = о = sh tmz для случая к = тт/2 и

Д = 8 = sh 2/ятг для случая у = тг, т. е. соответствующие
интегралы, входящие в основную формулу (17,7), могут
быть вычислены точно, ибо интегралы типа

оо

Jsh тр * cos mq , Г sh mp • cos mq .

(m2+l)sh/mi
ШЩ J (m*+l)sh2/wn

^'Я

о о

могут быть взяты.

Разберем, прежде всего, случай f = ir/2, соответствующий
изгибу сосредоточенной силой круглой плиты, закрепленной
по контуру.

Положим j90 = 0.:
Из (18,5) будем иметь при (3>-(30:
? (?> m) L

_

= 4 (m ch wp sin р — sh /ир cos В) +

sh2 '-^—//г2) cos р ch /;гр—/ю sin p sh /яр (sha ~-J -1 )"U
= sirV4C0S^shwS-P)shy-
— w'chwpj + msinpsh/it^ —p)ch yj,

_L

sh wtc

1 В случае круглой плиты это допущение не нарушает общносп
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а подставляя последнее выражение в основную формулу
(17,7) получим:

со

UJ*J*. u

* --Г-4- г/2 cos р Г**
4тг ch а0 -f 1 ch а + cos р (

l

J
sh~ sh/w^-p'

— т2 chwp
COS /Я (а — а0) rf/Л

/я (w2 +1) sh/mc +
00 / 7t \

С shml T— pJcos/w(a —а0)
-f sinl3 — dm\. (19,1)

о {miJr 1) sh — '

Выполняя интегрирование с помощью П (47) и П (51), будем
после некоторых выкладок иметь:

и —
Ра?

4тг ch a

1 1 fir ft_
0 + 1

"

Ch a + COS ji \ 2 Lt0S P

ch (a -a0)] Ig- c^^+co^ cos | (19,2)

что и дает точное решение в биполярных координатах задачи

об изгибе круглой плиты с закрепленным краем под

действием сосредоточенной силы Р, приложенной в

произвольной точке (a0, j30).
При а0 = 0 (сила в центре круга) имеем:

и==
Ра-

X
8я (ch a + cos P)

x[-2<ch«-cosP)lg§£^+cosp]. (19,3)

Последнее выражение с помощью (1,11) можно привести
к виду:

РаЦг* ,
г

,
1 ( л г*Х]

(19,4)

что полностью совпадает с известным решением задачи об

изгибе круглой плиты сосредоточенной силой в, центре.
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Обратимся теперь к другому интегрируемому случаю ^ = *,

который соответствует изгибу бесконечной плиты с

Sanpete

Ptio,p

А = +Я

р—ж -а

I

/д=+Я

Р=~7Г X

Фиг. 20.

пленной линией (ось ох), имеющей разрыв (отрезок—а, + я,

фиг, 20). Система (18,2) при 7 = ^ дает:

sh 2ягтс-Л1 =sh тъ- К{ъ, т, ро),

sh2/7iiT.^2= —т ch тт.-К(ъу m, (30) ~f-

-j- sh mn • KJ (тг, /w, [30),
sh 2nvx-Bi = ch гик*К (к, m, (30),
sh 2wk • £2 = — //г sh /итс • /С (тс, m, j30) -(-

-|- ch mit • /С' (тт, /я, p0).

(19,5)

Подставляя (19,5) в (17,7), получим после

преобразований

? (Р, »)«=*(&«,&>) -Ь ^h^T {[cos P sh w (тт Н- р) —

— от sin p ch да (тс -J- Р)] К" Ob т, Ро) 4~

+ sin р sh от (тс + р) К' (тс, да, р0)\ . (19,6)

Учитывая, что

/С(тс, да, p0)=OTch да (тс—ро) sin ро+ sh да(тс—р0) cos p0, | ,]9 ?,
/С' (*, и», Рр)= (л»* -f-1) sh /n («—pQ)sinp0, J
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можно равенство (19,6) привести к весьма удобному для

интегрирования виду:

2 sh 2шг? (р, m)=(w? -f 1) cos ф—р0) { ch т [2тг dz (р0—р)]—
— ch m (p0 + ?)> + /*{ sin (р0 + р) sh м (р0+ Р) ±
±= sin (ро —Р) sh m [2тг ± (р0_р)]} +

+ /^{cos(p0+p]ch/n(p0+p)-
-cos(p0-p)chm[27r±(po —p)]}, (19,8)

причем верхний знак соответствует случаю Р>-Р0> а

нижний—случаю р<р0-
Теперь из равенства (17,7) получаем:

™
vа~~

4я (ch а0 + cos р0) (ch а + cos р)
^

X[cos(p—Ро)Л+^+ Л1-
со

у,= f{chm[2ic±(p0-p)l-
о

ch-(Po+P)>C-^fe-0)^
(19.9)

m sh 2 тт:

со

J2= f {8in(po + p)shm(P0+p)±:
• /

О

±sin (р -р0) sh ж [2* ± (р0-Р)]} ^1=^,
оо

h= |>{cos(p0+ p)chm(p0+ p) —

О

-cos(P0-p)ch/^2,-(P0-P)]>^^^ .

Интеграл Jx после дифференцирования по переменной р
берется с помощью П(16):

Chl=^o+COSL+Eo
^■"т'е—тЧ сг-г- С19»10)

cos
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Интеграл Js выражается через интеграл У2 почленным диф-
ференцированием по переменной (3, а интеграл J2 берется
с помощью П(48).

После выкладок, которые мы здесь опускаем,
окончательное решение получается в форме:

Ра^ f r h Г — ^ —

ch ——^ — cos
r ги

coXP-M'g 1а pi?»
ch—^— + cos

' ' ru

4-4chi7^cos^cos|-+ sinp0sinp \. (19,11)

Если а0 = ро=о, т. е. сила действует в начале координат,
то

Раг г ch -н-
— cos -^

и = .с / и—г—б~ (ch a — cos 8) lsf —- -I-
Iore (ch a-j-cosS) I ч rJ ь

a
о n

ch-^ + cos^

+ 4 ch-| cos |-] . (19,12)

Прогиб под силой будет и0 = и (0,0) = — вдвое

больше, чем для случая круглой плиты.

Этот же результат получается из ^18,8) при у = тг с

учетом П(44);
со

Ра2 С th miz dm Pa2

m{m*+ 1)
=

~&T
*

_

Pa? f

о

Обратимся к изгибающим моментам и перерезывающим силам
на прямолинейной заделке (j3 = zt7r).

Ввиду того, что на заделке имеет место совпадение двух
границ рассматриваемой области — координатной линии

р = + * и координатной линии (3 = —тс, то изгибающий
момент (точно так же и перерезывающая сила) на заделке
должен подсчитываться как разность изгибающие моментов
ца кромках ра.-]-я и в=в —я?
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Учитывая это обстоятельство, имеем из (16,4):

__iW = ^^1{(J[(ch« + cosp)«])p=+rc-
— (Jf(ch« + cosp)tt])?=_J. (19,13)

Но из (19,11)
pai i

(cha + cos(3)« = 8rt(chao+cosM{rch(«-«0)-
chl=^-cosp-pО

-cos(P-Po)J1g I I +
ch + cos

' ' ru

-f- 4ch °'—-^— cos '-|- cos -|- 4~ sin p0 sin pi,

так что остается продифференцировать правую часть

последнего равенства дважды по р и подставить в (19,13) при

соответствующих значениях {■).'
После выкладок имеем:

cos h ch a~-a°

M=p(ch« -1), sinPo 2 2

71

*

СП ot0-j-COS p0 Ch (a — aQ) -j- COS (30

или, заменяя отношение sin, ■—г- через -^ (см. фиг. 20)
СП OCq -j— COS pq Л

^ 1 i cos^ch—o—^
/>
~ '

a #ch(a —a0) + cosp0*
V1»»1*;

На бесконечности (a -> 0) уИ -» 0, а на концах заделки

(a = it со) Л4->оо, причем на заделке знак момента не

меняется и вдоль заделки момент монотонно возрастает от 0

до со.

При р0 = 0 Ж= 0 на всей заделке, как и должно быть,
ибо внешняя сила Р, будучи приложена в точке отрезка
оси ох (— а, ~\-а), не создает никакого момента

относительно заделки.
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Точно таким же образом, дифференцируя правую часть

равенства (19,13) трижды по переменной (3 и применяя фор.
мулу (16,7), получим после выкладок следующее выражение
для перерезывающей силы на заделке:

(cha-l)2ch^=^cos3^ ( 4sin2|
Pfa 7t(cha0 + cosp0) \ [ch (a — au) -f cos p0]2'

~~

_

Ch (a — a0) + COS p0| ' (19'15)

На бесконечности (a->0) N->0, а на концах заделки

(a = ztoo) N-+00.

Любопытно, что знак перерезывающей силы изменяется

в некоторой точке заделки (ос = а:':). Чтобы определить
значение а*, приравняем N нулю, после чего получим

уравнение для величины а*: 4 sin2 -i— — ch (a* —а0) — cos j30 = О,

или

ch(a* —<z0) = 6sin8^— l. (19,16)

Если а0 = 0 (сила действует в точке оси оу), то

cha* = 6sin2^ — 1. (19,17)

Абсцисса рассматриваемой точки a = а* будет:

in^|A3(3sin2|_l)1- и *
sin

Хл' sh a*

a Ch a* — 1 о

3slna^—1
sin |

= /3—p===. (19,18)

|/3sSn«§-l
Например, при р0 = ti/2 (y0 = a) получим jc* = a/3.

Из (19,17) или (19,18) видно, что точка a = а*

существует не для всех значений ро, а только для таких, что

3 sin2! — 1 > 0 или cos р0 < 1 . При cos p0 = % х* ==
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= oo(cha*=l, a*=0). Таким образом, при 0<po<arccos73
перерезывающая сила на заделке монотонно убывает от оо

до нуля; при arc cos
-^ < >80 < -к перерезывающая сила меняет

знак в точке, абсцисса которой определяется равенством (19,18).
Если j30 = 0, т- е. сила Р приложена в точке оси ох

(между
— а и -\-а), имеем из (19,15):

N
__

(cha — \y
ch

a

или

Pja

N_
Pja

ch a0 + 1
"

ch (a — a0) + 1

(cha —l)2 1

2 (Ch a0 -|- 1) chQ
— ap

* (19,19)

§ 20. Изгиб плиты, имеющей форму кругового
сегмента

Полагая в общем решении (§ 17) ^ = 0, Ps= Т < 7Г>

получим плиту в виде кругового сегмента (фиг. 21).

Фиг. 21.

„ данном параграфе, интересная сама

Задача, решаемая в д*нн
ые частные случаи —полу-

по себе, дает, кроме тоГ°'
(т==*).

круг (v = */2) и полуплоскос идгибе полукруГлой плиты

Точное решение задачу ^^ быть получено в полярных

с закрепленным контура
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координатах. Такое решение, повидимому, впервые дается

в этом параграфе.
Что касается второго частного случая, то, разумеется,

задача об изгибе полуплоскости с закрепленным краем может

быть решена в прямоугольных координатах, хотя в

литературе нам такое решение обнаружить не удалось.

Переходим к решению задачи в общем случае (у— любое
от 0 до тс).

Положим в (17,9) (3j = 0, р2 = Т- Получим такую систему
для определения величин А(т), В{т), С(т) и D(m):

А(т) = 0,

В(т)-\- /иС(/я) = 0,

А (т) сп т-\ cos 7 4~ В (tn) ch 1Щ sin ^

4~ С (т) sh /щ cos *у 4~

4~ D (m) sh mi sin 7 =
— AT (-у, /ra, p0),

Л (//г) [m sh wy cos 7 — ch wy sin 4] 4~

4- 5 (m) [m sh /;г*у sin у -\- ch w*y cos -y] +

4- С (/;г) [w ch /?гу cos -y
— sh гщ sin *y] -f-

4~ D (m) [m ch m\ sin -y~\-

+ sh лгу cos 7] = — K' (T» w, Po)-

С учетом первых двух уравнений, вторые два уравнения
дают для величин В (т) и D(m) систему:

* (20,1)

В (m)(ch wysin-y
sh my cos yv Z) (w)sh/«Ysin*y =

=— /\ (y, m, p0),
£ (m) [rn 4--j sh m-y sin -y 4-Z) (//г) (/л ch wy sin «y 4~

4- sh /w-y cos T) = — /C' (t, w, p0)>

(20,2)

определитель которой будет (с точностью до множителя, не

зависящего от у)

A = sl]^y — /7/,2sinaY.ЧГ (20,3)
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Находя из (20,2) величины Б(т) и D (т) и учитывая, что

д(//г) = 0, С(т)=~-В(т)1 получим из (17,7) после

выкладок такое выражение для основной функции <р(3, т):

®(р, т) = Кф> /«. Ро) + -д {[(wchmYSinT + shmTcosT)X

X /С (т, т, р0) — sh /;zT sin Ttf' (T, /и, р0)] X

X (т ch /wp sin р — sh mp cos p) -f [(//г ch nv\ sin у
—

— sh mr\ cos T) /С' (y, /и, p0) — (w2+ 1) X
X sh mr\ sin ?/e (y, /rc, p0)J sh /wp sin p}. (20,4)

He останавливаясь, ввиду громоздкости выкладок, на

вычислении прогибов, переходим сразу к расчетам изгибающих
моментов.

Чтобы получить значение изгибающего момента на

прямолинейном краю, составим:

Дер" (0, т) = 2т [(т ch 1Щ sin у
— sh ?щ cos y) К! (y> т, Ро) —

— (т2-\- 1) sh /7rfsin-(^(7> m, P0)] = 2m(w2-f- 1)X

X [sinp0shm-(shm(-(—р0)—/тгsin (y—p0)sinYShwp0],

после чего формула (17,11) дает при р^^О:1

М\ cha-f-1
Р |р==0 тс (ch в0 + cos р0)йл

X

со

Г sin Ро sh my sh т (y — Ро) — т sin (? — р0) sin у sh mp0 ^
XJ

'

sh2 my — /w2 sin2 у
^

0

X cos m(a— a0) dm. (20,5)

Г]рИ qj = о (сила Р приложена в точке оси симметрии

плиты) Максимальный изгибающий момент достигается в точке

1 Знак момента изменяется на противоположный, ибо внешняя

нормаль к линии р = 0 направлена противоположно оси р.
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/40(а = 0) и дается формулой:

М
х

шах

О

2 _Уо

(J = 0
тс а

х

х/
/77 Я1П Y

^shmYshm(^-W-^XLsln^"-Po)shmposin ftp
sh2 mr\

— rn^ sin2 7
dm (20,6)

•^=tg|;a

Чтобы вычислить изгибающий момент на дуговом краю,

составляем:

д?" (т, т) = Д/Г (т, тл р0) + [/С («г, л, Ро) С» ch »П sin T +

+ shm-YCOs^) —/f7(Ti "*> 1%) sh mT sin Tfl X

X (m2 _[_ i) (W Ch /»7 sin т + sh 1Щ cos ?) -f-

+ \K' (Ti w> ,Qo) (m ch mT sin T
— sh mT cos T) —

— (т2+1)/С(т, /w, p0)sh m?sin т] . [(m2—1) X

X sh гщ sin f + 2m ch w? cos f] = 2/я (яг2 + 1) X

X [sh tn^ sh wp0 sin (4 — po) — w sin ? sin (30 X

Xshm(if— p0)l»

после чего имеем из (17,11), полагая р* = ^:

Я

ch a + cos 7

P=f
X'

те (ch а0 + COS Po)

., Г sh m^ sh mp0 sin (7 — ftp) — т sin р0 sin 7 sh m (7— p0) ^X J sh2m7— m2sin*7 *
0

X cos m (a — a0) rf/w. (20,7)
При a0 = 0 максимальный изгибающий момент будет в точке

Д,(<хс=0):
X,

жгаат

о

= 1+CQS7 ;ypv
p=Y 2тс

'

a
^

оо sin (7— Ро) t . .

.

Q
sh m^ sh mp0— msin^shm^— p0)sin p0

sh2 //27
— m* sin2 7

rfm. (20,8)
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В табл. 8 даны значения коэффициентов х0 и xY для

некоторых значений £ =
2#, t=aig^ (см. § 7, стр. 32),

причем сила Р предполагается приложенной в центре

пластины, где y0 = t/2. Это дает

уравнение для определения значения (30
по заданному значению £, а именно:

6й = *|= оГ=^Т-- (20,9)
а 7а sin 7

р

V*
V*
3/4
1

Таблица 8

''•о

0,161
0,158
0.129
0,0796

*т

0,152
0,132

1 0.114
0.0796

В случае 7 ~*тс одновременно

предполагаем, что я-»0, так что

радиус R = -£^7 остается

конечным, т. е. в пределе получается круглая плита. При этом

величина р0 также стремится к тт, и из (20,9) можно

получить, что

Ро1т->,«*2Т-*.
Учитывая это, имеем из (20,6):

lim х0
=

а->0

2
г

:— lim
I» sh 1Щ sh т (к — 7) t ~к *g Т sn m (2т — тс)

sh2 /W7
— m2 sin2 7

fifwh

или после выкладок

limxo|p==0
7-> «

4тс'

как и должно быть в случае круглой плиты с закрепленным
краем, нагруженной в центре сосредоточенной силой.х Этот
же результат получится при аналогичном предельном
переходе в формуле (20,8).

Если же y -> тс при конечной длине а и произвольном у0
[условие (20,9) при этом теряет смысл], то в пределе полу-

1 Можно показать, что такое значение изгибающего момента

получится в любой точке контура.
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чается полуплоскость с закрепленным краем. В этом случае

все квадратуры в (20,5) и (20,7) могут быть выполнены.

Фиг. 22.

В самом деле, при ^
= тт имеем из (20,5):

М

СО

=
(ch, + l)s.nPo С sh т(* - ри)

_ } dm
тс(СПа0 + COS ро) «' Sll /лтг

v u/

p=o о

Применяя П(1б), получим при а0
— 0 (фиг. 22):

Л1 cho+ 1 sin р, sin р0

р = о

или

2к l-fcosp0 cha — cos ро

1 (cha + l)(l —COSpu)

p«o
2я Cll a — COS p0

(20,10)

Это выражение можно преобразовать к прямоугольным
координатам:

(l+chaHl—cosfa)
_

(1 + cha)(l--COSp1))
__

Ch a — COS p0 (1 _]-cha) —(1 + COS (i0)
~

= tg*A 1

1 + cosp0 1 +cha

2 tg2& Ы

«g»4r + th»4
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или

М

Р

Л
% х --

3 = 0
Уо

(20,11)

Аналогичным образом, полагая ^==т: в (20,7), будем иметь

при а0
= 0:

оо

р

(ch а— 1) sin

тс(1 -f-COS
=Т=*

з-f- . cos /wot dm,

или, с учетом П (16):

м

P=Y=*

1_ (cha— 1)(1 — cosft0)
Ch a -{- cos Po2тс (20,12)

Произведя те же выкладки, что и при выводе формулы
(20,11), можно убедиться в том, что формула (20,11)
сохраняет свой вид и в этом случае,1 т. е. она является общей

формулой для изгибающего момента на закрепленном краю

полуплоскости.
Соотношение (20,11) может быть получено и

непосредственным решением задачи об изгибе полуплоскости с

закрепленным краем в прямоугольных координатах.
Из (20,11) следует, что максимальное значение

изгибающего момента на закрепленном краю полуплоскости будет
при х = 0:

Mmax = Pfr. (20,13)

Это значение не зависит от расстояния у0.

Переходим к вычислению перерезывающих сил на контуре
сегментной плиты.

1 При [J = тс х = clh a/2, в то время как при р = 0 было х = lh a/2.
Различие знака в обоих случаях объясняется тем, что при р = 0
ось х совпадает с осью а, в то время как при р = тс направления
осей а и х взаимно противоположны.

7 Зак: 1002, Я. Уфляна..
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Для получения значения перерезывающей силы на

прямолинейном краю, составим:

д?'" (0, т) = 2т {т* + 1) [К (y> »1> Ро) ("* ch тЧ sin T +

-fsh/Hfcosf)
— я"(т, /и, p0)shwifsinifl =

= 2w (ти2 + 1) {'л2 sin Т sin (Т — Ро) ch mh+

-f m [sh /и? cos y ch w (7 — p0)sin (T — Po) —

— ch m-Y sin т sh /w (7 — p0) cos (y — P0)] —

— sh гщ sh m (y — p0) cos p0|,

после чего формула (17,12) дает при р;: = 0:

СО

JLI =
(ch а + 1)\ х

Г {//г2 sin т sin (т — р0) ch т% 4-

р=о о

-4- т [sh m-\ cos y ch т (y— р0) sin (y — р0) —

— ch 1Щ sin ^ sh т (y— Р0) cos (7 — р0)] —

/ ^ ч г. 1 COS/Я (а— а.Л dm /ГкГХ .
,.

- sh мт sh т (1 - ?„) cos p0) sh2 ,^_ ffi^|n> т
. (20,14)

При а0 = 0 максимальное значение перерезывающей силы

будет при а = 0:
оо

*° = -m-==«(l+4co8{l0)slriTfJ («!chmTsinTX

X sh /я (y— (30) cos (f — p0) — sh /»y cos 7 ch w (T — Po)>

X sin (T — p0)] — m9 sin T sin (T — p0) ch m$0+
«fw

-I- sh mTsh m (т —Po) cosp0} sh2 щ_ m2 s|n, Y
� (20,15)

Для вычисления перерезывающей силы на дуговом краю,
составляем

А?"' (?> m) = 2/w О2 4~ 1) {w sin (y — р0) [sh wy ch т%+

-f- sin y cos 7 ch ж (y— p0) — sin2 y sh m (y — p0)] —
— cos (y — po) [rn? sin2 y ch m (y — p0) -j-

sin y cos y sh m (y — p0) — sh гщ sh in%]}i



§ 20j ПЛИТА, ИМЕЮЩАЯ ФОРМУ КРУГОВОГО СЕГМЕНТА У9

после чего имеем из (17,12) при j3* = ч с учетом (20,7):

Pia

q\\ (j 1
COS

v I

^chao + cosW J Kch » + cos T) ['» sin (T _ ,30) X
0

X (sh #r( ch w$0 + s*n T cos 7 cn w (t — ?o) —
— sin2 - sh m (v— j30)) — cos (y _ (30) ><

X (m2 sin2 7 ch m (7—,30) -f sin -

cos 7 sh m (-• — ;30)—
— sh 1Щ sh /и|30)] -j- sin - [sh /#-( sh w30 sin (-• —130) —

01 / n \ -i COS/72 (a—a,-,) dm ,^

-msin т sin ?0sh ,« (T-S0)] i]^-L_^__. (20,16)

При a0 = 0 максимум перерезывающей силы достигается

в точке a = 0:

£., = —
Nmax !

PiR '

§=т

1 4- cos Y
= ; ■— sin л/

-

(Ch a0 -j- COS 3o)
'

CO

J(1+cosy)X

X [tn sin (•(■ — ;30) (sh mr\ ch /n^0 4- sin y cos - X

x ch m (y — po) — sin2 T sh м (y — 30)) — cos (T — ?0) X
X (w2 sin2 y ch m (y — {30) -7- sin y cos y sh m(y — 30) —
— sh Щ sh m 30)] -j- sin 7 [sh пщ sh m}0 sin (y — ,30) —

— m sin y sin 80sh т(ч— 3n)U —r= -„ • 0 . (20,17)1 1 и 4i i о; i, sh2 m-( — m2sin2Y

В табл. 9 даны значения коэффициентов kQ и &т для

t
различных значений ; = ^ , причем попрежнему

предполагалось, что сила Р приложена в центре плиты, т. е. имеет

место соотношение (20,9)
При y -* "> я -> О, проделывая

тот же предельный переход, что и

в случае изгибающих моментов

(стр. 95), получаем из (20,14) или

из (20,16):

Таблица 9

lim N\ — lim N
*-** Uo ?->*

NT
2-/?

'

i

1 V4

1

h

0,912
s 0,885
j 0,693

0,159

0,834
l 0,610
0,415
0,159

как и должно быть для случая круглой плиты, изгибаемой

сосредоточенной силой в центре.

7*
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Произведем расчет перерезывающих сил па закрепленном

краю полуплоскости, для чего положим ^ = тг в (20,14).
Имеем:

(cha + 1)'
— I = ■

Р\а | тс (ch a0 -f- cos p0)
X

oo

о

sh m (тс — pu) cos po -f- m ch m (xc — ft0) sin ft0
sh m%

cos m (a — a0) dm.

При a0 = 0 получим с учетом П(16) и П(17):

N

Р\а
р=о

(cha + l)»
7i(l +cosp0) [cos p0

sin р0
2 (ch a — cos p0) +

, fi
1 — ch a cos p0 1

"*" S P° 2(cha— COSP0)2J
'

или

N

P\a
p=o

__
(cha + l)2sinp0(l —cosp0)

27i(cha —COSPo)2
(20,18)

Проводя выкладки, аналогичные проведенным при выводе

формулы (20,11), можно последнее выражение преобразовать
к прямоугольным координатам

N 2 -Уо
9 ч > >

р=о

11 (yi + x"Y
(20,19)

причем это выражение остается справедливым и при

Таким образом, формула (20,19), дает выражение для
перерезывающей силы на закрепленном краю полуплоскости.

1 Это можно показать, положив y = тс в (20,16) и поеобр
полученное выражение к прямоугольным координатам.

азовав
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Максимальное значение абсолютной величины
перерезывающей силы получается при д: = 0:

max I
2Р

(20,20)

Исследуем поведение изгибающих моментов и

перерезывающих сил в углах плиты, т. е. приа->гЬоо.
Представляя любой из интегралов, входящих в

выражения (20,5), (20,7), (20,14) и (20,16), в виде суммы по

вычетам подинтегральной функции (см. § 18, стр. 81) и пользуясь
тем, что функция sh2 ту — /л2 sin9 у в верхней полуплоскости
комплексной переменной т \ имеет корни mJc = ak-{~ ibh,

0,102Р. о,т%

0,885%

(а)

Фиг. 23.

((f)

причем все Ьк > 2, можно без труда показать, что в углах
плиты как изгибающие моменты, так и перерезывающие силы

равны нулю. Кроме того, можно доказать, что при а0=0
(сила Р сосредоточена в центре плиты) как изгибающие
моменты, так и перерезывающие силы на крае р = 0 (равным
образом и на крае р == у < тс), монотонно убывают от

максимального значения при а = 0, даваемого формулами (20,6),
(20,8), (20,15) и (20,17), до нуля при a = =too.

Для случая полукруглой плиты (^ = тг/2) нами построены
эпюры изгибающих моментов (фиг. 23а) и перерезывающих
сил (фиг. 236) на контуре плиты с помощью формул (20,21)—

—(20,24), полученных из (20,5), (20,7), (20,14) и (20,16)
при «к === гс/2 и a0=s0, причем, как обычно, предположено,
что сосредоточенная сила Р приложена в центре плиты.
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т. е. (30 определяется формулой (20,9) при т = и/2:

f = tg| = i, или tgp0=4/3;

I гл. iv

R
ОО

М

Р

Cll а -|-

(3 = 0
2те 2/ sh-g-sh ^(y— Но

//г ctg р0 sh m ,80
cos ma dm

sh2 -s >и2
(20,21)

ОО

м

р
=

<*« frshw^sh//ip0ctgp0-
i = ic/2 2те J L 2

тс

/гг sh m т: Но
cos та dm

sh2 -~ т2
(20,22)

ОО

JL
P/R

__
(Cha+l)2 Г |

р = о 2те .! ^
о

m ch -s- H~ sn f Ctb Po] X

X sh /я (~ — ,30) — m2 ch /лр0 |
cos ma dm

sh2-^- —m2
(20,23)

oo

N

PjR p= ;t/2

cha Г/ . Г , r, ( . miz u mq

-^ J | ch a \m ctg p0 (^sh -y ch m(*0

sh m (| - p0)) — m* ch w (-| - p0) + sh 'f sh /про] +
+ sh ~ sh mp0 ctg p0 _ m shw(~ (30J 1 cos ma dm

sh2 -s /w<

. (20,24)

Интегралы, входящие в эти формулы, могут быть

приближенно подсчитаны по способу, аналогичному указанному
в § 7, а именно: интеграл от 0 до со разбивается на два—

от 0 до iV и от N до со, причем первый интеграл подсчи-
тывается численно, а во втором квадратуры выполняются,
если пренебречь в знаменателе подинтегральной функции

членом т2 по сравнению с sh2'^ и заменить

гиперболические функции через показательные, отбрасывая члены с отри*
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цательными показателями.! Число N подбирается так, чтобы

сделанные пренебрежения не влияли на точность результата.

§ 21. Влияние закрепленной сегментной выемки

на напряжения в изогнутой полуплоскости
с закрепленным краем

Рассмотрим полуплоскость с закрепленным краем,

имеющую на контуре выемку в виде кругового сегмента (фиг. 24),

\»
I
I

Фиг. 24.

край которой также будем считать закрепленным. Этот

случай получится, если в общих формулах § 17 положить

р, ='{ < тт, р3 = тт (нагрузку попрежнему считаем

сосредоточенной в точке а0, ро).
Мы сейчас покажем, что решение для этого случая можно

получить сразу, заменяя в выражении основной функции
ф(Р, т) для кругового сегмента (§ 20) р на тт— р, ^ на

тт — -у и р0 на тт — р0.
Будем искать функцию ?(р, m), входящую в основную

формулу (17,7), в таком виде:

? (р, т) = К (р, //г, р0) + Л (ю) ch w (тт — р) cos (тт — р) +
-f ^И ch //г (тс — р) sin (тс — р) -f-
4- С (т) sh т (тс — р) cos (тт — р) +
+ D О) sh т (тс— р) sin (тс — р). (21,1)

"

со

1 Квадратуры типа Стке~~Лт cos /norf/n выполняются, если k—

целое число.
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Граничные условия (17,8) дают, если принять в (15,12)

Р'= Р2 = *:

Л = 0, В-\-тС = 0,

A ch w (тг—т) cos (тс-т)+ £ ch w(tc—T) sin (тс—f) ~f ]
-)- С sh /я (тс — -() cos (тс — "y) -f-

-f Z) sh m {ъ— i) sin (те — 7) = К (т, /я, Ро);

Л [/я sh/я (тс—f)cos(Tr—7) —сп/ю(тс—7) sin (тс—-[)] +

-|-£[/7Zsh т(тс— 7) sin (тс — 7)-J-

4- ch /и (тс — i) cos (tx— 7)] + > (21,2)

-f- С [я* ch /я (тс — f) cos (тс — 7) —

— sh /и (тс — 7) sin (tc — •()] -f-

-|- £> [w ch m (тс — 7) sin (тс — 7) -J-

-f- sh m (тс — 7) cos (тс — f)] =

= -*'(?. '"> Po)«

Заметим теперь, что функции /С(р, //г, Р0) и /С' (Р, /я, %)
можно преобразовать так:

К (р, /га, р0) = /я ch т (р — ро) sin ((3 — р0) —
— sh/ra((3— ро) cos(p— j30) = — /Atch /га [(тс —р)—

— (* — Ро)] sin [(тс-р)-(тг-р0)] + sh m [(тс-р) -

-(« —Po)]cos[(tc — Р)— (тс — р0)],
К' (Р, т, р0) = (ю»+ I) sh nt (p — ро) sin (P — р0) =

= (т* -f 1) sh /и [(тс — р) —
— (* —Po)]sin[(* —p)—(ic —p0>],

т. е.

(21,3)
К (р, т, ро) = -К (тс _ р, ,я, тс — р0),
/С'(Р, /л, Ро)= /С'(* — Р, /л, * — Ро).

С учетом. (21,3), система (21,2) превращается в точности

в систему (20,1) для случая кругового сегмента, если

ц последней заменить y на тс — у и р0 на тс — ро. Эти
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соображения в совокупности с (21,1) и доказывают

утверждение, высказанное в начале параграфа.
Таким образом, во всех формулах для кругового сегмента

(§ 20), где входит функция <р, нужно заменить (3 на * [5,
Т па я— *с и р0 на тг—ро, чтобы получить

соответствующие формулы для рассматриваемою случая полуплоскости
с выемкой в виде кругового сегмента.

Нас будут интересовать, главным образом, значения

изгибающего момента М в точке А (а — 0, (5 = f) при
различных положениях точки Q(0,y0) приложения силы (мы
принимаем, ради симметрии, <*0 = 0 1

— фиг. 28), что

в известной степени и характеризует влияние выемки на

напряжения.
Формула для изгибающего момента в точке А получится

из формулы (20,8) заменой (30 на тг—ро и ^ па к — у (везде
под знаком интеграла). Кроме того, в формуле (20,8) надо

еще изменить знак,2 после чего будем иметь:

о(Р».1)-^=(1+со»т)^Х
?msiiiYsh/7z(Y—ро)——.. ft

sh m (тс—7) sh m (тс_р0)
X Ьо ,

Sm

\ ^—2 dm- (21,4)/ч
J sh2 w (тс — 7) —/72 sin T
о

В качестве контроля положим здесь ^ = 0

(полуплоскость). Получаем:
оо

а (Ро, 0) = 2^ Г *'""(*-Р»> d/B =^\ . ^11%. = 1,vro •

a J shmiz l-j-cosp0 1—cosp0
6

как и должно быть.

Можно показать, что если точка Q приложения
силы Р стремится к контуру отверстия (точке Л), то

момент в точке А стремится к предельному значению Р/ти

1 При этом рассматриваемые значения изгибающего момента

будут максимальными.
2 В случае сегмента нормаль к дуговому краю совпадает

с осью р, а в случае выемки эта нормаль и ось р взаимно

противоположны.
•
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независимо от величины у. С другой стороны, можно разы-

екать предельное значение этого момента при (30 -* те, когда

точка Q приложения силы находится достаточно далеко от

края (теоретически бесконечно далеко), для чего нужно
в формуле (21,4) перейти к пределу при Р0-ж. Имеем:

1
lim a(P0, т)=-

cos7 Ит ^

slnPo
x

41

^т sin 7 sh /ft (7 — j30) —

X J
о

Po^nl + cos80

sin (7 — p0)
sin (3,

sh m (- — 7) sh m (тс — fr0)

sh2 /ft (тс — 7) — /ft2 sin2 7
tffm,

или

а (тс, Tf) = 2(1 +cos 7) X
00

v,
f /ft sin 7 di /n (t: — 7) -4- cos 7 sh /ft (~ — 7) 7 /o 1 сч'

9
,—tJ-r 5Ц-5— -mdm. (21,5;

J sh2 /ft (тс — 7) — w2 sin2 7
v

В табл. 10 приведены значения а (тс, ^)>
характеризующие отношение этого предельного момента к величине Pl^,
дающей значение максимального изгибающего момента на

краю полуплоскости без выемки.*

е

с (*. V)

0

1

7 4

2,42

V*

3,07

Таблица 10

ъи

3,57

1

3,999

Из рассмотрения этой таблицы видно, что с увеличением
отношения t/2R, т. е. с увеличением размера выемки,
предельный момент М(к, f) возрастает.

1 При 7 = т: значение с (тс, т?) полечитано по формуле (21,8).



^21] ВЛИЯНИЕ ЗАКРЕПЛЕННОЙ СЕГМЕНТНОЙ ВЫЕМКИ 107

Производились также расчеты коэффициента a (j50, ^) для

двух значений: ? = */3 и ^ = т, (фиг. 25).
Для случая т = 7:/о (полукруглая выемка, a = R) имеем

из (21,4):

с((30, ^
со

-In

0

//? sh m I --
W7C

—

?о J — ctg go sh -=- sh m (- —r^)

sh- —
rfw. (21,6)

/71-

Случай -[ =
~ (круговая выемка, касательная к краю

полуплоскости) требует перехода к пределу при -/ -> к в

формуле (21,4), причем а -* 0,

/?= ^ конеч-
sin 7

-
—

7

ная величина. При этом

следует учесть, что ,80 -> ~,

причем из соотношения

_vo
__

sin h
^

2

а 1 -f cos g0
"~

ъ — %

Q(0M

следует:

З'о x
tz — -in 2/?

После соответствующего пе*

рехода к пределу, вводя

новую переменную интегрирования
иметь: *

а=0

Фиг. 25.

0 = //г(- — ч)> будем

__
-Ис

СО

(?0> ~) - 2^ J О sh (Щ__
\у

10

2#8

V 2/?/ Vu

d6

sh-e — 62
• (21,7)

1 Производимые здесь операции можно было бы обосновать

математически строго.
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Результаты вычислений для обоих случаев сведены в табл. 11.

Таблица 11

_1'и/'#

з(30. *) !

О

1.57

I

3

1,95

1,93

4

2,26

2,5S

5

2,40

|
3,24

со !
!
i

3,07 |

3,999
i

1 1

У»
При -^_>оо переход к пределу дает предельное значе-

А

ние
со

(тт, ~) Г 6 ch 0 — sh 6
OtfO. 121,8)

Этот же результат получится, если в формуле (21,5)
перейти к пределу при -у -> -.

§ 22. Плита в виде кругового сегмента со свободно

опертым прямолинейным краем и закрепленной дугой

Рассмотрим плиту в виде кругового сегмента,

нагруженную сосредоточенной силой в точке (а0, (30), причем будем
считать прямолинейный край свободно опертым,

*
а дуговой

край — попрежнему заделанным.

Согласно (16,9), граничные условия такой задачи будут:

^1^0
= ^ ?=Y

dHgu) д (gu)
dV

Для основной функции 9(Р, т) имеем:

P = Y

0. (22,1)

3 = 0 !3 = W!
6 = 0

0. 122 2^

1 В дальнейшем для краткости вместо ..свободно опертый" будем
оворпгь „опертый",

' г
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Полагая

<р(р, от) = /С(р, ая, p0) + 4(w)ch/rapcosp +
+ £ (/я) ch mp sin p -(- C(m) sh mp cos p -f-

+ D(w)shmpsinp, (22,3)

будем для неизвестных функций А(т), В(т)г С{т) и D(m)
иметь такую систему уравнений:

Л = О, А (ая2 — 1) + ЪпВ = 0,

A ch Щ cos 7 -|- 5 ch гщ sin ^ -j- С sh 1щ cos 7 -4-

+ Dsh/^sin7 =—К(ъ т> Ро)>
Л (/и sh /т*ч cos f

— ch /я^ cos 7) -f- Z? (ая sh /wy sin f -|-

-)- ch A/t-f cos i)-\-C (m ch m-f cos -(— sh /wy sin f) -J-
4- Z) (/я ch wy sin 7 -f- sh iw\ cos 7) = — K' (7, /я, p0).

Отсюда имеем Л = /) = 0, а для В и С получаем систему

Z? ch ягу sin 7 + ^ sh я*т cos 7 =
— /С (y> w, p0),

5 (a/i sh Аяу sin ^ -)- ch A//7 cos 7) -f- C(m ch ая^ cos 7
—

— sh Аяу sin 7) = — К! (ъ m, Po)»

> (22,4)

(22,5)

определитель которой равен — -^ (sh 2/я-у — ая sin 2y).

Находя из (22,5) В и С, получим для основной

функции ф(р, ая):

?(Р, m) = ff(P, ая, р0) + |{[К(Т, **, р0)Х

X (/я ch /яу cos т
— sh А/гу sin 7) —/С' (у, т, р0) X

X sh /як cos 7] • ch аяР sin р -\- [К' (?, /я, р0) X I (22.Б)
X ch ая 7 sin ^

— К ("у, ая, р0) (ая sh m-\ sin -у +

-j- ch m -\ cos f)] sh /яр cos p},
А = sh 2ту — ая sin 2-у.

Решение этой же задачи можно было бы получить и

совершенно иным способом.
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Рассмотрим симметричную луночку, нагруженную двумя

сосредоточенными силами: -)-Р в точке (а0, р0) и —р

в точке (а0) — р0), фиг. 26.

Очевидно, что прогиб такой плиты будет нечетной

функцией переменной р, т. е. при (3 = О имеют место равенства:

д*и
п (22,7)

dg

шт.
\ Опора

v..

сс=<л0

yP(ft=№

Но (22,7) эквивалентно (22,1), так как ~ =0. Таким

образом, верхняя (равным образом и нижняя) половина

рассматриваемой симметричной
луночки находится в условиях
сегментной плиты,
нагруженной сосредоточенной силой Р
в точке (а0, р0), закрепленной
по дуговому краю и опертой
по прямолинейной части

контура.

Следовательно, основную

функцию ср(р, т) можно было

бы получить как разность

следующих двух функций:
основной функции для симметричной
луночки с закрепленным

контуром (§18) и функции,
полученной из последней заменой

Ро на —IV *~*е останавливаясь на нахождении прогибов,
переходим сразу к вычислению изгибающих моментов на

дуговой заделке.

Подсчитываем:

?"(т. «) = #"(?, т, р0)+|{[/С(т, /я, p0)(Mch//rrcos7~
— sh 1щ sin ч) — К' (т, яг, р0) sh /;г ^ cos f ] (w2 ch яг? sin 7 -f-
+ 2/и sh 4 cos 7 — ch 1Щ sin 7) + [(/<' (T, #», p0) ch m? sin T

—

— /C (?, w, po) (//* sh 1Щ sin 7 + ch m^ cos 7)] • (ж2 sh m"\ cos 7
—

— 2m ch /7*7 sin 4
— sh /;гу cos 7)} =

= |. w (m2 + !) [sin (T _ po) sh /я (т + po) _
— sin (y + p0) sh m (7 — p0)J,

Фиг. 26.
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после чего (17,И) дает:

М

Р

ch a -\- cos у Ч/

p= Y
тс (ch a0 -f cos |30)

ОЭ

^ J sh 2//ZY — wsIii2y ^

X cos //г (а — а0) dm. (22,8)

Как видно из (22,8), случаи -\ = тг/2 (полукруг) и -f = тг

(полуплоскость) являются интегрируемыми.

Случай ^ = ^ будет отдельно рассмотрен в § 24.

Обратимся к случаю «у = тг/2, т. е. к задаче об изгибе

полукруглой плиты с опертым диаметром и заделанной дугой.
Для случая равномерной нагрузки эта задача решена акад.

Б. Г. Галеркиным [20] с помощью полярных координат. Мы

же имеем нагрузку в виде сосредоточенной силы,
приложенной в произвольной точке плиты.

Формула (22,8) дает значение изгибающего момента на

заделке

со

м ch a cos р0

р»твя/2
я (ch а0 + cos р0) J gh

или, после применения П(27)

Г sh m{$0 , ч ,

J>Tcosw(a"ao)^

М

Р
— 1 Уо Ch a COS^Q (99 ОЛ

p= v= It/2

~~

*

"

R
#

Ch 2 (а - а0) + COS 2p0
• * '> '

В углах плиты (a = dzoo) момент равен нулю и вдоль

заделки он не меняет знака.

Если сила приложена в точке оси симметрии (а0 = 0),
то для максимального изгибающего момента, который имеет

место в точке а = 0, получается весьма простая формула:

* = -%*= i$=4 *g Pa/2. (22,10)

х-*-- при р0-> —, Как и должно быть при приближении

силы Р к точке ос = 0 (ср. стр. 97).



112 ТПГИВ ТОНКИХ ПЛИТ |гл. iv

Если, например, сила действует в центре плиты [Уо = £-\
то — ™™**== — -^0,159, в то время как для полностью

Р 2к

закрепленной полукруглой плиты соответствующее значение

изгибающего момента было 0,132 (см. табл. 8).
В табл. 12 приведены значения коэффициента х при

различных положениях точки приложения силы Р, получаемые
из (22,10) почти без вычислений.

Таблица 12
'

y«!R

У.

0

1
°

хи

0,0796
1

V2

0,159

8/4

0,239
•

1

0,318

На фиг. 27 изображена эпюра изгибающего момента на*

дуговой заделке при ~— /2.

Исследуя выражение (22,8) с помощью теоремы о выче-

0J59.
тах, нетрудно показать, что в углах
плиты М = 0 при ч <С я/2 и М = со

при ^ > тс/2 (см. стр. 81).
Аналогичное утверждение будет

справедливо и для перерезывающей
силы на заделке [см. ниже формулу
(22,19)].

Переходим к вычислению

перерезывающих сил в общем случае.
Перерезывающая сила па опертом краю дается

формулой.^,13). Подсчитываем:

Фиг. 27.

<р'(0, т) _ 2(т«+1)
[sh т (у — р0) sh гщ sin %

— msiiiYSinCf - ро) sh /;/.poJ,
о

?'"(0> т) = j {[2т ch 1Щ cos f -f- (1 — m2) sh ту sin fl X

X /C (t, m% p0) (1 4- m3) + [(1 —3m2) sh 1Щ cos ? -[
+ (w8—3w)ch/rtYSin7J/C,(T, '"> Po))-"
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Составляем сумму:

X [т cos if sin (f — (30) ch /яр0 — ch гщ sh w (T — p0) cos f)0},
после чего формула (17,13) дает:

PIа (э=о * (ch а0+ cos р0) A

чу/^ь,> 11 ч Г "* cOs If sin (1-М ch m Pq—ch m т sh m (?—gtl) cosp1K ,

X Ucn^-f-lJ j sh 2«i7 - m sin 2y
X

о

X cos m (a — <*0) dm -f- sh oc X
OO

Г sh m (y — Po) sh m y si" fa—w sin y sin (y~ p0) sh mp0
/^ J sll 2/tzy — w sin 2y ^

о

X sin /я (a — cr0) tfml . (22,11)

Проинтегрируем полученное выражение при y = ^/2
(полукруг):

_/V_
я//? р=о 7c(cha0 + cosp0) \ч ' 'J ттс

^

о sh-y-
X cos р0 cos /я (a — a0) dm -\- sh a X

Xj ^ sin(30sinm(a — a,0)dm —

chT
oo

л , Г m sh три л / \ j

2 sh a —г—— cos p0 sin /я (a — a0) dm,
о

или с учетом П (27), П (34) и П (20)
N

P/R
_Jo(cha + l)cos2p0 v

2 sh a sh (a — a0) — (ch a + 1) [ch (a — a0) + cos po]v
2 sn a sn (a

—

auJ
—

(СП afl) jCn (a
—

a0j -f cos ppj /ooio\
A

[Ch (a - au) - COS p0] • [(Ch a - a0) + COS p0P
' ^ ' }

8 Зек. 1002 Я. Уфляьа.
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Из этого выражения видно, что перерезывающая сила на

диаметре обращается в нуль в точке а = а*, причем

значение л* определяется уравнением:

2th£sh(** — a0)=ch(a* — a0)-f-cos^0. (22,13)

Посредине диаметра плиты, где а = 0, перерезывающая сила

имеет отрицательное значение:

-V- _j\) 4cos-30 1
Г99 4v

~~7rR—R
'

п

'

ch* cr0
- cos* ,30

' K*-^V

а в углах плиты (а = ±сс)—положительное значение:

щ
=

7?'—Г-е ' (22'lD)

Если а0 = 0 (сила приложена в точке оси симметрии
плиты), то посредине диаметра перерезывающая сила

достигает максимального отрицательного значения:

&п = P:R]
""

"
'!^.""s-™ , (22,16)

imax

а в углах — максимального положительного значения:

**=(&L-$-^ о*>7>

причем очевидно, что всегда |N"|max> Л^тах •

и v0 1Л л 4 \ ,
_ 9 . + 9

Например, при -■£ = ^t§- £0 = _j £0 = _. ^ £+ =_ *.

. Уравнение (22,13) для определения а* в случае «о^0
принимает вид:

а-

4sh2 "— — ch а* =-^

или

COSp0,

а*
sh V = =tcos^-. (22,18)

Например, при -^ = 1 sh-£ = :+-.-JL
, а отсюда—=

.

th
2
~—

3
'
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Чтобы получить значение перерезывающей силы на
дуговой заделке, составим: у

Д<?"(?, /и) = 4/л(/я3+1) (shmTf[chwp0cos(T_p0)4-
-j- т sh т р0 sin (т — (30)] — cos Т [cos р0 sh т (т — р0) +

+ ''*sinp0chw(T_p0)]).
Теперь, согласно (17,12), получаем с учетом (22,8):

N

'Р/а
Cha + COS 7 f f

peT
=

Mch«„+cosl5 J !'2 (ch a + cos K) X
0

X [sh /w? (ch ///p0cos (T~P0)+m sh "' l3o -

X sin CT—Po)— cos T (cos p0 sh /// (T — po) -|

X

-hwisin p0 ch /я ft- p0)] -hsin 7 [sin (r~p0)X
Xsh mfr+p0)-sin(T +p0)sh/H(T—Po)]} X
y, cos /л (a — a0) d//z
X sh 2/«7 — m sin 27"

' (22,19)

Вычислим квадратуры для случая полукруглой плиты.

При этом выражение (22,19) переходит в такое:

N

PIR

ch a

{ch a sh '-^- (ch m po sin (30 -|
p=Y=ic/2 * (ch«o + cos Pu)

и

-\-m%\\ /wj30cos po) -j-cos (30 ch -^ sh /я p0 > X

N/
cos //z (a—a0) tf//z ch a

i
///тс ,

///7i
sh

-y-
ch
y

it(cho0+cosp0)

X {ch a sin j30
m °

cos m (oc— a0) dm
о ch-y

ОЭ

-j- cos f*0 /тс
cos /w ^ — a°) ^//г ~^

n Ch -^-o cl1
2

4- cos R, f — P-° cos m (y. — *0) rf/и J.

V »:
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Воспользовавшись теперь П(2б), П(23) и 11(27),
будем иметь

N \ у0 2 ch a cos2 p0
X

P//?|p=T=i R 7t[ch2(a —a0)+cos2p0)

x[a^j¥SnK+']- <*»>

Из этой формулы следует, что в углах плитых

перерезывающая сила равна нулю.

При ос0 = 0 максимальное значение перерезывающей силы

при a =0 будет:
2 + cos pQ _у0

*7ГP=Y=rc/2 TCCOS^
(22,21)

тт г,
13 Уо 1

Например, Кт = -тт- тс при -^ = -у-.

В табл. 13 приведены максимальные значения]
перерезывающих сил на диаметре и на дуге при различных^положе-

Таблица 13

0>057д%

0,Э5в£
Фиг. 28.

yolR

0

V*
V*
Зд
1

*5"

сю

1,12
0,358

0,0790
0

Kt

0

0,0620
0,0573
0,0183

0 |

0

0,259
0,690
1,96
СО J

ниях точки приложения силы Я, действующей по оси

симметрии плиты.

На фиг. 28 построена эпюра перерезывающей силы на

опертом диаметре и на дуговой заделке при ^- = -^-.

1 Имеется в виду подход к углам вдоль дуговой заделки, в то

время как в формуле (22,15) подход к углам осуществлялся вдоль

диаметра.
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§ 23. Плита в виде полуплоскости с опертым краем,
содержащая закрепленную сегментную выемку

Пусть теперь рассматриваемая плита представляет собой

полуплоскость с опертым краем, содержащим закрепленную
сегментную выемку.

Рассуждениями, совершенно аналогичными проведенным
в § 21, можно показать, что решение для этого случая

получится из решения предыдущего параграфа для сегмента

с опертым диаметром и закрепленной дугой путем замены (3
на тг — Р, t на тт — т и р0 на ic— р0.

Так, например, формула (22,8) дает для изгибающего
момента на дуговой заделке выражение:

М_\ =

ch а + cos y .,

P|p= Y л (ch а0 + COS Ро)
А

со

Г sin (т—Ро) sh т (1 + Ро) — sin (т + Ро) sh т (у — р0) v
AJ sh 2т (п — т) + sin 2y A

о

X cos яг (ос— a0)dm. (23,1)

В случае полукруглой выемки из (22,9) следует:

М_
Р

2 Уо СП a COS2 p0
|p=Y=rc/2 я

"

/?
"

Ch 2 (а — а0) -f- COS 2 jJ0
* ^ ' '

Это выражение по виду совпадает с (22,9), однако здесь

тг/2 < р0 < тс, тогда как в (22,9) было 0 < р0 < тс/2.
Формула (23,2) позволяет исследовать влияние

заделанной полукруглой выемки на напряжения в полуплоскости
с опертым краем, нагруженной сосредоточенной силой.

При а0 = 0 (сила приложена в точке оси симметрии плиты)
максимальный изгибающий момент достигается в точке а = О

и дается простым соотношением:

Если сила Р движется по оси у {а^у0 < оо), то величина

Мтах/Р/тс растет от 1 до оо.

Последний результат можно объяснить так: если сила

приложена бесконечно далеко от края полуплоскости, то

она создает бесконечно большой изгибающий момент othq-
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сительно края, который при конечной длине заделки может

уравновеситься лишь в том случае, если момент на единицу

длины заделки будет бесконечно велик.

§ 24. Изгиб полуплоскости при смешанных граничных

условиях

В § 20 нами было получено решение задачи об изгибе

плиты в виде полуплоскости с закрепленным краем, причем
было отмечено, что это задача разрешима и в прямоугольных

координатах.
Разработанная в §§ 22—23 методика позволяет

рассчитывать напряжения в плите, имеющей форму полуплоскости и

нагруженной сосредоточенной силой, причем часть края

полуплоскости может быть закрепленной, а часть — опертой.
В прямоугольных координатах такие задачи решить не удается.

Рассмотрим первый случай (фиг. 29), когда отрезок края
полуплоскости длины 2а оперт, а остальная часть края—
закреплена.

Основная функция у($, т) для этого случая получится
из общего решения для сегментной плиты с опертым
прямолинейным краем и заделанным дуговым краем (§ 22) при f = ir.

Не останавливаясь на вычислении прогибов, переходим
к изгибающим моментам.
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Для "изгибающего момента на заделке сразу имеем из

(22,8) при ч^тг:1
СО

м (ch a — 1) sin p0 | ch т\So

^
о

или, применяя П(22),

Р
_У0 ch a — 1

P= 7t
а к

cos-^ ch —^—2
ch (a — a0) -\- COS §0 (24,1)

Отсюда видно, в точках „стыка" (a = ztco) изгибающий
момент терпит бесконечный разрыв—при подходе к этим

точкам со стороны опоры момент равен нулю, а при
подходе к этим же точкам со стороны заделки он бесконечно

растет, причем при изменении а от оо до 0 (соответственно от

— со до 0) момент на заделке монотонно убывает от оодоО.

Для перерезывающей силы на опоре ((3 = 0) получаем
из (22,11) при f = 7c:

со

N 2(cha + l)

Я/а|р==0 Ti(cha0+cosp0) {(cha-f-1) [/flsin|30cli/wp0-{-
0

i . / n \ n i COS m (a — a0) ,

-f ch miz sh m (it — p0) cos L30] —- 9
dm —

CO

~~ Sh a J sh2mn
Sm ^° ( _ °'

=

OO

2(cha + l) ((cha+1) Г81пр0 \'!^bCQSm{ )dm+
it (ch a0 + cos p0) \v T ' \_ roJ sh2mn °

OO

+ ^os?0j^^cos,n(a-ao)dm]-
OO

?sh«sin Po/ sjLralM sin m (a -ao) *"}'
1 Знак в формуле (22,8) должен быть изменен на

противоположный, так как при р = * оси л: и а направлены взаимно протнво
Сложно,



120 ИЗГИБ ТОНКИХ ПЛИТ [гл. IV

или окончательно, с учетом П(33), П(16) и П(25):

/V

Pja ? = о

ch а 4-1 А>
а

ch jcos-^
2тс

ch-
ос — а

И—гпОГ»
t-X

,4

2ch~2
ch

а — а

2
£-fcos h

2
™

2

ch — -}-sh -^-sh
Of,

. (24,2)

Можно показать, что перерезывающая сила на опоре не

меняет знака.

Из (24,2) видно, что при ос —=Lco перерезывающая сила

бесконечно велика.

Минимальное значение перерезывающей силы на опоре

при а0 = 0 (симметричный изгиб) будет в точке а = 0, т. е.

в начале координат

iX
mm

Pja

1 У cos-|°
р = о я а 1 -J- cos

Ро
* (24,3)

Вычислим перерезывающую силу на заделке (|3 = тс), полагая

у=тг в формуле (24,19). Имеем:

со

ТУ 2 (ch a — I)2 Г

^J [sh//iir(/7ish//ip0sinp0 —
1з = * 7c(cha0 + cos
v

О

— ch т$0 cos p0) + cos [30 sh w (тг — p0) -f-
. • о i / о 4lCOS//2(a — a0) ,

+ m sin p0 ch /;t (тг — p0)] sh ^;m dw

Применяя П(17) и П(16), получим окончательно:

I
_

J'o (ch a — I)2
.

sin2p(
a 2т:

sin2 ftp (24 4)
[Ch (a — a0) + COS ftJ2

' V ' '

Отсюда видно, что при a = rt oo перерезывающая сила

имеет конечное значение:

_Л/_
'Р\а 2тс a

' '•' (24,5,1
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Можно показать, что вдоль заделки перерезывающая сила по

абсолютной величине монотонно убывает от значения (24,5)
до нуля.

Таким образом, перерезывающая сила в точках „стыка"

терпит бесконечный разрыв: при приближении к этим точкам

со стороны опоры перерезывающая сила бесконечно велика,
а при приближении к ним со стороны заделки она имеет

конечное значение.

На фиг. 29 для случая симметричного изгиба (а0 = 0)
изображены эпюры изгибающих моментов и перерезывающих

сил на краю полуплоскости при
а

1.

а

Фиг. 30.

Второй случай (фиг. 30), когда отрезок |.v|<^a —

закреплен, а остальная часть края полуплоскости
— оперта,

получается из первого случая заменой р на тг — J3, f на тг — f
и р0 на it — р0.1

Изгибающий момент на заделке получаем из (24,1):

Р
р-о

. , ,
sin -^ ch —fr-2

Уъ ch а + 1
^

2 2

а п ch (а — а0) — cos р0
(24,6)

1 Можно, разумеется, лолагать j = 0 в формулах § 23,
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Формула (24,6) показывает, что в точках „стыка" (а == =tco)
изгибающий момент терпит бесконечный разрыв того же

характера, что и в первом случае.

Однако вдоль заделки изгибающий момент может меняться

не монотонно. В самом деле, дифференцируя (24,6) по а и

приравнивая производную нулю (для простоты полагаем а0= 0),
находим, кроме максимума в точке а = О, еще минимум
в точке

cha* = 3cosp0+ 2, (24,7)

так что, при изменении ос от 0 до ± со, момент на заделке

сначала убывает от значения

1 Уо 1

я а
• Ро (24,8)

sin

до минимального значения в точке а = а::, а затем уже
монотонно возрастает до бесконечности.х

М
При р0->0 -^

—

,
как и должно быть, ибо при

приближении точки приложения силы к заделке мы

находимся как бы вблизи закрепленного края полуплоскости.

Выражения для перерезывающих сил получаются из (24,2)
и (24,4). На опоре:

N

Р\а
3'0 Ch а — 1

и
а

• Роch
5

sin f
в= к

X

а

*hi

7t

ch«?L=p_sin,&
X

ch
а а0 . • Ро
— + Sin

ri

— ch Ц ~\- sh ^r sh
а 0L(

2 ' ""'

2

Ha заделке:

=
J\) (cha + l)

ip=0 a 2rc [ch(a — a0)— cos Ы

(24,9)

P\a

sin2 p(
о • (24,10)

1 Точка a* существует лишь при cosp0>- 5" . В противном
О

случае момент вдоль заделки меняется монотонно,



§ 25] луночная плита под равномерной нагрузкой 123

Из этих формул следует, что в точках „стыка" (a — ztoo)
перерезывающие силы терпят бесконечный разрыв того же

характера, что и в первом случае.
Вдоль опоры перерезывающая сила по абсолютной

величине монотонно убывает от бесконечности до нуля. Можно
показать, что на заделке перерезывающая сила не меняет знака,
монотонно убывая по абсолютной величине от значения при
я = 0 (принято а0 = 0)

-*/«Lp-.-«'"5-Ctg 2 (24,П)

до значения

-^L,a=±co=ifsi"a?o. (24,12)

получаемого из (24,5) при <х0 = 0.

На фиг. 30 построены эпюры изгибающих моментов и

перерезывающих сил при — = 1 и а0 = 0.

§ 25. Луночная плита под равномерной нагрузкой

В § 17 была получена функция Грина для задачи об

изгибе луночной плиты, так что интегрированием по

области действия нагрузки можно получить решение для

луночной плиты под произвольной нагрузкой.
Однако, для простейших случаев нагрузки удобнее сразу

подбирать частное решение неоднородного бигармонического

уравнения (15,4). Так мы и поступим для случая нагрузки

q{at $) = q = const, т. е. для нагрузки, равномерно
распределенной по всей площади плиты.

Ищем решение в виде:

оо

(25,1)о

/ (р, т) = А (т) ch юр cosp+i5 (m) ch m$ sin р +

+ С (т) sh Attp cos р -f- D (m) sh m p sin p,

ибо в случае равномерной нагрузки прогиб будет четной

функцией переменной а.
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Функцию и]: выбираем следующим образом:

Легко проверить, что выражение (25,2) удовлетворяет бигар-
моническому уравнению с правой частью

ДV* = £ . (25,3)

Для этого достаточно выразить а* в прямоугольных
координатах, а именно

откуда и следует справедливость (25,3).
Перепишем (25,1) так:

оо

SU - IF [cha + cosP
+ .f / (P> И> C°S ma Н" (25'4)

6

Чтобы удовлетворить граничным условиям на закрепленных
краях

(gu)\9=9=i?u)\^=dJ^l\ «ЭД. .=0, (25,5)
P = Pl ЭД

разложим функцию —г—— ^ в интеграл Фурье, пользуясь

П(16). Получим:
оо

СП а + COS p
=

-г-а и cos та dm. (25,6)
Sin P J Sh /7271

\ > '

о

Подставив (25,6) в (25,4), будем иметь:

оо

*и =ъ![щщ^+/{?, m)]cosm*dw. (25,7)

I
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Теперь, чтобы удовлетворить (25,5), надо потребовать
выполнения условий:

2sh m$i
/(Р,.«)+ .,; г":: .„.=»>sin fa � sh mn

д1
е-р,

Г а / 2 sh mp \1
=()

|_ ^р \sin p sh /nic/Jp==p- I

} (/=1,2). (25,8)

Это дает следующую систему уравнений для

величин А, £, С, D:

A ch /np< cos р, + Б ch m% sin ^ -f С sh /яр< cos р, +

+ D sh mp< sin p< = — ф (//г, p,),

д О sh mp< cos p< — ch mp< sin p<) -f

-f- Б (w sh mpc sin p< -j- ch w^ cos p4«) -j-

4- С (/л ch m p< cos p< — sh m$4 sin p,) -f-

+ D (m ch /яр, sin p, + sh /яр, cos рг) = — </ (m, p,),

*(m' P) = sin p shmic
»

(25,9)

У («, P) =
2 mchmpsinp— sh mp cos p

sh ттс sin2 p

He решая систему (25,9) в общем виде, рассмотрим два

частных случая.
1°. Симметричная луночка с закрепленным

контуром. Ввиду симметрии решения по переменной р,
задаемся сразу таким видом функции /(Р, т)\

/(р, w) = i4(w)ch/»pcosp + ^(/»)sh/itpsinp. (25,10)

Для определения величин А и В имеем систему:

A ch гщ cos y + ^ sh m\ sin 7 =
■— ф (яг, 7) = — ф, )

Л (w sh /ttf cos •(
— ch гщ sin 7) -)- |

-\-B(jn ch /wf sin f-f~sn m T cos Т)= —Ф' (m, t)=—ф'- )

Определитель этой системы равен

А = sh mr[ ch гщ -j- //г sin у cos 7.

(25,11)
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Для Л и В имеем:

А. А = Y sh 1Щ sin «г
— 6 (/л ch //zy sin 7 + sn »ncos T) =

. cos y sh? m*{
sin y sh //m

'

А. в = '!> (m sh пц cos y — ch my. sin y.) — <j/ ch ///y cos y) =

2

sin2Y sh mn
cos2y, sh 2w|— —

после чего получаем окончательное выражение для

функции /(р, //г):
2

/(8, //г) = —«—г—shwflsinQ—' vn ' sin2 Ysh /wu
' '

_

2 Uctg y ch /»B cos 8 ^1+ 2ctg2 4 sh /яр sin p sJ^l]
или

/(p, w) = r-r-?-—!shwpsinp +y Vl ' ; sin2 Y sh wtci
г г ■

~r~T tsn2 Щsm ^T ch w,3cosp-fcos2ysh 2//*y,sh//*psin p]}. (25,12)

Теперь проведенный прогиб, согласно (25,7), дается

формулой:
оо

qc£ fsin2Y — sin2 В f sh//гВ ,

и =
о ( и I оч \ —• о . о—- т—- cos //га dm —
8(ch а-[-cos p) ( sin p sin2 y J sh trm

0

00

+
2cos y j

sln^Y J (Sin ? Sh ,ЛК ch /,гР C0S P
6

+ cos t ch и-, sh mp sin B)sh'"V°s ота rfml,
или, согласно П(16):

и =
9fl4 / _L sin2 y —sin2 p 1

8(cha + cosp)\ 2
*

sin2Y ch a -|- cos p
ОЭ

~~ ITn^1 I ^Sin T Sh m<Y Ch mP C0S P +
0

+ cos y ch m-{ sh ///3 sin 3) shm? cos madm \ (25 13)" sh ///тс (sh 2mY +'/л sin 2? /'
v '
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Для случая круга (y = тг/2) получаем:

qa* 1 — sin2 ^
U

16 (ch a -f cos р)2'

или после преобразований

■-Й['-Я-
что совпадает с известным решением в полярных
координатах для круглой плиты под равномерной нагрузкой (см.,
например, [21]> стр. 511).

Прогиб и0 в центре плиты (а = J3 = 0) будет

оо

qa* j 1 . . | sh2 ту dm |
"°—Тб\Т TJ sh/im(sh2/wTH-/nsin2T) )

t25'14)
о

Чтобы получить изгибающий момент на краю по

формуле (16,4), продифференцируем функцию gu, даваемую

(25,13), дважды по переменной J3 и положим {*=?. Получим:

qa1 f cha cos2y + cos yJ ch a cos 2 y + cos y \

\ (ch a -f- cos y)2 •"

CO

-)-8cos7 [/7i ch nv\ sh 1Щ sin ycos y +
о

-|- ch2 /;t*f cos2 ^ — sh2//^1'11* Tl X

X u ^^/^cosmarfm \(chft + C0ST), (2515)A
sh /итс (sh 2/«y + "* sin 2*D J

/И 1
Для случая круга (^ = тг/2) (25,15) дает х = —

"^^у
и не зависит от ос, как и должно быть.
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2°. Полукруглая плита с закрепленным

копту р о м. Полагая в (25,9) ^=0, р2 = тг 2, получим систему:

Л=ИшФКр)=--|^:, S+mC=-limf (/я,р)=0, (25,16)

5ch-^+Z)sh^ = -1>(/^ ти/2) = 1—, (25,17)

— ЛсЬ + м£ sh — С sh
-J- +

—

-f-m^sn -2

+ wD ch ^ = - f (/я, тг/2) = —
m

sh
/7ZTt (25,18)

Отсюда Л = — 2т1$\\тъу С — — В/т; для В и D имеем:

В
ТП'

D = 2

m* (\ -f ch^ -^— sh2
mu

Д • sh wk

A=sh2
mn

/я2,

(25,19)

после чего функция /(p, //г) может быть записана так:

/ (Р. гп) = — 7ТГ^; (sh /яр sin р + яг ch wp cos р) +sh mn

1 f
+ -т- w (sh /яр cos p — /я ch /яб sin P) +

+ w*cth-^.sh/»psinpl.
Теперь, согласно (25,7),

(25,20)

oo

qR* } 2 cos* p f sh mpu ==
ifi^v, Г| ^« q\ i

"

".^r/ I T "K
cos ma dm—

lb (en a-f cos p) { sin p J sh mn/
oo

2 cos P J ^h^~ cos m« dm +
0

oo

+/[«(sh /np cos p —m ch /яр sin p) -f-

+ m» cth Z£ sh« p sin p] £2^!L° rf,„ 1,
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или с учетом П (16) и П(17):

129

оо

и =
qR*

16(cha-f-cos p)

/И7Г

sh /wp cos ,3 — m sin p fch //zp -f-

-f- sh /яр ctli
-2

m cos /wa

J
sh2 -^ m2

dm __

cos ft sin2 ft 1

(cha-f-COSP)2|
* (25'21)

Pu 1

Прогиб в центре плиты, где a = 0 и tg — = -^ Mg ру = __Л
,

дается выражением:

оо

tffl=^ I [з sh /яр—4/л (ch mp+sh wp • cth
/H7t M rf/JZ

sh-
-^

//^

откуда

w0^ 0,0204 ?#4.

Для нахождения изгибающего момента на диаметре составим

m2-f-1
/" (0, i») = 2т \^- cth ^-^±± 1,у v ' ' (_ Д 2 sh mn J

'

после чего (16,4) и (25,4) дают

М (=o=if (спа-ыф/
ОО о

,,
/И*

m^ cth——

cos то. dm—

CO

«У

О

т (т2 -f-1)
sh /итс

cos wa ^+с¥Т7--мУ2Г
или с помощью П (52) и П(17):

qR* |р=о
~

__Cha.fl Г Г m3clh-_-
J

l
— cos men dm—

8

oo

0 sh2
-j-
— m2

Ch a 4~ 1 J .(25,22)

9 3juc. 1002. Я. Уфлянд.
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Максимальный изгибающий момент будет в точке ос = 0:

Мmax

(]W р= о

2_
8

со „

,.
тп

г /. т3 сил —тг-

dm

о sh- DV

— -J] , (25,23)

откуда

Мт„ ж 0,0733 q&.

Чтобы получить значение изгибающего момента на

дуговой заделке, составим:

/"(т. '») =
/и2 4- 1 2 0 , /ли

!
г "7 сп "о- »

, пгк Л 2 '

Cll ——

после чего из (16,4) и ^25,4) будем иметь:

со

- м
$=ф

= 3* с
16 •[/ (ш24 l)cos та

ch
/ип

flf/Л—

/и2 cth
/W7C

2 2
2 I

д
cos та dm -|—гу

или с помощью П (24) и П (35)

М_ | __ ch_a Г _2_
со „

,
//ZTt

/» /Я2 СП —=г-

о sh4
~2

//г2

cos та dm]. (25,24)

Максимальный изгибающий момент будет в точке а = 0:

Мmах

^2 Р = t/-! -i[«-
/« /м2 сп -тт—

sh4 — т-

dm], (25,25)

откуда
— Ж

шах 0,0588^.
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§ 26. Некоторые случаи изгиба плиты, имеющей форму
половины круговой луночки

рассмотрим плиту, имеющую форму половины круговой
луночки (фиг. 31), т. е. ограниченную координатными
линиями Р = Р1 > Р = р2 и координатной линией а = 0.

Если искать решение задачи в виде

оо

'«(а, Р) = //(Р, т) sin та dm, (26,1)g'

то на прямолинейном крае а = 0 будут иметь место равенства

gll = 0, (26,2)

в точности совпадающие с условиями (16,9) для свободно

опертого прямолинейного края.

Применяя к (26,1) все рассуждения § 17, можно

получить решение задачи об изгибе рассматриваемой плиты,

сосредоточенной в точке (ог0, ро), силой Р в форме:

»(«,Р) = ^.,. ■1^в X

X

тс ch o0 -f- cos (30

1

ch oc-{-cosp J

oo

?^ , „
sin /ял0 sin mot dm,

m (m2-{- 1)
u

?(P, m) = Ktf, m, $0)-\-A(m)chm$cos$+-
+ Л (w) ch wp sin p -f С (ш) sh wp cos p +

-f-Z)(m)shmpsinp J

U26,3)

^
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Последнее выражение для приведенного прогиба и можно

преобразовать еще к виду:

и = и_ — и+,
<х>

__

Аг2 1 Г у (р, /д)
^

а±
~~~

~2те
*

(cha0+cosp0)(cho + cosp)J го (го* + 1)
^

X cos т (а -±: a0) dm J

(26,4)

Из рассмотрения (26,4) видно, что решение задачи об

изгибе плиты в виде половины луночки с опертым

прямолинейным краем и закрепленными дуговыми краями получается
как разность двух решений, первое из которых совпадает

с решением для полной луночки, а второе получается из

него заменой параметра a — a0 на a-[-ao*
Таким образом, имея решение для какой-либо полной

луночки, можно сразу писать решение для половины луночки,

причем прямолинейный край последней считается опертым.1
Заметим, что этот же результат можно получить и иным

рассуждением.

Представим себе луночку, нагруженную двумя
сосредоточенными силами: -\-Р в точке (а0, р0) и —Р в точке

(ао> — Ро)' (Фиг- 31). Тогда прогиб будет нечетной функцией
переменной ос, и при а = 0 будут иметь место условия (26,2),
соответствующие опертому прямолинейному краю.

2 Решение

1 Можно было бы, конечно, вместо sin та взять в (26,1)
cos та, что соответствует горизонтальной касательной и отсутствию
перерезывающих сил на кромке a = 0, но этот случай не имеет

практического значения. Получить же решение для закрепленного
края a = 0 таким способом не удается —трудности здесь совершенно
аналогичны затруднениям, возникающим при попытках точного
решения задачи об изгибе прямоугольной пластины с закрепленным
контуром.

2 Собственно из нечетности функции и (а) следуют равенства:

и =

0*1Г

«=о д*2
= 0.

я = 0

Но последние равносильны условиям (26,2), ибо
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же получается наложением двух решений: от силы -\-Р
в точке К> Ро) и от силы —р в точке ( — «о. Ро)> что и

дает в точности (26,4).
рассмотрим несколько приложений

полученного результата.
1°. Плита в виде четверти круга

с опертыми радиусами и

закрепленной дугой (фиг. 32).
Решение этой задачи сразу получается

из формул § 22 при y = */2.
Приводим значение изгибающего момента на дуговой

заделке, получающееся из формулы (22,9):

М 2 _у0 и о
—~ =— •

~ ch a cos2
тс Ро[-

1

СП 2 (а — a0)+cos2P0
1

Ch 2 (a -j- a0) -f- COS 2р0 ]
или

М Уо ch a cos2 р0 sh 2a sh 2a0
тс R fch2(a—a0)-{-cos 2р0] • [ch2(a-f-a0)4-cos 2p0]

. (26,5)

При а = 0 и а == сю, т. е. в углах плиты, изгибающий
момент равен нулю.

Если сила Р приложена в точке оси симметрии плиты —

биссектрисы центрального угла сектора, уравнение которой
х = у или

sh a = sin p, (26,6)

то максимальный изгибающий момент будет в точке Л, где

sha = l (cha= }/"~2):
М.max cos2p0sh2a0J^ У±

тс

'

R
"

(3ch2a0+cos2f30)2—8sh22«0'
(26,7)

причем числа сс0 и р0 связаны зависимостью sha0 = sin|30.
Для случая силы, приложенной в центре плиты С, для

определения (30 имеем уравнение:

Ь 2 sin Ро 2 sin p(

R У 2 chaa + cospo У1 + sin2 fc + УI — s|n*P0'
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9 Y 2

решая которое, получаем sin (30 = -—у
. Для максимальною

изгибающего момента из (2(3,7) получаем
— Жтах^О,1б5Р.

2°. П л и т а в в и д е четверти к р у.

га с з а крепленной дугой и од н и м

закреп л е п и ы м, а друг и м опер т ы м

р ад и усом (фиг. 33).
В этом случае решение получается сразу

из формул § 20 при f = тт/2.
Изгибающий момент на закрепленном

радиусе, согласно (20,5), дается выражением:Фиг. 33.

со

м

р р = о R

2(cha + l)
7Т

— т z\g

J [sh^shw^ —p0) —

P0 sh mp ~| sin ma sin ma
-° dm, (26,8)

m-

а изгибающий момент на дуговой заделке, согласно (20,7),
выражается формулой:

сх>

м

р :^=r^S№Shm^n-
71

— т sli ml
Ту Р0

sin та sin wa0

sh2
~9~

dm. (26,9)
— m-

3'. Указанным способом можно из результатов § 21, 23,
24 получить решение задачи изгиба сосредоточенной силой

плит, изображенных на фиг. 34, 35, 36, 37 и представляющих
собой четверть плоскости при различного рода смешанных

граничных условиях. Изгибающие моменты и перерезывающие
силы для случаев, изображенных па фиг. 35— 37, даются
в замкнутой форме, а для случая, изображенного на фиг. 34, ~-

в виде определенных интегралов.
В заключение гл. IV сделаем следующее замечание. Мы

видели на целом ряде примеров, что задачи изгиба
полукруглых плит или плит в виде полуплоскости с полукруглой выем-

имеют существенное различие в их решении в зависи-кой



§ 26] ПЛИТА В ВИДЕ ПОЛОВИНЫ ЛУНОЧКИ 135

мости от того — закреплена или оперта прямолинейная часть

контура, а именно: в случае закрепления решение дается

в виде определенных интегралов, в то время как в случае

Упора?,"

Фиг. 34. Фиг. 35.

опертого прямолинейного края решение дается в замкнутой
форме. Нам хотелось провести здесь аналогию с теорией
изгиба прямоугольных плит, ибо там имеет место сходное

Заделка Опора

Фиг. 36.

Опора Заделка

Фиг. 37.

обстоятельство: случай опертых краев допускает точное

решение, а в случае четырех закрепленных краев приходится

прибегать к различным искусственным приемам (см.
например, [22]).



ГЛАВА V

ИЗГИБ ЭКСЦЕНТРИЧЕСКИХ КОЛЕЦ

§ 27. Общее решение задачи об изгибе эксцентрического
кольца с закрепленным контуром

Пусть контур упругой тонкой плиты ограничен двумя

эксцентрическими окружностями (фиг. 38),

Фиг. 38.

В биполярных координатах уравнения этих окружностей
будут

а = а, и <х = а
'•2 (О <«! <<*2<Н-°°)-

Введем, как в (15,3), приведенный изгиб и (а, р),
удовлетворяющий уравнению:

АН = q (ос, р),
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или уравнению:

!? 2^+£--2£+»#+1]<*.>-[доА ' да*д[Ул д$* дс

= tf(a,p). (27,1)

В соответствии с (3,3), ищем и (а, Р) в виде

периодической функции переменной р(— тс<р<-(~'ге):
со

§■" = 2 [/?, («) cos яр +/* (а) sin я?]. (27,2)
П= О

Подставляя (27,2) в (27,1), получим:

со

н= 0

+ )2]х
X/»(«)sin«pj =^

\ _ 4(0,1) (273)

Разложим функцию q (а, p)/g"3 в тригонометрический ряд

со

я (<*,?)№ = 2 b£(«)cosflp+/£(a)sinrtp],
м= 0

(27,4)/£ («) = т J ^cos яр dp,

/>£ (а) = 1 /^sin яр dp.
—'Я

Тогда из (27,3) получим для /п (ос) х обыкновенное
дифференциальное уравнение:

[иг-2 («*+ !) £+ (»2- 1)" ]/»<«) = />„ («)• (27,5)

1 Под /п (а) подразумеваем f°n (а) или /* (а). Аналогично надо

понимать функцию рАа),
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Общий интеграл этого неоднородного уравнения ищем в виде

суммы общего интеграла Fn (а) соответствующего

однородного уравнения и частного решения Фп (а) неоднородного

уравнения, т. е. полагаем

/n(«) = ^n(«) + *n(«)- (27,6)

Общий интеграл однородного уравнения на основании

(3,5) берем в форме:

Fn(a)=^Anch(n+l)a + Buch(n—\)a +

+ Cnsh(n-\-l)a + Dnsh(n—l)a (я>2),

F0 (а) = Л0 ch а -\- В0 а ch а -\- С0 sh а -\- С0 а sh а,

F! (а) = A j ch 2 а + В1 + С1 sh 2 а + /^а.

(27,7)

Частное решение неоднородного уравнения (27,5) находим

методом вариаций произвольных постоянных.

Считая Ат B1V Cn и Dn функциями ос, будем иметь:

Л; (а) ch (я + 1) а + Б; (а) ch (я — 1) а + )

+ ^(«)sh(« + l)a + ^(«)sh(/i —1)а = 0э

Л;4(а)(л+1)8Ь(/1+1)а + 5;(а)Х
Х(я — 1) sh(/z — l)oc+C;»(/z + l)X

X ch (я + 1) a -f D; (а) (я — 1) ch (я — 1) а = 0,

<(а)(«+1)2сЬ(я+1)а+Б;(а)(/г-1)2Х [(27,8)
X ch (/г — 1) а + С; (а) (/г -f 1 )2 sh (я + 1) а +

+^ («К* — l)2sh(n— 1)а = 0,

Ап(") («+l)3sh (я+ 1) а+В;8(а) (л-1)8Х
X sh (/г-1) а+с; (а) (я+1)3Сп (л+ 1) ос -f

+ Dn(*)(n—l)*ch(n — l)*=pn(a).

Решая эту систему, найдем А'п, В'п, С'п и £>^, а затем

интегрированием и сами функции А^ В^ С„\ D,"
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Опуская выкладки, приводим окончательное выражение для

Фп(я) при я>2:
-Л.

Фп ^ = 4/i(J-TT) J #n К 0 Рп (0 ^,

У (27,9)

#Л К 0 ^ (« — О sh (//+1) (* — О —

— (/i-|-l)sh(/z— 1) (ос — /). J

При п = О и /г = 1 частные решения уравнения (27,5)
записываются так:

а

фо («) = 4 J ^о К О А> (0 ^.

а

(27,10)
АГ0(о(, *) = (<* — ^)ch(« — /)— sh(a — t), l

а

*i(«)=-{-/m«,0Pi(O<«.
a

/CA (a, /) = 4- sh 2 (a — 0 — (« — 0-

Здесь a — произвольное число в промежутке (ас1, а2).
Коэффициенты Ani Bn, Cn, Dn (для индексов ens) должны

определяться четырьмя граничными условиями: по два на

каждой из окружностей a = ai и a = a2.
Решение в общем виде удается дать лишь для случая

закрепленных краев. При этом граничные условия будут:

и = и\ =
.

dw

a = a,

да

да
= 0. (27,11)

« = a,

Этим условиям можно удовлетворить, полагая

/»(«i)=/»(«s) =^
a= a,

<5a
= 0. (27,12)

« = ot2

1 Здесь учтен коэффициент -^, на который следует умножить

величину pi (a) в (27,4).
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Система (27,12) служит для определения восьми

стных постоянных Д£, Всп> . . ., D8n.
В развернутом виде при я>2 эта система имеет

Ап ch (я + 1) *!+£„ ch (/2 — l)«i +

+ C„sh(/*-f 1) осх + Dnsh (я — 1) «! =
— ФПЫ>

Лп ch (я -\- 1) а2 + Ям сп ("—*) а2 +

+ Сп sh (я + 1) аа + Dn sh (я—1)02 = — Фп (а2),

(/i + l)i4ftsh(/i+l)a1+(«—1)Х
Х^5Ь(я-1)а1+ (я-|-1)СпХ

X ch (я+1) «!-|-(я — 1) Dn ch (я-1) «j =
— Фп К),

(я+1)Лп8Ь(я + 1)а2-)-(я-1)Х

X £„sh (я— 1)а9+(л+ 1) Cnch X

Здесь

неизве-

вид:

(27,13)

а

Ф; (ос) = ^ Ф, (а) = 4д (J_ 1} ]УЯ (а, 0 рц (О Л,

= (я2—1) [ch(/2+l)(a —0 —ch (я— 1)(а —/)].

Определитель системы (27,13) будет:
D = 4 [я2 sh2 £ — sh2 /z£], £ == а2

—

ах,

откуда видно, что соответствующие ряды, вообще
не суммируются в конечном виде.1

Приводим формулы для коэффициентов Ап, Вп,
получаемых в результате решения системы (27,13):

(27,14)

(27,15)

говоря,

С D

»»=7f. *»=■#• С« = т?' A*=4f. (27-16)

1 Исключение представляет случай а2 = °°> когда внутренняя
окружность переходит в точку (см. § 29 и 31).
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П
X. = Фп (*l) Д«1 — фпЮ Д«2 +

' Фп(а1)До1 — Фп(«а) А«2,

Д«1 =k«i

Да2 =

Д«1

Д«2

А, =

ди =

дьа =

дм =

(л— l)2sh(/z-(- l)a2sh (л— 1)5 +

+ (я2 — 1) [ch (л + 1) у.х
— ch (я + 1) а2 X

Xch(/z —1)5],

(я— l)2sh (я + 1) ^sh (я— 1) 5 —

— (я2— 1) [ch (л+ 1) а9
— ch (л + 1) ах X

X ch (я—1)5],
= — (я + 1) ch (я + l)a2sh (я—1)5 —

— (я—1) [sh^ + l)^—sh (/г + 1) а2Х

Х<±(я—1)5],
= — (/г+ 1) ch (я+ 1) ajsh (я— 1) 5 +

+ (я + 1) [sh (я + 1) «2 —sh (я+ 1) а, X

ХсЬ(/г—1)5].
— Фл (al) ДМ + *п К) Д62 —

— Фп Oi) Дм + Фп (а3) дьз,
— (я + I)2 sh (я — 1) а2 sh (я + 1) 5 —

— (я2 — 1) [ch (я — 1) aL — ch (я — 1) а2 X

ХсЬ(л+1)5],

-(//+ l)2sh(/z — l)«1sh(«+l)5 +
+ (я2 _ 1) [ch (я — 1) а2

— ch (я — 1) ах X

Хсп(я + 1)5],

(я— 1)сЬ(/г— l)a2sh (лг + 1)S +

+ (я+1) [sh(«—1) а2
— sh (я— 1)а2Х

ch(/i+l)5],

(27,17)

(27,18)

X

д„ = (я — 1) ch (я — 1) ах sh (я + 1) £ —

— (я+1) [sh(n — 1)а2 —эЬ(я—1)а2Х

Xch(«+1)5]. J
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\

Д01 =

Д —

Дс1

К,

д., =

Adi =

Л,*2 =

Дл1 =

Д,*.» =

+ ф'4 («О Aci — Фи Ы Дг.2,

_ (л _ 1)2 ch (я -[- 1) а2 sh (я — 1) $ —

— (я2— 1) [sh (я -|- 1) ал
— sh (я -f 1) а2Х

Xch(/i—1)6],
— (я — I)2 ch (я + 1) «J sh (я — 1) $ +

4- (я9— 1) [sh (я+ 1)а2 — sh (я + 1)в1 X

Xch(« —1)S],

= (я + 1) sh (я + 1) а2 sh (я -1)6 4-

+ (я— 1) [ch (я+1)а1 —с11(я + 1)а2Х

Xch (/z—l)4,

= (я 4-1) sh (я 4~ 1) а, sh (я — 1) 6 —

— (я + 1) [ch (я 4- 1) а3
— ch (я 4~ 1) «i X

Xch(/z— i)q. J

— Ф,7, (ах) Д^ 4- Фп Ы Длг,

(я 4- I)2 ch (я — 1) а2 sh (я + 1) 6 +

4 ('*2 — 1) [sh (я — 1) at
— sh (я — 1) ое2 X

Xch(/i4-l)*L
(я-|-Л2с11(я _l)alSh (я 4- 1)5 —

— (я2 — 1) [sh (я — 1) «2
- sh (я — 1) о^ X

Хс11(л4-1НЬ
— (я — 1) sh (я — 1) а2 sh (я -j- 1) ? —

— (я 4- 1) [ch (я — 1) а{
_ ch (я — 1) а2 X

Xch(/i4-l)E|,
— (и— 1) sh (я — 1) ai sh (я 4- 1) 6 4~
4- (п + 1) [ch (я — 1) а2

— ch (я — 1) «j X

Xch(/i4-l)S]. J

Г (27,19)

} (27,20)
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\ (27,21)

Выпишем еще соответствующие системы при // = 0 и п = 1

А0 ch «i + #0ai ch ai + Q) sh ai +

+ D0a1sha1 = — cl30(ai),
Л0 ch a.2 -f- B0«2 ch a2 -\~ C0 sh a2 -J-

+ D0a,sha, = —Ф0(ос2),
Аз sh «! + #o (ch <*i + ai sh ai) +

+ Q ch ai + A) (sh ai + «i ch «,) = — Фо (оч),

Л0 sh a2 + £0 (ch a2 -f- oc2 sh a2) -|-

-|- C0 ch *2 -f- D0 (sh or2 -j- <x2 ch a2) == — Фо (a,).

Определитель системы: Z)0 — sh2; — £2.

Ai ch 2a, + 5, + Cx sh 2^ + Dia1 = — ф1 («Д

/I, ch 2a2 -f ^ -\~ Cl sh 2a2 -f D{a2 = — Ф1 (a2),

2^1sh2a1 + 2C1cIi2«1 + £)1= —Ф^аО, } (27,22)

2^j sh 2a2 -f 2C2 ch 2a2 + П1 = — Ф[ (a2).
Определитель системы: Z)i = 2sh£[sh£— S ch ^]

Приводим значения величин Aal, Aa2, ..., ка2, входящих

в формулы (27,16)—(27,20), для особых случаев я —О

и п = 1.

а) я = 0.

Afli = Kchai —

— sh a2 ch ?) $ -j-

-f(a2cha2—

— sh cr2)sh 5;

Aai = а1 sh a2sh ? —

— $o(2sh a.;

A«2 = (*icha2—

— sh 04 ch £) S ~j-
-f- (ai ch at

—

— sh a,) sh S;

Д,,? = a2 sh a, sh $ —

— Eo^ sh a2;

»ai

ДЬ1 = ch a2 sh ? -J- $ ch a,; Д^2 = ch a1 sh I -f ? ch a2;

Дм = sh aa sh S — 5 sh «jj Д^ = sh ax sh £ — $ sh a2;

(27,23)
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Дс1=( — «2shal +

+ chaach&)£ +

+ (ch a2
—

Or2Sh a2)sl1^

Aci = — «iCh a2sh^4~

+ 5aach«1;

Adl = — sh a2 ch £ —

— £sha,;

Д^ —— ch a2sh$-(~

-f-£cha,;

6) n = l.

A^i-^a,— ch2a8);

Aai = -4"(sh2a9
—

— sh 2(Хй —

— 2$ch2«2);

AM = (sh&—2aachS)sh$;

дия{(2«!-
— 2ot2ch2$+sh2&);

Aci = -2 (sh2oca—sh2a,);
/ 1

Aci='4-(ch2a1 —

— ch 2a2-(-

-f 2Uh2ot2);

Adl = sh2S;

Adi = sh2 6;

Ac2

Дс2:

Дсй

Ada

s

Д«9 :

ДаЗ =

дьэ =

Д&2 =

Ac2 =

Дс2 =

Ad2 =

Д<*2 =

= ( — (^811012 +

+ chc(1chO$ +

+ (ch a,
—

— a1 sh ot1) sh £;

= — a2 ch a, sh £ -{-

+ &a1chaa; |
= — sha,sh£—
— ?shaa;

= — ch a, sh £-f-

+ Schaa. J

1 \
=

y (ch 2a, — ch 2a2);

= T(sh2a2—

— sh 2a, — 1
— 2$ch2a,); |

= — (sh$ +

H- 2a, ch 6) sh g;

= |(~2a2 +
+ 2a,ch2&-fsh2&);j

= 7j"(sh 2a2— sh 2a,);|
= | (ch 2a, - J
— ch2a2-f
+ 2£sh2a,);

= sh2E;

= — sh2£. J

(27,23)

J (27,24)
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Способом, развитым и § 16, можно показать, что

изгибающий момент на закрепленной линии а — ai; — const будет:

— аМ = (cli ос* + cos p) Г-^г. (gu)] . (27,25)

Формула (27,25) будет служить нам для расчета

изгибающих моментов.1

Выведем граничные условия для прямолинейного опертого

края (а = 0 — ось ov). Ha прямолинейном опертом краю

и= -г-* = 0. Но так как

dg
да а = 0

то условие -=г-а = 0 можно записать так:

д2

и мы имеем, таким образом, на опертом краю а = 0

следующие граничные условия:

d"-(gu)
gu «=о

=

сЬ2 а = 0

= 0. (27,26)

Эти граничные условия будут использованы в §§ 33—34.

В ближайших §§ 28— 32 мы будем иметь дело исключительно

с закрепленными краями.

§ 28. Эксцентрическое кольцо под равномерной
нагрузкой

Для случая равномерной нагрузки, отступая от общего

метода, данного в предыдущем параграфе, воспользуемся
сразу следующим частным решением уравнения (27,1 ):2

go(g'P) = l6(chf+cosP)«- <28'1)

3 Знак минус годен для внешней окружности (а = ах); для

внутренней окружности (а = а*) в формуле (27,25) слева надо брать
знак плюс.

2 См. (25,2).

10 Зак. 1002. Я. Уфлянд.
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Добавляя общий интеграл соответствующею однородного
уравнения, запишем решение задачи в таком виде:*

да*
U (*' г) — i6(ch a + cos p) [ch а + cos р "г

ОО

-f 2]2^n(«)cos«p], (28,2)
n= 0

?п (°0 = ^n ch (я + 1) а + Вп ch (я — 1) а -[-
+ C„sh(/i+l)a + Z)nsh(/i—1)а, (я > 2)

¥о (°0 = ^о сп а + &оа ch a -j- C0 sh a + D0a sh a,

?i (ос) = Ах ch 2а -(- В1 -{- С\ sh 2a -j- D^.

Воспользовавшись разложением:

} (28,3)

Sha
ОО

ch a -f- cos p
= 2["5 + 2( — 1)Пе""асо5/г13]' (28,4)

rc = l

можно (28,2) привести еще к виду:

ОО

" (*> Р> = 8(cha9+cos^) 2 '*» ^ + *»(«)•'
п—о (28,5)

М«) = (—1)гг
е-па

Sha
' +о («) = 2ih^

Считая контур плиты закрепленным, получим для

определения постоянных Ап, ВпУ Сп* Dn систему (27,13) при

я>2 и системы (27,21)— (27,22) при я = 0 и я = 1

причем в правые части этих систем вместо функций Фп(а)
и Фп(а) надо подставлять функции фп(<*) и un(a), где

е-па.
ф„(в) = (_1)»+1^?_(Я8Ьа + сЬ«),

.' , v cha
Ф» («) = - 21Р"а

• (28,6)

1 Четность no (5 обеспечивается видом области и характером
нагрузки.
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Ряды, через которые выражается приведенный прогиб и ('/, (£),
имеют весьма сложный вид; поэтому, не останавливаясь на

нахождении прогибов, переходим сразу к вычислению

изгибающих моментов на контуре плиты по формуле (27,25).
Из (28,2) имеем:

да* М

sh2 а — 1 — ch а cos fi
(Cll а -J- COS [i):i

+
OO

+ 2 ^ ?« (a) COS «pi ,

(28,7)?;(а) = (n+iy [Anch (л+l) «+Cwsh(/i+ l)a]+ }
+ (« — l)a[£nch(/i — 1) oc+Z)n sh(/z — l)a],

cpo (a) = A0 ch « -[- £0 (2 sh a -j- a ch oc) -j- C0 sh a-|-

-j- D0 (2 ch a -|- a sh a),

<pj (a) = 4Лj ch 2a + 4C2 sh 2a.

Если подставить постоянные An, Bn, Cn, Dn из (27,16)—

(27,20), (27,23) — (27,24) в выражение для <p,'i(a) при a == a^
то получим:

О'Ъ («,) = Ф„(а,) ((я + I)2 [Д„, ch (я + 1) «, +

H-Aelsh^+1)«,] —(я —1)«[ДисЬ(я—1)о,+

+ Д„811(я-1)а1]}+Фп(о<2){-(я+1)2Х

X[Ae2ch(n+l)a1 + Ac2sh(«+l)o(1] +

+ (л—1)«[ДисЬ(я— 1)^ + Ad2sh(« — 1)«,)} +

+ Ф'п («,) {(я + I)2 [Д^ ch (я + 1) в, +

+ Д^8Н(л+1)«,1— (я— 1)2[ДЙсЬ(я— 1)в,+

+ Д«sh (я — 1) *,]} + Ф;(а2){ —(я+1)8Х

X (ДазсЬ (я+ 1) «, + A^sh (я+ 1) а,] +

+ (я — 1)«[Д^ ch (л— 1) <*, + A^sh (я—1) «,]>,

10*
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или после преобразований:

— 1М4(*2)>
Xn=-4(^—l)[/22sh2H-

+ shV,],)

jxn=8/i(/za— 1) sh $ sh n£,

X,' =4n[sh 2n\ — л sh 2?],

^у'г = 8я [л sh £ ch #S — ch £ sh л?], J

Xo = sh*5H-6a, lx0=-2SshS,

Xi = 2S — sh 2\\ no = 2 [sh \ — \ ch \\,

X1==-2sh2e, lx1==2sh2E,

xi = Uh2e— ysh2$,

1 (л > 2)

\ (28,8)

^ = - sh2S —$, 5= a2
—

av

Точно таким же образом можно получить значение у» (ос2):

£>Чп К) = РпФ» К)+ М*п (*а) +

1*Ж(«1) + *»Ф«(«9)- (28,9)
Имея выражения <ря (ос1) и <р./г (ос2), получаем из (27,25):

eT6(chai + cosP)[—(EiTST
— ch 04 cos p
+ cos p)3 +

CO

2 2?»(ai)C0S/iN»
«=o

M2(p) = + M(a2>|3) =

= ^(cha2+ cosp)[s-1,2a2-1-cha2COSp(Ch a2 -f COS P)3 +

VI " 1
+ 22]?4a2)COS^}

?*= 0

i (28,Ю)
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Благодари наличию экспоненциальных членов *J*n (*<) и

^'nXai)i рядь'э входящие в формулу (28,10), сходятся довольно

быстро.
Принимая во внимание равенство а== ris\\o.i^ можем

формулы (28,10) для изгибающих моментов на контуре плиты

записать еще так2

*< ([•) = jo
sh2c^—1—cha^cos p

> (28,M)
(di a,i 4-COS p)3

oo

74 = 0

(/=1,2; знак плюс при /=1, знак минус при 1 = 2).

Коэффициенты х: (0), х2 (0), Xj (it) и х3(тс), характеризующие
изгибающие моменты в точках А{$, Л{'$, А(1К\ А® (фиг. 38),
даются формулами:

"lOO-i^chaj+ljsh»*^
sh2 «i — 1 — ell aj

(Cha!-|-1)8 +
CO

*a(0)=li(cli«a+l)sh'»e1[.
74=0

sh2 o2— 1 — ch a2

(cha3+l)3
CO

+ 2 2?»" («»)].

+

} (28,12)

1 Г
•i (TC) == jg(ch aA — 1) sh9 a2 I

74 = 0

'sh2aj— 1 -f~ ch aj

(Chaj—1)3
Г"

oo

+ 22(-i)V,(«i)],
M=0

1 Cm. (1,7).
2 Во всех расчетах изгибающие моменты относим к вели

мине цг\.
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• ч 1 / . 1 to Tsh2a«>—1 + Ch a2 I

"'2 О) = Тб (С|1 «2- 1) sh» «1 [ (ch «,-!)'
Ь

СО

+ 2 2(-1)',?я(«а)
?i=:0

[гл. v

(28,12)

Вычисление коэффициентов хДО) и уч-(тг) производилось
для двух значений отношения т1/г2 = 4 и г1/г2= 10,*
причем было принято

а2 = 2ar (28,13)

Это условие соответствует тому, что внутренняя окружность
(а = а2) проходит через центр внешней окружности (ос = осх),

(фиг. 39). В самом деле, при
этих условиях имеем

соотношение dt = d2 -J- r2.
Воспользовавшись

формулами (1,7) и (1,8),
получаем cth а1==сШ a2-j- 1/sh a2,
или cth <*! = cth a2/2, откуда
и следует справедливость
(28,13). Кроме того, в

рассматриваемом случае rxjr2 =
= sh a2/shax = 2ch a1? что

можно записать в виде

соотношений:

о(^ос{

Фиг. 39. cha1== -я-, fa >rjr2. (28,14)

При нашем расчете, следовательно, ch ах = 2 и chaL = 5.

Результаты вычислений сведены в табл. 14 (цифры без

скобок) и сравнены с соответствующими значениями (цифры '

в скобках) для закрепленного концентрического кольца.
Решение задачи изгиба для последнего случая получается
в полярных координатах (и = и(г))у и окончательные

формулы для коэффициентов у (не зависящих от полярного угла)
В первом случае в рядах удерживалось шесть членов, а во

втором достаточно было ограничиться двумя членами ряда.
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имеют вид:

Afi 1/ (> , /г2

*'=Й
=

Гб1а+ -Г(3 —Л2 —2А*)+

/И, 1 / 3 . И2 — 1 Г„ ,

, „

\ (28,15)

Полученные
результаты показывают, что

при передвижении

внутреннего отверстии от

центрального положения

к краю, изгибающие

моменты возрастают в

точках |3 = тс („широкая"
часть эксцентрического

кольца) и убывают в

точках р = 0 („узкая"
часть).

§ 29. Равномерно
нагруженная круглая
плита с закрепленной
внутренней точкой

Исследуем теперь
предельный случай а2 = со,

соответствующий
равномерно нагруженной
круглой плите с

закрепленным краем,

содержащей закрепленную точку

(фиг. 40).

Таблица 14

X

*i W

*2 (*)

*2 (0)

Н (0)

£ = 4

0,0637
(0,0520)

0.128
(0,0823)

0,0280
(0,0823)

0,0199
(0,0520)

/г=10 1

0,0710
(0,0559) 1
0,187 1

(0,145)

0,124 1
(0,145)

0,0530 1
(0,0559)

Фиг. 40.

Полагая а,
= ^и переходя в (27,16) —(27,20) к пределу
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при я2-»оо, получим при п ^2:

Нт Ы**)= Пт ^(«2) = °i lim ^в—!Ц± <;-<.i-8)Yj
a2-> оэ а2->со а2-> oo ^

lim ^ = _ i-e-^-sh, lim ^= Цщ^=0;
a8 -^ O0

D *
a2 -> со <z2 -> со

Hm ^ = _1±1е-С-1)т,

lim ^=_i-e-(»-»)T, lim ^ = lim ^= 0;

a2 -> _o

Д', 1
ч А,.., д'9

lim ^ = -.e-(»»-8)Y> lim ^= Hm -^ = 0;
G!2 -» CO

U Z
0Cv-> CO

U
a, -> CO

^

lim ^1 =
« + 1в-(»-1)г,

lim -^.--е-^-1^, lim -^ = lim -~ = 0.
a. -> 00

^
a* -> со

^
a., -> со

^

С учетом полученных соотношений имеем после выкладок:

»„(«)=,(—l)»sh (а —2Т) |^7 , (й>2) (29,1)

причем, как показывает непосредственная проверка,
полученное равенство справедливо и для случая /г=1.

При п = 0 имеем из (27,23):

Пт ^ = (т_1)*тг,
(79-> OO b'Q

lim -4=ev,
ос2-> со Z/0

lim ^- = (l_T)er,
a2 -> 00 l^o

hm 7X= — e'i,
uz -> со ^0

lim ^f = lim ^?=...= lim^f=0,
Dl

lim
a2-> со

lim
«, -> CO

lim
«2 -> <*>

lim
a.^-> 00

Да1

*M

0:
^1
^4*

£>o

V
o;'

=

——.

_—

•[0

*Y

Y;

•

>

*\e

e(\
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или, после преобразований

?о(а) =
е-а

2 sha y

Подсчитаем сумму ряда

[а — ^
— ct $h тЬ (29,2)

а) (X)

? = S ?»(«) cos яр =sl' (°~2y) 2 ( - • )"е_да cos "P-
VA=1 «=1

Применяя (28,4), получаем:

sh а

а = —. S- 1а — 2'0
2 sir27 Vcli а-|-cos р

1 . (29,3)

Теперь но формуле (28,2) получаем приведенный прогиб:

« К Р) = щЖ"а + cos6) [cliо + cosp
+ 2'fo^а^ +

оо

0sh(a — 2y) V / ч q12
~Sh^T 2j ?»(a) cos ^PJ

« = i

или

2 v ; ' 2 ch а + cos p J '

fi> = a/sh f. J

(29,4)

Таким образом, в этом случае решение дается в конечном

виде.

Изгибающий момент на контуре, согласно (27,25), будет:

Х<Р)=^Н =-5П—*-i(ch? + cosp)]. (29,5)

При f -> оо (закрепленная точка стремится к центру круга)
'/({З)-*1/^, как и должно быть, ибо для круглой плиты

с закрепленным центром решение в полярных координатах
имеет вид:

M(R) 1

'|==ж(гЯ —^a+ 2/?9ig7) и * =
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При v -> 0 (л -> О, /? — конечен) x(ir) -»
-g-,

как и должно

быть, так как в этом случае закрепленная точка попадает
г Т

на контур плиты. Решение будет и = щ(№—г2)2их = ,/8 .

§ 30. Изгиб эксцентрического кольца сосредоточенной
силой *

Пусть внешняя нагрузка q(a, (3), действующая на плиту
в виде эксцентрического кольца, представляет собой силу Р,
сосредоточенную в точке (<х0, р0).
Нагрузка q(a, p) будет:

(Pg2/4e2 при а0
— s < а < а0+ г,

</(«, Р)= р0 —e<p<p0+ 8, (30,1)
[ 0 при прочих а и J3,

причем s -> 0.

Для коэффициентов /^ (а) и />* (а) [см. (27,4)] будем
иметь:

sia я р0Р , ч Я# cos я 60
/?п («) = ЙП

" Л(«)=Й2т:е ch а -f- COS p0
(30,2)

2тгесИ а+ COS f0
'

при а0_8<а<а0+е;

/?«(а)=^(а) = 0 при прочих а.

Частные решения Ф£(а) и Ф* (а) неоднородного уравнения

(27,5) в этом случае будут (при а ^> а0) :2

ф« fa4) =
Яд cos /gPo

.
7^ (а. «о)

"v ;
4яя(я2—1)

*

cha0-[-cosfV

ф*(а\=
Яа Sin Яр0 /См (а, ас)

'iV ;
4*я(я2 — 1) #chac-|-cosp0

Фс Га> = — .
К» ^g> а°) <Т>* г'art — О

фс («)=-??. ^ (а" а^)
СОо 8

Ф?(«)=^. ^^.-?р) sinp0.14 4т; ch ог(| -f cos р0 го

(»>2),

I (30,3)

по

1 Эта задача была решена И. В. Кудрявцевым [*] способом,
^сколько отличающимся от нашего.

_

2 В (27,9) и (27,10) выбираем a = аг.
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(30,4)

При я ^ у.0 все частные решения суть тождественные нули.
Таким образом, приведенный прогиб в этом случае дается

окончательной формулой:
Ра2 1 If

Я (*, Р) = 4F
'

Chao + COSPo
*

Ch« + COSJ? (*<>^+ '* ^ X
СО

X cos (р -130) + 2^£L cos я (р - р0)}.
<?«(a) = Kn (a> ao) +Л ch (л + 1) a +

+ Я„сп(л — i)a + cnsh(/i+l)aH-

4-A*sh(/i—l)a,

?o (a) = Ko (a> ao) + Ao ch a + ^o* ch a

C0sh a-|-Z)0o< sh a,

(30,5)

«J (a) = Kx (a, a0) + Лх ch 2z-{-Bi -f C2 sh 2a -f-

причем в равенствах (30,5) и им подобных первые члены

справа [Кп («, а0)] суть тождественные нули при а ^ а0, что

в дальнейшем оговариваться не будет.
При закрепленных краях коэффициенты АП9 Вп, СПУ Dn

даются формулами (27,16)—(27,20), (27,23)— (27,24), если

вместо функций Фп(ос2) и Ф?г(а2) подставить /C/4(a, а0) и

Кп(<*, «о^ а вместО $w(al) и $n(ai) Нули.
Решение такой задачи дает функцию Грина для изгиба

эксцентрического кольца с закрепленным контуром.
Общее решение задачи, ввиду его громоздкости, мы здесь

приводить не будем, х а обратимся сразу к предельному
случаю а2 = со.

§ 31. Круглая плита, содержащая закрепленную точку

и нагруженная сосредоточенной силой

Как уже указывалось в § 29, при a2=soo внутреннее

отверстие стягивается в точку, и мы имеем дело с круглой
плитой, содержащей закрепленную точку.

1 Даже в случае концентрического кольца оно имеет

достаточно сложный вид. См., например, [23].
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Если край плиты при этом закреплен, то, заменяя

в (27,16) — (27,20), (27,23) —(27,24) Фп (<х9) и Фп (а2) на

Кп(а2, ао) и Кп{*2> Ч) н полагая Фп (а{) = ФД04) = О,

ползучим в пределе при а2—^ со (ах = -[):

lim
«2->СО L

/2 — 1

У^КУ . AflX(g2»flo)
D ~* пD

^Y-о) [(/|+ 1} /о_^6-«о-(^~1)Т J

11111

ог.->оэ

Ам*» (аа> "о^ . Д42^,.(а8'а«)

lim
а8-> оо l

ДС2*П К> ^ I ^Х» <а2' ао)
D D

"— 1 ,,«(27-«о)
2

а0—(и—1)у
с
- М('*+1)«в —/V~"e~l,'~~*''L

lim
а»-> со

bd2Kn (а2> ^ , ^dXn (а2. а0^
D £>

_

П-\- 1 лм(2у— а0)
2

-
-^- е~-

-

[(/г — 1) в""' —^+в#-(',+ 1)т
].

(31,1)

(31,2)

Здесь введены обозначения:

£п = (п -{- 1) ch (/г+ 1) Т+ (/г— 1) sh (я-f 1) Ъ
Л« = (/г+ 1) sh (/г — 1) т -J- (я — 1) ch (/г — 1) Т,

/;w= (/г— 1) ch (/г-j-1) т+ (л+ 1) sh (/z-|- 1) т,

<7» = (л— 1) sh (л — 1) т+ (л 4- 1) ch (л — 1) Y-

После вычисления постоянных Лп, £я, CnnDn, получим для

функции ои(а) при я>2 выражение:

?п («) = /С» (а, а0) — i- c«(2y-«o) {е-»т [(л—1) X
X (gn ch (я -| -1) а —Рп sh (л -[- 1) «) ^-а«4-
4- ("4~ 1) (/*„ ch (я— 1) ос — qnsh (я-1) а)] —
— (л2 _ 1) е-яя |-в«о-«4~ е~(й<>-«)] J, (31,3)
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Проделывая аналогичные выкладки для случаев//. = 0 и

//= 1, получим:

?о(«) = с~*° ((Т —а) К+ 1 —Т) е»т-« +

+ ^"а sh Т (а—а0 + 1) + sh а (1 -f- а0
— а)},

-{-е-2*о[1— ch2(f —а)]}. J

Выражение (31,3) для ©n(a) при a<a0 можно привести
к удобному для суммирования виду:

(рп(а) = е-"а»{ (я2—1) ch (a0 — a) e11 (*'(—*) —

+ у(я+ 1)^° [в(я-1)« —/zeC-1)^-»)] } . (31,5)

Вычисляя сумму

оо

2 И (/12-1) ?« W
C°S П (Р — Ро)

И= 2

при помощи соотношения

00

Je-.wE2^=^[*_|g2 —lg(cha-f cos^l, (31,6)

подставляя ее в (30,4) и учитывая еще (31,4), после выкладок

получим для приведенного прогиба круглой плиты с

закрепленным краем, содержащей закрепленную точку и

нагруженной сосредоточенной силой Р в точке (а0, (30), выражение:

и (а, 8) =— . 1- -

= | 4- fch (а—ос0)—
4т: cha0^-cosp0 ch а-4-cos ft

ch (а — о0) — cos (р — Ро)
+cos (р — р0)] lg —a--j__ _ 2^ _ со§ (р __ ^

+ («—т)ch (а—ао) + е-<в + в«) X

(Т^ос)(ао-Т+1)^+1(а-а0)(^т-^)]}. (31,7)X
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Непосредственной проверкой можно

же выражение получится при а > я0.

Для прогиба под силой получим:

покачать, что чакос

и = tt (а0, ро) =

Яд2
^ _

4тг
'

(ch a0 + COS Ро)
azu_-[i-(«0-T + i)^(v-«o)]. (3i,8)

Если сила приложена в точке оси симметрии плиты

(например, в точке Мк линии ф = ±к (фиг. 40), то прогиб под

силой дается формулой:
1

Ра*

»(v)=J'(iS)!l1-^+1)^,-")l. (31-9)
)

Если же сила приложена в точке М0 ((30 = 0), то

" («о. 0) = Р-§ • (chu;^J1)2 П - («о —f + 1) *gfT—>]• (31Д0)

Подсчитаем изгибающие моменты на контуре плиты.

Дифференцируя (31,7) дважды по переменной а и

применяя (27,25), будем иметь:

__ЛЩ__ 1 ch у +cos ft j sh2(«0—7) ,

Я 2ti
*

ch a0 + cos p0 ( ch К— t) — cos (p — p0) "i

+ («o —T)^-e»+ sh(T —«o)|- (31.П)

При P0 = 7г моменты в точках Лг и А0 будут:

М{п)

М(0)

= 1. glLX—! { sh»(a0-7) I

Ро=тс 2ix Cha0— 1 I ch(a0 — T) — 1 "Г

+К—T)^-a° + sh(T —«о)}»
^l.chjj^lj shM«o-7) ,

P0=rt 2тг cha0— i I ch (a0 — 7) + 1 ~T~

+ K— 7) ^~a»+ sh (T — a0)} .

(31,12)

мулпйВн TrKOi? ВИАе эта/Ф°Рмула, по существу, совпадает с формулои Н. В. Кудрявцева (см. [*], формула 14).
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При ро = 0 моменты в тех же точках таковы:

Ро=0 2тг Ch а0 Ц- 1 I ch (а0 ~ -() -f- 1 •

+ К —T)^-ao-fshCT —а0)),

Ш

Af (тс)

М(0)
Ро =

= 1 chT + l | sh2(«o —у) ,

о 2тс ch а0 -f- И ch («0— y) — 1 '

> (31,13)

Фиг. 41.

+ («о — Т) <<~l~a° + sh (Т — а0) ).
§ 32. Влияние закрепленного

круглого отверстия на

напряжения в изогнутой
полуплоскости с закрепленным краем

Если считать а{ = 0, то

рассматриваемое эксцентрическое
кольцо вырождается в

полуплоскость с круглым отверстием, на

обводе которого я=а2 = со,

нагруженную сосредоточенной силой Р

в точке (а0, (30) — фиг. 41.

Постоянные Ап, Вп, Сп и Dn
получаются при этом из формул
(27,16)—(27,20), (27,23)—(27,24)
при а{ = 0, а2 = со и

соответствующей заменой функций Фп и Ф^ на Кп и Кп (см. стр. 155).
Приводим окончательное выражение для функции <p»(°0>

входящей в основную формулу (30,4):

?п («) = Кп (а, а0) +w [Kn (со, а0) Нп (а)

+ АГ„ (оо, а0)О„(а)],
н« («) = ?^гг [^ К °)к» (а> °) —

—/£(«,0)K„(a,0J,
0„ (а)= -ji—^^a,, 0)ДГ„(а,0)—АГ„(«. 0)^ (а, 0)],

<(а, 0 =^^= («»- 1) [(л+1) X

Xsh (я + 1) (а — 0— (я — 1) sh (я — 1) (а —t)],

Д, = 4 («9sh2(o — sh*»»].

(32,1)
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Ряды, дающие прогиб такой плиты, весьма сложны.

Поэтому перейдем сразу к вычислению изгибающих моментов,
для чего воспользуемся формулами (28,8) — (28,9), где надо

положить:

«! = (), С/.г со,

Фл(а1) = Ф«(а1) =°>

^(a2) = /Cn(o), ct0).

Таким образом, на прямолинейном краю

оо

+ ^
у;(0)

Jj л(Л«— 1)
П= 2

COS я (Р - Ро)] .
(32,2)

' '

А*?п(°) = РпКп («>» ао) — Р»#м К ао)>

а на контуре отверстия:

лл
Р ch о) + cos р Г "

х ч
,

"
, ч , 0 о \ i 1Ж- =S Cll«, + C08ft, Р (*) + ^ <"> C°S W-Po) +

ОО

+ 1 Й^^Т)
cos л (Р - Po)J •

«=2

A»<Pn (w) = КпК а0) • £>и + ХЛ* К ао) +

+ Ам/Сп (со, а0). J

Вводя обозначения: 1

(32,3)

(32,4)

1 Момент мы относим к максимальному моменту на краю
полуплоскости без отверстия, равному Pjn [см. (20,13)].
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после выкладок имеем:

со

*о (W
— *

ch «о + cos |% -J On
V1 °

Vi = 0

} (32,5)

J

/^ = // sh /za0 sli to sh (a0— со) —

— sh a0 sli Лео sh // (со — a()) (я > 2),

p0 =
i- [ш (a0 — со) sh a0 -j- a0 sh со sh (со — a0)|,

D0 = sh2 со — со2,

p. = 1 {sh со [sh (со — a0) ch (со — a0) —

— (со — a0)] — sh2 (со — a0) (sh со сh со — со)},

£) = sh со (sh со — со ch со).

с»

ch <o + cos p Y Q"
Гпч п (в Й 1

n= 0

QM = // sh я (со — a0) sh со sh a0
—

— sh (со — a0) sh /ш sh ш0,

Q0 = — [(со — a0) sh со sh a0
—

aQco sh (со — a0)],

Qj = — [sh2 со (sh a0 ch a0
— a0) —

— sh2 a0 (sh со ch со — со)].

Если сила Р приложена по линии (3 = 0, т. е. ро=0, то

максимальный изгибающий момент имеет место в точках Л
и В ((3 = 0) соответственно.

Расчеты коэффициентов х0 (0) и х^ (0) производились по

формулам:

(32,6)

*о(0) =
8

ОО оо

Ch au+ l Sfe. -.<°)=4^ISt,.№'>
n = 0 n = 0

причем было принято b = 2R (т. е. chco = 2), а сила Р
считалась приложенной в точках Л1э Ла, Ла (a0=<x a.» аа),
делящих отрезок АВ на четыре равные части.

IJ Зак. 1002. М. Уфлянл.
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Результаты вычислений представлены табл. 15, 1
из

рассмотрения которой можно сделать вывод, что изгибающие

„ ^ ,_
моменты на контуре во

Таблица 15s
всех случаях меньше, чем

изгибающий момент на

краю полуплоскости без

отверстия.
Выведем еще

формулы для изгибающих
моментов в том случае,
когда сила Р приложена
по линии $ = ±1:, т. е.

Ро = — *.

Изгибающий момент в точке С, являющийся при этом

максимальным моментом на контуре отверстия, выражается так:

ch

ch

«0

CO

а1== 0,927
о9 = 0.594
а* = 0,291

0

Ч (0)

0

0,185
0,525
0,760

1

- am

1

0,899
0,605
0,211

0

с 4т:

. <о — 1 | "
/ ч ,

ОО //

i
"

( \ _i_ V ^п(ш) 1
+TiH+2dit(»»-i)J

п = 2

или

оо

X. =f=4^rSe-w)

Фиг. 42.

П = 0

Интерес представляет случай ш -» О

и одновременно а —► О, так что

/? = a/sh ш остается конечной

величиной. При этом получается плита в

виде полуплоскости, содержащей круглое отверстие,
касательное к краю (фиг. 42).

Чтобы совершить предельный переход в формуле (32,8),
положим, как это обычно делают, /zco = fJ, ш = <з?0, после

чего ряд перейдет в интеграл.

1 Можно показать, что при стремлении точки приложения силы
к точке контура а = 0 момент в последней точке стремится к

пределу Р/п; момент же на краю а = 0 при этом исчезает. Обратно,
если точка приложения силы стремится к точке контура о = о>, то,
в последней момент стремится к Pjn, а момент в точке а = 0 при
этом исчезает, что и отражено в табл. 15.
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Заметим еще, что, так как

sh a0 2а
х0 = а

Cll ал — 1 о.(
и а^со/?,

то а0;
2R_ (О.

Теперь имеем из (32,8):

U) = О

со

а

оо /1ша0 Sll /Zoj [ 1

*s—-
о»=о

—— J — oj M -J sll Пш Sll «аи

Л2а>3 Sh2 not

ИЛИ

со

yc I
u> — 0

2* J L
о

0 sh —-

X shOsh
27? 0

]

1

rf6

2tfJ/

sh2e — б2
• (32,9)

Эта формула совпадает с формулой (21,7) (в ней x0\2R
заменено на y0/2R), как и должно быть, ибо рассматривалась
в точности такая же задача.

Рассматриваемый случай
полуплоскости с отверстием, касательным к

краю, является, следовательно,
предельным как для эксцентрического

кольца, вырожденного в полуплоскость
с круглым отверстием, так и для

областей луночного типа

(полуплоскость с сегментной выемкой на краю),
рассмотренных в гл. IV. Аналогичное

обстоятельство будет иметь место и

в плоских задачах теории упругости

(см. ниже, § 40 и 45).
Рассмотрим еще предельный

случай (о=оо, соответствующий изгибу
плиты в виде полуплоскости, содержащей закрепленную

точку (фиг. 43).
При этом ряды, входящие в решение предыдущего

параграфа, суммируются.

Фиг. 43.

11*
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Приводим окончательную формулу для приведенного

прогиба. *

( оч_ Р<* 1 \ V
Ma>PJ — 4тт chao+cospo cha + cosp

^

(1 , ч /а л м , ch (a — a0) — cos (й — B0) ,

x{TIch(a-e0)-cos(P-p0)] 1gch(a + «J-co8(P-fe) +

4-a*-« sh a0 + a0ra«sha-<ш0 e~<a +e») \ . (32,10)

Дифференцируя это выражение дважды по переменной a

и применяя формулу (27,25), или же полагая ] = 0 в формуле
(31,11), получаем для изгибающего момента на закрепленном

прямолинейном краю:

М) 1 1 + cosp ( п и
.

Р 2к ch a0 -f- cos p \
u '

+ -u Sh2a% ттЬ (32,11)1 Ch a0— COS (p — Po) J

M0 -*
v ПРИ ao ""* 0 Ф = Po === 0)» как и должно быть для

полуплоскости без закрепленной точки.

§ 33. Полуплоскость с опертым краем, содержащая
закрепленное круглое отверстие

Исследуем изгиб плиты в виде полуплоскости с опертым
краем, содержащей закрепленное круглое отверстие (а = ш)
и нагруженной сосредоточенной силой Р в точке (<х0, ро).

Согласно (27,26), имеем граничные условия:

?п (0)=?;; (0)=?пw = ?,; н=о, (3з, i >

муле* (31Т7)
ЖС результат полУчится, если положить ? = 0 в фор-
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из которых определяются постоянные Л„, #,„ Сп% D :

A„ = Bn = 0;

^п д >

(33,2)
дс = sh (//, — 1)ш. л;; (ш, в0) —

— (п — 1) ch (п — 1) ш • /Сп(а>, а0),

Дй = (" + 1) ch (я + 1) о . /Ся (ш, а0)_
— sh(/z-f 1)а>./С,;(ш, а0),

Д = п sh 2(о — sh 2яш.

Вид определителя системы А показывает, что и в этом

случае соответствующие ряды не суммируются.
Обратимся к предельному случаю со = оо,

соответствующему полуплоскости с опертым краем, содержащей
зацепленную точку.

После перехода к пределу имеем:

®п (ос) = Кп (а, а0) + е-™« [е*« (п + 1) sh (// — 1) а —

_ е-«о(п __ 1) sh (я + 1) а] (33,3)

и после суммирования получаем окончательную формулу для

приведенного прогиба:

и (ос, р) =
Ра* 1 1

{ a ch a sh а0 -f-4тс ch а0 -f- cos ft) ch а -j- cos р

-f a0shacha0 + -l [ (ch(a— a0) — cos (p — p0)) X

X \g 2 (ch (a — a0) — cos (P — p0)) — (ch (a + a0) —

— cos (p — p0)) \g 2 (ch (a + a0)-cos (p — p0))J}. (33,4)

§ 34. Некоторые случаи изгиба плиты, имеющей форму
половины эксцентрического кольца

Рассмотрим плиту, имеющую форму половины

эксцентрического кольца (фиг. 44).
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<Х=ОСА

Если считать прямолинейные края (3 = 0 и р = тс свободно

опертыми, то этим условиям можно сразу удовлетворить,
если взять решение задачи в

форме:

оо

= S/„(a)sinnp. (34,1)
П = 1

Применяя к этому
выражению методику, изложенную
в § 30, получим сразу

решение, если внешняя нагрузка

представляет собой силу Р,
сосредоточенную в точке (а0, р0):

Фиг. 44.

й(а,р) =
1Яа2

2л;
*

(cha0-)- cosp0)(ch a -j- cosp) <Pj(a)sinp-f
OO

+ S^?r, «""•?'
Wb2

?»(<*) — ^n(ai ao) + ^n ch (n + !) <* + #nch (я—!)a +

-j- Cn sh (л -(- 1) a -(- Dn sh (/г — 1) a,

?i («) = #i(a> ao) + Ai ch 2a -f #! 4- Cx sh 2a + Dxa.
Это решение можно еще представить так:

и = и_ —#.ь,
Ра? 1

1 (34,2)

и± = 4* (ch a0 -f cos p0) (ch a -f cos (J)*X

OO

X [<Pl(e)cos(P±p0) + ^ -J>L cos«(P±tp0)l.
?*=2

> (34,3)

Отсюда видно, что это решение является разностью двух
решений, первое из которых совпадает с решением для
полного кольца, а второе получается из первого заменой
параметра р — р0 на p-j- Po-

Таким образом, можно сразу написать решения для

следующих случаев:
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1°. Полукруг с закрепленной дугой и

опертым диаметром, содержащим закрепленную

точку (фиг. 45). Приведенный прогиб на основании (31,7)
дается следующей формулой:

Ра2 1 I

"(а»Р)в-8Г# (СП а0 + COS fa) (ch а + COS fi) \ 'Ch (« ~ ^) "™

СОсГВ—S ^11~
СП (а - а0) - COS (ft - fa)

— cos(p p0)jito сН(а + в0_2т)-со8(р-р0)
— [ch (a — <x0) — cos ф + p0)] X

ch(« — a0)— COS(p+ fa) \
X ъ

Ch(a-f-a0—27)-COS((J + (J0) f (34,4)

Заделка2°. Полагая в предыдущем пункте
*/ = 0, получим решение задачи изгиба

для плиты в виде четверти плоскости

с одним закрепленным и одним

опертым краем, причем последний

содержит закрепленную точку (фиг. 46),
3°. Из решения, данного в § 32,

можно получить решение задачи об

изгибе плиты в виде четверти плоскости

с одним закрепленным и одним опертым краем, содержащим

закрепленную полукруглую выемку (фиг. 47). При а> = со

получится решение предыдущего пункта.

4

Закрепленная
точка

Фиг. 45.

Опора Опора

Закрепленная
/почка

Фиг. 46. Фиг. 47.

4°. Формулы § 33 дают возможность решить задачу об

изгибе плиты з виде четверти плоскости с опертыми краями
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и с закрепленной' полукруглой выемкой па одном из краев

(фиг. 48).
5'"". Полагая со = со в предыдущем случае, получим

решение задачи изгиба для плиты, изображенной на фиг. 49.

Опора Опора

Закреплпштя„

/7;rv/c.z

Фиг. 48. Фиг. 49.

Приведенный изгиб в этом случае дается, согласно (33,4),
формулой:

Ра2 1 [
" (*' Р) = 8^ (cha0+COSP0)(cha + COSp) \ [Ch (*~~ "О ) ~

— cos (р — р0)] lg 2 [ch (a — e0) — cos (p — p0)] —
— [ch(a —a0) —cos(p + p0)]lg2[ch(a —a0) —cos(p+p0)] —
— [ch (a+e0) — cos (p — p0)] lg 2 [ch (а+oo) — cos (p — po)] +

+[ch(a+ a0)-cos(p+p0)l Ig2[ch(a -f «0)-cos (p -j- p0)]J. (34,5)



ГЛАВА VI

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

ДЛЯ ВНЕШНОСТИ КРУГОВОЙ
ЛУНОЧКИ

§ 35. Видоизменение системы биполярных координат

Ввиду того, что в настоящей главе мы будем иметь дело

исключительно с внешними задачами, а именно, будут
рассматриваться области, занимающие внешность круговой
луночки, нам придется вводить биполярные координаты
несколько иным способом,
чем это делалось до сих

пор.
В самом деле,

координаты, введенные в § 1 при

помощи конформного
преобразования (1, 2),
обладали тем свойством, что на

отрезках — оо < х < —а,

-f- а < х < -(- со оси ох

координата (3 имела скачок,

равный 2тг, и пока мы имели

дело с внутренними задачами, этот разрез не попадал в

рассматриваемую область. Теперь же этот разрез в

рассматриваемую область попадает (см. фиг. 50).
Чтобы этого избежать, мы несколько видоизменим

преобразование (1,2), а именно, введем биполярные координаты

при помощи соотношения:

xj^iy = ai^liaJULm (35,1)
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Разделяя вещественную и мнимую части, получим следующие

связи между биполярными и прямоугольными координатами:

х sin р 3L =
sna

a ch a — cosp
(35,2)

a ch a — cos p
'

При этом коэффициент gy входящий в гармонический

оператор (2,1), будет определяться формулой

1 ,.
ch<* —cos P /ок о\

^ ё =—^ "» (35>3)

а для полярного радиуса л

будем иметь:

г2 'ch a -f- cos p
a

*- .7?

2 cha — cos p
. (35,4)

Нетрудно видеть, что

теперь разрез
—

тг, -|~ ^
координаты {3 попадает на

отрезок (—-ау -\-а) оси 03/,
т. е. он находится вне

рассматриваемой области.

Отрезки — сю < j/ < — а у

Фиг. 51. + а < У < + °° оси °-У

соответствуют значению

р = 0, ось o.v является линией a == 0, точки (0, zt. a)
соответствуют a = ztz 00 (фиг, 51).

Бигармоническое уравнение (3,2) не изменяет своего вида,

и все сказанное в § 3 про его интегрирование остается в силе.

Формулы (2,3) заменяются следующими:
дх ду sh a sin р
да

~~'

ар
"~
~ a

(Ch a—COS p)2
5

dx c^v cha cos p—1
dp

~~

Та
~~ й

(ch a—COS S)2
*

(35,5)

Бесконечно удаленная точка плоскости имеет при этом

координаты a = В = 0.

§ 36. Уравнения плоской задачи теории упругости
в биполярных координатах

Будем решать плоскую задачу теории упругости в

напряжениях, а именно, все три плоских мат-ряжения ов, ов, тв3
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будем выражать через бигармоническую функцию
напряжений Ф(а, ,3).

Это можно сразу сделать, воспользовавшись известными

формулами1 для напряжений в криволинейных координатах:

д ( дФ\ dg дФ
« ь ар \Ь dp /

Ь да да »

д ( дФ\ dg дФ
(36,1)

Так как бигармонический оператор в биполярных координатах

является, согласно (3,2), оператором над функцией £"Ф, то

удобно соотношения (36,1) преобразовать к виду:

av=[(ch a — cos p) Jp-sh а ^—sin ,3 A-j-ch ос

изр= (ch a — cos j3) ^~2—sh а

да

да2 81Пр|+С08р](^Ф), (43(S,2)
а-

а2
а.з (cha-c°sP)^aF^*)-
Функция Ф является бигармоиической, т. е. она

удовлетворяет уравнению А2Ф = 0, или, согласно (3,2), уравнению

[до.^Лс1 даЩ* I*dp4 ^a2Tz^"1 (#Ф) = 0. (36,3)

Уравнения (36,2) — (36,3) и будут служить в качестве

основных уравнений плоской задачи теории упругости.
Выведем еще общие формулы для упругих смещений

к биполярных координатах.

Воспользуемся связями между напряжениями и

деформациями: •L—

сР
= (*+21х)<?РЗ + *е«, (36,4)

т«а = !* *«з,

.'• См-м-, например, \Щ, стр. 144<
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Л 1 акжс выражениями деформаций через перемещения1

<\» = g
да

да
V -

dg
Cai = Lr

dv иdg ]

d a
' (36>5)

Складывая и вычитая первые два уравнения (36,4) и

используя (36,1), можно (36,4) преобразовать в три
соотношения:

о,

О, } (36,6)

= 0.

Для того чтобы отсюда выразить перемещения и и -у через

функцию напряжений Ф, введем функцию W соотношениями:

да

dJV
df

%*+d
\ + 2\}.\дФ \

g

-2-%-d
g

x + 2[Л аФ
"

\-{-1х)да

I

)

(36,7)

Непосредственной подстановкой (36,7) в (36,6) можно

проверить, что последние два уравнения (36,6) будут
удовлетворены, если W— бигармоническая функция.

Первое же из уравнений (36,6) дает связь между

функцией W и функцией напряжений Ф:

д*

дадгрр
У**) 2(Х+^) L

Э2

да2 д^
— 1 («*)>

откуда имеем:

■//[£-£-']<«�>** (3W

i См. |21), стр. 65. Здесь X и \х
— коэффициенты Ламе.

\
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Согласно (36,7), оба перемещения и и v могут быть

теперь выражены через введенную функцию ч? и функцию

напряжений Ф следующим образом:
{

g Г ц дФ дЧГ ]

•-it
f* дФдФ

,
дЧМ

У (36,9)

Эти выражения будут использованы ниже при выяснении

условий однозначности смещений (§ 41).

§ 37. Постановка задачи о растяжении бесконечной

упругой плоскости, содержащей отверстие, имеющее

форму круговой луночки

Рассмотрим бесконечную упругую плоскость, содержащую

криволинейное отверстие, контур которого ограничен дугами

двух пересекающихся окружностей (круговая луночка, фиг. 51).

Я/

Фиг. 52.

6J

Наибольший практический интерес представляют задачи
о растяжении упругой плоскости, содержащей отверстие
указанной формы. В соответствии с этим, будем рассматривать
внешние усилия, сводящиеся к равномерному растяжению р
на бесконечности, причем растяжение может быть продольным
(вдоль оси оу; фиг. 52 а), поперечным (вдоль оси ох; фиг. 52 б)
и всесторонним (фиг. 52 в).

1 Эти формулы получены Джеффери [2].
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При этих условиях на контуре отверстия должны

выполняться условия:

°р|р=Э1. = т«э1р=Р<==°э («'=1, 2) (37,1)

которые и будут являться граничными условиями
рассматриваемой задачи.

Функцию напряжений Ф (а, [3) будем представлять в виде

суммы двух функций:

g<&=g<J>o+ aPF> (37,2)

где функция Ф0 соответствует заданным напряжениям на

бесконечности, а функция F должна снять усилия,
возникающие от функции Ф0 на контуре отверстия. Разумеется,
функция F не должна изменять заданное напряженное
состояние на бесконечности.

Положим

^L = bco^ + c
,

sin!,P
(37,3)

ар
г • eh а — cos р

\ > /

и проверим, что случаи а, б, в (фиг. 52) получаются при
частных значениях: a) b = О, с = 1/2; б) £=1, с= —

и в) £= 1, с = 0.

В самом деле, если £ = 0, с = 1/а, то

^Ф0 1 sit^E Ф0 1 sin2 p

"ар-- 2~ ~ch а — cos §
*

а2/? 2 (ch а — cos Р)2'

Фо = у ^ > а2/= "ах2"
= л °х== х*у

=
'

что соответствует продольному растяжению
* (случай а).

Если £=1, с= — 1/2, то

£ф0 ^ q
1 sin2 р

__

sh2a-— (ch« —cosft)^
_._COSp 2" cho — COSp~~ 2(cha — COS04

что соответствует поперечному растяжению (случай б).

1 Термины „продольный" и „поперечный" носят здесь условный
характер.
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Наконец, при £=1, £ = 0 имеем:

cos ft _

1 Гг2 "I

ch a. — cos p 2 [ a2 J'
£Фц

ар

Фо

=г

=

cos р,

9 V

Фи

-а2),

что дает случай в—всестороннее растяжение.

Таким образом, формула (37,3) исчерпывает все три

рассматриваемых случая.

Итак, задача о растяжении бесконечной плоскости с

отверстием в виде круговой луночки сводится к нахождению

функции F(a,$), удовлетворяющей уравнению (36,3) и

исчезающей на бесконечности, т. е. при ос == р == 0. При этом

должны выполняться граничные условия (37,1).

§ 38. Общее решение задачи о растяжении бесконечной

плоскости с луночным отверстием

Если искать функцию F(ol,$) в обычной форме (четность
по а очевидна):

со

/
0

/(р, т) cos та dm:

f (р, т) = А (т) ch /тгр cos р + 8 (т) ch /яр sin р +
+ С (т) sh /ир cos р + D (m) sh /яр sin p, (38,1)

то четыре функции А (т), В(т), С(т) и D(m)
позволяют удовлетворить четырем граничным условиям (37,1).
Однако, при этом останется невыполненным условие
обращения в нуль функции F (<xf p) на бесконечности. Поэтому
к интегралу Фурье (38,1) добавляем еще особое решение типа

K(ch a — cos P) \g ^
*~~

^ |? , получающееся из (2,11)
умножением на g; постоянная К и позволяет удовлетворить
условию на бесконечности. 1

Кроме того, для дальнейшего будет удобно поставить

требование

lim (£ф) = 0. (38,2)
а -> ио

По поводу выбора злого особого решения см. еще стр. 198
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Злмечая, что

1- / 1 о\ 1 chа — cos В _

л1Ш1 (Ch a - COS (J) lgcha ,'- =
- 2С08 р

а -> со

И

оо

lim Г/(Р, т)cos та dm = О,J

положим окончательно:

F=,(2/(— £)cosp + tf(ch « — cose)lgc)lg~"cosf +4 * ' ' ' v [ у ь ch a + cos В I

со

+ //(Р,'«)
+ cos (J

cos /да rfw. (38,3)

Тогда

«/7
^2/Ccosp + CchaS^sp+K(chg-cosP)X

ОО

Xig
Ch a— COS (3
ch а -(- cos p + //(&«) cos та dm = -s-^- + ф,

где

арво
' ' СП а— COS 6 '

I гг / u Ю\ 1 СП а C0S Р-4- ЛГ (ch ос — cos 8) lg — ■ £-,1 v г/ ь Ch а + COS p
'

И

oo

ф == f/ (p, m) cos та d/я.
о

(38,4)

Обратимся к граничным условиям (37,1), которые с

учетом (36,2) можно переписать так:

+co»p](£)U;-0' (г'=1'2) (38,5):
1 Это вытекает из требования абсолютной сходимости беско- .

печных интегралов.
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Условие равенства нулю функции F на бесконечности

гр(о, 0) = 0] согласно (38,3), имеет вид:

ОО

[f(0,m)dm = b— 2K,
о

или, согласно (38,1):
ОО

[ A{m)dm = b— 2K. (38,6)

Равенства (38,5) служат для определения функций А {т)у
В(т), С(т) и D (т), а условие (38,6)—для определения
постоянной /С.

Из первого условия (38,5) и равенств (38,4) следует,
что

д(?
LP =Ч^(^)1н>/ (38>7)

дад$ Р =

Левая часть последнего равенства представляет некоторый

интеграл Фурье. Однако второе условие (38,5)
непосредственно не дает аналогичного интеграла Фурье, ибо в нем перед
знаком интегралов имеются функции от переменной а, С целью

преодоления этой трудности дифференцируем второе из

условий (38,5) по а. С учетом первого условия (38,5) получаем:

'JL-±)(M*-\\ =o
чда* daj\ ар 7jp=^

'

а интегрируя последнее равенство по а, будем иметь:1

\(JL 1
,ар Р = Р<

= 0,

или

[£-')'].-*--[(*-')№ р-р<
(38,8)

В таком виде это условие аналогично условию (38,7), ибо
слева здесь стоит также интеграл Фурье.

1 Аддитивная постоянная интегрирования равна нулю в силу
Условия (38,2).

12 Зак. 1002. Я. Уфляня.
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Правые части условий (38,7) —(38,8) можно

преобразовать, пользуясь равенствами, получаемыми
дифференцированием (37,3):

d2 /g<po\
дад$\ар J

= 2с °Ьа81пР (l-ch«cosp) +(СП a— COSft)°
v V) '

, K
sh 2a sin 2ft

"T^ (Cha- COSft)(cha + COSft)3
» (38,9)

J\ ap J r te ch a -f- cos ft ' ch a -f cos ft

~K

+< sin2 P [pri

+ cos ft

sin2 2ft
(ch a — COS ft) (Ch a -f COS ft)2 '

3 cos ft
cos ft)2 (ch 2sin2Ppv.l . (38,10)a— cos ft)'J ч ' ;

Для того чтобы из условий (38,7) — (38,8) определить
величины А(т), В (w), C(m), D(m), требуется правые части

равенств (38,9) — (38,10) разложить в интегралы Фурье:

со

д2

дад$
(£&) = Г G (p, m) sin та dm,

оо
} (38,11)

Л21__ l) (£$»)= f //(p, m) cos та dm,

о

где функции 0(р, от) и #(р, от) определяются равенствами:

СО

о (P. -) = T/Lw(^-)]sinwada'
} (38,12)

ОО

Я(Р)М) = 4/[|1_1](5)созот« *.
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Для удобства интегрирования преобразуем (38,9)—(38,10)
еще к следующей форме:

Р (дьЛ су,;прГ sin'Psha COS p sh a ] ,

Mf\^FJ~ P |_(cha~COSp)* (Cha-C0sp)2j Т

-J-7<rsin 2рГ
Sh a

+
sh a

ch2a —cos2p ^(cha-f cosp) i], (38,13)

/02 3cosp 2sin2p
a» VW/~ p[(cha —cosp)2 (cha —cosp)a

+ 2/Ccospsin»p[(chg+1cosp),- ch2a^cos2^ ] +

Теперь коэффициент G(P, /#) вычисляется с помощью П (11),
П(12), П(2) и П(15), а коэффициент Н($,т) — с помощью

П(11) —П(14) и П(1) — П(2), после чего условия (38,7)—
(38,8) окончательно запишутся так: !

ар о Л

—

—«и— l2^ Г>я sin Pi ch /и (тг + 8i) +

-|-cos px sh //г (-ic -f~Pl)] -f-

+4/c[sinplSh ^shw^+p^+wcosPiShwpJl,
"dfLp. =5Г^(2с/яГ,Л8,пРасЬда(тс —Ра) —

— cos ps sh m (it — p2)] -]-

+ 4/C sinpash -g-shwf^ p2J-f
+ ^cosp2sh/»pa 11 ;

(38,15)

1 Для определенности считаем pi<0, p2>&

12»
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X sh т (те -\- рг) 4- 4АГ« ch ш^ cos pt -}-

X+ 4/f[chfslnp1-±shf-cospi
X sh m (^ + ,3,)} ,

/(Pa-m)°(„,»+l1)sh»„t{2c(OT8+1)SlnPgX
X sh /я (тг — р2) -j- 4Д>/г ch /яр2 cos p2 —

_ 4/С [ch ^1 sin р2 +-1 sh if-cos p2] X
Xshm(4 —p2))2 j

(38,16)

Уравнения (38,15) — (38,16) x
и дают систему четырех

уравнений с четырьмя неизвестными величинами А {т), В (w),
С(т), D(m), причем вид этой системы:

/ЧРо "О = *(?<. "О, /ЧРо "0=f (P<, »0 (38,17)

в точности совпадает с видом систем (25,8)—(25,9), с

которыми мы имели дело при изгибе луночной плиты под

равномерной нагрузкой; различие здесь лишь в функциях
ф и <|/.

Не останавливаясь на решении системы (38,17) в общем

виде, переходим к важнейшим частным случаям.

§ 39. Растяжение бесконечной плоскости, ослабленной

отверстием в виде симметричной круговой луночки
2

Рассмотрим случай, когда отверстие представляет собой

симметричную круговую луночку (^2 =— Pi—Т)-

1 Полагать в (38,15) — (38,16) Р; = 0 нельзя, ибо при этом

интегралы П (10) — П (15) расходятся.
2 Эта задача, так же, как и задача, рассматриваемая в § 40,

решены Вайнелем [9] и Лингом [10, и] независимо друг от друга.



§ 39] БЕСКОНЕЧНАЯ ПЛОСКОСТЬ, ОСЛАБЛЕННАЯ ОТВЕРСТИЕМ 181

Так как при этом напряженное состояние симметрично

в отношении обеих переменных а и (3, то имеем сразу:

£(/») = С (/л) = О,

и система (38,17) принимает вид:

А сп 1Щ cos •( -f- D sh 1Щ sin y = ф (y, /л)» 1

где

(МТ> "0 =
1

-f-sh /ay cos y) = <K (y\ w), J

2c(m2-j-l)sin^X(m2+ l)sh тк

X sh /я (тг — y) -f- 4/О/г ch nv\ cos 7
—

— 4I< sh m (д — y) (ch ^ sin y+—sh ^pcos yJJ ,

<J/ (y //г) = < 2c//t [cos y sh m Ы— y) —

-— m sin v ch /;г (ти — y)] — AK sin y X

X sh -^ sh m (~ — yJ -j- m cos y sh 1Щ \\.

Решая систему (39,2) и вводя обозначение

А = sh 2/#y -f- т sin 2y,

имеем после преобразований:

я / \ >i яг sin2 у 4/С / 1 ,, /итс
Л (т) = — 4с —г—i

, , , 1Ч -тг cth -7;v 7 Д /тг (т2-\-1) V 2 2

//г2 -f- 1 sh2 my — /тг2 sin2 у \

Sh /7271

D(,70=2,fcth/^~2^-l)+ wl

A

4АГ
X

1

X!Tcth

Д / » /722 + 1

rrnz sh2 /7zy -|- 77i2 sin2 у

(39,1)

A (m sh «tf cos f
— ch /и-j sin -f) -+- Z)(w ch /«y sin f-j- J (.39,2)

(39,3)

(39,4)

(39,5)

Остается определить постоянную К из условия (38,6).
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Подставля значение А (т) из (39,5) в (38,6), получим:

СО

- АК

о

1
., ///71 //Z2 -\- 1 \ <////

Т
С

~2 sli /;/тх ) /и (//г2 + 1У

со

1 J ///Л {т2 ~\~ 1) J

4-

СО

nulin
= А — 2/С,

а применяя еще П(49), получим условие для определения
постоянной К:

со

4К
sh2 пц — т2 sin2 y

,! т (т2 -\- 1) (sh 2//rf -f- 'л sin 2y)
о

от

о

dm =

md/n

sh 2my -f- /я sin 2y (39,6)

Итак, окончательное решение задачи имеет вид:

со

+ Г [А (т) ch /я? cos р + ^ ("О sh /rtP sin Pi cos m* dm> (39>7)

причем А (т) и D (//г) даются формулами (39,5), а

постоянная К определяется равенством (39,6).
Наибольший практический интерес представляет, конечно,

нормальное напряжение оа по площадкам,

перпендикулярным контуру отверстия, т. е. значение оа(а, ?)•

Нетрудно показать, что при выполнении граничных условий

(38,5) напряжение ов из (36,2) при р = ? может быть

представлено еще в форме:

Р 1р=̂ {(cha-cosW^-^+^f^.W)
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5

Выполняя дифференцирование, получим после преобразований:

= 8 (cli а — cos 7) sin 7 X
Р=т

оо

х
Г [К Н- cm (//г — ctg y • cth 1щ)) sh nv\

sh 2/тгу -f- w sin 2y
-cosmen dm. (39,9)

Произведем контроль для случая ^ = ^/2, когда отверстие

превращается в круг. При этом

Р 1р = я/2
оо

= 4 ch а —: cos та dm,I
,
тк

'

" СП •

о
си

2

или, после применения П(24) и

П(35):

Для определения постоянной К имеем из (39,6):

Фиг. 53.

4К

ОО

/
sh-

тп
nv

т (т2 4~ 1) sh mn
dm = ЬА- Ас

оо

/
т dm

shmix
'

или с учетом П (28) и П(47):

после чего (39,10) превращается в равенство:

Р

= 4[
6 + С

+<
1—sh2

ch2 aЯ (39,11)

Легко выразить а чер;з полярный угол 6 (фиг. 53). В самом

деле, полагая f} = ir/2 в (35,2), получим (a = R):

cos 0 =-£ = JL
, ,JnO = ^ = th«. (39,12)
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Теперь равенство (39,11) можно переписать в полярных
координатах:

21
R .==i2==4[~2^ + ccos20J- (39,13)

В случае продольного растяжения, когда £ = 0, с = ^2,
имеем:

-7°oU=ie=l + 2cos2e,

о™** = Зр (при 0 = 0 и 0 = те — точки А0 и Л,.),

оГп = —р (при 0 = те/2 и б = Зтг/2 — точки Ап/2 и Л3^).

В случае поперечного растяжения, когда Ь=1, с = — J/2,
получаем:

j °о UB = 1 — 2 cos 20, of« = Ър (в точках Аф и Л3ге/2),
о0 =—р (в точках Л0 и Ак).

Наконец, (oeV=j? = 2/? не зависит от полярного угла в

случае всестороннего растяжения (д = 1, с = 0).
Таким образом, в случае круглого отверстия имеем

известные результаты, легко получающиеся применением полярных

координат.

Повторяя рассуждения, развитые в § 18 для симметричной
луночной плиты (см. стр. 82), можно показать, что в углах

отверстия, где а = ±со, напряжение оа(а, *(), даваемое

формулой (39,9), равно нулю при f > те/2 и бесконечно велико

при т < те/2.
Однако, в связи со сделанным в § 35

видоизменением системы биполярных координат, случай f > те/2, в

отличие от § 18, соответствует теперь отверстиям,
изображенным на фиг. 54а, а случай f < те/2 — отверстиям,
изображенным на фиг. 54tf. Поэтому для случая «j >те/2 расчеты

производились лишь для продольного растяжения, когда

бесконечное напряжение в точках <* = ±: со является сжимающим,



§ 39] БЕСКОНЕЧНАЯ ПЛОСКОСТЬ, ОСЛАБЛЕННАЯ ОТВЕРСТИЕМ 185

и за максимальное значение напряжения аа на контуре можно

принять максимальное растягивающее напряжение оа в точках

а=0, даваемое, согласно (39,9), формулой:

V
о^ = 8(1 — cos i) sin \ X

СО

f /C+CM(/i£--ctgT-cthmT) j d ,39 14)

В прочих же двух случаях поперечного и всестороннего
растяжения при f > тг/2 максимальное растягивающее напряжение
имеет место в углах и равно бесконечности.

*>sfe

ос=0 а=0

(а) (0)

Фиг. 54.

Физически очевидно, что для случая *(■ < тс/2 при
продольном и всестороннем растяжении максимальное значение

напряжения оа на контуре достигается в точках ос = 0 и дается,

следовательно, формулой (39,14).
Непосредственные расчеты показывают, что при

поперечном растяжении максимальное значение напряжения оа на

контуре достигается при всех ^<тг/2 в очень близком соседстве
от точки а = ziz а* (фиг. 54tf), так что с достаточной
точностью можно принять эту точку па место, где напряжении
максимальны.
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Расчетная формула (39,14) для этого последнего случая
заменяется следующей:

-— атах = 8 (ch а* — cos f) sin 7 X
оо

v / Г К-У cm (т — ctg 7 • cth ту) , ... f

X J sh 2т7 + т sin 2т
Sh Щ С°$ "'** ^ (39«J 5>

Значение а* легко определить в зависимости от

значения *y, если воспользоваться равенствами, вытекающими из

(1,4) и (35,2):
г>

я sh а*
Ум = R = -■— = а -тгъ—"м sin У ch а* — cos 7

или

sin 7 sh а* = ch а* — cos ^

Решая последнее уравнение относительно а*, находим:

choc* =l/cosf. (39,16)

В табл. 16 приведены значения отношения

личных случаев.

'max
для раз-

Таблица 16

Растяжение

Продольное . .

Поперечное . .

Всестороннее .

\ s COS У

1

D
amax

а =

1 I

D
amax

а =

1 |
р

апайХ 1
0 =

= 0

*

= 0

— 1

1

j

-Vs,

2,10

0

3

3

2

1/2

3,49

2,63

2,52

4

~г

3,87

2,57

2,89

j 1

Приближенное вычисление определенных интегралов типа

(39,15) производилось способом, аналогичным ранее приме-
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ценному в § 20 (стр. 102), а именно, интеграл разбивался
на два:

оо

'

К-\-ст(т — ctgT-cth/ит) . А , r \ r

—■—г-77 :—&
. 0

sh im cos /яос* dm = Лг+ J =

sh 2//27 + m sin 27 * N i <x>

N

fK-\-
cm (m — ctg 7 • clh my) , .,. , ,

-^—'—7-£ :—6
0

— sh /tzy cos ш* а/я +sh 2/щ + w sin 27 '

00

1 Г K-\- cm (m — ctg т • cth mi) , ... ,

+ —!—itft ;—-r-o
— sh rm cos met* dm,1

j sh 2гщ -+- m sin 27
'

причем интеграл Л, подсчитывался численно, а в интеграле У^,
в соответствии с выбором достаточно большого числа ЛА,
полагаем

sh 2/;tf ^ -2 с2,ит, sh /7*7 ^ -о ет'(,

cth /;гу^ 1,
а членом //г sin 2^ пренебрегаем по сравнению
с членом sh Ъщ.

Тогда
оо

00
Г [К-\ст {т—ctg y)] e~wv cos wot* dm>

и квадратуры здесь могут быть выполнены.

Остановимся на предельных случаях f = ir и ^ = 0.

Случай *[ = тс соответствует прямолинейной щели (фиг. 55).
Так как при f > тс/2 рассматривается лишь продольное
растяжение (6 = 0, c = V2)> то из (39,6) при 1 = тс следует, что

К"= 0. Тогда формула (39,9) дает:

оэ

Р ip = Y= «

(cha+1) Г /И COS //2а

shmrc
dm,

или после применения П(17):

(39,17)



188 ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ВНЕШНОСТИ КРУГОВОЙ ЛУНОЧКИ [ГЛ. VI

т. е. напряжение на контуре постоянно и равно заданному

растягивающему напряжению, как и должно быть.
Весьма интересен

другой предельный случай
-f = 0. Если при этом и

а-» 0, то в пределе

получается отверстие,
образованное двумя
взаимно касающимися кругами
(фиг. 56).

Обозначая, как

обычно в таких случаях, 1щ
через 6, получим из

(39,6), введя вместо К

постоянную L=^2K,
уравнение для определе-

Фпг. 56. ния L:

М

СО

/
о

sh2 б — 6'
СО

e^(sh26 + 20)
db = b + 4c Г bdb

sh 20 + 28
* (39,18)

о

Вводя вместо координаты а угол © (фиг. 56), без труда

получаем

ОА = — соъи = —sin о
а

*

Y
'

или a sin <? = f cos cp> после чего (39,9) дает:

со

Р 1-/=о -^,fI+sh62?+20he)sh0cOS^t^^0- (39'19)
О

Максимальное напряжение на контуре для случаев

продольного и всестороннего растяжения достигается в точке о = -/2:

оо

max

За -J
•/, + <-0(6-cth0) . .,

sh 28 + 29
S" U d>- (39,20)
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Для случая поперечного растяжении максимальное папря-

жение будет почти в точке ср =
— :

(ГО

^1 = 8 Г I + f<°-^ll°) sh 0 cos 9 М. (39,21)
р ,1 sh 29 -j- 2о ' y

о

Из рассмотрения табл. 16 можно сделать вывод, что при

продольном и всестороннем растяжении концентрация
напряжений (3,87) в случае отверстия в виде двух взаимно

касающихся кругов заметно выше, чем

для случая одного круглого отверстия

(3,00).

§ 40. Растяжение полуплоскости
с луночной выемкой на краю

0ГО

ф

Полагая в общих формулах § 38

?{ = 0» р2 == ^ ^1 ттг, будем иметь дело

с полуплоскостью, имеющей на краю

выемку, ограниченную дугой
окружности (фиг. 57).

Для такой области, очевидно, имеет

смысл ставить задачу лишь о продоль- фиг 57
ном растяжении, когда # = 0, с = 1/2.

Условия (38,15)—(38,16) можно применять только при
P = j32 (см. сноску на стр. 180).

Для (3 = (^ = 0 соответствующие условия можно записать

сразу, ибо, согласно (38,9) — (38,10):

1\—

LdadpV <WJp=p1==o
g'frA ] =1

К

)
I

(40,1)

apJ ($ = $1=o~ "cha-|-l
*

J
Таким образом, вместо (38,15) — (38,16), будем иметь

такую систему уравнений для определения величин Л, В, С, D:

)

I (40,2)

СО

(т2 4- 1) A {fit) cos та dm = 2 -г—j-= ,

о

В(т)-\-тС(т) = 0,
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A cli mycosy-\~Bc\\ ту sin 7 -|-

-|- С sh /яу cos 7 -f- Z>> sli my sin у = »}> (y, ///),
Л (/я sh ягу cos ^

— cli my sin 7) -f
-'r B{m sh /яу sin у -[- cli я/у cos у) -]-

-|- С (я/ ch my cos у
— sh my sin y) -[-

-f- £> (я/ ch /яу sin у -j- sh я/у cos y) ='/ (y, m), J

причем знамения ty и ty' следует брать из (39,3).
Условие на бесконечности (38,6) принимает вид:

) (40,2)

СЮ

j* А (т) dm = — 2К. (40,3)

Условию (40,3) и первому из уравнений (40,2) можно сразу

удовлетворить, положив

Л(т) = /С=0. (40,4;

Кроме того, из второго уравнения (40,2) имеем:

В(т) = — тС(т), (40,5)

так что последние два уравнения (40,2) дают для

определения С(т) и £)(///) систему:

С (sh ягу cos 7—ш ch///ysiny^^sh/яу sin у—ф(у, т), |
— С(т2 -\- 1) sh my sin у -|~

-\- D(m ch my sin -^ —J— sh я/у cos у^'Ь'(у, hi). J
(40,6)

Определитель этой системы равен:

Д = sh2 ту — я/2 sin2 у, (40,7)

а правые части уравнений (40,6), согласно (39,3) и (40,4),
имеют вид (с =1/2):

sinYsh/w(rc— у)
Ф (Т. "0 = sh гпк

ф' (у ;«) = [cos у sh т (я — у) — [
— /я sin у ch т (тх—-у)1 • J

(40,8)
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Решая систему (40,6), получаем:

д . с = (т ch 1Щ sin y + sn тЛ cos Т) Ф (Тэ т) —

— sh гщ sin f<{/ (-(, w),

д . D = (sh m\ cos 7
— /я ch m\ sin 7) </ (f, /я) -f

-f (w2-f- 1) sh m? sin 7Ф (f, m),

или после выкладок:

r(
ч m sin2 у

v / 8^2 т^
— m2 sin2 y

'

> (40,9)
^

,

ч ., 1 sh 2/wy — m sin 2y i
D (m) = cth mir — 77

• -r«—! 9
.

«>
• !v ' 2 sh2/«Y — m2sin2Y J

Таким образом, окончательное решение задачи имеет вид:

оо

— = тг и

Sm

—5"+ /(Р» м)cos rn<x dm,
ар 2 ch а — cos [3 ' J у чг> у '

о

/(Р> #0 = С (m) (sh mp cos (3 — /я ch /юр sin p) -f-
-f- D{m) sh mpsinp. J

(40,10)

Для получения интересующей нас величины напряжения аа
на контуре выемки воспользуемся формулой (39,8).

Произведя требуемые дифференцирования, имеем после

выкладок:

Р |Мт
= 2 (ch a — cos y) X

00

v, f/wch wy sin Y — shmY cosy . ,Afv -14X oh2' —=-7-«j -mcosmzdm. (40,ll)J sn2/WY — m* sin2 y
v '

0

Максимальное напряжение, имеющее место при а = 0
(в точке А — „вершине" выемки), дается формулой:

rmax
00

= 2(1—cos
о

m ch 1щ sin y — sh mY cos y

»h» mT-m» «in» T
mdm- (40>12)

В предельном случае y = tc имеем полуплоскость без
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выемки и из (40,11) получаем [см. II(17)J:
СО

р

г- \ о / и I 1 \ Г т COS та
,

*«lp=Y = IC

= 2(cha + l) | _l__flfw = ij
0

sh mr.

как и должно быть.
В другом предельном случае y = 0 (одновременно а->0)

получаем полуплоскость с круглым
отверстием, касательным к краю (фиг. 58).

Полагая, как обычно, /;г6 = ^,
получаем из (40,12):

а=о

со

— О
max

а

fOchO —sh8,. .„ ,„„ „ч

^o=j-^T^r^li^. (40,13)

В табл. 17 для различных y
приводятся значения отношения стах/р,
характеризующие концентрацию напряжений на

краю полуплоскости, вызванную наличием

сегментной выемки.

Числовые, данные показывают, что

концентрация в полуплоскости несколько выше, чем в

соответствующих случаях для полной плоскости (ср. например,
случай -у = 0, когда полуплоскость дает 3,999, а плоскость 3,87).

Таблица 17

Фиг. 58.

| \ = cos у | — 1

1
"Т атах 1

-1/*

2,42

0

3,07

Ч* 1 1 1

3,57 3,999

Любопытно отметить, что формула (40,12) в точности

совпадает с формулой (21,5)
*

для предельного значения

максимального изгибающего момента, возникающего на контуре

закрепленной сегментной выемки, сделанной на закрепленном

краю полуплоскости; роль отношения о™ах/р там играло

отношение М ,/—, где Р— величина сосредоточенной силы,

приложенной на достаточно далеком расстоянии от края.

1 Если заменить y «а % — Ъ чт0 связано с видоизменением

системы координат.



ГЛАВА VII

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

ДЛЯ ЭКСЦЕНТРИЧЕСКОГО КОЛЬЦА

§41. Постановка задачи о равновесии эксцентрического
кольца под действием заданных усилий

Рассмотрим плоскую область, ограниченную
координатными линиями а = аг и а = а2,1 т.е. эксцентрическое

кольцо (фиг. 59).
Предположим, что такое эксцентрическое кольцо

находится под действием внешних усилий: нормального оа((3) и

касательного tep(P)>
приложенных по

контурам a=aj и а = 72.
2

Плоское
напряженное состояние такого

кольца

характеризуется тремя напряжения-
ми °«> ар> т,ф
которые можно выразить

через одну бигар-
моническую функцию
Ф(а> Р) формулами
(36,2).

Функцию
напряжений Ф(а, р) будем,

а

1 J
Фиг. 59.

1 Считаем, что — оо << а2 < ах <+ со. Систему координат
сохраняем той же, как и в гл. VI.

Функции а^ (js) и та^ (Р) должны, вообще говоря,
удовлетворять условиям статики. Однако в случае бесконечной области усло-
ия статики могут быть не выполнены (см., например, [25J, стр. 141).

13 Зак. 1002. Я. Уфлянд.
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согласно (3,3) и (3,5), искать в виде тригонометрического
ряда:

оо

£-ф = 2 [/«.(а) cos лр+/*(«)sin яр], (41,1)
п=0

где

(41,2)

/^(a)=^Ch(A2+l)0C + ^ch(/2— 1)0C +

+ Qsh(/i+l)a + D«sh(/i—1)«, (я>2)

/J (ос) = ЛJ ch a + BJ a ch a + CJ sh a + DJ a sh a,

/J (a) = Л J ch 2a + B°- + q sh 2a + £>* a,

/S(«) = ^ch(/i+l)Gt + Bjch(/i—l)a+

4- C»>h (л + 1) a + Z)* sh (/2-1) a, (/i>2)

/j(a) = ^Jch 2a + 5j+CJsh 2a-|-Z)*a.

Постоянные C£ и 5J можно принять равными нулю, ибо они

соответствуют линейным относительно хну функциям
напряжений и дают, следовательно, нулевые напряжения. В самом,

деле, gФ = C°shai т. е. Ф = С°у, и g-<£ = #*sinf3, т. е.

Ф = £* х.

Постоянную А° также можно считать нулем, так как

решение £"Ф = Л£спос может быть представлено в форме:

£Ф = A» (ch « - cos р+ cos р), I Ф = Al+ A' chaCZi0Sz -

причем постоянное слагаемое не влияет на напряжения,
а решения типа gф = Л£ cos p эквивалентны решениям типа

g<& = Bc cos|3, включенным в функцию /ct (a) cos [3.
Учитывая еще особые решения типа (3,9), (3,10), (3,11),

можно самое общее выражение для функции напряжений
записать так:

g$> = a (/30cha-f^osha) + (£cosP + -^'sin?+ <3cha +

-[- /У sh a) p -[- (Ж cos t3 -j- ЛА sin p 4- Я ch a + Q sh a) ap +

+ (rcoSp+^sinp+Kcha+^sha)lg-^^ +
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+ (ЛJ ch 2а -f В\ + q sh 2а + £>J a) cos р + О4! ch 2а +
оо

+ Cfsh2a + Z>»a)sinp+2 f/n (a) cos "P+

+/J(a)sin/ip].
-

(41,3)

Так как смещения должны быть однозначными функциями,
то члены, содержащие (3, в выражениях для смещений должны

отсутствовать. Посмотрим, какие связи должны быть между

коэффициентами, чтобы выполнялись указанные условия
однозначности смещений.

Подставляя (41,3) в (36,8), видим, что многозначность

смещений может вызвать следующая часть функции gФ:

g-ф* = (Е cos р + F sin р) р + (G ch а + И sh a) p +

+ (£0 ch a -f Z)0 sh a) a + (D{ cos p + £>* sin P) a +

+ (M cos p -j- /Vsin p + P ch a -f- Q sh a) ap. (41,4)

В выражении для функции gW ей соответствуют члены:

g^f* = — ^±^* [(£■ cos р + Z7 sin p) a + (G ch a + Нsh a) a —

— (£0 ch a + D0 sh a) p + (£)J cos p + £>f sin p) P -f-

+ (Afcosp + Arsinp)a2~(Pchoc~LQsha)p2]. (41,5)
Составляя смещения и и v по формулам (36,9) и

приравнивая нулю коэффициенты при (3 и р9, получим связи между
коэффициентами:

£+G = £0+ Z)J = M = 7V=P=Q =

-jiF—(X+ 2^)D0 = ^+(X+ 2ii)Z)J = 0. (41,6)

Учитывая эти связи, вместо (41,4) будем иметь:1

§Ф* = G (ch a — cos р) р + £0 (ch a — cos р) a + Z7 (p sin p +
-|- va sh a) + H (p sh a — va sin p) (41,7)

или

Ф* = aGp -f aB0a + F (xp + vya) -{- Я (j/p — v*a). (41,8)

i v = jj./X -f- 2jA — коэффициент Пуассона.

)3Ц
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X

Фиг. 60.

Нетрудно установить физический смысл отдельных слагаемых
в последнем выражении.

Так как (3 = 0Х — 62 (фиг. 60), а функция напряжений

Ф = о— 0 соответствует

сосредоточенному моменту М,
приложенному в начале

координат, то член Gp соответствует
двум сосредоточенным
моментам величины 2tzG и разных

знаков, приложенным в точках

а = -|- оо и а = — оо

соответственно.

Далее, так как a = \gr1 —
— lgr2, а функция напряжений
<£ = lgr соответствует

сосредоточенному всестороннему

давлению, то член B0ol дает такое давление в точке а = -\- со
и равное ему сжатие в точке а =— оо.

Остающиеся члены переписываем так:

M(y^~^Xa)z=Hl(y~\-a)b1 — ^x\gr1] —

— И\{у— а)Ь2— vxlgr2]— аЯ^ + б,,),

/7(^P + vya) = /?[xe1 + v(> + fl) lgrj —

— Z7 [*62 + v (^ — a) lg r2] — avF lg (rx r2). j
Известно, что функция напряжений вида

Ф=*—2^(^9 —vArlgr)

соответствует сосредоточенной силе, приложенной в начале

координат и направленной по оси *, и, аналогично, функция
напряжений

Ф =—-£ И+ vjMg г)

соответствует сосредоточенной силе, приложенной в начале

координат и направленной по оси у.
Отсюда следует, что выражения (41,9) дают

сосредоточенные силы величины 2гс#, приложенные в соответствующих

1 (41,9)
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точках; кроме того, первое из выражений (41,9) дает сумму
моментов величины 2каН, приложенных в точках a=dzoo,
а второе из выражений (41,9) содержит еще решение типа

lo-(/*j/-2) или эквивалентное ему решение:

g<S> = К (ch a — cos p) lg(ch a — cos p). (41,10)

Когда мы имеем дело с эксцентрическим кольцом, область

которого расположена по одну сторону линии а = 0, и

а2ф0>1 то все решения типа (41,8), кроме В0а и (41,10),
соответствуют внешним усилиям, статически

неуравновешенным, и должны быть отброшены, так что для такого случая

функция напряжений имеет вид:

g^ = (ch a — cos Р) {/ос -[- К \g (ch a — cos P)] -f-
оо

+ 2 [/£(«) cos п[3+/*(а) sin яр],

К («) =К ch (я + 1) а + Д« ch (я - 1) ос +

+ q sh (я + 1) а + Д0, sh (я — 1) а

/'(а) = Л-ch (я+ 1) a + B*ch (я- 1) а +

+ С^Ь(я+1)а + ^5Ь(я-1)а

/в (а) = ЛJ ch 2а -f В\+ CJ sh 2а,

/J (а) == Л* ch 2а + С[ sh 2а.

я>2,

(41,11)

(41,12)

Задача о равновесии такого эксцентрического кольца

ставится следующим образом: заданы внешние нагрузки — ов и

\$ на обеих границах а = а2 и а а.

1 Если а2 = 0, то рассматриваемое кольцо вырождается в

полуплоскость с круглым отверстием, т. е. в бесконечную область, для

которой отбрасывание решений типа (41,8) не обязательно (см.
qJ-j a COS В

сноску на стр. 194). Что касается особого решения 1я — ; £,
tocha + cosp

то оно годится только для того случая, когда начало координат не

входит в область, расположенную по обе стороны линии <* = 0
(см. стр. 175).
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Предполагаем, что их можно разложить в тригонометри
ческие ряды:

со

я*«р(а1, P) = «o)+S [^cos/ip + ^sinwpj,
п = 1

оо

<*°Л*1> Р) = 4l) + 2 [^ cos яр-J-^sin яр],
П = 1

оо

Яхсф (<*2> Р) = <4)2) + 2 fan* COS ЯР + Ь{п] Sin n$]y
п = 1

оо

яаа (а2, р) = ^2) + S [c»2) cos яр + 4>} sin яр].
W— 1

(41ДЗ)

Требуется подобрать коэффициенты, входящие в (41,11) —
(41,12), таким образом, чтобы напряжения на контуре
совпадали бы с заданными внешними напряжениями

(41,13).
Для решения поставленной задачи, которое дается в

следующем параграфе, нам необходимо установить связи между

коэффициентами ап, Ьп% сп> dny обусловленные тем

обстоятельством, что внешние усилия статически эквивалентны

нулю.

Предположим, что внешние нагрузки статически

уравновешиваются на каждом из контуров <х = <х1 и а = а2, т. е.

что имеют место соотношения:

*-4'(^-'"©.-.+-.
-ТС

г«= */№*£)... «-0-
■1С

м4 = ^ sh а< J en а — icos р
fi?P = 0

а = а.
— л

(/ = 1, 2; верхний знак при / = 1). J

(41,14)
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Если я2>0> то имеют место разложения:

со

дх

ду
да

а = а„

«=«.

Sha,

sh oif sin В
о V1 —

м«Л- • о

(Cha^ — COSp)2 JmU Г'

м=1

со

ch а^ cos В — 1 VI _яв. 0
а , , -—ttztt——2аУ^ *cos«p,

(ch сц
— cos p)

w= l

со

Cha$ — COS p
= 1+2 V tf"^ cos яр.

(41,15)

n= l

Подставляя (41,15) в (41,14) и производя интегрирование
по р, получаем:

*,=
ОО \

П= 1

ОО

K<=±2«s«[*2,+^)i«~n%
п = 1

Af,=
2тш

"sh2 ал

ОО

s
П= 1

<4jV паг.

(41,16)

Если а2<0, то (41,16) надо заменить соотношениями:

со

*а = -2*2 «[а£>+ ,#>]*»..,
оо

1,«=-2*2*1й,-«г)]«*'1
П= 1

ж2 =
2rca vi (о)

Sh2 a2 Jd a?i *

«asl

(41,17)

Из (41,16)— (41,17) сразу видно, что при статическом
равновесии внешних нагрузок порознь на каждой из окруж-
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ностей а = at и а = а2 должны быть выполнены связи:
00

оо

11=1 „ — 1

оо

= 2 ^-^=0; (41,18)
п = 1

оо оо

п[ап —ап\е —2ип№п -\-сп'\е
2
=

п— 1 п = 1

со

— 2 <$е-™> = 0 К > 0); (41,19)
П = 1

оо оо

2»[в|? и- dg»] е-. = 2«I*!?—43)i в»" =
п=*1 п= 1

со

s2^,w- = 0 K<0). (41,20)
п=1

§ 42. Нахождение функции напряжений

Составим выражения для напряжений аа и тв3, пользуясь

формулами (36,2) и беря функцию напряжений из (41,11) —

(41,12). Имеем:
'

2аоа = K(l—2ch2a) — 2Jcha sh а -f
-|- 2/i (а) + 2 (/Г ch а -\-J sh а) cos р — К cos 2р +

ОО

+ 2 { К"+ 1) (Л + 2)/n + i(«) — 2ch а (л2— 1)/S (а) +

+ (л—l)(/i —2)/S_i(«)]cos/zp +
+ [(я + 1) (/г + 2)/*+1 (а) —2ch а (я* — 1) Д (а) +

+ (я—1)(л— 2)/*_1(a)]sin/*p —

—2 sh а f/f (ot)cosnp+/n О) sin яр]}; (42,1)

2атвР =/?'(«) — 2(^sha-f-ycha)siripH-7sin2p +
00

/ / /

+2 (l("+l)/«+i («)—2/гсЬ «/• (а)+(я-1)/1-1(«)]со8Яр—
" =1

.,

-K«+l)/«+i(«) —2"ch0I/»(a) +

-(-(«-l)/S'_i(a))sin_«PJ. (42,2)
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Подставляя (42,1) — (42,2) при а = а, в первые два

уравнения (41,13) и приравнивая коэффициенты при cos«,B
и sin яр, получим:

fl (а,) = 2с(01)+2Jch а, sh «j-f 2Af cli9 а,—AT,)
1 • 2 ■ 3 -/з К) = 2с{1)— 2 (/Cch а, -\-J sh а,) +

+ 2 shot, ■ fl' (а,),

2-3-4 -/з(«1) — 2сй«! • 1 . 2-3-/1(ai) =

= 4с(г1)+ 2AT-f 4sh а,
• /,0' (а,),

(42,3)

п (п +1) (« + 2)/n + i(«i)—2cha,(«-

X fn («,) 4- (я— 2)(я — 1) «/«-1 («j)

4-2«shai/,f(a1)

-1)я(я+1)Х
= 2я <£> +

(я>3);)

«(«-(-1)(н + 2)/*+!(«,)— 2спа,(я — 1)я(я+0ЛЫ+

4- (я — 2) (я— 1)/t/?,_t (а,) =

= 2nd(V + 2ns\\*,fi(al) (я>1); (42,4)

(я + 1)Л'+1(«1) —глсЬв./'Ча,)^ [ С42-5)

4-(я — l)/f;_i(«1)=2aS) (я>1);

2/f (а,) — 2 ch a,/f (at) = — 2t>[1) (Ksh а, 4-Усп а,),)
iff (a,) — 4 Ch 0.,/Г (a,) 4-/f (a,) = - 2d?-\-J,

(я4- l)/»'+i(«i) — 2«cha,/^'(a1) +
+ (« — l)/J'-i(«,) —2J?1 (я>3).

Умножая (42,5) на е-"*' и складывая, получим:

(42,6)

п

(«4- о/Л'+х^^-я/г'Ы^-'-г^'г^"^'- (42-7)
/> = О
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Но из (41,18) имеем:

П со со

2*-' 2 41)«"*в' = - 2ет~ s 4V-^ = -2 2«5,V-r°',
р = 0 р=п-\-1 г = 1

оо

и так как ряд 2#п cos/гр предположен сходящимся, то

правая часть (42,7) стремится к нулю при я—>оо, т. е.

функции /?, (otj), будучи конечными для всех п, стремятся
к нулю при я—►оо.

Умножая (42,7) на е11*1 и складывая, будем иметь:

п— 1 п—1

или после суммирования по q\

п — 1

л/» (ei) «= i^ 2aP>sl,(«— /0«i («>!)• (42,8)
р = 0

Точно так же из (42,4) имеем:

л (л+ !)(/*+ 2)/£+!(«!)— (я — 1)л(я+ l)/«(«i)^~aj =
?г

= 2/"' 2 р [4Ч+sh «i
■ fv («.И е~р"\

или с учетом (42,5):

я(я + 1) (« + 2)/J+1 (a,) —(я— 1)я(я+1)ЛЫГ"'=

= я (я+ 1) [Л'+i (ai) + *"*'/» («i)l +
n

+2^s p i4l)—41)i*~pai.

Можно показать, пользуясь (41,18), что правая часть

последнего равенства стремится к нулю при п -> оо,
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После выкладок имеем окончательное выражение для

/?,(*i) ПРИ п>2:
П—1

п{^-\)РпЫ=^^,1-Р)а^^(п-Р)^+
+ (pdf— cthoc, a<J>) sh (я- p) *,]. (42,9)

Функция /* («j) остается неопределенной.
Точно таким же образом, пользуясь (42,3), (42,6) и

(41,18), можно получить формулы:

я sh aj% К) = [/f («J —У] sh я*!
—

— 2/Csh (n — 1) а1 sh at
—

— 2*2 ^>sh (л—р) a, (л>2)Л(42,Ю)
p=i

w

«(я2—l)shot1/J(«1)=[/f Ы —УК/гсЬяа! —

— cth a1 sh^otj)— /С[(я— l)sh nal
—

_(ft+1)sh(„_2)a1]+22[(^)+
P= i \ (42,11)

+ dMctha1)sh(n—p)cLl-

(л>2),

2/J(a1) = 2£#>+ Jsh2a1+ /C(2ch2a1 — 1).

Если a2>0» T0 формулы (42,8) — (42,11) при
выполнении условий (41,19) сохраняют свой вид при замене о^ на а2,
причем коэффициенты ап ... dn будут иметь индекс (2).

Если же а2 < 0, то нужно лишь заменить во втором
уравнении (42,10) е~аь на еЯ2 и е~*"** на е**"». l

Равенства (42,8)—(42,11) при a = <х{ и a = ос2 дают

систему уравнений для определения неизвестных констант А°

Вп> Сп> Щ^ Ап> 5п« ^м> ^м» если считать У и К заданными.

При этом предполагается, что выполнены условия (41,20).
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При п = 1 уравнение (42,8) при а = си1 и я = а2 дает

систему двух уравнений с двумя неизвестными А* и С*. Далее,

вторые уравнения (42,10)—(42,11), числом четыре, содержат
пять неизвестных величин: J, К, Л£, £*, и CJ.

Недостающее уравнение получается из условия на

бесконечности, если область содержит линию а = 0; в противном

случае будем полагать К=0.
Таким образом, задача о плоском напряженном состоянии

эксцентрического кольца полностью решена для того случая,
когда внешние усилия статически уравновешиваются порознь
на каждой из окружностей а = ах и ос = а2.

Переходим к частным случаям внешней нагрузки.

§ 43. Эксцентрическая труба под равномерным
давлением

Пусть по контуру а == «j действует равномерное
нормальное давление, равное р{1 а по контуру а = а2—давление,
равное р2 (фиг. 61).

Фиг. 61.

Граничные условия такой задачи имеют вид:

0«1а= «1
= Pi» °«la = ei

= — P» 1
>
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Рассмотрим функцию напряжений Ф, четную по переменной ,3
и содержащую четыре неопределенных коэффициента:

g-ф = М (сп а — cos Р) + (Л ch 2а -f В + С sh 2ос) cos p. (43,2)

Покажем, что величины А, В, С, J могут быть определены
из условий

1 (43,1).
В самом деле, из (36,2) и (41,1) получаем:

дов =
— Jsh ос (ch а -— cos fi) -\- A ch 2а -\- С sh 2а —

— 2 sh a cos ,3 (Л sh 2а + С ch 2а) + /3,

ата?
= — ^ch а — cos (3) [У— 2 (Л sh 2а-\-С ch 2oc)J sin (3,

что после подстановки в (43,1) дает систему уравнений:

Ach2ai-\-B-\-Csh 2<xx— i- 7sh 2a1 = — apv \- f>

i4ch2a2+fi + Csli5«a —yysh2«a = —a/72, |г Pf*

}(43,3)
i4sh2«x -f- Cch2aj— jJ=Of

A sh 2a2 + С ch 2a2 — 1 J= 0.

Решая эту систему, получим значения постоянных:

Л = — £ (д —р2) sh («j + a2),

B = jj[Pi ch (04—a2) sh 2a2—/?2 ch («j — a2) sh 2at -\-

+ (Pi+P2)sh(a1 — a2)], 1

C = ^(Pl—P2)ch («i + 'a)»

J =T)(Pi
— P2)ch(*i — «2).

D = 2sh («j — a2) (sh2a1 -f sh2 <z2),
что и дает решение поставленной задачи

(43,4)

1 Можно было бы, конечно, исходить из общего решения,
полученного в предыдущем параграфе.
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Подсчитаем напряжение ор на контуре с помощью (36,2),
(43,2) и (43,4). После выкладок будем иметь:

°Р1} = ар L = Kj

= —Pi + о ^1—^2) (ch «1 —cos p) X

X [sh (ocj — a2)cos{3-|-sh ax ch («j—«2)J,

°P2) = °P I = «2

= — P*
—

Ъ (/?i —^2) (ch a2
— cos P) X

X [sh (^j — a2)cos p—sh oc2 ch (aL —oc2)].

(43,5)

Рассмотрим некоторые частные случаи.
1°. Эксцентрическая труба под внутренним

давлением. Полагая /?2 = 0, рх=р, получаем из (43,5):
1 4

7^
=

D ^СЬ ^ ~ C°S P) [Sh К "* a2) COS P +

+ sha1ch(a1 —a2)] —1, (43,6)
4

-

£>• (ch a2
— cos j3) fsh (a^ — a2) cos p —

— sh a2 ch (at — a2)]. (43,7)

I oP) =
P P

Если ввести радиусы кругов /^ и г2, расстояния dx и d2
от начала координат до центров соответствующих
окружностей и расстояние е между центрами (эксцентриситет), то,

согласно (1,7):

d1 = actha1, d2 = actha2, e = d2— dv )
2edl = r\ — r\ — e2, 2ed2 = r\— r\-\- e2,

(43,8)

после чего (43,6) и (43,7) переписываются так:

г2
9ч<*

I (1) = о—5- К-О -^J(^i+2gco«P)
Р °Р rj + г*' [г!- (г, - «)*] • [r\- (rt + ef]

' °? ^+ i
*

И - ('* - О8] • 14- С + е?\
'

— 1, (43,9)

(43,10)

Из рассмотрения (43,9) можно сделать следующие выводы:
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а) Если эксцентриситет больше, чем половина

внутреннего радиуса (е > -^ rx J , то максимальное напряжение на

внутреннем краю достигается в точке, где cos|3 = — г1/2е:

1[оШ] = _*-_._ \ ± 1.(43,11)
р Р шах г1 + Г2 [Г2 _ (ri _ ,)2] . [г2 _ (ri + ,)2]

)

б) Если эксцентриситет меньше, чем половина

внутреннего радиуса [e<-R-r1 , то максимальное напряжение на

внутреннем краю будет в точке р = ±:тг („тонкая" часть):

±1&)} =^—^г> ; I
*

F —1. (43,12)

в) Минимальное напряжение на внутреннем краю будет
•i точке (3 = 0 („толстая" часть):

1 a Di
.

==-—•
, ,—Ь (43,13)

3 предельном случае е = 0 (концентрическое кольцо под

•нутренним давлением) получаем из (43,9):

1 Л + г?

гго совпадает с известными результатами, получаемыми в

полярных координатах (см. [и], стр. 69).
Из рассмотрения (43,10) заключаем следующее:
а) Наибольшее напряжение на внешнем краю будет при

i = ±7c („тонкая" часть):

б) Если эксцентриситет больше, чем половина внешнего

радиуса (в > -~ гЛ , то минимальное напряжение на внешнем
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краю будет в точке cos (3 = г2/2е. Это напряжение
отрицательно и по абсолютной величине равно:

1 r0(2)i __ 1 LJ i (43 Ш

в) Если эксцентриситет меньше, чем половина внешнего

радиуса (е < -<ггЛ , то минимальное напряжение
1 на внешнем

краю будет при р = 0 („толстая" часть):

1 2r\ rl + r2.— 2r,,e — е2

mm

Таким образом, если эксцентриситет не очень велик, то

максимум напряжений как на внутренней, так и на внешней

поверхностях трубы достигается соответственно в тех

точках, где толщина стенок наименьшая (p = :±:it).
Сравнивая (43,12) и (43,15), можно показать, что при

выполнении неравенства

е<^Р (43,18)

имеет место неравенство:

8^rfe<(r13+ rp(r9— r,
— e) [(гх-\-г2)*-е% (43,19)

из которого следует, что максимум напряжений на внутреннем

краю превышает соответствующий максимум на внешнем краю.

В предельном случае в = 0 получаем из (43,10);

±0(2)^_Д-, (43,20)
Р * г\-г\

как и должно быть для концентрической трубы.

1 Это напряжение будет растягивающим при г < \ 2r\ + rt
~ г3,

сжимающим — в противном случае и нулем при е — у 2r% + r\ — r.lt
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2\ Эксцентрическая труба под внешним

давлением. При этом в (43,5) надо положить /?1==0,
р2 = р. Получаем

7 °е1} ===z~~~d (ch ai ~~cos ^ [sh (ai ~a^cos P +

-f-sha1ch(a1 — a2)],
1 4

7 ^
=

"П* (Ch «2— C0S P) ISh 0*1 — al) C0S I3D

sli a2 ch (a1 — a9)] — 1

или

1
-(#> =

1 (,>)

2r* (r*- **)3 _ rJ (rj + 2« cos (3):

2rl

'1+'1 И- fa - *)2i • I'l - fa+*)']
'

rl(ra--2gco3P)M/i-ga)3
— 1.

(43,21)

Точно так же, как в п. 1э, можно установить, что, если

эксцентриситет меньше, чем половина внутреннего радиуса

[е<-^/*1], то сжатие на внутренней поверхности достигает

максимума в тонкой части трубы и минимума
— в толстой ее

части; если же эксцентриситет больше, чем половина

внутреннего радиуса (е > -^-г1), то на внутреннем краю сжатие

достигает максимума в точке cos (3 = — rl/2e. На внешнем краю

максимум сжатия достигается всегда в тонкой части трубы,
в толстой части, если е<-7гг0, и в точкеа минимум

1
cos Р^ 2*

' 6СЛИ 6> 2~7'2*
Аналогично, при выполнении неравенства (43,18)

максимум напряжений достигается на внутренней поверхности трубы.
Таким образом, в нормальных случаях, когда

эксцентриситет в не очень велик, максимальное напряжение всегда

будет достигаться на внутренней поверхности трубы. В
случае внутреннего давления это максимальное напряжение

14 Змг. 1002. Я. Уфпянд.
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дается формулой (43,12), а в случае внешнего давления

формулой:

р l°P J
max rJ + гз

*

г2 _ г2 _. е2 _ 2е^
• (43,22)

Описание экспериментальных исследований, относящихся
к задаче о деформации эксцентрической трубы под

внутренним давлением и полностью подтверждающих теоретическое

решение вопроса, читатель может найти в книге Э. Кокера
и Л. Файлона I24].

§ 44. Полуплоскость с круглым отверстием,

подверженным равномерному давлению 1

Рассмотрим плоскую область, имеющую форму
полуплоскости с круглым отверстием.

Если по контуру отверстия приложено равномерное
нормальное давление (фиг. 62), то можно сразу написать вырл-

ос?0

Фиг. 62.

жение для напряжения ор на контуре, если положить в (43,6) —

(43,7) а2 = 0 (а1==со):

±4°)=До^) = -£-cosp(l— cos?),
р р р Р sh2 to

l v ' '

(44,1)

p P jp P sh2<o J

1 Решение этой задачи имеет практическое значение для

изучения напряжений, возникающих у заклепочной дыры вблизи

прямолинейного края, когда раскаленная заклепка расклепывается под

давлением.
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Пользуясь соотношениями (фиг. 62):

^=ctho), r = -r—, х = х
Sri со a=o=«nSr (^2)

можно напряжение па прямолинейном краю представить в виде:

Максимальное растяжение достигается в точке х = 0:

7 K°W= 4
-&=? <44>4>

В точках х = ±УсГ2—г2 напряжение обращается в нуль;
затем напряжение делается сжимающим, достигающим по

абсолютной величине максимального значения при х— ± Уъ (d2—r2),
равного 1/8 значения, даваемого (44,4); при дальнейшем

возрастании л* до сю , напряжение монотонно убывает до нуля.

Напряжение на обводе отверстия можно записать так:

1оИ=1+2-8^,
р Р ' sll2to

после чего оно очень удобно выражается через полярный
угол 0 (фиг 62). В самом деле,

tg 0 =.х/у =* sin p/sh о),

т. е.

J-G^)=lJr2lg20, (44,5)

Отсюда ясно, что растяжение на обводе отверстия имеет

минимум при 0 = 0 (точка В), равный /?, и достигает

максимума в точках А, где tg 0 максимален и равен г/Yd2— г2.
Имеем

jK^-i^- <44'6)

Сравнивая (44,6) с (44,4), видим, что максимальные

напряжения на прямолинейном краю и на обводе отверстия
совпадают при djr = Ybi

-Ш\ =1гоИ] =2. (44,7)
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Если djr > 1^3, то максимальное напряжение будет на

окружности отверстия (в точках А); если же djr < ]/"з, то

максимальное напряжение будет на прямолинейном краю в точке О,

§ 45. Влияние круглого отверстия на напряжения
в растянутой полуплоскости

Рассмотрим полуплоскость, содержащую круглое отверстие
(а = *() и растягиваемую постоянным усилием р на

бесконечности (фиг. 63).

Фиг. 63.

Требуется разыскать бигармоническую функцию
напряжений, удовлетворяющую условиям:

°а I ««О = ^ \ а«0 = 0« | «-Y = Х«Р U-Y в ° С45»1)

и обеспечивающую заданную систему напряжений на

бесконечности.

Положим:

ф = Ф0+ apF, (45,2)
где

1 2
Фо = ^РУ - (45,3)

Эта последняя функция дает ow = p, ^
= To?jy= °» т- е* Уд0"

влетворяет условию на бесконечности.

Следовательно, бигармоническая функция F должна быть

подобрана так, чтобы снять напряжения ов и таР,
возникающие на краю отверстия от наличия функции Ф0; кроме того,
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функция F не должна изменять напряжения на бесконечности.

Наконец, F должна быть четной функцией переменной р.
В соответствии с этим, имеем из (41,11):1

gF ==Ja (ch а — cos р) -f- (At ch 2а -f #x-|-
оэ

-f- Cx sh 2а) cos р -f- ^ /n (a) cos яр,
П= 2 (45,4)

/« («)
= К ch (л + 1) a + Bn ch [n — 1) a -f

-f Cnsh(«+1) a-\-Dnsh(n — 1) a.

Полагая в (42,1) и (42,2) a = 0 и учитывая, что напряжения

°о и т«з> пРоисх°Дяш.ие от функции Ф0, равны нулю при a = 0,
имеем из первых двух условий (45,1):

An + Bn=(n+l)Cn+(n — l)DH = 0, (/i>l), (45,5)

после чего (45,4) можно записать:

gF = Ja (ch a— cos p) + Ax (ch 2a — 1) cos p -+-
CO

+ ^ <Л~ [ch (я + 1) a — ch (л — 1) «1 + En [(«-1) sh (« +

4- 1) a — (/г+ 1) sh (n — 1) a]} cos /г р. (45,6)

Из (45,6) видно, что условия на бесконечности

не нарушены наличием функции F, ибо

Остается удовлетворить еще двум условиям (45,1),
которые, согласно (36,2), можно записать так:

{[(ch a - cos p) |1 _ 8h a £ - sin p ! + ch a] (^Ф)}^ =

-bsjrfe*)],.-,-0 (45'7)

1 /C = 0 в соответствии с замечанием сделанным в конце § 42
(стр. 205).
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Применяй (45,2), получаем:

^(cha~cosp)^2--sha^-sin^4-cna](^)}a^ =
«=Y

= — { |(ch a — cosp)^
— shoc^{[■

\ (45.8)

sl<+<4(f)L,-1
Второе из этих условий можно было бы преобразовать так

же, как это было сделано в § 38 (стр. 177); однако, в

данном случае это не является необходимостью, ибо здесь мы

имеем дело с рядами, которые, будучи умножены на cos ,8
или sin p, могут быть снова преобразованы в некоторый ряд
Фурье.

Разложим функцию

£Ф0 1 Sh2 a

ар 2 ch a — cos В

в тригонометрический ряд, пользуясь формулой

sha

П= 1

СО

ch a — cos fJ
= 1 + 22*-naCOSAz8.

Имеем:
со

ар
= ysha(l-|-2 V e-"acos^ (45,9)

n = l

Подставляя (45,6) и (45,9) в (45,8), имеем систему

уравнений, в результате решения которой получаются значения

постоянных:

J —
ch2Y

' Ai

An —

2y
' *M 2ch2y

'

n2 sh3 y — n sh y ch у 4- e~ n^ sh щ

2[sh2rtY —n2sh2Y]
n sh2 y

> (45,10)

"П 2 [sh2 щ — n2 sh2 y!
*
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Подставляя (45,10) в (45,6), имеем из (45,2) и (45,3)

ё± =— Га (ch а — cos р) + ch (2T — ос) sh а cos р] +
ар ch 2y

оо

-f i- sh а + 2 [л sh f sh (а — ?) sh /га —

-shashn(a^T)sh^T1sh2nTC^gsh2T. (45,11)

Подсчитываем напряжение ор на контуре, применяя

формулу (36,2). После выкладок получаем:

На обводе отверстия:

оо

1 J'l)
— Оя

Р
Р

1

Ря, = П
п

2(chY-cosp)f^b+yPncos/ip]f |
L Т ^3 J [ (45,12)

(п — 1) sh (n + 1) т
- (п + 1) sh (/г — 1) г I

2 (sh2/П ~ я2 sh2 y)
' J

На прямолинейном краю:

оо

ia(?0) = 1— (1— cosP)^j Qncosrtp,
П= 1 \ (45,13)

Qn = 4«
n2 sh2 y — я sh y ch y + e щ sh щ

2 (sh2nY—n2sh2 y)

Ряд, входящий в (45,12), сходится плохо. Но если положить

Рп = 2п(пsh y
— ch 4) е-т-j- Тп (45,14)

и воспользоваться суммой ряда

оо

V п(п shy — ch y) e-*ncosflp =
?*=1

2(chY — cosp)

v[\ 9 sh2Tsia2p
XL TcliT-^

X

cos p)2
• (45,15)
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то, вместо (45,12), будем иметь:

1 <о

р
р l_2-T-^!l^^+ 2(cl4-cosp)X(ch у — cos^)-

oo

^[Ш1 + 2е^'С05^+ИТ-С05^]' (45,16)
n= 2

причем ряд, входящий в последнее выражение, сходится очень

быстро.
Приводим табл. 18 напряжений ар для точек О, В и А

(фиг. 63), причем значения у брались от 0,6 до 2,2 через 0,2.

Таблица 18

7

0

0,6
0,8
1,0
1,2
1.4
1.6

1 1,8
2,0 1
2,2
оэ

1
х = ^ =

Г

= ch y

1
1 1,19

1,34

1,54
1,81
2,15
2,58
3,11
3,76
4,57
со

ы
77LP Jo

— 4,08
— 1,96
— 0,902
— 0,270

0,134
0,405
0,591
0,721
0,810
1

hihiLP JJ5

5,06
4,37
3,92
3,61
3,49
3,25
3,16
3,10
3,06
3

hi
7ГL P J л

3,999
3,36
•3,27
3,20
3,15
3,12
3,09
3,07
3,05
3,04
3

Расчеты производились по формулам, вытекающим из

(45,12)—(45,13):
оо

[2]ri-2 2(-i>-Q..
со

оо

И —2

(45,17)
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Из рассмотрения этой таблицы видно, что максимальное

растягивающее напряжение всегда будет в той точке контура

отверстия, которая ближе всего отстоит от прямолинейного края.

ПрИ у _> со отверстие удаляется на бесконечно далекое

расстояние от прямолинейного края, т. е. мы имеем дело

с растянутой бесконечной плоскостью, содержащей круглое

отверстие. Результат

и, -а и. 1

соответствует известному факту, что концентрация

напряжений на краю круглого отверстия в бесконечной растянутой
полосе равна 3.

Предельный случай y = 0, если при этом и а = 0 (d = г —

конечные величины), соответствует растянутой полуплоскости,
содержащей круглое отверстие, касательное к

прямолинейному краю.

з

£

-/ -4 О < 2

Фиг. 64.

3
-и.*

\Cost-M
\Cht~M

Полагая, как обычно, щ = 0, ч = сМу вместо ряда
в третьем равенстве (45,17), получаем интеграл:

ш
оо

flchfl — she

sh« 0 — Q*
О Ф), (45.18)
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Формула (45,18) совпадает с формулой (40,13), как и должно

быть.

Экспериментальное исследование напряжений в широкой
полосе с круглым отверстием вблизи края, произведенное
Кокером [26], подтверждает результаты, полученные
теоретически.

Числовые данные табл. 17 и 18 позволяют построить
непрерывный график концентрации напряжений в

полуплоскости, содержащей как сегментную выемку на краю, так и

круглое отверстие (фиг. 64). Следует только помнить, что

при X > 1 на этом графике даны напряжения в точках Л

(фиг. 63), в то время как максимальное напряжение
достигается в точках £>.

§ 46. Растяжение бесконечной плоскости

с двумя круглыми отверстиями

Общее решение, данное в § 42, позволяет получить
решение задачи о напряженном состоянии в бесконечной плоскости,
ослабленной двумя круглыми отверстиями, если на контурах

отверстий заданы внешние усилия.

Нетрудно приспособить, так же, как это сделано в

предыдущем параграфе, это решение на тот случай, когда

контуры отверстий свободны от усилий, но зато заданы усилия
на бесконечности.

Мы приводим принадлежащее Лингу [27] непосредственное

решение такой задачи в том случае, когда радиусы отверстий
и расстояния их центров от оси симметрии 'равны между

собой (фиг. 65).
Полагая, как обычно,

ф = Ф0-\-арГ, (46,1)

ищем F в виде четной функции переменных а и р:

gF = K (ch а — cos р) \g (ch а — cos р) +
оо

+ 2 fn (°0 C0S nh

/»(«) = i4ech(« + l)o + 5„ch(/i — 1)а.

Точно так же, как в | 37, имеем;

(46,2)
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1) в случае продольного растяжения (фиг. 65а)

ар 2 ch a — cos p
'

2) в случае поперечного растяжения (фиг. 656):

£-Ф0 1 sh2a

(46,3)

a/; 2 cha — cosp
' (46,4)

Ca;

(6)

r,■6)

Фиг. G5.

3) в случае всестороннего растяжения (фиг. 65б):

= ~(cha4-cos|3). (46,5)
g%
=

1

я/> 2

Граничные условия задачи таковы:

aa|a=±v = ^|a==±Y = 0. (46,6)

Кроме того, на бесконечности (a = p = 0) должно иметь

место равенство gF\ = О, или

оэ

2 (Л,+вп) = о
«»1

Г46.7)
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Условия (46,6) послужат нам для выражения постоянных А
и Вп через коэффициент /С, который будет определен
впоследствии при помощи равенства (46,7).

Составим по формулам (36,2) напряжения о°а и

^соответствующие функции напряжений Ф0, и разложим их в

тригонометрические ряды:
со со

7 °» = ^j °н ^cos я'3, 7 T*i3 = ^Zn ^sin n^' (46,8)
?А = 0 П = 1

В первом случае:

1 о (1 — ch a cos [i)2 J_ ^о sh a sin ^ (1—ch a cos fc) . /лр л\

J
a« —

(ch a — cos p)3"
'

7 TeP— (ch a — cos ft)2
; ^4b>y)

со втором случае:

1 о sh2asin2p J_^o Sh a sin ft (1 — ch a COS [5) t

,. .

7
°"
-(cha- cos p)*

' 7'aP~ (cha —cosft)2
J i^b.lU)

в третьем случае:

i-o; = l, i-Ta°p = 0. (46,11)

Поэтому для получения коэффициентов an (a) и тп (а)
вычисляем интегралы:

f COSjlM_ /
__

1 \n + l Т Sin Р Sin »Р Ли = 1?L .
.-net

J cha-COSfi ~~^ ^ J (cha-COSft)2^ Sha

— К
— ТС

s
cos я MP' =s-|Lg-n.^sha + chft)>

(cha-COSp)2 sh8a V l "

после чего имеем в первом случае:

"о = *-<*'. ) (46,12)
оп = т:п = 2*-я* snapshot — ch a) (л>1); J

во втором случае:

a0=e-shot, . j
a// = Trt = 2^-;iasha(/zsh 7 — ch a) (n>l); J

в третьем случае:

,0=1, eM = xff = 0 (я>1). (46,14)
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Выпишем по формулам (36,2) напряжения оа и твр, соот

ветствующие функции напряжений F:

азя==—i-/C(ch2<x—2ch otcosp—cos2l8)+/1(a)-f
CO

-j-i-V [in-\)(n-2)fn_l{a)-
11 = 1

_2(«2-l)/n(a)cha+ (n-f 1)(л + 2)Х

X /» + i (a) — 2 sh <xfn (a)] cos n$,
CO

(46,15)

azr4 =
— /C sh a sin |3 — — ^ [(/z — 1) /п-Х (а)

w = l

— 2/*cha/n(a) + (/*+l)/7', + 1(a)] sin /zp. j
Применяя теперь граничные условия (46,6) и используя
равенства (46,15) и (46,8), будем иметь:

-2a0==2/1(T) —/Cch2T,
— 2/п„ = 6W_ t

— 2^n ch т + Фп+i —

— 2*;4shT + 2/C(8lnchT — 82„).

2-сл = «b»-i — 2'^ ch T + <{>'l + 1 -f-

+ 2/C8lnshif, ;

*<n = (" -1)" (« + i)/n (f), *i* = «/n (ir).
Здесь

0 m^t-tx

(n>l) (46,16)

°«»—i l ,„ = „.
(46,17)

Решая систему (46,16), получим:

2Д (oc)=Kch2o( — 2a0,

4J>i = 2A>~~Y sh ?
— 2 2 Tm^

— jhy

ш = 1

(46,18)

и для я^>2

^ sh f = tyt sh «*f
— 2Ksh (n — 1) 7 sh 4 4~

>i —1 (46,19)

??i^*
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йп sh y = ^ (я ch щ
— cth y sh «*() -j-

-f/C[(/i+l)sh (л —2) y —(л —l)sh/i7]— |
37,— 1

— 2 2 Кй — m) Tw cl1 (/г — /70 T
—

\ (46,19)
m = i

— (waw + tto cth T) sh (/г — /л) yJ.
Подставляя коэффициенты aw и тп из (46^12) — (46,14),

получим:

2/1(Y) = Kch2T-2o0,
^e?/v = — 2/С (я sh 7 -j- ch т) zt: /2 (/г2 — 1) sh y,fn'

(я>2)
}

Ш

(46,20)

<У,/*' = 2/Csh 7 zz: /г (я sh 7
— ch 7), (я > 1),

причем верхний знак относится к случаю продольного

растяжения, а нижний— к случаю поперечного растяжения; для

случая всестороннего растяжения члены, перед которыми
стоит двойной знак, вообще отсутствуют.

Решая систему (46,20) относительно Ап и ВПУ будем
иметь после выкладок:

2К(е -nvsh щ-\-пе~'(sh j)±n (я-f1) (<? ~nTch щ—пе-тsh у) )Л"=
л (л + 1) (sh 2hy + я sh2т)ln

2/((g-nTsh/iT-h^TshT)^/g(^— l)(g—^Tfch/г-у—ftgTshf)
B"~~

n(я — 1) (sh 2/zy + я sh 2y) (46,2

В, = у (/Сth y ch 2y — 2o0 zz: *-2r cth 2y).

Подставляя (46,21) в (46,7), получим для определения
постоянной К в случае всестороннего растяжения уравнение:

/c[^ + thYSh2Y —
00

_ 4 V
«
- »т »h *г + n sh т (и sh Т + ch ТЛ t (б22)^J я (я2 — 1) (sh 2ят + п sh 2y) J

В случае продольного или поперечного растяжений в (46,22)
справа вместо единицы нужно подставить:

со

?±4-2sh^2
Я

п.*?1

sh 2«т -+- я sh 2y
* (46,23)
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Напряжение а^ на обводе отверстия дается формулой:1
1
1[5?]авТ = 2(сИ —cos?) X

оо

sh яу cos n§ \

sh 2щ + п sh 2y
н"~

оэ

__ 9 V п (п sh n1 sh Т — ch щ ch 7) cos /zft~| .

ft
-^Z ^J sh 2/iy 4-n sh 2T J* l*°>^

Расчеты максимального значения напряжения (ca)a=Y
производились для всех трех случаев, причем для продольного

растяжения оно имеет место почти в точках А (фиг. 65), для

поперечного растяжения — в точках В или С, в зависимости

от размеров отверстий и их взаимного расположения, и для

всестороннего растяжения — всегда в точках С (см. табл. 19).
Таблица 19

см

Растяжение

продольное

[-1

поперечное

[?L И
всестороннее

й. (?]
1

1,5
2
3
5
8
со

2,57
2,62 !

1 2,70
2,83
2,93
2,97
3

3,87
!

3,15
3,07
3,02
3,004
3,001
3

со

3,26
3,02
2,99
2,997

- 2,999
i 3

2,89
2,26 !

2,16
2,08
2,03
2,01
2

со

2,89
2,41
2,16
2,05
2,02
2

Значение (3*, соответствующее точкам Л, определяется

условием
a sin В* а

А ch у — cos fi* sh y
'

или после выкладок:

eos{3* = l/chf. (46,25)

1 Знаки следует выбирать в соответствии с пояснением, данным
К формуле (46,20),
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Предельный случай у
—

со соответствует тому, что

наличие одного отверстия не влияет на распределение
напряжений в плоскости с другим отверстием, т. е. мы имеем

дело с плоскостью, содержащей одно круглое отверстие.
Численные результаты в этом случае совпадают с известными

результатами, получаемыми с помощью полярных координат.

Предельный случай ^ = 0, если при этом а = 0 (d=2r),
соответствует бесконечной плоскости, содержащей два

взаимно касательных круглых отверстия.
Обозначая щ = О, *f = dQ, f(^2 = L, получим из (46,22)

для определения L уравнение, совпадающее с (39,18) а из

(46,24) —формулы для напряжений, совпадающие с (39,20)—
(39,21), как и должно быть.

Результаты, полученные в табл. 16 и 19, изображены на

фиг. 66, дающей непрерывный график концентрации
напряжений в плоскости, содержащей как отверстие в виде

круговой луночки, так и два круглых отверстия. Кривая /

соответствует случаю продольного растяжения, 2 — поперечного

растяжения и 3— всестороннего растяжения (в терминах § 37).

Фиг. 66.

Следует помнить, что здесь, так же, как и на фиг. 64,

в случае X > 1 на кривых 1 и 3 даны напряжения в

точках В (фиг. 65), не являющиеся максимальными для случая

всестороннего растяжения, а также не всегда максимальные

для продольного растяжения.
В заключение гл. VII заметим, что она написана нами по

материалам работ С. А. Чаплыгина и Н. С. Аржаникова f1]
и Джеффери [-}.



ПРИЛОЖЕНИЕ
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(пределы 0 и со)

Г COS та С sh а sin та
т I ~~\ i к do. = —-— и„ —

J Clia-j-C0Sp J (eh a + COS P)2
aa~

m% sh m3
=

1Е7^1ПГр- (1М<«) (1)

m
cos ma

_

Г sh a sin ma
__

(Ch a -f COS p)2
^
J (cha + cosSp

rfe =

/«г. m ch mp sin p — sh mp cos 3
=

-1
"

^Ta
" ( P О (2)

COS //w , _„
sh a sin /«a

(Cll a -j- COS p)3
~"

J (cha-fcOSp)4

я—; r-r-n [m2 sh mp sin2 В — Зш ch m% sin В cos 9 4-
2 sh ;«it sin5 p

l r i г г i

+ shmp(3 —2sin2?)] (i P I <» (3

cos ma

/

)

; тггт da = -—

г-тг^ \m6 ch mp sin-' В —

J (ch a + cos p)* 6 sh m* sin7 p
l ^ ^

— 6m2 sh mp sin2 p cos p + m ch mp sin p (15 — 11 sin^ p) -f

+ 3shmpcosP(2sin*p—5)1 (IP|<«) (•*)

f-^L—^-J- <|?|<*) (5)
J Ch a -f- COS P Sin p

Г tf«
__

Sinp —pCOSp (|P|<>) (6)
J (ch a + cos p)2 sin* p

rfa
_

B(3-2sin2p)--3sinpcosp (|?|<7t) (7)
(cho + cosp)» 2sin5p

1Г) Зак. WO? Я. Уфлтт.
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/ do 1
[3pcosp(2siuap —5)-(ch a + cos p)4 6 sin7 p

+ sin p (15—11 sin2p)l (I MO) (8)

da 1

,1 (cho + cosp)5 24 sin9 p

-f 5 sin p cos p (10 sin2 p — 21)]

[3p (35 — 40 sin2 p + 8 sin* p) +

(IPIO) (9)

m /COS
ma

A __

Г sh a sin ma
_

ch a — cos p J (ch a — cos P)2
a ~~

тт. shw(n: — p)

= <
sh тте sin p

i miz sn m (^ ~ь w
j sh m% sinp

(0<Р<т:)

(-те<р<0)

л/г /
cos ma

(cha —cos P)2
mn

= 1

sh /яте sin3 p

sh /и те sin3 p

, ( sh a sin ma
da — I —r ^-r- da

J (Cha — COSP)a

\m ch m (те — p) sin p +

-f-sh m (те— p) cos pj

[m ch /n (те -f p) sin p —

— sh m (те + p) cos p]

(0<P<*)

(-*<P<0)

J'
COS ffla

(Ch a — COS p)3
те

flfa =

[m2 sh m (те — p) sin2 p +

J

2 sh mn sin5 p

-f 3m ch m (те — p) sin p cos p -{-

+ (sin2 p + 3 cos2 P) sh m (те — P)]

cos ma

(0<р<те)

(Ch a — COS p)3
те

da =

[— m? sh m (те + p) sin2 p -f

I

2 sh wjc sin6 p

+ 3m ch m (я -j- p) sin p cos p —

— (sin2 p + 3 cos* p) sh m (я + P)] (— я<р<0) J

(10)

(H)

(12)
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Ig
Ch a — COS p
ch a -f- cos p

7t

cos ma da —

7:

m ch

- sh m [~ — В
тк I 2 '

m ch

cos ma

sh m (-— + В
nm \ 2 ' l

ch2a — cos2 p
С 7t

rfa ==

= J

sh —=— sin 26

sh—рг— sin 2p

shm
71

\hm(~ +\2

sh a sin ma

ch2 a — cos2p
7i

2 ch —— cos р

da. =

shm (*-»:
2

7t

2 ch -75- cos p
shm(| + p)

/
sh mS cos ma ,

1
l rfm = —
sh mrc

sin

2 ch a -f- cos p

Jm
ch mB cos ma _,

1 1 -f- ch a cos P
! Д#2 = ■

sh тк 2 (ch a -f- cos p)2

m- sh m% cos ma

sh mn
dm =

_

1 2 — ch2 a -f ch a COS p
~~

"2"
Sin ^

(ch a + cos p)3

ch m8 sin ma 1
r

-am = -x-

sh a

sh mn

/
2 ch a + cos p

sh a sin pm sh mPsin ma __ J
sh mix

m ~~

2 (ch a -f- cos P)!

(0 rP *)

(-*<P<0)
(13)

(0 < [3 < r:)

(-*<P<0)
(14)

(0 < p < Tt)

(-*<P<0)

(ШО)

(I MO)

(15)

(16)

(17)

(I MO) (18)

(lp |<it) (19)

(|P |<it) (20)

15*
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| ///2ch //ф sin та

sh /ил
dm

/
/

1 Sll О!
=

?Tcha + cospy
<sin2P+chttC0SP+1) (,^'<^ (?l)

P ь
a

i о cos-^-ch-p-ch mBcos ma, 2 2 .. .

, ^ x

г
~ dm = -n i г ( P < «) (22)

ch rniz ch a -|- cos fj
\' f i \ у i^;

msh mpcos ma

ch wit

1

J

1

J

1

cos^ sh —

= chf S'"T (cha2+cospp <'?'<*> <23>

m2 cos ma , 1 — sh2 a

ch-r

sh mB sin ma
,

£ dm =
СП/яте

ch mB cos ma ,

-i Д/;г =

shmBcosma .

■ am =

, /ИТС

m ,
1

— dm = —
sh /im 4

m3 ,
1

—; dm ==
-Q-shmrc 8

,
тъ

~

m'^
dm — 1

ch-rr—

Ch:*a

sin
-^

sh
-j

ch a -f cos p

9
cos p ch a

ch 2a + cos 2jJ

sin 2p
ch2a + cos2p

71

(24)

(I P|<*) (25)

(iPK-j) (26)

Ш<тт) (27)

(28)

(29)

(30)

(31)

2
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т
dm = 1 (32)

. тп

Sh-g-
т

J

^^.^^^асо^ (1И<2я) (33)

sh/яр sin ma sin pgha
,. .^ ,

^

_;o\ ,чл->

—T7^r~d"'
= i

ch2« + cos2.9
lM<"/2) (34)

cos m*
dm = -L (35)

, mn ch a

f ^Ldm^-L(\-pAgp) (l/M<«) (36)
I sh* mn 2~

ч

"

_£l_ am = JL (37)
sh2 mn оя

m*
dm = 4- (38)J t л /W7u 3ft

m ch
T~ 4i- rfw - i (39)

.
• тп n

„
shJ—

m8ch
2

rfm = 4 (4°)

t/

/tS3F-*-± fc£j—**] <"'<" (4,)

/ ^<»-

raw [' -i"H <«»<fe' «"

/n2sh2w/? . 1 fsin/7—pcosp 11
„ ,

.

ч /у10Ч

^OT=4^[ slnV —gj "p]<*> (43)

rf/»=2 (44)

Sh2/W7C

thmit

/w(m2 + i)
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J
m dm

cos ma. dm =

/

(m'+OshJST -1§ 2 "~ ^2 (45)

th /ите/2 . 0, 0

m(m»+l)rfm
= 21g2 W)

sh
—^-

sh m f -s— /м — //г2 ch //г/?

m (/я? +1) sh/ятс

= -к 1 —rc*-*sin/? +

^-(cospcha-Dlg^"-^] <,„<«) (47)

sh mp cos ma .

. p a . 1 _
i „, ,

, о it uo— "m = S1U -тг cos -77 -f -T £ ' '
/? cos;? -f

(m2-|-Ъ sh 2/тгтс 2 2 4

+ -j |a| sin/'sh | a |— Tj-chasin/Hg 2 fch ^ + cos -|Л
i i • . i sin/?/2
+ sh | a | cos/? arc tg

/y
-

e* l/j-f-cos/?/2

+

(|p|<2*) (48)

J

clh
тл /я2 -f- 1

]
dm 1

2 sh/ran J m(m2-\-\) 2

m sh mp cos ma
_

2 f0 § (1 — ch 2a cos 2ft) -f <* sh 2a sin 2?

(49)

sh2
mn

— <ш = — !
тс L (ch 2a — cos 2ft)2

+

+
sin 2ft

ch 2a — cos 2ft ] (iPK*) (so)

i sh /и В cos ///a ,

- am =
mrc

(//22+l)sh-2

J

= ^Г«-,.,лр+с„,м,.,8|£=|1£](,Р|<|) is»

w3 cos ma
_

1 1 —sh2a + cll я

Shm*
~

7 (ch a + 1)«
(52)
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