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ПРЕДИСЛОВИЕ

В соответствии с Государственным образовательным стан-

дартом учебными планами всех математических, техни-

ческих, экономических и многих других специальностей

предусмотрено изучение основ высшей математики, кото-

рые затем используются в прикладных дисциплинах.

Предлагаемое учебное пособие предназначено в первую

очередь для студентов инженерных специальностей, оно

может быть полезно и для студентов экономических и дру-

гих специальностей как очной, так и заочной и дистанци-

онной форм обучения.

В настоящем издании осуществлена попытка соединить

воедино теоретические сведения, подробные решения ти-

повых задач, а также задач повышенной трудности. Кро-
ме того, приведены контрольные расчетно-графические

задания, предназначенные для самостоятельной внеауди-

торной работы. Среди рассмотренных задач имеются как

традиционные, которые необходимы для начального ос-

воения теоретического материала, так и новые задачи, ра-

нее не входившие в существующие сборники задач.

Глава 1 посвящена основным методам интегрирования

функций одной переменной. Подробно рассмотрены мето-

ды замены переменной, интегрирования по частям, интег-

рирования рациональных, тригонометрических, а также

некоторых иррациональных функций.

Глава 2 посвящена определенному интегрированию по

Риману. Она снабжена большим числом задач геометриче-
ского характера, также приводится множество задач фи-
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зического содержания: из механики, гидростатики и тер-

модинамики, электротехники.

В главе 3 рассматриваются вопросы дифференцирова-
ния функций многих переменных. Подробно представле-
ны материалы, связанные с частными производными и

дифференциалами, дифференцированием по направлению,

рассмотрены экстремальные задачи для функций несколь-

ких переменных.

Глава 4 содержит материалы по числовым и функцио-
нальным рядам. При рассмотрении числовых рядов осо-

бое внимание уделено расширенным признакам сходимо-

сти Коши и Даламбера и эффективности их применения.

Подробно рассмотрены вопросы, связанные со степенны-

ми рядами в действительной области. В рядах Фурье вво-

дится понятие точечной сходимости и сходимости в сред-

нем. Указываются свойства функций, обеспечивающие ту

или иную сходимость.

Учебное пособие завершается разделом, где представ-

лены расчетно-графические задания, предназначенные для

самостоятельной работы по всем разделам. Каждое зада-

ние содержит 30 задач. Также даны ответы к задачам для

самостоятельного решения.
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ГЛАВА 1

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

1.1.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ И СВОЙСТВА

НЕОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

1 1.1.

ПЕРВООБРАЗНАЯ ФУНКЦИЯ И НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

Функция F(x) называется первообразной для функции

f(x) на интервале (а; О), если в любой точке х интервала (а; О)
функция F(x) дифференцируема и F'(õ) = f(x).

Замечание. Аналогично определяется первообразная на

интервалах ( вЂ”

oo; oo), ( вЂ”

oo; a), (a; oo).
Теорема. Если Е1(х) и Fq(x) вЂ” первообразные для функ-

ции f(x) на интервале (a;b), то К1(х) вЂ” Fq(x) = С, где СвЂ”

некоторая постоянная. Совокупность всех первообразных для

данной функции /(х) называется неопределенным интегралом
от функции /(х) и обозначается символом / /(х) dx. Выра-
жение f(x) dt называется подынтегральным выражением, а

функция f (x) вЂ” подынтегральной функцией.
Если F(x) вЂ” одна из первообразных функций для функции

/(х) на интервале (a; б), то

f (x) dx = F(x) + С. (1.1)

Для всякой непрерывной на интервале (a;О) функции f(x)
существует на этом интервале первообразная функция, а зна-

чит и неопределенный интеграл.
Операция нахождения неопределенного интеграла от

функции называется интегрированием функции f(x).
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1.1.2.
ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА НЕОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

(
/

/(х) dx = /(х) . (1.2)

d /(х) dx = f(x)dx . (1.3)

df (x) = /(х) + С. (1.4)

(u+ v+ w) dx = идх+ vdx+ wdx. (1.5)

af(x) dx = а f(x) dx, где а = const. (1.6)

Замечание. Равенства (1.5) и (1.б) означают равенство

множеств первообразных функций в левой и правой части.

Яля их доказательства достаточно показать, что производные

левой и правой частей равны.
Замечание. В приведенных формулах

е вЂ” е е +е shx chx
shx=, сЬх=, thx =, cthx =

2
'

2
'

chx' shx

Замечание. В отличие от операции дифференциро
элементарных функций, не выводящей из класса элем

ных функций, операция интегрирования элементарных функ-
ций не всегда приводит к функциям, принадлежащим классу
элементарных функций. Примерами таких интегралов могут
быть следующие:

'Э

e
~ dx вЂ”

интеграл Пуассона (интеграл ошибок),

cos х dx) sill x dx вЂ”

интегралы Френеля,

dx
вЂ” интегральный логарифм,lnx

cos x
dx вЂ” интегральный косинус (х ф 0),

х

sin x
dx вЂ” интегральный синус (х ф 0).

х
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Таблица основных неопределенных интегралов

dx 1

1) Odx=C 20) = вЂ” вЂ” ctg пх + С
яп~ пх п

dx

2) 1dx = dx=xyС 21) = tgx+ С
cos2 х

и,+1
dх 1

3) х" dx = +С 22) = вЂ” tgnx+ С
и+1 их и

х dx

4) xdx = вЂ” +С 23) = arcsin х + С
2 1 вЂ” х

х' dx x

5) x dx=
вЂ” +С 24) = i вЂ” +C
3 а

'dx 1 dx 1 пх

6) вЂ”,
= вЂ” вЂ” ~С 25) = вЂ” i вЂ” +С

хг х а вЂ” п х а

dx 1 dx

7) вЂ” = вЂ” вЂ” + С 26) = arctgx+ С
хз г

2 dx 1

8) ~x dx = вЂ”
х ~x + С 27) = вЂ” arctg вЂ” + С

3 аг+хг а а

dx dx 1 их
9) вЂ” = 2~x+ С 28) = вЂ” arctg вЂ” + С

~х аг + игхг иа а

dx
10) вЂ” = ln ! х~ -~- С 29) shxdx = сЬх+ С

х

11) а Их = вЂ” +С 30) chxdx = БЬх+ С
lna

1 а dx

12) а'"'" dx = вЂ” вЂ” + С 31) = вЂ” cthx+ С
п lna shг х

т dx

13) е" dx = е" +С 32) = thx+ С
ch2 х

14) е" dx = вЂ” е" + С 33) =1и х+~/хх~Л ~-С
п х ~Л

15) sin х сЬ = вЂ”
cos х + С 34) tg x dx =

вЂ” ln ! cos х! + С

1
16) sinnxdx = вЂ” вЂ” cosnx+ С 35) ctgxdx = ln ~ sin x~ + С

п

dx
17) cosxdx = sinх+ С 36) = ln tg вЂ” +С

sin x 2

1 dx X 7г

18) cos nz dx = вЂ” sin nx + С 37) =ln tg
вЂ” + вЂ” +С

п cos x 2 4

dx dx 1 x вЂ” а

19) .

= вЂ” ctgx q С 38) = вЂ” ln +С
;„г хг вЂ” аг
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1.2.

ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИИ

1.2.1.

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ЗАМЕНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

В основе метода замены переменной или подстановки ле-

жит следующая теорема.

Теорема. Пусть функции g(t), t = p(x), p'(х) непрерывны.

Тогда

g(t) dt = G(t) + С и (1 7)

g(p(x))y'(х) dx = G(p(x)) + С. (1.8)

Замечание. В этой теореме предполагается непрерывность

функции g(t) на некотором промежутке Т числовой оси,

являющемся множеством всех значений функции t = р(х);
функции р(х) и p'(х) непрерывны на некотором промежут-
ке Х числовой оси.

Указанная теорема применяется в случае, когда при нахож-

дении 1 /(х) Йх удается выбрать в качестве новой переменной

такую дифференцируемую функцию 3 = p(x), что подынте-

гральное выражение / /(х) dx, представленное в терминах

новой переменной t

f(x) Их = g(V (x))V'(х) Их = д(р(х))йр(х) = д(1) й,

приводит к легко находимому неопределенному интегралу

/ g(t) dt. Этот метод часто называют подведением функции
t = р(х) под знак дифференциала.

Часто подстановка применяется следующим образом.
В подынтегральное выражение / f(x) dx вместо х подставля-

ется непрерывно дифференцируемая функция х = p(t), имею-

щая обратную функцию t = p '(х). Тогда

f(x) dx = f(p(t))p'(t) dt ~ g(t) dt

и если /'g(t) dt = G(t) + С, то /' f(x) dx = /'g(t) dt

= G(p '(х)) + С. Коротко это можно записать равенством

r f(x) dx = f(v7(t))p'(t) dt. (1.9)
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Формула (1.9) называется формулой замены переменной.
Яосле интегрирования в правой части необходимо вместо пе-

ременной 1 подставить ее выражение через переменную х, то

есть t = p (х). Поясним метод замены переменной на при-

мерах.

Пример 1.1. Найти интегралы:

a) вш (7х+ 3) dh, б), в) (Зх+- 5)~~ dx,
х+5

1

з

г) е' х Г/х, д) sin x cos x dx.

P е ш е н и е. а) Здесь производится замена t = 7х + 3, так

как в этом случае неопределенный интеграл приводится к таб-

личному интегралу от синуса

t = 7х+ 3 w dt = d (7х+ 3) = (7х+ 3)'dx = 7dx, т. е.

1
dt = 7 dx =~ dx = вЂ” dt.

7

С учетом выбранной подстановки получим

1
.

1 1
sin(7х+ 3) dx = вЂ” вшИ1 = вЂ” вЂ” cost+С = вЂ” вЂ” cos(7х+ 3) + С.

7 7 7

б) В этом примере естественна подстановка t = x+5, тогда

dt = d (х + 5) = (х +- 5)' dx = dx =~ dt = dx.

В результате

d2: dt

(х + 5)
вЂ” = 1n [t[ + С = 1n [х + 5[ + С.

в) Яанный неопределенный интеграл легко находится под-

становкой t = Зх-+5. Очевидно, dt = Здх и

taboo (Çx -+- 5)1оо
(Зх+ 5)~~ dk = вЂ”, t9"9 dt = вЂ” + С =

3 3 100 300
+С.

г) В данном случае приводит к цели замена переменной
х=1 . Тогда

dt=dxз=(х) dx=Зх dxwx dx= вЂ” dt.
3
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С учетом данных результатов

1, 1
е х dr= вЂ” е dt= вЂ” е +С= вЂ” ех +С.

3 3 3

Этот же интеграл можно найти непосредственным подведе-

нием 22 под знак дифференциала, учитывая что по свойству
(1.3) d / /(х) dx = /(х) dx. Выражение х2 dx можно перепи-
сать в виде

з

х ds = d x dr = d вЂ” = вЂ” dx .

.з

3 3

Тогда рассматриваемый интеграл можно переписать следу-
з 1 з

ющим образом: 1 е' x2 dx = вЂ”

1 е' dx3. Если теперь обозна-
3

чить и = x~3, то получим в итоге

хз 2
.

хз 3 и и х~
е х d2: = вЂ” е dr = вЂ” еиdu = вЂ” е+С = вЂ” е +С.

3 3 3 3

Замечание. Формула (1.9) отражает свойство инвариант-
ности формулы интегрирования: формулы интегрирования

сохраняют свой вид при подстановке вместо независимой пе-

ременной любой дифференцируемой функции от нее.

д) Легко заметить, что cos x dx = d з1п х. Тогда

sin xcosr dr = sin r dsinx.

Если теперь обозначить яп х = t, то получим

4 ° 4
з sslnnx

sin rcosrdr = t dt = вЂ” + С = + С.
4 4

В общем случае преобразование подынтегрального выра-

жения к новой переменной содержит два момента:

1) преобразование подынтегральной функции в терминах
новой переменной;

2) выражение дифференциала старой переменной через

дифференциал новой переменной.

Этот, последний этап, осуществляется формальным на-

хождением дифференциала правой и левой частей равенств
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z = p(t) или t = p '(х), связывающих старую и новую пере-

менные:

&lt ~ = d~ t = V'г) «= p- ' * = (&lt;- (х

2:dx
Пример 1.2. Найти f

1+ ~2
Решение. Этот интеграл можно было бы найти вос

пользовавшись тем же приемом, что и в примере 1.1. Но мы

покажем, как формально преобразуется подынтегральное вы-

ражение после введения новой переменной интегрирования.
Введем новую переменную интегрирования t, связанную со

старой переменной уравнением t = 1+ х~. Далее преобразу-
ем подынтегральное выражение к виду правой части (1.9) в

соответствии с замечаниями, отмеченными после задачи 1.1.

Имеем

dt =d(1+х ) = (1+х ) dr=2õdx=~xdz = вЂ” dt.
2

Таким образом, в соответствии с (1.9)

хdx 1 dt 1 1
вЂ” вЂ” = вЂ” 1п [t [ +- С = вЂ” 1п (1 + х') + С.

1+х- 2 t 2 2

1.2.2.
ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ

Пусть функции и(х) и v(z) дифференцируемы на неко-

тором промежутке и интеграл ( v du существует, тогда и

интеграл ( и dv также существует и

udv = uv вЂ” vdu. (1.10)

Формула (1.10) называется формулой интегрирования по

частям. Она сводит вычисление интеграла f udu к вычисле-

нию интеграла f vdu.

B конкретных примерах целесообразно разбивать подынте-

гральное выражение на сомножители и и dv, руководствуясь
следующими соображениями:

1) функция v должна сравнительно просто находиться по

своему дифференциалу dv;
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2) интеграл (vdu должен вычисляться более просто, чем

/ и dv (то есть быть &lt;про е» исходн го интеграл
Пример 1.3. Вычислить 1 хе' Их.

Решение. Положим и = х, е й: = dv. Тогда du =- dx,
а v = 1 Нь = 1 е* dx = e* (постоянную интегрирования здесь

писать не обязательно). По формуле (1.10) имеем

хе' dx = хе" вЂ” е" dx = хе' вЂ” е*+ С = e'(х вЂ” 1) + С.

Пример 1.4. Вычислить 1 е cosx dx.

Решение. Положим и = cosx dv = е с(х. Тогда du
= вЂ” sinxdx, u = е*, и по формуле (1.10) имеем:

е cosxdx = е cosx+ е япхdx.

Второй интеграл в правой части полученного равенства

еще раз интегрируем по частям, при этом необходимые для

выполнения интегрирования по частям действия целесообраз-
но записывать в виде

dv=е dx.,u=е
е'sinxdx =

и = япх, du = cosxdx

= е sinx вЂ” е cosxdx.

Получим теперь:

е'cosrdx = е cosx+ е sinx вЂ” е cosxdx.

В правой части данного равенства имеется искомый

неопределенный интеграл ~е*cosxdx. Перенося его в левую

часть равенств, получим

2 e' cosx dx = e*(cosх + sin х).
/

е

Откуда следует, что / e*cosxdx = вЂ” (cosx+ sinx) + С
2

(мы добавили постоянную интегрирования С, так как оче-

е

видно, что функция вЂ” (cosx+ sinx) является одной из пер-
2

вообразных для функции e'cosx).



ГЛАЦА 1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 13

Интегрирование по частям, как правило, используется при

вычислении неопределенных интегралов вида

х sin ax dx, х cos Px dx, х е~* dx

(т вЂ” целое положительное число, a, P, у
вЂ” постоянные);

е
'
cos Зх dx, е,

'
sin Px dx, вгсв1п х dx,

arcctg x dx, х" ln x dx

и других.
Замечание. Процесс интегрирования в общем случае обыч-

но состоит в целесообразном применении изложенных выше

приемов (алгебраические преобразования подынтегрального

выражения, интегрирование по частям, интегрирование под-

становкой) для того, чтобы привести заданный интеграл к

интегралу (или интегралам), уже известному или вычисление

которого не представляет никаких сложностей.

Яля осуществления этой программы интегрирования на

практике необходимо уметь интегрировать те классы эле-

ментарных функций, методы интегрирования. которых хорошо

разработаны. При этом необходимо помнить, что для всякой

непрерывной на интервале (a; b) функции существует на этом

интервале первообразная и, следовательно, неопределенный
интеграл.

1.3.
ИНТЕГРИРОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ

ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ

1.3.1.
ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ДРОБЕЙ

Рациональной дробью называется отношение двух много-

членов: Р~(х)/Q»(x) (k и n вЂ” степени многочленов). Будем
предполагать, что многочлены Pq(x) и Q„(x) не имеют общих

корней.



14 ПРАКТИЧЕСКОЕ РУКОВОДСТВО К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ

Рациональная дробь называется правильной, если k & t;

и неправильной, если k & t;

Если дробь неправильная, то, разделив числитель на

знаменатель по правилу деления многочленов, получим пред-

ставление исходной дроби в виде целой части (многочлена
степени k вЂ” и) и правильной дроби

Рь(х) ~(&g
= ао + а1х + а2х +... + а~ „х +, т. ( и.

71 и

(1.11)
бхз+-5х -+Зх вЂ” 4

Пример 1.5. Дана неправильная дробь
.2«~ 4

Необходимо представить ее в виде суммы многочлена и пра-
вильной дроби.

Решение.

бх -)-5х +--Зх вЂ” 4 бх(х +4)+5х вЂ” 24х-)-Зх вЂ” 4

х2 -+- 4 х2+ 4

прибавили и отняли 24 х в числителе и сгруппировали б х +

+ 24х, затем, после группировки вынесли общий множитель

бх. Для того чтобы разделить сумму на какое-либо выра-

жение, необходимо каждый член суммы разделить на это

выражение. Поэтому, продолжая начатые преобразования име-

ем:

бх(х +4) 5х вЂ” 21х вЂ” 4 5х2 вЂ” 21х вЂ” 4
+ = бх+

х2-+4 х2-+ 4 r2-+ 4

Оставшаяся дробь также неправильная. Продолжая равен-

ство и деля числитель на знаменатель (как и на первом шаге

деления), получим:

5(х +-- 4) вЂ” 21 х вЂ” 20 вЂ” 4 5(х2 + 4) 21 х +-- 24
= бх+ = бх+

х2-+4 х2-+4 х2-+4

21 х+ 24
= бх-+-5

х2+ 4

Оставшаяся дробь является уже правильной, и на этом

процесс деления заканчивается. Таким образом

бхз -+ 5х~ -+ Зх вЂ” 4 21х-~- 24
= бх+5

x~+4 х2-+4
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Изложенную выше схему деления многочлена на много-

член удобно формализовать, представив алгоритм деления в

виде схемы деления уголком. В рамках этой схемы рассмот-

ренное выше деление выглядит следующим образом:

бхз+-5х + Зх вЂ” 4 х -+ 4

6zz+24z бх+ 5
6z- вЂ” 21z вЂ” 4

5~& t;
вЂ” 21х вЂ” 24

Так как интегрирование многочлена не представляет осо-

бых трудностей, то интегрирование рациональных дробей
сводится к интегрированию правильных рациональных дро-

бей (далее вЂ”

рациональная дробь).
Основная идея интегрирования рациональных дробей со-

стоит в представлении их в виде суммы простейших дробей
следующих видов:

1)
х вЂ” а

А
2) &g ; 1 (k

Ђ” це ое положитель ое числ
х вЂ” а"

Mx+- N
3)
2,

где D = р2 вЂ” 4q ( О, то есть квадратный
х +px+q
трехчлен не имеет действительных корней;

Их+- lV
4) , где D ( О, т ) 1 (целое положительное

х2+ рх+ д
число);

а, А, М, q. р
вЂ” постоянные.

Каждая из представленных выше простейших дробей лег-

ко интегрируется; Рассмотрим интегрирование дробей вида

1и2:

А d(z вЂ” а)dr =А = А 1п ~х вЂ” а~ + С, (1.12)
х вЂ” а х вЂ” а

А

, dr=A (х вЂ” а) d(z вЂ” а) =
-й

(х вЂ” а)"
(х вЂ” а)

"' '
А
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Вычисление интегралов от дробей вида 3 осуществляется

путем выделения полного квадрата в квадратном трехчлене

х~ -+ рх ~ q, то есть

р р' р'
=

р
' р'

х2+рх+о = х2+2 вЂ” х+ вЂ” +q вЂ” вЂ” = х+
2 4 4 2 4

и последующим введением новой переменной интегрирова-
ния t, связанной с предыдущей уравнением t = r+ вЂ”. То-

2
2 2

гда r +pr+q=t +а, где а= q
вЂ”

вЂ”, q
вЂ” вЂ” )О и

2 2 2

4' 4

dt = d r + вЂ” = r + вЂ” dr = dr.

В результате получим

Их+ Ж М(1 вЂ” р/2)+ N
ах = й=

r +рх+ q t'- + а'-

ЛХ~ dt
dt + (N вЂ” Мр/2)

М d($ +а) 1
вЂ” + (N вЂ” Мр/2) вЂ” Brctg вЂ” =

t2+ а2 а а

М 2 2 2% вЂ” Мр1п ~'-+а' -+ Сд +С=
2 2а а

М 2N вЂ” Мр 2r+ р
= вЂ” 1п(х + pr + q) + arctg~ + С.

2 2 q
вЂ” рг/4 2 q

вЂ” рг/4

Итак,

Mr+ N М
сЬ: = вЂ” 1п(х + рх + q)+

r2+pr+q

+ С. (1.14)
q

вЂ” рг/4 2 q
вЂ” рг/4

Интеграл от простейшей дроби вида 4 находится по схеме,
/

рассмотренной выше, получим:

Mr + N ЪИ + (N вЂ” Мр/2)
ах = t=

(хг + pr + ~)т
'

(~г + ~г)т
М 2t Ир dt

dt +-- Nâ€”
(р+ цг) (~г + цг)тп
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М d(t2 + а~) Мр dt

(г2 +- а2)т 2 (t2 + а2)т

M(Р+а~) +' dt
Nâ€”

2 вЂ”m+1 (~2 + 2)ш

Таким образом, осталось вычислить интеграл

dt
S„,=,т ) 1.

t2+g2

Этот интеграл вычисляется по следующей рекуррентной
(повторяющейся) формуле:

1 1 1 2т вЂ” 3
S = + S,, (1.15)

2а2(т вЂ” 1) (t2 + а2) ' а2 2т вЂ” 2

которая позволяет после (т вЂ” 1)-кратного ее применения найти

интеграл S

Как отмечалось выше, всякую правильную рациональную

дробь можно разложить на сумму простейших дробей вида

1 вЂ” 4, это определяется следующей теоремой.
P (х)

Теорема. Пусть вЂ”

правильная рациональная дробь,
„х

знаменатель которой имеет вид:

Я„(х) = (х вЂ” а1) ~' (х вЂ” а2) ~'... (х вЂ” gt) ~' (х~ + р1х + qs ) '
х...

... х (х + р,х + q,)""', (1.16)

k1+ k2 +... + kl + 2m1 + 2т2 +... + 2m,. = и,

где все квадратные трехчлены (х2+ р;х+ q,) i = 1, 2,..., s не

имеют вещественных корней. Тогда для этой дроби справед-
ливо следующее разложение на сумму простейших дробей:

Р (х) А11
-+ ~

+ .+ +

А12 А1~,
Q„(x) (х вЂ” а1)~1 (х вЂ” а1)~1 ' (х вЂ” а1)

21 2
+

2)сгА А т А

(r. вЂ” а2) ~2 (х вЂ” а2) ~ вЂ” ' (х вЂ” а2)
Al1 ~l2 ~lk~

... + +
,

+ ... + +
(х вЂ” а~) ~ (х вЂ” а~) ~-' (s вЂ” а~)
А111Х -+- Ф11 МИХ+ Ж12

(х2 + р1х+ qi)"'' (х2 + р1х+ qi)
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5'7gуmд1X + lVgуд1 M21X + Я2g
+

(хг+р х+q ) ( '+р +дг)
~~|22х + %22 ~Ъ|2тп, х + %2тпг

2(х + ргх+ q2) 2 (х +Ргх+ q2)
3I,1х -~- %,g И7,2х+ Я,2

(х-' + р,х+ q,) (хг + р,х + q,)

(1.17)
(х + p,õ+ q,)

где А», А12,..., А~~,, ЛХ», lv»,..., PI,m,, lv,, вЂ” веще-

ственные числа.

Из приведенной теоремы вытекает следующее правило

построения разложения правильной рациональной дроби на

сумму простейших дробей:
1) каждому множителю вида (х вЂ” a)" в разложении (1.16)

P (r)
знаменателя в разложении дроби на сумму простейших

и

дробей соответствуют k простейших дробей вида 1 и 2:

А11 А 12 А1~
х вЂ” а1" х вЂ” а1" ~

х вЂ”

а~

2) каждому множителю вида (хг+ pr. + q) в формуле
(1.16) Я„(х) в разложении дроби на сумму простейших дробей

соответствуют 1 простейших дробей вида 3 и 4:

A7)r + lVg M2x+ F2 AI)r + 1Vt
1+ 2 1 вЂ” 1

' '

2(х'+ рх+ q)t (хг + pr. + q)~ ' (х' + pr. + q)

Коэффициенты разложения (1.17) находятся путем приве-

дения в правой части равенства (1.17) к общему знаменателю

и последующего приравнивания коэффициентов при одинако-

вых степенях х в числителях левой и правой частей равенства

(1.17). Поясним изложенную выше схему на конкретных при-

мерах.

хз + 2х2 вЂ” 4х вЂ” 1
Пример 1.6. Найти: / dr..

r. вЂ” 2 г x2 + r. + 1

P е ш е н и е. По теореме разложения на простейшие дроби
разложение подынтегральной функции, представляющей пра-

вильную рациональную дробь, имеет вид:

х'+- 2х' вЂ” 4х вЂ” 1 А В Их-[-Ю
2+ +

г2) г (rг + r. + 1) (z: â€” 2) 2 (r. â€” 2) хг + х + 1
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Приведем выражение в правой части к общему знаме-

нателю

zз+2~2 =4+

(x 2)2(x2 «х«1)
А(х2+х+ 1) + В (х вЂ” 2) (х2+ х «- 1) + (Ых+ N) (х вЂ” 2)

(х вЂ” 2) 2 (x2 «- х+ 1)

Так как обе дроби тождественно равны, то должно выпол-
I

няться равенство

хз + 2 х2 вЂ” 4х вЂ” 1 = А(х + х + 1)+

+ B(x вЂ” 2)(х2 «- х -+ 1) «- (M х + N) (х вЂ” 2)-.

Раскроем скобки в правой части полученного равенства и

приведем подобные слагаемые:

хз «-2x2 вЂ” ix вЂ” 1 = х (B+ M) +x2(А вЂ” В вЂ” 4M+ N)«-

+ x (А вЂ” В вЂ” 4 N «- 4 М) «- А «- 4N вЂ” 2 В.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х,

получим следующую систему уравнений:

B+3I =1

А вЂ” В вЂ” 4M+N =2

А вЂ” В+4М вЂ” 4N = вЂ” 4
'

А вЂ” 2В+ 4N = вЂ” 1

решая которую найдем коэффициенты разложения А, В, И, К.

Яля этого вычтем из второго уравнения системы третье. По-

лучим

8М вЂ” 51V = вЂ” 6. (1.18)

Яалее из второго уравнения системы вычтем четвертое.

Получим
В вЂ” 4M вЂ” ЗМ = вЂ” 3.

Подставляя в это уравнение В = 1 вЂ” M из первого

уравнения системы, получим, вместе с (1.18), систему двух

уравнений для М и lV

8М вЂ” 5N = вЂ” 6
вЂ”5M вЂ” 3N = 2.
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4 2
Решая ее, получим: ЛТ = вЂ”

вЂ”, 1V = вЂ”
вЂ”.

7' 7
11

Тогда В = 1 вЂ” AI =
вЂ”, А = вЂ” 1+ 2В вЂ” 41V = 1. Таким
7'

образом, искомое разложение дроби имеет вид

~~ + 2rг вЂ” 4у вЂ” 1 11 1 вЂ”4х+ 2

(х вЂ” 2)г(хг + х + 1) (х вЂ” 2)г 7 (х вЂ” 2) 7 хг
+ +

С учетом полученного разложения искомый интеграл пред-

ставится в виде следующей суммы интегралов:

r'ç + 2~г вЂ” 4х вЂ” 1 dr
dr = г+(х вЂ” 2)г(хг +- х +- 1) (х вЂ” 2)г

11 dr 1 вЂ”4х+ 2
+ +вЂ” dx.

7 (х вЂ” 2) 7 хг+х+ 1

Интегрируя получим:

~з+ 2~г вЂ” 4х вЂ” 1
dr = вЂ” +

(х вЂ” 2)г(хг + х + 1) (х вЂ” 2)

11 1 вЂ” 4(t вЂ” 1/2) + 2
+ вЂ” ~1их вЂ” 2~ +вЂ”

7 7 t2+ 3/4
й

(в последнем интеграле введена новая переменная

1 1 1
t = х+ вЂ” w х = t вЂ” вЂ” w dt = d х вЂ” вЂ” = dx), рассмотрим

2 2 2

последний интеграл. Имеем

вЂ” 4(1 вЂ” 1/2) + 2 3 й
dt,= вЂ” 4 +4

й

Р + 3/4 1г + 3/4 tã + 3/4

d(t~ + 3/4) 2 2 t
= вЂ” 2 +4вЂ” Mctg вЂ” + С =

Р + 3/4 Д &gt;
8 2t

= вЂ” 2 1п (t2 + 3/4) + 4 вЂ” arctg вЂ” + С =

,/3,/3

8 2x+1
= вЂ” 21п(х +х+1)+4вЂ” arctg +С.

3 3
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После интегрирования мы вернулись к уже рассмотренной
переменной, учтя, что х2+ х+ 1 = 32+ 3~'4. Таким образом

ха+ 2х~ вЂ” 4х вЂ” 1 1 11
дх = + 111 х вЂ” 2вЂ”

(х вЂ” 2)~(z~ + х+- 1) (х вЂ” 2) 7

2 8 2х+1
вЂ” вЂ” 1n (z + х + 1) + arctg + С.

7 7 3 3

6дх
Пример 1.7. Найти f

х х вЂ” 1 х вЂ” 2 х 3
P е ш е н и е. Разложение подынтегральной функции на сум-

му простейших дробей имеет вид:

6 А В С D
+ + +

x(x вЂ” 1) (х вЂ” 2) (х вЂ” 3) х (х вЂ” 1) (х вЂ” 2) (х вЂ” 3)

Коэффициенты разложения А, В, С, D находим, прирав-

нивая числители в правой и левой частях равенства после

приведения дробей в правой части к общему знаменателю.

Продолжаем равенство:

А(х вЂ” 1)(z вЂ” 2)(х вЂ” 3)+ Вх(х вЂ” 2)(х вЂ” 3)+Сх(х вЂ” 1)(х вЂ” 3)+ Dx(z вЂ” 1)(х вЂ” 2)
х (х вЂ” 1) (.ю вЂ” 2) (х вЂ” 3)

=~ А (х вЂ” 1)(х вЂ” 2)(х вЂ” 3) + В х (х вЂ” 2)(x вЂ” 3) + Сх (х вЂ” 1)(х вЂ” 3)+

+ D х (х вЂ” 1) (х вЂ” 2) х (х вЂ” 1) (х вЂ” 2) (х вЂ” 3) = 6.

Раскрывая скобки в левой части записанного равенства и

приведя подобные, получим:

тз(А+ В + С+ D) + х~( вЂ” 6 А вЂ” 5 В вЂ” 4 С вЂ” 3 D)+
+ х (11 А + 6 В + 3 С+ 2 D) вЂ” 6 А = 6.

Приравнивая далее коэффициенты при одинаковых степе-

нях х в левой и правой частях равенства, получим следующую

систему уравнений для определения неизвестных коэффици-
ентов разложения:

A+B+C+D =0 B+C+D =1

6А+5В+4С+ 30 = 0 5В+4С-+- 30 = 6

11А+ 6B+ ЗС+ 2D = 0 6B+ ЗС+ 2D = 11
'

вЂ”6А=6 А= вЂ” 1
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После вычитания из третьего уравнения второго, получим:

В+С+Р=1

В вЂ” С вЂ” D=5

6B+4C+3D=6
'

А= вЂ” 1
f

Складывая первое и второе уравнения полученной системы

находим В = 3. Подставляя полученное значение в первое и

третье уравнения системы, придем к системе двух линейных

уравнений для неизвестных коэффициентов С и D:

&
С+ D = вЂ” 2

4С+30= вЂ” 9

Из первого уравнения этой системы имеем С = вЂ” 2 вЂ” D.

Тогда из второго уравнения системы после подстановки, полу-
чим:

вЂ”4(2+Р)+ ЗР= вЂ”9» D = 1.

Тогда, очевидно, С = вЂ” 3. Итак коэффициенты разложения:

А = вЂ” 1,В =З,С= вЂ”З,Р= 1.

Этот же результат можно было бы получить и более

простым путем. Если в уравнении для определения коэффици-
ентов положить r = О, то получим

вЂ” 6 А = 6, откуда А = вЂ” 1.

Полагая последовательно х = 1, найдем 2 В = 6, откуда В =

= 3, при х = 2 получим
вЂ” 2С = 6, откуда С = вЂ” 3, при х = 3

получаем 6 О = 6, откуда D = 1.

Таким способом можно всегда найти часть коэффициен-
тов разложения рациональной дроби на сумму простейших
дробей, если ее знаменатель имеет действительные корни.
Число определяемых при этом коэффициентов равно числу

различных действительных корней знаменателя. Это позволя-

ет уменьшить число линейных уравнений в системе, которую
необходимо решить для нахождения остальных коэффициен-
тов разложения. Заметим, что при реализации обсуждаемого

метода можно использовать и комплексные корни знамена-

теля, но мы на этом останавливаться не будем, так как в

стандартном курсе высшей математики вузов технического и

технологического профиля они обычно не используются.
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Возвращаясь к интегралу, получаем

6дх

х (х вЂ” 1)(х вЂ” 2)(х вЂ” 3)

dr dr dr dr
вЂ” вЂ” +3 вЂ” 3 +

Х х вЂ” 1 х вЂ” 2 х вЂ” 3

= вЂ” » lxl + 3 ln [x, вЂ” 1! вЂ” 3» lx вЂ” 21+» [x вЂ” 3~ + С.
I

1.3.2.
ИНТЕГРИРОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ

В предыдущем разделе мы рассмотрели интегрирование

рациональных дробей. При интегрировании тригонометри-

ческих выражений часто удается с помощью подходящей

подстановки свести интеграл от рассматриваемой функции к

интегралу от рациональной дроби. В дальнейшем символом

R(x., у) будем обозначать рациональную функцию от двух ар-

гументов х и у.

Интегралы вида / R(sin x, cos х) dx приводятся к инте-

гралу от рациональной функции с помощью универсальной
х

тригонометрической подстановки t = t~ â€

. Действительно, такь
2

как

х х
2~~ вЂ”

2 ~
1 вЂ” tg вЂ”

1 ~2
siur = вЂ” cosr

2

1+~
2х 1+~2 1+~

2х 1+~2
ь ь

2dt
х = 2arctgt, dr =

1+~2
'

то получим

2t 1 вЂ” t 2й
R(sin х, cos х) dx = R . (1.19)

1 + ~2
'

1 + ~2 1 + t2

Так как рациональная функция от рациональной функ-
ции также является рациональной, то интеграл, стоящий в

правой части равенства (1.19), также является интегралом от

рациональной функции, который находится методом, рассмот-

ренным в параграфе 1.3.1.
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г
1 вЂ” cosa dx

Пример 1.8. Найти
1+ совх Зь111х т 4соях+ 5

P е ш е н и е. Применяя универсальную тригонометриче-

скую подстановку, получим

(
г

1 вЂ” cos x dx

1+ cosx 3sinx+ 4cosx+ 5

2 2ф
2

6t 4 1 вЂ” t~
1+ (1+ t' ~- + 5

1+ ~г 1~Р
'

1+~г

t'й t4 ~~ t4
=2

г
=2

61+4 вЂ” 49+ 5+ 5Р Р+ 6t+ 9 (~+ 3)г

Рациональная дробь, интеграл от которой нам необходимо

найти, является неправильной. Поэтому, прежде чем разла-
гать ее на сумму простейших дробей, необходимо выделить

целую часть. Разделим для этого числитель на знаменатель:

~1 t'+ 6t+ 9
вЂ” 6tз+ 9tг t вЂ” 6t+ 27
вЂ” 6~ вЂ” 91
вЂ” 6t' вЂ” 36t' вЂ” 54t

27t + 54t

27t2 + 162t + 243
вЂ” 108t вЂ” 243

Таким образом

= t2 вЂ” 6t+ 27
2+ бt+ 9 t2+ бt+9

Учитывая этот результат, имеем:

t4 dt, 108 t + 243

(~+ З)г
' '

(~+ 3)'~&lt; 2+ t 9

(~+ 3) dt

3 (t + 3)'
= вЂ” вЂ” 3~2+ 27~ вЂ” 108 dt+ 81

(t+ З)г
~з 81

3
= вЂ” вЂ” 3 tг + 27 t 108» [t + 3( вЂ” + С.

t+3
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Возвращаясь к старой переменной, получим:

°

°

2
1 вЂ” cos x dx

1 + cos х 3 я11 х + 4 cos х + 5

3 2
х 81

= 2 вЂ” tg вЂ” вЂ” 3Сд вЂ” +27tg вЂ” вЂ” 1081n tg
вЂ” +3 вЂ” -+С.

3 2 2 2 2 ~ +З
2

I

Универсальная тригонометрическая подстановка часто

приводит к громоздким подынтегральным выражениям и,

как следствие, к большому объему вычислительной работы.
Поэтому в ряде случаев используются другие подстановки, су-

щественно упрощающие нахождение интеграла по сравнению
с ситуацией, когда применяется (в одном и том же случае)
универсальная тригонометрическая подстановка.

Укажем некоторые частные случаи, когда интеграл

I R(sin x cosx) dx рационализируется с помощью других под-

становок, приводящих к менее громоздким выкладкам:

a) если R(sinx,cosx) вЂ” нечетная функция относительно

sinx, то есть Л( вЂ” sinx,cosx) = вЂ” R(sinx,ñosõ), то интеграл

(1.19) рационализируется подстановкой t = cosx;

б) если R(sinx,cosx) вЂ” нечетная функция относительно

cosx, то есть Л(в1пх, вЂ” cosx) = вЂ” R(sinx,cosx), то интеграл

(1.19) рационализируется подстановкой t = sin x;

в) если R(sinx,cosx) вЂ” четная функция относительно

япх и cosx, то есть R( вЂ” sinx,вЂ” cosx) = R(sinx,cosx), то ин-

теграл (1.19) рационализируется подстановкой t = ~~х.
sin 2х dx

Пример 1.9. Найти / sin4 х+ cps4
P е ш е н и е. Так как подынтегральная функция является

четной функцией sinx и cosx:

2sinxcosx
R(sin х, cos х)

sin X+ cos x

2( вЂ” sin х)( вЂ” cos x)
Л( вЂ” вш х,

вЂ” cos x) =

( вЂ” вшх)4+ ( вЂ” cosx)4
2sinxcosx

= R(sin х, cos х),
я 4х+ cos4х
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то применим подстановку t = tg r. При этом

2 tgх t 2 1 1
cos х =

1+- tг х 1+ t2 1+- tг х 1+ t2''

й
х = arcctgt, dr =

1+ ~г

Тогда

яп2хдх sinr cosr dr ter со~2 х dr
=2

4sin4. +cos4х sin4х+cos4х sin4х+cos4х

t/(1+ t)'dt/(1+- Р) ~ Р~

~4/ (1 + ~2)2 + 1/ (1 + ~2)2 1 + ~4 1 + (~2)2
dz

= arctgz+С = arct t +С = arctg (tg х) +С.
2 2

г

Пример 1.10. Найти jsin xcos3xdx.

P е ш е н и е. Так как подынтегральная функция нечетная

относительно cos х:

R(sin х, cos х) = sin x cos х,

R(sin х,
вЂ” cos х) = вЂ” sin x cos х = вЂ” R(sin х, cos х),

то применяем подстановку t = sinr. При этом, преобразуя
подынтегральное выражение в соответствии с общей схемой

замены переменных и учитывая

dt = d(sin x) = cos x dx, cos х = 1 вЂ” sin х,

получим:

° °

sin x cos x dx = sin х (1 вЂ” sin х) cos x dx =

~3 ~5
с'(1 вЂ” t') ос= t'а вЂ” /t" ос= вЂ” вЂ”

вЂ” +с=
3 5

sin r sin r

3 5

я11 х

Пример 1.11. Найти /' dx.
соз5 х
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Р е ш е н и е. Так как подынтегральная функция нечетная

относительно sinх, то применяя подстановку t = cosх полу-

чим, учитывая, что sin х = 1 вЂ” cos2 õ, dt = вЂ” sinr dr:

япх 1 вЂ” cos r
з г

1 вЂ” t
г

dr = sinr dr =вЂ”

cos5 х cos5 х t5

1 1
вЂ” t-'"(Й+ t й = вЂ” вЂ” вЂ” + C =

4t4 2~2
1 1

+ C.
4соь4 х 2cosг х

Интегралы вида f sin2 хcos2" xdx, где m u n вЂ”

натураль-
ные числа, можно находить с помощью подстановки t = tgr.
Но гораздо быстрее приводит к цели преобразование подын-

тегральной функции с помощью формул

°

.

1 2 2
sinxcosx = вЂ” sin2x, sin х = вЂ” (1 вЂ” cos2x), cos х = вЂ” (1+cos2x).

2
'

2 2
(1.20)

Пример 1.12. Найти / sin~õ cos~ х dx.

Решение.

sin x cos x dx = вЂ” (2 sin x cos x) dx =
4 4 1

° „4

16
2

1 4 1 1 вЂ” cos 4х
вЂ” sill 2rdr =вЂ” dr =
16 16 2

1
г

вЂ” (1 вЂ” 2 cos 4х + cos 4х) dx =
64

1 1
вЂ” dz вЂ” 2 coc4zdc + вЂ” (4 + coa8z) dz) =

64 2

1 1 1 1

64 2
вЂ” х вЂ” вЂ” coc4zd4z 4- вЂ” dz ~- вЂ” coo gz d(8z)) =

2 16

1 3 1
.

1
вЂ” вЂ” х вЂ” вЂ” sin 4х+ вЂ” sin 8х + С =

64 2 2 16

1 1
вЂ” Зх вЂ” 4 sin 4r + вЂ” яп 8х + С.
128 8
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Интегралы вида / япахcosPxdx, / совахcosPxdx,
/ sin ax sin Px dx (a и P вЂ” константы) находятся путем

преобразования подынтегральной функции в сумму тригоно-

метрических функций по формулам:

1
sin ax cos Px = вЂ” (яп(а + P)x + яп(а вЂ” P)x),

2
1

cos ax cos j3x = вЂ” (cos(a + P)х + cos(a вЂ” 9)x),
2
1

яп а x sin g х = вЂ” (cos(n вЂ” P)x вЂ” cos(a + P)x) . (1.21)
2

Пример 1.13. Найти / sin 7х cos Зх Их.

Решение.

1
sin 7х cos Зх dx = вЂ” (sin 10х + sin 4х) dx =

2

1 1
вЂ” sin 10х d(10x) + вЂ” sin 4x d(4x) =
20 8

1 1
= вЂ” вЂ” cos 10х вЂ” вЂ” cos 4х + С.

20 8

С помощью формул (1.21) таким же образом могут быть
найдены неопределенные интегралы от функций, представ-
ляющих собой произведение трех и большего числа триго-

нометрических функций синус и косинус, аргумент которых

пропорционален х.

Пример 1.14. Найти / sin x cos 2x sin 5x dx.

Решение.

1
sin x cos 2х sin 5х dx = вЂ” (sin Зх вЂ” sin х) sin 5х dx =

2

1 1
вЂ” cos 2х dx вЂ” вЂ” сов 8х dxâ€”
4 4

1 1
вЂ” вЂ” cos4x dr + вЂ” соябхдх =
4 4

1
.

1
.

1
.

1
= вЂ” sin 2х вЂ” вЂ” sin Вх вЂ” вЂ” sin 4x + вЂ” я11 бх+ С.

8 32 16 24
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1.3.3.
ИНТЕГРИРОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ
ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ ВЫРАЖЕНИЙ

Некоторые виды интегралов от иррациональных выраже-

ний можно с помощью подходящей подстановки привести к

интегралу от рациональной дроби.
Интегралы вида.

/ (-" )"'(:: )"' (-' )"' '

m„
где ad вЂ” bc ф О, вЂ” (i = 1,2,..., k Е К) вЂ”

рациональные дро-
п;

ах+ о

би, рационализируются с помощью подстановки
сх+ d

где n вЂ” наименьшее общее кратное (НОК) чисел п1, и,..., n&
„ m] m2 mg

или общий знаменатель дробей вЂ”. вЂ”,..., вЂ”.

nl
'

n2
' '

nj,

При этом

УП, rn

( пt
(p) и.

сх+ d

вЂ” целые числа. так как и кратно и, (г = 1,2,..., k)
О вЂ” t"d (ad вЂ” Ос) nt"

x=,dr= 2 Сй.
ct" вЂ” а (ct a)

Тогда

ах+ О
п1 ах+ О пг ах+ 6 п~

6 вЂ” t" d ~, ~, ~, (ad вЂ” bc) nt"

представляет собой рациональную функцию от ~.
dx

Пример 1.15. Найти /'
х + 3)lj2 + (х + 3)2~3
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P е ш е н и е. В соответствии с изложенным рационализиру-

ющая интеграл подстановка имеет вид x+ 3 = t6, так как

НОК(2, 3) = 6. Тогда

x = ts вЂ” 3, (x+ 3)~f2 = Р, (x+ 3)2fs = t'4,,dõ = 6t5 dt.

Имеем

dx t5 р

(
. + 3)1(г+ ( + 3)г(з рз (р «ц

(Р вЂ” 1+1) dt dt
=6 =6 (t вЂ” 1)dt+6

t+1 t+-1
= 3t2 вЂ” 6t+6 1п(1+1(+ С =

= 3 фх+3 вЂ” 6 фх + 3 = 6 1п фх + 3 + 1 + С.

Интегралм вида )тт(х, игад:хт) dx, f тт (х, ~at+ xõ) dx,

f R (х, /хт вЂ” аа) dx приводятся к интегралам вида

f R(sinх,cosх) dx с помощью следующих тригонометри-
ческих или гиперболических подстановок:

а
х = asint или х = atgt или х = asht, х =

cos t

~4вЂ” ха
Пример 1.16. Найти f dx.

P е ш е н и е. Сделаем в соответствии с рекомендациями

подстановку х = 2 sin t . При этом, так как подынтегральная

функция определена при
вЂ” 2 & t l ; 0 и 0 &l ; &lt; 2,

t принадлежат множеству, представляющему собой объедине-

ние промежутков
вЂ” вЂ”;0 и 0; вЂ”

. C учетом этого имеем
2' '2

dx = 2costdt,

f
н4 вЂ” ха 4 вЂ” дв1п t coxt~ cost~

2
дх 2с~юз1й = . гх2 4sin t sin t

Icos tl = cos1

t Е [ вЂ” )г/2;О) U (О;')г/2] в1пг ~

°

°

°

dt
dt вЂ” ctgt t+ С.

sin t
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х х
Очевидно, что t = arcsin вЂ”, sint = вЂ”, cost = 1 вЂ” sin t =

2 2'

:г
г

1 вЂ”

вЂ”. Тогда, возвращаясь к рассмотренной переменной
4

х, получим

н4 вЂ” ха и4 вЂ” ха z
dx = вЂ” nrcsin вЂ” + С .

хг х 2

в

Интегралы вида J R (х, ~a+6õ-б-с) ох выделением пол-

ного квадрата в квадратном трехчлене с последующей заменой
b

t = х+ вЂ” преобразуем к одному из следующих интегралов
2а

я ~ ~2 2~2 ф R t, e2 + 2t2 ф

я ~ 2~2 -„2

Эти интегралы приводятся к интегралам вида

f г(в1п и, cos и) du соответственно с помощью подстановок

= вЂ”

апти, (t = вЂ” сони); t = вЂ” tgu;

СЕ, P вЂ” СОП54.

,д cos и sinu

Однако, часто разумнее использовать подстановки Эйлера.
Первая подстановка Эйлера.
Если о & t; О, то полаг ем нго а+ х = хи о + t. Пу

для определенности ax2+ бх+ с = вЂ” ~)ах+ t. Тогда

ах + bx + с = ах
вЂ” 2~a xt + t2.

t вЂ” с
г

Откуда х = , то есть х вЂ”

рациональная функция t.
6+2 at

~aР+ Ы вЂ” с Цаt2+ bt+ с~~а)цхг+ ох+ с = Их = dt.
Ь + 2 бр~а t (Ь + 2 бр~а t)
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Вторая подстановка Эйлера.
Если с ) О, то полагаем ахг + bx+ с = xt + Qc. Пусть

дле определенности ~axt+ be+ с = xt+ нтс. Тогда

атг + Ьх+ с = x2t2 вЂ” 2х1~~+ с

и следовательно,

2 i/с1 вЂ” b Qct~ вЂ” bt+ +ca
х=, ахг+Ьх+с=

(а вЂ” t2)
'

а
вЂ” ~г

Qct~ вЂ” bt + +ca

(а вЂ” Р)

Третья подстановка Эилера.
Если о и P вЂ” действительные вещественные корни квад-

ратного трехчлена ax'- + Ьх + с, то полагаем ахг + Ьх + с =

= (x вЂ” o) t . Так как ахг + Ьх+ с = а(х вЂ” n)(x вЂ” p), то ах~ +

+ Ьх + с = (х вЂ” а)г t2, откуда a(x вЂ” /3) = (х вЂ” a) Р, следова-

тельно

aP вЂ” at~ a(n вЂ” P) t a(P вЂ” o) t
+Ьх+~ г г~~г с, ~г

'

(йг „г)г

Таким образом во всех трех рассмотренных случаях ин-

теграл / R(х. ахг+ bx+с dx приводится к интегралу от

рациональной функции t. Хотя подстановки Эйлера всегда ра-

ционализируют интеграл от функции / R (х, ахг + bx + c),
но обычно эти подстановки приводят к весьма громоздким и

сложным выкладкам. Поэтому на практике чаше пользуют-
ся другими (в том числе и рассмотренным выше) способами

интегрирования / Л (х, ахг + bx+ с

dr
Пример 7Л7. Найти (

кк- ха вЂ” x+2
P е ш е н и е. Так как о = 1 & t; О, приме им пер ую подс

новку Эйлера. Имеем нгта x+ 2 = t вЂ” T. Далее

~г 2 2 (t вЂ” t ~ 2)
х= . dr=, г

dt-
2t вЂ” 1 (2t вЂ” 1)г

t ~-',?

x+ (21 вЂ” 1)2 3
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2t вЂ” 1 2t вЂ” 1 '-

7 7
= 41п ltI вЂ” вЂ” 1п ~~2~ вЂ” 1I + С.

2 2(21 вЂ” 1)

Подставляя t = х ч- чтхг вЂ” z + 2 получим окончательно

f
dx

= 4 1о z + ха вЂ”

х -Ч- 2вЂ”

z+ z~ вЂ” х+2

вЂ” вЂ” 1n 2x+2 х вЂ” х+2 вЂ” 1вЂ”г

2
2

+ С.
2 (2z+ 2т/ха вЂ” x+ 2 вЂ” 1)

Интегрирование биномиальных дифференциалов или

дифференциальных биномов

Биномиальным дифференциалом называется выражение ви-

да х (а+ Ьх") dx, где т, п и р
вЂ”

рациональные числа, а

и Ь вЂ”

произвольные постоянные величины (а ф О, Ь Р 0). Би-
номинальные дифференциалы интегрируются в элементарных

функциях только в следующих случаях.

1) Число р
вЂ” целое. Тогда интеграл / х"' (а+ Ьх") dx ра-

ционализируется подстановкой t = ~х, где р
вЂ” наименьшее

общее кратное знаменателей рациональных чисел m и и.

3

Пример 1.18. Найти интеграл / x'~3 (2+Зх'~2) dx.

Ре ш ен и е. Здесь т = 1/3, п = 1/2, р = 3. Наименьшее

общее кратное знаменателей mии,,то есть чисел 2 и 3, рав-
но 6. Поэтому полагаем t = фх. Тогда х = t~, dx = 6t5dh,,
х'~з = t2, х'~2 = t3. В результате применения указанной под-

становки интеграл преобразуется следующим образом:

f

2
lз 2+ Зх1/2 с~х = 6 12 2+ З~2 ~5~©

=6 t' 8+36t'+54t.'+27t' dt =
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48 t7dt+ 216 t1oй+ 234 t1çdt+ 162 t1'6dt

48 8 216 11 324 14 162 17
вЂ” + вЂ” t + вЂ” t + вЂ” t +С=
8 11 14 17

g~&g ; + ~~/~ 1 + Я + 1
216 б 162 ~

7
162

11 7 17

m+1
2) Число вЂ” целое. Тогда интеграл /'х (а+ bx")~ dx

и

радионализируетсн подстановкой t = ~ax+ bz", где в вЂ” зна-

менатель рационального числа р.

Пример 1.19. Найти / х'/2 (3+ 2хз/4) dh.

Pешен ие. В рассматриваемом случае т = 1/2, n = 3/4,
m+1

р = 1/2, = 2 вЂ” целое.
и

Положим t = суй @ йкзуа. Тогда tt = g И-2òttt к

4/з 4/з

dx = вЂ” вЂ” (t2 вЂ” 3) t dt . Выражая
2 2 3

подынтегральное выражение в терминах переменной, имеем:

f
1/2

/2 3 + 2~з/4

62 3 t вЂ” вЂ” 1 вЂ” 3 tdt=

~5 ~з
вЂ” (t вЂ” 3t ) Й = вЂ” вЂ” вЂ” 2 вЂ” + С =

3 3 5 3

15
вЂ” (3+ 2ха/4) вЂ” (3+ 2x3/4)3

m+1
3) Число +р вЂ” целое. Тогда интеграл fõ (а+Ьх™)~dr

и

а

рационализируется подстановкой t = ' b+ вЂ”, где s вЂ” зна-
&g

;

менатель рационального числа ф.

Пример 1.20. Найти / х'/4 (1+ х'/2)
1 1

Pе ш ен ие. В рассматриваемом случае m = вЂ”, и = вЂ”,

7 а+1
р + р =

вЂ” 1 вЂ” целое. Положим t =

2' и
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2
1 1 1

Тогда ~ = 1+, х =, х =
2,

дх1/г
&gt;& t; 2' г

в

” 1 ' (
г

вЂ” 3
4~ (tã вЂ” 1) dt, x'/~=, 1 +- r'/ã

1

(~г 1)1/г
'

~г
+

вЂ” ~2+ 1
В результате получим

вЂ” 7/2
х'~' 1+ х'/' Их =

1/2 2
-4t t' вЂ” 1

'
dt =

= вЂ” 4 t-'dt = вЂ” +С =

4 4 ~5
+С.

(~ + ~~/г)5
1.4.

ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ 1

Найти интегралы.

121. dt 122. 2 7 dx

1.23. 1.24. х + 1 x~ вЂ” х+ 1 dh

1.25. 1.26. 2 cos вЂ” dx
2

1 = Зх
dz 1.28. srccos Зх + arcsin Зх dx

.г (1+ ~ã)

1 29. созхд совх 1.30. ctg xd ctgx

х+ 10 7dx 132.
'
7 вЂ” Зх dx

з 3

1.33. Дх
IР +1

1.35. arctg rdz
1.36. cos Зх+4 dr

1.37. sin 2 вЂ” 5х сЬ 1.38. tgzdx
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1.39. ctg x dx 1.40. ctg (Зх + 2) Ch

1.41. е"" sin 2x dx 1.42.
е вЂ” 1

4
з 2 4z

1.43. е x dx 1.44.
1 вЂ” 9z

5т ж вЂ”'4
г

1.45. а dx 1.46.
хг+- 4

1.49. /
1.49. 1.50.

хг -+ 5ж -+ 10 !ее! вЂ” (Зх + 2)*
dz г

1.51. 1.52. cos xdx
х х+2

dx
1.53. 1.54. cos 2х cos 5х dx

япх

1.55. sin xdx 1.56. cos xdx

1.57. cos xdx 1.58. ctg xdx

dx
1.59. cos x sin 4х cos бх dx 1.60.

cos4 х

1.61. 1.62.
1 вЂ” cos x 1+ япх

1.63. х sin x dx 1.64. агс® х dx

1.65. arcsin x dx 1.66. х 2 dx

1.67. xtg xdx 1.68. х" 1n x dx

1.69. 1п х -+- 4 dx 1.70. х е dx

1.71. 1n xdx 1.72. е sin x dx

1.73. cos lnx dx 1.74. sin 1nx dx

1.75. f 1.76е
1+~/x+2 2+ ~z

f 1.79. f
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4 вЂ” *е.
1 ТЕ. 1.80. х 4 вЂ” хг Дх

,г

arcsjn x dx х dx
1.81.

(1 вЂ” z2)
3 (х вЂ” 1) (z вЂ” 2) (z вЂ” 3)

1.33. f 1.34. f
1.85.I

x
ç

ç

~

~

i

~

1 I86 ~

~ 2ç
~ I

ç

d

2

х дх хз+ х+ 2

хз вЂ” 6z2 + l lz вЂ” 6 z (zç + l)
1.86. с~х

1.87- f

,
х +1 ,з+4, г+6,

1.88.
z(z вЂ” 8) х4 + 2хз + Зхг + 4х -+ 2

вЂ” 1 Qx
1.89. 1.90.

х(хз+ 1) (хг + + 1)з

1.91. 1.92.
4 cos x + 3 sin x ~6 sjnг х +- 9 cosг х

° 93. 1.94.
5 вЂ” 4sinx+- Зсозх з1пз х вЂ” созз х

1'95'
г2+ Зсозг х з1п6 х

cos 2x dx 1+ tgx
° ° ц,х

cos4 x+ яп х яп 2х

115
1.99. 1. 100. dz

j3*-Ц,~З*-1 (*-Ц*

1.101. Дх 1.102.
l+z

z,д+ izг

110~ ~Идх
(-l)* ф~ вЂ”:

&g ;+ ~/ + z Ђ”

1.107. 1.108. dz
~/*+ Я x вЂ” 4

1.109. 1.110.
z/&g ;~

1
(1+**)~i

1.111

x d

ç

d~
2

I ~

ç

5
d

d~

~

çг
1-112.

~z ( фх + 2) 3з~хг ( зд + 2)
з

7

1 113. 1.114.
Г*Е=.Е
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1 115.
х2 дх

1.116.
хв в ив 4. 4 ~/хв вЂ” 4

1117. Обнаружить неточность в следующих рассуждениях:

Интегрируя по Частям в интеграле

f
COS Х

Их
sin x

°

°

°

°

°
1 cos x

= и, cov z dz = dv, du = вЂ” dz, v = вш х),sin x sin x

будем иметь

f
cosx 1 COS Х COS Х

dx = вЂ”. в1пх+ sinx dx = 1~-
SIQ X sin x Sln X s1n х

соя х cosx
= 2 + вЂ”. dx =... = и + вЂ”. dx

sinx Sln X

откуда О = 1 = 2 = ... = и.

1.118. Пусть / f(x) dx = F(x) и F(x+ Т) = F(x) для всех

действительных х, где Т ) О. Яоказать, что f(x) вЂ”

периоди-
ческая функция.
1.119. Доказать, что неопределенный интеграл от четной

функции есть функция нечетная, а от нечетной функциивЂ”
четная.

1.120. Найти J max (a~,х ) dx, где а ) О.

1.121. Найти f(*), если f'(õ~) = 1/x~, х ) О.

1.122. Найти f(x), если f'(cos~х) = sin x.
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ГЛАВА 2

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

2.1.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ И СВОЙСТВА

ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА

Назовем сеткой множество из п точек x, (i = 1, 2,...,и)
xp = а ( х1 ( ха,... ( х„= Ь отрезка ]а, Ь]; Ьх, = х,+~

вЂ”

х,вЂ”

~-м приращением или i-м шагом сетки, точки х,
вЂ”

узлами
сетки. Интегральная сумма для функции /(х), определенной
во всех внутренних точках отрезка х C [а; 6], это сумма вида

и вЂ” 1

~11 ~ f(x~) Ьх1
i О

= f(xp)Exp+ f(x,)kx, +... + f(x„',)dx„„(2.1)

где х. вЂ”

узлы данной сетки: х', C [х, 1,х,], а Ьх, вЂ”

при-
Ращения (i = 1, 2,...,п). Если существует не зависящий от

выбора х,'предел интегральных сумм S„(2.1) при неограни-
че»ом увеличении числа и узлов сетки и стремлении к нулю
наибольшего из приращений (по модулю) Ьх,, то такой пре-
дел называется определенным интегралом от функции /(х) в

пределах от х = а до х = b и обозначается так:

Ь

f
n вЂ” 1

f (õ) dx = lim ~» /(х',)Ьх,. (2.2)
тах~~Ъх,~- О i â€” P
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У При этом а вЂ” нижний пре-

дел, а b вЂ” верхний предел ин-

тегрирования. Назовем криво-
линейной трапецией фигуру на

плоскости ХОУ, ограниченную
линиями х = а, у

= f(x), у = 0,

О ~=д х = b, (рис. 2.1).

Рис. 2.1. Определенный интеграл от

функции у = f(z) & t в пре

лах от х = а до х = b (а ( b) численно равен площади

криволинейной трапеции.

Функция f(z), для которой существует предел (2.2), на-

зывается интегрируемой на отрезке [а,о].
Если функция f(z) при х Е [а,Ь] непрерывна или кусочно-

непрерывна (т. е. имеет конечное число точек разрыва первого

рода), то определенный интеграл (2.2) существует.

Если функция f(x) монотонна на отрезке [a,b], то она ин-

тегрируема на этом отрезке.

Основные свойства определенного интеграла

Пусть функции f(z) и д(х) интегрируемы на отрезке
х Е [a, b], а а и )3 вЂ” любые действительные числа.

О

1) f /(х) Ых = О.

и

Ь а

2) (/(х)шх = вЂ” f j(*) шт = О.

О Ь

3) Свойство линейности:

Ь Ь Ь

f (~f (*) + ()a(*)) &l ; f *) & t; ) f у (

/
а а а

В частности,

б ь ь

(f(x) k д(х)) dz = f(x) dx + д(х) dz.

а И И
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4) Если функция f(z) интегрируема на отрезке [a,b], то она

интегрируема на любом отрезке, целиком лежащем внутри

[а, b].
5) Свойство аддитивности:

Ь С Ь

f i(*)~*= ff(*)d*+ ff(')d*,
0 а С

где либо а & t & t; b ибо с леж т вне о рез а [ , ], í
интегрируема на [а,с] и [с,Ь].
6) Постоянный множитель С можно выносить за знак опре-

деленного интеграла:

Ь Ь

f (:f(*)(* = с f У(*)(,.
О а

7) Если f(x) & t; O, р l ; &

Ь

r f(x) Cx & t;

а

8) Если /(х) & t; д( ), р l ; &

Ь ь

f f (*) Ых & t f д х)

а а

9) Если на отрезке [а,b] f(z) непрерывна и f(z) & t; О,

существует такое положительное число К, что выполняется

условие:

Ь

f /(х) dx & t &

а

«О) Модуль от определенного интеграла от интегрируемой
функции не превышает определенного интеграла от модуля

подынтегральной функции:

ь ь

f f(*) «& t f If( lt; I х (а
и а
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ll) Пусть f(z) и д(х) непрерывны на отрезке [a,b], д(х) & t;
m вЂ” наименьшее, à M вЂ” наибольшее значения функции на

данном отрезке (т & t; f z &lt ЛХ), тогда суще твует тако

ло Л E [m,М], что справедливо равенство

Ь Ь

f /(х)а(х) Ых = Л f ä(õ) &lt *, ( &l
0 О

12) Пусть т вЂ” наименьшее значение, à M вЂ” наибольшее

значение непрерывной на отрезке [a,b] функции f(x), тогда

справедливо двойное неравенство

Ь

т(а вЂ” b) & t f f(z d &l ; М а в
О

13) Если функция f(x) непрерывна на отрезке [а, 6], то на этом

отрезке существует такая точка ( (а & t &l ; b , что выпо

ся следующее равенство:

Ь

f(z) dz = f(g)(b вЂ” а).
О

Ь

Число ( = / f(x) dx/(b вЂ” a) называется средним интеграль-

ным значением функции f(x) на отрезке [a, ()].
14) Если функция /(х) удовлетворяет на отрезке [-а,а] усло-

вию четности, т. е. f( x) = f(x), то справедливо равенство

О О

f(*)Ых = 2 f f(*)Нх.
вЂ” О о

15) Если функция f(x) удовлетворяет на отрезке [ вЂ” а,a) усло-
вию нечетности, т. е. f( õ) = -f(x), то справедливо равен-
ство

О

f(x) dx = О.

вЂ” О
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) б) Если функция f (z) периодическая с периодом т, то

Ь Ь|пт

f(*)d*= ( f(x)dx, где п вЂ” иелое иисло.

а а+пт

Правила дифференцирования определенных интегралов

Если функция f(z) непрерывна, а функции a(z) и b(z) име-

ют непрерывные производные на отрезке [a,b], то существует

следующая производная:

Ь(х)

вЂ” f f( &g ; = У Ь( )),* * Ђ” У(о(

(Х)

В частности, если a(z) = с = const, Ь(х) = х, тогда

вЂ” f(t) й = f(z).
д

dx
О

Правила нахождения определенных интегралов

1) Пусть F(z) вЂ”

одна из первообразных для интегрируемой
функции /(х), т. е. справедливо равенство / /(х) Их = Р(х) +
+ С, тогда определенный интеграл может быть вычислен по

формуле Ньютона-Лейбница:

Ь

f(z) dz = F(z) [ = F(a) вЂ” F(b).
и

Замечание. Применение формулы Ньютона-Лейбница воз-

"ожHo лишь в том случае, когда равенство F'(õ) = /(х) для

"епрерывной подынтегральной функции f(z) справедливо на

s«M отрезке интегрирования [а, Ь). Отметим также, что пер-
вообразная F(z) для кусочно-непрерывной подынтегральной
Функции должна быть непрерывна на всем отрезке [а,b].

2) Замена переменной. Пусть функция х = p(t) осуществ-
ляет взаимно однозначное преобразование конечного отрезка
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t E [tp,t)] в конечный отрезок х E [zp вЂ”вЂ” y(tp),z& t = p(
дф

и имеет на t E [tp,t)] непрерывную производную вЂ”, тогда

Й'
tp = p '(zp), ty вЂ”вЂ” 'p '(х)) и справедлива формула интегриро-

вакия с помощью замекы перемекной:

Х1 ty

l(x) ~« = f f(X(b))X'Я «

хо t()

Замечание. Предполагается, что функция f(y(t))y'(t) ин-

тегрируема на отрезке [tp,11], а числа tp, t& t; конеч

Замечание. Иногда удобнее найти вначале неопределен-
ный интеграл / f(z)(2х с помощью замены переменной

=x(b): f ÏF(b))x'(b)db =F(bj+c,

а затем вернуться к исходной перемекной х с помощью обрат-
ного преобразовакия

t = д '(х): /(х) Их = F (p '(х)) + С.

В этом случае при использовакии кайдеккой первообраз-
ной F (p '(х)) не потребуется пересчитывать пределы инте-

грировакия.

3) Интегрирование по частям производится по формуле

О Ь Ь

f f(x) dz = f «(x)du(z) = u(z)u(x) j вЂ” f u(z)du(z) =

О О О

Ь

= u(b)u(b) вЂ” и(а)«(а) вЂ” f «(z)du(z). (2.3)
и

Замечание. Формулу (2.3) моЖно применять только тогда,

когда функции и(х) и v(z) имеют на отрезке [a,b] непрерыв-
ные производные.

Замечание. Интегралы в правых частях (2.3) должны иметь

уже известкые первообразкые или же такие, которые легко

свести к уже известным вЂ”

например, табличкым.
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2.2.

РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ НА ВЫЧИСЛЕНИЕ

ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ

вычислить следующие определенные интегралы, применяя

формулу Ньютона вЂ”Лейбница и используя свойства определен-

ного интеграла.

Пример 2.1. r = / хз дх.,
о

х4 g& t;
Решение. I = / хадх = вЂ” = вЂ” вЂ” вЂ” = 4.

4, 4 4
г

Пример 2.2. I = f (х вЂ” 1)3dz.
о

Решение.

2 2

I = (х вЂ” 1) dz = (х вЂ” Зх2+Зх вЂ” 1) dz =

о о

г г г г

х dx вЂ” 3 х dx+3 xdx вЂ” dx =

о о о о

х
2

:3
г

х2
г

вЂ” вЂ” 3 вЂ” + 3 вЂ” вЂ” х(о вЂ” 0.

4о Зо 2о

~~4 4 5хг
Пример 2.3. 1 = / Их.

о созгх 1+х
Решение.

л/4 m/4

~=4 вЂ” 5
dz (х +1 вЂ” 1) dz

соьг х 1+ х2
о о

л'/4

= 4tgz[о вЂ” 5z[о +5
1 + хг

о

= 4 tg вЂ” вЂ” tg 0 вЂ” 5 вЂ” вЂ” 0 +5 мс~д
вЂ” вЂ” arctg 0

= 4 вЂ” 5 вЂ” + 5arctg
4 4
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Пример 2.4. I= / f(x)dx, где f(x) =
х+2,xC(вЂ” 1,0),

P е ш е н и е. Воспользуемся свойством аддитивности и

разобьем данный интеграл на два:

г о г

f f(*)&lt * f f() l ;.+ f
о вЂ” 1 о

о г

х +2 dx+ х+1 dx=

-1 о

0 г 2

вЂ” +2х + вЂ” +2х

вЂ” +2 О вЂ” +2. -1 +

+ вЂ” +2 вЂ” вЂ” +О =6 вЂ”

.

1

Пример 2.5. I = / x~x~dx.
вЂ” 1

P е ш е н и е. Поскольку под интегралом стоит нечетная

функция, а пределы интегрирования симметричны относитель-

но нуля, то

1

f х[х[Их = О.

вЂ” 1

В следующих двух примерах будет продемонстрировано,
что формальное применение формулы Ньютона-Лейбница (без
учета подынтегральных функций) может привести к ошибоч-

ному результату.
1

1

Пример 2.6. В интеграле / вЂ” arctg вЂ” dx подынте-
0 dx х

д не определена при тфО

гральная функция
вЂ” arctg
dx х

вЂ”

при xgO
1+хг

1
не определена в точке х = О, а ее первообразная arctg

х
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имеет в этой точке разрыв первого рода (конечный скачок).

Если доопределить первообразную F(x) в точке х = 0 так,

чтобы получилась непрерывная функция

1

вЂ” arctg вЂ” dx = F х +

О

+ вЂ”; х=О

Е(х) =
2'

arctg вЂ”; 0 (x & t
Х

тогда можно будет воспользоваться формулой Ньютона-
Лейбница:

1

f
д 1
вЂ” arctg вЂ” dx = F(z)[o вЂ”вЂ” F(1) вЂ” F(0) =
dx х

о

4 2 4

d 1
Пример 2.7. ) dx.

, Ь 1+З~

P е ш е н и е. Формальное применение формулы Ньютона-
1

Лейбница здесь невозможно, поскольку F(z) = яв-

1+ 31/х
ляется первообразной для подынтегральной функции всюду,

Kðoìå х = 0, но эта точка принадлежит отрезку интегриро-
вания [ вЂ” 1,1]. Яля того, чтобы вычислить данный интеграл,

воспользуемся сначала свойством аддитивности и разобьем
исходный интеграл на два интеграла по областям [ вЂ” 1,0] и

[0 1], а затем для каждого неопределенного интеграла выпи-

шем соответствующие первообразные. Имеем:

1

1+ 3~~

о 1

3,/
~х+

~ 1 3,/
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Для первого интеграла первообразную обозначим F&gt;(
x E [-1, О]. для второго

вЂ” Рз(х), х е [0,1]:

1
, при х6 [ вЂ” 1,0),

Е1~xj = 1 -~ 31/'

1, при х=О.

1
, прихЕ(0,1],Рг~х) = 1 + 31/:

О, при х=О.

3 1 1
Тогда I = F)(0) вЂ” F)( вЂ” 1)pe(1) вЂ” Fg(0) = 1 вЂ” вЂ” + вЂ” вЂ” О = вЂ”.

4 4 2
В следующих примерах обсуждаются возможные ошибки

применения метода интегрирования с помощью замены пере-
менной и продемонстрированы правильные решения.

7

Пример 2.8. Вычислить интеграл f(x вЂ” 3)2 dz.
г

а) С помощью подстановки z = х вЂ” 3.

б) С помощью подстановки z = (х вЂ” 3)2.
Решен ие.

а) Если z = х вЂ” 3, то dz = dx, х1 вЂ”

вЂ” 2 соответствует z~ вЂ”вЂ”

= вЂ” 1, хг вЂ”

вЂ” 7 соответствует гг вЂ”

вЂ” 4. Получаем

f
zç 4з ( 1)~

с,' й~ = = вЂ”
= 21,67.

3 3 3 3
вЂ” 1

б) Формальное использование замены z = (х вЂ” 3)2, z~ вЂ”вЂ”

й;
= 1, гг

вЂ”

вЂ” 16, dx = приводит к следующему ошибочному
2+z

результату

16 16

с' сЬ 64 1
= 0,5 ~~(Ь = 0,5z ~ = вЂ” вЂ” вЂ” = 21.

2 +z 1 3 3
1 1

Ф

Ошибка возникла из-за того, что преобразование z

= (х вЂ” 3) не является взаимно однозначным. Правильное при-
менение данного преобразования возможно лишь при разбие-
нии исходного интеграла на два соответственно по областям

[2,3] и [3,7]. В области х с [2,3] преобразованию z = (x вЂ” 3)2
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соответствует обратное преобразование х = 3 вЂ” ~z. При этом

Й;
(1х = вЂ вЂ

, а я)
= 1, х) вЂ”

вЂ” 2, 22 = О, z2 = 3. В области [3.7]
2+z

обратное преобразование таково: х = 3+,/z, z& t = О, х =

2
вЂ”

вЂ” 16, хг =7.

Итак, получаем

7 з 7

(.-3) 3*= f(. 3) 3*+ f(* 3) 3*=

2 2 з

0 16 0 16

+ = â€” 0 5 гй+0,5 гй

о 1 0

з/2 ~з/г
16

65
= вЂ” 0,5 вЂ” +0,5вЂ”

3/2 ,

'

3/2 0
3

Пример 2.9. Если в интеграле

1

dX 1 m т m

I= = arctgz[, = вЂ”вЂ”

1+хг 4 4 2
вЂ” 1

без учета требований к функции, с помощью которой осу-

ществляется замена переменной, формально положить z = вЂ”,

то
х

1 1

( вЂ” И~/z2) dz

1+ 1/z2 1+ ~2
вЂ” 1 вЂ” 1

1акой результат получился, потому что, во-первых, функ-
1

циЯ ~ = вЂ” не существует в точке х = О, принадлежащей
х

отрезку интегрирования, во-вторых, конечный отрезок инте-

"Р"Рования х Q [ вЂ” 1,1] эта функция приводит в две полупря-
мые ( вЂ”

оо, 1] и [1 oo)
n/2

Пример 2.10. I = f sin3хsin2хdz.
0
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P е ш е н и е. Совершим замену z = sin x и учтем, что

sin2x = 2япхсозх. Имеем

m/2 m/2

I = sin xsin2xdx = 2 sin xsinxdx =

о о

к/2 1
5

- з
=2 sin xdsinx=2 z dz = 2вЂ”

5 о
о о

= 2 вЂ” вЂ” вЂ” = вЂ” =0,4.

1 x2dx
Пример 2.11. I = /

о 1+х

P е ш е н и е. Применим подстановку z = 1+ хз:

2
2

dz 1 1 1п2
I = вЂ” = вЂ” ln ( z ) = вЂ” (1n 2 вЂ” 1n 1) = вЂ”

вЂ” О, 231.
3z 3, 3 3

1

Пример 2.12. I = / х (1 вЂ” х~) dx.
о

P е ш е н и е. Формальное применение тригонометрической
замены х = sin t здесь невозможно, так как при такой замене

переменной нн прн каких t не получится отрезок (0,4] изме-

нения х. Желательно воспользоваться подстановкой

,
= 1 вЂ”

х, xdx = вЂ”0,5dz, õ1 вЂ”

вЂ” 0 ~ zy вЂ”

вЂ”

1, х2 = 4 -

~2 = -15.

вЂ” 15 6
вЂ” 15 6 6

1 вЂ” 15 вЂ” 5
вЂ” ~5( вЂ” dz) = вЂ” вЂ” z5 = вЂ” ( вЂ” 15) 5 вЂ” 15 = Щ33.
2 26 12

1 1

/

В следующих примерах продемонстрируем, как следует пра-
вильно применять формулы интегрирования по частям в опре-

деленном интеграле.
1

Пример 2.13. /' ~х~ е~~ Ых.
вЂ” 1
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р е ш е н и е. Здесь подынтегральная функция является чет-

нои, чем необходимо воспользоваться, а затем применить фор-

мулу интегрирования по частям (2.3):

1 1

! и=х, du=dx
~х~е~ цх =2 хе dx =

dv = е dx, v = / е* dx = е

вЂ” 1 О.

1 1 1

=2 хе вЂ” е dx =2 хе -е

0 0 0
0

= 2е (х вЂ” 1)(„= вЂ” 2е (О вЂ” 1) = 2.

(~/2)
з

Пример 2.14. J sin (õШ.
0

Ре ш ен и е. Вначале покажем неверное решение, приводя-

щее к неинтегрируемой функции. Преобразуем подынтеграль-

ное выражение следующим образом:

(7г г2 dx
°

°

°

~г/ ) и= х, du=
sin ~x ~xdx

'

2 /х
/х sin ~xdx

0 dv=, v= вЂ” 2cos х

х

( / )г (~г/г)
cos ~xdx

0
X

0

1

Поскольку cosx = 1, а вЂ” не существует при х = 0,
х

cos x г

то подынтегральная функция на отрезке 0,
~х 2

неинтегрируема в смысле определений, приведенных в начале

данного параграфа.

Для того чтобы правильно вычислить данный определен-
»й интеграл, воспользуемся методом замены переменной и

положим х =, dx = 2zdz, значению x0 = p будет
г
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2 7Г

соответствовать го
вЂ”

вЂ” О, а значению:г1 вЂ”вЂ”

2 2
После указанной замены исходный интеграл примет вид:

к/2
°

°

и=i, du=dz,I = sin z (2zdz dD = в1п ~ И~, U = вЂ” cosz

о

/г

= 2 вЂ” z cos z вЂ” ( вЂ” cos z) dz)
0

к/2

= вЂ” 2( вЂ” -.cosz+ sin z) = 2.

о

1

Пример 2.15. I = J ~s~e dx.
вЂ” 1

P е ш е н и е. Здесь подынтегральная функция вЂ” четная, по-

этому

1 1
г

1 = ~T~e* dT =2/хе* dT =

dz = 2xdx
вЂ” 1 0

1 1

=2 е'dz= е' =е вЂ” 1.

0
о

Пример 2.16. Яоказать, что, если и(х) и v(x) имеют

и непрерывных производных на отрезке конечной длины, то

справедлива формула

б

f ~~(п) Д,~ ~~(л
вЂ” 1) 1~ ~(п

вЂ” 2) +

Ь

+ ( вЂ” 1)~" ~~и~" ~в) вЂ” и~"~udT (2.4)
а

о

P е ш е н и е. Воспользуемся методом математической ин-

дукции.

1) Формула справедлива при п = 1, так как совпадает с

(2.3).
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2) Предположим, что формула справедлива при Й = n вЂ” 1,

то есть

6

,(n
вЂ” 1) ~ ., (n вЂ” г) I (и вЂ” 3) +

О

б б

()( -г! (»-г! ) ) ()( -ц „( -ц„,(
а

а

3) Основываясь на результатах пунктов 1 и 2, докажем

справедливость формулы (2.4):

б б

uv ")dr= и v' dr= и v' вЂ” и' v'
"

+...+

О а

б Ь

г.~ ()( -ц„( -2) („)) ( ()(» z& t ( -'(( ')

а
а

Последний интеграл возьмем по частям:

6 Ь

и~ 1(v ) dx = и~" 1v вЂ” и"vdx.
й

а а

Подставив последнее выражение в предыдущее, получим

формулу (2.4).
Пример 2.17. Оценить верхнюю и нижнюю границы ве-

г

личины интегргла ) /( -гхгdx.
о

решение. Поскольку функция f(x) монотонно возрас-
»ет на отрезке [0,2], наименьшее и наибольшее значения

~«»«©Tc~ на концах отрезка. Эти значения соответственно

равны yy) = 1, М = 3. Получаем следующую оценку рассмат-
риваемого интеграла:

г

2 & t; /( -г хг Ш &

о
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Пример 2.18. Оценить верхнюю н нижнюю границы ве-
~г/6

личины интеграла
О 1+ 3яп~ х

1 1 1
Решение. 2 г

1+ 3sin ()т/6) 1+ Зв111~х 1+ 3sin О

Дх
Отсюда вЂ” & t &lt

21 о 1+ 3sin х

Пример 2.19. Найти f вЂ”

среднее интегральное значение

функции f(x) = (1+ х) на отрезке х Е [2,4].
P е ш е н и е. По определению среднего интегрального зна-

чения

=0,5 4 вЂ” 2 + вЂ” вЂ” вЂ” =31.

Пример 2.20. Получить рекуррентную формулу для нн-

теграла
Ь

1 = f (а вЂ” х ) dx, связывающую I„( 1„
а

Решен ие.

Ь б

à

2
~

I

2 n
~~

à

2 «2
Ï«ò 2 «2(а вЂ” х ) dz =

( (а вЂ” х ) (а вЂ” х ) dT =

Ь Ь

=а а вЂ” х dx вЂ” x а вЂ” х xdx=

а й

=а У„1+05 х а вЂ” х d а вЂ” х

О

и = х, du = Ых, dv = О, 5 (а~ вЂ” х2) d (а~ вЂ” х2),
а2 «х2

Я

v=, пф0
2п

вЂ” (а2 вЂ” х2) х вЂ” (а2 вЂ” х2) dx
=а I„q вЂ” +

2п 2п
я я

Ь (а2 Ь2) х 1

=а У„1+ In °

2п 2п
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2п Ь(а вЂ” Ь )
Отсюда ~~ = а I„q+

2п+ 1 2п

Пример 2.21. Найти предел lim f coccdc) Лх).х 0
0

Р е ш е н и е. Воспользуемся правилом Лопиталя, так как

здесь имеется неопределенность типа «О/0».

2
/

2 Х

)' cpsxdx [ CPsxdx
0 cps(x2) 2х

lim = ling = lim =0.
х-0 Z 0 Х х- О 1

Пример 2.22. Найти предел

arctg x Х

~" х ~
2

х- О

о о

Ре ш ен ие. В соответствии с правилом Лопиталя и прави-
лами дифференцирования определенных интегралов преобра-
зуем предел так:

arctgx
1

х

&lt;»&gt;(
lim е"'" dx / cps(x )dx = lim =1.
х~О х О (1+ х2) cpsxs

о о

2.3.

НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

2.3.1.
НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ПЕРВОГО РОДА

Пусть функция у = f(x) определена прн х й= [а, +ос) н

ннтегрнруема в смысле определений (2.1) н (2.2) на каждом

конечном отрезке х Е [а, Ь ( оо), тогда назовем несобствен-

нь1м интегралом первого рода от функции f(x) в пределах от

О до ос) следующую величину:

+ос Ь

f f(x) dx = lim f(x) dx. (2.5)
Ь=+оо

с й
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Несобственный интеграл называется сходящимся, если

предел, участвующий в его определении, существует и ко-

нечен, и расходящимся, если этот предел не существует или

равен бесконечности.

Аналогично можно ввести несобственные интегралы пер-
вого рода в пределах от вЂ” oo до конечного b:

Ь Ь

f(x) dx = lim f(x) dx (2.6)

вЂ” ОС а

или интегралы первого рода от вЂ” oo до 4-oo:

+Ос Ь

f(x) dx = lim f(x) dx, (2.7)
Ь +~„

где а и 6 стремятся к вЂ” oo и +oo независимо друг от друга.
Если предел (2.7) не существует прн независимом стрем-

лении а и 6 к их пределам, но существует при а = вЂ” l, 6 = L,
l ) О, L вЂ” +oo, то этот предел называют главным значением

расходящегося интеграла (2.7) н используют обозначение

+ОО l

V.р. х dx = lim x dx. 2.8
С~ОО

вЂ” ОО вЂ” 1

(Ч.р. вЂ” начальные буквы французских слов «Ча!еиг

principal» вЂ” «Главное значенне»). Несобственные интегралы

первого рода называют еще и несобственными интегралами с

бесконечными пределами интегрирования.

Признаки сходимости несобственных интегралов первого

рода

Критерий Коши. Для сходнмостн интеграла (2.6) необхо-

димо и достаточно, чтобы для любого сколь угодно малого и

положительного я существовал хп ) а что при всех конечных

х1 ) хп и 2;2»п выполнялось неравенство

~2

/(х) dx ( е. (2.9)

1



plABA 2. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 57

Первая форма признака сравнения. Если на полупрямой
x p [а, ос) две неотрицательные функции и(х) & t и v x

связаны неравенством и(х) & t; Cv( ), д & t; О, то и

димости «большего» интеграла J' v(x) dx следует сходимость
а

«меньшего» интеграла [ и(х) dx, а нз расходимостн «меньше-

а

го» интеграла
вЂ”

расходимость «большего» интеграла. В част-

const

ности, если и(х) &l ;, co s & t; О, о п н n &gt; 1 [ u
Х а

сходится, а при и & t 1 э от интег ал расходит

Вторая форма признака сравнения. Если на полупрямой
х 6 [а,oo) две неотрицательные функции u(x) & t н v x

связаны соотношением

и(х)
lim вЂ” = const ф 0,
~~ v(x)

то оба несобственных интеграла / v(x) dx н [ и(х) dx либо од-
а й

новременно сходятся, либо одновременно расходятся. В част-

ности

lim (и(х) х") = const ф 0,
Х вЂ”+ОО

то прн п & t [ и х) dx Ђ” сходит я а р lt; этот ин
а

расходится.

Признак Дирихле. Если непрерывно днфференцнруемая
на полупрямой х 6 [а, оо) функция f(x) прн х О монотонно

убывает н стремится к нулю, функция v(x) имеет ограничен-

ную первообразную, то интеграл [ f(x)v(x) dx сходится.
й

Признак Абеля. Пусть функции и(х) н о(х) определе-

ны прн х р [а, оо) н пусть [ v(x) dx сходится, v(x) монотонна

а

н ограничена [v(x)[ & t С ( = co s & t; ) п н х E [а oo),

интеграл J' f(x)v(x) dx сходится.

Интегралы (2.5) вЂ” (2.7) называются абсолютно сходящими-

ся, если сходятся соответствующие несобственные интегра-
лы от модуля подынтегральной функции. Если же интегралы
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(2.5)-(2.7) сходятся, а интегралы от модуля ~ f(x)~ расходятся,

то сходимость называется условной.
Из абсолютной сходимости несобственного интеграла сле-

дует его сходимость.

Если существует конечный предел

1 /(х) dx

lim = M(f),

то он называется средним значением функции F(x) на интер-
вале (а, оо).

Некоторые несобственные интегралы имеют специальные

названия и используются в качестве «эталонов» для признаков

сравнения.

Интеграл Эйлера-Пуассона

е dx= вЂ”.

2
(2.10)

о

Интеграл Фруллани

Ь
(f(ax) вЂ” f(bx)) йх/х = /(О) вЂ” lim f(x) 1n

Х +OO а

о

а&gt 0, Ь gt;0.

Интеграл вЂ” разрывной множитель Дирихле

f
т/4, a (P+ y

(sin(ax) sin(Px) sin(yx)) dx/x = т/8, a = P+ y .

О, a) P+y
(2.12)

Интеграл Яирихле

f (sin(ax) йх/х) =
'

. (2.13)т/2, а) 0

1

о
/

Интеграл Френеля
+ос +со

°

° ° °sin(x2) dx = cos (х ) dx = вЂ”
. (2.14)

2
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2.3.2.
РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ HA НАХОЖДЕНИЕ
НЕСОБСТВЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ ПЕРВОГО РОДА

Вычислить несобственные интегралы первого рода или до-

казать их расходимость.
dx

Пример 2.23.
х-3/2

P е ш е н и е. По определению несобственного интеграла с

бесконечным верхним пределом

ОО б
0

dx
.

сЬ 1 1
вЂ” = lim 1цп
ХЗ/2 б оо ХЗ/2 б.оо 2Х1/2

1
1 1

dx
Пример 2.24.

0 +Х

Р е ш е н н е. Воспользуемся формулой (2.5)

0G Ь
б

dx dx т
= lim lim (О, 5 arctg(O, 5х))

4 -+ х2 b~ 4 -+ х2 бс 0 4
0 0

0

Пример 2.25. ~ e*dx.

Решение. В соответствии с формулой (2.6) получим

0 0

f
0

е dx= lim е dx= lim е =1.
двЂ” вЂ” оо д вЂ”«оо д

вЂ” OG д

+оо

Пример 2.26.
х2+ бх+ 18

Решение. Применим формулу (2.7)

+оо б

dx dx
lim

х2 -+- бх -+- 18 - х2 + бх + 18
вЂ” ОО 6 ос д

б 6

ch
.

1 х+3
liia lim вЂ” arctg

а- -оо (х + 3)2 + 9 о -оо 3 3 3
b~~ д 6- ос
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Пример 2.27. Исследовать на сходимость интеграл I =

хdx

о 1+ х2 соя~ х
х х

P е ш е н и е. Поскольку &
t;

2 а «ме
1-+ х2соя~х 1-+ х2

ший» интеграл

OO Ь

хдх
.

xdx
= lim = О, 5 lim (ln (1 + b ) вЂ” ln 1) = oo

1+ х2 b 1+ Х2
'

ь

о о

расходится, то по первой форме признака сравнения «боль-

ший» интеграл I также расходится.

Пример 2.28. Вычислить 1„= f х" е dx.
о

P е ш е н и е. С помощью формулы интегрирования по ча-

стям найдем
OO

Ь
OC

х" е дх= вЂ” lim х" е
'

+и х" е дх,
baz oo

о
о о

отсюда

Ь ь

I„= lini х" е dr= lini вЂ” о" е +и х" е дх =nI„
ь- bazoo

о о

Найдем 1д вЂ”

вЂ” f е
* dr:

о

ь

1о вЂ”

вЂ” lim е *dr = lim (е вЂ” е ) = 1.
b-oo b~oc

о

Таким образом

I~ вЂ”

вЂ” 1.Ip =1, Ig вЂ”вЂ” 2.Iy вЂ”

вЂ” 2, I~ =1.2.... и=и.

Р

Пример 2.29. Яоказать, что интеграл

dx

(1 + х2)(1 + xa)
о

не зависит от а.
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Решение. Разобьем область интегрирования х F [О,оо)
на две подобласти х е [0,1] и х F [1,oo). Тогда

1 OO

dx dx
I=

(1 + хг)(1 + ro) (1 + хг)(1 + ха)
+ = ~1+~г.

О 1

В первом интеграле произведем замену переменной

1 dz
; = вЂ”, dr = вЂ”

вЂ”, х е [О, 1] =: z Е [1, оо),х' z2'

Й:

(1 + г) (1 + -- )
'

1

dz dx
~=~1+~г = +

(1+ =ã') (1+ л- ) (1+ хг) (1+х )
1 1

отсюда

dx 1 х

+

1+хг 1+х 1-+х 1-+хг
1 1

Последнее выражение уже не зависит от а. Вычислим по-

лучившийся интеграл

ОО
Ь

dx
I= lim arctgr = lim (arctgb вЂ” arctg1) =

1 + х bazoo b~(x)

1
1

2 4 4

Пример 2.30. Яоказать, что при т ) 0 и при а ) 0 инте-
"

slIl x dx cos x dx
гралы / и / сходятся.

а а

P е ш е н и е. Воспользуемся признаком Яирихле.
Пусть /1(х) = sinr, /г(х) = совх, u(r) = х . Имеем

ь ь

sinrdr = [cosa вЂ” cosh[ & t; 2, cos d = [s nb Ђ” si a (

а а
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Таким образом, функции япх и cosx имеют ограниченные

первообразные при любых b ) а, а х
™

монотонно стремится
к нулю при x - oo, следовательно для интегралов I1 и I2
выполняются все условия признака Яирихле и они сходятся.

Пример 2.31. Исследовать на сходимость интеграл

sin xdx
г

1

P е ш е н и е. Преобразуем подынтегральное выражение
1 вЂ” cos 2х

с помощью формулы sin~ х
2

Имеем

1 ' dx ~ cos2x dx "cos2x dx
=- f вЂ” вЂ” f . Интеграл f СХОДИТСЯ ПО

2 1 х 1 х х

1

признаку Яирихле. В самом деле f(x) = вЂ” - О при х -

оо,
х

f(x) монотонно убывает с ростом х;

Ь Ь

в(х) =сов2х, ( в(х)Нх =

(
сов2хйх = ~05(вш2Ь вЂ” вш2( &lt

1 1

"Ых
Однако интеграл / вЂ”

расходится, значит, исходный инте-
х

грал I также расходится.
х с0$х dx

Пример 2.32. Яоказать, что интеграл I= /
(1-Вхг) 4.гхг

СХОДИТСЯ.

P е ш е н и е. Воспользуемся признаком Абеля. Имеем

cos x

и(х) =

cos x dx
Интеграл / и(х) dx = / сходится по признаку

1 1+ х2

coS х 1
сравнения в форме неравенства: & t; Ђ” «больш й»

1+ х2 х2
~dx

теграл / вЂ” сходится, значит, сходится и «меньший» интеграл
1 х2

х

(и = 2 ) 1). Функция v(x) = монотонно возрастает и
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ограничена ~v(x)~ & t 1 ри в е е а, o ). Та им образ м,

условия признака Абеля выполнены и интеграл I сходится.

В следующих примерах вычислить несобственные интегра-

дц первого рода в смысле главного значения.

оо .3

Пример 2.33. 1 = Ч.р.
1+ г

P e ш е и и е. В соответствии с формулой (2.8) получим

G О

х'dx
. х'+ 1 вЂ” 1

I= lim = lim xdx=
ОвЂ” oo 1+ хг О вЂ” ос 1+ хг

вЂ” О вЂ” О

О О

Х

= lim xdxвЂ” dx
О-~00 1+ х2

О вЂ” О

2
х 1 2

= 111п вЂ” вЂ” вЂ” ~ ln (1 + х ) = О.
2 2

вЂ” а
вЂ” О

Пример 2.34. 1 = Чр. f
(1+х) dx

1+ х2

Решение.
О а

У 11щ
1+ х2 1+ хг

lim (arctgx+ 0,51п (1+ х2))
а- оо вЂ” О

= lim (arctga вЂ” arctg ( вЂ”а) + О, 5 (ln (1+ а ) вЂ” ln (1+- ( вЂ” а) ) ) ) =

lim (arctga+ arctga+0,5 (in (1+ a ) вЂ” in (1+- а ))) =

= вЂ” + вЂ” = т.

2 2

Пример 2.35. I = Чр. / sin(2x)dx.

Решение.
а

I= lim 0,5 sin(2x)d(2x) =0,5 lim ( вЂ” cos(2a)+cos( вЂ” 2а)) =
О

вЂ”
+ОО О

вЂ”
~00

вЂ”
а

= О. 5 lim ( вЂ” cos(2a) + cos(2a)) = О.
О~ÎÎ
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Пример 2.36. 1 = V.p. f arctgrdr.

Решен ие.

а dx
и = агсФ~х. du =

I = lim arctgr.dx = 1+х2
dv=х., v=.г

а

xdr
= lim хагсФх~',вЂ”

а вЂ”+ос
вЂ” а 1+х2

вЂ” а

lim а arctga вЂ” (-а) arctg( вЂ” а)вЂ”
а вЂ”+ос

вЂ” 0. 5 1п (1 + а ) + О, 5 1и (1 + ( вЂ” а) ) ) = О.

Пример 2.37. Найти среднее значение функции и(х) =

= sin~(2õ) на полуинтервале [О,оо).
Решен ие.

Х Х

Х вЂ”+ОС Х Х вЂ”+ОО Х

о о

О, 5 х вЂ” О, 125 sin 4x
= lim = 0,5.

Х-~ОО

°

°

°

х

2.3.3.

НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ВТОРОГО РОДА

Если lim f(r) = ~со или lim f(x) = ~оо, а на интер-
х вЂ” с вЂ” о х-с+О

валах [a,с вЂ” a], [c+ g, Ь) (с вЂ” а & t и с ( Ь) функ
f(r) интегрируема в смысле определений (2.1) и (2.2), то

несобственным интегралом второго gona будем называть сле-

дующую величину:

ь С вЂ” О ь

f /(х) Их = lim /(х) dr+ lim /(х) dr. (2.15)
О- +О д-+-о

О О c+l3
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Замечание. Если с =a или с = b, то соответствующие

несобственные интегралы второго рода будут определяться с

помощью следующих соотношений:

ь ь

f(x) dx = lim f f(x) dz, (2.16)

С c+a

С С вЂ” n
°

°

° °f(x) dx =' lim f(x) dx. (2.17)
a~+0

О а

Если несобственный интеграл (2.15) при независимом

стремлении а и Р к нулю справа расходится, но существу-

ет и конечная величина

С вЂ” О Ь

lim х dr+ х dx

О с+а

то этот предел называется главным значением расходящегося

интеграла (2.15) и используется обозначение

ь с вЂ” a ь

V.р. f(x)dx = lim f f(x)de+ f f(x)dx . (2.18)

а О c+a

Несобственные интегралы второго рода называют еще и

несобственными интегралами от неограниченных функций.

Признаки сходимости несобственных интегралов

второго рода

Критерий Коши. Яля сходимости интеграла (2.15) от

непрерывной на полуинтервале х е (с,b] функции f(x) необ-

ходимо и достаточно, чтобы для любого сколько угодно малого

я ) 0 существовало значение b ) 0 такое, что из неравенств

0 & t; xi Ђ” c& t; b,
0&l ; х

следовало бы неравенство

Х2

f(x) dx ( е. (2.19)

1

3 вЂ” 353
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Первая форма признака сравнения. Если на полуинтерва-
ле х Е (а, с] две неотрицательные функции и(х) & t и v x

связаны неравенством

и(х) & t; Pv( ), д = co s )

и в точке х = с выполняются соотношения lim и(х) = ~ос
z~cвЂ” 0

и lim v(x) = ~со, то из сходимости «большего» интеграла
х- с вЂ” 0

С С

/ v(x) dx следует сходимость «меньшего» ( и(х) dx интеграла,
а а

С

а из расходимости «меньшего» интеграла / и(х) dx следует
а

С

расходимость «большего» интеграла / v(x) dx.
а

В частности, если 0 & t; и х ( const (õ Ђ” с ", то р

интеграл сходится, а при и & t 1 Ђ” расходит

Вторая форма признака сравнения. Если на полуотрезке
х Е [а,с) две неотрицательные функции и(х) & t и v x )

для которых выполняются условия lim и(х) = +oo,
х- свЂ” 0

lim v(x) = ~со, связаны соотношением
х вЂ” с вЂ” 0

и(х)
lim вЂ” = const ) О,
zc-0 v(x)

С С

то оба несобственных интеграла J и(х) dx u J v(x) dx либо од-
а а

новременно сходятся, либо одновременно расходятся, в част-

ности, если lim (и(х)(х вЂ” с)") = const ф 0 то при п ( 1
х вЂ”»с вЂ” 0

С

/ и(х) dx сходится, а при и & t 1 Ђ” расходит
О

Признак Дирихле. Если непрерйвно дифференцируемая
на полуотрезке х Е [а,с) функция f(x) при х с вЂ” 0 мо-

нотонно убывает, стремясь к нулю, а функция v(x) имеет

ограниченную первообразную и при х свЂ” 0 f(x)v(x) - ~со,
С

то несобственный интеграл / f(x)v(x) dx сходится.
а
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Признак Абеля. Пусть функции и(х) и v(x) определены

при х E [а, с) и пусть:

С

1. и(х) ~со ори х с вЂ” О и f и(х)ох вЂ” сходится.

а

2. v(x) вЂ” монотонна и ограничена (v(x)( & t с ( = co s )

при х E [а,с].

С

Тогда несобственный интеграл второго рода f f (x)v(x) dx cxo-

а

дится.

Интегралы (2.5)-(2.7) называются абсолютно сходящими-

ся, если сходятся соответствующие несобственные интегралы

от модуля подынтегральной функции. Если же эти интегралы

сходятся, а интегралы от модуля ~f(x)~ расходятся, то сходи-

мость называется условной.
Из абсолютной сходимости несобственного интеграла сле-

дует его сходимость.

Пусть функция f(x) определена при всех х (= [а,с), вы-

полняется условие lim f(x) = ~ос и существует конечный
х- с вЂ” 0

предел

Х

11
~(*)"

=м(у),
х вЂ”+с вЂ” 0 с вЂ” а

а

тогда он называется средним значением функции f(x) на ин-

тервале.

2.3.4.
РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ НА НАХОЖДЕНИЕ
НЕСОБСТВЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ ВТОРОГО РОДА

Вычислить несобственные интегралы второго рода или до-

K33QTb их расходимость.

dx
Пример 2.38. I =

вЂ” 1



68 ПРАКТИЧЕСКОЕ РУКОВОДСТВО К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ

Решение. В соответствии с формулами (2.16) и (2.17)
имеем

1 вЂ” е О

+о 1 х~ 1 х~

lim [arcsin(1 вЂ” s) вЂ” arcsin0+ arcsin0 вЂ” arcsin( вЂ” 1+ а)] =
~~+0
a~+0

= 2arcsin1 = т.

ох

Пример 2.39. 1 = /
о х2 вЂ” 5х+ 4

P е ш е н и е. Разложим подынтегральную функцию на сум-

му простейших рациональных дробей первого типа и затем

воспользуемся формулой (2.17)

1 1

ох 1 1 1
I dx =

(х вЂ” 1)(х вЂ” 4) 3 х вЂ” 4 х вЂ” 1
о о

~о 3 f (* вЂ” 4 * вЂ” 1)
1 вЂ” е

1 х вЂ” 4 1 вЂ” 3 вЂ” e
= вЂ” lim ln вЂ” lim ln вЂ” ln4 = oo

3 &lt; + ~ Ђ еЂ”
о

интеграл расходится.
05 dz

Пример 2.40. 1 =
хln х

Решение.

0,5 0,5
d(ln х) .

вЂ” 1
lim lim
E-+о ln2r ~ ~о lпх,

1
.

1 1
+ lim вЂ” = вЂ”

= 1, 443.
ln0,5 ~+0 inc ln2

1

Пример 2.41. I = 1' lnr dr.
о
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~мщение.

dx 1

u=lnx, du=â€” dx
lim х1пх~,

вЂ” хвЂ”

dv=dx, v=x

1пa
= вЂ” lim вЂ” вЂ” 1 = [применим правило Лопиталя] =

а+О 1/a
1/а

lim вЂ”,
вЂ” 1 = вЂ” 1.

+о 1/п2

т

Пример 2.42. Вычислить интеграл 1 = f Их,
1П х

(т)0, n)0).
' х"' вЂ” х"

P е ш ен не. Введем обозначение F(m) = /' dx, то-

0

гда производная

1 1
ш+1

dF(m) х™lпхdr
„,

х
+' 1

dna lnx m+1 î m+1
о о

т Qm
Отсюда F(m) = 1 = 1п~т+ 1~ + С, но при т =

о m+1
= n F(n) = О, поэтому С = вЂ” 1п(п+ 1), таким образом,

m+1
F(m) = ln(m+ 1( вЂ” 1п~п+ 1~ = lп

и+1

Пример 2.43. Исследовать на абсолютную и условную
1

1 [1/х1
сходимость несобственный интеграл /, где [1/х]

0 X

означает целую часть от числа 1/х, т. е. наибольшее целое,
не превышающее 1/х.

Решение. Интеграл от модуля подынтегральной функ-
ции

1 1

f ( вЂ” 1)~ ~*~ вЂ” = вЂ” = lim lпх = oo

1 dx dx

х х а +о

о о

расходится.
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Докажем условную сходимость этого интеграла. Прежде
1 й

всего, сделаем замену
вЂ” = х, dx = вЂ”

вЂ”, после этого получим:
~г'

1 ОО б

[/ ]Ох []Ох . []Ох
х х б -+ос х

о 1 1

Сначала рассмотрим частный случай О = и, где п вЂ”

нату-

ральное число. Тогда

п2 и вЂ” 1

f(- )'*' вЂ”,* = ~ f (- ) вЂ”,* =

г1
Р=п1

р

n2 вЂ” 1

Р=п1

По произвольно заданному я ) О выберем по таким обра-
зом, чтобы при n& t~ g ;

п1
111 (â€”

n~
вЂ” 1 3

Для этого достаточно положить

еЕ/3
/3

Теперь, если х~ ) x~ & t; п +1 лю ые действитель

числа, тогда имеем (при этом выбираем п1 и п2 так, чтобы

&g ;1 ~~П1 Ï2 ~ Х И
&lt 1 вЂ” Х1

1, gt;2

Х2 п1 п2 Х2

[ ]ах [ ]ах [ ]ах [ ]ах

1 1 1 2

п1 п1+ 1 п2+ 1
& t; 1 + l + l (

пг вЂ” 1 п1 п2

Согласно критерию Коши, рассмотренному ранее в этой

главе, интеграл сходится.
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Пример 2.44. Иеследовать на условную и абсолютную
сходимость несобственный интеграл

2

I = 2x sin вЂ”

2
вЂ” cos вЂ”

2
dx

о

Решен ие.

2

т 2т т

I = lim 2xsin вЂ” вЂ” вЂ” cos вЂ” dx =
а +О г ~.2

а

2

вЂ” lim x sin dx

а

11П1 2 я'и вЂ” вЂ” а яп вЂ” =4яв вЂ” вЂ” О = 2 2.

Интеграл сходится. Теперь исследуем интеграл от модуля

прежней подынтегральной функции

2

f 2xsln вЂ”

2
вЂ” вЂ”

со$2 dx

о

2

т 2т т
lim 2x sin вЂ” вЂ” вЂ” cos вЂ” dx.

а +О ~.2 ~.2
а

2 2 7Г 7Г

Если хЕ , тогда
вЂ” (» вЂ” + 2пп,~+ 2~n

2+4п' 1+4п
'

х2 2
и поэтому подынтегральная функция для этих значений х бу-
дет положительной. Оценим снизу рассматриваемый интеграл

2 2

f
/

2xsin вЂ” вЂ” вЂ” cos вЂ” dx вЂ” x sin

о о

~/2/ ( 1,. 4 k I

) ~ f (* к1п( вЂ” )) Sz =g, (и = 0,1,2,...),
~=о



72 ПРАКТИЧЕСКОЕ РУКОВОДСТВО К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ

и

Покажем, что lim = +oo. Яля этого рассмот-
и-х

ko 1+ 4k

рим интеграл

и
и вЂ” 1 +

2 dr ~ 2 dr

1+4х ~ 1+4х
о ~=о,.

И убеждаемся, что

kq1

2 2 2 dr 2
&l ;, хE k,k 1

1+ 4х 1+ 4k 1+ 4х 1+ 4k

A
«1

1+1
2 dr 2 dr 2

~(
1+4х 1+4х 1+41

о
I=o

z
I =o

Однако интеграл слева стремится к бесконечности при

и oo:

и

f
2dx 1 1

1+4х 2
= вЂ” 1п(1+ 4х) = вЂ” ln(1+ 4n) вЂ” +oo (n +oo).

о
о

Сходимость условная.
Ых

Пример 2.45. I = Ч.р. / . Вычислить несобствен-
,,

xlnr

ный интеграл второго рода в смысле главного значения.

Решен не. В соответствии с формулой (2.18)

1 вЂ” а е

d(ln x) d(ln х)
У = 1im +

а~о lnx lnx
1/е 1+а

lim lп[1пхЙ1,, + ln [1пх[и'+
а+о

»m (»& t; I (&g ; в ” а ( вЂ »I 1 вЂ” 1пе(+ 1 (1п ~ Ђ” lп 1п(1
а-+о

ln(1 вЂ” а) (lп(1 вЂ” а))
lim ln = ln lim
а+О lп(1 + а) а +О (ln(1 + a))

1+а
= ln lim =lnl =О.

а-+o 1 вЂ” а
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Пример 2.46. Найти среднее значение функции и(х) =

= 1/~х на полуинтервале х Е (О, 1].
Решение.

1

а вЂ”«+О 1 вЂ” О а -+О

2.4.

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ

Площадь плоской кривой

Площадь плоской фигуры, ограниченной кривыми, задан-

ными своими уравнениями в декартовых координатах:

сверху
вЂ”

у = у1(х), снизу
вЂ”

у = у~(х), а слева и справа

отрезками прямых x = а и х = б, вычисляется по формуле

ь

Д1 .'~; yQ (2.20)

а

Площадь плоской фигуры, ограниченной кривыми, задан-

ными своими уравнениями в декартовых координатах: спра-

ва вЂ” x = х1(у), слева вЂ” x = х2(у), а снизу и сверху отрезками

прямых у = с и у
= d, вычисляется по формуле

d

s= /(* Ъ)-*~ЪИФ (2.21)
С

Площадь замкнутой плоской фигуры, ограниченной кри-
вой, которая задана параметрическими уравнениями: х = x(t),
у = y(t), 0 ( t ( Т можно вычислить с помощью одной из

трех формул (предполагается, что при возрастании t от 0 до

Т кривая обходится против часовой стрелки).
т т т

y t x' t dt= x t y' t dt=05 x t y' t +y t x' t dt.

о О о

(2.22)
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Площадь фигуры, ограниченной кривой, заданной уравне-
нием в полярной системе координат р = р(&lt р и отрезк

двух полупрямых p = а и p
= P, вычисляется по формуле

д

S=05 p(р (2.23)

а

Длина дуги

Ялина дуги гладкой кривой, заданной уравнением в декар-
товой системе координат у = y(x) (а & t &l ; б), вычис яе

формуле

Ь

у, ~ ~ у(.))гд. (2.24)
а

Длина дуги гладкой кривой, заданной уравнением в декар-
товой системе координат x = x(y) (с & t ( ), вычисляе ся

формуле

d

1+ ( '(y))'dy . (2.25)

С

Длина дуги гладкой кривой, заданной параметрическими

уравнениями x = x(t) и у
= y(t) (t& t l ; t &lt; tp) вы ис

формуле

~2

L = (х'(t)) + (у'(t)) dt . (2.26)

tg

Длина дуги гладкой кривой, заданной параметрическими

уравнениями в трехмерном пространстве х = х(1), у = у(~),
z = z(t) (t) ( t & t; g) вычисляе ся по форм

~2

L= х t + y t + z t dt. 227

tg
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Длина дуги гладкой кривой, заданной полярным уравне-
нием, р

= р(у),а & t; &lt р &lt;,9 вы ис яется п

8

г+ Р~~ г~~

а

Площадь поверхности вращения
I

Если участок гладкой кривой вращается вокруг произволь-
ной оси, то площадь образуемой при этом поверхности вычис-

ляется по формуле

т2

5=2т 1т dl т (2.29)

ry

где dl вЂ” дифференциал дуги l, G (l(r)) вЂ”

расстояние от точки

на кривой до оси вращения, т~ и т2
вЂ” значения переменной

дуги т, соответствующие концам дуги.

Если участок гладкой кривой, заданной уравнением в де-

картовой системе координат у = f(x) (а ( х ( О), вращается

вокруг оси ОХ, то площадь образуемой при этом поверхности
вычисляется по формуле

Ь

8=2т х 1+ 'х dx . 2.30

Если участок гладкой кривой, заданной в декартовой си-

стеме координат уравнением х = д(у) (с & t &l ; d), вра

вокруг оси ОУ, то площадь образуемой при этом поверхности

вычисляется по формуле

ь

Sä вЂ”

вЂ” 2т ду 1+ д'у dy. 2.31

а

Если участок гладкой кривой, заданной параметрическими

уравнениями х = x(t) и у
= y(t) (t~ & t; t &l ; t2) вра
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вокруг оси ОХ, то площадь образуемой при этом поверхности

вычисляется по формуле

С2

S = 2т y(t) (x'(t)) + (у'(t)) dt . (2.32)

t)

Если участок гладкой кривой, заданной параметрическими

уравнениями х = x(t) и у
= д(1) (tq & t &l ; tq) вра ается

оси ОУ, то площадь образуемой при этом поверхности вычис-

ляется по формуле

С2

Яц вЂ”

вЂ” 2г f .æ(ÉI (*'(Й)) + (y'(É)) dt . (2 33)

t)

Если участок дуги задан в полярной системе координат

уравнением р = р(&lt р) ( ( & t;р &l ; 8), т площадь по

вращения вокруг полярной оси вычисляется по формуле

Р

S =2о ру яп&l ;р р + 'y d . 2

а

Объем тела

Обозначим через S(x) непрерывную на отрезке [а, Ь] функ-
цию, которая равна площади сечения, перпендикулярного оси

ОХ, некоторого тела, тогда объем этого тела вычисляется по

формуле
6

Sx dx. (2.35)

а

Обозначим через Q(y) непрерывную на отрезке [с, d] функ-
цию, которая равна площади сечения, перпендикулярного оси

Ф

ОУ, некоторого тела, тогда объем этого тела вычисляется по

формуле

ь

Q(y) dy (2.36)
а



УАВА 2. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 77

Если криволинейная трапеция у = y(x) & t; О l ;

вращается вокруг оси ОХ, то объем получающегося при этом

тела вращения находится по формуле

6

~=~г у
~
dx. (2.37)

Q

При задании кривой параметрически х = x(t) & t; О
= y(t) & t; О, t g ; &lt t & t; tg, ес и на да ном о р зк х

объем тела вращения вокруг оси ОХ

~2

yt x tdh. (2.38)

8д

Если криволинейная трапеция у = y(x) & t; О l ; а &

вращается вокруг оси ОУ, то объем получающегося при этом

тела вращения находится по формуле

Ь

~=к х х dx. (2.39)

При задании кривой параметрически х = x(t) & t; ,

= y(t) & t; О, t l ; t &lt; tq если а данно отре к х (t

объем тела вращения вокруг оси OY

~2

V = т x~(~) ~у'(t)~ Ct . (2.40)

8д

Если криволинейный сектор, ограниченный кривой, задан-

ной уравнением в полярной системе координат р
= р(у) и

отрезками лучей р = а и p
= P, вращается вокруг полярной

оси, то объем получающегося тела вращения

д Р

7г p~ sin~ (р cos pp dp вЂ” 7г p3siuç (~dp 2.41

О О(
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2.4.1.
РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ

Пример 2.47. Вычислить площадь фигуры, ограниченной

параболами у = x~ и у
= 8 вЂ” x~ (рис. 2.2).

P е ш е н и е. Наидем точки пересечения парабол, для этого

решим систему уравнений у = хг и у
= 8 вЂ” хг

=~ х~ вЂ”

вЂ”
вЂ” 2, у~ вЂ”вЂ” 4, хг

вЂ”

вЂ” 2, уг вЂ”

вЂ” 4.

Воспользуемся формулой (2.20) в силу четности подынте-

гральной функции:

2 г

Я = ( [(8-*~) -*~] d* = f [(8-*~) вЂ” *~) d* =

вЂ” 2 о

4 з 64 1
16х вЂ” вЂ” хз = вЂ” = 31 вЂ”

.

3
о

3 3

Пример 2.48. Вычислить площадь фигуры, ограниченной

параболой у = вЂ”хг+ 3х вЂ” 2 и осями координат.
P е ш е н и е. Поскольку фигура у =

вЂ”x~ + 3 x вЂ” 2 располо-

жена в областях с у & t 0 (р с. 2. ), то площ д

следует отдельно вычислить для части у & t и ча т ( О

затем сложить модули полученных интегралов:

1 г

хг + Зх 2 Д~. + хг+- 3х вЂ” 2 (Ь

о 1

1 3 3 2 г

вЂ” вЂ” + вЂ” 2х + вЂ” вЂ” + вЂ” 2х

5 1
вЂ” вЂ” + вЂ” =1
6 6

Пример 2.49. Вычислить площадь фигуры, ограниченной
линией у~ = x(x вЂ” 2)~.

Решение. В силу симметрии фигуры (рис. 2.4) мож-

но вычислить половину площади, а затем результат удвоить.
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Р
- х~ У

8 й У
- вЂ” х~+ Зх вЂ” 2

у 8 вЂ” х~
1/4

3/2 2
4

1 1
I I
I I

вЂ” 2

-2Я вЂ” 2 о 2 2Я

Рис. 2.2. Рис. 2.3.

У

у~ х(х вЂ” 2)~
У

4 2
1 1х - вЂ” Зу~

3 3 I х 1 вЂ” 4y&
1

-31 х

О 2
х

1

1
вЂ” 1

Рис. 2.4. Рис. 2.5.

Найдем пределы интегрирования, при у = О =~ х~ вЂ”

вЂ” О, хг вЂ”вЂ” 2.

2 2

~~(* вЂ” 2)d* = f (х~~~ вЂ” 2*~~~) d*

о о

г
9/г

вЂ” х/ вЂ” вЂ” х/
5 3

о
15

Знак минус под модулем означает, что найдена площадь

нижней половины. Вся площадь

9/г gll/2
S=2

15 15

Пример 2.50. Вычислить площадь фигуры, ограниченной
параболами х = вЂ” 3y2 и х = 1 вЂ” 4уг.

P е ш е н и е. Фигура, задаваемая данными уравнениями,

изображена на рис. 2.5. Она симметрична относительно оси
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ОХ и ее площадь удобно вычислять по формуле (2.21).

1 1

S= 1 вЂ” 4у вЂ” -Зу dy=2 1 вЂ”

у dy=
вЂ” 1 о

у~ 4
=2 у

вЂ”вЂ”

3 „3

Пример 2.51. Вычислить площадь фигуры, ограниченной
эллипсом х = 4 cos t, у = 3 sin t.

Ре ш е н и е. Воспользуемся последним равенством из (2.22).

2л

s = вЂ” f (*(t)„'(t) вЂ” „(t)*'(t)l « =

о
2л 2л

1
вЂ” (4coct Зсок4 вЂ” Зяп4( вЂ” 4ciot)) Ck= 6 (' 44 =12г.
2

о о

Пример 2.52. Вычислить
n t)
, 21 площадь фигуры, ограни-

ченной одной аркой циклои-

ды х = 2(t вЂ” sin t), у
= 2(1 вЂ” cos t).

Решен ие. Одна арка
циклоиды получается при

0 & t & t; 2т (рис. 2.6).
Рис. 2.6.

мую площадь удобно вычис-

лить по первой формуле из (2.22).

2л 2л

S = вЂ” y(t)x'(t) dt = вЂ” 2(1 вЂ” cost)2(1 вЂ” cost) dt

о о
2л 2л

4 (1 вЂ” cost) dt = 4 (1 вЂ” 2 cos t + cos2 t) dt

о о
2л

= 4 1 вЂ” 2cost+ 0,5 1+ cos2t dt =

о

= 4 J (t вЂ” 2 sin t + 0,5 t + 0,25 а1п 2Й) Йо вЂ”

вЂ” 12т.
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ЗЛ У -

р-1+
У 2

р sill ~p

4 О& t; у
1

1 р- 1ф

~г4

вЂ” 1/4
'

О 2 х

вЂ” 1
вЂ” 1

Рис. 2.7. Рис. 2.8.

Пример 2.53. Вычислить площадь, ограниченную кардио-

идой р = 1+ cosy, (О & t &l ;

Р е ш е н и е. Кардиоида изображена на рис. 2.7. Воспользу-
емся формулой (2.23):

2m 2л

S «05 р р Йр =05 1+сояр Йр =

о о

= 0,5 (1+ 2cosp+ cos~ p) dp =

о
2m

= 0,5 (1+ 2cosp+ 0,5(1+ cos2д)) Йр =

о

2-
=

'7~
= 0,5 (1,5p + 2 sin p + 0,25 sin 2p) ~о

Пример 2.54. Вычислить площадь одного лепестка кри-
вой р = sin p.

Решение. При изменении ~р от 0 до т получается один

лепесток данной кривой (заштрихованная область на рис. 2.8)

S = 0,5 (sin p) dp = 0,125 (1 вЂ” cos 2p) dp =

о о

= 0,125 1 вЂ” 2cos2p+ cos22(р dp =

„о

= 0,125 1 вЂ” 2cos2p+ 0,5 1+ cos4y dy =

о
З~г

= 0,125(1,5y вЂ” sin2p+0,125sin4p)~o =
вЂ”.

о
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Пример 2.55. Вычислить длину дуги полукубической па-

раболы у = х3/'- от точки х = 0 до точки х = 9.

P е ш е н и е. Воспользуемся формулой (2.24).

9 9

9 4 9 4
L = 1+ вЂ” xdx = вЂ” 1+ вЂ” xd 1+ вЂ” х

4 9 4 9
о о

3/2
9

8 9 8 85

о

Пример 2.56. Вычислить длину дуги кривой х = 1n(cosy)
между точками у = 0 и у =

вЂ”
.

3
P е ш е н и е. Воспользуемся формулой (2.25).

л/3 л/3 n'/3
sin y 2L = 1+ вЂ” dy = 1+ tg2ydy =
cos y cos y

о о о

у л/3 5т 7Г
= ln tg

вЂ” + вЂ”

'

= lntg вЂ” вЂ” ln
4 2 о 12 4

Пример 2.57. Вычислить длину дуги кривой х = 0 25 y2вЂ”
вЂ” 0,5 lny, заключенной между точками у

= 1 и у = 1,5.
P e ш е н и е. В соответствии с формулой (2.25)

1,5 2 1,5

L = 1+ 0,5у вЂ” вЂ”

'

dy = 0,5y+ вЂ” dy =

1 1

1,5
2

0,5
0,5y+ вЂ”

'

dy = (у вЂ” 0,51п ~у~)~,' = 0,5(1 вЂ” 1п1,5).
У

1
Р

Пример 2.58. Вычислить длину дуги астроиды х = cos3 t,,

y=sin t,0&lt;t&l

P е ш е н и е. Из рис. 2.9 видно, что в силу симметрии доста-

точно вычислить лишь четвертую часть астроиды при
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У
1 х сов® t

у-ив 1

0&lt;t&

вЂ” 1 0 1x

вЂ” 1

Рис. 2.9.
\

0 & t &lt т/2. Восполь уемся фо мулой (
m/2

9sin2 t cos4 t + 9 ь1п4 t cos2 t И =

о

n/2

9 sin t cos~ t (sin t + cos~ t) dt =

о

л/2 л/2

= 12 ~в1п ~ сов 1~ dt = 6 )sin 2t( dt = 6( вЂ” cos(2t)))0 вЂ”

вЂ” 12.

о о

Под интегралом необходимо записывать арифметическое зна-

чение корня. Если этого не сделать, то можно получить оши-

бочный результат. В рассматриваемом здесь примере, если бы
n/2 л/2

записали вместо 3 / ~sintcost~ dt интеграл 3 / sintcostdt,
о о

2п

то получили бы вЂ” sin t = О вЂ”

нулевую длину дуги.
о

Пример 2.59. Вычислить длину дуги кардиоиды р =

= 2(1+ cosy), 0 & t; ~ & t; 2 (cM рис.

P е ш е н и е. Воспользуемся формулой (2.28):
2m 2л

L = 2 1 P cosy 2+ вЂ” 2яп(р 2dp = 16соя2 р 2 dp =

о о

27г 7Г

=4 cos p 2 dp=4.2 cos p 2 dp=16sin р 2 о
вЂ”

вЂ” 16

о о

(в силу свойств функции cos(p/2)).
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Пример 2.60. Вычислить площадь поверхности, образу-
емой вращением дуги окружности х + (у вЂ” а) = R~ вокруг
оси ОУ на участке О & t; y l ; lt

P е ш е н и е. Найдем производную неявной функции

2хх'„+ 2(у вЂ” а) = О.

Уг
2

Воспользуемся формулой (2.31) S = 2т f х 1+ (хÄ) dy
91

(внесем х под знак корня)
Q2 Q2

2
2т х2+ хх' dy = 2т Д2 вЂ”

у
вЂ” Q 2+ у вЂ” ц 2dy =

~/1 3/1

У2

= 2тЛ dy = 2тЯ(у2 вЂ” у1).

3/1

Пример 2.61. Вычислить площадь поверхности, образуе-
мой вращением дуги окружности х2 + уа = 16 (у & t; О) на уч

ке -1 & t gt; 1 окр г о

P е ш е н и е. Воспользуемся формулой (2.30).

1
2

S = 2т 16 вЂ” х2 1+ (-x/ 16 вЂ” х2 dz =

вЂ” 1

1

= 2т 4 dx = 16т.

вЂ” 1

Пример 2.62. Вычислить площадь поверхности, образуе-
мой вращением вокруг оси ОХ дуги астроиды (см. рис. 2.9).

Pе ш е н и е. Воспользуемся формулой (2.32):

m/2

S = 2т y(t) (х,)2+ (g,')2dx =

о

т/2

= 2т asin t ( вЂ” 3acos2tsint)2+ (3asin t cost)2dt =

о
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л/2

2 °

4~

О

л/2
° 5 л/2

2ЯП 1 6
= 6та sin t d(sin t) = 6та = вЂ” та .

0
О

Пример 2.63. Вычислить

площадь поверхности, образо-
ванной вращением вокруг

полярной оси лемнискаты

р
= o~cos2p аа участка

О & t &lt
P е ш е н и е. Общий вид вра-

щаемой кривой изображен на

рис. 2.10. Воспользуемся фор-
Рис. 2. 10.

мулой (2.34):

2 2

2
алаш 2(р а

рг + вЂ” = a2 cos 2p +
dp чтсса 2р ~cos2cs

'

л/4 л/4

а
S= 2к а cos2psiocs dos= 2ка siopdcs

cos 2 os
о с

2та ( вЂ” cosy) = 2та вЂ” вЂ” 1 = та (2 вЂ” +2).2 л/4 ) 2 2

о
2

Пример 2.64. Вычислить объем тела, получаемого враще-
х2 у

нием части эллипса вЂ” + вЂ” = 1 на участке О & t lt; а
а2

оси ОХ.

P е ш е н и е. Воспользуемся формулой (2.35).

2
2 г

G

Vox =т вЂ” (а вЂ” х )ах=т вЂ” (а вЂ” х )ах=
о

2 аг
Х1 о

b2 хз 27г г
7Г вЂ” а Х вЂ”вЂ” = вЂ” аЬ .

а2
о
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Пример 2.65. Вычислить объем тела, образованного вра-
щением вокруг оси OY криволинейной трапеции, которая огра-
ничена гиперболой ху = 2 и прямыми у1 вЂ”

вЂ” 1, у2 вЂ”

вЂ” 4 и уз = О.

Решен ие.

9г 4

V~@ вЂ”

вЂ” т х у dy = ~
вЂ” ду = 4т вЂ”0,25+1 = Зт.

г 4

у2
У~ о

2.5.

МЕХАНИЧЕСКИЕ И ФИЗИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ

2.5.1.
АЛГОРИТМ ПОЛУЧЕНИЯ ЗАВИСИМОСТЕЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛОВ

ФИЗИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН ОТ ДИФФЕРЕНЦИАЛОВ СВОИХ
АРГУМЕНТОВ

При нахождении некоторой аддитивной физической вели-

чины А, зависящей от другой величины х 6 [а,6], используют

следующий алгоритм.
1) Разбивают отрезок [а,6] сеткой

= xo & t; х~ & t ... & t; „

на элементарные отрезки длиной dx.

2) На каждом элементарном отрезке [х,х+ Лх] в соответ-

ствии с физическим законом записывают зависимость между

приращениями ЛА, = А(х,+1) вЂ” А(х,) и Лх, полагая посто-

янным на данном отрезке множитель, связывающий эти при-

ращения f(x):

ЛА f(x) Лх.

3) Приближенно полагают, что приращение ЛА равно диф-

ференциалу dA при малых dx = Лх C 1 (или и - oo).
4) Интегрируют обе части равенства:

ь

ЫА = Дх)Ых: А = /Дх)Ых.
и
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Нахождение пути при прямолинейном движении

материальной точки

Путь S(t), пройденный материальной точкой при прямоли-
нейном движении с переменной скоростью v(t) за время от t&

до tq вычисляется по формуле

~2

S(t) = v(t) й, (2.42)
1

ty

полученной в предположении, что на всем отрезке времени

[t,t + dt] скорость v(t) постоянна и равна значению в левом

конце t. В этом случае можно воспользоваться законом пря-
молинейного движения с постоянной скоростью dS = v(t) dt.

Расчет статических моментов относительно

координатных осей

Для плоской кривой, задаваемой уравнением в декартовых

координатах у = у(х) на отрезке х Е [а, b] и представляющей
собой материальную линию с линейной плотностью (массой,
приходящейся на единицу длины) р(х), статические моменты

М и ЛХ„относительно координатных осей ОХ и OY вычис-

ляются по формулам:

Ь Ь

M = рху х 1+ у' dx, Му: рхх 1+- у' dx.

а а

(2.43)

Если кривая задана параметрически х = r(t), у = y(t),
t& t l ; t &l ; t2, то стати тически моменты рас чита

t2

М= pxt yt х', + у,' dt,
t)

~2

M„вЂ”= pxt xt х', + у,' dt. 2.44

t,)
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Если кривая задана полярным уравнением т = т(Д на

участке о C р & t; 3, то статистичес ие моме ты определя
ся формулами:

g

2
М~ = p(rcosp)rsinp r + (т ) dp,

,3

2
M„= p(r cos ð)r cos p т2 + (т' ) dp. (2.45)

Формулы (2.43)-(2.45) получены исходя из определения

статистического момента материальной точки массой Ьт:

1VI = уЬт, M„вЂ”= хЬт.

Вся кривая разбивается на элементарные участки длиной

Л1, на каждом таком участке масса Лтп р(х)Л1. При малых

Ы = dl дифференциалы статистических моментов имеют вид

dM = ур(х) dl, dM„вЂ”= xp(x) dl,

где плотность на элементарном отрезке постоянна и равна

значению в точке левого конца. цалее производится заме-

на дифференциалов дуги в соответствии с подынтегральными

выражениями формул (2.24) вЂ” (2.26), (2.28) и полученные ра-

венства интегрируются.

Аналогично получаются статистические моменты плоской

фигуры, ограниченной линиями у
= у1(х), у = у2(х), х =

= а, х = 6, представляющие собой материальную фигуру с

поверхностной плотностью в точке (массой, приходящейся на

единицу площади) р(х):

Ь

M~=O,5 рх у22 х у21 х dz,

а

ь

М„= р(х)х (у2(х) вЂ” у1(х)) dx. (2.46)

а
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Расчет центра масс (центра инерции) плоской кривой

центр масс плоской кривой вычисляется по формулам:

М 1li1

L'
''

L'
(2.47)

где L вЂ” длина дуги, рассчитываемая по одной из формул
(2.24) вЂ” (2.26), (2.28), а М и Ид вЂ”

соответствующие статиче-

ские моменты, определяемые формулами (2.43) вЂ” (2.45).

Расчет центра масс плоской фигуры

Центр масс плоской фигуры, ограниченной линиями у
=

= у1(х), у = у2(х), х = а, х = 6 и представляющей собой

материальную фигуру с поверхностной плотностью р(х), вы-

числяется по формулам:

M
(2.48)

где S вЂ” площадь фигуры, рассчитываемая по формуле (2.20),
а M и Мд вЂ” статические моменты, определяемые формулой
(2.46).

Расчет момента инерции

Момент инерции Ip плоской кривой, задаваемой уравнени-
ем в декартовых координатах у

= у(х) на отрезке х е [а,6]
и представляющей собой материальную линию с линейной

плотностью (массой, приходящейся на единицу длины) р(х),
относительно начала координат вычисляется по формуле

ь

~о = р(х) (х + у ) 1+ (у,') dx. (2.49)

а

Для расчета момента инерции тела с объемной плотно-

стью р относительно заданной оси необходимо разбить его на

малые частицы массой dm = pdV, где dV вЂ” элементарный
объем, выразить этот объем через (

вЂ”

одну из независи-

мых переменных, через которую выражается и расстояние В
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рассматриваемой частицы до оси, записать дифференциал мо-

мента инерции в виде

dI = R (()dm(() = R (()p(()dV(()

и проинтегрировать по (:

(~»

П(0~'(() 1~((). (2.50)

(i

Расчет работы силы

Работа А, производимая переменной силой F(x) на участ-

ке прямолинейного перемещения х E [а, b], когда направление

силы совпадает с направлением перемещения вычисляется:

Ь

A= Fx dx. (2.51)

а

Формула (2.51) получена в предположении, что на всем

отрезке перемещения 1х,x+ dx] сила F(x) постоянна и равна

значению в левом конце х. Тогда можно воспользоваться зако-

ном нахождения работы при постоянной силе, направленной
вдоль прямолинейного перемещения dA = F(x) dx.

Расчет кинетической энергии

Пусть известны форма тела, вращающегося вокруг задан-

ной оси, например, вокруг оси ОХ, зависимость скорости

движения каждой из малых частиц, на которые разбито его

тело, от расстояния т до оси ОХ. Также возможно выразить
зависимость массы частицы dm от т. Тогда кинетическая энер-
гия отдельной частицы вращающегося тела

v2(r) dm(r)
2

представляет собой дифференциал от кинетической энергии
всего тела Е, которая может быть найдена по формуле

r2

v2(r) dm(r) (2.52)
2

т1
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Количество теплоты

Количество теплоты Q, выделяемое переменным током I(t)
за время от t~ до t~ в проводнике с постоянным активным

сопротивлением R, вычисляется по формуле
~2

Q = (0,24I2(t)R) dt, (2.53)

ty

полученной в предположении, что на всем отрезке времени

tt, t + dtj ток постоянен и равен току при t, равном значе-

нию времени в начале рассматриваемого промежутка. В этом

случае можно воспользоваться законом джоуля вЂ”Ленца для

постоянного тока и записать:

dQ = 0,24I2(t)Rdt.

Определение давления тела, погруженного 8 жидкость

или газ

Пусть ось ОХ (рис. 2.11), имеющая свое начало на по-

верхности жидкости, направлена вертикально вниз. Тогда для

элемента криволинейной площадки с площадью dS, ограни-
ченной на участке от х до х+ dx слева дугой кривой у1(х),

О

У
д

вЂ” gg(+) g д,(~)

Х

Х+ Их

Х

Рис. 2. ((.

справа дугой кривой у2(х) в соответствии с законом Паскаля

получим, что элементарная сила давления dF связана с плот-

ностью р, ускорением свободного падения д и площадью dS

соотношением й.' = рдх ds. Отсюда

х2 х2

F = рдхdS(x) = рд xdS(x). (2.54)

х~ Х1
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Расчет энтропии

Дифференциал энтропии dS определяется формулой

dS= вЂ”,
dQ
Т'

(2.55)

где Т вЂ” абсолютная температура элементарного объема термо-

динамической системы, при которой этой системе сообщается

элементарное количество теплоты dQ. Энтропия сложной си-

стемы равна сумме энтропий всех ее однородных частей.

Связь давления Р, объема V и температуры Т идеального

газа постоянной массы определяется законом МенделеевавЂ”

Клапейрона:

PV = вЂ” RT. (2.56)
Р

Изменение энтропии получается интегрированием обеих

частей уравнения (2.55).

Расчет количества электричества

Если по проводнику течет переменный ток I(t), где tâ€”

время, то, разбивая весь временной промежуток [tg, 12] на эле-

ментарные отрезки размером dt„можно приближенно считать

на каждом таком отрезке [t,t+ dt], что ток постоянен и равен

значению в момент t. Отсюда дифференциал количества элек-

тричества dQ = I(t) dt и полное количество электричества,

протекшее через поперечное сечение проводника за все время

t2

g = f r(~) à. (2.57)

ty

Расчет электрического сопротивления проводника
Ф

переменного сечения

Пусть известна зависимость z = z(x, y), описывающая гео-

метрическую конфигурацию проводника электрического то-

ка, направление которого ради определенности будем считать

совпадающим с направлением оси ОХ. Мысленно разобьем
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проводник плоскостями, перпендикулярными оси ОХ и отсто-

ящими друг от друга на малое расстояние dx. Если удастся

выразить площадь поперечного сечения S через х вЂ” S(x),
то зная удельное сопротивление р и формулу для расчета эле-

ментарного сопротивления dR = dx, можно найти полное
Р

Sx

сопротивление R по формуле

h

R = ' dx. (2.58)
Sx

о

где л, вЂ” продольный размер проводника в направлении оси

ОХ.

2.5.2.
РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ

Пример 2.66. Скорость v прямолинейно движущейся точ-

ки меняется в зависимости от времени t по закону v(t) =

= t sin 2t. Определить путь 8, пройденный точкой от начала

движения до момента времени t = вЂ” единиц времени.
4

P е ш е н и е. Поскольку путь ds = v(t) dt, то

и = t, du = dt, dv = sin2tdt,
s = v(t) dt = tsin2tdt = d(2t)

v = / sin2t = вЂ” 0,5cos2t
апач о 2

m/4

= вЂ” 0,51сов21~о +0,5 cos2tdt =

о

m/4 ~г/4
7Г 7Г 7Г

= вЂ” 0,5t cos2t + 0,25 sin2t = вЂ” вЂ” cos вЂ” +0,25 sin вЂ” = 0,25.
о О

8

Заметим, что если бы формула v(t) на отрезке [0, 7г/4] изме-

няла знак, тогда следовало бы находить модуль от интеграла,
а затем все результаты сложить:

alai

s(t) = g v(t) dt .

1=1
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Х
Пример 2.67. Вычислить массу плоской кривой у =вЂ”

3
на участке от х = О до х = 0,1 единиц длины, если линейная

плотность р зависит от координаты х следующим образом:
р(х)=1+х.

Решен ие. Элементарная масса участка кривой от x =

= 0 до х = 0,1 определяется формулой dm = р(х) Ж

dp
= р(х) 1+ вЂ” dx, отсюда вся масса

dx

0,1 0,1

т = р х 1+ вЂ” dx = 1+х 1+х2dx =
2

dx
о о

х = sht, 1+ x2 = 1+ sh2t = с}

дх = сЬ1д1, х1
вЂ”

вЂ” О вЂ”+ 11 вЂ”

вЂ”

О,х2
вЂ”

вЂ” 0,1 вЂ”+ t2 вЂ”

вЂ” АгзЬО)1
Arsh 0,1

ch tdt = ch t =
4 2 ch2t+ 1

2
о

Arsh 0,1 Arsh 0,1

1+ ch2t
dt = (1+ 2ch2t + ch 2t) dt =

2
о о

Arsh 0,1

= 0,25 1+2ch2t+0,5ch4t dt =

о

= (0,375t + 0,25 sh 2t + 0,03125 sh 4t) i ~
"

Arsht = 1п t + 1+ t2 = 0,099985655.

Пример 2.68. Найти статистический момент верхней ча-

х2 у2
сти эллипса вЂ” + вЂ” = 1 относительно оси ОХ, если линейная

~2 b2
плотность р(х) = рох.

P е ш е н и е. Воспользуемся формулой (2.44), предваритель-
но переписав уравнение верхней половины эллипса в парамет-

рическом виде х = a cos t, у = b sin t, О & t &l
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t2

M~= pxt у1 х', + у,' dt=

ty

= роб cost bsin t ( вЂ” a sin t)~ + (bcost)~ dt =

О

= р06 соз16яш1 а2яп 1+ 62соя2~Й =

О

= роб b cost sin t a~(1 â€” cos~ t) + b~ cos~ t dt

0

= â€”

ров b cost aã вЂ” (aã вЂ” bг)cosãtd(cost) =

О

z = cost, t1 вЂ”

вЂ” 0- z1 вЂ”вЂ” 1,
~2 вЂ” ~ +~2=

1

рОО P z ~2 вЂ” c2z2 d

вЂ” 1

интеграл от нечетной функции
в симметричных пределах

Пример 2.69. Найти центр тяжести дуги окружности х2+

+у2 = R, расположенной в первом квадранте, если плотность

р = poxy

Решение. Дифференцируя уравнение окружности как

неявную функцию, найдем

2х + 2уу' = 0 =~ у' = вЂ”
вЂ”, =~

g

2

w Й = 1+ (у') dx = 1+ вЂ” вЂ” dx =
У

R R
= вЂ” dx = dx.

у
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Воспользуемся формулами (2.43) и (2.47)

R R

zR
2

М„= рох R2 вЂ” хо dz = роЯ х dz =
R& t; Ђ”

О о

,з ~
R4

= poR вЂ” = po вЂ”.

3
0

3

R

R
И* = рох Яо вЂ” х' Яо вЂ” х' dz =

яо вЂ” хо
О

R R

= роЛ х R2 вЂ” х dx = вЂ”0,5роЛ R2 вЂ” х d(R2 вЂ” х ) =

О О

R 4

= вЂ”

Ро
вЂ” (R вЂ” x ) = Ро вЂ”.

г г 3/2 R

2R
Координаты центра тяжести х,

= у, = вЂ”.

3
Пример 2.70. Вычислить координаты центра тяжести

плоской фигуры, расположенной в первом квадранте и ограни-
ченной линиями у

= ахз и у
= а, если плотность постоянна,

р=1.
Pе ш ен и е. Легко получить координаты точки пересече-

ния линий у
= ахз и у

= а: х = 1, у = а. В соответствии с

формулами (2.46), (2.47) получаем:

1
2 7 1 ° 2

И=05 (а вЂ” а х ) dx=0,5 а хвЂ”

ах За

7 7
о

о

1
2 5ахг ах

5

Л|ц вЂ”

вЂ”

х (а вЂ” ах ) dx = = 0,3а,
2 5

о Ф

1

з
ах За4

S= (а вЂ” ах) dr= ахвЂ”
4

о
4

о

AI„M 4а
Отсюда х, =

вЂ”" = 0,4, у, = вЂ” = вЂ”.

S
' ' '

S 7



ГЛАВА 2. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ 'ИНТЕГРАЛ 97

Пример 2.7Е Найти момент инерции дуги кривой пара-

болы у = х (0 & t & t; 1) относи ельно ачала коор инат

llHHBHHBH OHOTHOOTB p
= ppdl + 4X.

P е ш е н и е. Воспользуемся формулой (2.48):

1

14 = pp~l+4Z (Z вЂ” ~Х ) ) 14 (2Х)4dZ =

о

1

= ро (х +4х +х +4х ) dx=
о

:
3 х5 2х6

1

3
= pp

вЂ” + 4х + вЂ” + вЂ” = 2,2ро
3 5 3

Пример 2.72. Вычислить момент инерции плоской фи-

гуры, ограниченной линиями у
= 4а х и прямой х = а

относительно оси OY. Поверхностная плотность материала

фигуры р = ро + kx.

P е ш е н и е. Разобьем отре- у

зок [О,а ] на элементарные от-
уя 4~2

резки длиной dx: [х,х + dx].
Выделим элементарные полос-

ки, вырезаемые из фигуры пря- Х х+dx х

мыми, проходящими через кон-

цы каждого отрезка [х,х+ dx]
и параллельными оси 0У

(рис. 2.12). Элементарную по-
Рис. 2. (2.

лоску можно приближенно считать прямоугольником с пло-

щадью dS = 2[y~dx = 2~4a~xdz = 4a~xdx. Плотность эле-

ментарной полоски можно приближенно считать постоянной

и равной значению, которое она принимает в левом конце от-

резка [х,х+ dr], р = ро+ kx. Тогда масса dm элементарной
ПОЛОСКИ:

Ит = (ро + kx) dS = (ро+ kx)4a~xdx

и дифференциал момента инерции относительно оси OY

dI = хват = х2(ро + kx)4a~x dx.
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Отсюда

х7/2 х9/
I„вЂ”= 4а(рох'~~ + k2:7~~) dx = 8аро + 8ak

7 9
о

= 8а9/2 ро
+

Пример 2.73. Найти момент и нерции однородного цил и н-

дра высотой h, радиусом основания R и плотностью p
= const.

P е ш е н и е. Разобьем осно-

вание цилиндра на концентри-

ческие окружности, радиусы ко-

торых отличаются друг от друга

на dr (т вЂ”

расстояние от оси ци-

линдра до внутренней поверхно-

сти). Построим на этих основа-

ниях цилиндры с образующей,
параллельной оси данного

цилиндра (рис. 2.13). Элементар-
Рис. 2. (3. ная масса полого цилиндра вы-

сотой h, внутренним радиусом т и толщиной стенок dr вычис-

ляется в предположении, что плотность при малом изменении

т от т до r+dr постоянна и равна значению в левом конце от-

резка [T,r+dr]. Обозначив через V объем цилиндра, получаем
dm = p(r) dV(r) = 2пртМт и момент инерции слоя относи-

тельно оси цилиндра dI = r2dm = p(r) dV(r) = 27гhpr~dr,
отсюда

R

2тйр~ 2~hpr"
~ = 2у/~р r3 Ду- =

4 о 4
о

Пример 2.74. Вычислить работу, совершаемую телом мас-

сой m при падении на поверхность Земли с высоты h.

P е ш е н и е. Сила F притяжения массы m, расположенной
утЛХ

на расстоянии х от поверхности Земли равна F =

R+x 2

здесь ~
вЂ”

гравитационная постоянная, R вЂ”

радиус Земли.

Элементарная работа dA = F(x) dx (ось ОХ направлена к
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центру Земли по -радиусу, начало координат на высоте h от

Земли), отсюда следует:

о о
~ К| ~mar

(R+ z)2 Л+- х
„

h

1 1 )mMh
'Л R+h R(R+h)

I

утИ
Поскольку на поверхности Земли F = mg =

R2
, то

mgRh
R~h

Пример 2.75. Определить работу, которую необходимо за-

тратить на то, чтобы сжать упругую пружину на величину Ah

единиц длины. Расчеты проводить, считая справедливым за-

кон упругости Гука F = вЂ” kx.

Решение.

Ah

хг
~~

~~у
А = ( вЂ”kz)dz= вЂ” ЙвЂ”

о
о

Пример 2.76. Вычислить работу, которую необходимо

совершить, чтобы выкачать жидкость плотностью р из пол-

ностью заполненного ею котла высотой Н, имеющего форму
параболоида вращения, который определяется уравнением z =

= а (х + у ).
P е ш е н и е. Мысленно рас-

сечем параболоид плоскостя-

ми, параллельными плоскости

XOY (рис. 2.14). Пусть на Д

глубине H вЂ” z толщина слоя

между двумя соседними г - д2х2

параллельными плоскостями

равна dz, тогда элемент объ-

ема жидкости между указан- О Х

ными плоскостями вычисляет-

Рис. 2.14.
ся по формуле dV = 7гх2И~.

г« 7ГЕ СЬ
Из уравнения параболы получим х =

вЂ”, отсюда dV =

цг г
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сЬ
Вес элементарного слоя жидкости dm = рд dV = рдтт вЂ”. Яля

д2'
выкачивания этой массы dm с глубины Н вЂ” z необходимо за-

~Ь
тратить элементарную работу dA = ~pgz(H вЂ” z) вЂ”. Полная

дг'
работа по выкачиванию всей жидкости

Н Н

СЬ 7Гpg
А = ~pgz(H вЂ” z) вЂ” = z(H вЂ” z) сЬ =

И И

о о

Н

»»pg
~

»»рд (Н»»»рдЫ
2 3 3

zH вЂ” z сЬ =
а а 2 3

о
6а

о

Пример 2.77. Вычислить работу А, совершаемую при изо-

термическом (T = const) расширении идеального газа (давле-
ние P связано с абсолютной температурой Т и объемом V,

массой m и массой одного моля mu и газовой постоянной R,

законом PV = вЂ” RT).
Р

Pешен ие. dA = P(V ИГ. Отсюда

~2 ~2

А = P(V) dV = вЂ” RT вЂ” = вЂ” RT1п
m dd~ m ~г

р V p
Vg Vg

Пример 2.78. Найти кинетическую энергию кругового

цилиндра высотой hсплотностью,,изменяющейся по закону

р(т) = ро+Ит, где О & t & t R,

т вЂ” расс оя ие т оси цил

В вЂ”

радиус основания, если цилиндр вращается вокруг своей

оси с постоянной угловой скоростью ы.

P е ш е н и е. Разобьем цилиндр на концентрические слои

толщиной dr (т вЂ”

расстояние от оси цилиндра до внутренней
поверхности), аналогично задаче 2.72..Тогда

dm = 2xrhpdr = (ро + kr)2xrh dr.

Линейная скорость v массы dm связана с угловой ско-

ростью соотношением v = r~. Кинетическая энергия полого

цилиндра массой d»m

dE = = и т (р+ kr)mrhdr = и 7гЬ(рот + kr ) dr.
v~(r) dm 2 2 .3

2
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Интегрируя обе части последнего равенства, получаем

R Л R

Е = wû~h(ppr + krз) dr = wûтгЬ ppr dr + kr dr

о о о
R

Пример 2.79. Определить количество теплоты Q, выделя-

емое током I = 5 + 41 в проводнике с сопротивлением R = 40

за время t = 10, если известно, что количество теплоты, вы-

деляемое в единицу времени при протекании через проводник

с постоянным сопротивлением постоянного тока равно произ-

ведению квадрата тока и сопротивления.
Решен ие.

t2 t2 1о

Q = I2(t)Rdt = R I2(t) dt =40 (5+4t) dt =

t1 t1 о

1о

= 40 (5+4t) вЂ” d(5+4t) = 40 = 303750.
1 (5+ 4t)з
4 3

о

Пример 2.80. Вычислить изменение энтропии S идеаль-

ного газа постоянной массы т при: а) P = const и изменении

объема с Vq до Vq, б) V = const и изменении давления с Р1

до Р2, в) Т = const и изменении объема с Vq до Vq.
P е шеи и е. а) При изобарном процессе в идеальном газе

элементарное количество теплоты dQ связано с массой газа т,

массой моля р, теплоемкостью при постоянном давлении C„
m

и температурой, таким образом dQ = вЂ” С„dT. Из формулы

рРJV(2.56) получим dQ=, отсюда изменение энтропии
mR

V2
m рРdV m 1

р
"
mR рЛ PV

Vg

V2
m dV m

Ср: Ср lIl
р

"
V p

Vg
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б) При изохорном процессе из уравнения Менделеева-
рг Тг m

Клапейрона (2.56) следует
вЂ” =

вЂ”, а dQ = вЂ” C dT, где
Р,

=

Т,'
C„â€” теплоемкость при постоянном объеме. В соответствии с

формулой (2.56) получим

~2
m dТ m T2 m P2

Я1 Я2 вЂ” С вЂ” C„1п вЂ” С 1п
"т р

"

Т, р
Vg

в) При изотермическом процессе dQ = P(V) dV, подстав-
m RT

ляя сюда P = вЂ” вЂ” из уравнения (2.56), получим для изме-
н

нения энтропиИ

V2
тЯТ m

S~ вЂ” S2 = вЂ” вЂ” dV = вЂ” Rln вЂ”.

p V p
Vy

Пример 2.81. Найти силу давления, которую испытывает

каждая сторона пластинки, имеющей форму полуэллипса, ес-

ли она погружена вертикально в жидкость так, что большая

полуось находится на поверхности жидкости.
Хг у

P е ш е н и е. Имеем из уравнения эллипса вЂ” + вЂ”

для ду-
а2 62

ги, расположенной в четвертом квадранте

6
у(х) = -- а2 вЂ” х2,

а

6
элемент ялонгади dS = вЂ” этна вЂ” ха dz. а элемент давления со-

6
гласил эаксну Паскаля dF = pgzdS[z) = ррх

вЂ” элаа вЂ” ха dz.
а

Отсюда

Х2 а
Ф

6
F = pgzdg(z) = ррх

вЂ” ттат вЂ” хаdz =

а

х1 вЂ” а

а

г» 2
26 г г з/г

= 2 рдх
вЂ” а2 вЂ” х2 dx = вЂ”

др
вЂ” (а вЂ” х ) = рд.

о
о
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Пример 2.82. Вертикальная 0 а=60

плотина имеет форму равнобед- У

ренной трапеции с верхним ос-

нованием а = 60 единиц дли- li х

ны, нижним основанием о = 20

единиц длины и высотой h =
к

~
т

= 10 единиц длины (рис. 2.15).
д = 20

Вычислить силу давления воды

на плотину. Рис. 2. 15.

P е ш ен и е. Площадь элемента трапеции LRTK прибли-
женно заменяем площадью прямоугольника с основанием LR

(а вЂ” 6)(h вЂ” х)
и высотой йх: dS(x) = 2 b+

h
dx. Согласно

закону Паскаля получим, что элементарная сила давления

(а вЂ” 6) (Ь вЂ” х)
dF = pgxdS(x) = 2рдх 6+

h
dx.

(а вЂ” 6)(h вЂ” х) h2
Отсюда F = 2 / рдх 6+ dx = pg вЂ”.

o h 3

Пример 2.83. Проводник имеет форму усеченного конуса.

Диаметр его в произвольном сечении, отстоящем на расстоя-
х(б вЂ” а)

нии х от меньшего сечения у
= а+

h
, где а вЂ”

диаметр

меньшего, а О вЂ”

диаметр большего сечения, h вЂ” высота ко-

нуса. Зная удельное сопротивление р и формулу для расчета
dx

элементарного сопротивления dR = p , где S(x) вЂ” пло-
S x

щадь поперечного сечения, найти полное сопротивление R.

Решение. В соответствии с формулой (2.56) получаем

h h

р р dx
В= dx =

S(x) т у2(х)
о о

(б вЂ” а) dx
'g =

h
, х1 вЂ”

вЂ” 0- у1
вЂ”

вЂ” а

ййу
dx=, х2 вЂ”

вЂ” h у2
вЂ”

вЂ” 6
О вЂ” а'

ь

4ph dy 4ph

т(6 вЂ” а) у2 таб)
а
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2.6.

ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ 2

Задачи на нахождение определенных интегралов
и использование их свойств

Вычислить определенные интегралы.

./г/г 4
dx

2.84.. 2.85. fIz) dz, rae
1 вЂ” х~

о о

.г
х', О~х&lt;
х, 1&lt;х

4 з

2.86. ~х вЂ” 3( dr. 2.87.
(х +3) dx

хх вЂ” 1З
1 г

8 1

dx 13 12
2.88. 2.89. х1/3 ~ -+ х1/2 дх.

. (1 ~ zips)1 о

m/2 1

2.90. е sin x dx. 2.91. x e dx.

о о

е 1

2.92. х lnxdx. 2.93. х arct~ х dx.

1 о

7г/2 е

2.94. sin~ х cos~ х dx. 2.95. х (in х) dx.

о о

1 1

xdx (е*~~ + 2) е'~~
2.96. 2.97. dx.

х5
вЂ” 4х. е +-4е /2+1

вЂ” 1 о

1 1

2.98.
(2х4+1) dx (е +1)е

2.99. dx.
xз + хг+ 2x+ 2 ег~ +- 4

о о
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Вычислить производные.

1 2 /
яп 2х Х

2.100. (1 вЂ” Р) й . 2.101. sin (]. â€” ~2) (Ц

os 2х о

Найти пределы, используя правило Лопиталя.

Х Х

jsintsdt' [ arctg t dt

2.102. 11ш
4

2.103. 111п
х- о X~OQ х2

Sill X Х

je'dt 2хje' dt

2.104. lim 2.105. lim
х- О

4 1/4 х~ас Е

(1+-t ) й
о

Найти средние значения данных функций на указанных

отрезках.

2.106. f(x) = 5+4sinx+2cosx, х Е [0.2т].
7Г

2.107. f(x) = sinxsin х+ вЂ”, х Е [0,2т].

Яоказать неравенства.

27г з

2.108. x sin x dx & t; О. 2.1 9 3 d )

о вЂ” з

7г/2 7г/2

2.110. sin xdx & t; in х

о о

Задачи на несобственные интегралы

Исследовать на сходимость следующие несобственные ин-

тегралы первого рода.

xdr dx
2.111.

2.
2.112.

(1+ х2)2 (r2 вЂ” 4х + 7)
о вЂ” OG
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ОС СС

2.113. е dx.вЂ”,lх 2. 114.
dT

х1пх -~-1
О 1

1 1
2 + arcsin вЂ” сЬ 4+ arcsin вЂ” dx

хг ОО х4
2.115. 2.116. f

1+ х 2 1+х х

2

(2 + arctg x) dx
2.117. 2.118. вЂ” х соя х ц.х.

1+- хг 1пх
О О

Исследовать на сходимость следующие несобственные ин-

тегралы второго рода.

(2/т)
'~

1 dx
2.119. соь'

4
Их. 2. 120.

х1п х
о 1

1 1

2.121.
о 25

cos~ x dx
2.122.

(sin x + 2 соя х) dx
хО 25

вЂ” я1п х (1+ .з)~
'

о о

г
3/5

2

2.123.
1п~1-]-х)

~
~х /х4 .]. ~~х

2.124.
Ег

'

16 вЂ” х4
о 1

1 ОО

1 dx
2.125. dx. 2.126.

1 вЂ” х tgx вЂ” х

о о

Исследовать абсолютно или условно сходятся следующие

несобственные интегралы.

2.127. sin х(1 вЂ” cos х) dx. 2.128. х sin x dx.

о о

ОО зг/6

sin 2х dx 1
2.129. Д.130. sin dx.

х cos Зх
о о

1
sin 1 + вЂ” dx

2.131.

о
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Задачи на геометрические приложения

определенных интегралов

В задачах №№ 2.132 вЂ” 2.151 вычислить площади фигур,
ограниченных линиями.

2.132. Параболой у = х~ вЂ” Зх+2, касательной к этой параболе
в точке А(3,2) и осью абсцисс.

2.133. у = 2х вЂ”

х, у =
вЂ” х.

аз
2.134. у = , х=О,х=а.

а2+ х~

2.135. y = eos х, у
= х + 1, у = О.

2.136. х =
у
= 25, 16х вЂ” Зу = О.

2.137. ху = 7, х = 2, х = 5, у = О.

2.138. у2 = хз х = О, у = 2.

2.139. у=х, у=
2

+х

2.140. у = 0,5х, х + у = 8.

х

2.141. y=4eh вЂ”, х=
вЂ”4, х=4.

2.142. х = aeost, у = bsin2t.

2.143. х = a cos t(1 + cos t), у = a sin t(1 + cos t).
2.144. х = 4eost, у = 3sin t.

2.145. х = t вЂ” t, у = t вЂ” 1.

2.146. х = cost, у = 4sinteos t.

2. 147. р = a(1 + 1 + sin p), р = a.

2.148. р2 = а2 eos 2(p.

2.149. р = 2+ соя(р.

2.150. р = 4а sin p.

2.151. р = аeosЗ~р.

В задачах Хек 2.152 вЂ” 2.166 вычислить длину дуги кривой,
заданной уравнением при данном изменении аргумента.

2.152. у = 4х, х1
вЂ”

вЂ” О, х2 вЂ”вЂ” 1.

2.153. y = 1п х, х1 = iГ8, х~ = V 18.
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1
2.154. у = ln е +, х1 вЂ”вЂ” 3, х2

вЂ”

вЂ” 4.
ех вЂ” 1

2.155. х = у, х1 вЂ”

вЂ” О, х2
вЂ”

вЂ” 1.

2.156. у = 0,5 х х2 вЂ” 1 вЂ” ln х+ х2 вЂ” 1

х1=1, хг=5

2.157. Вычислить длину дуги петли кривой x=t вЂ” Р, у=~/Зг~.
2.158. х = a(cost+t sin t)) у = a(sint вЂ” tcost)) t) вЂ”

вЂ”

О, t2 вЂ”

вЂ” 2т.

2.159. х = 4+2sin t, у = sin 2t.

2.160. Вычислить длину дуги одной арки циклоиды

х = a(t вЂ” sin t), у = а(1 вЂ” cos t).
~6 ~4

2.161. х = вЂ”, у
= 2 вЂ”

вЂ”, t& t;

Ђ” Ђ” О,
t2

€ V
6 4'

2.162. р
= ае~, p~ вЂ”вЂ” О, ~р2 вЂ”

вЂ”

o.

2.163. р = азп1 вЂ”, pq
вЂ”

вЂ” О, p& t =
° з «Ф

2.164. pp = 1, p& t;

Ђ”

Ђ” 2, р2 вЂ” Ђ” 0

2.165. Вычислить длину замкнутой кривой р = a sin
4

2.166. Вычислить длину замкнутой кривой p=2(sing+cosy).

В задачах №№ 2.167 вЂ” 2.172 вычислить площадь поверхно-
сти тела, образованного вращением относительно указанной
оси фигуры, ограниченной линиями на заданном участке из-

менения аргумента.

2.167. у = х, у = х вокруг оси ОХ.

х~ у2
2.168. вЂ” + вЂ” = 1 вокруг оси ОХ (а ) 6).

а~ 62

2.169. Одной арки циклоиды х = a(t вЂ” sin t), у = а(1 вЂ” cost)

вокруг оси ОХ.

рЗ ~2 Ф

2.170. х = вЂ”, у
= 4 вЂ” вЂ”

вокруг оси ОХ.
3' 2

х2
2.171. х = вЂ”, у

= 1,5 вокруг оси ОХ.

х у
2.172. вЂ” + вЂ” = 1 вокруг оси ОХ.

1 4
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В задачах №№ 2.173-2.178 вычислить объем тела, образо-
ванного вращением вокруг указанной оси фигуры, ограничен-
ной линиями на заданном участке изменения аргумента.

х2 у2
2.173. вЂ” вЂ” вЂ” = 1 и у = kb вокруг оси ОУ;

~2 g2

2.174. ху=4, у=О. х=1, х=4 вокруг оси ОК

2.175. ~х+ .,~у = 1, у = О, х = О вокруг оси OY

2.176. х = acos t, y = a sin t вокруг оси ОХ.

х2 у2
2.177. вЂ” + вЂ” = 1 вокруг оси OY (а ) 6).~2 g2
2.178. Одной арки циклоиды х = a(t вЂ” sint), у = а(1 вЂ” cost)

вокруг оси ОХ.

2.179. р = а(1+ cos(p) вокруг полярной оси.

Задачи на физические приложения
определенных интегралов

2.180. Скорость v прямолинейно движущейся точки меня-

ется в зависимости от времени t по закону v(t) = t e во".

Определить путь s, пройденный точкой от начала движения

до полной остановки.

2.181. Скорость v прямолинейно движущейся точки меня-

ется в зависимости от времени t по закону v(t) = 4t + 6Р.

Определить путь s, пройденный точкой от начала движения

до момента времени t = 2.

2.182. Скорость тела, брошенного вертикально вверх с уче-

том сопротивления воздуха и известной начальной скоростью
gt vo

ио, определяется по формуле v = ntg вЂ” вЂ” + arctg
О О

где t вЂ”

время, g
вЂ”

ускорение свободного падения, о вЂ” кон-

станта, учитывающая сопротивление воздуха. Найти высоту
наивысшего подъема тела.

2.183. Ско ость прямолинейного движения материальной
1-+ t

точки v = . Найти путь, пройденный за первые 15 еди-

ниц времени.
7

2.184. Вычислить массу прямолинейного стержня длины

l = 10, если линейная плотность р зависит от расстояния от
вЂ” ОО1

'
одного из концов по формуле р(х) = 2+ хе

о о'*
.
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2.185. Найти статические моменты дуги параболы у =

= 0,5х на участке от х = О до x = 2 относительно осей

ОХ и Оу. если линейная плотность рЬх) = роьтт Н-са.

2.186. Найти статические моменты относительно осей ОХ
„х у

и ОУ отрезка прямой
вЂ” + вЂ” = 1, заключенного между осями
3 4

координат, если линейная плотность постоянна: р(х) = ро вЂ”вЂ”

= const.

2.187. Найти статические моменты относительно оси ОХ

фигуры, ограниченной линиями у
= х и у

=- х, если линей-

ная плотность постоянна: р(х) = ро = const.

2.188. Найти центр масс дуги цепной линии у = chx =

= 0,5 (е + е ') на участке от х = О до х = 1, если линейная

плотность постоянна: р(х) = ро вЂ”

вЂ” const.

2.189. Доказать, что площадь поверхности, полученной

при вращении дуги плоской кривой вокруг некоторой оси, ле-

жащей в плоскости дуги по одну сторону от нее, равняется

произведению длины вращающейся дуги на длину пути, опи-

санного ее центром масс.

2.190. Яоказать, что объем тела, полученного при враще-
нии плоской фигуры вокруг некоторой оси, лежащей в плос-

кости фигуры и не пересекающей ее, равен произведению

площади вращающейся фигуры на длину пути, описанного ее

центром масс.

2Л91. Найти координаты центра масс однородной дуги
циклоиды х = a(t вЂ” sin t), у = a(1 вЂ” cost) при О & t &lt

2Л92. Найти координаты центра масс однородной плоской
2

фигуры, ограниченной прямой у =
вЂ” х+ 1 н кривой у = сов х

при х&gt

2Л93. Найти координаты центра масс однородной плоской

фигуры, ограниченной дугой эллипса х = a cost, y = bsint u

координатными осями, расположенными в первом квадранте.

2Л94. Найти координаты центра масс однородной плоской

фигуры, ограниченной прямыми х+ у = 1, х = О, у = О.

2.195. Найти момент инерции дуги кривой y = е (О & t

& t; 1) относител но си Х, е ли линей ая плотно ть пос

янна: р(х) = ро = const.
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2.196. Найти моменты инерции однородной р(х) = ро =

х2 у2
= const плоской фигуры, ограниченной эллипсом вЂ” + вЂ” = 1,

~2 b2
относительно осей 0Х и OY.

2 197. Найти момент инерции относительно координатных

осей ОХ и OY однородного треугольника, ограниченного пря-
х у

мыми вЂ” + вЂ” =1, х=О, у=О.
а 6

™

2.198. Найти момент инерции относительно координатной
оси ОХ однородной р(х) = ро = сапами равнобедренной трапе-

а

нии ABCD, виданной координатами своих вершин А (вЂ” вЂ”,0).
В вЂ” вЂ”,h, вЂ”,h,Р вЂ”,О .

2 199. Найти момент инерции однородного конуса высотой

h, радиусом основания R и линейной плотностью р(х) = ро вЂ”вЂ”

= const относительно своей оси симметрии.

2.200. Найти формулу для нахождения момента инерции

относительно оси ОХ однородного (р(х) = ро = const) тела,

образованного вращением вокруг оси ОХ участка кривой у =

= f(x) (О & t &l
2.201. Определить работу, которую необходимо затратить,

чтобы точечный электрический заряд q&g ;, расположен ы

начале координат 0(0, О, О), переместил в результате оттал-

кивания одноименный точечный заряд qq из точки N(x„,0,0)
в точку К(хь, О, 0). (Сила взаимодействия F двух точечных

q~qg

зарядов подчиняется закону Кулона F =

2, где т,2
вЂ”

pac-
r12

стояние между зарядами.)
2.202. Определить работу, которую необходимо затратить

на сооружение полностью заполненного материалом с линей-

ной плотностью р(х) = ро вЂ”

вЂ” const: 1) конуса с радиусом
основания T и высотой й; 2) пирамиды высотой Й с квадратом

в основании со стороной а.

2.203. Определить работу, которую необходимо совершить,
чтобы выкачать жидкость плотностью р из полностью запол-

ненного ею резервуара, имеющего форму: 1) вертикального

цилиндра высотой h и радиусом основания т; 2) цилиндра с

осью, имеющей горизонтальное направление, радиусом осно-

вания т и высотой h; 3) конуса, обращенного вершиной вверх,
с радиусом основания т и высотой h; 4) полушара радиуса т.



112 ПРАКТИЧЕСКОЕ РУКОВОДСТВО К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ

2.204. Определить работу, необходимую для извлечения

шара радиуса т, сделанного из материала с плотностью р

находящегося на дне бассейна глубиной h, заполненного жид-

КОСТЬЮ ПЛОТНОСТЬЮ P ê .

2.205. Определить работу А, совершаемую при адиабати-

ческом сжатии идеального газа (давление P связано с объе-

мом V законом Пуассона PVk = P0VO", где Й = 1,4).
2.206. Определить работу, которую необходимо затратить,

чтобы остановить шар плотностью р()
вЂ”

вЂ” const и радиуса ос-

нования R, вращающегося вокруг своего диаметра с угловой
скоростью ы.

2.207. Определить кинетическую энергию диска, имеюще-

го радиус т и массу m, если он вращается с угловой скоростью
ы вокруг своего диаметра.

2.208. Определить кинетическую энергию треугольной пла-

стинки, вращающейся с угловой скоростью ы вокруг своего

основания, если основание пластинки а, высота h, толщина d,
плотность рд.

2.209. Определить кинетическую энергию диска, имеюще-

го радиус т и массу m, если он вращается с угловой скоростью
ы вокруг оси, проходящей через центр диска и перпендикуляр-
но его плоскости.

2.210. Определить кинетическую энергию прямого круго-
вого конуса, высотой h и радиусом основания т с плотностью

р()
вЂ”

вЂ”

const, если конус вращается вокруг своей оси с постоян-

ной угловой скоростью ы.

2.211. Определить количество теплоты Q, выделяемое то-

ком I = Ip cosset в проводнике с сопротивлением R за время
4т

t=вЂ”

2.212. Определить изменение энтропии 8 некоего реально-
го газа постоянной массы m при объеме Vq вЂ”

вЂ” const и измене-

нии давления с Р1 до Р~ в приближении закона Менделеева-

Клапейрона, если теплоемкость зависит от температуры: c„=
= иТ~+,9.

2.213. Найти силу давления, которую испытывает поверх-

ность шара радиуса т, если его центр находится на глубине h
от поверхности воды.
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2.214. Найти силу давления жидкости на боковые стенки

кругового цилиндра, высота которого h, а радиус основания

т, если жидкость имеет плотность рд
вЂ”

вЂ” const и полностью

заполняет цилиндр.

2.215. Найти силу давления на основание цилиндра, пол-

ностью погруженного в жидкость плотностью рд вЂ”

вЂ”

const, если

радиус основания т, а высота цилиндра h.
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ГЛАВА 3

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ
ИСЧИСЛЕНИЕ. ФУНКЦИИ

НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

3.1.

ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Множество всевозможных упорядоченных совокупностей
(х1,х2,...,х„) действительных чисел называется и-мерным

координатным пространством Е™. Рассматривая указанные

упорядоченные совокупности действительных чисел как коор-

динаты векторов и-мерного линейного пространства L в неко-

тором заданном ортогональном базисе е1,е2,...,е„, прихо-

дим в результате к взаимному соответствию между векторами

и-мерного линейного пространства L и точками P(x&gt;,х2,...,
координатного пространства Е". Вводя далее в L скаляр-
ное произведение двух векторов, получим и-мерное евклидово

пространство Е". При этом величина OP = ОР, ОР

х1 + х2 +... + х„является очевидно расстоянием точ-

ки P до начала координат (точки 0). Тогда для двух точек

Pl (х1',х2',...,х„') и Р2 (х1,х22,...,х„2) величина

P& t; P =Р] г, Р1
Я

(х 2
х 1)2~(х 2х 1)2~ +(~ 2

z 1)2 р(Р Р )

представляет собой расстояние между этими точками.

Множество точек (P) пространства Е™, удовлетворяющих

условию р(Р1, Р2) ( Б, где число Б ) О, называется

b-окрестностью точки Ро.
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Точка P называется внутренней точкой множества Х с

( Е™, если она принадлежит Х вместе с некоторой b-окрест-
ностью точки P.

Множество Х с Е" называется открытым, если каждая

ero точка вЂ”

внутренняя.

Множество Х называется связным, если любые две ero

точки можно соединить непрерывной кривой, все точки кото-

рой принадлежат этому множеству. При этом под непрерывной
кривой l с Е понймается множество точек (P} C Е", коор-
динаты которых х1, х2,..., х„являются непрерывными функ-
циями параметра t: х~ = pz(t), где Й = 1,2,..., и, а & t

(l соединяет две точки Р1 и Р2, если р~(а) и р~(Д)являются
соответственными координатами точек Р1 и Р2).

Открытое связное множество точек Х пространства Е"'

называется открытой областью или, короче, областью.

Точка P называется граничной точкой области Х, если

в любой b-окрестности точки P есть точки как принадлежа-

щие, так и не принадлежащие области Х. Множество всех

граничных точек области Х называется границей этой обла-

сти и обозначается дХ. Область Х и ее границы называются

замкнутой областью пространства Е и обозначается симво-

лом X. Всякое открытое множество, содержащее точку Р,

называется ее окрестностью.
Множество точек (P}, расстояние от каждой из которых

до некоторой точки Р удовлетворяет соотношению

p(P, Ро) = r, называется и-мерной сферой радиуса т с центром
в точке Рд.

Множество (область) Х C Е" называется ограниченным,

если существует сфера, внутри которой содержится это мно-

жество (область).
Пусть Х с Е" вЂ” множество точек и-мерного евклидова

пространства и множество У c R. Однозначное отображение
F множества Х на множество У, т. е. f: Х ~ Y, называется

функцией п действительных переменных. При этом множе-

ство Х называется областью (множеством) определения или

задания f и обозначается D(f). Область определения f вЂ”

под-

множество Е™, состоящее из точек Е™, координаты которых
(в заданном базисе) х~,х2,...,х„являются также коорди-
натами радиус-векторов этих точек вЂ” элементов Е™.
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При исследовании функций нескольких переменных на пер-
вом этапе обычно исследуют область определения функции.

Возникающие ограничения значений независимых перемен-
ных х1, х2,..., х„вЂ” того же происхождения, что и в случае

функций одной переменной. Поэтому для функций нескольких

переменных используются следующие эквивалентные обозна-

чения: у
= f(xi.. хг,..., х„), у = f(x), где х = (х1, хг,,х„),

у = F(P), где Р(х1, хг,..., х„) вЂ” точка множества Х. Число

у, соответствующее данной точке Р С Х, называется значе-

нием функции в точке P.

Уравнение у = /(х1,хг,...,х„) называется функциональ-
ной зависимостью. Оно задает явную зависимость у от незави-

симых переменных х1, х2,..., х„. Функция нескольких пере-
менных может быть задана также и неявным образом (неявно)
уравнением F(x&g ;. хг,. ., „)

Ђ =

При п = 2 и п = 3 имеем соответственно функцию двух

у = /(х1, хг) и трех у = /(х1, хг, хз) переменных, для которых

традиционно используется запись: я = f(x, у), и = /(х, у, z).

Рассмотрим несколько примеров на нахождение области

определения функций нескольких переменных.

П имер 3.1. Функция у = f(x&g ;, хг,. .,
R2 вЂ”

х,
вЂ” хгг вЂ” хзг, где R &gt Ои Р(х1,хг,..., „ Е и

ет область определения D(f), определяемую условием хг +

+ х2+ х~ & t; R, гарантирую им неотрицательно ть подкор
ного выражения и множество значений E(f), определяемое

неравенством у & t; О. Та им образ

~(Д = {(х1,хг,хз): х1+ хг+ха & t; ~, õ å , е ,е

Е® = {у: у & t; О =

Я

Пример 3.2. Найти область определения функции z =

8 вЂ” lx вЂ” 81 вЂ” lul
P е ш е н и е. Область определения данной функции есть

множество точек P(x, у) Е Е, удовлетворяющих условию

8 вЂ” ~х вЂ” 81 вЂ” lul & t; О. Отк да следу т, то у lt; 8 Ђ” х в
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Это неравенство эквивалентно двойному неравенству вЂ”8+ ~хвЂ”
вЂ” 8~ & t &

t; lt 8 в ” ~ вЂ” 8 . Ре

у &l
;8 Ђ” (х Ђ” 8) =» [х Ђ” 8( &lt

8 в

=» вЂ”8+ у & t х Ђ lt;

8 в ” у ~ y &l ; х

& t; 1

Аналогично

у & t; - х Ђ” 81 =» [х Ђ” 8 l ; у

=» вЂ”

у
вЂ” 8 & t х Ђ & t + 8

~ в ” y & t х &lt;

Далее найдем на плоскости XOY пересечение множеств

точек P(x, ó), удовлетворяющих полученным выше двойным

неравенствам (а) и (6).
Для этого в плоскости XOY

строим прямые y = х и y
= Квадрат со

= 16 вЂ” х. Тогда, так как в со-

ответствии с неравенством (а)
y & t & t;

6 Ђ” х, т

му неравенству будут удовле- 8 16 х

творять все точки плоскости

ХОУ, лежащие под прямыми

у = х и y = 16 вЂ” х. Далее вЂ” в

в плоскости XOY строим пря- Рис. 3.1.

мые y
= вЂ”х и у

= х вЂ” 16. Оче-

видно неравенству (6) удовлетворяют точки плоскости ХОУ,
лежащие выше прямых у

= х и у = 16 вЂ”

х, так как согласно

неравенству (6) y & t;Ђ gt; х в ” 16. Пересе ением
ченных множеств точек плоскости XOY является квадрат с

вершинами O(0,0), А(8,8), В(16,0), С(8, вЂ” 8) (рис. 3.1). Сле-

довательно, область определения исследуемой функции можно

представить в виде

РЦ) = ((х, у): у « х & t; 16

Ђ” у l ;
и ((х, у): вЂ”

у & t l ; у
+ 1 , в ” 8 &lt

а область значений E(f) = (z: z c Я+).
В отличие от функций одной переменной, допускающих

геометрическое изображение, для функций нескольких пере-

менных на том же уровне наглядности геометрическое изобра-
жение возможно только для функций двух переменных
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z = f(x,y). Яля этого в трехмерном евклидовом пространстве

выбирается прямоугольная система координат LOY.

В каждой точке Р(х,у) c D(f) восстанавливается перпенди-

куляр к плоскости LOY, на котором откладывается значение

z = /(х, у). Полученное таким образом геометрическое место

точек является пространственным графиком функции двух пе-

ременных, который в общем случае представляет собой неко-

торую поверхность, уравнением которой и является равенство
г = f(»у).

В случае функций трех переменных и = f(x,у,z) гео-

метрическая интерпретация на том же уровне наглядности

функции уже невозможна. Яля получения представления о

поведении функции трех переменных используют поверхно-
сти уровня.

Поверхностью уровня функции у = f(x&gt;,х2,..., „)

зывается множество точек из области определения функции
D (f ), удовлетворяющих условию

((х], х~т... т х„): /(х1т x2,... х„) = C) С D(f),

где C вЂ” постоянная. Следовательно, поверхности уровня функ-
ции f вЂ” это множества точек из области определения функ-

ции, на которых она принимает заданные постоянные значе-

ния; каждому постоянному значению функции соответствует
своя поверхность уровня. При и = 2 имеем линии уровня.

П име 3.3. Найти поверхности уровня функции у =

36 вЂ” х2 вЂ” х2 вЂ” х2 и значение функции в точке Р(1,1,3).
P е ш е н и е. В соответствии с определением поверхностей

уровня имеем: 36 вЂ” х2 вЂ”

х2
2вЂ”

хз2= С, где C & t; О. Отк
следует, что 36 вЂ”

х,
вЂ”

х2
вЂ”

хз = С , то есть х, + х2 + хз =2» 2 2 2 2 2 2

= 36 вЂ” C2 (очевидно, что О & t &l ; 6). Полу енное ура

представляет собой уравнение сферы в прямоугольной декар-
товой системе координат Ох1х2хз с центром в ее начале и

радиуса ву36 вЂ” Са. Прн с = 6 поверхность уровня вирожаа-

ется в точку О.

Найдем теперь значение функции в точке Р(1,1,3). Для
этого подставим в аналитическое выражение, задающее функ-

цию х1 = 1, х2 = 1, х~ вЂ”

вЂ” 3. Получим у = 36 вЂ” 12 вЂ” 12 вЂ” Я2 =

= y 25 = 5.
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Пример 3.4. Найти линии уровня функции у

8 вЂ” [х вЂ” 8[ вЂ” (у( (см. пример 3.1).

P е ш е н и е. Линии уровня

даннои функции определя- 8 Квадрат со

стороной
ются в соответствии с их l 8~2
определением уравнением

8 вЂ” [х вЂ” 8[ вЂ” [у[ = С или 8вЂ”

вЂ” (х вЂ” 8I вЂ” lyl = С2. Откуда 8 16 х

следует, что (у( = 8 вЂ” ~х вЂ” 8~вЂ”
-C2, причем О ( C ( Я, что

вытекает из вида области опре-
вЂ” 8--------

деления данной функции. Лег- Рис. 3.2.
ко увидеть, что полученное на-

ми уравнение линий уровня является семейством линий, по-

добных границе области определения этой функции (см.

рис. 3.1), которая также является линией уровня, соответ-

ствующей значению C = О. Линии уровня рассматриваемой
функции приведены на рис. 3.2.

Пример 3.5. Найти поверхности уровня функции и =

= вп (сов (х + у + г )).
P е ш е н и е. Функция и = sgn х определяется следующим

образом:

1, если х) О

sgnx= О, если х=О .

вЂ” 1, если х &l

Следовательно, рассматриваемая функция принимает толь-

ко три значения вЂ” 1, О, 1. Осталось найти множества P(x, у, z)
в декартовой прямоугольной системе координат OXYZ, соот-

ветствующих этим значениям функции.
Имеем для значения и = О условие cos (х + у + ~~) = О.

Отсюда следует, что х + у + z2 = вЂ” + mn, и = О,1 2..., то
2 2 2

есть значение и = О достигается на концентрических сферах

радиуса ~n(2ra+У)/2.
Яля значения и = 1 имеем условие cos (х2+ у2+ z2) ) О,

которое выполняется:
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1) Если 2тп & t; z~+ 2+ z &l ; вЂ” + т , и = 0, ,2.
2

лученное неравенство определяет сферический слой, заклю-

ченный между сферами радиусов ~2лп и т(4п+ 1)/2.
3

2) Если вЂ” т + 2ти & t; х + у + ~ &lt; 2т( + 1 , = О,
2

Это неравенство также определяет сферический слой, заклю-

ченный между сферами радиусов 7г(4п+ 3)/2 и 2т(п+ 1).

Наконец, значение и = вЂ” 1 достигается там, где выполняет-

ся условие cos (х2 + у + z~) & t; О, то е ть ри 2 п+ Ђ &l

«3
2

+y2+z2 ( вЂ” ~+2~тп, и = 0,1,2... Таким образом, и значение

и = вЂ” 1 достигается в сферическом слое, который в данном

случае заключен между сферами радиусов т(4п+1)/2 и

тг(4п +- 3)/2.

Функция f, где D(f) C Е", называется ограниченной свер-
ху (снизу) на множестве К C РЦ), если множество У =

(y: y =- /(х1, х2,..., z„); (х~, х~,..., х„) C К) ограничено

сверху (снизу) в R. Если f ограничено на К как сверху, так

и снизу, то функция называется ограниченной на К.

Число M называется точной верхней гранью множества

действительных чисел (х) и обозначается М = sup(x), если

для любого z C (х) выполняются условия: 1) х & t; М; 2) как

бы ни было число М' & t; М, существ ет та ое чи ло z C (
что х' ) М'.

Число п~ называется точной нижней гранью множества

действительных чисел (х) и обозначается m = inf(x), если

для любого числа выполняются следующие условия: 1) х & t;

2) каково бы ни было число т' & t; т, существ ет та ое чи

х' C (х), что х' & t;

Число М(т) называется точной верхней (нижней) гранью

множества значений E(f) функции f, определенной на мно-

жестве К с Е" (обозначаетая sup f(inf f)), если для любой

точки p C К выполняются условия: 1) f(P) & t М (f P &g
2) каково бы ни было число M & t M т &g ; т), на
такая точка P' c К, что f(P') & t; М' (f( ' &lt

Если sup(inf) функции f на К принадлежит множеству

E(f), то он называется наибольшим (наименьшим) значением
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функции f на К и обозначается следующим образом: max f(x),
хЯ~

min ((х) (x = r q, xq,..., x„) .

х6К

Пример 3.6. Найти точную верхнюю грань функции двух
1

переменных z = /(х, у) =

1+ ,'х2+ у2
Р е ш е н и е. Область определения функции представляет

собой плоскость XOY без точки O(0,0); sup f = О, так как

1) при всех (х,у), таких, что х + у ф О, z & t; О; 2) ка

во бы ни было значение функции
вЂ” 1 & t lt; О сущ

ет такая точка P(xp,yp) c D(f), что при О & t; х + y
1

&l ;, f xp о &
1+1 z'

Пример 3.7. Ограничена ли сверху (снизу) функция л =

= /(х, у) = 4 вЂ” х2 вЂ” у2~
Решение. Функция f ограничена сверху и снизу,

так как О & t; f(x у & t; 2. Кроме того, ф нкция им

D(f) наибольшее и наименьшее значения: max

(х,у) ЕП

=2, min f =О.
(х,y) ED

3.2.

ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ

Определение предела обобщается для случая функций
нескольких переменных следующим образом.

Пусть функция f(P) определена в некоторой окрестности
точки Ро (x&gt;о,х2о,..., „ е D f c ", за исключени

быть может, точки Ро. Функция f(P) имеет предел в точке Ро,
равный А, если для любого я & t О существ ет та ое b s &
что для всех точек P(x,, х2,..., r,„) из области определения

функции D(f), для которых О & t; p( ., о lt; Б выпол

неравенство If(P) вЂ” А~ & t;

Обозначение

lim f(P) = А; lim f(P) = А; lim /(х1,х2,...,х„) = А.
«~0 p(&g;, p)Ђ” х1 вЂ”

+х,
0

х2-+х2

П
хл +х,~
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Теоремы о пределах функции одной переменной легко обоб-

щаются и остаются справедливыми и для функций несколь-

ких переменных. Необходимо при этом иметь в виду, что

данное выше определение предела предполагает одновремен-
ное стремление аргументов х1, Х2,..., х„к своим пределам,

то есть, соответственно, к х„х2...., х„. Поэтому указанный
предел называется также и-кратным. Наряду с и-кратным да-

лее рассматриваются и повторные пределы, получаемые в ре-

зультате предельных переходов по каждому аргументу в от-

дельности. В общем случае оба вида пределов функций

нескольких переменных в точке приводят к различным резуль-

татам, что необходимо учитывать при нахождении и-кратного

предела функции переменных.

Пример 3.8. Выяснить, имеет ли предел функция f(x, у) =

2х2у2
при 1) х вЂ” О, y вЂ” 0; 2) z оо, y

- oc.

х4+ у4
P еш ен ие. 1) Из определения предела следует, что ре-

зультат предельного перехода не должен зависеть от способа

его реализации. Пусть, например, точка P(x,y) стремится к

точке 0(0,0) по прямой y = kz. Имеем

х2 у2 2х4
lim = lim = lim
уох4+у4 ох4+$4Х4 о )+~4 1+~4

'

~-о

Как видно, результат имеет различные значения в зави-

симости от k и поэтому рассматриваемая функция в точке

Р(0,0) предела не имеет.

2) Воспользуемся тем же приемом, что и в первом случае.

Получим

х2у2
lim
х- ох4+у4 )+~4

'

~о

то есть результат предельного перехода зависит от k или ина-

че, от способа его осуществления. А это означает, как и в

первом случае, что рассматриваемая функция предела при
х вЂ” оо и у

вЂ” оо не имеет.

Пример 3.9. Найти предел функции /(х,у) = (х~ +
) 2 2

+ y2)2 "
при х - 0 и у

- О.
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Решение. Для вычисления указанного предела удобнее
перейти к полярным координатам x = тсоя&lt р = rsi p.

лучим

11ш(х + y )
* " = lim(r )

" ' ' ~"" ~ =

х вЂ” 0 r 0
у-0

«

° ° 2 г4 з,п"- 2у/2
lim г sin 2y 1п г

1пп~~- ) е 0

r~O

sin~ 2y lim г~ ln r
=е,

гО
=е =1.

Заметим, что равенство нулю показателя экспоненты в

рассмотренном примере вытекает из следующих соображе-
ний. Показатель экспоненты представляет собой произведение

ограниченной функции sin 2lp на бесконечно малую величину,

так как вычисляя предел lim т41nr по правилу Лопиталя, по-

лучим r 0

(ln т).41
т~р ~ 0 (r

вЂ”

4)' г~р 4

Следовательно, значение показателя экспоненты при т - О

равно нулю.

Функция f(P) называется непрерывной в точке Рр
C D(f) C Е", если: 1) она определена как в самой точке Рр,
так и в некоторой ее окрестности; 2) если для любого я ) 0

существует Б(я) ) 0 такое, что для всех точек P из области

определения функции D(f), для которых p(P,РО) ( Б выпол-

няется неравенство If(Ð) вЂ” f(P&g ; ( я. Эквивале

ное определение непрерывности формулируется следующим

образом.

Функция f(P) называется непрерывной в точке Рр, если:

1) f(P) определена как в самой точке Рр, так и в ее некоторой
окрестности; 2) существует lim f(P); 3) lim f(P) = f(Pp).

'~0 ~ +~0

Для непрерывной в точке Рр функции ~(Р) операции вы-

числения предела и нахождения значения функции могут быть

переставлены, так как при z, - zo P вЂ” Рр (i = 1,2...,n),
что условно может быть записано как PO вЂ”

вЂ” lim P, то из
Р Ро

определения непрерывности имеем

lim f(PI = f lim P) (3.1)
«~ 0 «~0
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Если не выполняется хотя бы одно из трех условий: 1) f(P)
определена в точке Ро и некоторой ее окрестности; 2) суще-

ствует предел f(P) в точке Рр, то есть lim f(P); 3) этот
+

0

предел равен значению функции f(P) в точке Ро, то есть

lim f(P) = f(Pp), то точка Ро называется точкой разрыва
+~ 0

функции у = f(P).
Определение непрерывности функции нескольких перемен-

ных можно дать, исходя из понятия полного приращения функ-

ЦИИ.

Полным приращением функции f(x&gt;,õ2,..., „ в то

P(z» х~,..., z„) соответствующим приращениям аргументов

Ьх1, Ьх~,..., Ьх„называется разность

Бf(P) = ((х1 + ЛЖ1г х2 + ЛШ2,... ) хпЬхп) f(x), т2,..., хт~).

В соответствии с определением непрерывности функции

f(P) в точке Рр имеем lim f(P) = f(Pp). Если теперь пе-
+~ 0

ренести f(Pp) в левую часть равенства и далее внести f(Pp)
под знак предела как постоянное слагаемое, то получим ра-

венство lim (f(P) вЂ” f(Pp)) = 0, или с учетом определения
+~0

полного приращения функции, lim Af(P) = 0. Таким абра-
+~ 0

зом, функция f(P) является непрерывной в точке Рр, если

ее приращение Ьf(P) представляет собой бесконечно малую

функцию в точке Рр.

Функция f(P) называется непрерывной на множестве Х с

C Е", если она непрерывна в каждой точке этого множества.

Свойства непрерывных функций нескольких переменных

Свойства непрерывных функций нескольких переменных
аналогичны свойствам непрерывных функций одной перемен-

ной.

Если функция f(P) и g(P) нейрерывны в точке Ро, то

функции f(P) + у(Р), f(P) y(P), ~(Р))у(Р) непрерывны в

точке Рр (частное при условии g(Pp) ф 0).
Если функция f(P) непрерывна в точке Ро и f(Pp) )

) О (f(Pp) ( 0), то существует окрестность Г(Ро) точки P

такая, что f(P) ) О (f(P) ( 0) для всех P C V(Pp)
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Если функция f (P) непрерывна на ограниченном замкну-

том множестве Х, то она ограничена на Х.

Если функция f(P) непрерывна на ограниченном замкну-

том множестве Х, то она достигает на этом множестве своего

наименьшего и наибольшего значений.

Если функция f(P) непрерывна в замкнутой области Х и

для Р1, Ра с Х имеет место /(Р1) = А и f(Pg) = В (А ( В),
то для каждого С с (А, В) найдется точка P 6 Х, в которой
f(P)+C 1

Сложная функция нескольких переменных

Пусть заданы и функций х, = р,(tq,tq,...,tq), (i = 1,

2,...,n) таких, что D(p,) = А C Е". Тогда каждой точке

M(t&g ;, tz,. ., t ;) стави с в соответст и с помо ью функ
р, точка P(x&gt;,х~,..., „ с ". Пу т C Е" множес во

ких точек и и = f(x&gt;,õ~,..., „) функ ия п-переменн х,

данная на этом множестве. Тогда на множестве А C Е~ опре-

делена сложная функция f (pq(tq, tq,..., tA,), ~р~(11, tz,..., tA,),
.... p„(t&g ;, tz,. ., 1 )) перемен ых &gt;, t ,...

Если f непрерывна в точке Р(х~, ха,..., х„) E РЦ), а

функции р,(tq,tq,...,tA.), (i = 1,2,...,и) непрерывны в точке

М(11, tq,..., tA ), причем x, = y,(tq, tq,..., tA ). Тогда сложная

функция, составленная из f и V'. то есть f(ei, ра,..., р„)
непрерывна в точке M(t&gt;,tz,...,t

Функция f(P) называется равномерно непрерывной на

множестве Х с Е", если для любого я ) О существует та-

кое b(s) ) О, что для любых точек Р1, Ра с Х, для которых

p(R, Р~) ( о выполняется неравенство ~f(P&g ;) Ђ” /(Р ) (

Если функция f(P) непрерывна на ограниченном замкну-
том множестве Х, то она равномерно непрерывна íà Х.

Пример 3.10. Исследовать на непрерывность функции:

~ х2. 2

3
3) /(х. y) = sin

хр

2х2 рP е ш е н и е. 1) Функция f(x, y) = не определена в

х4+ р4
точке О(О, О) и не имеет предела в этой точке (см. пример 3.8).
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В остальных точках плоскости XOY функция непрерывна,
так как представляет собой отношение непрерывных функций.

2) Функция f(x,y) непрерывна всюду, за исключением

точки 0(0,0),,в которой она имеет предел, равный единице:

sin(x +y ) sinr
llIll = lim =1.
хО у2 + р2 ~-0 у-2
~-о

3
3) Функция f(x, y) = sin вЂ”

непрерывна во всех точках

Хр

плоскости ХОУ, за исключением точек, расположенных на

осях координат (х = О, y = О), так как во всех этих точках

данная функция не определена и, кроме того, не стремится
ни к какому пределу в этих точках (это следует из того, что

в любой, сколь угодно малой окрестности точки (О,у) у ф 0

или (О,х) х g О) рассматриваемая функция будет принимать
любое значение из отрезка [-1, Ц бесконечное число раз.

Пример 3.11. Исследовать на непрерывность функцию

4 2хР~ , ' 0
f(xу~)= у'+ '

х4 р2+л2 =0

Решен и е. Если y~+ z~ g О, то функция непрерывна в

силу того, что lim /(х, у, z) = f(xp, yp, zp).
~( У ) ~( О У 0)

Для тех точек, где у + z~ = О, рассмотрим два случая:

1) Точка Py(xp, О, 0), где xp g О. Если точка Р(х, у, z) дви-

жется к точке Р~ по прямой х = xp g О, у = О, то lim f(P) =
РвЂ” Р1

= х4. Если точка Р(х, у, z) движется по прямой х = xp ф О,
z = y, то для P(xp,y,y) при у ~0 f(P) = xp+xp и

lim xp + xp g /(Р~), поскольку xp g О. Таким образом, в точ-
РвЂ” Р1
ке Р~ функция разрывна.

Ф

2) Исследуем точку Pq(0, О, 0). Из цепочки неравенств

(y + z) & t; О, y + y + z & t; , (y~ + z )/2 & t; ~yz~,

что /(х,у,~) & t + х~ ри ~+ z и ( y z = х4
у~ + z~ = О, следовательно, при Р(х, y, z)

вЂ”+ Р~(0, О, О) полу-

чаем, что f(P) /(Р~), так как х О. Отсюда следует, что

f (Ð) непрерывна в точке Р~(0, О, О).
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Наряду с понятием функции нескольких переменных,

непрерывной в точке по совокупности переменных, данным

выше, вводится также понятие функции нескольких перемен-

ных, непрерывных в точке по одной переменной. Под непре-

рывностью функции нескольких переменных по одной из ее

переменных понимается непрерывность указанной функции
одной переменной при фиксированных значениях всех осталь-

ных переменных: Строгое определение этого понятия можно

дать исходя из определения частного приращения функции

нескольких переменных по одной из переменных в заданной
точке.

Частным приращением функции (х~,х~,...,z„) по пере-

менной z, в точке Ро (хo, z~~,..., z~) называется разность
01

+*, f (+0) f (х1~ х2» +l y ~ +t + ~ха~ х~» 1 ~ ° °
~ хд)

0 0 0 0 0 0~
вЂ” ( (х1 ~ х~,... ~ Х~ l ~ +l ~ +l» l ~ '

& t; п

Функция y = f(xy,х~,...,х„) называется непрерывной в

точке Ро (z~~,z~~,...,z„) по переменной х~, если ее частное

приращение в точке Рр является бесконечно малой функцией
от ~х~, то есть, если выполняется условие lim Ь,~(Ро) =

Ьх1 вЂ” 0

= О. Из непрерывности функции нескольких переменных в за-

данной точке по совокупности переменных следует непрерыв-
ность этой функции в этой же точке по каждой из ее перемен-
ных. Однако из непрерывности функции у = f(x&g ;, õ~,. .,
по каждой из переменных х1,х2,...,х„в данной точке Р0 не

следует, в общем случае, непрерывность этой функции в точке

Рр (то есть по совокупности переменных). Это подтверждает-
ся следующим примером.

Пример 3.12. Исследовать непрерывность функции
2

Xg 2 4

4 прих +у ф0

,2+ 4
р

в точке 0(0,0).
P е ш е н и е. бранная функция является непрерывной по

каждой из переменных х и у в точке 0(0,0), так как

lim kf(0,0) = lim (/(Лх,0) вЂ” f(0,0)) =

ЬХ р2
lllTl = О.
ЬО ЬХ2 + р4 ~=0
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Аналогично для переменной у имеем

lim A„f(0, 0) = 111п ( f(ky, 0) вЂ” f (0, 0) ) =

х Ьу2
lim = О.
лало х2 ~» ~у4

В то же время для приращений независимых переменных
bx = х

вЂ” О, by = у
вЂ” 0 соответствующее приращение функции

Ьх Ьу
в точке 0(0,0) равно Af(0,0) =

Ьх'- + Ьу4
Предел полученного выражения при Ьх О, Ьу О не

существует, так как, например, если Ьх = аЬу, то

аЬу а
lim Л/(О, О) = lim

,~„о (1+ a2) ky4 1+ a2'
~Ьх вЂ” 0

а при а = О, lim Af(0,0) ф О. Это означает, в соответствии с
Ах~О
ь|о

определением непрерывности, что рассмотренная нами функ-
ция не является непрерывной в точке 0(0.,0), но непрерывна
по каждой из своих переменных в этой точке.

3.3.

ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ

ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Пусть точка Pp (t,, х2,..., х~) принадлежит области опре-

деления функции f (xq, х2,..., х„). Частной производной
функции нескольких переменных /(х1, х2,..., х„) по перемен-
ной х~ в точке Рр (х~„х2~,...,х~) называется предел отноше-

ния частного приращения Ь, f(Pp) к приращению Лх~ при

стремлении приращения Ьх~ к нулю, если такой предел су-

ществует.
Обозначается частная производная следующим образом:

Д,(Ро), . Итак, в соответс'гвии с определением,
Bf(Pp)
дх~

дЯРо) . Ьх~ f(Pp)

0 0
f (х,,...,х, + лх~,...,х„) вЂ” / (х,,...,х,,...,х„)

11111
~Ьх~ вЂ” 0 Ьх~
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Из определения частной производной функции
f(x&g ;, xz,...,х „) по перемен ой x ( = 1

2 . ., n в то

Ро (х1, x~,..., x„) следует, что она вычисляется при условии,

что значения всех остальных переменных функции, кроме х~,

фиксированы и равны хо, то есть также, как и производ-

ная функции одной переменной. Следовательно, частные про-

изводные функций нескольких переменных обладают всеми

свойствами производной функции одной переменной. Поэтому
для частных производных функций нескольких переменных

справедливы все правила дифференцирования. Проиллюстри-
руем это на конкретных примерах.

Пример 3.13. Найти частные производные функций:

1) z = х2у~; 2) z = x5 + y; 3) z = х" + y; 4) ~ = log„x.

P е ш е н и е. 1) бранная функция представляет собой про-

изведение степенных функций от х и у. Поэтому при вычис-

лении частной производной по одной из переменных вторая

переменная фиксирована и может быть в соответствии с пра-
вилами дифференцирования вынесена за знак производной.
Производную находим по правилам дифференцирования сте-

пенной функции одной переменной. Имеем

z' = (x2y ) =у~(х ) =2ху~,

zÄ=(ху) =х (y) =Зху.

2) Эта функция представляет собой сумму двух функций
одной переменной. Поэтому при нахождении частной произ-

водной по одной из переменных в соответствии с правилом

дифференцирования суммы двух функций указанная частная

производная равна сумме производных от функций-слагаемых
по соответствующей переменной. При этом производная от

функции-слагаемого, переменная которой фиксирована равна
нулю как производная от постоянной величины. Таким обра-
зом, в соответствии с изложенным имеем

я' =(х +y) =( ) +(y) =5х +0=5х,

~„'=(х +у) =(х) +(у~) =О+бу =бр~.
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3) Данная функция также является суммой двух функций,
но каждая из которых представляет собой функцию двух пе-

ременных х и у. При нахождении частных производных этой

функции как суммы частных производных необходимо иметь

в виду, что одна из функций является при этом степенной,

тогда как вторая
вЂ” показательной. Таким образом, в соответ-

ствии с изложенным получим:

z' = (х"), + (у ), = ух" +у 1пу,

z,' = (х")„+ (y')„= х 1пх вЂ” 1+ х у*

4) Для нахождения частных производных этой функции
удобнее всего перейти к другому основанию по формуле

log, 6 lnx
log 6 =

'

. Имеем z = log„õ =

'

. С учетом этого

log, а lny
получим:

lnx = lnx

/ l

У у

~
1 lnx

= 1пх( вЂ” 1)(1пу)
y yln y

Пример 3.14. Найти частные производные функции

и=(х +y +z)

Pе ш ен и е. В данном случае и основание, и показатель

степени зависят от независимых переменных. Одним из спосо-

бов нахождения частных производных в этом случае является

предварительное логарифмирование обеих частей равенства,

определяющего функцию (то есть используется тот же прием,

что и при вычислении в аналогичной ситуации производной
функции одной переменной). Имеем

1пи = 1п (х +у + z2) = sin(ryz) 1п(х + у + z2).

Таким образом, 1пи = sin(xyz) 1п(х + у + ~~). Диффе-
ренцируя теперь обе части полученного равенства последо-

вательно по х,у, z, найдем частные производные. При этом
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необходимо иметь в виду, что функция 1пи, записанная в

левой части полученного равенства, представляет собой слож-

ную функцию. Поэтому ее частная производная по любой из

и'
переменных имеет вид (1пи)' = вЂ

. С учетом этого получим
и

г г г 2х

и

вЂ”

*
= yz cos(xyz) 1п(х + y2 + z2) + sin(xyz) хг+ y2+ z2

'

Откуда 1

г г г
2 х sin(xyz)и' = и yzcos(xyz) 1п(х +y +z )+
хг+ „г+ ~г

Или

г г г
2 х sin(xyz)

x yzcosxyz lnx +y +z +
хг+Рг+ ~г

Аналогично находятся и частные производные по перемен-
ным р и z:

и„' 2 y sin(xyz
вЂ”

~
= xz cos(xyz) 1п(х + y2 + z2) +

и хг « уг « ~г

2 y sin xyz)
х xzcosxyz 1пх +р +~ +

х +у~+я~

и', 2 z sin xyz
вЂ”

'
= xycos(xyz) 1п(х +y2+ z2) +

и хг+ уг+ z2

«и,=(х +у +z) х

2z sin xyz
x xycos хя7. ln х +y +~ +

хг+уг+ z2

Пример 3.15. Найти частные производные функции

4 2xyz г г

f( )
х+ г г у+z Фо

х4, уг+z2 ф0

в точке А(1,0,0).
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P еш е н ие. Рассмотрим функцию f(x, О, 0) = х4. Найдем

производную этой функции: Д(х, О, 0) = 4хз и Д(1, О, 0) = 4.

Далее рассмотрим функции f(1, у. 0) = 1 и f(1, О, z) = 1. Име-

ем: Д(1,у,О) = О, f,'(1,0, z) = О и, в частности f„'(1,0,0) = О и

f,'(1,0,0) = О. Таким образом, частные производные функции
в точке А(1, О, 0) существуют, но, как это показано в приме-

ре 3.11, функция разрывна в точке А(1, О, 0). Следовательно,
существование частных производных в точке в общем случае
не гарантирует непрерывность функции в этой точке.

Замечание. Данное выше определение частных производ-

ных обычно относится к внутренним точкам области опреде-
ления функции нескольких переменных и, в общем случае, не

годится для граничных точек этой области, так как не всегда

можно вычислить частные приращения функции. Поэтому в

граничных точках области определения функций нескольких

переменных частные производные определяются как предель-

ные значения этих производных.

Из определения частных производных, как обычных произ-

водных при условии фиксирования значений всех переменных,

кроме одной, по которой берется производная, следует, в част-

ности, что геометрический смысл частных производных функ-

ции двух переменных z = f(x,у) в точке Pp(zp, yp) аналоги-

чен геометрическому смыслу производной функции по одной

переменной: Д(х, у) есть тангенс угла наклона к оси ОХ (от-

носительно этой оси) касательной в точке Мо(хо, Vp, f(», Vp))
к сечению поверхности z = f(x, у) плоскостью у

= 'Jtp.

Частные производные высших порядков в точке Рр опре-
деляются, переходя от частных производных r вЂ” 1 порядка к

частным производным порядка r в соответствии со следую-

щим соотношением:

Д gr
вЂ”

1f grf

Р (3.2)

и=е "-.

P е ш е н и е. В соответствии с определением частных про-

изводных высших порядков (3.2) необходимо сначала найти
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соответствующие частные производные более низкого поряд-

ка. В данном случае необходимо найти частные производные

первого порядка

Далее в соответствии с (3.2)

д и 'д ди д
и" = = вЂ”

вЂ”,
= вЂ” (е*"' yz) =

дх2 дх дх дх

= yz (е*"') = yzе*"'(xyz) = (yz) е*"',

ди д ди д
и = = вЂ” вЂ” = вЂ” е "'xz

ду2 ду ду ду
= xz (е*"')„= xz е*"' (xyz)'„= (xz) е "'.

Аналогично

ди,, д ди д

= y«*"' (xyz), + е*"' (yz)'Ä =
= е*" худ~+ е*" z = е*"" (xyz2+ z),

ди,, д ди д

= xze*"'(xyz) + в*"'(zz)' =

Найдем теперь частную производную третьего порядка

и"'„,. Имеем в соответствии с (3.2)

д д и, д „д
и

ц,
вЂ”

вЂ”
вЂ”

вЂ”

вЂ”
вЂ” (и ) = вЂ” (е " (xyz 4-г)) =

Bz дудх Bz *" Bz

= е*"' (xyz)', (xyz2+ z) +- е*"' (xyz2+- z)
= е*"'ху (xyz2+ z) + е*"' (2xyz+ 1) =

= е*" (х2y2z2+xyz+ 2xyz+ 1) = е*"' (х2у2z2+ Зхуг+ 1) .

Частную производную четвертого порядка и~„, найдем
как частную производную по переменной ~ от частной про-
изводной третьего порядка и"„',. В свою очередь указанная
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производная третьего порядка находится по формуле и"'„, =
= (и,"„), то есть как частная производная по переменной у9

от частной производной второго порядка и„. Таким образом,
в соответствии с изложенным имеем

д д д и д д

= вЂ” (z ((е*"*) (eye + 1) + e (zyz + 1) ) ) =
д,, д

= вЂ” (z(e ~'xz,(xyz+1)+e ~ xz)) = вЂ” (ze*"'(x2yz2+2xz)) =Dz Dz
= е*"' (х2yz2+ 2xz) +

+~ eõóë х2yz2 + 2rz + eõóë,~.2yz2 + 2rz

= е*"' (х2yz2 + 2xz) +
+z (е*"' ху (х2yz2 + 2xz) + е*"' (х yz + 2х) ) =

= е*"' (х у
2
+ 2xz+ х у2z3+ 2х2yz2+ 2х yz2 + 2xz) =

= е*"' (х у2z3 + 5х yz2 + 4xz) .

Пример 3.17 . Существует ли Д'„(0,0), если

„г

О, при х2+у4 = О

(см. пример 3.12).
P е ш е н и е. Данная частная производная второго порядка

представляет собой частную производную по переменной у

от частной производной первого порядка по переменной х.

Поэтому сначала необходимо вычислить Д. Имеем

у (х +у ) вЂ”

ху 2х *2„2+„6 вЂ” 2*2„2 у6 вЂ” х2у2

(х2 + у4)2 (х2 + у4)2 (х2 + у4)2

при х +у g О. При х +у =,О в соответствии с определением
частной производной получим (Лх:вЂ” х):

f'(o o&gt;
,. f(* o) ~(о

о)
,

~хвЂ”+О х хо хг+ ~4 ~=о

= lim(0 вЂ” О) = О.
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Найдем теперь частную производную /,"„в точке (0,0).
В соответствии с определением (Лу = у):

f" (QQ)=)
~*~ '") ~*~ '

)) =

~о у

у6 вЂ” х2у2 1
= 1пп

~
вЂ”

вЂ” 1пп вЂ” = О.
у О у(Х2~у4) у Оуа

~=о

1

Последний предел не существует, следовательно, не суще-

ствует и f."„,(0,0).
Легко заметить, что в рассмотренном выше примере 9.16

частные производные и"„и и„", оказались равными. Далее бу-
дут сформулированы условия, при которых это будет иметь

место. Заметим, что частные производные, полученные диф-

ференцированием по различным переменным, называются сме-

шанными частными производными. Частные же производные,

полученные дифференцированием только по одной перемен-
ной, называются чистыми частными производными.

Важнейшим понятием дифференциального исчисления

функций нескольких переменных является понятие дифферен-
цируемости функции в точке.

Функция f(x&gt;,õ2,..., „) называе ся дифференцируе
в точке Р(х1, х2,..., х„), если ее полное приращение A f (P)
в этой точке может быть представлено в виде

Ь~(Р) = А~Лх~ + А~Лх~ +... + А„Лх„+ o(p),

где А1, Аq А„вЂ” величины, не зависящие от Ьх1, Ьх2,...,
Ьх„.

Дифференциалом df первого порядка функции
f (x~, х2,..., х„) в точке P(x&g ;, х2,. ., „) называе ся глав

линейная относительно приращений аргументов часть полного

приращения Af(P) этой функции в этой точке

Л,

df = А~Лх~ + А~Лх~ ~-... + А„Лх„= ~ А,Лх,. (3.3)
i=1

Если функция /(х1,х2,...,х„) дифференцируема в точке

Р(х1, х2,..., х„), то в этой точке существуют частные
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и оизводные первого порядка по всем аргументам, причем
f

вЂ” = А,, где А, определена в (3.3). Таким образом
дх,-

П

ф(Р) = Д,Лх, +- Д,Лх, +-... + Д Лх„= ~~Д Лх;.
i=1

(3.4)

Если функция f (х~, х2,..., х„) дифференцируема в точке

Р(х~, х2,..., х„), то она и непрерывна в этой точке.

Если функция /(х1,х2,..., х„) имеет непрерывные част-

ные производные первого порядка по всем аргументам в неко-

торой окрестности точки Р, то функция f(x&gt;,х2,..., „) д
ференцируема в точке P.

Пример 3.18. Найти df:

1)/(х, у) = arctg вЂ”, 2)/(х, у) = ху = е*+" + 1.
х

Решение.

1). Найдем прежде всего частные производные Д и f„':

'=(-" (;"))'.=„( )
(- ) =.,"„

'=(-" (-.".))'„=„( ) ) =.;„
По формуле (3.4) получим ф:

df = вЂ” Лх+- „Лу.хг + &g ;г'- -+

2) Аналогично первому случаю находим:

) = у+ е*+", f„' х+ е*+",

df = (у + е*+") Лх + (х + е*~") Лу.

Замечание. В отличие от функции одной переменной, для

дифференцируемости функции нескольких переменных в точ-

ке недостаточно существование частных производных в этой

точке.
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Также как и в случае функции одной переменной диф-
ференциалом и-го порядка функции нескольких переменных

называется дифференциал от дифференциала (и вЂ” 1)-го по-

рядка: d"f(x&gt;,хг,..., „ = d d" f(x&g ;,х2,
Если функция f (x&g ;, хг,. ., „) аз дифференциру м в т

ке P(x~, хг,..., х„), то в этой точке значение любой смешан-

ной частной производной и-го порядка не зависит от порядка,
в котором производятся последовательные дифференцирова-
НИЯ.

Приведем формулы для дифференциалов высших порядков

функции двух независимых переменных г = /(х, у):

дг~ дгf дгf
d2f = d(df) = dx +2 dxdy+ dy, (3.5)

дхг
"

дх By дуг

d3f =d(d2f) =
'

dx3+3 dx2dy+

дз~ Baf
+ 3 dx dy~ + з dy3, (3.6)

дх дуг ду

d"f = d(d'" 'f) =

дп д д
Л,

С„, „dx™ dy вЂ” ох +
вЂ” dy f. (3.7)

дх By

Рля функции нескольких переменных f(x&gt;,хг,..., „)

ответствующая формула для дифференциала т-ro порядка
имеет вид

д д д
d f = dx) + Нхг +... + dx„ f. (3.8)

дх1 дхг дх

При этом операция возведения символа, записанного в

правой части этого равенства в степень т определяется как

д д
обычная операция возведения многочлена dx& t + х

2 ] дхг
д

+ ... + пх„в степень 17l. Формулы (3.5) и (3.6) могут
'~ 77

быть легко получены исходя из определения дифференциалов
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второго и третьего порядков. Найдем d2f. Имеем, исходя из

определения

d f = d(df) = Мах+ f„'dy) dx+ Кdx+ f„'dy) dy =

= С dx2+ f„" йхйу+ f,"„dxdy+ f„"„dy2 =
= f" dx + 2f„" dxdy+ /'„"„Йу .

Аналогично и для Н~ f:

d'f = d(d~f) = (d2f) dx+ (d2f) dy =
дх ду

dx + 2 dx dy + dy dx +
дхз х у х

'

уг х

dx Ну+2 dxdy + dyдхг у дх уг д1~

Нхз+ 3 dx2 dy+ 3 dxdy2+ dyç
дхз дхг у х дуг ду

Пример 3.19. Найти d2f:

1) f(x,у) = х у, 2) /(х,у) = х + у .

Решен и е. 1) Для вычисления по Формуле (3.5) найдем
необходимые для этого частные производные второго порядка.

Имеем:

Bf Б 8. Bf 6 7.
д f 5 8 ' 4 8.

дх ду дхг
вЂ” = бх'у; вЂ” = 8х у; = (бх у ) = 30х у;

Х

дгу дгу
By д* ~ дуг

= (бх'y8) = 48х y; = (8х у~) = 56х у;

дгу
дх By

=(8х у ) =48х у~.

Подставляя теперь полученные выражения частных произ-

водных второго порядка в (3.5), получим

d2f = dг (х у ) = 30х у dx +96х у dxdy+56x у dy2.
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2) Находим последовательно

Ю 5 Ю 7.
д ~ 4.

вЂ” =бх; вЂ” =8y; = ЗОх;
дх

'

ду
'

дхг

дг~ дгу дгу

Таким образом d2f = d2 (хв + ув) = 30х4 Нх~ + 56у dy .

Пример 3.20. Найти d5f, если f(x, у) = 1п(х+ у).
Решение. В соответствии с формулой (3.7)

„д /(ху) ~ ~ ~ и.
5 5 1

d'f = ~~ С5 5~ ~
dx d&g ;, де

Й вЂ” 0

Имеем

Bf 1 , Bf 1

дх х+у

= (х+ у); вЂ” = = (х+ у)
ду х+у

Так как дифференцирование по х и у в данном случае

в любой последовательности приводит к одному и тому же

результату, получим

g2f g2f g2f g2f
= вЂ” (х+ у)

дх ду дх дх ду ду

то есть

д5 4!
„=(х+у) 5( вЂ” 1) 2 3 4=

х+у
5

Тогда

г15~ С/с
'

с 5 вЂ” lс
~

lс Сй ~ 5вЂ” М с М4! 4!

(х+ у)5 (х+ у)5
4!

(dr+ dy) .

(х+ у)5

х

Пример 3.21. Показать, что функция f(*,у) =

-2
вЂ” ду2

дгf дгf
удовлетворяет уравнению = а

дх2 Д~2
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P е ш е н и е. Найдем необходимые частные производные:

Bf хг вЂ”

ау
вЂ” 2хг х + ау Bf 2az;

дх (r2 вЂ” ay2)2 (r2 вЂ” ay2)2' ду (r ауг)

дгf 2х (х вЂ” ауг) вЂ” (хг + ау ) . 2. (х вЂ”

ау ) 2х

дх2 ( '
вЂ” ау')

2х(х +Зау)

(хг вЂ” ауг )

дгу
'2ах ((х вЂ” аУ~) + 2У (х вЂ” аУ~) 2аР)

Дд2 (хг вЂ” ауг)
2ах (х + Зау )

2

(хг вЂ” ауг)

дгу дгу
Следовательно,, 2

вЂ”

вЂ”

а
2

что и требовалось показать.'

дх2 Д~2

Одним из важнейших применений дифференциала функ-
ций нескольких переменных является использование его в

приближенных вычислениях значений дифференцируемых
функций в заданной точке. В основе этого применения лежит

формула (3.3), связывающая полное приращение функции с

ее полным дифференциалом первого порядка. В соответствии

с этой формулой

~Ц(Ро) = f(P) вЂ” f(Pg) = ф(Ро) + я, (3.9)

где е = о(р) вЂ” бесконечно малая более высокого порядка, чем

p(P, Ро), Р(х~, хг,..., х„), Ро (х~~, хог,..., хо ).
При достаточно малых приращениях аргументов х~ = х~вЂ”

вЂ” х~~, k = 1,2,...,и величиной можно пренебречь, тогда

~У(Ро) = f(P) - У(Ро) =4(Ро),

/(х1, хг,..., х„) вЂ” f (хо, ~~,..., хо ) =

д/(Ро) Ю(Ро) &g;f (

С помощью формулы (3.10) можно найти приближенное
значение функции f(P) по ее значению в точке Ро и значени-

ям ее частных производных Д„(Ро) в этой же точке.
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В общем случае для n+1 раз дифференцируемой в неко-

торой Б-окрестности точки Ро функции f(P) справедлива сле-

дующая формула Тейлора:

2
1

&gt;f P = df(P )+ в ”, ~'f(P )+ "+

Ђ” „~ f(P

+ d" 'f(P1),
1

(и+ 1)!

где P& t;

Ђ” некото ая то ка из указан ой о-окрестнос и, за

сящая в общем случае от точки P.

Пример 3.22. Исходя из формулы (3.10) найти предель-

ную абсолютную погрешность вычисления функции и на осно-

вании полученного результата найти предельную абсолютную

погрешность произведения и частного.

Решение. Яля простоты ограничимся случаем двух пе-

ременных. Обобщение для случая функций большего числа

переменных не представляет затруднений. Согласно формуле
(3.10) в случае функций двух переменных имеем

If(T,ó) вЂ” f(To yo)l = Д(~о,yo)(& t; Ђ” »)+f,'(&gt;o yo) y в ”

& t; If. (» о I » + ' », o) l

Таким образом,

If(~ у) вЂ” f(» yo)I & t; [Д(~о,у )I I l+ f„' ~o o) l

где Ьх = х вЂ”

хо, ~у = у
вЂ”

уо.

Полученный результат можно интерпретировать следую-

щим образом. Пусть значения аргументов х и у известны при-
ближенно с предельными абсолютными погрешностями я, яц
соответственно, то есть I»l & t; е„ l y &l ; яц. Тогда пр
ная абсолютная погрешность вычисления значения функции
c.f определяется выражением, записанным в правой части сле-

дующего неравенства:

1~(~ у) вЂ” f(~o,'уо)I & t; (Д(~о;y ) lt; + f„'( o, о

f = If(&g ;o o i ~ + Уц «, o)

Разделив обе части полученного равенства на (/(хо, yo)l,
получим предельную относительную погрешность вычисления
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значения функции в точке Р(х,у), если известны значения

функции и ее частных производных первого порядка в точке

Р(хо уо).
Предельную абсолютную и относительную погрешности

произведения и частного найдем, исходя из полученных выше

результатов. Имеем в случае произведения f(r, у) = ху. Тогда

Д = у, f„' = х. Предельная абсолютная погрешность произ-

ведения равна &l
; = lypl lt;*+ ( о~ей. Ра дел в обе части

ченного равенства на f(xp,yp) = IrpypI, найдем предельную

относительную погрешность произведения bf:

bf =
"

+
'"

= Бх+by =~ bf = Бх+by,
1М ЬМ

Eу Яр
где bx =, by = вЂ” вЂ”

предельные относительные по-

1М
'

Ъо!
грешности сомножителей.

Таким образом, предельная относительная погрешность

произведения равна сумме предельных относительных погреш-
ностей сомножителей.

В случае частного имеем: /(х,у) = вЂ”; f. = вЂ”

вЂ”;
y ( y

х' х2' У

1 уо 1
= вЂ”. Тогда bf = вЂ” br+ вЂ” by. Разделив обе части этого

х хо2 Хр

уо &l ;х
равенства на If(» yo)l =

вЂ”, получим: bf = +
хо Xp Xp

= bx+ by, то есть тот же результат, что и для произведения.

Пример 3.23. Вычислить ~f(Po), ф(Ро), если f(T, ó) =
= х у, хо

вЂ”

вЂ” 5, уо вЂ”вЂ” 4, Ьх = 0,1, Ьу = вЂ” 0,2.
P е ш е н и е. По определению полного приращения имеем

Ц(хо,уо) = f(To+»,óo+ ~у) вЂ” f(*o,óp) =

= (*о +»)2(yn + ~y) вЂ” 'yn =
= (хо+»n»+» )(уо + ~у) хоуо =

Ф

= 2xpyp» + хоЬу+ yp» + 2хоЬхЬу+ ЬуЬх
= 2 20 0,1 вЂ” 25 0,2 + 4 - 0,01 вЂ” 10 . 0,02 вЂ” 0,2 - 0,01 = вЂ” 0,802.

Заметим, что первые два слагаемых в полученном выраже-

г
нии есть ф(хо,yp), следующие два вЂ”

вЂ”,d f(хо,yp) и



ГЛАВА 3. ДИФФ-. ИСЧИСЛЕНИЕ. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 143

последнее
вЂ” вЂ” d f(xp,yp), так как в соответствии с (3.5) и

3

3!
(3.6) имеем

d2f = f," Лх + 2f,"„ÜõÜó = 2yp» + 2хоЛхЛу, (f„„= О),

d3 f = 3/"2„Лх~Лу = 6Лх~Лу = 3!Лх Лу

(остальные частные производные в (3.7) данном случае равны

нулю).
2 3Таким образом Af = df + вЂ” d2f + вЂ” d3f (остальные диф-

2! 3!
ференциалы более высокого порядка в данном случае равны

нулю).
Найдем полный дифференциал

df(pp,уо) = f (õp,yp)»+ /ц(хо уо)Лу = 2хоуоЛх+хоЛу =

= 2 20 ° О, 1 вЂ” 25 ° 0,2 = -1.

Пример 3.24. Заменяя приращение функции ее диффе-
2,042

ренциалом, приближенно вычислить а =

'

0,97' 1,022
Реш ен и е. Для приближенного вычисления этого числа

рассмотрим функцию трех независимых переменных

Х2
f(x,ó,z) = . Ее значение при х = 2,04, у = 0,97,

'

у ~(~г
z = 1,02 равно искомому числу а. Для нахождения а заме-

тим, что в точке Pp(2,1,1), то есть при хо вЂ”

вЂ” 2, yp вЂ”вЂ” 1,
2

zp
вЂ”

вЂ” 1 значение f(xp,уо, zp) = = 4. Далее, в сооТ-
'

1Яг
ветствии с формулой (3.10) для вычисления f(x,ó,z) найдем
частные производные. Для этого удобно представить функцию

f(x,у, z) в виде f(x,у, z) = х у
'/ z г/'5. Тогда

f
I

2 .

вЂ” 1/3 вЂ” 2/15. f
z 2 вЂ” 4/3 вЂ” 2/15.

1

у~
2 вЂ” 1/3 вЂ” 17/152 вЂ” 1

5

Находим значения частных производных в точке

Pp. f. ==0; f = вЂ”

вЂ”; /",' = вЂ”
вЂ”.

3' '
15
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Очевидно также, что

х вЂ”

xp вЂ”

вЂ”

2,04 вЂ” 2 =вЂ” 0,04; р
вЂ”

уо
вЂ”

вЂ” 0,97 вЂ” 1 = 0,03;

z вЂ”

zp вЂ”

вЂ”

1,02 вЂ” 1 = 0,02.

Таким образом

2,04г
f ( r, у ~

= ) 1х. ==2,o4 =
0 97

'
1 02г У=0,97

7 ) z-s,p3

4 8
= 4+ 4 0 04+ вЂ” 0 03 вЂ” вЂ” 0 02 = 4 16.)

З
)

15
7 7

В приложениях часто приходится находить функцию
нескольких переменных по ее полному дифференциалу, то

есть исходя из выражения вида df(r,у) = P(r,у) dr +

+ Q(r, у) dy, где Р(х, у) и Q(r, у) вЂ”

определены и непрерыв-
дР BQ

ны вместе со своими частными производными
вЂ” и вЂ” в

ду Or
замкнутой, ограниченной односвязной области (то есть обла-

сти, ограниченной одним замкнутым контуром) и удовлетво-

ряют условию

(3.11)
ОР BQ

ду дх

Нахождение функции f(r,ó) по ее полному дифференци-
алу состоит из трех этапов.

Первый этап заключается в определении области, где вы-

полняется условие (3.11).

Второй этап состоит в интегрировании следующих очевид-
Bf Bf

ных равенств:
вЂ” = Р(х, у) и вЂ” = Q(r, у) что приводит к

дх ду
выражениям:

/(х, у) = Р(х, у) Их + Г(у) Й f (х, у) = Q(r, у) Их + Г(х).

На третьем этапе сравниваются эти два выражения и до-

писываются к известным членам первого выражения отсут-

ствующие в нем члены, зависящие от у из второго выраже-

ния. Возможно и использование сначала второго выражения;
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следует дописывать к нему отсутствующие в нем члены, за-

висящие от х из первого выражения.

Пример 3.25. Проверить, что выражение

(Зх у + 4у вЂ” 5) dx + (х + 8ху) dy

является полным дифференциалом и найти функцию по за-

данному дифференциалу.

Решение. 1) Имеем Р(х,у) = Зх2у+4у4 вЂ” 5, Q(x,у) =

= ха + 8ху вЂ”

непрерывны и непрерывно дифференцируемы
в Е2

дР BQ дР
2) Проверим выполнение равенства

By дх By
BQ дР BQЗх2 + 8у. = Дхг + 8у'

дх ду дх

3) Найдем

Pdx = (Зх у+4y4 вЂ” 5) dx = х у+4ху вЂ” 5х+- U(y),

Q dy =вЂ” (х + 8ху) dy = х у + 4ху +- V(x).

(Заметим, что при интегрировании по одной переменной

вторую считаем постоянной.) Сравнивая оба полученных ре-

зультата интегрирования выражения для искомой функции

f(x,у), приходим к выводу, что, если к известным членам

второго выражения для функции f(x, у) дописать вЂ” 5х из пер-
вого выражения, то оба выражения для f(x,у) приводят к

результату:

f(x, у) = х у + 4ху
вЂ” 5х+ С, С = const.

Пример 3.26. Проверить, что выражение

у (e*" + 6) dx + х (e*" + 6) dy

является полным дифференциалом некоторой функции f(x,у),
и найти эту функцию.
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Решение.

дР
1) Р(х,y) = у(е "+6); вЂ” = (1+хуе ") +6;

ду
Q(x, у) = х (е*" + 6);

BQ дР BQ
вЂ” = 6+ (1+ хуе*"); вЂ” = вЂ”; при всех (х, y) E Е .

дх ду дх
'

2) f(x,у) = Pdx = е*"+ 6ху+ U(y); f(x, у) =

Qdx = е*"+ бху+ V(x).

Так как все известные члены в двух найденных выраже-
ниях для f (x, у) совпадают, то, следовательно,

f(x, у) = e*" + бху+ С, (С = const).

3.4.

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ СЛОЖНЫХ И НЕЯВНЫХ

ФУНКЦИЙ

Пусть функция f (x~, х2,..., r„) дифференцируема в точке

P(x~~,x~2,...,x„), а функции х, = у,(t,t2,...,t ), (i = 1,
2,...,Й) дифференцируемы в точке Mp(t&gt;,ô... t и

кие, что хо = ~р,(ti 4~,...,1~ ). Тогда сложная функция у =

= f(x~,х2,...,х„), х, = p,(t~,4,...,t ), i = 1,2,..., Й диф-

ференцируема в точке ЛХо и ее частные производные опреде-
ляются формулой

вЂ” = ~& t;

Ђ” в ” = 1, 2,. ., т, (3.
Bf "Bf дх,

Bt, дх, Bt,'

Bf
где все частные производные

вЂ” вычисляются в точке Рр, а

дх,
дх,

все частные производные
вЂ” вЂ” в точке Мр.
Bt

Из формулы (3.12) вытекают некоторые важные формулы
дифференцирования сложных функций нескольких перемен-

ных.
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1) и = f(r,у,z,t), где х = x(t), у = y(t), z = z(t). В этом

случае, полагая в (3.12) и = 4, т = 1, х1 = х, х2 = y, хз =

=
~, х4 = t, получим следующую формулу для полной (или

материальной) производной функции f(x,у,z t):

ф д/ Bf dr Bf dy Bf dz

dt Bt дх й ду й Bz dt

2) z = f(u,v), где и = и(х,у), v = v(r, ó). Формулы для

частных производных Д, f„' получим из (3.12), положив

х1 вЂ”

вЂ”

и, х2 вЂ”

вЂ”

о, t~ вЂ”

вЂ”

х, t2 вЂ”

вЂ”

уи=2, m=2.

д/ д/ ди д/ Bv
+

дх ди дх Bv дх'

д/ д/ ди д/ Bv

ду ди ду до ду

3) f = f(u,v,ш), и = и(х,у, z), v = v(r,y, z), и = ш(х,у, z).
Формулы для частных производных Д, f,' Д получим из

(3.12) также, как и в случае 2, положив n = 3, т = 3 и

добавив соответствующие переменные хз = ш, t3
вЂ”

вЂ” z:

д/ д/ ди Bf Bv Bf дш
+ +

дх ди дх Bv дх дш дх'

д/ д/ ди д/ Bv д/ дш

ду ди ду Bv ду дш ду'
д/ д/ ди д/ Bv д/ ди

+ +
Bz ди Bz Bv Bz дш д~

4) f = f(ryz), где х = х(и иш), у = y(u v u), z

= z(u, v, и). В этом случае формулы для частных производных

f„' /' могут быть легко получены из (3.15), если в них

х,у,z заменить на и,о,ш соответственно, а u,о,ш
вЂ” соответ-

ственно на х,у,z:

д/ д/ дх д/ By д/ Bz

ди дх ди By ди дг ди'

Bf Bf дх Bf By д/ дг
вЂ”

вЂ”
вЂ” вЂ” + вЂ” вЂ” + вЂ”вЂ”

Bv дх Bv By Bv Bz Bv'

Bf Bf дх Bf By Bf Bz
+ + 3.16

дш дх дш By дш д~ дш
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Формула (3.12) также позволяет дифференциал первого по-

рядка сложной функции представить в виде (3.5), то есть

в форме, инвариантной (не изменяющейся) относительно то-

го, являются ли переменные х, независимыми или функци-
ями др гих переменных. Действительно, согласно (3.5) df =

m

g вЂ” й~, так как переменные t,, у = 1,2,...,т неза-

«1 д1

висимые переменные. Подставим в правую часть полученного

Bf
равенства вместо вЂ” их выражения согласно (3.12). В резуль-

Bt&
тате получим

«=EX вЂ”

'

=E вЂ” E вЂ”'=E вЂ” йх,,
Bf дх, Bf дх, Bf

дх, Bt, дх, Bt, дх,
j=1 i=1 i=1 j=1 i=1

то есть опять формулу (3.5). Таким образом, выражение для

дифференциала первого порядка не зависит от того, являются

ли аргументы функции нескольких переменных независимы-

ми переменными или дифференцируемыми функциями других
переменных. Это свойство дифференциала первого порядка
называется инвариантностью формы первого дифференциала.

Заметим, что этим свойством, как и в случае функций
одной переменной, не обладают дифференциалы порядка выше

первого.

Проиллюстрируем это на примере дифференциала второ-
го порядка функции z = f(r,у) предполагая, что она дважды

дифференцируема в точке Mp(rp, yp). дифференциал второ-

го порядка найдем, исходя из его определения, то есть как

дифференциал от дифференциала первого порядка. При этом

необходимо иметь в виду, что дифференциал первого порядка
является функцией переменных двух типов: координат точ-

ки, в которой он вычисляется, и приращений этих координат

(аргументов). Из определения дифференциала следует, что

при вычислении дифференциала от дифференциала, необходи-
мо последний рассматривать как функцию координат точки,

то есть как функцию тех же аргументов, что и при вычис-

лении первого дифференциала (предыдущего). Строго гово-

ря, приращения аргументов при вычислении дифференциала
второго порядка, исходя из дифференциала первого поряд-
ка, не обязательно равны приращениям аргументов у первого
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дифференциала. В случае функции двух переменных /(х, у)
обозначим приращения аргументов при вычислении второго

дифференциала через br u by. Найдем теперь дифференциал
первого порядка, обозначая операцию повторного дифферен-
цирования знаком b и используя свойство инвариантности

формы первого дифференциала. Имеем:

6(df) = о
вЂ” dr+ вЂ” dy) =
Bf bf
дх by

= b вЂ” их+ вЂ” b(dx) + b вЂ” dy+ вЂ” b(dy) =
Bf Bf Bf Bf
дх дх By ду

дгу дгу
2
bx+ by dx+

дхг ду дх

дгf дгf дУ д/
+ оу + by dy + вЂ” b(dr) + вЂ” b(dy) =

дх ду дуг дх ду

дгу дгу
bxdx+ (bydr+ br dy) +

дхг дх у

дгf Bf Bf
+ by dy + вЂ” Ых + вЂ” bdy.

дуг дх ду

Под дифференциалом второго порядка понимается диф-
ференциал от дифференциала первого порядка при условии,
что bx = dx, by = dy. Полагая в полученном выражении
bx = dx, by = dy, придем к следующему выражению для

дифференциала второго порядка:

d f dr +2 dxdy+ dy + вЂ” d х+ вЂ” d y.
дгf дгf дгf г Bf г Bf
дхг дх ду дуг дх ду

Если переменные х и у независимы, то d2õ = О, d2ó = О,
так как в этом случае dx u dy не зависят от х и у и мы прихо-
дим к выражению (3.6) для дифференциала второго порядка
в случае, когда х и у независимы. Если же х = х(и,v), у =

= у(и, v) являются дважды дифференцируемыми функциями
независимых переменных, то

d х=
.

Ии +2 dudv+ Ию ~0,
дгх г дгх дгх г

ди2 ди до д~г

d2у =
'

du +2 dudv+
' dv2 g О.

диг ди до д~г
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В общем случае и выражение для d2f будет, очевидно,

Bf
отличаться от (3.6) дополнительными слагаемыми вЂ” Рх+-

Bf
+ вЂ” Ру. Таким образом, форма уже второго дифференциала

BQ
завйсит от того, являются ли переменные независимыми или

функциями других переменных, то есть свойство инвариант-
ности формы у дифференциала второго порядка отсутствует.

~Ь
Пример 3.27. Найти вЂ”, если ~ = а1св111(т~+у +t2), где

t
х = 2~, у = 4~~.

P е ш е н и е. Искомая производная находится по формуле
(3.13). Находим необходимые частные производные

Bz 2х Bz 2у

дх 1. â€” (x + y2+ t2)2' ду 1 вЂ” (x2 + y2 + t2)2'
Bz 2t dx dy

; вЂ” =2; вЂ” =8t.
Bt 1 (х2 + у2 + ~2)2

'

&l ;Ц о

Подставляя в (3.13), получим:

dz 2t+ 2х 2+ 2у 8t 2t (1+ 4t+ 32Р)
вЂ” (х2 + у2+ 12)2 1 вЂ” (х2 + у2 + 12)2

Bz Bz
Пример 3.28. Найти частные производные: 1) вЂ” и вЂ”,

дф Bv

если z = arctg(x2y2); х = V sinu; у = ucosv. 2) вЂ” и вЂ”, если
дх ду'

я=/(х +у,х у ).
P е ш е н и е. 1) Искомые частные производные определяют-

ся формулой (3.16). Находим частные производные, входящие

в (3.16), с учетом того, что рассматриваемая функция есть

сложная функция двух переменных. Имеем

Bz 2xy2 Bz 2ух2
дх 1+ (х2у2)2 ду 1+ (х2у2)2

дх дх
вЂ” = vcosu;

вЂ” = sinu;
ди до
дУ дУ
вЂ” = cos v;

вЂ” = вЂ”u sin v.

ди
'

Bv
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Подставим полученные выражения в (3.16):

Bz 2ху (v cos u + cos v) дi 2хгy(sin и вЂ” u sin v)
+ (z2y2)2

'

By 1 + (z2y2)2

Заменяя теперь х и у их выражениями через переменные
и и v, получим окончательно

Bz 2vu2 cos2 v(v cos и + cos v)
ди 1+ (uvsinu cosv)2
Bz 2иигв1п u(sinu вЂ” usinv)
Bv 1 + (uv sinu cos v)2

2) Данная функция может быть представлена как сложная

функция аргументов и = хг + уг, v = хгу . Тогда по формуле
(3.14) необходимо найти частные производные

ди ди 2ии cos2 v(v cos и + cos v)
вЂ” =2х, вЂ” =2у,

ду
'

1+ (uvsinu cosv)2
г

ди г
вЂ” =2ху, вЂ” =2х у.
дх

'

ду

Подставляя полученные результаты в (3.14), находим

Bz Bf Bf г д Bf Bf
вЂ” вЂ” 2х +- вЂ” 2хуг; вЂ” = вЂ” 2у +- вЂ” 2ху .

дх ди Bv
'

By ди Bv

Нахождение частных производных или полной производ-
ной более высокого порядка сложной функции нескольких

переменных осуществляется повторным дифференцированием
соответствующей производной порядка на единицу меньше по

соответствующей переменной. Получаемые при этом общие

формулы являются громоздкими, поэтому их не обязательно

запоминать, а достаточно понять принцип, с помощью которо-
го они получаются. Он состоит в том, что частные производ-
ные более высокого порядка находятся по тем же правилам,

что и частные производные первого порядка, но применяемым

уже не к исходной функции, а к ее соответствующей частной
/2 (

производной. Например, чтобы найти в случае, описыва-
,у~г

емом формулой (3.13), необходимо найти полные производные
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от каждого слагаемого в правой части (3.13). При этом про-

изводная от первого слагаемого в правой части (3.13) будет
состоять из четырех слагаемых, а от каждого из последую-

щих трех слагаемых в правой части (3.13) вЂ” из пяти, так как

dx dy д
добавляются производные по соответственно от вЂ”, вЂ”, вЂ”.

dt
'

dt,' Й
Приведем окончательный результат дифференцирования:

д дУ dx 0У d2x

+Bt B . dt Bx Рг

Bgf Bgf 1х дгf ~у дгУ ~я дгУ ~х

д~г BxBt dt д Bt dt BzBt dt BtBx

дгf dx дгf dx dy д f dx dz Bf dz

д .г dt ByBx dt dt BzBx dt dt Bx

д / д / dx д / dy д / dz д / dx

Bt2 BxBt dt ByBt dt BzBt dt дхг

дгf dy 02f dz дгf dx dy дгf dx dz
+ вЂ” + вЂ” +2 +2 +
By2 dt Bz2 dt ByBx dt dt BxBz dt dt

д/ dydz Bf йх Bf Их
+2 + +

дудг dt dt
'

дх йг Bz йг

Аналогично, в случае, описываемом формулой (3.14) част-

ная производная второго порядка находится следующим обра-
зом:

ди д/ дги д Bf до Bf 02v
+ . + вЂ” +

дх ди дх дх до дх до дх

B~f ди д/ дидо Bf ди д/ дидо
вЂ” + + + +

ди2 дх деди дх дх ди дх~ деди дх дх
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д f Bv Bf дги дгf ди
+ вЂ” + . + вЂ” +

д,1г дх Bvд г д„2 дх

B2f ди Bv дгf Bv Bf дги Bf дги
+ 2 + вЂ” + вЂ” +вЂ”

дида дх дх Bv'- дх ди дхг Bv дхг

дг
В качестве примера найдем частную производную

дудх
задачи 3.28(2).

д2
Пример 3.29. Найти если Z = f (хг+уг,хгуг).

дудх
P е ш е н и е. Искомую частную производную найдем как

частную производную по переменной от частной производной
Bz
вЂ”, которая уже найдена в задаче 3.28(2). Имеем
дх

д2

Bf д д Bf г Bf д
+ вЂ” вЂ” (2у) + вЂ” вЂ” 2ху + вЂ” вЂ” (2ху~) =ди ду ду до до ду

д'f, д'f, д'f, 4 Bf
4х -+- 2х2ху +- 2х2ху +- 4х у~~- вЂ” 4ху=

ди диди диди до2 Bv

г ггд~ д~ г4 Bf
4х + 8х у + 4х у + вЂ” 4ху.

д,ц2 дида диг Bv

д
Здесь мы учли, что вЂ” (2х) = О, так как х и у

вЂ” независи-

ду
мые переменные, а также то, что у дважды дифференцируемой
функции частные производные второго порядка непрерывны и

д-"f
поэтому в случае вычисления смешанных производных,

ди' а

и их величина не зависит от порядка дифференциро-Ov' и

вания.

С помощью аппарата дифференциального исчисления функ-
ций нескольких переменных можно преобразовать различные

выражения, содержащие частные производные, к новым пе-

ременным, что особенно широко используется при решении

различных задач математической физики.

Пример З.ЗО. Преобразовать к полярным координатам
ди ди

х = тсозр, у = тяп р выражение + (оператор
дх~ ду2
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Лапласа на плоскости), где и = и(х, у) вЂ”

дважды дифферен-
цируемая функция.

Решение. Для решения задачи представим и = и(х,у)
как сложную функцию переменных т и p: и = tl(T cos(p, T sin(p).
Яалее найдем частные производные по т и р по формулам
(3.16). Имеем:

ди ди дх ди By ди ди

дг
=

дх дг
+

ду дг
=

KBÕ ""Р+ ду
""'Р

ди ди дх ди ду ди
.

ди
+ вЂ” = вЂ” вЂ” тяп р+ вЂ”

rcosy.
др дх др ду др дх ду

дг~
Находим теперь частные производные второго порядка

дгг
дг~

и . Имеем в соответствии с изложенным по формулам
Д~2

(3.16):

д'и д'и д'и дги
cos p+ sin p+2 cospsinp,

ду дх By

г г г
т sin y+ т cos y

вЂ” 2т cosysiny
д рг дхг дуг дх By

ди ди
вЂ” вЂ” т cos &l

;p Ђ” Ђт in (

дх ду

Найдем следующую сумму

дги 1 ди 1 дги дги

дт т дт гг дт дх
вЂ” вЂ” вЂ” (cos p+-sin p) +

г
2

д иг

+ (cos p + sin p) + 2 (cos p sin p
вЂ” cos p sin p) +-

д„г дх ду

ди cosy ди sing ди cosy ди sing д и д и

+ + вЂ” +
дх т By т дх т ду т дхг дуг

Таким образом, при переходе к полярным координатам опе-

ратор Лапласа преобразуется по формуле
Ф

дг„ дг„ дг„ 1 B

дх ду дт т дт т дт
+ = + +

В заключение раздела кратко остановимся на одном

важном для приложений классе функций вЂ”

однородных

функциях.
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Однородной функцией степени k (измерения k) называ-

ется функция у = /(х1,х2,...,х„), которая в каждой точке

Р(х1,х2,..., х„) из области определения и для каждого числа

t, для которого точка М(1х1, 1х2,..., 1х„) также принадлежит
области определения функции, удовлетворяет условию

/(1х1, tx2,..., гх„) = t" f (z&g ;, x&gt ,.. ,

Для однородных функций нескольких переменных спра-

ведлива теорема Эйлера: если функция у = /(х1, х2,..., х„) в

некоторой области D является дифференцируемой однородной
функцией степени k, то в каждой точке области справедливо

равенство

дц дц дц
х1+ х~+... +

дх1 дх2 дх„

Это равенство легко получается путем применения форму-
лы (3.13) при вычислении полной производной по t функции
/(1х1,1х2,...,1х„) с одной стороны, а с другой при вычисле-

нии этой же производной исходя из представления этой же

функции В Виде t" f (x&g ;, х2,. ., х
Рассмотрим теперь правила дифференцирования неявных

функций.
Функция у = /(х1, х2,...,х„) называется неявной функ-

цией переменных х1, х2,..., х„, если она определяется не раз-

решенным относительно у уравнением

F(x&g ;, х2,. ., „, у = 0. (3.

Если функция Р(х1, х2,..., х„, у) непрерывна в некоторой
окрестности точки p(xi х~2,...,хо,уо), то она имеет в этой

окрестности непрерывную в точке Ро частную производную

F&g ;. Е ли F( p = О à F&g ; Pp g О, то на дутся такие о
ности точек Mp(x,, х~2,...,х~) и уо, что для каждой точки М

из указанной окрестности существует, и притом единственное,

решение у = /(х1,х2,...,х„) уравнения (3.17), непрерывное в

окрестности точки Мр, причем уо = /(хо„ хо2,...,хо).
Если, кроме того, в некоторой окрестности точки Ро су-

ществуют все частные производные F' непрерывные в точке
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Рр, то в точке ЛХО существуют и частные производные F,'
(i =1,2,...,n), причем, если частные производные F'

непрерывны в окрестности точки Рд, то частные производные

Д существуют и непрерывны в некоторой окрестности точки

ЛХо и справедлива формула

дР

ду д/
вЂ” = вЂ” вЂ”*,*, i = 1,2,...,n. (3.18)

дх( дх, дг F„'
'

ду

В частном случае неявной функции одной переменной, то

есть функции, определяемой уравнением F(z,у), имеем

BF
~/

(3.19)
у

ду

Для функции двух переменных, заданной неявно

F(x,ó,z) = О, соответствующие формулы для частных про-

изводных имеют вид

дР

дх ~~ дУ (3.2O)
дх дг '

ду др
'

Bz Bz

Идея получения формулы (3.18) состоит в нахождении пол-

ного дифференциала функции Р(х1,х2,...,х„,у), которая
очевидно тождественно равна нулю в некоторой окрестности
точки Ро, если у

= f(xi,х2,...,х„). Тогда

dF =F.',d~,+F.',dr +...+Г' a~„+Г„'ay =0..

Отсюда
Ф

dg = вЂ”
'

дХ] + вЂ” вЂ”

'

дХ~+... + вЂ”

"

дХ„

(3.21)

и, следовательно, частные производные действительно опре-

деляются формулой (3.18).
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Яля получения производных высших порядков функций,

заданных неявно, проводится последовательно дифференциро-
вание (3.18) вЂ” (3.20) по соответствующей переменной, рассмат-
ривая у (~ для (3.20)) как функцию переменных х1, х2,..., х„

(х, у для (3.20)). Например, производная второго порядка

функции у = f(x) заданной неявно уравнением F(x, у) = 0 из

(3.19), находится следующим образом:

р, ', Яг„' вЂ” г.'г„') г.",р„вЂ” р.у„",

(;) (F;)'
Пример 3.31. Найти производные у' и у" от функции,

заданной неявно уравнением:х" вЂ”

у = О.

P е ш е н и е. Производную неявной функции одной пере-
менной найдем по формуле (3.19). В рассматриваемом случае

Р(х,у) = х" вЂ” у*. Находим в соответствии с формулой (3.19)
частные производные F' и F„'. Имеем:

F = ух~ вЂ”

у 1пу F = х lnx вЂ”

ху

Подставляем найденные частные производные в (3.19):

ух" вЂ”

у 1пу
у

х~ lnx вЂ”

ху

Полученное выражение для у' можно упростить, восполь-

зовавшись уравнением, определяющим неявную функцию. Со-

гласно уравнению х" = у' и у ln х = r ln y. С учетом этого

получим

х

У ~ У 'У
вЂ” вЂ” illó 'У'

вЂ” вЂ” вЂ” lnх 2 1
у

у
х l

х х2 lny вЂ” 1
вЂ”

пу
вЂ”вЂ”

у 'У У

Таким образом

у lnx вЂ” 1
'У

х2 11У

Производную второго порядка у" найдем, дифференцируя
по х полученное выражение для у'. Имеем, последователь-

но дифференцируя произведение и заменяя полученным выше
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выражением,

хг 1» у
вЂ” 1 хг 1» у

вЂ” 1
/

х2 вЂ” вЂ” 2z(lnх 1) (lnх вЂ” 1)(2уу'(lnу вЂ” 1)) вЂ” у2вЂ”
'g

х4 (1пу вЂ” 1) z~(ln у вЂ” 1)2
(3 вЂ” 2 ln х) у2 (ln х вЂ” 1)

2
(2 ln у вЂ” 3) уз

+
хз(lп у

вЂ” 1) z4(ln у вЂ” 1)
х (3 вЂ” 2 ln х) (ln у вЂ” 1) + у (ln х вЂ” 1)

2
(2 ln у

вЂ” 3)
z4(ln у 1)з

Bz Bz
Пример 3.32. Найти частные производные

вЂ” и

дх ду

функции z = /(х, y), заданной неявно уравнением е'

вЂ” хгуггг = О.

P е ш е н и е. Частные производные z' и z„' находятся в дан-

ном случае по формулам (3.20). Находим необходимые част-

ные производные функции F(z,у, z), входящей в (3.20), кото-

рая в данном случае определяется, очевидно, выражением

2

F(z,ó,z) = е' вЂ” х у z

Имеем

„г г.~~ 2 г„г.~~ 2
~

2
г г»

Теперь в соответствии с (3.20) получим

Bz вЂ” 2х у2 z2 Bz вЂ” 2х2 у z2

дх 2z(e" вЂ” z у2)
'

By 2. (е" вЂ” х2у2)
В полученных выражениях для частных производных z' и

2
z' можно (но не обязательно) заменить е' на х2у~ z2 в со-
У

ответствии с уравнением, определяющим неявную функцию.
В результате получим

д хугz
Bz z (х2 у2 z2 вЂ” х2 у2) х (z2 вЂ” 1)
Bz хг у

г
z

By х2 у2 z2 вЂ” х2 у2 у (z2
вЂ” 1)
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д2 д2
Пример 3.33. Найти и неявной функции из

дх2 By дх
задачи 3.32.

P е ш е н и е. По определению частной производной второго

порядка получим

B2z д z z'õ (z2 вЂ” 1) вЂ” z (z2 вЂ” 1+ 2xzz')
дх2 дх х (z2 вЂ” 1) z2 (z2 1)2

~,' (х (z2 вЂ” 1) вЂ” 2xz~) вЂ” z (~2 вЂ” 1) х (1+ z2) z' + z (z2 вЂ” 1)
х2 (z2 вЂ” 1)2 х2 (z2 вЂ” 1)

Подставим теперь вместо z' выражение из задачи (3.32)

выражение:

р2 (1 +*') +» (* вЂ” 1) * (~ +*'+ (* вЂ” 1) )
дх2 х2 (z2 вЂ” 1)2 х2 (z2 вЂ” 1)з

4» г+2

х2 (z2 вЂ” 1)

Аналогично находится и смешанная частная производная
д2

второго порядка . Имеем
By дх

B~z д z 1 z„' (z2 вЂ” 1) вЂ” 2z2z„'
дудх By х (z2 вЂ” 1) х (z2 1)2

z2'+-1 (z2+1) z

х (z2 вЂ” 1) ух (z2 вЂ” 1)

Выше были рассмотрены неявные функции, определяемые

одним функциональным уравнением. В приложениях анали-

за приходится рассматривать совокупности m C N неявных

функций, определяемых посредством системы функциональ-
ных уравнений. Мы рассмотрим случай совокупности двух
неявных функций и = и(х, у) и v = v(z, у), определяемых си-

стемой двух функциональных уравнений

& F(x,у,и,v) =0 (3.22)
С(х,у,и,v) =0
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Пусть система (3.22) имеет решение х = xp, у = yp, и = up,

v = vp. Пусть функции F H G в окрестности точки

Alp(xp, yp, up, vp) имеют непрерывные частные производные

первого порядка и пусть определитель

~(и, и) =
'

= ",,", (3.23)
D(u,v) G„' G'„

называемый якобианом, отличен от нуля в точке ЛХд. Тогда
в некоторой окрестности точки M() система определяет един-

ственным образом систему непрерывных функций и = и(х, y)
и o = v(x, у) имеющих непрерывные частные производные пер-

вого порядка, причем u(xp, yp) = up и v(xp, yp) = vp .

Для того, чтобы найти дифференциалы du и dv, а также

и', и'„, v,', v„', следует выписать дифференциалы dF и dG:

dF = F' dr+ F„'dy+ F„'du+ F„'dv = 0

dG = G' dx + G'„dy +- G'„du + G„' dv = О, (3.24)

а затем решить систему двух уравнений (3.24) относительно

du H dv.

Пример 3.34. Функции и и v независимых переменных
х и у заданы системой уравнений

&
хи вЂ”

yv
вЂ” 1 =0

хвЂу+ивЂ

Найти du, dv, и', и'„, v', u„', d и.

P е ш е н и е. Имеем, согласно условию,

F(x,у,и,v) = хи
вЂ”

yv
вЂ” 1 = О, G(x,у,и,v) = х

вЂ” у+и вЂ” v = О.

Ф

dF = udr вЂ” vdy+rdu вЂ” ydv = 0
Дифференцируя, получим

дС = дх вЂ” ду+ ди вЂ” до = 0

Якобиан,7(и,v) = = вЂ”х+ у при х ф у отличен от
х вЂ”

у

1 вЂ” 1

нуля, и полученную вь ше си тему можно решить относитель-

но du u dv. Решим указанную систему по правилу Крамера и
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получим:

вЂ”udr+ vdy вЂ”

у

du =
dy вЂ” dx вЂ” 1 (u вЂ” у) dy + (у вЂ” v) dy

х вЂ”

у y
вЂ” х

1 вЂ” 1

х вЂ”udr+ vdy

dy вЂ” (Ь' (и вЂ” х) dx + (х вЂ” v) dy
Й~ =

х
вЂ”

у у
вЂ” х

1 вЂ” 1

и вЂ”

у, y
вЂ”

v,, и вЂ”â€”х

Откуда следует, что и' =, и,'„=, v' =

у
вЂ” х

~
у

вЂ” х у
вЂ” х

х вЂ” и

Ю„'
у

вЂ” х

Найдем далее

d~и = d(du) = d de+ dd) =

у -х у

(у вЂ” х) d(y вЂ” и) + (у вЂ” и) d(y вЂ” х)
вЂ” .)г

(у вЂ” х) d(y вЂ” и) вЂ” (у вЂ” и) d(y вЂ” х)
( х)2

(у вЂ” x)(dy вЂ” du) + (у вЂ” u)(dy вЂ” dx)
(у вЂ” )'

(y вЂ” х)(dy вЂ” dv) вЂ” (у вЂ” v)(dy вЂ” dx)
( -X)'

Затем подставим в выражение для d~u вместо du u dv уже

полученные для них выражения

(у вЂ” и) dx+ (y вЂ” v) dy
(у вЂ” х) (dy + (у вЂ” и) (dy вЂ” dx)

d и=
у

вЂ” х
dr I

(у вЂ” х) г

(u вЂ” х) dx+ (х вЂ” v) dy
(у вЂ”: ) (Уу вЂ” (у вЂ” х)(~у вЂ” d*)

у
вЂ” х

(y вЂ” )'
ду =
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и вЂ”

у V â€” r

(u вЂ” х) ух -у A) + (у вЂ” хНуу вЂ” ух)
dr +

у
вЂ” х у

вЂ” х

(у вЂ” х)2
Х вЂ” О u вЂ” 2х+ у

(у вЂ” х) ~*+ ху) вЂ” (у вЂ” и)(уу вЂ” ~*)
д

вЂ” х у
вЂ” х

(y вЂ” )'
2(и вЂ” у) dx + (х + у

вЂ” v вЂ” и) dy

( вЂ” x)'
(х+ у

вЂ” v вЂ” и) dx + 2(v + у
вЂ” х) dy

( вЂ” )'
и,вЂ” у 2 (x+y â€” v â€” u) V вЂ” Х

=

2( )2
dx +2

( )2 dxdy+2( )2
dy

3.5.

ПРОИЗВОДНАЯ ПО НАПРАВЛЕНИЮ

И ГРАДИЕНТ ФУНКЦИИ

пусть функция /(х1,х2,...,х„) определена в некоторой
р-окрестности точки Рр(хо„хР2,...,хо) Е E" и пусть 8 вЂ”

еди-

ничный вектор в E" с координатами 8, = cosa,, (i = 1,2,...,n),
а,

вЂ”

углы между вектором Р и положительным направлением

координатной оси Ох,. Тогда предел

11111 вЂ”

Х1 + Й(1, Х~ + И2) °, Х.д + ЙРд
ао Й

(если он существует) называется производной функции
/(х1,х2,...,х„) в точке Рр по направлению E.

Если функция f(x&gt;,x2,..., „) дифференцируе ая фу
ция в точке Ро, то для производной по направлению справед-
л и ва формула

д/ д~(Рр)
вЂ”

cosa' . (3.26)
дх~

Заметим, что производная по направлению характеризует

скорость изменения функции в данном направлении.
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Правую часть равенства (3.26) можно рассматривать как

скалярное произведение вектора ( и вектора с координатами

Д,, Д„..., Д . Последний называется градиентом функции

/(х1, х~,...,х„) в точке Ро и обозначается агай f(Pp). Таким

образом

Кгас~ У(Ро) = (f, (Ро), Д, (Ро),, Д (Ро) ),

вЂ” = grad f(Pp) E = Пр grad f(Pp) =
l

= /огай/(Рд~/ сок (/райЯР~), () . (3.27)

Вектор grad f(Pp) коллинеарен вектору нормали (см. да-

лее) к поверхности уровня S: /(х1,х2,...,х.„) = const, про-

ходящей через точку Ро. Поэтому для любого вектора 8

касательного к поверхности уровня справедливо равенство

д.((Ро)
др

с)
= grad /(Ро) . Е = О, Ро E S ..(3.28)

Из соотношений (3.27) и (3.28) следует, что: 1) гради-

ент функции f перпендикулярен поверхности уровня; 2) на-

правление градиента функции f в данной точке Ро есть на-

правление наиболее быстрого роста функции (то есть наи-

большей производной по направлению, что имеет место при

cos Zgrad Рд, 8 = 1.

В случае функции трех переменных и = f(x,ó,z) произ-

водная по направлению E = (cos a, cos P, cos y) и градиент

функции определяются выражениями:

ди Bf Bf Bf
вЂ” вЂ” cos О +

вЂ” cos 8 + вЂ”

с0$'~)
д8 дх By

'

Bz

Bf Bf Bf
gradu=

вЂ” i + вЂ”

j + вЂ” k. (3.29)
дх ду Bz

Если f(P) и д(Р) вЂ” дифференцируемые функции своих

аргументов и С = const, то справедливы следующие соотно-

шения:

grad(f + д) = grad f + grad д, grad(C + /) = grad f.,

grad(Cf ) = С grad f, ~1адЦд) = д grad f + f grad д,

grad(f") = nf"
~
grad f +gradg, grad(f(g)) = f'(g) gradg.
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Пример 3.35. Найти производную функции и = z3y3z3 в

точке И(1, 1, 1) в направлении, образующем с осями коорди-

нат углы 60', 45', 60'.

P е ш е н и е. В соответствии с (3.26) и (3.29) неооходимо

найти частные производные функции и в точке M. Имеем

.2 3 3,
ди

° 3 2 3.
~~

° 3 3 2
вЂ” = Зх у:

вЂ” = 3x y z; вЂ” = Зх у
дх

'

ду
'

д~

В точке ЛУ значения производных

ди(1, 1, 1) . ди(1, 1, 1) ди(1, 1, 1)
дх

'

By
'

д.

Подставляя найденные значения в (3.29), получим:

ди(1, 1, 1)
д8

= 3cos60'+ 3cos45'+ 3cos60' =вЂ”

=3 + + = вЂ” 2+ 2

Заметим, что градиент этой функции в точке И(1,1,1)
равен Вгвйн(1, 1,1) = 3 ( г -Н- j -Н- Й).

Пример 3.36. Найти производную функции и = х2+уз+
+z3 в точке А(1,2,3) в направлении, идущем от этой точки к

точке В(13.,5,7).
P е ш е н и е. В отличие от предыдущей задачи здесь не за-

даны направляющие косинусы единичного вектора указанного

направления. Их легко найти, если известны координаты век-

тора: AB: АВ = 12i +3 j +4k, тогда

12 12 3 4
соьо = =

вЂ”, cosP = вЂ”, сову
=

вЂ”,
144 + 9 + 16 13' 13' 13'

12~ 3 вЂ”. 4 ~
8= вЂ” i+ вЂ” j+ вЂ” k.

13 13 13

Найдем теперь частные производные первого порядка:

ди(1, 2., 3) . ди(1, 2, 3)
дх '

By
ди(1, 2, 3) 2

= 27
Дс'
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И производную в направлении 8 в точке А:

ди(1,2,3) 12 3 4 36+36+108 180

д( 13 13 13 13 13
= 3 вЂ” +12 вЂ” +27 вЂ” =

1

Пример 3.37. Найти производную функции и = вЂ”, где
т

~-2 = х2+ y2+ ~2 в направлении ее наиболее быстрого роста.

P е ш е н и е. В данном случае необходимо найти производ-

ную в направлении градиента. Эта производная в соответствии

ди
с (3.27) равна вЂ” = [ grad u[ так как cos Zgrad f, E = 1.

BE
Определяем координаты вектора grad u в некоторой произ-
вольной точке Р(х,y,z):

ди 2 дт 4х ди 4у ди 4z

дх тз д,з By
з д,.з

4
и@~ада= вЂ”

вЂ”, хг +уp +zй
r3

тогда ~gradu~~ =

~ ( вЂ” ) ++ (вЂ”)
4

2
4

+2+ ~З+ ~2вЂ”
7t3 -2

3.6.

КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ И НОРМАЛЬ

К ПОВЕРХНОСТИ

Пусть поверхность задана неявно уравнением Г(х, y, z) = О.

Проведем через точку ЛХ(х, y, z) этой поверхности произволь-

ную кривую по поверхности и в указанной точке построим
к этой кривой касательную (очевидно в общем случае таких

кривых и касательных к ним существует бесчисленное мно-

жество).

Если все касательные в точке M поверхности к различным

кривым, проведенным через эту точку по поверхности, лежат

в одной плоскости, то эта плоскость называется касательной

плоскостью к поверхности в точке AI, а сама точка М при
этом называется точкой касания.

Нормалью к поверхности в точке AI называется всякий

ненулевой вектор, параллельный прямой, проходящей через
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точку касания поверхности с касательной плоскостью, прове-

денной в точке M и перпендикулярно этой плоскости. Ука-

занная прямая называется нормальной прямой к поверхности
в указанной точке М.

Если поверхность задана неявным образом уравнением

F(z,у, z) = 0 и имеет в некоторой точке ЛХ(хо,уо, ао) каса-

тельную плоскость, то уравнение этой плоскости имеет вид

F.'(~p ~о, о)( вЂ” хо) + Р„( о уо, о)(у вЂ” уо)+

+ F~(~o уо zp)(z вЂ” ~о) = О, (3.30)

а уравнение нормальной прямой

:Г вЂ”

Xp g
вЂ”

gp Z вЂ”

Zp
(3.31)

F (хо Уо zp) ~'„(хо Уо zp) F (хо Уо о)

При этом в качестве нормали в указанной точке можно

взять вектор

FÌ FМ FМ

дх
'

ду
'

Oz

Если уравнение поверхности, имеющей касательную в дан-

ной точке ЛХ(хо, уо, zp) задано в явной форме z = f(x, у), то

уравнение касательной плоскости и нормальной прямой в точ-

ке М имеют соответственно вид

г вЂ”

zo вЂ”

вЂ” Д(хо,'уо)(х вЂ” хо) + f„'(õp, уо)(у вЂ” уо) (3 32)

X вЂ”

Xp g
вЂ”

gp Z вЂ”

Zp
(3.33)

f(&g ;o о) У„(хо,'

Легко заметить, что правая часть уравнения (3.32) пред-
ставляет собой, согласно (3.5) полный дифференциал функции
двух переменных z = f(r, у) в точке Ро(хо,уо). При этом, так

как z вЂ”

zp представляет собой приращение аппликаты точки

касательной плоскости, то отсюда вытекает геометрический
смысл дифференциала первого порядка функции двух пере-

менных: дифференциал первого порядка (или полный диффе-
ренциал) функции двух переменных z = f(r,у) в точке
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Po(xo,yo) есть приращение аппликаты точки касательной

плоскости, проведенной к поверхности в ее точке М(хо, yo, zo),
Пример 3.38. Написать уравнение касательной плоскости

Х2 у
и нормальной прямой к поверхности

вЂ” + вЂ” + вЂ” = 1 в точке
а2 Ь2 с2

Д~~

P е ш е н и е. Поверхность задана неявно, поэтому соответ-

ствующее уравнение касательной плоскости имеет вид (3.30).
Находим частные производные, входящие в это уравнение, с

х2 у2 Г2
учетом того, что в данном случае F(x, у, z) = вЂ” + +

вЂ” 1. Имеем: Р' = вЂ”; Fö
вЂ”

вЂ” â€”; F,' = вЂ”. В точке Л1 значения

частных производных равны:

Г'(М) = вЂ”; F„'(M) = вЂ”; F,'(M) = вЂ”.

Подставив полученные результаты в (3.30), получим иско-

мое уравнение касательной плоскости.

вЂ” (х вЂ” вЂ” ) ~--(* вЂ” -) ~--(х вЂ” -) =О~
х 2 у z

+-
вЂ” = 2.

а Ь с

Уравнение нормальной прямой найдем, подставив значения

частных производных, вычисленных в точке в (3.31). Получим
а 6 с

g
вЂ”вЂ”

V2 2 2
1 1

Ь

вЂ” (х вЂ” вЂ” ) = 6(у вЂ” -) =с (х вЂ” -) .

Пример 3.39. Написать уравнение касательной плоско-

сти и нормальной прямой к поверхности z = 2x~ + 3у2 в точке

M(1, 2, 14) .

P е ш е н и е. Искомые уравнения находятся по формулам
(3.32) и (3.33):

f(x, у) = 2х + Зу, Д(М) = 4х = 4, f„'(М) = бу = 12.
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Уравнение касательной плоскости имеет вид

z вЂ” 14 = 4(х вЂ” 1) + 12(у вЂ” 2) ~ 4х + 12у вЂ” z вЂ” 14 = 0.

„х
вЂ” 1 у

вЂ” 2 z

Уравнение нормальной прямой
4 12 вЂ” 1

Пример 3.40. Найти уравнение касательных плоскостей

к поверхности х + 4у + 9~ = 1, параллельных плоскости

х+у+2; = 1.

P е ш е н и е. Так как касательная плоскость должна быть

параллельна к плоскости х+ у+ 2z = 1, то нормаль касатель-

ной плоскости должна быть коллинеарной к нормали заданной

плоскости. Это означает, что, согласно условию коллинеарно-
сти имеет место условие:

F'(M) F„'(M) F,'(И)
1 1 1

2х 8у 18z
или F' = 2х, F' = 8у, F' = 18z, вЂ” = вЂ” = . Откуда сле-х у z

1 2

дует, что 2х = 8у, 2х = 9 или у
= вЂ”

х, z = вЂ” х. Координаты
4

'

9
1 2

точки P х, вЂ”

х,
вЂ” х должны удовлетворять уравнению по-

'4 '9

верхности, так как эта точка принадлежит этой поверхности.

Подставив ее координаты в уравнение поверхности, получим
2

1
2

'4
.2

следующее уравнение для х: х + 4 вЂ” х + 9 вЂ” х = 1,
16 81

4
откуда х = 6 . Соответственно, y = z, z = +

61 2 61 3 61
Имеем таким образом две точки касания

6 3 4 6 3 4

/61 2/61 3 /61 /61 2/61 3/61)
соответственно, две касательные плоскости, которые, соглас-

но (3.30) описываются уравнениями:

1 ° х~: +1. у~ +2 z+ =О~

109
wx+y+2zk =0.

6 61
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3.7.

ЭКСТРЕМУМЫ ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ

ПЕРЕМЕННЫХ

Пусть функция f(x&gt;,хз....,х „) определ н в некото
области G с E" и точка Pp c G. Значение функции в этой

точке f(Pp) называется локальным максимумом (локальным

минимумом) функции f(x&gt;,х~,..., „ в обла т С е ли

ществует некоторая окрестность Г(Ро) с С точки Ро такая,

что для всех точек P c Г(Ро) Рр имеет место неравенство

f(P) ( f(Pp) (f(P) ) f(Pp)) . Максимум или минимум функ-

ции /(х1, х2,...,х„) называется также локальным экстрему-

мом функции f(x&gt;,х2,..., „ в обла ти

Замечания. 1) Под окрестностью точки Рр понимает-

ся любая область, содержащая точку Рр. 2) Запись Г(Ро) Рр
означает проколотую окрестность точки Ро, то есть окрест-

ность этой точки без самой точки. 3) Из определения локаль-

ного экстремума функции /(х1,х2,...,х„) в точке

Pp(&gt q, хз~,. ., „) следу т, то f( p) являе ся наиболь им

наименьшим значением функции /(х1, х2,..., х„) в окрестно-

сти точки Ро, но не является, в общем случае, наибольшим

или наименьшим значением функции в области G, то есть

глобальным экстремумом.

Необходимое условие экстремума

Если точка Ро есть точка локального экстремума

f(r» х2,..., х„) и если в точке Рр существуют частные произ-

водные первого порядка функции /(х1,х2,...,х„), то все эти

частные производные равны нулю, то есть

Д (Pp) = О, (i = 1, 2,..., n) . (3.34)

Точки, в которых частные производные первого порядка

обращаются в нуль называются критическими, или стацио-

нарными, или точками возможного экстремума.
Замечание. 1) Функция f(P) может иметь экстремум и в

тех точках, где частные производные не существуют. 2) Усло-
вие (3.34) не является достаточным условием локального экс-

тремума. Например, частные производные функции z = у
вЂ” x~
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равны нулю в точке 0(0,0), однако эта функция не имеет экс-

тремума в указанной точке, так как равна в ней нулю и ни

в какой окрестности точки (0,0) неравенство y2 вЂ” х2 ( 0 или

(y2 вЂ” х2 & t; О) не выполняет

Пример 3.41. Найти стационарные точки следующих

функций:

1) f(x,д) = (х вЂ” 3) + (у вЂ” 2)2;
2) f(x,у,z) = т, +4y2+9z2 вЂ” 4х+16y+18z+1.

P е ш е н и е. 1) Найдем частные производные Д = 2(х вЂ” 3);
f„' = 2(у вЂ” 2) . Приравнивая частные производные нулю, полу-
чим систему уравнений: х вЂ” 3 = О и y

вЂ” 2 =- О. Отсюда сле-

дует, что х = 3, y = 2. Таким образом, стационарная точка

(3, 2) . 2) Частные производные равны
'
= 2x вЂ” 4, f„' = 8y вЂ” 16, Д = 18;, .+ 18.

Стационарные точки находим из условия равенства ну-
лю частных производных, что приводит к следующей системе

уравнений: 2х вЂ” 4 = О, 8y вЂ” 16 = О, 18z+ 18 = О. Откуда сле-

дует, что x = 2, y = 2, z = вЂ” 1. Стационарная точка (2, 2, вЂ” 1).

достаточные условия экстремума

Пусть функция /(х~, х2,..., х„) определена и имеет непре-

рывные частные производные второго порядка в некоторой
окрестности точки Ро(хо„хо2,..., x„), являющейся стационар-
ной точкой функции f. Тогда, если квадратичная форма (вто-

рой дифференциал)
П

Ф(йх~, dxg,..., dx„) =,,'~ f" (Pp) dx, dxz (3.35)
i,ó=1

положительно определена (отрицательно определена) в точ-

ке Ро, то функция f(x&gt;,х2,..., „) им е B то ке мини

(максимум). Если квадратичная форма Ф принимает как по-

ложительные, так и отрицательные значения (то есть неопре-

деленна), то в точке Ро нет экстремума.
Замечание. Квадратичная форма Ф называется положи-

тельно (отрицательно) определенной, если для любой

точки P(zq, z2,..., z„) E Е™ имеет место Ф(~~, z2,..., z„) & t

(Ф (О).
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Исследование знакоопределенности квадратичной формы

осуществляется с помощью критерия Сильвестра.

Критерий Сильвестра

Яля того, чтобы квадратичная форма (3.35) была поло-

жительно определена, необходимо и достаточно, чтобы все

угловые миноры:

С/I С//
ф// . /~ ~Х1Х1 /Х1Х2

1= /Х,Х, 2=

Х2 Х1 Х2 Х2

f
// ~РII ~Р II

Х1Х1 /Х1Х2
' '

/Xl Х„
с// с// с//
'/х2 х1 1х2 х2 /х2 х (3 36)
° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °

Хп Xl Х!1 Х2 Хп Хтх

были положительны, то есть

Ь1)О Ь2)О ° ° - Ь )О ° (3.37)

Замечаиие. Если знаки угловых миноров чередуются на-

чиная с отрицательного, т.е. Ь1 ( О,Ь2 ) О,Ьз ( О,..., то

квадратичная форма (3.35) будет отрицательно определенной.
Если нужного чередования знаков нет и (3.37) не выпол-

няется, то квадратичная форма (3.35) знаконеопределенная.
В таких точках функция /(х1,х2,...,х„) не имеет экстрему-
ма и ее называют седловой точкой функции /(х1,х2,...,х„).

,цля функции двух переменных f(x,y) (n = 2) достаточ-

ные условия экстремума запишутся следующим образом:
1) минимум, если Л & t; О gt; и и С
2) максимум, если Л & t; О О ( л (
3) нет экстремума, если Л ( О;

4) вопрос открытый, требуется дополнительное исследо-

вание, если Л = О. Здесь Л = А С вЂ” В~, А = Я(хо,yo)
+ = f„(&g ;o о = f„"„ ~o о

Пример 3.42. Исследовать на экстремум функцию

z = х + 2у вЂ” 2ху вЂ” х вЂ” 2у.
2 2



172 ПРАКТИЧЕСКОЕ РУКОВОДСТВО К РЕШЕНИЮ ЗАДЛЧ

P е ш е н и е. Находим стационарные точки данной функции
из решения следующей системы уравнений:

Д =2т вЂ” 2у вЂ” 1=-0

/'„' =- 4y вЂ” 2х вЂ” 2 = 0

3
Откуда следует, что х = 2, y = вЂ”

. Исследуем достаточные

условия экстремума. Яля этого наидем частные производные

второго порядка. Имеем: f," = 2, f„"ц„вЂ”вЂ”-4, f „вЂ”
= f„" = вЂ” 2.

В соответствии с критерием Сильвестра находим угловые ми-

2 вЂ” 2
норы: Ь1

вЂ”

вЂ” 2) 0; Ь~ = = 8 вЂ”4) О. Так как угловые
вЂ” 2 4

3
миноры все положительны, то в точке 2, вЂ” данная ункция

имеет минимум.

Пример 3.43. Исследовать на экстремум функцию

и, = х +2y +4~ +4х+2р вЂ” 8.

P е ш е н и е. Находим стационарные точки функции из си-

стемы уравнений

и' = 2х+4 = О.,

и„' =4y+2 =0,

и', =-Hz вЂ” 8=0.

1
Откуда х = вЂ” 2, y = вЂ”

вЂ”, z = 1. Находим частные произ-
2'

водные второго порядка:

// // II II II //
и =2,и,р вЂ”

вЂ”

иу,
вЂ”

вЂ”

О,и, =и, = О,иуда
вЂ”

вЂ” 4,

В соответствии с критерием Сильвестра составляем угло-

вые миноры:

200

Ь~ вЂ”

вЂ” 2 ) О, Ьг вЂ”

0 4
вЂ”

вЂ” 8) О, Ьз вЂ”

вЂ” 0 4 0 = 64) О.

008

Так как все угловые миноры положительны, то данная

1

функнин и танке ( вЂ” 2,вЂ”.1 имеет лакелкный минимум.
'2
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Пример 3.44. Исследовать на локальный экстремум функ-

ЦИЮ

/(х1, х2) = Зх1 х2
вЂ”

x&
t; Ђ”

Ђ” х

2 3 3

3

P е ш е н и е. Найдем производные Д и Д,; решая полу-

ченную систему

хг вЂ” Зх1
вЂ”

вЂ” 0г

Зх- вЂ” 4хгг = 0

найдем две точки Ро(6,3) и Р1(0,0).
Для установления характера найденных стационарных то-

чек воспользуемся достаточным условием экстремума и иссле-

дуем знакоопределенность квадратичной формы, представля-

ющей собой, как легко заметить второй дифференциал:

= (6х2 вЂ” 6х1) dxq + 6х1 dxg Нха + 6х1 dxg dxg вЂ” 8х2 dxq .

бхг вЂ” бх1 бх1
Составим матрицу . Вычислим значе-

бх1 -8хг
ния соответствующих миноров согласно (3.36):

Л~ = (6х2 вЂ” 6х1) ~„=s = вЂ” 18,
х2=3

Ь2=
' '

= (6(xq вЂ” х1)( вЂ” 8х2) вЂ” (6xy)~) „=а=648.

В соответствии с (3.37) получаем, что в точке Ро функция
имеет максимум f „= 72.

Исследуем теперь точку Р1 (О, О) . В этой точке Л1(0, О) = О,

Ag(0,0) = 0 и требуется дополнительное исследование. По-

скольку при х1 = О и х2
= О, f(0 0) = 0; при х1 ( О и х2 = О,

f(x&gt; 0 =Ђ” 1 ) О а ри х и х2

Ђ” Ђ” О, /(х1 0 =Ђ” х (
то в окрестности точки Р1(0, 0) имеются как положительные,

так и отрицательные значения /(х1, х2), значит Р~ (О, 0) вЂ” сед-

ловая точка.

Пример 3.45. Исследовать на локальный экстремум

функцию

f(x~,х2) = 1+ х, ~/х2.
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Решен и е. Найдем производные Д, = 4хз,ВУх2 и Д, =

1 ~,4
'. Одновременно эти производные не обращаются в

33 Х2
г

нуль ни в одной точке. При всех х2
= О Д, не существу-

ет, а функция f (x&g ;, 2) непрерыв а. Следователь о, то

P(x&g ;, х2

Ђ” Ђ” О) являю ся точк ми возможн го экстрему
В то же время при x2 & t О f(x& t ,x gt; 0) = f(x gt , )

/(х1,х2 ( О) = /(х1,0) . Следовательно точки на прямой
Х2

вЂ”

вЂ” О вЂ” СЕДЛОВЫЕ.

Пример 3.46. Исследовать на экстремум функцию
х1х2

у (Х1 т Х2)вЂ”
1+ х1х2

Решение. Имеем

Х2 (1 вЂ” Х1Х2) Х1 (1 вЂ” Х1Х2)
(1+ х2х2) (1+ х2х2)

1
w РосР, D), Pi (х,, хе = М вЂ”

вЂ”

критические точки.
х1

Найдем значение функции /(х1,Х2) в точках Р~. Если
1 1 1 1

х2=- вЂ”, то f х1,х2=-
вЂ” = вЂ”

вЂ”, если х2= вЂ”, то

х1 х1 2' х1
1 1

f (х~,хт = вЂ”
=

вЂ
. Воспальвуемсн неравенствам ~2х,хт~ &

х1 2

1
( 1+ х2х22. Отсюда следует, что на линии х2 =

вЂ” вЂ” функция
х1

1

f(»,x2) имеет нестрогий минимум, а на линии х2
= вЂ”вЂ”

х1

нестрогий максимум, так как в первом случае, с учетом ука-
х1х2 1

занного неравенства, имеем f(x&gt;, 2 gt;

= вЂ Ђ”

2~Х1Х2~ 2

х1х2 1
втором f (x&g ;, 2

2~Х1Х2~ 2

Докажем, что точка Ро(0,0) вЂ” седловая. В самом деле,

при f(0,0) = О, если х1 & t; О, х ( О, то f(x), 2 ( О, е

же х1 & t; О, х & t; О, т f( ~ x2 &gt; О, следо а ельно,
ности точки Po(O,O) имеются значения функции f(xi, х2) как

большие f(0,0), так и меньшие f(0,0). Этот же результат

можно было бы получить, исследовав квадратичную форму
второго дифференциала, которая в рассматриваемом случае
имеет вид: d2f(0,0) = 2dxdy.
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Матрица, соответствующая этой квадратичной форме:

О 1 О 1

1 О
~ Ь1 вЂ”

вЂ”

0) Ь2 1 О

то есть квадратичная форма является знакопеременной. В точ-

1

ках Р& t; ~.
х2

Ђ”

Ђ”

Ђ” квадратич ая о ма втор го ди ер
х1

циала имеет вид

2
d f х1,х~=~вЂ”

х1

2 2 2 2
1

вЂ” (х~~ dxq +- х~1 dxq + 2х1х~ dx, dxg), х~ =
вЂ”вЂ”

2 2 2 2
1'

вЂ” вЂ” (х~ dxq + х1 dxq + 2х1х~ Их] dxa), т~ =вЂ”

х1

Матрица, соответствующая этой квадратичной форме, име-
1 1

2 2
ет Вид:

вЂ”

х1 ПРИ Х2 вЂ”

вЂ”

вЂ” вЂ” И --

Х, при
2

вЂ” 1 х2 х1 2
х1 х1

1
вЂ” 2

х2
вЂ”

вЂ” вЂ”. И в том и другом случаях имеем A& t;

Ђ” Ђ” -Ь

Ђ”
х1 2

Ь2 вЂ”

вЂ” О, то есть достаточный признак ответа не дает и требу-
ется дополнительное исследование, которое и было выполнено

выше.

Пример 3.47. Найти наибольшее и наименьшее значения

функции z = х~ + у вЂ” 2ху вЂ” х вЂ” 2y в треугольнике G, огра-

ниченном прямыми х = О, y = 0, x+ y = 4.

P е ш е н и е. В данной задаче необходимо найти не локаль-

ные, а глобальные наименьшее и наибольшее значения функ-
ции в заданной области. Для этого необходимо найти стацио-

нарные точки функции внутри области G и на ее границе,
вычислить значения функции в этих точках и выбрать из

них наибольшее и наименьшее. Исследование данной функ-
ции внутри области нами проведено в задаче 3.42. Значение

функции в стационарной точке внутри области равно

3 5

2, вЂ” = вЂ” вЂ”
. На оси Оу, то есть при x = О имеем:

'2 2
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1 1 1 1 1
z = 2y -2y, z' = 4y вЂ” 2 = О, y = вЂ” v z О,вЂ” =2 вЂ” вЂ” 2 - = вЂ”

вЂ”.

2 2 4 2 2

На оси Ох, то есть при у = 0 имеем = х вЂ”

х,
'

=- 2х вЂ” 1,
1 1 1 1 1

х = вЂ” и z вЂ”,0 = вЂ” вЂ” вЂ” = вЂ” вЂ
. На прямой х+ у = 4 имеем

2 2' 4 2 4

z = х2 + 2(4 вЂ” х)- вЂ” 2х(4 вЂ” х) вЂ” х вЂ” 2(4 вЂ” z) = х2 + 9х вЂ” 40 и

9 17 9 17
~' = 2х + 9,х = --, у =

вЂ”
. Точка --,

вЂ” не принадле-
2' 2 2' 2

жит области С, поэтому вычислять значение ункции в этой

точке не нужно. Сравнивая между собой полученные значения

функции в стационарных точках, получим, что

1 1
.

1 1
max z=z вЂ”,0 = вЂ”

вЂ”, min z=z вЂ”,0
(x tj)ес: 2 4 (ху)~~ 2

'

4

Условный экстремум

В приложениях анализа часто возникают задачи на отыс-

кание экстремума функций нескольких переменных при неко-

торых дополнительных условиях. Это так называемые задачи

на условный экстремум.

Пусть переменные х&g ;, х2,. ., х„связ ны ме ду со ой

стемой уравнений связи:

Fq(xq, х2,..., х„) = О,

Fg (xg, х2,..., х„) = О,
(3.38)

° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °

F~(~&g ;, х2,. ., „ = О

где функции F, (i = 1, 2,..., Й) непрерывно дифференцируемы
в области G с Е™ и точка Рр(хо,хР2,...,хР) c G u

F,(Рр) = 0 (i = 1, 2,..., Й) .

Функция у = f(xi, х2,..., х„) имеет условный максимум
(минимум) в точке Рр, если существует такая окрестность

U(Pp) C G точки Рр, что f(Pp) & t; f P) (f( p &lt; f(P

всех Р(х~, х2,..., х„) C U(Pp), для которых F,(Pp) = 0

(i = 1,2,...,Й).
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Будем предполагать, что все функции f(P) и Р;(Р) два-

жды непрерывно дифференцируемы и ранг матрицы

дР'1 дР'1 дР'1

дх 1 дх2 дх„

д~2 д~2 д~2

дх1 дх2 дх„ (3.39)
° ° ° ° ° ° ° ° ° ° ° Ф

1

BFy OFg дГ~

дх1 дх2 дх„

в каждой точке Ро E G равен k, ради определенности будем

считать, что

дГ, BF, BF,

дх1 дх2 дх„

д~2 дР2 д~2

дх1 дх2 дх„ (3.40)
° ° ° ° ° ° ° ° ° ° °

&gt

дх1 дх2 дхп р р„

Исследование функции /(х1,х2,...,х„) на локальный

условный экстремум проводится с помощью метода неопре-

деленных множителей Лагранжа. Суть метода заключается в

следующем.

Составляется функция Лагранжа

L(xq,х2,...,х„, А1,А2,..., А~,-) =

k

f(x) х2 ... x„) + ~ А~ F~(х] х2 ..., x„)
i=1

Числа А, (i = 1,2,..., й) называются множителями Лагран-
жа. Далее находятся стационарные точки функции Лагранжа:

ы BL
вЂ” = 0 (г = 1,2,...,n), = 0 (у = 1.2,...,й) . (3.41)

~г Лб
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Пусть решением системы уравнений (3.41) будет точка

Ро(хо, хо2,..., хо, Ло„Ло2,..., Л~~) . Яалее исследуется на знако-

переменность второй дифференциал функции Лагранжа

И Е(х,,х2,...,х„,Л„Л2,...,Л~) =

д ЦРо) д L(Pp)
вЂ” ~а~~+ ~i j ~

z,=õ,â€” х,, (,=Л; вЂ” Л,. (3.42)

Если 02L(Pp) вЂ”

знакоопределенная квадратичная форма,
то функция f(P) имеет локальный условный экстремум. Ес-

ли РЕ(Ро) есть знаконеопределенная квадратичная форма,
то необходимо дополнительное исследование: Рд может быть,
а может и не быть точкой локального условного экстремума

функции f(P).
В частности, для нахождения условного экстремума функ-

ции двух переменных исследуется следующая функция
Лагранжа:

L(x, у, Л) = f (x, у) + Лр(х, у), (3.43)

где Л вЂ” неопределенный постоянный множитель, для кото-

рой ищут обычный экстремум, решая систему трех уравнений

(необходимое условие экстремума):

Bf
вЂ” = вЂ” +Л вЂ” =0
дх дх дх

вЂ” = вЂ” +Л вЂ” =0
Bf

(3.44)
д» д д

дЕ
вЂ” = p(x,у) = О
дЛ

Определив из этой системы три неизвестные величины Лц,
Ф

хо, ур, подставляем эти числа в дискриминант Л для функции
L(x, у, Л) . Если Л ) О, А «О (или С ( О), то в стационарной
точке P(xp,yp) имеется условный максимум функции f(x,у),
если Л & t; О gt; и и С &g ; О), то условны ми им
(Л, А и С определены (3.38) вЂ” (3.40)). Выпишем еще один

критерий определения того, что функция двух переменных,
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исследуемая по методу неопределенных множителей Лагран-
жа, имеет условный экстремум.

Если в точке Ро хо,yo), являющейся решением системы

.
BL L BL

уравнений
вЂ” = О, вЂ” = О, вЂ” = 0 определитель
дх

'

ду
'

дА

р'. (Ро) р'„(Ро)
Л(Ро) = (p' (Pp) L (Pp) L (Ðp) (3.45)

p„(Po) L „(Po) L„„(Po)

меньше нуля Л ( О, то функция /(х.y) имеет при х = xp,

у = yp локальный максимум, если же Ь ) О, то в точке х = хц,

у = yp функция f(x, y) имеет локальный минимум.

Пример 3.48. Найти экстремум функции

/(х,у) = х +у~ вЂ” 2х вЂ”

у

при условии, что переменные х и у связаны уравнением

р(х,y) = х+ y
вЂ” 1 = О.

P е ш е н и е. Яля функции Лагранжа

L(x, y, А) = х + y2 вЂ” 2х вЂ”

y + А(х + у
вЂ” 1)

с учетом (3.44) имеем систему трех уравнений:

I' = 2х вЂ” 2+А =0

Ь,' =2у вЂ” 1+А=0 .

х+рвЂ 1

Ее решен ие хц
вЂ”

вЂ”

0,75, yp
вЂ”

вЂ” 0,25, Лц вЂ”

вЂ”

0,5 . Находи м да-

лее частные производные второго порядка: I" = 2 = А ) О,

Ly' 2 = С ) О, L," О = В, Л = АС вЂ” B2 = 4 ) О. Сле-

довательно, имеет место условный минимум функции /(х, у):

f , (0,75; 0,25) = 0,752 + 0,252 вЂ” 2 . 0,75 вЂ” 0,25 = -1,125 .

Пример 3.49. Исследовать на наличие локального экс-

тремума функцию /(х1,х2) = х2
2вЂ” х2 при условии х~ вЂ” 2х2+-

+ 3=0.
P е ш е н и е. Составим функцию Лагранжа

L(x, у, А) = ха + х2 + А(х1 вЂ” 2х2 + 3).
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Найдем точки, где частные производные первого порядка

этой функции обращаются в нуль. Имеем

ж
= вЂ” 2х1+ Л =0

дх1

дЕ
= 2х2 вЂ” 2Л =0

дхг

OL
вЂ” = х1

вЂ” 2х2+3 = 0
дЛ

Отсюда получаем точку возможного экстремума

Р1(1,2, вЂ” 1). Найдем далее гРL(x~,хг, А) = вЂ” 2dx2+ 2сЬ:~г+
+2dxq dA вЂ” dx~dA. Яанная квадратичная форма знаконеопре-
деленная, так как миноры матрицы, соответствующей данной

-2 1 вЂ” 2 1
квадратичной форме, Л1 = вЂ” 2, Лг

1 2
' '

1 2

= вЂ” 5 вЂ”

отрицательны. Таким образом, L(x,y, Л) не имеет

экстремума. Однако, докажем, что условный экстремум функ-
ции f(x& t; г) ри усло ии св зи ес

В самом деле, из условия связи следует dx& t;

Ђ” Ђ” 2 x

d L, = вЂ” бс(х2 вЂ” есть отрицательно определенная квадратич-
ная форма и точка x& t = 1, х= Ђ 2 являе ся точ ой локальн

максимума функции /(х1, хг) при условии связи xg вЂ” 2тг +

+3=0.

Пример 3.50. Найти условный экстремум функции

f (x&g ;, г = ' +
хг г Ђ”

1х Ђ” 2+ x gt + г вЂ” 4 при у ловии

х1-+-х~+3 = О.

P е ш е н и е. Составим функцию Лагранжа

L(x,хг.Л) = f(x,,хг)+A(xy+хг+3).

Найдем решение системы уравнений

BL
=2х~з х~+1+Л=0

дх1

дЕ
=2х~ вЂ” х~+1+Л=О .

дх2

ДЕ

дЛ
вЂ” =х1+х2+3 = 0
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Составим определитель в соответствии с формулой (3.45)

0 1

Ь= вЂ” 1 2 вЂ” 1

1 вЂ” 1 2

° ° °

2 вЂ” 1 1 вЂ” 1 1 2
вЂ” 0

1 2
вЂ” 1

1 2
+1.

1 1
вЂ”

вЂ” 6) О,

следовательно, в точке x&
t;

Ђ” Ђ”
хг

Ђ”

Ђ” Ђ” ,5 имее ся услов ый

нимум f( вЂ” 1,5;1,5) = вЂ” 4,75.

3.8.

ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ 3

Найти и изобразить область определения следующих функ-
ЦИй.

3.51 u. = ~;â€”.Ã+ „г + -г
вЂ” 4.

3.52. я=1п(х +у вЂ” 9).
3.53. z = 2х+ у+ 2х вЂ”

у.

1 1
354 г= +

2х+ у ~2х вЂ”

у

y
вЂ” 1

3.55. = arcsin
х+1

3.56. = (х вЂ” 11+ ly+ 1! вЂ” (х+ у(.

3.57. z = 9 вЂ” хг вЂ” уг вЂ” 12 + хг + g2 + -2 4

Найти линии и поверхности уровня следующих функций.

3.58. y+1
3.59. z = х~е

х+2
1

3.60.: =
г г

3.61. = ппп(т., y).4хг + 9уг
хг

3.62. и = вЂ” + вЂ” +вЂ” 3.63. и = 4 +~
4 9 16
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Найти пределы следующих функций.

3.64. lim . 3.65. lim
2х +Зу~ . sin(xy~)

Х- 0 ~хг-+-gy2+ ] вЂ” 1.
'

х-

0 у2

х 1

1 уг+ 2 2 2 2
3.66. Iim 1+ вЂ”

'' у
. 3.67. Iim (1+ Зх~у~) х + у

Х-~ОО х- 0
у

вЂ” 2
у-0

хг+
lim 3.69. Iim (х + у~)
~о у вЂ”~ОО

3.70. lim
хг+ Зу4

3.71. lim
1 вЂ” сов(х~ + у~)

~ Дхг -+- ~у4' хо (х~ + y&gt
у

вЂ”~ОО
у

вЂ” 0

Исследовать на непрерывность функции.

3.72. г
2 2

х+ 2у х(у вЂ” 1)~
хг+ уг Хг «- увЂ”

2 9 4
3.74. = + . 3.75. z =

sin Тгх яш ~у х вЂ” 2у

376. z=
хг+ gy

г г'

х вЂ”

у

Х вЂ” 2y г «,г'

Найти частные производные первого порядка следующих

функций.

3.78. z = x y
вЂ” х у . 3.79. z = (Зх~у~ вЂ” ys+ 8)
у х

3.80. z = ln t~â€” 3.81. z = х" .

х

3.82. = х' . 3.83. z= ху+ ху+ (ху.

3.84. u=arctg(ln(x~+y~+z~)). 3.85. и = z*.

3.86. л вЂ”вЂ” (х+ у)* +"
. 7,„хгуг+угz2+ ~гхг

3.88. и = 1п(х + 1п(у + ln z)).~ 3.89. и = (x+y+z)*+"+'.

Найти указанные производные следующих сложных

функций.
3.90. я = f(x +у'~,х~у~), г' вЂ” ' -'

вЂ” ?

3.91. z = In (е~'+ е~"), z.', если у
= sin x.
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3.92. z = ctg(2t + 2х вЂ” 2у2), z,', если x = t2, у = Р .

3.93. и = хз+ yç+ -з+ tç и,', если х = sint, у = cost

z = siu2t.
Х2+ 2

3.94. z = 2 +", ', если y
= 111х.

3.95. z = f(ln(x+ y), ху), z' вЂ” ?, z„' вЂ” ?

3.96. Полагая х = тсоя,р, у = гяп(р? вычислить величину

функционального определителя (якобиана)

дх дх

D(x, у) д~' д р

D(r, p) By By
дт д(р

3.97. Полагая х = тсоя(ряпО, y = тяп&lt;ры О = тсо д,

числить величину функционального определителя (якобиана)

дх дх дх

Br д~р дд

П(х, у, z) ду ду ду

D(r, p, О) дг д~р дд

Bz Bz Bz

дт др дд

Проверить следующие равенства.
ди ди ди 3

3.98. вЂ” + вЂ” +вЂ” , если
дх By Bz x+y+z
и = 1п (х + у + я вЂ” Зхуя) .

1 Bz 1 Bz z

3.99. вЂ” вЂ” + вЂ” вЂ” =
вЂ”, если z = yp (х2 вЂ” у~) .

хдх уду у~
ди ди х

3.100. х вЂ” + y
вЂ” = ху+и, если и = ху+ у(р

дх ду у
д~л ди Х

3.101. 2: вЂ” + y
вЂ” = и вЂ” х вЂ”

у, если и = у(р
вЂ” вЂ” х вЂ”

у
дх ду

'

у
Найти частные производные высших порядков следующих

функций.
д2„д2~ д2~

3.102... если и = ln(х +y4) .

дх~ ду~ дх ду
д2 ц д2~ д2~

3.103. , если и = х~.
дх2

'

дх ду
'

ду2
'

дз
3.104. , если и = 2х+~.

дх2ду
'
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3.105...,, если и = In (х- + у ) .

дхг дуг
'

дгis д'и д'и
3.106 .

г
.. если и =вЂ”

д~и
3.107., если и = е'"'.

дс дх дд
дгддгд

3.108. Показать, что + = О, если

и = (х + y ) е' сову
вЂ” 2xye sin y.

3.109. Преобразовать дифференциальное выражение (диффе-
дих,t дих,t,

ренциальный оператор) Lu =
'

+ а к новой

х
дхг

независимой переменной ь = (подстановка Больцмана),
2 nt

считая и дважды дифференцируемой функцией переменной
v: и(х,t):â€” f(v), а = const.

дг дг
3.110. Оператор Лапласа Л = + +, где и

дх ду д2
= и(х, у, z) преобразовать к сферическим координатам г р, О

т. е. считая х =вЂ” тсоя(ряпО, у = гsinpsin0, z = тсояд.

(& t; Ђ”
1

3.111. Показать, что функция и = е «& t; (

2 7га1

xp
вЂ” постоянные), удовлетворяет уравнению теплопроводно-

сти

д~ д

Bt дхг
'

&lt;,
Ђ” Иг

3.112. Доказать, что функция и = С1 + С2 вЂ”, где С1,
т т

С2 и Й постоянные, удовлетворяет уравнению Гельмгольца

дгц дг~ дг

дхг+д г дг
Ф

3.113. Преобразовать дифференциальное выражение х2у"вЂ”
вЂ” 2xy'+ у к новой независимой переменной, полагая х = е'.

3.114. Преобразовать дифференциальное выражение

(1 вЂ” х2) y" вЂ” ху'+ ky к новой независимой переменной, по-

лагая х = cos t .



ГЛАБА 3. ДИФФ. ИСЧИСЛЕНИЕ. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 185

3.115. Преобразовать дифференциальное выражение yy"â€”
1

вЂ” 4 (y2+ (у') ) к новой функции v, полагая у
= вЂ”. Прове-

'У

рить следующие равенства.

ди ди
3.116. + = О, если и = 1n (r~ + y~) .

дх2 д~~~
д~ д~ д~ 1

3117. г+ + = О, если и=
д г д~~г дг +2+ уг+ г

ди ди
3.118.. = а~, если и = ф(х+ at) + p(x вЂ” at) .

Bt"- дхг
'

дидиди,
3.119. х2 +2ху +у2 = n(n вЂ” 1)и, если и

дх2 дх ду ду2
и +,1

вЂ”

п~~

Путем последовательного дифференцирования исключить

произвольные функции р и ф.

3.120. г
вЂ”
вЂ” у+ р(ху) . 3.121. я = р(х) + ф(у) .

3.122. z = р(х)ф(у) . 3.123. z = p(xy) + ф
Х

3.124. я = р(х + у) + ф(х вЂ” у) .

Найти производные функций заданных неявно уравне-

ниями.

3.125. cos (zy) + е*'" вЂ” ху2 = Î, у' вЂ” ?

3.126. у* вЂ” х" = О (х g у), у' вЂ” ?

3.127. ye"
вЂ” е" = О, y' вЂ” ?, у" вЂ” ?

3.128. 1п (х2 -+- у~) = 2 arctg вЂ”, у' вЂ” ?
у

3.129. е' вЂ”

ху = О,z' вЂ” ?, z„' вЂ” ?

3.130. z "вЂ”
ху" = О., z' вЂ” ?, z' вЂ” ?

3.131. у
вЂ” 2х + вЂ” 4у -+-2z вЂ” 8 = О, г' вЂ” ?, ~' вЂ” ?, z.". вЂ” ?,

г г

3.133. Функция задана параметрически х = 2и+ Зо, y =

= Зи вЂ” 2v, z = uv. Выразить z как явную функцию от х и у.
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3.134. Выразить как явную функцию от х и у, если х =

= ucosv, у
= usinv. ~ = av (а вЂ” постоянная, вЂ”

вЂ”, ( v ( вЂ” ).
2

Найти z', z„' следующих функций.
3135 х =и +о у =и

3.136. х=и+и, у=и
вЂ”

v, z=«v

3.137. х = и cos v, y
= е" sin v, = и2v2.

Найти дифференциалы указанного порядка следующих
функций.
3.138. dz, d~z, если z = 1n (x + y ) .

2 2

3.139. d, d2z, если z = е

3.140. du, d и, если и = e~"'.

3.141. du, d~u, если и = f((,g,() где ( = z~ + у~,g
= х2 вЂ” y~, ( = 2ху.
3.142. du, ~Ри, если и = f((., и), где ( = х + y, ц = я.

3.143. du d~u, если и = f (r) где т = х2 + y2 + z2

3.144. du, d~u, если и = f(xy,yz) .

3.145. du, d2u, если и = f (x, y, z), где х = t2, у = t3, z = t4.
3.146. dz, если x = и + v, y = и

вЂ”

v, z = и v2.
3.147. dz, d~z, если -+- Зху;. = й k вЂ” постоянная.

3.148. Пусть z = z(2:, у) удовлетворяет системе уравнений

f(x,y,,t) = 0

д(х,у,z,t) =0

где t вЂ” переменный параметр. Найти dz.

3.149. Найти значение полного приращения и полного диф-
ференциала функции z = х у в точке (1,2), если Лх = 0,1,

Ьу = 0,2.
3.150. Найти значение полного приращения и полного диф-

ху
ференциала функции z в точке (1, 1), если Лх = 0 01,

х2+ у2
Ьу = 0,02.
3.151. Вычислить приближенно 1п (~1,02+ ~/0,99 вЂ” 1) .

3.152. Вычислить приближенно 1,03З О4
.

3.153. Вычислить приближенно sin (7г (~1,023+ ф7,982) ) .

3.154. Вычислить приближенно 1,001 . 2,002 3,003
3.155. Насколько изменится диагональ и площадь прямоуголь-

ника со сторонами а = 4 м, о = 3 м, если первая сторона

увеличится на 1 мм, а вторая сторона уменьшится на 4 мм.
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3.156. При измерении радиуса основания R и высоты h цилин-

дра были получены следующие результаты: R = 3, 5 + 0,1 м,

h = 5 + 0,3 м. С какой абсолютной е и относительной b по-

грешностью может быть вычислен объем цилиндра?
3 157. Стороны треугольника равны и = 20:Е 0 1 м, О

=- 30 + 00,4 м и угол между ними о = 60' ~ 2'. Найти аб-

солютную е и относительную b погрешность, с которой может

быть вычислена третья сторона треугольника с?

3.158. Найти производную функции z = х + Зху+ у2 в точке

М(1,2) в направлении, составляющем угол а с положитель-

ным направлением оси ОХ. Выяснить в каком направлении
эта производная имеет: !) наибольшее значение; 2) наимень-

шее значение; 3) равна О.

3.159. !) Найти производную функции и = ху2+ х2у вЂ” z~2:вЂ”
â€” zy2 в точке M(1, 1, 1) в направлении, образующем с осями

координат соответственно углы 60', 45', 60', 2) найти произ-

водную функции и = х2у2z2 в точке А(3, 1, 2) в направлении,

идущем от этой точки к точке В(7,4, 14); 3) найти градиент

функции и = 2:yz в точке М(1, 1, 1) .

3.160. Найти производную функции и = 1п(х +у +я~) в

точке М(1,2,1) в направлении, образующем с осями коор-

динат равные острые углы, а также градиент функции и его

величину в этой точке.

г+ г

3.161. Найти производную функции z = е* +" в точке

M(xp, yp) в направлении, перпендикулярном к линии уровня,

проходящей через эту точку. Написать уравнения касательной

плоскости и нормальной прямой к указанным поверхностям.

3.162. z = х + у2 в точке Р(2, 2, Ь) .

3.163. х2+ у2+ z2 = 25 в точке Р(0,3,4).
3.164. х = и+ v, у = и2+ v2, z = и~+ v3 в произвольной
точке: a) записав уравнение поверхности в параметрической
форме; б) записав уравнение этой поверхности в виде:

~ = f(x,у).
3.165. К поверхности х2+4у2+ 9~2 = 64 провести касатель-

ные плоскости, параллельные плоскости х + у + z = 1.

3.166. Доказать, что все нормали к поверхности вращения

а = f (~z~+уа) пресекает пса вращения.
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x~ дгЗЛ67. В какой точке эллипсоида
вЂ” + вЂ” + вЂ” = 1 нормаль
(~2 ~2 ~г

к нему образует равные углы с осями координат: Исследовать

на экстремум следующие функции.
3.168. z = (х вЂ” 2)'-+ (у вЂ” 3)
3.169. г = (22: вЂ” Зу+ 4)
3.170. z = ез*+2'" (Зх' вЂ” бху + 8у~) .

ЗЛ71. г
= хг + ху + уг вЂ” 10 1п х вЂ” 4 111 у .

3 172. ц = х -+-у + +4х+2y+6,-,.
хг

3.173. и = у+ + (х ) О, у ) О, z ( О) .

4у х с,

3.174. и = хг вЂ” y3+ г
-12y вЂ” 2 . Найти точки условного

экстремума следующих функций:
ЗЛ75. z = ху, если 2х+ Зу = 1.

3.176. z = хг + y'-, если Зх+ 4y = 1.

3.177. z = Ах + 2Вху+ Су2, если х + у~ = R~ .

хг дг3.178. и = хг+д + z'-, если + +
вЂ” = 1.

4 9 16
.г .г

3.179. = sin x+ sin y, если y
вЂ” х = вЂ”. Найти наибольшее

4
и наименьшее значения следующих функций в указанных об-

ластях:

3.180. z = x2 вЂ” y~ B Kpyre x2 + yг (~ 9.

3.181. z =вЂ” хг + 2xy + 8х вЂ” 4у в прямоугольнике, ограничен-
ном прямыми х = О, у =- О, х = 2, y = 1.

3182 z=e "3x +2y вкругех +y &lt

ЗЛ83.и=x +4y +9z,если х +y +z &lt;

3.184. Доказать справедливость соотношения

Xy + Хг +... + Хп Х1 + Хг +... + Хд
г 2 2 2

)

и и

3.185. Доказать, что при т ) 1 и положительных числах

х1, хг,..., х„справедливо неравенство

Ш

x] +хг+...+хи т,вЂ” 1 ° т
&l ;и х~ х + .+

A

3.186. Пусть = p(u, v), и = ф(х, у), u = 0(x,ó) . Показать,
что

дф дф
ь' =

д
'

~
ь

farad z = вЂ” grad и +
вЂ” ~red e .
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ГЛАВА 4

РЯДЫ

41.

ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ

4.1.1.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЧИСЛОВОГО РЯДА. СХОДИМОСТЬ РЯДА

Определение 4.1. Пусть (а„} вЂ” числовая последователь-

ность. Последовате.пьностью частичных сумм (Я„} называется

числовая последовательность с общим членом S„, определяе-
мым формулой

и

S„= а1 + а2 +... + а„= ~~» а~ .

1=1

Предположим, что последовательность (S„} является схо-

дящейся, обозначим ее предел S

4i = li111 S„.
ПОО

Это предположение позволяет ввести в рассмотрение бес-

конечную сумму

S„= а~ + a) +... + а„+... = ~~» а», (4.1)
й=1

Суммы вида (4.1) обычно называются бесконечными чис-

ловыми рядами или просто числовыми рядами.

Определение 4.2. Если существует конечный предел по-

следовательности частичных сумм (S„}, то ряд (4.1) называ-

ется сходящимся, а этот предел
вЂ” суммой ряда. Если этот

предел бесконечный или он не существует, то ряд называется

расходящимся.
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Критерий Коши. Яля того чтобы числовой ряд (4.1) был

сходящимся, необходимо и достаточно, чтобы для любого я )

) О существовало К = К(~) такое, что для всех и ) N u

р = 1. 2,... выполнялось неравенство

~Я„» р
вЂ” S„l = ~а„+1+ а„+2 +... + а„+р~ ( к. (4.2)

Необходимый признак сходимости. Если ряд (4.1) схо-

дится, то

lim а„= О. (4.3)
7l~OO

Замечание 4.1. Условие (4.3) является следствием условия

(4.2) и ри р = 1.

Определение 4.3. Ряд R„= 2; а„+„называется остаточ-

p= 1

ным членом ряда (4.1) или остатком ряда.

Теорема 4.1. Яля сходимости ряда (4.1) необходимо и до-

статочно, чтобы выполнялось равенство

lim R„= О. (4.4)
и вЂ”~ОО

Теорема 4.2. (действия над рядами.) Если ряды
~
~,'а.„и
п=0

~~, б„сходятся и а вЂ” число, то ряды ~~, аа„и ~~, (а„~ 6„),
п=0 п=0 п=О

также сходятся и

оа„= о а„,

п=0 п=0

(а„~б„) = ) а„~) 6„.
п=0 п=0 п=0

Определение 4.4. Ряд (4.1) называется абсолютно сходя-

щимся, если сходится ряд из модулей членов этого ряда, т. е.

сходится ряд:

)а1(+1~21+... + (а„(+... = ~~& t; (а [. (4
7l= 1



ГЛАВА 4. РЯДЫ 191

Если ряд (4.1) сходится, а ряд (4.5) расходится, то ряд

(4.1) называется условно сходящимся.

Теорема 4.3. Если ряд абсолютно сходится, то при любой

перестановке его членов сходимость полученного нового ряда
не нарушается и его сумма не изменяется.

Теорема 4.4. Если ряд условно сходится, то можно осуще-

cTBHTb перестановку его членов таким образом, что он будет
сходиться к любому наперед заданному числу или даже ста-

нет расходящимся.

4.1.2.
ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ ЧИСЛОВЫХ РЯДОВ

Определение 4.5. Ряд
~
~,'Ь„называется неотрицатель-
n=l

ным (положительным), если для всех и Ь.„& t 0 ( „)

Теорема 4.5. (Признак сравнения числовых рядов.) Если

члены ряда (4.1) для всех и ) Ло (Жо & t; 1) удовлетвор

условию (aÄ[ & t; „, при ем неотрицатель ый яд ~, b„e
n=1

дится, тогда ряд (4.1) сходится абсолютно. Если же для всех

(и & t; i) чл ны р да (4 1) удовлетвор ют усло ию „&g

& t; О, при ем неотрицатель ый яд ), с„ расходит я, т и
n=l

(4.1) расходится.

Теорема 4.6. (Предельный признак сравнения.) Если чле-
ОО OO

а„
ны рядов

~ '

а„и
~ ', Ь„положительны и 0 ( lim вЂ”" (+co,

п=1 n â€”

â€” 1 п~оо О

то эти ряды сходятся или расходятся одновременно. Если
а„ 0О

lim вЂ” = О, тогда из сходимости ряда
~

,'Ь„следует схо-

~п п=l
ОО

а„
димость ряда ~~, а„. В случае, если lim вЂ” = +oo, тогда из

п=l пп~~6„

расходимости ряда ~; Ь„будет следовать расходимость ряда
п=1

) а„.
n=l
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Теорема 4.7. Если члены рядов 2 а„и
~
~,'О„положи-

A= 1 п=1

тельны и для всех и начиная с некоторого ио выполняются

неравенства

а„+1 6„+1
~( 1

Оп 6„

тогда из сходимости ряда ), б„следует сходимость ряда
'и= l

~, а„. Из расходимости ряда ~, а,„ следует расходимость ря-
n=l A=1

да ~, b„.
A=1

Теорема 4.8. (Признак Даламбера для положительных ря-

дов.) Если члены ряда '),'а„таковы, что aÄ ) 0 и

A=1

(4.6)
иîî ц

то при 0 ( d ( 1 ряд '& t, 'а„сходит я, р 1

Ђ” расходит
п=1

а при d = 1 требуется дополнительное исследование.

Теорема 4.9. (Признак даламбера абсолютной сходимо-

сти.)

Пусть начиная с некоторого ns члены ряда g а„ не обра-
A=1

щаются в нуль и

11„,
+1

=L, (4.7)
A ~~DO @

тогда при 0 ( 1 ( 1 ряд g а„сходится абсолютно, при 1 )
П=

) 1 вЂ”

расходится, а при = 1 требуется дополнительное

исследование.

Определение 4.6. Пусть M С R вЂ”

некоторое числовое

множество. Точной верхней гранью множества M (sup M) на-

зывают число Л, удовлетворяющее условиям:

Л = sup Ъ| =~ Vx е М w x & t 3 х е M: x Л Ђ”
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Точной нижней гранью M (inf M) называется число .у,

определяемое условиями:

.у=infAI wЧх С Л1 x)-уЛVz) 03хр 6 M: xp (.у+cc.

Определение 4.7. Пусть (a.„) вЂ” числовая последователь-

ность и М вЂ” множество ее предельных точек. Назовем верх-
ним пределом ~а„) точную верхнюю грань М, а нижним

пределом (aÄ) точную нижнюю грань М. При этом использу-

ются обозначения lim a,Ä = ядр Л( = Л, «lim а„=- т«1И = у.
И~OG

А вЂ”~0О

Теорема 4.10. (Усиленный признак Даламбера.) Если для
вЂ” а„+1

положительного ряда ~ aÄ lim ( 1, то QH сходится.
а„

а„+1
Если lim

"

) 1, то ряд '&g;, 'а„расходит я. Е ли выпол

и-оо ап п=1
ны неравенства

lim &t; & t;1
а„+1 вЂ

. а„+1

д д&l ;) ад оо

тогда требуются дополнительные исследования.

Теорема 4.11. (Радикальный признак Коши для поло-

жительных рядов.) Пусть ряд ~~, а„имеет положительные
%=1

члены aÄ ) 0 и пусть lim ~а„= I тогда, если 0 & t &lt
И вЂ”+ОО

ряд ), а„сходится, если f ) 1 вЂ”

расходится, а при I = 1 тре-
п=1

буется дополнительное исследование.

Теорема 4.12. (Радикальный признак Коши абсолютной

сходимости.)

Пусть для общего члена ряда ~; а„выполнено
п=1

1па ~,~~а„~ = l тогда, если 0 & t lt;

1 в ” ряд сх дится
'П вЂ”~ OC

лютно, если l ) 1 вЂ”

ряд расходится, а при 1= 1 требуется

дополнительное исследование.

Теорема 4.13. (Усиленный радикальный признак Коши.)

Пусть aÄ ) О. Если lim "/а„& t; 1, то яд ~; а„сходит
Л.вЂ”+ OO

п=1

Если lim ~уа„) 1, тогда ряд расходится. При lim уа„=
A вЂ”+OG П вЂ”~ОО

= 1 требуется дополнительное исследование.

7 вЂ” 353
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Теорема 4.14. (Интегральный признак Коши.)

Пусть функция f(x) положительна и монотонна при х & t;

Пусть также для всех п 6 N выполняется равенство

а„= f(n).

Тогда числовой ряд ~, а„сходится или расходится одно-
7L= 1

временно с несобственным интегралом

+ОС

/(х) ох, а & t;

а

Теорема 4.15. (Признак Раабе.)

Пусть ряд ~~, а,„имеет положительные члены (а„& t; 0

--:.(.:;,-) =

Тогда при L ) 1 ряд сходится, при L ( 1 вЂ”

расходится, а

при l = 1 требуется дополнительное исследование.

Теорема 4.16. (Признак Лейбница.)
Пусть числовая последовательность (а„) такова, что О &

( а„+1 ( а„и lim а„= О. Тогда знакочередующийся ряд
7l вЂ”+ОО

~,'(-1)"а„ сходится. При этом для остатка ряда выполнена

п=1

оценка

вЂ” 1 "+
а„+~ & t; а„

k=1

Теорема 4.17. (Признак Абеля-Дирихле.)
Пусть члены последовательности (b„) монотонно убывают:

Ь„+ & t; Ь„ »m Ь„
ПвЂ”+ОО

Я

П

а частичные суммы S„= ~~, аь ограничены Vn, т. е.

/с=1

(S„~ & t; М, V E

Тогда ряд ~ а„б„сходится.
7l,= 1
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4.2.

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ

4.2.1.
ПОНЯТИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО РЯДА

Определение 4.8. Пусть имеется последовательность

функций f„(x) и C N, x C D C R. Выражение
1

f) (x) + f2(x) +... + ~„(х) +... = Q f-(х), х 6 П (4.8)
n=l

называется функциональным рядом.

Определение 4.9. Если для хо Е D числовой ряд 'у,'f„(x())
n=l

сходится, то говорят, что функциональный ряд (4.8) сходится

в точке хо. Если в каждой точке x C D числовые ряды (4.8)
сходятся, то ряд (4.8) называется сходящимся в области D.

Теорема 4.18. (Критерий Коши для функциональных ря-

дов.) Для того чтобы функциональный ряд (4.8) был сходя-

щимся в области D, необходимо и достаточно, чтобы для

любого к ) О и любого х C D существовало N = N(e,x)
такое, что для всех и ) N(e,x) и р C N выполнялось нера-
венство

р

и+k

k=1

Теорема 4.19. (Признак Даламбера для функциональных

рядов.) Пусть существует предел lim = l(x), то-
~п+1 (x)

11~ПО
уа Х

гда область абсолютной сходимости D функционального ряда
(4.8) определяется из условия l(x) & t; 1. ри l x 1

расходится, а при l(x) = 1 требуется дополнительное исследо-

вание.

Теорема 4.20. (Радикальный признак Коши для функцио-
наланого ряда.) пуста lim тУ)У(т)) = е(т), тогда орн l(T) & t

A~ОС)

ряд (4.8) сходится абсолютно, при l(x) ) 1 вЂ”

расходится, при

l(x) = 1 необходимо дополнительное исследование.
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Определение 4.10. Ряд g f„(x) называется равномерно
л.= 1

сходящимся в области х E D, если для любого ) О найдется

М = К(к) такое, что для всех n ) V(z) и х C D выполнено

неравенство

и+k

1=1

Теорема 4.21. (Критерий Коши равномерной сходимости

функционального ряда.),цля равномерной сходимости ряда

g f„(z) в области х 6 D, необходимо и достаточно, чтобы
n=1

для любого E' ) О существовало К = X(E) такое, что для всех

n ) X(c) и х C D выполнялось неравенство

„+~ х ( e, р
вЂ” любое натуральное число.

1=1

4.2.2.
СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ

Определение 4.11. Ряд ap + а1х+ а2х +... + а~х +... =

= g а„х" называется степенным рядом по степеням х.

п=О

Ряд

ap + ay(x вЂ” хо) + aq(r вЂ” хо) + .. + аш(х вЂ” хо)~ +... =

а„(х вЂ” xp)" (4.9)
п=0

называется степенным рядом по степеням х вЂ”

хд, хд E В.

Теорема 4.22. (Теорема Абеля.) Если степенной ряд (4,9)
сходится в точке х1 ф О, то он сходится абсолютно для всех

х таких, что 12:I ( l~~l приием сходимость будет равномерной
на отрезке

х C [ вЂ” (х1(+ о, (х1( вЂ” Б] при любом Б ) О: b ( (х1(.

Если же ряд (4.9) расходится при х = х2, то он расходится

и для всех х таких, что ~х( ) ~х2~.
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Определение 4.12. Пусть М вЂ” множество значений х1

для которых степенной ряд (4.9) сходится. Радиусом сходи-

мости степенного ряда называется неотрицательное число R

равное точной верхней грани множества AI, т. е.

В = зирМ.

Теорема 4.23. Радиус сходимости степенного ряда (4.9)
может быть определен по одной из следующих формул

R = lim
"

(формула Даламбера),
а„+1

1
R = (формула Коши).

lim "

]aÄ[

Теорема 4.24. В области абсолютной сходимости ~х вЂ” хо~ &

& t R степен ой я Q a„ 2: Ђ” о) мо но почле но диф
n=O

ренцировать любое число раз. Радиус сходимости при этом

остается прежним. В частности, справедлива формула

(
ОО OC)

a„x
вЂ”

-хо = ~а -х вЂ”

xp

п=0 n=l

Теорема 4.25. Степенной ряд Q a„(x вЂ” хо)" можно

п=О

почленно интегрировать любое число раз в области абсолют-

ной сходимости ~х вЂ” хв~ & t; R. Рад ус сходимо ти ри э ом

изменяется. В частности, справедлива формула:

х

~

+
)„) g~.(*

вЂ” *о)"
'

и+1
~0

n=O п=О

а„х"+'
Замечание 4.2. Если степенной ряд ~;

"

сходится
„Оп+1

в концевых точках вЂ” Л и R интервала абсолютной сходимости

1х~ & t; R, то яд ~' а х" мо но почле но интегриров ть
п=О

(х( & t;
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Определение 4.13. Пусть функция f (x) бесконечно диф-

ференцируема в некоторой окрестности точки rp. Назовем

формальным степенным рядом функции f(x) в точке rp ряд

у(п)( .

)
f (x) ~~) (х вЂ” rp)

п=О

Теорема 4.26. Яля того чтобы формальный степенной ряд

сходился к функции f(x) в области ~х вЂ” rp~ ( R необходимо
и достаточно чтобы остаточный член R„(r) формулы Тейлора
для функции f(r) стремился к нулю при и вЂ”+ oo:

lim R„(r) = О, х e (rp вЂ” R, rp + R) .

П вЂ”~ОО

Замечание 4.3. Аналогично тому, как это сделано в приме-

ре 4.31 (см. далее), можно установить сходящиеся разложения

в степенные ряды для многих элементарных функций. В част-

ности, полезно иметь в виду следующие основные разложения:

х"

е*=) вЂ”,, R=oo,
и'.

п=0
OO

,~.2п
cosr=) ( вЂ”

1)",, R=oo,
(2и)!

'

х2~+1
sin х = ~~~ ( вЂ”1)", R = oo,

(2и+1)!
'

OO
П

1п(1+х) =

~~(
вЂ” 1)"+' вЂ”, R =1,

п=1

х2~+1
arctg(r) = ) (-1)", R = 1,

»+1

1+х =1+
a(a вЂ” 1) ... (a вЂ” и+ 1)

и1
п=1

(при а E N получается многочлен степени a). Остановимся
на выводе формулы для степенного ряда для функции arctgr.
Результат основывается на известной из интегрального исчис-

ления формуле
dt

1+ ~г
= arctg2;.

п=0
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ОО

Рассмотрим геометрическую прогрессию g q" =

п=О 1 я

(~д~ & t; ) в кото ой бу ем счит т
=Ђ” 2, то да полу

,
= ) (-1)' t'".

п=О

Далее воспользуемся теоремой 4.25 о почленном интегри-

ровании степенного ряда в области сходимости (в данном

случае ~t~ & t; ). Получ
Х Х

arctgx = = 2 ( вЂ” 1)" t
" Й = ~ ( вЂ” 1)"

1+'
п=0

Тем самым степенное разложение для функции arctgx уста-
новлено.

4.3.

РЯДЫ ФУРЬЕ

Определение 4.14. Тригонометрическим рядом называет-

ся ряд следующего вида:

вЂ” + ) (а~ cos kx + б~ sin kx).
2

(4.10)
&am

Числа а~ и бь называются коэффициентами тригонометри-
ческого ряда, а его слагаемые а~ cos kx+ 6~ sin kx называются

гармониками.

Теорема 4.27. Пусть числовые ряды
~

,'а~ и '&g;, b&lt

&am ;=1

дятся абсолютно. В этом случае тригонометрический ряд
(4.10) сходится на R равномерно к некоторой непрерывной пе-

риодической функции /(х) с периодом 27г и при этом

выполняются равенства:

1
а~ = вЂ” /(х) coskxdx, k = 0,1,2,...

1
б~ = вЂ” f(x) sinkxdx, k = 1,2,3,...
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Теорема 4.28. Если числовые ряды ~; k'aA; и g Й'b&
k=1 k 1

(s = 1,2,3,...) сходятся абсолютно, тогда ряд (4.10) мож-

но почленно дифференцировать s раз. При этом выполняются

равенства

OO
87Г 87Г

f i'i (x) = ,') k'(aq cos(kx+ вЂ” ) + basin(kx+ вЂ” )), s = 1,2,3....
k=1 2 2

Определение 4.15. Пусть 27г-периодическая функция /(х)
такова, что

f (х) dx (+oo.

Рядом Фурье этой функции называют тригонометрический
ряд (4.10), если коэффициенты этого ряда а~ bq рассчитаны
по формулам:

1
а~ = вЂ” f(r) cos kx dx, k = О, 1, 2,...

1

1
bg = вЂ” f(x) sinkxdx, й = 1,2,3,... (4.11)

7Г

В этом случае пишут

ао
/(х) вЂ” + ~ (а~ cos kx + by sin kx).

2
k=1

Замечание 4.4. В силу 27г-периодичности функции f(x)
коэффициенты Фурье (4.11) можно также рассчитать по фор-
мулам

хо+27Г

1

а~ =
вЂ” f(r) coskxdx, k = О, 1,2,...

&l

~о+~~

1
by = вЂ” f (x) sin kx dx, k = 1, 2, 3,... xo C R.

.1. 0
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Теорема 4.29. Пусть 2т-периодическая функция непре-

рывна для всех действительных значений и имеет кусочно-

непрерывную производную при ~r~ & t; т, то да ее яд Фу
равномерно сходится к этой функции на R. Иными словами,

справедливо равенство

ао
f(x) = вЂ” + g(ag cos kz + bl,. sin kz), .т ~ R.

2
k=1

I

Замечание 4.5. Если на отрезке [ вЂ” т,т] можно указать

конечное число точек вЂ” 7г = хо & t; х & t; х ... &l ; х

ких, что на интервалах (х,, х,+1) функция имеет непрерывную

производную, тогда говорят, что эта функция имеет кусочно-

непрерывную производную на отрезке [ вЂ” т, т].
В примере 4.40 (см. далее) рассмотрена функция у = /(х)

совпадающая при ~х] & t = ] I. та функ ия им ет неп

рывную производную на интервалах [ вЂ” т,0) и (О,т], но не

имеет производной в самой точке х = О. Рассматриваемая в

примере 4.40 функция удовлетворяет всем условиям теоремы
4.29 и поэтому можно записать равенство

т 4 cos(2k вЂ” 1)х
~х~= вЂ” вЂ”

вЂ”,
вЂ”т&lt;х

т (2~ вЂ” 1)2

Определение 4.16. Говорят, что 2т-периодическая функ-
ция удовлетворяет условию Яирихле, если отрезок [-т,т]
можно разбить на конечное число не перекрывающихся интер-
валов точками вЂ” 7г = хд & t; х & t х2 ( ... ( „= 7г таким
зом, что на интервалах (х,,х,+&g ;) функ и = f x) бу
ограничена, непрерывна и монотонна.

Теорема 4.30. Если 2т-периодическая функция /(х) удо-

влетворяет условию Дирихле, то в каждой точке непрерывно-
сти f(x) ee ряд Фурье сходится к ней, т. е.

&l

/(х) = вЂ” + g(aq cos kx + б~ sin kx),
1=1

(х вЂ” точка непрерывности и = /(х)).
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В каждой точке хо разрыва функции у = f (x) ее ряд схо-
1

дится к вЂ” (/(хо вЂ” О) + /(хо + О)). Иными словами, выполня-
2

ется равенство

1 ао
вЂ” (/(хо вЂ” О) + /(хо + О)) = вЂ” + ~ (а~ cos ks + б~ sin ks),
2 2

k=1

(хо вЂ” точка разрыва у = f(z)).
Замечание 4.б. Теоремы 10.29, 10.30 показывают, что

только непрерывность 2т-периодической функции или в худ-

шем случае ее кусочная непрерывность не достаточны для

сходимости ряда Фурье к этой функции. Дополнительно тре-

буется условие Дирихле или условие кусочной дифференциру-

емости функции f(s). Чтобы избавиться от этих дополнитель-

ных условий, которые ограничивают множество допустимых

функций, необходимо изменить само понятие сходимости и

ввести в рассмотрение сходимость в смысле среднего квадра-
тического отклонения.

Определение 4.17. Пусть

~о
Т„(х) = вЂ” + g(ay cos ks + б~ sin ks),

2
k=1

где а~, 6~ вычисляются по формулам (4.11). Говорят, что по-

следовательность функций T„(s) сходится к функции f(s)
в смысле среднего квадратического отклонения на интервале
вЂ”

~т,7г, если

lim (/(х) вЂ” Т„(х)) Их = О.

Теорема 4.31. Пусть 2т-периодическая функция /(х) огра-

ничена на отрезке [ вЂ” 7I', т] и непрерывна за исключением, быть

может, конечного числа точек, где f(~) имеет разрывы 1 ро-

да, тогда ряд Фурье этой функции сходится к ней в смысле

среднего квадратического отклонения, т. е.

lim (f(s) вЂ” Т„(х)) ds = О,
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+p
где Т, (х) = вЂ” + ~

,'(а~„- cos kx + б~ sin kx),
2

1
аь =

вЂ” f(x) coskxdx, k = 0,1,2,...

1
б~, = вЂ”, f(x) sinkxdx, k = 1,2,3,...

Замечание 4.7. Пример 4.43 из следуюшего параграфа

показывает, что при любом и выполняется неравенство

О
2 A

7Г

вЂ”

о
+ ~ (a~ + b&l ; &l ; вЂ” f~( ) dx.

k=i

При этом требуется, чтобы существовал интеграл от квад-

рата функции f(r). Неравенство (4.12) называется неравен-

ством Бесселя.

Допуская, что функция 27г-периодическая и кусочно непре-

рывна на отрезке [ вЂ”т,т] на основании теоремы 4.31 при
и - ос получим

я
2 A

7Г

вЂ” + ~~ (a& t + & t;) = вЂ” f (
2 7Г

k=â€” i

Последнее равенство называется равенством Парсеваля.
Оно выражает полноту системы тригонометрических функций
на множестве кусочно непрерывных 27г-периодических функ-
ций f(x).

Замечаиие 4.8. Ранее рассматривались 2~г-периодические
функции однако, можно распространить полученные результа-

ты на функции произвольного периода Т ) О. Пусть функция
/(х) имеет период Т, удовлетворяет условиям теоремы 4.30,
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тогда в каждой точке непрерывности функции ряд Фурье схо-

дится к ней и имеет следующий вид:

ао 2тй 2тй

f(s) = вЂ” + ) npcos х+ Б~в1п х

2 Т Т

х~+Т
2 2тй

а~ =
вЂ” /(х) cos хds, k=; хо 6 Л,

-l'0

хо+т

2 2тй
bg„- = вЂ” f(s) sin хссах, k = 0,1,2,...: хо Е R.

Х0

Если T-периодическая функция четная и удовлетворяет

условиям теоремы 4.30, то в каждой точке непрерывности

f(s) справедливо разложение по косинусам:

ао
f (s) = вЂ” + ~~ а~ сов вЂ”х, 6~ = О, k = 1, 2,...

k=1

В случае нечетности справедливо разложение по синусам:

2тй
/(х) = ~б~в1п х, а~ = О, k = 1,2,...

k 1

4.4.

РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ

Пример 4.1. Исследовать на сходимость ряд:

1 1 1 ~ 1

3 15 35 4~2 вЂ” 1

P е ш е н и е. Преобразуем общий член этого ряда:

1 1 1 1 1

4п2 вЂ” 1 (2n вЂ” 1)(2п ~- 1) 2 2n вЂ” 1 2а ~- 1)
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После этого нетрудно рассчитать частичные суммы ряда:

Я„=~а„= ' ( вЂ” вЂ” ).
1 1 1

Поскольку lim S„= вЂ” lim 1вЂ” =
вЂ”, то соглас-

поо 2 и-ж 2п+1 2
1

но определению данный ряд сходится и его сумма S =
вЂ”,

2'
иными словами

2

1 1

4n'- вЂ” 1 2
n=l

Пример 4.2. Доказать расходимость гармонического ряда

1 1 1
вЂ” =- 1+ вЂ” + вЂ” +
и 2 3

р=1

P е ш е н и е. Положим в критерии Коши р = и, тогда

1 1 1

S„+„â€” S„= S~„â€” S„=
и+1 и+2 и+и

1 1
Поскольку ) вЂ”

при р = 1,2,..., и вЂ” 1 получаем
и+р 2п

неравенство

и 1
S~ вЂ” S ) вЂ” = вЂ”.

2п 2

Таким образом, для гармонического ряда не выполнен кри-

терий Коши и он расходится.

Пример 4.3. Исследовать на сходимость ряд ~; а" (бес-
п=О

конечная геометрическая прогрессия) а Е R.

P е ш е н и е. Используя формулу суммы первых членов гео-

метрической прогрессии, рассчитаем частичные суммы этого

ряда:

S.„= и (а = 1).
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Таким образом, вопрос о сходимости бесконечной геомет-

рической прогрессии сводится к вопросу о существовании пре-

дела

О, если ~а~ ( 1
а"

lim вЂ”

ос, если а) 1
и- ос1 вЂ” Q

не существует, если а & t; Ђ”

Подведем итоги: бесконечная геометрическая прогрессия

со знаменателем а сходится, если ~а~ ( 1 и ее сумма S„=
1

и расходится при ~а~ & t;
1 вЂ” а

ОО

Пример 4.4. Доказать расходимость ряда ~
п=1 и

Решение. В примере 4.2 доказана расходимость гармо-
оо 1

нического ряда
~

,'вЂ”, но поскольку для всех и & t 2 выполн
п=1 и

1 1 оо 1
неравенство

вЂ” & t; в ”, то по теор ме .5 я~~, ' Ђ” рас
,)и и 1 ~п

дится.

Пример 4.5. Установить сходимость для обратных квад-
оо

ратов
~

,
'вЂ”.

nl u

P е ш е н и е. Также как и в примере 4.1 нетрудно устано-
оо 1

вить сходимость ряда ~ . Исследуемый ряд можно

1п и+1

1 " 1
представить иначе . Но члены послед-

„=1 и' „=p (n+ 1)2
него ряда удовлетворяют неравенству

1 1
C , и

= 1, 2,...
(и+ 1)' п(п+ 1)'

Поэтому на основании теоремы 4.5 ряд из обратных квад-

ратов сходится.

Пример 4.6. Исследовать на сходимость ряд

п-+ п+ 1

4п +-бпз -+-бп -+ п+-2
п=1
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P е ш е н и е. В примере 4.5 доказана сходимость ряда
оо

вЂ

, найдем предел отношения членов этих рядов
п'

п2-+ и 1 1

lim
п,х& t; п~ +- пз -+ п2 - п -

Поэтому на основании теоремы 4.6 исследуемый ряд схо-
оо

дится, поскольку сходится ряд ~
„«1п2

Пример 4.7. Яоказать расходимость ряда

2п «-3

5п2 вЂ” 2п
n=1

P е ш е н и е. В примере 4.2 доказана расходимость гармо-
оо

нического ряда ~, вЂ”. Найдем предел отношения членов этих

п=1 п

рядов

2п+3 1 2
11m
n~+oo 5п вЂ” 2п п 5

По теореме 4.6 из расходимости гармонического ряда вы-

текает расходимость исследуемого ряда.
100п

Пример 4.8. Исследовать на сходимость ряд ~
'

=1 и!
P е ш е н и е. В примере 4.5 была доказана сходимость ряда

1 100п
из обратных квадратов b„= вЂ”. В нашем случае а„=и

и2 7l!
Составим отношения последующих членов к предыдущим:

а„+1 100"+1 100" 100

а„(п+ 1)! и'. п+ 1

1 1 п2

(и+-1)2 п2 (и+-1)2

Выберем пр так, чтобы для всех п & t; п~ выполнял сь не

венство

100 п2 п2
(~ , т. е. 100 &

(n+1) (ny 1)'
'

п+1
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Решая последнее неравенство, убеждаемся, что в качестве

пр можно взять, например 105. Итак, Vn & t; 05 выполне

an+] ~~г+1
CвЂ”

а,.„Ь„

ао 100n
Таким образом, на основании теоремы 4.7 ряд

п!
сходится.

оо
и

Пример 4.9. Исследовать на сходимость ряд ~
д=1

оо ]
Решение. Для сравнения возьмем ряд ~, а", где вЂ” (

n=1 2

( а & t; 1. ак след ет из прим ра 4 3, э от яд сходит

Исследуем, начиная с какого значения по будет выполняться

неравенство

а„+1 и+1 и и+1
&lt

a„2 ++1"2" 2п

Несложный анализ показывает, что в качестве пд можно

взять значение

1

no вЂ”

вЂ”

+ 1.
2a вЂ” 1

п

На основании теоремы 4.7 ряд
~ '

вЂ” сходится.
д=1 2"

2п -+- 1
Пример 4.10. Исследовать на сходимость ряд ~

'

а"

(а ) 0).
2п+ 1

Реш ен и е. В данном случае а„= ) О. Найдем
an

предел (4.6)

2п+3 2п+1 . 2п+3 1 l
1пп вЂ” = lim

и.вЂ”~ж an+1
'

an и-~со 2п + 1 a a

На основании теоремы 4.8 приходим к выводу: если а ) 1

ряд сходится, если 0 ( а ( 1 ряд расходится. При а = 1 ряд

также расходится поскольку ero общий член aÄ = 2п+ 1 стре-
мится к бесконечности.
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Пример 4.11. Исследовать на сходимость ряд

„+
1.4 7 ... (Зп вЂ” 2)n+1

3.5 7 .... (2п+1)n=1

P е ш е н и е. Вычислим предел (4.7)

1 4 7 ... (Зп вЂ” 2) ~Зп+1) 3.5.7 ... (2п+1)
lim

3 5. 7 ...: (2n+ 1) (2п, + 3) 1. 4. 7.... (Зп вЂ” 2)
37l+ 1

= lim
п;~ 2п+ 3

По теореме 4.9 данный ряд расходится.

Пример 4.12. Исследовать на сходимость ряд 2: 2~
n=1

P е ш е н и е. К данному ряду нельзя применить теорему
4.8 (признак Даламбера для положительных рядов) поскольку

предел (4.6) не существует. И даже усиленный признак Да-

ламбера (теорема 4.10) не приводит к результату, поскольку

lim =2) 1,
пж Я

а„+1 1
lim =

вЂ” вЂ” ( 1.
и

Тем не менее этот ряд сходится, что без труда устанавли-
1

вается путем сравнения его со сходящимся рядом 2,
2п

вЂ” 1
п=1

1

=Е
12"

оо 3~. и!
Пример 4.13. Исследовать на сходимость ряд 2,

п=1 и"

P е ш е н и е. Чтобы применить теорему 4.11, воспользуемся
известной формулой Стирлинга:

О
и и

n! = ~Г2тт вЂ” е12«О ( 1) .

е

Получаем

0

lim lim вЂ” (2 гп) ~ "
вЂ” е12п = вЂ” ) 1.

3 1~„и 3

'П~ОО и вЂ”+Со и е е
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Таким образом, ряд расходится.
„и.'

Пример 4.14. Исследовать ряд ~
,'( вЂ” 1)" вЂ

.

п=1 'й

P е ш е н и е. Согласно теореме 4.9

И
„п

~f (2ти) '~2" вЂ” е 12п

lim вЂ” = lim = lim = вЂ” (1.
и~oo п~ и~oo n n~oo и е

Следовательно, ряд сходится абсолютно.

7+ вЂ” 1"
Пример 4.15. Рассмотрим ряды

~
,
'и

(74-
( вЂ”

1(")"
P е ш е н и е. К обоим этим рядам теорема 4.11 не примени-

ма, поскольку предел lim фа не существует. Однако при-
A~OQ

менение теоремы 4.13 приводит к определенным результатам:

вЂ” 7+ (
вЂ” 1)" 1

Я,вЂ”+ОО 2 3"

7+ вЂ” 1"
поэтому ряд ~~, сходится.

2

вЂ” 7+ вЂ” 1"
line

"

) = 4 & t;
71 вЂ”+ ОО 2

7+ вЂ” 1"
поэтому ряд ~, расходится.

n=1 2

Для рассматриваемых рядов признак Даламбера не уда-
ется применить даже в своем усиленном варианте (теорема
4.10), поскольку

вЂ” а~~
lim = oo,
и вЂ”~~о Я

llm
в+1

=0
'й вЂ”+ oo +71

(7
4- ( вЂ”

1(")""
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Пример 4.16. Исследовать на сходимость ряд '& t
,

n=1

P е ш е н и е. Применим признак Даламбера в усиленной
форме (теорема 4.10).

.э( 1)
и+1 и 1

вЂ”

1)
и+1 ( 1)TLlim „= lim 3 =3,

3~ вЂ” ц"вЂ”

3~-ц""-"-' ., -+1
lim „= lim 3~

3~ 1~" " 27
1

Эти результаты не позволяют сделать какие-либо опреде-

ленные выводы, т. е. признак Даламбера даже в своей усилен-

ной форме не дает результата. Применим радикальный при-

знак Коши для положительных рядов (теорема 4.11)
11п

~è3(-I"
lim 3~ ц" "= lim = вЂ” lim 3 и = вЂ” (1.
и-~ос 3 3 3

Следовательно, исследуемый ряд сходится. Разобранные
примеры 4.15, 4.16 показывают, что признак Коши сильнее

признака Даламбера.

Пример 4.17. Исследовать на сходимость ряд Яирихле
оо

К вЂ”

„
=1 пР

1
P е ш е н и е. Рассмотрим функцию f (x) =- вЂ”. Эта функция

хР
положительна и монотонна при х & t; 1, кр ме то о, Vn ( Ж

1
полнено равенство f(n) = вЂ” = а„. Следовательно, вопрос о

пР

сходимости данного ряда сводится по теореме 4.14 к исследо-

dx
ванию несобственного интеграла f вЂ”, а & t;

и вЂ” 1

+oo А
А

dx dx
.

х " А1 " а
вЂ” lim вЂ” = lim lim
хр А+ хр А + 1 вЂ”

р А+ 1 вЂ”

р 1 вЂ”

ра
а а

Последняя выкладка показывает, что несобственный инте-

грал сходится при р ) 1 и расходится при р ( 1. При р = 1 он

также расходится, поскольку в этом случае

+ос
dx А
вЂ” = ln вЂ” вЂ” +oo при А

вЂ” +oo.
х а

а
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Таким образом, ряд Дирихле сходится при р ) 1 и расхо-

дится при р & t;
ос

Пример 4.18. Исследовать на сходимость ряд
~~'вЂ”
=2 и 1пи

1
P е ш е н и е. Введем в рассмотрение функцию /(х) =

х х

при х & t; 2. та функ ия положител н и монотон а. Нес
+' dx

ственный интеграл / расходится, поскольку
х х

+ос
А

dx
lim 2~inx = lim 2Лп А вЂ” 2Л]ь2 = +ос.

х~/х A -+~ ,, А +ос

г

Следовательно, по теореме 4.14 расходится и исследуемый
ряд.

Пример 4.19. Исследовать на сходимость ряд

рр+1 ... р+и вЂ” 1 1

и1 п~
n=l

P е ш е н и е. Применим признак Раабе:

-'=--(..:;â€” ) =

р(р+ 1)... (р+ и вЂ” 1) 1 (и + 1)!(n+ 1)~

°

° °и.' и~ р(р+ 1)... (р+ и)
(и+ 1)q и+ 1

1пп и 1
'П 'OQ л~ p+&

lim 1+ вЂ” п+ 1 вЂ”

р
вЂ” и

lim 1+ вЂ” + о вЂ” и+ 1 вЂ”

р
вЂ” и

и
lim (1+ q

~
р

вЂ” n„) = 1+ q вЂ”

р,
n~~ n+p

где о„вЂ” О при и оо.

Отсюда следует из теоремы 4.15, что при 1+q вЂ”

р ) 1, т. е.

при о ) р ряд будет сходящимся, а при 1+ц вЂ”

р ( 1, т.е. при

д ( р
вЂ”

расходящимся.
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Пример 4.20. Исследовать на сходимость ряд

3 5 7
1 вЂ” вЂ” + вЂ” вЂ” вЂ” +

2 4 8

P е ш е н и е. Общий член этого ряда можно записать в виде

„+ 2n вЂ” 1
( вЂ” 1)"+, (и = 1, 2,...) .

2n вЂ” 1
Пусть а„= , докажем монотонное стремление к ну-

2п- 1
лю а„:

2n вЂ” 1 2n+ 1 4n вЂ” 2 вЂ” 2n вЂ” 1
а„вЂ” а„+1 вЂ”вЂ”

2п
вЂ” 1 2п 2п

2n вЂ” 3
) 0 (Vn ) 2) .

'Л,

Теперь покажем, что вЂ” О. Для этого покажем, что
2~~

VA ) 0 3nq. Vn ) по 2" ) An. Действительно 2" = (1+1)" )

и и вЂ” 1
) . Теперь становится ясно, что для выполнения

2

требуемого неравенства 2" ) An достаточно, чтобы

n (n вЂ” 1)
2

) An ~ np & t; 2А

Из доказанного неравенства следует, что

и 1
вЂ” ( вЂ” =е
2п А

Поскольку постоянную А можно взять как угодно боль-

шой, то

и
lim вЂ” = О.
и~oc 2+

В нашем случае

2n вЂ” 1 и+и вЂ” 1 и и вЂ” 1
а„= =- =2 + вЂ” 0,

2и вЂ” 1 2п
вЂ” 1

2и 2п
вЂ” 1

как сумма двух бесконечно малых величин. Таким образом,
по теореме 4.16 ряд сходится. Чтобы найти сумму ряда с абсо-

лютной погрешностью Ь = 0,001 достаточно просуммировать
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14 членов этого ряда, т. е. определить S&gt &lt; Этот рез
следует из теоремы 4.16, поскольку

2и вЂ” 1 31
1s 4 s1 & t; Ђ &lt;

slIl 7l

Пример 4.21. Исследовать на сходимость ряд ,'&
73,= 1

1
P е ш е н и е. В данном случае 6„= вЂ” монотонно стремится

7l
к нулю, а

1
.

1
S„= ~ sink = sin вЂ” sink =

2
й=i sin вЂ” a=i

2

g (сов (- вЂ” Й) вЂ” сов ( вЂ” + Й) ) =

2

1 1
cos вЂ” вЂ” cos вЂ” + и

2 2

1
2япвЂ”

2

Отсюда заключаем

1 1
cos вЂ” вЂ” cos вЂ” + и

1s-1 =
2 2

& t;
1

2япвЂ” 2япвЂ”
2 2

Таким образом, по теореме 4.17 ряд сходится.

Пример 4.22. Исследовать на сходимость функциональ-
ный ряд

( вЂ” lou
п=1

Решение. При любом фиксированном х E (О,+ос) = Р+
ряд будет сходящимся по признаку Лейбница (см. теорему
4.16). При х E (1, +ос) = Di с Р+ ряд будет абсолютно схо-

дящимся (см. пример 4.20). Если же х E ( вЂ” оо,О] = D, то
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исследуемый ряд расходится, поскольку не выполнен необхо-

димый признак (см. теорему 4.16).

Пример 4.23. Исследовать на сходимость функциональ-
ный ряд

ф(''.)
P е ш е н и е. Применим теорему 4.19:

A+1 и

х
вЂ” 2 х вЂ” 2 х вЂ” 2

lim
1 вЂ” Зх 1 вЂ” Зх 1 вЂ” Зх

Яалее решаем неравенство

х вЂ” 2
&lt

1 вЂ” Зх

(х вЂ” 2) ( (1 вЂ” Зх), х jâ€”
2 2

(4х вЂ” 3)(2х+1) ) О.

Таким образом, область абсолютной сходимости ряда

1 3

1 3
Если х e D = вЂ”

вЂ”, вЂ”, то ряд будет расходящимся. Ис-
2'4

1 3 1
следуем ряд в точках х = вЂ” вЂ” и х = вЂ”

вЂ”. При х = вЂ” вЂ” по-
2 4 2

лучим числовой ряд
~
~,'( вЂ” 1)", который расходится (общий
n=l

3 ОО

член не стремится к 0). При х = вЂ” вЂ”

получим ряд
~

,
'1" = oo.

4 n=l
х вЂ” 2

Итак, ряд
~

,'сходится абсолютно, если х E D =

1 вЂ” Зх

1 3 1 3
ос, вЂ” вЂ” U вЂ”,+ос и расходится, если х 5

2 4' 2'4

Пример 4.24. Исследовать на сходимость функциональ-
ный ряд

ОО °

°

sin nx

епх
n=l
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P e ш е н и е. Применим предыдущую теорему:

вЂ” Sln nX

11Ill =е
'

lim "[sinn&g ;I
Ет~

~ И вЂ”'ЭС

Отсюда видно, что при х E D = (О. +ос) ряд будет схо-

диться абсолютно. При х ( О ряд расходится, если х = О, то

общий член ряда равен О. Окончательный результат: ряд схо-

дится при х & t и расходи ся р (

Пример 4.25. Исследовать на равномерную сходимость

ряд

, х&gt
(- )"
х+и

n=l

P е ш е н и е. В данном случае область D вЂ” все неотрица-
тельные числа. Согласно признаку Лейбница (теорема 4.16)
можно оценить остаток ряда:

[В! = = &
( вЂ” 1)"

х+и+Й х+и+Й и+1
п=1

1

Для любого c ) 0 можно взять в качестве ио =
вЂ” вЂ” 1 +1:
С

Следовательно, по определению 4.10 исследуемый ряд сходит-

ся в области х & t О равномер
(х-2)"

Пример 4.26. Исследовать на сходимость ряд ~;
п2 2и

1
P е ш е н и е. В данном случае а„= . По формуле Да-

и2 2'"
ламбера (теорема 4.23) найдем R:

1 1 2(и + 1)
R= lim 1п11 =2.

и 'са и 2" (и +- 1)2 2 +-1 псо и2

Ф

Исследуемый ряд будет сходиться в интервале определяе-

мом из неравенства (х вЂ” 2~ & t 2 л l ; lt; 4. В т ч

требуется дополнительное исследование. При х = О получаем

знакочередующийся числовой ряд g ( вЂ” 1)" вЂ”, который схо-

nâ€”= 1 и2
дится абсолютно. При х = 4 получаем ряд обратных квадратов
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ъс~ 1

), вЂ”,, который также сходится. Исследуемый ряд сходится
п=l и

абсолютно при х е [0,4] = D и расходится при х ф D.

(х + 2)"
Пример 4.27. Исследовать степенной ряд ~~,'

п: l И

Решен ие. Применим формулу Коши (теорема 4.23) для

определения радиуса сходимости R:

1 1
R= = +OO.

вЂ” 1
lllll

~п и- ~7l

Этот результат означает, что степенной ряд сходится при
всех значениях х.

и х"

Пример 4.28. Исследовать степенной ряд ~~ ,'
и'.

п'2
P е ш ен и е. Здесь а„= вЂ”. По формуле Даламбера (тео-

и'.
рема 4.23):

(и + 1) и (и + 1)
В= lim вЂ”: = lim = +ос.

п~ос и! (и + 1)! п~оо (и + 1)2

Следовательно этот ряд сходится при всех значениях х.

Сходимость будет абсолютной и равномерной в любом интер-
вале [ вЂ” А,А], А ) 0.

Пример 4.29. Найти сумму ряда из примера 4.20.

Решение. Пусть

= ~(-1)""," = ~(-1)"
п=1 .=1

Преобразуем этот ряд:

OC ОО

S=g( 1)" „,
+» (-1)" вЂ”,

n= l п=О

„и+ 1
п

+ 1
п

)п 2п
п=1 п=О

п-1п
вЂ”

11п
вЂ” 1

n=O п=l
2 2
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Рассмотрим степенной ряд

Q(x) = 1+х+х +... +х" +...

см. пример 4.30 (бесконечная геометрическая прогрессия).
Данный ряд сходится абсолютно при ~х~ ( 1 и расходится при

~х~ ) 1. Применим к этому ряду теорему 4.24:

Q(õl = ~х" =~пх" = ( )
1

При х = вЂ” вЂ”

получаем удвоенную сумму исходную ряда.
2

Таким образом

1, 1 1 4 2
s = вЂ” Q'

2 2 2 9 9

Пример 4.30. Найти сумму ряда:

1 1 1 „11 вЂ” вЂ” + вЂ” вЂ” вЂ” +... = ( вЂ” 1)"+ вЂ”.

2 3 4 и
A=1

P е ш е н и е. Как и в примере 4.29 будем базироваться на

бесконечной геометрической прогрессии 2. х" . Пусть ~х~ ( 1,
'и= 1

применим к этому ряду теорему 4.25 (хо = 0):

(~ ~") dt = g
*

При х = вЂ” 1 получаем исходный ряд умноженный на ( вЂ” 1).
С другой стороны

Х Х

о
n=o

~dt

Q t") dt = = вЂ” l||(t вЂ” xl .

1 вЂ” t
о

На основании замечания 4.2 в качестве верхнего предела

интегрирования можно взять х = вЂ” 1. Следовательно,
оо 1 оо 1
~~, ( вЂ” 1)" вЂ” = вЂ” ln2. Сумма исходного ряда ~~', ( вЂ” 1) "+' вЂ” =ln2.
п=1 и п=1 и
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Пример 4.31. Исследовать степенной ряд для функции

f(x) = а (а & t; О ф 1 в то ке х =

P е ш е н и е. Функция f (x) = а = е
'" бесконечно диф-

ференцируема в окрестности точки хо
= О. При этом

f!~"1 (õ) = ln" а а, f!"! (0) = ln" а .

Таким образом

ln а

а' Х

nl
n=O

Остаточный член формулы Тейлора, взятый в Лагранжевой
форме, равен

R„(a)=,а *,0&lt;8
и+- 1!

Пусть np = [2 Jina)] + 1, тогда для всех значений и & t;

) lпа) 1

и 2

[ 1п а['~о
Пусть и = по+ р, р е 1V и А=, тогда

nol

lпа ~ 1
~R„(x)~ = е~*. А & t; ~

(по+1).... (по+р)

При р
вЂ” оо также и и ос, и из предыдущего следует,

что при любом х:

lim R„(x) = lim ~R„(x)~ = О.

По теореме 4.26 формальный степенной ряд сходится к

функции а . Получаем разложение этой функции в степенной

ряд в точке xo
вЂ”

вЂ” О.

ln" а
а Х

nl
п=О
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Чтобы узнать радиус сходимости полученного степенного

ряда, применим формулу Даламбера из теоремы 4.23:

а„. [ 1па[" ( 1na("+
В= lim

"
= lim =ao.

2гос а +1
22~ос1 n! (n + 1)!

Следовательно, ряд сходится для всех вещественных зна-

чений х.

Пример 4.32. Разложить в степенной ряд функцию f(T) =

= 1n (х2 + Зх + 2) и установить область сходимости.

P е ш е н и е. Прежде всего, сделаем некоторые простые пре-

образования:

/(х) = 111 (х + Зх + 2) = 1п(х + 1) + 1п(х + 2) =

= 1п(п+ 1) +1ï2 + 1ï (1+ вЂ” )
Согласно замечанию 4.3 при ~х~ ( 1 и )х~ ( 2 имеем соот-

ветственно

ОО
7l

1п(х+ 1) = ~~(-1)"+'вЂ”
n=1

ОО и
х

„+
х

n=1

Складываем эти ряды и приводим подобные члены, после

этого получаем требуемый результат:

ОО

2" 1
1п (х2 + Зх + 2) = 1п 2 + ~( вЂ” 1)" "â€” х" .

2" и
юг=1

По формуле Даламбера (теорема 4.23) определим радиус

сходимости этого ряда:

2" +1 2"+'+1 2" +-1 и+-1
В = lim =2 lim

и~с21 222 22 2"-+1 (22 +пг) 22~со 2п+~ + i 22

1+2
" 1

lim ° 1+ вЂ” = 1.
сс1+2" 1

п

дс) 2п+ 1
При х = вЂ” 1 получим расходящийся ряд

вЂ” Q, по-
2" п

скольку общий член этого ряда эквивалентен общему члену
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1

гармонического ряда вЂ”. При x = 1 ряд будет знакочередую-
и

щимся и сходящимся по признаку Лейбница (теорема 4.!6).
Таким образом, ряд сходится при

вЂ” 1 ( х C 1.

Пример 4.33. Найти степенное разложение для функ-

оии f(z) = (о(z + Осу ~- zа) и установить область слолииости

полученного ряда.

P е ш е н и е. Воспользуемся результатами теоремы 4.25 о

почленном интегрировании степенного ряда. Применим фор-
мулу

1п х+- 1+ х2
dt

о

Согласно замечанию 4.3

1
= (1+х)

1+х

=1+
( вЂ” 1/2) ( вЂ” 1/2 вЂ” 1)... ( вЂ” 1/2 вЂ” n + 1)

Х

п~
п=1

„1 3 ... 2n вЂ” 1

2" и.'
п=1

л ~ 2

(2п)!

n=1

Будем считать x = t~ тогда

1 + ( 1)п
( ) лбгп

влт Л. та 4" (и')т

На основании указанной ранее формулы получим

х dt х ~ (2n)!
lz(z+zl+z2) = f =z+ f у'( вЂ” т)",,t") dt=

р 1+~г „„, 4" (~))~

= х+ ( вЂ” 1)"
°

°(2п)! хг"+' (2п)! х'
"+'

( вЂ” 1
"

4" (n!)г (2n+ 1) 4" (n!)ã (2n+ 1)
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Вновь для определения радиуса сходимости полученного

ряда применим формулу glаламбера из теоремы 4.23.

(2п)! (2п + 2)!
В= 1пп

4" (n!) &gt; 2 + 1) 4 +&g ; ((и1)! (2
(п+ 1) (2п 4-3)

=4 1пп
~~с~ (2п+ 1)(2п+ 2)(2п+ 1)

(1 + 1/п)2(1+ 3/2п)
-~ 4(1 + 1/2п) 2(1 + 1/и)

Яля доказательства сходимости этого ряда при х = ~1 ис-

пользуем признак Раабе (теорема 4.!5). В данном случае

("Ы
Поэтому

a„. (1 + 1/п) (1 + 3/2n) вЂ” 1 вЂ” 1/2п
lim п вЂ” 1 = lim u
пс~ ~ +1

лж (1 + 1/2п)
1 + 3/2п + 1/п + 3/2п~ вЂ” 1 вЂ” 1/2п

lim u =

7l вЂ”+ОО (1+ 1/2п)

(2/п+ 3/п )
lim п=2) 1.

(1+ 1/2n)

По признаку Раабе ряд сходится при х = +1. Исходный

степенной ряд сходится при х & t;
' sint

Пример 4.34. Вычислить интеграл / dt с точностью

о

1P
вЂ” 4

P е ш е н и е. Заметим из предыдущего, что

~г +1

sint = g( вЂ”1)", t C R.
2и 1!

n=0

Отсюда следует

sin t

1 !
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Применим к последнему ряду теорему о почленном инте-

грировании (теорема 4.25):
1 1

sin t
ж

t2n
dt= ~ (-1)", dt=

(2п+ 1)!
0 0

1

~г -+1 1

(-1)" = (-1)"
(2п+ 1)!(2п+1) (2п+ 1)!(2п+ 1)

Согласно теореме 4.16 (признак Лейбница), предельная аб-

солютная погрешность интеграла выражается из неравенства

1

sin t 1 1
й вЂ” ( вЂ” 1) (

(2k+ 1)!(2/с+ 1) (2п+ 3)!(2п+ 3)

Непосредственный расчет при и = 2 дает

1 1
1P

вЂ” 5
1P

вЂ” 4

(2п+3)!(2п+3) 7! 7

Таким образом, с заданной точностью искомый интеграл

1

sin t 1
dt = 1 вЂ” = 0,9444.

3.'° 3

о

Пример 4.35. Вычислить ln2 с точностью до z = 10 4.

P е ш е н и е. По замечанию 4.3

СО
п

1n(1+ х) = ~~~ (-1)"+вЂ”
7l

n=1

п
х

1n(1 вЂ” х) = вЂ” ~~~ 7l
n=1

Вычитая эти разложения, находим

ОО
и

1n = 1n(1 + х) вЂ” 1n(1 вЂ” х) = g (( вЂ” 1)"+ + 1)вЂ”1 вЂ” х 7l
n=l

г вЂ” 1
х

2п вЂ” 1
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1
В последних формулах подставим х = вЂ”, тогда получим

3'

1 1
1~12=2

2
=- 9

32" '(2п вЂ” 1) 9" (2п вЂ” 1)

Оценим остаток ряда справа

1 1 1 1 1

9" (2k вЂ” 1) 2п+ 1 ~ 9" 9"+'(2п+ 1)
~ 9"

1с=п+ 1 k=n+ 1 k=0

1

10 (2п + 1) 9"

Непосредственный подсчет при и = 4 дает

вЂ” 6
„( 1,69. 10

10 (2п+ 1) 9" 10 9"

Следовательно, если в полученном ряде для ln2 ограни-

читься четырьмя членами предельная абсолютная погрешность
такого приближения не превысит 6 1,69 10 6

( 1,02 10 5
(

( 10 4. Окончательно получаем:

1 1 1 1
1п2=6 + + + =06931.

9 81 ° 3 729 5 6561 7

Пример 4.36. Рассмотрим тригонометрический ряд

~ а" sin kz (~а~ ( 1). Сколько раз этот ряд можно диффе-
kâ€”= 1

ренцировать почленно?

P е ш е н и е. Рассмотрим числовые ряды g Й' а~ (s = 1,
k 1

2,...) . Исследуем их на абсолютную сходимость с помощью

признака даламбера (теорема 4.8):

(Й + 1)'~а~~+' .
Й + 1

lim = (а( im = (а( ( 1.
kazoo k' а" ~ÎÎ

1

По теореме 4.28 рассматриваемый ряд можно почленно

дифференцировать любое число раз s.

Пример 4.37. Сколько раз можно почленно продифферен-
cos kx

цировать тригонометрический ряд 2, ?
k 1
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1
Peш ен ие. В данном примере а~. =

вЂ” и ряд с общим
k4

членом k' и~. будет сходиться при s = 1 и s = 2 (при з = 3 по-

лучим гармонический ряд, а при ь ) 3 общий член ряда будет

бесконечно большой величиной). Следовательно, по теореме

4.28 этот ряд можно заведомо почленно дифференцировать
два раза.

Пример 4.38. Написать ряд Фурье для функции f(x),
определяемой равенствами

1

вЂ”

вЂ”,

вЂ”~г(х(0
4

/(х) = О, х = О, r = -т,

вЂ”, 0(х(т
4

/(х) = /(х + 2т) .

P е ш е н и е. Рассматриваемая функция нечетная, имеет

разрывы первого рода в точках ит (n C Z) со скачком рав-

ным вЂ”. Далее:
2

г з

/~(х) dr = 2 /~(х) dx = 2. вЂ” т = вЂ” ( +oo.
16 8

вЂ” 7Г о

Рассчитаем по формулам (4.11) коэффициенты Фурье этой

функции. В силу нечетности f(x) все коэффициенты а~ для

этой функции обратятся в О:

1
.

2 7г
вЂ” /(х) sin kz dz = вЂ” вЂ” /(х) sin km' =

7Г 7г 4
вЂ” 7Г о

coskr 1 1 вЂ” ( â€” 1)й О, /с вЂ” четное

1
2 )~

о
2 Й вЂ” вЂ” нечетное.

й'

Окончательно получаем следующий результат

sin(2n вЂ” 1) х
х

2n вЂ” 1
7l = l

8 вЂ” 353
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Пример 4.39. Написать ряд Фурье для функции /(г),
где

х, ~х~ ( 7г

О.х= вЂ” ~г
'

f(') =f('+2 )

P е ш е н и е. Яанная функция также как и в примере 4.38

нечетная и разрывна (точки разрыва 1 рода х =
пт, и 6 Z).

Коэффициенты Фурье а~- = О, а коэффициенты Фурье б~. рас-
считываются по формулам (4.11):

7Г 7Г

1
.

2
bq = вЂ” f (x) sin kx dz = вЂ”

х sin Йх И.с =

вЂ” 7Г О

2 cos kx sin /сх ( вЂ” 1)
~+'

Искомый ряд Фурье:

( ~)/с+1
f(r) 2 ~i sin kx.

k
k=1

Пример 4.40. Написать ряд Фурье для функции /(х),
определяемой условиями

f(x) = /(х+2т) (2т-периодичность),

f(x) = f(-х) (четность),

f(x) = х, 0 & t (

P е ш е н и е. Поскольку рассматриваемая функция четная,

обратятся в 0 ее коэффициенты б~., а коэффициенты п& t; р

сч и тыва ются по формула м (4.11)

7Г 7Г

1 2 2 .~.2
а1

вЂ”

вЂ”
вЂ” f(x) dx = вЂ”

x dx = вЂ” вЂ” = т.

7Г
о

вЂ” 7Г О
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При I = 1.2,...

2
и ~.
= вЂ” /(х) cos lсх dx = вЂ” x cos kx dr, =

вЂ” Л О

sin kx cog Йх
вЂ” х

2
т

2 (y)&l ; 1 О k Ђ” чет

4 1

~г k2 --

вЂ”, I; вЂ” нечетное.
~2'

Напишем ряд Фурье этой функции

т 4 cos(2k вЂ” 1) х

(2k вЂ” 1)~

Пример 4.41. Рассмотрим функцию f(x), определяемую
условиями:

f(x) = f(x+ 2т) (2т-периодичность),

f(x) = -f(-х) (нечетность),

f(x) = т
вЂ”

х, О ( х & t; г, f 0 =

P е ш е н и е. Эта функция имеет кусочно-непрерывную про-

изводную, а значит заведомо удовлетворяет условию Яирихле.
Напишем ее ряд Фурье (в силу нечетности f(x) коэффи-
циенты а~ равны О). Коэффициенты bg- рассчитываются по

формулам (4.11):

Л Л

1 2
by = вЂ” f (x) siu kx dx = вЂ” (т вЂ” х) sin kx dx =

вЂ”
Л о

Согласно теореме 4.30 при х ф 2тп (n е Z) имеем равен-
ство

f(x) = 2 ~
9=1
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При х = 2-,п каждая гармоника ряда Фурье обращается
в О, следовательно, и вся сумма равна О в этих точках. Это

согласуется с результатами теоремы 4.30, ибо при .z = 2тп

/ (27Г71 вЂ” 0) = вЂ”
7Г,

/'(27г~г + 0) = г,

1

-(/(27ги вЂ” О) + /(27гп + О)) = О.
2

Пример 4.42. Яоказать равенства:

~

1

~

L
° °

r

I

° s ° r

s

~

~

r ti ~ë ~~ I~
1

О, kgl
cos Йх cos tr d». =

г. й=1
вЂ” 7Г

Л

«I ~

L

°

°

°

l I

°

°

°

° ~

s ~

»

ti~
~

k ~~ l
i~

О, kgl
я11 Их Sllll. Их =

7Г.

cos k.х sin 1х dx = О, cos Кх д»: = О,

вЂ” 7Г вЂ” 7Г

яшйхдх = О, где k, t ~ Z.

вЂ” 7Г

P е ш е н и е. Проверим, например, справедливость формулы
Л

/ coskx sinlxdx = О. Используем известные тригонометриче-

ские формулы и получаем

1
cos kx вш lx dx = вЂ” (sin(lx + kx) + вш(1х вЂ” kx)) dx =

2
вЂ” Л вЂ” 7Г

1 1

2
вЂ” (sin(l + k) x dx + вЂ” (sin(l вЂ” k) x dr =

2
вЂ” Л вЂ” 7Г

1 sos(l + k)s 1 sos(l вЂ” k) s)
'

2 Е-]-k 2 l вЂ” k

В последних формулах допускалось, что l + k g О и

I вЂ” l, y'- О (в противном случае подынтегральная функция об-

ратится в О и формула также будет верна).
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Пример 4.43. Яоказать справедливость равенства

2 и

(f (x) 7п(х)) dx / (х) dx вЂ” вЂ” 2г ~ (а~. + bf )
2

k=1
Л

вЂ” Л

~0
где Т,(х) = вЂ” + ~

,'(аf,. qoskx+- bf,.sùkx),
2

Л

1
аг;- =

вЂ” f(x) coskxdx. k = 0, 1,2,...
7Г

вЂ” Ti

1
4 = вЂ” f(x) sinkx dx, k = 1, 2, 3,...

7Г
вЂ” Л

P e ш е н и е. Подсчитаем непосредственно требуемый инте-

грал, используя при этом результаты примера 4.42

Л
'A

г

ао
х вЂ” вЂ” + а~ coskx+ 6~ sinkx dx =

2
k вЂ” 1

гхдх вЂ” 2 вЂ” хдхвЂ”

1 г

ао
вЂ” 2~ а~ /f(x) ooxkxdx+bq f(x) xiakxdx + вЂ”

x -~-
2

k=1

A
2

и

-+- 7г ,'~ (аг, + bf,) = f (x) dx вЂ” вЂ” 2г g (аг, + У),.) .

2
й=1 a-i

Формула доказана.

Пример 4.44. Рассмотрим тригонометрический ряд
я11 пх 1

(О ( a & t; Ђ” ). Э от яд сходи ся ри в ех значе
п 2

ях х, согласно признаку,Яирихле-Абеля (см. теорему 4.17).
1 ос) сс)

В данном случае b„= вЂ” и ряд ~ b„= ) „расходит-тР 1„.1 71
~

ся, поскольку 2а & t 1 ( м. при ер 4.l ). Следовател но э
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тригонометрический ряд не может быть рядом Фурье никакой

2т-периодической кусочно непрерывной функции (в данном

случае нечетной). В самом деле, если бы это было не так, то

согласно равенству Парсеваля (замечание 4.7) имели бы

7Г

1 1 2
. ~ .

+
И2(1 7Г

k=1

1
что невозможно при (О ( а & t; Ђ”

2

4.5.

ЗАДАЧИ К ГЛАВЕ 4

В задачах 4.45-4.56 требуется установить сходимость или

расходимость указанных рядов. Для решения этих задач мож-

но использовать теоремы 4.5-4.15.
OG 1 д2+

4.45. 4.46.

и(п + 1)(п + 2) 4П4 + 57~З вЂ” 3

4.47. Q sin ( ) .

4.48.
3 3. 5 3. 5.... (2n+ 1)
1 1 4 1 4 .... (Зп вЂ” 2)

Е3~1+2 Л и+1
4.49. ') ', 4.50. ~; вЂ”,

. 4.51.
и! „«~ и'. n=1 2и+ 1

2

ОО 1 оо

4.52. ~~,'1+ вЂ”

. 4.53.
n=l „=1 74111 И

37г+ 1 ОО 1
4.54. ~~.. 4.55.

4п вЂ” 2 „, п 1ггп1гг(1гг|г)
4.56. Исследовать на сходимость при различных действи-

оо

тельных значениях р и а ~
„з тгР 1nn "

оо 1 O9r ос

4.57. ~;, . 4.58. ~
~'

. 4.59.
„=о 'п+1 „гп5" „о2" +1'

1n(n+ 1) " 2п вЂ” 1 " 3'"
4.60. ~;, . 4.61. ~, . 4.62.

a=i n~ „=г 2" „о 2" 2п+ 1

4.63. ~, . 4.64. ~~, . 4.65.
п=г 27l n=l и 3 л=2
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х 3 3~ Зз
4.66. ~~, . 4.67. 1+ вЂ”,

+
вЂ”,

+
вЂ”,

+
и+ 1 тг 2! 3! 4!

1»2 1»3 1п4 1п5
4.68. вЂ” + вЂ” + + +...

4 9 16 25
2'. 3'. 4'. 10" 'll,!

4.69. 1+ вЂ”, + вЂ”,. +
вЂ” +... 4.70.

3 4 „,(2)!

4.71.
~~.. 4.72. ~~, . 4.73.

! тгз+1 „! и+и „о 3"

2 и+1 ' 1
4.74. ~, . 4.75.

, =о (3тг + 2) (Л + 1) =1 и Лат!
и а" и'.

4.76. ~; . 4.77. ~,', а ) 0.
1!01

"

„!
n"

4.78. Q . 4.79. Q!и 1+ ).21! '
П=о тг+1 2

1 1.4 1. 7

100 100. 102 100- 102. 104

В задачах 4.81-4.90 исследовать абсолютную и условную

сходимость указанных рядов. glJl$! решения можно использо-

вать теоремы 4.16, 4.17.

4.81, 4.82.
(-1)" ' (-1)" п

! (и+1) Я „! 5712+1
и

4.83. ~~з. 4.84.
n=3 71 111 и (111 (111 n)) и=! (1» 3)"

7ги

cosâ€”
1 1 1 1

4.85. ~
,
'. 4.86. + +

и 1п2 2 1п4 3 1п6 4 1п8
OC

4.87. ~~,'(-1)" tg
п=1 и

cos 2 cos 3 cos 4
488. cos1+ + + +...

4 9 16
о~ ( 1)п

вЂ” 1

4.89.
1 (7l + 1 ) G2n

4.90. Найти сумму ряда с точностью до 0,01.

(-1)"
а) 1 вЂ” вЂ” +- +... б)

2! 34 4~ „т n(n+ 1) (n+2)

В задачах 4.91 вЂ” 4.99, используя теоремы 4.19, 4.20, опре-
делить области сходимости функциональных рядов.
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х 1
491. ~,'( вЂ” 1)" » . 492. ~ х" +

3" х"
fl

2: C0S Л.2 2:
вЂ” 3

4.93. ~ r" tg
вЂ”

. 4.94. ~, . 4.95.
5" „1 e"

'
„1 1 вЂ” 3.r

1 1 1 1»
4.96. 1 + вЂ” + +,, +.... 4.97.

tg- x t'х с~ х ' 1
4.98. to x+, + +, +.... 4.99. )Зг ~ ,,г

В задачах 4.100-4.107 найти радиусы сходимости степен-

ных рядов, используя формулы теоремы 4.23.

4-100. ~, „. 4.101. ~, ( вЂ” 1)" +'
„=~ (»+ 1)""3" „, 2 n5" 1п»

2

и" (х вЂ” 7)" х"
4.102. ~

~'

„.
4.103 ~, . 4.104. ~~, 3" л:"

""+3 =з" - =о
ас

4.105. ~~, ( вЂ” 2)" х2" . 4.106. 1 + 2! х + 3! т2 +- 4! xs -+-...
п=О
д~ . 412н

вЂ” 1

4.107. ~~, ( вЂ” 1)"
п=1 2п вЂ” 1

В задачах 4.108-4.116 разложить функцию f(r) в ряд Тей-

лора в окрестности указанной точки хо (использовать теоремы
4.24-4.26 и замечание 4.3).
4.108. f(x) = cos2х, хо вЂ”вЂ” О.

4.109. f(x) = 1п (2+Зх+ х ) хо
вЂ”

вЂ” О.

1
4.111. f(x) = хо вЂ”

вЂ” 3.
хг вЂ” 6m+ 5

4.112. f(x) = 1п (5x + 3), хо = 1.

4.113. Написать три первых члена ряда Маклорена для функ-
ций: а) у = secx, б) у =1n(e'+ х).
4.114. Написать три первых члена ряда Тейлора для функ-

1
ций: а) y= в точке хо = 2; б) у = х' 1пх в точке

1 вЂ” x

xo
вЂ”

вЂ” 1.

4.115. Разложить в ряд Маклорена функции: а) у = 10";

б) у = cos(r, вЂ” 1) .

4.116. Разложить в степенной ряд следующие функции:
r

а) у = х cos2x; б) у = (1+ х2) arctgx; в) у =
2 вЂ” x'

г) у=(1+е )
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зс'

4.117. Найти сумму степенного ряда ~~' ( вЂ” 1)" (у(+1)(ц+2)д."
и=О

4.118. Вычислить интеграл с точностью до 10
~

'~ 1»(1+ x) 02.
0 r

4.119. Вычислить с точностью до 10 ~, используя степенные

ряды: а) cos0,3; б) si»0.4; в) arctg0.2; г) ~ГЗО.
4.120. Разлагая подынтегральную функцию в ряд Маклоре-
на, и интегрируя его почленно, разложить в степенные ряды

интегралы:
'. 1 вЂ” cost

z) 2= fl~ агстатбт.; б) д=); в) у=/ Й;
о о 1 вЂ” 1 D

. 1»(1+ t)
г y= й.

о

4.121. Вычислить определенные интегралы с точностью до

0,001, используя разложения подынтегральных функций в ря-

ды Маклорена:
0.5 х2 о ' sjnr

а) ( сов вЂ” dz; б) 1 Я Л-таdr: в) 1 dz;
о 4 о о

0,25 О,Л5

г) / l»(1+ /х) dx; д) / )22xcos'-'zdx.
о о

4.122. Разложить функцию /(х) = х при 0 & t в

Фурье по косинусам.

4.123. Пусть f(z) = (
' '

. Рааложита f(z) в
х,хЕ[0;1)

2 вЂ”

x, х Е 1; 2

ряд Фурье по синусам.
4.124. Пусть f(z) = xsinx, х C [0; т]. Разложить f(x) в ряд

Фурье по синусам.
4.125. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию, сов-

падающую с у
= е на интервале х е ( вЂ” 2; 2) y(z) = у(х+ 4) .

4.126. Разложить в ряд по косинусам функцию f(x)
1,хЕ[0;1]

, . Пользуясь полученным разложением, найти

sinn яп и.

суммы рядов ,'&g ;, 4 gt; ( в ” )

Уб=1 A=i и



РАСЧЕТНО-ГРАФИЧЕСКИЕ ЗАДАНИЯ

Задача № 1. Найти неопределенные интегралы.
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Образец решения задачи № 1

Найти / z coszdz.

Полагаем и = х, du = cos.хdx. Тогда die = dx и а

= ~ coszdz = в1их. Подставив в формулу интегрирования по

частям, находим

г . cosrdz = z sinz вЂ” вштдт = х.в1пх вЂ” cosz+ C'.

1

Задача № 2. Вычислить определенные интегралы.

' +' 1+ ln(x вЂ” 1)
'
4arctgx вЂ” х

1 дх 2
г

х

,+,
х вЂ” 1 1+ хг

~ 8х вЂ” arctg 2x
Их 4 ) Их

хг+ 2япх 1+ 4..г

х
1

).
х вЂ” (arctgx)Л. 4

0 x'+1 о 1+хг

"" '

(акиш*) ~- 1 к/4

7 f d* 8 f tg* I ок*d*
1 вЂ” *2 о

тг /4 з
sin x вЂ” cos x

fx
+х

о (соя х + я1п х)я ох+1

х + 1
~~ 2соях+Зяшх

„(xs+ 3x+ 1)2 о (2sinx вЂ” Зсоях)в

1/(2~x) + 1 '~агс(дх+ х

13
г

~х 14 dx
о х+х о 1+хг

15 dx 16 f dx
х' 1 вЂ”,/х

ох +1 х х+1)

х , соя~(х + 1)

19 f
1 cps x

1
xcosx+ япх

х 2О
(х вЂ” sin х) 4 (х sin х) 2

91 вЂ” 1/ дх
21 ! dx 22

з '~* +1 д * ~~т~Т

dx '~~~ (агссоя х) вЂ” 1
dx

~/г' вЂ” т КГ=.'
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Образец решения задачи № 2

2m+ 1
Вычислить / Их.

1 (х2+ х+ 3)3
Сделаем замену переменных и = л:~ + х+ 3. Тогда

du = (2х + 1) dx, и(1) = 5, и(2) = 9. Следовательно.

2.r,+1 Ии 2 2 2

(++) ~ Л

Задача № 3. Найти неопределенные интегралы.
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'3g вЂ” x5+25õ +1
19 а~х dx

r2+ 2х х +5x

х' вЂ” 5x + 5x+ 23 2x вЂ” 5x вЂ” 8x вЂ” 8
21 дх 22 Ых

х вЂ” 1) х+1 x вЂ” 5 r r вЂ” 2 r+2

. Зх +Зх' вЂ” 5х" +2 x' вЂ”x вЂ” бхз+13х+б
xx вЂ” 1 х+2 х х вЂ” 3 x+2

'

х +2r вЂ” 3x +2r вЂ” 9 . 2х вЂ” 40х вЂ” 8
25 Ых 26 Ых

r х вЂ” 1 х+3 :г:с+4:г вЂ” 2

х"+"х4 вЂ” 2х ~~5r62 7х+9 4х4+2x2 вЂ” r вЂ” 3
27

:г .г вЂ” 1 х+3
'8

..-1 +1
"

2 .4+2x' 41 2+20 2
3

29 сЬ 30 дх
х r вЂ” 4 х+5 :г х+1:г вЂ” 2

Образец решения задачи № 3

2r' вЂ” х вЂ” 7х вЂ” 12з

Найти неопределенный интеграл / dr..
хх вЂ” 3 х+1

Под знаком интеграла неправильная дробь, выделим ее це-

лую часть, разделив числитель на знаменатель. Получаем

2х' вЂ” х- вЂ” 7х вЂ” 12 2х вЂ” х вЂ” 7х вЂ” 12.З 2 3 2 Зх вЂ” х вЂ” 12. 2

=2+
т(х

вЂ” 3)(х+ 1) x3 вЂ” 2х2 вЂ” Зх хз вЂ” 2х2 вЂ” Зх

Разложим правильную рациональную дробь на простей-
шие дроби:

3т2 вЂ” х вЂ” 12 Зх2 вЂ” х вЂ” 12 А В С
+ +

ха вЂ” 2х2 вЂ” Çx х(х вЂ” 3)(х+ 1) х т, вЂ” 3 х+ 1

Зх2 вЂ” х вЂ” 12 = А(х вЂ” 2х вЂ” 3) + B(x + x) + C(x~ вЂ” Зх) =

= (А ~- В + С)х2 -1- ( вЂ” 2А + В вЂ” ЗС)х вЂ” 3A.

А+В+С =3,

Отсюда следует, что вЂ” 2A+ В вЂ” ЗС = вЂ” 1,
вЂ” ЗА = вЂ” 12.

Находим: А = 4, В = 1, C' = вЂ” 2. Следовательно

2&g ; - z2 Ђ” 7õ Ђ” 1
=2+ вЂ” +

х(х вЂ” 3)(х+ 1) х х вЂ” 3 х+ 1
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Интегрируем полученное равенство:

2хз вЂ” х~ вЂ” 7х вЂ” 12 4 1 2
dr= 2+ -+- дх =

z(x вЂ” 3)(т. + 1) х х вЂ” 3 х+1

= 2т, + 41n ф + 1n ~х вЂ” 3~вЂ”
х ~х вЂ” 3(

вЂ” 2 1и (х + 1( + С = 2х + 111 + С .

(х+ 1)2

Задача № 4. Вычислить площади фигур, ограниченных

линиями, заданными уравнениями.
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х = t вЂ” si»t., x = 9- cost,

21 у = 1 вЂ” cost, 22 у = 4 ° sint,

у = 1 (О & t &l ; 2 , g ; 1 . у = 2
х =24 cos т = 2 (t вЂ” sin t),

23 24 у = 2 . (1 вЂ” cos t)
у = 9Я (у & t; 9 3 2 ( l ; х & t 4т

х =2 2-cost, х = 8.cos

25 у = 5~/2 sin t . 26 у = 8. я1П'

v=6(y&gt o 1 ( &g
r = 8 (t.

вЂ” sint),' х = 3. cost,

27 у = 8 (1 вЂ” cost), 28 у =8 sint,

у = 12 (0& t &lt 6 , у g ; 12). у ~/3 (
х=4 2 cos t), z = 4 (t вЂ” sin t),

29 у = y2 sin3t), 30 y = 4 (1 вЂ” cost),
х = 2 (х & t; 2 . =6 (0&lt х&lt;

Образец решения задачи № 4

Вычислить площадь фигу- У

ры, ограниченной эллипсом Ь

х = а cost, у = 6. sin t (см.

рис. 4.1). О 1/48
1

O

Найдем сначала вЂ” площа- Х
4

ди S. Здесь х изменяется от О

до а, следовательно, t изменя-

ется от вЂ”

до О.
2

Находим Рис. 4.I,

7Г

о 2
S

. г
вЂ” 6 sint ( вЂ” а sint)dt = вЂ” ab sin tdt =
4

7Г о

2
7Г

2 Г «Г
аЬ 2
вЂ” (1 вЂ” cos 2t) dt = вЂ” t ~o вЂ” вЂ” sin 2t
2

о 4
о

Таким образом, ~ah.
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Задача № 5. Вычислить площади фигур, ограниченные
линиями, заданными уравнениями в гллярных координатах.

г = ~/3.соя р. г = sin~,
1 г=4 соьЗр, г=2(г&gt 2

о&lt;~&

г = 2 соя,р. т = 2~/3 sing.
3 г

4 т=б sinjy,r=3(r&gt
о&lt;~&

т = cosy. т = si»p,
5 г=б сояЗр,т=З(т&gt З

о&lt ~&lt
3 5

7 т = 2-cosy, т = 2 cosy 8 т = вЂ”.cosy, т = вЂ”

cosy
2

'

2

9 т = япбр 10 т = cosy+sing

11 т = cos2p 12 r = 4.яи13~р, г = 2 (г & t;

13 т =япЗр 14 т = сояЗр
д . 3

15 т = sing. т = 2.sing 16 т = вЂ”.sing, т = вЂ” -sing2 '

2

т=2 cosy,
17 т = 4 cos4p 18

т=З cosy

19 т = 2. sin 4y 20 т =- cosy
вЂ” sing

т = cosy,
7Г

21 т = ~/2 cos &l
;р вЂ”

4
22 т = 1+ ~2 cosy

7Г 7Г
вЂ” вЂ” &lt;(р&

23 т = 1+ ~2 sing 24 т = 2- сообща

т = sing,
7Г

25 т= 3 sing т= 5 sing 26 '= ~2'соЯ Ф
4

37Г
о& t; ~&l

4
7Г

т=~2 cos ~р
вЂ”вЂ”

4
1

27 т = вЂ” +sing т= v2 яп
4

7Г 37Г
вЂ” &lt;4 4

29 т = вЂ” +cosy 30 т = 2.sing, т = 4 sing
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Образец решения задачи № 5

Найти площадь фигуры, У

ограниченной дугами окружно-

стей т = 4 cosp, 7' ==4 slBp,

0&lt
p&l

; вЂ ри

Окруж2ости пересекаются

при д =
вЂ”

. Рассматриваемая
2

фигура симметрична относи-

тельно луча p =
вЂ”

. Следова-
2

тельно, ее площадь можно вы-

числять так: Рис. 4.2.

4 4
1 вЂ” cos 2p

S = 2. вЂ” 16 sin pdp = 16.
2 2

dp =

о о

4
= 8 p

вЂ” вЂ” яш2р = 8. вЂ” вЂ” вЂ” = 2~г вЂ” 4.
2 о 4

Задача № 6. Вычислить длины дуг кривых, заданных

уравнениями в прямоугольной системе координат.
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3 е +е

у=
вЂ” Х +3,

9 2 10 2

0&l ;х lt;1.

1 вЂ” с +е

у=1 вЂ” 1n(z вЂ” 1) . У=
12 2

3&lt;х lt;4.

у =2х ~z вЂ” 1, у = lncosx+ 2.
13 14

7Г

0&lt х& t; 1 0&l

х2
у =

вЂ” агссоя~/х+~zвЂ” х2, у =

15 16 2
1

0&lt х&lt вЂ” 0

у =1й(1 вЂ” х) у =~zвЂ” х2 вЂ” arccos ~z+ 5.
17 18

1 1
0&lt x&lt

вЂ .

3/2
у= вЂ”.x ~ +4, у = 1 вЂ” х- + агссоз х,

19 3 20
8

0&lt;х lt;1 0&l

е2 +е +3 х

21 4 22
у= у=

4

0& t; x 2. 0(#

х 1пх
у у= In(х" вЂ” 1) .

23 4 2
'

24

1&lt;х lt;2 2&

у = 4хз/2 у = 1 вЂ” ln cos x,
25 26

7Г

0&lt;х lt;1 0&l

e +е
у = 4х (~z+2), +3,

27 28 у 2
1

0&lt х&lt вЂ”.

у= arccos~z вЂ”~zвЂ” х~+ 4, у =4х
вЂ” 1,

29 30
1 1

0&lt х&lt вЂ” 0&l
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Образец решения задачи № 6

Найти длину дуги кривой, заданной уравнением у = x3~2,
0&lt .г

3
Имеем у' =вЂ”

2

4
3 2

9 4 2 9
1= 1+ вЂ” хдх= -- вЂ” - 1+- х

4 ° 9 3 4
о о

10 10

Задача № 7. Исследовать сходимость несобственного

интеграла.
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Образец решения задачи № 7

зс ~5+ з
Исследовать сходимость интеграла / х2 1п &lt;

~5
Заметим, что

х" + 3
хг 111

х +2 1
lim 111И X . ln 1+
г+зо ]/ó3 z+oo х" + 2

х5
lilll = 1.

х+оо х~ + 2

ОС dx
В то же время интеграл / вЂ”, = 1п11 /вЂ”

1 х Ь=+ос
'

х.1

1 1 1
lim вЂ” вЂ” вЂ”

= вЂ”, т. е. сходится, а следовательно, по
ь +, 2 2~г

оо ~S yg
предельному признаку сравнения интеграл / х2 1п вЂ”, Ит.

x""'+2
сходится.

Задача № 8. Найти приближенные значения выражения.
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9
'
15,01+ (0.99)- 10 cos 29 sin 59

11 яп 16" - cos43 12 ь
31.01+ (0.98)3

13 tg 29" ~К 2 14 3
(1,01)2 + (1.01)2

15
'

(4.01)3 + (3,98)-' 16 tg 29О cos 44"

17
'

(4,98)2 + (10,01)"- 18 ctg46" sin 61"

19
"

(6,98)'" + (2,01)0 20 "

(401)2+ (399)2

21 (О. 99)3 + (2,01)з 22 tg 59" ctg 31

23
'

(3 98)2+ (401)2 24
'

(5 01)2+ (998)2

25 ctg 44"
. sin 59" 26

'

(7,01)2+ (198)~

27 sin 41 - cos 61" 28 (2 98)3 + (3,02)2

29
'

14,98 + (1,02)3 30 cos 46" sin2 14"

Образец решения задачи № 8

Пусть требуется найти приближенное значение арифмети-
ческого выражения (2,98)2+ (4,01)~. Введем в рассмотре-

ние функцию z = х~ + у~ и две точки Л1о . xo = 3, yo = 4 и

Л1~ . x = 2,98, у = 4,01. Таким образом, Ьх = х вЂ”

хд
вЂ”

вЂ”
вЂ” 0,02

by = у
вЂ”

yp = 0,01. Для приближенного расчета значений

функции л приращение b.~ функции заменяют дифференциа-
лом dz, т. е.

~ = zo+ bzl)tt zo+ ~ ~лг„-

Проведем расчет zp и dz~s . Получаем

хх 4 04 /32 4 42

ух~„, ==.',)II4„) 44х&lt;-х„)4 „) 4 0= Ьх '-
TO+!ID х,+у,

3 4 0,04 вЂ” 0,06 0,02
= вЂ” . ( вЂ” 0,02) +- вЂ” . (0,01) =

' '

=

'

= вЂ” 0,004.5 5
'

5 5
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Окончательно имеем следующий результат

5 вЂ” 0,001 = 4,996.

Задача № 9. Найти область определения функции ~. На-

писать уравнение касательной плоскости и нормали в точке

Af(zo zo). Найти производную от функции в точке

И1(хо. хо) по направлению проекции нормали на плоскость

ХОГ
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л
= агсь1»(г + у) . l»(z+ у). г = агссоя(ю вЂ” 2у) . I»(r + y).

19 20
1 3 1

h! О. hl
2 2 2

( +ивЂ”-')+~+v1. : = агсй»(х' вЂ” 2zy + 2у').
21 22

Л!(1. 0). Л!(О. 0).

1
= Д7(Ч(:Тt = = y)1 вЂ” Зх2 вЂ” 2zy вЂ” у~.

23 ~4» ~у 24

Л!(1, 1). Л!(О. О).

= = 1» san(z + y). г = агссоъ(5л- + 4л:у + у ),
25 26

к

h! вЂ”. О

2
Л!(О. 0).

111(т &l ; у Ђ”
~~2 2zy y2 ) .

27
вЂ” z вЂ”

y 28

1
Л! 1,вЂ” Л!(О, О).

2

=à = In(5 вЂ” z~ вЂ” Зюу вЂ” Sy~), =ë = 111(7 вЂ” З.г вЂ” 2ху вЂ”

у ).
29 30

Л1(1, О). Л1(1. 1).

Образец решения задачи № 9

Рассмотрим функцию ~ и

точку I(I(1, вЂ” 1) .

У

1

z = агсвш(5х + 3y вЂ” 2) .

1)3
Область определения ~5хвЂ”

вЂ” 3~( вЂ” 2) & t 1 =(

D: 5~+Зу вЂ” 3 & t

5х+3y
вЂ” 1 & t

Рис. 4.3.

(рис. 4.3).

5 3
Ar

1 вЂ” (5~+ Зу вЂ” 2)2
"

1 вЂ” (5x+ 3y вЂ” 2)~

г'(1, вЂ” 1) = 5; г'(1, вЂ” 1) = 3.
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Уравнение касательной плоскости:

Z = ; (1. 1) (л 1) + г (1 1) (y + 1)
Z = 5 (х вЂ” 1) + 3 (у q 1).

Уравнение нормали (каноническая форма):

N = (5, 3, -1) вЂ” нормальный вектор касательной плоскости,

х вЂ” 1 у+1 z
= вЂ” вЂ”

уравнение нормали.
5 3 вЂ” 1

5 3
~рл-Оь. ~ = и = (5, 3) и о

=

34 34

Производная функции а по направлению вектора по.

д= 5 3
вЂ” = С7 . тво = =,'(1, вЂ” 1) вЂ” +;„'(1, вЂ” 1)
дпо ~34 " /3 4

25 9
+ = /34.

Задача № 10. В дифференциальном выражении перейти
к новым переменным и, о. Найти функцию ~, удовлетворяю-

щую заданному уравнению.
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(2х+ Зу) . г', + (Йх+ 12у) z„' = (х вЂ” у) . z +(2x вЂ” 2у) г'„=
=-2хг Зуг

8
= х

вЂ” 2ху
r=u вЂ” v х=и вЂ” о

у=4и+2г у=2и+и

(x вЂ” 5у).z'+(Зх+15y) =„' вЂ”вЂ” ( х вЂ” у).г +(4x вЂ” 2у).z„' вЂ”вЂ”

= 2l:2+ Уг
10

= хг 2уг
х=2и вЂ” v r=u+v

у =бы+и у = вЂ” и+2ь

(Зх
вЂ” у) г +(бх вЂ” 2у).z'„= (4х+у) г+(12х+Зу).гц =

=хг+5yã
12

=у ху

х=и вЂ” v х=и вЂ” 2v

у=2и+и у= Зи+ю

(4x вЂ” 2у) z + (12r вЂ” бу) ц, = (2х вЂ” Зу) -+ (10x вЂ” 15у) . z„' =
= у +2ху

14
дг 5уг

х=2и вЂ” v x=u+v

y=6u+2v у=
вЂ” и+5»

(x+5y) z +(2x+10y).г,',= (Зх вЂ” 4у) z'+(9x вЂ” 12у) z„'=
=х вЂ” ху+у

2 2 2

16
=у Зху

х=и вЂ” v х=и вЂ” v

у=2и+ю у =3u+2v

(2х вЂ” у).г,'+(10х вЂ” 5у) z„' = (2x вЂ” 5y).г,'+(бх вЂ” 15у) z„'=
=у

вЂ” 5х
2 2

18
=ху

х = вЂ” u+v х=и вЂ” v

у
= 5и+Зо у=5и+Зи

(x
вЂ” бу).z +(2x вЂ” 12у) z„'= (х+Зу) г +(Зх+9у) z„'=

=Х вЂ”

у
20

вЂ” х +2ху
х=и вЂ” Зи х= и вЂ” v

y=2u+v y=2u вЂ” Зч
II II II

=г-+8 гр -07-гуу вЂ”вЂ” 0
1

x=u+v 22 x= вЂ” вЂ”.(u+v)

у=
вЂ” (и вЂ” v) у =

вЂ” вЂ” (и+ jv)

1" 1"
x = вЂ” вЂ” (u+ v) 24 х = вЂ” вЂ”. (u+ v)

y =
вЂ” вЂ” (и+ 5v) у=

вЂ” вЂ”.(и+9и)
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II II /I

11 г+12.г„+г„„=0 25 г" вЂ” 4.z" =0хх ру

25 х = вЂ” вЂ” (11и+и) 26 х = вЂ” (u+ v)
5

~î
у=

вЂ” вЂ”.(u+v) у=(и-и)

4. гхх + 14 гну + б. г„"„= 0
1

"хх ррвЂ”

27 х= .(2u+v) х = 3. (и+ v)

у =
вЂ” (и + Зи) y=- (u-v)

1 5
Щ х = вЂ” вЂ” (3u+ v) ЗО =-(+)

y =
вЂ” вЂ” (u+ v) у=-( - )

Образец решения задачи № 10

Рассмотрим дифференциальное уравнение, содержащее
частные производные

'
и

(х + 7у) . х' + (Зх + 21у) .;„' = 2ху.

Прежде всего, перейдем к новым переменным и и о, кото-

рые связаны с переменными х и у формулами:

1
L Ю вЂ” Ю х = вЂ” (х+ у)

4
, и обратно

1
у=Зи+о у =

вЂ” (u вЂ” »)
4

1, 3

4 "
4

г г г г г г
1

г

„.и„+ z„v„= „°
вЂ” + z,
4

'
4

После указанной подстановки получим дифференциальное
уравнение, записанное в переменных и и v:

(22и+6и) . z„' = 2. (и вЂ” v) (Зи+ v)
,г 28 37 vг

~и = вЂ”.и
вЂ” вЂ” v+ вЂ”-

11и + 3v 11 121 111 1lu + Зи

Интегрируем последнее уравнение по и:

г
z = вЂ” .

и
вЂ” вЂ” uv вЂ” вЂ” v2 . 1n ~11и + Зи( + f(v),

22 121 11З
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где f(v) вЂ”

произвольная дифференцируемая функция.

Возвращаясь к старым переменным х, у, запишем функ-

цию г, удовлетворяющую исходному уравнению:

3 (х+ у) 28 (х+ у) (Зх вЂ” у)
22 16 121 16

37 (Зз вЂ” у) х 7 1
ln вЂ” + -у +/ вЂ” (y вЂ” 3x)) .

11З 16 2 2 4
I

Задача № 11. Представить разложение функции г в точке

Л1(хо, уо) по формуле Тейлора до третьего порядка включи-

тельно с остаточным членом в форме Пеано.
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г = sin(3s+2y вЂ” 5) х
z = in(2+ Зх вЂ” 2д)

21 22 х sin(x+ Çy вЂ” 4)Л! 1,0
Л!(1, 1)

z = cos2(Зх+ 4у вЂ” 7) z = 1n(7+ Зх вЂ” 5y)

Л!(1, 1) И!(2, 1)

25
=е

26
г = arctg(5z+3y вЂ” 8)

И/(3, 2) И!(1, 1)

27
z = e~'~ ~ ~"~ (5х+Зу) 28

z = arcsin(3 вЂ” 2х вЂ” у)

Л!(1. 1) Л!(1, 1}
z = cos(5x вЂ”

у
вЂ” 3) х

z = sin~(12õ+ó вЂ” 13)29 30 х cos(3z вЂ” 2у+ 1)И! 1.1
Л3(1,2)

Образец решения задачи № 11

Решим поставленную задачу для функции
= sin(37 +2у вЂ” 3) сов(2х вЂ”

у
вЂ” 9) в точке ЛУ(З, вЂ” 3). Пусть

x вЂ” 3 = Ьх, y+ 3 = Ьу, тогда х = 3+ Ьх, у = вЂ”3+ Ьу. По

известной в тригонометрии формуле получаем

1
х = вЂ” (sin(5x + у

вЂ” 12) + sin(s + Çy + 6)) =
2
1

(в1п(5Лх ~- Лу) + ь1п(Лх + ЗЛу)).
2

Используем известные представления функции sing по фор-
муле Тейлора

в1п(5Ьх + Лу) = 5Лх + Ьу вЂ” вЂ” (5Лх + Ьу) +...
з

6

1
в1п(Ьх + ЗЬу) = Лх + ЗЛу вЂ” вЂ” . (Ьх + ЗЛу) +...

6

После этого определяем функцию г:

л вЂ”
вЂ” ЗЛх + 2Лу вЂ” вЂ” ((5Ьх + Лу) +'(&g ; + З у ) + .

12

з г г
= ЗЬх+ 2Ьу вЂ” вЂ” Ьх вЂ” вЂ” Ьх - Ьц вЂ” 7 . Ьх - ЬувЂ”

2 2
7 21 з

-- . Лу' + ...
= З(х вЂ” 3) + 2(у + 3) вЂ” вЂ” . (х вЂ” 3)вЂ”

3 2
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х вЂ” 3) (у+ 3) вЂ” вЂ” . (т вЂ” 3) . (у+ 3) вЂ” вЂ” (у+ 3) + о(р ) .

2 г
7

з з

2 3

Дх2 + Ду2 = (т вЂ” 3)"- + (у + 3)-'.

дача № l2. Найти экстремальные значения функции
(.r, у) в замкнутой области D.
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19 z=(2z~+ó ).е 20
z = (3x2+5у" ) .е

lxl & t; 1, у lt; 1 [х &l ; 1

Э
.з

Зд.
2 4х2+ 2

3
г =ху+ вЂ” + вЂ” вЂ” 12

[[&lt;&lt;з [у~&lt 3 1 lt;х
1

23
z =x2+2xy+5y вЂ” 8

21
z = Зх вЂ” 4xy+2y вЂ” 5

Iã.l & t; 3, yl &lt;3 х(&l ;
2 2 2

25
z = вЂ” 5х +2xy+y

вЂ” 3
26

z = 2х вЂ” ху+Зу вЂ” 2х+у вЂ” 7

IxI&lt 1, ly &lt;1 х[&lt

27
г = ix вЂ” 12ху+5у вЂ” 3

28
2+5 2

2

lxl & t; 2, wl &lt 2 lx &l ; 1

29
z = 11х2 вЂ” 7xy вЂ” 5у2 вЂ” 1

30
г = ix вЂ” Зху+4у вЂ” 10

I x I & t; 2 I w lt; 1 ~т~&l

Образец решения задачи № 12

50 20

Исследуем на экстремум функцию х = xy +
вЂ” + вЂ” + 1 в
Х Д

замкнутой области D = ((x, y): 4 & t & t , 1 &lt
Прежде всего, найдем локальные экстремумы. Решим

систему:

50 , 20
z' =у

вЂ” вЂ” =О, z' =х вЂ” вЂ” =О.
,г ю „г

Система имеет единственное решение: x = 5, у = 2. Най-

дем значение определителя Ь в этой точке:

100

:з 4000

з.„з
~з

4
При х=5, у=2 Ь=З)0, а значение;" = вЂ” )О.

Поэтому в этой точке функция х имеет локальный мини-

мум;(5 2) = 31.

Изучим экстремальные значения функции на границе об-

ласти D.
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50
,

50
1) у = 1: 4 & t & t; 6; т г а = + вЂ” + 21, а ~ ' = 1 в ”

50 75
& t 0 р &l ; . . & t; 6 ~ = г 4 =

4 2

50 106
;„,;„= г(6) = 6+ вЂ” + 21 = вЂ”

.

6 3

50 23
,

50
2) у = 3; 4 & t & t; 6; т

гда

г в ” в ” З + вЂ” Ђ”, а г

' в ” вЂ”

3 вЂ

3
°

х х2
°

100
, , 50 50

г" =
вЂ”, г' =0 =~ 3=, х= Е(4,6), z,I"I,х3 Х'-
100 50

(50~3)з(г
& t; 0; та им образ м, р = Ђ” функ и

3

50 23 3 23
= Зх+ вЂ” + вЂ” имеет минимум z

.

= ~150+ вЂ” + вЂ”.

3
I II! 11

50 3

20 27
,

20
3) r. = 4; 1 & t & t; 3; т г а г = 4 + вЂ” Ђ”, а г

' в ” вЂ”

4 вЂ

40
,

20
.

„

40
л',„= г =0~4=,у= y5E(13),л = )О.

У У 5 з~г

Следовательно при у = +5 функция z достигает своего наи-

меньшего значения на отрезке 1 & t

20 27 40 27
«л„,;„= z(v 5) = 4v 5 + вЂ” + вЂ” = вЂ” + вЂ”

.

~5S2 ~/5 2

20 28
,

20
4) x = G; 1 & t & t; 3; т г а я = 6 + вЂ” Ђ” ' =

6 вЂ

у 3 у
20 10 40 40'

= 0 =~ у = вЂ” = вЂ” Е (1,3), z"
6 3

'
ии уз (10Д)з~г

) О.

10
В точке у =

вЂ” функция ~ имеет минимальное значение
3

10 3 28
~lll I ll

= 6. вЂ” +20 вЂ” + вЂ”.

3 10 3

Из всех найденных минимальных значений (они подчерк-
нуты в тексте} выбираем наименьшее

106 3 23

3
31; вЂ”; ~150 + вЂ” + вЂ”;

50 3

40 27 10 3 28
вЂ” -+- вЂ”; 6 вЂ” + 20. вЂ” +вЂ”
j5 2' 3 10 3
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Чтобы найти наибольшее значение функции, рассчитаем
значение функции в угловых точках прямоугольника
D: 4&l ;x lt;6;

50
z(4, 1) = 4+ вЂ” + 20+ 1 = 37.5,

4
50 20

z(4,3) = 12+ вЂ” + вЂ” + 1 32,2,
4 3

50
z(6, 1) = 6+ вЂ” + 20+ 1 = 35,3,

50 20
z(6,3) = 18+ вЂ” + вЂ” + 1 34.

6 3

Выбираем наибольшее из этих чисел

z„,„= тах (37,5; 32,2; 35,3; 34) = 37,5 .

Таким образом, наименьшее значение функции на множе-

стве D z;„= 31, наибольшее значение z„= 37,5.

Задача ¹ 13. Найти условный экстремум функции z =

= f(~,у) при выполнении уравнения связи ~р(х, у) = О.
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15
f=5z вЂ” 4ху+Зу вЂ” 2х+2увЂ” 3 f 6õ2 вЂ” 2ху+у2вЂ” 4х+2увЂ” '3

16

p = 2х вЂ” 2у+3 y = 4х вЂ” бу+2

17 f=7x вЂ” 4ху+Зу вЂ” бх+2увЂ” 2 f 8õ вЂ” 2ху+5у +4хвЂ” 2y+318
y = 2х вЂ” 2у+1 y = бх вЂ” 4у+7

19 f 7õ2~-бху~-5у вЂ” 4x вЂ” Sy+5 20 f = 20s вЂ” 10у вЂ” 1

(p = 10х вЂ” 8у-7 ~ = 5хг вЂ” бху+-2уг вЂ” 7

г

f = Зх-5у-7 22 f = 4m+ 10y- 12

p = Зх +4ху+5у
вЂ” 3 д = 5х вЂ” 4ху+ 2у вЂ” 5

f = lls+13y вЂ” 3 f = 7s вЂ” Çy+8

~ = 7хг вЂ” Зху-+ 2уг вЂ” 7 д = бх' вЂ” 4ху-+ 5у' вЂ” 5

f = 9m+ lly
вЂ” 7 f = х2+Зу вЂ” 7

хг = 5ху+ 3&g ; = 5х Ђ” у

f = 7s +5у
вЂ” 3 f = 10s~+7у вЂ” 11

p = 2х+Зу вЂ” 1 р = 5х вЂ” 7у вЂ” 9

f = 18s~ + 15y вЂ” 7 f = 13s~ + l 1y2 вЂ” 43

y = 13х+12у вЂ” 11 p = 17х вЂ” 15у вЂ” 9

Образец решения задачи № 13

Найдем экстремальные значения линейной функции z =

= f(x.у) = 2r вЂ” 12у+ 7. При выполнении уравнения связи

iр
= х~+ 2ху-+ 2уг â€” ] = 0.

Составим функцию Лагранжа:

L = f + А (р = 2х вЂ” 12у+ 7+ А (r~ + 2ху+ 2у вЂ” 1) = О.

Составим и решим систему уравнений:

L =2+А (2r+2у) =О,

L„вЂ”= вЂ” 12+ А (2r + 4у) = О,

Е~ = х -~ 2хр ~- 2у вЂ” 1 = О.

Первые два уравнения данной системы решим относитель-

но х,у. Яля этого представим их в виде

1

х+у =
вЂ”,

6
х+ 2y = вЂ”.

Л
9 - 353
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8 7
Отсюда следует, что x = вЂ”

вЂ”, у =- вЂ”. После подстановки
Л' Л

найденных х и у в третье уравнение системы получим урав-

нение относительно Л:

1
вЂ”. (64 вЂ” 2 56+2 49) = 1.
Л

1 1
Отсюда Л1 вЂ”вЂ”

, Лг = вЂ”
. Таким образом, найдены

50 50

все решения системы:

8 7 7

~(50 ~50 ~50
8 7 7

~(50 ~50 ~50
Яля выяснения характера экстремума в этих точках вы-

числяем определитель Ь~..

0 2x+ 2у 2x+ 4у
Ь~ вЂ”

вЂ”
вЂ” 2х + 2у 2Л 2Л

2x+ 4у 2Л 4Л

= (2x + 2y) (4Л (2х+ 2у) вЂ” 2Л . (2x + 4y))вЂ”
вЂ” (2x+4y) (2Л (2x+2y) вЂ” 2Л. (2х+4у)) =

=8Л. ((х+у) +у ) ..

8 7 1
В точке x& t =

Ђ , y
g ; Л~ = зн че и

50 50 50
8

) О, поэтому в этой точке функция z имеет условный
50

8
минимум. Точно так же проверяется, что в точке хг вЂ”вЂ”

50
7 1

уг =
вЂ” вЂ”

, Лг = вЂ” вЂ”

, функция я достигает своего услов-
~(50 ~(50

8
ного максимума Ь~ вЂ”

вЂ”

вЂ” ( 0
50i

Рассчитаем экстремальные значения:

100 вЂ” 7~Г50
f;„= 2х1 вЂ” 12у1+ 7 =вЂ”

50

100+ 7~50
f = 2хг вЂ” 12уг+7 =

50
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Задача № 14. Исследовать на сходимость ряд.

OQ 1 п вЂ” 1
1 ),~п 1 вЂ” cos вЂ” 16 ),' ~п tg

и=1 п+1 п3 4-и

и +5 1 п+3
2 ~ ln 17 ~ arctg

п2+4 1
' n+2 и~+5

п

'

п и +5
3 ~ arctg 18 ~ 1n~з

+1 и3

4 ,'& t;
xp Ђ 1 1 )

п п~ n+1)2

OQ 1 OG
п

5 ) n ехр
вЂ” вЂ” 1 20 ,') arcsin

A= 1 п и.= l п +3

OQ
7Г

OQ
1

6 ) вЂ

, .arctg 21 ~, фь arctgâ€”
n=l П 4 п n l п

oQ
1

OQ
п

7 ), . sin вЂ” 22 ) ехр
вЂ” 1

„=1 'n+5 и и=1 из+1

OQ 1 1
.

2т
8 ехр

вЂ” вЂ” 1 23 вЂ” SlIl

n+3 п п 2п+1

ос OQ

9 ) и В~ 24 Sln
з

n=l п n=1 п

OQ
.7Г-

OQ
1

10 1 вЂ” cosâ€” 25 ~ arctg
д

вЂ” 1 П и l ny1 . 'п2+-1

OQ и2-+ 1
11 Е tgâ€” 26 ),'1п

1 и+4 п п2 вЂ” п+2

0О OQ
п

12 SlIlâ€” 27
, /п+4 п "=' ( Я+-1) п ~~з+-2

,

и

n2+n п=1 и +2

OQ п+1 OQ 1
14 П аГСЯ1П 3

29 ) n ехр
вЂ” вЂ” 1

A=1 п3 n=l п

OQ
п

15 ',), sin вЂ” 30 ',) sin
=1

'
и-+-4 п п2. з n+5
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Образец решения задачи № 14

Ос
7Г

Исследовать сходимость ряда
~

tg вЂ”

. Применим пре-
5п

tg
дельный признак сравнения. Так как 1пп ~~, а ряд

и- оо

и
оо 1
~~; вЂ”

расходится, поскольку расходится несобственный ин-
ть=1 ~~

' dx
теграл / вЂ” (интегральный признак Коши), то исходный ряд

х

также расходится.

Задача № 15. Исследовать на сходимость ряд.
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Образец решения задачи № 15

оо ~2л+1 2~+~

Исследовать на сходимость ряд ,'&gt ', Им ем
„-=1 И! 7д

~2~+З
"'

( +1)'

+ ~2и+3 . ~!
lim

"
= lim = lim =0(1.

и- са д п~оо (д + 1)! ° p2~+I п~оо и + 1

Таким образом, ряд сходится по признаку Даламбера.

Задача № 16. Исследовать на сходимость ряд.
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л3

15 ) 16 )
3n+ 1 3n вЂ” 1

i7 is
2п+1 " 12" и

и

19 ),'e" . 20
п1 И n= 1 5"+2

3n+ 2
21 2.' и"

~ arcsin" вЂ” 22 ~ 4" .

п=1 4и 4и вЂ” 1

ОО ОО ЯП+2
23 g 3" arctg" вЂ” 24

Зи 5"

и+1
25 ) и"~ .arctg~" вЂ” 26 g 5".

и= l 4и n=l И

ОО
и

27 ~ arcsin~", 28
n=l и2 2и '. "~2

ОО 3

29 ~ 7" . 30 Е
++

из+ 2 p2+-7и -+- 3

Образец решения задачи № 16

2п+ 5
Исследовать на сходимость ряд ,'~

3n вЂ” 1

2п+
Имеем и„= , ПОЭтсмУ

3n вЂ” 1

2n вЂ” 1
2

lim ~/~и„~ = lim ( ) = ( вЂ” ) &l

Следовательно, данный ряд сходится по признаку Коши.

Задача № 17. Исследовать на с%одимость ряд.
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OQ ( вЂ” 1)"
'

5 E( вЂ” 1)" tgвЂ” 6 ).
п 22" п -+- 1

( вЂ” 1)"
~

. ( вЂ” 1) т

3 2" n+1 5п вЂ” 1 4 п

ОО 1 1
9 ( вЂ” 1)" . sinâ€” 10 ~: ( вЂ” 1)" sin вЂ” tgâ€”

п=1 2" n=1 7l 7l

11 ) 12 )
п+3 ln п+ Д

4
2и+3

13 g 14 g ( вЂ” 1)".
~=1

'
3n cosâ€” n=1 3п

(
вЂ” 1)"

' OO
7~

15 16 ~ ( вЂ” 1)".sin"â€”2т'+1 . 2п+ 1 п=1 2п

ОО 1 ( вЂ” 1)"
17 ) ( вЂ” 1)" 1п 1+ вЂ” 18

п=1 п2 „«1 3" ° п!,

ОО 2 OO
~1-

19 ~ ( вЂ” 1)". 20 ) ( вЂ” 1)" sin
п2 и+3 2 п

ОО 2 OQ и+3!
21 ) ( вЂ” 1)" 22 ), ( вЂ” 1)".

п4 вЂ” п2 -+- 1 2"

пз 2
23 ,'& t (Ђ” 1 ", 2

n+1 '. 5

25 ),' ,
26

„«1 2" и.' 2n ! n!

оо 2
27 2 (-1)" tg 28 Е

1Р- 4п 3

a+1 Оо 1
29 30 E (-1)" tg

2n s 5 ° п

Образец решения задачи № 17

Исследовать иа сходимость ряд
~

,'( вЂ” 1)"+'вЂ”
~/и

1 1
Так как а„= вЂ” ) =а„+~, и = 1,2,..., и

и и+1
1

lim вЂ” = О, то выполнены условия признака Лейбница, и
7l

данный ряд сходится. Ряд из абсолютных величин членов,
оо

т. е. ряд g вЂ”

, расходится.
юг=1 П
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Следовательно, ряд ~
'

( вЂ” 1Г+' вЂ” сходится условно.
,/л

'-- Задача № 18. Найти область сходимости ряда.
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Образец решения задачи № 18

х ( 1)n
вЂ” 1

Найти область сходимости ряда ~
'

1п. x+2"

Воспользуемся признаком Даламбера. Имеем

т1 . (x+2)" 1
lim
х (n+1) (x+2)n+1 Ix+2[

'

1
Следовательно, при ( 1 ряд сходится, т. е. при

x+2

х 6 ( вЂ”

oo,
вЂ” 3) U ( вЂ” 1, +ос). На границе интервала сходимости,

при Ix+21= 1, получаем
ос

если x =
вЂ” 3, то ряд

вЂ” ~, вЂ”

расходится в силу интеграль-
~.= 1

ного признака,
х ( 1)n+1

если x = вЂ” 1, то ряд ,'&gt '. сходи ся по призн
и

вЂ” 1 И

Лейбница.
Таким образом, область сходимости ряда x p ( вЂ”

oo,
вЂ” 3) 11

U[ вЂ” 1, +oo).

Задача № 19. Найти сумму ряда.
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OC OG п+6

17 ) (и+2) х"
2

18 ) ,'
п=2 О и+1 (и+2
OG оо и+1

19 ),'(и+1) х"
'

20
п=2 и 1И И+1

(1
2 и OG

21 ) 22 ) ,'(и+ 1) х2"
„0 и+1 n=О

(1 вЂ” х )" OG

23 2 24 ) (и+ 2) х~"
A=o и+ 1 п=0

5"+' ОО

25 ~, 26 ~ (и+3) х4"
п 1И Хп п=О

сщ 1
3 и ОО

27 28 ~ (и+4) . х5"
„«0 и+1 п 0

сц~ 1
5 л вЂ” 1 OG

29 ),'30 ) ,'(и ~- 5) х2"
n=1 A n=o

Образец решения задачи № 19

PP 1 n вЂ” 1

а) Найти сумму степенного ряда ~ x".
и= l И

Данный ряд сходится на интервале ( вЂ” 1,1), и его сумма

S(x) имеет непрерывную производную S'(õ), причем согласно

формуле о почленном дифференцировании степенного ряда

ОО п

У(х) = ) '( вЂ” 1)" . вЂ” = ) ( вЂ” х)"
7l

n=1 n=1

Последний ряд на интервале ( вЂ” 1, 1) сходится к функции
1

(сумма геометрической прогрессии), и поэтому
1+х

1
S (õ) =

1+х

Интегрируя полученное равенство, получаем

S(x) = 1n(1+ х)+ С„

где С вЂ”

некоторая константа. Поскольку 9(0) = 0 и

1n(1 + 0) = О, то и С = О. Таким образом,

ОО
'П

~( вЂ” 1)" . вЂ” = 1п(1+х), x e ( вЂ” 1,1).
П

n=1
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б) Найти сумму степенного ряда ~; п. х" .

и 1

Данный ряд сходится на интервале ( вЂ” 1,1) . Яалее

ОО ОО ОО ОО

И X" =X. И Х" 1=X- Sn '=S X"

n=l n=l n=l n=l

откуда согласно равенству

E." =.',

(сумма геометрической прогрессии) находим окончательно:

и ш=ш (~ш") =* ( )
Задача № 20. Вычислить интеграл с точностью до 0,001.
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Их 0,4 Ьх
17 f18 ( sin вЂ” dz

'
64 + х 0

19
'
81 4. *4 0

2.5 0,5

21 22 ( в1п(4х ) dz
'

125.1. *х 0

2 0,5

22 f, 24 1е
х'1 4

х 256+*4 0

0,1 0,4
25 f сов(100х~) dz 26 / e

з' ~~ dz
0 0

024 Их
27 f cos вЂ” dz 28 f

0 о ч1+ х'

1 dx
29 f sinz dz ЗО f

0 '8+*х

Образец решения задачи № 20

1/4

Вычислить интеграл ) е dz с точностью до 0,001.
о

Воспользуемся разложением функции е' в ряд по степе-

ням t:

~2 ~З
е' = 1+ вЂ” + вЂ” + вЂ” +..., t 6 ( вЂ”

oo, +oo),
1! 2! 3.'

заменив в этом разложении t на ( вЂ”х ), получим

Х4
е =1 вЂ” вЂ” + вЂ” вЂ” вЂ” +..., хЕ ( вЂ” oo,+oo).

1! 2! 3!

Затем проинтегрируем обе части равенства на отрезке
1

О, вЂ”, лежащем внутри интервала сходимости ( вЂ”

oo, +oo):

1/4 1/4
2 Х2 Х4 Х6

е dr= 1 вЂ”

вЂ”,+ +... dr=
1! 2! 3.'

о о

° °

° ° °

хз х5 х7 1/4

З' '
о

1 1 1 1

4 1! . 3. 43 2! . 5. 45 3! . 7. 47
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1

Получили ряд лейбницевского типа. Так как
1t Д -43

1
= 0,0052... ) 0,001, а, ( 0,001, то с точностью до

2! .5.4'
1/4

0,001 имеем: / е
* dx = вЂ” вЂ” вЂ” = 0,245.

4 192

Задача № 21. Заданную на данном интервале функцию

y = f(x) разложить в.ряд Фурье, или в ряд Фурье по синусам

или по косинусам.
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f( )
Зх' хC[0 1} 2,х C [О;1}

13 4 вЂ”

z,z Е [1;4} 14 3 вЂ”

х',х Е [1;3}

Разложить в ряд Разложить в ряд
по синусам. по косинусам.

1
х,хЕ О;вЂ”

f(*) = f(x) =х, х Е [О;1].
15 1 вЂ”

х,х Е вЂ”;1 16
Разложить в ряд

Разложить в ряд
по синусам.

по синусам.

f(x) = zsinz, z Е [О;т]. f(z) = zcosz, z Е [О;т].
17 18

Разложить в ряд Разложить в ряд
по синусам. по косинусам.

2,х Е (О;2)
f(z) = sgn(z вЂ” 1) z, z Е [О; 2).

19 О,х Е [2;4) 20
Разложить в ряд

Разложить в ряд по синусам.
по косинусам.

f(x) = sgnz z2, z Е ( вЂ” 1;1). f(x) =3 вЂ” [z[, х Е ( вЂ” 3;3).

Разложить в ряд Фурье. Разложить в ряд Фурье.

f(z) = sgnz cosz, f(x) = 1 вЂ” Зх, z e О;вЂ”
1

23 24
2'2 Разложить в ряд

Разложить в ряд Фурье. по синусам.

1

f(x) =5х вЂ” 1, хб О;вЂ”
5 f(z) = е, z Е ( вЂ” 1n 2; О) .

25 26

Разложить в ряд
Разложить в ряд

по косинусам.
по синусам.

1
f(x) =sgn z вЂ” вЂ” .(х вЂ” 1), f(x) =3lxl вЂ” 1,

1 1
27 z Е (О;1}. 28 хЕ

3'3

Разложить в ряд Разложить в ряд Фурье.
по синусам.
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1 1

2
вЂ” вЂ” &gt; &gt;E

х ,х е (О; 1) 2
'

'2

1
29 О,z E [1;2] 30 О,:с E

Разложить в ряд
по косинусам.

Разложить в ряд
по синусам.

1

Образец решения задачи № 21

1
Разложим фуиимию /(х) = ваза (х вЂ”

вЂ”, х И [0,1] в рии
2

Фурье по косинусам. Как известно, функция з~п определяется

следующим образом:

вЂ” 1; х(0

sgnx= 0; x=0 .

1; х)0

В нашем случае

1
вЂ” 1 0&lt;х(

2
1

sgn X вЂ” вЂ” = 0; х=вЂ”
2

'

2
1

1; вЂ” (х (1'

2

Продолжим эту функцию четным образом на отрезок

[ вЂ” 1; О] и далее на всю числовую прямую по закону периодич-
ности с периодом Т = 2. График полученной функции F(x)
представлен на рис. 4.4.

Коэффициенты ряда Фурье по косинусам рассчитываем по

формулам:

Т(2
4 2япх

а„= вЂ” f(x) cos dx, n = О, 1,2,...

о
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У
~Ю

0,5

Z

вЂ” 1 вЂ” 0,5 0 0,5

вЂ” 0,5

вЂ” 1

Рис. 4.4.

1
Лла расчетов делаем подстановку т (л) = адо (х вЂ”вЂ”

2

х 6 [0,1], Т = 2, получаем (и = 1,2,3,...):

1

1

а„= 2 sgn х вЂ” вЂ” сояяпхсЬ =
2

0

1/2 1

= вЂ” 2 cos~òïõ dx + 2 соя~тпх dx =

0 1/2

1/2 1
s1n япх $1п 7Гпх

= вЂ” 2 +2
7ГИ оп

1/2

$1п" О, и =- 21V, 1V = 1, 2,...
= вЂ” 4

2 м
4(-1)

реп, N = 2N вЂ” 1, N = 1, 2,...
т2N вЂ” 1'

1

При п = 0 получим ао = /sgn х вЂ” вЂ” dx = О. Окоича-
о

тельно получаем следующее разложение:

4 ( вЂ” 1)~
F(x) = вЂ” ~

~совт(2К вЂ” 1)х.
7г 21V вЂ” 1
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Ответы к главе 1

1 3 14 1
1.21. + q31n(z[+zyС. 1.22. +C. 1.23.

хг х 1»4 5 arcsin z+С

1.24. +С. 1.25. tgx
вЂ” х+С. 1.26. х+япх+С. 1.27. вЂ” вЂ” +

(х+1) .
1

г
X

т cos x ctg x

+arctgx. 1.28. вЂ” x+ С. 1.29. + С. 1.30. + С.

1.31. +С. 1.32. вЂ” вЂ” ~(7вЂ” 33(~+С. 1.33. вЂ” !7 + 7+
(z+ 10)

18

1,, 1

+С. 1.34. вЂ” ~ln~х+С. 1.35. +С. 1.36. вЂ”, sin(3z+4)+

+- С. 1.37. вЂ” cos(2 вЂ” 5z)+Ñ. 1.38. вЂ” 1n J coszJ+C. 1.39. ln Jsinz[+

+C. 1.40, вЂ” ! /е! (3 4-2)(4С. 1.41. е"" '.Ф-С. 1.42. 2i/! вЂ” е +°

°

°

3
4 1 а

+ С. 1.43. вЂ” е + С. 1.44. вЂ” агсяп3 + С. 1.45. +
4 1п 3 51па

+ С. 1.46. z вЂ” Sarctg вЂ” + С. 1.47. вЂ” + вЂ” ln(Зх вЂ” 4~ + C.
2 3 9

«х' х 2 2x+ 5
1.48. вЂ” вЂ” 4z + arctg( вЂ” + С. 1.49. arctg + С.

15 15

1 1 z 1
1.50. вЂ” агся!п(Зх + 2) + С. 1.51. вЂ” ln + С. 1.52. вЂ” х+

3 2 x+2 2

1 1 1 вЂ” cosx 1
+ вЂ” sin 2x + С. 1.53. вЂ” 1n + С. 1.54. вЂ” sin 7х +

4 2 1+ cosx 14

1 cos x 3 1
+ вЂ” sin Зх + С. 1.55. вЂ” cos х + + С. 1.56. вЂ” x +

вЂ” sin 2х +
б 3 4 4
1 2 з 1 5 1

+ вЂ” sin 4х+С. 1.57. соях вЂ” вЂ” соязx+ вЂ” содх+С. 1.58.
32 3 5 2япг х

1 1 1 1
вЂ” ln ~ sin х~+С. 1.59. вЂ” вЂ” cos 11z+ вЂ” cos Зх вЂ” вЂ” cos 9х+ вЂ” cos z+

44 12 36 4
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tgx x 1

+ С. 1.60. tg x+ + С. 1.61. вЂ” с® вЂ” + С. 1.62. tg x
вЂ” + С.

3 2 cos x

1.63. вЂ” xcosx + sin x + С. 1.64. xarctgx
вЂ” вЂ” ln(l + х ) + С.

2
2х 1

1.66. а вй* -|- Л вЂ” *~ + Г. 1.66. вЂ” * вЂ” вЂ” + С.
ln 2 Ln2

2 и+1 n+

1. 67. x tg x +- lи ~ cos x ~ вЂ” вЂ” + C'. 1 68. In х вЂ” + C'.
и+- 1 (и+- 1)г

1.69. xln(x +4) вЂ” 2x+4arctg вЂ” +C". 1.70. вЂ” е
*

x вЂ” x+ вЂ” +C'.
2 2х 2 1

2 2 2

1.71. x(ln~x вЂ” 31n~x+6lnx вЂ” 6)+С. 1.72. вЂ” e*(sinx вЂ” совх)+ С.

X
3

1.73. вЂ” (cos (ln x) + sin (ln x)) + С. 1.74. вЂ” (sin(lnx) вЂ” cos(lnx))+C.
2 2

1.75. 2(4/х+ 2 вЂ” ln 1+ ~x+2)) + С. 1.76. (4/х вЂ” 21n(~/x+2)) +
-~2+ а2 а

.
x x

+С. 1.77. + С. 1.78. вЂ” а вЪ вЂ” вЂ” вЂ” в'вв вЂ” *~ + С.
2 2 а 2

4»«г X
1.79. СвЂ” вЂ” а .вй вЂ”. 1.86. вЂ” (*~ вЂ” 2(/4 вЂ” *в + С.

х 2 4
x arcsin x 1 2 1

1.81. + вЂ” Iп[1 вЂ” x [+ С. 1.82. вЂ” In)x вЂ” 1! вЂ” 41п[xвЂ”
1 2 2 2

1 1
вЂ” 2( + вЂ” 1п lx вЂ” 31+ С. 1.83. вЂ” 1п lx вЂ” 1! вЂ” вЂ” 1п )х~ вЂ” х+ 1! +2 3

ь з
6

1 2x вЂ” 1 5 3
1 + 1

+ вЂ” arctg + С. 1.84., + + x вЂ” вЂ” ln +- С.
3 3

1 3 x+3
1.85. вЂ” In Jx вЂ” 1! вЂ” 2ln Jx вЂ” 2)+ вЂ” In(х вЂ” 3)+ С. 1.86. +

2 2 2 (1 вЂ” x'')
1 Х' 3 з

+
вЂ” ln
3 (x + 1)s(x вЂ” 1)г 8 8

+ С. 1.87. вЂ” 1п(х~ вЂ” 8! вЂ” вЂ” In)х)+ С.

1 1 (x +2) 4~2 х 1

1.88. +-, In + arctg
вЂ” +С. 1.89. вЂ” In (xs + 1)вЂ”

1 2x+1 1 2х+1 4 2х+1
вЂ” 1п lx I+C. 1.90. +, + arctg +

6 (хг+х+1) 3 x~+x+ I 3 3 3
1 x+ arctg4/3 1 4tgx

+ С. 1.91 °

вЂ” ln tg
5 2

+С. 1.92. вЂ” агс®
12 3

+

1 (tg x вЂ” 1)
+ С. 1.93.

2 вЂ” ( /2)
+ С. 1.94. In

( г 1),у6

~/3 2tgx+ 1 ~ 1 2tgx
вЂ” вЂ” arctg + С. 1.95. arctg + С.

3 10 10

д 1 tgгх+йд(~/2х) +1
1.96. ctg x

вЂ” вЂ” ctg~ х+ С. 1.97. In + С.
5 2 2 tg~x вЂ” tg 2x +1

1 1 2 Зх вЂ” 2
1.98. вЂ” tgx + вЂ” ln ~ tgx) + С. 1.99. вЂ” + С.

2 2 9
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вЂ” 20 2t+-1
1.100. + вЂ” 1n вЂ” arctg +

3(6З вЂ” 1) 9 t~ вЂ” 2~+ & t

4г! г

+ С,гдето 1.101. ln вЂ” агсяпх + С.
x вЂ” 1 X

X 10 5 10 5
1.102. ln + вЂ” +

.
+

(1 + '~'О) 0

)' вЂ” ь! 1 + 2z~
+ С. 1.103. ln + arctg + С, где z

~4 + ~г + 1 3

бх5/6
+С. 1.105. 2 (~z+2 вЂ” ln ~1+ ~z+2~) + С. 1.106. z+ +

5

Зхг/3
+ + 2 /х + 3Я + С. 1. 107. 2 /х вЂ” 4 64/х + 4 1п (1 + 4/х) + С.

2

1.108. 2 х вЂ” 2arctg вЂ” + С. 1.109. вЂ” ln + С.
+z 1 3 вЂ” /х+9
2 3 3+ z+9

вЂ” Зг26 6 * 'г~

+ С. 1.111.
„,

+ вЂ” г.сг6 вЂ” + C.
1 г

'

*~'!~+2 2

3 1 (z 4) 12
1.112. +С. 1.113. + (z~ вЂ” 4) +

2 2(z'/3+ 2) 7

(*г вЂ” 4) +64~4+C.l. 4. вЂ” (*г+1) вЂ” 2~+!вЂ”

1 1 1 2 1
+ С. 1.115. вЂ” вЂ” 1+ вЂ” + вЂ” 1+ вЂ” +

ггг 4.! 6 хг 3 .г

1+ вЂ” +С. 1116. вЂ” !г(* +Бг+!(+С. 1126. *+С,
з г

.г

з
вЂ” 1, х(0

х 2 з
при [z[ & t;

а, Ђ + Ђ а sg z, ри z ) а, де s n = О

3 3
1, х)0

вЂ” 2 х
г

1.121. /(х) = вЂ” + С. 1.122. f(z) = х
вЂ” вЂ” + С.

~z 2

Ответы к главе 2

2.84. вЂ”. 2.85. 64 вЂ

. 2.86. 2,5. 2.87. Çln2 вЂ” ln3+1,25. 2.88. 6ln2вЂ”
Г 1

4 2

вЂ” 31пЗ вЂ” 0,5. 2.89. 5 вЂ

. 2.90. 0,5 е ~~+ 1 . 2.91.

2.92.. 2.93. вЂ” вЂ” 0,5 . 2.94. вЂ”

. 2.95.
9 4

'

15 4

2.96. вЂ”

. 2.97. ln
1 1+5е 3 +2
6 6

2.98. ln 2 + вЂ” агс® вЂ” вЂ” 1.
~2 2
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е +4 е 1
2.99.0,5 1п arctg

вЂ” вЂ” arctg вЂ”

. 2.100. 2 ~ cos2x cos2xвЂ”
\.) 2 2

вЂ” ~ sin 2х~ sin 2х). 2.101. 2х а1п (1 + х ) вЂ” sin 1. 2.102. 0,25.
2

2.103. вЂ”

. 2.104. е . 2.105. 1. 2.106. 5. 2.107. 0,5cos
4

'

4

2.111. 0,5. 2.112. вЂ”

. 2.113. 2. 2.114. Расходится. 2.115. Рас-
3

ходится. 2.116. Сходится. 2.117. Сходится. 2.118. Расходится.

2.119. Расходится. 2.120. Расходится. 2.121. Сходится.

2.122. Сходится. 2.123. Сходится. 2.124. Сходится.

2.125. Сходится. 2.126. Расходится. 2.127. Расходится. 2.128. Схо-

дится условно. 2.129. Сходится условно. 2.130. Сходится абсо-

лютно. 2.131. Сходится условно при 0 ( п ( 2. 2.132. 0,5.
га

2.133. 4,5. 2.134. вЂ”

. 2.135. 1,5. 2.136. 25arcsin 0,8 + 4
4

6
27,64. 2.137. 7 ln 2,". 2.138, 2.139.

Зг вЂ” 2

бг+4 16 е вЂ” 1 8аб
г

2.140.. 2.141. . 2.142. вЂ

. 2.143.
3 е 3 2

2.144. 9г. 2.145. вЂ

. 2.146. г. 2.147.
8 11га

. 2.148. а2.
15 8

2.149. вЂ”. 2.150. 2а т. 2.151. 025а т. 2.152. +2+ !п(1+ ~/2).
2

2.153. 1 + 0,5 in вЂ”

. 2.154. in . 2.155. 0,25(2~/5 +
6 е вЂ” е

5 3
вЂ” е

вЂ” 3

+ ln (2+ ~/5)). 2.156. 12. 2.157. 4. 2.158. 2та . 2.159. 8т.

2.160. 8а. 2.161. вЂ”

. 2.162. а~/2(е" вЂ” 1). 2.163.
13 „Зга

3 2

2164. вЂ” + i ( ). 2166. вЂ”. 2166. 272 .

16а

2 2 3
67т ~/5 7Г 7Г

48 321(2 + г) 6 г
вЂ” G'г

г8 64та
гг а гЪ . 2.169.. 2.176. 29,6 . 2.171.

4г 8га~Ь «Г2.172. 2г 1 + . 2.173. . 2.174. 12г. 2.175.

2

2.176.. 2.177.. 2.178. 5г а . 2.179.

2. 180. 10" . 2. 181. 24. 2. 182.
'

1п 1 + вЂ”

. 2. 183. 6.
~ 2

50 4
2. 184. 70 вЂ” вЂ” 51,606 . 2. 185. М = вЂ”

po, AIy 2pp.
1 1

2.186. М = 10pp) Ъ|„= 7,5ро. 2.187. AI~ = вЂ”

pp) My = вЂ”

ро.
35

' "

20
сЬ1 вЂ” 1 1

2.188. х, = 1 вЂ”, у, = 0,5 вЂ” + ch1
ch 1

' '

sh 1
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4 Зт вЂ” 11г 12 вЂ” л'

2.191. х, = га, у, = вЂ”, a. 2.192. х,=, у

4а 4а '«12.193. x, =
вЂ”, у, = вЂ”. 2.194. x„= у, = вЂ”. 2.195. I

фт 32г 3

(1+ г)
/ 32/ã

. 2.196. I~ = 0,25xab рд, I„= 0,25mab рр.

аЬ ро 2гаЬ ро (а+ ЗЬ)ро~ь

2.199.
~ро

= 0,3mB, где т вЂ” масса конуса. 2.200. I =

10

4 1 1
= 0,52гро f (f(z)) dz. 2.201. А = о)ог

вЂ” вЂ” вЂ”

. 2.202. А =

о
хп xk

~~г~г ~г г „г~г
А = . 2.203. 1) А = ; 2) А =

12 12
4
2

= родтгт~Ih; 3) А =- родтгтгh; 4) А = . 2.204. А =

4 г
вЂ” тгт (р вЂ”

р )д(а вЂ” 2т) + вЂ” д(2р вЂ” р)тгт . 2.205. А

1 вЂ” 2

о
вЂ” 1

3 7t'pogu т

Е
г г

~~з
г г г

2.207.
Е ~™

. 2.208. Е = . 2.209. Е =

~™

4 24 4

3.2 О. Е = . 2.211. Q = 0,48I()R вЂ”

. 2.212. Я2вЂ”
20

'

ы~

г, г

= 2 f (h+*)( вЂ” 1/ 4
вЂ” *4) 4-2~/(44-~)1(г' вЂ” У4

2dx
г» г

вЂ” 7

2 (Р 4-*) ( + 2(h+*)~(J = 4~h. 2.214. P =
р gh~.

2.215. pogrr h,.

Ответы к главе 3

3.51. Р(и) = (z,ó,z: х + у + z~ & t; 4j Ђ” множес во то ек
лежащих вне открытого шара х + у + z~ & t; 4. 3. 2. D
= (z,ó: z~+ у & t; 91 Ђ” множес во то ек Е, лежа их не отк

того круга х +у & t; 9. 3. 3. D z = (х у: Ђ” 2 l ; у & t 2z,
часть плоскости, лежащая между двумя лучами у

= 2х и у =

= вЂ” 2х, выходящими из начала координат, включая и сами лучи.

3.54. Та же область, что и в 9.53, но без точек, лежащих на лучах

у = 2х и у =
вЂ” 2z. 3.55. D(z)=((х,у): z& t; Ђ” 1,Ђ” z&lt;у

U((z,ó): х & t; Ђ” 1, + l ; у&l ; в ” z) Ђ” часть п оскости леж

ду прямыми у
= х+2 и у =

вЂ”
х, исключая точку пересечения ( вЂ” 1, 1).
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3.56. D(z) = Е . 3.57. D(z) есть шаровой слой, заключенный меж-

ду двумя сферами x2+ó +z2 = 9, x2+ó +z2 = 4, включая и точки

на сферах. 3.58. Прямые у = Сх+ 2С вЂ” 1, где z = С вЂ” постоянная.

In С+ 2х
3.59. Кривые у = , где z = С вЂ” постоянная. 3.60. Эллипс

1nx

4Сх +9Су = 1, где z = С вЂ” постоянная. 3.61. Прямые, параллель-
ные оси ОХ, если z ( О; стороны углов, параллельные координатной
оси ОХ и положительной полуоси ОУ, если z & t; 0; положитель

x y
полуось ОУ, если z = О. 3.62. Эллипсоид вЂ” + вЂ” + = 1,

4С 9С 16С
1п С

С ) О. 3.63. Плоскости х+у вЂ” = О С ) О. 3.64. 2. 3.65. а.

п4

3.66. е. 3.67. 1. 3.68. Предела нет. 3.69. О. 3.70. Предела нет.

1
3.71. вЂ

. 3.72. Непрерывна всюду, кроме точки (0,0). 3.73. Непре-
2

рывна всюду, кроме точки (0,1). 3.74. Непрерывна всюду, кроме
точек прямых x = и, у

= m, где и, т е Z 3.75. Непрерывна всюду,
X

кроме точек прямой у = вЂ”. 3.76. Непрерывна всюду, кроме точек
2

параболы у =
вЂ”

. 3.77. В точке (0,0) устранимый разрыв. 3.78. z' =

= xy (2у вЂ” Зх), z„' = x2ó (Зу вЂ” 2x). 3.79. z = 24xy (Зхгу вЂ”

у ч-Я),
хц = 12(Зхгу" вЂ”

у +8) у (4x2ó вЂ” 1). 3.80. z = вЂ” вЂ” sin вЂ”, z' =
х

г г
'

у

2 . 2у
= вЂ” sin вЂ”. 3.81. z = х" y*(lnxlny+ 1), z„= х" +

lnxy*
г.+1

X X

3.82. и' = z"x' ', и'„= x' z" Inx, и', = x' yz"
'
Inx. 3.83. z

1 1 1 у
у+ у+ вЂ”

вЂ”, zó

~у.&gt; ля &g;

1 1 1 х
x+ x+ вЂ” вЂ”

. 3.84. и

2 ~у~. Г~яя ~4*утлу

2х

г
° иу г

х

1+i„-'( г+,г+ г) x&gt;+y&
t

+z&gt ' 1+ „(
1 2z 1

х г . 3.85. и
x + y + z

*
1 + ln (x + y + z ) x + y + zг

1
= вЂ” z"~* â€”

y
lnz, uè = z"~* вЂ” inz, и' = вЂ” g"~* '. 3.86. z = (x+

х2+ +у 2+ 2

+ у) +" 2x ln(x+ у)+, z„' = (x+y)* +" 2yln(x+y) +У

г+ г

+ . 3.87. и' = 2x(y + z2), и„' = 2y(xг+ z2), и', = 2z(x2+
x+y

1 1 1
+ у ). 3.88. и , uy вЂ”вЂ”

x+ ln(y+ lnz)
"

x+ ln(y+ lnz) у+ lnz
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и, =
/

1 1 1
. 3.89. и =

u„вЂ”
вЂ”

и, = (х + у +
x + ln(y + ln z) у + ln z z

'

+ 3)~+"+*(1 + ln(x+ у+ z)). 3.90. z = вЂ” Зх + вЂ” Зх у, z„'ди Bv

вЂ” Зу + вЂ” Зх у, где и = x + у, v = х у . 3.91. z
elf г дУ 3 г з з з з

ди Bv

2ег +2ег"" зв2х 2+ 8t вЂ” 12t
. 3.93. и', = 3sintx

e2æ + e3 я"' ж*sinz(2t + 2t4 вЂ” 2t
'

)
xcost(sint вЂ” cost)+6sinг2tcos2t+3t~. 3.94. z = 2 +~" *+'

х

lnx, Bf 1 Bf, Bf 1
xlnx х+ вЂ”

. 3.95. z =,вЂ” + вЂ”,у, z„' = +
x

'

'ди x+y дю
'

" ди x+y

Bf г. ди
+ вЂ”

x, и = ln(x+y), v = xy. 3.96. r. 3.97. вЂ” r~ sin 0. 3.102. вЂ” =

г Зу вЂ” x4 д и г Зх4 вЂ”

у д и х3у
(х4 + у4)г дуг (х4 + у4)г дх ду (х4 + у4)г
д и

~
вЂ” г д и

„ г
3.103. вЂ” = у(у вЂ” 1)x", вЂ” = х" ln x, = x" (1+ylnx).'

дхг
'

дуг
'

дхд

3.104. вЂ” =

ди у +г ди г +г ди

дхг (хг + y2 + z2)3 ду (x2 + y2 + z2)3 дх~

х +у

( г+ уг+ г)3
' '

дхг дуг (хг+ yô)4

3.106. = z*" у(1+ xy ln z), = z*" (1+ Зху ln z+
дх дг д~ дх ду

з

+ (xy ) in~ z),, = yz*" (2xy вЂ” 1 + xy(xy вЂ” 1) lnz),дя дх

3.107. = е*"*((xyz) + 3xyz + 1) ln~ z). 3.109. I.u
дг дх ду

1 dи du 1 д,ди 1
вЂ” вЂ” + v вЂ”

. 3.110. Lu = вЂ” вЂ”
т

вЂ” + .
x

2t dv2 dv т дт дт т sin0

д . ди 1 ди
х вЂ” sin0 вЂ” + г . 3.113. у~~

вЂ” Зу'+y. 3.114. у,",+ky.тгя~пгд д
vv" + 2(v') + 4v~

3.115.. 3.120. zðy+ z~x = у. 3.121. r~p
вЂ”вЂ”

V4

вЂ” е "+яп х

х е*~ вЂ” sin(xy) вЂ” 2у

. 3.127. у' =, у" =
у (1 вЂ” lnx), у „у

3.128. у' =

хг(1 1д у)
'

y + 1 (y + 1)3
г г

вЂ”

. 3.129. г'
у + х (х + у)' x(z вЂ” 1)

"
у(3 вЂ” 1)

z 1 вЂ” xylnz, z z вЂ” xylnz, 2х
zxâ€” z . 3.131. z

x xy
вЂ” zlnz' "

у xy
вЂ” zlnz z+ 1'
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(z! 1) +(2
вЂ” у), х, у

(z + 1)~ z т

х +г „ху „у +г 1
вЂ” = вЂ”

вЂ”, z" = вЂ”
. 3.133. z = вЂ” (2x+

~з
' 9 з

' УQ zç 1gg

+ Зу) (2у
вЂ” Зх). 3.134. z =

а
. arctg~ вЂ”

. 3.135. z'
х 2

1 г, у 1 г г, Зх
вЂ” (и + v"), z = вЂ” вЂ” = вЂ” вЂ” (и вЂ” v ). 3.136. z = вЂ” (х

32
вЂ”

у ), z' = вЂ” вЂ” (хг вЂ”

у ) . 3.137. т = 2июе "(vcosv вЂ” usin v),
32

2xdx+ 2ydy г

z„' = 2иие "(vsin v + ucos v). 3.138. dz = ~г
.г+ г

2((у вЂ” хг) Их~ вЂ” 4xydxdy+- (хг вЂ”

у ) dyz г„г
( .г+ „г~г

х(хdx+уdy), d z =- 2е* " ((1+2хг) dx+4хуйхйу+ (1+2уг) ~у ).
3.140. du = е™=(yzdx+ xzdy+ худт), d~u = е*"'((yz) dx +

+ (xz) dy + (ху) dz + 2z(1 + xyz) dxdy + 2y(1 + xyz) dxdz +

~- x(1+ xyz) dydz). 3.141. du = 2f((xdx+ydy)+2f„'(ydy вЂ” xd*)+
+ 2f((y dx + x dy), d~u = 4 ((x dx + y dy) + 4f„"„(x dx вЂ”

y dy) +

+4f(~(ydõ+хйУ)~+Sf('„(xг dx~ вЂ”

У dy )+Sf(r(x dx+ydy) (ydx+
+ x dy) вЂ” Sf„"((x (Ь вЂ”

у dy) (у dx + х dy) + 2f& t; d + d 2 f ', (dxz
вЂ” dy ) + 4f&lt;dx y. 3.1 2. d = 2(f&l ;xdx+ f 'ydy+ f„ zdz ,

= 4(Ях dx~+Яу dy +/"„тгdz~+2@хуdxdy+2/" xzdxdz+

+ 2f(~yz dydz) + 2(f( dx~+ f(dy~+ f„' dz~) 3.143. du = вЂ” f„'(х dx+
/

+ уdy+ zй), d~u = вЂ” f„" (хdx+уdy+ тdz) + "((r~ вЂ” хг)dx~вЂ”
вЂ” (r~ вЂ”

у ) dy + (r~ вЂ” z~) dz~ вЂ” 2(ху Шхуну + xz dxdz + yz dydz)).
3.144. du = f,'ydx + (f&l ; + f„ z) d + f~y z = &l ;

+ (/~(хг+ 2f&lt;'„ т+ f„"„ г) d ~+ , у d ~+ 2Ц~( у f „ z) d*

+2(f&lt;'„xy+2f„"„z~+f ') dydz+2 & t;' у dxdz. .1 5 du = (2f'+
+4/,' Р)tdt, dги = (4/" tг+12/"„t3+9Д'„t~+16/,", t~+24/д', t~+

+2Д+6Д t+ 12f'. t~) dt~. 3.146. dz = вЂ” (xdx+ydy). 3.147. dz =

г(удх+ хну) г 2~
',dz (ху~ dx~ + (хгу вЂ” 2z~xó +

тг + ху
'

(тг + ху)з

д(/,д) д(/,д)
д(х,t) д(у,t)

3.149. Az = 2,44, dz = 2. 3.150. Az
д,д
д(т,t)

= вЂ” 0,298, dz = 0,0. 3.151. 0,003. 3.152. 1,09. 3.153. вЂ” 0,0314.
3.154. 981,72. 3.155. диагональ уменьшится на 1,4 мм, пло-

щадь уменьшится на 0,008 м . 3.156. Ь = 22,5 м, b = 12%.
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дг .
7г

3.157. Ь = 1 м, 6 =- 3,8%. 3.158. вЂ” = 7(sin o + cos а); 1) а = вЂ”;

д1 4
5т Зт ди 3+ ~/2 ди

2) n = вЂ”; 3) а = вЂ

. 3.159. 1) вЂ” =; 2)
4

'

4 д1 g
'

дР
3 -~ -~ du(AI) 4

= 57 вЂ”; 3) grad u(AI) = i + j + k . 3.160. вЂ” = вЂ”

y 3,ь
д1 9

1 Я ди
grad и(Л1) = вЂ”

8 + г + k, ~ дгад и(М)~ = вЂ”
. 3.161.

3 3 д(.
2 2 х

вЂ” 2 у
вЂ” 2 z вЂ” 8

= ре* +~" 12*4+у . 8162. 4*+46 вЂ” * вЂ” 8 = О, + +О О '

4 4 вЂ” 1

у
вЂ” 3 z вЂ” 4 =«33.163. Зх+ 4г вЂ” 25 = О, х = О„= или x = О, у = вЂ” вЂ”

z.

3.164. 1) биоио(и+ v) вЂ” 3(ио + vo) (и + V ) + 2(и + V ) + (ио+
+up) (up вЂ” 4upvp+ vp) = 0; 2) 3(ход вЂ” yp)x вЂ” xo(y+yp)+2т+4то = О

196 а

3.165. x + у+ z = ~: вЂ”, х+ у+ z = ~:28. 3.167. хц вЂ”

вЂ” «Ь вЂ”,
7 d

Ь с

у
= 8 вЂ”, е = 8 вЂ”, еее4 = иие -Ир 4-44. 8.168. *;„= 6 ери

rl
'

х = 2, у = 3. 3.169. Нестрогий минимум z = 0 в точках поямой

2х вЂ” Зу+ 4 = О. ЗЛ70. z;„= О при x = О, у = О; седло z = вЂ”

при

1 1
x = вЂ”

вЂ”, у
= вЂ”

вЂ”. ЗЛ71. Минимум z = 7 вЂ” 10 ln 2 при x = 2, у = 1.
2' 4

ЗЛ72. Минимум и = 24 при х = вЂ” 2, у = вЂ” 1, z = вЂ” 3 . 3.173. Мини-
1

мум и = 4 ири x = 1, у = вЂ”, z =
вЂ” 1. 3Л74. Максимум и = вЂ” 6913

1 1
при х = вЂ” 144, у = вЂ” 24, z = 1. ЗЛ75. zm вЂ”

при x = вЂ”, у
=

1 1 3 4
= вЂ”. ЗЛ76. z;„= вЂ”, при х = вЂ”, у

= вЂ”. ЗЛ77. z;„= вЂ” А~ при
6 25' 25' 2~

RB R(A + А1)
X вЂ” 9 у =:Е = вЂ” ~г при

Вг + (A+ А,)г
'

Вг ~ (A+ А,)г'
RB R(A + Аг)

x=9 У=+ ,гдеАу) ЛгвЂ”
Вг + (A+- Аг)г B2+ (A+ p,)г

корни уравнения А + А(А + С) + АС вЂ” В = О. 3.178. и;„= 4

+2 т

при х =:Е2, у = z = О. ЗЛ79. z;„= 1 вЂ” вЂ”

при x = вЂ” вЂ” + mk,
2 8

т +2 5т Зт
y=

вЂ” +mk,kЕг, .„=1+ вЂ”

приx=
вЂ” вЂ” +Ы, y= вЂ” вЂ” +

8
' '

2 8
'

8
+ тй, й 6 Z. 3.180. Наибольшее и наименьшее значения функции

достигаются на границах области. Наибольшее z = 9 в точках (3, 0),
( вЂ” 3, 0). Наименьшее z = вЂ” 9 в точках (О, 3), (О, вЂ” 3). Стационарная
точка (О, 0) экстремума не дает. 3.181. Наибольшее значение z = 20

достигается на границе x = 2, 0 & t & t; 1; наим ньшее зн ч н

= -4 достигается в точке (0, 1). Стационарная точка (-б, 4) лежит

вне области. ЗЛ82. Наименьшее значение z = 0 достигается в точке
3

(0,0). Наибольшее z = вЂ” вЂ” в точках (~1,0). 3.183. Наименьшее
е
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значение и = О достигается в точке (0, О, О), наибольшее значение

и = 576 достигается в точке (О, О, ~8).

Ответы к главе 4

4.45. Расходится. 4.46. Сходится. 4.47. Расходится. 4.48. Схо-

дится. 4.49. Сходится. 4.50. Расходится. 4.51. Сходится.

4.52. Расходится. 4.53. Сходится. 4.54. Сходится. 4.55. Рас-

ходится. 4.56. 1) р & t; 1, сходи ся o; 2 & t; 1, расх

Vo; 3) р = 1 при а & t 1 Ђ” сходит я, р lt;

1 вЂ” рас
ся. 4.57. Расходится. 4.58. Сходится. 4.59. Сходится. 4.60. Рас-

ходится. 4.61. Сходится. 4.62. Расходится. 4.63. Сходится.
4.64. Сходится. 4.65. Расходится. 4.66. Сходится. 4.67. Сходится.
4.68. Сходится. 4.69. Сходится. 4.70. Сходится. 4.71. Сходится.
4.72. Расходится. 4.73. Сходится. 4.74. Расходится. 4.75. Рас-

ходится. 4.76. Сходится. 4.77. 0 ( а ( е вЂ” сходится, а & t; е

расходится. 4.78. Сходится. 4.79. Сходится. 4.80. Расходится.

4.81. Сходится абсолютно. 4.82. Сходится условно. 4.83. Сходится

абсолютно. 4.84. Сходится абсолютно. 4.85. Сходится условно.

4.86. Сходится. 4.87. Сходится. 4.88. Сходится абсолютно.

4.89. ]а] & t 1 Ђ” сходи ся абсолют о, а 1 Ђ” сходи ся услов

[а( & t 1 Ђ” расходит я. 4. 0. а) 0, 6; б) 0, 4. 4. 1 lt;

О вЂ”

дится, 0 ( х & t 1 Ђ” сходи ся услов о 1 Ђ” сходи ся абсолют
1

4.92. вЂ” & t; x lt; 1 вЂ” сх дится абсо ютно. 4.9 . ] ] & t; 5 вЂ”
3

абсолютно. 4.94. х & t О Ђ” сходи ся абсолют о. 4. 5. х
1

сходится абсолютно. 4.96. ]х] & t 1 Ђ” сходит я. 4. 7. Ђ l
е

( е вЂ” сходится. 4.98. х g вЂ” вЂ” + Йт, вЂ” + Ьг, k F Z вЂ” сходится.
4

'

4

4.99. Сходится для всех х E R. 4.100. R = 3, ]х] & t 3 Ђ” с

дится абсолютно. 4.101. R = 5, ]х~ & t 5 Ђ” сходи ся абсолют

4102. R = О вЂ” сходится при x = 7. 4103. R = 1, ]х] &

1 1
& t 1 Ђ” сходи ся абсолют о. 4.1 4 = в ”, x &l ; в ” вЂ” с

3' 3
1 1 1

ся абсолютно. 4.105. R =
вЂ”,

х 5 вЂ”

вЂ”;
вЂ” вЂ” сходится.

y/2 y/2 ~/2
4.106. R = О, х = О вЂ” сходится. 4.Ю7. R = 1, х 6 [3; 5] вЂ” схо-

1 1 (2х)"
дится. 4.108. cos2х = вЂ” + вЂ” ~, ( вЂ” 1)". 4.109. f(x) = 1п2+

2 2„о 2п!
ОО 4

+ Q 1+ вЂ”

вЂ”; Л = 1; сходится при х 6 ( вЂ” 1;1]. 4.110. f(x) =
2" и

° °

/

япх
' „,2п,х

"
1

= 2 ( вЂ” 1)" '; В =+со. 4.111. f(x) = вЂ” вЂ”
х

х „& t; ( п+ )
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х );R=2. 4.112. f(z) = 3!n2+ ) ( вЂ” 1)"+'

8 х 5Х
г

11
3

R= вЂ”. 4.113. а) 1+ + +..., б) 2z вЂ” + +...
5 2 24 2 6

4.114. а) вЂ” 1 + (х вЂ” 2) вЂ” (х вЂ” 2) + ., 5) х вЂ” 1 + (z 1) +
2

3 z" ln" 10
+ вЂ” (х вЂ” 1)~+ .. 4.115. a) 1+), Я = +со, б) соя 1 х

7~!
ОС 2n оо 2п+1

х ') ( вЂ” 1)",+sini )'( вЂ”1)",, R=+oo 4.116. a) z+
О 2п! пп 2п+1!

ввп 22п 2п+1 ( 1)п
вЂ” 1 2п+1

+ ~( вЂ”1)", R=+oo; б) z+2 Q
2п! 2п вЂ” 1 2п+ 1

Оо х" ОС

R 1 ф(1; в) ~ вЂ”, R 2, IzI(2; г)4+ ) (2+
12"

'

n=l
П ОО

+-2") вЂ”, R =+oo. 4.117. ~ ( вЂ” 1)" (п+1) (п+2) х" =

(1+ х)а
0031п 1+Х

4 118 /'
( )

Их 0,2800. 4.119. а) 0,9554; б) 0,3894;
0

ОО 2n+3

в) 0,1973; г) 3,1072. 4.120. а) Q ( вЂ” 1)"
5

з
9

Я = 1, (х( ( 1; б) * + вЂ” + , R = 1, I*I &
2 ° 5 8 9

1)п
вЂ” 1 2п оо

& t; 1; в) ,, R= o; г) ~,(
(2n)! 2п

~х~ ( 1 4.121. а) Q,50Q; б) Q,201; в) 0,946; г) 0,072;
1 4 ( вЂ” 1)"д) 0,047. 4.122. f(z) = вЂ” + вЂ” ) cosтпх. 4.123. /(х) =
3 7Г2 П2

8 ( вЂ” 1)" . т(2п+ 1) z
вЂ” sin . 4.124. f(z) = вЂ” sin zâ€”
7r2 „о 2n+1

вЂ” вЂ” ) sin 2nz. 4.125. вЂ” + 2 Q
т „ , 4п2 вЂ” 1 2 2е2 2 „1 4+ п~ 7г2

тпх
.
тпх 2 1 sin n

х 2 ~ов
вЂ” в~ . 4.126. вЂ”

вЂ” + Q cosx)2 2 7г 2 „«1 и

sinn 7Г вЂ” 1 „sinn 1
прих=О g =,прих= ~(вЂ” 1)"

и 2
'

„«1 и 2
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