
629*3.0?6.6 

Ю. А. ЕРМИЛОВ 
Е . Е . И ВАНОВА 

С. В. ПАНТЮШИН 

УПРАВЛЕНИЕ 
СБЛИЖЕНИЕМ 

КОСМИЧЕСКИХ 
П ПАРАТОВ 



ш 
ш ) 



МЕХАНИКА 
КОСМИЧЕСКОГО 
ПОЛЕТА 

ИЗДАТЕЛЬСТВО «НАУКА» 
ГЛАВНАЯ РЕДАКЦИЯ 
ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 
М О С К В А 1 9 7 7 



Co.19. - Т ^ Ж , Co 

Ю. А. ^ м и л о й 
E. E. ИВАНОВА 

С. В. ПАНТЮШИН 

УПРАВЛЕНИЕ 
СБЛИЖЕНИЕМ 

КОСМИЧЕСКИХ 
АППАРАТОВ 

Под редакцией Е. П. ПОПОВА 

у 

ИЗДАТЕЛЬСТВО «НАУКА» 
ГЛАВНАЯ РЕДАКЦИЯ 

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 
М - О а К Д А 1 9 7 7 



6Т5.2 
Е 73 
УДК 629.154.4 

Управление сближением космических аппаратов. 
Е р м и л о в Ю. А., И в а н о в а Е. Е., П а н т ю -
ш и н С. В. Серия «Механика космического полета», 
Главная редакция физико-математической литературы 
издательства «Наука», М., 1977, 448 стр. 

В книге дается систематическое изложение проб-
лем и методов управления и построения алгоритмов 
управления сближением космических аппаратов, ре-
ализуемых с помощью ЭВМ. 

Определена структура алгоритмов управления, 
соответствующих различным методам наведения, и 
изложена методика их синтеза. Даны решения (анали-
тические и численные) уравнений абсолютного и отно-
сительного движения космических аппаратов, кото-
рые могут быть положены в основу алгоритмов управ-
ления. Сформулированы алгоритмы определения уп-
равляющих воздействий и в результате исследования 
методических ошибок установлены области их при-
менения. Рассмотрены вопросы построения импульс-
ных программ управления без учета и с учетом оши-
бок измерений и исполнения и методы оптимизации 
этих программ. 

Книга рассчитана на специалистов в области кос-
мической техники. 

Юрий Алексеевич Ермилов, 
Елена Евгеньевна Иванова, 
Станислав Васильевич Пантюшин 

УПРАВЛЕНИЕ СБЛИЖЕНИЕМ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ 

(Серия «Механика космического полета») 

М., 1977 г., 448 стр. с илл. 
Редактор Ю. Г. Гуревич 
Техн. редактор Я. В. Кошелвш 
Корректоры 3. В. Автонееш, Л. Н. Коровина 

Сдано в набор 28/VII 1077 г. Подписано к печати 1/XII 1977 г. Бумага 84х1081/32# 
Физ. печ. л. 14. Условн. печ. л. 23,52. Уч.-изд. л. 23,2. Тираж 1800 ;жз. Т-20759. 
Цена книги 2 р. 60 к. Заказ № 2700 

Издательство «Наука» Главная редакция физико-ма,тематической литературы 
117071, Москва, В-71, Ленинский проспект, 15 

2-я типография издательства «Наука». Москва, Шубинский пер., 10 

Илл. 96, библ. 129. 

Е 
30501—178 
053(02)-77 157-78 

© Главная редакция 
физико-математической литературы 
издательства «Наука», 1977 



ОГЛАВЛЕНИЕ 

Предисловие 9 

Г л а в а 1. Общие проблемы управления n построения алго-
ритмов управления сближением космических ап-
паратов 17 

§ 1.1. Задача управления сближением и средства ее ре-
шения 17 

§ 1.2. Методы наведения, используемые при сближении 22 
§ 1.3. Способы формирования управляющих воздействий 30 
§ 1.4. Некоторые принципы построения алгоритмов уп-

равления 35 

Г л а в а 2. Постановка основных задач, решаемых алгорит-
мом управления 42 

§ 2.1. Модели движения космических аппаратов . . . 42 
§ 2.2. Модель работы системы управления 51 
§ 2.3. Основные системы координат 55 
§ 2.4. Постановка и методы решения задач оценки . . 60 
§ 2.5. Постановка задач управления 64 

Г л а в а 3. Законы управления сближением по методу па-
раллельного наведения 70 

§ 3.1. Уравнения относительного движения в визирной 
системе координат 70 

§ 3.2. Общий вид законов управления и методика их 
синтеза 74 

§ 3.3. Законы дискретного управления 78 
§ 3.4. Логика раздельной коррекции 84 
§ 3.5. Схемы совместной коррекции 87 
§ 3.6. Некоторые аналитические соотношения 92 
§ 3.7. Оцонка эффективности и определение оптималь-

ных параметров законов управления 101 

Г л а в а 4. Решение двухимпульсной задачи управления в 
абсолютной системе координат 107 

§ 4.1. Необходимые соотношения задачи двух тел . . 107 
§ 4.2. Универсальное представление кеплеровых дви-

жений И З 
§ 4.3. Решение задачи управления как задачи опреде-

ления орбиты но двум положениям 118 



б ОГЛАВЛЕНИЕ 

§ 4.4. Определение траектории сближения с помощью 
итераций по универсальным переменным . . . 123 

§ 4.5. Определение траектории сближения методом ва 
риации элементов 127 

Г л а в а 5. Аналитическое решение уравнений относитель-
ного движения 133 

§ 5.1. Уравнения относительного движения в орбиталь-
ной системе координат 133 

§ 5.2. Связь между относительными координатами и ва-
риациями элементов опорной орбиты 143 

§ 5.3. Общее решение линеаризованных уравнений . 149 
§ 5.4. Некоторые свойства и приложения решений урав-

нений в вариациях 156 
§ 5.5. Общее решение уравнений относительного дви-

жения во втором приближении 164 
§ 5.6. Об аналитическом решении точных уравнений 

относительного движения 167 

Г л а в а 6. Решение задач управления на основе аналити-
ческих решений уравнений относительного дви-
жения 174 

§ 6.1. Решение двухимпульсной задачи управления в 
линейном приближении 174 

§ 6.2. Определение корректирующих импульсов в слу-
чае неполной коррекции промаха 181 

§ 6.3. Определение корректирующих импульсов с за-
данным направлением 183 

§ 6.4. Трехимпульсные и четырех импульсные програм-
мы горизонтальных коррекций 196 

§ 6.5. Законы асимптотического торможения 207 
§ 6.6. О реализации метода свободных траекторий в ви-

зирной системе координат 212 
§ 6.7. Определение корректирующих импульсов на ос-

нове решения точных уравнений относительно-
го движения 219 

Г л а в а 7. Решение двухимпульсной задачи управления на 
основе численного интегрирования уравнений 
относительного движения 22Г> 

§ 7.1. Постановка задачи 22") 
§ 7.2. Пределы применения упрощенных алгоритмов рас-

чета корректирующих импульсов 227 
§ 7.3. Обзор численных методов интегрирования . . . 230 
§ 7.4. Анализ методов интегрирования Рунге — Кутта 

для решения задачи прогноза конечных параметров 234 
§ 7.5. Оптимизация свободных параметров в методах 

интегрирования Рунге — Кутта 240 
Г л а в а 8. Оптимальное детерминированное управление 

сближением 247 
§ 8.1. Оптимизация двухимпульсной программы по 

времени сближения 247 



ОГЛАВЛЕНИЕ 

§ 8.2. Оптимизация двухимпульсной программы при 
малом изменении начального или конечного вре-
мени 252 

§ 8.3. Многонмпульснме программы, оптимальные по 
квадратичному показателю качества 255 

§ 8.4. Преобразование импульсных программ межор-
битального перехода в программы сближения . 257 

§ 8.5. Оптимальные двухимпульсные программы упра-
вления в нелинейной постановке 262 

Г л а в а ^^Методические погрешности решения задачи 
X сближения 274 

§ 9.1. Методические погрешности приближенных алго-
ритмов расчета импульсов сближения 274 

§ 9.2. Методы повышения точности расчета импульсов 
сближения 289 

§ 9.3. Погрешности наведения вследствие возмущений 
кеплерова движения 296 

§ 9.4. Погрешности наведения вследствие ограниченно-
сти тяги 301 

Г л а в а 10. Построение оптимальных программ коррекций 303 
§ 10.1. Определение точки последней коррекции . . . 303 
§ 10.2. Выбор начального приближения для распреде-

ления моментов коррекции на интервале сближе-
ния 309 

§ 10.3. Определение потребных энергетических затрат 311 
§ 10.4. Методика оптимизации программы коррекций. 313 
§ 10.5. Основные свойства оптимальных программ кор-

рекций 316 

Г л а в а И. Численные методы оценки параметров движе-
ния космических аппаратов 324 

§ 11.1. Основные характеристики и классификация ме-
тодов оценки 324 

§ 11.2. Итерационные методы оценки по измерениям г 
и г 329 

§ 11.3. Начальное приближение оценок 342 
§ 11.4. Упрощение итерационных методов оценки по из-

мерениям г и г 348 
§ 11.5. Итерационные методы оценки при полном соста-

ве измерений 356 
Г л а в а 12. Аналитические методы оценки параметров дви-

жения космических аппаратов 369 
§ 12.1. Оценки параметров движения при полном сос-

таве измерении 369 
§ 12.2. Оценка параметров движения методом наимень-

ших квадратов 373 
§ 12.3. Метод оценки, основанный на условной линеа-

ризации уравнений движения 378 



8 ОГЛАВЛЕНЙЁ 

§ 12.4. Полиномиальная аппроксимация параметров 
движения космических аппаратов 387 

§ 12.5. Обработка измерений и многонмпульсные про-
граммы управления сближением 393 

Г л а в а 13. Оптимальные оценки параметров движения и 
управление сближением 402 

§ 13.1. Оптимальные оценки, использующие уравнения 
движения 402 

§ 13.2. Оптимальные оценки, использующие полино-
миальную аппроксимацию параметров движения 414 

§ 13.3. Об оптимизации управления сближением по 
оценкам параметров движения 423 

§ 13.4. Некоторые особенности реализации метода сво-
бодных траекторий с помощью БЦВМ . . . . 429 

П р и л о ж е н и е 1. Оценки констант интегрирования урав-
нений относительного движения 436 

П р и л о ж е н и е 2. Основные технические данные бортовых 
радиотехнических измерительных систем [20] 437 

П р и л о ж е н и е 3. Корреляционные моменты ошибок 
оценок относительных координат и скоростей по единич-
ным измерениям 438 

Литература 440 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

Проблема управления сближением космических аппа-
ратов на орбите спутника Земли или другого небесного тела 
представляет собой одну из важных и сложных проблем 
космонавтики. Без решения этой проблемы немыслимо 
осуществление многих проектов по освоению космического 
пространства и планет Солнечной системы, а для ее эф-
фективного решения необходимо проведение обширного 
комплекса научно-исследовательских и опытно-конструк-
торских работ. Примерами успешного решения задачи 
сближения космических аппаратов могут служить операции 
по стыковке в ходе выполнения советской программы дол-
говременных орбитальных станций со сменным экипажем 
«Салют» — «Союз» и американской программы пилоти-
руемых полетов на Луну «Аполлон». 

Проблема управления сближением космических аппа-
ратов рассматривается в ряде работ (см., например, [7, 42, 
52, 59, 64]), однако соответствующие их разделы носят в 
основном обзорный характер и ограничиваются сравни* 
тельно узким кругом вопросов, касающихся по существу 
только динамики сближения. Кроме того, они основаны на 
работах, опубликованных еще в 60-е годы, когда теорети-
ческие исследования и инженерные разработки ориентиро-
вались преимущественно на использование аналоговой 
вычислительно:! техники, а цифровые ЭВМ применялись 
главным образом для проведения дополетных расчетов, 
связанных с определением законов управления и запасов 
топлива на борту управляемого аппарата. 

С тех пор положение изменилось коренным образом. 
Теперь бортовая цифровая вычислительная машина 
(БЦВМ) стала центральным устройством систем управле-
ния полетом почти всех современных космических аппара-
тов. Тем не менее вопросы разработки алгоритмов управ-



10 ПРЕДИСЛОВИЕ 

ления сближением и повышения их эффективности за счет 
использования вычислительных и логических возможнос-
тей БЦВМ пока не получили почти никакого освещения в 
литературе. 

Предлагаемая книга представляет собой попытку за-
полнить в определенной мере отмеченные выше пробелы в 
литературе. Авторы стремились рассмотреть проблему 
управления сближением в целом, за исключением специ-
фических вопросов управления ориентацией, которые с 
достаточной полнотой освещены в работах [17, 62, 66], 
а также сформулировать некоторые общие принципы по-
строения алгоритмов управления сближением и подробно 
проанализировать их основные функции. Наибольшее вни-
мание уделено алгоритмам, реализующим экономичные 
методы наведения, в частности —методу свободных траек-
торий. 

Необходимо подчеркнуть, что рассматриваемые алго-
ритмы управления формулируются не как реальные, а 
как принципиальные алгоритмы. Последние не зависят от 
типа БЦВМ, с помощью которых они будут осуществлять-
ся, и отличаются от первых отсутствием многочисленных 
вспомогательных процедур, связанных с организацией об-
мена информацией между БЦВМ и внешними устройствами 
(датчиками, исполнительными органами, телеметрической 
и радиокомандной системами, пультом управления кос-
монавтов) и организацией вычислительного процесса с 
ограниченной разрядной сеткой и разделением времени, 
когда в одном такте работы БЦВМ производится решение 
нескольких задач. 

Ввиду многообразия возможных приложений, выдви-
гающих различные требования к алгоритмам управления, 
авторы не отдают абсолютного предпочтения каким-либо 
одним методам или вычислительным схемам. Наоборот, 
рассматривается целый ряд возможных способов решения 
отдельных задач, возложенных на алгоритм управления, 
среди которых можно выбрать наиболее подходящие для 
данного конкретного случая. Это вызвано тем, что не су-
ществует таких методов и вычислительных схем, которые 
были бы оптимальными одновременно по всем показателям. 
Каждый из них обладает своими преимуществами и недо-
статками и имеет наилучшую область применения. Однако 
оценить в полпой мере характеристики алгоритмов в об-
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щем плане и дать окончательные рекомендации не пред-
ставляется возможным, пока не заданы требования к ка-
честву управления и не выбрана БЦВМ. 

Книга рассчитана в основном на научных работников и 
инженеров, занимающихся вопросами управления поле-
том космических аппаратов. Она может быть полезной 
также аспирантам и студентам старших курсов высших 
учебных заведений, специализирующимся в данной об-
ласти. 

Содержание тринадцати глав книги можно условно раз-
делить на несколько логически связанных друг с другом 
частей, обладающих определенной автономностью. Поэто-
му специалисты, знакомые с задачей сближения, могут 
начинать чтение книги с разделов, представляющих для 
них наибольший интерес. 

Первую часть книги, которую составляют главы 1 и 2, 
можно рассматривать как вводную к последующим частям 
книги. В них дается общая характеристика проблемы 
управления сближением космических аппаратов, указыва-
ются возможные методы и средства ее решения, определя-
ется структура алгоритмов управления, рассчитанных на 
использование БЦВМ, и намечаются подходы к их синтезу. 
Здесь также дается постановка основных задач, решаемых 
алгоритмом управления: задачи оценки (определения ха-
рактеристик движения по измерительной информации) и 
задачи управления (определения управляющих воздейст-
вий по известным характеристикам движения). 

Математическая формулировка задач оценки и управле-
ния основывается на выборе систем координат и моделей 
движения космических аппаратов и функционирования 
системы управления в целом. В качестве основной модели 
работы системы управления принята модель ее динамиче-
ских и случайных ошибок (включая ошибки ориентации), а 
в качестве модели движения космических аппаратов — 
модель движения материальной точки в центральном поле 
тяготения. При этом учитывается возможность использо-
вания на практике как относительных систем координат, 
перемещающихся вместе с одним из сближаемых аппара-
тов, так и абсолютных (планетоцентрических) систем коор-
динат. 

Во второй части книги (глава 3) сосредоточено рассмот-
рение законов управления, которые реализуют самый 
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простой из методов наведения — метод параллельного 
сближения, не учитывающий особенностей орбитального 
движения. Здесь приводятся уравнения относительного 
движения в системе координат, связанной с вектором 
относительной дальности, и излагается методика синтеза 
законов управления, которая состоит в выборе структуры 
законов исходя из соображений простоты реализации, 
приближенной аналитической оценки входящих в них 
постоянных параметров и оптимизации этих параметров 
методом проб и ошибок на основе численного интегрирова-
ния уравнений движения, замкнутых функциями управле-
ния. Приведены конкретные законы управления, отлича-
ющиеся друг от друга степенью сложности и соответствен-
но большей или меньшей экономичностью. 

В третьей части книги, объединяющей главы 4—9, рас-
сматриваются алгоритмы определения управляющих воз-
действий, реализующие более сложные, но и более эконо-
мичные методы наведения, которые основаны на исполь-
зовании законов небесной механики. 

В главе 4 приводятся соотношения, описывающие дви-
жение космического аппарата в центральном поле тяготе-
ния, и на этой основе формулируются алгоритмы решения 
в абсолютной системе координат двухимпульсной задачи 
управления, составляющей основу метода свободных тра-
екторий. При фиксированных расчетных моментах начала 
и окончания маневра сближения эта задача сводится к 
классической задаче определения кеплеровой орбиты по 
двум положениям, для рещения которой разработан ряд 
хорошо известных методов, таких, как метод Гаусса и 
метод Эйлера — Ламберта. Поэтому основное внимание 
уделяется изложению менее известных, но довольно эф-
фективных методов определения абсолютной двухимпуль-
сной траектории сближения— методу итераций по универ-
сальным переменным, дающему единую вычислительную 
схему для орбит любого типа (эллиптических, параболи-
ческих, гиперболических), и методу вариаций элементов 
орбиты, распространяющемуся на задачи с незакреплен-
ными моментами начала и окончания маневра сближения. 

В главе 5 даются приближенные и точные уравнения 
относительного движения в орбитальной системе коорди-
нат, в которой они имеют наиболее простой вид, и выводят-
ся их аналитические решения, соответствующие участкам 
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свободного полета. Значительное внимание обращается на 
компактное представление решений линеаризованных 
уравнений, совпадающих по форме с уравнениями в вариа-
циях, ввиду их большой практической важности и приме-
нимости не только в задаче управления сближением, но и в 
задачах выбора траекторий полета, навигации, коррекции 
орбит космических аппаратов и т. п. 

В главе 6 излагаются аналитические методы определе-
ния управляющих воздействий, основанные на использо-
вании соответствующих решений уравнений относитель-
ного движения. Для двухимпульсных маневров, описывае-
мых линеаризованными уравнениями, получены конечные 
формулы, позволяющие вычислять импульсы сближения в 
зависимости от начальных условий, времени сближения и 
элементов опорной орбиты. Для аналогичных маневров, 
описываемых точными уравнениями (точными в пределах 
модели центрального поля тяготения), расчет импульсов 
сведен к итеративному нахождению одной постоянной, 
определяющей относительную траекторию сближения. 
Последний метод имеет много общего с методами определе-
ния двухимпульсной абсолютной траектории сближения, 
но выгодно отличается от них меньшей чувствительностью 
к ошибкам округления. 

Помимо вопросов, связанных с решением двухимпульс-
ной задачи управления, в этой главе в линейной постановке 
рассматриваются также вопросы определения импульсов 
сближения с заданным направлением и импульсов с не-
полной коррекцией прогнозируемых промахов, построения 
многоимпульсных программ управления и формирования 
законов асимптотического торможения, обеспечивающих 
уменьшение величины относительной скорости с уменьше-
нием дальности до цели. Кроме того, анализируется воз-
можность реализации метода свободных траекторий не-
посредственно в системе координат, связанной с вектором 
относительной дальности, без приборного построения ор-
битальной системы координат на борту управляемого ап-
парата. 

В главе 7 рассматриваются вопросы определения им-
пульсов сближения в методе свободных траекторий на 
основе численного интегрирования уравнений относитель-
ного движения. Предлагаются различные итеративные 
процедуры решения соответствующей краевой задачи и 
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исследуется влияние выбора схемы численного интегриро-
вания на точность и быстроту расчета корректирующих 
импульсов. 

В главе 8 рассматриваются детерминированные задачи 
оптимального управления сближением, формулируемые без 
учета случайных ошибок измерений и исполнения. Здесь 
дается краткий обзор методов и результатов решения задач 
оптимального управления в различных постановках и 
приводятся эффективные алгоритмы, которые могут быть 
достаточно просто реализованы на практике, а именно — 
конечные формулы для определения импульсных про-
грамм, оптимальных по квадратичному критерию, алго-
ритмы расчета двухимпульсных программ, оптимальных 
по энергетическим затратам, и схема преобразования 
импульсных программ межорбитального перехода в про-
граммы сближения. В главе представлен графический ма-
териал, который может служить для справок, прикидоч-
ных расчетов и сравнительной оценки экономичности раз-
личных реальных алгоритмов управления. * 

Наконец, в главе 9 проводится анализ методических 
ошибок решения задачи управления, причем в качестве 
меры погрешности используется величина промаха в рас-
четный момент встречи, отнесенная к начальной дальнос-
ти. Основное внимание уделено ошибкам аналитических 
методов определения импульсов сближения в методе сво-
бодных траекторий, возникающим из-за неточности исход-
ных уравнений относительного движения. Предложены 
способы повышения точности приближенных методов рас-
чета корректирующих импульсов путем введения фиктив-
ных начальных условий. Рассмотрены также методические 
ошибки наведения, которые вызываются неучетом ограни-
ченности тяги двигателей, реализующих корректирующие 
импульсы, и неучетом несферичности центрального небес-
ного тела. 

В четвертой части книги (глава 10) рассматриваются 
методы построения оптимальных программ коррекций, учи-
тывающих ошибки измерений параметров движения и 
ошибки исполнения корректирующих импульсов. При за-
данных длительности маневра сближения, числе коррек-
ций и требуемой точности наведения оптимизация програм-
мы достигается посредством выбора моментов коррекций, 
при которых максимальные энергетические затраты на 
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сближение минимальны. Предложена простая методика 
определения момента последней коррекции, обеспечиваю-
щей заданную точность сближения. 

В пятой части книги, которую составляют главы 11 —13, 
излагаются методы и алгоритмы оценки параметров движе-
ния по результатам автономных измерений. 

В главе 11 приводится классификация методов оценки 
и их важнейших точностных и вычислительных показате-
лей, дается общая характеристика методов оценки для 
различного (полного и неполного) состава измерений и 
различных (приближенных и точных) уравнений относи-
тельного движения, положенных в основу вычислительной 
схемы. 

В главе 12 рассматриваются алгоритмы оценки, реали-
зующие метод наименьших квадратов и основанные на 
использовании аналитических решений уравнений отно-
сительного движения и полиномиальной аппроксимации 
непосредственно измеряемых параметров. Среди рассмот-
ренных алгоритмов особый интерес может представлять 
алгоритм оценки, который исходит из условно линейной 
модели относительного движения и при своей простоте 
имеет достаточно высокую точность. Показано влияние 
выбора алгоритма оценки на основные характеристики 
маневра сближения: число коррекций, моменты их при-
ложения и суммарные энергетические затраты. 

В главе 13 излагаются алгоритмы оценки параметров 
движения, основанные на теории фильтрации Калмана. 
Для различных составов измерений и различных моделей, 
описывающих изменение параметров движения во времени, 
представлены матрицы, характеризующие рекуррентную 
процедуру улучшения оценок по мере поступления новых 
измерений. 

В заключение главы и книги в целом излагаются во-
просы локальной минимизации энергетических затрат на 
сближение с учетом ошибок измерений и исполнения и 
рассматриваются особенности реализации различных ва-
риантов метода свободных траекторий с помощью БЦВМ. 

Следует особо подчеркнуть, что все алгоритмы, рас-
сматриваемые в книге, формулируются на основе безраз-
мерных переменных, использование которых упрощает 
проблему масштабирования и позволяет экономить память 
и вычислительное время как при исследованиях, так и при 
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реализации алгоритмов. Кроме того, использование без-
размерных переменных дает возможность получать чис-
ленные результаты, имеющие не частное, а достаточно 
общее значение. Вследствие этого все численные данные, 
представленные в книге, пригодны для широкой совокуп-
ности маневров сближения, отличающихся условиями вы-
полнения. 

При написании книги были обобщены и систематизи-
рованы как материалы, взятые из различных литературных 
источников, так и результаты собственных исследований 
авторов. Некоторые из этих результатов были изложены 
в работах [14, 30—34, 36, 55, 56]. Значительная часть ма-
териала является оригинальной и нигде не публиковалась 
ранее. 

Работа между авторами распределилась следующим 
образом. 10. А. Ермиловым написаны главы 1—6, 8 и 
§ 13.4. Е. Е. Ивановой — главы 7, 10 и § 5.1 и 8.5, 
С. В. Пантюшиным —главы 9, 11—13, причем § 9.1 и 9.2 
совместно с В. В. Герасимовым. 

Авторы считают своим долгом выразить признатель-
ность Б. В. Раушенбаху и М. С. Хитрику за внимание к 
работе и добрые советы и Г. Г. Терентьевой за помощь в 
решении ряда задач на ЭВМ. Особую благодарность авто-
ры хотят высказать Д. Е. Охоцимскому и Ю. Г. Сихару-
лидзе, которые взяли на себя труд по рецензированию 
рукописи и ценные замечания которых позволили улуч-
шить изложение материала и повысить общий научный 
уровень книги. 



Г Л А В А 1 

ОБЩИЕ ПРОБЛЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 
И ПОСТРОЕНИЯ АЛГОРИТМОВ УПРАВЛЕНИЯ 

СБЛИЖЕНИЕМ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ 

§ 1.1. ЗАДАЧА УПРАВЛЕНИЯ СБЛИЖЕНИЕМ 
И СРЕДСТВА ЕЕ РЕШЕНИЯ 

Задача управления сближением космических аппаратов 
представляет собой одну из наиболее сложных научно-
технических проблем космонавтики, требующих комплекс-
ного решения. Осуществление этой операции связано не 
только с разработкой теоретических основ и созданием 
бортовых технических средств управления, но и с исполь-
зованием всей наземной и космической сети управления 
полетом космических аппаратов. 

Ввиду сложности задачи и разнообразия приложений 
возможны различные подходы к ее решению, отличающиеся 
как распределением функций управления между Землей 
и бортом, так и выбором принципов, которые могут быть 
положены в основу системы управления и которые опре-
деляют ее конструктивные и динамические характерис-
тики. 

Управление сближением космических аппаратов с 
помощью наземного командно-измерительного комплекса 
основывается на тех же самых принципах, что и коррек-
ция полета лунных и межпланетных космических аппара-
тов, и не вызывает принципиальных затруднений. Более 
сложна организация управления сближением с помощью 
автономных измерительных и вычислительных средств, 
требующая учета ограниченности бортовых энергетических 
и вычислительных ресурсов. Поэтому, прежде чем перехо-
дить к рассмотрению теоретических основ управления 
сближением и конкретных алгоритмов, целесообразно, не 
вдаваясь в математические детали, составить общее пред-
ставление о возможных методах и средствах решения этой 
задачи и проблемах построения алгоритмов автономного 
управления сближением, реализуемых с помощью БЦВМ. 

Сближение, причаливание и стыковка космических 
аппаратов как на орбите спутника Земли, так и на орбитах 
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спутников других небесных тел необходимы для осуществ-
ления многих важных космических проектов и программ 
и являются самостоятельными задачами управления дви-
жением космических аппаратов. Эти задачи решаются с 
помощью своих методов и технических средств, хотя и 
могут иметь некоторые общие элементы. Подробный обзор 
различных методов причаливания с описанием схем стыко-
вочных устройств дан в книге [42]. В связи с этим вопросы 
причаливания и стыковки здесь не рассматриваются. 

Несмотря на существенные различия в приложениях, 
задача сближения представляет собой весьма общую и 
специфическую задачу космонавтики. Вообще говоря, 
целью сближения может быть перехват, когда скорость 
одного космического аппарата относительно другого не 
ограничивается по величине, или встреча, когда конечная 
относительная скорость должна быть малой. 

Чаще всего предполагается, что все необходимые ма-
невры по сближению выполняет один из сближаемых аппа-
ратов, который для изменения своей траектории имеет 
на борту ракетную двигательную установку с достаточным 
запасом топлива. Этот аппарат называют перехватчиком, 
активным, управляемым или транспортным аппаратом. 
Другой аппарат в процессе сближения не маневрирует и 
носит название цели, пассивного аппарата, станции или 
базы. Однако иногда более выгодным может оказаться 
двустороннее управление сближением, при котором попере-
менно или одновременно маневрирующими являются оба 
сближаемых аппарата. Тем не менее для определенности 
условимся считать, что маневры, обеспечивающие сближе-
ние, производит всегда один и тот же аппарат, который 
будем называть управляемым, а другой аппарат, который 
будем называть аппаратом-целью (или просто целью), 
движется по неизменной орбите. 

Чтобы достигнуть встречи с целыо, управляемый аппа-
рат кроме ракетной двигательной установки маневрирова-
ния должен нести на борту комплекс специальных устрой-
ств, составляющих вместе с исполнительными органами 
систему управления сближением. Основная функция этой 
системы заключается в таком изменении управляющих 
воздействий (сил и моментов, прикладываемых к аппара-
ту), при котором обеспечивается требуемая конечная точ-
ность сближения по относительным положению и скорости. 



§ 1.1] ЗАДАЧА УПРАВЛЕНИЯ СБЛИЖЕНИЕМ 19 

Система управления в целом состоит из системы управ-
ления движением центра масс, или системы наведения, и 
системы управления движением относительно центра масс, 
или системы управления ориентацией. В состав каждой из 
этих систем входят: 

измерительные устройства или датчики, дающие ин-
формацию об управляемом движении; 

преобразующие и вычислительные устройства, выраба-
тывающие по измерительной информации команды управ-
ления в соответствии с функциональными зависимостями, 
заложенными в систему при проектировании; 

исполнительные органы, создающие управляющие воз-
действия в соответствии с командами управления. 

В общем случае система управления ориентацией должна 
обеспечивать такие угловые положения аппарата в про-
странстве, которые необходимы для осуществления радио-
связи с Землей, навигационных измерений, измерений 
параметров относительного движения и исполнения кор-
рекций траектории полета. 

На практике применяются два вида управления сбли-
жением [52, 64]: командное телеуправление с помощью 
наземного измерительно-вычислительного комплекса и 
автономное управление с помощью бортовых измеритель-
ных и вычислительных средств. 

Командное управление сближением с Земли произво-
дится аналогично коррекциям траекторий полета косми-
ческих аппаратов на основе наземных траекторных изме-
рений и телеметрической информации, получаемой с борта 
[52]. Оно применяется на участке дальнего наведения и 
служит лишь для выведения управляемого аппарата в зону 
автономного ближнего наведения, начинающегося поиском 
и захватом цели бортовыми измерительными средствами и 
заканчивающегося причаливанием и стыковкой. Это свя-
зано с тем, что при современных точностях определения 
орбит и прогнозирования на этой основе относительного 
движения сближаемых космических аппаратов точность 
командного управления недостаточна для полного выпол-
нения встречи. Кроме того, принципиальным недостатком 
командного управления является его малая оперативность, 
поскольку граекторные измерения и их обработка могут 
продолжаться в течение нескольких витков, а время пере-
дачи команд на борт управляемого аппарата ограничено 
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временем его нахождения в зоне видимости командных 
пунктов. Необходимо принимать в расчет также и то, что 
по мере удаления космического аппарата от Земли труд-
ности телеуправления возрастают, ибо с увеличением рас-
стояния падает точность сопровождения и возрастает про-
должительность прохождения радиосигиалов при траек-
торных измерениях и передаче команд. Поэтому для сбли-
жения космических аппаратов вблизи других планет и в 
дальнем космосе в будущем будет использоваться преиму-
щественно автономное управление. 

Начальные условия для этапа автономного наведения 
определяются отклонениями по положению и скорости 
между сближаемыми аппаратами, которые получаются в 
результате предшествующих этапов управления сближе-
нием. В большинстве приложений эти отклонения обуслов-
ливаются ошибками командного или программного управ-
ления при выведении одного из сближаемых аппаратов в 
зону встречи с другим аппаратом. 

Выведение в зону встречи может производиться с по-
верхности планеты либо с некоторой промежуточной 
орбиты и должно оканчиваться непосредственно в расчет-
ной точке встречи или в некоторой вынесенной точке. 
С учетом ошибок управления, имеющих в основном случай-
ный характер и характеризующихся эллипсоидом рассеи-
вания, выведение в вынесенную точку имеет то преимуще-
ство, что при его использовании поиск цели бортовыми 
измерительными средствами может осуществляться в пре-
делах узкого телесного угла, а не во всей сфере, как в слу-
чае выведения в расчетную точку встречи. 

Конечные условия для этапа автономного наведения 
задаются различными в зависимости от программы полета. 
В большинстве случаев требуется, чтобы по достижении 
некоторой малой дальности до цели величина скорости 
сближения заключалась в определенных пределах, обеспе-
чивающих безопасные (ограничение сверху) и надежные 
(ограничение снизу) причаливание и стыковку. Подход к 
цели при стыковке может производиться с любого направ-
ления, если осуществляется взаимная ориентация сближае-
мых аппаратов стыковочными узлами навстречу друг дру-
гу, либо с вполне определенного направления, если ориен-
тация цели является независимой. В некоторых случаях 
после достижения заданного расстояния до цели требуется 
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сделать ее облет либо организовать групповой полет кос-
мических аппаратов, заключающийся в сохранении между 
ними определенной дистанции. 

Система автономного управления сближением может 
быть: автоматической, в которой все операции по наведе-
нию и управлению ориентацией производятся без участия 
человека; полуавтоматической, когда операции по управ-
лению разделены между техническими устройствами и 
операторами — членами экипажа космического корабля; 
ручной, если все необходимые операции по управлению 
выполняет экипаж. При этом может применяться индика-
торный режим управления, когда команды управления, 
формируемые вычислительным устройством, не передаются 
на исполнение, а выводятся вместе с другой информацией 
на пульт управления, так что вычислительное устройство 
выступает в роли «советчика» операторов. 

Следует отметить, что часть аппаратуры, необходимой 
для управления сближением, может быть размещена па 
аппарате-цели, если он является сотрудничающим. На-
пример, на нем выгодно устанавливать ретрансляторы 
для радиолокационной системы и световые маяки для 
оптической измерительной системы. Это позволяет сущест-
венно снизить мощность и вес передатчиков или повысить 
дальность и точность измерений. Кроме того, на аппарате-
цели целесообразно располагать весь измерительно-вы-
числительный комплекс для наведения на себя, если с одной 
и той же целью должно стыковаться несколько однотипных 
аппаратов. 

Исходную информацию для автономного управления 
сближением могут давать как измерения параметров отно-
сительного движения, так и навигационные измерения, 
связанные с определением положения и скорости косми-
ческого аппарата относительно небесного тела, вблизи 
которого выполняется операция сближения. Использова-
ние для наведения навигационных измерений, которые 
должны проводиться на каждом из сближаемых аппаратов 
(если только орбита одного из них неизвестна достаточно 
точно заранее), в принципе позволяет определять их коор-
динаты и скорости и, следовательно, относительное рас-
согласование по положению и скорости в любой требуемый 
момент времени. Такое наведеиие имеет смысл при больших 
расстояниях между аппаратами, превышающих дальность 
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действия системы измерения параметров относительного 
движения, и предполагает передачу навигационной инфор-
мации с одного аппарата на другой в целях определения 
рассогласования и формирования управляющих команд. 
Передача информации может производиться: напрямую, 
если аппараты находятся в зоне прямой двусторонней ра-
диосвязи; через наземные или плавучие ретрансляционные 
станции; через третий космический аппарат типа спутника 
связи «Молния». 

Более простым в реализации, а также более оператив-
ным и точным может оказаться автономное управление 
сближением на основе измерений параметров относитель-
ного движения, получаемых с помощью дальномерных и 
угломерных радиотехнических, оптических либо квантово-
механических средств локации и визирования цели. Это 
единственный из видов управления, который позволяет 
осуществлять сближение вплоть до причаливания и сты-
ковки. Однако его применение ограничено условиями пря-
мой видимости, даже если не принимать в расчет конечную 
дальность действия системы измерений параметров отно-
сительного движения. Поэтому в некоторых случаях может 
оказаться необходимым использование комбинированного 
управления, в соответствии с которым команды наведения 
формулируются при больших дальностях по навигацион-
ным измерениям и при малых дальностях по измерениям 
параметров относительного движения. 

§ 1.2. МЕТОДЫ НАВЕДЕНИЯ, 
ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ ПРИ СБЛИЖЕНИИ 

Эффективность системы управления сближением и ее 
конструктивная сложность в целом, как и всякой системы 
управления полетом, зависят главным образом от выбора 
метода наведения. Здесь под методом наведения понимается 
совокупность принципов организации кинематики движе-
ния центра масс управляемого аппарата, обеспечивающих 
выполнение условий встречи. В этом отношении все методы 
наведения, которые могут быть предложены для сближе-
ния космических аппаратов, можно подразделить на две 
основные группы [42, 52, 64]: методы, строящиеся без 
учета законов орбитального движения, и методы, основан-
ные на использовании этих законов. 
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Методы первой группы, называемые методами пропор-
ционального наведения или методами сближения по линии 
визирования, берут свое начало от методов наведения уп-
равляемых снарядов. Кинематическая сущность этих ме-
тодов применительно к сближению космических аппаратов 
в общем остается той же самой, но значительно изменяется 
их динамическое содержание и, следовательно, аппара-
турная реализация. Это связано с тем, что при движении в 
достаточно плотной среде наведение осуществляется за 
счет поворотов аэродинамических рулей, приводящих 
вследствие взаимодействия корпуса аппарата со средой к 
изменению направления скорости практически без измене-
ния ее величины, тогда как в условиях космического полета 
управление движением центра масс возможно только за 
счет приложения реактивной тяги, изменяющей из-за 
ограниченности расходов топлива в основном величину, а 
не направление орбитальной скорости. Другая принци-
пиальная особенность использования этих методов для 
осуществления орбитальной встречи состоит в необходи-
мости регулирования относительной скорости при подходе 
к цели, в то время как при наведении управляемых снаря-
дов эта проблема обычно не возникает. 

При использовании методов наведения первой группы 
управление движением центра масс производится по дан-
ным измерений расстояния между аппаратами (относитель-
ной дальности), скорости изменения этого расстояния 
(скорости сближения или удаления) и угловой скорости 
вращения линии визирования, совпадающей с точностью до 
параллаксов и ошибок сопровождения с линией, соединя-
ющей центры масс аппаратов. Такая информация является 
вполне достаточной для реализации сближения, но не 
позволяет прогнозировать относительное движение и 
предвидеть последствия управляющих воздействий более 
или менее точно даже на сравнительно небольших интерва-
лах времени. Это обусловлено тем, что неизвестно разност-
ное гравитационное ускорение, определяющее относитель-
ное движение в свободном полете и зависящее от взаимного 
расположения сближаемых аппаратов по отношению к 
центру гравитационного притяжения. В силу этого на 
кинематику относительного движения налагаются ограни-
чения, позволяющие решить задачу сближения несмотря 
на неполноту информации. 
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В общем виде эти ограничения заключаются в следую-
щем. Посредством регулирования составляющей относи-
тельной скорости, нормальной к линии визирования, огра-
ничивается угловая скорость вращения этой линии. При 
уменьшающейся дальности это приводит к последователь-
ному уменьшению прогнозируемого пролета мимо цели и в 
конечном счете к установлению пересекающегося с целью 
направления относительной скорости. В свою очередь 
уменьшение дальности достигается с помощью регулиро-
вания составляющей относительной скорости вдоль линии 
визирования, обеспечивающего также и торможение при 
подходе к цели. 

При реализации подобных методов наведения как для 
управления движением центра масс, так и для управления 
ориентацией в качестве опорной можно использовать не-
посредственно систему координат, связанную с линией 
визирования. При этом команды, управляющие работой 
двигателей маневрирования и ориентации, могут форми-
роваться по сигналам измерений с помощью сравнительно 
несложных аналоговых устройств, если надлежащим обра -
зом выбраны законы управления угловой скоростью линии 
визирования, скоростью сближения и угловым положением 
аппарата. 

Из методов сближения по линии визирования наиболее 
простым и удобным в реализации является метод парал-
лельного наведения (сближения), которому соответствует 
условие стабилизации величины угловой скорости линии 
визирования около нуля. Работоспособность этого метода 
как при автоматическом, так и при ручном управлении 
сближением была доказана на практике во время экспери-
ментов по стыковке спутников «Космос» и космических 
кораблей «Союз», а также при доставке экипажей на орби-
тальные станции «Салют» [43]. 

Помимо простоты достоинством метода параллельного 
наведения, как и других методов этой группы, является 
возможность достижения встречи при неизвестных ха-
рактеристиках орбитального движения. Кроме того, бла-
годаря ограничениям, налагаемым на траекторию сближе-
ния, этот метод гораздо менее чувствителен к ошибкам 
измерений и другим возмущениям, чем методы наведения 
второй группы, учитывающие сравнительно малое по вели-
чине разностное гравитационное ускорение. Однако эти 
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преимущества даются ценой значительного расхода топли-
ва, поскольку характер относительного движения (движе-
ние по прямой линии) значительно отличается от характера 
свободного движения под действием гравитационных сил. 

По расходам топлива более экономичны методы наведе-
ния второй группы, которые учитывают естественное 
движение космических аппаратов в поле тяготения. Ис-
пользование этих методов предполагает знание орбиталь-
ного движения цели или управляемого аппарата и их вза-
имного расположения относительно небесного тела, в поле 
тяготения которого выполняется операция сближения. 
Кроме того, на борту управляемого аппарата необходимо 
строить систему координат, позволяющую прогнозировать 
относительное движение и определять приводящие к 
сближению управляющие воздействия. Обычно в качестве 
такого базиса используется орбитальная система коорди-
нат, хотя при измерениях и реализации управляющих воз-
действий можно использовать также инерциальную или 
связанную с линией визирования систему координат. 

Достаточно надежные и точные оценки параметров дви-
жения в орбитальной системе координат, необходимые для 
расчета управляющих воздействий, могут быть получены 
только с помощью достаточно сложной обработки измери-
тельной информации, содержащей ошибки. Кроме того, и 
само определение управляющих воздействий, обеспечива-
ющих сближение с учетом законов орбитального движения, 
требует решения в общем довольно сложной краевой двух-
точечной задачи, вытекающей из требования выполнения 
условий встречи при заданных начальных условиях отно-
сительного движения. 

Таким образом, по сравнению с системами управления, 
реализующими методы наведения первой группы, системы 
управления, реализующие методы наведения второй груп-
пы, должны быть более сложными. В их состав наряду со 
средствами визирования цели должны входить дополни-
тельно БЦВМ с согласующими устройствами ввода-
вывода информации и устройства, связанные с построением 
орбитальной или инерциальной системы координат. 

Решение краевой задачи определения управляющих 
воздействий значительно упрощается, если используется 
предположение об импульсном характере действия тяги 
при коррекции движения центра масс управляемого аппа-
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рата. Смысл этого допущения, обычного при расчете тра-
екторий космических аппаратов и называемого импульсной 
аппроксимацией, состоит в том, что тяга считается беско-
нечно большой по величине, а продолжительность актив-
ных участков бесконечно малой, так что приложение тяги 
приводит к мгновенному изменению скорости без измене-
ния положения космического аппарата. В результате 
краевая задача определения управляющих воздействий 
сводится к краевой задаче определения корректирующих 
импульсов скорости, прикладываемых в дискретных точках 
и разделенных участками свободного полета. Импульсная 
аппроксимация достаточно оправдана и не приводит к 
заметным ошибкам, когда для маневрирования на орбите 
применяются такие ракетные двигатели, которые создают 
ускорения, сравнимые по величине с местным гравитацион-
ным ускорением [120]. 

С учетом импульсной аппроксимации методы наведения, 
основанные на использовании законов орбитального дви-
жения, сводятся к методам импульсных коррекций. Из этих 
методов наиболее простым, разработанным и известным 
является метод свободных траекторий [52], в котором 
каждый из корректирующих импульсов определяется из 
условия попадания в цель через некоторое время свобод-
ного полета. При отсутствии возмущений сближение по 
методу свободных траекторий сводится к двухимпульсному 
маневру, так как для выравнивания скорости аппарата со 
скоростью цели при их встрече необходим второй (тормоз-
ной) импульс. Для увеличения безопасности и надежности 
причаливания конечное торможение может быть растянуто 
по времени и осуществляться, например, по методу парал-
лельного наведения. 

Метод свободных траекторий, в основе которого лежит 
двухимпульсная схема сближения, является не единствен-
ным из возможных методов импульсных коррекций. Эти 
методы могут строиться также исходя из многоимпульсных 
схем, предназначенных формировать программную траек-
торию сближения с заданными характеристиками. Для 
выдерживания программной траектории предусматривают-
ся дополнительно промежуточные коррекции. Примером 
подобных методов может служить четырехимпульсный ме-
тод коэллиптического перехода, разработанный для амери-
канской программы «Аполлон» [51]. 
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Кроме импульсных методов наведения, предполагаю-
щих использование ракетных двигателей сравнительно 
большой тяги, к группе методов, учитывающих законы ор-
битального движения, относятся также различные опти-
мальные методы, предполагающие использование ракет-
ных двигателей непрерывной или дискретной малой тяги. 

Типичные блок-схемы систем управления сближением 
по методу параллельного наведения и методу свободных 
траекторий показаны соответственно на рис. 1.1 и 1.2. 

Отмеченные выше сравнительные преимущества и не-
достатки методов наведения двух основных групп предо-
пределяют области их применения для автономного управ-
ления сближением космических аппаратов. При этом необ-
ходимо различать выбор метода на стадии проектирования 
системы управления и выбор метода в ходе полета. 

Для выбора метода наведения при разработке системы 
управления сближением определяющее значение при прочих 
равных условиях имеют ее весовые характеристики с 
учетом потребного запаса топлива на борту. Следователь-
но, применение методов импульсных коррекций и, в част-
ности, метода свободных траекторий имеет смысл в систе-
мах управления, рассчитанных на такие условия сближе-
ния, для которых увеличение веса аппаратуры (за счет 
устройств, реализующих орбитальную систему координат) 
компенсируется экономией веса, достигаемой за счет умень-
шения потребных расходов топлива. 

Для грубых оценок в случае околокруговых орбиталь-
ных движений сближаемых аппаратов можно принять, что 
потребные расходы топлива пропорциональны начальной 
дальности. Без учета начальной относительной скорости 
коэффициент расхода топлива, выраженный через потреб-
ное приращение скорости па единицу начальной дальности, 
составляет для операций сближения около Земли примерно 
2 (м!сек)/км для метода свободных траекторий и примерно 
5 (м1сек)1км для метода параллельного наведения. Пусть 
разница в весе приборного оборудования равна весу топли-
ва, дающего приращение скорости 15—30 м/сек. Тогда 
можно оценить, что при начальных дальностях, меньших 
5—10 км, выгоднее использовать системы управления, 
реализующие метод параллельного наведения, а при более 
значительных дальностях — системы, реализующие метод 
свободных траекторий. 
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Для выбора метода наведения, осуществляемого в ходе 
полета, необходимо учитывать, что использование методов 
второй группы не имеет смысла, когда разностное гравита-
ционное ускорение, учет которого и приводит к уменьше-
нию потребных расходов топлива, сравнимо по величине с 
возмущениями, в первую очередь — с влиянием ошибок 
измерений и исполнения. Поэтому в процессе сближения 
следует переходить, например, от метода свободных траек-
торий к методу параллельного наведения по достижении 
таких условий, при которых влияние ошибок на точность 
прогноза относительного движения становится сравнимым 
с влиянием разностного гравитационного ускорения. 

При фиксированной ориентации вектора относительной 
дальности величина разностного гравитационного ускоре-
ния, зависящая от разности высот, будет пропорциональна 
в первом приближении расстоянию между сближаемыми 
аппаратами. Поэтому при заданном уровне ошибок измере-
ний и исполнения существует замкнутая трехмерная по-
верхность вокруг цели, при пересечении которой извне 
следует переходить от режима управления по методу 
свободных траекторий к режиму управления по методу 
параллельного наведения. Для упрощения расчетов, вы 
полняемых на борту, в качестве такой поверхности удобно 
принять поверхность сферы, имеющей по грубым оценкам 
радиус порядка одного километра. 

§ 1.3. СПОСОБЫ ФОРМИРОВАНИЯ 
УПРАВЛЯЮЩИХ ВОЗДЕЙСТВИЙ 

Маневрирование, необходимое для реализации любого 
метода наведения, осуществляется посредством приложе-
ния к управляемому аппарату вполне определенной по 
величине и направлению тяги, создаваемой его двигатель-
ной установкой. Организация управления вектором тяги, 
линия действия которого должна проходить через центр 
масс, зависит от числа и расположения двигателей на кор-
пусе аппарата и тесно связана с управлением ориентацией. 

Для наглядности при рассмотрении ориентации будем 
использовать углы рыскания 9?у, тангажа 0г и крена 
которые определяются обычным образом (рис. 1.3), хотя 
угловое положение системы координат xcyczc, связанной 
с корпусом аппарата, относительно исполнительной систе-
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мы координат xyz (визирной, инерциальной или орбиталь-
ной) удобнее^описывать с вычислительной точки зрения на-
правляющими косинусами, вектором конечного поворота 
или кватернионами [17, 48]. 

Рис. 1.4. 

В зависимости от компоновочной схемы аппарата воз-
можны следующие способы управления вектором тяги 
[42, 64]. 

Полярное управление полным вектором тяги (рис. 1.4). 
Для создания тяги в требуемом направлении используются 
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один блок двигателей, установленный по продольной оси 
аппарата хс, и командные развороты самого аппарата по 
рысканию и тангажу на углы, задаваемые системой наве-
дения. При этом ориентация аппарата по крену может 
быть, вообще говоря, произвольной. 

Полярное управление боковой составляющей тяги (рис. 
1.5). Изменение направления тяги осуществляется посред-
ством переключения двух блоков продольных двигателей, 

развивающих тягу в противоположных направлениях, и 
одного блока боковых двигателей, развивающих тягу в 
отрицательном направлении оси ус, при непрерывной ста-
билизации аппарата по рысканию и тангажу и разворотах 
по крену на угол, задаваемый системой наведения. 

Декартово управление вектором тяги (рис. 1.6). Изме-
нение направления тяги достигается посредством переклю-
чения тяги шести отдельных блоков двигателей, развива-
ющих тягу в положительном и отрицательном направле-
ниях трех взаимно ортогональных осей аппарата, при этом 
аппарат стабилизируется по рысканию, тангажу и крену 
независимо от сигналов системы наведения. 

Из указанных выше способов наиболее простым в кон-
структивном отношении является полярное управление 
вектором тяги, требующее наименьшего количества двига-
телей. Кроме того, оно наиболее выгодно и энергетически, 
поскольку для него величина приращения скорости от 
тяги, характеризующая расход топлива на маневрирова-
ние, равна интегралу от модуля ускорения, создаваемого 

рс 

Рис. 1.5. Рис. 1.6. 
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общей тягой, тогда как для других способов эта вели-
чина равна интегралу от суммы модулей ускорений, соз-
даваемых соответствующими составляющими общей тяги. 
Однако существенным недостатком полярного управления 
является необходимость переориентации аппарата для 
измереиия направления действия тяги, что приводит к 
увеличению расхода топлива на управление ориентацией 
и к запаздыванию в исполнении расчетных управляющих 
воздействий (в случае отсутствия прогноза). Поэтому и 
аппаратурное выполнение системы управления ориента-
цией может быть сравнительно сложным, ибо необходимо 
обеспечивать командные развороты на любые требуемые 
углы с высокой степенью точности и достаточным быстро-
действием. Другой, недостаток полярного управления — 
его неприменимость на участке причаливания, когда 
управляемый аппарат не может иметь произвольную 
ориентацию, а должен быть обращен стыковочным узлом 
навстречу цели. 

Декартово управление вектором тяги свободно от этих 
недостатков. Однако отто более сложно в компоновке и 
менее экономично при коррекции движения центра масс, 
хотя и более выгодно по расходу топлива на управление 
ориентацией. Полярное управление боковой составляющей 
тяги по своим достоинствам и недостаткам занимает проме-
жуточное положение между декартовым и полярным уп-
равлением. 

Для надежности и устойчивости сближения двигатель-
ная установка управляемого аппарата должна создавать 
такие управляющие ускорения, которые, с одной стороны, 
превышали бы все возмущающие ускорения и, с другой 
стороны, обеспечивали бы выполнение конечных условий 
встречи с требуемой точностью. Следовательно, необхо-
димо иметь возможность изменять управляющие ускорения 
по величине в достаточно широком диапазоне. Для созда-
ния таких ускорений можно в принципе использовать ра-
кетные двигатели регулируемой тяги. Однако они сравни-
тельно сложны, так что для управления сближением 
предпочтительнее использовать двигатели нерегулируемой 
тяги, допускающие многократные запуски. Тогда требуе-
мые изменения движения центра масс управляемого аппа-
рата могут быть достигнуты с помощью последовательности 
дискретных коррекций. 

2 Ю. А. Ермилов и др. 
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Чтобы удовлетворить требованиям управляемости и 
точности в случае применения повторно включаемых и 
выключаемых двигателей, можно использовать комбини-
рованную схему управления вектором тяги, ставшую 
классической [43]. При больших расстояниях до цели, 
когда возмущения сравнительно в'елики, коррекции дви-
жения производятся одним двигателем большой тяги по 
полярной схеме. При небольших расстояниях до цели 
вплоть до стыковки, когда возмущения малы и требуется 
высокая точность, коррекции выполняются несколькими 
двигателями относительно малой тяги по декартовой схеме. 
В такой комбинированной схеме сохраняются все выгоды 
полярного управления и используются преимущества 
декартова управления вектором тяги, худшая экономич-
ность которого становится несущественной из-за малости 
потребных приращений скорости. Кроме того, двигатели 
небольшой тяги, применяемые для управления движением 
центра масс на конечном участке, могут использоваться 
при надлежащем их количестве, расположении на корпусе 
и коммутации включений также и для управления ориен-
тацией на всех участках сближения. 

Включение двигателей нерегулируемой тяги для ис-
полнения расчетных коррекций производится командными 
сигналами, формируемыми БЦВМ по измерениям парамет-
ров относительного движения. Команды на выключение 
двигателей также могут формироваться непосредственно 
по измерениям, если измерительная система не «слепнет» 
во время работы двигателей и не теряет цели в результате 
командных разворотов аппарата. 

Чтобы исключить влияние помех в измерениях от ра-
ботающих двигателей, командные сигналы на их выключе-
ние могут вырабатываться также программно-временным 
устройством (по меткам времени) либо программными счет-
чиками времени (при их переполнении), которые предва-
рительно настраиваются на длительности включения, 
вычисляемые по потребным приращениям скорости и 
известным номинальным значениям ускорений от тяги. 
Однако из-за разброса величины тяги двигателей и изме-
нения массы аппарата такой способ выключения тяги в 
принципе не очень точен. Более надежный способ выклю-
чения тяги, нечувствительный к нестабильностям прикла-
дываемых ускорений, основан на интегрировании показа-
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ний акселерометров. В этом случае командные сигналы на 
выключение двигателей вырабатываются в тот момент 
времени, когда интеграл от измеряемого ускорения дости-
гает потребного приращения скорости в направлении оси 
чувствительности акселерометра. 

§ 1.4. НЕКОТОРЫЕ ПРИНЦИПЫ ПОСТРОЕНИЯ 
АЛГОРИТМОВ УПРАВЛЕНИЯ 

Всякий кинематический метод наведения реализуется в 
динамике с помощью алгоритма управления, в соответст-
вии с которым измерительная информация преобразуется 
в управляющие сигналы, устанавливающие режимы рабо-
ты двигательной установки маневрирования и системы 
управления ориентацией. В общем случае алгоритм 
управления сближением, запрограммированный в БЦВМ, 
должен обеспечивать решение следующих основных задач: 

обработка результатов измерений с целью получения 
оценок параметров движения, используемых при опреде-
лении управляющих воздействий; 

прогнозирование движения и определение отклонений 
расчетных параметров от требуемых зависимостей; 

принятие решения о коррекции движения; 
вычисление управляющих воздействий и оптимизация 

характеристик маневра сближения; 
выработка сигналов и команд, управляющих ориента-

цией и двигателями маневрирования; 
контроль за исполнением управляющих команд. 
В некоторых случаях к алгоритму управления сближе-

нием можно отнести также и задачу определения (или 
уточнения) опорной орбитальной системы координат по 
навигационным измерениям или измерениям параметров 
относительного движения. Кроме того, алгоритм может 
выполнять различные вспомогательные функции, такие как 
целеуказание для датчиков, обеспечение индикации усло-
вий полета для экипажа, подготовка информации для теле-
метрии, тестовая проверка элементов системы управления, 
выработка аварийных сигналов и т. д. 

Разработка алгоритмов управления для конкретных 
приложений основывается на требованиях, предъявляемых 
к динамическим и конструктивным характеристикам сис-

2* 
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темы, и зависит от возможностей реального приборного 
оборудования, в первую очередь — от характеристик 
БЦВМ и ее программного обеспечения, состава и точности 
измерений, ошибок исполнения управляющих сигналов, а 
также от компоновочной схемы управляемого аппарата и 
программы полета. Основные требования, вытекающие как 
из назначения системы управления, так и из условий ее 
функционирования, можно подразделить на требования, 
определяющие эффективность управления, и требования, 
относящиеся к структуре и вычислительным характерис-
тикам алгоритма. 

Требования первой группы формулируются обычно в 
виде требования оптимизации показателей качества, чис-
ленные значения которых дают количественную основу 
для оценки эффективности управления и определяют же-
лаемые свойства управляемого процесса. Наиболее важные 
из них, учитываемые во всех разработках,— это минималь-
ный расход топлива и приемлемая конечная точность 
сближения. Эти два показателя, от которых зависит порой 
успех или неудача всей программы полета, взаимосвязаны, 
ибо при заданном уровне ошибок измерений и исполнения 
точность сближения может быть увеличена до определен-
ного предела ценой дополнительного расхода топлива. 
Однако эта точность задается обычно не слишком высокой, 
так как для перехода к участку причаливания и стыковки 
достаточно обеспечить попадание в примерно километро-
вую окрестность цели. При этом условия по скорости 
могут быть выполнены с помощью одного или нескольких 
тормозных импульсов. 

В состав существенных показателей качества, прини-
маемых в расчет, включаются также потребная степень 
дросселирования двигателей регулируемой тяги и потреб-
ное число включений двигателей нерегулируемой тяги. 
Из-за сложностей регулирования тяги в широком диапа-
зоне желательно, чтобы погребная степень дросселирова-
ния была по возможности небольшой. Точно так же по 
соображениям надежности потребное число включений 
двигателей должно быть небольшим, ибо, во-первых, 
существуют определенные трудности повторных запусков 
ракетных двигателей в условиях невесомости и, во-вторых, 
ударные перегрузки, возникающие при каждом включении 
и выключении двигателей сравнительно большой тяги, 
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могут нарушать нормальный режим работы и увеличивать 
вероятность отказов отдельных приборов, арретированных 
во время старта и включаемых после выведения на орбиту. 

Такой показатель качества, как общее время сближе-
ния, сам по себе несуществен, кроме как в аварийных си-
туациях и операциях по спасению космонавтов, когда 
требуется максимальное быстродействие. Поэтому на время 
сближения обычно не налагается каких-либо жестких 
ограничений. Однако иногда по техническим причинам 
управление сближением приходится планировать по вре-
мени вполне определенным образом. Например, может 
оказаться необходимым, чтобы в конце автоматического 
управления сближением цель освещалась Солнцем или 
чтобы на некотором интервале сближение было неконтро-
лируемым вследствие временного отключения части при-
боров. 

Из требований, предъявляемых к структуре алгоритмов 
управления, определяющим является требование доста-
точной их простоты. Это свойство важно по нескольким 
соображениям. Прежде всего для реализации простого 
алгоритма нужны небольшая память и малое вычислитель-
ное время на БЦВМ. Затем простые алгоритмы нетрудно 
исследовать и корректировать на всех стадиях разработки. 
Кроме того, для простых алгоритмов легче организовать 
всякого рода резервирование и тестовые проверки, чем для 
сложных алгоритмов. Однако к любому упрощению алго-
ритмов управления следует подходить с осторожностью, 
ибо выигрыш в структуре может обернуться неоправдан-
ным проигрышем в эффективности. 

Желательно также, чтобы алгоритм управления был 
достаточно универсальным, гибким и допускал перена-
стройку в случае выхода из строя некоторых элементов 
штатной аппаратуры. Может быть предусмотрено также 
несколько способов управления, требующих своего прибор-
ного оборудования, чтобы в зависимости от обстановки, 
складывающейся в полете, переходить от одного режима 
управления к другому. Наконец, обязательное требование 
состоит в том, чтобы алгоритм обеспечивал необходимую 
точность расчетов и был устойчивым в вычислительном 
отношении, т. е. не приводил бы к накапливанию ошибок 
округления, возникающих из-за ограниченности разряд-
ной сетки БЦВМ, 



38 ОБЩИЕ ПРОБЛЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ [Гл. 1 

Наиболее простую форму алгоритмы управления имеют 
при реализации методов сближения типа параллельного 
наведения, когда перечисленные выше задачи решаются не 
все и не в полном объеме. В этом случае функция алгоритма 
управления сводится фактически к формированию зада-
ющих воздействий и управляющих сигналов в зависимости 
от непосредственно измеряемых параметров относительного 
движения без сложных промежуточных преобразований. 
Такие функциональные зависимости управляющих сигна-
лов от сигналов измерений называют обычно законами 
управления. 

Более сложные и эффективные алгоритмы управления 
соответствуют импульсным методам наведения, основан-
ным на использовании законов орбитального движения, и 
могут быть реализованы только с помощью БЦВМ. Поэто-
му рассмотрим возможные принципы построения таких ал-
горитмов более подробно. 

Прежде всего, всякий обоснованный алгоритм управле-
ния должен быть рассчитан на многократную коррекцию, 
поскольку из-за возмущений достигнуть требуемой точ-
ности сближения при помощи единственного корректиру-
ющего импульса практически невозможно. Возмущения 
траектории сближения, приводящие к промахам, склады-
ваются из ошибок прогноза движения вследствие неточ-
ности используемой в расчетах модели, а также ошибок 
измерений и реализации расчетных коррекций скорости. 
Все ошибки, кроме методических, носят в основном слу-
чайный характер и не могут быть скомпенсированы зара-
нее, так что процесс управления сближением является по 
своей природе стохастическим. 

В стохастической постановке задача синтеза оптималь-
ных алгоритмов управления [обеспечивающих в различных 
условиях полета наименьшее (или наибольшее) возможное 
значение наиболее важному показателю качества при до-
пустимых значениях других показателей] представляет 
собой одну из самых сложных задач теории оптимального 
управления, особенно если наряду с коррекцией движения 
необходимо оптимальным образом организовать измерения 
и обработку результатов измерений. Эта задача может быть 
решена с помощью современных методов оптимизации, 
таких как метод статистических решений и метод динами-
ческого программирования [5, 74]. Однако для реализации 
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подобных решений необходимы значительная память и 
большие затраты вычислительного времени, так что из-за 
ограниченности ресурсов БЦВМ строго оптимальное уп-
равление в реальном масштабе времени может оказаться 
трудно осуществимым. Поэтому на практике исходят из 
упрощенных постановок задачи синтеза, которые приводят 
к более простым алгоритмам, требующим умеренных зат-
рат памяти и вычислительного времени. 

Тем не менее одновременно с разработкой реальных ал-
горитмов управления очень важно проводить теоретиче-
ские исследования наивыгоднейших режимов управления 
сближением. Строго оптимальные решения полезны в двух 
отношениях: во-первых, как эталоны для сравнения прак-
тических решений и анализа предельных возможностей 
реальных систем управления и, во-вторых, как основа для 
создания новых методов управления и появления инженер-
ных идей по организации процессов измерения и кор-
рекции. 

Первый шаг по упрощению синтеза алгоритма управле-
ния состоит в разделении общей задачи на задачу обработ-
ки измерительной информации и задачу коррекции. При 
таком подходе оптимальное стохастическое управление 
заключается в предварительной оптимальной оценке пара-
метров движения и определении по этим оценкам управ-
ляющих воздействий из оптимальных функциональных 
зависимостей, синтезированных в детерминированной 
постановке. Справедливость принципа разделения строго 
доказана для линейных систем управления, оптимизируе-
мых по квадратичному показателю качества, в предположе-
нии нормального закона распределения возмущений [44]. 
В других условиях этот принцип можно считать правомоч-
ным потому, что в результате сглаживания ошибки оценок 
становятся достаточно малыми по сравнению с оценивае-
мыми параметрами движения и не могут оказывать значи-
тельного влияния на характеристики процесса управ-
ления. 

При использовании принципа разделения под оптими-
зацией коррекции понимается в общем случае определение 
оптимального числа корректиирующих импульсов, их 
распределения по времени, расчетного времени сближения 
и доли прогнозируемого промаха, сводимой к нулю от-
дельным импульсом. Последняя характеристика, как будет 
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показано в дальнейшем, позволяет определять величину и 
направление каждого корректирующего импульса в зави-
симости от текущих оценок параметров движения. 

При заданной точности оценки параметров движения 
статистическими либо детерминированными методами мно-
гократную коррекцию можно организовать двумя различ-
ными способами: 1) каждый из корректирующих импульсов 
прикладывается в установленные моменты времени; 2) рас-
четное время для приложения очередного импульса опре-
деляется в зависимости от текущих оценок параметров 
движения. 

Алгоритмы управления с жесткой временной програм-
мой коррекции являются достаточно простыми. Для них 
оптимальная программа может быть рассчитана заранее 
(исходя из априорных значений параметров опорной орби-
ты и статистических характеристик ошибок выведения 
сближаемых аппаратов в зону автономного управления и 
других возмущений) и заложена в память БЦВМ. Однако 
такие алгоритмы будут давать наилучшие результаты не в 
каждом отдельном случае, а в среднем. Более того, при 
значительных отклонениях реальных параметров и харак-
теристик от их номинальных значений, принятых в допо-
летных расчетах, качество управления будет далеким от 
оптимального вообще. Существенный недостаток управле-
ния по жесткой программе состоит и в том, что оно критич-
но к непредвиденным задержкам коррекции. Поэтому если 
позволяют возможности БЦВМ, то с точки зрения надеж-
ности, точности и экономичности предпочтительнее ис-
пользовать алгоритмы с гибкой логикой коррекции. 

Для упрощения алгоритмов с гибкой логикой может 
быть использовано предположение о том, что каждая кор-
рекция является полной, т. е. рассчитывается из условия 
полного устранения промаха. По-видимому, это допуще-
ние, используемое обычно и при построении алгоритмов с 
жесткой программой коррекции, не приводит к большим 
перерасходам топлива (или ухудшению качества управле-
ния в каком-либо другом смысле) по сравнению с более 
строгим допущением, что оптимальными являются непол-
ные многоразовые коррекции. 

В структурном отношении полный алгоритм управле-
ния целесообразно разбивать на независимые процедуры, 
решающие частичные задачи, что удобно при использова-
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нии управляющих БЦВМ с разделением времени. При этом 
для каждой задачи может быть предусмотрено несколько 
вариантов решений, соответствующих различным режимам 
управления (штатному, запасным, аварийным). В автома-
тическом исполнении перенастройка универсального ал-
горитма с одного режима управления на другой может 
производиться с помощью специальной подпрограммы при 
появлении соответствующих сигналов, вырабатываемых 
программно или внешними устройствами. 

Наконец, при достаточно малых методических ошибках 
требуемую точность вычислений можно обеспечить с по-
мощью рационального масштабирования величин, участ-
вующих в расчетах [22, 53]. При этом вычислительный 
процесс будет устойчивым, если в алгоритме не допускает-
ся делений на малые величины и все расчетные формулы 
преобразованы к виду, не содержащему разностей боль-
ших величин. 



ГЛАВА 2 
ПОСТАНОВКА ОСНОВНЫХ ЗАДАЧ, 

РЕШАЕМЫХ АЛГОРИТМОМ УПРАВЛЕНИЯ 

§ 2.1. МОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ 

В соответствии с принципами, изложенными в преды-
дущей главе, разработка алгоритма управления сближе-
нием заключается в определении круга решаемых им задач, 
составлении его общей логической схемы, математической 
формулировке отдельных задач и выборе методов и вычис-
лительных схем их решения. После завершения такого 
синтеза алгоритм в целом, как и его частные вычислитель-
ные схемы, должен быть проверен и уточнен с помощью 
моделирования процесса управления сближением на ЭВМ. 

Из многочисленных задач, возлагаемых на алгоритм 
управления сближением, основными и наиболее трудоем-
кими являются задача обработки измерительной информа-
ции с целью получения оценок параметров движения (зада-
ча оценки) и задача определения по этим оценкам управля-
ющих воздействий, обеспечивающих встречу (задача уп-
равления). Математическая формулировка этих задач и 
выбор методов их решения тесно связаны с выбором мате-
матической модели процесса управления сближением. 

В общем случае модель процесса управления сближе-
нием включает в себя модель движения сближаемых кос-
мических аппаратов как материальных тел и модель рабо-
ты аппаратуры управления, составляющих в совокупности 
модель замкнутой динамической системы. Эти модели 
должны, с одной стороны, давать качественно и количест-
венно правильное описание процесса управления сближе-
нием в целом, но, с другой стороны, быть не настолько 
сложными, чтобы их нельзя было использовать для вычис-
лений на борту в реальном масштабе времени или для до-
полетных аналитических и численных исследований. 

Для исследования общих закономерностей совместного 
полета двух космических аппаратов и построения^на этой 
основе алгоритмов управления сближением необходимо в 
первую очередь построить адекватные модели, описываю-
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щие движение аппаратов как порознь, гак и друг относи-
тельно друга. Для этого нужно определить число перемен-
ных, или степеней свободы, однозначно определяющих 
движение, и установить характер и законы изменения 
внешних воздействий, обусловливающих полет, после чего 
можно будет выбрать системы координат и составить диф-
ференциальные уравнения движения. 

Движение космического аппарата, как известно, скла-
дывается из поступательного движения его центра масс, 
определяющего траекторию полета, вращательного движе-
ния вокруг центра масс, определяющего угловое положе-
ние, или ориентацию аппарата, и изменения его формы 
вследствие упругих и пластических деформаций, переме-
щения внутренних масс и расхода топлива на маневриро-
вание и управление ориентацией. 

Строго говоря, эти три составляющие общего движения 
космического аппарата не могут быть отделены одна от 
другой и должны рассматриваться совместно. Но тогда 
динамическая модель будет иметь очень большое число 
степеней свободы и описываться дифференциальными 
уравнениями высокого порядка, в том числе и уравнениями 
в частных производных. Кроме того, общее движение 
определяется совместным действием многочисленных 
внешних и внутренних сил и моментов, законы изменения 
многих из которых известны весьма приблизительно либо 
вовсе не известны. 

Все это сильно затрудняет и, казалось бы, делает прак-
тически невозможным изучение и использование законов 
движения космических аппаратов. Однако для наших це-
лей подробное исследование всех сторон движения, особен-
но связанных с изменением формы, не обязательно, хотя 
сложный характер движения всегда следует иметь в виду 
и учитывать, когда это нужно. Поэтому, как и при решении 
других задач прикладной небесной механики, составляю-
щей фундамент теории управления полетом космических 
аппаратов, сделаем ряд допущений, которые позволяют 
существенно упростить исследования без больших потерь 
точности [29]. 

Прежде всего будем пренебрегать изменением формы и 
структуры космических аппаратов, считая их абсолютно 
твердыми телами. Это допущение вполне обосновано, по-
скольку в соответствии с принципом затвердевания урав-
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нения поступательно-вращательного движения тел пере-
менной структуры и массы формально совпадают с урав-
нениями движения абсолютно твердых тел. Для этого 
нужно ввести фиктивные внешние силы и моменты, но они, 
за исключением реактивной силы тяги, обычно малы по 
сравнению с остальными внешними силами и [моментами и 
могут не приниматься в расчет [50]. Тогда движение от-
дельного космического аппарата будет иметь шесть степе-
ней свободы (три поступательные и три вращательные). 

Затем будем рассматривать поступательные движения 
центров масс независимо от вращательных движений около 
центров масс. Для космических аппаратов это тоже вполне 
обоснованное допущение. Несмотря на огромные по зем-
ным масштабам скорости, космический полет в сильно раз-
реженной среде и слабых электромагнитных полях отли-
чается прежде всего тем, что кроме искусственной силы 
тяги, создаваемой ракетной двигательной установкой ма-
неврирования, все естественные силы, определяющие тра-
екторию полета, весьма мало зависят от углового положе-
ния космического аппарата. Влияние ориентации на посту-
пательное движение проявляется заметным образом на 
больших интервалах времени, значительно превышающих 
типичные времена сближения, и то в неуправляемом 
полете. 

Более того, на всех участках полета, кроме конечного 
участка причаливания, можно пренебрегать линейными 
размерами сближаемых аппаратов по сравнению с расстоя-
ниями между ними и считать их точечными массами. При 
этом влияние вращательного движения на поступательное, 
проявляющееся только при поиске и захвате цели и ис-
полнении коррекций траектории полета, удобно относить 
к модели работы системы управления сближением в целом. 

При этих предположениях движение каждого из сбли-
жаемых аппаратов имеет три степени свободы и описыва-
ется системой обыкновенных дифференциальных уравне-
ний шестого порядка. Для управляемого аппарата эта 
система уравнений должна замыкаться функциями и 
уравнениями, моделирующими работу системы управления 
сближением и изображающими изменение управляющих 
воздействий. Разомнутая же система, как и система урав-
нений движения пассивного аппарата, соответствует сво-
бодному полету, и ее общее решение зависит от шести 
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произвольных постоянных интегрирования, которые пол-
ностью определяют траекторию, или орбиту, полета и 
называются элементами, или параметрами, орбиты. 

При определении орбит космических аппаратов обычно 
используются прямоугольные системы декартовых коор-
динат с началом в центре масс небесного тела, вблизи 
которого происходит полет, и осями, не вращающимися 
относительно инерциалыюго пространства. На интервалах 
времени, небольших по сравнению с периодами обращения 
планет вокруг Солнца или естественных спутников вокруг 
своих планет, поступательное движение небесных тел 
можно считать в первом приближении прямолинейным и 
равномерным. В этом случае переносные и кориолисовы 
силы инерции, действующие на космический аппарат в 
подвижной системе отсчета, практически отсутствуют, так 
что в соответствии с теорией относительных движений по-
добные системы координат удобно считать абсолютно 
неподвижными и называть их абсолютными системами ко-
ординат, а движение космических аппаратов по отноше-
нию к небесному телу в таких осях — абсолютным дви-
жением. 

В свою очередь движение двух космических аппаратов 
друг относительно друга будет представлять собой разность 
двух абсолютных движений и также характеризоваться 
тремя степенями свободы, если движение одного из косми-
ческих аппаратов является заданным и описывается из-
вестными функциями времени. 

В полете на космический аппарат действуют многочис-
ленные внешние силы, различные по своей природе. Это 
гравитационные силы, или силы притяжения со стороны 
Солнца, планет и спутников планет Солнечной системы, 
аэродинамические силы, возникающие за счет механиче-
ского взаимодействия корпуса аппарата с газовой средой, 
силы давления солнечного излучения и электромагнитные 
силы, проявляющиеся вследствие электрического и маг-
нитного взаимодействия аппарата с внешней космической 
средой. Однако из всех этих сил можно принимать в расчет 
лишь немногие, поскольку они значительно отличаются по 
величине и зависят от того, в какой области космического 
пространства происходит полет. 

Наиболее типична ситуация, когда сближение косми-
ческих аппаратов должно выполняться вблизи какого-либо 
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одного небесного тела, спутниками которого они являются, 
причем вне плотных слоев его атмосферы. Тогда преобла-
дающее влияние на движение аппаратов оказывают только 
гравитационные силы от этого тела, а другие действующие 
силы будут несоизмеримо малы. Эти гравитационные силы 
зависят от формы небесного тела и внутреннего распреде-
ления плотности его вещества, являясь одновременной 
функцией точки пространства, в которой находится косми-
ческий аппарат. В соответствии с теорией притяжения 
[28] на некотором удалении от притягивающего тела 
создаваемое им гравитационное поле, или поле тяготения, 
будет близко к центральному, или ньютоновскому, полю 
тяготения, потенциал которого определяется как 

и г = , (2.1.1) 

где |i — гравитационная постоянная небесного тела, рав-
ная произведению универсальной постоянной теготения 
на массу тела; R — расстояние от центра притяжения до 
аппарата. 

Таким образом, в качестве основной модели движения 
космического аппарата можно принять модель движения 
материальной точки в центральном поле тяготения, т. е. 
можно ограничиться рамками так называемой задачи двух 
тел. Свободное движение, отвечающее такой модели, 
называют невозмущенным кеплеровым движением, а соот-
ветствующую траекторию полета — невозмущенной, или 
кеплеровой, орбитой. 

Все факторы, которые отклоняют действительную тра-
екторию полета от кеплеровой и которые обычно малы (если 
их измерять в единицах ускорения) по сравнению с основ-
ным гравитационным ускорением, называются возмуще-
ниями. При рассмотрении движения отдельного косми-
ческого аппарата малые возмущения (например, гравита-
ционные аномалии типа лунных масконов) могут приво-
дить к заметным локальным и значительным глобальным 
нарушениям кеплерова движения. Влияние возмущений на 
относительное движение проявляется гораздо слабее, ибо 
для однотипных космических аппаратов возмущения почти 
одинаковы и при рассмотрении относительного движения 
как разности двух абсолютных движений взаимно исклю-
чаются. 
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Пусть движение космических аппаратов рассматрива-
ется в некоторой абсолютной системе координат XYZ. 
Предположим, что поле сил, в котором происходит полет, 
близко к центральному полю тяготения с потенциалом 
(2.1.1). Тогда основное ускорение, действующее на от-
дельный космический аппарат, будет выражаться как 

где R — радиус-вектор аппарата относительно центра 
притяжения. 

Обозначим через V вектор скорости аппарата и через 
ав — векторную сумму всех возмущающих ускорений. 
В результате уравнения свободного орбитального движе-
ния аппарата можно записать в виде 

+ (2.1.3) 

где t — текущее время, а величина ав мала по сравнению с 
величиной аг. 

При рассмотрении относительного движения космиче-
ских аппаратов обычно используются системы координат с 
началом в неманеврирующем аппарате-цели, движение 
которого при известных возмущениях вполне определено. 
Однако из-за навигационных ошибок орбита цели известна 
всегда неточно. Ввиду этого начало относительной системы 
координат удобнее связывать с точкой, достаточно близкой 
в любой момент времени к цели и движущейся по заданной 
номинальной орбите. С другой стороны, введение такого 
начала отсчета позволяет унифицировать запись уравне-
ний относительного движения и естественно переходить к 
системам координат с началом, совпадающим с центром 
масс либо аппарата-цели, либо управляемого аппарата. 
Будем называть начало относительной системы координат 
опорной точкой, а ее движение относительно центрального 
небесного тела — опорным движением. 

Обозначим через R планетоцентрический радиус-вектор 
опорной точки, а через И ц и J?a — соответственно радиусы-
векторы цели и управляемого аппарата. Тогда, если счи-
тать опорное движение кеплеровым, общие уравнения отно-
сительного движения можно записать, исходя из (2.1.3), 
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следующим образом: 
d*R 
dt* № в = о, 

d4ln р, 
— + -^Г -Вц = ав.ц, dt-

d~R.j м 
- З ^ + ^Г-®» = «D.a + a , 

(2.1.4) 

где а в . ц и а в . а — возмущения, отклоняющие реальное 
движение космических аппаратов от кеплерова; а — управ-
ляющее ускорение, создаваемое двигательной установкой 
маневрирования управляемого аппарата. 

Введем в рассмотрение радиусы- векторы цели и управ-
ляемого аппарата относительно опорной точки 

г ц = В ц — Ж, г а = R a — JB. 

Тогда уравнения (2.1.4) можно представить в виде уравне-
ний движения относительно подвижного полюса 

Л"Г" ( Я " 3 - Л ц 3 ) Я = а в .ц , d*2 

|Х (/Г3 - 7?а3) Ж = ав.а + а, 
(2.1.5) 

где 

Д£ = (Я2 + 2 2 г . ^ + г!)* , * = ц, а. 

Определим теперь вектор относительной дальности 
Г = jBa — Жц = Га — Гц 

и выразим уравнения (2.1.5) в виде уравнений относитель-
ного движения сближаемых космических аппаратов 

dr dv 
U д + ав.а — «в.ц + а , (2.1.6) 

где v — вектор относительной скорости, а вектор-функция 

gr - И^Ц3 ( В 4- rn) - |li?a3 (-К + Га) (2.1.7) 

представляет собой разностное гравитационное ускорение 
в центральном поле тяготения, называемое иногда прилив-
ным ускорением. 
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Отметим, что в выражении (2.1.7) член \х (7?ц
3 — 

характеризует главным образом разницу в величине, 
а член [i r l{ — i?a 1 >*а) — разницу в направлении грави-
тационного ускорения, действующего на два космических 
аппарата. 

Если расстояние между космическими аппаратами не-
велико по сравнению с их расстояниями до центра притя-
жения, то возмущения, характеризующие отклонения си-
лового поля от центрального поля тяготения, будут почти 
одинаковыми. Кроме того, поскольку их величина мала по 
сравнению с величиной аг [см. (2.1.2)], то разность малых 
и почти равных возмущений можно не учитывать по срав-
нению с разностным гравитационным ускорением. Оцен-
ка влияния возмущающих ускорений на относительное 
движение околоземных космических аппаратов будет дана 
в главе 9. 

Дальнейшее упрощение описания относительного дви-
жения можно получить, предположив, что величины гц 
и ra много меньше величины R. Для этого представим 
разностное гравитационное ускорение (2.1.7) в виде 

д = _ цД-з [Ха (R + г.л) - Кц (R 4- Гц)], (2.1.8) 
где 

/?з / Rr- r f \ 2 

^ = , 1 = ц,а, (2.1.9) 

и используем разложение функции х,- в ряд по степеням 
П/Д: 

к-*'- / г; Y2 Г) / rc-^Y* 

^ ^ - v - K t ) ( 2 Л Л 0 ) 

* Л 
Сохраняя в разложении (2.1.10) и, следовательно, 

в выражении для разностного гравитационного ускорения 
члены соответствующего порядка малости отношений 
rJR, можно получить уравнения относительного движе-
ния необходимой точности. В частности, в линейном 
приближении 
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и в квадратичном приближении 

Следует особо отметить, что в отличие от более точных 
выражений в линеаризованные уравнения движения ра-
диусы-векторы сближаемых аппаратов г а и г ц входят не 
по отдельности, а только в виде разности г , представляю-
щей собой вектор относительной дальности и определяе-
мой непосредственно из измерений. Таким образом, в ли-
нейном приближении все опорные орбиты равнозначны. 

Если в качестве опорной орбиты принята орбита це-
ли, то Гц = 0 и г а = г . Если же начало системы коорди-
нат, в которой рассматривается относительное движение, 
помещено в центр масс управляемого аппарата, то г ц = 
= —г, г а = 0. В последнем случае удобнее пользоваться 
вектором дальности от управляемого аппарата до цели, 
т. е. определять г как г ц — г а . Тогда для этих двух 
крайних случаев выбора опорной орбиты приближенные 
и точные уравнения относительного движения будут иметь 
один и тот же вид, за исключением знака перед управляю-
щим ускорением. 

При решении задачи сближения используются, как 
правило, опорные системы координат, которые вращают-
ся в инерциальном пространстве с некоторой угловой 
скоростью со. В этом случае переход от абсолютных про-
изводных вектора дальности к относительным (локальным) 
осуществляется по известным формулам 

Здесь точками обозначены производные векторов по вре-
мени t во вращающейся системе координат, a Q — кцад-

или 

(2.1.12) 

(2.1.11) 
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ратная матрица третьего порядка, элементы которой оп-
ределяются через проекции со* вектора угловой скорости 
а) на оси опорной системы координат: 

— Gb СО! 
Заметим, что матрица Q является кососимметрической, 

т. е. удовлетворяет условию = —Q. 

§ 2.2. МОДЕЛЬ РАБОТЫ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 

Чтобы завершить выбор модели процесса управления 
сближением, уравнения движения космических аппаратов 
необходимо дополнить моделью работы системы управ-
ления. Для этого рассмотрим возможные подходы к ее 
построению. 

Система управления сближением, хотя и может иметь 
различную структуру, в общем представляет собой весь-
ма сложный комплекс взаимодействующих между собой 
устройств, принципы действия и конструкции которых 
очень разнородны. Так, в ее состав входят или могут 
входить: 

радиолокационная измерительная система, включаю-
щая в себя поисковые антенны, следящую антенну с при-
водами, приемопередатчики и линии связи между ними; 

гиростабилизированная платформа со своими приво-
дами, датчиками, устройствами управления приводами 
и довольно сложной системой коррекции; 

инфракрасный датчик вертикали; 
блок гироскопических датчиков угловой скорости; 
БЦВМ, основные части которой — процессор, запо-

минающее устройство, устройство управления и устрой-
ства ввода-вывода информации и связи с внешними уст-
ройствами (датчиками, исполнительными органами, пуль-
том управления космонавтов, телеметрической системой 
и т. д.); 

общая двигательная установка космического аппарата, 
которая помимо самих двигателей маневрирования и 
ориентации состоит из баков с горючим и окислителем, 
системы подачи и распределения топлива, клапанов, 
регулирующих поступление топлива в камеры сгорания, 
и устройств управления клапанами. 

О - (,)3 
С03 О 
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Следовательно, систему управления можно расчленить 
(с той или иной степенью подробности) на отдельные эле-
менты и составить уравнения, описывающие действие каж-
дого элемента (функциональную зависимость переменных 
на выходе от переменных на входе элемента). Объединив 
все эти уравнения с учетом связей между элементами, по-
лучим динамическую модель, изображающую поведение 
реальной системы. В этом состоит прямой подход к пост-
роению модели работы системы управления. 

Такой подход, вполне приемлемый и закономерный 
при исследовании уже созданных систем, мало годится 
при разработке алгоритмов управления. Это объясняется 
тем, что для составления полной модели необходимо точ-
но знать состав системы и характеристики ее элементов, 
тогда как на стадии проектирования значительная часть 
аппаратуры окончательно не определена. Кроме того, 
даже если считать систему известной, ее точная модель 
будет весьма сложной и с помощью этой модели весьма 
трудно будет выявить наиболее существенные законо-
мерности поведения системы в целом. Следует принимать 
в расчет также и чрезвычайную трудоемкость такого под-
хода, препятствующую оперативной оценке многочислен-
ных вариантов, которые приходится перебирать при раз-
работке алгоритмов управления. 

В силу сказанного при выборе модели работы системы 
управления целесообразно придерживаться иного подхода. 
А именно, отвлекаясь от внутренних процессов различной 
природы, происходящих в системе, следует учитывать 
только внешние механические результаты ее действия, 
сказывающиеся на движении центра масс управляемого 
аппарата. Это вполне возможно, поскольку входными 
и выходными величинами системы управления являются 
кинематические параметры (измеряемые координаты и 
скорости на входе и управляющие ускорения на выходе). 

При таком подходе работу системы управления удобно 
моделировать ее ошибками, которые можно условно под-
разделить по вызывающим их причинам на динамические 
и случайные. Ошибки первого типа обусловлены тем, что 
технические устройства, составляющие систему, обладают 
инерционностью и реагируют на входные сигналы неточно 
и с некоторым опозданием. Ошибки второго типа связаны 
с непредвиденными и неконтролируемыми нарушениями 
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работы системы управления, такими как не вполне точ-
ная настройка параметров, нестабильность характеристик, 
внешние помехи и т. д. 

В целом наиболее существенные ошибки работы сис-
темы управления, влияющие на динамику сближения, 
складываются из ошибок измерений параметров движения, 
ошибок преобразования измерительной информации в 
управляющие сигналы и ошибок исполнения управляющих 
сигналов. В конечном итоге все эти ошибки определяют 
общие ошибки управления, которые вырал^аются в откло-
нениях движения управляемого аппарата от движения, 
предписываемого кинематическим методом наведения. 

Ошибки измерений считаются в основном случайными, 
а их статистические характеристики в той или иной форме 
известными. Динамические ошибки измерений, которые 
можно аппроксимировать эквивалентными чистыми запаз-
дываниями порядка одной секунды, хотя и существуют, 
но в силу сравнительно медленного характера управляе-
мого движения играют меньшую роль, чем ошибки изме-
рений. 

Ошибки, возникающие в ходе преобразования измери-
тельной информации в управляющие сигналы, обычно 
незначительны и могут вообще не учитываться по срав-
нению с двумя другими категориями ошибок. Особенно 
справедливо это допущение при использовании БЦВМ, 
которая практически безынерционна, защищена от внеш-
них помех и обеспечена программными средствами для 
устранения последствий внутренних сбоев вычислитель-
ного процесса. Более того, с помощью БЦВМ управляю-
щие сигналы могут вычисляться заранее на некоторый 
интервал времени вперед и реализоваться тогда, когда 
это необходимо. 

Ошибки исполнения состоят из ошибок направления, 
величины и времени действия управляющих воздействий 
по сравнению с их расчетными значениями. Они обуслов-
лены неточностью функционирования системы управле-
ния ориентацией, двигательной установки маневрирова-
ния и устройств, определяющих включение и выключе-
ние тяги. 

С точки зрения динамики сближения весь процесс уп-
равления ориентацией можно моделировать угловыми 
ошибками и временными запаздываниями приведения ли-
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нии действия тяги к ее расчетному направлению в испол-
нительной системе координат. Текущие угловые ошибки 
ориентации носят в основном колебательный характер, 
но при коротких периодах включения тяги и длительных 
интервалах между включениями могут моделироваться 
как чисто случайные ошибки. Запаздывания командных 
разворотов при установлении требуемого углового поло-
жения вектора тяги могут иметь порядок десятков и даже 
сотен секунд и должны учитываться в модели процесса 
и в логических схемах алгоритма управления. 

Ошибки в величине и времени действия управляющих 
воздействий возникают в основном вследствие неточного 
знания профиля тяги ракетных двигателей, у которых ве-
личина тяги постепенно нарастает при включении, может 
колебаться после выхода двигателя на режим из-за коле-
баний подачи топлива и нестабильности процессов горе-
ния и постепенно (теоретически бесконечно долго) умень-
шается до нуля при выключении. Поскольку для дина-
мики важна не столько сила тяги (или ускорение от тяги), 
сколько ее импульс (или создаваемый ею импульс скоро-
сти, который может быть измерен интегрирующим акселе-
рометром), то сложный характер тяги можно не учитывать, 
считая, что она мгновенно достигает своего номинального 
значения и мгновенно падает до нуля, и определяя эффек-
тивное время работы двигателя (естественно, с ошибка-
ми), при котором постоянная тяга дает тот же самый 
импульс, что и реальная тяга. 

Помимо ошибок в величине и времени действия тяги, 
обусловленных особенностями работы ракетных двига-
телей, существуют также задержки включения и 
выключения тяги вследствие инерционности системы 
подачи и зажигания топлива. Эффективные времена 
включения и выключения, учитывающие также время на-
растания и падения тяги, исчисляются обычно долями 
секунды и могут приниматься или не приниматься в рас-
чет в зависимости от их удельного веса в сравнении с 
ошибками в величине импульса. Кроме того, при моде-
лировании процесса управления сближением следует 
учитывать и то, что включения двигателей маневрирова-
ния не могут быть слишком частными, так как для подго-
товки двигателя к повторному запуску обычно необхо-
димо некоторое время порядка нескольких секунд. 
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При использовании импульсной аппроксимации все 
ошибки исполнения сводятся в конечном итоге к ошибкам 
в импульсе скорости, которые можно считать, как и ошиб-
ки измерений, случайными. 

§ 2.3. ОСНОВНЫЕ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ 

При описании околопланетных движений космических 
аппаратов в небесной механике используются обычно две 
абсолютные системы координат: экваториальная и эклип-
тическая. В качестве базовой плоскости первой системы 
выбирается плоскость экватора небесного тела, второй 
системы — плоскость эклиптики (плоскость, в которой 
лежит орбита небесного тела). При этом базовой осью 
обеих систем служит линия пересечения этих двух пло-
скостей. Однако при автономном решении задач навига-
ции и наведения применяется абсолютная система коорди-
нат, направление осей которой определяется ориентацией 
инерциальной системы координат, строящейся на борту 
с помощью гиростабилизированной инерциальной платфор-
мы и (или) звездных датчиков, и может быть совершенно 
произвольным. 

Для описания опорного кеплерова движения, проис-
ходящего в одной плоскости, удобно применять абсолют-
ную систему координат Х0 Y0 Z0> базовая плоскость X0Y0 
которой совпадает с плоскостью 
опорной орбиты, а ось Z0, нор-
мальная к плоскости орбиты, 
направлена по вектору орби-
тальной угловой скорости О)0. 
Положение базовой оси Х0, от 
которой отсчитывается цен-
тральный полярный угол 0, за-
дающий положение опорной 
точки на ее орбите, может быть 
произвольным. 

При рассмотрении относи-
тельного (равно как и возму-
щенного) движения основной 
является подвижная орбиталь-
ная система координат xyz, которая определяется сле-
дующим образом (рис. 2.1; m , п — орты соответст-

Рис. 2.1. 
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вующих осей). Начало этой системы совмещено с опорной 
точкой, движущейся по кеплеровой орбите. Ось у ориен-
тируется непрерывно по радиусу-вектору JK опорной 
точки, ось z, нормальная к плоскости орбиты, направлена 
по вектору орбитальной угловой скорости ш0, а ось х9 
ориентируемая по трансверсали противоположно направ-

лению движения, дополня-
ет оси у и z до прямоу-
гольного правого базиса. 
Матрица направляющих 
косинусов осей х, у и z 
относительно осей абсолют-
ного базиса X0Y0Z0 дается 
табл. 2.1. 

Орбитальная система 
координат может быть по-
строена на борту актив-

ного или пассивного аппарата с помощью датчиков 
местной вертикали и гироскопических приборов, опреде-
ляющих направление вектора орбитальной угловой ско-
рости. При наличии атмосферы направление касатель-
ной к орбите может быть установлено с помощью ионных 
датчиков, что для околокруговых орбит дает направление 
еще одной оси орбитальной системы координат. Очевид-
но, что для построения орбитального базиса, как и всяко-
го прямоугольного базиса, достаточно определить направ-
ление только двух из трех каких-либо его осей. 

Иногда наряду с орбитальной используется транспор-
тирующая относительная система координат x'y'z с на-
чалом в опорной точке, имеющая постоянное направле-
ние осей в иперциальном пространстве (рис. 2.2). Прибор-
но транспортирующая система координат реализуется 
инерциалыюй платформой, выставленной так, что базовая 
плоскость х у совпадает с плоскостью опорной орбиты. 
Использование этой системы удобно для привязки изме-
рений параметров относительного движения с целью уточ-
нения элементов опорной орбиты, а также для отработки 
расчетных управляющих воздействий. 

Наконец, при исследовании и реализации методов сбли-
жения по линии визирования используется относитель-
ная система координат хгх2х:1, которая связана с линией, 
соединяющей центры масс сближаемых аппаратов. Такая 

Т а б л и ц а 2.1 

Уо Zo 

X sin 6 — соз 6 0 

У cos В sin Э 0 

* 0 0 1 
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система координат называется визирной, или лучевой, 
и определяется следующим образом (рис. 2.3). Базовая ось 
Х\ направлена все время по вектору относительной даль-
ности (линии визирования) г , а две другие взаимно ор-
тогональные оси х2 и х3 могут вращаться вокруг оси хх 
с произвольной скоростью и занимать в каждый момент 
времени произвольное положение. 

Положение визирной системы координат удобно зада-
вать относительно орбитальной системы с помощью сле-
дующих трех последовательных поворотов (рис. 2.4). 
Первый поворот совершается в положительном направ-
лении вокруг оси z на угол а , второй поворот — вокруг 
нового направления оси у в отрицательном направлении 
на угол Ри третий поворот — вокруг окончательного нап-
равления оси х (теперь оси хх) в положительном направ-
лении на угол у. Первые два угла представляют собой, 
таким образом, угловые сферические координаты (широту 
и долготу) вектора относительной дальности в орбитальной 
системе отсчета. Матрица направляющих косинусов осей 
визирной системы координат относительно осей орбиталь-
ной системы определяется через углы а , |3 и у табл. 2.2. 
Матрица направляющих косинусов визирной системы коор-
динат относительной транспортирующей имеет точно такой 
же вид, что и матрица, даваемая табл. 2.2, если заменить 
в ней угол а на угол а + 0. 

К, 

Рис. 2.2. Рис. 2.3. 
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Приборно визирная система координат может быть 
построена с помощью визирующих цель устройств, 

Рис. 2.4. 

в частности следящей антенны радиолокатора. Если одна 
из осей управляемого аппарата все время ориентируется 

Т а б л и ц а 2.2 

X У г 

хг 

#2 
яз 

обоз 

саср 
— sacy — casPsy 

sasy — caspcy 

Для компактности записи дл 
начения: sin = s, cos = с. 

sacp 
cacy — saspsy 

— easy — saspcy 

[я синусов и косинусов Bl 

Sp 
cPsy 
сРсу 

ведены 

в направлении на цель, то оси визирной системы коорди-
нат можно отождествить с осями, связанными с корпусом 
аппарата. 
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Рассмотренные выше системы отсчета, наиболее удоб-
ные и естественные для записи уравнений абсолютного и 
относительного движений космических аппаратов, явля-
ются декартовыми прямоугольными системами координат. 
Наряду с ними нередко используются криволинейные 
системы координат, такие как цилиндрические и сфери-
ческие. Последние оказываются полезными при анали-
тических исследованиях частных случаев движения. Од-
нако с вычислительной точки зрения их использование 
обычно неоправдано, поскольку связанные с ними преоб-
разования переменных являются сравнительно сложными 
и требуют специальных подпрограмм. 

Прежде чем переходить непосредственно к постановке 
основных задач, решаемых алгоритмами управления, 
необходимо отметить, что возможны два различных под-
хода к их построению. При первом подходе измеренные 
значения параметров относительного движения исполь-
зуются для определения или уточнения характеристик 
абсолютного движения одного из сближаемых аппаратов 
в предположении, что орбита другого аппарата известна 
точно. После этого задача управления решается как за-
дача определения абсолютной двухимпульсной или много-
импульсной траектории встречи. 

Отличительной особенностью такого подхода является 
то, что для решения и задачи оценки и задачи управления 
могут быть использованы с непринципиальными допол-
нениями и видоизменениями разнообразные методы оп-
ределения и коррекции орбит [6, 16, 19]. Однако практи-
ческая реализация подобных методов может вызывать 
определенные вычислительные трудности. Это связано 
с тем, что при прогнозировании промахов и расчете им-
пульсных коррекций приходится оперировать с разно-
стями почти одинаковых величин, приводящими к потере 
точности вычислений. 

В качестве примера приведем некоторые цифры, ха-
рактеризующие операции сближения около Земли, когда 
абсолютные скорости составляют около 8 км/сек. Предпо-
ложим, что БЦВМ оперирует машинными словами, имею-
щими 15 двоичных разрядов, так что цена младшего раз-
ряда, теряемого при округлениях, составляет для скоро-
сти около 0,25 м/сек. В результате только за счет ошибки 
вычисления корректирующего импульса как разности 
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двух абсолютных скоростей могут возникать промахи до 
3 км при времени сближения, достигающем половины 
периода кругового орбитального движения. 

Таким образом, при использовании БЦВМ с неболь-
шой разрядностью некоторые вычисления должны произ-
водиться с повышенной точностью, требующей для пред-
ставления каждого числа не одну, а несколько ячеек 
памяти. Это может приводить к усложнению вычислитель-
ных программ и увеличению потребного объема памяти 
и вычислительного времени. 

При втором подходе, который менее чувствителен к 
ошибкам округления и допускает меньшую разрядность 
БЦВМ или вычисления с одинарной точностью, обработка 
измерительной информации при получении оценок и 
формировании управляющих сигналов основывается на 
решении уравнений относительного движения. 

§ 2.4. ПОСТАНОВКА И МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧ ОЦЕНКИ 

При автономном управлении сближением основной 
источник информации, на которой базируется формирова-
ние управляющих воздействий,— это измерения парамет-
ров относительного движения, получаемые прямым визиро-
ванием цели. Независимо от типа и физического принципа 
действия визирующих устройств непосредственному из-
мерению поддаются следующие кинематические парамет-
ры: дальность до цели г, скорость измерения дальности г, 
углы или направляющие косинусы вектора дальности г 
в измерительной системе координат и производные от 
этих величин или составляющие скорости вращения а)г 
вектора дальности относительно инерциального прост-
ранства. Будем предполагать, что измерения и их обра-
ботка производятся на достаточно протяженных участках 
свободного полета. 

В общем случае измерительная (как и исполнительная) 
система координат отличается от системы координат, в ко-
торой вычисляются управляющие воздействия. Поэтому 
реальные алгоритмы управления должны включать в себя 
целую цепочку преобразований измерительной информации 
из одних систем отсчета в другие. Однако при исследова-
ниях, связанных с разработкой алгоритмов, подобные 
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преобразования можно не рассматривать и принимать в 
качестве измерительной непосредственно вычислитель-
ную систему координат, если привести к ней все измеряе-
мые параметры и ошибки измерений. При этом следует 
учитывать, что дальномерная информация будет одной и 
той же в любых системах отсчета, поскольку линейные 
расстояния инвариантны к преобразованиям координат, 
тогда как угломерная информация зависит от выбора 
системы отсчета и в угловые ошибки необходимо вклю-
чать ошибки определения (построения) выбранного ба-
зиса. 

Случайные ошибки измерений каждого из параметров 
могут содержать аддитивные (прямо складывающиеся с 
измеряемой величиной) и мультипликативные (пропор-
циональные измеряемой величине) члены, иметь медлен-
но меняющиеся (систематические) и быстро меняющиеся 
(флуктуациоиные) составляющие и быть коррелирован-
ными (статистически зависимыми) по времени. Кроме 
того, может существовать корреляционная связь между 
ошибками измерений различных параметров. 

На практике структура ошибок измерений и их веро-
ятностные характеристики могут быть известны неточно. 
В этом случае ошибки измерений можно учитывать детер-
минированным образом, задавая их максимальные зна-
чения. 

При хорошем знании структуры и характера изменения 
ошибок они описываются статистически с помощью мно-
гомерных законов распределения вероятностей, учиты-
вающих все корреляционные зависимости. При этом 
систематические и флуктуациоиные ошибки рассматри-
ваются по отдельности. В большинстве случаев законы 
распределения вероятностей этих ошибок измерений мож-
но считать с достаточной для практики точностью нормаль-
ными, поскольку они вызываются совместным действием 
многочисленных случайных факторов. Тогда ошибки из-
мерений полностью характеризуются своими средними 
значениями (математическими ожиданиями), которые 
обычно предполагаются нулевыми, и корреляционной 
матрицей (матрицей вторых моментов), которая симмет-
рична и определенно положительна. Иногда можно при-
нять, что флуктуациоиные ошибки измерений некоррели-
рованы по времени, т. е. имеют характер белого шума. 
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В свою очередь, систематические ошибки обычно мож-
но считать постоянными или меняющимися по простому 
закону. 

По определению, систематические ошибки, нулевые 
при осреднении по множеству реализаций процесса из-
мерений, отличны от нуля и принимают вполне опреде-
ленные значения в отдельной реализации, тогда как 
флуктуационные ошибки будут нулевыми при их осред-
нении в каждой реализации. Отсюда следует, что при 
достаточной продолжительности процесса измерений флук-
туационные ошибки можно эффективно отфильтровать 
(сгладить), в то время как систематические ошибки про-
стой фильтрации не поддаются. Однако при некоторых 
сочетаниях флуктуационных и систематических ошибок 
последние можно включать в число оцениваемых парамет-
ров и компенсировать при осреднении флуктуационных 
ошибок. 

При реализации методов сближения по линии визи-
рования законы изменения измеряемых параметров, ис-
пользуемых для формирования управляющих сигналов, 
точно не известны из-за существенной неполноты инфор-
мации. Поэтому эти законы аппроксимируются комбина-
циями известных линейно независимых функций с неиз-
вестными постоянными коэффициентами. В этом случае 
задача оценки сводится к нахождению таких коэффи-
циентов, чтобы соответствующее им представление 
измеряемых параметров согласовывалось с результатами 
измерений наилучшим в некотором смысле образом. 
В качестве базисных функций аппроксимации удобно 
использовать степенные и тригонометрические функции 
времени. 

Следует отметить, что при оценке непосредственно из-
меряемых параметров относительного движения можно 
в принципе использовать информацию об опорной орбите, 
а также компенсировать систематические ошибки. Однако 
это сильно усложняет алгоритмы фильтрации и при срав-
нительно небольших интервалах осреднения не увеличи-
вает, а даже уменьшает точность требуемых оценок. По-
этому подобные улучшения обычно нежелательны в алго-
ритмах управления сближением по методам типа метода 
параллельного наведения, основное достоинство кото-
рых — простота. 
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В зависимости от подхода к построению алгоритма 
управления, реализующего более сложные методы наве-
дения, такие как метод свободных траекторий, оценками, 
получаемыми из измерений параметров относительного 
движения, могут быть либо элементы опорной орбиты, 
либо аналогичные характеристики относительного дви-
жения и, в частности, текущие координаты и составляю-
щие скорости, определяющие последующее абсолютное 

«либо относительное движение. 
В случае, когда ошибки измерений малы, хорошие 

оценки могут быть получены детерминированными ме-
тодами. В такой постановке для однозначного определе-
ния всех параметров движения, требуемых для расчета 
управляющих воздействий, достаточно шести независимых 
измерений, выполненных в один и тот же или разные 
моменты времени. Поскольку связь между измеряемыми 
и оцениваемыми параметрами нелинейна, то для нахож-
дения детерминированных оценок необходимо решать 
систему нелинейных уравнений, соответствующую мно-
готочечной краевой задаче (при неполном составе изме-
рений). 

В более общем случае, когда ошибки измерений не 
малы, достаточно точные оценки могут быть получены лишь 
статистическими методами исходя из избыточного числа 
измерений. При статистической обработке измерительной 
информации определение оценок основывается на мини-
мизации некоторой интегральной меры рассогласований 
между измерениями и их расчетными значениями. 

Наиболее известными методами статистических оце-
нок, получившими свое название по взятому в их основу 
критерию оптимальности, являются методы наименьших 
квадратов, максимального правдоподобия и максимальной 
апостериорной вероятности (байесовых оценок) [2, 5, 16, 
19, 44]. При использовании этих методов задача оценки 
сводится в конечном счете к решению системы уравнений, 
выражающих необходимые условия оптимальности. 

При наличии первоначальной оценки параметров дви-
жения, заданной априори или полученной детерминиро-
ванными методами, задача статистической обработки мо-
жет ставиться и как задача уточнения приближенной 
оценки. В этом случае для упрощения расчетов система 
условных уравнений может быть линеаризована относи-
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тельно номинальных значений оцениваемых параметров, 
так что поправки к оценкам могут вычисляться по конеч-
ным формулам. 

Выбор метода статистической обработки измеритель-
ной информации зависит от уровня знания структуры и 
вероятностных характеристик ошибок измерений. Кроме 
того, немаловажное значение имеют объем, сложность 
вычислений и их точность при ограниченной разрядной 
сетке БЦВМ. Методы максимального правдоподобия и 
максимальной апостериорной вероятности требуют хоро-
шего знания характеристик ошибок. Они более полно 
учитывают корреляционные связи между ошибками, 
включая временную корреляцию. Однако на практике 
нередко бывает весьма затруднительно достаточно точно 
предсказать требуемые характеристики, так что эффек-
тивность этих методов может оказаться невысокой, а свя-
занные с ними вычислительные сложности — неоправдан-
ными. Поэтому иногда для получения оценок могут ис-
пользоваться более простые, в том числе и эвристические 
методы, например метод среднеарифметических оценок 
(для постоянных параметров) или метод экспоненциаль-
ного сглаживания. 

§ 2.5. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ УПРАВЛЕНИЯ 

В предположении, что все необходимые параметры 
движения определены в результате решения соответствую-
щей задачи оценки, задачи управления формулируются 
в общем виде следующим образом. 

При использовании абсолютной системы координат 
предполагается, что известны элементы первоначальной 
орбиты управляемого аппарата и орбиты цели. Требуется 
среди допустимых управлений выбрать такое, которое, 
начиная действовать с момента времени £0, обеспечивает 
в конечный момент времени tK выполнение условий встре-
чи 

-Еа (tK) = Яц (*к). * а (*к) = Г ц (tK). (2.5.1) 

При использовании относительной системы координат 
считаются известными элементы опорной орбиты, урав-
нения относительного движения и начальные условия 
^ (*о) = г0, v {t0) = v0. Соответственно условия встречи 
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(2.5.1) записываются теперь в виде 
г (*к) = 0, v (tK) = 0. (2.5.2) 

В случае конечной тяги под выбором управления по-
нимается нахождение составляющих управляющего ус-
корения а в зависимости от начальных условий как функ-
ций от времени (задача определения программы управ-
ления) или в виде функций от текущих значений пара-
метров движения (задача определения законов управле-
ния, или задача синтеза). В случае импульсной тяги па-
раметрами управления, определяемыми в зависимости от 
начальных или текущих значений параметров движения, 
будут моменты t{ приложения корректирующих импульсов 
AV; = AVi и их составляющих в используемой системе 
координат. 

Моменты начала t0 и окончания tK процесса управле-
ния могут быть как фиксированными (задача управления 
с закрепленным временем), так и изменяться в некоторых 
пределах (задача управления с незакрепленным време-
нем). При этом разность 

Т = tl{ — t0 

принято называть расчетным временем сближения. 
При определении допустимых управлений могут учи-

тываться разнообразные ограничения, вытекающие из 
технических ограничений. 

Так, в случае импульсной тяги могут налагаться 
ограничения на величину, направление, моменты прило-
жения и общее число импульсов. Математически это вы-
ражается соответственно таким образом: 

I | < Ji, 
где J i — предельно допустимая величина импульса; 

A Vi = J t e b 
где et — единичный вектор, задающий направление им-
пульса; 
ti+i > ti + A*, i = 1, . . ., и — 1, tL > f0, tn < fK> 

где At — минимально допустимый интервал между им-
пульсами; 

п < й, (2.5.3) 
где й — предельно возможное число импульсов. 
3 Ю. А. Ермилов и др. 
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В случае конечной тяги можно использовать как по-
лярное, так и декартово управление вектором тяги и 
учитывать, что управляющие ускорения ограничены по 
величине вследствие ограниченности тяговых возможно-
стей ракетных двигателей. Предположим, как обычно, 
что регулирование тяги осуществляется за счет изменения 
секундного расхода топлива rrij при постоянной скорости 
истечения газов из сопла wj. Тогда ограничение на вели-
чину ускорения ау, создаваемого отдельным двигателем, 
можно записать в виде 

где w,j — предельный для данного двигателя секундный 
расход топлива; М — текущая масса аппарата. При рас-
ходе топлива, небольшом по сравнению с массой всего 
аппарата, можно пренебрегать ее изменением и считать пре-
дельную величину управмюяцего ускорения постоянной. 

Для полярного управления вектором тяги могут 
устанавливаться также ограничения на направление 
управляющего ускорения, например, в виде 

где ei и е2 — заданные единичные векторы, угол между 
которыми не превышает 180°. 

При постановке задачи управления следует принимать 
в расчет и требования к эффективности управления, вы-
раженные через показатели качества. В частности, сум-
марный расход топлива должен быть минимальным или 
не превышать располагаемого запаса. 

В общем случае масса топлива, затрачиваемого на 
сближение, зависит от его состава и типа двигателя и оп-
ределяется как интеграл (за время сближения Т) от массы 
топлива т , потребляемого двигательной установкой ма-
неврирования в единицу времени: 

WiMi 

0 < a , C g ^ < « , c t g l i g b J 

К 

to 

где MQ — начальная и М к — конечная масса аппарата. 
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Чтобы не зависеть от характеристик конкретной дви-
гательной установки, в соответствии с формулой Циол-
ковского, связывающей приращение скорости от тяги с 
изменением массы аппарата, в качестве меры расхода 
топлива часто используется величина характеристиче-
ской скорости 

Т 1 Мо 
J = WjlTljг°. 

in к 
В случае конечной тяги характеристическая скорость 

вычисляется как интеграл от модуля управлющего уско-
рения для полярной схемы 

'к 
J = \ | а | dt 

to 

или как интеграл от суммы абсолютных величин состав-
ляющих управляющего ускорения для декартовой схемы 

/о 
где а1? а2, а3 — проекция вектора а на оси системы коор-
динат, в которой стабилизируется аппарат. 

Аналогичным образом определяется характеристиче-
ская скорость и в случае импульсной тяги. Для полярной 
схемы — это сумма величии приращений скорости Av-n 
создаваемых в моменты времени th 

/ = а | Д « 1 | , (2.5.4) 
i=l 

а для декартовой схемы — сумма величии приращений 
скорости по каждой оси 

J = 2 (I Д»н | + I | + | I). (2.5.5) 
i=l 

Следует отметить, что с вычислительной точки зрения 
задача определения управления, оптимального по расходу 
топлива, является довольно сложной и до сих пор окон-
чательно еще не решена. Более простой является задача 
нахождения управлений, минимизирующих квадратичные 

3* 
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показатели качества, определяемые в виде 
'к 

/а= ±- ^ \a\*dt 
и 

в случае конечной тяги и 

J< 
71 

1 
в случае импульснои тяги. 

Связь между характеристической скоростью и квад-
ратичными показателями качества дают неравенства 
Гёльдера [8], принимающие соответственно вид 

/к ± >К ĴL 
5 \a\dt — *0)2 ( \ | а |2 dt)2 

to to 

и 

i s I A ^ I 2 ) t . 
i - l 4 = 1 7 

Аналогичным образом принимаются в расчет и другие 
показатели качества управления, существенные в тех 
или иных приложениях. Например, если для маневриро-
вания используются двигатели многократного запуска с 
ограниченным ресурсом, то имеют место ограничения на 
число их включений вида (2.5.3). В случае, когда решается 
задача оптимизации, вспомогательные показатели качества 
можно учитывать, вводя их в критерий оптимальности 
с некоторыми весами. 

В формулировке задачи управления могут учитывать-
ся также физические ограничения, такие как ограничение 
на высоту траектории сближения над поверхностью небес-
ного тела или требование прохождения траектории сбли-
жения через заданную область пространства, установлен-
ную из возможностей системы слежения за целью. 

При известных оценках параметров движения и задан-
ных ограничениях задача управления может рассматри-
ваться в двух постановках: детерминированной и стоха-
стической. В детерминированиой постановке предпола-
гается, что принятые в расчетах значения параметров точ-
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но соответствуют их истинным значениям, и управление 
определяется из условий точного выполнения условий 
встречи. В стохастической постановке в той или иной ме-
ре учитываются случайные ошибки управления, вызывае-
мые ошибками измерений и исполнения, и задается допус-
тимая точность выполнения условий встречи или ставится 
задача минимизации конечных ошибок сближения. 

Поскольку и исходные и результирующие ошибки 
управления являются случайными и их конкретные зна-
чения неизвестны, то при решении стохастических задач 
управления ошибки можно учитывать либо статистически, 
либо детерминированным образом. В первом случае за-
даются законы распределения или другие вероятностные 
характеристики ошибок. Во втором случае определяются 
максимально возможные значения ошибок, ожидаемые с 
некоторой вероятностью. 

Большая часть того, что сказано выше, относится в 
равной степени как к методам наведения, основанным на 
использовании законов орбитального движения, так и к 
методам наведения, которые не учитывают этих законов. 
Однако применительно к последним при формулировке 
задач управления необходимо принимать во внимание 
существенную неполноту информации и считать извест-
ными только начальные или текущие значения перемен-
ных г, г и а)г. Кроме того, дополнительно должны учиты-
ваться ограничения, налагаемые на величину составляю-
щих угловой скорости линии визирования G)r. 
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ЗАКОНЫ УПРАВЛЕНИЯ СБЛИЖЕНИЕМ 
ПО МЕТОДУ ПАРАЛЛЕЛЬНОГО НАВЕДЕНИЯ 

§ 3.1. УРАВНЕНИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 
В ВИЗИРНОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ 

Отличительная особенность методов сближения по 
линии визирования, не учитывающих законов орбиталь-
ного движения, состоит в ограничении угловой скорости 
вращения этой линии, приводящем к встрече с целью. 
Можно говорить, что все они аппроксимируют с той или 
иной степенью точности метод параллельного наведения, 
при реализации которого из-за ошибок управления также 
невозможно точное выполнение требуемого равенства ну-
лю величины угловой скорости линии визирования. В свя-
зи с этим для удобства терминологии будем объединять 
подобные методы наведения под общим названием метода 
параллельного наведения. 

Определяющим требованием, предъявляемым обычно 
к законам управления сближением по методу параллель-
ного наведения, является требование их простоты, огра-
ничивающее возможность применения регулярных мето-
дов оптимального синтеза. Поэтому при разработке таких 
законов управления используется в основном эвристи-
ческий подход. 

Как уже отмечалось ранее, при исследовании и реа-
лизации метода параллельного наведения удобно исполь-
зовать визирную систему координат, связанную с векто-
ром относительной дальности. Уравнения относительного 
движения в этой системе нетрудно получить из общих 
векторных уравнений, представленных в § 2.1. При этом 
целесообразно ради сокращения записи в качестве опор-
ной выбрать орбиту цели (R = R n ) и, кроме того, не учи-
тывать возмущений, отклоняющих абсолютные движения 
сближаемых аппаратов от кеплерова (аВАи = ав.а = 0). 

В визирной системе координат х1х2х3 проекции векто-
ров В и г будем определять с помощью их направляющих 
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косинусов, т. е. 
В = R (т^ т2, т3)\ г = г (1, О, 0)т, 

где mly т2, т3 выражаются через углы а , р, у вторым 
столбцом табл. 2.2. Таким образом, 

R . r = Brm l y = + \ 

На основании уравнения (2.1.8) при г ц = 0 получаем 
следующее выражение для составляющих разностного 
гравитационного ускорения: 
д = — + г) — Rm ly 

— (1 — к0) Rm21 (1 — K0)Rm3y. 

Вектор угловой скорости вращения со визирной систе-
мы координат относительно инерциального пространства 
задается своими проекциями на оси хг, х2 и х3 как 

© = (©!, со2, со3)т. 

Заметим, что проекции со2 и со3 представляют собой 
составляющие угловой скорости вращения вектора отно-
сительной дальности (линии визирования), тогда как 
проекция сох задает скорость вращения поперечных осей 
х2 и х3 вокруг луча визирования хх и может иметь совер-
шенно произвольные величину и знак. Согласно опреде-
лению углов, дающих переход от орбитальной к визирной 
системе координат, эти проекции выражаются следую-
щими кинематическими соотношениями (см. рис. 2.4): 

a)i = У + (& + б) sin р, j 
о)2 = (а + 6) cos р sin 7 — (5 cos у, \ (3.1.1) 
o)3 = (d 6) cos P cos у + p sin y. ) 

В соответствии с (2.1.11) или (2.1.12) в визирной сис-
теме координат 

^ = (г, Г0)3, — Г0)2)т, 

^jjjr = (г — Г (а)3 + ^Р» Г(Г°3 + 2гс°3 + Г(0!С02, 

— г(о2 — 2го)2 + r(0i0)3)T. 

(3.1.2) 
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Следовательно, точные уравнения относительного движе-
ния в этой системе имеют вид 
Г - Г (соз + со') + рс0Д-3г — и- — Хо) = аь 

газ + 2га3 + r(0i(02 — Ц (1 — *о) Д~2та = 

— га2 — 2г(02 + гсо^з — И (1 — *о) Д~2™з = 

(3.1.3) 

где ах, а2, а 3 — проекции вектора управляющего ускоре-
ния а на оси xv x2J х3, а 

т 1 = sin a cos Р, = cos а cos у — sin a sin P sin 7, 
m3 = _ cos a sin 7 — sin a sin p cos 7. 

Приведем также уравнения движения, линеаризован-
ные по разностному гравитационному ускорению: 

Г _ г (со* + со9;) + \iR-*r (1 - зml) = аи 

га3 + 2rco3 + rcoiCo2 — 3\iR~3rmim2 = а2, (3.1.4) 

— га2 — 2га2 + гсо̂ соз — З ^ Д ^ г т ^ з = а3. 

Чтобы замкнуть систему уравнений движения, дина-
мические соотношения (3.1.3) или (3.1.4) необходимо до-
полнить кинематическими соотношениями, дающими связь 
между производными от углов а , Р, у или направляющих 
косинусов щ, т2, тг и составляющими угловой скорости 
<*>!, со2, 0)3. 

Выражения для производных от углов следуют не-
посредственно из уравнений (3.1.1): 

* = Т^р C0S 7 + С°2 S h l ^ 
Р = со3 sin у — со2 cos 7, 

Ч = 0)1 c o s 7 + 0)2 s i n 

(3.1.5) 

Для нахождения кинематических соотношений через 
направляющие косинусы воспользуемся известной форму-
лой дифференцирования переменного единичного вектора: 

е — v X в, (3.1.6) 

где v — вектор угловой скорости вращения вектора е в 
рассматриваемой системе координат. 
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Направляющие косинусы /тг17 т2, т3, входящие в урав-
нения движения (3.1.3) и (3.1.4), представляют собой со-
ставляющие орта ш оси у орбитальной системы координат 
xyz. Вектор угловой скорости этой системы относительно 
инерциального пространства направлен по оси z, т. е. по 
нормали п к плоскости опорной орбиты, и имеет величину 
0. Следовательно, чтобы получить вектор v, необходимо 
из вектора вращения орбитальной системы координат вп 
вычесть вектор вращения визирной системы координат со 
и спроектировать разность на оси визирной системы. 
Поскольку направляющие косинусы нормали п к плос-
кости опорной орбиты равны тг2, тг3, то 

v = (Ottj — coj, ()п2 — со2, — со3)т. 

Таким образом, применяя формулу (3.1.6) к любому 
единичному вектору е= (ev е2, е3)т, не меняющему своего 
положения в орбитальной системе координат, имеем 

ё\ = ще2 — со2б?з + 6 (esn2 — е2щ), 4 

ё2 = (о^з — со3б>! + 6 (ехпз — e^rii), (3.1.7) 
ё3 = со2̂ 1 — -f- 0 (e2rii — . 

Отсюда нетрудно получить требуемые кинематические 
соотношения для направляющих косинусов, подставляя в 
(3.1.7) вместо величин в\ составляющие ортов I, т , п осей 
х, у, z орбитальной системы координат. С учетом того, 
что каждый из элементов ортогональной матрицы направ-
ляющих косинусов равен своему алгебраическому допол-
нению, окончательные выражения для производных от 
направляющих косинусов осей орбитальной системы 
координат относительно осей визирной системы можно 
привести к следующему виду: 

h = 0)3*2 — 002Z3 + 
U = (Oj/з — ojolL - | (V//2, 

/3 = 0)2^ — о + 
rih = co3m2 — 0)2т3 — 
rin2 = (о^з — щ т ъ — Ы2, 
m3 = (o2wx — сох^а — 6Z3, 

(3.1.8) 
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щ = (03И2 — СО 2Щ, Л 

й2 = щп 3 — щ п и (3.1.8) 

щ = o)2/2i — оэ1/г2. ) 

Отметим, что в отличие от кинематических соотношений 
(3.1.5), вырождающихся при р + 90°, уравнения 
(3.1.8) не имеют особенностей. Кроме того, они не содер-
жат тригонометрических функций, вычисление которых 
требует сравнительно большого количества арифметиче-
ских операций. Поэтому при численных расчетах предпоч-
тительнее использовать систему (3.1.8) несмотря на ее 
более высокий порядок, причем для нахождения требуе-
мых величин mi достаточно интегрировать первые шесть 
уравнений этой системы. 

Угловая скорость % вращения системы координат 
хгх2х3 вокруг оси х1У входящая в динамические и кинемати-
ческие уравнения, совершенно произвольна и может зада-
ваться из различных соображений. В частности, она может 
быть такой, чтобы ось х3 была направлена все время по 
вектору угловой скорости вращения вектора дальности. 
В этом случае со2 = 0 и плоскость ххх2 будет содержать 
вектор относительной скорости и представлять, по опре-
делению, плоскость наведения. Другой важный для прак-
тики случай дает выбор сох = 0, что для декартова управ-
ления вектором тяги соответствует стабилизации управ-
ляемого аппарата по крену. 

§ 3.2. ОБЩИЙ ВИД ЗАКОНОВ УПРАВЛЕНИЯ 
И МЕТОДИКА ИХ СИНТЕЗА 

Независимо от метода наведения синтез законов уп-
равления сближением может быть основан на использова-
нии понятия потребной скорости. Потребная относитель-
ная скорость v?, соответствующая текущему взаимному 
положению г сближаемых аппаратов, определяется 
как мгновенная относительная скорость, которая не-
обходима для сближения с целью за некоторое время Т 
при заданных кинематических ограничениях. Разность 
между потребной скоростью Vt, вычисляемой в зависи-
мости от г и Г, и действительной скоростью v, получае-
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мой из измерений, образует сигнал рассогласования Ди 
(мгновенное потребное приращение скорости), который 
служит для формирования управляющих сигналов. 

При реализации метода параллельного наведения сис-
тема управления движением центра масс разбивается 
обычно на два канала: продольный (канал дальности), 
обеспечивающий регулирование скорости сближения 
вдоль вектора дальности, и боковой (канал угловой ско-
рости линии визирования), обеспечивающий поддержание 
на достаточно низком уровне составляющих относитель-
ной скорости по нормали к вектору дальности. В соответ-
ствии с этим вектор относительной скорости v расклады-
вается на продольную составляющую измеряемую 
непосредственно как скорость изменения дальности, и 
боковые составляющие v2 и и3, которые определяются как 
произведения составляющих угловой скорости линии визи-
рования (о3 и со2 на дальность г, взятые с соответствую-
щими знаками, т. е., согласно (3.1.2), 

v1 г, ь\ = со3г, и3 — —о)2г. 

Посредством регулирования продольной скорости их 
обеспечивается сближение, т. е. уменьшение расстояния 
между аппаратами (г < 0) и уменьшение величины ско-
рости г при подходе к цели. Отсюда потребную скорость 
сближения можно задавать в виде убывающей функции 
дальности. При этом продольный канал будет выполнять 
две задачи: осуществлять торможение аппарата (а± ]> 0), 
если скорость сближения велика, и осуществлять разгон 
аппарата (аг < 0), если вместо сближения происходит 
удаление или величина скорости сближения недостаточна. 
Иными словами, если продольная составляющая скорости 
vx отличается от потребной скорости сближения, в продоль-
ном канале должны вырабатываться сигналы, устанав-
ливающие действие продольной тяги на разгон или тор-
можение. 

Очевидно, что из-за постоянно действующих возмуще-
ний (таких, как ошибки измерений и исполнения, влияние 
бокового движения и воздействие разностного гравита-
ционного ускорения) фактическая скорость сближения 
будет всегда отклоняться от расчетной. При использова-
нии непрерывного управления, реализуемого с помощью 
двигателей регулируемой тяги, отклонения от потребной 
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скорости компенсируются пропорциональным изменением 
продольной составляющей тяги. При установлении пот-
ребной скорости сближения с помощью дискретного уп-
равления, реализуемого двигателями многократного за-
пуска, необходимо предусматривать некоторые пороги 
для включения и выключения тяги на разгон и торможе-
ние, т. е. вводить зону нечувствительности и гистерезис 
для того, чтобы исключить необходимость в частом пере-
ключении двигательной установки. Пороговые значения, с 
которыми производится сравнение измеряемой продоль-
ной скорости при формировании управляющих сигналов, 
могут быть, как и потребная скорость сближения, убываю-
щими функциями дальности. 

При рассмотрении управления по боковому каналу 
ради наглядности можно пользоваться понятием прогнози-
руемого пролета, который определяется как минимальное 
расстояние, на котором прошел бы управляемый аппарат 
мимо цели при отсутствии управления. Предполагая, что, 
начиная с данного момента, аппарат движется относи-
тельно цели прямолинейно и равномерно, величину про-
лета можно оценить приближенно в виде 

Г mill — 

где cor = V($1 + со'1 Заметим, что мерой угловой скоро-
сти линии визирования сог и, следовательно, пролета мо-
жет служить также величина второй производной от даль-
ности, вычисленная без учета разностного гравитацион-
ного ускорения: 

(О г = — . г 

Уменьшение пролета достигается за счет уменьшения 
боковой скорости (рис. 3.1). Если не принимать в расчет 
возмущений прямолинейного движения, то чем меньше 
величина боковой скорости, тем более точно выдержива-
ется требуемое направление движения к цели и тем мень-
ше топлива нужно для его установления. Поэтому для 
бокового канала потребную скорость можно принимать 
равной нулю независимо от расстояния до цели. Следо-
вательно, и потребная величина угловой скорости линии 
визирования также будет равна нулю. 
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Таким образом, при непрерывном управлении боковая 
составляющая управляющего ускорения должна зада-
ваться (по величине) пропорциональной величине боковой 
скорости и иметь противоположное направление. При 
дискретном управлении командные сигналы для коррек-
ции боковой скорости можно формировать непосредствен-
но по сигналам измерений угловой скорости линии ви-
зирования. При этом для уменьшения числа запусков 

\гт 
\ кип 

Рис. 3.1. 

двигательной установки имеет смысл установить некоторые 
пороги включения по угловой скорости линии визирова-
ния, которые могут зависеть от дальности. 

Выбор зависимостей поребной скорости от дальности, 
а при дискретном управлении также и функций переклю-
чения по линейной и угловой скоростям можно было бы 
основывать на использовании методов теории оптималь-
ного управления. Однако этот путь приводит к довольно 
сложным законам управления, которые могут не удов-
летворять требованиям приборной реализуемости. По-
этому для конкретных приложений синтез более простых, 
хотя и менее эффективных, законов управления может 
проводиться в следующем порядке. 

Сначала, исходя из технических соображений и упро-
щенного рассмотрения динамики сближения, устанавли-
ваются вид функциональных преобразований измеритель-
ной информации для каждого канала наведения и логика 
формирования управляющих сигналов. Если законы уп-
равления предполагается реализовывать с помощью анало-
говых элементов, то их структура до некоторой степени 
предопределена — функции управления выбираются из 
класса кусочно-линейных функций, удовлетворяющих 
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требованию простоты реализации. В случае использова-
ния для управления БЦВМ можно в принципе выбирать 
более сложные зависимости. Затем с помощью приближен-
ного аналитического решения оцениваются численные 
значения постоянных параметров, входящих в законы 
управления. И, наконец, путем моделирования процесса 
управления на ЭВМ находятся оптимальные значения 
этих параметров, дающие минимальный расход топлива в 
среднем или минимальный расход топлива при наиболее 
неблагоприятных условиях сближения с учетом заданных 
ограничений на число включений двигателей маневриро-
вания или диапазон дросселирования их тяги. 

§ 3.3. ЗАКОНЫ ДИСКРЕТНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

При дискретном управлении коррекция относительной 
скорости по каждому каналу наведения осуществляется 
релейными командными сигналами, которые включают 
отдельные двигатели при использовании декартова уп-
равления вектором тяги и по которым формируются ко-
манды включения продольного двигателя маневрирования 
при использовании полярного управления. Вид функцио-
нальных зависимостей, в соответствии с которыми эти сиг-
налы вырабатываются по сигналам измерений, в общем 
не зависит от схемы управления вектором тяги. 

Для бокового канала входными сигналами служат либо 
только одна составляющая угловой скорости линии визи-
рования о)3, которая при нормальной работе системы 
ориентации должна быть положительной и представлять 
с точностью до ошибок полный вектор угловой скорости 
линии визирования, либо две ее составляющие со2 и со3, 
которые могут быть любого знака. Соответственно в боко-
вом канале формируются либо один командный сигнал <т2, 
принимающий значения 1 или 0, либо два командных сиг-
нала сг2 и а3 , каждый из которых может принимать три 
значения: + 1 , 0, —1. 

Сигналы Oi 0, показывающие необходимость кор-
рекции боковой скорости, начинают вырабатываться вся-
кий раз, когда величина угловой скорости линии визиро-
вания или ее составляющих превышает некоторый порог 
сов. Если выключение двигателей предполагается осно-
вывать на сигналах измерений, то этот же самый сигнал 
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(jj Ф 0 продолжает формироваться до тех пор, пока угло-
вая скорость не будет снижена до второго контрольного 
порога сон < о)в. После этого начинает вырабатываться 
сигнал Oi = 0, показывающий отсутствие необходимости 
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Рис. 3.2. 

Рис. 3.3. 

в коррекции боковой скорости. Таким образом, преобра-
зование входных сигналов измерений в командные может 
производиться в соответствии с релейными характери-
стиками, показанными на рис. 3.2 (а — полярное управ-
ление, б — декартово управление). 

В целях простоты реализации пороги коррекции уг-
ловой скорости линии визирования сов и сон могут уста-
навливаться кусочно-постоянными с одним или несколь-
кими переключениями уровней по дальности (рис. 3,3). 
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Необходимость изменения порогов связана с обеспече-
нием положительного знака угловой скорости линии визи-
рования в случае полярного управления вектором тяги 
( о ) 3 > 0 при со2 = 0). В этой схеме при сохранении знака 
угловой скорости отпадает необходимость в постоянной 
переориентации аппарата на 180° и коррекции боковой 
скорости будут односторонними (а2 < 0), так что процесс 
сближения в целом будет устойчивым. 

Выбор порогов коррекции сов и о)н для разных участ-
ков производится на основании следующих сообра-
жений. 

Для уменьшения расхода топлива на обеспечение пере-
секающегося с целью направления движения угловая 
скорость линии визирования, остающаяся нескорректи-
рованной, должна быть по возможности минимальной, 
но такой, чтобы соответствующая составляющая не 
меняла своего знака. Отклонение остаточной скорости от 
значения о)1Г зависит от ошибок в измеренной величине 
угловой скорости и динамических ошибок, приводящих 
к запаздываниям выключения тяги. При больших даль-
ностях (г >> г2) основную роль играют неопределенности 
в величине угловой скорости, так что на этом участке зна-
чение порога сон устанавливается исходя из максимальной 
ошибки измерений угловой скорости. При малых даль-
ностях (г < г2) определяющее значение имеют запазды-
вания выключения тяги, поскольку, как это следует из 
уравнений (3.1.3), один и тот же импульс тяги вызывает 
теперь более значительные изменения угловой скорости, 
чем при больших дальностях. Поэтому, исходя из распо-
лагаемой величины ускорения от тяги и запаздываний 
выключения, нижний порог сон на этом участке повы-
шается. 

Верхний порог (ов коррекции угловой скорости линии 
визирования устанавливается в зависимости от расхода 
топлива и ресурса по числу запусков двигателя. Если он 
будет близок к нижнему порогу со„, то для регулирования 
боковой скорости потребуется много небольших коррек-
ций. С другой стороны, если этот порог будет выбран очень 
высоким, то это приведет к увеличению среднего значения 
угловой скорости линии визирования и, как результат, 
к возрастанию расхода топлива. Таким образом, для каж-
дого участка существуют оптимальные значения порога 
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о)в, которые должны определяться в зависимости от кон-
кретных характеристик датчиков угловой скорости линии 
визирования и исполнительных органов системы наведе-
ния. Приемлемые результаты дает выбор сов = Зоон [123]. 

Помимо кусочно-постоянных порогов (0В и (0Н можно 
рассматривать также пороги, которые непрерывно повы-
шаются с уменьшением дальности. 

Если выключение двигателей предполагается осущест-
влять по сигналам акселерометров, то потребное прира-
щение боковой скорости вычисляется для полярной схемы 
как 

Ду2 = (юн — (03) г, (03 > сов 

и для декартовой схемы как 

Аи2 - (о)н sign (о3 — (о3) г, | (о3 | > (ов, 

А^з = — (®н sign (о2 — (о2) г, | (о2 | > (ов. 

В последних уравнениях порог выключения (он может 
быть взят равным нулю. 

Для продольного канала основным входным сигналом 
служит измеряемая скорость г, которая сравнивается с 
пороговыми значениями гв т и гв.р, определяющими не-
обходимость коррекции скорости сближения соответствен-
но при торможении и разгоне. Если г ^ гв.т, то выраба-
тывается командный сигнал ах = 1 для включения про-
дольной тяги на торможение. Если то вырабаты-
вается командный сигнал ох = — 1 для включения про-
дольной тяги на разгон. В случае rB T < г < гв р форми-
руется сигнал ах = 0, обозначающий ненужность коррек-
ции скорости сближения. 

Когда выключение тяги производится по текущим 
измерениям, то после начала коррекции скорости сбли-
жения командный сигнал не обнуляется до тех пор, 
пока не будет достигнут порог выключения гн т при тор-
можении или порог гн.р при разгоне. При одинаковых 
значениях порогов гн т и г„.р их можно отождествить с 
потребной скоростью изменения дальности, хотя в общем 
случае они могут быть отличными друг от друга. Таким об-
разом, формирование командного сигнала в продоль-
ном канале может производиться в соответствии с релей-
ной характеристикой, показанной на рис. 3.4. 
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Зависимости порогов коррекции скорости сближения 
от дальности должны иметь по соображениям простоты 
приборной реализации кусочно-линейный характер и 
обеспечивать приемлемое время сближения и заданную 
конечную точность. Во многих случаях эти зависимости, 
изображаемые на фазовой плоскости г, г в виде линий 

б, 

н̂р 'ftp 

Рис. 3.4. 

Рис. 3.5. 

переключений, целесообразно выбирать с двумя излома-
ми (рис. 3.5). 

На первом участке (г г^, соответствующем макси-
мальным дальностям, пороги переключений устанавлива-
ются постоянными. Это необходимо для того, чтобы за счет 
ограничения скорости сближения наряду с ограничением 
угловой скорости линии визирования получить ограни-
ченную величину кориолисова ускорения. В свою очередь, 
как следует из системы уравнений (3.1.8), величина ко-? 
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риолисова ускорения, имеющего составляющие 2г(о3 и 
—2 гсо2, не должна превышать величины ускорения от 
поперечной тяги, чтобы была обеспечена управляемость 
по боковому каналу наведения. 

На втором и третьем участках (г < гх) достигается 
уменьшение скорости сближения до требуемых пределов 
при значении дальности г3, когда происходит переход к 
участку причаливания. Наклон линий переключений для 
промежуточных дальностей (г3 < г < гх) выбирается 
исходя из средней угловой скорости линии визирования, 
поскольку при сравнительно небольших значениях раз-
ностного гравитационного ускорения основное влияние 
на продольное движение оказывает центробежное ускоре-
ние г( о)з Ь 0)2). При этом вводится излом линий переклю-
чений при значении дальности г2 в связи с тем, что на этой 
дальности меняются пороги коррекции угловой скорости 
линии визирования. 

В случае использования для выключения двигателей 
сигналов акселерометров потребные приращения продоль-
ной скорости вычисляются по формулам 

Очевидно, кроме рассмотренных выше для формирова-
ния командных сигналов по продольному каналу могут 
использоваться также другие формы линий переключе-
ний и для каждой формы регулирование скорости сбли-
жения будет иметь свои особенности. В частности, в ли-
тературе предлагаются линии переключений в виде двух 
параллельных прямых линий [123], в виде двух прямых, 
пересекающихся в начале координат [73, 124], и в виде 
двух подобных парабол [85]. В этой связи необходимо об-
ратить внимание на то, что законы управления, рассмат-
риваемые в литературе, предназначены только для осу-
ществления торможения в расчете на вполне определен-
ные начальные условия и не предусматривают возмож-
ности разгона. Поэтому они носят менее универсальный 
характер, чем предлагаемые выше законы управления 
скоростью сближения, допускающие использование раз-
личных форм линий переключений. 

при г < г, 

при г > Г] 
в.т» 
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В заключение отметим, что проверка условий, опре-
деляющих необходимость коррекции относительной ско-
рости по продольному и боковому каналам, может произ-
водиться не непрерывно, а дискретным образом: либо через 
определенные интервалы времени, либо при некоторых 
фиксированных значениях дальности. Такая программа 
работы системы наведения может быть принята при 
формировании командных сигналов с помощью БЦВМ 
для того, чтобы в промежутках можно было решать дру-
гие задачи управления полетом. 

§ 3.4. ЛОГИКА РАЗДЕЛЬНОЙ КОРРЕКЦИИ 

В случае использования декартова управления век 
тором тяги продольная и боковая составляющие относи-
тельной скорости регулируются каждая по своему ка-
налу независимо друг от друга. Если применяется поляр-
ное управление, то возможна как совместная, так и раз-
дельная коррекция этих составляющих. 

Раздельная коррекция выполняется при помощи пос-
ледовательных разворотов и стабилизации управляемого 
аппарата в плоскости наведения относительно трех фикси-
рованных положений (рис. 3.6): разгона (02 = 0), коррек-
ции боковой скорости (0Z = 90°) и торможения (Qz = 
= 180°). При совместной коррекции тяга может прикла-
дываться под любым углом к линии визирования. 

В случае необходимости одновременного регулирования 
продольной и боковой скоростей схема раздельной кор-
рекции менее экономична, чем схема совместной коррек-
ции. Однако логика управления для первой схемы гораз-
до более простая и может быть реализована с помощью 
аналоговых релейных устройств. 

Для полярного управления вектором тяги выходными 
сигналами системы наведения являются команды а19 сг2 
и 0Z, определяющие величину и направление корректи-
рующих импульсов. Общая команда на включение или 
выключение двигателя маневрирования а формируется 
очевидным образом: а = 1, если есть необходимость в 
коррекции хотя бы по одному каналу наведения, и а = 0, 
если ни одну из двух ортогональных составляющих от-
носительной скорости корректировать не нужно. 
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Что касается направления коррекции, задаваемого 
командным значением угла тангажа 0Z, то оно определя-
ется однозначно лишь тогда, когда необходимо изменить 
только одну из составляющих скоростей: 02 = 0, если 
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х3/ 

а) 

б) 

в) 

•И 

V 
X, 

7 

Рис. 3.6. 

ах = — 1 и а2 = 0; 02 = 90°, если ах = 0 и а2 = 1; 
0Z = 180°, если gx = 1 и <т2 = 0. Однако в тех случаях, 
когда выявляется потребность в коррекции сразу по двум 
каналам, выбор направления приложения тяги, задавае-
мого углом 0Z, может производиться из различных сооб-
ражений, в частности так, как изложено ниже. 
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Как следует из уравнений относительного движения 
(3.1.3), центробежное ускорение вызывает уменьшение ве-
личины скорости сближения, а кориолисово ускорение 
приводит к возрастанию величины угловой скорости ли-
нии визирования при уменьшающейся дальности. Следо-
вательно, с точки зрения экономии топлива выгодно, 
чтобы величина угловой скорости линии визирования бы-
ла при торможении как можно большей, а при разгоне — 
как можно меньшей, тогда как при коррекции боковой 
скорости желательно, чтобы скорость сближения была 
небольшой. 

Таким образом, если требуется осуществить торможе-
ние аппарата (ах = 1), то сначала должна производиться 
коррекция продольной скорости (0Z — 180°), а затем ав-
томатически, после появления сигнала ах = 0, — коррек-
ция боковой скорости. Если же необходимо произвести 
разгон аппарата (о1 = —1), то первой выполняется боко-
вая коррекция (0Z = 90°). 

Такая схема приоритетов коррекций по продольному 
и боковому каналам может применяться, если сигналы 
на включение двигателя формируются в двух каналах до 
начала разворота или запуска двигателя (а0 = 0) одно-
временно. Очевидно, такая ситуация является малове-
роятной. Более часто имеет место случай, когда сигнал 

на включение двигате-
ля по одному каналу 
формируется уже после 
появления сигнала по 
другому каналу (cr0 = 1). 
Поэтому, чтобы исклю-
чить излишние разворо-
ты и включения двига-
теля, целесообразно сна-
чала закончить уже 
начавшийся разворот 
или начавшуюся кор-
рекцию и только после 
этого перейти к разво-

роту в другое положение, т. е. сменить задающее воздей-
ствие 0Z для ориентации аппарата по тангажу. 

Чтобы закончить синтез логической схемы раздельной 
коррекции, отметим, что если необходимость в коррекции 

Т а б л и ц а 3.1 

<*1 а2 а 

0 0 0 о » 
- 1 0 1 0 

0 1 1 90° 
1 0 1 180° 

—1 1 1 90° при а0 = 0 
при а0 = 1 

1 1 1 180° при а0 = 0 
0*0 при а0 = 1 
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относительной скорости отсутствует = а2 = 0), то 
ориентацию аппарата можно не менять, полагая 0Z = 0zO. 
Кроме того, сразу после обнаружения и захвата цели 
бортовыми измерительными средствами управляемый ап-
парат может устанавливаться в положение для торможе-
ния (0Z = 180°), чтобы можно было сразу включить дви-
гатель для предотвращения столкновения с целью при 
небольших начальных дальностях. 

Общая логика формирования управляющих сигналов 
при раздельной коррекции продольной и боковой состав-
ляющих относительной скорости может быть представле-
на табл. 3.1. 

§ 3.5. СХЕМЫ СОВМЕСТНОЙ КОРРЕКЦИИ 

Рассмотренный в предыдущем параграфе вариант по-
лярного управления, хотя и прост в реализации, но прин-
ципиально неэкономичен вследствие того, что коррекция 
продольной и боковой скоростей выполняется не совместно 
и величина боковой скорости преднамеренно снижается 
не до нуля, а до некоторого конечного уровня. В связи 
с этим представляет интерес рассмотреть также такие 
варианты полярного управления, которые позволяют за 
счет небольшого усложнения вычислений достичь сниже-
ния потребного расхода топлива. 

Из анализа динамики сближения следует, что помимо 
оптимизации параметров можно использовать два пути 
уменьшения расхода топлива. Во-первых, можно пытаться 
уменьшать величину угловой скорости линии визирова-
ния до нуля, несмотря на наличие ошибок измерений и 
исполнения. Во-вторых, допускать совместную коррекцию 
составляющих относительной скорости посредством ста-
билизации аппарата относительно линии визирования в 
«косых» положениях. Кроме того, командные сигналы на 
выключение двигателя целесообразно формировать не по 
текущим измерениям параметров относительного движе-
ния, сравниваемым с пороговыми значениями, а по пока-
заниям акселерометра. 

Могут быть предложены и исследованы самые разно-
образные варианты полярного управления, исходящие из 
этих соображений и отличающиеся друг от друга прави-
лами выбора направления приложения тяги. Поэтому 
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ограничимся изложением только двух крайних разновид-
ностей способа совместной коррекции. 

В первом варианте боковая скорость корректируется 
только тогда, когда необходимо изменить продольную 
скорость. Это дает возможность поддерживать угловую 
скорость линии визирования около нуля посредством 
пропорциональных отклонений продольной оси аппарата, 
совпадающей с линией действия тяги, в ту или иную сто-
рону от линии визирования. Такую схему будем называть 
схемой зависимых коррекций с непрерывным разворотом. 

Во втором варианте по данным измерений параметров 
движения вычисляются поправки скорости, предусмат-
ривающие уменьшение угловой скорости линии визирова-
ния до нуля, выполняется разворот аппарата в положение 
для коррекции и производится коррекция, причем во 
время работы двигателя аппарат стабилизируется в инер-
циальном пространстве, а для выключения двигателя ис-
пользуются сигналы акселерометра. Такую схему управ-
ления будем называть схемой стабилизированных кор-
рекций. 

При рассмотрении схем совместной коррекции положе-
ние линии действия тяги по отношению к линии визирова-
ния и плоскости наведения удобнее определять не угла-
ми, а единичным вектором, связанным с продольной осью 
аппарата: 

е = (cos 0(/ cos 0Z, cos 0^ sin 0Z, sin 0y)T, 

где 0|y — угол рыскания, a 0Z — угол тангажа. 
В схеме зависимых коррекций необходимость их опре-

деляется сигналом а1? формируемым в соответствии с ре-
лейной характеристикой (см. рис. 3.4). Для активных 
участков требуемое направление действия тяги задается 
непрерывно следующими формулами: 

* ex = * / V 1 + (?>з) 2 + (7> 2 ) а , 

= - 7>з / | / "1 + (7VОз)2 + (Т>2)>, 

е* = Т*щ/\Г 1 + (7> 3 ) 2 + (7> 2 ) 2 , 

(3.5.1) 

где Т2 и Тз — положительные масштабные множители 
с размерностью времени, определяющие распределение 
тяги на коррекцию продольной и боковой скоростей. 
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Когда требуемое направление коррекции задается ука-
занным образом, положение продольной оси аппарата 
по рысканию и тангажу может быть произвольным. Одна-
ко если антенна радиолокатора, установленная по про-
дольной оси, имеет ограниченное поле зрения или огра-
ниченные углы поворота относительно корпуса аппарата, 
то линия действия тяги может отклоняться от линии ви-
зирования также только в ограниченных пределах, 
и прежде всего по рысканию. Поэтому при сравнительно 
больших значениях боковой скорости необходимо построе-
ние плоскости наведения. 

Обозначим предельный допустимый угол отклонения 
по рысканию через 0?/. Тогда требуемое положение линии 
действия тяги будет определяться формулами (3.5.1) толь-
ко в случае, когда 

| Т> 2 \ ! \Г 1 + (7> 3 ) 2 + (Г3со2)2 < sin0y, (3.5.2) 

и формулами 

= О1СО8 0 у / / 1 + (Г2СО3)2, 

е2 = _ Г2СО3СО8 0 у / / 1 + (Г2О)3)2, 

е3 = signco2 sin0]y, 
если неравенство (3.5.2) имеет противоположный знак. 

Выключение двигателя в таком варианте управления 
производится в момент выработки сигнала о1 = 0 незави-
симо от величины оставшейся нескорректированной бо-
ковой скорости. Если допустимы большие отклонения от 
линии визирования по рысканию, то при надлежащем 
выборе масштабных коэффициентов Т2 и Т3 и их зависи-
мости от дальности остаточная скорость может быть сде-
лана малой, так как значительная доля приращения ско-
рости от тяги будет затрачиваться на уменьшение боковой 
скорости. Только после снижения последней направление 
действия тяги будет приближаться к направлению тормо-
жения или разгона. Если же предельный угол 0У мал, то 
до включения двигателя необходимо предусмотреть приве-
дение линии действия тяги в плоскость наведения. 

По схеме стабилизироваиных коррекций управление 
может осуществляться следующим образом. При измере-
ниях аппарат ориентируется продольной осью, вдоль 
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которой направлена антенна радиолокатора, на цель, так 
что 

е = ( - 1 , 0, 0)т. 
По данным измерений вычисляются величина потребного 
приращения скорости Дг; и пороговая величина 6и по сле-
дующим формулам: 

Av = VAv\ + Av\ + Avl, 
где 

Г — Гн.т при 

AUL = о 

г —
 г \ 

Av2 = 

при 

н.р При 

— (03г, 

^ Гв.т» 
гв.т <С гв.р» 

Г > г„.р, 

Дг;3 = о)2г 

бг; = / t o ? + 6 ^ + 6171, 
где 

б1;х = 

Г н.т г в.т 

' н.р — г в 

При Г < Г„.т, 

при Гн.т < Г < Гн.р, 

П р и Г > Г н .р , 

б|7а = — (ОвГ, 6i;3 = (О „Г. 
Необходимость коррекции относительной скорости оп-

ределяется сравнением величин Аи и бг;. Если Дг; < бг;, 
то корректировать движение не нужно, и пассивный по-
лет продолжается до тех пор, пока величина рассогласо-
вания Аи не сравняется с пороговой величиной б и. В этот 
момент акселерометр настраивается на текущую ошибку 
скорости Дг; и определяется ориентация тяги относитель-
но инерциального пространства. После этого аппарат раз-
ворачивается в заданное положение и выполняется коррек-
ция. Вслед за исполнением коррекции аппарат возвраща-
ется в положение, требуемое для измерений, и весь 
процесс повторяется. 

В случае отсутствия на борту инерциальной системы 
координат при отработке расчетных коррекций вектор тя-
ги может стабилизироваться также и непосредственно в 
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визирной системе координат. Однако расчет правильного 
положения тяги в этом случае затрудняется тем, что при-
ходится учитывать изменение составляющих приращения 
скорости вследствие неравномерного вращения используе-
мой системы отсчета. 

В связи с этим для упрощения вычислений и, следова-
тельно, вычислительного устройства можно использовать 
и такую схему совместной коррекции, в которой преду-
сматривается приложение импульсов в плоскости наведе-
ния в заранее выбранных дискретных положениях, на-
пример под углом 45° (при = — 1) или 135° (при о1 = 
= +1 ) к линии визирования. Недостаток такой упро-
щенной схемы состоит в том, что требуемые приращения 
скорости по двум каналам наведения будут достигаться 
не одновременно и после выполнения условия выключения 
тяги по одному каналу необходимо выключать двигатель 
и разворачивать аппарат в другое положение. Логика фор-
мирования управляющих сигналов в этом случае достаточ-
но очевидна и во многом сходна с рассмотренной ранее 
логикой раздельной коррекции. 

Для повышения точности управления иногда может 
оказаться необходимым прогнозирование требуемого при-
ращения скорости на момент включения двигателя, по-
скольку за время разворотов параметры относительного 
движения могут претерпевать значительные изменения. 
Кроме того, желательно также учитывать конечность тя-
ги, с помощью которой реализуются коррекции. 

В целях экономии топлива при определении необходи-
мости коррекции относительной скорости можно прини-
мать во внимание также тенденцию изменения расчетной 
величины приращения скорости. В том случае, когда ве-
личина коррекции уменьшается для последовательных 
моментов времени, то, несмотря на превышение порогов 
включения, коррекция может быть отсрочена, если толь-
ко не нарушаются ограничения на величины скорости 
сближения и угловой скорости линии визирования. Ве-
личину угловой скорости линии визироваиия небоходимо 
ограничивать сверху, потому что ее датчики, установлен-
ные на следящей антенне и имеющие вполне определен-
ный диапазон чувствительности, при выходе измеряемой 
скорости из этого диапазона перестают функционировать 
из-за конструктивных ограничений на углы поворота 
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антенны. Величину скорости сближения необходимо ог-
раничивать сверху при каждом значении дальности так 
называемой параболой безопасности, или параболой тор-
можения, для того чтобы при располагаемом ускорении 
от тяги можно было успеть затормозить аппарат и недопус-
тить его столкновения с целью. 

§ 3.6. НЕКОТОРЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ 

Уравнения относительного движения (3.1.3) довольно 
сложны и при наличии управляющих ускорений, форми-
руемых на основе рассмотренных законов управления, не 
поддаются аналитическому решению даже в простейших 
случаях. Чтобы проанализировать динамику сближения 
при различных законах управления и хотя бы грубо оце-
нить входящие в них постоянные параметры, уравнения 
движения следует максимально упростить, не нарушая 
в общем качественной картины процесса сближения. 

Обычным предположением, используемым при иссле-
довании метода параллельного наведения, является до-
пущение малости разностного гравитационного ускорения. 
В этом случае задача становится двумерной, поскольку, 
если не прикладывать ускорений по нормали к плоскости 
наведения, она будет одной и той же и определяться лишь 
начальными условиями. Полагая в (3.1.3) разностное 
гравитационное ускорение равным нулю и считая, что 
плоскость наведения не вращается (o)t = 0, а3 — 0), бу-
дем иметь 

г — го)2 = а1? по + 2гсо = а2, (3.6.1) 

где о) = о)3 при о)2 — 0. 
Без учета этого ускорения движение управляемого ап-

парата относительно цели на пассивных участках будет 
прямолинейным и равномерным. Следовательно, проекти-
руя постоянный вектор скорости в разные моменты време-
ни на нормаль к вектору дальности или непосредственно 
интегрируя второе уравнение (3.6.1) при а2 = 0, получим 
закон сохранения момента количества движения 

г2 о) = Го0)0 (3.6.2) 

(здесь нулевым индексом обозначены переменные, соответ-
ствующие началу пассивного участка). 



§ 3.6] НЕКОТОРЫЕ А 11Л. Т Н Т И Ч Е С К И Е СООТНОШЕНИЯ 93 

При нормальном течении процесса сближения даль-
ность до цели непрерывно уменьшается. Следовательно, 
г < г0, так что величина угловой скорости линии визиро-
вания возрастает обратно пропорционально квадрату рас-
стояния до цели. 

На коротких активных участках коррекции боковой 
скорости можно считать, что 

Г Ж Г 0 + Г о*, 

и из уравнения бокового движения при постоянном попе-
речном ускорении а2 получить 

Поскольку направление корректирующей тяги долж-
но быть противоположно направлению боковой скорости, 
то а2 < 0 при со о > 0. Это означает, что на активных 
участках величина угловой скорости убывает также об-
ратно пропорционально квадрату расстояния до цели. 

Предположим, что включение и выключение попереч-
ной тяги производится по пороговым значениям угловой 
скорости линии визирования сов и (о„. Для пассивного 
участка примем со0 — (о1£ и (о -= сов, так что из уравнения 
(3.6.2) находим 

Аналогичным образом для активного участка из уравне-
ния (3.6.4) при со0 = (ов и (о = (он имеем 

Таким образом, по мере приближения к цели протя-
женность активных и пассивных участков сокращается. 
При постоянных порогах переключения (ов и (о„ значения 
дальности, при которых происходит переключение дви-

г2со - Го(0о f а2 (r0t -Ь -^п г</2) • (3.6.3) 

Отсюда, исключая время t, будем иметь 

(3.6.5) 
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гателя, уменьшаются по геометрической прогрессии. Ка-
чественный характер изменения угловой скорости линии 
визирования при сближении поясняется фазовой траекто-
рией на плоскости г, со (рис. 3.7). 

w 

(О. 

ши 
Ж Г ч Г ^ / 

Рис. 3.7. 

В случае, когда выключение тяги производится в со-
ответствии с показаниями акселерометра, время работы 
двигателя, необходимое для устранения начальной боко-
вой скорости, вычисляется в виде 

t _ _ _[о®п 2 % 

Подставляя эту величину в уравнение (3.6.3) при со0 = 
= (ов, найдем величину угловой скорости линии визиро-
вания, которая остается нескорректированной вследст-
вие ограниченности тяги: 

г'о®в 
СО г»о "Г 2а2 (1 - г0(ов/г/,)2 

или при | а2 | | | 

^ОСТ 2а2 ' 

Поскольку по мере приближения к цели величина скорос-
ти сближения уменьшается, то постепенно будет умень-
шаться и величина остаточной угловой скорости линии 
визирования. 

Полностью избавиться от этой остаточной скорости 
можно в принципе с помощью прогнозирования (экстра-
поляции). Однако при наличии ошибок измерений и не-
известных гравитационных ускорениях более или менее 
точный прогноз относительного движения даже на не-
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большие интервалы времени требует статистической обра-
ботки измерений, что существенно усложняет расчеты. 
Поэтому в алгоритмы, реализующие метод параллельно-
го наведения, прогнозирование в явном виде обычно не 
включают. 

При изучении общего характера продольного движе-
ния можно считать, что угловая скорость линии визиро-
вания постоянна и равна своему среднему значению. Обоз-
начим это значение, промежуточное между (ов и сон, че-
рез v. Тогда решение уравнения продольного движения 
при ах = const будет иметь вид 

r = r 0 chv/ vt -(--^-(chvf — 1), 

г = г® v sh vt + r0 ch vt + sh vt. 

Исключая отсюда время, находим уравнение фазовой 
траектории 

г2 - ?0 = v2 (г2 - г2) + 2ах (г - г0). (3.6.6) 

Для пассивных участков = 0) фазовые траектории 
продольного движения представляют собой гиперболы 
с асимптотами г = ± v r , 
проходящими через начало 1 

координат (рис. 3.8). Для 
активных участков фазо-
вые траектории также явля-
ются гиперболами с асим-
птотами/- = ± (vr + a j 2 v ) , 
имеющими тот же наклон, q 
но пересекающимися на 
оси г в точке г = —a1/2v2. 
При малых значениях 
средней угловой скорости 
линии визирования и до-
статочно большой величи-
не продольного ускоре-
ния гиперболические фа-
зовые траектории (3.6.6) 
с большой точностью аппроксимируются параболами 

г2 — Го = 2аг (г — г0). 
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Рис. 3.9. 

Тормозные {ах 0) и разгонные (аг << 0) активные 
участки фазовой траектории сближения имеют вид, пока-
занный на рис. 3.9. 

В случае, когда ускорение от силы тяги двигателей 
маневрирования большое, а активные участки короткие, 

можно использовать им-
пульсную аппроксимацию. 
Тогда продольную и боковую 
коррекции можно проанали-
зировать совместно и полу-
чить явные зависимости чис-
ла коррекций и характери-
стической скорости от пара-
метров, входящих в законы 
управления. 

В предположении много-
кратной коррекции будем 
приписывать индекс «£» пара-
метрам движения в моменты 

приложения импульсов tt и обозначать скорости непос-
редственно до и непосредственно после приложения 
импульса соответственно верхними индексами «минус» и 
«плюс». 

Учитывая, что в периоды свободного полета вектор 
относительной скорости сохраняет свои величину и нап-
равление, имее^м 

Й ч ) ! + К г-гГ = Ki)2 + (l>Ii)2, J 
ri-lv2,i-l — ^i^zi- J 

Конкретно будем рассматривать следующие функции 
управления: постоянные верхний и нижний пороги кор-
рекции угловой скорости линии визирования и зависящие 
от дальности пороги, определяющие коррекцию скорости 
сближения, т. е. 

(3.6.7) 

= — VnT-i, 

= — V.Arh 

V2i = (0Brh 

vti = сонп. 
(3.6.8) 

Параметры vn, va, сов, сон нельзя выбирать произвольным 
образом, поскольку и продольная и боковая коррекции 
выполняются при одной и той же дальности и между ними 
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существует связь, вытекающая из (3.0.7) и (3.0.8): 

V2 : СОГ, (0„ 
- 4 — г - - z r • (3-6-9) V" ' О)" шн V1I " Н и 

Вводя обозначение 

х 

и пользуясь соотношениями (3.0.7) —(3.0.9), находим 
г, 

Это означает, что последовательные значения дальности, 
при которых выполняются коррекции, уменьшаются в 
геометрической прогрессии. Тогда можно записать 

Г; х'Го, (3.0.10) 

где г0 — дальность, при которой выполнена начальная 
кооррекция. 

Соотношение (3.0.10) можно использовать для оценки 
общего числа корректирующих импульсов п. Если задан-
ную конечную дальность обозначить через гк, то при сов-
местной коррекции число импульсов п равно ближайшему 
целому числу, большему или равному величине 

~ , . 1"(гк/г0) 
п 1 Н i . 

Ill X 
При раздельной коррекции это число нужно удвоить. 

Величина приращения скорости для одной коррекции 
выражается как 

J\ - v(Ir;, 
где 

vc - — vn)2 + (con — (D„)2 

в предположении одновременной коррекции и 
VC = | VA — VN | + | 0)B — (DH | 

в предположении поочередной коррекции двух составляю-
щих относительной скорости. Суммируя приращения 
скорости от всех импульсов и используя соотношение 
(3.0.10), для полной характеристической скорости маневра 

4 Ю. А. Ермилов и др. 



-98 ЗАКОНЫ ПАРАЛЛЕЛЬНОГО НАВЕДЕНИЯ [Гл. 3 

сближения находим 

J = Jo +l^(>V-r„), 

где J 0 — величина начального импульса, устанавливаю-
щего нормальный режим сближения. 

Приведем также выражение для интервала времени 
между коррекциями Д^, который постоянен: 

Следует отметить, что величина скорости сближения 
в результате коррекции может как увеличиваться, так и 
уменьшаться (соответственно при va v1( и при va < 
< vu). Наиболее интересным представляется промежуточ-
ный случай ^ v„, не требующий регулярных коррек-
ций скорости сближения. Очевидно, что без продольной 
коррекции необходимость в разворотах аппарата по тан-
гажу отпадает, что облегчает работу системы ориента-
ции и делает весь процесс сближения более устойчивым. 
В этом случае продольное движение происходит в секторе, 
образуемом в фазовой плоскости г, г прямыми линиями 
с наклоном 

которые проходят через начало координат. 
С учетом разностного гравитационного ускорения для 

произвольных законов управления даже при одних и тех 
же начальных значениях дальности и относительной ско-
рости расход топлива существенно зависит от положения 
вектора начальной дальности по отношению к местной 
вертикали. Однако существует такой закон управления 
скоростью сближения, для которого расход одинаков при 
различных угловых положениях вектора дальности, если 
исходить из линеаризованных уравнений движения (3.1.4). 

Предположим, что выбрана некоторая функция пот-
ребной скорости сближения от дальности, так что можно 
найти зависимость дальности от времени. Тогда, подстав-
ляя в уравнения (3.1.4) зависимость г (t) и полагая со3 = 

^ н - <va - vn) vavii + 
(va + vn) К + Ч ) 

И 
V„ У (0uC0n 

VH (СОв со„)/2, 
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— со2 = 0, нетрудно найти ускорения 

a i = г + — 3 m i ) . 

3LIT За г а2 = j^- а3 = mjn^ 

необходимые для выдерживания потребной скорости сбли-
жения и поддержания па нуле угловой скорости линии 
визирования, и вычислить характеристическую скорость 

"'к , 
J = Jo+[ Уа\ н- а\ a* dt + (3.6.11) 

К 
соответствующую выбранному закону управления. Здесь 
J о — величина начального импульса, требуемая для ус-
тановления скорости сближения и сведения к нулю боко-
вой скорости; JK — величина конечного импульса, кото-
рый может потребоваться для импульсного торможения. 

Используя условие единичности вектора т, преобра-
зуем подкоренное выражение в (3.6.11) к виду 

а\ + at + + r j -6 -g- - ~ -g-) m\. 

Отсюда следует, что при законе управления 

2 Л' 
величина потребного ускорения не зависит от направле-
ния вектора дальности и, следовательно, расход топлива 
также не будет зависеть от этой характеристики. 

Для случая круговой опорной орбиты, когда 

= (Do = const, 

нетрудно определить явную зависимость г (£), имеющую 
вид 

r ( 0 = r0ch-£S=f 
У 2 У 2 

и найти выражение для фазовых траекторий продольного 
движения, представляющих собой гиперболы: 

4* 
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В результате можно определить время сближения 

Г= Vi lnl /^ 
©о У (00Г0 

— / 2 г 0 • 0)0 ro ^ — ТТ^'о» , + /27, , ' V2 

которому соответствует конечная скорость 

Г к _ _ . , V 2 ) 2 -
2 (г„(0„)2 

и характеристическую скорость (при v~ — 0) 

/ = _ 4г0 - / 2 / (го / 2 ) 2 - (г0(о0)2. 

Оптимальные характеристики для этого закона уп-
равления выражаются следующим образом: 

Го = — г0'«>0, 

ЗГ = ^ l i i ( 2 + / 3 ) , / = / б (00г0. 

(3.6.12) 

С другой стороны, при сближении по асимптоте, когда 
выполняется равенство 

Г = угкг 
/ 2 

и не требуется конечного торможения, имеем 

J = 2 ] / 2 с о 0 Г о , 

что примерно на 15% больше минимального расхода топ-
лива, даваемого третьей формулой (3.6.12). При этом время 
сближения до некоторой конечной дальности гк вычис-
ляется по соотношению 

Wo гк 

Например, при уменьшении дальности в 100 раз время 
сближения будет составлять чуть больше орбитального 
периода. 

Следует отметить, что в литературе (см., например, 
[99, 105, ИЗ]) рассматриваются в основном законы управ-
ления, использующие непрерывно регулируемую тягу. 



§ 3.7] ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ 101 

Их отличительная особенность состоит в том, что они син-
тезированы без какого-либо учета разностного гравита-
ционного ускорения и допускают аналитические оценки 
динамики сближения. Однако по сравнению с законами 
дискретного управления такие законы непрерывного уп-
равления имеют малое практическое значение и здесь не 
рассматриваются. В связи с этим ограничимся ссылкой на 
работу [42], в которой дай подробный обзор наиболее 
существенных результатов, полученных в этом направ-
лении. 

§ 3.7. ОЦЕНКА ЭФФЕКТИВНОСТИ И ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ОПТИМАЛЬНЫХ ПАРАМЕТРОВ ЗАКОНОВ УПРАВЛЕНИЯ 

Поскольку все возмущения, включая начальные ошиб-
ки, влияющие на динамику сближения, имеют случай-
ный характер, то для нахождения с наибольшей точностью 
потребных расходов топлива и других показателей ка-
чества управления применяется метод статистических ис-
пытаний (метод Монте-Карло). Этот метод состоит в ис-
пользовании датчиков случайных чисел для задания как 
начальных условий, так и ошибок измерений и исполне-
ния при расчете отдельной траектории сближения и соот-
ветствующих ей показателей качества управления. При 
большом числе таких испытаний можно оценить статис-
тические характеристики представляющих интерес пока-
зателей и вычислить их предельные значения, ожидаемые 
с определенной вероятностью. 

Среднее значение Q какого-либо показателя качества 
управления Q определяется по выборке в виде 

где i — номер испытания, а п — общее число испытаний. 
Дисперсия оценивается по формуле 

Максимальное значение показателя, соответствующее ве-
роятности 0,997, может с достаточной для инженерной 

п 

п 
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практики точностью вычисляться по формуле 
<?шах = Q + з OQ, 

которая строго справедлива только для случайных вели-
чин, распределенных по нормальному закону. 

Обычно все статистические характеристики начальных 
условий для этапа автономного сближения задаются пер-
воначально в орбитальной системе координат. В этом слу-
чае отдельная реализация начальных отклонений по по-
ложению и скорости, заключающихся в пределах эллип-
соида рассеивания, определяется тем или иным способом 
как выборка случайных коррелированных чисел в виде 

х (t0) — х0, у (/„) - г/(), 2 (t0) - z0, 
я (to) = £(), У (to) - у о, z (to) i„. 

Тогда начальные условия для определения отдельной тра-
ектории сближения посредством интегрирования уравне-
ний относительного движения в визирной системе коорди-
нат (3.1.3) или (3.1.4) и (3.1.8) определяются с помощью 
матрицы направляющих косинусов (см. табл. 2.2), кине-
матических соотношений (3.1.1) и формул преобразования 
координат. В частности, полярные координаты г, а и р 
вычисляются по формулам 

r = Yx2 + y* + z \ 

cos а = — , sm а = 
V & + У2 ' V х2 + у2 ' 

Q V X2 + 1/* . Д 2 
c o s р = — г , S i n P = — . 

Начальный угол у может задаваться произвольным обра-
зом, например, так, чтобы 

«з (*о) = У̂ о-о cos2 ро + Ро > (*0) = 0. 
В этом случае 

а0 cos Вп . р0 cos Yo = ——тгг- > sin 7о = " ч . 

Если оценка эффективности законов управления про-
изводится по наихудшему случаю, то наиболее неблаго-
дриятныр с точки зрения расхода топлива условия соот-
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ветствуют относительному движению в плоскости опор-
ной орбиты, когда разностное гравитационное ускорение 
может иметь наибольшую величину. Они характеризуются 
приближенно следующими цифрами: направление вектора 
дальности, имеющей максимально возможную величину, 
составляет с местным горизонтом угол 67,5° или 247,5", 
а относительная скорость, также максимальная по вели-
чине, направлена в сторону от цели примерно под углом 
45° или соответственно 225п. Положение этих двух самых 
неблагоприятных точек мало зависит от законов управле-
ния и входящих в них параметров. Поэтому вся численная 
оптимизация может производиться для указанных на-
чальных условий с последующей проверкой всех осталь-
ных предельных начальных отклонений. 

После выбора начального приближения для искомых 
параметров законов управления из аналитических оце-
нок их последовательное уточнение производится на осно-
ве сравнения значений характеристической скорости, 
соответствующих различным значениям этих параметров. 
Для поиска оптимальных параметров можно в принципе 
использовать различные регулярные методы оптимизации, 
излагаемые в [58, ()3, (>Г), 72]. Однако при определении оп-
тимальных параметров по наихудшему случаю или при 
сравнительно небольшом числе испытаний эти методы ока-
зываются неэффективными вследствие скачков и неглад-
кости функций показателей качества из-за релейного ха-
рактера управления и других особенностей динамики 
сближения, а также отчасти и из-за конечного шага ин-
тегрирования уравнений. 

В связи с этим поиск оптимальных значений парамет-
ров целесообразно осуществлять перебором дискретных 
значений каждого параметра в отдельности. Это позволя-
ет найти комбинации, дающие уменьшение характерис-
тической скорости по сравнению с наилучшим из всех 
раньше вычисленных значений с учетом общей тенденции 
изменения показателя качества. Пределы варьирования 
параметров устанавливаются из условий аппаратурной 
реализации законов управления. Шаги дискретности вы-
бираются с учетом возможной точности настройки этих 
параметров и величины ошибок измерений. 

В качестве примера, иллюстрирующего определение 
оптимальных параметров законов управления по наихуд-
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шему случаю начальных условий, приведем результаты 
численных расчетов, которые были получены для схемы 
раздельной коррекции и законов управления угловой 
скоростью линии визирования и скоростью сближения, 
изображенных на рис. 3.3 и 3.5. Рассматривался случай 
компланарного сближения, для которого начальные зна-
чения дальности и модуля относительной скорости были 
приняты в безразмерном виде равными единице. Опорная 
орбита считалась круговой. Ошибки измерений и испол-
нения не учитывались, а время разворотов управляемого 
аппарата соответствовало значению безразмерной угло-
вой скорости, равному 45, что составляет примерно 3 °1сек 
при высоте околоземной орбиты около 250 км. 

Принятый закон управления скоростью сближения 
полностью характеризуется значениями дальности, при 
которых происходит излом линий переключений, и зна-
чениями порогов переключения в точках излома. Опти-
мальные величины этих параметров в безразмерном виде 
представлены в табл. 3.2. Оптимальные величины порогов 

Т а б л и ц а 3.2 

г 0,018 0,16 0,79 

гв. т — 0 , 0 8 5 - 0 , 4 3 - 2 , 1 

г н. т — 0 , 0 6 0 - 0 , 2 8 - 1 , 4 

' н . р — 0 , 0 6 0 - 0 , 2 6 - 1 , 3 

— 0 , 0 3 3 — 0 , 1 7 - 0 , 8 

переключения для угловой скорости линии визирования 
составляют: сов = 4,6, (о„ 3 при г < 0,10 и сов = 1,7, 
о)н = 0,43 при г > 0,16. 

Величины безразмерной характеристической скорос-
ти, соответствующие этим оптимальным параметрам, при-
ведены на рис. 3.10 в виде графиков зависимости от угла 
наклона вектора начальной дальности к местному гори-
зонту. Кривые характеризуют влияние наклона вектора 
относительной скорости к линии визирования и соответ-
ствуют начальному удалению от цели в прямом направ-
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лении (кривая /), под углом 45° (кривая 2) и под углом 
90 (кривая 3). 

Сравнительная оценка эффективности схемы раздель-
ной коррекции и двух схем совместной коррекции прово-
дилась методом статистических испытаний на основе кор-
реляционной матрицы безразмерных начальных условий, 

J 

(Хп/грии 
Рис. 3.10. 

представленной табл. 3.3. При этом в качестве нормирую-
щего параметра для координат было взято значение корня 
квадратного из следа подматрицы, соответствующей раз-
мерным позиционным ошибкам. 

Для разных схем использовались (с соответствующи-
ми модификациями) одни и те же законы управления, 

Т а б л и ц а 3.3 

X и Z X У z 

X 0,542 0,008 —0,003 0,105 0,068 0,001 

У 0,399 0,004 - 0 , 5 3 0 0,694 0 
Z 0,059 0,005 - 0 , 0 0 9 —0,123 
X 1,07 — 1,24 0 

У 1,95 0 
Z 1,85 
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параметры которых даны в предыдущем примере. Режимы 
разворота и угловые ошибки ориентации моделировались 
в соответствии с рассмотренными выше зависимостями. 
Кроме того, при проведении испытаний учитывались ошиб-
ки измерений и ошибки включения и выключения двига-
теля. Создаваемое двигателем ускорение в безразмерном 
виде было принято равным 72,Г). 

Результаты расчетов сведены в табл. 3.4, где даны сред-
ние значения, среднеквадратичные отклонения и макси-
мальные значения характеристической скорости / , чис-
ла включений двигателя п и времени сближения Т. 

Т а б л и ц а 3.4 

Схема т °.f Jmax " °п "нпх т °Т Лпах 

Раздельная 
коррекция 

Зависимые 
коррекции 

Стабилизи-
рованные 
коррекции 

3 , 3 3 1 ,11 6 , 6 6 

2 , 2 1 0 , 6 7 4 , 2 4 

?2 ,Г0 0 , 6 7 4 , 5 1 

14 1 26 

4 1 7 

4 1 7 

1 , 3 8 0 , 1 8 4 1 , 9 5 

1 ,27 0,2;>3 2 , 0 7 

0 , 9 8 0 , 3 8 0 2 , 0 7 

Важно отметить, что законы управления, реализующие 
метод параллельного наведения, получаются довольно не-
чувствительными к ошибкам. Иными словами, потребный 
расход топлива и другие показатели качества слабо зави-
сят в среднем от ошибок настройки параметров и ошибок 
измерений. Однако локально, для отдельной траектории, 
при небольших изменениях параметров законов управ-
ления, ошибок измерений PI начальных условий могут наб-
людаться значительные скачки в показателях качества 
управления. Это связано с особенностями динамики сбли-
жения, такими как расходимость (неустойчивость) отно-
сительного движения при отсутствии управления, релей-
ный характер управляющих воздействий, взаимная зави-
симость каналов наведения, осуществляемая через дви-
гатель, и т. п. Поэтому надежные и гладкие зависимости 
показателей качества управления от параметров и началь-
ных условий вместе с характеристиками разброса этих 
зависимостей могут быть получены только при достаточ-
ном количестве испытаний. 



Г Л А В А 4 

РЕШЕНИЕ ДВУХИМПУЛЬСНОЙ ЗАДАЧИ 
УПРАВЛЕНИЯ В АБСОЛЮТНОЙ СИСТЕМЕ 

КООРДИНАТ 

§ 4.1. НЕОБХОДИМЫЙ СООТНОШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДВУХ ТКЛ 

Выбор двухимпульсной схемы .маневра сближения при 
рассмотрении задачи управления в абсолютной системе 
координат объясняется тем, что, во-первых, на этой схе-
ме базируется метод свободных траекторий и, во-вторых, 
задача управления в такой постановке сводится к класси-
ческой задаче определения орбиты по двум положениям, 
методы решения которой достаточно хорошо разработаны. 
Тем не менее следует иметь в виду, что в абсолютной си-
стеме координат могут ставиться и решаться более слож-
ные задачи управления, подобные тем, которые рассмат-
риваются в главе (). Необходимо также отметить, что 
методы определения орбиты по двум положениям приме-
нимы непосредственно и к задаче получения детерминиро-
ванных оценок параметров абсолютного движения в слу-
чае, когда одновременно измеряются не все шесть, а только 
три позиционных параметра относительного движения. 
Поскольку рассматриваемые здесь и в дальнейшем методы 
исходят из кеплеровой модели абсолютного движения, 
то перед изложением основного материала приводятся 
необходимые конечные соотношения задачи двух тел, ко-
торые удобны либо при аналитических исследованиях, ли-
бо при численных расчетах. 

При отсутствии возмущений (а в — 0) уравнения ор-
битального движения (2.1.3) имеют следующие конечные 
первые интегралы [19, 29, 70, 79, 80]: 

интеграл момента количества движения (интеграл 
площадей) 

R X V - К, (4.1.1) 
где К — векторная постоянная площадей; 

интеграл энергии (интеграл живых сил) 

F2 - 2 = / / , 

где // — постоянная энергии; 
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интеграл Лапласа 

(V2 _ J L ^ j r __ д д г = це, (4.1.2) 

где fie — постоянный вектор Лапласа. 
Из интеграла (4.1.1) следует, что 

в к о 

и при К Ф 0 орбита лежит в плоскости, проходящей че-
рез центр притяжения и нормальной к вектору К . При 
К = 0 векторы R и V коллинеарны, так что движение 
является прямолинейным. 

Для определения движения в плоскости орбиты вво-
дится постоянная 

Р - K'lii, 
называемая фокальным параметром орбиты, и централь-
ный угол О, который отсчитывается против направления 
движения часовой стрелки от направления вектора е, 
проходящего через перицентр, и называется истинной 
аномалией: 

О - Re. 

Тогда уравнение орбиты имеет вид стандартного уравне-
ния конического сечения (кривой второго порядка) в по-
лярных координатах 

R = <г, (4.1.3) 
1 + е cos d v ' 

где е = | е | — эксцентриситет орбиты. Связь между 
углом д и временем t выражается квадратурой 

J (1 + ' cos ft)2 

о 
(4.1.4) 

где tn — время прохождения через перицентр. 
Вследствие того, что в случае околокруговых орбит 

(е ж 0) положение перицентра не определено, централь-
ный угол, задающий положение космического аппарата 
на его орбите, удобнее измерять, вообще говоря, не от 
направления на перицентр, а от направления радиуса-
вектора IIо, отвечающего некоторому исходному моменту 
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времени /0- Соответствующий угол, называемый углом пе-
рехода, равен 

где Фу — начальное значение истинной аномалии. Тогда 
вместо элементов е и /„ используются элементы 

с соответствующей модификацией уравнений (4.1.3) и 

Тройки элементов р, е, tn и р, с, s относятся к группе 
внутренних элементов, определяющих размеры и форму 
кеплеровой орбиты, а также положение космического ап-
парата на орбите в любой момент времени безотносительно 
к системе координат, в которой рассматривается орби-
тальное движение. Расположение орбиты в пространстве 
определяется с помощью внешних элементов, численные 
значения которых зависят от выбора абсолютной системы 
координат XYZ. В качестве внешних элементов можно 
использовать в принципе те же величины, которые приме-
няются для определения углового положения одного три-
эдра осей (например, вспомогательной системы координат 
X°Y°Z° или другой аналогичной системы, связанной с плос-
костью орбиты; см. § 2.3) относительно другого триэдра осей 
(основной системы координат XYZ). При этом наиболь-
шее применение находят долгота восходящего узла, накло-
нение орбиты, угол, задающий угловое расстояние от 
восходящего узла до точки начала отсчета центрального 
полярного угла (они наглядны геометрически, но могут при-
водить к возникновению особенностей), и система единич-
ных векторов е \овуо осейвспомогательной системы ко-
ординат X°Y°Z°, которые свободны от вырождения, 
но избыточны (для определения углового положения в 
принципе достаточно трех угловых элементов). 

При использовании векторных внешних элементов 
вд-о, вуо, ezo орты I, m , п осей орбитальной системы коорди-
нат xyz записываются в виде 

Э - О 

с е cos О о, s = е sin Ф, о 

(4.1.4). 

(4.1.5) 
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и текущие координаты и составляющие скорости вычисля-
ются по формулам 

R = М , V == VRm - Vol. (4.1.0) 

Здесь величина R определяется в соответствии с (4.1.3), 
а радиальная Vr и траисверсалытая Vq составляющие ско-
рости определяются следующим образом: 

R 

где 

(4.1.7) 
К — 1 -f е cos ft ~ 1 Н с cos 0 — s sin 0, 
е — в sin г() -- с sin 0 | .vcos 0. 

Основные элементы орбиты, через которые находятся 
параметры движения, вычисляются в свою очередь по на-
чальным значениям векторов положения R0 и скорости 
F 0 , известным в некоторый момент времени t0. В связи 
с этим при численных расчетах в качестве элементов ор-
биты целесообразно использовать непосредственно на-
чальные значения JK„, F 0 , которые, однако, не разделя-
ются на внутренние и внешние и поэтому не очень нагляд-
ны и удобны при аналитических исследованиях. 

В этом случае решение задачи двух тел представляется 
в форме Лагранжа 

R = FTRo + GTV о, V = FTRo + GtVo, 

где коэффициенты FT, Ст, Ft, являются функциями 
времени и выражаются через угол перехода 0 в следующем 
виде: 

f T _ 1 _ J L (1 _ cos 0), С т = sin 0, 

G r = 1 - - y ( l — cosO). 

(4.1.8) 

Неизвестный угол перехода 0 вычисляется для заданно-
го времени полета Т = t — t0 через вспомогательные пе-
ременные (эксцентрическую аномалию и ее гиперболиче-
ский и параболический аналоги), с помощью которых 
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квадратура вида (4.1 Л) сводится к решению трансцендент-
ного уравнения Кеплера, имеющего различный вид для 
разного типа орбит. Поэтому для численных расчетов 
коэффициенты (4.1.8) удобнее выразить непосредственно 
через разности вспомогательных переменных. При этом 
для экономии вычислительного времени расчетные фор-
мулы целесообразно привести к максимально простому 
виду в той части, которая относится к многократно по-
вторяющимся операциям. 

Исходя из этих соображений, можно предложить сле-
дующую схему расчета параметров движения по началь-
ным условиям. Сначала последовательно вычисляются 
промежуточные величины 

7?о = (ХО2-|-У5 + 
_ ( V\i - 77=-(^0^0 I } о> о г ЗД, \ о А о' I > о" I" 

а = 4 " - Ж - (I - /?„«)•- ! Л'5«, р (2 ... /?„«) Но - .St 
' ' И Г 

где Хп, У0, Z0 — составляющие вектора /*0, а Х0 , У0 , Z0 — 
составляющие вектора F 0 , заданные для момента вре-
мени t0. Затем определяется тип орбиты в зависимости от 
значения эксцентриситета или величины а , обратной 
большой полуоси орбиты, вычисляются коэффициенты 
приведения к безразмерной форме 

1 / | ( | | при в-=f=l (a =t=0), 
р при е — 1 (г. = 0), 

L 

• -Yir находятся величины 
vi, /?« 

« / . = = — , Р 0 - — , а о - у = . 

Постоянные параметры со/,, ()0, сг0 и признак типа орбиты 
используются в последующих расчетах, связанных с оп-
ределением положения и скорости для различных момен-
тов времени. 

Для произвольного момента времени t Ф t0 парамет-
ры движения вычисляются следующим образом. Сначала 
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определяется безразмерное время полета (разность сред-
них аномалий) 

т = (0L (t — t0) 

и выбирается начальное приближение для разности вспо 
могательных переменных Д в виде Д0 = т. 

После этого производится решение обобщенного урав-
нения Кеплера итерационным методом Ныотона. На оче-
редном шаге вычисляются значения следующих функций: 

для эллипса 
/о = cos Д„, А = sill Д,п 

/2 = 1 — cos Д,„ /3 _ Лп - sin Д„; 
для параболы 

/ 1 А 3 • /о = 1, Л = Д,и /г = -2-Д?и 

для гиперболы 
/о = ch Д„, Д - sh Д,„ 
/а = с-ЬДн— 1, / з ^ Ь Д , , - Д „ ; 

по этим функциям вычисляются величины 
Тн = Po/i + (Уof- Н /з» Р ^ Ро/о I <*o/i + /2 

и уточняется значение Д по соотношениям 

(4.1.9) 

т;1), Д,|+1 Д„ + 6„. (4.1.10) 

Если поправка 8п не удовлетворяет заданной точности, то 
итерации продолжаются до тех пор, пока определяемая 
переменная Дп не перестанет изменяться заметным обра-
зом. При этом для улучшения сходимости поправка 6„ 
может увеличиваться или уменьшаться на каждом шаге 
по сравнению со значением, даваемым уравнением (4.1.10), 
в зависимости от хода итерационного процесса, адапти-
руясь к характеру изменения решаемой функции. 

После решения уравнения Кеплера вычисляются без-
размерные коэффициенты по выражениям 

к \ 



§ 4,2] УНИВЕРСАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ Д В И Ж Е Н И Я 113 

и находятся координаты и скорости, соответствующие за-
данному моменту t, по уравнениям 

В = f-Mo + ir- F o , v - со^АЛо + 
L 

Угол перехода 0 определяется из уравнений 

cos 0 = 1 — !\с — , 
Р 

81110 = А (т ,_ /,), 

где 
У Гр 

= -7*7 ' А - = #f« 

Следует отметить, что для повышения точности расче-
тов с ограниченной разрядностью при решении уравнения 
Кеплера тригонометрические и гиперболические функции 
в (4.1.9) можно выразить через функции половинного ар-
гумента. 

§ 4.2. УНИВЕРСАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
КЕНЛЕРОВЫХ ДВИЖЕНИЙ 

Как следует из предыдущего, при решении задачи оп-
ределения кеплерова движения по начальным условиям 
для разного типа орбит требуются свои расчетные форму-
лы. Это усложняет программирование и проведение рас-
четов на ЭВМ. Поэтому в последнее время в вычислитель-
ную практику начинают внедряться универсальные фор-
мулы, пригодные для всех типов кеплеровых движений, 
включая прямолинейные. Преимущество этих формул по 
сравнению с классическими состоит в том, что при их ис-
пользовании необязательно знать тип орбиты и, кроме 
того, переход от одного типа к другому становится непре-
рывным и не приводит к возникновению неопределенностей 
и особых случаев. 

Эти формулы были предложены впервые в 1947 г. в 
работе [125] и в 1960 г. в работе [101]. С тех пор появи-
лось довольно много публикаций, посвященных представ-
лению и использованию универсальных переменных. 
Однако в литературе на русском языке, если не считать 
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переводной книги [19] и появившейся в последнее время 
книги [6], подробное описание таких переменных и их 
основных свойств по существу отсутствует, в связи с чем 
авторы сочли целесообразным включить определение уни-
версальных переменных и описание их использования для 
решения двухимпульсной задачи управления. Конкрет-
но рассматриваются универсальные переменные в наибо-
лее общей их форме, предложенной в работе [98]. Соотно-
шение между этими переменными и универсальными пе-
ременными, предлагаемыми другими авторами, показано 
в работе [116]. 

По сравнению с оригинальной трактовкой [98], при 
которой различные универсальные переменные имеют раз-
личную размерность, здесь вводятся их безразмерные 
формы. Это позволяет установить прямую аналогию с 
классическим представлением ксплеровых движений с по-
мощью тригонометрических функций от эксцентрической 
аномалии и степенных и гиперболических функций от ее 
аналогов, когда все независимые и зависимые переменные 
являются безразмерными. Кроме того, в случае использо-
вания безразмерных переменных экономится вычислитель-
ное время за счет сокращения числа операций, наиболее 
часто повторяющихся при численных расчетах, и облег-
чается масштабирование величин при выполнении расче-
тов на ЭВМ с фиксированной запятой. 

Выберем за единицу длины некоторое характерное рас-
стояние L и определим безразмерные характеристики ор-
битального движения в соответствии с уравнениями 

т = / £ ( ' л,). v = / f г , 
L п Я U 

у ill, 
Тогда уравнения движения в центральном поле тяготения 
будут иметь вид 

dp dv 
—Г— = V, —Г~ = — Р З Р. 
dx ' d Т k * 

Для представления решения этих уравнений введем 
регуляризирующую независимую переменную г|), опре-
деляемую как 

= р; ф = 0 при т - 0, 
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Если решение искать в виде степенных рядов от г|\ то его 
можно выразить через трансцендентные функции вида 

ту 1|У •Ij+l 
(2/ + ')! f = 0 , 1 , 2 , . . . , (4.2.1) 

где безразмерная постоянная энергии \] вычисляется из 
уравнения 

Это решение записывается как 

* = Pu/L ! - O0f2 -h 
Р - / ~ Р о + b r V 0 , V - Д р 0 + 

где 

H PP., ' 

<*o = (Jo-Vo, 

gx = T — /з, 

- I T ' 
!> = Po/o -i- tfo/i -f /2-

(4.2.2) 

(4.2.:*) 

Первое уравнение (4.2.?) представляет собой универ-
сальное уравнение Кеплера, устанавливающее связь меж-
ду временем перехода т и переменной г|). Для заданного 
т разрешить это уравнение относительно я|) можно методом 
Ньютона. При этом в качестве начального приближения 
для г|) можно принять значение 

1>0 = И | Т. (4.2.4) 
Заметим, что для вычисления р и v, а следовательно, 

и М и V необходимы универсальные функции только до 
третьего порядка. Однако при решении других задач 
могут понадобиться функции более высоких порядков. 
Тогда с помощью рядов следует вычислить функции толь-
ко двух старших порядков, а остальные функции вычис-
лять в соответствии с легко проверяемым равенством 

и = JL 
i! + П/i (4.2.5) 

При аппроксимации бесконечных рядов (4.2.1) конеч-
ными рядами число членов, принимаемых в расчет, зави-
сит от требуемой точности вычислений. Как показывает 
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опыт, обычно бывает достаточно учитывать не более шести-
семи членов. 

Из определения функций f t (т), г|)) нетрудно получить 
выражения для их производных, которые могут понадо-
биться в дальнейшем: 

01\ 1 1 ' 1 оц ' 

ifi+.,) при / ф О, 

(4.2.6) 

= при i =f= 0, - ^ = г1/1. 

Кроме того, полезными могут оказаться следующие ра-
венства: 

/о - Л/2 = 1, 

/о — Л/i — 1» 

/i —/0/2 = /г> 

/1/. — /о/з = Ш» - /з, 

/* - /i/з = !>/з - 2/4 ! (4.2.7) 

Прямое соответствие между универсальными и клас-
сическими переменными для разного типа орбит показано 
в табл. 4.1, где А —разность вспомогательных перемен-

Т а б л и ц а 4.1 

•п <0 (е < 1) = 0 (е = 1) >0 (е > 1) 

* 

/» 

/1 

/2 

/з 

(Ф 
cos Д 

' а • л 

( т j s i n A 

(~zr) (1 - c o s А ) 

3 
( -J- ) 2 (Д— sin Д) 

1 ch Д 
1 

( - - г ) 2 s " A 

( J-) (ch Д — 1) 

( ~ ~ r ) 2 ( s h A - A > 
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ных, соответствующих текущему t и начальному t0 мо-
ментам времени; е — эксцентриситет; а — большую полу-
ось; р — параметр орбиты. 

Необходимо подчеркнуть, что в отличие от классиче-
ского представления универсальные функции зависят 
не от одного, а от двух аргументов: г\ и Это обстоятель-
ство осложняет использование универсальных переменных 
при решении задач прикладной небесной механики. По-
этому было бы полезным найти преобразования, которые 
сводили бы универсальные функции, введенные выше, 
к функциям от одного аргумента. Такое преобразование 
существует и его нетрудно обнаружить, если внимательно 
рассмотреть выражение (4.2.1): в нем можно вынести за 
знак суммы переменную \р в степени i. Тогда можно опре-
делить новые универсальные функции от одного аргу-
мента 

ОО . 

j= о 
такие, что будет иметь место равенство 

П (П. = Ч>'<Р/ (6) (4-2.8) 
при 

I = (4.2.9) 
Выражения для функций ср̂ , аналогичные (4.2.5), 

имеют вид 

Соответственно равенства (4.2.7) записываются теперь 
так: 

Фо — £ф2 = 1. Фо — £<Pi = 1, Ф1 — Ф0Ф2 = Фг» 
Ф1Ф2 — ФоФз = Ф'2 — Фз> 

Ф*2 — Ф1Ф3 = Ф2 — 2ф4, 
а выражения для производных от фг имеют вид 

dep. | I 
- ^ Г = " ^ Г ( ф ' - i — "Pi) = — (Ф1+1 — 2) П Р И 1 =г= 
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В заключение отметим, что как тригонометрические, 
так и гиперболические функции вычисляются на ЭВМ 
также с помощью рядов. Поэтому использовать одну об-
щую подпрограмму для вычисления нужного количества 
функций fi или (р; вместо двух аналогичных может ока-
заться с точки зрения организации счета предпочтитель-
нее, что также говорит в пользу применения универсаль-
ных формул вместо классических. 

§ 4.3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ КАК ЗАДАЧИ 
ОПРЕДЕЛЕНИЯ ОР1ШТЫ ПО ДВУМ ПОЛОЖЕНИЯМ 

При формулировке задачи управления будем предпо-
лагать, что встреча обеспечивается двумя импульсами 
скорости. Первый импульс AV0, прикладываемый в мо-
мент времени /0, переводит управляемый аппарат на тра-
екторию сближения, которая пересекает конечную орбиту 
в момент времени tl{, когда в этом месте оказывается цель. 
С помощью второго импульса AV1{, прикладываемого в 
момент времени tl{, достигается выравнивание скорости 
аппарата со скоростью цели. 

Обозначим вектором q0 элементы первоначальной орби-
ты управляемого аппарата, вектором q — элементы траек-
тории сближения и вектором ql{ — элементы его конеч-
ной орбиты, совпадающей с орбитой цели. Предположим, 
что элементы q0 и д к заданы. Тогда, считая неизвестны-
ми элементы q и импульсы AV0 и AVK, можно выписать 
следующие уравнения для их определения: 

It (t0, q) = В (t0, //о), V (t0, q) - V (t0, q0) + AV0, 
(4.3.1) 

В (ti;, q) = В ( f K , qv), V (tK, q) + AVK = V (tu, qK). 
(4.3.2) 

Здесь уравнения (4.3.1) представляют начальные условия 
задачи, а уравнения (4.3.2) —конечные условия, выра-
жающие условия встречи (2.5.1). 

Нетрудно видеть, что первые уравнения (4.3.1) и 
(4.3.2) могут быть разрешены относительно q независимо 
от вторых уравнений, после чего из последних можно вы-
числить импульсы AV0 и AVK. Таким образом, задача 
управления свелась к двухточечной краевой задаче опре-
деления кеплеровой орбиты. 
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При фиксированных моментах времени t{) и tu эта крае-
вая задача представляет собой классическую задачу Лам-
берта небесной механики, решенную впервые еще Гаус-
сом,—задачу определения орбиты по двум положениям 
и времени перехода из одного положения в другое. В са-
мом деле, по элементам </0 для момента времени t0 можно 
вычислить векторы положения В 0 и скорости Fq> которые 
будет иметь управляемый аппарат непосредственно перед 
приложением импульса АГ(). Аналогичным образом по 
элементам q u для момента времени /ь можно вычислить 
векторы положения В к и скорости которые будет 
иметь аппарат непосредственно после приложения импульса 
ДГК . Таким образом, движение аппарата по траек-
тории сближения должно начинаться из известного поло-
жения В 0 и закапчиваться в известном положении .Ек , 
причем время полета Т ~ ti: — tQ задано. 

При нефиксированных моментах времени t{) и /к задача 
управления представляет собой краевую задачу с подвиж-
ными концами, поскольку траектория сближения может 
начинаться из любой точки некоторого участка началь-
ной орбиты, соответствующего возможному диапазону 
изменения времени t{), и заканчиваться в любой точке не-
которого участка конечной орбиты, соответствующего диа-
пазону изменения времени Очевидно, что эта задача 
имеет бесчисленное множество решений, поскольку усло-
вий (4.3.1) и (4.3.2) недостаточно для однозначного опреде-
ления значений вектора q и моментов t0 и t1{. Следовательно, 
в этом случае необходимо задавать дополнительные связи, 
позволяющие получать единственную траекторию сбли-
жения. Их можно найти из рассмотрения таких практи-
чески важных задач, как задача управления с помощью 
импульсов ограниченной величины или импульсов, при-
кладываемых в заданных направлениях, задача о миниму-
ме суммарного приращения скорости, характеризующего 
затраты топлива на сближение, задача о минимуме време-
ни сближения при ограниченном расходе топлива и т. п. 

Следует отметить, что в классической небесной меха-
нике, имеющей дело с движением естественных небесных 
тел, краевые задачи с подвижными концами не рассмат-
ривались. Однако именно к таким задачам сводится боль-
шинство задач, связанных с управлением полетом косми-
ческих аппаратов и выбором их траекторий. 
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Классические методы определения орбиты ио двум 
положениям основаны на использовании геометрических 
и динамических зависимостей задачи. Покажем ее решение 
на примере определения траектории сближения с помощью 
итераций по параметру р. 

Пусть для заданных моментов времени t0 и tK вычис-
лены векторы JR0, V 0 , JRh, V^. Тогда, используя уравнения 
(4.1.3), (4.1.5) и (4.1.6), можно записать 

тг— - - г - тл :—тг - Км (4-3.3) 
1 -J- с 1 -1- с cos 0 — «V sin О V ' 

е \о = м 0 , f?.v«cos9 er°sinO -- т и , (4.3.4) 
R 

где ш0 = —д—, ml{ = -т^- и 0 —угол перехода от JB0 к JK,.. 
"О "и 

Рис. 4.1. 

Плоскость орбиты перехода, содержащая векторы R0 
и Д к , определяется координатным ортом (рис. 4.1) 

п = (ш 0 х mh)/sin 6. 

Угол перехода для относительных наклонений орбит, 
меньших 90°, находится из очевидных соотношений 

cos 9 = m 0 - m K , sin 9 = sign (iu.K
# | ш 0 X m K |, (4.3.5) 

где £ц.к — соответствующий моменту времени tK орт оси 
х связанной с целью орбитальной системы координат xyz 
В результате из (4.3.4) нетрудно определить векторные 
элементы ех® и еу* орбиты перехода. 

Таким образом, если векторы _R0 и Jtt\{ не лежат на од-
ной прямой (sin 9 ^ 0 ) , то угол перехода и угловое поло-
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жение орбиты в пространстве определяются сразу. В осо-
бом случае, когда sin 9 = 0, условиям перехвата удов-
летворяют орбиты любого наклонения. Тогда для задан-
ных векторов V0 и Vk наклонение может быть определено 
однозначно из условия минимума по этому углу суммар-
ного приращения скорости 

J = V(Vro ~ УпоГ + (^8о)2 + (У оо)2 - 2У%У% COS (i - to) + 

+ V(V+
R„ - V'HKf + (FOK)2 + ( W ~ 2ViKVn cos i , (4.3.6) 

где i0 — заданное наклонение начальной орбиты; i — не-
известное наклонение орбиты перехода относительно ор-
биты цели. 

Вернемся теперь к выражениям (4.3.3), откуда при 
известном значении угла 9 находим 

' г" л - ь е - ) ] ' с - _ 1 - ^ - - l l c o s e R{)
 1 sin В 

е = У с2 + s*. (4.3.7) 

Итак, единственным неизвестным элементом, через ко-
торый определяются два других внутренних элемента ор-
биты перехода, является параметр р. Значение этого пара-
метра находится из разностного уравнения Кеплера ите-
рационным методом Ньютона. 

Предположим, что известно приближенное значение 
параметра р. Тогда по формулам (4.3.7) можно определить 
приближенные значения с, s и е. Затем для случая е < 1 
вычисляется разность Д эксцентрических аномалий: 

(1 — еЦ Я0Я 
cos Д = 1 - ' к (1 - cos 9), 

sin Д - У1 - е2 [(1 + С) s in 9 — s(i — cos 9)], 

и из разностного уравнения Кеплера находится значение 
поправочной функции 

Если абсолютная величина е (р) больше заданного предела, 
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определяющего точность вычислений, то рассчитывается 
поправка к приближенному значению р по методу Ньюто-
на. В случае е > 1 поправочная функция формируется 
из разностного уравнения Кеплера, соответствующего па-
раболической или гиперболической орбитам. 

После нахождения параметра р с нужной точностью 
векторы скорости Vq и V~(, которые будет иметь управляе-
мый аппарат после старта с начальной орбиты и перед вы-
ходом на конечную орбиту, вычисляются соответственно 
при б ^ О и б ^ О п о второму уравнению (4.1.6). Резуль-
тирующие выражения можно с учетом (4.1.5) и (4.3.4) 
привести к виду, не требующему знания ни одного из эле-
ментов траектории сближения, кроме параметра р: 

Тогда, зная векторы Vq и V^, соответствующие начальной 
и конечной орбитам, можно вычислить приращения ско-
рости AV0 и-ДГ1 ; . 

Таким образом, задача определения траектории сбли-
жения и импульсных приращений скорости полностью 
решена. Рассмотренный метод основан на использовании 
в качестве основной неизвестной параметра орбиты р. 
Остальные методы определения кеплеровой орбиты по 
двум положениям строятся по той же схеме: из геометри-
ческих соображений находится плоскость орбиты и угол 
перехода; затем выбирается некоторая величина, через ко-
торую выражаются все остальные величины, входящие в 
уравнение Кеплера, и основная неизвестная определяется 
из этого уравнения каким-либо итерационным методом. 

Более подробно останавливаться на рассмотрении этих 
методов не имеет смысла, так как с исчерпывающей полно-
той они изложены в руководствах по небесной механике 
(см., например, [19, 70, 79, 80]). Отмстим только их об-
щие характерные свойства: 1) для разных типов орбит 
расчеты ведутся по разным формулам; 2) каждый из них 
не универсален и имеет свою область наилучшего приме-
нения; 3) все они имеют неопределенности или особые 
случаи, в которых они недействительны. 

, • / I1 Д. , о 



4.4] ИСПОЛЬЗОВАНИЕ УИИВЕI САЛЬНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ Ш 

§ 4.4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТРАЕКТОРИИ С 1 Ш Ш Е Ш Ш 
С ПОМОЩЬЮ ИТЕРАЦИЙ 110 УНИВЕРСАЛЬНЫМ 
ПЕРЕМЕННЫМ 

При классическом подходе к определению траектории 
сближения по двум положениям независимо от исполь-
зуемого метода решение разветвляется в соответствии с 
типом конического сечения и геометрией задачи. Попытки 
найти единое решение, объединяющее все частные случаи, 
привели к необходимости использования универсальных 
переменных. Однако существуют трудности, которые не 
могут быть исключены за счет выбора переменных, а имен-
но: плоскость орбиты не может быть определена без при-
влечения дополнительных соображений, если заданные век-
торы Rо и J?I{ коллинеарны; решение не может быть одно-
значным, если допускаются многократные обращения но 
эллиптической орбите. 

Наиболее общий метод решения этой задачи, учиты-
вающий эти случаи и не приводящий к возникновению 
особенностей, предложен в работе [117]. Здесь мы будем 
следовать в основном этой работе, но для упрощения за-
писи будем использовать универсальные переменные в без-
размерной форме. 

При заданных векторах начального р0 и конечного рк 
положения и времени полета т из основных уравнений 
плоского орбитального движения имеем 

рк = Аро + VH = Apo + g'-zV О, (4.4.1) 

где безразмерные коэффициенты определяются уравне-
ниями (4.2.3), а величина т], входящая в универсальные 
функции / j , вычисляется как 

Ч = « ) 3 - Ж . (4.4.2) 
Ро 

Умножим левую и правую части первого уравнения 
(4.4.1) скаляртто на р0 и выразим /т и g- в явном виде. 
В результате получим 

Ро'Рн = Ро — 9of2 + о (т — /з)» 
где 

<?() = Po-Vo = PoVjv 
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Два других соотношения для определения траектории 
сближения через универсальные переменные дают обоб-
щенное уравнение Кеплера и уравнение для величины ра-
диуса-вектора рн, которые теперь записываются соответ-
ственно в виде 

Т = Po/i + ffo/2 + /з, Рк = Ро/о + оГо/i + /2. (4.4.3) 

Таким образом, имеются три уравнения относительно 
трех неизвестных г|, г|) и ог0, причем величина а 0 входит 
в них линейно и ее нетрудно исключить. Используя ра-
венства (4.2.7), окончательно получаем 

ei (Л.'Ф) = ( т ~ h f — (РоРк + Ро * Рк) /2 = 0, | 
е2 (П, 1>) = тД - (ро + Р.О /2 + - 2/4 = 0. J Ь 

Уравнения (4.4.4) образуют систему нелинейных ал-
гебраических уравнений относительно ц и г|), которая мо-
жет быть решена с помощью метода Ньютона. Соответ-
ствующие итерационные формулы имеют вид 

Л»»+1 = П» + — (^2 -^jr - "аф-

, , , 1 I гУе, . 

где 
й ~drj~ "aijr' 
^ <3ej де> де> д£\ 

а функции ег, в2 и их производные вычислены при ц = Т]п 
и = i | v Производные от гх и е2 вычисляются по форму-
лам 

-^j- = - 2 (Т - /3) - (р0р„ + ро • Рк) , 

= — 2 ( т — /з) /а - (РоРк I- Ро • рк) Д, 

де 
= т / о — (Ро + Рк) / i + # 2 — /з , 

где производные от функций Д по т] определяются уравне-
ниями (4.2.В). 
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Необходимо отметить, что в отличие от классических 
методов рассматриваемый здесь универсальный метод опре-
деления траектории сближения сводится к итерационному 
процессу по двум переменным. Это связано с тем, что уни-
версальное уравнение Кеплера нелинейно по двум пере-
менным г) и а не по одной, как уравнение Кеплера в его 
обычных формах. Тем не менее и в универсальном пред-
ставлении задача может быть сведена к решению одного 
уравнения относительно одной неизвестной. Для этого 
нужно в соответствии с равенством (4.2.8) выразить уни-
версальные функции fi через вспомогательные функции 
Фi и подставить их в систему (4.4.4), что дает 

(т - Ф'фз)2 - f (РоРк + Ро • Рк) ф2 = 0, | 
(т — г|;!,ф3) — г|) (ро рк — ̂ 2ф2) ф2 = 0. J 

Переменная положительна и входит в эти уравнения в 
виде целых степеней, так что ее можно выразить в виде 

* = [ р 0 + р к ± V ^ + VOMPOPK + PO-PK)] (4.4.6) 

и исключить из системы (4.4.5). В результате приходим к 
одному уравнению 

[ро + рк ± / ( 1 +Фо)(РоРк + Ро-Рк)] [(Ро + Рк) ~ + 

+ ФГ2 ~ф
ф

2
1ф3 / ( 1 + Фо) (РоРк + Ро • Рк) ] - т, (4.4.7) 

в котором функции ф/ зависят от одной переменной £ = 
= г|г|)2. Последнее уравнение можно разрешить относи-
тельно \ методом Ньютона и определить неизвестные т] 
и используя формулу (4.4.6) и равенство (4.2.9). Одна-
ко по сравнению с исходной системой (4.4.4), имеющей од-
нозначное решение, уравнение (4.4.7), имеет для одного 
и того же начального приближения двузначное решение, 
соответствующее прямой и обратной орбитам перехода. 
Поэтому фактически это уравнение нужно решать дважды 
для верхнего и нижнего знака и использовать какой-либо 
критерий, например величину суммарного приращения 
скорости, для выбора одного из двух решений. 

На практике итерационный процесс определения t] 
и г|? из системы (4.4.4) сходится очень быстро для широ-
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кого диапазона начальных приближений. Как только т] 
и г|) найдены и, следовательно, определены /г-, /т и gx, из 
уравнений (4.4.1) можно получить начальную скорость 
перехода 

Vo = -7Г"(Рн — /-Ро). 
f t 

Знания векторов р0 и v j достаточно для определения тра-
ектории сближения любого типа, при этом решение сво-
бодно от особенностей. В частности, может быть вычисле-
на конечная скорость перехода 

VH = /тРо + £xVo. 

Таким образом, задача решена, если величина gz не рав-
на нулю. 

Нетрудно видеть, что условие gz = 0 соответствует 
случаю коллинеарности векторов р0 и ри, когда информа-
ция о положении плоскости орбиты перехода отсутствует. 
Тем не менее и в этом случае можно определить радиаль-
ную и трапс-версальную составляющие начальной скорос-
ти перехода vj . Из уравнений (4.4.3) имеем 

I I 
PoV/io ^ = — (Т — PO/L — /з) = — - P()/l), 

откуда при gx = 0 можно определить 
VR0 = — fJU 

Имея в виду равенство 
К ) 2 = К „ ) 2 + К ) » , 

при известной величине г\ из уравнения (4.4.2) находим 

Следовательно, одна из существенных особенностей, ха-
рактерных для методов определения орбиты по двум по-
ложениям, частично разрешена. Если к тому же исполь-
зовать условие минимума суммарного приращения ско-
рости (4.3.6) по углу i, то и в случае компланарности век-
торов (>() и рк задача может быть решена до конца. 

Другая существенная неопределенность, связанная с 
множественностью решений в случае эллиптических тра-
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екторий, также может быть разрешена, если отбор реше-
ний основывать на величине приращений скорости, тре-
буемых для их реализации, и величине соответствующего 
периода обращения 

т0 = 2л (-Т1)*, 

где г| < О для эллиптических орбит. Чтобы получить ре-
шение, отвечающее одному витку траектории, в качестве 
начального приближения для г| нужно выбирать значение, 
близкое к нулю. При этом начальное приближение для i|) 
можно выбирать обычным образом согласно (4.2.4). 

§ 4.5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТРАЕКТОРИИ СБЛИЖЕНИЯ МЕТОДОМ 
ВАРИАЦИИ ЭЛЕМЕНТОВ 

Рассмотренные выше методы определения траектории 
сближения по двум положениям наиболее пригодны для 
случая фиксированных методов начала и конца перехода. 
Если время перехода не задано, то поиск на их основе тра-
ектории, удовлетворяющей дополнительным ограниче-
ниям, требует многократного решения задачи Ламберта. 
Однако краевую задачу с незакрепленными концами мож-
но решать и непосредственно, например с помощью мето-
да последовательных приближений Ньютона, который в 
космической навигации называется методом дифферен-
циального исправления орбиты [80] или методом вариации 
элементов [70]. Этот метод, основанный на линеаризации 
заданных зависимостей для искомых параметров относи-
тельно их приближенных значений, позволяет естествен-
ным образом учитывать дополнительные ограничения и 
достигать их выполнения вместе с выполнением граничных 
условий. 

В общем виде краевая двухточечная задача с незакреп-
ленными концами может рассматриваться как задача оп-
ределения моментов времени tK и произвольных элемен-
тов q траектории сближения. В этом случае на каждом 
шаге итерационного процесса по методу Ныотона требует-
ся решение системы алгебраических уравнений восьмого 
порядка относительно поправок бt0 , бtK и 8q в зависимос-
ти от невязок в граничных и дополнительных условиях. 
Однако порядок общей системы уравнений для поправок 
можно понизить до пятого и упростить ее численное 
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решение, выбирая в качестве основных неизвестных состав-
ляющие начальной Vq или конечной F K скорости пере-
хода. Тогда краевые условия соответственно на левом 
(t = t0) или правом (t = tK) конце траектории могут выпол-
няться на каждом шаге точно, если просто полагать 

J К = и л и = 7iH, 
где 

В0 = Я Voh < = К (f0, </), 
В~ = В ( f K , (J), R+ = В (tK, qK). 

После решения краевой задачи в такой постановке знания 
векторов В0, Vq ИЛИ JJb, F b достаточно для вычисления» 
если это нужно, любой системы элементов q орбиты 
перехода. 

Введем рекуррентные формулы для последовательного 
уточнения траектории сближения с помощью итераций по 
вектору начальной потребной скорости VI и моментам 
времени t0 и tu. При этом будем предполагать, что допол-
нительные связи, позволяющие однозначно определять 
маневр сближения, можно представить в обобщенной 
форме: 

Q0 (to, tK, Bl Го4) = 0, QK(t0, /к, Bl VI) = 0. (4.5.1) 

Кроме того, будем учитывать, что на время начала t0 
и конца tK маневра могут накладываться ограничения 
сверху и снизу, т. е. 

tj < < tK < 7„. 
Пусть известно п-е приближение для начальной ско-

рости FQ = (Fo)n и моментов времени t0
 = (*o)/i и = 

= (th)n. Дадим значениям t0 и малые приращения 6t0 
и б£к. Тогда в соответствии с уравнениями движения в 
центральном поле тяготения вариации положения и ско-
рости в точках схода с начальной орбиты и выхода на ко-
нечную орбиту определяются в виде 

б B t = Vf6th 6F? V—B?6t h (4.5.2) 
(^i ) 

где Bt и Vt вычислены для /г = (^)лпо заданным элемен-
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там q t и индекс «минус» соответствует начальной орбите 
(i = 0), а индекс «плюс» — конечной орбите (i = к). 

Пусть краевые условия на левом конце траектории 

выполняются при любых допустимых значениях времени 
t0 и, в частности, при t0 = (t0)n и t0 = (t0 6t0)n. Тогда 
с точностью до членов второго порядка малости изменение 
положения Во начальной точки траектории при измене-
нии t0 на б£0 будет равно 

6Bo = M o = Уо^о- (4.5.3) 

Найдем теперь выражения для вариации положения 
Вй конечной точки траектории сближения и конечной ско-
рости перехода VK в зависимости от вариации начальной 
скорости перехода Vq И моментов времени t0 и tK. В соот-
ветствии с лагранжевым представлением кеплеровых 
движений величины t0 и tlx- входят в функциональные за-
висимости, определяющие конечные значения парамет-
ров движения через их начальные значения, только в виде 
разности Т = tK — Следовательно, для варьированной 
траектории имеем 

6 R - = Fk (6/к - б/0) + 6iio+ + ^ f 6Fo+, 

4 г : = к <*• - 6 ' " » + Ц « * 1 Ц 
(4.5.4) 

Получим далее выражения для линейных приращений 
функций (4.5.1), представляющих дополнительные связи. 
Непосредственным варьированием находим 

ЬП d Q i А/ J dQ« я, , « Р , OQi 

i = 0, к. (4.5.5) 

Определяя зависимую вариацию 8R„ через независимую 
вариацию б/0 в соответствии с уравнением (4.5.3), будем 

5 Ю. А. Ермилов в др. 
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иметь 

i = 0, к. 

Используем теперь второе граничное условие R^ = 
= J?H. Из него следует, что вариация конечной точки 
траектории сближения 6JBH 

должна быть такой, чтобы 
компенсировать невязку JBK — -R-к и изменение положе-
ния расчетной точки встречи бR^ вследствие сдвига мо-
мента времени tK на величину 8tK: 

Rl{ + б RK = Rk + 6jBk, 
гдеб_Кн определяется первым уравнением (4.5.4), а 61?^ — 
первым уравнением (4.5.2). Отсюда находим 

(т!г F« - - AF.<S'>< + -S- 6F0 = К -
\ dBo ) dVo 

(4.5.6) 
Наконец, вариации ограничений бQt вследствие из-

менения Vq, t0 и tK должны быть такими, чтобы компенси-
ровать невязки Qt : 

бQt + Qi = 0, i = 0, к. (4.5.7) 

Таким образом, объединяя (4.5.6) с (4.5.7) и выражая 
бQi через 6FQ, б£0 и б£к с помощью уравнения (4.5.5), 
получим систему линейных уравнений пятого порядка 
для последовательного вычисления поправок 

/Л а, а \ /6Г+ 
*оТ соо сок ^ 

где 
дВ-

а0 = 
эв;{ 

F o - ак = — ДГ, 
Э Г ; ' 

а0 = дв+0 
F o - Г К» ак = — ДГ, 

ЭГ+ ' 

С = дв; Fo + 
щ dta ' 

Н 
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При фиксированных моментах времени t0 и tK соответ-
ствующие вариации б£0 и б£к равны нулю и дополнитель-
ные ограничения вида (4.5.1) не используются. В этом слу-
чае задача сводится к обращению матрицы третьего по-
рядка. Кроме того, порядок обращаемой матрицы сокра-
щается на единицу, если фиксируется один из моментов 
времени t0 и tK, в частности при достижении границ до-
пустимых интервалов изменения этих переменных. 

Остановимся теперь кратко на вопросе выбора началь-
ного приближения для элементов, определяющих траекто-
рию сближения. 

Если отклонения траектории сближения считать ма-
лыми по отношению к начальной или конечной орбите, 
то ее элементы могут быть приближенно определены с по-
мощью частных производных, вычисленных для началь-
ной или конечной орбиты. Иными словами, в качестве ну-
левого приближения для искомых элементов принимаются 
фактически элементы начальной или конечной орбиты. 
При таком выборе количество итераций при уточнении 
элементов траектории сближения будет небольшим (по-
рядка нескольких единиц), особенно если орбиты обоих 
сближаемых аппаратов не очень сильно отличаются друг 
от друга. В случае, когда итерациями определяется на-
чальная скорость перехода FQ, ТО ДЛЯ начала итераций 
ее можно полагать равной по величине и направлению 
скорости цели, соответствующей моменту времени t0. Что 
касается выбора начального приближения для моментов 
времени t0 и tK, то при больших допустимых интервалах 
их изменения указать заранее приемлемые значения обыч-
но затруднительно. В этом случае можно проверять зна-
чения, соответствующие границам заданных интервалов 
и их средним точкам. 

В заключение отметим общие методы вычисления мат-
риц частных производных, которые необходимо знать при 
решении краевой задачи определения траектории сближе-
ния методом Ньютона. 

Независимо от выбора переменных полный набор ли-
нейно независимых частных производных от параметров 
движения по элементам орбиты составляет фундаменталь-
ную матрицу решений однородных уравнений в вариаци-
ях, определяющих в любой момент времени малые 
отклонения от номинальной орбиты вследствие малых 

5* 
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изменений ее элементов. Поэтому для матриц, образуемых 
полным набором производных, можно принять обобщен-
ное название фундаментальные матрицы орбитального дви-
жения. Среди них особое место занимают матрицы частных 
производных от параметров движения по их начальным 
значениям, которые удобно выделять, когда это нужно, 
специальным названием переходные матрицы. Следует 
иметь в виду, что фундаментальные матрицы орбитального 
движения обладают как общими свойствами решений ли-
нейных дифференциальных уравнений [48], так и некото-
рыми специфическими свойствами [16, 19, 76, 79, 91], вы-
текающими из свойств потенциального поля тяготения. 

Наиболее просто фундаментальные матрицы вычисля-
ются приближенно с помощью численного дифференциро-
вания [16, 80]. Другой приближенный метод, требующий 
сравнительно небольшой памяти и умеренного количества 
операций, основан на численном интегрировании уравне-
ний в вариациях [16]. Если для номинальной траектории 
известно решение в аналитической форме, как это имеет 
место в случае кеплеровых орбит, то и для элементов фун-
даментальной матрицы можно получить явные аналитиче-
ские выражения исходя из свойств уравнений в вариа-
циях [48]. Для произвольной абсолютной системы коорди-
нат фундаментальные матрицы определены аналитически 
через эксцентрическую и гиперболическую аномалии 
в книге [80]. Довольно компактные формулы для элемен-
тов переходной матрицы получены через универсальные 
переменные в работах [98, 116]. Однако наиболее простой 
вид переходные матрицы имеют в орбитальной системе ко-
ординат независимо от конкретной формы переменных, 
выбранных для описания орбитального движения [76, 79]. 
Определение фундаментальных матриц в этой системе 
отсчета будет дано в главе 5 при решении линеаризован-
ных уравнений относительного движения, совпадающих 
по форме с уравнениями в вариациях. 

ч 
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ 
ОТНОСИТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 

§ 5.1. УРАВНЕНИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 
В ОРБИТАЛЬНОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ 

В настоящей главе рассматриваются аналитические 
решения уравнений относительного движения двух косми-
ческих аппаратов, начиная с линеаризованных уравнений 
и кончая уравнениями, точными в пределах модели цент-
рального поля тяготения. 

В случае использования одних и тех же переменных 
линеаризованные уравнения относительного движения 
совпадают по форме с уравнениями орбитального движе-
ния в вариациях, которые находят широкое применение 
в задачах космонавтики. Поэтому значительное внимание 
уделяется здесь выводу и компактному представлению ре-
шений линеаризованных уравнений отнэсительного дви-
жения в орбитальной системе координат. Очевидно, что, 
имея решения в одной относительной системе отсчета, по-
лучить решения для другой системы не представляет 
трудностей, если использовать соответствующие преобра-
зования координат. 

При выводе решений применяются в основном безраз-
мерные переменные и постоянные интегрирования, которые 
связаны с вариациями элементов опорной орбиты и име-
ют определенный физический смысл. Это дает возможность 
существенно упростить все расчетные формулы и получить 
в конечном счете явные и достаточно простые выражения 
для управляющих воздействий, соответствующих различ-
ным импульсным и непрерывным методам управления, 
которые рассматриваются в последующих главах. 

Для упрощения уравнений относительного движения 
будем предполагать, что опорной является орбита цели 
(J2 = .Ец, Гц = 0), причем возмущающие ускорения от-
сутствуют (ав.ц = ав.a = 0). Для перехода к другим 
опорным орбитам достаточно в этом случае вычесть одну 
из другой две аналогичные системы уравнений движения, 
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записанные соответственно для активного и пассивного 
аппаратов. 

Раскладывая векторы R и г по осям орбитальной си-
стемы координат xyz, связанной с целью, будем иметь 

R = (О, R, 0)\ г = (х, у, z)T. 
Отсюда 

В-г = Ry, 
и вектор разностного гравитационного ускорения (2.1.8) 
выражается в явном виде: 

д = — \iR-3 (хо*, х0 (R + у) — Я, x0z)T, 
где в соответствии с (2.1.9) при гц = О 

Орбитальная система координат вращается относитель-
но инерциального пространства с угловой скоростью 

to = (О, О, 6)т, (5.1.1) 

где 0 — центральный полярный угол, задающий положе-
ние цели на ее орбите. Следовательно, согласно (2.1.11) 
или (2.1.12) для орбитального базиса имеем 

= ( * - У + 

= (X - 2Ьу- 0у - 02я, у + 26* + (к - 02у, zy . 

(5.1.2) 

Введем для составляющих относительной скорости в 
орбитальной системе координат обозначения 

Vx = t, Vy = у, uz = z. 
Тогда, проектируя уравнения (2.1.6) при а п ц = а в а = О 
на оси х, у, z, получим следующие уравнения относитель-
ного движения: 

х = иХ9 Ьх = 2&Vy + б у — (р,х0Д~3 — б2) х + ах, 
у = i;y, vu= — 2bvx -Ox — (\ik0R-* — б2) у + 

+ м (1 - х0) Л"2 + ау, 
f = = — |ix9/f~3z [- я2. 

(5.1.3) 
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Соответствующие приближенные уравнения записываются 
с точностью до членов второго порядка малости в виде 

X = Vx, vx = 2дих ()у + - р/г3 (l — 3 X + ах, 

у =-- vin by = - 2§vx— O.r + &2y -

z = = — И-й"3 ( l — 3 -7f ) 2 + az. 
(5.1.4) 

Несколько более просто уравнения относительного 
движения выражаются, если согласно (5.1.2) за состав-
ляющие относительной скорости принять проекции век-
торной разности абсолютных скоростей двух аппаратов: 

vx = х — 6*/, ии = у vz = z. (5.1.5) 

В этом случае уравнения движения, эквивалентные урав-
нениям (5.1.3), имеют вид 

£ = их + 6г/, vx = — + аХ1 

у = иу — Йя, иу = — Ьх — \ik0R"3y + p (1 — x0) Я'2 + av, 
z = vZJ vz = — + a2. 

(5.1.6) 

Переменные величины /?, 6, i), которые входят в пред-
ставленные выше уравнения, выражаются через угол пе-
рехода 6 в явном виде так: 

Д = 6 = в = - 2 - £ - е Х » , (5.1.7) 

где К и е определены уравнениями (4.1.7). 
Отметим, что нередко при рассмотрении относитель-

ного (равно как и возмущенного) движения используется 
орбитальная система координат xyz с осями z их, имею-
щими противоположные направления по сравнению с ис-
пользуемой нами системой координат xyz, ось z которой, 
нормальная к плос кости орбиты, направлена по векто-
ру орбитальной угловой скорости (5.1.1), а ось х — по 
трансверсали против направления вектора орбитальной 
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линейной скорости опорного движения. Для перехода от 
одной такой системы отсчета к другой можно формально 
во всех соотношениях менять знаки при 6 и 0 на обратные. 

При выявлении общих закономерностей динамики 
сближения удобно, как и при исследовании любых дина-
мических систем, использовать безразмерные переменные. 
Это дает возможность за счет сокращения числа характер-
ных параметров упростить как аналитические исследова-
ния, так и численные решения и применять одни и те же 
результаты в подобных условиях, хотя для разных целей 
более предпочтительными оказываются свои формы без-
размерных переменных. 

В общем случае при наличии управляющих ускорений 
аналитически исследовать систему уравнений относитель-
ного движения, представляющую собой нелинейную не-
стационарную систему дифференциальных уравнений, 
затруднительно или вовсе невозможно. Поэтому для оп-
ределения траекторий сближения приходится обычно 
использовать численные методы, в частности численное 
интегрирование. 

В размерной форме численное решение уравнений от-
носительного движения зависит от начальных условий 
по относительным положению и скорости, начального по-
ложения полюса относительной системы координат на 
опорной орбите, линейных размеров и формы опорной ор-
биты, интенсивности поля тяготения, в котором выпол-
няется маневр сближения, а также характеристик управ-
ляющих ускорений. Вследствие того, что при изменении 
хотя бы одного из этих факторов уравнения движения не-
обходимо интегрировать заново, отдельная траектория 
носит частный характер. В связи с этим желательно обоб-
щать получаемые результаты так, чтобы при изменении 
некоторых условий задачи новое решение можно было бы 
получать из найденных ранее путем несложных пересче-
тов. Такое обобщение может быть достигнуто методами тео-
рии подобия [3, 67]. 

При исследовании динамики сближения наибольший 
интерес представляют такие переменные, как время, от-
носительные координаты, скорости и ускорения. Поэтому 
будем рассматривать приведение к безразмерной форме 
только этих переменных. Размеры опорной орбиты будем 
характеризовать фокальным параметром р, ее форму и 
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начальное положение полюса относительной системы коор-
динат — элементами с, s, а поле тяготения — гравита-
ционной постоянной центрального тела |х. 

Постоянные параметры приведения. Для приведения 
переменных, определяющих траекторию сближения, 
к безразмерной форме в некоторых случаях удобно исполь-
зовать постоянные коэффициенты подобия. В качестве ос-
новного параметра приведения примем величину угловой 
скорости обращения по круговой орбите радиуса р 

щ = VPIP* * 

так что за единицу времени можно выбрать время, в тече-
ние которого опорная точка проходит угловое расстояние, 
равное одному радиану: 

Kt = 1/соо-

Тогда безразмерное время 

т = = <°0 (t — t0) 

будет представлять собой центральный угол, который 
проходит космический аппарат от начальной точки в кру-
говом движении. Выберем за единицу длины некоторое 
характерное расстояние L: 

KL = L. 

Тогда единицами скорости Ку и ускорения К\у будут ве-
личины 

К у — К jJ К i — ( o 0 L , К\у ~ Ky!Kt = 'со q L . 

Если обозначить производные по независимой перемен-
ной т штрихами, то безразмерные относительные коорди-
наты, скорости и ускорения будут иметь вид 

, __ / / _ _ / /_ , , __ ll __ Н h„ _ / / __ Н 
KL'- L ' Л - Kv " со,L ' Л - Kw - tfL ' 

где Н = х, у, z и соответственно h = ц, 
Нетрудно показать, что при произвольном выборе L 

в соответствующие безразмерные уравнения движения 
не будет входить величина гравитационной постоянной ц. 
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Следовательно, одни и те же результаты решения этих 
уравнений пригодны для различных центральных полей 
тяготения. Однако нелинеаризованные уравнения будут 
содержать отношение p/L. Поэтому за едииицу длины мож-
но принять непосредственно значение параметра р [36]. 
Тогда основные коэффициенты подобия определяются 
в виде 

Kt = KL = р, Ку - V^Tp, Kw - р//А 
(5.1.8) 

В этом случае результаты решения не зависят от размеров 
опорной орбиты. Следовательно, если не считать при-
веденного ускорения от тяги, характерными параметрами 
будут только элементы с и s, определяющие форму опор-
ной орбиты (е = Ус 1 + s2) и начальное положение от-
носительно перицентра полюса опорной системы коорди-
нат (tgfto = sic). К тому же, если принимать в расчет 
только относительное, а не абсолютное время и измерять 
полярный угол 9 от перицентра опорной орбиты, то для 
ее описания достаточно одного элемента е. 

В линеаризованные уравнения относительного движе-
ния в отличие от нелинеаризованных отношение p/L 
в явном виде не входит. Благодаря этому становится воз-
можным распоряжаться выбором единицы длины L в за-
висимости от требований конкретной задачи. Например, 
в случае использования при сближении двигателей непре-
рывной или дискретной тяги иногда желательно исключить 
влияние величины располагаемого ускорения. Тогда ве-
личину L следует полагать равной я0/о)о, где а0 — вели-
чина номинального или максимального ускорения от 
тяги. Иногда в качестве единицы длины L бывает удобно 
выбирать величину начальной относительной дальности г0 
[14, 31]. Тогда в безразмерном виде начальное расстояние 
между аппаратами будет всегда равно единице. 

Предположим, что траектория сближения определяет-
ся интегрированием уравнений относительного движения 
по размерному или безразмерному времени. В этом слу-
чае переменные коэффициенты соответствующей системы 
уравнений, вытекающей из системы (5.1.3), будут менять-
ся с увеличением t или т неравномерно. Это следует из 
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того, что при постоянной секториальной скорости опор-
ного движения полярный угол 6, от которого зависят 
коэффициенты, изменяется более быстро при меньших рас-
стояниях и более медленно при больших расстояниях от 
центра притяжения. В результате для обеспечения тре-
буемой точности решения шаг интегрирования приходит-
ся выбирать достаточно малым исходя из максимальной 
скорости изменения коэффициентов, что приводит к уве-
личению вычислительного времени. Если в качестве ар-
гумента принять полярный угол G, то переменные коэф-
фициенты уравнений относительного движения будут из-
меняться более равномерно, что позволит при заданной 
точности решения увеличивать шаг интегрирования и 
сокращать общие затраты вычислительного времени. 

Пусть выбрана совокупность коэффициентов подобия 
(5.1.8). Для безразмерных координат, составляющих 
скорости и составляющих управляющего ускорения вве-
дем обозначения 

h - II/р, V,, II Ур/^Г, ак - анр'2/jn, (5.1.9) 

где, как и ранее, II х, г/, z и h -- г|, Тогда, если 
обозначить производные по 0 штрихами, уравнения от-
носительного движения (5.1.3) можно преобразовать с 
учетом (5.1.7) к следующему виду: 

1 

Г 

v's = — 2ЕХц — (х0— X) ч + -JJ (Ь, 

V = jr = 

= — + 2еЦ, — (х0 — к) ^Ц 4-1 — + JT а 

С' = т? = - (хо - М К + jr V 

> (5.1.10) 

где 
з 

х0 - [1 + 2 -I- W (I2 + if + С2)] 
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Для сравнения на рис. 5.1 показан характер изме-
нения в пределах одного витка при е = 0,03 величин 

at = — = 2е (0 X (0, = ^pW = ^ (t), 

= 2е (fl) X (Ф), = Г- (Ф). 

Первые две величины выражают коэффициенты системы 
(5.1.3), в которой в качестве аргумента используется вре-
мя а последние две — соответствующие коэффициенты 

системы (5.1.10), в которой аргументом служит полярный 
угол ft. Использование в качестве аргумента полярного 
угла имеет также и то преимущество, что время движе-
ния вычисляется через этот угол достаточно просто с по-
мощью конечных соотношений, тогда как для обратного 
перехода необходимо решение трансцендентного уравне-
ния Кеплера. 

Система уравнений (5.1.10) полностью подобна систе-
ме уравнений (5.1.3), причем коэффициенты подобия для 
координат, скоростей и ускорений постоянны, а значения 
аргумента 0 в сходственных точках подобных орбит рав-
ны между собой. Правые части системы (5.1.10) зависят 
лишь от двух характерных параметров с и s [см. (4.1.7)]. 
Если найдено численное решение системы (5.1.10) при 
заданных значениях с и s, то с помощью коэффициентов 
подобия (5.1.8) это решение можно перевести в реальные 
физические величины для любых линейных размеров 
опорной орбиты и лкбсго центрального поля тяготения. 
Если же изгестпо решение задачи в размерной форме, 
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то оно может быть пересчитано для опорной орбиты с те-
ми же самыми элементами с и s, но с иными геометриче-
скими размерами и интенсивностью поля тяготения через 
отношения коэффициентов подобия следующим образом: 

где индекс (1) соответствует первичному, а индекс (2) — 
вторичному решению. 

Из сказанного выше следует, что безразмерные пере-
менные в форме (5.1.9) особенно удобно применять для 
представления численных результатов и построения номо-
грамм, ибо при их использовании переход к размерным 
величинам осуществляется простым умножением на по-
стоянные коэффициенты подобия. Однако более простую 
форму, чем (5.1.10), безразмерные уравнения относитель-
ного движения имеют в случае, если используются пе-
ременные коэффициенты приведения [30]. 

Переменные коэффициенты приведения. Как и ранее, 
в качестве независимой переменной будем использовать 
вместо времени полярный угол 0. Будем относить линей-
ные отклонения к текущей величине радиуса-вектора И 
опорной точки, а за безразмерные скорости примем произ-
водные от приведенных линейных отклонений по углу 0. 
Таким образом, в явном виде безразмерные относитель-
ные координаты и скорости определяются следующим об-
разом: 

Тогда уравнения относительного движения (5.1.3) при-
водятся к виду 

h — — — )JI 

~ ~ я ~ ~ Р 
_и н н 
т т R 

(5.1.11) 

i|' = VT„ v; = - 2v. + + Л) + I (5.1.12) V 

1 
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где теперь 

хо = [£2 + (1 + л)2 + £2]~ 

и каждая составляющая приведенного ускорения от тя-
ги а и определяется третьим выражением (5.1.9). Соответ-
ствующий безразмерный аналог приближенных уравнений 
движения (5.1.4) записывается в виде 

I ' = v\ = 2 Vt, + JL g4 + ct;, 

Л' = v; = - 2v^ + + -j I2 - if + у £2) + 

= = — I ~ x7^ + iJr̂ -
В дальнейшем будет показано, что безразмерные пере-

менные в форме (5.1.11) особенно удобны при аналитиче-
ском решении приближенных уравнений относительного 
движения. Помимо этого, подобные переменные целесооб-
разно использовать и при численном интегрировании. Из 
сравнения систем (5.1.12) и (5.1.10) следует, что при каж-
дом обращении к счету правых частей в случае использо-
вания переменных (5.1.11) требуется меньше арифмети-
ческих операций, чем в случае использования переменных 
(5.1.9). В результате, особенно при массовых расчетах, 
может быть достигнута значительная экономия машин-
ного времени. Однако для окончательного представления 
получаемые решения следует выражать все-таки через 
безразмерные переменные (5.1.9). 

Возможные типы безразмерных переменных, конечно, 
не исчерпываются рассмотренными выше. Очевидно, что 
в качестве обобщенных переменных состояния можно ис-
пользовать любые безразмерные комбинации параметров 
относительного движения, которые имеют определенный 
физический смысл и удобны для анализа. Например, 
за единицу длины нередко принимается величина большой 
полуоси опорной орбиты, а за независимую переменную — 
эксцентрическая аномалия [831. Однако подобные пара-
метры приведения и переменные не являются универсаль-
ными и не позволяют получать обобщенные решения в ви-
де, едином для любого тина опорных орбит. Другие из-
вестные формы безразмерных переменных, предлагаемые 
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в работе [42], представляют собой приведенные значения 
кинетической энергии и прогнозируемого пролета мимо 
цели. Они достаточно удобны при исследовании динамики 
сближения в бессиловом поле, по с учетом разностного 
гравитационного ускорения не упрощают анализа и при-
водят к более сложным расчетным формулам, чем те, ко-
торые можно получить на основе рассмотренных выше 
безразмерных переменных. 

§ 5.2. СВЯЗЬ МЕЖДУ ОТНОСИТЕЛЬНЫМИ КООРДИНАТАМИ 
И ВАРИАЦИЯМИ ЭЛЕМЕНТОВ ОПОРНОЙ ОРБИТЫ 

Из выражений, приведенных в предыдущем параграфе, 
следует, что и приближенные и точные уравнения отно-
сительного движения представляют собой достаточно 
сложные дифференциальные уравнения с переменными 
коэффициентами, проинтегрировать которые аналитически 
даже для пассивных участков па первый взгляд затрудни-
тельно. Поэтому в задачах управления сближением пред-
лагается обычно использовать либо решения, получен-
ные численным интегрированием этих уравнений, либо их 
приближенные аналитические решения, соответствую-
щие малым значениям эксцентриситета опорной орбиты. 
Однако в предположении центрального поля тяготения ор-
битальные движения обоих аппаратов на пассивных уча-
стках являются кеплеровыми и описываются системами 
дифференциальных уравнений, имеющими по пять ко-
нечных независимых интегралов и по одному интегралу, 
сводящемуся к простой квадратуре (см. § 4.1). Следова-
тельно, и свободное относительное движение, представ-
ляющее собой разность двух кеплеровых движений, дол-
жно изображаться аналогичными интегралами. 

В линейном и квадратичном приближении аналитиче-
ские решения уравнений относительного движения удоб-
но получать путем варьирования интегралов опорного 
кеплерова движения, выраженных через соответствую-
щие переменные. При этом для сокращения выкладок 
можно использовать простые геометрические соображения 
ГЗО, 32]. 

В качестве внутренних элементов опорной орбиты бу-
дем использовать, как и ранее, параметры с, s и опреде-
лять опорное движение полярными координатами Н и 0. 
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Положение космического аппарата по отношению к опор-
ной точке в абсолютной вспомогательной системе коорди-

нат X0Y0Z0, связанной с 
плоскостью опорной орби-
ты, будем определять дол-
готой восходящего узла Q, 
аргументом начала отсчета 
полярного угла еа и поляр-
ным углом 0 -f А0, который 
задает положение косми-
ческого аппарата на его 
орбите, имеющей наклоне-
ние i относительно опор-
ной орбиты. Расстояние 
космического аппарата от 
центра притяжения будем 
обозначать через R + AR 
(рис. 5.2). 

Спроектируем возму-
щенный радиус-вектор 
JR + AJB на оси орбиталь-
ной системы координат xyz. 

составляющих отклонения от опор-
получим 

В результате для 
ной точки по положению 

R Mi cos (0 + А0 + Q -1 ел) sin (0 - Q) -

— sin (O f AO Q -I e;,) cos (0 Q)cos 

R = cos (0 + AO + Q + ea) cos (0 - Q) f 

+ sin (0 + AO -1 Q + ea) sin (0 - Q) cos i, 

f/? + Mi = sin (0 +AO + Q + e a)s ini . 

Если космический аппарат движется по своей орбите, 
не отклоняясь далеко от опорной точки, то величины АД, 
А0 и i будут малыми. Кроме того, малой должна быть и 
сумма углов Q -}- хотя по отдельности они могут быть 
какими угодно. Следовательно, с точностью до членов 
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третьего порядка малости 

JL = - (ДО + Q + е„) - (Д9 + Q + ел) + 

у н AR 
+ sin (В — Q ) cos (8 — Q) , 

u 2 ( 0 - Q ) , [ (5.2.1) 

_L = i s i l l (В _ Q) + i (Д0 + Q T- е.,) cos (0 - Q) + 

-]- / sin (0 — 
Наряду с постоянными Q , ea и г в соотношения (5.2.1) 

входят переменные приращения А0 и ДR, соответствую-
щие данному моменту времени t. Эти величины можно вы-
разить через независимые вариации элементов опорной 
орбиты. С точностью до членов второго порядка малости 
включительно приращения А0 и AR можно представить 
через первые и вторые изохронные вариации функций О 
и R: 

ДО , . 60 + -7г-620, 

По определению, переменные 0 и R зависят от постоянных 
р, с, s и t0 согласно выражениям 

о 
Г еЮ 

( I + Г COS О 

R 

s sin О)'2 

Р 

- в , (5.2.2) 

(5.2.3) 

(5.2.4) 

Следовательно, для фиксированного момента времени t 
первые и вторые вариации функций 0 и R определяются: 

где 

в 

I -р с cos 0 — s sin В ' 

(t-U). 

(5.2.5) 

6 2 = 

д2 с С , (Р с с , д* 
+ 2 '8 р б с + S /"5 9 + таг'Ьр б<0 + 

+ + + (5.2.6) дс dty ds dt{) 
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Аналитические выражения для частных производных 
от 0 и R по р, с, s и t0 нетрудно получить из уравнений 
(5.2.2) и (5.2.3). Полные выражения для этих производ-
ных даны в работе [32]. Теперь запишем их в несколько 
иной форме, более удобной для численных расчетов. 

П е р в ы е п р о и з в о д н ы е от 0: 

— \г 
дР 

—Зсб*,8], еф\, 
cos 9 ав 

X3 

sin 6d9 
X3 

- ^ [ ( i + ^ c o s e + c 2V 
xu 

•ЗввлУ], еф 1, 

(5.2.7 

П е р в ы е п р о и з в о д н ы е о т It: 

1 д1{ * I л 3 „ Л 

JLUL , / т , 
R DU = ~ У -P ЕЯ"> 

i dR i f Q , ae \ - r — = — ( - c o s 0 + e — )' 

1 dR 1 / . n i 30 \ 
i f — = — s , l l 0 + e ^ r • 

(5.2.8) 
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В т о р ы е п р о и з в о д н ы е о т 0: 

m 3 
dp* ~~ 4/) 2 

а-е 3 

дЩ ( 

о 

3*9 
- 3 / др дс 

д26 3 
д/> дл* ~ / > 1 

а2е _ 2 . 
дс2 - " Г ' 

2 
дс 

а2е 

_ L ( s i l l 0 + e | L ) e ^ 

ае \ <эе 6 т г дс ) дс 
. D ае . л sm 0 — cos Q-rr-

[ (5.2.9) 

сГс ds 

ds 

a2e 

дс dt0 

ds dtn 

дс 2 ] / ^ ( - c o s 9 + e 

В т о р ы е п р о и з в о д н ы е о т 

дрг 

R: 

1 ^ д 

1 1 / sine з , 
ТТ^ДГ = Т { — — " 2 0 U o s 0 ) + 
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1 зт 
/? dc2 

1 d*R 
дс ds 

1 d-R 
tf ds* 

1 d°R 
я dp dl0 

1 d*R 
R dc dt0 

1 d'R 

0 cos2e 9 s ine de i 
+ z X дс к \ дс ) 

— 6 E%JCC1 

п sin В cos 9 , cos 6 дб 
= - * 5 I 5 дГ + X 

s i n e ае . X — 1 дО В̂ . г * т ds + — — — + 6еХ/сз, 

— 6 eXJssy 

/{ ds dt0 г рА 

Здесь интегралы 

(5.2.10) 

г cos2e^e . г 
сс — \ ' ^са \ 

; cose sin е^е 
о 

J. 
^ sin-В rfB 

о 

вычисляются в зависимости от эксцентриситета опорной 
орбиты по следующим формулам: 

при е Ф 1: 

/ 1 г 
•'сс - 6(1 —е*) 1. 

sin 0 cos е - 2s ( - ^ L - Xo3) + 

Jc>- 6 (1-е*) [3"~" 
s in : 6— cos-6 4e . ^ л , ^ sin Э cos 0 -f-X3 

г * / 2 + Я, . A л о sinG . 
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при е -- 1: 
Т _ С ' / 6 ,9 \ ! 21.S-2— 11С2 / Е s \ 

- ^ - V ) - В + с, (Х- - ЯГ), 

= - -f (тг + — is) + 
+ - к3) - ± csB - ^ ^ - K \ 

J _ /_e_ _ _s_\ _ 21 (•"• — 11 /_е s_\ 
' s s _ 7 U 4 U3 к) 

+ - V ) - e - «(Х-» - я0-2). 

Подстановка соотношений (5.2.7), (5.2.8) и (5.2.9), 
(5.2.10) в формулы для первой (5.2.5) и второй (5.2.6) 
вариаций функций 9 и R дает линейную и квадратичную 
части приращений Д9 и ДR, которые входят в выражения 
для относительных координат (5.2.1). Таким образом, 
решение уравнений относительного движения в линейном 
и квадратичном приближениях в принципе определено. 

Нетрудно видеть, что это решение является общим, 
поскольку оно зависит от шести независимых постоянных 
б р, б с, б 5, б*0, Q + еа и которые можно отождествить 
с произвольными постоянными интегрирования. 

§ 5.3. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ЛИНЕАРИЗОВАННЫХ УРАВНЕНИЙ 

В линейном приближении уравнения (5.2.1) дают 

JL = _ (бе + Q + еа), = , JL = i 8 i n ( e - Q ) . 
(5.3.1) 

Выражая здесь первые вариации 60 и б/? в соответствии 
с (5.2.5), (5.2.7) и (5.2.8), нетрудно получить урав-
нения, связывающие в явном виде размерные (х, г/, z) 
или безразмерные (x/R, y/R, z/R) относительные коорди-
наты космического аппарата с вариациями элементов 
опорной орбиты. Продифференцировав результирующие 
соотношения по независимой переменной (времени t или 
углу 9), получим аналогичные уравнения для составляю-
щих размерной или безразмерной относительной скорости. 
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Введем в орбитальной системе координат вектор от-
клонений по положению г с компонентами х, у, z или x/R, 
y/R, z/R и вектор отклонений по скорости v с компонен-
тами, определяемыми соответственным образом. Тогда 
общее решение линеаризованных уравнений относитель-
ного движения (уравнений в вариациях) в этой системе 
координат можно записать в векторно-матричной форме 

Г = Fc, v = Gc, (5.3.2) 
где с — шестимерный вектор произвольных постоянных 
интегрирования, которые могут быть выражены через 
вариации элементов опорной орбиты, a F и G — матрицы 
размера 3 x 6 , составляющие фундаментальную матри-
цу шестого порядка 

Если использовать в качестве составляющих вектора с 
непосредственно величины б р/р, б с, 6s, | /р /р 3 бг 0 , Q + еа 
и г, то выражения для элементов матриц F и G будут 
довольно громоздкими. Чтобы привести общее решение 
(5.3.2) к максимально простому виду, следует ввести дру-
гие постоянные интегрирования — константы первого 
рода. Эти константы представляют собой линейно неза-
висимые комбинации вариаций исходных элементов опор-
ной орбиты и определяются различным образом в зависи-
мости от значения эксцентриситета [30, 32]. 

Для опорных орбит, отличных от параболических (е Ф 
Ф 1), константы первого рода записываются так: 

= — (Q + еа) + 
cs (1 + Х0) 6с 

Ч2 1 - е 2 + 

+ (1 -с ) (1 + Хо) 
К 1 - е * ^ 

С2 = 

= 

Съ = 

6 р сЬс -р .96.9 
2 р ' 

ч 

с3 = — i s i i rQ, 

6с 2.9 6.9 

1 - С2 х{) 1 — е2 

6с 
1 — е'1 + 1 - с 6s 

1 - е 2 У'5 «о, 

с6 = i cos Q . 

(5.3.3) 
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Тогда, если в качестве переменных состояния использо-
вать безразмерные переменные 

(~/Г ' R ' ~7г) ' V ~~ ' DQ ( R )' de ( Я )) ' 
(5.3.4) 

^ H I / и II, G = | | г „ | | . h У = 1 , 2 , 3 (5.3.5) 
независимо от начала отсчета угла 0 будут иметь вид 

/ „ = 1, /12 ^ ЗВХ2, /14 = (1 + Ь) Sin 0, 
/,5 = - (1 I X) cos 0, /22 - 2 -ЗввХ, 

/21 = Я cos 0, /2 5 = X sin 0, /33 = cos 0, /зб = sin 0, 
g12 = 3—6В еХ, g14 = 2Х cos 0 — с, 

ft 5 = 2 A, sin 0 + s, £22 - —Зе/Х— ЗЭ [(2Х - 1) (X - 1) - в2], 
£24 - (2Х - 1) sin 0 + s, g2b = (21 - 1) cos 0 - с, 

Для параболических опорных орбит (е = 1) констан-
ты первого рода, описывающие относительное движение 
в плоскости опорной орбиты, определяются через вариации 
ее элементов в виде 

выражения для ненулевых элементов матриц 

£зз = — sin 0, #зв = cos 0. 

ci = — 

s(l + h) bp 

sc (2 + 3A,(i) 

c2 = + s6s), 

с =
 1 bp __ К ' 

4 К P 
! (5.3.6) 
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Константы с3 и с6, описывающие движение по нормали 
к плоскости опорной орбиты, одни и те же независимо от 
формы опорной орбиты. Соответствующие полные мат-
рицы F и G фундаментальных решений имеют в этом слу-
чае вид 

\ О (1 +A,) sin 8 — ( I f X) cos 8 0 

F •= I 1 4- X 
1 0 — — О X cos 8 X sin 8 О 

О 0 cos 8 0 0 sin 8 

G = 

2Х cos 8 — с 2Х sin 8 1-я О 

О О (2Х— l ) s i n 8 1 -s (2А, — 1) cos 8 — с О 

V0 0 — sin 8 0 0 cos 8^ 

Значения произвольных постоянных интегрирования 
ct, через которые выражается общее решение уравнений 
в вариациях, вычисляются на практике чаще всего по на-
чальным условиям, т. е. по значениям координат и ско-
ростей, известных для некоторого момента времени t0. 
Следовательно, требуемые зависимости можно получить, 
если разрешить уравнения (5.3.2) относительно с, пред-
ставляя общее решение в виде интегралов уравнений 
в вариациях. Запишем эти интегралы в общем виде 

с = P r + Qv, (5.3.7) 
где 

Р == II Ри II, (> II Яп II 
— матрицы размера 6 X 3. Ненулевые элементы этих мат-
риц в случае непараболических опорных орбит выражают-
ся в явном виде следующим образом: 

fti = 1, ft! = ^ 13 е ( ! + К) - З в (ЗХ - 1 + е % 

Р22 = 1 _ е г (ЗА, — 1 + е2), Раз = cos G, />вз = sin 0, 

Рп - т ^ - г I - 3 (cose + с -I- -J-) -I- 3* (ЗХ - 1 + ё*)\, 
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= 3 ( s i n 0 ~ 5 + х ) + З с в 

<7п - т — [ - (1 + 8 + Ш * Ъ to - - sill В, 

2 - ^ I2 - (Ь - - ЗвеХ], to cos О, 

021 J-^-Г to - —1-5-

(741 = х ^ г [(1 + cos О + с - . W 2 ] , 

to = ( - ^ () — 2 s 4 

V* 1 =- Т ^ К1 + s i n 0 ~ 5 -

to = 1 [A, cos G — 2с + ЗсвеА]. 

Аналогичные выражения имеют место и в случае пара-
болических опорных орбит [30, 32]. 

Более просто интегралы для составляющих относи-
тельного движения в плоскости опорной орбиты можно 
представить, если ввести новые постоянные интегрирова-
ния — константы второго рода. Для случая е 1 они 
определяются так: 

^1 = ^1+ ссь + = — (Q + еа) — — Ьс + 

2Х0 
6s 

— Сг -I ГГ | — SC5 — 

= С4 -)- СС2 -pSCi = с 

2 Р ' 
б р 
2 р s ( Q + ea) — б*. 

f ь = 4 cct -sct = — s - c ( Q + ea) + 6s, 

(5.3.8) 
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и матрицы Р и Q имеют вид 

р = 

3 - Т - — 30 (ЗА, — 1 + Е2) 

— 3 (cos 0 + с) 
3 (sin 0 — s) 

О 

Для случая е = 1 можно записать 

Сх = сх - -s-(«?6 + = — (Q + еа) 

« i 2А» 
б С + 

. _ бр 
С2 — С2 + ££4 — SC5 — 2р » 

= ссь — scb ^ с2 = — (сбс + S&S), 

£ь = + ссб + = + ed) — s6c -f- cbs 

(5.3.9) 

и выразить интегралы уравнений в вариациях с помощью 
матриц 

1> 
1 + 4Х 

1> 2 Я,2 е О 

0 2 О 
0 0 cos 0 
О 2 —ЗЯ. О 
0 - Зе О 

\ 0 О sin 0 
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<? = 

8 
~ 

— 1 
О 

X2- 1 
(1 + X) е 

О 

1 -}-- х 
2Х 
О 
О 

— еХ 
(X-I)X 

О 

О 
о 

— sin Э 
О 
О 

cos О 

Заметим, однако, что общее решение уравнений в ва-
риациях выражается через константы второго рода слож-
нее, чем через константы первого рода. Поэтому их сле-
дует использовать лишь в качестве промежуточных вели-
чин при определении постоянных интегрирования через 
координаты и составляющие скорости. Иными словами, 
сначала должны вычисляться значения констант второго 
рода Ci на основе матриц Р и Q, а затем по ним — значе-
ния констант первого рода ct согласно формулам 

1 1 ci = —— — сСь — sCA), с2 = _ (/Га — + sC Б), 

Сл = 

1 — е2 

1 
1 — • ( f f 4 — СС2 — SC{), = 1 (С 5 — CCY + SC2) 

ИЛИ 

Cl = -т-ki + 

С* =4-С ( а 4 ' + 4 " + 4 - S (fft — ffi), 

— — (£2 — С4), 

= 4 - с ( с 5 — СХ) 

которые следуют соответственно из выражений (5.3.8) 
и (5.3.9). При таком способе вычисления констант первого 
рода экономится значительное количество арифметиче-
ских операций по сравнению с их непосредственным вычис-
лением на основе матриц Р и Q. 

Рассмотрим физический смысл постоянных интегри-
рования . ., се. 

Смысл постоянных с3 и с6, описывающих относитель-
ное движение по нормали к плоскости опорной орбиты, 
достаточно очевиден. Постоянная характеризует 
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начальное отклонение из плоскости опорной орбиты, а по-
стоянная cQ — начальную нормальную скорость. Кроме 
того, геометрическая сумма этих констант равна по вели-
чине относительному наклонению орбит i и характеризует 
максимальные значения отклонения от плоскости опор-
ной орбиты и составляющей скорости. Точки опорной 
орбиты, которые соответствуют моментам достижения 
максимума по координате и максимума по скорости, от-
стоят друг от друга на четверть витка, причем максималь-
ная скорость достигается в узлах, где отклонение по по-
ложению становится равным нулю. 

Постоянная сх характеризует отставание или опереже-
ние движения по сравнению с опорным при прохождении 
характерных точек орбит. Постоянная с2 определяет от-
носительную вариацию большой полуоси опорной орби-
ты и, следовательно, является мерой изменения полной 
энергии и момента количества орбитального движения, 
а также периода обращения в случае эллиптической опор-
ной орбиты. Наконец, геометрическая сумма постоянных 
с4 и сь характеризует отклонение возмущенной орбиты от 
круговой. Аналогичный смысл имеют и константы вто-
рого рода, как это можно видеть из их определения. 

§ 5.4. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА И ПРИЛОЖЕНИЯ 
РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ В ВАРИАЦИЯХ 

Решения линейных уравнений в вариациях, описы-
вающих малые отклонения от опорного движения, играют 
важную роль в прикладной небесной механике. Поэтому 
представляет интерес рассмотреть основные свойства этих 
решений и их возможные приложения в задаче управле-
ния сближением. Рассмотрение основывается на пред-
ставлении общих решений уравнений в вариациях через 
произвольные постоянные интегрирования. Соотношения, 
вытекающие из такого представления, справедливы не 
только для кеплеровых, но и для произвольных опорных 
орбит, по которым могут двигаться космические аппараты, 
и оказываются полезными как при аналитических иссле-
дованиях, так и при составлении вычислительных про-
грамм. 

Уравнения в вариациях в относительной системе коор-
динат, перемещающейся по опорной траектории, в общем 
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виде имеют вид 

г = v, v = Ar + Bv + а» 
где точкой обозначено дифференцирование по независимой 
переменной; г и v — трехмерные векторы отклонений от 
опорной точки по положению и скорости; а — вектор 
управляющих (возмущающих) ускорений; А и В — мат-
рицы третьего порядка, элементы которых зависят от вы-
бора опорной траектории и относительной системы коор-
динат. 

Предположим, что общее решение однородных урав-
нений в вариациях (при а — 0) получено в форме 

г = Fc, V = Gc (5.4.1) 
или 

с = Pr f Qv. (5.4.2) 

Здесь матрицы F и G размера 3 x 6 удовлетворяют урав-
нениям 

F = G, G = AF + BG, 

а матрицы Р и Q размера 6 X 3 — уравнениям 

Р = - QA, Q - - Р - QB. 
Если матрицы F, G и Р, () вычислены для одного и то-

го же момента времени, то с помощью подстановки (5.4.2) 
в (5.4.1) и обратной подстановки нетрудно убедиться, 
что 

FP = FQ = 0, \ 
GP = 0, GQ = Е* (5.4.3) 

PF + QG = I 
где Ез и — единичные матрицы соответственно третье-
го и шестого порядков. 

Выражения для элементов матриц Р и Q через элемен-
ты матриц F и G, как и обратные соотношения, можно по-
лучить, разбивая основные прямоугольные матрицы на 
квадратные блоки и определяя неизвестные подматрицы 
из системы уравнений, вытекающих из основных урав-
нений (5.4.3). Существование решений этих уравнений 
гарантируется тем, что составная фундаментальная мат-
рица является по определению неособенной. 
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Для определения постоянных с через отклонения по 
положению и скорости, известные в некоторый момент 
времени можно использовать непосредственно интег-
ралы (5.4.2). 

В случае, когда известны только отклонения по поло-
жению в моменты времени t0 и tl{, постоянные определяют-
ся из уравнения 

С помощью соотношений (5.4.1), (5.4.2) и (5.4.3) нетрудно 
показать, что решение этого уравнения имеет вид 

т. е. операция обращения матрицы шестого порядка све-
лась к обращению двух матриц третьего порядка. 

В случае кеплеровых опорных орбит матрицы размера 
6 x 3 

Л)К ^ <?К (FQQK)-\ FKО - Q0 (FKQ0)-\ (5 .4 .5) 

стоящие соответственно при векторах г 0 и ги , могут быть 
определены в явном виде. Для сокращения записи введем 
следующие обозначения: 

ср = Рк — 0О, а = 3 (©„ — 60) КК, У = КК sin ср, 

YK = ^к [1 + К — ( 1 + К ) COS ф ] , 

d = РоТк + РкТо — (а,« — «о) Y = 

= 2 (То + YK) — A [sin Ф + (1 + Х0) ек — 
— (1 + Хк) е0]. 

Тогда применительно к переменным (5.3.4) ненулевые 
элементы матрицы 

С = <?к (F0Qн)"1 П + Q0 (FH<?0)-VK, (5.4.4) 

а0 = ЗЭ0Я-0, ctK = 36КХ^, 
Ро = 2 - 30оео^о. Рк = 2 - З в „ е Л 
Yo = ^о [1 + К — (1 + К ) cos ф], (5.4.6) 

Fo* = I! /?!' II, * --= 6, j = 3 
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можно выразить в виде 

/!Г = 4 " К1 + ^ - c o s <Р - <м>)Ь 

/?2 = - 4 " К 1 + Ьк) «О — ( 1 + Ь 0 ) «К COS ф ] -

~ p K ( l + ^ o ) ( l + ^ ) s i n ф}, 
/0К 1 л, /0К 1 л, 
/21 /22 = — Тк, 
,0К _ S i n 6 K гОК _ c o s 0К 
/33 — ч:п m » /66 — — sin(p 7 JUU smq) 

/и = 4 " (P"Xo sin e0 - Pô K cos во), 

f°42 = 4 - ^ 1 (1 + C°S 00 "" ( 1 + K ) C°S 9 k 1 -
— (aK — a0) К sin0K}, 

tlx = 4" cos 0" ~ P^® cos 0°)' 

/52 = - 4 - <P« [ ( 1 + s i n 0 к ~ ~ ( 1 + ^ s i n 0 o ] -

— (aK — a0) К cos 6K}. 

Выражения для элементов матрицы FL{0 симметричны 
выражениям для элементов матрицы F0K и могут быть 
получены из них перестановкой индексов «О» и «к», в том 
числе и в соотношениях (5.4.6). 

Если в два момента времени известны отклонения по 
скорости, то постоянные интегрирования находятся из 
уравнения 

если только составная матрица неособенная, как это имеет 
место в случае некруговых опорных орбит. Тогда спра-
ведливы соотношения, аналогичные соотношениям (5.4.5): 

с = Р к (GqPk)'1 v0 + Р 0 (СкРоГ^к. 

Выше были рассмотрены решения однородных урав-
нений в вариациях, т. е. при отсутствии управляющего 
ускорения а. При наличии управляющих воздействий 
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решения можно получить методом вариации произвольных 
постоянных интегрирования. Применение этого метода 
в случае конечной тяги дает 

с Qa. (5.4.7) 

В случае импульсной тяги, интегрируя это уравнение и 
переходя к бесконечно большому ускорению, действую-
щему в течение бесконечно малого времени, можно полу-
чить выражение для приращения констант в результате 
приращения скорости: 

Ас - QAv. (5.4.8) 

Поскольку при импульсной тяге меняется скачком только 
скорость, а положение аппарата не меняется, то послед-
нее соотношение следует также непосредственно и из 
уравнения (5.4.2). 

Рассмотрим теперь решение сопряженных уравнений 
и его связь с решением уравнений в вариациях. 

Введем трехмерные векторы и сопряженные соот-
ветственно с векторами г и v. Тогда согласно определению 
сопряженные, или присоединенные, уравнения будут 
иметь вид 

Хр = — А iLpг Хр — В XJJ. 

В соответствии с общей теорией линейных дифференциаль-
ных уравнений [39] при известном интеграле уравнений 
в вариациях (5.4.2) общее решение сопряженных уравне-
ний записывается в виде 

К = Ртк, 

где к — вектор произвольных постоянных интегрирова-
ния. Соответствующий интеграл, выражающий постоян-
ный вектор к через текущие значения и имеет вид 

к - FTK + С,ТК-
Заметим, что существует общее соотношение (первый 
интеграл) уравнений в вариациях и сопряженных с ними 
уравнений 

кг-г lv-v --- к с. 

В теории оптимального управления полетом косми-
ческих аппаратов особое значение имеет вектор со-
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пряженный с вектором скорости v. Этот вектор, называе-
мый базисом-вектором, или ведущим вектором, позволяет 
определять величину и направление оптимальных управ-
ляющих воздействий в различной постановке задачи оп-
тимального управления [47, 57, 59]. В связи с этим пред-
ставляет интерес выразить вектор произвольных постоян-
ных интегрирования к и, следовательно, общее решение 
для %с через значения базиса -вектора Kvq И извест-
ные в моменты времени t0 и tK. С помощью основных 
уравнений (5.4.3) можно показать, что искомое выражение 
имеет вид 

Покажем теперь связь переходной матрицы 4я с мат-
рицами общих решений F, G и Р , Q. Пусть переходная 
матрица Ч'ко определяет относительные положение и ско-
рость в момент времени tK через положение и скорость, 
заданные в начальный момент времени т. е. 

Разобьем матрицу шестого порядка на четыре под-
матрицы третьего порядка: 

Тогда, используя соотношения (5.4.1) и (5.4.2), находим 

Таким образом, переходная матрица, если она нужна, 
может быть получена перемножением основных матриц 
F, G и Р , Q, вычисленных для соответствующих моментов 
времени. 

В случае кеплеровых опорных орбит аналитические 
выражения для элементов переходной матрицы можно 

fcT = Ко (Wo)'1 FK + **к (FqQk)'1 Fo. (5 .4 .9) 

дгК 

dvK 

6 Ю. А. Ермилов и др. 
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представить в общей форме, пригодной при любых значе-
ниях эксцентриситета, если ввести обозначения 

а х - з в х . - г х . 

с , = 6&№ 
ОС OS 

* ае 0 3 = ' 

где частные производные дв/дс и dQ/ds определены в соот-
ветствии с (5.2.7). Тогда применительно к безразмерным 
переменным (5.3.4) ненулевые элементы переходной мат-
рицы 

= 6 (5.4.10) 
записываются в виде 

^ п = ^12 = ог2, г|?14 = — ах, г|)15 - — а3 , 
\ 

г|)22 = 1 + — [3 (1 — cos G) — еа2], г|)33 = cos 0, 

1 
Ч'24 = [2 (1 — cos 0) — s sin 0 — еох], 

1|?25 = - J - (K0 sill 0 + еа3), г|?36 = sin 0, 

2 

Ц)42 = — [3 (1 — cos 0) — ea2], г|эвз = — sin 0, 

2 
t|?44 = 1 J- [2 (1 — cos 0) — 5 sill 0 — eOi], 

2 

^45 = — (^0 sin 0 + ea3), ij)66 = cos 0, 

if52 = -J? {3 [X sin 0 - e (1 - cos 0)] - [(к - 1) к - e2] a2}, 

^64 = -p- {(1 + + cos 0 — Щ sin 0 — 25 (1 — cos 0) + 
^55 = 4 r {^o (A. cos 0 - г sin 0) + [(X - 1) I - e2] a3). 

Заметим, что в случае необходимости представленная 
выше переходная матрица и общие решения уравнений 
в вариациях в орбитальной системе координат могут быть 
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выражены через универсальные переменные. Сопоставляя 
выражения для одних и тех же функций через угол пере-
хода 0 и через универсальные переменные, находим 

_з 

1 — cosB = -у-КЧъ* s i n 0 = ( - у ) 2 ^оМт — /з)» 

, _ л (1 - e g) ( l -cosO) 
Ь - 1 Щ ' 

{ — ( р X* ^nsin8— .9(1—cos 8) 
h " \ Г ) П 0 

sin 0 + 0! = %Х (т/а + ф/4 - 3/в). 

Если сравнить между собой все представленные выше 
решения уравнений в вариациях, то можно заключить, 
что более универсальными и удобными, хотя и менее упот-
ребительными, чем переходные матрицы, являются фун-
даментальные матрицы, связанные с той или иной полной 
системой произвольных постоянных интегрирования. Ос-
новные преимущества подобных решений по сравнению 
с решениями, выраженными через начальные условия, 
следующие: 

произвольные постоянные более просто определяются 
через любые физически возможные граничные условия, 
чем отклонения по положению и скорости, приведенные 
к некоторому моменту времени; 

элементы фундаментальных матриц зависят только 
от текущего времени, тогда как элементы переходных мат-
риц зависят также и от начального, времени: 

выражения для составляющих общего решения менее 
сложны и громоздки, чем выражения для элементов пере-
ходных матриц; 

произвольные постоянные связаны непосредственно 
с вариациями элементов, определяющих невозмущенную 
опорную орбиту. 

6* 
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§ 5.5. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ 
ОТНОСИТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ ВО ВТОРОМ ПРИБЛИЖЕНИИ 

Задача решения уравнений относительного движения 
с учетом членов второго порядка малости рассматривалась 
в работах [83, 95, 109], где представлены конечные рас-
четные формулы для случаев нулевых и малых значений 
эксцентриситета опорной орбиты. Общее решение для 
опорных орбит произвольного эксцентриситета получено 
в работе [32] с помощью метода вариаций опорного движе-
ния, который позволяет в принципе находить аналити-
ческие решения и с учетом членов более высокого порядка. 

Пусть первое приближение определено в со-
ответствии с уравнениями (5.3.1). Тогда второе приближе-
ние Лг* определяемое согласно (5.2.1), можно за-
писать в виде 

2 2 
1 t2 1 , 1 б2/? 

Г12 = Л1 — У — "2 + Т —R 

Са = — Eib + Л^!-

(5.5.1) 

Таким образом, если использовать аналитические за-
висимости (5.3.2), (5.3.5) для линейного приближения, 
то для получения аналитического решения в квадратичном 
приближении остается, казалось бы, только выразить 
в явном виде вариации 620 и б2 7? через произвольные по-
стоянные интегрирования (5.3.3) или (5.3.6). Однако 
квадратичную часть решения представить через эти по-
стоянные в единой форме невозможно. Это связано с тем, 
что шесть постоянных интегрирования зависят от семи 
независимых величин Q, ес1, б р, б с, 6s, б£0, выражаю-
щих вариацию опорной орбиты, и последние нельзя опре-
делить через первые, если только не наложить какого-
либо дополнительного ограничения на начало отсчета 
полярного угла 0. 

На практике начало отсчета угла 0 удобно задавать 
либо некоторой характерной точкой орбиты, такой как 
перицентр или узел, либо фиксированным моментом вре-
мени. В первом случае имеет место равенство sbc = c&s 
(6O0 = 0), во втором — равенство б/0 == 0. 

Рассмотрим подробнее случай, когда в качестве поляр-
ного угла используется истинная аномалия. Тогда с — е, 
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s = bs = 0 и из уравнений (5.3.3) имеем 

= с3 + вСц, бе = — (1 — е2) с ^ У ^ — г 6f0 = — у с5. 

Подстановка этих выражений в формулы для вторых 
вариаций (5.2.6) с учетом (5.2.9), (5.2.10) при s = 0 и 
е Ф 1 приводит к соотношениям 

1 = -J 4QV (5 - бвеХ) 4-

+ Зс2с4©\2 (21 cos ft + е) — 

_ A c2cbW (1 - 2@г%) - i с4съХ2 (2Х cos О — е) — 

- у sin ft + cl [X (1 + К) sin ft cos О + 

+ 4 (cos ft + 2e) sin ft - 3 (1 - e2) ©Я2], v g 

4 - ^ = 4 [e + 3© (X - 1) b2] + 

+ c2c4 (2X, cos ft-4e + 6e©e\ + 30A3 sin 0) — 

— c2c4 (% sin ft 4- 3©X3 cos ft) — -i- c4c5X3 sin ft + 

+ S- c\ cos ft + i c\[% (1 + X) sin2ft + 

+ (1 ~ e 2 ) ( 2 - 3 0 e b ) ] . 
В случае параболической опорной орбиты уравнения 

(5.3.6) дают 

= са + с4, бе = с„ б̂ о = — с6, 

и аналогичные соотношения записываются в виде 

+ с2с4 ( з + 2Х + 1 ) sin ft - с2с„% + 1 с2 (2Р -

- cos ft) sin ft + с4сБХ2 (1 - 2X cos ft) - cj?X3 sinO, 
1 И 1 2/г Q, . 8 . 15 , 3 \ 

- J c2c4 [(ЗА, - 2) cos ft + A ] + i c2cs (2 + X) sin ft + 

+ j elk (1 + X) sin2ft - CtC6X3 sin ft + j c2
5V cos ft. 
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Заметим, что при е = 0 общее решение, вытекающее 
из (5.5.2), становится недействительным, так как в нем; 
будут члены, обратно пропорциональные эксцентриси-
тету. Чтобы распространить решение на случай круговых 
опорных орбит, когда положение перицентра не определе-
но, полярный угол 0 следует отсчитывать от другой ха-
рактерной точки орбиты, например от восходящего узла. 
Однако можно показать, что тогда появится особенность 
при нулевом наклонении i. Поэтому удобнее измерять по-
лярный угол 0 от точки, соответствующей фиксированно-
му начальному времени. 

При 8t0 = 0 уравнения (5.3.3) дают 
6 р . 

— = с2 + сс± — scb, 

8с = — (1 — с2) с4 — 2sX0c5, 

8s = cscA — (Xo — s2) cb. 

(5.5.3) 

Окончательные формулы, получающиеся после под-
становки (5.5.3) в (5.2.6) с учетом (5.2.9) и (5.2.10), доволь-
но громоздкие. Поэтому приведем лишь соотношения, 
которые получаются в случае круговой опорной орбиты 
(с = s = 0): 

1 6 2 0 = c\Q + 6сас46 cos 0 + 6c2cbQ sin 0 + 
и Z 

+ У с\(5 sin 0 cos 0 - 30) + с4с5 (1 — cos 0) (1 + 5cos 0) + 

+ j c\ (8sin 0 — 5sin 0 cos 0 - 30), 

T T = ^ 2 c o s 0 + 3 0 s i n 0) + Wd (2 sin 0 - 30 cos 0) + 
i2 + c4

2(1 + sin20) + 2c4c5(l — cos8) sin8 + c\{ 1 - c o s 0 ) 
Постоянные интегрирования, входящие в общие реше-

ния уравнений второго приближения, определяются в 
каждом конкретном случае из соответствующих гранич-
ных условий, причем для вычисления этих констант нужно 
использовать какой-либо итерационный метод решения 
нелинейных алгебраических уравнений, например метод 
Ньютона. В качестве начального приближения, обеспе-
чивающего сходимость процесса итерации, можно выби-
рать значения постоянных, даваемые линейной теорией. 
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В некоторых случаях можно учитывать приращения по-
стоянных только первого или второго порядка малости, 
для которых нетрудно получить аналитические выражения. 

Когда постоянные интегрирования определяются из 
начальных условий, в процессе итераций наряду с вы-
ражениями для координат (5.5.1) должны участвовать 
выражения для составляющих относительной скорости. 
Если в два различных момента времени известны откло-
нения по положению, то необходимо итерировать только 
уравнения для координат, записанные для этих моментов. 

Очевидно, что решение уравнений относительного 
движения во втором приближении можно найти также 
и через начальные условия. Переходная матрица второго 
порядка, элементы которой представляют собой вторые 
частные производные от текущих параметров движения 
по их начальным значениям, была получена в работе [77]. 
Как и в линейном приближении, выражения для элемен-
тов переходной матрицы второго порядка имеют более 
сложный вид по сравнению с составляющими решения, 
выраженного через произвольные постоянные интегри-
рования. 

§ 5.6. ОБ АНАЛИТИЧЕСКОМ РЕШЕНИИ 
ТОЧНЫХ УРАВНЕНИЙ ОТНОСИТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 

Как уже отмечалось, уравнения относительного дви-
жения космических аппаратов, точные в рамках модели 
центрального поля тяготения, имеют на пассивных уча-
стках аналитическое решение, вытекающее из интегралов 
кеплерова движения. Таким образом, задача состоит в том, 
чтобы выразить это решение в наиболее простой и удоб-
ной для использования форме. Ниже дается одно из воз-
можных представлений общего решения уравнений от-
носительного движения, предложенное в работе [34]. 

Последовательность вывода полного интеграла точ-
ных уравнений свободного относительного движения 
(5.1.3) или (5.1.6) при ах = аи = ах = 0 может быть та-
кой. Сначала выражаются параметры абсолютного дви-
жения управляемого аппарата через параметры абсо-
лютного движения цели и параметры относительного 
движения. Затем выписываются конечные интегралы кеп-
лерова движения управляемого аппарата, которые преоб-
разуются к разностной форме. И, наконец, находится ин-
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теграл, выражающии в явном виде зависимость парамет-
ров относительного движения от времени. 

Для наглядности в качестве абсолютной удобно ис-
пользовать планетоцентрическую систему координат XYZ, 

плоскость XY которой сов-
падает с плоскостью орби-
ты цели, а ось X направле-
на по линии относительных 
узлов в сторону восходя-
щего узла. 

Положение цели на сво-
ей орбите задается углом 
0Ц1 который отсчитывается 
от начальной точки орби-
ты, отстоящей от оси X на 
угол ец. При этом размеры 
и форму опорной орбиты 
можно определять посто-
янной площадей Кц и эле-
ментами сц и sn. Аналогич-
ные параметры управляе-
мого аппарата будем обоз-
начать теми же самыми 

буквами с нижним индексом «а». Взаимное наклонение 
орбит обозначим через i (рис. 5.3). 

В соответствии с намеченной выше процедурой вы-
вода решения из интегралов площадей (4.1.1) и интегра-
лов Лапласа (4.1.2) нетрудно получить следующие ко-
нечные интегралы уравнений относительного движения: 

Яа = / * » + (Дц + 0)а + * а = M i + c J + cj) -

— (Дц + у) (с4 cos 0ц — съ sin 0Ц) — 
— х (с4 sin 0ц + Съ cos 0Ц), 

z = (/?ц -f- у) (с3 cos 0ц + Сб sin 0ц) + 
+ х (с3 sin 0Ц — св cos 0ц), 

* = ЕЦ(ДЦ + У) + КЦ(1 + С2) £ — Сх COS 0 Ц + 

+ сь sin 0ц-
(Яц + у) + z (с8 cos Эц + се sin ец) -

Я 

( 5 . 6 . 1 ) 
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У = — Дп —Й цХ + Сх sin Эц + Сь COS 0ц 4-Кц(1+с2) 
х + z (с3 sin64 — Cq COS ОЦ ) 

Я 

* = *щ(1 + са) [ ^ 5 + ^ е -
(Яц + у) (с3 sin 9Ц— с6 соз 0Ц) — х (с3 cos Эц + сб sin 0Ц) — 

(5.6.1) 

Здесь ct (i = 2,.. . , 6) — безразмерные постоянные интег-
рирования, которые определяются через параметры ор-
битального движения в виде 

К — К cos i 
с2 = — — , с3 = sin ец tg i, Кц cos i 

C\ = cos ец + cos i 
*a У 

sine4 , 

= Pin ец — - ^ - r cos ец, = cos eu tg i, 

где tieaX и \ieAy — проекции вектора Лапласа управляе-
мого аппарата на оси X и У, и выражаются в зависимости 
от начальных условий относительного движения, соответ-
ствующих значению 0Ц = 0, формулами 
Кг = Хъ (Д0ц + У о + 0оц*о) — 

— (Доц + Уо) [So — 0оц (Ron + 2/о)Ь 
— z0 [x0 — еоц (яоц + ?/,))] 

= К. 

Сб = 
(Дрц + У0) *'о — Zo (Дрц + Уо + 6оцД?о) 

2 , 2Ч * ц ( 1 + са) = (1 + с; + с;)л:. 
* ц (1 + с2) 

с 4 = — [*р — 0оц (Дрц + У о)] — 
Ron + Уо + 

Яц(1+с«) . 
СЬ = (Дон + У о + 0оц*о) — 

Да0 
лг0 z0ce 

( 5 . 6 . 2 ) 

аО 
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Отметим некоторые особенности интегралов уравне-
ний относительного движения в форме (5.6.1). Прежде 
всего параметры движения по нормали к плоскости опор-
ной орбиты выражены через параметры движения в плос-
кости этой орбиты. Это означает, что две составляющие 
относительного движения разделяются, как в линейном 
приближении, хотя и не полностью. Далее, нетрудно ви-
деть, что задача интегрирования системы дифференциаль-
ных уравнений шестого порядка свелась, по сути дела, 
к задаче интегрирования системы второго порядка от-
носительно переменных х и г/, через которые выражены 
остальные переменные состояния. Если использовать два 
соотношения для /?а, то одну из переменных х или у 
можно было бы исключить и прийти к единственному диф-
ференциальному уравнению. Однако это уравнение будет 
содержать неопределенности. Поэтому в такой формули-
ровке интегрировать численно целесообразно не одно, а два 
дифференциальных уравнения. Соотношения для i?a 
могут служить для контроля за точностью численного ин-
тегрирования. 

Покажем, что свести решение уравнений относитель-
ного движения к одной квадратуре возможно, если ввести 
дополнительно некоторую угловую координату. Такой 
координатой может быть, в частности, угол, отсчитывае-
мый от некоторой фиксированной линии в плоскости 
опорной орбиты до проекции на эту плоскость радиуса-
вектора управляемого аппарата. Нетрудно видеть, что 
определение подобного угла тесно связано с определением 
сферических и цилиндрических относительных координат. 
Следовательно, чтобы получить требуемую квадратуру, 
нужно перейти от декартовых к криволинейным коорди-
натам. 

Рассмотрим в качестве примера использование сфери-
ческих координат, которые связаны с декартовыми коор-
динатами соотношениями (см. рис. 5.3) 

(5.6.3) 

где - 1 8 0 ° < бх < 180° и - 9 0 ° < б3 < 90°. 
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Введем дополнительную переменную — полярный угол 

- 0ц - 8,. 

Теперь первые интегралы уравнений относительного дви-
жения (5.6.1) преобразуются к виду 

R = ^ 
Л 1 (С4 C0S Ф — СЬ S lU Ф) б3 ' 

tgS3 = c3cost|> + с6 sini|), 

= 

Яа = 

X к п ( 1 + C2)C0S'63 

X [ 1 -f- (с4 COS — С5 sin \J)) COS б3 ] 

[(с4с6 -I- c5c3)sin б3 + А'ц(Н-с2) 

Давз = Т-7Г 

(5.6.4) 

+ (с4 sin i|) + с5 cos я|)) cos 63] 

к (1 . С)у 1(^6 + съС-л) COS 63 — 

— (c4sin\|) + С5 cos ij)) sin 63 — C3sini|) + c6cosi|)]„ ) 

где p a — фокальный параметр орбиты управляемого ап-
парата, определяемый через константы относительного 
движения следующим образом: 

* (* + с>)а 

Ра = 
И1 г сМ -ch 

Отсюда для производной от угла я|) при —90° б3 ^ 90° 
находим 

И-
(1 + 4+ с1) 

тг А2, (5.6.5) 

где 
А = j/"l + (c3cosi|? + Cq sinij))2 + c4 cosij) — c5sin 

Интегрирование уравнения (5.6.5) завершает решение 
уравнений относительного движения. Это решение можно 
выразить и в виде квадратуры, которая устанавливает 
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связь между углом и временем полета t — t0: 

(t - *0), |f (5.6.6) 

где i|)0 — начальное значение угла г|), играющее роль 
ПОСТОЯННОЙ Ci. 

В выражении через угол[о|) декартовы относительные ко-
ординаты и составляющие относительной скорости опре-
деляются из уравнений (5.6.3), (5.6.4) и (5.6.1) в явном 
виде таким образом: 

р 
х --- sin ( 0ц — 

р 
z = (с3 cos г|) + с6 sin if), 

UP X2 

ц ' ц IX 

+ Kn(l\c2) [ - cose« + вц -
cos (9Ц—1|))+ (cs cos 1|5 + Cg sin t|))(c3 cos 0„+c e sin 0Ц) 

Y 1 + (c3 cos 1|) + ce sin г|))а 

У = 
Wa К 

+ 

+ К ц ( Г + с.,) [С 4 s i n 0 Ц + Съ C 0 S 6 « + 

вт(вц— if)+(c3 cos t + c e sin 1|))(с3 sin 0Д— cecos 0Ц) 

V I + (с3 cos 1|) + св sin i|))2 

с3 sin ур — св cos 
V 1 + (с3 cos + с6 sin i|))2 

где Хп и ец определены уравнениями (4.1.7). 
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Итак, чтобы вычислить параметры относительного дви-
жения для некоторого момента времени t Ф t0, необхо-
димо определить текущее значение углаг|). Для этого нуж-
но либо непосредственно проинтегрировать уравнение 
(5.6.5) от t до t0, либо разрешить квадратуру (5.6.6). 
Последнее можно выполнить, производя замену перемен-
ной, аналогичную замене разности истинных аномалий 
на разность эксцентрических аномалий или ее аналогов, 
и решая соответствующее уравнение Кеплера. При этих 
вычислениях промежуточным этапом может быть определе-
ние угла я|) через центральный полярный угол 6а. 

Требуемые расчетные формулы для нахождения три-
гонометрических функций от угла через тригонометри-
ческие функции от угла 0а нетрудно вывести из геомет-
рических и динамических соотношений. Опуская проме-
жуточные выкладки, приведем окончательный результат: 

с ° 
cos (if> — -фо) = г

 1 , Sin (г|) — -фо) = 
Ycf И ' Vcf+si 

где 
ct = Vl + cl + с\ cos 0а + 

+ (с3 cos t|50 + Cq sin я|з0) (c3 sin i|)0 — cQ cos 1|)0) sin 0a, 
st = [1 + {c3 cosa|)0 + Cq sin 1|)0)2] sin 0a, 

и начальное значение гр0 угла г|) определяется в соответ-
ствии с уравнениями 

Ro ц + У о COS 1̂ 0 — 

sin ^о - — 

V(R0ll + ?/о)2 + 4 
х{ о 

/ ( Л о ц + У«)* + **о 
В заключение отметим, что если спутники обращаются 

по близким орбитам, то постоянные интегрирования ct 
будут малы по сравнению с единицей. Учитывая члены 
соответствующих порядков малости по этим постоянным 
и относительным координатам по сравнению с расстоянием 
до центра притяжения Дц , из представленного выше реше-
ния можно получить соотношения, дающие приближен-
ные решения того или иного порядка. 



ГЛАВА 6 
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ УПРАВЛЕНИЯ 

НА ОСНОВЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 
УРАВНЕНИЙ ОТНОСИТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 

§ 6.1. РЕШЕНИЕ ДВУХИМПУЛЬСНОЙ 
ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ В ЛИНЕЙНОМ ПРИБЛИЖЕНИИ 

В предположении центрального поля тяготения и двух-
импульсного маневра сближения задача определения уп-
равляющих воздействий, обеспечивающих встречу, допус-
кает в орбитальной системе координат решения в виде ко-
нечных соотношений независимо от точности исходных 
уравнений относительного движения. При этом, естествен-
но, наиболее простые, но и наименее точные формулы 
для расчета корректирующих импульсов соответствуют 
линейной теории относительного движения. 

В линейной постановке аналитические выражения мо-
гут быть найдены не только для разовой полной коррекции 
промаха, составляющей основу метода свободных траек-
торий, но и для некоторых многоимпульсных коррекций, 
в частности коррекций с заданным направлением, а так-
же сформулированы методы асимптотического торможе-
ния, предназначенные для уменьшения величины отно-
сительной скорости с уменьшением дальности до цели 
с учетом разностного гравитационного ускорения. Кроме 
того, метод свободных траекторий, как и другие методы 
импульсных коррекций, может быть реализован непос-
редственно в визирной (лучевой) системе координат без 
приборного построения орбитального базиса на борту 
управляемого космического аппарата. 

Все указанные методы коррекции, отличные от двух-
импульсного и базирующиеся на линейной теории, могут 
быть обобщены и на нелинейную динамику относитель-
ного движения. Однако в нелинейной постановке конеч-
ные соотношения для управляющих воздействий получить 
затруднительно и задачи управления должны решаться 
численно. 

При формулировке задач управления на основе ли-
неаризованных уравнений относительного движения ус-
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ловия встречи удобно выразить в явном виде через управ-
ляющие воздействия и постоянные интегрирования, оп-
ределяющие движение до начала управления. 

В соответствии с общей формой (5.3.2) решения линеа-
ризованных уравнений условия встречи (2.5.2) в относи-
тельной системе координат можно записать в виде 

Гк = FKeK = О, t>„ = GKeK = 0, (6.1.1) 
где с к — конечные зпачения переменных с, которые по-
стоянны на пассивных участках и меняются в зависимости 
от управляющих воздействий на активных участках. 
Столбцы и строки фундаментальной матрицы Ф, состав-
ленной из матриц F и G, линейно независимы при любых 
значениях времени t ]> t0. Следовательно, для выполнения 
условий (6.1.1) необходимо и достаточно, чтобы в резуль-
тате управления все переменные с принимали к конечно-
му времени tK нулевые значения. Тогда, используя зави-
симости (5.4.7) и (5.4.8), находим 

«к 

= Со + § Qa dt = 0 
to 

в случае конечной тяги и 
п 

Cl{ = c 0 + a QAvi = 0 (6.1.2) 
i=l 

в случае импульсной тяги, где п — общее число им-
пульсов. 

При заданных начальных условиях с0 можно однознач-
но определить управления а или Avt из условий встречи, 
приведенных к виду с к = 0, если число параметров, ха-
рактеризующих эти управления при заданных ограниче-
ниях, не превышает размерности вектора ск. В противном 
случае существует бесконечное множество допустимых 
управлений, удовлетворяющих условиям встречи, и среди 
них можно выбрать такие, которые будут в том или ином 
смысле оптимальными. Пока ограничимся рассмотрением 
в основном импульсных управлений, которые могут быть 
получены из определяющих уравнений без привлечения 
дополнительных условий оптимизации. 

В общем случае уравнения (6.1.2) образуют систему 
алгебраических уравнений шестого порядка отноеитель-
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но 4п неизвестных: моментов приложения t t импульсов 
AVi и их трех составляющих Avxi, Avyi, A vzi(i = 1,. . ., ri). 
Возможны различные комбинации ограничений на чис-
ло импульсов, их величины, направления и моменты при-
ложения, которые позволяют решить задачу и приводят 
к различным методам коррекции. Однако наиболее про-
стой является двухимпульсная задача управления, кото-
рая составляет основу метода свободных траекторий и в от-
носительной системе координат формулируется следую-
щим образом. Начальный импульс Av0, прикладываемый 
в момент времени £0, определяется из условия попадания 
в цель, т. е. из условия полного устранения (без учета 
возмущений) промаха, прогнозируемого на расчетный 
момент времени tK. Конечный импульс AvK, приклады-
ваемый в момент времени tK, определяется из условия 
уменьшения до нуля конечной относительной скорости 
и служит обычно для оценки расхода топлива на торможе-
ние, которое должно быть растянуто по времени. 

Двухимпульсная задача допускает однозначное ре-
шение, если моменты начала t0 и конца tK маневра сбли-
жения фиксированы. Конечные формулы для расчета 
двухимпульсного маневра выводятся во многих работах 
в предположении, что опорная орбита является круговой. 
Для общего случая некруговых опорных орбит выраже-
ния для корректирующих импульсов получают обычно 
на основе переходной матрицы вычисляемой для мо-
ментов времени t0 и tK. В результате расчетные формулы 
в явном виде получаются довольно громоздкими [89], 
так что в этом случае корректирующие импульсы пред-
почтительнее вычислять численным обращением матриц, 
составленных из блоков переходной матрицы. 

Здесь вывод аналитических зависимостей для коррек-
тирующих импульсов следует работе [30] и основывается 
на использовании вместо координат и скоростей постоян-
ных интегрирования, через которые условия встречи при-
ведены к виду (6.1.2). Это позволяет упростить расчет-
ные формулы по сравнению с известными [89] и получить 
достаточно простые исходные уравнения для определения 
поправок на конечную тягу, с помощью которой реали-
зуются расчетные импульсные коррекции [31]. 

Будем считать, что п = 2 и моменты времени t0 и tl{ 
фиксированы. Тогда система определяющих уравнений 
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(6.1.2) становится замкнутой относительно импульсов 
Дг>О, AI>K и преобразуется к виду 

Q0Дг>0 + QiAvl{ = (Q0, QK) ) = - с0 . (6.1.3) 

Как и в других подобных случаях, рассмотренных ранее, 
при решении уравнения (6.1.3) обращение матрицы шесто-
го порядка, образованной матрицами Q 0 и Q K J можно све-
сти к обращению двух матриц третьего порядка. Для это-
го умножим (6.1.3) слева последовательно на F K и F 0 
и используем равенства FKQK = F0Q0 = 0, следующие 
из соотношений (5.4.3). В результате система уравнений 
шестого порядка разобьется на две независимые системы 
третьего порядка, решение которых определяется так: 

А̂ о = - (FkQo)'1 F1{c0 = - (FKQ0)-* г°к, \ fi 
AvK = - (FoQkY1 FjCo = ~ {FoQv)~l П , J 1 ' 

где r 0 — вектор начального отклонения по положению, а 
Гк — вектор конечного отклонения, прогнозируемый на 
расчетный момент времени tK при отсутствии управления. 

Полученные соотношения показывают, что начальный 
импульс вычисляется через конечное положение, а конеч-
ный импульс — через начальное положение. Следователь-
но, мерой промахов могут служить величины разноимен-
ных импульсов и наоборот. 

Нетрудно видеть, что выражение для начального им-
пульса можно получить также и из условия перехвата: 

rK = F* (с0 + Qo Av0) = О» 

где г к — промах после приложения импульса Дг>0. Ана-
логичным образом конечный импульс можно определить 
из условия сведения к нулю конечной относительной 
скорости, получающейся в результате приложения на-
чального импульса в момент времени непосредственно 
перед встречей, т. е. 

Аи к = — vK = — G„ (сО + <?0Ди„) = — (FoQ^^FQCQ . 

Заметим, что потребная начальная скорость перехода 
Vto (которая определяется как начальная скорость, необ-
ходимая для достижения цели за время Т = tK — t0 
ц равная относительной скорости непосредственно после 
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приложения импульса Ди0) выражается не через конечное, 
а через начальное положение. Это легко показать с по-
мощью соотношений (5.4.3): 
vTo = v 0 + At>o = IG0 — (^кСо)-1^] с0 = 

= - (FvQoV^PoFoCo = - (F«Q0y*FKP0r0. (6.1.5) 
Так же, как были выведены выражения для импуль-

сов, обеспечивающих сведение к нулю конечного промаха, 
можно получить выражения для начальных импульсов, 
обеспечивающих сведение к нулю конечной скорости: 

Av0 = - (GHCO^GKCO = - (GK<?O)-4, (6.1.6) 

где вектор имеет смысл, аналогичный смыслу вектора 
г®. При этом вектор конечного промаха, определяющий 
дальность «зависания», выражается в виде 

rK = FK[E- Q0 (GKQ0)-Юк] с0 

и соответствующая потребная скорость вычисляется по 
формулам 
VTO = - (GkCo)-1 G«PoFOCO = - (GvQoV1 GKP0r0. (6.1.7) 

Полученные выше соотношения для корректирующих 
импульсов, выраженные через матрицы общих решений 
линеаризованных уравнений относительного движения, 
равным образом справедливы как в случае кеплеровых, 
так и в случае опорных орбит произвольного вида. При 
этом для фактического определения коррекций необходи-
мо обратить матрицы, входящие в соответствующие фор-
мулы. Для кеплеровых опорных орбит эти обратные мат-
рицы и, следовательно, матрицы, определяющие коррек-
тирующие импульсы, можно выразить в явном виде [30]. 

Определим входящие в соотношения (6.1.4) матрицы 
размера 3 x 6 

Uo = II А || = - {FKQ^FK, ) 
и к = II 4- II = - (FoQ.r 'Fo j ( Ь Л М ) 

и для сокращения записи используем обозначения (5.4.6): 
ф = ек _ е0, а = 3 (0„ — 60) Х0ХК, у = Х0К sin ф, 

7о = ^о И + ^о — (1 + К) cos ф], 
Тк = [1 + Хк — (1 + Х0) cos ф], 

^ = 2 (То + Тн) - о [sin ф + (1 + К) е„ — (1 + Х„) е0], 
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где переменные 0 , 9, X, 8 определены для моментов вре-
мени t0 и tK в соответствии с уравнениями (5.2.4), (5.2.2) 
и (4.1.7). Тогда выражения для элементов матрицы С/0, 
определяющей начальный импульс Av0 через константы 
второго рода (5.3.8), можно привести к следующему виду: 

о 
" п = 

1 
— v. 

о 1 
"21= - - Г Тн, 

u°12 = — [(ае0 + 2К— 2^о cos ср)(1 + — 3©ку], 

1 * 
«и = — [ое0 cos 0К + 2 (Хк cos 8К — cos 0О) + 

+ Зсвк7] 

u\б = [ае0 sin 0К + 2 (Хк sin 6„ — h sin 0О) — 

— 3s0kYL 

i& = -1- [аХ0 (1 + Хк) - 2 (1 + Я0)(1 + Як) sin Ф -

- 3eKYK]f 

"24 = c o s 0к — 2 (! + h ) sin 0К + 

+ 2 ( l + X o ) s i n 0 o + 3 c© K Y K ] ? 

"25 = - J - [<*h sin 0K + 2 (1 + К ) cos 0К — 
— 2 (1 + Х0) cos 0О — 3S®kYK], 

о 
"33 = 

cos GK 

sin ф "36 = — 
s i n 9к 
sin ф 

(6.1.9) 

Остальные элементы матрицы U0 тождественно равны ну-
лю. Выражения для элементов матрицы £/к, определяющей 
конечный импульс AvK, могут быть получены из (6.1.9) 
простой перестановкой индексов «0» и «к», поскольку 
Av0 и AvK входят в исходные уравнения (6.1.3) симмет-
ричным образом. В случае необходимости нетрудно найти 
выражения для элементов аналогичных матриц, опреде-
ляющих корректирующие импульсы через константы 
первого рода (5.3.3). Однако они более сложны и поэтому 
здесь не приводятся. 

При использовании безразмерных выражений вида 
(6.1.9) следует иметь в виду, что для получения размерных 
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приращении скорости все элементы, соответствующие 
начальному импульсу, необходимо умножать на коэф-
фициент г;®, а элементы, соответствующие конечному им-
пульсу,— на коэффициент vl. Эти переменные коэффи-
циенты приведения определяются общим выражением 
вида 

vl = — ДЙ = Lo)0X, (6.1.10) 

где L — некоторый масштабный множитель, равный, на-
пример, параметру опорной орбиты или значению началь-
ной дальности. 

Для представления корректирующих импульсов через 
начальное и конечное положения определим согласно 
соотношениям (6.1.4) следующие матрицы третьего по-
рядка: 

W 0 = 
W« = 

w 
W\ 

= - (F«Qо)"1, 
= - (FqQK) 

(6.1.11) 

Явные выражения для элементов матриц W0 и Wu можно 
получить либо непосредственным обращением, либо из 
соотношений (6.1.9) исходя из выражений для безразмер-
ных координат через константы второго рода. В част-
ности, для элементов матрицы W0 имеем 

w°n = [ое0ек + 2 (екХк — е<Д0) — УL 

w% = [ае<Лк + 2 (XI - %1) + ТоЬ 

и>°21 = 4 " + 2 (^к — Ю — YK], (6.1.12) 

м& = 4 " — ек (1 + К) + 

+ е0 (1 + К) - (1 + К) (1 + К ) sin Ф], 
и>1 з = — 1/sincp. 

Остальные элементы матрицы W0 тождественно равны 
нулю. Матрица WK получается из матрицы W0 (и наобо-
рот) простой перестановкой элементов и сменой их знака: 

wu = Wij = — w •jf 
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Это свойство матриц W0 и Wl{ является прямым следствием 
того, что переходная матрица Wl{0 является симплектичес-
кой [19, 76, 79]. 

Следует иметь в виду, что аналитические выражения 
вида (6.1.9) и (6.1.12) могут использоваться не только при 
определении корректирующих импульсов, но и при реше-
нии других задач. Например, матрицы, определяемые 
уравнениями (6.1.11), входят в уравнения (5.4.4) и (5.4.9), 
определяющие постоянные интегрирования через двух-
точечные граничные условия уравнений в вариациях 
и сопряженных с ними уравнений. 

§ 6.2. ОПРЕДЕЛЕНИИ КОРРЕКТИРУЮЩИХ ИМПУЛЬСОВ 
В СЛУЧАЕ НЕПОЛНОЙ КОРРЕКЦИИ ПРОМАХА 

При рассмотрении многоимпульсных детерминиро-
ванных коррекций из физических соображений следует, 
что каждая отдельная коррекция, кроме предпоследней, 
устраняет не весь промах, прогнозируемый на расчет-
ный момент встречи, а только некоторую его долю. Сле-
довательно, задачу расчета многоимпульсных коррекций 
можно упростить, предполагая эту долю заданной. Если, 
кроме того, считать, что моменты коррекций фиксированы, 
то можно определить величину и направление всех кор-
ректирующих импульсов. 

Пусть импульс Avi, прикладываемый в момент вре-
мени корректирует некоторую долю L t первоначаль-
ного промаха 

где с 0 — начальное значение вектора констант свободного 
относительного движения, a L t — матрица третьего поряд-
ка, которая может быть как диагональной, так и недиа-
гональной. 

Поскольку совокупность всех импульсов должна уст-
ранять весь этот промах, то имеет место равенство 

п 
S А = Е, (6.2.1) 

1 = 1 

где Е — единичная матрица третьего порядка. 
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Умножим основное уравнение для импульсов (6.1.2) 
слева на FK. Тогда, используя равенство (6.2.1), для опре-
деления импульса Avt можно выделить уравнение 

LtFKc0 + F^QiAvi = 0. (6.2.2) 

Отсюда находим 
AVi = - ( F & y ^ t f a o = - ( F ^ y ^ L t r l . (6.2.3) 

Выражение (6.2.3) определяет корректирующий им-
пульс в функции от первоначального промаха или началь-
ных значений констант свободного движения, которые они 
имели до реализации первого импульса. Представляет 
интерес выразить корректирующие импульсы через теку-
щий промах и текущие значения констант свободного 
движения. 

Введем в рассмотрение матрицу третьего порядка К 
элементы которой определяют корректируемую долю те-
кущего промаха по каждой координате. Поскольку не-
устраняемая доля промаха равна Е — К и то после кор-
рекции, выполненной в момент времени tt, промах будет 
равен 

ri = (Е - Kt) rir1. (6.2.4) 

Здесь Гк-1 — промах до коррекции, прогнозируемый на 
конечный момент времени tK в соответствии с уравнением 

г к1 = F*Ci-и 

где сi—i — вектор констант свободного движения до при-
ложения очередного корректирующего импульса Avt. 

С другой стороны, промах после коррекции можно пред-
ставить в стандартной форме 

rl
K = fTnCi, (6.2.5) 

где c t — вектор констант свободного движения после при-
ложения импульса ДVt. Этот вектор равен 

c t = с { . ! + QiAVi. 

Следовательно, приравнивая выражения (6.2.4) и (6.2.5), 
можно получить 

AVi = - (FnQ^^KiFuCi-i = - ( F v Q ^ K i r i ; 1 . (6.2.6) 
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Если определяемые выражениями (6.2.3) и (6.2.6) 
корректирующие импульсы одного номера считать равны-
ми, то с учетом выражений для приращений констант от 
корректирующих импульсов находим 

j-г 

Выражения (6.2.3) и (6.2.6) позволяют определить все 
корректирующие импульсы, кроме самого последнего — 
тормозного. Конечный импульс будет, очевидно, равен 
относительной скорости в конечный момент времени, взя-
той с обратным знаком, т. е. 

Avn = - Gl{cn-i = - (Fn_x&O-Vr1, (6.2.7) 

где — вектор констант свободного движения после 
приложения предпоследнего импульса, который должен 
устранить весь нескорректированный до этого промах. 

В случае кеплеровых опорных орбит элементы матриц, 
входящих в соотношения (6.2.3), (6.2.6) и (6.2.7), нетрудно 
выразить в явном виде с помощью соотношений, представ-
ленных в предыдущем параграфе. 

Отметим, что задача оптимизации многоимпульсных 
коррекций может быть сформулирована как задача оп-
ределения оптимальных матриц K t или L t при условии, 
что промах после предпоследней коррекции должен ста-
новиться равным нулю. Однако с вычислительной точки 
зрения такая постановка задачи может быть не проще, 
чем исходная задача оптимизации. Тем не менее при 
расчете оптимальных программ коррекций может ока-
заться полезным находить и эти матрицы, определяющие 
для каждого импульса корректируемую долю промаха. 

§ 6.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОРРЕКТИРУЮЩИХ ИМПУЛЬСОВ 
С ЗАДАННЫМ НАПРАВЛЕНИЕМ 

Как следует из предыдущего, использование метода 
свободных траекторий связано с выбором моментов вре-
мени для проведения импульсных коррекций скорости. 
Обычно предполагается эти моменты устанавливать зара-
нее с помощью дополетных статистических исследований 
дибо определять в процессе сближения так, чтобы расход 
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топлива при имеющихся рассогласованиях по положению 
и скорости был близок к минимальному. 

И в том и в другом варианте расчетное направление 
коррекции при изменении параметров движения изме-
няется и может быть, вообще говоря, совершенно произ-
вольным. Следовательно, при реализации метода свобод-
ных траекторий необходимо иметь возможность направ-
лять вектор тяги двигателей маневрирования в любую 
сторону под любыми требуемыми углами в исполнитель-
ной системе координат. При использовании экономичного 
полярного управления вектором тяги эта задача в тех-
ническом отношении довольно трудная. Она может быть 
решена с помощью достаточно сложного оборудования, 
например с помощью блока программных разворотов, 
включающего в себя датчики угловой скорости и интегра-
торы кинематических уравнений угловых движений, либо 
с помощью специальных датчиков углового положения 
аппарата, осуществляющих контроль за разворотами во 
всей сфере [62, 66, 73]. Поэтому в целях упрощения 
системы ориентации в некоторых разработках вместо 
жестких или энергетически оптимальных алгоритмов уп-
равления сближением по методу свободных траекторий 
может оказаться более целесообразным использовать упро-
щенные алгоритмы, отвечающие приложению корректи-
рующих импульсов в удобных для ориентации фиксиро-
ванных направлениях. 

К выбору фиксированного . направления коррекции 
можно подойти также и с другой точки зрения. Посколь-
ку ошибки измерений параметров относительного дви-
жения влияют на точность определения'различных со-
ставляющих корректирующего импульса в различной 
степени, можно в качестве фиксированных выбрать такие 
направления коррекции, которые менее всего чувствитель-
ны к ошибкам измерений. 

Как следует из уравнений (5.3.1), составляющие от-
носительного движения в плоскости и по нормали к плос-
кости опорной орбиты в линейном приближении разделе-
ны, так что импульсы для коррекции составляющей дви-
жения вне плоскости орбиты должны прикладываться 
по. нормали к плоскости опорной орбиты. Поэтому 
выбирать направление коррекции из каких-либо допол-
нительных соображений можно только для составляю-
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щей относительного движения в плоскости опорной 
орбиты. 

Для определенности предположим, что в двухимпульс-
ной схеме фиксировано с точностью до положения «впе-
ред — назад» направление начального импульса, которое 
будем определять углом б, отсчитываемым в плоскости 
опорной орбиты от оси х орбитальной системы координат. 
Тогда можно записать 

Aи% = ± J0 cos б, Av°y = ± J0 sin б, (6.3.1) 
где величина приращения скорости в плоскости опорной 
орбиты / 0 0 и знак «минус» соответствует импульсу, 
прикладываемому в обратную сторону. С другой стороны, 
для составляющих Aих и А ^ имеем следующие выраже-
ния: 

= V°L (i&Ci + "°12с2 + и°цСА + U°lbcb) = v*Lfxd, 1 3 

Av°y = V°L (u°21C1 + U22C2 + + и\ьСъ) = V°Lfyd, J 
где константы ct определены по начальным условиям в со-
ответствии с уравнениями (5.3.7), а коэффициенты линей-
ных форм f x и /,,, поделенные на определитель d, задаются 
в явном виде соотношениями типа (6.1.9). Масштабный 
коэффициент vl, необходимый для пересчета составляю-
щих импульса к размерной форме, определяется уравне-
нием (6.1.10). 

Сравнивая выражения (6.3.1) м (6.3.2), устанавливаем, 
что при фиксированном направлении коррекции должно 
выполняться ограничение 

f = fy cos б — fy sin 6 = 0. (6.3.3) 
При заданных начальных условиях величины fx и fy 

являются функциями от двух переменных t0 и tK. Следо-
вательно, обеспечить выполнение условия (6.3.3) можно 
выбором времени как начала, так и окончания маневра 
сближения. Однако при автономном управлении сближе-
нием возможности варьирования начального времени tQ 
ограничены тем, что переход на траекторию сближения 
не может быть выполнен раньше, чем произведены изме-
рения параметров относительного движения и обработка 
результатов измерений. Поэтому определять из условия 
(6.3.3) можно практически только конечное время tK 
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или, что эквивалентно при закрепленном значении [£0, 
время сближения Т = tK — t0 (или угол перехода <р = 
= 0К — 0О), а изменение начального времени ожидания 
t0 (или начальной фазы 0О) в допустимых пределах исполь-
зовать, когда это возможно, для общего уменьшения рас-
хода топлива. 

Остается теперь доказать, что для любого направле-
ния коррекции, задаваемого углом б, уравнение (6.3.3) 
имеет хотя бы одно положительное решение относитель-
но времени сближения Т (или угла перехода ф). Или, что 
то же самое, показать, что при увеличении времени сбли-
жения, начиная с самых малых значений, направление 
начального импульса, определяемое по составляющим 
(6.3.2), пробегает все значения угла б между 0 и 180° 
(необязательно непрерывно). 

В общем случае эллиптических и гиперболических 
опорных орбит именно такой характер изменения потреб-
ного направления коррекции с ростом времени сближения 
легко устанавливается численными расчетами. Однако 
аналитические доказательства затруднены сложной за-
висимостью величин fx и fy от времени сближения Т. 
Поэтому ограничимся рассмотрением более простого, но 
важного случая круговых опорных орбит. 

Для круговых опорных орбит (е = 0) начальное вре-
мя t0 или начальный полярный угол 0О можно без наруше-
ния общности положить равным нулю. Тогда выражения 
для fx и fy через угол 0 = ф записываются в явном виде 
следующим образом: 

fx = — 3с2 0 sin 0 + (2сь — ci) sin 0 + 2 (2с2 — с4) х 

X (1 — cos 0), 
fy = Зс5 0 sin 0 + 3 (2с2 + сл) 0 cos 0 — 

— 4 (2с2 + с4) sin 0 — 2 (2съ + сг) (1 — cos 0), 

где постоянные ct вычислены из уравнений (5.3.7) по на-
чальным условиям, соответствующим некоторому момен-
ту времени t > 0. Подставляя эти соотношения в урав-
нение (6.3.3) и группируя члены, находим 

f = 30 (к± sin 0 + к2 cos 0) — А3 sin 0 — кх (1 — cos 0) = 0, 
(6.3.4) 
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где 
кх = с2 sin cos б, к2 = (2с2 + с4) cos б, 
к3 = (2сь — С\) sin б + 4 (2с2 + с4) cos б, 
кА = 2 (2с2 — с4) sin б + 2 (2сь + сх) cos б. 

Введем постоянные 0i и 02 в соответствии с выраже-
ниями 

COS 0! = k l , sin 0! = г , . , 
Yk\ + k\ Yh\ + k I 

cos 02 = A
 /f3 , sin 0 2 = ~ /t4 

Vbl + к* Vhl + h\ 

Тогда уравнение (6.3.4) можно привести к виду 

з V/4 + % е = YW-btisin
 t v + e T 9 г • 

Таким образом, задача о нахождении корней уравнения 
(6.3.3) при е = 0 сводится к определению точек пересече-
ния прямой линии с кривой, заданной отношением двух 
гармонических функций. 

Для наших целей подробное исследование решений 
уравнения (6.3.5)^не обязательно. Достаточно только уви-
деть, что знаменатель правой части меняет свой знак при 
значениях угла 0 = пгп — 0! ( m = 1, 2 ,. . .). Следова-
тельно, кроме тривиального корня 0 = 0 уравнение 
(6.3.5) имеет бесконечное множество положительных кор-
ней, соответствующих разному числу витков и близких 
К 77171 — 0J. 

Для определения времени сближения, соответствую-
щего заданному направлению коррекции, т. е. нахожде-
ния с нужной точностью корней уравнения (6.3.3), при-
менимы общеизвестные численные методы, такие как ме-
тод дихотомии, метод линейной интерполяции или метод 
касательных Ньютона [26, 35, 63, 65]. Существует целый 
ряд стандартных подпрограмм, основанных на этих мето-
дах и входящих в математическое обеспечение стационар-
ных ЭВМ. Однако подобные подпрограммы, естественно, 
не учитывают специфику рассматриваемой задачи и плохо 
приспособлены для использования в БЦВМ. Это касается 
прежде всего вычислений, связанных с отделением корней 
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и выбором начальных приближений, обеспечивающих 
сходимость итерационного процесса. Поэтому в основу 
бортовых алгоритмов определения требуемого времени 
сближения целесообразно положить надежный метод по-
иска нулей монотонных функций, предлагаемый в 
книге [10]. 

Счет и 
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Рис. 6.1. 

Один из возможных алгоритмов поиска нулей функции 
(6.3.3), основанный на использовании свойства монотон-
ности функции вблизи нуля, представлен блок-схемой 
на рис. 6.1. Здесь прямоугольниками обозначены безуслов-
ные операторы, а овалами — условные операторы. Если 
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условие, проверяемое данным оператором, выполнено, то 
стрелке, обозначающей оператор перехода, приписывается 
символ 1 («да»,) в противном случае — символ 0 («нет»). 
Стрелки внутри прямоугольников указывают присваи-
вание значений, т. е. засылку чисел, получающихся в ре-
зультате арифметических операций, в соответствующие 
ячейки памяти ЭВМ. 

Для иллюстрации рассмотрим результаты численных 
расчетов, полученные для случая круговой опорной ор-
биты. Начальные условия соответствовали моменту при-
ложения импульса с заданным направлением, определяе-
мым углом б. Отклонения по положению задавались в без-
размерном видена окружности единичного радиуса углом 
а 0 , т. е. 

х0 = г0 cos а 0 , у о = г0 sin а 0 , (6.3.6) 

а отклонения по скорости выбирались согласно выражени-
ям 

= &оУ о, у0 = — 6о*о, (6.3.7) 

что в линейном приближении соответствует равенству век-
торов орбитальных скоростей двух аппаратов. 

Результаты расчетов представлены графиками на 
рис. 6.2—6.7. 

На рис. 6.2 показана зависимость угла перехода 6, 
вычисленного как решение уравнения (6.3.3), от направ-
ления коррекции (угла б). Параметром семейства кривых 
является угол а 0 , меняющийся с шагом 30° от 0 до 180°. 
Видно, что в пределах полутора витков (0 < 540°) для 
одного и того же направления коррекции существует от 
одного до трех значений времени сближения, которым 
отвечают разные значения характеристической скорости. 
Интересно отметить, что соответствующие ветви кривых 
имеют общую точку пересечения, т. е. при определенном 
направлении коррекции время сближения получается од-
ним и тем же независимо от начальных условий. Например, 
первый нуль; достигается при б ж 100° и В ^ 106°, а вто-
рой нуль — при б = 90° и 0 ~ 360°. 

Эффективность различных направлений коррекции в 
смысле энергетических затрат поясняется рис. 6.3, где с 
шагом 30° представлены аналогичные зависимости для 
характеристической скорости. Заметим, что для получения 
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размерных величин значения приращений скорости, 
считываемые с графиков, следует умножать на коэффициент 
подобия г о со о, где г0 — начальная дальность, а со0 — угло-
вая скорость опорного орбитального движения. 

Примечательно, что при б ж 90° (вертикальное направ-
ление коррекции) наблюдается значительный рост харак-
теристической скорости. Это можно объяснить тем, что за 

0,град 

Рис. 6.2. 

счет действия только радиальной тяги невозможно вы-
равнять периоды обращения обоих спутников и свести к 
нулю разность высот. Иными словами, относительное дви-
жение является полностью управляемым при всех зна-
чениях угла б, кроме значения б = 90°. Этот вывод не 
противоречит и физическим соображениям, поскольку 
вертикальные коррекции связаны с поворотом вектора 
орбитальной скорости, требующим гораздо больших энер-
гетических затрат, чем изменение величины скорости с 
помощью близких к коллинеарным коррекций, более эф-
фективно влияющих на характеристики орбитального 
движения. Отсюда следует вывод, что из всех возможных 
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направлений коррекции энергетически наименее выгодно 
вертикальное направление, хотя оно и может быть доста-
точно просто определено с помощью датчиков вертикали 
любого типа. 

Рис. 6.3. 

Более экономично направление коррекции по линии 
визирования (б = а0) или по нормали к линии визирова-
ния (6 = а 0 ± 90°) (рис. 6.4 и 6.5, где соответственные 
кривые обозначены цифрами 1—3). Как и можно было 
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ожидать, коррекции по линии визирования (пунктирные 
линии) более выгодны при а0 ~ 0 и менее выгодны при 
а 0 ~ 90°, но в среднем более экономичны все же коррек-
ции по нормали к линии визирования (сплошные линии). 

в. град 

Рис. 6.4. 

Преимущество обоих направлений коррекции состоит в 
том, что они легко устанавливаются с помощью визирую-
щих средств. Однако, чтобы не возникало больших ме-
тодических ошибок, предварительно необходимо скор-
ректировать составляющую относительного движения по 
нормали к плоскости опорной орбиты. 

От этого недостатка, характерного и для всех осталь-
ных методов коррекции в каком-либо выбранном заранее 
направлении, свободен только метод горизонтальных кор-
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рекций, поскольку импульсы для сведения к нулю от-
клонений из плоскости опорной орбиты также должны 
прикладываться в горизонтальной плоскости. Следователь-
но, эти коррекции могут быть реализованы одними и теми 

.. J. * ос0, epaff 
Рис. 6.5. 

же техническими средствами. Метод горизонтальных кор-
рекций может оказаться особенно удобным при полуавто* 
матическом управлении сближением, когда ориенти-
рование аппарата в горизонтальной плоскости может 
производиться вручную по подвижному изображению 
поверхности небесного тела, наблюдаемому на проградуи-
рованном экране оптического визира-вертикали. 

7 Ю. А. Ермилов и др. 
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Заметим, что в зависимости от условий сближения кор-
ректировать составляющие относительного движения в 
плоскости и по нормали к плоскости опорной орбиты мож-
но как раздельно, так и совместно. В первом случае бо-
ковые коррекции выгодно производить в узлах, где бо-
ковые отклонения становятся равными пулю. 

Рис. 6.6. 

Как следует из графиков, представленных на рис. 6.3, 
по экономичности метод горизонтальных коррекций бли-
зок к оптимальному двухимпульсному методу. Хотя по 
времени сближения и по направлениям коррекции рас-
хождения могут быть значительными, проигрыш в харак-
теристической скорости даже в наихудших случаях со-
ставляет всего лишь несколько процентов. 
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Сравнение методов вертикальных (пунктирные линии) 
и горизонтальных (сплошные линии) коррекций при-
ведено на рис. 6.6 и 6.7, где цифры 1—3 обозначают соот-
ветственные кривые. 

Рис. 6.7. 

Из других подобных методов коррекции заслуживает 
внимания метод касательных коррекций, который для не 
слишком вытянутых опорных орбит мало чем отличается 
от метода горизонтальных коррекций. При наличии у 
центрального тела атмосферы для ориентации аппарата 
по вектору орбитальной скорости могут быть использо-
ваны ионные датчики. 

7* 
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$ 6.4. ТРЕХИМПУЛЬСНЫЕ И ЧЕТЫРЕХИМПУЛЬСНЫЕ 
ПРОГРАММЫ ГОРИЗОНТАЛЬНЫХ КОРРЕКЦИЙ 

Если корректировать относительное движение в плос-
кости опорной орбиты, то для определения корректирую-
щих импульсов имеются четыре условия, которые нужно 
удовлетворить выбором параметров управления. В слу-
чае использования горизонтальных коррекций парамет-
рами управления являются моменты приложения импуль-
сов и их величины (с учетом знака). Таким образом, мож-
но рассматривать следующие четырехпараметрические 
программы горизонтальных коррекций, для определения 
которых конечные условия встречи являются достаточ-
ными. 

1. Двухимпульсные программы: начальный (конечный) 
импульс — горизонтальный, конечный (начальный) им-
пульс — произвольного направления. При заданном на-
чальном времени из достаточных условий определяются 
время сближения, величина (и знак) начального импульса 
и две составляющие конечного импульса. Подобные про-
граммы были рассмотрены в предыдущем параграфе. Если 
имеется возможность варьировать и начальное время, то 
горизонтальными могут быть и начальный и конечный 
импульсы. 

2. Трехимпульсные программы: два импульса — го-
ризонтальные, один импульс — произвольного направ-
ления. Все моменты приложения импульсов фиксированы 
и из достаточных условий определяются величины го-
ризонтальных импульсов и две составляющие импульса 
произвольного направления, который может приклады-
ваться и в начале, и в промежутке, и в конце маневра 
сближения. 

3. Трехимпульсные программы: все импульсы — го-
ризонтальные. Из достаточных условий определяются ве-
личины этих импульсов и момент приложения одного из 
них, два других момента коррекции должны быть заданы. 

4. Четырехимпульсные программы: все импульсы — 
горизонтальные и моменты их приложения фиксированы. 
Из достаточных условий определяются величины им-
пульсов. 

При определении многоимпульсных программ управ-
ления основную систему уравнений (6.1.2) удобно запи-
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(6.4.1) 

сать в явном виде. В случае использования констант втот 
рого рода уравнения для корректирующих импульсов в 
плоскости опорной орбиты выражаются следующим об-
разом: 

п 
ъ + V , 4 - [Зв^Ду*, + (2 - Зв,е,Х,) Ду*] = о, 

Vr 
1=1 
п 

i=1 L 

п 
с4 + + ^ ) c o s B i A y - v i — ^sin9iAi;M i]= 0, 

г-1 L 

п 
Сь + V 4 " К1 + ^i) sill es + cos 6iAz7l/£] = 0. 

fei V l 

Прежде всего покажем, что вместо одного начального 
или конечного импульса, отвечающего двухимпульсной 
схеме, можно использовать два горизонтальных импульса. 
Иначе говоря, один импульс произвольного направления 
может быть реализован двумя горизонтальными, разделен-
ными некоторым интервалом времени. 

Пусть с помощью горизонтальных импульсов Avxl 
и Дуд.2, прикладываемых в моменты времени tx и осу-
ществляется перевод управляемого аппарата на траекто-
рию сближения. Тогда уравнения для определения этих 
импульсов, а также составляющих конечного импульса 
Аихк и ДvyK следуют из уравнений (6.4.1), если положить 
в них Дгд VI = Ду,/2 — 0 и п ~ 3. При фиксированных 
моментах времени tu U и tu — t3 результирующая система 
является линейной и замкнутой относительно искомых 
параметров управления и может быть решена в конечном 
виде. Это решение, записанное аналогично (6.3.2), можно 
представить так: 

Ду.г1 = v\ (auCL + я12с2 4- аххС4 + а1ъсъ), 
Avx2 = ui (a2YcY + a22(T2 + a24c4 + a25c5), 

AvXK = vl (aKlCi + + «кА + я^а)» 

Д^к = vl (bl<icL + bK2e2 + &,<4c4 + &b.5ff5). 

(6.4.2) 
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Выражения для соответствующих коэффициентов двух 
линейных форм, определяющих горизонтальные импуль-
сы, симметричны и могут быть получены одни из других 
перестановкой индексов 1 и 2. Если ввести обозначения 

о{ = 3 (0К - 6 0 Я?, = 0К - 0 Ь 

ф = 02 — 0!, 
Obi = ( 1 + К) ( 1 + h) S i n ф[, 
Yi = Як [1 + Як — (1 + cos ф|], 
Р = ( 1 + XJ ( 1 + Х2) s i n ф — а г + а 2 , 

d - a272 — ajYi — 2p, 
то с учетом неизменности знака определителя d будем 
иметь 

1 1 
Яц = — — Та> ^12 = — [ ^ К (1 + Як) — 2(Х2 — 3@ь72], 

1 1 
021 = — Yb а 2 2 = — (1 + Хк) — 2а! — 30KYi], 

1 
a i 4 = — [а2Ян cos 0К + 2 ( 1 + Я2) sin 02 — 

— 2 (1 + ^K)sin0K + 3с0ку2], 

2̂4 = j - [сгДк cos 0К + 2 (1 + sin 0i — 
- 2 ( 1 + Я к ) 8 1 П 0 к + З с в к 7 1 ] , 

I 
а15 = — [а2Яи sin 0К — 2 (1 + Я2) cos 02 + 

+ 2 (1 + Як) cos 0К — 3s6ky2], 

а25 = — 4 " [<*iK sin 0Н - 2 ( 1 + X,) cos 0! + 

+ 2(1+ЯК)СО8 0 К - 3 * 0 К 7 1 ] . 
Выражения для коэффициентов линейных форм, опреде-
ляющих составляющие конечного импульса, имеют соот-
ветственно вид 

<*iu = (Y.-Yi>. = j 
= [о2Як (1 + Хх) cos ((1 — а ^ к (1 + Я2) cos ф2 — 

- 2 (1 + Ху) (1 + Х2) sin ф 30к (у2 - yi)]. 



§ 6.4J ПРОГРАММЫ ГО J ИЗОНТАЛЬНЫХ К О И ЕКЦИЙ 199 

bK-2 = 4"( f f2 a2 — ° l a l + 

a„4 = J- l(or2 — aj) К cos 9K + 2 (1 + %2) sin 02 — 

- 2 (1 + K) sin 0! + 3c9K (y, - Yi)l, 

b«4 = I - (1 + K) sinQ1 + <T! (1 + Я,,) sin 02 + 

+ (a. - <Ti) (1 + K) sin 0„ - 3c©Kp], 

aK5 = ^ [(a2 — ax) sin 0K + 2 (1 + XJ cos 81 — 

- 2 (1 + X2) cos 02 - 3s©K (V2 - Yi)]» 

6*6 = - j - [o2 (1 + Aa) cos 9i — ax (1 + X 2 ) cos 02 — 

- (a« - aO (1 + K) cos 9K + ЗявкР]. 

Расчетные формулы для определения трехимпульсных 
программ имеют такой же самый вид и в случаях, когда 
произвольное направление может иметь начальный и про-
межуточный импульс. 

Программа управления в варианте, когда с помощью 
горизонтальных коррекций осуществляется также и ко-
нечное торможение, определяется из уравнений (6.4.1) 
аналогичным образом. Если моменты времени, соответ-
ствующие тормозным коррекциям, обозначить через t3 и 

то коэффициенты линейных форм вида (6.4.2), опреде-
ляющих каждый из четырех горизонтальных импульсов 
Avxi, симметричны и могут быть получены одни из дру-
гих циклической перестановкой индексов 1, 2, 3, 4. В част-
ности, обозначая 

Oi = 3 6iXl = в{ — 0j, 
а и = (1 + h ) (1 + kj) sin 

Pij = (1 + j) sin 0j - (1 + h ) sin 0i, 

уij — (1 + X,) cos 6{ — (1 + Xj) cos 0j, 

d — <*4 («12 + «23 — «13) — <J3 («12 + «24 — «и) + 
+ a2 («43 + «13 — «и) — a l («43 + «23 — «2l)» 
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для первого импульса имеем 

«11 = -J- («34 + «23 — «24), 

«12 = -J- (0'2«34 + <*4«23 — Оз«24), 
\ 

«14 = — (^Рз4 + <̂ 4023 — ̂ 3^24), 

«15 = ( а ^ 3 4 + ^ 2 3 — ^3724)-

Следует отметить, что возможно увеличение расхода 
топлива вследствие замены начального импульса Ди0» 
который может иметь произвольное направление, двумя 
горизонтальными. Чтобы оценить это, для начальных ус-
ловий вида (6.3.6) и (6.3.7) были рассчитаны оптималь-
ные двухимпульсные программы и трехимпульсные про-
граммы с разными интервалами времени между горизон-
тальными коррекциями. Опорная орбита предполагалась 
эллиптической (е = 0,03) и начальный момент времени t0 
соответствовал прохождению через перицентр. Во всех 
вариантах конечное время tK полагалось равным оптималь-
ному времени встречи, найденному для двухимпульсной 
программы. Момент времени tx для первой горизонтальной 
коррекции совпадал с начальным моментом t0, а момент 
времени t2 для второй горизонтальной коррекции был 
сдвинут вперед на интервал At 0. Заметим, что воп-
росы, связанные с оптимизацией двухимпульсной про-
граммы, рассматриваются в главе 8. 

Качество оптимального двухимпульсного управления 
поясняется рис. 6.8 и 6.9, на которых показаны зависимос-
ти времени сближения Г, измеряемого в долях орбиталь-
ного периода Г0рб, и энергетических характеристик / 0 , 
/ к и J о + J к, приведенных к начальной дальности г0, 
от угла начального положения а 0 . Графики зависимости 
характеристической скорости J от интервала сдвига At 
для трехимпульёных программ даны для различных зна-
чений угла а 0 ца рис. 6.10. Из зависимостей следует, что 
существуют оптимальные значения интервала сдвига Д£0пт? 
которым соответствуют наименьшие значения характерис-
тической скорости. Изменение оптимального интервала 
сдвига Д̂ опт» имеющего порядок 0,1 от орбитального 
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периода 7'ol)(-M в зависимости от угла начального положения 
а 0 показано па рис. 6.11. Зависимость разности харак-
теристических скоростей, соответствующих трехимпульс-
иой и оптимальной двухимпульсной программам, от угла 
начального положения а 0 представлена на рис. 6.12. 
Здесь для трехимпульсных программ величина / 0 имеет 
смысл суммарного приращения скорости от горизонталь-
ных импульсов. 

Важно отметить, что энергетические характеристики 
трехимпульсных программ можно существенно улучшить, 
устанавливая оптимальные моменты времени для всех 
трех корректирующих импульсов. Тогда трехимпульсные 
программы оказываются более экономичными, чем опти-
мальные двухимпульсные программы, особенно при не 
очень коротких временах сближения. 

Рассмотренные выше трехимпульсные программы с од-
ним импульсом произвольного направления, а также 
четырехимпульсные программы отличаются тем, что все 
моменты коррекции предполагаются фиксированными и 
корректирующие импульсы определяются через началь-
ные условия линейными соотношениями. Для трехимпульс-
ных программ только с горизонтальными коррекциями 
необходимо в общем случае решение нелинейного урав-
нения. 

Ради простоты предположим, что опорная орбита яв-
ляется круговой. Тогда уравнения для определения трех-
импульсной программы горизонтальных коррекций на-
ходятся из (6.4.1): 

з 

з 

(6.4.3) 3 

г=1 
3 

J 
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Разрешив последние три уравнения относительно 
&vx2 и kvx3, получим 

а щь Г . . 

+ -у- (sill 03 — sin 02) 4 (cos 02 — cos 03)j , 

А " • I 

Avx2 = - j - С2зтфз1 4-

4- -Ц- (sin 03 — sin 0L) + (cos 6i — cos 03)j , 

Д^хз = \c2 sin q>21 + 

+ - j - (sin 02 — sin 0J + - j - (cos 0! — cos 02)j , 

(6.4.4) 

Qi — 0j, d sin ф32 4~ sin ф21 — sin ф31. (6.4.5) 
где 

Фи 
Подстановка этих выражений в первое уравнение (6.4.3) 
дает соотношение, связывающее три момента коррекции: 

(sin ф32 4- sin ф21 — sin ф31) + 

+ с2 (0! sin ф32 4- 03 sin ф21 — 02 sin ф31) 4-

4" [0i (sin 0з sin 02) 4- 0з (sin 02 — sin 0i) — 

— 02 (sin 03 — sin 0i)] 4- [0! (cos 02 — cos 03) + 

4- 03 (cos 0i — cos 02) — 03 (cos 0! — cos 03)] = 0. (6.4.6) 

Таким образом, определив из уравнения (6.4.6) один 
из моментов коррекции при двух других заданных, по 
уравнениям (6.4.4) можно вычислить значения всех трех 
горизонтальных импульсов. При этом два момента кор-
рекции могут выбираться произвольным образом, но 
так, чтобы результирующий определитель d, даваемый 
уравнениями (6.4.5), не был равен нулю. 

Если же величина d принимается равной нулю, про-
извольным образом не может быть выбран ни один из трех 
моментов коррекции. Нетрудно показать, что условию 
d = 0 соответствует выполнение условий 

02 — 0Х - Ьс, 03 — 02 = /л, (6.4.7) 
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где к и I — целые положительные числа. В этом случае 
определяющие уравнения (6.4.3) преобразуются к виду 

-у-*! + клАих2 + (к + l)nAvx3 = 0, 

2щу1 — vxl — Avxl — Avx2 — AvxS = О, 

Ух + [ ( - l)k ~ 1] A^-2 + [ ( - l)k+/ - 1] Avx3 = 0, 

u u l = 0, 
(6.4.8) 

где xly yx, vxl и uyl — параметры относительного дви-
жения непосредственно перед приложением импуль-
са Avxl. 

Отсюда следует, что начальный корректирующий им-
пульс прикладывается в перицентре или апоцентре относи-
тельной траектории, которым соответствует равенство нулю 
вертикальной составляющей относительной скорости. Со-
гласно (6.4.7) последующие импульсы также должны 
прикладываться в этих точках, отстоящих друг от друга 
на половину витка. При этом целые числа к и к + I не 
должны быть одновременно четными. Из-за ухудшения 
точности линеаризованных уравнений с ростом времени 
наибольший интерес для практики могут представлять 
только программы коррекции, которым отвечают наимень-
шие продолжительности сближения, т. е. к = I = I. В 
этом случае формулы для расчета импульсов, следующие 
из (6.4.8), имеют вид 

Avxl = со0 ^ + — vxlJ 

С точки зрения формулировки алгоритма управления 
выражения для второго корректирующего импульса Avx2 
желательно представить через текущие параметры отно-
сительного движения, которые будут иметь место непо-
средственно перед его приложением. Из общих интегралов 
уравнений околокругового относительного движения 
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Отсюда находим 

Зя Зл / п 4 \ -
S2 = — — J/2, = — — (%2 — — ^ J , 2/1 = ?2/ 
так что 

Таким образом, первые два корректирующих импуль-
са выражаются через текущие параметры движения од-
ной и той же формулой 

и должны приклддываться тогда, когда vy = 0. Очевид-
но, правила подобного рода могут использоваться и при 
наличии возмущений, отклоняющих траекторию сближе-
ния от расчетной. Заметим, что при отсутствии возмуще-
ний второй корректирующий импульс &vx2 приклады-
вается на линии х = соответствующей условиям 
гоманова перехода в линеаризованной форме [121]. 

Для иллюстрации экономичности трехимпульсных про-
грамм горизонтальных коррекций по сравнению с опти-
мальными двухимпульсными программами на рис. 6.13 
представлены графики зависимости характеристических 
скоростей от угла начального положения а 0 (J\ = 
= | Auxi | , i = 1, 2, 3). Начальные условия по скорости 
задавались в соответствии с уравнениями 

характеризующими переход между компланарными кру-
говыми орбитами. Из этих зависимостей следует, что трех-

Зл 

г>*о = -j-^оУо, vu0 = 0, 
3 
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импульсные программы (сплошная кривая) более эконо-
мичны, чем оптимальные двухимпульсные программы 
(пунктирная кривая). Однако для их реализации в общем 

Рис. 6.13. 

случае может потребоваться время ожидания до полу-
периода, что может привести к большому разлету аппара-
тов по дуге опорной орбиты. 

§ 6.5. ЗАКОНЫ АСИМПТОТИЧЕСКОГО ТОРМОЖЕНИЯ 

Как в двухимпульсных, так и в многоимпульсных 
схемах последний корректирующий импульс предназна-
чен для гашения относительной скорости до нуля в мо-
мент достижения цели. Однако из-за ограниченности тя-
ги двигателей маневрирования конечное торможение не 
может быть реализовано мгновенно. Для безопасности 
причаливания оно должно быть «растянуто» по времени и 
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организовано так, чтобы обеспечить у менынение величины 
относительной скорости одновременно с уменьшением 
дальности до цели. 

Для решения этой задачи можно выбрать в принципе 
два пути: переходить на небольших дальностях к методу 
параллельного наведения или, оставаясь в рамках метода 
свободных траекторий, использовать линейную зависи-
мость потребной скорости от дальности и эффект умень-
шения величины конечной скорости при увеличении 
расчетного времени сближения. 

Последний путь приводит к методам, которые могут 
быть названы методами асимптотического торможения 
152]. Для понимания основной идеи асимптотического тор-
можения рассмотрим метод затухающего перехвата, пред-
ложенный в работе [122]. 

Ради простоты ограничимся, как и в [122], случаем 
компланарного сближения с целью на круговой орбите, 
хотя основные принципы управления остаются справедли-
выми и в более общих случаях. Пусть Т — расчетное вре-
мя сближения, отсчитываемое от текущего момента вре-
мени t, и 

0 = (о0Г, d = 8 (1 — cos 0) — 30 sin 0. 

Тогда составляющие потребной и конечной скоростей оп-
ределятся через текущие координаты из уравнений 
(6.1.5), (6.1.11) и (6.1.12) в явном виде следующим об-
разом: 

± = _ [.г sin0 + 2у(1 — cos0 — d)], 

у = ~^-\2x(i — cos 0) + 2/(4 sin 0 — 30 cos 0)] 

и 
хк = — [ г sin 0 + 2у (1 — cos 0)], 

| (6.5.2) 
ук = ijL[2*(l _ cos 0 ) - ? / ( 4 sin 0 - 3 0 ) ] . J 

Обычно время Т вычисляется как время, оставшееся 
до встречи, т. е. 

Т - - (6.5.3) 

(6.5.1) 
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где значение расчетного момента встречи tK постоянно. 
Тогда, если в начальный момент времени tQ перевести уп-
равляемый аппарат на траекторию сближения, то (без 
учета ошибок) в каждый последующий момент времени 
t tо измеряемые действительные скорости будут сов-
падать с потребными скоростями, вычисляемыми по фор-
мулам (6.5.1). В результате корректировать дополнитель-
но траекторию оказывается не нужным вплоть до момента 
времени tK. При этом составляющие конечной скорости 
(6.5.2), которую необходимо погасить тормозным импуль-
сом, будут иметь одни и те же постоянные значения не-
зависимо от того, в какой точке траектории сближения 
они вычислены на момент времени tK. 

Чтобы уменьшить величипу конечной скорости сбли-
жения, нужно увеличить расчетное время сближения Т, 
входящее в формулы (6.5.1) и (6.5.2) через переменную 0, 
по сравнению со значением, даваемым уравнением (6.5.3). 
Предположим, что после некоторого времени полета по 
первоначальной траектории сближения реализована до-
полнительная коррекция, которая вычислена как раз-
ность между новой потребной скоростью, соответствую-
щей новому времени сближения, и действительной скоро-
стью. Тогда аппарат перейдет на другую траекторию 
сближения, для которой благодаря большей продолжи-
тельности полета конечная скорость должна быть меньше 
по величине, чем первоначально вычисленная. Увеличи-
вая число таких повторных коррекций, можно перейти 
в пределе к непрерывному управлению, обеспечивающему 
уменьшение конечной скорости до нуля. 

Пусть расчетное время сближения Т изменяется непре-
рывно согласно уравнению 

Т = tK - х/, 

где х — постоянный коэффициент сдвига времени. Пред-
положим, что текущее время t приближается к значению 
tjx и, следовательно, величина 0 стремится к нулю, так 
как 0 = (о0 ( £ к —nt) . Тогда, используя приближенное 
представление 

sin 9 ж Э , c o s 0 ^ 1 ^-02, 

уравнения (6.5.1) можно аппроксимировать следующим 



210 АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ УПРАВЛЕНИЯ [Гл. G 

образом: 

* = - 1 к - м + ««.У- •'/ - т+^г ~ 0)°'г" 

Из общего решения этих уравнений, имеющего вид 
г 

х = (Хф) * (Ci COS ф — С2 sin ф), 

у = (хф) * (сх sin ф + с2 cos ф), 

где ^ и с 2 — произвольные постоянные интегрирования и 

следует, что при ф 0 (1И t j y ) значения координат, 
скоростей и ускорений стремятся к нулю, если только 
0 < х < 1/2. Иными словами, конечное торможение, 
достигаемое за счет увеличения расчетного времени сбли-
жения, может быть реализовано за конечное время с по-
мощью ограниченной по величине тяги. 

К асимптотическим методам торможения, обеспечиваю-
щим последовательное уменьшение величины относитель-
ной скорости, можно отнести также метод координатно-
скоростных коррекций [4], суть которого состоит в сле-
дующем. Наряду с коррекциями, которые приводят к 
уменьшению до нуля составляющих конечного промаха 
(но не гасят конечной скорости) и определяются уравне-
ниями вида (6.1.4), используются коррекции, которые 
приводят к уменьшению до нуля конечной скорости (но не 
ликвидируют промаха) и определяются уравнениями ви-
да (6.1.6). Если выбором времени сближения Т свести к 
минимуму разность между векторами потребной скоро-
сти, соответствующими двум типам коррекций, то можно 
ожидать, что будет достигнуто уменьшение как промаха, 
так и конечной скорости. Прикладывая серию таких кор-
рекций, можно обеспечить выполнение условий встречи 
с требуемой точностью и по координатам и по скоростям. 

В работе [4] предлагается выбирать расчетное время 
сближения из условия совпадения потребных скоростей 
(6.1.5) и (6.1.7) только по направлению. Тогда коррекции 
конечной скорости будут сближающими только в случае 
круговых опорных орбит и то не при всех' начальных уело-
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виях. В связи с этим некоторый интерес может представ-
лять нахождение других аналогичных условий, которые 
обеспечивали бы асимптотическое торможение и в более 
общих случаях. Например, можно исследовать условие 
совмещения направлений потребных скоростей, когда в 
качестве их составляющих используются не производные 
от координат х и у, как в работе [4|, а разности абсолют-
ных скоростей, определяемые согласно (5.1.5). Можно 
также использовать условие минимума среднеквадратич-
ной разности между составляющими векторов двух потреб-
ных скоростей и т. п. Однако нетрудно видеть, что такие 
условия выбора времени сближения для координатно-
скоростных коррекций могут не всегда обеспечивать же-
лаемый эффект уменьшения относительной скорости одно-
временно с уменьшением дальности до цели и поэтому 
имеют ограниченную область применения. 

Более надежным подходом к организации асимптоти-
ческого торможения, обобщающим метод затухающего 
перехвата, является подход, при котором потребные ско-
рости сближения задаются в виде линейных зависимостей 
от текущих координат 

х = апх ai2y, 

у = а21х + а22у, 

z = a33z. 

При этом коэффициенты a о п р е д е л я ю щ и е характеристи-
ки переходного процесса, могут быть переменными, как 
в методе затухающего перехвата, либо постоянными и 
удовлетворять критериям устойчивости замкнутой линей-
ной системы управления. 

Один из возможных вариантов выбора коэффициентов 
а и дают уравнения для потребной скорости (6.5.1), в ко-
торых расчетное время сближения Т (0) считается пос-
тоянным независимо от времени, истекшего с начала 
торможения. При таком выборе условия устойчивости 
выполняются при любых значениях Г, кроме некоторых 
особых значений. Следовательно, время Т можно считать 
свободным параметром и использовать его выбор для мини-
мизации потребного расхода топлива в зависимости от 
начальных условий. 
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Другой выбор коэффициентов a i } могут давать выра-
жения для потребной скорости, соответствующей коррек-
циям конечной скорости и определяемой уравнениями 
вида (6.1.7). 

Следует отметить, что законы асимптотического тормо-
жения, учитывающие разностное гравитационное уско-
рение, можно считать обобщением экспоненциальных за-
конов управления [81, 113], которые этого ускорения не 
учитывают и в орбитальной системе координат записы-
ваются в виде 

я* = b^ + b2x, 
аи = Ьгу + Ь2у, 
аг = bLz b2z, 

где bx — коэффициент, определяющий затухание пере-
ходного процесса; Ъ2 — коэффициент, определяющий ве-
личину потребного ускорения от тяги; ах, аи и аг — сос-
тавляющие этого ускорения. 

§ 6.6. О РЕАЛИЗАЦИИ 
МЕТОДА СВОБОДНЫХ ТРАЕКТОРИЙ 
В ВИЗИРНОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ 

При использовании метода свободных траекторий оп-
ределение корректирующих импульсов и прогнозирование 
параметров относительного движения наиболее удобно 
производить в орбитальной системе координат, связанной 
с одним из сближаемых аппаратов. Поэтому часто пред-
полагается, что на борту управляемого аппарата эта 
система построена и применяется не только для вычисле-
ний, но и для ориентации аппарата при измерениях пара-
метров относительного движения и исполнении расчетных 
коррекций скорости. 

Обычно орбитальная система координат строится в по-
лете с помощью специальных датчиков [62, 66]. При этом 
наиболее простой и распространенной является их жест-
кая установка на корпусе аппарата. В этом случае осями 
орбитального базиса будут оси, связанные с корпусом, 
при условии, что аппарат ориентирован в этой системе 
с требуемой точностью по всем трем каналам (рыскание, 
тангаж, крен). С другой стороны, при измерениях парамет-
ров относительного движения аппарат должен быть 
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ориентирован в направлении на цель той своей осью, по 
которой установлена антенна радиолокатора наведения. 
Следовательно, в периоды построения орбитальной систе-
мы координат может происходить потеря цели, а в периоды 
измерений — потеря орбитальной ориентации. 

Это противоречие можно разрешить, если осуществить 
ориентацию аппарата в орбитальной системе один раз, 
запомнить это положение относительно инерциальных или 
связанных с корпусом осей в качестве начального и да-
лее определять текущее положение этой системы посред-
ством вычислений [17], корректируя периодически расче-
ты по показаниям Датчиков. Однако процесс выставки 
датчиков при построении и коррекции орбитальной систе-
мы координат является сравнительно длительным и мо-
жет занимать заметные доли витка. Такие продолжитель-
ности переходных процессов могут оказаться для управ-
ления сближением совершенно недопустимыми, так как 
они будут приводить к разлету аппаратов и к задержкам 
в расчете и исполнении коррекций относительного дви-
жения, вызывающим существенный перерасход топлива. 

Другое техническое решение проблемы дает установка 
датчиков орбитальной системы координат или следящей 
антенны радиолокатора на основании, подвижном относи-
тельно корпуса аппарата. Однако подобный путь связан 
с большими конструктивными трудностями и усложняет 
общую компоновку аппарата. Поэтому представляет ин-
терес найти возможности реализации метода свободных 
траекторий непосредственно в визирной системе коорди-
нат и только на основе информации о параметрах относи-
тельного движения, получаемых измерениями в этой сис-
теме [33]. 

Пусть продольная ось управляемого аппарата хх, 
вдоль которой направлена антенна радиолокатора, ориен-
тируется непрерывно на цель. При этом положение по-
перечных его осей х2 и х3 не устанавливается определен-
ным, т. е. ориентация аппарата по крену может быть совер-
шенно произвольной, лишь бы не была слишком большой 
скорость вращения по крену. Ограничение этой скорости 
необходимо для того, чтобы ослабить влияние перекрест-
ных гироскопических связей при стабилизации продоль-
ной оси аппарата по линии визирования по каналам рыска-
ния и тангажа. 
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Положение орбитальной системы координат xyz отно-
сительно связанной с корпусом визирной системы 
координат ххх2х3 будем определять матрицей направляю-
щих косинусов, изменение которых во времени описы-
вается кинематическими уравнениями (3.1.8). Будем счи-
тать, что орбитальная система координат определена, если 
матрица направляющих косинусов известна в каждый 
момент времени. 

Предположим, что при визировании цели измеряются 
следующие параметры: дальность до цели г, скорость из-
менения дальности г, составляющие угловой скорости ли-
нии визирования о)3 и (о2 и скорость вращения аппарата 
по крену (Dp Кроме того, при последовательных измере-
ниях путем соответствующей их обработки определяются 
также значения производных г, г, (Ь3, oj3, w2, oi)2 и (Dp 

Пусть составляющие корректирующего импульса в 
орбитальной системе координат вычисляются через те-
кущие параметры относительного движения в соответствии 
с уравнениями 

где коэффициенты a t j , зависящие от времени коррекции, 
времени сближения и параметров опорной орбиты, опре-
деляются из соотношений вида (6.1.9). 

Проектируя вектор корректирующего импульса на оси 
визирной системы координат, будем иметь 

где , mi, nt (i = 1, 2,3) —направляющие косинусы 
осей визирной системы координат хгх2х3 относительно 
осей орбитальной системы координат xyz. 

Выразим координаты х, у, ь через дальность г и направ-
ляющие косинусы: 

Дифференцируя (6.6.3), с помощью кинематических соот-

Аих = апх + tf'i2 У — 
Avu = a2Vr I- а.22у — //, 
Avz = o3:iZ — i , 

(6.6.1) 

(6.6.2) 

я = l±r, у = mxr, z (6.6.3) 
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ношений (3.1.8) находим 
X = 1хг (Z2'o3 — /3'о2 + m t6)r, 
if = (/w2'o3 — 7w3'o2 — ^A) r, 
£ = -f (M2O)3 — ra3co2). 

(6.6.4) 

Подстановка (6.6.3) и (6.6.4) в (6.6.1) с последующей 
подстановкой в (6.6.2) после несложных преобразований 
дает 

= v l r — Г* = V2r — <*3Г1 h v 3 = V3r + С02Г, 
где 

Vi = anZi + a22mi + «33^1 + («12 + «21) km 1, 

v2 = «11^2 + а>22т1т2 + а>злЩЩ + 

Отсюда следует, что в визирной системе координат 
корректирующий импульс выражается через непосредст-
венно измеряемые параметры движения, причем потреб-
ная скорость линейно уменьшается с уменьшением даль-
ности. Однако коэффициенты пропорциональности, задаю-
щие функцию потребной скорости от дальности, неизвестны 
до тех пор, пока не будет определено положение орбиталь-
ной системы координат относительно визирной системы. 

Линеаризованные уравнения относительного движения 
в визирной системе координат имеют вид (3.1.4). Зная те-
кущие значения параметров г, со19 о)2 и со3 и их производ-
ных, из этих уравнений для случая круговой опорной ор-
биты (\iR~3 = (Do) можно вычислить следующие величины 
(при ах = а2 = а3 = 0): 

+ ai2miZ2 + а211лт2 + 
v3 = a n l i l 3 + a22mim3 + аззгс^з + 

+ ai2miZ3 + а2 ihm3 — 

(6.6.5) 
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а : 2 т х т х = — -
6 \ 

Р = 1щт2 + т2т i — 

0)30)л + C02C02 
Г Ч 

1 / 0)3 . о Г(03 , 0
 r r — 'r1^ I 0)|(02 + (ОоСО, \ 

^ \ со; гсо- r-tf со; / 

t = mi™'3 + rn^nh -

•0)2 + COiWj --I СОзСО! \ 

По этим величинам, используя снова кинематические соот-
ношения (3.1.8), нетрудно определить 

mv == + |/"а, /i — + 

= ± - 7 = » h = i t 

(озр — (D>Y — а + аа/2а 
o)0 / а 

(0]у — со,,а — P 4- Pa/2a 
/ a со, Va 

, V / , co,a — coTP — V + Y«/2a 
У a co0 У a 

(6.6.6) 

Таким образом, направляющие косинусы осей х и у 
орбитальной системы координат определены, если а Ф 0. 
Направляющие косинусы оси z легко определяются из 
условий ортогональности матрицы направляющих коси-
нусов: 

пх = 12т з — 13т 2, 

п2 — /Здгг1 — 

= lxm2 — l 2m v 

Как видно из полученных формул, направления осей х 
и у определяются из уравнений относительного движения 
в визирной системе координат лишь с точностью до знака. 
Такая неопределенность является следствием центральной 
симметрии относительного движения, и без дополнитель-
ной информации раскрыть ее невозможно. Однако при 
управлении сближением это не имеет существенного зна-
чения, так как в расчетные формулы (6.6.5) направляющие 
косинусы этих осей входят лишь в виде попарных произ-
ведений. 
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Следует отметить, что исходная информация является 
избыточной. Это видно из того, что по ней вычислены все 
шесть направляющих косинусов, между которыми имеют-
ся три дополнительных условия ортонормированности: 

т\ + т\ + ттг'з = 
т ^ г + m2Z2 + m3l3 = 0, (6.6.7) 

ll + % + % = 1., 
Первое из этих условий дает 

а = а 2 + р2 + у2. (6.6.8) 
При соблюдении равенства (6.6.8) второе условие (6.6.7) 

будет выполняться тождественно, т. е. единичные векторы 
осей х н у , получаемые из измерений, будут ортогональ-
ными. 

Из третьего условия следует 

сооа = ((озр — «2у — а + + 
+ (col7 - со3а - р + + (о>2а — а>лР — t + • (6.6.9) 

Таким образом, избыточность информации можно ис-
пользовать для того, чтобы при наличии ошибок измере-
ний вычисленные векторы были единичными и взаимно 
ортогональными. Для этого, используя соотношения 
(6.6.8) и (6.6.9), расчетные формулы (6.6.6) преобразуем 
к следующей эквивалентной форме: 

а , СОдр — CD.2Y — а + ag/f 
mi = —r=. , iy = УГ' 1 П 

P , (OiV — 0)3g— P + P SH 
m * - y f > Yt ' 

V / (02g — 0jLp — Y + ygl) 
= ~YT' 3 = УТ ' 

где знаки ± опущены и использованы обозначения 

/ = а 2 + р2 + у2, g = <ш + РР + YY> 
h = (созР - щу - а + ^-J + (<olT - 0)3а - р + + 

+ ^со2а — WiP — Y + -у Y£ 
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В особом случае а = 0, который соответствует поло-
жению управляемого аппарата на орбите цели или на нор-
мали к плоскости ее орбиты, аналогичным путем можно 
получить 

П / co3ft - со,у - ф + У1) 
171! = и, Li = а : , 

co0]/^ + Y2 

т2 = —-J===, Z2 = m3 V \ — 

Vfr + y* 

mz = a
 y , /3 = — m2 Vl — £ 

F P2 + v2 

Точность определения орбитальной системы координат 
по измерениям параметров относительного движения в ви-
зирной системе координат зависит от точности принятой 
модели относительного движения, аппаратурных ошибок 
измерений, ошибок ориентации и погрешностей определе-
ния производных в результате обработки измерительной 
информации. 

Методические ошибки можно свести к минимуму, выб-
рав более точную модель относительного движения, чем 
линейная модель с круговой опорной орбитой, принятая 
выше лишь для упрощения выкладок и более ясного объяс-
нения основных положений метода. Предлагаемый ме-
тод нетрудно обобщить и на существенно некруговые опор-
ные орбиты. Однако если для околокруговых движений до-
статочно иметь на борту информацию лишь о средней уг-
ловой орбитальной скорости со0 на номинальной орбите, 
относительно которой производится линеаризация раз-
ностного гравитационного ускорения, то для некруговых 
орбит необходимо знать три элемента, определяющих 
опорную орбиту в ее плоскости. 

Несколько более сложно определять орбитальную 
систему координат исходя из точных уравнений относи-
тельного движения (3.1.3), поскольку величина шл входит 
в них существенно нелинейно. Поэтому для ее вычисления 
необходимо прибегать к итерациям, используя в качестве 
начального приближения значение, даваемое линеаризо-
ванными уравнениями. 

Влияние ошибок измерений на точность определения 
орбитальной системы координат можно значительно 



§ 6.7] УПРАВЛЕНИЕ НА ОСНОВЕ ТОЧНЫХ УРАВНЕНИЙ 219 

уменьшить, применяя статистические методы обработки 
информации. При этом одновременно с определением тре-
буемых направляющих косинусов могут уточняться так-
же необходимые элементы опорной орбиты, неточность 
знания которых эквивалентна до некоторой степени ошиб-
кам измерений. 

Что касается ошибок ориентации, то их влияние за-
висит от приборной реализации системы управления. Мож-
но, например, уменьшить это влияние, если развязать дви-
жение антенны радиолокатора при слежении за целью 
от углового движения корпуса аппарата и определять 
орбитальную систему координат относительно осей, свя-
занных с антенной. 

Численные оценки показывают, что при ошибках из-
мерений, типичных для современных радиолокационных 
средств, точность определения орбитальной системы коор-
динат по измерениям параметров относительного дви-
жения (при соответствующей их обработке) сравнима с 
точностью построения этой системы с помощью специаль-
ных датчиков. 

Если на борту имеется инерциальная система коорди-
нат, то орбитальный базис может быть определен и относи-
тельно этой системы отсчета. При этом вместо дифферен-
циальных можно использовать интегральные уравнения 
относительного движения аналогично тому, как это де-
лается в работе [61]. 

§ 6.7. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОРРЕКТИРУЮЩИХ ИМПУЛЬСОВ 
НА ОСНОВЕ РЕШЕНИИ ТОЧНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ОТНОСИТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 

В предыдущих параграфах были рассмотрены прибли-
женные методы определения корректирующих импульсов 
в задаче сближения, основанные на использовании ана-
литических решений линеаризованных уравнений относи-
тельного движения и имеющие вследствие этого ограни-
ченную область применения. Более точные и общие методы 
расчета корректирующих импульсов можно строить ис-
ходя из аналитического решения точных уравнений отно-
сительного движения (см. § 5.6). Ниже излагается один 
из таких методов, предполагающий использование двух-
импульсной схемы маневра сближения. Этот метод, 
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выведенный в работе [34], имеет много общего с методами 
решения задачи Ламберта в абсолютной системе коорди-
нат, но отличается от них меньшей чувствительностью к 
ошибкам округления. 

Как и при решении двухимпульсной задачи управле-
ния в других формулировках, будем предполагать, что 
моменты приложения t0 и tl{ начального и конечного им-
пульсов фиксированы. При этом моменту времени t0 
соответствует значение угла перехода по опорной ор-
бите 8 = 0, а моменту времени tu — известное значение В. 

Прежде всего покажем, что, как и при решении задачи 
в абсолютной системе координат, все неизвестные парамет-
ры, определяющие траекторию сближения и, следователь-
но, корректирующие импульсы, можно выразить через 
какой-либо один параметр. При использовании решения 
уравнений относительного движения в форме (5.6.1) или 
(5.6.7) наиболее простые расчетные формулы получаются, 
если за основную неизвестную принять константу с2, 
которая представляет собой приведенную разность пос-
тоянных площадей двух орбит в проекции на нормаль к 
плоскости орбиты сближения. 

При выводе расчетных формул будем исходить из ус-
ловий перехвата 

х (*к) = У (tK) = z (tK) = 0. 

В соответствии с этим приравняем нулю конечные значе-
ния координат, которые определяются из уравнений (5.6.7) 
для t = tK и соответствующего значения угла перехода 
0ц. В результате получим 

Ч> = б ц , ( 6 . 7 . 1 ) 

Л1( = 1 + с4 cos вц - с5 sin 6ц = , ( ' к . Ц, (6.7.2) 
1 + «5 + с; 

с3 cos Эц + с6 sin О,, — 0. (6.7.3) 

Из последнего уравнения нетрудно установить, что 

с3 = — Ь s i n 0 ц , св = Ь c o s 0 ц , ( 6 . 7 . 4 ) 
где 

Ь = ± + cl 
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Подставив теперь соотношения (6.7.4) в выражения для 
постоянных с3 и с6 (5.6.2), найдем 

где для сокращения записи введены обозначения 

Таким образом, величина b и, следовательно, постоянные 
с3 и с6 полностью определены, а составляющая потребной 
начальной скорости перехода по оси z выражена через 
составляющие потребной скорости по осям х и у. 

Чтобы определить составляющие начальной потреб-
ной скорости перехода хг0 и уто* подставим выражения для 
постоянных сх и сь через начальные условия из уравнений 
(5.6.2) в уравнение (6.7.2) и используем явное выражение 
для постоянной с2 через эти же условия. В результате по-
лучим линейные алгебраические уравнения относительно 
неизвестных хТ о и ут0. Решение этих уравнений, допол-
ненное преобразованным выражением для £г0» имеет вид 

Rc = (Доц + у о) cos 0ц — х0 sin 0, 

= (Дон + Уо) sin 0ц + хо cos 0, 

•Г То = 

Уто = 
и> Р (Доц + Уо) + ''a c o s ец Кп _ И (6.7.5) 

27-0 = V- Pfo 
(1 Я. • 

Здесь 

Ц (1 + Ь2) 
где 

«оа = / . ' о " + («СЩ + г/о)2 + 4 • 
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В соответствии с этим выражения для постоянных сх 
и съ преобразуются к виду 

с* = "7Г ~~ s i n 0Ц ~~ ,T°Yl' 
\ 

cb = -]f [(Рл — Лол) cos е1( н- (liwl + Уо) у]. 
S 

Теперь можно получить выражения для составляю-
щих конечной скорости перехода. Для этого при t = tK 
преобразуем выражения для х, у и z, даваемые уравнения-
ми (5.6.7), в соответствии с условиями (6.7.1) —(6.7.3) и 
(6.7.5). В результате получим 

. __ \i Ь! — с2 « 

У к -

2к = 

II Ра- Е0Л + ЯСУ 
+ Kl{ (1 +cs)Ra п 

И (1 4- Со) 
А'ц(1 + И 7Г ^к.Д-

(6.7.6) 

Итак, единственной неизвестной величиной, через ко-
торую выражены все остальные, является значение пос-
тоянной с2. Эта постоянная определяется из разностного 
уравнения Кеплера, соответствующего траектории сбли-
жения. 

Решить уравнение Кеплера относительно неизвестной 
с2 можно с помощью следующего алгоритма. 

Сначала определяется значение угла перехода 6Л, со-
ответствующее орбите сближения, согласно уравнениям 
(4.3.5). 

Через относительные координаты эти уравнения запи-
сываются в виде 

R 
cos еа = 7Г

£-, sill 0а = sign (Rs) О а 
I ^ 

R» 

Затем выбирается некоторое начальное приближение для 
с2, например с2 = 0, и для этого значения вычисляются 
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значения параметров орбиты сближения: 
__ ЛГ*(1+са)» _ 

р (1 + Ь2) ' С а - У?оа" 

== V c l + S^ Х,к.а = 1 + COS 0а — Sa Sin 0а. 
Далее, в зависимости] от значения эксцентриситета 

орбиты сближения еА вычисления ведутся по следующим 
формулам: 

при еа < 1: 

Г „ R V * - 4 „ Я , ^ = Г э Ро = , , г , Оо = —— , 0Г0 = O0sa, 

COS Д = 1 — Ро 

sin Д = б0 

а 
1 — cos 0а 

V a 
(1+са) sin 0а — sa (1 — cos 9а) 

V a 
fx = sin Д, /2 = 1 — cos Д, /з = Д — sin Д; 

при £?а = 1: 

L = Ра, Ро = ГПГГ ' = 

д -

1 + са ' ^ + са ' 
(1 + ся) sin еа — 8Я (1 — cos 0а) 

d + c a ) V a 
Д = Д, /2 = 4" Д 2 » /з = 4 - А 3 : 

при <?а > 1: 

Л П Л ^ ^ „ А , 

1 — соз О, 
с ь д = 1 + р0 - т ^ ' 

sh д = б0 ^ + - a ) s i n e - , a ( i - c o s e a ) ^ 
к.а 

= sh Д, /2 = ch Д — 1, /з = sh Д — Д. 
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После этого определяется расчетное время сближения 

Если это время отличается от заданного времени Т = 
= — t0

 в пределах требуемой точности решения, то 
задача решена. В противном случае вычисляется поправ-
ка к приближенному значению с2 по методу Ньютона 
согласно формуле 

где производная dT{Jdc2 определяется численным диф-
ференцированием. 

После нахождения значения с2 составляющие началь-
ной потребной скорости и конечной скорости перехода 
вычисляются непосредственно по уравнениям (6.7.5) и 
(6.7.6). В результате определяются составляющие началь-
ного импульса скорости 

где начальные значения производных от координат х0, 
z/0, z0 считаются известными, и величина конечного им-
пульса 

Необходимо отметить, что в приведенном выше реше-
нии при небольших относительных отклонениях некоторые 
члены представляют собой разности почти одинаковых ве-
личин, так что при численных расчетах может происхо-
дить потеря точности вычислений. Однако в отличие от 
решения двухимпульсной задачи управления в абсолют-
ной системе координат эта трудность может быть устра-
нена, ибо соответствующие разности легко преобразовать 
к форме, нечувствительной к ошибкам округления [34]. 

Avx0 = хТо — х0, 

Д^/о = У то — УОУ 
Avz0 = zT0 — i 0 , 

/ к = 1/ 4 + yl + zl 



Г Л А В А 7 

РЕШЕНИЕ ДВУХИМПУЛЬСНОЙ ЗАДАЧИ 
УПРАВЛЕНИЯ НА ОСНОВЕ ЧИСЛЕННОГО 

ИНТЕГРИРОВАНИЯ УРАВНЕНИЙ 
ОТНОСИТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 

§ 7.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Работа алгоритма управления сближением космиче-
ских аппаратов по методу свободных траекторий независи-
мо от того, является ли программа коррекций рассчитан-
ной заранее или определяемой на борту, распадается на 
следующие этапы: 

измерения и обработка измерений; 
расчет корректирующего импульса; 
выдача команд на реализацию вычисленного им-

пульса. 
Указанный цикл повторяется для всех коррекций. 

Рассмотрим итерационный метод расчета отдельного 
корректирующего импульса, представляющий собой по 
существу метод Ньютона решения краевой задачи и вклю-
чающий в себя: 

прогноз конечных параметров (координат) управляе-
мого аппарата на момент его встречи с целью; 

определение невязок конечных параметров и расчет 
частных производных от промахов по составляющим на-
чальной скорости; 

расчет поправок начальной потребной скорости; 
повторение вычислений по предыдущим пунктам до 

тех пор, пока не будет достигнута требуемая точ-
ность. 

Наиболее трудоемким из указанных вычислений яв-
ляется прогноз конечных параметров. Этот прогноз осу-
ществляется путем численного интегрирования системы 
дифференциальных уравнений относительного движения в 
орбитальной системе координат (5.1.3). Для простоты 
будем рассматривать плоское движение. В этом случае 

8 ю . А. Ермилов и др. 
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уравнения движения имеют вид 

\ix 
+ ах 

(7.1.1) 

Т 7 7 № ^ /,« А + а«-

Требуется проинтегрировать систему уравнения (7.1.1) 
при начальных условиях 

У (U) = У оч У (to) = У о 

и оценить условия в конечный момент времени tK1 т. е. 
определить х (tK), у (£к), х (fK), у (tк). 

Полагая величину методической погрешности интегри-
рования известной, примем следующие основные крите-
рии для анализа и выбора метода численного интегриро-
вания: 

потребный объем постоянной и оперативной памяти 
для реализации метода в БЦВМ; 

вычислительное время, необходимое для прогноза ко-
нечных параметров движения. 

Для определения корректирующего импульса необ-
ходимо решение следующей краевой задачи. Для заданных 
начальных условий по положению х (t0) = х0, у (t0) = у0 
найти такие составляющие начальной потребной скорости 
я + 0) = ^о» у (t0 + 0) = j)o, которые обеспечивали 
бы выполнение условий х (tl{) = у (tK) = 0. Разность 
между потребной и заданной начальными скоростями дает 
составляющие корректирующего импульса 

Ах о Xq XQ , ДУо = У о — Уо-
При использовании метода Ньютона решение этой 

краевой задачи сводится к последовательности численного 
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решения задачи Коши, связанной с уточнением начальной 
потребной скорости в зависимости от невязок конеч-
ных координат. В этом случае выбор алгоритма расчета 
корректирующего импульса состоит по существу в выборе 
численного метода решения задачи Коши для системы 
(7.1.1). При численном интегрировании удобнее исполь-
зовать безразмерную форму этих уравнений: 

1 
= — 2е\у] — (х0 — к) XI + с^, 

v; = - + 
I 

+ 2еЦ — (х0 — X)\r\ + 1 — х0 + JT- сц, 

х0 = [1 + 2Хц + + 
где X = 1 + е cos Ф, е = е sin й, a г), v?, — без-
размерные относительные координаты и составляющие 
относительной скорости. В дальнейшем речь будет идти 
об интегрировании именно этой системы дифференциаль-
ных уравнений относительного движения. 

§ 7.2. ПРЕДЕЛЫ ПРИМЕНЕНИЯ УПРОЩЕННЫХ 
АЛГОРИТМОВ РАСЧЕТА КОРРЕКТИРУЮЩИХ ИМПУЛЬСОВ 

Как следует из предыдущей главы, простое аналити-
ческое решение поставленной краевой задачи для системы 
(7.1.1) или (7.1.2) возможно лишь при существенных упро-
щениях. А именно, конечные выражения для потребной 
скорости можно получить исходя из приближенных урав-
нений относительного движения с учетом членов первого 
или второго порядка малости в разложении разностногогра-
витационного ускорения. Такие алгоритмы определениякор-
ректирующих имоульсов, справедливые только при ма-
лых расстояниях между сближаемыми космическими ап-
паратами по сравнению с их расстоянием до центра притя-
жения, обладают, кроме того, приемлемой точностью лишь 
при небольших расчетных временах сближения из-за 
наличия вековых членов в решениях исходных прибли-
женных уравнений относительного движения. 

(7.1.2) 

8* 
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Подробный анализ методических ошибок упрощенных 
алгоритмов будет дан в главе 9. Здесь же, в § 7.2, будет 
только продемонстрирована их ограниченная примени-
мость на типичных примерах. Конкретно рассматриваются 
три алгоритма; 

основанный на линеаризованных уравнениях относи-
тельного движения в предположении круговой опорной 
орбиты; 

основанный на линеаризованных уравнениях относи-
тельного движения в предположении существенно не-
круговой опорной орбиты; 

основанный на приближенных уравнениях относитель-
ного движения, учитывающих члены второго порядка ма-
лости, в предположении эллиптической опорной орбиты 
малого эксцентриситета. 

Методические погрешности упрощенных алгоритмов 
расчета корректирующих импульсов удобно характеризо-
вать величиной конечного промаха, накапливающегося к 
расчетному моменту встречи. При заданных начальных 
условиях по положению эту ошибку нетрудно определить 
с помощью численного интегрирования уравнений отно-
сительного движения, используя в качестве начальных 
условий по скорости составляющие потребной скорости, 
найденные по соответствующему упрощенному алгоритму. 

Методические ошибки, связанные с упрощением расче-
та корректирующих импульсов и приводящие к конечно-
му промаху, исследовались на примере решения задачи 
сближения с целью на эллиптической орбите, имеющей 
эксцентриситет е ж 0,03, при начальной относительной 
дальности г0 = 0,11. Зависимость конечного промаха 
Дг от угла перехода 0 по орбите цели, эквивалентного за-
данному времени сближения, представлена на рис. 7.1. 
Кривые 1,2,3 отвечают соответственно линейной модели 
с круговой опорной орбитой, линейной модели с эллипти-
ческой опорной орбитой и квадратичной модели относи-
тельного движения, положенным в основу упрощенных 
алгоритмов расчета корректирующих импульсов. 

Примем, что величина допустимого конечного промаха 
составляет 1% от начальной дальности (на рис. 7.1 эта 
величина отмечена пунктирной линией). Тогда можно 
видеть, что даже при длительностях маневра, которым соот-
ветствуют значения 0 < 80°, методические погрешности 
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всех алгоритмов превышают допустимый промах. Анало-
гичный характер изменения методических ошибок имеет 
место и при других условиях сближения, причем ошибки 
возрастают с увеличением эксцентриситета орбиты цели 
и начальной дальности. Поэтому в общем случае следует 
использовать более точны^ 
алгоритмы расчета коррек- Лг 
тирующих импульсов и, в 
частности, алгоритм, осно- 1,5-Ю~2 

ванный на решении крае-
вой [задачи итерационным 
методом Ньютона и под-
робно рассматриваемый в 1П-г 
\ 8.5. 10 

Очевидно, что для реа-
лизации подобных алго-
ритмов прогноза необходи-
ма память для записи ме- 115-Ю2 

тода интегрирования и 
правых частей исходных 
дифференциальных урав-
нений. Ввиду того, что в 
системах команд некото- О. 55 755 275 355 
рых БЦВМ может отсутст-
вовать операция извлече- Р и с 7 ^ 
ния корня, правые части 
уравнений необходимо пре-
образовывать к соответствующему виду. При оценке пот-
ребной памяти будем основываться на уравнениях дви-
жения в форме (7.1.2) и предполагать использование ме-
тодов интегрирования Рунге — Кутта, применяемых обыч-
но при численном решении задачи Коши. 

Предположим, что на борту управляемого аппарата 
установлена БЦВМ, в которой машинное слово имеет де-
вятнадцать значащих разрядов. Тогда из предваритель-
ного анализа изменения значений переменных следует, что 
вычисления в БЦВМ достаточно проводить с одинарной 
разрядностью. Для реализации алгоритма прогноза необ-
ходимо 180—220 команд, из них 150 команд используются 
для записи правых частей дифференциальных уравнений. 
Если система команд БЦВМ содержит операцию извлече-
ния корня, то потребное число команд уменьшается на 
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25—30. Для записи метода интегрирования Рунге — 
Кутта второго, третьего и четвертого порядков требуется 
соответственно 30, 50 и 70 команд. Необходимое количест-
во ячеек оперативной памяти, используемых при реализа-
ции метода интегрирования, зависит от распределения вы-
числений, связанных с прогнозом, по тактам работы 
БЦВМ. Если все вычисления производятся в одном такте, 
то требуется около десяти ячеек оперативной памяти. 

§ 7.3. ОБЗОР ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

Численное решение задачи Коши для системы т обык-
новенных дифференциальных уравнений первого порядка 

У\ = ft (t, У и У 2 • ч Ут)у 

Уг (0) = Уш 1 = li 2 ,. . ., т 
без ограничений, налагаемых на вид правых частей fh 
и без использования производных более высоких порядков 
осуществляется с помощью методов интегрирования об-
щего назначения. Имеется значительное количество работ, 
посвященных рассмотрению различных аспектов числен-
ного решения задачи Коши. В данном параграфе рассмат-
риваются развитие некоторых идей в этой области и воз-
можности их применения к решению задачи сближения 
космических аппаратов. Все алгоритмы оцениваются с 
точки зрения их применимости в БЦВМ. 

Для описания численных методов интегрирования и 
анализа их свойств удобно использовать приведенную в [54] 
классификацию, согласно которой методы интегрирования 
разделяются на одноточечные, многоточечные, смешанные, 
двусторонние и рекуррентные. 

Одноточечные методы для вычисления очередного зна-
чения функции используют только одно значение функции 
в предыдущей точке интегральной кривой, и на каждом 
шаге правая часть дифференциального уравнения вычис-
ляется несколько (/) раз. Так, в методе Эйлера 

Уп+i = Уп + hy'n, 
где h — шаг интегрирования, правая часть дифференци-
ального уравнения вычисляется один раз (у = 1). Для 
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метода Рунге — Кутта третьего порядка 
кх = hf (tn, уп), 

/,:а = hf (tn + у- h, уп + 4" ' 

/,-3 =-. hf [tn + fe, уп + -^2) , 

I 2 I I 1 7 I 4 L yn+! = Уп + — A-1 + -3- A'a + -g-

правая часть вычисляется три раза (у = 3). 
Многоточечные методы для продвижения вперед по 

интегральной кривой учитывают значения функции и ее 
производной в нескольких предыдущих точках. На-
пример, в методе, имеющем структуру 

J/n+i = уп + h (2 i/n — -jj- уп-1 + 2/п-г) » 

используется значение функции в исходной точке и зна-
чения производной в исходной и двух предыдущих точ-
ках. В модифицированном методе Гурка 
уп+1 - 1,146208 Уп - 0,201087 yn-i + 0,054879 + 

+ А (1,641586»; - 1,008013 у'п_х + 0,275097 
учитываются значения функции и ее производной в исход-
ной и двух предыдущих точках. 

В многоточечных методах используются формулы пре-
диктора и формулы корректора. С помощью формулы кор-
ректора новое значение функции, полученное по формуле 
предиктора, уточняется один или к раз. Примером может 
служить метод, имеющий структуру 

zn+1 = —4уп + 5Уп-1 + h (4Уп + 2?/п_!), 

(1 4 ' 1 ' \ 

— Zn+1 + — Уп + — Уп-1 J , 
и метод вида 
zn+1 = 1,547652 уп - 1,867503 уп_г + 2,017204 уп-2 -

- 0,697353 уп-з + h (2,002247 у'п -
- 2,031690 уп-г + 1,818609 уп^ - 0,714320 у'п.3), 

Уп+i = Уп + А (0,375000 + 0,791667 -
- 0,208333 г/;_х + 0,041667 у^ 2 ) . 
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К методам смешанного типа относятся методы, имею-
щие признаки одноточечных и многоточечных методов. 
В качестве примера можно привести метод псевдо-Рунге — 
Кутта [87] вида 

к0 (Уп-i) = hf (г/n-i), 
кх (уп.г) = hf [уп^ + 0,8 к0 (г/п_,)], 

к0 (уп) = hf (уп), kL (уп) = hf \уп + 0,8 к0 (z/n)], 
Уп+1 = Уп + А0 (Уп) + 0,020833 lkQ(yn) - к0 (у^)] + 

+ 0,520833 [кг (уп) - к, (у^)]. 

Двусторонние методы включают в себя два метода, 
ошибки интегрирования которых имеют разные знаки. 
Среднее значение решения, получаемого этими методами, 
принимается за окончательное. Двусторонние методы мо-
гут быть одно- или многоточечными. Примером одноточеч-
ного двустороннего метода может служить метод вида [23] 

к™ = hf(tn, уп), 
/li2) = hf (tn, уп), 

kil) = hf [tn +±h,yn + -L Af)J , 

k?=hf[tn + -^h, yn+*-k?\, 

k£> = h f [ t n + - У п + 4 Ail)] , 

k f = h f [ t n + - y n + 4 к?] , 

Уп+1 = [Уп+i + 2/n+ib 

Рекуррентные методы подробно изучены в работе [38]. 
Основная идея этих методов состоит в том, что для метода 
Рунге — Кутта порядка I соответствующие коэффициен-
ты, определяющие параметры метода, выбираются так, 
чтобы они удовлетворяли и методам более низких поряд-
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ков точности. В этом случае при интегрировании по ме-
тоду порядка / можно последовательно получать решения 
по методам более низких порядков только при I обраще-
ниях к вычислению правых частей. Один из методов та-
кого типа имеет вид 

kL ^ hf (у и) у y{nh = у и + ки 

(») 1 к2 = hf (уп + ку), 2Д+1 = Уп-]- — (кг + к2), 

2/п+1 - Уп + 4 [2/>'з + 4 " ^ + • 

Здесь коэффициенты метода третьего поряда (I = 3) 
удовлетворяют, также и методам второго и первого по-
рядков. 

Следует отметить, что рекуррентный метод четвертого 
порядка, из которого можно было бы получить методы 
первого, второго и третьего порядков, невозможен. В то 
же время существуют методы четвертого порядка, коэф-
фициенты которых удовлетворяют методам первого и 
второго порядков. 

Рассмотренная выше классификация основана на уже 
сложившемся делении методов на одно- и многоточечные, 
но не учитывает вида аппроксимации решения, использу-
мой в методе. 

Как уже было отмечено, многоточечные методы для 
вычисления очередного значения функции используют 
значения функции и ее производной в нескольких преды-
дущих точках, т. е. для многоточечных методов требуются 
«разгонные» участки. Участок «разгона» для многоточеч-
ных методов может быть осуществлен с использованием 
простых одноточечных методов. Для этого необходимо 
выбрать такой шаг интегрирования, чтобы вычислитель-
ная погрешность не превосходила погрешности аппрок-
симации многоточечного метода. Для некоторых методов 
удается организовать итерационный процесс «разгона». 

Таким образом, для многоточечных методов при их 
реализации в БЦВМ кроме алгоритма собственно интег-
рирования должен быть запрограммирован алгоритм 
«разгона». Основным требованием, предъявляемым к 
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алгоритмам, реализуемым в БЦВМ, является требование 
экономии памяти. Поэтому многоточечные методы менее 
удобны при решении задач на БЦВМ, чем одноточечные 
методы. По тем же самым соображениям оказываются 
нежелательными и методы смешанного типа ^и двусто-
ронние. 

Самыми экономичными в смысле загрузки памяти яв-
ляются одноточечные методы. Кроме того, в работе [54] 
показано, что одноточечные методы с простым алгорит-
мом, например классические методы Рунге — Кутта треть-
его и четвертого порядков, обеспечивают наименьшую 
погрешность интегрирования. Поэтому для решения за-
дачи Коши на БЦВМ предпочтительнее использовать ме-
тоды Рунге — Кутта от первого до четвертого порядков, 
имеющие простую структуру. 

§ 7.4. АНАЛИЗ МЕТОДОВ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
РУНГЕ — КУТТА ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ПРОГНОЗА 
КОНЕЧНЫХ ПАРАМЕТРОВ 

Оценка свойств численных методов интегрирования 
проводилась с помощью математических экспериментов. 
Математические эксперименты по определению вычисли-
тельных и точностных характеристик методов осуществ-
лялись для системы уравнений относительного движения 
в безразмерной форме (7.1.2) при различных начальных 
условиях, приведенных в табл. 7.1 и 7.2, применительно 
к задаче сближения с целью на эллиптической орбите 
малого (е = 0,1; табл. 7.1) или большого (е = 0,8; табл. 
7.2) эксцентриситета. В этих таблицах: # 0 — истинная ано-
малия цели, соответствующая моменту начала маневра 
сближения; а 0 — угол наклона вектора начальной даль-
ности к местному горизонту в точке цели; 8 — угол 
перехода по орбите цели, определяющий интервал интег-
рирования. 

В вариантах 1, 2, 3, 7, И табл. 7.1 орбита управляе-
мого аппарата совпадает с орбитой цели. В варианте 4 
орбита управляемого аппарата характеризуется условия-
ми: = v^o = v^q = 0, т|о = 0,025. В вариантах 5, 6, 
8, 9, 10 орбита управляемого аппарата отличается от ор-
биты цели по высоте на 0,01 в перицентре и на 0,025 в 
апоцентре. 
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Т а б л и ц а 7.1 

Вариант *>0, град а с , град 6, град 

1 0 1 ,Г> 360 
2 0 30 360 
3 0 6 360 
4 0 0 360 
5 0 0 360 
6 0 6 360 
7 0 6 180 
8 0 6 180 
9 0 0 180 

10 180 6 180 
И 180 () 180 

Т а б л н ц а 7.2 

В
ар

и-
ан

т 
* 

Орбита управляемого 
аппарата 00 , град ас0. град 9, град 

1 \ Совпадает 0 1,5 360 
2 > с орбитой 0 30 360 
3 J цели 0 30 180 
4 Характеризуется условия- 0 0 360 

ми: 

Т]0= 1,6- Ю-3 

Были исследованы следующие методы интегрирования: 
метод первого порядка (метод Эйлера) 

Уп+i = Уп + hy'n, 

метод второго порядка структуры 
кх = А/(0П, уп), 

к2 --- hf + -j- h, уп + k^j , 

Уп+1 = уп + - г (Л-1 + ЗАа); 
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метод третьего порядка структуры 
= hf уп), 

к2= hf(#n + -j-h, уп + ) » 

к3 = hf (dn + h, yn — кх + 2Аа), 

»n+i = Уп + - J - + -I-
1 

(7.4.1) 

классический метод Рунге — Кутта четвертого порядка 

Выбор этих методов для исследования произведен с 
учетом того, что различие в свойствах одноточечных 
методов одной структуры меньше, чем различие для ме-
тодов разных структур. 

Типичные результаты численных расчетов приведены 
на рис. 7.2—7.4 и в табл. 7.3 и 7.4. 

На рис. 7.2 и 7.3 представлены в полулогарифмическом 
масштабе зависимости методической ошибки —конечного 
промаха Д г, приведенного к начальной дальности г0, от 
шага интегрирования h для различных методов и различ-
ных исходных данных. На каждом рисунке проведена ли-
ния, показывающая уровень принятой допустимой ошиб-
ки Дг/г0 = 1%. Обозначение кривых на графиках соот-
ветствует вариантам табл. 7.1 и 7.2, причем вариантам 
табл. 7.1 приписана буква «м» (малый эксцентриситет), 
а вариантам табл. 7.2 — буква «б» (большой эксцентри-
ситет). Цифры I—IV, проставленные около кривых, со-
ответствуют порядку метода интегрирования. 

На рис. 7.4 приведены зависимости числа обращений 
N к счету правых частей от допустимой методической 
ошибки Д/г0 для начальных условий, соответствующих 
варианту 7м. Число обращений к счету правых частей N 

= Л/(ФП, Уп) 

(7.4.2) 

к4 = hf + h, уп + /ь3), 

Уп+1 = Уп + 4 " (Л'1 + 2 к2 + 2къ + /ь4). 
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Рис. 7.3. 
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рассчитывается по формуле 

N = ±1, 

где I — порядок метода. 
В табл. 7.3 и 7.4 помещены значения измеряемого в 

градусах допустимого шага интегрирования Адоп (шага, 

Вариант 7г/ 

обеспечивающего выбранную точность) и соответствую-
щего числа обращений к счету правых частей N для ме-
тодов интегрирования разных порядков и различных на-
чальных условий (для вариантов 1м — 11м и 16 — 46 
соответственно). 

Анализ приведенных результатов исследований пока-
зывает, что метод Эйлера не обеспечивает заданной точ-
ности для орбит как малого, так и большого эксцентри-
ситета, а при одинаковой точности вычислений требует 
значительно большего времени счета, чем методы более 
высоких порядков. 

Из табл. 7.3 и рис. 7.4 следует, что метод Рунге — 
Кутта четвертого порядка по числу обращений к счету 
правых частей не имеет явных преимуществ перед мето-
дом Рунге — Кутта третьего порядка. Поскольку метод 
меньшего порядка требует меньшей памяти БЦВМ, то 
естественно выбрать алгоритм решения задачи Конш 
наименьшего порядка. 

Для орбит малого эксцентриситета при начальных 
дальностях порядка 0,1—0,2 и углах перехода 9 ^ 180° 
может быть использован метод Рунге — Кутта второго 
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Т а б л и ц а 7.3 

Порядок 
метода I II III IV 

Вариант ^ДОН» 
град N '••ДОН» 

град N ^ДОП» 
град N ^ДОИ» 

град N] 

1 М 

2 м 
Зм 
4 м 
5 м 
6м 
7 м 
8 м 
9 м 

Юм 
И м 

0,6 
0,75 

0,6 
4,5 
1,5 
1,5 
2 ,5 
1,5 
1,5 

600 
480 

600 
80 

240 
120 
72 

120 
120 

12 
1 1 
13,5 
10 
40 
13,5 
25 
26,5 
32 
16 
18 

60 
65 
54 
72 
18 
54 
15 
14 
12 
23 
20 

35 
36 
39 
39 
68 
41 
52 
56,5 
56 
62 
60 

31 
30 
28 
28 
16 
29 
И 
10 
10 
9 
9 

58 
52 
50 
60 
70 
62 
80 
73 
66 
70 
72 

25 
28 
29 
24 
21 
24 

9 
10 
11 
И 
10 

Т а б л и ц а 7.4 

Порядок 
метода I И III IV 

Вариант ^ДОП» 
град N ^ Д О П ' 

град N ^ Д О П ' 
град N Ьдоп» 

град 
N 

1 б 
26 
36 
46 

0,2 
0,2 
0,1 
0,2 

1800 
1800 
1800 
1800 

0,4 
0,4 
1 ,5 
3 

1800 
1800 
240 
240 

2 ,3 
2 ,3 
5,5 
9,5 

471 
471 

99 
114 

6 
6 

11,5 
21 

240 
240 

63 
68 

порядка. Однако в случае начала маневра в апоцентре и 
при 0 180° метод третьего порядка в два раза экономич-
нее метода второго порядка (соответственно 9 и 20 обра-
щений к счету правых частей). 

Для орбит большого эксцентриситета наилучшим по 
числу обращений к счету правых частей является метод 
Рунге — Кутта четвертого порядка-
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§ 7.5. ОПТИМИЗАЦИЯ СВОБОДНЫХ ПАРАМЕТРОВ 
В МЕТОДАХ ИНТЕГРИРОВАНИЯ РУНГЕ — КУТТА 

Запишем метод Рунге — Кутта порядка I в виде 

/ i _ 1 \ 
At= hf I ЩК Ун+SMi]. 

1 
Уп+1 - Уп + S yflh «1 

Постоянные параметры а , , и yt при каждом / свя-
заны между собой определенными соотношениями [11]. 
При I = 3 параметры а 2 и а 3 являются свободными. Соот-
ветствующий выбор значений этих параметров позволяет 
получать конкретные методы Рунге — Кутта, обладаю-
щие теми или иными свойствами. 

Выберем свободные параметры а2 и а 3 так, чтобы по-
высить точность метода Рунге — Кутта третьего порядка. 

В общей постановке задачу определения значении 
свободных параметров можно сформулировать следующим 
образом. Пусть F есть некоторая положительная функция 
качества интегрирования. При заданных правых частях 
дифференциальных уравнений эта функция будет зависеть 
от шага интегрирования h и от q свободных параметров 
метода а и а2 , . . ., a q , т. е. 

F = F (А, аь а2, . . ., а(]). 

При фиксированном А значения а , , при которых функ-
ция F достигает своего наименьшего значения, опреде-
ляют наилучший метод интегрирования в смысле критерия 

F0 r-̂  m j r i р (/^ . . a ( / ) . 

»*!,..., V 
В случае, когда F зависит более чем от одного параметра 
и шаг интегрирования А имеет большое значение, отыс-
кание минимума функции F оказывается возможным лишь 
методами случайного поиска. 

Для задачи интегрирования системы (7.1.2) в качестве 
критерия оптимальности выбрана функция F вида 

71 * 
F(h, at, a,) - S «2, «я) - + 

+ Щ(Оь К сь, аз) - % (Oi)]2}"', (7.5.1) 
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где (д,), г|;) (Ф,) — эталонные значения координат в 
узлах fy; I (fy, h, а2 , а3) , к) (fy, h, а 2 , а3) — координаты, 
соответствующие выбранным значениям параметров а 2 и 
а 3 в тех же узлах. 

Эталонные значения координат и г|;), входящие в 
критерий оптимальности (7.5.1), находились интегриро-
ванием системы (7.1.2) методом Рунге — Кутта четвертого 
порядка с шагом h = 0,1°. При вычислении аналогичных 
значений координат £ и ц, отвечающих методу Рунге — 
Кутта третьего порядка с различными значениями пара-
метров а 2 и а 3 , использовался шаг интегрирования 
h = 10°. 

Отыскание коэффициентов метода интегрирования, 
оптимальных в смысле критерия (7.5.1), осуществлялось 
с помощью метода Гаусса — Зейделя, который состоит 
в следующем. 

Вначале отыскивается значение а>1\ обеспечивающее 
наименьшее значение функции F по параметру а 2 при 
закрепленном а 3 , т. е. 

F [а-20, а 3] min F (а2, а3) . 

Затем закрепляется найденное значение а2
1) и отыскива-

ется значение а3
г) такое, что 

F, [а ( ,° , с4°1 - m i n F а 3 1 . 

Далее определяется 

F« [а(,2;, ( i f ] - m i n {min l<\ [ag\ а<1)]} 

<4l)> (4 l ), 
и процесс продолжается до тех пор, пока не будет дос-
тигнуто 

где e — любое наперед заданное малое число. 
Некоторые типичные результаты численных расчетов 

и выводы из них излагаются ниже. 
Для варианта начальных условий 26 описанным выше 

способом были найдены оптимальные значения парамет-
ров а 2 = 1,2 и а 3 = 0,9. При этих значениях метод 
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интегрирования имеет вид 
= hf (Ont уп), 
= h f ( f t n + 1,2ft, уп + 1,2/cj), 
= hf (0П + 0,9ft, + 0,754251/» ! + , ( 7 5 2) 

+ 0,145749Ла), 
2/n+i = уп + 0 , 3 4 4 7 2 9 - 0,224359/t2 + 

+ 0,879630А*3. 

Аналогичным образом находились оптимальные зна-
чения свободных параметров и для других вариантов на-
чальных условий, в частности для варианта 36: а 2 = 0,05 
и а 3 = 2,15. 

Сопоставление метода третьего порядка (7.5.2), строго 
оптимального при h = 10°, по методическим ошибкам 

Дг/г0 в зависимости от шага интегрирования h со стандарт-
ными методами третьего (7.4.1) и четвертого (7.4.2) поряд-
ков дано для варианта 26 на рис. 7.5. Аналогичные зави-
симости имеют место и при других вариантах начальных 
условий. 

В табл. 7.5 указанные методы интегрирования сопо-
ставляются при различных начальных условиях по зна-
чениям допустимого шага интегрирования Лдоп и соответ-
ствующего числа обращений N к счету правых частей. 
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Т а б л и ц а 7.5 

Порядок III IV 
метода III опт 

Вариант /1Д011' г 'Ряд N /1ДОП' г Р а д N >1ДОП' г Р а д N 

1 6 2,3 471 5 216 

1 

6 

1 

240 
26 2 ,3 471 7,5 144 6 240 
36 5,5 99 9,5 57 11,5 63 
4 6 9,5 114 15 72 21 68 

Из этих и аналогичных (не приведенных здесь) данных 
следует, что оптимальный метод интегрирования третьего 
порядка гораздо точнее стандартного метода того же по-
рядка и имеет почти одинаковую точность со стандартным 

методом четвертого порядка (а при некоторых значениях 
h даже точнее его), но требует меньшего числа обращений 
N к счету правых частей. 

Рис. 7.6 иллюстрирует возможности метода, оптималь-
ного при одних значениях интервала интегрирования 0, 
в случае его использования при других значениях этого 
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интервала. На этом рисунке для варианта начальных ус-
ловий 26 приведены зависимости методической ошибки 
Дг/г0 от интервала интегрирования 6, соответствующие 
методам Рунге — Кутта третьего порядка со стандарт-
ными и оптимальными значениями свободных параметров 
а 2 и а 3 . В качестве оптимальных использовались значе-
ния параметров а2 и а 3 , найденные при 0 = 180° и 0 = 
= 360°. 

1 

Из этих и аналогичных (не приведенных здесь) графи-
ков следует, что в конце интервала интегрирования ошиб-
ки метода с коэффициентами, оптимальными для больше-
го интервала, значительно меньше ошибки метода с коэф-
фициентами, оптимальными для меньшего интервала (ко-
торая близка к погрешности стандартного метода). Поэ-
тому, используя первый из указанных методов, можно 
при заданной точности вычислений увеличить шаг интег-
рирования и уменьшить тем самым вычислительное время 
при решении задачи прогноза. Отсюда можно сделать вы-
вод, что параметры метода целесообразно оптимизировать 
для максимально возможного интервала интегрирования. 

Необходимо отметить также возможность увеличения 
точности интегрирования при различных начальных ус-
ловиях за счет использования метода интегрирования с 
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оптимальными коэффициентами, найденными для каких-
то одних начальных условий. В качестве примера на рис. 
7.7 приведены зависимости методических ошибок методов 
Рунге — Кутта со стандартными и оптимальными коэф-
фициентами от шага интегрирования; коэффициенты 
получены | для варианта 26 и используются в вариан-
те 2м. 

Сравнение методов Рунге — Кутта третьего порядка со 
стандартными и оптимальными значениями свободных па-
раметров по величине допустимого шага интегрирования 
Лдоп и числу обращений N к счету правых частей для ва-
риантов начальных условий, которым соответствует ма-
лый эксцентриситет орбиты цели, дано в табл. 7.6. 

Т а б л и ц а 7.6 

Порядок 
метода И •Чопт III Шопт 

Вариант 
Лдоп» 
грдд N ^доп* 

град N 
^доп, 
град N Ьдоп» 

град N 

1 М 
2 м 
7 м 25 15 60 6 

35 
36 
52 

31 
30 
и 

60 
57 
60 

18 
19 

9 

Описанным выше способом можно оптимизировать и 
единственный свободный параметр а 2 метода Рунге — 
Кутта второго порядка. В качестве примера на рис. 7.8 и 
в табл. 7.6 приведены результаты, которые были получе-
ны при использовании метода второго порядка, оптималь-
ного в варианте начальных условий 7м. 

Основываясь на данных табл. 7.3 и 7.6, можно зак-
лючить, что в случае большого эксцентриситета орбиты 
цели нужно использовать метод интегрирования не ниже 
третьего порядка. Из этих данных также следует, что при 
малом эксцентриситете орбиты цели и при 0 < 180° опти-
мизировать метод третьего порядка не имеет большого 
смысла, поскольку даже для стандартного метода чис-
ло обращений N к счету правых частей равно,' а в не-
которых случаях меньше, чем для метода четвертого 
порядка. 
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. Из проведенного анализа численных результатов можно 
сделать следующие выводы: 

специальным выбором свободных параметров можно 
значительно улучшить характеристики метода интегри-
рования; 

значения оптимальных параметров зависят от началь-
ных условий и интервала интегрирования (оптимизацию 
целесообразно проводить для максимального интервала 
интегрирования и максимальных начальных отклонений). 

Заметим здесь, что метод Рунге — Кутта пятого по-
рядка не дает увеличения точности решения задачи [И]. 
Поэтому оптимизировать метод четвертого порядка, по-
видимому, не имеет смысла. Следовательно, можно ожи-
дать, что для решения задачи прогноза параметров отно-
сительного движения и при малых и при больших эксцен-
триситетах орбиты цели наиболее выгодным с точки зрения 
экономии памяти БЦВМ и времени счета будет метод 
Рунге — Кутта третьего порядка со специальным образом 
выбранными параметрами. 



Г Л А В А 8 

ОПТИМАЛЬНОЕ ДЕТЕРМИНИРОВАННОЕ 
УПРАВЛЕНИЕ СБЛИЖЕНИЕМ 

§ 8.1. ОПТИМИЗАЦИЯ ДВУХИМПУЛЬСНОЙ ПРОГРАММЫ 
ПО ВРЕМЕНИ СБЛИЖЕНИЯ 

В детерминированной постановке формальное решение 
задач оптимального управления сближением, не доводи-
мое до численных результатов, стало сравнительно про-
стым в связи с созданием аппарата вариационного исчис-
ления, позволяющего учитывать ограничения на перемен-
ные управления и фазовые координаты [9, 39, 60]. Однако 
фактическое их решение упирается, как правило, в огром-
ные вычислительные трудности. Поэтому особый интерес 
для практики представляют как аналитические решения, 
полученные даже при идеализированных предпосылках, 
так и эффективные численные методы оптимизации. 

Для космических маневров наиболее существенным 
критерием оптимальности является критерий минимума 
расхода топлива [24, 591. Доказано [112], что при отсут-
ствии атмосферы наименьший расход топлива соответст-
вует импульсному управлению, когда энергия затрачи-
вается лишь на мгновенное изменение скорости и не рас-
ходуется на преодоление гравитационных сил. Общая 
теория оптимальных импульсных траекторий полета кос-
мических аппаратов была разработана Лоуденом [47] и 
стимулировала появление многочисленных работ по оп-
тимальным импульсным переходам между кеплеровыми 
орбитами. Сводка основных результатов этих исследова-
ний с указанием обширной библиографии дана в обзоре 
[96]. Однако импульсные маневры сближения, отличаю-
щиеся от маневров межорбитального перехода дополни-
тельным условием синхронизации движения управляе-
мого аппарата с движением цели, изучены подробно лишь 
в случае близких околокруговых орбит двух аппаратов 
[118, 119]. 

При современном состоянии исследований для разра-
ботки оптимальных алгоритмов управления сближением 
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наибольший интерес представляет, по-видимому, метод 
свободных траекторий, основанный па двухимпульсной 
схеме маневра сближения. Поэтому рассмотрение вопро-
сов оптимального управления целесообразно начать с 
методов оптимизации двухимпульсных программ, доста-
точно просто реализуемых с помощью БЦВМ. 

Для произвольных начальных условий достигнуть 
минимизации расхода топлива, соответствующего двух-
импульсной программе управления, можно в принципе за 
счет вариации моментов приложения начального и конеч-
ного импульсов. Иными словами, соответствующие сво-
бодные переменные t0 и tK должны выбираться из условия 
минимума функции J (t0, £к), определяемой уравнением 
(2.5.4) или (2.5.5) при п = 2. 

В случае использования линеаризованных уравнений 
движения на основании соображений, высказанных ранее 
при рассмотрении программ с фиксированными направ-
лениями коррекции, из условия минимума характеристи-
ческой скорости следует определять только время сбли-
жения Т, а начальный момент времени t0 считать закреп-
ленным. 

Численные расчеты показывают, что в случае круговых 
и эллиптических опорных орбит функция J (Г), соответ-
ствующая как линейным, так и нелинейным уравнениям 
движения, имеет целое множество минимумов, соответ-
ствующих разному числу периодов (или полупериодов в 
случае некомпланарного сближения) обращения вокруг 
центрального тела. Из-за ухудшения точности решения 
линеаризованных уравнений с увеличением времени про-
гнозирования из всех возможных решений для Т следует 
выбирать такие, которые соответствуют первому (либо 
второму) минимуму характеристической скорости. В этом 
случае сближение при любых начальных условиях будет 
заканчиваться в пределах одного витка. 

Для определения оптимального времени сближения, 
обеспечивающего наименьшую характеристическую ско-
рость при заданных начальных условиях, можно исполь-
зовать, вообще говоря, как прямые, так и непрямые ме-
тоды поиска минимума функции одной переменной. Пря-
мые методы основаны на непосредственном сравнении зна-
чений функции в двух проверочных точках и запоминании 
меньшего из них. Эти методы отличаются правилами вы-
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бора проверочных точек (стратегией поиска), обеспечи-
вающими сходимость к точке минимума. Непрямые мето-
ды исходят из необходимых условий минимума, т. е. свя-
заны с определением таких значений переменной, при ко-
торых производная от функции обращается в нуль. 

В рассматриваемой задаче необходимые условия, ис-
пользуемые обычно для нахождения аналитических ре-
шений либо точного положения точки минимума, когда 
минимум очень пологий, приводят к сложному трансцен-
дентному уравнению относительно Т, разрешить которое 
можно только с помощью итераций. Получить численное 
решение этого уравнения труднее, чем просто вычислить 
несколько значений характеристической скорости и выб-
рать меньшее из них, не говоря уже об обычных проблемах 
определения начального приближения для 7\ обеспечи-
вающего сходимость, и проверки стационарной точки на 
минимум. Поэтому для экономии вычислительного вре-
мени и памяти БЦВМ на практике более выгодно приме-
нять алгоритмы, в основе которых лежит тот или иной 
прямой метод поиска экстремума. 

Основываясь на общих свойствах минимизируемой 
функции J (Т), можно предложить следующий простой 
и эффективный алгоритм нахождения оптимального вре-
мени сближения Г0пт» соответствующего первому мини-
муму характеристической скорости /011Т = J (Топт). 

Процесс поиска разбивается на два этапа. Первый из 
них предназначен для определения интервала, внутри 
которого лежит искомая точка минимума, а второй — 
для последовательного уточнения приближенно найден-
ных значений Топт и JonT. 

Как следует из общих соображений, подтверждаемых 
аналитическими выражениями для корректирующих им-
пульсов, очень малым временам сближения соответствуют 
заведомо большие значения характеристической скорости 
(J оо при Т 0). Поэтому этап грубого поиска удоб-
но начинать с задания некоторого очень малого времени 
Т7 = 6Т7, увеличивая которое, можно достигнуть умень-
шения характеристической скорости. 

Последующий выбор пробных точек производится с 
постоянным шагом AT, величина которого подбирается 
так, чтобы нельзя было перейти в область сходимости ко 
второму минимуму функции J (Т). Если измерять Т в 
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долях орбитального периода Г0рб опорного движения, то 
величина этого шага имеет порядок двух-трех десятых. 

Грубый поиск с шагом AT продолжается до тех пор, 
пока функция J (Т) не начнет возрастать. Тем самым бу-
дет определена верхняя граница Т для Т011т, а нижняя 
граница Г будет, очевидно, равна значению Г, соответ-
ствующему двум шагам в обратном направлении. 

После нахождения верхней и нижней границ для 
уточнения положения точки минимума можно применить 
оптимальный метод поиска экстремума, обеспечивающий 
наиболее быстрое уменьшение интервала неопределенно-
сти и предполагающий выбор очередной пробной точки 
симметрично точке приближенного минимума по отноше-
нию к концам интервала [10, 72]. 

Если число испытаний п задано, то оптимальной стра-
тегией, позволяющей получать наибольшую гарантирован-
ную точность, будет стратегия, в соответствии с которой 
при выборе пробных точек интервал неопределенности 
(Г, Т) делится последовательно в отношении, задаваемом 
отношением последовательных целых чисел Фибоначчи 

Nt = NM + i = 3, . . „и, N, = N2 = 1. 

При этом поиск начинается с деления интервала в отно-
шении, задаваемом двумя наибольшими числами Nn_i 
и Nn. 

Однако на практике поиск должен заканчиваться не 
по числу проб, а по достижении заданной точности. По-
этому пробные точки должны выбираться по правилу зо-
лотого сечения, т.е. интервал неопределенности следует 
делить в постоянном отношении 

х — д а 0,618. 
/ 5 + 1 

Такой способ выбора пробных точек при большом числе 
испытаний лишь на 17% хуже первого способа [10, 72] 
и может быть рекомендован для практики. Блок-схема 
алгоритма оптимизации, включающего этап точного поис-
ка по правилу золотого сечения, представлена на рис. 8.1 
(обозначения те же, что и на рис. 6.1; нижний индекс 
«опт» приписывается значениям Т и J , соответствующим 
наименьшему из всех ранее вычисленных значений ха-
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рактеристической скорости и принимаемым в качестве 
приближенного оптимального решения). 

Примерами использования данного алгоритма могут 
служить оптимальные решения, приведенные в главе 6. 

Рис. 8.1. 

При вычислениях значение постоянной гт, характеризую-
щей точность решения, было принято равным 10~4, а 
величина шага AT — равной 0,2. Соответствующее число 
проб, необходимых для нахождения оптимума, в рассмат-
риваемых случаях не превышало 15—-20. 

Очевидно, что для практики важнее определить не 
столько точное положение минимума, как какое-либо 
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значение времени сближения, которое бы давало величину 
характеристической скорости, близкую к минимальной. 
При обычных условиях сближения минимум, как прави-
ло, пологий. Поэтому для бортовых алгоритмов точность 
определения Т0пт, задаваемую числом е-г', можно выбирать 
на два-три порядка хуже, чем при исследованиях. В этом 
случае количество необходимых проб снижается до еди-
ниц, что приводит к существенному уменьшению общего 
вычислительного времени без больших потерь качества. 

§ 8.2. ОПТИМИЗАЦИЯ ДВУХИМПУЛЬСИОЙ ПРОГРАММЫ 
ПРИ МАЛОМ ИЗМЕНЕНИИ НАЧАЛЬНОГО 
ИЛИ КОНЕЧНОГО ВРЕМЕНИ 

При разработке алгоритмов управления сближением 
по двухимпульсной схеме иногда может оказаться необ-
ходимым минимизировать не суммарную характеристи-
ческую скорость, а только величину начального либо 
конечного импульса. 

Как показывает анализ формул (6.1.9), подтверждае-
мый и численными расчетами, характер зависимости 
/0 =| Av0 | и J к = | Avl{ | от времени сближения в об-
щем такой же, что и их суммы. Поэтому для нахождения 
соответствующих оптимальных решений может быть при-
менен тот же алгоритм одномерной минимизации, который 
был изложен в предыдущем параграфе. Однако иногда 
более выгодным может оказаться другой алгоритм, кото-
рый дает, вообще говоря, несколько худшие результаты 
и является более громоздким, чем первый, но зато не 
требует итераций. 

Этот алгоритм основан на предположении, что опти-
мальные значения моментов времени для проведения кор-
рекций отличаются от их номинальных значений t0 и £к 
лишь на малые смещения, и относится к группе непря-
мых методов оптимизации в том смысле, что для вычис-
ления поправок б£0 и б£и, минимизирующих величину од-
ного из импульсов, используются соответствующие про-
изводные. 

Пусть заданы моменты времени t0 и £к, для которых 
вычислены матрицы влияния Q0 и QK и их производные 
по времени Ц/Q И Требуется определить, как изменяют-
ся векторы приращений скорости Av0 и Дик» вычисляемые 
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в соответствии с уравнениями (6.1.4), при сдвиге t0 и tK 
на малые величины б£0 и б£к. 

Обозначим вариации векторов Ди0 и AvK соответствен-
но через 6и0 и 8ик. Тогда основное уравнение (6.1.3) для 
смещенных коррекций запишется в виде 

с0 + Q (t0 + bt0)(Av0 + 8v0) + 
+ Q (tK + 6tK)(bvK + 6vK) = 0. 

Раскладывая матричную функцию Q (t + 8t) в ряд по 
степеням бt и сохраняя только члены порядка не выше 
первого, после исключения членов нулевого порядка, со-
ответствующих исходному уравнению (6.1.3), будем иметь 

< ? 0 Л ^ о + QKAvK8tH + Q0&v0 + Qk8vk = 0. (8.2.1) 

Поскольку уравнение (8.2.1) имеет такую же структу-
ру, что и уравнение (6.1.3), то по аналогии с (6.1.4) на-
ходим 

&v0 = U0 (Q0Av08t0 + QKAvK8tK), 

&vK = UK (Q0Av06t0 + 

где матрицы U0 и UK определены уравнениями (6.1.8). 
Таким образом, 

Имея явные выражения для производных от импуль-
сов, нетрудно рассчитать величину 6t0 или б£к, которая 
минимизирует величину одного из смещенных импульсов. 

В общих выражениях можно записать 

где Wi — производная от соответствующего импульса по 
t0 или tK. 

Геометрически модуль суммы векторов Av и wf i t i , 
определяющей смещенный импульс, достигает наимень-
шего значения при таком бtt — б^0пт> при котором вектор 
Av + wfitiom = Avow становится ортогональным век-

Av + &v = Av + Wibti i i (8.2.3) 
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тору Wi (как это следует из рис. 8.2), или аналитически, 
когда скалярное произведение этих векторов обращается 
в нуль. 

Таким о б р а з о м , умножая (8.2.3) слева на вектор-строку 
iv\ или транспонированное уравнение справа на вектор-

столбец Wi и приравнивая ре-
зультат нулю, получим следую-
щее выражение для оптималь-
ного сдвига времени: 

Рис. 8.2. 

б̂ гопт — w [ w i 

Если, следуя [19], ввести 
проективный оператор (матрицу 
преобразования) 

„ _ w • • w] 

где Е — единичная матрица третьего порядка, то мини-
мальная коррекция (начальная либо конечная) при малых 
изменениях времени начала или конца сближения опреде-
лится в линейном приближении в виде 

AiW = Av + iVi6tkmT = Yli&v, 
т. е. будет представлять собой некоторую долю от не-
смещенного импульса. 

Следует иметь в виду, что применение такого метода 
для минимизации суммы модулей векторов Ди0 + ivoi6ti 
и AvK + WmSti, где бti равно б£0 или бtK , не имеет явных 
преимуществ перед методами прямого поиска, поскольку 
в этом случае задача сводится к решению алгебраического 
уравнения четвертой степени. 

В заключение получим выражения для производных 
от J0 и / к . Для этого воспользуемся соотношениями 

Ji = | Avi | = ]/дvJ-Avi, i =• О, к. 

Если проварьировать это соотношение по Avi, то будем 
иметь 

с 
б Ji = -j—OVi. 
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Отсюда находим 

dJ{) d(Av0) 3J0 a (Aw„) 
dt0 J0 dt0 ' dtK J0 diK 

dJK Avl d(AvK) dJK Avl d(AvK) 
dty) jK dt0 ' otK JK dtK ' 

где соответствующие производные от Ди0 и AvK даются 
уравнениями (8.2.2). 

§ 8.3. МНОГОИМПУЛЬСНЫЕ ПРОГРАММЫ, ОПТИМАЛЬНЫЕ 
ПО КВАДРАТИЧНОМУ ПОКАЗАТЕЛЮ КАЧЕСТВА 

Одна из немногих задач оптимального импульсного 
управления сближением, которая, как и в случае непре-
рывного управления, может быть решена до конца ана-
литически,— это задача определения программы, опти-
мальной в смысле квадратичного показателя качества. 

Пусть заданы число корректирующих импульсов п 
и моменты их приложения tt. Требуется найти величину и 
направление корректирующих импульсов Avt, которые 
обеспечивают выполнение условий встречи (6.1.2) и мини-
мизируют квадратичный показатель качества (2.5.6). 

Для решения задачи воспользуемся методом множи-
телей Лагранжа, т. е. будем искать минимум функции 

п п 
7 = \ £ ) 11 Д « « + V (с, + У QAvt), ( 8 . 3 . 1 ) 

г=1 г=1 

где I — шестимерный вектор постоянных множителей. 
Варьируя функцию (8.3.1) по Avt и вынося вариацию 

bv\ за скобки, получим 

6 7 = 2 8t>i (AvL + Q j l ) = 0 . 

Следовательно, отдельный импульс определяется как 

AV. = __Q\i. 

Подстановка этого выражения в основное уравнение (6.1.2) 
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дает 

I = ( | QiQl)'1 со. 

Таким образом, окончательно 

AVi = - Q j ( j U < ? j ) " c 0 . (8.3.2) 

Если сравнить это выражение с (6.2.3), то оптималь-
ную весовую матрицу Lh определяющую долю корректи-
руемого промаха, можно представить в виде 

Ц = FKQ,QJ ( Д ^ ^ J ) " 1 (Л/F^y 1 М, 

где М — произвольная матрица размера 6 x 3 такая, 
что произведение MFк является неособенной матрицей. 
В частности, за М можно принять матрицу F^ или матрицу 
Р к [матрицы F и Р входят в решения (5.4.1) и (5.4.2)]. 

Имея соотношение (8.3.2), из (2.5.6) нетрудно получить 
явное выражение для минимального показателя качества 

п 
j2опт = 4 " с ° ( е ° -

1 

Через текущие параметры состояния оптимальные кор-
ректирующие импульсы определяются следующим обра-
зом: 

причем 

Ci = ( 2 QiQt) (SQiQlV Со = 
\ i= i+1 / \ j=i / 

\;=i-M / \ j—i / 

Соответствующий оптимальный весовой множитель А"/, 
задающий долю корректируемого текущего промаха, 
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определяется в виде 

Ki = K Q i Q l ( Д Q j Q l j 1 (MFuY1 

Интересно отметить, что общий случай оптимальных 
многоимпульсных программ включает и двухимпульсную 
программу, т. е. 

= - QKQoQl + Q«Ql)-lc0 - - (FKQ{))-4<\{c0, 

Ai^k = - QKQoQl + QKQlV*c0 = - (F0QK)-*F0c0. 

Это легко проверить, используя основные соотношения 
(5.4.3). Отсюда, кстати, следует доказательство следую-
щих очевидных с физической точки зрения утверждений* 
если рассматривать два последних корректирующих 
импульса как двухимпульсный маневр: 

предпоследний импульс устраняет весь конечный про-
мах, оставшийся нескорректированным в результате пре-
дыдущих коррекций; 

последний импульс сводит к нулю конечную скорость, 
т. е. является тормозным. 

§ 8.4. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ИМПУЛЬСНЫХ ПРОГРАММ 
МЕЖОРБИТАЛЬНОГО ПЕРЕХОДА В ПРОГРАММЫ 
СБЛИЖЕНИЯ 

В ряде работ 184, 92, 129] показано, что при неограни-
ченном времени задача импульсного сближения, оптималь-
ного по расходу топлива, сводится к задаче межорбиталь-
ного перехода, решение которой получить гораздо проще 
и можно довести до конечных аналитических выражений 
в случае близких граничных орбит [40, 90, 93]. Характе-
ристическая скорость, требуемая для сближения, может 
быть сделана равной минимальной характеристической 
скорости межорбиталыюго перехода за счет соответствую-
щего ожидания на начальной или некоторой промежуточ-
ной орбите. Обеспечение условий, необходимых для на-
чала или продолжения перехода, благодаря разности пе-
риодов двух орбит называют обычно фазированием. Оно 
заключается в достижении заданной величины рассогла-
сования по дуге опорной орбиты или фазового централь-
ного угла между аппаратом и целью. Здесь под межор-

9 Ю. А Ермилов и др. 
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витальным переходом понимается, как обычно, маневр 
перевода управляемого аппарата с начальной орбиты на 
конечную, по которой движется цель, но в другую ее 
точку. От сближения межорбитальный переход принци-
пиально отличается тем, что управляемый аппарат может 
достигать конечной орбиты и выходить на нее в любой 
момент времени, а не только тогда, когда в этой точке на-
ходится цель. 

При обращении двух спутников по одной и той же ор-
бите вокруг центрального тела должны совпадать все 
элементы, определяющие их орбитальное движение, за 
исключением лишь временного элемента (через одни и те 
же точки орбиты спутники проходят в разные моменты 
времени). Для наглядности и простоты анализа в качестве 
полярного угла, задающего положение цели на ее орбите, 
будем использовать истинную аномалию ft. Тогда в ка-
честве внутренних элементов удобно принять параметры 
р, е и tn , так что единственным несовпадающим элементом 
будет время прохождения через перицентр tn. 

Поскольку вариации всех элементов, кроме tn, долж-
ны быть равными нулю, из уравнений (5.3.3) при с = е, 
s 0 и /0 tn для констант первого рода находим 

Следовательно, с помощью соотношений (5.3.2) и (5.3.5) 
относительные координаты и составляющие относитель-
ной скорости при движении спутников по одной орбите 
могут быть записаны в виде 

<1 = 

с2 — с3 = с\ — св — О» 

I - v6(g') - ~2гХс, 

Т] — — ЁХС] v.( ' l ' ) = - IMX - 1) - «Лс, 1» 

С = м п = о 
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или в размерной форме 
__ __ Rpг 

X — -j^ С i, X — ^2 1 

9 =_| /ZA c„ # — ^(Hr 
z — z - 0, 

где величина cx произвольна. 
Представленные выше соотношения можно рассматри-

вать как конечные условия межорбитального перехода, 
записанные через константы первого рода или через от-
клонения по положению и скорости. Через константы 
второго рода (5.3.8) эти условия определяются так: 

-- - <*4 - С- - св - О 
и 

с ^ Ц - е ^ ' - ^ Ы н ф 0. 

Следовательно, для реализации межорбиталыюго пере-
хода корректирующие импульсы должны удовлетворять 
уравнениям 

п 
е2 - s Av^ = о, 

i=l 
п 

Сэ — S s i n ^г = 0» 
1=1 

п 
^ 4 + 2 3 [ Д ^ г ( 1 + XOcosfli — Av^Xi sin Oi] = 0, [ (8.4.1) 

i=l 
n 

eb + S 1 д ^г (1 +Xi)s in fy + A v ^ c o s f y ] = 0, 
г—1 

n 
ê + S Av^cosfy = 0. 

i=l 

Предположим, что найдена программа межорбиталь-
ного перехода с моментами коррекций t-x и общим числом 
импульсов п, которая обеспечивает выполнение условий 
(8.4.1). В этом случае фазирование, необходимое для 
выполнения сближения, может быть достигнуто разде-

9* 
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лением импульсов, не приводящим к увеличению расхода 
топлива [84, 92]. Это нетрудно показать при условии, что 
опорная орбита замкнутая (круговая или эллиптическая). 

Пусть импульс Avm, прикладываемый в момент вре-
мени tmi разделяется на два импульса: импульс хДи т , 
который прикладывается в момент времени tm, и импульс 
(1 — х)Диш, который прикладывается в момент времени, 
отстоящий от момента tm на целое число к периодов об-
ращения Горб . Тогда значения всех тригонометрических 
функций от истинной аномалии, вычисляемые для момен-
тов времени t = tm (ft = Om) и t = tm + /сГорб (О = + 
+ 2fcnc), будут совпадать. Следовательно, условия (8.4.1) 
будут выполняться также и при разделенном импульсе 
Avm, причем величина приращения скорости от двух им-
пульсов будет той же самой, что и от одного импульса, 
если только 0 < х < 1. 

Таким образом, пять из шести условий встречи (6.1.2) 
выполнены и коэффициент разделения импульса х должен 
выбираться так, чтобы обеспечить выполнение оставше-
гося условия Cj = 0. Для момента времени t = tm + к Горб 
получаем 

JC _ 1 ] 2>3Ч„ 

где с1П — значение константы соответствующее прог-
рамме межорбитального перехода: 

п 
Ст = С 1 + И [Звг^Д^г + (2 - Зв;еД0 Avii]. 

г=1 
Минимальную характеристическую скорость, необхо-

димую для осуществления межорбитального перехода и 
встречи при неограниченном времени, называют иногда 
ценой траектории сближения [121]. В случае круговых 
опорных орбит нетрудно показать [121, 127], что цена 
траектории в плоскости опорной орбиты равна сумме при-
ращений скорости, требуемых для перевода апоцентра 
и перицентра относительной траектории на высоту опор-
ной орбиты при помощи двух переходов по полуэллипсам 
Гомана. Эта цена определяется следующим образом: 

/ 0 т т = - ^ Ч | ] / ! + Ш ) , 
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где у — относительная высота перицентра, а у — отно-
сительная высота апоцентра, или в выражении через кон-
станты относительного движения 

/mm = Ьщ max с21, V с\ + c^j . 

Цена составляющей траектории сближения по нормали к 
плоскости опорной орбиты равна по величине нормаль-
ной скорости в узле и определяется в виде 

Jmin = Vd + с\. 

При некоторых начальных условиях время ожидания, 
необходимое для фазирования и последующего перехода 
в точку встречи, оказывается недопустимо большим. На-
пример, максимальное время ожидания для начала сбли-
жения при компланарных граничных круговых орбитах 
определяется разностью периодов обращения и составляет 
так называемый синодический период. Поэтому при мини-
мизации расхода топлива общее время сближения чаще 
всего либо ограничивается сверху, либо задается фикси-
рованным. 

Для определения многоимпульсных программ, обес-
печивающих минимум расхода топлива при ограниченном 
времени сближения, можно использовать как прямые, 
так и непрямые методы оптимизации. 

Применительно к задачам, описываемым линейными 
уравнениями, разработан целый ряд непрямых методов, 
исходящих из необходимых условий экстремума. По-
видимому, наиболее эффективным из них является метод, 
предложенный в работе [112] и развитый в работе [94]. 
Этот метод основан на понятии достижимого множества и 
состоит в минимизации функции невязок в граничных ус-
ловиях посредством максимизации расхода топлива по 
начальным значениям сопряженных переменных. В дру-
гом методе [118,119] упрощение решения краевой импульс-
ной задачи достигается за счет использования свойств 
годографа базиса-вектора, описываемого простыми ана-
литическими выражениями в случае круговой опорной 
орбиты. 

Из прямых методов сравнительно простыми и эффек-
ивными оказываются методы, основанные на идеях сим-
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плексного метода [45]. Однако они имеют ограниченную 
применимость, поскольку, во-первых, справедливы только 
при линейной зависимости корректируемых параметров 
от корректирующих импульсов и, во-вторых, не позво-
ляют находить программы с числом импульсов, меньшим 
максимально необходимого (согласно [57] максимальное 
число импульсов, необходимое для реализации оптималь-
ного управления, равно числу конечных условий, кото-
рым должны подчиняться переменные состояния). 

Более универсальным прямым методом определения 
оптимальных многоимпульсных программ управления 
является метод, который был предложен в работе [107] 
и получил дальнейшее развитие в работах [103] и [111]. 
Этот метод не налагает принципиально никаких огра-
ничений на количество корректирующих импульсов и в 
равной мере пригоден как при линейной, так и при су-
щественно нелинейной зависимости корректируемых пара-
метров от корректирующих импульсов. Кроме того, при 
использовании этого метода не возникает никаких труд-
ностей с выбором начального приближения, обеспечи-
вающего сходимость итерационного процесса. Здесь за 
начальное приближение принимается двухимпульсная 
программа, которая при малых временах сближения яв-
ляется абсолютно оптимальной [119]. 

§ 8.5. ОПТИМАЛЬНЫЕ ДВУХИМПУЛЬСНЫЕ 
ПРОГРАММЫ УПРАВЛЕНИЯ 
В НЕЛИНЕЙНОЙ ПОСТАНОВКЕ 

Как в теоретическом, так и в практическом плане за-
дачу оптимизации двухимпульсных программ управления 
важно рассматривать не только в линейной, но и в суще-
ственно нелинейной постановке, когда относительное дви-
жение космических аппаратов описывается полными урав-
нениями. 

По сравнению с линеаризованным случаем нахожде-
ние оптимальной двухимпульсной программы с учетом 
нелинейности уравнений движения имеет свои особен-
ности и требует гораздо большего вычислительного 
времени, так как на каждом шаге корректирующие им-
пульсы вычисляются не по простым конечным формулам, 
а с помощью итерационного решения краевой задачи. 



§ 8.Ь] ОПТИМАЛЬНЫЕ НЕЛИНЕЙНЫЕ ПРОГРАММЫ 263 

В нелинейной постановке задача определения опти-
мальной двухимпульсной программы управления реша-
лась численно при следующих предположениях: 

сближение выполняется в центральном поле тяготения; 
относительное движение является компланарным, 

поскольку отклонения из плоскости опорной орбиты 
обычно малы и могут быть скорректированы независимо; 

маневр сближения считается идеальным, т. е. не учи-
тываются ошибки измерений и исполнения, а также 

ошибки из-за ограниченности величины тяги, с помощью 
которой реализуются корректирующие импульсы. 

Геометрия маневра сближения показана на рис. 8.3, 
где Ц0 и А0 — точки положения цели и управляемого ап-
парата в момент начала маневра t0; Av0 — начальный 
импульс скорости, обеспечивающий встречу аппаратов 
в момент времени tl{ в точке Цк; AvK — конечный им-
пульс скорости, обеспечивающий торможение при встрече. 
у Под параметрами программы управления понимают-
ся длительность маневра, определяемая углом перехода 
0 = — ^о, где ® 0 и д к - значения истинной аномалии 
цели в моменты выдачи начального и конечного импульсов, 
и составляющие (в декартовой или полярной системе ко-
ординат) начального Ди0 и конечного AvK импульсов 
скорости. 

Приводимые ниже результаты относятся к выполне-
нию маневра сближения при следующих условиях. Цель 
Ц движется по эллиптической орбите, элементы которой 
(фокальный параметр р, эксцентриситет е и время прохож-
дения через перицентр ta) известны, а управляемый 

Рис. 8.3. 
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аппарат А находится первоначально на некоторой проме-
жуточной компланарной орбите. Предполагается, что 
начальная дальность г0 отЦдо А постоянна, а угол а 0 , ко-
торый составляет вектор дальности с местным горизонтом, 
меняется от 0 до 360°. В качестве опорной принята орби-
тальная система координат, связанная с целью. Предпо-
лагается также, что гравитационная постоянная р цент-
рального тела, в поле тяготения которого выполняется 
маневр сближения, известна. 

Качество программы управления оценивается величи-
ной характеристической скорости 

/ = | Д*0 I + | | • (8.5.1) 
Оптимальной программе управления соответствует мини-
мум характеристической скорости / , который может быть 
достигнут за счет выбора угла перехода 0. 

Как уже отмечалось, в точной постановке определение 
двухимпульсной программы управления сводится к ре-
шению краевой двухточечной задачи для системы диф-
ференциальных уравнений относительного движения. 
Даже если использовать наиболее простые безразмерные 
формы уравнений вида (5.1.10) или (5.1.12), получить 
аналитическое решение этой заачи в общем виде затруд-
нительно. Поэтому краевая задача решалась численно 
с помощью ЭВМ. 

Из всех возможных методов решения краевых задач 
будем использовать как наиболее удобный для практики 
итерационный метод Ньютона, который состоит в следу-
ющем. 

Для заданных начальных отклонений по положению 
х0, z/o> z0 в орбитальной системе координат xyz и времени 
сближения Т (или угла перехода 0) по одному из упро-
щенных алгоритмов определяются составляющие потреб-
ной начальной относительной скорости х0т, Уот» я0т, ко-
торые принимаются в качестве первого приближения ис-
комого решения краевой задачи. Для этих начальных 
условий интегрированием полных уравнений относитель-
ного движения от момента t = t0 (или угла перехода 
0 = 0) определяются конечные невязки, или составляю-
щие промаха,— значения относительных координат в рас-
четный момент встречи t = tK (или 0 — — ^о)- После 
этого каждой составляющей начальной потребной скорости 
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даются некоторые приращения 8хоТ, 6г/0т, бzoT и система 
дифференциальных уравнений движения интегрируется 
заново: 

1) при начальных скоростях хоТ + 6xoTj yoTi zoTj 
в результате чего определяются новые значения невязок, 
которые можно представить как хк + (6хк)х, ук + (6у к) х , 
zK + (б^н)*; 

2) при начальных скоростях х0т, у0т + бy o T l zoTj в 
результате чего определяются невязки хк + (б.гк)у, 
Ук + (5ук)у, Z* + (6zK)v; 

3) при начальных скоростях хоТ, уоТ, zoT + 6i 0r , в ре-
зультате чего определяются невязки хк + (б.гк)2, ун + 
+ + (6zH)z. 

Теперь вычисляются частные производные от состав-
ляющих конечного промаха по составляющим начальной 
скорости: 

а _ дх« _ (бдГк)х 

„ _ _ ( K ) z . 

„ __ ^К _ (Ъук)х 

п _ д»« _ (вУк),; 

а 

я _ а2к _ (^к)х 

'zz к* ~ Кт ' 
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Используя линейную аппроксимацию составляющих 
промаха 

х1{ аххАх{)Т + aXykf/nT + axzAz()T, 
yl{ = аухАх()Т + ayvAif()T + auzAz()T, 
zK azxM'QT + а1{,А\){)Г + a~zAzoT, 

можно найти поправки Ax[)T, А(/„г, А£0т для составляю-
щих начальной скорости. Тогда следующее приближе-
ние определяется как 

4 т 0 - + AfoV, 

.Йт+1) -- Уо'т + Л.'7<>т> 

4т+1) - 4'г + Aior. 
Итерационный процесс продолжается до тех пор, пока 

не будет достигнута требуемая точность решения. Эта точ-
ность может задаваться как точность определения сос-
тавляющих скорости .гот, t//0r> т в виде 

14т+1> - 4т | < б.г, 

или 

I ̂ [4т + 1 ) ] 2 -'г [.'Упг11!'2 + [4'г 

- + (V^v- + 
либо допустимой величиной невязок 

| | < бх, I у™ I < б(/, I zT I < 6z 
или 

/•к = »VK V f I?/!!01 + [ 4 ' V < 6г. 
Рассмотренный метод определения частных производ-

ных от составляющих конечного промаха по составляю-
щим начальной скорости численным дифференцированием 
не единственный, хотя и наиболее простой. Требуемые 
производные, представляющие собой элементы переход-
ной матрицы, могут вычисляться также исходя из анали-
тических выражений, представленных в § 5.4. 
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Поиск оптимальной двухимпульсной программы управ-
ления осуществляется следующим образом. 

При фиксированном угле начала маневра д0: 
вычисляется характеристическая скорость J x , необхо-

димая для сближения космических аппаратов за время, 
соответствующее углу 0Х; 

угол перехода изменяется на величину А6: 
е2 -= 0А 1- Д0; 

вычисляется соответствующее значение / 2 и сравни-
вается с ранее найденным значением J\ и т. д.; 

вычисления 0П и Jn продолжаются до тех пор, пока не 
будет достигнуто выполнение неравенства 

J ?i+i ^ J и-
Найденное значение Jn может быть принято в каче-

стве оптимальной оценки потребной энергетики, а соот-
ветствующий угол перехода 0П — за 0Ш1Х. Очевидно, что 
значения /и11Т и 0ОПТ зависят от величины шага Д0. Эту 
зависимость можно аппроксимировать в окрестности точки 
(0m Jn) некоторым многочленом. Для наших целей доста-
точно ограничиться квадратичной аппроксимацией функ-
ции J (Д0), которая сводится к построению параболы по 
трем точкам: (0n_j, (0П, / п ) , (0n+1, / n + i ) . Тогда в 
качестве оптимальных параметров двухимпульсной прог-
раммы 0Опт и /опт могут быть приняты значения 0 и 
соответствующие вершине параболы. 

Анализ полученных численных результатов позволил 
выявить ряд закономерностей. 

Прежде всего следует отметить, что изменение угла 
начального положения управляемого аппарата относи-
тельно цели а 0 существенно влияет на оптимальную «дли-
тельность» маневра 0Опт и на потребную характеристи-
ческую скорость /опт- В наибольшей степени эта зависи-
мость проявляется при начале маневра вблизи пери-
центра орбиты цели (Ф0 0) и в наименьшей степени — 
при начале маневра в окрестности апоцентра (d0

 : 180°). 
На рис. 8.4 показана зависимость оптимального угла 

перехода 0 и потребной характеристической скорости J 
от угла а 0 для до - 180ь, г0 - 0,16, и0 ^ 0, е = 0,8 (при 
других исходных данных имеют место аналогичные зави-
симости). Из графика следует, что наименьшей величине 
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/опт соответствует наибольшая оптимальная «длитель-
ность) маневра 0. 

С увеличением начальной дальности г0 (рис. 8.5 и 
8.6) потребная характеристическая скорость возрастает 

практически линейно вплоть до значения г0 = 0,5, так что 
качество маневра можно характеризовать постоянной 
величиной удельньГх затрат Jlr0. Оптимальный угол 
перехода 0 при этом меняется незначительно. 
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О,град 

Рис. 8.7. Рис, 8.8. 

Ъ-Ы № 

Рис. 8.9. 

Рис. 8.10. 
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Численные расчеты показывают, что потребная харак-
теристическая скорость с увеличением угла fto (при пос-
тоянстве других условий) убывает и достигает минимума 
при - 180°. 

Различие наиболее выгодного и наиболее невыгодного 
вариантов начальных условий по характеристической ско-
рости и по углу перехода показано в зависимости от угла 
д 0 начального положения цели на орбите с эксцентрисите-
том е — 0,6 соответственно на рис. 8.7 и 8.8. 

Увеличение эксцентриситета орбиты цели приводит к 
увеличению характеристической скорости маневров, начи-
нающихся вблизи перицентра, и к ее уменьшению при на-
чале сближения в окрестности апоцентра (рис. 8.9 и 8.10). 

Таким образом, для рассматриваемого двухимпуль-
сного маневра наименьшие затраты характеристической 
скорости достигаются при начале сближения вблизи апо-
центра орбиты цели. С увеличением эксцентриситета орби-
ты цели они убывают и влияние угла начального положе-
ния а 0 на параметры оптимальной программы становится 
меньше. 

Все приведенные результаты были получены для на-
чального положения управляемого аппарата относитель-
но цели в режиме «зависания», т. е. при v0 -- 0. Если 
скорость управляемого аппарата относительно цели в на-
чальный момент времени отлична от нуля, то исследова-
ние надо, вообще говоря, проводить заново. Однако рас-
четы показывают, что качественная картина при измене-
нии v0 не меняется. 

В качестве примера рассмотрим вариант сближения 
с целью на орбите, имеющей эксцентриситет е ~ 0,8. Для 
случая начала сближения в районе апоцентра начальные 
условия примем в виде 

lo = г0 cos ос0у to = К sin а 0 , 
Л0 = Г0 sin а 0 , T|o — к cos а«, 

где г0 = 0,16 или г о -- 0,32, а коэффициенты кх и к2 
соответственно равны —0,0049 и 0,0198 или —0,0098 
и 0,0396. 

Оптимальные характеристики маневра сближения для 
этих вариантов начальных условий (т. е. для ненулевой 
начальной скорости) показаны в зависимости от угла а 0 
на рис. 8.11. 
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Максимальные значения характеристической скорости 
соответствуют значениям а 0 150°, а 0 — 330° и сос-
тавляют 0,045 для г о - 0,16 и 0,090 для г0 - 0,32, т. е. 
величина характеристической скорости изменяется про-
порционально начальной относительной дальности. Из 

этого следует, что общие выводы, сделанные ранее для 
режима «зависания4, остаются справедливыми и в общем 
случае. 

Очевидно, что при одних и тех же значениях характе-
ристической скорости предпочтительнее маневры с мень-
шей длительностью. Из рис. 8.11 следует, что если для 
всех углов начального положения а 0 выбрать одинако-
вый наименьший угол перехода 6 да 40°, то минимальные 
значения характеристической скорости возрастут, а мак-
симальные не изменятся. 

На рис. 8.12 приведены диаграммы характеристической 
скорости для оптимального 0 О П т и фиксированного угла 
перехода 0 40°. Из рисунка видно, что угол перехода 
при маневре можно выбирать одинаковым для всей на-
чальной зоны сближения без увеличения расходов топли-

ос0=№ 

а0ч 

а0=?70° 
Р и с . 8 . 1 1 . 
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ва. Отсюда вытекает возможность использования прог-
рамм управления с фиксированными моментами прило-
жения коррекций. 

Выше было рассмотрено оптимальное импульсное уп-
равление сближением. Оптимальное управление сближе-
нием с конечной тягой исследуется в ряде работ. Так, в 

работе [100] определены энергетические затраты для мето-
да параллельного наведения в орбитальной и инерциаль-
ной системах координат исходя из предположения нере-
гулируемой скорости сближения. В более строгой вариа-
ционной постановке эта задача решена в работе [14], где 
для оптимизации управления использован прямой метод 
Ритца [37]. В остальных известных работах, посвященных 
решению задачи оптимальной неимпульсной встречи, ис-
пользуются преимущественно непрямые методы решения 
вариационных задач, причем уравнения относительного 
движения считаются линейными. 

Одними из первых в этом направлении являются ра-
боты [68] и [97], в которых выводятся и анализируются 
необходимые условия оптимальности, но решение не до-
ведено до численных результатов. Наиболее существенные 
данные по численному решению пространственных и ком-
планарных задач оптимального управления сближением 
представлены в работах [69] и [114]. 

В работе [114] исследуется задача о максимальном бы-
стродействии при ограниченном расходе топлива. Для ре-
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шения задачи применен метод Нейштадта [13], требую-
щий нахождения максимума времени сближения как функ-
ции от начальных значений сопряженных переменных. 
Здесь исследовались три метода поиска экстремума 
функции от многих переменных: метод параллельных ка-
сательных, метод скорейшего спуска и метод сопряженных 
направлений [63, 65, 72, 102], из которых наилучшую 
сходимость показал метод сопряженных направлений. 

В работе [69] рассматривается эквивалентная задача 
минимизации расхода топлива при ограниченном времени 
сближения. Здесь для нахождения начальных значений 
сопряженных переменных применен модифицированный 
метод Ньютона. 

Наконец, в работе [82] приводятся результаты решения 
задачи о максимальном быстродействии в случае эллип-
тических опорных орбит и дается сравнение оптимального 
полярного и декартова управлений. Как и в работе [144], 
успех численного решения связан с применением метода 
Нейштадта в комбинации с методом сопряженных направ-
лений. 

Следует отметить, что одномерная задача оптималь-
ного сближения по нормали к плоскости опорной орбиты 
допускает решение в замкнутой аналитической форме как 
при минимизации времени сближения, так и при миними-
зации расхода топлива. Некоторые из относящихся к этой 
задаче результатов можно найти в работах [78] и [110]. 

Необходимо обратить внимание также на работы [127, 
128]. В работе [127] строится программа горизонтальных 
коррекций с тремя активными участками, которая при-
годна в случае непересекающихся орбит сближаемых ап-
паратов и оказывается оптимальной при определенных 
условиях фазирования. В [128] результаты предыдущей 
работы обобщаются па случай эллиптических опорных 
орбит. 

Кроме того, имеется несколько работ, в которых ис-
следуется задача непрерывного управления сближением, 
оптимального по квадратичному критерию. Эта одна из 
немногих задач оптимального управления, которая в ли-
нейной постановке разрешима в квадратурах. В случае 
круговой опорной орбиты решение задачи может быть 
получено в конечной 'форме [104]. 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ ПОГРЕШНОСТИ 
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ СБЛИЖЕНИЯ 

§ 9.1. МЕТОДИЧЕСКИЕ ПОГРЕШНОСТИ ПРИБЛИЖЕННЫХ 
АЛГОРИТМОВ РАСЧЕТА ИМПУЛЬСОВ СБЛИЖЕНИЯ 

В предыдущих главах на основании определенных до-
пущений были получены различные формы уравнений 
движения космических аппаратов и алгоритмы расчета 
импульсов скорости, обеспечивающих их сближение в 
расчетный момент времени. 

Совершенно очевидно, что аналитические формулы 
расчета импульсов сближения, полученные с учетом чле-
нов первого и второго порядка малости разностного гра-
витационного ускорения, обладают методическими по-
грешностями, величины которых зависят от начальных 
условий маневра, его длительности и параметров опорной 
орбиты. 

В качестве результирующего показателя, характери-
зующего методическую погрешность формул для расчета 
импульса сближения, можно принять величину промаха 
в расчетный момент встречи. Этот показатель позволяет 
разработать единый подход к оценке и сравнению различ-
ных аналитических алгоритмов. 

При использовании безразмерной формы записи урав-
нений относительного движения (см. § 5.1), аргументом 
которых является истинная аномалия, начальные условия 
и параметры маневра удобно характеризовать совокуп-
ностью следующих величин: дальностью г0, углами а„ и 
р0 наклона вектора дальности г() относительно фиксирован-
ных направлений, положением цели на орбите в начале 
(д0) и конце (дк) маневра, а также эксцентриситетом е 
орбиты цели. Тогда универсальными характеристиками 
методических погрешностей можно считать зависимости 
промаха гк от угла перехода 6 = Фн — полученные 
при различных значениях эксцентриситета е. 

Блок-схема расчета методических погрешностей двух-
импульсных алгоритмов управления компланарным 
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сближением приведена на рис. 9.1. В блок 1 расчета им-
пульса [Av0, обеспечивающего встречу аппаратов при 
д - вводятся начальные условия г0, а 0 и параметры 

Р и с . 9 . 1 . 

маневра е, а также гравитационная постоянная р. 
В блоке 3 проводится ргнтегрирование уравнений отно-
сительного движения аппаратов на интервале Ido, ^к! 
методом Рунге — Кутта и расчет промаха ги = г (0) 
и его относительной величины гк = ги / г0. 

Затем весь цикл расчетов повторяется для других со-
вокупностей исходных данных, задаваемых блоком 2: 

е - 0, 0,01, 0,02, . . ., 0,1; 

г0 = - J . = 0,0125, 0,025, 0,05, 0,075, 0,1; 

а 0 - 0, 30°, 60°, 90°; 

0 = 30°, 60°, 90°, . . ., 360°. 

При расчете большого числа вариантов целесообразно 
в блоке 3 заменить численное интегрирование уравнений 
относительного движения вычислением разности двух 
кеплеровых движений. 

Рассмотрим особенности трех аналитических алгорит-
мов расчета импульсов сближения, построенных в предпо-
ложении, что 1) орбита цели круговая, а разностное гра-
витационное ускорение линейно; 2) орбита цели эллипти-
ческая, а разностное гравитационное ускорение линейно; 
3) орбита цели эллиптическая, а разностное гравита-
ционное ускорение аппроксимировано с учетом членов 
второго порядка малости (квадратичная аппроксимация). 

Алгоритм, основанный на первом предположении. 
В вычислительном отношении он наиболее прост, а в смы-
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еле методических погрешностей наименее точен по срав-
нению с другими перечисленными выше алгоритмами (см. 
гл. 6). 

Формулы для расчета составляющих начального 
импульса, обеспечивающего встречу сближаемых аппа-
ратов в расчетный момент, представляют собой простые 
аналитические функции от начальных условий г0, <х0, ро 

и угла перехода 6. 
Определим зависимость 

гк (0) при различных рас-
стояниях между аппарата-
ми, а также исследуем вли-
яние эллиптичности орби-
ты цели на эту зависимость. 

Начнем с рассмотрения 
случая е — 0. Здесь естес-
твенно ожидать увеличе-
ние промаха гк с возраста-
нием расстояния г0 при 
фиксированных значениях 
угла перехода 0. Для а 0 = 0 
это подтверждается гра-
фиками, приведенными на 

рис. 9.2. Зависимости гк (0) для различных значений 
-у- = г0 = 0,025, 0,05, 0,075, 0,1 и а 0 приведены на рис. 
9.3—9.6 соответственно. Из них следует, что вид харак-
теристик при изменении угла а 0 может меняться в широ-
ких пределах. 

Используем полученные характеристики для построе-
ния допустимых областей применения рассматриваемого 
алгоритма расчета импульсов сближения в плоскости па-
раметров «расстояние между аппаратами — угол пере-
хода». 

С этой целью зададимся фиксированной величиной 
допустимого промаха гк.доп и определим по графикам (см. 
рис. 9.3—9.6) величину угла перехода 0ДОП, соответствую-
щую выполнению условия Гк (0ДОП) = ^к.доп при различных 
значениях г0 доп. 

На рис. 9.7 построены кривые г0 доп ( вдоп) , соответству-
ющие значению л к . доп = 0,1. Они определяют границы 
областей, в которых алгоритм обеспечивает не менее чем 

Р и с . 9 .2 . 
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Рис. 9.3. 

в. cp/w 
Рис. 9.4. 

Границы областей г о д о п (вдоп) при а 0 = const имеют 
характер монотонно убывающих кривых. Это объясняется 
тем, что величина конечного промаха, обусловленная 
ошибкой линеаризации, возрастает с увеличением г0 и 0 
(см. рис. 9.3—9.6). График г о д о п (9Д0П) при а 0 = 0 (см. 
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рис. 9.7) доказывает, что значение 9ДОп меняется от 70° 
при годоп = 0,1 до 180° при г0доп = 0,0125. 

Характеристики гк (0) для случаев а 0 = 30° и а 0 = 90° 
практически совпадают соответственно с характеристиками 

град 

Рис . 9 .5 . 

I 1 I I— 
и зо go 90 т 

в, ?рад 
Рис . 9 .6 . 

для а 0 = 0 и а 0 = 60°, поэтому зависимости Р в Д 0 1 1 (0 Д он) , 
приведенные на рис. 9.7, могут быть использованы и при 
значениях а 0 = 30° и а 0 -= 90°. 
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Следует отметить, что в зависимости от условий зада-
чи для построения границ г 0 доп (0доп) применения алгорит-
ма следует задавать различные значения относительного 
промаха гк>доп = const, поэтому характеристики г0 доп (0ДОП) 
могут быть существенно отличными от графиков, приве-
денных на рис. 9.7, и, в частности, могут иметь немоно-
тонный характер. 

в^грай 

Р и с . 9 . 7 . 

Установив ограниченность возможного применения 
формул для случая круговой орбиты цели, перейдем к рас-
смотрению их погрешностей для орбит цели, отличных от 
круговых. Логично предположить, что с увеличением эк-
сцентриситета е погрешности формул будут возрастать, а 
области применения алгоритма сужаться. Начнем рас-
смотрение зависимостей г1{ (8) при е = 0,03 и r 0 ~ 0,025, 
0,05, 0,075, 0,1 (рис. 9.8—9.11 соответственно). Характер 
кривых г к (0) при различных значениях угла а 0 одинаков, 
однако наименьшая крутизна кривой гк (0) соответствует 
случаю а 0 = 0. Этот факт имеет простое объяснение: при 
а 0 = 0 разностное гравитационное ускорение мало на 
всей траектории сближения и погрешности соответствую-
щих расчетных формул минимальны. 

ПолагаяГк.доп = 0,1, построим для е = 0,03 (рис. 9.12) 
границы г0 доп (0доп) области применения алгоритма, ана-
логичные рассмотренным выше. Из рис. 9.12 видно, что 
монотонное убывание зависимости г0 Д 0 П (вдоп) характерно 
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в, град 
Рис. 9.9. 

в, град 

Рис. 9.10. 
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Рис. 9.11. 

в^.гра? 

Рис. 9.12. 
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Рис. 9.14. 
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лишь для случая а 0 = 0; при а 0 = 30° и а 0 = 60° кривые 
вертикальны, а при а 0 = 90° зависимость имеет положи-
тельный наклон ( Г 0 д о п 0,03). 

Таким образом, при е = 0,03 и r0 = const величина 
бдоп существенно зависит от угла а 0 ; например, при 
о доп = 0,1 иа„ = 0, 30°, 60° имеем бдоп ~ 60°, в то время 

как при а 0 = 90° 0ДОП ~ 95°. При г0 доп = 0,05 для всей 
совокупности значений а 0 имеем 0Д Оп ~ 60° -н 75°; при 
дальнейшем уменьшении г 0 " д 0 п значения 6 Д О п возрастают, 
причем особенно быстро при а 0 0. 

Как и следовало ожидать, при одинаковых г0ДОП 
область применения алгоритма по углу перехода 6 
для случая е = 0 существенно шире, чем при е = 0,03. 

Теперь остается устано-
вить, как изменяется точ-
ность алгоритма при даль-
нейшем увеличении экс-
центриситета орбиты цели. 
Для этого построим харак-
теристики гк (0) для е = 
= 0,05 при г о = 0,025 и 
г0 = 0,1 (рис. 9.13 и 9.14) 
и зависимость r 0 J v m (0ДОц), 
соответствующую случаю 
е = 0,05 (рис. 9.15). Срав-
нение областей примене-
ния рассматриваемого ал-
горитма при е = 0,03 и 
е = 0,05 (см. рис. 9.12 и 
9.15) показывает, что с уве-
личением эксцентриситета 
е значения 0ДОП уменьшают-
ся и при е = 0,05 составляют не более 45°—65° для 
0,025 < г0 < 0,1. 

Характеристики гк (0) при е = 0,1 для различных зна-
чений г о показаны на рис. 9.16. Они мало зависят от г0. 
Исследование показывает, что при е = 0,1 характеристи-
ки / к (0) мало зависят и от угла а 0 . Можно сделать вывод, 
что при е = 0,1 формулы, основанные на предположении 
о круговой орбите цели, становятся неработоспособными 
уже при 0 > 30° независимо от значений параметров г 6 и 
а 0 в указанных на рис. 9.16 диапазонах их изменений. 

О^ град 

Р и с . 9 . 1 5 . 
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Поэтому исследование методических погрешностей рас-
сматриваемого алгоритма при е 0,1 не представляет 
практического интереса. 

Алгоритм, основанный на втором предположении. Ал-
горитм расчета импульса скорости, обеспечивающего 
встречу сближаемых аппаратов в расчетный момент (см. 

42 

OJ-

\Г0=0,025 
I 30° ] ^ 

'-*£Г Г 0 * 
'О J 

О 30 60 90 в, град 

Рис. 9.16. 

гл. 6), представляет собой двухступенчатую вычислитель-
ную процедуру: определение констант второго рода по 
заданным начальным условиям маневра и параметрам 
опорной орбиты и расчет импульса скорости через полу-
ченные константы. 

Рассмотрим погрешности этого алгоритма, для чего 
получим зависимости тк (0) и построим границы областей 
его применения в плоскости параметров «расстояние меж-
ду аппаратами — угол перехода», приняв допустимую 
величину относительного промаха гк. Д(Ш = 0,1. Не приводя 
полученных характеристик ? к (0), построим границы об-
ластей ^одоп (0доп) для трех значений эксцентриситета: 
е = 0, 0,03, 0,1 (рис. 9.17, на котором для сравнения 
штриховой линией показана граница области применения 
алгоритма, использующего формулу для круговых ор-
бит — см. рис. 9.12). Как и следовало ожидать, алгоритм 
расчета импульса сближения, учитывающий эллиптич-
ность орбит цели, имеет более широкую область примене-
ния по расстоянию между аппаратами и углу перехода 
по сравнению с алгоритмом, использующим формулы для 
круговых орбит. 
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Алгоритм, основанный на третьем предположении. 
Этот алгоритм квадратичной аппроксимации, предложен-
ный в работе [83] для орбит цели малого эксцентриситета, 

вград 

Рис. 9.17. 

frepatf 
Рис. 9.18. 

сводится к двухступенчатому расчету составляющих им-
пульса скорости, обеспечивающего встречу сближаемых 
аппаратов в расчетный момент времени. В вычислитель-
ном отношении он сложнее двух рассмотренных выше 
алгоритмов, но обладает повышенной по сравнению с ними 
точностью. 
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Основные источники погрешностей алгоритма квадра-
тичной аппроксимации следующие: 

в разложении функций от эксцентрической аномалии 
в ряд по эксцентриситету учитываются лишь линейные 
члены; 

в разложении нелинейного разностного гравитацион-
ного ускорения используются линейные и квадратичные 
относительно координат составляющие; 

решение квадратичных уравнений относительного 
движения вторично упрощается на этапе решения краевой 
задачи по определению составляющих импульса скорости. 

Как и при рассмотрении двух предыдущих алгоритмов, 
определим погрешности алгоритма квадратичной аппрок-

симации при изменении эк-
сцентриситета орбиты цели в 
диапазоне 0 <\ е 0,1. Для 
случая е = 0 и а 0 = 0 зави-
симости гк (0) при различных 
значениях г0 показаны на 
рис. 9.18. По ним построена 
зависимость Г 0 д о и (вдоп) для 
значения допустимого про-
маха Г к доп — 0,1 (рис. 9.19). 
Зависимости гк (0) для а 0 = 
= 30°, 60°, 90° при г0 = 0,025 
и г0 = 0,1 приведены на 
рис. 9.20. Зависимости гк (0) 
по сравнению с полученными 
ранее для других алгоритмов 

обладают следующими особенностями: в диапазоне зна-
чений 0 < 0 ^ 50° при а 0 = 90° и г0 = 0,025 погреш-
ность алгоритма почти не зависит от угла перехода 0; 
при 0 > 60° и г0 = 0,1 с увеличением 0 погрешность алго-
ритма быстро нарастает; при г0 = 0,025 зависимости 
гк (0) имеют немонотонный характер с несколькими экст-
ремумами. 

В тех случаях, когда характеристики гк (0) пересе-
кают прямую гк = Гк.доп = 0,1 в нескольких точках (см. 
рис. 9.20), при построении зависимости го д о п (0доп) можно 
использовать лишь одно наименьшее значение угла 0. 

Сравнение областей применения трех рассмотренных 
алгоритмов (см. рис. 9.7, 9.17 и 9.19) показывает, что ал-
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горитм квадратичной аппроксимации существенно рас-
ширяет диапазон допустимых значений угла перехода 0 
при малых расстояниях между аппаратами (г0 ж 0,025), 
а при больших расстояниях между ними (r0 ^ 0,1) он не 
дает никакого выигрыша по сравнению с двумя другими 
алгоритмами. 

При е = 0,05 зависимости гк (0) практически совпада-
ют с соответствующими характеристиками при е = 0 (см. 
рис. 9.18 и 9.20) и поэтому здесь не приводятся. Приг = 0,1 

Рис . 9 .20 . 

для случаев г0 = 0,025 и г0 = 0,05 они приведены на 
рис. 9.21 и 9.22. 

С ростом г0 до значений 0,1 характер зависимостей 
гк (0) при е = 0,1 меняется аналогично тому, как это имеет 
место при е = 0 (см. рис. 9.20). Наиболее существенно 
влияние проявляется при углах перехода 0 < 90°. 

Из сравнения зависимостей гк (0), приведенных на 
рис. 9.18, 9.20 и рис. 9.21, 9.22, видно, что с ростом экс-
центриситета до значений е = 0,1 погрешности рассмат-
риваемого алгоритма возрастают, но при этом значения 
0ДОП, соответствующие Гк.доп = 0,1, изменяются очень мало. 
Лишь при Гк.доп = 0,05 и Гк.доп = 0,03 снижение точности 
алгоритма с увеличением е сопровождается сужением об-
ласти его применения по углу перехода 0. 
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Итак, можно сделать следующие выводы, характери-
зующие рассмотренные алгоритмы. 

1. Все три алгоритма имеют ограниченные области при-
менения в плоскости параметров «расстояние между аппа-
ратами — угол перехода». 

Р и с . 9 . 2 1 . 

2. При расстояниях между аппаратами порядка 
r 0 ^ 0,05 лишь алгоритм квадратичной аппроксимации 
может применяться для расчета импульсов сближения 
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при углах перехода 0 до 180°, в то время как два других 
алгоритма следует использовать для расчетов при углах 
перехода не более 60°—90°. 

3. Зависимости гк (0) позволяют построить области 
применения алгоритмов в плоскости параметров «расстоя-
ние между аппаратами — угол перехода». Отметим, что 
хотя при исследовании использовались безразмерные ве-
личины гк иг 0 , полученные резльтаты могут быть легко пе-
ресчитаны в конкретные величины для широкого класса 
маневров, соответствующих различным начальным усло-
виям и параметрам орбит. 

4. При выборе алгоритма расчета импульсов сближе-
ния особое внимание следует уделять его точности и слож-
ности расчетных формул. В большинстве практически 
важных случаев, когда расстояния между аппаратами 
невелики, более точный, но и более громоздкий алгоритм 
квадратичной аппроксимации использовать нецелесооб-
разно. 

5. Зависимости / к (0) могут быть использованы и для 
оценки методических погрешностей миогоимпульсных ма-
невров: для этого многоимпульсный маневр следует рас-
сматривать как совокупность двухимпульсных, к каждо-
му из которых применима рассмотренная выше методика 
исследования. 

Существенным недостатком рассмотренных алгоритмов 
является ограниченный диапазон допустимых углов пере-
хода, внутри которого удовлетворяется требуемое усло-
вие точности по промаху. В этой связи следует считать 
заслуживающей внимания задачу разработки простых 
способов расширения областей применения алгоритмов 
по углам перехода без ухудшения их точности. Рассмот-
рению этой задачи будет посвящен следующий параграф. 

§ 9.2. МЕТОДЫ ПОВЫШЕНИЯ ТОЧНОСТИ РАСЧЕТА 
ИМПУЛЬСОВ СБЛИЖЕНИЯ 

При оценке эффективности того или иного метода по-
вышения точности алгоритмов следут принимать во вни-
мание не только получаемый результат, например сте-
пень уменьшения промаха гк при неизменном угле перехо-
да 0 или степень увеличения 0 при постоянном гк.ДОп, по 
и то, какими средствами этот результат достигнут. 

10 Ю. А. Ермилов и др. 
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Перечислим некоторые методы увеличения допусти-
мых значений угла перехода 0, которые могут быть исполь-
зованы в любом из рассмотренных выше алгоритмов. 

1. Введение фиктивных начальных условий по поло-
жению при сохранении неизменными параметров маневра 

^к, е. 
2. Введение фиктивных условий встречи (фиктивной 

точки прицеливания) при сохранении неизменными началь-
ных условий и параметров маневра г 0 , д0 , Фк, е. 

3. Введение фиктивного угла перехода 0 при сохране-
нии неизменными г0 , fto, е. 

Мы рассмотрим только первый метод применительно 
к задаче увеличения угла перехода 0 (при сохранении не-
изменной точности маневра) для алгоритма расчета им-
пульсов сближения, полученного в предположении о ли-
нейности разностного гравитационного ускорения и кру-
говой орбите цели. 

Сформулируем задачу следующим образом. При комп-
ланарном движении аппаратов известны начальные усло-
вия и параметры маневра r0, а 0 , fto* Фк (0 = ^к — Фо)> 
Надо найти такие значения т* и а?, зависящие от е, Оо, 
^к, г0, а 0 , введение которых в алгоритм расчета импульса 
встречи позволит увеличить угол перехода 0, при котором 
выполняетсяусловие/к(0)<^ 'к.дои, г д е / к . Д о п — допустимая 
величина относительного промаха. Эту задачу можно по-
ставить и по-другому: разработать правило перехода от 
совокупности величин г0, а 0 , #0, дк, е к совокупности 
величин г*, a j , Фк, е, которая обеспечила бы уменьше-
ние промаха гк (0) при фиксированном значении 0: 
' к (0) < (0)- Здесь через и гк обозначены значения 
промаха двухимпульсных маневров, для которых импуль-
сы, обеспечивающие встречу аппаратов, рассчитываются 
по формулам для круговых орбит цели и линеаризо-
ванного разностного гравитационного ускорения при 
фиктивных (r j , (Хо) и истинных (г0, а0) начальных усло-
виях. 

Алгоритм расчета импульсов сближения, полученный 
в предположении о линейности разностного гравитацион-
ного ускорения и круговой орбите цели, методические 
погрешности которого рассматривались в § 9.1, основан 
на использовании известных аналитических решений 
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уравнений относительного движения аппаратов: 

х (0) = х0 + аг (0) z/о + а2 (0) х0 + а3 (0) у0, 
У ( 0 ) = W ( 0 ) у0 + Ь2 ( 0 ) хо + Ъ3 ( 0 ) у0, 
z (0) = сг (0) z0 + с2 (0) Zo. 

Здесь штрихом обозначено дифференцирование по углу 
0 = ( т р ) ~~ » который отсчитывается от момента tu 

прохождения через перицентр (R0 — радиус опорной 
орбиты), а коэффициенты ах (0), . . с2 (8) определяются 
формулами 

аг (8) = 6 (8 — sin 8), а2 (8) = 4 sin 8—38, 
а 3 (8) = 2 (1 - cos 8), 

Ъх (8) = 4—3 cos 8, Ъ2 (8) = — а3 (8), Ъ3 (8) = sin 8, 
^ ( 6 ) = cos0 f c2(Q) = b3(Q). 

Составляющие х'0, у'0, z'0 скорости, обеспечивающей 
встречу аппаратов при 8 = 8К, определяются путем реше-
ния краевой задачи, граничные условия которой имеют 
вид 

* ( О н ) = 0 , у ( 0 К ) - 0 , z ( 0 К ) = 0 . ( 9 . 2 . 1 ) 

При исследовании методических погрешностей рас-
сматриваемого алгоритма было установлено, что промах 
имеет характер недолета и что составляющая промаха 
хи, как правило, самая значительная по сравнению с ук и 
zK, наиболее чувствительна к изменениям у0 и х'0 вследст-
вие того, что коэффициенты ах (0) и а2 (0) содержат веко-
вые составляющие. При больших значениях 6 коэффици-
ент аг (8) > 0 и, следовательно, приращение Ау0 вызы-
вает изменение Ахк = Ау0аг (8), совпадающее с ним по 
знаку, на основании чего можно утверждать, что измене-
ние Ау0 0 должно приводить к уменьшению недолета 
хк при 8 = ек . 

Итак, установлен простой способ уменьшения промаха 
хк (и гк) — введение в расчет импульса сближения фиктив-
ной координаты у о = у0 + А г/0, отличающейся от дейст-
вительной на некоторую положительную величину Ау0 
(в этом случае алгоритм расчета импульса сближения на-
зовем модифицированным). Эта величина является функ-

ю* 
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цией от нескольких переменных [Ау0 = Ау0 (0, г0, а 0 ) | и 
может быть определена путем аппроксимации численных 
результатов исследования большого числа вариантов ма-
невров с разными углами перехода 0 и начальными усло-
виями г0 и а 0 . 

Наиболее просто функция Ау0 (0, г0, а0) определяется 
для случая, когда аппараты выводятся на одну или близ-
кие орбиты и а 0 = 0. В этом случае аппроксимация функ-
ции А г/о = (9, ' о) осуществляется на основании предпо-
ложений, что величина Ау0 пропорциональна дальности г0 
и возрастает пропорционально углу перехода 0. 

Для случая а 0 = 0 будем искать функцию Ау0 (0, г0) 
в виде 

Ауо = k0r0Q, (9.2.2) 
где к0 — некоторая постоянная. 

В § 9.1 было показано, что алгоритм, полученный 
в предположении о линейности разностного гравитацион-
ного ускорения и круговой опорной орбите, может быть 
использован для расчета импульса скорости, обеспечива-
ющего встречу аппаратов и в тех случаях, когда орбиты 
цели отличны от круговых, поэтому в общем случае функ-
ция Ау0 зависит также от эксцентриситета е и может 
быть записана в виде 

Ау0 = к0кг (е) го0. 

Влияние эллиптичности орбиты цели учитывается 
здесь с помощью функции кг (е). Чтобы исключить необ-
ходимость разработки аппроксимации функции к± (е), 
можно использовать форму записи (9.2.2), определяя 
коэффициент к0 для каждого значения е. 

Рассмотренный метод используем для повышения точ-
ности маневров сближения аппаратов на эллиптической 
орбите, эксцентриситет которой е = 0,03. Функция Ау0 
для этого случая имеет вид Ау0 = О,ОО1го0 (0 в радиа-
нах). Результаты расчетов промаха (0) для маневров 
различной длительности приведены в табл. 9.1. В ней же 
для сравнения дана зависимость гК (0), соответствую-
щая Аг/0 = 0. 

Из таблицы видно, что если при Ау0 = 0 алгоритм 
становится неработоспособным уже при 0 = л/2, то его 
модификация пригодна для расчета импульсов сближения 
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Т а б л и ц а 9.1 
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для маневров с углами перехода до 0 = л и обеспечивает 
при этом достаточно высокую точность. 

Рассмотренный метод повышения точности алгоритма 
является частным случаем общего приема, состоящего 
в том, что действительные начальные координаты маневра 
х0, z/o, z0 заменяются на фиктивные хо, уо, z f ; значения 
x t i/о» zo определяются из условий минимума промаха 
г„ (0) при начальных условиях Уо, 4, Vy0, v% (v%, 
Vyo, v% — составляющие скорости, обеспечивающей сбли-
жение аппаратов при угле перехода 0 и при начальных 
условиях Xq, уо, ZQ): 

дги (6) д7и (6) (9) 
_ J l L L = 0, — ! i l i = 0, —SILL = 0. (9.2.3) v 

Правило перехода от величин х0, у0, z0 к величинам 
я?» Уо> или методика расчета значений Д:г0 = — 
Д^о — У? — Уо> Д^о = 4 — в зависимости от начальных 
условий и параметров маневра могут быть существенно 
упрощены, если определять величины Ах0, Ду0, Дz0, 
используя уравнения (9.2.3) для нескольких значений 
0 из рассматриваемого диапазона. 

Предположим, что начальные условия маневров х0, 
i/o, z0l эксцентриситет е орбиты цели и угловое положе-
ние цели на орбите 0О известны. Предположим также, что 
путем введения фиктивных начальных условий Xq, yt, Zq 
в расчет импульса, обеспечивающего сближение аппара-
тов, мы хотим повысить точность алгоритма для маневров 
с углами перехода 0, лежащими в пределах я/2 0 2л. 
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Тогда в соответствии со сказанным выше значения Даг0, 
Д1/0» Az0 следует определять из условия минимума квад-
ратичной формы 

Jr = 3^(0,), 
i=l 

где 0* = у i (i = 1 , . . ., 4), составляющие которой гк (0f) 

определяются для совокупности значений я*, Уо > я?» по-
лученных из уравнений (9.2.3) для различных Э. Про-
стота и удобство такого подхода состоят в том, что полу-
ченные в результате его использования величины Д#0, 
Дг/о» Az0 постоянны для маневров с углами перехода, ле-
жащими в диапазоне я/2 <; 0 <; 2я. 

Следует отметить, что введение в алгоритм расчета 
импульса скорости, обеспечивающего сближение аппара-
тов, поправок начальных координат Ах0, Ду 0 , Az0, не 
зависящих от угла перехода и рассчитываемых методом, 
рассмотренным выше, может привести к некоторому сни-
жению его точности по сравнению со случаем, когда в ал-
горитм вводятся поправки Дя0, Ау0, Д^о» определяемые 
для каждого значения угла перехода 0. Однако это сни-
жение точности для большинства практически важных 
случаев невелико. 

Еще более простой по сравнению с рассмотренным и 
эффективный метод повышения точности алгоритма для 
расчета импульса сближения можно получить для орбит 
цели с эксцентриситетом 0 е 0,05. Он заключается 
во введении в начальные условия маневра поправки Ду0, 
пропорциональной разности расстояний сближаемых ап-
паратов до центра притяжения. В случае, когда г0 z0l 
разность расстояний Ra и RIX сближаемых аппаратов до 
центра притяжения, определяемая соотношением 

ДR = | _Ка — JS„ | ж r0 sin а 0 , 

может быть принята в качестве величины, характеризую-
щей разностное гравитационное ускорение. В свою оче-
редь величину Дг/0, определяющую фиктивную коорди-
нату уо = у0 + Д г/0, будем считать функцией от разно-
сти ДR и эксцентриситета орбиты цели. Численные 
расчеты для орбит цели с указанным выше эксцентриситетом 
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позволили установить следующее соотношение для вычисле-
ния Дг/о через начальные условия и параметры маневра 
(а0 и 0 в градусах): 

Ду0 = U — (3e)-40-7 г0 (300 - 0)]го sincco. 
Эффективность модифицированного алгоритма, исполь-

зующего для расчета импульса сближения фиктивную ко-
ординату у\f, характеризуется графиками, построенными 

на рис. 9.23 для г0 = 0,05 и а 0 = 0, где представлены за-
висимости /к (0) алгоритма круговых орбит (кривая 1) 
и его модификации (кривые 2—4). Здесь же приведена за-
висимость 7 к (0) алгоритма квадратичной аппроксимации 
разностного гравитационного ускорения (кривая 5). Из 
рис. 9.23 следует, во-первых, что модифицированный ал-
горитм обеспечивает высокую точность сближения для 
маневров с углами перехода 0 до 300°, т. е. расширяет об-
ласть значений 0, в которой / к < 0 , 1 , примерно в 3—4 раза 
по сравнению с обычным методом. Во-вторых, этот алго-
ритм обладает существенно меньшей методической по-
грешностью (существенно более высокой точностью) даже 
по сравнению с алгоритмом квадратичной аппроксимации. 

Точность предложенной модификации алгоритма зави-
сит от коэффициентов, определяемых расчетным путем для 
исследуемой совокупности величин г0, а 0 , е, 0. Приведен-
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ные значения постоянных [(Зе)"1; 10~7; 300] были получе-
ны исходя из условия минимума величины промаха для 
случая наибольших значений г0, е, 0 (г0 = 0,1; е = 0,05; 
л И ч 

Существенным достоинством рассмотренного метода яв-
ляется то обстоятельство, что в большинстве случаев по-
вышение его точности достигается при малых значениях 
Д г/0. Поэтому решения уравнений относительного движе-
ния в случае круговых опорных орбит для начальных ус-
ловий х0, г/о 1 zo и решения полных уравнений движения 
численными методами для начальных условий x0l y0l z0 
оказываются весьма близкими. Это имеет большое значе-
ние для прогнозирования движения сближаемых аппара-
тов, так как позволяет использовать для расчетов траекто-
рий простые формулы круговых орбит вместо численного 
интегрирования полных уравнений движения. 

§ 9.3. ПОГРЕШНОСТИ НАВЕДЕНИЯ ВСЛЕДСТВИЕ 
ВОЗМУЩЕНИЙ КЕПЛЕРОВА ДВИЖЕНИЯ 

Все полученные ранее расчетные формулы, входящие 
в алгоритм управления сближением и требуемые для про-
гноза относительного движения и определения управля-
ющих воздействий, основаны на фундаментальном уп-
рощающем предположении, что свободное абсолютное дви-
жение сближаемых аппаратов является кеплеровым, т. е. 
происходит под действием только одного гравитационного 
ускорения, имеющего величину 

(9.3.1) 

Для обоснованного применения этих формул необходимо 
оценить влияние реально существующих возмущений кеп-
лерова движения на точность решения задачи наведения. 

Из возмущений различной природы, отклоняющих дви-
жение космических аппаратов от кеплерова, рассмотрим 
возмущения, связанные с несферичностью центрального 
тела, вблизи которого выполняется маневр сближения. 
Возмущения подобного рода существенны и должны учи-
тываться, если движение космических аппаратов рассмат-

_ [X 



§ 9.3] ОШИБКИ ВСЛЕДСТВИЕ ВОЗМУЩЕНИЙ 297 

ривается в непосредственной близости от центрального 
тела [16, 79, 80]. 

Влияние несферичности центрального тела на движе-
ние космических аппаратов является предметом исследо-
вания теории гравитационного потенциала и гравиме-
трии, основные методы которой наиболее полно разрабо-
таны для Земли [28]. 

При рассмотрении влияния формы Земли на притя-
жение различных тел ее точная форма (геоид) заменяется 
условным эллипсоидом, поверхность которого наиболее 
близка к поверхности геоида и который называется общим 
земным эллипсоидом. Вектор д ускорения в какой-либо 
точке, соответствующей общему земному эллипсоиду, 
расположен в плоскости меридиана, проходящего через 
эту точку. Его радиальная gR и меридиональная gm со-
ставляющие имеют положительное направление соответ-
ственно к центру Земли и к Северному полюсу и выража-
ются следующим образом: 

ga = gf + gR} + gn\ (9.3.2) 

gm = + (9.3.3) 
Здесь 

£ 0 я = | г , (9.3.4) 

g% = — 2 Рго (sin В) = -fir (1 — 3 sin2 В), (9.3.5) 

^ = - ^ - ( 5 sin « Я - » sin2 В + 4 - ) , (9.3.6) 

(9.3.7) 

- 7 sin Я), (9.3.8) 

где В — геоцентрическая широта; (sin В) — полином 
Лежандра от sin В; сс и сх — константы [79]. 

Для определения возмущений, действующих на дви-
жение сближаемых аппаратов и вызываемых членами 
g(R, gn\ gm, gin » т. е. несферичностыо формы Земли и 
ее вращением, необходимо вычислить составляющие 
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ускорений (9.3.4) — (9.3.8), действующих на управляемый 
аппарат и цель, а затем найти их векторные разности. Ре-
шение этой задачи приводится ниже. 

Введем следующие обозначения для составляющих ус-
корения, действующего на управляемый аппарат: 

gRS — направлена по радиусу-вектору JSa, соединяю-
щему управляемый аппарат с центром притяжения; 

g a T — направлена по нормали к радиусу-вектору JRa 

и лежит в плоскости орбиты аппарата; 
— направлена по нормали к плоскости орбиты 

аппарата и дополняет систему gAs, gAr до правой. 
Обозначим через ба угол между плоскостью орбиты уп-

равляемого аппарата и меридиональной плоскостью, про-
ходящей через аппарат. Тогда составляющие ускорения 
запишутся в виде 

gaS = — gR, g-лТ = gm COS б ,, g.xW = gm SIR 8a. 
(9.3.9) 

Значения gn и gm вычисляются по формулам (9.3.2) — 
(9.3.8) после подстановки в них величины /?а, определяе-
м о й равенствОхМ 

Да = т ; т* о—г . (9.3.10) 

где еА и рА — эксцентриситет и фокальный параметр ор-
биты; О о а — значение истинной аномалии управляемого 
аппарата в момент начала маневра. 

Входящую в формулы (9.3.5) — (9.3.8) широту В не-
обходимо вычислить как функцию от истинной аномалии 
аппарата по значениям элементов его орбиты рА, еа, доа 
и кеплеровых углов ia, соа, определяющих положение 
орбиты в пространстве. Поскольку элементы рА, еА, Ooa 
могут быть определены только в случае, когда известны 
координаты и скорости движения управляемого аппарата, 
расчету В (О1) должен предшествовать расчет импульса 
скорости, обеспечивающего встречу сближаемых аппара-
тов в заданный момент времени. 

Итак, формулы (9.3.2) — (9.3.10) определяют возму-
щающие ускорения управляемого аппарата, вызванные 
несферичностыо формы Земли и ее вращением. Подобным 
же образом могут быть вычислены и возмущения, дейст-
вующие на цель. Вводя в рассмотрение угол состав-
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ляющие ускорения gus, guw и параметры орбиты цели 
Рп, получим расчетные формулы для определения 
возмущений движения цели, аналогичные (9.3.2) — (9.3.9). 

Для определения влияния рассматриваемых возмуще-
ний на относительное движение сближаемых аппаратов 
необходимо найти векторные разности 

A as = eras — gns,AffT = д-лт — АГЦТ, hgw = g&wi — g^w, 
а также их проекции на оси координат, связанные с целью. 
После этого найдем составляющие возмущающего ускоре-
ния, направленные вдоль осей подвижной орбитальной 
системы координат, связанной с целью, подставляя кото-
рые в уравнения относительного движения аппаратов, 
получим возможность оценить их влияние на рассматри-
ваемом интервале времени. 

Для упрощения расчетов можно исключить из формул 
(9.3.5) — (9.3.9) широту В и угол ба , введя в рассмотрение 
угол сра1, характеризующий положения управляемого ап-
парата на орбите и отсчитываемый от восходящего узла, 
и наклонение £а1 орбиты [79]. Тогда формулы (9.3.9) при-
ведутся к виду 

Выражения для расчета составляющих ускорения 
£ns, £цт» g\\\v, действующего на цель, полностью аналогич-
ны (9.3.11) и здесь не приводятся. 

Наряду с рассмотренным способом учета возмущений, 
связанных с несферичностыо формы Земли и ее враще-
нием, существуют более простые, но менее точные приемы, 
сводящиеся к расчету отклонений координат аппарата, вы-
зываемых ускорениями gs, gr, g\v за один виток его обра-
щения вокруг планеты. Этот расчет проводится для обоих 
аппаратов; затем полученные результаты интерполируют-
ся с учетом длительности маневра, после чего находится 
векторная разность полученных величии, соответствую-

с 
£аs = (3 sill2 ial sin <ра1 — 1), 

""а 
с 

Ё'лт = — sill2 ha sin (2сра1), 

с 
g-AW = — -=т- sill (2iAl) sin (2фа1). 

(9.3.11) 
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щая возмущениям относительного движения управляе-
мого аппарата и цели. 

Используем эту методику для расчета ошибки наведе-
ния Д гк при реализации маневра сближения двух аппара-
тов, движущихся компланарно по низкой, близкой к кру-
говой орбите вокруг Земли. В момент начала маневра вза-
имное положение аппаратов (в подвижной орбитальной 
системе координат) характеризуется следующими значе-
ниями координат: х0 = 50 KJK , г/0 = 20 км. Угол перехода 
маневра составляет полвитка. В расчете предполагается, 
что расстояние г между аппаратами в ходе выпол-
нения маневра меняется по линейному закону: г (t) = 
= г0 (1 — tltvi), где ti{ — длительность маневра. Наклонение 
орбиты движения принято наиболее неблагоприятным 
(i = 45°), когда ошибки, связанные с несферичностью 
формы Земли и ее вращением, максимальны [79]. Резуль-
таты расчета дали! следующие значения: Ахк = 155 м, 
Дг/к = 32 м, Дгк = 158 м. 

При выполнении маневра сближения на орбитах во-
круг Земли помимо несферичности ее формы и вращения 
необходимо учитывать воздействие на космические аппа-
раты сопротивления атмосферы, имеющее вековой харак-
тер и возрастающее с течением времени [79]. 

Методика оценки влияния сопротивления атмосферы 
на движение космического аппарата за один виток его 
обращения вокруг Земли изложена в [79] и здесь не при-
водится. Для приближенных оценок этого влияния на точ-
ность выполнения маневра сближения с углом перехода 
0 Ф 180° можно рассчитать возмущение движения каждо-
го аппарата за один виток обращения вокруг Земли, 
затем пересчитать эти возмущения с учетом истинного 
угла перехода 6 и, наконец, найти их векторную раз-
ность, определяющую возмущение относительного дви-
жения. 

Как показывает анализ, возмущающее влияние несфе-
ричности Земли, ее вращения и сопротивления атмосферы 
на движение сближаемых аппаратов существенно слабее, 
чем влияние конечности тяги, неточности знания парамет-
ров опорной орбиты, ошибок измерений параметров дви-
жения и ошибок исполнения расчетных коррекций скоро-
сти. Поэтому на практике рассмотренные в этой главе 
факторы можно в алгоритмах управления не учитывать. 
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§ 9.4. ПОГРЕШНОСТИ НАВЕДЕНИЯ 
ВСЛЕДСТВИЕ ОГРАНИЧЕННОСТИ ТЯГИ 

При рассмотрении управления сближением обычно ис-
ходят из того, что двигатели маневрирования имеют не-
ограниченно большую тягу, в связи с чем любые измене-
ния скорости происходят мгновенно, т. е. имеют импульс-
ный характер. Это предположение существенно упрощает 
решение задачи сближения и, в частности, расчет импуль-
сов скорости, необходимых для встречи аппаратов. 

Для полного исключения методических ошибок, свя-
занных с предположением об импульсном характере дейст-
вия тяги, необходимо вводить в расчет активные участки, 
длительность которых рассчитывается по величине им-
пульсов скорости и величине ускорения от тяги. Для пред-
ставляющей интерес совокупности начальных условий и 
параметров маневра методическая погрешность (промах), 
вызванная конечностью активного участка, может быть 
определена путем сравнения результатов численных реше-
ний уравнений относительного движения с учетом и без уче-
та конечной длительности работы двигателей. Этот метод, 
однако, неудобен тем, что он не дает аналитических выра-
жений для рассматриваемых погрешностей через началь-
ные условия маневра и ускорение. 

Различные подходы к оценкам влияния ограниченно-
сти тяги на точность траекторий сближения рассмотрены 
в работах [31, 88], посвященных двухимпульсным ма-
неврам сближения. Наиболее распространенная рекомен-
дация по уменьшению ошибок наведения, вызванных ог-
раниченностью тяги, сводится к необходимости включения 
двигателя раньше расчетного момента на интервал, рав-
ный половине вычисленного времени его работы [86]. 
В то же время с целыо упрощения выкладок анализ влия-
ния ограниченности тяги проводится в предположении, 
что направление вектора тяги в течение всего периода рабо-
ты двигателя считается неизменным. 

В [31] рассмотрены два способа постоянной ориента-
ции вектора тяги при отработке импульсов скорости (отно-
сительно инерциальной и относительно орбитальной си-
стем координат) и даны удобные формулы для расчета 
поправок на конечную тягу. Сопоставление этих способов 
ориентации вектора тяги дает следующие результаты: 
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ошибки импульсной аппроксимации тяги (конечный 
промах) примерно на порядок больше в случае стабилиза-
ции вектора тяги относительно инерциальной системы ко-
ординат; 

оба способа ориентации вектора тяги имеют практиче-
ски одинаковые энергетические характеристики; 

приближенная формула для расчета промаха может 
быть представлена в виде 

где коэффициент т зависит от способа ориентации вектора 
тяги и начальных условий маневра; а — ускорение, соз-
даваемое тягой. 

Заметим в заключение, что вследствие простоты моде-
лирования на ЭВМ полных уравнений движения космиче-
ских аппаратов как в абсолютной, так и в относительной 
системе координат (включая активный участок) для про-
верки достоверности результатов использования линей-
ной теории следует использовать численные методы расче-
та соответствующих погрешностей наведения и методы их 
минимизации, собственные погрешности которых малы и 
практически не зависят от начальных условий и парамет-
ров орбит аппаратов. 



ГЛАВА 10 
ПОСТРОЕНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ ПРОГРАММ 

КОРРЕКЦИЙ 

§ 10.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТОЧКИ ПОСЛЕДНЕЙ КОРРЕКЦИИ 

Рассмотренные в предыдущих главах методы вычисле-
ния двухимпульсных программ управления, в том числе 
и оптимальных, формулировались в идеализированной 
постановке, без учета реальных ошибок измерений и ис-
полнения. С учетом этих ошибок может оказаться невоз-
можным достигнуть попадания в заданную окрестность 
цели с помощью только одного корректирующего им-
пульса скорости, являющегося начальным импульсом 
двухимпульсной программы. Поэтому для обеспечения 
требуемой точности сближения необходимо предусмот-
реть промежуточные корректирующие импульсы, коли-
чество к величина которых зависят от величины ошибок, 
параметров орбиты цели, начальных условий и времени 
сближения. 

Возможны два подхода к определению полной програм-
мы коррекций: она может быть рассчитана заранее на 
весь интервал сближения либо последовательно уточнять-
ся в процессе сближения. В настоящей главе излагается 
методика определения программы маневрирования с фик-
сированными моментами приложения коррекций, опти-
мальной по энергетическим затратам при учете ошибок 
измерений и исполнения. Оптимизация осуществляется 
в минимаксном смысле для наихудших вариантов началь-
ных условий и сочетания ошибок, которые считаются де-
терминированными. При этом предполагается, что каж-
дая коррекция является полной. 

При нахождении многоимпульсной программы коррек-
ций момент приложения последней из них можно опреде-
лять в какой-то мере независимо от остальных. Это объяс-
няется следующими причинами. 

Если последнюю коррекцию смещать к концу заданно-
го интервала сближения, то точность наведения будет 
увеличиваться, но будет возрастать и величина коррек-
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тирующего импульса скорости. Кроме того, при этом бу-
дут возрастать также отклонения, оставшиеся нескоррек-
тированными после предыдущих коррекций, так что для 
их ликвидации необходимы все большие и большие энер-
гетические затраты, вследствие чего положение точки по-
следней коррекции следует выбирать настолько далеко 
от расчетного момента встречи, насколько позволяют тре-
бования к точности выполнения конечных условий сбли-
жения. 

Для маневра сближения наиболее существенным яв-
ляется обычно требование обеспечения заданной конечной 
точности по положению. Поэтому ниже будут учитываться 
только ограничения на конечные координаты, хотя пред-
лагаемый подход нетрудно обобщить и на случай выполне-
ния конечных условий по скорости. 

Ограничиваясь ради простоты рассмотрением компла-
нарного маневра сближения, составляющие конечного 
промаха по положению можно в линейном приближении 
представить в виде 

хк = Яхх §х + йхубу + ахх6х + аХуЬу,) 

У к = аихЬх + аууЬу + аух8х + йуу J 
(10.1.1) 

Здесь б у, 8х, 6у— отклонения параметров относитель-
ного движения от их значений, отвечающих точному 
выполнению конечных условий сближения; а х х , . . . , а • — 
элементы соответствующей переходной матрицы, представ-
ляющие частные производные от конечных координат по 

текущим координатам и со-
ставляющим относительной 
скорости и определяемые в 
явном виде в зависимости от 
угла перехода 8 соотношени-
ями типа (5.4.10). 

Пусть расчет коррекций 
основывается на измерениях 
дальности г, скорости изме-
нения дальности г, угла а 

между вектором дальности и осыо х орбитальной системы 
координат xyz и скорости изменения этого угла d. Тогда 
относительные координаты и составляющие скорости в ор-
битальной системе отсчета определяются из соотношений 

У 

lJ 

11 

У* \ > 
гад 

г / - 1 X 

х 
Рис. 10.1. 
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(рис. 10.1) 

x = r cos a, y = r sin а; 
х = г cos а — га sin а, 
гу; = г sin а + га cos а. 

(10.1.2) 

Ошибки определения координат и составляющих скорости 
вследствие ошибок измерений вычисляются по формулам 

8х = Дг cos а — г Да sin а,^ 
6г/ = Дг sin а + г Да cos а; 

8х = Дг cos а — г Да sin а — 
— Дга sin а — г Да sin а — га Да cos а, 

б у = Дг sin а + г Да cos а + 
+ Д г а cos а + г Да cos а — га Да sin а, 

(10.1.3) 

(10.1.4) 

где Дг, Дг, Да, Да — ошибки измерения соответствую-
щих параметров, которые считаются малыми. 

Если в выражениях (10.1.3) и (10.1.4) все ошибки счи-
тать независимыми и исключить тригонометрические 
функции с помощью соотношений (10.1.2), можно полу-
чить выражения для максимально возможных отклонений 
координат 

(10.1.5) 

и составляющих скорости 

6* = [ ( - f Дг)4 + (rJL Да)2 + (у Да)' + 

6у = [ •Аг 

+ (*-£- Дг)2 (ал; Да)2 J '*, 

(г — Д а ) 2 + ( х Д а ) 2 + 

+ ( а ^ - Д г ) 2 + (а2/Да)2]"2. 

(10.1.6) 

Входящие в эти соотношения величины г и а нетрудно 
выразить через координаты и составляющие скорости В 
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соответствии с уравнениями (см. рис. 10.1) 

г = х cos а + у sin а = — (хх -f- yfj), 1 
! 1 ' (Ю.1.7) 

а = — (— х sin а + у cos а) = — (ху — ух). J 

Подстановка (10.1.7) в (10.1.6) дает 

6f = [ ( 4 - Дг)2 + (J±tHL JL AaJ + 

+ (у му + JL Ary + ( J5Lz»L * Да)2]"-, 

+ (хд*)« + = -2. Дг)2 + (-*£=**- , Д а ) 2 ; ' . 

Если в какой-то момент времени t прикладывается кор-
рекция, то при определении отклонений скорости необходи-
мо учитывааь кроме ошибок измерений также и ошибки ис-
полнения. 

Предположим, что ошибки исполнения сводятся 
к ошибкам в составляющих корректирующего импульса 
dx и dy, которые независимы и некоррелированы с ошиб-
ками измерений. Тогда полные ошибки в составляющих 
относительной скорости определяются в виде 

+ (у Да)2 + ( у Дг)2 + * Да)2 + ( d x ) f , 

+ ( , Да)2 + ( ^t=y±. х Дг)2 + р Ц ^ у Да)2 + ( d y ) f . 

Составляющие промаха хк и г/к» ожидаемые в конце ин-
тервала сближения, определяются значениями парамет-
ров относительного движения в точке приложения 
последней коррекции х, у, х, у, отклонениями этих 
параметров 8х, б г/, 6х, б у, которые вызываются 
ошибками системы управления, и временем, оставшимся 
до встречи, которому соответствует угол перехода 
6 =О к 
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Рассмотрим способ определения точки последней кор-
рекции на следующем примере. 

Пусть орбита цели имеет эксцентриситет е = 0,03 и 
пусть управляемый аппарат находится на круговой орби-
те, касающейся орбиты цели в перицентре. Поскольку экс-
центриситет опорной орбиты невелик и прогнозирование 
конечного промаха осуществляется на сравнительно не-
большой интервал времени, то для вычисления составля-
ющих промаха в соответствии с уравнениями (10.1.1) 
можно использовать переходную матрицу, элементы кото-
рой аппроксимируются следующим образом: 

= 1» IX = 0» 
аху = — 6 (0 — sin 0) ж 0, dyy = 4 — 3 cos 0 ^ 1 , 
ахк = — (30 — 4 sin 0) ж 0, a jyi = 2 ( 1 — cos 0) ж 0, 
ax-v = —2(1 — cos 0) ж 0, aу- = sin 0 ^ 0 . 

Предположим, что максимальные значения ошибок из-
мерений равны утроенным значениям ошибок системы [20], 
приведенным в приложении 2, ошибки реализации кор-
ректирующего импульса в два раза меньше ошибок 
измерений скорости сближения, а допустимый конечный 
промах определяется ограничением 

бг = Vxl + yl < 2 ,5 .Ю- 4 . 

При этих данных предельное положение точки послед-
ней коррекции определялось путем вычисления конеч-
ного промаха бг для различных значений характерных 
параметров и его сравнения с допустимой величиной 
0,25-10~3. Во время расчетов параметры, влияющие на 
положение точки последней коррекции, варьировались 
в соответствии с изменением дальности г в пределах от 0 
до 2,5• 10~3 с шагом 2,5* 10~4, относительной скорости г — 
в пределах от 0 до 2,5«Ю -2 с шагом 0,625«Ю -3 и угла пере-
хода 0 — в пределах от 0 до 15° с шагом 2,5°. Типичные 
результаты расчетов приведены на рис. 10.2. 

По допустимой величине промаха бг = 0,25-10~3 были 
состроены границы положения точки последней коррек-
ции в плоскости параметров «угол перехода — дальность» 
ЦЛЯ разных значений относительной скорости (рис. 10.3). 
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Из рисунка видно, что для рассмотренного диапазона из-
менения г угол перехода, соответствующий точке послед-
ней коррекции, может быть принят равным 0 ж 6°; это зна-
чение должно быть уточнено при построении и оптимиза-
ции полной программы коррекций. 

дг 

Рис. 10.3. 

Необходимо отметить, что в некоторых случаях кроме 
основного требования выполнения конечной точности 
сближения существенное влияние на положение всех кор-
рекций могут оказывать и другие ограничения, вытекаю-
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щие из технических возможностей системы управления. 
В частности, времена переориентации управляемого ап-
парата, подготовки двигателя к повторному запуску и 
реализации импульса с помощью ограниченной по вели-
чине тяги определяют минимально возможный интервал 
между коррекциями. 

§ 10.2. ВЫБОР НАЧАЛЬНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ 
ДЛЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ МОМЕНТОВ КОРРЕКЦИЙ 
НА ИНТЕРВАЛЕ СБЛИЖЕНИЯ 

При заданном уровне ошибок и выбранной точности 
сближения, определяемой по конечному промаху, потреб-
ные энергетические затраты для программ с фиксирован-
ными моментами приложения коррекций зависят глав-
ным образом от распределения этих моментов на интервале 
сближения. Задача оптимального распределения коррек-
ций рассматривалась в ряде работ, основные результаты 

X а К i-, <>к ® 

5) 

Рис. 10.4. 

которых состоят в следующем [24, 96, 106]. В предполо-
жении, что отклонения от номинальной траектории явля-
ются малыми и описываются линейными уравнениями, а 
случайные ошибки имеют нормальный характер, опти-
мальным в среднем будет распределение моментов коррек-
ций по геометрической прогрессии, если учитывать только 
ошибки измерений, и по арифметической прогрессии, если 
учитывать также и ошибки исполнения. 

Используя в качестве меры времени центральные углы, 
определяющие орбитальное движение цели, в случае 
распределения коррекций по геометрической прогрессии 
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= х 

(рис. 10.4,а) будем иметь 

<•«-<>0 « „ - ^ 1 « „ " « m - i 
или 

J i 02_ _ _ 9 т _ v 
0 - 0, е т_ 1 

где fy —истинная аномалия, 0f —угол перехода в точку 
встречи, соответствующие i-й промежуточной коррекции, 
общее число которых равно т. Перемножив эти отноше-
ния, получаем 

О — О 9 
к т т а.т 

О к - О о - е ' 
Здесь величина или 0 т предполагается заданной. От-
сюда находим 

т/~А Г А 

" = у ф ъ - <10 2 Л > 
Следовательно, точки приложения коррекций определя-
ются соотношениями 

Of = Ок - х 1 (фк _ ф 0 ) . (10.2.2) 

При распределении коррекций по арифметической про-
грессии (рис. 10.4, б) интервалы между ними постоянны, 
так что 

<>! = О, - < > ! = . . . = Ъ т - = Ок _ О т = б 
ИЛИ 

0 — 01 = 01 — 02 = • • • — 0т-1 — 0т = 0т = 
Отсюда находим, что 

— е 6 = /га + 1 m 1 

и точки коррекции можно определять в соответствии с 
уравнением 

д, = Ф0 + «6. 
Численные расчеты показывают, что для соотношения 

(10.1.2) между ошибками измерений и исполнения про-
грамма коррекций, построенная по геометрической про-
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грессии, ближе к оптимальной, чем программа, построен-
ная по арифметической прогрессии. Поэтому в качестве 
начального приближения для оптимального распределе-
ния коррекций предпочтительнее выбирать распределение 
по геометрической прогрессии, задаваемое соотношениями 
(10.2.1) и (10.2.2). При этом точка последней коррекции, 
определяемая углом О т или 6 т , находится по методике, 
изложенной в предыдущем параграфе. 

§ 10.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОТРЕБНЫХ 
ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ ЗАТРАТ 

Для организации итерационного процесса оптимиза-
ции программы управления с промежуточными коррекци-
ями необходимо уметь вычислять полные потребные энер-
гетические затраты для отдельных пробных программ, 
имеющих заданное распределение коррекций. Определение 
потребных энергетических затрат производится путем 
моделирования процесса сближения на ЭВМ и может 
быть основано на минимаксном подходе, который за-
ключается в следующем. При каждом просчете процесса 
сближения на ЭВМ в соответствии с уравнениями 
(10.1.5) —(10.1.7) вычисляются максимальные ошибки 
в положении и скорости, имеющие неизменный знак на 
всем угловом интервале сближения 0, т. е. ошибки услов-
но считаются систематическими. Для одних и тех же на-
чальных условий и интервала сближения выбирается со-
четание знаков ошибок, дающее по сравнению с другими 
их сочетаниями наибольшие энергетические затраты, ко-
торые и принимаются в качестве потребных. 

Определение энергетических затрат на основе модели-
рования процесса сближения осуществляется в следую-
щем порядке. 

1. Интегрированием уравнений относительного дви-
жения определяются истинные значения координат xt, yt 
и составляющих относительной скорости xt, yh соответ-
ствующих углу fy в момент приложения очередной i-й кор-
рекции. 

2. По известным параметрам относительного движения 
xi-> JJii я*, \)i и величинам ошибок измерений А г, А г, Да, 
Да вычисляются максимальные ошибки положения и ско-
рости bxt, byt, б х ь б y h 
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3. Определяются «измеренные» координаты и скорости 

Xi =-- Xi + y -t = у{ + 6j/i, 

х-, = х-, + 8xu pi = уч + б yu 

причем знаки ошибок устанавливаются в соответствии 
с рассматриваемым вариантом их сочетания. 

4. По «измеренным» координатам с помощью решения 
соответствующей задачи определяются составляющие ско-
рости х-, yt , необходимой для сближения с целью за вре-
мя, соответствующее углу 6; = Ок —fy-

5. Находятся составляющие корректирующего импуль-
са с учетом максимальной ошибки их реализации 

Aii == xt — Х{ + dxn 

Ayi = yt — §4 + dlji 

и вычисляется величина i-й коррекции как 

Ji = / {Mif + (А?/,)2-
6. Проводится интегрирование уравнений относитель-

ного движения при начальных условиях 

Ф = fy, х = хх, х = xt + A xt, 

У = Уи У = Vi + 

в результате чего определяются истинные значения коор-
динат и скоростей для угла d l 4 1 следующей (i + 1)-й кор-
рекции. 

7. Расчет повторяется, начиная с п. 2, до тех пор, 
пока не будет достигнута конечная точка интервала сбли-
жения Фц-

8. В конечной точке регистрируются промахи по коор-
динатам хк и i/к, находится величина промаха 

б г = У х\ + yl , 

определяются составляющие конечного импульса 

Ахк = — я„, Аук = —г/к, 

вычисляется его величина 

/ и = У (Ахк)* + (Д.ук)2 
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и подсчитываются полные энергетические затраты J на 
сближение как сумма величин начального, конечного и 
всех промежуточных импульсов: 

тп 
J = Jo + a J г + / к . 

i=l 
На этом расчет варианта заканчивается. 

При фиксированных начальных условиях и интервале 
сближения 9 возможно 64 варианта сочетания знаков 
ошибок 

± б я , ±Ьу, ± б £ , ±cte, 

Определение наиболее неблагоприятного с точки зрения 
энергетических затрат варианта может производиться по 
схеме прямого перебора всех вариантов путем сравнения 
соответствующих энергетических затрат и выделения та-
кого сочетания, при котором энергетические затраты по-
лучаются наибольшими среди всех ранее вычисленных. 

Аналогичным образом выбираются и наиболее небла-
гоприятные условия, которые должны ориентироваться 
на максимально возможные начальные дальность и отно-
сительную скорость. Благодаря малому отличию опти-
мального распределения коррекций от их распределения 
по геометрической прогрессии весь расчет наиболее тяже-
лых с точки зрения энергетических затрат условий сбли-
жения может основываться на использовании программы 
коррекций, построенной по геометрической прогрессии. 

§ 10.4. МЕТОДИКА ОПТИМИЗАЦИИ 
ПРОГРАММЫ КОРРЕКЦИЙ 

Аналитические оценки и численные расчеты показыва-
ют, что дополнительные энергетические затраты на 
компенсацию ошибок системы управления возрастают с 
увеличением продолжительности процесса сближения. 
Поэтому оптимальные интервалы сближения для многоим-
пульсных программ управления, построенных с учетом 
ошибок, должны уменьшаться по сравнению с интервалами 
сближения идеальных двухимпульсных программ, ре-
зультаты исследования которых представлены в главе 8. 

Приближенный выбор оптимального интервала сбли-
жения 0 = Фц — О0 с учетом ошибок измерений и испол-
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нения может производиться путем минимизации по этой 
переменной полного расхода энергетических затрат / , 
вычисляемых для наихудшего варианта начальных усло-
вий и сочетания знаков ошибок. При этом число т проме-
жуточных коррекций, распределенных по геометрической 
прогрессии, также определяется из условия минимума 
энергетических затрат / при фиксированном значении уг-
ла перехода 9. 

После нахождения оптимальных значений интервала 
сближения 0 и числа промежуточных коррекций т осу-
ществляется оптимизация полной программы управления 
путем перераспределения «моментов» fy приложения про-
межуточных коррекций, распределенных первоначально 
по геометрической прогрессии. 

При фиксированных значениях 0 и т энергетические 
затраты J являются функцией т переменных fy, на кото-
рые наложены ограничения 

fy-i < < i = l , . . . , т , fyn+i = fy. 
(10.4.1) 

Таким образом, задача оптимизации программы коррек-
ций сводится к отысканию минимума функции J (fy, ... 
..., Фт). При этом должны учитываться ограничения на ко-
нечный промах в виде неравенств 

I К \ У, | Ч 6* (10.4 2) 
или 

бг - + yl ч «Г. (10.4.3) 

т. е. имеет место задача на условный экстремум. 
Поскольку рассматриваемая функция J (fy, . . ., fyn) 

довольно сложна и определяется в неявном виде, то для 
нахождения ее минимума следует использовать численные 
методы нелинейного программирования [35, 58, 63, 65, 72]. 
При численных расчетах были использованы как наибо-
лее простые в реализации метод Гаусса — Зейделя и гра-
диентный метод, дополненные процедурами выполнения 
условий по конечному промаху. 

Поиск минимума функции J по методу Гаусса — Зей-
деля осуществляется путем последовательной вариации 
точек приложения промежуточных коррекций, начиная 
с первой. Для этого очередная точка fy смещается на неко-
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торую величину Afy, имеющую положительный или отри-
цательный знак. Если при этом расход J убывает, то де-
лается новый шаг в том же направлении и этот процесс 
продолжается до тех пор, пока величина J не начнет воз-
растать или не нарушатся ограничения (10.4.1). В этом 
случае фиксируется найденное оптимальное положение 
точки fy и производится переход к поиску оптимального 
положения следующей точки и так далее. После окон-
чания первого цикла оптимизации, в результате которого 
варьируются положения всех т точек коррекции, запо-
минается наименьшее суммарное значение суммарного рас-
хода «Л1* и осуществляется переход ко второму циклу оп-
тимизации, начинающемуся вновь с пробных вариаций 
положения первой точки. В ходе этого процесса произво-
дится изменение величины и знака шагов ДО .̂ Оптимиза-
ция в целом заканчивается, когда будет достигнуто вы-
полнение неравенства 

| /(П+1) _ /<п) | ^ б./, 

где / ( п ) —полные энергетические затраты после окончания 
дг-го цикла оптимизации; б j — малая наперед заданная 
величина. 

Кроме проверки ограничений (10.4.1), на каждом шаге 
итерационного процесса проверяется также выполнение 
условий по конечному промаху (10.4.2) или (10.4.3). По-
скольку величина промаха зависит главным образом от 
положения точки последней коррекции, то при нару-
шении этих ограничений производится смещение послед-
ней коррекции к концу интервала сближения fl^ малыми 
шагами 60Ш до тех пор, пока не будет достигнута допусти-
мая величина промаха. После этого процесс минимизации 
возобновляется. 

Аналогичным образом, осуществляется минимизация 
программы коррекций по градиентному методу. Основное 
отличие этого метода от метода Гаусса — Зейделя состоит 
в том, что на каждом шаге итерационного процесса варь-
ируется положение не одной, а всех промежуточных кор-
рекций, кроме последней. Для этого сначала малыми проб-
ными шагами определяются составляющие градиента 
функции J по первым т — 1 переменным fy, после чего 
делается рабочий шаг в направлении, противоположном 
этому градиенту. Величина рабочего шага, меняющегося 
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в ходе итерационного процесса с некоторой дискретно-
стью, уменьшается по мере продвижения к точке миниму-
ма функции / . Изменение переменной О™, определяющей 
положение точки последней коррекции, используется для 
выполнения ограничений по конечному промаху в случае 
их нарушения. 

§ 10.5. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА 
ОПТИМАЛЬНЫХ ПРОГРАММ КОРРЕКЦИЙ 

Для выяснения характерных особенностей оптималь-
ных маневров сближения с промежуточными коррекциями 
рассмотрим типичные результаты численных расчетов, 
полученные по изложенной выше методике для двух край-
них случаев: орбита цели малого эксцентриситета (е = 0,1) 

// 

Рис. 10.5. 

и орбита цели большого эксцентриситета (е = 0,8). В обо-
их случаях начальные условия для маневра сближения 
соответствуют расположению цели в перицентре своей 
орбиты (Ф0 = 0); они задаются нулевыми для относи-
тельной скорости и областью в виде криволинейного че-
тырехугольника для относительных координат (рис. 10.5). 
При этом в соответствии с минимаксным подходом рассмат-
риваются только граничные точки области, отвечающие 
максимальным начальным дальностям и обозначенные на 
рис. 10.5 цифрами 1—4. Все численные расчеты базируют-
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ся на значениях ошибок измерений и исполнения, задан-
ных соотношениями (10.1.2). 

В качестве основы для построения оптимальных про-
грамм коррекций и оценки их эффективности используют-
ся представленные в главе 8 данные, относящиеся к 
идеальным двухимпульсным маневрам сближения. Мини-
мальные энергетические затраты; /0пг на идеальное сближе-
ние и соответствующие им интервалы сближения 0ОПт = 
= fy. опт приведены для четырех вариантов начальных ус-
ловий (граничных точек заданной области) в табл. 10.1. 

Т а б л и и а 10.1 

Вариант 
началь-

ных 
условий 

Д&о, град Ah 
®011Т, град '^ОПТ Вариант 

началь-
ных 

условий 
Д&о, град Ah 

е = 0,1 е = 0,8 е = 0,1 е = 0,8 

1 —1,5 - 0 , 0 1 191 179 0,0034 0,00041 
2 —1.5 0,01 256 191 0,0096 0,00058 
3 1,5 0,01 194 179 0,0034 0,00041 
4 1,5 —0,01 258 190 0,0096 0,00058 

Как следует из таблицы, наибольшие энергетические 
затраты на сближение требуются в случае, когда управля-
емый аппарат первоначально находится сзади и выше или 
впереди и ниже цели (положения «впереди» и «сзади» оп-
ределяются по отношению к направлению орбитального 
движения). Этот вывод, основанный на частных резуль-
татах, имеет весьма общее значение и справедлив для 
любых интервалов сближения, а не только для оптималь-
ных, если только начальная дальность при различных-
взаимных положениях аппаратов имеет одну и ту же ве-
личину. 

Для неидеальных маневров сближения необходимо 
прежде всего подобрать такое число промежуточных кор-
рекций тть, которое обеспечивало бы заданную конечную 
точность сближения и минимизировало потребные энерге-
тические затраты. Оптимальное значение числа т опреде-
ляется путем исследования зависимости от этой перемен-
ной полных энергетических затрат на сближение / , соот-
ветствующих наихудшему варианту начальных условий и 
сочетания знаков ошибок в положении и скорости, при 
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некотором фиксированном угловом интервале сближения 
6, не превышающем 180°. В качестве наихудших началь-
ных условий (вариант 4) приняты такие, которым соот-
ветствуют максимальные энергетические затраты без уче-
та ошибок в положении и скорости. Наихудшее сочетание 
знаков ошибок определяется как 6х 0, бг/ < 0, 8х < 0, 
8у < 0, dx > 0, dy < 0 в случае е = 0,1 и как 6х > 0, 
бг/ < 0, 8х > 0, б у < 0, dx 0, dy 0 в случае е = 0,8. 
При этом коррекции распределяются на интервале сбли-
жения по геометрической прогрессии, а допустимые ко-
нечные промахи определяются величиной б г ^ 5 - 1 0 ~ 4 . 

Численные расчеты показывают, что с увеличением 
числа коррекций т полный энергетический расход моно-
тонно убывает. Однако при т 6 выигрыш становится 
незначительным, а интервалы между последними коррек-
циями, все меньшими и меньшими по величине, уменьша-
ются настолько, что их невозможно выдержать на прак-
тике (если принимать в расчет время на переориентацию 
управляемого аппарата при реализации коррекций и 
другие подобные факторы). Поэтому за оптимальное 
принимается число коррекций т = 6. 

Далее, для маневра сближения с шестью промежуточ-
ными коррекциями находится оптимальный угловой 
интервал сближения 0, сокращающийся по сравнению с иде-
альным случаем вследствие влияния ошибок системы уп-
равления. Поиск оптимального интервала 0 путем мини-
мизации энергетических затрат J осуществляется при тех 
же условиях, что и поиск оптимального числа коррекций 
га, а именно для наихудшего варианта начальных условий 
и сочетания знаков ошибок при распределении коррекций 
по геометрической прогрессии. Определяемое таким обра-
зом значение углового интервала сближения 0 не будет 
строго оптимальным и должно проверяться и уточняться, 
как и число коррекций га, после нахождения их опти-
мального распределения. 

В результате численных расчетов на этом этапе опре-
деления оптимальной программы управления для опти-
мального интервала сближения выбрано значение 0 = 130° 
в случае е = 0,1 и 0 = 135° в случае е = 0,8. Данные, 
соответствующие оптимальному интервалу сближения, а 
также несколько большему и йесколько меньшему интер-
валам, представлены в табл. 10.2, где в графе / о и т приве-
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Т а б л и ц а 10.2 

0, г р:н) 

, град 100 130 1G0 120 135 150 

е = 0 ,1 е = 0,8 

48 54 66 60 68 89 
62 82 105 90 101 120 

Фз > 75 101 128 105 108 138 
85 112 141 113 124 145 

О. 90 120 149 116 " 130 148 
Фб 94 124 154 118 134 149,5 

J 0,058 0,053 0,057 0,102 0,100 0,104 
0,030 0,027 0,018 0,028 0,014 0,006 

дены расходы на сближение без учета ошибок системы 
управления. 

После выбора оптимального углового интервала сбли-
жения 0 и числа коррекций т производится оптимизация 
распределения коррекций согласно методике, рассмотрен-
ной в предыдущем параграфе. Результаты оптимизации 
сведены в табл. 10.3. 

Т а б л и ц а 10.3 

i 0 1 2 3 4 5 6 к 

град 

е = 0,1 0 32 57 76 92 106 119 130 

град е = 0 , 8 1,5 92 1(6 118 125 130 133 135 

Ji 

е = 0,1 0,010 0,005 0,005 0,004 0,003 0,003 0,003 0,014 
Ji 

е — 0,8 0,010 0,011 0,001 0,001 0,001 0,001 0,001 0,003 

Характеристики программ коррекций при распределе-
нии оптимальном и по геометрической прогрессии сопо-
ставлены в табл. 10.4. 

Для случая е = 0,8 сравнение энергетических затрат 
для этих двух распределений в зависимости от углового 
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Т а б л и ц а 10.4 

Распределение 

град по геометр, 
прогрессии 

опти-
мальное 

по геометр, 
прогрессии 

опти-
мальное 

е = 0,1 е = = 0,8 

<>1 54 32 68 92 
82 57 101 106 

Оз 101 78 115 118 
112 92 124 125 
120 106 130 130 
124 119 134 133 

J 0,053 0,047 0,100 0,071 

м 0,006 0,029 

интервала сближения 0 показано также графически на 
рис. 10.6. 

Полные энергетические затраты J и значения конечного 
промаха б г для характерных граничных точек области 

У 

0,10 -

0,09 -

0,08-

0,07 -

Ъ : , , , 
О " 720 135 150 в, град 

Рис. 10.6. 

начальных условий в районе перицентра приведены 
в табл. 10.5. Здесь же указаны энергетические затраты 
/0пт» получающиеся при заданном интервале сближения 
0 = 130° или 0 == 135° без учета ошибок измерений и ис-
полнения. 

/7о геометршстг 
прогрессии ^ , 

D/тималмж 
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Т а б л и ц а 10.5 

Вариант е - = 0.1 е 0,8 
началь-

ных 
условий J Л)! IT 5 r •''опт Ъг 

1 0,1)28 0 ,012 I . К)-» 0 .026 0 .005 Л - К) 1 

2 0,047 0 ,02(> н. 10-1 0,027 0,001) 4 .10- 4 

3 0,033 0,008 М 0 - * 0 ,028 0 ,003 2- Ю-1 

4 0,047 0,02(5 3- К)~1 0,029 0 ,006 з . ю - 4 

Таким образом, максимальные энергетические затраты 
на сближение в районе перицентра составляют 0,047 при 
малых и 0,029 при больших значениях эксцентриситета 
орбиты цели. При этом конечные промахи не превышают 
величины 4-10~4. 

Для проверки оптимальности программ коррекций, 
найденных при вполне определенном сочетании знаков 
ошибок, они были испытаны и при других сочетаниях. 
Оказалось, что варианты, выбранные как наихудшие для 
распределения коррекций по геометрической прогрессии и 
используемые в качестве таковых при оптимизации про-
граммы коррекций, в самом деле требуют наибольших 
энергетических затрат. Следовательно, найденные распре-
деления коррекций действительно являются оптималь-
ными (в минимаксном смысле). 

На основании полученных результатов можно сделать 
некоторые общие выводы, которые подтверждаются также 
и другими подобными расчетами, выполненными при дру-
гих значениях ошибок, эксцентриситета орбиты цели и 
начальных условий маневра сближения. 

1. С учетом ошибок системы управления оптимальные 
интервалы сближения уменьшаются по сравнению с ин-
тервалами, вычисляемыми без учета этих ошибок, причем 
тем больше, чем выше уровень ошибок. Соответственно 
возрастают и энергетические затраты, которые могут до-
стигать значений, на порядок превышающих минималь-
ные энергетические затраты на идеальное двухимпульс-
ное сближение. При этом число коррекций, зависящее 
в основном от уровня ошибок, может меняться от едини-
цы до десятка единиц. 

11 Ю. А. Ермилов и др. 
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2. Ошибки системы управления влияют на характери-
стики маневров сближения с промежуточными коррекция-
ми тем сильнее, чем более быстро меняются в полете па-
раметры относительного движения. В частности, если 
сближение осуществляется в районе перицентра орбиты 
цели, то при больших значениях эксцентриситета энерге-
тические затраты с учетом ошибок возрастают (по срав-
нению с идеальным случаем) более значительно, чем при 
малых значениях эксцентриситета орбиты цели. 

3. Для принятого в расчетах соотношения между 
ошибками измерений и исполнения оптимальное распре-
деление моментов коррекций на интервале сближения 
в общем близко к их распределению по геометрической 
прогрессии. Однако в случае малых эксцентриситетов 
орбиты цели точки коррекций распределяются более рав-
номерно, тогда как в случае больших эксцентриситетов 
они сгущаются к концу интервала сближения. 

4. При одном и том же числе коррекций оптимизация 
их распределения позволяет достигать улучшения энер-
гетических характеристик маневра сближения по сравне-
нию с использованием более простых распределений по 
арифметической или геометрической прогрессии, причем 
оптимизация дает более значительный эффект в случае 
больших эксцентриситетов и менее значительный эффект 
в случае малых эксцентриситетов орбиты цели. 

Необходимо еще раз подчеркнуть, что в принятом под-
ходе к оптимизации программы коррекций ошибки систе-
мы управления, имеющие случайный характер, учиты-
ваются детерминированным образом, т. е. вызываемые 
ими ошибки в параметрах движения считаются макси-
мально возможными по величине и систематическими 
с наихудшим сочетанием знаков. Подобная реализация 
ошибок весьма маловероятна, так что потребные энерге-
тические затраты, определяемые в расчете на наиболее 
неблагоприятное стечение обстоятельств, должны превы-
шать с некоторым запасом энергетические затраты, не-
обходимые при случайном изменении ошибок, и гаран-
тировать выполнение маневра сближения в любом 
случае. 

С другой стороны, энергетические затраты на сближе-
ние, вычисляемые без применения какой-либо фильтрации 
измерений от ошибок, значительно превышают затраты на 
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идеальное сближение. Рациональная статистическая об-
работка измерительной информации позволяет сущест-
венно уменьшить ошибки оценки параметров движения и 
приблизить потребные энергетические затраты к затратам, 
соответствующим идеальному двухимпульсному маневру 
сближения. Рассмотренная методика построения опти-
мальных многоимпульсных программ управления обоб-
щается и на этот случай, если под ошибками в параметрах 
движения понимать максимально возможные ошибки 
оценки, соответствующие выбранному методу фильтрации. 

11* 
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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ 
ДВИЖЕНИЯ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ 

§ 11.1. ОСНОВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
И КЛАССИФИКАЦИЯ МЕТОДОВ ОЦЕНКИ 

Важной составной частью общего алгоритма управле-
ния сближением является алгоритм оценки параметров 
движения космических аппаратов по измерениям, реали-
зуемым автономными (бортовыми) или наземными сред-
ствами. 

Поскольку измерения содержат случайные и система-
тические ошибки, алгоритм оценки должен быть эффек-
тивным в смысле снижения влияния ошибок на точность 
получаемых оценок. Во многих случаях повышение точ-
ности оценок может быть достигнуто путем накопления 
значительного числа избыточных измерений с последую-
щей обработкой результатов каким-либо статистическим 
методом. Другой путь к получению высокоточных оценок 
состоит в том, чтобы при расчете оценок использовать из-
мерения только тех параметров движения, точность оп-
ределения которых относительно высока. В этом случае 
нет необходимости проведения большого числа измере-
ний — оно может быть равно числу определяемых 
величин. 

Оба названных подхода — статистический и детерми-
нированный — позволяют создать большое число алго-
ритмов оценки, различных по своей структуре и основным 
вычислительным процедурам. 

Общий алгоритм получения оценок параметров дви-
жения космических аппаратов состоит из ряда блоков, 
выполняющих определенные автономные задачи и соот-
ветствующих в большинстве своем основным этапам пре-
образования информации, поступающей от измерительной 
системы. Работа алгоритма оценки параметров движения 
начинается после поступления в БЦВМ сигнала о захвате 
цели следящей антенной. Алгоритм оценки включает в себя 
блоки первичной и вторичной обработки измерительной 
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информации. Первичная обработка состоит в выделении 
полезного сигнала из выходного сигнала приемника, в иден-
тификации цели по какому-либо характерному признаку 
и в простейшей обработке полезных сигналов, отраженных 
от цели за сравнительно короткий отрезок времени. Ре-
зультатом первичной обработки является сглаженное из-
мерение параметров движения, используемое для после-
дующей обработки. 

Вторичная обработка может объединять в себе задачи 
получения оценок параметров движения, их прогнозиро-
вания и ряд других. В некоторых случаях одной из пер-
вых процедур первичной и вторичной обработки является 
отбраковка измерений, содержащих большие ошибки. 
Отбраковка осуществляется путем сравнения результа-
тов измерений с априорной информацией о них, получен-
ной на основании знания ошибок измерений и ожидаемых 
значений параметров движения. Процедура отбраковки 
позволяет повысить точность используемых измерений 
и исключить влияние отдельных выбросов на точность по-
лученных оценок. 

Из приведенных выше блоков общего алгоритма оцен-
ки видно, что алгоритм вторичной обработки выполняет 
важную роль не только в повышении точности оценок, но 
и в преобразовании информации из одного вида в другой 
с учетом требований общего алгоритма управления. 

Ввиду того, что алгоритм первичной обработки изме-
рений строится в основном с учетом специфических характе-
ристик цепи «передатчик — канал связи — приемник», 
а блок первичной обработки является составной частью 
измерительной системы и конструктивно с ней совмещен, 
он здесь не рассматривается. Не рассматриваются здесь 
также вопросы поиска, захвата и сопровождения цели, 
тесно связанные с задачей управления ориентацией аппа-
ратов относительно центра масс. Интересующиеся этими 
вопросами могут обратиться к работам [1, 2, 41]. 

Основное внимание при дальнейшем изложении будет 
уделено методам вторичной обработки информации и по-
лучения оценок параметров движения по результатам 
первичных измерений. Все рассматриваемые методы ори-
ентированы на применение БЦВМ. В целях упрощения 
терминологии в дальнейшем задача вторичной обра-
ботки измерений названа задачей оценки параметров 
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движения, а алгоритм вторичной обработки — алгоритмом 
оценки. 

Если орбита цели и ее ориентация в пространстве из-
вестны, движение управляемого аппарата определяется 
шестипараметрическими совокупностями координат и ско-
ростей, элементов орбит или констант интегрирования 
уравнений относительного движения. Таким образом, 
задача оценки параметров движения управляемого аппа-
рата может быть поставлена как задача оценки любой из 
трех названных выше совокупностей: 

X = (х, у, z, vx, vin vz), 
р = (р, е, М 0 , i , со, Q ) , 

]с = (/сь к2, кз, /с5, kQ). 

Различные измерительные системы в зависимости от 
принципа действия, структуры, наличия блоков обработки 
первичных измерений и т. д. могут обеспечить измерение 
не шести, а большего или меньшего числа параметров. 
Если число измеряемых параметров меньше числа опреде-
ляемых величин, наблюдаемая система является недоопре-
деленной и для получения недостающей информации сле-
дует повторить измерения в различные моменты времени, 
дополнив их уравнениями движения. Если число измеряе-
мых параметров больше числа определяемых величин, 
то система переопределена и возникает вопрос о наилуч-
шем использовании результатов избыточных измерений. 
Поскольку относительное влияние ошибок измерений раз-
личных параметров на точность искомых оценок сущест-
венно неодинаково, решение о выборе полной или неполной 
совокупности первичных измерений для использования 
в алгоритме оценки оказывает решающее влияние на ряд 
его важнейших характеристик — точностных и вычисли-
тельных. 

Таким образом, в основу одной из классификаций 
алгоритмов оценки может быть положен признак использо-
вания полной или неполной совокупности измеряемых пара-
метров. 

Автономные радиотехнические системы, как правило, 
измеряют следующие параметры относительного движения: 
расстояние между аппаратами г, угол Р наклона вектора 
г к плоскости опорной орбиты, угол ос наклона к местной 
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горизонтали проекции вектора г на плоскость опорной 
орбиты, а также их производные г, а, р. 

Исключая некоторые из этих параметров, можно полу-
чить различные неполные совокупности, среди которых 
важное для практики значение имеют следующие: г, а , |5 и 
г, г. Первая из них наиболее просто определяет коорди-
наты относительного движения аппаратов в различные 
моменты времени, т. е. граничные условия для краевых 
задач, решения которых дают оценки скоростей; вторая со-
вокупность интересна тем, что объединяет параметры, из-
меряемые с очень высокой точностью [20], и позволяет соз-
дать алгоритмы, дающие достаточно точные оценки при 
малом числе измерений. 

По числу измерений, используемых при расчете оце-
нок, алгоритмы делятся на детерминированные и стати-
стические. В детерминированных алгоритмах общее число 
измеренных параметров равно числу определяемых вели-
чин (шести). Статистические алгоритмы используют боль-
шое число избыточных измерений, результаты которых 
обрабатываются каким-либо статистическим методом. 
Как детерминированные, так и статистические алгоритмы 
могут использовать полный или неполный состав первич-
ных измерений. 

Статистические алгоритмы могут быть классифициро-
ваны по критериям оценки: с минимальной дисперсией, 
максимальной вероятности (максимального правдоподо-
бия), с минимальной ошибкой. 

По методам обработки измерительной информации ал-
горитмы делятся на рекуррентные и групповой обработки. 

В рекуррентных методах текущая оценка формируется 
заново после каждого измерения и является функцией 
предыдущей оценки и нового измерения. В методах груп-
повой обработки оценка является результатом обработки 
серии измерений и может быть получена только после за-
вершения этой серии. Рекуррентные методы дают оценки 
на каждом такте (шаге) измерений, поэтому они' чувстви-
тельны к появлению больших единичных ошибок. В проти-
воположность этому методы групповой обработки мало-
чувствительны к таким ошибкам, но не дают текущих оце-
нок до завершения всех измерений. 

По характеру вычислительных процедур алгоритмы 
делятся на итерационные и аналитические. Это деление 
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относится как к детерминированным, так и к статистиче-
ским алгоритмам. Итерационные алгоритмы включают 
в себя различные итерационные процедуры: решение крае-
вых задач с частично заданными граничными условиями, 
расчет корней трансцендентных уравнений, решение систем 
нелинейных алгебраических уравнений и т. д. Аналити-
ческие алгоритмы не содержат итерационных процедур — 
все расчеты в них проводятся по конечным формулам. 
В большинстве случаев реализация на ЭВМ анали-
тических алгоритмов существенно проще, чем итераци-
онных, однако их возможности (точностные, логические, 
структурные) по сравнению с итерационными более ог-
раничены. 

В зависимости от описания модели движения алгорит-
мы оценки делятся на алгоритмы, использующие уравне-
ния движения аппаратов, и алгоритмы, использующие 
различные способы аппроксимации искомых параметров. 
Первая группа в свою очередь подразделяется по виду 
уравнений движения на подгруппы: с линейными, квадра-
тичными и полными нелинейными уравнениями. Вторая 
группа объединяет различные способы аппроксимации ис-
комых параметров: временными долиномами, ортогональ-
ными функциями времени и т. д. 

Перечислим некоторые основные характеристики алго-
ритмов оценки. 

1. Важнейший показатель итерационных алгоритмов — 
их область сходимости, которая в общем случае может за-
висеть от начальных условий задачи г0, а 0 , ро

 и парамет-
ров орбит р, е. 

2. Другая важная характеристика статистических ал-
горитмов — зависимость точности оценок от числа и ин-
тервала измерений при заданной (или принятой) частоте 
измерений. По этой характеристике (или семейству ха-
рактеристик) определяют необходимое число измерений 
для получения заданной точности оценок. 

3. Существенное значение при выборе алгоритма оцен-
ки имеет зависимость точности оценок координат и скоро-
стей от расстояния между аппаратами при различных 
параметрах орбит. Одни алгоритмы обеспечивают равно-
мерную сходимость оценок к истинным значениям опре-
деляемых величин при уменьшении расстояния между 
аппаратами. Другие имеют остаточную ошибку (напри-
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мер, ошибку оценки скорости), которая при уменьшении 
расстояния между аппаратами стремится к некоторой по-
стоянной величине. 

4. Важным свойством алгоритмов является их реакция 
на ошибки измерений разного вида (знакопеременные, 
знакопостоянные, медленно меняющиеся, случайные), т. е. 
зависимость или инвариантность ошибок оценок относи-
тельно вида ошибок измерений. 

5. Гибкость и эффективность алгоритмов оценки, а так-
же простота их практической реализации во многом зави-
сят от ограничений, которые они налагают на интервал 
измерений сверху и снизу, поэтому значения максималь-
ного и минимального интервалов измерений представляют 
собой один из их важнейших показателей. 

6. Важными характеристиками методов оценки, не 
использующих уравнения движения аппаратов, являются 
зависимости методической погрешности принятой аппрок-
симации от интервала измерений при различных началь-
ных условиях и параметрах орбит, а также зависимости 
точности оценок от числа членов аппроксимирующих функ-
ций при различных интервалах измерений. 

7. Для методов оценки, использующих решения приб-
лиженных уравнений движения, одной из важнейших 
характеристик алгоритма является оптимальное число 
измерений, соответствующее минимуму ошибки оценки, 
или оптимальный интервал измерений, определяемый по 
числу измерений и шагу их повторений. 

8. Наконец, алгоритм оценки можно характеризовать 
требованиями, предъявляемыми к БЦВМ, в которой он 
реализуется: необходимое быстродействие, объем постоян-
ной и оперативной памяти, влияние разрядности БЦВМ 
на точность оценки и ряд других. 

Перечисленные показатели были положены в основу 
при сравнительном анализе методов оценки, рассмотрен-
ных в этой и последующих главах. 

§ 11.2. ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ ОЦЕНКИ 
ПО ИЗМЕРЕНИЯМ г и г 

Рассмотрим методы оценки координат и скоростей от-
носительного движения космических аппаратов по изме-
рениям расстояния г между ними и его производной г, 
реализуемым автономными средствами одного из аппара-
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тов. Будем считать, что известны элементы опорной орби-
ты: фокальный параметр р, эксцентриситет е и угловое 
положение цели относительно перицентра 

Характерная особенность рассматриваемых методов 
состоит в том, что они используют лишь высокоточные из-
мерения г и г из полной совокупности параметров г, а , р, 
г, а , р, а измерения со сравнительно низкой точностью уг-
лов а , р и их производных а, р не используются вообще 
либо используются для определения начального прибли-
жения вектора х0 

~.(о) _ / 0 о о о о о ч 
— у о, Zq, t7x0i uv0i ~0/ 

или определения квадранта вектора положения 

г 0
 = {х0-> Уоч 2„). 

Запишем очевидные соотношения 

г2 = х2 + у2 + z2, г г = xv х + уиу + zv2, 

используя которые можно получить несколько схем опре-
деления вектора х: 

1) по измерениям г и г в трех точках пространства, соот-
ветствующих значениям аномалии при этом со-
ставляющими вектора измерений являются следующие 
величины: 

Щ -- [Го, r'l 4 (гг)0, (гг)1? (гг)2];1 
2) по измерениям г и г в шести точках пространства: 

U2 = [ ( r r )J , п =• 1, 2, . . ., 6; 

3) по измерениям г в шести точках пространства: 

^ з ^ [ r j , п 1 , 2 , . . ., 6; 

4) по измерениям г в шести точках пространства: 

и х = [г J , п 1 , 2 , . . ., 6. 

Все приведенные схемы используют достаточное число 
измерений и соответствуют детерминированным методам 
определения вектора х = (х, у, z,vx,vy,v2). Избыточность 
трех измерений в схеме 2 является кажущейся, поскольку 
совокупность г, г используется в ней в мультипликатив-
ной форме гг, эквивалентной одному параметру. 
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Следует заметить, что схемы 1—4 характеризуют лишь 
формально возможные пути расчета х по измерениям г, г. 
При более тщательном рассмотрении можно убедиться, 
что по крайней мере две из них (3 и 4) соответствуют слу-
чаям, когда система пенаблюдаема, поэтому схемы 3 и 4 
для построения соответствующих алгоритмов оценки ис-
пользованы быть не могут. 

Рассмотрим более подробно схемы 1 и 2. Запишем для 
них соотношения, связывающие измерения г и г е состав-
ляющими вектора х0. 

Схема 1. 

= 4 + vl + Zo, 
г'п = 4 (х0) + j/n (Х0) z;, ( х 0 ) , 

rorO = + 2/0 ,̂0 + ^ (И 2 1) 
Г п Гп = ( « о ) 1\-п 4- Уп ( Х 0 ) V [n i (JC0) + 

+ zn (xQ) vzn (x0), 
n = 1 , 2 . 

Схема 2. 

r J n "= (»o) Vxn M + Уп (X0) Uyn (X0) + | 
+ z n (#o) vzn(x0), n 1,2, . . ., 6. J 

В уравнениях (11.2.1) и (11.2.2) через хп (ж0), . . ., 
vzn (Х0) обозначены функциональные связи координат и 
скоростей в моменты + яДФ (п — 1,2, ...) с век-
тором 

х0 ~ (XQ, г/0, z0, i>vo, VyQ, vz0), 

определяемые в общем случае численным решением урав-
нений движения на интервале [О0, d j при начальном усло-
вии 

X (0О) - Х0. 

Вследствие нелинейности уравнений (11.2.1) и (11.2.2) 
относительно вектора х0 его расчет проводится каким-
либо численным методом на ЭВМ. Рассмотрим решение 
системы (11.2.2) методом Ньютона. Пусть искомое решение 
равно 

* 
Xq - Xq . 
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Введем обозначения правых частей уравнений (11.2.2) 

/ п («о) = (х0) Vxn (х0) + Уп (х0) vyn (х0) + 
+ zn(x 0)vzn(x0) (11.2.3) 

и невязок 
бп (х0) - - г п ь п + /„. (яг0), /г - 1 , 2 , ..., (>. (11.2.4) 

С учетом очевидного равенства 
6п(Хо) = О, п - 1 ,2 , . . ., 6 

запишем решение системы (11.2.2) методом Ньютона в виде 
X(i+i) = xd) + (AV)-1^, i 0, 1, 2, . . ., 

где 

сЦ, ' • • • 

3Se 
dx0 ' • •' 

z0 1 матрица частных производ-
ных при х0 = Xq\ (11.2.5) 

g(i) = (6J, 6J, . . ., б£)т — вектор невязок на i-м шаге. 
Приведем уравнения относительного движения аппара-

тов (см. гл. 5), предварительно преобразовав их к виду, 
удобному для вычислений: 

dx __ 
dd ~~ с{ (О) ' 

dy vy 

dv 
' ex (О) ' 

dz = 

rfO cj (<&) ' 
dvz ^ 2 
~d¥ ' 

1 
A,C2 (Ф) + 1, 

( 1 1 . 2 . 6 ) 

Здесь с, (О) = X2; c2 (О) - WR\ (О); c3 (О) = X2 - c2 (d); 
с4(Ф) = 2 eX sin ft, где 

X = 1 + e cos O; tfi (0) - [я* + z2 + + 2/)2]"2 • 
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Запишем алгоритм расчета вектора х0 по измерени-
ям г, г. 

Л л горит vt А1. 
Шаг 0. Задать нулевое приближение вектора х0 

(*!!, уЪ zl vo
x0, v%) приА ^ 

и моменты и з м е р е н и й ( п ^ 1,2, . . . ,0) . 
Шаг 1. Интегрировать уравнения (11.2.6) на интервале 

[d0, fl'el» определенном шагом 0, при начальном условии 
Хо0) и найти координаты и скорости х1)

п, у^, . . v°zn в момен-
ты дп(тг = 1,2, . . ., 6). По формулам (11.2.3) и (11.2.4) 
с учетом измерений гп и гп (п — 1,2, . . ., 6) вычислить 
невязки 6® (п —- 1,2, . . ., 6). 

Шаг 2. Интегрировать уравнения (11.2.6) па интервале 
[d0, d j для шести вариантов начальных условий 

(7'° fir 7V° Z° V° 1? \ 
xV -- (х0, г/о Н- ^[/oi х̂о» vuo-> 

(<Г0> У01 20 Н" X̂fb ^20)' 
*/<Ъ 20» ?7осЭ ~Ь в̂ Л'О» 

_ /г0 о О 0 О , с о 0 V 

Ьи%) 
и найти для каждого из них координаты и скорости 
I/nh vxnh vVlli, v2ni (i = 1,2, . . ., 6) в моменты 
O n ( " - 1,2, . . ., 6). 

Шаг 3. С учетом измерений гп и rn (п — 1,2, . . ., 6) по 
формулам (11.2.3) и (11.2.4) вычислить невязки (п 
= 1 , 2 , . . ., 6; j = 0, 1, 2, . . . ,6 ) для семи вариантов на-
чальных условий, определенных шагами 1 и 2, а затем — 
элементы матрицы (11.2.5) с помощью формул 

^ Г ^ — К — ' « = 1 ,2 , . . . , е> , 
М Л'1' - ft'0* 
- г 1 - Л , И = 1, 2 , . . . , 6, 

Шаг 4. Вычислить поправку вектора жо0> 

Ах<0
0) = (Л0)"1^ 
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но известным А0 и 6°, определенным шагами 3 и 1 соот-
ветственно, и найти новое приближение 

= 4 0 ) + Д4 0 ) . (11.2.7) 
Если 

I A x f | < 6 0 t , (11.2.8) 

где Ьок — малая положительная величина, то считать 
XQ0) оценкой искомого вектора, в противном случае вер-
нуться к шагу 1 при х*о\ Шаги 1—4 повторяются до вы-
полнения условия (11.2.8). 

Для улучшения сходимости алгоритма в процедуру рас-
чета новых приближений вектора х0, реализуемую по 
формуле (11.2.7), следует ввести переменный коэффици-
ент ах: 

xi 1у> = хо^ -f- ахАх(
0\ 

Величина коэффициента ах меняется в зависимости от со-
отношения невязок 6(г+1> и 6<i}. Если на i-м шаге было 
принято ах = 1 и получено | | > | б ^ |, то ах 
следует уменьшать до получения соотношения j 6<i+1) | <С 
< | |; если на i-м шаге имеет место | 6<i+1) | <С | б<г) |, 
то ах следует увеличивать до тех пор, пока не будет дос-
тигнуто соотношение | 6<i+1) | | 6(i) [. 

В рассмотренном алгоритме основные вычислительные 
процедуры связаны с расчетом элементов матрицы частных 
производных невязок по искомым переменным, включаю-
щим семикратное интегрирование уравнений относитель-
ного движения на интервале [д0, Фв]. 

Таким образом, существенное упрощение вычислений 
может быть достигнуто или путем сокращения необхо-
димого числа интегрирований уравнений движения, или 
путем упрощения самой процедуры интегрирования. 

Рассмотрим способ, существенно упрощающий исход-
ные уравнения (11.2.1) и (11.2.2) и алгоритм их реше-
ний. В основу этого способа положим условно линейную 
модель относительного движения аппаратов следующего 
вида: 

хп ~~ cxnvx0t Уп ~ У0 + CynVyQj 

z n ~~ ~f~ czn^z0i Ai - - 1 , 2 , . . . 
J (11.2.9) 
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В равенствах (11.2.9) через схп, с!/гп с:п обозначены 
коэффициенты линеаризации, которые определяются через 
координаты хЦ, гЦ [вычисляемые путем интегрирова-
ния уравнений (И.2.В) методом Рунге — Кутта] в виде 

Т° — Г ° ?У° — 77° — Z0-
c ^ - f l i - A , cl , = Л - H s . , c « n = = J » _ J L (11.2.10) 

2 Уо 1 УО 1 20 

при произвольно выбранном начальном условии 

х (00) = ас'0' - (xl I/Л, zl v°x0, V°v0, v°z0). (11.2.11) 

Если x(
0
0> соответствует точному значению х* искомого 

вектора, то формулы (11.2.9) верны при любых п. При 
СО) * 

несовпадении векторов хп и х 0 , что всегда имеет место на 
практике, формулы (11.2.9) характеризуются методиче-
ской погрешностью, величина которой сложным образом 
зависит от ошибки начального приближения Дхо0) = 
= Хо0) — х* и интервала движения М}0, 

Равенства (11.2.9) дают простую форму связи искомых 
координат и скоростей .r0, у0, z0, vx0, v,/0, vzQ с коорди-
натами xrn yn, zn в моменты --- 1,2, . . .), что име-
ет важное значение при замене неявных функциональ-
ных связей в равенствах (11.2.1) и (11.2.2) конечными 
формулами. 

Запишем соотношения, аналогичные (11.2.9), для ско-
ростей. Опуская промежуточные выкладки, получим 

_ Д'(Т1-Ц) L.V11 ^ 
хп 

г° — г0 

» _ ?/(п+1) уп 7, и\т — ^ ии о> суп 
с 0 — с 0 

z(n+l) zn 

(11.2.12) 

vzn — ^ vz0-
czn 

Здесь через с°хп, с°2П обозначены коэффициенты линеа-
ризации, определяемые, как и коэффициенты 
с°~п, через координаты и скорости xQ

n, у°п, v°xn, v\n 
(я — 1 ,2 , . . .), полученные путем интегрирования урав-
нений (11,2.6) методом Рунге — Кутта при произвольно 
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выбранном начальном условии (11.2.11): 

(11.2.13) 

-О _ ~ 
'""-И "п 

Подстановка значений хп, у„, zn и vxn, v„n, и:п (п = 
^ 1,2, . . 6), определенных равенствами (11.2.9) и 
(11.2.12), в формулы (11.2.1) и (И.2.2) приводит к урав-
нениям второго порядка относительно переменных х0, 

• v20. 
Опуская выкладки расчетных формул, приведем дру-

гой алгоритм определения вектора х0, в основу которого 
положена модель движения (11.2.9), (11.2.13). Процесс 
уточнения вектора х{) осуществляется с помощью мето-
да Ньютона. Алгоритм использует схему измерений 
(r i ) n (п = 1, 2, . . ., 0) и является аналогом алгоритма А1. 

Алгоритм А 2. 
Шаг 0. Задать пулевое приближение вектор:\ х0 

моменты измерений й,, (п 1,2, . . ., 0), а также допол-
нительное значение^ необходимое для расчета коэф-
фициентов схп, сип, czn, схп, clnn с211 (п ----- 1 , 2 , . . ., (>). 

Шаг 1. Интегрировать уравнения (11.2.6) па интервале 
[00, Фу], определенном шагом 0, и найти координаты х, у, 
z в моменты fl^ (п 1 , 2 , . . . , 7). 

Шаг 2. Вычислить коэффш щеп ТЫ С уд, 1 С xw> 
Czn по формулам (11.2.10) и (11.2.13) и коэффициенты 

b°zn, Лд-11, по формулам 

Ь°хп — (<ос?г) 1 {с<х(п+1) — cxn)i &хп = ЬхпСхгп 

г{0) (т° 7У° 7° п° ) 
•*() Wo, у О» z0' L .\0i u:o)i 
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Шаг 3. Вычислить функции (п ^ 1 , 2 , . . ., 6): 

/п - « п ' Х + а2, + + 
+ 4 г ( / 4 ) 2 Ь Й г г ^ о + ^ п ^ о ) 8 . 

Шаг 4. Вычислить коэффициенты . . ., (п = 
- 1 , 2 , . . ., 6): 

о _ 10 0 _0 тО о о _ дО о 
Сл1 ~ 0дп"дсО« СП2 — иупЬ'уОч — uznuzО» 

О 7 О О , о О О 0 7 О О I о О О 
Сп\ — 0x11*0 I ^axnVxOi спЪ — иупУО ~Г ^aynVy0, 

О /О О , о О О 
ст — uznzo ~т~ Au-znVzn* 

Шаг 5. Вычислить невязки 6?г (п = 1, 2, . . ., 6) с уче-
том измерений (г, г)п: 

в?, - - ('>)„ + /?.. 

Шаг (к Вычислить поправку Дхо0) = (Д^о, • • • 
. . ., А^о) и з уравнений 

АХ = с*п1 ДлЦ + ЯМ + clAzl + с*М о + ЯМо + clMo, 
п — 1 , 2 , . . . , 6 

и проверить условие 

| Д ^ Г | > б00. (11.2.14) 

Если условие (11.2.14) выполняется, то найти новое 
приближение вектора х0 

4 ° + л 4 0 ) 

и вернуться к шагу 3 алгоритма при х0 ^ Шаги 3—6 
повторять до нарушения условия (11.2.14), после чего пе-
рейти к шагу 7. 

Шаг 7. Значение х^ (i 1 , 2 , . . .), полученное на ша-
ге (), считать первым приближением оценки вектора х0 

Лу о — «̂ о 

и вернуться к шагу 0 алгоритма при х(
0
0) = Шаги 1—Ь 

расчета х^к) (к 1, 2, . . .) повторять до выполнения 
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условия 
| #о ^ — ^ | б00, 

после чего значение хк
0
К) считать искомой оценкой векто-

ра х0 

и расчет прекратить. 
Таким образом, алгоритм А2 содержит два итераци-

онных цикла: расчет поправок Джо0) и расчет оце-
нок Xq0)-

Оба рассмотренных алгоритма могут быть улучшены 
с помощью целого ряда приемов, в частности путем сокра-
щения числа итерируемых переменных в цикле расчета 
поправок AXQ0) С шести до пяти за счет перехода от формул 

(™')п = XnVxn + УпЩ,п + znVzn, п - 1 , 2 , . . . , 6 

к формулам 
- 2 2 I 2 | 2 
го '— ^о Уо \ z0J 

( r n r n ) = xnvxn + ynvvn + ZnVzn, П 1, 2, . . ., 5. 

Приведем некоторые характеристики алгоритмов А1 и 
А2, определяющие требования к БЦВМ, предназначен-
ной для их реализации. Рассчитаем число типовых вы-
числительных операций, выполняемых при реализации 
алгоритмов в БЦВМ. 

Введем обозначения: N ( + ) — число операций типа 
операции сложения, N ( х ) — умножения, N (:) — деле-
ния, N (У) — извлечения корня, N (trig) — расчета 
s in f t или c o s d , N o k — число шагов при реализации про-
цедуры интегрирования уравнений относительного дви-
жения; гпц — число итераций при решении системы 
расчета поправок методом Ньютона; т0 — число итераций 
в процессе уточнения оценок х0. 

Результаты расчета сведены в табл. 11.1. 
Помимо общего числа типовых вычислительных опера-

ций, однозначно определяемых через число итераций тн 
и т 0 , в табл. 11.1 приведено число простейших операций 
типа операции сложения (А^Е), эквивалентное по быстро-
действию совокупности всех операций алгоритмов. При 
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Т а б л и ц а 11.1 
Число типоных операций 

А
лг

ор
ит

м
 

оц
ен

ки
 

N ( + ) ЛГ (:) У (У) iV(trig) 

А1 3206то 4374 m0 608т 0 106 т 0 182т() 248 646 

А2 571 т „ + 
-f- 2 2 2 т н т 0 

843m0 + 
4 5 6 т н т „ 

139т0 + 
+ 3 6 т н т 0 

15т ( ) + 
-f- 1 5 т н т 0 

30 пг0 78153 

расчете N £ было принято [22, 53], что затраты машинного 
времени, требуемого для выполнения одной операции ум-
ножения, эквивалентны его затратам на четыре операции 
сложения, затраты на одно деление — затратам на десять 
операций сложения, затраты на извлечение корня — зат-
ратам на 100 операций сложения, затраты на вычисление 
sin д — затратам на 250 операций сложения. Кроме того, 
было принято, что количество итераций составляет тпц = 
= тп0 = 3, а шаг интегрирования уравнений относитель-
ного движения равен интервалу между измерениями, по-
этому общее число шагов Nok = 7. 

Условно все процедуры алгоритмов А1 и А2 можно 
разделить на три основные группы: 

1) интегрирование уравнений относительного движе-
ния методом Рунге — Кутта при произвольных начальных 
условиях для определения координат и скоростей в мо-
менты измерений на интервале [д0, Фп]; 

3) расчет вспомогательных коэффициентов и невязок, 
определяющих уравнение для расчета поправок Ах'0

0); 
3) решение системы нелинейных уравнений шестого 

порядка относительно поправок к искомым величинам. 
Определим число типовых вычислительных операций 

отдельных процедур (табл. 11.2). 
Анализ таблицы показывает, что в общем числе опе-

раций интегрирование уравнений относительного движе-
ния составляет 94% (алгоритм А1) и 49% (алгоритм А2); это 
объясняется в первую очередь тем, что в расчетах ко-
эффициентов, вспомогательных функций и поправок отсут-
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Т а б л и ц а 11.2 

Процедура! 
алгоритхмов 

s н 
£ а Число типовых операций 

Процедура! 
алгоритхмов £ и 

<, о N ( X ) /V(trig) 

Интегриро-
вание урав-
нений отно-
сительного 
движения 

А1 2912m0 3822m,, f»3mn 91m0 182m„ Интегриро-
вание урав-
нений отно-
сительного 
движения А2 480m„ 626m0 90 m0 15m0 30 m0 

Расчет ко-
эффициен-
тов и вспо-
могатель-
ных функ-
ций 

А1 72 го„ 96m0 36 0 0 
Расчет ко-
эффициен-
тов и вспо-
могатель-
ных функ-
ций 

А2 91 m0 217m0 49m0 0 0 

Расчет по-
правок 

А1 222m0 456m0 36 w0 15m0 0 
Расчет по-
правок 

А2 222m(,mH 456m0mH 36m, mH 15m0mH 0 

ствуют сложные вычислительные операции типа операций 
извлечения корня и расчета тригонометрических функций. 

Приведем результаты анализа типовых вычислительных 
операций, характеризующих шаги 1—7 алгоритма А2: 

интегрирование уравнений относительного движения 
методом Рунге — Кутта третьего порядка характеризуется 
следующими операциями, соответствующими одному ша-
гу расчета: 

N ( + ) = 64, N (X) = 84, N (:) ^ 12, N ( / ) - 3, 
N (trig) - 4; 

расчет коэффициентов сх)п . . ., rv n , . . ., Ьхш . . ., 
а х т • • • я™ Дает 

N ( + ) - 49, N (X) - 49, N (:) - 49; 

расчету функций fn и невязок 6П соответствуют 
N(+)= 42, N ( x ) 168; 

расчет поправки Ах0 характеризуется величинами 
N ( + ) = 222, N ( x ) - 456, N (:) = 36, N ( / ) - 15. 
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Проведенный анализ позволяет оценить требования 
к БЦВМ, реализующей алгоритмы, как по быстродей-
ствию, так и по необходимости использования специаль-
ных подпрограмм для расчета тригонометрических функ-
ций и извлечения корня. 

Для оценки времени, потребного для реализации ал-
горитмов, необходимо знать длительность выполнения 
элементарных вычислительных операций, которая для не-
которых современных БЦВМ составляет [20, 27]: 

БЦВМ DN1VAC 1 8 2 4 - 8 мксек, 
БЦВМ корабля «Аполлон» — 7 мксек. 

Приняв в соответствии с (11.2.15) среднее число эле-
ментарных операций типа операции сложения равным 
125-103 в секунду, получим время, необходимое для реа-
лизации алгоритмов А1 и А2: 

2 сек, Г а 2 ^ 0 , 7 сек. (11.2.16) 

Следует иметь в виду, что значения (11.2.16), как и ре-
зультаты, приведенные в табл. 11.1 и 11.2, характеризуют 
оценки алгоритмов, соответствующие случаю, когда шаг 
измерений совпадает с шагом интегрирования уравнений 
относительного движения. Если по условиям задачи про-
грамма измерений растянута во времени до величины, со-
ответствующей прохождению целью угла 0 по опорной ор-
бите, результаты табл. 11.1 и 11.2, а также значения 
(11.2.16) следует умножить на коэффициент 

ДО ' 
мнтегр 

где ДФинтегр — ш а г интегрирования уравнений движения. 
Скорость сходимости и устойчивость рассмотренных 

алгоритмов существенно зависят от того, насколько удач-
но выбрано начальное приближение Xq0) ИСКОМОГО вектора. 

Ниже будут рассмотрены некоторые методы полу-
чения начального приближения оценки х(

0°\ эффективные 
в смысле быстродействия, простоты реализации в БЦВМ 
и точности оценки. Поскольку эти методы могут быть 
использованы не только для получения начальных оце-
нок в итерационных алгоритмах, но и в качестве вполне 

j (11.2.15) 
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самостоятельных способов, дающих в ряде случаев доста-
точно точные оценки параметров движения, их рассмот-
рение выделено в самостоятельный параграф. 

§ 11.3. НАЧАЛЬНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ ОЦЕНОК 

Рассмотрим метод получения оценок, основанный на 
линейной аппроксимации относительного движения аппа-
ратов в окрестности одной фиксированной точки. 

Если измерительная система обеспечивает определе-
ние шести параметров относительного движения (см. § 11.1) 

то в предположении равномерного движения аппаратов 
в окрестности точки, соответствующей моменту fl^, при-
нятому за начало измерений, можно записать следующие 
соотношения для оценок г0, а0 , Ро: 

и = (г, а, р, г, а, Р) 

N-1 

п~ о 
N-1 

N-1 

Здесь 
N-1 ~ 

N-1 7 (11.3.2) 
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а' _ 
N-1 д 

1 y i _Рп_ _ 
N ^ К 

п=0 71 

[ (11.3.2) 

,/v-i 

П—0 " 
(4>лг - О0) 

— производные, определяемые по измерениям параметров 
гп, а п , рп (гс = 0, 1, . . . , 7 V — 1), реализованным в мо-
менты = до + ибд с постоянным шагом бФ; Хп = 1 + 
+ е cos 

Формулы (11.3.1) и (11.3.2) получены на основании 
следующих соображений. Результаты измерений пара-
метров гп, а п , рп содержат случайные ошибки и могут 
быть записаны в виде 

>~7 г = Г 0 + Д ^ Й + Д Г п , 

«М = «о + Дай + Д(Хп 

р№ = Ро + Дрй + ДРп 
п = 0,1 , 2, . . . , 

(11.3.3) 

где г0, а 0 , р0 — истинные значения величин г, а , р в мо-
мент д Д^п, Дай, ДРЙ — отклонения гп, а п , рп от 
истинных значений в моменты д п — ябд, связанные с ди-
намикой движения аппаратов; Д Д а £ , Дрп — случайные 
ошибки измерений. 

Из равенств (11.3.3) следует, что после реализации N 
измерений (N —> оо) имеют место соотношения 

2 ? п - > 2 ( г 0 + ДгЯ), S Д^п->о, 
п=д 

N 
2 a n -> S («о + Дай), 2 Д«п -> О, 

п=О 

2 Р » - > 2 ( Р о + Д Р Я ) , 2 А Р п - 0 , 
n= о 

из которых с учетом сделанного ранее допущения о ли-
нейной аппроксимации относительного движения аппара-
тов непосредственно вытекают формулы (11.3.1) и (11.3.2). 
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Поскольку современные радиолокационные системы 
не обеспечивают высокой точности измерений параметров 
а и р , для определения а0 и р0 целесообразно вместо 
(11.3.2) использовать следующие соотношения: 

N-1 -

71=0 

S'('V) 1 р„. - Ро 
Р о ^ ~ Z j м~~ 

п--0 

(11.3.4) 

Для расчета же г0 следует использовать первое равен-
ство (11.3.2), так как значения гп измеряются с высокой 
точностью [20] и в дополнительном сглаживании значений 
rn (п = 1, 2, . . ., N) нет необходимости. 

Заметим, что если в формулах (11.3.4) заменить на 
Дt, то они будут определять значения а 0 и ро. Для полу-
чения г0, а , ро из равенств (11.3.2) в них следует положить 
к == 1, (Олг - Ф 0 ) - Ч * л г - t0), ^ ^ At. 

Таким образом, соотношения (11.3.1) и (11.3.2) оп-
ределяют оценки г0, а ( ) , . . ро, а следовательно, и 
оценки координат и скоростей относительного движе-
ния аппаратов: 

.т0 = r0 cos Ро cos а0, 

Уо = r0cosp0SLiia0, 

z0 = г0 sin р0, 

vxq = r0 cos Ро cos a0 — r0a0 sin a0 cos po— r0% ('os a0 sin P0, 

VyQ = 7*0 cos Po sin a0 + r0a0 cos po cos a0 — ropo sin po sin a0, 

vzo = ro sin Po + roPo cos p0. 

Типичные зависимости ошибок оценок координат и 
скоростей от числа измерений N при постоянном интер-
вале между ними приведены на рис. 11.1. Наличие у 
кривых минимума при некотором значении N = N0[lT 
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можно объяснить тем, что, с одной стороны, ошибки оце-
нок А г и Дг) убывают с ростом N (кривая А), а с другой, 
собственные (методические) погрешности формул (11.3.1) 
и (11.3.2) возрастают из-за увеличения влияния нелиней-
ностей в уравнениях движения аппаратов (кривая В). 
Наложение этих двух противоположных эффектов дает 
характеристики с явно выраженным минимумом. Эти 

An /м Аь,м/сек 

характеристики для случаев г0 = 100 км, г0 = 200 км, 
е = 0,8 и приведены на рис. 11.1. Для расчета оценок 
г0 и а 0 использовались формулы (11.3.1), в которых про-
изводные г0 и а0 определялись с помощью равенств, ана-
логичных (11.3.4): 

N-1 
' 0 — 

а0 

— V Гп~Г» 
71 0 
V-1 _ 

J _ V а п ~ а " 
N jLj nbft 
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Ошибки измерений параметров г и а считались случай-
ными нормально распределенными величинами, статисти-
ческие характеристики которых были приняты следующи-
ми (см. приложение 2): 

М [АН = М [Да] = О, 

У м ш р = Оаг = 4-10~3 г, 

У М [Аос]2 = (ТДа - 4- 10~3рад. 

Из рис. 11.1 видно, что минимум ошибок оценок соот-
ветствует числу измерений А^ит ~ 40. Дополнительные 
исследования показали, что величина NQnT практически 
не зависит от эксцентриситета опорной орбиты (при посто-
янном интервале наблюдений). 

Зависимости минимальных значений ошибок оценок 
A^min и Д&тш (отнесенных к их значениям при Ад = 4°) 
от интервала измерений, равного Ад (NonT ~ 40), для 
различных значений эксцентриситета е приведены на 
рис. 11.2. Из него следует, что минимальные ошибки оце-
нок практически постоянны при Ад 8°, а при Ад > 

10 -г- 12° начинают быстро возрастать, поэтому интер-
вал измерений Ад ^ 12° (NonT ~ 40) следует рекомендо-
вать в качестве максимальной величины, обеспечивающей 
для эллиптических орбит произвольного эксцентриси-
тета наибольшую возможную для данного способа точ-
ность оценок. 

Важной характеристикой рассмотренного метода яв-
ляется зависимость минимальных ошибок оценок Armin = 
= А г (Nom), A^min = Au (NonT) (N 0IIT — 40) от расстояния г 
между аппаратами (рис. 11.3). Из приведенных на этом 
рисунке зависимостей видно, что ошибки оценки коорди-
нат монотонно снижаются по мере уменьшения г, в то 
время как ошибки оценки скоростей не могут быть сдела-
ны ниже некоторой величины А1;11ред, характеризующей 
остаточную методическую ошибку формул (11.3.1), (11.3.2) 
и всего метода в целом. 

Заметим, что полученные результаты справедливы для 
случая, когда ошибки измерений являются случайными 
или знакопеременными. Если же измерения содержат 
постоянную составляющую, то она переходит в оценки 



§ 11 /б] НАЧАЛЬНОЕ П Р И Б Л И Ж Е Н И Е ОЦЕНОК 347 

ппм TT'/'J/ лип]in -jr*.V'icrf 

Р и с . Н . З . 



ЗЗГ) ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ ОЦЕНКИ [Гл. 11 

координат и без применения специальных методов ее ком-
пенсировать невозможно. Для получения достаточно точ-
ных оценок скоростей в этом случае следует применять 
методы, которые рассматриваются ниже. 

§ 11.4. УПРОЩЕНИЕ ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДОВ ОЦЕНКИ 
ПО ИЗМЕРЕНИЯМ г в г 

Выше было показано, что процедура численного ин-
тегрирования уравнений относительного движения аппа-
ратов характеризуется большим числом типовых вычисли-
тельных операций, поэтому одним из основных направ-
лений упрощения вычислительного алгоритма расчета 
оценок является переход к использованию аналитических 
решений линеаризованных или квадратичных (второго 
приближения) уравнений относительного движения, при-
веденных в главе 5. 

Рассмотрим наиболее простую форму решения лине-
аризованных уравнений относительного движения в пред-
положении круговой опорной орбиты. 

Метод эквивалентных круговых орбит. Метод основан 
на предположении, что на малом интервале измерений 
[Ф0, Фд] движение цели по эллиптической орбите с пара-
метрами р и е может быть заменено движением по эквива-
лентной круговой орбите, радиус которой равен текуще-
му (в точках Фо или Фу) расстоянию аппарата от центра 
притяжения 

Вэ = р (1 + е cos О,)-1, i = 0, N. (11.4.1) 

Это предположение не вызывает возражений в случае 
орбит малого эксцентриситета. При значениях е = 0,1 -т-
-г- 0,9 оно также может быть принято, если рассматривать 
случаи Ф0 = 0 (перицентр) или = 180° (апоцентр), по-
скольку эквивалентные круговые и эллиптические орбиты 
в этих точках касательны друг к другу. 

Итак, предположим, что движение цели происходит 
по круговой орбите радиуса Дэ , определенного ра-
венством (11.4.1). Запишем решение линеаризованных 
уравнений относительного движения, предварительно 
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преобразовав их к виду 

X (0) = .г0 + 2/о6 (0 - sill 8) + г0 (4 sill 0 - 38) + 

+ j f o 2 ( l - c o s 6 ) , 

У = У о (4 - 3 cos 0) + /02 (cos 0 - 1) + у0 sin 0, 

.г' (0) = у06 (1 - cos 0) + х02 (4 cos 0 — 3) + 

+ у'02 sin 0, 

У' (9) ~ 2/оЗ sin 0 — jr02 sin 0 + у0 cos 0, 

z ( 0 ) = Zq COS 0 z0 sin 0 , 

Z (0) = — z0 sin 0 z0 COS G, 

(11.4.2) 

где 0 t. 

Переход от безразмерной формы координат и скоростей, 
определенных равенствами (11.4.2), к истинным значениям 
осуществляется путем умножения координат на а ско-

- /Л-У 2 

ростеи на I ^ ) . 
Для значений 0;1 = лгбв (60 — постоянный шаг изме-

рений) запишем коэффициенты равенств (11.4.2) в форме 

2 

«in = 6 (0U — sin 0n), а2п = — 0n + — ciin, 

а3п — 2(1— cos 0U), а4,г = 3 + а3п, 
а о «5/1 = — «3п, «6н = g- » «7п = ^«Зн, • (11.4.3) 

«8?г — 1 — 2(1зп, й9п = 2я6п, а Юм = 
«11н = — «9/п tt12fl = 1 + «Зт «13п = Й127П 
«14/1 = «Сн> «15/1 " — «в/п «16/1 = «12?1* 

Индексы коэффициентов выбраны так, чтобы равенства 
(11.4.3) соответствовали матричному соотношению 
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где 
x', y\ z, z ), n = 0,1 » • • 

1 nYn °2n "3 n 0 0 
0 fl4 n abn °m 0 0 
0 am as 11 Sn 0 0 
0 a10n aim al2n 0 0 
0 0 0 0 "l3n "14 n 
0 0 0 0 а1Ь n 

(11.4.4) 

(11.4.5) 

Апп — • 

Введем вспомогательные функции 

/п = а1п хоУо (а1п а1п + а\п а\0п) yl + (а4п а11 п + 
+ а2па1п ~f~ ат а$п ~г аъп я 1ои) хоУо + (а,„ а12п + а6п а10п + 

+ <hn) УоУо + 
+ а8п Х0Х0 ~Ь (а5па11п + а2павп) (хо)2 + (аЬп ^\2п 

~Ь авп а11п + а3па8п + а2па9п) ХдУо а9пХоУо 

+ (^бп«12п + а3па9п) (г/о)2 + а13п albnZo + 
+ я14п а1 6п (zo)2 + (alin + 
невязки 

6n = — (rr)n + / п , п = 1,2, . 
и матрицу 

Си = lcu] , * , / = 1,2, . . ., 6, (11.4.6) 
коэффициенты которой определяются следующим образом: 
ci j = аиУо + asjxo + a9jy[y 
c2j = (a2iav + aijaiv + aijasj + abja10j) y0 + 

+ a6jxо + 2 (a2jasj + abjauj) x'0 + (a3jadj + 
+ + dbjai2j + aejaiu) y'v 

c3j = a7Jx0 + 2 (ava7J + a4Jaloj) У о + 
+ ((hj<hj + aijasj + a*ia\\j + a>bjaioj) xo + 
+ (a 3 ,a 7 j + aua9j + atja12j + defiioi) У0, 

Cij = a9jx 0 + (a*jal2j + a6jloj + a3ja7j + 
+ <*иач) Уо + + a2ja9j + a-Ja12j + 
+ a e j a l U ) x

0 + 2 (a3ja9j + aQJa12j) yo, 
CM — 2awawzo + (ai4ai .bj + ai3jawj) V 
Cej = (aujaibj + aL3jaifij) zo + 2 a u j a i ( i j zo-

(11.4.7) 
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Опуская промежуточные выкладки, запишем алгоритм 
расчета вектора х0 = (х0ч */0, z0, vXo, vVo, uZo) по измерениям 
г и г , реализованным в шести точках 6 = лгбЭ (п = 1,2, 
. . 6). 

Алгоритм. 
Шаг 0. Задать нулевое приближение вектора х0 

^о0) = (х°о, У°о, Z°Q, l£o, v°yо, i£0) при 6 = 90 

и моменты измерений 6П = п 60 (п = 1,2, . . ., 6). 
Шаг 1. По формулам (11.4.3) вычислить коэффициенты 

а1п, . . ., a i e n для моментов 0П, определенных шагом 0. 
Шаг 2. По формулам (11.4.4) вычислить функции / п , 

а затем по формулам (11.4.5) —невязки 8п с учетом из-
мерений (г, г)п. 

Шаг. 3. По формулам (11.4.7) вычислить коэффициенты 
с1п, . . ., сеп (п = 1,2, . . ., 6) и найти поправку AXq0) = 
= (Ах®, Ai/J, AzJJ, Ai;®o) из уравнения 

— Оц Axq \ 
где 

6° = (б?, 6", 63°, 6°4, б°, 

а матрица С?, определяется формулой (11.4.6). 
Шаг 4. Если 

Дг* = [(A*®)2 + (АJ/»)2 + (Az0
0)2]"' > бг , 

= [(Д^0)2 + (Avlo)2 + (АгД)2]1'* > в, , 
где бг, 8V — малые положительные числа, то следует найти 
новое приближение вектора х0 

«^0 — **0 Г ^«^о 

и вернуться к шагу 2 алгоритма при х0 = Шаги 
2—4 повторять i раз до нарушения условий 

[(Axj)2 + + (Л4)»]". > б,., 

[ ( д 4 ) 2 + (А4О)2 + (А4О)]"2 > бв, 

после чего значение х^ (i = 1, 2, ...), полученное в про-
цессе итераций, считать оценкой вектора х0 

и расчет прекратить. 
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Анализ типовых вычислительных операций, необходи-
мых для реализации приведенного алгоритма в БЦВМ, 
показывает, что за счет отказа от численных решений пол-
ных уравнений относительного движения аппаратов удает-
ся сократить число элементарных вычислительных опе-
раций, необходимых для реализации алгоритма оценки, 
с 78 153 до 31 176, т. е. в 2,5 раза. 

В заключение отметим, что метод эквивалентных круго-
вых орбит, как и следовало ожидать, налагает жесткие 
ограничения сверху на интервал измерений, поскольку 
собственные (методические) погрешности формул (11.4.2), 
положенных в основу расчета оценок, с увеличением ин-
тервала измерений быстро возрастают. В общем случае 
эти погрешности зависят от начальных условий задачи 
го> «о, п а Р а м е т Р 0 В опорной орбиты р, е, ^ и интерва-
ла А0. 

Использование линеаризованной модели относитель-
ного движения аппаратов. Рассмотренный выше итера-
ционный метод оценки координат и скоростей по измере-
ниям г и г обладает существенными методическими погреш-
ностями, поскольку он соответствует частному случаю 
линеаризованной модели движения при круговой опорной 
орбите. Более высокой точностью и универсальностью по 
сравнению с ним обладает модель относительного движе-
ни, полученная для линеаризованного разностного гра-
витационного ускорения при произвольной опорной орби-
те. В § 5.3 было показано, что вектор х = (х, у, z, их, иу, vz) с 
помощью простых соотношений связан с вектором констант 
интегрирования к = (к1ч к2, к3, /с4, къ,к6), поэтому задачи 
получения оценки х и оценки к эквивалентны. 

Запишем решение линеаризованных уравнений отно-
сительного движения через константы интегрирования 
к1у . . ., /с6: 

х (О) = к±+ bjc2 + Ъ2кх + Ь3къ, 
у (О) = bjc2 + Ъъкх + Ьйкь, 
* (О) = Ь7к3 + Ь8&в, 

х' (#) = Ъ9к2 + biok, + bnk6, 
У' ip) = Ь12к2 + Ь13к^ + Ь1%кь, 
z' W = + bykft. 
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Здесь 
bL = З Ш , Ъ2 = (1 + X) sin ft, Ь3 = - (1 + М cos О, 

64 = 2 — Зев sin О, = X, cos ft, Ьв == /\ sin ft, 

353 

= cos ft, bs = sin ft, bQ = / _ 
- ^ ' 

, db3h db4 7 dbry 7 db6 

(11.4.8) 

где X = l + ecosft; 0 = ~ *п)"> — момент про-
хождения цели через перицентр своей орбиты; ft — истин-
ная аномалия цели. 

Введем обозначения вспомогательных функций 
fn = Ь9пк1к2 "Ь biQnk^x + bUnk1k5 -f-

ion + b2nb 9n ~Ь b&nb12n ~f~ ЬЬпЬ12п) к2к& -)-
(bt nuim + b3nb ion H~ -f- b6n b 12n) k2k§ + 

~f~ b6n b13n + b2nblln + b3nb1Qn) kjcb -f-
+ (blnb9n + ЪьпЬ12п) kl + (b2nb10n + b5nfe13n) kl + 
+ (ban + benbim) Щ + 

Ь^цЬ^пк3 [- Ь1пЬ8пк& -f- k3k$, n --- 1, . . ., 6 
и матрицу 

Си = [б>], 7, п = 1,2, . . ., 6, 
элементы которой определяются равенствами 
Сщ = b9nk2 + bi0nki + Ьцпкъ, 
с2n = b9nki + 2к2 (binb2n -f- Ь4пЬ11п) + 

+ {b\vb\ on + b2nb9n -f- 64nfo12n + bbnbi2n) kx -4" 
+ (^171^1 in + b ЛпЬуп + bcyiibizn) 

c3n = 2blnb%nk3 + /»>„ 
4̂n == l̂OnAl J r (blnblOn + b2nbyn b^nbl2n 

+ bbnbV2n) A-2 + 2 (b2nbl0n + b3nb13ll) kA -I-
-I- (biJhin -I- hnbL0u bGnbl:ln

 J
r bhn) hb, 

Co», = bnnki -}- (Ь2пЬПп -[- b3nbl0n-\- bin-\- bmbi2n)k2-(-
+ (hn + b6nbi2n + Ihnbivn + ЬяпЬюп) + 

-|-2(be„ + Ь3иЬПп)кь, 
с en %Ь7пЬ8пкь + 

w = 1, 2, . . . , 6. 

( 1 1 . 4 . 9 ) 

( 1 1 . 4 . 1 0 ) 

( 1 1 . 4 . 1 1 ) 

12 Ю. А. Ермилов и др. 
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Преобразуем равенства (11.4.8) к виду, удобному для 
расчетов на ЭВМ, и приведем их в необходимой для расче-
тов последовательности: 

= п Aft, Хп = 1 + е cos 

® 
п 
Г dft 

п = \~)~Г У = ЗМ>Я, Ь2п = (1 + К) ©п, 
Ъо 

ъ1п = cos flnt b8n = sin b3n = - (1 + К ) Ъ1п, 
ben = knbsn, = 2 — 3 еЬйпу ЪЬп = 2А,пЬ7п, 

= 3 — 6rf?8 (1 + eb7), Ьюп = — Ьзп — eb7nb8n, 
bun = Ь2п + *Ь7пЬ8п, 

= - з , + en67 n + + 
+ в» ( & - & ) ] } , 

^i3n = — eb7nb8n + ^бп, bu = h n — е&к„, 
/г = 1, 2, . . . , 6. 

(11.4.12) 

Запишем алгоритм расчета вектора констант по изме-
рениям г и г, реализованным в шести точках пространства. 

Алгоритм. 
Шаг 0. Задать нулевое приближение вектора к 

fo° = (&J, kl к^ к,) 
и моменты измерений 6 n (п = 1, 2, . . 6). 

Шаг 1. По формулам (11.4.12) вычислить коэффициенты 
Ъ1п, . . ., Ь14п для моментов д/г, определенных шагом 0. 

Шаг 2. По формулам (11.4.9) вычислить функции 
f n (я = 1,2, . . ., 6), а затем с учетом измерений гп и гп 
найти невязки бп по формулам 

бп = — г;1 + f n , и. = 1, 2, . . . , 6. 

Шаг 3. По формулам (11.4.11) вычислить коэффициенты 
с1г1, . . ., свп (/г = 1,2, . . ., 6) и найти поправку А& = 
= (A/ti, А Д • • •> Д^б) из уравнения 

6 = Сп Дfc, 
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где 8 = (81у 82, 63, 64, 6б, 6в), а матрица Сп определяется 
формулой (11.4.10). 

Шаг 4. Если 
II Ak I > б0, (11.4.13) 

где 60 —малая положительная величина, то найти новое 
приближение вектора к 

fc(!) = fc(0) + Д& 

и вернуться к шагу 2 алгоритма при к = кМ\ Шаги 2 — 
4 повторять i раз до нарушения условия (11.4.13), после 
чего значение полученное в результате итераций, 
считать оценкой вектора к 

= к 

и расчет прекратить. 
Приведем окончательный результат расчета типовых 

вычислительных операций, необходимых для реализа-
ции рассмотренного алгоритма в БЦВМ, указав общее 
число типовых вычислительных операций на один цикл 
итераций: 

N ( + ) = 656, N ( х ) = 864, N (:) = 48, 

N ( \ г ) = 15, N (trig) = 12. 
Полученный результат показывает, что алгоритм оцен-

ки вектора констант интегрирования по измерениям г и г 
в шести точках пространства обладает более экономичной 
вычислительной процедурой по сравнению с алгоритмом 
оценки, использующим формулы круговых орбит.При этом, 
однако, следует иметь в виду, что в обоих случаях опре-
деляются различные совокупности 

к = (kv к2, /<з, к J, К кц) и х - (х, у, z, vx, и,п v~), 

поэтому для более корректного сравнения двух алгорит-
мов проведенный анализ следует дополнить рассмотре-
нием процедуры перехода от вектора к к вектору х, реали-
зуемой по формулам § 5.3. 

Основное преимущество алгоритма оценки, использую-
щего модель линеаризованного движения для произволь-
ных опорных орбит, по сравнению с алгоритмом оценки 
по формулам круговых орбит состоит в том, что он нала-
гает существенно меньше ограничений на интервал изме-

12* 
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рений [90, 0Г)] и может быть использован для любых опор-
ных орбит, как эллиптических, так и гиперболических. 

Заканчивая рассмотрение итерационных методов оцен-
ки по измерениям г и г, следует указать на возможную 
неоднозначность оценок, получаемых по измерениям г и г 
в форме произведения гг, что определяется свойством фор-
мулы 

r'r = XVX + ljUy + zv2, (11.4.14) 

положенной в основу расчетных соотношений вычисли-
тельного алгоритма: при изменении знаков у координат 
и скоростей на обратные правая часть равенства (11.4.14) не 
изменяется. 

Таким образом, рассмотренные методы дают оценки 
координат и скоростей с точностью до квадранта. Для уточ-
нения квадранта необходимо использовать дополнитель-
ную информацию, которую можно получить с помощью 
системы ориентации и следящей антенны. 

Наконец, последний важный вопрос касается влияния 
ошибок измерений на точность оценок координат и скоро-
стей и на выбор интервала между измерениями. Здесь 
в общем случае необходимо решить вариационную задачу, 
в которой функционал качества зависит от ошибок изме-
рений и моментов их реализации. Даже в простейшей 
постановке для линейной модели движения с учетом того, 
что минимально необходимое для расчета оценок число 
измерений г и г равно шести, решение этой задачи доволь-
но громоздко, и мы ее рассматривать не будем. 

§ 11.5. ИТЕРАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ ОЦЕНКИ 
ПРИ ПОЛНОМ СОСТАВЕ ИЗМЕРЕНИЙ 

Рассмотренные выше методы позволяют получить до-
статочно точные оценки вектора х = (х, у, z, vx, vu, v~) с по-
мощью малого числа измерений параметров г и г и пред-
ставляют собой важную группу детерминированных мето-
дов оценки. В этом параграфе будут проанализированы 
итерационные методы, которые используют полный состав 
измерений параметров движения г, ос, |3,г, а , р, реализуе-
мых автономной' радиотехнической системой. Основной 
вычислительной процедурой этих методой является реше-
ние двухточечных краевые задач с заданными на концах 
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фиксированного интервала движения координатами или 
скоростями. Блок-схемы алгоритмов этой группы приве-
дены на рис. 11.4. Рассмотрим наиболее простой из них. 

Алгоритм оценки координат и скоростей по двум изме-
рениям. Блок-схема алгоритма показана на рис. 11.4, а. 
По измерениям 

Ги а / , Р*, r f , cii, рг, i = 1,2, (11.5.1) 
проведенным в моменты и , определяют векторы 

= (xh У и zh vxh vyh vzi), i = 1,2. 
Затем решают две краевые задачи: 

1) по граничным условиям 
0 = .г = .г|? ?/ = 2/ь 
Iе} ^ 1̂ 2, X ~ Х2, у ~ ?/.2, 

определяют составляющие вектора скорости v = (vx, v,n vz) 
в момент или д2; 

2) по граничным условиям 
О = i?, = r.vl, z\, = vz = vzl, } 
а с, (11.5.3) 

определяют составляющие вектора положения г = 
= (я, z) в момент О] или ( э т а задача может не иметь 
однозначного решения). 

Поскольку измерения (11.5.1) содержат ошибки, зна-
чения Vi = (xh yh Zi) и vt = (vxi, u,lh vzl) (i = 1,2), полу-
ченные в результате решения краевых задач (11.5.2) и 
(11.5.3), также обладают определенной погрешностью. 
Рассмотрим связь ошибок измерений координат xt, yt, 
zt с ошибками расчета скоростей vxi, vvi, uzi при решении 
краевой задачи (11.5.2), а затем проведем аналогичный 
анализ связи ошибок измерений скоростей с ошибками 
расчета координат при решении краевой задачи (11.5.3). 
В общем случае для произвольного интервала д2] ва-
риации скоростей ДУГ1, Avyl, Avzl в момент связаны 
с вариациями координат Ах2, Л*/2, Az2 в момент ^ соотно-
шением 

Д/'о = xY2lAvx, (11.5.4) 
где 
Аг2 = (Лдг2, ДГ/2, Az2)T, Avx = (Avxl, Av,lV Avzl)'T (11.5.5) 

Z — Zi, 

z = z2 
(11.5.2) 
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— векторы-столбцы; 
дх.. <)х.. дх.у 

дог1 

d!h дуо ду* 
дох1 dozL 

dz.. dz2 dz» 
0vxi dv , у 1 dvzl 

ХГ21= ~дс~7 ~до~7 ~ди~7 (11.5.6) 

(11.5.7) 

— блок переходной матрицы для интервала [О1!, э л е " 
менты которой в общем случае определяются численными 
методами с использованием полных уравнений относитель-
ного движения аппаратов. 

В свою очередь составляющие вектора А г связаны 
с ошибками измерений А г, Да, Др параметров г, а , р сле-
дующими равенствами: 
Ах = А г cos р cos а — г (AJ3 sin р cos а + 

+ Аа cos Р sin а), 
А у = А г cos р sin а -f г (— Ар sin р sin а + 

+ Аа cos р cos а), 
A z = А г sin Р + rAp cos р. 

Подставив в равенства (11.5.7) значения a i y (i = 
= 1,2), получим ошибки Дг2 в моменты ^ и д2, оп-
ределяющие точность задания граничных условий краевой 
задачи (11.5.2). Поскольку соотношение (11.5.4) учиты-
вает лишь ошибки измерений в момент для учета оши-
бок измерений в момент ^ его можно модифицировать сле-
дующим образом: 

Дг2 + A r 1 = 4 2 l A v v (11.5.8) 

Таким образом, формулы (11.5.4) —(11.5.8) определя-
ют ошибки расчета скорости через ошибки измерений пара-
метров г, а , р, реализованных в двух точках прост-
ранства. 

Рассмотренный метод позволяет получить достаточно 
точные оценки скорости при значительных интервалах 
между измерениями. Это объясняется тем, что с ростом ин-
тервала fl^l элементы матрицы W21 имеют тенденцию 
к возрастанию, поэтому при ограниченных по величине 
ошибках Дгх и Дг2 ошибка Аиг в соответствии с равенством 
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(11.5.8) будет уменьшаться. Характерная зависимость 
ошибки оценки скорости в момент ^ от интервала изме-
рений Ад = — дх для фиксированных значений Аг и 
Да, равных утроенным значениям ошибок системы 

[20] 

Дг5 = 12-10"3 г, 

Aas = 12-Ю-3 рад, 
(11.5.9) 

показана на рис. 11.5 (кри-
вая 1). Она отвечает наи-
худшему из возможных 
сочетанию ошибок измере-
ний на концах интервала 

Ф - Агг = Ars, 
! Д 30 SO То 1В Аа = Да5, 

Ъ = АГ2 = - Д Г „ 
Рис. 11.5. А а = — A a s . 

Кривая 1 получена для случая компланарного движе-
ния аппаратов на эллиптической орбите, эксцентриситет 
которой равен е = 0,05. Ошибка Аи± приведена к макси-
мальному значению ошибки скорости А^1Шах, получаемой 
по единичным измерениям параметров г, а , |3, г, а , р и 
определяемой приближенным равенством 

Д^тах — ГХА*„ (11.5.10) 

где Aas = 3• 10~4 рад!сек. Использование нормированной 
ошибки позволяет исключить из рассмотрения такой важ-
ный параметр, как расстояние между аппаратами, по-
скольку числитель и знаменатель дроби AvJАи1тлх про-
порциональны величине r v При других по сравнению 
с (11.5.9) ошибках измерений Дг^ и Аа(] зависимости, 
приведенные на рис. 11.5, следует пересчитать пропорцио-
нальным образом, умножив их ординаты па коэффициент 
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Важно отметить, что зависимости Avl/Aulimx от ДО 
сохраняют свой характер в большом диапазоне измене-
ния эксцентриситета опорной орбиты: для значений е ^ 
х 0,3 и е ~ 0,8 они имеют вид кривых 2 и 3 соответствен-
но (см. рис. 11.5). Приведенные характеристики позволяют 
сделать вывод, справедливый для широкого класса эллип-
тических орбит: метод оценки скоростей по измерениям 
параметров г, а , р в двух точках пространства дает оценки, 
ошибки которых не превышают 0,1 Аитлх при интервалах 
ДО1 между измерениями, удовлетворяющих неравенствам 

ДО > 6 0 ° ( е ~ 0 ) , ДО > 1 8 0 ° ( е ^ 0 , 8 ) . 
Основным достоинством рассмотренного метода яв-

ляется малое число измерений (два), однако точность оце-
нок координат в этом методе соответствует точности еди-
ничных измерений, ошибки которых определяются ра-
венствами (11.5.7). 

Выше уже отмечалось, что для получения достаточно 
точной оценки координат нужно решить краевую задачу 
(11.5.2) с заданными на концах интервала 021 скоро-
стями vy = (uxlJ vlfl, vzl) и v2 = (ux2, vv2, vz2). Поскольку 
эта задача аналогична только что рассмотренной и отли-
чается от нее лишь величинами, заданными на концах 
интервала измерений, ее подробное рассмотрение здесь не 
проводится. 

Заметим, что недостаток (невысокая точность оценки 
координат) метода, использующего решение краевой за-
дачи (11.5.2) для получения оценки скорости, не является 
препятствием для его использования в программах управ-
ления сближением, так как влияние ошибок измерения 
координат на траекторию сближения существенно меньше 
влияния ошибок оценки скоростей, которые, как было по-
казано выше, могут быть сделаны достаточно малыми. 

Модифицированный алгоритм оценки координат и с ко-
ростей но измерениям в окрестностях двух точек. Блок-
схема алгоритма показана на рис. 11.4, б. Отличие этого 
алгоритма от предыдущего состоит в том, что он содержит 
дополнительную процедуру оценки координат в моменты 

и н а концах интервала измерений. По измерениям 

«н, Рш гп, (#п, (in (п 1, . . iVi), реализованным 
в моменты $пх + /гбА1! с шагом 6Фг, с помощью соот-
ношений, аналогичных (11.3.1) и (11.3.2), определяются 
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оценки ?1, «!, В момент fy, затем с помощью аналогич-
ной процедуры находятся оценки Я>, й2, Р2 в момент 
по измерениям, реализованным в моменты fl^ = д2 — 
— тг6Ф2 с шагом 6Ф2. После этого решается двухточечная 
краевая задача, граничные условия которой имеют вид 

(> = fl^: :гл — cos (it cos р ь yL = rL cos px sinai, 
zi = ri sin Pi, 

# = ф2: x2 - r2 cos a2 cos p2, у2 = r2 cos p2 sin a2, 

Z2 = Г2 sin 

и в момент d j или Ф2 определяются скорости vx, vu, ь\, 
которые в дальнейшем считаются оценками скоростей 
в соответствующий момент времени. Вследствие того, что 
в отличие от предшествующего в рассматриваемом алго-
ритме при решении краевой задачи используются оценки 
координат хл, уг, Zi и х2, у2, z2, а не результаты однократ-
ных измерений х1ч уг, 2г и г2, у2, z2, точность оценок ско-
ростей vx или v2 при одном и том же интервале измерений 
будет значительно выше. Как следует из равенства (11.5.8), 
при одинаковых значениях допустимой ошибки скорости 
Avr этот метод требует значительно меньших интервалов 
измерений, чем предыдущий. Кроме того, этот метод дает 
достаточно точные оценки и координат и скоростей. От-
метим также, что для оптимальной реализации метода не-
обходимо провести около восьмидесяти измерений: по 
сорок в окрестности каждой из точек ^ и д2 (см. § 11.3). 

Зависимость Av1/Avimax от Ад для этого метода приве-
дена на рис. 11.5 (кривая 4). Она соответствует случаю 
компланарного движения аппаратов (эксцентриситет опор-
ной орбиты е = 0,05). Ошибки измерений параметров 
г, a , Р считались случайными нормально распределенны-
ми величинами, математические ожидания которых рав-
ны нулю, а среднеквадратичные отклонения соответство-
вали ошибкам систем [20], использованным при расчетах 
кривых 1—3 (см. рис. 11.5), и значениям' Ai; imax: ог = 
= 4 - ю - 3 г, сга - 4 - ю - 3 рад, = 3-Ю-4рад!сек. 

Сравнение кривых 1 и 4, полученных двумя рассмот-
ренными выше методами оценки для одинаковых значе-
ний е — 0,05, показывает, что интервал измерений Ад, 
обеспечивающий ошибки оценки скорости, меньшие 
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ОД Ддшах, при использовании модифицированного мето-
да сокращается примерно в три раза: с 60° до 20°. При 
этом следует иметь в виду, что обе характеристики полу-
чены для наихудшего (маловероятного) из возможных 
случаев: ошибки измерений и ошибки оценки координат 
в моменты -fy и ft2 имеют противоположные знаки. 

Таким образом, характеристики, построенные на 
рис. 11.5, следует считать верхними границами реальных 
ошибок оценок скоростей. Зависимости ошибок оценок 
координат Ar(Aft) модифицированного алгоритма пол-
ностью совпадают с соответствующими характеристиками 
алгоритма оценки, рассмотренного в § 11.3, и поэтому 
здесь не приводятся. 

Многошаговый алгоритм оценки. Блок-схема алгорит-
ма показана на рис. 11.4, в. Сначала по измерениям пара-
метров rh а,, Р;, реализованным в моменты -fy fy -f-
+ i6fy (i 1, . . ., Л^) с шагом 8fy в окрестности точки 
fy, рассчитываются оценки координат у^ zx с помощью 
метода, использованного в предыдущем алгоритме. Затем 
по результатам измерения координат х-п уп z-t в моменты 
fy решаются двухточечные краевые задачи для интерва-
лов [fy, fy], граничные условия которых имеют вид 

ft fy + i Afy: х - xiy у yn z = zh i - 1, . . ., A\ . 
В итоге получается Nx совокупностей единичных оце-

нок скоростей vln = (vxi, vyi, rzi) в момент fy, после осред-
нения которых определяются оценки средних значений 
и дисперсий 

где — дисперсии оценок скоростей rlL по единичным 
измерениям, расчет которых проводится по формулам 
приложения 3. 

Равенства (11.5.11) справедливы для случаев, когда 
ошибки измерений не имеют постоянной составляющей 
и все измерения равноточны. С ростом числа измерений 
дисперсии оценок уменьшаются пропорционально l/A^i, а 
сами оценки стремятся к истинным значениям скоростей. 
Точность оценок скоростей может быть повышена за счет 

ft = fy: х - i , , у ух, z - zl9 

(11.5.11) 
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увеличения числа измерений. Точность оценок координат, 
полученных этим методом, соответствует алгоритму ли-
нейной аппроксимации, исследованному в § 11.3. 

Этот алгоритм оценки вектора положения г и вектора 
скорости v объединяет в себе положительные свойства 

Ль 

двух других алгоритмов, рассмотренных в настоящем па-
раграфе: обеспечивает высокую точность оценок г ъ\ v. 
Более того, на этапе расчета оценки vx он усиливает 
положительные качества алгоритма линейной аппрокси-
мации в двух точках, так как решение краевой задачи по-
вторяется многократно. 11ри чисто случайных и знакопере-
менных ошибках измерений метод обеспечивает монотон-
ную сходимость оценок к истинным значениям величин. 
При наличии в ошибках постоянной составляющей он 
дает смещенные оценки координат и несмещенные оценки 
скоростей. 

Следует отметить, что при получении оценок коорди-
нат интервал и число измерений следует выбирать на ос-
новании рекомендаций, приведенных в § 11.3: ДО ^ 12°, 
Nx ж 40. На этапе оценки скорости выбор шага и числа 
измерений (особенно шага) должен проводиться из сообра-
жений достижения быстрой сходимости оценок к истин-
ным значениям оцениваемых величин. Зависимость оши-
бок оценок скорости от числа измерений N при различных 
интервалах между измерениями показана на рис. 11.6 
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[значения А^ т а х определяются но равенству (11.5.10)]. 
Эти характеристики справедливы для эллиптических ор-
бит произвольного эксцентриситета. Они позволяют сде-
лать вывод, что близкими к оптимальным параметрам про-
цесса оценки скоростей можно считать следующие: шаг 

да 0,5° -4- 1,0°, число измерений N± да 40. При ша-
ге б ^ да 0,1° -г- 0,5° скорость сходимости оценок скоро-
сти значительно ниже, а число измерений слишком ве-
лико. 

Следует отметить, что для получения оценки скоро-
стей нет необходимости в предварительном расчете оцен-
ки координат х1У уг, z1 в момент i)^. В самом деле, рассмот-
ренную выше процедуру получения значений Va (i 1, ... 
. . ., N±) путем решения краевых задач для интервалов 

О;] можно провести, заменив оценки xlf у19 резуль-
татами единичных измерений в момент Ь = 
Зависимость AD/Ai;max от N в этом случае практически 
совпадает с характеристиками, приведенными на 
рис. 11.5. 

Таким образом, для оценки координат и скоростей 
в общем случае необходимо проводить две серии измере-
ний со следующими значениями шага измерений и числа 
сеансов: для оценки координат следует принять б ^ ж 
да 0,1° -т- 0,3° и Nx да 40, для оценки скоростей — А ^ да 
да 1° и Nx да 40. 

Учитывая эти рекомендации, следует осуществлять 
программу измерений на интервале [fl^, 02]. При реализа-
ции рассмотренного алгоритма в БЦВМ ее загрузка воз-
растает, поскольку для получения оценки скорости не-
обходимо многократно решать краевые задачи. Это об-
стоятельство, однако, не является препятствием для 
его реализации в БЦВМ в силу следующих обстоя-
тельств: 

интервалы краевых задач равны гбО (i = 1,2, . . ., Л"), 
где 60 — шаг измерений, поэтому, положив шаг интегри-
рования уравнений относительного движения равным 
бд, получим сравнительно небольшое число шагов, необ-
ходимое для реализации вычислений (при i = 1, . . ., 40); 

поскольку интервал движения, соответствующий i-й 
краевой задаче, увеличивается по сравнению с (i — 1)-й 
на малую величину (равную шагу 60), нетрудно обеспе-
чить сходимость процесса итераций при решении краевой 
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задачи за один шаг. Для этого достаточно в качестве на-
чального приближения скорости v®t для г-й краевой зада-
чи принять оценку скорости i?o(i_D, полученную при ре-
шении (i — 1)-й задачи. Моделирование такой про-
цедуры на ЭВМ полностью подтвердило это положение 
(для решения краевых задач был использован метод Нью-
тона). 

Таким образом, сравнительно небольшое число шагов 
интегрирования уравнений относительного движения ап-
паратов и сходимость итераций за один цикл снимают мно-
гие опасения относительно целесообразности использо-
вания многошагового алгоритма оценки в БЦВМ. 

Для более полного сравнения методов, рассмотренных 
в этом параграфе, определим число типовых вычислитель-
ных операций, необходимых для реализации соответ-
ствующих вычислительных алгоритмов в БЦВМ, а также 
эквивалентное им число элементарных вычислительных 
операций типа операции сложения, характеризующих тре-
бования к быстродействию БЦВМ. При расчетах будем 
использовать методику и обозначения, изложенные в 
§ 11.3, предполагая, что: 

1) в методе оценки по двум измерениям и его моди-
фикации шаг интегрирования уравнений относительного 
движения аппаратов равен бФ = 2Ь, а интервал между из-
мерениями составляет 02 — = 90ь; в модификации ал-
горитма оценки по двум измерениям для получения оце-
нок координат реализуются две серии измерений по сорок 
измерений в каждой; 

2) в многошаговом алгоритме процедура оценки ско-
ростей включает решение сорока краевых задач для ин-
тервалов 0—1°, 0—2°, 0—3°, . . ., 0—40°; при решении 
краевых задач шаг интегрирования уравнений относитель-
ного движения аппаратов составляет 80 = 1°; для полу-
чения оценки координат используется процедура, тожде-
ственная соответствующей процедуре двух предыдущих 
методов; 

3) число итераций, за которое сходится процесс расчета 
скорости, принято равным трем в методе оценки по двум 
измерениям и в методе оценки по измерениям в окрестно-
стях двух точек; в многошаговом алгоритме число итера-
ций при решении краевой задачи на каждом шаге равно 
единице. 
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Т а б л и ц а 11.3 

Алгоритм оценки 
Число ТИПОВЕЛХ операций 

ЛГ*3 Алгоритм оценки 
АЧ+) ЛГ(Х) ЛГ(:) Л Г ( у ) N (trig) 

ЛГ*3 

Г1о двум измерениям 37 477 49182 7074 1170 2348 866 168 

По измерениям в ок-
рестности двух то-
чек 

37 806 49 445 7156 1170 2352 869 192 

Многошаговый 53 212 71 862 10 601 3444 1640 1 471 497 

Результаты расчетов сведены в табл. 11.3. Они пока-
зывают близость рассмотренных методов по числу основ-
ных вычислительных операций, а следовательно, и по бы-
стродействию. Следует, однако, иметь в виду, что расчет 
числа типовых операций первых двух алгоритмов оценки 
проводился при интервале измерений Ад = 90°, при дру-
гих интервалах полученные значения должны быть пере-
считаны пропорциональным образом: например, при 
Ад = 1 5 ° значения N (+), . . ., N (trig) должны быть 
умножены на коэффициент 15/90. Таким образом, эти ал-
горитмы обладают близкими к многошаговому алгоритму 
вычислительными характеристиками лишь при больших 
интервалах между измерениями (Ад > 90°) и будут зна-
чительно эффективней его при малых интервалах между 
измерениями. Поскольку точность оценок скоростей по 
двум измерениям координат при малых интервалах между 
измерениями невысока, указанное выше обстоятельство 
не имеет существенного практического значения. 

В заключение рассмотрения итерационных методов 
следует еще раз подчеркнуть, что для правильной и пол-
ной оценки их возможностей следует постоянно иметь 
в виду степень влияния характера ошибок на точность 
получаемых оценок. Частично эти вопросы уже были об-
суждены в соответствующих параграфах. В частности, 
было показано, что при случайных и знакопеременных 
ошибках многошагоный алгоритм обеспечивает высокую 
точность оценок координат и монотонную сходимость 
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оценок скоростей к их истинным значениям. При наличии 
систематических ошибок их влияние па точность оценок 
может быть определено с использованием метода супер-
позиции. Если ошибки измерений имеют более сложную 
структуру и включают постоянную составляющую, мед-
ленно меняющуюся составляющую и случайную состав-
ляющую, то наибольшую точность оценок могут обеспе-
чить итерационные методы, использующие измерения г 
и г в трех или шести точках, достаточно близких друг 
к другу. При сложной структуре ошибок измерений наи-
более достоверные и точные оценки могут быть получены 
только в результате численного моделирования задачи 
с использованием методов Монте-Карло [25, 75, 108]. 
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АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ 
ДВИЖЕНИЯ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ 

§ 12.1. ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ 
ПРИ ПОЛНОМ СОСТАВЕ ИЗМЕРЕНИЙ 

Ниже рассмотрены способы оценки параметров дви-
жения космических аппаратов, использующие статисти-
ческие методы обработки избыточной информации, полу-
чаемой автономными измерительными средствами. Основ-
ное внимание уделено различным модификациям метода 
наименьших квадратов, используемого как для оценки 
координат и скоростей движения сближаемых аппаратов, 
так и для оценок констант интегрирования соответствую-
щих уравнений. 

Почти все рассмотренные здесь методы используют 
аналитические решения приближенных уравнений от-
носительного движения или аналитические формулы 
теории кеплерова движения. Исключение составляет 
способ оценки, использующий условно линейную мо-
дель движения аппаратов, получаемую путем числен-
ного решения уравнений движения. Этот способ изла-
гается здесь потому, что он является наиболее простой 
и рациональной модификацией метода наименьших квад-
ратов для оценки координат и скоростей и логически тесно 
связан с материалом всей главы в целом. 

Наряду с методами оценки, использующими различ-
ные формы уравнений движения аппаратов, рассмотрен 
также способ полиномиальной аппроксимации измеряе-
мых параметров и его применение для оценки и прогно-
зирования движения. 

В противоположность распространенному мнению [1] 
о том, что полиномиальную аппроксимацию параметров 
движения целесообразно использовать лишь в случае 
полиномов малых степеней (до третьей включительно), 
доказывается простота его реализации в ЭВМ при степе-
нях полиномов до шестой включительно. Этот вывод 
основывается на анализе типовых вычислительных one-
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раций, необходимых для реализации соответствующего 
алгоритма. 

Рассмотрим метод получения оценки координат и ско-
ростей относительного движения сближаемых аппаратов 
в фиксированный момент времени по измерениям пара-
метров г, а , р, г, а, (дальности, углов наклона вектора 
дальности относительно фиксированных направлений и их 
производных). Измерения реализуются в моменты времени 

tn = *0 + пМ (п = 1 , 2 , . . ., N). 
Обозначим вектор состояпия системы через 

я = (х, у, х\ у\ z, z'Y. (12.1.1) 

Тогда в случае круговых опорных орбит решение урав-
нений относительного движения двух аппаратов может 
быть записано в виде 

= Ч £ 0 * о , ( 1 2 . 1 . 2 ) 

где хп, х0 — векторы состояния системы (12.1.1) для мо-
ментов tn и t0 соответственно; Ч'по — переходная матрица 
размера 6 x 6 для интервала [£0, 
\р»Х 
I по — 

' 1 

(12.1.3) 

Здесь угол 0 определяется по формуле 

где R0 — радиус опорной орбиты. 
Поскольку измерения гп, «п, Р„, г„, ап, [Зп однозначно 

определяют вектор хп (п = 1 , 2 , . . . , А'), из равенства 
(12.1.2) можно получить следующее соотношение для 

6(0 n —s ine n ) 4 sin Bn —30n 2 (1 - cos 0n) 0 0 
4 — 3 cos e n 2 (cos 6n —1) sin 0n 0 0 
6 (1 — cos 0n) 4 cos Bn — 3 2sinGn 0 0 

3 sin 9 n 2 sin 0n cos 0n 0 0 
0 cos 0n 0 0 sin Gj 

0 - s i n e n 0 0 cos 0 
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оценки вектора х0: 
v 

7 1 = 1 

Если измерения равноточны, а ошибки измерений — 
случайные величины с равными нулю математическими 
ожиданиями и известными дисперсиями, то дисперсия 
оценки (12.1.5) может быть определена равенством 

'С (12Л-6) 
где DXo — дисперсия единичной оценки вектора х0, опре-
деляемая по формулам, прр1веденньтм в приложении 3. 

В формулах (12.1.3)—(12.1.6) используются безраз-
мерные величины координат и скоростей относительного 
движения аппаратов — составляющие вектора х. 

Основное достоинство рассматриваемого метода состоит 
в чрезвычайной простоте рабочих формул для расчета 
средних значений и дисперсий, однако его точность су-
щественно зависит от интервала измерений и начальных 
условий маневра (г0, а0 , Ро> г0, а0 , (30). 

С учетом того, что собственные (методические) погреш-
ности формул (12.1.2) и (12.1.3) быстро возрастают с уве-
личением интервала движения, этот метод следует при-
менять лишь в том случае, когда интервал измерений 
[0о, бдг] удовлетворяет соотношению 

Д9 = (9iV - в0) < 10° 20°, 

если расстояние г0 между аппаратами не превышает 
0 , 1 Д 0 , и 

Д0 ^ 20° -г- 40°, 

если г0 ^ 0,02 Л0. В этих случаях эксцентриситет опорной 
орбиты не должен превышать величины е = 0,02. 

Приведенные рекомендации, полученные на основании 
анализа большой совокупности численных расчетов, ука-
зывают на сравнительно узкую область применения рас-
сматриваемого метода, что существенно снижает его прак-
тическую ценность. 

Другим, более точным и универсальным, методом 
оценки параметров движения является метод осреднения, 
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иснользующии решение линеаризованных уравнении от-
носительного движения, записанное через константы ин-
тегрирования /»!, . . ., kQ (см. гл. 5): 

х = Лп/п, (12.1.7) 

где к = (ки к2, к3, /г5, /е6) — вектор констант; An — ма-
трица размера С X 6: 

1 0 ь. ь3 0 
0 h 0 h К 0 
0 Ъ» 0 b10 ьп 0 
0 ь 1>. 0 Ьи Ьи 0 
0 0 Ь, 0 0 

0 0 - b e 0 0 

л п = о о /1° ьЦ о N ( 1 2 . 1 . 8 ) 

элементы . . ., 6i4 которой определяются равенствами 
(11.4.8). Из-за однозначной связи векторов к и х 0 задачи 
получения оценок к и х0 равнозначны, поэтому в дальней-
шем будет говориться лишь об оценке вектора к . 

В силу полной аналогии равенств (12.1.7) и (12.1.2) 
оценку вектора к и его дисперсии можно записать в виде 

= (12.1.9) 

D k = - ^ D k 0 . ( 1 2 . 1 . 1 0 ) 

В равенстве (12.1.10) через Dk0 обозначена дисперсия 
единичного измерения вектора к в момент 0 = 0О (t = t0), 
которая определяется следующим образом. Сначала по 
формулам приложения 3 рассчитывают Dx0 — дисперсию 
вектора х0 — через дисперсии измерений г, г, . . ., р, 
затем по формулам § 5.3, определяющим линейную связь 
х0 с к, осуществляется переход от Dx0 к Dk0. 

Поскольку формулы (12.1.7) и (12.1.8), положенные 
в основу рассматриваемого метода, имеют более широкий, 
чем формулы (12.1.2) и (12.1.3), диапазон применения 
как по параметрам орбит (/?, е), так и по начальным усло-
виям маневра (г0, а0 , ро, / 0, я0, [}0), точность оценок 
(12.1.9) и (12.1.10) при всех прочих равных условиях 
должна быть выше точности оценок (12.1.5) и (12.1.6). 
Принципиально формулы (12.1.7) и (12.1.8) не налагают 
каких-либо ограничении на эксцентриситет опорной ор-
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биты, однако анализ результатов, полученных при их 
использовании, показывает, что при постоянном интервале 
измерений методические погрешности этих формул, а сле-
довательно, и ошибки оценок (12.1.5)) и (12.1.10) с увели-
чением эксцентриситета е возрастают. Отсюда следует, 
что для получения достаточно точных оценок в случае 
орбит, эксцентриситет которых е > 0,4, необходимо ис-
пользовать малые интервалы измерений (Д0 = 5° 15е), 
в то время как на орбитах, имеющих е 0,10, этот ин-
тервал может составлять величину ДЭ ^ 30° -г- 90° при 
расстояниях между аппаратами, не превышающих одну 
десятую часть параметра р опорной орбиты. 

Основным достоинством метода осреднения является 
простота реализации расчетных формул, его основной 
недостаток — невысокая скорость сходимостей оценок 
к истинным значениям искомых величин, поскольку в нем 
не учитываются удельные веса измерений в различные 
моменты времени и различное удельное влияние ошибок 
измерений Дг, Дг, . . ., Д[} на точность оценок. К недо-
статкам этого метода следует отнести также слабую филь-
трацию постоянных и медленно меняющихся ошибок из-
мерений, что приводит к получению смещенных оценок 
параметров движения. 

§ 12.2. ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ 
МЕТОДОМ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

Рассмотрим методы оценки параметров движения с ис-
пользованием классической процедуры метода наимень-
ших квадратов (МНК). Напомним кратко суть метода и 
приведем соотношения, которые будут использованы в 
дальнейшем. Если ошибки измерений имеют нормальный 
закон распределения, а число измерений избыточно по 
сравнению с числом определяемых параметров, то для 
них можно начти наиболее вероятные значения. Пусть 
измеряемые параметры (мг) связаны с оцениваемыми (xj) 
линейными соотношениями вида 

avх1 + Ьхх2 + . . . + lvrn = щ, 
а2хх Ь2х2 + . .. + /2.гп = иъ 

я, А + Ьтх2 + . . . + 1тхп = м т , т > п. 
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Обозначим результаты измерений, содержащих слу-
чайные ошибки, через U\, и2, • • тогда наиболее 
вероятные значения параметров хх, . . ., хп будут соответ-
ствовать случаю, когда сумма квадратов невязок 
ef = (Ui — Ui)2 будет наименьшей. Искомые оценки 
х ь . . i n (МНК-оцеики) определяются системой линей-
ных уравнений [25, 46] 

[аа]+ [ab] х2 + . . . + [а/] хп = [аа], 
[Ьа\ хл + [&Ь] /г2 + . .. + \Ы\ J„ = [Ьй], 

(12.2.2) 

{la]x1 + [lb].r2 + . . . + [ll}xn= [1й]. 

В формулах (12.2.2) использованы обозначения Гаусса 
т т 

[аа] = я?, • > [Щ = 2 l-fii-
1=1 

Следует отметить, что МНК-оценки, определяемые 
формулами (12.2.2), обеспечивают минимум дисперсии 
любой линейной функции от х = (хи . . ., хп) при произ-
вольном законе распределения ошибок измерений, если 
ошибки измерений имеют нулевые средние значения и 
принадлежат к распределениям с конечными вторыми 
моментами. При нормальном законе распределения оши-
бок измерений МНК-оценки совпадают с оценками мак-
симального правдоподобия. 

Метод наименьших квадратов позволяет найти анали-
тическое выражение и для ошибки оценки. Приведем 
расчетную формулу, введя матричную форму записи урав-
нений (12.2.1): 

и = А х + 8 , 

где и = (#1, й2, . . й т ) т — вектор измерений; х = 
= (#1, х2, . . ., хпу — вектор оцениваемых параметров; 
8 = (еь г2, . . ., е т ) т — вектор ошибок. Введем дополни-
тельные обозначения 

М [и] = и0 = Ах, D (и) = М [ии1] = Жх 

и запишем МНК-оценки вектора х и его дисперсии [75]: 
х = (АТЛГ*1Л)- ММ7"1//, 

D {х) == -4—(и - Ах) У~1 (и - Ах) (АУ?АУ1. 



§ 12.21 МЕТОД НАИМЕНЬШИХ К В А Д Р А Т О В 380 

Приведенная методика исходила из линейной функцио-
нальной зависимости й (х), поэтому она может быть реа-
лизована непосредственно с использованием решений 
линеаризованных уравнений относительного движения, 
а также других форм решений, линейных относительно 
оцениваемых параметров. Следует отметить, что метод 
наименьших квадратов может быть распространен и на 
случай нелинейной зависимости и {х) с помощью ряда 
способов, которые будут изложены в следующем пара-
графе. 

Рассмотрим методику получения МНК-оценок пара-
метров движения космических аппаратов для наиболее 
простых моделей относительного движения. 

Линейная аппроксимация в одной точке. Используя 
уравнения относительного движения, аргументом которых 
является истинная аномалия ft цели (см. § 5.3), запишем 
их решение по Эйлеру в виде 

Хп+1 = хп + П» 

уп» 

zm 
(12.2.3) Уп+i = Уп + S f t A ^ 

Zn+l = Zn + Sfl^nV 

где 
Кп = 1 + е cos ftn; 6ft — шаг решения; ft,,. = ft0 + 8ftrc 

(n = 0, 1, . . .,7V). 

Формулам (12.2.3) можно сопоставить векторную фор-
му записи 

= + 6f tX"4 3 \ (12.2.4) 
где 

ЭСп = (•Тщ У н.1 zn)?\ Vn = (Uxm Vljn, Vzn)1. 

Предположив, что на интервале ra6ft (п = 1, 2, . . ., N) 
движение аппаратов равномерно, перепишем формулу 
(12.2.4) в виде 

*43) = х(
0
3) + пШпЧs°, п = 1, 2, . . ., N . (12.2.5) 

Это соотношение линейно относительно составляющих 
вектора х = (х{3\ v(3)) в момент ft = ft0. Измерения г, а , р, 
реализованные автономной системой в моменты ft,, = ft0 + 

ttSft (n — 1 , 2 , . . . , N), определяют составляющие 
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вектора ж, ,(3) 

rn cos рн cos un, 
Уп = rn cos pn sin «п, 
2 П = г п s i n р п , 

(12.2.6) 

поэтому для получения MIIK-оценок координат и скоро-
стей в момент ф = 'О1 о можно записать следующие урав-
нения: 

• * 0 \ с п ] + и х 0 [ с ' п ] = [ с п г п ] , 

ZoN + vxo[cn] = [?пЬ 
Здесь 

N 
VI 

N 

сп = [Cn] = 51 \сагп\ 2J curn; 

N 

^ п' п 
П = 1 П—1 
N 

Ш = 51 [С„] = Сп, ^п = 1 + <?cosftn. 
?г —1 71=1 

(12.2.7) 

(12.2.8) 

Уравнения для расчета оценок у0, иу0 и z0, uz0 аналогич-
ны (12.2.7) и здесь не приводятся. Таким образом, фор-
мулы (12.2.6)—(12.2.8) дают МНК-оценки координат и 
скоростей относительного движения аппаратов по изме-
рениям дальности г, угла |3 наклона вектора г относительно 
плоскости опорной орбиты и угла а наклона проекции 
вектора г на плоскость опорной орбиты относительно 
местной горизонтали. 

Важно заметить, что методические погрешности фор-
мул (12.2.3), положенных в основу метода, возрастают 
с увеличением числа измерений N. Одновременно с уве-
личением N уменьшается дисперсия оценок, определяе-
мых формулами (12.2.7) и (12.2.8), поэтому зависимости 
ошибок оценок Ах0, AuxQ, а также Д//0, Аиу0, Az0, Дuz0 
от числа измерений имеют вид кривых с явно выраженным 
минимумом. Зависимости модулей ошибок вектора поло-
жения Дг0 = (Дяд + Ayl + Д^о)1'2 и вектора скорости 
ДИ0 = (ДUXQ + AVYO + АИ\ 0) 1 ' 2 ОТ числа измерений имеют 
аналогичный вид. 

Несмотря на то, что линейная аппроксимация относи-
тельного движения аппаратов в окрестности точки 
ф = представляет наименее точную модель движения, 
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ее использование для получения оценок координат и ско-
ростей при движении космических аппаратов по эллипти-
ческим орбитам произвольного эксцентриситета дает 
в ряде случаев приемлемые по точности оценки. Для 
иллюстрации этого положения приведем численный пример 
расчета оценок координат и скоростей космического ап-
парата по измерениям г и а , реализуемым автономной 
радиотехнической системой, характеристики которой сле-
дующие (см. приложение 2): 

М [Дг] - М [Да] - 0, аЛ г - 4-Ю"3 г, 

Ода = 4-Ю"3 рад. 

Закон распределения ошибок считается нормальным. 
Рассматривается случай компланарного движения двух 
аппаратов, находящихся на одной орбите (фокальный 
параметр р = 7000 км, эксцентриситет е = 0,8) и сме-
щенных вдоль нее относительно друг друга соответственно 
на расстояния г0 = 100 км, г0 = 50 км и г0 = 10 км 
в момент начала измерений (Oq = 0). Для расчета оценок 
вектора положения ?0 и вектора скорости v0 используются 
формулы (12.2.7) и (12.2.8). Измерения г и а проводятся 
равномерно с шагом 60 = 0,1°, или, что то же самое, 
с интервалом Д£да1,5 сек. 

Зависимости ошибок оценок модуля вектора г 0 и моду-
ля вектора v0 от числа измерений N приведены в табл. 12.1. 
Из нее видно, что оптимальное число измерений, соответ-
ствующее минимальным ошибкам оценок, равно NonT ~ 50. 
Из таблицы следует также, что минимальные ошибки 
оценки вектора положения составляют незначительную 
величину ( ~ 20 м), в то время как минимальные ошибки 
оценки скорости не могут быть сделаны ниже 2 м!сек 
даже при относительно малых расстояниях между аппа-
ратами. Эти выводы остаются справедливыми для широко-
го класса начальных условий движения аппаратов (г0, а0) 
и параметров орбит (р , е), и, в частности, для орбит, 
близких к круговым, если только v0 < 50 м/сек. Отме-
ченный выше недостаток — наличие остаточной погреш-
ности в оценке скорости — представляет собой основной 
отрицательный фактор рассмотренного метода, самое 
большое достоинство которого состоит в чрезвычайной 
простоте рабочих формул. 
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Т а б л и ц а 12J 

r0, KM N 10 20 30 40 50 60 70 

100 

A r0, м 351 151 130 108 24 107 202 

100 
Av0, м/сек 20,6 8 Л 6,7 4 ,5 3 5 ,2 8,6 

50 

Ar0t м 179 80 75 69 24 76 164 

50 
A v0i м/сек 14 5 4 ,8 3,9 2,1 4 ,6 7,6 

10 

Аг0, м 41 39 24 19 32 63 133 

10 
Ai>0, м/сек 4 3,6 2,7 2 ,4 3 ,2 4,7 7,1 

Метод линеаризации в одной точке использует наиболее 
простую из всех возможных моделей относительного 
движения аппаратов, поэтому точность его оценок огра-
ничена определенными пределами, которые зависят от 
начальных условий задачи, длительности интервала из-
мерений и ряда других факторов. Приведем другой метод, 
дающий более точные оценки за счет использования пол-
ной модели движения. 
§ 12.3. МЕТОД ОЦЕНКИ, ОСНОВАННЫЙ НА УСЛОВНОЙ 
ЛИНЕАРИЗАЦИИ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ 

Этот метод основан на представлении решений полных 
уравнений относительного движения в виде линейного 
соотношения 

= + cnv$\ п = 1, 2, . . ., N, (12.3.1) 
где 
Wnx* ={ХП1 Упч Zn)Ti 2/о> 2о)Г» ^ = (Ux0i VzoYi 

Г с 0 0 " хп 0 0 " 

c n — 0 cim 0 
0 0 Czn_ 

n=l,2,...,N. (12.3.2) 
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Коэффициенты схп, суп, с2П матрицы (12.3.2) опреде-
ляются равенствами 

— ГГ° 1 /° — — 7° 
г !о_ - __ ^ 12. г - — ± 

6 *0 I/O zo 

где через Хп, Уп, Zn (n = 1 , 2 , . . . , TV) обозначены резуль-
таты численного решения уравнений относительного дви-
жения методом Рунге—Кутта при произвольно выбран-
ном начальном условии 

х0 = (х0, У о, 20, UyQ, U~q ). 

Векторному равенству (12.3.1) соответствуют три соот-
ношения 

хп ~ Х() -(- Cvnl\v0, 
Уп ~ У О CvnV!lO, 
zn = 2 0 с г п 

« = 1 , 2 , . . 7V, 

(12.3.4) 

используя которые нетрудно записать уравнения для рас-
чета MIIK -оценок Xo, //о, Zo, vx0, ищ), о по измерениям 
/п, «п, Р?м определяющим координаты г,,, zn

 в мо-
менты On = ft 0 + raSft: 

Т0 [C;v?i] + [Схп] — [Схп?п], 

N x 0 + vxo [^.-vij - [ З Д 

У0 lCim] + Vuo Win] = [СупУп], 

Nijo -I v,,o Ы = [//,*]; 

zо [czn] + lc;n] = [Cm2nL 
Nz0 + vz0 \Czn] = [2n\. 

(12.3.5) 

(12.3.6) 

(12.3.7) 

В уравнениях (12.3.5) —(12.3.7) квадратные скобки 
обозначают операцию суммирования: 

N 
Iехп] = S схп, 

?i = L 
N 

[Cx>Jn\ = S СхпГ'п И Т. Д. 
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Модель (12.3.4) относительного движения аппаратов 
обладает методической погрешностью, а ее точность зави-
сит от точности задания вектора хЦ и интервала движения 
ДО = Одг — О0. Эти же факторы определяют и методиче-
ские погрешности расчетных формул (12.3.5)—(12.3.7). 

Р и с . 12 .1 . 

Характерные зависимости методических ошибок формул 
(12.3.5)—(12.3. 7) от интервала движения при различных 
значениях ошибок и Дг„ задания вектора xJJ = (rj , vj) 
приведены на рис. 12.1 (кривые 7 соответствуют значе-
ниям Av% = 5 м/сек, Д?*о = 0; кривые 2 — Avl — 30 м/сек, 
ArJJ = 0; кривые 3 — Avq = 3 м/сек, Дго = 0; кривые 
4 — Дг;!! = 0, Дrj) = 1 км). Они наглядно показывают 
основные достоинства рассматриваемой модели движения 
и всего метода в целом: сравнительно слабая зависимость 
методических ошибок от точности задания вектора поло-
жения (ДгЦ); низкий уровень ошибок в широком диапазоне 
изменений интервала движения; относительно невысокий 
•уровень методических ошибок при значительных ошибках 
задания вектора скорости (ДУЦ). К этому следует добавить, 
что в силу независимости расчетов оценок координат и 
скоростей вдоль каждой из осей .г, г/, z [см. формулы 
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(12.3.5)—(12.3.7)] взаимное влияние ошибок измерений 
координат Ах, Ау, Дz практически отсутствует. 

Характеристики, приведенные на рис. 12.1, а также 
анализ большой совокупности аналогичных зависимостей 
показывают, что для получения достаточно точных оце-
нок координат и скоростей (Дг0 ж 100 -н 200 м, Аи0 ж 
^ 1 м/сек) в широком диапазоне изменений интервала 
движения аппаратов необходимо обеспечить следующую 
точность задания векторов гЦ и i/J, вводимых в процедуру 
численного интегрирования уравнений относительного 
движения: 

ДА О < 1 км, Д ^ < 3 --:- 5 м!сек. 

Эта точность может быть обеспечена каким-либо 
методом оценки, рассмотренным ранее, например методом 
линеаризации в одной точке. Этот метод следует включить 
в общий алгоритм оценки в качестве подпрограммы полу-
чения начальных приближений г^ и rjj. С учетом сделан-
ных замечаний сформулируем алгоритм оценки вектора 
'*'()— Уо» 2<ъ Ул-о» vaoi по измерениям г, а и р, исполь-
зующий модель движения, рассмотренную выше. 

А ч г о р и т vr. 

Шаг 0. По измерениям rn, ип, р,п реализованным в мо-
менты ибО1 (п = 1, 2, . . 50), определить ко-
ординаты 

хп =-•= rn c o s p u c o s a / 4 , уп = rn c o s р„. s i l t a , , , zn = ru s i n вп. 

Шаг 1. Используя значения :7П, уп и z,,, определенные 
шагом 0, вычислить оценки координат и скоростей по фор-
мулам (12.2.7) и им аналогичным. 

Шаг 2. Интегрировать уравнения относительного дви-
жения аппаратов на интервале [Ф0, при начальных ус-
ловиях х{) х0, у{) --- <у(), . . ., г-0 — г :0, определенных 
на предыдущем шаге, найти координаты х°п. у*}г и 
в моменты и вычислить коэффициенты схи, с,,п, с1П 
по формулам (12.3.3), заменив в них х\, z/o, . . ., v% на 
^oi у а, • • V z о • 

Шаг 3. По измерениям ?,., а,,., ра, реализованным в мо-
менты Ф,, ™ йо + /гбО (п 0, 1, 2, . . ., N), определить 
координаты л,, уп, тп по формулам, приведенным в шаге 0, 
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а затем вычислить оценки координат и скоростей х0, 
Уоч • • •» vz0

 в момент OQ ПО формулам (12.3.5)—(12.3.7). 
Сделаем одно дополнение к приведенному алгоритму. 

Результаты измерений координат хп, уп и гп использу-
ются дважды: на шаге 1 — выборка из Ni = 50 изме-
рений, на шаге 3 — выборка из N измерений. Рекомен-
дации по выбору числа N будут сделаны ниже, после 
рассмотрения результатов расчета оценок изложенным 
методом на ЭВМ. Выбор числа Nх = 50 сделан с учетом 
характеристик метода линейной аппроксимации в одной 
точке (см. § 12.2 и 11.3), который, как было показано, 
обеспечивает наибольшую точность оценок при исполь-
зовании выборки из пятидесяти измерений при интервале 
между измерениями 69 = 0,1° -г- 0,3°. 

Приведем результаты моделирования на ЭВМ рассмо-
тренного алгоритма оценки при произвольном зада-
нии начальных приближений координат и скоростей 

Измерения параметров г, ос и [3 реализуются автоном-
ной радиотехнической системой, характеристики которой 
приведены в приложении 2; ошибки измерений считаются 
случайными нормально распределенными величинами 
с равными нулю математическими ожиданиями и средне-
квадратичными отклонениями 

стдг = 4-10"3 г, а д а = адр = 4-Ю-3 рад. 
В момент начала измерений один аппарат (цель) на-

ходится в перицентре своей орбиты, второй смещен 
относительно него на расстояние 200 км вдоль орбиты 
цели, которая характеризуется следующими величинами: 
фокальный параметр р равен удвоенному радиусу планеты, 
эксцентриситет е = 0,8. 

Зависимости ошибок оценок Д?0 и ДУ0 ОТ числа изме-
рений при постоянном шаге измерений 60 = 0,1° приве-
дены на рис. 12.2. Они получены для различных значений 
ошибки начального приближения вектора vl (Д̂ Ц = 
= 10 м/сек, 30 м/сек, 60 м/сек: кривые 7, 2 и 3 соответ-
ственно), которые охватывают практически весь диапазон 
возможного разброса величины скорости на этапе выве-
дения управляемого аппарата на орбиту цели. 

Характеристики показывают, что даже в случае 
использования в расчетных формулах грубого прибли-
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жения (Az;J! = 60 м/сек) вектора Vq ошибки оценки 
скорости — наиболее важной составляющей вектора 
х0 = (г0, v0) — более чем на порядок ниже ошибок на-
чального приближения Дг;0. Важным свойством алгоритма 
является стабильность точности оценок в широком диа-
пазоне интервала измерений, что коренным образом от-
личает его от других рассмотренных в этой главе методов, 

Р и с . 12 .2 . 

ошибки оценок которых Дг (iV) и Av (N) имеют явно вы-
раженный минимум при некотором вполне определенном 
значении числа измерений А п̂т» что является в ряде 
случаев существенным ограничивающим фактором. За-
висимости Дг (iV) и Av (А'), полученные для тех же на-
чальных условий маневра, но при других значениях 
эксцентриситета опорной орбиты (е = 0 и е = 0,3), пока-
зывают, как и следовало ожидать, слабую зависимость 
ошибок оценок от этого параметра, поэтому сделанные 
выше замечания можно отнести к эллиптическим орбитам 
произвольного эксцентриситета. 

Для распространения полученных характеристик на 
случаи других значений ошибок измерений А г/, Да/, ДР7-
масштаб этих характеристик по осям Дг и А и следует 
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изменить пропорционально коэффициенту 
д р , 

Р — 4- 10_А ~~ 4-1(Г ;{ ' 

равному отношению ошибки измерений углов a j или р;-
к величине Да = Др = 4• 10~3 рад, использованной при 
расчете характеристик, построенных на рис. 12.2. Такой 
метод пересчета справедлив в предположении, что Даj = 
= Др;- и ошибки Дrj имеют относительно небольшое 
влияние на точность оценок по сравнению с ошибками 
Да;- и ДР; и поэтому могут во внимание не приниматься. 
Для пересчета полученных результатов на случаи различ-
ных значений расстояния г0 между аппаратами также мо-
жет быть применена линейная экстраполяция с коэффи-
циентом 

где г0 берется в километрах. 
Используя пропорциональную экстраполяцию, следует 

иметь в виду, что характеристики, приведенные на 
рис. 12.2, получены для значений скорости у0, не пре-
вышающих 60 м/сек, поэтому экстраполяция этих резуль-
татов даст высокую для практических расчетов точность 
только при скоростях относительного движения и0 <; 
<; 60 м/сек. 

Отметив ряд общих и наиболее важных свойств ха-
рактеристик, приведенных на рис. 12.2, можно сформу-
лировать некоторые требования к интервалу и числу 
измерений алгоритма оценки. Выше уже отмечалось, что 
шаг 0 требует реализации = 50 измерений с шагом 
60 = 0,1°. Минимально возможная величина интервала 
At выдачи информации может иметь порядок нескольких 
секунд, ей соответствует угловая величина шага 60 да 0,1°. 
Таким образом, интервал измерений, реализуемых на 
шаге 0, составляет 5°. Шаг 3 алгоритма оценки требует 
реализации такого числа измерений, при котором ошибки 
оценок минимальны и мало изменяются с ростом N. 
Из графиков Дг0 (iV) и Д&0 (N) (см. рис. 12.2) видно, что 
независимо от точности задания величины г;Ц ошибки 
оценок стабилизируются при N ^ 100, поэтому в шаге 3 
алгоритма оценки следует принять N = 100. Поскольку 
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N N1, общий интервал измерений будет равен А'&гя = 
= N60 = 10°. Эта величина получена в предположении, 
что шаг измерений равен минимально возможному зна-
чению (60 = 0,1°), поэтому Д0 = 10° следует считать 

нижней границей возможного на практике интервала 
измерений. 

Для определения верхней границы целесообразного 
интервала измерений определим (рис. 12.3) зависимость 
ошибок оценок координат и скоростей от числа и шага 
измерений для начальных условий маневра и параметров 
орбит, для которых были получены характеристики 
Дг0 (TV), Av0 (N) (см. рис. 12.2). Из рассмотрения рис. 12.3 
можно сделать два вывода: 1) увеличение шага 60 суще-
ственно снижает ошибки оценки скорости при малом числе 

13 Ю. А. Ермилов и др. 
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измерений (N ^ 60) и сравнительно мало влияет на точ-
ность оценки скорости при N 100; 2) увеличение шага 
с 0,1° до 0,3° -г- 0,5° приводит к увеличению ошибок 
оценки координат примерно на 200 м практически при 
любых значениях N рассмотренного диапазона. Таким 
образом, для получения достаточно точных оценок ско-
ростей при малом числе измерений следует проводить 
измерения параметров г, а, р с шагом, определяемым 
приближенным неравенством 

0,1° ^ 60 ^ 0,3°, 
в то время как для оценки координат величину 60 следует 
брать возможно меньшей. 

С учетом этого вывода можно записать максимальную 
величину общего интервала измерений А0 (приняв 
N = 180), обеспечивающего достаточно точные оценки 
координат и скоростей, в виде приближенных неравенств 

18° ^ А0 ^ 54°. 

Аналогичные рекомендации можно дать и для эллип-
тических орбит малого эксцентриситета. 

Чтобы полнее охарактеризовать рассматриваемый ме-
тод оценки, проведем анализ типовых вычислительных 
операций, необходимых для реализации алгоритма 
в БЦВМ. Расчетная процедура алгоритма оценки, соот-
ветствующая одному шагу измерений, характеризуется 
следующими значениями вычислительных операций: 
N ( + ) = 6 7 , N 1 0 8 , N ( : ) = 2 1 , JV ( У ) = 3 , 

N (trig) = 4. 
При использовании в алгоритме оценки выборки из N 

измерений общее число типовых операций выражается 
в виде 

N ( + ) - 79JV - 1 2 , N ( X ) - 9 ( W 1 8 , 

N (:) - 15N 6, 

ДГ ( 1 0 = ЗЛГ, N ( t r i g ) - AN. 

Следует отметить, что наиболее сложные операции из-
влечения корня и вычисления тригонометрических функ-
ций относятся к процедуре интегрирования уравнений 
относительного движения, необходимой для расчета ко-
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эффициентов схп, с!/п, с~п, в то время как собственно 
процедура расчета MIIK-оценок характеризуется лишь 
простейшими вычислительными операциями типа опера-
ций сложения, умножения, деления. 

Таким образом, к достоинствам метода оценки, исполь-
зующего модель движения (12.3.4), следует отнести также 
простоту его реализации в БЦВМ за счет малого числа 
типовых вычислительных операций, повторяемых на каж-
дом шаге расчетной процедуры. 

В заключение укажем, что условно линейная модель 
движения, рассмотренная в этом параграфе, может быть 
использована и в других схемах оценки параметров 
движения [21]. 

§ 12.4. ПОЛИНОМИАЛЬНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ 
ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ 

В предыдущих параграфах были рассмотрены различ-
ные методы оценки параметров движения космических 
аппаратов с использованием аналитических решений при-
ближенных уравнений относительного движения. Анало-
гичные методы можно применить и в тех случаях, когда 
уравнения движения аппаратов неизвестны. Важной 
группой методов оценки, в которых уравнения движения 
не используются, являются методы полиномиальной 
аппроксимации параметров движения. Рассмотрим один 
из наиболее простых методов этой группы — временные 
полиномы, коэффициенты которых находятся с помощью 
метода наименьших квадратов. Представим один из из-
меряемых параметров движения, например дальность г, 
в виде 

г (t) - «о I axt \ a2i2 I . . . f amtm. (12.4.1) 

Тогда в соответствии с методом наименьших квадратов 
для минимизации суммы квадратов невязок 

N 
6,i = 2 И Q - N + avtn а А + . . . + а м С ) Iй (12.4.2) 

коэффициенты ряда (12.4.1) необходимо определять из 

13* 
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следующих уравнений [25, 46]: 

Na0 + ал [tn] + а2 \tl] + ... + ат = [г7?], 
Л0 Un] + fli [й] + а2\tl] + в..+йт \tn+1] = [rntn], , 

а0 [С] + fli [C+1] + а2 \tT2] + . . • + ат [/*"] = \rjnh 
(12.4.3) 

где rn = r(tn). 
В формулах (12.4.3), как и ранее, квадратные скобки 
обозначают опелцч о сумм ip -)ван i i: 

N /V 
[tn] = S 'п. • • [rntn] = S r n C (12.4.4) 

n = l n = l 

Значения • • определенные из уравнений 
(12.4.3), будем называть МНК-оценками коэффициентов 
полиномов (12.4.1). 

Оценки параметра г и его производной записываются 
в виде 

= + + (12.4.5) 

г (0 = + 2d2t + .. . + mamtm~l. (12.4.6) 

Поскольку современные измерительные системы опре-
деляют одновременно шесть параметров движения г, а, 
Р, г, а, р, оценки а , а , р, р могут быть записаны анало-
гично равенствам (12.4.5) и (12.4.6): 

а ( 0 = Ь0 + М + . . . + М т , 

а (t) = W + 2kt + . . . + iribmtm~l, ^ ^ ^ 
Р ( 0 = с 0 + f . . . + c ( ) / n , 

$ (0 = + 2ca* Jr . . . -I- mcmtm~l. 4 

Методика определения коэффициентов . . ., 6m 
и c0, c1? . . . , cm полностью совпадает с расчетом коэффи-
циентов а0, . . ., ат и здесь не приводится. 

Важно отметить, что оценки (12.4.5) — (12.4.7) получены 
по измерениям параметров г. а . р без использования из-
мерений г, а, р. Этот факт объясняется относительно 
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высоким уровнем ошибок измерений параметров а и р , 
вследствие чего использование измерений а и р дополни-
тельно к измерениям а и р становится малоцелесооб-
разным. 

Общий подход к использованию высокоточных изме-
рений г и г состоит в определении оценок коэффициентов 
а0, ах, . . ., ат полинома (12.4.1) исходя из условия 
минимума суммы квадратов невязок 

/V 

' = S f^[r {tn) ~ {а°+aitn+"••+amt*)]2+ 

+ Л - Й ' » ) - («1 + - ! - • • • + т а . Х - 1 ) ] 2 ) , (12.4.8) 
Зг- > 

составленной с учетом удельных весов каждого измерения 
из совокупности г и г , обратно пропорциональных диспер-
сиям ошибок а? и at . 

' г 

При т = 2 из (12.4.8) получаем следующие соотно-
шения для расчета оценок коэффициентов а0, аи а2: 

a0N + a t [ f n ] - I - a 2 [ * £ ] = [r ( * „ ) ] , 

a." . , „ / I'nl , 1 \ , . f v 3 n l . 2 [ g \ 

= Л F (*„)*»] ('»)], 
e ; a. 

r/2i л - ( l t l ] I 2 [ < J (l<"' a- / t [ ' l ] \ 

= t l ] + ± . [ } ( t n ) t n ] . 
6-

Аналогичные соотношения могут быть записаны и для 
других значений степени т полинома. 

В расчете на одно измерение параметров г и г количе-
ство типовых вычислительных операций, необходимых 
для расчета оценок a0 , ах, а2 по критерию (12.4.8), по 
сравнению с расчетом тех же оценок по критерию (12.4.2) 
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увеличивается на 3(т — 1) операций сложения и 6(т — 1) 
операций умножения. 

Метод оценки, использующий полиномиальную ап-
проксимацию параметров движения, очень просто реали-
зуется в БЦВМ. Для иллюстрации приведем результаты 
расчета типовых вычислительных операций, необходи-
мых для реализации в БЦВМ алгоритма оценки параме-
тров г и г в случае полиномов различных степеней 
(табл. 12.2, где N — число измерений, использованных 
в процедуре оценки). 

Т а б л и ц а 12.2 

Степень 
полино-

ма т 

Число операций 
Степень 
полино-

ма т М + ) N(X) N (:) N (trig) 

2 5 N + 19 5/V + 48 4 0 
3 7 N + 133 ON + 2Г)0 5 0 
4 9/V Н 741 14/V 1470 0 0 
5 1 \N + 5071 20/V 10 122 7 0 
() i : w 4- 40 307 21N -j. 80 640 8 0 

Результаты, приведенные в таблице, характеризуют 
не только относительно небольшое число простейших 
операций (сложение, деление, умножение), но и отсутствие 
сложных вычислительных операций типа операций из-
влечения корня и расчета тригонометрических функций, 
что имеет существенное значение при реализации алго-
ритма в БЦВМ. К этому следует добавить еще одно об-
стоятельство: процедуры получения оценок г (t), г (t) 
и d (г), а (t), а также Р (t), ji (t) полиостью тождественны, 
поэтому программирование, отладка программы и реше-
ние задачи оценки шестипараметрического вектора (г, г, 
a, d, Р, Р) практически эквивалентны программирова-
нию, отладке и решению задачи оценки двумерного век-
тора (г, г). 

Рассмотрим характеристики точности полиномиальной 
аппроксимации параметров движения. Среди этих харак-
теристик важное место имеют зависимости методических 
(собственных) погрешностей от шага и числа измерений. 
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Под методическими погрешностями подразумеваются 
ошибки оценок параметров движения, полученные по 
формулам (12.4.3) и (12.4.4) при нулевых ошибках изме-
рений. Численный анализ показывает, что при фиксиро-
ванном интервале измерений ДЭ величины методических 
погрешностей практически не зависит от числа (и шага) 
измерений, поэтому универсальными характеристиками 
методических погрешностей могут быть зависимости оши-
бок Дг, Да, Др, Дг, Да, Др (или Ах, А у, Az, Дг?т, Avy, 
Avz) от интервала Д0. 

Эти зависимости могут быть ^пользованы на этапе 
предварительного выбора шага и числа измерений исходя 
из принятой точности оценок и степени полинома. Иссле-
дование методических ошибок полиномов третьего, чет-
вертого и пятого порядков ( т = 3, 4, 5), проведенное 
в работе [18], показало, что ошибки по скорости (Дг;) и 
по положению (Дг) не превышают значений Дг; да 1 м/сек, 
ДГ да 100 м, если интервалы измерений Д0 удовлетворяют 
следующим соотношениям: 

Д0 < 40° (т = 3), 
Д0 < 65° (т = 4), 
ДО < 75° (т = 5). 

Эти соотношения верны для случаев, когда расстояние 
между аппаратами пе превышает 100 км, а их относитель-
ная скорость составляет не более 100 м/сек. 

Численные характеристики ошибок оценок вектора 
дальности и вектора скорости от числа измерений для 
полиномов различных степеней приведены в [18]. Они 
позволяют определить как допустимый интервал изме-
рений исходя из требуемой точности оценок координат 
и скоростей, так и предельную точность метода полино-
миальной аппроксимации при различных интервалах 
измерений. 

Рассмотрев метод полиномиальной аппроксимации па-
раметров движения космических аппаратов в задаче 
оценки, отметим возможности полиномиальной аппро-
ксимации в задаче прогнозирования параметров движе-
ния. Погрешность прогнозирования определяется сле-
дующим образом. Сначала по измерениям гп, ап, рп, 
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реализованным в моменты = + ибд (п = 0, 1, . . . 
. . ., N) интервала [Фо, Ф^Ь определяют оценки 
?л'»/*л"» • • Рлг (или ху, . . ., vzN) в момент Затем, 
задавая значения ft ft\v, вычисляют г (ft), г (ft), . . , 
. . ., р (ft) и соответствующие им значения координат и 
скоростей 

* (О). У (О), 2 (О), (О). Л (О), (О). (12.4.9) 
После этого определяют невязки координат и скоростей 
(12.4.9) и невязки решений уравнений относительного 
движения аппаратов при начальных условиях 

ft = ftiVf х = Xn, у = Z/ЛГ , . . Vz = v z N . 

[Результаты численных расчетов ошибок прогнозиро-
вания, полученные в работе [18], позволяют определить 
интервал прогнозирования А0И|) (на котором удовлетво-
ряется принятая точность прогноза по положению 
бг ж 300 м и по скорости б г; ж 1,5 м/сек) через степень т 
полинома: 

ДФпр ^ (Ют — 5) град. 
Отсюда следует, что для принятой точности оценок 

координат и скоростей одновременное повышение порядка 
полиномов г (t) л а (t) на единицу дает расширение ин-
тервала прогноза параметров движения на величину 
дет,т+1 « ю° [18]. 

ТОТ факт, что полиномы пятого и шестого порядков 
обеспечивают прогнозирование параметров движения на 
значительных интервалах (Д011р ж 45° ~ 55°), позволяет 
использовать полиномиальную аппроксимацию для ком-
плексного решения задач оценки и прогнозирования дви-
жения без разделения их на самостоятельные вычисли-
тельные процедуры [18]. Эффективность ее использования 
будет тем выше, чем меньше интервал двюкения. 

Заканчивая рассмотрение методов оценки параметров 
движения космических аппаратов по измерениям, реали-
зуемым автономными средствами одного из аппаратов, 
следует хотя бы кратко остановиться на способах повы-
шения надежности получаемых оценок. Одним из возмож-
ных решений этой задачи является одновременное исполь-
зование двух или нескольких алгоритмов оценки, обла-
дающих различной реакцией на ошибки измерений опре-
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деленного типа. Рассмотрим распространенный и небла-
гоприятный с точки зрения возможностей распознавания 
случай наличия в ошибках измерений постоянной систе-
матической составляющей. Предположим для определен-
ности, что систематическая ошибка присутствует в изме-
рениях углов а и ( 3 наклона вектора дальности отно-
сительно фиксированных направлений. Выберем два 
метода оценки, по-разному фильтрующих эту1 ошибку. 
В качестве первого используем метод оценки с условно 
линейной моделью движения (см. § 12.3), дающий в этом 
случае несмещенные оценки скоростей и смещенные 
оценки координат; в качестве второго — метод оценки 
координат по измерениям скоростей или по оценкам ско-
ростей в двух точках пространства (см. § 11.5), дающий 
несмещенную оценку координат. Из сопоставления оце-
нок координат, полученных по обоим методам, следует: 
1) если оценки существенно отличны, то измерения ко-
ординат (или, что эквивалентно, углов а, Р) содержат 
систематические ошибки; 2) если оценки близки, то систе-
матические ошибки отсутствуют. В первом случае оцен-
ками координат следует считать результаты, полученные 
вторым методом. Таким образом, изложенная процедура, 
с одной стороны, позволяет выявить наличие системати-
ческой ошибки одного знака в измерениях координат, 
с другой стороны, повышает достоверность полученных 
оценок. 

Существуют способы повышения точности и достовер-
ности алгоритмов оценки параметров движения, основан-
ные на иных принципах, однако их рассмотрение не вхо-
дит в задачу настоящей книги. 

§ 12.5. ОБРАБОТКА ИЗМЕРЕНИЙ И МНОГОИМПУЛЬСНЫЕ 
ПРОГРАММЫ УПРАВЛЕНИЯ СБЛИЖЕНИЕМ 

Рассмотрим кратко влияние алгоритма оценки параме-
тров движения космических аппаратов на некоторые 
характеристики маневра сближения. В главе 10, посвя-
щенной программам управления, учитывающим погреш-
ности измерений и исполнения, было показано, что 
в реальных условиях проведения маневра сближения двух-
импульсные, а во многих случаях трех- и четырехимпульс-
ные маневры не могут обеспечить необходимую точность 
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встречи в расчетный момент времени. Этот вывод следует 
отнести главным образом к случаям дальнего наведения, 
когда расстояние между аппаратами в момент выдачи 
начального импульса скорости составляет сотни киломе-
тров, а длительность маневра превышает время прохож-
дения полвитка. 

Для компенсации возмущающего влияния ошибок 
измерений и исполнения на траектории сближения не-
обходимо реализовать дополнительные коррекции, число 
и моменты приложения которых определяют точность 
и энергетические затраты маневра. Сравнение идеальных 
двухимпульсных маневров и многоимпульсных маневров, 
учитывающих ошибки измерений и исполнений, показы-
вает, что энергетические затраты последних существенно 
выше, в связи с чем вопросы оптимизации управления 
путем соответствующего выбора числа коррекций и момен-
тов их приложения представляют большой интерес на 
всех этапах разработки общего алгоритма управления 
сближением. 

Рассмотренная в главе 10 методика оптимизации соот-
ветствовала детерминированному подходу к задаче, когда 
ошибки измерений параметров г, а , (3, г, а, (j считались 
постоянными величинами, равными своим максимальным 
значениям. При статистическом подходе к анализу влия-
ния ошибок измерений на основные характеристики ма-
невра (энергетические затраты / , число коррекций N 
и оптимальная угловая дальность 0ОцТ) ошибки измере-
ний Дг, Да, Д(3, Дг, Да, Д(3 можно считать случайными 
нормально распределенными величинами, статистические 
характеристики которых известны. 

Совершенно очевидно, что обработка серии измерений 
параметров движения, реализуемых между двумя сосед-
ними коррекциями, уменьшая ошибки оценок этих пара-
метров, позволяет тем самым снизить энергетические за-
траты на коррекции возмущений, вызванные этими ошиб-
ками. В связи с этим целесообразно напомнить некоторые 
результаты, полученные в главах И и 12, посвященных 
оценкам параметров движения, имеющие непосредственное 
отношение к рассматриваемому вопросу. Прежде всего 
отметим высокую точность оценки скорости относитель-
ного движения аппаратов. Для состава измерений г, а 
и р (см. гл. И) можно было снизить ошибки оценки моду-
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ля скорости в 10 — 50 раз по сравнению с величиной 
наибольшей составляющей ошибки скорости Av^ = гДа. 
Аналогичные или близкие к этому результаты имеют место 
и при составах измерений (г, г) и (г, г, а , (3). 

Рассчитав для рассматриваемой совокупности манев-
ров и фиксированного числа коррекций зависимости вида 
J = /г(Дг) при Да, Др, Дг, Да, Др = const, 
J = H№) при Дг, Да, Др, Да, Д^ = const, 
J = /a(A a) при Дг, Др, Дг, Да, = const, 
J = u m при Дг, Да, Дг, Да, Др — const, 
J = /d(*A) при Дг, Да, Др, Дг, Др = = const, 
J при Дг, Да, ДР, Дг, Да = const, 

(12.5.1) 
можно определить по ним как удельное влияние каждой 
из перечисленных ошибок на энергетические затраты 
маневра J , так и эффект снижения ошибок оценок векто-
ра Vq за счет обработки измерений, о котором говорилось 
выше. Анализ большого числа расчетов, проведенных 
для широкого класса маневров на эллиптических орби-
тах с различными значениями параметров р и е, показы-
вает, что наибольшее влияние на величину J имеют 
ошибки измерений угловых скоростей (Да, Др) и углов 
(Да, Др), в то время как влияние ошибок Дг и Дг на ве-
личину J весьма незначительно. 

Характеристики (12.5.1) позволяют построить весьма 
простые зависимости энергетических затрат от ошибок 
измерений для маневров различной длительности. Для 
упрощения этих зависимостей можно принять Да = Aft = 
= Д1? Да = Др = Д2 и ограничиться в практических 
исследованиях семействами характеристик 

J = fx (Дп 0), е = const, N = const,) 
I (12 5 2) 

J = /2 (Д2, 0), е = const, N = const,J 

полученных для различных значений эксцентриситета 
опорной орбиты 0 ^ е < 1. 

Следует заметить, что зависимости (12.5.1) и (12.5.2) 
дают неявную связь энергетических затрат ./ с числом 
измерений N, реализованных для оценки параметров 
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движения между коррекциями скорости и поэтому могут 
быть использованы при оптимизации числа измерений. 

Рассмотрим вопрос об ограничениях, налагаемых на 
многоимпульсные программы коррекций алгоритмами 
оценки параметров движения сближаемых аппаратов, 
использующими различные составы измерений. При из-
мерениях параметров г, а и |3 для получения достаточно 
точных оценок скорости с помощью итерационного мето-
да было необходимо реализовать две серии измерений по 
сорок в каждой в окрестностях двух точек ft1! и ^ (см. 
§ 11.5), разнесенных на интервал 0 ^ 30°. С учетом 
длительности серии измерений получаем следующее не-
равенство, определяющее минимальный интервал между 
коррекциями: 

( 1 2 . 5 . 3 ) 

Если при составе измерений г, а, (5 для оценки коор-
динат и скоростей используется метод наименьших квад-
ратов (см. § 12.2 —12.4), то минимальный интервал между 
коррекциями следует выбирать из условия 

Щ 1 1 П 1 ) П > 1 0 ° - 4 - 1 5 ° . ( 1 2 . 5 . 4 ) 

Следует подчеркнуть, что неравенство (12.5.3) не учи-
тывает таких важных факторов, как время, необходимое 
для выполнения соответствующих расчетов с помощью 
БЦВМ, время разворота аппарата и время отработки 
расчетной коррекции. 

Указав на ограничение, налагаемое на интервалы 
между двумя соседними коррекциями алгоритмом оценки 
параметров движения, остановимся на вопросе о выборе 
моментов коррекций с целью минимизации величины J. 
В главе 10 было показано, что моменты коррекций, обес-
печивающие минимум величины / , должны выбираться 
по закону, близкому к геометрической прогрессии; при 
этом даже небольшие отклонения этих моментов от опти-
мальных приводили к существенному ухудшению показа-
теля / . Кроме того, величина J оказалась очень чувстви-
тельной к числу коррекций N корр. 

При использовании алгоритма оценки координат и 
скоростей в интервалах между коррекциями основные 
характеристики оптимального по энергетическим затра-
там маневра существенно изменяются. Во-первых, суще-
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ственно снижается показатель У, приближаясь к соответ-
ствующей величине идеального двухимпульсного манев-
ра; во-вторых, он становится мало чувствителен к закону 
распределения моментов коррекций и слабо зависит от 
их числа, если выбирать iVK01)p^>k3. 

Рассмотрим численный пример, характеризующий 
влияние обработки измерений па энергетические затраты 
маневра, начальные условия и параметры которого при-
ведены ниже: сближаемые аппараты находятся на низкой, 
близкой к круговой эллиптической орбите и смещены вдоль 
нее так, что в момент t = t0 х0 = 100 км, у0 ^ 1 0 км; 
длительность маневра соответствует времени прохожде-
ния пол витка (9 = 180°). Пусть реализуется пятиим-
пульсная схема сближения. Каждому импульсу пред-
шествует сеанс измерений длительностью 2'изм- Началь-
ный разгонный импульс выполняется в момент t0 + Тизм, 
три коррекции — в моменты t2, t3, тормозной импульс 
в момент tH. Обработка измерений параметров г и а , 
реализуемых автономной радиолокационной системой, 
проводится методом наименьших квадратов с использо-
ванием разложений дальности г и угла наклона вектора 
дальности а относительно местной горизонтали в виде 
полиномов третьей степени (см. § 12.4) 

г (t) = а0 + axt + а 2 * 2 + a3t3, 

а (*) = b0 + bxt + bff + b z f . 
Число измерений в каждой из трех серий принято рав-

ным N = 200, при этом интервал измерений 1'изм соответ-
ствовал угловой величине ДО = 14°. Момент реализации 
третьей коррекции t3 был выбран исходя из условия 
необходимости достижения промаха г (tK) ^ 0,5 км. 
В табл. 12.3 приведены основные характеристики маневра 
сближения при = 84° и = 134°. 

^Аналогичные расчеты были проведены для следующей 
совокупности моментов "fl̂  и Фа (табл. 12.4): 

= 99°, = 154°; 
= 94°, = 154°; 

<>! = 84°, = 154°; 
<>! = 104°, 02 = 154°; 

= 84°, = 144°. 
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Т а б л и ц а 12..') 

л 
>» 

О ц е н к л 
и ;$н 1че-
нио п а р а -
мет рои 

X, км ?/, КМ 2, км м.'сек 
У 

г>2. м/сек 

Н
ач

ал
ьн

ы
й Оценки 99,871 21,964 9,797 - 3 , 2 7 16,10 3,65 

Н
ач

ал
ьн

ы
й 

Истин-
ные 

99,883 21,957 9,722 - 1 , 8 7 13,35 —1,88 

Н
ач

ал
ьн

ы
й 

Аг„ : - ,44 м/сек 

П
ер

вы
й 

Оценки 44,071 26,039 28,023 —36,18 - 1 , 3 6 - 0 , 7 7 

П
ер

вы
й 

Истин-
ные 

44,085 25,942 28,008 - 3 4 , 8 8 - 4 , 6 4 0 ,93 

П
ер

вы
й 

A — 4,19 м/сек 

В
то

ро
й 

Оценки 13,507 13,203 22,289 - 1 5 , 7 4 —14,09 - 1 3 , 4 7 

В
то

ро
й 

Истин-
ные 

13, Г>05 13,244 22,271 —15,73 —13,62 — 1340 

В
то

ро
й 

Аг\2 = 8,47 м/сек 

Т
ре

ти
й 

Оценки 0,175 2,596 3,327 —5,11 —14,39 - 2 2 , 2 6 

Т
ре

ти
й 

Истин-
ные 

0,168 2,598 3,325 - 5 , 4 6 —13,96 - 2 2 , 5 9 

Т
ре

ти
й 

Аг>3 = 4,27 м/сек 

Т
ор

м
оз

-
но

й 

AvK = 29,41 м/сек 

Х
ар

ак
те

ри
ст

и-
че

ск
ая

 с
ко

ро
ст

ь 

J = 85,78 м/сек 
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Т а б л и ц а 12.4 

99/154 91/ 1Г)4 84/154 104/154 84/144 

J, м/сек 80,21 91,34 85,78 90,01 80,85 

Данные табл. 12.3 и 12.4, во-первых, характеризуют 
точность получаемых в ходе выполнения маневра оценок 
координат и скоростей относительного движения аппа-
ратов, во-вторых, показывают влияние моментов прило-
жения коррекций на энергетические затраты маневра. 
Из табл. 12.3, в частности, видно, что основным фактором, 
оказывающим возмущающее влияние на выполнение 
маневра, являются ошибки оценок скорости Avin полу-
ченные в моменты реализации начального импульса 
скорости и первой коррекции, когда расстояния между 
сближенными аппаратами составляют значительные ве-
личины: 100 км и 44 км соответственно. В эти моменты 
величина Дг;,, составляет около 3 м/сек, в то время как 
другие составляющие скорости существенно меньше. 

Отметим также, что средние значения ошибок оценки 
координат в моменты коррекций t0 + ГИзм^ h, t2, t3 
составляли Ах = 9 м, А у = 36 м, Az = 28 м. Их влия-
ние на ошибки скорости при расчете коррекций скоростей 
невелико — оно может быть косвенно оценено по величине 
относительных ошибок 

А*. А'/; Аз. 
I = 0 , 1 , 2 , 3 . 

Из табл. 12,4 видно, что основной показатель оптималь-
ности маневра J очень слабо зависит от моментов прило-
жения первой и второй коррекций, несмотря на весьма 
значительный диапазон их изменений относительно двух 
произвольно выбранных значений. Этот вывод сохраняет 
свою силу и в случае, когда число коррекций превышает 
AT™, = 3, и, наоборот, в известной степени теряет свою 
силу при A/j;o|)i( С 3. 

!3десь же заметим, что полученные результаты соответ-
ствовали вполне определенному способу расчета оценок 
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координат и скоростей через оценки полиномов г (t) и 
а (t) третьей степени, получаемые методом наименьших 
квадратов по совокупности из двухсот измерений. Приме-
нение других методов получения оценок координат и 
скоростей, рассмотренных в главах 11 и 12, в частности 
методов, использующих для расчета оценок скорости ре-
шения краевых задач, дает результаты, близкие к приве-
денным в табл. 12.4. Их отличие состоит в том, что диапа-
зон изменений J при вариациях моментов коррекций 
в два-три раза меньше за счет более точных (по сравнению 
с рассмотренным случаем) оценок скорости в моменты 

~Ь ^изм> 13. 
Анализ численных результатов, аналогичных приве-

денным в табл. 12.3 и 12.4 и полученных для различных 
многоимпульсных программ управления сближением 
с учетом обработки измерений, показывает, что для случая 
сближения на эллиптических орбитах произвольного 
эксцентриситета (0 ^ е ^ 1) можно сделать следующие 
выводы: 

1. С расстояний г0 < 200 км современные автономные 
измерительные системы, характеристики которых приве-
дены в приложении 2, обеспечивают точность наведения 
порядка гк 0,5 км при использовании двух-трех кор-
рекций, если угловая дальность маневра не превышает 
величины 180°. 

2. Энергетические затраты, необходимые для реали-
зации многоимпульсных программ управления сближе-
нием, практически не зависят от числа коррекций N l iovv, 
если АГкорр > 3. 

3. Характеристическая скорость многоимпульсного 
маневра сближения отличается от характеристической 
скорости идеального двухимпульсного маневра той же 
длительности'не более чем на 5 15% для широкого 
диапазона начальных условий и параметров орбит, по-
этому оптимальная угловая дальность многоимпульсного 
маневра 0 О П т практически совпадает с величиной 0Опт2 
двухимпульсного маневра. 

4. Характеристическая скорость многоимпульсного 
маневра (при iVKOpp ]> 3) практически не зависит от мо-
ментов приложения коррекций Ф/, выбор которых опре-
деляется лишь ограничениями, налагаемыми неравен-
ствами (12.5.3) и (12.5.4). 
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Таким образом, при использовании в алгоритме управ-
ления статистической обработки измерений для оптими-
зации энергетических затрат на коррекции необходимо 
соблюдение следующих условий: NK0VV > 3; Afl^^y*^-

Adji+iyi, причем Ad[?+iyi определяются формулами (12.5.3) 
или (12.5.4); — dyv % 15°, где Флг —момент приложения 
последней коррекции, Ок— момент встречи. 

Очевидно, что оптимизация многоимпульсных программ 
управления сближением с учетом обработки измерений 
между коррекциями может иметь и другие, не энергети-
ческие аспекты [71]; о некоторых из них будет сказано 
в следующей главе. 
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ОПТИМАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ 
И УПРАВЛЕНИЕ СБЛИЖЕНИЕМ 

§ 13.1. ОПТИМАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ, 
ИСПОЛЬЗУЮЩИЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 

Алгоритм оценки параметров движения является 
частью общего алгоритма управления маневром сближе-
ния космических аппаратов, поэтому оптимизация оце-
нок представляет собой важный элемент оптимизации 
управления этим маневром. Существует несколько под-
ходов к оптимизации оценок: одни критерии учитывают 
показатели точности и требуют минимизации дисперсии 
оценки или ошибки оценки, другие критерии носят ве-
роятностный характер и требуют максимизации вероят-
ности того, что точность оценки будет не ниже заданной. 
Отличный от указанных выше подход к оптимизации оце-
нок* может содержать требование достижения необходимой 
точности за минимальное число измерений или требование 
минимизации интервала измерений, обеспечивающего не-
обходимую точность оценок. Задачу оптимизации оценок 
можно ставить и с иных позиций, например как оптими-
зацию программы (моментов) измерений при заданной 
совокупности измеряемых параметров пли как оптими-
зацию выбора из заданной совокупности измеряемых 
параметров тех из них, которые обеспечивают максималь-
ную точность оценок. Наконец, можно рассматривать 
задачу оптимизации оценок при фиксированных составах 
измерений. Этот подход, основанный на теории оптималь-
ной фильтрации Калмана, является основным предметом 
рассмотрения в настоящей главе. Он позволяет получить 
оценки параметров движения с минимальной дисперсией 
на каждом шаге интервала измерений. Рассмотрение 
различных вариантов оценки по Калмапу проводится 
для двух принципиально различных подходов: с исполь-
зованием уравнений движения аппаратов и для полино-
миальной аппроксимации параметров движения. 
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Приведем основные соотношения рекуррентной про-
цедуры оптимальной оценки вектора состояния ли-
нейной системы по результатам независимых изме-
рений. 

Пусть уравнение системы для дискретного времени 
имеет вид 

= ( ' ' А + Гн'Гп, п - О , 1, . . ., Z, (13.1.1) 

где Ф„ — переходная матрица размера т X т, Гп — ма-
трица влияния возмущений размера т X т ь Пусть из-
вестны также статистические характеристики вектора 
состояния хп и вектора возмущений w*: 

Л/ \хп\ = хп, М [(хп хп) (хп хп)1] = Рп, 

Л/ [|ГП] = !Сп, Л/ — Wn) (Wn — = Qn&nTi, ' 
M l(Wn — Wn) (xn — xny\ = 0, 

(13.1.2) 

где Qn — известная матрица; 

\ 1 при к = п. 
8ик = Л 7 , (13.1.3) пК { 0 при к Ф п. v ' 

Кроме того, вектор wx
n предполагается нормально распре-

деленным. 
Пусть уравнения измерений системы (13.1.1) имеют 

вид 
йп = Нпхп + Wn, п = 0, 1, . . ., Z, (13.1.4) 

где Нп —известная матрица, а шум (помеха) измерений 
Wn имеет характеристики 

м [i«£(m£)t] - ЛАь м [W*] = О, (13.1.5) 

M[(wZ-!ti){w4)T] = 0J M[(xn-xn){wW = о (13.1.6) 

и является ""нормально распределенным. 
Формулам (13.1.1)—(13.1.6) соответствует рекуррент-

ная процедура оптимальной (в смысле минимума диспер-
сии) оценки вектора х по измерениям й, реализованным 
в моменты tn = t0 + nAt (п = 0, 1, . . ., Z), известная 
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под названием фильтра Калмаиа [5, 12, 15, 491: 

Хп = Хп + Кп (ип — Ппхп), (13.1.7) 

Xn+i = Фпхп + Гпю«, (13.1.8) 

Кп = PnJIlR-\ (13.1.9) 

Р п = (Nnl + Н Ж И п Г \ (13.1.10) 

Nn+x = ФпРпФ1 + Гп()пГ'1 и - о, 1, . . I (13.1.11) 

при начальных условиях х 0 , Р0. 
Здесь хп, хп — оценки вектора х в момент tn сооответ-

ственно до и после измерений; Nn, Рп — матрицы кова-
риаций этих оценок. 

Интересна форма, характеризующая процесс улучше-
ния оценок [см. (13.1.7)]: оценка х п после измерения 
равна оценке хп до измерения плюс ошибка измерений, 
умноженная на коэффициент усиления, определяемый 
формулой (13.1.9) и учитывающий дисперсии ошибок Wn 
и W*. Экстраполяция оценки проводится в соответствии 
с формулой (13.1.8). Формулы (13.1.10) и (13.1.11) опре-
деляют изменения матриц ковариаций ошибок оценок. 

Используем приведенные соотношения для получения 
оценок координат и скоростей космических аппаратов и 
констант интегрирования по измерениям различных пара-
метров из совокупности г, а , р, г, а , р (дальность, углы 
наклона вектора дальности относительно фиксированных 
направлений и их производные). 

Сл>чай измерений г , а , р. Предположим, что случай-
ные возмущения траекторий движения аппаратов малы и 
уравнения движения могут быть представлены в виде, 
соответствующем (13.1.1) при w* = 0: 

acn+L = Фпхп, (13.1.12) 
где 

Ут V.xm Уцш ^zu)T* 

Для состава параметров г, а , [5 получим приближенные 
выражения матриц Н и Л, соответствующих уравнениям 
измерений (13.1.4) и (13.1.5). Выразим составляющие 
х, у, z вектора х через измерения параметров г, а , р 
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с учетом ошибок Аг, Да, Д|3: 
X = (г + Дг) cos (Р + др) cos (а + Да), 
у = (г + Дг) cos (Р + ДР) sill (а + Да), 
z = (г + Дг) sin (Р + ДР). 

(13.1.13) 

После преобразований равенств (13.1.13) и отбрасы-
вания малых величин второго порядка малости (Дг Да, 
Дг Ар) получаем, опуская промежуточные выкладки, 

/ 1 о о о о сл 
7 / ^ ( 0 1 0 0 0 0 

\ 0 О 1 О 0 0) 
R: 

D X Кху k XZ 

1)7 

Оу к у г \ . (13.1.14) 

В формуле (13.1.14) Dx, Dyi Dz — дисперсии коорди-
нат, определяемые через дисперсии измеряемых параме-
тров равенствами 

Dx = Dr (cos Р cos а)2 -f-
-f Da (г cos P sin a)2 + D$ (r sin P cos a)2, 

Dv = Dr (cos P sin a)2 -f-
+ Da (r cos P cos a)2 + (r sin p sin a)2» 

Dz = Dr sin2 P + /)p(r cos P)2, i (13.1.15) 

а коэффициенты взаимной корреляции выражаются фор-
мулами 

1 

Кху = Drcos2 р sin 2а — 
1 Y Da[r2 sin 2а cos2 P— D$r2 sin2 P sin 2a, 
1 1 Kxz = 7)rcos a sin 2p D&*2 c o s a s m 2Р» 
I 

Kvz = -j- Drsin a sin 2p — Dpr2 sin a sin 2p. 

(13.1.16) 

Отсюда видно, что для полученной модели измерений 
между измеряемыми величинами существуют сильные 
корреляционпые связи, приводящие к дополнительным 
погрешностям при использовании уравнений фильтра 
(13.1.7)—(13.1.11), справедливых для случая, когда кор-
реляция между измерениями отсутствует и в расчете 
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должна быть использована матрица Л диагонального вида 

/ п х о о \ 
Л ~ пу о . 

\ »г) 

Получив приближенные матрицы Н и Л для слу-
чая измерений г, а и р, перейдем к рассмотрению 
случая использования полного состава измеряемых па-
раметров. 

Случай измерений г, а, р, г, а, р. Используя вектор 
состояния х = (х, г/, z, i^, г;,,, у2)т, сохраним уравнение 
движения (13.1.12). 

Матрицы Я и Л в этом случае принимают вид 

Я - Я, 

где Е — единичная матрица, 

/ А , a:.V1, 

Л = D7 

IKx 
D 

&XVZ \ 

К yvz 
K 7 V T 

vy KVyVZ 

DVT 

(13.1.17) 

Элементы матрицы (13.1.17) могут быть выражены 
через известные дисперсии измеряемых параметров D r , 
А*, . . Dp. Необходимые для расчета формулы приведе-
ны в приложении 3, поэтому здесь запишем лишь окон-
чательные соотношения: 

Dvx = y\D- + (rYs)2 + 

+ И*)2 + Ad т + flDa + ftDfi, 

Dvy = ylD- + ( Г / 4 ) 2 Dr + 

+ И1)2 Da + flDa + !lD(> + (ry,f Dp, 

Dtz = (ainP)2D- +($cosP) Dr + 

+ ( r c o s P ) 2 ^ + /72Z)p, 

(13.1.18) 
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где 
Yi = cos a cos р, у2 = sin а cos р, 

Уз = sin р cos а, у4 = sin р sin а, 

/ i — РТз — 
h = — П2 + г[3у4 — rdyv 

/з = —Пз — ^PYi + 

/4 = <xyt — ру4, 

/5 = — + n>i — г£у3, 
/в = —гу 4 — — гауз, 
/7 = г cos р — rji sin p. 

Дисперсии Dx, Dv, Dz определяются равенствами 
(13.1.15). При использовании формул (13.1.7)—(13.1.11) 
матрицу (13.1.17) следует записать как диагональную, 
положив в ней 

К-ху = • • Kxvz — 0, . . ., Kvyvz — 0. 
Выше уже отмечалось, что рассматриваемая модель 

измерений обладает методической погрешностью, связан-
ной с неучетом членов второго порядка малости (Аг Аа 
и Дг Ар) при линеаризации соотношений (13.1.13). Однако 
эта погрешность весьма незначительна, если иметь в виду, 
что современные радиотехнические измерительные си-
стемы [20] имеют ошибки Дг, лежащие в пределах 

З-Ю"4 г < Д г < Ю-2 г, (13.1.19) 

поэтому относительные ошибки элементов матрицы 
(13.1.14) составляют величину, близкую к отношению 
Дг/г, определяемому из неравенства (13.1.19). 

Конкретизировав методику линеаризации уравнения 
измерений для состава г, а , р, г, а, р, запишем выраже-
ния переходных матриц Фп для случаев, когда удовле-
творяется условие линейности уравнения (13.1.12). 
При круговых опорных орбитах и малых расстояниях 
между аппаратами переходную матрицу можно получить 
из соотношений (11.4.2), приведенных при рассмотрении 
метода эквивалентных круговых орбит. 
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Опуская промежуточные выкладки, запишем оконча-
тельный результат в виде 

ф к р = 

1 

0 

о 
о 

\ о 

0 0 
до 
(0() 

0 

1 0 0 
до 
©0 

1 
0 

0 1 0 0 
де 
со() 

0 0 1 2 Д 0 0 
3(о0 ДО 0 — 2 Д 0 1 0 

0 — > „ д о 0 0 1 / 

(13.1.20) 

гдесоо = *; А8 = a>0At; At —интервал дискретности. 

Для эллиптической опорной орбиты можно получить 
« /-Тл'ЛЛ 

выражение переходной матрицы системы Фп , исходя из 
простой формы линеаризованных уравнений относитель-
ного движения аппаратов, приводимой ниже без вывода: 

dx л _о dit а с% dz а 

dv 
2еХ sin % + 2vu, dft 

dv 
= 2eX s in Ъх - 2ox + (Я,® + 21) y, rift 

d^ 
= — Xz, X == 1 + e cos 0 , 

(13.1.21) 

где Ф отсчитывается от перицентра опорной орбиты. 
Введем обозначения коэффициентов 

а1п = Кг2Щ а2п = (Х?г — Xn)AO, a3ll = —2еХп sinfl^Ad, 
aln = (X2 + 2Хп)АЪ, flBa = -КАЪ, 

где Хп = 1 + е cos = ^ + nAft, п = 1, 2, . . lf 
и запишем переходную матрицу в виде 

Ф Г л 

1 0 0 п. 0 0 \ 
0 1 0 0 аш 0 \ 

0 0 1 0 0 "in 
я2»1 "за 0 1 2ДО 0 

- «3,1 fl4n 0 — 2 Д А 1 0 

0 Г) а, 0 0 1 / 

(13.1.22) 
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Большим достоинством матриц (13.1.20) и (13.1.22) 
является простота расчета их элементов. Однако они полу-
чены в предположении линейности уравнений относитель-
ного движения аппаратов и в связи с этим обеспечивают 
необходимую точность аппроксимации на сравнительно 
малом диапазоне изменений угла д. Важно отметить, что 
величина этого диапазопа существенным образом зависит 
от начальных условий задачи и параметров орбит. 

Об оценках констант интегрирования. В главе 11 от-
мечалось, что относительное движение космических ап-
паратов может быть определено не только через вектор 
x i = (хи Уь zh vxh Vvh vzi)» Ф = fy* но и через вектор 
констант интегрирования к = (кг, к2, к3, к4, /сб, кв). 

Особенно просто решение уравнений относительного 
движения записывается через константы интегрирования 
в случае линеаризованного разностного гравитационного 
ускорения (см. § 11.4): 

х = Ф кк, (13.1.23) 
где 

ф * = 

11 
0 

Ьг 0 ь. ьз 0 \ 11 
0 ь* 0 Ьь h 0 1 
0 0 Ь7 0 0 Ь8 

0 Ь9 0 Ью Ьп 0 
0 1>1» 0 ЬуЛ 1 0 

\о 0 -Ь8 0 0 М 

(13.1.24) 

[элементы матрицы (13.1.24) определяются равенствами 
вида (11.4.12)]. Удобство выбора в качестве параметров 
движения констант к1ч . . кв состоит в том, что они не 
зависят от времени, поэтому уравнения измерений имеют 
очень простой вид. 

Введем вектор состояния системы в виде 
= z)\ (13.1.25) 

где составляющая х зависит от констант /с1? к2, к±, кь, 
а составляющая z — от к3 и /сб. С учетом первой и третьей 
строк матрицы (13.1.24) можно записать 

х = кг+ Ъхк2 + Ъ2кх + Ъ3кь, (13.1.26) 
z = Ь,ка + bjc6 (13.1.27) 

или 
X = кх + к* + kt + /с5\ (13.1.28) 
z = kt + (13.1.29) 
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где к2 = Ъгк2, к3 = Ь7к.3, кх = &2А:4, А:5 = 

Так как движения аппаратов в плоскости орбиты цели 
и в боковой плоскости взаимно независимы [см. (13.1.23) 
и (13.1.24)], то процедуры оценки констант к2, кь 
и /с3, kQ реализуются независимо друг от друга и вместо 
вектора (13.1.25) целесообразно ввести векторы констант 

(13.1.30) 

(13.1.31) 

хкх
 = ( A J , к*, 

xkz = (AJ , &E)T . 

С учетом равенств (13.1.30), (13.1.31) и (13.1.26)-
(13.1.29) запишем переходные матрицы 

/ 
ФкпХ = 

= I 

171 

о 

о 

о 

Ь2(п+1) 

\ п 

о 

\ о 

о 

о 

Ь3(П+1> 

*зп / 

(13.1.32) 

о 
W8(n+1) 

8 / 1 

(13.1.33) 

Коэффициенты 61п, Ь2», Ьзп, Ь8,г матриц Ф?* и Ф^ 
определяются по (11.4.12), где 9Н—моменты измерений. 

При использовании состава измерений г, а, р, одно-
значно определяющего координаты 

х = г cos Р cos a, z = г sin Р, (13.1.34) 

вводятся векторы измерении 
йх = х , йг

 = 2 (13.1.35) 

и соответствующие матрицы измерении записываются 
в виде 

IIх - (1, 1, 1, 1), (13.1.36) 
Hz = (1, 1). (13.1.37) 
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Матрицы ковариаций ошибок измерений имеют вид 
Rx = Dx, Rz == Dz, (13.1.38) 

где Dx и Dz определяются формулами (13.1.15) через 
известные дисперсии ошибок измерений Dri D*, Dp и теку-
щие значения параметров г, а , р. 

Таким образом, соотношения (13.1.23) — (13.1.38) вмес-
те с равенствами (13.1.15), (13.1.16) определяют все эле-
менты рекуррентной процедуры (13.1.7) — (13.1.11) для 
оценки констант интегрирования . . . , /с6. После рас-
чета оценок кг, . . . , к^ оценка вектора х в момент Эг-
может быть определена в соответствии с равенством 
(13.1.23): 

xi - x(Qi) = Ф 

где 
к = (ki, к А ' 3 , /с4, Л5, А:6)т; 

Фг* — матрица (13.1.24) для момента Э = Эг-. 
Показав возможности использования линеаризованных 

уравнений относительного движения аппаратов в задаче 
оптимальной оценки вектора состояния х = (х, г/, z, г;л, 
uin vz) или вектора констант к --= (А ,̂ А*3, &4, А:6), 
уточним вопрос о выборе начальных условий х0 и Р0 
(или к о и Р о), вводимых в расчетную процедуру 
оценки. 

Если используется полный состав измерений парамет-
ров r, a , Р, г, л, р, дисперсии ошибок которых Z)~ = 
= Dr, . . . , Z)̂  известны, расчет х0 проводится по ре-
зультату однократного измерения й„ = (г0, а0, ро, г0, а0, 
р0), а расчет дисперсий . . . , D l 0 — по формулам 
(13.1.15) и (13.1.18). 

Для повышения точности задания х() и Рп можно ис-
пользовать какой-либо простой алгоритм оценки, рас-
смотренный в главе 12, например метод линеаризации 
в одной точке или метод линейной аппроксимации. 
Некоторое усложнение вычислительного алгоритма, свя-
занное с введением процедуры расчета начальных зна-
чении х0 и Р0, в большинстве случаев оказывается оправ-
данным, так как при этом существенно улучшается сходи-
мость оценок к их истинным значениям и снижается веро-
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ятность возникновения явления расходимости, о котором 
будет сказано ниже. 

Чтобы снизить ограничения, налагаемые на метод 
оценки свойствами модели измерений и модели движения, 
рассмотренных выше, необходимо использовать другие, 
более универсальные способы описания движения сбли-
жаемых аппаратов. Одним из таких способов может быть 
использование условно линейных моделей движения, не-
которые из которых были использованы ранее (см. § 12.3) 
и позволили получить эффективные процедуры оценки 
координат и скоростей. 

Усповиая линеаризация движения. В § 12.3 была вве-
дена следующая модель относительного движения аппа-
ратов: 

хп = х0 -f- cxnvx0j уп = Уо -f- Clinvu0, Z)i = z0 czuvzo, 

n = 0, 1, . . . , N. (13.1.39) 
Здесь 

r ° — r ° 7/° — 1/° — 7° 
_ _ x n x 0 _ _ -'n у 0 _ _ "n z o 

^vn. — ' ~ i Cim. —• « i Cm — uxo 1yO zO 

где Хп, Уп, Zn — значения координат, полученные путем 
численного интегрирования уравнений относительного 
движения аппаратов при произвольно выбранных началь-
ных условиях 

= yl Ж С . (13.1.40) 

Введем векторы 

#(2) = (х0, Схп, Ux0), Х (4 ) = (уо, C(jn, Vll0), 
xW = (z0, czni v20). j 

При составе параметров r, a , (i, определяющем координа-
ты х, у, z, имеем следующие матрицы ошибок измерений R: 

li^ = Dx, Я<*> = Du, RW = Dz, (13.1.42) 

где Dx, Dv, Dz определяются через известные дисперсии 
измеряемых параметров Dr, Dч с помощью равенств 
(13.1.15). Матрицы измерений в рассматриваемом случае 
записываются в виде 

= (1, 1), Н - (1, 1), = (1, 1). (13.1.43) 
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Из формул (13.1.39) с учетом обозначений (13.1.41) 
получаем переходные матрицы 

Л 0 \ / 1 0 \ 

ф£> = ^ Ч н о j , ф<?> = ^ S(n+i) j , 

(13.1.44) 

Таким образом, формулы (13.1.39) — (13.1.44) вместе с 
равенствами (13.1.15) определяют все элементы рекур-
рентных соотношений (13.1.7) — (13.1.11) оптимальных 
оценок параметров х0, у{), z0, vx0, vu0, v20, т. е. координат и 
скоростей относительного движения аппаратов. 

Важным отличием полученпых соотношений и в целом 
метода, использующего модель движения (13.1.39), от 
рассмотренных ранее является то, что решение шестимер-
ной задачи заменяется в нем решением трех двумерных 
задач — это сопровождается существенным упрощением 
основных вычислительных процедур и снижает взаимное 
влияние ошибок измерений координат х, у, z. 

Анализ типовых вычислительных операций, необходи-
мых для реализации одного шага рекуррентной процеду-
ры оценки, использующей приведенную выше модель 
движения, дает следующие результаты: 

ЛГ(+) = 85, N (X) = 126, N (:) = 28, | 
* ( Я = 3, N (trig) = 6. | ( 1 3 Л " 4 5 ) 

Основная часть всех операций (13.1.45) приходится на 
процедуру интегрирования уравнений относительного дви-
жения аппаратов методом Рунге — Кутта и сравнительно 
небольшая часть операций — на реализацию рекуррент-
ных формул (13.1.7) — (13.1.11). 

Соотношения (13.1.45) показывают простоту реализа-
ции рассмотренного метода в БЦВМ, обусловленную как 
малым числом типовых операций, так и малым числом 
сложных операций типа извлечения корня и расчета три-
гонометрических функций. 

Необходимо отметить, что процедура рекуррентной 
оценки, использующая условно линейную модель относи-
тельного движения аппаратов (13.1.39), в общем случае 
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может иметь итеративный характер, т. е. повторяться не-
сколько раз для различных начальных условий х0, вводи-
мых в численное решение уравнений движения с целью 
расчета коэффициентов схп, сип, czn. Однако на практике 
необходимость в итерациях по вектору х0 отсутствует, если 
обеспечивается точность задания составляющей v0 вектора 
х0 порядка 3 м/сек. Подробное исследование влияния оши-
бок задания начального приближения хS на точность 
модели (13.1.39) было проведено в § 12.3 и его повторе-
ние здесь нецелесообразно. 

§ 13.2. ОПТИМАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ, 
ИСПОЛЬЗУЮЩИЕ ПОЛИНОМИАЛЬНУЮ 
АППРОКСИМАЦИЮ ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ 

В предыдущем параграфе были получены рабочие фор-
мулы рекуррентной процедуры оптимальной оценки пара-
метров движения космических аппаратов, использующие 
различные формы уравнений относительного движения. 
Рассмотрим иной подход к задаче оптимизации оценок, 
основанный на использовании полиномиальной аппрокси-
мации измеряемых величии. 

В § 12.4 было показано, что, представив параметры г, 
а , Р в виде временных полиномов 

г (t) = а0 + a±t + a2t2 + . .. + a j n 

a(0=bo + bif+ba*2 + ... +bmtm, 
p (t) = c0 + cLt + c2t2 + • • • + cntm 

(13.2.1) 

и определив по измерениям аь рг (i = 1 ,2, , Л Г ) с 
помощью метода наименьших квадратов оценки коэффи-
циентов а0, Ъ о, с о с т , можно 
записать оценки координат и скоростей в следующем виде: 

я = г cos р cos а, У = г cos р sin а, z = r s inP , 

vx = г cos Р cos а — т-р sin р — rd cos р sin а, 

vy = г cos р sin а — rp sin а sin [3 -j- rdc cos p cos a, 

vz = r sin p + r(3 cos p. 
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Здесь через г, г, и, «, р, р обозначены оценки 
г (t) = d0 +axt + ... + amf\ 
г (t) = аг + 2d2t ... + mdmtm~\ 

P (t) = г 0 - i - cxt + . . . + a m r , 
^ (t) = сг + 2d2t -I- ... + rncmtm'K 

Таким образом, задачи получения оценок координат и 
скоростей и коэффициентов полиномов (13.2.1) эквива-
лентны. Получим уравнения оптимальной оценки коэф-
фициентов полиномов (13.2.1), основанные на теории оп-
тимальной фильтрации Калмана. Рассмотрение проведем 
для случая измерений г, а , р. В силу полной тождествен-
ности полиномов г (t), а (t), р (t) достаточно получить 
уравнения оценки для одного из них, например для г (t). 
Для упрощения задачи рассмотрим случай использования 
полинома второго порядка 

г (t) = а0 + a±t + a2t2. (13.2.2) 
Если измерения гп реализуются в моменты времени tn = 
— nAt (п = 0, 1, . . . , N), то, вводя обозначения 
«он = он, alnnAt = A in, а2п (nAt) 2 = А2пЛ 

п = О, 1, . . . , N, j ( 1 3 - 2 ' 3 ) 

можно записать равенство (13.2.2) в виде 
Г (tn) = Гп = А оп + Лщ + Л2п (13.2.4) 

и представить вектор состояния системы для момента tn 
следующим образом: 

х{Р =-• (Аоп, А1п, А2п)\ (13.2.5) 
Переходную матрицу системы Фп\ соответствующую 

уравнению 
- Ф ( г ) ' Г ( г ) 

запишем без вывода 
' 1 0 0 \ 

Ф<г) = | ° 0 ] . (13.2.6) 
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Рассмотрим теперь уравнение измерений 

й\Р = 1 Ы Р + vn. (13.2.7) 

Вектор измерений illP имеет одну компоненту /71, а шум 
измерений vn совпадает с шумом Дг: 

vn = Дгп = Айп. 

При известных статистических характеристиках оши-
бок измерений параметра г 

М [Дг] = О, М [Дг]2 = а;п 

известна и дисперсия шума измерений vn : 

Л ; = а; (13.2.8) 
п 11 

На основании соотношений (13.2.4), (13.2.5) и уравне-
ния (13.2.7) матрицу измерений можно записать в виде 

- ( 1 , 1 , 1 ) . 

Выше были определены все матрицы рекуррентной про-
цедуры (13.1.7) — (13.1.11) для расчета оценок коэффи-
циентов полинома гп = г (гаДг). Для полиномов a (nAt) и 
Р (nAt) матрицы ф.„, Нпу Ллп и Ф,г, Нп, Лр аналогичны 
матрицам Фп\ Нп\ Лг , записанным выше, и поэтому 
здесь не приводятся. 

Получим теперь соотношения, определяющие оценки 
коэффициентов полиномов (13.2.1) по измерениям г, г, а, 
а, р, [3. Как и ранее, рассмотрим процедуру получения 
оценок коэффициентов только одного полинома r(t). Будем 
считать вектором состояния системы вектор Хп\ опреде-
ленный равенством (13.2.5). Тогда переходная матрица 
системы совпадает с матрицей (13.2.6). 

При составе измерений г и г вектор измерений стано-
вится двухкомпонентным 

Wn — y n t Гц) > 

как и вектор помех 



§ 13.2] ОЦЕНКА ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ 417 

Получим матрицы Нп И lin • Продифференцируем по-
лином (13.2.2) и с учетом обозначений (13.2.3) запишем 

. _ 1 л , 2 л 
Г п ~ Г д Г A l n Т д Г Л 2 п ' 

Уравнение измерений системы имеет вид 

(Г'т Г?i) — Нп (^0п> п) ? 

из которого следует, что 
<\ 1 1 \ 

/ C - L 1 2 . 
О а A t /I A t 

Матрица ковариаций помехи Ип,г имеет размер 2 x 2 
и записывается в виде 

• П \ 0 А 
О D . I • / 7 Г Г — 

I\n 

Вследствие того, что матрицы Фп°\ #п'°\ Лп,а 

и Фп Яп /<п используемые при оценке а (t), Р (г), 
аналогичны матрицам Фц'г, #n' r , i?n,r, полученным выше, 
они здесь не приводятся. 

Говоря о преимуществах и недостатках методов оценки 
по измерениям г, а , Р и по измерениям г, а , Р, г, а, (3, сле-
дует отметить, что увеличение размерности вектора изме-
рений, как правило, повышает скорость сходимости оценок 
к истинным значениям оцениваемых величин, но одно-
временно с этим повышает и чувствительность всей проце-
дуры расчета к неточности априорной информации об 
ошибках измерений. 

Рассмотренная методика относилась к случаю поли-
номов г (t), a (t) и Р (t) второго порядка, но может быть 
распространена и на полиномы более высоких степеней. 
В частности, нетрудно показать, что для полиномов степени 
т при составе измерений г, а , Р матрицы измерений Hh, 
Нп, H i являются матрицами размера 1 X ( т + 1) и 
имеют вид 

Hrn = Hl = Hl = ( 1 , 1 , 1 , 1 ) . (13.2.9) 

14 Ю. А. Ермилов и др. 
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Переходные матрицы системы для различных значений 
т записываются следующим образом: 

и т. д. Из этих формул видно, что матрицы Фп для полино-
мов различных степеней имеют размер (т + 1) X (т + 1), 
а их диагональные элементы равны 

Важной особенностью рассмотренного метода оценки 
коэффициентов полиномов для состава измерений г, а, Р 
является то, что модель измерений линейна относительно 
выбранного вектора состояния, а шум измерений аддити-
вен, в то время как ранее (см. § 13.1) для состава измере-
ний г, а , Р модель измерений для оценки координат я, у, z 
была приближенной из-за пренебрежения величинами 
второго порядка малости при линеаризации уравнения 
измерений [56]. 

Оценки параметров г, а, Р могут быть получены также 
с использованием разложений вида 

т = 3 : Ф , 

/ т + 1 , т + 1 — ( 1 ~ 

г (0) = а0 + ах sin 0 + а2 cos 0, 
а (0) = Ь0 + sin 0 + b2 cos 0, 
Р (0) = с0 + сг sin 0 + 2̂ 0 0 3 9» 
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где 0 = Введя обозначения 
В on = а0у В1п = a l nsin (пЩ , В2п = я2 cos (мбб) 

и 
хЪ = (В О ПУ Bin, B^n^J 

получим ту же, что и ранее, модель измерений (13.2.8) и 
(13.2.9) для матриц /?п и Я п . Переходная матрица системы 
в этом случае запишется в виде 

/ 1 0 о \ 
ф<зг) = О 1 + 66 c t g (лбб) 0 . ( 1 3 . 2 . 1 0 ) 

71 \о о 1 — бе tg (лбе)/ 

В целях упрощения расчетов на ЭВМ из матрицы 
(13.2.10) можно исключить тригонометрические функции, 
заменив их степенными рядами аргумента низких поряд-
ков. В результате этих преобразований получим матрицу 
ФБГ) В виде 

п 

\ 0 О 1 — п (66)2. 

Точность полученной формулы существенно зависит от 
шага и интервала измерений, поэтому к выбору этих пара-
метров следует подходить с большой осторожностью. 

При использовании аппроксимации параметров дви-
жения вида 

г (8) = а0 + аг sin 9 + а2 sin 20 

переходная матрица системы отличается от матрицы 
(13.2.10) лишь одним элементом: 

/ 1 0 0 \ 
ф £ > = о 1 + 66 c t g (лбб) 0 

п \ 0 0 1 + 2 6 6 ctg (266)/ 

Остальные матрицы рекуррентных формул (13.1.7)— 
(13.1.11) остаются неизменными. 

Отличительной особенностью всех рассмотренных ва-
риантов полиномиальной аппроксимации является просто-
та расчетных формул, определяемая в основном тем об-

14* 
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Т а б л и ц а 13.1 

Степень 
полинома т 

Число типовых операций 
Метод оценки 

Степень 
полинома т N ( : ) 

Метод оценки 

1 41 73 12 

Фильтр 
Калмана 

2 168 207 27 Фильтр 
Калмана 

3 655 1056 48 

Фильтр 
Калмана 

1 4 6 1 
Метод 

наименьших 
квадратов 

2 24 53 4 
Метод 

наименьших 
квадратов 

3 140 269 5 

Метод 
наименьших 

квадратов 

стоятельством, что оценки параметров г, а, р находятся 
независимо друг от друга. 

Определим число типовых операций, необходимое для 
реализации метода полиномиальной оценки одного пара-
метра при использовании временных полиномов вида 
(13.2.1) разных степеней (т = 1, 2, 3). Расчет числа опе-
раций отнесем к одному шагу рекуррентной процедуры, 
что позволит определить общее число операций путем 
умножения полученных результатов на число измерений, 
использованных при обработке. Результаты расчета све-
дены в табл. 13.1. В ней же приведены аналогичные харак-
теристики метода наименьших квадратов, использующего 
полиномиальную аппроксимацию параметров движения 
(§ 12.4). 

Сравнение полученных результатов показывает, что 
процедура МНК-оценки параметров движения существен-
но экономичней процедуры с использованием фильтра 
Калмана. Это объясняется в основном двумя причинами: 
1) МНК-оценки, рассмотренные в § 12.4, характеризуют 
метод групповой обработки, фильтрация ошибок измере-
ний по Калману —- рекуррентный метод; 2) в фильтре 
Калмана на каждом шаге проводится взвешивание ошибок 
измерений, в МНК-оцеиках эта процедура отсутствует. 

Сравнение программ, реализующих сопоставляемые 
методы, показывает, что у метода наименьших квадратов она 
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значительно проще и компактней за счет отсутствия опера-
ций обращения матриц, повторяемых на каждом шаге в ре-
куррентной процедуре с использованием фильтра Калмана. 

В заключение рассмотрения оптимальных по точности 
оценок, основанных на теории оптимальной фильтрации 
Калмана, сделаем ряд дополнительных замечаний. 

Во-первых, отметим, что независимо от принятой моде-
ли движения аппаратов и модели измерений точная реали-
зация уравнений (13.1.7) — (13.1.11) оказывается невоз-
можной. Это объясняется тем, что оценки ковариацион-
ных матриц, в частности матрицы # п , используют истинные 
значения составляющих вектора хп, нам неизвестные, а 
требования практической реализации уравнений фильтра 
приводят к замене хп на хп. 

Второе замечание относится к методике определения 
точности оценок и рациональному выбору числа измере-
ний, используемых при обработке. В целом точность оце-
нок можно определить следом матрицы ковариаций Рп: 
Тг (Рп). Имея ряд значений Тг (Рп) (п = 1 ,2 , . . . ) , можно 
определить эффективность фильтрации ошибок: если на 
интервале п п2 величина Тг (Рп) меняется очень 
мало, то это означает неэффективность проводимых изк -
рений и их следует прекратить, в противном случае изме-
рения надо продолжать до тех пор, пока не будет достиг-
нута необходимая точность. 

Важно отметить также, что скорость сходимости оценок 
к истинным значениям оцениваемых параметров сущест-
венно зависит от частоты и интервала измерений. Это обус-
ловлено тем, что уменьшение интервалов измерений (повы-
шение их частоты) приводит к снижению информативности 
новых измерений и сопровождается снижением скорости 
сходимости оценок. Анализ зависимости скорости сходи-
мости оценок от шага измерений 69 показывает, что для 
эллиптических орбит произвольного эксцентриситета вели-
чину 60 целесообразно выбирать в интервале 0,1° ^ 60 ^ 

0,5°; в этом случае при использовании современных 
радиотехнических измерительных систем [20] для получе-
ния достаточно точных оценок координат и скоростей до-
статочно реализовать всего лишь несколько десятков из-
мерений. 

Наконец, необходимо указать еще на одно важное 
свойство рекуррентной процедуры (13.1.7) — (13.1.11), 
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использующей приближенные модели движения аппаратов 
и измерений. Наличие погрешностей в аппроксимации 
уравнений движения и измерений определяет методиче-
ские погрешности формул (13.1.7) — (13.1.11), которые 
зависят от интервала движения и начальных условий зада-
чи. Как правило, эти погрешности возрастают с увеличе-
нием интервала движения, поэтому выбор интервала из-
мерений, обеспечивающего достаточно точные оценки пара-
метров, должен проводиться с учетом этой зависимости. 
Ввиду того, что с ростом числа измерений п, с одной сторо-
ны, дисперсии оценок уменьшаются, с другой, методиче-
ские погрешности формул (13.1.7) — (13.1.11) возрастают, 
зависимость дисперсий оценок от числа измерений имеет 
вид кривой с явно выраженным минимумом при некотором 
значении п = 7Vo„T . Увеличение дисперсии оценок при 

N0m, эквивалентное снижению их точности, может 
служить препятствием к применению различных моделей 
фильтра в ряде важных практических случаев. Для предот-
вращения этого явления, известного под названием рас-
ходимости, необходимо использовать более точные модели 
движения аппаратов и модели измерений параметров дви-
жения. Этот путь может существенно снизить методиче-
ские погрешности фильтра и расширить временной диапа-
зон измерений, на котором можно получить достаточно 
точные оценки, однако он сопровождается существенным 
усложнением вычислительного алгоритма, реализующего 
процедуру фильтрации ошибок. 

Существуют и другие методы борьбы с расходимостью 
фильтра, основанные на различных модификациях урав-
нений (13.1.7) — (13.1.11) или на специальных приемах 
учета методических ошибок. Наиболее простым в реализа-
ции является способ модификации уравнений (13.1.7) — 
(13.1.11), основанный на предположении, что ковариаци-
онная матрица каждого прошлого наблюдения возрастает 
экспоненциально во времени, т. е. прошлым наблюдениям 
придается меньший вес [115, 126]. Этот способ приводит 
к изменению уравнения фильтра (13.1.11) путем введения 
в него скалярного весового множителя 

N M - Я ф Ф п Р п Ф п . 

Множитель аф определяется эмпирически в зависимости от 
числа случайных переменных, их изменений во времени и 
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других факторов. При а<р = 1 модифицированный фильтр 
совпадает с основным вариантом, определенным уравне-
ниями (13.1.7) - (13.1.11). 

Заметим, что оптимизация оценок параметров движения 
имеет важное значение в общей задаче оптимального уп-
равления сближением космических аппаратов. 

§ 13.3. ОБ ОПТИМИЗАЦИИ УПРАВЛЕНИЯ СБЛИЖЕНИЕМ 
ПО ОЦЕНКАМ ПАРАМЕТРОВ ДВИЖЕНИЯ 

Как уже отмечалось, связь точности оценок параметров 
движения с оптимизацией управления сближением по 
энергетическим затратам определяется ясными физиче-
скими соображениями: малые ошибки оценок вызывают 
малые возмущения траекторий, для компенсации которых 
необходимы малые коррекции скорости, т. е. малые допол-
нительные энергетические затраты. 

В общем случае оптимизация управления сближением 
с учетом случайных ошибок измерений параметров движе-
ния и исполнения представляет сложную стохастическую 
задачу со многими переменными, подлежащими оптимиза-
ции: длительность маневра, число коррекций, моменты 
приложений коррекций, число измерений для оценки па-
раметров движения перед каждой коррекцией скоро-
сти и т. д. 

Наиболее простым решением этой задачи является ло-
кальная оптимизация управления, предлагаемая ниже. 
Введем критерий оптимальности управления 

JAv — J — J2 опт» ( 1 3 . 3 . 1 ) 

представляющий собой разность энергетических затрат 
при маневре сближения с учетом названных выше ошибок 
измерений и исполнения и энергетических затрат при 
идеальном (без учета ошибок) двухимпульсном маневре 
J2 опт» длительность которого соответствует минимуму ве-
личины / 2 , т. е. величине / 2 m i n . 

Сформулируем принципиальный алгоритм локальной 
оптимизации управления сближением по критерию (13.3.1), 
соответствующий ряду упрощающих предположений, о 
которых будет сказано ниже. 
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Алгоритм локальной оптимизации А1. 
Шаг 1. Рассчитать оценки х0, а£0 вектора х0 = (я0, 

у0, z0, 1^0,^/0, у2О)» соответствующего моменту Оо» принято-
му за начало маневра, с помощью рекуррентной процедуры 
(13.1.7) — (13.1.11) для принятых моделей движения и 
измерений [например, с использованием формул (13.1.42)— 
(13.1.44)]. 

Шаг 2. Рассчитать оптимальный угол перехода 0 2 о п т 
двухимпульсного маневра сближения, соответствующего 
минимуму энергетических затрат /2min, Для начальных 
условий Хо = х 0 , определенных шагом 1. 

Для определения 6 2 о п т вычислить характеристические 
скорости Jt двухимпульсных маневров сближения раз-
личной длительности 

Qt = i. 30°, i = 1, 2, . . ., 

и определить угол 0К. опт, соответствующий минимальному 
значению Jt. 

Шаг 3. Принять число коррекций N = 3 и рассчитать 
моменты их приложения на интервале [до, дк.опт], приняв, 
что они распределены по геометрической прогрессии (см. 
гл. 10) или равномерно. 

Шаг 4. С учетом ошибок измерений и исполнения рас-
считать энергетические затраты на управление сближени-
ем для пятиимпульсной схемы (моменты коррекций до, 
« 1 , 0 2 , О » 

J = 2Аv t , i = 0, 1, 2, 3, к. 

Корректирующий импульс Ai;0 определяется в процессе 
выполнения шага 2. Импульсы Аиъ Ду2, Аи3, Avl{ рас-
считываются следующим образом:. 

Avj = | vcj — vj |, / = 1, 2, 3, к. 

Здесь Vj — оценки скоростей в моменты fy, полученные с 
помощью процедуры, аналогичной процедуре шага 1, по 
измерениям между коррекциями; vCj — скорости сближе-
ния, определяемые из решения краевых задач: 

о - o l t Г = Vi, О = « к , г = 0: 

* = К г = Г , ; О = Фк, г = 0: 

о = < • „ г = г3; О = г = 0; 
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где r l f г 3 — оценки векторов положения г19 г2 , г 3 в мо-
менты -fl̂ , д2, Од, полученные одновременно с оценками v l9 
Щ, v3. 

Шаг 5. Вернуться к шагам 3 и 4 при N = 4, 5, 6, ... и 
определить минимальное число коррекций на основании 
анализа неравенств типа 

Av+i)/.v — /.v+i — Jn ^ 2 -г- 5 м/сек. 
Шаг 6. Определить критерий оптимальности (13.3.1) 

для трех вариантов начальных условий маневра (x0f 
Хо + 3 х 0 — За-о), а также диапазон его изменения 
А / д „ . 

Рассмотренный алгоритм дает достаточно точные для 
практических применений результаты и отвечает возмож-
ностям современных БЦВМ, поскольку его основные вы-
числительные процедуры включают решение сравнительно 
небольшого числа однотипных двухточечных краевых за-
дач, весьма просто решаемых каким-либо численным мето-
дом, например методом Ньютона [55]. 

Следует отметить, что алгоритм А1 оптимизации энер-
гетических затрат основан на ряде допущений, которые, с 
одной стороны, позволяют существенно упростить его 
основные вычислительные процедуры, а с другой,— нала-
гают на него определенные ограничения. Первое допуще-
ние состоит в предположении, что моменты оптимального 
распределения коррекций подчиняются закону геометри-
ческой прогрессии, а малые отклонения от него приводят 
к малым изменениям энергетических затрат. Это допуще-
ние справедливо при условии, что коррекции скорости 
вызываются в основном ошибками измерений, а не ошиб-
ками исполнения. Второе допущение связано с предпо-
ложением о том, что вариации критерия оптимальности 
AJav определяются лишь ошибками оценки вектора х0 в 
момент начала маневра до. Это предположение связано с 
тем, что в момент fto расстояние г0 между сближаемыми 
аппаратами наибольшее и ему соответствует наибольшая 
по сравнению с другими коррекция скорости Аv0, содер-
жащая составляющую ошибки, пропорциональную г0. 
Третье допущение связано с тем, что длительность много-
импульсного маневра принята равной оптимальной дли-
тельности идеального двухимпульсного маневра, поэтому 
вся процедура оптимизации, названная локальной, пред-
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ставляет собой лишь приближение энергетических затрат 
с учетом ошибок измерений и исполнения к энергетиче-
ским затратам оптимального двухимпульсного маневра. 

Путем усложнения алгоритма А1 можно получить, с 
одной стороны, более экономичные по энергетическим 
затратам программы управления, а с другой, более гибкие 
схемы управления с меньшим числом ограничений, нала-
гаемых на основные характеристики маневра и собственно 
процесс управления. И наоборот, для сокращения объема 
вычислений, реализуемых с помощью БЦВМ, и упроще-
ния общего алгоритма управления можно осуществить 
тщательное моделирование всех элементов маневра сбли-
жения и схемы управления на наземном аналого-цифровом 
комплексе и его результаты ввести в алгоритм управления 
в виде набора констант, вспомогательных формул или 
отдельных подпрограмм. 

Приведем пример возможного способа упрощения алго-
ритма А1 локальной оптимизации. Результаты моделиро-
вания многоимпульсных программ управления сближением 
для широкой совокупности маневров (см. § 12.5), углы 
перехода которых менялись в пределах 90° 0 <; 360°„ 
позволили получить зависимости энергетических затрат 
от числа коррекций и длительности маневра. Эти зависи-
мости показали, что для эллиптических орбит, эксцентри-
ситет которых лежит в пределах е — 0 -f- 0,2, число кор-
рекций, обеспечивающих точность сближения порядка 
0,5 км с расстояний до 200 км, можно выбрать из условия! 
N 3. Эта рекомендация очень показательна, поскольку 
она относится к равномерному закону распределения мо-
ментов коррекций, соответствующему неминимальным 
энергетическим затратам. 

Используя приведенные выше результаты в алгоритме 
А1 в виде совокупности констант и логических условий,, 
получим существенное сокращение расчетов на шагах 3 и 4, 

Рассмотрим другой алгоритм оптимального по энерге-
тическим затратам управления сближением. Он использу-
ет то обстоятельство, что при фиксированной длительности 
маневра и принятом числе коррекций зависимость / — 
= / (Oj) (зависимость энергетических затрат от момента 
приложения первой после начального импульса скорости 
коррекции) имеет минимум, близкий к глобальному мини-
муму энергетических затрат оптимального двухимпульсного 
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маневра. Этот факт, установленный путем анализа боль-
шого числа зависимостей / = / (в^), полученных для 
широкой совокупности начальных условий маневра и па-
раметров орбит, позволяет существенно упростить вычис-
лительную схему алгоритма, который в этом случае сводит-
ся к алгоритму одномерной оптимизации. 

Алгоритм локальной оптимизации А2. 
Шаг 1. По измерениям параметров г, а , Р, проведенным 

в момент #0> принятый за начало маневра, и в момент 

#01 = йо + Д#о, Д#о > 20° при е < 0,3, 

вычислить значения координат х„, уо, z0 и х011 y0l1 z01. 
Шаг 2. Решить краевую двухточечную задачу с гранич-

ными условиями 
# - х = Т0, у = у о, 2 — Z0, 

О ~ #01» Х — ^01» У = У OIL 2 = ^01 

и определить скорость v01 = (yYol, £J/01, i>2oi) вмомент 
Шаг 3. Для начальных условий r01, yQ1, z01, 

V„QV v2qV определенных шагами 1 и 2, найти оптимальный 
угол перехода 0 двухимпульсного маневра с помощью 
методики, соответствующей шагу 2 алгоритма А1. 

Шаг 4. На интервале движения [#0ц #„], определенном 
шагами 1 и 3, задать моменты коррекций #2, # 3 (N = 3) 
исходя из соотношений 

- #oi = О* ~ «1 = Оз - *>а = «и - Оз = ° К 7 / 0 1 . 

Шаг 5. Рассчитать энергетические затраты пятиимпульс-
ной программы управления с учетом ошибок измерений и 
исполнения (моменты коррекций скорости определены ша-
гами 1 и 4). 

Шаг 6. Вернуться к шагу 5 и для значений моментов 
# п #01 = 1» 2, ...) определить оптимальную величину 
#юпт, соответствующую минимуму характеристической 
скорости. Если 

# 2 - # ю п т < 5 ° - г - 1 0 ° ( 1 3 . 3 . 2 ) 

и #3 — #2 ^ 30°, то коррекцию в момент #2 следует 
отменить. 
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П|эи выполнении условия (13.3.2) и условия Од — !> 
> 30 коррекцию, соответствующую моменту следует 
перенести на момент ftg + 30°. Аналогичное правило 
отмены или переноса коррекций следует использовать и 
для анализа целесообразности реализации коррекции в 
момент #3. 

Шаг 7. Вернуться к шагам 4—6 при N = 2, 4, 5, ... и 
определить минимальное число коррекций, при котором 
достигается необходимая точность сближения, а энергети-
ческие затраты удовлетворяют соотношению 

| JN+1 — /лг | < 2 -г- 5 м/сек. 

Таким образом, алгоритм А2 определяет минимальное 
число и моменты приложения коррекций, а также энерге-
тические затраты. Для расчета минимальных потребных 
энергетических затрат на маневр сближения следует на 
шаге 1 алгоритма А2 ввести в рассмотрение величины 

= %0 ^ ^ О гпах» У о ~ У о ^Уо max» zo = * о A z 0 max 

И 
Х01 = ^01 A^Oimax» 
Уо1 — у 01 + Дуоцпах» 
Z01 = 2 01 + Д^охшах» 

где Axq max, . . . , Джипах — максимальные ошибки опре-
деления координат в моменты Од и Фон вычисляемые через 
ошибки измерений параметров г, а , [3 (см. гл. 10). 

Алгоритм А2 существенно проще, чем алгоритмы, в 
которых используется статистическая обработка измере-
ний. 

В заключение подчеркнем, что, говоря о статистическом 
подходе к задаче оптимального управления сближением в 
ее простейшей постановке, следует подразумевать спра-
ведливым принцип разделения [12, 49], позволяющий ис-
пользовать для расчета коррекций скорости обычные де-
терминированные методы, исходными данными в которых 
являются статистические оценки параметров движения, 
полученные к моменту расчета. 
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§ 13.4. НЕКОТОРЫЕ ОСОБЕННОСТИ РЕАЛИЗАЦИИ 
хМЕТОДА СВОБОДНЫХ ТРАЕКТОРИЙ С ПОМОЩЬЮ БЦВМ 

При использовании БЦВМ в схемах управления сбли-
жением космических аппаратов по методу свободных тра-
екторий входными данными для вычислительной програм-
мы, реализующей алгоритм управления, служат бортовое 
время и измерения параметров относительного движения в 
некоторой известной (инерциальной или орбитальной) 
системе коордииат. Кроме того, в памяти БЦВМ должны 
храниться необходимые для расчетов константы: элементы 
опорной орбиты, номинальные значения ускорений, созда-
ваемых отдельными двигателями маневрирования, ресурс 
топлива на сближение, априорные характеристики ошибок 
измерений, показатели требуемой конечной точности сбли-
жения и т. д. 

Выходными данными этой программы' являются зада-
ющие воздействия (параметры настройки) для системы 
управления ориентацией, программных счетчиков време-
ни, вырабатывающих при их переполнении сигналы вклю-
чения, и программных счетчиков времени или приращений 
скорости (интегрирующих показания акселерометров), 
которые вырабатывают сигналы выключения двигателей 
маневрирования. 

Работа алгоритма управления начинается после обна-
ружения цели бортовой измерительной системой, когда в 
БЦВМ поступает соответствующий сигнал. Ввод в БЦВМ 
данных измерений, а также информации об угловом по-
ложении аппарата инициируется с помощью вызова под-
программы обмена с измерительными устройствами на тех 
или иных стадиях вычислительного процесса. 

Первый этап вычислений состоит в получении информа-
ции об относительном движении, необходимой для опреде-
ления корректирующих импульсов. При этом первоначаль-
ная обработка результатов измерений может состоять в их 
преобразовании в орбитальную систему координат и на-
хождении оценок требуемых параметров (координат и 
скоростей или постоянных интегрирования) детермини-
рованными методами. Далее по мере появления (или накоп-
ления) избыточных измерений могут быть применены 
статистические алгоритмы обработки информации, позво-
ляющие отфильтровать флуктуационные и некоторые сис-
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тематические ошибки измерений. Отдельный цикл обра-
ботки измерительной информации перед расчетом коррек-
тирующего импульса может заканчиваться либо при фик-
сированном числе измерений, либо по достижении задан-
ной точности. В последнем случае вместе с оценками пара-
метров движения должны вычисляться также ожидаемые 
ошибки этих оценок. 

Следующий этап работы алгоритма управления связан 
с определением корректирующего импульса и принятием 
решения о коррекции. При этом уточнение оценок пара-
метров движения по измерениям может быть продолжено 
и проводиться в одних и тех же тактах работы БЦВМ па-
раллельно с другими вычислениями. Однако определение 
корректирующего импульса, требующее сравнительно про-
должительного вычислительного времени, должно осно-
вываться в этом случае не на постоянно обновляемых, а на 
тех оценках параметров движения, которые были получены 
на момент перехода к данному этапу. 

Для вычисления очередного корректирующего импуль-
са кроме оценок параметров относительного движения в 
орбитальной системе координат, полученных в результате 
обработки измерительной информации, необходимо задать 
расчетный момент приложения импульса и расчетный мо-
мент встречи (или время сближения). Вследствие того, что 
для проведения всех требуемых расчетов и возможного 
последующего разворота аппарата для совмещения линии 
действия тяги с расчетным направлением коррекции нужно 
время, то расчетный момент коррекции должен быть сдви-
нут вперед на некоторый интервал. Величину этого интер-
вала удобно задавать постоянной исходя из наибольшей 
возможной длительности разворота аппарата и длитель-
ности включения двигательной установки, необходимой 
для отработки максимально возможного корректирующего 
импульса. 

Расчетное время встречи может выбираться для всех 
коррекций либо одним и тем же, либо различным. 
В первом случае общее время сближения может либо опре-
деляться в зависимости от начальных условий (например, 
так, чтобы получить наименьший расход топлива), либо 
устанавливаться фиксированным независимо от начальных 
условий. Тогда текущее время сближения будет отсчиты-
ваться как время, оставшееся до встречи. 
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Во втором случае время сближения может выбираться 
оптимальным для каждой коррекции либо определяться из 
каких-либо других условий, например из условия при-
ложения корректирующего импульса в заданном направ-
лении. Заметим, что если время сближения для коррекции 
определяется каждый раз заново, то момент встречи может 
отдаляться и вследствие перераспределения топлива между 
очередным корректирующим импульсом и расчетным тор-
мозным импульсом перехват будет «затухать». Иными сло-
вами, конечная относительная скорость, которая должна 
сводиться к нулю тормозным импульсом, будет постепенно 
уменьшаться по величине. 

При выборе времени сближения могут учитываться 
также физические ограничения, например ограничение на 
высоту перицентра переходной орбиты. Как уже упомина-
лось ранее, сами корректирующие импульсы вычисляются 
в методе свободных траекторий (независимо от их номера) 
вместе с оценкой тормозного импульса в результате реше-
ния краевой задачи в предположении двухимпульсного 
маневра сближения. 

Далее должен быть решен вопрос, следует или не сле-
дует реализовывать вычисленный корректирующий им-
пульс. При этом могут использоваться различные крите-
рии и в первую очередь критерии, связанные с оценкой 
точности сближения при отсутствии управления. 

В методе свободных траекторий конечный промах, ха-
рактеризующий точность сближения, может быть отнесен, 
вообще говоря, к различным моментам времени. Несом-
ненно, наилучшей мерой точности была бы оценка рас-
стояния наибольшего сближения с целью. Однако даже 
при прогнозировании относительного движения с помощью 
линеаризованных уравнений для нахождения этой величи-
ны нужно достаточно большое количество итерационных 
вычислений. Поэтому в целях сокращения вычислитель-
ного времени без больших потерь точности прогнозируемый 
промах, сравниваемый с некоторой допустимой величиной, 
уместно определять для расчетного времени встречи. При 
сравнении могут учитываться также ошибки промаха, 
зависящие от времени прогнозирования и ошибок оценки 
текущих" параметров относительного движения. 

В качестве косвенной меры конечного промаха может 
служить также и сама величина корректирующего 
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импульса. Благодаря этому решение о коррекции можно 
принимать, не прибегая к вычислению промаха в явном 
виде. В частности, коррекцию проводить бесполезно, если 
величина корректирующего импульса не превосходит за-
метно величину ошибки его исполнения. 

При определении необходимости коррекции может 
учитываться также величина ошибки корректирующего 
импульса, зависящая от ошибок оценки параметров отно-
сительного движения. Например, если эта погрешность 
больше некоторой доли от величины импульса, сложенной с 
предполагаемой ошибкой исполнения, то вычисленный 
корректирующий импульс будет малоэффективен и не 
должен быть реализован. Заметим, что критерии кор-
рекции, основанные только на оценке промаха, мо-
гут проверяться еще до расчета корректирующего им-
пульса. 

В целях экономии топлива окончательное решение о 
коррекции можно основывать на определении знака про-
изводной от суммы величин корректирующего и тормоз-
ного импульсов по времени приложения коррекций. Если 
эта сумма убывает, то коррекция откладывается на более 
поздний срок. В противном случае вычисленный коррек-
тирующий импульс должен быть реализован. Определить 
знак производной можно достаточно просто, сравнивая 
значения суммарного приращения скорости, соответствую-
щие двум близким моментам приложения корректирую-
щего импульса. 

Очевидно, такой критерий выбора моментов коррекции 
совместно с оптимизацией времени сближения позволяет 
в некоторых случаях достигать существенной экономии 
топлива по сравнению с жесткими программами коррек-
ции. Однако коррекции будут оптимальными лишь в ло-
кальном смысле. То, что данный момент более выгоден для 
проведения коррекции, чем близкие к нему моменты, вовсе 
не означает, что он будет более выгодным и по сравнению 
со всеми будущими моментами времени. 

Если принято решение выполнить коррекцию, то сле-
дующим шагом работы алгоритма может быть выбор дви-
гателей для отработки расчетного приращения скорости. 
В основу выбора может быть положена оценка расхода 
топлива на реализацию корректирующего импульса по 
декартовой или полярной схеме с учетом разницы расходов 
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топлива на управление ориентацией. Более простым кри-
терием будет величина приращения скорости, сравнивае-
мая с некоторой пороговой величиной. 

Далее, в соответствии с выбранной схемой управления 
вектором тяги производится расчет задающих воздействий 
(параметров настройки) и формируются сигналы, управ-
ляющие ориентацией и включением и выключением двига-
телей маневрирования. 

Поскольку расчет коррекций основывается на импульс-
ной аппроксимации, то при их реализации с помощью 
ограниченной по величине тяги будут возникать некоторые 
промахи. 

Для уменьшения влияния ограниченности тяги дви-
гатели можно включать не в расчетные моменты кор-
рекции, а с опережением на половину периодов их работы, 
вычисляемых по приращениям скорости и номинальным 
значениям управляющих ускорений [86]. Более точные 
поправки к моментам включения двигателей и длительно-
сти их работы могут быть вычислены в результате решения 
краевой задачи итерационным методом Ньютона, если в 
качестве начального приближения использовать импульс-
ную траекторию сближения [31, 88]. Для многих случаев 
достаточно хорошую точность обеспечивает уже первая 
итерация. 

После реализации коррекции должно быть установлено 
начало нового цикла осреднения параметров относитель-
ного движения. Статистическая обработка информации 
может возобновляться либо сразу же после исполнения 
коррекции и повторного поиска и захвата цели (в случае ее 
потери при разворотах аппарата), либо спустя некоторое 
время, в течение которого часть приборов может отклю-
чаться в целях экономии электроэнергии. При этом новые 
оценки параметров движения могут включать в себя ста-
рые оценки, исправленные с учетом влияния корректиру-
ющего импульса на относительное движение аппаратов на 
рассматриваемом интервале времени. 

Процедуры, сопутствующие расчету импульсных кор-
рекций, должны заканчиваться проверкой условий пере-
хода к участку причаливания и стыковки. 

Общая блок-схема одного из возможных алгоритмов 
автономного управления сближением по методу свободных 
траекторий представлена на рис. 13.1. 
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В заключение отметим, что перечисленные выше воз-
можные процедуры и логические критерии дают в различ-
ных комбинациях весьма большое количество вариантов 
алгоритма управления сближением. Выбор наиболее ра-
циональных вычислительных и логических схем, отвеча-
ющих возможностям реального приборного оборудования 
и БЦВМ, должен производиться в результате тщательного 
статистического моделирования процесса сближения на 
ЭВМ исходя из априорных вероятностных характеристик 
начальных условий и ошибок бортовой системы управ-
ления. 



П Р И Л О Ж Е Н И Е t 

ОЦЕНКИ КОНСТАНТ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
УРАВНЕНИЙ ОТНОСИТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 

Измерения г, а, р параметров г, а , р определяют коор-
динаты относительного движения аппаратов 

Хп = r n cos pn cos ап , у п = r n cos рп s i n а а , 2п = гл s i n рп 

в моменты Эп = 9о + ^60, п = 0, 1, . . . , 7 V . 
Оценки констант интегрирования /q, . . . , /г6 методом 

наименьших квадратов определяются уравнениями 
[,хп] = Л^ + к2 [bln] + кх [62,J + къ [/;ЗЛ], 

[хфт] = ki [bin] + Ла [Ь{п] + Л 4 [ 6 l n / ; 2 u ] А5 [Ь^АпЬ 
[ХпЬ г п] - [fe2n] + Аа [&1пЬ2п] + [ban] 4 А5 [6 2 n 6 3 u ] , 

[хфъп] = ^ i [ Ь 3 п ] + [ЬщЬзп] + [ЬапЬзп] + h [b%n]\ 
[znbln] = къ [Ь]п] + кв [Ь7пЬ8п], 

[Znbsn] = [ ^ А п ] + А в [Ьвп], 

ЛГ лг 

где [xn] = S Ят = S и т. д. 
П=1 П 1 

Коэффициенты Ь1п, 62n, fe3n, fc7n, fc8n в этих формулах 
определяются следующими равенствами: 

Ь т = 30nXn, b 2 n = (1 + К ) s i n O n , 6 3 n = — (1 + Xn) c o s 
6 7 n = c o s 6 8 n = s i n = 1 + e c o s 

0 _ 



П Р И Л О Ж Е Н И Е t 

ОСНОВНЫЕ ТЕХНИЧЕСКИЕ ДАННЫЕ 
БОРТОВЫХ РАДИОТЕХНИЧЕСКИХ 

ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ [20] 
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П Р И Л О Ж Е Н И Е t 

КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ МОМЕНТЫ ОШИБОК ОЦЕНКИ 
ОТНОСИТЕЛЬНЫХ КООРДИНАТ И СКОРОСТЕЙ 

ПО ЕДИНИЧНЫМ ИЗМЕРЕНИЯМ 

Обозначения: 
г — расстояние между аппаратами; 
а — угол наклона проекции вектора г па плоскость 

орбиты относительно местного горизонта; 
Р — угол наклона вектора г относительно плоскости 

орбиты аппарата-цели. 
Вспомогательные переменные: 

= cos a cos р, у2 = sin a cos р, 
у3 = sin р cos а, 74 = sin a sin р; 

h = — РУз — /2 = — ryh + — г&У\, 

/з = — Пз — rpvi + г&уА, / 4 = ау, — 
/ 5 = — rdcy2 -j- rvi — груз, /в = — ПЧ — ^ 2 ~ 

/7 = r cos Р — rp sin p. 

В этих формулах значения г, г, а, р выражаются через 
координаты и скорости относительного движения аппара-
тов следующими равенствами: 

г = (х2 + У2 + 
1 

Г = — (XV х + уи„ + ZVz), 

г>/ zxQ ос = — —— , гх у _[_ < 

rv^—rz р = — - — - • 
Г (х2 + а 

Известные дисперсии ошибок измерений параметров г, 
а, р, г, а, $ обозначим через Dr, Da, . . . , D^. Тогда 
корреляционные моменты ошибок оценок определятся 
следующими соотношениями, если считать ошибки 
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измерений независимыми: 
Dx = у ID г + r2y:Da + r2ylDp, 

Оу = ylDr + r2y[Da + r2ylDp, 
Dz = sin2p/)r + (r cos P)2 Z)p; 

J)vx = ytDr -I- r ^ + + f[Dr + f;Da + /з^р, 

= y$Dr I- r*fiDr + f*Da + flD& + ryiDa + r2y\D^ 

D0l = sin2pZ)r +(рсо8р)2/),+ (гсо8р)2£>р + 
KX„ - Y1V2£>r — YiVa^a + YsYi^p, 
Kxz = Yi sill P Dr — r2Ya cos p Z)p, 
Kuz = Y2 sin p Dr — r2Y4 cos p Dp; 
.̂xvx = Yx/l^r — т ^ а — П'з/з^р. 

А'лг,,, = YiA^r — Та/б^а — Тз/о^р, 
= Yi $ cos р Z),. — ry3f7D&, 

к MX = У if J) г + Ti/г^а + rytf3Dlu 

Kyvv = ТгД^г + Ti/s^a — 'Ti/гДз. 

Kyvz = У2$ cos p Z>r — гу4/7/)|з, 
= /1 sin p Z?P + /3Г cos P Dp, 
= /4 sin p Z)r + /6r cos p 

•K"z»z = sin Pfj cos p Z)r + / , r cos P Z)p; 
^««z = /1 sin pZ)- + p cos p fJ)T + f3f7Dz - r2Y3 cos p D^, 
Kmvz .-= y2 sin p D- + / pcos p£>r + f^Dfi - /4r2cos p D^, 
Kvxw = AYoD, -I- А/Д,. -I- f-JbDa + /3/0£>p - r2

YlY2^i + 
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