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Книга посвящена оценкам предельных возможностей термодинами�
ческих  систем с заданной  или максимально возможной интенсивностью
потоков. Эти оценки базируются на применении уравнений балансов по
веществу, энергии и энтропии. Производство энтропии зависит от кинетики
процессов, структуры системы и интенсивности потоков. Изложены
основные модели термодинамических систем. Методы оптимизации и
оптимального управления использованы для решения задачи о минимуме
производства энтропии в таких системах при тех или иных ограничениях.

Предложенная методология  применена к тепломеханическим систе�
мам, процессам теплообмена и разделения. Приведены выражения для
предельной мощности тепловой машины, максимальных КПД необратимых
прямых и обратных циклов, предельной производительности колонны
ректификации. Решены задачи об оптимальной организации процессов
разделения многокомпонентных смесей и многопоточных теплообменных
систем. Исследованы мембранные системы и диффузионные машины.

Книга может служить учебным пособием для студентов, обучающихся
по направлениям подготовки и специальностям укрупненных групп:
«Физика и астрономия», «Химия», «Химические технологии» и другим,
где предусмотрен курс «Термодинамика необратимых процессов».
Монография предназначена  также специалистам по применению методов
оптимального управления к необратимым термодинамическим процессам
и основанным на них технологиям.
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dQ = µdm. %��@3
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α1R1 + α2R2 + ...+ ανRν ⇀↽ αν+1Rν+1 + αn+2Rn+2 + ...+ αmRm, %��;3

!�� Ri - ���!��
�A αi - 	
������
����	��� �� ""�����
��
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�
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�!� �����		� �������
	� ��		�
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��� ������ ��� �	�� ���!��
��B

dmi = αidξ, i = 1, . . . ,m. %��/3
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�&������� ����&��� E, V, N ��� S, V, N 	 � ��������� 
�&�������
��&� ��� ��&�� ��� � ��
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S = S(E, V,N). #��3%
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�&������� � 1���)�� #��3% � 
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T =

(
∂S

∂E

)−1

, p = T
∂S

∂V
, µi = �T

∂S

∂Ni

, i = 1, . . . ,m. #��4%
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 ���������� ����
���� �������
��
�������� ������" ��� ������� � 
�� 
�������� ������ �
����� dQ(

dQ = dE + pdV �
n∑

i=1

µidNi. )* +,

'���� dE - ����
�
�� �
����

�� �
����� ������". pdV - ������� ���
��������
 �������� � ��
��

�
 � ����
�
��� �� ��/���. µidNi - �����

�
�� �
����� ������"� �"���

�� ����
�
��� ��	������� i��� ��������
)� ����
���� ������� �
� ����� ���
��
��� ��� 
�	���� #��������#
�������, 

0 ������ ��
�� )* *, ����� dQ � dS ����
���� )* +, ������ 1����

TdS = dE + pdV �
n∑

i=1

µidNi. )* *2,

&��������� �	����� ����� #��������� ������� ����������� % ���� �	��
���

TdS = dE + pdV. )* **,

3�� �����


�� ����������� �������
�� �����" pdV ���
� d(TS �
�E)� � �
����� �����	�
�
 ������ �������
�
� �������

�
 ��	�� ���
����#��� � �������������# ��	���
# �� �����

�
 * � �����

�� �� ���
�

AT = F1 � F2 (dAT = �dF ), )* *�,

���
F = TS � E )* *4,
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# 	��������	$����� �����	��� ��������� ��� � �	����� 	���	������
�� ���%��" ��� � ������������ ���	 �������	� dS = 0� 	 	� �������	

&'�''( ��� ���� $�� ������	��
�� �����!��
 ������ ���%	���	


AS = E1 � E2 (dAS = �dE). &'�')(

���	� �������� ��������

 �����	
 ���!� 
��
���
 ����� 	���	$���	�
������	���� 	 *�������	���� ��� ��
��� ���$��	� ������ ����� 	���	�
$����" �	������

+���� ������ ���%	���	
� ��
�����" � 	������	�� ��,��� ���� 	
�����"

A =

2∫
1

pdV, dA = pdV, &'�'-(

$���� 	����
���� ���
�	� �������" ���%��" ������� .�� ������ L ���
�������
 ��� �������
 ��! � ������" ���%	���	
 	 ��� ���������" ���
����" �������	���	
� �����" pV � /���� �

 ��� �����
�� ����" �������
������� ��!�� ������	�
� $���� �����	 ���� ��,��� V � ��� � �  �����
�	�� p0

dL = dA� d(pV ).

��� ��� dA = pdV � � d(pV ) = V dp+ pdV � ��

dL = �V dp.

1����	� � ��������� &'�''( dA �� dL� ����$	�

TdS = dE + d(pV ) + dL. &'�'2(

# � 	����	$����� ��������� ��� � ����
 $���
 � ���� ��������� �����
�����

dLS = �d(E + pV ).

3����	�
I = E + pV &'�'4(
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����	���� 	 ���� ��
�� ��� ��
��� ���$��	� �������" ���%��" �������



�� ����� �� ���	���
�	�

	 ���	�
 �	����
���




������	
	���� 
	��� ��� �	�	��
	 �� �
���� ���
����� � 
����	 � �����

���� �
����
��	���� ����	��	

LS = I1 � I2. ������

 ����	�! � ���
	����	���� ����	��	 �� ���	��
� ����"� � ����#� ��	�

�	
! �
�

dLT = �d(I � TS),

� ��	
	�$��	 ����	��	 ���	���� ��	%�	� ����
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Φ = I � TS, ����(�

���&��	�&� )�	���	� *������ +�	��
��! �
�! ��� � ��
��$�&	 
	����

������	���	 ��
	�����& E, F, I! )�	���� *����� ����	
�� ,�����	�
���
����� � �

�
����� -�� �
� � ���
	�	! ���
��.	� �� �	����$��� 
	�!

E =
∑
ν

Eν , F =
∑
ν

Fν , I =
∑
ν

Iν , Φ =
∑
ν

Φν . ����/�

0	��	��� 
	�	�$ � �����1! ���
� ���
�� ���
	�& ��'	
 ���	��
$��
� ������	 ������ ������	��� )�	���� ��		
 ,���� ����/�� 2	�	��%	�
)
� �����	��	 � ���	��� ���
�	��	� )�	���� E �� )�	���1 *����� Φ�
2������

n∑
i=1

µidNi = dΦ + SdT � V dp.
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�� 
	��	��
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�� �����	�&� � ����
��� ���
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��� �����	��� ����& ���1! � �����	���� ��
	����� i���
������	�
�

µi =

(
∂Φ

∂Ni

)
P,T,Nj�=i

, i = 1, . . . , n. ������

-�� ��� )�	���� *����� �

�
����! 
� dΦ =
n∑

i=1

dΦi� 3����	���� ��
	��

���� µi ��	
�
����	
 ����� �
	�$��1 )�	���1 *����� i��� �	.	�
���
4����$������	 
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������	���� ��
	������� �������	
 ���	
	�

��
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	�$��1 ����
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���
� �� �
������� �
��� ��������� �
 ��

�	������� 
���� V =
m∑
j=1

Vj �
��
����� ���������� ���
��� �
��� ���

��� � ��

� �������� � ���	 ��������� !"�"�# � ��
����� ��������
���
��	������� $���%�� !"��&#� �����

AT,V =
m∑
j=1

∆Fj =
m∑
j=1

∆Ej � T0

m∑
j=1

∆Sj. !"���#

'���� ∆Fj = Fj1 � Fj2� (���
%�)��� ��� ���*� ∆Ej � ∆Sj�
+�
�� �� 
����
� ��� 

���
�� �������� �
��
�,�� �� ����
������

�
�������� � ����
����
� � ���
����
�� ���� ��� Tj = T0, pj = p0 ���
���� ���)���� j� ���������� �
������ ���
�� ������� �����

LT,p =
m∑
j=1

∆Φj =
m∑
j=1

∆Ij � T0

m∑
j=1

∆Sj. !"��-#

+�
 
�
 ����
������)��
�� �
���.����� � ���)��� � �� �����,����
∆Fj, ∆Φj � ����� ����*��� /	�
.���� �
��
����� �
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����
)�
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�
�� ����
����� Tj = T0 � pj = p0 ���
������� �� � ��� ��)����
%
 �
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%
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���� �������� � �� � ��)���� ���%
 ��
.�����
0���� ����	 ����
������)��
��� �
���.������ � ����������� ���

����� � ��//����.�����
� /
��� �
��
��*� �������� 
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)���� ��	%��� 1�����������
� �����

dE = TdS � pdV, dI = TdS + V dp,
dΦ = V dp� SdT, dF = �(SdT + pdV ).
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%
 �� $��� �������� �	��
 �
������ ���%���
�
n∑

i=1

µidNi�

4� �������� !"��2# ����	��� )�


T =

(
∂E

∂S

)
V,N

=

(
∂I

∂S

)
p,N

, p = �
(
∂E

∂V

)
S,N

= �
(
∂F

∂V

)
T,N

,

V =

(
∂I

∂p

)
S,N

=

(
∂Φ

∂p

)
T,N

, S = �
(
∂F

∂T

)
V,N

=

(
∂Φ

∂T

)
p,N

,

µi =

(
∂E

∂Ni

)
S,V

=

(
∂I

∂Ni

)
S,p

=

(
∂F

∂Ni

)
V,T

=

(
∂Φ

∂Ni

)
p,T

.
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��� �� ��
���
 ���� ������
� !�
�"�� F (T, V,N)� #� ����
�$�
��
 %&��'( 
��
� 
���
�� S � p  �� ��	�

�� T, V, N �  ���� )��*� ��������� E = F � TS
� ��	�

������� �	�
������� +�
�������
�
 ��������
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��� �� ��������
��� ��� � ��,�
 ���
�	�
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������
  ��"�����  ���������
 � ��������
��

�� �����
�� )
��� �� �����
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�
�$������ ����  ��"���  ���
������ �,����
�� ���� ��

��
�� )
��� �� �����
� SΣ 
� ����������� ��
�����
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���� ,��� ��������
� � ����	
�� ������
�� ������ �� ����
)
��*��� ��	����$���� �  ��
�
  ��"����� ��� ��� ���  ���
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���
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�
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���� ������� ��������������� 
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����
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� ��
�� ���������

�� �����
�� ��������� �� 	���

 �	�����
� �,/�
� ������� V1, V2 � ������� N1, N2 !��������
�� �
�,
�
 )
��*��� 
��	� 
�
� 
���� �������������� ������ ����� �� ���
 ����	����  ���*���	��� -
����

�� )
��*�� �����
� E ���
� ��

�
)
��*��  �	�����
� ��� � �� )
��� ��0

E = E1 + E2; S(E) = S1(E1) + S2(E2).

1�� ��� �����
� 
���	���� � ���
������� �� �� )
��� �� 	�� ��	�

�*�
�
���
�� E 
����
���
�� ��� ��� E1 � E2 	���
� ,��� ������� ���,�
	��������� ��$�
�� ���	����� )�����
���
�� ��	���0

S(E) = S1(E1) + S2(E2) � max
/
E1 + E2 = E.

���,��	�
�
 �������
 � ��
���
���� � )��� ��	��� �������� ���"���

��
����  � E1 � E2 !�
�"�� 2�*��
��0

R = S1(E1) + S2(E2) + λ(E1 + E2 � E),

���  ����	�� � ����
����

∂S1

∂E1

=
∂S2

∂E2

.
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$���� �# ��%���"&'�(� ����������� )���������"� �����*���
� ������
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	 �
$�� �� �%
��&�� ��� � ���	 ������ ��+�	
 ��������	 �����

���������"���" �� � ����
 ����%����
� ��������  ����( �% ��������	
�� �������� �# ��+�	�� �
�� ����� ��
� � ��� �%������ ��������� ����
����( ��	� �������

,�� ����	������� #�	���� �*� ���������" �� �� ����������" � 	� �
��	�	� ��		����( �������� ��� %������	 ��		����	  ���������  ���
��*� �%  �	�������� � �����	� ������"�  ������& ��������� ����%����
�
# ��������  ����( �% ��������	 �� ����� 	���( � ��( i�*� ��'������
����  ��������� �� ����� #�	���� �# �����-����� µi�

.� �	 ����%�	� ����  ��	� �������*� ���������" ����&�����" �'�
	�#������ �� � #�	���� ��� �� ����
 �� ���� � ��	�������
� �� � ����
����" � #�	���� �� �����-���
 ��������	�

��������	 
��

/�������� �����"��" 	���� �
��  �� ����%������� ��� ��# ��� ��
#
����'���"# � ���(����# ���	�����	���� �( �����	
� 0���( �% ������(�
$�# �� �# �����	 "��"���" �������
( *�%�  ����
( �� ������������&
������� �% ����$�*� ����� �����-� ��� �%��	���(����� ���* � ���*�	
����������	� 	���� )�����
� *�%
 ���% �  ���( 	����� � ����������
��%�������	 �����"����

1���	��	 ��% �
���� ������
� ������$���"� ��"%
��&'�� ���	����
��	���� �� ����	���
� ��" ��������*� *�%��

/�������� �����"��" �	��� ���2

pV = NRT. ����3�

4���� p, V, T 5 ��������� ��+�	 � ��	�������� N 	���( *�%� ��������
�������6 R 5 ������������" *�%���" �����"���"� �����" 8, 314 × 10−7

��*7*��� 	����
8�������"" ����*�" E ��������*� *�%� %������ ���� � �� ��	�����
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� 0�� 	��"���"� �����	��� ��� ������� ��� ������ ������ ,���%�
�����& ∂Q/∂T ��%
��&� ������	 ����& *�%�� 0��� � ��� ����%�����"
%������ �� ��*��  � �	 ����%�	 �����#���� ��*��� ��� �#�������� *�%��
9��� ��+�	 *�%� V �������" �����"��
	� �� ������	 ���� ���%����&�
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�� �����# P∆V  $	��� %
� 
�� 
�� &� ∆Q ���������
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���
���� � ���%�
� � ���
������ ������� �� �
���� 	��%�� ���&�
	�
������� 
�� %
� Cp > Cv '����	
� ���( �
�( 
�
������	
�� ��� ������
���� ���� 
�	
������ 
�� ��� 
�� 
�	
������ ������

Cv =

(
∂Q

∂T

)
v

=
dE

dT
,


�� 
�	
������ &� ��������

Cp =

(
∂Q

∂T

)
p

=
dE

dT
+ p

(
∂V

∂T

)
p

.

)�� ��� 	�����
 �� ��������� 	�	
����� �� �!"� 
�� N = 1

(
∂V

∂T

)
p

=
R

p
.

*�� %
� Cp = Cv + R +��%������� %
� 
�� ������ �
��� �����	
�� ��
�	
��������� 
����# 
���������# dE/dT � 
�� ��� �
 p � V ���
������
������� �� ����	�
 

,	
������ ��������� 	�	
����� �� �!"� 
���%�� ����	���	
� ��
���

�� �
 
�����
��� ���������� ���� +�� N = 1 � �������	��� 
��-�		�

� �	����# �� �."

TdS = dE + dA = CvdT + pdV. �� �/"

+�� 
�	
������ 
�
������	
� Cv

dS = d(Cv lnT +R lnV ). �� ��"

0	�� ������
� lnT �� ��������� 	�	
����� pV = RT

lnT = ln p+ lnV � lnR

� �%�	
� 	���� ��&�� R, Cp � Cv� 
� 
���%��

dS = d(Cv ln p+ Cp lnV ). �� �1"



���� ��������	�
��� �
�
���� 
�
��� ��

�������	 
���
��� �
��� 
����	���� 
� ���	������ ��
���� � �������
������ �
�  �	!
� ��""����#�	�	� �
��!
 �	 ��!
�
�$% !
���	��$� &�'
�� � �����	 
���
��� ��� ��!
�
��� ��	��	����� �	�	����	� P0, V0

�
(
 �	��� �� !	! S0�� �
 
���
��� S 
��
)
 �
�� ���	���
)
 )	 	 $�
'
�����
���� �	������	�

S � S0 = Cv ln
(
T

T0

)
+R ln

(
V

V0

)
,

S � S0 = Cv ln
(
P

P0

)
+ Cp ln

(
V

V0

)
,

S � S0 = Cp ln
(
T

T0

)
+R ln

(
P

P0

)
.

���*+�

,	��
 ������	%� S0 �	��
� �$�% �  	�����	%� ���*+� !	!  	�����
���

���
��� S 
� ���������� �
��
���� �������� ,�
(� �
�����	�� 
�'
��
��% N �
��� )	 	�  	���	%��� 
(-�� Ṽ �
 "
��$�� ���*+�� �	�

$��
���� S �	 N � �
���	���� �����
 V 
(-�� 
��
)
 �
�� Ṽ /N � .
'
�$���

SN = N

(
Cv ln

T

T0

+R
Ṽ

NV0

)
= N

(
Cv ln

P

P0

+ Cp ln
Ṽ

NV0

)
. ���*��

.�� ���/���� ���	����� )	 
� !	���� � ��� ����� ��(� � 
(���

(-��� �	!� !	! ($��
 ��$)�� )	 
� �� �$�����$��� 0	������ pi $�
���'
��
���� $�	�����% ����1�� � !
�
�
� ��
��� ����
 �
��� Ni i')
 )	 	�
������	�$�	 T � 
(-�� V �  	���	���� �����%� 2	! ��


piV = NiRT.

0	������ pi �	 ��	%� �	�#�	����� �	������� i')
 )	 	� 3(��� �	���'
��� ����� �	��
 �$��� �	�#�	����� �	������ � 	!
� 0	���
�	�4

p =
M∑
i=1

pi =
RT

V

M∑
i=1

Ni. ���*��

.�� ���/���� ���	����� )	 
� ����
 �� �
��
����� � �� �
���/	'
���� ��!	!
� �	(
���  �	���� ������	�$�	 ����� � ��$������� 
���)��
�� � ����%���� 2	!�� 
(�	 
�� ��$������� 
���)�� ����� �	��	 �$���
��$������� 
���)�� 
�������� !
��
����4

E =
m∑
i=1

Ei.
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������	
�� �
������� ��	����� �

�� ��� �� �������� ��� ������
���
���� 	�����
	��� T � �
������ p� �
�� ��� ����	�	� ��
 �


 �
������ ����� N1 � N2 � �� ��
�� V1 � V2 ���	��	�	�����! �� �������
"#!�#$ ��	����� ���	��� �� �������� �
��


SH = N1

(
Cv1 ln

T

T0

+R ln
V1

N1V0

)
+N2

(
Cv2 ln

T

T0

+R ln
V2

N2V0

)
.

����� �������� ��	����� ���������	�� ���
%�����

SC = N1

(
Cv1 ln

T

T0

+R ln
V

N1V0

)
+N2

(
Cv2 ln

T

T0

+R ln
V

N2V0

)
,

	
� �
� �
%��� �
 �

�� 

��� ���& �� �� V = V1 + V2! '�	��� �	� ���
����
����� 	�����
	��
� � �
������� �� ��� �

�� ������(���
�&��
����� ����� N1� 	
� �	�

V1

V
=

N1

N
,

V2

V
=

N2

N
, N = N1 +N2.

)�	������ �������� �

��
*	 ����
+���� ��	����� ∆S�� = SC � SH !
,�
 �
��


∆S�� = R
(
N1 ln

N

N1

+N2 ln
N

N2

)
. "#!��$

- �
���	� �
 ���� ���& �����

˜∆S�� =
∆S��
N

= �R(x1 ln x1 + x2 ln x2).

.���& xi = Ni/N / ���&�
� ���(��	�
(��! ���(��� �������� �����
�
	��� � ��� � �����	��&�	���	 ���������� ��	�����! ,	��	��� �	� ���
����
����� �

�� ��	����� ����� �
��


SC = (N1 +N2)

(
Cv ln

T

T0

+R ln
V

V0(N1 +N2)

)
.

0�	����� ���


	&� �	� � �	�� ����
� ∆S�� = 0.
1	��� ������	& 

�������	& ����������� ��	��(�
�
 �	 	�����
�

	��� � �
������ ��� ���
�&���� �


� �����&
��� �
����	�� "#!23$ ���
��������(�
�
 ������� 4����
 ���	��� ��+��	�
5

dΦ = V dp� SdT + µdN.



���� ��������	�
��� �
�
���� 
�
��� ��

��� ��� dΦ � ��	
�� 
������
���	� �� �
���
�� ��� ������ �������
�

�� 
� ������� �� ����
�� 
������
������
���

(
∂2Φ

∂N∂p

)
T

=

(
∂2Φ

∂p ∂N

)
T

����� 

�	� (
∂µ

∂p

)
T

=
V

N
.

!� "���
�
�� ������
�� �
��	#
��� ���� V/N =
RT

p
� ��� ���

dµ = RT
dp

p
.

!
������"� $�� ����
�%�
�� ��� T = &'()*� ��	"��+

µ = µ0(T ) +RT ln p. ����, 

-�����

�� �
���������
�� µ0(T ) ���
����	��� ��.�� /�+������� ���
��
���	 ���� ��� ��+�����"�� T � 
��	�
��� ���
�+ �
�
����

0 �+��� �
��	#
�/ ����� ��1
�� ������	�23�� /���������"���� ����
���	#
�+ 
��	�
��+ pi� � "���
�
�� ����, ���+�� ���+"

µi = µ0
i +RT ln pi, i = 1, . . . , n. ����4 

��� ��� pi =
Ni

V
RT = CiRT � ��

µi(C, T ) = µ0
iC +RT lnCi, i = 1, . . . , n,

�
� µ0
iC(T ) � /�+������� ����
���	 ������� ��3������ 5�	� ��
��
����

��� ��3���� � �+��� �����	�2��� � +�	#
�/ 
�	�/� �� pi = pxi �

µi(xi, p, T ) = µ0
i +RT ln(pxi) = µ̄iC(T, p) +RT ln xi. ����6 

7"++� µ̄iC(T, p) �����/ 
�"/ �	����+�/ � ������ ����� $���� ����
����
���
� /�+������+" ����
���	" i��� ����� ������� � �����+ ��
� ��� 
���
	�
�� � ��+�����"�� �+���� -� �
�	���� �� �+���+� �
��	#
�/ �����

�"��� �+���� " ������/ /�+������� ����
���	� ��
��
�2��� ����
�
����+ ����4 � ����6 � 
�����2� �
��	#
�+� ��������+��
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 ��	�� ���� �
�����
� ���
 �����	���	� 
 ������
� ���
����
  �� ������ 
� ��������� �
�����
 �����!�� � 	������	
�����"
�����
�" ��"��
���� � �������
	������� �������


 �� #������ $��� !��
��� ������ ���������" ��	�� ��" �� ���������� %������ $��� �����
� 
���� ������ 
�������" #����
 ���  �� "
�
 ���
� �����&
�� i�� ����
������� � ��� 
���� �
� '(��)*

µΓ
i = µ0

i +RT ln pi.

+�� �
�����

 ���������� 
�������� 	�����	��
 "
�
 ���
� ���
���&
��� � ����������

 � '(��)* 	����

µ�i = µ̄i +RT ln xi.

, �����
�" 	�������
� µΓ
i = µ�i 
 ���  ��

µ0
i +RT ln pi = µ̄i +RT ln xi,

������ ����� �	��!	������
� �������

pi
xi

= -./

(
µ̄i � µ0

i

RT

)
. '(��0*

1	����  ���� ���#� ��	����
� ���
�
� �� ������
� 
 �����	���	��
2!���� 
� �� ��� Fi(p, T )
 �����
� ���� $���&
� Fi ����	����������

, ���
" �!���� ��
�" 
� '(��0* ������� 	��������

pi = Fixi. '(��3*

4��!� ����
 $���&
� Fi
 ���	��
� xi � ��
�
&�
 ���� 	������	
� ����
 ��
 ��#�� 	�����	 �	
!�
������ �  
����� i��� ����������� 1	
 ����
������
� i�#� ���������� ��� 	�����	�� ������ �	
!�
������ � 	�����
������� ������
� ��	�  
���#� �������� p̄i� 5��  �� Fi = p̄i
 
 �	�����
�
'(��3* �	
��� �
�

pi = p̄ixi. '(�67*

+�����
� ���������#� ��	� ��� 	�����	�� �	���	&
������� ������
�
���������#� ��	�  
���#� �������� 
 ���&���	�&

 	������	
�����#�
�������� � 	�����	�� 8�����9��
� '(�67* �������� ������� ������



���� ��������	�
��� �
�
���� 
�
��� ��

��������� ���	�� ��
��
����� ������� 	
���
 ��� ���������� ���
��������� ��������� ���������� ������ ���������  ���!�� ��� ���"����
!���� ��� �������#� ���������� $��������� ����� ���� ��%���� A � B�
&� ���������� ���������# ����#

µA = µ̄A +RT ln xA, µB = µ̄B +RT ln xB.

'��������  ���!�� (����� ��� ���� �����)

Φ�� = xAµA + xBµB.

'��������  ���!�� ����#� ��%����* ����#� � ��� +� �����������)

Φ̄ = xAµ̄A + xBµ̄B.

,�����  ���!�� ��� ���"���� ����#� ��%����)

A0 = Φ̄� Φ�� = �RT (xA ln xA + xB ln xB). 	
�-



$��� 
�
) .���������� ������  ���!�� ��� ���"���� �� ������������
��/����!� ����������

0�������* ��� A0 > 0� 1�� �������� ���#��/� ��������� �������
����������* ��� ��� ��� ����� ����������� ������* ������/ ��+��
��������� ��� ���������� ����!� ���� ����� �� ����#� ���������#�
������� A0(xA) �������� �� ���� 
�
* ���  ��� ������* ��� xB = 1� xA�
'�������� 2������ A0(x) �  �������� ���"���� 	
���
 �������� � ���
����"���/

∆S�� =
A0

T
. 	
�-3
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� ����� ����	 
���
� ��� 
	�
� m ��	������ 
��������� 
�
�������	
���
��	 ������ ������� ��� 
	������ ���	�� ���	�

A0 = �RT
m∑
i=1

xi ln xi. ����� 

!


	����	 
���
"# ����
 ���� 	��$ 
	�
�# 
�
�����" �� ���% ��	&
�������� A � B# ��'�� �
������$ �
 ��
 �����
# � �����	 �� ������%
���(����
(�� �
��� xA1 � xB1# 
 �� �����	 xA2 � xB2� )����
��	 ���*
������� �����
 ����� γ# �
� ��� ���� ������� �����
 �
��
 1�γ# �������
+���

 ��� �
'���� �� ��%����% ������� � �% 
�		
 �
���

Φ1 = γ(xA1µA1 + xB1µB1), Φ2 = γ(1� γ)(xA2µA2 + xB2µB2),

ΦΣ = Φ1 + Φ2.

,����� ������� ��� 
	������ ���� '� �
��� 	���	
�$��" �
���� �
���&
����� - A�� = ΦΣ � Φ��. ,�
�� ���
�
����� � ��� �
���
��� ���
'���"
��� %�	���
��% �����(�
��� 	���	
�$�
� �
���
 �
�������� ���	��
���	�

A�� = A0(xA)� [γA0(xA1) + (1� γ)A0(xA2)]. ����� 

.
�� ���
�$# ��� xA = γxA1 + (1 � γ)xA2# �� A�� ����
�
����� 
���"
�


������ 	�'�� �����" A0(xA) � �����
��" ������
# 
������*����
A0(xA1) � A0(xA2)# ��� x = xA� /
� �
� ����(�� A0(xA) ������
 ����%#
�
���
 �
�������� ������(
���$�
�

!
���
 �
�������� ������(���
�$�
 ��
�� 	���" N �
������	�" 
	�&

�� .
�� ���
�$ ��� ��
������$
��� � �
������$ ����� � ��
��� �

��
�
���
�� ��� �
���� �
�������� �
 ��������# ��������*��* 	

��
�
���	���# �� � ����% �

��% ���% �
���
�� 	� ������	 0���
��	�* 	��&
��
�$1 �
��������# 
 � ��
��% �	�
�� ��
�
 	���" 2 	������" �

%��

	�
��

��������� ���	
��� �	� �
�
��� �	��	
������

,�� �
����% �����
�����%# ���%�����% ��� ��
������	 �
������
� ��	���
���� T # �������� 	�����
� �
 �������� ��������� �����
�

���
�$��� � ��	���
���� �
������ �����
������ /
�# ��� ��
������
�$�


∆Sa =
∆H

Ta

=
6008

273, 2
= 29, 99 34'5	��$ × 6], ����7 



���� �����	
���

���
� ������� ��

� ��� ������	�� 
��
 ��� 	������	�� ��������	�� ��
��	��

∆Sb =
∆H

Tb

=
40673

373, 2
= 108, 93 �������� ×	]. 
��
��

��� ������� ���� � �������� ������������� �� �������� �! T1 ��
�������� �! T2 �� �����  ����� "���#�� ����$ 
�"������� ���������
%������� �����

∆Sν =

T2∫
T1

CdT

T
=

T2∫
T1

Cd lnT. 
��
&�

'��� ���������� �����(���� ��� �����$���� �")���* �� C = Cν(T )* �
���� ��� �����$���� ��������* �� C = Cp(T )� +���������� ������������
�� �������� �! ��$ �����,�!( ��-���� ��(��$� %����������������

.��� �� ��������* ,�� ���,�� �� /��� ��� 
��
0�1
��
&� ��������2
���� ���������!� (������� ���3������ 4�� ���������!* ��������* ��$
���,��� ��������$ %������� ��� ����!����� �����(��������� �����2
��� ��� �����������3�� �� �����!-������ ��������� 5�������� /�����2
�� �����$��$ ������! � ��� ���"��� � %��� �� ,�� �� ���������!� ���2
���� � ��� �������� �� ���������$ T0* � �������� �� �������� T1 < T0�
��$ ����,��� ��������$ %������� � ��� ����(�� �� �������� � ����2
��� ��� �������� � ��� ���������!( ������6

�� ������ �������� �� T �� T07
8� ���������!� /����!� ����(�� ��� T = T07
9� �(�������� �������� ���� �� T1�
:�� ��� %������$ ; / ��3�$ �����$��$* �� ������� %������� ���

�����������3�� �����(��������� �������� ����� � ��� �� ���������
�� ������ �������

��� �����	
���

���
� �������

�������� �	��
��� :����������,����� "�����!  ������������ ��$��
���� �������� �� ������ �� ��-����* %������ � %�������* �����!2
�� ������� �"���������$ � ��� ������* � ����� �������������� %��(
����,�� � ������� � ��������� ��������$ �( ����,������ <�� ������ ��2
��� �! " ��� � ���������* �,���$ �(��$-�� ������ �����������!��*
� �!(��$-�� ; ����3������!��� =������� ������ �� ����������!� �
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��������		
�� �
��
�� ������	�� �	������ d� � �
����� �
 ��	���
���
	��� ��
��� ��������		
� ������
 �
 �������� ����� �	
�	���	
��
������		
�� ����������� ���
��
 � 
����� ���� �	 �����
 ��� �
����
�
����
 � �	
�	���	
�� ������		
�� ������	��� ����� 
����  ����
�����!����
! �����"#�� � ��	���	��$ j % �	���� ��
���� ej, vj % �	�
�
��		�� &	����� � � '�� ��	��� ���� ���
��
�
��"#��� ��
���� � pj %
��� �����	��� hj = ej + pjvj % ���!	�� &	
��!���� hdj % ���!	�� &	
��!�
��� � ��
���� ���
���"#�� ��������		�� qj � j�� ��
�� 
����� Na %
��#	��
!� ������������ ���
�����

�������� �	
�� ��� 	�
������� ����������

����������	
�� �
�
�	� (�����
! ����	�	�� &	����� E ���
��
 �����
�����
�� ��
����� &	������ ���	������ � �	������ ����
� � ��	���
���
	
�� ��
����� ��#��
��� ����	�	��� &	����� �� ���
 ��������		���
� ��	� ��#��
���� ��
����� 
����� ������������� ��	���
��	�� � ��#�
	��
!" �����)����� �� �

$

dE

dt
=

∑
j

gjhj +
∑
j

gdjhdj +
∑
j

qj �Na.

�
����
����� �
�
�	� *���	�	�� ����� Ni ����� i��� �����	�	
�
� ���
��� ���������
�� ��
����� ��#��
��� ���
���"#��� ��	���
��	�
� ��������		�� � 
���� ���
���	��� ���������� ����+��$

dNi

dt
=

∑
j

gjxij +
∑
j

gdjxdj +
∑
ν

αiνWν .

,���! xij % ���!	�� ���� i��� �����	�	
� � j�� ��
���- αiν % �
������
�
�������� ��&���+��	
� � ��
��
� i�� �����	�	
 �����
 � ����	�	�� ν��
����+��- Wν % ������
! ν�� ����+���

����������� �
�
�	� *���	�	�� &	
����� S ���
��
 ���������

������
��� ���
��� &	
����� ����
� � ��#��
����� ���
���"#��� ��	�
���
��	� � ��������		�� ���
��� ��� �
���� 
���� .qj = TjdSj/dt� �
�
���� qj/Tj % ����	�	�� &	
����� ��� ����	��� j��� ��
��� 
���� � 
���
����
���� Tj/ � ���������
�� &	
����� σ ������
��� 	����	����	��
�
���+������ �������#�� �	�
�� ����� ���
��
$

dS

dt
=

∑
j

gjsj +
∑
j

gdjsdj +
∑
j

qj
Tj

+ σ.

0������	�� &	
����� ������
��� ��������		��� ���
��� ��#��
�� ����
	� �
����
! � � �����!����	��� ��
���� �	������ &	����� qdj = gdj hdj�



���� �����	
���

���
� ������� ��

��� ��� ���	
��� 
������ ������ φdj = hdj�Tdjsdj� �� sdj = (hdj�φdj)/Tdj�
��� sdj � ���	
��� 
������� j��� ������������� ������� hdj � ���	
���

���	
���� �	�������	
��� gdjsdj = gdj(hdj � φdj)/Tdj� ��	� �����������
����������� �����	
�� ������� �� ������ ��

gdjsdj =

(
qdj �

∑
i

gdjµdij

Tdj

)
,

��� µdij � !�"�#����$ �����%��	 i��� ��"������� � j�" �����������"
������� ����� ��������� 
������$���� ��	���� ����������� ���

dS

dt
=

∑
j

gjsj +
∑
j

qdj �
∑
i
gdjµdij

Tdj

+
∑
j

qj
Tj

+ σ.

����" ������"� ��������� �	� 
������� �� ����� � 
������� �"�&� ���

dE

dt
=

∑
j

gjhj +
∑
j

qdj +
∑
j

qj �Na, '(�)*+

dNi

dt
=

∑
j

gjxij +
∑
j

gdj +
∑
ν

αiνWν , '(�),+

dS

dt
=

∑
j

gjsj +
∑
j

qdj �
∑
i
gdjµdij

Tdj
+

∑
iν

µiνniν

Tν

+
∑
j

qj
Tj

+ σ. '(�-.+

/���
 niν = �αiνWν � ������������
 ����������� i��� �� ����� � ν�$
����%��0 Tν � ��"�������� ν�$ ����%��� ��	� ����������1! �������
���� ��

dE

dt
=

∑
j

gjhj +
∑
j

qj �Na, '(�-(+

dNi

dt
=

∑
j

gjxij +
∑
ν

αiνWν , '(�-2+

dS

dt
=

∑
j

gjsj +
∑
j

qj
Tj

+
∑
iν

µiνniν

Tν

+ σ, '(�-�+

��� � #��	� ���	��1! ������� ��	&#��1 ������ ���	�� �1��	�& ����
�	� ���	� ��"1� ��� !�"�#����! ����%��!� �����1� ������� �� ������
��� ����%�$�
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���� ����	�
�����
�
 �
���������� ����	 ��������� �����

dE/dt = dNi/dt = dS/dt = 0,


� ���������� ��������
 �� ���������������� ���������
�
 � �� 
��!��� ���
��"���
# $�� ����	�
����� �����!������ �������� %������
	���� ������
� �� ��
 ������� 	�	��
� ���	���� � � ������	 �� ����
��%�
� ��
������# &�� ��� � ��!��� � ����� ����� ���
�
��� ���
�	�
���������� 
� �%��� ��	������ '������� ����!��
�� �����
�� � '�
�����
�� ���� ����� ����# (������ � '
�	 ���!�� 
���� ����

�
 � ���
�	� �� 
�
��"����� ��
�������� ������� �� ���� ���!���
 ������	��� �
�
���
� ������ !��

� ���������#

)�
 ��	���
�� ���
�	� ���
�
��� �� ���������� ����������� ��� 
���
�	� 
��	�����	�!����� %������ �	��
 ���	�

Ė0 =
∑
i

Ėi, Ṅ0 =
∑
i

Ṅi, Ṡ0 =
∑
i

Ṡi,

��� i * ��	�� ������
�	�� � ������ 0 �
����
�
 � ���
�	� � ����	# + ����
�!������ Ėi, Ṅi � Ṡi �������
�
�
 ���
��"���
	� ,-#.�/0,-#12/#

&��	�����	�!����� %������ ��
�����
 ��
��������
� � ���
��� �� 

����� ���
������� � ���
�	�� ������
� ��	�!����� ����������� � ���
� ���������
�� '�
�����# 3�� �� ������
�
 ���
� ���������
�� '�
�� 
��� � ������������ ������������� ���
�	�� ����� ������
�	� �%	��� 
���
�
 ���� � �����	 �����
��	 � '�������#

���������	�� 
�	����� � �
���������� ������������� ���

�	
�
� + ������������� ������������ ���
�	� 	���� i � � j � ����� 
�
�	�	� ��������
 ��
��� 
����� ������������ ��
��� �����
��� ��� 

����
 ��	�!����� �������# +��"��� ��
��� �
��
�
���
 � ��	������
'�
����� ������ �� ������
�	 � �!�
�	 �� ���������
 (σj = 0) �	��

���

dS

dt
=

1

Tj

[∑
i

(
qij + qdij +

∑
k

gdijxijkµjk

)
+

∑
kν

µkνnkν

]
. ,-#1./

4���� kν * ������ �����
��� �%����������
 � ν � �������# 5�����
�
��	�����
 '�
����� � 
���� ���
�	� ��
���� � �� ������������
��# 3��
�����

σ =
∑
j

dSj

dt
. ,-#11/



���� �����	
���

���
� ������� ��

��� ����	
�����
�� 
 � ��� ������� ����� �� 
�
 
��� �	������ ������
������� ��� ��� ���
�
����
 ������� �� 
�����
���� ��	������� ����
�
���� qij(Ti, Tj, µi, µj, pi, pj), gdij(Ti, Tj, µi, µj, pi, pj), nkjν(Pj, Tj, µj) �����
�� ���
 ������� ����� ����� �� j ��	������ 
��� 
�
 ��������� �
!"#$�% ���� ����	
�����
�� �	
 ��������

 �����
��� �������#
�����
�� ��� ��� ���
�
 ��	���
���
����
� �������� �� �	�������

����
� �	�����
� �������
� ����
��� S(E, V,N)� ����� �
&
� �����
����� ���
�
����
 �� ���������# '����

Ṡ = SEĖ + SV V̇ =
m∑
i=1

SNi
Ṅi,

��� ��������� � ��	����
�� !"#$(% ��� 	���������) ����
������ ���

�����
� ���

SE =
1

T
, SV =

P

T
, SNi

= �
µi

T
, Ė = q �Na = q � PV̇ .

*������ �� �	
��	��� ��� 
� ��	���
���
����
� �������� ��������
��	����
� ��� �	�
�������� +��	��

#

����������	 ,������	
� 
���
	������� �
������ ������ �� 
� ����
	���������� ����
���� � �����	���	��
 T1 
 T2# *���� ����� �����
�
�
 ���
�
� �� T1 
 T2� ��� ���

-./0 q(T1, T2) = -./0(T1 � T2), q(T1, T2) = 0/T1 = T2. !"#$1%

2 ����������

 � !"#$3% 
����

Ṡ1 = �
q

T1

, Ṡ2 =
q

T2

,

��� ���

Ṡ = σ = q(T1, T2)
(
1

T1

�
1

T2

)
. !"#$4%

2 �
�� 	�������� !"#$4% �	�
�������� +��	��

 ����	
�����
��#

������ 
���� � ����	 5�)��� �	�
�������� +��	��

 � ���� ������

�	�������� �� �����# 6�� +���� ��	����
� !"#$4% ���
&�� ��	�� �	��
�
��� �����	���	� ���

σ = q�
(
1

T

)
= �

q�(T )

T 2
.
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����� ��������� ���	������� � 
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� �k� �


σ =
k

T 2
(�T )2.

��������	�
��� �


�������
� ��� ���� 
��
�
���� 	
��������
������� ���	������� T � ���� ��
�� 	
�������� µ1 � µ2� gk ! 	
�


k��
 ��������" #
�����
 $%"&�'

Ṡj = �
1

T

∑
k

gk(µ1, µ2)µkj, j = 1, 2.

#

�
��( �)������� �������
� ����
	��*

σ = Ṡ = Ṡ1 = Ṡ2 =
1

T

∑
j

gj(µ1, µ2)(µ2j � µ1j). $%"&+'

,�� ��
� )�

�� ����
	����
�� ��
�����
���� ���
��� ��
��������(�
�
��� σ 	�� µ1� �� ����
� µ2"

����������	�
��� �


�������
� ,���( ���	������� 	
������� ��)�
�� ��� 
�
 � �� ���� ��
�� 	
��������� � ��-�� ���� 
������������
�� ����
	����
�" #
���.���
 ����
�� �
 �
��� 
�
 ��
 /��
 ������
 �
�����
������� ��.� ��� ���� 	�
�)�
����
 ����
	�� � ������� �
-�

)�	����( � �
���

σ =
∑
k

[
gk

(
µ1k

T1

�
µ2k

T2

)
+ qk

(
1

T1

�
1

T2

)]
, $%"&0'

��� qk ! 	���

 ������� � 	
�


� ��������� gk(µ1, µ2, T1, T2)"
������
������� ��
������
����� 1����
�2�� ��� 	
��������� 2�)�

�������� 	
2.���3 p1 � p2 ! �������� � 	
���������� T ! �� ���	��
2���2�" 1�)�
��( �������� ��)����� 	�2�������� 	
2.��" 4/
)�� ��
 �2�) v �

2
��( �)������� 
/5��� 
�-�
� �) 	
�������� ���)����� �
	�2��������� 	
2.��"

,2
�)�
����
 ���2
	�� 
	2��������� 
��
.����� ���2���� ���������
������ 	2� 	�2�������� 	
2.�� q = v(p1, p2)(p1 � p2)� 
 ���	�2���2�*

σ =
v(p1, p2)

T
(p1 � p2). $%"6�'

7�� )������
��� �

2
��� 
� 	�2�	��� �������� 
	2��������� ��2�
�
��2
� �2���� 	
2.�� 
 ����
�"



���� �����	
���

���
� ������� ��

�����������	
�� �	�	
 ��� �����	
���� 
��� ����� ��	����� �������
���� �
�������� �
� 
������� ���������� �� p1 
� p2� � �����
 g ������� ��
������
� 
������� !�
�� ���
����
���� ��� ����" ����� q ��
��
����
" ������� ��"� ��� ����������� 
��� �� ����������#

σ = g(s2 � s1) +
q

T
.

$��
� ��
�� ��� � �����������"�� ���%���� ��
��
���� ����� &����

q = g(h2 � h1),

� ��"	� ����'���� ��� �������"�� �����%���' ����� ��


µi = hi � Tsi, i = 1, 2,

�������
σ = g(p1, p2)(µ1 � µ2)/T. �� (��

)�� �
�����'� 
���� *�������� ������� ����"� �� ����������'� ��*����

σ = g(p1, p2)(s1 � s2) = g(p1, p2)R ln

(
p1
p2

)
. �� (+�

������� ����������� �����	��
��
 ,��������� �����
��������"��
�������� � "������ ��� ��������'� ����������� T � 
������� p ������
��
�� �������"�� ���%��� ��
�

∑
i∈Ij1

αijBi,
k1j
⇀↽
k2j

∑
i∈Ij2

αijBi, j = 1, . . . , r. �� (-�

.
��� j / ����� ���"%��� Bi / ����������� "��������'� Ij1 � Ij2 /
���	����� ��
�"��� ����
�'� "���������� � "�����'� ���
�"��� ���
�"%��� αij / ��������������"�� "�*00�%����' ���� ����	������' 
��
���
�"��� ���"%�� � ����%������' 
�� ����
�'� "���������� k1j � k2j /
"�������' �"������� ����'� � �1����'� ���"%�� 

2��� ����� Wj �1�������� �"������ j�� ���"%��� �� ��������� �����
����� i�
� �������� � ���"%������ �13��� ����
������� "�"

dNi

dt
=

∑
j

αijWj, i = 1, . . . , n. �� (��
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�������	
��� �
������ �
��	
���� ������
���� ��������
�� �����
��	

σx = �
1

T

∑
i

µi
dNi

dt
=

1

T

∑
j

WjAj, ������

�	� Aj = �
∑
i

αijµi � ������
��� 
��	
��� j ! ����"��� # �$������! �� 

��"�� � 
�
���
�� ���
���
�� Aj = 0� %����
�� ����"�! � 
��& �����	'
����
�� �� ��
"�
���"�!( ��������)�* � 	����
���

������������	�
��� ��	
�
���*( ��
������)&��� 	�)� 
 	�)���(
���&� ���
*� ��������)�* T1 � T2 � ������* ������
��� ����
"�����
µ1 � µ2 
 
�
�����&���� µji (j = 1, 2; i = 1, . . . , n)� +�� �������� �*�* 
��&� ����� ����� q � ������
*! ����� ����
��� g = {g1, . . . , gh}( ��,	*!
�� �����*� ����
�� � �� ��������)�* Tj( � �� ������
��� ����
"�����
µj� �������	
��� �
������ �-���� .�-�)

σ = q(T1, T2, µ1, µ2)
(
1

T2

�
1

T1

)
+

∑
i

gi(T1, T2, µ1, µ2)
(
µi2

T2

�
µi1

T1

)
. ������

���
�
�� �������� /�

���-�� ��-��
����'
� 
�)��!( ���	� � 
� 

���� 
��0���&�
� ������ ��
�*� ����
��( ���&��� �	�
����)& ��� 
��-��)-) T � 1$��
���� ��-�� Nk ��
�� ����! k �� ����
���( ��
�)��& 
���� � 
�
���) � �	�
�") �-���
� ����'
*! -�
��	�� �-�"�

 
��0�
��

��$-����( �-�����	
��� �
�-���� ��,�� $*�' 
�!	�
� ��� -��
�
�'
��,	) �
�-����! �*��	
��� � ���	
*� �������� % )����� 
�����

�
��
�� �
���'��� ���)���

σ = �
1

T

∑
k

Nk(µk � µ0
k). ����2�

3�� �	���'
*� ����� � �	���'
*� -�
���-�� -��
�"� ��,	) ���� 
��
��� ����
"����� k �� ����
��� � 
��
� µk(xk) � ��� ����
"����� �
��
��� ��	� µ0

k -��
� RTxk ln xk( ��� ���

σ = �R
∑
k

Nkxk ln xk,

�	�

xk =
Nk∑
ν
Nν

.



���� �����	
���

���
� ������� ��

� ����� ����	 
���
� � 
	�
����� ��
���
�� ������ 
 	�����	� �

�
���
	� gj� �
���� �� ������� 
������� xkj 	������ ����� k��� ��	���
����
 !�	���
��� �����"�
� k��� ��	������
 � j�	 ������ �����
��	
�
� µkj #�
�
� 
	�
� �
 ������ �������$��
$ 
�����%����	

xk =

∑
j
gjxkj∑
j
gj

=
Nk∑
ν
Nν

, &' ()*


 ��������
��� +������� , 
�����%����	

σ = �
1

T


∑

k

µk(xk)
∑
j

gjxkj �
∑
k

∑
j

gjxkjµkj(xkj)


 .

-��
� µk(xk) , ��	���
��� �����"�
� k��� ����
��
 � �������	 ������ 
# �����	 &' ()*

σ = �
1

T


∑

k

Nkµk(xk)�
∑
j

gjxkjµkj(xkj)




���� �������$ � ����
����$	 ��	���
��� �����"�
����

σ = �
1

T


∑

k

Nk(µk(xk)� µ0
k)�

∑
j

gjxkj(µkj(xkj)� µ0
k)


 .

./� 
	�%���� ���� ����/����� ������� ���
������ �
�
 
 /

���
	�
g1 � g2 � ��	��/
��/
	� T1 � T2 �/������
��� +��/���� �
���

σ�� =
(
g1 ln

T��
T1

+ g2 ln
T��
T2

)
Cp,

��� ��	��/
��/
 
	�
� T�� ��/����$��
$ �� �/
�����$ ��������� �
�
�



T��(g1 + g2) = T1g1 + T2g2.

0�����	��
�� ������� Cp �/�����
�
��
$ ����
������ �
� � �� �
����
��� p 

���� ������	
 � �	�	���
�� ���
����� 1�$ �����/	���
���� /��

���/
 ��/������
���� ���
���$� � ����/�� � 	�	��� t = 0 �
�/��
��
$



�� ����� �� ���	���
�	�

	 ���	�
 �	����
���




������ �	
�	�����
 � �������� ��	���	����� ����	��� ����������	 ����
���� 	��	����� ����	��� ����	��� �
��� � ��	�	��������	��� ��	�����
τ � � ��	���
�����	
 ��	����� ����	�� ����	��� �����

∆S = S(τ)� S(0) = ∆S�� +∆Sx. ��� !"

#���	� ���$��
	� � ��	
 ��������� % ����	�� ����	��� �� ���� �
��
�����&

∆S�� = �
1

T

∑
k

Nk0(µk(xk)� µ0
k).

'���� Nk0 % ����	 
	��( k�$	 �	
�	����� � �
��� � 
	
��� t = 0� )��
�*+	$	 
	
���� t

xk(t) =
Nk(t)∑
ν
Nν(t)

,

xk0 % ��������� �	���������� k�$	 �	
�	������
#���	�� ����	��� �� ���� ��	������� ,�
�����	( ������� �	�����

�������� ����� ,�
������� �	�������� � �	���������� � 
	
��� 	�	��
����� ��	����� τ &

∆Sx = �
1

T

∑
k

(
Nkµk(xk)�Nk0µk(xk0)

)
.

-���	 
	��( � 
	
��� τ ��� k�$	 �	
�	����� ������� 	� ���,�	
�������
���, �	�..������	� � ��	�	���( ������� ���

Nk = Nk0 +

τ∫
0

∑
j

αkjWJ(x(t))dt.

/0

��0� ����	��� ����	���
 �	�0��


σ =
∆S

τ
= �

1

T

∑
k

(Nkµk(xk)�Nk0µ
0
k).

)�� �����	�� �������	$	 �
������ ���������	$	 ��(�����
 � �	�
�	��( �	��*��� ������ �	
�	����� � ���,	��
� gk0
 ��	���	����	 ���
��	��� 
	��	 ����������� ��� �0

0 ��0, �	������*1�,&

σ = σ�� + σx. ���23"



���� ����� � 	
�����
����� ���
�	�� ��

������	�
 	���� x 
����� ������������ �� 
����� �� �������� �� ���	���
� 
 ��� �������� ����	�� ��
 ���
��� ���������� 
 � !"#� ���! � !$%��

σ�� = �
1

T

∑
k

gk0(µk(xk)� µ0
k).

&����� ���������� �������	�� 
���'���( � !$"�� ��
��

σx = �
1

T

∑
k

µk(xk)
∑
j

αkjWj(x) =
1

T

∑
j

Wj(x)Aj.

& �
�( �	����) 
����� x �������
���
 �� ���
����� ��������)����
�������*

xk =

Nk +
∑
j
αkjWj(x)∑

ν
(Nν +

∑
j
ανjWj(x)

), k = 1, 2, . . .

����������� �	
�����
 & �����	����� ��������� ����������� �����+
������(,�� �����
��� �������� �������	���� �������(� ���� � �� '�
���	����� ��� 	�� ��-�
����
� ����
�
 �����	�����

E(0) = E(τ), S(0) = S(τ), Nk(0) = Nk(τ), k = 1, . . . , K.

& ���� ����
�� �����	����� ��������� �� ������ [0, τ ] �� ���
�� 	�����

 ���
����
� �����������	����� �������
 � !�.�/� !�#� ��
�� ���(! 0�+
�� ��'�� ������� �����	������ �� ���������� �����
��
 ��������� �
��
�� 	���� ���
����� �����������	����� �������
 ��
�� ���(!

��� ����� 	

��
�����
� 
��������������

��� ���
�� � ���������
��� 	�
�����

1��
����� � !�#� ���
��
�� ��	���
���� ���������) �

�) �����������
233����
����� �������� � �����
����
�� 2������� σ! 4����
����)���
���������� ������
�
5���
 �������� 
 ������� ��
�
 	���) ���
����

� !�#� ��
�� ���( �
 ��'��� ������ 
������ ��� 
 ������� �� �����!
6������� ����
���� 
�5� ���
��� ����'����)��� �	������
 �����
��+
��� ������
 
�,���
� � 2������� �������(,�� 
 �������� � ���������)+
��� 7 
����
,�� �� ���! ����������
 ��������
 
 ������� �������
��



�� ����� �� ���	���
�	�

	 ���	�
 �	����
���




�� ������	
���	
 
� � �
�� �������
� ������� ��������	�� ��
 �
��
���
������ ������	��� ��� ��� ��	���� �� �����	��
�	
�� ���� ���� !��	
σ ��
�� 
	 � ���	� "�	���

 ���� ��� ��	����� ��
 ���#
� ������
�����
�� "	�	 ���	 ����
$��	 	������	��� ��	���� �� ���� � �
�� ��

�
��
�������% 	������	��� ����
#
���	 �	�� �&
% ��	�� 	����� ' �
	��� 
 �  ��(�� ���#�� "	� ��
�� 
	 � ����
$��
) �����
#����% �����
	�� ������	������% �
�	���%� 
�
 ����	� ��� ����
�� *���(�	
#�����
"����	
����	
 	���� 
���
#����% �
�	���� �����	��
��)&���� �	���
$��
�� �������% ����	�� ������	������% � ��%� � ��	��	�� "���(

�
 ��	
(��	 ����
���� � ����	
��� ���+������ ��( � σ = 0� , 	���
+�
��-  ��� �.�����
� 	�.�� 
���
#���
� �������� 
 ��	���)&
� 
� "	
�
�.�����
% ���
�
���	
 ��/ � ������	���� "����	
����	
 �.�+���� 

���
��� �	��� "�	���

 σ  �� ����	�.�� 	�.�� 
���
#���
� �
�	���
0���/�� ����� ���	��
���	
 ����#��
� "	
� ���
�
���	�% �� �.
��.��
����.�	��� �
�	���

�������� 	�
���
 1������� ��$
�� �.���.����	 	����� ����#�����
�	 .���.���.� � 	����.�	�.�% T+ �(�.�#�(� 
�	�#�
���� � .���	�� 2��	���
�
� .���#�(� 	��� �����	�� +
��
#��� �.
 "	�� ��� �	 ��	 #��	
 "��.(


���� ���� 
�	�#�
�� � 	����.�	�.�% T−� 0�����	���� "����	
����	

��/�	 ���/
	
 �	��$��
� �.�
��� ����% .���	� � ���
#��	�� 	�����
�	��.����(� � (�.�#�(� 
�	�#�
�� �	�.�
#���
% 304 η = p/q+��

,�� � ������#��
�  �� �.� �
� 
�	���
����	�% ��	���� 	����� �	�
�
.����(� �	 (�.�#�(� (q+) 
 �	 ������(� ���� ���� (q−) 
�	�#�
���� �
	��/�  �� ��&���	
 p� ���
$�� �.�����
� �������� "��.(

 
 "�	.��


 �� .���#�(� 	���5

q+ � q− � p = 0, ���6��

q+
T+

�
q−
T−

+ σ = 0. ���67�

8��
 � �.���� #��	�� "	
� �.�����
% ���	��	�	��)	 	��� ���	�� #	�
���	���
� .���#�(� 	��� �
�� ����&� �� �����	�� �� �.����
 ���.���� 

(������ 	�.�
���� �
�� �����	�� +
��
#���
 ���.���� ��$
���� , ���
��� ��� ���#�� � ����% #��	
 �.�����
% �	��	 �.� �
� ���#��
� ���	�
��	�	��)&
� ��	���� �� +
���

'� �.�����
� ���6�� ��.��
� 	�.�
#���
% 304 ���

η =
p

q+
= 1�

q−
q+

.
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�
�
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'
�
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�
�(

�
q
+

−
q
�

−
P

=
0
,

q
+

T
+

−
q
�

T
�

+
σ
=

0
η
=

P q
+

=
1
−

T
�
/
T

+

1
+

T
�
σ
/
P

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
$�

�
�
��

��
q
+

+
q
�

−
P

=
0
,

q
+

T
+

+
q
�

T
�

+
σ
=

0
η
r
=

q
� |P
|=

1

T
+
/
T

�
−

1
−

T
+
σ

|P
|

�
�
�
�
��

�
�
�
�
!

"
�
�
�
�

'
�
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�
�(

�
η
h
p
=

q
+ |P
|=

1
+

η
r

�
�
�
�
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�
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�
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q
+

+
q
�

−
P

=
0
,

g
+

+
g
�

=
0
,

η
d
=

P g
+

=
µ
+

−
µ
�

−
T
σ

g
+

�
�
�
�
!

'
�
��

�
�(

�
q
+

+
q
�

−
µ
+
g
+

−
µ
�
g
�

T
+

σ
=

0
η
r
=

g
� P

=
1
−

T
σ
/
|P

|
µ
+
−

µ
�

�
�
�
�
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q
c
b
+

q
c
+

q
b
−

q
o
−

P
=

0
,g

c
b

c
−

g
c
=

0
,

η
=

g
c
b

|P
|=

g
c
b

|gc
|(µ

+ c
−

µ
� c
)
+

|gb
|(µ

+ b
−

µ
� b
)
+

T
σ

�
�
�
�
�
�
!

�
��


�

"

g
c
b

b
−

g
b
=

0
,

g
c
b
=

g
c
b

c
+

g
c
b

b
,

'
�
��

�
�(

$
1 T
(q

c
b
+

q
c
+

q
b
+

q
o
−

µ
� c
g
c
b

c
−

µ
� b
g
a
b

b
−

−µ
+ c
g
c
−

µ
+ b
g
b
)
+

σ
=

0

�

�

�
�
�
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�
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g
0
=

g
1
+

g
2
,

g
0
x
0
−

g
1
x
1
−

g
2
x
2
=

0
,

η
=

g
1

q
+

=
1 F
(1

−
T

�

T
+
)
−

σ
T

�

F
q
+
,

�
�
�
�
�
�
!

�
��


�

"

q
+

−
q
�

−
g
0
h
0
−

g
1
h
1
−

g
2
h
2
=

0
,

F
=

T
�
(∆

S
0
1
+

a
∆
S
0
2
)
−

∆
h
0
1
−

a
h
0
2
,

'
�
��

�
�(

�
q
+

T
+

−
q
�

T
�

+
g
0
s 0

−
g
1
s 1

−
g
2
s 2

+
σ
=

0
∆
h
0
i
=

C
p
(T

0
−

T
i
),

∆
S
0
i
=

∆
S
c
m

0
−

∆
S
c
m

i
+

C
p
ln
(
T
0

T
i
)
−

C
p
ln
(
P
0

P
i
),
i
=

1
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q
a
+

q
s
=

0
,

g
a
+

g
s
=

0
,

η
=

g
s

q
s
=

1
/
T
a
−

1
/
T
s

µ
s
/
T
s
−

µ
a
/
T
a
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�
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q
a

T
a
+

q
s
T
s
−

µ
a
g
a

T
a

−
µ
s
g
s

T
s

+
σ
=

0
−σ

1
/
g
a

µ
s
/
T
s
−

µ
a
/
T
a

�

�

�
�
�
�
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�
�
�
�
�

g
g
h
g
+

g
b
h
b
+

g
f
h
f
+

q
+
+

q
�

=
0
,

η
=

g
f

q
+

=
g
f
(1
/
T
g
−

1
/
T
b
)

∑
i=

b
,g

,f

(g
i
s i

−
g
i
h
i
/
T
g
)
+

σ

'
�
��

�
�(

)
g
g
x
g
i
+

g
b
x
b
i
+

g
f
x
f
i
=

0
,

i
=

1
,.
..
,l
,

g
g
s g

+
g
b
s b

+
g
f
s f

+
q
+
/
T
b
+

q
�
/
T
g
+

σ
=

0

�
�
�
$�

�

�

�
�
�
*
�
�

�

�
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�
g
1
h
1
+

g
2
h
2
+

q 0
−

P
=

0
,

η
=

P g
1
=

g
1
−

g
2
−

σ
T g
1
,
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�
�
�
�
�
�

'
�
��

�
�(

�
g
1
s 1

+
g
2
s 2

+
q 0 T

+
σ
=

0
g
i
=

h
i
−

T
s i
,
i
=

1
,2

g
1
+

g
2
=

0
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���� ���	 
��
��
�� ������� ��� ������ �� ����� ���

� ���� ������� �� !��"�# ����
�� ���

q−
q+

=
T−
T+

+ σ
T−
q+

.



���� ����� � 	
�����
����� ���
�	�� ��

����� �	
�����

η =

(
1�

T−
T+

)
� σ

T−
q+

=
1� T−/T+

1 + σT−/N
. 
�����

�
� ���������� ���	
�������� (σ = 0) ����������	 
�� �
��� 
��


����

η0 = 1�
T−
T+

.

���� �� ���� ����������� �
���� ������� ������������ ���������
���� �
	�� σ0 �
���� ��� ��
����� σ > σ0 > 0� ��� �����
��� σ0 � �������
 !�"#$� ����� �
	�� %���� �����& ������ ��' η� ( )�� * ���
�
��� �
�
��� �
�
���	 ��+����� p � �������� ������������
 �
�
' �����
 �����
%,�� �
	���
�

-��� !�#� ./��
 ��)
���
��� ��
����
���)� ������%���


����������	
 ���
������� -
�������� ��������
�������& ������
��  ���� !�#$� �����'+�& �� ���/ �������� �%�����
&+�/�' ���) � ���)��
������� 0���� �������
)
��� ��� ���������� �
�����' ������� ����
�� �����%����� 1%���
��� ����� gi, Ci, Ti0, Ti�, si0, si� �
�/��� ��������
������ ������
���� � �������& i�)� �����
 �
 �/��� � �,/��� ��������
�������  i = 1, 2$� Wi = Cigi 2 ���'��	 �����
���� i�)� �����
�

3�
�����' %
�
��
 ����)�� � �������� ���&� �����

W1(T10 � T1�) +W2(T20 � T2�) = 0,
g1(s10 � s1�) + g2(s20 � s2�) = σ.

 !�"*$

4���� σ 2 ������������ �������� �
 ���� ���%�
������� ��������� ����
���������
�

����� �
)����
 ������%������
 q = W1(T10 � T1�) �
�
�
� ��)�
 ��
 !�"*$ �����&� �
������


g1 =
q

C1(T10 � T1�)
, g2 = �

q

C2(T20 � T2�)
.
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����� ��	�
���
�� �
�� 
�������� 
 ���
����� ������� ��
����� ���
�����

s1� � s10
C1(T10 � T1�)

�
s2� � s20

C2(T20 � T2�)
�

σ

q
= 0.

���� ��
��� �� �
��� �
���

�� ������ � �	������� ������ 
� ��� ����
���������� 
���������� ������
� ��
����� ��
���
 ��
��

s1� � s10 = C1 ln
(
T1�

T10

)
, s2� � s20 = C2 ln

(
T2�

T20

)
.

 �� �
� ���
����� !"#$%& �����
 '����

ln(T20/T20)

T20 � T2�

�
ln(T10/T1�)

T10 � T1�

=
σ

q
. !"#$�&

(
��)���� Θi =
Ti0 � Ti�

ln(Ti0/Ti�)
����
 ���������
� 
������
���� ���

����
���� ��
���
 �
 ���	��� 
������
��� i��� ��
���� � ��� �����
������
� 
������
�� ����� ���	�� ������ � �
�� ���	��� 
������
���
(Θi � 0, 5(Ti0 + Ti�)# *�	�� ����
�
� Θi �''��
�
��� 
������
����
i��� ��
���# +� !"#$�& ���	��
� �
� � �����)����� ������
����
� ���,���
�� �''��
�
��- 
������
��� �����
������ ��
��� 
�����
��
# .���

��

������

1

Θ2

�
1

Θ1

=
σ

q
.

��� ��	����� 
����
�� �������� � 
������
��� T10 
������� Θ1 '�����
��
���# /�������,�- �����
�	�

� ��
����� σ �� ���
 
����� W1, W2

� ��������,�� 
���������� ���
��-�
 ��� '������
����� ��
������
�

������������� �
�����
� �''��
�
��0 
������
��� 

����� ��
����
� �����
� ��� ��	����� T20 ��
���
� T2�#

������� ����	
������ �
������	� ���������������� ����	� 1���
���
��� ���,��� ���	�����- ������ ���
�-2�� �� 	
�� ��������
# (���
������ ����� qi, Ti, si, pi, hi, xi, µi �����	� 
������
���� ��
����0� 	�
���
���� ���,��
��,�0 ��0��
��� ��������
� � ��� ���������� ��
��,���

 i�� ��
���# ������ ��	��� i = 0 	�- ���	��-����� ��
���� i = 1 3 	�-
��
���� �����2������ ��0��
�� 
�2��

�� !
�� �
� x1 > x0&� ��	���
i = 2 	�- ��
���� ���2������ �
 ��0��
��� 
�2��

� (x2 < x0)# 4 �����
���	�����- ��	
�	�
�- 
����
�� ��
�� q+� �
 ��
������ � 
������
����
T+ � �

�	�
�- 
���� q− ��
������ � 
������
���� T−# �����
�	�

�
��
����� ��������� ����� σ#



���� ����� � 	
�����
����� ���
�	�� ��

������	 ��
��
�����
� �
��
�
�� 	���
����
���� �
�
�����������
� �
�
����
��� ����
��� ��� ���	� 
������
�� � ����	� � ����	 
���	�� 

�	 ����
����� ����
���
�� ������ ��� 
������� ����! " ������
�	
������ 	���� 
������� ���� �� ���� �������� ������

�� � �
����������
�
�
���� �����
� ������ � 
���
���	����# ������� ����� � 	������
� 

���!

$�
	���
�	������� ����
�� ���	�%

g0 = g1 + g2, g0x0 � g1x1 � g2x2 = 0,
q+ � q− + g0h0 � g1h1 � g2h2 = 0,

q+
T+

�
q−
T−

+ g0s0 � g1s1 � g2s2 + σ = 0.
&�!'()

*�� ������
�� 
���
���� ����
� ��
������� ���� ����� � 
�� ����� 
�
�����#�
�� �
���
��� � �
�
�+�
�� �
������� � �
�
����! , �����	
&�!'()� ��
���� g0 ��
�� g1 � g2� ������	

q+ � q− + g1∆h01 + g2∆h02 = 0, &�!'')

g2∆s02 + g1∆s01 +
q+
T+

�
q−
T−

+ σ = 0. &�!'-)

����� ∆s01 = s0�s1, ∆s02 = s0�s2 . �
�
���� �
�
����/ ∆h01 = h0�h1�
∆h02 = h0 � h2 . �
�
���� �
������� �����������#+�� �������!

0�� �
������ ��
��
�
���� ��#������ ��+����� � ������� ����
�� �
� �������� ��
	�������� 01* �
������ 
������
�� 	�2�� ���� �
�
���
��
���
�� 
������� �������� ������ g1 � ������ ����� q+%

η =
g1
q+

. &�!'3)

4� �
��
�
�� 	���
����
��� ����
�� &�!'() ��
���	 g2 ��
�� g1! 5�� 
�
���	 a = (x1 � x0)/(x0 � x2). $���� 
����� ���
��� ������ g2 = ag1!
6
��
�
�� &�!'')� &�!'3) ��
�������� � 7�
	�

q+ � q− + g1(∆h01 + a∆h02) = 0, &�!-8)

q+
T+

�
q−
T−

+ g1(∆s01 + a∆s02) + σ = 0. &�!-�)

4���#��	 �� &�!-8) q−� ������	 q− = q++ g1(∆h01+ a∆h02) � ��������	
��� ��
�2�
�� � &�!-�)! 1
�����	 � 
���
����

q+

(
1

T−
�

1

T+

)
= g1

(
∆s01 + a∆s02 �

∆h01 + a∆h02

T−

)
+ σ,
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�� ������	� 
��
���� ���

η =
g1
q+

=
1

F

(
1�

T−
T+

)
� σ

T−
Fq+

. ������

�
�
� F = T � (∆s01 + a∆s02) � ∆h01 � ah02� ���������� ��������� �
��������� � �
���� � F � �!�"� ��


∆h0i = Cp(T0 � Ti), i = 1, 2,

∆s0i = Cp ln
T0

Ti

�R ln
P0

Pi

+∆s��0 �∆s��i, i = 1, 2.

#������� 
!�$���� �
��	� !��� 
!�
� i%	� ������&

∆s��i = R[(1� xi) ln(1� xi) + xi ln xi], i = 0, 2.

������ 
��	��!�� � �'��(���� ������� ��� � ����$���� T−/F � ����
��
������ �� ����!����� ���$�� �������� ) �*����!�! ���+�

� �������
%

��� �������� σ ����� ���"� � �������� ���!���
��	� ,�- 
�
��	���
!��
�!�!�� �����	� �����!� 
��	��!�!� � ������� .+���� 
���� ��! ���
��'! 
��
�*�! ���*����!�
�� ���+�

�� ���� ��/
� !���!����� ���!�(%
��" ��� 
����/ �������
�������
�� � �������� �����% � !�

�������
�
�������� σ� !�(�� �������� �*����!�" �+���� ���!���
��	� ,�- ���%
+�

� ���
�������

) ��! 
������ ��	
� ���
������ �
���
������
� �� 
��� +������+��
��*���	� ���� 
 �������
�'! ��	�������! �! ���!�
� � �����! ����%
+���� ��*
��*+�� ��� �

��*+��� � �'
������! �� �����! ����+����
�
�
��*+���� �'��(���� 
�� ���!���
��	� ,�-� *������ � ������� ��
���"��"���  �!���
��� �����+���' �������� !�(�� �������� �� ���%
!�
���!���
�� *����
�� 
�� ��*���	� �����

0�� ��� ����!���' ��*���	� ���� �����
���
�� !���"�
�� �� ��!�%
����� �	� !�

' ∆M � ���������/ ����	�� ∆E � �������� ∆S �� +���
����' ���"� 1� ��� �
����/ 
��
���� ��� ��
 �
 ����
���� ��	�������%
	� �� 
!�
� � �����! ����+����� ����� g1� 2�������� ���!�
���!���
�� 
*����
�� ���!�� 3��!�

q+ � q1 + g1∆h01 =
∆E

τ
= 0, ����4�

q+
T+

�
q−
T−

+ g1

(
µ1

T1

�
µ0

T0

)
+ σ =

∆S

τ
= 0. ����5�



���� ����� � 	
�����
����� ���
�	�� ��

������	
 �� 
����� q1 = q+ + g1∆h01 � �����	��

 � 
������ �������
����������� �� !���	 �	�����"�
 � #����

η =
g1
q+

=
1

ϕ

(
1�

T−
T+

)
� σ

T−
q+ϕ

. 
�����

$�"�!�
 ϕ �	������ �	� � F � �%�	&�"�� 
���'�� �� �	�	������ �(��"�)�
�����	 � �����	� �*�)	+�""�)� !����%� �����"�"���,

ϕ = T−
(
µ1

T1

�
µ0

T0

)
�∆h01.

- ��� �	��"�� ����	�� ��)�	 ������	���% �	����
���)� �����	 � ���.
��)� �����	 ���"	���% (T0 = T1 = T )� ����	+�"�� /"�	�0��� ∆h01 = 0
� #�"�!�
 ϕ ������ ���

ϕ =
T−
T

(µ1 � µ0).

 �
 �!�"�� �����������	 /"������ σ ���0 ���!��� ��&"� �	�*��0
"	 ��	���� 1	������� 	*���*!��""�.�����*!��""%� !��� ��&"� �����.
"� �	�*��0 "	 ��	��� �����. � �	�������"��	� 2!�"�� �"��� ������������
/"������ σ+ "	 ��	��� ������*��"	� ��)�	 )��
��� �	������ �%(��
+��
�� �����*��	� ���	�� ���� ����� �	������� ������	�+��� � �����*��� ���.
��������� /"������ σ2 "	 ��	��� 	*���*!��� σ3 "	 ��	��� "	)���	 �	����.
�	 � �����*��� �"�3"�� �����"���� � σ4 "	 ��	��� �%����"�
 �������

� �����*���� ��&"� "	��� σ =
4∑

i=1

σi� 4�	 ������"	 ����� �����	"���� �


����� ������
�� "	��� "��*�	����� ���("�� �!�"�� ��
 ����������)�
�� !���	�

������������	
����

���� � �
�	�������������� ������ 5�(	.
"�����	
 �	*��	 ��&�� *%�0 ������"	 "� ���0�� �	 ���� �����	�� ����	
�� *���� )��
��)� � *���� (����"��� �������	��� �	� /�� �����(���� �
!���� �������� �	3�"%� "� � �	 ���� �����	�� ��+����	 �� ���	 � *��0.
3�� � ���� � ��"03�� (��������� ����"!�	���� 6	�������� ��������
�����
+�� �� ���( �����"����� � ��"�� �� �����%( (��������� ����".
!�	� "�������)� ��+����	 �	��" µ+� 	 � ���)�� µ− 
��
 ��������""����
µ+ > µ−� � �	*���)� ���	� �	�	����% ������)� !��������� ����"
���
�
�	� � �	"��� �	��3�� *	�	"�% ��+����	� /"��)�� � /"������� ���
� ���
� ����"�� �	 !��� �"����""

 /"��)�
� /"�����
 � ���������� ����� N
��+����	 ��
 �	*���)� ���	 "� ����"
���
�



�� ����� �� ���	���
�	�
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���




������	

�� 
�� �������

q+ � q− � P = Ė = 0; ������

�� 
�� ��������
g+ � g− = Ṅ = 0; ������

�� 
�� ��������

1

T
(q+ � q− � µ+g+ + µ−g−) + σ = Ṡ = 0. ������

 
��! �������" ��� ��	�������# ����$�� g+ � g− �
���$��#�
% $������� $������� �&&�$�������� '�$�� 	�(�� �#�! ������� ��)

��*���� ���
��+ 	������� $ ����$� g+


η =
P

g+
.

,- ������+ ������.������" ��$�/��� g−, g+ � q−" ������	

η = µ+ � µ− � σ
T

g
=

µ+ � µ−
1 + σT/P

. ����0�

1�����	�� �'��$� ��$�-����� �&&�$�������� 
�&&�-�����)	�2���)
���$��� '�$�� ����� ��-����� 2�	����$�2 �����'����� µ+ � µ−� 3����
���
����� �(�
��! �� �	#��� 2�	����$��� �����'���� $�$ �������#
�����
��+ ������� 4�����" ���������+ $ �
��	� 	��/ ��������� ,����)

�� ��������	���! 	������������ � �'���� �������� σ" 	�(�� � �����!)
-������	 ����0� ����������� ����*��! ������	�/ �'��$� � ���-��! ��)
$�-����! �&&�$�������� � $��&&�'�����	� 	��������
��� � 
����	�
&�$����	�" ����
���/��	� ��������	���!�

5������/ ���
�������� ���
����! ���������#� �#$��
$� � ��	 ���)
���" $��
� ��	�������# ��-�������� ��-����#" � ��$�-����! �&&�$���)
����� '�$�� ����� ����*���/ 	�2������$�+ 	������� $ ��		����	�
����$� �������" �������	�+ �� �
���� �- �������$��


η =
P

g+µ+ + q+
.

% '���	 ��
� ���'����� �����2�
�� -������ �#��$������'���!����
����� � ��	��������+ T+ � '��!/ ����
��� ����$� g �� �������$� � ��-)
$�	 �����'����	 µ− $ �������$� � �#��$�	 �����'����	 µ+ 6��7� ,-



���� ����� � 	
��
�	� ������������
� ������ ��

�������	
 ��
������
��� �������� ��� �����	�	��� ������	�����	 ���
�	� ������	��� 	����� �	���� �����

η =
g

q
=

1/T− � 1/T+

µ+/T̃+ � µ−/T̃−
�

σ

q(µ+/T̃+ � µ−/T̃−)
. ��
!"�

���������	
�� 
�	�
�
�� �	�	
��� ��� ������
�� ���	���

��	���
���� �
	��
�� �	�	������� #�������	� ����	������
 $���
����� � ������� Ė = Ṅ = Ṡ = 0
 % ���� ������ 	 �������	
 ������	���
�	����	� &������� ��
'(����
�"� 	 ����������� σ � σmin ������)� �����
�	*� ������� ������ ����������*�+ ����	 �����  �����	* $���������
� ����	������� ���	�� ������	���	�����,� $�������-

∑
j

gjhj +
∑
j

qdj +
∑
j

qj �Na = 0, ��
!��

∑
j

gjxij +
∑
j

gdj +
∑
ν

αiνWν = 0, ��
!.�

∑
j

gjsj +
∑
j

qdj �
∑
i
gdjµdij

Tdj
+

∑
iν

µiνniν

Tν

+
∑
j

qj
Tj

� �σmin. ��
!��

/�	 ���� ����� �����+� ��� ���	�	�� σmin � ���) ������+  ��	�	� ��
	�����	�����	 $������� �����	�	����� �	���	�	 	 ���,	� $���������


��� ����� 	
��

�������
���� �
�
�����
��

�� � 
��
��
� ���������
���� 	�����

/�	�������� � $������0	� $���,����� ���
 ,���� �����	 ������	�
���	����	� �	���� &� 	��)��* ��  ������������*�� $��������� $� ���
 ��+����� $������	* �	���� �� �����������
 % ���	�	� �� ���,� ����	�
��	�����* �	 	�� $�����	����  ������������	 ��	���	* �	�������	��
�������*)0	� �	������  ���� 	�������� ����	��	����	� ��������	��	�	
�����&�* ���	� ����	� 	 �� &� � ���,� 	���������	* �����	�  ���������
����	 ��* ������	������ �� �������	� �����*�	*


�	��������
�� �	������	

#�������	� �� �*�����
 ,� � �������� ������,� �� �����*��* � $��

����	��+��� $���
 1&� ���	� ���� v =
√
v2x + v2y + v2z �������+ �����

���� 	 ��
��� $�������+ ���$�������	* ��������
� ���	 ���$�������	�
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������	�
��� �
� vx, vy � vz 	�����
��� � ���	������ 
�
���� � ��
��
	�������	�� � �	����� ��	�����
��� �	����� ������
���
� ��
��� ��

��
��
���
� � ��������� �� 
����
���

����	���� �
����� ��
�����
�	�� ����� g(v2)�  ������ ����� ���
�
���	���	�� ��!��� ���
"��		�� ����� �����#	�
���� $���� 
 ��%
���
��� v � v + dv, dΓ = 4πv2dv� �

���� 	��������	�� ��
�����
�	��
g(v2) ������ &����

∞∫
0

g(v2)dΓ = 4π

∞∫
0

g(v2)v2dv = N, '(�)*+

��� N , ��-�� ��

� ��
���
�
.
��	�
�� ��
�����
�	�� �����	�	��� ������� 
����
�� ���
� �
��

x, y, z/
f(v2x) = f(v2y) = f(v2z).

0 
�
� 	�����
���
�� ���# 
����
���

g(v2) = f(v2x)f(v
2
y)f(v

2
z). '(�)�+

 
���� ��

����	��� 1��
��

�� ����$�� ��
�	�" ��������	�" &�	�%
��� g �� v2x� 2� ������� ����	
��� '(�)*+ �	� ���	�

∂g

∂v2x
=

dg

dv2
, '(�)�+

��� ���
∂v2

∂v2x
= 1�

2� ������� ����	
��� '(�)�+

∂g

∂v2x
=

∂f(v2x)

∂v2x
f(v2y)f(v

2
z), '(�)3+

(
dg

dv2

)
/g(v2) =

1

f(v2x)

df(v2x)

dv2x
= �λ. '(�)4+

.�� ���� ��
���	� λ ��
���		� '	� ����
�� �� vx+� ��� ��� �	�
����	��
����	
��� ���	� 	���
��� �
� vy � vz� 5

���� '(�)4+ ������
��� f(v2x) 

���	�
��" �� �������
�	�� ��
���		��� 6�$�� ��� ��&&���	���
�	��
����	�	�� � ����	���� �������
�	�" ��
���		�" ��� eα/3� ��
����

f(v2x) = e(α/3−v2x). '(�))+



���� ����� � 	
��
�	� ������������
� ������ ��

��� ���	
�� g(v2) ��

� � �����
������ � ������

g(v2) = e(α−λv2). �������

� ��
��� ����� ��� 	������ �	������ v ������
�����
�  �
���� u� ��!��
�
�
"�� 	 �����
�
�
��# ��  �
�����$

g(u) = e(α−βu). �������

��� ����%���&���� �����
�
�
��� P (x) ��!�� ��
��� ���	
������
��%'��
�'" �������
�����" ����������
�	�"�  ������
"$

s = �
∞∫
0

P (x) lnP (x)dx. �����(�

)��� ���	
����� %��
���
�
� �
�� ��� � �����
� 	���� x * �
	��� ��
�����"�'�� �
%������'�� ���� �� ����� ��������#+��� xν � ��

P (x) = ΠνPν(xν),

�
s =

∑
ν

sν .

�
"�����
�&���

s = �
∫
...

∫
ΠνPv(xν) lnΠνPv(xν)dx1, ...dxν ... =

= �
∑
ν

∫
Pv(xν) lnPv(xν)dxν =

∑
ν

sν .

,�	�� �-��%���  ������� �����
�
�
��� P (v) ����� ����
  ������" ���.
��
�
�
��" P (vν)� /�!��
 �% �����
�
�
��" 0�	��
��� ��� 	�����
��
�
	���� �	������ �-����
� �
� ���"������ ��� ��� %������� ��
��
�
%���
��� 	��
���
�	�"  �
���� u

∞∫
0

ug(u)dΓ = U,

∞∫
0

g(u)dΓ = N, g(u) � 0 �����1�

 ������� s ��� �����
�
�
��� ������� ��	�����&��� 2��-' ��	�%��&  ���
���������� ��������
�& %����� � ��	�����
 s �� g ��� �������3 �����1��
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�������	�
 ����
 �����
��� ��������
 ���������� ������� ������
��� s ���������  ���� ��� ������������ ��������� � ������������
���	�! �������!� "#��� ��� N ��
�	#
 ��$�� ���%��� �� ���	������
���	&�� �� #���� � ����'�� N1, N2, ..., Nr, ...( ��	 ���∑

r

Nr = N,
∑
r

UrNr = U. �����)�

*%������� ����� W s̄r̄
sr ���� ������ ������������'� ����!��� ��
�	#
�

�� ���	&�� � ����	��� s �� ���	&�+ � ����	��� s̄ � �� r � r̄( � �����
W sr

s̄r̄ , ���� ������ �%�����'� ����!���� -
 ��! �������
��� ���������

W s̄r̄
sr = W sr

s̄r̄ . �������

.�
� ���� ������ ����!��� ����� ���( ��

dNr

dt
=

∑
r̄,s,s̄

W r̄s̄
rs (Nr̄Ns̄ �NrNs). �����/�

0 ����� ��� ��������� ����� ����� ���'� ��������� �%��1���� � �#
�
� ��������
���� ����'�� �� ���	&� � �� ����� ��� ( ��	 ���

Ur + Us = Ur̄ + Us̄, �����2�

Nr̄Ns̄ = NrNs. �������

3�
��� �����2�( ������� ����
����( ��
�	� ��
� 
�'����� Nr 
���
�
�� ������� �� Ur( � �
�������
��� ���
� ��
�	#
 � ����'��
 Ur �	����
���&��
��� ������� �� Ur4

Nr = e(α−βUr), �����5�

'�� α , ��	����� 	��������� 6� �������� �����5� � ������� �����( ���
�� ���7
� 	 ���	������# ���
�'# ��������
��� 8�	���

�� *������

  α � β �� #�
��� � �������( ��
#���� ��������
���� � �����������(
����� 1��� �� N,U �

������������	
 ���
���
��� ����� �� ������� � ��	������ ����
�����
����� �� ����'� � !���	�����#+� ���
�� ��	������� ��
( �����
������#+1�� ���# �
� ����# ��������
���+� "�� ���� �%1�� ���
�
��
�	#
 N ( � � 	�$�#+ ���	&�+ ������+� �� ��! N1, N2, ... 9�� ���
�

W =
N !

N1!N2!..
=

N !

ΠrNr!
�������



���� ����� � 	
��
�	� ������������
� ������ ��

������� 	� 
���
�
������ Nr(Ur)� ��	 �������� �	 Nr �		����������
����	��� ��
	���	�� 
���
�
�������

� ���	���	������ �	
���� ���
����� 
�� �	����� N � Nr

lnW = N lnN �
∑
r

Nr lnNr. � �   !

"	
	��	 �	�� ��� ��������#����� $��
	��� s 
	������� ��������� �
�
���	���� � � %&! �� 
���
�
������ '��������( lnW ���������� �
� ���	)
���� � � %�! �� 
���
�
������ � � %�!( �	�	
	� �������� 
���
�
�������
*	��+����� ,�� 
	����	#�	 �	���	�	 #���� ��������� � ����� �	 r( $��

�� ����#��� �
� �	
����	��� � � %�! � � �   ! �	���
��� (s = lnWmax)�

-���� 	�
��	�( �	
	��	 ��
�	
�����#���	. ��������#����� $��
	)
��� ��	��
	����	. ������� � 
���	����� �����������( � 
���	����	�
�	��	���� �		���������� ����	��� ��
	���	�� (W � max)�

"
� 	�/�
������ 
��� ������ � 	
�� #���	 �	��	0��� ���
	�	��	)
���. W = W1W2, ��� ��� ��0
	�� �	��	���� ��
�	. �	0�� �		����)
���	���� W2 �	��	���. ��	
	.� ��������#����� $��
	��� 	�/�
�����	.
�������

s = s1 + s2 = lnW1 + lnW2

�	
	��	 ��
�	
�����#���	. �

������( ���� ��
�� ���� ��� $�����������
��
�������� *	��+��� �	�����( #�	 ��
�	
�����#����� $��
	��� �����)
�� �	 ��������#���	. ���

S = ks = k lnW, � �  1!

�
� k = 1, 3810−16 $
�2� 3 �	��	����� *	��+����( ����
�
��4�� � 
��)
�
�
������ '���������

���������� �	
�� �
�
	����� α � β � �
����������� �
���

����
������	
�


5�	�� �����	���� ����#����. ����� ��
����
	� α � β( ��.
�� �
	)
���	
��� $��
	��� �	 $��� ��
����
�� � �
����� 
��������� � ��
�)
0������ 
�� 
����
��+���	� ��
�	
�����#���	. $��
	���� "
� $�	�
	�/�� ���� V � ��	 �����
���
� T ��
�� �
�
�	������ �	��	�������

"
	���	
���

∂s

∂β
=

1

k

(
∂S

∂β

)
= �α

(
∂N

∂β

)
+ U + β

(
∂U

∂β

)
�
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�
∞∫
0

ug(u)dΓ = �α

(
∂N

∂β

)
+ β

(
∂U

∂β

)
. �������

�	
��
��	� � ������ �������

∂s

∂α
=

1

k

(
∂S

∂α

)
= �α

(
∂N

∂α

)
+ β

(
∂U

∂α

)
. �������

�� �������� ������� ����� ��	���	�� �����
� �� ���� �
��	��� 	
 dβ� 

�����
� 	
 dα  �� �� ����! �������

dS = �αkdN + βkdU. �����"�

#  ��
�$ �����	!�  �%%���	&�
� �	������ ��� ������		�� �'(��� �
)
��	

dS = �
µ

T
dN +

1

T
dV. �������

#�
�	�	�� �����"� � ������� ��*
�!�
�� ����+ ��� � �
�
����
�� �
�)
��� ���	�� ,
*�����
)-��+&�
	
� ������
����$ � �������*�� ����	)
&�
��� µ  �� � �
�+	�
� 

�
.

α =
µ

kT
, β =

1

kT
. �����/�

0� ��
���� � ������� �!�
��	�� α � β �� �����/�� ���	� �!�
���+ �	)
�����1 S ���
� �
���� ���	�� ����� µ, k, T � #  ��
�$ �����	!� �����
�
��	���
� ����!�
12�� ����� �	
�����*�1 �	�����1 S = sk �� ���)
'� 	�$ �	��
��$ 3�''�
 Ø = µN � �	����		�$ �	��
��$ U .

U � TS = Ø� pV. �����4�

5 ��+ � ����$ � ��
��$ �
���� ����� ���'� 	
� �	��
�� 3��+�
��+&
� 

p 6  
���	�� 

�
� 0���� ��*�1��	�� �	������� �!�
��		�$ ����� �
�)
��� ���	�� ,
*�����
)-��+&�
	
 *
* %�	*&�� Ø � U � � �	������� 	
$)
 �		�$ �� �
��	���
 �����4�� ������� ��
�	�	�� ������	�� � �
�+	�
�


�
.

pV

T
= RN, �����7�
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� �����'
� �� ��
��� �$�����  ��
 �  ��
���  ��� �'(��
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�
	��
1�� � �����
� ��
�� '!�+ ������	! ����	���� �
���� ���	��� ��)
���
12���� �� �
���� ���	�� ,
*�����
� 
 �� 	�� 6  ��
�� ��
�	�	��
������	���
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�
�� ���������	� ����
���	� ��� i�� �����
	 ����� ui%

 ����������	� ����� xi� � ��,�
 ��!�
� ��� ����
���	� �������	��
"���
 ��� ��������
	 ����
����!'� ��!� � ��!��
% �
������ 
�$�! u1

� u2 �������� � ������������' �����
 J(u1, u2)� 0!��
 ����
�� �����
����$������	
% ���� �� �
��
���� �� ������ ��������
	 �� �������
1!����� J ��� ��
����	� u1 � u2 ������	��
% ��**�������!�

 ��
�����!������ 
��!
����� � ���
�
�� ����!',�
� �������

�2

∂J

∂u1

> 0,
∂J

∂u2

< 0,

J(u1, u2) = 0, u2 = u1.
(3�4)
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J(u1(l), u2(l)) = a(l)J̃(u1(l), u2(l)), �����


�� a(l) > 0 � ��
��	�	���� ��������	��� 	! ��������"��	� ��������#
��	 �������� �� l� $�
�� �% 	! ��
��	�	��� �������� A ������ ��

L∫
0

a(l)dl = A. ���&�

'�"	 a �����(���� �� a(l) = A/L� )�
����� l ��*�� 	���+ ����" ������	
	"	 ����������	 �������	�����	(�
, %�"�� �% �� �"�-�� J = (J1, . . . , Jj, . . . , Jm) � ������ �������� uν =

= (uν1, . . . , uνj, . . . , uνm) � ������ 	�����	���� ���������� ν#! ����	#
����� �ν = 1, 2�� ������ 	� ��"��	! ���.� ��	��� �	�

∂Jj
∂u1k

> 0,
∂Jj
∂u2k

< 0, k = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,m. ���/�

,����� ��"��	� �� 	����	��(�
0��"	-	� ��*�� ��������	 u1 	 u2 ��	���	� � ��(�"��	� ��	*� 	�

�	" Xj� ��*��( 	� ������� ������"(���( ��"+�� u1j 	 u2j� ����"����#
�(�� ��"��	(�� ���"�
	-��� ���.�� 	 	���� ��� *� ����� -�� 	 �����
Jj� ���	�������� 
�����		� ��������	��� �� ���%���	����+ ���������
����� �������� ���-��	� ���"(���
� ���	������	( ������� ������� ��
������ ��	*� 	� �	"1

σ =
1

L

L∫
0

m∑
j=1

Jj(u1, u2)Xj(u1j, u2j)dl. �����

2� ��	�������� ��3� ��"��	!� ����4�� ����"����4(�� �����		 Jj
	 Xj� �"������ -�� ������ ���( �( ��� ������ 	���
4�"�� ��"�*	��"+��
��4���"����(�
5���� ������"�
��+� -�� � ��3�� ������(*��		 �����	��( ���� 	�

	�����	���� ���������� ��"( ������"������	 u2(l)�� ������( ��*�� ��	#
�	���+ ���-��	( 	� ��������
� ���*����� V � ,����( *� ��4������( �
�	"� 	������	( X1 	����(���( ���� -��

du1j

dl
= ϕj(u1, u2), u1(0) = u10, j = 1, . . . ,m. �����



�� ����� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

����� ����	 
����
� ������
� �
�� 
�
 ��
�
 ������� �������

1

L

L∫
0

Jj(u1, u2)dl = Jj, j = 1, . . . , k1, k1 � m. �����

� ��
�  
���
�� ���! ��
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 �
�
���#��� �$�
����
��� ���$��

 σ�
��������	 
����	
 %�� �
�  
���
� ���
���#��
�
 �����
 ���&�'

����� ����������#�� ��� 
��������� 
� ��� �m = 1�	 � ����� ��� ������(
����� � 
�������� 
� ��� ������ ���
)��
� � *����

σ =
1

L

L∫
0

J(u1, u2)X(u1, u2)dl � min
u2∈V

���+�

��
  
���
��
du1

dl
= ϕ(u1, u2), u1(0) = u10, ���,�

1

L

L∫
0

J(u1, u2)dl = J. ���-.�

���
�
�� L ��/�� !��# ��� *
�

�������"	 ��� 
 �����/��# ���
���#(
��� ��!�� �

0������ ��� 1��
�	 ��� � ���
���#��� ���2�

� ϕ(u1, u2) �= 03 ���
��������� �����
�
 ����� ���������"�

dl =
du1

ϕ(u1, u2)
. ���--�

%�
�� ���" ������ ������ ���+�'���-.� ��
��� �
� �
�
���� ����������#(
�� ������
� L ���������

σ =
1

L

u1(L)∫
u10

J(u1, u2)X(u1, u2)

ϕ(u1, u2)
du1 � min

u2∈V
���-��

��
  
���
��

1

L

u1(L)∫
u10

J(u1, u2)

ϕ(u1, u2)
du1 = J, ���-4�

1

L

u1L∫
u10

du1

ϕ(u1, u2)
= 1, ���-5�
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#$��� �	%
� ���&�� '� ��(���� u∗
2 ��#��
���%

�� �
� ����"�% l 
 �
� ����"�% u1 ��� 	� ���)�� �#��
%� )��

��
��#�
���� *���"�% +
)�
�!
 �#% 

�
�� �����������,� 	 ������#�!����
��	-��!�������� ��(���% ���� ���#�!����� 
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R =
1

ϕ(u1, u2)
[J(u1, u2)(X(u1, u2) + λ1) + λ2]. ����.�

/�#�	�% �����
#$����� 	 ����� ����"��
 �
������
 0.,1 ���2� 	��

u∗
2(u1, λ) = argmax

u2∈V
R(u1, u2, λ). ������

3�� �������	�� �)�
������� �#� 	���4� ���������� �5#
��� V ��#�	��
��
"���
������ R �� u2 ������ �����

(X + λ1)(ϕJ
′
u2

� ϕ′
u2
J) + ϕJX ′

u2
� λ2ϕ

′
u2

= 0. ������

/�#�	�� ������ ��	������ � �
	����	
�� ����6� ����,� 
 �
�!� � ���5�	
7
����

R(u1L, u2(u1L), λ) = 0 ������

��
	�#%�� �
��� u∗
2(u1), u1L, λ1, λ2.

8
�
�
 ��#$�� �����
���% 	 ����� �
�������
������ �#��
� ��)�

�������$ �
������% ���������� u1 ������"���
#$�
 ������9

ϕ(u1, u2) = c(u1)J(u1, u2). ����&�

: ;��� �#��
� ���	�� �#
)
���� 	 ��#�	�� ������ �5�
�
���% 	 ��#$ �
��� ������ �����

J2(u1, u2) = λ2

(
∂J(u1, u2)

∂u2

:
∂X(u1, u2)

∂u2

)
. ������

/�#�	�� ����6� 	 ;��� �#��
� ��4���(���% �
�

u1L∫
u10

du1

c(u1)
= J • L, ������

��� ������#%�� u1L ��

	����� �� �����
#$��)� ��(���% u∗
2(u1)�
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������ a �� ���������
 ����� ����� � ����� ����� � 	������������ �����
��
��� ���!�
 �	����� a(l) �����"�� �������#���	 �$%��	� &������
�������������� �� a(u1) �	����� '�����"�(

R1 = R(u1, u2, λ)� λ3
a(u1)

ϕ(u1, u2)
,

��� R ������������ �$��"����� ���)*�
 �������� � ��������	

J̃(u1, u2)(X(u1, u2) + λ1) = λ3, ������

������� �	"�� ��%����# � 	������� ���)+�
 ���)�� ������ � ������
�����
���!� � 	������� �����������#����� a(u1) � 0�

��������	 
��
�	� ������� ��	�
���
��	� ��� ������ �����������
�
��	 ���
� ���
���� 
����
�
� ��
	�� �
� ��
� !�"#�� $�
���� %�&

���	�
� �
��	 ���

H =
k∑

j=1

[ψ0Jj(u1, u2)Xj(u1j, u2j) + ψjϕj(u1, u2) + λjJj(u1, u2)].

'����(�

)� ����
�

)� ψj ������	�����	 ����
�
��


dψj

dl
= �

∂H

∂u1j

, j = 1, . . . , k, ψj(L) = 0, ����*�

� ����
�

)� u∗
2 ���������	�� �� ������� 
����
�
� H+

u∗
2j(l) = ,-./,0

u2j∈V
H(u∗

1(l), ψ(l), λ), j = 1, . . . , k, λj = 0 �1� j > k1.

����"�
2 
��)��(��

�
 ������ ψ0 = �1.
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)
���	
�4�
��
� 9
:� ���

J = AXT , ������

� ��	��)8 
�	���� ��
�
�
��� ������8 ��;������
	�� A ����(�	���&

� ��������

��6 �)��(�
��6 �	��<�� ��� �
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 �
	� ���� � �����6 ����&
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σ = (XAXT ) � min � � �!

��	 �
���	��

k∑
ν=1

aνjXν = Jj, j = 1, . . . , k1, (k1 � k). � � '!

(�����

&�	 � ���# �
���
�

�# ������ ������
� ������ ��	���	� 
	�
X� )�� ��� ������ � � �!* � � '! �&������* �� �� ����
	� 
������
�����
��
���

��� 	
���&� ������

&�* � �
��	�* ��������
	� X∗

ν 
���	�
� �
����
	+ ���
��# �����	 �������	�
�$� ���$����	����
	��

�� ������ ����� 
������ �
���
	� ������� u2 	 V * �����������+�	�
�
���	��

Xj(u1j, u2j) = X∗
j , j = 1, . . . , k � � ,!

	 ����
�
	�� � ��!� -�� ���$� ���
� ��

����	���� �
���	� � � ,! ���
����
�
	�* ��������+�	� ���	
	��
�� u2(u1)� (�
�� ���
��
���	 ���#
���	
	��
�	 � � ��! 	 ����
	� ��	� ����
�
	# �����	� u∗

1(l)* � �
��	�* 	
u∗
2(u

∗
1(l)) = u∗

2(l)� .
�	 
�#��

�� ����
	� ������������� �$��
	��
	��*
�� ������ � � �!* � � '! ���	����
�
� 	
���
�#* 	 �& 
���	 ���/�

 �	"

	����
�# �	

	��/		� .
�	 u∗

2(l) /	 V * �� ����
	� �����	 � � �!* � � '!
���� �/�
�� 

	�� ��� �	
	����
�$� �0�	����
��� �
�0��		�

������ �� �	
���
 ���� � ������� ���0�# 
����#* ��$�� 0���
	�
�
�$���0
�# �����	 ��0�	
���
� ��0�����
�* ��� 
����# 
����	
	��"

�	 ���	����#
��	#* ��$�� ����&# 	� ������� ���	
	� ������ �� 
��	�
��0���

&�1

Jj = Jj(u1j, u2j), j = 1, . . . , k,

�� �� ��
�
	�
� 	 � 
	��� Xj* �0	���

du1j

dl
= ϕj(u1j, u2j), u1(0) = u10, u1(L) = u1, j = 1, . . . , k. � � �!

� ���� 
����� ������ � �	
	���� �	

	��/		 0�
������
� 
� k ��"

���0
&� ����� �	��

σj =
1

L

L∫
0

Jj(u1j, u2j)Xj(u1j, u2j)dl � min � �23!



�� ����� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

��� ���	
�� ��
��� �

1

L

L∫
0

ϕj(u1j, u2j)dl =
u1(L)� u1(0)

L
. ��
���

����	����	 	��	����	�� ������ ��� 
��	�� ����	 �! ���������"
u2j �	��	 !�����#$ #%��	
����

u∗
2j = arg max

u2j∈Vj

[
1

ϕj

(JjXj + λj)

]
��
���

���& 
 �	��� ����	 '	���&

Jj(u1j, u2j)

dJj/∂u2j

d

du2j

(JjXj)� JjXj = ()*+, = λj. ��
���

-������� λj 	��������# �! ���	
� 

u1j∫
u1j(0)

du1j

ϕj(u1j, u∗
2j(λj, u1j))

= L, j = 1, . . . , k. ��
�.�

/	��# 	��!�#$��& �#	 !������� u1j !����� �� ��� 
��" j& � #	�$�	
��� j = 1, . . . , k1, k1 < k
 0	��� ��� 	���������� λj �	
���#�	 � u1j ���
j = k1 + 1, k ����� �	�	���#��$�	 ���	
�� ��
���#
� ���� 
��������&
�#	�1��	 �	� !���	� argmax 
 ��
���& ������ 
 '���2��" ϕj, gj, fj 
���#	
u1j �#	�# ���	�	� u1j& � 
���#	 u2j �#	�# u∗

2j(λj, u1j)
 3#� #���	
����
������# �! ����2��� ��������� 4	#������ ���
 �%��	������


����� ���	
��� L
 -
������ ��	��#��� 1/L 
 �%�#�%� ��
5� � ���	6

�� ��
�� �%� '����%	
���	� !������� L ����� �� 
����# �� 	�#����$6
�	� %�7����& 	����	 	�	 �����# !����� 	��������	 � �%� �#%�������
L � ����	����	�#�
 8%	�� #	�	& ���	 !������� L �	��# �	�����#$ 	�6
#����$�	�� 
��	%�
 4%� #��	� 
��	%� '���2�	��� 9��%���� ��� �	6
	#
�#�#
��1� :��#%����$�	 !����� �	���� ��#$ �#�2�	��%�� �	 L


;��%���%& 
 !����� ��
���<��
�.� '���2�	��� 9��%����

R =
1

L

u1L∫
u10

R(u1, u2, λ)du1,



���� ��������	� 
������	 ��

��� ���	
�� R 
����������� ��������
� ������� ���
��� ���
�
����
���
R �
 L ����
��� 	 ���������

R(u1(L), u2(L), λ) =
1

L

u1(L)∫
u10

R(u1, u2, λ)du1.

� 
��� !���"� �����#����� ��� �$�
�� L 	 ���
���� ����%�& ����'�
�
������� ���
���

k∑
j=1

Jj(u1(L), u2(L))[Xj(u1(L), u2(L)) + λj] =

=
1

L

4∫
0

k∑
j=1

Jj(u1, u2)(Xj(u1, u2) + λj) dl, ���%��

�$��	����� �! ����
����� ���
�
����
��� �
 L ��������� 
� ���	
��
H& � 	
�
��� �
������$ ��
(����� 1/L ����� ����$� � ����)�� �����*
��$�� �
� !��	
� ����$�

��� ������	 
���
��
��� ����������

��	 ���������� ���������

+���,�� ���
��� �������)�
 �������
�� ��� ��	
�
�$- �.

���
��
������������	 /�.�
������"��	�� ���� X � !���"� 
 �������)�
 

�������
�� ��

���� ����
�����
�� �����

X(T1, T2) =
(
1

T2

�
1

T1

)
, ���%0�

� �
�
	 J ����� q(T1, T2)� 1��	
�� ϕ � ���
���- ���2� 
��������� �	
*
�
��) �!������� ����������$ T1 ��� ������"� ����
�$ 
� ����
�
 ����
��
��"��
 ���
"��	�� 	
 ��
�
��� � �
�),������ ���"��� �
(�
 �"����)&
"�


dT1

dl
= �

1

c1(T1)
q(T1, T2), T1(0) = T10, ���%��

��� c1(T1) 3 ����
��	
��) �
��"��
 ���
"��	�� 4�� ��

����& ��
��	�*
����
 �
 �������& � �
����
�
"���$�� ����������� �
��"��
 ���
"��*
	� �������� l ����� ��$�� �������& � L 3 ��
�
�(����)�
��� ��

��*
��� 4�� ������$��
�
 ����

������	�& � 	
�
�
� ����������� �
��"��




�� ����� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

������ �	
�	��� �� �	
	
�� � �	
	
��� �	��
�
� c ��	�������	� �����
����
�� �������	
� ������ �������	�	
�	 	�� ������� 
� ��	��
�� �	��
��	�������� � L  ���
� �	������	

���!
" �����	������ � ��������� ��!�#�� ��!�$�� ��!��� ��
�����
�� ����

����%�� ��� ����

�� ��	�
	� �
�	
���
���� �	������� ������ q̄ ���
���%	��� �	������	
� ����
��

q2(T1, T2) = �λ2
∂q

∂T2

• T 2
2 , ��!&'�

T10∫
T1L

c1(T1)dT1 = q̄ • L, ��!&(�

T10∫
T1L

c1(T1)dT1

q(T1, T2)
= L. ��!)#�

*	���	 �� ���� ������� ���	�	��	� T ∗
2 (T1, λ2)� �����	  T1L� � ��	��	  

��
���
�� λ2!
+�� ��
	�
��� ����
� �	����	�	
���

q = α(T1 � T2) ��!)$�

� ������

�� �	���	������� c �� ������� ��!&��,��!&(� ����
��

α2(T1 � T2)
2 = �λ2(�α)T 2

2 
 α
(
T1

T2

� 1
)2

= λ2. ��!)��

-���� �������� ��� ������ l ��	�
�	��
T1

T2


�����		� � ���	�

T1

T2

= 1 +

√
λ2

α
. ��!)&�

.� ��!)#� ��	��	�� 
�� T1L = T10 � q̄L/c/ 
���
	%� �� ������� ��!&(� �0�	�
��	�� 
�� √

λ2

α
= �

c

αL
ln

(
1�

q̄L

cT10

)
. ��!))�

1�
�����
�	 �2���������� �
�2����� ����
�	��	 ����	 ������
����
��!)&� � �0��3	
�	



���� ��������	� 
������	 ��

σ =
c

L

T10∫
T1L

(
1

T2(T1)
�

1

T1

)
dT1,

�����

σ∗ =
c2 ln2

(
1�

q̄L

cT10

)

αL� c ln
(
1�

q̄L

cT10

) .

�	
�	�

 �	� ���������	�� ��	����� � �����
 ������� 	������
������
��� � ������ 
�
��	 ���
��� ��� �������� 
���
������ ����������
���������
 	�� �	� ��	����� ���	�
� ���	�	 ��������

��� ������ 	������������ ����

q(T1, T2) = α(T n
1 � T n

2 ) � �!"#

$������ � ��%# ���
$	 &��
$

α(T n
1 � T n

2 )
2 = λ2nT

n+1
2

���
q(T1, T2)

αT
(n+1)/2
2

=

(
T n
1

T
(n+1)/2
2

� T
(n−1)/2
2

)
=

√
λ2n

α
= '()*+. � �!,#

-�� n > �1 ������ .$���# 	������� ��	�� � ���	�
 	�
����	$�� T2

���	�	
 � ��� n < �1 �����	� -�� n = �1 	������� ��	��
 ���	��	�	�$/0
1�� 
���
������ ����������
 ���	����� � ����� q̄
 � ��
� 
���
������
�2�������	�� ��	2���� � ���	��	�	��� � � �%# �����

σ∗ =
q̄2

α
. � �!�#

-�� �	�
 ��� � ��� ��/	�������3� ������ 
���
$
$ ���������� ��0
�	��	�	�$�	 ���	����	�� ���������	�� ��	����� ��� �����3� �������
	������
������ ��� ��� �����3� 
�
��	� ���
����

��� �$���	�3� 	������
��� n = 4
 � �� � �!,# ���$��
 $������

T 4
1 � T 4

2√
T 5
2

= '()*+. � �!%#
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��������� � 
�������� �	����� ���� ��	�� ������� ��	�� �������
������ �	�������������� ��� ������� ��� �������� �
�	��������

��������	�
��� �


�������
�  ����������� 
���������� 
���
������ � ���� ��!�	� ����"��� ������� ���
����	
�� Ci (i = 1, 2) �
����	���"#��� Cik� �	�	������!"#��� ����	� 
��������� $	� 
�����
��#����� �	� � ���������� 
����
�	�� �	����� �� ���
����	
��� � ���
�	%���� &'�() 
����� � ���%!#�� ���� ���"� ���

Jj(u1, u2) = Jj(C1, C2),

Xj(u1j, u2j) =
1

T (C1, C2)

(
µ1j(C2j, T )� µ2j(C1j, T )

)
.

&'��*)

+��	������� �	 ��!�	�� ����	 �� ����� 
��������� � ��!�!" 
������
��� ������ ���� ��"����� ���
������ ,�� ���� �	������ � 
���������
���������� ��--!��� �� ��������� $��
����	
�" ��"������ ���
�����
�	 � 
����� 
��������� �.���	��� ����� C1� 	 �� ������ / ����� C2�
�	�	����� ����	� �	%��� 
��������� �	�	�� 	 �	� �	� �	�	�	 �������
������������� �	���
������	

L∫
0

g(C1, C2)dl = ḡL, &'�(0)

�� � �������� ����	� -�������	�� 1������	
�� �����
	
�� �������� �
�������	
�� 
����������	 �����
��� ������	"#��� ���������� ��--!�
���

σ̄g =
1

L

L∫
0

g(C1, C2)

T (C1, C2)

(
µ1(C1, T )� µ2(C2, T )

)
dl � min . &'�(2)

3��.� 
��!���� �	��������� �� C1 � C2 �������� ��������� ����

����	
�� C1� ���.������ !������ ��� 
���� g ������ �	� ����	� 
�����

���������� �	� � �.#�� ���������� ��#����	 G1 � ���� �	� �	� ��� 
����
��4� ��"������ ���
�����	5

d(G1C1)

dl
=

dG1

dl
= �g(C1, C2). &'�(')

 � !������ &'�(2) ����!��� ���

dC1

dl
= �

1� C1

G1

g(C1, C2), C1(0) = C10, &'�(6)



���� ��������	� 
������	 ��

�
dG1

dC1

=
G1

1� C1

,

������

G1(C1) =
G1(0)(1� C10)

1� C1

=
G̃

1� C1

,

	�
 G̃ � ���
�
���� 
�
����	� ������
��� � �
���� ����
��
�
� ����

����������
 G1(C1) � ������ �����
�

dC1

dl
= �

1

G̃
(1� C1)

2g(C1, C2), C1(0) = C10. ������

�
� ������ ����
 ���	� �����
�
� �������
� 
���� ����� �����
�
���
��� ����
 ����!�" ����#�" �����$
 ��
��� %����

∂T

∂C2

(
∂µ1

∂T
�

∂µ2

∂T
�

µ1 � µ2

T

)
�

∂µ2

∂C2

= λ2

(
∂g

∂C2

)
T

g2(C1, C2)
, ������

C1L =
C10G10 � ḡL

G10 � ḡL
. ����&�

'�� (
�
�
��
( ���
�)
���� � %���


µi = µ0(P, T ) +RT lnCi, i = 1, 2, ������

���
�������
∂µ2

∂C2

=
RT

C2

" ��� ��� �����

 ������ ��
�
� �
�

�
R

C2

= λ2(
∂g

∂C2

)
1

g2
. ����*�

+�������� λ2 ��(���� 
� �����
�

C10∫
C1L

G̃

T (C1, C2)(1� C1)2
dC1 = L ����,�

����
 ����������
 � �
	� C∗
2(C1, λ2)�

-��.
��� ������
 �
/
�

 �����
�����
� �����0" ��	�� ����� �
%1
%��

 ������)
����
� �������
 (
�
�
��
( ���
�)
���� 
 �
��
������
T ���������2

g = α
(
µ1(C1)� µ2(C2)

)
.



�� ����� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

� ���� �	
��
 �� ������ �	
�

�� ���

g∗ = ����� = ḡ,

dC1

dl
=

ḡ(1� C1)

G10 � ḡl

 C1(l) = 1� (1� C10)

G10

G10 � ḡl
. ������

�	� �����
� �� !��
"#��	�$ $ %�&�
 ������ !�����"��$
 !��� � ����'
$
���$

� !�����"��$� ��"�(
"��

C1

C2

= exp
(

ḡ

2T

)
. ����)�

*�"���	+"�
 !���$����$� �"�&�!�� !&� ����

σ∗ =
g2

αT
. ������

�&
,�
 �� �"- �����!
&
"��� &������&
"- $ ./�0�
��������	�

�� ���	��
�����	�� � ��""�� �	
��
 %
" #��

g(u1, u2) ����$
���$

� ��$�������� � �&���� !
&
�
1
"�� !�&("� υ ��
��$	
"�2 P1 � P2� � 3�	+(�"��$
 �	
��
$ � �&���+ ��$���� ��	+ � ��
&��"���� P1 � P2� �� ��� !&���$����$� �"�&�!�� ��4"� ��!����+  � 

σ(P1 � P2) =
υ(P1 � P2)

T
(P1 � P2) � min; ����5�

�&
�"

 �"��
"�
 ���2 $
	���"- ��"�����&
6� !&� ����""�� �&
�"
�
�"��
"�� � �&���� υ7

1

L

L∫
0

υ(P1(l)� P2(l))dl = υ. ����/�

�-&�4�� ∆P = P1 � P2 �
&
� υ  � ∆P (υ)� ��4"� ��!����+ 
�&
�'
"
""
6 �����
 � ��"��
�
 �����!�#��  � 

σ(υ) =
1

T
υ∆P (υ) � min /υ = υ0 . ������

8�	� σ(υ) $-!
 	� $"��� �� �!����	+"�� � �&���+ ��	4"� 3-�+ !�����"'
"� � &�$"� υ� � !&���$"�� �	
��
 &
(
"�6 
�&
�"
""�2 ������ "
	�"
2'
"�,� !&�,&����&�$�"�� ������ ���� !&�	�4
"�
� ����$
���$

� �&��"���



���� ��������	� 
������	 ��

�������	 �
������ 
������ σ(υ) ��� υ = υ� �������� ��������� ��

���� ���� �������	 υ1 � υ2� �������������� ���������

L(λ∗, υi) = max
λ

min
υ

[σ(υ) + λ(υ � υ)].  !�""#

$������� 
������ L � ������ υi (i = 1, 2) ���������� %��� γ �����&
�� L� � ������� ������	 υ∗(l) = υ1� ��������� �� �������

γυ1 + υ2(1� γ) = υ, γ � 0.

�����������	
��� '
������� ����� P1 � P2 �������� �� � ��&
��� ��(����)� �����	����� � ����� g(P1, P2) * ������ ����� ��)�� +����
��������)���� ��� ������� ���������� �������������� ���� �����������
�� ����������� ,����������� -�������.

σ = g(P1, P2)
µ1(P1, T )� µ2(P2, T )

T
.  !�"�#

%�� ��������)� )��� ����(����  !�"�# ������ 
����

σ = g(P1, P2) ln
P1

P2

.  !�"/#

,���� P1 * �������� � ��������	 ������� �
0��� V � ��� ���(�����
��� ��������� )��� ����� ��(����� �����	����� $����� ������(�����&
����� �������� τ � ������� ������������� ������ g� 1��
����� ������&
�������� ����������.

σ =
1

τ

τ∫
0

g(P1, P2)
µ1(P1, T )� µ2(P2, T )

T
dt � min  !�"2#

��� ��������

1

τ

τ∫
0

g(P1, P2)dt = ḡ,  !��3#

dP1

dt
= �

RTg(P1, P2)

V
, P1(0) = P10.  !��4#

5������ ������������� -��	 ������ � ������������ � �����������
 !�!3#�  !�!4# ����� 
����

Tg2(P1, P2) = �λ2

(
∂g

∂P2

:
∂µ2

∂P2

)
,  !��!#



�� ����� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

P1(τ) = P10 �
RT

V
ḡτ. ������

�	
 ��
�	����� ���� � �����������

g(P1, P2) = α(P1 � P2)
1/2

��	���
 ������ �������� � �������
���

(P1 � P2)
3

P 2
2

= �� !" = η. ����#�

$���������� ��	���
 ����#� � �����
��
 ���%&� � ����'� �����	

� ��()
�� ������	��*( ����� ���
�
��
 P ∗

2 (t) � ������	���
 �+���������� ,�)
�+���� σ̄∗� -�����	��*( ����� ���
�
��
 ���	
��
 ���
�
	

��
 ���	

�
�
��
 �����
��( ����'�. ����#� � ��/������ �� ��������* η0

P ∗
2 (t, η) =



√
4

3
η2/3 �

2

3
η1/6

[
γRT

V
t� f(P20, η)

]
�

2

3
η1/3




3

, ����1�

��


f(P20, η) =
3

2
η−1/6P

2/3
20 + 2η1/6P

1/3
20 . ����%�

2
	�/��� P20 ��3�����
 �� ����#� ��� �
�
��
 �����
��


P20 + η1/3P
2/3
20 = P10. ������

4�����	���
 ������������ ,�������0

σ̄∗ =
V

RTτ

[
P10(lnP10� 1)�P1(τ)(lnP1(τ)� 1)� r(P20)� r(P2(τ))

]
. ������

5�
��

r(P2) = P2(lnP2 � 1) + η1/3P
2/3
2

(
lnP2 �

3

2

)
.

�����������	�
� $����������� ,������� � ���6
��
 ������		���)
6��. ��� � 	�7�� ���6
��
 ������
�
����. �*��8�
��
 9�+��	�(

σ = g(C1, C2)
µ1(C1)� µ2(C2)

T
. ����&�



���� ��������	� 
������	 ��

��� ���	�
��
 �	������� 
��������� �������	� �����	�������������
�� �������	 � �	������ ��� ���������
 ������	���� � �	������ �	�����
�� ��� ���
��� ���� ��� � ������ ��� ��!���� �� ��������	��� C1"

µ1 = µ0(T, P ) +RT lnC1.

#������	� µ2 ������������ �	��������� ��������	���� C2 = CP "

µ2 = µ0(T, P ) +RT lnCP ,

�	� ���

σ = g(C1, CP )R ln
C1

CP

. $%&'()

#���� g �	����� �� �����
����� �����	���� F * �����	� � ���� ����
���
 ������������ �	���� �����	���� M & +	��	 ���������� � ��������
����� � ��	�������

dM

dt
= αF (C1 � CP ),

M(0) = M0, M(τ) = M̄.

,��� �	����� � -���	 �����	���� ��� t = 0 ����	����* ��

Ṁ = KM2/3(C1 � CP ). $%&'.)

/�0--������ K �	����� �	� �� ��0--������	 �	��������	��* �	� � ��
-���� �����	��	&

1	�	�	 � �������� ������	��� � �������� �����	����	��� ������
-����

σ̄ =
1

τ

τ∫
0

KM2/3(C1 � CP )R ln
C1

CP

dt � min
C1

, $%&'%)

τ∫
0

KM2/3(C1 � CP )dt = (M �M0). $%&'2)

3������ �����	�
����� 0��� �	�	�� �����	�� �� ��� ��	��� $%&%()* $%&%.)
� ����� ���

M2/3(C1 � CP )
2

C1

=
λ2

KR
= 45678 = η. $%&'9)



�� ����� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

�� ����	
� �
���� 
 ���	���
� �
���� �����
� �
�������
������ ���	�
���
��  �!���� � !�����!�" ��  ���!��!# η̃ = η ���������! C∗(t)� $��
%!�&� �����
� Ṁ 
 M ����� Ċ1 
 C1'

Ċ∗
1 = �

√
η̃

�
C∗

1(C
∗
1 � CP )

3

C∗
1 + CP

, C1(0) = C10. �
��(�

)�!*���� 	
��!�� �!� ��� �������  �&�� �������#� ����#  *
�!����	
*���
��#� 
�������	��
� �*�	���
� �
���� ��� �*����� ��������� ����#
���! �	 �
�� 	#�� ���!
 		�*+ ��	
�
���!
 ��	�*+���!
 �! M�� ���� �
��
�� ��� �*�
�	���!	� %�!*��

�

���������� �	�
	���
��� ,�����!�
� 
��!���
��� 
� ��� !��

�������&� ���-��
� ���
��
��� �&� ����!	
�� 	  �!���� ���!� ��! ���
� �
� 	
��

α1B1 + α2B2

k1
⇀↽
k2

α3B3,

&�� Bi . ���&��!#� αi . �!�+
���!�
��� 
�  �%��
�
��!#� $���� /����
��
!�!���!� α1 < 0, α2 < 0, α3 > 0. 0 ����!� ��� �

 ���������!��
�� ���� ����!	�"1
+ ����'

W (X) = W1 �W2 = k1X
−α1
1 X−α2

2 � k2X
α3
3 , �
��2�

&�� Xi =
Ni(t)

N(t)
. ������� ���� i�&�  �������!�3 ni . �
��� ����� i�&�

 �������!� 	 ����*�!�� N(t) =
∑
i

ni(t)�

4��
�	���!	� %�!���

'

σ =
W

T
A, �
��5�

&��

A = �
3∑

i=1

αiµi

. +
�
��� �� �*���!	� *�� �
��
$�� 
������#+ ���!	���	'

µi = µ0
i (T, P ) +RT lnXi,



���� ��������	� 
������	 ��

������

A = �
3∑

i=1

αiµ
0
i (T, P )�RT

∑
i

αi lnXi.

	
���
 
����
��
 � ���� �����
��� ����� ����

�
3∑

i=1

αiµ
0
i = RT ln kp(T, P ).

���
����� ������

�� kp ����� �����
��� ���
���� 
����
�
� ������
� �������� �
����� 

kp(T, P ) =
k1(T, P )

k2(T, P )
.

!���� ����"��#

A = RT

(
ln

k1
k2

�
∑
i

lnXαi
i

)
= RT ln

k1X
−α1
1 X−α2

2

k2X
α3
3

= RT ln
W1

W2

.

	�
�$ "����� 
�
���� 
����
�$ �
����� 

1

τ

τ∫
0

W (t)dt = W, %&'��(

� 
����
�$ �
����� W (t) ����
�
� ������
��
�' )�� ���
�
��
� �"�
*
�
��
 
�
�
�� ��
���+
��� ξ(t) 

dξ

dt
= W %&'�,(

� -�
�� ���
� ������
���� � .��
 �
����� 

dNi

dt
= αiW, i = 1, 3.

)�
���
N3(t) = N30 + α3ξ(t),

� ��+

 -�
�� ���
� /

N(t) = N0 + ξ(t)
3∑

i=1

αi.



�� ����� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

�������	 �
�����
 ������� �

W2 = k2
N3(α)∑
i
Ni(t)

= k2
N30 + α3ξ(t)

N0 + ξ(t)
3∑

i=1
αi

.

� ������ ����������� ������ � �������� ���������� ������ ���

σ =
1

τ

τ∫
0

RW ln
W +W2(ξ)

W2(ξ)
dt � min ������

��� �� ���!"

1

τ

τ∫
0

W (t)dt = W, ����#�

dξ

dt
= W, ξ(0) = 0, ������

W2(ξ) = k2
N30 + α3ξ

N0 + ξ
∑
i
αi

. ����$�

%��� 	��! ������ ��������&"

dt =
dξ

W
,

����'�� (�����) *�����+�,

L =
R

τ
ln

W +W2(ξ)

W2(ξ)
+

λ

W
.

%� �� ���! �������������� L �� W �� ����

W 2

W +W2(ξ)
=

λτ

R
= -./01. ����2�

3�� ���
������ ������ � ���������� ������ � �� ����� �� ������� �����4
��� W ����� !)� ��
�� W ∗(t), ξ∗(t) � ������ � ! ������������ 5����4
����

6� ���! ������ 	��
 ���������� � ������ 	��� ������������ 5�4
������ � ! �������&" ��������� ��������& � ��
 � ��#�
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�
�

!�
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�
�

��
�
�
��

��
��

T
1
(l
)

T
2
(l
)
=

1
�

β α
L

σ
∗
=

β
2

α
L
�
β

q
=

α
(T

1
�
T
2
)

β
=

W
ln
(1

�
q

W
T
1
(0
))

�
�
�
��

�
�
�

�

��
�
�"

��
�
�
�
�#

�
$

X
=

%&
'
()
*'

)+
�
��

��
��

�
�


�
�
��

�
J
=

A
X

J
=

J
σ
∗
=

J
L
−1
J

��
�
�


��
�
��

�
�
�

c 2
(l
)
=

c 1
(l
)
+

m 2
�

√ c 1
(l
)m

+
m 4

σ
∗
=

c 1
(0
) ∫

c 1
(L

)

R
G

(1
�
c 1
)2
×

�
 �

��
�
�
�
,
�

�
�
�

�
�



�
�
��

��
�


c 1
(0
) ∫

c 1
(L

)

G
d
c 1

(1
�
c2 1
)α

√ c 1
m

+
m 4
�

m 2

=
L

×
ln

c 1
d
c 1

c 1
+

m 2
�

√ c 1
m

+
m

2 4

g
(c

1
,c

2
)
=

α
(c

1
(f
)
�
c 2
(f
))

�
�$


�
��

��
�
�
�

�
 �

��
�
�
�
,
�

�
�
�

∂
g

∂
c 1
/
∂
g

∂
c 2

=
m
c 2
(l
)(
1
�
c 2
(l
))

c 1
(l
)(
1
�
c 1
(l
))

σ
∗
=

R

L ∫ 0

g
(c

1
,c

2
)
ln
[c

1
(1

�
c 2
)

c 2
(1

�
c 1
)]
d
l

!�
��

�
��

�
�
�
�
�

�
�
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d
c 1 d
l
=

�
g
(c

1
,c

2
)

G
1

-�
�
�
��

�
��

�
��

��
.
�
�
��

�
�
/

c 1
(0
)
=

C
1
0
,c

1
(L

)
=

c 1
L
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 ��
��������
�����

������
���
����
� �
����

��� ����	
�����
���	� ������� ����	�	��
����� ������ ���	�	 ���
�	������ ���������
����� �	
�	
� ��� ��	� �	
 ��������� �	������
����������	� �	��
����	 ���	�� �	�	�	� �	!�� ���� �	��
��	 ��� ���
���	
� ������� �� ���	
�	�	 �	��	"��" � �	��	"��� ����	����" � 	���!��
�#�� ���
	� $%&'� (�� ��� ��	
	�!������	��� ��	)���� ��� ��	 ������
����	��� �� 	�	�	���� �	 ��������� ���	�� �		���������� 	��������
��	)����

*��
�� ���	�� �	�	��� �	!�� ��	������� ������� � 	������	� ��	�
)���� ���� 	�� ���	
���" � ���
� � ����������	� T 0 � 
�������� p0�
+�" ��	��	�� �
����� 
�	 ����
����� ��	)���� 	����������� ,������
��� ��	)��� 
	�!�� �	��	"�� �� 
��� �
����	�- ��������" �����������
� �
�	����
���	� ��	)���� 	� ��
����	� ����������� 
	 �����������
	���!���" � ��������" 
������" � ��	�����
���	� ��	)���� ��� T = T 0

	� ��
����	�	 
������" � ������� 
	 p0� .��	�� �� ��!
	� �
����� ��	�
)���� �����

A0 = �∆E � T 0∆S + p0∆V,

�
� ∆E,∆S,∆V / ��������" ���������� ������� ����	��� � 	�0���
��������

*� �
������
���	� �
����� ����	��" ������� �� ���"���" � ���	��

Aa = �∆Ea + p0∆Va = ∆Ia

����� ��������� ��������� �������� *� ��	�����
���	� �
����� �����
����� ��������"" ������" ��� 
�	 ��������� ��������� ����	 ∆It =
= p0∆Vt � ���	�� At = ∆It � T 0∆S� ,�#�" ���	��-

A = Aa + At = ∆I � T 0∆S.

1��� ������ 	�	���
���� L = I � TS � �
���� 
�	 ��� �	���
���� ���

����	�	 �	��	"��" ������� � �	��	"���� 	���!��#�� ���
� �����	�
���	�� �	��
��� �����" �	 �����������" ���	�� �	�	��� �	!�� �	�
������� ������� ��� ������������ ��	�� ��������	� � �����������
	���!���" �������	 ����� A = ∆L�

2������" ������� �� �	���	 	� �	��	"��" ������� �	 � 	� �	��	"��"
	���!��#�� ���
�� (�� ��� ��	)��� ��� �	
�
��� A ���
�	������" 	��
������� �	 	�� �� �
������� ���
���� ������
����� �	�33�)����	�
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 ��
�
���� ���%� �$�� ����� ������$� /���� ����� ����
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���$ ����,�
�� 
����+�� ������%����

0 �������
��� �����

� 
���� ��
 
%������ ������
 


���$ 

���%+��
 �� ���
�
�% ∆SΣ� ��
 ���� ������ 


���$ � �������
���
�����

� ��+�� �$�� �$��+��� ����� �����
�%' �����% 
 ��
��
� ��	
����

 ���

Ln = L� T 0∆SΣ. �)�1��

0����� 
�������� %�
�$���� �����
 �� �



���

� �����$� �
���� ��	
��+
�����$� 2��

����� �����
��� �)�1�� ���$��'� ���������� 	
��

�
������ .�� 
�������
�� ������ �� 


���� 
����+�,
3 ������%�� 
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 �����
������
������+
������
�
 �����

� 
�
 ��
 �������� 
������ 
����

���
�

�������� 4%��� ���������� �� ����� Lτ 
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 � ��
�������
�
� ������ �5
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 ���������	� �������
��

������� 	�
� �	��
�
�� �������� ��
���� �	 ��	������ 	��
� 
 ���

����	
� Q� �����
���	 ����	� A �� ������� ������	�� p = A/τ  !���
������ ����� E � S ���	
�	�	
���� 
��	������ "���#�� � "�	�����
������#� 	�
�$ 	� %� ����������� � �������� 0 �	����	�� � ��	������ 
&���� 	��
��������� ��������� ����� q(T0, T ) � ����� ������	�����
�	�
��
�����'� ����
�	�	' �
� ������

q = α(T n
0 � T n), �( )��

#�� α � n ����	 �������
'� ����� 
* "	�+ �����������+ ������� �,�
����� 	�,�������������+ ��
���

��
 �
� ��	������ � ,�����#� 	�
� 
 �,����
�%���� �	��	�	
�� ��%��
���� ��+��������#� ���	��	�-



Ė = q(T0, T )� p(t),

Ė0 = �q(T0, T ),

Ṡ =
q(T0, T )

T
,

Ṡ0 = �
q(T0, T )

T0

.

�( ).�

&���� p(t) / ������	�� �	��,����� �	 ,�����#� 	�
� 
 �����	 t 
0� �( ).� �
����	 
',�%���� �
� ������	� � ,���	'-

p(t) = q(T0, T )� Ė, �( )��

A =

τ∫
0

p(t)dt =

τ∫
0

q(T0, T )dt �

� [E(S(τ), V (τ))� E(S(0), V (0))] = Q�∆E. �( ))�

&�
������	� 
��	,����� "��,#�� �	 "�	,���� � ��1��� E(S, V ) ��,����

��	�� �,�
������ ���	����� ,�����#� 	�
� 

0������� �,���
��'+ 
����%���	�� 	��
���+��������+ ���	�� �
��
��	�� � ������ � ��
������ �,���
���� ,���	' �,� 2����,�
����� ���

����	
� ��
������#� 	��
�-

Q =

τ∫
0

q(T0, T )dt = Q0. �( 344�



���� �����	
� 
 ��
��������
����� ��

������ ��		
 ��
��

A � max
T (t)

/
τ = ��,
Q = Q0.

�������

�� ��
���� ������ ��	��	
� �
� ��������� �! 
�"�
� ���
#	
�
#�	
 ��$
 ����� # �

	  	% & 	
'�� 
�"��	'� 
	�� # �� (	 )
�(	���*

E(S(τ), V (τ)) � min
T (t)

/ τ∫
0

q(T0, T )dt = Q0. �������

+",	� 
�"��	'� 
	�� # ���	 
 τ  	 #��!	
  � S(τ)� -'� #�"�
�.
 ��
����#�!

V ∗(τ) = argmin
V (τ)

E(S∗(τ), V (τ)), �����/�

'�	 S∗(τ) 0 �)
����� �	 
	1	 �	 ������ ������� )� S� ��#������
� E
�
 S ��! �."�'� �
�# 	 �! ���
�! �! �� �
�  � #��
��
�	
 )
� #�	2 V �

�� ���

∂E

∂S
= T > 0,


�� �
� �� ����� E(τ) ���
#	
�
#�	
 �� ���� S(τ)� �  � �)
����� ��

	1	 �� ������ ������� ��		�

∆S =

τ∫
0

Ṡdt =

τ∫
0

q(T0, T )

T
dt � min

/
Q = Q0. �����3�

4)
�#�!.5	% )	
	�	  �% # �����	 � �� ����	 ∆S )
� �����
�#� $
 �� � ��	 �� Q !#�!	
�! �",	� 
�"��	'� 
	��� ���	 	 �! ��
�
�'� #
���� �
�# 	 �! ���
�! �! �	 !.
 	'� 
	�)	
�
�
� T � 6� 
�� ��� ��$
#������
� T (V ) �� �
�  � � )
� ���	 	 �� V �
 0 �� � 
	�)	
�
�
�
���	 !	
�! �
 "	��� 	� ��
� ��  ��! � �",	�  	 #2���
  	)��
	��
#	  �
# ����#�! ������ �����3�� 
� ���" � #�"
�
� # ���	�
#	 �)
�#�	 �! 
	�$
)	
�
�
� 
�"��	'� 
	��� �)
����� �! ��
�� ���	 	 �! ��
�
�% T ∗(t)
 	 ��#���
 �
 �
�# 	 �! ���
�! �!� � �! 7	 T ∗(t)� �� �
�# 	 �! ���
�!$
 �! ��! �� �
	
 �'� 
�"��	'� 
	�� ��7 �  �%
� ��#������
� V ∗(t) ��!
���	 	 �! �",	���
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� ����  �2  ����� �% 
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�
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	 �  ����� �� �",	�	 
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�	'� 
	�� T (0) � V (0) �",	� �' �#	  � �	 !	
�! 
���� �"9����� �
�"�
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����������� 	
�����
� ����	� �������� T ∗(0)� �������	�� � ����������
������� ������ ������� ����� � ����!�����

�� ���
�	
��

�� "!#�� ��������
� �	 ��
	�� V ∗(t)� 
		����
����$��� �������	��
��� ������� ������ ������� �������� ���������� T ∗(t) � �%�������

	
�	���� 
�
��� �

&� ' �	���� t = τ 	!#�� ��������
� � 
		����
���� 
 �
�	���� �����&�
���	�	� ����!�����

�� ���
�	
��

' 
��� (�

��	����	
�� τ ������ ������� ��������� � �
�������	�
(	��� 
�


σ = Ṡ =
1

τ

τ∫
0

Ṡdt =

τ∫
0

q(T0, T )

T
dt � min

T (t)

/
1

τ

τ∫
0

q(T0, T )dt = q̄ =
Q0

τ
.

�����)�

*�������� � � �� ��

�+����� �	
�� ����� ��	 ������ �	�������
��������	� ��!	� ��� (�

��	����	� 
	����
��� ����� �� �������,
�� (0, τ) ����� �	 +� 	��������	� �������� ��	 � ������ ��������-��

������ 

	�	
�� ��	���	�
��� .���	���� /��� ����������� ��������
.���	��� S∗(τ)� �	+�	 ����� ���������� ��!	�� A∗ 
�


A∗ = Q0 + E(S(0), V (0))� E(S∗(τ), V ∗(τ)). �����0�

' !	� 	!#��� �	 (	����� �����&� ����	��� 
 �	��� ��	 ��
�� ��!	� 
�	������
� �� 
��� ���������� ���������� .���1�� ��!	��1	 ���� �	 	�,
�	����� 
 �������	�� �� ��������� 2�	! 	3���
�����4���� �������,
� � �	��	+�	
�� ��

���������	� 
�
��� � -���
		!����	 �

������
.�� 
	
������$�� � �������

V (τ) = V (0) = V0,

1�� �������� V0 ��!	 (�

��	����� ��!	 �	���+�� 	��������	�� � ,
!	��� ' �	
������ 
����� 	�� �	�+�� � !�����
� �� �
�	��� ��������
�	 V0 �����$���� ���������� .���1�� ��!	��1	 ���� ∆E = E(S∗(τ), V0)�
�E(S(0), V0)� ��
 ��	

∂E(τ)

∂V0

=
∂E(0)

∂V0


 P (τ) = P (0),

1�� P 5 �������� ��!	��1	 �����
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���� ��	�� ���������� �
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 �)
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q =
1

τ

τ∫
0

q(T0, T )dt � max

/
1

τ

τ∫
0

q(T0, T )

T
dt = σ. #$!%&+(

,
����
��� #$!%&+( �	� σ = 0 
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�
�� ��������� ���	��
� ���
�
���
 ��	� � ����	� 
 �
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	� ��
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 � �
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���
�
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�
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	�� ���4 ������
� T ∗ #���
�.4(!
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��
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q(T, T0) =
Q0

τ
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σ0 =
q(T, T0)

T0

= �
Q0

τT0

, #$!%&�(
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�
��� ��
�
��� ����
�
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 ��	� / �
�
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������ �!�! ��
-���� �
�
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� �
��
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!
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� �� ��
� �����
 #$!%&+( 
�����	����� ��	
�
��

L = σ + λ
(
σ0 +

Q0

τT0

)
=

q(T, T0)

T
+ λ

(
q(T, T0)

T0

+
Q0

τT0

)
� max

λ
min
T

.
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 ������� ���
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�
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	��� �
�

σ = �
σ0T0(

T n
0 +

σ0T0

α

)1/n
=

q(
T n
0 �

q

2

)1/n
. �������
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�����
�� ��� n > 0 ��� 
 n < 0 �� �

%������� "��& '���(

 ��� ��
�
���) n ����
�� �� !
�� ���� *#�����
������
	+) 
�����
& σ0 ������������ �����
�	 �����
(���������
 ��	,
�������+ T �

σ0 > �
T n−1
0

α
= σmin

0 .

 �����
� σmax
0 ������������ ���
�
��& ��������� ������
	�& ��	��,

�����+ ��#���$� ����� ����������
� �����& ���

�����& 
��
�
	���

σ(σ0) ����
+����- ��� "�� '���(
� �+����� ��

- 
���
�- #�
���� ��.�,
�
� ��
�������� ��� ���) n � 0 
 n � 1- ��
��	 	
�
	�	 "��& 
��
�
,
	���
 ����
$����� � �����

σ∗
0 = α

n

1� n
T n−1
0 .

/
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�)��
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0 = 2σ∗
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�
Q0

τ
> T0σ

∗∗
0 =

2αn

1� n
T n
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�� �� �
 �	��
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q(T0, T ) = α1

(
1

T
�

1

T0

)
+ α2

(
1

T
�

1

T0

)9

.
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q(T0, T ) = αf(T0, T )
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#����
������ $�!�
� A∗ �%&����	
�� �� '�$
��	 ��"���(

A∗ = Q0 + E(0)� E(S∗(τ), V ∗(τ)), ��"))��

*�	
S∗(τ) = S(0) + τ • σ(T0, T ∗).

+��� $�!�&		 
	�� , ��	����%� *��� 
�� ��������� 	*� �$���	��	 ���
�-
���� ��
 *�" )�� 
�.�� ����$	
���$���
� '�$
��� ��"))��(

A∗(τ ∗) = Q0 � E(0) •


(V ∗(τ)

V (0)

)−R/Cv

exp

(
∆S∗(τ)

Cv

)
� 1


 , ��"))/�

*�	 ∆S∗(τ) = Q0/T
∗(τ)0 R , ����	$������� *������ ���
������0 Cv ,
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3������ A∗(τ)� ����&�
����� ��*����� $��	��
�� ��"))/�� �������� ��

$��" �"�" 4�� ��$	�	�	�� �$� τ > τmin =
Q0

αT n
0
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�
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�$% T ∗" �$	�	����� 
�����
� �$��	���� �
	��	*�
�$����.�
	�����
� τ (

p(τ) =
A∗(τ)
τ

,

$���� 
��*	��� �*�� ������� �$�
��� ��	������	� ��&��� ���$����
 �

�&��� *$�'��� A∗(τ)" 5��&	��	 p(τ) ���
�*�	
 
����
�
� � 
�&�	 τ ∗�
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��� ����	�
 (
dA∗

dτ

)
τ�

=
A∗(τ ∗)
τ ∗

.

�	� τ �� � 	
���
 A∗ ��	������ � ������ ��
����� � ��	
�����
�	������� 
 p(τ) ��	������ � �����

�������� ���	���
 	������� �
�����	�� ����

� ����
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�
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 ��������
 ����������� �	���� ���	���� �� ��������� �
����� ��
��������� �����
 q 

Ṫ0 = �
1

C
q(T0, T ), T0(0) = T 0

0 ; !"�##$%

����� C & ������������ ��������
�
'���� ���
�� �����
���(
 �
��� ��������� �����	
��	( 	
������

���
 ��� ���������� �
����
����
 	
���( A �	� )����	��
���� �	����
�� �	�����
 τ � ���������� ����
 Q0� ��	��
����� !���
�����% ��������
��� 	
������ ����� �	� *��� �	
������ !"�##$% ��+�� ���
���� � ��	
�
�������� �
�
�� !"�#,-%� .
�
�
 � �
��
 ����
����� /
�����/��
 � �� "�#�
�� /�0���� & �/����� �����
����
 ������
���� 1������ �����
�������
/�0���� ����� ��� !"��2%(

T

q(T0, T )

)2
∂q

∂T
= 34567 =

1

λ
�t. !"�##-%

��0���� T ∗� ���������	��8�� ������0���� !"�##-%� �
����� �� T0 � λ�
9�� ���� ����( ��������� λ � �

�� T ∗(T0)� ������� 	�0��� !"�##$%
��������� � �����	
���(� ��������� ������������8�� ��/
������� �

�/����+���������� �/�����
�

�	������ *��� 
���	��� ��� �
���
 �������	��
�� !"��:%� ����
�
������������ ��������
 C �� �
����8�
 �� T0� 1������ !"�##-% � ��/
�
������� �
 �/����+���������� �	���� ���

T n+1 =
α

nλ
(T n

0 � T n)2 , !"�##:%

T o
0∫

T o
0−Q0/C

dT0

α(T n
0 � T n)

=
τ

C
. !"�##;%

1	
������ !"�##:% ��+�� �(�� 	�0��� 
�
��������� ������������
T (T0� λ) ��0� �	� ������	(< n(n = –1)� ��� �	���< n �����+�� ����
������ 	�0�����
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� � � � � �� 	�
���� �
� �
���� n = 1�
��������� ������� ������ ���

T 2 =
α

λ
(T0 � T )2,

������ � ������ ����� ��� T0 > T ∗� ��
����

T ∗ = mT0 �t,

��� m  ��������� ����������
!��
"��� m � ����
#$������� �����%�� ��
����

T ∗(T0) = T0 •

(
ατ � C ln

T o
0

T o
0 � Q0

C

)

ατ
.

���
� ����������� T ∗(T0) � ��������� ������� ��&�� ���&� ��'�� $���(
������# T ∗(t))

T ∗(t) =
(
T o
0 �

Q0

C

)
•
ατ � C ln

T o
0

T o
0 � Q0

C

ατ
• exp

(
t

τ

)
, t 	 (0, τ).

*�'��� ���$# ��&�� �����
&���
#����#" ���+���� τ � �����,�����
-������� ������. D � �����,����� -������� ��������� ∆S0� / ����(
��
#��� ���+���� �������� �$������� D � ∆S0 ��������.� ��� ���

∆S0 = α(m� 1)τ, D = ∆S +∆S0 =
α(1�m)2

m
τ.

!��
"��� m �$ -��0 ��������� ��
����

D =
∆S2

0

∆S0 + ατ
.

1���� �2��$��� �
� 
"2��� ���+���� � 
���'�.� $������ ���
���(
������ � �������� ������,�' �$ ��������� � ��2����� ��
�� �������
���
�����������

1

D
�

ατ

∆S2
0

�
1

∆S0

� 0. �����3�
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	��
 ∆S0 ������� �� �����	���� �	
	������� �	��� Q0
 	����
��� ��������� C � 	�� ��������� �	��	
���
� T 0

0 ���

∆S0 = C ln
(
1�

Q0

CT0

)
.

�	
��	����� ���  !" ����	� �#����� �����$���% ����	��� ��
��	�
��
�����&��& � ��������� � ���
�������� (D,∆S0) �
� ��$��� τ ������
���%
��"
 ���������	 �� 
��� ��'� (���������	 �
�	���
�� ) �
&��	
�����
 ��%��&*�	 �� ������ ���
�����
 ��� ���

dD

d∆S0

= 1�
1

m
.

+��� ��', -���������� ����������� �������.�� �� �/�/���� 0��/����
��������� � �/����$��	������� �/�.	���

� ��� �����	
 ����� 
�#��		 �	�� ) ��	������ ���
 �����������&

�#��� A∗ ��
	�	�&	��&
 ��� �	�
���� ��������
 ��
�$	��	�

A∗ = Q0 � E(V (0), T 0
0 )


(V ∗(τ)

V (0)

)R/C

exp
∆S

C
� 1


 ,
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 ������
����� �������� ����� ∆S � ������� ��� ������
���� ������

∆S =

ατC ln

(
1 +

Q0

CT 0
0 �Q0

)

ατ � C ln

(
1 +

Q0

CT 0
0 �Q0

) .
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 � ����
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 ��������

�(���� ������ � �)��#����� �������� ���� � ������) ���*�����
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 #������� ��� �� � � ����
����� ��
���������� � ���#� �������
��� �����'�����%��� � ������) ������� ���� ����������
 ���
 � �)���
#�����
 ����+ � �����) ������) � ����������� ��������� �����%���!

,��
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����
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 �������� �������� ����� '����� ���+! -���
������
��(���� ����  ����� ����������
�� ������+

1

τ

τ∫
0

max
T

[
q(T0, T ) + λ

(
q(T0, T )

T
� σ̄

)]
dt � min

λ
. ./!00�1

2����#���� 
����
�
� ���������������� ����#���
 � ./!00�1 � ���
��� ��� ���) �� ���) �����)  ������ �� ����� ������� �� ����)  ����

��
���� q(T0, T ) �� σ =
q(T0, T )

T
� ������		
� ����� 
������	
� 
� ��
�
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� T � ������	� �
����� ���� �
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 � ����
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���� 
����	
�
 ��� �
��	�� ���������	��
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�
 ��� !" 	���
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#
����$� �	
��	
� ������	
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%� ��
 0 < n < 1� & ���
��	�� ����
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���
�
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� ������������� ��
'
�	
�	���
 �� T ����	��$�
���
	�$� ���
��	
� � ���(( "� )����
 �������� ��� ��� ��#�$� �	
��	
� t
������
���� T ∗(t) 
 T0(t) ����
	� ����	�%�	
��

1

T 2
•
q(T0, T )

∂q(T0, T )

∂T

�
1

T
= *+,-.. ���(�/"
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���	

T n
0

T n+1
+

n� 1

T
= �����. ��� � �

! ����
	���" ��� ��

#
	$	 ���	
� (n = 1) ��

�

T ∗(T0) = m
√
T0. ��� ���
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 � �
�
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/	��
	��
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/� f(T0) � 0" � ������ ��� %��
�
�
����
� � ,	��


q̄ =

∞∫
0

f(T0)q(T0, T ) dT0 � max

/ ∞∫
0

f(T0)
q(T0, T )

T
dT0 = σ̄ = 0. ��� �0�

��� �����#
	# ,�
�&�� T0(t) f0 1 2�	 ��	�
	��. �����
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�	)
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 �	����
	��� � ���	��
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∞∫
0

f(T0)
√
T0 dT0 = m.

3�� ��	 m ��
�������
� �	'	# ��
�
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T ∗(t) =
√
T0

√
T0(t). ��� �4�

��� ���	
� ������ � n = �1 ���	��� 	������.
	��� ��� � � ����	���
� �-��*

�(

T ∗(T0) = 2λ
T0

T0 + λ
,

$�


λ =
√
T 2
0 .



�� ����� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

����� ��	
� ���

�
�

��
 ��	������� �
��	�
� ������� T0(t) �� 
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����	��� 	���	�������� ������� T0�
��	��������� �� (T01, T02)� �
� ���

�
�

��
 ���� ���� ��������� 
���
��	�
�	! ��
������ 
���

T0(t) = T01 +
t

τ
(T02 � T01).

"�#�� ��$ n = 1 �� ��	���� %&�'&() �������

T ∗(T0) =
2
(
T

3/2
02 � T

3/2
01

)
3 (T02 � T01)

√
T0.

*�$ n = �1 �������

T ∗(T0) =
2T0(T

3
02 � T 3

01)

3T0(T02 � T01) + (T 3
02 � T 3

01)
.

�	� σ̄ = 0 �	�������$ �	���$$ ��+���
� p̄ ��$ n = 1 ,�
��

p̄max = α


T01 + T02

2
�
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


(
T

3/2
02 � T

3/2
01

)
(T02 � T01)




2

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dQ+ � dQ− � dE = 0,
dQ+

T
�

dQ−
T−

= 0 
 dQ− = dQ+
T−
T

. %&�'&4)



���� �����	
� 
 ��
��������
����� ��

���� ���� 	��
��
� ���
���
� �� ������
��� �������� �����
�� �
������

��
 � �������
�


 
���� ��
������ ��
��
�
 �� 
��� !
�

� �
� ������
 "�
����� �
��#
���� 
��
 �
��� ���$� %� ��
������ &��'�() ������
�

dE = dQ+

(
1�

T−
T

)
= �c(T )

(
1�

T−
T

)
dT,
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A∞ =

T0∫
T�

c(T )
(
1�

T−
T

)
dT. &��'�*)
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A∞ = c

(
T0 � T−

(
1 + ln

T0

T−

))
.
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��-

��.�
 � �
��
 ���$ � 
���� T0 = T− &���� ��()�

/�� k ������
�� A∞ =
n∑

i=1

Ai∞� +�� ci = 01234

A∞ =
n∑

i=1

ci

(
T0i � T−

(
1 + ln

Ti0

T−

))
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Aτ =

τ∫
0

(q+(T, T1)� q−(T2, T−))dt � max
T1,T2
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τ∫
0

(
q+(T, T1)

T1

�
q−(T2, T−)

T2

)
dt = 0, �����)�

� �!������# 
�����

��� ������
��� ��� �
���� 
���
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�
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dT

dt
= �

q+(T, T1)

c(T )
, T (0) = T0. ����*��
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Q+ =

τ∫
0

q+(T, T1)dt � max
T1(t)

�������

�

 ����!
#$ ������� 
 ����!



τ∫
0

q+(T, T1)

T1

dt = ∆S. �������

%��
�# �������	� ! �
�� �����#���!� T−� � ���	
�� 
 T2� �

��� !
�

Q− = q−(T2, T−)τ � min
T2

�������

�

 ����!


q−(T2, T−)

T2

=
∆S

τ
. �����&�

'���!
� �����&� �!#�(!��� T2 
 ∆S� ��) 	�� Q− ��!
�
� �� ∆S� )�) 

��)�
��� Q+� %��
	
�� ∆S ���� !(�
�� ��)� 	���(

Aτ (∆S) = [Q∗
+(∆S)�Q∗

−(∆S)] � max
∆S>0

. �����*�

+���	� ��������������� 
������
��� !(,�� '���!
# ���
��� ����
 ���-
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 � ��	���� . �� ������	��
- ��!����.� � ����!
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 �
�
��� ��-
�
��
��/

 ������� �����*�"

∂q+
∂T1

(
T ∗
1 (T )

q+(T, T ∗
1 (T ))

)2

= 01234 �T. �����5�

��
 ��
����#.� T1(T ) � ��	���� . �� )�������( k�
%��
	
�� )�������( k ��$��#� ����� ��������!)
 ��-�����- 
� �����5�

��!
�
����
 T ∗
1 (T, k) ! �������� �������� ��� ��!
�
� �� ∆S� 	�� 
 �

!��

�
� ) ��!
�
����
 Q∗
+ �� ∆S� 
�
� 	�� �� �� ������ �� k�

6�# � .����!�)
$ ��)���! �����������

q− = α−(T2 � T−), q+ = α+(T � T1) �����7�
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�������� c ����
���� ������� ������ �����

T 2
1

α+(T � T1)2
= ����� 
 T1 = kT,

� � k ! 
�������	 ��
���
�� (0 < k < 1)�
"�
���	 �������# ������� ���
� �� ���
���� � 
�$ T1(T, k) ����� 	� �

����
�
�	�# ��	%&��'(�� k,∆S � T )

∆S =
c

k
ln

T0

T
, τ =

c

α+(1� k)
ln

T0

T
�����*�

�
�

T = T0 exp

(
�
τα+(1� k)

c

)
. �����+�

,��
� �� ���
���� T � ��
���� �����*� ��
�-��

∆S =
τα+(1� k)

k
, ����.��

� ���
� �� ���
���� T1 = kT � T � ������� 
�� ��

Q∗
+(k) = T0c

(
1� exp

(
�
τα+(1� k)

c

))
. ����.��

/% ��
���	 �����.�

α−(T2 � T−) =
∆ST2

τ
=

α+(1� k)

k
T2

�
� ���# -��

T2 = T−
α−k

α−k � α+(1� k)
.

0�� ��� T2 > 0# �� α−k � α+(1� k) > 0# ���� � k >
α+

α− + α+

� 1�
�-�
�

Q∗
−(k) =

τT−α+α−(1� k)

α−k � α+(1� k)
. ����.��

,� ��
���' �����2� ��
�-�� ����
�
��  
	 k)

∂Q∗
+

∂k
=

∂Q−
∂k


 T0 exp
(
�
α+τ

c
(1� k)

)
=

T−α2
−

(α−k � α+(1� k))2
. ����.��
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 ���������� k ��

���� �� �������� � ������ �
�������� ������ ��� k0 =
α+

α− + α+

� ���

k < k0 ������ 	�
�� ��������� ������������� � ��� k > k0 ��� �����
����� ���������
� ��  �
!���	��
�� �� T−� "������ ��������� #$��%�&

�'�
����� ����
������ � ��� T0 > T− ������������� �������
���

α+

α+ + α−
< k � 1.
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�� ����� !�! ��� !�(��) ���
�
���� ��)���� ���	���� ki� ��
����
��*'�� ��!
���� Aiτ (∆Si(ki))� �� ���
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�
���� ������ ���

Aτ =
∑
i

A∗
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�
����� "� ���
��
� ��
�� 
�
���� A∞ ����� ���������*
�� ���������) 
������-

A∞ =
k∑

i=1

Ti0∫
Θ

ci(T ) dT.
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k∑
i=1

∆Si =
k∑

i=1

Ti0∫
Θ

ci(T )

T
dT = 0. �������
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Θ =
k∏

i=1

T γi
i0 , γi =

ci
k∑

ν=1
cν

,

��! ��


A∞ =
k∑

i=1

ci(Ti0 �Θ) = (T �Θ)
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i=1

ci. �����#�

����� ���	
� 
�����
��
����
�� 
 ���	�	��	� ���
���� 
�
�	�

��� $�	 
���
����		 �!����		 !�! �
���%	��&�
" ���
�
��
�
��
��	
�����		 � �	��� � � ���������
 �
���	 �!����		 � ��
����	 
 ��
'
%���� ��
�
�%	
���&�� ��	�
��� ����
�		 �	��� �� (�!� 
�� ����
�
"
�	��� �� �

��)�*�" ��������� � �� �������
" T−� 	 �

�	��� � � ���'
�
� !
��� 	 ci 	 �����&�� 	 �� �������� 	 Ti0 ��	 ��
����	 
 ��'
����	���		 �� ������� �
���� ���
�
��
�
��
��	 �
�� � 
���
 ������
����� �
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A∞ = T−∆S,

�
� ��	�
�� ����
�		

∆S =
∑
i

ci

(
Ti0

T−
� ln

Ti0

T−
� 1

)
.
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'
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'
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����)��	� �����#�� � !
�
�
 T =

∑
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Ti0γi . ���
��� �����&��� �� '

�������� �

�	��� � � γi =
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ν
cν
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∆S =
∑
i

∆Si =
∑
i

ciln
T

Ti0

= ln
T

Θ

∑
i

ci,

�	����
T

Θ
= exp

∆S∑
i
ci
.
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A∞ =
∑
i

ciT
(
1�

Θ

T

)
=

∑
i

ciTi0


1� exp


�

∆S∑
i
ci




 . �����#�

$	� %��������	 ����	����& � 

 ������ ��� ∆S = 0 
�	 

(
dA∞
d∆S

)
∆S=0

= T .
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Aτ =
k∑

i=1

Ti0∫
Ti

ci(T )dT � max
Ti,Tpi(T )

�����0�

��� �������1

∆Sp =
k∑

i=1

Ti0∫
Ti

ci(T )

Tpi(T )
dT = 0, �����2�

Ti0∫
Ti

ci(T )dT

qi(T, Tp)
= τ, i = 1, . . . , k. �����3�
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Aτ =

T0∫
T

c(T ) dT � max
T ,Tp(T )
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T0∫
T

c(T )

Tp(T )
dT = ∆S, ����.�!
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c(T ) dT
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= τ. ����.�!

������ ����.�!*����.�! � 
�����
�# �� ���+������� ��������
 � +������
����1�!*����1�!� ��$
��� 
����
�
�
� 
������� 
��� �
� ���
��
� � i��
������
���� ������
��
/�
 ������# ����1�!� ��
����/#2��� Tpi(Ti, ki)�
,���� ����
������ $
�� +��������
� � ����.�!� ����.�! ������� ���
���
�+ ���0 �
������� � 

��/ ���+���
�%�� Ti� ∆Si� ki�

3� �
�
�� $
��� ��(�� 
�"�
� +����� � 
���� �%��
� $
�0 ��
�����
�%0� �
��%

Aτ =
m∑
i=0

Aτi(∆Si, ki, Ti) � max
∆Si,Ti,ki
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i=1

∆Si(ki, Ti) = ∆Sp = 0, ����.�!
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qi = αi(Ti � Tpi), i = 1, . . . ,m, �������
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Tpi(Ti) = kiTi, i = 1, . . . ,m. �������
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Aτ =
m∑
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Ti,∆Si,ki
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Ti(ki) = Ti0 exp

(
�
ταi(1� ki)

ci

)
, i = 1, . . . ,m, �����*�

m∑
i=1

αi(1� ki)

ki
= 0. �������

$

������� Ti(ki) � �����0�� �
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k2
i Ti(ki) = 45678 =

λ

τ
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������"� ���������� �	
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�	�
��
�� ������ �
���#� ��� ������� � ���� ��� 	
��
�
��� �	�
��
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�����
�� ������������ �	�
�"�
�����$

'�
��� 	 ��������(�	" ���	
� � 	�
�����#�	��	" 
���	
�������
��� 
�� ��� ���� ���	���� �	�
��
� 
�� 
���	������������ �	
���
��
� 	
��� ���������	� �&	������	���� )$ *$ +	�	�	��	� ,-./ ��� ��
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�� 1��	�	�	 ������ ���
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�� ��
	����� ����	����	" ���	�
� ������������5

6� ��
	����� �	����	" ���	�
� ���������� �	
���
����5

7� �	
���
��� � ������������ ��
��������� ����������� ����	���

����$

8��
	�� ��
�������� ���������� �	
���
�� ��0
	�	 
��� ��
��
	�	�����
( �		
��
�
����	 ��� zn, ze, zp$ 9	�
��������� �
�� ���
	�	�
�����
�� 
������
���� 
������� � ���������� �	
��#���� �	
���
��$
8��
	� ���
�������� ���������� ��0
	" i!" �	
���
��� �����
�����!
�
�� ���
�����" �������" Ei� ��
�	���" Si � �	�����
�	� ��0
	�	 �� ��!
���
� Nij (j = 1, . . . ,m� i = 1, . . . , n)$ 2�� ������� �	�
��
� ��0
� �	
!
���
����� �	������
 ������
������� � ��
�����(��� �	
	�� qiν(zi, zν) �
giν(zi, zν)$ '
��( �	��
	� ��
���	� 	������
� �
	 �	
	� ��������� 	
 i!"
�	
���
��� � ν!"$ 2�� �
	� �	
	� giν ���
	���" � �	
��0�
 m �	�
��!
������  �	 ����� �����
�� �	
��0������ � ���
���$ :���#�� qiν � giν



��� ����� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

����� ��	
 ��� zi = zν 
 � ��	� ������� ���������� �������� � �������

qiν(zi, zν) = �qνi(zν , zi),
giν(zi, zν) = �giν(zν , zi) �i, ν. ��
����

����������� ���������� ����������� zn ��� ��	���
��� �� ������
� �����������! ����������� ���������� ��"�#��� ��	� zp  	� ��$ ���
������� t ����� 	�$�� ���������� ���$����� Dz � ��	�
��� � �� �#�
�����	�
���� ��� �%�������! ������&' ����������� ���������� ���(
������ �� ������ ��	�
��� )���&���� �� ������������ ����������*

ze = f(Ee, Se, Ne). ��
��+�

,��� � � �������� zp(t) �����	�
���� ��� �%������� ��	�
��� �
)���&�� �������� U q

iν(t) � U g
iν(t)' �������
��� ���#���� ��	- �	� � �(

��&�
 .�	� )���&�� �������� ����� � ���&�' �� �����������
��% �����
�����$��! ��	� ��� ����� ��	
' ����� �����������


/����������� ���������� ��$ �% �� �� ������ � ��	������
� ����(
������ ����� �����#����� "�	�����*

�� ��	���
 ��������#������ "�	����*

Ȧν =
n∑

i=1

[
U q
iνqiν(zi, zν) + U g

iνµiνgiν(zi, zν)
]
� rν(t), ν = 1, . . . , n. ��
��0�

1 ��- ������������ ������� ���� �� ���� i' ��	
#�� i = ν' � �#����
����' #�� qνν = gνν = 0! rν(t) 2 ��	�#����� �� ν(% �� ������� ������#�(
���� ��"���' ��	� r > 0' � �����#�������' ��	� r < 0! ������ �	�������
� ��� ������ ���"��� ��� ����	��� ��"�% ���	����� ������� ����' �
�

����� �� �� ���� j �� � ���&�  � m  	� ��$ ��� ��#������ i � ν!

�� ��	����� �������	-���� "�	���� �� ��$ ��� �� �������*

Ṅj =
n∑

i=1

U g
ijgij(zi, zj) = nj(u, z) j = 1, ...,m; ��
��3�

+� "�	���� �� ��������*

Ṡν =
1

Tν

n∑
i=1

[
U q
iνqiν(zi, zν) + U g

iνµiνgiν(zi, zν)
]
= σν(u, z), ν = 1, . . . , n.

��
����
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 ����
 �����
������� ��

U 	 Du� ��� 
�
�����
 Du ������������ �
�
� �
�
�
�����
 ����	� ���
�� � ��	�	���
	 �����
	� ����
�
����
�
 � �
�
�	�����

 ���������
� 
��
� 	 ����	� � ������ �

��	���!

"�	���	�
 
��	
����
��	  ����	 �������� ���
�� A� 	 ��������� 	 
�	���
�#

An =

τ∫
0

n∑
ν=1

rν(t)dt � max

	�	 ���� ��	��$��	� ���������� %����		#

En =
n∑

ν=1

(Eν(0)� Eν(τ)) � max . &'!�()*

�������
� �
��
��	� �	���
�  ����
� �
%�

� ��	���	� &'!�()* �

��
��������� ���
�	+

E(τ) =
n∑

ν=1

Eν(τ) � min .

,�� ��� ���������� %����	� ����
� 	 �
��	���
  ��	�	� 
� Sν , Vν , Nν �
�
 ��	�
�	
 � ����
���	+

E(τ) =
n∑

ν=1

Eν

[
(Sν0 + τσν(u, z)), (Nν0 + τnν(u, z)), Vν(τ)

]
� min

u,zp,V
. &'!�(-*

.���� ����� 
 ������ ��������	� �

��������+$�� �����		 �� 	�������
�� (0, τ)! ,���

nν(u, z) =
1

τ

τ∫
0

nν(u(t), z(t)) dt.

/	�	
�
 ���������� %����		 ����
 	����� ��	  �����

 �������


�
��
��		 �	���
� � ����

 �������	� &'!�(0*� &'!�((*� ��� �� &'!�(1*
��� ����	���� �
��	���
� 
����	���	�� ���
������
�� 
�2�
 �
��	���
 3

V (t) 	 DV , &'!�(4*

�� ����
����� U 	 zp 3

U(t) 	 Du, zp(t) 	 Dz &'!�)5*
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 ���������	� �������
��

� �� ����	�
� ���	���� 
������� � ������� ��� �������
� ��������� �

Sν(τ) = Sk
ν , ν = 1, 2, ..., x � n,

Nνj(τ) = Nk
νj, (j, ν) 	 Ω.

�������

��	
� Ω � 
���	
��� 
��	����� ���	�
�� j, ν� ��� ������� 
��	�����	
j��� ��
 ��	��� � ν��  ��
�
�	
	 !��
��������

"#
�� �$%		 ��
�� #
����� �� � ������� ����� m� "�� &��
 
 ���	��
���� 
�����'	���(

∂Eν

∂Sν

)
t=τ

= Tν(τ), �
(
∂Eν

∂Vν

)
t=τ

= Pν(τ),

(
∂Eν

∂Nνj

)
t=τ

= µνj(τ),

�������
��	 Pν � ����	��	( µνj � ��
��	
���  ��	�)��� j��� �	%	
��� � ν��
 ��
�
�	
	�

*
������

� �� 
��	
����	
��� �
�$	���
��� +������  �+����,%��
� ���	 
�#��	� 
#%	
��	��� # ��
���� 		 �	'	��	�

�� *$-	
� Vν(τ) ������ ������ � ����	��� � ��
�����
�� ����./� �
�������	��� ����.0� � ����� �	 ����,� �� S(τ) � N(τ)�  �&��
# ��� ��
� ��
������� ��$��� ��
������� �	'��� +����#

E(τ) =
n∑

ν=1

Eν(S
∗
ν(τ), N

∗
ν (τ), Vν) � min

V ∈DV

. �����1�

2 ��
���
��� 	
�� 
#

����� �$-	
 
�
�	
� � ���)	  ��)	

� !��
����
���� ��

n∑
ν=1

Vν(τ) = V0. �����3�

������ �����1�� �����3� ����	�
� 
	 ���$	����� +����	� ��
 �	�	�	���

�	
#�
��� 		 !#��)�� 4������� L = E(τ) + λ
n∑

ν=1

Vν(τ)� 5
����� 
��)���

�����
�� L  � Vν ��� �� #���� ���+ !#��)�� Eν  ������� � ���	�
���
(
∂Eν

∂Vν

)
τ

= �Pν(τ) = 6789: �ν. �����;�

<���
 �$��+�
� � ���	���� 
�
	�� �$-	
�  ��
�
�	
  �� � ��
����
��� ��$� +������� +���	���� Sν(τ) � Nν(τ) ������ ��$�����
� �+ #
���
��� ���	�
��� ����	���� =
�� 
�	��  ��
�
�	
 �
		�
� �	+	��#��� ����
�	��	 � ������
 �	�+
	���� �� �+ #
����� �����;� 
�	�#	�� ��� � 
�
	�� τ
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������	
 ���� 
���	����� ������ ������� ����� ���
��� ������ ����

����� � ������	�� ����� ���������� Pn�

��  ��	 ����	 
���	���� ���������!� 
���	���� 
���	������ �� �����
"� #���$%&� #���$$&� #���$'& ����������
 �� ����"�( �
�	�������� �
����
���	
� � ����������( ����"�( ���	��(���� 
�������	�����	
 )*�+� ,�(�
���	������� � ���� ���"�� �������	
 #���$%&� #���$$& �� �������� � ���	�

����� "���
� 
��������� �����
�	
 N 	 S� -�	 �������	
 ����� ����
�����.��� 	 �������� �����	
�	 #���*�&� ������� ����� ��
	���� �
/���� m ��������0

σν(u, z) =
1

τ
(Sk

ν � Sν0) = σν , ν = 1, 2, ..., x � n,

nνj(u, z) =
1

τ
(Nk

νj �Nνj0), (j, ν) 	 Ω.
#���*$&

1
�	������� ��.��	� W ∗(t) = (U∗(t), z∗(t)) ����"	 #���$'&� #���*$&

��������
�� ����( ����"���
����
���! �������/���2	!� 
�	�	��!3�!
�� (0, τ) �� ����� (m + 1)��� ���"��	
 W l� 4����� 	� ��	� ������� ����
"��	( �
������	� W ∗(t) 
�	�	���� � ��"��	� ���	 γl 	�������� (0, τ)(
γl � 0,

m∑
l=0

γl = 1

)
� 
�	"�� 
������������������ � ������( �����!� ����

"��	
 W l� ���	 �� 	������ 4����� 	� ������� ��.��	( ����������
��
�����	!

L =

{[
n∑

ν=x+1

Tν(τ)σν(u, z) +
∑
ν,j /∈Ω

µνj(τ)nνj(u, z)+

+
x∑

ν=1

λν(σν(u, z)� σν) +
∑
ν,j∈Ω

λνj(nνj(u, z)� n̄νj)

]}
� min

u,z
,max

λ
.

#���**&
5���� ����	���	 Tν(τ) 	 µνj(τ) ��
���� ���	� 
�
����	�� ���(�����
#���*�& �������	
 �����
�	
�

,�
 �
�������	
 ���"��	( ��	� 
���������� ������� � ��3�� ���"��
���	"�!��
 �� �
�	������� ���"��	( Tν(t) 	 µνj(t) �� 	�������� (0, τ)�
�����	� #���**& ����� ��
���	�� ����������	

Sν(Tν(τ), V
∗
ν , µν(τ), Nν(τ)) = Sν(0) + τσν(u, z), ν = x+ 1, . . . , n,

Nν,j(τ) = Nν,j(0) + τnνj(u, z), ν, j /	 Ω. #���*'&
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 ���������	� �������
��

� ������� 	 
����
��	� �	��	��� ����� τ ∗ 	
����
����� 
	 ��
	���

r(τ) =
A∗

n(τ)

τ
� max

τ>0
,

��	 �
� ��������������	� � ��
��
	� ����� �������	��� 
	
�����	�
���	�� 	� 
�	�	
����
��	��� 
�	����� 
���	��� � ��������� �
� τ ∗(

dA∗
n

dτ

)
τ�

=
A∗

n(τ
∗)

τ ∗
.  !"�#$%

&�
� ��
	���  !"�''% 	���������� (m = 0)( �	 ��)���� W ∗(t) 	
����*

����� �� ��
	���

n∑
ν=1

Tν(τ)σν(u, z) +
∑
ν,j

µνj(τ)nνj(u, z) � min
u∈Du,z∈Dz

 !"�+,%

�	������	 � �����������  !"�#+%" -�	 
	��	���	 �	 ������� �
� 
����
������������ �������	����( 	
����
����� σν � nνj"

&�
� ������� L �  !"�##% 
�� ���� ��������� λ ��
��
� ���� 
	 W ( �	
���	�	� �������� ����������	. ��
�( ���	���( ��	�����	 Dw = Du ×Dz

�	��	 ������� �� ����	
��	 
	���	�����( ���
	 �	�	��� M0 ����)�
m+1 � �� ����	� �� �	�	��� L ��
��
� ����( �	 ���
	 ���	��� ��)����
�� 
���	��	��� ���
� M0" /
�����
��	��� 0�	1	 ����������� �
����� ��
 !"�##%"

2	
� γl 	
����
��� �� ��
	���  !"�#'%( �	�	��� 
	�
� 
	�����	��� �
��� ���	��� ��)���� 
����� �	���∑

l

γlσν(W
l) = σν , ν = 1, 2, ..., x,∑

l

γlnνj(W
l) = nνj, (j, ν) 	 Ω,

 !"�+�%

γl � 0,
∑
l

γl = 1.

� �������� ���	�� �� ��)���
	����	1	 ��	���
����� �
�������
� � � � � � � � � � �( 	
����
����� ��������� 	
����
��	1	 ��)���� �
������ 	 �������
��	� ���	��"

��� ����� �	
���
 ������ � �	����������	 
 ��������	�����
��

�������� ��������� �� �����
�	��
 � �	����� ��� � �	�	���� �	�	���

��� ����������� �	
���	���	� ��������	� �	���	 �	 
���� τ � ����
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 ���
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�
 �
�
������� ������

������ ������� ���
 ���������� ����	
� ����
�
������� ����
	�����

� ��������� ��� ������	��

� ������ 
�����
��
� ��������
� 
  ����
! �������� �� 
��

������� (0, τ) ������������������ ��
��� �
��� ������
!� �����
� ��

��
�
����� �� ���������
� m + 1� 	�� m � �
���  
��
������
� ����

���
! ������

 
 ���
������ ��"����� ��� �����
� ��� � ������ τ �
� � ������ 
 ����� �������� 
�����
��
� ��������
� �����
� ���


��������� ������� �� �������
� ���
�����
� ������
! �
� ������
� �
����
 ������ �� 
�������� (0, τ) ��� ���������
��!�

���  ����
��
� � � � 	 
 � � �� #�	�� �� ������ 
 ������
� �����
� ��� ��
 t = τ

�	���
���
! �� ����$��� (m = 0)� ������
� �
����
 � ���
�������

�������� ��
 ���
� ������� ������ 
 ������������� ������ � ��������

��! ���������� � ��$��� 
� �����
� ��� �� �����$��

 ���	� ��������

�������
���� ������ � ���
� 
� ������������

�� ������� ��		����� ���	�	
�� ������ � ���	�������� ����
�

��������
	� ������� ��
��������� ���������� 	 ������	������� ���� 
������� U(t) � ��!�
 ��
� ��"��� �����
���	�� ��"� � ������ 	�� 
�����

#�������$ �
� ������ � ����������� ��
�������� ����
� A∗
3 � 
���� 

	
� 	�������
 �� ��	
������ 	 ������� � ���	�������� ���������� ���� 

� A∗

p� %������ ����&���
	� ��"� � ����� ����������� ��"���� � � 
��$
�
� ������ �� 
����� ���������$ �� � �������� 	�	
������ #����� �	�
������$ ��	�&'��	� 	
���
��� ��
��������� ��"����$ 	���������� �
� (
�� 	������ )	�� ����
� Ap �� ��
�������� ��"���� ����!�
�����$

� A∗

3 = A∗
p + A0

p$ �	�� !� ��� �
����
�����$ 
� |A∗
p|+ A0

p = A∗
��

��� ������	 
���



������ ��"���� ����� � ���	�������� ����
� � 
������������	���
	�	
���� 	 ����� ������� 
���� *
������� ��"����+ ���� ���� � ����� 
��'�� �������,�� -�!� ��		��
��� 
������������	��� 	�	
��� 	 ��	 
�������� �������� 
����� � 	�	
���$ � ��
���� ���
���&
 �����		�
��		�������	�$ ����!�� 	���� ����� � ����������� ��
�������� � �����
� ���	�������� ���������� ����
��

���������	
���

� �
������ .�� 
������������	��� 	�	
��$
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��� �����	�
��� 
��������� �
����	� ���
�������� � ��	���	�
���� �
������ �����
�� � 
��������� �������� �� 	���������
����� 
 
�����
����� ������� ������� 	������� ��� �
����� ��� 
��!�		� 
 ������
� ���	���� ��� ������ 	�	���� �� ����������	��" � ����������	��"
���	���
# $�	�� ����������	��" ���	���
 �� ����� M +1� � �����������
	��" 	�����
 ���
������ �� ����� M + 2� 
����� �
� �� ��" 
��"����	�
�� ������ � ����! 
��!�		�#

%����	� ��������� �����
�� 
 ��
����"�����	��" 	�	����"&

Ṡν = σν(u, T ) =
1

Tν

n∑
i=1

Uiνqiν(Ti, Tν). '(#�)(*

+�� �����
���� �����
��� ����� � 
��������� ������� 	
����� ���� 	
������ ��� E0 = T0S0 � P0V0. , 	�	����� 	�	������ �� �����
���� �
(n� 1)�� 
��	�	����� ��� 
������� 
�-�� ������ ��.�� 
������ �����

����
��	�
� �����
�� 
 �����

A =
n−1∑
ν=1

(T0∆Sν �∆Aν)� T0

n∑
ν=1

σν(u, T ). '(#�)/*

, 
�	������ 	�������� 
��0���� � 	������ 	����	� ��������� ������

�� �����
����# 1���� �������� 
�� �������" ����� ��" � �������"
	�	������" 
��	�	��� ���	����� 
��������� '�������� �����������*
������ 	���
��	�
��� ������� 
����
��	�
� �����
�� 
 	�	����# , 	��
�� ����� 
 	�	���� 	 �����
����� �
����� ���� �����
�0�	� 
��!�		�
������� ��� ��		�
�!��#

2�		������ ����������!�0 ��
�	����" �	��
�� ��� ��������" 	�����
��� ��
����"�����	��" 	�	���#

���������	� 
�����
��	� ���
��
������� � ������������ 2�	�
	������ 	�	����� 
��������0 �� ��	# (#3� ����� n ������" ���� ��������

����" ���� �� ������ ����������0� 	 �	��������� ���0��� ���
����
���� T0 � ��
����� P0#

%������ ��������� ����� ��� 	�	������ 
	�" 
��	�	��� � 
�������
�� �	�������� 	�������� ����� 
	�� 	�	���� ���������#

4�.��� �� ��
��
�" 
�����
 qν(T0, Tν)� ��� � σν(Tν) =
1

Tν

qν(T0, Tν)�

��
�	�� ��� �� �� ������ �
��
��0���� 
�����	�
�� Tν � 
����� ��� ���
������ ���� 
������ Tν = T0 ���� 
���� ��.�� 	����� ��
��� ���0�

������ 

���� ����!�� �������� Uν ��� �������� ���� �� �����
	��	��#
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 ���

���� ���� 	
��

��� 
�������������
�� ���
���� ���
����� �� ��������
������ ������
�� � ����������

 ����� � ��
�����!��� ��"�
� � ������
�������� ���
��� ��������
�
�� �� n �������� ��
����!��#� 
��
�

� 
�$��� �� ������
�� � ���
���������� %�� &
�� � ���� ������� '����() �������� ���� ������
��
� �����
 τ ����� P0�  ����� � ��
�����!��� ������
� 
��"��
 ���
�
����

����
�
 ���� ������
���

������
��� ����������!�� �����* �� ��� ��� 
��
�

� ���������� �
��"���� 
����� +���
� ν ����
���� ,��� &�
����� ��"���#� 
��� S(τ) �

��-� ���-���� ������� � �".�� V ∗ ��������� �������� P = P0� 
� ���
�
������ &���#�� ��"���#� 
��� E(τ) /�
�������� � �������� ���
������
&���#�� ���
��� ���
��
�
���
 ������� E0� 0� �������� 
 ���
����
�

q(T0, T ) � max
T

/(q(T0, T )

T

)
=

∆S

τ
. '���12)

3
� ��������� ��� �������#� ��
��� 
������������

q(T0, T ) = α(T0, T ) '���1()

������
���� ��4�� 
�
 � ��� "���� �"��#� ��
���

q(T0, T ) = α(T k
0 � T k), '���15)

� 
�
���� α � k ���*
 �����
���� ���
�
6�� �������#� ��
��� 
������������ ������ '���12) ����
��� ��
��

���!��� ��4���� �����
������

T ∗ =
T0

1 + ∆S/ατ
, ατ +∆S > 0.



��� ����� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

������	
��� 
����� ����� ���

A∗(τ) =
Tn∆Sατ

ατ +∆S
�∆E. �������

����
 ∆E = E(S(τ), V ∗(τ))� E(S(0), V (0))�
������� ��������� �� ��
��	� �������� ������������� �������	
���

��	� ����� 
����� A∗
n(τ)� ��	� ��� ��	�!���	
��� � ������������� ��"

����	
��� #��
� ����� 
����� A∗
#(τ) = |A∗

i (τ)|� ��	� ��� ��
�$���	
���
%	� ��&�  ���' ����
���#�
����
 #���������
 �������� ����� �
��"

��	�&��
�  �� ��!��� �# ��������� �	�#�� � ����	
���� &�#�� �
� (���

∆S = Cp ln
T (τ)

T (0)
�R ln

P0

P (0)
. �������

����
 � ���' ��	���� 
�������� ���	���� ��������� � ������ τ ���	�"
��) ���� �����

��������� ������� ��#��	��� ����� T (τ)  �
�# ∆S � �'
�#��
 ∆E =
= Cν(T (τ)� T (0))*

∆E(∆S) = CνT (0)


( P0

P (0)

)R/Cp

exp

(
∆S

Cp

)
� 1


 . �����+�

,��	� ����������� �����+� � ������� ��	� �� #���������
 A∗(τ,∆)�
-�
����
 #���������� ������	
��� #��
� ����� � �������	
��� ��"

	� ����� 
����' �� τ ����#�� �� 
��� ����
.�&�� ��	� ��� ∆E� ���� ������� �� ��
��	� �����+�� ��	�!���	
"

��� �� ��/������� ����� τ0�  �� #� �
���� ���
0�� τ0� ������� 
����' �
������� ��	� ��
 ��	
#��

1�	� (��
���� S(τ) �� #������ �� ������ #��� � �����2� ����� #��� �
� �������� �����
��� ����
����� (��
&�� ������'�  �� � ������������
� �����3� �
������ � �
�������)

(
T (τ)

T
� 1

)
q(T0, T ) � min

T>0
����+3�

��������� � 
���������

∆S = S(τ)� S(0) = τ
q(T0, T

∗)
T ∗ .
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���� ���	 
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��� ������������ ���������� �������� ����������� �
���������� ������ �� ����������������� 
����
��

 �� ��������� ��! ��������"� "��� � �������"� ��
��� ����������� �
������ #�����$ ������%���! 
�


Cp ln
T (τ)

T (0)
�R ln

P0

P (0)
= τα

(
T0

T
� 1

)
. #�����$

&� ������' #����($ ��! q = α(T0 � T ) �����

T (τ)

T
=

T

T0


 T (τ) =
T 2

T0

, #�����$

��� ����� ���������
� � #�����$ �������� 
 ��������' ��! T ∗	

2Cp ln
T ∗

T0T (0)
�R ln

P0

P (0)
= τα

(
T0

T ∗ � 1
)
. #����)$

&����! ����� *��"� ��������� ��������� ����������+ � ����! �������
� ������ T ∗+ ��
 ��� ��%���� ����������� � �������!�� ���������'
������	

A∗
n(τ) = �∆Emin = Cν

(
T (0)�

(T ∗)2

T0

)
+ ατ(T0 � T ∗). #����,$

&�� 
����
�� ���������� � ��������� �����������+ ����������� 
�-
����� !��!���! .��
/��� ���������� *���"��+ 
�
 ����������� ��%�+
��� �'��� .��
/�� 
����
�� U(t) ���������! ������ ����� ���'�



��� ����� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

� �����	 
 ���
������
� �
��

��

p(τ) =

∑
i
Ai(τ)

τ
� max

τ>0
�������

�
�
��	 
��������

�� ��� �������� ��	 � ���!�� ��""	 	�#� �	$
��� "���#�� p(τ)% ��	� ��� "���#�� Ai(τ)% ��
��	��
 �&��� �	 ��	�$

��� ∑

i

(
d2Ai

dτ 2
τ 2 � 2Ai(τ)

)
< 2τ

∑
i

dAi(τ)

dτ
, �����'�

� ��	� ��� ∑
i

(
dAi

dτ
�

Ai(τ)

τ

)
= 0.

( ��	�
� ����)��% ������� ���  �

�
� 	���� ��*	 ���
�
� �	��
�	 	�
$

� � �� ���	 �
���  �+
�	,
 �	�� �
����� � ���	��	 ��� τ ∗-

n∑
i=1

αi∆Si

αiτ +∆Si

(
∆Si

αiτ +∆Si

� 1
)
=

T0

τ

n∑
i=1

∆Ei(∆Si). �����.�

/
��

��% �
�
 �& �
!�
 �
������ � � 
#	

	 �
�	��
,
 � 	�	��% 
, �$
���	��% ��� �����	��� !	 �
��

�� �
!	� +��� 
�
�� �,
��
 �	�����

������� ��	� 
���� 
����
�������� ���� � �����
� 0�

�
� ��
�	 �
�������
 
�
�	��% ��
+ �!	���& ��  �
� ����

0�
� ���- 1
�
�
�	��% �
������ �&��	 
  	�	 ��� 
� � � �, 
 � �,
�

2�� � 

�
�� +��	� � 	��
��,��� 
+3	�� �
�
�
�	� � �
�	�� τ "��$

� 
�������% � Si(τ) ���������� 4����� 
 �������	 ���� 	��	� 5�	 $
,�� 
�
�	�� � �
�	�� τ � ��
��� � �
�
���� ����..�% �
�
 �	 � ����
"
 ��



���� ������	 
���
 ���

L =

{
2∑

i=1

[
Uiqi(T0, Ti)+

+ λi

(
Uiqi(T0, Ti) + U21q21(T2, T1)(�1)i

Ti

�∆Si

)]
� max

U,T

}
� min

λ
,

��� ∆Si = Si(τ)� Si(0)�
�����	
��
 ������ � �������� ���������� �� ���� ���� �������� ��

���
��� ��� �����	
��
 ������ � �������� ������������ �� ���� ���� ���
��� ��� U1 = U2 = 1, U21 = 0 ��� ������ �������!�� "������	� λi ��
#���������$ �� �	$ ������ ��	�����	
� � ��� ��� �����	
��
 ������

A∗
n ��������� $���
�����
 � ������ ∆Si� � λi = �

∂A∗
n

∂∆Si

�

%	
 	����� & ������� ���	���������

qi = αi(T0 � Ti), q21 = α21(T2 � T1)

#$��'�
 L � �$�	� ����& �� T1 � T2� ������� �������� ������� T ����(
�������� )$��'�
 �������� U∗

i = 1� ��	� qi(T0, Ti)(1+λi/Ti) > 0� ���� ��	�
T0 > Ti� * $����� ����� ������	
� � �������
 T1 � T2 ������	
!��
 ���

T ∗
i =

αiT0 � q̃21(�1)i

αi +∆Si

, i = 1, 2.

+���
 q̃21 = U21q21(T2, T1)� ��	$�����
 ������

Ap = τ(q1(T0, T
∗
1 ) + q2(T0, T

∗
2 )) = τ

{
T0

[
α1 + α2 �

α1

α1 +∆S1

�

�
α2

α2 +∆S2

]
+ U21α21(T2 � T1)

(
α2

α2 +∆S2

�
α1

α1 +∆S1

)}
.

,����-.

/���$��� �������
� ��� ��� 	!��� ����� q21 �������	
 ��� U21 �
,����-. ��	�����	��� �� �	�������	
��� U∗

21 = 1� 0�������$� T ∗
1 � T ∗

2 ��
�������	� (0, τ) �����
�� � ������	
!��
 �� ������ 

α1

T 2
1

(T 2
1 � T1(τ)T0) = α21

(
T2T1(τ)

T 2
1

�
T2(τ)

T2

)
,

α2

T 2
2

(T 2
2 � T2(τ)T0) = α21

(
T1T2(τ)

T 2
2

�
T1(τ)

T1

)
.

,�����.
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 � 
�������
 ����
� 
 ��� Vi(τ) > Vi0 �	���
�
������� ����� ������
�� 	��������
�



∆Si = Cvi ln
Ti(τ)

Ti(0)
=

1

Ti

(αi(Tn�Ti)�α12(�1)i(T2�T1)), i = 1, 2, �������

 �� ��!������� T ∗
i 
 T ∗

i (τ)�
"��	

������ !����� A∗

p 
�
 

�

������ !����� A∗
� ��!�����#�	�

��� 	�

� �!
!�$��
% ����!����% &��!�

 ���	
	��
 
 
	�� �
��'

A∗ = |(E0(0)� E0(τ)) +
∑
i

(Ei(0)� Ei(τ))|T=T �,T (τ)=T �(τ). �������

(�� �%� ����� !���!���! ��	��	������ 	������	����� ��
��  �� U1 =
= U2 = 0� )� �	���
% ������� 	�������  ��

T1

T2

=

√√√√T1(τ)

T2(τ)
= ω. �������

*	���
� ������� ��!��
���	� ���

Cv1 ln
T1(τ)

T10

=
α21

T1

(T2 � T1) = α21

(
1

ω
� 1

)
,

Cv2 ln
T2(τ)

T20

= �
α21

T2

(T2 � T1) = α21(ω � 1).
�����+�

*	���
� �������� �����+� ��!�����#� T ∗
1 (τ), T

∗
2 (τ) 
 ω∗� ,�� ��
� ��
��-

!���! T ∗
1 
 T ∗

2 �� 
���!���� (0, τ) �!
 &��
 ������� �� �� ��!��������
� ��� 
�� �� 	
	��
� 
���� ���� �������� ������
������� �	���
�� ��-
��!�� ����!����
� T ∗

1 
 T ∗
2 � .��

 �	���
�
 
���� ����� ���!

�!� ��-

���
� 	!����% 
����	
���	�
 ��������� ������ q̄� / &��
 	�� ��

T ∗
1 =

q̄ω∗

α21(1� ω∗)
, T ∗

2 =
q̄

α21(1� ω∗)
.

�������� �	���
������	� 0�		
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$
�	� �� ������ ��
��!���!�%� ��2�
�
� ������
�
� �� 
 	�	����
� 3�-
	����
% ��� ν-% ���	
	��
� ��!������� �����! ���4���!�4
% Cν = (Ci1�
..., Cik) 
�
 �����! 1


 �	�
1 �����4
���� µν(Ti, Pi, Ci) = (µi1, ..., µik)�

5	�
 � �� �	��� ��!����#$
1 ��!�
����1 �!
���� 1


 �	�
� ��-
���4
��� ���	
	��
 µν 
 6���4

 �������� Uνj� �� ���� � � 

�

���-
��% ���!� ����% !������ ���!����% ��� ��!����� 	
	��
� 
� ���������



���� ������	 
���
 ���

�������	
	 �	��	
��
 � ������	� �	����	� �	��	
���� 	���������
 ���
�	� ��� ��� � ��
 ����	�	� �������� � �	�	�	� ���������
�� �������
����������� �	�������� ������� ���	� ������ �	��	��� 	 ����� �����
����������! ����������! ��"	���

#�	 ��
 �����������$ ���	�	� ����	�����	�� giν �	��	�� �� ���$ ������
�	�% �
�	����	
	 ��������
 ����	�� µ $��������$ �	��� ���	� 	� µ(0)
�	 ���	�	�	
	 	��������	
	 ��	��
 µ∗& �	��������
 $��������$ �	����
 ���	� �� '�	� ��	��� �� ��������� (0, τ)& ������ � �	���� τ �	 ���	�	�
�	
	 �������
 µ∗(τ)� (������
 µ∗ � µ∗(τ) 	������
!��
 	
��������
��
������ � ��������
�� �	��	
��
 �	�������� ��
����!)��� ��������!!
'���
�!� '���	��! � $��������� �	��� ��� � �	���� τ � *�� '�	� '��
��	��
 S(τ) ������� 	� S(0) � µ∗�

#����	 �	�������
 ����� 	"���	� 	 ���� �	��� 	�������
 �	�	���
�	 
��"	� +$	�
 	�� � �	����� ��� 	"������
,� -��	 ����!�����
 � �	��
��	 ��
 ����	��$ ������ �	 ��������� 	���������� ���	��� �������
��
 ���������� �	������� T ∗(t) �	��	 ����� ��������
 �	��	
��
 �	��
����	���� �		��������!)�� �� ���	�� ��������
 	".��	� V ∗(t)� �	�	�
��� 
��
!��
 /����������� ���������
��� 0�	� ���	 ��
 $��������$
�	��� ���	�� 0�������� 	".��� ��� �������
 � ����	� �� �	�������
���
�� �� $��������� �	��� ���� ���$ ��)����� �	�����
!)�$ '�� �	��
�������� *	'�	�� � 	")�� ������ �	 	���������� ���	��� ��������

$��������$ �	��� ���	� ����	����$ ��)����� �	�����
!)�$ �	�������
��� �����
 ����� /��� �! V ∗(t)� 	"��������!)�! �������	� ��������

-�
 ������� "�����$ �	 ��	�� ��	������ � ��������� 
����� $����
������ �	��� ��� i�
	 �	��	����� 12�3 �����

µi(T, P ) = µi0(T ) +RT lnPi, i = 1, . . . , k,


�� Pi 4 �	� �����	� �������� i�
	 �	��	������ #"	�����
 ����� V 	".�
�� �	�������� � �����	��
�
� ��	 � ������ �	���� ������� 	".�� �
�������� ��
���� ���
 � ���
	� ���������� 5	��
�6���	��� PV =
= NRT, 
�� N 4 ����	 �	��� � �	��������� �

Pi = PCi = P
Ni

N
, i = 1, . . . , k,

������� µi ����� V %

µi(T, V ) = µi1(T ) +RT ln
Ni

V
, i = 1, . . . , k. +���78,



��� ����� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

����� µi1(T ) = µi0(T ) +RT lnRT 	 
 ���
 �������� ��� ν�� ����������

Ṅνi =
∑
j

gijν(µν , µj)Ujν , ν = 1, . . . , n, i = 1, . . . , k, ��	����

Ṡν =
1

T

n∑
j=1

k∑
i=1

Ujνµiνgjνi(µν , µj). ��	����

����� ����� Nν � ���� � ��!�"
 �!��� "�!�#�#�� ��	����� �!$ $!$ ��
#�%� &!����� µν 	 '!$�� �(�!&��� "�!�#�#�� ��	���� #� ����
��� ���"#���
�$���� � &!�!�! ��(��! )"#$*�� Vν(t)� �!$����&��"
+� ���"��##"

���#���&��"
+� &!��!��##"
� �!(��"� �������� &!�!��� �����!��#��
%� "��!���#�� �(+�%� ���!	 ����� ��� �������� ���#���� ��� ���*���
�!�������#��! �&���������$��� ������!�"�� ��� ��������� �!�#� T �
������(��# ���"����"��	

����������	
 ���
���� ,"��� ������! ������� �& ��&���"!�! � ������
�!�"��� T � �!���#��� P 0 �  ������$�� ����#*�!��� µ0 � �!(���%� ���!
� ��� -� ������!�"���� �(.���� V > 0 �  ������$�� ����#*�!��� µ	

�!�!#� #!�!��#�� ������#�� �!(���%� ���! �E0, S0, N0, V0�	 /�� ����
����� ("��� �������!%!��� ��� ����� ��+���� k = 1	 ,��������##��
��0� ������##�� ���&!#� ��"% � ��"%�� "�!�#�#��� ������#�� E(0) =
= E(S(0), N(0), V (0)). 
 $�#��#�� ����#� �����#� &!�!#! S(τ)	 1"��
�!�#�� �(.�� �����#�$! � �!(���%� ���! #��&��#�#	


 &!�!�� � �!$���!��#�� �!(��� ���("���� ������� ��#��"�! �#"��
��##�� 2#��%�� ������� � ����#� τ 3

A = ∆E = [E(0)� E(τ) + E0(0)� E0(τ)] � max . ��	��4�

����� E0 � E 5 �#"���##�� 2#��%�� �����#�$! � �!(���%� ���! ��������
����##�	 6!$���"� �+���� �� V (τ) � µ(t) #! �#����!�� (0, τ)	 7������
�!$���"�! �� V (τ) �������� $ ���"� ��� � ����#� τ �!���#�� �!(���%�
���! ���-#� ��!�� �!�#�� �!���#�
 �����#�$!	 8& "������

[∆E0 + E(S(τ), N(τ), V ∗(τ))] � min, ��	��9�

%��

∆E0 =

τ∫
0

(h0 + µ0)g(µ0, µ)dt



���� ������	 
���
 ���

� ����	
���

τ∫

0

µ(t)g(µ0, µ)dt = T∆S, �������

�	����� ��
 ������� ���	
�� �������� µ ����	
���� ��������� ���� 
!�� "�#���$�%

L =
{
g(µ0, µ)(λ1(h0 + µ0)� λµ) + λ

∆ST

τ

}
� min

µ
max

λ
. �������

&���
 �� ������� 	��	 ��� �
� ���	
�� �������
 µ∗' ��$�	 �����
N∗(τ) � �	 ���	
�(

S(µ(τ), N∗(τ), V ∗(τ)) = S(τ) �������

	��������) µ(τ)�

*�+���� ������
���	' ���� ����!�
 "�#���$� L 
������ 
��� �	 µ'
���� ����

d2g

dµ2
> 2λ

dg

dµ
.

,	$�	 �	�����)' ��	 �	 ������ ������ λ > 0' � dg/dµ < 0' ��� ��	 ��

�	�)+����
� ��
����	���� g(µ) ���	
�� 
�����	��� L 
��	����	 � µ∗

	������
���
 ���	
�
�� ���!�	����	���%

µg(µ0, µ) =
(S(τ)� S(0))T

τ
,

N∗(τ) = N0 + g(µ0, µ
∗), ∆E0 = (h0 + µ0)g(µ0, µ

∗)τ.

-	��� �	�����	
�� .��� 
���$���� 
 �����/� �	����� Amax�

���� � ���	
 ��
�������	�� *����	���� ������� � �
��
 ����� 

������' 
 	��	� �� �	�	��� ���������� �	���!��� ��(��
	#	 �	��	 
����� ��
�� µ+' � 
 ���#	� µ− ���
 	���������	��� µ+ > µ−�' � ���	�� 
#	 ����' �	�	�	� �	$�� �	�������	
��) � ��$��� �� �����
���	
 �����
������

-�	!��� !����������' ��� ��	 ����	�� .���	���' 
��������� .��� 
#�� � ����� ��(��
	#	 �	��	����� ���	��#	 ���� �� !��� ��
�� ���(�
0���������� 
��� �	������� 	�����	
��



��� ����� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

���� ����	 
��
��
�� ����
�������������������� ����� � �����������
����������� �������

���������  �
������� !������ ������" �� �� ��������#  �
�������
!������ ����� 
��� � $�������� ����� µ0 ���������� %�������� ������
����& �����"� ��'�� %�������( �������) µ+ � µ−& � ����� µ * �������
���� %�������� �������� ����� ������

A = E0(0)� E0(τ) =

τ∫
0

h(µ0)g(µ0, µ)dt � max
µ0,µ

+�����,

%�� ����������)� �� %������ !����%�� � �������� �  �-��� � ��������
����

∆S =
1

T

τ∫
0

g(µ0, µ)(h(µ0)� µ)dt = 0, +����.,

∆N =

τ∫
0

g(µ0, µ)dt = 0. +����/,

�� +����., ����
��& ��� ������
�
 �����" ���� ���� 
�� ������
� ����
����)

A =

τ∫
0

µg(µ0, µ)dt � max +����0,

%�� 
��� �� +����/,�

1�) ������� ���� "� �������� µ � µ0  ������ +����/,& +����0, ��%�2��
�
����# 3�����'� � %�����
�� �� �����
�� %� µ0& µ � ������
�� %� λ	

L =
{
g(µ0, µ)(µ� λ) � max

µ0,µ

}
� min

λ
.



���� ������	 
���
 ���

����� 	
���
� ��
����� �
��� ����� ���� �� ��� ������������� µ0 = µ+�
������ µ0 = µ−� ��� ������ �
������ �� µ ���� �� L 	
���
� ��
�����
µ �����������!� ��������

∂L

∂µ
=

∂g

∂µ
(µ� λ) + g(µ0, µ) = 0

���
g(µ0, µ)

µ� λ
= �

∂g

∂µ
.

"����# $���� ��
������ ��� µ0 = µ− �	���
��� ����� µ1� 
 ��� µ0 = µ+

����� µ2� %
� �
� � 	
���
� ����
� L �
����
�#�
� 
 ��
���� ����
���
�
��

L(µ+, µ1, λ) = L(µ−, µ2, λ), &����'(

��� � ���������� �������� λ�
"������������� ��������
� �
��������� ���

g(µ0, µ) = α(µ0)(µ0 � µ). &�����(

)� ������� &����'( �����

µ1 =
µ+ + λ

2
, µ2 =

µ− + λ

2
. &����*(

+����
���� µ1 � µ2 � ���� �! L� �
���� �� �
��������# �� λ ��� �
,-
���� �� 	
���
� ��.����/

L+ = L(µ+, µ1) =
α+

4
(µ+ � λ)2,

L− = L(µ−, µ2) =
α−
4
(µ− � λ)2.

0������ �� λ �� �
������
 L �� µ0, µ ������
���� &���� ����(� ����


L+(λ) = L−(λ) 
 λ∗ =
�
α+µ+ +

�
α−µ−

�
α+ +

�
α−

. &����1(

���� ������� ����
��
 � �������
�
�� ��������!��� ���	��
���� &����2(
� �
��


γ+ =
α−

�
α+

α−
�
α+ + α+

�
α−

,



��� ����� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

���� ����� 	
�
�
�� �
�������
� �
 λ �
������
 ������� �
��
��
 ��
µ ��� µ0 = µ+ � µ0 = µ−

γ− =
α+

�
α−

α−
�
α+ + α+

�
α−

.

��������
� �
 �

 �
 ����� τ �

A∗(τ) = τ [γ+µ1α+(µ+ � µ1) + γ−µ2α−(µ1 � µ2)],

��� µ1 � µ2 �
!���
 �� "�����# ����� ����

����� � $
� �%�
����� ��
&
'���� λ �� "����(#�

��������	�
 ) �
�
'� � �
����
����* �
 �
�+ ��
���, ����� ��&
���'� �� 
�������
��'����* ���
��% ��� �
��
�
��� ���
��'���� �

��������
������
� �������
+ ��-���� �� �
����
 �
 ��
������ ���
�&
���� ���
��% � ����
��� ��
���� � ���
��
�
�� � � �

���� ��������
�%�
����
��� ��
������%! ��������%! ������
�� ��� �! ���

�
� '�&
��� �
 �'�� 
���� .
�
 �� �
����
���
� �
 �

 �
��
 �
����� ����
�&
��* ���
�����* $������ � �
'
�� � ���������� �
��������� ���
������
) � �

��* �
�
'� � �����
����* �
 �
�+ ��
�� ��* ��� ����������
���
��% �� �
���������� � �
�
���� ���
�����+ ��-���� 

��� ���
��
&
�
���
 �
���������� ��������+ 
 �
 �

 ������!���
 �
����
����, ��&
���'����, �
 ����'���+ ����������,/�, ��� �

����
�+ ������
,/�,
� ��� �

��%! �
�������%! �������
!+ ���� �%! �������
� ���-����
"� �

���, �
 �
� �
��������#�

��� ���
��'���� �
 ��������
������
� �������
 �
�
'
 � �
���&
�
����* �
 �
� �����
�� � �
�
'� ��
��
������ ���
������+ ��� ����&
�
� ��
���* �� �����! ��
�
�'���� �
��%! ���'
�! ���
,
 �
���
���
��
��
������ ��-���� ���
������* �
 ��
�����* ���
����� ������
�� �
����
��� ��
����+ ���'�� �����
���
� �
 �

 �
�������� �
��������*
���
��% �
 ������
��% ��� ��������
���* ��������
������
� ����&
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��� �������
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����� ��������
� ������ � 	
������ ������
��� �����	����� ���� � �������� 	
�
����
#��
�	�� �������� $������
���� 
����� ������������� �������� ����
��
�� ����
���� #��
%�� ������� � ����� 	
������� &
� 
��
���'
�
������ ��������� ����
����� #��
%�� ��(�� 	��������� ���������
	����� � ����������� �� #��
�	��� )����� #�� ����������� ��
��� ���
��� ��� ������� ����� ����
����' #��
%� �� #�����
����� ��������
�����
�� #��
�	��� )����� ��%��� ��	
���
� ��������� ���' 	��������
�
��� ���� � ����� 	
������ ������� ������ �������� � �������� �����

���� #��
%��� � ������� � � �������� 	
�
���� #��
�	�� ��
��� �
�
���� 	����������

*� ���%�' 	
��������� ��(��' �
����' ��
����
� �	����
���%� 
��
����� �� ������� �� �����������' '�
����
����� 	
�������� � #��
��
	�� ������� � �	����
���� 	
������ 
����� � 	�������� 
��� ��������
	�������� ���
������ +����� � �������
��� ��,����� ����� �� (�
��
����
� �	����
���%� 
������� ��� � ������ � �������
��� 
������
��� ��� ��
������� �� 	��
���� 
��� ���� ��� 	
���
(���
������ τ ��
-����
������ � ����
����� �� ��
���� ��������� ��������� A∗

n(τ)/(τ)�
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������' u+ � u− � 	
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(������ 	���������� ����,� �����
 ����������' 	�
������' u �
#����������' 	�
������' v� ����� J+� 	����	��,� � �������� �������
�� u+ � u� � ��'���,� / �� u � u−� 0��
�%����� ��
���� �������
� ���(�,�� ��
�1 x+ ������� �� u+ � u� � x− / �� u � u−� 2
�����
	
���������� #��
�	�� � ���� ������� �� �
��� τ 1

σ =
1

τ

τ∫
0

∑
j

[
J+j(u+, u)x+j(u+, u)+
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v̇k =
∑
j

Jkj(uj, uk), k = 1, 2, ..., �������

� �
��
���� !
������� � �	����� ���$������ �
 �	����� $������� !	��
&
����� 	�������� ������� 	���
 ���(*

τ∫
0

∑
j

Jkj(uj, uk) dt = 0, k = 1, 2, ... �������

+ �
� ������� �
#�� ��	�������� $����� 
 �������� σ !	� ���
���
������� ��!���� ���$� 
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��	�
� 	�)���� u∗� �� �
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�"� ���� ���� �
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	�� .�$�#�	�*

Jj =
∑
ν

γjνxν , j = 1, 2, ... �������

�	���� �!	�������� ���
��� �$����
���*

γij = γji,

� ���	�,� �
�--�,����
� ||γij|| !
�
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�
!	���������� �
� �����
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� � ������� � ��
� ������ 
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�

������
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!	���������
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��� �� �������� !
 �
������("�� ����
	�
u !	� -����	
����� $������� u+� u− �
�!���(� � ���
����� ���,�
�
��	�
��� �
��
���& !
�������*∑

jν

γνjxν(uν , uk) = 0, k = 1, 2, ... �����0�

'��� ��� ��!�
�
#
 !
�
�� � 
��
& !	
��
��
��
& !
�������� !
�
�
� ��!�� !	
!
	,�
����� 	�$�
��� ���!�	���	�� !
���,���
� u+ =
= 1/T+, u− = 1/T−, u = 1/T *

q+ = α+(u� u+), q− = �α(u− � u).
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σ = q+

(
1

T
�

1

T+

)
� q−

(
1

T−
�

1

T

)
= α+(u� u+)

2 + α−(u− � u)2. �������

�
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�����
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�
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�
���
�� ����������
�� 
�
��� �

q+ + q− = α+(u� u+)� α−(u− � u) = 0. �����!�

"��#���
�� ��
����� σ �� u � 
��� � ��$��
�� �
�� ���� %�
$���

∂σ

∂u
= 2α+(u� u+)� 2α−(u− � u) = 0
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 ��������!� �
�
� ���������$
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���

(���� �������
	
��" ��� �����
����� ��
���� � )���� ���	�
��!
u∗(t) ��� ������
 u∗(x) ��*������� � ����������� ��� ���� )���#�� n"
��	�
 ��'�� u∗ � n ��*������� ������ % �
�
�� �����
����	� ���
������
��������� ��� ��������� �
�
���������� ���
������	� ��+���
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 ��
���
��� ��������� �
��������� q(x, u, t)" �
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�
% ���
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�
�� ��'�� �
��� �
��� ��
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������" ��'�� �!�� �
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�� �
)���� ����� ��'�� ���
���$*�� ������������ u(t) � ���������� ���
������� x(t) ���


ϕ(x, u∗) = /0123, 4����56

	�� )���#�� ϕ ������!��
 � ��))����#�����
 �� ������������ 
��
	�������" �������
 �����
��! �� ���������
7 u(t) � x(t)  ��
����!�
)���#���
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������� ������! �
�
�����������
)���#��� q(x, u)" 
 ������� �����
������� ���$� )����

F (q(x, u), x, u, qx, qu) = /0123, 4����86

	�� ����� qx" qu �����
���! �
���!� ���������!� q �� �����������$*��
��������!��

-
 )���#�$ q ��	�� �!�� �
��'��! �� ��� ��!� �������" �
������
������
��� ���


q(x, u) = 0 ��� x = u. 4����96



���� ������	���
�� �
����������
���� ����
� ���

�������	
 ��
����� ���		 ������� q(x, u)� 
�
 ������� ������� �����
����
 ������ �
��������
�� ���������! �����" �

#�$�
 	��%� ������
 &�	��������� '�
�(� �	������ ��
) � � � � * 
 � � � � �+ ������� ����	� 
���
����
�
 ����������
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��� �����" �
��� � �
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���� �
��� �������

q(x, u) �������� �������
 ���������

Fx

Fu

=
ϕx

ϕu

. �����, 

-��	���������� �' �	����
 �����" 	��
���� (��

ϕxdx = �ϕudu,

� �' �����, ��������� (��

Fxdx = �Fudu,

	��
��������� 	&����
���� �����, �
#(���
�� � ��������+ �	�� &�� ��&������� �	����
 ������ �����	���

�����, �� �%��� %�	��� �� �� ��&������ � �	����� �����" �
.���
 (�	�� �����	��� �����, '���	�� �� ��
� ������� q � �� (�	����
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�� &���(��� ��������� � (�	���� &���'��
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∆S =

τ∫
0

q(T0, T )(1/T0 � 1/T )dt => min

��� ��
�����
τ∫

0

q(T0, T )dt = 0,

C
dT

dt
= �q(T0, T ), T (0)� fix.
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���� ������
���
 �������'�� �
� ����������"� ���
�������(

��� �������� ��)�( ����� ���

T 2

q2(T0, T )

∂q

∂T0

= *+,-., q(T0, T ) = 0 ��� T0 = T. /0�0��1

2���"� ���� ��
#�� ���� ����� ���
������� q(T0, T )( 	���� ����
�
��
��� ��
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 ϕ(T0, T ) = T0 � T5 ���� �
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������� ���
��������� ������
���
 �������'�� ������������� ��������
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q(T0, T ) =
M(T0 � T )T 2

1 +R(T )M(T0 � T )
. /0�0�01
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��������� � ���44�'������ ����

������������( ������ �� �� �����������( ����

q(T0, T ) = αT 2(T0 � T ).
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σ =
1

τ

τ∫
0

q(x, u)R(x, u)dt � min
u

&'"'��(

��� �������!
ẋ = f(x, u), x(0) = x0, &'"'�)(

τ∫
0

q(x, u)dt = ∆Q. &'"'��(

#	��� σ * �������	���� +
������� ������� &'"'�)( !���
�������� �
��
����� ����
�
�� �
��
���
�� ������

�� ������, &����������,� 	���
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��� !������
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F =
q2(x, u)

nu

Ru = 12345. &'"'�6(

7�������� 
����� 	�� 
�
�! ������������ q(x, u) � ��������
�� ��������
�,���
�
� �������

ϕ(x, u) = 12345,

$	� ϕ ��	�
�"
8 ������������ � &'"'�9( ����� �������

2
qx
q
+

Rux

Ru

�
qux
qu

2
qu
q

+
Ruu

Ru

�
quu
qu

=
ϕx

ϕu

, &'"'�:(

����	��� ��� ��� ��

��� q � R 	�� ��	�

�� ϕ"
���	�	�������� ����������� �� 8��	�� ��

�� m(T0, T )%

m(T0, T ) =
q(T0, T )

T 2
, &'"'�;(



��� ����� �� ��	
���
 ���������	� �������
��

������	
�
� �
 �
� � q(T0, T ) ���������� ���������������� � �����
�
��� � �������� ���	� ���	� ��! ����"�
#��
��� ������$�� %�� ��	����
� �����

F =
1

m2(T0, T )

∂m

∂T0

= &'()*, m(T0, T ) = 0 ��� T0 = T. �����+�
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FT

FT0

=
ϕT

ϕT0

= �1 ����0-�

�	�
FT + FT0 = 0. ����0��

1
��
� FT � FT0 2

FT =
1

m2(T0, T )

∂2m

∂T0∂T
�

2

m3(T0, T )

∂m

∂T

∂m

∂T0

,

FT0 =
1

m2(T0, T )

∂2m

∂T0∂T0

�
2

m3(T0, T )

∂m

∂T0

∂m

∂T0

.
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mT0T +mT0T0 =
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m
mT0(mT0 +mT )

�	�
∂

∂T0

(mT +mT0) =
2

m
mT0(mT +mT0). ����0��

����"�
#��� ����0�� �	���34�� �"�
#��2

∂

∂T0

(mT0 +mT )

mT0 +mT

= 2
mT0

m

�	�
∂

∂T0

ln |mT0 +mT | = 2
∂

∂T0

ln |m|.

5����

∂

∂T0

ln |
mT +mT0

m2
| = 0. ����00�
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���� ����
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�� ����		
 ��
��
�� ��� �����
��
� �����

 ��� ������ ���������� �
����
��� ��������!�� �
��
����� "���#�
 �� T � ��
�

ln |
mT +mT0

m2
| = ξ(T )

���
mT +mT0

m2
= �f(T ). ����	$


%����
��
 ����	$
 �
&�
� �
����� '�����
��(���)

Ṫ0 = 1, Ṫ = 1, ṁ = �f(T )m2.

*
&
��� +��' �����
�� )

T0(t) = t+ r1, T (t) = t+ r2,

ṁ = �f(t+ r2)m
2 


1

dt

(
1

m

)
= f(t+ r2) 


m(t) =
1∫

f(t+ r2)dt+ c
, ����	,


-�
 c . ���������/ f(t) . �
��
������ "���#��� 0 ��1��� ����	,
� ��2
��3��� t � ���
��� dt �
�
� dT � ������� �4�

 �
&
��
 � "���


m(T0, T ) =
1∫

f(T )dT + µ(T0 � T )
, ����	�


-�
 f � µ . ��������!��
 "���#��� 5�
�! ���
��� ��� � ���� ����	,

�������! T0 � T � ��������!��� "���#�� �� �

 ����������

6��
� �����! "���#�3 µ(T0 � T ) � ���


µ(T0 � T ) =
1

M(T0 � T )
.

7 ���� ��������!����� "���#� f � µ � ����	,
 �
�
��&
� �
&
��
 �
+������
���� "���
)

m(T0, T ) =
M(T0 � T )

1 +R(T )M(T0 � T )
, ����	8


-�
 R(T ) =
∫
f(T )dT . ��""
�
�#���
��� "���#�� ����' ��-��
�����

9��4� ��
��! ��������
�!��
 ��
4�����
 m(T0, T ) = 0 ��� T0 = T
������� �� "���#�3 M(T0 � T ) ��������
�!��
 ������
 M(0) = 0 � �
��1��� �����8
 � ����	8
 ������� �4�� ��� ����������� q(T0, T ) � "���

������
�
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��������� ������ ����	��� �	�
��	�	����� � ��
�� ����	���
��������� �	�
���	 � ��
���
���	 ������� ����	�� �� �	
	���� ���
��

�����

� ����� �����	�
�	 �	�
���� � ���

!����	��� ������� � �������� ����
�� �	���
����	�
�� ����	�
��� ��� ���� � ������ �����	����� ��	��	���	�
���� ���	���
����� �
�������"���� #�
������ $�� �������	��� � �	�
�
�
� �����	���" ���%
�	 �
� ��
����" �����������" ����	�� ��	�� ���

∑
j

gjhj +
∑
i

qi � p = 0,
∑
j

gjxkj +
∑
ν

αkνWν = 0 �k,

∑
j

gjsj +
∑
i

qi
Ti

+ σ = 0, σ � σmin.

&�	�� gj ' ���	��������� j%�� ���	���
����� ����
�(
hj, sj ' ��	
���� ����
���� � �������� j%�� ����
�( xkj ' 
���	����%
��� � j%� ����
	 k%�� �	�	����( qi ' ���	��������� i%�� ����
�
�	�
�( Ti ' �	��	������ i%�� ����
� �� 
�����
���" ������	 ����	��(
Wν ' �
������ ν%" �����	�
�" �	�
���( αkν ' �������	����	�
�" 
�%
������	��� � 
������ k%� 
�����	��� ������ � �����	��	 ν%" �	�
���
)αkν > 0 �
� �#�� ������� � αkν < 0 �
� ������������� �	�	���*( σ '
���� ������� �������� )����������* � ����	�	�

!	�	�	���	� �������	 � ��
���� �	����������	�
�� #�
������ 
�

�  ���	��	 σmin� � ���� ��	�	��  ������ �� ��	���� ��
����� � ����%
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�
 ��������� �������� �
����
���
�

������	 
 ����� ���
� �������� ���	���
� ������
���
��
�
� �����
�	
	����� � 	 ���
����
�	�� �� �
�� �������� ����!��� 
����

	��
�

������	� �������� ����
�"� ������ ����� ����	��" ����
�" ����
#
������ ��!
��	 
�
 �������� 	
����

������

$���� ���������" ����
�" ����
�����
�
 ��� σ � 0 ����� D0� � ���

����� σ � σmin ����� D

∗ 
 D0 
 ����!�� �� ��
���� ��������� 


���
��
����	����"��
�" ��
�����
� %�
� ����
����

��������
��
��� 


���� ��!�� ���" ����
�� �� �����"��� ���


��#
��� ��� ��!��� 
� ������� ��
������ ����
�" ����
�����
�
� &���
�"
����
�����
�
 


���� ������������ ����
�����
�" ��!��� 
� ���

#

���� ���� �	����
� ����
����
�� %�
� ����
���� '�� ���	
��� ��
���"#
(�� %))���
	��
�
 


���� 
���	��
�	��� ��!
�� ��!�*
� �� ����
+�
�� ����
�
 ����
�����
�
�

, %��� ���	� �� �
����	
�
� �� ������
���
��
�
� ��������

�
���
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�" 
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���"��	��
�� ������	
������
���
�
 �����
��� ���+�

�	 ���"��� ��� ��� ���������� 
 ��#
��	�� 
����

	��
�" ������	 ����� �� 
���� 
��
��� -��� ���� ��#
�
�
��+
����� ������
���
��� .��
" ��!�� 
��	
�" 	����
 � 
�����

������
���
��
���� 
�	��(��
�	� ����������� ��
 �������� ��%))
#
+
���� �����������
�� �������� ������!
���"��
�
 ���+�

� 
 ���
��#

�	� ����������� ����� ������	�� ���������� /�!�� ����!
�" 
 ����
�
�
��	
�� �� ������� 	 %��� ���	� �
����	
�
� ����������

���������� 	�
��� � 
������ ����������� 
���������� $�#
��� ��

����
	��" �	���������� �����������
� ��� 


����� 
�
���#
*� 
� 

����
�� 
 ������������ T0� %�����
�� S0� ���������
�" c 

�������� ���� 
 %�����
�� S 
 ������������ T ��

� �����

0�
 �������� �	�� %�
� %�������	 


���� 	���
���� ����� �����
q(T0, T )� 1
�
 ���������� ��������� 	� 	�����
� �� ����������� 

���#
�
�� 
�������
� 	 
���	��
�	

 
 ���	���
��

dT0

dt
= �

q(T0, T )

c
, T0(0) = T0b. �����



��� ����� �� ��	
	���
	 ����������� ����	�

���� ���	 
��
��
�� ������������� �������� ��������� �� ��������� �
�������� �������� � ������ � ����

!� "� ���#��� ����������� ���#������� � ������"���� �� "���� �����$
��������� l� ��������
�� ��������� % ����� � ������& ���������� ����
���

dT0

dl
= �

q(T0, T )

W
, T0(0) = T0b. %��'&

("��� "�� ����"��������� �������� ��� T0 > T � � ����� W ���������
)�"���� *�)�)�����  ����� � ������ %�����)�"���� ���+�"� �� �������$
�����&� , ���)�� ��
��� ������� ��"����� ���"��-���������� ���#����
τ � )� )����� . "���
 �������� L� /�� ��� 
��)����� %���& � %��'& �� ����$
������ "�
 �� "�
 � ������ ����� ������������ �� �
"�� ���������)���
������ ���)�� �� ��+� 0�� ������ c �� W � τ �� L )� )��+ ���
�����
�$
��+ ������1����+ ��� �����)����� ����)�"��)��� "�� �������)�� �
������������

���������� ��"��
 � ����� ������ ��������� ������ ����� q �� )��$
����� "�� ������ � ������� *������� ������� ���������	

∆S
Σ
= D =

τ∫
0

q(T0, T )
(
1

T
�

1

T0

)
dt � min %���&

��� 
���)��+ ��"����� �������)����� �������������

τ∫
0

q(T0, T )dt = Q %���&

� ��������� ��������
�� ��������� )� )������ �� 
���)�� %���&� (�"���
%���&� %���&� %���& ���"���)���� ����� ��"��
 ���������� � 
���)������
0�� ��������)���� "�� �� ��1���� ����#��� ������
�� 0����� ���
%��� �����-����& 2
��#�� 3��������� "�� *��� ��"��� ����� )�"

H= q(T0, T )

(
1

T
�

1

T0

+ λ�
ψ

c

)
. %��4&



���� �����	
	��
� 
���		�����
� ���
��
 ���

������	 �
���
������� ����� �

��
�� � �����

H(T0, T, λ, ψ) = ����� = m, �����

∂H

∂T
= 0 


∂q

∂T

(
1

T
�

1

T0

+ λ�
ψ

c

)
�

q(T0, T )

T 2
= 0. �����

 �� �

��� !��" ������#���$ 
���	��% &�� '
�
������� 	��	���	
���
��
�'�
 T �
(�&�)� ���
� *
+��&��+� '
�
������� ����� (,�� -�'.
)
	 
�������
	% �

����� �(/�� �
(�&�)� ���
 V � 0� ���� �����	���
�
(�&�)� ���
 '-��������	�� '�����1 ��'������)� �
�������	% �� �(/��
� ���
��
�'�
 � +
�-,$ ������ ������� ��	�
�, '�
������� �����	.
��	�  ��+���+' !�
 ��	�� ��������
	% ����� ��
&
�
 �
$�� �
���
��.
�,$ �
+�� ��������	 ���
��
�'�, T ∗(t)% 
 '�� �
��� ����������'12'1
��' �'�+3�1 V ∗(t)� 4
���( ��
���
3�� �
$-����)� �
���
����)� �
+�.
�
 �"�
�-���	 ����&��+
 �
��-��	���	 +�����'+3��$ ��
���(�����+
�
5� ��� �
�����% �
�+���+� �, 
��(������	 + �
$-�����' 
��-��'�
6�	 ��#���	 �
-
&� �

�#�� �
�������% �,��+
12�� �� '�����$ �
.

���
������� �����% �����7

1

T
�

1

T0

+ λ�
ψ

c
=

m

q(T0, T )
, ���8�

&�� 
�����	�� '
������� '������ ������ 9��� �'�+3�	 H �,
'+�
 ����"

� T % ��% 
���
��
� ����� � ��-�

∂q

∂T

m

q(T0, T )
�

q(T0, T )

T 2
= 0,


��'&��% &�� � �
���
����� 
��3���� -�	 �1(�)� ������
 t �� �1(��
��&���� ��
���(�����+
 l� -����� (,�� �,
������ '������

(
q(T0, T )

T

)2

:
∂q

∂T
= m. ���:�

 ��'&����� '������ ���:� �����-��
��&��+�)� �����#�����
 
��3���

���(�
����)� ��
���(���
 
�����	�� �
$�� ��	�� ���-' �����
����$
-����

3��$ � �������������1 ��
���(���
 q = Q/τ � 5-�
+� 
��+���+'
�,�
����	 -�	 �����
����$ -����

3�� �+
�,�
1��	 +��

+����% ����
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�����	
���
	 � �����
�� �������
� �� q� � ������
 ��
����� ��
������
∆S0� ������ ���
	 ����� q � ∆S0� ��� ������ 
����� 
������������

∆S0 = �
τ∫

0

q(T0, T )

T0

dt.

 ���� ������	� ��� ��
������ � ���
������ 
���������
	� c �������!
���� ��������� "#��$� %������ 
����� dt = �c(dT0/q(T0, T )), �������

∆S0 =

T0b−Q/c∫
T0b

c
dT0

T0

= c ln
(
1�

Q

cT0b

)
= c ln

(
1�

qτ

cT0b

)
. "#��&$

'��
	� ����������� ������
�� "#��&$� ��
����� ������
	 � ��� �����

������� 
��������
� c(T0) 
���������
� �
 
������
��( ��
�������

������� �	���
��	��� ��� 
	�
������ ��
	�	� ����	�����

�	��� ���������	
� �
	�� q(T0, T ) = k(T0 � T )�
)������ "#�*$� ��� ��
����� ����
	� �������
 � ���
����
�� �
��+�!

��� 
������
�� ,�-�./

T

T0

= 1�
√
m

k
= 01234. "#���$

5��
����� �
� �
��+���� m̃� 6���� q(T0) = kT0(1 � m̃); ������
	 �
��!
����� ��
����� ��
������ ���
����� �� �������/

Ṡ0 = �
q(T0)

T0

= k(m̃� 1),

�������
��	��� �� �����7���� 
� ����� τ

∆S0 = k(m̃� 1)τ. "#���$

�������8�� "������
 ��
����� ���
��( 
� ����� τ$ � �
�� ������ ���!
���
(���
�� ������7�� ����
��/

D =

τ∫
0

q(T0)
(
1

T
�

1

T0

)
dt =

q(T0)

T0

1� m̃

m̃
τ =

k(1� m̃)2

m̃
τ. "#��#$

%���� ���������� ����
��
( m̃ �
 ������
� "#���$� "#��#$ ������� �(��!

����� ��� �������	��� �������8�� Dmin =
∆S2

0

∆S0 + kτ
, �
���� ������
�
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������� � ������������ 
������
��
��
������� ����� ����	 ��������� ������������ ��������� �
���
������� �����������

1

D
�

kτ

∆S2
0

�
1

∆S0

� 0, ������

�
�����	� �� �!����� ������������ �� 
�������� � ������������ D
� ∆S0 ����� ��"# ��� $
 ������	 ����������������� Dmin �������# ���
∆S0 � �kτ. %�� &���# ��� 
���
��� � ��� "# 
���
������� &����
�� �
������ ������� ��� � �����' ������ ������� 
����	����

(��� ��") *!����� ������������ ��	 
������� ��
���!���� � ���������
���� 
������ ��
��
������� ��� � 
������ ��
��
������� +���� �� �

��� ����	� 
������
����� ��
��# ����'���� ������������ ��������
���������, 
����������#

q(T0, T ) = k
(
1

T
�

1

T0

)


�������� ����������� ��������� - &��� ������ �
 ������	 ���������
��' �����
���� ���.� �������# ��� ��	 ��!��� ������� ������� ��
����'

���� q 
����	���� *!�
����� ��� �������� ����
 q� /��
������� ������
���� 
�����	���	 ���������

Ṫ0 = �
q

c

 T0(t) = T0b �

q

c
t,

��� ���

Ṡ0 = �
q

T0

= �
q

T0b �
tq

c

,



��� ����� �� ��	
	���
	 ����������� ����	�

�

∆S0 = �
τ∫

0

q dt

T0b �
tq

c

= �c ln
T0b �

τq

c
T0b

.

�������	�
� �
�
��� ���
���� ������
�

D =

τ∫
0

q(T0, T )
(
1

T
�

1

T0

)
dt =

τ∫
0

q2

k
dt =

q2

k
τ.

�������� ��������� q �� ���� ��������� ������������ �������

√
Dminkτ = cT0b

[
1� exp

(
�
∆S0

c

)]
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Dmin =
T 2
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kτ
∆S2
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kq(T0(l), T1(l))dl = W (T 0 � T ) = q. -3#��.

,��((
%
��
 
�����������
 ��� 
����������
�� � %���� �������
� ���
��� K � ���((
%
��
 �
���4���� � ��
�
%� ��
�� 
���� � ��!
��
��
�����
� ��� k#

��	� �������� �
� � 
������������ �
�
��� � �
�
������� �����
��

���
�" ��!��� ������
����� 
������������ ������ ���!�� �����
�
����
� ����� ���

��
����� 
�����
�� 
����������
� ��
��� ���
��"
�������� �
��

�
 
���������� ����� ��
�� 
����
� ������%
��



���� �����	
	��
� 
���		���� ���

����� ��	�
��
 ����������� 
��
���
� ���������� � �������� �����
��
�
�����
����
� �
�
�
� �
���
 ���� 
�
���
�
 � ����
� �
 �� �
�!
������ � ��" #�
�
 
��
���
� 
� �
�"��� #��
������
� �
���
 ����

�����
 
��
���
� ����������$

%� ������ �
��
�
���
�� " ���
 ��
	�� � 
������
�� ��������
� �
��
�
�
�
�
�$ & ���
�
��� ��� �"� ����
�
�
" ��
'���� �
����� ��
�!
�
�
�
��� �������
���
"$ %���
���� � ��
'����� �

�
���	� ���
 
�
������
 ������
���� ����
����
��� �
�" �
�'�����'
� �
���������
������� 
 �
��
�
�� �
 
�(��� ��������� � 	�� 
�� 
 �
�" ����������$
��
�� �
�
� ����

�����
�
 �
 ������
�� �� 
��
� 
�
 
��
� ��
�
���
�
������ �
��� 
��	����" �������$ )
#�
�� �
�� �
�� ��� 	��
�
�
���
��

	�
����� #���
�

 
� �
��
�
���
�
 
 ��������
��
� �
�
�
� ��"
�����
�
 ��� ����

������� " ��� 
 �
���������� 
	 �
� '��
 ��$

*����
��
� ��
 �
�� �
��
�
���
�
 �
�
�
�+
�, -�����
�!������
�.
/, -�����
�!��������
�.
0, ��������
�!��������
� 1��"�
�
� 
 ��
�
�
�
�,$
��������	��
����� 
	�	��� ��������
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σ = W0 ln
T0

T 0
0

+W1 ln
T1

T 0
1
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T0(W0) = T 0
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q
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, T1(W1) = T 0
1 +

q

W1
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∆S0v = W0 ln
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T 0
0

, ∆S1v = W1 ln
T1
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1
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∆S0s = �
q

T0

, ∆S1s =
q

T1
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σ = ∆S0 +∆S1. �� !�#
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q = K(T0(W0)� T1(W1)) =
KW (T 0

0 � T 0
1 )

W +K
, �� !!#
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W =
W1W0

W0 +W1
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σ = q
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1

T1(W1)
�

1

T0(W0)

)
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σ = q
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 1
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� q
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
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


dT0

dl
= �

q(l)

W0

= �
k(T0(l)� T1(l))

W0

, T0(0) = T 0
0 ,

dT1

dl
=

q(l)
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=
k(T0(l)� T1(l))
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, T1(0) = T 0
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T0(l) =
T 0
1W1 + T 0

0W0

W1 +W0

+
(T 0

0 � T 0
1 )W1 exp(

−Kl)

LW
)

W1 +W0
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T1(l) =
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1W1 + T 0

0W0

W1 +W0

�
(T 0

0 � T 0
1 )W0 exp(

−Kl
LW

)

W1 +W0
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A =
T 0
0W0 + T 0

1W1

W1 +W0

, B =
T 0
0 � T 0

1

W1 +W0

, r =
1

W
. ������

� ���� �������	���� ���	����� ������ ������  ����




T0(l) = A+BW1 exp(�Kr
l

L
),

T1(l) = A� BW0 exp(�Kr
l

L
).

����!�

"� ����
#�$� ��
���% �
	
��� �$��&	���

T0(0) = A+BW1 =
T 0
0W0 + T 0

1W1 + T 0
0W1 � T 0

1W1

W1 +W0

= T 0
0 . ������

'��
�(����)

T1(0) = A� BW0 =
T 0
0W0 + T 0

1W1 � T 0
0W0 + T 0

1W0

W1 +W0

= T 0
1 . ������

"� ����	�$ {
T0(L) = A+BW1 exp(�Kr),
T1(L) = A� BW0 exp(�Kr)

����*�

�$����� K �	�	� �	��	�����$ � ��
��$	 �+����
	��$� ,�
����

K = �W ln

(
T0(L)� T1(L)

T 0
0 � T 0

1

)
= W ln

T 0
0 � T 0

1

T 0
0 � T 0

1 � q

W

. ����-�

,�
������ ��%
	��$	 �	��	�����$ (����	(� � ��
�
��(� ����+�� �
 ����
� ����.� � ���#�	� ���	(��
� ,������
���� �������� 

� ��	�$
�$�	��	��	/�$�	��	��	 ��������+� ����	� ��
�

σ = δ1 + δ2, ����0�



���� �����	
	��
� 
���		���� ���

���

δ1 = W0 ln

(
T 0
0W1 + T 0

1W1

W1 +W0

+
(T 0

0 � T 0
1 )W1 exp(�K/W )

W1 +W0

)
�W0 lnT

0
0 ,

δ2 = W0 ln

(
T 0
0W0 + T 0

1W1

W1 +W0

�
(T 0

0 � T 0
1 )W0 exp(�K/W )

W1 +W0

)
�W1 lnT

0
1 .

����	�
���
 ���
��� ������ �
�� ���	� �
������� ������������  ����!
��� ���
"
���# ����� �$����% ��
���
���� ���&���� �����
� ���&���
 ����
����� �������� �������% �
������ � �� ���'���� ����������
!
��� (�&  ���� �����
��
 �
������� ��
���
���� ���)*� � ���
��� �������
�����
& �������&�� �������% �
������� +���


q = k

L∫
0

(T 0
0 � T 0

1 ) exp(�rK
l

L
)dl. ����,�

-�������  ��� ������
�� ������


q =
(T 0

0 � T 0
1 )(1� exp(�rK))

r
. ����.�

/���%��
 ��  ��� ���
��� �$����% ��
���
���� $�������� �����


T 0
1 = T 0

0 �
qr

(1� exp(�rK))
����*�

� �����
��
 ���������� ���
"���� � ���
��� ������� ������������  �!
������ ��& �$�
� ����������!���������� ���&
����� ���
�� ���

σ = σ1 + σ2 � σ3, ���01�

��� �
"��� ��
�
�
�� �
���

σ1 = W0 ln

(
1 +

q(exp(�K/W )� 1)

W0T 0
0 (1� exp(�K/W ))

)
,

σ2 = W1 ln

(
T 0
0 �

q

W0(1� exp(�K/W ))
�

q exp(�K/W )

W1(1� exp(�K/W ))

)
,

σ3 = W1 ln

(
T 0
0 �

q

W (1� exp(�K/W ))

)
.
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����������	
�������

����� �	
 ��
���	������� �������� ��� 
���� �������
 ��
����
�����
��	����� ������ ����� ��������� �����
���
� ��

���� ������ ��
��� 
	��� ��!!�
��"��	���� �
�#������

dT0

dl
= �

K

W0L
(T0(l)� T1), T0(0) = T 0

0 . $%�&�'

(������ �
�#����
 $%�&�' ����� !�
��

T0(l) = T1 + (T 0
0 � T1) exp(�

Kl

W0L
). $%�&�'

)�����#	

 $%�&�' # !�
��	� $%��*'� ��	����

q = W0(T
0
0 � T1)(1� exp(�

K

W0

)). $%�&%'

+�,!!�"���� ���	��-����

K = W0 ln
T 0
0 � T 0

1 � q
W1

T 0
0 � T 0

1 � q

W

. $%�&&'

.�
���� �� !�
��	� $%�&%' T1 ���

T1 = T 0
0 �

q

W0

(
1� e

− K
W0

) , T 0
1 = T1 �

q

W1

. $%�&�'

)�������#�� ,���� #�
�����
 # 
�#����#� $%��/' ���#�	
�� �#
����
�
���#����#� ,��
���� � ��
����
��� ������# � ��,!!�"������ ���	� 
��
����� # !�
��

σ = W0 ln
T 0
0 � q

W0

T 0
0

+
qW0

(
1� e

− K
W0

)

T 0
0W0

(
1� e

− K
W0

)
� q

. $%�&*'

. ��� �	����� ����� # 
����� �������
 ��������
 ��

��� ������ �
# 
����� #��������
 0 ��	������ ��#�
����� ���	������� #��	����
�
�#��
� � #�
�����1

σ = W1 ln
T 0
1 + q

W1

T 0
1

�
qW1

(
1� e

− K
W1

)

T 0
1W1

(
1� e

− K
W1

)
+ q

, $%�&/'



���� �����	
	��
� 
���		���� ���

��� T 0
1 ��	���
��� 	�
����
�� �������

���
������ �������� ������� 
������ ��
�
�
���� � 
 ��	��
�
�
� ������������ ���
�� ����!

K = W1 ln
T 0
0 � T 0

1 � q
W0

T 0
0 � T 0

1 � q

W

. ����"�

�����������	��������� 
��
��	
�
��

#���� �	����
����$% ��� ��	���& ����� � �����	���	�& T 0
0 ��������� 


������� 
 ������� L% � '�
����& � �����	���	�& T 0
1 ��������� 
 ��
�(


�� �������� ) ����
����
�� � ���� �	�
�����% ��	���
��*�� ���	���$
�+������� �����	���	�% ����� ��	��

dT0

dl
= �

q(T0, T1)

W0

,
dT1

dl
=

q(T0, T1)

W1

, T 0
0 = T0(L), T 0

1 = T1(0). ����,�

) �
���� �$�����
����� ���
�� ����% ����� q(T0, T1) = k(T0(l)�T1(l))
� �����	��& ���
�
�& ����� q �����	�
��% ��-�� 
�	�+��$ 
'�����
�����	���	� '�
������ ������ � 
�'����� ��	����� �+ 	�.���� �	�
��(
��& ����,� ��	�+ q% 
������ ��
�
�
���� � 
'����� �����	���	� ��	���(
�� ������ ��� �
��
���� ���������!

T0 = T 0
0 �

q

W0

, T1(T0) = T 0
1 +

W0

W1

(T0 � T0). ����/�

0 ������ ����� 
�	�-���� �	�
����� �
� �+������� �����	���	� ��	�(
���� ������ �� �
��� ���
�� ������� �	���� ��	��

dT0

dl
= �

k

W0

(
T0(1�W0/W1)� T 0

1 +
W0T0

W1

)
. ������

1��
� 	�+��
���� ��	������' 
 ���� �	�
����� � 
+���� �����	�
�
 ��
T0 � l ��
���� ��	��
�% �
�+�
��*�� ����������� ���
���	����� �
���
�
�� ���	�+��!

K =
1

A
ln

AT 0
0 � B

AT0 � B
. ����2�

3���$

A =
W1 �W0

W1W0

, B =
T 0
1

W0

�
T0

W1

, T0 = T 0
0 �

q

W0

.
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�����	�
��	� 
������� ������ �����

σ = W0 ln
T0

T 0
0

+W1 ln


T 0

1 + q
W1

T 0
1


 . ������

�����	�
��	� 
������� ���� ����� ������ ���������� � ��	��

σ∗ = K
(1�m)2

m
, ������

 
�

m = 1�
W0

K
ln

T 0
0

T 0
0 � q

W0

. ������

��� 
��� ����!���� 	�
"�#$ 
%	�	������	 ����%�	
W1

W0

= 1/m� � ��&

��!���� �$ ���������� 	  ��
���$ '���	���
T1(l)

T0(l)
�����"��� � ��	��

m < 1 	 �()�� ��*�����
������ �����	
 
�" �����	�
��	� 
������� σ∗(q) 	 ���%+�� ���&

��	�, �� ���%� 
�" ��%����	���#$ ���*���, K,W0, T
0
0 ����*�� �����

��
�����	%� 	 	#��-���� ������ ��	�������� m(q) �� ������� 	#)��� 
�"
%�-
� � ���*���" �����	�, �� ���%� 	�
"�� � 
%	�	������ $���
�� �

����%� W1 =
W0

m(q)
� .$�
��( ����������� $���
�� � ����%� ��� 
���

	#)���(� ��	��, T 0
1 =

(
T 0
0 �

q

W0

)
m(q)�

/�,
����" ��%�� �)����� 	���*��� σ∗ ����������&	����-��" � ��&
��!���� �� % ��������� �����	�
��	� 
������� ��-�� ���-��� ��%�&
������� �����
�����*��%� � ��	��!����	� 
�" �()� � ������)�����%��
� %����� � ��
��# ���*���" ����������#  ��"*� � ����%� �� 	$�
�� � �
	�
"��, 
%	�	������ 	���*��# K � q�

���� ��� ��� 	��
�	
���
��� ��
�	� ������

 ����

������� ���
�����

.� ��� �$ ���*�"$ 	 
	�$����*��, ������)�����, "*�,%� �
�� ��� �)�
%����%����(0�$ ����%� �����"(� �	�� ����	�� �����"���� 1���  ��"*�,
����% ��������� 	 ����� ���#0���� � ���� � �����������, %��
���+��
T0b� ���"���, �������, �����)����	���" r0 � ���"��#� ���$�
�� g0 ���
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�� 
 �������� ��
����� g1�
���
�������	 ��
���� T1b � ��
����	 
�������������� r1� ������ ������
���������	 ��  �
�! ����
��� ��"� ��
������������ � ������	 
����
�������� 
��� ������� 
�
������� ����������� �
�� ������ �� ������
�����!��"� 
��#����� ��� ��� ���
������� � ��� 
�� ����	 "���������
���� 
����� 
�
������� $�������� %����
�� 
����� 
�� ������
�&�� �
�

������ �����

∆S0 = �
g0r0
T0b

, ∆S1 =
g1r1
T1b

. '(��)*

+�
����� ��"����� ����
��� ��"� ��
����������� ����� 
�����������
��
���� �� ��
���� 
�������������� ��� 
������ ���������"� 
��� ���
����� 
�
�������

,
�� ��� �������������� 
����� �������� ������� 
�
������� ����
��
������ 
���
����� � ���� ������� ���������&��� ���"�������� ���

������� 
����� �� ������ ���! ��
������ �����
���

g0r0 = g1r1 = q.

,
�� �� �����	 
���� �� �������� ������"� 
�
������� �� � ����
����

�� �� ��"�� �������
� �� � ������ 
��#���� ��� ����
������ 
����
�
�"� %����
��� � ��� ��� � 
�������
��� %����
�� � 
�
���� ��

 ������
�� 
� �������� '(�-)* ��� '(�.)*� '(�./*� ������� � ��� 
�� ��� ��"��
������
�����
� "��� �	 
����� 
����� �����

σ = g0r0

(
1

T1(W1)
�

1

T0b

)
'(��/*

��� �������"� 
����� � ������ 
��#�����
$��� ��"�� �������	 
���� � ������ ����
�����0

σ = W1 ln
T 0
1 + g0r0

W1

T 0
1

�
g0r0
T0b

. '(��1*
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���� 
��
���� �������� � 
���
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2���� �������! ��
���������	 &�
� ��	 ��
����������� � ������� ����
�� 
������ 
�
���������!�� 
�������  ���� ��� ��
������������� � ����
��	 �� ������� 
�
��
��� ���� �� 
�������!��� 
������ '
�� ��
� (�(*�
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����� ������� ���	�
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� 	������ � �����
��	����� �
�
���� q� ����� �
��� �
��� 

�	
�������� q ����� ��	�� 
��������
��! "���� 	
���������� #��
�	�� � ������� ���� �����
�����

$��� %�%& '�
����

 ��	���������� (�	�"��

)�* �	
����������� ����� 	�
���
"
���� 	
��	��
�
��! "�� 	���� 
���
������� 	���� *��*���* ��
*"��! 
 	


�������� + ����������
'
�
* �����
* �� ���	�

��
 �������� 	������ ����! "�� �����
* ��� 
	�

��

 ��
*"��� 	����
! 
 ����
���
��� ��
*"�� 	���� � ��������� �
	�
*��� �����,���* �� ������� ���	�

��
� -�	����� �
�
����! 	
� 
���*����* �
 i � ��	����������! �����
"�� �
� qi�

���������	��
��
 ��	�� � ������ ��	�������� ���

������
��� � ������ ��������

.�������
������� 	���� 	����	
�� � ������� � � 
����� ���������*
	
������ "�
�� n ��	������������! � �
���� �� ����
�� �������� 	� 
��� �
������* � 
����� ���,���*� /
�
�� ���	�

��

 �
 ����� � �� 
�*��� #����
���� ��
*"��� 	����
 T 0

0 ,W0 � �������� 	������ T 0
i ,Wi!

i = 1, ..., n! 
 �
��� ����

�
* ��	���
* �
�
���
 q! 	
�"�� T 0
0 > T 0

1 >
> T 0

2 > ... > n0� -
������* �
��� �
��� 

�	
�������� ��	����� �
�
�� 
�� ����� ��	����������
�� qi! ��* ����
��� 	
���������� #��
�	�� �
������� �����
���� ���! "�� �� �� �
���! �����
��� ����

��� ��#0 
0�(���� ��	�������
�

1���
���
* ��*�� ��#00�(����
 ��	�������
 � 	
����������� #� 
�
�	�� �
����� �� �������� ��	�������
! �� ��* ����� �������� �
���!
"�� ��
� q ���	
�
�� �� ��
��� 

������ ���	�

��
 ����
���
�����
	������ 2���
�� �
��� ��
�����
����3! 	
���������� #��
�	�� ���� 
����� �����,
���* � 
����� ��#00�(����
 ��	�������
 	
� �
�
����
��	����� �
�
�����
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�����  !

∆S0
v = W0 ln

T 0
0 � q

W0

T 0
0

. ����� 

"� ����#������ � �� ��	���� �� ������
������ �����	�$ ���������
������� 
������� $���
��$ ������	 ����������� � ��	�� ���� ���%&  

n∑
i=1

∆Ssi(qi) =
n∑

i=1

qi
T i(qi)

. ���'& 

(
��)

T i(qi) = T 0
i �

qi
Wi

.

*��� ������� ����� ����������	��) �� qi ��� ����	��� ���

n∑
i=1

qi = q. ���'� 

�����	������ ��
��� ������+��)���� ������ ��	�������� ∆Ssi(qi) ����,
�� 	������� ��
���� ��
��� ����� �
����	����� ��-����� �
�	���	���,
./�� ����	�.!

∂∆Si

∂qi
= λ �i. ���'% 

0����
�� 	�
��)� ��� ����	�� �������)����� ���'% ���	�
�� � ��,
	����	�

T i(qi)√
T 0
i

= λ, i = 1, ..., n. ���'� 

�������� �	
��
�� ������ ���� �	���������� �	�� ����� ���������

	��������� ������	��� �������� ������� �	 ������ �
 �����������

����� � ����� ��	��	����� �
 �� ������	��� �	 ����� ���� ����	����

��� ���� ����������������
*�� ��	���
����� ��� � ����������� �����)���� 
�� 
����$ #�������

����	�
��	� 
�� �.+�1 �������� ������+����� ��� ��� 
�� �$ ���������
�����)��	��� ���)�� �����
����������� +�������

2���	�� ���'� 	����� � ����	��� ���'� ����
����� �������)��� ���,
���
������ �����	�$ ���������
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�����	
 ���
	���� �������� �����	
���� ������� �

 ���� 
����
�n = 2��

q∗1 =
q

�
T 0
2

W2
+ T 0

1

√
T 0
2 � T 0

2

√
T 0
1(�

T 0
2

W2
+

�
T 0
1

W1

) , q∗2 = q � q∗1. ��� !�

���������	��
��
 ��	�� � ������ ��������� ������

���
��� ��	��� � ������ ��	�������

"������ #������� ���
����	��
���$� �����	

∆S0
s = �

q

T 0
0 � q

W0

. ��� ��

%��� ������� ����&	��
�� � �� '	����� �� �	������
���
 ���
���� �	(
$��'�� ��)�� �	�	

�
����� �����	���

*

 �	�	

�
���� ������� ������� #������� �	���

∆S1 =
n∑

i=1

∆Svi(qi) =
n∑

i=1

Wi ln
T 0
i + qi

Wi

T 0
i

. ���  �

+������ #��$� ���	)���
 �� ���������� qi ��)�� �	,�� ��� ��
����
��� ���

-�	
�$���� �	����������, ���� &������ ��
���� �����	
������ ���(
�� .���� ��� /��

∂∆Svi

∂qi
= λ �i. ��� 0�

1���
��� ��..����&����	��� �



∆Svi(qi) = Wi ln
T 0
i + qi

Wi

T 0
i

, ��� ��

��
���� ��
���� �����	
�������
������� ����	
���

� ��
����� ���
����
�� ��� 
���� ���������

����� 
����
�� �����	�� ����� ������������� ��
������ ��
�����

���

�
�

��
 ��
���

� �� 
������
�� �� 
����� �	 
����������

�����

%�� ���2��	��� �

 �
��	
 n = 2 �������� � �	������
���3 ���
�(
��� �	$��'�� ���	

q1 =
W1W2

W1 +W2

(
q

W2

� (T 0
1 � T 0

2 )
)
, q2 = q � q1. ��� 4�
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	 �
�
� ��
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��	�� �	 ����

�� �����

S0
0 =

W0T
0
0

T 0
0 � q1

W0

,

� ����

��� ���
����� �� �����	� � ���	 

�
�
	� �����

S0 =
W0T 0

T 0

= W0,



����	�

∆S0 = W0

(
1�

T 0
0

T 0
0 � q1

W0

)
= �

q1
T 0
0 � q1

W0

.  !"#$%
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�
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��������� 

�
� 

��
���) 
���	�-�� �� ����
�������
�
���
���� ��	
������� 
����������� 

�
�
�� ���
����� �� ���� ���(
��� ��
	� 
���
�� �
�'�� .��� 
�����
�� � ����� 1/λ"

/�� 
���
� ������ �	��	�

1

T 0
1 + q1

W1

�
T 0
0(

T 0
0 � q1

W0

)2 = λ.  !"#�%

0�
.� ����� ��-����� ���
 �� ���
��� 

��	����
��� �������� ��
�
(
��� �������� q1 ����� λ � 

�������� � ���
���  !"*�%"
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�
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��������� 

�
�% �����(
������)��� ��'�	
	 �	�-����� �
 ��� ���� i� ��
	� i = 1� 
��
-����
�� ��
���� ��	
������ � ��������	 ��	
������ �� ���
�� 
�����
�
 �
����
 λ" /�� i = 1 �	��	�

T 0
1(

T 0
1 + q1

W1

)2 �
T 0
0(

T 0
0 � q1

W0

)2 = λ.  !"#1%
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�
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	 ����
 �����	
��� �	��
 �	#
�	�
�
	���� �
 ���� $��
����
�� �� ��%�� �	���& �	��	�
���� ��#
����� � �	�	��	 ����
 ��� ���
���	���� �	��	�
���	 �


���� '�	��#
	�
� �
��	�& �������� ����� �� �
�
��
�&�� �����%��� �	��	�
�����
(��
%	� ��� ��	���
��	 �
�
����
 �������� �	��	�
���� ���������
�����
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���	� ��	���
��� �������
 �����
�
 )������� �
 ����
�
���� 
�
�	��� *
�
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������ �
 ����	�	 �&�����
���� �
���

�	����	�	�
���

����������� ������	�
� ����


� �������� ����������
�
�

�
 ����

��������� ��	�
����� �	�	�	�
������ �	������	���� ����#
�
%	� �
 ��
� +�,�

-�
� +�,. ��	�
 �	�	�	�
������� �	������	����


� ��������	 �
��	�
 t 	 [0, t1] ������� ����� ��� �������� �

���#
�
� �  � �
������ �

����
� ! " �������� �	�	� �


��� ���
�
� 	�
�	���� '	��	�
���� �


��� � �����	�� �����
 ��� )��� ���	����
� �

����	�
���� 
 ��
��	�����

Ṫ =
k1(T1 � T )

c
, T (0) = Tb, /+�0+1

Ṫ1 = �
k1(T1 � T )

c1
, T1(0) = T1b, /+�0,1
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 	��������� ���

��� c � c1 � ��	
���
���� �����
� � �������� 	���
�� k � 
����������
��	
�	������� ����� �����

� 	�
���

� ��
������� t 	 [t1, τ ] ��
���� ���
��
� �� �� ��
����
���
��
� �� � � ��
���� 	���
 ��
������ �����
�� ��!���� �� ��� ��	
��
"��	������� �����
� � ��
������ 	���
� ������#��� $ ����$����$�� �
���$�������

Ṫ = �
k2(T � T2)

c
, T (t1) = T b, %&�'()

Ṫ2 =
k2(T � T2)

c2
, T2(t1) = T2b, %&�'�)

��� c2 � ��	
���
���* ��
������ 	���
�� k2 � 
���������� ��	
�	���+
���� ����� �����
� � ��
����� 	���
���

,��� &�(- .���
��� ��������� ���	������ $ ����������$��� ��	
��!���+
��
�

.���
��� ��������� ���	������ 	�
���� �� ���� &�(� "��!����� 	��
�������� $������ ��

� τ $�!���* 	����
����
*����� 	�
���

�$ ��+
���$� � ��
������� t1 � t2 = τ � t1 ��
�� �!������ ���!� �!/�� 
�
���+
��$� 	���������� ��	
� !�
� ��
����
*��-

Q = c(T b � Tb) � max %&�'')

	�� ��
�$��� ��� ���	������� �����
� $ 
���� ��

� T (τ) ��$�� �� ���+
	������� $ ����
� ��

� T (0)� 0
����� 	�����
���*� ��� �� $�
�����
T (0)� �� $�
����� T b �� ������ � �	����
�#��� $����� � t1� t2 $ 	�������
��1�����

�����
� �� ���� 
�
 �$����� ���	������� �������� 	���
� � �����+

�� 2� ���$���� %&�'&)� %&�'3) �
������ ��� dT1/dT = �c/c1 = a� "����

T1(t) = T1b + aTb � aT (t).
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����� ������� �	����� ������� ������� 
��!� ��	
����"� ����

	#$�� ��������� ������	���
 �	�	�%� 
 ���� 
&�%�� �	!��
	'

T (t)=
1

1+a

[
T1b+aTb+(Tb�T1b) exp

(
�
(1+a)k1t

c

)]
, 0� t<t1. ����(�

)�	��!���
� �*�	��� 
 ����&�%�� �+�	�����"

T (t)=
1

1+b

[
T2b+bT b+(T b�T2b) exp

(
�
(1+b)k2(t�t1)

c

)]
, t1� t<τ, ����,�

!�� b = c/c2�
-
�	����" ����(�� ����,� ��� �����	��
%� 
 ��+ %�����
+ ��	����.


������ t1� τ ���
��"#� �	.�� �	
�������� !�	����
+ ��	����. ����� 
�	���
 �	�	�%� Tb � Tb �� +	�	%�������% ������*���	 � 
������ ���� 
&�%��
'

Tb =
T2b(1 + A)(1 + a) + T1b(b+ A)(1�MAr)

(1 + a)(1 + b)� (b� A)(MAr + a)
, ���(/�

T b =
T1b(1 + b)(1�MAr) + T2b(1� A)(a+MAr)

(1 + a)(1 + b)� (b� A)(MAr + a)
, ���(��

!��
k1(1 + a)

c
= n1,

k2(1 + b)

c
= n2, �

n1

n2

= r,

e−n1τ = M, e−n2t2 = A.

�����	��
%	 ���(/�� ���(�� 
 ������ � �	%�����	&�" ���������!� 

 
�	����" �� A ���
���� % ��	
����#

(1 + b) + rM(1 + a)Ar−1 � 2M [1 + b+ r(1 + a)]Ar+

+ (1 + a)rMAr+1 + (1 + b)M2A2r = 0. ���(��

0�������� ������� ��	
����" ���(�� ���
��"�� �	.�� �����	�1���
��	����� A � �� ���� t∗2� 2	������� ��� �	����� �� ��	
����# ���(�� ��"
��+���
+ �	��
+' c = 887 %3�45� c1 = 337 %3�45� c2 = 419 %3�45�
k1 = 1,047 • 10−6 -�45� k2 = 1,57 • 10−6 -�45� τ = 30 6 7 �����	�1���
��	����� 
������ ����&�%��
 t∗2 = 18,4 6� t∗1 = 11,6 6� ��	����� Q∗ = 2400
%3��
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�������	 
�� �
� ������� 
������� ���� ����� �
�����	 
�� c1 =
= c2 = �	 � ���� ���
�� a = b = 0	 � �
������� ��� !" ��
�#������

����������� 	�
�� � 
���
�����
 ��������
 ���������

$������
�� ����
� � �%��
� ��
�&��
����& '�&�� 
�����
�������� ���(
��������	 &���
%� �
� ������%� �������) ���
��&� Q	 �
����� '�&��
τ � �������) ��&��������) �����
���
� �����&� ������
�� ��������(
�%) �
�
��� ���
���� ������% ∆S

Σ
� ��� ���� 	
��� 
������ �
������

������ ��������� ��������
� ������� T1(t) � T2(t)�
������ ��� ������������� ��
������
 ������� ��

������ �������


�
� ������������� ���������� � ��������� !�� ��� �����

 ����
"��
��� �������
��� �� �	#�� �����#���� �������� 
�
���� ���������
�
���������� �������� �������� �

�� ��������
��  ����� � ������ ���
������
� �� T1b �� T 1(t)� � "������ � $ �� T2b �� T 2(t)� %
�� ��������
������
� ���������  ���� ���������
�� ������" �� ����
�� �� ������
���
��� �� ��������� �������� ���� � ���� i� � ������ �����

∆si = cpi ln
T i

Tib

, i = 1, 2.

��������
��� �������� � 
�
���� 
�
�����

σ = ∆S
Σ
= G1∆s1 +G2∆s2, &'�(')

 �� Gi $ ������� ��
"�� i� � ������� !������� ����� �� ��� �� ������
������� 
����� 
 ��
"����� �������
������ ���

q = cp1[T1b � T 1]G1 = cp2[T 2 � T2b]G2.

*������ �� ��
������ ����
���
�� �������� ��
"���� � ���
������ �"
� 
�������� ���������� � 	����
� &'�(')� ���
����

σ = q

(
lnT 2 � lnT2b

T 2 � T2b

�
lnT1b � lnT 1

T1b � T 1

)
.

+�� ����� � �������� ������� � ������ q ����������� ∆S
Σ
�������

�� ����������� ���������� 
���#� � � 
��	��"�
,�� ����� �� ��
� '�-� ������ ���	� � ��
 ��" 
��	��" ����� ��� ���



 
 �� αi ������� �������� 
�������#� � ����� 
 �	
��

��� Tib, T i ��
������ lnTi� .������� �� ��������
��� �
����� ������ ��� 
 ��
��� T
�� ������ 
����/���
�� α1 < α2� � �������� σ �
� �� 	���/� �
���
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���� ���	 
�����
���� lnTi� �
�������� ���� α ������������� �
������
��� ������������ �������� σ

�
�������� σ ��� ������ ! ��"���� ! ��
��������! ����#�� T1b, T2b

������������� �$��%���� #���"� ! ��
������� ����#��� &�#�
 �$����
'
��� ������ ! ��"�����( � #���"��( ��
��������! !�������� ����#� 
��
��
���)�* ∆S

Σ
= στ ����"���' "�� ��� ������ ���+�����*���* ����#�


� 
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����� ���
�%��( ��
��������(� ,�� ������ ! %� ��"�����( �
#���"��( ��
��������! ���*"��� ����#� 
�#��
��������* ������� ����
"���� #���"��( ��
������� !�������� ����#��


���"� � ����#� ���
�����
�"��#� ������������ ��%�
� ���������
������� ������$
��� 
�%�� $ �� �-��
��������� ������+�
 �$����
	
���������	 �
��� �
��
� ����
�
�� ������
��� ������� T1(t) � T2(t)
� �
��� ��
���
�� ������	
���� ���������� γ = t2/t1� ��� �������

��� �
�


�� �������� 

������ Q� �����
� ����
 τ � �
����
�	
��

������
���� 

�
��� T b ������� �
������ ������� .
����
����� ���

���� �
����������
�� �������� �
����� / ��
��
��
�

,�� ��
��*�+�!�* ��
��������! ����#�� � �����#� ������� ������
��� � ��������%����' "�� � #�%� ( 
�
��� ���
��� ����#� � ������
#� ��!��*��* � �����*��� ����������� ���������* .�����
� %� � )���

������������ 0 ��
������� �����#� � ����#� �����"����* �� #���"�
��� ����"���/' �������*��

∆S =

t1∫
0

q1(T1, T )
(
1

T
�

1

T1

)
dt+

τ∫
t1

q2(T2, T )
(
1

T2

�
1

T

)
dt � min . .��1�/

������� �������( �������( ������#�	
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t1∫
0

q1(T1, T )dt =

τ∫
t1

q2(T2, T )dt = Q. ������

	
��

���
� ������� ���
��
��� � �����
������ � �
���
�����

Ṫ =




1

c
q1(T1, T ), 0 � t < t1,

�
1

c
q2(T2, T ), t1 � t < τ.
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� ����� � 

�
��� �������
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∂q1
∂T1

= m1

(
q1
T1

)2

,
∂q2
∂T2

= m2

(
q2
T2

)2

, ����1�

%�
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�
(
��� �
��

���
 �������� 2����"������
 ���' ����������
� ��-
���
���
��
�-�
� 

�
��
 ��
� ���� �) ����� 

 � 

�
��+ ���� � �
���
���%�
�
�%
����
������� 3��"�
���+ �
�$
��
� ������ 

�
��� *��
� ���(
�����" �
��
���
�"�� � ����

����� ������ �
����


�� ��

&���" ����� �
����


�� � ���

� �������
�"�� �
��

���
0

q1 = k1(T1 � T ), q2 = k2(T � T2). ������
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T1(t)

T (t)
= m1 = '()*+,

T2(t)

T (t)
= m2 = '()*+, ����,�

m1 > 1, m2 < 1.

- ���
��� ������ � ���� �	
��
 ��
#�  
%
���

T =




Tb exp
k1(m1 � 1)t

c
, 0 � t < t1,

Tb exp
k2(m2 � 1)(t� t1)

c
, t1 � t � τ.

.�� ������%
��� �������#� ���
�
��
 �
��
 ��
 � ������� � �
�
��

/��	�� 0���� �" ����� ������ �������� � �����
 �
	��
1��$� � �$ ���
�� ������

∆S
Σ
=

k1(m1 � 1)2

m1

t1 +
k2(1�m2)

2

m2

t2 � min
t1,t2

���,2�

� � 
�	����3

t1 + t2 = τ, ���,��

c(Tb � Tb) = Q, ���,4�

exp[k1(m1 � 1)t1]

c
=

Tb

Tb

, ���,��

exp[�k2(m2 � 1)t2]

c
=

Tb

Tb

. ���,5�

�� ���� m1 � m2 �� ������%
��1 ���,��� ���,5�� Tb �� 
�	���� ���,4��
� t2 �� 
�	���� ���,�� � ��������� � � ��
 �1 ������	������ ���,2�� ���
	
��� �����
 "
�
�	����1 ��������/��&

∆S
Σ
= τ


 1

1

cx
�

1 + γ

k2

�
1

1

cx
+

1 + γ

γk2


 � min

γ
,
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x =
1

τ
ln

Tb

Tb

=
1

τ
ln

T bc

T bc�Q
, γ =

t1
t2
.

��	 	�	 T b 
 τ �
	�

������ �� x � �������� ���
�
�� 
 �
�
��������
���
��

 σ = ∆S

Σ
/τ ���
�
� ����	� �� γ� �� �����
� �
�
���� σ �� γ

�����
�

γ∗ =
k2
�
k1 � cx(

�
k1 +

�
k2)

k1
�
k2 + cx(

�
k1 +

�
k2)

=

�
k0k2 � cx�
k0k1 + cx

,

���

k0 =
k1k2

(
�
k1 +

�
k2)2

.
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σ∗ =
[cx(

�
k1 +

�
k2)]

2

k1k2 + cx(k2 � k1)
. #$�%&'

(�� ��
������
� ���
������) ��	���� 
������
� �����
���
� ��"
��	�� ������� ��)����

m∗
1 =

k1k2 + (k2 � k1)cx

k1k2 �
�
k1(

�
k1 +

�
k2)cx

,

m∗
2 =

k1k2 + (k2 � k1)cx

k1k2 +
�
k2(

�
k1 +

�
k2)cx

,

� ����� ��)���� T ∗
1 � T

∗
2 �� ������*��
�� #$�+%'� #$�%$'� #$�%,'� -���"

������ ������*��
� 
����������
�� ��� 
������ ���
�������� 
�.
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�/��� 
�����
��
����� ������/����
	� �

 �����01
) 
�)����) ���"
��)2 k1 • 10−6 = 1,047 3�45� k2 • 10−6 = 1,57 3�45� c = 837,4 	(.45�
T b = 500 5� τ = 30 6� Q • 10−6 = 1,256 	(.45�
3 
��������� 
������ ��������2 x = 0,0119 6−1� γ∗=1,187� σ∗ = 256,46

3�45� Tb = 350 5� 7����������01
� ���
�������� 
�.
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%�$#����� ���������� ��������� ���&���� �������#���� '�������
σ∗ ����� ������� ��
�������� �����#�����&��
�!� �����(������ ��!�)
���������!� ������ ����� *���&��� ����(���� η = σ∗/σ ���!#� ����(�
�#���+�� ���� σ , �������#���� '������� � �������� ������ �����
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��� -�
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ds =
cp
T
dT �

(
∂v

∂T

)
p

dp. ����//�
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s� s0 =

T∫
T0

cp
T
dT �R ln

p

p0
, �������

	
� R � 
������������ 	������ �����������
��� ��
������ � ���������� ����������� ! ��� ���������� 
����"

���

s� s0 = cp ln
(
T

T0

)
, �������

� ������� #������� δsi �� �$�� ��������� ��������� i"	� ������ �����
�������
���! �	� �������	� ���%�
� gi �� �����&���� �������� #����"
���' ���' $�� �� �� �����' �������
���! ��
���	� #���������� �� ��	�"
��(� ����)���� �*���!��+% ��������
� �� �+%�
� � �%�
� ������+,

δsi = gicpi ln

(
T̄i

Ti0

)
= Wi ln

(
T̄i

Ti0

)
, i = 1, 2, ... �������

- ���
 
�������� #���������	� *������ .�/01 �������
���� #�������
����� �
������� �����2� ������� #������� �� �+%�
� � �%�
� ������+,

σ =
∑

δsi =
∑
i

Wi ln

(
T̄i

Ti0

)
. �����/�

3���
�+ �������4������� ����+��!� ��������� #������� �
����
��"
	� #������� ������' #��� #������ �������� ��
������ ���������+�� ���
��
����� � ��������+� ��
��+� #����������� ��� ���������� 
����"
��� ��������� #������� ������' ���
�� ��$���� ������	� ���
��������
��*�� ��
������"���������
! ��
������
' %���������
���� 
���������
������� � ������� �� ��������
� � ��$��� � ���2� ���2����� 5�� 
�����"
��� ����+���� ������ #�������' ����
��!&�� �� �%�
 ������+ � ����
�"
!&�� ��' � ������+�� #��������� � ��
��+�� #������������ �������
�� �%�
� � �+%�
�� 6�������� #���������	� *������ ������+ �����/� ���"
������ �+������ �������
���� #������� � ������� �� �$�� ��
������	�
���*������	� ������*���� $���� ���)��� ������ #��������

����������	 
����
����
� �����
��� 7��
$�� �2���
 ����


�� �������
���� #������� � ���	�����$��� ������*������ ������� �
����������
!&�� #��� �2���� �����+ ��������� ��������
� ��������"
�
!&�% �������' ������
������ ��#((�2������ ������*���� � ��������
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�
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�������� �
�����!"
� ����
�# �
���

��������
 ����
�# ��������� ��
�� ����	��$ ����# � ��
�������
��� ��
�
�� ������	��� ��
�	��
�� 
 ����
���� ��
�

$ � �����
�
�
�
��� �
��
����� � ���
�%����
� 
����
�� 
 �
�$ ��� 
����#% ��� ��
�
�
���
� �#�� �����������
&�� ���
�
�
������ ���
� ������� 	�����#�� �����
��# ��
!"�%

����
��' �
��
�����# T0 �� �%��
 � �
������
���
 � �����#
 �
�����
�
��#W (T0)� (�� ���� ��
�������
���$ ��� ��
 ����
�$ ��
!"�
 ���� �
�� �
 �
��
������ T0$ ��)
���
�# � ���� ����
 � �������#� �����#�
�
�����
���� W (T0) =

∑
i

gici, ��
 gi(T0) � ci(T0) * ���%�� � �
���
��


���� i��� ����
� � �
��
������� T0� +���������� W (T0) ���
� �������
�	�
����� � �
����������� ��� �������# �
��
�#����� , ��� �����
$ 
��
��� ����
���� �%���#% �
��
����� ���
�
���$ ����
��#
 ������-
���
��
�
���� ��
����#
 �	�
�
���$ 
����#
 ����
�
�# � 
���
 ��	�
���
.��	����� �
�
	 T01 � T02 ����������
 � ��
��������
 	���
���

�
��
�����# T0 ������% ����
��/ �
�����! �����	
� ��� ����
�$ ��
!�
"
�� �
��
������ T0$ 
�
 q(T0)$ � 
��  ���
�� �
�������������� * 
�

α(T0)�
0����
�
�
��
 ���
�%����� 
����
�� �
��� ����
��� �
�����
����

�����
�
�
��! �  

����#% 
��  ���
���� �
������
��$ ������� ���
�
� ��
���������  �
��������#�

α =

T02∫
T01

α(T0)dT0, α(T0) � 0, 1���234


�
 � ��������! �
�����! �����	
�

q =

T02∫
T01

q(T0)dT0. 1���254

6���� T0$ W (T0) � q 	����#$  �
�������� � ��
���� ��������� ������%
����
�� �� �#%��
 ����
�#�
�
��
�����# ��
!"�% ����
�� �� �#%��
 �	 ����
�# �
������
��

���	��# � �
��
������� �� �%��
 � �
������ �����	
�� 
�


T���(T0) = T0 � q(T0)/W (T0). 1���2�4
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�� ��
��
�� ������������ �
�������

σ =

T02∫
T01

σ(T0)dT0 � min
u(T,T0),α(T0),q(T0)

, �������

��� u(T, T0) � ��������
�� �����
��� ���� � ���  �
�� �� � ���!"��#
���$%�� ����

$ ��������
�
 T0 � �� 
%
$ ��������
�
 T �

��������� 	
�����
� ������������ �������� ��&�
�� ����"�
�����'�(������� � ��� �����# 
� ������ ��  ����)� 	
��� �"����* q(T0)
� α(T0) ����

)�� ��� ���� T0 	 [T01, T02] � ��� ���� 
�����!� 
�+���
��!�* �� 
%�� ��������
� 
��������)� � ���$%�� ���� �� u � T # ��,
��������
$%�� ��
��
�
 ������������ �
������ σ(T0) ��! ���$%���
���� �# ���$%��� 
�"��*

$ ��������
�
 T0� -� ������ ����� 
�+���
�� �� ����������
�! ������
����  �
�� �� � �������+ 
���
� � α(T0) �
q(T0)#  ����)� ��
������
$� σ ��� ����
�"�
�!� �����'� � �����.��

�����! ����"� ��&�
� � ������� /# �� ��&�
�� ��������  ����
�,
&�
�!� ���� ���0.�# ���0��� ��!  �1���� �
�"�
�! ����
�+ ��������
�)
���!"��� ���� ��

u(T, T0)

T (T0)
= m(T0) = 1�

W (T0)

α(T0)
ln

T0

T0 � q(T0)
W (T0)

, �����0�

σ∗(T0) = α(T0)
(1�m(T0))

2

m(T0)
. �������

2����+ ���� ��&�
�! �������!  ����"� ����������
�! α � q �� 
���,
��$

σ =

T02∫
T01

σ∗[T0, α(T0),W (T0), q(T0)]dT0 � min
α≥0, q≥0

�������

��� ����
�"�
�!� �����'� � �����.�� 3

 4�! 5����
1� ���+ ����"� ���,
�� ��� L = σ∗(T0, α,W, q) � λ1α(T0) � λ2q(T0)# ��� λ1 � λ2 � 
� ����)�
 �
���
�)# 
� �����!%�� �� T0�

6�����! ���4��
��
���� L �� α(T0) � q(T0) ������!�  ����
�����

∂σ∗

∂α
= λ1,

∂σ∗

∂q
= λ2. �����/�
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�� � ������� �������
����
� ���
��� ����

����
��

∂m

∂α
=

W (T0)

α2(T0)
ln

T0

T���
=

1�m(T0)

α(T0)
,

∂m

∂q
= �

1

α(T0)T���(T0)
,

∂σ∗

∂m
= α(T0)

m2 � 1

m2
.

�  	���� !�
� ����"�

# ����� 
����"
�� ��$����$  ����
� �������
��
� � �
�

∂σ∗

∂α
= �

(
1�m(T0)

m(T0)

)2

= λ1, �������

∂σ∗

∂q
= �

m2(T0)� 1

m2(T0)T���(T0)
= λ2 �����%�


�


T���(T0) =
1�m2(T0)

m2(T0)λ2

. �������

&�  ����
� ������� ���� ��' 	�� ��� �������	
�� ����
�
���� ����

������
� ������
� m < 0 � ��
���
��� 
� 
�������� �� T0� � 

�����

��� ���
� �
 �������' ���
����� ��� ���� �������� � ����������� 
�

������ T���(T0) = T �
(��
����
�� σ∗ �� ᾱ ��
��� 
 ��' � �� q̄ ) *����� 
 ��� +�"
����

!��,� -�$�� *��� ����	�
� �� �����


�
+��
	

� T ��
��
�	
� ��������
�  ����
�� ����./�' ��$ $�$

q =

T02∫
T01

W (T0)(T0 � T )dT0. �����/�

+����� �*��
�	�

�

W =

T02∫
T01

W (T0)dT0, �������

T0W =

T02∫
T01

T0W (T0)dT0, �����0�

��,��

T =
T0W � q

W
. �����1�
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 ����������	 � � � � � � � � � � � �� ��� �������	


��� ��
�������� ���
��������
� ����������� ��������� m �������


��� 
������ � �������� ������� � ����� ����� �������� ����������

����������� ������� �� ������ �� ������� ������ ���	 ����� ���


���
��

��	
� �������� �������� m ����� ���	���� ������
 ��������� ���	 
��� !�"�#$% � &	���

α(T0) =
W (T0)(lnT0 � lnT )

1�m
. !�"�'#%

(	 ���	��) ��	���*������	��� α(T0) �	���	 
��� ���	����	 ������� 
���	 T0 � T "

����� 	
���	�
 � ������� ����������� ������ ���	 �����	������

���	�� �� 
������ ������ ����������� ������� ���	�� ��� T " +���
T01 < T 
 �	 �	 ���� ����,����� � �������� �����,	 ������� �	����
&�,����	���� �����	 T01 ����������� T "

-���,����. ����) � �����) ����� ��������� !�"�'#% � �������.
 ��	
����,������/ �	0&&�*���� ����		
���� �����
 ��/��� �������� m�

m = 1�
1

α

T02∫
T01

W (T0)(lnT0 � lnT )dTo. !�"�'�%

��� ��	 	��������	� ������������� �	0&&�*����	� ����		
�����

α(T0) = α
W (T0)(lnT0 � lnT )

T02∫
T01

W (T0)(lnT0 � lnT )dTo

. !�"�''%

1������������ ����	��� ��,���	��

q(T0) = W (T0)(T0 � T ), !�"�'�%

� ���������	 �	��	��	� ��	���	����	 0���	����

σ∗ = α
(1�m)2

m
. !�"�'2%

3�������� !�"�'2% ��� �,	 ��������� � ��	���	����	� 0���	��� σ �
��/����)4�/ ����		
����	/ �������
 ���)4�/ ��������/ �	0&&�*� 
��� ����		
���� α
 ����������� ,	�.��� �	�	�	� �� ��	�� T0 � �		���� 
����)4�� �� �	�.��� 0���������� W (T0)
 0�������) ,��)4�� �	�	�	�
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�
�� ��� �����
��
 ρ =
σ∗

σ
�

���� ����	��
���� ���
�	���	 
�������  �

������ 	�� 
��!
���� � �
���� �� ������� "��
������� �����
��� ��
�����#�� � 
�!

�
�� ��
�#��� � �� ������ $ ����
��
��� ��������

%�� �������� ��
�� ��
�#�� ������� ���
��� &����� k'� � �������
����

��� ����
��� T0 	�
��
���� ()������� �� Ti0� � 
����
�
����#�

��	���
 *������
��� ��� Wi� +

 �����
���
 ���
 
������
��� �
��!
��
� 
����
	������� ��� ��� ��� �� ����	
 ���	
 �
 �
����������
�
��
����� 	�""
�
���������� �� T0� ,���� ���� ���
���� ���
�����

������ �� i� -���

W =
k∑

i=1

Wi, T0W =
k∑

i=1

Ti0Wi, σ =
k∑

i=1

σi(Ti0, α(Ti0),Wi, q(Ti0))

� ��	�
.������
 "������ 	�� ������������ ��)��� �
��
������ ����
��!


��� ������� �� ����	
 
�
�
��� �
������ ��������� ��*""���
����
�
����)�
��� �����
��� m �
��
����� �����������#�� ������� � ��!
�������� ��������� 	�

������ ������ ��	/

T =

k∑
i=1

Ti0Wi � q

k∑
i=1

Wi

,

q∗(Ti0) = Wi(Ti0 � T ),

α∗(Ti0) =
αWi(lnTi0 � lnT )
k∑

i=1
Wi(lnTi0 � lnT )

,

m = 1�
1

α

k∑
i=1

Wi(lnTi0 � lnT ),

σ∗ = α
(1�m)2

m
,

α∗(Ti0) = q∗(Ti0) = Wi = 0, Ti0 � T .



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	 �
�����
�����	���
�
�
�� 
����� k 
 �����	 ������

Wk(lnT
0
k � lnT+) = Wk

(
lnT 0

k � ln(T 0
k �

qk
Wk

)
)

��
 ����	���

 Wk � ����
����
��
� � 
��
���
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T− =

k∑
i=1

Ti−Wi− + q

k∑
i=1

Wi−
,

q∗(Ti−) = Wi−(T− � Ti−),

α∗(Ti−) =
αWi−(lnT− � lnTi−)
k∑

i=1
Wi−(lnT− � lnTi−)

,

n = 1 +
1

α

k∑
i=1

Wi−(lnT− � lnTi−),

σ∗
− = α

(n� 1)2

n
,

α∗
−(Ti−) = q∗(Ti−) = Wi− = 0, Ti− � T−.
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 � ������
 %&��'�( � �
������� ����
#
��� �������

T 4
1

T
5
2
2

� T
3
2
2 = ./012.

-�� +	�� 	�
���
��
 � �
�
��	�
 �
��� ���� 	
��
�
	�� ��
�3�� ��#
	���� �
 �����
 � 	
��
�
	�� �
��
�

��� ��	���� �
 �����
 ��	

	��
� ���
�

��������	�
��	 
��	������ -����
�� ������� ��� 	
������
#
���
���#��	��
���� ���
��"
��� 	
������
�
� ��� ������
��� ��	�#
��� ����"����	�� +�	����� � ���	
�
 � "
�
��� 	
����� �
���"�� �
����
���� ��+44���
�	�� 	
����
�
�
��� "
�
����� 	
��
�
	��
��
� �������� +����
�
�	
�� �
�	� ��	���� ���	��

	 ���
�� ����
�� ��
#
�
�
� 5
 �
�� ���	�
	�	���3�
 +	�� �������� �
���
�
�
��� 	
������
�
���"�� � ��+44���
�	�� 	
������
�
 �
��� �������� ��	��
��� -�#
���
��
� ��
��
 ��� ����"������ 	
������
��� ���	
�� ���
�
��
	
���
"
	
�� 	
������
���
����� ���
�,
��	�
 � ��
"��

	 ��	� ����#
,
��� +	��� ���
"
	
��� $�
 ���	��

	 ������
 	
��� 4
�	����� �
�
�"�
�
��
 	
��
�
	��� ������� +����
�
�	�� ������� ��	���� � ���
��#
���	
 	
������
�
 �
 ��"������	� ���	
��� *�

���
� 	
������
��
�
���	
�
 ������� ��

����� 	
������ �
,��
� ��"����
	 �
 	� ��
���
�
����
���� 	
����� �
���"�� ��� "
�
��� ����
��� ���
�����	�
� �����
���� ���
�����	� ��� "
�
��� 	
����� �
���"�
� 
 	
��

������	� ������
 4�"��
��� �

��"�
���	� �

���� ���	
���



���� ������	
��� 
�
���� ����������
 ���

��� ����	
	 �	��
��� �	������	���� ����	� ����� ������ 
�����
�	 ���
�� ������	 �	��	������ � ������	 �������	��� ��������������
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���� �	������	�� ��� ���� ����� ���%��
 ��(
 3��!
�	�����& 
�	
��&4 ������� 5�6 5���� ��� �	������ ��(��� � �	����!
�� ����(	��� σ∗ � �	��
���� ����
������� �������� � ����	��������!
��& ����	�	 7 ����
��	�	� 		 �	����������	����� ���	�(	������ 1�%	
��	��������� ����	���	 ������(	��� ��� �"	��� ���
� �������
��&
�������"�� � ����	�	 � �	�	����	����� ��(	 �������	����� � ����	

�����	���	���& ����	��� � ������& ����� �"	��� �	���
�	����



��� ����� �� ��	
	���
	 ����������� ����	�

���������� 	 
����	� �
�	��������	 �����	

������	
�� ���	��
 �������	������ 	����������� ����
���
� ������
�	�� ��
���� ������� i� � ������ � ������� j� ��	����� � !����� ��
����� �� "��������	��� Wi,Wj# $�� ������� �! ������ � ����
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q =
∑
j

qj =
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Wj(T j � T 0
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σ = σ+ + σ− =
∑
i

Wi(lnT i � lnT 0
i ) +

∑
j

Wj(lnT j � lnT 0
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σ+ =
∑
i

Wi(lnT i � lnT 0
i ) � min /

∑
i

Wi(T
0
i � T i) = q =

∑
j

Wj(T j � T 0
j ).
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L =
∑
i

Wi(lnT i � lnT 0
i )� λ

∑
i

Wi(T i � T 0
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∑
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∑
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K = W ln
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(���� ������& ������ ��"� ���������� ���/��� ������� /��0��� ������
1 ��������� ��!� � � ������ ������,��� 
���.��� �#��� !� ����� - 
(��� !� ��� � ���� ����!�� ���#�� ������ ����,%�& 2 .���� �������

���� - ���� !� ����� ��� ������ � � 
��� � ���
1∑
k Wk

� 
�� k 
 ���

���� �������� �����%�� � (���� ������& ����� ��� � ���& ���!%�&
�������& � 
�!.��� 3 � ��� � ���"�������� � �������� q � ���� . �
��������� T+(q) � !� ��� � ��� ������ ����� ���#�� !���#$ �#���
- �����& T−(q) ��
!� "��# � ������ �#��� �� ���� ���� ������ �!� 
����� T 0

j > T j−1�
4����� � δqν �� ����
� �. !.��� � �,"�& �. ������ ���� �� ��

"��� &$�
� !.� � ��& �� ��� ��!
�& �����& � � �����.!���� ���� �
����� ���� ��� � 2 .���� ���������� ���� ����!,%�� �������� 5!���
� .�� �# �
� ��������	
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6�� � ���
� ������ � ������������ ��������& δqν ��.����� ���
����� ��� ���� ����!,%�� �������)

�	 �" (���� ������� ����� ����,� ���� 2 .���� ���������7
8	 
�����& (���� ������& ����� ��� �� �����  �������& � 
��� �

����7
�	 ���� �. ������� �.������ ���� 2 .���� ����������  ��!
�& ��� �

�� ���� ��"� � 
��� �����
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����� � �
��� �	�	����� �	�	����! )��	���� ������*

+ T 0
i , Wi, T 0

j , T j, Wj, qj,
, -�./ , , -�./ -�

1 012 �22 342 022 522 �2 222
2 312 �42 322 302 �42 1222

$	��	���� 
�� �	�	�� �� ����&� �
	� 	 #��	
	 	 �	��	����� �	 ����
��6� 
�������� �	�	�	
 ����� ����� �	� �� 
��� ��	 � �����6� ���	����
������!

�! $	�
����� ����	��* q− = q = W1−(T 1− � T 0
1−) +W2−(T 2− � T 0

2−) =
= 200 • 50 + 150 • 40 = 16 000-�.

5! %����
���
�  	
���� �	�	�	
 �� 
��	��*

T+ =
100 • 460 + 150 • 360� 16 000

100 + 150
= 336 K. 73!�089

3! $
	��
	���
	 ���
	��� 
 ��������  �� ��� �	�	�	
� ����&��� �
	�
#��	
	� �	��	����� �	 ����	 73!�309*

σ0 =
∑
i

Wi(lnT+ � lnT 0
i ) +

∑
j

Wj(lnT j � lnT 0
j ) =

= 100 ln
336

460
+ 150 ln

336

360
+ 200 ln

400

350
+ 150 ln

340

300
= 3, 76-�./.

73!�0:9
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 T+(0) = T 0
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�
����� �
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� � �
����,�
�
-& q = q1 = W1(460� 360)100 • 100 = 10 000 .��
/��
	��
 
��	
��
 �
��
������ T+(q) ��)����� *#��0%- ����� ##$ /� 1��
��
 �
��� �
���� ��	�� � �
����,�
�
 �	�����'� �,� )��"	�� ������&
�� ���"�� �������
�� W2+ = 100 + 150 = 250 .�2/�

3�	��+��
 
��	
��
 ����� T−(0) = T 1−� ����� !�" �
����" ��	��
�����
�����
� ��������+���� 
��	
��' �
 �
��
����� T 0

1− � T 2−� . ���
!
� ����
�
 ��� �
��
������ ����� T 0

1− = 350�� 4����
�����'(

 
���
	
��
 �
����� ��)��
�� ����� q2 = W1−(T 1−�T 0

1−) = 200•50 = 10 000 .��
1���
 ��� ��	�� �
��� �
 �������� ������� �
 �	�����
� � �
����,�
�
�
� /����" T−(q) ��������
� �
������+�� ���	�� �� #�% /�

���� #�56 ����������� T+(q), T−(q) �
��
����� �������
����� ������� ��
�
����� ��)��
��

4�
��'(�" �
����" ��	�� �����
�����
� �
��
�����
 T 2−=340�� 3�
�	����
 �� q=10 000 .� �� q=16 000 .�� . �
����,�
�
 �	�����
� ���+��
����� ������� ������ ����������� T+(q), T−(q) ����
��� �� 7��� #�5�
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��� 
�
���� ����������
 ���

����� 	
���	�
 �	��	 �������� ��� ��������� 	��	�	��	��� �� 	��
�
������ 	� ���� �	 q = 10 000 �� � 	� q = 10 000 �� �	 q = 16 000 ���
�� ����	� ��������� �	�������� � �����! "	��#�! � �����! $	�	���!
�	�	��
 �� ��	�	� 	
� "	��#�$ � ��	�	! $	�	���! �	�	��� �	��	����
�$��� ����		
���� ������������ �� %��� ����

&��� ���� '�������� 	��������	! ������� ����		
���� 
�� �	���������

(� ��!��� ����#��� �	)**������	� ����		
���� ��� ����	"	 �� ��+
������	� 	��	�	��	��� � �����	�	����� ��	���	�	#�	"	 ����		
����
�	 *	������ ,���-./
 ,���-�/�

0�� ����	"	 ����������

A =
200� 100

100 • 200
= 0, 005, K1 = 200 ln

460� 400

360� 350
= 358��12.

0�� ��	�	"	 ����������

A =
150� 250

150 • 250
= �

1

375
, K2 = �375 ln

360� 340

336� 300
= 220��12.

3� 4����� �������	"	 �	)**������� ����		
���� K = K1 + K2 =
= 578��12 �	��	���� ����#����� ���������	 �	��	��	� ��	���	����	
)���	��� σ∗ �	 *	����� ,���.(/ � 	������ ������� ����	������#���	"	
�	���5������ �	���	���	! ��������

m = 1�
1

578

(
100 ln

460

336
+ 150 ln

360

336

)
= 0, 928,

σ∗ = 578
(1� 0, 928)2

0, 928
= 3, 22, η =

3, 22

3, 76
= 0, 86.
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 � �
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W21 = W2−
W1+

W1+ +W2+

= 150
100

100 + 150
= 60!�'(,

W22 = W2−
W2+

W1+ +W2+

= 150
150

100 + 150
= 90!�'(.
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T 0
1+ = 4600, r1+ = 833 (1"'��, g1+ = 0, 012 ��'2, W1+ = 36, 2 !�'0.
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���� ����� � �
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��� �� �
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������� ��
���� ������� #���� �	��� ����� .�� ���-

3 T 0
j+� 0 4� !�'( gi+� ��'� ri+� �1"'��

1 �56 � 6�6�7 8**
2 �56 *5�7 � �
3 *56 �96 � �
,
����� #���	 �
������� � ��� "� ��������
���������� �
� � �
�	��


� ��
�� ���
�#�
� ������
- q− = q = W1−(T 1− � T 0

1−) +W2−(T 2− � T 0
2−) =

= 200 • 50 + 150 • 40 = 16 000!�.
7� &�	��

��

 ��
���� ������� �
 ������ ����
��� ��

"��� )*��**+-

T+ = �
833 • 12 + 36, 2 • 460 + 150 • 360� 16 000

36, 2 + 150
= 347, 6 0. )*��96+

*� �
���������� %��
���� � �����	� � �����	 ��������
� .����� ���
���
 ����
��� )*��*�+ 

���

σ0 = �
g1r1
T 0
1+

+
∑
i

Wi(lnT+ � lnT 0
i ) +

∑
j

Wj(lnT j � lnT 0
j ) = )*��9�+

=
10 000

460
+36, 2 ln

347, 6

460
+150 ln

347, 6

360
+200 ln

400

350
+150 ln

340

300
= 8, 04!�'(.
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W21 = 150
36, 2

186, 2
= 29, 2!�"#, W22 = 150

150

186, 2
= 120, 8!�"#.
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1

K1 = 200 ln
460� 350

460� 350� 10 000
200

= 121!�"#.

5�� 	�
�
�
 �����	
�
1

A =
150� 36, 2

36, 2 • 150
=

1

48
, K2 = 48 ln

460� 340

360� 315, 9
= 48, 05!�"#.

5�� �������
 �����	
�
1

A =
150� 186, 2

186, 2 • 150
= �

1

772
, K3 = �772 ln

360� 315, 9

347, 6� 300
= 59!�"#.
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�� K = K1+K2+K3 =
= 228!�"# �
��
�$
� ����%����� 	���	����
 �
�	
&�

 ��
���
'���

����
��� σ∗ �
 �
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 (���)�* � 
�
���� ��
�
�� �
�	
'���	�%
��
�

�
�
�+
����� �
���

��
� ����
	,-

m = 1�
1

228

(
36, 2 ln

460

347, 6
+ 150 ln

360

347, 6
+

12 • 833
460

)
= 0, 84,

σ∗ = 228
(1� 0, 84)2

0, 84
= 6, 95, η =

6, 95

8, 04
= 0, 861.
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�$ ��
�(� ��	
� �
�������# ���	
���� ��������
����� �� �(�� 	�
�(� ��	
�������
� � ���
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�� ������������& �������� ��������� �� n 	�������� ������!� ����

�� �� ������# #�������������� ���	�������� Ti (i = 1, n)� �����
����
��(����'� ���������� ����������� ���
�! � ���	�������� T0 � "��
����
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� � ���#�
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&��� � ��
���� ������
����� W = gC$ +��	������� 	��
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qij = αij(Ti � Tj), i, j = 0, 1, ..., n, �������


�
��� ���  
!
��	� 	�
��
������� αij ��" ���# i �	 ���" �� n �������
αii = 0� αij = αji� $��
 ������ �� ���	��	
��%	 ���& � ���&�� 
�

�� 
��%	 �������# �	��� ���	��	�	��%'
� ���  
!
��	 	�
��
�������
����� ���%�

(���������)�� *���� ��
	�	) ��� 	��
���	��� Ti (i = 0, n) ������
���
� 
�
��� 
�
 i > 0 Ti > T0 ������� �	�
���
"�� +������
 � ������
"��"%	�" 	��
���	��� ���
�	���� �	�
���
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	��" � �����#� � ������ ������� 
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���)��� 
����#���	
 ���
�	���� αi � 0 (i = 0, n) 
 ��"������ �����
��

n∑
i=0

αi = α, �������

&�� α �
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�
 �*���� � ���-��� ������/

σ0 =
n∑

i=1

αi0
(Ti � T0)

Ti

.

$��
 	��
���	��� 	�
�����
	��" �� ��#��� �
�	��� �*�����
	) ���
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�������	

σw =

Tv∫
Tf

W
dT

T
= W ln

Tv

Tf

.
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���� ����� �������� �
��
�
������� ��
���
����
� ����
�
���	 ������

σk =
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

αij
(Tj � Ti)

2

TiTj

.
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������ ��� ������ � ���	 ��
 ��
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����
 ����
��� ��� ����
�

����� ����� � ���� ����� �������� �!
��� � ��������� ��� σk

������"
#���
��$��$ ������ ������ %
���

σw + σ + σk = σ0. &'"�()*
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�����! �����������! ����� � �
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qi =
n∑

j=0

αij(Ti � Tj), i = 1, n &'"�((*

��� �������
/
 �
�
�� ����
�� 
� i�$ ������ � �� 
������� "
+
�
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���,�������	 ��� ��
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 ���
������ ����� 1�/
 ���
��� &����
 �
��� �
���

�
��������*2

qi =
n∑

j=0

αij(Ti � Tj) � 0, i = 1, n. &'"�(3*

"
4��� ��� ���
�
�
$ ������ �
�
� qi = 0	 ������ ������ � �������

��		 ����������� ���
$ �������
$ ������ �
 ���
�� &'"�((* �����

Tmin
i =

∑n
j=0 αijTj∑n
j=0 αij

. &'"�(5*
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qi = αi(ui � Ti) = Wi(Tv � Tfi) � 0 i = 1, ..., n. #$��%&'

(���) Wi� Tv � Tfi * 	���
�! +�	�	
��
� � ������
���� �����
�������
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ui = Ti +
qi
αi

, i = 1, ..., n; #$��%0'

* ����
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q2(ui, Ti) = λ
∂q

∂ui

u2
i , i = 1, ..., n, #$��4�'

��� λ * ��
��

�
.
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Ti

ui

= m, Tfi = Tf , i = 1, ..., n, �������

��� m ( �	�	'�����
�� �	
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�� ��
�"�� ���
�)%�
*#+�
 ���&	� ����	�% ,�����	��
 � ����


q =
∑
i

αi0(Ti � T0) =
n∑

i=1

αi(ui � Ti), �������

��� !�	 ����������% ����	
	������ 
� �&	�� � �%&	�� �����
% ���� �
����	� ���

Tv � Tf =
q

W
. �������

��� ��'�	
 �����%

qi = αi(ui � Ti) = αiTi
1�m

m
, i = 1, ..., n. �����-�

.�� 	��
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	� �	/,,�)��
�� ����		#��
� �
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	� ����������
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m =
α

α +
∑n

j=1
qj
Tj

, αi = α
qi/Ti∑n

j=1 qj/Tj

. �������
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��	��� σ∗ � �!��	� �	�	 !�	 Ti/m =
= ui�i ���
	

σ∗ =
∑
i

αi(ui � Ti)
(
1

Ti

�
1

ui

)
= α

(1�m)2

m
, Tv > Ti�i. �������
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W ln
Tv

Tv � q/W
�

n∑
i=1

αi0
(Ti � T0)

Ti

�σ∗�
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

αij
(Tj � Ti)

2

TiTj

, Tv > Ti�i.
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�
�	 � �	&	��)� �
��
�	���	� ���
(
��$� ,
	����
�) ����'� �
 ��#
��
�)% ��	

��! Tv � W &�! '����)- �����
������� ��
'	�% �
"	(��
�)�
 ��	��+)�

.���) �&���
������� ����
&
��)� �)�
 ������!� �����/ % ������ %
��"�� �����	���� �	���
&
�!�� ���
�-����� �	&�	�����% �
�!�� �
�#
�
�	���� �
��������
�! �	 �-�&
 � '	"&�� '	�
�� � �)���	�� ��&!�)

�'���	�
��) �	'% 
���) ����' �
����)% ������	�(�$ � �

% �)� �	&	�#
�)��

����������	 
���� 
���� �������	� 0 �
	���)- ����
�	- ����#
�
��! *�'�����	�) �
��
�	���) ����'� � 
	��� ���
(
��$� 0 ���� ���#

	
 �
��
�	���) ���	���)- ���
(
��$ ������&�)
 �
��
�	���) ��"#
�� ��&&
�"��	�� �	 �	'�� �����
% 
���) �������&���� �������� �)��
�����	����� ��� ���� ��"�� �

���% 
�� �
��
�	���	 �
 ��"
� �)��
�
���
 ���
�� �����	������ ��	

��!% ���
&
�!
���� ������
� ����/1 %
�	' '	' �
��� �� �����
�	�
�! ��"�� ����'� ��&	�	���

��'	"
�% 
�� �������� &�����	+�� �����
�����
� �����	����
 ��	#


��
 Tν % ����
�����
 � ������
� �
����+	�
������� qνv� 2
��
�	���	 �
'	�
�
 &��"�	 �)���	���! �� ������� ����/1 �'	�
�) �� �����&�)��
�
��
�	���	�� �	�����) % 	 ���
�-����� �	&�	���	 &�! ���
(
��$ ��
�����&�)�� �
��
�	���	�� �	��) �����

��&	
	 �
����) �� �	��
�	�
�! ��
��
��	
� �
��
�	���� � '	�
�

Tν � 3�� ��
���	
� �
����)
 ����'� � ��!�	���
 � ���� �������&����
�������� �� ���!
�- '	�
� � ��
��
��	
� ����'� � �������&���� ��#
������% �����'	�(

 ��� ����&
 �
����) �� �	���	����	
��$ '	�
�) '
-���&�)�� 4�&
� ��
&���	�	�� &�! �������)% 
�� ��
 ���!
�
 � ��
 -�#
��&�)
 '	�
�) �	�
�
�) �&��$ �'���	�
����$ ���!

$ � �'���	�
����$
-���&��$� 2	'"
 ��
&���	�	
�% 
�� '	' ����'�% �	' � &��"�(�
 ���)
������+���	���) �	������ �
��
�	����

�����	
�� 

�
� α+, α− � α0 '��**�+�
��) �
������
�	 � ���!
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��� ����� �� ��	
	���
	 ����������� ����	�

�����	
� �	
	��	
 �����	
 � ���
	�	����
��� ������� ��������� �
�
�	�	�	� � �	����
����� ��	���	����� ����	���� ��������� � �����

q+ = α+(T+ � Tν), q− = α−(Tν � T−) = q+ + q0, q0 = α0(Tv � Tν),
σ+ = q2+/α+, σ− = q2−/α−, σ0 = q20/α0.

����������� Tν = T−+
q+ + q0
α−

 ! �"��	� ���� ��������
 ��
��� ��	��#

�	���� �������	$	 ��	���	����� ����	��� σ = σ++σ−+σ0 �	 ��
�"���
�	�	�� q0 � �"��	� �$	 �
����� �� ����������� Tν � 	� �	�	�	
 �������
�	����
����� σ %	
�"��

dσ

dq0
= 2

(
�
q+
α+

α+

α−
+

q−
α−

+
q0
α0

)
.

��� ��� ���
	 	� ���
	�	����
� �	��� �	
&�	 �	��	���&��� �	 ��� ��	��#
�	���� �	
	����
&�� � �������� σ �		���������� ������� �	��	���	

���
	�� ' 	� ����� ��
� (��� ����������� �	�����	 

���� �����	
� ��
�����
)��� �����	
�$�
	�&� "�	 ��
	��� ui = Ti/m ���
��	���	 �
� ���#

�	
 ������� �	 �� �����������
��&� ��� ��	 �	��� *��& ���
��	 %	��	#
�� �	
�"����� ���"���� σ∗ � ����������	 +, -./0 �		���������� ����
&#
�	�� �
�"��� � �	�	�	�� ����	 ���*
����&�� ��� ������� ���
&�	
 ��#
����� � �"��	� ����� ����� �11������	
 ����������	
 ���
	�	����
�
ui � �$	 ������������� Tvi � Tfi �� ��	�� � ���	�� ������	�� � �	�����
������
���	� Wi 2�	*� ��
�� ����� ����&� ����	 �"���& $���	������#
�� �������� ���
	�	����
� � ������	�� 3*�"�	 ��������� ���*
����&
$���	������"����
 ����� ���
	�	����
� � ����
&�	�� ����������� �
��	� �
�"�� �11�������� ����������� ���
	�	����
�� � � ������������
�	�	�	
 �		���������� �	� �� �	�	� ���
	��� "�	 � ������
 �	�	� 	�
���
	�	����
�� �������$	 ��	� ����������� �	 �	�� �������� 	� Tvi

�	 Tfi� ������

ui =
Tvi � Tfi

lnTvi � lnTfi

, i = 1, 2, ...n. +, -.40

5
� ���������� �� ��	��� �	����
����� ,6�7,/� 8� � ���������� ��
���	��� ������� ���"���� ,��7,�� 8� ���"���� ui � �	"�	��&� �	 "��#
����	$	 ����� �	������� �	 ������
 $�	�����"���	
 �� ���������� ��	��
� ���	��� � � 

ui =
√
TviTfi =

Ti

m
, Tvi � Tfi =

qi
Wi

, i = 1, 2, ...n. +, -/�0
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��������
�� 	 
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��� 
��
�
 ��������
����
 �������
���� � ����	���  !�"#�$ ����
���
	�%��� ��� �
�
�
���
 Tvi& Tfi � Wi� '�����
 ��%�� �( ��� ���
�
��
�
�	
 ����	)�
���

*��� !�"!+ ,���
�� � ������
����� ����
�����

-�����
�& 
��� �
��
������ �
��������
�� �� 	���
 � 	����
 	�
�

��
� �����
�	�  ������
����� ����
����$& �� �����
�	� � .//

��	�

��
 �
��
������ ui =
√
TvTf = u  ���� !�"!$� 0���(	����	� .�������

��	��

σ =
∑
i

qi(αi)

Ti

�
q

u

 min, u �

(
Ti +

qi
αi

)
.  !�"#"$

��%�� 
�.//�1�
���	 �
����%�
�� � ��
��� �������
��� �� �� ����
�� ��� ��%�� (���
��� u ���	���� 
 	����
����  !�"2�$& � ����������

(���
��
 u ���������� � ��
��� �������
���  !�"#"$& ��
 ��	��

u∗ = max
i

(
Ti +

qi
αi

)
.

0�������	
� 	  !�"#"$ (���
��� qi � u∗ ���
�
��
� �������1��& �	��
(����� � �
����%�
���& 	 ����
�
 � ������
����� ����
�����+

σ =
∑
i

qi(αi)

Ti

�
q

maxi
(
Ti +

qi
αi

) .  !�"#�$

������
 .
	�	��
��� ��	�� Wi =
qi

Tv � Tf

� 3���	��  !�"#�$ ��� (��

������ u∗& (��������
 �� ����)
��� 
 ����
�
 	 1
���&

√
TvTf = u∗, Tv � Tf =

q

W
,  !�"#!$
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������	
� � ����
�	��� 
������ ���������	 ����� ������

�� Tv� Tf

� W �
����
�
�� ���������	�� �
	����� � �� ��
���� 
�!�����"
�� �
�!

#�
��� σ∗ ��������	 �$��	 � 
����������	� �����
���%�� ���	���� &
�
��"�	 ��	 �������
� �� �#�	 �����
�� ���������	�� 
�� �����
�
�'
��	�(�� 	����
���	��� ��� 
�(�	���� (�����

�������� ��	
���
	��	� 
�
����
���� )������#�� (����� ��
����#�
� ��	���
�' ��� (�"��' �� 
�� �**�(	��
�' 	������	$�� 	��!
��
���	��� ui = Ti + qi/αi 	�(� #	� ��� i = 1 ����#�
� ui ��(����� 
��
� ����� �� �� 
� ��� (�	�+����� , ����$� �(��#�� (����� ��� i < k�
� �� �	��$� - ��� i � k� ,���#�
� k 
����$ �� �
�#�
��� �����"$!
	�#
�' 	������	$�� Ts� 	������	$� 	����
���	��� 
� ����� � ������
�� ���	��� � ����
�+� �(������
	� W �����"�	 �����$ �� ����$�.��
$�����'/

√
TvTs = uk,

√
TfTs = u1,

q

Tv � Tf

=

∑k−1
i=1 qi

Tv � Ts

=

∑n
i=k qi

Ts � Tf

= W, 
����0�

	������
�� ��
��$�� �� k ���������	�� �
	�����/

σ = σ1 + σ2 =
k−1∑
i=1

qi

(
1

Ti

�
1

u1

)
+

n∑
i=k

qi

(
1

Ti

�
1

uk

)
. 
����1�

� ���	�� k ������ ���+����� � �	�� ����"�
�� ���	�	� � �	���� $��
 !
2��	��� 3�
��$�$ �$��� ���	��	�	�$�	 ����
�
�� �
�(� ���
��	�

qk−1

(
1

Tk−1

�
1

u1

)
� qk

(
1

Tk

�
1

uk

)

� �	��%�	�� 
�+� 
� ����"�	�� 
�'� #	� ��������	 
�'	� k � �� *��!
�$��� 
����1� ����#�	�	 	������	$�� Tv, Ts, Tf � ����
�' �(������
	
	����
���	��� W � ����
�
�� ���$#�

�+� �
�#�
�� σ � σ∗ ��������	
�%�
�	 	������
���#��(�� �����2�
�	�� ���	����

4
���+�#
� ��"
� ����� ����	 �����	���

�� ���������	�� 
��
�	�$(	$��� 5�� �	�� �	���
 �����2�
�	�� ���$#�

�' ���	��� �%�
�!
���	�� �� �	
�2�
�� *�(	�#��(�+� ���������	�� �
	����� 	��������
�
( σ∗�

6�(�� �������� $������ ��
��$�� �������%�� ���������	 ������!
����
�� ������
��	�' �����	���� � ���	��� �	����
��� 7���� ����
��
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� ������ �� ������

� �����
	����� ����� ����������� ��������
���� �� ���	� � �
����� 
 ��� ���
	���� ���
�������  ���
����� ������!��
� ��"������ ������	
�#� ���
��
��� ���$
����%
� �������������� ���� &"�	����� "��
��
� Ti' ��
����� �����	# ������������� ����
�# "�	�

 �� ���
���#��� ������
�����(���
��� ���������� 
 ���

������ ������� 	
�
�� 
�����	
��� ������� 
�
��

����� � 
����� �� ����
���
������
�
 �
���������


�������� �	����
 )���������� ����� 
 ����(����� ���	� $
��
�
������ 
 ��
��	��� � ����
%� *�+�

)���
%� *�+� )���������� ����� T������� 
 ����(����� ���	� T�� ,-.

/ + � * �
Ti �0� *�� �01 �2�

)���
%� *��� 3��$$
%
���� ����������� ��(	� �������
 αij 

����(����� ���	�� αi0 ,4�5-.

� � + � * �
+ � +1� ��� �1�
� +1� � +�� +1�
* ��� +�� � �
� �1� +1� � �

6�������� ���$$
%
��� ����������� � ��	
������
 α = 600� 7���
	�� �
�
���#�� ��"��(��� ���
"��	���� ������

 ��
 ����������� �
��	
������
�
+� )������� �����
 qj � ��(	�� 
" ���� ����� &*�+1�' ,4�.8

q1 =
i=1∑
3

α1i(T1�Ti) = 150(290�300)+200(290�295)+250(290�280) = 0,

q2 = 150(300� 290) + 100(300� 295) + 150(300� 280) = 5000,

q3 = 200(295� 290) + 100(295� 300) = 500.
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�� �� ���	
�� 
������ ��������� ��	�����
� � ��������� �����	�
��������	��� �������	��� 

m =
600

600 + 5000
300

+ 500
295

=
600

600 + 18, 3
= 0, 97�

�� !������������ "�#���$����� �������	��� � ���������	� 
���%�&
�� ����������� �� ���	
�� 
������ '(�)*+ 

α1 = 0, α2 = 600 •
5000

300 • 18, 3
= 544, 3, α3 = 600 •

500

295 • 18, 3
= 55, 7�

�� -���	�����&��.	�/��� ����.������� #������� � �����	� ������&
��0 
�	� 
������� 

σ� = 600
0, 032

0, 97
= 0, 556 '(�)*+�

���������"� #��1 .��2���� � ����������� 
������ �3���0�� � ����"�&
��� � "���������	� W � Tv ������� �����.
�	���� ����	�������� �����&
	3 
�	� ���� ������

!��� ���� ����"���� � "���������	� W � Tv

4$���	 ���0��� ��������� ��	�����
�3� �
��� ��	�����
�� � "�	�&
�� � ��������5 � ��	�����
�3 � "�	���1 � � � .����3 ����� ���� ( #��	
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������� ���

�����	 q2 = 0 
 �	�
	������ � ���	�	 �� � �����	����

 � ��������
������� �����

Tmin
2 =

150 • 290 + 100 • 295 + 150 • 280
150 + 100 + 150

= 287, 5[�].

����	�� 	 
����
 ���
�	�
! � ���	� � 
 �"

q1 = 150(290� 287, 5) + 200(290� 295) + 250(290� 280) = 1875[#�];

q3 = 200(295� 290) + 100(295� 287, 5) = 1250[#�].

$
�
���%��	 ����&	�
	 �	�
	����� m =
600

600 + 1875
290

+ 1250
295

= 0, 98� '
(

�
���%��	 
��
)��*���� +����


 σ� = 600 •
(0, 02)2

0, 98
= 0, 245 ,#�-./

��	�%&
���% ���		 �	� �*��	 )� ��	� ��0�� ��� �	�
	������ � ���	�	 �
�	 �
��
�������

������ ����	�
��
� ����������� ���
��
�
�� 1	�
	����� 
���	� )�*�� ����� ���� 2��	��
���! �	�
	������ ��*
������"

u = max

(
290; 300 +

5000

544, 3
; 295 +

500

55, 7

)
= 309, 19 [�].

���
)��*���� +����
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� ������	 �������"

σ = 0 +
5000

300
+

500

295
�

5500

309, 19
= 0, 61 ,#�-�/.

.�+��
3
	�� �	���*
���
�	���0� ���	�&	����� 
�����	�%��� �
(
��	� 
�
 �
�
���%��� ���
�	*	�	�

 
��	�4����
 ��*
������"

η =
σ�
σ

=
0, 556

0, 61
= 0, 91.
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 W �

# �
��
� 
����5 ����% �����	�
! ����6�� 
 ���*	� Z� 
�*����
�
)���	�
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� *��� � ����� ���� ��� 
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5 �
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	 ����������� ����	�

�����	
 Z = 17, 8� �
������ �����

q = 250(290�280)+150(300�280)+0(295�280) = 5500 [��] = 5, 5 [
���

�
].

���������� � �����
�	
 ������ !���
�	� Z 	 q" �����	
#

Tv �
5, 5e

17,8
W

W
(
e

17,8
W � 1

) .
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A∞ =
k∑

i=1

Ti0∫
Θ

ci(T ) dT.
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���
� Θ ������������ 
� �����
� ����������
 ,�����

 �
������
���
'

k∑
i=1

∆Si =
k∑

i=1

Ti0∫
Θ

ci(T )

T
dT = 0. "#��$
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Θ =
k∏

i=1

T γi
i0 , γi =

ci
k∑

ν=1
cν

,
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A∞ =
k∑

i=1

ci(Ti0 �Θ) = (T �Θ)
k∑

i=1

ci. �����
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����
�� 
 ���	�	��	� ���
���� 
��


�	��� ��� 
���
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�
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�
�!�
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��� �	��
��� �������� &��� 
�� ����
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�������� �

��'�(�� ��%��$��� � ����������
� T−� � �

������ � ����
�
���
����� ci � 	����"	��� ������������� Ti0 ��� 	�
#�����
� $���$�
	�$�	�� ���������� �
���� ��#
�
��
�
#	
��� ������� �
	� $ 
�		
�
������ ��$	� �
���� ����� ���) A∞ = T−∆S,  
� ����
�� �	��
���

∆S =
∑
i

ci

(
Ti0

T−
� ln

Ti0

T−
� 1

)
.
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(�� ��%��$����� ,�#
�
��
�
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��" ���
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������� $����
'�	��� ������ $ �
�
�
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∑
i

Ti0γi - ���
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�

������� � γi =
ci∑

ν
cν
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��� ������� $ 	�
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� Ti0 

 T ��$�	

∆S =
∑
i

∆Si =
∑
i

ciln
T

Ti0

= ln
T

Θ

∑
i

ci,


���
�

T

Θ
= exp

∆S∑
i
ci
.
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A∞ =
∑
i

ciT
(
1�

Θ

T

)
=

∑
i

ciTi0


1� exp


�

∆S∑
i
ci




 . ���"�

#�� $��������� ��
���
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 	�� ∆S = 0 ��� 

(
dA∞
d∆S

)
∆S=0

= T .
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Aτ =
k∑

i=1

Ti0∫
Ti

ci(T )dT � max
Ti,Tpi(T )
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�

∆Sp =
k∑

i=1

Ti0∫
Ti

ci(T )

Tpi(T )
dT = 0, �����

Ti0∫
Ti

ci(T )dT

qi(T, Tp)
= τ, i = 1, . . . , k. �����

���	� Tpi � ����������� �������� ��
� ��� �������� 	 i�� ���	�	���
��� �	
���� ����� 	������	����� ���	���
����� �����!���" ��������
��� #������ 	�	���$ �	
���� ����� � �����	��� ��
" �����	�� #�������
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� � ����� � ����������" �� �����
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���	�� ���&�		��
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�� ������
���� �������� �������� ��
� 	 ��%��� �( ���	�	���� )�� #���
���������
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Aτ =

T0∫
T

c(T ) dT � max
T ,Tp(T )
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T0∫
T

c(T )

Tp(T )
dT = ∆S, �����

T0∫
T

c(T ) dT

q(T, Tp)
= τ. ��� �
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Aτ =
m∑
i=0

Aτi(∆Si, ki, Ti) � max
∆Si,Ti,ki

����/�


�� ��������
m∑
i=1

∆Si(ki, Ti) = ∆Sp = 0, ������

ϕi(∆Si, ki, Ti) = τ, i = 1, . . . ,m. ������

����� ����# ϕi �	�#������ ����0��% ������� 
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qi = αi(Ti � Tpi), i = 1, . . . ,m, ����2�

������� �����% ��� 	+�� 
���#���% 
������� � #�����
����

Tpi(Ti) = kiTi, i = 1, . . . ,m. ������
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Aτ =
m∑
i=1

ci(Ti0 � Ti) � max
Ti,∆Si,ki
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��� ������� ����� ����!��"�� ∆Si ��#"�
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Ti(ki) = Ti0 exp

(
�
ταi(1� ki)

ci

)
, i = 1, . . . ,m, �	
���

m∑
i=1

αi(1� ki)

ki
= 0. �	
�$�

%��������� Ti(ki) � �	
���� ������� ����������"�! &����� �	
���� �	
�$�
� m "��&����"��� ki
 '������ ���(��"��"���� i)*� ���*����*� +�"�(��
,�*��"#� -��. &�����

Ri = ci(Ti0 � Ti(ki))� λ
αi(1� ki)

ki

�� ki �������� � ������� ����"�"�.

k2
i Ti(ki) = /0123 =

λ

τ
, i = 1, . . . ,m, �	
�4�

��������!5� ki(λ)
 �"���"�� λ "� ���� ����� ������"���� -�� &���)
�������. � �	
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T1 � T2 (T1 > T2), �������� ������ �� "�����"� � '���#��"� ���������� -
q+(T+, T1), q−(T2, T−), 
�.����� - p� *��������� ������ ���� �� /���"��
� /������� #�� ������"� ���� ���� ���� ���

q+(T+, T1) = q−(T2, T−) + p, (���0)

q+(T+, T1)

T1

=
q−(T2, T−)

T2

. (���1)

2����#��� ��������� ������� � ��
� ��� /������� ������"� ���� �� ��
�&
������ � ��������
���� ���3����� ������ ������"� ���� �� ������������
4������3�� � �����
� ����� ��
������ /������� ����������	

σ =
q−(T2, T−)

T−
�

q+(T+, T1)

T+

. (����)

+�������
 524 ��������������� ���

η =
p

q+(T+, T1)
(����)

� ��!#�
 ����� 
�%#� 
�.������ p� 524 � ���'�#�
 ����� q+�
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q− = q+
T2

T1

, ������

q+

(
1�

T2

T1

)
= p � η = 1�

T2

T1

. ������

� ���� �	�
�� T2 = T2(q−, T−), T1 = T1(q+, T+)� ! �	���� "�
# ���
$
�
�����% 
 �����
& ������ ��'�� ��%�
 ��&� p � η 
 q+ ��& ����
���(#
������� ��)��)�
������

���������	
� �
	��� ������������
�

q+ = α+(T+ � T−), q− = α−(T2 � T−), ����*�

������

T1 = T+ �
q+
α+

, T2 = T− +
q−
α−

= T− +
q+
α−

T2

T1

,

������

T2 =
T−

1� q+
α�T1

=
T−

1� p
ηα�T1

,

T2

T1

= 1� η =
T−

T1 � p
α�η

=
T−

T+ � p
ηα+

� p
ηα�

.
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�����
# ������� ��)��)�
����� ����*� ��&���( 
���������

(1� η)

η
=

T−
T+η � p

ᾱ

, ����1�

0�� ᾱ =
α+α−

α+ + α−
���� 	��

p(η) = ᾱη

(
T+ � T−

1

1� η

)
. ����2�

3	��
���� 	�� ��& ���	�&� ��0�� η 
���� .�/ .�
�� �,
��
��% ��)��$

��% ��4
�( η = ηk = 1 �
T−
T+

, ��-���� p(ηk) = 0� ��� 
 ��& η = 0�

5�%��� ���	��
� η� ��& ����
�0� ��-���� )
&��0� )
��,
��������&
����
��� ��� 
 ���
	
�� pmax� 5��
���� )������ � 	�� 6���7
& p(η)
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 ��
����
 ����� ����� ��������� � ��� �� !���" ��#��$

�$ ��!� ���
% &
��� ��	'( ��� )�� ��!���� �� ���*����
����� � 
���!���
��)�� ���������

dp

dη
= 0 � T+ � T−

1

1� η
� ηT−

1

(1� η)2
= 0,

������ � �)���� ��+�( )�� p > 0(  �!�)��

ηnka = 1�
√
T−/T+. &���,'

-�� ���)���� ��� .$!�  �!�)��� /������$� 0�	12( �  ������ ������3
���� ��
����� � 4!�.�
��� 0�562� 7�������������� 8���� ��� ���)�3
���  
���!���" ��������  
��.
�������� �� !� � 
�.���  �!�)��  ��!�
 ���������� � &���9' ηnka


pmax = ᾱ(
√
T+ �

√
T−)2. &����'

:� ��!���� &���9' ����� .$�� ��"��� ���  
���+�  
��.
�������!�
�� !� � 
�.��� � ;���*�� ��������


η(p) =
1

2

(
p

ᾱT+

+ ηk

)
–

√√√√1

4

(
p

ᾱT+

+ ηk

)2

�
p

αT+

. &��	5'

<���������� η(p) ���.
����� �� 
��� ��	� ������
��� )���� �
�3
��" ������������� ����� �����  �
�� ����
���$� ��
��� � �$
������
&��	5'� =�� 
��!�������( ��+�� �� !���"  ���� q+ .�!�#� ��+�( ����
$"
������������� �������� pmax�
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������� �������

����� ���	���
����� � 
�
�� ��
���

q+ = α+

(
1

T1

�
1

T+

)
, q− = α−

(
1

T−
�

1

T2

)
,

������ 	 �
���� 
����	��� ������

1

T1

=
1

T+

+
q+
α+

,
1

T2

=
1

T−
�

q−
α−

,
T2

T1

= 1� η =

1
T+

+ q+
α+

1
T�

� q+
α�

(1� η)
.

����� ��
�����

1� η =

1
T+

+ p
α+η

1
T�

� p
α�η

(1� η)
,

�

p(η) =
η
(
1−η
T�

� 1
T+

)
α−α+

α+(1� η)2 + α−
. ������

��� ����	���	�� �������
�� ����	���	�� ������ �� ��!�����	���� ��"#
��"�
���	�� $�%��	�� ��
�%���	 � ���� "
� η = 0 � η = ηk� � "
�
������
�� η = η0 ��	������ ���	������

&���	���	�� ��'�� ��%��	��! p � 
�	(���� ��"�� q+ �)������ ��

�)
�'���* ������� ������ "�	�� �����) � ��( η =
p

q+
� + 
�	��� q+ ��%#

��	�� "�
����
����� �����
�����	 � ��	������ 	����� ���	��������� ���#

��� � � "���� "����� �
�	� �����

,�	� ���- .�
����
 ����	���	�� ��%��	�� �� ���
�� ��"��

/����� ����	���	�� p(q+) � ��
��� ���
����� 
���� 012 0�
��� �
������ ��
����� 	����� !%��� ��
��� ���
����� 	 ��
��* ���	������

���� ηnka� /� 
�	� ��3 "������) ����	���	�� ηk � ηnka �� ����4��� 
���"�
���
 �	��
������
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����� �� ��������� ��
�������
����������  �� 
����
������ � ����� �!� �� 
���� 
�"�����

����� #�
��� � $��
��� %����& q− ����# η � q+ ������
 ���#� 
�' �
��� ����(��#������ � ����#�� ����
 )�������	

η = ηk �
T−σ
q+

=
pηk

p+ σT−
. %��*�&

+ �����
 σ ��� 
�������� �
����������
��� ���� � #�����
����� 
�' � 
�"�����, � #������
� ����� �


�' � 
�"�����, � ��� 
� ������#����� !�����#� ���������!� ���-
������� ��(���!� ����. ������ ����#�� ���� )������� � ��
 �����
 ���,
%�
� ������� %���/&&� ��� �����  ������������!� ����#�� ���� )�������
� �����
�. �� ���#����!� � ������(
���
 
�' � ��(���
 ����
 � �����-
����
�. �������� σ (� �� (�����. � ��� ���������. ��� ��
 '� ������
����� q+ #������� η � 
�"����� p �
��������� 0�� ��� #�����
����
p(q+). ����������� �� ���� ���. ��� �������� ��(�� !����1� �(����� ���-
��#��
����  �� ���(����
�!� ����(��#������ �������� )���!�� � ��(���
� �����
� � ������ ������
� ����
����
� ��(���!� ����� 2� � �� ��-
������ �������� 
����� � ��������� 
�"�����, �� 
�'�� ��(����� �
�(�����. ��'�"�� ���� ������ p(q+). � �
��� (������ ���. ��
 ���.
������� ������������� !�������
 �����
 )��� �(����� �����#��
�����
3���������� !����1�� ��#�
��4 ��'�
�� �������� ����� ����� )��� #�-
����
����. �����������,"�� ����� p � �����
 q+�

5�
���
 � �� ��'��� �(������������	 ���������� #�����
���� ��
���,��,� � ��(� ��������� ��������� ��(���!� ����� 5�� ���(�,� #��-
��� ������ ��)$$�1������ ������(
���� ��)��
� )�� #�����
���� ����-
�� ���� �� ������ � ������. ��! � ����� ����(��#����� � 
�4��������,
��(���. �� � ��! � ��! � ��� ����(��#����� � ��(��� ��# ������� 6��� -
����� )��!� � �����
�4 ��# ������. ������#�,"�4 �������, )���!�,
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��� 
 �	
����
� ������ |q+| = |q−|+ |p| ������
 �
��� 
����

�������� � ������
 �����	�
� � ����	!

|p| =
|q−|[ᾱ(T+ � T−) + |q−|]

ᾱT− � |q−|
. ����"�

#���
�� ��������������� ��
���	���� T2 ���
���� � ��
�$ ��� ��	%

��	���� 
 
��	����� ����"� ����������� ��� �	
�� αT2�$ 	 �����
�&
����� q− � �	����� (q− < αT−)� '� ����"� ������


q−(p, ᾱ) =

√
[ᾱ(T+ � T−) + p]2

4
+ ᾱT−p� ����(�

�
1

2
(ᾱ(T+ � T−) + p).
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� � ����������� ����	��
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	-���$ 
 ������& �	%
����� ���� ������������ ��
����� �
�� �	�	
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��� ��� ��
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�� .�� �,���� ���������/ 
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	-��� ����� �+��
�����
	�� � ��-��� �	�	�� �� ����
	��%
��& +��
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������ �	�	
����
 �	���� � ���	$ �	� �	� 
 ������� ��
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�� � � ��
���	���	 
���� ��
������� 
� 
��
����

��������� 	
����
���� 
������

0�
���	���� ���������
 T+ � T− ����
 ����	�� +������
	���
�
����� ��� �
������ �����
�	�	
��� 1����	��
 ��
���	���� ��������	 ��%
��� Tn � ����
 ����	��$ ��� ��	 �����
	�� ��	����� T+ ���� T−� 2���
�����	���� �	
���
���� �����
� � �����	 q �� ��
���	��� ��������	 �
�	���� � ���	 �	� q(Tn, T )$ ������ � �����	
��� 
������� ���
�� +��%

�

p̄ = q(Tn, T ) � max

/ (
q(Tn, T )

T

)
= 0,

Tn = (T+;T−); T > 0.
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���
	��� ��
� �����%
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��
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����
����
 ��
�$ ��� *������� �	���� �
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�� 	�� ������� ������
� ��� �!���!� !�����"� ���� T1 
 T2# 	�� 
�$�
	�"� 
� 
���!�� ������
� %��
�

 &�"!��$� L = q(Tn, T )(1λ/T ) ��	��

���'(� 	���
"��� ��
�
����� )!
 *���

T1 = argmax
T

q(T+, T )(1 + λ/T ),

T2 = argmax
T

q(T−, T )

(
1 +

λ

T

)
.


 ���'+�

,��
�
�� λ����$
���� ���
!����� 
� �����
� !�������� *�
� ��
�
���
���-

q(T+, T1)

(
1 +

λ

T1

)
= q

(
T−, T2

(
1 +

λ

T2

))
. ����.�
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� ��!����# �����
�
�� �� ��
��� �� �� �!����� �

�  !�	��0��1
��2����
 �����
� 
� 	��� 
����!� 
 	��� �	
�����

, ��� ������# 
�"	� ��
�� �� �� �!����� �
����-

q(T+, T ) = α+(T+ � T ); q(T−, T ) = α−(T− � T ), ����3�

!����0���� !�������  � %�!����� ����.�# ����3�  !
��	�� 
 ������4��
�
��

pmax =
α

4
(
√
T+ �

√
T−)2, ������

"	�

α =
4α+α−

(
�
α+ +

�
α−)2

. ����'�

)!
 *���  !�
���	���� *��!� 

 � �
�����

σ =
α

4

(
�
T+ �

�
T−)2�

T+T−
.

5�� ��
��� �� �� �!�����

q = α
(
1

T
�

1

Tn

)

 !�	��0��� ��2����0 �� ����1 ��4
��# ��1	����� 
� !�4��
� �
�����
����.�# ����3�# !����

p̄max =
α

8

T+ � T−
T+T−

,
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�

σ =
α

16

(
1

T−
�

1

T+

)2

.
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�����
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�
������� ���
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 	 �
������ ��� ��� ������
� �������� ���� �� �
�� �� 
��������
�� �� ���
�	����	� ������

 ������������ ������ ������

 
�����
��	�
!� ��
"��
� � �������	��

�σ =

(
q(Tn, T )

Tn

)
� max

/ q(Tn, T ) = p0(
q(Tn, T )

T

)
= 0; Tn = {T+;T−} T > 0.

#$�$$%
& ���
 ������ �	� '���������" '���	
� � ����
� 	 ��
��
�� 	����(�
�� ��
 ����	�" ������
� ��������'�� T � )�� ��
��	
������ ��� ���

��	
�
����� ���
�	����	� ������

 �� ������ ������� ��
 �������� �
�����
� 
�����
��� �� 	��'����

)�� ��	
�
����� ���'������ ����� 
���*���
� 	���(��
� ��������
�'�� �������� ���� T 
� ��	
�
����
 q(T+, T ) ����� q ��� ��� ���
��

	����	� ������

 	 ���'�
��� �����	� ��
��� +���' σ+ =
q

T (q, T+)
�

,��
 ��� +'���
� �� 	��'��� �� ��(�� �������� ��� ���
������

���'�
�� �����	� ��(�� �������� 
� �	'" 
������� -�
 ���� ���'�
��
�"��(���
� 	����� 
���� 	
� ����
 
��������

,��
 ��� Tn = T+ 
 Tn = T− +'���
� .�����(� ����	����	'*���
������ #$�$$% 
���� ��
���	����
 ����
�'� �� T  � ��� ����
 	�����
��� �� ����	�" ������

 ������ �	�� /��� 
� �
" #T1% ����	����	'��
�������' � �����
� 
�����
��� (Tn = T+) ��'��� #T2% 0 �������' �
"������� 
�����
��� (Tn = T−)� -�
 ����

T1 = argmax
T

[
q(T+, T )

(
1

T+

+ λ+
µ

T

)
� λp0

]
,

T2 = argmax
T

[
q(T−, T )

(
1

T−
+ λ+

µ

T

)
� λp0

]
.

#$�$�%

1�����
� +'���

 .�����(� 	 ��
" ����	�" �����" ��
����	�2

q(T+, T1)

(
1

T+

+ λ+
µ

T1

)
= q(T−, T2)

(
1

T−
+ λ+

µ

T2

)
. #$�$3%



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

����� ��	�
 ��
������ ����������� �	��������� ������ �������

γq(T+, T1) + (1� γ)q(T−, T2) = p0,

γ
q(T+, T1)

T � 1
+ (1� γ)

q(T−, T2)

T2

= 0.
������

��������� ������ ������ 
������!� ��"�� 
��# ����������$ % T1, T2, λ, µ
� γ� &������� ���'����� γ
 �����������!(�	� ���� ������� )����)��
��*���	� ���� � 	������ �������)��
 ������������� ����������� 0 <
< γ < 1�

+�� ����"��	� ��)��� ��
��
������� ��,���� ������ ������ 
�������
) �����!(�� �����#������

ηmax(p) =
1

2

(
p

αT+

+ ηk

)
–

√√√√1

4

(
p

αT+

+ ηk

)2

�
p

αT+

, ����-�

	�� α ������������� ��������� ����.�/ ηk % �0+ ������ 1������� 
��2
�����#
 ��� 
�� p � 0 �������� ηmax ��������� ) �0+ �����
 � 
��
p � pmax ��� ��������� ) �������! ��������)�	� �0+
 ��"�����	� 1�2
��)����
 �������� � 3�#*������

ηnca = 1�
√
T−
T+

= 1�
√
1� ηk.

4
�����#��� 
�����'����#����� )����)�� � 	������ � $������� ��2
�����)��� ��������� ���	 ) ���	�
 )�)

γ

1� γ
=

√
α−
α+

. ����5�

4������
 ��� �������� �0+ ��� ��,��� ��)�����#��" ��(����� ��
������� �� )�677�8������ ��
���*����� 9�'�� 
�)����#
 ��� 6�� �
��2
������� �� ���#)� ��� �#!������)�" )�����)��

: ��� ������
 )�	�� 6��� �0+ ������� �� )�677�8������ α−, α+

��� �$���� ���#)� � 7���� ����,����
 ���� �� ��	� ����!� �� �������
� ;
��
��8��< ��
����" ��,����

���������� 	
��

�
��� 
������� ����
	

: �*�����$ 8�)��$ $������#��)�� � ��
����$ ������� ��$������)�� ��2
*��� 
��������� ) �������
 �� ���� ��	� ��
�� ��*������� �� $������	� �
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�� ������� ����
����
��	�� 	�� �� ���������!� ���""������ ε� ����!� ����#����
������ ��$�������� � ��������� �	��
���� ����� � ���������� ��%���
	��&

ε =
(1� γ)q(T−, T )

p0
, '(�)*+

� �� ������ 	��
�� ,-. ��������� ��	�	� '����������!� ���""������+

η =
γq(T+, T )

p0
'(�)/+

0 ����#���� ������ ������ ������������� ���

��� �	��
���� � ������

������� ��%��	��� 1� ��������
�	���� $����	� 	������� 
�� η = 1 + ε�
������� ��	����
�� ����� ���������� ���
���� ������������ ���""��
�������
2������� ��������� 
�� ����������� ���
���� ������������ ���"�

"������� ��� �������� 	������ ��%��	�� p0 	������	����� �����������
���
���� ��������	��� �������� � 	�	����� -���
�� ����
�� 	��������
%�� 	 ����
�� '(�((+ 	 ��� ��������� 
�� ����������� ��$�
��� ���� ��
��� �� �������� ��� ������� [T−, T+]� -�� �������� 	 ������!� �	��
�
����� T < T−� � ��� �������� 	 ���

�� T > T+� -�	������������	��
��#���
 ���� ����
� 	����#���� �������
�� ����
� '(�((+� ������� ����
����� ���������! ��#���
 ��
 ��������� ������ �����������	�&

ε∗ =
1

2p0



√
p20 +

α(T+ + T−)
2

p0 +
α2(T+ � T−)2

16
� p0 �

α(T+ � T−)
4


 .

'(�)�+
3 4)56 ��		������� ��  � ����
� � ��
 ������ ������� �����������	��
���������	 
����
�� �������� 
����� � 
�
��
� 
 ��
�����

��
� ����������
�

�$����
�� �����7���7! �	��
����� 
�7�� Ti0� � �������� �����
�� i��� �	��
���� � 7�$�
��� ���� 
�7�� uiqi(Ti0, T )� 8������ ��������
ui(t)� ��� � �����7���7� T (t) ����� �� ������������ �!$�7� � ����
�

p̄ =
1

τ

τ∫
0

∑
i

uiqi(Ti0, T )dt � max

/ 1

τ

τ∫
0

∑
uiqi(Ti0, T )

T
dt = σ

ui = [0; 1], T > 0.

'(�)9+



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

������� 	
���	�
 ��������� �������� �������� ���� ����� ��������
���
�� 	�����
 ����������� ��� ��
	�������� ������!����
��	��

���"�		� τ ���!�����
1

τ
����� ����������� ����� �#�
 ���$��#% �����


� � ���
�� &�� ����� ��		��������
	� ������% � 
����� τ 	������	�

 ��	
������	��% � ���� 	����� �	�������� ��������� ����
� � 	
���	��
��������� �������� �������� ���� ����'������ (��
"�� qi ���������
����
&���	� �� T � �����������	� �� Ti0� ��� �����	��� ����������
�������� ���� � �	�����
� ��� ���
"�� ����# �����

)	����� �������
��	�� ������ *+�,-. ������ ����� *	�� �����!��
���.

L =
n∑

i=1

uiqi(Ti0, T )(1�
λ

T
) � max

ui,T
min
λ

.

� ������ ����% ��� ���
"�� 
����
�� ui �'���� � L ���� ��% �������

u∗
i =




1, �	�� /012 qi = /012

(
1�

λ

T

)

0, �	�� /012 qi = �/012
(
1�

λ

T

)


. *+�,+.

3�
�� �������% 	 ������ 	�� 	�� ���
"� qi ������� ���� 	��
��
�������
������ �� ����
 
�����
���
� � ������� Ti0 > T � ���� T > λ�
������� ����� �� �����
� 
�����
���� 
 �������
������ �� ����
 
��
����
���
� � ������� Ti0 < T � ��	���� ������ ���	� T < λ� ���
 �
��������� ������ ������
 ������� ���� �������
���� � i�� 
�����
�
��� 
 Ti0 > T � �� ��� �������
���� � ����� j�� 
�����
���� � �������
�� Tj0 > Ti0� �� 
� �������� ��	��
 ������  ���� ��	�� ��������� ���
Tj0 > Ti0� ���
 j > i�
!����
� "#�$#% ��&�
���� ���
����� 
�����
��� �� 	�� ��	���
��

���� �����
� 
 ����	��� 
�����
���� '���
(�� ��
	� �
�
 ���

� ���
�
�
�� λ� &��
��)�� �� σ�
*��&���
� ����& q+(T ) ��������� �������� ����� ��
 ��	��	� ����

��� � ����& q−(T ) + �� 
� ��
 ����	� ����� �� �������� ����,

q+(T ) =
∑
i

q+i (Ti0, T ), q−(T ) =
∑
i

q−i (Ti0, T ).

- ���� �����	�� .���(

 ��	��	� 
 ����	� ����� 	�� i��� 
�����
��,

q+i =
1

2
(qi + |qi|) q−i =

1

2
(qi � |qi|),



���� ������	
��	��
� � ����������� ����	���� ���

���� ���	 
��
��� ������� � ������ ����� (q+, q−) � ����������� �� ����
�������� �������� ����

����  ��� ���!�
"������#��� �������$ ����� ��� �  ������� ���� � � ������� � ���

���� ����� ��������� �� �� T+ > λ � T− < λ ��������������� %�
 
�
 &��
�������$ $��$'��$ �������� � �� �������( ������ ����������� ���)*!+
�� ��$ 
�,���� �� ��- .��
��$ /�� ��,� L ��������� ��
������+ 0��

��� �������+ ��� � � ������,���� ����
���� .��
��( q+ � q−

∂L+

∂T+



dq+

dT+

�
λ

T+

(
dq+

dT+

�
q+

T+

)
= 0,

∂L−

∂T− 

dq−

dT−
�

λ

T−

(
dq−

dT−
�

q−

T−

)
= 0,

L+(λ, T+) = L−(λ, T−) � q+(T+)

(
1�

λ

T+

)
= q−(T−)

(
1�

λ

T−

)
.

���))!

1�����$ ���))! �� ����$'� λ, T+ � T−� "� �������� �� � ���'' ������
�������# ��������$ &�� ����  ������� ���� ������$�� ��(�� ���� � ��
���� τ + � ������� 
��� �- � ���-���� ��� ��� �� � �-��,�����	

γ+
q+(T+)

T+

+ γ−
q−(T−)
T−

= σ

γ+ + γ− = 1; γ+ � 0; γ1 � 0


 . ���)�!


��
��� q+(T ) � q−(T ) ��������'� ������ � ���
�- Ti0+ ��&���� ���
�� T ∗

+ ��� T ∗
− �������'� � ����� ��� �( ������ �� �������
��+ �� � ���



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

����� �	
��� ��
��������
 � ���� ������ ����� ����� ����������������
��������� ����� ������ 
�� T = T ∗ 
����� ������ ���! � ���" ���!�


#��$� �����%����� ����������� �
���������� ��&���� ��%��� �	
���
�� ��������� σ 
���
�&�� �� !�!

p = γ+q
+(T+) + γ−q−(T−) � max

/
γ+

q+(T+)

T+

+ γ−
q−(T−)
T−

= σ

� ��!����� T+ � T− 
������� ����������� σ+(q
+) � σ−(q−) �%� σ+ =

=
q+

T+
� σ− =

q−

T− 


'��
 	
() *���������� ��
������ 
���!� �� �!�+���� ��������� ���+�
��
�������!�� � �� ��
�!��� �$����!�

,����� �� ���- .��!/�" �
��%����� 
�� q+ > 0 � ������ 
�� q− < 0
����
 	
(�
 *���������� 
��%������� �������� ���%���� 
���!� ��
�� p̄∗

��������� ��
����" ��&���� �� ���%���� 
��������� �����
�� ��$�0
���� ���� 
��%�������� ��$�" ��
�!��� �$����!� .��!/�� σ(q) �����"
σ+ 
�� q > 0 � σ− 
�� q < 0
 ��
�!��� �$����!� ���
�%��� � ���"
.��!/��" 
�� σ > σ2 � σ < σ1 ��� ������� � ��� ��� $������ ��&����



���� ������	
��	��
� � ����������� ����	���� ���

�����	
���� �γ− = 0 
�� σ > σ2 � γ+ = 0 
�� σ < σ1�� � 
��	�
��� ����
��� ����
�� �������� 	��
���	��� �������� 	��� �
�� ���� �� ���� T+�
���	
�	�	
��	 σ = σ2� ������� T−� ���	
�	�	
��	 σ = σ1� ��� σ1 < σ < σ2

����
�� ������� 	��
���	��� �� ��� !	� � � ��� !	� ��"# γ+ � γ−�
���� 
������ �����
� � ����$���� �������� 	����

%������� 
�$�� ������� &���� σ = 0� �	� ���	
�	�	
��	 '�&�����&���
��������! ���	� �� �������� 	��� 
 	�
��
�� ��"���� � (	�� ������
�� ����
�� �)�**�� �)�*+� ������	� �	� �� �!��� ��&���
 	�
��
�������

γ+(λ� T−) = γ−(T+ � λ),


����� �	��"���� 	��
���	�� �������� 	��� 
 
���'�&��� �����
� �
����$���� ��
��

T−
T+

=

dq+

dT+
( dq

�

dT�
� q�

T�
)

dq�

dT�
( dq

+

dT+
+ q+

T+
)
. �)�*,�

� �
�! ������#�

dq+

dT+

:
dq−

dT−
=

q−(T )
T 2−

:
q+(T )

T 2
+

. �)�*-�

.���
� �)�*,�� �)�*-� �
����� !	 ����
�� ������� 	��
���	��� ���
������ 	��� 
 	�� ������� &���� ��� 
��������� �����
��	� � ����$���
�	� �

/� ������ � ������ ��	����&�
� ���#"�� �
��� 
�� 	�� 	�0�����
�&��� 1�/ &�& �	��"��� 
��������� 0���	� & 	�
��� �	��0������ �
��0 ���� ��	����&�� 	�0 �	 ������ 	�& &�& ��	����&�
 ���&��#&� � ��
	��
�0�	�0� 0�������� � (	�� ������ '�������0���� 0�"�	# ������ �
'�&�� � �������� ��2���	#! � �������#��� �����
�'��� (��0����

3�"���� 	�&�� ������ 
�&���
��	� �	� 
 �
	����#��� '�&�� 0����
��� 	��� ���$�� 
�����	# 	�
�� 	��#&� �	 	�� ��	����&�
� 	��
�0�	�0�
&�	�0�� ��$�	 
 
0������ ��&�	�0�� �
	����#�� ��������� ��������
T+1 � T0 � T+2 �
�0���� ��	�0
�� &��	�&	�0�
��� �� ���������� 0��
����� 	��� ���$�� �	��
�	# 	�
�� ��	����&��� 	��
�0�	�0� &�	�0��
���
��	
�0 !	 ��0�
���	
�� T−1 � T0 � T−2 ���$��� ��	�0
�� &��	�&�
	�0�
��� �� 4�� ���$� p & pmax� 	�� ��	�0
��� &��	�&	�0�
��� "�0��



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

��� ������	
 �	�
�	 � ����	�
��	����

�
�����

��������	�
	�� ����
	��

�������	
� �
�����
 � ����	�� �����	���	� 
�����
�� 
��������� ��
�	����
� ��� ����� ���� �������� �����
� �	����
 T0(t) 
�
 ������ 
��� ����
���	��� �	������ !	
���
������ � 	������	
������ �
�����
����� 	�"��� ������ � ����
������� �	����� ��#����
 p̄
 ����	�� $� 
�
�������� ���������� %&�'() � ����
������� 
�����
�����
 �������*�
������ �	
 �������� 
�����
�����
 
������
� $��	��

 	�����*� �����
+��
������� 	�"��
� $��� ��,�������� �����
 ���������	��� �����
-

1

τ

τ∫
0

max
T

[
q(T0, T ) + λ(

q(T0, T )

T
� σ̄)

]
dt � min

λ
. %&�'.)

/���
*����� �
 ����
��� ���
���*	�����*� ��	����
� � %&�'.) � �����

�
 ���0 ������0 ������
�0
 ���
�
� �� ��*�
 ������� �
 ���	0 ���
 

�
����� q(T0, T ) �� σ =
q(T0, T )

T

 ���������� ����� 
���-���
� 
� $�
0

��	����
� T � 1��	���� �
����
 ��� ��� 
 � ������ ���������� �����	� 
��	� 
�����
�� ��� ������� �������	����� �
�� %&�'() ����
�����������
������*� ������
� �������� �
"� �	
 0 < n < 1� 2 ��������0 ������0
���
������� 	�"��
� ������������� ����
���	����
 �� T ���
���*	��� 
��*� ��	����
� � %&�'.)� +��-�� �������
 ��� ��� �-��*� ������
� t
�����	���	� T ∗(t) 
 T0(t) ������� ������"��
��

1

T 2
•
q(T0, T )
∂q(T0,T )

∂T

�
1

T
= 34567. %&�89)

/�� ������� �������	����� �����
� 	��������

T n
0

T n+1
+

n� 1

T
= 34567.

2 ��������

 ��� �
�����*� ������ (n = 1) 
����

T ∗(T0) = m
√
T0. %&�8:)

2 ������ � ��	������� �����	���	�� 
�����
�� ��������	���� ��	�� 
�
 �� ��	�����
� �� �	����
 � ��	�����
- �� ��������� ������
� T0�



���� ������	
 �	�
�	 � ����	�
��	���� �
����� ���

��� ���	
���
�� ��� � �
	����
� �	����� T0(t) �
��� ���� �
�
�����

��
 ��������
���� f(T0) � 0� � ������  !"#$% ���������� � �
���

q̄ =

∞∫
0

f(T0)q(T0, T )dT0 � max /

∞∫
0

f(T0)
q(T0, T )

T
dT0 = σ̄.  !"&�%

'	����� f(T0) ���
��� ��
 ��
�����

γ =

T02∫
T01

f(T0)dT0

����� �

� �������� � ������� �
�
�
� ��������	�� ���
����� 	�
�
��
��
���� ����������	 T01 < T0 � T02" (
� �
	����
� �	����� T0(t) )�

�

��
��� ��������
���� ���
���
��� �� ��������"

*�
����� m 
�����
����� �
�
� �
�����
��� � 	�

��� ������  !"&�%
�������
��� T ∗

0 (T, +,-./)� �������
� ��  !"&0%" (
� 
�����
�
 ���
���
�
�����
��  !"&1% �  !"&�%� �

	���

∞∫
0

f(T0)
√
T0dT0 = m.

2�� ��
 m ��������
��� �
�
� ������� �������� ��������
�
 �
��� ����
�����	�� ���
������ �

T ∗(t) =
√
T0

√
T0(t).  !"&�%

(
� ���
��  !"#$% � n = �1 	�

��� 
�����
��
��� ����
��� � ���
��������

T ∗(T0) = 2λ
T0

T0 + λ
,

���

λ =
√
T 2
0 .

3����� ��� � ��4�� ����� �

�������	�� 	��������5 �������� �	�����
T0(t) �
 ������� 
��
 �
 ��
�����	"

6	���� ��������� f(T0) 7 ����
����
� ��������
���� �������� T0�

�����
���
� �� (T01, T02)� ��
 �

�������	�� 
�����
�	 ��������5 ����
�����	�� ���
����� ����

T01 = T01 +
t

τ
(T02 � T01).



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

����� �	
 n = 1 �� ��
��	� ������ ��	����

T ∗(T0) =
2(T

3/2
02 � T

3/2
01 )

3(T02 � T01)

√
T0.

�	
 n = �1

T ∗(T0) =
2T0(T

3
02 � T 3

01)

3T0(T02 � T01) + (T 3
02 � T 3

01)
.

�
� σ̄ = 0 �
���	���
 �
���

 �������� p̄ �	
 n = 1�

p̄max = α
[T01 + T02

2
�

4

9

((T 3/2
02 � T

3/2
01 )

(T02 � T01)

)2]
.

� �������� � ����� ������� �� �����
��
 ���	�!"� ��#��"$ ���
�!
� �%	�&����� 
�'����� ��	� !  ���
"% �������!	
���
 ���� �� &�� �(
��� �	� ��)� � ��
������* �����
���
�*$ � ������"$ !  ���
"% ! ��
�"%

�*���% � �������!��* ��	�����* 
����+��* 
�'���� ��	� ���
�!����

���� � �%	�&�����
 ����,$ � �-�

������� � ���	
��	��� ���

��	���

�	
 �� 
�����
 )����� !!���� �'�)������
�
T0(t) . !� ��
 �����
���
 ������� �!/
qΣ(T0, T, u) . �����
�"* ���	�!�* ���� �� ������� �!  
�'�����

��	� �qΣ =
n∑

i=1

uiqi(Ti0(t), T (t))��

0� ��
(��� +�
 T0(t) �
������� )������
 �) ���&���!� V / ��� ��(
&�� '"�� 
���	

��* 	�'� �	���*��* ��� +��* !
������ 1 ! ���$ � !
�
���� �	���� �* ��&�� �������!��� 
���
���	���� �� )������* f(T0) �
� 0$ ��
���	����� �� V � �� ��$ ��� !�	�����

µ =
∫
δV

f(T0)dT0

�
�����!	
�� ��'�* ��	, !
����� τ $ ! �������  ���
�* !� ��
 T0 	 δV �
2 ����	�)�!����� 3��% �'�)������* )����� � �� ������ �
����* ���(
����� �
� )������* �
����* � �
���� �)������
 3��
���� 
�'����� ��	�
��&�� )������� ! ��
��

p̄ =
∫
V

f(T0)
2∑

V=1

qΣ(T0, T, u)dT0 � max
T,u



���� ������	
 �	�
�	 � ����	�
��	���� �
����� ���

��� ��	
��� ∫
V

f(T0)
2∑

V=1

qΣ(T0, T, u)

T
dT0 = σ. �
��
�

��� ������� � ��
� 
������� �
��
 ������ � ��� ������
 ���!" ���� # 
�����	���� 
�����	��!$ �������" ��%�
��

ν = (T, u)

�	& '�%���
����!$ �������" ��%�
�� T0 � ��	����! σ(T0)�
(�
�
" ���� # 
�)���	���� ��%
*
 ��%�
�� σ(T0)� �	& %
�
�
*


p̄ =
∫
V

f(T0)ξ(T0, σ)dT0 � max
σ

�
����

��� ��	
���� ��
 ������� �������� '��%+�� σ(T0) �����
∫
V

f(T0)σ(T0)dT0 = σ. �
����

,���� ����� ξ(T0, σ) 
-
������
 �������� '��%+�� qΣ� � %
�
��� �
�����.
	��
 
�����	��
� ������� ν∗(σ(T0))� �
	�����
� �� ����
� ������
,����� ����
*
 ������ %
*�� ��%�
� ���������� ���
���%
� '�%���
.

���� � �
��
��� �
������� � ������" �
����� �	��
����	��
 �	& ��� ����.
���	��
 �����	
 ���-����& ���
���%
� �� /*
�&���0 � /$
	
��!�0� �
��%�� ��	
��& �
��1�� �
��2� �	& 
�����	��
*
 �!-
�� ����������! ��.
-
��*
 ��	��
3	& ������ 
 ��%������ �)����" �
4�
��� '��%+�& 5�*����� ��.

������& � ����

L2 = ξ(T0, σ)� λ2σ.

6�	
��� 
�����	��
��� �
 σ ����
��� % ���������

∂ξ

∂σ
= λ2, �
��1�

%
�
�
� �
������
 � ��	
���� �
���� 
�����	&�� σ∗(T0) � λ2�
( �
� �	����� %
*�� �	& %���
*
 T0 �������� T

∗(T0) ����������
7

ξ(T0) = qΣ(T0, T
∗),



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

σ∗(T0) =
1

T ∗ qΣ(T0, T
∗),

�����	
 ��
��� ��	�
� �	�

∂ξ

∂σ
=

∂

∂T ∗ qΣ(T0, T
∗) :

∂

∂T ∗ [
1

T ∗ qΣ(T0, T
∗)] =

T ∗( ∂qΣ
∂T � )

∂qΣ
∂T � � qΣ(T0,T �)

T �

= λ2. ��
���

��� �������
�	
 �������
� T ∗ � �
������ T0 	 ����	�
�
� λ2� ��� 
!
�	
 ������"� ���
�
��
��� 	� �����	� ��
�#� 	 ���	�	� �� �
�	 	�� σ 	
�����
�
�
�	� f(T0) �
����� �
��
����� 	��� �	���
 $ ��� ��� �
� ��!
"�� T0(t) % ���&	������' ��� �'��' ���&
��� 
"� �����
�
�
�	
 ���
�
(��) 	��
���� ���	��	�  �� �������
� ��'�	 ���	���)��* ���	�	����)
T ∗(T0)


+����
��	�� ��
��*,

 � � � 
 � � � 
 � 	 
- ���� �����	

��
���� T0 (t) 
� [0, τ ] 
� ����	��� �������� ������
���� ��������

����

� f(T0) 
� ����	��� δ
�������������� �� 	���
�� T ∗(T0)� 
��

��
�� �� �������� ��
���� ��
���� ��������
��  ��� f(T0) ����	��� δ

������������� ���	�������

!� � ������ T0k (k = 1,m)� �� 
�������
��������
�� 	���
��� ��� ����	�"� T ∗(T0) ����� �	�
����� ��� #�

$��!� $
���
�� ���� ��� ��
�� �$ �����	���	 T0k�

���������	
���- .(���� 	� ����
���� ��� 
�	' �
����� T0� ��� ��!
����/min

λ
max
T

L(T0, T, λ) 	�

� ��� (�����/ �
�
�	��  
�
� V
∗
0 	 �����
�


"� ����
����� ���,
��
�	� ���
�) L = qΣ(T0, T ) + λσ(T0, T )�
 0����	�
���&	��������	 L �� T �������*� �����	�) T ∗  
�
� T0, λ 	 �
�
'�	
� 1���&		 L∗(T0, λ) = q∗Σ(T0, λ) + λσ∗(T0, λ)
 2� ����
���
 ���,
��
!
�	� ������� 	� ���/ (�����/ ��� 
�	' T ∗ �����
�����
� ���� 1���&	�
L∗
1(T0, λ) 	 L∗

2(T0, λ) �����
����
���
 3�	 
� L∗
1(T0, λ) = L∗

2(T0, λ)
 $ �	��
�
�4
�������	 	 "�������	 1���&	' qΣ 	 σ 	 	/ �����������	 �� T0 	
T 5�� �4���
�	
 	�

� �	���
���
 ����	 T0k 	� 
��	 f(T0) �
 ���
��	�
� 5�	/ �� ��/ δ!��������*,	/� �� ����
���� V ∗

0 	�

� ���
��* �
�� 	
���,
��
�	
 �	��� �
 ��	�
� �� ��	�
�	' ���	���)����	 	 ��� 
�	
 σ


6��	 f(T0) ���
��	� δ!��������*,	
 � �� ��/ T0k �	�� µδ(T0 � T0k)
	 � 5�	/ �� ��/ �
��
������ T 	�

� ��� (�����/ �
�
�	� T1(T0, λ)
	 T2(T0, λ)� �� ���
 ���  ���) ���	�������� 5�����		 σ̃ ��	/��	��� ��
���* ����
���� V ∗

0 
 + � 
��� ��
���� ���� 	�

m∑
k=1

µk[γkσ1(T0k) + (1� γk)σ2(T0k)]= σ̃,



���� ������	
 �	�
�	 � ����	�
��	���� �
����� ���

����� 0 � γk � 1	

�� 
�������� �������� ��������� � m������� ������������ �����

������ γk	 ������� �������������� ��!���� ������� � ���" ��� �����
������� #��$ ��������� � ��������� �%&�� �� ��������� [0, 1] �� �%���	
' ������" ��$����� �� ����������� � � ����� �� ��&�� �%&�	 ( ����� #����
����������� ��� ���)����� γ" ����� ������" ����� �%�* ��� �����+�	
,��� )� ���)����� γν ��������)�� ��������% (0, 1)	 
�� ������" ���
��$����� ����� ����������� ��!����" ��� �������� ��������%�� ��&��
���� ���� ������*������ ��)�% ��%�� &������� ���������� ��!� ��
%������ ����������� ������� T0 = T0ν 	 -����)����� ��������	

( �������� ������� ���������� ������% � ��%�� �����������" ����
���������� ��������%� ������� ����� ���

f(T0) = 1/(T̂01 � Ť01)(T̂02 � Ť02) ��� T01 	 [Ť01, T̂01] ��� T02 	 [Ť02, T̂ ],

f(T0) = 0 ��� T01 /	 [Ť01, T̂01] ��� T02 /	 [Ť02, T̂ ].

.�#//�+����� α1 = α2 = α3	 0��%������ ���������� ������� ���������
���� �� ���	 1	2	

0��	 1	23 ,&����� ����������� /%��+�� �������� ��� ������� � ��%��
����������� ��
������$ �����
��%
� 4�5 � ����������� �����
��%
�

�&����� ���� �� �����
��%
 ���������� 4� 5

�� #��� 
��%��� �������� �&����� Vj, j = 1, 2, 3" � ������� ������
��� /%��+�� �������� u∗(T0) ���������	 ,&����� Vj �������)��� ����
�������� ������������ ����� T10 = T20	 6�� ��������%��� ����������"
&���!�� λ2" ������%���� ������ �����" � ��� ��������%���" ����!��
λ2" 7 �����	



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

��������� ���	���
 	������

������ � 	
����
��� ������������ ��
�������������� ������ � ����
���
���� ����������� �������� ������� ����������� ������� ������ �
����� ����������� 
������
����� ����� ��� ��� ����
 ������ ���������
��� 	�
������� �
����� �� ���	�
���
� ���� � �� ���������� �� �	
��
���� ������! "������ �� �	�����
����� �� �� #��
 ��	����� � $�
��
	
��%�	� ��������� &���
� ���!

&��������� ������ ��� $����
������� ������
����� τ 	
���� ���

f =
n∑

i=1

τ∫
0

uiqi(Ti0, T )dT � max

	
� ��������
n∑

i=1

τ∫
0

uiqi(Ti0, T )

T
dT = ∆S,

Ṫi0 = �
uiqi(Ti0, T )

T
; Ti0(0) = T 0

i0; i = 1, n.

'���%�� (����
���� ��� )��� ������

H =
n∑

i=1

uiqi(Ti0, T )(ψ0 �
λ

T
� ψi/T ).

* 	
��������� ����
������� � 
������ #���� ������
 ψ0 = 1! "
���
����� ��� ��	
������� 	�
�������+

ψ̇i = �
∂H

∂Ti0

= �
n∑

i=1

ui
∂qi
∂Ti0

(1�
λ+ ψi

T
); i = 1, n. ,-!./0

* ���� �� �� ���  
������� ������� ��� ���	�
���
 ���������� ���#���
���

ψi(τ) = 0; i = 1, n.

1� ������� ��������� H 	� $���%��� �������� u(t) �����

u∗
i (t) =




1 	
� qi(Ti0, T )(1�
λ+ ψi

T
) > 0,

0 	
� qi(Ti0, T )(1�
λ+ ψi

T
) < 0.



���� ������	 � 
���
 ����������� ������� ���

����� 	
���	�
 ��
	��� ���	 �	���������� � i�� �	����� ���	����	�

�	��� ��	 ����������� ������ Ti0(t) � 
	���� λ�ψi(t)� ����	����	 	�	
	����� ����	 j��� �	�	��	�� ���	�����
 �	��� ��	 ����������� 
	����
Tj0(t) � ������ λ+ ψj(t)� � ����	� ���	 �! "#�$�% &�� ���
	 ����  �	�
���� τ �	 ����'� � ���	 ���� 	��������	�	 �	������ ��� ���	����	 

���	����	! ���	����

(��	 �� 	��������	��� �	 T ��� 	��� � �		��	������

∂H

∂T
= 0 


n∑
i=1

ui

{
∂qi
∂T

(
1�

λ+ ψi

T

)
+ qi(Ti0, T )

λ+ ψi

T 2

}
= 0.

)����� ��*��� ���	 ���	*�����
 �	��� ���	����	 � �
 ������ 	���
�� ��� �	����!
 �  �	�	! + �	�	��,!� -�� �	.�� 
,�� ������ �	�����
�� 	� ���
����� ����� ��� [0, τ ] �� � � �	������ ���
 �� ��.�	� ��
�	�	�,� ��
	��� ���	 �	���������� � 	���� ���	����	��

��� �����	�
��
����
� �
���	� � ���	� 
��

����
��	
 �������� �	����


/����	���� � � ������ 	 ��������,�  	��	.�	���� ����	 	! �����,
��� 	���������	! ��	�	�.������	��� 0���� τ � �	����,� ����	���	�
���� �	�����	 r1 � �	�	��	�	 r2 ���	����	 � ����� 0���, 	
,��	 ���,�
 �'� 0������ 1	���0��

2���� �����	������ �� ����,��3 ����������, &��� ���	����	 �	
������ �� �	������ � ��
	��� ���	� T 0

1 � T 0
2 
 ���	�, ����	�������� 	�

�	�����	 � �	�	��	�	 ���	����	 � ��
	���� ���� q+(T1, T ) � q−(T2, T )�
4	��	���� ��
	���	 ���� 
���� ������������	 ��� &���	���! S �  ����
�����! &������! E
 �	�	�,� ������'���  �		� ���� �� � ��55����0��
����,�� ��� �������

Ṡ =
q(Ti, T )

T
,

Ė = q(Ti, T )� p(t). "#�67%

����	 	! �	�	� q  &��� �8� ������ �� �� q+ ��� q−  �� ����	��� 	�
�	�	
 � ����� ���	����	�
 �	����� ��� �	�	��,�
 ���	�����  �	������
��
	��� ���	9 p(t) + �	*�	���
 	�
������� 	� ��
	���	 �����



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

�� ����	�

�� �
��
�
�� 
��
��
� ���
��� ������

����

S(τ)� S(0) = 0 

τ∫

0

q(Ti, T )

T
dt = 0, ������

E(τ)� E(0) = 0 

τ∫

0

q(Ti, T )dt =

τ∫
0

pdt = A. ������

���� ����
� ���  �����! 
�������"#�� ������$
�� �
 	
�

���
����
��% 	���
 � ���
�
���	� 
&��
���


' �	�
����

��  ����� 
 	����	��$

' ��(
�� ���! ��
 �
 �� ��	
�! 
 	����	��$)


' 	
#

���! ��� ��� Amax = Nmaxτ � *�� ������� � ������! 	����	��$)


' ��(
�� �

���������� �������' 
���	��$

��� ����

I =

τ∫
0

q(Ti, T )dt = (Q+ �Q−) � max, ����+�

(�  ����� 
 ������$

	 *,- ���  ���


' ��(
��

η =
A

Q+
= 1�

Q−

Q+
� max ������

��� ���
���
Q+ �Q− = A0. ����.�

/��(����� 
�'�� ���
'  ��

 � 	�
�
�� ��	�������� ��(
��&
 ����
�
 ���	�
� T ∗(t)! ��� �
�
�
&
 0�
���

��� ����+� ��� ������ �
���&�"�
	����	�	�� 1 ����
'  ����� 2 ��� ���
���% ������3������! �
 ��
�
' �
���������

�	 ���
���	 �
(�������� ����
���
 ����.��

-�� 
(��% �
���

�
� ���	�	 �����"#�" �
����
�����$

��$ ����)

���

2 ����	
���	 �

���� ��(
��&
 ���� � &
����	 ���
�
��
	 �&
��)
��' �
�������! ������ �&
 ��
�
������$

��$! ��	�������� ���
�
���
� �

�� �
������� � �����#�
�� 4
��
��� ��(
��&
 ���� 
�
�������
)

�	� ����	����	�5

2 �
��
&��
�	 
(�� 
	 ����	
���	 %
�
�
�' �
������! � �
�
�
	
��(
��� ���
 
����� ����
 %
�
�

	� ���
�
���5

2 �
������	 �� ��$���� 
���	� ���� �
������
�! ��(���� 
�
���)
����

�� ����	���� ���! ��
(� �
(��$�� 	����	�	� ��������� 
���)
	��$

���5



���� ������	 � 
���
 ����������� ������� ���

� ����	
�� 
�� ����

���
 �
�������� �
���� ���
���� �� �

� ��
�
��

��� 
���� ��������� ����

�� �
�� � ����
�������

��� ��� �� ��� �� ��������!�� ����!����� ��
�����
 � ���

��

�
��
������ ����
����� ��
 ������"��� #�������������� �� ������
������$ �����
 � ����% ����
��% �����
�����
� ����������� ��������
����� &��������

'� ������� ��	
���	
 (�����
�� ��
�� ����

�� ����!���� 

�
�
t̄1� � �
��
������ ����

�� ����
���� � ���!
 ����!���� � 

�
� T̄1 =
= T1(t̄1)� )����!�� T̄1 ��� �� ����$ ��
�����$ �
��
�����
 T 0

1 &������
�
���� �� ���" ����

���� �
��� Q+� �
�
 ������ ����

�� �
��� *� ��

� ��

� �� 

∆S1 =

t̄1∫
0

q+(T1, T )

T
dt � min

��� �������%
t̄1∫
0

q+(T1, T )dt = Q+,

Ṫ1 = �q+(T1, T )/r1, T1(0) = T 0
1 . +��,-.

* 
�� ��
��� �����/
��� &������� ����
�� ��������0�
��� �0�0��
/
��
 &��0���� 0���

�� �
��� 
�� �
 ������
� �� ����������
 0
�
��
�

1� ��	����� ��	
���	� '������
�� ��0�

�� ����!���� �0�%� ��
� ���������
 �� �
�

∆S2 =

t̄2∫
0

q−(T2, T )

T
dt � max

�0� �������%
t̄2∫
0

q−(T2, T ) = Q−,

Ṫ2 = �q−(T2, T )/r2, T2(0) = T 0
2 . +��,,.

2 %��� ��� ����!���
 � ����
�
 �� ��0�

�� �0
��
��� ���������0��
���� �0�0�/
��
 &��0���� 0���

�� �
��� ��� ��� ���� �
������� ������
��0�!��
�
� � �������� �0�0���� &��0���� ����
�� �����
�����
� ����
����� ∆S2�



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

������ �	 
��
�������� 	���� 
����
�����
 ����� 	����� �� �
�

�������� 
�
����� ���
��
�� � ��� ��� �
��������� ������� �����
������� �����
���� 
�
��������� ��
���� ��� �� 
�������!� 	�����

�
��
������� 
������
 � ������
��� T = T1υ1 � !������ 
��������
(υ1 < 1), T = T2υ2 � �������� 
�������� (υ2 < 1)" ���� ����� ����
���
����
� #
�
 	���� 
�
��
�������"

$ ���
�� 
��
������������
� 
��
���
�� ��
������ � ������!� 
���

������ ��� !�����!� 
�������� q+ = α+(1�υ1)T1 = k1T1� ��� �������!�

�������� q− = α−(1� υ2)T2 = �k2T2"

%���������� 
����&���� #�
��
�� ������!� 
��� � i�� 
��������'

∆S∗
i = t̄i

αi

υi
(1� υi).

(" �������� ��	
���	��
 )���
�*�� 	����� � ������������ ����
��
���
�� υ1 � υ2 ������ � t̄1 � t̄2 ���	���
���� 
�����
����" )������

A = Q+ �Q− = r1(T
0
1 � T̄1) + r2(T

0
2 � T̄1) � max +�",-.


�� ��������

t̄1 + t̄2 = τ, t̄i > 0, i = 1, 2,

∆S∗
1 +∆S∗

2 = t̄1
α1

υ1
(1� υ1) + t̄2

α2

υ2
(1� υ2) = 0.


 +�",/.

(���	�� �	 ��*���� ��00������������ ��������� +�",1. � +�",,.

��
���
��� ��
������� � ����� 
��������� ����	 �� 
�������
������
�
�

T̄1 = T 0
1 exp

(
�
k1
r1
t̄1

)
, T2 = T 0

2 exp
(
k2
r2
t̄2

)
,

�
� 
�	�����
 
���
���
� 	����� +�",-. � +�",/. ���

A = r1(T
0
1 � T1) + r2(T

0
2 � T̄2) � max


�� ��������

t̄1 + t̄2 =
r1
k1

ln
T 0
1

T̄1

+
r2
k2

ln
T̄2

T 0
2

= τ,

∆S1 +∆S2 =
r1α1

α1 � k1
ln

T 0
1

T̄1

�
r2α2

α2 + k2
ln

T̄2

T 0
2

= 0. +�"-2.



���� ������	 � 
���
 ����������� ������� ���

��� ��	
���

 �����	�
� �
���

������ 
������
� 
�����	
��� 
��

���
��� �	� ∆1 = T̄1/T

0
1 , ∆2 = T̄2/T

0
2 (∆1 < 1,∆2 > 1) 
 �	�
���

�����
� �	��	� 	 !
�" �	#	�
$ �
����
� ���
������ ��	�	����%

R = r1T
0
1∆1 + r2T

0
2∆2 + Λ1

(
r2
k2

ln∆2 �
r1
k1

ln∆1

)
�

�Λ2

(
r1α1

α1 � k1
ln∆1 +

r2α2

α2 + k2
ln∆2

)
.

&����
� �� �
	�
��	����

 �� 
������ ���������� ∆1,∆2, k1, k2 ��
�
��#�
 � ��	����
��

Rα1 = T 0
1 � Λ1(k1∆2)

−1 � Λ2α1[∆1(α1 � k1)]
−1 = 0,

Rα2 = T 0
2 + Λ1(k2∆2)

−1 � Λ2α2[∆2(α2 + k2)]
−1 = 0,

Rk1 = Λ1k
−2
1 � Λα1(α1 � k1)

−2 = 0,

Rk2 = �Λ1k
−2
2 + Λ2α2(α2 + k2)

−2 = 0.

'� #��( �����#�
( �	����
� �����	��

k2
k1

= –
�
α1(α2 + k2)�
α2(α1 � k1)


 k1 = –
k2α1

�
α2

α2
�
α1 + k2(

�
α1 +

�
α2)

, )�*+,-

	 �����
� �
��
����

 �� !�
���

 )�*+.- ��
��
 �
#

ln∆2

ln∆1

= �
r1α1(α2 + k2)

r2α2(α1 � k1)
.

/	� �	� � !
�� �	����
�� ��	� ����" �	�

 �
�
�	
�����" )∆1 < 1-$

� �	����
� (α1 � k1) ���� 

����	$ 	 ��	�

$ ���� 

����	 
 ��	�	�
�	�
� � )�*+,-$ 
	� �
�

t̄2
t̄1

= �
k1r2ln∆2

k2r1ln∆1

=

√
α1

α2

,

� ��� ��� ����� t̄1 + t̄2 = τ � ��

t̄1 = τ

�
α2�

α1 +
�
α2

, t̄2 = τ

�
α1�

α1 +
�
α2

.



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

������	 ∆1 � ∆2 
���� t̄1 � t̄2�

∆1 = 
��

(
�t̄1

k1
r1

)
, α2 = 
��

(
t̄2
k2
r2

)
������

� ��������	 �� � �������� ����	�������� !
�" 
�� ��#����� ����$� k1
���� %!��&�" k2� '��!
�	

A = T 0
1 r1

[
1� 
��

(
�t̄1

k1(k2)

r1

)]
+ T 0

2 r2

[
1� 
��

(
t̄2
k2
r2

)]
� max .

(�����" 	����	!	� )��#� ����*���" �� k2 � !
���	 ����$� ������"�
� !�������+

T10

T20

=

[
1 +

k2(
�
α1 +

�
α2)

α2
�
α1

]2
×

×
��

{
k2

[
t̄2
r2

+
t1
r1

α1
�
α1

α2
�
α1 + k2(

�
α1 +

�
α2)

]}
.

,�� ��� �����" 
���� )��#� !�������" ��� k2 > 0 	�������� �������
�� k2 �� ��� �	��� ������������ ��-���� k∗

2� .� ����$� �������"�	 k∗
1 

�� ������ ∆∗
1 � ∆∗

2 � �� ��	 T̄ ∗
i = ∆∗

iT
0
i , i = 1, 2� /����	�����" ��0���

����
��������" ��#����� ���1�� � ����������!+2�� �� 3'4 ���

η(Amax) =
Amax(τ)

r1(T 0
1 � T̄ ∗

1 )
.

���������	
��� ���
���	��
�
 �
��� �
�� �������� 
�
���

����� 
� ���� ���������

��-� !��	������� � ��	 
�� ����
� � 	���	�����	 �����2���� )�5
������ �����	� ∆Sc ��� %������������ ������*���������� ��������
t̄ � 	���	�����	 ���	��� �������� t̄ ��� %�����������	 ���
���� ∆Sc

�	�+� ���� � �� *� ����	������ ��-����� 6����� ��" ����
� �0 ����5
	�����	 0������������� !�����" � "���� %��	� �������� 	���	������
���	" t̄∗ 
���� Q � ∆S 
�� �0��#
��� �������������� ��#� %���� 
��
!����
���� 
���� ��������� 	�*�! ��0�
�	 ����	 � ����
����	� ��
���� ����	!2����� �� ��������+ � ��!	" ��������	��

7���	����	 ������������ Y � ����������	� T1, T2, S � �������	 ��5
��
! � �������� �����	� �� ��
�����#� �����"��" Y 0 = (T 0

1 , T
0
2 , 0) � ��5

��
��� Ȳ = (T̄1, T̄2, S̄) �� 	���	������ �02�� ���	" τ � �������������	



���� ������	 � 
���
 ����������� ������� ���

�����	
��
 T (t)� ��
��� ��� � ���

� T1 � T2 � �
��
������ ��������
���� S � ������� ��������� � T � �
��
������ �����
�� �
	�� �����
�
������
 ���
�����
  �� ���� ��! ����"��� 

 ���
�#�
 Y 0, Y 1, Y 2, Ȳ
�� �	������� T1, T2$ ������� �" ��
% ��������� � ���
�
��� %�	������ �
����� ���
�
��� ����&
�� ��� �
" �'
��� �	
 �������
(����
 ���	� ����
������ ��&
� ���� ��
��)
�� �� 
����#�� *���
 ���
�����
 Y 0, Y 1

∗ , Ȳ
���&
 ����
�
�� �� ���� ��!�

+��� ��!, -"�
�
��
 �
��
����� ���������� ���	� ���
�����( � ����

����������  )���%�������$ � ��
�
 ����������  ��	�)��
 	���
$

������ ������	����� �������
(����
 ��� �������
 � ���
��� ������
����� "���)
��
 ���

t1 � min

/
t1∫
0

q(T1, T )

T
dt = S0, Ṫ1 = �

q

r
,

T1(0) = T 0
1 ,

t1∫
0

q(T1, T )dt = Q.

������

 �
 &
 ���	����� ��� � � "�����% ������"�#�� ��	�#��	���
��	���� t1 � T ′

1 �� ������	���� �
)
��� ��� .���#�� S0 � ���


T 1
1 = T 0

1 /01

(
�
T 0, S0

r1T 0
1

)
, t1 =

S0

α1

(
T 0
1

T 0
� 1

)−1

.



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

�����	
� T 0� 

����

t1 =
1

α1

[
1

r1ln(T 0
1 /T

1
1 )

�
1

S0

]−1

.

��
�
�� � �����
�� ����	
���� ��������� �����
�
���� ��	�� ��
������
�� Y 1 = (T 1

1 , T
0
2 , S

0) � ������
�� Y 2 = (T 1
1 , T̄2, S

0 � S1) �
 ��
� 
�
�!
�� �����

t̄2 =
1

α2

[
1

S1
�

1

r2ln(T̄2/T 0
2 )

]−1

.

" ��������� ��
�
��� � #���	�� ����	
���� ������
 ��������� �
��	�� Ȳ = (T̄1, T̄2, S

0
0 � S1 + S2] �
 ��
��
�!
�� �����

t̄3 =
1

α2

[
1

S1r2ln(T̄2/T 0
2 )

]−1

.

$���� ����� �������
 ����������� �
� τ = t̄1 + t̄2 + t̄3� ��� %��� �
�
 
����� ��
�	
�� ��	�� T̄1 � T̄2� �
� � %
������

S̄ = S0 � S1 + S2, &�'()*

�	��
�� �
�


���' +�
��������
�! ����	�
� τ �� S0, S1, S2 � T 1
1 
�� 


� ��� ������� &�'()*'
,������ ��
����
-��� ����	�� &��

�
��
��� 
� �����!
� #������ 

��� ����
��� �����
��*� 	�� ����	�

 �����
�!
�� �����������!
����
-���
.

τ ∗ =

(
r1
α1

/0
T 0
1

T1

+
r2
α2

/0
T 0
2

T̄2

)
+

(
r1�
α1

/0
T 0
1

T̄1

�
r2�
α2

/0
T 0
2

T̄2

)2

×

×
(
S̄ � r2/0

T 0
2

T̄2

� r1/0
T 0
1

T̄1

)−1

,

&�'(�*

���	�� %�� �

	�
�� ��
� � �� �� ��� ���� T 1
1 	 [T 0

1 , T̄1]' 1

	��� ���
�����
�!
�� ������ S0, S1, S2 �
�
���� T 1

1 ����� ���! ���������
 ��
� 	
��
����� ���
� ���
��! �#� �
�
�� T̄1� 	�� �������� � �����
�! 

��� �������� �� Y 0 � Ȳ ���#� � ����� ��
�
��
��' " -���� 2���
-

����
��
�� %
������ �
��	�#� ���
 �
�
� 
���� 	�� ��������� �� &�'(�*


��� ����! ����� �����
�� -���
 � �
�
����
�� �
�
	� � ����

τ ∗ =

(
1

�
α1

+
1

�
α2

)2 [
1

r1/0T 0
1 /T̄1

+
1

r2/0T 0
2 /T̄2

]−1

. &�'(3*



���� ������	 � 
���
 ����������� ������� ���

�� ���	
���
� �����	��
� τ > 0 � ������ ������ �������� ��� ������
��	� �������
�� ����
�
� ! � 
�"��#��	��
�� $
%�� &����$� �� "����
%���
 T1, T2� 	 �������� ����	
��

T̄ r1
1 T̄ r2

2 > (T 0
1 )

r1(T 0
2 )

r2 .

'�
	�� T r1
1 T r2

2 = (T 0
1 )

r1(T 0
2 )

r2 ����	����	��� 	�����
 τ = ��
(���	
� ������ "�
 )
%�
��	����� ������

 τ ∗ 	 ������ �� "���%��

��
 T1, T2 �������	� ����%� ����
�
� ! �� 	���� τ ∗ ��
�� ��*+�� ,���
����
� �
� %�% Gτ� � -��%� %����
� "��� ! 
� �������	� A = ./012 %

���
$� �������	� Gτ� �"�������� "�����#��3 ������� %�����3 �����
"����
�# � 
�"��#��	��
�� $
%�� &����$� �� )
%�
��	����� 	���� τ �
4�
 τ � � ��� �%�� 	����� ��	���

Amax(Y
0,�) = r1T

0
1 + r2T

0
2 � (r1 + r2)(T

0
1 )

r1/(r1+r2)(T 0
2 )

r2/(r1+r2). ����5�

6
�� ��*+7 8��
���� ���"������
� ��������� ����
�
� ! �� 	���� τ � 

�
�
� "���������� ����� 



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

� ���� 	
��
� ������
���� �	�������� � ����� ��
����
�� T1 � T2

�
��� ���� ������ T̄1 = T̄2 = (T 0
1 )

r1/(r1+r2)(T 0
2 )

r2/(r1+r2)� ��� 	������	����
�� �
�	��

��� �
!����

η(Amax) =
1� (T 0

2 /T
0
1 )

r2/(r1+r2)

(T 0
1 /T

0
2 )

r1/(r1+r2) � 1
= 2�

ηk
1� (1� ηk)r1/(r1+r2)

. "���#$

� ��	
���� %����� ηk & ��� ���

 �
���' ���()��� ������
����
���*���� � +�
������ �	�������� T 0

1 � T 0
2 	������	�������

,�' �
� � ��� -������
����.��
�/
�!���
 �
* ���
���+ �
0��
�
�	��

��� ��)��	��' �� .
��	�� �� ��������	��+ ���%%���������

����������� 	
�
�� � 
��������� ��� 
�� 	
�
���� �
����� 1	�
��
�.��� �
* ��0���* ��� .
�
�� ��� 2� ���+��' ��� � � .
�
�� � �
�	��
�

��� �
!���� ��� ���� ���.
�
�� ������.
��� ���*���� � +�
������
��
����
�� �� �.���*(�	*' �
� �
� Q+ � Q− � ��+ 	���
(�	* %��	����
�
������ 3	
���� 2� "��#4$ ���!+����� ���	�� �
 	�
��� 	������� ��
��
���
��� ����� ����� � �
2��� �. ��
����
�� ������
���� �	������
 �
�
!����� ��

 ����������

��� �' �
� 	
��	����' q+ = k1T1, q

− = �k2T2�
���%%������� k1 � k2' �	��	������' ����' ��� � .
�
�� � �
�	��

��� 
�
!����

5 ������ .
�
��� �
!��� �
�	����� ��� 	������	����� �������
���

 Q+' ���
����� ���*��� �	��������' � .
�
�
 	������� ��
�����

�� .
��0��	* �
�

I = Q+ = r1T
0
1α1 � min

ki,Ti

, i = 1, 2

��� �	
���*+

t̄1 + t̄2 = �
r1
k1
67∆1 +

r2
k2
67∆2 = t̄,

S̄1 + S̄2 =
r1α1

α1 � k1
67∆2 +

r2α2

α2 + k2
67∆2 = 0,

Q+ �Q− = r1T
0
1 (1�∆1) + r2T

0
2 (1�∆2) = A0.

"����$

8��	�' �
� � ��0�' �!�.�
����� ∆1 = T̄1/T
0
1 , ∆2 = T̄2/T

0
2 � 9�����*

:
��
�2
 �
* ��� .
�
�� ����� ���

R1 = r1T
0
1∆1 + Λ1

(
r2
k2
67∆2 �

r1
k1
67∆1

)
�

�Λ2

(
r1α167∆1

α1 � k1
+

r2α267∆2

α2 + k2

)
+ Λ3[r1T

0
1 (1�∆1) + r2T

0
2 (1�∆2)].
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∂k1
= 0,

∂R1

∂k2
=

∂R

∂k2
= 0.

� ��� ��� 
� ��
� ���
�
� 
 ���	����� �� !"#� �
�
�
	 � ��$	� �����	
���%	 
���	��& �	� 
�'	�	�
�� ��	��(� �
�'��� �� !�#� �
 
��
'�����	
��
�
�%
�	���
��
 �
���
��
� ���
	 %	� ��� 
 � �����	 
 ��	�	���
�
���
�	 )��
'�����	 ����	�
& k1 
 k2 
��	�	�&(��& � ����
' �����	 
�
�
�'	���
*
 �	$	�
& �����	�
& �� !+#� �
�
�
	 
���	��& �	� 
�'	�	�
&� 

�
��	��	*
 
� ���
�
� �� !,#� �
�
�
	 �
��	 
���(�	�
& ∆1 
 ∆2 ��
'	�
�
�

r1T
0
1

[
1� -./

(
�
t̄1k1
r1

)]
+ r2T

0
1

[
1� -./

(
t̄2k2
r2

)]
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 �	��� Q+ = r1(T

0
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A0 = Q+ � r2(T̄2(T̄1, τ)� T20),

�

ηmax = 1�
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r1(T 0
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��� ��	�
 ����
 ��� ���� � �������
�� ������������� T 0
1 � T

0
2 �� ������

�������� ����� τ � ���� T 0
1 = T 0

2 = T 0
 �� ��� ������ ��������	
 ����	


����	 ���������� �	����� �� ���������
 � ������
�� ��������������
���� ����������� ������ A = A0 ���� �������
 �� �� ����� τ ����� �
����� ������
 ���������� �	�������
 ���� ���������� ����������


�����
� �� �� �� �����

r1(T̄1 � T0) + r2(T̄2 � T0) = A0

� ��!������ ������ ������� �������������� "�� ����
 ���� ����� � ���
���������� T̄1, T̄2 �� �� ����	� ������ ������� ������������� #�� M ��
���� $�%%&
 �� ��� ��'  � ������� �����
 ���������� �� �� �
�� ������
���� �� ����(�� ������ )��������� �� ���������

 ������
� ��������
���
 �����
! �� �� �� ��������� �������
 �����������*+�' τ � �
 ��
�� �� �
�� ��������� � ,���������� ���,����� "�� ������������' ���
�����' ����������� T̄1 ����	� �� ���������� � �������' ������ ������
����� ,���� τ ����������' ����������' ������ ������������� �
��� T̄2

�� 	����,� ������� �������������
 �����������*+�' �����' ������ ��
���������
 ���� T̄2 ��!������ �� ��������� #$�-�&�

)��� $�%%. /������ ������������� � ������ � ���������� ���������� ���
�������' ������
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 ��� ��	�� ���� �� ���������� � ������
' ������ ������
�� ��������� � �������������
 �� ��� �	���������� τ ������ ���������
� ��������� �������� 0� ���� ��	���� ��� �����������*+�' ��+�����
�� �� �� ����� �	���� ����(�' ����������
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�� 
 &�����

� ���


���' ��
 &������ ��	�$����� � ��
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� �� ����� ���� ����
���	�#�

���� ����������� -

���� 
 ���
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 ������������
 T0h 
 T0c' ��

������� /��
&����
0�1�2' ������� 3�������' 4	������� 0�562' 7������ 0862 
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*�����$
� $���� Ti ����������� i�� ���


����' $���� qji(Tj,
Ti) 9 ���	���� ����& ����� i�� 
 j�� ���


�����
' $���� qi(Ti,



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

ui) � �����	�
 ����� ��
�� i�
 ����������
 � ������� ����� �����	�

������� �����	�� ������ ����� ������������ 	�������� ��������
�
��� ��� ���� 	����	� !������� 	 ��
 ��	�� ����� "����� � ���������

��#�����  �������$ 	 %����

N =
n∑

i=m

qi(Ti, ui) � max
ui

&'�()*

��� ����	�$+
n∑

i=m

qi(Ti, ui)

ui

= 0, &'�(�*

n∑
j=1

qji(Tj, Ti) = qi(Ti, ui), i = 1, . . . ,m. &'�(,*

-���	�$ &'�()*� &'�(�* ������� � !�������������� � !������
���� ���
�����	 �������� ����� � ����	�� &'�(,* � !������������
 ������ ��$ i�

����������� ����� ������+ m � n � 2� ����������� �� ��	����	
Ti(i = m+ 1, . . . , n)  ����� � ��� ������

-���	�$� �������$�#�� ui � Ti ��$ i � m� ������� � �����	���

���.���������� %���.�� /�����
�  ����� &'�()*0&'�(,*1

L =
n∑

i=1


qi(Ti, ui)

(
1 +

Λ

ui

� λi

)
+ λi

n∑
j=1

qji(Tj, Ti)




�� ui� Ti� ������ λi = 0 ��$ i > m1

∂L

∂ui

= 0 

∂qi
∂ui

(
1 +

Λ

ui

� λi

)
= Λ

qi(Ti, ui)

u2
i

, i = 1, . . . , n, &'�('*

∂L

∂Ti

= 0 

∂qi
∂Ti

(
1 +

Λ

ui

� λi

)
+ λi

n∑
j=1

∂qji
∂Ti

= 0, i = 1, . . . ,m. &'�(�*

-��	����$ &'�(�*0&'�(�* �� 	��$�� ��
�� n + m ���������+ ui � Ti �
(m+ 1)�
 ���
����� /�����
��

2�#� 	���� %����  �	�������� �����	��� ������ �� ���������� ����
��������#�+ ���  ����� 	 %���� 3������1

q = α(T1 � T2)
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 ���

���� � 	�
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�
��

q = β
(
1

T2

�
1

T1

)
.

� ��� ������� ����� ������ ������������� qi = αi(Ti � ui)� qji =
= αji(Tj � Ti)� �
������� ��� �!"��� �! ��
���#���� ���

n∑
i=1

α̃i
Ti

ui

= 1, ��� α̃i =
αi
n∑

i=1
αi

, ��� $!

n∑
j=1

αji(Tj � Ti) = αi(Ti � ui), i = 1, . . . ,m, ��� %!

u2
i (1� λi) = ΛTi, i = 1, . . . , n, ��� &!

αi

(
1 +

Λ

ui

� λi

)
= λi

n∑
j=1

αji, i = 1, . . . ,m. ���  !

'( )��* ������+ � ��� ������� ������� ����� n = 2� m = 0� T1 = T0h�
T2 = T0c� �,������ ��������,� �,#� 
�(������, � �
�������+ ��-.
����� �������+ ��#��,� /�+����������� � )��� ������ λi = 0� u∗

1 =

=
√
ΛT0h� u

∗
2 =

√
ΛT0c� � �( �
������+ ��� $!"���  ! �������� ��� 01/

�������+ ��#��,

η = 1�
u∗
2

u∗
1

= 1�
√
T0c

T0h

,

� ������������ ��-�����

Nmax =
α1α2

α1 + α2

(
√
T0h �

√
T0c)

2.

� ����� ��2 �
������, (������� �
�������+ ��-����� � �����������.
�-��� �+ 01/ ��� ��#��, � ��������,� ��������� � ����� �������.
����� ����-��� �����
���
, T0h � T0c�
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�1�2

�1 + �2

[√
T0h �

√
T0c

]2
1 �

√
T0c

T0h

�����
1
2

[
�(�1 + �2) �

( �1

T0h
�

�2

T0c

)] 1 �
1/T0h + �
1/T0c + �

,

� =

√√√√√
�1

T 2
0h

+
�2

T 2
0c

�1 + �2

��� ������ �	
���
����� 	�
�����
��
�
����

�����

� 
��� ������ ����� �	����� ����� ������� 
������ �� ����������� ���
������ ��� �����	�� ��!����������� ��� ����� ���"
 #� ����!����!
���$��������� �$� ����������� $����% ������% �����" 
��� ������& �
����! �� ��'�( �������$��
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�����

� ���������� ��%���� ����� ��������$��� �������( �����( ��!�����
���� $ ��!���
 )�� 
��! $��!���� �$� ���%���*
+ �������$��� ���!���������!�( ��!��� � � ��������$����! ������

$��� ������ �������� �� ��� �����& �������('�� ��$�� ,�����$��" ����
�"	�"-.
+ ������� ���� ����"	��& $�����$ ���!��������� ��!���& � �����

����� �������� �� ���!��������% ��!�� ,����$��" ����"	�"-
 /������
���������� ��������$���" ����$��� ����"	��& ��� �������� ����& ���
$���� �� ������ �������!���
 0�" ������� ������ ������������� �����
$�� �����"���$� �����$��� ������ �������"�� ��� ��� ��!������� ��
������( ���" ����"	��
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0����	#
� �����
	��
� ���%�� �
��' #�
�� T0� 	 �����
	��
� �
�	��
� #�
�� Tk� 1	������ �����
	��
 ���
���2�	���� ������'� �����
��� q(T0, Tk)� 3�� ��
����������
 ����� �
�����	$	��� #�� �����
	��
	
���%�� �
��' T0 ����%�� #�� �����
	��
	 � �	��
�� 4	 ��� �	�
	�'
!��
$

 �	 �����
2	�
� �����
	��
' Tk � �
����� � �	��
��� 
�����
�
� � 
���,� ��!��
�
��� ������
��������
 k0� 5���� �#
�	��� #��
������� ����� �
���
�
��	��� ��!��
�
���� ������
��������
6

q(T0, Tk) = k0q̂(T0, Tk).

"	�
%�� !��
$��
#���
 
 !��
��
 �' �	�	��' �
����'6

q(T0, Tk) + P � q0 = 0,

q(T0, Tk)

T0

�
q0
T0

+ σ = 0. �7�.88�

"���� σ 9 �
�
�������� !��
��

� ����	���� � ������� ����	 q� :�
�����
 �7�.88� �������� #�� �	�
	#
�	��	� ��,����� P �
���
�
��	���
�	 �
�
�������� !��
��

 P = σT0.
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	����
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���
�	�
#���
< �	�
�	���� ��� 	��
��� �����
�����

 � �� 
	��
�� � #�� ������ q0 �
�
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���

∑
i

q0i� 	 ������ P ����	 Pi� =���#
�

M∑
i=1

Pi = σT0.
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	#
�	��� ��,����
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���'< �
��
��� ������������� �
�
��� �
�
�������	 !��
��
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4	 ��� �
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�������� !��
��

 � �
����� � �	��
��� 
�����
� ���
�������$� �����	 �
�	 q̂(T0, Tk) = (T n

0 � T n
k ), �

��� ���,
�� �����
 �	

��
�
��� ?��
#
�	

σ = �k

1∫
0

d

dx

[
T n(x)

] d

dx

[ 1

T (x)

]
dx = k0|n|

1∫
0

T n−3(x)
(dT
dx

)2
dx. �7�.8.�
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��
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dx
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1

T (x)
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��"

d

dx

(
T n(x)

)
= T n

0 � T n
k .

#
�$��
T n(x) = T n

0 (1� x) + T n
k x. %&�'(�)

*
��� �
��
��
��� %&�'(�) � %&�'(') �
����� ��
���
��
�
 +�
�
��� �
��
� 
���
��
����� σn�

#
,�
��� 
����� ���
��� �
�

���
�� 
���
�
!
 �
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���� ���
� 
��
� ���
� ��������� 
������
��- �
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�����
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�
��� σ 
�����
�� ,- ���������-� ��� �
 
,�$����� ���
��� �� !������/� ������ 
����� ���������
� ����������
� �
��� �����
 0
���

σ

k0
= I =

1∫
0

T n−3(x)
(dT
dx

)2
dx � min, T (0) = T0, T (1) = Tk.

��1���� �����
����
 ���
���
��. ���� �
��
���
��
��� ����/
�
�


 ��������
� x � ��������
� T � #,
������ ��
���
���$ dT/dx =
= Tx(T ). 
�� �

 dx = dT/Tx� *
��
���� 

����� �
���� ������. �
���

�-�
���
��� ������
�


1∫
0

dx =

Tk∫
T0

dT

Tx

= 1, %&�'(2)

� 0�����
��� I �����
 ���

I =

Tk∫
T0

T n−3Tx(T )dT � min
Tx(T )

%&�'(&)

��� ���
��� %&�'(2)� 3������ 4�!����� ��� ������ %&�'(2)5%&�'(&)"

L = TxT
n−3 +

λ

Tx

.



���� ������ �	
��
���	�
�
��	����� ���

�����	
 �� ��
�	��
�����	 ������
�� ���
�	�� Tx ����� T 	 λ

T ∗
x (T ) =

�
λT

3�n
2 =

n� 1

2

T
3�n
2

T
n�1
2

0 � T
n�1
2

k

. �������

��
 ���������	
 T ∗(x) ������ 	����  �
����	�

dT

T ∗
x (T )

= dx, T (0) = T0.

!��� ��� �	����" ��� ��
 �	��#��$� �
%��
 ����������
�	 (n = 1) �����

T ∗(x) = T0e
−rx, �����	


��� r = ln(T0/Tk)
 � ������ ����������� ����������

σ∗ = k0
(
ln

T0

Tk

)2
. ������


��������������� ����������� ����������  ���������� ���������
������ q �� �����!���!" � ��#���� x � �#���� �����$
 !����

q∗(T (x)) = k0|n|T n−1T ∗
x (T ) = k0|n|

n� 1

2

T (x)
n+1
2

T
n�1
2

0 � T
n�1
2

k

. �����%


&!� n = 1 ����� !���!"��� ����!����������� � �����%
 ����#��
 #��
���������"� �������� ����� �!���!�������� �'�������� �����!���!�
� ��(��� ��#����� )�'����� ��� ����������� ��(�� ������
 ������ ��*
+,,������ ������!��������� �'!���� �!���!��������"� �����!���!�
k(T ) = β/T � &!� +��� ����#��� β ������
 #��

T0∫
Tk

λT

β
dT =

1

k0
.

- ����#�� �� +���� ���  ����� �������!����� .�!�� �n = �1
 ����*
�����"� �������� ����� q∗ ��  ������ �� �����!���!"� /� ���������
��� ����������� ��+,,������� �������!���#� k� 0�� � ��#���
 #�� ���
 ����� �������!�����
 ���������������� n = �1
 ��������� � ������ ��
�1��� !��� ���2� �����������



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

���� ��	�
 ��
����
� ������ � ��������� ��� � �������� ��� ���������

�
� n > �1 �
����� ���� !��
���� ��"�� #��$ ����$%���& ����
��
���� � �������� ��������& 
������"�� �
���"���'��� ����
� �
��#
�� ��#�
 ����� �� !��( ����
 ���& '��#� ����������$ �������)�
������ �� �����
���
� ��������������� ������* ���	+���

��� �� ,-	.& ����"��& ����)� ���)
�%� ��"�� �"� ��$ �� �����$/
������� �������� �������� �
� n = 1�

0��������� � ������� � ��������� ��������� 
����

σn = q
( 1

Tk

�
1

T0

)
=

k0(T0 � Tk)
2

T0Tk

= k0
(T0

Tk

+
Tk

T0

� 2
)
. ���	+1�

2���%���� σ � σn � 3������ T0/Tk �������� �� 
�� ��	4� 5��)
�%
��� #��$%�& '�� #��$%� ����%���� �����
���
�

���� ��	4
 2���%���� σ/σn  �� �(�� � ��������� ��� � �������� � � ���
�
���"���'��� ����
�� ��� ��������

6��'����$��� ���)
�%  ��� ��� ���� �"� � ��� �
���"���'��� ��/
��
� � ��'�� � ������
�� �����
���
�� T1 (T0 > T1 > Tk)� 7�� �����/
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��	����� ���

������ �	
��
�� ����� �� �	�	��� 
�	����	� ��
��	������� �������

σ = k1
(T0 � T1)

2

T0T1

+ k2
(T1 � Tk)

2

T1Tk

� min
T1,k1,k2

����� !

"�� �
��#��
1

k1
+

1

k2
=

1

k0
. ������!

$	 �	�	��	 ��	#���� �
	 # 
��� 
���	���� "� �
���%� "	�	�	��%��

T ∗
1 =

√
T0Tk, k∗

1 = k∗
2 = 2k0, ������!

"����#��
�#� �����"�� # 
�
�	�	 
 ����� "���	
������� ���	��� "��
����� #%&��	�

σ∗
1 = 4k0

(
�
T0 �

�
Tk)

2

�
T0Tk

.

'����	��	 σ∗/σ∗
1 "������� �� ��
� ���(� )����* ��� ����#��� �����+��


 ����� "���	
������� ���	��� 
��
�	� ��&%��� ��

�"�+�� "� 
��#,
�	��� 
 ���������� #����
�%� "���	��� #���	�

-����
�� .��������%. ����� ��� 
.	�% 
 ����� "���	
�������
���	��� ��#�%

P1 = 2k0
(
�
T0 �

�
Tk)

2(T0 �
�
T0Tk)�

T0Tk

;

P2 = 2k0
(T0 � Tk)(

�
T0Tk � Tk)

Tk

.

/�� �����	��	� �#	���	��� ��
�� ���	� ��
�%� 
��� �����+�� �	���,

� # 
���#	�
�#�� 
 0�������� ������!�

) "��#	�	��%. #%�	 �	��������. �	 ����%#���
� �	�&������
�� .�,
�������%. +����#� 1�� �	�&������
�� ��#�
�� �� #	�����% "�#	�.��,

�	� �������� ��&��	2� �	�� 
 2���� # �.��
��	��� ���	�	 � #�	��	�

�	��� � �� �����
�� Pi� '+	��� ��� ����� �	�&������
�� "��#	�	�% #
"���2��0	 ����

'��	��� # ������	��	* ��� 
 ��
��� 
�	"	�� n # �����	 �	"��"	�	,
��
� #%�2�%� �� �
"�����#���� ����#��� �����+�� #����
��	��

��������	�
�����������

'�	#����* ��� �
"�����#���	 ���2�
������ �����+�� ��
	� ���� �0,
0	�� � "�� 
������� 2��&���2� #������* � "�� �	�&.�����
�� 
�.���	,
��� &�����2� "���
��	����2� ��� ����+��	����2� ������ � "��



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

�� ���	 
��	 �
����	 ����������������� ��
����� �������� ��������
���� ���!�� ��� ���������  ������ 
���"�� �� �����#��
����������$
��� ������#����
%�� ���� ������� 
�������� &�� ����� ����������!
���������!� ������
�!'�! ���(�'�! ��
� ������� �������!'�"� ��$
�� � �
�#�!� ���� U � )���� g � ������� x ��(��  ����% � *����

g = k0r(U)
dU

dx
. �����+�

)����#��
 µ ���(�  ������ �� U � ,�������� ���
���- �����#��
 ���%
�������� ��
����� ������������ 	��������- �����#��
 ������#����$

�� 
�"���*�� ���#�����#�� � ��� )��� ������� 
�������.

σ = k0

1∫
0

r(U)
( dµ
dU

)(dU
dx

)2
dx. �������

/������� U0 � Uk *�����������
)���-��� �� ���������- x � ���������- U � ����� ��� ������� �
�

���� �����	.

Ux =
dU

dx
, µU =

dµ

dU
.

)�
����  ����� � ������ ������
%��-  ���������� Ux(U).

σ = k0

U1∫
U0

r(U)µU(U)UxdU � min �����0�

��� ��
����
1∫

0

dx =

Uk∫
U0

dU

Ux

= 1. �������

1 ��
���- ���#���������� *���#�� 2�"���(� �
� 
��-  �����

∂

∂Ux

[
r(U)µU(U)Ux +

λ

Ux

]
= 0

�
�����

U∗
x(U) =

�
λ√

r(U)µU(U)
.



���� ������ �	
��
���	�
�
��	����� ���

� ����	
 ��
����

�
λ =

Uk∫
U0

√
r(U)µU(U)dU.

�	�	�� 
���
��������� ����������� � ����	
 ������� 	!	��������
����"���� # #���

g∗(U) = k0r(U)U∗
x(U) = k0




Uk∫
U0

√
r(U)

( dµ
∂U

)
dU




√√√√ r(U)

dµ/dU
. ��
��$�

%�#���
	��& ��
��$� �	�#	'��� �(	�
�'��	#��&

)�'	#�� ��'��		!����	��� �	������'	������	#����* ����

r(Uk)(
dµ/dU

)
Uk

<
r(U0)(

dM/dU
)
U0

, ��
��+�

�� ����	
�� ����
����������
�	�
�� ���	����� ���
����� ���
��

�� �
�
���� � �
���	
�� ������ �
� 
���������
��
��

, �����	���� �'� ����
	�����	-	 #�"� �'���� ���'	#	� ��	'����� U
�		�#����#��� ��
�������� T *

r(T ) = �|n|Tm−1, µ(T ) =
1

T
,

dµ

dT
= �

1

T 2
.

�	����#'�� .�� ��#���
	��� # ��'	#�� ��'��		!����	��� ���	'&�	#����
����#�	� ��	'����� �	'���


T n+1
k < T n+1

0 .

/�� ��� �	 ��'	#�� T0 > Tk� �	 �� .�	-	 ����#����#� �'������ ��	 n � �1


0���#����#	 ��
��+� �		�#����#��� �	
� (����� ��	 	���
�'&��� �	1
�	�� �	��������� # ��
���� �	'2�� !��& 
��&"� �	�	�� �� -������ ��	1
'���� � #��"��� ����	�� �
�
 �-	 ���	 3	�����#��&4 �� ��	
�2��	��� 
��
��
 5�
 !	'&"� ������� 
�2�� ���#	� � '�#	� �����
� ����#����#��
��
 !	'&"�-	 .((���� 
	2�	 	2����& 	� ����#�	-	 �	������'	�����1
�	#����
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� �
����	� ����� �� �	��
��� �	�
�������
 �������� �������� ��� ��� ����� 	����� ��������
 ��������
�����
������ ����
���	�
��� ������	� �� ��������� � ������������
��
��� ���� ����! "��������	�
� ������	
�����# �� ������ 	���� �����
�� ���
��� �����
����� ������	
��������! �������� ������� ��	�����
��	� �� 	��� ������ ���� �����������$ ��
��� 
���%�� ��� 
���������
����� ��������� ������
������� ������ ����������� ����� 
����� ��
�� 
���%��� %	����
�� 	�������� 
������ �� ���&� ������� ��������� 	
�	������
����� �����
�� ��	�	�
� �����	������ � ������������� ����
����� � ��! ' ���%������ �����������
����� ����� ������ 
 �����
�	���
��� ����&�� ��� ��� ������ �
����� ���	��%����! (�
�&���� 	����
��	�� ������� ������ 	��������	�
� ������	
�����# �� ������ 
�	���
���%������!

)���� �� *������
 ������	
�������� �
����	� �����	������
����
���� ���� 
 ����� ������	
�����# �� ������! +����� ������������
�����	������
���� 	�	���� 
 ���� ���
� ��������
��� �������� ����
�����%�� ������ 
 ��	�� ���� ���� ,�����- ��� �����
������ ������
���%��� 
 �	������� ,������%������- �������� �������
�� ��� ����
����������� ������	�
� �������! .�� 	�	��
 �����	�����%���� �����
 ����� ��� � �������� �������� ��������%� ���%� ��
�	��� �� 	����� �

������ 	%���!

/�		������ �����% ������������ �����	������
���� 
 	�	���� �
�
 �� 	��%��%�� 	 ��	�������� 
�����	
�������� ���� ������ ��� �
%�

�������� ������ �������!

�� +����� ��������� ,������ ����� �� 	��� ���������	����� ����
����

�������� 
���%&���� �
����
�-!

�� +����� ������������
���� ,�
����
 ��� ���������� ���� ����
	 �	������
����� ����� �����
��� ��	�	� ��� ������������ �����-!

/�		�����
����� 	��%��%�� ���
������ �� ��	! 0!10� ��� �
��������$

Ti 2 ��������%�� i�� ������ (i = 0, 1, . . . , n)� 
 ����%	�� 3���	��4

αij(Ti, Tj) 2 ���**������� ������������� ����% i�� � j�� ���������
������� ���%� ��
�	��� �� ��������%� 
 ���� ������� (αji = αij � 0)�
'�/0C4



���� ������ �	
��
����
������ ���

���� ��	�
 ��
�� ��������� ������� �����������������

qij = αij(Ti, Tj)(Tj � Ti) � �������� ����� �� i�� ������ � j���

qi0 = αi0(Ti, T0)(T0 � Ti) � �������� ����� �� i�� ������ � ���� �!�

�� ���"� � ������������ T0�

q̃i � �����# ��"������� $����������% � i�! ������� &��� ����'���
�(������� ����������� ������ ����� � �������

���������� 	�
���


&���' ����������� � m ������) T1, . . . Tm *���������� (m < n)#
��� � ����������� ���� �!
�� ���"� T0� +�������� ��� ������' ���
���� ����� q̃i# $i = 1, . . . , n%# (���� "�� �������� , ��
�� ����(�����
��"��"���-� �����# � "�� �������� . � ��
�� ��
����'# /����(�����
��� �� �����" �������) � )���"��'��) ��0��# ���� �������'���

������	���� 	����� ����� �� ���������

1���0�� *�����'��! ���������� /�"�(� "�� ���(�� ������/�2��
/����� ������

3������� �������'�����

IA =
n∑

i=1

q̃i � min $��		4%
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������� �������

��� ��	
���
 ���	
�
�
 ��	���� �	� ����
� ������

n∑
j=0

qij(Ti, Tj) + q̃i = 0, i = 1, . . . , n, �������


����������
 �� ���	
��� �
�
��

q̃i � 0, i = 1, . . . , n, �������

� ��	
���
 ��	
�����
 �� ����������� ����
����������
 ����� 

Ti = T 0
i > T0, i = 1, . . . ,m. �������

!����� �����"�#������� �
��
 ���
����$ ���	%��� ��	
��� ������� �
&������ � �
 ���
	$&
������ �������� �����"� ���

Ia =
n∑

i=1

n∑
j=0

qij(Ti, Tj) � max �����'�

��� ��	
���

n∑

j=0

qij(Ti, Tj) � 0, i = 1, . . . , n. �������

(���������� � )�
� &����� ��	�%��� ����������� ��
�����
���

����� Ti (i = m+ 1, . . . , n)�

!���*�� +���,�% -������� &����� �����'� � �������.

L =
n∑

i=1

n∑
j=0

qij(Ti, Tj)(1 + λi). �����/�

(
 ��	
���� ��
���� 0���12������ �
	���� ��	
��� 
�����	$�
1
���� 3����

∂L

∂Ti

δTi = (1 + λi)
n∑

j=0

∂qij(Ti, Tj)

∂Ti

δTi � 0, �������

λi � 0,
n∑

j=0

qij(Ti, Tj)λi = 0, i = m+ 1, . . . , n. �����4�

!���$ δTi 5 �
�������� �����,�� ����������� Ti�
6�	
��� �
�
	��%7�� �������
��� �����4� �

��������%� �
�� ��


λi = 0 �	� ��
 �
��7���� � �
�
��

n∑

j=0

qij(Ti, Tj) < 0 � λj < 0 



���� ������ �	
��
����
������ ���

����
n∑

j=0

qij(Ti, Tj) = 0� 	
� �
�
n∑

j=1

qij < 0 ��
 ���������� � �������

����� ���
���
 (q̃i > 0)�
∂qij
∂Ti

< 0 ��
 ���� j� �� �� ������� ��������

����� � �������� !�� ����� ���"�� ��������#�
 ��$# � ��� ��������
��
������
���� � ������� �
�
��� %�� &��� �����
�#��� ������ ����
 q̃i
(i = 1, . . . ,m) ������
!�� �������
'��
 ��
�����
�� �������� (
�
����
�����)�� ������� ������ ���

n∑
j=0

qij(Ti, Tj) + q̃i = 0, i = 1, . . . ,m, �����*�

n∑
j=0

qij(Ti, Tj) = 0, i = m+ 1, . . . , n, �����+�

Ti = T 0
i , i = 0, . . . ,m. ����,)�

-�����
 �����*�� ����,)� ������
'� �
��� ������ q̃i (i = 1, . . . ,m) � (n�
�m) ������
��� �����"���!��� �
����

.�
 �#'��������� �
����� ������������
 αij �����
��� � �
�
!

�������/������� ��
������
 �
�
!�� �������0� ���0�
������
��
� 
 ����1
��
 �����*�� �����+� �����
�
'��
 � ������� �������� ��
������� �
�1
�������# ������� �
��
 (n � m)� 2�$���� (n � m) ��
������ �����+�
�������
�� ����!��� ������
 ������� q̃� 3��� ���� �� ������� q̃i ��
"��1
�
 ����4
���#���� �� ��
 �
���� ��&55�4������ ������(���
 ��$����
�
�
!� ��������
 ����������� � ������� �����#���
�# �����4�������

�������

2
�������� ��
���� ��
� ������0� � �����������'�

 ��� �
�!���


����
 ��������� �
 ���� ����� 	�����
���� ����"
'��� ����� T0� 

�
�"� ������
���� � ������ T1 � ������ T2 ��������
� �
�
�� � �
���
6 �)� �* � �) 07 ��������������� 8�&55�4����� ����������
!� ��"��
��������
�� � ����"
'��� ������ ��������� � �
(��4�� 	��(����

�
��� ����!����� ���������0� ����
 q̃1� q̃2 � ������
���� T3� T4� T5� T6

� ���
�#��� ��������
��

%��#��
�# �����*�/����,)�� ����
��� ������� �������� ��
������ ���1
����� (
�
����9



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

���� ���	
 ��
� � �
�����
� ����
 ��
���




q10(T1, T0) + q14(T1, T4) + q15(T1, T5) + q16(T1, T6) + q̃1 = 0,
q20(T2, T0) + q23(T2, T3) + q24(T2, T4) + q26(T2, T6) + q̃2 = 0,
q30(T3, T0) + q32(T3, T2) + q34(T3, T4) + q35(T3, T5) = 0,
q41(T4, T1) + q42(T4, T2) + q43(T4, T3) + q46(T4, T6) = 0,
q50(T5, T0) + q51(T5, T1) + q53(T5, T3) = 0,
q60(T6, T0) + q61(T6, T1) + q62(T6, T2) + q64(T6, T4) = 0.

�����
���� � ������� �
�
���� ��
����� ������
��� T0� T1� T2 � ��� !

 �"����� �� �
#��"� ���� ������$�� ������� � ����




33, 6 T4 + 33, 6 T5 + 33, 6 T6 + q̃1 = 2453,
33, 6 T3 + 33, 6 T4 + 33, 6 T6 + q̃2 = 5376,
�117, 6 T3 + 33, 6 T4 + 33, 6 T5 = �336,
33, 6 T3 � 134, 4 T4 + 33, 6 T6 = �1277,
33, 6 T3 � 100, 8 T5 = 67, 2,
33, 6 T4 � 151, 2 T6 = �268, 8.

��$
� ��� �
�
�� ����%��&� ���&�
������
���� ������� �����'(�� ��!

���)�
��


q̃1 = 1832*�; q̃2 = 4579*�;

T3 = 6, 8 0+; T4 = 12, 3 0+; T5 = 1, 6 0+; T6 = 4, 5 0+.
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�� ������	��
��� ������������� αij� ��/
0��

i � � � � 
  �
j
� ! ���" "
 ���" � ����  ��

� ���" ! � � ���� ���� ����
� "
 � ! ���� ���� � ����
� ���" � ���� ! ���� ���� �

 � ���� ���� ���� ! � ����
 ���� ���� � ���� � ! �
�  ��
 ���� ���� � ���� � !

����������� ��	
�	 ���

�� �
� ������������� 	�������
������� ������� ����������
�������

#�$��%& ��
��	��
�����
�� �$� '��� �$���()*+�$� ��� ������,�-

�� )���

�. ��%�����*�& � ��%�/�
��0� � ��� $���
 $ ,����% ���%�-
��% ����+�$� ��
�%� �) �$
��
&0 �����������. �
��1���

������ � %�
�%*%� $*%%��
&0 )����� �
��1�� ��� ��
��	��
�����-

�� �%��� ���

I =
n∑

i=1

Pi � min 2
����3

��� *$�����0 2
����3� 2
����3�

4��)
���% ������	��
�& ����)
�1� ��.$���� ������&0 
�$�$�� 2ri =
= q̃i/Pi3� �����&� )���$�� �� ��
$��*�	�� 
�$�$� 2������	��
��� �����-
�������� � 
�1�������� � 0������(
��� K0 �Ki3� ���%& 	����� ��%����-
�*� 
� 0����
�. � 1�����. $����
� 	���� T0 � Ti � �������%�. %�/
�$��
Pi� 4�����%�� �	�
�� 567 �������1� 
�$�$� 
� )���$�� �� Pi8

r0i =
Ti

Ti � T0

. 2
����3

���$( � ����� ��%�����*�& �)%���+�$� � 1���*$�0 5��(��
��

4	�
�� ��� 567 �������1� 
�$�$� � 0������(
�1� 	���� $ *����%

�������%�$�� ���	�$$� ���������
�$� ���*��
� � 9 ":� 7�� 
(+��
��-
$��1� )���
� �������%�
� $ ������	��
��%� K0 ��� ������ ����� ��
���*,�+/�. $���& � Ki ��� �������� ����� � i-� ��%�/�
�� ��� �	�
��
�%��� ���%*



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

ri(T0, Ti, Pi) = 1 +
1

2Pi



√√√√
P 2
i +

Ki(Ti + T0)

2
Pi +

K
2
i (Ti � T0)2

16
�

�Pi �
Ki(Ti � T0)

4

]
, i = 1, . . . , n.

������	


��
� Ki =
4KiK0

(
�
Ki +

�
K0)2

� ������������� ����������� ����������

�� �� !
����" �����#	 ������$�% � ���%�

n∑
j=0

qij(Ti, Tj) + Piri(T0, Ti, Pi) = 0, i = 1, . . . , n. ������	

&
��%�%� ����%����%� � '��� � ������	( ������	( ������	 "��")�
" ����
����%�� %�*��
�� Pi � 0 �i = 1, . . . , n	 � ��%�����+�� ���%�,+�� ��-

��%�� Ti (i = m + 1, . . . , n)� .
�� � +�������"- ������	
n∑

j=0

qij(Ti, Tj) < 0(

�� ����������� ��" i�/� ��%�*���" ��0����� ��� �������� ��
�
 � ri

�%��� ���%+ ������	� .
�� ,�
n∑

j=0

qij > 0( �� ����������� ��0����� ���

�-��������( ��� �% ��%�����+�� Ti < T0� 1 ���% 
�+ �� 234 �0����%��

/� -���������/� ����� r̃0i =
Ti

T0 � Ti

= r0i � 1. 4�" ���0����%�/� ����� �

+
����"- ������	 � ������)*�- �' ��- 
�����$���"- �%�
�� ri(T0, Ti, Pi)
��/+���+��

r̃i = ri(Ti, T0, Pi)� 1. �����5	

6�%���%(  �� � ����,���� �����5	 ��%�����+�� T0 � Ti � ri ��%��"��
�
%�
��%�� 7����
��� �����5	 �������� �' �'��
���� 
�"'� %�,�+ 234 -��
��������/� ����� � �������/� ��
�
��

!
����" ����%�����
�� '��� � ������	( ������	( ������	( 
���%+�����
������  ���' �� �+����) 8�/���,�(

L =
n∑

i=1


Pi[1 + λiri(T0, Ti, Pi)] + λi

n∑
j=0

qij(Ti, Tj)




������"� � 
�����$���"%

∂L

∂Pi

= 0 
 ri(T0, Ti, Pi) + Pi
∂ri
∂Pi

= �
1

λi

, i = 1, . . . , n, ������	



���� ������ �	
��
����
������ ���

∂L

∂Tν

= 0 
 Pνλν
∂rν
∂Tν

+ λν

n∑
j=0

∂qνj
∂Tν

+
n∑

i=1
i�=ν

λi
∂qiν
∂Tν

= 0,

ν = m+ 1, . . . , n,

�����	


��
���� ����
� � ��������� ������
� ����������� ������
 � ������
 �����
���� 
 ������� �����������

!�� �����"#������ �$��
���% �&���� '!( #���)� ����*��
�� � ���
�
��� ������
� ������
� �����	
 �������
 � ����������

Pi = �
Ti � T0

Ti

n∑
j=0

qij(Ti, Tj), i = 1, . . . , n, �����+


λi = �
Ti � T0

Ti

, i = 1, . . . , n, ������


λν

n∑
j=0

∂qνj
∂Tν

+
n∑

i=1
i�=ν

λi
∂qiν
∂Tν

� Pνλν
T0

(Tν � T0)2
= 0, ν = m+ 1, . . . , n. �����,


-
���� ��� 
������
�� �������
�)��. ����� �����

Tν � T0

Tν

n∑
j=0

∂qνj
∂Tν

+
n∑

i=1
i�=ν

Ti � T0

Ti

∂qiν
∂Tν

+
T0

T 2
ν

n∑
j=0

qνj(Tν , Ti) = 0.

ν = m+ 1, . . . , n.

������


/
� ���
��� ��#�����
 ��%
� ��� 
������
���� 
�� ��� ��� i � m �.
#��)���� #����� ���� �����,

� !���� 0
�1� �# ������% �����+
 ��1�
 $�
"
��%���� ��
����"��� #��)���� ��*���
�% Pi ��� ���. i �
 � �� n�

�������

2�����
��� #������ ���� ��
���1� � ���
��
�
�� *�� ��� ���)�
���
�.��� ��������� �� ���� �����

3������
��� T0 � T1 ����� ���
��
�
����� ��� � ��� 45 ��066�&��
��
� 
����������)� K0 = K1 = K2 = 3000 7
845 ��066�&���
� 
���
��������)� α10 = α20 = 94, 08 7
84 � α12 = α21 = 180 7
84� 3��$��
��
��%
� 
������
��� T2 �� �
���� ����*���� � ��*���
�� #�
��)�����
��� �� ������ 
������. �������� 9���)� � �������� #�
��
 0���1�� ��
������ 
������. ������� $���
 ���
" ���

I = P1 + P2 � min



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

���� ��	
� �
�� � ��������� ����� ������

��� ��
����� ���
����� ��
����{
q10(T1, T0) + q12(T1, T2) + P1r1(T0, T1, P1) = 0,

q20(T2, T0) + q21(T2, T1) + P2r2(T0, T2, P2) = 0.

��������� � ��
������� ������� ������ � ��
���� � � ����� ��!"
����� P1 � P2 ����� ����������� T2�


P1(T2) = 1, 6

848560349� 4468950 • T2 + 5625 • T 2
2

76737� 50 • T2

,

P2(T2) = 0, 48
2436457 • T 2

2 � 1313982242 • T2 + 176932331113

4267 • T2 � 318926
.

#�$�� �������% $������& ������
'����� I ������� ��
'$� �� �������"
��� T2 � ��������� �������� � ���$� T2 = 282 (�

�������
�� ��&������ ����������� T2 � � ��)���� �
� ��!�����&%
������� ������ *������ �� ������ ���
�� � ������� P1 = 910, 36 +� �
P2 = 79, 32 +��

#�$�� �������% �
� 
����� ��$��� ���
��������� ��� �������� ���"
��� �� ���� �����& ������ ���
� ,*
�$����������% ������ ������& ��� 
�
� �������% ����� & �������- ��� .�
���������� �������' ��
'$� � ����"
!���� � /�$���������& �����������&� #��������� � �����)����� �
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	���� � �
����� ���� � �
��# 
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�		�% �"&� � ����
 � ���
����% � ����
����	�% ���	���
# ��
����
� ����
�% 
���
�!�	� 	� 

��
'��(� )���� �
������ ��� *
��

���		"�
 �
��� �����
���
 
���
����

�� Ti(i = m + 1, ..., n) ���!� �����
���
" 	�����
"� ����
���� Ti(i =
= k+1, ...,m)� +����
���
" !� ������	"� ,����
�	"�- ����
���� Ti(i =
= 1, ..., k) ������	"� $�� ����	���	
� ���
�	
� ���
 !�# ��� � ������
,'�.�-/,'�.0-� 1���
�	�# ��� ����
��� N � ,'�.�- ������������� �
	
�
����	�% ���
��
�����% ���	���
# �����
� �	�
��
%	� � ����	�� 
����
�� � ���� ,'�.�- ��
�����
��# ��� 
 �����
� ,'�.0- �	�
 ��
����� � ���
��	��� 2��	
�� ����������� �
&� � ���# ��� ����
��� � ,'�.�- 
�����
	� �� �����
���
�� ���� ����
����# � �� ��	�&��� 
� �
��� k ,�����
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��(� ����� q̄+) ���*�����+� � +��'&�+� ����&��(� % ��'
�
 $�(��� ,��
%���&���

KTX = q̄+0 /q̄
+ ������!

����%��� (�#  �$�����
 ����� ��
�$�� ����� ����������������� ���
��������� 
�����) (����(� - (�#  �$�����
 ������������
. ��
 ���&��) (�+�� �������%����� �����%�� ����(�%) (�( � 
�������

p ��'
�+� $�(�� �(��� �+���� 
���) ��� (�#  �$����� ������������
&� % ��'
�
 � �*�����
 $�(��� *��(���&�� %���(�) ������&� ����� ��
����&��(�% ( ��*�&�
� ���� % (�/��
 $�(�� �����(��� �*����
� � (��
#  �$���� ����� ��
�$�� �����
��� ���&����) ��%��� �����%������
���
�&��(�+� "01 "���� η∗ ��'
�+� $�(�� �� ����������� (�#  �$��
��� ε∗ �*�����+�

K∗
TX = η∗ε∗ =

T2 � T1

T2

•
T0

T1 � T0

=
T2/T1 � 1

T2/T1

•
T0/T1

1� T0/T1

. �����2!
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�� ��'**���	
��% ���
�*�� ���� �	��� %��
���	� � ����
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� � �	���%� 
����� � � '�� ���"�	 �	 �	������ ��������
(	# ��	$� ��%
� T0� /�+ �# ���� ��!�
���	��+  	�$� ����"
��� � �
�	 �	������ � T2 � T1� 0 �����
�# ���� ,  	�$� ����"
��� � � �	 �	�
������ � T0 � T1� /�� '�� ��'**���	
� ���
�*�� ���� �	��� % �	���
��%	


KTT =
q̄− + q̄−0

q̄+
=

q̄−

q̄+
+

q̄−0
q̄+

.

1�������+� ��� � %�&	� �%	�$�"�� $�+ ����
�"	
�+ ������ �� ��	�

��� ����&	 %����	
�+ $�+ K∗

TT 2

K∗
TT = η∗ϕ∗ =

(
1�

T0

T2

)(
1�

T0

T1

)
, �
��

�

!$	 ϕ∗ , �	� �"	���# ��'**���	
� �	���%�!� 
������ 3	#��%��	��
�� %
������ � ���"�	 (

q̄−π
q̄+π

)∗
=

T1

T2

,

� (
q̄−0
q̄+

)∗
=

(
1�

T1

T2

)
/
(
1�

T0

T1

)
.

1� ��  � ��%
� ���%�# "���� ��%	
��%� �
��
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4	�$� ��'**���	
�� � KTX � KTT ��(	��%�	� �%+��

KTT = 1 +KTX ,
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��%� � 
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����%�	
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q+(T2, T
+
p ) = α+(T2 � T+

p )
q−(T1, T

−
p ) = α−(T−

p � T1)
q−0 (T1, T

−
p0) = α−

0 (T
−
p0 � T1)

q+0 (T0, T
+
p0) = α+

0 (T0 � T+
p0)


 . ��� �."
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q+ =
α(T2 � T1π)

4
[1 +Kδπ �

√
(1�K)(1�Kπδ2π)]

q−π =
απ(T2 � T1)

4
[1�Kπδπ �

√
(1�Kπ)(1�Kπδ2π)]


 . !"#$"*%

+���� απ , �����������
- ����������� ��
��
������� 
��	��� �����(

απ =
α∗
πα

−
π

(
�
α∗
π +

√
α−
π )

2
,

Kπ , ������������ &���������� .�- ������������� 
��������(

Kπ =
4p

απ(
�
T2 �

�
T1)2

,

δπ =

�
T2 �

�
T1�

T2 +
�
T1

.

/��������� �������� ���	�������� 0/1 ��������	��� �����(

η =
p

q̄+π
= 1�

q−π
q+π

√
α+
π

α−
π

, !"#$"�%

��� q+π � q−π �	� � ��� !"#$"*%#
2
��	����
� ���� ���	��� �������� � ������	 � &�����
	 ������

����	�(

γ+
π =

√
α−
π√

α+
π +

√
α−
π

; γ−
π =

√
α+
π√

α+
π +

√
α−
π

. !"#$"3%

�% ) �������	 �����(

q+0 =
α0(T1 � T0)

4
[
√
(1�K0)(1 +K0δ20)� 1�K0δ0]

q−0 =
α0(T1 � T0)

4
[
√
(1�K0)(1 +K0δ20)� 1 +K0δ0]


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α0 =
α+
0 α

−
0

(
√
α+
0 +

√
α−
0 )

2
;

K0 =
4p

α0(
�
T1 �

�
T0)2

;

δ0 =

�
T1 �

�
T0�

T1 +
�
T0

.
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ε =
q̄+0
p

=
q+0

√
α−
0

q−0
√
α+
0 � q+0

√
α−
0
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ϕ =
q̄−0
p

= 1 + ε =
q−0

√
α+
0

q−0
√
α+
0 � q+0

√
α−
0

.
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pmax =
απ

4
(
√
T2 �

√
T1)
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KTX = ηε =
q+π

√
α−
π � q−π

√
α+
π

q+π
√
α−
π

•
q+0

√
α−
0

q−0
√
α+
0 � q+0

√
α−
0
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q̄+0 = naηa; q̄−0 + q̄−π = na

(
εa +

1

ηa

)
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η̂ = η(pmax) = 1�
�
T1�
T2

.
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� K0� �����(��	�#* ��� �
�+	�	 ε̂� �
 	


K0 =
απ

α0

[�
T2 �

�
T1�

T1 �
�
T0

]2
.



��� ����� �� ��	�
����
������� �������

���� ��	�
 ��
��������� ������������� ����� � ����� KTT � ����� �
����� KTX � ����������� �� ��������� ���������� T0 � T1 ��� αn/α0 =
= 1 T2/T1 = 1, 5 !	� kπ = 0" �� kπ = 0, 2" #� kπ = 0, 6" �� kG = 1, 0)

���� ����	�
����
� �����������

$%���%������& �������'��& ��(� ������������ ��%�& ����������'��)
*+�* �������'��* �������(� !������������������, (������ �� �-��
������� ������� �� .���-�.� ����-��(� � �����������& T+ � ����-� ��
����-��(� � �����������& T0 !�(��/�*+�& �����, ��%����� ����� � ��)
�����'��& (����� ���*+�& ����������� Tx < T0� 0���� ����(�� ���)
���� � ������& ����������� ��� �%���%������.� ��(�� ��������� ��
���� ��	1�

����� �������� ����(�� ��%�-�� ���� ����-��� ����� � ��(�����*
��+����' N  ����(� ��� ���-����'�� ���'�� -�� � (�������������
�������'��(��� 2� ���� ���3 ��������� ������������� ��/� ����� �%)
���%������& �������'��& ������ � �� ���%���� ������� ���������
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 "�� 	� �	"�	(���
� 	&���

������� ��
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 ��
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	�#��� 	��	��� � 	�����$(�$ 
���� ����	�� ��
��	����� qa�
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 ��
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P2 �	 P1�
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�#� ����
������ ��� 
	�
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��� ���	"	 )���� ����$�
� %������������

����	�� q+ ��� %�����	� �	�	�� qx
 ����	�	� 	��	����� ρ =
qx
q+

� ����
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σ =
qa + qk
T0

�
q+
T+

�
qx
Tx

. "#
�$#%

&�����
	����	' ������ �������� 
��� ��	��
 (����

q+ + qx � qa � qk +N = 0. "#
�$$%

)�����	� 	� �����	� "#
�$$% qa + qk 	 ����
��	� �����	�*���� �+�
��,��	� � "#
�$#%
 -����	�

q+ =
1

ηk

[
qx

(
T0

Tx

� 1
)
�N + σT0

]
, "#
�$.%

��� ηk = 1 �
T0

T+
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���+ ��
�����	% ����0 ������ ���	�	 	�	 	�
���	����
0 ��
���� ��	���
� ����� σ �
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�� � ���� 	 	� ������
�� "#
�$.% ������
 ����
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q+ > q0+ =
1

ηk

[
qx

(
T0

Tx

� 1
)
�N

]
"#
�$1%
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�������� �
��*��	�!

ρ > ρ0 =
qx
q0+

. "#
�$�%

2� ���
0 ������!
N = gv(P1 � P2), "#
�$3%

��� g 	 v 4 ������+' ������ 	 ������+' ��5�� ����	

6�����
�� "#
�$.% ��,�� �����	��
0 � (����

q = q+ +
N

ηk
=

qx
ηk

(
T0

Tx

� 1
)
+

σT0

ηk
. "#
�.7%

8���0 q 4 ���	�����
�+� ��
��
+ �����		 �� ������	� �������� ��
���
qx� ������ ��������� � �����' ���
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��
�
���
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	� ��
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 /��	�	�� σ
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��� ����� ������	� ����� ���������	�� ��	����� ���
����������	��� ��	������� � ������� 	�����  �!�� ����" ��	�����#
	������	"����# �������!�� ��	���$	 �� 	���������������% ��������
��! �������% ������	�� &���� � "�����!# ��'����� ��	����" �"�������
��������� ��	����� ������'� 	��� �� &��� ����� �"�$� (�� �	�� �"���
���	�	�# �	� ��	��� 	���������� ������&�������� ������	� 	������	"�
���	��	��"$)�% ������	��*

q+ = α+(T+ � T1), qx = αx(Tx � T4),
qa = αa(T � T0), qk = αk(T1 � T0).


��
�
�

��������	�
�� � ��	�
�
�� ����	����� �������� ����

+�! ������� 	����������# ���$)�% ,���" 
��
�
�# ���������	�� ��	��-
��� �����*

. � '�����	���

σ+ = q+(1/T1 � 1/T+) =
q2+

α+T1T+

; 
��
���

. � ��������	���

σk =
q2k

αkT1T0

; 
��
�/�

. � %���������� ������

σx =
q2x

αxTxT4

; 
��
���

. � ���������

σa =
q2a

αaTT0

. 
��
�0�

1������	"�� ���	��	�# ,�'"���"$)�� � �	�% ������	��%# �����!	
�	 '������������ ��	���� � ��������! ,�����'� ���	�!��!� 2��� '��-
���������� �����'� �� ��	���� ���	��	�	�"�	 �����" ��������'� ���-
3���!# 	� 	������	"�� ���	��	� ����� 	������	"�� ��	��� �� ��%��� ��
	�������������� (�� ��������&�� � ��������� 	������	"�� ��	��� ��
�����!�	�!�

1�� ��� ������	 ��	����� ������'� 	��� ����� �"�$# 	� �"�������
���������	�� ��	�����*

σ = σ+ + σk + σx + σa. 
��
���
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g = g1 + g2, *+ ,-./

gx = g1y1 + g2x1. *+ ,-�/

0��	��
�����( ������)

q+ = g2h2 + g1h1 � gh, *+ ,-1/

�%� h� h1� h2 2 �
����� ��
������ ����� �� ��
%�� ��	
�
( � ��%�
(
����� �� ���
%� �� ����	�

	� 

0�
	
��(��( ������)

q+
T1

= g1s1 + g2s2 � gs. *+ ,.3/

4%��� �	�%�
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��� �

 �	
���� ����	���� � ����	�

	� ����
� � 
��
	�
��
�" 

5��
��� 	�����
�
 *+ ,.3/ �� T1 � ���
�� �� �
�"���$��
�� ��	��
����� "	������� *+ ,-1/ !
�"���

ε(h1 � T1s1) + (1� ε)(h2 � T1s2)� (h� T1s) = 0. *+ ,.,/

4%��� ε = g1/g 2 %
�� ����	����� 	������ ��� ���%"�
 �� 	�����
�
*+ ,-./� *+ ,-�/�

ε =
x� x1

y1 � x1

. *+ ,.�/
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∆h2 = h2 � h = C(T1 � T ). *+ ,.�/
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∆h1 = h1 � h = y1r1 + (1� y1)r2, �������

��	 r1� r2 � �	
���� ��
��	
�� ���
�	
������ ���� �	����	� �	�� �

��������
�!	�� ���
�
	
���� "�� NH3 r1 = 23, 35

[
�"#

���$

]
� ��� ����

r2 = 40, 66

[
�"#

���$

]
�

%���� �&��'��� 
�  ������ ����()�

q+ = g[ε∆h1 + (1� ε)∆h2]. �����*�

+������ �����
�, -
���
�./

∆s2 = s2 � s = C01
T1

T
�R[x1 01x1 + (1� x1)01(1� x1)�

�x01x� (1� x)01(1� x)].

�����(�

%	�
	��� �� 
�����. 2�'� � �	
	�����	 ���
� �	�
	��� �	 T1 #����.
2�'�� 
�-��� 

∆s1 = s1 � s =
∆h1

T1

�R[y101y1 + (1� y1)01(1� y1)�

�x 01x� (1� x)01(1� x)].
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q+ = gT1[ε∆s1 + (1� ε)∆s2]. �������

�� �������	
��� ������
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qk = εg (y1r1 + (1� y1)r2) = εg∆h1. �����)�
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∆sk =
∆h1

T1

. �����4�
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∆sd = R(P1 � P2)
v

T1
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T4 = Tx �
εg∆h1

αx
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∆sp = C34
T

T4

�
∆h1

T
�

�R[x34x+ (1� x)34(1� x)� y134y1 � (1� y1)34(1� y1)].
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∆sg = C34
T

T1

�R[x134x1 + (1� x1)34(1� x1)�

�y134y1 � (1� y1)34(1� y1)].
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qa = �gT [ε∆sp + (1� ε)∆sg]. ����� !
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�	$��� � ���
 ��� ����� ��	�&���$ �� ����������

'�
&�� �	$�� �����	�( ������	
 � ������
 � �����	�&��	� ��������
	 ������� � )���	�� ������� qx � ��&	�&���
 �������
 q+
 ��� ���	�*
��� ���#���� ��	�������� �( &�#� �� &�#�� � #����� �������������
���)�����

������ � �	��
�����
 ������������� ����������� 
��

����

+�������#���$ ���#������� 	�,� ������,���$�� &�$ ����
 ����� 	�*
������ �����	�� ������ qk � qa ����� (��&������	�&���������� qx� -�
#���	�
 ����%.! � ������! ����� ����/����$ ������ g �����

qk = qx
∆h1

∆h1 � C(T1 � T4)
. ������!

0��������� �� ������! � ����� !1

qa = �qx
T [ε∆sp + (1� ε)∆sg]

ε [∆h1 � C(T1 � T4)]
. �����%!

2�������� σT0 	 ��	����	� �����3! ����� ������ 	������� ����� q+ � qx�
4��#���

σT0 = q2+
T0

α + T1T+

+ q2x

(
∆h2

1

[∆h1 � C(T1 � T4)]
2 αkT1

+

+
T [ε∆sp + (1� ε)∆sg]

2

ε2 [∆h1 � C(T1 � T4)]
2 αa

+
T0

αxTxT4

)
.

������!

"&��� ε
 ∆h1
 ∆sp
 ∆sg ����&����� 	�������$�� ����%�!
 ����%�!
 �����5!

������! ����	����	�����

4�&���	�� σT0 	 ��	����	� �����3! � ������,�� ��� 	 6����

Aq2x +Bqx �D = 0, �����.!



����� ����	�
����
� ����������� ���

���

A =

{
∆h2

1

[∆h1 � C(T1 � T4)]
2 αkT1

+

+
T [ε∆sp + (1� ε)∆sg]

2

αaε2 [∆h1 � C(T1 � T4)]
2 +

T0

αxTxT4

}
,

��	
��


B =
T0 � Tx

Tx

, ��	
�



D = ηkq+ +N � q2+
T0

α+T+T1

. ��	
��


������� ����������� ��������� ��	
��
 ����� ���

qx =
�B +

�
B2 + 4AD

2A
��	
��


� ��������� ������� ������� �  !���"����������!#����#$	 %�"!���� ��&
������� �!� ���'�������� �'���'(�������  �!���!#����)

ρ =
�B +

�
B2 + 4AD

2Aq+
. ��	
��


%�� ��� A > 0* �� ����* +�� qx ��������� ���������� � ������ D	 ,�-��
���* ��� �!����� �� ��	
��
* ��� ����-���� ��������� ������ ���������
"��

q∗+ =
ηkα+T+T1

2T0

=
α+T+T1(T+ � T0)

2T0

. ��	
�.


/�� ����

D∗ = N +
η2kα+T+T1

4T0

= N +
ηkq

∗
+

2
. ��	
�0


%���� �'�����* "����!#��&�����-���  !���"����������!#����# �'&
���'(�������  �!���!#���� (��!� ������+��� � �����

q∗x =

�
B2 + 4AD∗ � B

2A
, ��	
��


� �����������$1�� �2 ��"!���� ���������)

ρ∗ =

�
B2 + 4AD∗ � B

2Aq∗+
. ��	
��




��� ����� �� ��	�
����
������� �������

������		
� ����	�
�	�� ��������� ��
��� ������ ����������� ���
������	��� ������ �������� ����� ������ �������� ����������	�� ���
����	����� ��	����� �� �� ��������	�� �������! ��	��������! ��	��	�
������� � �"���"����� #�� �������
 "���� �������! ��� ��������� ����
	��
 ������	���� ��	����� ��� �� ���� �� ������"��		���� ���	����
��� $���� ������ �������� � ������ �
"��� ��%&&����	��� ������"���
	�! ��� ������� ������������������	���� qx ���������	� ��� �������
αk + αa + αx + α+ = α! ��� α ' ����		�� ������	�! ��������		�� ����
������ ����	����� ��� %��� 	� 	� ������! ��� ����
� ��� �������
� �
()�*+�, ������ � A! � α+ � C�
-�	���� .����	 � ������ � ��������� qx ��� ������� ()�*+�, �����

��� L = qx(αk, αa, αx, α+)� λ(αk + αa + αx + α+).
/������ ��������	���� �������� � ����	�
�	���

∂qx
∂αk

=
∂qx
∂αa

=
∂qx
∂αx

=
∂qx
∂α+

= λ, ()�*++,

�����
� ������ � ����	����� ()�*+�, ���������� ��������	�� ���������
��	�� ��%&&����	����
������
�� ()�*++, � ������ ()�*+0, � ����

∂A

∂αk

=
∂A

∂αa

=
∂A

∂αx

=

(
∂qx
∂D

)
∂D

∂α+

:
∂qx
∂A

= λ. ()��11,

2�������� ()�*+1,! �������

[
∆h1

∆h1 � C(T1 � T4)

]2
1

α2
kT1

=
T [ε∆sp + (1� ε)∆sq]

2

α2
aε

2 [∆h1 � C(T1 � T4)]
2 =

=
T0

α2
xTxT4

= �
q2+T0

α2
+T+T1

•
∂qx/∂D

∂qx/∂A
= λ.

()��1*,

3����� �"��	���	��4

Rk =
∆h1�

T1(∆h1 � C(T1 � T4))
, ()��1�,

Ra =

�
T (ε∆sp + (1� ε)∆sg)

ε (∆h1 � C(T1 � T4))
, ()��10,



����� ����	�
����
� ����������� ���

Rx =

√
T0

TxT4

, �������

R+ = q+

√√√√�
T0

T+T1

∂qx/∂D

∂qx/∂A
. �����	�


��
������������ ���������� �������� �������� ������� 
������ !
��� ∂qx/∂D � ∂qx/∂A� "�� �����

∂qx
∂D

=
1�

B2 + 4AD
,

∂qx
∂A

=
D

A
�
B2 + 4AD

+
B �

�
B2 + 4AD

2A2
. �����#�


 $��% �&��������'% 
���� ��(�)����' λ 
��*���  �' ��&��� �
��!
������% (�$++�,������ ��
���&���� *�����'

α∗
k = α

Rk

R
, α∗

a = α
Ra

R
, α∗

x = α
Rx

R
, α∗

+ = α
R+

R
,

R = Rk +Ra +Rx +R+.
�����-�

������ �����	�

.���� �� 
����� ��
���������' 
��*�����% ����������/  �' �������
%��� �����0� ,�(��� .������� ����������� %�� �
������ ���������� qx
�� ������ ��
���� q+ 
� +���*�� ������� 
�� ��� *)1�% �������'% 
�!
��������2

���
����*��2 Tx = 263� T0 = 288� T1 = 300� T = 298� T+ = 3733
 ������'2 P1 4 ��-�� P24���-3
(��,�����,��2 x1 = 0, 3� x = 0, 495� y1 = 0, 95�
5�
����������� 
��������2 r1 4 ���	� 6 �(����' ��
���� 
����&!

��������'  �' 783 9 �:����;3 r2 4 ��##� 6 �(����' ��
���� 
���!
�&��������'  �' 72< 9 �:����;3 V = 16, 3 6 ���'���/ �&=�� ���!

�� 9��3:����;3 C = 68, 2 6 ���'���' ��
����(���� �����
[

 �

����>?

]
3

g = 5 6 
���( ����� �� �&���&��� 9����:�;�
?�$++�,����� ��
���&����2 αk 4 �	�� 6 (�� ��������3 αa 4 ���� 6

�&���&���3 αx4���� 6 %��� �����/ (�����3 α+4�	�� 6 
� �� ���0� 
�!

��3 ηk = 1�
T0

T+

6 ?.5 ?�����
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���� ���	
 ��
�� ����� ��������� ����� � ������������������������
������������ � ����������!�

"���#����
 �� �$������� %��	�&' ����������� ������������������(
����� �� ������ ������$ ��!����� �� ���� ���	�

)��#���� ������� � ����!� q∗+* ������������+�� ��!��������, ���(
��������������������* ������������� �$������� %��	�-'�
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�������� 	�
�� �
���		� �����
����	���� ��		���
���	� ��
���	� 
���
���� ������	��� ��������
�� ��
�
�	�
���
������ ����������� ������
����� 	��	� � �������� �
� ���� � ��� ������!� ����������� ������
�� ��
"�� �������
���# ����� ���������� � ��������
�#��� �������$
�� � �� ��		��!� 
�	���!�

%����� � ���������& Gi(l), xi(l), µi(xi) ' 
�	���$ �������
���� ������
���� ���������� � ��� ������	��� ��������
 � i�� ������$ g(µ1, µ2) '
����� � ���� ��������� �����������

�
������	��� ���
����&

σ =
1

T

L∫
0

g(µ1, µ2)(µ1 � µ2)dl. �(�)�

*�	��� ��
�
�	�
���
������ ����������&

G0 =

L∫
0

g(µ1, µ2)dl. �(�+�

,�������� 
�	����� Gi � �������
���� Ci ��
���
�#�	� �	
������ ���
��
��
"����  �
��	�&

d(G1x1)

dl
= �

d(G2x2)

dl
=

dG1

dl
= �

dG2

dl
= �g(µ1, µ2). �(�-�



��� ����� �� ����	
���
	� � ������� �������
��

������	
 �
�
�
��� ��
 �� ���
��� ����� ������� �
�����
��� �
�
�
�
Gi(xi) ���


Gi =
G̃i

1� xi(l)
, i = 1, 2, �����

��� G̃i  �
�!
� �	���	
�
 �
��
	�	�
 � i"� �
�
���

G̃i = Gi(0)(1� xi(0)).

#
��� �
���
	
��� �$�
%�	�� ����� � ��
�	�	�& ����� 
	� ������ '
���

dx1

dl
= �

1

G̃1

(1� x1)
2g(µ1, µ2),

dx2

dl
=

1

G̃2

(1� x2)
2g(µ1, µ2).

�����

(�
�	�	�& ����
��	
�������! )
�
	�
� ��
*���
 �
��

)��	
 �
��"
+���& �
�,
 �
����
��	$� )
�
	� �
 
����	
�� �
��
	�	�� � 
)-��� �
�
��

(G10x10 �G1Lx1L) + (G20x20 �G2Lx2L) = 0,
G10 �G1L = G2L �G20 = G0;

���.�

 /	��
���	$� )
�
	�

(G10s10 �G1Ls1L) + (G20s20 �G2Ls2L) + σ = 0. ���0�

1���� �����	
& /	��
��& i"�
 �
�
�


si =
1

T
(hi �

∑
k

µkixki).

��� ����� �� 	
�� 
���������
 � �������
�� ����������
� �������
�����

µki = µ0
k(T, P ) +RTi ln xki, �����

���
����� ����� ������ 
�	

1

T

2∑
i=1

(Gi0hi0 �GiLhiL)�R
2∑

i=1

{Gi0[xi0 ln xi0 + (1� xi0) ln(1� xi0)]�

�GiL[xiL ln xiL + (1� xiL) ln(1� xiL)]}+ σ = 0. �����



���� �����	
����
�� 
������	���� ���

�� ����	
�� 
������
������� ������� ���	�� ��������� 	 ��	�� ���
��
 
���� ��	����	� ��	�� ����� ��
 ��������� �
�
������ 	��������
������

 σ = σmin 
� � ��! ���"��� ����	����	�# ����"����$�� ����"� �
� ���! ������� 	������%& ������
� ���������	 ������������� �
����%'

2∑
i=1

{Gi0(xi0 ln xi0 + (1� xi0) ln(1� xi0))�

�GiL + (1� xiL) ln(1� xiL)} �
σmin

R
.

� �()!

*���	
� �
�
������� "
��
��+

 "�� ���+���� ����������� 
����
,���� ���� ��� �!

∂g(µ1, µ2)

∂µ2

= λ
g2(µ1, µ2)

T
�l, � �((!

�"� λ - ��������� ���������# ����"����$���� 	��
�
��� G0.

σmin =
G2

0

TαL
. � �(�!

/ ��� ������# ���"�
∂g

∂µ2

= 01234# 
� � �((! ���"���# ��� ����� "
,,��

�

 g∗ "����� �%�� ��������%�# ��� ���

g∗(µ1, µ2) =
G0

L
�l. � �(�!

5�� ��	����	� �	��%	��� µ1 
 µ2� 6
�
��� ���
�	�"��	� 
�����

 �����
"������� ��7��
�� ��"��
 ���
������� ��������
��	��
�'

f0 = µ1 � µ2 � min
/
g(µ1, µ2)�

G0

L
= 0. � �(8!

����� ��"�����	�
 ��7��
� µ∗
1, µ

∗
2 ��"��
 � �(8! 	 	%�����
� � �(! �����

�
�

σmin =
G0

T
(µ∗

1 � µ∗
2).

����� g(µ1, µ2) = α(µ1 � µ2)� 9�� 
���� ������ 		�"�� ���������
�'

A0 = �RT
2∑

i=1

Gi0(xi0 ln xi0 � (1� xi0) ln(1� xi0)),



��� ����� �� ����	
���
	� � ������� �������
��

AL = �RT
2∑

i=1

GiL(xiL ln xiL � (1� xiL) ln(1� xiL));

A0 � AL ����	
��
��
 	���� ����
���� ����
� �����
���� 	��	� ��
��	
�� ��������
� � ����
���� � �������� 	������ 	��
��
	
������

��� ��� ��		�������	 	����������
	� 	�������� ��
����� 
� AL >
> A0� �������	
��  !�"#$ 	 %��
��  !�!$ ����� ������	�
� ���

∆A = AL � A0 �
G2

0

αLT 2
,  !�"!$

%�
� ��� &
��� �
� G1L = G10 � G0, G2L = G10 + G0� '�
�	
� ���
�(
�%���	
� ���)�		� ���
������	��*� ��		�������	� �������� �� ��	� !�"�

+�	� !�", -�� ��
�	
� ���
��%���	
� ���)�		� ������
���*� ��		�����(
��	�

��� ������	
��� ��
��� �����	���� � ���
�

������� ��������

+���
� � �����%
�� 
������������	��� 	�	
��� ����
 ��
� ��
%����

�
��� � 
�� 	
%���� �	
� 	�	
��� ������������ . �������
� �
� ����/�(
�� �
 ���������� �����%
�� 	�	
��� � ��	��
���� ���	�	
���� 	 ���(
���� ���������� ��
��	����/ ���������/ 
���%�
	� ��
��
�
� ����
%�
- *
��� � ��
� ���� ��	
������ ������ �� ���
������ ���	���
���� ��(
��
� �� �*���������� ������ ����
��� ��0�� 	
�%�
%�� �� ��
���
���*�
������� � ������ ��	
��� ��	
������ &
�� ������ �
� 	�	
��� � ��
�(
��/ ���	�	
��� ����
 ������ 
������
%��� ���� ��		��
��� ������ �
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��
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 ������ �	� ����

������� ����������������� ���������� ���������� ��������	���

 ����	
���� ���	������ �����! ��������� ���������� "���#�� ���

����! E ����
$����� � ��������� A = E(0) � E(τ) ������������� ���
����� E(τ)�

%	� ������� ����������������� ��� �����������
� ��� � �������

���� ��������	��� �������
 ������� ��������	��� �������! �����	����

���������
 ������! �� ���������! � ��	���!�� ���# �� ���#� ���������

�� ���������!� ��������!�� &���
 ������� �������'������ ���������

"���#���  ��	
$������ ������ �����	���� ����	
���� ������������

�	� ���	���� "���#���  ������������ � "��� ������! ��������	��� ��

���������	�� � 
�������	���

(��������� ������ � �������� ����������
 �����! A ��������� �

������
 � �������	
��
 ������� ������������
 � #	��� )� *���
 ���'�

��� �������� ����	
��� ��������� ������!� � ������ � �������� ������

��� E(0)� ��������� ������
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 A = E(0) � E(τ) �������
��	
��� ,������� �����! �����	���� Ar = |A| ������������� �������
E(τ)� -�'� ����� ������	�#��
 ����	
�!� �������� ������� ���������
�!� ��������!� Z(0) ��������!�� �	� ���� ���������� � ������!� .
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 �������!� �	������ ��#��� ��������� ������� ������� �� ������#�

��	� � ��������� �������
 ������� � ��� �������� ���������!� �����

����!� � ����� �������� Z(τ) �����!� ��� E(0)� ��� � E(τ) ����!������
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����� &�� ��� ����
 ��1�� �	� ���	� ��	�
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µi(T, P ) = µi0(T ) +RT lnPi, i = 1, . . . , k,

��� Pi % 	��'��
���� ��

���� i �� ���	������� 1!������� ����� V �!( 
�� 	��������� � 	���	�
����� ��� 
 ��"��$ ������ 
������ �!(�� �
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���� �
����� ���� � ������ ���
������ 2�$
� ��������3

PV = NRT,

��� N % ���
� ��
�$ 
 	���������� �

Pi = PCi = P
Ni

N
, i = 1, . . . , k,


������ µi ����� V 3

µi(T, V ) = µi1(T ) +RT ln
Ni

V
, i = 1, . . . , k. 4.�5�6
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	����� ��� �
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���
� � �����
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�� T0� �	�	����	� ������	�
�� µ0� �������
��	�� C0� ����	����� ��$
������ ������	 � �����
���
�� T � �	�	����	�	 ������	�
��	 µ(t) 
���$
��%� ��
� � 
���
���
�����	 ��
����
��	� &���
���� ������	� µ(0) =
= µ0� '������� ������	� �	�	�����%� ������	�
� µ(τ)� ��� 	 �	�
�
��
�� N(τ)� ������� (
������� ����	�� �	�	��
���# 
������ �
���#$
"�#�� �
� ��
����� �	����� 	� ����
����%� ����
���%� �������	� �
�������� �������� � 	����
�	������ �
������ 
����
��	�� )���� �����
�
����
�%��� �	��
���� ��� ��� �� ������ ��
���
����� �	�	����	� ��$
����	�
�� *�������
��	�� C+ ����%� �
#����%� ���������� µ1 = µ(C)�
�	�	����	� ������	�
 ���
�%� µ2 = µ(1� C)�
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A0
r(C0, C) = �NRT [(C0 lnC0 + (1� C0) ln(1� C0))].  !�%#$

&��
�
����' ��(��� ��)*	�	�
� �� ������� 
���*��
 ��	�
 ����)��� ��
�
�� !��� ��� ������� ���*� ��	�' �	 (
������� � �����������	������
���	�+	��� ������
��� �����
�

A0
r = �NRT

∑
i

(C0i lnC0i � C̄i ln C̄i).  !�%�$

,��(� ��
�
 ��	��� ��
)� ��(��� ��)*	�	�
� ��
 ���	���� ��	�	-
�
� ������')�	��� �	�� ��� �����
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�
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	 ���	��
��� ��(��	��
�	�� ��
 �������	 � �	)	������� 
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�� �*���	������' �����
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�
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  ��� /"�%$�
0���' ����� i-�� ������	��� �������
����	� ��)����
 �
�
�	��
� ��-
�	��
���� � �����
�
	���� ������	�	���� αij1

gij = αij(µij � µp
ij) = αij∆µij.  !�%�$

&*	�' i 2 
�*	�� ������	���� j = 0 ��
 �������	 � �	)	������� 

j = 1 ��
 �������	 � 
�����
��� ���	���
 	�����
3 µp

ij 2 �
�
�	��


���	��
�� ��(��	�� �	��� 4 ���� �����	 �� �����
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�
���'��
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�-
�
���

 �����
 
 ��)����
 �
�
�	��
� ���	��
���� *��.�� (��' ��-
��������
 
 ������


gi = gij =
C̄iN̄

τ
, ∆µij =

gij
αij

, i = 1, 2..., j = 0, 1.  !��5$

0� �����
� ��	��	�
�	����� (������ ��(��	�� �	�� ����	(��	��� ���-
����' �����

p =
∑
i

gi[µ
p
i1 � µp

i0].  !��%$

4 ���� ��	�	*'� �
�
�	��
	 ���	��
��� ��(��	�� �	�� ��
 �������	
� �	)	������� 
 
�����
��� ���	���
 	�����
 �����

µp
i0 = µi0(C0)�∆µi0, µp

i1 = µi(Ci) + ∆µi1.  !���$

0	�	�
+	�  !��%$ � ��	���  !��5$�  !���$ ���

p =
∑
i

[
gi(µi(Ci)� µi0(C0)) + g2i

(
1

αi0

+
1

αi1

)]
.
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µi(Ci)� µi0(C0) = RT ln
Ci

Ci0

. ���� �

!�"�
� �
�����#��" ����� ���
�
��� �
����� ����
������" Ci(t) ��
������"

d

dt
(NCi) =

dN

dt
Ci +N

dCi

dt
= gi =

C̄iN̄

τ
, i = 1, 2, . . .

dN

dt
=

∑
i

gi =
N̄

τ
� N(t) =

N̄t

τ
. ����$�

%�� ��� 
���� ��&���� �� �
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��� 
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� �������" ���
	��"
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�������� �� � �()�" ���
�� ��
�
�� ������ ��
�� � 
������
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%���� �)������ �������#��� �����	���
��� ��'����# 
�������� �
�����

p =
RTN̄

τ

∑
i

C̄i ln
C̄i

C0i

+
N̄2

τ 2
∑
i

C̄2
i

ᾱi

, ������

��
 ᾱi =
αi0αi1

αi0 + αi1

* +������
����" ��+,,���
�� �����

�
����

��� i��� ���
��
���� -������#��� ��)��� ����
�
��� � �
�)�������

���
��
 
�����&��
�#����#( τ .

Amin
r = pτ = RTN̄

∑
i

C̄i ln
C̄i

C̄0i

+
N̄2

τ

∑
i

C̄2
i /αi.

/ ��� ���	�
� ����� 
������
� � ���
	��" 
�����#( �
����#�� � ���
��&��" ν�" �� ��� ����� �
���� ���
	��� ����
������" C̄ν � ���������
('��� C̄νi � 	���� ���
" N̄ν � ��)��� ����
�
��� ����� ����
 
� ν Arν .

Amin
r = RT

∑
ν

N̄ν

∑
i

C̄νi ln
C̄νi

C̄0i

+
∑
ν

N̄2
ν

τν

∑
i

C̄2
νi

ανi

. ����0�
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��
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��� �
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 � ����
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��� 	����� ���
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j=1

N̄j = N0, ��� !"

m∑
j=1

N̄jC̄ji = N0C0i, i = 1, 2, . . .

#��� ���$ %�
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� ����	
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�&�	�	��� �������	
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�� m �������	
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�
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	��	� ��	
��� ����	
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A0
r(C0, C̄) = RT


 m∑
j=1

Nj

∑
i

C̄ji ln C̄ji �N0

∑
i

C0i lnC0i


 =

= A0
r0(C0, N0)�

m∑
j=1

A0
rj(C̄j, Nj).
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���
�
 ���'�	 ���	
 ���
� ��)	 �
	��������� ������ gj � ��������01�
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gij =
N̄jC̄ij

τ
, i = 1, 2, . . . , j = 1, . . . ,m, &��'()

∆µij =
gij
αij

, j = 0, 1, 2, . . . ,m. &����)

*���
+���� �����,�!�� ��� % ��� ��� ���� ������� ��+� ��� ��$
�����% ������-�� �� 
���
� �
� � ����� ���������� ����!��� �������%
��.�� �������#% !�� ��� ������� � /�
�� &��'() �����
� �������
����
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���������� ���������� � � ��.��� �� ���������% �� ����
�� �
���0�$
��� 
���������% ��������� �� �
����� � 
���� C0, C̄j ��������������% �
!���� ����� Nj(t) ���������� �������� 1
� ���� ��-����# p ���������
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����

p =
RT

τ

m∑
j=1

N̄j

∑
i

C̄ij ln
C̄ij

Ci0

+
1

τ 2

m∑
j=1

N2
j

∑
i

C̄2
ij/ᾱij. &����)

2������#��� 
����� 
��������� ����� � �������
����� C0 �� ���
���������� � ��������� �������
������ C̄i �� �
��� τ 
����

Ar = RTN0

m∑
j=1

γj
∑
i

C̄ij ln
Cij

Ci0

+
N2

0

τ

m∑
j=1

γ2
j

∑
i

C̄2
ij/ᾱij. &���')

3���# γj = N̄j/N0, ᾱij =
αijαi0

αi0 + αij

�
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  ����

βj =
∑
i

C̄2
ij

ᾱij

, µj =
∑
i

C̄ij ln
C̄ij

Ci0

,

����
 ������
����' �������
� ������� ������������ C̄j ��	
� �����
��
���� � ��� ��� βj � µj" .����
� ����
 �	
����
 ��
��� ����
�������'
��
� γj �� ��/���  �	
� 
�
���  ���� ������ Ar ��
� 
���
�
'��" 0�
�������
 � ��	���
�
'��� ���� �

Ar = RTN0

m∑
j=1

γjµj +
N2

0

τ

m∑
j=1

γ2
jβj � min

γj
!#"��%

��� �	
������ ������,/�� �� !#"�1%�

∑
j

γj = 1, γj � 0, !#"�2%

∑
j

γj
C̄ji

C0i

= 1, i = 1, . . . , n� 1. !#"�#%

3	
���� !#"�#% �
� n�� 	�	���
�,/�� ������� ������������ �	���� ����
�
��������	�"

4	
�  �	
� ������� m ��
'*� ���
����	�� ������� ������������ n�
�� �	�' 	������ ������ γ"

5�*���� ���� ���� � 	 �	��
'�������
 )������ 6�������

L = Ar(γ) + λ0

∑
j

γj +
n−1∑
i=1

λi

∑
j

γj
C̄ji

C0i



���� �������	��
 ���
�� ���������
 ���

�������	 
 ����
�
��� ��� ������ ��	�����
�� �
���
�� γj�

γj =

(
λ0 +

n−1∑
i=1

λi
C̄ij

C0i
�RTN0µj

)
τ

2N2
0βj

, j = 1, . . . ,m. ������

��� �� ��	� �
�!�	���� "�#��
!� λi(i = 0, ..., n� 1) �����  � 	���
n ��
��
�� ����
�
��$ ������%&�� � �� �� ��� 	�
��
� γj � � �����
����'��

n−1∑
ν=0

λνϕiν =
2N2

τ
= RTN0Φν , ν = 0, . . . , n� 1. ����(�

)�� �

ϕiν =
m∑
j=1

C̄jiC̄jν

C0iC0νβj

, Φν =
m∑
j=1

µjC̄jν

βjC0ν

,

������ ��� ν = 0 � *	�� ����!�
��� C̄jν = C0ν �
+�  ��	��� �� 	
��  ����� �������
�� ��
��
��  �� � 
� �� 	��


����
�
	� �� ����� τ � , *	��  ����� N1 = C0N0$ N2 = (1 � C0)N0$
#�� C0 - 
�
.�
	��.�� 
�%����#� 
����
�
	�$ C̄22 = 1� /������ ��
0������ ����(�

Ar = �RTN0(C0 lnC0 + (1� C0) ln(1� C0))+ ����1�

+
N2

0

τ

(
C2

0

ᾱ11

+
(1� C0)

2

ᾱ22

)
= A0

r(C0) +
N2

0

τ

(
C2

0

ᾱ11

+
(1� C0)

2

ᾱ22

)
.

2.�

� ����1� ������
� � 3�4 ��5�
��� ������ �� ��	�����
�� ���6
����
�� ��
��
��  �� � �� ����� τ �  ���� ,�
	67�00�  �����!
���
�����������&��� ������
���$ � 
�	���� ᾱ11 � ᾱ22 - 
�*00�.��
	�
��������� 	� ������
 �� ������� � �	����� 
����
�
	���

,���!�
�� ����1� ���� 	�����	  ���� �.�

� 
�����	���� ����	�
�������
�� �
�#�
����
�
	
��  �� � 
� m �� 	��  ����

���  � 	���6
��$ ������	����%&��� � ������ ��	������
�#� ����
 � ���8(��

/�����  ��#����� � ����1� ���� 	�����	  ���� ����	���% ����	� ���6
����
��  �� �$ ����
	�����%&�� � ��
	���� 
�
.�
	��.�� C0$ 
�  �� �
 
�
.�
	��.���� C̄j� ,	����  ��#�����  ����
�  
�����	��� 	�% ���6
.�  � �������
��� 2
� ���	����	 ���	���
� 	� ���.�  � � 
�*00�.��
6
	� ��  �����
��
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������	 
��
��� �����	���� ����	��� ���	��
	��� �
� 
���	�	���
��	�	�� � ����
�� ����	��
���� ������ �� ������	���
 ��	�� ����  �	�!
��� ��	�	�"# $�� ����
��� ��	�	� ��
������ 
����� 
���	�	��� ��
	!
����� � ���%� ����� ����	��
���� ��%�	
��� ������	��� ������ � ���%
��� 	�����	  ��# 
��# &#�"# ' 
	������ (	 �
��	���� 
����� 
���	�	���
�	���� ��	�	� ��(	� ���� ��	�� 
	����# )
��	
�� ����� ���(��� �
�!
�	��� 
���	�	��� �������
� ����� 
	������ 
����� 
���	�	��� �
	
����!
��� ��
�����% ��	��� 
 ����� ����� 
��#

'��
�	 �����	��	 
  &#�*" �	 ��
	����� � ���%� ����� ����	��
����
������ �� ������	���
 ��	�� ����# �� 
��# &#& ������
�� ��������� ���
��
���� �����	��	 ∆A �� ����	��
���� ��%�	
��� ������	��� 
 �����!
��� ��	��# +���� Ar = A0

r + ∆A ��(	� ��
��	�� �� C0 �	 ���������#

,��# &#&- .�
�������� ����������� 
����� 
���	�	��� �� ����	��
����
�������� ��	�� �
� ��
����	���� �
����(��	������� �
��	���

/�	���  &#�*" ���
���	� ���
��� � 
	0��� ������� ����
�	 �	���� 
	!
0��� � ��������
���	� ��
������ ��	��� A0

r# 1 ��� ��������� ������ �

���
	 ����������� ����	��
��	������� 
���	�	��� ��	�� �
� 		 �����!
�
����� �	�	��� �� �
� ������	���# .�	�� 
�(�� ��	��� �	��
������
�����
��%��� ���
��� ��� ��� ��
������ 
����� �	 ��
���� �� ����� 

����� ����	��
��	������� �� �	��� ��	��� ��� ��
	�	��	��� ������ ��!
������ � ���	���� �����
���# 2�� ������ 
������
	�� 
 ��	��%�	�
��
��
�3	#

���������� 	
�
�

� )
��	��� 
���	�	��� 
 ����0����
	 �����	


	�����%��� ��� �	�
	
�
��	# �� 
��� �	��������	����� ����
��� ��!
�����	� ����� �������� ��	�� g0 � �����
�� C0� �� 
����	 ��		� ������



���� �����	�
�� �

�
�
��

�
�
�� ������ ���

gj � ����	�
���
��
 Cj� �����
� ��
	�
������� ������� ������ ��
��

����� ∑

i

Cij = 1,
m∑
j=1

gj = g0,
m∑
j=1

gjCij = g0Ci0, ������

i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.

� ��!
� ��"���
� p � �	��	� ���� ����	��	 ��!#	�	�
� $	�	! ��
��
%
�$
�% $
�

g0 = N0/τ, gj = Nj/τ.

&���$
� #�� m � '�#� ' ��
����

p = RTg0
m∑
j=1

γj
∑
i

Cij ln
Cij

Ci0

+ g20

m∑
j=1

γ2
j

∑
i

C2
ij

αij

= p0 +∆p. ���(��

)#	�� αij * ��+��
�
	�
 ������	�	���� ��
 
!��	$	�

 
! 
�'�#��,
��	�
 i-�� ������	�
� � j-, ��
��% Cj * ���
�� j-�� ��
���% γj = gj/g0 *
#��� j-�� ��
����

��� �����	�
����
��� ���	������ ���������

��������� ������

.� ����

�	 ��!#	�	�
	 �����������	�
� ' ��	�	, $��
� �	��
!�	
��
��� ����	#���
	����	 ��!#	�	�
	 ��	�	, �� #�� ��
���� /��% ��
 ���-
��� ��!#	�	�

 ��	�� 
! 
�	' ������	�
�� ��!#	��	
�� ���$��� �� #��
��
���% �
���, 
! ��
�� ' �	 ��#	�0

 �#���� 
! ������	�
��% � !�
	�
�
���, ��
�� ����� #	�

�� �� #�� ������	�
�� 1�� �0	 ����
������ ��-
��

��� ����
� ����
�	
�
��2"�� ��"���
� p0� � 
!�
	��
$	��
' ���-
�	���' �	 !��
�

 �
 
���% � ����� ����#�	 �����
!�	
�� ��!#	�	�
	% 
��
��� p0 ���	#	��	
�� 
����� ���'�#��
 
 ���
����
 ��
���� �� �'�#	 

� '�#	 �'	� � �	���� .	����

��� 0	 ��"���
� ∆p � ���(�� !��
�

 �


���% � ����� ����#�	 ���
�'�#

 � #	�	�
	 ������	�
��% 
 ��!����	

� ���
� +
�
 ����#���

3�����
�
� ��	�� 
! 
�	' ������	�
 � ���
���� C0 = (C01% C02% C03) 

���'�#�� g0% ��
�� , ��0�� ��
��
� !� 	#
�
��� 1�+��
�
	�
 �����-
�	�	���� ��
 ��!#	�	�

 �� �	���, 
 �
���, �
�#

 ���!��$
� $	�	! α1


 α2% ��
 !��
��
 �
 ����
����

 ������
��� 4�#	� �	�����$����� #��



��� ����� �� ����	
���
	� � ������� �������
��

�������	 ��
����
�
��� ��� ��� �
 �
����� �� ����
�
 ��
��� ���� �����
�
 ������ �
�
� �
��������� ���
����
�� �
 �
� �
���
���	
 �
��
�	
�������� ��� ���� �
��
����!

"# ��
�
�
 ���
��
��� �
��	 ������
��� �
�
� ����� � ��
�� $
�# �
��	� �	�
��
��� ����� ������
��� �
�
� �
��	 � ��
�� �
%
��
�
��
 �
 �
&�� ��
��� ���
� ��
����
�
�� ����	�� '��

g0 = 1 � ������ �
��
�
��� �
����	 g1 � g2 �
 (�� ��
��� �
��	 C01

� C02 + C03 �����
����
���� �
 �
��� ��
��� � �
��
��
 
# ����� �
��
�� ������
�� ����

� ����� �
�
����� � �
������ �
 �	���
 C02+
+C03 = 1� C01� �
���
���	
 �
��
�	 � �����
������ � )*�+�#!

∆pa1 =
C2

01

α1

+
(1� C01)

2

α1

=
2C2

01 + 1� 2C01

α1

. )*�+,#

'�� �
��
�
��� ������� �����
 �
 ��
 �����
� �� �
����	 �
��	

g22 =
C02

(1� C01)
, g23 =

C03

(1� C01)
,


 �
���
���	
 �
��
�	 ��������!

∆pa2 =
1

α2(1� C01)2
(C2

02 + C2
03).

-���
��	
 �
��
�	 ��������!

∆pa(C01, C02) =
2C2

01 � 2C01 + 1

α1

+
C2

02 + (1� C01 � C02)
2

α2(1� C01)2
.

. �
��
��
 �# ���
�/
��� 
�
������� �������

∆pb(C01, C02) =
2C2

02 � 2C02 + 1

α1

+
C2

01 + (1� C01 � C02)
2

α2(1� C02)2
.

�
 �
� �
������ (��� �
��
�!

∆pab = ∆pa �∆pb =
2

α1

[
(C2

01 � C2
02)� (C01 � C02)

]
+

+
1

α2(1� C01)(1� C02)

[
(1� C02)

2(C2
02 + C2

03)� (1� C01)
2(C2

01 + C3
03)

]
.

)*�+0#
1��� ∆pab > 0� �� �
��
�� �
��
�
��� �# ��
�������
���

�
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 � ��� �����
� ��	�� �����
�
�

��� ������
�
���� �� �
���� 
 ������ ����
���  ��
��� �� �������
��
�
! " ���� �����
 � �����
�

 ��� ∆pa #���� �
	��
�����$ ��
�
��� α1a 
 α2a ��
 ����
�
 ∆pb �����
�

��� α1b 
 α2b! %����
����
���

 �
����� 
 ∆pab!

&��
�
�� ��� �
�$ � �������
�����$ �#'
	� ����
�� ��#��� ���
�
���$��� ����
�����
�$����
 �� �
�
�
� ���	�������
����� ��
�
 

�
� #��

 �
�$ � ����
 ����( ����
�����
�$����$� ��
����$ �� �#���
�
��( ��#��� �� �
�
�
�! )���� �����
���$ �
�
�
�� �
�#���
���  ��
���� ��� �����	� ���
����!

���������	 
���
������������� ����������� ������ ��
���

����	

*���
�
�$��� ����$ ����
���� �� �
�
�
� 
����$ �
� ��� �� ���
�
�� ����
 �
�
�
��
� ���
��
���� �
��� ��#��
� �
��� 
 
�����
���

+��
��'
� �
�� ������
�
����, �
�����( ��
�	
(! -�
 ���� ��#��


�
�� ��	�
��
��� ��
 �������
 � ���
� 
�����
��� 
 �������
��� ��

�������
 � ���	
�! " ����	���
 .!/ #��� ���� ���� ��� �
��
�� �
��
�
�
���	� �� �
�
�
� ����� � ����
  �
�
� ����
��� ��
�����
�$ ��� ���

�
�
�

 ��
�#�� ����
�� �
��� � ��#���� ����#�����('
	� ��'����$
p� ����
#��('
	� �� 	����
	� �
 
������ �
������ ����� g+ 
 ����('
�
	� ����� g− ��������� �
 
������� 
 �
��
�� �
���
�
���	� �� �
�
�
�!
" 	���
 0 ���� ���� ��� �� �������
 �����	� ��
�#�� ����
�� �
��� �
��#��� �	���
�
�� 
 ����#�����
��� 
� ��'����$ 
�

� ����
���$��

 ���
�

1

pmax = ᾱ(
�
T+ �

�
T−)2, +.!0�,

	�
 α =
α+α−

α+ + α−
2 ���
���
����� �����
�

�� �
����
�
���
 ��� ���

#��
	� �
�� � �����
�
�
����
 �����
����
! *��
�
����$ �
 ���
 ���
�
�
�$����
 �
�#���
��� ����
���� �� �
�
�
� ��  �����
��
��� ��'�
����
 ��������� +��! �����
�

 +.!0�,,! &����� ��
��
�� ��� ��
�
�$�
��� ���
 ���
�
�$����
 �
��
�
��
� ����
�3�� �� �
�
�
� �����
������

� ����
���$����� ������ ��'����$ ��
�#�� ����
�� �
��� � ��#���!
4��$�
�5

 ��
�
�
�

 ������� �
��� q+ ���$�� ��
�$5�
� ���
 ���
�
�
�$����$ ����
���!

4�� ��
�#�� ����
�� �
������#��� 
 �$(��������	�  ����� �
����
�
�
���� 
�

� +��! 	�! 0,  ��
�
����$ �
�
���$�� ����
#��
��	� �
���
�� ��'����
1



��� ����� �� ����	
���
	� � ������� �������
��

q+(p) =
p

η(p)
=

2p(
p

ᾱT+
+ ηk

)
+

√(
p

ᾱT+
+ ηk

)2
� 4p

ᾱT+

. ������

	
��
 ηk =
T+ � T−

T+

� ��� ������ T+ � T− � ����������� ��������

�  �!�
���� �������"�#� ᾱ =
α+α−

α+ + α−
� $"#�#�!�����% "�$&&�'����

���!�����
��� 
!� ��(����� ��!� � ������
�!������ ������������
)'��"� ������!
���� ��� �
� ���!� q+ # *�#�������� �� ����*#�+


���!
����� g0 
!� ������� ��������"��� ��*
�!���� ��,�� ��!����
-
��
���#�# # #���,���� ������ #����� p ���#�. ����
 ��#����#� �������
��!������� *�#�������
 ����#�
!�#� 
!� 0 � p � pmax- � �!�
�#���!
��-

!� 0 � g0 � g0max�

/��(� ��%�� ��"����!
�� #�*��,��. ����*#�
���!
����
 �������
��������"��� ��*
�!����- ��
���#�� # &����!� ������ #����� p ���#�.
����
 ��!�#�� ������- � �(�*����� ����*

B = RT
∑
j

γj
∑
i

Cij ln
Cij

Ci0

, D =
∑
j

γ2
j

∑
i

C2
ij

αij

. ������

��!����

pmax = ᾱ
(√

T+ �
√
T−

)2

= Bg0max +Dg20max,

��"�
� 
!� ���
�!
��% ����*#�
���!
����� �����

g0max =
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�
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�!���� #���,����� ������- # "������ ��2����
 p �!�
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 ���+
#�% ����
. ��#����#� ������� ��� $��� ����*#�
���!
����
 �� 
�!,��
���#�3��
 ���
�!
��%- ��%
����% �� &����!� ����0��

4����!� ������- ����0� ��*#�!�.� �'����
 ���
�!
��. ����*#�
�+
��!
����
 ������� ��������"��� ��*
�!���� # �!����- "��
� *�"��� ���+
!��(���� ��,
� ��(���� ��!�� � �������"��� ��
��� � ��(��� ���!���
�
.����#�"��- � ����"� ������������� ������'����!
�� ��*�����  ���+
���"� �����'��!�#� ��� $��� ������������ (!�*�" " �*���������"���
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Pi = Pxi = P
Ni

N
, i = 1, 2, ...
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µi(T, P, xi) = µ1(T, P ) +RT ln xi, i = 1, 2, ... ���� !

��� µ1(T, P ) = µ0(T ) +RT lnP �
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µi(T, P, xi) = µ1(T ) + viP +RT ln xi, i = 1, 2, ... ����4!
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µ0 � �����	
 �	�	 µ(t) � 
�� ���	����	 ���� ��
��	���� 
��	�������
���	� ����� � ������
 �����	

g(µ0, µ) = α(µ0 � µ), ������

��	 α  ���!!���	�� 
����
	�	����� "	

	������ �����	�� �	�� T �	�#$

	��� � ����� �	

	�����	 �	#	�������

%���� ��&		 �����	���� �	&	���� G0' 
	�	������� �� �	#	������ �
�����	
� �	�� ��� �������' � 
�����(��	�)����) 
���	��� τ !������$
���*' �� 
�� ���	���
 ���!!���	��	 
����
	�	���� ��
��	���	 
��	�$
����* µ0 � µ(t) ���(�* �������)�+ ���� �� ����� � ��(�*, 
�
	�� ��	$

	��' � 
���	�� 
����
	�	���� �*�) �	������
*
� -�+ �
�	�	�	������
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	�	��	��+ �� �	#	������ �
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* �#
	�+	��+ #� ��	� �
	�)0	��+ �����
�� �	$
#	������' 
������� �����
�� �����	�� �	�� � 
���#������� �����
��'
��+#������ � �	������
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	�	����
 σ� 1�� !�����������
 ��$
���)��
 �����+��� ����	
*' ��	� �������� �
	�	, � �����)�*, 
�
	��
��	
	��' ��&	
 �����	���	 �	&	���� �����	�� �	�� � 
�� !���������$
��, �	�����	

G0 =

τ∫
0

g[µ0, µ(t)]dt ����2�

�#
	�	��+ �����
�� �	#	������ � �����	�� �	�� #� ��	
+ τ 
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�
�	�	�	�* � 
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�
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σ =
1

T

τ∫
0

[µ0 � µ(t)]g[µ0, µ(t)]dt 
 min . ������

1�� ���
 �*���� 
���	(�� !�����+ µ(t)�

3�,�	
 �����	���	���� ��+#) �����* A' ������� 
�(�� �#��	�) �#�$
������)� � ����
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�(	� �*�) ����
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 ��$
�����	������ ��

��	����� 4��� ����	������� ��������� ��

��	��� �
�	#	�����	 � �����	
 �	�	 x0 � x(t)' �� ��+ ������� ��

��	��� ��� ���$
�* 1� x0 � 1� x(t)� 5#
	�	��	 �����	���� �	&	���� G � ����	�������
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dt
(Gx) =

dG

dt
= g(µ0, µ), G(0) � fix, x(0) � fix. ������
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G(0)[1� x(0)] = [G(0) +G0][1� x(τ)]. ������

%" �!�
��& ������# ������ !������# ��


dx

dt
=

1

G(0)[1� x(0)]
(1� x)2g(µ0, µ), x(0) � fix. ����'�
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��	�����!��) ����	!
� !�!���� 

 ��*�!���# $	���
��� � $	��

�� ���+� �
���

G0x0 = G(τ)x(τ)�G(0)x(0), ������

G0h0 � [G(τ)h(τ)�G(0)h(0)] = A, ����,�

G0s0 � [G(τ)s(τ)�G(0)s(0)] + σ = 0, ����-�

��� h0 � h# s0 � s . �
���	�� $	����
�� � $	��

�� !��!� � ���
���
���� � ��"�������# !��"�		�� ���� ! ����
� !

�	
/�	���� 0��1

s =
1

T
(h�

2∑
i=1

µixi), ����2�

s0 =
1

T
(h0 �

2∑
i=1

µi0xi0). ����3�

4����	�� ���
���
 ���� �
5�� �"��	���!� �
 �����	�# 	
 ���# ��

P (0) = P (τ)� 4�� )�����!��) 

��	����
� � ���� ���'-� ����	�	�� $	�
��

�&	
�
 ����	!� ����-� ! ����
� ����,�# ����2�# ����3� �
5	
 
���
��
!��� � �
���

A

T
= �σ +R{G0[x0 ln x0 + (1� x0) ln(1� x0)]+

+G(0)[x(0) ln x(0) + (1� x(0)) ln(1� x(0))]�
�G(τ) [x(τ) ln x(τ) + (1� x(τ)) ln(1� x(τ))]}.
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L = g[µ0, µ(t)][µ0 � µ(t)� λ]
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���%

������������	
����

���� ���� 	����	������ 	��������

2�		����
� ������ "
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�������
� �����, � 	
	����� 	�	������ 
�
�������� ���� 
 ��
! ������
���� 	 ����,�
 !
�
��	�
�
 �����"
����
�
� ����� 
� �����,! !
�
��	�
� �����"
�� ��������� ���������� �����
µ+� � � ��
��� µ− #��� �����������	�
 µ+ > µ−&%
3��"�		 "
��
��	�
�� ��� ��� ��
��	� ������

� ��
������� �����
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�, �	�! ���	
	��� ��
�����,%

����������	 
����
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���� ����� ���
����� ���� ���������� �������
�
�� 	 ����,� 
 ����,� ������
����
�
"
��
��	�
 
������ 	��
 ��������, �� ������
% 4���� τ �������
� ����
��� 
���*��	�* "
���� ����� µ0(t) 5 !
�
��	�
� �����"
�� 
	����
���
��
�
����
� ������
� µ+ 
 µ−% 3�	������� �����
� 	�������� 	 ���
�
���
�� ���	
���*��� �����, A �� �������� ����� τ � ��
��� �
�

A =

τ∫
0

µg(µ0, µ)dt � max
µ0,µ

#$%'�&
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	 ������� ���������	 �������	 �	������ ���	 ������
��
� ������
������

∆G =

τ∫
0

g(µ0, µ)dt = 0. ������

��
 �	����	 �	��� � �
	��
�! µ � µ0 � �	"	�� ����#�$ ������ �	��%�&
'�
���( )	��	
*	 � 
	!"�& �� &	���&�& �� µ0$ µ � &�
�&�& �� λ�

L = {g(µ0, µ)(µ� λ)} � max
µ0,µ

min
λ

.

+���� �	��� � �
	��
�! µ0 �	�
� "��&$ �"
� �� 
�� �������������
µ0 = µ+$ "����� µ0 = µ−� ��
 ������ � �����! �� µ '�
���� )	��	
*	
L �	��� � �
	��
�
 µ �"��������
(� ������
&

∂L

∂µ
=

∂g

∂µ
(µ� λ) + g(µ0, µ) = 0

���
g(µ0, µ)

µ� λ
= �

∂g(µ0, µ)

∂µ
.

,���
- .���� ��	�
�
�
 "�
 µ0 = µ− ����
	��& ����� µ1$ "�
 µ0 = µ+ /
����� µ2� 0	� �	� � �	��� � ����	� L &	���&	�-
	$ ��

L(µ+, µ1, λ) = L(µ−, µ2, λ), ������

��� � ����"��
�� ������
� λ�
,�
����������& ������

 � �	����&���� "�


g(µ0, µ) = α(µ0)(µ0 � µ).

1� ������
 ������ �&��&

µ1 =
µ+ + λ

2
, µ2 =

µ− + λ

2
. ����2�

3�"��	��

 µ1 � µ2 � '�
���( L$ 
	!"�& �� �	����&���- �� λ "�
 �	*�
"��� �� �	��� � ��%�
�!�

L+ = L(µ+, µ1) =
α+

4
(µ+ � λ)2, L− = L(µ−, µ2) =

α−
4
(µ− � λ)2.

4�
�&�& �� λ �� &	���&�&	 L �� µ0, µ "�����	���
$ ���"	
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	� � ������� �������
��

L+(λ) = L−(λ) 
 λ∗ =
�
α+µ+ +

�
α−µ−

�
α+ +

�
α−

. ������

	
�� 

 ������� τ �
�
��
� � ������������ 
��������
�� 
���
������
������ � �����

γ+ =
α−

�
α+

α−
�
α+ + α+

�
α−

, γ− =
α+

�
α−

α−
�
α+ + α+

�
α−

.

������������ ���

� �� ����� τ �
�
�����
 

A∗(τ) = τ [γ+µ1α+(µ+ � µ1) + γ−µ2α−(µ2 � µ−)],

!�� µ1 � µ2 ��"
��
 �� ����#� �
��� �
��
��
��� � $

 ����%���� ���&����
λ �� ������� ������������ �
'�
�
� �����

A∗(τ)
τ

= [γ+µ1α+(µ+ � µ1) + γ−µ2α−(µ2 � µ−)].
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�
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�
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�
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 ���
&�!
 
��� � ��*


&������� ( �
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�
� ������� � 
���
��
��, ���� �����������*
�
�
� ������
�
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��'��
����
�� �� �&�
 �
����
���
!
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�
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 � ���
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��
�
���" �
 �
�-��
��-��, 
���" ��� ���
���
���������� � ��//���
���� ��)���, �
��
%�� ����������+ �
�
��
 �
��

&�������

������������ �
'�
�
� � $

� ���&�� �����
 /
��� ����&� ����*
��+�
!
 ��
!������
����� 

p = [g1(µ+, µ1)µ1 � g2(µ2, µ−)µ2] � max
µ1,µ2

��� ���
���
g1(µ+, µ1)� g2(µ2, µ−) = 0. ����0�

1��
��� 
�
������
�
� $

+ ����&� ����
��
 � �


�
)����

µ1 � µ2 =
g2(µ2, µ−)
∂g2/∂µ2

�
g1(µ+, µ1)

∂g1/∂µ1

, ���#2�

�


�
� ����
� � ������
�
� ����0� 
��������
 ���
��� �����������
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� ���

����� g1 	 g2 
��
��
	������� �������	 �	�	����	� 
����
	�����

g1 = α1(µ+ � µ1), g2 = α2(µ2 � µ−).

��������� ������ 
���
	 ���! � "����

µ1 � µ2 =
µ+ � µ−

2
. ������

#� �����	! g1 = g2 	����

α1µ1 + α2µ2 = α1µ+ + α2µ−. ����$�

�� ��	� �������	% ������& ����$� 	���� �	'

µ∗
2 =

1

2(α1 + α2)
[µ+α1 + µ−(α1 + 2α2)],

µ∗
1 =

1

2(α1 + α2)
[µ+(α2 + 2α1) + µ−α2].

(����������)*�� ������ ��+��� ������	� ����	������% ��*����	�

pmax =
α

4
(µ+ � µ−)2,

,'� -��	��������% ��-""	
	��� �����
�������

α =
α1α2

α1 + α2

.
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+���,� ���� 	 	�����	�� �������% �	+� +���������% ������	& 	 ,����+.
������ �����% +�� 	������	% 
������	��! �� �������� � ������ 	�����.
�	! �	'� �	�	�����,� 
����
	���� /	""��	����� �� 	�� ��*� ���,�

�����	��)� '�! ��������� 
��������% ���	 � ��'�� ��������	� '�� ���.
�� 0	'������� '	""��	����� �� 	��

�����������	 
����� � �
��
�����
 ��������
 �����
��

�
�� � ���������
�� ����� �	����� �����	� 	� '��� 0	'�����% �'	��.
����% ���
�������& ���'������� 
���
����'!*�% ���+����%� 1'�� 	�
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� $��� �� %&��'(� ���������)

v0P0 � vrPr = �RT ln xr.

*��	� xr + �������� ���� ��	
����
��� � ��	
����� ,��-����� ��-��	
�
�������� 
� ��� 	
����� �������� ����- π �  �
��� �
� 
�� 	������

����� ������.�# ������
�����# �������� ������ v0 � vr ����� �� "
�� " � /���� 
�"�� ���-����� ����- x1 ������ 0 ���0 ��	
�������"�
����	
��� 1	�� 2
� �������� ������.��� 
� ln xr = ln(1 � x1) � �x1�
3�"��

π = RT
x1

v0
= RTC. %&�4�(

5�������� %&�4�( ��-���0
  ��������� 6��
�7�$$� ��� �	��
���	��"�
���������

6 ������� ��	
��������� 
� ��� 0 	
���� ��������� ��#���
	� ���
	
�� ��	
����
��� 	 ��������� ��� ��0��� 	����� ������ P0� 8� 
���
� 0 	
���� �������� � ������ ������� V ����
	� ����������� ��	�

���� ������
����� ��	
�������"� ����	
�� � ��
���� C� 9������� �
2
�� ������ ���-����� ����- P2: ��	
��� � ��� 	��
�
� ����������
6 	�	
����� �������	��� ��"�� 
�
�� ����- 
��� 0 ����� ����� � �0�
� ���  	
���������
	� ��������� 
����	#������ P0 �� ������� �	��
��
��;��"� �������� π� 6������� �	��
���	��"� �������� 	��-��� 	 �������

������ � ������ � 
��
���
 ���  ��������� 6��
�7�$$�� 6  	�����#�
��"�� ��	
��� � ������ ��������
	�� �������� P2 < P0+π� �
� ��-����


�
�� ��	
����
��� g ����- 
�� 
������� 0 ������� � ,����� 
�����
��0
 ��$$ -������ 
�
�� 
��
������������ ��-��	
� $��
���	��"�
� �������	��"� ��������)

g = α(P0 + π � P2) = α(π �∆P ), %&�4<(

"�� ∆P = P2 �P0� 9��  
������� -�
�	� -��	� � ����� � ��� �	
���-��
��
� �������� ��	#��� ����	
��

,��-����� ����- p1 �����	
� ��	�	�� 
���0��"� ������
��������
��� ��	
���� g1 + ��	#�� 2
�"� ��	
����� C1 + ������
����� ��	
�����
8�������"�� /89 ��	�	�� 
�� ���

p1 = ∆Pg1.
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	�
 ����� �������� ����� ���	���� ����
�
���	�� 
�

����� ����� 	���
��� �	���	 ������	� p2� ������

p2 = (g1 + g)∆P.

���
� �������� ������	� 
 � ! ������� �
""��
����� ��#
�$%

p = p2 � p1 = g∆P = α(π �∆P )∆P, η =
p

g1
=

α(π �∆P )∆P

g1
,

&�� � ! �
""��
����� ��#
�$ ' ����	�� 
���������� 
� � �3 ���(
)��	�
�������&� ���	����*  �
 
�
��	�� �
�	��� ��
�
) ������	� 

� !� �	������$� � ��
�
)� 
�����
 �������$� ����� 
 �
+� 
���	
���������	� !+/(�2 • ,) 
 !+/�3 ���	��	�	�����*
-��
 �� ��
	$��	� ����� ��+�� π 
 ∆P � 	� ������	� ���	
&��	 ���(

�
���� 
�
 ∆P = π/2� 
 �� ���.�
� 
����� �����

p = απ2/4 = α/4 (CRT )2.

��� ��� C < C1� 	� ���
�
�� ������	
 �������� ����#�� ���

p∗ = α/4 (C1RT )2, /0*102

�	� ���	 �)���� ����.� ��� ����
������� ������	
*
3)���� � �������

 /0*102 ��+�� �	���
	�� ���
 ����	�� �	� g,∆P 


C ������$ ���& � ���&�� �����
�� /0*142 
 �������
�� ��	��
�����&�
������� 
� ���	��������� ���
����	�%

(g1 + g)C = g1C1. /0*152

6$���
� C 
 ∆P ����� g 
� �����
� /0*142� /0*152 
 
���	��
� � �$��(
+��
� ��� p 
 η%

C =
g1C1

g1 + g
, ∆P = CRT �

g

α
, /0*112

p = g∆P =
RTC1g1g

g1 + g
�

g2

α
, /0*172

η =
α(π �∆P )∆P

g1
=

RTC1g

g1 + g
�

g2

αg1
. /0*1�2
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� g ��� ���� ��
����� ����� ������� ������ �
���� � ���

�
!"� #�$"�	� ��� �
��%����� �
"�	
�&��'� (�
����� g∗

���
��&(��	�� ����� �( �������) 
 �	���� ���
%����	 ��� p� *������
	
���	�	
 
� g 
������" � �
����"��

g(g1 + g)2 =
αRTg21C1

2
. ������

#���
�+�	 ��
������ ������ � ���	�

g3

g21
+ 2

g2

g1
+ g =

αRTC1

2
����,�

� �-�(�
��	 ��� ��
"���"� 
�
��! �
�"& $"�'� ��
������ ����( M ) 

�'� ��+���� ����( g∗� .�������) �"� ��� ������"�����" ���
����"�
	
0 < g < M. /�������� ��+���� ��
������ ����,� 
�(�����" �"����"&

�����&��! 	�0���"& �����(������ 	
+��� � �
�"� ���"��"�"��!0��
�� ��%�	� *�
������ ������ �
�������" g∗ ��� ��-�
���� (�
����� g1 �
C1) 
 ��
������ ������ 1 C∗ � ∆P ∗�

."	�"�	) �"� "��-��
��� ���
�&���"� �'�
�����
�" (�
����� ���2
���"�
��� �
-���'� �
�"���
3

C = C1
g1

g1 + g
.
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 ������ �������!�� ����������" ��" #��� �$��� � ��������� ��

�
����%��� !����&�����' �
����
���" ���
����� #��
��� �� ��������

������ ���(���
��� ��
�� ��&�)) ����
� � �����" ���(���
�(�) 
��*

�!�
������ !�+���!� ! ������ g2 
�!��� �����(�' � ��!����� ��
�&�)*

+�� �
��� 
�!��� P0�

,�+����% ������


p = p2 � p1 = (g1 + g)∆P21 � g1∆P21 = g∆P21,

���

∆P21 = P2 � P1.

- ������!� ��#���(����� ��������� �����!�" �
���� ��������� ��+*

����� p � 
��$��� g2 
���!�
"����� !�+���!�


η =
p

g2
=

g

g2
∆P21.
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g = α1(P0 + π � P2) = α1(π �∆P20) =

= α2[(P1 + π2)� (P0 + π1)] = α2(∆π21 +∆P10). ������

����� ∆P20 = P2 � P0, ∆π21 = π2 � π1, ∆P10 = P1 � P0� �	������� ������
������������� ������� 
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