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ПРЕДИСЛОВИЕ

Раздел квантовой физики традиционно завершает изуче�
ние курса общей физики в техническом вузе. Современная
квантовая физика в силу своей специфики предполагает,
прежде всего, хорошее владение математическим аппара�
том (дифференциальные уравнения, специальные функции
и др.). Поэтому главной задачей данной книги является соз�
дание «моста» между математическим формализмом кван�
товой механики и ее конкретными практическими прояв�
лениями. Основное внимание уделено физической стороне
рассматриваемых вопросов.

В настоящее время по квантовой физике существует
большой список литературы — от классических курсов для
студентов�физиков и научных работников до популярных
изданий для школьников. Данное пособие позволяет в соот�
ветствии с образовательным стандартом для студентов тех�
нических вузов последовательно охватить идеи квантовой
физики от истоков ее возникновения до использования мак�
роскопических проявлений квантовых законов в электрон�
ной и измерительной технике. Другой задачей данной кни�
ги является попытка органически совместить принципы
теории и практику решения задач. С этой целью к каждой
рассматриваемой теме прилагаются как чисто учебные за�
дачи, так и задачи повышенного уровня, предполагающие
кропотливый анализ изучаемого материала. Предлагаемый
набор задач тесно связан с основным текстом и дает возмож�
ность дополнительно обдумать ряд важных вопросов, кото�
рые не нашли отражения в тексте; к сложным задачам даны
подробные указания и решения.

Книга рассчитана на студентов технических вузов и пре�
подавателей общей физики.
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ПРОБЛЕМЫ

КЛАССИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

Созданное к концу XIX века здание классической физи�
ки было очень стройным. Классическая механика, термо�
динамика, электродинамика, оптика — все эти разделы
выглядели практически законченными. Большинство фи�
зиков было убеждено в том, что о природе известно все,
что можно было узнать, и требовалось только уточнение
некоторых физических констант. Однако наиболее про�
ницательные физики понимали, что в здании классиче�
ской физики есть слабые места. Так, например, У. Томсон
(лорд Кельвин) считал, что на горизонте безоблачного неба
классической физики имеются два темных облачка, одно
из которых связано с неудачными попытками теоретиче�
ского обоснования экспериментальных законов излучения
абсолютно черного тела. Настойчивые попытки преодо�
леть эти затруднения привели к решению проблем, ока�
завшихся непосильными для классической физики. Это
было сделано ценой отказа от привычных представлений
и введения понятий, чуждых духу классической физики.
Так возникла квантовая физика.

В отличие от большинства научных направлений мы
можем назвать точную дату рождения квантовой физики.
Это октябрь 1900 года, когда Макс Планк пришел к за�
ключению, что энергия осциллятора — частицы, колеб�
лющейся около положения равновесия, — изменяется
скачкообразно. Ничего подобного не знала классическая
физика, утверждавшая, что энергия любой механической
системы может изменяться только непрерывно.
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В этой главе мы попытаемся последовательно рассмот&
реть те физические явления, теоретический анализ кото&
рых привел к построению грандиозного, удивительного
по своей красоте здания современной квантовой физики.

1.1.
ТЕПЛОВОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ

Равновесное излучение. Самым распространенным ви&
дом электромагнитного излучения является тепловое из&
лучение за счет внутренней энергии нагретых тел. Это
излучение является единственным видом излучения, ко&
торое может находиться в равновесии с излучающими те&
лами. Все остальные виды излучения являются неравно&
весными. Возможность установления равновесия между
излучением и веществом обусловлена тем, что интенсив&
ность теплового излучения возрастает при повышении тем&
пературы. Если по какой&либо причине равновесие будет
нарушено, например, тело излучает энергии больше, чем
поглощает, то это приведет к понижению температуры. Это
в свою очередь приведет к уменьшению излучаемой телом
энергии, и тогда температура тела будет понижаться до тех
пор, пока количество излучаемой телом энергии не станет
равным количеству поглощаемой энергии. Если равнове&
сие будет нарушено в другую сторону, т. е. тело излучает
энергии меньше, чем поглощает, то температура тела бу&
дет возрастать до установления равновесия.

Интенсивность теплового излучения характеризуется
величиной плотности потока энергии, т. е. энергией, излу&
чаемой единицей площади поверхности тела за единицу вре&
мени, — энергетическая светимость R (Вт/м2). Она являет&
ся функцией температуры. Так как излучение содержит
волны различных частот, то для характеристики энергии,
приходящейся на бесконечно малый интервал частот d�,
вводится понятие спектральной плотности энергетической
светимости (испускательная способность) r� (Дж/м2):

dR� = r�d�, (1.1)

где dR� — величина потока энергии, испускаемой едини&
цей поверхности тела в интервале частот (�, � + d�). Как
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и энергетическая светимость, спектральная плотность силь%
но зависит от температуры тела. Соотношение (1.1) позво%
ляет найти энергетическую светимость по ее спектраль%
ной плотности: �

� �
� � �� �

0

R dR r d �

Естественно, спектральную плотность r� можно выра%
жать и как функцию длины волны излучения r� (Вт/м3):

r�d� = r�d�.

Откуда с учетом связи длины волны и частоты � ��
� �

�

2 c

получаем

� �

�
�

�

2

2
r r

c
� (1.2)

где c — скорость света в вакууме. Последнее соотношение
позволяет перейти от r� к r� и наоборот. При теоретиче%
ских исследованиях для характеристики спектрального
состава теплового излучения обычно применяется вели%
чина r�, а при экспериментальных — r�.

Для характеристики излучения (отражения) света в
заданном направлении вводится понятие яркости L. Яр%
кость определяется как

�
�

�� �

Эd
L

d S
�

���

где d�Э — поток энергии, излучаемой элементарной пло%
щадкой �S, в пределах телесного угла d� в направлении
полярного угла � относительно нормали к площадке �S.
Произведение �Scos� дает проекцию площадки �S на

плоскость, перпендикулярную
направлению излучения, кото%
рое задается полярным углом � и
азимутальным углом � в сфери%
ческой системе координат. Еди%
ницей яркости служит кандела
на квадратный метр (кд/м2). В об%
щем случае яркость различна для
разных направлений: L = L(�, �).
Источники,  яркость  которых
одинакова по всем направлени%

Рис. 1.1
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ям, называются ламбертовскими (подчиняются закону
Ламберта) или косинусными (поток, посылаемый элемен-
том поверхности такого источника, пропорционален cos�).
Для таких источников их энергетическая светимость R и
яркость L связаны простым соотношением. Для его уста-
новления выразим d�Э из определения яркости и учтем,

что � � � � � �
2

dSd d d
r

���  (рис. 1.1):

d�Э = L�Scos�sin�d�d�.

Интегрируя это соотношение по углу � от нуля до 2� и
по углу � от нуля до

�

2
�  получаем

��Э = �L�S.

И так как отношение 
��

�

Э

S
 равно светимости R, то при-

ходим к искомому соотношению

R = �L.

Среди всех тел выделяют так называемое абсолютно
черное тело, которое по определению полностью поглоща-
ет падающее на него излучение всех частот при любых тем-
пературах. Величина спектральной плотности излучения
такого тела обозначается как �

�
r �  Идеализированная мо-

дель абсолютно черного тела полезна тем, что обладает
наиболее простыми закономерностями спектрального со-
става равновесного теплового излучения (его называют
черным излучением). Это излучение является, прежде
всего, изотропным, т. е. одинаковым по всем направле-
ниям. Кроме того, яркость излучения абсолютно черно-
го тела не зависит от направления, т. е. подчиняется за-
кону Ламберта. Абсолютно черных тел, как и других
идеализированных объектов, в природе не существует.
Однако можно создать устройство, очень близкое по сво-
им свойствам к абсолютно черному телу. Это замкнутая
полость с маленьким отверстием (см. рис. 1.2). Если внут-
реннюю стенку такой полости покрыть сажей, то излу-
чение, проникшее внутрь через малое отверстие, после
многократных отражений полностью поглощается. Это,
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конечно, не означает, что из такой полости ничего не выхо$
дит. Если стенки полости поддерживать при некоторой тем$
пературе T, то из отверстия будет выходить излучение, весь$
ма близкое по спектральному составу к излучению абсолют$
но черного тела той же температуры. Разлагая это излучение
каким$либо способом в спектр и измеряя интенсивности его
различных участков, можно экспериментально найти вид
функции �

�r  для разных температур. На рис. 1.3 приведены
результаты таких опытов. Разные кривые относятся к раз$
личным значениям температуры абсолютно черного тела
(T3 > T2 > T1). Площадь под любой кривой равна энергети$
ческой светимости абсолютно черного тела при соответст$
вующей температуре. Из этого рисунка следует, во$первых,
что энергетическая светимость абсолютно черного тела силь$
но растет с температурой (закон Стефана–Больцмана) и, во$
вторых, максимум спектральной плотности излучения с рос$
том температуры сдвигается в сторону более коротких
длин волн (закон смещения Вина).

Рассмотрим теперь эвакуированную полость, стенки
которой поддерживаются при постоянной температуре T.
В равновесном состоянии энергия излучения распределя$
ется в объеме полости с некоторой объемной плотностью
W(T) (Дж/м3). Спектральное распределение этой энергии
можно охарактеризовать функцией w(�, T) (Дж�с/м3), оп$
ределяемой условием, аналогичным (1.1):

dW� = w(�, T)d�,

где dW� — объемная плотность энергии, приходящейся
на интервал частот (�, � + d�). Из термодинамических со$

Рис. 1.2 Рис. 1.3



1. ПРОБЛЕМЫ КЛАССИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 9

ображений следует, что равновесная плотность энергии
излучения W(T) зависит только от температуры и не зави0
сит от свойств стенки полости. Для этого рассмотрим по0
лость, у которой только часть внутренней поверхности
является абсолютно черной. Абсолютно черные стенки
поглощали бы весь падающий на них поток энергии �Э

(Вт) и испускали бы такой же поток энергии. Стенки с

поглощательной способностью a 
��

�
�

Э

э
a� �  ��Э — поглощен0

ный поток энергии) поглотят долю, равную a�Э, и отразят
поток, равный (1 – a)�Э. Кроме того, они излучат поток a�Э,
равный поглощенному потоку. В итоге стенки полости вер0
нут излучению поток энергии, равный (1 – a)�Э + a�Э = �Э,
т. е. тот же поток, какой вернули бы излучению абсолют0
но черные стенки.

Очевидно, равновесная плотность энергии излучения
W(T) должна быть связана с энергетической светимостью
абсолютно черного тела R�. Для этого рассмотрим полость
с абсолютно черными стенками. При равновесии через
каждую точку пространства внутри полости будет прохо0
дить в любом направлении изотропный поток излучения.
Если бы излучение распространялось в одном направле0
нии, то плотность потока энергии j (Вт/м2) в рассматри0
ваемой точке, как известно, была бы равна произведению
объемной плотности энергии W на скорость электромаг0
нитной волны c: j = Wc. В силу изотропности излучения в
пределах телесного угла d� будет течь поток энергии,
плотность которого равна

� �
�4

cWdj d �

где � � � � � �
2

dSd d d
r

���  (см. рис. 1.1). Тогда любой элемент

поверхности полости с площадью �S посылает в пределах
телесного угла d� в направлении, образующем с норма0
лью угол �, поток энергии d�Э, равный

� � �� � � � � � � �
�Э 4

cWd dj S S d d��� ��� ���

(здесь �Scos� — «эффективная площадь» элемента полос0
ти �S в направлении угла � к нормали). Интегрируя по
углу � от нуля до

�

2
 и по углу � от нуля до 2�, находим
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� �

�� � � � � � � � � � �
�� � �

2 2

Э Э

0 0
4 4
cW cd S d d W S

�

��� ��� � (1.3)

С другой стороны, поток энергии, испускаемый пло'
щадкой �S, должен быть равным R��S. Сравнение с (1.3)
дает

�
�

4
cR W�

Так как это равенство должно выполняться для каждой
спектральной составляющей излучения, то

�

�
� �

4
cr w T� � �� (1.4)

Эта формула связывает спектральную плотность энер'
гетической светимости абсолютно черного тела с равно'
весным спектральным распределением объемной плотно'
сти энергии теплового излучения в полости.

Формула Рэлея–Джинса. Теоретическое объяснение
законов излучения абсолютно черного тела имело огром'
ное значение в истории физики — оно привело к понятию
квантов энергии. Понятно, что все экспериментальные
законы для теплового излучения так или иначе связаны с
видом функции �

�
r  или w(�, T).

Общий метод теоретического определения функции
w(�, T) в рамках классической физики, не связанный с
модельными представлениями, был указан лордом Рэле'
ем и более подробно развит Д. Х. Джинсом. Рэлей и Джинс
применили к равновесному тепловому излучению в полос'
ти теорему классической статистической механики о рав'
номерном распределении энергии по степеням свободы.
Согласно этой теореме, в состоянии статистического рав'
новесия на каждое электромагнитное колебание прихо'
дится в среднем энергия, равная двум половинкам kT (k —
постоянная Больцмана). Одна половинка — на электри'
ческую энергию, другая — на магнитную. Эта теорема сво'
дит задачу нахождения функции w(�, T) к определению
числа колебаний электромагнитного излучения в замкну'
той полости.

Поскольку равновесное излучение в полости не зави'
сит от ее формы и материала стенок, то можно считать,
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что полость имеет форму куба со стороной l и идеально
отражающими стенками. Такое излучение будет представ,
лять собой систему гармонических стоячих волн, длина
волны которых много меньше размеров полости �� l. Из
теории стоячих волн хорошо известно, что для постоянст,
ва амплитуды колебаний на длине l должно укладывать,
ся целое число полуволн:

�
� �1 2 3

2
l n n� � � ������

Перепишем это условие через волновое число �
�
�

2k

(не путать с обозначением постоянной Больцмана!). С уче,
том того, что волновое число — это вектор, для его проек,
ций получаем следующие соотношения:

� � �
� � � �1 2 3 1 2 3 1 2 3x y zk n k n k n n n n

l l l
� � � � � � � ������

Интервал изменения волновых чисел �k вдоль любого

направления равен 
�

� � � � � �x y zk k k
l
�  Будем полагать раз,

меры полости настолько большими, что в любом малом
интервале dkx оказывалось множество типов колебаний с
различными kx. Обозначим число этих колебаний через
dN(kx). Очевидно, оно будет равно

� �
� �

x
x x

x

dk ldN k dk
k

� � �

Полное число стоячих волн, у которых проекции вол,
новых векторов находятся в пределах от kx до kx + dkx, от ky

до ky + dky и от kz до kz + dkz, будет равно

� �

� �

� 3
3

3 3x y z
l VdN k dk dk dk d k� � �

где V = l3 — объем полости, d3k = dkxdkydkz — бесконечно
малый объем в 

�

,k пространстве.
Для числа колебаний, у которых модуль волнового век,

тора находится в пределах от k до k + dk, возьмем в 
�

,k про,
странстве тонкий шаровой слой радиусом k и толщиной dk
в положительном октанте пространства волновых чисел.
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Его объем � �
21 4

8kdV k dk�  И тогда число колебаний в ин$

тервале dk становится равным

� �

�

2
3

1 4
8k

VdN k dk�

С учетом связи 
�

�k
v

 (v — фазовая скорость волны) полу$

чаем число волн, частоты которых находятся в интервале
от � до � + d�:

�

� �
�

�

2

2 32
ddN V
v

�

Число же стоячих волн в единичном объеме будет равно

�

�

� �
� �

�

2

2 32
dN ddn

V v
�

Для электромагнитного излучения v = c (c — скорость све$
та в вакууме). Кроме того, нужно учесть, что вдоль задан$
ного направления могут распространяться две волны, по$
ляризованные во взаимно перпендикулярных плоскостях.
Итак, для электромагнитного поля получаем

�

� �
�

�

2

2 3
ddn
c

� (1.5)

Такая же формула получается и для полости любой фор$
мы. Это естественный результат — число стоячих волн с
длиной волны, много меньшей размеров полости не зави$
сит ни от формы полости, ни от вида граничных условий.

Умножив (1.5) на среднюю энергию электромагнитно$
го колебания, равную kT (k — постоянная Больцмана),
получаем

�
� �

�

2

2 3
w T kT

c
� � � �

Тогда с учетом формулы (1.4) выражение для спек$
тральной плотности энергетической светимости абсолют$
но черного тела приобретает вид

�

�

�
�

�

2

2 24
r kT

c
� (1.6)
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Этот результат известен под названием формулы Рэ'
лея–Джинса, хотя он независимо и практически одновре'
менно был получен также Планком из столь же общих, но
несколько других соображений. Планк применил теоре'
му о равнораспределении энергии только к веществу, а не
к излучению, считая вещество состоящим из большого
числа гармонических осцилляторов со средней энергией
��� = kT.

Формула Рэлея–Джинса удовлетворительно согласу'
ется с экспериментальными данными лишь при малых
частотах и резко расходится с опытом при больших часто'
тах (малых длинах волн). Более того, интегрирование (1.6)
по всем частотам от нуля до бесконечности дает бесконеч'
но большое значение энергии излучения (интеграл расхо'
дится при больших частотах). Это означает, что по теории
Рэлея–Джинса тепловое равновесие между излучением и
веществом невозможно (или возможно только при нуле'
вой температуре). Опыт же показывает, что равновесие
между излучением и веществом устанавливается при ко'
нечных значениях энергии излучения.

Полученный Рэлеем и Джинсом результат, по образ'
ному выражению Пауля Эренфеста, получил название
ультрафиолетовой катастрофы, т. е. абсолютно черное
тело должно мгновенно испустить всю свою энергию в виде
импульса коротковолнового излучения. Причина ультра'
фиолетовой катастрофы заключается в том, что в теории
Рэлея–Джинса излучение в полости имеет бесконечное, а
вещество — конечное число степеней свободы. Поэтому в
предположении равномерного распределения энергии по
степеням свободы при тепловом равновесии вся энергия
должна была бы сосредоточиться в излучении.

Формула Планка. С точки зрения законов классиче'
ской физики вывод формулы Рэлея–Джинса являлся без'
упречным, но, тем не менее, приводил к неверному резуль'
тату, резко расходящемуся с опытом.

В 1900 году Планку удалось найти вид функции �

�
r �  в

точности соответствующий опытным данным. Пытаясь
найти выход из сложившегося положения, Планк понял,
что единственная возможность правильного объяснения
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законов теплового излучения состоит в предположении,
что электромагнитное излучение должно испускаться дис)
кретными порциями энергии (квантами), величина кото)
рых пропорциональна частоте излучения:

� = ��.

Если излучение испускается порциями ��, то его
энергия �n должна быть кратной этой величине �n = n��
(n = 0, 1, 2, ...). Коэффициент пропорциональности � по)
лучил впоследствии название постоянной Планка и его
значение, полученное из различных опытных данных, со)
ставляет

� = 1,054�10–34 Дж�с.

Кроме постоянной � часто используется величина h = 2��,
являющаяся коэффициентом пропорциональности меж)
ду энергией � и частотой �: � = h�. В механике есть вели)
чина, имеющая такую же размерность, ее называют дей)
ствием. Поэтому постоянную Планка иногда называют
квантом действия.

Введенное Планком квантование энергии излучения
легко разрешает парадокс Рэлея–Джинса. Нагретые стен)
ки полости можно условно заменить набором излучателей
(осцилляторов) всевозможных частот. Излучатели малой
частоты будут вести себя так, как полагается по законам
классической статистической физики, для них скачкооб)
разность энергии не существенна. Каждое из этих колеба)
ний имеет энергию kT. Но излучатели, имеющие большую
частоту, для которых ��� kT, почти все будут находить)
ся в состоянии с наименьшей энергией. Чтобы возбудить
их, необходимо передать им энергию ��, а это, согласно
законам классической статистической физики, маловеро)
ятно. По закону Больцмана, вероятность приобрести энер)

гию �� пропорциональна � ��
�
�

kT
��� �  что составляет очень

малую величину. Так что возбужденной окажется лишь
малая часть таких излучателей. Излучатели высокой час)
тоты оказываются «замороженными» в состоянии с ми)
нимальной энергией и вносят малый вклад в энергию из)
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лучения. Таким образом, ультрафиолетовая катастрофа
равновесному тепловому излучению не грозит.

Для получения правильного выражения для средней
энергии колебаний электромагнитного излучения обра3
тимся к распределению Больцмана. Согласно этому рас3
пределению, вероятность Pn того, что энергия колебаний
частоты � имеет значение �n = n�� (n = 0, 1, 2, ...), опреде3
ляется выражением

�� �
�� �

� �	 	
�� �

�� �
� ��

n

n
n

n

n

N kTP
N

kT

���

�

���

где Nn — число осцилляторов, находящихся в состоянии
с энергией �n; N — полное число осцилляторов. Тогда сред3
нее значение энергии колебаний можно определить как

� �

� �

�

�

�

�

�
� �

��� � � �
�

�

�
�

�

�
�

�

0

0

n
n n

n

nn
kT

P
n
kT

���

�

���

Введем переменную 
�

� �
�x
kT

 и допустим, что x может из3

меняться непрерывно. Тогда выражение для ��� можно за3
писать иначе

�

�

�

�

�

�

�

��� � � � � � �

�

�
�

�

� �
0

0

0

n

n

n

n nx
d nx

dx
nx

���� �

�� ���� ��

���� �

(1.7)

Под знаком логарифма стоит сумма членов бесконечной
геометрической сходящейся прогрессии. Значение этой
суммы равно [1 – exp(–x)]–1. Подставив это значение в (1.7)
и выполнив дифференцирование, получаем выражение
для средней энергии излучения частоты �:

� �
�

��� �
�

�

�

� 1
kT

�

���

(1.8)
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Если бы энергия изменялась непрерывно, а это было
бы при �� 0 (именно так и обстоит дело в классической
физике), то легко убедиться, что выражение (1.8) соответ3
ствовало бы классической теореме о равнораспределении
энергии ��� = kT. Умножив ��� по формуле (1.8) на число
колебаний в интервале частот d� (формула (1.5)), получа3
ем выражение для спектральной плотности энергии еди3
ничного объема:

� �
� �

� �

��
�

�

�

2

2 3
1

w T
c

kT

� � � �

���

(1.9)

Cоответственно с этим определяем спектральную плот3
ность энергетической светимости абсолютно черного тела

� �
�

�

�
�

��
�

�

�

3

2 2
1

4 1
r

c
kT

�

���

(1.10)

Выражения (1.9) и (1.10) называются формулами План3
ка. Эти выражения точно согласуются с эксперименталь3
ными данными во всем диапазоне частот от нуля до беско3
нечности и при любых температурах. Гораздо позднее (1926)
для обозначения кванта излучения Дж. Льюисом был вве3
ден термин фотон. Использование этого понятия позволяет
легко получить формулу Планка, описывающую спектр из3
лучения абсолютно черного тела (иногда бывает полезно по3
смотреть на одно и то же соотношение с разных сторон).

Для этого рассмотрим некоторую полость, находящую3
ся в тепловом равновесии с излучением ее атомов. Допус3
тим, что каждому электромагнитному колебанию часто3
ты � соответствует определенное количество атомов с дву3
мя энергетическими состояниями, отличающимися на
энергию � = ��. Состояние с меньшей энергией назовем
«основным», с бо ´льшей — «возбужденным». Пусть Nосн

и Nвозб — средние числа атомов в основном и возбужден3
ном состояниях; тогда для теплового равновесия при тем3
пературе T из статистической механики следует

� � � �� �
� � � �

�возб

осн

N
N kT kT

��� ��� � (1.11)
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Каждый атом в основном состоянии может поглотить
фотон и перейти в возбужденное состояние (рис. 1.4а), и
каждый атом в возбужденном состоянии может испустить
фотон и перейти в основное состояние (рис. 1.4б). Количе0
ство поглощательных переходов пропорционально числу
атомов в основном состоянии Nосн, вероятности данного
перехода P, зависящей от свойств атомов, и интенсивно0
сти падающего излучения, т. е. среднему числу фотонов
�n�, находящихся в состоянии с частотой �. Количество
же переходов атомов из возбужденного состояния в ос0
новное (спонтанных переходов) пропорционально чис0
лу атомов в возбужденном состоянии Nвозб и вероятно0
сти данного перехода, равной вероятности поглощатель0
ного перехода P. Спонтанное излучение не зависит от
интенсивности падающего света. Эйнштейн первый по0
нял, что только этих двух переходов недостаточно для
установления равновесия между излучением и веществом
(«вещество поглощает, сколько дадут, а излучает, сколь0
ко может»). Он предположил, что существуют испуска0
тельные переходы третьего типа, зависящие от интенсив0
ности падающего излучения. Такие переходы сопровож0
даются индуцированным или вынужденным излучением
той же частоты, что и падающее излучение (рис. 1.5). Чис0
ло таких переходов пропор0
ционально числу атомов в воз0
бужденном состоянии Nвозб,
вероятности данного перехо0
да P и интенсивности падаю0
щего излучения (т. е. средне0
му числу фотонов в состоянии
с частотой �).

Рис. 1.4

а б

Рис. 1.5
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Итак, число переходов из основного состояния в воз%
бужденное равно

�N (осн � возб) = Nосн � P � �n�,

а число переходов из возбужденного состояния в основное
в сумме составит

�N (возб � осн) =
= Nвозб � P + Nвозб � P � �n� = Nвозб � P � (1 + �n�).

При равновесии число переходов в обоих направлени%
ях должно быть одинаковым (при равновесии каждый
процесс должен быть уравновешен противоположным про%
цессом, это так называемый принцип детального равнове%
сия). Отсюда следует

Nосн � P�n� = Nвозб � P(1 + �n�).

После сокращения на одинаковую вероятность P получаем

Nосн�n� = Nвозб(�n� + 1).

Сопоставляя это с (1.11), имеем

� �� � �
� �

� � �

�

1
n

n kT
��� �

Откуда находим среднее число фотонов в любом состоя%
нии с частотой � при тепловом равновесии в полости

� �
� � �

�
�

�

1

1
n

kT

�

���

Поскольку энергия каждого фотона � = ��, то средняя
энергия фотонов будет равна

� �
�

��� � �� � �
�

�

�
�

� 1
n

kT

�

���

т. е. приходим к планковской формуле (1.8).
Найдем теперь выражение для энергетической свети%

мости абсолютно черного тела (расчет именно этой вели%
чины поставил крест на формуле Рэлея–Джинса!).
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� �
� �

� �
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� �
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��
�

� �
�

�

3

2 2
0 0

4 1

dR r d
c

kT

�

���

За счет наличия экспоненты в знаменателе этот интеграл

уже не расходится. Введя безразмерную переменную 
�

�
�x
kT

�

для R� получаем

� �
�

�
�

� �
�

�

�

4 3

2 2
0

4 1x
kT x dxR

c e
�

Значение этого интеграла равно �
4

15
 (см. приложение).

Подставляя это значение в последнее выражение, прихо7
дим к закону Стефана–Больцмана:

R� = �T4,

где 
�

� �

�

2 4

2 360
k

c
— постоянная Стефана–Больцмана. После

подстановки всех констант получаем �= 5,67�10–8 Вт/(м2К4),
что прекрасно согласуется с экспериментальным значени7
ем. Если тело не является абсолютно черным, то закон
Стефана–Больцмана записывают в виде

R = ��T4,

где � < 1 называют степенью черноты тела.
Кроме того, из формулы Планка можно получить и

закон смещения Вина. Для этого необходимо воспользо7
ваться формулой (1.2), позволяющей перейти от спек7
тральной плотности энергетической светимости абсолют7
но черного тела как функции частоты �

�
r  к спектральной

плотности как функции длины волны �
�r �  Затем продиф7

ференцируем �
�r  по � и положим производную равной

нулю. В итоге, введя переменную 
�

�
�

�2 cx
kT

���

�  где �max —

значение длины волны, которой соответствует максимум
спектральной плотности энергетической светимости �

�r �

получаем трансцендентное уравнение

xex – 5(ex – 1) = 0.
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Его корень x � 4,965. Следовательно,

�
� � �

�2
4 965

cT b
k���

�

�

где b — постоянная закона смещения Вина. Подстановка
значений �, c и k дает для b величину, совпадающую с экс-
периментальным значением

b = 2,90�10–3 м�К.

В заключение заметим, что формула Планка была не
только самой первой формулой, но и самой первой мыс-
лью квантовой механики, и она явилась великолепным
ответом на все недоумения предшествующих десятилетий.

1.2.
СВЕТОВЫЕ КВАНТЫ. ФОТОЭФФЕКТ

При выводе своей формулы для равновесного теплово-
го излучения Планк ввел немыслимую для классической
физики гипотезу о том, что излучение и поглощение света
веществом происходит не непрерывно, а конечными пор-
циями, квантами. Причем Планк полагал, что квантовые
свойства света проявляются только при взаимодействии
света с веществом. Распространение же света в простран-
стве происходит непрерывно и подчиняется классическим
уравнениям Максвелла для электромагнитного поля.

Более радикальная и законченная форма была пред-
ложена Эйнштейном, который пришел к представлению
о том, что и распространение света в пространстве проис-
ходит отдельными порциями; причем энергия каждой та-
кой порции определяется формулой Планка � = ��. Такие
порции (частицы) позднее получили название квантов све-
та, или фотонов. Своеобразие формулы � = �� проявляет-
ся в том, что по классическим представлениям энергия
должна быть связана не с частотой, а с амплитудой коле-
бания. В актах взаимодействия с веществом фотоны мо-
гут поглощаться, испускаться и рассеиваться. При этом
должны выполняться законы сохранения энергии и им-
пульса. Но в отличие от обычных частиц для фотонов не
существует закона сохранения числа частиц.
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Одним из явлений, подтверждающих гипотезу фото)
нов, является фотоэлектрический эффект, обнаруженный
в 1887 г. Г. Герцем. Основополагающие исследования фо)
тоэффекта, проведенные А. Г. Столетовым и другими фи)
зиками, показали, что при освещении поверхности веще)
ства происходит вырывание электронов (фотоэлектронов).
По этой причине данный эффект был назван внешним фо)
тоэффектом. Принципиальная схема усовершенствован)
ного прибора Столетова приведена на рис. 1.6. Свет, про)
никающий через кварцевое окошко Кв (оно пропускает и
ультрафиолетовые лучи), освещает катод К, находящий)
ся в эвакуированном баллоне. Испускаемые катодом элек)
троны под действием электрического поля движутся к
аноду А. В результате появляется фототок, измеряемый
гальванометром G. Установка позволяла изменять поляр)
ность и величину напряжения U между анодом и катодом
с помощью потенциометра П.

Если при неизменных интенсивности и частоте падаю)
щего света изменять напряжение U, то зависимость фото)
тока I от U (вольтамперная характеристика) отображает)
ся кривой, представленной на рис. 1.7. Видно, что при не)
котором напряжении фототок достигает насыщения. Это
происходит тогда, когда все электроны, вырванные све)
том с поверхности катода, достигают анода. Дальнейшее
повышение напряжения не меняет силу тока: она опреде)
ляется только количеством электронов, испускаемых ка)
тодом в единицу времени.

Рис. 1.6 Рис. 1.7

ЗЗ
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Пологий ход кривой I(U) свидетельствует о том, что
вырываемые из катода электроны имеют разные скоро-
сти, и даже при U = 0 есть электроны, которые «самостоя-
тельно» достигают анода. Для обращения тока в нуль тре-
буется задерживающее напряжение UЗ, которое определя-
ется условием

�

2
З

1
2 mmv eU �

где vm — максимальная скорость фотоэлектронов. Таким
образом, измерив UЗ, можно определить максимальное
значение скорости фотоэлектронов.

В 1914 г. Э. Мейером и В. Герлахом были проведены
эксперименты по фотоэлектрическому эффекту на мель-
чайших частицах металлической пыли. В результате об-
лучения ультрафиолетовым светом происходило освобо-
ждение фотоэлектронов, так что частички металла ока-
зывались заряженными положительно. Преимущество
такой постановки опыта состоит в том, что при этом мож-
но наблюдать сам процесс появления заряда на металличе-
ских пылинках. Для этого нужно только заставить их па-
рить в электрическом поле, как это делалось в капельном
методе Милликена при определении элементарного элек-
трического заряда e.

Каждый акт фотоизлучения электрона проявляет себя
в ускорении, приобретаемом частичкой металла благода-
ря увеличению ее заряда.

Проведенные экспериментальные исследования позво-
лили сформулировать законы внешнего фотоэффекта:
� максимальная начальная скорость фотоэлектронов

зависит от частоты света и не зависит от его интенсив-
ности;

� для каждого вещества существует так называемая
«красная граница» фотоэффекта, т. е. минимальная
частота света �0, при которой еще возможен фотоэф-
фект. Величина �0 зависит от химической природы ве-
щества и состояния его поверхности;

� фототок насыщения пропорционален освещенности
катода (число вырываемых фотоэлектронов в единицу
времени пропорционально интенсивности света);
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� фотоэффект практически безынерционен. Именно на
такой безынерционности основаны практически все
научно(технические применения фотоэффекта.
Эти зависимости никак не укладываются в рамки клас(

сических представлений с волновой точки зрения. Если
рассматривать взаимодействие свободного электрона в
металле с электромагнитной волной, то приобретаемая им
энергия (или скорость) должна возрастать с интенсивно(
стью падающего света, а никак не с частотой. Если же элек(
трон связанный, то зависимость энергии электрона от час(
тоты падающего света должна носить более сложный ре(
зонансный характер.

Другое резкое расхождение с опытом получается, если
оценить время возникновения фотоэффекта от начала ос(
вещения с волновой точки зрения. Пусть источник излу(
чения является точечным с мощностью P = 100 Вт. Тогда
количество упавшей на атом за время t энергии на рас(

стоянии r от источника будет порядка � ��
�

24
P t
r

�  где � —

поперечное сечение атома. Возьмем для примера цинк.
Среднее расстояние между атомами цинка можно принять

равным 
�� �� � ��� 	

1
3

A
d

N
�  где � = 65�10–3 кг/моль — молярная

масса, � = 7�103 кг/м3 — плотность. Тогда сечение � � d2 �
� 6�10–20 м2. Полагая r � 1 м, получаем, что для накопле(
ния энергии, достаточной, чтобы преодолеть работу вы(
хода A � 3,74 эВ, необходимо время t > 1 с (работой выхо(
да называют наименьшую энергию, которую необходимо
сообщить электрону для того, чтобы удалить его из твердо(
го или жидкого тела в вакуум). Если же учесть, что фото(
элементы реагируют на значительно более слабые световые
потоки, чем в нашем примере, то и запаздывание фотоэф(
фекта может значительно превысить одну секунду.

Еще более убедительные оценки времени возникнове(
ния фотоэффекта можно получить из экспериментов Мей(
ера и Герлаха. Если считать, что падающий свет действи(
тельно представляет собой переменное электромагнитное
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поле, то нетрудно вычислить, зная размер пылинок, то
время, в течение которого частичка металла поглотит дос(
таточное для выброса электрона количество энергии. По
порядку величины это время должно составлять несколь(
ко секунд. Если бы правильной оказалась классическая
теория света, то фотоэлектрон никоим образом не смог бы
покинуть пылинку раньше, чем через несколько секунд
после начала облучения. И уж совершенно не понятно на(
личие красной границы фотоэффекта с волновой точки
зрения.

В 1905 г. А. Эйнштейн показал, что все закономерно(
сти фотоэффекта легко объясняются, если предположить,
что свет поглощается такими же порциями (квантами) ��,
какими он, по мысли Планка, испускается. Таким обра(
зом, электрон накапливает энергию не постепенно, а по(
лучает ее сразу в результате единичного акта неупругого
столкновения. Это сразу объясняет безынерционность фо(
тоэффекта.

По идее Эйнштейна, энергия, полученная электроном
от кванта света ��, расходуется, прежде всего, на совер(
шение работы выхода. Если электрон освобождается све(
том не у самой поверхности, то часть энергии E� может
быть потеряна вследствие случайных столкновений в ве(
ществе. Остаток энергии кванта превращается в кинети(
ческую энергию электрона, покинувшего вещество, кото(
рая будет максимальной, если положить E� = 0. В этом слу(
чае выполняется закон сохранения энергии

� � �� 21
2 mmv A� (1.12)

Это уравнение называется уравнением Эйнштейна для
внешнего фотоэффекта в одноэлектронной и однофотон(
ной модели. Соотношение (1.12) утверждает, что макси(
мальная скорость фотоэлектронов зависит только от час(
тоты падающего излучения, а не от его интенсивности (при
прочих равных условиях). Кроме того, в случае, когда ра(
бота выхода превышает энергию кванта ��, электроны не
могут покинуть металл. Следовательно, существует ми(
нимальная частота, при которой еще возможен фотоэф(
фект. Ее значение определяется формулой
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� �

��
0 2

A
�

Соответственно для длины волны света получаем условие:
�

� � � �
�

0
2 c

A
�

Для рентгеновского излучения энергия светового кван)
та h� велика по сравнению с работой выхода (т. е. �� �0).
В этом случае в уравнении (1.12) можно пренебречь рабо)
той выхода и записать

� �
21

2 mmv h � (1.13)

Или с учетом формулы �

2

2
mveU �

eU = h�,

где eU — энергия электрона, выраженная через ускоряю)
щее напряжение U. Эта формула справедлива не только
для прямого фотоэффекта, в котором энергия световых
квантов переходит в кинетическую энергию электрона.
Она относится и к обратному фотоэффекту, в котором рент)
геновские кванты получаются за счет кинетической энер)
гии электронов, бомбардирующих металл. Такой процесс
наблюдается в рентгеновских трубках. В этом случае фор)
мула (1.13) определяет максимальную частоту, с которой
испускаются рентгеновские лучи антикатодом при задан)
ном напряжении на рентгеновской трубке. Значение же
минимальной длины волны (коротковолновой границы)
рентгеновского излучения определяется формулой

� �
hc
eU��� �

Коротковолновая граница рентгеновского излучения не
зависит от материала антикатода, а определяется только
напряжением на трубке. Ее измерение дает один из самых
точных методов определения постоянной Планка.

При не слишком больших плотностях падающего на
металл излучения электрон получает энергию от одного
фотона. Поэтому такой процесс и был назван однофотон)
ным. С появлением лазеров стало возможным наблюдать
нелинейные особенности фотоэффекта. Если интенсив)
ность света достаточно велика, то электрон, прежде чем
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покинуть металл, успевает столкнуться не с одним, а с не#
сколькими фотонами (многофотонный процесс). В этом
случае вместо (1.12) следует написать

� � �� 21
2 mN mv A�

Соответственно красная граница фотоэффекта смещается
в сторону более длинных волн (увеличивается в N раз).
Длинноволновая граница многофотонного фотоэффекта
надежно зафиксирована при N = 2, 3, 4, 5 для различных
металлов (Na, Ag, Au и др.), а также для полупроводников.

1.3.
ОПЫТ БОТЕ. ФОТОНЫ

Теоретическое объяснение законов теплового излуче#
ния, внешнего фотоэффекта и сплошного рентгеновского
излучения оказалось возможным благодаря идее о том,
что свет испускается и поглощается квантами с энергией
��. Наиболее же непосредственным подтверждением идеи
Эйнштейна о том, что и при распространении в простран#
стве свет ведет себя как поток квантов (фотонов), явился
опыт Боте.

Тонкая металлическая фольга Ф (рис. 1.8) освещалась
слабым рентгеновским излучением (РИ), под действием
которого она сама становилась источником рентгеновских
лучей (это явление называется рентгеновской флуоресцен#
цией). Вторичное рентгеновское излучение фиксировалось

двумя газоразрядными счет#
чиками  Сч,  связанными  с
особыми механизмами М, ко#
торые делали отметку на дви#
жущейся ленте Л.

Если бы, как это следует
из волновых представлений,
вторичное излучение равно#
мерно распространялось во
все стороны, то оба счетчи#
ка должны были бы сраба#
тывать одновременно и от#
метки на ленте находилисьРис. 1.8
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одна против другой. В опыте же Боте наблюдалось совер(
шенно беспорядочное расположение меток. Это можно
объяснить только тем, что вследствие малой интенсивно(
сти первичного пучка фольга испускает малое количество
квантов и в отдельных актах испускания вторичного рент(
геновского излучения возникают частицы, летящие то в
одном, то в другом направлении. Как уже отмечалось ра(
нее, такие частицы получили название фотонов.

Проявление квантовых свойств света в актах испуска(
ния и поглощения еще не говорит о том, что и сам свет
проявляет квантовые свойства. Если, например, течение
жидкости разбивается на порции каким(либо клапаном,
то это, естественно, не означает, что сама эта жидкость
состоит из отдельных порций.

Идея фотонов не являлась простым возвратом к нью(
тоновской корпускулярной теории света. Это видно уже
из того, что фотонам свойственна интерференция и ди(
фракция. Они обладают не только корпускулярными, но
и волновыми свойствами. В этом проявляется так назы(
ваемый корпускулярно(волновой дуализм (двойствен(
ность). И хотя наше воображение не в состоянии создать
образ, обладающий одновременно свойствами и частицы
и волны, тем не менее, с этим приходится мириться. Так
устроен мир!

Если фотон обладает энергией, то в соответствии с тео(
рией относительности он должен обладать и импульсом.
Для установления этой связи обратимся к основным соот(
ношениям теории относительности для свободно движу(
щейся частицы:

� � �

� �2 2 2 2 4
2

EE p c m c p v
c

� � (1.14)

Здесь E — энергия, 
�

p — импульс, m — масса, 
�

v — ско(
рость частицы. Из этих соотношений нетрудно выразить
значение энергии и импульса через массу частицы и ее
скорость:

� �

� �

�

�
2

2 2

2 2
1 1

mc mvE p
v v
c c

� �
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Так как фотон движется со скоростью v = c, то из (1.14)
находим, что энергия фотона � связана с его импульсом p
соотношением

� = pc

(точно такая же связь существует для энергии и импульса
электромагнитной волны). Кроме того, из соотношений
(1.14) следует, что если фотон (или любая другая частица)
движется со скоростью v = c, то его масса равна нулю, и
наоборот. То есть для фотона нет системы отсчета, где он
покоится, покой ему «только снится».

Соотношение � = pc позволяет выразить импульс фо9
тона через частоту � и соответственно через волновое чис9

ло 
� �

� �
�

2k
c

 (� — длина волны)

� �
� � �

�
�p k

c c
�

Так как фотон летит в направлении распространения элек9
тромагнитной волны, то направления импульса

�

p  и вол9
нового вектора

�

k  совпадают. Следовательно,

�

��
�p k�

Непосредственным подтверждением наличия импуль9
са у фотона является, например, давление света. Пусть по
направлению нормали к стенке на единичную площадь в
единицу времени падает n фотонов. Из них часть � � n от9
ражается, а (1 – �)n поглощается (� � 1 — коэффициент
отражения). От каждого отраженного фотона стенка по9
лучает импульс, равный удвоенному импульсу фотона

�2 h
c

�  а от поглощенного фотона — 
�h

c
�  Таким образом,

полный импульс, полученный стенкой от всех фотонов,
равен

� �
� � � ��

2 1h hp n n
c c

� � �

С учетом того, что давление P — это импульс, полученный
стенкой за единицу времени, для давления получаем

�
� ��1nhP

c
� ��
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Произведение nh� дает энергию, падающую на стенку за
единицу времени. А это есть интенсивность света I. Таким
образом, давление света на стенку равно

� ��1IP
c
� ��

В электромагнитной теории света получается точно
такое же выражение для давления света. Измерить давле4
ние света впервые удалось П. Н. Лебедеву (1900). Его из4
мерения дали значение, согласующееся с теоретическим с
точностью до 20%. Позднее эти измерения повторил Гер4
лах в 1923 г., достигнув точности до 2%.

При взаимодействии фотонов с электронами вещества
должны выполняться законы сохранения энергии и им4
пульса. При этом свободный электрон может только рас4
сеивать, но не испускать или поглощать фотон. Чтобы по4
нять это, рассмотрим с точки зрения законов сохранения
энергии и импульса процесс поглощения фотона свобод4
ным покоящимся электроном. Из закона сохранения энер4
гии следует

�� � �� 2 2 2 2mc c p m c �

где p — импульс электрона после поглощения фотона.
В силу закона сохранения импульс электрона должен быть

равным импульсу поглощенного фотона 
�

�
�p
c

�  После

подстановки этого значения в закон сохранения энергии
и возведения в квадрат приходим к равенству 2�� � mc2 = 0,
что, очевидно, невозможно, так как ни �, ни m не равны
нулю. В силу эквивалентности различных инерциальных
систем отсчета получаем, что и движущийся свободный
электрон не способен поглотить фотон. Нетрудно понять,
что свободный электрон не имеет права и излучать фотон
(этот процесс является обратным поглощению).

Полученный результат в некотором смысле тривиален.
Наше доказательство молчаливо предполагало, что масса
электрона до и после взаимодействия остается той же са4
мой. Это значит, что внутреннее состояние электрона при
этом не изменяется. В этом случае полная энергия элек4
трона при испускании фотона может только возрастать за
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счет отдачи во время испускания. Испущенный фотон, в
свою очередь, несет положительную энергию. И если бы
испускание фотона было возможно, то оно сопровожда1
лось бы нарушением закона сохранения энергии.

В то же время в предыдущем параграфе при доказа1
тельстве законов фотоэффекта мы полагали, что свобод1
ный электрон может полностью поглотить фотон. Не про1
тиворечит ли это только что доказанному утверждению о
невозможности поглощения или испускания фотона сво1
бодным электроном? На самом деле никакого противоре1
чия нет. Оно возникает из1за неудачной терминологии.
«Свободный электрон в металле» на самом деле не свобо1
ден. Для электрона металл является потенциальной ямой.
И фотон взаимодействует не только с электроном, но и со
всем металлом в целом. Импульс фотона воспринимается
как электроном, так и металлом, энергия же фотона пере1
дается только электрону, так как масса металла может
считаться бесконечно большой. Напротив, упругое рассея1
ние фотона свободным электроном (или который может
считаться таковым) вполне возможно; это наблюдается
при так называемом эффекте Комптона.

1.4.
ЭФФЕКТ КОМПТОНА

В 1923 г. А. Комптон, исследуя рассеяние рентгенов1
ских лучей различными веществами, обнаружил, что в
рассеянных лучах вместе с излучением первоначальной
длины волны � содержится также излучение большей дли1

ны волны �� > �. Разность
длин волн �� = �� – � зависе1
ла только от угла рассеяния
по отношению к направле1
нию исходного пучка рент1
геновских лучей и не зави1
села от природы рассеиваю1
щего вещества.

Схема опыта Комптона
приведена на рис. 1.9. Выде1Рис. 1.9
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ляемый диафрагмами Д узкий  пучок  рентгеновских лу+
чей от рентгеновской трубки Ртр направляли на рассеи+
вающее вещество РВ. Спектральный состав прошедшего
через вещество излучения исследовали с помощью рент+
геновского спектрографа.

При рассеянии веществами, находящимися в начале
таблицы Менделеева (Li, Be, B, ...), практически все рас+
сеянное излучение имеет смещенную длину волны. С ро+
стом атомного номера рассеивающего вещества все боль+
шая часть излучения рассеивается без изменения длины
волны. Изменение длины волны при рассеянии вещест+
вом никак не укладывается в рамки классической физи+
ки. По известным законам взаимодействия электромагнит+
ного излучения с веществом ни+
какого изменения длины волны
вообще не должно быть.

Для объяснения закономер+
ностей эффекта Комптона обра+
тимся к квантовой природе све+
та и будем рассматривать рассея+
ние как упругое столкновение
рентгеновских фотонов с прак+
тически свободными покоящи+
мися электронами. Пусть на неподвижный свободный
электрон налетает фотон с энергией �� и импульсом

�
�k

(рис. 1.10). Энергия электрона до столкновения равна mc2

(m — масса электрона). После столкновения электрон при+
обретает импульс

�

p  и энергию �
2 2 2c p m c �

 Энергия и
импульс фотона также изменяются и становятся равны+
ми ��� и �

�

�k �  Запишем теперь законы сохранения энергии
и импульса для этой системы:

��� � � � �

�� �

� �
� ��

� �

2 2 2 2mc c p m c

k p k

�

�

Поделим первое из этих равенств на c и учтем, что 
�
� k

c
�

Тогда получаем

�� � � �� 2 2 2k k mc p m c� � � (1.15)

Рис. 1.10
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Кроме того, из рис. 1.10 следует:

p2 = (�k)2 + (�k�)2 – 2(�k)(�k�)cos�. (1.16)

После возведения в квадрат равенства (1.15) с учетом (1.16)
приходим к уравнению

2�(k – k�)mc = 2�2kk�(1 – cos�).

Откуда
� � � �

�

�1 1 1
k k mc

� ��� � �

Наконец, учитывая, что 
�
� �

2
k

�  получаем окончательно

�� = �� – � = �C(1 – cos�),

где 
�

� �
�2

C mc
— комптоновская длина волны частицы с

массой m, на которой происходит рассеяние рентгеновско4
го излучения. В нашем случае это комптоновская длина
волны электрона.

При рассеянии фотонов на сильно связанных с атома4
ми электронах обмен энергией и импульсом происходит с
атомом как единой частицей. И так как масса атома мно4
го больше массы электрона, комптоновское смещение мало
и �� практически совпадает с исходной длиной волны. С ро4
стом атомного номера рассеивающего вещества увеличи4
вается относительное число электронов с сильной связью,
что и обусловливает наблюдаемое на опыте ослабление
смещенных линий в рассеянном излучении.

1.5.
СТРОЕНИЕ АТОМА

До сих пор мы занимались в основном вопросами взаи4
модействия излучения с веществом. Понятно, что эти про4
блемы должны быть тесно увязаны со строением атомов и
молекул. Ведь само излучение и рождается в их недрах.
Но прежде чем переходить к вопросам о строении атома,
естественно начать с введения подходящих единиц изме4
рения. Неразумно измерять радиус атома в метрах или
скорость электрона в километрах в час, необходимо най4
ти подходящие единицы. Уже из одного такого введения
единиц сразу же возникают важные следствия.
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Так, из заряда электрона e и его массы m нельзя соста&
вить величину, имеющую размерность длины. Это зна&
чит, что в классической физике атом невозможен — элек&
трон не может двигаться стационарно. Положение изме&
нилось с появлением постоянной Планка �. Эта величина
имеет размерность энергии, умноженной на время. Это
позволяет составить величину, имеющую размерность

длины �

�
0 2

a
me

 (в гауссовой системе единиц). Если в это

соотношение подставить значения входящих сюда посто&
янных, то получается величина порядка размеров атома
a0 � 0,5�10–8 см. Так из простой размерной оценки нашел&
ся размер атома.

Величина
�

2e  имеет размерность скорости, она прибли&

зительно в сто раз меньше скорости света c. Если поделить
эту величину на скорость света, получится безразмерная

величина � � �

�

2 1
137с

e
�  характеризующая взаимодействие

электрона с электромагнитным полем. Эта величина по
некоторым соображениям получила название постоянной
тонкой структуры.

Ключом к открытию строения атомов явилось изуче&
ние атомных спектров. Прежде всего, было замечено, что
излучение невзаимодействующих атомов состоит из от&
дельных спектральных линий. В соответствии с этим
спектр испускания атомов называется линейчатым. От&
дельные линии в спектрах атомов расположены не беспо&
рядочно, а объединяются в группы или серии линий. От&
четливее всего это проявляется в спектрах простейшего
атома — атома водорода. Частоты линий излучения ато&
ма водорода могут быть точно представлены обобщенной
формулой Бальмера

� �� � �
2 2

1 1R
n m

� (1.17)

где R � 2,07�1016 с–1 — постоянная Ридберга, n и m — це&
лые числа, не равные нулю. При n = 1 (m = 2, 3, 4, ...)
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наблюдается так называемая серия Лаймана, располагаю)
щаяся в ультрафиолетовой части спектра, при n = 2 (m = 3,
4, 5, ...) — серия Бальмера в видимой части спектра, при
n = 3 (m = 4, 5, 6, ...) — серия Пашена в инфракрасной час)
ти спектра и т. д.

Согласно классическим представлениям, атом может
испускать монохроматическую волну (т. е. отдельную спек)
тральную линию), если электрон в излучающем атоме яв)
ляется гармоническим осциллятором. В 1903 г. Дж. Том)
сон предложил модель атома, согласно которой атом пред)
ставляет собой равномерно заряженный положительным
зарядом шарик, внутри которого колеблется электрон (сам
атом в целом электрически нейтрален). Однако в дальней)
шем выяснилась несостоятельность этой модели. Связано
это прежде всего с тем, что при колебаниях электрон за
счет электромагнитного излучения должен излучать не
монохроматическую волну и, в конце концов, колебания
должны исчезнуть. Более удачная модель атома была пред)
ложена Э. Резерфордом в 1911 г. Основываясь на опытах
по рассеянию �)частиц тонкими слоями вещества, Резер)
форд пришел к ядерной модели атома. Согласно этой мо)
дели, атом представляет собой систему зарядов, в центре
которой находится тяжелое ядро с зарядом Ze (Z — поряд)
ковый номер элемента по таблице Менделеева) и размера)
ми, превышающими 10–13 см. Вокруг ядра распределены
по всему объему атома Z электронов. Размер атома поряд)
ка 10–8 см. И почти вся масса атома сосредоточена в ядре.

Однако и ядерная модель оказалась в противоречии с
законами классической механики и электродинамики.
В соответствии с классической теоремой Ирншоу о невоз)
можности устойчивого равновесия в системе неподвиж)
ных зарядов, Резерфорд отказался от статической модели
атома и предположил, что электроны движутся по замк)
нутым траекториям вокруг ядра. При таком движении
электроны, обладая ускорением, обязаны излучать элек)
тромагнитные волны. Это, конечно, положительный мо)
мент, но с другой стороны процесс излучения должен со)
провождаться потерей энергии, так что в конечном итоге
электрон должен упасть на ядро и атом прекращает свое
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существование. Этого не происходит в природе — реаль%
ный атом длительное время имеет определенные размеры
и частоты излучения. Кроме того, излучаемая атомом
энергия неизмеримо меньше той, которая выделилась бы
при падении электрона на ядро.

Выход из создавшегося тупика был найден в 1913 г.
Нильсом Бором ценой введения предположений, в корне
противоречащих классическим представлениям. Бор ра%
ботал в лаборатории Резерфорда несколько месяцев и хо%
рошо знал о ядерной модели атома. Он считал, что в це%
лом модель Резерфорда верна, но для избавления от ее
недостатков необходимо как%то привлечь идею квантов.
Квантовая гипотеза Планка в своей первоначальной фор%
ме утверждала, что каждой спектральной линии соответ%
ствует гармонический осциллятор с определенной часто%
той �, который в отличие от классической теории может
поглотить или испустить не произвольную порцию энер%
гии, а только целое число элементарных порций ��. Бор
же отказался от представления о том, что электроны в са%
мом деле ведут себя как осцилляторы. Основные идеи Бора
были высказаны им в следующих постулатах.

1. Электроны могут двигаться вокруг ядра только по
определенным (разрешенным) орбитам без излучения
энергии (так как энергия движения сохраняется, то эти
орбиты называются стационарными) — не правда ли свое%
образный способ объяснить стационарность атома — про%
сто постулировать данный факт!

2. Испускание света происходит при переходе электро%
на из стационарного состояния с бо´льшей энергией En в
стационарное состояние с меньшей энергией Em. При ка%
ждом таком переходе излучается квант энергии ��. Его
величина равна разности энергий стационарных состоя%
ний, между которыми совершается квантовый переход:

�� = En – Em. (1.18)

При поглощении света атом переходит из состояния с
меньшей энергией в состояние с бо ´льшей энергией.

В принципе, идеи Бора понять несложно. Из факта
существования узких спектральных линий поглощения
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и излучения, с одной стороны, и из гипотезы световых
квантов Эйнштейна — с другой, следует скорее тот вывод,
что атом может находиться только в определенных, дис/
кретных стационарных состояниях с энергией E0, E1, E2,
... Таким образом, атом может поглощать лишь излуче/
ния таких частот, что �� равно как раз той порции энер/
гии, которая нужна для перевода атома из одного стацио/
нарного состояния в другое, более высокое. Поэтому ли/
нии поглощения определяются уравнениями

E1 – E0 = h�1, E2 – E0 = h�2, ...,

где E0 — энергия самого низкого состояния, которое ха/
рактерно для атомов в отсутствие каких/либо внешних
влияний. Если по какой/либо причине атом возбуждает/
ся, т. е. переходит в состояние с энергией En > E0, то он
может вернуть эту энергию в виде излучения. Следователь/
но, он может испустить любые световые кванты, энергия
которых в точности равна разности энергий каких/то ста/
ционарных состояний. Поэтому линии излучения опреде/
ляются уравнением

En – Em = h�nm.

Прямым подтверждением теории служит следующий
факт. Коль скоро гипотеза Бора соответствует действи/
тельности, то возбужденный атом может возвращаться в
основное состояние различными путями, отдавая каждый
раз избыток энергии излучаемым квантам. Например, атом
в третьем возбужденном состоянии может либо непосред/
ственно вернуться в основное состояние (при этом испущен/
ный световой квант будет обладать частотой �30, так как
разница в энергиях равна E3 – E0), либо, например, перей/
ти сначала в первое возбужденное состояние E1 (испустив
квант энергии h�31), а уже затем — в основное (что соответ/
ствует частоте �10) и т. д. (рис. 1.11). Поскольку в совокуп/
ности испущенная энергия во всех случаях, несомненно, ос/
тается одной и той же, а именно равной E3 – E0, частоты из/
лучения должны подчиняться следующим соотношениям:

�30 = �31 + �10 = �32 + �20 = �32 + �21 + �10.
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Данное соотношение хорошо известно как комбинацион$
ный принцип Ритца. Этот принцип должен выполняться
при всех обстоятельствах, а так как он непосредственно
следует из квантовых представлений, то им можно вос$
пользоваться для экспериментальной проверки теории.
Правда, исторически все сложилось как раз наоборот —
комбинационный принцип был предложен Ритцем на ос$
нове анализа накопившихся к тому времени спектроско$
пических данных еще за восемь лет до создания боровской
теории. Никоим образом не следует думать, однако, что
все возможные «комбинационные линии» и в самом деле
доступны наблюдениям, т. е. обладают сколько$нибудь
заметной интенсивностью.

Другое непосредственное подтверждение боровской
теории дискретных атомных уровней дал опыт Франка и
Герца (1914). Если атомы каким$то путем получают энер$
гию, например, в результате взаимодействия с электрона$
ми при бомбардировке вещества электронным пучком, то
поглощение энергии происходит как раз такими порция$
ми, которые соответствуют энергиям возбуждения атома.

Схема установки Франка и Герца приведена на рис. 1.12.
В трубке, заполненной парами ртути под небольшим дав$
лением, имеются три электрода: катод К, сетка С и анод А.
При разогреве катода из него вылетают электроны и ус$
коряются напряжением U, приложенным между катодом

Рис. 1.11 Рис. 1.12
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и сеткой.  Это  напряжение
можно плавно изменять с по&
мощью потенциометра П. Ме&
жду сеткой и анодом создава&
лось  слабое  электрическое
поле (разность потенциалов
порядка 0,5 В), тормозившее
движение электронов от сет&
ки к аноду.

На рис. 1.13 представлена
зависимость силы тока в цепи
анода I от напряжения U ме&

жду катодом и сеткой. Плавное нарастание тока сменяет&
ся его резким падением при напряжениях 4,9; 9,8; 14,7 В
и т. д. Такое своеобразное поведение кривой связано с тем,
что вследствие дискретности энергетических уровней ато&
мы ртути могут воспринимать энергию только порциями
величиной �E1 = E1 – E0, либо �E2 = E2 – E0 и т. д., где
E0 — энергия основного невозбужденного состояния, E1,
E2, ... — энергии возбужденных состояний. До тех пор,
пока энергия бомбардирующего электрона меньше �E1, со&
ударения с атомами ртути носят упругий характер, и так
как масса электрона много меньше массы атома ртути, энер&
гия электрона практически не изменяется. Часть электро&
нов попадает на сетку, остальные ее проскакивают и созда&
ют ток в цепи анода. И чем больше ускоряющее напряже&
ние U, тем больше сила тока. Когда же энергия, получаемая
электроном, становится равной значению �E1 = 4,9 эВ, со&
ударения перестают носить упругий характер — электро&
ны передают атомам ртути энергию �E1 и не могут преодо&
леть задерживающее поле между сеткой и анодом. При
напряжении 9,8 В электрон на пути катод–анод может
дважды испытать неупругое соударение с атомами ртути,
теряя при этом энергию 9,8 эВ, вследствие чего сила тока
также будет резко падать. Аналогичная ситуация возни&
кает и при напряжении 14,7 В и т. д.

Таким образом, опыты Франка и Герца явились пря&
мым доказательством существования у атомов дискрет&
ных энергетических уровней.

Рис. 1.13
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Бор знал об экспериментальной формуле Бальмера
(1.17) и понял, что для ее объяснения ему придется пред-
ложить еще одно условие:

3. Из всех возможных с точки зрения классической
механики круговых орбит движения электрона реализу-
ются только те, для которых момент импульса электрона
кратен постоянной Планка �:

L = mvr = n� (n = 1, 2, 3, ...). (1.19)

Это утверждение отражает условие квантования орбит.
Единственным аргументом в его пользу было то, что оно
позволяло достичь согласия с наблюдаемыми спектрами.

Посмотрим теперь, к каким выводам приводит после-
довательное применение боровских постулатов к водоро-
доподобному атому. Для этого рассмотрим электрон, дви-
жущийся по круговой орбите радиуса r в кулоновском поле
тяжелого атомного ядра с зарядом Ze (при Z = 1 такая сис-
тема соответствует атому водорода). Уравнение движения
электрона имеет вид

�

2 2

2
v Zem k
r r

� (1.20)

где �

��0

1
4

k �  Исключая из уравнений (1.19) и (1.20) ско-

рость электрона v, получаем выражение для радиусов до-
пустимых орбит:

��

� �

�2
0 2

2

4
1 2 3nr n n

Zme
� � � ������ (1.21)

Значение n называют главным квантовым числом. Ради-
ус первой орбиты водородного атома называют боровским
радиусом, и его принято обозначать как r0 (а не r1). Его
значение равно

�

��

� � �

�2
0 10

0 2

4
0 5 10 мr

me
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Заметим, что классическая физика вообще не дает зна-
чения размеров атома. На каждой орбите (в каждом со-
стоянии) электрон обладает энергией

� � � �

�� ��

2 2 2

0 02 4 8
mv Ze ZeE

r r
�
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Подставляя сюда значение rn по формуле (1.21), находим
разрешенные значения энергии

� � � �

� � �

2 4

2 22 2
0

1 1 2 3
32

n
Z meE n

n
� � � ������ (1.22)

Уровень E1 соответствует энергии основного (невоз5
бужденного) состояния с наименьшей энергией. Его зна5
чение для атома водорода равно

� � � �

� � �

4

1 22 2
0

13 6 эВ
32

meE � �

Если электрону сообщить такую энергию, то он покидает
пределы атома, поэтому это значение называется энерги5
ей ионизации. Значения E2, E3, ... соответствуют возбуж5
денным состояниям.

При комнатных температурах атомы водорода нахо5
дятся в основном состоянии. При повышении температу5
ры или в газовом разряде электроны переходят в возбуж5
денное состояние со «временем жизни» � � 10–8 с. Затем
при переходе в основное состояние излучается квант све5
та. Так возникают спектры испускания. Если через водо5
род пропускать другой свет, то атомы отбирают только те
линии, которые соответствуют разности энергий каких5
либо состояний — так возникают спектры поглощения.

Посмотрим теперь, как формула (1.22) позволяет объ5
яснить закономерности спектрального состава излучения
атома водорода. При переходе атома из состояния с номе5
ром m в состояние с номером n < m излучается фотон, энер5
гия которого в соответствии с формулами (1.18) и (1.22)
равна

� �� � � � � �

� �

�

�

4

2 2 22 2
0

1 1

32
m n

meE E
m n

�

а частота
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32

me
n m

�

(1.23)

Таким образом, мы пришли к обобщенной формуле Баль5
мера (1.17), причем для постоянной Ридберга получили
значение
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При подстановке в это выражение значений всех констант
получается величина, превосходно согласующаяся с экс-
периментальным значением постоянной Ридберга.

На рис. 1.14 отображена схема формирования различ-
ных серий излучения атома водорода в соответствии с фор-
мулой (1.23).

Теория Бора была крупным шагом в развитии представ-
лений о строении атома. Прежде всего, она гарантировала
устойчивость атома водорода, так как нет состояний с бо-
лее низкой энергией. Она превосходно объясняла все зако-
номерности спектров испускания и поглощения атома во-
дорода. Теория Бора с полной отчетливостью показала не-
применимость классической физики к внутриатомным
явлениям и подчеркнула особую роль квантовых законов.

В то же время после первых успехов этой теории все яс-
нее давали себя знать ее недостатки. Особенно тягостной
была неудача всех попыток построения теории атома ге-
лия — одного из простейших атомов, следующего за ато-
мом водорода.

Рис. 1.14
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Самой слабой стороной теории Бора была ее внутрен$
няя логическая противоречивость: она не была ни после$
довательно классической, ни последовательно кванто$
вой; эта теория могла быть только переходным этапом на
пути создания последовательной теории строения атомов.
И прежде всего это прекрасно осознавал и сам Бор.

ЗАДАЧИ

ТЕПЛОВОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ

1.1. Используя условия теплового равновесия двух тел,
обменивающихся энергией через тепловое излучение, по$
казать, что степень черноты тела равна коэффициенту по$
глощения излучения этими телами.

1.2. Найти температуру металлического шарика, на$
ходящегося:

а) вблизи плоской черной поверхности с температу$
рой T0;

б) между двумя параллельными черными плоскостя$
ми с температурами T1 и T2.

1.3. Шар радиуса R со степенью черноты � нагрет до
температуры T0. Определить температуру сферической
пылинки, находящейся на расстоянии l от центра шара.

1.4. Определить тепловой поток (тепловую мощность),
передаваемую от одной параллельной пластины к другой,
если температура пластин T1 и T2, а степень черноты —
соответственно �1 и �2. Площадь каждой пластины S, за$
зор между пластинами много меньше их размеров.

1.5. Имеются две полости 1 и 2 с малыми отверстиями
одинакового радиуса r = 5,0 мм и абсолютно отражающи$
ми наружными поверхностями. Полости отверстиями об$
ращены друг к другу, причем расстояние между отверстия$
ми l = 100,0 мм. В полости 1 поддерживают температуру
T1 = 1250 К. Найти установившуюся температуру в полос$
ти 2. Считать, что абсолютно черное тело является коси$
нусным излучателем.

1.6. Тепловое излучение может быть представлено рас$
пределением энергии либо по длинам волн с максимумом
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при �m, либо по частотам с максимумом при �m. Показать,

что при одной и той же температуре � �
�

m
m

c
�

1.7. Вином была получена формула для спектрального
распределения объемной плотности излучения абсолют0

но черного тела � ��� � �
2w T f

T
� � � �  где � ��f

T — некоторая

функция отношения частоты к температуре. Показать с
ее помощью, что

а) наиболее вероятная длина волны � �

1
m T

�

б) максимальная спектральная плотность энергии про0
порциональна T5.

1.8. Солнечный спектр достаточно близок к спектру
теплового излучения с наиболее вероятной длиной вол0
ны �m = 0,48 мкм. Найти мощность теплового излучения
Солнца. Оценить время, за которое его масса за счет теп0
лового излучения уменьшится на один процент. Масса
Солнца � 2,0�1030 кг, его радиус R = 7,0�108 м.

1.9. Медный шарик радиусом r = 10,0 мм с абсолют0
но черной поверхностью поместили в откачанный сосуд,
температура стенок которого поддерживается близкой
к абсолютному нулю. Начальная температура шарика
T0 = 300 К. Через какое время его температура умень0
шится в � = 1,5 раза? Удельная теплоемкость меди c =
= 380 Дж/(кг�К).

1.10. Вин предложил следующую формулу для спек0
трального распределения объемной плотности излуче0

ния абсолютно черного тела: � ��� � � �
3 aw T A

T
� � � ��� �  где

a = 7,64�10–12 К�c. Найти с помощью этой формулы при
T = 2000 К:

а) наиболее вероятную частоту излучения;
б) среднюю частоту излучения.
1.11. Используя условие предыдущей задачи, найти:
а) наиболее вероятную длину волны излучения;
б) среднюю длину волны излучения.
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1.12. Получить приближенные выражения для форму'
лы Планка (1.9) при ��� kT и ��� kT.

1.13. Преобразовать формулу Планка (1.9) к виду, со'
ответствующему распределению:

а) по линейным частотам;
б) по длинам волн.
1.14. Показать с помощью формулы Планка (1.9), что

отношение 
�

� constm

T
�  где �m — частота, соответствующая

максимуму функции w(�, T). Найти числовое значение
этой константы.

1.15. Показать с помощью формулы Планка (1.10), что
максимальное значение спектральной плотности энерге'
тической светимости абсолютно черного тела возрастает с
температурой пропорционально пятой степени темпера'
туры �

� �

5r aT
���

 и найти коэффициент пропорционально'
сти a. Указание: воспользоваться связью r� и r�.

1.16. Найти с помощью формулы Планка (1.9) среднее
значение частоты ��� в спектре теплового излучения при
T = 2000 К.

1.17. Найти с помощью формулы Планка (1.9) темпе'
ратуру теплового излучения, средняя длина волны кото'
рого ��� = 2,67 мкм.

1.18. Воспользовавшись формулой Планка (1.9), найти:
а) число фотонов в единице объема в спектральных

интервалах (�, � + d�) и (�, � + d�);
б) полное число фотонов в 1 см3 при температуре T =

= 300 К.
1.19. Найти с помощью формулы Планка (1.9) при

T = 1000 К:
а) наиболее вероятную энергию фотонов;
б) среднюю энергию фотонов.

КОРПУСКУЛЯРНЫЕ СВОЙСТВА
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ

1.20. Найти плотность потока фотонов на расстоянии
r = 1,0 м от точечного изотропного источника света мощ'
ностью P = 1,0 Вт, если свет:

а) моноэнергетический с длиной волны � = 0,50 мкм;
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б) содержит две спектральные линии с длинами волн
�1 = 0,70 мкм и �2 = 0,40 мкм, интенсивности которых от&
носятся как 1:2.

1.21. При каком значении скорости электрона его им&
пульс равен импульсу фотона с длиной волны � = 1 пм?

1.22. Найти длину волны фотона, импульс которого
равен  импульсу  электрона  с  кинетической  энергией
E = 0,30 МэВ.

1.23. Лазер испускает в импульсе длительностью � =
= 0,13 мс узкий пучок света с энергией E = 10 Дж. Найти
среднее за время � давление такого пучка света, если его
сфокусировать в пятнышко диаметром d = 10 мкм на по&
верхности, перпендикулярной пучку, с коэффициентом
отражения � = 0,50.

1.24. Короткий импульс света с энергией E = 7,5 Дж
падает на зеркальную пластинку с коэффициентом отра&
жения � = 0,60. Угол падения � = 30�. Найти импульс, пе&
реданный пластинке.

1.25. Найти с помощью корпускулярных представле&
ний силу светового давления, которое оказывает плоский
световой поток с интенсивностью I = 10 Вт/см2 на плоскую
зеркальную поверхность, если угол падения � = 30� и пло&
щадь освещаемой поверхности S = 10 см2.

1.26. Плоский световой поток с интенсивностью I
(Вт/см2) освещает одну половину шара радиуса R с зер&
кальной поверхностью. Найти с помощью корпускуляр&
ных представлений силу светового давления на шар.

1.27. Световой поток с интенсивностью I (Вт/см2) па&
дает нормально на плоскую абсолютно матовую поверх&
ность с площадью S и коэффициентом отражения, равным
единице. Найти с помощью корпускулярных представле&
ний силу светового давления.

1.28. Над центром круглой идеально зеркальной пла&
стинки c радиусом R находится точечный изотропный ис&
точник света мощностью P. Расстояние между источни&
ком и пластинкой l. Найти с помощью корпускулярных
представлений силу светового давления на пластинку.

1.29. Найти длину волны коротковолновой границы
сплошного рентгеновского спектра, если известно, что
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после увеличения напряжения на рентгеновской трубке в
� = 2 раза эта длина волны изменилась на �� = 50 пм.

1.30. Определить напряжение на рентгеновской труб,
ке, если известно, что зеркальное отражение узкого пучка
ее излучения от естественной грани монокристалла NaCl
наблюдается при уменьшении угла скольжения вплоть до
� = 4,1�. Соответствующее межплоскостное расстояние
d = 281 пм.

1.31. Вычислить в релятивистском приближении ско,
рость электронов, подлетающих к антикатоду рентгенов,
ской трубки, если длина волны коротковолновой грани,
цы сплошного рентгеновского спектра �min = 15,7 пм.

1.32. В сплошном рентгеновском спектре интенсив,
ность излучения I с длиной волны � = 50 нм зависит от
напряжения U на рентгеновской трубке следующим об,
разом: при напряжениях U, равных 29, 28, 27, 26 (кВ),
значение интенсивности I в относительных единицах со,
ставляло соответственно 9,0; 6,0; 3,5 и 1,7 единиц. Вы,
числить с помощью соответствующего графика постоян,
ную Планка �.

1.33. Найти работу выхода с поверхности некоторого
металла, если при поочередном освещении его электро,
магнитным излучением с длиной волны �1 = 0,35 мкм и
�2 = 0,54 мкм максимальные скорости фотоэлектронов
отличались в � = 2 раза.

1.34. Уединенный металлический шарик облучают элек,
тромагнитным излучением с длиной волны � = 200 нм. До
какого максимального потенциала зарядится шарик, если
работа выхода равна 4,47 эВ?

1.35. При некотором максимальном значении задержи,
вающей разности потенциалов фототок с поверхности ли,
тия, освещаемого электромагнитным излучением с длиной
волны �0, прекращается. При изменении длины волны в
n = 1,5 раза, для прекращения фототока пришлось увели,
чить задерживающую разность потенциалов в � = 2 раза.
Найти �0.

1.36. Электромагнитное излучение с длиной волны
� = 50 нм вырывает с поверхности титана фотоэлектроны,
которые попадают в однородное магнитное поле с индук,



1. ПРОБЛЕМЫ КЛАССИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 47

цией B = 15 Гс, параллельное
поверхности данного метал&
ла. Найти максимальный ра&
диус кривизны �m фотоэлек&
тронов,  которые  вылетают
перпендикулярно магнитно&
му полю.

1.37. Никелевый шарик,
играющий роль внутреннего
электрода сферического ва&
куумного фотоэлемента, ос&
вещают моноэнергетическим электромагнитным излуче&
нием различных длин волн. Полученные вольтамперные
характеристики представлены на рис. 1.15. Найти с по&
мощью этих графиков соответствующие длины волн.

1.38. Красная граница при двухфотонном фотоэффек&
те на некотором металле равна �0 = 580 нм. Найти макси&
мальную кинетическую энергию электронов, вылетающих
из этого металла при трехфотонном фотоэффекте на дли&
не волны � = 650 нм.

1.39. Фотон с длиной волны � = 17,0 пм вырывает из
покоящегося атома электрон, энергия связи которого Eсв =
= 69,3 кэВ. Найти импульс, переданный атому в резуль&
тате этого процесса, если электрон вылетает под прямым
углом к направлению налетающего фотона.

1.40. Узкий пучок рентгеновского излучения с длиной
волны � падает на рассеивающее вещество. Найти �, если
длины волн смещенных составляющих излучения, рассе&
янного под углами �1 = 60� и �2 = 120�, отличаются друг от
друга в � = 2 раза.

1.41. Фотон с длиной волны � = 3,64 пм рассеялся на
покоившемся свободном электроне так, что кинетическая
энергия электрона отдачи составила � = 25% от энергии
налетевшего фотона. Найти:

а) комптоновское смещение длины волны рассеянно&
го фотона;

б) угол �, под которым рассеялся фотон.
1.42. Фотон с энергией �� рассеялся под углом � на по&

коившемся свободном электроне. Определить угол �, под

Рис. 1.15
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которым вылетел электрон отдачи (по отношению к на%
правлению налетевшего фотона).

1.43. Найти, под какими углами � к направлению па%
дающих фотонов могут отлетать комптоновские электро%
ны с импульсом p.

1.44. Фотон с энергией �� = 0,46 Мэв рассеялся под уг%
лом � = 120� на покоившемся свободном электроне. Найти:

а) энергию рассеянного фотона;
б) энергию, переданную электрону.
1.45. Фотон с импульсом p = 60 кэВ/с (с — скорость све%

та), испытав комптоновское рассеяние под углом � = 120�
на покоившемся свободном электроне, вырвал затем из
атома молибдена электрон, энергия связи которого Eсв =
= 20,0 кэВ. Найти кинетическую энергию фотоэлектрона.

1.46. При облучении вещества рентгеновским излу%
чением с длиной волны � обнаружено, что максимальная
кинетическая энергия комптоновских электронов Emax =
= 0,44 МэВ. Определить �.

1.47. Фотон испытал рассеяние на покоившемся сво%
бодном электроне. Найти импульс налетавшего фотона,
если энергия рассеянного фотона равна кинетической
энергии электрона отдачи при угле 90� между направле%
ниями их разлета.

1.48. В результате столкновения фотона с покоившим%
ся свободным электроном углы, под которыми рассеялся
фотон и отлетел электрон отдачи, оказались одинаковы%
ми и угол между направлениями их разлета � = 100�. Най%
ти длину волны налетевшего фотона.

1.49. Найти энергию налетающего фотона, если извест%
но, что при рассеянии под углом � = 60� на покоящемся
свободном электроне последний приобрел кинетическую
энергию E = 450 кэВ.

1.50. Фотон с энергией �� = 1,00 МэВ рассеялся на по%
коящемся свободном электроне. Найти кинетическую
энергию электрона отдачи, если в результате рассеяния
длина волны фотона изменилась на � = 25%.

1.51. Фотон с энергией, превышающей энергию покоя
электрона в � = 1,5 раза, испытал лобовое столкновение с
покоившимся свободным электроном, который находит%
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ся в однородном магнитном поле. В результате электрон
отдачи стал двигаться по окружности радиусом R = 2,9 см.
Найти индукцию B магнитного поля.

1.52. Фотон с энергией �� испытал столкновение с элек3
троном, который двигался ему навстречу. В результате
столкновения направление движения фотона изменилось
на противоположное, а его энергия оказалась прежней.
Найти скорость электрона до и после столкновения.

1.53. Фотон с длиной волны � = 4,2 пм испытал лобо3
вое столкновение с электроном, который двигался ему
навстречу со скоростью v. Найти эту скорость, если после
столкновения фотон движется в обратном направлении с
той же длиной волны.

1.54. Фотон с энергией � испытал лобовое столкновение
с электроном, который двигался ему навстречу с кинетиче3
ской энергией E. Найти энергию фотона после столкнове3
ния, если он движется в обратном направлении, при усло3
вии, что E�mc2 (m — масса электрона).

1.55. При столкновении с релятивистским электроном
фотон рассеялся на угол � = 60�, а электрон остановился.
Найти:

а) комптоновское смещение длины волны рассеянно3
го фотона;

б) кинетическую энергию электрона до столкновения,
если энергия налетающего фотона составляет � = 1,0 долю
от энергии покоя электрона.

МОДЕЛЬ АТОМА БОРА

1.56. Частица массы m движется по круговой орбите в

центрально3симметричном потенциальном поле 
�

�

2

2
r

U �

Найти с помощью боровского условия квантования разре3
шенные радиусы орбит и уровни энергии частицы.

1.57. Определить первый потенциал возбуждения �1 и
длину волны резонансной линии (головной линии серии
Лаймана) для атома водорода и ионов He+ и Li+.

1.58. На сколько электрон3вольт надо увеличить внут3
реннюю энергию иона He+, находящегося в основном
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состоянии, чтобы он смог испустить фотон, соответствую%
щий головной линии серии Бальмера?

1.59. Показать, что частота фотона �, соответствующая
переходу электрона между соседними орбитами водоро%
доподобных ионов, удовлетворяет неравенству �n > � >
> �n+1, где �n и �n+1 — частоты обращения электрона на
этих орбитах. Убедиться, что � � �n при n ��.

1.60. В спектре некоторых водородоподобных ионов
известны длины волн трех линий, принадлежащих од%
ной и той же серии: 99,2, 108,5 и 121,5 нм. Какие спек%
тральные линии можно предсказать с помощью этих ли%
ний?

1.61. Вычислить длину волны � спектральной линии
атомарного водорода, частота которой равна разности
частот следующих двух линий серии Лаймана: �1 =
= 102,60 нм и �2 =97,27 нм. Какой серии принадлежит
данная линия?

1.62. Атомарный водород возбуждают на n%й энерге%
тический уровень. Определить:

а) длины волн испускаемых линий, если n = 4; к ка%
ким сериям принадлежат эти линии?

б) сколько линий испускает водород, если n = 10?
1.63. Какие линии содержит спектр поглощения атомар%

ного водорода в диапазоне длин волн от 96,0 до 130,0 нм?
1.64. Определить квантовое число n возбужденного со%

стояния атома водорода, если известно, что при переходе
в основное состояние атом излучил:

а) фотон с длиной волны � = 97,25 нм;
б) два фотона с �1 = 656,3 нм и �2 = 121,6 нм.
1.65. У какого водородоподобного иона разность длин

волн головных линий серии Бальмера и Лаймана равна
59,3 нм?

1.66. В спектре некоторых водородоподобных ионов
длина волны третьей линии серии Бальмера равна 108,5 нм.
Найти энергию связи электрона в основном состоянии этих
ионов.

1.67. Энергия связи электрона в атоме гелия Eсв = 24,6 эВ.
Найти энергию, необходимую для последовательного уда%
ления обоих электронов из этого атома.
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1.68. Вычислить скорость электронов, вырываемых
электромагнитным излучением с длиной волны � = 18,0 нм
из ионов He+, находящихся в основном состоянии.

1.69. С какой минимальной скоростью должен двигать3
ся атом водорода, чтобы в результате неупругого лобового
соударения с другим, покоящимся атомом водорода, один
из них испустил фотон? До соударения оба атома находи3
лись в основном состоянии.

1.70. Атом водорода, двигавшийся со скоростью v0 =
= 3,26 м/с, испустил фотон, соответствующий переходу из
первого возбужденного состояния в основное. Найти угол
между направлением вылета фотона и первоначальным
направлением движения атома, если кинетическая энер3
гия атома не изменилась.

1.72. Определить скорость, которую приобрел покоив3
шийся атом водорода в результате излучения фотона при
переходе из первого возбужденного состояния в основное.
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ОСНОВНЫЕ ПРИНЦИПЫ
КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ

2.1.
ГИПОТЕЗА ДЕ БРОЙЛЯ.

ВОЛНОВЫЕ СВОЙСТВА ВЕЩЕСТВА

В 1923 году стало почти ясно, что теория Бора и старая
теория квантов — лишь промежуточное звено между клас�
сическими представлениями и какими�то новыми взгля�
дами, позволяющими глубже проникнуть в исследование
квантовых явлений. Открытый к этому времени эффект
Комптона и изучение фотоэффекта рентгеновских лучей
лишний раз подтвердили представления Эйнштейна о све�
товых квантах. Следовательно, с еще большей остротой
встала дилемма: что такое свет — волны или частицы?
Соотношение Эйнштейна между частотой и энергией, вве�
денное им в теории фотонов, ясно показало, что этот дуа�
лизм излучения неразрывно связан с самим существова�
нием квантов. Но тогда почти сам собой возникает вопрос:
поскольку свойства электрона в стационарном состоянии
атома описываются с помощью постоянной Планка, нель�
зя ли предположить, что и электрон также двойственен,
как и свет? И в 1924 году Луи де Бройль выдвинул гипо�
тезу, что дуализм не является особенностью одних лишь
оптических явлений, а присущ также и частицам вещест�
ва. По его идее, частицы вещества также должны прояв�
лять волновые свойства, т. е. движение электрона или дру�
гой микрочастицы связано с некоторым волновым процес�
сом, длина волны которого должна быть равна

�
� �

�2
p

�

а частота ��
�

E
�  где E — энергия, p — импульс частицы.
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Согласно гипотезе де Бройля, свободной частице с энер(
гией E и импульсом p, движущейся вдоль направления x,
соответствует плоская гармоническая волна

�� �
� � �� �� 	�

i Et px
x t A

� �
� � � ��� �

где �
� � � �

�

�
� �

2E p k�  (k — волновое число). Так как энер(

гия E в принципе определена всегда с точностью до произ(
вольной постоянной (физическим смыслом обладает из(

менение �E), то частота � �
�

E
 является принципиально

ненаблюдаемой величиной (в отличие от дебройлевской
длины волны).

Рассмотрим теперь некоторые свойства волн де Бройля.
Эти волны, как и любые другие, могут отражаться, пре(
ломляться, испытывать интерференцию и дифракцию.
Эти волны обладают как фазовой, так и групповой скоро(
стью. Для определения фазовой скорости найдем диффе(
ренциал фазы этих волн и положим его равным нулю (на(
помним, что фазовая скорость определяется как скорость
перемещения в пространстве постоянного значения фазы
волны):

� � � � �фаз0 dx Ed Et px v
dt p

� � �

И поскольку
� �

� �

2

2 2

2 2

а

1 1

mc mvE p
v v
c c

�

(m — масса частицы), то для фазовой скорости волны де
Бройля частицы, движущейся со скоростью v, получаем

�

2

фаз
cv
v

�

То, что фазовая скорость оказалась больше скорости
света в вакууме, не противоречит теории относительно(
сти. Ограничения, накладываемые этой теорией, справед(
ливы лишь для процессов, связанных с переносом массы
или энергии. Фазовая же скорость волны не характеризу(
ет ни один из этих процессов.
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Так как фазовая скорость зависит от частоты (даже в
нерелятивистском случае

�
� � �

�
фаз 22

E Ev
p mmE

�

m — масса частицы), то дебройлевские волны обладают
дисперсией даже в вакууме. В соответствии с современной
физической интерпретацией фазовая скорость дебройлев1
ских волн имеет чисто символическое значение, посколь1
ку эта интерпретация относит ее к числу принципиально
ненаблюдаемых величин.

Найдем теперь групповую скорость. По определению

��
� � �

�

�
гр

dd dEv
dk d k dp

� �
�

� �

С учетом релятивистской связи энергии частицы E и
ее импульса p E2 = p2c2 + m2c4 находим 2EdE = 2pc2dp. От1
куда

� � �

2

гр
pcdEv v

dp E
�

При этом мы учли соотношение � ��

2
Ep v
c

�  Таким образом,

групповая скорость волны де Бройля равна скорости дви1
жения частицы и является уже наблюдаемой величиной
(в отличие от vфаз — из1за неоднозначности энергии E).
Этот факт в свое время сыграл важную роль в развитии
принципиальных основ квантовой физики, и в первую
очередь в физической интерпретации волн де Бройля. Вна1
чале из1за совпадения скорости частицы и групповой ско1
рости волн де Бройля была сделана попытка рассматри1
вать частицы как волновые пакеты весьма малой протя1
женности и таким образом решить парадокс дуализма
свойств частиц. Однако эта соблазнительная интерпрета1
ция оказалась ошибочной, так как все составляющие па1
кет гармонические волны из1за дисперсии распространя1
ются с разными скоростями. Это приводит к тому, что даже
в вакууме волновой пакет «расплывается». Для микрочас1
тиц пакет расплывается практически мгновенно, в то вре1
мя как сама частица является стабильным образованием.
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Таким образом, представление частицы в виде волнового
пакета оказалось несостоятельным.

Получим теперь выражение для длины волны де Брой/
ля через ее кинетическую энергию Eкин. В случае нереля/
тивистской частицы (v� c)

� �
� � �

� �

кин

2 2
2p mE

�

где m — масса частицы. Для релятивистской частицы
связь между импульсом и кинетической энергией носит
несколько более сложный характер:

� � � �
кин2

кин кин кин 2
1 2 2 1

2
E

p E E mc mE
c mc

� � �

Поэтому длина волны де Бройля релятивистской части/
цы �� может быть выражена через длину волны нереляти/
вистской частицы � формулой

�
�� �

�
кин

2
1

2
E
mc

�

При проникновении в металл волн де Бройля, связан/
ных с движением электронов, изменяется фазовая скорость
и длина волны, так как энергия электрона возрастает на
величину, равную работе выхода электрона из металла.
Таким образом, можно говорить о показателе преломле/
ния ne волны де Бройля, проникающей в металл. Его зна/
чение можно определить как отношение фазовой скоро/
сти дебройлевской волны электрона в вакууме к фазовой
скорости волны в металле. Однако, как уже отмечалось
выше, фазовая скорость дебройлевской волны лишена оп/
ределенного физического смысла. Поэтому здесь, как и в
оптике, показатель преломления следует принять рав/
ным отношению длины волны в вакууме �в к длине вол/

ны внутри металла �м: 
�

�
�

в

м
en �  С учетом того, что длина

волны обратна корню из энергии, представим выраже/

ние для показателя преломления в виде �

м

в
e

E
n

E
�  где
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Eв — кинетическая энергия электрона в вакууме, а Eм —
в металле. Пусть электрон в вакууме обладает энергией E.
В металле же его энергия будет больше на величину рабо*
ты выхода A. И тогда для показателя преломления волны
де Бройля в металле ne имеем

�
� �1e

E An
E

�

Выражая кинетическую энергию электрона через уско*
ряющее напряжение U, а работу выхода через внутренний
потенциал �, приходим к следующему выражению для
показателя преломления электронных волн:

� �
� � � �1 1e

e
n

eU U
�

Отсюда видно, что показатель преломления может замет*
но отличаться от единицы лишь для медленных электро*
нов, для которых ускоряющее напряжение U не слишком
велико по сравнению с внутренним потенциалом �.

Для электронов, ускоренных напряжением U = 150 В,
дебройлевская длина волны составит

�
� � �

�2 0 1 нм
2meU

� �

Такой же порядок величины имеет постоянная кристал*
лической решетки. Поэтому аналогично дифракции рент*
геновских лучей кристаллическая структура металлов
может быть подходящей решеткой для наблюдения ди*

фракции дебройлевских волн.
Экспериментальное под*

тверждение идеи де Бройля
было проведено К. Д. Дэвис*
соном и Л. Джермером в опы*
тах по отражению электронов
от кристаллов никеля. Узкий
пучок  моноэнергетических
электронов (рис. 2.1) направ*
лялся на поверхность монокри*
сталла  никеля.  Отраженные

Рис. 2.1
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электроны улавливались цилиндрическим электродом, при'
соединенным к гальванометру. В опытах изменялась ско'
рость электронов и угол �. И оказалось, что максимальное
рассеяние наблюдалось при некотором угле �0 и определен'
ной скорости v0. Все это было очень похоже на дифракцию
рентгеновских лучей. Максимальное отражение рентге'
новского излучения должно наблюдаться в направлении,
подчиняющемся формуле Вульфа–Брэггов 2dsin� = k�,
где d — расстояние между атомными плоскостями, кото'
рое было известно из рентгенографических исследований.
Рассчитанное по формуле Вульфа–Брэггов (при известных
значениях � и d) значение � равнялось 1,65�10–10 м. Вычис'
ленное значение � по формуле де Бройля равно 1,67�10–10 м!
Совпадение было настолько полным, что опыты Дэвиссона
и Джермера следует признать блестящим подтверждением
гипотезы де Бройля (поразительный факт — Дэвиссон на'
блюдал подобное явление за три года до появления рабо'
ты де Бройля, но он не смог правильно истолковать полу'
ченные экспериментальные данные).

В дальнейшем были проведены опыты по дифракции
электронов на тонкой металлической фольге (Томсон, Тар'
таковский), которые ясно свидетельствовали, что дифрак'
ция микрочастиц абсолютно тождественна дифракции
рентгеновского излучения. Было предположение, что вол'
новые свойства частицы проявляют только в достаточно
интенсивных пучках (т. е. как коллективный эффект), но
опыты по дифракции на одиночных электронах показа'
ли, что волновые свойства присущи отдельной микрочас'
тице.

Каждая микрочастица сочетает в себе свойства и час'
тицы, и волны. В то же время они не ведут себя ни как
волны, ни как частицы. Отличие частицы от волны за'
ключается в том, что она всегда обнаруживается как неде'
лимое целое. Никто никогда не наблюдал, например, пол'
электрона. В то же время волну можно разделить на части
и воспринимать затем каждую часть в отдельности, на'
пример, при интерференции света.

Своеобразие свойств микрочастиц отчетливо обна'
руживается в следующем мысленном эксперименте по
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дифракции электронов на двух щелях (позднее этот опыт
был проведен в реальных условиях).

На преграду с двумя узкими щелями (рис. 2.2) направ0
ляется параллельный пучок моноэнергетических электро0
нов. За преградой размещается для регистрации места по0
падания электронов фотопластинка (Фпл). При открытой
только первой щели распределение попадания электронов
на фотопластинку имеет вид кривой 1. При открытой вто0
рой щели распределение имеет вид 2. Если же открыть обе
щели одновременно, то распределение попадания электро0
нов не является простой суммой кривых 1 и 2, а отобра0
жается кривой 3. Эта картина отнюдь не эквивалентна
наложению первых двух картин. Она аналогична карти0
не, получающейся при интерференции двух когерентных
световых волн. Характер картины свидетельствует о том,
что на движение каждого электрона влияют сразу оба от0
верстия. Т. е. электрон каким0то непостижимым образом
«знает», открыто одно отверстие или оба! Отсюда автома0
тически следует вывод о том, что к нему неприменимо по0
нятие траектории (мы не можем сказать, через какую щель
прошел электрон).

Рис. 2.2
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2.2.
ПРИНЦИП НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ

И ЕГО СЛЕДСТВИЯ

То обстоятельство, что в квантовой механике не суще&
ствует понятия траектории, составляет содержание так
называемого «принципа неопределенности», сформулиро&
ванного в 1927 г. В. К. Гейзенбергом. Если пытаться из&
мерить одновременно координату и импульс микрочасти&
цы, то чем с большей точностью известно положение час&
тицы, тем больше неопределенность в значении импульса.
С математической точки зрения данное положение обыч&
но записывают в следующем виде:

�x�px � �;
�y�py � �;
�z�pz � �,

где �x — неопределенность координаты x, �px — неопре&
деленность импульса в направлении оси x (аналогично для
других направлений). Подобное же соотношение сущест&
вует и для энергии:

�E�t � �,

которое означает, что чем короче время существования
какого&то состояния или время, отведенное для его наблю&
дения, тем с меньшей определенностью можно говорить
об энергии этого состояния. Если состояние стационарно,
то оно может существовать бесконечно долго. Иногда со&
отношение неопределенности для энергии трактуют таким
образом, что для измерения энергии с точностью �E необ&

ходимо время � �
�

�t
E

�

Соотношение неопределенностей не связано с несовер&
шенством измерительных приборов, а глубоко обусловле&
но самой природой вещей. Если бы оказалось возможным
преодолеть это ограничение, то рухнуло бы все здание
квантовой механики.

Проанализируем в связи с этим мысленный экспери&
мент по одновременному определению координаты и им&
пульса электронов при их наблюдении в «гамма&лучевом
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микроскопе», впервые рассмотренный самим Гейзен#
бергом.

Пусть в направлении оси X (рис. 2.3) движется свобод#
ный электрон. Используем для определения координаты
электрона микроскоп. Поскольку требуется высокая точ#
ность, будем вести наблюдение с помощью коротких элек#
тромагнитных волн. При рассеянии фотонов на электро#
не в точке B пучок рассеянных фотонов попадает на экран
через объектив CC�. В этом случае изображением светя#
щейся точки (электрона) в плоскости изображения явля#
ется дифракционная картина, состоящая из концентри#
ческих колец, окружающих центральный светлый ди#
фракционный кружок (кружок Эйри). На него приходится
около 84% энергии света. Этот кружок и будет изображе#
нием светящейся точки (электрона). В волновой оптике
доказывается, что минимальное разрешаемое расстояние
(определяемое пределом разрешения микроскопа) равно

�
�

�
0 61l��� � �

���

где 2� — угол, под которым виден объектив из положения
электрона (так называемая апертура), � — длина волны
света. Этот предел разрешения определяется волновой
природой света и не может быть превзойден никакими тех#
ническими усовершенствованиями микроскопа. Значе#
ние lmin и можно принять за неопределенность координа#

Рис. 2.3
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ты электрона �x. Значение � �

2
d
f

��� �  где d — диаметр объ%

ектива, f — расстояние от электрона до объектива. Таким
образом, неопределенность координаты электрона будет

порядка 
�

� �
fx

d
�

При рассеянии фотона на электроне происходит изме%
нение состояния самого электрона. Если электроны сво%
бодны, то, согласно теории эффекта Комптона, импульс,
теряемый световым квантом при рассеянии, передается
электрону. Таким образом, если квант света с частотой �

и импульсом ��

с
 рассеивается на угол �, электрону пере%

дается импульс
�

� � �
� 1xp
c

� ��� ��

Следовательно, нельзя наблюдать электрон, не возму%
щая его. Более того, величина этого возмущения неизвест%
на, так как из%за конечной апертуры объектива не извес%
тен сам угол � (этот угол может лежать в пределах от XBC
до XBC�). Значит, для угла � есть неопределенность поряд%

ка 
d
f
�  а поскольку � � 90�, неопределенность импульса,

переданного электрону, будет порядка

�
� �

� dp
c f

�

Откуда получаем
��

� � � � �
�

�2fdp x
c f d

�

что и следует из соотношения неопределенностей.
Отметим некоторые выводы, вытекающие из соотно%

шения неопределенностей.
1. Измерения в квантовой области принципиально от%

личаются от классических измерений. Конечно, и те и
другие измерения сопровождаются некоторой ошибкой.
Однако в классической физике всегда предполагалось, что
путем улучшения методики и техники измерений ошиб%
ки в принципе могут быть сделаны сколь угодно малыми.
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В квантовой же механике существует принципиальный
предел точности измерений, который лежит в природе ве+
щей и не может быть преодолен никакими ухищрениями.
Соотношения неопределенностей Гейзенберга и устанав+
ливают один из таких пределов. Взаимодействие между
макроскопическим прибором и микрочастицей во время
измерения принципиально нельзя сделать сколь угодно
малым. Если измеряется, например, координата частицы,
то измерение неизбежно приводит к принципиально не+
устранимому неконтролируемому искажению первона+
чального состояния частицы, а следовательно — и к неоп+
ределенности импульса при последующем измерении. То
же самое происходит, если поменять местами порядок из+
мерения координаты и импульса частицы.

2. Невозможно осуществить состояние, в котором час+
тица находится в полном покое.

3. В квантовой механике теряет смысл деление полной
энергии на кинетическую и потенциальную. Одна из них
зависит от импульсов, а другая от координат. Эти же пе+
ременные не могут иметь одновременно определенные зна+
чения. Энергия E должна определяться и измеряться лишь
как полная энергия без деления на кинетическую и по+
тенциальную.

Соотношение неопределенности является одним из
фундаментальных положений квантовой механики. Оно,
например, позволяет объяснить, почему электрон не па+
дает на ядро, более того, оценить даже размеры простей+
шего атома и его минимальную энергию. Примем для оцен+
ки неопределенность положения электрона в атоме водо+
рода порядка размеров атома и неопределенность импульса
порядка самого импульса: �r � r и �p � p. Тогда в силу со+
отношения неопределенности имеем rp � �. В гауссовой
системе единиц энергия электрона в атоме водорода равна

� � � � � �

�
22 2 2 2 2

22 2 2
pmv e e eE

r m r rmr
�

Найдем размеры атома при минимальной энергии. Для
этого продифференцируем энергию по расстоянию и по+
ложим производную равной нулю:
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� � �
�2 2

3 2
0e

mr r
�

Откуда сразу находим выражение для боровского ра(
диуса

�

�2

0 2
r

me

и для минимальной энергии электрона в атоме водорода

� �� � � �� �
� �

�

� � �

22 2 2 4
2

2 2 22 2
me me meE e

m��� �

Причем мы получили абсолютно точные значения (слу(
чайность!).

Докажем теперь, что электрон не может находиться
внутри атомного ядра. Если электрон может находиться в
области порядка размеров ядра (�x � 10–15 м), то неопре(
деленность импульса будет порядка

� � �
�

� 197 МэВ/сp
x

�

Оценим теперь его кинетическую энергию. На всякий слу(
чай воспользуемся релятивистской формулой для кине(
тической энергии

� � � �
2 2 2 4 2 267 МэВE c p m c mc

(мы не ошиблись, применив релятивистскую формулу,
поскольку полученное значение более чем в 500 раз пре(
восходит энергию покоя электрона). Мы не знаем в при(
роде сил, величина которых обеспечила бы связь электро(
нов, обладающих столь большой энергией, с нуклонами
ядра (электростатическая потенциальная энергия элек(
трона на поверхности ядра составляет лишь 10 МэВ).

Представление о классическом движении электрона по
орбитам также противоречит соотношению неопределен(
ностей. Чтобы такое представление имело смысл, необходи(

мо выполнение соотношения �r� r0, где �

�2

0 2
r

me
— радиус

первой боровской орбиты, а �r — его неопределенность.
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Соответствующая неопределенность в радиальном импуль&
се будет

� � �
�

� �
�

�

2

0

mep
r r

�

что равно самому импульсу электрона �

�

2mep �  Это и оз&

начает, что бессмысленно говорить о движении электрона
по орбитам внутри атома.

Посмотрим теперь на колебания атомов в твердых те&
лах с точки зрения принципа неопределенности. Обычно
такие колебания связаны с тепловым движением атомов.
Чем выше температура, тем сильнее колебания и тем боль&
ше амплитуда этих колебаний. При понижении темпера&
туры уменьшается и амплитуда этих колебаний. И при
нулевой температуре с точки зрения классической физи&
ки амплитуда должна быть равна нулю. А что же проис&
ходит на самом деле? Уменьшение амплитуды колебаний
приводит к уменьшению области локализации частицы,
и соответственно, в силу принципа неопределенности на&
чинает расти импульс и энергия частицы. То есть попыт&
ка остановить частицу безуспешна! И даже при абсолют&
ном нуле температуры атомы в твердом теле совершают
колебания — их называют нулевыми колебаниями. Оце&
ним энергию этих колебаний, принимая атом за гармони&
ческий осциллятор. Энергия гармонического осциллято&
ра массой m и частотой � связана с амплитудой колеба&
ний A соотношением

�
�

2 2

2
m AE �

Данное соотношение в сочетании с принципом неоп&
ределенности дает своеобразную связь амплитуды коле&
баний и энергии частицы. Чем меньше энергия, тем мень&
ше амплитуда (область локализации частицы), тем боль&
ше минимальный импульс частицы, а это, соответственно,
приводит к росту энергии. Минимальная энергия, кото&
рой может обладать частица:

�
� � �

� �
2 2 2 2

0
0 2

02
p mE
m mEmA

(при этом мы воспользовались соотношением p0A � �).
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Из последнего соотношения получаем E0 � �� (точный

расчет дает 
�

�
�

0 2
E ��  Полученный результат говорит о

том, что энергия колебаний максимальна у легких ато1
мов, у которых большая частота �.

Самое яркое проявление нулевых колебаний — жид1
кость, которая не замерзает при T = 0 К. Ясно, что жид1
кость не замерзает, если кинетической энергии колебаний
атомов достаточно для того, чтобы разрушить кристалли1
ческую решетку. При этом совершено неважно происхож1
дение кинетической энергии — связана ли она с тепловым
движением атомов или с нулевыми квантовыми колеба1
ниями. Наиболее вероятные кандидаты в незамерзающие
жидкости — водород и гелий (максимальная энергия ну1
левых колебаний). Но гелий — инертный газ, с очень сла1
бым взаимодействием между атомами. И кинетической
энергии нулевых колебаний достаточно для расплавления
кристаллической решетки. Вот почему гелий не замерзает
даже при нулевой температуре при нормальном давлении
(при давлении 25 атмосфер гелий все1таки замерзает!).

Иногда соотношение неопределенности получает сле1
дующее толкование: «на самом деле» частица имеет точ1
ное значение координаты и импульса, однако вмешатель1
ство прибора «портит» их значения. Такое истолкование
является совершенно неверным, так как противоречит
наблюдаемой на опыте дифракции микрочастиц.

2.3.
ВОЛНОВАЯ ФУНКЦИЯ.

УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА

Основу математического аппарата квантовой механи1
ки составляет тот факт, что каждое состояние системы
микрочастиц может быть описано некоторой функцией
координат и времени �(x, y, z, t). Ее называют волновой
функцией (пси1функцией). В общем случае эта функция
является комплексной. Физический смысл ее заключает1
ся в том, что квадрат ее модуля определяет вероятность
обнаружить частицу в пределах объема dV: dP = A|�|2dV,
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где A — некоторый коэффициент пропорциональности,
который находится из условия

2 1�� � �� �� �� �
v v

A dV A dV

(знак � означает комплексное сопряжение). Это позволя5
ет переопределить пси5функцию таким образом, чтобы
было выполнено условие нормировки для самой волно5
вой функции:

� �� 2 1dV� � �

Из смысла пси5функции следует, что квантовая механи5
ка имеет статистический характер. С помощью волновой
функции можно только предсказать, с какой вероятно5
стью частица может быть обнаружена в данном месте про5
странства. Сама волновая функция является решением
дифференциального уравнения, которое впервые получил
Шредингер в 1926 г. Уравнение Шредингера является ос5
новным уравнением квантовой механики и не может быть
выведено из других соотношений. Его следует рассматри5
вать как исходное основное предположение, справедли5
вость которого доказывается тем, что вытекающие из него
следствия точно согласуются с опытными фактами. Само
уравнение выглядит следующим образом:

��
� �� � � �

�

�
�

2

2
U i

m t
�

где 
� � �

� � � �
� � �

2 2 2

2 2 2x y z
— оператор Лапласа; m — масса час5

тицы; U(x, y, z, t) — функция, градиент которой, взятый
со знаком минус, определяет силу, действующую на час5
тицу. Если функция U не зависит от времени, то она име5
ет смысл потенциальной энергии.

Если силовое поле, в котором движется частица, ста5
ционарно, то U не зависит явно от времени, и в этом слу5
чае решение уравнения Шредингера можно представить в
виде произведения двух множителей, один из которых
зависит только от времени, другой — от координат:
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� �� � � �
�

iEtx y z t x y z� � � � � � � � ���� �

где E — полная энергия частицы (в случае стационарных
полей остается постоянной). После подстановки этого вы+
ражения в исходное уравнение Шредингера и сокращения

на � ��

�

iEt
���  получаем уравнение Шредингера для ста+

ционарных состояний:

� �� � � � �
�2

2
U E

m
�

В дальнейшем будем иметь дело в основном с этим урав+
нением. Иначе это уравнение можно переписать в следую+
щем виде:

�� � � � �
�2

2 0m E U� � �

где под U будем понимать потенциальную энергию части+
цы. Из физического смысла пси+функции следует, что она
должна быть однозначной, непрерывной и конечной, т. е.
отвечать стандартным условиям. Иногда встречаются си+
туации, когда имеет смысл не квадрат модуля волновой
функции, а отношение квадратов модулей волновых функ+
ций, взятых в разных точках пространства. Это отноше+
ние дает относительную вероятность обнаружения части+
цы в разных точках пространства.

Известно, что уравнение Шредингера для стационарных
состояний имеет решения не при всех значениях парамет+
ра E, а только при некоторых, называющихся собственны+
ми значениями энергии. Тогда соответствующие им функ+
ции �(x, y, z) называются собственными функциями.

2.4.
ПРИНЦИП СУПЕРПОЗИЦИИ

СОСТОЯНИЙ

Итак, непосредственный физический смысл связыва+
ется не с самой функций �, а с квадратом ее модуля ���.
Почему же в квантовой механике рассматривается волно+
вая функция �, а не непосредственно наблюдаемая вели+
чина ���? Это необходимо для истолкования волновых
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свойств вещества — интерференции и дифракции, кото"
рые отражают объективные, реально наблюдаемые вол"
новые свойства материи. Здесь дело обстоит точно так же,
как и во всякой волновой теории. Эта теория принимает
справедливость принципа суперпозиции самих волновых
полей, а не их интенсивностей, пропорциональных квад"
рату полей, что позволяет включить в теорию явления
интерференции и дифракции. Так и в квантовой механи"
ке принимается в качестве одного из основных постула"
тов принцип суперпозиции волновых функций. Оправда"
нием такого принципа является согласие с опытом выте"
кающих из данного принципа следствий. Суть данного
принципа заключается в следующем. Если �1 и �2 — ка"
кие"либо два решения уравнения Шредингера, то и вся"
кая линейная их комбинация �1�1 + �2�2 с постоянными
и в общем случае комплексными коэффициентами �1 и �2

также является решением уравнения Шредингера. Во"вто"
рых, если волновые функции �1 и �2 описывают какие"
либо два состояния системы, то и линейная их комбина"
ция �1�1 + �2�2 также описывает какое"то состояние этой
же системы.

Рассмотрим некоторую физическую величину f, харак"
теризующую состояние квантовой системы. Значения,
которые может принимать данная физическая величина,
называют в квантовой механике ее собственными значе"
ниями, а об их совокупности говорят как о спектре собст"
венных значений данной величины.

В квантовой механике, как и в классической, сущест"
вуют физические величины (например, координаты), соб"
ственные значения которых заполняют непрерывный ряд.
В таких случаях говорят о непрерывном спектре собствен"
ных значений. Наряду с такими величинами в квантовой
механике существуют величины, собственные значения
которых образуют некоторый дискретный набор; в таких
случаях говорят о дискретном спектре. Будем полагать для
простоты, что рассматриваемая величина f обладает дис"
кретным спектром и ее собственные значения обозначим
как fn (n = 0, 1, 2, ...). Обозначим волновую функцию сис"
темы в состоянии, в котором величина f имеет значение fn
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как �n — собственные функции величины f. Каждая из
этих функций предполагается нормированной:

� �� 2 1n dx� � �

Если система находится в некотором произвольном
состоянии с волновой функцией �, то произведенное над
ней измерение величины f даст одно из собственных зна3
чений fn. В соответствии с принципом суперпозиции вол3
новую функцию произвольного состояния можно предста3
вить в виде ряда

� � �� n nC � (2.1)

где Сn — некоторые не зависящие от координат коэффи3
циенты (для состояний, изменяющихся со временем, ко3
эффициенты Сn зависят от времени). Последнее соотноше3
ние означает, что всякая волновая функция может быть
разложена по собственным функциям любой физической
величины. В квантовой механике доказывается, что квад3
рат модуля |Cn|2 каждого из коэффициентов разложения
(2.1) определяет вероятность соответствующего значе3
ния fn величины f в состоянии с волновой функцией �.
Сумма вероятностей всех возможных значений fn, очевид3
но, должна быть равна единице:

�� 2 1nC� � (2.2)

(если бы функция � не была нормированной, то не имело
бы места и соотношение (2.2)).

Кроме того, сами коэффициенты ряда (2.1) могут быть
найдены по формуле

�� ��� �n nC dx (2.3)

С учетом разложения (2.1) можно увидеть, что собствен3
ные функции должны удовлетворять условиям

�� � � �� �m n mndx (2.4)

где �nm = 1 при n = m и �nm = 0 при n � m. Если говорить
точно, то условие (2.4) выполняется только для невырож3
денного спектра энергии. Спектр считается невырожден3
ным, если каждому значению энергии соответствует одна
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волновая функция. О функциях, подчиняющихся усло%
вию (2.4), говорят как об ортогональных. Таким образом,
совокупность собственных функций �n образует полную
систему нормированных и взаимно ортогональных функ%
ций, или как говорят для краткости, систему ортонорми%
рованных функций.

2.5.
ОПЕРАТОРНЫЙ МЕТОД

Для придания законченной формы связи символов
квантовой механики с реально наблюдаемыми величина%
ми применяют так называемый операторный метод.

Под оператором понимают правило, посредством ко%
торого одной функции — � сопоставляется другая функ%
ция — f. Символически это записывают в виде

� �f Q� �

где Q� — символическое обозначение оператора. Приме%
ры операторов:

� � �
� �� � � �

� � �

2 2 2
2

2 2 2x y z
— оператор Лапласа (лапласиан),

� � �
� � � �

� � �

���

i j k
x y z

— оператор «набла» и др.

В простейшем случае оператор представляет собой ум%
ножение исходной функции � на некоторую другую Q:

f = Q�.

Обратимся к уравнению Шредингера

� �� � � � �
�2

2
U E

m
�

Перепишем его в виде

� �� � � � � �� 	
 �
�2

2
U E

m
�

С использованием понятия оператора уравнение Шре%
дингера можно представить следующим образом:

� � �H E� �
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где � � � �
�2

2
H U

m
�  называют оператором Гамильтона (га%

мильтониан) — это оператор энергии; E — собственное
значение оператора Гамильтона — энергия системы.

Операторы можно сопоставить и другим физическим
величинам — операторы координат, импульса, момента
импульса и др.

Для любой динамической переменной q можно запи%
сать соотношение, аналогичное уравнению Шредингера:

� � �Q q� �

где Q� — оператор, сопоставляемый переменной q; q — соб%
ственное значение данной переменной.

Существует несколько иной путь введения операторов
в квантовой механике. Для этого введем понятие о сред%
нем значении �f� величины f в состоянии, характеризую%
щемся волновой функцией �. Соответственно обычному
определению средних значений, определим �f� как сумму
всех собственных значений fn данной величины, умножен%
ных каждое на соответствующую вероятность |Cn|2:

� � �� 2
n nf f C� � � (2.5)

Здесь величины Cn являются коэффициентами разложе%
ния волновой функции в ряд по собственным волновым
функциям �n, соответствующим значениям fn.

Для того чтобы в (2.5) входили не коэффициенты Cn

разложения функции �, а сама эта функция, введем неко%
торый математический оператор f� �  который определим
так, чтобы интеграл от произведения �f�  на �� был бы ра%
вен среднему значению �f�:

�� � � � �� � �f f dx

Для понимания правил построения операторов рас%
смотрим задачу определения среднего значения коорди%
наты какой%либо частицы. Предположим, что производит%
ся многократное измерение координаты x в одинаковых
макроскопических условиях. Тогда состояние частицы в
этих опытах можно характеризовать волновой функцией
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�(x). Среднее значение координаты, которое будет найде#
но в результате измерений, можно представить в виде

�� � � � �� �x x dx

так как ���dx дает вероятность того, что частица может
быть обнаружена в интервале от x до x + dx. При этом пред#
полагается выполнение условия нормировки

1�� � �� �dx

Запишем выражение для �x� иначе

�� � � � �� � �x x dx

где x� — оператор координаты, равный просто x. Совер#
шенно аналогично вычисляется среднее значение любой
функции координат:

�� � � � �� �� � �f x f dx

где f� рассматривается как оператор.
Квантовая механика обобщает полученные результа#

ты на любые физические величины, являющиеся функ#
циями координат и импульсов

�� � � � �� � � �� � � � � � � � � � �F x p x F x p x dx

где F x p�
� �� � � — cоответствующий функции F(x, p) оператор;

x� — оператор координаты; p� — оператор импульса.
Оператором координаты, как мы уже знаем, является

сама координата

�x x� �

Приведем без вывода выражение для оператора им�
пульса

� � �
� � � � � �

� � �
� � �x y zp i p i p i

x y z
� � �� � �

Собственные значения оператора импульса можно най#
ти из уравнения

� � �x xp p�

или
��

� � �
�

� xi p
x

� (2.6)
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В качестве примера найдем собственные функции опе'
ратора импульса для одномерного движения (px = p). Лег'
ко увидеть, что решением уравнения (2.6) является выра'
жение

� �� � �
�

ipx
x t C t C t ikx� � � � ���� � ����� ��

(2.7)

где k — волновое число, �
�
�

2k  (в обычной механике) или

�

�

p
k �  C(t) — некоторая функция времени. Для ее опреде'

ления вспомним, что общее решение нестационарного
уравнения Шредингера имеет вид

� �� �� � � � � �
�

Ex t x i t x i t� � � � ���� � ����� ��

Сравнивая это выражение с уравнением (2.7), видим, что

C(t) = const � exp(–i�t),

где � — частота волны де Бройля. Тогда получаем

� = const � exp[i(kx – �t)],

т. е. собственными функциями оператора импульса явля'
ются плоские волны де Бройля. Спектр собственных зна'
чений оператора импульса xp�  является непрерывным, так
как вероятность обнаружить какое'либо значение импуль'
са является постоянной величиной, не зависящей ни от
времени, ни от координат. Для подтверждения этого рас'
считаем среднее значение проекции импульса:

� ��

�

� � � � � � � �� � � � �

� � � �

� �

�

�

� �

� ���� � �� ���� �

	

x x
dp p dx i kx t i ikx i t dx

dx

k dx k

Оператор момента импульса (точнее проекции момен'
та импульса на ось Z) определяется выражением

�
� �

��
�zL i� �
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здесь � — азимутальный угол
сферической системы коор'
динат, характеризующий вра'
щение вокруг оси Z (рис. 2.4).
Собственные значения zL�  на'
ходятся из уравнения

� � �z zL L�

или
��

� � �
��

� zi L �

К этому уравнению мы еще вернемся дальше.
Обсудим теперь некоторые общие свойства операторов,

применяемых в квантовой механике. Все операторы яв'
ляются линейными:

� �� � � � �1 2 1 2f f f� � �� � �

Это отражает принцип суперпозиции. Кроме того,

� � �f a af� �� � �

где а — произвольная постоянная.
Если рассматривается одновременное действие двух

операторов, то в общем случае результат их действия за'
висит от порядка их применения: либо �fg� � �  либо �gf�� �

И если результат этих действий одинаков, то такие опера'
торы называются коммутирующими. С физической точ'
ки зрения это отражает тот факт, что собственные значе'
ния этих операторов f и g могут одновременно иметь опре'
деленное значение (одновременно измеримы) и наоборот.

Рассмотрим для примера операторы импульса 
�

� �
�

�xp i
x

� и

координаты 
�x x� �  Применим их к волновой функции в

разной последовательности:

���
� � � � � � � � �

� �
� � �x xp x xp i x i x i

x x
� � � �� � � � �

т. е. � � � �x xp x xp i� � � � �  А это означает, что одновременное зна'
ние px и x невозможно — в этом состоит соотношение не'
определенности Гейзенберга.

Рис. 2.4
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В заключение рассмотрим некоторое другое представ&
ление уравнения Шредингера, которое пригодится нам в
будущем.

Эволюция квантовомеханической системы во време&
ни определяется волновой функцией �, которая является
решением уравнения

��
� �

�
�i H

t
� � (2.8)

где H� — оператор Гамильтона рассматриваемой системы.
Если эта система может находиться только в дискретных
состояниях �� (� — набор индексов, характеризующих
данное дискретное состояние), то волновую функцию сис&
темы, как уже говорилось ранее, можно разложить по пол&
ной системе ортонормированных функций {��}:

� �

�

� � ��t C t� � � � �

Подставим это разложение в уравнение (2.8):

� �� � � �

�
� � �

� � ��i C t H C t
t

�� � � � � (2.9)

Умножим соотношение (2.9) на ��
� и проинтегрируем по

всей области изменения x:

� �
� � � � � �

� �

�
� � � � �

� � �� �� �� � � � �i C t dx H C dx
t

С учетом взаимной ортогональности и условий нормиров&
ки приходим к уравнению

�
�� �

�

�
�

�
��

C
i H C

t
�

(2.10)
где

�
�� � �� � �� � �H H dx

Очевидно, что H�� — это энергия системы в состоянии��,
а H�� — матричный элемент, характеризующий вероятность
перехода системы из состояния �� в состояние ��. Коэффи&
циент C�(t) представляет собой амплитуду состояния ��, а
|C�|2 — вероятность найти систему в состоянии ��.
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ЗАДАЧИ

ВОЛНЫ ДЕ БРОЙЛЯ.
СООТНОШЕНИЕ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ

2.1. При увеличении энергии электрона на �E = 200 эВ
его дебройлевская длина волны изменилась в � = 2,0 раза.
Найти первоначальную длину волны электрона.

2.2. Найти среднюю длину волны де Бройля теплового
нейтрона, т. е. нейтрона, находящегося в тепловом равно3
весии с окружающей средой, при комнатной температуре
T = 300 К.

2.3. Частица движется сле3
ва  в  одномерном  потенци3
альном поле, показанном на
рис. 2.5. Левее барьера, высо3
та которого U0 = 15 эВ, кине3
тическая энергия частицы E =
= 20 эВ. Как и во сколько раз
изменится дебройлевская дли3
на волны частицы после про3
хождения через барьер?

2.4. Определить кинетическую энергию протона, длина
волны которого такая же, как у �3частицы, движущейся в
магнитном поле с заданным значением B� = 25�10–4 Тл�см
(B — магнитная индукция; �— радиус кривизны траектории).

2.5. Какую дополнительную энергию необходимо со3
общить электрону с импульсом 15 кэВ/с, чтобы его длина
волны стала равной 50 пм (c — скорость света)?

2.6. Протон с длиной волны � = 1,7 пм упруго рассеял3
ся под углом 90� на первоначально покоившейся частице
с массой в n = 4,0 раза бо ´льшей массы протона. Опреде3
лить длину волны рассеянного протона.

2.7. Нейтрон с кинетической энергией E = 0,25 эВ ис3
пытал упругое соударение с первоначально покоившимся
ядром атома 4He. Найти длины волн обеих частиц в их
Ц3системе (системе отсчета, покоящейся относительно
центра инерции) до и после соударения.

2.8. Два атома, 1H и 4He, с дебройлевской длиной вол3
ны � = 60 пм движутся в одном направлении. Найти их
длины волн в Ц3системе.

Рис. 2.5
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2.9. Две одинаковые частицы движутся с нерелятиви&
стскими скоростями перпендикулярно друг другу. Дли&
ны волн частиц равны соответственно �1 и �2. Найти дли&
ну волны каждой частицы в их Ц&системе.

2.10. Релятивистская частица массы m движется с ки&
нетической энергией E. Найти:

а) дебройлевскую длину волны;
б) значения энергии электрона, при которых погреш&

ность в длине волны, определяемой по нерелятивистской
формуле, не превышает одного процента.

2.11. Найти кинетическую энергию электрона, при
которой его дебройлевская и комптоновская длина волны
совпадают.

2.12. На какую кинетическую энергию должен быть
рассчитан протонный ускоритель, чтобы исследовать струк&
туры с линейными размерами l � 10–15 м?

2.13. Найти длину волны релятивистских электронов,
подлетающих к антикатоду рентгеновской трубки, если
длина волны коротковолновой границы сплошного рент&
геновского спектра равна �k = 10,0 пм.

2.14. Воспользовавшись формулой распределения Мак&
свелла, найти функцию распределения молекул газа по деб&
ройлевским длинам волн. Масса молекул — m, темпера&
тура газа — T. Вычислить наиболее вероятную длину вол&
ны молекул водорода при Т = 300 К.

2.15. Функция распределения атомов в пучке по ско&
ростям имеет вид

f(u) � u3exp(–u2),

где u — отношение скорости атомов в пучке к наиболее

вероятной скорости �вер
2kTv

m
�  Найти функцию распре&

деления по дебройлевским длинам волн. Вычислить наи&
более вероятную длину волны в пучке атомов гелия при
температуре источника 300 К.

2.16. Поток моноэнергетических электронов падает нор&
мально на диафрагму с узкой щелью шириной b = 2,0 мкм.
Найти скорость электронов, если на экране, отстоящем от
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щели на расстоянии l = 50 см, ширина центрального ди$
фракционного максимума �x = 0,36 мм.

2.17. Найти кинетическую энергию электронов, па$
дающих нормально на диафрагму с двумя узкими ще$
лями, если на экране, отстоящем от диафрагмы на
l = 75 см, наблюдаются максимумы, расстояние между
которыми �x = 7,5 мкм. Расстояние между щелями d =
= 25 мкм.

2.18. Узкий пучок моноэнергетических электронов па$
дает под углом скольжения � = 30� на естественную грань
монокристалла алюминия. Расстояние между соседними
кристаллическими плоскостями, параллельными этой
грани монокристалла, d = 0,20 нм. При некотором уско$
ряющем напряжении U0 наблюдали максимум зеркально$
го отражения. Найти U0, если известно, что следующий
максимум зеркального отражения возникал при увеличе$
нии ускоряющего напряжения в � = 2,25 раза.

2.19. Пучок электронов с кинетической энергией E =
= 180 эВ падает нормально на поверхность монокристал$
ла никеля. В направлении, составляющем угол � = 55� с
нормалью к поверхности, наблюдается максимум отраже$
ния четвертого порядка. Найти межплоскостное расстоя$
ние, соответствующее этому отражению.

2.20. Пучок электронов с кинетической энергией E =
= 10 кэВ проходит через тонкую поликристаллическую
фольгу и образует систему дифракционных колец на эк$
ране, отстоящем от фольги на расстоянии l = 10,0 см. Най$
ти межплоскостное расстояние, для которого максимум
отражения третьего порядка соответствует кольцу с ра$

диусом r = 1,6 см.
2.21.  Электроны  с  ки$

нетической  энергией  E =
= 100 эВ падают под углом
� = 30� к нормали на систе$
му из двух параллельных се$
ток, между которыми име$
ется задерживающая раз$
ность потенциалов U = 51 В
(рис. 2.6). Найти:Рис. 2.6
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а) относительный показатель преломления области 2
относительно области 1;

б) значение Uкр, при котором данные электроны не про(
никнут в область 2.

2.22. Показать, что при преломлении электронной вол(
ны соблюдается закон преломления sin�/sin� = n. Указа�
ние. При проникновении в кристалл изменяется лишь
нормальная компонента скорости электрона.

2.23. Пучок электронов, ускоренных напряжением U =
= 150 В, падает на поверхность никеля, внутренний по(
тенциал которого Ui = 15 В (внутренний потенциал опре(
деляется отношением энергии, затраченной на вытаски(
вание электрона из металла, к величине заряда электро(
на). Найти показатель преломления никеля.

2.24. Пучок электронов с кинетической энергией E =
= 60 эВ падает на поверхность платины, внутренний по(
тенциал которой Ui = 12 В. Угол падения � = 60�. Найти
угол преломления.

2.25. Показать, что формула Вульфа–Брэггов с учетом
преломления электронных волн в кристалле должна иметь
вид � � � �2 22d n k��� �  где d — межплоскостное расстоя(
ние; n — показатель преломления; � — угол скольжения;
k — порядок отражения. Считать, что отражающая плос(
кость параллельна поверхности кристалла. Найти с помо(
щью этой формулы внутренний потенциал монокристал(
ла серебра, если пучок электронов, ускоренных разностью
потенциалов U = 85 В, образует максимум второго поряд(
ка при зеркальном отражении от кристаллических плос(
костей с d = 204 пм под углом � = 30�.

2.26. Частица массы m находится в бесконечно глубо(
кой одномерной прямоугольной потенциальной яме ши(
риной l. Найти возможные значения энергии частицы,
полагая, что реализуются лишь такие состояния, для ко(
торых в яме укладывается целое число дебройлевских по(
луволн.

2.27. Показать, что стационарным боровским орбитам
электрона в атоме водорода соответствует целое число де(
бройлевских волн. Найти длину волны электрона на ор(
бите с номером n.
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2.28. Полагая скорость движения частицы v равной
групповой скорости волн де Бройля vгр, найти в нереляти*
вистском случае фазовую скорость этих волн vфаз, а также

связь между энергией частицы �

2

2
mvE  и частотой �.

2.29. Поток электронов с дебройлевской длиной вол*
ны � = 11 мкм падает нормально на прямоугольную щель
шириной b = 0,10 мм. Оценить с помощью соотношения
неопределенностей угловую ширину пучка за щелью.

2.30. Оценить неопределенность скорости электрона в
атоме водорода, полагая размер атома порядка 0,1 нм.
Сравнить полученное значение со скоростью электрона на
первой боровской орбите.

2.31. В некоторый момент времени область локализа*
ции свободного электрона составляет �x0 = 0,10 нм. Оце*
нить ширину области локализации электрона спустя 1 с.

2.32. Оценить минимальную кинетическую энергию
электрона, локализованного в области размером l = 0,1 нм.

2.33. Электрон с кинетической энергией E = 10 эВ ло*
кализован в области размером l = 1,0 мкм. Оценить отно*
сительную неопределенность скорости электрона.

2.34. Частица массы m локализована в области раз*
мером l. Оценить кинетическую энергию E частицы, при
которой ее относительная неопределенность будет поряд*
ка 1%.

2.35. Ускоряющее напряжение на электронно*лучевой
трубке U = 10 кВ. Расстояние от электронной пушки до
экрана l = 20 см. Оценить неопределенность координаты
электрона на экране, если след электронного пучка на эк*
ране имеет диаметр d = 0,5 мм.

2.36. Атом испустил фотон с длиной волны � = 0,58 мкм
за время � = 10–8 с. Оценить неопределенность �x, с кото*
рой можно установить координату фотона в направлении
его движения, а также относительную неопределенность
его длины волны.

2.37. Частица находится в одномерной потенциальной
яме шириной l с бесконечно высокими стенками. Оценить
силу давления частицы на стенки при минимально воз*
можном значении ее энергии Eмин.
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2.38. Оценить минимально возможную энергию Eмин

гармонического осциллятора массы m с частотой колеба,

ний � � k
m

�  находящегося в одномерном потенциальном

поле �

2

2
kxU x� � �

2.39. Оценить минимально возможную энергию элек,
тронов в атоме гелия и соответствующее расстояние элек,
тронов до ядра.

2.40. Свободно движущаяся нерелятивистская части,
ца имеет относительную неопределенность кинетической
энергии порядка 1,6�10–4. Оценить, во сколько раз неоп,
ределенность координаты такой частицы больше ее де,
бройлевской длины волны.

2.41. Параллельный пучок атомов водорода со скоро,
стью v = 1,2 км/с падает нормально на диафрагму с узкой
щелью, за которой на расстоянии l = 100 см расположен
экран. Оценить ширину щели b, при которой эффектив,
ная ширина изображения на экране будет минимальной.

2.42. Среднее время жизни атома в возбужденном со,
стоянии составляет величину порядка �� � 10–8 с. При пе,
реходе атома в нормальное состояние испускается фотон,
средняя длина волны которого � = 500 нм. Оценить ши,

рину �� и относительную ширину 
��

�
 излучаемой спек,

тральной линии, если не происходит ее уширения за счет
других процессов (такая ширина называется естественной
шириной спектральной линии).

2.43. Из ускорителя через щель выводится короткий
сгусток протонов с энергией E = 100 кэВ. Оценить мини,
мально достижимую ширину пучка протонов на расстоя,
нии L = 100 м от выходной щели.

2.44. Пучок протонов из ускорителя выводится через
отверстие диаметром d. Используя соотношение неопре,
деленностей, найти минимальный диаметр D пучка на эк,
ране, расположенном на расстоянии L от отверстия, если
радиус орбиты в ускорителе равен r, а величина индук,
ции магнитного поля в момент вывода пучка равна B.
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2.45. Оценить минимально достижимый диаметр d
пятна, создаваемого на экране пучком электронов, если
время пролета электронов от коллиматора до экрана рав-
но � = 10–8 с.

2.46. Оценить минимально достижимый диаметр d пят-
на, который можно создать на детекторе пучком атомов се-
ребра, испускаемого печью с температурой t = 1200�С. Рас-
стояние от выходной щели печи до детектора равно L = 1 м.
Расчет произвести:

а) исходя из волновой природы частиц, как радиус пер-
вой зоны Френеля;

б) из соотношения неопределенностей. Убедиться в
эквивалентности обоих подходов.

2.47. Один из методов измерения силы заключается в
определении изменения энергии пробного тела массы m
до и после действия силы. Оценить, какую минимальную
постоянную силу, действующую в направлении скорости
частицы, можно измерить таким образом, если полное
время эксперимента, включая время измерения началь-
ной энергии, равно �, а начальная энергия тела E0 много
больше приращения энергии.

УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА

2.48. Как изменится волновая функция �(x, t), описы-
вающая стационарные состояния, если сдвинуть начало
отсчета потенциальной энергии на некоторую величину �U?

2.49. Найти решение временного уравнения Шредин-
гера для свободной частицы, движущейся с импульсом

�

p
в произвольном направлении.

2.50. Установить связь между волновыми функция-
ми �(x, t) и ��(x�, t), характеризующими свободное дви-
жение нерелятивистской частицы массы m в инерциаль-
ных K- и K�-системах отсчета, если K�-система движется
со скоростью v0 в положительном направлении оси X
K-системы. Скорость частицы в K�-системе совпадает по
направлению с v0.

2.51. Показать, что в точке, где потенциальная энер-
гия частицы U(x) имеет конечный разрыв, волновая функ-
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ция остается гладкой, т. е. первая производная по коор%
динате непрерывна.

2.52. Частица массы m находится в одномерном потен%
циальном поле U(x) в стационарном состоянии, для кото%
рого волновая функция имеет вид �(x) = Aexp(–�x2), где A
и � — заданные постоянные (� > 0). Полагая U(x) = 0 при
x = 0, найти U(x) и энергию E частицы.

2.53. Частица массы m находится в одномерном потен%
циальном поле U(x) в стационарном состоянии, для кото%
рого волновая функция имеет вид: �(x) = Axexp(–�x) при
x > 0 и � = 0 при x < 0. Полагая U(x) � 0 при x ��, най%
ти U(x) и энергию E частицы.

2.54. Частица находится в сферически симметричном
потенциальном поле в стационарном состоянии

� �
� �

�

� �

�2

���
� � �

r
ar

r a

где a — постоянная, r — расстояние от центра силового
поля. Найти среднее расстояние от центра �r�.

2.55. Частица массы m находится в одномерном потен%
циальном поле U(x) = kx2, где k — положительная посто%
янная. Найти среднее значение �U� частицы в состоянии
�(x) = Aexp(–�x2), где A и � — заданные постоянные (�> 0).

2.56. Показать, что для волновой функции выполня%
ется соотношение, аналогичное классическому уравнению
непрерывности:

� �
� �

�

�
2

0divj
t

� �
�

где grad grad
2

� �� � � �� �
� �

� �
ij
m

— вектор плотности потока

вероятности.

Указание. Воспользоваться нестационарным уравне%
нием Шредингера.

2.57. Воспользовавшись стационарным уравнением
Шредингера, показать, что из него следует взаимная ор%
тогональность волновых функций состояний с различной
энергией.
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ПОТЕНЦИАЛЬНЫЕ
БАРЬЕРЫ И ЯМЫ

3.1.
ДВИЖЕНИЕ СВОБОДНОЙ ЧАСТИЦЫ

Рассмотрим для простоты одномерное движение вдоль
оси X свободной частицы. Примем для нее значение потен�
циальной энергии U = 0. По идее де Бройля, такой частице
можно сопоставить некоторую бегущую плоскую волну

�(x, t) = aexp[–i(�t – kx)],

где a — некоторый постоянный (в общем случае комплекс�
ный) множитель, который можно назвать амплитудой вол�
новой функции; � — частота; k — волновое число. Эти па�
раметры связаны с энергией E и импульсом p следующим
образом:

�
� � � �

�� �

2 pE k� �

В общем случае неодномерного движения последнее со�
отношение можно представить в векторном виде �

��
�p k�  Мы

привыкли описывать плоские волны выражением типа
sin(�t – kx) или cos(�t – kx). С учетом формулы Эйлера

exp(ix) = cosx + isinx

их всегда можно представлять в экспоненциальном виде.
Легко проверить, что выражение для плоской волны

является решением уравнения Шредингера при U = 0:
� � ��

� �
��

�
�

22

22
i

m tx
�

Для этого найдем производные:
� � ��

� � � � �� � � �
�� �

2
2

2
Ek i i

tx
�



3. ПОТЕНЦИАЛЬНЫЕ БАРЬЕРЫ И ЯМЫ 85

и подставим их в уравнение Шредингера. Тогда получаем

� �� �� � � �� � � �
�

� �
�

2
2

2
Ek i i i i

m
� � � � �

Сократим на � и вспомним, что p = �k. Отсюда получа'
ем известное соотношение, связывающее энергию и им'

пульс: �

2

2
p

E
m

�  что свидетельствует о том, что плоская вол'

на на самом деле является решением уравнения Шредин'
гера.

Для частицы, движущейся против оси X, получаем

� �� � � � � � � �� 	
 ��

ia i t kx a Et px���� � �� ��� � � �

Конечно, полученные выражения для волновой функ'
ции не имеют никакой наглядной интерпретации. Смысл
полученных решений заключается в следующем: квадрат
модуля волновой функции ��� дает плотность вероятно'
сти обнаружить частицу в данном месте пространства.
Найдем эту величину для свободной частицы:

��� = aexp[–i(�t – kx)]a� exp[i(�t – kx)] =
= |a2| � f(x, y, z).

Что же мы получили? Вероятность обнаружить части'
цу везде одинакова! Но в этом нет ничего странного. Для
свободно движущейся частицы значение импульса p впол'
не определено (�p = 0) и в силу принципа неопределенно'
сти Гейзенберга (�p�x � �) получаем, что �x стремится к
бесконечности, т. е. мы не можем сказать, где находится
частица в данный момент времени.

Для того чтобы определить положение частицы, необ'
ходимо подействовать на нее каким'либо прибором для
измерения координаты. А это означает, что частица уже
не является свободной. Необходимо помнить, что эти вы'
ражения описывают состояние не только с определенным
значением импульса, но и с определенным значением энер'
гии. Причем E > 0 и энергетический спектр является не'
прерывным.
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3.2.
ПРОХОЖДЕНИЕ ЧАСТИЦЫ

ЧЕРЕЗ ПОТЕНЦИАЛЬНЫЙ БАРЬЕР

Рассмотрим теперь одномерное движение частицы, на
пути которой находится так называемый потенциальный
барьер (рис. 3.1). Что это такое? В простейшем варианте это
некоторая горка, которую должна преодолеть частица, дви7
жущаяся по горизонтальной плоскости в поле тяжести. Что
было бы в классической механике? Если полная энергия
частицы E больше максимума потенциальной энергии U0,
то частица проскакивает эту горку и движется дальше (в об7
ласти барьера только будет меньше скорость). Если энер7
гия меньше высоты горки, то частица должна отразиться
от барьера и никогда не окажется справа от него (в области
E < U0 кинетическая энергия частицы должна стать отри7
цательной). А как обстоит дело в квантовой механике? При
E > U0 существует вероятность того, что частица отразится
от барьера и полетит обратно! При E < U0 существует нену7
левая вероятность того, что частица преодолеет барьер и
полетит дальше! Связано это с тем, что в квантовой меха7
нике это неравенство для кинетической и потенциальной
энергии частицы не имеет смысла, так как невозможно
знать их точно одновременно. Потенциальная энергия —
функция координат, а кинетическая — функция импульса.
А координату и импульс нельзя измерить точно одновремен7
но в силу принципа неопределенности. Поэтому заключе7
ние об отрицательности кинетической энергии частицы
внутри барьера также становится бессмысленным.

Итак, рассмотрим задачу: частица, движущаяся вдоль
оси X, налетает на прямоугольный барьер, причем E < U0

(рис. 3.2).

Рис. 3.1 Рис. 3.2
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Запишем для этого случая уравнение Шредингера в
стационарной форме:

�
� � � �

�

2

2 2
2 0

d m E U
dx

� � �

где функция U(x) имеет вид, представленный на рисунке.
Тогда для областей I и III уравнение Шредингера запишет5
ся в виде

�
� � �

�

2

2 2
2 0

d m E
dx

и для области II:

�
� � � �
�

2

02 2
2 0

d m U E
dx

� � �

Введем обозначения:

� � � �
� �

2 2
02 2

2 2m mk E U E� � ��

С учетом этих обозначений приходим к системе линей5
ных дифференциальных уравнений с постоянными коэф5
фициентами:

для областей I, III 
�
� � �

2
2

2
0

d
k

dx
�

для области II 
�
�� � �

2
2

2
0

d
dx

�

Решение данной системы уравнений, очевидно, следу5
ет искать в виде:

�1 = A1exp(ikx) + B1exp(–ikx) для области I;
�2 = A2exp(�x) + B2exp(–�x) для области II;
�3 = A3exp(ikx) + B3exp(–ikx) для области III.
Первое слагаемое в �1 дает волну, бегущую вдоль оси x,

т. е. падающую на барьер (точнее, здесь представлена толь5
ко ее координатная часть). Второе слагаемое — волна, бе5
гущая против оси x, это волна, отраженная от барьера.
Первое слагаемое в �3 — волна, прошедшая сквозь барь5
ер, второе — волна справа от барьера, но бегущая против
оси x. Так как ей взяться неоткуда, то следует положить
B3 = 0. Внутри потенциального барьера волновая функция
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экспоненциально затухает по мере проникновения вглубь
барьера.

Если �1 нормировать таким образом, чтобы A1 = 1, то
D = |А3|2 будет определять вероятность прохождения час/
тицы через барьер — назовем его коэффициентом прохо/
ждения. Тогда R = |B1|2 следует назвать коэффициентом
отражения. Очевидно D + R = 1. Откуда взять A3, который
определяет коэффициент прохождения D? Во/первых, вол/
новая функция должна быть непрерывной, это означает,
что выполняются условия

�1(0) = �2(0), �2(l) = �3(l).

Кроме того, можно показать, что волновая функция
должна быть гладкой, это означает равенство первых про/
изводных по координате

� � � �� � � � ��1 2 2 30 0 l l� � � �� � � � ��

Используя эти условия, для всех неизвестных коэф/
фициентов A и B получаем систему линейных алгебраи/
ческих уравнений:

1 + B1 = A2 + B2;
A2exp(�l) + B2exp(–�l) = A3exp(i�l);

i� – i�B1 = �A2 – �B2;
�A2exp(�l) – �B2exp(–�l) = i�A3exp(i�l).

Нас будет интересовать только прохождение частицы
через потенциальный барьер, поэтому ограничимся толь/
ко коэффициентом прохождения D. Для него можно по/
лучить при �l� 1 приближенное выражение:

� �� � �� �� ��
0

2 2D m U E l��� � � �

Вероятность просачивания
частицы через барьер сильно
зависит от его ширины. Для
потенциального барьера про/
извольной формы (рис. 3.3)
полученное выражение для D
следует заменить наРис. 3.3
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2 2��� � � �

b

a

D m U E dx
� �

� � �� �
� �� �

�� (3.1)

Величины a и b являются крайними точками интер$
вала значений x, внутри которого выполняется условие
U(x) � E (рис. 3.3). При преодолении потенциального барь$
ера частица как бы проходит через «туннель» внутри него.
Поэтому данное явление и назвали туннельным эффектом.

3.3.
ПРОЯВЛЕНИЯ

ТУННЕЛЬНОГО ЭФФЕКТА

Рассмотрим применение туннельного эффекта к явле$
нию �$распада. Известно, что большое число радиоактив$
ных ядер распадается с испусканием �$частиц. Можно
предположить, что �$частицы еще до распада заключены
в ядрах радиоактивных ато$
мов как в потенциальной яме.
Эта яма внутри имеет верти$
кальную стенку при r = R (R —
радиус ядра, отрицательное
значение энергии внутри ядра
связано с наличием поля ко$
роткодействующих ядерных
сил), а снаружи определяется
законом Кулона (рис. 3.4).

Будем полагать, что энер$
гия вылетающих �$частиц много меньше высоты потен$
циального барьера (E� � U0). С точки зрения классиче$
ской физики �$распад в принципе невозможен! Однако
за счет туннельного эффекта существует некоторая не
равная нулю вероятность обнаружить �$частицу за пре$
делами ядра.

Вероятность распада ядра в единицу времени, которая
является постоянной распада �, пропорциональна числу
столкновений �$частиц с потенциальной стенкой за 1с – n
и коэффициенту прохождения потенциального барьера D:

� = nD.

Рис. 3.4
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Число столкновений ��частиц со стенкой барьера мож�
но приближенно записать в виде

�

2
vn
R

�

где v — скорость ��частицы с массой m� внутри ядра. Ско�
рость можно оценить из соотношения неопределенностей:

�

� �

� �

�p
v

m m R
�

Таким образом, вероятность распада в единицу време�
ни можно приближенно представить в виде

�

� �
�

22
D

m R
�

Оценим теперь коэффициент прохождения ��частицей
потенциального барьера. Так как заряд ��частицы q� = 2e,
то оставшаяся часть ядра с порядковым номером Z имеет
заряд q = (Z – 2)e. Тогда внешний склон потенциальной
энергии взаимодействия ��частицы и оставшегося ядра
будет представлен выражением (в гауссовой системе еди�
ниц)

�

�

qq
U r

r
� � �

Таким образом, для коэффициента прохождения барьера
(3.1) получаем

�

� �

� �� �� �� ��	 

� �� �
 �

��

1
2 2

R

R

qqD m drE
r

��� �

В силу заложенных условий в подынтегральном выра�
жении можно пренебречь величиной E�. Вычислим этот
интеграл:

�
� �

� �
� � � �� �� �

1 1 1
2

22 2 2
R R

R R

m qq
I dr m qq r dr

r
�

Кроме того, из рис. 3.4 видно, что �

�
�

1

qq
E

R
�  откуда

�

�

�1
qq

R
E

�  Тогда интеграл I примет значение

� �

� �
� � �� �

� ��
1

1

4 2 1 RI m qq R
R

�
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Если воспользоваться очевидным неравенством R1� R

и тем, что 
�

�

�1
qq

R
E

�  для коэффициента прохождения D

получим приближенное выражение

�

�

�

� �
� �� �

� ��

24 m
D qq

E
��� �

Период полураспада ядра T, как известно, связан с
постоянной распада � соотношением

�

�

2T ��
�

И для него получаем значение

� � �

�

�

� �
� � � �

� �� � �

2 22 2 2 2 24m R m R m
T qq

D E
�� ��

��� �

После логарифмирования полученного выражения при5
ходим к соотношению

�

� �
BT A
E

�� �

где A и B — очевидные константы.
Полученное выражение отражает закон Гейгера–Нет5

тола, согласно которому скорость �5частиц для элементов
с малым периодом полураспада больше, чем для долгожи5
вущих.

Другие проявления туннельного эффекта:
1. Автоэлектронная эмиссия — испускание электронов

с поверхности твердых тел и жидкостей под действием
сильного электрического поля.

2. Эффект Джозефсона — протекание сверхпроводяще5
го тока через тонкий слой изолятора, разделяющий два
сверхпроводника.

3. Туннельный диод.
4. Спонтанное деление атомных ядер и т. д.
И, как это ни парадоксально, протекание электриче5

ского тока через металл (т. е. движение электронов через
кристаллическую решетку) в принципе невозможно без
туннельного эффекта (об этом речь пойдет позднее).
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3.4.
КВАНТОВАЯ ЧАСТИЦА

В БЕСКОНЕЧНО ГЛУБОКОЙ
ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЯМЕ

Рассмотрим стационарные состояния микрочастицы
в бесконечно глубокой потенциальной яме. Пусть части)
ца может двигаться только вдоль оси X. Потенциальная
энергия такой частицы равна нулю при 0 � x � l и обраща)
ется в бесконечность вне этого интервала (рис. 3.5). Най)

дем собственные функции и
собственные значения энер)
гии частицы в такой яме.

Уравнение Шредингера
для стационарных состоя)
ний в данном случае будет
иметь вид

�
� � � �

�

2

2 2
2 0

d m E U
dx

� � �

Так как за пределы такой ямы частица попасть не мо)
жет, то вероятность обнаружить частицу вне ямы равна
нулю и соответственно волновая функция также равна
нулю. Из условия непрерывности следует, что � должна
быть равна нулю и на границах ямы. Таким образом, тре)
буется решить дифференциальное уравнение

�
� � �

�

2

2 2
2 0

d m E
dx

при граничных условиях �(0) = �(l) = 0. Введем обозна)
чение

�

�

2
2

2mk E�

где параметр k имеет смысл волнового числа волны де
Бройля для данной частицы. Решение дифференциально)
го уравнения будем искать в виде

�(x) = asin(kx + �),

где a — амплитуда волновой функции; � — некоторая по)
стоянная. Из граничного условия �(0) = 0 сразу следует

Рис. 3.5
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� = 0, а из условия �(l) = 0 следует, что asin(kl) = 0. Так
как амплитуда не равна нулю, то последнее соотношение
будет выполнено при условии

kl = �n�, n = 1, 2, 3, ...

Итак, набор собственных волновых функций имеет вид

� ��
� �

n xx a
l

� � ��� �

Для нахождения амплитуды волновой функции необ6
ходимо учесть условие нормировки:

� �� 2

0

1
l

x dx� � �

Откуда сразу следует �

2a
l
�

Таким   образом,   получаем
окончательно выражение для
собственных функций:

� �2

1 2 3

� � ��� �

� � ����

n
n xx

l l
n

�
� �

�

На рис. 3.6 приведены гра6
фики плотности вероятности
обнаружения частицы в различ6
ных местах ямы. Из них следу6
ет, например, что в состоянии
с n = 2 частица не может быть
обнаружена в середине ямы. Та6
кое поведение частицы никак
не совместимо с представления6
ми о траектории (по «классике»
все положения частицы в потен6
циальной яме с плоским дном
должны быть равновероятны!).

С учетом связи волнового
числа и энергии получаем соб6
ственные  значения  энергии
частицы:

Рис. 3.6

Рис. 3.7

2
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�
� �

�2 2
2

2
1 2 3

2nE n n
ml

� � � �����

т. е. спектр энергии частицы в бесконечно глубокой яме
оказался дискретным (см. рис. 3.7). Дискретность энергии
является следствием ограниченности движения частицы
и малости ее массы. Квантовое число n характеризует не
только номер состояния, но и значения энергии, поэтому
оно называется главным квантовым числом. Состояние с
n = 1 называется основным (невозбужденным), осталь6
ные — возбужденными.

3.5.
КВАНТОВАЯ ЧАСТИЦА

В ЯМЕ КОНЕЧНОЙ ГЛУБИНЫ

Пусть теперь потенциальная яма имеет конечную глу6
бину — U0 (рис. 3.8). За начало координат примем центр
ямы. Рассмотрим вначале ситуацию, когда полная энер6
гия частицы E отрицательна. В этом случае стационарное
уравнение Шредингера можно записать в виде

�
� � � � �

�
� � � �

�

�

2

02 2

2

2 2

2 0

2 0

d m E U x l
dx
d m E x l
dx

� � � � � �

� � � �

Введем обозначения

� � � � �

� �

2 2
02 2

2 2m mE U k E� � � �

Тогда уравнение Шредин6
гера запишется в более про6
стом виде:

�� + k2� = 0 — внутри ямы;
�� – �2� = 0 — вне ямы.

Эти уравнения имеют очевидные решения:

�1(x) = Acoskx + Bsinkx — внутри ямы;
�2(x) = Cexp(–�x) — вне ямы при x > l;
�3(x) = Dexp(�x) — вне ямы при x < –l.

Рис. 3.8
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Выбор знака в экспоненциальном множителе для вол)
новой функции вне ямы обусловлен требованием конеч)
ности функции на бесконечности. Из соображений сим)
метрии следует, что плотность вероятности �2 должна
быть симметричной функцией относительно x = 0. Это
может быть выполнено при условии: либо A = 0, либо
B = 0. Кроме того, необходимо потребовать, чтобы C2 = D2.
Отсюда следует, что либо C = D, либо C = –D. Постоян)
ные A, B, C, D можно определить из условий непрерывно)
сти и гладкости волновых функций на границах x = �l:

� � � �� � � � � � �� � � � � � � ��1 3 1 2 1 3 1 2l l l l l l l l� � � �� � � � �� � � � �� � � � ��

Отсюда сразу следует система линейных уравнений
относительно неизвестных коэффициентов A, B, C, D:

Acoskl + Bsinkl = Cexp(–�l). (3.2)
–kAsinkl + kBcoskl = –�Cexp(–�l). (3.3)

Acoskl – Bsinkl = Dexp(–�l). (3.4)
kAsinkl + kBcoskl = �Dexp(–�l). (3.5)

Мы не будем ставить перед собой задачу отыскания
собственных функций частицы в яме конечной глубины,
а найдем только собственные значения энергии, точнее,
найдем способ определения энергии и особенности энер)
гетического спектра. Для этого вначале сложим уравне)
ния (3.2) и (3.4):

2Acoskl = (C + D)exp(–�l). (3.6)

Вычтем уравнения (3.2) и (3.4):

2Bsinkl = (C – D)exp(–�l). (3.7)

Сложим уравнения (3.3) и (3.5):

2kBcoskl = �(D – C)exp(–�l). (3.8)

Вычтем уравнения (3.3) и (3.5):

2kAsinkl = �(C + D)exp(–�l). (3.9)

Если A � 0 и C = D, то после деления уравнений (3.9) и (3.6)
получаем

ktgkl = �. (3.10)
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Если B � 0 и C = –D, то после деления уравнений (3.8) и
(3.7) получаем

kctgkl = –�. (3.11)

Эти условия не могут быть удовлетворены одновре+
менно, так как это привело бы к соотношению k2 = –�2,
а параметры k и � вещественны. Таким образом, для оп+
ределения энергии необходимо как+то решить уравнение
(3.10) — ему соответствует решение с четной волновой
функцией (A � 0, B = 0, C = D), либо уравнение (3.11) —
ему соответствует решение с нечетной волновой функци+
ей (A = 0, B � 0, C = –D). Эти уравнения не совсем прият+
ны для решения, но если нужны не сами значения энер+
гии, а характер ее распределения (дискретный или непре+
рывный), то можно поискать их графическое решение.
Для этого введем безразмерные параметры

� = kl, � = �l.

Тогда получаем для решений с четной волновой функ+
цией:

�tg� = �, (3.12)

а для решений с нечетной волновой функцией —

�ctg� = –�. (3.13)

а б

Рис. 3.9
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Кроме того, параметры � и � должны быть связаны со'
отношением

� � � �
�

2 2 2
02

2m U l �

Последнее соотношение следует из определения пара'
метров k и �. На рис. 3.9 приведены графики зависимости
�tg� = �(�, � > 0) и �ctg� = –�.

Кроме того, отображено уравнение окружности

� � � � �
�

2 2 2
02

2 constm U l �

Координаты пересечения этих кривых и окружности да'
дут значения параметров � и �, а значит значения k и � и
соответственно значения энергии частицы.

Видно, что спектр уровней энергии дискретен (похо'
же на бесконечно глубокую яму), во'вторых, число уров'
ней всегда конечно (не похоже на бесконечно глубокую
яму) и определяется глубиной ямы и ее шириной. Кроме
того, в любой ситуации существует хотя бы один уровень
энергии — «нулевой».

Рассмотрим теперь ситуацию с положительной энер'

гией. В этом случае � � �

�2
2mE

— чисто мнимая величи'

на. Положим � = i�. Тогда вне ямы уравнение Шрединге'
ра будет иметь вид

�� + �2� = 0.

Его решение

�(x) = A�cos�x + B�sin�x, x > l,
�(x) = A�cos�x + B�sin�x, x < –l.

При |x| < l получаем (внутри ямы)

�(x) = Acoskx + Bsinkx.

Для определения постоянных A�, B�, A�, B� необходи'
мо «сшить» волновую функцию и ее производную внутри
и вне ямы на границе. Но так как постоянные A и B могут
принимать любые значения, то, как следствие, и постоян'
ные A�, B�, A�, B� могут принимать любые непрерывные
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значения. Таким образом, мы не накладываем никаких
ограничений на значения энергии. А это означает, что
энергия при положительных значениях не квантуется и
ее спектр непрерывен. Во/вторых, волновая функция уже
не стремится к нулю вдали от ямы и тогда движение час/
тицы инфинитно, т. е. бесконечно!

Самое необычное при отрицательных значениях энер/
гии частицы — то, что существует ненулевая вероятность
обнаружить частицу за пределами ямы (очень похоже на
прохождение частицей потенциального барьера). Предста/
вим такую ситуацию: большое число близко расположен/
ных ям (например, кристаллическая решетка металла/
проводника). Внутри какой/нибудь ямы находится элек/
трон. Если расстояние между ямами не очень велико, то
существует ненулевая вероятность того, что электрон из
одной ямы перескочит в соседнюю, или еще дальше! А это
уже механизм проводимости металлов (более подробно мы
остановимся на этом позднее).

3.6.
КВАНТОВАНИЕ

В СФЕРИЧЕСКИ СИММЕТРИЧНОМ
СИЛОВОМ ПОЛЕ

Рассмотренные одномерные потенциальные ямы име/
ют скорее чисто принципиальное значение в понимании
физической сути квантования энергии. В практическом
плане более важен случай, когда потенциальная энергия U
не одномерна, а сферически симметрична относительно
некоторого силового центра. К этому сводится, например,
задача о поведении электрона в электрическом поле заря/
женного ядра, взаимодействие протона с нейтроном в ядре
дейтерия и многие другие. Будем полагать для простоты
силовой центр неподвижным. В этом случае потенциаль/
ная энергия зависит только от расстояния от частицы до
силового центра — U(r). В то же время волновая функция
частицы может зависеть не только от расстояния r, но и
от угловых переменных. Мы ограничимся только сфери/
чески симметричными решениями, т. е. будем полагать
волновую функцию зависящей только от r — �(r). В сфе/
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рической системе координат уравнение Шредингера для
таких стационарных состояний имеет вид

�� � � � � �� �
	 
 �

2
2 2

1 2 0
dd mr E U r

dr drr
� � �� �

Введем новую функцию � = r�. Тогда уравнение Шре+
дингера легко привести к виду

�
� � � �

�

2

2 2
2 0

d m E U r
dr

� � �� � (3.14)

Это уравнение математически тождественно с уравнени+
ем Шредингера для одномерного случая. Правда, здесь есть
специфика. При r = 0 функция � должна обращаться в

нуль, так как в противном случае волновая функция 
�

� �
r

обращалась бы в бесконечность.
Частным случаем сферически симметричного силово+

го поля является трехмерная сферически симметричная
потенциальная яма, для которой сечение плоскостью, про+
ходящей через силовой центр, имеет прямоугольную фор+
му (рис. 3.10). В этом случае
так называемая трехмерная
потенциальная  энергия  мо+
жет быть представлена в виде:
U(r) = –U0 при r < l и равна
нулю при r > l. Легко сообра+
зить, что в качестве решений
уравнения (3.14), конечных
при r = 0 и обращающихся в
нуль при r � �, необходимо
взять

� = Bsinkr при r � l;
� = Cexp(–�r) при r > l,

где
� �

� � �

� �

0
2 2

2 2m E U mEk
� �

�

(так как мы рассматриваем частицу внутри потенциаль+
ной ямы, то, естественно, необходимо считать E < 0).

Рис. 3.10
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Таким образом, задача свелась к рассмотренной нами ра%
нее одномерной потенциальной яме, поэтому и уровни
энергии определяются так же, как и ранее. Различие со%
стоит только в том, что теперь необходимо отбросить со%
стояния с четными волновыми функциями и оставить
лишь состояния с нечетными волновыми функциями.
В соответствии с этим из двух формул (3.12) и (3.13) необ%
ходимо оставить лишь вторую:

� = –�ctg�,

причем � и � определяются прежними выражениями: �= kl,
� = �l.

Принципиальное же отличие одномерной потенциаль%
ной ямы от трехмерной состоит в том, что для одномер%
ных ям всегда существует, по крайней мере, одно собст%
венное значение энергии с четной волновой функцией.
В случае сферически симметричной прямоугольной ямы

этого может и не быть. Из соотношения � � � �
�

2 2 2
02

2m U l

видно, что если � �� �

�

2
0

2

2
2

mU l
�  т. е. если

�
�

�2 2

0 28
U

ml
� (3.15)

то кривая, заданная уравнением � = –�ctg�, никогда не
пересечется с окружностью, заданной уравнением

� � � �
�

2 2 2
02

2m U l �

Это означает, что при выполнении условия (3.15) в потен%
циальной яме не появится ни одного уровня дискретного
спектра энергии (из%за того, что глубина ямы слишком
мала).

ЗАДАЧИ
ПРОХОЖДЕНИЕ ЧАСТИЦЫ

ЧЕРЕЗ ПОТЕНЦИАЛЬНЫЙ БАРЬЕР

3.1. Стационарный поток частиц, имеющих массу m и
энергию E, падает на абсолютно непроницаемую стенку
(рис. 3.11): U(x) = 0 при x > 0 и U(x) �� при x � 0. Найти
распределение плотности вероятности местонахождения
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частиц w(x) и координаты точек максимума w(x). Нари!
совать примерный график функции w(x).

3.2. Частица массой m падает слева на прямоугольный
потенциальный барьер высотой U0 (рис. 3.12). Показать,
что при E < U0 коэффициент отражения R барьера равен
единице. Найти распределение плотности вероятности

w(x) местонахождения частицы для случая �

0

2
U

E �  Изо!

бразить примерный график функции w(x).
3.3. Частица массой m падает слева на прямоугольный

потенциальный барьер высотой U0 (рис. 3.12). Энергия
частицы E < U0. Найти эффективную глубину xэфф проник!
новения частицы под барьер, т. е. расстояние от границы
барьера до точки, в которой плотность вероятности w(x)
нахождения частицы уменьшается в e раз. Вычислить xэфф

для электрона, если U0 – E = 1,0 эВ.
3.4. Частица массой m падает на прямоугольный потен!

циальный барьер высотой U0 (рис. 3.13). Энергия части!
цы E > U0. Найти коэффициент отражения R и коэффи!
циент прозрачности D этого барьера. Убедиться, что эти
коэффициенты не зависят от на!
правления движения частицы.

3.5. Частица массой m па!
дает на прямоугольный потен!
циальный  барьер  высотой U0

(рис. 3.13). Энергия частицы
E > U0. Найти распределение
плотности  вероятности  w(x)

Рис. 3.11 Рис. 3.12

Рис. 3.13
Х
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местонахождения частицы при �

04
3
U

E �  Изобразить при'
мерный график функции w(x).

3.6. Частица массой m движется слева направо в по'
тенциальном поле, которое в точке x = 0 испытывает ска'
чок U0 (рис. 3.14). Слева от точки x = 0 энергия частицы
равна E. Найти коэффициент отражения R для случаев
E� U0 и E� U0.

3.7. Частица массой m падает на прямоугольную потен'
циальную яму шириной l и глубиной U0 (рис. 3.15). Энер'
гия частицы вне ямы равна E. Найти коэффициент про'
зрачности D ямы и его значение для электрона при E =
= U0 = 1,0 эВ и l = 0,10 нм.

3.8. Частица массой m падает на прямоугольную потен'
циальную яму шириной l и глубиной U0 (рис. 3.15). Энер'
гия частицы вне ямы равна E. Найти значения энергии
частицы, при которых она будет беспрепятственно прохо'
дить через яму. Убедиться, что это будет происходить при
условии, что ширина ямы равна целому числу дебройлев'
ских полуволн частицы внутри ямы. Вычислить Emin для
электрона при U0 = 10 эВ и l = 0,25 нм.

3.9. Экспериментально обнаружено, что в сечении рас'
сеяния медленных электронов на атомах криптона имеет'
ся глубокий минимум при E = 0,6 эВ (резко увеличивает'
ся проницаемость атомов). Этот эффект обусловлен вол'
новыми свойствами электронов. Считая, что для электрона
потенциал атома является одномерной прямоугольной
ямой глубиной U0 = 2,5 эВ (рис. 3.15), оценить радиус ато'
ма криптона.

3.10. Частица массой m падает на прямоугольную по'
тенциальную яму шириной l и глубиной U0 (рис. 3.15).

Рис. 3.14 Рис. 3.15
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Энергия частицы вне ямы равна E. Найти длину ямы l,
при которой коэффициент отражения максимален.

3.11. Частица массой m падает на прямоугольный по/
тенциальный барьер высотой U0 (рис. 3.16). Энергия час/
тицы E > U0. Найти коэффициент прозрачности барьера D
и его выражение при E � U0. Определить значения энер/
гии E, при которых частица будет беспрепятственно про/
ходить через такой барьер.

3.12. Частица массой m падает слева на прямоугольный
потенциальный барьер высотой U0 (рис. 3.17). Энергия
частицы E < U0. Определить коэффициент прозрачности
барьера D и упростить полученное выражение для D� 1.

3.13. Частица массой m падает слева на прямоуголь/
ный потенциальный барьер высотой U0 (рис. 3.17). Энер/
гия частицы E < U0. Нарисовать примерный график рас/
пределения плотности вероятности w(x) местонахождения

частицы. Найти отношение плотностей вероятности 
0w

w l
� �

� �
в точках x = 0 и x = l для случая E = U0/2.

3.14. Частица массой m падает на прямоугольный по/
тенциальный барьер. При каких условиях частица не бу/
дет отражаться от потенциального барьера? Найти энер/
гию электрона, при которой он беспрепятственно пройдет
над прямоугольным барьером высотой U0 = 5 эВ и шири/
ной l = 0,1 нм.

3.15. Опираясь на выражение для коэффициента про/
зрачности

� �
� � �� �� �

� �
��

2 2
b

a

D m U E dx��� � � �

Рис. 3.16 Рис. 3.17
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где a и b — координаты точек, между которыми U > E,
найти вероятность прохождения частицы через потенци+
альный барьер, показанный на рис. 3.18.

3.16. Опираясь на выражение для коэффициента про+
зрачности

� �
� � �� �� �

� �
��

2 2
b

a

D m U E dx��� � � �

где a и b — координаты точек, между которыми U > E,
найти вероятность прохождения частицы через потенци+

альный барьер, заданный выражением � �� �� �
� �

2

0 2
1� �

xU x U
l

(рис. 3.19).

ПОТЕНЦИАЛЬНЫЕ ЯМЫ

3.17. Частица массой m находится в одномерной пря+
моугольной потенциальной яме шириной l с бесконечно
высокими стенками. Найти собственные значения энер+
гии частицы и ее нормированные собственные функции,
если поместить начало координат в середине ямы

� �� � �
2 2
l lX �

3.18. Частица массой m, находящаяся в одномерной
прямоугольной потенциальной яме шириной l с бесконеч+
но высокими стенками, излучает фотон, переходя из со+
стояния с номером (n + 1) в состояние с номером n. Найти
связь частоты фотона с классическим периодом колеба+
ний частицы с энергией En.

Рис. 3.18 Рис. 3.19
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3.19. Частица массой m находится в основном состоя�
нии в одномерной прямоугольной потенциальной яме с
бесконечно высокими стенками. Производная волновой

функции у края ямы 
�
�

d
a

dx
�  Найти энергию частицы.

3.20. Частица массой m находится в одномерной пря�
моугольной потенциальной яме шириной l с бесконечно
высокими стенками. Найти энергию частицы E в стацио�
нарном состоянии:

а) описываемом волновой функцией � = asinkx, где a
и k — заданные постоянные; x — расстояние от края ямы;

б) если число узлов волновой функции �(x) равно N.
3.21. Частица массой m находится в одномерной пря�

моугольной потенциальной яме шириной l с бесконечно
высокими стенками. Найти:

а) массу частицы, если разность энергий 3�го и 2�го
энергетических уровней равна �E;

б) квантовое число n энергетического уровня частицы,
если интервалы энергии до соседних с ним уровней (верх�
него и нижнего) относятся как �:1, где � = 1,4.

3.22. Частица массой m находится в одномерной пря�
моугольной потенциальной яме шириной l с бесконечно
высокими стенками. Найти число энергетических уров�
ней dN в интервале энергий (E, E + dE), если уровни рас�
положены очень плотно.

3.23. Частица массой m находится в основном состоя�
нии в одномерной прямоугольной потенциальной яме ши�
риной l с бесконечно высокими стенками. Найти:

а) силу давления частицы на стенку;
б) работу, которую необходимо совершить, чтобы мед�

ленно сжать яму в � раз.
3.24. В одномерной потенциальной яме шириной l с

бесконечно высокими стенками находится N электронов.
Определить минимальное значение полной энергии Emin и
силу давления электронов на стенки. Взаимодействием
электронов пренебречь. Указание. Учесть, что

�

� �
�� 2

1

1 2 1
6

N

n

N N N
n

� �� �
�



106 А. Н. ПАРШАКОВ. ВВЕДЕНИЕ В КВАНТОВУЮ ФИЗИКУ

3.25. Частица массой m находится в основном состоя!
нии в одномерной прямоугольной потенциальной яме ши!
риной l с бесконечно высокими стенками. Найти вероят!

ность нахождения частицы в области � �
2

3 3
l lx �

3.26. Частица массой m находится в основном состоя!
нии в одномерной прямоугольной потенциальной яме с
бесконечно высокими стенками. Максимальное значение
плотности вероятности нахождения частицы равно Pm.
Найти ширину ямы l и энергию частицы E в данном со!
стоянии.

3.27. Частица массой m находится в двумерной прямо!
угольной потенциальной яме с бесконечно высокими стен!
ками. Координаты частицы находятся в пределах 0 < x < a,
0 < y < b, где a и b — стороны ямы. Найти собственные зна!
чения энергии и нормированные собственные функции
частицы.

3.28. Частица массой m находится в двумерной прямо!
угольной потенциальной яме с бесконечно высокими стен!
ками. Координаты частицы находятся в пределах 0 < x < a,
0 < y < b, где a и b — стороны ямы. Определить вероятность
нахождения частицы с наименьшей энергией в области
� � � �0 0

3 3
a bx y� �

3.29. Частица массой m находится в двумерной квад!
ратной потенциальной яме с бесконечно высокими стен!
ками. Сторона ямы равна l. Найти значения энергии час!
тицы E для первых четырех уровней.

3.30. Частица массой m находится в двумерной квад!
ратной потенциальной яме с бесконечно высокими стен!
ками в основном состоянии. Найти энергию частицы E,
если максимальное значение плотности вероятности на!
хождения частицы Pm.

3.31. Частица массой m находится в сферически сим!
метричной потенциальной яме: U(r) = 0 при r < r0 и U = �
при r = r0, где r0 — радиус ямы. Найти возможные значе!
ния энергии и нормированные собственные функции, за!
висящие только от r. Указание. При решении уравнения

Шредингера воспользоваться подстановкой �
� �

r
�
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3.32. Частица массой m находится в сферически сим%
метричной потенциальной яме: U(r) = 0 при r < r0 и U = �
при r = r0, где r0 — радиус ямы. Найти наиболее вероят%
ное значение rвер и вероятность w нахождения частицы в
области r < rвер в состоянии, зависящем только от r. Изо%
бразить примерные графики функций �2(r) и r2�2(r).

3.33. Воспользовавшись решением задачи 3.31, найти
средние значения �r�, �r2� и среднего квадратического от%
клонения �(r – �r�)2� для частицы, находящейся на уровне
с номером n.

3.34. Частица массой m находится в сферически сим%
метричной потенциальной яме: U(r) = 0 при r < r0 и U = U0

при r � r0, где r0 — радиус ямы. Найти с помощью подста%

новки �
� �

r
 уравнение, определяющее собственные зна%

чения энергии частицы в состоянии, зависящем только
от r, при E < U0 и привести это уравнение к виду

2

0 0 2
00

2где
2

� � �
�

�
��� � �

mEkr kr k
mr U

Определить интервал значений величины r0
2U0 («мощ%

ность» ямы), при которых яма содержит только один уро%
вень энергии.

3.35. Частица массой m находится в двумерной квад%
ратной потенциальной яме с бесконечно высокими стен%
ками. Сторона ямы равна l. Найти число состояний час%
тицы в интервале энергий (E, E + dE), если уровни распо%
ложены очень плотно.

3.36. Частица массой m находится в трехмерной пря%
моугольной потенциальной яме с абсолютно непроницае%
мыми стенками. Длины ребер ямы равны a, b, c. Найти
собственные значения энергии частицы.

3.37. Частица массой m находится в трехмерной куби%
ческой потенциальной яме шириной l с абсолютно непро%
ницаемыми стенками. Найти:

а) разность энергий 3%го и 4%го уровней;
б) энергию 6%го уровня и соответствующее ему число

состояний (кратность вырождения).
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3.38. Частица массой m находится в трехмерной пря$
моугольной потенциальной яме с абсолютно непроницае$
мыми стенками. Длины ребер ямы равны a, b, c. Найти
число состояний частицы в интервале энергий (E, E + dE),
если уровни расположены очень плотно.

3.39.  Частица массой m находится в одномерном потен$
циальном поле U(x), показанном на рис. 3.20, где U(0) = �.
Найти уравнение, определяющее возможные значения
энергии в области E < U0. Привести его к виду

� � �
�

�

2

2
0

2
2

mEkl kl k
ml U

��� �

и показать с помощью графического решения этого урав$
нения, что энергетический спектр является дискретным.
Определить минимальное значение величины l2U0, при
котором появится n$й дискретный уровень.

3.40. Частица массой m находится в одномерном потен$
циальном поле U(x), показанном на рис. 3.20, где U(0) = �.

Энергия единственного уровня этой частицы �

0

2
U

E �  Най$

ти значение l2U0 этой ямы и наиболее вероятное значение
координаты частицы.

3.41. Частица массой m находится в одномерной потен$
циальной яме, конфигурация которой показана на рис. 3.21,
где U(�l) = �. Показать, что при E > U0 уравнение, опреде$
ляющее возможные значения энергии, имеет вид

k2tgk1l = –k1tgk2l,

Рис. 3.20 Рис. 3.21
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где 
�

� �

� �

0
1 2

22 m E UmEk k
� �

� �

3.42. Частица массой m находится в одномерной потен$
циальной яме, конфигурация которой показана на рис. 3.21,
где U(�l) = �. Показать, что при E < U0 уравнение, опреде$
ляющее возможные значения энергии, имеет вид

�tgkl = –kth�l,

где 
�

� � �
� �

02 2m U E mEk
� �

� �  th — гиперболический

тангенс.
3.43. Частица массой m находится в одномерном сим$

метричном потенциальном поле, показанном на рис. 3.22.
Найти уравнение, определяющее возможные значения
энергии частицы при E < U0.

3.44. Частица массой m находится в одномерной потен$
циальной яме, конфигурация которой показана на рис. 3.23.
Найти энергию основного состояния E1, если на краях ямы
�$функция вдвое меньше, чем в середине ямы.

3.45. Электрон находится в одномерной симметричной
потенциальной яме шириной 2a = 2�10–10 м. Отношение
волновой функции основного состояния на границе ямы к

ее максимальному значению внутри ямы составляет � � 1
2
�

Найти глубину ямы и энергию ионизации.
3.46. Найти глубину ямы и энергию ионизации элек$

трона, находящегося в основном состоянии в одномерной
яме шириной a = 2�10–10 м, для которой U(0) = �, U = –U0

Рис. 3.22 Рис. 3.23
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при 0 < x < a и U = 0 при x > a, если известно, что отноше�
ние волновой функции на границе ямы (x = a) к ее макси�

мальному значению в яме равно � � 3
2

�

3.47. Частица локализована в трехмерной потенциаль�
ной яме прямоугольной формы, радиус которой равен a
(рис. 3.24). Определить минимальную глубину ямы U0,
при которой появится первый уровень энергии. Чему рав�
на энергия частицы на этом уровне?

3.48. Электрон находится в одномерной потенциаль�
ной яме, изображенной на рис. 3.25, и имеет энергию
E = 1,5 эВ (U(0) = �). Ширина ямы равна d = 3�10–8 см. Най�
ти высоту потенциального барьера U и его проницаемость D.
За какое время � вероятность найти электрон в яме умень�
шится в два раза? Отражением волновой функции на зад�
ней границе потенциального барьера пренебречь. Указание.
Вероятность распада (проникновения через барьер) в еди�
ницу времени равна произведению числа столкновений час�
тицы со стенкой в единицу времени n на коэффициент про�

зрачности D: � = nD. Пери�

од полураспада �
�

2T ��
�

3.49. Электрон находит�
ся в одномерной потенци�
альной яме, изображенной
на рис. 3.26, и имеет энер�
гию E = 0,9999 эВ (U(0) =
= �). Высота потенциаль�

Рис. 3.24 Рис. 3.25

Рис. 3.26
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ного барьера U = 1 эВ. Найти ширину ямы, если уровень с
указанным значением энергии является первым. Оценить
время жизни � электрона в яме. Отражением волновой
функции на задней границе потенциального барьера пре2
небречь.

3.50. При сближении атомов возможен туннельный
переход электронов внешних оболочек из одного атома в
другой, что приводит к уширению уровней (образованию
зон в твердом теле). Считая, что в атоме электрон нахо2
дится в одномерной прямоугольной потенциальной яме
шириной a = 10–10 м на глубине, равной энергии иониза2
ции U0 = 10 эВ, а ширина барьера d равна среднему рас2
стоянию между атомами (d � 10–10 м), оценить энергети2
ческое уширение в кристалле.

3.51. Дейтрон представляет собой ядро дейтерия, со2
стоящее из протона и нейтрона. Энергия связи дейтрона,
измеренная экспериментально, составляет E = 2,225 МэВ.
Аппроксимируя потенциальную энергию взаимодействия
протона с нейтроном с помощью трехмерной прямоуголь2
ной потенциальной ямы, определить ее глубину U0, при
которой возможно такое связанное состояние. Принять
радиус потенциальной ямы равным l = 1,6�10–13 см.

3.52. Проверить непосредственным интегрированием
ортогональность собственных функций частицы в беско2
нечно глубокой потенциальной яме.
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ФИЗИКА АТОМОВ

И МОЛЕКУЛ

4.1.
ГАРМОНИЧЕСКИЙ

ОСЦИЛЛЯТОР

В механике под гармоническим осциллятором понимают
частицу, совершающую гармонические колебания под
действием квазиупругой силы F = –kx. Потенциальная

энергия такой частицы имеет вид �

21
2

�U kx где k — же"

сткость пружины; x — смещение от положения равнове"
сия. В дальнейшем более удобным оказывается представ"

ление потенциальной энергии в виде � �
2 21

2
�U m x  где m —

масса частицы; � — частота осциллятора. К задаче о гар"
моническом осцилляторе можно свести, например, зада"
чу о колебаниях атомов твердого тела около положения
равновесия.

Уравнение Шредингера для такого гармонического
осциллятора будет иметь вид

� �� �
� � � �

�

2 2 2

2 2
2 0

2
d m m xE
dx

�

(4.1)

Найдем собственные функции � и собственные зна"
чения энергии E. Точное решение данного уравнения вы"
ражается через так называемые полиномы Эрмита. Мы
же попытаемся сделать иначе. При больших x значени"
ем энергии E можно пренебречь, и тогда уравнение (4.1)
примет вид

�
� � �

2
2

2
const

d
x

dx
� (4.2)
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Легко проверить, что уравнению (4.2) удовлетворяет
функция вида

� = exp(–�x2). (4.3)

Поэтому попробуем искать решение уравнения (4.1)
в виде (4.3). После дифференцирования � и подстановки
в (4.1) получаем

� ��� � � � � � � � �	 

� �� �

2 2
2 2 2

2 2
22 4 mE mx x� � �

Для того чтобы данное соотношение было тождеством
при любых x, необходимо выполнить равенства

�
� � � �

� �

2 2
2

2 2
22 4mE m

� �

Из них находим значение параметра � и энергии ос6
циллятора E:

� �
� � �

�

�2 2
m E� �

Таким образом, одной из собственных функций гар6
монического осциллятора является

� ��
� � �

�

2
0 2

mx x� � ��� �

Легко убедиться, что �0 является далеко не единствен6
ным решением уравнения Шредингера. Функция

� ��
� � � � �

�

2

1 0 2
m xx x x x� � � � ���

также является решением, но при � ��
3
2

E �  Это означает,

что квантовый осциллятор, находящийся в потенциаль6
ной яме, может находиться в различных состояниях, ха6
рактеризуемых набором волновых функций �n(x). С этим
мы уже знакомы! Причем каждой волновой функции со6
ответствует свое значение энергии E. В общем случае энер6
гия гармонического осциллятора принимает дискретные
(квантованные) значения:

� �� � � ��
1 0 1 2
2nE n n� � � ����
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Состояние с n = 0 — основное (невозбужденное) с ми"
нимальной энергией E0, остальные состояния — возбуж"
денные. Расстояние между соседними уровнями энергии

�E = ��.

При переходах осциллятора из одного состояния в дру"
гое происходит либо испускание, либо поглощение фото"
на. В квантовой теории доказывается, что квантовое чис"
ло n осциллятора при поглощении или излучении фотона
может меняться только на �1, т. е. �n = �1 — правило от"
бора. Это означает, что вероятность переходов на не сосед"
ние уровни равна нулю, и тогда энергия фотона всегда
� = ��. Все это находится в полном соответствии с гипоте"
зой Планка. Как и в случае с прямоугольной потенциаль"
ной ямой, квантование энергии здесь связано с финитно"
стью движения частицы в силовом поле.

4.2.
ПРИМЕНЕНИЕ

УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА
К АТОМУ ВОДОРОДА

Рассмотрим водородоподобную систему: ядро с заря"
дом +Ze и электрон (при Z = 1 получаем атом водорода,
Z — порядковый номер элемента по таблице Менделеева).

В этом случае энергия взаимодействия электрона с
ядром в системе СИ имеет вид

� � � ��

2

0
1
4

kZeU r k
r

� � � �

Тогда уравнение Шредингера запишем как

� �� � � � � �
�

2
2

2
2 0m ZeE k

r
�

Волновая функция в общем случае зависит уже от трех
пространственных координат. Естественно рассматривать
сферическую систему координат — r, �, � (см. рис. 2.4).
Рассмотрим частный случай, когда волновая функция
электрона в атоме сферически симметрична, т. е. зависит
только от расстояния до ядра — r. Такой случай не преду"
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сматривался старой теорией Бора. В ней всякое движение
электрона вокруг ядра происходило по плоским орбитам
и, естественно, не могло быть сферически симметричным.
Но так как в квантовой механике нет представлений о дви+
жении по орбитам, то нет и препятствий для реализации
сферически симметричных состояний.

Оператор Лапласа в сферической системе координат
имеет вид

� �� �
� � � � � �

� �
2 2

2 2
1 1r

r rr r
� � ��

где �(�, �) представляет «угловую» часть �2, зависящую
как от углов, так и от производных по ним. Перепишем
теперь уравнение Шредингера:

� ���� �� � �� � � � �� 	
� �
 � �

2
2

2 2 2
1 1 2 0m Zer E k

r r rr r
�

Попытаемся найти собственные функции и собствен+
ные значения энергии без «лишней крови». Так как элек+
трон не может находиться в ядре, то существует состоя+
ние, в котором электрон находится наиболее близко к ядру
и это состояние обладает наименьшей энергией. Во+вто+
рых, это состояние должно быть сферически симметрич+
ным (самое простое состояние), т. е. не должно зависеть
от углов. В этом случае уравнение Шредингера приобре+
тает вид

� ���� �� � � � �� 	
� �
 � �

2
2

2 2
1 2r m Zer E k r

r r rr
� �

� �� (4.4)

В качестве решения попробуем для начала взять про+

сто экспоненту � �� � �� �
� 	0

rr
r

� � ��� �  где r0 — некоторая кон+

станта, смысл которой выясним позднее.
После подстановки предполагаемого решения в урав+

нение (3.4) и сокращения на экспоненту приходим к урав+
нению

� �� �� � � �� �
� 	 �

2 2

2 2 2
00

1 2 2r r m ZeE k
r rr r

�
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Приравнивая члены при одинаковых степенях r, вклю%
чая нулевую, получаем

� � �

�

�

2 2 2 4

0 2 2
и

2
Z k mer E

kmZe
�

Таким образом, экспонента на самом деле является
решением при правильном выборе r0 и E. Знак минус в
выражении для энергии показывает, что это энергия при%
тяжения электрона к ядру. Иначе электрон просто улетит
от ядра, а это уже не атом. После подстановки значений m,
k, e, � для Z = 1 находим E = Ei = –13,6 эВ (Ei — энергия
ионизации, т. е. минимальная энергия, необходимая для
удаления электрона из атома водорода). Теперь попыта%
емся понять смысл постоянной r0. Для этого найдем веро%
ятность обнаружить электрон в интервале dr:

dP = |�|2dV = |�|24�r2dr = W(r)dr,

где � �� � �� �
� 	

2

0

24 rW r r
r

� � ��� — плотность вероятности обна%

ружить электрон на расстоянии r от ядра. График функ%
ции W(r) представлен на рис. 4.1. Легко проверить, что
максимум плотности вероятности приходится как раз на

значение �

� � � �

�2
11

0 2
5 10 мr r

kme
�  Таким образом, r0 явля%

ется наиболее вероятным положением электрона в невоз%
бужденном атоме водорода — боровский радиус.

Рис. 4.2Рис. 4.1



4. ФИЗИКА АТОМОВ И МОЛЕКУЛ 117

Следующие состояния электрона находятся аналогич#

но, и для них получается � �

1 1
2 34 9

E E
E E�  и т. д. В общем

случае энергия электрона в водородоподобном атоме оп#
ределяется выражением

� � �

�

4 2 2

2 2
1 2 3 главное квантовое число

2
� � � ����� �n

me Z kE n
n

Схема уровней энергии электрона в атоме водорода
представлена на рис. 4.2.

4.3.
ПРОСТРАНСТВЕННОЕ

КВАНТОВАНИЕ

При решении задачи о частице в потенциальной яме
мы имели дело с одной координатой. Это привело к появ#
лению одного квантового числа. В атоме водорода элек#
трон движется в трехмерном пространстве, т. е. имеет три
степени свободы. Следует ожидать, что это приведет к трем
квантовым числам.

Одно мы уже знаем — это главное квантовое число n.
Два других квантовых числа связаны с квантованием мо#
мента импульса частицы и его проекции.

Попытаемся вначале найти проекцию момента им#
пульса Lz. Ранее было показано, что собственные значе#
ния Lz удовлетворяют уравнению

��
� � � � � �

��
�илиz z zL L i L� �

Легко сообразить, что � = exp(��), где � — некоторая
константа. Подставляя это выражение в уравнение для
момента импульса, получаем

�
� �� � ��

��
� zi L���� � ���� ��

После сокращения на экспоненту находим � �
�

ziL
. Таким

образом, волновая функция должна иметь вид

� �� � �� �
� 	�

const ziL
��� �
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Так как волновая функция должна быть однозначной, то
необходимо выполнить условие �(�) = �(� + 2�), или

� � � �� � �� �� � � �
	 
 	 
� �

2z ziL iL
��� ��� � � �

Это будет выполнено, если �

�

zL
m�  где m — некоторое

целое число, равное 0, �1, �2, ...
Таким образом, для проекции момента импульса на

некоторое направление получаем выражение

Lz = m�, m = 0, �1, �2, �3, ...

т. е. проекция момента импульса на выделенное в про8
странстве направление принимает квантованные значе8
ния, кратные постоянной Планка, m называется магнит8
ным квантовым числом. Кроме того, очевидно, что если
квантуется проекция L, то квантуется и само значение L.
Доказательство квантования момента импульса достаточ8
но затруднительно, поэтому приведем только окончатель8
ный результат:

� � ��1 0 1 2lL l l l� � � � � ����

l называется орбитальным (азимутальным) квантовым
числом. Очевидно, что максимальное значение m = l и, как
следствие, Lz < L. Отсюда следует своеобразный вывод:
вектор момента импульса не может совпадать ни с одним

Рис. 4.3
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выделенным в пространстве направлением, т. е. «вектор»
момента импульса не имеет определенного направления
и, следовательно, не может отображаться, как в класси$
ческой механике, направленным отрезком прямой. Пояс$
ним это. Пусть l = 2. Тогда

� � � � � � � � �� � � �2 2 1 6 0 1 2 0 2zL m L� � � � � � � � �

Вектор момента импульса может занимать любое по$
ложение в пространстве вдоль образующей конуса и не
может быть направлен по оси z (рис. 4.3). Этот рисунок
нельзя понимать буквально. Он правильно передает толь$
ко два факта: возможные значения проекции и возмож$
ные значения модуля момента импульса. Из квантования
момента импульса следует, что постоянную Планка мож$
но рассматривать как естественную единицу измерения
проекции момента импульса.

4.4.
ОПЫТ ШТЕРНА И ГЕРЛАХА.

СПИН ЭЛЕКТРОНА

Экспериментальное подтверждение квантования мо$
мента импульса было осуществлено О. Штерном и В. Гер$
лахом. Момент импульса электрона, связанный с меха$
ническим движением электрона, неизбежно приводит к
наличию у атомов магнитного момента. Поэтому, если
квантуется момент импульса, то неизбежно должен кван$
товаться и магнитный момент. В опытах Штерна и Гер$
лаха пучок атомов пропускался
через сильно неоднородное маг$
нитное поле полюсных наконеч$
ников электромагнита специаль$
ной формы (рис. 4.4). В этом слу$
чае  на  пучок  атомов  должна
действовать отклоняющая сила,
пропорциональная магнитному
моменту и соответственно меха$
ническому моменту импульса.

При хаотическом распределе$
нии магнитных моментов в пучке Рис. 4.4
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атомов предполагалось, что узкий пучок атомов после про&
хождения между полюсами магнитов образует на экране
сплошной растянутый след. Опыт дал неожиданные ре&
зультаты. Вместо сплошного растянутого следа получа&
лись резкие отдельные линии, расположенные симметрич&
но относительно следа пучка, полученного в отсутствие
поля. Это можно было объяснить только квантованием мо&
мента импульса. В первоначальных опытах применялись
пучки атомов серебра. В магнитном поле пучок расщеп&
лялся на две составляющие. То же получалось и для ато&
мов водорода. Для атомов других химических элементов
получалась и более сложная картина расщепления, од&
нако число расщепленных пучков получалось не только
нечетным, что предсказывалось квантовой теорией, но и
четным — что противоречило ей. Кроме того, в опытах
Штерна и Герлаха атомы водорода находились в основном
состоянии с n = 1, т. е. не обладали орбитальными момен&
тами. То же самое относится и к опытам с атомами сереб&
ра. Атом серебра имеет единственный наружный электрон.
Атомный остов ввиду его симметрии не обладает ни орби&
тальным, ни магнитным моментами. Весь магнитный мо&
мент атома серебра создается только одним наружным
электроном. И если атом находится в нормальном состоя&
нии, его орбитальный момент в целом тоже равен нулю.
Тогда естественно возникает вопрос — пространственное
квантование какого момента импульса обнаружилось в
этих опытах? Для объяснения этого результата и других
С. А. Гаудсмит и Дж. Ю. Уленбек выдвинули предположе&
ние, что электрон имеет собственный механический и свя&
занный с ним магнитный момент. Этот собственный мо&
мент импульса назвали спином электрона. Это некоторое
собственное свойство, подобное массе, заряду. Вначале
предполагали, что спин связан с вращением электрона
вокруг собственной оси, но затем это предположение при&
шлось по ряду причин отвергнуть.

Спин рассчитывается по формуле

� � �1sL s s� � �

где s — спиновое квантовое число, равное
1
2
�
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Проекция спина на выделенное направление

� � ��
1
2sz s sL m m� �

Принято говорить, что спин электрона имеет только
два направления — по полю и против поля. В дальнейшем
выяснилось, что спином обладают и другие элементарные
частицы (нуклоны, фотоны и др.). Более подробно о спи0
не речь пойдет далее.

4.5.
КВАНТОВЫЕ ЧИСЛА.

КРАТНОСТЬ ВЫРОЖДЕНИЯ
ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ УРОВНЕЙ

Вернемся к атому водорода. Собственные функции
уравнения Шредингера содержат три целочисленных па0
раметра n, l, m: � = �nlm(r, �, �). Параметр n, называемый
главным квантовым числом, совпадает с номером уровня
энергии. Параметры l и m представляют азимутальное и
магнитное квантовые числа, определяющие модуль мо0
мента импульса и его проекцию на некоторое направле0
ние z. При заданном n квантовое число l для электрона в
водородоподобном атоме ограничено и может принимать
n различных значений:

l = 0, 1, 2, ..., n – 1.

В свою очередь, при данном l квантовое число m может
принимать 2l + 1 различных значений:

m = –l, –l + 1, ..., 0, 1, ..., l – 1, l.

Энергия электрона в атоме водорода зависит только от
главного квантового числа. Следовательно, каждому зна0
чению En (кроме E1) соответствует несколько собственных
функций �nlm, отличающихся значениями квантовых чи0
сел l и m. Это означает, что атом водорода может иметь
одно и то же значение энергии, находясь в нескольких раз0
личных состояниях. Состояния с одинаковой энергией на0
зываются вырожденными, а число различных состояний
с каким0либо значением энергии — кратность вырожде0
ния соответствующего энергетического уровня. Легко
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сообразить, что кратность вырождения Zn можно рассчи&
тать по формуле

�

�

� � ��
1

2

0

2 1
n

n
l

Z l n� � �

Состояние электрона принято обозначать следующим
образом:

l = 0 — s&электрон (s&состояние),
l = 1 — p&электрон (p&состояние),
l = 2 — d&электрон (d&состояние),
l = 3 — f&электрон (f&состояние), затем идут g�, h&со&

стояния и т. д. Значение главного квантового числа ука&
зывается перед условным обозначением квантового чис&
ла l. Например, электрон в состоянии с n = 3, l = 1 обозна&
чают символом 3p. Таким образом, возможны следующие
состояния электрона в атоме водорода:

1s
2s, 2p
3s, 3p, 3d
4s, 4p, 4d, 4f и т. д.

4.6.
СПЕКТРЫ ИЗЛУЧЕНИЙ

АТОМА ВОДОРОДА

Ранее схему уровней энергии атома водорода мы ото&
бражали так, как показано на рис. 4.2. Однако гораздо
удобнее применять другую схему (рис. 4.5), которая час&
тично отражает характер вырождения различных уров&
ней энергии. Кроме того, данная схема позволит отразить
и возможные переходы электрона между различными со&
стояниями.

Испускание и поглощение света происходит при пере&
ходах электрона с одного уровня на другой. При этих пе&
реходах происходит либо испускание фотона, либо его
поглощение. Фотон обладает собственным моментом им&
пульса (спином), равным постоянной Планка. Поэтому
закон сохранения момента импульса требует, чтобы мо&
мент импульса электрона при каждом акте испускания
или поглощения фотона изменялся на �. А это означает,
что при каждом переходе электрона с одного уровня энер&
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гии на другой азимутальное квантовое число должно из#
меняться на единицу. Отсюда следует так называемое пра#
вило отбора:

�l = �1.

На рис. 4.5 показаны переходы, соответствующие спек#
трам поглощения и разрешенные этим правилом. Серия
Лаймана (ультрафиолет) возникает при переходах: np � 1s
(n = 2, 3, 4, ...). Серия Бальмера (видимая) возникает при
переходах: ns � 2p, nd � 2p (n = 3, 4, 5, ...). Такому же
правилу подчиняются и следующие серии (Пашена, Брэ#
кета и т. д.)

Рис. 4.5
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Состояние 1s — основное (невозбужденное). В этом со#
стоянии атом обладает наименьшей энергией. Для пере#
хода в возбужденное состояние ему необходимо сообщить
энергию — либо за счет теплового соударения с соседями
(после этого при обратном переходе нагретые тела светят#
ся), либо за счет столкновения атома с достаточно быстрым
электроном (газовый разряд), либо за счет поглощения ато#
мом фотона. При этом спектр поглощения водородного ато#
ма должен состоять из линий, соответствующих перехо#
дам: 1s � np (n = 2, 3, 4, ...). Этот результат полностью
соответствует опыту.

4.7.
СПЕКТРЫ ЩЕЛОЧНЫХ МЕТАЛЛОВ

Спектры поглощения и испускания атомов щелочных
металлов в основном похожи на спектры атома водорода.
Это означает, что эти спектры возникают при переходах
самого внешнего (валентного или оптического) электрона
с одного уровня на другой.

На рис. 4.6 в качестве примера представлена схема
спектров поглощения атомов натрия (причину того, что
схема начинается с n = 3, поймем позднее — это связано с
принципом запрета Паули).

Отличие же этих спектров от спектров водорода заклю#
чается в том, что аналогичные уровни в различных рядах,
отличающихся квантовым числом l, лежат на неодинако#
вой высоте. А это означает, что энергия состояния элек#
трона зависит не только от главного квантового числа n,
но и от азимутального квантового числа l, т. е. от момента
импульса электрона — чего не было для атома водорода!
Связано это с тем, что в более сложных атомах каждый
электрон движется в усредненном поле ядра и остальных
электронов. Это поле зависит от расстояния не по закону

2
1
r

�  но обладает центральной симметрией. Для внешних

электронов атома заряд ядра экранируется другими элек#
тронами, а это приводит к тому, что энергия начинает за#
висеть не только от главного квантового числа, но и от
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азимутального. Формально это означает, что снимается
вырождение по азимутальному квантовому числу. При'
чем с ростом l энергия для одинаковых значений n также
растет. Более того, момент импульса атомного остатка
(ядро плюс остальные электроны, кроме наименее связан'
ного валентного) равен нулю.

При возбуждении атома щелочного металла и при ис'
пускании им света изменяется только состояние валент'
ного электрона. Значит, для него действует правило от'
бора: �l = �1 и схему уровней энергии атомов щелочных
металлов можно считать тождественной схеме уровней ва'
лентного электрона.

Рис. 4.6
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4.8.
МУЛЬТИПЛЕТНОСТЬ СПЕКТРОВ

И СПИН ЭЛЕКТРОНА

Точные экспериментальные исследования спектров
щелочных металлов показали, что каждая линия этих
спектров является двойной (дублет). Структура спектра,
отражающая расщепление линий на компоненты, назы3
вается тонкой структурой. Сложные линии, состоящие из
нескольких компонент, называются мультиплеты (дублеты,

триплеты, квартеты, квинтеты...).
Одиночные линии — синглеты.

Для объяснения расщепления
спектральных линий и результатов
других  опытов  (вспомним  опыт
Штерна и Герлаха), как уже упо3
миналось ранее, С. А. Гаудсмит и
Дж. Ю. Уленбек (1925) выдвинули
гипотезу о том, что электрон, кро3
ме орбитального момента импульса,
обладает также собственным момен3
том импульса — спином.

Классический вариант момента импульса при движе3
нии по окружности: L = rmv. Кроме того, электрон, как
движущийся по замкнутой кривой заряд (рис. 4.7), обла3

дает магнитным моментом: � � �
2

m
ep JS r
T

 (Т — период

обращения электрона по орбите радиуса r со скоростью v).

Учитывая, что 
�

�
2 rT

v
�  получаем выражение для орби3

тального магнитного момента �

2m
evrp �  Выражение mp

L
называется гиромагнитным отношением. Для электрона

� �

2
mp e

L m
 (знак минус показывает, что направления век3

торов pm и L противоположны).
По идее Гаудсмита и Уленбека электрон должен обла3

дать также собственным механическим моментом импуль3
са — Ls и магнитным моментом — �s. Причем отношение

Рис. 4.7
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�s

sL  оказалось в два раза больше, чем по классическим

представлениям:  
�

� �
s

s

e
L m

�

Предположение о спине электрона было подтвержде'
но большим количеством опытных фактов и считается со'
вершенно доказанным. Кроме того, спин электрона и все
его свойства автоматически вытекают из уравнения Ди'
рака, которое является релятивистским вариантом урав'
нения Шредингера. Таким образом, спин электрона явля'
ется одновременно и квантовым и релятивистским свой'
ством.

Величина собственного момента импульса определя'

ется спиновым квантовым числом �

1
2

s �

� � �
�

�
31

2sL s s� � �

Проекция спина на заданное направление также прини'
мает квантованные значения:

� � �
�

�
2sz sL m �

Найдем магнитный момент электрона:

� � � � � � � �
� �1 3

2s s
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Величину 
�
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 обозначают как �Б (магнетон Бора):

�� � � �
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Проекция собственного магнитного момента электрона на
заданное направление:

� �� � � � � � � ��
�

Б2sz sz
e eL
m m

�

Наличие спина легко объясняет мультиплетную струк'
туру спектров. Рассмотрим, например, натрий. Позднее
мы докажем, что суммарный момент импульса всех элек'
тронов натрия, кроме валентного, равен нулю. Это озна'
чает, что момент импульса атома натрия равен моменту
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импульса валентного электрона. Полный момент импуль&
са складывается из орбитального и собственного:

� �� 1jL j j� ��

где j — квантовое число, которое может принимать зна&
чения

j = l + s, |l – s|,

l — азимутальное квантовое число; s — спиновое кванто&
вое число. При l = 0 квантовое число j принимает только

одно значение � �

1
2

j s �  При l � 0 возможны два значения

� � � �
1 1
2 2

j l j l� �  которые соответствуют двум возможным

ориентациям моментов импульса — «параллельной» и
«антипараллельной», т. е. в зависимости от ориентации
спина механический момент импульса может принимать
несколько значений. А так как с этим связан магнитный
момент, то возможны и различные значения магнитных
моментов. Энергия магнитного взаимодействия (его еще
называют спин&орбитальное) зависит от взаимной ориен&
тации орбитального и собственного момента импульса.
Значит, состояния с различными значениями квантового
числа j должны обладать и различной энергией.

Обусловленное спином расщепление энергетических
уровней является релятивистским эффектом. Релятиви&
стская квантовая теория дает для расстояния между уров&
нями тонкой структуры водородного атома значение

�
� �

2

16 iE E �

где Ei — энергия ионизации, � — так называемая посто&
янная тонкой структуры, ее значение в гауссовой системе

равно � � �

�

2 1
137

e
c

�  Постоянная тонкой структуры харак&

теризует энергию взаимодействия двух электронов, или
как сильно электрон связан с электромагнитным полем.
Так как в выражение для � не входит масса электрона, то
� является константой связи с электромагнитным полем
для любой элементарной частицы с зарядом e.
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4.9.
ПРИНЦИП ПАУЛИ.

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ СЛОИ

Состояние электрона в атоме определяется четырьмя
квантовыми числами:

главное n = 1, 2, 3, ... — определяет энергию электро%
на (главным образом);

орбитальное l = 0, 1, 2, ..., n – 1 — определяет модуль
момента импульса;

магнитное ml = 0, �1, �2, ... �l — определяет проекцию
момента импульса;

спиновое � �
1
2sm — определяет проекцию спина на

заданное направление.
Энергия состояния зависит в основном от чисел n и l.

Кроме того, существует слабая зависимость энергии от
чисел ml и ms (спин%орбитальное взаимодействие). Но, как
правило, состояния с бо ´льшим значением n обладают не%
зависимо от l бо ´льшей энергией.

В нормальном (невозбужденном) состоянии электроны
должны располагаться на самых низких доступных для
них энергетических уровнях. Поэтому, казалось бы, в лю%
бом атоме в нормальном состоянии все электроны долж%
ны находиться в состоянии 1s (n = 1, l = 0). Однако опыт
показывает, что это не так. Объяснение наблюдаемых за%
кономерностей излучения атомов было найдено Паули, ко%
торый сформулировал принцип запрета: в одном и том же
атоме (любой квантовой системе) не может быть двух элек%
тронов, обладающих одинаковой совокупностью четырех
квантовых чисел. Или, другими словами, в одном и том
же состоянии не могут находиться одновременно два элек%
трона.

Ранее было показано, что каждому значению главного
квантового числа n соответствует n2 состояний, отличаю%
щихся значениями l и m. Кроме того, нужно учесть, что в
одном состоянии могут находиться два электрона с разны%
ми спинами. Поэтому в состоянии с данным квантовым
числом n в атоме могут находиться Zn = 2n2 электронов.
Итак, в состоянии с n = 1 могут находиться только два элек%
трона, n = 2 – 8 электронов, n = 3 – 18 электронов и т. д.
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Совокупность электронов, имеющих одинаковое зна)
чение главного квантового числа n, образует так называе)
мый слой.

����������� �� 	� 
� �� �� 
� ����

����������������� �� �� �� �� �� �� ����

�

Для полностью заполненного слоя суммарный момент
импульса всегда равен нулю.

4.10.
ПЕРИОДИЧЕСКАЯ СИСТЕМА
ЭЛЕМЕНТОВ МЕНДЕЛЕЕВА

Принцип Паули позволяет объяснить расположение
элементов в таблице Менделеева.

Первый элемент — водород. Каждый последующий
атом будем получать, увеличивая заряд ядра на единицу и
добавляя один электрон, который будем помещать соглас)
но принципу Паули в соответствующую оболочку с наи)
меньшей энергией.

Структура водорода обсуждалась ранее. Единственный
электрон находится в состоянии с n = 1, так называемый
1s)электрон с произвольной ориентацией спина. Энергия
ионизации (энергия связи) для водорода составляет 13,6 Эв.

Следующий элемент — гелий. Рассмотрим вначале ион
Не+, состоящий из ядра (2 протона и 2 нейтрона) плюс
1 электрон — водородоподобный атом. Для него работает
формула

� �

2

2
13 6 Эвn

ZE
n

� �

Его  ионизационный  по)
тенциал (Z = 2) равен

� �

2213 6 54 4 Эв
1iE � � �

Опыт дает такое же значе)
ние. Поместим теперь в окре)
стности Не+ второй электрон.
Вначале (рис. 4.8) он «видит»
заряд +1, затем, попав в K)обо)Рис. 4.8
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лочку, половину времени он будет «видеть» заряд Z = +1,
а другую половину времени — заряд Z = +2. Возьмем сред%
нее значение Zэфф = 1,5. Для энергии ионизации получаем

2
эфф

2

13 6
30 Эв

�

�i

Z
E

n
� �

Однако из%за отталкивания электронов между собой
должно быть несколько меньше 30 Эв. Опыт дает Ei =
= 24,6 Эв. Это самый большой потенциал ионизации сре%
ди всех элементов. Из%за высокого ионизационного потен%
циала и отсутствия места в K%оболочке для 3%го электрона
гелий химически крайне инертен. Химические силы не в
состоянии обеспечить энергию 24,6 Эв, чтобы образовать
Не+. Если же попытаться добавить третий электрон, то он
должен оказаться уже в L%оболочке с n = 2. А это слиш%
ком далеко от ядра и Zэфф = 0! Поэтому гелий не образует
молекул ни с одним элементом — благородный газ. Элек%
тронная конфигурация — 1s2 (два 1s%электрона со спина%
ми противоположного направления). На атоме гелия за%
канчивается заполнение K%оболочки.

Затем идет литий (Z = 3). В нейтральном атоме Li тре%
тий электрон должен располагаться в L%оболочке с n = 2.
Для него Zэфф = 1. Его ионизационный потенциал равен
примерно 13,6 � 12/22 = 3,4 В (эксперимент дает 5,4 В). Но
второй ионизационный потенциал (т. е. удаление второго
электрона, для которого Zэфф = 2,5 и n = 1) равен 76 В! Имен%
но поэтому литий в соединениях обнаруживает валентность
+1 (т. е. теряет один электрон) и никогда не обнаруживает
валентность +2. Электронная конфигурация: 1s22s.

Достройка L%оболочки идет до Ne. У него заполнены K�
и L%оболочки полностью. Ионизационный потенциал у Ne
очень высок, но ниже, чем у гелия — тоже инертный газ.

Затем, начиная с Na, вплоть до Ar заполняется М%обо%
лочка — в ней 18 вакансий (вот, кстати, почему на рис. 4.6
значение главного квантового числа начинается с n = 3,
соответствующего началу заполнения М%оболочки). Что%
бы получить калий, нужно добавить заряд +1 и еще один
электрон — 19%й. По идее, его нужно поместить в недостро%
енную М%оболочку, но он помещается уже в N%оболочке.
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Дело в том, что состояние с недостроенной М!оболочкой
из!за взаимодействия электронов между собой обладает
меньшей энергией, чем достройка М!оболочки до конца,
так как энергия электронов зависит не только от главного
квантового числа, но и от других.

Подобная картина соблюдается и в дальнейшем. Та!
ким образом, периодичность химических свойств элемен!
тов связана с повторяемостью электронных конфигураций
во внешних электронных оболочках.

4.11.
МЕХАНИЗМЫ ОБРАЗОВАНИЯ

МОЛЕКУЛ

Существует два типа сильной связи атомов в молеку!
лах — ионная и ковалентная.

Ионная связь. Если два нейтральных атома постепен!
но сближать друг с другом, то наступает момент, когда
внешний электрон одного из атомов предпочитает присое!
диниться к другому атому. Атом, потерявший электрон,
приобретает заряд +1, а приобретший электрон получает
заряд –1. В этом случае начинает проявляться потенци!
альная энергия электростатического взаимодействия ме!
жду ними. Это и приводит к образованию молекул с ион!
ной связью. Переход электрона от атома к атому повыша!
ет энергию двух атомов, но за счет понижения энергии
электростатического взаимодействия на малых расстоя!
ниях, такое состояние оказывается энергетически более
выгодным. При дальнейшем сближении атомов их энер!
гия начинает снова расти благодаря отталкиванию внут!
ренних электронов атомов.

Ковалентная связь. Эта связь проявляется в основном
у органических соединений. Она образуется, когда элек!
троны становятся коллективной собственностью двух и бо!
лее атомов. Простейший пример — молекула Н2. Рассмот!
рим сначала ионизованную молекулу Н2

+ (рис. 4.9). Энер!
гия связи электрона в присутствии двух протонов больше,
чем для одного протона. Электростатическое взаимодейст!
вие протонов стремится разорвать эту связь. Однако за счет
экранирования электронным облаком положительных за!



4. ФИЗИКА АТОМОВ И МОЛЕКУЛ 133

рядов преобладающим ста�
новится притяжение элек�
трона к обоим протонам.

Кроме того, есть вакан�
сия еще для одного электро�
на. Если ее заполнить, то по�
лучится  уже  нейтральная
молекула Н2. Из�за отталкивания электронов между собой
их волновая функция оказывается более размытой — это
приводит к увеличению размеров молекулы Н2. Зависимость
энергии взаимодействия атомов аналогична ионной связи.

Аналогичная картина проявляется для углерода. Но
он имеет тенденцию обобществлять 4 дополнительных
электрона, чтобы дозаполнить L�оболочку с n = 2. Так об�
разуется, например, метан СН4.

4.12.
ИНДУЦИРОВАННОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ

Мы знаем два вида переходов атомов между энергети�
ческими уровнями (рис. 4.10):

1. Спонтанные (самопроизвольные) переходы с более
высоких уровней на более низкие.

2. Вынужденные переходы с более низких уровней на
более высокие под действием излучения.

Вероятность испускательных переходов первого типа
зависит от внутренних свойств атомов и не зависит от ин�
тенсивности падающего излучения. Эти переходы проис�
ходят спонтанно (самопроизвольно) и называются спон�
танными переходами.

Вероятность переходов второго типа («поглощатель�
ных») зависит как от свойств атомов, так и от интенсив�
ности падающего излучения.

Рис. 4.9

Рис. 4.10
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Этих двух видов переходов, как показал Эйнштейн,
недостаточно для объяснения существования равновесия
между излучением и веществом (излучает «сколько хо1
чет», поглощает «сколько дадут»).

Для возможности установления равновесия между
излучением и поглощением фотонов веществом необхо1
димо, чтобы энергия излучения была пропорциональна
энергии поглощения (как и при тепловом излучении).
А это означает, что должны быть так называемые «ис1
пускательные» переходы, вероятность которых возрас1
тала бы с увеличением интенсивности падающего излу1
чения. Возникающее при этом излучение называется ин1
дуцированным (вынужденным). Причем вероятность
переходов, сопровождающихся излучением, должна быть
равна вероятности переходов, сопровождающихся по1
глощением.

Индуцированное излучение обладает рядом замеча1
тельных свойств. Направление его распространения в точ1
ности совпадает с направлением распространения вынуж1
дающего излучения, вызвавшего переход. То же самое от1
носится к частоте, фазе и поляризации вынужденного и
вынуждающего излучений, т. е. индуцированное и падаю1
щее излучения строго когерентны. Эта особенность лежит
в основе действия лазеров — усилителей и генераторов
света. По существу, индуцированное излучение оптиче1
ских квантовых генераторов представляет собой макро1
скопический квантовый эффект.

4.13.
ПРИНЦИП УСИЛЕНИЯ СВЕТА

С ПОМОЩЬЮ
ВЫНУЖДЕННОГО ИЗЛУЧЕНИЯ

Если частота падающего на вещество света совпадает с
одной из частот

�

� �

�

n mE E� �

атомов вещества при n > m, то могут происходить два про1
цесса:

1) вынужденный переход m � n — поглощение света;
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2) вынужденный переход n � m — усиление интенсив�
ности падающего пучка, т. е. происходит либо поглоще�
ние, либо усиление света. Результат зависит от того, ка�
кой из этих процессов преобладает.

Пусть система находится в термодинамическом рав�
новесии. В этом случае распределение атомов по энергии
можно описать законом Больцмана:

� �
� �� �

� �
n

n
E

N C
kT

��� �

где Nn — число атомов, имеющих при температуре Т энер�
гию En.

Число переходов n � m пропорционально населенно�
сти этих уровней, т. е. числу атомов на данном уровне.
Поэтому в системе, находящейся в термодинамическом
равновесии, поглощение падающего света преобладает над
вынужденным излучением.

Для получения усиления падающего излучения необ�
ходимо сделать так, чтобы в состоянии с бо ´льшей энерги�
ей было больше атомов, чем в состоянии с меньшей энер�
гией, т. е. осуществить инверсную населенность уровней.

Такая система обладает рядом интересных свойств.
Рассмотрим, например, отношение чисел атомов, обладаю�

щих разной энергией n

m

N
N

�  В силу распределения Больц�

мана имеем:

�� �
� �� �� �

n n m

m

N E E
N kT

��� �

При инверсной населенности уровней это отношение
больше единицы. И так как En > Em, то это формально оз�
начает, что T < 0. Такое состояние называют состоянием с
отрицательной температурой.

Изменение интенсивности света с расстоянием l при
прохождении через поглощающую среду с коэффициен�
том поглощения k описывается законом Бугера:

I = I0exp(–kl).
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При инверсной населенности энергетических уровней
вынужденное излучение может превысить поглощение
света, значит I > I0 и, как следствие, k < 0. Такая сово/
купность атомов с инверсной населенностью называется
средой с отрицательным коэффициентом поглощения.

4.14.
ЛАЗЕРЫ

Процесс перевода среды в инверсное состояние назы/
вают накачкой усиливающей среды. Наиболее естествен/
ной представляется накачка, при которой атомы перево/
дятся с нижнего уровня E1 на верхний возбужденный уро/

вень E2 облучением светом с частотой 
�

� �

�

2 1E E
�  Если

усиливающая среда является газообразной, то это можно
также осуществить при газовом разряде (электрическая
накачка). Но это только на первый взгляд. На самом деле
за счет спонтанного излучения атомов, находящихся на
возбужденном уровне, а также за счет столкновения ато/
мов с электронами, атомы «сваливаются» через время по/
рядка 10–8 с на нижний уровень и система не удерживает/
ся в инверсном состоянии. Таким образом, для получения
инверсной населенности использование двухуровневой
системы не подходит. Более эффективно использование
так называемой трехуровневой системы с наличием мета/
стабильного уровня.

Впервые на возможность создания сред, в которых свет
будет усиливаться за счет индуцированного излучения, ука/
зал в 1939 году советский физик В. Фабрикант. В 1953 году
Н. Г. Басовым, А. М. Прохоровым, Ч. Таунсом и М. Вебером
были созданы первые молекулярные генераторы, работаю/
щие в области сантиметровых волн — мазеры (аббревиа/
тура английской фразы Microwave Amplification by Stimu/
lated Emission of Radiation). В 1960 году Мейманом был
создан генератор, работающий в оптическом диапазоне, —
лазер (Light Amplification by Stimulated Emission of Ra/
diation). Лазеры называют также оптическими квантовы/
ми генераторами.
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В лазере Меймана рабочим телом был цилиндр из ро�
зового рубина диаметром порядка 1 см и длиной около 5 см
(рис. 4.11). Торцы рубинового стержня были тщательно
отполированы и представляли строго параллельные друг
другу и перпендикулярные оси стержня зеркала (один из
торцов пропускал около 8% света). Накачка лазера осу�
ществлялась импульсной ксеноновой лампой достаточно
большой мощности.

Рубин представляет собой окись алюминия (Al2O3), в
которой некоторые из атомов алюминия замещены на ато�
мы хрома. При поглощении света (� = 560 нм) ионы Cr+++

(рис. 4.12) переходят в возбужденное состояние (3). Об�
ратный переход в основное состояние (1) происходит в два
этапа. Вначале возбужденные ионы отдают часть своей
энергии кристаллической решетке (без излучения) и пе�
реходят в метастабильное состояние (2), в котором нахо�
дятся около 10–3 с, что в 105 раз превосходит время жизни
в обычном возбужденном состоянии.

Затем ион переходит в основное состояние, излучая
фотон (� = 694,3 нм). Излученный при этом фотон может
вызвать вынужденное испускание дополнительных фото�
нов, которые в свою очередь вызовут вынужденное излу�
чение другого фотона и т. д. В результате образуется кас�
кад фотонов. Фотоны, возникающие при вынужденном
излучении, летят в том же направлении, что и падающие,
и при многократном отражении от зеркал их путь в кри�
сталле будет очень большим. При правильной юстировке
зеркал рождаются мощные импульсы с частотой порядка
нескольких импульсов в минуту.

Рис. 4.11 Рис. 4.12
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В настоящее время разработано большое число самых
различных лазеров, использующих как различные рабо+
чие среды, так и различные принципы работы (в главе 9
будут рассмотрены полупроводниковые лазеры).

Излучение лазеров отличается рядом замечательных
особенностей:

1) строгая монохроматичность;
2) высокая временная и пространственная когерент+

ность;
3) большая интенсивность;
4) малая угловая ширина пучка.
Лазеры нашли самое широкое применение в настоящее

время в различных областях науки и техники. Перечисле+
ние их займет слишком много места, поэтому рассмотрим
только их возможные типы для целей противоракетной
обороны (ПРО) по материалам зарубежной печати.

4.15.
ЛАЗЕРЫ ДЛЯ СИСТЕМЫ ПРО

Химические. В них генерация излучения происходит в
процессе химической реакции между двумя газами: (H, F),
(D, F). Работают в непрерывном режиме. Выходная мощ+
ность порядка 106 Вт. Для сравнения: пучок порядка 104 Вт
способен за считанные секунды прожечь стальную пласти+
ну толщиной около 6 мм.

Эксимерные. Под действием электрического разряда
неустойчивое состояние из двух молекул (эксимер) диссо+
циирует, испуская излучение (фтор+криптоновые лазеры).
Эксимерный лазер генерирует излучение в виде коротких
импульсов порядка 1 мкс с энергией около 104 Дж (Лос+
Аламосская национальная лаборатория, США).

Лазеры на свободных электронах. Принцип их дейст+
вия заключается в том, что пучок электронов направляют
мимо ряда «раскачивающихся» магнитов, которые застав+
ляют электроны колебаться и испускать излучение. Меняя
расстояние между магнитами или энергию электронов,
можно получать излучение теоретически любой длины вол+
ны. Это имеет принципиальное значение при распростра+
нении излучения в атмосфере, в которой есть так назы+
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ваемые «окна прозрачности». На длине волны 1 мкм пи!
ковая мощность порядка 106 Вт.

Самый экзотичный — рентгеновский. Состоит из ядер!
ного заряда, окруженного цилиндрической системой тон!
ких металлических волокон. Рентгеновское излучение,
возникающее при ядерном взрыве, заставляет металли!
ческие волокна за короткое время испустить вторичный
пучок рентгеновских лучей. При этом, естественно, уст!
ройство разрушается. Из!за сильного поглощения рентге!
новских лучей атмосферой данное устройство следует рас!
полагать выше 80 км, возможно по способу «выстрелива!
ния» в космос.

ЗАДАЧИ
ГАРМОНИЧЕСКИЙ ОСЦИЛЛЯТОР.

АТОМ ВОДОРОДА

4.1. Найти с помощью уравнения Шредингера энергию
гармонического осциллятора с частотой � в стационарном
состоянии, для которого волновая функция имеет вид

а) �(x) = Aexp(–a2x2);
б) �(x) = Bxexp(–a2x2), где A, B, a — некоторые кон!

станты.
4.2. Уравнение Шредингера для гармонического ос!

циллятора с частотой � может быть приведено к виду

���� � � � � � �2 0� � �  где � = �x, � — постоянная, � — пара!
метр. Имея в виду, что собственные значения параметра �
равны 2n + 1, где n = 0, 1, 2, ..., найти собственные значе!
ния энергии осциллятора.

4.3. Три первые собственные функции гармоническо!
го осциллятора имеют вид

� �
� �

� �

2 2

0 0

2 2

1 1

2 2
2 2

2 2

2

2

2 1
2

��� �

��� �

� ���� �

xA

xA x

xA x

�
� � �

�
� � �

�
� � � � �

где � — постоянная. Вычислить нормировочные коэффи!
циенты A0, A1, A2.
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4.4. Найти наиболее вероятное значение координаты
xвер квантового гармонического осциллятора в состоянии

� ��
� � �

2 2

1 1 2
xx A x� � ���  и нарисовать примерный график

распределения плотности вероятности различных значе,
ний x.

4.5. Найти наиболее вероятное значение координаты
xвер квантового гармонического осциллятора в состоянии

� ��
� � � � �

2 2
2 2

2 2 2 1
2
xx A x� � � ����  и нарисовать примерный

график распределения плотности вероятности различных
значений x.

4.6. Найти среднеквадратичное значение координа,
ты xср. кв. квантового гармонического осциллятора в со,

стоянии � ��
� � �

2 2

0 0 2
xx A� � ���  и среднее значение моду,

ля x в состоянии � ��
� � �

2 2

1 1 2
xx A x� � ��� �

4.7. Квантовый гармонический осциллятор находится

в основном состоянии � ��
� � �

2 2

0 2
xx A� � ���  в одномерном

потенциальном поле �

2

2
kxU x� � �  Найти:

а) координату x0, соответствующую классической гра,
нице поля в этом состоянии;

б) вероятность пребывания частицы вне классических
границ поля.

4.8. Зная собственные функции и собственные значения
энергии квантового гармонического осциллятора, найти
собственные значения энергии частицы массы m, находя,

щейся в одномерном потенциальном поле �

2

2
kxU x� �  при

x > 0 и U = � при x � 0.
4.9. Частица массы m движется в трехмерном простран,

стве в потенциальном поле � �� � �
2 2 2

2
kU x x y z� � � ��  где k —
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постоянная. Найти собственные значения энергии такой
частицы и кратность вырождения n'го энергетического
уровня. Указание: воспользоваться формулами для одно'
мерного квантового осциллятора.

4.10. Электрон атома водорода находится в состоянии

� �� � �� �
� 	0

rr A
r

� � ��� �  где A, r0 — некоторые постоянные. Най'

ти их значения и энергию электрона.
4.11. Определить энергию электрона в атоме водорода

в состоянии �(r) = A(1 + ar)exp(–ar), где A, a, � — некото'
рые постоянные.

4.12. В основном состоянии атома водорода волновая

функция электрона имеет вид � �� � �� �
� 	0

rr A
r

� � ��� �  где A,

r0 — некоторые постоянные (r0 — первый боровский ра'
диус). Найти наиболее вероятное расстояние между элек'
троном и ядром rвер и вероятность нахождения электрона
в области r < rвер.

4.13. Определить для основного состояния электрона
в атоме водорода средние значения �r�, �r2� и �(r – �r�)2�.

4.14. Найти для электрона атома водорода в основном

состоянии � �� � �� �
� 	0

rr A
r

� � ���  отношение среднего расстоя'

ния от ядра �r� к наиболее вероятному rвер.
4.15. Найти для электрона атома водорода в основном

состоянии � �� � �� �
� 	0

rr A
r

� � ���  вероятность его нахождения

вне классических границ поля.
4.16. В основном состоянии атома водорода волновая

функция электрона имеет вид � �� � �� �
� 	0

rr A
r

� � ��� �  где A,

r0 — некоторые постоянные (r0 — первый боровский ра'
диус). Найти для этого состояния среднее значение моду'
ля кулоновской силы и потенциальной энергии взаимо'
действия электрона с ядром.
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4.17. Электрон атома водорода находится в состоянии с
волновой функцией, радиальная часть которой имеет вид

� ��� �
� �02

rR r r
r

� � � ��� �  где r0 — первый боровский радиус. Най/

ти в этом состоянии наиболее вероятное расстояние меж/
ду электроном и ядром rвер и среднее расстояние электро/
на от ядра �r�.

4.18. Найти средний электростатический потенциал,
создаваемый электроном в центре атома водорода, если элек/

трон находится в основном состоянии � �� � �� �
� 	0

rr A
r

� � ��� �  где

A, r0 — некоторые постоянные (r0 — первый боровский ра/
диус).

4.19. Проверить непосредственным интегрированием
ортогональность собственных функций гармонического
осциллятора.



•5•
КВАНТОВЫЕ

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

5.1.
КВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ

СВОБОДНЫХ ЭЛЕКТРОНОВ
В МЕТАЛЛЕ

Рассмотрим поведение так называемых свободных элек�
тронов в металле без учета влияния кристаллической ре�
шетки металла. Может возникнуть вопрос — как это «без
учета влияния кристаллической решетки»? И этот вопрос
будет совершенно правомерен. Опираясь на наши «обыч�
ные» представления, легко сделать вывод о том, что обла�
дающий небольшой энергией электрон должен с огром�
ным трудом протискиваться через кристалл. Расстояние
между атомами порядка нескольких ангстрем (1 ангстрем
равен 10–10 м). Эффективный диаметр атомов при рассея�
нии на них электронов порядка одного ангстрема. Поэто�
му следует ожидать, что средний свободный пробег элек�
трона между столкновениями будет порядка нескольких
ангстрем (это почти ноль!) и электрон почти тотчас же дол�
жен влететь в какой�нибудь атом.

И тем не менее, природа устроена так, что когда ре�
шетка кристалла идеальна, электрону ничего не стоит
пройти через кристалл совершенно свободно, почти как
в вакууме. Почему это так, мы поймем позже, это чисто
квантовый эффект. И только наличие неидеальностей в
решетке (примеси, отсутствие какого�либо атома, коле�
бания решетки и т. д.) приводит к тому, что металлы об�
ладают сопротивлением. Но об этом позже. А пока рас�
смотрим квантовое поведение свободных электронов в ме�
талле.

Возьмем кубик металла со стороной L. Его объем
V = L3. Запустим вначале в кубик только один электрон.
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Так как мы используем приближение свободных электро)
нов, то потенциальную энергию можно взять равной нулю
(U = 0).

Рассмотрим стационарное уравнение Шредингера

�� � � � �
�2

2 0m E U� � �

В декартовой системе координат при U = 0 оно примет
вид

� �� � � � � �
� � � � �� �� � �	 
 �

2 2 2

2 2 2 2
2 0m E

x y z
�

Введем обозначение �

�

2
2

2m k �  Параметр k имеет смысл

волнового вектора, связанного с импульсом соотношени)
ем �

� �
�k p�  Тогда решение уравнения Шредингера можно

записать в виде

� = Cexp[i(kxx + kyy + kzz)],

где i — мнимая единица, C — некоторая константа, опре)
деляемая из условий нормировки.

Так как мы не рассматриваем поведение электрона вне
кубика, то потребуем выполнения для волновой функ)
ции условий периодичности (формально это означает, что
мы рассматриваем бесконечное множество составленных
вплотную друг к другу кубиков):

�(x) = �(x + L), �(y) = �(y + L), �(z) = �(z + L).

Эти условия будут выполнены только в том случае,
если волновое число k принимает следующие значения:

� � �
� � �1 2 3

2 2 2
x y zk n k n k n

L L L
� � �

где n1, n2, n3 — целые числа 0, 1, 2, 3, ..., не равные нулю
одновременно.

Чтобы это проверить, воспользуемся формулой Эйле)
ра и условиями периодичности:

exp(ikxx) = exp[ikx(x + L)] � exp(ikxL) = 1 � kxL = 2�n.
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Таким образом, мы доказали, что значения волнового
вектора и соответственно энергии квантуются. И для энер(
гии получаем выражение

� ��� � � �
�

22
2 2 2
1 2 3

2
2 kE n n n E

m L
� � �

Состояние электрона в металле (и вообще в любом кри(
сталлическом теле) будем определять значением волново(
го вектора

�

k  и спином. Так как значение волнового векто(
ра определяется набором {n1, n2, n3}, то, задавая набор {n1,
n2, n3}, мы тем самым определяем состояние электрона.

Как видно из проведенного анализа, уровни энергии в
данном случае являются вырожденными (напомним —
имеется несколько различных состояний, соответствую(
щих одному значению энергии).

Для наглядного обозначения состояний электрона вве(
дем воображаемое пространство, по осям которого будем
откладывать значения чисел {n1, n2, n3} (рис. 5.1). Тогда,
если забыть про спин, каждое состояние отобразится точ(
кой в этом пространстве. Плотность размещения точек в
этом пространстве равна единице (так как в каждом еди(
ничном кубике находится только одна точка и �n = 1).
Поверхность равных значений энергии — сфера с радиу(

сом � � �
2 2 2

0 1 2 3n n n n  (рис. 5.2).

Найдем число разрешенных состояний, располагаю(
щихся внутри этой сферы (число состояний, энергия ко(
торых не превышает E). Обозначим его �E. Так как плот(
ность размещения точек равна единице, то это число равно

Рис. 5.1 Рис. 5.2
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просто объему этой сферы, умноженному на два (в каж'
дом состоянии могут находиться по два электрона, обла'
дающих спинами разного направления):

� � � �� � � � � � � � �

��

3 33 323 2 2 2 2 2
0 1 2 3 2

4 8 8 22
3 3 3 2E

m Ln n n n E� � �

Учитывая, что L3 равно объему кубика V, получаем
окончательно

� � �

��

3
32
2

3

28
3 2E

m
E V

� �
�

� �

Запустим теперь в кубик много электронов (порядка
числа атомов). В силу принципа запрета Паули электро'
ны разбегутся по разным состояниям. Эти состояния ока'
жутся затем либо заняты электронами, либо свободными.
Т. е. каждому электрону в этом пространстве квантовых
чисел отводится своя маленькая «комнатка», которую он
может и не занимать.

Посмотрим, что будет при абсолютном нуле темпера'
туры. Вследствие принципа Паули все электроны будут
занимать каждый свое место на самых нижних уровнях
энергии (т. е. заполнят все нижние «комнатки»). Поэто'
му все состояния с энергией, меньшей некоторого значе'
ния, будут заполнены электронами, а состояния с энер'
гией, большей этого значения, будут свободны. Это зна'
чение энергии обозначается EF(0)и называется уровнем
Ферми при абсолютном нуле температуры. Иначе можно
сказать, что EF(0) — это максимальное значение энергии
электронов при абсолютном нуле температуры. Его зна'
чение можно найти из условия, что число заполненных
состояний при нулевой температуре должно быть равно
числу всех электронов в металле:

� � � �

��

3
32
2

3

28 0
3 2E F

m
nV E V

� �
� � �

� �

Откуда получаем

� �
�

22
2 30 3

2
� � � � �FE n

m
Здесь n — концентрация электронов в металле.
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Оценим значение EF(0). Возьмем для концентрации
электронов среднее значение 5�1022 1/см3. Тогда EF(0) бу*
дет около 5 эВ. Много это или мало? Чтобы сообщить клас*
сическому электронному газу такую энергию, его необ*
ходимо нагреть до температуры порядка 104 К (с учетом
пропорциональности энергии и температуры). Средняя те*
пловая энергия при комнатной температуре составляет
значение около 1/40 эВ. Такая энергия может возбудить
только электроны, находящиеся на самых верхних уров*
нях вблизи уровня Ферми. А их очень мало. Основная мас*
са электронов, находящихся на более глубоких уровнях,
не способна поглощать энергию и изменять свое состоя*
ние. К чему это приводит, поймем позднее.

5.2.
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ФЕРМИ–ДИРАКА.

ФЕРМИОНЫ

При абсолютном нуле температуры в каждом состоя*
нии с энергией E � EF(0) находится один электрон, в состоя*
ниях с E > EF(0) электронов нет. Для характеристики ве*
роятности заполнения электронами различных состояний
при T � 0 введем функцию распределения электронов по
состояниям

�

�

dNf E
d

� � �

где dN — число электронов, находящихся в интервале со*
стояний от � до � + d�; d� — число состояний с энергией,
заключенной в интервале от E до E + dE. Число состоя*
ний d� можно представить в виде: d� = g(E)dE, где g(E)
называется плотностью состояний и равно числу состоя*
ний, приходящихся на единичный интервал энергии. Для
плотности состояний g(E) должно выполняться очевидное
условие �

��
0

f E g E dE nV� � � � �

которое представляет собой по существу условие норми*
ровки функции f(E).

Из определения f(E) следует, что она представляет веро*
ятность того, что состояние с энергией E занято электроном.
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При абсолютном нуле температуры эта функция имеет
вид: f(E) = 1 при E � EF(0) и f(E) = 0 при E > EF(0) (рис. 5.3).

При повышении температуры f(E) деформируется —
электроны вблизи EF(0) начинают занимать более высо2
кие уровни энергии, внутренние же электроны не могут
изменять состояние (рис. 5.4).

Вид функции распределения при ненулевой темпера2
туре играет большую роль в квантовой теории электро2
нов, однако определение вида функции распределения
достаточно громоздко, поэтому его вывод приведен в при2
ложении

�
��� � �� �	 


1

1
f E

E
kT

� � �

���

где f(E) — функция распределения Ферми–Дирака, � —
химический потенциал. Его часто обозначают как EF(T) и
называют просто уровень Ферми. При Т = 0 EF � EF(0).
В связи с новым обозначением распределение Ферми–Ди2
рака часто записывают в виде

�
�� �

�� �� 	

1

1F

f E
E E

kT

� � �

���

Легко проверить, что при нулевой температуре распре2
деление Ферми–Дирака имеет вид ступенчатой функции.

Частицы, подчиняющиеся распределению Ферми–Ди2
рака, называются фермионы (электроны, нейтрино, ну2
клоны и т. д.). Это частицы с полуцелым спином. Для фер2
мионов характерно то, что они никогда не занимают со2
стояние, в котором уже кто2то есть. Или говорят, что
фермионы не накапливаются в одном состоянии.

Рис. 5.3 Рис. 5.4

К
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Функции распределения Ферми–Дирака можно при#
дать еще один смысл: это среднее число электронов, нахо#
дящихся в состоянии с энергией E.

С ростом температуры, как уже отмечалось, происхо#
дит размытие края кривой функции распределения, но в

любом случае при � �

1
2FE E f E� � �  т. е. можно сказать, что

уровень Ферми — это уровень энергии, вероятность запол#

нения которого равна 
1
2
�

При больших значениях энергии, когда E – EF� kT,
экспонента в распределении Ферми–Дирака много боль#
ше единицы и тогда распределение Ферми–Дирака пере#
ходит в классическое распределение Больцмана:

� ��� �
� � � � �� �	 


constFE E Ef E
kT kT

� � ��� ��� �

Поведение электронного газа существенно зависит от
соотношения между температурой тела и температурой

Ферми, равной FE
k

�  Различают два предельных случая:

1. kT� EF. В этом случае газ электронов называется
вырожденным.

2. kT� EF. Такой газ называется невырожденным.
В металлах температура Ферми составляет величину

порядка 104 К. Поэтому даже при температурах близких
к плавлению электронный газ является вырожденным.
В полупроводниках плотность свободных электронов го#
раздо ниже, чем в металлах, соответственно ниже значе#
ние температуры Ферми. Поэтому уже при комнатных
температурах электронный газ во многих полупроводни#
ках является невырожденным и подчиняется распределе#
нию Больцмана.

При низких температурах зависимость EF(T) имеет вид

EF(T) � EF(0)(1 – �T2).

Параметр � имеет очень малое значение, поэтому час#
то полагают EF � EF(0), т. е. уровень Ферми практически
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не зависит от температуры. Но иногда эта зависимость
имеет принципиальное значение, например, при анализе
явлений, происходящих при контакте различных метал/
лов или полупроводников.

Многие практические задачи поведения свободных
электронов в металлах и полупроводниках требуют зна/
ние распределения электронов не по состояниям, а по энер/
гии. Для этого найдем концентрацию электронов dn(E) в
интервале энергии от E до E + dE:

�
� �

f E ddNdn E
V V

� �
� � �

Вспомним, что число состояний с энергией, не превышаю/
щей E, равно
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Найдем его дифференциал и подставим в выражение для
dn(E):

�

� �

3

2 3
2mdn E Ef E dE� � � � �

С учетом распределения Ферми–Дирака получаем окон/
чательно

�
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��� (5.1)

При этом мы попутно получили и выражение для плот/
ности состояний g(E):

�
� �

� �

3

2 3
2mdg E EV

dE
� � � (5.2)

5.3.
ФОНОНЫ.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ БОЗЕ–ЭЙНШТЕЙНА

По кристаллической решетке (и не только металлов)
могут двигаться не только электроны. Согласно классиче/
ским представлениям, кристалл, состоящий из N атомов,
является системой с 3N колебательными степенями сво/
боды, на каждую из которых приходится в среднем энер/
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гия kT. Квантовая механика дает другой результат для
средней энергии.

Рассмотрим вначале колебания одного независимого
гармонического осциллятора.

Ранее было показано, что его энергия принимает зна-
чения

� �� � � � ��
1 0 1 2
2n n n� � � ����

Найдем его среднюю энергию. Полагая, что распреде-
ление совокупности независимых осцилляторов по состоя-
ниям с разной энергией подчиняется распределению Больц-
мана, для ��� получаем выражение
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(5.3)

Подобное выражение появляется при выводе форму-
лы Планка для спектральной плотности теплового излуче-
ния абсолютно черного тела. В данном случае отличие толь-
ко во втором слагаемом, определяющем энергию «нулевых»
колебаний. Для расчета первого слагаемого в выражении

(4.3) введем переменную � �
1

kT
�  Тогда его можно преоб-

разовать к более простому виду следующим образом:
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Выполнив дифференцирование по �, получаем выражение
для средней энергии осциллятора
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При достаточно больших температурах второе слагаемое
стремится к kT (именно это и дает классическая теория).
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Включим теперь взаимодействие между атомами. Те'
перь колебания атомов уже не являются независимыми.
Для учета взаимодействия между атомами вспомним так
называемые собственные колебания струны из раздела
«Механика». Там было показано, что произвольные коле'
бания струны являются суперпозицией гармонических
стоячих волн. Аналогично, каждому колебанию кристал'
лической решетки соответствует стоячая волна, устанав'
ливающаяся в объеме кристаллического тела. Частоты
этих колебаний (�i) имеют дискретный спектр. Таким об'
разом, энергия колебаний кристаллической решетки U
может быть представлена как сумма энергий отдельных
колебаний:

� �
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� �

� � �� ��

3

1 0

1
2

i

N

i i
i n

U n �

Здесь ni — главное квантовое число, нумерующее состоя'
ние с частотой �i; N — число колеблющихся атомов. За
вычетом энергии нулевых колебаний энергия каждого
колебания частоты �i слагается из порций величины

�i = ��i.

Эта порция энергии (квант) принадлежит частице, на'
зываемой фононом (не путать с фотоном, хотя это очень
близкие понятия). Кроме энергии фононы обладают так'
же импульсом

�

��
�p k�

Здесь k — волновое число соответствующего колебания.
Фонон во многих отношениях ведет себя так, как если

бы он был частицей с энергией �� и импульсом
�

�k�  Однако
в отличие от обычных частиц (электроны, фотоны) фонон
не может возникнуть в вакууме. Фонон — это колебание
атомов и для его возникновения и существования нужна
некоторая среда. Поэтому он называется «квазичастица».

Найдем среднее число фононов частоты �i. Для этого
усредним энергию фононов:
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Подобное мы только что проделывали, поэтому просто
приведем результат:

�
� � � � � � � �

�� � �� 	

 �

�
� �

�
1

i
i i i i

i

n n

kT

�

���

Откуда находим
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Данное соотношение и представляет собой распреде+
ление фононов по энергии. Кванты электромагнитного
поля (фотоны) также подчиняются подобному распреде+
лению. Из этой формулы следует, что в кристалле может
одновременно возбуждаться неограниченное количество
одинаковых фононов. Значит на фононы, как и фотоны,
принцип Паули не распространяется. Фононы и фотоны
подчиняются одной и той же статистике. Но есть и суще+
ственное различие: фотоны — истинные частицы, фоно+
ны — квазичастицы. Полученное распределение пред+
ставляет собой частный случай распределения Бозе–Эйн+
штейна, которому подчиняются частицы, обладающие
целочисленным спином:
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где �ni� — среднее число частиц, находящихся в состоя+
нии с энергией Ei; � — химический потенциал (� < 0), оп+
ределяемый из условия

� � �� in N�

Здесь N — полное число частиц в системе. Для фотонов и
фононов � = 0. Частицы, подчиняющиеся этой статисти+
ке, называются бозонами. Для них характерно то, что ве+
роятность рождения в состоянии, в котором уже имеется
n частиц, пропорциональна числу частиц, т. е. бозоны в
отличие от фермионов являются «коллективистами».
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5.4.
ПРИНЦИП НЕРАЗЛИЧИМОСТИ

КВАНТОВЫХ ЧАСТИЦ

В отличие от макроскопических тел, элементарные
частицы (электроны, протоны, нейтроны и др.) обладают
совершенно одинаковыми свойствами. В связи с этим воз0
никает вопрос, как отличить одну частицу от другой та0
кой же частицы. Рассмотрим, например, систему, состоя0
щую из двух электронов. В классической физике, так как
каждый электрон движется по своей определенной траек0
тории, принципиально возможно проследить за движени0
ем каждого из них. И если эти электроны поменяются мес0
тами, то мы получаем новое состояние, которое во всех
отношениях обладает теми же свойствами, что и исход0
ное состояние, но отличается нумерацией электронов, т. е.
в классической физике одинаковые частицы принципи0
ально различимы.

Совсем иначе дело обстоит в квантовой механике. Со0
стояние системы из двух электронов описывается двух0
частичной волновой функцией, являющейся функцией
времени и координат обоих электронов. Обнаружив в ка0
кое0то время в данной точке пространства один из электро0
нов, принципиально невозможно сказать, какой из элек0
тронов оказался в данном месте — в квантовой механике
нет понятия траектории, по которой можно было бы про0
следить движение электрона. А это означает, что если две
одинаковые частицы поменять местами, то результат та0
кого обмена нельзя обнаружить экспериментально. Поэто0
му в квантовой механике принимается, что при переста0
новке двух одинаковых частиц не возникает нового состоя0
ния. Одинаковые частицы принципиально неразличимы!
Можно говорить о состоянии системы одинаковых частиц
только в целом, а не о состоянии каждой частицы в отдель0
ности. Это положение формулируется в виде принципа то0
ждественности одинаковых частиц: в системе одинаковых
частиц реализуются только такие состояния, которые не
меняются, если поменять местами две любые частицы.

Вернемся к системе из двух одинаковых частиц. Вол0
новую функцию такой системы, если отвлечься от време0
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ни, можно записать в виде �(q1, q2). В случае бесспиновых
частиц под q понимается совокупность трех пространст-
венных координат каждой частицы. Если же частицы об-
ладают и спином, то к тройке пространственных коорди-
нат следует добавить еще спиновые координаты, которые
могут принимать дискретный ряд значений, например,
значение проекции спина. Переставим теперь местами эти
частицы. Тогда волновая функция такого состояния бу-
дет иметь вид �(q2, q1). Эту операцию можно рассматри-
вать как результат действия на функцию �(q1, q2) линей-
ного оператора P� �  называемого оператором перестановки:

� � �2 1 1 2q q P q q�� � � � � ��

После вторичной перестановки получаем исходную
функцию �(q1, q2):

� � � � �2
1 2 2 1 1 2

� �� � � � � � � � ��q q P q q P q q

откуда находим, что P = �1. А это означает, что допусти-
мы волновые функции двух типов:

�s(q1, q2) = �s(q2, q1);
�a(q1, q2) = –�a(q2, q1).

В первом случае волновая функция при перестановке
частиц не изменяется и называется симметричной, во вто-
ром случае функция называется антисимметричной и при
перестановке одинаковых частиц изменяет знак.

Полученные результаты обобщаются и на системы,
состоящие из произвольного числа одинаковых частиц.
В этом случае, как показывает опыт, симметрия или ан-
тисимметрия волновой функции имеет место при переста-
новке двух любых одинаковых частиц.

Частицы, описываемые симметричными волновыми
функциями, называются бозе-частицами, или бозонами,
и подчиняются статистике Бозе–Эйнштейна. К бозонам
относятся все частицы с нулевым или целым спином (наи-
более яркие представители — фотоны). Частицы, описы-
ваемые антисимметричными волновыми функциями, на-
зываются ферми-частицами или фермионами, и подчиня-
ются статистике Ферми–Дирака. К фермионам относятся
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все элементарные частицы с полуцелым спином (электро%
ны, протоны, нейтроны, нейтрино и др.). Указанная связь
между спином и статистикой справедлива и для сложных
частиц, построенных из элементарных, т. е. для атомных
ядер, атомов и молекул. Принадлежность сложной части%
цы к бозонам или фермионам определяется ее спином.

Например, атом водорода состоит из двух ферми%час%
тиц: протона и электрона, спин каждого из которых ра%

вен
1
2
�  Суммарный спин атома водорода в нормальном со%

стоянии может быть равен либо 0 (спины электрона и про%
тона антипараллельны), либо 1 (спины параллельны).
В обоих случаях атом водорода в нормальном состоянии
будет бозоном.

Второй пример. Ядро атома гелия 4Не состоит из двух
протонов и двух нейтронов. Спин этого ядра равен нулю,
т. е. оно является бозоном. Бозоном будет и сам атом 4Не в
нормальном состоянии. А вот ядро 3Не состоит уже из

нечетного числа частиц со спином 
1
2

— двух протонов и

нейтрона. Спин этого ядра нечетный, и поэтому оно явля%
ется фермионом. Ядра и атомы 4Не подчиняются стати%
стике Бозе–Эйнштейна, а ядра и атомы 3Не — статистике
Ферми–Дирака (это проявляется, например, в том, что 4Не
вблизи абсолютного нуля температуры обладает сверхте%
кучестью, а 3Не — не обладает).

Применим принципы симметрии и антисимметрии к
системе двух одинаковых не взаимодействующих между
собой частиц. Уравнение Шредингера для такой системы
в стационарном состоянии можно записать в виде

� � � � � �1 2H H H E� � �� � �

где операторы Гамильтона 1 2иH H� �  имеют совершенно оди%
наковый вид, но зависят от координат разных частиц. Ре%
шение данного уравнения (это уравнение является уравне%
нием с разделяющимися переменными) можно представить
в виде произведения двух функций: � = ��(1)��(2), где �� и
�� являются волновыми функциями, описывающими со%
стояние каждой отдельной частицы, а символами 1 и 2 ус%
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ловно обозначены координаты первой и второй частицы.
В силу тождественности частиц функция ��(1)��(2) также
будет решением уравнения Шредингера. Однако ни одна
из этих функций не удовлетворяет принципу симметрии
или антисимметрии. Но из них можно составить линейные
комбинации, среди которых будет симметричная функция

�s = ��(1)��(2) + ��(2)��(1)

и антисимметричная

�a = ��(1)��(2) – ��(2)��(1). (5.5)

Состояние, описываемое функцией �s, может реализовать8
ся в случае системы двух одинаковых бозонов, а состоя8
ние �a — в случае системы двух одинаковых фермионов.

В случае невзаимодействующих одинаковых частиц
имеет смысл говорить о состоянии не только системы в
целом, но и о состоянии одной частицы. Например, мож8
но сказать, что одна какая8то частица находится в состоя8
нии ��, а другая — в состоянии ��. При этом фермионы
ведут себя совершенно иначе, чем бозоны.

В системе одинаковых фермионов не может быть двух
частиц, находящихся в одном и том же состоянии. Это от8
четливо видно из соотношения (5.5), так как в случае
�� = �� волновая функция системы обращается в нуль, что
физически не соответствует никакому состоянию. Это по8
ложение называется принципом запрета Паули, которым
мы уже пользовались ранее.

Что касается бозонов, то на их состоянии принцип сим8
метрии волновых функций не накладывает никаких ог8
раничений, подобных принципу запрета Паули. В одном
и том же состоянии может находиться любое число одина8
ковых бозонов.

ЗАДАЧИ
КВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ

СВОБОДНЫХ ЭЛЕКТРОНОВ В МЕТАЛЛЕ

5.1. Найти с помощью формулы (5.1) среднюю кине8
тическую энергию свободных электронов в металле при
температуре 0 К, если их максимальная кинетическая
энергия равна Emax.
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5.2. Опираясь на распределение электронов в металле
по энергиям, найти распределение dn(p) электронов по
импульсам. Найти частный случай распределения при
температуре 0 К.

5.3. Найти долю � свободных электронов в металле при
температуре 0 К, кинетическая энергия которых больше
половины максимальной.

5.4. Вычислить температуру идеального газа, у кото3
рого средняя кинетическая энергия частиц равна средней
кинетической энергии свободных электронов в меди при
температуре 0 К. Принять, что на каждый атом приходит3
ся один свободный электрон.

5.5. Найти интервал между соседними уровнями сво3
бодных электронов в металле при температуре 0 К вблизи
уровня Ферми, если объем металла V = 1,00 см3 и концен3
трация свободных электронов n = 2,0�1022 см–3.

5.6. Вычислить наиболее вероятную vвер и среднюю �v�
скорости свободных электронов в меди при температу3
ре 0 К, если их концентрация равна 8,5�1022 см–3.

5.7. Получить функцию распределения свободных элек3
тронов в металле по дебройлевским длинам волн при тем3
пературе 0 К.

5.8. Найти давление электронного газа в металле при
температуре 0 К при концентрации свободных электронов

2,5�1022 см–3. Показать, что оно составляет
2
3

 от объемной

плотности его кинетической энергии (точно так же, как и
для классического идеального газа).

5.9. Получить выражение для концентрации свобод3
ных электронов в металле, для которых скорости нахо3
дятся в интервале от v до v + dv:

� �
�

� ��� �
� � �� 	
 �� 
 �� �

�

�

13
3 3 32 1 где

2
F

x y z
E Emn v d v d v d v dv dv dv

kT
� � ��� � �

Указание. Учесть выражение для концентрации сво3
бодных электронов в металле.

5.10. Свойства щелочных металлов хорошо описыва3
ются моделью свободных электронов. Найти для цезия
значение уровня Ферми, считая, что на каждый атом при3
ходится один свободный электрон.
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6.1.
ТИПЫ СВЯЗЕЙ В КРИСТАЛЛАХ

Большинство элементов и соединений обнаруживают кри�
сталлическую упорядоченную структуру. Механизм, свя�
зывающий атомы в молекулы, может приводить к образо�
ванию безграничных твердых периодических структур,
которые можно рассматривать как сверхмолекулы. В за�
висимости от природы частиц, находящихся в узлах кри�
сталлической решетки, и от характера сил взаимодейст�
вия между частицами, различают четыре основных типа
кристаллической связи.

Ионные кристаллы. Подобно ионным и ковалентным
молекулам, существуют ионные и ковалентные кристаллы.
Типичным примером ионной решетки является структура
ионного кристалла NaCl, имеющего кубическую решетку.
Ближайшими соседями у каждого иона Na+ являются шесть
ионов Cl–. Этому пространственному расположению ионов
Na+ и Cl– соответствует наименьшая энергия (т. е. при об�
разовании такой конфигурации выделяется максимальная
энергия). Этим и объясняется то, что при охлаждении до
температуры ниже точки плавления NaCl и многие другие
вещества стремятся образовать чистые кристаллы. В газо�
образном состоянии NaCl состоит из молекул, в которых
объединены попарно ионы натрия и хлора. Образующая
молекулу группировка из Na+ и Cl– утрачивает в кристал�
ле обособленное существование. Весь кристалл в целом
можно рассматривать как одну гигантскую молекулу.

Ковалентные кристаллы. За счет данной связи (ее на�
зывают гомеополярной, или ковалентной) образуются так
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называемые атомные кристаллы. Ранее мы рассматрива!
ли механизм образования молекулы метана CH4, в кото!
рой ковалентная связь осуществляется электронными па!
рами валентных, т. е. наименее связанных с атомами,
электронов. Молекула метана представляет собой правиль!
ный тетраэдр, в вершинах которого располагаются атомы
водорода, а в центре находится атом углерода. Поскольку
каждый электрон способен обеспечить связь только с од!
ним атомом, то число связей, в которых может участво!
вать данный атом (число соседей, с которыми он может
быть связан), равно его валентности.

Разновидностью твердого углерода, обладающего наи!
более сильной связью, является алмаз. Если четыре ато!
ма водорода в CH4 заменить атомами углерода, то полу!
чится элементарная ячейка кристаллической структуры
алмаза.

Структуры, аналогичные алмазу, образуют при кри!
сталлизации и другие четырехвалентные элементы: гер!
маний, кремний, олово и др. Для их решеток характерно
то, что каждый атом окружен четырьмя равноотстоящи!
ми от него соседями, расположенными в вершинах пра!
вильного тетраэдра. Каждый из четырех валентных элек!
тронов входит в электронную пару, связывающую данный
атом с одним из соседей.

Металлические кристаллы. Допустим, что один из ва!
лентных электронов атома перешел на более высокий энер!
гетический уровень. Можно ожидать, что его волновая
функция станет более размытой. Но при этом электрон
окажется ближе к соседним атомам. Поскольку остовы
этих атомов обладают положительным зарядом и притя!
гивают электрон, то они будут еще больше размывать элек!
тронную волновую функцию, что приведет к ее перекры!
тию с соседней. В результате волновая функция окажется
равномерно размытой по всему кристаллу, с некоторыми
сгущениями вблизи каждого притягивающего атомного
остова (иона). Размытие волновой функции играет роль
«цемента», скрепляющего положительные ионы, в про!
тивном случае решетка распалась бы под действием куло!
новского отталкивания между ионами. Это и обусловли!
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вает их металлическую связь, характерную для кристал#
лов, построенных из одновалентных атомов (литий, натрий,
калий и др.). Кристаллы с таким типом связи называются
металлами. К металлам относятся элементы, атомы кото#
рых содержат внешние недостроенные электронные обо#
лочки.

Металлическая связь возникает, когда атомы сближа#
ются на расстояние, меньшее размеров облака внешних
электронов. Вследствие принципа запрета Паули такая
конфигурация приводит к возрастанию энергии внешних
электронов. Однако в случае металлов эта энергия все же
меньше, чем в случае, когда атомы находятся на больших
расстояниях друг от друга. Если атомы сближаются на#
столько, что их внутренние заполненные оболочки начи#
нают соприкасаться, то ядра попадают в пределы облас#
ти, занимаемой облаком внешних электронов соседнего
атома. В таком случае внешний электрон притягивается
соседними ядрами, что приводит к возрастанию его энер#
гии связи и к еще большему увеличению размеров соот#
ветствующего облака. Это позволяет электрону прибли#
жаться к удаленным соседям, которые, в свою очередь,
еще больше размывают электронное облако. В итоге вол#
новая функция каждого из внешних электронов равномер#
но распределяется по всему кристаллу!

Нетрудно увидеть, что квантовая механика вполне ра#
зумно объясняет проводимость металлов. То, что в ме#
таллах приходится, по крайней мере, один свободный
электрон на каждый атом, обусловлено отчасти волно#
вой природой электронов. Эти свободные электроны (их
еще называют электронами проводимости) не связаны с
каким#либо определенным атомом и могут свободно пе#
ремещаться по металлу в любом направлении. Наличие
свободных электронов в чистых металлах по существу
следует рассматривать как макроскопическое проявле#
ние квантовых законов.

В ионных и ковалентных кристаллах внешние элек#
троны связаны (локализованы вблизи ядра), поэтому та#
кие кристаллы обычно не проводят электрический ток, —
это изоляторы.
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Молекулярные кристаллы представляют собой слабо
связанные агрегаты молекул. Связь обусловлена силами
Ван+дер+Ваальса. Эти силы возникают при взаимодействии
электрических дипольных моментов атомов или молекул
при деформации их электронных оболочек. К молекуляр+
ным кристаллам относятся почти все органические кри+
сталлы и многие другие соединения. Молекулярная связь
является единственной связью у кристаллов, образован+
ных из атомов инертных газов. Молекулярные решетки
образуют, например, H2, N2, O2, CO2, H2O. Обычный лед, а
также твердая углекислота представляют собой молеку+
лярные кристаллы. Для молекулярных кристаллов харак+
терны низкие температуры плавления, кипения и субли+
мации, а также сильная сжимаемость.

6.2.
СТРУКТУРА КРИСТАЛЛОВ

Характерная черта кристаллического состояния, от+
личающая его от жидкого и газообразного состояний, за+
ключается в наличии анизотропии, т. е. в зависимости
ряда физических свойств от направления. Тела, свойства
которых одинаковы по всем направлениям, являются изо+
тропными. Изотропны кроме газов и большинства жид+
костей также аморфные твердые тела, представляющие
собой переохлажденные жидкости.

Причиной анизотропии кристаллов является упорядо+
ченное расположение атомов или молекул, из которых они
построены. Упорядоченное расположение частиц прояв+
ляется в правильной внешней огранке кристаллов. Пра+
вильность геометрической формы и анизотропия кристал+
лов могут не проявляться из+за того, что кристаллические
тела встречаются, как правило, в виде поликристаллов.
В поликристаллах анизотропия наблюдается только в пре+
делах каждого отдельно взятого кристаллика, тело же в
целом вследствие беспорядочной ориентации кристалли+
ков анизотропии не обнаруживает.

Упорядоченность расположения атомов кристалла за+
ключается в том, что отдельные частицы размещаются в
узлах геометрически правильной пространственной ре+
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шетки. Многогранник, трансляциями которого может
быть без пропусков и перекрытий заполнена вся бесконеч*
ная решетка, называется элементарной ячейкой (рис. 6.1).
Длины ребер элементарной ячейки a, b, c представляют
собой периоды идентичности кристалла (если же они оди*
наковы, их называют постоянной решетки).

Элементарную ячейку можно выбирать различными
способами. Это хорошо видно на примере плоской струк*
туры из повторяющихся плиток квадратной формы, по*
ловина из которых является пустой, а вторая половина
заполнена окружностями (рис. 6.2). Такую структуру
можно получить многократным повторением в двух на*
правлениях различных ячеек (см., например, ячейки 1, 2
и 3; стрелками указаны направления, в которых ячейки
повторяются). Кристаллическую ячейку, включающую
наименьшее число атомов, характеризующих химический
состав кристаллического вещества (например, ионы Na+

и Cl– для поваренной соли), называют примитивной. Од*
нако часто вместо примитивной выбирают элементарную
ячейку с бол́ьшим числом атомов, но обладающую той же
симметрией, что и весь кристалл в целом. Для структуры,
изображенной на рис. 6.2, это будет ячейка 3 (в этом слу*
чае плоская структура совпадает сама с собой при поворо*
те на 90� вокруг оси, перпендикулярной плоскости; ячей*
ки 1 и 2 имеют меньший порядок симметрии — они сов*
падают сами с собой при повороте только на 360�).

Рис. 6.1 Рис. 6.2
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Всеми элементами симметрии  решетки  обладает так
называемая элементарная ячейка Вигнера–Зейтца. Она
строится следующим образом (рис. 6.3). Из любого узла
решетки проводятся прямые, соединяющие этот узел со
всеми ближайшими соседями. В серединах этих отрезков
строятся перпендикулярные им плоскости; образованный
ими многогранник и представляет собой ячейку Вигне5
ра–Зейтца.

Важным понятием физики твердого тела является ре5
шетка Браве — это бесконечная решетка, образованная
«одинаковыми» (совпадающими друг с другом при транс5
ляциях) точками во всех примитивных ячейках кристал5
лической решетки. О данной решетке можно сказать то,
что из любой ее точки весь бесконечный кристалл «видит5
ся одинаково». С математической точки зрения решетку
Браве можно определить как систему точек с радиусами5
векторами трансляции 

�

l �

� � �

� �

� �

1 2 3l n a n b n c� (6.1)

где 
�

� �

a b c� � — основные векторы трансляций, n1, n2, n3 —
целые числа (рис. 6.4).

Для обозначения направлений и плоскостей в кубиче5
ских кристаллах часто применяют индексы Миллера. Пред5
ставим три взаимно ортогональные оси, каждая из кото5
рых параллельна одному из ребер куба. Тогда направле5
ние любого вектора определяется заданием его проекций
на эти оси. Принято задавать направление, записывая эти
числа в квадратных скобках; при этом отрицательное чис5

Рис. 6.3
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ло обычно обозначают цифрой со знаком минус сверху.
Так, например, [100] означает направление, параллель(
ное одному из ребер куба (рис. 6.5), а 100� � — направле(
ние, противоположное [100]. Символ [110] означает направ(
ление диагонали одной из граней куба, а направление [111]
параллельно диагонали куба. Плоскости в кристалле зада(
ются аналогично с помощью трех чисел, заключенных в
круглые скобки. Так, например, символы (100), (110) и
(111) означают три плоскости, ортогональные соответст(
венно направлениям [100], [110] и [111] (рис. 6.6). Эти сим(
волы в общепринятом смысле задают лишь ориентацию
плоскостей, а не их расположение в пространстве, хотя
обычно берется плоскость, проходящая через один из ато(
мов кристалла. Для некубических кристаллов предлага(
лись аналогичные обозначения, но ни одно из них не ста(
ло общеупотребительным.

Рис. 6.4 Рис. 6.5

Рис. 6.6
� (100) � (110) � (111)
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6.3.
СИММЕТРИЯ КРИСТАЛЛОВ

Кристаллическая решетка может обладать различны'
ми видами симметрии. Под этим понимается свойство ре'
шетки совпадать с самой собой при некоторых простран'
ственных операциях.

Всякая решетка обладает, прежде всего, трансляци'
онной симметрией, т. е. совпадает сама с собой при пере'
мещении (трансляции) на величину периода идентично'
сти. Из других видов симметрии можно отметить симмет'
рию по отношению к поворотам вокруг некоторых осей, а
также к зеркальному отражению относительно определен'
ных плоскостей.

Если решетка совпадает сама с собой при повороте во'

круг некоторой оси на угол 
�2

n
 (n — целое число), то эта

ось называется осью симметрии n'го порядка. В кристал'
лографии доказывается, что с трансляционной симметри'
ей совместимы только значения n = 1, 2, 3, 4 и 6 (n = 1 —
тождественное преобразование). Обнаруженные недавно
твердые тела, в структуре которых имеются оси 5'го по'
рядка, метастабильны, т. е. не являются кристаллами в
полном смысле этого слова. Они были названы квазикри'
сталлами.

Кристаллическая решетка, как правило, обладает од'
новременно несколькими видами симметрии. Однако не
всякое сочетание элементов симметрии может быть реали'
зовано. Доказано (Федоров Е. С.), что существует 230 воз'
можных типов симметрии. По некоторым соображениям,
эти 230 типов можно разделить на семь классов (их еще
называют сингониями), представленных на рис. 6.7.

Решетка с наименьшей симметрией называется три'
клинной. Ее элементарная ячейка представляет собой па'
раллелепипед. Основные векторы все имеют разную дли'
ну, и нет ни одной пары одинаковых углов между ними.
Кроме того, нет ни вращательной, ни зеркальной симмет'
рии. Если же все векторы (точнее, их модули) одинаковы
и углы между ними равны, то это тригональная решетка.
Ячейка такой решетки может иметь добавочную симмет'
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рию; она может еще и не меняться при вращении вокруг
наибольшей диагонали.

Если один из основных векторов, скажем
�

a�  направ+
лен под прямым углом к двум остальным, то получаем
моноклинную элементарную ячейку. Здесь возможна но+
вая симметрия — вращение на 180� вокруг

�

a�  Гексаго+
нальная решетка — это частный случай, когда векторы
�

�

иb c  равны и угол между ними составляет 60�, так, что
вращение на 60, 120 или 180� вокруг вектора

�

a  приводит
к той же самой решетке (для определенных внутренних
типов симметрии).

Если все три основных вектора перпендикулярны друг
другу, но не равны по длине, получается ромбическая

Рис. 6.7
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ячейка. Фигура симметрична относительно вращений
на 180� вокруг трех осей. Типы симметрии более высокого
порядка возникают у тетрагональной ячейки, все углы ко/
торой прямые и два основных вектора равны. Наконец, име/
ется еще кубическая ячейка, самая симметричная из всех.

Внутренняя симметрия кристалла проявляется (и ино/
гда весьма тонким образом) в макроскопических физических
свойствах кристаллов. Например, электрическая поляризуе/
мость кристалла, вообще говоря, представляет собой тензор.
Если описывать тензор в терминах эллипсоида поляризуе/
мости, то некоторые типы симметрии кристалла проявля/
ются в этом эллипсоиде. Так, кубический кристалл симмет/
ричен по отношению к вращению на 90� вокруг любого из
трех взаимноперпендикулярных направлений. Единствен/
ный эллипсоид с таким свойством, очевидно, сфера. Поэто/
му такой кристалл должен быть изотропным диэлектриком.

С другой стороны, тетрагональный кристалл обладает
вращательной симметрией четвертого порядка. Две глав/
ные оси его эллипсоида должны быть равны, а третья
должна быть параллельна оси кристалла. Аналогично,
поскольку ромбический кристалл обладает вращательной
симметрией второго порядка относительно трех перпен/
дикулярных осей, его оси должны совпадать с осями эл/
липсоида поляризуемости. Точно так же одна из осей мо/
ноклинного кристалла должна быть параллельна одной
из главных осей эллипсоида. Триклинный кристалл не
обладает вращательной симметрией, поэтому его эллип/
соид может иметь любую ориентацию.

Для металлов характерна тенденция к плотной упаков/
ке атомов, т. е. атомы располагаются подобно биллиардным
шарам в ящике. Наиболее часто встречаются три структу/
ры металлов: гранецентрированная кубическая, объемно/
центрированная кубическая и гексагональная плотная упа/
ковка. Эти три простые структуры отображены на рис. 6.8.
В кубических гранецентрированной и объемноцентриро/
ванной структурах имеется каркас, образованный атома/
ми металла, расположенными в вершинах куба. При от/
сутствии других атомов эти структуры были бы простыми
кубическими структурами. В гранецентрированной куби/
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ческой решетке атомы металла располагаются еще и в се$
редине каждой грани куба (рис. 6.8а), а в объемноцентри$
рованной кубической решетке (рис. 6.8б) имеется допол$
нительный атом в центре куба, но нет атомов на гранях.

6.4.
ОБРАТНАЯ РЕШЕТКА
И ЗОНА БРИЛЛЮЭНА

В физике твердого тела широко используется понятие
обратной решетки. Ее определение сводится к следующе$
му. Если имеется система точек, заданная уравнением
(6.1), то обратной решеткой является система точек

� � �

� �� �

1 2 3L n A n B n C�

где n1, n2, n3 — целые числа, а вектора 
� ��

иA B C�  находятся
по формулам

� � � � � �

� �

� �� �

� ��

� � �

� � � � � �
2 2 2

bc ca ab
A B C

a bc a bc a bc

� � � � � �
� � �

� � �� � � �� � � ��
(6.2)

а б

в

Рис. 6.8
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Здесь величина 
�

� �

a bc� � ��  представляет собой объем элемен'
тарной ячейки прямой решетки. Так как размерность век'
торов обратной решетки обратна длине, то пространство
обратных решеток может рассматриваться как простран'
ство волновых векторов (или после умножения на �— как
пространство импульсов). Элементарная ячейка Вигнера–
Зейтца в этом пространстве называется первой зоной Брил'
люэна или просто зоной Бриллюэна. В важности этого по'
нятия для физики твердого тела мы будем неоднократно
убеждаться в дальнейшем.

Отметим, что для простой кубической решетки с по'
стоянной решетки b обратная решетка также простая ку'
бическая, а зона Бриллюэна представляет собой куб со

сторонами 
�2

b
�  Для гранецентрированной кубической ре'

шетки обратную решетку можно построить, если восполь'
зоваться соотношениями (6.2). Нетрудно убедиться, что
в этом случае обратная решетка оказывается объемноцен'
трированной кубической. Соответствующая зона Брил'
люэна показана на рис. 6.9а. Аналогичным образом на'
ходим, что объемно'центрированная кубическая решет'
ка имеет обратную решетку в виде гранецентрированной.
Зона Бриллюэна для этого случая показана на рис. 6.9б.
У гексагональной решетки обратная решетка гексагональ'
ная, а зона Бриллюэна имеет вид правильной гексагональ'
ной призмы.

Рис. 6.9

а б
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6.5.
ТЕОРЕМА БЛОХА

Основной особенностью кристаллов, отличающей их от
жидких и аморфных тел, является периодичность про)
странственного расположения атомов, молекул или ионов,
из которых состоит кристалл. В этом проявляется так на)
зываемый дальний порядок. Периодичность расположения
атомов проявляется в трансляционной симметрии. Транс)
ляционная симметрия кристаллических тел, очевидно, зна)
чительно влияет на различные возбуждения, которые на)
рушают точную симметрию рассматриваемых структур.

Существует несколько типов таких возбуждений; из
них наиболее важными являются колебания решетки, а
также электронные состояния, соответствующие движе)
нию электронов в поле покоящейся решетки. Во всех этих
случаях следует рассматривать уравнение, инвариантное
относительно трансляций решетки. Например, для элек)
тронных состояний волновая функция �

�

r� �  должна удов)
летворять уравнению Шредингера, которое должно ос)
таваться неизменным при замене

�

r  на �

�

�

r l  во всех опе)
раторах, действующих на функцию �

�

r� �  
�

l� — вектор
трансляции).

В математическом плане следствием трансляционной
симметрии является теорема Блоха, которая гласит, что
волновая функция, являющаяся решением уравнения
Шредингера, при движении электрона в поле с периоди)
ческим потенциалом должна удовлетворять условию

� � � �
� ��

� �

k kr l ikl r� � ���� � � �� (6.3)

где 
�

k — волновой вектор. Условию (6.3) удовлетворяет и
обычная волновая функция свободного электрона

� �

�

� �

k r ikr� � ���� ��

Этого и следовало ожидать, так как и в данном случае рас)
сматривается решение уравнения Шредингера с периоди)
ческим потенциалом, только сам потенциал всюду равен
нулю.

Иногда бывает удобно представить волновую функцию
электрона с данным значением

�

k  в виде, возможно более
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близком к волновой функции свободного электрона. Для
этого представим �

�

r� �  в виде

� �

�

� � �

k kr ikr u r� � ���� � � �� (6.4)

Из сравнения формул (6.4) и (6.3) следует, что функция
�

�

r� �  должна быть периодической с периодом решетки
�

l �

� �

�

� �

k ku r l u r� � � ��

Таким образом, условие (6.3) фактически означает, что
решение уравнения Шредингера в поле с периодическим
потенциалом должно иметь вид (6.4), где 

�

ku r� � — функ5
ция, имеющая периодичность потенциала, т. е. периодич5
ность решетки. Функции типа (6.4) называются функция5
ми Блоха, а сама теорема Блоха обычно и формулируется
в виде (6.4).

В одномерной решетке с периодом b соотношение (6.3)
можно записать в виде

�k(x + b) = exp(ikb)�k(x), (6.5)

из которого сразу следует, что волновое число k определе5
но не однозначно. В самом деле, если представить значе5
ние k в виде

�
� �0

2k k n
b

�

где n — произвольное целое число, то из (6.5) следует

� ��� �� � � � � �� �	 

� � � � �

0

0 0

2

2

k k

k k

nx b i k b x
b

ik b i n x ik b x

� � ��� � �

���� ����� � � � ���� � � ��

Последнее соотношение означает, что функция �k удов5
летворяет теореме Блоха так, как будто ей соответствует
волновое число k0, т. е. каждой функции �k соответствует
множество возможных волновых чисел, отличающихся на
�2 n
b

�  Естественно, в качестве области изменения волно5

вого числа следует выбрать область с наименьшим возмож5
ным изменением. Этой областью изменения волнового
числа является первая зона Бриллюэна. В частности, мож5
но поступить так, чтобы точка k = 0 была точкой зеркаль5
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ной симметрии. Другими словами, мы всегда будем выби!
рать для волнового числа k значение, которое лежит в ин!
тервале � �

� � �k
b b

�

Этим значениям волнового числа, располагающимся
в первой зоне Бриллюэна, соответствуют физически раз!
личные состояния.

6.6.
ДИНАМИКА

КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ РЕШЕТКИ

Перейдем к задаче о нахождении структуры и закона
дисперсии упругих волн на модели кристаллической решет!
ки. Конечно, задача о волнах в кристаллической решетке,
состоящей из микроскопических объектов — атомов или
ионов, требует, строго говоря, квантово!механического рас!
смотрения. Однако, как мы убедимся, классическая тео!
рия (но с учетом дискретности решетки) дает результаты,
отражающие существенные особенности упругих колеба!
ний и волн в твердых телах.

Рассмотрим сначала простейшую одномерную модель —
прямолинейную цепочку одинаковых атомов массы m, на!
ходящихся на одинаковых расстояниях b друг от друга.
Такая модель, конечно, не даст точных количественных
результатов, пригодных для трехмерного тела, но позво!
лит сильно упростить анализ и сохранить самые сущест!
венные результаты. Будем полагать, что все атомы связа!
ны друг с другом пружинками жесткостью � (упругая по!
стоянная). Пусть по такой цепочке атомов вдоль оси X с
некоторой скоростью c бежит продольная синусоидальная
волна частоты � (рис. 6.10, продольные смещения атомов
отложены по вертикали в увеличенном масштабе).

Рис. 6.10
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Учтем только силы, действующие на каждый атом це(
почки, со стороны двух соседних атомов (приближение
ближайших соседей). Пронумеруем положение каждого
атома в цепочке:

...xn–2, xn–1, xn, xn+1, xn+2...

Смещение n(го атома от положения равновесия обо(
значим как �n. Относительные смещения соседних атомов
(�n – �n–1) будем считать малыми по сравнению с постоян(
ной решетки b. За счет упругой связи между соседними
атомами их колебания не будут независимыми. Эта связь
заключается во втором законе Ньютона. Запишем этот за(
кон для атома с номером n с учетом закона Гука:

� �
� � ���

1 1n n n n nm F F
� �

�

где Fn+1, n = �(�n+1 – �n) — сила взаимодействия атомов с
номерами n и n + 1, соответственно Fn–1, n = �(�n–1 – �n) —
сила взаимодействия атомов с номерами n – 1 и n. Таким
образом, дифференциальное уравнение колебаний n(го
атома будет иметь вид

� � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � ���

1 1 1 12n n n n n n n nm �� � � �� � � (6.6)

(сила упругости определяется не отклонением от положе(
ния равновесия каждого атома, а разностью этих откло(
нений; если бы все �n были одинаковыми, то вся цепочка
атомов была бы однородно смещена, и никаких колеба(
ний не было).

Нахождение общего решения уравнения (6.6) для очень
большого числа атомов N — трудная задача. Поэтому рас(
смотрим, прежде всего, случай, когда N ��, т. е. цепочка
атомов бесконечно простирается в обе стороны. Такая це(
почка обладает трансляционной симметрией, т. е. совмеща(
ется сама с собой при сдвиге на любое целое число перио(
дов b. Логично ожидать, что существует частное решение
уравнения (6.6), соответствующее этому типу симметрии:
все атомы совершают одинаковые гармонические колеба(
ния, но фазы этих колебаний сдвинуты на одну и ту же ве(
личину при переходе от каждого атома к соседнему. Такое
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решение представляет бегущую монохроматическую вол'
ну с частотой � и постоянной амплитудой A

�n(x, t) = Acos(�t – kxn + �),

где xn = nb.
Для упрощения различных математических выкла'

док удобно представлять данное выражение в комплекс'
ном виде

�n = Re{Aexp[i(�t – kxn + �)]}.

Здесь знак Re означает вещественную часть комплексной
экспоненты и его обычно опускают. Значение начальной
фазы в нашей задаче также можно опустить. Таким обра'
зом, уравнение колебаний любого атома будем представ'
лять в виде

� � � �n nA i t kx���� � ��� (6.7)

Если волновое число k заменить на � ���
2k p
b

�  где p —

любое целое число, то колебания всех атомов цепочки не
изменятся. Поэтому, не нарушая общности, можно рас'
сматривать значения k только в пределах первой зоны
Бриллюэна:

� �
� � �k

b b
�

При таких значениях k длина волны � может изменяться
в пределах

� > � � 2b.

Из'за дискретности структуры не имеет смысла говорить
о распространении волн с длиной � < 2b. Например, если
положить � = b, то в этом случае смещения всех атомов в
каждый момент времени были бы одинаковыми, т. е. це'
почка атомов перемещалась бы как единое целое.

Подставляя выражение (6.7) в уравнение (6.6), нетруд'
но получить

�

� �
� � � � � �2 2 2 1ikb ikbe e kb

m m
� � � ��� ��
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Ограничиваясь положительными значениями k, отсюда
находим

�
� � � �2

2 2
kb kb

m ���
��� ��� �

(6.8)

где 
�

� �2
m��� (чуть позднее мы поймем смысл данной

величины).
Фазовая скорость волны c определяется выражением

��
� �

2

2

kb

c b
kbk m

���

�

из которого следует, что скорость волны зависит от волно0
вого числа и, следовательно, имеет место дисперсия.

В низкочастотном пределе (�� �max) фазовая скорость
волны уже не зависит от частоты и будет равна

�
�c b

m
�

Нетрудно видеть, что это значение в точности совпадает
со скоростью упругих волн в твердом теле. Для этого вы0
делим в твердом теле в направлении распространения вол0
ны маленький цилиндр с площадью сечения S и высотой b.
Запишем для него закон Гука:

���
� �

bF bE
S b S

�

где �b — деформация цилиндра под действием силы F. Из
этого соотношения следует, что параметр �, указанный в
постановке задачи (упругая постоянная решетки), можно
выразить через модуль Юнга E:

� �
ES
b

�

И тогда скорость волны в низкочастотном пределе будет
равна

�
� � �

�

ES Ec b b
m mb

�

где � — плотность среды. Точно такое же выражение по0
лучается для скорости упругих волн в модели сплошной
среды.
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Оценим величину �max для железа:

�

�

�
� � � � �

� �

11
14 1

3 10
2 2 10 12 10

7 8 10 10
E c

b���
�

�

Групповая скорость волны равна

��
� �

2
d kbu b
dk m

��� �

На рис. 6.11 отображена за(
висимость фазовой и групповой
скоростей от волнового числа k.
Обращение групповой скоро(
сти в нуль на границе первой
зоны Бриллюэна связано с тем,
что эта граница является брэг(
говской плоскостью, на кото(
рой происходит упругое отражение волн, и средняя ско(
рость соответствующих квазичастиц (равная групповой
скорости волн) обращается в нуль. В этом случае волна не
переносит энергию. Заметим, что обращение в нуль груп(
повой скорости на границах первой зоны Бриллюэна яв(
ляется общей закономерностью — оно имеет место и в
трехмерном случае, и для любых волн.

С физической точки зрения в рассматриваемом случае
атомы как бы не связаны, а изолированы и каждый из них
совершает гармоническое колебание с частотой � = �max.
При колебаниях на этой частоте центр инерции любой
пары соседних атомов никуда не двигается, а фазы коле(
баний соседних атомов отличаются на � (рис. 6.12). Это
можно понять из следующих простых соображений. Если
центр инерции любой пары соседних атомов неподвижен,
то каждый атом совершает колебания около центра инер(
ции и на атом действуют с двух сторон пружинки жестко(
стью 2� (увеличение жесткости связано с уменьшением дли(
ны пружинки в два раза). Таким образом, эффективная

Рис. 6.11

Рис. 6.12
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жесткость становится равной 4� и частота колебаний ка$
ждого атома будет равна

� �
� � � � �

4
2

m m ���
�

Очевидно, при этом не должно происходить никакого пе$
реноса энергии вдоль всей цепочки атомов, а так как ско$
рость переноса энергии определяется именно групповой
скоростью, то ее значение обращается в нуль.

Зависимость частоты колебаний от волнового числа
представлена на рис. 6.13. Из него, во$первых, хорошо вид$
но, почему достаточно рассматривать значения волнового
числа только в пределах первой зоны Бриллюэна. Во$вто$
рых, для малых k (длинные волны) можно пользоваться
непрерывной моделью твердого тела, в которой реализует$
ся линейный закон дисперсии � = k � c, где c — скорость зву$
ка (при малых k нет существенной разницы между фазо$
вой и групповой скоростями).

Посмотрим теперь, каким образом должна отразиться
ограниченность длины цепочки на спектре колебаний ато$
мов твердого тела. Пусть число атомов в ней равно N, а ее
длина равна L. Для цепочки из N атомов М. Борном и
Т. Карманом были предложены так называемые периоди$
ческие условия �(n) = �(n + N), которые можно интерпре$
тировать как

�(x) = �(x + L). (6.9)

Рис. 6.13

– –

2
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Частными решениями уравнения (6.6) в такой огра"
ниченной цепочке атомов являются волны с одинаковой
частотой, распространяющиеся за счет отражения от кон"
цов цепочки в разных направлениях:

�(x, t) = Aexp[i(�t � kx)].

Условие периодичности (6.9) будет выполнено только
в том случае, если волновое число k принимает следую"
щие значения:

�
�

2k n
L

�

где n — целое число (аналогичная ситуация рассматрива"
лась нами в разделе 5.1 при изучении поведения свобод"
ных электронов в металле).

При наложении отраженных волн внутри цепочки ус"
танавливается стоячая волна, причем на длине цепочки в
соответствии с условием (6.9) должно укладываться целое
число длин волн. Каждой такой стоячей волне соответст"
вует собственное, или нормальное колебание цепочки ато"
мов. Таким образом, ограниченность длины цепочки ато"
мов приводит к тому, что спектр нормальных колебаний
становится дискретным, эквидистантным по k с интерва"

лом 
�2

L
 между разрешенными значениями волнового чис"

ла. К этому же выводу можно прийти и в общем случае,
рассматривая собственные колебания в трехмерной кри"
сталлической решетке, состоящей из одинаковых частиц.
Только в таком твердом теле, если пренебречь анизотро"
пией, к продольным колебаниям добавляются еще две вет"
ви (моды) поперечных колебаний. При этом число нор"
мальных колебаний утраивается.

Обобщим проведенный выше анализ на случай коле"
баний решетки в кристаллах с более чем одним атомом на
примитивную ячейку. Для качественного решения вос"
пользуемся опять одномерной цепочкой, состоящей из
двух разных по массе атомов, чередующихся друг с другом
(см. рис. 6.14). Обозначим их массы через M и m (M > m),
а их смещения из положения равновесия — через �n и �n

соответственно. Постоянная упругой связи, как и ранее,
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равна �. Расчет проведем в приближении ближайших со&
седей, т. е. примем во внимание силы взаимодействия
только соседних атомов. Тогда по аналогии с уравнением
(6.6) в соответствии с рис. 6.14 получаем

�

�

� � � � � � ��

� � � � � � � �

��

��

1

1

2

2
n n n n

n n n n

M

m

� ��

� ��
(6.10)

Как и ранее, будем искать частное решение этой систе&
мы уравнений в виде бегущих волн:

� � � � �

� �� �	 � 	 � � 
� �
 �� �� �

0

0

n

n

i t knb

kbi t knb
q

���� � ���

��� � (6.11)

полагая, что k изменяется в интервале
� �

� � �k
b b

�

причем под b теперь будем понимать расстояние между
двумя соседними одинаковыми атомами. Сдвиг фазы бе&

гущих волн на 
2

kb
 в выражениях (6.11) связан с тем, что

положение разных атомов с одинаковыми номерами n от&

личается на 
2
b
�  После подстановки выражений (6.11) в

систему уравнений (6.10) приходим к системе линейных
однородных уравнений

� �

� �

�

�

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

2 2 2
0 0

22 2
0 0

2 0

2 0

ikb ikb

ikb ikb

M e e

e e m

� � �

� � �

(6.12)

Приравняв определитель этой системы к нулю, получаем
биквадратное уравнение относительно �:

Mm�4 – 2�(M + m)�2 + 2�2(1 – coskb) = 0,

Рис. 6.14
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решение которого имеет вид

� ��
� � � � � �2 2 2 2M m M m Mm kb

Mm
��� � (6.13)

Из�за того, что перед квадратным корнем стоит двойной
знак, получаются две ветви частот.

Рассмотрим сначала поведение выражения (6.13) при
M = m (этот вариант уже обсуждался ранее, и нам есть с
чем сравнить). В этом случае

� ��
� � �2 2

1
2

kb
m

���

или:
�

� �2 для знака плюс
4

kb
m

���

и
�

� �2 для знака минус
4

kb
m

��� �

что отображено на рис. 6.15. Это решение должно быть
эквивалентным решению для цепочки одинаковых ато�
мов (6.8). Нужно только помнить, что сейчас параметр b в
два раза превышает прежнее значение постоянной решет�
ки. Второе из написанных решений (пропорциональное
синусу) совпадает с найденным ранее решением (6.8), а
первое (пропорциональное косинусу), как нетрудно видеть,
фактически ему эквивалентно. При сдвиге всей кривой (c)

на 
�2

b
 каждая точка этой кривой переходит в кривую (s).

Это означает, что можно не рассматривать первое реше�
ние (косинус).

Рис. 6.15
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При M �m получаем две разные ветви частот (рис. 6.16).
Знаку минус в выражении (6.13) соответствует ветвь �1(k),
знаку плюс — ветвь �2(k). Ветвь �1(k) называется акусти+
ческой или дебаевской, ветвь �2(k) — оптической, или бор+
новской. Происхождение этих названий связано с тем, что
начальный участок акустической ветви соответствует зву+
ковым (акустическим) волнам, а частоты оптической вет+
ви при всех k находятся в оптическом (а именно в инфра+
красном) диапазоне.

При малых k частота �1 также мала и изменяется ли+
нейно в зависимости от k. В этом случае, как видно из фор+
мулы (6.12) и рис. 6.16, �0 = �0. Это значит, что атомы,
расположенные на малом по сравнению с длиной волны
отрезке, колеблются в одинаковых фазах. Оптическая же
ветвь �2(k) характеризуется тем, что при k � 0 частота
стремится к максимуму. Из формул (6.12) и рис. 6.16 сле+
дует, что M�0 = –m�0. Это означает, что соседние атомы с
массами M и m колеблются в противоположных фазах.

На границе зоны Бриллюэна характер колебаний ато+
мов существенно изменяется. На рис. 6.17а отображен
характер колебаний акустической моды, а на рис. 6.17б —

Рис. 6.16

Рис. 6.17

а б
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оптической моды. Отметим, что в каждой моде движутся
лишь атомы одного типа. Меньшей частоте соответствует
мода, в которой движутся более тяжелые атомы (черные
кружочки).

В трехмерной кристаллической решетке, элементарная
ячейка которой содержит s атомов, существует 3s ветвей
нормальных колебаний. Из них три ветви акустические:
одной соответствуют продольные колебания, двум дру2
гим — поперечные. Остальные (3s – 3) ветвей — оптиче2
ские, при которых происходят сильные смещения атомов
элементарной ячейки друг относительно друга.

6.7.
КВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ

ТЕПЛОЕМКОСТИ КРИСТАЛЛОВ

Рассмотрим теперь твердое тело как систему большого
числа N связанных частиц, совершающую нормальные гар2
монические колебания. В этом случае в твердом теле воз2
буждаются тепловые колебания (фононы) не с одной часто2
той, а получается целый спектр частот �i. Полная энергия
всех этих гармонических осцилляторов, как уже отмеча2
лось ранее (см. раздел 5.3), может быть записана в виде

� � � � � �� �� �
1
2 i i iU n �

где суммирование ведется по всем состояниям фононов в
первой зоне Бриллюэна, а �ni� — среднее число фононов
частоты �i, определяемое распределением Бозе–Эйнштей2
на при химическом потенциале � = 0 (выражение 5.4):

� � �
�� � �� 	


 �

�

Б

1

1
i

i

n

k T

�

���

Здесь kБ — постоянная Больцмана (в пределах данной гла2
вы будем обозначать ее именно так, чтобы не путать с вол2
новым числом k).

Во всех вопросах, связанных с теплоемкостью, в выра2
жении для внутренней энергии можно опустить слагае2

мое �� �
1
2 i�  представляющее энергию нулевых колебаний,
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поскольку она не зависит от температуры. С учетом выра&
жения для среднего числа фононов значение энергии тела
будет равно

�
�

�� �
�� �

� 	

�
�

�
�

�

Б
1

i

ik

k
U

k T

� �
�

��� (6.14)

Соответственно выражение для теплоемкости тела мож&
но представить в виде

���
� �� �

�� �
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В выражениях (6.14) и (6.15) суммирование произво&
дится по всем значениям

�

k  внутри первой зоны Бриллю&
эна, а частоты колебаний являются функцией волнового
вектора

�

k�  Эта функция представляет собой закон дис&
персии фононов, который подробно обсуждался выше
(см. раздел 6.6). Он не зависит от температуры, и темпе&
ратурная зависимость теплоемкости определяется только
величиной kБT в знаменателе экспоненты. Заметим, что
вся трудность расчета теплоемкости различных веществ
по формуле (6.15) заключается в том, что мы не знаем ис&
тинного закона дисперсии �

�

i k� �  для различных ветвей
спектра фононов. Эту трудность можно преодолеть, иссле&
дуя предельные случаи высоких и низких температур, а
затем интерполировать полученные выражения на произ&
вольные температуры.

Рассмотрим вначале случай высоких температур
(kБT � ��). При высоких температурах, используя разло&
жение экспоненты, получаем

� �
�� � �� �

� 	
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�
Б

Б
1

k T
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���

,

и выражение для молярной теплоемкости (6.15) перехо&
дит в

� �
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Б
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C k T
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Здесь под знаком суммы стоит величина, не зависящая
от

�

k�  а суммирование проводится по всем волновым чис%
лам в пределах первой зоны Бриллюэна и всем ветвям
спектра колебаний.

Пусть для простоты пространственная решетка рас%
сматриваемого тела является простой кубической. Тогда
элементарная ячейка Браве содержит по одному атому с
постоянной решетки b. В этом случае максимальное зна%
чение волнового числа в пределах первой зоны Бриллю%
эна будет равно

�

b
�  Тогда число значений

�

k в первой зоне
Бриллюэна равно числу элементарных ячеек Браве, т. е.
числу атомов в твердом теле N (для одного моля это NA),
причем каждому значению

�

k  соответствует три ветви спек%
тра. Связано это с тем, что в твердом теле могут распро%
страняться как продольные, так и поперечные звуковые
волны. В одном направлении может распространяться
только одна продольная волна определенной частоты. По%
перечных же волн, распространяющихся с той же часто%
той и в том же направлении, может быть две, отличаю%
щихся поляризацией. Таким образом

� ��
�

Б A Б3 3
k

k T N k T RT�

где R = NAkБ — универсальная газовая постоянная, диф%
ференцируя по температуре, получаем

C = 3R.

Это утверждение составляет содержание закона Дю%
лонга и Пти, установленного опытным путем и выполняю%
щегося с довольно хорошим приближением для многих
веществ при комнатных температурах.

Прежде чем переходить к анализу низких и промежу%
точных температур, сделаем предварительно одно важное
отступление. Во всех выражениях, в которые, как в (6.14)
или (6.15), входит сумма каких%либо функций по состоя%
ниям в первой зоне Бриллюэна, можно, не допуская сколь%
ко%нибудь существенной ошибки, перейти от суммирова%
ния по этим состояниям к интегрированию в 

�

k%простран%
стве. Для этого рассмотрим твердое тело в виде кубика со
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стороной L и объемом V = L3. В данном теле устанавлива#
ются стоячие волны, максимальная длина волны кото#
рых �, как мы установили ранее, равна L. Им соответст#
вуют состояния с минимальным значением волнового чис#
ла kx вдоль оси X

� �
� �
�

2 2
xk

L
�

Это значение можно принять за интервал изменения вол#
нового числа �kx, который много меньше значения волно#
вого числа �/b, соответствующего границе первой зоны
Бриллюэна. Аналогичные соотношения можно написать
и для направлений Y и Z.

Для наглядного обозначения состояний фононов вве#
дем воображаемое 

�

k#пространство, по осям которого бу#
дем откладывать значения kx, ky и kz. Тогда каждое состоя#
ние фонона отобразится точкой в данном пространстве.
В каждом элементе объема такого пространства

� ��� � � � � �

3
2

k x y zV k k k
L

находится только одна точка, отображающая состояние
фонона. Тогда число состояний, располагающихся в про#
извольном элементе 

�

k#пространства �Vk, будет, очевидно,
равно отношению объема такого элемента к величине

� ��� �

3
2

kV
L

�

Если в качестве такого элемента выбрать бесконечно ма#
лый объем 

�

k#пространства d3k = dkxdkydkz, то число со#
стояний в нем будет равно

� �
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3
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d k Vd dk dk dk
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Тогда сумму значений какой#либо функции 
�

f k� ��  завися#
щей от волнового вектора

�

k�  можно заменить на интеграл

�

�
� �
�

�

� �

32 x y z
k k

Vf k f k dk dk dk� � � � �
� �

где интеграл берется по всем значениям
�

k�  располагаю#
щимся в первой зоне Бриллюэна. Причем нужно помнить,
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что в общем случае зона Бриллюэна представляет доста&
точно сложную поверхность (см., например, рис. 6.9) и в
интеграл должны войти все точки 

�

k&пространства, огра&
ниченного зоной Бриллюэна. Понятно, что в общем слу&
чае интегрирование представляет собой сложную задачу
(необходимо зайти во все «закоулки» зоны Бриллюэна).

Если же не приближаться к границе зоны Бриллюэна
(это может быть при достаточно низких температурах,
когда возбуждаются только состояния внутри зоны Брил&
люэна, не примыкающие к ее границе), то в качестве бес&
конечно малого элемента 

�

k&пространства можно взять тон&
кий сферический слой радиусом k и толщиной dk. Объем
этого слоя dVk = 4�k2dk, и соответственно число состояний
фононов d�k, приходящихся на интервал значений от k до
k + dk, будет равно

� �
�
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� �
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k

k dk k dk k dkd L V

L

�

С учетом сделанных выше замечаний о трех ветвях спек&
тра звуковых колебаний необходимо последнее выраже&
ние помножить на три

� �

�

2
2

3
2k

Vd k dk� (6.16)

Таким образом, заменяя дискретный спектр волновых
чисел на непрерывный, получаем
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где интегрирование производится уже не по первой зоне
Бриллюэна, а по значениям k от нуля до некоторого kmax.

При низких температурах можно пренебречь оптиче&
скими ветвями, поскольку они очень мало «заселены», а
для акустических ветвей можно принять линейную зави&
симость � � � �

�

i k c k� �� �  поскольку заселены будут в основ&
ном их начальные линейные участки. Здесь c — некото&
рая «средняя скорость» звука, не учитывающая анизотро&
пию упругих свойств кристаллов, проявляющуюся даже
для кристаллов кубической системы (учет анизотропии
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вряд ли оправдан в рамках приближенного метода). Кро%
ме того, с учетом принятых допущений интеграл (6.17)
можно брать по всему 

�

k%пространству. Это не внесет су%
щественной ошибки, так как при низких температурах
состояния с большими k почти не заселены. В результате
получаем

�
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или, введя обозначение �
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Входящий сюда интеграл является табличным и равен �
4

15
�

Таким образом, при низких температурах получаем

U = DT4,

где 
�

�

�

42
Б
3 310

k V
D

c
�

Тогда теплоемкость будет равна

C = 4DT3,

что находится в согласии с экспериментом и не противо%
речит теореме Нернста, согласно которой теплоемкость
тела должна стремиться к нулю при температуре, стремя%
щейся к нулю.

Таким образом, теплоемкость кристаллической решет%
ки вблизи абсолютного нуля изменяется пропорциональ%
но третьей степени температуры. Это — закон кубов, тео%
ретически установленный Дебаем. Конечно, нужно пом%
нить, что закон кубов относится только к теплоемкости
кристаллической решетки. В случае металлов к теплоем%
кости решетки надо добавить теплоемкость свободных
электронов, которая меняется пропорционально первой
степени температуры (об этом позднее).

Оценим температуры, при которых можно считать
приближенно справедливыми полученные в предельных
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случаях результаты. Случай высоких температур имеет
место, если ��max� kБT, где �max — максимальная частота
звуковых колебаний в твердом теле. Как отмечалось ра*
нее (см. раздел 6.6), �max не превышает 1014 c–1. Отсюда
следует, что температура должна превышать �100 К. Низ*
котемпературное приближение справедливо, если, во*пер*
вых, не будут заметно заселены оптические ветви и, во*
вторых, закон дисперсии �(k) можно считать линейным.
Оба этих требования выполняются при kБT � 0,1��max, что
дает T � 10 К.

Поведение решеточной теплоемкости при промежуточ*
ных температурах можно проанализировать, как уже от*
мечалось, если для закона дисперсии фононов принять
какие*либо простые (модельные) законы. Первая такая
попытка была предпринята Эйнштейном, который при*
нял предельно простой закон �(k) = �E = const. Получен*
ная им температурная зависимость теплоемкости при вы*
соких температурах переходила в закон Дюлонга и Пти
(что не зависит от закона дисперсии), а при низких темпе*
ратурах — в экспоненту
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�
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EC
k T

��� �

Принятый Эйнштейном закон дисперсии фононов нереа*
лен, так как полностью игнорирует наличие акустических
ветвей (осцилляторы являются независимыми), а получен*
ное низкотемпературное поведение теплоемкости не со*
гласуется с экспериментом (должна быть кубическая за*
висимость теплоемкости от температуры). В то же время
расчет Эйнштейна явился большим успехом квантовой
теории и показал, что квантование энергии тепловых ко*
лебаний при любом законе дисперсии дает теплоемкость,
стремящуюся к нулю при T � 0.

Совершенно другая модель была принята Дебаем, ко*
торый предположил, что при любой температуре и для всех
направлений волнового вектора

�

k  справедлив линейный
закон дисперсии � = kc. Кроме того, Дебай принял, что сум*
мирование (или интегрирование) при расчете теплоемко*
сти проводится не в пределах первой зоны Бриллюэна и не
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по всему 
�

k�пространству, а по сфере радиуса kD. Величина
этого радиуса является подгоночным параметром, с по�
мощью которого можно скомпенсировать отличие при�
нятого закона дисперсии от реального для каждого твер�
дого тела. Иными словами, зона Бриллюэна (это может
быть достаточно сложная поверхность) заменяется сферой
в 

�

k�пространстве, имеющей одинаковый с ней объем.
С учетом указанных допущений формула (6.17) будет

справедлива во всем диапазоне температур при условии,
что волновое число изменяется в интервале от нуля до не�
которого kD:

�
� � � �� �

� 	

�
�

�
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2
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Б
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2 1

Dk
V c k dkU

kc
k T

�

��� (6.18)

Значение kD можно определить из того, что общее чис�
ло нормальных колебаний должно быть равно числу сте�
пеней свободы 3N. С учетом соотношения (6.16) имеем

� � �

�
� � 2

2
0

3 3
2

Dk

k
Vd k dk N�

И так как V = Nb3 (b — постоянная решетки), находим

�

�

1
2 36

Dk
b

� �
�

Это значение нетрудно выразить через волновое число,

соответствующее границе первой зоны Бриллюэна � ��b �

� �� �
� �

�

1
36 1 2Dk

b b
� �

Введем «характеристическую дебаевскую температу�
ру», определяемую формулой

�

� � �
� �
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2 3

Б Б

6Dck c
k k b
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Тогда формулу (6.18) для одного моля можно предста�
вить в виде
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Дифференцируя это соотношение по температуре, полу!
чаем интерполяционную формулу Дебая для молярной
теплоемкости твердого тела

� �
�

� �
� �

�
3 4

2
0

9
1

T
x

x
T x e dxC R

e

�

�
� � (6.19)

При T� � верхний предел интеграла будет очень боль!
шим, сам интеграл уже не будет зависеть от температуры
и теплоемкость окажется пропорциональной кубу темпе!
ратуры (это мы уже знаем). При T� �, как нетрудно прове!
рить, для теплоемкости получается значение C = 3R, что со!
ответствует закону Дюлонга
и Пти. Расчет по формуле
(6.19) показывает, что при
T = � теплоемкость состав!
ляет 95% от 3R, т. е. харак!
теристическая температура
Дебая � является верхней
границей области темпера!
тур, в которой при вычис!
лении теплоемкости необ!
ходим квантовый подход.

О согласии теории Дебая с опытом можно судить по
рис. 6.18, на котором приведены расчетные данные для
теплоемкости алюминия (� = 396 К, C� — классическое
значение теплоемкости, получающееся из квантовых фор!
мул при T ��, кружками отмечены экспериментальные
точки).

Формула Дебая хорошо описывает зависимость тепло!
емкости от температуры лишь для тел с простыми кристал!
лическими решетками. К телам с более сложной структу!
рой формула Дебая неприменима. Связано это с тем, что у
таких тел спектр колебаний оказывается очень сложным.
В рассмотренном нами случае простой кубической решет!
ки (в элементарной ячейке содержится только один атом)
каждому значению волнового вектора 

�

k  соответствовали
три типа колебаний, одно колебание — продольное, два
других — поперечные. Если число атомов в элементар!
ной ячейке кристалла равно s, то каждому значению

�

k

Рис. 6.18

К
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соответствует в общем случае 3s ветвей частоты. Из них
три ветви являются акустическими, остальные (3s – 3) вет-
вей — оптическими.

Итак, мы рассмотрели так называемую решеточную
теплоемкость, т. е. вклад в теплоемкость, обусловленный
тепловыми колебаниями кристаллической решетки. Рас-
смотрим теперь вклад в теплоемкость, обусловленный на-
личием свободных электронов.

Для его определения найдем среднюю энергию свобод-
ных электронов. Поведение электронов в металлах под-
чиняется распределению Ферми–Дирака (см. раздел 5.2),
с учетом которого выражение для средней энергии можно
представить в виде

�

� � � ��
0

E E f E g E dE� � � � � (6.20)

где f(E) — функция распределения Ферми–Дирака

�
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�� �� 	Б
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1F

f E
E E

k T

� � �

���

g(E)dE — число состояний электронов с энергией, заклю-
ченной в интервале от E до E + dE. Для функции g(E) вы-
полняется условие нормировки

�

��
0

f E g E dE nV� � � � �

где n — концентрация свободных электронов.
Дифференцируя выражение для средней энергии элек-

тронов по температуре, можно в принципе рассчитать и
вклад электронов в теплоемкость. Впервые такой расчет
был проведен А. Зоммерфельдом, который существенно
использовал, что электронный газ в металлах является
вырожденным, что позволило получить разложение вы-

ражения (6.20) в ряд по малому параметру Б

0F

k T
E

�
� �

 Мы же

оценим значение электронной составляющей теплоемко-
сти, исходя из достаточно простых, качественных сообра-
жений.
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Ранее нами было полу�
чено выражение (5.2) для
плотности состояний в при�
ближении свободных элек�
тронов при нулевой темпе�
ратуре,  отображенное  на
рис. 6.19. Заштрихованная
область дает число состоя�
ний, заполненных электро�
нами при абсолютном нуле
температуры. Нагревание металла сопровождается пере�
ходом электронов с уровней вблизи уровня Ферми EF(0)
на уровни, расположенные выше EF(0). В результате рез�
кий край заштрихованной области на рис. 6.19 будет раз�
мываться и кривая заполнения уровней электронами бу�
дет отображена пунктирной линией. Область размытия
этой кривой имеет ширину порядка kБT, которая намного
меньше EF(0). Следовательно, в процессе нагревания ме�
талла будет воспринимать энергию только небольшая доля

электронов, равная примерно 
F

T
T

�  где �

Б

0F
F

E
T

k
� �

— тем�

пература Ферми. Все другие электроны будут «замороже�
ны» принципом запрета Паули. Таким образом, вклад
электронов в значение теплоемкости составит величину

�эл класс
F

TC C
T

�

где Скласс — классическая величина молярной теплоемко�
сти электронного газа

�класс
3
2

С R�

Множитель 
F

T
T

 существенно уменьшает классическое зна�

чение теплоемкости. Его величина при комнатных темпе�
ратурах в таком типичном металле, как натрий, порядка
10–2, т. е. электроны практически не вносят никакого
вклада в теплоемкость металлов.

Рис. 6.19

Б
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6.8.
ТЕПЛОВОЕ РАСШИРЕНИЕ

ТВЕРДЫХ ТЕЛ

Продолжая изучение тепловых явлений в твердых те&
лах, рассмотрим тепловое расширение тел, существенно
связанное с ангармонизмом колебаний кристаллической
решетки. В тепловом расширении проявляется универ&
сальное свойство нелинейных систем (а все реальные ко&
лебательные системы, строго говоря, нелинейны): при уве&
личении амплитуды колебаний происходит изменение ос&
новного состояния. Ясно, что тепловое расширение, в
отличие, например, от теплопроводности, во всех вещест&
вах, включая и металлы, обусловлено в основном кристал&
лической решеткой.

При повышении температуры возрастает интенсив&
ность тепловых колебаний атомов в узлах кристалличе&
ской решетки. В результате увеличиваются межатомные
расстояния и линейные размеры кристалла. Механизм
теплового расширения, очевидно, напрямую связан с при&
родой межмолекулярных взаимодействий.

Силы взаимодействия атомов и молекул сводятся к
кулоновскому притяжению и отталкиванию положитель&
но заряженных атомных ядер и отрицательных электро&
нов. К ним относятся, во&первых, химические или валент&
ные силы. Эти силы действуют на близких расстояниях.
Они связаны с противоположной ориентацией спинов атом&
ных ядер и определяются степенью перекрытия электрон&
ных волновых функций атомов. Так как плотность раз&
мывания электронного облака убывает экспоненциально
с увеличением расстояния от центра атома, то и химиче&
ские силы убывают экспоненциально с возрастанием рас&
стояния между атомами.

Во&вторых, к молекулярным силам относятся корот&
кодействующие силы отталкивания, возникающие при
проникновении электронных оболочек взаимодействую&
щих частиц при их сближении. Такие силы также экспо&
ненциально убывают с расстоянием между взаимодейст&
вующими частицами и притом очень быстро. Это позво&
ляет, например, в кинетической теории газов пользоваться
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упрощенной моделью молекул и атомов, заменяя их твер%
дыми упругими шарами.

В%третьих, существуют силы притяжения противопо%
ложно заряженных ионов. Ясно, что это имеет место толь%
ко в кристаллах, решетка Браве которых содержит двух%
или более атомный базис, включающий в себя положи%
тельные и отрицательные ионы.

В%четвертых, и между нейтральными атомами и моле%
кулами действуют также силы притяжения. Они убыва%
ют с расстоянием не по экспоненциальному, а по степен%
ному закону, т. е. значительно более медленно. В отличие
от короткодействующих сил, их можно назвать дально%
действующими. Эти силы возникают при взаимодействии
электрических дипольных моментов атомов и молекул или
при деформации их электронных оболочек. Если молеку%
лы полярные, то наличие такого взаимодействия очевид%
но. Однако взаимодействие существует, и даже, как пра%
вило, превосходит взаимодействие полярных молекул.
Эти силы называются силами Ван%дер%Ваальса, или дис%
персионными. Природа этих сил — чисто квантовая. Дело
в том, что у возбужденных атомов и молекул появляются
дипольные моменты, хотя и быстро изменяющиеся со вре%
менем. Но если молекула или атом не возбуждены, то с
точки зрения классической физики дипольных моментов
у них не должно быть.

В квантовой же механике дело обстоит иначе. Ранее
нами было показано, что у невозбужденных атомов или
молекул есть нулевая энергия, которой соответствуют
весьма интенсивные нулевые колебания. С наличием этих
колебаний и связано происхождение сил Ван%дер%Вааль%
са. Нулевые колебания не связаны с тепловым движени%
ем, поэтому и силы Ван%дер%Ваальса не зависят от темпе%
ратуры. Квантово%механический расчет данных сил дос%
таточно сложен, но сам механизм сил Ван%дер%Ваальса
вкратце сводится к следующему.

Рассмотрим цепочку близко расположенных молекул,
в которых за счет нулевых колебаний возникли осцилли%
рующие дипольные моменты. При этом возможны различ%
ные варианты взаимного расположения зарядов внутри
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молекул. Когда молекулы обращены друг к другу разно"
именными зарядами (рис. 6.20а), то наблюдается притя"
жение между ними. В этом положении потенциальная
энергия взаимодействия молекул минимальна. Если же
молекулы обращены друг к другу одноименными заряда"
ми (рис. 6.20б), то наблюдается их отталкивание и энер"
гия взаимодействия максимальна. Первому положению
соответствует устойчивое равновесие, второму — неустой"
чивое. Согласно распределению Больцмана, при термоди"
намическом равновесии первое положение более вероят"
но (в нем система проводит больше времени), а второе по"
ложение менее вероятно (в нем система проводит меньше
времени). В итоге результирующим эффектом будет при"
тяжение молекул.

Резюмируя все вышесказанное, приведем некоторые
общие заключения, касающиеся сил межмолекулярного
взаимодействия:
� все механизмы обусловлены электрическим (кулонов"

ским) взаимодействием;
� как правило, различные механизмы связи действуют

одновременно, но их относительные вклады в разных
веществах могут сильно различаться.
Отобразим теперь типичную кривую зависимости по"

тенциальной энергии взаимодействия атомов U(x) от рас"
стояния x между ними (рис. 6.21). При больших x потен"

Рис. 6.20

а

б

Рис. 6.21
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циальная энергия стремится к нулю, а при уменьшении x
также уменьшается, что указывает на наличие сил при)
тяжения. Когда x становится меньше x0 (положение рав)
новесия), кривая круто поднимается вверх, что соответ)
ствует наличию сил отталкивания. На горизонтальных
линиях E1, E2, E3, соответствующих значениям полной
энергии при разных температурах (T1 < T2 < T3), кружоч)
ками отмечены равновесные расстояния между атомами.
Отчетливо видно, что в силу несимметричности зависи)
мости U(x) при повышении температуры растет и сред)
нее расстояние между атомами, что и приводит к теплово)
му расширению. В гармоническом приближении среднее
расстояние между атомами не зависело бы от амплитуды
колебаний, и ни о каком тепловом расширении не было бы
и речи.

Проведем теперь расчет коэффициента теплового рас)
ширения, который определяется как относительное изме)
нение объема при изменении температуры на один градус

� �

0

1
V

dV
V dT

�

где V0 — равновесный объем, а 
dV
dT

 соответствует нулево)

му давлению. Коэффициент линейного расширения �l оп)
ределяется как

� �

0

1
l

dl
l dT

�

Между этими коэффициентами существует связь �V � 3�l.
Для простоты рассмотрим одномерную цепочку ато)

мов в области низких температур (kБT� U0), но в то же
время достаточно высоких, чтобы можно было воспользо)
ваться распределением Максвелла–Больцмана при оцен)
ке среднего расстояния �x� между атомами (U0 — мини)
мальное значение U(x), соответствующее положению рав)
новесия):
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(6.21)
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Так как нам неизвестен точный вид зависимости U(x),
представим ее в виде ряда Тейлора по степеням x – x0 вбли'
зи точки минимума. Чтобы получить ненулевое значе'
ние �, достаточно сохранить в разложении U(x) члены до
третьего порядка малости включительно (второй порядок
малости дает только гармонические колебания):

U(x) = –U0 + a(x – x0)2 – b(x – x0)3 + ..., (6.22)

где

� �

� � � �� � �� � � �
� � � �

0 0

2 3

2 3
1 1
2 6x x x x

d U d Ua b
dx dx

� �

При расчете �x� по формуле (6.21) воспользуемся стан'
дартным приемом, который заключается в представлении
экспоненты в следующем виде:
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Это соответствует точному учету гармонического члена
a(x – x0)2 и приближенному учету ангармонического чле'
на b(x – x0)3 в выражении (6.22). После замены перемен'

ных x – x0 = � и обозначения � �
Б

1
k T

 выражение для сред'

него расстояния между атомами (6.21) приобретает вид
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Все приведенные здесь интегралы сводятся к известному
интегралу Пуассона, кроме интеграла с �3 (он равен нулю).
В итоге получаем
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Таким образом, коэффициент линейного расширения �l

будет равен
� �

� � � Б
2

0

31
4l
bkd x

x dt a
�

Его численное значение определяется постоянной Больц+
мана и коэффициентами a и b, которые входят в разло+
жение U(x) вблизи минимума и определяются конкретным
видом кристаллической решетки. Из физических сообра+
жений следует, что коэффициент a (его иногда называют
коэффициентом гармоничности), положителен, а вот ко+
эффициент b (коэффициент ангармоничности) может иметь
любой знак. Если b > 0 (для рассматриваемого диапазона
температур), то при нагревании тело расширяется. Такая
ситуация наблюдается очень часто. Если же b < 0, то при
повышении температуры объем тела, как это ни странно,
уменьшается. Прекрасной иллюстрацией данного факта
является поведение воды (хотя это жидкость) в диапазоне
температур от нуля до 4�C. Таким же свойством обладают
и некоторые, созданные искусственно, композиционные
материалы.

ЗАДАЧИ
ФИЗИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА

6.1. Сколько атомов приходится на одну элементарную
ячейку: 1) простой кубической решетки; 2) объемно+цен+
трированной кубической решетки; 3) гранецентрированной
кубической решетки; 4) гексагональной структуры с плот+
ной упаковкой?

6.2. Графит имеет гекса+
гональную кристаллическую
решетку, отображенную на
рис. 6.22. Какова элементар+
ная ячейка для такой решет+
ки? Найти расстояние меж+
ду атомами углерода в слое b,
если известно, что расстоя+
ние между слоями в 2,3 раза
больше b (плотность графита
2,23 г/см3). Рис. 6.22
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6.3. Ионы натрия Na+ и хлора Cl– в кристалле пова"
ренной соли расположены в узлах кубической решетки
(рис. 6.23). Нарисовать элементарную ячейку. Чему рав"
на постоянная решетки b, если плотность соли 2,2 г/см3?

6.4. Кубическая решетка железа при комнатной тем"
пературе — кубическая объемно"центрированная. Атомы
железа расположены в вершинах куба и в центре — на пе"
ресечении пространственных диагоналей. Найти постоян"
ную решетки b и минимальное расстояние между атома"
ми. Молярная масса железа � = 55,9 г/моль, плотность
� = 7,87 г/см3.

6.5. Вещество плотности � состоит из атомов сортов А
и В, расположенных в узлах объемно"центрированной
кубической решетки (рис. 6.24). Молярная масса атомов
равна �A и �B соответственно. Найти элементарную ячей"
ку данного вещества, его химическую формулу и постоян"
ную решетки b.

6.6. Решить предыдущую задачу для гранецентриро"
ванной решетки (рис. 6.25).

6.7. Определить число элементарных ячеек кристалла
объемом V = 1 м3: 1) хлористого цезия (решетка кубиче"
ская объемно"центрированная); 2) меди (решетка кубиче"
ская гранецентрированная); 3) кобальта, имеющего гек"
сагональную структуру с плотной упаковкой.

6.8. Найти постоянную решетки b и расстояние d меж"
ду ближайшими соседними атомами кристалла: 1) алюми"

Рис. 6.23 Рис. 6.24
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ния (решетка кубическая гранецентрированная); 2) вольф$
рама (решетка кубическая объемноцентрированная).

6.9. Найти постоянные решетки a и b кристалла маг$
ния, который представляет собой гексагональную струк$
туру с плотной упаковкой (рис. 6.26). Плотность магния
равна 1,74 г/см3.

6.10. Построить обратную решетку для кристаллов с
гранецентрированной кубической решеткой, объемно$
центрированной кубической решеткой и решетки с гекса$
гональной плотной упаковкой.

6.11. Построить первые зоны Бриллюэна для кристал$
лов с гранецентрированной кубической решеткой, объем$
ноцентрированной кубической решеткой и решетки с гек$
сагональной плотной упаковкой.

6.12. Зная постоянную b, вычислить межплоскостные
расстояния d100, d110, d111 и их отношение для: 1) простой;
2) объемно$центрированной и 3) гранецентрированной
кубических решеток.

6.13. Вычислить периоды идентичности вдоль прямых
[111] и [011] в решетке кристалла AgBr, плотность кото$
рого 6,5 г/см3. Решетка кубическая типа NaCl (рис. 6.23).

6.14. Определить отношение периодов идентичности
вдоль направлений [100], [110] и [111] для простой, объ$
емно$ и гранецентрированной кубических решеток.

6.15. Определить структуру элементарной ячейки
вольфрама, принадлежащего к кубической системе с осями

Рис. 6.25 Рис. 6.26
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симметрии 4�го порядка, если известно, что межплоскост�
ное расстояние для системы плоскостей (100) d1 = 158 нм,
а для плоскостей (110) d2 = 223 нм.

6.16. Найти постоянную решетки AgBr (тип решетки
NaCl, рис. 6.23), если известно, что K� — линия ванадия
отражается в первом порядке от системы плоскостей (100)
под углом скольжения � = 25,9�.

6.17. Вычислить длину волны рентгеновского излуче�
ния, которое отражается во втором порядке от системы
плоскостей (100) кристалла NaCl под углом скольжения
� = 25,0�. Найти также угол, под которым это излучение
отражается в максимальном порядке от данной системы
плоскостей.

6.18. Какие порядки отражения моноэнергетического
рентгеновского излучения пропадут при переходе от про�
стой кубической решетки к объемно� и гранецентрирован�
ной? Постоянные всех трех решеток считать одинаковы�
ми. Рассмотреть случаи отражения от плоскостей (100),
(110) и (111).

6.19. Узкий пучок электронов с кинетической энерги�
ей E = 25 кэВ проходит сквозь тонкую поликристалличе�
скую пленку и образует на плоском экране на расстоянии
L = 200 мм от пленки систему дифракционных колец. Диа�
метр первого кольца D = 13,0 мм. Вычислить постоянную
решетки (решетка кубическая гранецентрированная).

6.20. Определить колебательную энергию и теплоем�
кость кристалла при температуре T, считая каждый атом
решетки квантовым гармоническим осциллятором. Пола�
гать, что кристалл состоит из N одинаковых атомов, ко�
леблющихся независимо друг от друга с одинаковой час�
тотой �E (модель Эйнштейна). Упростить полученное вы�
ражение для теплоемкости при kБT� ��E и kБT� ��E.

6.21. Полагая скорость распространения колебаний не
зависящей от волнового числа k и равной c, найти для од�
номерного кристалла — цепочки из N одинаковых атомов
длиной L:

1) число продольных колебаний d�k в интервале (k,
k + dk);

2) дебаевскую температуру �;
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3) молярную колебательную энергию и молярную теп"
лоемкость при температуре T; упростить полученное вы"
ражение для теплоемкости при T� � и T� �.

6.22. Полагая скорость распространения колебаний не
зависящей от волнового числа k и равной c, найти для
двухмерного кристалла — плоской квадратной решетки с
площадью S, содержащей n0 атомов на единицу площади:

1) число продольных колебаний одной поляризации
d�k в интервале (k, k + dk);

2) дебаевскую температуру �;
3) молярную колебательную энергию и молярную теп"

лоемкость при температуре T; упростить полученное вы"
ражение для теплоемкости при T� � и T� �.

6.23. То же, что в предыдущей задаче, но для трехмер"
ного кристалла — кубической решетки объемом V, содер"
жащей n0 одинаковых атомов на единицу объема.

6.24. Считая, что скорости распространения продоль"
ных и поперечных колебаний не зависят от частоты и рав"
ны соответственно c� и c�, найти число колебаний d�� в
интервале волновых чисел (�, � + d�) и дебаевскую темпе"
ратуру � для:

1) двухмерного кристалла — кубической решетки из
N одинаковых атомов, если площадь решетки S;

2) трехмерного кристалла — кубической решетки из
N одинаковых атомов, если объем решетки V.

6.25. Вычислить дебаевскую температуру железа �, в ко"
тором скорости распространения продольных и попереч"
ных колебаний равны соответственно 5,85 и 3,23 км/с.

6.26. Оценить скорость звука в кристалле с дебаевской
температурой � = 300 К и межатомным расстоянием b =
= 0,25 нм.

6.27. Вычислить с помощью формулы Дебая:

1) отношение 
�

0

E
E

�  где �E — энергия, которую необхо"

димо сообщить кристаллу при нагревании его от 0 К до �,
а E0 — энергия нулевых колебаний;

2) энергию, которую необходимо сообщить одному
молю кристалла алюминия, чтобы нагреть его от �

2
 до

� = 374 К.
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6.28. Используя формулу Дебая, вычислить молярную
теплоемкость кубической кристаллической решетки при

температурах
�

2
 и �. На сколько процентов отличается те/

плоемкость при температуре � от классического значения?
6.29. Вычислить дебаевскую температуру � и энергию

(Дж/моль) нулевых колебаний серебра, если известно, что
при температурах 16 и 20 К его теплоемкость равна соот/
ветственно 0,87 и 1,70 Дж/(К�моль).

6.30. На рис. 6.27 показан график, характеризующий
зависимость теплоемкости кристалла от температуры (де/
баевская кривая), на котором CКЛ — классическая тепло/
емкость, � — дебаевская температура. Определить с помо/
щью этого графика:

1) дебаевскую температуру для серебра, если при T =
= 65 К его молярная теплоемкость равна 15 Дж/(К�моль);

2) молярную теплоемкость алюминия при T = 100 К,
если при T = 280 К она равна 22,5 Дж/(К�моль);

3) максимальную частоту колебаний �макс для меди, у
которой при T = 125 К теплоемкость отличается от клас/
сической на 25%.

Рис. 6.27
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6.31. Оценить максимальные значения энергии и им"
пульса фонона (звукового кванта) в алюминии, дебаевская
температура которого � = 374 К.

6.32. В кристалле из N одинаковых атомов число фо"
нонов в интервале волновых чисел (k, k + dk) при темпе"
ратуре T равно

� �� � �� � �	 
 �
� 
� �

�

�

3 2

Б

Б

9
1

c k dkn k dk N
k ck

k T

� � �

���

где � — дебаевская температура кристалла; с — скорость
звука в нем.

1) Получить это выражение с помощью формулы для
d�k из задачи 6.23;

2) определить наиболее вероятные значения энергии и

частоты фононов при температуре
�

2
�

3) найти температуру, начиная с которой наиболее ве"
роятная частота фононов равна их максимальной частоте
(температура � предполагается известной);

4) найти характер зависимости полного числа фононов
в кристалле от температуры T при T� � и T� �.

6.33. Некоторые вещества (например, парамагнитные
соли) при очень низких температурах обнаруживают те"
плоемкость Ci, во много раз превышающую решеточную
теплоемкость Cреш. Установлено, что теплоемкость Ci обу"
словлена внутренними степенями свободы, в частности
взаимодействием спинов с внутрикристаллическими по"
лями. Полагая, что каждый атом независимо от других
может ориентироваться своим спином параллельно или
антипараллельно относительно некоторого направления
и что разность энергий атома в этих состояниях равна �E,
найти:

1) зависимость Ci от температуры T;

2) отношение 
�

Бk T
E

�  при котором Ci имеет максимум;

3) отношение макс

реш

iC
C

 для случая, когда Ciмакс отвечает

температуре �
�

100
T �  где � — дебаевская температура.
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6.34. Найти коэффициент объемного расширения �V

для анизотропного кристалла, коэффициенты линейно+
го расширения которого по трем взаимноперпендикуляр+
ным направлениям составляют �1 = 1,25�10–5 К–1, �2 =
= 1,10�10–5 К–1, �3 = 1,5�10–5 К–1.

6.35. Получить выражение (6.21) для среднего значе+
ния расстояния между атомами кристалла �x�.

6.36. Выразить коэффициент гармоничности в выра+
жении для потенциальной энергии взаимодействия ато+
мов (6.22) через модуль Юнга E и равновесное расстоя+
ние x0 между атомами кристалла.



•7•
ЗОННАЯ ТЕОРИЯ

ПРОВОДИМОСТИ ТВЕРДЫХ ТЕЛ

7.1.
ДВИЖЕНИЕ ЭЛЕКТРОНОВ

В КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ РЕШЕТКЕ

Попытаемся теперь учесть влияние кристаллической ре�
шетки на поведение электронов. Рассмотрим вначале си�
туацию при отсутствии внешнего электрического поля. Для
простоты рассмотрим одномерный кристалл в виде цепоч�
ки нейтральных атомов (рис. 7.1). Запустим в решетку один
электрон. Энергия его взаимодействия с атомами представ�
ляет собой периодическую функцию: U(x) = U(x + b).

Электрон может присоединиться к какому�либо ато�
му и создать слабо связанный отрицательный ион. Высо�
та потенциального барьера связи атома и электрона боль�
ше, чем полная энергия электрона. За счет туннельного
эффекта лишний связанный электрон может с некоторой
вероятностью перейти к другому атому. Но к какому? Так
как цепочка атомов бесконечно длинная, то вероятность
переходов в обе стороны одинакова.

Поведение электрона в бесконечной цепочке атомов
подчиняется уравнению Шредингера:

��
� �

�
�i H

t
� �

Рис. 7.1
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Здесь H� — оператор Гамильтона (оператор энергии):

�
� � � � � � �

�

� �2 2 2

22 2
H U U x

m m x
� � ��

где U — потенциальная энергия взаимодействия электро+
на с атомами, для которой известно только то, что она под+
чиняется условию периодичности:

U(x) = U(x + b).

Пронумеруем все атомы цепочки по порядку:

...n – 2, n – 1, n, n + 1, n + 2...

Понятно, что нам не удастся получить какое+либо ре+
шение уравнения Шредингера без подробной информа+
ции о виде потенциальной энергии взаимодействия элек+
трона с атомами. Однако некоторые существенные выво+
ды о поведении электрона можно получить и без подробного
анализа уравнения Шредингера. С этой целью применим
подход, рассмотренный в разделе «операторный метод».
В качестве базисных состояний �� выберем состояния
электрона, находящегося вблизи атома с номером n – �n.
С помощью этих базисных состояний можно описать лю+
бое состояние � одномерного кристалла, задав все ампли+
туды Cn того, что состояние � находится в одном из базис+
ных состояний, т. е. амплитуду того, что электрон распо+
ложен вблизи данного определенного атома.

Запишем состояние � в виде суперпозиции базисных
состояний �n

� � �� n n
n

C �

Кроме того, предположим, что когда электрон находит+
ся вблизи одного из атомов, то имеется некоторая вероят+
ность того, что он просочится к атому слева или справа.
Следуя Фейнману [3], рассмотрим простейший случай, ко+
гда электрон может просачиваться только к ближайшим
соседям, а к следующему соседу он сможет дойти в два прие+
ма. Это будет означать, что в уравнении (2.10), записанном
для какой+либо амплитуды Cn, в правой части необходимо
оставить суммирование только по ближайшим соседям (по
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существу аналогичная идея реализована в так называемом
методе сильной связи). Таким образом, система уравнений,
описывающих поведение электрона, приобретет вид

� � � �

�
� � �

�
� 1 1 1 1

n
n n n nn n n n n

C
i H C H C H C

t � �
� (7.1)

где коэффициенты Hnm определяются соотношением

�� � �� � �nm n mH H dx

Определенная трудность заключается в том, что мы не
знаем, что ставить вместо коэффициентов Hnm в уравне8
ние (7.1). Но кое8что мы все же можем сказать. Предполо8
жим, что электрон оказался около какого8либо атома, и у
него нет шансов перебраться к соседу слева или справа.
В этом случае Hnm = 0 при n � m и тогда коэффициент Hnn

должен быть равен просто энергии E0, которую имел бы
электрон, если бы он не мог просачиваться от атома к ато8
му. Причем, совершенно неважно, что мы назовем E0, ре8
ально это не означает ничего, кроме выбора нуля энергии.
Коэффициенты же Hn, n–1 и Hn, n+1, характеризующие веро8
ятность просачивания электрона к соседним атомам, без
потери общности можно считать равными друг другу, и для
удобства положим их равными отрицательному числу:

Hn, n–1 = Hn, n+1 = –A.

В связи с принятыми обозначениями перепишем сис8
тему уравнений (7.1) в виде

� �

�
� � �

�
� 0 1 1

n
n n n

C
i E C AC AC

t
�

(7.2)

Для полного описания поведения электрона необходи8
мо для каждой из амплитуд Cn иметь по одному уравне8
нию типа (7.2). В силу бесконечности цепочки атомов мы
должны написать бесконечную систему уравнений! Выпи8
шем только часть ее

�

� �

� �

�

� �

�
� � �

�

�
� � �

�
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� � �

�
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1
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(7.3)
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Попытаемся найти решение системы уравнений (7.3),
соответствующее состояниям с определенной энергией E.
Для этого возьмем решение в виде

� �� � �
�

n n
iEtC ��� � (7.4)

Комплексное число �n дает не зависящую от времени часть
амплитуды того, что электрон может быть обнаруженным
возле n5го атома. После подстановки (7.4) в (7.3) прихо5
дим к бесконечной системе уравнений

E�n = E0�n – A�n+1 – A�n–1. (7.5)

Если считать, что n5й атом находится в точке с коор5
динатой xn, а (n + 1)5й атом в точке с координатой xn+1 =
= xn + b, то система уравнений (7.5) превращается в

E�(xn) = E0�(xn) – A�(xn + b) – A�(xn – b). (7.6)

В качестве пробного решения системы уравнений (7.6)
выберем выражение

�(xn) = aexp(ikxn). (7.7)

Здесь k — чисто вещественное число и имеет смысл волно5
вого числа, а сам множитель exp(ikxn) дает пространст5
венную зависимость амплитуд (при этом мы фактически
воспользовались теоремой Блоха). Подставляя (7.7) в (7.6)
и сокращая на общий множитель exp(ikxn), получаем

E = E0 – 2Acoskb. (7.8)

Посмотрим теперь, что же мы получили.
1. Амплитуда того, что электрон находится вблизи ка5

кого5либо определенного атома, определяется выражением

� ��

�
n n

iEtC ikx� ���� ���� �

Вещественная и мнимая части этого выражения соответ5
ствуют волнам, движущимся по кристаллу либо вдоль
оси X, либо против оси X в зависимости от знака волно5
вого числа k. Выбирая какое5либо значение k, мы полу5
чаем стационарное состояние с определенной энергией E.
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И в каждом таком состоянии вероятность обнаружить
электрон возле любого атома совершенно одинакова и со
временем не изменяется, т. е. электрон за счет просачива/
ния может равновероятно оказаться возле любого атома.
А это означает, что в периодическом поле бесконечно длин/
ной решетки электрон чувствует себя абсолютно свобод/
ным и может легко пройти через кристалл, даже если ему
приходится взаимодействовать с атомами. Таким образом,
в идеальной решетке электрон не испытывает никакого
сопротивления. Конечно, понятие абсолютно свободного
электрона достаточно условно. Позднее мы увидим, что
придется видоизменить понятие массы электрона (будет
введено понятие эффективной массы).

2. Для свободного электрона в вакууме существует па/
раболическая зависимость энергии от волнового числа:

�

�2 2

2
kE
m

�  Для стационарных состояний электрона в иде/

альной решетке зависимость E(k) имеет принципиально
другой вид и совпадает с параболической только при ма/
лых k (рис. 7.2). Это легко получить, если разложить вы/
ражение (7.8) в ряд по малым k. Кроме того, отсюда же
видно, что знак коэффициента A в выражении (7.8) дол/
жен быть положительным.

Энергия E0 соответствует энергии электрона, который
не смог бы просачиваться от одного атома к другому (бес/
конечно высокий потенциальный барьер). Из рисунка
видно, что электроны в решетке могут иметь энергию в
пределах полосы �E, т. е. им разрешены только эти зна/
чения энергии и никакие другие. Ширина полосы разре/
шенных  значений  энергии
электрона �E зависит от ве/
роятности перескакивания
электрона от атома к атому,
от расстояния между атома/
ми и не зависит от размеров
кристалла. Значения волно/

вого числа, большие чем
�

b
�

рассматривать не стоит, они Рис. 7.2
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не приводят к каким�либо новым состояниям, а просто
повторяют те состояния, которые уже появлялись при
меньших k. Поэтому можно ограничить изменения k ос�
новной зоной Бриллюэна.

7.2.
РАССЕЯНИЕ И ЗАХВАТ ЭЛЕКТРОНОВ

НА НЕРЕГУЛЯРНОСТЯХ РЕШЕТКИ

Наш первоначальный анализ привел к выводу, что у
идеальных кристаллов и проводимость идеальна, т. е.
электроны могут двигаться по кристаллу совершенно сво�
бодно.

Рассмотрим теперь одиночный электрон в неидеаль�
ном кристалле. Пусть, например, один атом «не тот», атом
примеси, обладающий другой глубиной потенциальной
ямы, чем атомы основной матрицы. При этом возможны
два варианта.

Первый вариант. Энергия атома примеси (пусть его
номер «нуль») несколько выше, чем у основных атомов.
Обозначим эту энергию E0 + F. Будем исходить из систе�
мы уравнений, похожей на (7.5), за одним исключением:
уравнение при n = 0 не похоже на остальные.

E�–2 = E0�–2 – A�–1 – A�–3;
E�–1 = E0�–1 – A�0 – A�–2;

E�0 = (E0 + F)�0 – A�1 – A�–1;
E�1 = E0�1 – A�2 – A�0;
E�2 = E0�2 – A�3 – A�1. (7.9)

Конечно, для общности полагалось бы писать раз�
ные A, в зависимости от того, прыгает ли электрон к ато�
му с номером «нуль» или же от атома «нуль», но главные
черты того, что происходит, можно увидеть из упрощен�
ного примера.

Выражение �(xn) = aexp(ikxn), представляющее волну,
бегущую в направлении оси x, по�прежнему будет являть�
ся решением для всех этих уравнений, кроме уравнения
для атома «нуль». Логично попробовать в качестве обще�
го решения всей системы уравнений взять сумму бегущих
волн вдоль оси x и против оси x:
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�n = �exp(ikxn) – �exp(–ikxn), n < 0;
�n = �exp(ikxn), n > 0. (7.10)

(знак «минус» перед вторым слагаемым в первом уравне&
нии обусловлен чисто формальными соображениями).

В этом случае можно показать, что выражения (7.10)
являются решением для всей бесконечной совокупности
уравнений (7.9), включая и атом «нуль», при условии, что
энергия электрона, как и раньше равна

E = E0 – 2Acoskb.

А это означает, во&первых, что «падающая волна» с некото&
рой амплитудой, которую, не теряя общности, можно поло&
жить равной единице, приближается к атому «нуль» (или
«рассеивателю») слева. При этом «рассеянная» или «отра&
женная» волна с амплитудой � бежит обратно. Кроме того,
появляется и «проходящая» волна с амплитудой �= 1 – �.
Амплитуда «отраженной» волны зависит от параметра F:

� �
�2

F
F iA kb

�
���

Все это очень похоже на прохождение частицей потен&
циального барьера, которое рассматривалось раньше. Во&
вторых, энергетический спектр, оставаясь непрерывным,
располагается в той же полосе разрешенных значений
энергии, что и для идеальной решетки.

Второй вариант. Предположим теперь, что энергия
электрона в атоме примеси (при n = 0) ниже, чем где&либо
в другом месте. В этом случае электрон может оказаться
захваченным этим атомом. Иначе говоря, если E0 + F ниже
дна полосы разрешенных значений энергии для идеаль&
ной решетки (меньше, чем E0 – 2A), то электрон может
оказаться «пойманным» в состояние с энергией E < E0 –
– 2A. Понятно, что выражения типа exp(–ikxn) с действи&
тельными значениями k не могут описывать состояние
«захваченного» электрона. Но это можно получить, если
разрешить k принимать мнимые значения. Пусть k = i�.
Для n < 0 допустимое решение может иметь вид

�n(n < 0) = aexp(�xn). (7.11)
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В экспоненте необходимо брать «плюс», иначе амплитуда
при больших отрицательных xn станет бесконечно боль*
шой. Аналогично, при n > 0 решение имеет вид

�n(n > 0) = a�exp(–�xn). (7.12)

Если подставить эти пробные решения в (7.9), то они
удовлетворят всем уравнениям, кроме средней тройки, при
условии

E = E0 – A[exp(�b) + exp(–�b)]. (7.13)

Оставшейся тройке уравнений (7.9) можно удовлетво*
рить, если положить a = a� и значение � выбрать так, что*
бы выполнилось условие

A[exp(�b) – exp(–�b)] = –F. (7.14)

Из соотношений (7.13) и (7.14) можно найти и энер*
гию захваченного электрона:

� � �
2 2

0 4E E A F �
(7.15)

Так как ранее мы полагали, что энергия захваченного
электрона должна быть меньше, чем E0 – 2A, то в выраже*
нии (7.15) следует оставить знак «минус». Что делать со
знаком «плюс», поймем позднее. Таким образом, энергия
пойманного вблизи атома примеси электрона должна быть
равна

� � �
2 2

0 4E E A F �

Из приведенного анализа следует, что захваченный элек*
трон обладает одной единственной энергией, а не полосой,
и эта энергия расположена несколько ниже полосы прово*
димости. Во*вторых, экспоненциальные решения типа
(7.11) и (7.12) не утверждают, что захваченный электрон
сидит прямо в атоме примеси. Вероятность обнаружить его
у соседних атомов дается квадратом этих амплитуд, и толь*
ко с наибольшей вероятностью электрон можно встретить
вблизи атома примеси. Для соседних атомов вероятность
спадает экспоненциально по мере удаления от атома приме*
си. Это новый пример «проникновения через барьер». С точ*
ки зрения классической физики электрону попросту не хва*
тило бы энергии, чтобы удалиться от энергетической ямы.
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7.3.
ДИНАМИКА ПОВЕДЕНИЯ
ЭЛЕКТРОНА В РЕШЕТКЕ

Включим теперь внешнее электрическое поле. Для опи&
сания динамики поведения электрона необходимо иметь
более определенное представление о положении электро&
на. Это означает, что мы должны наложить ограничения
на значения координаты. При этом появляется конечное
значение неопределенности его координаты �x. Это авто&
матически в силу соотношения неопределенности долж&
но привести к неопределенности импульса �p и связан&
ной с ней неопределенности волнового числа �k. Такие
состояния уже нельзя описывать волновой функцией
вида � = aexp[–i(�t – kx)]. Волновая функция теперь бу&
дет представлять суперпозицию плоских волн:

�

� � � � ��
k

a i t kx���� � ���

Вспомним, что при наложении гармонических волн с
близкими значениями волнового числа образуется «вол&
новой пакет». Скорость перемещения «волнового пакета»
называется групповой скоростью:

�
�гр

dv
dk

�

Наиболее вероятное положение электрона совпадает с
центром этого пакета. Следовательно, групповая скорость
и представляет собой скорость электрона. Найдем ее зна&
чение:

�
� �

�
гр

1 dE kdv
dk dk

� �
�

Найдем теперь ускорение электрона грdv

dt
�

� �� �

� �

2гр
2

1 1dv d dE d E dk
dt dt dk dtdk

�

Так как �

�

p
k �  то �

�

1 dpdk
dt dt

�  По второму закону Ньютона,

производная от импульса — это сила со стороны внешнего
поля, поэтому
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�

� �� � � �
� �

� �

12 гр2
2

dvdk d EF
dt dtdk

�

Данное соотношение представляет собой второй закон
Ньютона, в котором величина

�

�
� �� � �
� �

�

12
2

2
d Em
dk (7.16)

играет роль массы и называется эффективной массой элек3
трона.

Итак, если на электрон не действуют внешние силы,
то он двигается свободно (приближение свободных элек3
тронов), его положение в кристалле равновероятно в лю3
бой точке. Динамика движения электрона под действием
внешнего электрического поля определяется не истинной
массой электрона, а введенной выше эффективной мас3
сой, которая может не иметь ничего общего с обычной мас3
сой. В частности, эффективная масса может зависеть от
направления движения электрона в кристаллической ре3
шетке.

Обратимся теперь к зависимости E(k). При малых зна3
чениях волнового числа, т. е. вблизи дна разрешенной

зоны энергия пропорциональна k2. Тогда �

2

2
constd E

dk
 и

m� � m. В точке перегиба �

2

2
0d E

dk
 и m���, т. е. внешнее

поле не способно изменить скорость электрона (точка пе3
региба как раз и соответствует значению E0, при котором
электрон не способен просачиваться от одного атома к дру3

гому). Вблизи потолка разрешенной зоны �

2

2
0d E

dk
�  а это

означает, что эффективная масса электрона отрицатель3
на, и под совместным действием поля решетки и внешне3
го поля электрон получает ускорение, обратное внешней
силе (это приведет нас к понятию «дырки»).

При наложении на кристалл внешнего магнитного
поля с индукцией B характер энергетических уровней ис3
кажается. Это можно понять из следующих соображений.
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Электрон, движущийся в магнитном поле по круговой тра)

ектории радиуса r с периодом 
�

�

2
c
�  будет обладать момен)

том импульса m�r2�c, где 
�

� �c
Be
m

 называется циклотрон)

ной частотой. Согласно элементарной квантовой теории,
момент импульса L должен быть кратным постоянной
Планка L = s�, где s — целое число s � 1. Таким образом,
имеем

�

�

�

�2

c

sr
m

�

Кинетическая энергия электрона E определяется ра)
венством

�
� � � ��21 1

2 2
�c cE m r s

так что наименьшая энергия электрона в зоне проводимо)

сти теперь отличается от нуля и равна 
��

2
c
�  Следователь)

но, дно зоны проводимости поднимается на величину,
пропорциональную индукции магнитного поля. Чисто
квантово)механический анализ, выполненный Ландау,
показывает, что для свободных электронов разрешенны)
ми являются только нечетные значения s. Тогда разрешен)
ные уровни энергии даются выражением

� �� � ��
1
2s cE s �

где s теперь — любое целое положительное число.
Если магнитное поле направлено вдоль оси Z, то кван)

туется лишь движение по осям X и Y, а движение элек)
трона по оси Z остается свободным. Выражение для энер)
гии электрона в зоне проводимости тогда имеет вид

� �
�

� � � �
�

�

2 21
2 2

z
c

k
E s

m
�

Различные значения s определяют дискретные уровни
энергии, которые называются уровнями Ландау. Они обра)
зуют «лестницу» равноотстоящих друг от друга уровней
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(лестница Ландау) с расстоянием между ними ��c. Дно
зоны проводимости уже не является разрешенным состоя*

нием, наименьшая разрешенная энергия в зоне на 
��

2
c

выше дна зоны в отсутствие поля.

7.4.
ЭЛЕКТРОН В ТРЕХМЕРНОЙ РЕШЕТКЕ

Посмотрим теперь, что происходит с электроном в
трехмерной решетке. Пусть имеется прямоугольная ре*
шетка атомов с расстояниями a, b, c в трех направлениях
(для кубической решетки a = b = c). Если выбрать начало
координат в одном из атомов, то координаты всех других
атомов можно представить в виде

x = nxa, y = nyb, z = nzc,

где nx, ny, nz — некоторые целые числа.
Как и прежде, будем полагать, что связанный элек*

трон с некоторой вероятностью может перепрыгнуть к дру*
гому атому, только теперь эти вероятности в направлении
x, y, z будут в общем случае разными, но, как и ранее,
будем полагать

U(x) = U(x + a), U(y) = U(y + b), U(z) = U(z + c).

При этих предположениях система уравнений (7.3)
будет выглядеть следующим образом:

    

0
� � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � ��

x

x y y

z z

C x y z
i E C x y z A C x a y z

t
A C x a y z A C x y b z A C x y b z

A C x y z c A C x y z c

�
� � � �

�

� � � � � � �

� � � �

�

(7.17)

где, как и прежде, амплитуды C могут меняться во време*
ни, а коэффициенты Ax, Ay, Az определяют теперь вероят*
ность просачивания электрона в направлениях x, y, z.

Как и ранее, будем искать решение этой системы урав*
нений в виде

� �� � � �

�
x y z

iEtC x y z ik x ik y ik z� � � � ��� ���� �� (7.18)
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где kx, ky, kz — компоненты трехмерного вектора
�

k�  Это
легко понять, если выражение (7.18) переписать в вектор+
ных обозначениях

� �� �

�

�

�

iEtC ikr��� ���� ��

После подстановки (7.18) в (7.17), для энергии элек+
трона можно получить выражение

E = E0 – 2Axcoskxa – 2Aycoskyb – 2Azcoskzc. (7.19)

Из данного выражения видно, что в трехмерной решет+
ке энергия электрона зависит уже от трех волновых чи+
сел kx, ky, kz достаточно сложным образом. Характер из+
менения энергии зависит от относительных знаков и ве+
личин Ax, Ay, Az, но в любом случае значения энергии
находятся в пределах некоторой полосы разрешенных зна+
чений энергии, как и для одномерной решетки атомов.

Если тройка величин Ax, Ay, Az положительна и нас
интересуют малые значения 

�

k�  то, разлагая косинус в ряд,
как и ранее, приходим к параболической зависимости
энергии от волнового числа:

� � �
2 2 2 2 2 2

x x y y z zE A a k A b k A c k

(здесь энергия отсчитывается от дна разрешенной зоны).
В простой кубической решетке a = b = c, и следует ожи+

дать, что и Ax, и Ay, и Az будут также равны друг другу.
В этом случае энергия будет пропорциональна квадрату
волнового числа

�

k�

Оценим ширину зоны проводимости в кубическом кри+
сталле с постоянной решетки a = 3�10–10 м, используя за+
кон дисперсии (7.19). Будем полагать E0 > 0 и эффектив+
ную массу электрона m� вблизи дна зоны проводимости,
равной массе свободного электрона. Для этого представим
закон дисперсии (7.19) несколько в другом виде:

E(k) = E0[3 – coskxa – coskya – coskza].

«Потолок» (максимальное значение энергии) зоны

проводимости достигается при 
� � �

� � � � � �x y zk k k
a a a
� � �  а
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«дно» (минимальное значение энергии) при k = 0. При
этом Emax = 6E0, Emin = 0. Ширина зоны �E = Emax – Emin =
= 6E0. Рассчитаем теперь по формуле (7.16) эффектив+

ную массу электрона вблизи дна зоны: 
�

�
� ��� � ��� ��

12

2i
i

Em
k

 при

ki � 0 (i = {x, y, z}). После дифференцирования получаем

�
� �

�2

2
0

em m
E a

�  Откуда находим � � �
�2

2
6 5 эВ

e

E
m a

�

В кристаллах некубической системы различие коэф+
фициентов Ax, Ay, Az приводит к тому, что «эффективная
масса» электрона становится зависящей от направления
его движения.

Посмотрим теперь, что произойдет, если один из ато+
мов заменить на атом примеси с другим значением энер+
гии. Вот теперь ситуация меняется коренным образом!
Если в одномерной цепочке атомов электрон никак не мог
«проскочить» мимо атома примеси, то в трехмерной ре+
шетке такая возможность у него уже появляется. А это
означает, что теперь прежней альтернативы по поводу раз+
решенных значений энергии уже не существует.

В одномерной решетке электрон либо рассеивается на
атоме примеси с сохранением зоны разрешенных значе+
ний энергии, либо появляется связанное состояние с од+
ним единственным значением энергии ниже полосы про+
водимости.

В трехмерной решетке у электрона сохраняется и та, и
другая возможность, т. е. энергетический спектр электро+
на должен иметь вид непрерывной полосы разрешенных
значений энергии и одиночного уровня, расположенного
несколько ниже полосы проводимости.

7.5.
ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ЗОНЫ В КРИСТАЛЛАХ

Попытаемся теперь понять, как влияет взаимодейст+
вие между электронами на их энергетический спектр.

Каждый электрон, как мы уже знаем, может иметь
любую энергию в пределах разрешенной зоны (в этом про+
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является периодичность потенциальной энергии взаимо)
действия электрона с атомами решетки). Если теперь в
кристалл внести два электрона, то их взаимодействие при)
ведет к тому, что вместо одного уровня энергии появятся
два (как говорят, происходит расщепление уровней энер)
гии). Это происходит потому, что каждый энергетический
уровень соответствует определенному значению волнового
числа, т. е. определенному состоянию электрона. В силу
принципа запрета Паули два электрона не могут находить)
ся одновременно в одном состоянии, следовательно, не мо)
гут и иметь одинаковую энергию. С учетом спина электро)
на на любом уровне энергии могут находиться только два
электрона, обладающих противоположными спинами.

При сближении N атомов вместо одного уровня энер)
гии возникает N уровней, расположенных в пределах раз)
решенной зоны. Таких разрешенных зон может быть не)
сколько (рис. 7.3), так как каждая зона образуется из от)
дельного уровня энергии атома, а таких уровней может
быть несколько. Ширина разрешенной зоны энергии от
размеров кристалла не зависит и обычно бывает порядка
нескольких электрон)вольт. И если в кристалле порядка
1023 атомов, то расстояние между соседними уровнями из)
за сближения атомов в зоне порядка 10–23 эВ. На рис. 7.3
цифрами 1 и 3 обозначены разрешенные зоны, 2 — запре)
щенная зона (�E — ширина запрещенной зоны). Первая
зона при абсолютном нуле температуры свободна от элек)
тронов, третья зона может быть час)
тично или полностью заполнена элек)
тронами и называется валентной, так
как возникает из уровня, на котором
находятся валентные электроны в ос)
новном состоянии атома.

В зависимости от степени заполне)
ния электронами валентной зоны и
ширины запрещенной зоны возмож)
ны три случая.

1. Часть уровней валентной зоны
свободна. Достаточно сообщить элек)
тронам энергию порядка 10–23 эВ и они Рис. 7.3
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могут занять более высокие уровни энергии. Это происхо*
дит, например, за счет теплового движения (энергия теп*
лового движения на 1К порядка 10–4 эВ). Электрическое
поле также способно переводить электроны на более вы*
сокие уровни, и они приобретают дополнительную ско*
рость в направлении, противоположном электрическому
полю. Такие вещества являются металлами — хорошими
проводниками. Для них валентная зона является зоной
проводимости. Иногда имеет место перекрывание зон (за*
прещенная зона отсутствует).

2. Валентная зона заполнена полностью. Электрическое
поле не способно сообщить энергию электронам, достаточ*
ную для преодоления запрещенной зоны. Если ширина за*
прещенной зоны �E невелика (< 1 эВ), то только энергия
теплового движения способна перевести электроны в сво*
бодную зону — она становится зоной проводимости (на са*
мом деле не только энергия теплового движения способна
перевести электроны в зону проводимости — об этом позд*
нее). Такие вещества являются полупроводниками.

3. Ширина запрещенной зоны �E несколько электрон*
вольт. Валентная зона заполнена полностью. В этом слу*
чае ни тепловое движение, ни электрическое поле не спо*
собны сообщить энергию, достаточную для переброса
электронов в свободную зону, — это диэлектрики. В них
электроны настолько связаны, настолько «заперты», что
даже сильные поля не могут помочь им вырваться на сво*
боду. И только кванты жесткого электромагнитного из*
лучения могут дать им свободу.

7.6.
ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТЬ МЕТАЛЛОВ

Ранее мы показали, что в случае идеальной кристал*
лической решетки электроны не испытывают при своем
движении никакого сопротивления и электропроводность
металлов должна быть бесконечно большой. Это связано с
тем, что имеется перекрытие волновых функций между
соседними атомами решетки и за счет туннельного эффек*
та электрон с равной вероятностью может оказаться в лю*
бом месте решетки. И только за счет рассеяния электро*
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нов на атомах примеси и тепловых колебаний решетки
появляется электрическое сопротивление.

Удельное сопротивление при ненулевой температуре
складывается из двух слагаемых — сопротивление, опре1
деляемое наличием примесей (�прим) и сопротивление, обу1
словленное тепловыми колебаниями решетки (�колеб):

� = �прим + �колеб.

При нулевой температуре исчезает сопротивление, обу1
словленное тепловыми колебаниями решетки, но остает1
ся сопротивление, обусловленное примесями и искаже1
ниями решетки.

Введем понятие дрейфовой скорости

� �
� �

др
1

iv v
n

� (7.20)

где сумма берется по всем электронам металла (n — их
число).

При отсутствии внешнего электрического поля ско1
рость дрейфа обращается в нуль и электрический ток от1
сутствует. При наложении электрического поля vдр ста1
новится отличной от нуля и появляется электрический
ток. Кроме кулоновских сил (–eE) существуют силы со1
противления, пропорциональные дрейфовой скорости:

Fсопр = –rvдр,

где r играет роль коэффициента сопротивления движению
электронов.

Запишем уравнение движения электрона с эффектив1
ной массой m�, движущегося со скоростью vдр:

�
� � �

др
др

dv
m eE rv

dt
�

При отсутствии внешнего поля (E = 0) это уравнение
имеет решение:

� ��

� �др const rv t
m

��� �

Отношение 
�

� �
m
r

 называется временем релаксации и

показывает, как быстро уменьшается скорость дрейфа при
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выключении электрического поля. Установившееся зна'
чение скорости дрейфа равно

�

�
� �др

eEv
m

�

И для плотности тока (j = nev) получаем выражение

�

�
�

�� 2nej E
m

�

Аналогичное выражение существует и в классической
теории электропроводности металлов, только ранее сюда
входила масса электрона и среднее время свободного пробе'
га электрона. Соответствующий квантово'механический
расчет дает линейную зависимость удельного сопротивле'
ния от температуры, что соответствует опыту (в «классике»
сопротивление пропорционально корню из температуры!).

Различие классической и квантово'механической трак'
товок описания движения электронов проводимости в ме'
талле сводится к следующему. При классическом рассмот'
рении предполагается, что все электроны возмущаются
внешним электрическим полем. Это приводит к тому, что
каждое слагаемое в (7.20) получает добавку в направле'
нии, противоположном полю. При квантово'механиче'
ской трактовке возмущаются полем и изменяют свою ско'
рость лишь электроны, занимающие состояния вблизи
уровня Ферми. Электроны, находящиеся на более глубо'
ких уровнях, полем не возмущаются, и их вклад в сумму
(7.20) не изменяется. Кроме того, на динамику движения
электронов оказывает влияние не обычная масса электро'
на, а его эффективная масса.

7.7.
СВЕРХПРОВОДИМОСТЬ

Температурная зависимость сопротивления большин'
ства металлов (рис. 7.4) имеет почти линейный характер
(кривая 1), где �ост зависит от количества примесей и оста'
точных напряжений. Если убрать примеси и снять оста'
точные напряжения, то �ост � 0. Некоторые же металлы
(Hg, Sn, Al, Pb и т. д.) ведут себя иначе (кривая 2). Сопро'
тивление при температуре ниже так называемой крити'
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ческой Тк резко падает до нуля. Впервые это обнаружил
Камерлинг-Оннес в 1911 году (явление сверхпроводимо-
сти). Для иллюстрации: в сверхпроводящем состоянии
� � 10–23 Ом�см (меньше, чем сопротивление меди при 20�С
в 1017 раз). Время, требуемое для затухания тока, наве-
денного в сверхпроводящем колечке, порядка ста тысяч
лет! Кроме отсутствия сопротивления есть так называе-
мый эффект Мейснера — выталкивание магнитного поля
из сверхпроводника. Формально это выглядит так, как
будто магнитная проницаемость обращается в нуль при
температурах ниже критической — вещество становится
идеальным диамагнетиком. Связано это с тем, что в тон-
ком поверхностном слое сверхпроводника, помещенного
в слабое магнитное поле, наводятся циклические незату-
хающие токи, компенсирующие внешнее магнитное поле.
При значении поля, превышающем некоторое критиче-
ское, сверхпроводящее состояние разрушается, и магнит-
ное поле проникает внутрь. Сверхпроводящее состояние
также разрушается, если через образец пропускать ток,
больший некоторого критического.

Объяснение сверхпроводимости было дано только в
1957 году (Бардин, Купер, Шрифер — модель БКШ). Крат-
ко суть сводится к следующему. При движении электрона
сквозь кристаллическую решетку происходит поляризация
среды — электрон стягивает на себя облако положительно
заряженных ионов. Первого электрона уже и «след про-
стыл», а облако еще остается (из-за малых тепловых коле-
баний решетки). Это облако притягивает к себе другой

Рис. 7.4

К

К
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электрон, причем сила притяжения превышает силу ку'
лоновского отталкивания между электронами. Образует'
ся так называемая куперовская пара с размерами, значи'
тельно превышающими расстояние между атомами. Не'
сколько таких пар могут перекрыть образец.

Взаимодействие между электронами за счет поляри'
зации среды наиболее сильно проявляется у электронов,
обладающих противоположными спинами. Поэтому спин
куперовской пары становится равным нулю, значит, для
них не работает принцип запрета Паули, который не дает
электронам скапливаться в одном состоянии. Если каж'
дый из электронов этой пары подчиняется статистике Фер'
ми, то сама куперовская пара подчиняется теперь стати'
стике Бозе. В сверхпроводящем состоянии в энергетиче'
ском спектре электронов вблизи уровня Ферми появляется
энергетическая щель, отделяющая уровень, на котором
находятся куперовские пары Eкп, от ближайшего разрешен'
ного уровня. Энергия взаимодействия пары с решеткой
меньше ширины этой щели (при температуре ниже кри'
тической), поэтому куперовские пары двигаются по ме'
таллу совершенно свободно.

Удивительные свойства сверхпроводящего состояния
делают сверхпроводники чрезвычайно перспективным
материалом для науки и техники. Исчезновение сопротив'
ления сводит к нулю выделение тепла в проводнике. Кроме
того, появилась возможность создания мощных магнитных
полей (управляемый термоядерный синтез, поезда на маг'
нитных подушках и т. д.). Т. е. сверхпроводники — край'
не заманчивая вещь, но практическое их применение сдер'
живалось отсутствием материалов, переходящих в сверх'
проводящее состояние при приемлемых температурах
(критическая температура была около 20 К — это близ'
ко к температуре кипения жидкого водорода и неона, что'
бы их можно было применять для охлаждения). Темпера'
тура кипения гелия мала, но это слишком дорого для прак'
тического использования. Заветным пределом являлась
температура кипения жидкого азота (77 К). За 75 лет по'
сле открытия сверхпроводимости удалось достичь только
температуры 23 К (слишком медленный прогресс!). И толь'
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ко в конце 1986 года в лабораториях США и Швейцарии
были получены сверхпроводящие керамические оксидные
образцы на основе лантана (La, Ba, Cu, O) и иридия (Y, Ba,
Cu, O) с критической температурой около 40 К. Это была
настоящая научная сенсация. В 1987 году в университете
Хьюстона были получены сверхпроводники Bi=Ba=Ca=Cu=O
и Tl=Ba=Ca=Cu=O с критической температурой 105–125 К.
В принципе никаких разумных ограничений на значение
критической температуры не существует, и, по=видимо=
му, возможно создание сверхпроводящих материалов, ра=
ботающих и при комнатных температурах.

ЗАДАЧИ

РАССЕЯНИЕ И ЗАХВАТ ЭЛЕКТРОНОВ
НА НЕРЕГУЛЯРНОСТЯХ РЕШЕТКИ

7.1. Показать, что при рассеянии электрона на атоме при=
меси с энергией выше, чем энергия основных атомов, выра=
жения �n = �exp(ikxn) – �exp(–ikxn), (n < 0) и �n = �exp(ikxn),
(n > 0) действительно являются решением системы урав=
нений (7.9) при условии, что энергия электрона равна
E = E0 – 2Acoskb.

7.2. Показать, что амплитуда отраженной волны при
рассеянии на атоме примеси с энергией E0 + F равна

� �
�2

F
F iA kb

�
���

7.3. Показать, что если энергия захваченного электро=
на на атоме примеси ниже дна полосы разрешенных зна=
чений энергии для идеальной решетки, то выражения
�n(n < 0) = aexp(�xn) и �n(n > 0) = a�exp(–�xn) при a = a�
являются решением системы уравнений (7.9), а сама энер=
гия электрона может быть найдена по формуле

� � �
2 2

0 4E E A F �
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8.1.
СОБСТВЕННАЯ ПРОВОДИМОСТЬ

ПОЛУПРОВОДНИКОВ.
ЭЛЕКТРОНЫ И ДЫРКИ

Полупроводники по проводимости занимают промежу�
точное положение между металлами и изоляторами — B,
C, Si, P, S, Ge, As. Их главная особенность — чрезвычайно
высокая чувствительность проводимости к внешним воз�
действиям (температура, давление, примеси, электромаг�
нитное излучение и т. д.). Например, удельное сопротив�
ление кремния при повышении температуры от 293 до
973 К падает в 6�105 раз.

Мы уже знаем, что полупроводниками являются кри�
сталлические вещества, у которых валентная зона полно�
стью заполнена электронами, а ширина запрещенной зоны
�Ещели невелика. Например, �Ещели для кремния около
1,1 эВ, �Ещели для германия около 0,72 эВ.

Различают собственные и примесные полупроводники.
Собственные полупроводники — химически чистые

полупроводники.
Примесные полупроводники — полупроводники с раз�

личными примесями.
Рассмотрим сначала механизм собственной проводимо�

сти полупроводников. При абсолютном нуле температуры
валентная зона заполнена полностью, зона проводимости
свободна (рис. 8.1). Обычного электрического поля недос�
таточно для переброса электронов из валентной зоны в зону
проводимости. Поэтому при нулевой температуре собствен�
ные полупроводники должны вести себя как изоляторы.

Представим, что каким�то образом (как рассмотрим
позднее) удалось перебросить электрон из валентной зоны
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в зону проводимости. Тогда в зоне проводимости появля�
ется электрон, свободный от атома и способный под дей�
ствием электрического поля перемещаться по кристаллу.
В валентной же зоне образуется вакантный уровень, на
который могут попасть другие электроны. Таким образом,
электропроводность полупроводника становится не рав�
ной нулю.

При наличии вакантных уровней в валентной зоне по�
ведение электронов валентной зоны (т. е. связанных с ато�
мами) можно представить как движение положительно
заряженных квазичастиц — «дырок» (рис. 8.2). К поня�
тию дырки можно прийти иначе. Вспомним, что эффек�
тивная масса электрона m� у потолка энергетической зоны
отрицательна. Отсутствие частицы с зарядом (–e) и отри�
цательной массой эквивалентно наличию частицы с поло�
жительной массой и положительным зарядом — т. е. опять
приходим к понятию дырки!

Если в зоне проводимости нет свободных электронов и
валентная зона заполнена полностью, т. е. в ней нет «ды�
рок», то проводимость полупроводника равна нулю. А это

означает, что ��
�

0iv  (сумма берется по всем электронам

валентной зоны). После перевода электрона с номером k
из валентной зоны в зону проводимости эта сумма может
быть расписана иначе:

� �

� � � � �� �
� � � �

0i k i k
i k i k

v v v v� � �

Рис. 8.1 Рис. 8.2
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а это означает, что сумма скоростей всех электронов ва$
лентной зоны равна со знаком минус скорости выброшен$
ного в зону проводимости электрона. Все эти электроны
валентной зоны создадут ток J = (–e)(–vk) = evk. Этот ток
эквивалентен току, который создавала бы частица с за$
рядом +e и имеющую скорость, противоположную ско$
рости отсутствующего электрона. Такая частица и полу$
чила название «дырка» (в дальнейшем кавычки будем
опускать).

Если к кристаллу приложить электрическое поле, то
электроны начинают смещаться против поля, а дырки
вдоль поля. Начинается дрейф электронов к положитель$
ному полюсу, а дырок — к отрицательному.

Таким образом, собственная проводимость полупро$
водников обусловлена движением электронов в зоне про$
водимости и дырок в валентной зоне.

Как создать пару электрон–дырка? Есть несколько ва$
риантов.

Рассмотрим один из них.
Направим на полупроводник поток квантов электромаг$

нитного излучения (�$квантов). Если энергия фотона боль$
ше �Ещели (ширины запрещенной зоны), то образуется пара
электрон–дырка. Быстрота образования пар пропорцио$
нальна интенсивности излучения. Если к полупроводнику
приложить электрическое поле, то в цепи возникает элек$
трический ток, пропорциональный интенсивности света —
так возникает явление фотопроводимости.

Пусть на полупроводник падает поток частиц высоких
энергий (протонов, пионов и др.). Электрическое поле про$
летающих через кристалл частиц вырывает электроны из
связанных состояний, образуя пару электрон–дырка. Про$
лет частиц высоких энергий рождает электрический им$
пульс в кристалле — на этом принципе работают полупро$
водниковые счетчики.

До сих пор мы рассматривали свойства полупроводни$
ков при нулевой температуре. При температурах, отлич$
ных от нуля, есть другой механизм образования пар элек$
трон–дырка. Тепловые колебания решетки могут вызвать
самопроизвольное рождение пары электрон–дырка, т. е.
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попросту говоря электрон, получая тепловую энергию ре�
шетки, способен оторваться от атома и перейти в зону про�
водимости, параллельно рождается дырка.

Вероятность образования пары электрон–дырка Pпары

пропорциональна вероятности того, что вблизи какого�
либо атома сосредоточится энергия больше или равная
�Ещели. По распределению Больцмана:

�� �
� �� �

� 	
щели

пары

E
P

kT
��� �

Наряду с образованием пар происходит обратный про�
цесс встречи электрона и дырки, а освобожденная энер�
гия переходит к решетке. Этот процесс называется реком�
бинацией электрона и дырки. Вероятность рекомбина�
ции Pрек пропорциональна как числу электронов, так и
числу дырок: Pрек � nnnp (nn — число электронов в едини�
це объема отрицательных (negative) носителей заряда;
np — число положительных (positive) носителей заряда —
дырок).

Одновременное действие генерации электронно�дыроч�
ных пар и их рекомбинации приводит к установлению в
полупроводнике равновесия, характеризующегося равно�
весной концентрацией носителей заряда. Эта величина
при комнатной температуре для всех полупроводников во
много раз меньше, чем концентрация валентных электро�
нов. Например, в германии на 1010 валентных электронов
приходится один электрон проводимости. Но и такого ма�
лого количества носителей заряда достаточно, чтобы полу�
проводник обладал заметной электропроводностью. Свя�
зано это с тем, что удельная проводимость полупроводни�
ка � зависит не только от концентрации электронов и
дырок, но и от их подвижностей Un и Up: � = e(nnUn + npUp).
В чистых полупроводниках подвижность электронов час�
то значительно больше, чем в металлах. Например, в ан�
тимониде индия (InSb) подвижность электронов в 103 раз
больше, чем в меди.

При равновесии скорость образования пар должна
быть равна скорости рекомбинации. Это приводит к со�
отношению
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��� � (8.1)

где const слабо зависит от температуры.
Если взять совершенно чистое вещество, то число по-

ложительных и отрицательных носителей заряда будет
одинаковым: nn = np = ni. Величина ni называется собст-
венной концентрацией носителей и изменяется с темпе-
ратурой по закону
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Поскольку удельная проводимость � пропорциональ-
на числу носителей заряда, то
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и быстро растет с увеличени-
ем температуры. Эксперимен-
тальную зависимость прово-
димости от температуры удоб-
но строить в логарифмических
координатах (рис. 8.3).

Наклон прямой определяется шириной запрещенной
зоны, что позволяет экспериментально измерить �Ещели.

На рис. 8.4 отображены процессы рождения и реком-
бинации пары электрон–дырка как в пространстве, так и
на энергетической диаграмме.

Рис. 8.3

Рис. 8.4
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Стрелкой 1 отображен процесс рождения пары элек!
трон–дырка, стрелкой 3 — процесс рекомбинации, стрел!
ка 2 отображает перемещение электрона по валентной
зоне.

8.2.
ПРИМЕСНАЯ ПРОВОДИМОСТЬ

ПОЛУПРОВОДНИКОВ

Кроме собственной проводимости полупроводники об!
ладают еще и примесной проводимостью. Она возникает,
если некоторые атомы данного полупроводника заменить
в узлах кристаллической решетки атомами, валентность
которых отличается на единицу от валентности основных
атомов.

Заменим в решетке германия один атом Ge атомом
мышьяка As (рис. 8.5). Германий — четырехвалентен,
мышьяк — пятивалентен. Для образования ковалентных
связей с четырьмя атомами Ge мышьяку необходимо толь!
ко четыре электрона, пятый оказывается лишним. Он сла!
бо связан с ядром, легко отщепляется от атома и начинает
блуждать по кристаллу. Появление лишнего электрона не
сопровождается появлением дырки. В окрестности As воз!
никает положительный заряд, но он связан с этим атомом
и не может перемещаться по решетке. Таким образом, в
полупроводниках с примесью, валентность которой на еди!
ницу больше валентности основных атомов, имеется толь!
ко один вид носителей тока — электроны. Атомы примеси,
поставляющие электроны, называются донорами, сам по!
лупроводник обладает электронной проводимостью и на!
зывается полупроводник n!типа
(negative). Донорные узлы заря!
жены положительно и действу!
ют как ловушка для электронов.
Но так как энергия связи лиш!
него электрона с атомом приме!
си очень мала, то связь захвачен!
ного электрона будет непрочной
и легко разрушается за счет теп!
ловых колебаний решетки. Рис. 8.5

Ge Ge

Ge Ge
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Наличие атома примеси искажает поле решетки, а это
приводит к появлению примесного уровня, расположен)
ного в запрещенной зоне (рис. 8.6). В полупроводниках
n)типа — это донорный уровень. Для пары Ge–As �Е �
� 0,05 эВ (напомним: �Ещели � 0,72 эВ). Уровень Ферми рас)
полагается в верхней половине запрещенной зоны. Нали)
чие дополнительного энергетического уровня, располо)
женного несколько ниже дна зоны проводимости, подроб)
но обсуждалось в разделе «Рассеяние и захват электронов
на нерегулярностях решетки».

Пусть теперь валентность примеси на единицу меньше
валентности основных атомов, например, в германий вне)
дрили бор с валентностью три (рис. 8.7). Трех валентных
электронов бора недостаточно для образования устойчивых
связей со всеми четырьмя соседями Ge. Тогда атом бора,
пытаясь выдать себя за объект с валентностью четыре, дол)
жен «утащить» нужный ему электрон, например, у сосед)
него атома Ge и тогда окажется отрицательно заряженным
атомом. Но там, где он стащит электрон, останется дырка.
Избыточный отрицательный заряд возле атома примеси бу)
дет связан и не может перемещаться по кристаллу.

Таким образом, в полупроводниках с примесью, валент)
ность которой на единицу меньше валентности основных
атомов, возникают носители тока только одного вида —
дырки. Атомы примеси, которые способны образовать дыр)
ку, являются акцепторами, проводимость называется ды)
рочной, а сам полупроводник — p)типа (positive).

Наличие акцепторных примесей приводит к появле)
нию в запрещенной зоне акцепторных уровней (рис. 8.8).

Рис. 8.6 Рис. 8.7
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Для пары Ge–B: �E � 0,08 эВ.
Уровень Ферми располага�
ется в нижней половине за�
прещенной зоны. Появление
дополнительного акцептор�
ного уровня с необходимо�
стью  вытекает  из  анализа
энергетического   спектра
электронов при их захвате
на нерегулярностях решет�
ки (см. «Рассеяние и захват электронов на нерегулярно�
стях решетки»). Раньше мы не знали, что делать со зна�
ком «плюс» в выражении (7.15) для энергии электрона
при наличии атома примеси. Сейчас становится понятно,
что это соответствует дополнительному акцепторному
уровню, расположенному несколько выше потолка ва�
лентной зоны. Так как для нас теперь дырки являются
реальными частицами с положительным зарядом, то это
с неизбежностью приводит к смене знака коэффициен�
та A в уравнениях (7.13) и (7.14) (данный коэффициент
зависит от энергии взаимодействия дырки и атомов ре�
шетки). В этом случае автоматически появляется воз�
можность дополнительного энергетического уровня, рас�
положенного в запрещенной зоне несколько выше потол�
ка разрешенной зоны.

При повышении температуры уровень Ферми в полу�
проводниках p� и n�типов смещается к середине запрещен�
ной зоны.

Электроны и дырки движутся в кристалле под действи�
ем электрического поля как свободные частицы, каждая
со своей эффективной массой. Вместе с тем, учет притяже�
ния между дыркой и электроном при их одновременном
присутствии в кристалле в условиях, когда концентрация
носителей заряда не очень велика, приводит к чрезвычай�
но интересным результатам. В частности, электрон и дыр�
ка могут при определенных условиях образовать связан�
ную систему с дискретным энергетическим спектром, ко�
торая может двигаться по кристаллу как единое целое.
Такая система носит название экситона. В известном

Рис. 8.8
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смысле экситон представляет собой возбужденное состоя)
ние атома в кристалле, передающееся от атома к атому по)
средством квантово)механического резонанса. Некоторые
свойства экситонных уровней аналогичны свойствам при)
месных уровней. Например, как экситоны, так и примеси
приводят к появлению энергетических уровней в запрещен)
ной энергетической зоне.

Особый интерес представляют полупроводники со столь
большой концентрацией доноров или акцепторов, при ко)
торой уровни примесных атомов расширяются в полосы,
сливающиеся с зоной проводимости и валентной зоной.
Такой полупроводник близок по своим свойствам к ме)
таллу: его электропроводность высока и слабо зависит от
температуры. Уровень Ферми оказывается либо в зоне
проводимости, либо в валентной зоне. В этом случае гово)
рят о вырождении электронов или дырок. Такой полупро)
водник называется вырожденным.

В вырожденном полупроводнике n)типа электроны
при T = 0 К полностью заполняют не только уровни ва)
лентной зоны, но и все уровни, лежащие в зоне проводи)
мости вблизи ее дна ниже EF(0). При повышении темпера)
туры электроны переходят на уровни с бол́ьшей энергией
и слой плотно заполненных уровней уменьшается. Поэто)
му с ростом температуры уровень Ферми EF опускается
вниз и при достаточно высокой температуре может ока)
заться в запрещенной зоне и вырождение может исчез)
нуть. Критическая температура, при которой исчезает
вырождение, тем выше, чем больше концентрация доно)
ров nn. Например, вырождение электронов в Ge происхо)
дит при концентрации nn > 1019 см–3.

Вклад различных механизмов проводимости (собствен)
ной и примесной) определяется концентрацией примесей и
сильно зависит от температуры. Например, в чистом Ge соб)
ственная концентрация электронов и дырок при T � 293 К
составляет величину порядка 2,5�1013 1/см3. Число ато)
мов Ge порядка 4,5�1022 1/см3. Если есть примесь, которая
полностью «ионизирована», то, при наличии одного ато)
ма примеси на 106 атомов Ge, получаем концентрацию до)
полнительных электронов:
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nэлектр � 4,5�1022�10–6 � 4,5�1016 1/см3

(сравните с собственной концентрацией электронов и ды�
рок!). Таким образом, при низких температурах преобла�
дает примесная проводимость.

При повышении температуры концентрация примес�
ных носителей тока быстро достигает насыщения (т. е.
освобождаются все донорные и заполняются все акцептор�
ные уровни), и с ростом температуры все в бо ´льшей степе�
ни начинает сказываться собственная проводимость за
счет переброса электронов в зону проводимости. При тем�
пературе порядка 300�С собственная проводимость стано�
вится уже преобладающей.

8.3.
КВАЗИУРОВНИ ФЕРМИ

Распределение электронов в чистом полупроводнике
по энергиям fn(E) дается формулой Ферми–Дирака:
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Так как сумма вероятностей обнаружить на одном уровне
электрон и дырку равна единице, то для дырок также по�
лучается распределение Ферми–Дирака вида
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В чистом полупроводнике в условиях равновесия про�
изведение концентрации электронов nn и дырок np зави�
сит от температуры и ширины запрещенной зоны �Ещели

(см. соотношение (8.1)). В примесном полупроводнике в
равновесии произведение nn � np не зависит от концентра�
ции примесей. Действительно, если увеличивать концен�
трацию доноров, рост концентрации электронов nn сопро�
вождается уменьшением концентрации дырок np из�за
переходов электронов с донорных уровней на акцептор�
ные и в валентную зону. В результате � �

2
n p in n n �  где ni —
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собственная концентрация носителей заряда. Поэтому в
вырожденном полупроводнике n*типа концентрация ды*
рок очень мала, а в вырожденном полупроводнике p*типа
почти нет электронов проводимости.

Однако при отклонении от равновесия в результате
какого*либо внешнего воздействия, например, при облу*

чении полупроводника светом частоты 
�

� �
�

щелиE
�  воз*

можна ситуация, при которой одновременно велики зна*
чения nn и np, т. е. �

2
n p in n n �  Поглощая квант света с энер*

гией �� > �Eщели, электроны из валентной зоны переходят
в зону проводимости. Генерируемые светом электронно*
дырочные пары рекомбинируют не сразу, и в полупровод*
нике появляются дополнительные неравновесные электро*
ны и дырки. Среднее время между актом рождения и ре*
комбинации неравновесных электрона и дырки называется
временем жизни неравновесных носителей. В различных
полупроводниках оно различно, однако оно во много раз
больше времени релаксации, в течение которого средняя
энергия неравновесного носителя становится порядка kT.
Благодаря этому неравновесные электроны успевают до
рекомбинации спуститься ко дну зоны проводимости и
распределиться там в слое с энергией � kT.

Распределение неравновесных носителей по энергии,
естественно, не подчиняется распределению Ферми–Дира*
ка (это равновесное распределение). При наличии приме*
сей значение уровня Ферми становится функцией концен*
трации примесей. Однако если ввести два новых энергети*
ческих параметра EFc и EFv, называемых квазиуровнями
Ферми для электронов и дырок, можно также пользовать*
ся формулами (8.2) и (8.3). В состоянии теплового равно*
весия значения EFc и EFv совпадают с EF, но в общем слу*
чае один из них расположен выше уровня Ферми, а дру*
гой — ниже. Это показано на рис. 8.9 для обычного случая,
когда nn > ni и np > ni. При этом уровень EFc расположен
выше EF, а EFv — ниже EF. Энергия отсчитывается от по*
толка валентной зоны, значение cE  соответствует дну
зоны проводимости, vE — потолку валентной зоны (ин*
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декс «c» — от термина conductivity — проводимость, ин�
декс «v» — от термина valency — валентность).

Простое соотношение, подобное � �

2
n p in n n �  теперь за�

писать нельзя, но можно отметить, что

�� �
� � �

� �
2 Fc Fv

n p i
E E

n n n
kT

��� �

Таким образом, разность EFc – EFv служит мерой от�
клонения nnnp от его равновесного значения. В случае обед�
нения носителями, когда nn < ni и np < ni, положение ква�
зиуровней Ферми становится обратным.

Особенно важен случай, когда электроны и дырки вы�
рождены одновременно. В этой ситуации расстояние ме�
жду квазиуровнями Ферми превышает ширину запрещен�
ной зоны �Eщели (рис. 8.10).

При введении двух уровней Ферми следует рассматри�
вать соответствующие распределения электронов по состоя�
ниям в зоне проводимости и в валентной зоне, а именно
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Эти распределения позволяют считать электроны и
дырки как две системы частиц с различными знаками

Рис. 8.9 Рис. 8.10
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заряда и эффективной массой и соответствующими уров'
нями Ферми. При этом дырки рассматриваются как ва'
кантные состояния в валентной зоне. Распределение элек'
тронов и дырок по состояниям при их одновременном вы'
рождении наглядно отображено на рис. 8.11а (электроны
отмечены черными кружками, дырки — светлыми). Для
сравнения на рис. 8.11б приведено распределение электро'
нов и дырок по состояниям в чистом полупроводнике.

8.4.
РАБОТА ВЫХОДА.

КОНТАКТНАЯ РАЗНОСТЬ ПОТЕНЦИАЛОВ

Электроны проводимости не могут покидать металл в
заметном количестве. Если электрон покинет металл, то
это приводит к возникновению в данном месте избыточ'
ного положительного заряда. Кроме того, уже вылетев'
шие электроны также отталкивают других желающих
вылететь. Таким образом, на границе металл–воздух фор'
мируется двойной электрический слой, появляется элек'
трическое поле и соответственно разность потенциалов.
Потенциальная энергия электронов Ep внутри металла
меньше, чем снаружи, т. е. металл представляет для элек'
тронов потенциальную яму глубиной Ep0 с практически
вертикальными стенками (рис. 8.12а). Так как заряд элек'
трона отрицателен, то потенциал внутри металла больше,
чем потенциал в непосредственной близости к поверхно'

сти на величину 0pE

e
 (рис. 8.12б). Сообщение металлу из'

а б
Рис. 8.11
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быточного положительного заряда увеличивает потенци"
ал, как на поверхности металла, так и внутри. Потенци"
альная же энергия электрона соответственно уменьшает"
ся (рис. 8.13). Сообщение отрицательного заряда металлу
увеличивает потенциальную энергию (рис. 8.14).

Для удаления электрона из металла требуется совер"
шить работу выхода. Если бы все электроны имели одина"
ковую энергию на дне потенциальной ямы, то работа выхо"
да равнялась бы Ep0. На самом деле даже при абсолютном
нуле температуры значения энергии электрона заключе"
ны в интервале от нуля до EF (напомним, что EF — это уро"
вень Ферми). Поэтому под работой выхода понимают наи"
меньшую энергию, которую необходимо сообщить элек"
трону для удаления его из металла.

Aвых = Ep0 – EF = e�.

Это же определение распространяют на любые темпе"
ратуры. Так как уровень Ферми слегка зависит от темпе"
ратуры, как и глубина потенциальной ямы, то работа вы"
хода также немного зависит от температуры. Работа вы"
хода сильно зависит от состояния поверхности и от ее
покрытия (например, нанесение на поверхность вольфра"
ма слоя окисла щелочноземельных материалов понижает
работу выхода с 4,5 до 1,5–2 эВ).

Рис. 8.12

Рис. 8.13

Рис. 8.14

а

б
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Приведем теперь в контакт два разных металла. Пусть,
например, глубина потенциальной ямы в первом металле
меньше, чем во втором (рис. 8.15). При возникновении
контакта между металлами электроны станут переходить
с самых высоких уровней первого металла на более низ4
кие свободные уровни второго металла. В результате по4
тенциал первого металла возрастет, а второго — умень4
шится. Соответственно потенциальная энергия в первом
металле уменьшится, а во втором увеличится (рис. 8.16).

Условием равновесия между металлами (а также ме4
жду полупроводниками, или металлом и полупроводни4
ком), как можно доказать, является выравнивание уров4
ней Ферми. В этом случае потенциальная энергия элек4
трона в непосредственной близости к поверхности первого
металла будет меньше, чем вблизи второго металла на ве4
личину e�2 – e�1. Отношение этой величины к заряду элек4
трона называется контактной разностью потенциалов (точ4
нее внешней контактной разностью потенциалов)

� � �
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e e
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� �

�

Эта разность потенциалов устанавливается между точ4
ками, лежащими вне металлов в непосредственной близо4
сти к их поверхности. Между внутренними точками ме4
таллов имеется внутренняя разность потенциалов
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Чаще же говорят просто о контактной разности потен4
циалов, подразумевая под ней внешнюю разность потен4
циалов.

Рис. 8.15 Рис. 8.16
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8.5.
ТЕРМОЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЯВЛЕНИЯ

Рассмотрим теперь замкнутую цепь из двух разнород�
ных металлов (рис. 8.17). Сумма скачков потенциалов
вдоль всей этой цепи, очевидно, должна быть равной нулю.
Поэтому ни о какой электродвижущей силе не может быть
и речи (а как хотелось бы!). Но если спаи А и В имеют раз�
ную температуру, то в такой цепи возникает термо�ЭДС
(явление Зеебека, 1821). Она обусловлена тремя причина�
ми: зависимостью уровня Фер�
ми от температуры, диффузией
электронов (или дырок) вслед�
ствие разной плотности элек�
тронного газа и увлечением элек�
тронов фононами. При наличии
градиента температуры вдоль
проводника возникает дрейф
фононов. Сталкиваясь с элек�
тронами, фононы сообщают им
упорядоченное движение от более нагретого конца к ме�
нее нагретому. Опыт показывает, что термо�ЭДС пропорцио�
нальна разности температур спаев: � = �(ТА – ТВ), где �—
удельная термо�ЭДС (величина порядка 10–5�10–4 В/К). Для
полупроводников � значительно больше (в полупроводни�
ках имеются носители тока разного знака — электроны и
дырки) и слабо зависит от температуры.

Явление Зеебека используется для создания термопар,
измеряющих температуру (точность измерения порядка
0,01�С). Термопары из полупроводниковых материалов име�
ют гораздо больший КПД (у металлов � 0,5%, для полупро�
водников � 10%). Полупроводниковые термопары можно
использовать даже в качестве небольших генераторов.

Кроме того, существует и обратное явление (Пельтье,
1834). При протекании тока через цепь, составленную из
разнородных металлов или полупроводников, в одних спа�
ях происходит выделение тепла, в других — его поглоще�
ние, т. е попросту говоря, одни спаи нагреваются, другие —
охлаждаются. Количество тепла пропорционально прошед�
шему через спаи заряду. При перемене направления тока

Рис. 8.17
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тепло изменяет знак, т. е. там, где тепло выделялось, про&
исходит его поглощение, и наоборот.

В случае контакта двух веществ с одинаковым типом
носителей тока (металл–металл, металл–полупроводник
n&типа, два полупроводника p или n&типа) носители тока
(электроны или дырки) по разные стороны от спая имеют
разную энергию. Когда они попадают в область с меньшей
энергией, то они отдают избыток энергии кристалличе&
ской решетке, в результате спай нагревается. На другом
спае носители заимствуют недостающую энергию у решет&
ки, что приводит к охлаждению спая.

В случае контакта двух полупроводников с различным
типом проводимости на одном спае электроны, двигаясь
навстречу друг другу, рекомбинируют, и при этом высво&
бождается энергия. На другом спае происходит обратный
процесс — рождение пар электрон–дырка. На образова&
ние пары электрон–дырка затрачивается энергия, кото&
рая заимствуется у решетки — спай охлаждается.

8.6.
КОНТАКТНЫЕ ЯВЛЕНИЯ
В ПОЛУПРОВОДНИКАХ

Посмотрим теперь более подробно, что произойдет, если
привести в контакт два полупроводника, обладающих раз&
ным типом проводимости. Например, соединить два образ&
ца Ge с различными примесями p и n&типа (рис. 8.18а).
Практически очень сложно добиться идеального механи&
ческого контакта между ними на атомном уровне. Поэто&
му поступают следующим образом. После того как из рас&
плава будет выращена одна половинка кристалла, добавля&
ют подходящую присадку и выращивают другую половинку.
Либо наносят на кристалл немного примеси и затем подо&
гревают кристалл, чтобы часть атомов примеси продиффун&
дировала внутрь. В любом случае образуется так называе&
мый p–n&переход, ширина которого порядка 10–4 см.

В n&области имеются свободные электроны, в p&облас&
ти — свободные дырки. До соединения средний заряд в
каждом полупроводнике равен нулю. Как только материа&
лы соединятся, то электроны смогут перейти из материа&
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ла n�типа в материал p�типа, а дырки переходят из мате�
риала p�типа в материал n�типа. В области контакта появ�
ляется электрическое поле, которое рождает разность по�
тенциалов �� (рис. 8.18б).

В условиях равновесия полный ток диффузии через
контакт равен нулю. Кроме появления ��, изменяется и
концентрация положительных и отрицательных носите�
лей тока в материале p и n�типов (рис. 8.18в).

Найдем теперь концентрацию электронов и дырок в p�
и n�областях (это необходимо для анализа работы p–n�пе�
рехода). Отношение количества носителей того и другого
типа в обеих областях можно определить из распределе�

ния Больцмана 
� �� �� �� �	 
� �
 �
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где qp — заряд дырки, qp�� — энергия, которая требуется,
чтобы перенести заряд qp через ��. Точно так же получа�
ем и для носителей n�типа
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При этом qn = –qp. Из этих уравнений следует, что любое из
них дает нам разность потенциалов �� по значениям кон�
центрации электронов и дырок. Кроме того: nnnp � const
(для p� и n�области). Это мы уже видели ранее (см. главу,
посвященную электронам и дыркам, — данное произве�
дение зависит только от температуры и ширины запре�
щенной зоны кристалла).

Если образовать замкнутую цепь, то, казалось бы, по этой
цепи пойдет ток. Конечно, нет, так как скачки потенциала
будут иметь разный знак. А если p–n�переход осветить

а б в

Рис. 8.18
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светом? При поглощении фотона в области p–n#перехода об#
разуется пара электрон–дырка. В сильном электрическом
поле p–n#перехода дырка втянется в p#область, а электрон —
в n#область, и вот теперь эти добавочные заряды уже могут
вызвать электрический ток! При этом энергия поглощенных
фотонов света переходит в энергию электрического тока. Это
явление получило название вентильного фотоэффекта (на
этом принципе работают солнечные батареи).

8.7.
ПОЛУПРОВОДНИКОВЫЙ ДИОД.

УРАВНЕНИЕ ШОКЛИ

При соединении двух полупроводников с разным типом
проводимости в p# и n#области появляются носители заряда
обоих типов — основные и неосновные (рис. 8.19). Начи#
нается диффузия основных носителей заряда из одной об#
ласти в другую (дырки из p#области, где их много, проника#
ют в n#область, а электроны из n#области в p#область). По#
сле установления равновесия в области контакта появляется
электрическое поле Ek и контактная разность потенциа#
лов ��. Появляется так называемый запирающий слой, пре#
пятствующий дальнейшей диффузии. Включим теперь ба#
тарею (рис. 8.20). При подключении положительного по#
люса к n#области, а отрицательного к p#области внешнее
электрическое поле накладывается на контактное. При
этом электроны оттягиваются к положительному полюсу, а
дырки — к отрицательному, растет толщина запирающего
слоя и высота потенциального барьера. В такой цепи элек#
трического тока не будет (вернее будет, но очень малень#
кий, обусловленный неосновными носителями заряда).

Рис. 8.19 Рис. 8.20
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При подключении положительного полюса к p�облас�
ти, а отрицательного к n�области (рис. 8.21) внешнее элек�
трическое поле будет направлено против контактного, и
электроны начинают поджиматься к p–n�переходу (как и
дырки). Толщина запирающего слоя резко падает (так как
снижается высота потенциального барьера) и по такой
цепи начинается протекание электрического тока. На этом
принципе основана работа полупроводникового диода.

Попытаемся рассчитать величину тока, проходящего
через p–n�переход при включении батареи. В материале
p�типа имеется высокая концентрация положительных но�
сителей тока. Когда они приближаются к p–n�переходу
(рис. 8.22), то только малая часть из них может взять по�
тенциальный барьер (пусть их ток равен J1). Когда батарея
не включена, то высота потенциального барьера равна q��.
С другой стороны (из n�области) также двигаются дырки
(неосновные носители) к p–n�переходу. Этот ток J0 пропор�
ционален плотности дырок в n�области. Эти дырки свобод�
но проходят p–n�переход, но их очень мало. В условиях рав�
новесия токи дырок справа и слева должны быть равны:

J0(n � p) = J1(p � n).

Ток J0 пропорционален концентрации дырок в n�об�
ласти. По распределению Больцмана,

��� �� �� �
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Рис. 8.21 Рис. 8.22



248 А. Н. ПАРШАКОВ. ВВЕДЕНИЕ В КВАНТОВУЮ ФИЗИКУ

Таким образом, получаем, что ток дырок из p#области
в n#область будет пропорционален

��� �� �� �
	 
1 #областьp

q
J n p

kT
� ���� �

Помним, что при равновесии этот ток равен J0. Вклю#
чим теперь внешнее электрическое поле (т. е. подсоеди#
ним батарею с напряжением U). При этом высота потен#
циального барьера понижается на величину U. Теперь ток
дырок из p#области в n#область возрастет, так как барьер
стал ниже:
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Легко видеть, что этот ток можно выразить через J0:
� �

� � � �
� �1 0

qU
J p n J

kT
� � ��� ,

т. е. ток дырок из p#области в n#область растет по экспо#
ненте, а ток дырок из n#области в p#область остается по#
стоянным (все дырки скатываются с потенциальной гор#
ки, пока U < ��). Полный ток дырок через p–n#переход
равен

� �� �� � � �� �	 
� �
 �
1 0 0 1qUJ J J J

kT
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Здесь ток J0 обусловлен плотностью неосновных положи#
тельных носителей в n#области перехода. Это уравнение
называется уравнением Шокли.

Конечно, все будет точно так же и по отношению к
отрицательным носителям заряда, только теперь под J0

нужно  понимать  ток,  обусловленный неосновными отри#
цательными   носителями заряда в p#области.

Полный ток через p–n#пе#
реход

� �� �� �� �	 
� �
 �
0 1qUJ J

kT
��� �

где J0 — максимальный ток,
который течет через p–n#пе#
реход при обратном включе#
нии батареи (обратный ток).Рис. 8.23
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Обычно уравнение Шокли записывают следующим образом:

� ��� �� �� 	
 �� 
� �
0 1qUJ J

kT
��� �

Здесь � — некоторая константа, если она равна единице, то
выпрямитель называется идеальным. На рис. 8.23 пред'
ставлена вольтамперная характеристика полупроводнико'
вого диода.

8.8.
ТУННЕЛЬНЫЙ ДИОД

Одним из наиболее интересных эффектов, связанных
с протеканием тока через p–n'переход, является резкое
изменение вольтамперной характеристики p–n'перехода,
когда обе области и n'типа, и p'типа сильно легированы.
Диоды с такими p–n'переходами называют диодами Еса'
ки, или туннельными.

В обычных диодах электроны и дырки, пересекающие
p–n'переход, остаются в той же энергетической зоне (со'
ответственно в зоне проводимости или в валентной зоне),
в которой они находились до пересечения p–n'перехода.
Поэтому основные носители становятся неосновными не'
равновесными, и их дальнейшее движение подчиняется
законам диффузии.

В туннельных диодах ток через p–n'переход, являю'
щийся потенциальным барьером, при малых значениях
приложенного напряжения обусловлен туннельным эф'
фектом. Данный эффект возможен в случае, если энерге'
тическим уровням, занятым электронами в одной облас'
ти полупроводника, соответствуют свободные уровни в
другой области полупроводника, а толщина обедненного
слоя очень мала (примерно 0,01 мкм и менее). Такие ус'
ловия существуют в p–n'переходах, получаемых силь'
ным легированием обеих областей. При этом происходит
вырождение полупроводника, т. е. уровень Ферми выхо'
дит на самую  границу  запрещенной зоны или даже зани'
мает положение выше дна зоны проводимости n'области
и ниже потолка валентной зоны p'области.

Вольтамперная характеристика туннельного диода
для прямого  напряжения  представлена на рис. 8.24.
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Точке 0, т. е. отсутствию напря"
жения смещения, соответству"
ет зонная схема p–n"перехода,
отображенная на рис. 8.25 (ва"
риант 0). Светлыми кружочка"
ми представлены дырки в p"об"
ласти, темными — электроны в
n"области. Символами cE  и vE
обозначены значения энергий
дна зоны проводимости и по"
толка  валентной  зоны.  Раз"
ность энергии между cE  и vE
в n" и p"областях вдали от пере"
хода в данном случае оказыва"
ется больше, чем ширина запре"
щенной зоны из"за вырождения
в n" и p"областях. Это означа"
ет, что возбуждение носителей
тока через потенциальный барь"
ер при приложении напряже"
ния U будет проявляться гораз"
до слабее, чем в слаболегиро"
ванном переходе. Основная же
масса носителей будет перехо"
дить через p–n"переход за счет
туннельного эффекта при усло"
вии, что имеются разрешенные
уровни с одинаковой энергией.

В  равновесных  условиях
большинство занятых электрон"
ных состояний (т. е. свободных
от дырок) в области p"типа ле"
жит напротив занятых элек"
тронных состояний в области
n"типа, и между ними будет
происходить только небольшое
число актов обмена электрона"
ми. Однако, как только будет
приложено напряжение, неко"

Рис. 8.24

Рис. 8.25
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торые занятые электронные состояния в n�области окажут�
ся напротив пустых электронных (занятых дырочных) со�
стояний в p�области (рис. 8.25a). Это приводит к плавному
увеличению прямого тока (участок «a» на рис. 8.24). На�
растание тока продолжается до тех пор, пока энергетиче�
ские состояния, заполненные дырками в p�области, не пе�
рекроются полностью с состояниями, заполненными элек�
тронами в n�области (рис. 8.25b). Дальнейшее увеличение
напряжения U приводит к уменьшению этого перекрытия
(рис. 8.25с) и соответственно к падению тока (рис. 8.24,
участок bc). Именно этот отрицательный наклон вольтам�
перной характеристики и придает туннельному диоду его
практическую важность. Так как концентрация электро�
нов и дырок возле уровня Ферми при комнатной темпера�
туре изменяется с энергией не резко, то имеется небольшое
перекрытие их занятых состояний, приводящее к некото�
рому току на участке c (рис. 8.24). Величина тока прохо�
дит через плоский минимум и остается малой до тех пор,
пока напряжение не станет таким, что устанавливается
нормальный механизм теплового возбуждения носителей
в p–n�переходе через потенциальный барьер (рис. 8.25d).
Этим обусловлено быстрое возрастание тока при увеличе�
нии напряжения (рис. 8.24, участок d).

Туннельные диоды были изучены на основе многих по�
лупроводников помимо Ge и Si, например, на арсениде гал�
лия (GaAs) и антимониде галлия (GaSb). Изменяя степень
легирования, можно получить оптимальное сочетание па�
раметров диода для его конкретного применения. Вследст�
вие малой инерционности туннельного эффекта отрица�
тельное сопротивление диода практически не зависит от
частоты. Наличие широкополосного отрицательного сопро�
тивления и резкая нелинейность вольтамперной характе�
ристики туннельного диода позволяют использовать его как
активный элемент в различных радиотехнических устрой�
ствах: усилителях, генераторах, смесителях с усилением в
диапазоне длин волн вплоть до миллиметровых. Кроме того,
на туннельных диодах можно строить различные импульс�
ные устройства — триггеры, мультивибраторы, спусковые
схемы с очень малым временем переключения.
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8.9.
ТРАНЗИСТОР

Пожалуй, самым важным применением полупроводни#
ков является изобретение транзистора. Состоит он из двух
полупроводниковых переходов, расположенных вплотную
друг к другу. Его работа частично опирается на те же прин#
ципы, которые мы только что описывали, говоря о полу#
проводниковом диоде.

В зависимости от порядка, в котором чередуются об#
ласти с разными типами проводимости, различают n–p–n
и p–n–p транзисторы. Средняя часть транзистора называ#
ется базой. Прилегающие к базе с обеих сторон области с
другим типом проводимости образуют эмиттер и коллектор.

На рис. 8.26 показана схема включения транзистора
типа n–p–n. На переход эмиттер–база подается постоян#
ное смещающее напряжение Uэ в прямом направлении, а
на переход база–коллектор — постоянное напряжение Uk

в обратном направлении. Усиливаемое переменное напря#
жение Uвх подается через небольшое входное сопротивле#
ние Rвх на переход эмиттер–база. Усиленное напряже#
ние Uвых снимается с выходного сопротивления Rвых. При
выбранных знаках постоянных напряжений сопротивле#
ние перехода эмиттер–база невелико, сопротивление же
перехода база–коллектор, напротив, очень велико. Это
позволяет взять сопротивление Rвых достаточно большим.

На рис. 8.27а представлено распределение потенциаль#
ной энергии электронов (сплошная линия) и дырок (пунк#
тирная) в случае отсутствия любых внешних напряжений
(картина естественно симметричная). Подключение пря#
мого напряжения Uэ понижает потенциальный барьер на
первом переходе, а подключение обратного напряжения Uk

а

б

Рис. 8.26 Рис. 8.27
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наоборот повышает потенциальный барьер на втором пе�
реходе (рис. 8.27б). Протекание тока в цепи эмиттера со�
провождается проникновением электронов в область базы.
Проникшие в область базы электроны диффундируют в
направлении коллектора. При небольшой толщине базы
почти все электроны, не успевая рекомбинировать, «ска�
тываются» с потенциальной горки на границе база–кол�
лектор и поступают в цепь коллектора.

Изменение входного напряжения Uвх приводит к изме�
нению тока в цепи эмиттера Iэ, что изменяет количество
электронов, проникающих в коллектор и, соответственно,
изменяет ток в цепи коллектора. При небольшой рекомби�
нации электронов Ik � Iэ. Откуда в силу закона Ома следует:

�
вых вых

вх вх

U R
U R

�

И поскольку Rвых� Rвх, напряжение на выходе значитель�
но превосходит входное напряжение. Таким образом, тран�
зистор усиливает как напряжение, так и мощность за счет
источника тока, включенного в цепь коллектора.

Принцип работы транзистора типа p–n–p аналогичен
рассмотренному выше принципу работы транзистора типа
n–p–n. Отличие лишь в том, что роль электронов теперь
играют дырки.

В настоящее время полупроводниковые приборы нашли
самое широкое применение как в технике, так и в науке,
однако их рассмотрение выходит за рамки нашего курса.

ЗАДАЧИ

ПРОВОДИМОСТЬ
ПОЛУПРОВОДНИКОВ

8.1. Определив концентрации свободных электронов и
дырок в чистом беспримесном полупроводнике, показать,
что при достаточно низких температурах уровень Ферми
находится посредине запрещенной зоны.

8.2. Концентрация свободных электронов в полупровод�
нике n�типа при достаточно низких температурах равна

� � � ��
� �

��

3
4

0 2
2

22n
mkT En n

kT
��� �
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где n0 — концентрация донорных атомов, �E — ширина
запрещенной зоны.

а) Получить это выражение с помощью формулы (5.1);
б) найти положение уровня Ферми.
8.3. Красная граница фотопроводимости чистого бес9

примесного германия при низких температурах соответ9
ствует длине волны �0 � 1,7 мкм. Найти температурный

коэффициент сопротивления 
�

� �
�

1 d
dT

 германия при тем9

пературе Т = 300 К.
8.4. Найти минимальную энергию, необходимую для

образования пары электрон–дырка в чистом теллуре при
температуре 0 К, если известно, что его проводимость воз9
растает в � = 5,2 раза при увеличении температуры от
T1 = 300 К до T2 = 400 К.

8.5. Удельное сопротивление чистого беспримесного
германия при комнатной температуре �0 = 50 Ом�см. После
включения источника света оно стало равным �1 = 40 Ом�см,
а через � = 8,0 мс после выключения источника света ста9
ло равным �2 = 45 Ом�см. Найти среднее время жизни элек9
тронов и дырок.

8.6. Во сколько раз возрастет электропроводность крем9
ния при нагревании от 0 до 10	С? (ширина запрещенной
зоны для кремния равна 1,1 эВ).

КОНТАКТНЫЕ
И ТЕРМОЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЯВЛЕНИЯ

8.7. Доказать, что при контакте двух различных ме9
таллов их уровни Ферми находятся на одной высоте.

8.8. Доказать, что число термоэлектронов, вылетаю9
щих ежесекундно с единицы поверхности металла со ско9
ростями в интервале v, v + dv, составляет

� � �� �
� � �� �� 	 
�

3
32

2
A EmdN v v dv
kT

� �
� � ��� �

где E — кинетическая энергия термоэлектрона, A — рабо9
та выхода с поверхности металла. Иметь в виду, что A� kT.

8.9. Найти с помощью формулы из задачи 8.8 среднюю
кинетическую энергию термоэлектронов и плотность тока
термоэмиссии с поверхности металла.
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ЛАЗЕРНЫЙ ЭФФЕКТ

В ПОЛУПРОВОДНИКАХ

До сих пор нас интересовали в основном электрические
свойства полупроводниковых материалов, определившие
их широкое применение в электронике. Не менее инте�
ресно и перспективно использование полупроводников в
качестве активной среды для усиления и генерации элек�
тромагнитных волн. Возможность создания полупровод�
никового инжекционного квантового генератора впервые
была предсказана Дж. фон Нейманом в его неопублико�
ванных трудах. Основополагающие исследования Н. Г. Ба�
сова, Ж. И. Алферова и других физиков привели к созда�
нию полупроводниковых квантовых генераторов, которые
по праву могут считаться одним из шедевров квантовой
электроники. Рассмотрению физических принципов дей�
ствия этих приборов и посвящена эта глава.

9.1.
ПОГЛОЩЕНИЕ И ИЗЛУЧЕНИЕ СВЕТА

В ПОЛУПРОВОДНИКАХ

Образование пары электрон–дырка может происхо�
дить не только под действием тепловых колебаний кристал�
лической решетки. Оно может быть вызвано многими внеш�
ними воздействиями на полупроводник, в частности све�
том. Если энергия фотона больше ширины запрещенной
зоны h� > �Eщели, то при поглощении света полупроводни�
ком в нем возникают электронно�дырочные пары (внут�

ренний фотоэффект). Для света с частотой 
�

� �
щелиE

h
 по�

лупроводник прозрачен.
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Одновременно с генерацией электронно$дырочных пар
в полупроводнике может происходить и обратный процесс,
при котором электроны проводимости могут самопроиз$
вольно (спонтанно) переходить из зоны проводимости на
незанятые уровни валентной зоны — спонтанная рекомби$
нация. При этом электрон, переходя через запрещенную
зону, теряет энергию. Потерянная порция энергии излуча$
ется электроном в виде фотона с энергией h�= Ec – Ev, где Ec

и Ev — энергии исчезнувших электрона проводимости и
дырки валентной зоны. Такая ситуация возникает при
пропускании через полупроводниковый диод тока. На
этом принципе основана работа светоизлучающих диодов.

Помимо спонтанной рекомбинации электрона и дыр$
ки в полупроводниках может происходить и вынужден$
ная рекомбинация под действием света. Электрон может
«упасть» из зоны проводимости в валентную зону не само$
произвольно, а вынужденно, если его «подтолкнет» фо$
тон, энергия которого h� достаточно близка к разности
энергий электрона и дырки. При этом рождается вторич$
ный фотон, тождественный по частоте, энергии, направле$
нию распространения и поляризации с фотоном, вызвав$
шим рекомбинацию. Если число переходов с испусканием
квантов будет больше, чем число переходов с поглощени$
ем, то в полупроводнике станет возможным процесс уси$
ления света, а при выполнении определенных условий —
и генерации.

В естественных условиях, при отсутствии каких$либо
внешних воздействий на полупроводник электронно$ды$
рочные пары рождаются и рекомбинируют в результате те$
плового движения и спонтанного испускания фотонов, при$
чем в полупроводнике устанавливается тепловое равнове$
сие электронов проводимости и дырок друг с другом. При
тепловом равновесии вблизи потолка валентной зоны vE
всегда больше электронов, чем вакантных состояний (ды$
рок). Вблизи же дна зоны проводимости cE  ситуация об$
ратная. Поэтому, несмотря на то, что при освещении по$
лупроводника светом вероятность образования электрон$
но$дырочной пары с поглощением фотона в точности равна
вероятности рекомбинации электронно$дырочной пары
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с испусканием фотона, общее число актов поглощения пре*
обладает. Это означает, что полупроводник при тепловом
равновесии, как и другие вещества, способен лишь погло*
щать, а не усиливать свет.

9.2.
ИНВЕРСИЯ НАСЕЛЕННОСТЕЙ

В ПОЛУПРОВОДНИКЕ

Для того чтобы заставить полупроводник усиливать
падающий свет, а не поглощать, необходимо сильно нару*
шить в нем тепловое равновесие. Причем настолько, чтобы
электроны плотно заполнили область вблизи дна зоны про*
водимости cE �  а дырки плотно заполнили область вблизи
потолка валентной зоны vE �  т. е. осуществить инверсную
населенность уровней. При этом вследствие равенства ве*
роятностей единичных актов рождения и рекомбинации
электронно*дырочных пар, число актов рекомбинации
будет преобладать. Такой полупроводник будет усиливать
свет за счет вынужденного испускания фотонов.

Выясним теперь, при каких условиях возможна ин*
версная населенность уровней. Для этого рассмотрим па*
раллельный пучок света, распространяющегося в изотроп*
ной среде в направлении оси X. Обозначим число электро*
нов в узком интервале энергии �E вблизи значения Ev

валентной зоны как �Nnv, число свободных электронных
состояний в зоне проводимости в таком же интервале энер*
гии вблизи значения Ec как �Npc. Пусть в полупроводнике
возникло N квантов с энергией h� > �Eщели. Через некото*
рое время часть этих квантов поглотится, переведя элек*
троны из валентной зоны в зону проводимости. Число та*
ких переходов �Z(v� c) пропорционально числу квантов N,
числу электронов �Nnv, числу свободных мест в зоне про*
водимости �Npc и вероятности этого перехода A:

�Z(v � c) = A � N � �Nnv � �Npc.

Число же переходов из зоны проводимости в валентную
зону, связанных с индуцированным испусканием квантов
�Z(c � v), соответственно будет равно

�Z(c � v) = A � N � �Nnc � �Npv.
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Здесь �Nnc — число электронов в интервале энергии �E
вблизи значения Ec в зоне проводимости; �Npv — число
свободных мест (дырок) в валентной зоне в таком же ин/
тервале энергии вблизи значения Ev. Очевидно, для того
чтобы число вновь образовавшихся квантов было боль/
ше числа поглощенных, должно выполниться условие
�Z(c � v) > �Z(v � c), что эквивалентно неравенству

�Nnc � �Npv > �Nnv � �Npc. (9.1)

В соответствии с разделом 5.2 число электронов в зоне про/
водимости в интервале энергии �E: �Nnc = gc(E)fc(E)�E, где
gc — плотность состояний в зоне проводимости, а значе/
ние fc дается выражением (8.4):

�
�� �

�� �� 	

1

1
c

Fc

f E
E E

kT

� � �

���

Число же свободных состояний в валентной зоне в интер/
вале энергии �E: �Npv = gv(E)[1 – fv(E)]�E, где gv — плот/
ность состояний в валентной зоне, а значение fv дается
выражением (8.5):

�
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�� �� 	
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kT
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Аналогично получаем �Nnv = gv(E)fv(E)�E, �Npc = gc(E)[1 –
– fc(E)]�E. И теперь неравенство (9.1) можно записать в виде

gcfcgv(1 – fv) > gvfvgc(1 – fc),

что эквивалентно условию

fc(Ec) > fv(Ev).

С учетом явного вида распределений fc и fv последнее не/
равенство приобретает вид

EFc – EFv > Ec – Ev = h�. (9.2)

Мы получили очень важное соотношение, из которого
следует, что независимо от того, какова структура зон, т. е.
независимо от вида плотности состояний gc(E) и gv(E), уси/
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ление света в полупроводнике возможно лишь в том слу)
чае, если энергетическое расстояние между квазиуровня)
ми Ферми для электронов и дырок будет больше энергии
испускаемых квантов. Неравенство (9.2) имеет очень про)
зрачный физический смысл. В вырожденном полупро)
воднике при выполнении условия
EFc – EFv > �Eщели большинство
уровней вблизи дна зоны прово)
димости занято электронами, а
дырки плотно заполняют уровни
вблизи потолка валентной зоны
(рис. 9.1). Естественно, при этом
электроны из зоны проводимости
могут «упасть» в валентную зону
только на свободные уровни ва)
лентной зоны, лежащие в интер)
вале от vE  до EFv, так как осталь)
ные уровни заняты электронами
(не заняты дырками). С другой
стороны, электроны из валентной зоны по той же причи)
не практически могут быть заброшены в зону проводи)
мости только на уровни, лежащие выше EFc. Таким об)
разом, если через вырожденный полупроводник пропус)
кать свет, энергия квантов которого находится в интервале
от h�max = EFc – EFv до � � � � � щелиc vh E E E��� �  то такие фо)
тоны не могут вызвать электронных переходов из валент)
ной зоны в зону проводимости и, следовательно, не будут
поглощаться в полупроводнике.

В то же время эти фотоны могут «столкнуть» электро)
ны из зоны проводимости в валентную зону, т. е. вызвать
вынужденную рекомбинацию. При этом рождаются фото)
ны, точно совпадающие по своим свойствам с первичным.
Такой полупроводник может усиливать свет в полосе час)
тот �� = �max – �min. Ширина этой полосы определяется сте)
пенью вырождения электронов и дырок полупроводника,
т. е. расположением уровней Ферми электронов и дырок и
шириной его запрещенной зоны �Eщели.

Таким образом, условие (9.2) необходимо для работы по)
лупроводникового лазера. По аналогии с другими лазерами

Рис. 9.1
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условие EFc – EFv > �Eщели называют условием инверсии
населенностей, что в известном смысле справедливо. Дей'
ствительно, при условии EFc – EFv > �Eщели концентра'
ция электронов у дна зоны проводимости, т. е. суммарная
населенность уровней дна зоны проводимости, выше, чем
концентрация электронов у потолка валентной зоны.

Итак, для получения инверсии населенностей уровней
в полупроводнике, а, следовательно, для усиления и гене'
рации в нем света, необходимо достичь вырождения элек'
тронов и дырок в полупроводнике, т. е. нужно создать со'
стояние, когда все уровни хотя бы в небольшой полосе
энергии вблизи дна зоны проводимости были заняты элек'
тронами, а все уровни у потолка валентной зоны — дыр'
ками. Чем выше температура полупроводника, тем труд'
нее это осуществить, так как с повышением температуры
электроны и дырки стремятся перейти на более высокие
энергетические уровни. При этом плотность заполнения
нижних уровней падает и оба уровня Ферми приближа'
ются к запрещенной зоне, снимая вырождение электро'
нов и дырок. Поэтому все полупроводники легче возбу'
дить при низких температурах.

Если поместить вырожденный полупроводник, усили'
вающий свет, между отражающими зеркалами, заставляю'
щими родившиеся фотоны раз за разом проходить через
кристалл, создавая новые лавины фотонов, то при каждом
проходе полоса энергии родившихся фотонов будет сужать'
ся. Связано это с тем, что усиление в полосе частот

� �
� �� �

щели Fc FvE E E
h h

� �

неодинаково. На некоторой частоте максимального уси'
ления рождается больше всего фотонов и при каждом про'
ходе свет этой частоты усиливается больше, чем свет дру'
гих частот. Поэтому при большом числе проходов, спустя
сравнительно короткое время, подавляющее число фото'
нов будет обладать очень близкими значениями энергии,
т. е. свет станет монохроматическим. Если одно из зеркал
сделать полупрозрачным, то через него будет «просачи'
ваться» монохроматический свет в виде остро направлен'
ного луча — а это и есть полупроводниковый лазер.
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Вырожденное состояние полупроводника удается осу'
ществить благодаря некоторым особенностям процессов
взаимодействия электронов и дырок друг с другом и коле'
баниями кристаллической решетки. Если в полупровод'
нике каким'либо образом искусственно создать неравно'
весные электроны и дырки, энергия которых больше сред'
ней энергии равновесных электронов и дырок, то решетка
«отбирает» у них этот избыток энергии. Электроны при
этом смещаются ближе ко дну зоны проводимости, а дыр'
ки — к потолку валентной зоны. Этот процесс происхо'
дит очень быстро за время порядка 10–10–10–12 с. С другой
стороны, время, необходимое для «встречи» электрона и
дырки, при которой они смогут рекомбинировать, излу'
чив фотон, значительно больше. Так как фотон, рождаю'
щийся при рекомбинации электрона и дырки, имеет не'
большую энергию h� � �Eщели, а скорость его огромна —
он обладает ничтожно малым импульсом. Поэтому закон
сохранения импульса требует, чтобы электрон и дырка
перед актом рекомбинации имели почти равные импуль'
сы, отличающиеся на величину импульса фотона. Иными
словами, рекомбинация электрона и дырки произойдет
только тогда, когда встретятся электрон проводимости и
дырка с противоположными и почти равными импульса'
ми. Естественно, такие встречи происходят значительно
реже, чем столкновения электронов и дырок с произволь'
ными импульсами. Этим и обусловлено сравнительно
большое время жизни неравновесных электронов и дырок.
В зависимости от природы полупроводника это время со'
ставляет величину порядка 10–3–10–9 с.

В результате, если в полупроводнике каким'то обра'
зом появились новые неравновесные электроны и дырки,
то, прежде всего они придут в равновесие с тепловыми ко'
лебаниями кристаллической решетки, и только после это'
го будут рекомбинировать друг с другом. Это и дает воз'
можность искусственно перебросить в зону проводимости
столько электронов, что они, не успев рекомбинировать с
дырками, скопятся у дна зоны проводимости, а дырки —
у потолка валентной зоны, плотно заполнив там все уров'
ни. Именно эта важная особенность взаимодействия
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электронно�дырочного газа с колебаниями решетки (фо�
нонами) и позволила создать полупроводниковый лазер.

Теперь мы подошли к основному вопросу: каким обра�
зом можно создать в полупроводнике неравновесные элек�
троны и дырки и заставить их рекомбинировать с испус�
канием квантов света?

Таких методов существует несколько, а именно:
1) инжекция (впрыскивание) носителей с помощью

электрического поля через вырожденный p–n�переход (ин�
жекционные лазеры);

2) возбуждение неравновесных носителей с помощью
ионизирующего излучения, в частности с помощью пучка
быстрых электронов;

3) возбуждение носителей световым потоком (оптиче�
ское возбуждение);

4) возбуждение носителей в результате лавинного про�
боя полупроводника в сильном электрическом поле.

До настоящего времени наибольшее значение и прак�
тическое применение получили два первых способа.

9.3.
ИНЖЕКЦИОННЫЕ ЛАЗЕРЫ

Создать в чистых полупроводниках, не содержащих
примесей, одновременно вырождение электронов и дырок
трудно. Этого легче добиться в примесных полупроводни�
ках, в которых уже вырождены либо электроны, либо
дырки. Введем в однородный полупроводниковый кри�
сталл, например, в арсенид галлия, небольшую примесь
атомов элементов шестой группы (теллура или селена).
В силу того, что электронная конфигурация и уровни энер�
гии этих атомов отличаются от уровней энергии арсенида
галлия, в запрещенной зоне GaAs возникают электронные
состояния, энергетические уровни которых расположены
очень близко от дна зоны проводимости. В результате те�
плового движения электроны легко возбуждаются с этих
уровней и полностью переходят в зону проводимости, соз�
давая там избыток свободных электронов. Изменяя кон�
центрацию примесных атомов, можно варьировать кон�
центрацию электронов проводимости и получить такое
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состояние, когда уровень Ферми будет располагаться уже
в невозбужденном кристалле где+то вблизи дна зоны про+
водимости. Полупроводник, легированный донорной при+
месью, практически не имеет вакансий в валентной зоне,
и его электропроводность обусловлена исключительно
движением электронов в зоне проводимости (полупровод+
ник n+типа).

Если в арсенид галлия добавить примесь атомов вто+
рой группы, например, бериллия, олова или цинка, то в
запрещенной зоне GaAs появятся уровни энергии вблизи
потолка валентной зоны. В результате все электроны из
зоны проводимости перейдут на эти уровни, так как их
энергия при этом уменьшается. Кроме того, если примес+
ных атомов достаточно много, то и часть электронов из
состояний вблизи потолка валентной зоны также перей+
дет на эти уровни в результате теплового возбуждения.
После этого в зоне проводимости не окажется ни одного
свободного электрона, а в валентной зоне появятся вакант+
ные места — дырки. Если к такому кристаллу (полупро+
водник p+типа) приложить электрическое поле, то его
электропроводность будет обусловлена переходами элек+
тронов в валентной зоне или движением дырок, а уровень
Ферми расположится вблизи края валентной зоны.

Соединим теперь вместе два полупроводника p+ и n+типов,
в которых электроны и дырки вырождены (см. рис. 9.2). В этом
случае в области p–n+перехода может быть выполнено ус+
ловие инверсии населенностей уровней: EFc – EFv > �Eщели.
Часть электронов проводимости из n+области очень быст+
ро перейдет в p+область, а часть дырок из p+области —
в n+область. В процессе этого перехода электроны и дыр+
ки будут рекомбинировать друг с другом, излучая фото+
ны. Эти фотоны, как отмечалось ранее, не могут поглощать+
ся в p–n+переходе, и, следовательно, свет будет усиливать+
ся до тех пор, пока выполняется условие EFc – EFv > �Eщели.
Однако это условие будет выполнено в области перехода
только в начальный момент присоединения полупровод+
ников. Через небольшое время движение электронов и ды+
рок прекратится. Они перераспределятся по энергетиче+
ским уровням и придут в равновесие друг с другом, создав



264 А. Н. ПАРШАКОВ. ВВЕДЕНИЕ В КВАНТОВУЮ ФИЗИКУ

в области p–n�перехода пространственный заряд. Уровни
Ферми в p� и n�областях совместятся (рис. 9.3), в области
p–n�перехода исчезнет одновременное вырождение элек�
тронов и дырок и, следовательно, исчезнет инверсия насе�
ленностей уровней.

Для того чтобы восстановить инверсию населенностей
уровней, т. е. добиться, чтобы уровни Ферми в p� и n�об�
ластях снова разошлись на расстояние, бо´льшее ширины
запрещенной зоны, нужно приложить к кристаллу элек�
трическое напряжение U, как показано на рис. 9.4. При
этом через p–n�переход потечет электрический ток, состоя�
щий из двух компонент: электронов и дырок, движущих�
ся навстречу друг другу. Эти два потока частиц, встреча�
ясь в тонком слое перехода, рекомбинируют, излучая свет.
Если встречные потоки частиц будут поддерживать в пе�
реходном слое концентрацию, достаточную для вырожде�
ния электронов и дырок, то условие EFc – EFv > �Eщели

опять будет выполнено. Это означает, что при освещении
p–n�перехода число вынужденно испущенных фотонов
будет превышать число поглощенных фотонов. Условие
инверсии в p–n�переходе выполняется с тем большим за�
пасом, чем выше электрическое поле в переходе, т. е. чем
бо ´льший ток протекает через переход. Минимальный ток,
при котором вынужденное излучение сравнимо с поглоще�
ниями (потерями) света в p–n�переходе, называется поро�
говым током. Если ток, пропускаемый через p–n�переход,

Рис. 9.2 Рис. 9.3
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больше порогового, то p–n!переход является усиливаю!
щей средой для света, распространяющегося в плоско!
сти p–n!перехода. Для получения генерации нужно вве!
сти обратную связь, т. е. p–n!переход нужно поместить
между зеркалами. В полупроводнике роль зеркал обыч!
но выполняют гладкие грани самого полупроводниково!
го кристалла.

Рассмотрим теперь, от чего зависит величина порого!
вого тока, необходимого для генерации света. Для этого
рассчитаем, прежде всего, коэффициент усиления света в
среде с инверсной населенностью уровней.

Пусть на единичную площадку в усиливающей среде в
единицу времени со скоростью v падает N фотонов. На пу!
ти dx за время dt их число возрастет на dN. Тогда величина

Рис. 9.4
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�

dN vdN
dt dx

 определяет скорость размножения фотонов. Эта

величина очевидно пропорциональна произведению кон*
центрации электронов nn(x) и дырок np(x) в p*области и
числу фотонов N:

� � � �n p
dN B N n x n x
dt

� � � ��

где B — вероятность вынужденного излучения, обуслов*
ленного единичным квантом в одном типе колебаний. В на*
шем случае излучение не является монохроматическим и
сосредоточено в интервале частот �� (ширина линии уси*
ления). Поэтому величина B будет равна вероятности спон*
танного излучательного перехода A, деленной на число
типов колебаний �n�, являющихся эффективными в соз*

дании спонтанного излучения 
�

�

�

AB
n

�

 Тогда скорость

размножения фотонов будет равна

�

�

�

n pn x n xdN AN
dt n

� � � �
�

Ранее (глава 1, формула 1.5) нами было получено вы*
ражение для числа типов колебаний электромагнитного
излучения частоты � в интервале d� в единичном объеме:

�

� �
�

�

2

2 3
ddn
v

�

Для конечного интервала частот �� = 2��� можно запи*
сать

�

�� ��
� �

2

3
8n

v
�

Таким образом, с учетом этого выражения скорость раз*
множения фотонов будет равна

� �

�� ��

3

28
n pANn x n x vdN dNv

dt dx

� � � �
� (9.3)

Пренебрегая влиянием спонтанного излучения (оно
происходит по всем направлениям), нарастание числа фо*
тонов можно представить в виде

dN = �Ndx, (9.4)
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где � является коэффициентом усиления (обычно таким
образом определяют коэффициент поглощения, который
по знаку противоположен коэффициенту усиления). Срав7
нивая (9.3) и (9.4), получаем

� �
�� ��

2

28
n pAv n x n x� � � �

� (9.5)

Отсюда видно, что коэффициент усиления � сущест7
венно зависит от вида распределения концентрации элек7
тронов nn(x) и дырок np(x) в p7области. Произведение
Ann(x)np(x) можно определить как объемную скорость из7
лучательной рекомбинации R(x):

R(x) = Ann(x)np(x). (9.6)

Если p–n7переход достаточно резкий, то np(x) можно счи7
тать постоянной величиной и равной равновесной концен7
трации дырок в p7области p0. Распределение концентра7
ции электронов в p7области обусловлено их диффузией и
конечным временем жизни. В простейшем случае при пол7
ностью снятом потенциальном барьере это распределение
может быть представлено в виде

� �� � �0n
xn x n
l

� � ��� � (9.7)

где n0 — равновесная концентрация электронов в n7облас7
ти, l — диффузионная длина.

Величина R(x) очевидно определяет плотность тока
через p–n7переход j:

�

�
� �

0

ej R x dx� � � (9.8)

где e — элементарный заряд, а величина � называется
квантовым выходом излучательной рекомбинации и учи7
тывает долю электронов, рекомбинировавших с дырками
с испусканием квантов света, по отношению к полному
числу электронов, инжектированных из n7области в p7об7
ласть (в кристаллах хорошего качества эта величина близ7
ка к единице). Выражение (9.8) непосредственно вытека7
ет из условия стационарности пространственного заряда
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в области p–n�перехода. Подставляя в (9.8) выражения
(9.6) и (9.7), получаем

�
�

0 0eAp n
j l� (9.9)

Соотношения (9.5) и (9.9) позволяют получить доста�
точно простую приближенную связь коэффициента уси�
ления и плотности тока через p–n�переход:

�
� �

� � ��

2

28
v

j
el

� (9.10)

Полученное нами ранее условие EFc – EFv > �Eщели яв�
ляется необходимым, но еще не достаточным для возник�
новения генерации когерентного излучения. Для возник�
новения в среде генерации когерентного излучения, обу�
словленной усилением света на вынужденных переходах,
необходимо, чтобы часть квантов, возникших в результа�
те рекомбинации электронов и дырок, возвращалась бы
обратно в активную среду. Или, как говорят, необходимо
создать положительную обратную связь. Это можно сде�
лать, поместив активную среду (в нашем случае полупро�
водниковый кристалл) в резонатор с отражающими зер�
калами.

Все полупроводниковые кристаллы, как правило, име�
ют довольно большой показатель преломления 3,5 < n < 5.
Поэтому, если в кристалле сделать две плоскопараллель�
ные поверхности, то френелевский коэффициент отраже�

ния �
�

�

2

2

1
1

n
R

n
� �

� �
 оказывается достаточным для получения

необходимой обратной связи. При n � 3,5 коэффициент
отражения будет порядка 30%, т. е. 30% интенсивности
световой волны, падающей на границу раздела полупро�
водник — вакуум, отражается обратно, а 70% выходит
наружу. Эти 70% и есть то когерентное излучение, кото�
рое мы стараемся получить. Но с точки зрения баланса
энергии это — потери. Чтобы их восполнить, коэффици�
ент усиления в активной среде должен иметь некоторую
пороговую величину, а уровень накачки должен быть не�
сколько выше, чем тот, который соответствует условию
EFc – EFv = h�.
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Пусть I0 — интенсивность
световой волны, возникшей в
резонаторе в результате выну'
жденного излучения и распро'
страняющейся по нормали к
плоскостям кристалла, обра'
зующего зеркала резонатора
длиной L (рис. 9.5). Тогда по'
сле одного прохода резонатора
и отражения от зеркала с ко'
эффициентом отражения R1 при возникшем в среде коэф'
фициенте усиления � интенсивность волны станет равной
I1 = I0R1exp(�L). После второго отражения от зеркала с ко'
эффициентом отражения R2 имеем I2 = I0R1R2exp(2�L).
Условие стационарности требует, что после того, как вол'
на вернется в исходную точку, ее интенсивность не должна
измениться, т. е. I0R1R2exp(2�L) = I0. Отсюда сразу следу'
ет, что пороговое значение коэффициента усиления, при ко'
тором возникает генерация излучения, должно быть равно

� � �
1 2

пор 2
R R

L
��

�

Кроме потерь света на зеркалах, в активной среде все'
гда имеются различного рода потери, обусловленные по'
глощением квантов света на нерабочих, или, как говорят,
на нерезонансных переходах. Сюда включаются:

1) электронные переходы из валентной зоны в зону
проводимости;

2) переходы с уровня Ландау в валентной зоне на уров'
ни Ландау в зоне проводимости, переходы между уровня'
ми Ландау в данной зоне;

3) переходы с участием примесных уровней;
4) внутризонные переходы носителей с отрицательной

массой;
5) внутризонное поглощение, связанное с наличием

свободных носителей;
6) поглощение кристаллической решеткой.
Например, в нашей схеме квант света может погло'

титься электроном, находящимся в зоне проводимости,
при перебросе его на более высокий уровень в этой же зоне.

Рис. 9.5
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Правда, такой процесс сопровождается еще поглощением
или испусканием кванта колебаний решетки — фононом,
и маловероятен, так как является двухчастичным процес0
сом. Квант света может рассеяться на оптической неодно0
родности активной среды, примеси или в результате ди0
фракции.

Все эти виды поглощения не зависят от условий возбу0
ждения и дают отрицательный аддитивный вклад в коэф0
фициент усиления в активной среде. Таким образом, для
восполнения всех видов потерь коэффициент усиления �пор

должен быть равен

� � � � �
1 2

пор 2
R R

L
��

� (9.11)

где � учитывает все виды потерь, кроме потерь на зерка0
лах, и называется коэффициентом нерезонансных потерь.

Приравнивая выражение (9.10) к пороговому значе0
нию коэффициента усиления (9.11), получаем оценку для
плотности порогового тока

� �� � ��� � � 	
 �� 
�

2
1 2

пор 2
8

2
R Relj

Lv
��

� (9.12)

Здесь �� — эффективная ширина спектральной линии, R1,
R2 — коэффициенты отражения зеркал по мощности, � —
коэффициент поглощения, обусловленный объемными
потерями в p0 и n0зонах.

Формула (9.12) является очень приближенной, по0
скольку была использована слишком идеализированная
модель p–n0перехода. На самом деле идеальных p–n0пере0
ходов не существует. В зависимости от методов их изго0
товления концентрация дырок в них несколько меняется
вблизи плоскости перехода и коэффициент усиления вбли0
зи p–n0перехода оказывается неоднородным, так как за0
висит от распределения концентраций дырок и электро0
нов. Кроме того, мы не учитывали форму линии усиле0
ния, которая в значительной степени зависит от природы
излучательных переходов, уровня легирования и др.

Тем не менее, эта формула качественно позволяет по0
нять взаимосвязь и значение основных факторов, влияю0
щих на пороговый ток накачки. Остановимся на двух
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главных. Во�первых, чем шире линия усиления, тем выше
пороговый ток. Ширина линии усиления определяется
распределением электронов и дырок по уровням в валент�
ной зоне и зоне проводимости, которое, в свою очередь,
сильно зависит от температуры. И чем выше температу�
ра, тем выше плотность порогового тока накачки. Во�вто�
рых, проявляется сильная зависимость от длины диффу�
зии l, т. е. от глубины проникновения инжектированных
электронов в p�область. При этом глубина активной об�
ласти генерации излучения оказывается меньше длины
диффузии. Концентрация электронов в глубине p�облас�
ти уменьшается, квазиуровни Ферми сходятся, и часть
инжектированных электронов уже не принимает участия
в индуцированных переходах и теряется, рекомбинируя
либо безызлучательно, либо испуская кванты спонтанно�
го излучения.

Теоретически коэффициент полезного действия инжек�
ционного лазера может быть очень высоким. Действитель�
но, выходная мощность достигает величины Pвых = h�Nh�,

где Nh� — число излученных квантов, равное 
�j
e

�  Мощность,

затраченная на возбуждение лазера (мощность накачки)
Pнакач = jU, где U — напряжение, приложенное к диоду.
Если пренебречь потерями на контактах, то для полного
снятия потенциального барьера для диффузионного тока

к диоду надо приложить напряжение 
� �

� �
щелиE hU
e e

 (для

GaAs — лазера эта величина составляет U � 1,5 В). Таким
образом, предельный КПД лазера

��
� � � � �

вых

накач

P h j e
P jU

�

определяется квантовым выходом излучательной реком�
бинации �, который в кристаллах высокого качества дос�
тигает величины, близкой к единице.

Практически КПД лазера несколько меньше, так как
мы не учитывали потери в контактах, поглощение части
фотонов внутри резонатора и другие потери. Эксперимен�
тально удается получить КПД 70�80% при азотном охлаж�
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дении и 30�40% в неохлаждаемых лазерных диодах, ра�
ботающих при комнатных температурах.

Имеется ряд полупроводниковых материалов, из кото�
рых изготавливаются инжекционные лазеры. Лучшие ре�
зультаты дает лазерный p–n�переход в арсениде галлия
(GaAs). На рис. 9.6а схематически показано устройство та�
кого лазера. Толщина запирающего слоя порядка 0,1 мкм.
С целью получения лазерной генерации две противопо�
ложные поверхности полупроводникового образца поли�
руют и делают плоскопараллельными, обычно путем ска�
лывания по плоскости спаянности кристалла. Другие две
поверхности оставляют грубо обработанными, чтобы пре�
дотвратить генерацию в нежелательных направлениях. Во
многих случаях полированные поверхности не имеют от�
ражающих покрытий, поскольку показатель преломле�
ния полупроводника большой, и на границе полупровод�
ник — воздух получается достаточно высокое отражение.
Активная область представляет собой слой толщиной
около 1 мкм, т. е. незначительно больше запирающего
слоя. В свою очередь вследствие дифракции поперечные
размеры лазерного пучка оказываются гораздо больше
(� 40 мкм) толщины активной области (рис. 9.6б), т. е. ла�
зерный пучок довольно глубоко проникает в p� и n�облас�
ти и, поскольку поперечные размеры пучка все же малы,
он имеет достаточно большую расходимость.

При комнатной температуре полупроводниковый лазер
имеет высокую пороговую плотность тока (около 105 А/см2

а б

Рис. 9.6
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для GaAs). Это связано с тем, что излучение резонатора,
проникая достаточно глубоко в p+ и n+области (в которых
поглощение преобладает над усилением), испытывает
значительные потери. С понижением рабочей температу+
ры пороговая плотность тока быстро уменьшается, при+
мерно как

� �
� �
� �0

T
T

��� �

где T0 и интервал температур, для которых этот закон
справедлив, различны для разных полупроводников. Кро+
ме того, температура сильно влияет на ширину запрещен+
ной области и, следовательно, на частоту генерируемого
света. Поэтому при изменении температуры лазер «пере+
страивается» — при высоких температурах длина волны
излучения лазера, как правило, больше, чем при низких.

Лазеры на p–n+переходе в арсениде галлия имеют очень
малые размеры. Расстояние между зеркалами, т. е. раз+
меры резонатора, около 0,2–0,5 мм, поперечный размер
кристалла тот же, а толщина p–n+перехода 0,1 мкм. Элек+
троны и дырки проскакивают область p–n+перехода и про+
никают в n+ и p+части на глубину 1–2 мкм. Поэтому светя+
щийся слой оказывается толще переходного. Малые раз+
меры лазерных p–n+переходов связаны с невозможностью
изготовить оптически однородный p–n+переход больших
размеров. И даже идеальный инжекционный лазер не об+
ладает такой высокой направленностью излучения, как
газовые или рубиновые лазеры. Реальная расходимость
луча составляет 1–2� (расчетная 0,1�). Малые размеры ре+
зонатора и неоднородность p–n+перехода приводят также
и к меньшей монохроматичности излучения по сравнению
с другими лазерами.

Однако полупроводниковый лазер на p–n+переходе,
обладая определенными недостатками, имеет ряд важных
преимуществ перед другими лазерами. Он имеет высокий
КПД (коэффициент преобразования электрической энер+
гии в когерентный свет � 50%), обладает малыми разме+
рами, простотой конструкции и большой мощностью с еди+
ницы излучающей поверхности.
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9.4.
ЛАЗЕРЫ НА ГЕТЕРОСТРУКТУРАХ

В 1964 году Ж. И. Алферов с сотрудниками предложил
использовать для уменьшения порогового тока в инжек*
ционных лазерах не простые (или, как их называют, гомо*
переходы), а сложные p–n*структуры — гетеропереходы.
Они состоят из полупроводниковых материалов с различ*
ной шириной запрещенной зоны (за «работы по получению
полупроводниковых структур, которые могут быть исполь*
зованы для сверхбыстрых компьютеров», Жорес Алферов
удостоен Нобелевской премии за 2000 год). Наиболее под*
ходящей для создания таких структур оказалась пара по*
лупроводников GaAs – AlxGa1–xAs (параметр 0 < x < 1 дает
относительное содержание данного элемента).

Эффект использования гетеропереходов состоит в рез*
ком снижении порога генерации в инжекционных лазе*
рах. Это дало возможность получать непрерывную гене*
рацию в неохлаждаемых диодах при комнатной темпера*
туре, что существенно расширило область возможных
применений таких лазеров.

Гетеропереходный инжекционный лазер представля*
ет собой, по крайней мере, трехслойную структуру, состоя*
щую из полупроводников с различной шириной запрещен*
ной зоны. Например, в инжекционном GaAs — лазере с
двойным гетеропереходом имеются два перехода между
различными материалами: Al0,3Ga0,7As–GaAs (p*область) и
GaAs–Al0,3Ga0,7As (n*область). Активная область представ*
ляет собой тонкий слой из GaAs толщиной 0,1–0,3 мкм.
В таких диодах пороговую плотность тока при комнатной
температуре можно уменьшить на два порядка (т. е. до
103 А/см2) по сравнению с лазером на гомоструктуре. Та*
ким образом, появилась возможность непрерывной гене*
рации при комнатной температуре.

Уменьшение пороговой плотности тока в лазерах на
гетеропереходе обусловлено комбинированным действи*
ем двух эффектов.

1. Показатель преломления GaAs (n � 3,6) значитель*
но больше показателя преломления Al0,3Ga0,7As (n � 3,4).
Это приводит к образованию структуры оптического
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волновода, и генерируемое излучение теперь сосредото(
чено в слое GaAs (т. е. в области, где имеется усиление), и
не попадает в ненакачиваемые и поэтому поглощающие
области.

2. Ширина запрещенной зоны Al0,3Ga0,7As (� 1,8 эВ)
значительно больше, чем в GaAs (� 1,5 эВ). Поэтому на
двух переходах образуются энергетические барьеры, ко(
торые эффективно удерживают инжектированные элек(
троны и дырки в активном слое. Таким образом, при за(
данной плотности тока концентрация электронов и ды(
рок в активном слое возрастает, что приводит, в свою
очередь, к увеличению усиления.

На рис. 9.7 приведена зонная структура полупроводни(
ка с двойным гетеропереходом при сильном прямом сме(
щении. Электроны, инжектированные из широкозонного
эмиттера (n(область), попадают в более узкозонную область
(активный слой) и там рекомбинируют. За счет наличия
двух энергетических барьеров, удерживающих инжекти(
рованные электроны и дырки, наблюдается суперинжек(
ция, состоящая в том, что концентрация неравновесных
электронов в активной p(области может превысить равно(
весную концентрацию электронов в широкозонной облас(
ти. Следовательно, для удовлетворения условий генерации
нет необходимости в сильном легировании эмиттера.

И, наконец, отличительная особенность гетеролазеров
состоит в том, что из(за значительных скачков диэлек(
трической проницаемости на гетерограницах активная
область гетеролазера представляет собой отличный вол(
новод. Электромагнитное поле излучения лазера лока(
лизуется в основном в актив(
ной области. Это позволяет
несколько уменьшить опти(
ческие потери на межзонных
переходах в пассивных облас(
тях. Сейчас для изготовления
инжекционных  лазеров  ис(
пользуются и более сложные
гетероструктуры,  содержа(
щие пять и более слоев. Рис. 9.7
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Использование гетеропереходов явилось большим про'
грессом в физике и технике инжекционных лазеров и по'
зволило преодолеть температурный барьер, который су'
щественно сдерживал работы по практическому исполь'
зованию полупроводниковых лазеров. Привлекательность
инжекционных лазеров для практических применений
обусловлена в первую очередь их компактностью и малым
потреблением энергии. Простота модуляции излучения
лазерного светодиода путем изменения плотности тока
накачки, возможность генерирования когерентного излу'
чения в очень широком интервале длин волн (от дальнего
инфракрасного до видимого диапазона), способность пе'
рестройки частоты с помощью внешнего магнитного поля
делает инжекционные лазеры очень перспективными при'
борами как для научных исследований (инфракрасная
спектроскопия и др.), так и для практического использо'
вания. Такие лазеры являются наиболее эффективными
для стекловолоконных линий связи. Импульсные инжек'
ционные лазеры широко применяются, например, в ла'
зерных дальномерах и высотомерах, используемых для
автоматической посадки самолетов.

9.5.
ЛАЗЕРНЫЙ ЭФФЕКТ

В ОДНОРОДНЫХ ПОЛУПРОВОДНИКАХ

Лазеры с электронным возбуждением. Несмотря на
высокий КПД инжекционных лазеров, получение с их по'
мощью больших мощностей ограничено их малыми разме'
рами. Кроме того, трудности, связанные с изготовлением
p–n'переходов в полупроводниках с широкой запрещен'
ной зоной, препятствуют созданию таких полупроводни'
ковых лазеров в коротковолновой области оптического
спектра. Эти недостатки частично устраняются в полупро'
водниковых лазерах, где инверсия населенностей в полу'
проводнике создается бомбардировкой однородного чис'
того полупроводника (без примесей) пучком быстрых элек'
тронов. Впервые этот метод был осуществлен в 1964 г.
Н. Г. Басовым, О. В. Богданкевичем и А. Н. Девятковым.
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Быстрые электроны с энергией до 0,5 МэВ, пролетая
через полупроводник, теряют свою энергию в основном
на возбуждение электронов валентной зоны, переводя их
на высокие уровни зоны проводимости. Возбужденные
электроны обладают кинетической энергией, большей
ширины запрещенной зоны �Eщели. При столкновениях с
атомами кристаллической решетки они, в свою очередь,
переводят новые электроны из валентной зоны в зону про:
водимости. Таким образом, процесс перевода электронов
в зону проводимости лавинообразно развивается до тех
пор, пока кинетическая энергия возбуждающих (исход:
ных) электронов не станет меньше �Eщели.

Электроны лавины, образовав электронно:дырочную
пару, теряют в каждом акте энергию, бо ´льшую �Eщели, и
импульс �p. Этот импульс должна унести родившаяся пара
электрон–дырка. Это означает, что электрон и дырка не
могут появиться на уровнях вблизи дна зоны проводимо:
сти cE  и потолка валентной зоны vE �  так как для этих
уровней импульсы электрона и дырки практически рав:
ны нулю. В результате возбужденные частицы могут по:
пасть только на уровни, заметно удаленные от краев зон.

Из законов сохранения энергии и импульса следует,
что для образования электронно:дырочной пары возбуж:
дающий электрон должен обладать энергией, большей или
равной 3�Eщели. Эта энергия распределяется между возбу:
жденными электроном и дыркой и первичным электро:
ном. В дальнейшем часть ее — кинетическая энергия ро:
дившихся частиц � 2�Eщели теряется на возбуждение теп:
ловых колебаний кристаллической решетки, в результате
чего они переходят на более низкие уровни. Оставшаяся
часть энергии (� �Eщели) излучается электроном и дыркой
в виде кванта света при рекомбинации.

Рекомбинация электронов и дырок происходит только
тогда, когда они скапливаются у краев соответствующих
зон (см. раздел 9.2). Если электронный пучок достаточно
интенсивен, то число электронов и дырок зон велико, и ус:
ловие инверсии EFc – EFv > �Eщели выполняется. В этом
случае плотность тока в электронном пучке должна быть
достаточно большой, чтобы концентрация возбужденных
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электронов и дырок была выше концентрации, соответст$
вующей вырождению. Например, для GaAs пороговая
плотность электронного тока составляет 1 А/см2 при энер$
гии электронов около 50 кэВ. Так как не вся энергия, по$
лученная полупроводником от пучка электронов, излу$
чается при рекомбинации, то КПД полупроводникового
лазера с электронным возбуждением ниже, чем у инжек$
ционного лазера (�20%).

Электроны с энергией �20 кэВ проникают на глубину
�0,1 мм, т. е. в сто раз больше, чем толщина излучающего
слоя полупроводникового лазера на p–n$переходе. Значи$
тельная глубина проникновения быстрых электронов дает
возможность возбуждать бо ´льшие объемы вещества по
сравнению с лазерами на p–n$переходе и тем самым полу$
чать бо ´льшую мощность порядка 1–2 кВт. Так как быст$
рые электроны около 60% энергии тратят на нагревание
полупроводникового кристалла, то это требует во$первых,
охлаждения кристалла и, во$вторых, облучать полупро$
водник электронами короткими импульсами. При этом
длительность импульсов электронного пучка можно сде$
лать настолько малой, что кристалл не будет существенно
нагреваться за время импульса.

Первый полупроводниковый лазер с электронным воз$
буждением на сульфиде кадмия (CdS), излучал зеленый
свет и работал только при гелиевых температурах. Сейчас
существуют полупроводниковые лазеры с электронным
возбуждением, работающие при комнатных температу$
рах, и эти лазеры перекрывают очень широкий диапазон
длин волн — от инфракрасных лучей до ультрафиолета.

Монохроматичность и направленность излучения по$
лупроводникового лазера с электронным возбуждением
того же порядка, что и у полупроводникового лазера на
p–n$переходе. Кроме того, можно значительно увели$
чить направленность и монохроматичность излучения,
применяя в качестве зеркал резонатора внешние зерка$
ла, вынесенные за пределы кристалла. Это одновремен$
но улучшает теплоотвод от кристалла и увеличивает его
рабочий объем. Полупроводниковые лазеры с внешни$
ми зеркалами позволяют достигнуть мощностей до со$
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тен кВт при высокой монохроматичности и направлен'
ности излучения.

Полупроводниковые лазеры с оптической накачкой.
В чистом полупроводниковом кристалле также можно до'
биться инверсии населенностей, облучая кристалл интен'
сивным светом (оптическая накачка). Если энергия свето'
вых фотонов накачки h�нак больше ширины запрещенной
зоны �Eщели, то такие фотоны, поглощаясь в полупровод'
нике, переводят электроны из валентной зоны в зону про'
водимости. Теряя постепенно кинетическую энергию при
столкновениях с колебаниями кристаллической решетки,
электроны и дырки скапливаются у краев зон. При доста'
точно интенсивной световой накачке число скопившихся
электронов и дырок может оказаться достаточным для вы'
рождения электронно'дырочного газа. Если же энергия
фотонов накачки меньше �Eщели, то такие фотоны не будут
поглощаться, и для них полупроводник прозрачен. Выгод'
нее всего облучать полупроводник светом, энергия квантов
которого незначительно больше �Eщели. В этом случае рож'
дающиеся электрон и дырка сразу будут находиться у кра'
ев зон cE  и vE �  Этим методом в 1965 г. впервые была по'
лучена генерация света в чистых кристаллах GaAs. Ис'
точником накачки служил рубиновый лазер, свет которого
предварительно пропускали через жидкий азот. Частота
света рубинового лазера после прохождения через жидкий
азот несколько уменьшалась из'за вынужденного комби'
национного рассеяния. В результате энергия фотонов на'
качки точно совпадала с шириной запрещенной зоны GaAs.

Необходимость применения для возбуждения полупро'
водникового лазера света другого лазера приводит к тому,
что полупроводниковые лазеры с оптическим возбужде'
нием по существу являются конверторами — преобразо'
вателями когерентного излучения одной частоты в коге'
рентное излучение другой частоты, правда, с весьма высо'
ким коэффициентом преобразования.

Лазеры с прямым электрическим возбуждением. По'
лучение инверсии населенностей в однородных полупро'
водниках возможно также с помощью сильного электриче'
ского поля. Под действием поля электроны переходят в зону
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проводимости и, если накапливается достаточно много элек%
тронов и дырок, то может возникнуть состояние с инверси%
ей населенностей уровней. Однако этот метод возбуждения
полупроводников обладает серьезным недостатком: элек%
троны, заброшенные электрическим полем в зону проводи%
мости, под действием этого же поля переходят на все более
и более высокие уровни в этой же зоне. При этом распреде%
ление электронов по уровням в зоне проводимости стано%
вится все более равномерным и тем самым далеким от выро%
жденного. Для того чтобы электроны и дырки образовали
вырожденное распределение, необходимое для инверсии
населенностей, требуется периодически выключать элек%
трическое поле, причем так быстро, чтобы за время выклю%
чения электроны и дырки не успели рекомбинировать.

После выключения электрического поля электроны и
дырки скапливаются у краев зон, и, если их число доста%
точно велико, то условие инверсии EFc – EFv > �Eщели вы%
полняется. Так как время жизни электронов в зоне прово%
димости � 10–7 с, то электрический импульс должен иметь
длительность заднего фронта меньше 10–7 с. Получить же
мощные импульсы напряжения с такими короткими фрон%
тами трудно. Кроме того, и длительность импульса долж%
на быть достаточно малой, так как «разогрев» электронов
электрическим полем сопровождается сильным разогре%
вом самого кристалла.

ЗАДАЧИ

ЛАЗЕРНЫЙ ЭФФЕКТ
В ПОЛУПРОВОДНИКАХ

9.1. Показать, что вероятности индуцированных пере%
ходов электронов из зоны проводимости в валентную зону
и обратных переходов одинаковы. Указание. Учесть, что
эти вероятности не зависят от температуры и рассмотреть
предельный случай высоких температур.

9.2. Получить выражение (9.8).
9.3. Получить выражение (9.9).
9.4. Вывести выражение для френелевского коэффи%

циента отражения �
�

�

2

2

1
1

n
R

n
� �

�
� �
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МАКРОСКОПИЧЕСКИЕ

ПРОЯВЛЕНИЯ
КВАНТОВЫХ ЗАКОНОВ

10.1.
УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА

В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Обычно волновая функция, которая появляется в урав�
нении Шредингера, относится к одной или двум части�
цам. И сама волновая функция классическим смыслом не
обладает, в отличие, например, от электрического поля
или других подобных величин. Конечно, волновая функ�
ция отдельной частицы — это «поле» в том смысле, что
она является функцией точки пространства, но классиче�
ского значения она не имеет. И, тем не менее, в некото�
рых случаях квантово�механическая волновая функция
действительно имеет классическое значение, и тогда осо�
бенности квантовой механики начинают проявляться в
крупномасштабных явлениях.

При достаточно низких температурах, когда энергия
системы очень мала, вместо прежнего громадного коли�
чества состояний остается небольшое число состояний,
которые расположены вблизи основного. Именно в этих
условиях квантово�механический характер этого основ�
ного состояния может проявиться на макроскопическом
уровне. И тогда квантовая механика вызывает свои соб�
ственные, характерные для нее эффекты в крупных мас�
штабах.

Самым известным эффектом, проявляющимся при
низких температурах, является сверхпроводимость. Это
явление тесно связано с магнитным полем. Внешнее маг�
нитное поле описывается векторным потенциалом 

�

A�  оп�
ределяемым соотношением: �

��

rotB A  
�

B� — индукция
магнитного поля). В отсутствие векторного потенциала
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уравнение Шредингера для частицы с зарядом q и мас&
сой m имеет вид

� �� ���
� � � � � � � �

�
� �

�
1

2
i H U

t m i i
� �

где �
�

i
— оператор импульса; U = q� — потенциальная

энергия частицы в электрическом поле с потенциалом �.
Влияние магнитного поля на движение заряженной

частицы можно учесть, если заменить оператор импульса

� �
�p
i

�  на выражение 
�

�

p qA� �  Это можно видеть из сле&

дующих соображений. Предположим, что заряженная
частица движется в свободной от магнитного поля облас&
ти со скоростью v1. В момент времени t = 0 включается
магнитное поле и при его изменении индуцируется элек&
трическое поле, удовлетворяющее условию

�
� �

�

�

�

rot BE
t
�

С учетом векторного потенциала
�

A  получаем

� ��� � � �
�� 	

�

�

rot rot AE
t

�

После интегрирования по пространственным координатам
получаем (без учета постоянной интегрирования)

�
� �

�

�

� AE
t
�

Тогда импульс частицы в момент времени t будет равен

�
� � � � � �

�� �
�

��

� � � �

2 1 1 1

0 0

t t
Amv mv qEdt mv q dt mv qA
t

�

Таким образом, � �

�

� �

2 1mv qA mv �  Следовательно, вектор
�

�

�

mv qA  не изменяется в присутствии магнитного поля, и
его можно рассматривать как некоторый эффективный
импульс. В то же время кинетическая энергия E зависит
только от

�

mv�  и, если прежде чем было приложено маг&
нитное поле, �

�

E f mv� ��  то и в магнитном поле должно быть

� �

�

�

E f p qA� ��
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Для перехода к квантовой механике необходимо заме(

нить оператор импульса � �
�p
i

�  на оператор ��

�
� qA
i

�

Таким образом, уравнение Шредингера для частицы с
зарядом q в электромагнитном поле с потенциалами

�

A�  �
будет иметь вид

� �� ���
� �� �� � ��

�

� �

� �
�

1
2

i qA qA q
t m i i

�
(10.1)

10.2.
МАКРОСКОПИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ

ВОЛНОВОЙ ФУНКЦИИ

Важную сторону уравнения Шредингера для отдельной
частицы составляет идея о том, что вероятность обнаружить
частицу в каком(либо месте определяется квадратом моду(
ля волновой функции. Когда вероятность обнаружить элек(
трон в каком(то месте убывает, то вероятность обнаружить
его в другом месте возрастает (так что полная вероятность
не изменяется). В этом смысле можно говорить о некотором
потоке вероятности. Для установления его вида продиффе(
ренцируем по времени квадрат модуля волновой функции:

�

�
� � �� ��

�� ��
� � �

2

t t t
� �

� (10.2)

Волновые функции � и �� подчиняются уравнению Шре(
дингера:

�

� �

��
� �

�

��
� � �

�

�

�

i H
t

i H
t

� �

� �

(10.3)

причем �� � � � �
�2

2
H H U x y z

m
� � � � � �  (пусть пока магнитное

поле отсутствует). Подставляя в (10.2) значения 
��� ��

� �
и

t t
из (10.3) и используя тождество

���� – ���� = div(���� – ����),

нетрудно получить уравнение, аналогичное классическо(
му уравнению непрерывности:

� �
� �

�

�
2

divj
t

� �
� (10.4)
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где 
�

j обозначает вектор

2
� �� ��� �� ��

� �
� ��

ij
m

который может быть назван вектором «плотности потока
вероятности». При наличии магнитного поля в соответст*

вии с ранее сказанным следует заменить оператор �
�

i
 на

� �

�
� qA
i

�  И тогда выражение для вектора плотности пото*

ка вероятности приобретет вид

� � � �1
2

� �
� �� � �� � �� �� �� 	
 �

� �� � �
�j qA qA

m i i (10.5)

Соотношение (10.4) является, по сути, законом сохра*
нения для вероятности и означает, что вероятность сохра*
няется локально. Если частица исчезает из одной облас*
ти, то она не может оказаться в другой без того, чтобы что*
то не протекло в промежутке между этими областями.

Когда Шредингер написал свое знаменитое уравнение,
он также понял, что закон сохранения (10.4) есть следст*
вие этого уравнения. При этом он ошибочно предположил,
что |�|2 — это плотность электрического заряда, а 

�

j — плот*
ность электрического тока. И только несколько позднее
Борн отождествил � в уравнении Шредингера с амплиту*
дой вероятности, предположив, что квадрат амплитуды —
это не плотность заряда, а только вероятность обнаружить
электрон в данном месте. Таким образом, волновая функ*
ция �(x, y, z) не описывает размазанного электрона с плав*
но меняющейся плотностью заряда. Электрон может быть
либо здесь, либо где*то еще, но он всегда точечный заряд.

В то же время можно представить ситуацию, когда в
одном и том же состоянии находится огромное число час*
тиц с одной и той же волновой функцией. В этом случае
вероятность обнаружить любую из частиц в данном месте
пространства пропорциональна |�|2. Но так как частиц
очень много, то произведение |�|2dV будет пропорциональ*
ным числу частиц в объеме dV и тогда |�|2 можно отождест*
вить с плотностью частиц. Если же все частицы обладают и
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одинаковым зарядом q, то можно пойти дальше и отожде)
ствить |�|2 с плотностью заряда. С целью получения размер)
ности плотности заряда, естественно, нужно умножить |�|2

на заряд q. Конечно, можно включить этот постоянный
множитель в саму волновую функцию и принять за плот)
ность заряда само произведение ���. В этом случае век)
тор

�

j�  определяемый соотношением (10.5), на самом деле
можно считать плотностью электрического тока.

Итак, когда в одном и том же состоянии одновременно
может находиться большое число заряженных частиц,
возможно иное толкование волновых функций. Плотность
заряда и электрический ток могут быть получены прямо
из волновых функций, и тогда сами волновые функции
приобретают непосредственный физический смысл, кото)
рый распространяется на классические, макроскопиче)
ские ситуации.

Нечто подобное происходит и с нейтральными частица)
ми, например, с фотонами. Для них существует уравнение,
аналогичное уравнению Шредингера — это уравнение Мак)
свелла для электромагнитного поля. Физика квантов света
совпадает с классической физикой, потому что фотоны яв)
ляются невзаимодействующими бозе)частицами, которые
могут быть в большом числе в одном состоянии.

Трудность же с электронами состоит в том, что нельзя
поместить в одно и то же состояние больше одного элек)
трона. Поэтому очень долгое время считалось, что волно)
вая функция для электрона, входящая в уравнение Шре)
дингера, никогда не будет иметь макроскопического пред)
ставления, подобного макроскопическому представлению
для фотонов. И только открытие явления сверхпроводи)
мости предоставило именно такой случай.

10.3.
ВОЛНОВАЯ ФУНКЦИЯ ДЛЯ ЭЛЕКТРОНОВ

ПРИ НИЗКИХ ТЕМПЕРАТУРАХ

Ранее уже обсуждалось явление сверхпроводимости,
когда при достаточно низких температурах некоторые
металлы полностью теряют сопротивление протеканию
электрического тока. Данное явление наблюдается из)за
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того, что при взаимодействии электронов с ионами ре&
шетки возникает слабое эффективное притяжение меж&
ду электронами, и в итоге они образуют связанные пары
(куперовские пары). Каждый отдельный электрон явля&
ется ферми&частицей. Но связанная пара ведет себя как
бозе&частица, так как в пары объединяются электроны,
обладающие противоположными спинами.

Уравнение Шредингера для пары электронов более или
менее похоже на (10.1). Единственное отличие состоит в
том, что заряд q равен удвоенному заряду электрона qe.
При повышении температуры тепловое движение может
разрушить куперовские пары. Вероятность такого процес&

са пропорциональна 
� �
�� �

� �
парыE

kT
���  и тогда не связанные

попарно электроны начинают двигаться по кристаллу
обычным образом (их называют «квазичастицами» или
«нормальными» электронами). Будем рассматривать толь&
ко, случай истинно нулевой температуры и пренебрежем
усложнениями, вызываемыми электронами, у которых
нет пары («нормальными» электронами).

Ранее уже отмечалось, что вероятность перехода бозо&
нов в состояние, в котором уже находится n частиц, про&
порциональна n. Так как пары электронов — это бозоны,
то когда в одном состоянии собирается множество частиц,
амплитуда перехода других пар в то же состояние стано&
вится особенно велика. Таким образом, почти все пары
должны скопиться при наинизшей энергии в одинаковом
состоянии.

Пусть � является волновой функцией пары в наиниз&
шем энергетическом состоянии. Однако из&за того, что
произведение ��� пропорционально плотности заряда �,
саму волновую функцию можно представить в виде квад&
ратного корня из плотности заряда, умноженного на не&
который фазовый множитель:

� � � �r r i r� � � � ���� � ��� (10.6)

где �(r) и �(r) — действительные функции (в таком виде
можно, конечно, записать любую комплексную функцию).



10. МАКРОСКОПИЧЕСКИЕ ПРОЯВЛЕНИЯ КВАНТОВЫХ ЗАКОНОВ 287

Для того чтобы понять смысл фазы волновой функ*
ции �, подставим (10.6) в выражение для плотности тока
(10.5). Опуская промежуточные выкладки, приведем ре*
зультат

� �� ����
��

�

qj A
m

�

(10.7)

Так как и плотность тока
�

j  и плотность заряда � име*
ют для сверхпроводящего электронного газа прямой фи*
зический смысл, то соотношение (10.7) говорит о том, что
и фаза � вполне реальная, наблюдаемая вещь — это часть
плотности тока! При этом само значение фазы может быть
определено с точностью до некоторой константы.

10.4.
КВАНТОВАНИЕ

МАГНИТНОГО ПОТОКА

Рассмотрим теперь взаимодействие сверхпроводника с
внешним магнитным полем. Если взять металлический
образец в уже сверхпроводящем состоянии и поместить его
в не очень сильное магнитное поле, то это поле не сможет
проникнуть в металл. Связано это с проявлением закона
электромагнитной индукции, согласно которому перемен*
ное магнитное поле, пытаясь проникнуть в проводник, не*
избежно рождает электрическое поле. И даже самое малое
электрическое поле при нулевом сопротивлении в силу пра*
вила Ленца вызовет достаточный электрический ток, ко*
торый вытолкнет магнитное поле за пределы металла.

Поменяем теперь последовательность действий. По*
местим обычный проводник в магнитное поле, а затем ох*
ладим металл ниже критического уровня (когда металл
становится сверхпроводником). В этом случае магнитное
поле будет вытолкнуто из металла — эффект Мейснера.
Очевидно, что в сверхпроводнике должен возникнуть свой
собственный ток, и именно такой величины, чтобы вытолк*
нуть магнитное поле наружу. Причем этот ток затухает по
мере удаления от поверхности образца по экспоненциаль*
ному закону exp(–�x) с некоторой эффективной глуби*

ной проникновения �� �
�

61 2 10 см�  И если сверхпроводник
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является сплошным, то в его глубине не будет ни магнит%
ного поля, ни токов.

Возьмем теперь проводящее кольцо, толщина которо%

го велика по сравнению с
�

1
�  Наложим сначала на это коль%

цо магнитное поле, затем охладим до сверхпроводящего
состояния, и только потом уберем источник магнитного
поля. На рис. 10.1 отражена последовательность всех дей%
ствий. Если бы кольцо было классическим объектом с иде%
альной (бесконечной) проводимостью, то, скорей всего,
внутри кольца должен остаться весь магнитный поток,
который был до охлаждения, какой бы величины он ни
был. Но квантовомеханическая теория сверхпроводимо%
сти утверждает, что оставшийся магнитный поток должен
быть кратным постоянной Планка �! Докажем это.

Далеко в глубине кольца плотность тока равна нулю, а
это в силу соотношения (10.7) означает, что

�� �
�

� qA� (10.8)

Проинтегрируем данное соотношение по любому кон%
туру L, который проходит внутри кольца и нигде не под%
ходит близко к поверхности:

�� �� �
�� �

�
� �

L L

dl q Adl �

В силу теоремы Стокса правую часть этого равенства
можно представить в виде

�� �
� ��

�

�
rot

L S

Adl Ads�

а б в

Рис. 10.1
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где поверхность S опирается на контур L и часть ее прохо'
дит в пустом пространстве внутри кольца. В силу опреде'
ления векторного потенциала �

��

rotB A� �  получаем

�� � � �� �
� � �

� ��

L S

q q
dl Bds � (10.9)

где � — магнитный поток, «захваченный» сверхпроводя'
щим кольцом.

Левую часть соотношения (10.9) можно представить в
виде изменения фазы волновой функции при совершении
n оборотов вокруг кольца. А так как единственное физи'
ческое требование, которое можно предъявить к фазе вол'
новой функции � � � �r r i r� � � � ���� � ���  сводится к тому, что
в каждой точке волновая функция должна принимать
только одно значение, то экспоненциальный множитель
в волновой функции не изменится, если к фазе � добавить
2�n (n — любое целое число). Таким образом, левую часть
соотношения (10.9) можно записать в виде

�� � ��
�

�
2

L

dl n�

И тогда магнитный поток будет равен
�

� � �
�2 0 1 2n n

q
� � � �����

т. е. захваченный магнитный поток всегда обязан быть

кратным величине ��2
q

�  Эта величина получила название

кванта магнитного потока (флюксон).
Согласно теории сверхпроводимости, величина заря'

да q должна быть равна удвоенному заряду электрона qe,
и тогда фундаментальная единица магнитного потока �0

должна быть равна
�

�
� � � �

� 15
0 2 07 10 Вб

eq
� � (10.10)

Все это поразительно похоже на рассматривавшееся
нами ранее квантование магнитного момента. Но теперь
мы наблюдаем случай, когда квантовая механика вызы'
вает свои собственные, характерные для нее эффекты в
макроскопических масштабах.
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Квантование магнитного потока связано с квантова!
нием сверхпроводящего тока, текущего по кольцу. Ток
может принимать только такие значения, при которых по
длине кольца может уложиться целое число длин волн
волновой функции сверхпроводящих электронов. А это
типично интерференционный эффект.

Сверхпроводящее токовое состояние отличается от то!
кового состояния в несверхпроводящем металле своей ус!
тойчивостью по отношению к рассеянию носителей тока
на разного рода дефектах. Благодаря этому становится
возможным существование незатухающих токов в сверх!
проводниках, содержащих примеси посторонних элемен!
тов или другого рода дефекты. Наличие примесей не пре!
пятствует установлению макроскопической когерентности
сверхпроводящего состояния. Данная ситуация касается
систем, которые в среднем являются однородными. Но та!
кое же свойство сохраняется и для систем, не являющихся
однородными даже в среднем, например, при наличии до!
статочно тонкой пленки диэлектрика между двумя сверх!
проводниками.

Макроскопическая когерентность сверхпроводяще!
го состояния связана с тем, что сверхпроводник харак!
теризуется единой для всего объема волновой функцией
� � � �r r i r� � � � ���� � ���  определяющей поведение не одной
частицы, а всего коллектива электронов. Наличие единой
для всего образца �!функции влечет за собой возникнове!
ние фиксированных (в данный момент времени) разностей
фаз в любых двух точках сверхпроводника. Такая «коге!
рентность фазы» приводит к ряду специфических макро!
скопических квантовых эффектов, к рассмотрению кото!
рых мы сейчас и переходим.

10.5.
ПЕРЕХОДЫ ДЖОЗЕФСОНА

Рассмотрим два одинаковых сверхпроводника, разде!
ленных тонким слоем диэлектрика (рис. 10.2). В этом слу!
чае при достаточно малой толщине изолятора (< 10–7 см)
возможно туннелирование куперовских пар через данный
переход. Такой процесс называется эффектом Джозефсо!
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на, теоретически предска!
завшим его, или «слабой»
сверхпроводимостью. Дан!
ный процесс является пре!
красной иллюстрацией кон!
цепции макроскопической
когерентности сверхпрово!
дящего состояния.

Будем   рассматривать
такую систему сверхпрово!
дящих электронов как двух!
уровневую квантовую систе!
му [3]. Пусть C1 — ампли!
туда общей волновой функции всех электронов с одной
стороны перехода, а C2 — соответствующая амплитуда вол!
новой функции с другой стороны. При отсутствии магнит!
ного поля такая двухуровневая система будет описана си!
стемой уравнений (2.10):

�
� �

�

�
� �

�

�

�

1
11 1 12 2

2
22 2 21 1

C
i H C H C

t
C

i H C H C
t

�

�

(10.11)

Матричные элементы H11 и H22 являются энергией
системы в области 1 и 2, а H12 и H21 характеризуют веро!
ятность туннелирования электронов в соседние области.
Очевидно, можно положить H12 = H21 = A (не путать с век!
торным потенциалом!).

Подсоединим области 1 и 2 к двум полюсам источника
тока с разностью потенциалов V. Тогда энергию H11 мож!

но считать равной 
2

qV
�  а энергию H22 равной 

2
qV

�  В этом

случае систему уравнений (10.11) можно представить в
виде

�
� �

�

�
� � �

�

�

�

1
1 2

2
2 1

2

2

C qV
i C AC

t
C qV

i C AC
t

�

�

(10.12)

Рис. 10.2
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Это стандартные уравнения двух связанных квантово$
механических состояний. Для их решения сделаем под$
становки:

� � � � � �1 1 1 2 2 2C i C i���� �� ���� �� (10.13)

где �1 и �2 — фазы по обе стороны контакта, а �1 и �2 —
плотности электронов в сверхпроводниках. После подста$
новки (10.13) в (10.12) и дифференцирования получаем

� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � �

���

���

1 1 1 1 1 2

2 2 2 2 1 2

2

2

qV
i i A i

qV
i i A i

� � ���� ��

� � ���� ��

(10.14)

где � = �2 – �1, а точка над символом, как обычно, означа$
ет дифференцирование по времени.

Приравнивая вещественные части вещественным, а
мнимые части — мнимым, приходим к системе уравнений:

� � � � �

� � � � � �

�
� � � � �

�

�
� � � �

�

�
�

�
�

�

� �

�

� �

1 1 2

2 1 2

2
1

1

1
2

2

2

2

2

2

A

A

qV A

qV A

��� �

��� �

��� �

��� �

(10.15)

Первая пара уравнений (10.15) говорит о том, как ме$
нялись бы плотности заряда в соседних областях, если не
было бы источника тока (убыль одной сопровождалась бы
ростом другой). В этом случае плотность тока через пере$
ход равнялась бы ��1  (или ���2�  и для нее можно записать

� � � �
�

1 2
2Aj ��� �

Конечно, уход электронов из одной области будет тот$
час же скомпенсирован приходом электронов из источни$
ка тока, поскольку переход включен в замкнутую цепь.
Тогда концентрации электронов в обеих областях будут
примерно одинаковыми и оставаться постоянными. По$
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лагая �1 = �2 = �0, получаем выражение для сверхпрово(
дящего тока:

j = jcsin�, (10.16)

где 
�

�
�

02
c

A
j — некоторая постоянная величина, которая

подобно величине A, характеризует данный переход.
Выражение (10.16) связывает протекающий в системе

ток с величиной разности фаз на переходе. В действитель(
ности в эксперименте задается ток, а соотношение (10.16)
служит для определения необходимой для этого разности
фаз � = �2 – �1. В этом смысле соотношение (10.16) означа(
ет лишь то, что абсолютная величина сверхпроводящего
тока не может превысить некоторого максимального зна(
чения, равного jc. Эту величину называют критическим
током Джозефсона.

Вторая пара уравнений (10.15) дает

� � � � � �� � �

�
2 1

qV
� � � (10.17)

Из этого соотношения сразу следует

� � � � ��0
q

t V t dt� � � � � � � (10.18)

где �(0) представляет значение разности фаз при t = 0,
кроме того, заряд q равен удвоенному заряду электрона.
В уравнениях (10.16) и (10.17) содержится общая теория
переходов Джозефсона.

Пусть приложенное к переходу напряжение постоян(
но и равно V0. В этом случае

� � � �
�

00
qV

t t� � � � �

Так как отношение
�

q
 достаточно велико, то синус в вы(

ражении (10.16) будет меняться очень быстро и в итоге
никакой ток через переход не пойдет. Правда, так как тем(
пература не совсем равна нулю, небольшой ток все же бу(
дет из(за проводимости «нормальных» электронов (он еще
называется квазичастичным током). С другой стороны,
если напряжение на переходе равно нулю, то ток уже не
будет равным нулю! Это свойство называют стационарным
эффектом Джозефсона. Данное явление непосредственно
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определяется такой фундаментальной квантовомеханиче(
ской характеристикой, как фаза волновой функции. Ста(
ционарный эффект Джозефсона впервые наблюдался в
работе Андерсона и Роуэлла (1963). Впервые в истории
физики был поставлен эксперимент, в котором такое мак(
роскопическое явление, как электрический ток, непосред(
ственно определяется фазой волновой функции.

Иногда эффект Джозефсона называют туннелировани(
ем куперовских пар. Такое определение отражает тот факт,
что сверхпроводящий туннельный ток Джозефсона, как и
обычный сверхпроводящий ток, переносится куперовски(
ми парами. В то же время, как показывает точная теория,
величина тока Джозефсона пропорциональна вероятности
туннелирования (коэффициенту прозрачности D) не для
пары, а для отдельного электрона. Это связано с тем, что
туннелирование в эффекте Джозефсона представляет со(
бой сложный процесс, идущий через промежуточное со(
стояние, в котором пары диссоциированы.

Ток через переход можно получить и другим способом.
Наложим на постоянное напряжение высокочастотный
сигнал: V(t) = V0 + vcos�t.

Тогда из (10.18) следует

� � � � � �
�� �

00
qV qv

t t t� � � � ��� �

Полагая v � V0, нетрудно получить

� �� � � �
� � � � � � �	 
 	 
� �
 � � 
 �� �� � �

0 00 0c
qV qVqv

j j t t t��� � � ��� ��� � � �

Первое слагаемое после усреднения по времени даст нуль,
но второе слагаемое не будет равно нулю, если

�� = qV0, (10.19)

т. е. при выполнении условия (10.19) через переход пой(
дет ток. В каком(то смысле мы наблюдаем некоторый ре(
зонансный эффект.

Обратимся теперь к вольтамперным характеристикам
тока Джозефсона. При T = 0 через туннельный переход мо(
жет протекать либо постоянный сверхпроводящий ток, ве(
личина которого не превышает некоторого критического
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значения jc, либо переменный сверхпроводящий ток, опи+
сываемый при постоянном напряжении V0 выражением

� �
� � �� �

� 	�

0 0c
qV

j j t��� � � �

При этом его среднее по времени значение равно нулю.
При температурах отличных от нуля ситуация изменяет+
ся, так как наряду со сверхпроводящим током через пере+
ход может протекать и «нормальный» туннельный ток.
В связи с этим в системе возникают потери.

10.6.
ДЖОЗЕФСОНОВСКАЯ ГЕНЕРАЦИЯ

Посмотрим теперь, что же происходит с джозефсонов+
ским переходом, если по нему пропускать заданный из+
вне постоянный ток, бо́льший критического (j > jc). Так как
сверхпроводящий ток не может быть больше jc, то возник+
нет ток «нормальных» электронов. В этом случае сущест+
венную роль начнут играть процессы затухания, связан+
ные с диссипацией энергии переменного тока Джозефсона.
Феноменологически затухание можно учесть с помощью
введения «нормального» тока, или тока квазичастиц [9].
Тогда полный ток через переход можно записать в виде

� � �c
T

Vj j
R

��� � (10.20)

где V — напряжение на переходе, RT — величина сопро+
тивления для квазичастичного тока на единицу площади
контакта, являющаяся существенной функцией темпера+
туры и обращающаяся в бесконечность при T � 0. Соот+
ношение (10.20) представляет собой так называемую ре+
зистивную модель перехода Джозефсона. Переход рас+
сматривается как параллельно включенные собственно
джозефсоновский переход и «нормальный» участок.

С учетом соотношения (10.17) полный ток будет равен

� � � �
� �

c
T

j j
qR

��� � (10.21)

Уравнение (10.21) дает функциональную зависимость
тока от напряжения, приложенного к переходу. В реальной
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ситуации это напряжение само должно изменяться под
действием тока. В качестве первого приближения будем
полагать значение тока не зависящим от времени (иссле/
дование полной замкнутой системы уравнений электро/
динамики слабой сверхпроводимости приведено в рабо/
те [9]). Интегрируя уравнение (10.21) при данном допу/
щении, получаем выражение для разности фаз � = �2 – �1

� �� �� � �� �
� � � �

	 


�

2 2 2 2tg
22arctg

c c T c
tj j j qR j j

j
�

(10.22)

После подстановки выражения (10.22) во второе урав/
нение Джозефсона (10.17) получаем напряжение на пере/
ходе в виде

�
�

� � ��

2 2
c T

c

j j R
V t

j j t
� �

� � �
���� � (10.23)

где � �� � � �
�� 	

2 2
arctg c

c

j

j j
�

�

� �

�

2 2
c Tj j qR

�

(10.24)

В уравнении (10.23) содержится удивительное свойст/
во джозефсоновского перехода. Если заданный извне по/
стоянный ток больше критического тока перехода, то на
нем возникает напряжение, периодически зависящее от
времени. Это явление получило название джозефсонов/
ской генерации (впервые наблюдалась И. К. Янсоном,
В. М. Свистуновым и И. Д. Дмитренко в 1964), или не/
стационарного эффекта Джозефсона.

Усредняя по времени уравнение (10.23), получаем

q�V� = ��. (10.25)

Соотношение (10.25) может быть истолковано следую/
щим образом. При отличной от нуля разности потенциа/
лов V мы должны считать, что куперовские пары в ме/
таллах 1 и 2 «сконденсированы» каждая на своем уровне
энергии. Переходы между этими уровнями происходят с

изменением энергии на величину �E = qV, и тогда 
�

� �
�

E
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есть классическая частота перехода. Эти переходы при
наличии взаимодействия с полем излучения должны со-
провождаться испусканием реальных фотонов с часто-
той �. Тогда соотношение (10.25) выражает собой просто
закон сохранения энергии. Возможен также обратный
переход, связанный с поглощением фотона и переходом
пары на более высокий уровень. В силу фазовой когерент-
ности макроскопических состояний электронов излучение
должно быть не только монохроматическим, но и коге-
рентным. Таким образом, по существу Джозефсон пред-
сказал возможность создания нового типа квантового ге-
нератора электромагнитного излучения, использующего
макроскопические квантовые свойства сверхпроводни-
ков. Косвенным доказательством существования элек-
тромагнитного излучения, генерируемого джозефсонов-
ским током, явились эксперименты, в которых приме-
нялись туннельные контакты, диэлектрические зазоры
которых плавно соединялись друг с другом. Один из тун-
нельных контактов играл роль генератора, а другой вы-
полнял функции детектора.

10.7.
СВЕРХПРОВОДЯЩИЕ

КВАНТОВЫЕ ИНТЕРФЕРОМЕТРЫ

Рассмотрим очень эффектный и интересный опыт по
интерференции сверхпроводящих токов, проходящих че-
рез два параллельных перехода Джозефсона. Интерферен-
ция связана с различием в фазах, с которыми сливаются
токи, проходящие по двум разным путям — полная ана-
логия с интерференцией ко-
герентных световых волн от
двух источников (рис. 10.3).
Полный  ток jполн  является
суммой токов через каждый
переход. Пусть ja и jb — это
токи через переходы, а их
фазы  равны  соответствен-
но �a и �b. Вспомним соотно-
шение (10.8), связывающее Рис. 10.3
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градиент фазы с векторным потенциалом: �� �
�

� 2 eq A�  Ин&
тегрируя это соотношение по верхнему пути через пере&
ход a, получаем

�
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� �

�
верх

2
�

e
P Q a

q
Adl

(10.26)

Аналогично можно записать разность фаз и по нижне&
му пути через переход b:

�
�� � � � �

� �

�
нижн

2
�

e
P Q b

q
Adl (10.27)

Так как разность фаз волновых функций в точках P и Q
не должна зависеть от пути движения токов, то из (10.26)
и (10.27) получаем

� �� � �
� �

� �

2 e
b a

L

q
Adl �

Здесь интеграл берется по замкнутому контуру L, прохо&
дящему через оба перехода, и, как уже отмечалось ранее,
он равен магнитному потоку через контур L.

Таким образом, разность фаз токов � можно выразить
через магнитный поток �:

� � � � � � �
�

2 e
b a

q
�

Последнее соотношение означает, что сами фазы �b и �a

можно представить в виде

� � � � � � � � � �
� �

0 0
e e

a b
q q

� �

где значение �0 определяется характеристиками перехо&
дов и в частности может зависеть от прилагаемого к пере&
ходам внешнего напряжения. Так как полный ток jполн

равен сумме отдельных токов, то в силу соотношения
(10.16) его можно записать как

� �� � � �
� � � � � � 	 � � � �
 � 
 �� 
� � � �� �� � �

полн 0 0 02e e e
c c

q q q
j j j��� ��� ��� ��� �

(10.28)
где jc — значение критического тока Джозефсона.

Мы не знаем, каково значение �0, но независимо от его
величины максимальный ток для любого магнитного по&
тока не может превысить значения

� �
�

2 e
c

q
j j
���

��� � (10.29)
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Этот предельный ток зависит в первую очередь от маг,
нитного потока и достигает максимума при

�
� � � �

�
0

e
n n

q
�

где n — целое число, �0 — квант магнитного потока, т. е.
ток достигает максимума всякий раз, когда связанный с
контуром магнитный поток принимает значения, кратные
кванту магнитного потока.

Подобные устройства получили название сверхпрово,
дящих квантовых интерферометров — сквидов (аббревиа,
тура английской фразы Superconducting Quantum Interfe,
rence Device). Их можно использовать как приборы необы,
чайно высокой чувствительности во всех случаях, когда
изменение наблюдаемой величины можно преобразовать
в изменение магнитного потока. Ограничение чувствитель,
ности, определяемое лишь тепловыми шумами джозефсо,
новских переходов, по теоретическим оценкам составляет
порядка 10–5 �0, если время измерения не менее 1 с. Эти
простые по конструкции сверхпроводящие устройства от,
крыли совершенно новые горизонты в измерительной тех,
нике. С их помощью, например, можно создавать магнито,
метры с чувствительностью порядка 10–15 Тл (для сравне,
ния — магнитное поле Земли около 50 мкТл), вольтметры
с чувствительностью порядка 10–15 В и другие приборы.

10.8.
ПРИМЕНЕНИЯ

СЛАБОЙ СВЕРХПРОВОДИМОСТИ

Мы уже знаем, что если через джозефсоновский пере,
ход пропускать ток, превышающий критический, то на,
пряжение на переходе будет иметь переменную составляю,

щую с частотой � �
�

2 eq V
�  Если же данный переход помес,

тить во внешнее высокочастотное поле, то при совпадении
частоты этого поля с частотой джозефсоновской генерации
должен проявиться резонанс. В этом случае вольтамперная
характеристика для усредненных значений тока и напря,
жения будет иметь вид ступенчатой кривой (см. рис. 10.4).
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Расстояние между ступеньками в точности равно 
��

2 eq
�

Поскольку измерение частоты может быть произведено с
очень высокой точностью, то и расстояние между сту+
пеньками напряжения на вольтамперной характеристи+
ке так же может быть определено с высокой точностью.
Таким образом, появляется возможность создания стан+
дарта «нормального» элемента, э. д. с. которого может из+
меняться от нескольких микровольт до милливольта и оп+
ределяться с точностью, на много порядков превышаю+
щей другие известные методы.

Использование сквида в качестве нуль+прибора в обыч+
ной мостиковой схеме позволяет создать вольтметр с чув+
ствительностью порядка 10–15 В.

Существенно нелинейные свойства джозефсоновских
туннельных контактов делают возможным их использо+
вание в СВЧ+технике в качестве маломощных генерато+
ров, усилителей, стандартов частоты, смесителей, преоб+
разователей частоты и генераторов гармоник.

Время переключения джозефсоновского туннельного
контакта из сверхпроводящего состояния в нормальное
лежит в субнаносекундной области. А это делает перспек+

Рис. 10.4
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тивным их применение в качестве переключающих эле'
ментов и элементов памяти.

Если вблизи джозефсоновского перехода с осцилли'
рующим током поместить исследуемое вещество, то спектр
поглощения излучения, присущий данному веществу, ска'
жется на вольтамперной характеристике контакта. Таким
образом, оказывается возможной спектроскопия твердых
тел в широком диапазоне частот.

Ну и, как уже отмечалось ранее, сквиды можно исполь'
зовать, прежде всего, для измерения очень слабых маг'
нитных полей в самых различных областях науки и тех'
ники. Сквиды уже применяются в биологии и медицине,
ибо дают более точные данные, чем электрокардио' или
энцефалографы, и превосходят даже рентгеновские и
ЯМР'томографы.

Наметившийся в последние годы бурный прогресс в об'
ласти высокотемпературной сверхпроводимости делает чрез'
вычайно перспективным практическое применение джозеф'
соновских контактов в самых различных областях.

ЗАДАЧИ

ЭФФЕКТ ДЖОЗЕФСОНА

10.1. Два джозефсоновских перехода с критическими
токами Jc1 = 500 мкА и Jc2 = 700 мкА включены параллель'
но в сверхпроводящую цепь. Полный ток через оба перехо'
да равен 1 мА. Чему равны токи в каждом переходе?

10.2. Найти амплитуду переменного напряжения на
джозефсоновском переходе, через который протекает ток,
превышающий критический.

10.3. Критический ток джозефсоновского перехода ра'
вен Jc = 100 мкА. Через переход пропускается постоянный
ток J0 = 70 мкА и слабый переменный ток с амплитудой
J1 = 2 мкА и частотой � = 10 МГц. Найти напряжение на
переходе.

10.4. Получить выражение для плотности тока (10.7).
10.5. Получить выражение (10.25).
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1.5. При тепловом равновесии поток энергии излучения, про�
никающий в полость 2, равен потоку энергии, выходящей из
этой полости: ���� � �1 2L S R S�  где L1 — яркость отверстия по�

лости 1; �

2R — энергетическая светимость отверстия полости 2;

�S — площадь каждого отверстия, 
�

�� �
2
S

l
�  Для косинусного

(ламбертовского) излучателя 
�

�

�

1
1

R
L �  И с учетом закона Стефа�

на–Больцмана R� = �T4 получаем 2
2 1 2 8 10 К� � �� �

rT T
l

1.6. Из соотношений w�d� = –w�d� и � �
�

c  получаем �

� �

�
2

w c
w �

Для определения максимума функции w� найдем производную

� �

�

� �
� � ��� �

	 �
 �	3
2

dw dwc w
d d

�

Так как при � = �m производная �
�

�
0

dw
d

�  то �
�

�

0
dw
d

�  т. е. �m

соответствует спадающей (с ростом частоты) части кривой w�.

Значит, �(�m) > �m, или � �
�

m
m

c
�  откуда и следует, что � �

�
m

m

c
�

1.7. а) Преобразовав формулу Вина от w� к w� (см. задачу 1.6),

найдем, что w� = �–5F(�T). Из условия �
�

�
0

dw
d

 получаем уравне�
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ние 5F(x) + xF�(x) = 0, где x = �T. Корень этого уравнения равен

некоторому числу, т. е. �mT = const. Отсюда и следует, что � �
1

m T
�

б) (w�)max = �m
–5F(�mT) � �m

–5 � T5.

1.8. � �� � � � �� �	
 �

4
2 204 4 6 10 МВт

m

bP R � �
 Переведя эту мощность

в соответствии с формулой E = mc2 в массу, получаем время по$
рядка 1011 лет.

1.9.  
� �� � �

� �

�

3

3
0

1
1,6

9

c r
t

T
 час (� — плотность меди).

1.10. а) �

� � � �
15 1

вер
3 0 785 10 cT
a

� �

б)

�

�

�

� � �

��� � � � �

� �

�

�

0 15 1

0

4 1 05 10 c

w T d
T
a

w T d

� � �

� �

� � �

1.11. а) �
� � �

2 1 44 мкм;
5m

ca
T

�

б) �
��� � �

2 2 40 мкм
3

ca
T

� �  Здесь использовано то, что распре$

деление энергии по длинам волн имеет вид

� ��

�

�
� � �

�

5 2 caw
T

��� �

1.12. �

�
�

�

2

2 3
kTw
c

  при ��� � kT  и  � ��

� �
� �

�

� �3

2 3
w

kTc
���   при

�� � kT.

1.13. а)
� �

�

� �
�

� �
�

�

�

2 3

3
16

2 1
w

c
kT

�

���

б)

� �
�

�

�
� �

�
�

�

�
�

5
216

2 1
w c

c
kT

�

���

1.14. Из условия 
�

�

�

0
dw T

d
� � �

 получаем уравнение �

� �1
3

xx e �

где �
�
�x
kT

�  Корень этого уравнения x0 � 2,82. Значит,

0 11 1 13 69 10 c К� �

�
� � � �

�
� �

m x k
T
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1.15. a = 1,29�10–5 Вт/(м3�К5).

1.16. ���� � � �
�

15 13 83 1 00 10 ckT�

� �

1.17. 32 33 2 00 10 К� � �
���

��

� �

cT
k

1.18. а)

� � � �
�

� �

� � � �
� � � � �

� ��
� �

�

� �

2 4

2 3
1 8

21 1

d dn d n d
cc

kT kT

� �

��� ���

б) � � �

� � �

�

3
8 30 244 5 5 10 смkTn

c
� � �

1.19. а) Воспользовавшись результатами задачи 1.18, из ус%

ловия �
�

�

0
dn
d

 получаем уравнение 2 – x = 2e–x, где 
�

�
�x
kT

�  Ко%

рень этого уравнения x0 � 1,6. Отсюда ��вер = 1,6kT = 0,14эВ;
б) ���� = 2,7kT = 0,23 эВ.

КОРПУСКУЛЯРНЫЕ СВОЙСТВА
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ

1.20. а) � �

�
� � � �

� �

13 2 1
2 2

2 10 cм с
8

Pj
cr

�

б) � �

� � �
� � � �

� �

1 2 13 2 1
2 2

2
2 10 cм с

24
P

j
cr

� �
�

1.21.

� �
� � �

�
�

��

8

2
2 8 10 м/с

1
2

cv
mc

� �

1.22. �

�
� � � �

�

� 10

2

2 2 0 10 см
2

c

E E mc
� �

� �

1.23.
��

� � � �
� �2

4 1
5 МПаP

d c
� �

�

1.24. �� �� � � � � � �2 31 2 2 3 5 10 г см/сEp
c

��� � �

1.25. При зеркальном отражении каждого фотона поверх%

ности передается импульс �
� � �

�2
с

p ��� �  Тогда искомая сила

равна
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�
� � � � � �� 22 0 5 мкН

dp IF pdN S
dt c

��� � �

где dN� — поток падающих фотонов с частотами в интервале

(�, � + d�): �

�

�
� �

��

I d
dN S��� �

1.26. Так как от спектрально�
го состава света переносимый им�
пульс не зависит (см. задачу 1.25),
то для простоты будем свет считать
монохроматическим. Разобьем по�
верхность шара на элементы dS
(рис. Пр�1) и найдем силу dF, дей�
ствующую на элементарное коль�
цо dS в направлении оси X. При
зеркальном отражении каждый
фотон передает поверхности им�
пульс �p = 2pcos�, x — составляю�

щая которого равна 2pcos2�, где �
�
�p
c

�  Поток фотонов dN, па�

дающих ежесекундно на элемент dS, равен � �
��

IdN dS��� �  где
dS = 2�R2sin�d�. Тогда

� � � � � � �2 34x
IdF p dN R d
c
��� ��� �

Интегрируя это выражение по � от нуля до 
�

2
�  получаем

�
�

2R IF
c

�  Заметим, что точно такой же результат получается и

для полностью поглощающей плоской поверхности.

1.27. �

3
2
ISF
c

� 1.28. F = P/2c(1 + l2/R2).

1.29.
���

� � �
��

0 10 мкм
1

� � 1.30. � � � �� 31 кВU c ed� ��� �

1.31.
� �� �

� � � �
� � �

�2 20 50 где
1

v c c
mc ���

� �
� � �

1.32. Отобразим по приведенным данным график зависимо�
сти I(U) и экстраполируем его до значения I = 0. Отсюда нахо�
дим U0 = 25кВ — при этом излучение с данной длиной волны
становится коротковолновой границей сплошного рентгеновско�
го спектра. Тогда постоянная Планка будет равна

�

�
� � � �

�
�

0 341 06 10 Дж с
2
eU

c
� �

Рис. Пр�1
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1.33.
� � � �� �

� �
� �

� 2
2 2 1

2

2
1 9 эВ

1
c

A
� � �� � �

� �

1.34.
� � �

� � �
�2

1 74 В
c A

e
�

� �

1.35.
� ��

� � �
��

�
0

2
0 26 мкм

1
c A n� � �� �

� �

1.36.
� � �

� � �
�2 2

60 нмm
m c A

Be
� � �

�

1.37. 196, 213 и 224 нм.

1.38. � �� � � �� �� �	 

�

0

3 22 1 45 эВE c
���

� �

1.39.
� � ��

� �

� �2 22
96 кэВ/ссвem c E

p
c

� � � �
�

1.40.
� � � �� � �

� � �
��
2 11 1

12 пм
1

C � ��� � ��� ��
�

1.41. а)
��

�� � �
��

1 2
1

�  пм.

б)

�� �� �� ��� 	
 � � 
 � �
��

1
0 50 откуда 60

1
C

��� � � �

1.42. Из треугольника импульсов (рис. Пр'2) следует

� � �
� � �

� �� � � � � �
tg k

k k
��� ���

�
��� � ���

где 
��

�
 можно определить из фор'

мулы Комптона

�
�� � � � � � �

�21C C mc
� ��� ��

— комптоновская длина волны
частицы:

� � ���
� �

� �

1
1

� ��� �
�C

Рис. Пр�2
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В результате получаем

��
� � �

� � �� � � �� 2

ctg 2
tg

1 1 1C mc
� � ����

�
� �	� �� � � �

1.43. � �
E
pc

��� �  где E — кинетическая энергия комптонов�

ских электронов, соответствующая импульсу p.

1.44. а) �
�� � �

� � �

�
�

� 2 2
0 20 МэВ

1 2 2mc
� �

� � ���� � � �

б) � � �
� � � � �

� � �

�
�

2 2

2 2

2 2
0 26 МэВ где

1 2 2
E

mc
��� � � �

� � �
��� � � �

1.45. � � �
� �

св2
31 кэВ

1 2 2
pc

E E
p mc

�
� � ���� � � �

1.46.
� �� �� � � � � �� 	

� � 
 �

� � 2

2

4 2 21 1 2 0 пм
1 1 2

с E mc
mc Emc E

���

���
���

�
� �

�

1.47. p = 2mc = 1,02 МэВ/с.

1.48.
� �

� � � �
� �

1 2
3 0 пм

2 2 1C
� ���� � ��

	 

� ���� � � �

1.49.
� �

� � � � �� �
�	 


�
2

2
21 1 0,94 МэВ.

2 sin ( /2)
E mc

E

1.50.
��

� �
��

�
0 20 МэВ

1
E � �

1.51.
� ��

� �
� �

2 1
0 11 Тл

1 2
mcB
eR

� �
� �

1.52.
� �

�� � � �

� �

�
22

где
1

cv v
mc

� �

1.53. � �

� � �� 2
0 50

1 2

cv c
mc

� �
� � �

1.54. �� �
� �2 41 4

E
m c E

�
�

1.55. а) �
��� � � �� � � � � �22 1 2 пм;

2C ��� �

б) � �
� �

� � �

2 2
2

2

2 2
0 51 МэВ

1 2 2
E mc

��� � � �
� �

��� � � �
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МОДЕЛЬ АТОМА БОРА

1.56.
�

� � � � � �
�

�
� где 1 2 3n n

nr E n n
m m

� � � � ����� �

1.57.
�

� � � �� 2
1 1 2

83 4
3

cRZ e
RZ

� � � �

�����

����	

	 
��	 �
��	

������ ����� ����� 	��
�

������� ����
� 
���� �
�
�

�

1.58. � �� 28 48 5 эВ
9

E RZ��� � �

1.60. 541, 1014 и 1157 нм.
1.61. � = �1�2/(�1 – �2) = 1872 нм. Серия Пашена, так как при

соответствующем переходе квантовое число n нижнего уровня

равно � �

� � �1

1 3
1 2

n
c R

�
�

1.62. а) 122, 103 и 97 нм (серия Лаймана); 657 и 486 нм (се?
рия Бальмера); 1875 нм (серия Пашена);

б) �

�

1
45

2
n n� �

�

1.63. 121,6; 102,6 и 97,3 нм.
1.64. а) 4;   б) 3.

1.65. ���
� �

��

176 3 Li
15

cZ
R

� ��

1.66. �
� �

� � � � �
� �

�

2
2

св
8 2

54 5 где 2 He 3
4

� �
� � � �� �

� �

c N
E RZ Z N

R N N

1.67. E = Eсв + 4�R = 79 эВ.

1.68. � ��
� � � �

�

� 2 62 2 2 3 10 м/сcv RZ
m

� �

1.69. 3 62 8 км/с где масса атома� �

�
��� � � � �

Rv m
m

1.70. � � � �
�

0

3 60
8

R
mcv

������ �
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1.71. Согласно законам сохранения энергии и импульса

�
� �� �

�
�

2

2
mvE mv

c
� �

где � �
3
4

E R — энергия возбуждения атома, �� — энергия фото!

на, m — масса атома, v — скорость атома. Из этих уравнений
находим

� �
� � � � �� �

	 


� �
2

3 31 1 3 27 м/с
42

R Rv c
mcmc

�

(здесь учтено, что 
�

�
2

3 1
2

R
mc

��

ВОЛНЫ ДЕ БРОЙЛЯ.
СООТНОШЕНИЕ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ

2.1.
� �

� � � �
�

�

22 1
0 15 нм

m E
� �

� �

2.2. � � � ��2 3 0 145 нмmkT � �

2.3. Увеличится в �

� 0
2 разаE

E U
�

2.4.
�

� �

2 22
0 12 МэВ

e B
E

m
� �

� �

2.5.
�

� � � �
�

�
22 2

2
2 0 38 кэВ

2
p

E
mm

� �

2.6. �
�� � � �

�

1 2 2 пм
1

n
n

� �

2.7.
He

21 0 07 нм где
2

� � �� � � � � � �� �
	 


��
� � �

n
n n

n

m
m m E

2.8. H

He

1
0 10 нм где

1
� ��

� � � ��
��

�

� �
� � �

m
m

2.9.
� �

� �

� ��

�
1 2

2 2
1 2

2
�

2.10. а)
�

� �

�

�

2

2 1
2 1 2mE E mc

�
�
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б) E < 10 кэВ.

2.11. � �� �
�

2 0 21 МэВ2 1E mc � �

2.12.
� ��� � �� �� � 	 
 � 
� �� �� �� �

�
2

2 21 1 0 6 ГэВ гдеc
cE mc

l mc
� � — компто�

новская длина волны протона.

2.13.
�

� � �
� � ��

3 3 пм
1

k

kmc
� �

�

2.14. � ��

� �
� � � � � � � � � �

�

� �2 2
4

вер2
2 89 пм

2
a aa

mkT mkT
� � ��� � � �

2.15. � ��

� �
� � � � � � � � �

�

� �2 2
5

вер2
2 2 57 пм

5
a a

mkT mkT
� � ��� � � �

2.16.
�

� � �
�

� 64 1 0 10 м/сlv
bm x

� �

2.17. � �
� �

� 22
24 эВ

l d x
E

m
� � �

�

2.18. � �� � � � � ��
2

2 2 2 2
0 2 1 0 15 кВU med� ��� � �

2.19. � � � � �� 2 2 0 21 нм 4d k mE k� ���� � � � � �

2.20. � � ��� 2 0 23 нмd k mE� ��� � �  где угол � находится из

условия ��tg2 r
l
�

2.21. а) � � �

2

1
1 0 70

n eU
n E

� �

б) � � �
2

кр 75 ВEU
e
��� �

2.23. � � �1 1 05iU
n

U
� �

2.24.
�� �� � � �� �	
 �

52
1
���

������ �
�ieU E

2.25.
�

� � � �
� 2

2
2

15 В
2i

k
U U

med
� �

��� �
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2.26.
�

� �
� 2

2
1 2 3

2n
n

E n
ml

� �
� � � ����

2.27. 2�r = n�, где n = 1, 2, 3, ...; � = 2�r0n, r0 — первый бо�
ровский радиус.

2.28. � �фаз
const

2
vv

v
�  частота � находится из условия

� � � ��
2

2 const
2

mv
�

Воспользуемся формулой Рэлея, связывающей групповую

и фазовую скорости: 
�

� �
�

фаз
гр фаз

dv
v v

d
�  Полагая здесь �

� �
�2

mv
 и

vгр = v, получаем

� � �
фаз

фаз фаз

dv dv v v v v
dv dv

� ��

откуда

� � � � �

2

фаз фаз
constconst

2 2
v vv v v

v
�

Далее воспользуемся связью длины волны и частоты:

� �
� � � �

� � �� �

2
фаз 2 const 2 const

2 2
v v v mv

mv
� � �

�
�

Во всех явлениях произвольные постоянные, входящие в вы�
ражения для � и vфаз, не играют никакой роли и их можно поло�
жить равными нулю.

2.29. Полагая � �
2
bx �  получаем �

� � �
�

02
b

�

2.30. �v � 1�106 м/с; v1 = 2,2�106 м/с.

2.31. � � � �
�

� 3

0
1 10 кмtx

m x
�

2.32. � � � � � �
�2

2
2 15 эВ Здесь

2
lE x p p

ml��� � � �

2.33. �

�
� � � � �

� 4

2

2 1 2 10 Здесь
22

v lx
v ml E

� � �

2.34. � � � �
�2

4
2

8 10 Здесь
2

� �

lE x
ml
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2.35. � � �
�

2
0 8 нм

2

lx
md eU

� �

2.36. �

�� �
� � � � � � �

� � �

83 м 3 10
2

x c
c

� �

2.37. При сжатии ямы на величину �l необходимо совершить
работу �A = F�l, которая пойдет на приращение энергии части4

цы �E. Отсюда находим � � �

�2

3

24 EdEF
dl lml

���
�

 Здесь принято

� � � �
2
lx p p� �

2.38. Полагая �x � x, �v � v и минимизируя выражение для
полной энергии осциллятора, получаем Emin � ��.

2.39. Полагая для обоих электронов �r � r, �v � v, запишем
выражение для полной энергии двух электронов:

� �
� � � � �� ��	 �	 �	
 �

�
2 2 2 2 2

2
0 0 0

2 72
2 4 8 8
p e e eW
m r r rmr

�

Минимум энергии соответствует �

��
� � �

�2
0 8

2

16
0 3 10 см

7
r

me
� �

Для минимальной энергии получаем

� � � � �

� � �

2 4

22 2
0

7 4
83 эВ эксперимент дает 79 эВ

16

me
E���

� � �
� ��

2.40.
�

� � �
� ��

31 2 10x
E E

�

�

2.41. Ширина изображения складывается из ширины ще4
ли b и дополнительного уширения ��, связанного с неопределен4
ностью импульса �p вдоль щели после ее прохождения. Пола4

гая неопределенность координаты � �
2
bx �  получаем � � �

�2 lb
pb

�

где p — импульс падающих атомов водорода. Функция �(b) име4

ет минимум при � �

�2 10 мкмlb
mv

�

2.42. � �

� �� �
�� � � � �

�� � ��

2
4 710 нм 10

c c
� �
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2.43. �
� �

�42 8 5 мкм
2 p

Ld
m E

��� � �

2.44. �
� �

�4 clD d
derb

�

2.45. � �
� �

�42 7 6 мкм
e

d
m��� � �

2.46. �
� �

�42 7 5 мкм
3

Ld
mkT

��� � �

2.47. В данном методе производится измерение энергии час�
тицы до действия силы и после. Измерение начальной энергии E0

в силу конечности времени ее измерения �1 производится с точ�

ностью, даваемой соотношением неопределенностей: � �
�

�

1
E

(в принципе, при достаточно большом �1 она может быть сделана
сколь угодно малой). Так как полное время эксперимента огра�
ничено величиной �, то часть этого времени должна быть затра�
чена на измерение начальной энергии E0, а в оставшуюся часть
времени � – �1 будет происходить изменение энергии под дейст�
вием силы F. За время � – �1 при условии F�1� p0 (p0 — началь�
ный импульс частицы) изменение энергии будет равно

� � �
� � � � � �� �� 	


 �

2
0 0 0 0

0 12
p p p p

E F
m m m

� ��

Это изменение энергии можно обнаружить, очевидно, при

выполнении условия: � � � �
�

�
0

1
E E �  откуда находим

�
� �� �

�

0 1 1

mF
p

�
� �

Полученное выражение для силы имеет минимум при 
�

� �1 2
�

И с учетом связи �

2
0

0 2
p

E
m

 получаем окончательно

�

�

�
2

0

8mF
E��� �
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УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА

2.48. Изменится лишь временной множитель полной волно$
вой функции. А так как физический смысл имеет лишь квад$
рат модуля волновой функции, то изменение временного мно$
жителя никак не проявляется.

2.49. Решение временного уравнения Шредингера при U = 0
в трехмерном пространстве распадается на два множителя, один
из которых зависит только от времени, другой — от координат:

� �� �� �
�

iEtx y z t x y z� � � � � � � � ���� �

где Е — полная энергия частицы (в случае стационарных полей
остается постоянной). После подстановки этого выражения в

исходное уравнение Шредингера и сокращения на � ��

�

iEt
��� �

получаем уравнение Шредингера для стационарных состояний:

� �� � �
�2

2
E

m
�

Преобразуем его к виду

�� �� ��� �� �� � � �
�2

2 0x y z
mE

�

Решение этого уравнения будем искать также методом разделе$
ния переменных: � = X(x)Y(y)Z(z). После подстановки этого
выражения в уравнение для � находим

�� �� ��
� � � �

�2
2 0X Y Z mE

X Y Z
�

Так как полная энергия E может быть представлена в виде
E = Ex + Ey + Ez, то для функций X, Y, Z получим уравнения
вида

�� � �
�2

2
0xmE

X X �

Их решения: X(x) = Aexp(�ikxx), где �

�

2 x
x

mE
k �  Аналогич$

но и для Y(y), Z(z). Окончательно:

� � � � �

�

�

x y z t A i t kr� � � � � ���� � ���

где 
�

k — волновой вектор, � � � � �

��

2 2 2
2

2
x y z

pmEk k k k
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2.50. В K�системе �(x, t) = A exp(i(kx – �t)). С учетом преоб�
разований Галилея

x = x� + v0t, v = v� + v0

преобразуем показатель экспоненты

� �� � �� � � � � � � � �� �
�	 
� � �

2
0 0

01 2
2 2

v mvmv mvk k v v
v

� � ��

В результате получим

�(x, t) = ��(x�, t)exp(i(k0x – �0t)),

где � � �

� �

2
0 0

0 0 2
mvmv

k � �  Экспоненциальный множитель описы�

вает движение частицы вместе с K��системой относительно K�си�
стемы.

2.51. Проинтегрируем уравнение Шредингера по узкой об�
ласти шириной 2�, внутри которой имеется скачок потенциаль�
ной энергии:

�

��

� �� �� �� �� � � �� �2
2

x x
m E U dx� � � � � � �

Ввиду конечности разрыва потенциальной энергии интеграл при
� � 0 также стремится к нулю. Отсюда автоматически следует,
что волновая функция остается гладкой.

2.52.
� �

� �
� �2 2 2

22U x x E
m m

� � � �

2.53.
� �

� � � �
� �2 2 2

2
U x E

mx m
� � � �

2.54. � � �
2
ar �

2.55. � � � �
8
kU
m

�

2.57. Пусть �m и �n — две волновые функции, удовлетворяю�
щие стационарным уравнениям Шредингера:

2

2

2

2
� � �

� �� � � � �

� �� �� � � �

�

�

�

�

m m m m

n n n n

U E
m

U E
m
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Умножим первое из них на �n
�, а второе — на �m и вычтем по"

членно друг из друга. Это дает
2

2

2

div
2

� � �

� �

� � � � � �� �� �� �

� � �� �� ��

�

�

� � � �

� ��

m n m n m n n m

m n n m

E E
m

m

Если теперь проинтегрировать обе стороны этого уравнения по
всему пространству, то правая сторона, будучи преобразована
по теореме Гаусса, обратится в нуль, и тогда получаем

0�� � � ��� � �m n m nE E dV

И так как Em � En, отсюда следует искомое соотношение ортого"
нальности

0�� � �� �m ndV

ПРОХОЖДЕНИЕ ЧАСТИЦЫ
ЧЕРЕЗ ПОТЕНЦИАЛЬНЫЙ БАРЬЕР

3.1. Выберем решение стационарного уравнения Шрединге"
ра в области x > 0 как суперпозицию падающей и отраженной
волн:

� � � � �
�

2mEx a ikx b ikx k� � ���� � ���� �� �

Из условия непрерывности �(0) = 0 следует a = –b. Тогда плот"
ность вероятности

w(x) = ��� = 4a2sin2kx.

Максимумы w(x) находятся в точках

� �
� � �

� 1 2 3
2 8

n
n nx n

k mE
� � � ����

3.2. Возьмем решение уравнения Шредингера в области x � 0
в виде

� � � � �
�

1 1 1
2mEa ikx b ikx k���� � ���� �� �

и в области x > 0 в виде

�
� � � � �� � �

�

0
2 2 2

2m U E
a x b x

� �
���� � ���� �� �
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Из требования конечности волновой функции следует, что a2 = 0.
А из условия непрерывности � и �� в точке x = 0 получим

�
� � � � 2

1 1 2 1 1
i b

a b b a b
k

� �

Откуда находим коэффициент отражения

� �
� � �

� �

2 2
1

1
1

b k i
R

a k i
�

При � � ��0

2
U

E k �  и для плотности вероятности получаем

2
1 1 1

2
2 1 1

0 2 1 2

0 2 2

�

�

� �� � � �

� �� � � � �

� � � ��� ��

� � ��	� ��

w x a kx

w x a x

где a1 представляет собой амплитуду падающей волны (полага)
ем ее вещественной).

3.3. Решение уравнения Шредингера в области x � 0 имеет вид

� = bexp(–�x),

где 
�

� �
�

02m U E� �
 (см. предыдущую задачу). Тогда плотность

вероятности будет пропорциональна exp(–2�x). Откуда находим

эфф
1

2
�

�
�x  Для электрона xэфф = 0,1 нм.

3.4. Представим решения уравнения Шредингера в виде

� � � � � �

�
� � � � � �

�

�

1 1 1

0
2 2

20

2
0

mEx a ikx b ikx k

m E U
x a i x

� � ���� � ���� �� �

� �
� � ���� �� �

где a1 представляет собой амплитуду падающей волны (полага)
ем ее вещественной). Из условия непрерывности � и �� в точке

x = 0 получим ��
�

��1 1
k

b a
k
� �

�  Тогда для коэффициентов отраже)

ния R и прозрачности D находим

�� �
� � � � �

�� ��

2 2
1

2 2
1

4
1

b k k
R D R

a k k
� �

� �
� � � �
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3.5.
�

� � � �

2 2
1 2

1 2 1
16 1 3 4 160 0

9 9
a kx

w x w x a
� � ��� �

� � � � � �

где a1 представляет собой амплитуду падающей волны (полага)

ем ее вещественной), �

�

08 3mU
k

�
�

3.6. � �� � �� �

2
0

0 0
0

При 1 4 при
4
UEE U R E U R

U E
� �

3.7. Представим решения уравнения Шредингера для трех
областей в виде

� � � � � �

�
� � � � � � � � � �

� � �

�

�

1 1 1

0
2 2 2

3 3

20

2
0

mEx a ikx b ikx k

m E U
x l a i x b i x

x l a ikx

� � ���� � ���� �� �

� �
� � ���� � ���� �� �

� � ���� ��

Из условия непрерывности � и �� на границах ямы находим

� �
�

�� � � � �� �
3

2 2
1

4a k ikl
a k i l k i l

���� �
�

� � ���� � � � ���� �

Тогда коэффициент прозрачности будет равен

�

�

� ��� ���� � � � � �� �� � �� 	 
	 


112 2 22 2 2
3 02

2 2
1 0

1 1
44
U la k

D l
a E E Uk

���� �
��� �

� �

Для электрона имеем D � 0,95.
3.8. Воспользуемся решением предыдущей задачи. Из усло)

вия D = 1 следует, что sin(�l) = 0. Отсюда

�
� � � � �

�2 2 2

02
или

2
� �

nl n E U
ml

где n — целые числа, при которых E > 0. Соотношение �l = n�

можно интерпретировать как 
�

�
2

nl �  где � — дебройлевская дли)

на волны частицы внутри ямы. Для электрона Emin = 14 эВ.

3.9. �

�
� � �

�

� 10

0

1 7 10 м
2 2

R
m E U

� �
� �
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3.10. Максимум отражения будет наблюдаться, очевидно,
при минимуме коэффициента прозрачности D, т. е. при

�
� � � �

�

02
1

m E U
l

� �
���� � �

(см. решение задачи 3.7). Отсюда легко получить

� � � �
� � �

�

�

0

2 1 2 1
0 1 2

48

n n
l n

m E U

� � � �
� � � �����

� �

где � — дебройлевская длина волны частицы внутри ямы.
3.11. Решение аналогично приведенному в задаче 3.7:

�

�� ��
� � � �� ��	 
 �

12 2
00

0

2
1 где

4
m E UU l

D
E E U

� ����
� �

� �

При E � U0 коэффициент прозрачности равен 
�

� �
� �� �
� ��

12
0

2
1

2
ml U

D �

Значения энергии, при которых частица будет беспрепятствен-
но проходить через такой барьер, равны

�
� � �

�2 2
2

02
1 2 3

2
E n U n

ml
� � � ����

3.12. Представим решения уравнения Шредингера для трех
областей в виде

� � � � � �

� �
� � � � � � �� � �

� � �

�

�

1 1 1

0
2 2 2

3 3

20

2
0

mEx a ikx b ikx k

m E U
x l a x b x

x l a ikx

� � ���� � ���� �� �

� �
� � ���� � ���� �� �

� � ���� ��

Из условия непрерывности � и �� на границах ямы находим

� �
�

� � � � � � ��
3

2 2
1

4a ik ikl
a k i l k i l

���� �
�

� � ���� � � � ���� �

Тогда коэффициент прозрачности будет равен

�

�� � � ��� ���� � � � � �� 	
 � 
 �� �
 � 
 �� �

1 122 2 22 2
3 02

1 0
1 1

2 4
U sh la k

D sh l
a k E U E

�
� �

где � � ��
� �

2
l l

sh l
���� � ���� �

�  При �l� 1выражение для D упро-

щается:
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� ��� � �� � � � � �� �� � 	 
�� 	 
 �

2 2
0

2 2 2
0 0

2 216
2 16 1

l m U Ek E ED l
U Uk

� �
���� � ��� �

� �

Множитель перед экспонентой имеет величину порядка едини)
цы, поэтому можно считать, что

� ��
� �� �

� ��

02 2l m U E
D

� �
��� �

3.13. Внутри барьера � = aexp(�x) + bexp(–�x), где

�
� �

�

02m U E� �
�

Тогда отношение плотностей вероятностей будет равно

0 0 0 1 1 2
2 2

� � �

� � �

� � � � � �
� �
� � � � � � � �

� � � � � � � � �� � ����� �
�

� � � � � � � � ���� ��� � ���� ��

w a b a b l
w l l l a b l a b l

Из условия непрерывности � и �� в точке x = l получаем

�
� � �

�

1 2
1

a i l
b i

���� ��

Подставляя это в предыдущее выражение, находим

� � � �
�

0 2 2
2

w l l
w l
� � ����� � ���� ��

�
� �

3.14. Очевидно, что для беспрепятственного прохождения
через барьер полная энергия частицы E должна быть больше вы)
соты барьера U0. Ширина барьера (ямы) должна удовлетворять

условию � �
� �

3
2 2

l � � �����  где 
�

� �
�

�

0

2
2m E U� �

— длина волны де

Бройля частицы в области барьера (ямы). Откуда находим

�
� �

�2 2 2

0 22
nE U

ml
�

Отсюда видно, что энергия частицы должна совпадать с одним
из собственных значений энергии в бесконечно глубокой яме,
дно которой расположено на высоте барьера. Энергия электро)
на должна быть равна En = (5 + 37,62n2) эВ.

3.15.
� �� �

� � �� �	 

� �
 ��

3
2

0
0

4 2
3
l mD U E

U
��� � � �

3.16.
� ��� � �� �
� 	�

0
0

2l mD U E
U

��� � � �
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ПОТЕНЦИАЛЬНЫЕ ЯМЫ

3.17. � ��
� �

1
2

n xx
ll

� � ���
�

 для нечетных значений n = 1, 3,

5, ... и � ��
� �

1
2

n xx
ll

� � ���
�  для четных значений n = 2, 4, 6, ...,

�
�
�2 2

2
22

E n
ml

— в обоих случаях.

3.18. Как показано в задаче (3.17), уровни энергии части�
цы, находящейся в одномерной потенциальной яме шириной l,
квантованы:

�
�
�2 2

2
22nE n

ml
�

При переходе частицы из состояния n + 1 в состояние n излуча�
ется квант энергии (фотон) с частотой

�

�

� �
� � � �

�

�

2
1

1 2
2 1

2
n n

n n
E E

n
ml�

� ��

Классическая частица колеблется в яме с частотой кл
2�

� � �

T
 где

T — период колебаний, �

2lT
v

�  где v — скорость частицы при

движении от стенки к стенке, определяемая ее энергией. Для
сравнения примем значение энергии, равное En. Тогда

�
� �

�2 nE nv
m ml

�

И для частоты излучения �кл получаем

� �
� � �

�2

кл 2
v n
l ml

�

Сравним �n+1, n с �кл:

�
�

� � � ��

�

1

кл

11 1 при
2

n n n
n

�

�

Таким образом, классический случай получается предельным
переходом из квантовомеханического решения задачи.

3.19. � ��
�

�

2
2 2 3

2 2
aE

m
�      3.20. а) �

�2 2

2
kE
m

�    б)
� �

�
�2 2 2

2

1
2

N
E

ml
� �

�

3.21. а)
�

�
�

�2 2

2
5
2

m
l E

�    б)
��

� �
��

1
3

2 1
n �

� �
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3.22. Из выражения для энергии частицы, находящейся в

бесконечно глубокой потенциальной яме 
�

�
�2 2

2
22nE n

ml
�  следует

�

2dE dn
E n

�  Отсюда

�

�� 2
l mdN dE

E
�

3.23. а) �
�

�2 2

3
F

ml
�    б)

� � �
�

�2 2 2

2

( 1)
.

2
A

ml

3.24. � � � �

� � � �

�

�

2 2 2

2 2 3

1 2 1 12

1 2 1 6

E N N N ml

F N N N ml
��� � �� �� �

� �� �� �

3.25. �
� � � �

�
�

2 3
2

3

2 1 3 0 61
3 2

l

l

xw dx
l l

�

�

��� � �

3.26.
�

� �
� 22
8

m

m

P
l E

P m
� �

� �

3.27. Уравнение Шредингера внутри ямы имеет вид

�� ��� �� � � �2 0x y k �

где �

�

2mEk �

Будем искать его решение в виде �(x, y) = Asin(k1x)sin(k2y), так
как при x = 0, y = 0 волновая функция должна обращаться в
нуль. Возможные значения k1, k2 найдем из граничных условий

�
� � � � �

�
� � � � �

1
1 1

2
2 2

0 1 2 3

0 1 2 3

n
a y k n

a
n

x b k n
b

� � � � � � �����

� � � � � � ����

После подстановки �(x, y) в уравнение Шредингера получаем

� �
2 2 2

1 2k k k �  И для энергии находим

� �� ��� �� �
� 	

�
2 22 2
1 2
2 22

n n
E

m a b
�

Постоянную A находим из условия нормировки. В итоге

� � � �� �
� �

1 24 n x n y
x y

ab a b
� � � ��� ��� �
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3.28. Воспользовавшись решением задачи 3.27, получаем

� �
� � �� �

�� 	

2
1 3 0 038
3 4

w � �

3.29. Воспользовавшись решением задачи 3.27 при a = b = l,
получаем

�
� �

�2 2
2 2
1 222

E n n
ml

� ��

Таким образом, задача об определении энергии сводится к под�
бору таких наименьших значений n1 и n2 � 0, при которых ком�
бинация целых чисел �

2 2
1 2n n  имеет четыре наименьших значе�

ния. Откуда находим, что E = 2, 5, 8, 10 единиц величины 
� �2 2

22ml
�

3.30.
�

�
�2 2

4
mP

E
m

�

3.31. После подстановки в уравнение Шредингера получим

��� � � � �
�

2 20 mEk k� �

Решение этого уравнения ищем в виде � = Asin(kr + �). Из тре�
бования конечности волновой функции при r = 0 следует � = 0.

Таким образом � �
Ar kr
r

� � ��� �  Из граничного условия �(r0) = 0

получаем kr0 = n�, n = 1, 2, 3, ... Коэффициент A можно найти

из условия нормировки 
�

� � �� 2 2

0

4 1r r dr� � �  Тогда

�
� � � � � �

�

�2 2 2

02
0 0

1 где 1 2 3
2 2

n krE r kr n n
rmr r

���
� � � � � � � ����

3.32. Воспользуемся решением задачи 3.31. Из условия

�
�

2 2
0

d r
dr

� �  находим 
�

� � � � � ��
0 2

0 2 2
вер

0

14
2 2 2

r
r

r w r r dr
k

�

� � � �

3.33. � �

� �

� � � � � � � � � �
�

�
�� � � � � � � � � � � �

�
0 2

0 02 2 2
2 2

0

2 2
2 2 2 2

0

34 1
2 3 2

61

12

r
rr

r r r r dr r
n

nr r r r r

� � � �

� � �
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3.34. Решения уравнения Шредингера для функции �(r) вы#
глядят следующим образом:

� � � �� �

�
� � � � � �� � �

�

�

1 0

2 0

2

2

mEr r A kr k

m U E
r r B r C r

� � ���� �� �

� �
� � ��	� � ��	� �� 


Из требования ограниченности волновой функции во всем про#
странстве следует, что � = 0, B = 0. Таким образом,

��
� � � � � �1 0 2 0

rkrr r A r r C
r r

���� ����
� � 	 � � 


В силу непрерывности самих волновых функций и их производ#

ных в точке r = r0 получаем � �
�

0tg kkr �  или � �
�2

0 02
02

kr kr
mr U

��� �

где �

�

2mEk �  Единственный уровень энергии появится при ус#

ловии 
� �

� �
� �2 2 2 2

2
00

9
8 8

r U
m m

�

3.35. Каждому значению пары целых чисел (n1, n2), входя#

щих в выражение для энергии 
�

� �
�2 2

2 2
1 222

E n n
ml

� �  (см. решение за#

дачи 2.29) и определяющих соответственно волновую функцию
частицы, соответствует одно состояние. Число состояний в ин#

тервале (dn1, dn2) равно � � 1 2dN dn dn �  где интеграл берется по

всем состояниям вблизи значений (n1, n2), соответствующим фик#
сированному значению энергии E. Имея в виду соотношение

� � �

�

2 2 2
1 2 2

2mEk k k �  удобно отображать состояния в пространстве

чисел k1 и k2. С этой целью построим в
k#пространстве окружность радиусом k с
центром в начале координат (рис. Пр#3).
Тогда число состояний, соответствую#
щих значениям энергии в интервале от E
до E + dE, будет равно числу состояний
между окружностями радиусами k и k +
+ dk в первой четверти (отрицательные
значения k не дают новых состояний):

Рис. Пр�3
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�
� � �

� �
� �

2 2

1 2 1 22 2
2

4
l l kdkdN dn dn dk dk �

После дифференцирования соотношения � � �

�

2 2 2
1 2 2

2mEk k k �  по�

лучаем
�

��

2

22
l mdN dE�

3.36. Решение абсолютно аналогично решению задачи 3.27:

� ��� � �� �
� 	

�
22 22 2
31 2

2 2 22
nn n

E
m a b c

�

где n1, n2, n3 — целые числа, не равные нулю.

3.37. а) �
� � �

�2 2
2 2 2
1 2 322

E n n n
ml

� ��  где n1, n2, n3 — целые числа,

не равные нулю. �
� �

�2 2

34 2
E

ml
�

б) для шестого уровня комбинация чисел � � �
2 2 2
1 2 3 14n n n  и

�
�

�2 2

2
7E
ml

�  кратность вырождения этого уровня равна числу пе�

рестановок чисел 1, 2 и 3, т. е. шести.

3.38. �

� �

3 2

2 32
abcmdN EdE

�

�  Вывод аналогичен приведенному

в решении задачи 3.35.
3.39. Воспользуемся решением, приведенным в разделе

«Квантовая частица в яме конечной глубины» с тем отличием,
что для выполнения условия �(0) = 0 необходимо брать только
нечетные решения. Для решений с нечетной волновой функци�
ей необходимо выполнение условия

�l = –klctgkl,

где � � � �

� �

2 2
02 2

2 2m mU E E k� � � �

Уравнение �l = –klctgkl нетрудно привести к виду

� �
�2

2
02

kl kl
ml U

��� �

Изобразим графически левую и правую части этого уравнения
(см. рис. Пр�4). Тогда координаты точек пересечения прямых с
синусоидой будут определять собственные значения энергии
(в силу условия ctgkl < 0 необходимо брать значения синуса
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в четных четвертях окружности).
Видно, что корни уравнения (т. е.
связанные состояния) существу&
ют не всегда!
n&й уровень появляется при усло&

вии 
� �

�
2 1

2
n

kl
� �

�  откуда

� �
�

�2 2 2
2

0
2 1

8
n

l U
m

� �
�

3.40. Из уравнения � �
�2

2
02

kl kl
ml U

��� �  приведенного в пре&

дыдущей задаче, следует, что при �

0

2
U

E  значения синуса удов&

летворяют условию 
� � �� � �� �
� 	� �

0 01 3
42

l mU l mU
���  (другие зна&

чения отбрасываем, так как уровень единственный). Откуда

� � �2 2 2
0 9 16l U m� � �  Произведение l2U0 иногда называют «мощ&

ностью» ямы. Из условия 
�

�
1 0

d
dx

�  где �1 � sinkx, находим наи&

более вероятное положение частицы: 
�

� �вер
2

2 3
lx

k
�

3.43. Воспользуемся решением, рассмотренным в разделе
«Квантовая частица в яме конечной глубины» и приведенным в
соответствии с обозначениями рис. 3.22.

Для четных решений должно быть выполнено условие
ktgka = �, где

�
� � �

� �

0
2 2

22 и
m U EmEk

� �
�

Условие ktgka = � нетрудно привести к виду

� � �
� �2 2

2 2
2 2

0 02 2
ka ka ka ka

mU a mU a
��� � � ���� � �

При этом (так как tgka > 0) необходимо учитывать те области,
где sinka > 0 и coska > 0.

Для нечетных решений получаем �

�2

2
02

ka ka
mU a

���� �  и так

как ctgka < 0, необходимо учитывать те области, где sinka и

Рис. Пр�4
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coska имеют разные знаки. Графическое решение полученных
уравнений изображено на рис. Пр"5.

Видно, что в зависимости от величины U0 (при данном a) или
в зависимости от величины a (при данном U0) в случае четных
волновых функций всегда есть хотя бы одно решение. Это будет
при выполнении условия

�
� �

�

� �2 2 2
2

02
0

1 или
2 82

U a
mmU a

�
�

3.44. �
�

�2 2

1 218
E

ma
�

3.45. � �
� � � �

� �2 2 2 2

0 2 2
2 16 6 эВ 12 45 эВ
9 6iU E

ma ma
� � � �

3.46. �
� � � �

�2 2
0

0 2
16 11 2 эВ 2 8 эВ

427 i
U

U E
ma

� � � �

3.47. Задача сводится к решению трансцендентного уравне"

ния �

�2

2
02

ka ka
mU a

���� � �  где 
�

�

�

02
2

2m U E
k

� �
�  Графическое ре"

шение данного уравнения приведено на рис. Пр"6. Минимальная
«мощность» ямы U0a2, при которой появляется первый уровень,

Рис. Пр�5

Рис. Пр�6
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равна �
�

�2 2
2

0 8
U a

m
�  При этом энергия уровня � ���

2
ka  равна

нулю, т. е. уровень находится на «потолке» ямы. При увеличе*
нии U0 уровень опускается в яму. Следующий уровень появит*

ся при � � �
2tg
3

 и т. д.

3.48. �

� � � � �

�

7 1
2

21 64 эВ где 6 22 10 смE mEU k
kd

� � � �
���

� �

�
� � � � � � � � �

�

5 7 12
18 3 5 10 где 1 9 10 см

m U E
D d

� �
���� � � � � �

� �

� � � � � � �
11 15 122 1 6 10 с где 1 22 10 с

2
E m

n
nD d

���
� � � — частота

ударов о стенки ямы.

3.49. �

�
� � �

� 10

0

3 1 10 м
8

a
mU

�  (см. решение задачи 3.47);

�

� � � �
111 1 2 10 с

nD
� �

где D � exp(–598�a) = 8,4�10–5, �

2
2
E m

n
a
�

— частота ударов о

стенки ямы, �

�
� � � �

�

5 12
5 08 10 см

m E U� �
� �

3.50. Ширина зоны � � �
�

� 0 91 эВE � �  где � � 1
nD

— время

туннелирования, � � �

� � �

�

3 25
0

2 2D mU d e �

��� — проницаемость

барьера, �

� � �

16 11 15 10 сvn
a

� — частота ударов о стенки ямы,

�
�

�v
ma — скорость электрона.

3.51. �
� � �

�

�2 2

0 2
42 МэВ

8
U E

a
�  где � — приведенная масса в

случае задачи двух тел (нейтрон и протон в дейтроне) и равная
приближенно половине массы протона.
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ГАРМОНИЧЕСКИЙ ОСЦИЛЛЯТОР.
АТОМ ВОДОРОДА

4.1. а) �
�
�

2
E �    б) �

�
�3
2

E �    4.2. � �� � ��
1
2nE n �

4.3.
� � �� � � � � �� � � �� � � � � �
� � �� 	 � 	 � 	

1 1 1
2 2 2

0 1 2
2

2
A A A� � �

4.4. �

�
вер

1x �    4.5. � � �
�

1 2
5 2

0x x
�

� �

4.6. � � � �
� � �

ср. кв.
1 2

2
x x� � � �    4.7. а) �

�
0

1x �

б) введем переменную � = �x, тогда

�

�

�� �

� �

�� �

�

�

2

1

2

0

0 049

d

w

d

���� �

� �

���� �

4.8. Уравнение Шредингера для заданной конфигурации
поля в области x > 0 такое же, как и для линейного осциллято"
ра. Поэтому его решения будут такими же, как и для осцилля"
тора при нечетных значениях n, так как �(0) = 0. Это же отно"
сится и к собственным значениям энергии, которые можно пред"

ставить в виде � �� � ���
32
2

E �  где � = 0, 1 ,2, ... Видно, что при

одном и том же значении частоты энергия основного состояния
данного осциллятора превышает энергию основного состояния
линейного осциллятора в три раза.

4.9. Воспользуемся методом разделения переменных, т. е.
будем искать решение в виде �(x, y, z) = X(x)Y(y)Z(z). После под"
становки в уравнение Шредингера получим для каждой функ"
ции X, Y, Z уравнения типа

� �
�� � � �� �

	 
�

2

2
2 0

2
x

x
k xmX E X �

где сумма Ex + Ey + Ez должна быть равна полной энергии E. Эти
уравнения совпадают с уравнениями для одномерного осцилля"
тора, для которого известны собственные функции �� и собст"
венные значения энергии. Поэтому можем записать:
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���� = ��(x)��(y)��(z),

где �, �, � — некоторые целые числа. Выражение для энергии

приобретает вид � �� � ��
3
2nE n �  где n = � + � + �. Число различ/

ных комбинаций чисел �, �, �, сумма которых равна n, дает крат/
ность вырождения n/го уровня. Для определения этого числа
комбинаций найдем сначала число возможных троек чисел �,
�, � при фиксированном значении �. Оно равно числу возмож/
ных значений � (или �), т. е. равно n – � + 1 (� может меняться
от 0 до n – �). Тогда полное число комбинаций из �, �, � при за/
данном значении n (т. е. кратность вырождения) будет равно

��

� �
� ��� ��

0

1 2
1

2

n n n
N n

� �� �
� � �

4.10. � � � � � � � ��

�

� �

�

2 2 2 4

0 02 2 23
00

1 1где
42 2

k meA r E k
kme mrr

� � � �

4.11. � �

�

2 4

28
k meE  (уровень энергии с главным квантовым

числом n = 2), где �

��0

1
4

k �

4.12.
2

0
вер 0 2

4��
� �

�
�r r

me
 вероятность нахождения электрона в

области r < rвер равна � �

2
51 0 323
e

� �

4.13.
2 2

0 0 02 2 2 2 2
00 2

33 4
3 где

2 4
��

� � � � � � � � � � � ��� � � �
�

� � � � � �
rr

r r r r r r r
me

4.14.
� �

�
вер

3
2

r
r

�    4.15. � �

4
13 0 238P
e

� �

4.16. � � � � � � � � ��
2 2

02
00

2 где 4� � �

ke keF U k
rr

4.17. rвер = 4r0, �r� = 5r0.

4.18. Введем понятие объемной плотности заряда � = –e�2.
Тогда для потенциала можно записать

�
� � � � �� 2

0
0

4
k ker dr
r r

�  где � ��04 �k
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КВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ
СВОБОДНЫХ ЭЛЕКТРОНОВ В МЕТАЛЛЕ

5.1. Среднюю энергию одного электрона можно найти как
отношение полной энергии всех электронов проводимости, ко�

торая равна �
0

0

� �

� � �
FE

Eg E dE  к полному числу электронов, равно�

му �
0

0

� �

� � �
FE

g E dE  После вычисления интегралов получаем

 � � �
3 0

5
FE

E
� �

�

5.2.
�

� �� ��
� �� 	
 �� 
� � ��

1
22

2 3

2
1Fp m Ep dp

dn p
kT

�
� � ���

при T � 0 К, �

� �

2

2 3

p dp
dn p� �  при T = 0 К.

5.3. �� � �
11 0 65
8

� �

5.4. T � 3�104 К.

5.5. �

�
� � � �

�

�2 2
22

2 1 3
2 1 8 10 эВ
3

E
mV n �

� �
� �

5.6. � � � � � � � � �6 6
вер

2 0 3
1 6 10 м/с 1 2 10 м/с

4
FE v

v v v
m

���

���

� �
� � � �

5.7. n(�)d� = 8��–4d�.
5.8. Давление электронного газа можно найти как интеграл

от произведения импульса, передаваемого стенке при падении
каждого электрона 2mvcos� (� — угол между нормалью к по�
верхности и скоростью) на число падающих за единицу време�
ни на единичную площадку электронов. Число падающих еже�
секундно на единичную площадку электронов со скоростями в
интервале (v, v + dv) в интервале углов (�, � + d�) с нормалью к
поверхности равно

� � �
� �

�

2
4

ddN n v dv v���
� � ��� �

После интегрирования по � от 0 до
�

2  и по скорости от 0 до

�

2 0FE
v

m���

� �
 получаем

� � � �

�

�
52

2 93
2

3 5 10 Па
15

p n
m

� � �
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5.9. Введем для удобства пространство скоростей с осями vx,
vy, vz. Число электронов, проекции скоростей которых находят*
ся в интервале dvx, dvy, dvz, пропорционально объему dvxdvydvz.
В то же время число электронов, модули скорости которых ле*
жат в интервале (v, v + dv), пропорционально объему сфериче*
ского слоя в этом же пространстве, т. е. величине 4�v2dv. Поэто*
му можно записать:

�

�

�

�

24
x y z

x y z

dv dv dv
n v dv dv dv n v dv

v dv
� � � � � � �

Кроме того, учтем, что n(v)dv = n(E)dE, �

2

2
mvE  и � 2dE mE

dv
�

Подставляя эти соотношения и выражение для концентрации
свободных электронов n(E) — формула (5.1) — в правую часть
(�), получаем требуемое соотношение.

5.10.
� �� �

� �� ��	 

�

2
22 33

0 1 50 эВ
2

A
F

e

N
E

m
� � � �

ФИЗИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА

6.1. 1) 1; 2) 2; 3) 4; 4) 2.
6.2. Элементарная ячейка — параллелепипед, в основании

которого лежит ромб со стороной � 3a b  и высотой c = 2,3b,

где �

�� �� � �� �� � �	 


1
3

104
1 4 10 м

6 9 3A

b
N

� �

�

6.3. �

�� �� � �� ��	 


1
3

102 8 10 м
2 A

b
N

� �

6.4. � �

�� �� � � � � �� ��	 


1
3

10 102 33 10 м 2 6 10 м
2A

bb d
N

� � �

6.5. Элементарная ячейка — куб со стороной 
� ��� �� � ��	 


1
3A B

A
b

N
�

Химическая формула соединения АВ.

6.6. Элементарная ячейка — куб со стороной 
� ��� �� � ��	 


1
3A B

A
b

N
�

Химическая формула соединения AB3.
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6.7. 1) 1,44 � 108; 2) 2,1 � 1028; 3) 4,54 � 1028.
6.8. 1) 0,404 нм; 0,286 нм; 2) 0,316 нм; 0,274 нм.
6.9. 0,521 нм; 0,320 нм.

6.12. 1)
2 3

b bb� � �

2) 2 2 12
b b b
� � �

3) 2 8 3
b b b
� � �

6.13.
�� �� � � �� ��	 


1
3

2 2 24
1 0

A
I m n p

N
�  и 0,8 нм соответственно,

где m, n, p — миллеровские индексы прямой.

6.14. �100 110 111 1 2 3 простаяI I I� � � � � ��

�100 110 111
31 2 объемно�центрированная
4

I I I� � � � � ��

�100 110 111
11 3 гранецентрированная
2

I I I� � � � � ��

6.15. Предположим, что ребро элементарной ячейки b = nd1,
где n — целое число. Нетрудно установить, что при n = 1 на ячей�
ку будет приходиться 1/4 атома, что невозможно; при n = 2 —
два атома. Так как кристалл кубический и обладает осями сим�
метрии четвертого порядка, то второй атом может находиться
лишь в центре ячейки. Если это так, то d2 должно равняться

1 2d �  что и наблюдается. Следовательно, решетка кубическая
объемно�центрированная.

6.16.
�

� �
� �2
8 575 пм

3 1
cb

R Z
�

� � ���

6.17. 119 пм; 58�.

6.18.

���������	�� 
���
� 
���
� 
���
�

��������	��
����
������ ����
���� �� ����
����

�����	��
����
������ ����
���� ����
���� ��

�
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6.19. Первое дифракционное кольцо соответствует отраже$

нию от системы плоскостей (111) в первом порядке � ��� �
� �

111
3

bd �

постоянная решетки равна

�
� �

2 3 0 41 нмLb
D

� �

где �
� �

�

�

2

2

2

c

E E mc
�

� �
 c — скорость света в вакууме.

6.20. � �� �
� �� ��� �

�� �� �� �
	 
	 


�� �
� ��� � 	 
� � �

	 
 � ��� �
�� �
 �

	 
� �

� �

�

�

�

�

Б

2
Б

2
Б

Б

3
2

1

3

1

С

E E

E

E

E

E

U N

k T

k T
Nk

k T

k T

�

���

���

�

���

При высоких и низких температурах теплоемкость равна, соот$
ветственно

�� �
� ��� � � �

� �
� � � 	�� �


� �� �
� �
 �

�

�

�

2
Б

Б Б 2
Б

Б

3 и 3

1

E

E

E

k T
Nk Nk

k T

k T

���

�

���

6.21. 1) � �

�
k

Ld dk�    2)
�

� �
�

Б

Nc
k L

�

3) имея в виду, что 
� �

� �� � ��U d �  где ���� — средняя энергия

квантового гармонического осциллятора с частотой �,

� ��
� � �

�

Ld d
c

— число продольных колебаний в интервале (�, � + d�), полу$
чаем

�� �
� �� ��

� �� �	 

�

2

2
0

1
4 1

T

x
T xdxU R

e

�

�

Для определения теплоемкости, равной 
�

�

U
T

�  необходимо про$

дифференцировать интеграл по параметру T. В результате на$
ходим



ОТВЕТЫ 335

�

�

� ��
� �� �
� �� � �� 	

�
0

2
1 1

T

x T

TT xdxC R
e e

�

�

�
�

При больших температурах C = R, при малых �
�

�

2 3 RT
C

� � �
�

Значение интеграла при различных
�

T дано в приложении 2.

6.22. 1) � �

�2k
Sd kdk�     2) � � �

� 2
0

Б
4 c n

k
�

3) имея в виду, что 
� �

� �� � ��2U d �  где ���� — средняя энер$

гия квантового гармонического осциллятора с частотой �,

� ��
� � �

�
22

Sd d
c

— число нормальных колебаний одной поляризации в интерва$
ле (�, � + d�), получаем

�

�

�

� �
� �� � �
� �� �	 


� ��� � �� � �
� �� � � �	 


�

�

3 2

3
0

2 2

2
0

14
6 1

4 3
1 1

T

x

T

x T

T x dxU R
e

TU T x dxC R
T e e

�

�

�

�

�
�

При больших температурах C = 2R, при малых �
�

2

2
28 9RTC �

�

Значение интеграла при различных �

T
 дано в приложении 2.

6.23. 1) � �

�

2
22k

Vd k dk�    2) � � �
�

1
2 3 3

0
Б

6 c n
k

� � �

3) имея в виду, что � �
� �� � ��3U d �  где ���� — средняя энер$

гия квантового гармонического осциллятора с частотой �,

�
� � �

�
2 32

Vd d
c

— число нормальных колебаний одной поляризации в интерва$
ле (�, � + d�), получаем

�

�

�

� �
� �� � �
� �� �	 


� ��
� �� �
� �� � �	 


�

�

4 3

4
0

3 3

3
0

19
8 1

9 4
1 1

T

x

T

x T

T x dxU R
e

TT x dxC R
e e

�

�

�

�

�
�
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При больших температурах C = 3R, при малых

� � �4 3 312 5C RT� � � � �

Значение интеграла при различных
�

T  дано в приложении 2.

6.24. 1)
� � �

� �

�� �� � � � � � �	 
� �� �� �

�
2 2 2 2

Б

1 1 8
2
S Nd d

kc c S c c
� �

� �

2) � � �
� �

�� �� � � � � � �	 
� �� �� �

� 2
2

2 3 3 3 3
Б

2 1 18
2 2

� �
� �

V Nd d
kc c S c c

6.25. 470 К (см. формулу для � из ответа к предыдущей за<
даче).

6.26.
�

� �
��

Б 3 1 км/с
bk

c � �

6.27. 1) 1,8; 2) 4,23 кДж/моль.

6.28. � �
� �� � � � �� �
� �� �	 


� �
� � � � �� �

� ���	 


�

�

2
3

2
0

1
3

0

1 29 20 7 Дж/(моль К)
2 2 1 1

19 4 23 8 Дж/(моль К)
11

x

x

x dxC R
e e

x dxC R
ee

� �

� � � �

Меньше на 4,6%. Значение интеграла дано в приложении 2.
6.29. Нетрудно убедиться, что в этой области температур

теплоемкость С � T3, поэтому можно воспользоваться форму<
лой для теплоемкости при низких температурах. � = 210 К;
E0 = 1,96 кДж/моль.

6.30. 1) � = 2,2�102 К; 2) C = 13 Дж/(моль�К);
3) �макс = 4,1�1013 c–1.

6.31. � �

�
� � �� � � � � � �

�
� �2 19

макс Б макс макс3 2 10 эВ 4 1 10 г см/сk p k
b

� � � �

где b — среднее расстояние между атомами, определенное через

плотность и массу атомов � � 0
3

m
b

�

6.32. 2) Из условия �0dn
dk

 получаем уравнение ex(2 – x) = 2,

где �

�

Б

kcx
k T

�  Корень данного уравнения можно найти графиче<

ски или подбором: x0 � 1,6. Отсюда ��вер = 0,8kБ�.
3) При T = 0,625 �.
4) Соответственно n � T и n � T3.
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6.33. 1) в соответствии с распределением Больцмана при теп�
ловом равновесии отношение числа атомов N2 на верхнем уров�
не к числу атомов N1 на нижнем уровне равно

�� �� � � �� � �� �	 
 � � �
	 


2
2

1 Б

Б
1

N E NN
N k T E

k T

��� �

���

где N = N1 + N2 — полное число атомов. Внутренняя энергия
системы равна E = N2�E, откуда

2
Б

Б 2
Б

Б
1

�� �
� �

� � � �� �	 	 � �� � � 
 ��� �� � �
 �� �� �

���

�

���

i

E
k TE EC Nk

T k T E
k T

2) обозначим �
�

Бk T
x

E
�

 Из условия � �
�

0
Сi

x
 получаем уравне�

ние � � �

1

1 2 1 2xx e x� � �  Его корень находим подбором или графи�

чески: x0 � 0,42;

3)
�

� � �

�

макс 3
4

реш

0 44 2 10
2 34 10

iC
C

�

�

�

6.34. �V = 3,85�10–5 К–1.     6.36. a = x0E.

ПРОВОДИМОСТЬ ПОЛУПРОВОДНИКОВ

8.1. Примем за начало отсчета энергии потолок валентной
зоны. Тогда уровень, соответствующий дну зоны проводимости,
будет равен �E. Пренебрегая единицей в знаменателе выраже�
ния (5.1), получаем для концентрации свободных электронов:

� �
�

�

��� �
� � � �� 	
� �

3
2

2
2

2
F

n

E

E EmkTn n E dE
kT

� � ��� �

Так как полная вероятность заполнения какого�либо уров�
ня электроном или дыркой равна единице, то функция распре�

деления для дырок будет равна 
�� �

� � � � �� �
1 F

p n
E E

f f
kT

��� �

Тогда концентрация дырок будет равна

��

� �
0

p p pn f g dE�  где � � �

� �

3

2 3
2

p n
mg dE g dE EdE�

И для концентрации дырок получаем

� � � �� �

��

3
2

2
2

2
F

p
EmkTn
kT

��� �
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Так как в чистом полупроводнике концентрации электронов и
дырок равны, то

�
�� � � � �

2
�F F F

EE E E E

т. е. уровень Ферми находится посередине запрещенной зоны.
Физически это означает, что в силу электронейтральности об/
разца вероятности возбуждения электронов в зону проводимо/
сти и дырок в валентную зону с уровня Ферми должны быть
одинаковыми. Следовательно

� � � ��
� � �

��

3
2

2
2

22n p
mkT En n

kT
��� �

где �E — ширина запрещенной зоны.
8.2. а) Примем за начало отсчета энергии потолок валент/

ной зоны. Тогда для концентрации электронов проводимости
находим

� �
�

�

��� �
� � � �� 	
� �

3
2

2
2

2
F

n

E

E EmkTn n E dE
kT

� � ��� �

В то же время концентрация электронов связана с концентра/
цией донорных атомов соотношением

� �� � � �0 01 0 F
n

E
n n f n

kT
� � �� ��� �

Перемножив последние два выражения, находим

� � � ��
� �

��

3
22

0 2
2

2n
mkT En n

kT
��� �

откуда и следует формула, приведенная в тексте задачи.
б) Сравнивая полученные выше два различных выражения

для nn, получаем

� �
� �

� � �� �
�� �	 
�

3
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2
0

2
2 2 2F
E kT mkTE

n
�� �

8.3. 1
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1 0 047 К
2

�
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� �

�
� �

d E c
dT kT kT

 Здесь учтено, что

� ��
� �

2
E

kT
��� �  �E — ширина запрещенной зоны.

8.4. � � �
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2
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8.5.
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КОНТАКТНЫЕ
И ТЕРМОЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЯВЛЕНИЯ

8.7. Взяв ось X перпендикулярно границе раздела металлов,
запишем закон сохранения энергии для электронов, переходя�
щих из металла с потенциальной энергией свободных электро�
нов U1 в металл с энергией U2:

� � �

2 2
1 2

1 22 2
x xmv mv

U U �

Кроме того, должны быть выполнены условия vy1 = vy2, vz1 = vz2.
Число электронов, падающих ежесекундно на единицу пло�
щади:

dN1 = vx1n(v1)dv1, dN2 = vx2n(v2)dv2.

При динамическом равновесии dN1 = dN2. Это равенство с уче�
том соотношения �

� �

1 1 2 2x xv dv v dv �  которое следует из закона со�
хранения энергии, дает �

� �

1 2n v n v� � � ��  Учитывая выражение для
концентрации свободных электронов, полученное в задаче (5.9):

� �
�

� ��� �
� �� 	
 �� 
 �� ��

13
3 32 1

2
FE Emn v d v d v

kT
� � ��� �

находим, что E1 – EF1 = E2 – EF2. Поскольку E1 + U1 = E2 + U2,
получаем

EF1 + U1 = EF2 + U2.

Если вспомнить, что уровень Ферми отсчитывается от дна по�
тенциальной ямы, то последнее и означает, что уровни Ферми
действительно находятся на одной высоте.

8.8. Запишем условия, которым должны удовлетворять элек�
троны, вылетающие из металла:

�
� �� � � �

2 2

2 2
x x

y y z z
mv mv

U v v v v� � � (�)

здесь знаком «штрих» отмечены компоненты скорости электро�
на внутри металла, U — потенциальный барьер на границе ме�
талла, равный U = EF + A; A — работа выхода с поверхности ме�
талла. Число электронов, вылетающих ежесекундно с единицы
поверхности металла со скоростью в интервале (v, v + d3v), с уче�
том формулы, полученной в задаче (5.9), равно

� �
� � �� �

�� � �

�

�

3
3 3( ) 2( ) ,

2 1 exp[( )/ ]
x

x
F

dmdN n d
E E kT
� �

� � �

где � � � ��
3

x y zd v dv dv dv �
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Из соотношения (�) следует, что � � �
3 3

x xv d v v d v�  Учтем также, что
E� – EF = E + A. Тогда при A � kT выражение для dN можно
представить в виде

� � �� �� �
� �� 	 
�

3
32

2 x
m A EdN v d v

kT
��� �

В сферических координатах можно записать:

vx = vcos� и d3v = dvxdvydvz = vsin�d� � dv � vd�.

Тогда после интегрирования dN в сферических координатах по �

от 0 до 2� и по � от 0 до 
�

2  приходим к выражению, указанному

в условии задачи.

8.9. � �� � � � �
� �

2
2

2 3
2

2
mek AE kT j T

kT
� ��� �

МАКРОСКОПИЧЕСКОЕ
ПРОЯВЛЕНИЕ КВАНТОВЫХ ЗАКОНОВ

10.1. Поскольку переходы включены параллельно, то раз5
ности фаз на переходах будут равны, и тогда токи через пере5
ходы будут пропорциональны их критическим значениям:
J1 = 0,417 мА, J2 = 0,583 мА.

10.2.
�

�

2 c T
V V

j R��� ���
�

10.3. В соответствии с условиями задачи представим ток в
виде J = J0 + J1sin(2��t). Разность фаз на переходе будем ис5
кать в виде: � = �0 + �1, где �0 — разность фаз, создаваемая по5
стоянным током J0. Добавку �1 будем полагать малой. В этом

случае напряжение на переходе будет равно 
� �

�
�

0 1

2
d

V
dt

 (	0 —

квант магнитного потока). Представим производную 
�1d

dt
 в

виде 
�

� � �� � ��� �

1
1

1

d dJ dJ
dt dt d

�  Учитывая соотношение J = Jcsin� и по5

лагая �1 малым, нетрудно получить

� �� � �
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0 1

2 2
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2
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c

J
V t

J J
��� �

Амплитуда напряжения будет равна 0,58 нВ. Кроме того, так

как напряжение опережает ток по фазе на 
�

2
�  то переход ведет

себя как индуктивность 
�

�

� �

0

2 2
02 c

L
J J

�



П Р И Л О Ж Е Н И Е 1

ВЫВОД РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
ФЕРМИ–ДИРАКА

Будем иметь в виду идеальный газ, состоящий из фермио�
нов и находящийся в сосуде неизменного объема с адиабатиче�
скими стенками [4] (к фермионам относятся электроны, прото�
ны, нейтроны и все частицы с полуцелым спином). Для харак�
теристики макросостояния такого газа разделим все квантовые
состояния частиц на узкие энергетические слои. Каждый слой
состоит из квантовых состояний с одинаковыми или очень близ�
кими значениями энергии частиц. Энергии таких состояний в
i�м слое заключены в интервале (Ei, Ei + �Ei). Число квантовых
состояний Zi в энергетическом слое должно быть очень велико.
Макросостояние газа будем определять заданием числа час�
тиц Ni в каждом энергетическом слое. В силу принципиальной
неразличимости тождественных частиц любая перестановка
частиц в слое не меняет ни микро�, ни макросостояния. Опреде�
лим теперь число микросостояний, с помощью которых может
быть осуществлено рассматриваемое макросостояние всего газа
с фиксированными числами Ni, т. е. статистический вес �i это�
го макросостояния. Аналогом этой задачи является следующая.
Имеется Zi квартир и требуется найти число способов заселить
их Ni людьми. При этом предполагается, что люди «обезличе�
ны», так что нет необходимости следить за тем, какой именно
человек поселится в той или иной квартире. И, кроме того, в
каждой квартире не может быть более одного человека (в этом
проявляется принцип запрета Паули).

Изобразим все Zi квантовых состояний клетками (рис. П1).
Заполненные состояния будем отмечать темными кружками.
Произведем теперь всевозможные пе�
рестановки между Zi элементами: Ni

темными и (Zi – Ni) незаполненными. Рис. П1

ПРИЛОЖЕНИЯ
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В результате получим всевозможные распределения темных
кружков по клеткам. Число таких перестановок будет равно Zi!.
Однако это число нужно уменьшить в Ni! раз, так как переста0
новки между заполненными клетками не приводят к новым рас0
пределениям. Кроме того, его нужно уменьшить еще в (Zi –
Ni)! раз, так как перестановки и между незаполненными клет0

ками также не приводят к новым распределениям. В результате
для числа «расселений» Ni фермионов по Zi квантовым состоя0
ниям Gi получаем

�

�

i
i

i i i

Z
G

N Z N
�

�
�� ��

Перемножив все Gi, найдем статистический вес � рассматривае0
мого макросостояния всего газа:

� �
�

� i

i i ii

Z
N Z N

�
�

�� ��

В соответствии с известной формулой Больцмана, выражаю0
щей связь энтропии системы S и ее статистического веса �

S = kln�,

найдем энтропию рассматриваемого газа фермионов

� � � � �

� � � � �

�

� const

i i i i
i

i i i
i

S k Z N Z N

k N Z N

���� �� ��� �� ���� ���	

���� �� ���� ���	 


где const зависит только от полного числа состояний и не зави0
сит от распределения частиц по этим состояниям. Так как це0
лые числа Zi и Ni очень велики, то они могут быть аппроксими0
рованы непрерывно меняющимися аргументами. При этом для
вычисления факториалов можно воспользоваться приближен0
ной формулой Стирлинга, которая для больших N дает

lnN! � N(lnN – 1).

И тогда для энтропии получаем

� � � � � �� consti i i i i i
i

S k N N Z N Z N� �� � ���� �� (1)

(при этом мы пренебрегли единицей по сравнению с ln(Zi – Ni) и
lnNi).

Найдем теперь наиболее вероятное распределение частиц по
квантовым состояниям, которому соответствует максимальное
значение энтропии. Это и будет состояние статистического рав0
новесия системы, около которого происходят малые флуктуа0
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ции. При отыскании максимума надо учесть два дополнитель�
ных условия:

� �

� �

�

�

const

const

i
i

i i
i

N N

N E E

�

� (2)

Первое из них выражает постоянство числа частиц в системе N,
второе — постоянство ее полной энергии E. Только микросостоя�
ния, удовлетворяющие эти условиям, являются допустимыми.

Для определения максимума энтропии, заданной уравнени�
ем (1), при выполнении условий (2) применим метод Лагранжа
исследования функции многих переменных на условный экстре�
мум. В соответствии с этим методом найдем дифференциал эн�
тропии. Дифференциал от первого слагаемого суммы (1) будет
равен dNilnNi (мы пренебрегли единицей по сравнению с lnN),
аналогично находим для второго слагаемого –dNiln(Zi – Ni). И то�
гда при максимуме энтропии имеем

� �
�� ��� �

� 0i
i

i ii

N
dN

Z N
��

при дополнительных условиях, которые следуют из (2):

� �� �0 0i i i
i i

dN E dN� �

Таким образом, в соответствии с методом Лагранжа находим

� ����� �� �	
 �
� 0i

i i
i ii

N
E dN

Z N
�� �

где � и � — лагранжевы множители, не зависящие от всех пере�
менных Ni. Выберем их так, чтобы коэффициенты при dN1 и
dN2 обратились в нуль. Тогда будут равны нулю и коэффициен�
ты при всех остальных dNi, так как переменные N3, N4, ... мож�
но принять за независимые. Итак, получаем

���� �
�

0i
i

i i

N
E

Z N
�� � (3)

Откуда находим

��
� �

�
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ii E

i i

N
Ae

Z N
� (4)

где A = e–� — новая постоянная, а знак среднего при Ni постав�
лен для того, чтобы подчеркнуть, что речь идет об их значениях
в наиболее вероятном состоянии.
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Для определения постоянной � заменим адиабатические
стенки сосуда на теплопроводящие. Будем теперь бесконечно
медленно (квазистатически) изменять температуру окружаю/
щей среды. Так как объем газа сохраняется неизменным, то газ
не совершает работы, а только обменивается теплотой с окру/
жающей средой. Поэтому dE = �Q = TdS. Энергии квантованных
уровней Ei в таком процессе остаются неизменными. Будет про/
исходить лишь перераспределение частиц между различными
уровнями, т. е. будут меняться лишь средние числа заполнения

�Ni�. Для изменения энергии получаем � � �� i idE E dN �  а для из/

менения энтропии, согласно формулам (1) и (3):

� �
� � � � � �

� � �
� �i

i i
i ii i

N
dS k k E dN

Z N
�� �

так как �� 0idN �  Подставляя эти значения в соотношение

dE = TdS, находим � �
1

kT
�

Найдем теперь из соотношения (4) среднее число частиц �ni�,

приходящееся на одно квантовое состояние и равное 
� �i

i

N
Z

�

� � �
��� � �	 


� �

1

1
i

i

n
E

kT

�

��� (5)

Здесь введен новый параметр �, связанный с постоянной A соот/

ношением � ��
�A

kT
��� �  Соотношение (5) и есть распределение

Ферми–Дирака.
Если �ni�� 1, то в знаменателе формулы (5) можно прене/

бречь единицей и тогда распределение Ферми–Дирака перехо/
дит в

� �� � � � �� 	

 �

const i
i

E
n

kT
��� �

т. е. в распределение Больцмана. Это означает, что распределе/
нием Больцмана можно пользоваться лишь тогда, когда малы
«числа заполнения» квантовых состояний.

Попытаемся теперь выяснить физический смысл постоян/
ной � в распределении Ферми–Дирака. Для этого будем изме/
нять число частиц N в системе, сохраняя неизменными темпе/
ратуру и объем. Поскольку объем остается неизменным, а час/
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тицы между собой не взаимодействуют, то при изменении N
энергетические уровни Ei и соответствующие им числа Zi не бу&
дут изменяться. Будут меняться только числа заполнения Ni.
Поэтому для приращения энтропии из (1) находим

� �

�

� i
i

i ii

N
dS k dN

Z N
�� �

В состоянии равновесия из соотношения (4) следует

��
�
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i i

i i

N E
Z N kT

�� �

так как � ��
�A

kT
��� �  Таким образом

��
� � � �� i

i
i

E
dS k dN

kT
�

Сумма � �� i iE dN  дает приращение внутренней энергии dU.

Кроме того, � �� �i idN d N dN�  где N — общее число частиц в

системе. В результате получаем TdS = –�dN + dU или �dN =
= dU – TdS. Так как T = const, то последнее соотношение мож&
но представить в виде

�dN = d(U – TS) = d�, (6)

где � = U – TS и называется свободной энергией системы. Ее
смысл: это функция состояния системы, убыль которой в ква&
зистатическом изотермическом процессе равна работе, произ&
веденной системой. Из (6) следует:

� ���
� �

� T VN
�

�

а это есть определение химического потенциала в термодина&
мическом смысле. Его можно найти из условия нормировки:

� � � �
��� � �	 


� �

� �
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i
i i

i

Z
Z n N

E
kT

�

��� (7)

Если принять энергию Ei самого низкого уровня за нуль, тогда
формулой (7) химический потенциал определится однозначно.
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П Р И Л О Ж Е Н И Е 2

ЗНАЧЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ
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П Р И Л О Ж Е Н И Е 3
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