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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемая книга — конспект лекций и практических
занятий по теории функций комплексной переменной, соот-
ветствующий по объему стандартной программе технического
вуза. Книга является одной из частей комплекса материалов,
разработанного на кафедре высшей математики МЭИ для про-
ведения дистанционного обучения.

По данному курсу за многие годы было создано боль-
шое число первоклассных руководств, начиная с классиче-
ских книг М.А. Лаврентьева, Б.М. Шабата, М.А. Евграфова,
И.И. Привалова, А. Г. Свешникова и других авторов. Однако
все эти книги содержат материал, во многом превосходящий
возможности лекционных курсов.

Учебное пособие состоит из двух частей: теоретической
(лекции) и практической (занятия). В лекциях данного учеб-
ного пособия сделана попытка дать по возможности компакт-
ное изложение материала, составляющего основу действую-
щих в технических университетах и институтах программ.
Традиционно большое внимание уделяется анализу основ-
ных понятий теории функций комплексной переменной: ана-
литичность в точке и области, интеграл по кривой на ком-
плексной плоскости, аналитическое продолжение, конформное
отображение. Последняя лекция посвящена методу перевала,
который широко используется в технических приложениях
и физических исследованиях. Каждая лекция заканчивается



6 Предисловие

контрольными вопросами, позволяющими проверить усвоение
теоретического материала.
Особо хочется отметить, что перед тем, как перейти к

практическому занятию, рекомендуется обязательно прорабо-
тать соответствующий теоретический материал по лекциям.
Однако следует иметь в виду, что для удобства работы над
книгой каждое практическое занятие снабжено достаточно по-
дробным перечнем необходимых понятий и формул. Это поз-
воляет оперативно находить нужную информацию и, в опре-
деленном смысле, делает раздел практических занятий авто-
номным.
После теоретической части приводятся примеры решения

задач с необходимыми комментариями методического харак-
тера. Авторы старались изложить решения как можно более
подробно. В особенности это касалось типовых примеров, уме-
ние решать которые составляет фундамент овладения всем
остальным материалом. В этой связи ряд занятий содержит
довольно большое количество несложных, но охватывающих
достаточно широкий спектр стандартных задач. Наряду с та-
кими задачами встречаются и более сложные, требующие для
своего решения размышлений. Для удобства восприятия нача-
ло решения примеров и задач отмечено знаком ⊲, а конец —
знаком ⊳. Каждое практическое занятие заканчивается зада-
чами для самостоятельного решения, снабженными ответами.
Авторы учебного пособия, читающие в течение многих лет

данный курс в Московском энергетическом институте на раз-
личных факультетах, надеются, что их опыт изложения ма-
териала будет полезен не только студентам, но и преподава-
телям, ведущим подобные занятия и в других технических
университетах.
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Лекция 1

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА,
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ КОМПЛЕКСНЫХ

ЧИСЕЛ. ФУНКЦИЯ КОМПЛЕКСНОЙ
ПЕРЕМЕННОЙ

§ 1.1. ПОНЯТИЕ КОМПЛЕКСНОГО ЧИСЛА.
ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ

Определение 1.1. Комплексными числами называются
числа вида

𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦,

где 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅, а 𝑖 — так называемая мнимая единица, 𝑖2 = −1.
𝑥 = Re 𝑧 — действительная часть;
𝑦 = Im 𝑧 — мнимая часть.

Действия с комплексными числами.

1. Равенство. Два комплексных числа равны, если равны
их действительные и мнимые части.

𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1, 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2,

𝑧1 = 𝑧2 ⇔ 𝑥1 = 𝑥2, 𝑦1 = 𝑦2.

2. Сложение и вычитание.

𝑧1 ± 𝑧2 = (𝑥1 ± 𝑥2) + 𝑖(𝑦1 ± 𝑦2).
3. Умножение. Умножение получается обыкновенным рас-

крыванием скобок с учетом 𝑖2 = −1.
𝑧1𝑧2 = (𝑥1 + 𝑖𝑦1)(𝑥2 + 𝑖𝑦2) =

= (𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2) + 𝑖(𝑥2𝑦1 + 𝑥1𝑦2),
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что удовлетворяет требованиям коммутативности, ассоциатив-
ности и дистрибутивности.
4. Деление.

𝑧1
𝑧2

=
𝑥1 + 𝑖𝑦1
𝑥2 + 𝑖𝑦2

=
(𝑥1 + 𝑖𝑦1)(𝑥2 − 𝑖𝑦2)
(𝑥2 + 𝑖𝑦2)(𝑥2 − 𝑖𝑦2) =

=
𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2
𝑥22 + 𝑦

2
2

+ 𝑖
𝑦1𝑥2 − 𝑥1𝑦2
𝑥22 + 𝑦

2
2

.

ПРИМЕР 1.1.
1

𝑖
= −𝑖.

5. Возведение в целую степень. Действия с многочле-
нами.

ПРИМЕР 1.2.

a) 𝑖𝑛 =

⎧⎨
⎩

1, 𝑛 = 4𝑘

𝑖, 𝑛 = 4𝑘 + 1

−1, 𝑛 = 4𝑘 + 2

−𝑖, 𝑛 = 4𝑘 + 3

, 𝑘 = 0, 1, 2, ... ;

б) 𝑧2 = (𝑥+ 𝑖𝑦)2 = 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑖2𝑥𝑦.
6. Комплексное сопряжение.

𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 = 𝑥− 𝑖𝑦;

Re 𝑧 =
𝑧 + 𝑧

2
, Im 𝑧 =

𝑧 − 𝑧
2𝑖

.

Некоторые свойства:

𝑧1 ± 𝑧2 = 𝑧1 ± 𝑧2; 𝑧1𝑧2 = 𝑧1𝑧2; 𝑧1/𝑧2 = 𝑧1/𝑧2; 𝑧1 = 𝑧1.

ПРИМЕР 1.3.
а) 𝑧𝑧 = (𝑥+ 𝑖𝑦)(𝑥− 𝑖𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2;
б) 𝑧2 = 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑖2𝑥𝑦;
в)
𝑧1
𝑧2

=
𝑧1𝑧2
𝑧2𝑧2

;

г) 𝑖̄ = −𝑖, 1̄ = 1.
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1.1.1. Геометрическая интерпретация комплексного
числа. Диаграмма Аргана

Рис. 1.1

𝑧 = (𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑖𝑦 ⇔ точка плоскости (𝑥, 𝑦) — взаимно
однозначное соответствие.
Комплексная плоскость: ось абсцисс Re (𝑧) — действи-

тельная ось; ось ординат Im (𝑧) — мнимая ось.

Примеры простейших множеств точек на комплексной
плоскости:

а) ∣𝑧 − 𝑧0∣=𝑎 (𝑎>0) — окружность с центром в точке 𝑧0
радиусом 𝑎;
б) ∣𝑧− 𝑧0∣ < 𝑎 (𝑎 > 0) — открытый круг с центром в точке

𝑧0 радиусом 𝑎;
в) ∣𝑧 − 𝑧0∣ > 𝑎 (𝑎 > 0) — внешность открытого круга с

центром в точке 𝑧0 радиусом 𝑎;
г) 𝑎 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝑏 (0 < 𝑎 < 𝑏) — открытое кольцо с

центром в точке 𝑧0;
д) arg(𝑧−𝑧0) = 𝜑 — луч с началом в точке 𝑧0, идущий под

углом 𝜑 к положительному направлению действительной оси;
е) 𝛼 < arg(𝑧 − 𝑧0) < 𝛽 — внутренность неограниченного

открытого сектора с вершиной в точке 𝑧0 и углом 𝛽 − 𝛼;
ж) Re 𝑧 = 𝑎 — прямая, параллельная мнимой оси, прохо-

дящая через точку (𝑎, 0);
з) Im 𝑧 = 𝑏 — прямая, параллельная действительной оси,

проходящая через точку (0, 𝑏).
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1.1.2. Тригонометрическая и показательная формы
записи комплексного числа

Полярные координаты:

(𝑥, 𝑦)⇔ (𝜌, 𝜑), где 𝑥=𝜌 cos𝜑, 𝑦=𝜌 sin𝜑.

Модуль комплексного числа:

𝜌 = (𝑥2 + 𝑦2)1/2 = ∣𝑧∣ = (
(Re 𝑧)2 + (Im 𝑧)2

)1/2
.

Аргумент комплексного числа:

tg𝜑 =
𝑦

𝑥
, 𝜑 = 𝜑0 + 2𝜋𝑘; −𝜋 < 𝜑0 ⩽ 𝜋;

Arg 𝑧 = arg 𝑧 + 2𝜋𝑘; −𝜋 < arg 𝑧 ⩽ 𝜋.

Для комплексного числа 0 = (0, 0) модуль равен 0, а аргу-
мент не определен.
Тригонометрическая форма записи комплексного числа:

𝑧 = 𝜌(cos𝜑+ 𝑖 sin𝜑) = 𝜌𝑒𝑖𝜑

— (формула Эйлера) — показательная форма записи ком-
плексного числа.

ПРИМЕР 1.4.

а) ∣𝑧∣2 = 𝑧𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑧2 не равнo ∣𝑧∣2;
б) 𝑧 = 1; ∣1∣ = 1, arg 1 = 0; 1 = 1(cos 0 + 𝑖 sin 0) = 1 ⋅ 𝑒𝑖0;
в) 𝑧 = 𝑖; ∣𝑖∣ = 1, arg 𝑖 = 𝜋/2;

𝑖 = 1(cos(𝜋/2) + 𝑖 sin(𝜋/2)) = 1 ⋅ 𝑒𝑖𝜋/2;
г) 𝑧 = −1; ∣ − 1∣ = 1, arg(−1) = 𝜋;
−1 = 1(cos𝜋 + 𝑖 sin𝜋) = 1 ⋅ 𝑒𝑖𝜋;

д) 𝑧 = −𝑖; ∣ − 𝑖∣ = 1, arg(−𝑖) = −𝜋
2
;

−𝑖 = 1
(
cos
𝜋

2
− 𝑖 sin 𝜋

2

)
=1 ⋅ 𝑒−𝜋/2;
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e) 𝑧 = 1 + 𝑖; ∣1 + 𝑖∣ =
√
2, arg(1 + 𝑖) =

𝜋

4
;

1 + 𝑖 =
√
2
(
cos
𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4

)
=
√
2𝑒𝑖𝜋/4;

ж)𝑧 = 𝑒𝑖𝜑; ∣𝑒𝑖𝜑∣ = 1, arg(𝑒𝑖𝜑) = 𝜑;

𝑒𝑖𝜑 = 1(cos𝜑+ 𝑖 sin𝜑);

з) 𝑧 = −𝑒𝑖𝜑; ∣ − 𝑒𝑖𝜑∣ = 1, arg(−𝑒𝑖𝜑) = 𝜋 + 𝜑;
−𝑒𝑖𝜑 = 1(cos(𝜋 + 𝜑) + 𝑖 sin(𝜋 + 𝜑)) = 𝑒𝑖(𝜋+𝜑).

1.1.3. Геометрическая интерпретация сложения
и умножения

Сложение двух комплексных чисел можно рассматривать
как сложение двух векторов на плоскости. При этом справед-
ливы неравенства треугольника:

∣𝑧1 + 𝑧2∣ ⩽ ∣𝑧1∣+ ∣𝑧2∣, ∣𝑧1 − 𝑧2∣ ⩾
∣∣∣∣∣𝑧1∣ − ∣𝑧2∣

∣∣∣∣,
где ∣𝑧1−𝑧2∣ — расстояние между точками 𝑧1 и 𝑧2 на комплекс-
ной плоскости.
𝜀-окрестность точки 𝑧0 : ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝜀, 0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝜀 —

выколотая (проколотая) 𝜀-окрестность точки 𝑧0.
При умножении двух комплексных чисел их модули пере-

множаются (растяжение или сжатие), а аргументы складыва-
ются (поворот на плоскости):

𝑧1 = 𝑎1 + 𝑖𝑏1 = 𝜌1𝑒
𝑖𝛼; 𝑧2 = 𝑎2 + 𝑖𝑏2 = 𝜌2𝑒

𝑖𝛽 ;

𝑧1𝑧2 = 𝜌1𝜌2𝑒
𝑖(𝛼+𝛽) ⇒ ∣𝑧1𝑧2∣ = ∣𝑧1∣∣𝑧2∣;

arg(𝑧1𝑧2) = arg 𝑧1 + arg 𝑧2.

При делении двух комплексных чисел их модули делятся
(модуль знаменателя 𝛾0 ∕= 0), а аргументы вычитаются:

𝑧1
𝑧2

=

(
𝜌1
𝜌2

)
𝑒𝑖(𝛼−𝛽) ⇒

∣∣∣∣𝑧1𝑧2
∣∣∣∣ = ∣𝑧1∣

∣𝑧2∣ ;
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arg

(
𝑧1
𝑧2

)
= arg 𝑧1 − arg 𝑧2.

Алгебраической формой записи комплексных чисел удобно
пользоваться при операциях сложения и вычитания, а пока-
зательной — при умножении, делении, возведении в целую
степень, извлечении целого корня (возведение в рациональ-
ную степень).
Возведение в целую степень:

𝑧𝑛 = [𝜌(cos𝜑+ 𝑖 sin𝜑)]𝑛 = [𝜌𝑒𝑖𝜑]𝑛 = 𝜌𝑛𝑒𝑖𝑛𝜑 =

= 𝜌𝑛(cos(𝑛𝜑) + 𝑖 sin(𝑛𝜑)).

Формула Муавра:

(cos𝜑+ 𝑖 sin𝜑)𝑛 = cos(𝑛𝜑) + 𝑖 sin(𝑛𝜑).

ПРИМЕР 1.5.

(1 + 𝑖)3 = (
√
2 𝑒𝑖𝜋/4)3 = 23/2𝑒3𝑖𝜋/4 =

= 23/2
(
cos

3𝜋

4
+ 𝑖 sin

3𝜋

4

)
= −2 + 2𝑖.

Извлечение целого корня (возведение в рациональную сте-
пень):

𝑧 = 𝜌𝑒𝑖𝜑 = 𝜌𝑒𝑖(𝜑+2𝜋𝑘), 𝑘 = 0,±1,±2, ... ;
𝑛
√
𝑧 = 𝑛

√
𝜌 𝑒𝑖(𝜌+2𝜋𝑘)/𝑛 = 𝑛

√
𝜌𝑒𝑖(𝜌/𝑛+2𝜋𝑘/𝑛).

Следовательно, корень 𝑛-й степени из комплексного числа
имеет 𝑛 различных значений, которые получаются при 𝑘 =
= 0, 1, 2, ..., 𝑛− 1.

ПРИМЕР 1.6.

4
√
1=1⋅𝑒𝑖(0+2𝜋𝑘)/4 =

= {1 (𝑘=0), 𝑖 (𝑘=1), −1 (𝑘=2), −𝑖 (𝑘=3)}.
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§ 1.2. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ИСТОКИ

О происхождении комплексных чисел удобнее всего судить
из задач общей алгебры.
Расширение поля вещественных чисел до поля комплекс-

ных чисел связано с желанием, чтобы всякий многочлен 𝑃𝑛(𝑥)
имел хотя бы один корень.
На первый взгляд возникает впечатление, что корнем объ-

явлено нечто «взятое с потолка». Однако это не так.
Рассмотрим, для примера, расширение поля действитель-

ных чисел 𝑅 присоединением к 𝑅 корня уравнения

𝑥2 + 1 = 0.

Начинать можно в самом деле «с потолка», объявив кор-
нем некоторое 𝑖, такое что 𝑖2 = −1. Но далее мы оказываемся
связанными «правилами игры». Расширение обязано быть по-
лем, включая в себя элементы

𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅.
Запись должна быть однозначной, иначе из

𝑧 = 𝑎+ 𝑖𝑏 = 𝑐+ 𝑖𝑑, 𝑏 ∕= 𝑑
следовало бы, что

𝑖 =
𝑎− 𝑐
𝑑− 𝑏 ∈ 𝑅.

Требования из определения поля приводят к свойствам,
которые характеризуются как правила обращения с комплекс-
ными числами.
Можно привести другой пример расширения. Например,

матрицы вида [
𝑎 𝑏
−𝑏 𝑎

]
образуют поле, изоморфное полю комплексных чисел 𝑎 + 𝑖𝑏.
Сохранение операций и соответствий легко проверяются:

1 ←→
[
1 0
0 1

]
𝑖 ←→

[
0 1
−1 0

]
.
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В частности,[
0 1
−1 0

]2
= −

[
1 0
0 1

]
, т. е. 𝑖2 = −1.

Если бы, кстати, вместо 𝑖 была введена сначала матрица[
0 1
−1 0

]
и стали бы рассматривать «числа»[

𝑎 𝑏
−𝑏 𝑎

]
вместо 𝑎+ 𝑖𝑏, то ничего не изменилось бы. Правда, использо-
вание матриц вместо чисел выглядело бы несколько «тяжело-
весным».

§ 1.3. CФЕРА РИМАНА

Рассмотрим единичную сферу 𝑆 (Римана), лежащую на
комплексной плоскости ℂ, касающуюся ℂ южным полюсом 𝑅.
Северный полюс сферы 𝑁 соединим с произвольной точкой
𝑧 ∈ ℂ. Соединяющий отрезок пересечет плоскость в точке 𝑧′ ∈
∈ 𝑆. Геометрически очевидно взаимно-однозначное соответ-
ствие 𝑧 ↔ 𝑧′. Исключение составляет северный полюс 𝑁 .
Однако, если ℂ пополнить «бесконечно удаленной точ-

кой ∞» — пополнение обозначают ℂ и называют расширенной
комплексной плоскостью. Соответствие 𝑧 ↔ 𝑧′ с дополнением
𝑁 ↔∞ становится полноценным.

ℂ↔ 𝑆 называют стереографической проекцией.
Разумеется, фокус пополнения плоскости «бесконечно уда-

ленной точкой ∞» сам по себе решать ничего не может. Ана-
логичное пополнение ℝ

2, например, также ничего не дает.
А вот для аналитических функций оказывается, что все бес-
конечно удаленные точки без потерь могут быть объединены
в один элемент ∞.
Специфика стереографической проекции прослеживается в

их формулах. Пусть (𝑥, 𝑦) — координаты точки на комплекс-
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ной плоскости, а (𝜉, 𝜂, 𝜍) — координаты на 𝑆. Оси 𝜉, 𝜂 сов-
падают с осями 𝑥, 𝑦, а ось 𝜍 направлена вертикально вверх.
Центр сферы имеет координаты (0, 0, 1/2).
Уравнение прямой, проходящей через точки 𝑧 = (𝑥, 𝑦, 0) и

𝑁(0, 0, 1), имеет вид

𝜉

𝑥
=
𝜂

𝑦
=

1− 𝜍
1

или
𝜉 = 𝑥(1− 𝜍); 𝜂 = 𝑦(1− 𝜍),

что приводит к формулам преобразования

𝑥 =
𝜉

1− 𝜍 ; 𝑦 =
𝜂

1− 𝜍 ;

𝜉 =
𝑥

𝑥2 + 𝑦2 + 1
; 𝜂 =

𝑦

𝑥2 + 𝑦2 + 1
; 𝜍 =

𝑥2 + 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 + 1
.

Из этих формул следует, что окружности на ℂ↔ 𝑆 перехо-
дят в окружности на 𝑆, и наоборот. То есть стереографическая
проекция обладает круговым свойством.

§ 1.4. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПОНЯТИЯ

Теория функций комплексной переменной (ТФКП) в ос-
новном развивается на плоских множествах, за исключением
римановых поверхностей.
Приведем кратко некоторые сведения топологического ха-

рактера.
1. Функция 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называется непрерывной в точке

𝑥0, если

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝑋 𝑆𝑋(𝑥, 𝑥0) < 𝛿 ⇒
⇒ 𝑆𝑌 (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0)) < 𝜀;

функция 𝑓 непрерывна на 𝑋, если она непрерывна в любой
точке 𝑥.
2. Функция 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называется равномерно непрерыв-

ной на 𝑋, если
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∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 𝑆𝑋(𝑥, 𝑦) < 𝛿 ⇒
⇒ 𝑆𝑌 (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) < 𝜀.

3. Множество значений 𝑓(𝑋) ⊂ 𝑌 называют образом 𝑋.
Если 𝑓(𝑋) = 𝑌 , то функция 𝑓 — сюръективное отображе-
ние, или отображение «на». В общем случае говорят, что 𝑓
отображает 𝑋 в 𝑌.
4. Если образы различных элементов 𝑥1 ∕= 𝑥2 не совпа-

дают, функцию 𝑓 называют инъективным отображением, или
инъекцией. В этом случае уравнение 𝑦 = 𝑓(𝑥) имеет (если
имеет) единственное решение 𝑥 = 𝑓−1(𝑦), где 𝑓−1 — обратное
отображение, которое может быть определено не на всем 𝑌.
Но если 𝑓 еще и сюръекция, то 𝑓−1 : 𝑌 → 𝑋.
5. В ТФКП инъективное на множестве Ω отображение 𝑓

называется однолистным на Ω. При этом 𝑤 = 𝑓(𝑧) является
взаимно однозначным отображением Ω на Ω′ = 𝑓(Ω). Функ-
ция 𝑓(𝑧) однолистна в точке 𝑧 = 𝑎, если существует окрест-
ность точки 𝑎, в которой 𝑓(𝑧) однолистна.
6. Гомеоморфизмом называют взаимно однозначное и не-

прерывное как 𝑓 , так и 𝑓−1 отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 . Про-
странства, между которыми можно установить гомеоморфизм,
называются гомеоморфными.
7. Пространство 𝑋 называется связным, если в его то-

пологии нет, кроме 𝑋 и ø, других множеств, одновременно
открытых и замкнутых. Характеристическое свойство — связ-
ное пространство нельзя представить в виде объединения двух
непересекающихся открытых непустых множеств.
8. Пространство считается линейно связным, если для

∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 ∃ 𝑃 : [0, 1] −→ 𝑋,𝑃 — непрерывное, 𝑃 (0) = 𝑎,
𝑃 (1) = 𝑏, то есть любые две точки могут быть соединены
непрерывной кривой, целиком лежащей в 𝑋. Линейная связ-
ность влечет связность — обратное неверно.
Специфика ТФКП состоит главным образом в используе-

мых понятиях областей и границ. Область, определяемая как
связное открытое множество, для ТФКП слишком общо. Об-
ласти при таком определении могут быть слишком сложно
устроенными, что малосущественно при исследовании анали-
тических функций. Например, пришлось бы учитывать пара-
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докс Брауэра о существовании любого числа областей, име-
ющих одну и ту же границу. Либо допускать возможность
существования областей с недостижимой изнутри границей.

ПРИМЕР 1.7.

{(𝑥, 𝑦) : 𝑥 > 1, 0 < 𝑦 < 1/𝑥2}.
Это открытое множество надо завернуть на цилиндр.
Граница — нижняя окружность недостижима изнутри.
Поэтому областью в комплексной плоскости ℤ называется

открытое связное множество с достаточно простой границей,
например кусочно-гладкой, описываемой непрерывно диффе-
ренцируемыми функциями 𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡).
Число связных частей границы называют порядком связно-

сти области. Область с границей из одного связного куска —
односвязная.
Направление обхода границы, при котором область остает-

ся слева, принято считать положительным.

§ 1.5. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ КОМПЛЕКСНЫХ
ЧИСЕЛ

Определение 1.2. Последовательностью комплексных
чисел называют упорядоченное счетное множество комплекс-
ных чисел. Члены последовательности (элементы) располага-
ются в порядке следования их номеров. Обозначение: {𝑧𝑛}.

Определение 1.3. Комплексное число 𝑧 называется преде-
лом последовательности {𝑧𝑛}, если для ∀𝜀 > 0 ∃ 𝑁(𝜀) ∀𝑛 ⩾
⩾ 𝑁 ⇒ ∣𝑧𝑛 − 𝑧∣<𝜀. Обозначение: {𝑧𝑛} → 𝑧 или lim

𝑛→∞ 𝑧𝑛 = 𝑧.

ПРИМЕР 1.8.

а) lim
𝑛→∞

(
1 +

𝑧

𝑛

)𝑛
= 𝑒𝑧, (𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦);

б) lim
𝑛→∞ arg

[
(−1)𝑛
𝑛

]
не существует, т. к. arg[(−1)𝑛/𝑛] = 0

при четных 𝑛, а при нечетных 𝑛 — arg[(−1)𝑛/𝑛] = 𝜋.
Каждый член последовательности 𝑧𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑖𝑏𝑛 — это

одновременное задание двух действительных последователь-
ностей.



18 Лекция 1

Теорема 1.1. Необходимым и достаточным условием
сходимости {𝑧𝑛} → 𝑧 = 𝑎+ 𝑖𝑏 является требование {𝑎𝑛} →
→ 𝑎; {𝑏𝑛} → 𝑏.

Док а з а т е л ь с т в о.

Необходимость. ∀𝜀 > 0 ∃ 𝑁(𝜀) ∀𝑛 > 𝑁 ∣𝑧𝑛 − 𝑧∣ < 𝜀. Так
как ∣𝑎𝑛 − 𝑎∣⩽ ∣𝑧𝑛 − 𝑧∣<𝜀, ∣𝑏𝑛 − 𝑏∣ ⩽ ∣𝑧𝑛 − 𝑧∣ < 𝜀, то {𝑎𝑛} → 𝑎,
{𝑏𝑛} → 𝑏.

Достаточность. ∀𝜀 > 0 ∃ 𝑁1(𝜀) ∀𝑛 > 𝑁1 ⇒ ∣𝑎𝑛 − 𝑎∣ <
< 𝜀/2, ∃𝑁2(𝜀) ∀𝑛 > 𝑁2 ⇒ ∣𝑏𝑛 − 𝑏∣ < 𝜀/2. Пусть 𝑁 =
= max{𝑁1, 𝑁2}. Тогда ∀𝑛 > 𝑁 ∣𝑧𝑛 − 𝑧∣ ⩽ ∣𝑎𝑛 − 𝑎∣ + ∣𝑏𝑛 − 𝑏∣ <
< 𝜀.

Замечание. 1) Если {𝑧𝑛} → 𝑧, то ∣𝑧𝑛∣ → ∣𝑧∣.
Доказательство следует из неравенства ∣∣𝑧𝑛∣ − ∣𝑧∣∣ ⩽

⩽ ∣𝑧𝑛 − 𝑧∣.
2) Если 𝑧𝑛 = 𝜌𝑛𝑒

𝑖𝜑𝑛 , где 𝜌𝑛 = ∣𝑧𝑛∣, 𝜑𝑛 = arg 𝑧𝑛. Тогда
если lim

𝑛→∞ 𝜌𝑛 = 𝜌, lim
𝑛→∞𝜑𝑛 = 𝜑, то lim

𝑛→∞ 𝑧𝑛 = 𝜌𝑒𝑖𝜑.

ПРИМЕР 1.9. Доказать, что lim
𝑛→∞

(
1 +

𝑧

𝑛

)𝑛
= 𝑒𝑧.

⊲ а) lim
𝑛→∞

∣∣∣1 + 𝑧
𝑛

∣∣∣𝑛 = lim
𝑛→∞

(∣∣∣1 + 𝑧
𝑛

∣∣∣2)𝑛/2 =
= lim
𝑛→∞

(
1 +

𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥𝑛

𝑛2

)𝑛/2
= 𝑒𝑥.

б) arg
(
1 +

𝑧

𝑛

)
= arctg

𝑦

𝑛

1 +
𝑥

𝑛

= arctg
𝑦

𝑥+ 𝑛
;

arg
(
1 +

𝑧

𝑛

)𝑛
= 𝑛 arctg

𝑦

𝑥+ 𝑛
; lim

𝑛→∞𝑛 arctg
𝑦

𝑥+ 𝑛
= 𝑦.

Следовательно, lim
𝑛→∞

(
1 +

𝑧

𝑛

)𝑛
= 𝑒𝑥𝑒𝑖𝑦 = 𝑒𝑥+𝑖𝑦 = 𝑒𝑧. ⊳

Определение 1.4. Последовательность {𝑧𝑛} называется
ограниченной, если ∃𝐴 > 0 ∀𝑛 ∣𝑧𝑛∣ < 𝐴.
Любая сходящаяся последовательность ограничена.

Теорема 1.2. Из всякой ограниченной последовательно-
сти можно выделить сходящуюся подпоследовательность.



Комплексные числа. Функция комплексной переменной 19

Док а з а т е л ь с т в о. Основано на теореме 1.1 и соответ-
ствующем свойстве сходящихся ограниченных последователь-
ностей вещественных чисел (теорема Больцано–Вейерштрас-
са). Поскольку {𝑧𝑛} ограничена, то соответствующие ей дей-
ствительные последовательности {𝑎𝑛} и {𝑏𝑛} также ограниче-
ны:

∀𝑛 (∣𝑎𝑛∣, ∣𝑏𝑛∣) ⩽ ∣𝑎𝑛 + 𝑖𝑏𝑛∣ = (𝑎2𝑛 + 𝑏
2
𝑛)

1/2 = ∣𝑧𝑛∣ < 𝐴.
Так как ∣𝑎𝑛∣ < 𝐴 ⇒ ∃{𝑎𝑛𝑘} → 𝑎 : ∣𝑎∣ ⩽ 𝐴. Последователь-
ности {𝑎𝑛𝑘} соответствует {𝑏𝑛𝑘} : ∣𝑏𝑛𝑘∣ < 𝐴 ⇒ ∃{𝑏𝑛𝑙} → 𝑏,
причем {𝑎𝑛𝑙} → 𝑎 ⇒ (по теореме 1.1) {𝑧𝑛𝑙} → 𝑧 = 𝑎 +
+ 𝑖𝑏 : ∣𝑧∣ < 𝐴.

Критерий Коши. Необходимым и достаточным условием
сходимости {𝑧𝑛} → 𝑧 является требование, чтобы для ∀𝜀 >
> 0 ∃𝑁 ∀𝑛 > 𝑁 ∀𝑚 > 0⇒ ∣𝑧𝑛+𝑚 − 𝑧𝑛∣ < 𝜀.
Док а з а т е л ь с т в о. Основано на теореме 1.1 и критерии

Коши для последовательности действительных чисел.

Необходимость. Так как последовательность {𝑧𝑛} (𝑧𝑛 =
= 𝑎𝑛 + 𝑖𝑏𝑛) сходится, то сходятся и действительные после-
довательности. Следовательно, для ∀𝜀 > 0 ∃𝑁1(𝜀) ∀𝑛 >
> 𝑁1(𝜀) ∀𝑚 > 0 ⇒ ∣𝑎𝑛+𝑚 − 𝑎𝑛∣ < 𝜀/2 и ∃𝑁2(𝜀)∀𝑛 >
> 𝑁2(𝜀) ∀𝑚 > 0⇒ ∣𝑏𝑛+𝑚−𝑏𝑛∣ < 𝜀/2. Таким образом, ∃𝑁(𝜀) =
= max{𝑁1, 𝑁2} ∀𝑛 > 𝑁(𝜀) ∀𝑚 > 0 ⇒ ∣𝑧𝑛+𝑚 − 𝑧𝑛∣ < 𝜀 (в силу
неравенства треугольника).

Достаточность.

∣𝑧𝑛+𝑚−𝑧𝑛∣<𝜀⇒ ∣𝑎𝑛+𝑚−𝑎𝑛∣,
∣𝑏𝑛+𝑚−𝑏𝑛∣⩽ ∣𝑧𝑛+𝑚 − 𝑧𝑛∣ < 𝜀.

Это является достаточными условиями сходимости {𝑎𝑛} и
{𝑏𝑛}, т. е. {𝑧𝑛} — сходится.
Если для ∀𝐴 > 0 ∃𝑁(𝐴) ∀𝑛 > 𝑁(𝐴), ∣𝑧𝑛∣ > 𝐴, то

последовательность {𝑧𝑛} называется неограниченно возрас-
тающей.

ПРИМЕР 1.10.
а) 𝑧𝑛 = 𝑧𝑛 при ∣𝑧∣ > 1;
б) 𝑧𝑛 = 𝑖 ⋅ 𝑛.
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В обычном смысле они не сходятся, но оказывается удоб-
ным считать, что ∃𝑧 =∞; lim

𝑛→∞ 𝑧𝑛 =∞ (единственная беско-
нечно удаленная точка комплексной плоскости). Все неогра-
ниченно возрастающие последовательности сходятся к этой
единственной точке. Если {𝑧𝑛} неограниченно возрастающая,
то {𝜉𝑛 = 1/𝑧𝑛} → 0. Отсюда легко получить правила арифме-
тических действий с бесконечно удаленной точкой:

1

∞ = 0,
1

0
=∞, 𝑧 ⋅ ∞ =∞ (𝑧 ∕= 0),

𝑧 +∞ =∞, 𝑧

∞ = 0 (𝑧 ∕=∞).

Операции 0/0 и ∞/∞ являются неопределенными.

§ 1.6. ФУНКЦИЯ КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ
И ЕЕ НЕПРЕРЫВНОСТЬ

Пусть на комплексной плоскости заданы множество 𝐸 и
закон, ставящий ∀𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 ∈ 𝐸 в соответствие определенное
комплексное число 𝑤 = 𝑢+ 𝑖𝑣 : 𝑧 → 𝑤. Тогда говорят, что на
множестве 𝐸 определена функция комплексной переменной и
символически записывают:

𝑤 = 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦),

где 𝑢(𝑥, 𝑦) = Re 𝑓(𝑧) — действительная часть функции 𝑓(𝑧),
𝑣(𝑥, 𝑦) = Im 𝑓(𝑧) — мнимая часть функции 𝑓(𝑧), 𝐸 — множе-
ство задания (𝑧).
Множество 𝑀 — значений соответствующих 𝑤 — множе-

ство значений 𝑓(𝑧). Задание 𝑓(𝑧) есть задание соответствия
(отображения) 𝐸 →𝑀.

ПРИМЕР 1.11.

а)𝑤 = 𝑎𝑧+𝑏 (поворот, растяжение и параллельный перенос);

б) 𝑤 = 𝑧𝑛;

в) 𝑤 = 1/𝑧 (симметричное отражение относительно веще-
ственной оси, инверсия).
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Структура множеств 𝐸 и 𝑀 может быть весьма разнооб-
разной. В данном курсе рассматриваются случаи, когда 𝐸 и
𝑀 — области на комплексной плоскости. Понятие области
комплексной плоскости — это то же самое, что и понятие об-
ласти плоскости (𝑥, 𝑦).

Определение 1.5. Областью 𝐺 комплексной плоскости 𝑍
называется множество точек этой плоскости, удовлетворяю-
щее условиям:
1) все 𝑧 ∈ 𝐺 являются внутренними точками 𝐺;
2) любые 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐺 можно соединить ломаной с конечным

числом звеньев, состоящих только из 𝑧 ∈ 𝐺.
ПРИМЕР 1.12.

а) ∣𝑧∣ < 1 — область;

б) ∣𝑧∣ ⩽ 1 — не область;

в) {𝑧 : ∣𝑧∣ < 1} ∪ {𝑧 : ∣𝑧 − 5𝑖∣ < 1} — не область.
Определение 1.6. Точка 𝑧0 называется внутренней точкой

множества 𝐺, если ∃𝜀 > 0 {𝑧 : ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝜀} ⊂ 𝐺.
ПРИМЕР 1.13.

а) 𝑧 = 0 — внутренняя точка множества ∣𝑧∣ < 1;

б) 𝑧 = 𝑖 — не является внутренней точкой множества
∣𝑧∣ ⩽ 1.

Таким образом, в определении области первое условие
означает, что 𝐺 — открытое множество; второе условие озна-
чает, что 𝐺 — связное множество.
Итак, область — открытое связное множество.

Определение 1.7. Точка 𝑧0 называется граничной точкой
множества 𝐺, если в любой ее 𝜀-окрестности имеются как
𝑧 ∈ 𝐺, так и 𝑧 ∕∈ 𝐺.
ПРИМЕР 1.14.

а) 𝑧 = 0 — граничная точка множества ∣𝑧∣ > 0;

б) 𝑧 = 𝑖 — граничная точка множества ∣𝑧∣ ⩽ 1.
Совокупность граничных точек области 𝐺 называется гра-

ницей области 𝐺 (обозначения: ∂𝐺, 𝐶, Г,Σ и т. д.)
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Граница множества может состоять из конечного числа то-
чек, и даже из одной точки (как, например, у множества ∣𝑧∣ >
> 0).

Определение 1.8. Замыкание области 𝐺, состоящее в при-
соединении к 𝐺 ее границы ∂𝐺, называется замкнутой обла-
стью 𝐺 = 𝐺 ∪ ∂𝐺.
Множество {𝑧 : ∣𝑧∣ ⩽ 1} — замкнутое.
Расширенная комплексная плоскость (т. е. комплексная

плоскость с бесконечно удаленной точкой) замкнутое мно-
жество, которое называется компактным.
Итак, будем рассматривать случай, когда 𝑤 = 𝑓(𝑧) задана

в 𝐺 и отображает 𝐺 на область 𝐷 комплексной плоскости 𝑤.
Отображение однозначно по определению.
Если 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐺 и 𝑧1 ∕= 𝑧2 : 𝑓(𝑧1) = 𝑤1 ∕= 𝑤2 = 𝑓(𝑧2), то

отображение взаимно однозначно 𝐺 ⇔ 𝐷. В этом случае 𝐺
называется областью однолистности 𝑓(𝑧) и 𝑓(𝑧) называется
однолистной в 𝐺.

ПРИМЕР 1.15.

а) 𝑤 = const , 𝑤 = 𝑎𝑧 + 𝑏 — однозначные и однолистные;

б) 𝑤 = 𝑧𝑛, 𝑤 = 𝑒𝑧 — однозначные, но неоднолистные;

в) 𝑤 = Ln 𝑧 = ln ∣𝑧∣ + 𝑖Arg (𝑧), 𝑤 =
√
𝑧 — неоднозначные

функции.

При 𝐺 ⇔ 𝐷 в 𝐷 существует обратная функция 𝑧 = 𝜑(𝑤),
осуществляющая отображение 𝐷 → 𝐺. Если отображение
𝐺 → 𝐷 однозначно, но неоднолистно, то можно говорить об
обратной функции, но она не будет однозначной. Так как 𝑧 =
= 𝑥+ 𝑖𝑦, 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦), то тем самым задание 𝑓(𝑧)
в 𝐺 комплексной плоскости 𝑧 есть одновременное задание
двух действительных функций двух действительных перемен-
ных в области 𝐺 плоскости (𝑥, 𝑦). Поэтому свойства функций
комплексной переменной во многом определяются свойствами
функции двух действительных переменных.

Определение 1.9 (по Гейне). Комплексное число 𝑤0 на-
зывается пределом функции 𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐺 в точке 𝑧0 ∈ 𝐺,
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если для ∀{𝑧𝑛} → 𝑧0 соответствующая последовательность
{𝑓(𝑧𝑛)} → 𝑤0.

Замечание. Предполагается, что 𝑧0 является точкой сгу-
щения (предельной точкой) множества 𝐺.

Определение 1.10. Точка 𝑧0 ∈ 𝐺 называется точкой сгу-
щения (предельной точкой) множества 𝐺, если в любой
𝜀-окрестности точки 𝑧0 содержатся точки множества 𝐺, от-
личные от 𝑧0.

Определение 1.11 (по Коши). Комплексное число 𝑤0 на-
зывается пределом функции 𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐺 в точке 𝑧0 ∈ 𝐺, если
для ∀𝜀 > 0 существует 𝛿(𝜀, 𝑧0) > 0 такая, что ∀𝑧 : 0 < ∣𝑧 −
− 𝑧0∣ < 𝛿 ⇒ ∣𝑓(𝑧)− 𝑤0∣ < 𝜀. Обозначение:

lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) = 𝑤0.

Определения по Гейне и по Коши эквивалентны.
До к а з а т е л ь с т в о. 1) (Коши → Гейне) Пусть 𝑓(𝑧) удо-

влетворяет определению по Коши. Возьмем любое 𝜀 > 0 и
выберем соответствующее 𝛿(𝜀) > 0. Рассмотрим произволь-
ную последовательность {𝑧𝑛} → 𝑧0 и найдем 𝑁 [𝛿(𝜀)] = 𝑁(𝜀)
∀𝑛 ⩾ 𝑁(𝜀) ⇒ 0 < ∣𝑧𝑛 − 𝑧0∣ < 𝛿. Тогда ∀𝑛 ⩾ 𝑁(𝜀) ⇒ 0 <
< ∣𝑓(𝑧𝑛) − 𝑤0∣ < 𝜀. А так как 𝜀 > 0 — любое и {𝑧𝑛} → 𝑧0 —
произвольная, то это значит, что {𝑓(𝑧𝑛)} → 𝑤0, т. е. выполне-
но определение по Гейне.
2) (Гейне → Коши) Предположим противное: пусть вер-

но определение по Гейне, а по Коши — неверно. Это значит,
что ∃𝜀0 > 0, ∀𝛿𝑛 > 0 ∃𝑧𝑛 ∈ 𝐺, что при 0 < ∣𝑧𝑛 − 𝑧0∣ <
< 𝛿𝑛, будет выполнено ∣𝑓(𝑧) − 𝑤0∣ > 𝜀0. Выберем {𝛿𝑛} → 0
и соответствующую ей последовательность {𝑧𝑛}, удовлетворя-
ющую предыдущим неравенствам. Тогда ∃{𝑧𝑛} → 𝑧0, {𝑓(𝑧𝑛)}
не сходится к 𝑤0. Т. е. сходимость по Гейне неверна. Полу-
чили противоречие. Таким образом, из сходимости по Гейне
следует сходимость по Коши.

Определение 1.12. Функция комплексной переменной 𝑓(𝑧),
𝑧 ∈ 𝐺, называется непрерывной в точке 𝑧0 ∈ 𝐺, если суще-
ствует ограниченный предел:

lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧0).
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Очевидно, при этом достаточно малая 𝛿-окрестность точ-
ки 𝑧0 отображается 𝑓(𝑧) на достаточно малую 𝜀-окрестность
точки 𝑤0 = 𝑓(𝑧0).

Определение 1.13. Функция комплексной переменной 𝑓(𝑧),
𝑧 ∈ 𝐺, называется непрерывной в точке 𝑧0 ∈ 𝐺, если ∀𝜀 > 0
∃𝛿(𝜀, 𝑧0) > 0 ∀𝑧(∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝛿 ⇒ ∣𝑓(𝑧)− 𝑓(𝑧0)∣ < 𝜀).

Замечание. Это определение распространяется как на
внутренние, так и на граничные точки множества.

Определение 1.14. Точка 𝑧0 называется изолированной
точкой множества 𝐺, если существует такая ее 𝜀-окрестность,
в которой нет других точек множества 𝐺, кроме самой точ-
ки 𝑧0.

Замечание. По определению функция считается непрерыв-
ной в изолированной точке 𝑧0 ∈ 𝐺.

Замечание. Понятие непрерывности функции 𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐺
в точке 𝑧0 ∈ 𝐺 справедливо и в случае бесконечно удален-
ной точки 𝑧0 = ∞. При этом под пределом функции 𝑓(𝑧) при
𝑧 → ∞ по Гейне надо понимать предел последовательности
{𝑓(𝑧𝑛)}, где {𝑧𝑛} — любая неограниченно возрастающая по-
следовательность. В определении 1.13 при 𝑧 → ∞ условие
∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝛿 надо заменить на условие ∣𝑧∣ > 𝑅.
ПРИМЕР 1.16.
а) функции 𝑤 = 𝑎𝑧 + 𝑏, 𝑤 = 𝑧∗, 𝑤 = const, 𝑤 = Re 𝑧,
𝑤 = 𝑧𝑛, 𝑤 = ∣𝑧∣ являются непрерывными на всей ком-
плексной плоскости;

б) функция 𝑤 = arg(𝑧) является непрерывной на всей ком-
плексной плоскости, за исключением точек 𝑧 = 0, 𝑧 =∞
и точек, лежащих на положительной части действитель-
ной полуоси.

Определение 1.15. Функция комплексной переменной 𝑓(𝑧),
𝑧 ∈ 𝐺, называется непрерывной в области 𝐺, если она непре-
рывна в любой точке 𝑧 ∈ 𝐺. Обозначение: 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺).
Аналогично определяются функции 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺) и 𝑓(𝑧) ∈

∈ 𝐶(∂𝐺). При этом при определении непрерывности по Гейне
в 𝐺 или ∂𝐺 надо рассматривать последовательности {𝑧𝑛}, со-
стоящие только из точек 𝑧𝑛 ∈ 𝐺 или 𝑧𝑛 ∈ ∂𝐺.
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Замечание. В случае понятия непрерывности по Коши для
𝑓(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺) для заданного 𝜀 число 𝛿 зависит от (𝜀, 𝑧) (𝛿 =
= 𝛿(𝜀, 𝑧)), т. е. на 𝜀-окрестность любой точки 𝑤 = 𝑓(𝑧) ∈ 𝐷
отображается 𝛿-окрестность соответствующей точки 𝑧, где 𝛿
для различных 𝑧 различна.

Определение 1.16. Функция комплексной переменной 𝑓(𝑧),
𝑧 ∈ 𝐺, называется равномерно непрерывной в 𝐺, если для
∀𝜀 > 0 ∃𝛿(𝜀) > 0 (зависящее только от 𝜀) ∀𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐺 (∣𝑧1 −
− 𝑧2∣ < 𝛿 ⇒ ∣𝑓(𝑧1)− 𝑓(𝑧2)∣ < 𝜀).
Любые 𝛿-близкие точки области 𝐺 отображаются на со-

ответствующие 𝜀-близкие точки области 𝐷. Очевидно, что из
равномерной непрерывности следует 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺). Обратное,
вообще говоря, не всегда верно.

Определение 1.17. Множество 𝐺 называется ограничен-
ным, если оно целиком содержится в некотором круге (суще-
ствует 𝑅 > 0 и 𝑧0 : 𝐺 ⊂ {𝑧 : ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝑅}).
Если компактное множество не содержит бесконечно уда-

ленной точки, то оно ограничено.

Теорема 1.3. Если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺) и 𝐺 ограничена, то
𝑓(𝑧) — равномерно непрерывна в 𝐺.

Док а з а т е л ь с т в о (от противного). Пусть для заданного
𝜀0 и для ∀𝛿𝑛 > 0 найдутся хотя бы две точки такие, что ∣𝑧(𝑛)1 −
− 𝑧(𝑛)2 ∣ < 𝛿𝑛, а ∣𝑓(𝑧(𝑛)1 ) − 𝑓(𝑧(𝑛)2 )∣ > 𝜀0. Устремив 𝛿𝑛 → 0, по-
лучим последовательности {𝑧(𝑛)1 } и {𝑧(𝑛)2 }, удовлетворяющие
данным неравенствам. Так как {𝑧(𝑛)1 } ограничена по условию,
то из нее можно извлечь {𝑧(𝑛𝑘)1 } → 𝑧1. При этом {𝑧(𝑛𝑘)2 } —
ограничена и из нее можно извлечь {𝑧(𝑛𝑙)2 } → 𝑧2. Так как
{𝑧(𝑛𝑙)1 } → 𝑧1, а 𝛿𝑛 → 0, то 𝑧1 = 𝑧2, и в силу сделанного пред-
положения ∣𝑓(𝑧1) − 𝑓(𝑧2)∣ > 𝜀0, что противоречит условию
непрерывности 𝑓(𝑧) в 𝐶(𝐺).

Функцию комплексной переменной 𝑓(𝑧) можно предста-
вить в виде 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦), где 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑣(𝑥, 𝑦) —
действительные функции действительных переменных. Тогда
справедлива следующая теорема.
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Теорема 1.4. Необходимым и достаточным условием
непрерывности 𝑓(𝑧) в 𝐺 (𝑓(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺)) является требо-
вание, чтобы 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑣(𝑥, 𝑦) были непрерывны в области 𝐺
плоскости (𝑥, 𝑦) по совокупности переменных.

Данное утверждение является следствием того, что необ-
ходимым и достаточным условием сходимости последователь-
ности комплексных чисел является сходимость последователь-
ностей их действительных и мнимых частей.

Контрольные вопросы
1. Показать, что 1 + 𝑖4, 2 + 𝑖7, 3 + 𝑖10 лежат на одной прямой.
2. Вычислить (1 + 𝑖)20.
3. Вычислить 4

√
1 + 𝑖 (представить в алгебраической форме).

4. Представить 𝑛 корней из единицы на диаграмме Аргана и по-
казать, что число первообразных корней (т. е. корней, степени каж-
дого из которых дают все корни) равно числу целых чисел (включая
единицу), меньших 𝑛 и взаимно простых с 𝑛.
5. Рассмотреть функцию 𝑤 = 𝑧2, построить образ сетки, найти

область однолистности.
6. Рассмотреть функцию 𝑤 = 𝑒𝑧, построить образ сетки, найти

область однолистности.
7. Рассмотреть функцию Жуковского 𝑤 = 𝑧 + 1/𝑧, построить

образ сетки, найти область однолистности.
8. Пусть 𝑧0 не равно 0. Исследовать на сходимость последова-

тельность чисел

𝑧𝑛+1 =
𝑧𝑛 +

1

𝑧𝑛
2

.

9. Вычислить 𝑧1+𝑧2+...+𝑧𝑛, где 𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛 — все значения
𝑛
√
1.

10. Может ли последовательность многочленов от комплексной
переменной равномерно сходиться на окружности к функции:
а) 𝑓(𝑧) = 1/𝑧; б) 𝑓(𝑧) = 1/𝑧2 ?
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ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИИ
КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ.

ПОНЯТИЕ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ
КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Функцией комплексной переменной

𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦

можно было бы считать любую функцию вида

𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦),

но тогда все свелось бы к изучению отображения на плоскости

𝑓 : 𝑅2 → 𝑅2,[
𝑥
𝑦

]
→

[
𝑢(𝑥, 𝑦)
𝑣(𝑥, 𝑦)

]
.

При изучении аналитических функций в ТФКП, выделяют
особое понятие дифференцируемости

△𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧 +△𝑧)− 𝑓(𝑧) = 𝐴△𝑧 + 𝑜(∣△𝑧∣),
где 𝐴 — комплексное число, которое называется производной
в точке 𝑧 и обозначается 𝑓 ′(𝑧) либо 𝑑𝑓𝑑𝑧 .
Если бы речь шла просто об отображении плоскости, то

определение дифференцируемости совпадало бы по записи с
выше данным, но 𝐴 было бы матрицей

𝐴 =

⎡
⎢⎢⎢⎣
∂𝑢

∂𝑥

∂𝑢

∂𝑦

∂𝑣

∂𝑥

∂𝑣

∂𝑦

⎤
⎥⎥⎥⎦ .
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Нам же надо, чтобы 𝐴 было бы комплексным числом. Это
сильно ограничивает класс рассматриваемых функций.

Определение 2.1. Функция 𝑓(𝑧) называется дифференци-
руемой (или моногенной) в точке 𝑧0 ∈ 𝐺, если при △𝑧 → 0
(△𝑧 = 𝑧− 𝑧0, △𝑓 = 𝑓(𝑧0 +△𝑧)− 𝑓(𝑧0)) существует конечный
предел разностного отношения:

lim
△𝑧→0

△𝑓
△𝑧

def≡ 𝑓 ′(𝑧0).

Центральная идея теории функций комплексной перемен-
ной возникает при формулировке понятия производной. На
первый взгляд эта производная определяется совершенно ана-
логично производной функции действительной переменной
как предел разностного отношения

𝑓 ′(𝑧0) = lim
△𝑧→0

𝑓(𝑧0 +△𝑧)− 𝑓(𝑧0)
△𝑧 .

Однако приращение комплексного аргумента △𝑧 характе-
ризуется не только величиной ∣△𝑧∣, но и направлением arg△𝑧,
а производная по определению от этого направления не за-
висит. Поэтому дифференцируемость функции комплексной
переменной значительно более редкое явление, чем диффе-
ренцируемость функции вещественной переменной, а диффе-
ренцируемые функции комплексной переменной — аналити-
ческие функции — обладают гораздо более единообразными
свойствами, чем дифференцируемые функции действительной
переменной.
Важнейшая задача ТФКП — обсудить свойство аналитич-

ности с разнообразных точек зрения, дать его характеристики
на разных языках.

Теорема 2.1. Если 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) дифференци-
руема (моногенна) в точке 𝑧0, то существует 𝑢𝑥(𝑥0, 𝑦0),
𝑢𝑦(𝑥0, 𝑦0), 𝑣𝑥(𝑥0, 𝑦0), 𝑣𝑦(𝑥0, 𝑦0), причем они связаны условия-
ми Коши–Римана:

𝑢𝑥(𝑥0, 𝑦0) = 𝑣𝑦(𝑥0, 𝑦0); 𝑢𝑦(𝑥0, 𝑦0) = −𝑣𝑥(𝑥0, 𝑦0).
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Док а з а т е л ь с т в о. △𝑧 = △𝑥 + 𝑖△𝑦. Так как предел,
если он существует, не зависит от способа стремления △𝑧 →
→ 0, то положим сначала △𝑧 = △𝑥. Получаем

lim
△𝑥→0

△𝑓
△𝑥 = lim

△𝑥→0

(
𝑢(𝑥0 +△𝑥, 𝑦0)− 𝑢(𝑥0, 𝑦0)

△𝑥 +

+
𝑖(𝑣(𝑥0 +△𝑥, 𝑦0)− 𝑣(𝑥0, 𝑦0))

△𝑥
)
=

= 𝑢𝑥(𝑥0, 𝑦0) + 𝑖𝑣𝑥(𝑥0, 𝑦0) = ∗.
Положив △𝑧 = 𝑖△𝑦, получаем

∗ = lim
△𝑦→0

△𝑓
𝑖△𝑦 = −𝑖 lim

△𝑦→0

(
𝑢(𝑥0, 𝑦0 +△𝑦)− 𝑢(𝑥0, 𝑦0)

△𝑦 +

+
𝑖(𝑣(𝑥0, 𝑦0 +△𝑦)− 𝑣(𝑥0, 𝑦0))

△𝑦
)
=

= −𝑖𝑢𝑦(𝑥0, 𝑦0) + 𝑣𝑦(𝑥0, 𝑦0).
Приравнивая вещественную и мнимую части, получаем

𝑢𝑥(𝑥0, 𝑦0) = 𝑣𝑦(𝑥0, 𝑦0); 𝑢𝑦(𝑥0, 𝑦0) = −𝑣𝑥(𝑥0, 𝑦0)

— условия Коши–Римана.

Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺) и 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦).
Теорема 2.2. Если в точке 𝑧0 = (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐺 существу-

ют первые дифференциалы функций 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦) и первые
частные производные этих функций в точке (𝑥0, 𝑦0) связа-
ны условиями Коши–Римана, то 𝑓(𝑧) — дифференцируемая
(моногенная) функция в точке 𝑧0.

Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что существование первых
дифференциалов означает, что

△𝑢 = 𝑢𝑥(𝑥0, 𝑦0)△𝑥+ 𝑢𝑦(𝑥0, 𝑦0)△𝑦 + 𝜉(𝑥, 𝑦),

где lim
∣△𝑧∣→0

𝜉(𝑥, 𝑦)

∣△𝑧∣ = 0.
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Аналогично

△𝑣 = 𝑣𝑥(𝑥0, 𝑦0)△𝑥+ 𝑣𝑦(𝑥0, 𝑦0)△𝑦 + 𝜂(𝑥, 𝑦),

где lim
∣△𝑧∣→0

𝜂(𝑥, 𝑦)

∣△𝑧∣ = 0.

Обозначим 𝜁(𝑥, 𝑦) = 𝜉(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝜂(𝑥, 𝑦). Тогда

△𝑓
△𝑧 =

𝑢𝑥△𝑥+ 𝑢𝑦△𝑦 + 𝑖𝑣𝑥△𝑥+ 𝑖𝑣𝑦△𝑦
△𝑥+ 𝑖△𝑦 +

𝜁(𝑥, 𝑦)

△𝑧 =

= ⟨ так как 𝑢𝑦 = −𝑣𝑥 и 𝑣𝑦 = 𝑢𝑥⟩ =
=
𝑢𝑥△𝑥− 𝑣𝑥△𝑦 + 𝑖𝑣𝑥△𝑥+ 𝑖𝑢𝑥△𝑦

△𝑥+ 𝑖△𝑦 +
𝜁(𝑥, 𝑦)

△𝑧 =

= 𝑢𝑥(𝑥0, 𝑦0) + 𝑖𝑣𝑥(𝑥0, 𝑦0) +
𝜁(𝑥, 𝑦)

△𝑧 .

Отсюда следует, что существует производная lim
△𝑧→0

△𝑓
△𝑧 =

= 𝑓 ′(𝑧0).

Замечания.
1) Эквивалентные формы записи производной:

𝑓 ′(𝑧) = 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝑣𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣𝑥(𝑥, 𝑦) =

= 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦)− 𝑖𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝑣𝑦(𝑥, 𝑦)− 𝑖𝑢𝑦(𝑥, 𝑦).
2) Теорема 2.2 не является обратной к теореме 2.1.

3) Равенство lim
△𝑧→0

△𝑓
△𝑧 = 𝑓 ′(𝑧0) равносильно тому, что

∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0 ∀△𝑧 (∣△𝑧∣ < 𝛿 ⇒ ∣△𝑓/△𝑧 − 𝑓 ′(𝑧0)∣ < 𝜀).
Если 𝑓(𝑧) дифференцируема (моногенна) в точке 𝑧0, то она и
непрерывна в этой точке. Обратное, вообще говоря, неверно.

Определение 2.2 (основное). Функция 𝑓(𝑧) называется
аналитической в точке 𝑧0, если она дифференцируема в точке
𝑧0 и 𝑓 ′(𝑧) непрерывна в точке 𝑧0. Функция 𝑓(𝑧), дифферен-
цируемая (моногенная) во всех точках 𝑧 ∈ 𝐺 и 𝑓 ′(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺),
называется аналитической в области 𝐺. Обозначение: 𝑓(𝑧) ∈
∈ 𝐶∞(𝐺) (смысл такого обозначения станет ясен позже).
Понятие аналитичности функции определяет глобальное

поведение 𝑓(𝑧) в области 𝐺.
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Заметим, что аналитичность подразумевает существова-
ние хотя бы окрестности некоторой точки, в которой функ-
ция дифференцируема. И это главное отличие аналитической
функции в точке от просто дифференцируемой в точке. Функ-
ция 𝑓(𝑧) = ∣𝑧∣2, например, дифференцируема только при 𝑧 = 0.
Введем

𝑑𝑧 = 𝑑𝑥+ 𝑖𝑑𝑦, 𝑑𝑧 = 𝑑𝑥− 𝑖𝑑𝑦.
Отсюда

𝑑𝑥 =
𝑑𝑧 + 𝑑𝑧

2
, 𝑑𝑦 =

𝑑𝑧 − 𝑑𝑧
2𝑖

.

Если рассматривать 𝑓(𝑧) как функцию двух переменных 𝑥 и 𝑦,
то

𝑑𝑓 =
∂𝑓

∂𝑥
𝑑𝑥+

∂𝑓

∂𝑦
𝑑𝑦 =

∂𝑓

∂𝑥
⋅ 𝑑𝑧 + 𝑑𝑧

2
+
∂𝑓

∂𝑦
⋅ 𝑑𝑧 − 𝑑𝑧

2𝑖
=

=
1

2

(
∂𝑓

∂𝑥
− 𝑖∂𝑓
∂𝑦

)
𝑑𝑧 +

1

2

(
∂𝑓

∂𝑥
+ 𝑖
∂𝑓

∂𝑦

)
𝑑𝑧 =

∂𝑓

∂𝑧
+
∂𝑓

∂𝑧
𝑑𝑧.

Условия Коши–Римана приводят к соотношению

∂𝑓

∂𝑧
=

1

2

(
∂𝑓

∂𝑥
+ 𝑖
∂𝑓

∂𝑦

)
=

1

2

(
∂𝑢

∂𝑥
+ 𝑖
∂𝑣

∂𝑥
+
∂𝑢

∂𝑦
− 𝑖∂𝑣
∂𝑦

)
= 0.

Таким образом, условия Коши–Римана эквивалентны соотно-
шению

∂𝑓

∂𝑧
= 0.

Теорема 2.3. Необходимым и достаточным условиями
аналитичности функции 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) в области
𝐺 являются непрерывность первых частных производных
𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 и связь их условиями Коши–Римана.

Док а з а т е л ь с т в о.

Необходимость.

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺)⇒ 𝑓 ′(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺) ⇒ 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 ∈ 𝐶(𝐺).

Выполнение условий Коши–Римана следует из теоре-
мы 2.1.
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Достаточность. 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 ∈ 𝐶(𝐺), значит, существуют
первые дифференциалы функций 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦). По теоре-
ме 2.2 существует 𝑓 ′(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺) = 𝑢𝑥 + 𝑖𝑣𝑥; непрерывность
𝑓 ′(𝑧) следует из непрерывности 𝑢𝑥, 𝑣𝑥.

Замечание. В дальнейшем будет показано, что из 𝑓(𝑧) ∈
∈ 𝐶∞(𝐺) следует 𝑓 ′(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) и для любого 𝑛 существует
𝑓 (𝑛)(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺), что оправдывает введенное определение.

Замечание. Включение в определение 2.2 условия 𝑓 ′(𝑧) ∈
∈ 𝐶(𝐺) не обязательно. Основное определение может быть
таким: 𝑓(𝑧) называется аналитической в 𝐺, если она диффе-
ренцируема (моногенна) во всех точках 𝑧 ∈ 𝐺. Тогда можно
сформулировать вместо теоремы 2.2 следующую теорему.

Теорема 2.4. Если 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐺), в точке 𝑧0 =
= (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐺 существуют первые частные производные
𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, связанные условиями Коши–Римана, то 𝑓(𝑧) —
дифференцируемая (моногенная) функция в точке 𝑧0.

Доказательство достаточно сложное (см., например, При-
валов И.И. «Введение в теорию функций комплексной пере-
менной»).
Теорему 2.3 заменит теорема 2.5.

Теорема 2.5. Необходимым и достаточным условиями
аналитичности функции 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) в области
𝐺 являются непрерывность 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦) и то, что в лю-
бой точке 𝑧 = (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺 существуют первые частные про-
изводные 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, связанные условиями Коши–Римана.

Однако оказывается, что 𝑓 ′(𝑧) аналитической функции не-
прерывна в 𝐺, причем для любого 𝑛 𝑓 (𝑛)(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺), т. е.
класс аналитических функций не является расширением вве-
денного нами класса, а полностью с ним совпадает. Поэтому
будем пользоваться введенным определением, что в дальней-
шем облегчит многие доказательства.

Следствие 2.1 (условий Коши–Римана). 1) Действитель-
ная и мнимая части аналитической функции удовлетворяют
уравнению Лапласа:

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = △𝑢 = 0; 𝑣𝑥𝑥 + 𝑣𝑦𝑦 = △𝑣 = 0.
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2) Действительная и мнимая части аналитической функ-
ции 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝜌, 𝜑)+ 𝑖𝑣(𝜌, 𝜑) комплексной переменной 𝑧 = 𝜌𝑒𝑖𝜑

связаны соотношениями

𝑣𝜑 = 𝜌𝑢𝜌, 𝑢𝜑 = −𝜌𝑣𝜌.

3) Модуль и аргумент аналитической функции 𝑓(𝑧) =
= 𝑅(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖Φ(𝑥,𝑦) связаны соотношениями

𝑅𝑥 = 𝑅Φ𝑦, 𝑅𝑦 = −𝑅Φ𝑥.

(Попробуйте показать эти следствия самостоятельно.)

Свойства аналитических функций.

1. Если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) (аналитическая в 𝐺), то 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺)
(непрерывна в 𝐺).

2. Сумма и произведение аналитических функций есть ана-
литическая функция. Частное аналитических функций
есть аналитическая функция всюду, где знаменатель от-
личен от нуля.

3. Если 𝑤 = 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) — аналитическая функция
комплексной переменной 𝑧, причем в области ее значе-
ний 𝐷 на плоскости 𝑤 определена аналитическая функ-
ция 𝜉 = 𝜑(𝑤) ∈ 𝐶∞(𝐷), то функция 𝐹 (𝑧) = 𝜑[𝑓(𝑧)] ∈
∈ 𝐶∞(𝐺) — аналитическая функция комплексной пере-
менной 𝑧 в области 𝐺.

4. Пусть 𝑤 = 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶∞(𝐺) и 𝑓 ′(𝑧0) ∕=
∕= 0, 𝑧0 ∈ 𝐺. Тогда в окрестности точки 𝑤0 = 𝑓(𝑧0)
определена обратная аналитическая функция 𝑧 = 𝜑(𝑤) ∈
∈ 𝐶∞ (∣𝑤 − 𝑤0∣ < 𝜀), отображающая эту окрестность на
окрестность точки 𝑧0, причем 𝜑′(𝑤0) = 1/𝑓 ′(𝑧0).

Док а з а т е л ь с т в о. Для существования обратной функ-
ции необходимо, чтобы уравнения 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦)
можно было разрешить относительно 𝑥, 𝑦 в окрестности точ-
ки 𝑤0. То есть эти уравнения задают неявные функции 𝑥, 𝑦
как функции 𝑢, 𝑣. Для этого достаточно, чтобы в окрестности
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точки 𝑧0 выполнялось условие

∣∣∣∣ 𝑢𝑥 𝑢𝑦
𝑣𝑥 𝑣𝑦

∣∣∣∣ ∕= 0. Но

∣∣∣∣ 𝑢𝑥 𝑢𝑦
𝑣𝑥 𝑣𝑦

∣∣∣∣ = 𝑢𝑥𝑣𝑦 − 𝑢𝑦𝑣𝑥 = ⟨ условие Коши–Римана ⟩ =
= 𝑢2𝑥 + 𝑣

2
𝑦 = ∣𝑓 ′(𝑧0)∣ ∕= 0.

Доказано существование обратной функции 𝑧 = 𝜑(𝑤).

Составив разностное отношение
△𝑧
△𝑤 =

1

△𝑤/△𝑧 , можно
доказать существование и непрерывность производной 𝜑′(𝑤0)
при условии ∣𝑓 ′(𝑧0)∣ ∕= 0.

5. Пусть в односвязной области 𝐺 плоскости (𝑥, 𝑦) зада-
на функция 𝑢(𝑥, 𝑦), являющаяся действительной частью
аналитической функции 𝑓(𝑧). Тогда мнимая часть этой
функции определяется с точностью до аддитивной по-
стоянной.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу условий Коши–Римана диф-
ференциал неизвестной функции 𝑣(𝑥, 𝑦) однозначно определен
по функции 𝑢(𝑥, 𝑦) : 𝑑𝑣 = 𝑣𝑥𝑑𝑥+ 𝑣𝑦𝑑𝑦 = −𝑢𝑦𝑑𝑥+𝑢𝑥𝑑𝑦. Функ-
цию двух действительных переменных можно определить по
ее полному дифференциалу с точностью до аддитивной посто-
янной.

6. grad𝑢 = (𝑢𝑥, 𝑢𝑦), grad 𝑣 = (𝑣𝑥, 𝑣𝑦), (grad𝑢, grad𝑣) =
= 𝑢𝑥𝑣𝑥+ 𝑢𝑦𝑣𝑦 = −𝑢𝑦𝑣𝑦 + 𝑢𝑦𝑣𝑦 = 0. Так как градиент ор-
тогонален линии уровня, значит линии уровня 𝑢(𝑥, 𝑦) =
= 𝑐, 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑐 взаимно ортогональны.

Примеры простейших аналитических функций ком-
плексной переменной:

1) константа 𝑓(𝑧) = 𝐶 — аналитическая на расширенной
комплексной плоскости. 𝑓 ′(𝑧) = 0;
2) линейная функция 𝑓(𝑧) = 𝑎𝑧 + 𝑏 аналитична на всей

комплексной плоскости. 𝑓 ′(𝑧) = 𝑎;
3) функция 𝑓(𝑧) = 1/𝑧 аналитична всюду, кроме точки

𝑧 = 0;
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4) функция 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑛 (𝑛 — целое число) аналитична на
всей комплексной плоскости. 𝑓 ′(𝑧) = 𝑛𝑧𝑛−1;
5) функция 𝑓(𝑧) = 𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦 неаналитическая. 𝑢𝑥 = 1 ∕=

∕= 𝑣𝑦 = −1.

§ 2.1. ФИЗИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ

Гидродинамическая модель. Рассмотрим безвихревое, без
источников и стоков течение жидкости:

div 𝑣⃗ =
∂𝑢

∂𝑥
+
∂𝑢

∂𝑥
= 0, rot 𝑣⃗ =

∂𝑣

∂𝑥
− ∂𝑢
∂𝑦

= 0.

Если ввести функцию

𝑓(𝑧) = 𝑣(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑢(𝑥, 𝑦),

то выписанные условия становятся для 𝑓(𝑧) условиями Коши–
Римана. Линии тока для потока

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑧).

Волновое уравнение. Рассмотрим

𝑈𝑡𝑡 − 𝑐2𝑈𝑥𝑥 = 0.

Решение этого уравнения имеет вид

𝑈(𝑥, 𝑡) = 𝜑(𝑥− 𝑐𝑡) + 𝜓(𝑥+ 𝑐𝑡).
Этот результат следует из разложения волнового оператора

⊓⊔ =
∂2

∂𝑡2
− 𝑐2 ∂

∂𝑥2
=

(
∂

∂𝑡
− 𝑐 ∂
∂𝑥

)(
∂

∂𝑡
+ 𝑐

∂

∂𝑥

)
,

сводящего задачу к уравнениям первого порядка

∂𝜑

∂𝑡
= −𝑐∂𝜑

∂𝑥
;
∂𝜓

∂𝑡
= 𝑐
∂𝜓

∂𝑥
.

Действуя аналогично для уравнения Лапласа

△𝑈 =
∂2𝑈

∂𝑥2
+
∂2𝑈

∂𝑦2
= 0,
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приходим к разложению

△ =
∂2

∂𝑥2
+
∂

∂𝑦2
=

(
∂

∂𝑦
− 𝑖 ∂
∂𝑥

)(
∂

∂𝑦
+ 𝑖

∂

∂𝑥

)
.

Считая 𝑦 — временем, 𝑖 — скоростью, получим

𝑈 = 𝜑(𝑥− 𝑖𝑦) + 𝜓(𝑥+ 𝑖𝑦)

и
∂𝜑

∂𝑦
= −𝑖∂𝜑

∂𝑥
,
∂𝜓

∂𝑦
= 𝑖
∂𝜓

∂𝑥
,

что означает для

𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦)− 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦), 𝜓(𝑥, 𝑦) = 𝜈(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝜉(𝑥, 𝑦)

выполнение условий Коши–Римана.

Контрольные вопросы
1. Найти точки, в которых заданные функции не будут аналити-

ческими:

𝑧2, cosec (𝑧),
𝑧 − 1

𝑧2 − 5𝑧 + 6
, 𝑒1/𝑧, ((𝑧 − 1)𝑧)1/3.

2. Каков геометрический смысл ∣𝑓 ′(𝑧0)∣?
3. В каких точках дифференцируема функция 𝑧2? Является ли

она аналитической?
4. Показать, что при переходе к полярной системе координат

(𝜌, 𝜑) условия Коши–Римана примут вид

∂𝑢

∂𝜌
=

1

𝜌
⋅ ∂𝑣

∂𝜑
,

∂𝑣

∂𝜌
= −1

𝜌
⋅ ∂𝑢

∂𝜑
.

5. Показать, что если аналитическая функция 𝑤 = 𝑓(𝑧) действи-
тельна, то она постоянна.
6. Показать, что если аналитические функции 𝑓(𝑧) и 𝜑(𝑧) удо-

влетворяют условию 𝑓 ′(𝑧) = 𝜑′(𝑧), то

𝑓(𝑧) = 𝜑(𝑧) + const.



Лекция 3

ИНТЕГРАЛ ОТ ФУНКЦИИ
КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

ПО КРИВОЙ НА КОМПЛЕКСНОЙ
ПЛОСКОСТИ.

ТЕОРЕМА КОШИ

§ 3.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛА ОТ ФУНКЦИИ
КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ, ЕГО СВОЙСТВА

Определение 3.1. Кусочно-гладкая кривая — это множе-
ство точек 𝑧 = 𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡), где 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] — действи-
тельный параметр. 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]; 𝑥′(𝑡), 𝑦′(𝑡) — кусочно-
непрерывные на [𝑎, 𝑏]; 𝑥′2(𝑡) + 𝑦′2(𝑡) ∕= 0 — то есть нет точек
возврата, нет точек самопересечения. Если кривая замкнута,
то 𝑥(𝑎) = 𝑥(𝑏), 𝑦(𝑎) = 𝑦(𝑏).

Определение 3.2. Криволинейные интегралы второго ро-
да по кривой на плоскости (x,y):∫

𝐶

𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥+𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = lim
max

𝑘
∣△𝑧𝑘∣→0

𝑆𝑛,

𝑆𝑛 =

𝑛∑
𝑘=1

𝑃 (𝑥∗𝑘, 𝑦
∗
𝑘)△𝑥𝑘 +𝑄(𝑥∗𝑘, 𝑦∗𝑘)△𝑦𝑘;

∣△𝑧𝑘∣ = [(△𝑥𝑘)2 + (△𝑦𝑘)2]1/2.
При этом предел не зависит ни от способа разбиения, ни

от выбора промежуточных точек.

Достаточными условиями существования криволинейного
интеграла II рода являются: кусочная гладкость кривой 𝐶,
кусочная непрерывность и ограниченность функций 𝑃 и 𝑄.

Определение 3.3. Интегралом от функции комплексной
переменной 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦)+𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) по кривой 𝐶 комплексной
плоскости 𝑧 называется комплексное число, действительная
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и мнимая части которого есть криволинейные интегралы вто-
рого рода от действительной и мнимой частей 𝑓(𝑧) вида∫

𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

∫
𝐶

[𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦)](𝑑𝑥+ 𝑖𝑑𝑦) =

=

∫
𝐶

𝑢𝑑𝑥− 𝑣𝑑𝑦 + 𝑖
∫
𝐶

𝑣𝑑𝑥+ 𝑢𝑑𝑦.

Замечание. Достаточное условие существования — кусоч-
ная гладкость контура 𝐶 и кусочная непрерывность и ограни-
ченность ∣𝑓(𝑧)∣.

Замечание. Из определений 3.2 и 3.3 следует, что суще-
ствует

lim
max ∣△𝑧∣→0

𝑆𝑛 =

∫
𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧, 𝑆𝑛 =
𝑛∑
𝑘=1

𝑓(𝑧𝑖)△𝑧𝑖,

причем предел не зависит ни от способа разбиения, ни от
выбора промежуточных точек.

Поскольку значение контурного интеграла зависит от на-
правления интегрирования, условимся в качестве положи-
тельного направления обхода контура принимать направле-
ние, при котором внутренняя область, ограниченная данным
замкнутым контуром, остается слева от направления движе-
ния. Интегрирование в положительном направлении будем

обозначать символом
∫
𝐶+

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 или просто
∫
𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧; ин-

тегрирование в отрицательном направлении —
∫
𝐶−
𝑓(𝑧)𝑑𝑧.

Свойства контурного интеграла

1.
∫
𝐶+

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = −
∫
𝐶−

𝑓(𝑧)𝑑𝑧.

2. Линейность:∫
𝐶

(𝛼𝑓1(𝑧) + 𝛽𝑓2(𝑧))𝑑𝑧 = 𝛼

∫
𝐶

𝑓1(𝑧)𝑑𝑧 + 𝛽

∫
𝐶

𝑓2(𝑧)𝑑𝑧.
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3. Аддитивность:∫
𝐶1+...+𝐶𝑛

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

∫
𝐶1

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 + ...+

∫
𝐶𝑛

𝑓(𝑧)𝑑𝑧.

4.

∣∣∣∣∣∣
∫
𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫
𝐶

∣𝑓(𝑧)∣𝑑𝑧 ⩽𝑀𝐿𝐶 (𝐿𝐶 — длина контура,

𝑀 > 0 ∀𝑧 ∈ 𝐶 ∣𝑓(𝑧)∣ ⩽𝑀).
5. Вычисление интеграла интегрированием по параметру:∫

𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

∫
𝐶

𝑓 [𝑧(𝑡)]𝑧′(𝑡)𝑑𝑡.

ПРИМЕР 3.1.∫
∣𝑧−𝑧0∣=𝑅

𝑑𝑧

𝑧 − 𝑧0 =

{
𝑧 = 𝑧0 +𝑅𝑒

𝑖𝜑; 0 < 𝜑 < 2𝜋;

𝑑𝑧 = 𝑖𝑅 𝑒𝑖𝜑𝑑𝜑

}
=

2𝜋∫
0

𝑑𝜑 = 2𝜋𝑖.

Результат не зависит ни от 𝑅, ни от 𝑧0.
6. Замена переменных. Пусть существует 𝜑(𝜉) : 𝑧 = 𝜑(𝜉);

𝐶 ⇔ 𝛤 на плоскости 𝜉 и 𝜑(𝜉) ∈ 𝐶∞(𝐷) и однолистная в 𝐷,
где 𝐷 — область комплексной плоскости 𝜉, содержащая 𝛤 .
Следовательно, ∫

𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

∫
𝛤

𝑓 [𝜑(𝜉)]𝜑′(𝜉)𝑑𝜉.

§ 3.2. ТЕОРЕМА КОШИ

Определение 3.4. Область 𝐺 плоскости (𝑥, 𝑦) называется
квадрируемой, если sup множества площадей всех вписан-
ных многоугольников 𝑃∗ равна inf множества площадей всех
описанных многоугольников 𝑃 ∗. Число 𝑃 = 𝑃 ∗ = 𝑃∗ назы-
вают площадью плоской области 𝐺 (по Жордану). Достаточ-
ное условие квадрируемости — кусочная гладкость (спрямля-
емость) границы — ∂𝐺.
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Для функции 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐺) и ∣𝑓(𝑥, 𝑦)∣ ⩽ 𝐴, кусочно
непрерывной и ограниченной в квадрируемой области 𝐺, су-

ществует
∫∫
𝐺

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, понимаемый как предел последова-

тельности соответствующих интегральных сумм.

Определение 3.5. Область 𝐺 на плоскости называется од-
носвязной, если для любого замкнутого контура ⊂ 𝐺 ограни-
ченная им часть плоскости целиком ⊂ 𝐺.

Определение 3.6. Пусть 𝑃 (𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐺), причем
∂𝐺 — кусочно-гладкий контур и 𝑃𝑥, 𝑃𝑦, 𝑄𝑥, 𝑄𝑦 ∈ 𝐶(𝐺), тогда
формула Грина выглядит так:∫

∂𝐺

𝑃𝑑𝑥+𝑄𝑑𝑦 =

∫∫
𝐺

(𝑄𝑥 − 𝑃𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Теорема 3.1 (теорема Коши, случай односвязной обла-
сти). Если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) в односвязной области 𝐺, то для
любого замкнутого контура 𝛾 ⊂ 𝐺:∫

𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0.

Док а з а т е л ь с т в о.∫
𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

∫
𝛾

𝑢𝑑𝑥− 𝑣𝑑𝑦 + 𝑖
∫
𝛾

𝑣𝑑𝑥+ 𝑢𝑑𝑦 =

= ⟨по формуле Грина⟩ =
=

∫∫
𝐺

(−𝑣𝑥 − 𝑢𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑖
∫∫
𝐺

(𝑢𝑥 − 𝑣𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

= ⟨из условия Коши–Римана:
𝑢𝑥 = 𝑣𝑦, 𝑢𝑦 = −𝑣𝑥 ⟩ =

∫∫
𝐺

(𝑢𝑦 − 𝑢𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 +

+ 𝑖

∫∫
𝐺

(𝑣𝑦 − 𝑣𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0.
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Замечание. Требование односвязности области является
существенным. Например, пусть область 𝐺 представляет со-
бой круговое кольцо 1 < ∣𝑧∣ < 3. Функция 𝑓(𝑧) = 1/𝑧 ∈
∈ 𝐶∞(𝐺). Однако

∫
∣𝑧∣=2

1

𝑧
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖. Это связано, в частности,

с тем, что контур ∣𝑧∣ = 2 не образует полную границу области
аналитичности 𝑓(𝑧).

Определение 3.7. Функция называется аналитической в
замкнутой области 𝐺 (𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺)), если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺)
и 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺), т. е. 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶(∂𝐺).
Определение справедливо и для многосвязной области.

Теорема 3.2 (вторая теорема Коши). Если 𝑓(𝑧) ∈
∈ 𝐶∞(𝐺), 𝐺 — односвязная область, то∫

∂𝐺

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0.

Теорема 3.2 переносится и на случай многосвязной обла-
сти.

Теорема 3.3. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺), 𝐺 — многосвязная
область, ограниченная извне контуром 𝐶0, а изнутри —
контурами 𝐶1, 𝐶2, ..., 𝐶𝑛, и пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺). Тогда∫

𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0,

где 𝐶 — полная граница 𝐺, 𝐶 = 𝐶0 ∪ 𝐶1 ∪ 𝐶2 ∪ ... ∪ 𝐶𝑛,
проходящая в положительном направлении.

Док а з а т е л ь с т в о. Проведем гладкие кривые 𝛾1, 𝛾2, ...
..., 𝛾𝑛, соединяющие контур 𝐶0 с контурами 𝐶1, 𝐶2, ..., 𝐶𝑛 и
не пересекающиеся между собой. Тогда область, ограничен-
ная кривыми 𝐶0, 𝐶1, 𝐶2, ..., 𝐶𝑛 и кривыми 𝛾1, 𝛾2, ..., 𝛾𝑛, прохо-
димыми дважды в противоположных направлениях, оказыва-
ется односвязной. По теореме 3.2 интеграл по границе этой
области равен 0. Но интегралы по вспомогательным кривым
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Рис. 3.1

𝛾1, 𝛾2, ..., 𝛾𝑛 проходятся дважды в противоположных направ-
лениях и при суммировании интегралов выпадают. Поэтому∫

𝐶+
0

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 +

∫
𝐶−

1

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 + ...+

∫
𝐶−

𝑛

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0.

Следствия теоремы Коши

1) Если 𝐺 — односвязная область и 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺), то

для любого 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐺 интеграл
∫ 𝑧2

𝑧1

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 не зависит от пути

интегрирования. При фиксированном 𝑧0 интеграл
∫ 𝑧

𝑧0

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

= 𝐹 (𝑧) (𝐹 (𝑧) — функция только 𝑧).
2) Пусть 𝐺 — односвязная область, 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺), для лю-

бого замкнутого контура 𝛾 ⊂ 𝐺 интеграл
∫
𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0. Функ-

ция 𝐹 (𝑧) =
∫ 𝑧

𝑧0

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 называется неопределенным интегра-

лом от 𝑓(𝑧).

Теорема 3.4. Если 𝐺 — односвязная область, 𝑓(𝑧) ∈
∈ 𝐶(𝐺) и для любого замкнутого контура 𝛾 ⊂ 𝐺, инте-

грал
∫
𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0, то существует 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺).
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Док а з а т е л ь с т в о. При ∣△𝑧∣ < 𝛿
∣∣∣∣ △𝐹△𝑧 − 𝑓(𝑧)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ 1

△𝑧

𝑧+△𝑧∫
𝑧

𝑓(𝜉)𝑑𝜉 − 𝑓(𝑧)
∣∣∣∣∣∣ =

=

⎧⎨
⎩
𝑧+△𝑧∫
𝑧

𝑑𝜉 = △𝑧
⎫⎬
⎭ =

1

∣△𝑧∣

∣∣∣∣∣∣
𝑧+△𝑧∫
𝑧

{𝑓(𝜉)− 𝑓(𝑧)}𝑑𝜉
∣∣∣∣∣∣ ⩽

⩽ ∣△𝑧∣
∣△𝑧∣ max

𝜉∈[𝑧,𝑧+△𝑧]
∣𝑓(𝜉)− 𝑓(𝑧)∣ < 𝜀.

Следовательно, существует lim
△𝑧→0

△𝐹
△𝑧 = 𝐹 ′(𝑧) = 𝑓(𝑧) ∈

∈ 𝐶(𝐺)⇒ 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺).

Определение 3.8. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺). Тогда первообраз-
ной 𝐹 (𝑧) функции 𝑓(𝑧) в 𝐺 называется любая 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺)
такая, что

𝐹 ′(𝑧) = 𝑓(𝑧).

Свойства неопределенного интеграла

1. Неопределенный интеграл 𝐹 (𝑧) в односвязной области
𝐺 — первообразная 𝑓(𝑧).
2. Если существует первообразная 𝐹 (𝑧), то их существу-

ет бесконечно много, но все они различаются на аддитивную
постоянную 𝐹 ′

1(𝑧)− 𝐹 ′
2(𝑧) = 0⇒ 𝐹1(𝑧) = 𝐹2(𝑧) + 𝐶.

3. Если 𝐺 — односвязная и 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺) и для любого
замкнутого контура 𝛾 ⊂ 𝐺, интеграл

∫
𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0, то

𝑧2∫
𝑧1

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 𝐹 (𝑧2)− 𝐹 (𝑧1) — формула Ньютона–Лейбница,

где F — любая первообразная.
4. Формула конечных приращений, вообще говоря, не вер-

на:
𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎) = (𝑏− 𝑎)𝑓 ′(𝑥∗), 𝑥∗ ∈ (𝑎, 𝑏).
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5. Пусть 𝐺 — односвязная и 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) и для любого

замкнутого контура 𝛾 ⊂ 𝐺, интеграл
∫
𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0, то 𝑓(𝑧) —

первообразная 𝑓 ′(𝑧), следовательно,
𝑧+△𝑧∫
𝑧

𝑓 ′(𝜉)𝑑𝜉 = 𝑓(𝑧 +△𝑧)− 𝑓(𝑧).

В качестве пути интегрирования возьмем прямолинейный от-
резок, соединяющий 𝑧 и 𝑧 +△𝑧 : 𝜉 = 𝑧 + 𝜃△𝑧; 0 ⩽ 𝜃 ⩽ 1;
𝑑𝜉 = △𝑧𝑑𝜃. Получим

𝑓(𝑧 +△𝑧)− 𝑓(𝑧) = △𝑧
1∫

0

𝑓 ′(𝑧 + 𝜃△𝑧)𝑑𝜃

— формула Коши–Адамара.
6. При вычислении интеграла от аналитической функции

контур интегрирования можно деформировать так, чтобы он
не выходил из области аналитичности подынтегральной функ-
ции. Деформируя контур интегрирования так, как это допус-
кается теоремой Коши, можно легко вычислить многие инте-
гралы.

ПРИМЕР 3.2. Вычислить интеграл
∫
𝛾

𝑑𝑧

𝑧
по контуру,

изображенному на рис. 3.2.

Рис. 3.2

⊲ Обратим внимание на то, что контур вообще не задан
какой-либо формулой. Важны его начальная и конечная точ-
ки и то, сколько раз он обходит вокруг начала координат.
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Необходимо так деформировать контур, чтобы интеграл под-
считывался легко. Для этого заметим, что исходный интеграл
легко вычисляется по контурам двух типов: во-первых, вдоль
действительной оси

𝑑𝑧 = 𝑑𝑥,

𝑥∫
1

𝑑𝑧

𝑧
= ln𝑥 (𝑥 > 0);

во-вторых, что менее очевидно, по дуге окружности с центром
в особой точке 𝑧 = 0 и радиусом 𝜌. На этой окружности

𝑧 = 𝜌𝑒𝑖𝜃, 𝑑𝑧 = 𝑖𝜌𝑒𝑖𝜃,

∫
𝑑𝑧

𝑧
= 𝑖

∫
𝑑𝜃.

Поэтому разумно деформировать исходный контур в контур,
изображенный на рис. 3.3, где окружность с центром в нуле и
радиусом 𝜌 пробегается дважды, и еще по ней проходит дуга
в 𝜑 радиан.

Рис. 3.3

Ответ:
∫
𝛾

𝑑𝑧

𝑧
= ln 𝜌+ 4𝜋𝑖+ 𝑖𝜑. ⊳

Контрольные вопросы

1. Показать, что для 𝑓(𝑡) = 𝑒𝑖𝑡 формула конечных приращений
неверна. (Указание: 𝑏 = 2𝜋, 𝑎 = 0.)
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2. Вычислить интеграл
∫
𝛾

∣𝑧∣𝑧𝑑𝑧, где 𝛾 — верхняя полуокруж-

ность ∣𝑧∣ = 1 и отрезок −1 ⩽ 𝑥 ⩽ 1, 𝑦 = 0.

3. Вычислить интеграл
∫
𝛾

Ln 𝑧𝑑𝑧, где 𝛾 — единичная окружность

и Ln 1 = 0.

4. Для каких 𝛼 (0 ⩽ 𝛼 < 2𝜋) существуют интегралы

𝐼1 =

∫
𝑒−1/𝑧𝑑𝑧, 𝐼2 =

∫
𝑒−𝑖/𝑧𝑃 𝑑𝑧, 𝑃 ∈ 𝑁,

взятые по радиус-вектору 𝑧 = 𝑒𝑖𝛼?



Лекция 4

ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФОРМУЛА КОШИ.
ИНТЕГРАЛ КОШИ. ТЕОРЕМЫ МОРЕРА

И ЛИУВИЛЛЯ

§ 4.1. ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФОРМУЛА КОШИ

Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺). Выразим 𝑓(𝑧0) (𝑧0 ∈ 𝐺) через значе-
ния 𝑓(𝑧) на ∂𝐺. Рассмотрим

𝜑(𝑧) =
𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0 ∈ 𝐶
∞ (𝐺/𝑧0).

Если в области 𝐺 взять такой замкнутый контур 𝛾, что-
бы точка 𝑧0 попала внутрь ограниченной им области, то 𝜑(𝑧)
будет аналитической в двухсвязной области 𝐺∗, заключенной
между ∂𝐺 и 𝛾. По теореме Коши для многосвязной области
(теорема 3.1) интеграл от функции 𝜑(𝑧) по кривой ∂𝐺 + 𝛾
равен ∫

∂𝐺+

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧0 𝑑𝑧 +
∫
𝛾+

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧0 𝑑𝑧 = 0.

Так как
∫
𝛾−

= −
∫
𝛾+

, то

∫
∂𝐺+

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧0 𝑑𝑧 =
∫
𝛾+

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧0 𝑑𝑧.

Поскольку интеграл, стоящий слева, не зависит от выбо-
ра контура, то этим свойством обладает и интеграл, стоящий
справа. Удобно в качестве контура интегрирования выбрать
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окружность 𝛾𝜌 с центром в точке 𝑧0 и радиусом 𝜌. Положив
на 𝛾𝜌 : 𝜉 = 𝑧0 + 𝜌𝑒

𝑖𝜑, 𝑑𝜉 = 𝑖𝜌𝑒𝑖𝜑𝑑𝜑, получим∫
∂𝐺+

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧0 𝑑𝑧 =
∫
𝛾+

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧0 𝑑𝑧 =

= 𝑖

2𝜋∫
0

[𝑓(𝜉)− 𝑓(𝑧0)]𝑑𝜑+ 𝑖

2𝜋∫
0

𝑓(𝑧0)𝑑𝜑 = 𝐼 + 2𝜋𝑓(𝑧0).

Оценим 𝐼:

∣𝐼∣ ⩽ 2𝜋max
𝜉∈𝛾+

∣𝑓(𝜉)− 𝑓(𝑧0)∣.

Устремим 𝜌 → 0, при этом 𝜉(𝜌) → 𝑧0. Так как 𝑓(𝑧) —
аналитическая, а следовательно, непрерывная в 𝐺, то для ∀𝜀 >
> 0 ∃𝛿 > 0 ∀𝜉 ∣𝜉(𝜌)−𝑧0∣ < 𝛿. Следовательно, ∣𝑓(𝜉)−𝑓(𝑧0)∣ < 𝜀.
Это значит, что при 𝜌 → 0 𝐼 → 0. Поскольку левая часть и
второе слагаемое правой части не зависят от 𝜌, то, переходя
к пределу в обоих частях, получим интегральную формулу
Коши:

𝑓(𝑧0) =
1

2𝜋𝑖

∫
∂𝐺+

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧0 𝑑𝜉.

Замечание 4.1. Формула верна как для 𝐺 односвяз-
ной, так и для 𝐺 многосвязной, только в последнем случае
∂𝐺+ — полная граница области, проходимая в положительном
направлении.

Замечание 4.2. Интеграл вида 𝐼(𝑧0) =
1

2𝜋𝑖

∫
∂𝐺+

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧0 𝑑𝜉
имеет смысл для любого положения точки 𝑧0 на комплекс-
ной плоскости при условии, что 𝑧0 /∈ ∂𝐺+. Если 𝑧0 ∈ 𝐺, то
𝐼(𝑧0) = 𝑓(𝑧0), если 𝑧0 ∕∈ 𝐺, то 𝐼(𝑧0) = 0, так как в этом слу-

чае подынтегральная функция 𝜑(𝜉) =
𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧0 ∈ 𝐶
∞(𝐺) являет-

ся аналитической всюду в 𝐺. При 𝑧0 ∈ ∂𝐺 : 𝐼(𝑧0) в обычном
смысле не существует, однако при дополнительных требова-
ниях на поведение функции 𝑓(𝜉) на контуре границы этому
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Рис. 4.1

интегралу может быть придан определенный смысл. Так, если
𝑓(𝜉) удовлетворяет на ∂𝐺 условию Гельдера:

∣𝑓(𝜉1)− 𝑓(𝜉2)∣ < 𝐶∣𝜉1 − 𝜉2∣𝛿, 0 < 𝛿 < 1

(Гельдер — непрерывна), то существует главное значение по
Коши интеграла 𝐼(𝑧0) :

V.p. 𝐼(𝑧0) =
1

2𝜋𝑖

∫
𝛾+𝜀

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧0 𝑑𝜉,

где 𝛾𝜀 представляет собой часть контура ∂𝐺, лежащую вне

круга ∣𝜉 − 𝑧0∣ < 𝜀. При этом V.p. 𝐼(𝑧0) =
1

2
𝑓(𝑧0). Итак, для

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) можно записать

1

2𝜋𝑖

∫
∂𝐺+

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧0 𝑑𝜉 =

⎧⎨
⎩
𝑓(𝑧0), 𝑧0 ∈ 𝐺
1

2
𝑓(𝑧0), 𝑧0 ∈ ∂𝐺(V.p.)

0, 𝑧0 ∕∈ 𝐺.

Замечание 4.3. Формула верна и для любого контура
𝐶+ ⊂ 𝐺, который можно стянуть к 𝑧0, оставаясь внутри 𝐺.

Следствие 4.1 (формула среднего значения). Пусть 𝑧0 —
некоторая внутренняя точка односвязной области 𝐺. Возьмем
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окружность с центром в 𝑧0 и радиусом 𝑅, целиком лежащую
в 𝐺. Тогда

𝑓(𝑧0) =
1

2𝜋𝑖

∫
𝐶𝑅

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧0 𝑑𝜉 =
(
𝜉 = 𝑧0 +𝑅𝑒

𝑖𝜑

)
=

=
1

2𝜋

2𝜋∫
0

𝑓(𝑧0 +𝑅𝑒
𝑖𝜑)𝑑𝜑 =

1

2𝜋𝑅

∫
𝐶𝑅

𝑓(𝜉)𝑑𝑠,

(𝑑𝑠 = 𝑅𝑑𝜑, круг 𝐾𝑅 ⊂ 𝐺) — формула среднего значения 𝐺.

Следствие 4.2 (принцип максимума модуля). Если 𝑓(𝑧) ∕=
∕= const и 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺), то ∣𝑓(𝑧)∣ достигает своего макси-
мального значения только на ∂𝐺.

Д о к а з а т е л ь с т в о (от противного). Пусть 𝑧0 ∈ 𝐺 :
∣𝑓(𝑧0)∣ =𝑀 ⩾ ∣𝑓(𝑧)∣, для любого 𝑧 ∈ 𝐺:

𝑀 =

∣∣∣∣∣∣ 1

2𝜋𝑅0

∫
𝐶0

𝑓(𝜉)𝑑𝑠

∣∣∣∣∣∣ ⩽ 1

2𝜋𝑅0

∫
𝐶0

∣𝑓(𝜉)∣𝑑𝑠 ⩽𝑀.

Следовательно,

1

2𝜋𝑅0

∫
𝐶0

∣𝑓(𝜉)∣𝑑𝑠 =𝑀,

где 𝐶0 — окружность ∣𝑧 − 𝑧0∣ = 𝑅0, 𝐶0 ⊂ 𝐺, 𝜉 = 𝑧0 + 𝑅0𝑒
𝑖𝜑,

𝑑𝑠 = 𝑅0𝑑𝜑. Таким образом, ∣𝑓(𝜉)∣ =𝑀 для любого 𝜉 ∈ 𝐶0.

Действительно, ∣𝑓(𝜉)∣ ⩽ 𝑀 для любого 𝜉 ∈ 𝐶0 по предпо-
ложению. Далее, пусть в некоторой точке 𝜉0 ∈ 𝐶0 выполнено
∣𝑓(𝜉0)∣ < 𝑀. Тогда, так как ∣𝑓(𝜉)∣ непрерывен на 𝐶0, то суще-
ствует дуга 𝛾0 длиной 𝐿0 — некоторая окрестность точки 𝜉0
(𝜉0 ∈ 𝛾0), на которой ∣𝑓(𝜉)∣ ⩽ 𝑀 − 𝜀, 𝜀 > 0 (а на остальной
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части окружности ∣𝑓(𝜉)∣ =𝑀 для 𝜉 ∈ 𝐶0/𝛾0). Тогда

𝑀 =
1

2𝜋𝑅0

∫
𝐶0

∣𝑓(𝜉)∣𝑑𝑠 =

=
1

2𝜋𝑅0

∫
𝑅0

∣𝑓(𝜉)∣𝑑𝑠+ 1

2𝜋𝑅0

∫
𝐶0∖𝑅0

∣𝑓(𝜉)∣𝑑𝑠 ⩽

⩽ (𝑀 − 𝜀)𝐿0
2𝜋𝑅0

+
𝑀(2𝜋𝑅0 − 𝐿0)

2𝜋𝑅0
=

=
𝑀2𝜋𝑅0 − 𝜀𝐿0

2𝜋𝑅0
< 𝑀 ⇒𝑀 < 𝑀.

Чего быть не может. Следовательно, ∣𝑓(𝜉)∣ = 𝑀 (для любого
𝜉 ∈ 𝐶0); ∣𝑓(𝜉)∣ = 𝑀 (𝜉 ∈ 𝐶 ′ : ∣𝑧 − 𝑧0∣ = 𝑅′ < 𝑅0). Таким
образом, ∣𝑓(𝜉)∣ = 𝑀 (𝜉 ∈ 𝐾0 : ∣𝑧 − 𝑧0∣ ⩽ 𝑅0) ⇒ ∣𝑓(𝑧∗)∣ = 𝑀
для любого 𝑧∗ ∈ 𝐺.
Покажем это.

Рис. 4.2

Соединим точки 𝑧0 и 𝑧∗ кривой 𝐿 ⊂ 𝐺 и отстоящей от ∂𝐺
на расстояние не меньше, чем на 𝑑 > 0. Возьмем 𝑧1 = 𝐶0 ∩ 𝐿.
Так как ∣𝑓(𝑧1)∣ = 𝑀, то ∣𝑓(𝜉)∣ = 𝑀 (𝜉 ∈ 𝐾1 : ∣𝑧 − 𝑧1∣ ⩽ 𝑅1,
𝑅1 ⩾ 𝑑). Далее возьмем 𝑧2 = 𝐶1 ∩ 𝐿 и, продолжая данный
процесс, за конечное число шагов получим, что ∣𝑓(𝜉)∣ = 𝑀
(𝜉 ∈ 𝐾𝑛 : ∣𝑧 − 𝑧𝑛∣ ⩽ 𝑅𝑛) и 𝑧∗ ∈ 𝐾𝑛.
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Итак, если ∣𝑓(𝑧)∣ принимает максимальное значение 𝑀 в
некоторой внутренней точке области, то ∣𝑓(𝑧)∣ ≡ 𝑀 во всей
области.
Из условий Коши–Римана для модуля и аргумента анали-

тической функции 𝑓(𝑧) = 𝑅(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖Φ(𝑥,𝑦) : 𝑅𝑥 = 𝑅Φ𝑦, 𝑅𝑦 =
= −𝑅Φ𝑥. Следовательно, 𝑓(𝑧) ≡ const для любого 𝑧 ∈ 𝐺.
Получили противоречие c условием теоремы. Доказали, что
если ∣𝑓(𝑧)∣ ∕= const, то он не может достигать максимума во
внутренних точках области. Но так как ∣𝑓(𝑧)∣ непрерывен в 𝐺,
то он должен достигать максимума в некоторой 𝑧 ∈ 𝐺. Таким
образом, ∣𝑓(𝑧)∣ достигает максимума в граничных точках.

Замечания. 1) Если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) и 𝑓(𝑧) ∕= 0 для любого
𝑧 ∈ 𝐺, то имеет место принцип минимума модуля. Для дока-
зательства достаточно рассмотреть функцию 𝜑(𝑧) = 1/𝑓(𝑧) и
воспользоваться принципом максимума модуля.
2) Теорема верна как для односвязной, так и для много-

связной области.
3) Геометрическая интерпретация. Действительные

функции двух действительных переменных 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑣(𝑥, 𝑦) —
вещественная и мнимая части аналитической функции 𝑓(𝑧)
не имеют в 𝐺 локальных экстремумов, а могут иметь лишь
седловые точки. Линии равного уровня этих функций (если
𝑓 ∕= const) не замкнуты, т. е. упираются в границу области 𝐺
либо уходят на бесконечность в случае неограниченной об-
ласти. Внутри области 𝐺 нет точек, в которых эти функции
возрастают или убывают по всем направлениям.

§ 4.2. ИНТЕГРАЛ КОШИ

Определение 4.1. Пусть 𝐶 — кусочно-гладкая кривая ко-

нечной длины 𝐿 :

∫
𝐶

𝑑𝑠 = 𝐿 и 𝑓(𝜉) непрерывна в любой точке

𝜉 ∈ 𝐶. Тогда при 𝑧 ∕∈ 𝐶

𝐹 (𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫
𝐶

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧 𝑑𝜉 — интеграл Коши.
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Теорема 4.1. В любой точке 𝑧0 ∕∈ 𝐶 функция 𝐹 (𝑧0) —
дифференцируема и

𝐹 ′(𝑧0) =
1

2𝜋𝑖

∫
𝐶

𝑓(𝜉)

(𝜉 − 𝑧0)2 𝑑𝜉.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑧0 и 𝑧0 + △𝑧 ∕∈ 𝐶. Так как
𝑧0 ∕∈ 𝐶, то существуют 𝛿0 > 0 и 𝑑0 > 0 такие, что замкнутый
круг ∣𝑧 − 𝑧0∣ ⩽ 𝛿0 будет находиться на конечном расстоянии
𝑑0 > 0 от кривой 𝐶. Пусть ∣△𝑧∣ < 𝛿0. Тогда для любого 𝜉 ∈
∈ 𝐶 : ∣𝜉 − 𝑧0∣ > 𝑑0, ∣𝜉 − 𝑧0 −△𝑧∣ > 𝑑0:∣∣∣∣∣∣ △𝐹△𝑧 − 1

2𝜋𝑖

∫
𝐶

𝑓(𝜉)

(𝜉 − 𝑧0)2 𝑑𝜉
∣∣∣∣∣∣ =

=
1

2𝜋𝑖

∣∣∣∣∣∣ 1

△𝑧
∫
𝐶

𝑓(𝜉)

{
1

𝜉 − 𝑧0 −△𝑧 −
1

𝜉 − 𝑧0

}
𝑑𝜉−

−
∫
𝐶

𝑓(𝜉)

(𝜉 − 𝑧0)2 𝑑𝜉
∣∣∣∣∣∣ =

=
1

2𝜋𝑖

∣∣∣∣∣∣
∫
𝐶

𝑓(𝜉)

{
1

(𝜉 − 𝑧0 −△𝑧)(𝜉 − 𝑧0) −
1

(𝜉 − 𝑧0)2
}
𝑑𝜉

∣∣∣∣∣∣ =
=

1

2𝜋𝑖

∣∣∣∣∣∣
∫
𝐶

𝑓(𝜉)△𝑧
(𝜉 − 𝑧0 −△𝑧)(𝜉 − 𝑧0)2 𝑑𝜉

∣∣∣∣∣∣ ⩽

⩽
max
𝜉∈𝐶

∣𝑓(𝜉)∣∣△𝑧∣𝐿
2𝜋𝑑30

< 𝜀

при ∣△𝑧∣ < 𝛿 < 𝛿0. Следовательно,

lim
△𝑧→0

△𝐹
△𝑧 = 𝐹 ′(𝑧0) =

1

2𝜋𝑖

∫
𝐶

𝑓(𝜉)

(𝜉 − 𝑧0)2 𝑑𝜉.

Замечание. Непрерывность 𝐹 ′(𝑧), 𝑧 ∕∈ 𝐶, доказывается
аналогично с помощью оценки ∣△𝐹 ′(𝑧)∣.



54 Лекция 4

Теорема 4.2. При 𝑧 ∕∈ 𝐶 функция 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐸 ∖ 𝐶).

Теорема 4.3. При 𝑧 ∕∈ 𝐶 функция 𝐹 (𝑧) имеет непрерыв-
ные 𝑛-e производные для любого 𝑛, причем

𝐹 (𝑛)(𝑧) =
𝑛!

2𝜋𝑖

∫
𝐶

𝑓(𝜉)

(𝜉 − 𝑧0)𝑛+1
𝑑𝜉.

Доказывается методом математической индукции.

Теорема 4.4. Если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺), то для любых 𝑛 и
𝑧 ∈ 𝐺 существует 𝑓 (𝑛)(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺).

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑧0 ∈ 𝐺. Построим замкнутый
контур 𝐶, содержащий 𝑧0, который можно стянуть к 𝑧0, оста-
ваясь все время в 𝐺. Тогда в силу интегральной формулы
Коши

𝑓(𝑧0) =
1

2𝜋𝑖

∫
𝐶

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧0 𝑑𝜉,

но это интеграл типа Коши. Следовательно,

𝑓 (𝑛)(𝑧0) =
𝑛!

2𝜋𝑖

∫
𝐶

𝑓(𝜉)

(𝜉 − 𝑧0)𝑛+1
𝑑𝜉 ⇒ 𝑓 (𝑛)(𝑧0) ∈ 𝐶∞(𝐺)

для ∀ 𝑧0 ∈ 𝐺.
Итак, если функция 𝑓(𝑧) является аналитической в 𝐺, то

у нее в 𝐺 существуют непрерывные производные всех по-
рядков. Это существенное отличие от функции действитель-
ной переменной, имеющей непрерывную первую производную
в некоторой области, для которой из существования первой
производной, вообще говоря, не следует существование выс-
ших производных. Например, функция 𝑦(𝑥) = 𝑥∣𝑥∣ непрерывна
на всей числовой прямой; ее производная 𝑦′(𝑥) = 2∣𝑥∣ также
непрерывна на всей числовой прямой, однако, 𝑦′′(0) не суще-
ствует.
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§ 4.3. ТЕОРЕМЫ МОРЕРА И ЛИУВИЛЛЯ

Теорема 4.5 (Морера). Если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺), 𝐺 — односвяз-

ная и для любого 𝛾 ⊂ 𝐺 :

∫
𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0, где 𝛾 — замкнутый

контур, который можно стянуть в точку, оставаясь в 𝐺,
то 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺).

Док а з а т е л ь с т в о. При условиях теоремы 3.3 существу-

ет функция 𝐹 (𝑧) =
∫ 𝑧

𝑧0

𝑓(𝜉)𝑑𝜉 ∈ 𝐶∞(𝐺), где 𝑧0 и 𝑧 — произ-

вольные точки 𝐺, а интеграл берется по любому пути ⊂ 𝐺,
соединяющему эти точки. При этом 𝐹 ′(𝑧) = 𝑓(𝑧).
Но производная аналитической функции сама являет-

ся аналитической функцией (теорема 4.4), т. е. существует
𝐹 ′′(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺), а именно 𝐹 ′′(𝑧) = 𝑓 ′(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺).

Замечания. 1) Теорема Морера является в некотором
смысле обратной к теореме Коши.
2) Теорема 4.4 и теорема 4.5 (Морера) справедливы и для

многосвязных областей.

Теорема 4.6 (теорема Лиувилля). Если функция 𝑓(𝑧) ∈
∈ 𝐶∞(𝐸) и 𝑓(𝑧) ∕= const, то при 𝑧 → ∞, ∣𝑓(𝑧)∣ → ∞ (здесь
𝐸 вся комплексная плоскость).
Другая формулировка:
Если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐸) и существует 𝑀 : ∣𝑓(𝑧)∣ ⩽ 𝑀 для

любого 𝑧 (∣𝑓(𝑧)∣ — равномерно ограничена), то 𝑓(𝑧) ≡ const.

Док а з а т е л ь с т в о.

𝑓 ′(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫
𝐶𝑅

𝑓(𝜉)

(𝜉 − 𝑧)2 𝑑𝜉,

где 𝐶𝑅 : ∣𝜉 − 𝑧∣ = 𝑅. По условию теоремы существует

𝑀 : ∣𝑓(𝑧)∣ ⩽ 𝑀 , независимо от 𝑅. Следовательно, ∣𝑓 ′(𝑧)∣ ⩽
⩽ 2𝜋𝑅𝑀

2𝜋𝑅2
=
𝑀

𝑅
. Так как 𝑅 можно выбрать сколь угодно боль-

шим (𝑅→∞), а 𝑓 ′(𝑧) не зависит от 𝑅, то ∣𝑓 ′(𝑧)∣ = 0.
В силу произвольности выбора 𝑧, ∣𝑓 ′(𝑧)∣ = 0 на всей ком-

плексной плоскости 𝐸 ⇒ 𝑓(𝑧) ≡ const для любого 𝑧.
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Определение 4.2. Функция 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐸) (на всей ком-
плексной плоскости) (𝑧 ∕=∞) называется целой.
Целая функция, не равная const, не может быть ограни-

чена по абсолютной величине. Так например, целые функции
sin 𝑧 и cos 𝑧 неограничены по модулю.

Пример целой функции:

𝑓(𝑧) = 𝑧𝑛.

Отображение области однолистности: сектор с углом раз-
ворота 2𝜋/𝑛 отображается на всю комплексную плоскость.

Контрольные вопросы
1. Показать, что если 𝐶 не проходит через точки ±𝑖, то

1∫
0

𝑑𝑧

1 + 𝑧2
=

𝜋

4
+ 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ ℤ.

2. Доказать формулу Коши для бесконечной области. Пусть 𝐶 —
замкнутый контур, ограничивающий конечную область 𝐷. Функция
𝑓(𝑧) аналитична во внешности 𝐷 и lim

𝑧→∞
𝑓(𝑧) = 𝐴. Тогда

1

2𝜋𝑖

∫
𝐶

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧
𝑑𝜉 =

{ −𝑓(𝑧) +𝐴, 𝑍 ∈ 𝐸 ∖𝐷;
𝐴, 𝑧 ∈ 𝐷.



Лекция 5

ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ
ОТ ПАРАМЕТРА. РЯДЫ

АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

§ 5.1. ПОНЯТИЕ ИНТЕГРАЛА, ЗАВИСЯЩЕГО
ОТ ПАРАМЕТРА. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ
СУЩЕСТВОВАНИЯ. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА

Пусть на комплексной плоскости 𝑍 заданы: кусочно-глад-

кий контур 𝐶 конечной длины
∫
𝐶

𝑑𝑠 = 𝐿, область 𝐺 и функ-

ция двух комплексных переменных 𝑤 = 𝜑(𝑧, 𝜉), 𝑧 ∈ 𝐺, 𝜉 ∈ 𝐶,
удовлетворяющая следующим условиям:
1) для любого 𝜉0 ∈ 𝐶 𝜑(𝑧, 𝜉0) = 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺), т. е.

существует
∂𝜑

∂𝑧
(𝑧, 𝜉0) ∈ 𝐶∞(𝐺);

2) 𝜑(𝑧, 𝜉) — непрерывна по совокупности переменных, т. е.
∀𝜀>0 ∃𝛿(𝑧, 𝜉) > 0:

∣𝜑(𝑧 +△𝑧, 𝜉 +△𝜉)− 𝜑(𝑧, 𝜉)∣ < 𝜀 при ∣△𝑧∣, ∣△𝜉∣ < 𝛿;

3) ∂𝜑∂𝑧 (𝑧, 𝜉), ...,
∂𝑛𝜑
∂𝑧𝑛 (𝑧, 𝜉) — непрерывны по совокупности пе-

ременных.

Замечание. Из второго условия следует, что 𝜑(𝑧, 𝜉) непре-
рывна по 𝑧, ∀𝑧 ∈ 𝐺 равномерно по 𝜉, т. е. для фиксированного
𝑧0 ∈ 𝐺 и ∀𝜀 > 0 ∃𝛿(𝑧0) > 0 такое, что ∣𝜑(𝑧0 + △𝑧, 𝜉) −
− 𝜑(𝑧0, 𝜉)∣ < 𝜀 при ∣△𝑧∣ < 𝛿 для всех 𝜉 ∈ 𝐶 одновременно.
Д о к а з а т е л ь с т в о (от противного). Аналогично дока-

зательству равномерной непрерывности в замкнутой области
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(теорема 1.3). Аналогичное утверждение справедливо и

для
∂𝜑

∂𝑧
(𝑧, 𝜉).

Теорема 5.1. Если 𝜑(𝑧, 𝜉), 𝑧 ∈ 𝐺, 𝜉 ∈ 𝐶, удовлетворяет
условиям 1)–3), то интеграл, зависящий от параметра 𝑧,
существует и является аналитической функцией 𝑧 в обла-
сти 𝐺:∫
𝐶

𝜑(𝑧, 𝜉)𝑑𝜉 = 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) и 𝐹 (𝑛)(𝑧) =

∫
𝐶

∂𝑛𝜑

∂𝑧𝑛
(𝑧, 𝜉)𝑑𝜉.

Док а з а т е л ь с т в о. Разобьем доказательство теоремы на
три этапа.
1) Докажем, что 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐶(𝐺) :

∣△𝐹 ∣ = ∣𝐹 (𝑧 +△𝑧)− 𝐹 (𝑧)∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∫
𝐶

[𝜑(𝑧 +△𝑧, 𝜉)− 𝜑(𝑧, 𝜉)]𝑑𝜉
∣∣∣∣∣∣ ⩽

⩽ 𝐿max
𝜉∈𝐶

∣𝜑(𝑧 +△𝑧, 𝜉)− 𝜑(𝑧, 𝜉)∣ <

< (по замечанию к условию 2) < 𝐿𝜀′ < 𝜀

как только ∣△𝑧∣ < 𝛿.
2) Докажем, что существует

lim
△𝑧→0

△𝐹
△𝑧 = 𝐹 ′(𝑧) =

∫
𝐶

∂𝜑

∂𝑧
(𝑧, 𝜉)𝑑𝜉 :

∣∣∣∣∣∣ 1

△𝑧
∫
𝐶

{𝜑(𝑧 +△𝑧, 𝜉)− 𝜑(𝑧, 𝜉)}𝑑𝜉 −
∫
𝐶

∂𝜑

∂𝑧
(𝑧, 𝜉)𝑑𝜉

∣∣∣∣∣∣ ⩽

⩽

⎧⎨
⎩

𝜑(𝑧 +△𝑧, 𝜉)− 𝜑(𝑧, 𝜉) = △𝑧
1∫

0

∂𝜑

∂𝑧
(𝑧 + 𝜃△𝑧, 𝜉)𝑑𝜃

∂𝜑

∂𝑧
(𝑧, 𝜉) =

1∫
0

∂𝜑

∂𝑧
(𝑧, 𝜉)𝑑𝜃

⎫⎬
⎭

⩽
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⩽
∫
𝐶

1∫
0

∣∣∣∣∂𝜑∂𝑧 (𝑧 + 𝜃△𝑧, 𝜉)− ∂𝜑∂𝑧 (𝑧, 𝜉)
∣∣∣∣ 𝑑𝜃𝑑𝑠 <

< (по замечанию к условию 2) <

< 𝐿𝜀′ < 𝜀 как только ∣△𝑧∣ < 𝛿.
3) Докажем, что 𝐹 ′(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺). Доказательство аналогично

п. 1.
Итак, 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) и 𝐹 (𝑛)(𝑧) =

∫
𝐶

∂𝑛𝜑

∂𝑧𝑛
(𝑧, 𝜉)𝑑𝜉.

§ 5.2. РЯДЫ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Пусть дана последовательность {𝑎𝑘}∞𝑘=1. 𝑆𝑛 =
𝑛∑
𝑘=1

𝑎𝑘 — ча-

стичная сумма. Cоставим последовательность частичных сумм

{𝑆𝑛}∞𝑛=1 и рассмотрим
∞∑
𝑘=1

𝑎𝑘 — числовой ряд.

Определение 5.1. Числовой ряд называется сходящимся,
если сходится последовательность частичных сумм {𝑆𝑛}. Пре-
дел последовательности частичных сумм называется суммой

ряда
∞∑
𝑘=1

𝑎𝑘 = 𝑆.

Критерий Коши сходимости числовой последовательно-
сти: для ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∀𝑛 ⩾ 𝑁 и 𝑚 > 0 :

∣𝑆𝑛+𝑚 − 𝑆𝑛∣ < 𝜀.
Отсюда следует необходимый признак сходимости ряда

(но не достаточный):

𝑎𝑛 → 0 при 𝑛→∞.
Док а з а т е л ь с т в о. Пусть ряд сходится. Тогда ∀𝜀 >

> 0∃𝑁 : ∀𝑛 ⩾ 𝑁 ∀𝑚 > 0 ⇒ ∣𝑆𝑛+𝑚 − 𝑆𝑛∣ < 𝜀 ⇒ ∣𝑎𝑛+1∣ =
= ∣𝑆𝑛+1 − 𝑆𝑛∣ < 𝜀⇒ 𝑎𝑛 → 0 при 𝑛→∞.

Определение 5.2.
∞∑

𝑘=𝑛+1

𝑎𝑘 = 𝑟𝑛 — 𝑛-й остаток ряда.
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Так как 𝑟𝑛+𝑚 − 𝑟𝑛 =

𝑛+𝑚∑
𝑘=𝑛+1

𝑎𝑘 = 𝑆𝑛+𝑚 − 𝑆𝑛, то необходи-

мым и достаточным признаком сходимости числового ряда
является стремление ∣𝑟𝑛∣ → 0 при 𝑛→∞.
Док а з а т е л ь с т в о.

Необходимость. Если ряд сходится, то

∣𝑟𝑛∣ = ∣𝑆 − 𝑆𝑛∣ → 0.

Достаточность.

∣𝑆𝑛+𝑚 − 𝑆𝑛∣ =
∣∣∣∣∣
𝑛+𝑚∑
𝑘=𝑛+1

𝑎𝑘

∣∣∣∣∣ = ∣𝑟𝑛+𝑚 − 𝑟𝑛∣.
Пусть ∣𝑟𝑛∣ → 0 ⇒ для ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∣𝑟𝑛∣ < 𝜀

2
для ∀𝑛 ⩾ 𝑁 ⇒

⇒ ∣𝑟𝑛+𝑚∣ < 𝜀
2
для ∀𝑛 ⩾ 𝑁 и ∀𝑚 > 0⇒ ∣𝑆𝑛+𝑚−𝑆𝑛∣ = ∣𝑟𝑛+𝑚−

− 𝑟𝑛∣ < 𝜀. Следовательно, ряд сходится.

Определение 5.3. Если
∞∑
𝑘=1

∣𝑎𝑘∣ <∞ (сходится), то ряд на-
зывается абсолютно сходящимся.

Очевидно, что если ряд сходится абсолютно, то он схо-
дится. Обратное, вообще говоря, неверно. Например, ряд
∞∑
𝑘=1

(−1)𝑘
𝑘
сходится, тогда как ряд

∞∑
𝑘=1

1

𝑘
расходится.

Достаточными критериями абсолютной сходимости рядов
являются признаки Даламбера и Коши.

Признак Даламбера. Если, начиная с некоторого номера
𝑁 , выполняется неравенство ∣𝑎𝑛+1/𝑎𝑛∣ ⩽ 𝐿 < 1 для ∀𝑛 ⩾ 𝑁 ,

то ряд
∞∑
𝑘=1

∣𝑎𝑘∣ сходится.
Если, начиная с некоторого номера 𝑁 , выполняется

∣𝑎𝑛+1/𝑎𝑛∣ ⩾ 1 для ∀𝑛 ⩾ 𝑁 , то ряд
∞∑
𝑘=1

𝑎𝑘 расходится.
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Признак Даламбера в предельной форме. Если суще-

ствует lim
𝑛→∞ ∣𝑎𝑛+1/𝑎𝑛∣ = 𝐿, то при 𝐿 < 1 ряд

∞∑
𝑘=1

∣𝑎𝑘∣ сходится;

при 𝐿 > 1 ряд
∞∑
𝑘=1

𝑎𝑘 расходится; при 𝐿 = 1 ничего сказать

нельзя.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если 𝐿 < 1, то существует 𝜀 > 0 :
𝐿 < 1− 2𝜀. Следовательно 𝐿 + 𝜀 < 1− 𝜀. Так как существует
lim
𝑛→∞ ∣𝑎𝑛+1/𝑎𝑛∣ = 𝐿, то существует N: 𝐿 − 𝜀 < ∣𝑎𝑛+1/𝑎𝑛∣ <
< 𝐿 + 𝜀 < 1 − 𝜀 = 𝑞 < 1, для ∀𝑛 ⩾ 𝑁. Значит ∣𝑎𝑛+1∣ <
< ∣𝑎𝑛∣𝑞 < ∣𝑎𝑁 ∣𝑞𝑛+1−𝑁 , т. е. ряд мажорируется геометрической
прогрессией со знаменателем 𝑞 < 1.

Аналогично доказывается расходимость ряда при 𝐿 > 1.

Признак Коши. Если, начиная с некоторого 𝑁 , выполня-

ется неравенство 𝑛
√∣𝑎𝑛∣ ⩽ 𝐿 < 1 для ∀𝑛 ⩾ 𝑁, то ряд

∞∑
𝑘=1

∣𝑎𝑘∣
сходится.
Если начиная с некоторого 𝑁 выполняется неравенство

𝑛
√∣𝑎𝑛∣ ⩾ 1 для ∀𝑛 ⩾ 𝑁, то ряд

∞∑
𝑘=1

𝑎𝑘 расходится.

Признак Коши в предельной форме. Если существует

предел lim
𝑛→∞

𝑛
√
∣𝑎𝑛∣ = 𝐿, то при 𝐿 < 1 ряд

∞∑
𝑘=1

∣𝑎𝑘∣ сходится;

при 𝐿 > 1 ряд
∞∑
𝑘=1

𝑎𝑘 расходится; при 𝐿 = 1 ничего сказать

нельзя.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если 𝐿 < 1, то ∃𝜀 > 0 : 𝐿 < 1 −
− 2𝜀 ⇒ 𝐿 + 𝜀 < 1 − 𝜀. Так как существует lim

𝑛→∞
𝑛
√
∣𝑎𝑛∣ = 𝐿,

то существует 𝑁 ∀𝑛 ⩾ 𝑁. Таким образом, 𝐿 − 𝜀 < 𝑛
√∣𝑎𝑛∣ <

< 𝐿 + 𝜀 < 1 − 𝜀 = 𝑞 < 1 ⇒ ∣𝑎𝑛∣ < 𝑞𝑛, т. е. ряд мажорируется
геометрической прогрессией со знаменателем 𝑞 < 1.
Аналогично доказывается расходимость ряда при 𝐿 > 1.
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Определение 5.4. Пусть дана последовательность

{𝑢𝑘(𝑧)}∞𝑘=1, 𝑧 ∈ 𝐺. Выражение
∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧) называется функ-

циональным рядом, заданным в 𝐺.

Определение 5.5. Если при ∀𝑧 ∈ 𝐺 соответствующий чис-
ловой ряд сходится к определенному комплексному числу
𝑤(𝑧), то в 𝐺 определена функция 𝑓(𝑧) = 𝑤, которая на-
зывается суммой функционального ряда, а сам ряд назы-
вается сходящимся в 𝐺. Если ряд сходится в 𝐺, то ∀𝜀 >
> 0 ∀𝑧 ∈ 𝐺 ∃𝑁 : ∀𝑛 ⩾ 𝑁 ⇒ ∣𝑟𝑛(𝑧)∣ < 𝜀.

Критерий Коши (необходимый и достаточный признак
сходимости): для ∀𝜀 > 0∃𝑁(𝑧)∀𝑛 ⩾ 𝑁 и ∀𝑚 > 0 ⇒
⇒ ∣𝑆𝑛+𝑚(𝑧)− 𝑆𝑛(𝑧)∣ < 𝜀.
Вообще говоря, в каждой точке 𝑧 ∈ 𝐺 число 𝑁 свое: 𝑁 =

= 𝑁(𝑧); и общего 𝑁 для всей 𝑧 может и не существовать.

Определение 5.6. Если для любого 𝜀 > 0 существует 𝑁 ,
что ∣𝑟𝑛(𝑧)∣ < 𝜀 для любого 𝑛 ⩾ 𝑁 и любой точки 𝑧 одновре-

менно, то ряд
∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧) называется равномерно сходящимся

к функции 𝑓(𝑧) в 𝐺. Обозначается:

∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧)⇒ 𝑓(𝑧).

Понятие равномерной сходимости — глобальное.
Необходимое и достаточное условие равномерной сходимо-

сти — критерий Коши.

Критерий Коши. Если для ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∀𝑧 ∈ 𝐺 ∀𝑛 ⩾ 𝑁 ,

∀𝑚 > 0 ⇒ ∣𝑆𝑛+𝑚(𝑧)− 𝑆𝑛(𝑧)∣ < 𝜀, то
∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧)⇒ 𝑓(𝑧).

Док а з а т е л ь с т в о.

Необходимость. Пусть ряд
∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧) сходится равномерно

к 𝑓(𝑧), то есть ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 , что ∣𝑓(𝑧) − 𝑆𝑛(𝑧)∣ < (𝜀/2) для
∀𝑛 ⩾ 𝑁 и ∀𝑧 ∈ 𝐺. Следовательно, ∣𝑓(𝑧) − 𝑆𝑛+𝑚(𝑧)∣ < (𝜀/2).
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Таким образом, ∣𝑆𝑛+𝑚(𝑧) − 𝑆𝑛(𝑧)∣ < 𝜀 для ∀𝑛 ⩾ 𝑁 , ∀𝑚 > 0 и
∀𝑧 ∈ 𝐺.
Достаточность. Пусть для ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∀𝑛 ⩾ 𝑁 , ∀𝑚 >

> 0, ∀𝑧 ∈ 𝐺, тогда ∣𝑆𝑛+𝑚(𝑧) − 𝑆𝑛(𝑧)∣ < 𝜀(∗). Следовательно,
в любой точке 𝑧 ∈ 𝐺 выполнен критерий Коши для числового
ряда, т. е. все числовые ряды сходятся и в 𝐺 определена функ-

ция 𝑓(𝑧) =
∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧). Переходя в (∗) к пределу при 𝑚 → ∞,
получаем ∣𝑓(𝑧)−𝑆𝑛(𝑧)∣ ⩽ 𝜀 для ∀𝑛 ⩾ 𝑁 и любой точки 𝑧 ∈ 𝐺.
Значит, ∣𝑟𝑛(𝑧)∣ < 𝜀 для ∀𝑛 ⩾ 𝑁 и ∀𝑧 ∈ 𝐺.

Достаточный признак равномерной сходимости Вейер-
штрасса (мажорантный признак Вейерштрасса). Если

∣𝑢𝑘(𝑧)∣ < 𝑎𝑘, 𝑎𝑘 > 0 и ∀𝑘 ⩾ 𝑁 , ∀𝑧 ∈ 𝐺
∞∑
𝑘=1

𝑎𝑘 <∞ (схо-

дится), то
∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧)⇒ 𝑓(𝑧) в 𝐺.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для ∀𝑛 ⩾ 𝑁 и ∀𝑧 ∈ 𝐺 :

∣𝑟𝑛(𝑧)∣ =
∣∣∣∣∣

∞∑
𝑘=𝑛+1

𝑢𝑘(𝑧)

∣∣∣∣∣ ⩽
∞∑

𝑘=𝑛+1

∣𝑢𝑘(𝑧)∣ <
∞∑

𝑘=𝑛+1

𝑎𝑘 < 𝜀.

Свойства равномерно сходящихся рядов

1. Непрерывность суммы. Пусть 𝑢𝑘(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺) и
∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧)⇒ 𝑓(𝑧),

тогда
𝑓(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺).

Док а з а т е л ь с т в о.

∣△𝑓 ∣ = ∣𝑓(𝑧 +△𝑧)− 𝑓(𝑧)∣ ⩽
⩽ ∣𝑓(𝑧 +△𝑧)− 𝑆𝑛(𝑧 +△𝑧)∣+ ∣𝑆𝑛(𝑧 +△𝑧)− 𝑆𝑛(𝑧)∣+

+ ∣𝑆𝑛(𝑧)− 𝑓(𝑧)∣ ⩽ (𝜀/3) + (𝜀/3) + (𝜀/3) = 𝜀

для ∣△𝑧∣ < 𝛿 и 𝑛 ⩾ 𝑁.
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2. Возможность почленного интегрирования. Пусть

𝑢𝑘(𝑧) ∈ 𝐶(𝐺) и
∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧)⇒ 𝑓(𝑧). Пусть 𝐶 — кусочно-гладкий

контур, 𝐶 ⊂ 𝐺 конечной длины 𝐿 :

∫
𝐶

𝑑𝑠 = 𝐿, тогда

∫
𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =
∞∑
𝑘=1

∫
𝐶

𝑢𝑘(𝑧)𝑑𝑧.

Док а з а т е л ь с т в о.∣∣∣∣∣∣
∫
𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 −
∞∑
𝑘=1

∫
𝐶

𝑢𝑘(𝑧)𝑑𝑧

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∫
𝐶

𝑟𝑛(𝑧)𝑑𝑧

∣∣∣∣∣∣ ⩽
⩽
∫
𝐶

∣𝑟𝑛(𝑧)∣𝑑𝑠 < 𝜀′𝐿 < 𝜀.

3. Первая и вторая теоремы Вейерштрасса.

Теорема 5.2 (первая). Если 𝑢𝑘(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) и
∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧)⇒

⇒ 𝑓(𝑧) для ∀𝑧 ∈ 𝐺′ ⊂ 𝐺 (для любой замкнутой подобласти
области 𝐺) то:
1) 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺);

2) 𝑓 (𝑝)(𝑧) =
∞∑
𝑘=1

𝑢
(𝑝)
𝑘 (𝑧) для ∀𝑧 ∈ 𝐺;

3)
∞∑
𝑘=1

𝑢
(𝑝)
𝑘 (𝑧)⇒ 𝑓 (𝑝)(𝑧) для ∀𝑧 ∈ 𝐺′ ⊂ 𝐺.

Док а з а т е л ь с т в о. 1) Рассмотрим любую 𝐺
′ ⊂ 𝐺 и за-

мкнутый контур 𝐶 : 𝐶 ⊂ 𝐺′
, стягивающийся в точку 𝑧 ∈ 𝐺′

.

Так как 𝑢𝑘(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) и
∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧) равномерно сходится к

𝑓(𝑧) для любой точки 𝑧 ⊂ 𝐺′
, то 𝑓(𝑧) непрерывна в 𝐺

′
(по

свойству 1).



Интегралы, зависящие от параметра 65

По свойству 2∫
𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

∞∑
𝑘=1

∫
𝐶

𝑢𝑘(𝑧)𝑑𝑧 =⟨ по теореме Коши ⟩=
∞∑
𝑘=1

0 = 0.

Тем самым выполнены условия теоремы 4.5 (Морера). Зна-
чит, 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺

′
). В силу произвольности 𝐺′ ⊂ 𝐺 𝑓(𝑧) ∈

∈ 𝐶∞(𝐺).

Замечание. Так как 𝑟𝑛(𝑧) = 𝑓(𝑧) − 𝑆𝑛(𝑧), то 𝑟𝑛(𝑧) ∈
∈ 𝐶∞(𝐺).

2) Рассмотрим любую 𝐺
′ ⊂ 𝐺 и замкнутый контур 𝐶 : 𝐶 ⊂

⊂ 𝐺′
, стягивающийся в точку 𝑧 ∈ 𝐺′

. Так как 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺),
то

𝑓 (𝑝)(𝑧) =
𝑝!

2𝜋𝑖

∫
𝐶

𝑓(𝜉)

(𝜉 − 𝑧)𝑝+1
𝑑𝜉.

По теореме 4.4
∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘(𝜉)

∣∣∣∣
𝜉∈𝐶

= 𝑓(𝜉)

∣∣∣∣
𝜉∈𝐶
. Следовательно,

𝑝!

2𝜋𝑖

∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘(𝜉)

(𝜉 − 𝑧)𝑝+1

∣∣∣∣
𝜉∈𝐶

=
𝑝!

2𝜋𝑖

𝑓(𝜉)

(𝜉 − 𝑧)𝑝+1

∣∣∣∣
𝜉∈𝐶
⇒

⇒ 𝑓
(𝑝)
(𝑧) =

∞∑
𝑘=1

𝑝!

2𝜋𝑖

∫
𝐶

𝑢𝑘(𝜉)

(𝜉 − 𝑧)𝑝+1
𝑑𝜉 =

∞∑
𝑘=1

𝑢
(𝑝)
𝑘 (𝑧).

Замечание. 𝑟(𝑝)𝑛 (𝑧) = 𝑓 (𝑝)(𝑧)− 𝑆(𝑝)𝑛 (𝑧) =
∞∑

𝑘=𝑛+1

𝑢
(𝑝)
𝑘 (𝑧).

3) Рассмотрим 𝐺
′ ⊂ 𝐺 и замкнутый контур 𝐶, содержащий

𝐺
′
внутри и такой, что для ∀𝑧 ∈ 𝐺′

и ∀𝜉 ∈ 𝐶 выполнено
неравенство ∣𝑧 − 𝜉∣ > 𝑑0. Тогда

𝑟(𝑝)𝑛 (𝑧) =
𝑝!

2𝜋𝑖

∫
𝐶

𝑟𝑛(𝜉

(𝜉 − 𝑧)𝑝+1
𝑑𝜉;

∣𝑟𝑛(𝜉)∣ < 𝜀 ∀𝑛 > 𝑁 (𝐶 — граница замкнутой подобласти
𝐺

′ ⊂ 𝐺).
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Функция ∣𝑟(𝑝)𝑛 (𝑧)∣ ⩽ 𝑝!

2𝜋𝑖
⋅ 𝐿𝜀

′

𝑑𝑝+1
0

< 𝜀 для ∀𝑧 ∈ 𝐺′
одновре-

менно. Таким образом,

∞∑
𝑘=1

𝑢
(𝑝)
𝑘 (𝑧)⇒ 𝑓 (𝑝)(𝑧)

для ∀𝑧 ∈ ∀𝐺′ ⊂ 𝐺.
Замечание. Даже если

∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧)⇒ 𝑓(𝑧) при 𝑧 ∈ 𝐺′
, то все

равно можно доказать равномерную сходимость ряда из про-
изводных лишь в любой замкнутой подобласти области 𝐺. То

есть
∞∑
𝑘=1

𝑢
(𝑝)
𝑘 (𝑧)⇒ 𝑓 (𝑝)(𝑧) лишь для ∀𝑧 ∈ 𝐺′ ⊂ 𝐺. Из равно-

мерной сходимости ряда
∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧)⇒ 𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐺′
не следует

равномерная сходимость в этой области ряда, составленного
из производных.

ПРИМЕР 5.1. Ряд
∞∑
𝑘=1

𝑧𝑘

𝑘2
сходится равномерно в круге

∣𝑧∣ ⩽ 1, а ряд из производных
∞∑
𝑘=1

𝑧𝑘−1

𝑘
не может равномерно

сходиться в круге ∣𝑧∣ ⩽ 1, так как он расходится при 𝑧 = 1;

ряд
∞∑
𝑘=1

𝑧𝑘−1

𝑘
равномерно сходится при ∣𝑧∣ < 1.

Теорема 5.3 (вторая). Пусть 𝑢𝑘(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) и
∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘(𝜉)⇒ 𝑓(𝜉) для 𝜉 ∈ 𝐺. Тогда
∞∑
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑧)⇒ 𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐺.

Док а з а т е л ь с т в о. ∣𝑆𝑛+𝑚(𝜉) − 𝑆𝑛(𝜉)∣ < 𝜀 для ∀𝜉 ∈
∈ 𝐺 ⇒ ∣𝑆𝑛+𝑚(𝑧) − 𝑆𝑛(𝑧)∣ < 𝜀 для ∀𝑧 ∈ 𝐺 в силу принципа
максимума.
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СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ.
ЕДИНСТВЕННОСТЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ

§ 6.1. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ

Определение 6.1. Степенным называется ряд вида
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛, 𝑧0 — центр, 𝑐𝑛 — коэффициенты, заданные
комплексные числа.
При 𝑧 = 𝑧0 ряд сходится. Это может быть как единствен-

ная точка сходимости:
∞∑
𝑛=0

𝑛!𝑧𝑛; так и вся комплексная плос-

кость:
∞∑
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛!
.

При исследовании степенного ряда важно установить об-
ласть его равномерной сходимости, которая определяется ви-
дом его коэффициентов 𝑐𝑛.

Теорема 6.1 (теорема Абеля). Если степенной ряд
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛 сходится в точке 𝑧1 ∕= 𝑧0, то он сходит-

ся и при любых 𝑧 : ∣𝑧 − 𝑧0∣ < ∣𝑧1 − 𝑧0∣, причем в круге
∣𝑧 − 𝑧0∣ ⩽ 𝜌 < ∣𝑧1 − 𝑧0∣ сходится равномерно.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу необходимого условия сходи-
мости ряда существует 𝐴 > 0 такое, что для любого 𝑛

∣𝑐𝑛(𝑧1 − 𝑧0)𝑛∣ < 𝐴 ⇒ ∣𝑐𝑛∣ < 𝐴

∣𝑧1 − 𝑧0∣𝑛 ⇒
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⇒
∣∣∣∣∣
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛
∣∣∣∣∣ < 𝐴

∞∑
𝑛=0

∣∣∣∣ 𝑧 − 𝑧0𝑧1 − 𝑧0

∣∣∣∣𝑛 .
По условию теоремы при 𝑧 таком, что∣∣∣∣ 𝑧 − 𝑧0𝑧1 − 𝑧0

∣∣∣∣ ⩽ 𝑞 < 1 ⇒
∣∣∣∣∣
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛
∣∣∣∣∣ < 𝐴

∞∑
𝑛=0

𝑞𝑛,

следовательно, ряд сходится и, более того, абсолютно.

При ∣𝑧 − 𝑧0∣ ⩽ 𝜌 < ∣𝑧1 − 𝑧0∣ ряд сходится равномерно по
мажорантному признаку Вейерштрасса, так как∣∣∣∣∣

∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛
∣∣∣∣∣ ⩽ 𝐴

∞∑
𝑛=0

∣∣∣∣ 𝜌

𝑧1 − 𝑧0

∣∣∣∣𝑛 < 𝐴 ∞∑
𝑛=0

𝑞𝑛, 𝑞 < 1.

Следствие 6.1. Если степенной ряд расходится в точке
𝑧2 ∕= 𝑧0, то он расходится и при любом 𝑧 : ∣𝑧 − 𝑧0∣ > ∣𝑧2 −
−𝑧0∣. (Предполагая противное, получим, что по теореме Абеля
ряд должен сходится в любом круге радиусом 𝜌 < ∣𝑧 − 𝑧0∣, в
частности и в точке 𝑧2, что противоречит условию.)

Следствие 6.2. Круг сходимости. Радиус сходимости.
Рассмотрим sup ∣𝑧1−𝑧0∣ = 𝑅 для любого 𝑧1, где ряд сходит-

ся, точную верхнюю грань расстояний от точки 𝑧0 до точки

𝑧1, в которых сходится ряд
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛. Если 𝑅 ∕= ∞, то
для любого 𝑧2 : ∣𝑧2 − 𝑧0∣ > 𝑅 ряд расходится.

𝑅 = inf ∣𝑧2 − 𝑧0∣
для любого 𝑧2, где ряд расходится. Пусть 𝑅 > 0, тогда наи-
большей областью сходимости степенного ряда является круг
∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝑅 сходимости, число 𝑅 > 0 — радиус сходимо-
сти степенного ряда. Внутри круга сходимости ряд сходится,
вне — расходится, в точках границы ∣𝑧 − 𝑧0∣ = 𝑅 может как
сходиться, так и расходиться.

Следствие 6.3. Формула Коши–Адамара:

𝑅 =
1

𝐿
, 𝐿 = lim

𝑛→∞
𝑛
√
∣𝑐𝑛∣.
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть 0 < 𝐿 <∞.
1) Так как 𝐿 = lim

𝑛→∞
𝑛
√
∣𝑐𝑛∣, то для любого 𝜀 > 0 ∃𝑁 ,

∀𝑛 > 𝑁 : 𝑛
√
∣𝑐𝑛∣ < 𝐿+ 𝜀.

2) С другой стороны, для того же 𝜀 > 0 существует
бесконечно много членов последовательности

{
𝑛
√
∣𝑐𝑛∣

}
, что

𝑛
√
∣𝑐𝑛∣ > 𝐿− 𝜀.
Надо доказать, что:
a) для любого 𝑧1 : ∣𝑧1 − 𝑧0∣ < 𝑅 = 1/𝐿 (или, что то же

самое, 𝐿∣𝑧1 − 𝑧0∣ < 1) ряд сходится;
б) для любого 𝑧2 : ∣𝑧2− 𝑧0∣ > 𝑅 = 1/𝐿 (𝐿∣𝑧1− 𝑧0∣ > 1) ряд

расходится.
Докажем это.
a) Возьмем произвольную 𝑧1 : 𝐿∣𝑧1 − 𝑧0∣ < 1 и выберем

𝜀=
1− 𝐿∣𝑧1− 𝑧0∣
2∣𝑧1− 𝑧0∣ . Тогда 𝐿+ 𝜀 =

1 + 𝐿∣𝑧1 − 𝑧0∣
2∣𝑧1 − 𝑧0∣ .

Так как ∀𝑛 > 𝑁 : 𝑛
√∣𝑐𝑛∣ < 𝐿+ 𝜀 ⇒ ∣𝑧1 − 𝑧0∣ 𝑛

√
∣𝑐𝑛∣ <

<
1− 𝐿∣𝑧1 − 𝑧0∣

2
=𝑞 < 1⇒ ∣𝑐𝑛(𝑧1− 𝑧0)𝑛∣ < 𝑞𝑛 — ряд сходится.

б) Выберем 𝜀 =
𝐿∣𝑧2 − 𝑧0∣ − 1

∣𝑧2 − 𝑧0∣ . Тогда 𝐿− 𝜀 = 1

∣𝑧2 − 𝑧0∣ . Так
как для бесконечного числа членов

𝑛
√
∣𝑐𝑛∣ > 𝐿− 𝜀 ⇒ ∣𝑧2 − 𝑧0∣ 𝑛

√
∣𝑐𝑛∣ > 1 ⇒ ∣𝑐𝑛(𝑧2 − 𝑧0)𝑛∣ > 1

— ряд расходится.

Случай 𝐿 = 0: для любого 𝜀 > 0 существует такое 𝑁 , что
для любого 𝑛 > 𝑁 : 𝑛

√∣𝑐𝑛∣ < 𝜀. Положим для любого 𝑧 и
0 < 𝑞 < 1

𝜀 =
𝑞

∣𝑧 − 𝑧0∣ ⇒ ∣𝑧 − 𝑧0∣ 𝑛
√
∣𝑐𝑛∣ < 𝑞 ⇒ ∣𝑐𝑛(𝑧1 − 𝑧0)𝑛∣ < 𝑞𝑛

— ряд сходится для любого 𝑧, т. е. 𝑅 =∞.
Случай 𝐿 =∞: для любого 𝑀 > 0 существует бесконечно

много членов { 𝑛
√∣𝑐𝑛∣} : 𝑛

√∣𝑐𝑛∣ > 𝑀. Положим для любого
𝑧 ∕= 𝑧0 и 𝑞 > 1 : 𝑀 = 𝑞/∣𝑧 − 𝑧0∣. Следовательно, существует
бесконечно много членов
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∣𝑧 − 𝑧0∣ 𝑛
√
∣𝑐𝑛∣ > 1 ⇒ ∣𝑐𝑛(𝑧1 − 𝑧0)𝑛∣ > 1

— ряд расходится для любого 𝑧 ∕= 𝑧0, т. е. 𝑅 = 0.

Следствие 6.4. В круге ∣𝑧 − 𝑧0∣ ⩽ 𝜌 < 𝑅 степенной ряд
сходится равномерно. По теореме Вейерштрасса

∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛 = 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝑅).

Следствие 6.5. По теореме Вейерштрасса степенной ряд
внутри круга сходимости можно дифференцировать и инте-
грировать почленно любое число раз. При этом радиус сходи-
мости не меняется.

Следствие 6.6.
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛 = 𝑓(𝑧) ⇒ 𝑐0 = 𝑓(𝑧0);

∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛+1(𝑛+ 1)(𝑧 − 𝑧0)𝑛 = 𝑓 ′(𝑧) ⇒ 𝑐1 = 𝑓
′(𝑧0);

. . . . .
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛+𝑘(𝑛+ 𝑘)!(𝑧 − 𝑧0)𝑛 = 𝑓 (𝑘)(𝑧) ⇒ 𝑐𝑘 =
𝑓(𝑘)(𝑧0)

𝑘!
.

Следствие 6.7.
∞∑
𝑛=0

(𝑧 − 𝑧0)𝑛 ⇒ 𝑅 = 1 :

𝑆𝑛 =
1− (𝑧 − 𝑧0)𝑛+1

1− (𝑧 − 𝑧0) ;

∣𝑧 − 𝑧0∣ < 1 и lim
𝑛→∞𝑆𝑛 =

1

1− (𝑧 − 𝑧0) . Следовательно,

∞∑
𝑛=0

(𝑧 − 𝑧0)𝑛 =
1

1− (𝑧 − 𝑧0)

— формула суммы бесконечной геометрической прогрессии.



Степенные ряды 71

Итак,
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛 = 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝑅). Можно
ли для функции, аналитической внутри некоторого круга, со-
поставить степенной ряд, сходящийся в этом круге к данной
функции? Ответ на этот вопрос дает теорема Тейлора.

Теорема 6.2 (теорема Тейлора). Если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(∣𝑧 −
− 𝑧0∣ < 𝑅), то существует единственный степенной ряд
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛 = 𝑓(𝑧) при ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝑅.

Док а з а т е л ь с т в о. Возьмем любое 𝑧 : ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝑅 и
построим 𝐶𝑅′ с центром в точке 𝑧0 и содержащую точку 𝑧
внутри: для любого 𝜉∈𝐶𝑅′ : ∣𝜉 − 𝑧0∣ = 𝑅′, 𝑅′ < 𝑅, ∣𝜉 − 𝑧0∣ >
> ∣𝑧 − 𝑧0∣.

Рис. 6.1

Так как 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝑅′), то по формуле Коши

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫
𝐶𝑅′

𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧 𝑑𝜉;

1

𝜉 − 𝑧 =
1

(𝜉 − 𝑧0)− (𝑧 − 𝑧0) =
1

𝜉 − 𝑧0 ⋅
1

1− 𝑧 − 𝑧0
𝜉 − 𝑧0

=

=
1

𝜉 − 𝑧0
∞∑
𝑛=0

(
𝑧 − 𝑧0
𝜉 − 𝑧0

)𝑛
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— ряд сходится равномерно по 𝜉 на 𝐶𝑅′ . Таким образом,

𝑓(𝑧) =

∞∑
𝑛=0

⎧⎨
⎩ 1

2𝜋𝑖

∫
𝐶𝑅′

𝑓(𝜉)

(𝜉 − 𝑧0)𝑛+1
𝑑𝜉

⎫⎬
⎭(𝑧 − 𝑧0)𝑛 =

∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛;

𝑐𝑛 =
1

2𝜋𝑖

∫
𝐶𝑅′

𝑓(𝜉)

(𝜉 − 𝑧0)𝑛+1
𝑑𝜉 =

𝑓 (𝑛)(𝑧0)

𝑛!
,

что и доказывает существование и единственность разложе-
ния.

Замечания. 1) Разложение функции
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛 назы-
вают разложением функции в ряд Тейлора.

2) По теореме Коши 𝑐𝑛=
1

2𝜋𝑖

∫
𝐶𝑅′

𝑓(𝜉)

(𝜉 − 𝑧0)𝑛+1𝑑𝜉
, где 𝐶 —

произвольный кусочно-гладкий контур, содержащий внутри
себя точку 𝑧0.

§ 6.2. ЕДИНСТВЕННОСТЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ
АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ

Определение 6.2. Пусть 𝑓(𝑧) задана в области 𝐺, за ис-
ключением некоторых изолированных точек. 𝑧0 ∈ 𝐺 называ-
ется правильной точкой функции 𝑓(𝑧), заданной в 𝐺, если

существует
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛 = 𝑓(𝑧) в 𝐺∩{∣𝑧−𝑧0∣ < 𝜌}, где 𝜌 —
радиус сходимости степенного ряда. Все остальные 𝑧 ∈ 𝐺 —
особые точки функции 𝑓(𝑧), заданной в 𝐺.

Замечание. Если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺), то все 𝑧 ∈ 𝐺 — правиль-
ные точки функции 𝑓(𝑧). Если 𝑓(𝑧) задана в 𝐺, то граничные
точки могут быть как правильными, так и особыми.

Определение 6.3. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺), 𝑓(𝑧0) = 0, тогда
𝑧0 — нуль аналитической функции:

𝑓(𝑧) =

∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛 ⇒ 𝑐0 = 0.
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Если 𝑐1 = ... = 𝑐𝑛−1 = 0, а 𝑐𝑛 ∕= 0, то 𝑧0 — нуль 𝑛-го
порядка.
Заметим, что в нуле 𝑛-го порядка 𝑓(𝑧0) = 𝑓 ′(𝑧0) = ... =

= 𝑓 (𝑛−1)(𝑧0) = 0, 𝑓 (𝑛)(𝑧0) ∕= 0 и 𝑓(𝑧) = (𝑧−𝑧0)𝑛𝑓1(𝑧), 𝑓1(𝑧0) ∕=
∕= 0.

Теорема 6.3 (о нулях аналитической функции). Пусть
функция 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) и обращается в ноль в бесконечном
множестве различных точек (𝑧𝑖 ∕= 𝑧𝑘, все 𝑧𝑛 ∈ 𝐺 и 𝑓(𝑧𝑛) =
= 0), имеющем предельную точку (точку сгущения) 𝑧∗ ∈
∈ 𝐺( lim

𝑛→∞ 𝑧𝑛 = 𝑧∗ ∈ 𝐺). Тогда 𝑓(𝑧) ≡ 0 для 𝑧 ∈ 𝐺.

Док а з а т е л ь с т в о. По непрерывности 𝑓(𝑧∗) = 0 следу-

ет, что 𝑓(𝑧) =
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧∗)𝑛, где ∣𝑧 − 𝑧∗∣ < 𝜌(𝑧∗) ⇒ 𝑐0 = 0,

и 𝑓(𝑧) = (𝑧− 𝑧∗)𝑓1(𝑧); 𝑓1(𝑧) =
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧∗)𝑛, 𝑓1(𝑧𝑛) = 0 сле-

дует по непрерывности 𝑓1(𝑧∗) = 0, 𝑐1 = 0 и так далее (𝑐𝑛 = 0
для любого 𝑛).
Итак, 𝑓(𝑧) ≡ 0 в круге ∣𝑧−𝑧∗∣ < 𝜌(𝑧∗), где 𝜌(𝑧∗) не меньше,

чем расстояние от 𝑧∗ до ∂𝐺.
Тождественное равенство 𝑓(𝑧) ≡ 0 во всей области 𝐺 до-

казывается аналогично доказательству принципа максимума.
Достаточно показать, что 𝑓(𝑧∗∗) = 0, где 𝑧∗∗ ∈ 𝐺 — произ-

вольная точка, лежащая вне круга ∣𝑧 − 𝑧∗∣ < 𝜌(𝑧∗). Соединим
𝑧∗ и 𝑧∗∗ спрямляемой кривой 𝐿, целиком лежащей в 𝐺 и от-
стоящей от ∂𝐺 на расстояние 𝑑 > 0. Поскольку любую точку
круга ∣𝑧 − 𝑧∗∣ < 𝜌(𝑧∗), лежащую внутри 𝐺, можно рассмат-
ривать как предел последовательности нулей функции 𝑓(𝑧),
то выбрав в качестве нового центра разложения последнюю
точку 𝑧 = 𝑧1 пересечения кривой 𝐿 с окружностью ∣𝑧 − 𝑧∗∣ =
= 𝜌(𝑧∗), получим, что 𝑓(𝑧) ≡ 0 внутри круга ∣𝑧 − 𝑧1∣ < 𝜌(𝑧1),
где 𝜌(𝑧1) ⩽ 𝑑. Продолжая этот процесс, покроем кривую 𝐿 ко-
нечным числом кругов, радиусом не меньше 𝑑, внутри которых
𝑓(𝑧) ≡ 0. При этом точка 𝑧 = 𝑧∗∗ попадет внутрь последнего
круга. Следовательно, 𝑓(𝑧∗∗) ≡ 0. В силу произвольности 𝑧∗∗

получаем, что 𝑓(𝑧) ≡ 0 в 𝐺.
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Следствие 6.8. 1. Все нули функции 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺), тож-
дественно неравной нулю в 𝐺, — изолированные.
2. Если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) и 𝑓(𝑧) тождественно не равна ну-

лю в 𝐺, то в любой ограниченной 𝐺 ⊂ 𝐺 может быть лишь
конечное число нулей 𝑓(𝑧).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если множество нулей в 𝐺′ — бес-
конечно, то из него можно выделить последовательность, схо-
дящуюся к 𝑧 ∈ 𝐺′ ⇒ 𝑓(𝑧) ≡ 0 в 𝐺, что противоречит усло-
вию.

3. Если 𝑓(𝑧) — целая, то в любой ограниченной 𝐺′ может
быть лишь конечное число нулей 𝑓(𝑧). На расширенной ком-
плексной плоскости целая функция может иметь лишь счет-
ное число нулей, причем предельной точкой этого множества
является бесконечно удаленная точка.

Теорема 6.4 (единственности определенной аналитиче-
ской функции). Если 𝑓1(𝑧) и 𝑓2(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) и существует
{𝑧𝑛} → 𝑧∗ ∈ 𝐺, 𝑧𝑖 ∕= 𝑧𝑘 и 𝑓1(𝑧𝑛) = 𝑓2(𝑧𝑛), то 𝑓1(𝑧) ≡ 𝑓2(𝑧)
для любого 𝑧 ∈ 𝐺.

Для доказательства достаточно при помощи теоремы о ну-
лях установить, что функция ℎ(𝑧) = 𝑓1(𝑧)− 𝑓2(𝑧) ≡ 0 в 𝐺.

Следствие 6.9. В области 𝐺 может существовать только
одна аналитическая функция, принимающая заданные значе-
ния на:
a) {𝑧𝑛} → 𝑧∗ ∈ 𝐺, 𝑧𝑖 ∕= 𝑧𝑘;
б) для любого 𝜉 ∈ 𝐶 ⊂ 𝐺, 𝐶 — кусочно-гладкая кривая;
в) 𝑧 ∈ 𝐺′ ⊂ 𝐺.
Другими словами, функция, аналитическая в 𝐺, однознач-

но определяется заданием своих значений на a), б), в).

Замечание. Может — не значит существует. Нельзя про-
извольно задавать значения 𝑓(𝑧𝑛), или 𝑓(𝐶), или 𝑓(𝐺′).

Контрольные вопросы
1. Существует ли функция, аналитическая в точке 𝑧 = 0 и при-

нимающая в точках 𝑧 = 1/𝑛 значения:

а) 0, 1, 0, 1, ... ; б)
1

2
,
1

2
,
1

4
,
1

4
, ...,

1

2𝑛
,

1

2𝑛
, ... ;



Степенные ряды 75

в)
1

2
,
2

3
,
3

4
, ...,

𝑛

𝑛+ 1
, ... .

2. Объяснить, почему функция sin
1

1− 𝑧
, имея бесконечную по-

следовательность нулей, сходящуюся к 1, тем не менее отлична от
нуля.
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ПОНЯТИЕ АНАЛИТИЧЕСКОГО
ПРОДОЛЖЕНИЯ

Определение 7.1. Пусть 𝑓1(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺1), 𝑓2(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺2),
𝐺1∩𝐺2= 𝐺12 ∕= /𝑜, причем 𝑓2(𝑧) ≡ 𝑓1(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐺12. Тогда 𝑓2(𝑧)
называется аналитическим продолжением 𝑓1(𝑧) на 𝐺2 через
общую подобласть 𝐺12.

В силу теоремы 6.4 (единственности определенной анали-
тической функции), если аналитическое продолжение суще-
ствует, то оно — единственно. При этом в 𝐺 = 𝐺1 ∪𝐺2 суще-
ствует единственная аналитическая функция

𝐹 (𝑧) =

{
𝑓1(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐺1

𝑓2(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐺2,
𝐹 (𝑧) ∈ 𝐺∞(𝐺).

𝐹 (𝑧) называется аналитическим продолжением своего пер-
воначального элемента 𝑓1(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺1) на большую область
𝐺, для которой 𝐺1 ⊂ 𝐺 — подобласть.
Осуществить аналитическое продолжение можно с помо-

щью степенных рядов.
Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) и 𝑧0 ∈ 𝐺 — правильная точка 𝐺, т. е.

существует ряд
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛, сходящийся к 𝑓(𝑧) в общей
части 𝐺 и круга сходимости степенного ряда ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝜌(𝑧0).
Если 𝜌(𝑧0) больше расстояния от точки 𝑧0 до ∂𝐺, то круг
сходимости выйдет за пределы 𝐺. Таким образом, получаем
𝐹 (𝑧) — аналитическое продолжение 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) на боль-
шую область 𝐺 ∪ {𝑧 : ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝜌(𝑧0)}.
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Теорема 7.1. На границе круга сходимости степенного
ряда найдется хотя бы одна особая точка аналитической
функции комплексной переменной, которая (функция) яв-
ляется суммой ряда внутри его круга сходимости ∣𝑧−𝑧0∣ <
< 𝑅0.

Док а з а т е л ь с т в о (от противного). Предположим, что
любые точки 𝜉 : ∣𝜉 − 𝑧0∣ = 𝑅0 являются правильными для

𝑓(𝑧) =

∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛, 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝑅0), т. е. для лю-

бого 𝜉 существует 𝜌(𝜉) > 0 :

∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝜉)(𝑧−𝜉)𝑛 = 𝑓(𝑧) в общей
части {𝑧 : ∣𝑧−𝑧0∣<𝑅0}∩{𝑧 : ∣𝑧−𝜉∣<𝜌(𝜉)}.
Докажем, что 𝜌(𝜉) > 0 является непрерывной функцией 𝜉

на 𝐶𝑅0
и даже Липшиц-непрерывной, т. е. ∣𝜌(𝜉1) − 𝜌(𝜉2)∣ ⩽

⩽ ∣𝜉1 − 𝜉2∣.
Предположим противное. Пусть 𝜌(𝜉1) > 𝜌(𝜉2) и существует

𝛿 > 0: 𝜌(𝜉1) > 𝜌(𝜉2) + ∣𝜉1 − 𝜉2∣+ 𝛿. Это означает, что круг ∣𝑧−
−𝜉2∣<𝜌(𝜉2) лежит внутри круга ∣𝑧−𝜉1∣<𝜌(𝜉1).
Но в общей части трех кругов ∣𝑧− 𝑧0∣ < 𝑅0 ∪ ∣𝑧− 𝜉1∣ <

< 𝜌(𝜉1) ∪ ∣𝑧−𝜉2∣ < 𝜌(𝜉2) все три степенных ряда сходятся к
одной и той же функции 𝑓(𝑧) ∈ ∈ 𝐶∞(∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝑅0).

Рис. 7.1

Таким образом, степенной ряд
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝜉2)(𝑧 − 𝜉2)𝑛 может
быть продолжен на большую область, т. е. он сходится в круге
радиусом 𝜌(𝜉2), который не меньше чем расстояние от 𝜉2 до
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границы круга ∣𝑧−𝜉1∣<𝜌(𝜉1). Следовательно, 𝜌(𝜉2) ⩾ 𝜌(𝜉1) −
− ∣𝜉1 − 𝜉2∣.
Но тогда из 𝜌(𝜉1)>𝜌(𝜉2)+∣𝜉1−𝜉2∣+𝛿 получаем, что 𝜌(𝜉1)>

>𝜌(𝜉1)+ 𝛿 (𝛿 > 0). А это абсурдное заключение. Это противо-
речие явилось следствием предположения о том, что 𝜌(𝜉) не
является Липшиц-непрерывной на 𝐶𝑅0

.

Итак, ∣𝜌(𝜉1)−𝜌(𝜉2)∣ ⩽ ∣𝜉1− 𝜉2∣. Из Липшиц-непрерывности
следует простая непрерывность. А так как непрерывная функ-
ция 𝜌(𝜉) > 0 на замкнутом множестве ∣𝜉 − 𝑧0∣ = 𝑅0 дости-
гает своей нижней грани, т. е. существует 𝜉∗, ∀𝜉 ∈ 𝐶𝑅0

⇒
⇒ 𝜌(𝜉) ⩾ 𝜌(𝜉∗). Но по предположению для ∀𝜉 ∈ 𝐶𝑅0

: 𝜌(𝜉) >
> 0 ⇒ 𝜌(𝜉∗) = 𝜌0 > 0. Из 𝜌(𝜉) ⩾ 𝜌0 следует, что функция

𝑓(𝑧)=
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧−𝑧0)𝑛 при ∣𝑧−𝑧0∣<𝑅0 может быть аналитически

продолжена в круг ∣𝑧 − 𝑧0∣< 𝑅0 + 𝜌0. Значит, радиус сходи-
мости исходного степенного ряда не 𝑅0, а 𝑅0 + 𝜌0. Но это
противоречит условиям теоремы. К этому противоречию при-
ходим, предположив, что все точки 𝜉 ∈ 𝐶𝑅0

— правильные.
Таким образом, на 𝐶𝑅0

имеется хотя бы одна точка 𝜉∗∗,
являющаяся особой, т. е. 𝜌(𝜉∗∗) = 0.

Следствие 7.1. Радиус круга сходимости определяется
расстоянием от центра сходимости до ближайшей особой точ-
ки той аналитической функции, к которой сходится данный
ряд.

ПРИМЕР 7.1.
∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛𝑧2𝑛; ∣𝑧∣ < 1.

⊲
∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛𝑧2𝑛 =

∞∑
𝑛=0

(−𝑧2)𝑛 =
1

1 + 𝑧2
.

Особые точки суммы ряда 𝑧1,2 = ±𝑖. Отсюда понятно,
почему разложение функции 𝑓(𝑥) =

1

1 + 𝑥2
в степенной ряд

в окрестности точки 𝑥 = 0 абсолютно сходится только при
−1 < 𝑥 < 1 и расходится при ∣𝑥∣ ⩾ 1, хотя эта функция при
любых 𝑥 обладает непрерывными и ограниченными производ-
ными любого порядка. ⊳



Понятие аналитического продолжения 79

ПРИМЕР 7.2.
∞∑
𝑛=0

𝑧2𝑛; ∣𝑧∣ < 1.

⊲ Сумма степенного ряда имеет счетное, всюду плотное
множество особых точек на границе своего круга сходимости:

∞∑
𝑛=0

𝑧2𝑛 = 𝑧 + 𝑧2 + 𝑧4 + 𝑧8 + ...

Ряд сходится при ∣𝑧∣ < 1 (по формуле Коши–Адамара).
При 𝑧 = 1 ряд расходится.
Рассмотрим точки 𝑧𝑘,𝑚=𝑒2𝑛𝑖𝑚/2

𝑘

, ∣𝑧𝑘,𝑚∣=1; 𝑚 = 0, 1, 2, ...;
𝑘 — фиксировано;

𝑚 = 0, 𝑧𝑘,0 = 1;

𝑚 = 2𝑘, 𝑧𝑘,2𝑘 = 1.

При 𝑚 = 1, ..., 2𝑘−1 точки делят окружность единично-
го радиуса на 2𝑘-частей. (𝑧𝑘,𝑚)2

𝑛

= 𝑒2𝑛𝑖𝑚2𝑛/2𝑘 и при 𝑛 ⩾ 𝑘
(𝑧𝑘,𝑚)

2𝑛 = 1 — в этих точках ряд расходится.
При 𝑘 → ∞ точки 𝑧𝑘,𝑚 всюду плотно расположены на

единичной окружности.
Таким образом, сумма ряда имеет счетное, всюду плотное

множество особых точек на границе единичного круга. Следо-
вательно, эту аналитическую функцию нельзя аналитически
продолжить за границу единичного круга, так как в любой
точке 𝑧 : ∣𝑧∣ < 1 радиус круга сходимости степенного ряда
будет не больше расстояния до границы единичного круга (по
следствию к теореме 7.1). ⊳

Теорема 7.2. Пусть 𝑓𝑖(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺𝑖) и 𝑓𝑖(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺𝑖+𝛤 ),

𝑖 = 1, 2; 𝑓1

∣∣∣∣𝛤 = 𝑓2

∣∣∣∣𝛤 . Тогда
𝐹 (𝑧) =

{
𝑓1(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐺1 + 𝛤

𝑓2(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐺2 + 𝛤 ;
𝐹 (𝑧) ∈ 𝐶∞ (𝐺 = 𝐺1+𝐺2+𝛤 ).

Док а з а т е л ь с т в о. Достаточно показать, что любая точ-
ка 𝑧0 ∈ 𝛤 является правильной точкой 𝐹 (𝑧) (кроме, может
быть, концевых точек 𝛤 ).
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Рис. 7.2

Возьмем любую точку 𝑧0 ∈ 𝛤 и построим 𝐶 = 𝐶1(⊂ 𝐺1) +
+ 𝐶2(⊂ 𝐺2); 𝐶 ⊂ 𝐺 — кусочно-гладкие.
Рассмотрим интеграл типа Коши:

Φ(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫
𝐶

𝐹 (𝜉)

𝜉 − 𝑧 𝑑𝜉; Φ(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺′ ⊂ 𝐺).

Поскольку при 𝑧 ∕∈ 𝐶 функция Φ(𝑧) непрерывна на 𝐶, то
𝑧0 — правильная точка Φ(𝑧). Пусть 𝑧1 ∈ 𝐺′

1. Тогда

Φ(𝑧1) =
1

2𝜋𝑖

∫
𝐶1+𝑟+

𝐹 (𝜉)

𝜉 − 𝑧1 𝑑𝜉 +
1

2𝜋𝑖

∫
𝐶2+𝑟−

𝐹 (𝜉)

𝜉 − 𝑧1 𝑑𝜉.

Второе слагаемое равно нулю, так как 𝑧1 ∈ 𝐺′
1. Следова-

тельно, Φ(𝑧1) = 𝐹 (𝑧1).
Аналогично получим, что при 𝑧2 ∈ 𝐺′

1 : Φ(𝑧2) = 𝐹 (𝑧2).
По непрерывности получим, что 𝐹 (𝑧0) = Φ(𝑧0). Значит,

𝑧0 ∈ 𝛤 является правильной точкой 𝐹 (𝑧).

Контрольные вопросы

1. Доказать, что функции

𝑓1(𝑧) = 1 + 𝑎𝑧 + 𝑎2𝑧2 + ...

и

𝑓2(𝑧) =
1

1− 𝑧
− (1− 𝑎)𝑧

(1− 𝑧)2
+

(1− 𝑎)2𝑧2

(1− 𝑧)3
− ... ,

определенные рядами, являются аналитическими продолжениями
друг друга.
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2. Сумма степенного ряда

𝑓(𝑧) =

∞∑
𝑛=1

𝑧𝑛

𝑛

разложена в ряд Тейлора в окрестности точки 𝑧 = −1/2. Какова
область, в которую будет таким образом продолжена функция 𝑓(𝑧)?
3. Степенные ряды

𝑓1(𝑧) =
∞∑

𝑛=1

𝑧𝑛

𝑛
и 𝑓2(𝑥) = 𝑖𝜋 +

∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛
(𝑧 − 2)𝑛

𝑛

не имеют общей области сходимости. Доказать, что 𝑓1(𝑧) и 𝑓2(𝑧)
есть аналитические продолжения друг друга.
4. Функцию

𝑓(𝑝) =

∞∫
0

𝑒−𝑝𝑡𝑒𝑡 sin(𝑒𝑡)𝑑𝑡,

определенную при Re 𝑝 > 0, аналитически продолжить в полуплос-
кость Re 𝑝 > −1.



Лекция 8

АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ
С ДЕЙСТВИТЕЛЬНОЙ ОСИ

§ 8.1. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ
КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Определение 8.1. Пусть отрезок [𝑎, 𝑏] ⊂ 𝐺 комплексной
плоскости 𝑧. В силу теоремы единственности определенной
аналитической функции в 𝐺 может существовать единствен-
ная функция 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺), принимающая заданные значения
𝑓(𝑥) на 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Если такая функция 𝑓(𝑧) существует, то
она называется аналитическим продолжением в комплекс-
ную плоскость функции действительной переменной, за-
данной на действительной оси.

Вообще говоря, 𝑓(𝑥) — комплексная функция действитель-
ной переменной. Причем в силу свойств аналитической функ-
ции 𝑓(𝑥) должна быть бесконечно дифференцируема по 𝑥.

Элементарные функции действительной переменной:

sin𝑥 =

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛 𝑥2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
; cos𝑥 =

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛 𝑥
2𝑛

(2𝑛)!
;

𝑒𝑥 =

∞∑
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛!
.

Целые функции
∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛 𝑧2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
,

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛 𝑧
2𝑛

(2𝑛)!
,

∞∑
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛!
,

— единственные аналитические продолжения sin𝑥, cos𝑥, 𝑒𝑥
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на всю комплексную плоскость 𝑧. Естественно, лучше сохра-
нить для них старые обозначения.
Прямой проверкой проверяется формула Эйлера:

𝑒𝑖𝑧 = cos 𝑧 + 𝑖 sin 𝑧.

Однако это, с одной стороны, требует нудных преобразо-
ваний и обоснования возможности перестановки членов абсо-
лютно сходящихся рядов; а с другой стороны, является след-
ствием общего положения и возможности аналитического про-
должения не только функций, но и аналитических соотноше-
ний.

§ 8.2. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ
СООТНОШЕНИЙ

Теорема 8.1. Пусть функции 𝑤𝑖=𝑓𝑖(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺), [𝑎, 𝑏] ⊂
⊂ 𝐺, 𝑤𝑖 ∈ 𝐷𝑖. И пусть Φ(𝑧) = 𝐹 [𝑤1, ..., 𝑤𝑛] является ана-
литической функцией каждой из переменных 𝑤𝑖 ∈ 𝐷𝑖. То-
гда из соотношения 𝐹 [𝑓1(𝑥), ..., 𝑓𝑛(𝑥)] = 0, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ⇒
⇒ 𝐹 [𝑓1(𝑧), ..., 𝑓𝑛(𝑧)] ≡ 0, 𝑧 ∈ 𝐺.
Док а з а т е л ь с т в о. Для доказательства достаточно по-

казать, что Φ(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺). Докажем для случая 𝑛 = 2. В об-
щем случае доказательство аналогичное.

△Φ = 𝐹 [𝑓1(𝑧 +△𝑧), 𝑓2(𝑧 +△𝑧)]− 𝐹 [𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧)] =
= 𝐹 [𝑓1(𝑧 +△𝑧), 𝑓2(𝑧 +△𝑧)]−

− 𝐹 [𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧 +△𝑧)] + 𝐹 [𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧 +△𝑧)]−

−𝐹 [𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧)] = ∂𝐹

∂𝑤1
△𝑤1 +

∂𝐹

∂𝑤2
△𝑤2 + 𝜉(𝑧),

где 𝜉(𝑧) = 𝑜(
√
(△𝑤1)2 + (△𝑤2)2 ) (𝑜 — бесконечно малая

функция).

lim
△𝑧→0

𝜉(𝑧)

△𝑧 = 0;

lim
△𝑧→0

△Φ

△𝑧 =
∂𝐹

∂𝑤1
𝑓 ′1(𝑧) +

∂𝐹

∂𝑤2
𝑓 ′2(𝑧)⇒ Φ(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺).
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ПРИМЕР 8.1. Из соотношения 𝑒𝑖𝑥 = cos𝑥+𝑖 sin𝑥 получим

𝑒𝑖𝑧 = cos 𝑧 + 𝑖 sin 𝑧.

ПРИМЕР 8.2. sin2 𝑥 + cos2 𝑥 = 1 ⇒ sin2 𝑧 + cos2 𝑧 = 1,
причем ∣ cos 𝑧∣ и ∣ sin 𝑧∣ по теореме Лиувилля не ограничены
на всей комплексной плоскости.

ПРИМЕР 8.3. ln𝑥>0 𝑥 =

𝑥∫
1

𝑑𝜉

𝜉
; 𝑒ln 𝑥 = 𝑥, 𝑥 > 0. В об-

ласти 𝐷0 рассмотрим неопределенный интеграл 𝑓(𝑧) =

𝑧∫
1

𝑑𝜉

𝜉
;

1

𝜉
∈ 𝐶∞(𝜉 ∕= 0).

Рис. 8.1

Интеграл по любому пути (не пересекающему разрез) су-
ществует и 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐷0) — аналитическое продолжение
ln𝑥 (𝑥 > 0). Если сохранить старое обозначение, то ln0 𝑧 =

=

𝑥∫
1

𝑑𝜉

𝜉
∈ 𝐶∞(𝐷0).

По теореме 8.1 𝑒𝑙𝑛0𝑧 = 𝑧, ∀𝑧 ∈ 𝐷0.

Теорема 8.2. Пусть функции 𝑤𝑖 = 𝑓𝑖(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺𝑖) и
[𝑎𝑖, 𝑏𝑖] ⊂ 𝐺𝑖, 𝑤𝑖 ∈ 𝐷𝑖. И пусть Φ(𝑧) = 𝐹 [𝑤1, ..., 𝑤𝑛] является
аналитической функцией каждой из переменных 𝑤𝑖 ∈ 𝐷𝑖.
Тогда из соотношения

𝐹 [𝑓1(𝑥1), ..., 𝑓𝑛(𝑥𝑛)] = 0, 𝑥𝑖 ∈ [𝑎𝑖, 𝑏𝑖], (8.1)

следует, что 𝐹 [𝑓1(𝑧1), ..., 𝑓𝑛(𝑧𝑛)] = 0, 𝑧𝑖 ∈ 𝐺𝑖.
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Док а з а т е л ь с т в о. Докажем для случая 𝑛 = 2. В общем
случае доказательство аналогичное.
Фиксируем 𝑥2 ∈ [𝑎2, 𝑏2] и рассматриваем Φ1(𝑧1) =

= 𝐹 [𝑓1(𝑧1), 𝑓2(𝑥2)] ∈ 𝐶∞(𝐺1). По теореме 8.1 из (8.1) сле-
дует, что Φ1(𝑧1) ≡ 0, 𝑧1 ∈ 𝐺1. Так как 𝑥2 — произвольное,
то

𝐹 [𝑓1(𝑧1), 𝑓2(𝑥2)] = 0, 𝑧1 ∈ 𝐺1, 𝑥2 ∈ [𝑎2, 𝑏2]. (8.2)

Фиксируем 𝑧1 ∈ 𝐺1 и рассматриваем Φ2(𝑧2) =
= 𝐹 [𝑓1(𝑧1), 𝑓2(𝑧2)] ∈ 𝐶∞(𝐺2). Из (8.2) получаем

Φ2(𝑧2) ≡ 0, 𝑧2 ∈ 𝐺2 ⇒ 𝐹 [𝑓1(𝑧1), 𝑓2(𝑧2)] = 0, 𝑧2 ∈ 𝐺2.

Так как 𝑧1 — любое из 𝐺1, то 𝐹 [𝑓1(𝑧1), 𝑓2(𝑧2)] = 0, 𝑧1 ∈
∈ 𝐺1, 𝑧2 ∈ 𝐺2.

ПРИМЕР 8.4. sin(𝑧1+ 𝑧2) = sin 𝑧1 cos 𝑧2+ 𝑐𝑜𝑠𝑧1 sin 𝑧2 для
любых 𝑧1, 𝑧2 (можно применять и для других тригонометриче-
ских формул для функций разных аргументов).

§ 8.3. ПОНЯТИЕ РИМАНОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ

Пусть 𝑤 = 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧 — аналитическое продолжение 𝑒𝑥

на всю комплексную плоскость. Так как 𝑒𝑥1+𝑥2 = 𝑒𝑥1𝑒𝑥2 , то
𝑒𝑧1+𝑧2 = 𝑒𝑧1𝑒𝑧2 (в частности, 𝑒𝑧 = 𝑒𝑥+𝑖𝑦 = 𝑒𝑥𝑒𝑖𝑦 = 𝑤). Тогда
∣𝑤∣ = 𝑒𝑥, arg𝑤 = 𝑦 — показательная функция 𝑤 = 𝑒𝑧 про-
изводит отображение прямой 𝑦 = 𝑦0 на плоскости 𝑧 на луч
arg𝑤 = 𝑦0 на плоскости 𝑤.
Полоса 𝐺0(−𝜋 < Im 𝑧 < 𝜋)↔ 𝐷0(−𝜋 < arg𝑤 < 𝜋) — плос-

кость с разрезом по отрицательной части вещественной оси,
причем граничной прямой Im 𝑧 = −𝜋 соответствует нижний
берег разреза, а прямой Im 𝑧 = 𝜋 — верхний берег разреза.
Обратная функция: 𝑧 = ln0 𝑤 = 𝑥+ 𝑖𝑦 = ln ∣𝑤∣+ 𝑖 arg𝑤.
Аналогично, 𝐺1(𝜋 < Im 𝑧 < 3𝜋) ↔ 𝐷1(𝜋 < arg𝑤 < 3𝜋).

Чтобы при непрерывном переходе точки 𝑧 из 𝐺0 в 𝐺1 через
Im 𝑧 = 𝜋 образ этой точки непрерывно переходил из 𝐷0 в
𝐷1, надо склеить берега разрезов, соответствующие общему
значению arg𝑤 = 𝜋. Получим новое геометрическое многооб-
разие — двулистную Риманову поверхность, состоящую из
листов 𝐷0 и 𝐷1.
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Аналогично, 𝐺𝑛((2𝑛− 1)𝜋< Im 𝑧<(2𝑛+ 1)𝜋))↔ 𝐷𝑛((2𝑛−
− 1)𝜋 < arg𝑤 < (2𝑛 + 1)𝜋). Полная комплексная плоскость
𝑍 непрерывно переходит в бесконечнолистную Риманову по-
верхность, склеенную из листов 𝐷𝑛, причем лист 𝐷𝑛 склеен с
листами 𝐷𝑛+1 и 𝐷𝑛−1 по берегам разрезов, на которых arg𝑤
принимает одинаковые значения. На этой Римановой поверх-
ности определена обратная функция 𝑧 = Ln𝑤 = ln ∣𝑤∣+𝑖Arg𝑤,
−∞ < Arg𝑤 < +∞.
На обычной комплексной плоскости 𝑤 функция 𝑧 = Ln𝑤

является бесконечнозначной (многозначной). На каждом ли-
сте — определенная ветвь ln𝑛 𝑤, 𝑤 = 𝑒𝑧 = 𝑒Ln𝑤. Функция
𝑤 = 𝑒𝑧 — периодическая с мнимым периодом 2𝜋𝑖 : 𝑒𝑧 =
= 𝑒𝑧+2𝜋𝑖. Функция 𝑒𝑧 — бесконечнолистная (многолистная).

§ 8.4. ПОНЯТИЕ ТОЧКИ ВЕТВЛЕНИЯ

Особая роль точки 𝑤 = 0.

При обходе точки 𝑤0 ∕= 0 по достаточно малому замкнуто-
му контуру все время остаемся на одном и том же листе 𝐷𝑛,
или возвращаемся на этот лист, дважды пересекая разрез, за-
ходя на 𝐷𝑛−1 (𝐷𝑛+1). При этом, после обхода значение ln𝑛 𝑤
не изменится.
При обходе точки 𝑤 = 0 пересечем разрез только один

раз и с одной ветви ln𝑛 𝑤 (ln𝑛 𝑤0 = ln ∣𝑤0∣ + 𝑖 arg𝑤0, (2𝑛 −
−1)𝜋 < arg𝑤0 < (2𝑛+1)𝜋) перейдем на другую ветвь ln𝑛−1 𝑤
(ln𝑛−1 𝑤0 = ln ∣𝑤0∣+ 𝑖 arg𝑤0, (2𝑛− 3)𝜋 < arg𝑤0 < (2𝑛− 1)𝜋).

Точка 𝑤 = 0 — точка ветвления функции 𝑧 = Ln𝑤. При-
чем для Ln𝑤 точка 𝑤 = 0 — точка ветвления бесконечного
порядка.
Аналогичными свойствами обладает бесконечно удаленная

точка 𝑤 =∞.
Определение 8.2. Если для точки 𝑧0 можно указать такую

𝜀-окрестность, что при однократном обходе точки 𝑧0 по любо-
му замкнутому контуру, принадлежащему этой 𝜀-окрестности,
происходит переход с одной ветви многозначной функции на
другую, то точка 𝑧0 называется точкой ветвления (разветв-
ления) данной многозначной функции.
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В окрестности точки ветвления отдельные ветви много-
значной функции уже нельзя рассматривать как отдельные
однозначные функции, поскольку при обходе точки ветвления
их значения меняются.

ПРИМЕР 8.5. Для функций 𝑤 = 𝑓1(𝑧) =
√
𝑧 и 𝑤 =

= 𝑓2(𝑧) =
√
𝑧2 − 1 точки 𝑧 = 0 и точки 𝑧 = ±1 соответственно

являются точками ветвления второго порядка.

ПРИМЕР 8.6. 𝑓(𝑧) = 𝑧𝛼, где 𝛼 — любое число, действи-
тельное или комплексное.

⊲ 𝑓(𝑧) = 𝑒𝛼Ln 𝑧 = 𝑒𝛼(ln ∣𝑧∣+𝑖Arg 𝑧).
При 𝛼 = 𝑛 : 𝑒𝑖 𝑛(arg 𝑧+2𝜋𝑘) = 𝑒𝑖 𝑛 arg 𝑧. Следовательно,

𝑓(𝑧) — однозначная (но многолистная, 𝑛-листная).
При 𝛼 =

𝑛

𝑚
функция 𝑓(𝑧) принимает 𝑚 различных значе-

ний (многозначная).
При 𝛼 иррациональном или комплексном функция 𝑓(𝑧)

принимает бесконечное число значений (многозначная).

1𝑖 = 𝑒𝑖Ln 1 = 𝑒𝑖(ln ∣1∣+𝑖2𝜋𝑘) = 𝑒−2𝜋𝑘, 𝑘 = 0,±1,±2, ... .⊳

Тригонометрические функции являются бесконечнолист-
ными периодическими функциями.

Контрольные вопросы
1. Построить римановы поверхности для функций:

√
𝑧, 𝑛

√
𝑧, Ln 𝑧,

1

2

(
𝑧 +

1

𝑧

)
, sin 𝑧, 𝑧𝛼.

2. Функцию 𝑤1 = (𝑧𝑟1)𝑟2 (𝑟1, 𝑟2 — рациональные числа) срав-
нить с функцией 𝑤1 = (𝑧𝑟2)𝑟1 . Рассмотреть, в частности, 𝑟1 = 2/3,
𝑟2 = 3/2.



Лекция 9

ИЗОЛИРОВАННЫЕ ОСОБЫЕ ТОЧКИ
ОДНОЗНАЧНОЙ АНАЛИТИЧЕСКОЙ

ФУНКЦИИ.
ВЫЧЕТ В ИЗОЛИРОВАННОЙ

ОСОБОЙ ТОЧКЕ

§ 9.1. УСТРАНИМЫЕ ОСОБЫЕ ТОЧКИ. ПОЛЮС.
СУЩЕСТВЕННО ОСОБАЯ ТОЧКА

Определение 9.1. 𝑧0 — изолированная особая точка
функции 𝑓(𝑧), если 𝑓(𝑧) однозначная и принадлежит 𝐶∞(0<
< ∣𝑧 − 𝑧0∣<𝜌(𝑧0)).
𝑧0 является особой точкой функции 𝑓(𝑧).

Другими словами, 𝑧0 называется изолированной особой
точкой функции 𝑓(𝑧), если существует такая окрестность точ-
ки 𝑧0, в которой нет других особых точек функции 𝑓(𝑧).

В самой особой точке 𝑧0 функция 𝑓(𝑧) может быть не опре-
делена. Функцию 𝑓(𝑧) в окрестности точки 𝑧0 можно разло-
жить в ряд Лорана, сходящийся в кольце 0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝜌(𝑧0).
Поведение функции 𝑓(𝑧) в окрестности точки 𝑧0, как будет
показано ниже, определяется главной частью ряда Лорана

𝑄(𝑧) =

∞∑
𝑛=1

𝑐−𝑛
(𝑧 − 𝑧0)𝑛 .

Замечание. В малой окрестности точки ветвления и неизо-
лированной особой точки вообще нельзя раскладывать в ряд
Лорана.
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Три случая изолированных особых точек

1. Устранимая особая точка.
Для любого 𝑛 > 0 𝑐−𝑛 = 0; 𝑄(𝑧) = 0; 𝑓(𝑧) → 𝑐0 при

𝑧 → 𝑧0 — устранимая особая точка. 𝑧0 — правильная точка
функции 𝑓(𝑧). Если функция не определена в точке 𝑧0, то
ее можно доопределить по непрерывности, положив 𝑓(𝑧0) =
= 𝑐0. В окрестности устранимой особой точки 0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ <
< 𝜌(𝑧0) : ∣𝑓(𝑧)∣ < 𝑀 и 𝑓(𝑧) = (𝑧 − 𝑧0)𝑚𝜑(𝑧), где 𝑚 ⩾ 0 —
целое, 𝜑(𝑧0) ∕= 0; и если lim

𝑧→𝑧0
𝑓(𝑧) = 0, то 𝑧0 — нуль 𝑚-го

порядка.

Теорема 9.1. Если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝜌(𝑧0)) и
∣𝑓(𝑧)∣ < 𝑀 при 0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝜌(𝑧0), то 𝑧0 — устранимая
особая точка.

Док а з а т е л ь с т в о. Разложим 𝑓(𝑧) в ряд Лорана и рас-
смотрим выражение для коэффициентов главной части:

𝑐−𝑛 =
1

2𝜋𝑖

∫
𝐶+

𝑓(𝜉)(𝜉 − 𝑧0)𝑛−1𝑑𝜉, 𝑛 > 0.

В качестве контура интегрирования выберем круг с цен-
тром в точке 𝑧0 и радиусом 𝜌 : ∣𝜉 − 𝑧0∣ = 𝜌. Тогда, сделав
замену 𝜉 − 𝑧0 = 𝜌𝑒𝑖𝜑, 𝑑𝜉 = 𝑖𝜌𝑒𝑖𝜑𝑑𝜑 и учтя, что ∣𝑒𝑖𝑛𝜑∣ = 1,
получим оценку: ∣𝑐−𝑛∣ < 𝜌𝑀𝜌𝑛−1 → 0 при 𝜌 → 0. Так как
значения 𝑐−𝑛 не зависят от 𝜌, то 𝑐−𝑛 = 0.

2. Полюс.
Ряд Лорана функции 𝑓(𝑧) в окрестности ее изолированной

особой точки содержит конечное число членов с отрицатель-
ными степенями;

𝑄(𝑧) =

𝑚∑
𝑛=1

𝑐−𝑛
(𝑧 − 𝑧0)𝑛 ; 𝑐−𝑚 ∕= 0.

𝑓(𝑧) → ∞ при 𝑧 → 𝑧0 — полюс порядка 𝑚, 𝑓(𝑧) =

=
𝜓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)𝑚 ; 𝜓(𝑧0) ∕= 0.
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Теорема 9.2. Если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝜌(𝑧0)), 𝑧0 —
изолированная особая точка 𝑓(𝑧) и ∣𝑓(𝑧)∣ → ∞ при 𝑧 → 𝑧0
(независимо от способа стремления 𝑧 к 𝑧0), то 𝑧0 — полюс
𝑓(𝑧).

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть ∣𝑓(𝑧)∣ → ∞ при 𝑧 → 𝑧0. Тогда
∀𝐴 > 0 ∃𝛿 ∀𝑧0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝛿 ⇒ ∣𝑓(𝑧)∣ > 𝐴.
Рассмотрим 𝑔(𝑧) =

1

𝑓(𝑧)
; 𝑔(𝑧) ∈ 𝐶∞(0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝛿);

∣𝑔(𝑧)∣ < 1

𝐴
=𝑀 . Следовательно, 𝑧0 — устранимая особая точ-

ка 𝑔(𝑧) (по теореме 9.1).
Таким образом, 𝑔(𝑧) = (𝑧 − 𝑧0)𝑚𝜑(𝑧), 𝑚 ⩾ 0, 𝜑(𝑧0) ∕=

∕= 0⇒ 𝑓(𝑧) =
𝜓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)𝑚 , 𝜓(𝑧0) ∕= 0.

3. Существенно особая точка.

Определение 9.2. 𝑧0 называется существенно особой точ-
кой функции 𝑓(𝑧), если ряд Лорана функции 𝑓(𝑧) в окрест-
ности ее изолированной особой точки 𝑧0 содержит бесконечно
много членов с отрицательными степенями разности (𝑧 − 𝑧0)
(бесконечное число коэффициентов 𝑐−𝑛 ∕= 0).

Поведение аналитической функции в окрестности суще-
ственно особой точки описывается теоремой 9.3.

Теорема 9.3 (Сохоцкого–Вейерштрасса). Для любого
комплексного числа 𝐵 и любого 𝜀 > 0, в любой 𝜂-окрестно-
сти существенно особой точки 𝑧0 {0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝜂} суще-
ствует точка 𝑧1: ∣𝑓(𝑧1)−𝐵∣<𝜀.
Док а з а т е л ь с т в о (от противного). Пусть существуют

𝜀0, 𝜂0 такие, что для любой точки 𝑧 : 0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝜂0 ⇒
⇒ ∣𝑓(𝑧)−𝐵∣ > 𝜀0.
Рассмотрим 𝑔(𝑧) =

1

𝑓(𝑧)−𝐵 :

∣𝑔(𝑧)∣ = 1

∣𝑓(𝑧)−𝐵∣ <
1

𝜀0
=𝑀.

𝑧0 — устранимая особая точка 𝑔(𝑧) (по теореме 9.1). Следо-
вательно, 𝑔(𝑧) = (𝑧 − 𝑧0)𝑚𝜑(𝑧), 𝑚 ⩾ 0, 𝜑(𝑧0) ∕= 0. Таким
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образом,

𝑓(𝑧) = 𝐵 +
𝜓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)𝑚 ; 𝜓(𝑧0) ∕= 0.

Значит, 𝑧0 — полюс функции 𝑓(𝑧), 𝑚 ⩾ 0, или правильная
точка при 𝑚 = 0. Получили противоречие.

Замечание. {𝜂𝑛} → 0 ⇒ {𝑧(𝑛)1 } → 𝑧0. {𝑓(𝑧(𝑛)1 )} → 𝐵,
в окрестности существенно особой точки можно выбрать
{𝑧(𝑛)1 } → 𝑧0 такую, что {𝑓(𝑧(𝑛)1 )} сходится к любому напе-
ред заданному числу.

ПРИМЕР 9.1. Для функции 𝑓(𝑧) = 𝑒1/𝑧 точка 𝑧 = 0 —
существенно особая.

Классификация изолированных особых точек на языке
пределов.
Пусть 𝑧0 — изолированная особая точка функции 𝑓(𝑧) ∈

∈ 𝐶∞(0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝜌(𝑧0)). Тогда
a) если при 𝑧 из окрестности 0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝜌(𝑧0) и при

𝑧 → 𝑧0 функция 𝑓(𝑧) → 𝑐0, ∣𝑐0∣ < ∞, то 𝑧0 — устранимая
особая точка 𝑓(𝑧);
б) если при 𝑧 из окрестности 0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝜌(𝑧0) и при

𝑧 → 𝑧0 функция 𝑓(𝑧)→∞, то 𝑧0 — полюс 𝑓(𝑧);
в) если при 𝑧 из окрестности 0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝜌(𝑧0) и при

𝑧 → 𝑧0 функция 𝑓(𝑧) не имеет конечного или бесконечного
предела, то 𝑧0 — существенно особая точка 𝑓(𝑧);

𝑧 =∞ является изолированной особой точкой однозначной
аналитической функции, если существует 𝑅 > 0 такое, что
для любой точки 𝑧, ∣𝑧∣ > 𝑅, функция 𝑓(𝑧) не имеет особых
точек, находящихся на конечном расстоянии от точки 𝑧 = 0.

Ряд Лорана в окрестности 𝑧 = ∞ : 𝑓(𝑧) =
∞∑

𝑛=−∞
𝑐𝑛𝑧

𝑛,

𝑅 < ∣𝑧∣ <∞.
a) 𝑧 =∞ называется устранимой особой точкой 𝑓(𝑧), если

все 𝑐𝑛 = 0 при 𝑛 > 0 для функции 𝑓(𝑧) =
∞∑

𝑛=−∞
𝑐𝑛𝑧

𝑛 или

существует конечный предел 𝑓(𝑧) при 𝑧 →∞.
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б) 𝑧 =∞ называется полюсом 𝑓(𝑧), если ряд Лорана функ-
ции 𝑓(𝑧) в окрестности 𝑧 = ∞ содержит конечное число чле-
нов с положительными степенями 𝑓(𝑧) =

∞∑
𝑛=−∞

𝑐𝑛𝑧
𝑛 (𝑚 > 0)

или 𝑓(𝑧)→∞ при 𝑧 →∞.
в) 𝑧 =∞ называется существенно особой точкой функции

𝑓(𝑧), если ряд Лорана функции 𝑓(𝑧) в окрестности 𝑧 =∞ со-
держит бесконечно много членов с положительными степеня-

ми 𝑧 : 𝑓(𝑧) =
∞∑

𝑛=−∞
𝑐𝑛𝑧

𝑛, или при 𝑧 →∞ у 𝑓(𝑧) нет конечного
или бесконечного предела.

§ 9.2. ВЫЧЕТ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ
В ИЗОЛИРОВАННОЙ ОСОБОЙ ТОЧКЕ

Пусть 𝑧0 — изолированная особая точка аналитической
функции

𝑓(𝑧) =

∞∑
𝑛=−∞

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛; 0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝜌,

𝑐𝑛 =
1

2𝜋𝑖

∫
𝐶+

𝑓(𝜉)

(𝜉 − 𝑧0)𝑛+1
𝑑𝜉.

Определение 9.3. Комплексное число Выч[𝑓(𝑧), 𝑧0] =

=
1

2𝜋𝑖

∫
𝐶+

𝑓(𝜉)𝑑𝜉, где 𝐶+ — замкнутый контур, который

можно стянуть к 𝑧0, оставаясь в кольце аналитичности функ-
ции 𝑓(𝑧), называется вычетом 𝑓(𝑧) в точке 𝑧0. Очевидно,
Выч [𝑓(𝑧), 𝑧0] = 𝑐−1.

Теорема 9.4 (основная теорема теории вычетов). Пусть
𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺 ∣ 𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑁 ), за исключением конечного числа
𝑁 изолированных особых точек. Тогда

∫
∂𝐺

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖

𝑁∑
𝑛=1

Выч [𝑓(𝑧), 𝑧𝑛].
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Док а з а т е л ь с т в о. Если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺), то все точки
∂𝐺 — правильные точки 𝑓(𝑧). Выделим каждую из изолиро-
ванных особых точек 𝑧𝑛 функции 𝑓(𝑧) замкнутым контуром
𝛾𝑛, не содержащих внутри других особых точек, кроме 𝑧𝑛.
В замкнутой многосвязной области, ограниченной ∂𝐺 и всеми
контурами 𝛾𝑛 функция 𝑓(𝑧) является всюду аналитической.
По теореме Коши для многосвязной области

∫
∂𝐺

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 +
𝑁∑
𝑛=1

∫
𝑟𝑛

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0.

Перенеся второе слагаемое направо, поменяв направление
обхода контуров, использовав определение вычета, получим
искомое ∫

∂𝐺

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖
𝑁∑
𝑛=1

Выч [𝑓(𝑧), 𝑧𝑛].

Формулы вычисления вычетов

1. 𝑧0 — устранимая особая точка. Вычет равен:

Выч [𝑓(𝑧), 𝑧0] = 0.

2. 𝑧0 — полюс порядка 𝑚 > 0.
Если

𝑓(𝑧) =
𝑐−𝑚

(𝑧 − 𝑧0)𝑚 + ...+
𝑐−1

𝑧 − 𝑧0 + 𝑐0 + ... ,

то
(𝑧 − 𝑧0)𝑚𝑓(𝑧) = 𝑐−𝑚 + ...+ 𝑐−1(𝑧 − 𝑧0)𝑚−1 + ... .

Вычет равен:

Выч [𝑓(𝑧), 𝑧0] = 𝑐−1 =
1

(𝑚− 1)!
lim
𝑧→𝑧0

𝑑𝑚−1

𝑑𝑧𝑚−1
[(𝑧 − 𝑧0)𝑚𝑓(𝑧)].

Частный случай 𝑚 = 1:

Выч [𝑓(𝑧), 𝑧0] = 𝑐−1 = lim
𝑧→𝑧0

[(𝑧 − 𝑧0)𝑓(𝑧)].
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Если 𝑓(𝑧) =
𝜑(𝑧)

𝜓(𝑧)
, 𝜑(𝑧0) ∕= 0, 𝜓(𝑧) = (𝑧 − 𝑧0)𝜓′(𝑧0) + ... ;

𝜓′(𝑧0) ∕= 0. Тогда

Выч [𝑓(𝑧), 𝑧0] = 𝑐−1 =
𝜑(𝑧0)

𝜓′(𝑧0)
.

3. 𝑧0 — существенно особая точка:

Выч [𝑓(𝑧), 𝑧0] = 𝑐−1 =
1

2𝜋𝑖

∫
𝐶+

𝑓(𝜉)𝑑𝜉.

Вычет функции 𝑓(𝑧) в точке 𝑧 =∞ равен:

Выч [𝑓(𝑧), 𝑧 =∞] = −𝑐−1 = − 1

2𝜋𝑖

∫
𝐶+

𝑓(𝜉)𝑑𝜉.

Если 𝑧 = ∞ — устранимая особая точка, то вычет в ней
может быть отличен от 0.

ПРИМЕР 9.2. Для функции 𝑓(𝑧) = 1 +
1

𝑧
в точке 𝑧 = ∞

(устранимой особой точке) вычет равен: Выч [𝑓(𝑧), 𝑧 = ∞] =
= −𝑐−1 = −1 ∕= 0.

Сумма всех вычетов функции, аналитической на полной
комплексной плоскости, за исключением конечного числа изо-
лированных особых точек, включая вычет в 𝑧 =∞, равна 0.

Контрольные вопросы
1. Найти все вычеты указанных функций относительно изолиро-

ванных особых точек, включая бесконечно удаленную:

а)
1

𝑧3 − 𝑧5
; б)

𝑧2

(𝑧2 + 1)2
; в) tg 𝑧; г)

1

sin 𝑧
; д) 𝑒𝑧+1/𝑧.

2. Найти вычеты каждой из однозначных ветвей многозначных
функций относительно указанных точек:

а)
√
𝑧

𝑧 − 1
, 𝑧0 = 1; б)

1√
2− 𝑧 + 1

, 𝑧0 = 1.
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ВЫЧИСЛЕНИЕ НЕСОБСТВЕННЫХ
ИНТЕГРАЛОВ ПЕРВОГО РОДА

С ПОМОЩЬЮ ВЫЧЕТОВ

Определение 10.1. Функция комплексной переменной 𝑓(𝑧)
называется мероморфной, если она определена на всей ком-
плексной плоскости и не имеет в конечной части плоскости
особых точек, отличных от полюсов.

Лемма 10.1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(∣𝑧∣ > 𝑅0 ∩ Im 𝑧 > 0), за
исключением конечного числа изолированных особых точек,

и ∣𝑓(𝑧)∣ < 𝑀

∣𝑧∣1+𝛿 , 𝛿 > 0. Тогда lim
𝑅→∞

∫
𝐶′

𝑅

𝑓(𝜉) = 0 (𝐶 ′
𝑅 — полу-

окружность ∣𝑧∣ = 𝑅 ∩ Im 𝑧 > 0).

Док а з а т е л ь с т в о. При 𝑅 > 𝑅0 :∣∣∣∣∣∣∣
∫
𝐶′

𝑅

𝑓(𝜉)𝑑𝜉

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫
𝐶′

𝑅

∣𝑓(𝜉)∣𝑑𝑠 < 𝑀𝜋𝑅
𝑅1+𝛿

=
𝑀𝜋

𝑅𝛿
→ 0

при 𝑅→∞.
Замечания.

1. Если условия леммы 10.1 выполнены при 𝜑1 < arg 𝑧 <
< 𝜑2, то

lim
𝑅→∞

∫
𝐶′

𝑅

𝑓(𝜉)𝑑𝜉 = 0,

где 𝐶 ′
𝑅 — дуга окружности, лежащая в секторе: ∣𝑧∣ = 𝑅∩(𝜑1<

<arg 𝑧<𝜑2).
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2. Условия леммы 10.1 будут выполнены, если функция
𝑓(𝑧) является аналитической в окрестности точки 𝑧 = ∞, ко-
торая является нулем не ниже второго порядка для 𝑓(𝑧).

Теорема 10.1. Пусть функция 𝑓(𝑥) задана при −∞ <
< 𝑥 < ∞ и существует аналитическое продолжение 𝑓(𝑧)
на Im 𝑧 ⩾ 0, имеющее конечное число изолированных особых
точек 𝑧𝑛, не имеющее особых точек на действительной оси
и удовлетворяющее условиям леммы 10.1. Тогда существу-
ет несобственный интеграл I-го рода

∞∫
−∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖

𝑁∑
𝑛=1

Выч [𝑓(𝑧), 𝑧𝑛].

Док а з а т е л ь с т в о. При 𝑅 > 𝑅0 рассмотрим замкнутый
контур:

(−𝑅 < 𝑥 < 𝑅) ∪ 𝐶 ′
𝑅{∣𝑧∣ = 𝑅 ∩ Im 𝑧 > 0}.

По основной теореме теории вычетов

𝑅∫
−𝑅
𝑓(𝑥)𝑑𝑥+

∫
𝐶′

𝑅

𝑓(𝜉)𝑑𝜉 = 2𝜋𝑖

𝑁∑
𝑛=1

Выч [𝑓(𝑧), 𝑧𝑛].

Но по лемме 10.1 правая часть у предела lim
𝑅→∞

∫
𝐶′

𝑅

𝑓(𝜉)𝑑𝜉 =

= 0 не зависит от 𝑅. Следовательно,
∞∫

−∞
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖

𝑁∑
𝑛=1

Выч [𝑓(𝑧), 𝑧𝑛].

Замечания.

1. Если 𝑓(𝑥) — четная функция (𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥)) и удовле-
творяет условиям теоремы 10.1, то

∞∫
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜋𝑖

𝑁∑
𝑛=1

Выч [𝑓(𝑧), 𝑧𝑛].
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2. Имеет место аналогичная теорема, когда аналитическое
продолжение 𝑓(𝑥) в нижнюю полуплоскость удовлетворяет
условиям, аналогичным условиям леммы 10.1 для нижней по-
луплоскости.

ПРИМЕР 10.1. Вычислить интеграл I-го рода с помощью
вычетов: ∞∫

0

𝑑𝑥

1 + 𝑥𝑛
.

Рис. 10.1

⊲
∫
𝑟

1

1 + 𝑧𝑛
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖Выч

[
1

1 + 𝑧𝑛
, 𝑒𝑖𝜋/𝑛

]
=

=

{
𝑧0=𝑒

𝑖𝜋/𝑛— полюс 1-го порядка

}
=

2𝜋𝑖

𝑛𝑒𝑖𝜋(𝑛−1)/𝑛
=− 2𝜋𝑖

𝑛𝑒−𝑖𝜋/𝑛
.

С другой стороны,

∫
𝑟

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

𝑅∫
0

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 +

∫
𝐶′

𝑅

𝑓(𝜉)𝑑𝜉 +

∫
𝐿

𝑓(𝑧)𝑑𝑧.

При 𝑅→∞ второе слагаемое стремится к нулю (по заме-
чанию 10.1 (1)). В третьем слагаемом 𝑧 = 𝑥𝑒2𝜋𝑖/𝑛(𝑓(𝑥𝑒2𝜋𝑖/𝑛) =
= 𝑓(𝑥)). Устремив 𝑅→∞, получим

∞∫
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥− 𝑒2𝜋𝑖/𝑛
∞∫
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

= (1− 𝑒2𝜋𝑖/𝑛)
∞∫
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = − 2𝜋𝑖

𝑛𝑒−𝜋𝑖/𝑛
.
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Таким образом,

∞∫
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = − 2𝜋𝑖

(𝑛𝑒−𝜋𝑖/𝑛)(1− 𝑒2𝜋𝑖/𝑛) =
𝜋

𝑛 sin(𝜋/𝑛)
. ⊳

Лемма 10.2 (Жордана). Если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(∣𝑧∣ > 𝑅0∩ Im 𝑧 >
> 0), за исключением конечного числа изолированных осо-
бых точек, и 𝑓(𝑧)→ 0 при ∣𝑧∣ → ∞ (равномерно по arg 𝑧, 0 ⩽
⩽ arg 𝑧 ⩽ 𝜋), 𝑧 ∈ Im 𝑧 > 0, то при 𝑎 > 0

lim
𝑅→∞

∫
𝐶′

𝑅

𝑒𝑖𝑎𝜉𝑓(𝜉)𝑑𝜉 = 0,

где 𝐶 ′
𝑅 — полуокружность ∣𝑧∣ = 𝑅 ∩ Im 𝑧 > 0.

Док а з а т е л ь с т в о. ∀𝜀 > 0 ∃𝑅 : ∀𝑧∣𝑧∣ > 𝑅 ⇒ ∣𝑓(𝑧)∣ <
< 𝜀.

Рис. 10.2

При 𝑅 > 𝑅0 :∣∣∣∣∣∣∣
∫
𝐶′

𝑅

𝑒𝑖𝑎𝜉𝑓(𝜉)𝑑𝜉

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫
𝐶′

𝑅

∣𝑒𝑖𝑎𝜉𝑓(𝜉)∣𝑑𝑠 ⩽

⩽
{
𝜉 = 𝑅𝑒𝑖𝜑 = 𝑥+ 𝑖𝑦, 𝑥 = 𝑅 cos𝜑, 𝑦 = 𝑅 sin𝜑, 𝑑𝑠 = 𝑅𝑑𝜑,

𝑒𝑖𝑎𝜉 = 𝑒𝑖𝑎(𝑥+𝑖𝑦) = 𝑒𝑖𝑎𝑥𝑒−𝑎𝑦, ∣𝑒𝑖𝑎𝜉∣ = 𝑒−𝑎𝑦 = 𝑒−𝑎𝑅 sin𝜑

}
⩽
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⩽ 𝜀𝑅
𝜋∫
0

∣𝑒𝑖𝑎𝜉∣𝑑𝜑 = 𝜀𝑅

𝜋∫
0

𝑒−𝑎𝑅 sin𝜑𝑑𝜑 = 2𝜀𝑅

𝜋/2∫
0

𝑒−𝑎𝑅 sin𝜑𝑑𝜑 <

<

{
sin𝜑 ⩾ (2/𝜋)𝜑 при 0 ⩽ 𝜑 ⩽ 𝜋/2

}
<

< 2𝜀𝑅

𝜋/2∫
0

𝑒−𝑎𝑅(2/𝜋)𝜑𝑑𝜑 = 𝜋𝜀
1− 𝑒−𝑎𝑅

𝑎
→ 0 при 𝑅→∞,

так как 𝜀(𝑅)→ 0 при 𝑅→∞ (𝑎 > 0).

Замечания.

1. Если 𝑓(𝑧) удовлетворяет условиям леммы 10.2 (Жорда-
на) при Im 𝑧 ⩽ 0, то при 𝑎 < 0

lim
𝑅→∞

∫
𝐶′

𝑅

𝑒𝑖𝑎𝜉𝑓(𝜉)𝑑𝜉 = 0,

где 𝐶 ′
𝑅 — полуокружность ∣𝑧∣ = 𝑅 ∩ Im 𝑧 < 0.
2. Если 𝑓(𝑧) удовлетворяет условиям леммы 10.2 (Жорда-

на) при Re 𝑧 ⩾ 0, то при 𝑎 = 𝑖𝛼 (𝛼 > 0)

lim
𝑅→∞

∫
𝐶′

𝑅

𝑒−𝛼𝜉𝑓(𝜉)𝑑𝜉 = 0,

где 𝐶 ′
𝑅 — полуокружность ∣𝑧∣ = 𝑅 ∩ Re 𝑧 > 0.
3. Если 𝑓(𝑧) удовлетворяет условиям леммы 10.2 (Жорда-

на) при Re 𝑧 ⩽ 0, то при 𝑎 = −𝑖𝛼 (𝛼 > 0)

lim
𝑅→∞

∫
𝐶′

𝑅

𝑒𝛼𝜉𝑓(𝜉)𝑑𝜉 = 0,

где 𝐶 ′
𝑅 — полуокружность ∣𝑧∣ = 𝑅 ∩ Re 𝑧 < 0.
4. Лемма 10.2 (Жордана) остается справедливой, когда

функция 𝑓(𝑧) удовлетворяет ее условиям при Im 𝑧 ⩾ 𝑦0
(Re 𝑧 ⩾ 𝑥0, или Im 𝑧 ⩽ 𝑦0, или Re 𝑧 ⩽ 𝑥0); 𝑦0(𝑥0) — фик-
сированное число, которое может быть как больше 0, так и
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меньше 0, а интегрирование производится по дуге полуокруж-
ности ∣𝑧 − 𝑖𝑦0∣ = 𝑅 ∩ Im 𝑧 > 0 (∣𝑧 − 𝑥0∣ = 𝑅 ∩ Im 𝑧 > 0, или
∣𝑧 − 𝑖𝑦0∣ = 𝑅 ∩ Im 𝑧 < 0, или ∣𝑧 − 𝑥0∣ = 𝑅 ∩ Im 𝑧 < 0).
Доказательство аналогично, но при оценке интеграла сле-

дует сделать замену 𝜉 = 𝑅𝑒𝑖𝜑 + 𝑖𝑦0 (𝜉 = 𝑅𝑒𝑖𝜑 + 𝑥0).
5. Лемма 10.2 (Жордана) остается справедливой и при

ослабленных условиях на 𝑓(𝑧). Пусть функция 𝑓(𝑧) при
Im 𝑧 > 𝑦0 при ∣𝑧∣ > 𝑅0, равномерно относительна arg(𝑧 − 𝑖𝑦1)
при ∣𝑧∣ → ∞, 𝑓(𝑧) → 0 в секторах −𝜑0 ⩽ arg(𝑧 − 𝑖𝑦1) ⩽ 𝜑1,
𝜋 − 𝜑2 ⩽ arg(𝑧 − 𝑖𝑦1) ⩽ 𝜋 − 𝜑0, и равномерно ограничена в
секторе 𝜑1⩽ arg(𝑧 − 𝑖𝑦1)⩽𝜋 − 𝜑2, где 0⩽ (𝜑0, 𝜑1, 𝜑2)⩽𝜋/2 и
𝑦1 > 𝑦0. Тогда при 𝑎 > 0

lim
𝑅→∞

∫
𝐺′

𝑅

𝑒𝑖𝑎𝜉𝑓(𝜉)𝑑𝜉 = 0,

где 𝐶 ′
𝑅 — полуокружность ∣𝑧 − 𝑖𝑦1∣ = 𝑅 ∩ Im 𝑧 > 𝑦0.

Теорема 10.2. Пусть 𝑓(𝑥) задана при −∞ < 𝑥 < ∞ и
существует аналитическое продолжение 𝑓(𝑧) на Im 𝑧 ⩾ 0,
имеющее конечное число изолированных особых точек 𝑧𝑛,
не имеющее особых точек на действительной оси и удо-
влетворяющее условиям леммы 10.2 (Жордана). Тогда су-
ществует интеграл

∞∫
−∞

𝑒𝑖𝑎𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖
𝑁∑
𝑛=1

Выч [𝑒𝑖𝑎𝑧𝑓(𝑧), 𝑧𝑛],

(𝑧𝑛 — изолированные особые точки в верхней полуплоско-
сти Im 𝑧⩾0).

Док а з а т е л ь с т в о. При 𝑅 > 𝑅0 рассмотрим замкнутый
контур

(−𝑅 < 𝑥 < 𝑅) ∪ 𝐶 ′
𝑅{∣𝑧∣ = 𝑅 ∩ Im 𝑧 > 0}.

По основной теореме теории вычетов

𝑅∫
−𝑅
𝑒𝑖𝑎𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥+

∫
𝐶′

𝑅

𝑒𝑖𝑎𝜉𝑓(𝜉)𝑑𝜉 = 2𝜋𝑖

𝑁∑
𝑛=1

Выч [𝑒𝑖𝑎𝑧𝑓(𝑧), 𝑧𝑛].
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Но по лемме 10.2 (Жордана)

lim
𝑅→∞

∫
𝐶′

𝑅

𝑒𝑖𝑎𝜉𝑓(𝜉)𝑑𝜉 = 0

(правая часть не зависит от 𝑅), следовательно,
∞∫

−∞
𝑒𝑖𝑎𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖

𝑁∑
𝑛=1

Выч [𝑒𝑖𝑎𝑧𝑓(𝑧), 𝑧𝑛].

ПРИМЕР 10.2. При 𝑘 > 0, 𝑎 > 0

∞∫
0

cos 𝑘𝑥

𝑥2 + 𝑎2
=

1

2

∞∫
−∞

cos 𝑘𝑥

𝑥2 + 𝑎2
=

= Re
1

2

∞∫
−∞

𝑒𝑖𝑘𝑥

𝑥2 + 𝑎2
= Re𝜋𝑖Выч

[
𝑒𝑖𝑘𝑧

𝑧2 + 𝑎2
, 𝑖𝑎

]
=

=

{
𝑧0 = 𝑖𝑎 — полюс 1-го порядка

}
= Re𝜋𝑖

𝑒−𝑘𝑎

2𝑖𝑎
= 𝜋

𝑒−𝑘𝑎

2𝑎
.

Замечание. При незначительном изменении формулировок
лемм 10.1 и 10.2 они остаются справедливыми и в случае
бесконечного числа изолированных особых точек 𝑓(𝑧).

Примеры некоторых интегралов:

а) 𝐼 =

∞∫
0

sin 𝑎𝑥

𝑥
𝑑𝑥 = sign (𝑎)

𝜋

2
;

б) 𝐼 =

∞∫
0

𝑥𝑎−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 0 < 𝑎 < 1,

𝐼 =
2𝜋𝑖

1− 𝑒2𝑛𝑖𝑎
𝑛∑
𝑘=1

Выч [𝑧𝑎−1𝑓(𝑧), 𝑧𝑘];

в) 𝐼 =

1∫
0

𝑥𝑎−1(1− 𝑥)−𝑎𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 0 < 𝑎 < 1, 𝐼 =
𝜋𝑎0

sin(𝜋𝑎)
+
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+
2𝜋𝑖

1− 𝑒2𝑛𝑖𝑎
𝑛∑
𝑘=1

Выч [𝑧𝑎−1(1− 𝑧)−𝑎𝑓(𝑧), 𝑧𝑘],

𝑎0 = lim𝑧→0 𝑓(𝑧);

г) 𝐼 =

∞∫
0

𝑓(𝑥) ln𝑥𝑑𝑥 = 𝜋𝑖

𝑁∑
𝑛=1

Выч
[
𝑓(𝑧)

(
ln 𝑧 − 𝑖𝜋

2

)
, 𝑧𝑛

]
.

Контрольные вопросы
1. Вычислить интегралы:

а)

∞∫
0

sin 𝑎𝑥

𝑥
𝑑𝑥; б)

∞∫
0

ln𝑥𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥; в)

∞∫
0

ln𝑥√
𝑥(𝑥2 + 𝑎2)2

𝑑𝑥.



Лекция 11

ЛОГАРИФМИЧЕСКИЙ ВЫЧЕТ

Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺 ∣ 𝑧1, ..., 𝑧𝑁 ), 𝑧𝑛 — полюса и 𝑓(𝜉)
∣∣∣∣
𝜉∈∂𝐺

∕=
∕= 0. Тогда любая 𝜉 ∈ ∂𝐺 — правильная и существует функция
𝑓(𝜉)

∣∣∣∣
𝜉∈∂𝐺

.

Определение 11.1. Функция 𝜑(𝑧) =
𝑓 ′(𝑧)
𝑓(𝑧)

= [ln 𝑓(𝑧)]′ назы-

вается логарифмической производной функции 𝑓(𝑧).

Определение 11.2. Вычеты функции 𝜑(𝑧) в ее особых точ-
ках 𝑧𝑛 называются логарифмическими.

Особыми точками 𝜑(𝑧) будут нули 𝑧0𝑘 и полюса 𝑧𝑘 функции
𝑓(𝑧).

Вычисление вычетов

Вычеты вычисляются двумя способами.
1. Пусть 𝑧0𝑘 — нуль порядка 𝑛 функции 𝑓(𝑧). Тогда

𝑓(𝑧) = (𝑧 − 𝑧0𝑘)𝑛𝑓1(𝑧), 𝑓1(𝑧
0
𝑘) ∕= 0;

𝜑(𝑧) =
𝑛

𝑧 − 𝑧0𝑘
+
𝑓 ′1(𝑧)
𝑓1(𝑧)

⇒ Выч [𝜑(𝑧), 𝑧0𝑘] = 𝑛.

2. Пусть 𝑧𝑘 — полюс порядка 𝑝 функции 𝑓(𝑧). Тогда

𝑓(𝑧) =
𝜓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧𝑘)𝑝 , 𝜓(𝑧𝑘) ∕= 0;
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𝜑(𝑧) = − 𝑝

𝑧 − 𝑧𝑘 +
𝜓′(𝑧)
𝜓(𝑧)

⇒ Выч [𝜑(𝑧), 𝑧𝑘] = −𝑝.

Теорема 11.1. Если функция 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺 ∣ 𝑧1, ..., 𝑧𝑁 ),
𝑧𝑛 — полюса и 𝑓(𝜉)

∣∣∣∣
𝜉∈∂𝐺

∕= 0, то

1

2𝜋𝑖

∫
∂𝐺+

𝑓 ′(𝜉)
𝑓(𝜉)

𝑑𝜉 = 𝑁 − 𝑃,

где 𝑁 — полное число нулей 𝑓(𝑧) с учетом кратности; 𝑃 —
полное число полюсов 𝑓(𝑧) с учетом кратности.

Док а з а т е л ь с т в о. По основной теореме теории вычетов

∫
∂𝐺+

𝜑(𝜉)𝑑𝜉=2𝜋𝑖

𝑀∑
𝑚=1

Выч [𝜑(𝑧), 𝑧𝑚] =

= 2𝜋𝑖

[
𝑁∑
𝑘=1

𝑛𝑘 −
𝑃∑
𝑘=1

𝑝𝑘

]
=2𝜋𝑖(𝑁 − 𝑃 ).

В частности, если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺), то

𝑁 =
1

2𝜋𝑖

∫
∂𝐺+

𝑓 ′(𝜉)
𝑓(𝜉)

𝑑𝜉.

Принцип аргумента

1

2𝜋𝑖

∫
∂𝐺+

𝑑 ln 𝑓(𝜉) =
1

2𝜋𝑖

∫
∂𝐺+

𝑑 ln ∣𝑓(𝜉)∣+ 1

2𝜋𝑖

∫
∂𝐺+

𝑖 𝑑 arg 𝑓(𝜉).

Действительная функция ln ∣𝑓(𝜉)∣ является однозначной
функцией, поэтому ее вариация (изменение) при обходе точ-
кой 𝜉 замкнутого контура ∂𝐺+ равна нулю.
Таким образом, первое слагаемое равно нулю. Второе сла-

гаемое представляет собой полную вариацию arg(𝑓(𝜉)) при об-
ходе точкой 𝜉 замкнутого контура ∂𝐺+, деленную на 2𝜋.
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Итак, 𝑁 − 𝑃 =
1

2𝜋
Var [arg(𝑓(𝜉))]

∣∣∣∣
∂𝐺+

.

Геометрическая интерпретация.
Изобразим значения 𝑤 = 𝑓(𝑧) точками на комплексной

плоскости 𝑤. Так как 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶(∂𝐺), то при полном обходе
точкой 𝑧 контура ∂𝐺 на комплексной плоскости 𝑧 соответству-
ющая ей точка на плоскости 𝑤 описывает некий замкнутый
контур 𝐶. При этом точка 𝑤 = 0 может оказаться как вне, так
и внутри области, ограниченной контуром 𝐶. В первом слу-

чае Var [arg(𝑤)]

∣∣∣∣
𝐶

= 0. Во втором случае Var [arg(𝑤)]

∣∣∣∣
𝐶

равна

числу полных обходов вокруг точки 𝑤 = 0, которое совершает
точка 𝑤 при своем движении по контуру 𝐶. При этом точка
𝑤 может обходить точку 𝑤 = 0 как в положительном направ-
лении (против часовой стрелки), так и в отрицательном (по
часовой).

Принцип аргумента.
Разность между полным числом нулей и полюсов функ-

ции 𝑓(𝑧) в области 𝐺 определяется числом оборотов, которое
совершает точка 𝑤 = 𝑓(𝑧) вокруг точки 𝑤 = 0 при положи-
тельном обходе точкой 𝑧 контура ∂𝐺.

Теорема 11.2 (Руше). Если 𝑓(𝑧), 𝜑(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) и

∣𝑓(𝑧)∣
∣∣∣∣
∂𝐺

> ∣𝜑(𝑧)∣
∣∣∣∣
∂𝐺

, то 𝑁 [𝑓 + 𝜑]𝐺 = 𝑁 [𝑓 ]𝐺.

Док а з а т е л ь с т в о. Для 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧) = 𝑓(𝑧) + 𝜑(𝑧) вы-
полнены все условия теоремы 11.1. Действительно, так как

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺), ∣𝑓(𝑧)∣
∣∣∣∣
∂𝐺

не имеет особых точек и ∣𝑓(𝑧)∣
∣∣∣∣
∂𝐺

>

> ∣𝜑(𝑧)∣
∣∣∣∣
∂𝐺

, то ∣𝑓(𝑧)∣
∣∣∣∣
∂𝐺

∕= 0.

𝐹 (𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺)⇒ 𝐹 (𝑧)

∣∣∣∣
∂𝐺

не имеет особых точек. Так как

∣𝐹 (𝑧)∣
∣∣∣∣
∂𝐺

= ∣𝑓(𝑧) + 𝜑(𝑧)∣∂𝐺 ⩾ ∣𝑓(𝑧)∣
∣∣∣∣
∂𝐺

−∣𝜑(𝑧)∣
∣∣∣∣
∂𝐺

> 0, то
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𝑁 [𝑓 + 𝜑]𝐺 =
1

2𝜋
Var [arg(𝑓 + 𝜑)]∂𝐺;

𝑁 [𝑓 ]𝐺 =
1

2𝜋
Var [arg(𝑓)]∂𝐺];

𝑁 [𝑓 + 𝜑]𝐺 −𝑁 [𝑓 ]𝐺 =
1

2𝜋
Var [arg(𝑓 + 𝜑)− arg(𝑓)]∂𝐺 =

=

{
arg 𝑎− arg 𝑏 = arg

𝑎

𝑏
, так как 𝑎 = ∣𝑎∣𝑒𝑖 arg 𝑎,

𝑏 = ∣𝑏∣𝑒𝑖 arg 𝑏; 𝑎
𝑏
=
∣𝑎∣
∣𝑏∣ 𝑒

𝑖(arg 𝑎−arg 𝑏), arg(𝑎/𝑏) = arg 𝑎− arg 𝑏

}
=

=
1

2𝜋
Var [arg(𝑓 + 𝜑)]∂𝐺 =

1

2𝜋
Var

[
arg

(
1 +

𝜑

𝑓

)]
∂𝐺

.

Введем функцию 𝑤 = 1 +
𝜑

𝑓
. При обходе точкой 𝑧 контура

∂𝐺 соответствующая ей точка 𝑤 опишет некоторую замкну-
тую кривую 𝐶, которая целиком будет лежать внутри некото-

рого круга ∣𝑤 − 1∣ ⩽ 𝜌 < 1 (так как ∣𝑓(𝑧)∣
∣∣∣∣
∂𝐺

> ∣𝜑(𝑧)∣
∣∣∣∣
∂𝐺

), т. е.

точка 𝑤 = 0 лежит вне кривой 𝐶. Следовательно,

Var

[
arg

(
1 +

𝜑

𝑓

)]
∂𝐺

= 0.

Теорема 11.3 (основная теорема высшей алгебры). По-
лином 𝑛-й степени имеет на комплексной плоскости ровно
𝑛 нулей (с учетом их кратности).

Док а з а т е л ь с т в о. Представим полином 𝐹 (𝑧) = 𝑎0𝑧𝑛 +
+ 𝑎1𝑧

𝑛−1+ ...+ 𝑎𝑛 в виде 𝐹 (𝑧) = 𝑓(𝑧) +𝜑(𝑧), где 𝑓(𝑧) = 𝑎0𝑧𝑛,
𝜑(𝑧) = 𝑎1𝑧

𝑛−1 + ...+ 𝑎𝑛.

Составим отношение
𝜑(𝑧)

𝑓(𝑧)
=
𝑎1
𝑎0
⋅ 1
𝑧
+ ...+

𝑎𝑛
𝑎0
⋅ 1

𝑧𝑛
.

Для любого 𝑎0, 𝑎1, ..., 𝑎𝑛 существует 𝑅0 такое, что для лю-
бого ∣𝑧∣ = 𝑅 > 𝑅0,

0 <

∣∣∣∣𝜑(𝑧)𝑓(𝑧)

∣∣∣∣
∣𝑧∣=𝑅

< 1.
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В силу теоремы 11.2 (Руше) 𝑁 [𝐹 ]∣𝑧∣=𝑅 = 𝑁 [𝑓 ]∣𝑧∣=𝑅. Но
функция 𝑓(𝑧) = 𝑎0𝑧

𝑛 на всей комплексной плоскости имеет
единственный 𝑛-кратный нуль — точку 𝑧 = 0. Следовательно,
𝑁 [𝐹 ]∣𝑧∣=𝑅 = 𝑁 [𝑓 ]∣𝑧∣=𝑅 = 𝑛.

§ 11.1. СУЩЕСТВОВАНИЕ ОБРАТНОЙ ФУНКЦИИ

В скалярном случае 𝑓 : 𝑅 → 𝑅 условие 𝑓 ′(𝑎) ∕= 0 и
непрерывность производной в точке гарантируют существова-
ние обратной функции 𝑓−1 в некоторой окрестности точки 𝑎.
Соответствующим аналогом этого факта в случае

𝑓 : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛

является невырожденность и непрерывность в точке якобиана
(производной Фреше)

𝐷𝑓(𝑎) =

[
∂𝑓𝑗(𝑎)

∂𝑥𝑘

]
.

В комплексной плоскости ℂ, казалось, тоже придется го-
ворить о якобиане. Но, оказывается, достаточно потребовать
𝑓 ′(𝑎) ∕= 0, так как благодаря условиям Коши–Римана невы-
рожденность якобиана

det𝐷𝑓(𝑎) = ∣𝑓 ′(𝑎)∣2 ∕= 0

выполняется автоматически.
Более того, чтобы 𝑓 : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛 было локальным гомео-

морфизмом, невырожденность 𝐷𝑓(𝑎) необязательна.

ПРИМЕР 11.1. 𝑦 = 𝑥3 в точке 𝑎 = 0.

На комплексной плоскости условие 𝑓 ′(𝑎) ∕= 0 необходимо и
достаточно для локального гомеоморфизма 𝑓(𝑧) в точке 𝑧 = 𝑎.

Теорема 11.4. Пусть аналитическая в окрестности 𝑧 =
= 𝑎 функция 𝑓(𝑧) имеет нулевую при 𝑧 = 𝑎 производную,
причем нуль у 𝑓 ′(𝑧) в этой точке (𝑛 − 1)-порядка. Тогда
𝑓(𝑧) в достаточно малой окрестности 𝑧 = 𝑎 является
𝑛-местной, т. е. уравнение 𝑤 = 𝑓(𝑧) при 𝑤 достаточно
близких к 𝑓(𝑎) имеет ровно 𝑛-решений.
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Док а з а т е л ь с т в о. В силу условий теоремы

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑎) +
𝑓 (𝑛)(𝑎)

𝑛!
(𝑧 − 𝑎)𝑛 + 𝑜((𝑧 − 𝑎)𝑛).

Пусть 𝑔(𝑧) =
𝑓 (𝑛)(𝑎)

𝑛!
(𝑧 − 𝑎)𝑛. Очевидно, ∣𝑔(𝑧)∣ > ∣𝑜((𝑧 −

−𝑎)𝑛)∣ на границе достаточно малой окрестности точки 𝑧 = 𝑎.
Поэтому по теореме 11.2 (Руше) следует, что функция 𝑔(𝑧) +
+ 𝑜((𝑧− 𝑎)𝑛) = 𝑓(𝑧)− 𝑓(𝑎) имеет столько же нулей, сколько и
функция 𝑔(𝑧), у которой 𝑛 нулей в окрестности точки 𝑧 = 𝑎.

Следствие 11.1. Если 𝑓 ′(𝑎) = 0, то 𝑓(𝑧) в малой окрест-
ности по крайней мере двулистна.

Следствие 11.2. Если 𝑓(𝑎) = 𝑏, 𝑧 = 𝑓−1(𝑤) обозначает
функцию, обратную к 𝑤 = 𝑓(𝑧), то

(𝑓−1(𝑏))′ = lim
𝑤→𝑏

𝑧 − 𝑎
𝑤 − 𝑏 = lim

𝑧→𝑎
1

𝑤 − 𝑏
𝑧 − 𝑎

=
1

𝑓 ′(𝑎)
.

Иначе (𝑓−1(𝑏))′ = (𝑓 ′(𝑎))−1.
Дифференцируемость обратной функции свидетельствует

о том, что при условии 𝑓 ′(𝑎) ∕= 0 𝑓−1(𝑤) не только го-
меоморфизм, но и аналитическая функция. Или кратко: ес-
ли аналитическая функция взаимно-однозначна, то обратная
функция — аналитична.

Контрольные вопросы
1. Найти количество лежащих внутри круга ∣𝑧∣ < 1 корней урав-

нений:

а) 𝑧9 − 2𝑧6 + 𝑧2 − 8𝑧 − 2 = 0; б) 𝑧7 − 5𝑧4 + 𝑧2 − 2 = 0.

2. Доказать, что как бы ни было мало 𝜌 > 0 при достаточно
большом 𝑛 все нули функции

𝑓𝑛(𝑧) = 1 +
1

𝑧
+

1

2!𝑧2
+ ...+

1

𝑛!𝑧𝑛

находятся в круге ∣𝑧∣ < 𝜌.
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КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

§ 12.1. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ.
СВОЙСТВА ПОСТОЯНСТВА РАСТЯЖЕНИЙ
И СОХРАНЕНИЯ УГЛОВ.
КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ В ТОЧКЕ

Пусть 𝑤 = 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) и 𝑓 ′(𝑧0) ∕= 0, 𝑧0 ∈ 𝐺. Тогда
существует 𝑓 ′(𝑧0) = lim

△𝑧→0

△𝑤
△𝑧 = 𝑘𝑒𝑖𝛼, где 𝑘 > 0, 𝛼 — опре-

деленное действительное число. Выберем такой способ стрем-
ления △𝑧 → 0, при котором точки 𝑧 = 𝑧0 + △𝑧 ∈ 𝛾1 ⊂ 𝐺,
𝑧0 ∈ 𝛾1 — некоторой гладкой кривой. Соответствующие им
точки 𝑤 = 𝑤0 +△𝑤 ∈ Г1 ⊂ 𝐺, 𝑤0 ∈ Г1 — гладкой кривой.
Комплексные числа △𝑧 и △𝑤 — вектора секущих к кри-

вым 𝛾1 и Г1. Аргументы arg△𝑧 и arg△𝑤 имеют геометриче-
ский смысл углов соответствующих векторов с положительны-
ми направлениями осей абсцисс на комплексных плоскостях 𝑧
и 𝑤 соответственно, а ∣△𝑧∣ и ∣△𝑤∣ — длины этих векторов.
При △𝑧 → 0 вектора секущих переходят в вектора каса-

тельных к соответствующим кривым.
∣△𝑤∣ = 𝑘∣△𝑧∣+ 𝑜(∣△𝑧∣2), 𝑘 = ∣𝑓 ′(𝑧0)∣ не зависит от выбо-

ра 𝛾1.

Геометрический смысл ∣𝑓 ′(𝑧0)∣.
При отображении 𝑤 = 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) и 𝑓 ′(𝑧0) ∕= 0, 𝑧0 ∈ 𝐺

бесконечно малые линейные элементы преобразуются подоб-
ным образом, причем ∣𝑓 ′(𝑧0)∣ — коэффициент преобразования
подобия.
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Рис. 12.1

Это свойство носит два различных названия.

1. Свойство постоянства растяжения.

𝛼 = arg 𝑓 ′(𝑧0) = lim
△𝑧→0

arg△𝑤 − lim
△𝑧→0

arg△𝑧 = Φ1 − 𝜑1.

Геометрический смысл arg 𝑓 ′(𝑧0). Разность угла Φ1 (угол
между касательной к кривой Г1 и положительным направле-
нием оси 𝑢 на плоскости 𝑤) и угла 𝜑1 (угол между касатель-
ной к кривой 𝛾1 и положительным направлением оси 𝑥 на
плоскости 𝑧). Следовательно, Φ1 = 𝜑1 + 𝛼. Другими словами,
аргумент производной arg 𝑓 ′(𝑧0) в точке 𝑧0 определяет вели-
чину угла, на который нужно повернуть касательную к любой
гладкой кривой 𝛾, проходящей через точку 𝑧0, чтобы получить
касательную к образу этой кривой в точке 𝑤0 = 𝑓(𝑧0).
Так как 𝛼 = arg 𝑓 ′(𝑧0) не зависит от выбора 𝛾1, то для

любого 𝛾2 : 𝑧0 ∈ 𝛾2 : Φ2 = 𝜑2 + 𝛼⇒ Φ = Φ2 −Φ1 = 𝜑2 −𝜑1 =
= 𝜑 (сохраняется величина и направление углов).

2. Свойство сохранения углов.
Отображение окрестности точки 𝑧0 на окрестность точки

𝑤0, обладающее свойствами сохранения углов и постоянства
растяжений, называется конформным отображением в точ-
ке 𝑧0.
Таким образом, бесконечно малая окружность переходит в

бесконечно малую окружность; бесконечно малый треуголь-
ник — в бесконечно малый треугольник.
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§ 12.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОНФОРМНОГО
ОТОБРАЖЕНИЯ, НЕОБХОДИМОЕ
И ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ КОНФОРМНОСТИ

Определение 12.1. Непрерывное взаимно-однозначное отоб-
ражение области 𝐺 комплексной плоскости 𝑧 на область 𝐷
комплексной плоскости 𝑤, при котором в любой точке 𝑧 ∈ 𝐺
выполняются свойства сохранения углов и постоянства растя-
жений, называется конформным отображением 𝐺 на 𝐷.
Обозначение: 𝐺 𝐾←→ 𝐷.
Очевидно, что при этом 𝐷 конформно отображается на 𝐺.

Теорема 12.1. Если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺), однозначная и од-
нолистная, и 𝑓 ′(𝑧) ∕= 0, ∀𝑧 ∈ 𝐺, то 𝑓(𝑧) осуществляет
конформное отображение 𝐺 𝐾←→ 𝐷.

Док а з а т е л ь с т в о. Отображение, осуществляемое ука-
занной функцией 𝑓(𝑧), обладает свойствами сохранения углов
и постоянства растяжений (как было показано выше).

Теорема 12.2 (обратная). Если 𝑓(𝑧) осуществляет кон-
формное отображение 𝐺 𝐾←→ 𝐷, то 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) — одно-
листна и 𝑓 ′(𝑧) ∕= 0, ∀𝑧 ∈ 𝐺.
Док а з а т е л ь с т в о. Так как 𝐺 𝐾←→ 𝐷, то 𝑓(𝑧) — непре-

рывна, однозначна и однолистна.
Так как имеет место постоянство растяжений, то суще-

ствует предел

lim
△𝑧→0

∣△𝑤∣
∣△𝑧∣ = 𝑘 > 0.

Так как имеет место сохранение углов, то существует пре-
дел

lim
△𝑧→0

arg

(△𝑤
△𝑧

)
= 𝛼,

где 𝛼 — действительное.
Таким образом,

lim
△𝑧→0

△𝑤
△𝑧 = 𝑘𝑒𝑖𝛼 ∕= 0.
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Замечание. Свойство 𝑓 ′(𝑧) ∕= 0, ∀𝑧 ∈ 𝐺 является следстви-
ем однолистности.

Теорема 12.3. Необходимым и достаточным условием
конформности отображения является 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺), одно-
значна и однолистна в области 𝐺.

Док а з а т е л ь с т в о.

Необходимость. Необходимость доказана в теореме 12.2.

Достаточность. См. А. Г. Свешников, А.Н. Тихонов. Тео-
рия функций комплексной переменной. М. : Наука–Физмат-
лит, 1999, с. 156.

§ 12.3. ОСНОВНЫЕ ПРИНЦИПЫ
КОНФОРМНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

1. Принцип соответствия границ.
Если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺), 𝐺 — односвязна и 𝑓(𝜉) взаимно-одно-

значно отображает ∂𝐺 на замкнутый контур Г = ∂𝐷 плоско-
сти 𝑤 с сохранением обхода, то 𝐺 𝐾←→ 𝐷.

Док а з а т е л ь с т в о. Надо доказать, что 𝑓(𝑧) однолистна
в 𝐺:
а) для любой 𝑤1 ∈ 𝐷 существует 𝑧1 ∈ 𝐺 : 𝑤1 = 𝑓(𝑧1);

б) для любой 𝑤2 ∕∈ 𝐷 не существует ни одной 𝑧2 ∈ 𝐺 :
𝑓(𝑧2) = 𝑤2.

Рассмотрим две произвольные точки 𝑤1 ∈ 𝐷 и 𝑤2 ∕∈ 𝐷
и построим в 𝐺 вспомогательные функции 𝐹1(𝑧) = 𝑓(𝑧) −
− 𝑤1, 𝐹2(𝑧) = 𝑓(𝑧)− 𝑤2, 𝑧 ∈ 𝐺. Подсчитаем число нулей этих
функций (по принципу аргумента):

𝑁 [𝐹1(𝑧)] =
1

2𝜋
Var [arg(𝑓 − 𝑤1)]

∣∣∣∣
∂𝐺

= 1,

𝑁 [𝐹2(𝑧)] =
1

2𝜋
Var [arg(𝑓 − 𝑤2)]

∣∣∣∣
∂𝐺

= 0

(так как по условию теоремы положительному обходу ∂𝐺 со-
ответствует положительный обход ∂𝐷).
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Замечание. Если 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺 ∖ 𝑧0), 𝑧0 — полюс первого
порядка и ∂𝐺↔ Г с изменением направления обхода, то 𝑓(𝑧) :
𝐺

𝐾←→ 𝐸 ∖𝐷.
2. Теорема Римана. Условия единственности конформ-

ного отображения.
Заданы область 𝐺 комплексной плоскости 𝑧 и область 𝐷

комплексной плоскости 𝑤. Требуется найти 𝑓(𝑧) = 𝑤, кон-
формно отображающую 𝐺 на 𝐷.

Теорема 12.4 (Римана). Если 𝐺 — односвязная область
комплексной плоскости 𝑧, граница которой состоит более
чем из одной точки, то существует 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺) : 𝐺

𝐾←→
𝐷 = {𝑤 : ∣𝑤∣ < 1}, так что 𝑓(𝑧0) = 0 и arg 𝑓 ′(𝑧0) = 𝛼, 𝑧0 ∈ 𝐺
и 𝛼 — заданные числа.

Полное доказательство приводить не будем (см., напри-
мер, А. В. Бицадзе. Основы теории аналитических функций).
Ограничимся замечаниями.

Замечания.

1. Пусть 𝐺 — область комплексной плоскости 𝑧 и 𝐷 — об-
ласть комплексной плоскости 𝑤 удовлетворяют условиям тео-
ремы 12.4 (Римана). Тогда ∃𝜉 = 𝑓(𝑧) : 𝐺 𝐾←→ ∣𝜉∣ < 1; 𝑓(𝑧0) =

= 𝜉0 и 𝑤 = 𝜑(𝜉) : ∣𝜉∣ < 1
𝐾←→ 𝐷, 𝜑(𝜉0) = 𝑤0. Следовательно,

существует 𝑤 = 𝐹 (𝑧) = 𝜑(𝑓(𝑧)); 𝐺
𝐾←→ 𝐷; 𝐹 (𝑧0) = 𝑤0.

2. Односвязность существенна.
3. Условия теоремы Римана можно заменить установлени-

ем соответствия трех точек ∂𝐺 трем точкам ∂𝐷.

§ 12.4. ОСНОВНЫЕ ФУНКЦИИ, ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ
ПРИ КОНФОРМНЫХ ОТОБРАЖЕНИЯХ

a) Степенная 𝑤 = 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑛, область однолистности 0 <

< arg 𝑧 <
2𝜋

𝑛
;

б) 𝑤 = 𝑓(𝑧) =
1

𝑧
, область однолистности вся комплексная

плоскость, 𝑧 𝐾←→ 𝑤;
в) 𝑤 = 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧, область однолистности −𝜋 < Im 𝑧 < 𝜋.
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1. Дробно-линейная функция.

𝑤 = 𝑓(𝑧) =
𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
= 𝜆

𝑧 + 𝛼

𝑧 + 𝛽
(𝜆, 𝛼, 𝛽 — три параметра, 𝛼 ∕=

∕= 𝛽).
𝑧 = 𝜆′

𝑤 + 𝛼′

𝑤 + 𝛽′
𝑧

𝐾←→ 𝑤, 𝑓 ′(𝑧) ∕= 0 для ∀𝑧.

Геометрический смысл: 𝑓(𝑧) = 𝜆
[
1 +

𝛼− 𝛽
𝑧 + 𝛽

]
— повороты

и растяжения, отражение от действительной оси, инверсия.
Заданием соответствия трем точкам 𝑧1 ↔ 𝑤1, 𝑧2 ↔ 𝑤2,

𝑧3 ↔ 𝑤3, плоскости 𝑧 трех точек плоскости 𝑤, дробно-линей-
ная функция определена однозначно, т. е. коэффициенты 𝜆, 𝛼,
𝛽 однозначно выражаются через шесть заданных комплексных
чисел.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

𝑤1 = 𝜆
𝑧1 + 𝛼

𝑧1 + 𝛽
, 𝑤2 = 𝜆

𝑧2 + 𝛼

𝑧2 + 𝛽
, 𝑤3 = 𝜆

𝑧3 + 𝛼

𝑧3 + 𝛽
;

𝑤1 − 𝑤2 = 𝜆
(𝑧2 − 𝑧1)(𝛼− 𝛽)
(𝑧1 + 𝛽)(𝑧2 + 𝛽)

, 𝑤1 − 𝑤3 = 𝜆
(𝑧3 − 𝑧1)(𝛼− 𝛽)
(𝑧1 + 𝛽)(𝑧3 + 𝛽);

𝑤1 − 𝑤2

𝑤1 − 𝑤3
=

(𝑧1 − 𝑧2)(𝑧3 + 𝛽)
(𝑧1 − 𝑧3)(𝑧2 + 𝛽),

𝑤 − 𝑤2

𝑤 − 𝑤3
=

(𝑧 − 𝑧2)(𝑧3 + 𝛽)
(𝑧 − 𝑧3)(𝑧2 + 𝛽);

𝑤 − 𝑤2

𝑤 − 𝑤3
:
𝑤1 − 𝑤2

𝑤1 − 𝑤3
=
𝑧 − 𝑧2
𝑧 − 𝑧3 :

𝑧1 − 𝑧2
𝑧1 − 𝑧3 .

Разрешив это выражение, получим 𝑤 = 𝑓(𝑧) — дробно-ли-
нейную функцию с однозначно определенными коэффициен-
тами 𝜆, 𝛼, 𝛽.

Свойства дробно-линейной функции.
a) Круговое свойство. 𝐴(𝑥2 + 𝑦2) +𝐵𝑥+ 𝐶𝑦 +𝐷 = 0;

𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 =
1

𝜁
=

1

𝜉 + 𝑖𝜂
=

𝜉

𝜉2 + 𝜂2
− 𝑖

𝜉2 + 𝜂2
⇒

⇒ 𝐴+𝐵𝜉 − 𝐶𝜂 +𝐷(𝜉2 + 𝜂2) = 0.

Окружность на плоскости однозначно определяется зада-
нием трех точек. Задав 𝑧𝑖 ↔ 𝑤𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3 с сохранением
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направления обхода однозначно определим дробно-линейную
функцию, конформно отображающую 𝐺 𝐾←→ 𝐷.

ПРИМЕР 12.1. ∣𝑧∣ < 1
𝐾←→ Im 𝑧 > 0 так, чтобы 𝑧 =

= 1↔ 𝑤 = 0; 𝑧 = 𝑖↔ 𝑤 = 1; 𝑧 = −1↔ 𝑤 =∞ :

𝑤 = 𝜆
𝑧 − 1

𝑧 + 1
; 1 = 𝜆

𝑖− 1

𝑖+ 1
;

𝜆 =
𝑖+ 1

𝑖− 1
=

(𝑖+ 1)(1 + 𝑖)

(𝑖− 1)(1 + 𝑖)
= − (1 + 𝑖)2

2
= −1 + 2𝑖− 1

2
= −𝑖;

𝑤 = 𝑖
1− 𝑧
1 + 𝑧

.

б) Сохранение сопряженности точек.

ПРИМЕР 12.2. Im 𝑧 > 0
𝐾←→ ∣𝑤∣ < 1; 𝑧0 ↔ 𝑤0 = 0;

𝑤 = 𝜆
𝑧 − 𝑧0
𝑧 − 𝑧∗0

.

2. Функция Жуковского.

𝑤 = 𝑓(𝑧) =
1

2

(
𝑧 +

1

𝑧

)
— однозначная аналитическая

функция в кольце 0 < ∣𝑧∣ <∞.
Два полюса первого порядка: 𝑧 = 0 и 𝑧 =∞.
Области однолистности: 𝑧1 ∕= 𝑧2 и 𝑧1 +

1

𝑧1
= 𝑧2 +

1

𝑧2
⇒

⇒ (𝑧1 − 𝑧2) = 𝑧1 − 𝑧2
𝑧1𝑧2

⇒ 𝑧1𝑧2 = 1.

Области однолистности: ∣𝑧∣ < 1 и ∣𝑧∣ > 1.

𝑓 ′(𝑧) =
1

2

(
1− 1

𝑧2

)
; 𝑓 ′(𝑧1,2) = 0⇒ 𝑧1,2 = ±1.

Геометрический смысл отображения:

∣𝑧∣ > 1; 𝑧 = 𝑟0𝑒
𝑖𝜑; 𝑤 =

1

2

(
𝑟0𝑒

𝑖𝜑 +
1

𝑟0
𝑒−𝑖𝜑

)
;

𝑤 = 𝑢+ 𝑖𝑣 =
1

2

(
𝑟0 +

1

𝑟0

)
cos𝜑+ 𝑖

1

2

(
𝑟0 − 1

𝑟0

)
sin𝜑;
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𝑢2

[(1/2)(𝑟0 + 1/𝑟0)]2
+

𝑣2

[(1/2)(𝑟0 − 1/𝑟0)]2
= 1;

𝑎 =
1

2

(
𝑟0 +

1

𝑟0

)
, 𝑏 =

1

2

(
𝑟0 − 1

𝑟0

)
;

𝑐2 = 𝑎2 − 𝑏2 = 1, 𝑐 = ±1.
Окружность 𝑟0𝑒𝑖𝜑 переходит в семейство софокусных эл-

липсов. При 𝑟0 → 1 : 𝑎→ 1, 𝑏→ 0.

∣𝑧∣ > 1
𝐾←→ 𝑤, с разрезом по отрезку [−1; 1].

Луч 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜑, 1 < 𝑟 <∞; 𝜑 = 𝜑0.

𝑢 =
1

2

(
𝑟 +

1

𝑟

)
cos𝜑, 𝑣 =

1

2

(
𝑟 − 1

𝑟

)
sin𝜑;

𝑢2

cos(2𝜑)
− 𝑣2

sin(2𝜑)
= 1

— гипербола; 𝑐2 = 𝑎2+𝑏2 = 1, 𝑐 = ±1; 0 < 𝜑0 < 𝜋/2 — правая
ветвь гиперболы, 𝜋/2 < 𝜑0 < 𝜋 — левая ветвь гиперболы.
Полярная система координат ∣𝑧∣ > 1 переходит в эллип-

тическую систему координат на плоскости 𝑤, с разрезом с
сохранением направления обхода. На плоскости 𝑤 с разрезом
определена обратная функция 𝑧 = 𝑤 +

√
𝑤2 − 1, являющаяся

аналитическим продолжением действительной функции 𝑥 =
= 𝑢+

√
𝑢2 − 1, 𝑢 > 1.

Аналогично, область однолистности ∣𝑧∣ < 1
𝐾←→ 𝑤 с разре-

зом по [−1; 1] с изменением направления обхода.

Рис. 12.2

На этой плоскости определена обратная функция 𝑧 = 𝑤 −
− √𝑤2 − 1, являющаяся аналитическим продолжением дей-
ствительной функции 𝑥 = 𝑢−√𝑢2 − 1, 𝑢 > 1.
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Итак, функция Жуковского осуществляет конформное ото-
бражение полной плоскости 𝑧 на двулистную Риманову по-
верхность 𝑤, склеенную из двух плоскостей 𝑤 с разрезом по
[−1; 1]. Конформность отображения нарушается в точках
𝑧1,2 = ±1, где 𝑓 ′(𝑧1,2) = 0; 𝑧1,2 = ±1 ↔ ↔ 𝑤1,2 = ±1.
Обратная функция 𝑧 = 𝑤 +

√
𝑤2 − 1 (обе ветви) имеет две

точки ветвления 𝑤 = 1 — концы берегов разреза.

§ 12.5. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ МНОГОУГОЛЬНИКОВ.
ИНТЕГРАЛ КРИСТОФФЕЛЯ–ШВАРЦА

Пусть на комплексной плоскости задан многоугольник с
вершинами 𝐴1, 𝐴2, ..., 𝐴𝑛, пронумерованными вдоль положи-
тельного обхода сторон многоугольника. Пусть 𝛼1𝜋, 𝛼2𝜋, ...
..., 𝛼𝑛𝜋 — внутренние углы при вершинах 𝐴1, 𝐴2, ..., 𝐴𝑛, где
𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑛 — действительные числа. Тогда

𝛼1 + 𝛼2 + ...+ 𝛼𝑛 = 𝑛− 2,

где 0 < 𝛼𝑘 < 2, 𝑘 = 1, 𝑛.

Здесь 𝛼𝑘𝜋 получается вращением против часовой стрелки
отрезка 𝐴𝑘𝐴𝑘+1 до совпадения с 𝐴𝑘−1𝐴𝑘.

Теорема 12.5. Пусть функция 𝑤 = 𝑓(𝑧) конформно
отображает верхнюю полуплоскость Im 𝑧 > 0 на внутрен-
нюю область, ограниченную многоугольником с углами 𝛼1𝜋,
𝛼2𝜋, ..., 𝛼𝑛𝜋 при вершинах. Далее, пусть фиксированы точ-
ки 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛 действительной оси 𝑂𝑥 :

−∞ < 𝑎1 < 𝑎2 < ... < 𝑎𝑛 < +∞,

соответствующие вершинам многоугольника. Тогда 𝑓(𝑧)
можно представить интегралом Кристоффеля–Шварца

𝑓(𝑧) = 𝐶1

𝑧∫
0

(𝑡− 𝑎1)𝛼1−1(𝑡− 𝑎2)𝛼2−1...(𝑡− 𝑎𝑛)𝛼𝑛−1 𝑑𝑡 + 𝐶2,

где 𝐶1, 𝐶2 — некоторые комплексные постоянные.
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Точки 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛 предполагаются известными. Три чис-
ла из 𝑎𝑘 (например, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) можно задать произвольно,
остальные (𝑛− 3) числа и 𝐶1, 𝐶2 определяются условиями за-
дачи.
Формула Кристоффеля–Шварца применима и для много-

угольников, у которых одна или несколько вершин лежат в
бесконечно удаленной точке, при условии, что угол между
сторонами многоугольника в бесконечности определяется как
угол между этими же сторонами или их продолжением в ко-
нечной точке, взятый со знаком минус.
Если одной из вершин многоугольника соответствует бес-

конечно удаленная точка, то соответствующий множитель в
подынтегральном выражении выпадает.

ПРИМЕР 12.3. Отобразить полуполосу −𝑖𝜋 < 𝑣 < 𝑖𝜋,
𝑢 < 0, если задано соотношение между парами точек плоско-
сти 𝑤 и 𝑧:

𝑤(𝐴1 = −𝑖𝜋, 𝐴2 = 𝑖𝜋, 𝐴3 = −∞) −→

−→ 𝑎(𝑎1 = −1, 𝑎2 = 1, 𝑎3 =∞).

Рис. 12.3

⊲ Полуполоса является треугольником с одной вершиной
в бесконечно удаленной точке. Углы треугольника 𝛼1𝜋 = 𝜋/2,
𝛼2𝜋 = 𝜋/2, 𝛼3 = 0. Сгруппируем данные в таблицу.
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𝑛 𝐴𝑛 𝑎𝑛 𝛼𝑛

1 −𝑖𝜋 −1 1/2

2 𝑖𝜋 1 1/2

3 −∞ ∞ 0

Используя интеграл Кристоффеля–Шварца, получим

𝑤 = 𝐶1

𝑧∫
0

(𝑡+ 1)1/2−1(𝑡− 1)1/2−1 𝑑𝑡 + 𝐶2 =

= 𝐶1

𝑧∫
0

𝑑𝑡√
1− 𝑡2 + 𝐶2 = 𝐶1 arcsin 𝑧 + 𝐶2.

Определим 𝐶1 и 𝐶2:

{ −𝑖𝜋 = 𝐶1 arcsin(−1) + 𝐶2,

𝑖𝜋 = 𝐶1 arcsin(1) + 𝐶2;
⇒

⎧⎨
⎩
−𝑖𝜋 = −𝐶1

𝜋

2
+ 𝐶2,

𝑖𝜋 = 𝐶1
𝜋

2
+ 𝐶2;

⇒

⇒ 𝐶2 = 0, 𝐶1 = 2𝑖.

Следовательно, функция 𝑧 = −𝑖 sh 𝑤
2
отображает полу-

плоскость ∣Im𝑤∣ < 𝜋, Re𝑤 < 0 на полуплоскость Im 𝑧 > 0. ⊳

§ 12.6. СВЯЗЬ АНАЛИТИЧЕСКОЙ
И ГАРМОНИЧЕСКОЙ ФУНКЦИЙ

𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦)+ 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶∞(𝐺) ⇒ 𝑢𝑥 = 𝑣𝑦, 𝑢𝑦 = −𝑣𝑥 ⇒
⇒△𝑢=0, △𝑣=0; гармонические функции (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺.
Обратно, пара гармонических в 𝐺 функций 𝑢(𝑥, 𝑦) и

𝑣(𝑥, 𝑦), связанных условиями Коши–Римана, являются дей-
ствительной и мнимой частью аналитической функции.
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§ 12.7. СОХРАНЕНИЕ ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА
ПРИ КОНФОРМНОМ ОТОБРАЖЕНИИ

Пусть (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺 и 𝑓(𝑧) = 𝜁 : 𝐺
𝐾←→ 𝐷; 𝜁 = 𝜉(𝑥, 𝑦) +

+ 𝑖𝜂(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶∞(𝐺); (𝜉, 𝜂) ∈ 𝐷; 𝑓 ′(𝑧) ∕= 0. Найдем △𝑥𝑦𝑢.
𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝜉𝜉𝜉

2
𝑥 + 2𝑢𝜉𝜂𝜉𝑥𝜂𝑥 + 𝑢𝜂𝜂𝜂

2
𝑥 + 𝑢𝜉𝜉𝑥𝑥 + 𝑖𝑢𝜂𝜂𝑥𝑥;

𝑢𝑦𝑦 = 𝑢𝜉𝜉𝜉
2
𝑦 + 2𝑢𝜉𝜂𝜉𝑦𝜂𝑦 + 𝑢𝜂𝜂𝜂

2
𝑦 + 𝑢𝜉𝜉𝑦𝑦 + 𝑖𝑢𝜂𝜂𝑦𝑦;

△𝑥𝑦𝑢 = 𝑢𝜉𝜉(𝜉2𝑥 + 𝜉2𝑦) + 2𝑢𝜉𝜂(𝜉𝑥𝜂𝑥 + 𝜉𝑦𝜂𝑦) + 𝑢𝜂𝜂(𝜂
2
𝑥 + 𝜂

2
𝑦)+

+𝑢𝜉(𝜉𝑥𝑥 + 𝜉𝑦𝑦) + 𝑢𝜂(𝜂𝑥𝑥 + 𝜂𝑦𝑦) =

{
𝜉𝑥 = 𝜂𝑦, 𝜉𝑦 = −𝜂𝑥,

𝑓 ′(𝑧) = 𝜉𝑥 + 𝑖𝜂𝑥 = 𝜉𝑥 − 𝑖𝜉𝑦 = 𝜂𝑦 + 𝑖𝜂𝑥,
∣𝑓 ′(𝑧)∣2 = 𝜉2𝑥 + 𝜉2𝑦 = 𝜂2𝑥 + 𝜂2𝑦;

𝜉𝑥𝜂𝑥 + 𝜉𝑦𝜂𝑦 = 𝜉𝑥𝑥 + 𝜉𝑦𝑦 = (𝜂𝑥𝑥 + 𝜂𝑦𝑦) = 0

}
=

= ∣𝑓 ′(𝑧)∣2△𝜉𝜂𝑢(𝜉, 𝜂) =
{
𝑧 = 𝜑(𝜁)

}
=

[
1

∣𝜑′(𝜁)∣2
]
△𝜉𝜂𝑢(𝜉, 𝜂).

§ 12.8. ПРИМЕНЕНИЕ КОНФОРМНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ
В ЗАДАЧАХ ЭЛЕКТРОСТАТИКИ

rot 𝐸⃗ = 0; div 𝐸⃗ = 4𝜋𝜌; 𝐸⃗ = −▽ 𝑢⇒△𝑢 = −4𝜋𝜌.
Задача Робэна — распределение заряда на проводящей

границе.

Дано: 𝑞 =
∫
𝐶

𝜎(𝑠)𝑑𝑠; 𝜎(𝑠) =
1

4𝜋
𝐸𝑛

∣∣∣∣
𝐶

= − 1

4𝜋

∣∣∣∣
𝐶

; 𝑛 — внеш-

няя нормаль.

△𝑢 = 0 — вне 𝐶; 𝑢

∣∣∣∣
𝐶

= const;

∫
𝐶

∂𝑢

∂𝑛
𝑑𝑠 = −4𝜋𝑞. Най-

ти 𝜎(𝑠).
Задача просто решается, если 𝐶 — окружность ∣𝜁∣ = 1.

Тогда

𝜎(𝑠) =
𝑞

2𝜋
= − 1

4𝜋
⋅ ∂𝑢0
∂𝑛0

;
∂𝑢0
∂𝑛0

∣∣∣∣
∣𝜁∣=1

= −2𝑞.
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Рис. 12.4

Пусть известна функция 𝜁 = 𝑓(𝑧), которая конформно
отображает 𝐶 на плоскости 𝑧 на окружность ∣𝜁∣ = 1 на плос-
кости 𝜁. Тогда

∂𝑢

∂𝑛

∣∣∣∣
𝐶

=
∂𝑢0
∂𝑛0

∣∣∣∣
∣𝜁∣=1

⋅ ∂𝑛0
∂𝑛

∣∣∣∣
𝐶

+
∂𝑢0
∂𝜏0

∣∣∣∣
∣𝜁∣=1

⋅∂𝜏0
∂𝑛

∣∣∣∣
𝐶

=

=

{
поскольку контур проводящий, то 𝐸𝜏 =

∂𝑢0
∂𝜏0

= 0

}
=

= −2𝑞 ∂𝑛0
∂𝑛

∣∣∣∣
𝐶

.

Но при конформном отображении нормаль 𝑛 к 𝐶 переходит
в нормаль 𝑛0 к ∣𝜁∣ = 1, а меняется лишь ее длина.

Таким образом,
∂𝑛0
∂𝑛

∣∣∣∣
𝐶

= ∣𝑓 ′(𝑧)∣𝐶 ; ∂𝑢

∂𝑛

∣∣∣∣
𝐶

= −2𝑞∣𝑓 ′(𝑧)∣𝐶 .
Следовательно, 𝜎(𝑠) =

𝑞

2𝜋
∣𝑓 ′(𝑧)∣𝐶 .

ПРИМЕР 12.4. Двусторонний отрезок [−1; 1] на плоско-
сти 𝑧, 𝜁 = 𝑓(𝑧) : 𝐶 ↔ ∣𝜁∣ = 1 — функция, обратная к функции
Жуковского

𝜁 = 𝑓(𝑧) = 𝑧 +
√
𝑧2 − 1;

𝑓 ′(𝑧)
∣∣∣∣
𝑧∈[−1;1]

= 1 +
𝑧√
𝑧2 − 1

∣∣∣∣
𝑧∈[−1;1]

=
𝑓(𝑧)√
𝑧2 − 1

∣∣∣∣
𝑧∈[−1;1]

.

Но ∣𝑓(𝑧)∣𝑧∈[−1;1] = ∣𝜁∣ = 1, следовательно,
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∣𝑓 ′(𝑧)∣𝑧∈[−1;1] =
1√

1− 𝑥2 , −1 < 𝑥 < 1;

𝜎(𝑥) =
𝑞

2𝜋
√
1− 𝑥2 ; −1 < 𝑥 < 1.

Замечание. 𝜎(𝑥)→∞, 𝑥→ ±1 — эффект острия.

§ 12.9. ПОЛЕ ПОЛУБЕСКОНЕЧНОГО ПЛОСКОГО
КОНДЕНСАТОРА

Найдем поле конденсатора, образованного бесконечно тон-
кими металлическими пластинами 𝑦 = −𝑑/2, 𝑦 = 𝑑/2, 𝑥 < 0,
заряженного до потенциала 𝑢0.

Рис. 12.5

Используя интеграл Кристоффеля–Шварца, можно най-
ти конформное преобразование, переводящее область полу-
бесконечного конденсатора в область плоского конденсатора
∣Im𝑤∣ ⩽ 𝜋.

Рис. 12.6
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Преобразование имеет вид

𝑧 =
𝑑

2𝜋
(1 + 𝑤 + 𝑒𝑤), 𝑤 = 𝜑+ 𝑖𝜓.

В качестве комплексного потенциала выберем функцию
𝑓 =

𝑢0
2𝜋
𝑤. Преобразование в вещественных переменных запи-

шется в виде ⎧⎨
⎩
𝑥 =

𝑑

2𝜋
(1 + 𝜑+ 𝑒𝜑 cos𝜓),

𝑦 =
𝑑

2𝜋
(𝜓 + 𝑒𝜑 sin𝜓).

Силовые и эквипотенциальные линии плоского конденса-
тора совпадают с координатными линиями. Линии напряжен-
ности (силовые) — 𝜑 = const, эквипотенциальные линии —
𝜓 = const. Конформное преобразование дает поведение этих
линий в полубесконечном конденсаторе.
Из формул видно, что при 𝜑→ −∞ :

𝑥 ≃ 𝑑

2𝜋
𝜑,

𝑦 ≃ 𝑑

2𝜋
𝜓, т. е. поле вдали от края плоское; при 𝜑→ +∞ :

𝜌 =
√
𝑥2 + 𝑦2 ≃ 𝑑

2𝜋
𝑒𝜑,

𝜃 = arctg
𝑦

𝑥
≃ 𝜓, т. е. вне конденсатора, на большом расстоя-

нии от края, эквипотенциальные линии являются кругами.

Так как 𝑤 =
2𝜋

𝑢0
𝑓, то

𝑧 =
𝑑

2𝜋

(
1 +

2𝜋

𝑢0
𝑓 + 𝑒2𝜋𝑓/𝑢0

)
.

Откуда
𝑑𝑧

𝑑𝑓
=
𝑑

𝑢0
(1 + 𝑒2𝜋𝑓/𝑢0) и при 𝑓 =

𝑢0
2𝜋

(𝜑± 𝑖𝜋) получим

𝑑𝑧

𝑑𝑓
=
𝑑

𝑢0
(1− 𝑒𝜑) или 𝑓 ′(𝑧) =

𝑢0
𝑑(1− 𝑒𝜑) .
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Полагая 𝑢0 = 1, получим плотность зарядов

𝜎 =
∣𝑓 ′(𝑧)∣
4𝜋

=
1

4𝜋𝑑∣1− 𝑒𝜑∣ .

Откуда при 𝜑 → −∞ : 𝜎 ≃ 1

4𝜋𝑑
; 𝜑 → +∞ : 𝜎 ≃ 1

4𝜋𝑑𝑒𝜑
, т. е.

плотность зарядов убывает как 1/𝜌.
Из формул видно, что при 𝜑 = 0 (по краю конденсатора)

𝜎 = ∞. Край конденсатора имеет бесконечную кривизну, и
для того чтобы зарядить его до некоторого потенциала, необ-
ходимо поместить на него бесконечный заряд.

Рис. 12.7



Лекция 13

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ
ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ

Операционное исчисление — это аппарат интегральных
преобразований, позволяющий заменить операции дифферен-
цирования и интегрирования функции действительной пере-
менной (известной или неизвестной, заданной или искомой)
на алгебраические операции с параметрами интегральных пре-
образований.

§ 13.1. ПОНЯТИЕ ОДНОСТОРОННЕГО
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА

Класс рассматриваемых функций действительной перемен-
ной 𝑓(𝑡), −∞ < 𝑡 <∞:
1) 𝑓(𝑡) ≡ 0, 𝑡 < 0;
2) 𝑓(𝑡) — кусочно-непрерывна при 𝑡 > 0, т. е. для любо-

го конечного [𝑎, 𝑏] функция 𝑓(𝑡) имеет лишь конечное число
разрывов I рода.
Существует 𝑀 > 0, 𝑎′ > 0: ∣𝑓(𝑡)∣ < 𝑀𝑒𝑎′𝑡, 𝑡 < ∞ (𝑓(𝑡) —

функция ограниченной степени роста, inf 𝑎′ = 𝑎 — показатель
степени роста).
Класс 𝐴(𝑎) — класс функций ограниченной степени роста.

Замечания.

1. Для 𝑓(𝑡) = 𝑡𝑛 ∈ 𝐴(0), 𝑎 = 0, т. к. 𝑡𝑛 < 𝑀𝑒𝑎
′𝑡 для любого

𝑎′ > 0.

2. 𝑓(𝑡) = exp(2𝑡2) ∕∈ 𝐴(𝑎) для любого 𝑎.
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Определение 13.1. Односторонним преобразованием Ла-
пласа функции 𝑓(𝑡) класса 𝐴(𝑎) называется функция
комплексной переменной 𝐹 (𝑝), определяемая соотношением

𝐹 (𝑝) =

∞∫
0

𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Если существует 𝐹 (𝑝), то 𝑓(𝑡) .= 𝐹 (𝑝); 𝑓(𝑡) — оригинал,
𝐹 (𝑝) — изображение.

Теорема 13.1. Если 𝑓(𝑡) ∈ 𝐴(𝑎), то 𝐹 (𝑝) существует
при Re 𝑝 > 𝑎 и в области Re 𝑝 ⩾ 𝑥0 > 𝑎 интеграл сходится
равномерно по 𝑝.

Док а з а т е л ь с т в о. Возьмем ∀𝑥 > 𝑎; Re 𝑝 = 𝑥 > 𝑎′ > 𝑎.
Очевидно ∣𝑓(𝑡)∣ < 𝑀𝑒𝑎′𝑡.∣∣∣∣∣∣

∞∫
0

𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∣∣∣∣∣∣ < 𝑀
∞∫
0

𝑒−𝑥𝑡𝑒𝑎
′𝑡𝑑𝑡 =

𝑀

𝑥− 𝑎′ .

Следовательно, при Re 𝑝 = 𝑥 > 𝑎′ существует 𝐹 (𝑝). Суще-
ствование доказано.
Для доказательства равномерной сходимости интеграла по

параметру 𝑝 в области Re 𝑝 ⩾ 𝑥0 > 𝑎 можно воспользовать-
ся достаточным мажорантным признаком Вейерштрасса. Так
как ∣𝑓(𝑡)∣ < 𝑀𝑒𝑎′𝑡, 𝑥0 > 𝑎′ > 𝑎, то ∣𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)∣ < 𝑀𝑒−(𝑥0−𝑎′)𝑡

всюду в области Re 𝑝 ⩾ 𝑥0 > 𝑎, причем мажоранта не зависит
от 𝑝.

Замечание. Вспомогательный параметр 𝑎′ потребовался
для доказательства, чтобы включить в рассмотрение функции
класса 𝐴(0).

Теорема 13.2. В области Re 𝑝>𝑎 (𝑓(𝑡)∈𝐴(𝑎)) 𝐹 (𝑝)∈𝐶∞

(Re 𝑝>𝑎).

Док а з а т е л ь с т в о.

∞∑
𝑛=0

𝑡𝑛+1∫
𝑡𝑛

𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =
∞∑
𝑛=0

𝑢𝑛(𝑝),𝑢𝑛(𝑝) — целые функции.
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∞∑
𝑛=0

𝑢𝑛(𝑝)⇒ 𝐹 (𝑝), Re 𝑝 ⩾ 𝑥0 > 𝑎.

По теореме 5.2 (Вейерштрасса) 𝐹 (𝑝) ∈ 𝐶∞(Re 𝑝 > 𝑎).

Замечание. Так как
∞∑
𝑛=0

𝑢(𝑘)𝑛 (𝑝)⇒ 𝐹 (𝑘)(𝑝), Re 𝑝 ⩾ 𝑥0 > 𝑎,

то 𝐹 (𝑘)(𝑝) = (−1)𝑘
∞∫
0

𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑡𝑘𝑑𝑡.

§ 13.2. СВОЙСТВА ИЗОБРАЖЕНИЙ

1. 𝑓(𝑡) = 𝜎(𝑡) = {0, 𝑡 < 0; 1, 𝑡 > 0}; 𝜎(𝑡) — функция
Хевисайда. Если 𝜎(𝑡) ∈ 𝐴(0), то 𝐹 (𝑝) ∈ 𝐶∞(Re 𝑝 > 0).

𝐹 (𝑝) =

∞∫
0

𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡 =
1

𝑝
; 𝜎(𝑡)

.
=

1

𝑝
, Re 𝑝 > 0.

2. 𝑓(𝑡) = 𝑡𝜈 , 𝜈 > −1; 𝑡𝜈 ∈ 𝐴(0); 𝐹 (𝑝) ∈ 𝐶∞(Re 𝑝 > 0).

𝐹 (𝑝) =

∞∫
0

𝑡𝜈𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡; 𝐹 (𝑥 > 0) =

∞∫
0

𝑡𝜈𝑒−𝑥𝑡𝑑𝑡 = ⟨𝑥𝑡 = 𝑠⟩ =

=
1

𝑥𝜈+1

∞∫
0

𝑠𝜈𝑒−𝑠𝑑𝑠 =
Г(𝜈 + 1)

𝑥𝜈+1
.

𝐹 (𝑝) — аналитическое продолжение 𝐹 (𝑥) в правую полу-

плоскость Re 𝑝 > 0. Таким образом, 𝐹 (𝑝) =
Г(𝜈 + 1)

𝑝𝜈+1
.

Если 𝜈 — дробное, то берется та ветвь корня, которая яв-
ляется непосредственным аналитическим продолжением 𝑥𝜈+1,
𝑥 > 0.

Частный случай 𝜈 = 0: 𝑓(𝑡) = 𝜎(𝑡)
.
=

1

𝑝
, Re 𝑝 > 0.

При 𝜈 = 𝑛 : 𝑡𝑛
.
=

𝑛!

𝑝𝑛+1
.
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3. 𝑓(𝑡) = 𝑒𝛼𝑡; Re 𝑝 > Re𝛼.

𝐹 (𝑝) =

∞∫
0

𝑒𝛼𝑡𝑒−𝑝𝑡𝑑𝑡 =
1

𝑝− 𝛼 ; Re 𝑝 > Re𝛼.

ПРИМЕР 13.1.

sin𝜔𝑡 =
1

2𝑖
(𝑒𝑖𝜔𝑡 − 𝑒−𝑖𝜔𝑡) .= 1

2𝑖

(
1

𝑝− 𝑖𝜔 −
1

𝑝+ 𝑖𝜔

)
=

𝜔

𝑝2 + 𝜔2
.

4. Теорема 13.3 (запаздывания). 𝑓(𝑡) ∈ 𝐴(𝑎); 𝑓(𝑡)
.
=

.
= 𝐹 (𝑝); 𝑓𝜏 (𝑡) = {0, 𝑡 < 𝜏 ; 𝑓(𝑡− 𝜏), 𝑡 > 𝜏}; 𝑓𝜏 (𝑡) ∈ 𝐴(𝑎).

𝑓𝜏 (𝑡)
.
=

∞∫
0

𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡− 𝜏)𝑑𝑡 = ⟨𝑡− 𝜏 = 𝑡′⟩ =

= 𝑒−𝑝𝜏
∞∫
0

𝑒−𝑝𝑡
′
𝑓(𝑡′)𝑑𝑡′ = 𝑒−𝑝𝜏𝐹 (𝑝).

ПРИМЕР 13.2. Изображение прямоугольного импульса:

𝑓(𝑡) = {0, 𝑡 < 𝜏1; 1, 𝜏2 < 𝑡 < 𝜏1; 0, 𝑡 > 𝜏2};

𝐹 (𝑝) =
1

𝑝
(𝑒−𝑝𝜏1 − 𝑒−𝑝𝜏2).

5. Изображение производной.
Пусть 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶[0;∞] и имеет конечную производную 𝑓 ′(𝑡),

причем 𝑓(𝑡), 𝑓 ′(𝑡) ∈ 𝐴(𝑎). Пусть 𝑓(𝑡) .= 𝐹 (𝑝).

𝑓 ′(𝑡) .=

∞∫
0

𝑒−𝑝𝑡𝑓 ′(𝑡)𝑑𝑡 = ⟨ по частям⟩ =

= −𝑓(0) + 𝑝
∞∫
0

𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = (Re 𝑝 > 𝑎) =

= 𝑝𝐹 (𝑝)− 𝑓(0) = 𝑝
(
𝐹 (𝑝)− 𝑓(0)

𝑝

)
.



Основные понятия операционного исчисления 129

Аналогично, если 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(𝑛−1)[0;∞] и 𝑓 (𝑛)(𝑡) — кусочно-
непрерывна, 𝑓 (𝑘)(𝑡) ∈ 𝐴(𝑎), 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛, то

𝑓 (𝑛)(𝑡)
.
= 𝑝𝑛

(
𝐹 (𝑝)− 𝑓(0)

𝑝
− 𝑓

′(0)
𝑝2

− ...− 𝑓
(𝑛−1)(0)

𝑝𝑛

)
.

6. Изображение интеграла.

𝑓(𝑡) ∈ 𝐴(𝑎), 𝜑(𝑡) =
𝑡∫
0

𝑓(𝜏)𝑑𝜏 ∈ 𝐴(𝑎);

𝜑(𝑡)
.
=

∞∫
0

𝑒−𝑝𝑡
𝑡∫

0

𝑓(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡 = ⟨Re 𝑝 > 𝑎⟩ =

=

∞∫
0

∞∫
𝜏

𝑒−𝑝𝑡𝑓(𝜏)𝑑𝑡𝑑𝜏 =
1

𝑝

∞∫
0

𝑒−𝑝𝜏𝑓(𝜏)𝑑𝜏 =
1

𝑝
𝐹 (𝑝).

Можно обобщить на случай 𝑛-кратного интеграла
1

𝑝𝑛
𝐹 (𝑝).

7. Изображение свертки.
𝑓1(𝑡) ∈ 𝐴(𝑎1), 𝑓2(𝑡) ∈ 𝐴(𝑎2),

𝜑(𝑡) =

𝑡∫
0

𝑓1(𝜏)𝑓2(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏 =
𝑡∫

0

𝑓1(𝑡− 𝜏)𝑓2(𝜏)𝑑𝜏 ∈ 𝐴(𝑎),

𝑎 = max(𝑎1, 𝑎2);

𝜑(𝑡)
.
=

∞∫
0

𝑒−𝑝𝑡
𝑡∫

0

𝑓1(𝜏)𝑓2(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡 = ⟨Re 𝑝 > 𝑎⟩ =

=

∞∫
0

𝑓1(𝜏)

∞∫
𝑡

𝑒−𝑝𝑡𝑓2(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡 = ⟨𝑡− 𝜏 = 𝑡′⟩ =

=

∞∫
0

𝑓1(𝜏)𝑒
−𝑝𝜏

∞∫
0

𝑒−𝑝𝑡
′
𝑓2(𝑡

′)𝑑𝜏𝑑𝑡′ = 𝐹1(𝑝)𝐹2(𝑝).
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§ 13.3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ ОПЕРАЦИОННЫМ
МЕТОДОМ

⎧⎨
⎩
𝑎0𝑦

(𝑛)(𝑡) + ...+ 𝑎𝑛𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0;

𝑦(0) = ... = 𝑦(𝑛−1)(0) = 0;

𝑓(𝑡)
.
= 𝐹 (𝑝); 𝑦(𝑡)

.
= 𝑌 (𝑝) ⇒ 𝑃𝑛(𝑝)𝑌 (𝑝) = 𝐹 (𝑝),

𝑌 (𝑝) =
𝐹 (𝑝)

𝑃𝑛(𝑝)
.

Необходимо найти оригинал по изображению.
В нашем случае можно поступить проще: решим задачу

Коши для линейного обыкновенного дифференциального урав-
нения с постоянными коэффициентами операционным мето-
дом.⎧⎨
⎩
𝑎0𝑔

(𝑛)(𝑡) + ...+ 𝑎𝑛𝑔(𝑡) = 0, 𝑡 > 0;

𝑔(0) = ... = 𝑔(𝑛−2)(0) = 0; 𝑔(𝑛−1)(0) = 1; 𝑔(𝑡)
.
= 𝐺(𝑝).

Допустим, что ее решение известно.

𝑔(𝑘)(𝑡)
.
= 𝑝𝑘𝐺(𝑝), 𝑘 = 0, 1, ...𝑛− 1;

𝑔(𝑛)(𝑡)
.
= 𝑝𝑛

[
𝐺(𝑝)− 𝑔

(𝑛−1)(0)

𝑝𝑛

]
= 𝑝𝑛𝐺(𝑝)− 1⇒

⇒ 𝑃𝑛(𝑝)𝐺(𝑝) = 𝑎0, 𝐺(𝑝) =
𝑎0
𝑃𝑛(𝑝)

;

𝑌 (𝑝) =
𝐹 (𝑝)

𝑃𝑛(𝑝)
=

1

𝑎0
𝐺(𝑝)𝐹 (𝑝)⇒

⇒ 𝑦(𝑡)
.
=

1

𝑎0
𝐺(𝑝)𝐹 (𝑝), 𝑦(𝑡) =

1

𝑎0

𝑡∫
0

𝑔(𝑡− 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏

— интеграл Дюамеля.
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§ 13.4. ТЕОРЕМА МЕЛЛИНА

Теорема 13.4 (Меллина). Пусть 𝐹 (𝑝) ∈ 𝐶∞(Re 𝑝 > 𝑎) и
1) ∣𝐹 (𝑝)∣ = 0 при ∣𝑝∣ → ∞, Re 𝑝 > 𝑎 относительно аргу-

мента;

2) для любого 𝑥 > 𝑎 интеграл

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

∣𝐹 (𝑝)∣𝑑𝑦 < 𝑀 равно-

мерно ограничен по 𝑥.
Тогда существует 𝑓(𝑡) ∈ 𝐴(𝑎) : 𝑓(𝑡)

.
= 𝐹 (𝑝) и 𝑓(𝑡) =

=
1

2𝜋𝑖

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

𝑒𝑝𝑡𝐹 (𝑝)𝑑𝑝 для любого 𝑥 > 𝑎.

Замечание. Несобственный интеграл
1

2𝜋𝑖

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

𝑒𝑝𝑡𝐹 (𝑝)𝑑𝑝

вычисляется вдоль прямой Re 𝑝 = 𝑥 > 𝑎 и понимается в смыс-
ле главного значения:

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

𝑒𝑝𝑡𝐹 (𝑝)𝑑𝑝 = lim
𝐴→∞

𝑥+𝑖𝐴∫
𝑥−𝑖𝐴

𝑒𝑝𝑡𝐹 (𝑝)𝑑𝑝.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим интеграл

𝐼(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋𝑖

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

𝑒𝑝𝑡𝐹 (𝑝)𝑑𝑝 (𝑝 = 𝑥+ 𝑖𝑦).

1) Докажем, что 𝐼(𝑥, 𝑡) существует для любого 𝑥 > 𝑎.

∣𝐼(𝑥, 𝑡)∣ ⩽ 1

2𝜋
𝑒𝑥𝑡

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

∣𝐹 (𝑝)∣𝑑𝑦 ⩽𝑀 ′𝑒𝑥𝑡, ч. т. д.

Отметим, что на любом интервале [0, 𝑇 ] интеграл сходится
равномерно по 𝑡.
2) Так как 𝐹 (𝑝) ∈ 𝐶∞(Re 𝑝 > 𝑎), то по теореме Коши∫

𝑟

𝑒𝑝𝑡𝐹 (𝑝)𝑑𝑝 = 0. Устремим 𝐴 → ∞. Тогда по условию 1 тео-
ремы (∣𝐹 (𝑝)∣ = 0 при ∣𝑝∣ → ∞, Re 𝑝 > 𝑎) интегралы по го-
ризонтальным отрезкам дадут в пределе ноль. Интегралы по
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Рис. 13.1

вертикальным прямым перейдут в несобственные интегралы.
Следовательно,

𝑥1+𝑖∞∫
𝑥1−𝑖∞

𝑒𝑝𝑡𝐹 (𝑝)𝑑𝑝 =

𝑥2+𝑖∞∫
𝑥2−𝑖∞

𝑒𝑝𝑡𝐹 (𝑝)𝑑𝑝,

что в силу произвольности 𝑥1 и 𝑥2 доказывает утверждение.
3) Докажем, что 𝐼(𝑥, 𝑡) ≡ 0, 𝑡 < 0.

Рис. 13.2

Рассмотрим 𝐼(𝑥, 𝑡) при 𝑡 < 0. По теореме Коши∫
𝑟

𝑒𝑝𝑡𝐹 (𝑝)𝑑𝑝 = 0.
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В силу замечания 10.3 (п. 2) при 𝑅 → ∞ интеграл по дуге

𝐶 ′
𝑅 → 0 при 𝑡 < 0. Поэтому 𝑓(𝑡) =

1

2𝜋𝑖

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

𝑒𝑝𝑡𝐹 (𝑝)𝑑𝑝 ≡ 0 при

𝑡 < 0, Re 𝑝 > 𝑎 и ∀𝑥 > 𝑎.

Итак, существует 𝑓(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

𝑒𝑝𝑡𝐹 (𝑝)𝑑𝑝 для ∀𝑥 > 𝑎.

Из оценки интеграла следует: ∣𝑓(𝑡)∣ < 𝑀𝑒𝑥𝑡, inf(𝑥) = 𝑎,
𝑓(𝑡) ∈ 𝐴(𝑎).
4) Покажем, что 𝑓(𝑡) .= 𝐹 (𝑝).

𝑓(𝑡)
.
=

∞∫
0

𝑒𝑝𝑡
1

2𝜋𝑖

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

𝑒𝑞𝑡𝐹 (𝑞)𝑑𝑞𝑑𝑡 = ⟨𝑎 < Re 𝑞 = 𝑥 < Re 𝑝⟩ =

=
1

2𝜋𝑖

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

𝐹 (𝑞)

∞∫
0

𝑒−(𝑝−𝑞)𝑡𝑑𝑞𝑑𝑡 =
1

2𝜋

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

𝐹 (𝑞)

𝑝− 𝑞 𝑑𝑞.

Интеграл можно вычислить с помощью вычетов, учитывая,
что контур обходится по часовой стрелке.

−Выч
[
𝐹 (𝑞)

𝑝− 𝑞 , 𝑞 = 𝑝
]
= 𝐹 (𝑝).

Замечание. Если существует аналитическое продолжение
𝐹 (𝑝) в левую полуплоскость, имеющее конечное число 𝑁 изо-
лированных особых точек 𝑝𝑛 и удовлетворяющее условиям
леммы 10.2 (Жордана), то

𝑓(𝑡) =

∞∑
𝑛=1

Выч [𝑒𝑝𝑡𝐹 (𝑝), 𝑝𝑛], 𝑡 ⩾ 0.

В частности, если 𝐹 (𝑝) =
1

𝑃𝑛(𝑝)
, где все нули полинома

𝑃𝑛(𝑝) лежат в левой полуплоскости Re 𝑝 < 𝑎, то вычисление
𝑓(𝑡) не представляет трудностей.
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ПРИМЕР 13.3. Решить задачу Коши

𝑦′′ + 𝜔20𝑦 = 𝑓(𝑡); 𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0; 𝑌 (𝑝) =
𝐹 (𝑝)

𝑝2 + 𝜔20
.

⊲ Трудности могут возникнуть при достаточно сложной
𝐹 (𝑝).

Известно, что 𝑦(𝑡) =
1

𝑎0

𝑡∫
0

𝑔(𝑡− 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏.

Так как 𝐺(𝑝) =
𝑎0
𝑃𝑛(𝑝)

, 𝑎0 = 1 и 𝑃𝑛(𝑝) = 𝑝2 + 𝜔20 , то

𝐺(𝑝) =
1

𝑝2 + 𝜔20
. Таким образом,

𝑔(𝑡) =
1

2𝜋𝑖

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

𝑒𝑝𝑡

𝑝2 + 𝜔20
𝑑𝑝 = Выч

[
𝑒𝑝𝑡

𝑝2 + 𝜔20
, 𝑖𝜔0

]
+

+Выч
[

𝑒𝑝𝑡

𝑝2 + 𝜔20
,−𝑖𝜔0

]
=
𝑒𝑖𝜔0𝑡

2𝑖𝜔0
− 𝑒

−𝑖𝜔0𝑡

2𝑖𝜔0
=

sin(𝜔0𝑡)

𝜔0
⇒

⇒ 𝑦(𝑡) =
1

𝜔0

𝑡∫
0

sin(𝜔0)(𝑡− 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏.

В частности, при 𝑓(𝑡) = sin(𝜔0𝑡) :

𝑦(𝑡) =
1

𝜔0

𝑡∫
0

sin(𝜔0(𝑡− 𝜏)) sin(𝜔0𝜏)𝑑𝜏 =

=
1

2𝜔20
[sin(𝜔0𝑡)− 𝑡𝜔0 cos(𝜔0𝑡)].

Получили осциллирующую функцию с линейно нарастаю-
щей амплитудой — резонанс. ⊳
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§ 13.5. ИЗОБРАЖЕНИЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ

Пусть

𝑓1(𝑡) ∈ 𝐴(𝑎1) : 𝑓1(𝑡) .= 𝐹1(𝑝) ∈ 𝐶∞(Re 𝑝 > 𝑎1),

𝑓2(𝑡) ∈ 𝐴(𝑎2) : 𝑓2(𝑡) .= 𝐹2(𝑝) ∈ 𝐶∞(Re 𝑝 > 𝑎2).

Функция 𝑓(𝑡) = 𝑓1(𝑡)𝑓2(𝑡) ∈ 𝐴(𝑎1+𝑎2) удовлетворяет всем
условиям существования изображения.

𝑓(𝑡)
.
= 𝐹 (𝑝) =

∞∫
0

𝑒−𝑝𝑡𝑓1(𝑡)𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 =

= ⟨𝑓1(𝑡) = 1

2𝜋𝑖

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

𝑒𝑝𝑡𝐹1(𝑝)𝑑𝑝 для ∀𝑥 > 𝑎1⟩ =

=
1

2𝜋𝑖

∞∫
0

𝑒−𝑝𝑡𝑓2(𝑡)

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

𝑒𝑞𝑡𝐹1(𝑞)𝑑𝑞𝑑𝑡 =

=
1

2𝜋𝑖

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

𝐹1(𝑞)

∞∫
0

𝑒−(𝑝−𝑞)𝑡𝑓2(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑞 =

=
1

2𝜋𝑖

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

𝐹1(𝑞)𝐹2(𝑝− 𝑞)𝑑𝑞.

𝑎1 < 𝑥 = Re 𝑞 < Re 𝑝− 𝑎2 = 1

2𝜋𝑖

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

𝐹1(𝑝− 𝑞)𝐹2(𝑞)𝑑𝑞;

𝑎2 < 𝑥 = Re 𝑞 < Re 𝑝− 𝑎1; 𝐹 (𝑝) ∈ 𝐶∞(Re 𝑝 > 𝑎1 + 𝑎2.

ПРИМЕР 13.4.

𝑓1(𝑡) = 𝑡
.
=

1

𝑝2
; 𝑓2(𝑡) = sin(𝜔𝑡)

.
=

𝜔

𝑝2 + 𝜔2
;
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⊲ 𝑓(𝑡) = 𝑓1(𝑡)𝑓2(𝑡) = 𝑡 sin(𝜔𝑡) .=
𝜔

2𝜋𝑖

𝑥+𝑖∞∫
𝑥−𝑖∞

𝑑𝑞

(𝑝− 𝑞)2(𝑞2 + 𝜔2) ;

0 < 𝑥 = Re 𝑞 < Re 𝑝 = ⟨при помощи вычетов,
с учетом того, что контур интегрирования замыкается

вправо и обходится по часовой стрелке — в отрицательном

направлении⟩ = −𝜔Выч
[

1

(𝑝− 𝑞)2(𝑞2 + 𝜔2) , 𝑞 = 𝑝
]
=

= ⟨𝑞 = 𝑝 — полюс второго порядка⟩ =

= −𝜔𝑑
𝑑𝑞

[
1

𝑞2 + 𝜔2
, 𝑞 = 𝑝

]
=

2𝜔𝑝

𝑝2 + 𝜔2
.

Указание: можно считать контур интегрирования замкну-
тым налево и суммировать вычеты в ±𝑖𝜔. ⊳

Контрольные вопросы
1. Найти изображение пилообразного импульса.
2. Решить с помощью интеграла Дюамеля:

𝑦̇ + 𝑦 = 𝑒𝑡
2

, 𝑦(0) = 0.



Лекция 14

МЕТОД ПЕРЕВАЛА

Метод вычисления асимптотических разложений интегра-
лов по кривой на комплексной плоскости аналитических функ-
ций комплексной переменной, зависящих от действительного
параметра.

𝐹 (𝜆) =

∫
𝐶

𝑒𝜆𝑓(𝑧)𝜑(𝑧)𝑑𝑧; 𝜆≫ 1.

Асимптотическое разложение функции 𝑓(𝑥) в окрестности
точки 𝑥0 имеет вид

𝑓(𝑥) =

𝑁∑
𝑘=0

𝜑𝑘(𝑥) +𝑅𝑁+1(𝑥);

𝜑𝑘+1(𝑥) = 𝑜(𝜑𝑘(𝑥)); 𝑅𝑁+1(𝑥) = 𝑜(𝜑𝑁 (𝑥)).

При 𝑥0 →∞ достаточно часто в качестве 𝜑(𝑥) выбираются
обратные степени 𝑥 :

𝑓(𝑥) =

𝑁∑
𝑘=0

𝑐𝑘
𝑥𝑘

+𝑅𝑁+1(𝑥); 𝑅𝑁+1(𝑥) = 𝑜

(
1

𝑥𝑁

)

и часто
𝑅𝑁+1(𝑥) =

𝑐𝑁+1

𝑥𝑁+1
.

Замечание. Асимптотический ряд, вообще говоря, не схо-
дится.
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В курсе анализа был рассмотрен метод асимптотических
разложений

𝐹 (𝜆) =

𝑡2∫
𝑡1

𝑒𝜆𝑓(𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡; 𝜆≫ 1,

и для достаточно гладких 𝑓(𝑡) и 𝜑(𝑡) при условии существо-
вания единственного глобального максимума 𝑓(𝑡) на [𝑡1; 𝑡2] :
𝑓(𝑡0) > 𝑓(𝑡), 𝑓

′(𝑡0) = 0, 𝑓 ′′(𝑡0) < 0 была получена формула
Лапласа:

𝐹 (𝜆) = 𝑒𝜆𝑓(𝑡0)

{√
2𝜋

−𝜆𝑓 ′′(𝑡0) 𝜑(𝑡0) + 𝑜(𝜆
−3/2)

}
.

Обобщим этот результат на случай интегралов от анали-
тических функций комплексной переменной.

𝐹 (𝜆) =
∫
𝐶

𝑒𝜆𝑓(𝑧)𝜑(𝑧)𝑑𝑧; 𝜆≫ 1, 𝐶 ⊂ 𝐺,
𝑓(𝑧), 𝜑(𝑧) ∈ 𝐶∞(𝐺).

Пусть 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦); ∣𝑒𝑖𝜆𝑣(𝑥,𝑦)∣ = 1. Эта часть
экспоненты только осциллирующая подынтегральная функ-
ция. Очевидно, наибольший вклад в интеграл даст тот участок
кривой интегрирования, на котором 𝑢(𝑥, 𝑦) достигает глобаль-
ного максимума на 𝐶.
Пусть 𝑧0 — единственная точка глобального максимума

𝑢(𝑥, 𝑦) на 𝐶 : 𝑢(𝑥0, 𝑦0) > 𝑢(𝑥, 𝑦)

∣∣∣∣
𝐶

. Определим поведение

функции 𝑢(𝑥, 𝑦) в окрестности этой точки.
Так как △𝑢 = 0, 𝑧 ∈ 𝐺′. В силу принципа максимума

гармонической функции

max𝑢

∣∣∣∣
∂𝐺

> 𝑢(𝑥, 𝑦)

∣∣∣∣
(𝑥,𝑦)

∈ 𝐺′.

Хотя 𝑧0 ∈ 𝐶 — точка глобального максимума функции
𝑢(𝑥, 𝑦) на 𝐶, но в окрестности точки 𝑧0 в 𝐺′ найдутся точки,
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не лежащие на 𝐶, в которых значения 𝑢(𝑥, 𝑦) > 𝑢(𝑥0, 𝑦0). Та-
ким образом, через 𝑧0 ∈ 𝐶 проходят другие кривые (направ-
ления), на которых функция 𝑢(𝑥, 𝑦) возрастает от значения
𝑢(𝑥0, 𝑦0).

Такая точка 𝑧0 = 𝑥0+𝑖𝑦0 называется седловой, или точкой
перевала поверхности 𝑢(𝑥, 𝑦). Отсюда и название метода.

Очевидно, наибольший вклад в интеграл будет давать уча-
сток интегрирования в окрестности точки 𝑧0, если на нем
𝑢(𝑥, 𝑦) будет убывать с наибольшей скоростью от значения
𝑢(𝑥0, 𝑦0). В силу теоремы (Коши) контур интегрирования 𝐶 в
окрестности точки 𝑧0 ∈ 𝐶 можно деформировать как угодно,
не меняя значения интеграла.
В частности, участок контура 𝐶, проходящий через 𝑧0,

можно направить по направлению наибыстрейшего спуска на
поверхности 𝑢(𝑥, 𝑦). Это направление определяется направле-
нием ∇⃗𝑢(grad𝑢) в точке 𝑧0.
Но (∇⃗𝑢, ∇⃗𝑣) = 𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢𝑦𝑣𝑦 = 0 (в силу условий Коши–

Римана). Следовательно, направлением наибыстрейшего спус-
ка будет направление ∇⃗𝑣 = 0, т. е. линия уровня 𝑣(𝑥, 𝑦) =
= 𝑣(𝑥0, 𝑦0) = const.

Итак, наибольший вклад в интеграл дает интегрирование
по участку 𝐶, проходящему через 𝑧0 и совпадающему с лини-
ей уровня 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑣(𝑥0, 𝑦0) = const. Рассмотрим поведение
𝑓(𝑧) на этом участке.

𝑓 ′𝜏 (𝑧) = 𝑢𝜏 (𝑥, 𝑦)
∣∣∣∣
𝐶

+𝑖𝑣𝜏 (𝑥, 𝑦)

∣∣∣∣
𝐶

,

но

𝑣𝜏 (𝑥, 𝑦)

∣∣∣∣
𝐶

= 0 и 𝑢𝜏 (𝑥0, 𝑦0)

∣∣∣∣
𝐶

= 0.

Так как 𝑧0 — точка глобального максимума и на 𝐶, то 𝑓 ′(𝑧0) =
= 0 (производная не зависит от направления).
Исходя из того, что 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑣(𝑥0, 𝑦0) = const, получаем

𝑣𝜏𝜏

∣∣∣∣
𝐶

= 0; 𝑢𝜏𝜏 < 0; 𝑓 ′′(𝑧0) ∕= 0.
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Найдем направление наибыстрейшего спуска:

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧0) +
1

2
𝑓 ′′(𝑧0)(𝑧 − 𝑧0)2 +𝑂(∣𝑧 − 𝑧0∣3);

1

2
𝑓 ′′(𝑧0) = 𝑘𝑒𝑖𝜓, 𝑧 − 𝑧0 = 𝑟𝑒𝑖𝜃;

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑥0, 𝑦0) + 𝑘𝑟
2 cos(𝜓 + 2𝜃) +𝑂(𝑟3);

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑣(𝑥0, 𝑦0) + 𝑘𝑟
2 sin(𝜓 + 2𝜃) +𝑂(𝑟3).

При 0 ⩽ 𝜃 ⩽ 2𝜋 функция cos(𝜓 + 2𝜃) четыре раза обра-
щается в ноль. Поэтому окрестность точки 𝑧0 разбивается на
четыре сектора — два положительных: cos(𝜓 + 2𝜃) > 0 и два
отрицательных: cos(𝜓 + 2𝜃) < 0.
Кривая 𝐶 должна в точке 𝑧0 переходить из одного отрица-

тельного сектора в другой.
Направление наибыстрейшего спуска определяется услови-

ем cos(𝜓 + 2𝜃) = −1. Получаем 𝜓 + 2𝜃0 = 𝜋; 𝜃0 =
𝜋 − 𝜓
2
, где

𝑓 ′′(𝑧0) = 2𝑘𝑒𝑖𝜓.
Перейдем к вычислению первого члена асимптотики инте-

грала.

𝐹 (𝜆) =

∫
𝐶

𝑒𝜆𝑓(𝑧)𝜑(𝑧)𝑑𝑧 =

= 𝑒𝑖𝜆𝑣(𝑧0)
∫
𝐶

𝑒𝜆𝑢(𝑧)𝜑(𝑧)𝑑𝑧, 𝑣(𝑥, 𝑦)

∣∣∣∣
𝐶

= const.

Параметризуем контур интегрирования 𝐶 : 𝑧 = 𝑧(𝑡), 𝑧0 =
= 𝑧(0).

𝐹1(𝜆) =

𝑡1∫
𝑡2

𝑒𝜆𝑈(𝑡)Φ(𝑡)
𝑑𝑧

𝑑𝑡
𝑑𝑡;

Φ(𝑡) = 𝜑(𝑧(𝑡)); 𝑈(𝑡) = 𝑢(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)); 𝑈(0) > 𝑈(𝑡); 𝑈 ′(0) = 0.

Выполнены все условия применимости формулы Лапласа.

𝐹1(𝜆) = 𝑒
𝜆𝑈(0)

{√
2𝜋

−𝜆𝑈 ′′(0)
Φ(0)

(
𝑑𝑧

𝑑𝑡

) ∣∣∣∣
𝑡=0

+𝑂(𝜆−3/2)

}
;
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𝑈(0) = 𝑢(𝑥0, 𝑦0); Φ(0) = 𝜑(𝑧0).

Так как 𝑉 (𝑡)

∣∣∣∣
𝐶

= const, то

𝑉 ′′(𝑡)
∣∣∣∣
𝐶

= 0; 𝑈 ′′(0) =
𝑑2

𝑑𝑡2
[𝑓(𝑧(𝑡))]

∣∣∣∣
𝑡=0

=
𝑑

𝑑𝑡

[
𝑓 ′(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑𝑡

] ∣∣∣∣
𝑡=0

=

=

[
𝑓 ′′(𝑧)

(
𝑑𝑧

𝑑𝑡

)2
] ∣∣∣∣
𝑡=0

+

[
𝑓 ′(𝑧)

𝑑2𝑧

𝑑𝑡2

] ∣∣∣∣
𝑡=0

=

= ⟨𝑓 ′(𝑧0) = 0⟩ = 𝑓 ′′(𝑧0)
[(
𝑑𝑧

𝑑𝑡

)2
] ∣∣∣∣
𝑡=0

.

Осталось найти

[(
𝑑𝑧

𝑑𝑡

)2
] ∣∣∣∣
𝑡=0

.

𝑧 = 𝑧0 + 𝑡𝑒
𝑖𝜃0 , 2𝜃0 = 𝜋 − 𝜓;[(

𝑑𝑧

𝑑𝑡

)] ∣∣∣∣
𝑡=0

= 𝑒𝑖𝜃0 ;

∣∣∣∣
(
𝑑𝑧

𝑑𝑡

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
𝑡=0

= 1;

[(
𝑑𝑧

𝑑𝑡

)2
] ∣∣∣∣
𝑡=0

= 𝑒𝑖2𝜃0.

Так как 𝑓 ′′(𝑧0) = 2𝑘𝑒𝑖𝜓, то

𝑈 ′′(0) = 𝑓 ′′(𝑧0)

[(
𝑑𝑧

𝑑𝑡

)2
] ∣∣∣∣
𝑡=0

= 2𝑘𝑒𝑖𝜓𝑒𝑖2𝜃0 = 2𝑘𝑒𝑖(𝜓+2𝜃0) =

= 2𝑘𝑒𝑖𝜋 = −2𝑘 = −∣𝑓 ′′(𝑧0)∣.
Таким образом,

𝐹 (𝜆) = 𝑒𝜆𝑓(𝑧0)

{√
2𝜋

𝜆∣𝑓 ′′(𝑧0)∣𝜑(𝑧0)𝑒
𝑖𝜃0 +𝑂(𝜆−3/2)

}
,

где 𝜃0 =
𝜋 − 𝜓
2
, 𝜓 = arg 𝑓 ′′(𝑧0).

Итак, окончательно при 𝜆≫ 1 и 𝑓 ′(𝑧0) = 0 получаем

𝐹 (𝜆) = 𝑒𝜆𝑓(𝑧0)

{
±
√

2𝜋

𝜆∣𝑓 ′′(𝑧0)∣𝜑(𝑧0)𝑒
𝑖𝜃0 +𝑂(𝜆−3/2)

}
,

где 𝜃0 =
𝜋 − 𝜓
2
, 𝜓 = arg 𝑓 ′′(𝑧0).

Знак ± определяется направлением интегрирования.



П Р А К Т И Ч Е С К И Е З А Н Я Т И Я

Занятие 1

АРИФМЕТИКА
КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ

§ 1.1. ДЕЙСТВИЯ НАД КОМПЛЕКСНЫМИ ЧИСЛАМИ
В АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ ФОРМЕ

Комплексное число, записанное в алгебраической форме,
имеет вид 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖. Здесь 𝑥 = Re 𝑧 — действительная, 𝑦 =
= Im 𝑧 — мнимая части числа 𝑧. Вместо 𝑧 = 𝑥 + 0𝑖 пишем
𝑥 и отождествляем это число с действительным числом 𝑥;
число 𝑧 = 0 + 𝑦𝑖 = 𝑖𝑦 называем чисто мнимым. Комплексное
число 𝑧 = 0 + 0𝑖, которое является и действительным и чисто
мнимым, обозначаем 0 и называем нулем.
Сложение, вычитание и умножение комплексных чисел

производится по тем же правилам, по которым эти операции
осуществляются над многочленами от одной переменной. За
эту переменную в данном случае принимается буква 𝑖. При
этом 𝑖2 следует полагать равным −1.
Ниже в примерах условия типа «вычислить комплексное

число», «произвести действия» и т. п. надо понимать так, что
результат требуется представить в алгебраической форме.

ПРИМЕР 1.1. Произвести действия:
1) (2− 5𝑖)+ (−3+7𝑖), (12− 6𝑖)− (5− 𝑖), 2+5𝑖− 3𝑖− 7−

− 12𝑖2 + 3− 6𝑖3;

2) (2− 3𝑖)(−1 + 2𝑖), (2 + 5𝑖)(5 + 2𝑖);

3) (1 + 𝑖)3, (1− 𝑖)4.
Во всех примерах выделить действительную и мнимую ча-

сти.
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⊲ 1) Приведем подобные члены:

(2− 5𝑖) + (−3 + 7𝑖) = (2− 3) + (−5 + 7)𝑖 = −1 + 2𝑖 ⇒
⇒ Re (−1 + 2𝑖) = −1, Im (−1 + 2𝑖) = 2;

(12− 6𝑖)− (5− 𝑖) = 12− 6𝑖− 5 + 𝑖 = (12− 5) + (−6 + 1)𝑖 =

= 7− 5𝑖 = 7 + (−5)𝑖 ⇒ Re (7− 5𝑖) = 7, Im (7− 5𝑖) = −5;
2 + 5𝑖− 3𝑖− 7− 12𝑖2 + 3− 6𝑖3 = 2 + 5𝑖− 3𝑖− 7− 12 ⋅ (−1)+
+3− 6 ⋅ (−1)𝑖 = (2− 7 + 12 + 3) + (5− 3 + 6)𝑖 = 10 + 8𝑖 ⇒

⇒ Re (10 + 8𝑖) = 10, Im (10 + 8𝑖) = 8.

2) Раскроем скобки и приведем подобные члены:

(2− 3𝑖)(−1 + 2𝑖) = 2 ⋅ (−1)− 3 ⋅ (−1)𝑖+ 2 ⋅ 2𝑖− 3 ⋅ 2𝑖2 =
= −2 + 3𝑖+ 4𝑖− 6(−1) = (6− 2) + (3 + 4)𝑖=4 + 7𝑖 ⇒

⇒ Re (4 + 7𝑖) = 4, Im (4 + 7𝑖)=7;

(2 + 5𝑖)(5 + 2𝑖)=10 + 25𝑖+ 4𝑖− 10=29𝑖 ⇒ Re (29𝑖)=0,

Im (29𝑖)=29.

3) Воспользуемся формулой бинома Ньютона:

(1 + 𝑖)3 = 1− 3𝑖+ 3𝑖2 − 𝑖3 = 1− 3𝑖− 3 + 𝑖 = −2− 2𝑖⇒
⇒ Re (−2− 2𝑖) = −2, Im (−2− 2𝑖) = −2;

(1− 𝑖)4 = 1− 4𝑖+ 6𝑖2 − 4𝑖3 + 𝑖4 = 1− 4𝑖− 6 + 4𝑖+ 1 =

= −4 + 0𝑖 = −4⇒ Re(−4) = −4, Im (−4) = 0. ⊳

Число 𝑧 = 𝑥 − 𝑦𝑖 называется сопряженным к числу 𝑧 =
= 𝑥+ 𝑦𝑖. Модулем комплексного числа 𝑧 называется действи-
тельное число

√
𝑧𝑧 =

√
𝑥2 + 𝑦2 ⩾ 0, обозначаемое ∣𝑧∣. Таким

образом,
∣𝑧∣ = √𝑧𝑧 =

√
𝑥2 + 𝑦2.

ПРИМЕР 1.2. Вычислить сопряженные к числам

5, −2, 𝑖, −𝑖, 7𝑖, 3− 4𝑖, 𝑖6, 𝑖121

и найти их модули.
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⊲ 5 = 5, ∣5∣ = √5 ⋅ 5 = 5 или ∣5∣ = √52 + 02 = 5;

−2=−2, ∣ − 2∣ =√
(−2) ⋅ (−2) = √4 = 2 или

∣ − 2∣ =√
(−2)2 + 02 = 2;

𝑖 = −𝑖, ∣𝑖∣ = √
𝑖 ⋅ (−𝑖) = √−𝑖2 = √−(−1) = √1 = 1 или

∣𝑖∣ = √02 + 12 =
√
1 = 1;

−𝑖 = 𝑖, ∣ − 𝑖∣ = √
02 + (−1)2 = √1 = 1;

7𝑖 = −7𝑖, ∣7𝑖∣ = √49 = 7;

3− 4𝑖 = 3 + 4𝑖, ∣3− 4𝑖∣ = √9 + 16 =
√
25 = 5;

𝑖6 = 𝑖4 ⋅ 𝑖2 = 𝑖2 = −1 = −1, ∣𝑖6∣ = ∣ − 1∣ = 1;

𝑖121 = 𝑖120 ⋅ 𝑖 = (−1)60 ⋅ 𝑖 = 𝑖̄ = −𝑖, ∣𝑖121∣ = 1. ⊳

ПРИМЕР 1.3. Вычислить

−2 + 3𝑖25, 2𝑖7 + 6𝑖9, ∣(−1 + 2𝑖123)(7− 𝑖41)∣.

⊲ −2 + 3𝑖25 = −2 + 3𝑖24𝑖 = −2 + 3 ⋅ (−1)12𝑖 =
= −2 + 3𝑖 = −2− 3𝑖;

2𝑖7 + 6𝑖9=(2𝑖6 + 6𝑖8)𝑖=(2 ⋅ (−1)3 + 6 ⋅ (−1)4)𝑖=
= (−2 + 6)𝑖=4𝑖=−4𝑖;

∣(−1 + 2𝑖123)(7− 𝑖41)∣ = ∣(−1 + 2𝑖120𝑖)(7− 𝑖40𝑖∣ =
= ∣(−1 + 2𝑖)(7− 𝑖)∣ = ∣ − 7 + 14𝑖+ 𝑖+ 2∣ = ∣ − 5 + 15𝑖∣ =

=
√
25 + 225 =

√
250 = 5

√
10. ⊳

Операции взятия сопряжения и модуля обладают следую-
щими свойствами:

𝑧 = 𝑧, 𝑧1 ± 𝑧2 = 𝑧1 ± 𝑧2, 𝑧1𝑧2 = 𝑧1𝑧2;∣∣∣𝑧∣∣∣= ∣𝑧∣, ∣𝑧1 ± 𝑧2∣ ⩽ ∣𝑧1∣+ ∣𝑧2∣, ∣𝑧1𝑧2∣ = ∣𝑧1∣∣𝑧2∣.
Использование этих свойств иногда упрощает вычисления.
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ПРИМЕР 1.4. Известно, что число 𝑧0 удовлетворяет ра-
венству 𝐴(𝑧0) = 7−3𝑖, где 𝐴(𝑧) = 2𝑧7−3𝑧5+6𝑧5+6𝑧3+

√
2𝑧2.

Вычислить 𝐴(𝑧0).
⊲ Заметим, что свойства 𝑧1 ± 𝑧2 = 𝑧1 ± 𝑧2 и 𝑧1𝑧2 =

= 𝑧1𝑧2 легко обобщаются на 𝑛 чисел 𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛. Например,
𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 = 𝑧1 + 𝑧2+ 𝑧3 = 𝑧1+ 𝑧2+ 𝑧3 или 𝑧1𝑧2𝑧3 = 𝑧1𝑧2𝑧3 =
= 𝑧1𝑧2𝑧3 и т. д. В частности, (𝑧)𝑛 = 𝑧 ⋅ 𝑧 ⋅ ... ⋅ 𝑧︸ ︷︷ ︸

𝑛 раз
= 𝑧 ⋅ 𝑧 ⋅ ... ⋅ 𝑧 =

= 𝑧𝑛. Получаем

𝐴(𝑧0) = 2𝑧70 − 3𝑧50 + 6𝑧30 +
√
2𝑧20 = 2̄ 𝑧70 − 3̄ 𝑧50+

+6̄ 𝑧30 +
√
2 𝑧20 = 2𝑧70 − 3𝑧50 + 6𝑧30 +

√
2𝑧20 =

= 2𝑧70 − 3𝑧50 + 6𝑧30 +
√
2𝑧20 = 7− 3𝑖 = 7 + 3𝑖.

Итак, 𝐴(𝑧0) = 7 + 3𝑖. ⊳

ПРИМЕР 1.5. Пусть 𝑧 =
√
lg 2 +

√
lg 5𝑖. Вычислить 𝐴 =

= ∣𝑧1𝑧2 ⋅ ... ⋅ 𝑧100∣.
⊲ Свойство ∣𝑧1𝑧2∣ = ∣𝑧1∣∣𝑧2∣ справедливо и для 𝑛 чи-

сел. Например, ∣𝑧1𝑧2𝑧3∣ = ∣𝑧1𝑧2∣∣𝑧3∣ = ∣𝑧1∣∣𝑧2∣∣𝑧3∣. В частности,
∣𝑧𝑛∣ = ∣𝑧∣𝑛. Поэтому
𝐴 = ∣𝑧1𝑧2 ⋅ ... ⋅ 𝑧100∣ = ∣𝑧∣∣𝑧2∣ ⋅ ... ⋅ ∣𝑧100∣ = ∣𝑧∣∣𝑧∣2 ⋅ ... ⋅ ∣𝑧∣100 = 1,

т. к. ∣𝑧∣=√lg 2 + lg 5 =
√
lg 10 =

√
1 = 1. Таким образом, 𝐴 =

= 1. ⊳

ПРИМЕР 1.6. Число 𝑧 =
1

2
+

√
3

2
𝑖.Доказать, что ∣1 + 𝑧 +

+ 𝑧2 + ...+ 𝑧𝑛−1∣ ⩽ 𝑛, 𝑛 ⩾ 2 — натуральное число.
⊲ Выше было отмечено неравенство ∣𝑧1 + 𝑧2∣ ⩽ ∣𝑧1∣ +

+ ∣𝑧2∣. Из него, в частности, вытекает, что ∣𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3∣ ⩽
⩽ ∣𝑧1 + 𝑧2∣ + ∣𝑧3∣ ⩽ ∣𝑧1∣ + ∣𝑧2∣ + ∣𝑧3∣. Аналогично, и при 𝑛 >
> 3 ∣𝑧1 + 𝑧2 + ... + 𝑧𝑛∣ ⩽ ∣𝑧1∣ + ∣𝑧2∣ + ... + ∣𝑧𝑛∣. Заметим, что
𝑧 =

∣∣∣∣∣12 +

√
3

2
𝑖

∣∣∣∣∣ =
√

1

4
+

3

4
=
√
1 = 1. С учетом этого имеем

∣1 + 𝑧 + ...+ 𝑧𝑛−1∣ ⩽
⩽ ∣1∣+ ∣𝑧∣+ ...+ ∣𝑧𝑛−1∣ = 1 + ∣𝑧∣+ ...+ ∣𝑧∣𝑛−1 ⩽
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⩽ 1 + 1 + 12 + ...+ 1𝑛−1 = 1 + 1 + ...+ 1︸ ︷︷ ︸
𝑛 раз

= 𝑛.

Здесь снова использовано свойство ∣𝑧𝑛∣ = ∣𝑧∣𝑛 (см. при-
мер 1.5). ⊳
В области комплексных чисел помимо операций сложения,

вычитания и умножения допускается также деление. При этом
для представления результата в алгебраической форме исполь-
зуется равенство

𝑧1
𝑧2

=
𝑧1𝑧2
∣𝑧2∣2 , 𝑧2 ∕= 0.

ПРИМЕР 1.7. Вычислить

1

(4 + 3𝑖)
,

1

1

2
+

√
3

2
𝑖

,
1

2𝑖
,

(
1 + 𝑖

1− 𝑖
)3

,
11 + 13𝑖

3− 7𝑖
.

⊲ 1

(4 + 3𝑖)
=

4− 3𝑖

∣4 + 3𝑖∣2 =
4− 3𝑖

16 + 9
=

4

25
− 3

25
𝑖;

1

1

2
+

√
3

2
𝑖

=

1

2
−
√
3

2
𝑖∣∣∣∣∣12 +

√
3

2
𝑖

∣∣∣∣∣
2 =

1

2
−
√
3

2
𝑖;

1

2𝑖
=
−2𝑖
∣2𝑖∣2 = −2𝑖

4
= − 𝑖

2
;

(
1 + 𝑖

1− 𝑖
)3

=

(
(1 + 𝑖)(1 + 𝑖)

2

)3

=

(
1 + 2𝑖− 1

2

)3

= 𝑖3 = −𝑖;

11 + 13𝑖

3− 7𝑖
=

(11 + 13𝑖)(3 + 7𝑖)

9 + 49
=

33 + 39𝑖+ 77𝑖− 91

58
=

=
−58 + 116𝑖

58
= −1 + 2𝑖. ⊳
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ПРИМЕР 1.8. Вычислить

1 + 𝑖+ 𝑖2 + ...+ 𝑖101.

⊲ По формуле суммы геометрической прогрессии

1 + 𝑖+ 𝑖2...+ 𝑖101 =
1− 𝑖102
1− 𝑖 =

1− (−1)51
1− 𝑖 =

=
2

1− 𝑖 =
2(1 + 𝑖)

2
= 1 + 𝑖. ⊳

Вычисления с комплексными дробями производятся по
обычным правилам.

ПРИМЕР 1.9. Вычислить

2 + 𝑖

1− 𝑖 ⋅
1− 3𝑖

𝑖
,

2− 𝑖
1 + 𝑖

− 1 + 2𝑖

3 + 𝑖
,

7 + 5𝑖

5− 7𝑖
:
1

𝑖
.

⊲ 2 + 𝑖

1− 𝑖 ⋅
1− 3𝑖

𝑖
=

(2 + 𝑖)(1− 3𝑖)

(1− 𝑖)𝑖 =
2 + 𝑖− 6𝑖− 3𝑖2

𝑖− 𝑖2 =

=
5− 5𝑖

1 + 𝑖
=

5(1− 𝑖)
1 + 𝑖

=
5(1− 𝑖)2

(1 + 𝑖)(1− 𝑖) =
5(1− 𝑖)2
1− 𝑖2 =

=
5(1− 2𝑖+ 𝑖2)

2
= −5𝑖;

2− 𝑖
1 + 𝑖

− 1 + 2𝑖

3 + 𝑖
=

(2− 𝑖)(3 + 𝑖)− (1 + 2𝑖)(1 + 𝑖)

(1 + 𝑖)(3 + 𝑖)
=

=
(6− 3𝑖+ 2𝑖− 𝑖2)− (1 + 2𝑖+ 𝑖+ 2𝑖2)

3 + 3𝑖+ 𝑖+ 𝑖2
=

=
(7− 𝑖)− (−1 + 3𝑖)

2 + 4𝑖
=

8− 4𝑖

2 + 4𝑖
=

2(2− 𝑖)
1 + 2𝑖

=

=
2(2− 𝑖)(1− 2𝑖)

5
=

2(2− 𝑖− 4𝑖− 2𝑖2)

5
= −2𝑖;

7 + 5𝑖

5− 7𝑖
:
1

𝑖
=

(7 + 5𝑖)

(5− 7𝑖)
⋅ 𝑖
1
=

7𝑖− 5

5− 7𝑖
=
−(5− 7𝑖)

5− 7𝑖
= −1. ⊳
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§ 1.2. ПРОСТЕЙШИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

Приведем ряд примеров, показывающих, как из равенств
можно находить неизвестные комплексные или действитель-
ные числа.

ПРИМЕР 1.10. Решить уравнение

(3𝑥− 𝑖)(2 + 𝑖) + (𝑥− 𝑦𝑖)(1 + 2𝑖) = 21 + 5𝑖,

где 𝑥 и 𝑦 — действительные числа.
⊲ Раскроем скобки в левой части равенства и произведем

группировку:

(3𝑥− 𝑖)(2 + 𝑖) + (𝑥− 𝑦𝑖)(1 + 2𝑖) = 6𝑥− 2𝑖+ 3𝑥𝑖− 𝑖2+
+𝑥− 𝑦𝑖+ 2𝑥𝑖− 2𝑦𝑖2 = (6𝑥+ 1 + 𝑥+ 2𝑦)+

+(−2 + 3𝑥− 𝑦 + 2𝑥)𝑖 = (7𝑥+ 2𝑦 + 1) + (5𝑥− 𝑦 − 2)𝑖.

Получаем

(7𝑥+ 2𝑦 + 1) + (5𝑥− 𝑦 − 2)𝑖 = 21 + 5𝑖.

Приравниваем действительные и мнимые части комплекс-
ных чисел, стоящих слева и справа в последнем равенстве.
Получаем систему {

7𝑥+ 2𝑦 = 20

5𝑥− 𝑦 = 7.

Ее единственное решение: 𝑥 = 2, 𝑦 = 3. ⊳

ПРИМЕР 1.11. Решить уравнение

∣𝑧∣2 + 𝑧 = 2.

⊲ Пусть 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖. Так как 𝑧 = 2 − ∣𝑧∣2, то 𝑧 — число
действительное и, значит, 𝑦 = 0. Уравнение принимает вид

𝑥2 + 𝑥− 2 = 0.

Его корни 𝑥1 = −2, 𝑥2 = 1. Таким образом, 𝑧1 = −2, 𝑧2 =
= 1. ⊳
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ПРИМЕР 1.12. Решить уравнение

𝑧

1 + 2𝑖
+

2𝑧

1− 2𝑖
= 13.

⊲ Можно 𝑧 представить в алгебраической форме и действо-
вать так же, как в примере 1.10. А можно поступить иначе:

𝑧

1 + 2𝑖
+

2𝑧

1− 2𝑖
= 13 ⇔

(
1

1 + 2𝑖
+

2

1− 2𝑖

)
𝑧 = 13 ⇔

⇔
(
1− 2𝑖+ 2 + 4𝑖

1 + 4

)
𝑧 = 13 ⇔ (3 + 2𝑖)𝑧 = 65 ⇔

⇔ (3 + 2𝑖)(3− 2𝑖)𝑧 = 65(3− 2𝑖) ⇔ 13𝑧 = 65(3− 2𝑖) ⇔

⇔ 𝑧 = 5(3− 2𝑖) ⇔ 𝑧 = 15− 10𝑖. ⊳

ПРИМЕР 1.13. Решить уравнение

𝑖𝑧 + 𝑧 = 1 + 𝑖.

⊲ Положим 𝑧 = 𝑥+ 𝑦𝑖. Тогда

𝑖(𝑥+ 𝑦𝑖) + 𝑥− 𝑦𝑖 = 1 + 𝑖 ⇔ 𝑖𝑥+ 𝑦𝑖2 + 𝑥− 𝑦𝑖 = 1 + 𝑖 ⇔
⇔ (𝑥− 𝑦) + (𝑥− 𝑦)𝑖 = 1 + 𝑖 ⇔

⇔ (𝑥− 𝑦 − 1) + (𝑥− 𝑦 − 1)𝑖 = 0 ⇔
⇔ 𝑥− 𝑦 − 1 = 0 ⇔ 𝑦 = 𝑥− 1.

Значит, 𝑧 = 𝑥+ (𝑥− 1)𝑖, где 𝑥 ∈ 𝑅. ⊳
В области комплексных чисел можно решать квадратные

уравнения с отрицательным дискриминантом.

ПРИМЕР 1.14. Решить уравнения

𝑧2 + 1 = 0, 𝑧2 + 2𝑧 + 10 = 0.

⊲ Пусть 𝑧 = 𝑥+ 𝑦𝑖. Тогда для уравнения 𝑧2+1 = 0 имеем
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𝑥2 + 2𝑥𝑦𝑖− 𝑦2 + 1 = 0 ⇔
{
𝑥2 − 𝑦2 + 1 = 0

2𝑥𝑦 = 0.

Из второго уравнения следует, что 𝑥 = 0 или 𝑦 = 0. Если
𝑦 = 0, то 𝑥2 + 1 = 0 ⇔ /𝑜. Значит, 𝑥 = 0. В таком случае
𝑦2=1 ⇔ 𝑦=±1. Следовательно, 𝑧1,2 = ±𝑖.
Для второго уравнения получим равенство

𝑥2+2𝑥𝑦𝑖−𝑦2+2𝑥+2𝑦𝑖+10 = 0 ⇔
{
𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑥+ 10 = 0
𝑦 + 𝑥𝑦 = 0.

Из второго уравнения следует, что 𝑦 = 0 или 𝑥 = −1. Если
допустить 𝑦 = 0, то уравнение 𝑥2 + 2𝑥 + 10 = 0 не имеет
решений. Поэтому 𝑥 = −1. Подставляя это значение в первое
уравнение, получим

1− 𝑦2 − 2 + 10 = 0 ⇔ 𝑦2 = 9 ⇒ 𝑦 = ±3.
Таким образом, 𝑧1,2 = −1± 3𝑖. ⊳

В связи с примером 1.14 отметим, что для корней уравне-
ния

𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0, при 𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0,

где 𝑎, 𝑏, 𝑐 — действительные числа, лучше сразу пользоваться
готовыми формулами

𝑧1,2 =
−𝑏±√−𝐷𝑖

2𝑎
,

аналогичными тем, которые известны в случае 𝐷 ⩾ 0. При
этом корни укороченного уравнения

𝑧2 + 𝑞 = 0, 𝑞 > 0

рекомендуется находить по более простой формуле:

𝑧1,2 = ±√𝑞𝑖.
ПРИМЕР 1.15. Решить уравнения

4𝑧2 + 𝜋2 = 0, 𝑧2 + 3𝑧 + 5 = 0.

⊲ 4𝑧2 + 𝜋2 = 0 ⇔ 𝑧2 +
𝜋2

4
= 0 ⇒
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⇒ 𝑧1,2 = ±
√
𝜋2

4
𝑖 ⇒ 𝑧1,2 = ±𝜋

2
𝑖;

𝑧2 + 3𝑧 + 5 = 0 ⇔ 𝐷 = 9− 20 = −11 ⇒

⇒ 𝑧1,2 =
−3±√11𝑖

2
. ⊳

ПРИМЕР 1.16. Решить уравнения

𝑧3 + 8 = 0, 𝑧4 + 4 = 0.

⊲ 𝑧3 + 8 = 0 ⇔ (𝑧 + 2)(𝑧2 − 2𝑧 + 4) = 0 ⇔

⇔
[
𝑧 = −2
𝑧2 − 2𝑧 + 4 = 0;

𝑧2 − 2𝑧 + 4 = 0 ⇒ 𝐷 = 4− 16 = −12 ⇒

⇒ 𝑧1,2 =
2± 2

√
3 𝑖

2
⇒ 𝑧1,2 = 1±

√
3 𝑖, 𝑧3 = −2;

𝑧4 + 4 = 0 ⇔ 𝑧4 + 4𝑧2 + 4− 4𝑧2 = 0 ⇔
⇔ (𝑧2 + 2)2 − (2𝑧2) = 0 ⇔ (𝑧2 − 2𝑧 + 2)(𝑧2 + 2𝑧 + 2) = 0 ⇔

⇔
[
𝑧2 − 2𝑧 + 2 = 0 (1)
𝑧2 + 2𝑧 + 2 = 0 (2).

Из (1) ⇒ 𝐷 = 4− 8 = −4 ⇒ 𝑧1,2 = 1± 𝑖,
Из (2) ⇒ 𝐷 = 4− 8 = −4 ⇒ 𝑧3,4 = −1± 𝑖. ⊳
Теперь покажем на примере, как можно решать квадрат-

ные уравнения с любыми комплексными коэффициентами, не
прибегая к готовым формулам.

ПРИМЕР 1.17. Решить уравнение

𝑧2 + (5− 𝑖)𝑧 − 5𝑖 = 0.

⊲ Положим 𝑧 = 𝑥+ 𝑦𝑖 и подставим в уравнение:

(𝑥+ 𝑦𝑖)2 + (5− 𝑖)(𝑥+ 𝑦𝑖)− 5𝑖 = 0 ⇔ 𝑥2 + 2𝑥𝑦𝑖− 𝑦2+

+5𝑥− 𝑖𝑥+ 5𝑦𝑖− 𝑦𝑖2 − 5𝑖 = 0 ⇔ (𝑥2 − 𝑦2 + 5𝑥+ 𝑦)+
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+(2𝑥𝑦 − 𝑥+ 5𝑦 − 5)𝑖 = 0 ⇔
{
𝑥2 + 5𝑥− 𝑦2 + 𝑦 = 0 (1)

2𝑥𝑦 − 𝑥+ 5𝑦 − 5 = 0. (2)

Из уравнения (2) находим 𝑥 =
5(1− 𝑦)
2𝑦 − 1

. После подстанов-

ки в уравнение (1) и приведения к общему знаменателю, по-
лучим

25(1− 𝑦)2 + 25(1− 𝑦)(2𝑦 − 1)− (𝑦2 − 𝑦)(2𝑦 − 1)2 = 0.

Вынесем за скобки множитель (𝑦− 1) и раскроем скобки в
оставшемся выражении. Тогда

(𝑦 − 1)(25𝑦 − 25− 50𝑦 + 25− 4𝑦3 + 4𝑦2 − 𝑦) = 0

или

(𝑦 − 1)𝑦(4𝑦2 − 4𝑦 + 26) = 0 ⇒
⎡
⎣ 𝑦 = 1
𝑦 = 0
4𝑦2 − 4𝑦 + 26 = 0 ⇒ /𝑜.

Таким образом, 𝑧1 = 𝑖, 𝑧2 = −5. ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

1. Произвести действия и результат представить в алгеб-
раической форме:
а) 3(2− 5𝑖)− 2(1− 2𝑖) + 4 + 7− 𝑖2 − 2𝑖3 + 6(2− 3𝑖)𝑖;

б) (2− 3𝑖)2(−1− 𝑖)(−17𝑖+ 7)−1;

в)
(
4− 6𝑖

3 + 2𝑖

)10

;

г) 1 + 𝑖2 + 𝑖4 + 𝑖8 + ...+ 𝑖2
100

.

2. Решить уравнения:

а) (1 + 𝑖)𝑥− 𝑖𝑦(2 + 𝑖) = 18− 33𝑖; б)
𝑧

𝑧
+
𝑧

𝑧
= 2;

в)
𝑧

𝑧
− 𝑧
𝑧
= 2; г)

1

𝑧
+

1

𝑧
= 1 при Im 𝑧 = −1.

3. Вычислить ∣5𝑧7 + 2𝑧5 − 3𝑧 + 1∣, если ∣5𝑧7 + 2𝑧5 − 3𝑧 +
+ 1∣ = 6.

4. Решить квадратные уравнения:
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а) 𝑧2 + 8 = 0; б) 𝑧2 = −25; в) 2𝑧2 − 3𝑧 + 4 = 0.

5. Решить квадратное уравнение:

𝑧2 − 2(2𝑖− 1)𝑧 = 7 + 4𝑖.

Ответы:
1. а) 34 + 3𝑖, б) −1, в) −1024, г) 99;

2. а) 𝑥 = 1, 𝑦 = 17, б) 𝑧 = 𝑥, 𝑥 ∈ 𝑅, в) /𝑜, г) 1 + 𝑖;

3. 6;

4. а) ±2
√
2𝑖, б) ±5𝑖, в)

3±√
23𝑖

4
;

5. 𝑧1 = −3 + 2𝑖, 𝑧2 = 1 + 2𝑖.



Занятие 2

ИЗОБРАЖЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ
ЧИСЕЛ НА ПЛОСКОСТИ.

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКАЯ И
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ

ФОРМЫ ЗАПИСИ КОМПЛЕКСНЫХ
ЧИСЕЛ

На плоскости введем прямоугольную декартову систему
координат 𝑂𝑥𝑦. Каждое комплексное число 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 может
быть изображено на этой плоскости точкой с координатами
(𝑎; 𝑏) (рис. 2.1) или радиус-вектором, который имеет те же
координаты {𝑎; 𝑏} (рис. 2.2).

Рис. 2.1 Рис. 2.2

При таком изображении действительные числа лежат на
оси 𝑂𝑥, чисто мнимые — на оси 𝑂𝑦. Плоскость, где изобра-
жают комплексные числа, называют комплексной. Как и сово-
купность всех комплексных чисел, ее обозначают буквой C.

Замечание. Комплексная плоскость — это удобный и на-
глядный геометрический образ. Сама же по себе она является
самой обычной евклидовой плоскостью.

ПРИМЕР 2.1. На плоскости C изобразить комплексные
числа

1, 3, −5, 𝑖, −2𝑖, 2 + 3𝑖, −1− 2𝑖, −5 + 𝑖.
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⊲ На рис. 2.3. изображения даны и точками, и векто-
рами. ⊳

Рис. 2.3

Далее вместо слов «точка, изображающая комплексное
число 𝑧» будем говорить просто «точка 𝑧» или «вектор 𝑧».
Изображение комплексных чисел векторами оправдано

тем, что их сложение и вычитание производятся по тем же
правилам, по которым складываются и вычитаются геометри-
ческие векторы (рис. 2.4).

Рис. 2.4

ПРИМЕР 2.2. Точки 𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛 (𝑛 ⩾ 2) расположены в
вершинах правильного 𝑛-угольника с центром в начале коор-
динат. Вычислить сумму 𝑧1 + 𝑧2 + ...+ 𝑧𝑛.

⊲ Покажем, что данная сумма равна нулю. Допустим, что
это не так и 𝑧1 + 𝑧2 + ...+ 𝑧𝑛 = 𝑧 ∕= 0 (рис. 2.5).



156 Занятие 2

Рис. 2.5

Если 𝑧1, ..., 𝑧𝑛 рассматривать как векторы, то их сумма 𝑧
также вектор. Повернем плоскость вокруг точки 𝑂 на угол
2𝜋/𝑛, равный центральному углу правильного 𝑛-угольника.
Тогда система векторов 𝑧1, ..., 𝑧𝑛 совместится сама с собой, и
ее сумма не изменится. С другой стороны вектор 𝑧 тоже по-
вернется на угол 2𝜋/𝑛 и примет положение 𝑧′ (рис. 2.5). Та-
ким образом, сумма повернутых векторов 𝑧′ ∕= 𝑧, если только
верно, что 𝑧 ∕= 0. Получили противоречие. Значит, 𝑧 = 0. ⊳
В отличии от сложения и вычитания комплексных чисел,

их умножение и деление не имеют удовлетворительного ана-
лога в алгебре векторов. В этих и ряде других вопросов при-
нят иной подход.
На плоскости ℂ наряду с декартовой введем полярную си-

стему координат. Ось 𝑂𝑥 примем в качестве полярной. При
этом точка 𝑂 будет полюсом. Если 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ∕= 0, то ∣𝑧∣ =
= 𝜌 =

√
𝑎2 + 𝑏2 — полярный радиус точки 𝑧, а угол 𝜑 — ее

полярный угол (рис. 2.6).
Если 𝑧 = 0, то 𝜌 = 0, а значение угла 𝜑 считается неопре-

деленным или равным какому угодно числу.
Всякой фиксированной точке 𝑧 отвечает единственное зна-

чение 𝜌 и бесчисленное множество значений 𝜑. При этом если
𝑧 ∕= 0, то все эти значения отличаются друг от друга на це-
лое кратное 2𝜋. Любое из них обозначают Arg 𝑧 и называют
аргументом числа 𝑧. Таким образом, если выбрать 𝜑 = 𝜑0, то

Arg 𝑧 = 𝜑0 + 2𝜋𝑛,
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Рис. 2.6

где 𝑛 принимает любое целое значение.
Главным будем называть то значение аргумента 𝜑, для ко-

торого выполняется неравенство −𝜋 < 𝜑 ⩽ 𝜋. Главное значе-
ние обозначается arg 𝑧. Поэтому справедливо равенство

Arg 𝑧 = arg 𝑧 + 2𝜋𝑛, 𝑛 ∈ ℤ.

ПРИМЕР 2.3. Дано:

Arg 𝑧1 = 17𝜋, Arg 𝑧2 =
41𝜋

7
, Arg 𝑧3 = 5.

Определить главные значения аргументов.
⊲ Положим arg 𝑧1 = 𝜑1, arg 𝑧2 = 𝜑2, arg 𝑧3 = 𝜑3. Тогда

1) 17𝜋 = 𝜑1 + 2𝜋𝑛 ⇒ 𝜑1 = 17𝜋 − 2𝜋𝑛 ⇒
⇒ −𝜋 < 17𝜋 − 2𝜋𝑛 ⩽ 𝜋 ⇒

⇒ −18𝜋 < −2𝜋𝑛 ⩽ −16𝜋 ⇒ 9 > 𝑛 ⩾ 8,

и так как 𝑛 ∈ ℤ, то 𝑛 = 8 ⇒ 𝜑1 = 𝜋;

2) 41𝜋

7
= 𝜑2 + 2𝜋𝑛 ⇒ 𝜑2 =

41𝜋

7
− 2𝜋𝑛 ⇒

⇒ −𝜋 < 41𝜋

7
− 2𝜋𝑛 ⩽ 𝜋 ⇒ −7𝜋 < 41𝜋 − 14𝜋𝑛 ⩽ 7𝜋 ⇒

⇒ −48 < −14𝑛 ⩽ −34 ⇒ 24

7
> 𝑛 ⩾ 17

7
⇒

⇒ 3
3

7
> 𝑛 ⩾2

3

7
, и так как 𝑛 ∈ ℤ, то 3 ⩾ 𝑛 ⩾ 3 ⇒

⇒ 𝑛 = 3 ⇒ 𝜑2 =−𝜋
7
;
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3) 5 = 𝜑3 + 2𝜋𝑛 ⇒ 𝜑3 = 5 − 2𝜋𝑛 ⇒ −𝜋 < 5 −
− 2𝜋𝑛 ⩽ 𝜋 ⇒ 𝑛 ⩾ 0, иначе уже при 𝑛 = −1 ⇒ 5 + 2𝜋 > 𝜋.
Число 𝑛 = 0 также не подходит по причине того, что 5 > 𝜋.
При 𝑛 = 2 имеем 5 − 4𝜋 < −𝜋, так как 5 < 3𝜋. Остается
только 𝑛 = 1. Значит, 𝜑3 = 5− 2𝜋. ⊳
Полезно отметить, что если 𝑧=𝑎 — число действительное,

то arg 𝑎 = 0, при 𝑎 > 0, и arg 𝑎 = 𝜋, при 𝑎 < 0. Для чисто
мнимого числа 𝑧 = 𝑏𝑖 значение arg(𝑏𝑖) = 𝜋/2, при 𝑏 > 0, и
arg(𝑏𝑖) = −𝜋/2, при 𝑏 < 0.

ПРИМЕР 2.4. Вычислить:

arg 1, arg
√
3, arg 𝜋, arg(−𝜋), arg 𝑖, arg(𝜋𝑖),

arg(−7𝑖), arg(−7), arg

(
1

2
+

√
3

2
𝑖

)
, arg(−1 + 2𝑖),

arg(1 + 𝑖), arg

(
−2− 2

3
𝑖

)
, arg(2− 2

√
3𝑖).

⊲ Имеем

arg 1 = 0, arg
√
3 = 0, arg 𝜋 = 0, arg(−𝜋) = 𝜋, arg 𝑖 =

𝜋

2
,

arg(𝜋𝑖) =
𝜋

2
, arg(−7𝑖) = −𝜋

2
, arg(−7) = 𝜋.

Точка

(
1

2
+

√
3

2
𝑖

)
расположена в первой четверти ком-

плексной плоскости (рис. 2.7).
Поэтому из геометрических соображений следует

𝛼 = arg

(
1

2
+

√
3

2
𝑖

)
= arctg

(√
3

2
/
1

2

)
= arctg

√
3 =

𝜋

3
.

Аналогично, из рис. 2.7 находим

𝛽 = arg(−1 + 2𝑖) = 𝜋 − arctg 2, 𝛾 = arg(1 + 𝑖) = arctg 1 =
𝜋

4
,

𝜑 = arg

(
−2− 2

3
𝑖

)
= −𝜋 + arctg

1

3
,

𝜓 = arg(2− 2
√
3𝑖) = arctg(−

√
3) = −𝜋

3
. ⊳
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Рис. 2.7

Тригонометрической формой комплексного числа 𝑧 назы-
вается его запись в виде

𝑧 = 𝜌(cos𝜑+ 𝑖 sin𝜑),

(рис. 2.6).
Если воспользоваться формулой Эйлера

𝑒𝑖𝜑 = cos𝜑+ 𝑖 sin𝜑,

то 𝑧 можно представить в виде

𝑧 = 𝜌𝑒𝑖𝜑.

Это экспоненциальная форма запиcи комплексного числа.

Замечание. Не следует противопоставлять алгебраиче-
скую и тригонометрическую формы записи комплексного чис-
ла. Тригонометрическая — это также алгебраическая форма
записи, только в ней, как и в экспоненциальной, отчетливо
виден модуль и аргумент числа.

ПРИМЕР 2.5. Числа

1, −1, 𝑖, −𝜋 𝑖, 𝜋, 1 + 𝑖, −
√
3− 𝑖, 2 + 3𝑖, cos

𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋

6

записать в тригонометрической и экспоненциальной формах.
⊲ Во всех случаях для аргумента будем брать главное

значение. Тогда
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1 = cos 0 + 𝑖 sin 0 = 𝑒𝑖0;

−1 = cos𝜋 + 𝑖 sin𝜋 = 𝑒𝑖𝜋;

𝑖 = cos
𝜋

2
+ 𝑖 sin

𝜋

2
= 𝑒𝑖𝜋/2;

−𝜋 𝑖 = 𝜋
(
cos

(
−𝜋
2

)
+ 𝑖 sin

(
−𝜋
2

))
= 𝜋𝑒−𝑖𝜋/2;

𝜋 = 𝜋(cos 0 + 𝑖 sin 0) = 𝜋𝑒𝑖0.

Так как ∣1 + 𝑖∣ = √2 и tg𝜑 = 1, то 𝜑 = 𝜋/4. Значит,

1 + 𝑖 =
√
2
(
cos
𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4

)
=
√
2𝑒𝑖𝜋/4.

Число −√3 − 𝑖 расположено в третьей четверти, tg𝜑 =
= 1/

√
3 ⇒ 𝜑 = arg(−√3− 𝑖) = −𝜋+𝜋/6 = −5𝜋/6 и ∣ −√3−

− 𝑖∣ = 2. Поэтому

−
√
3− 𝑖 = 2

(
cos

(
−5𝜋

6

)
+ 𝑖 sin

(
−5𝜋

6

))
= 2𝑒−5𝜋 𝑖/6.

Аналогично,

2 + 3𝑖 =
√
13

(
cos

(
arctg

3

2

)
+ 𝑖 sin

(
arctg

3

2

))
=

=
√
13𝑒𝑖 arctg 3/2.

Наконец,

cos
𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋

6
=

1

2
+ 𝑖

1

2
=

=

√
2

2

(
cos
𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4

)
=

√
2

2
𝑒𝑖𝜋/4. ⊳

ПРИМЕР 2.6. Представить в тригонометрической форме
число

𝑧 = 1 + cos𝛼+ 𝑖 sin𝛼, где 𝛼 ∈ I R.

⊲ По формулам тригонометрии

𝑧 = 1 + cos𝛼+ 𝑖 sin𝛼 = 2 cos2
𝛼

2
+ 2 sin

𝛼

2
cos
𝛼

2
𝑖 =

= 2 cos
𝛼

2

(
cos
𝛼

2
+ 𝑖 sin

𝛼

2

)
.



Изображение комплексных чисел на плоскости 161

Так как

∣𝑧∣ =
∣∣∣∣2 cos 𝛼2

∣∣∣∣⋅
∣∣∣∣cos 𝛼2 + 𝑖 sin

𝛼

2

∣∣∣∣=
= 2

∣∣∣∣cos 𝛼2
∣∣∣∣
√
sin2

𝛼

2
+ cos2

𝛼

2
= 2

∣∣∣∣cos 𝛼2
∣∣∣∣,

то при cos
𝛼

2
= 0, т. е. 𝛼 = 𝜋 + 2𝜋𝑛, 𝑛 ∈ ℤ, 𝑧 = 0 и,

следовательно, тригонометрическая форма теряет смысл; при
cos
𝛼

2
> 0, т. е. −𝜋 + 4𝜋𝑛 < 𝛼 < 𝜋 + 4𝜋𝑛, 𝑛 ∈ ℤ, тригономет-

рическая форма принимает вид

𝑧 = 2 cos
𝛼

2

(
cos
𝛼

2
+ 𝑖 sin

𝛼

2

)
;

при cos
𝛼

2
< 0, т. е. 𝜋 + 4𝜋𝑛 < 𝛼 < 3𝜋 + 4𝜋𝑛, 𝑛 ∈ ℤ, имеем

𝑧 = −2 cos 𝛼
2

(
− cos

𝛼

2
+ 𝑖

(
− sin

𝛼

2

))
=

= −2 cos 𝛼
2

(
cos

(
𝜋 +

𝛼

2

)
+ 𝑖 sin

(
𝜋 +

𝛼

2

))
.

Итак, если cos
𝛼

2
> 0, то

𝑧 = 2 cos
𝛼

2

(
cos
𝛼

2
+ 𝑖 sin

𝛼

2

)
;

если cos
𝛼

2
< 0, то

𝑧 = −2 cos 𝛼
2

(
cos

(
𝜋 +

𝛼

2

)
+ 𝑖 sin

(
𝜋 +

𝛼

2

))
.

Заметим, что в обеих записях аргумент 𝑧 принимает, во-
обще говоря, не главное значение. ⊳
ПРИМЕР 2.7. Перейти к форме записи вида 𝑎± 𝑏𝑖, где 𝑎

и 𝑏 не содержат тригонометрических выражений

𝑧1 = 2

(
cos

11𝜋

2
+ 𝑖 sin

11𝜋

2

)
; 𝑧2 =

√
3

(
cos

7𝜋

4
+ 𝑖 sin

7𝜋

4

)
;
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𝑧3 = 6𝑒𝑖 13𝜋/3; 𝑧4 = 2𝑒𝑖𝜋/8.

⊲ 𝑧1 = 2
(
cos

(
6𝜋 − 𝜋

2

)
+ 𝑖 sin

(
6𝜋 − 𝜋

2

))
=

= 2
(
cos

(
−𝜋
2

)
+ 𝑖 sin

(
−𝜋
2

))
= 2(0− 𝑖) = −2𝑖;

𝑧2 =
√
3
(
cos

(
2𝜋 − 𝜋

4

)
+ 𝑖 sin

(
2𝜋 − 𝜋

4

))
=

=
√
3
(
cos
𝜋

4
− 𝑖 sin 𝜋

4

)
=
√
3

(√
2

2
− 𝑖
√
2

2

)
=

√
6

2
−
√
6

2
𝑖;

𝑧3 = 6

(
cos

13𝜋

3
+ 𝑖 sin

13𝜋

3

)
=

= 6
(
cos

(
4𝜋 +

𝜋

3

)
+ 𝑖 sin

(
4𝜋 +

𝜋

3

))
=

= 6
(
cos
𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋

3

)
= 6

(
1

2
+ 𝑖

√
3

2

)
= 3 + 3

√
3 𝑖;

𝑧4 = 2
(
cos
𝜋

8
+ 𝑖 sin

𝜋

8

)
=

= 2

(√
1 + cos(𝜋/4)

2
+ 𝑖

√
1− cos(𝜋/4)

2

)
=

= 2

⎛
⎝
√

1 + (
√
2/2)

2
+ 𝑖

√
1− (

√
2/2)

2

⎞
⎠ =

=

√
2 +

√
2 +

√
2−

√
2 𝑖. ⊳

Числа, записанные в тригонометрической или экспоненци-
альной формах, удобно умножать и делить. При этом надо
руководствоваться правилами:
1) при умножении модули сомножителей перемножаются,

а аргументы складываются;
2) при делении модуль делимого делится на модуль дели-

теля, а аргументы соответственно вычитаются.
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В частности, если 𝑧 = cos𝜑+ 𝑖 sin𝜑, то применяется фор-
мула Муавра:

(cos𝜑+ 𝑖 sin𝜑)𝑛 = cos(𝑛𝜑) + 𝑖 sin(𝑛𝜑) = 𝑒𝑖𝑛𝜑, где 𝑛 ∈ ℤ.

В общем случае, когда 𝑧 = 𝜌(cos𝜑+ 𝑖 sin𝜑), получаем

𝑧𝑛 = 𝜌𝑛(cos𝑛𝜑+ 𝑖 sin𝑛𝜑) = 𝜌𝑛𝑒𝑖𝑛𝜑,

где 𝑛 ∈ ℤ и 𝑛 ∕= 0. При 𝑛 = 0 и 𝑧 ∕= 0 число 𝑧∘ = 1 по
определению.

ПРИМЕР 2.8. Представить в алгебраической форме

𝑧1 = 7
(
cos
𝜋

7
+ 𝑖 sin

𝜋

7

)
⋅ 2

(
cos

2𝜋

7
+

+ 𝑖 sin
2𝜋

7

)
⋅ 3

(
cos

4𝜋

7
+ 𝑖 sin

4𝜋

7

)
;

𝑧2 =
18(cos(𝜋/5) + 𝑖 sin(𝜋/5))

2(cos(𝜋/20)− 𝑖 sin(𝜋/20)) ;

𝑧3 = (1−
√
3𝑖)10; 𝑧4 =

( √
3 + 𝑖

1−√3 𝑖

)12

.

⊲ 𝑧1 = 2 ⋅ 3 ⋅ 7
(
cos

(
𝜋

7
+

2𝜋

7
+

4𝜋

7

)
+

+𝑖 sin

(
𝜋

7
+

2𝜋

7
+

4𝜋

7

))
= 42(cos𝜋 + 𝑖 sin𝜋) = −42;

𝑧2 = 9

(
cos(𝜋/5) + 𝑖 sin(𝜋/5)

cos(−𝜋/20) + 𝑖 sin(−𝜋/20)
)
= 9

(
cos

(𝜋
5
+
𝜋

20

)
+

+ 𝑖 sin
(𝜋
5
+
𝜋

20

))
= 9

(
cos
𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4

)
=

9
√
2

2
+

9
√
2

2
𝑖;

𝑧3 = (1− 𝑖
√
3)10 =

[
2
(
cos

(
−𝜋
3

)
+ 𝑖 sin

(
−𝜋
3

))]10
=

= 210
(
cos

(
−10𝜋

3

)
+ 𝑖 sin

(
−10𝜋

3

))
=
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= 210
(
cos

10𝜋

3
− 𝑖 sin 10𝜋

3

)
=

= 210
(
cos

2𝜋

3
+ 𝑖 sin

2𝜋

3

)
= 210

(
−1

2
+ 𝑖

√
3

2

)
=

= −512 + 512
√
3𝑖;

𝑧4 =

( √
3 + 𝑖

1−√3𝑖

)12

=

(
2(cos(𝜋/6) + 𝑖 sin(𝜋/6))

2(cos(−𝜋/3) + 𝑖 sin(−𝜋/3))
)12

=

=
(
cos

(𝜋
6
+
𝜋

3

)
+ 𝑖 sin

(𝜋
6
+
𝜋

3

))12
=

= cos(2𝜋 + 4𝜋) + 𝑖 sin(2𝜋 + 4𝜋) = cos 6𝜋 = 1. ⊳
ПРИМЕР 2.9. Пусть 𝑥 ∈ 𝑅. Вычислить сумму

𝑆𝑛(𝑥) = sin𝑥+ sin 2𝑥+ ...+ sin𝑛𝑥, где 𝑥 ∕= 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ ℤ.

⊲ Прежде всего отметим легко проверяемые равенства:

Re

𝑛∑
𝑘=1

𝑧𝑘 =

𝑛∑
𝑘=1

Re 𝑧𝑘, Im

𝑛∑
𝑘=1

𝑧𝑘 =

𝑛∑
𝑘=1

Im 𝑧𝑘.

Для их проверки достаточно числа 𝑧1, ..., 𝑧𝑛 записать в ал-
гебраической форме. В таком случае имеем

𝑆𝑛(𝑥) =

𝑛∑
𝑘=1

sin 𝑘𝑥 =

𝑛∑
𝑘=1

Im (cos 𝑘𝑥+ 𝑖 sin 𝑘𝑥) =

= Im
𝑛∑
𝑘=1

(cos 𝑘𝑥+ 𝑖 sin 𝑘𝑥).

Пусть

𝜎𝑛(𝑥) =

𝑛∑
𝑘=1

(cos 𝑘𝑥+ 𝑖 sin 𝑘𝑥).

Тогда
𝑆𝑛(𝑥) = Im𝜎𝑛(𝑥).
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Используя формулу Муавра и суммируя геометрическую про-
грессию с первым членом 𝑏1 = cos𝑥 + 𝑖 sin𝑥 и таким же зна-
менателем 𝑞 = cos𝑥+ 𝑖 sin𝑥, получим

𝜎𝑛(𝑥) =

𝑛∑
𝑘=1

𝑞𝑘 =
𝑞 − 𝑞𝑛+1

1− 𝑞 =

=
cos𝑥+ 𝑖 sin𝑥− cos(𝑛+ 1)𝑥− 𝑖 sin(𝑛+ 1)𝑥

1− cos𝑥− 𝑖 sin𝑥 =

=
(cos𝑥− cos(𝑛+ 1)𝑥) + 𝑖(sin𝑥− sin(𝑛+ 1)𝑥)

2 sin2(𝑥/2)− 2𝑖 sin(𝑥/2) cos(𝑥/2)
=

=
2 sin(𝑛𝑥/2) sin((𝑛+ 2)𝑥/2)− 𝑖2 sin(𝑛𝑥/2) cos((𝑛+ 2)𝑥/2)

2 sin(𝑥/2) (sin(𝑥/2)− 𝑖 cos(𝑥/2)) =

=
sin(𝑛𝑥/2)

sin(𝑥/2)
⋅ sin((𝑛+ 2)𝑥/2)− 𝑖 cos((𝑛+ 2)𝑥/2)

sin(𝑥/2)− 𝑖 cos(𝑥/2) =

=
sin(𝑛𝑥/2)

sin(𝑥/2)

(
sin

(𝑛+ 2)𝑥

2
−

− 𝑖 cos (𝑛+ 2)𝑥

2

)(
sin
𝑥

2
+ 𝑖 cos

𝑥

2

)
=

=
sin(𝑛𝑥/2)

sin(𝑥/2)

[(
sin

(𝑛+ 2)𝑥

2
sin
𝑥

2
+ cos

(𝑛+ 2)𝑥

2
cos
𝑥

2

)
+

+ 𝑖

(
sin

(𝑛+ 2)𝑥

2
cos
𝑥

2
− cos

(𝑛+ 2)𝑥

2
sin
𝑥

2

)]
=

=
sin(𝑛𝑥/2)

sin(𝑥/2)

(
cos

(𝑛+ 1)𝑥

2
+ 𝑖 sin

(𝑛+ 1)𝑥

2

)
=

=
sin(𝑛𝑥/2) cos((𝑛+ 1)𝑥/2)

sin(𝑥/2)
+ 𝑖

sin(𝑛𝑥/2) sin((𝑛+ 1)𝑥/2)

sin(𝑥/2)
.

Таким образом, 𝑆𝑛(𝑥) =
sin(𝑛𝑥/2) sin((𝑛+ 1)𝑥/2)

sin(𝑥/2)
. ⊳

ПРИМЕР 2.10. Показать, что

𝐴 = sin
𝜋

7
+ sin

2𝜋

7
+ ...+ sin

6𝜋

7
> 3, 5.
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⊲ Воспользуемся формулой, полученной в примере 2.9, и
положим 𝑛 = 6, 𝑥 =

𝜋

7
. Тогда

𝐴 = 𝑆6

(𝜋
7

)
=

sin(6𝜋/14) sin(7𝜋/14)

sin(𝜋/14)
=

sin(3𝜋/7) sin(𝜋/2)

sin(𝜋/14)
=

=
sin ((𝜋/2)− (𝜋/14))

sin(𝜋/14)
=

cos(𝜋/14)

sin(𝜋/14)
=

= ctg
𝜋

14
> ctg

𝜋

12
= ctg

(𝜋
4
− 𝜋

6

)
=

= tg
(𝜋
2
− 𝜋

4
+
𝜋

6

)
= tg

(𝜋
4
+
𝜋

6

)
=

tg(𝜋/4) + tg(𝜋/6)

1− tg(𝜋/4) tg(𝜋/6)
=

=
1 + (1/

√
3)

1− (1/
√
3)

=

√
3 + 1√
3− 1

=
(
√
3 + 1)2

3− 1
=

4 + 2
√
3

2
=

= 2 +
√
3 > 2 + 1, 5 = 3, 5. ⊳

Тригонометрическая форма комплексного числа хорошо
приспособлена для извлечения корней. Именно, если 𝑛 ⩾ 2 —
натуральное число и 𝑧 = 𝜌(cos𝜑 + 𝑖 sin𝜑), где 𝜑 — любое
фиксированное значение аргумента, то числа вида

𝑛
√
𝑧 =𝑊𝑘 = 𝑛

√
𝜌

(
cos
𝜑+ 2𝜋𝑘

𝑛
+ 𝑖 sin

𝜑+ 2𝜋𝑘

𝑛

)
,

0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛−1, 𝑘 ∈ ℤ, и только они являются корнями 𝑛-ой сте-
пени из числа 𝑧. При 𝑧 ∕= 0 их равно 𝑛; 𝑛

√
𝜌 — арифметический

корень.

ПРИМЕР 2.11. Найти значения корней
√
1,
√−1,

√
𝑖,
√−𝑖, √1 + 𝑖, 3

√
1, 4
√−1, √2 + 3𝑖.

Ответ дать в алгебраической форме.

⊲ 1)
√
1 =𝑊𝑘 = cos

0 + 2𝜋𝑘

2
+ 𝑖 sin

0 + 2𝜋𝑘

2
,

𝑘 = 0, 1 ⇒ 𝑊0 = cos 0 + 𝑖 sin 0 = 1, 𝑊1 =

= cos𝜋 + 𝑖 sin𝜋 = −1 ⇒ √
1 = ±1.
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2)
√−1 = cos

𝜋 + 2𝜋𝑘

2
+ 𝑖 sin

𝜋 + 2𝜋𝑘

2
, 𝑘 = 0, 1 ⇒

⇒𝑊0=cos
𝜋

2
+ 𝑖 sin

𝜋

2
= 𝑖, 𝑊1=cos

3𝜋

2
+ 𝑖 sin

3𝜋

2
=

= −𝑖⇒ √−1 = ±𝑖.

3)
√
𝑖 = cos

𝜋/2 + 2𝜋𝑘

2
+ 𝑖 sin

𝜋/2 + 2𝜋𝑘

2
⇒

⇒ 𝑊0 = cos
𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
=

√
2

2
+ 𝑖

√
2

2
,

𝑊1 = cos
5𝜋

4
+ 𝑖 sin

5𝜋

4
=

= −
√
2

2
− 𝑖
√
2

2
⇒
√
𝑖 = ±

√
2

2
(1 + 𝑖).

4)
√−𝑖 = cos

−𝜋/2 + 2𝜋𝑘

2
+ 𝑖 sin

−𝜋/2 + 2𝜋𝑘

2
⇒

⇒ 𝑊0 = cos
(
−𝜋
4

)
+ 𝑖 sin

(
−𝜋
4

)
=

√
2

2
− 𝑖
√
2

2
,

𝑊1 = cos
3𝜋

4
+ 𝑖 sin

3𝜋

4
= −

√
2

2
+ 𝑖

√
2

2
⇒

⇒ √−𝑖 = ±
(√

2

2
−
√
2

2
𝑖

)
.

5)
√
1 + 𝑖 =

4
√
2

(
cos
𝜋/4 + 2𝜋𝑘

2
+ 𝑖 sin

𝜋/4 + 2𝜋𝑘

2

)
⇒

⇒ 𝑊0 =
4
√
2
(
cos
𝜋

8
+ 𝑖 sin

𝜋

8

)
=

∣∣∣∣ см. пример 2.7, 𝑧4
∣∣∣∣=

=
4
√
2

(√
2 +

√
2

2
+ 𝑖

√
2−√2
2

)
=√

2
√
2 + 2

2
+ 𝑖

√
2
√
2− 2

2
,𝑊1 =

4
√
2

(
cos

9𝜋

8
+

+𝑖 sin
9𝜋

8

)
= − 4

√
2
(
cos
𝜋

8
+ 𝑖 sin

𝜋

8

)
⇒

⇒ √
1 + 𝑖 = ±

(√
2
√
2 + 2

2
+ 𝑖

√
2
√
2− 2

2

)
.
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6)
3
√
1 = cos

2𝜋𝑘

3
+ 𝑖 sin

2𝜋𝑘

3
⇒ 𝑊0 = 1,

𝑊1 = −1

2
+

√
3

2
𝑖,𝑊2 = −1

2
+

√
3

2
𝑖.

7) 4
√−1 = cos

𝜋 + 2𝜋𝑘

4
+ 𝑖 sin

𝜋 + 2𝜋𝑘

4
⇒ 𝑊0 =

√
2

2
+

√
2

2
𝑖,

𝑊1 = −
√
2

2
+

√
2

2
𝑖, 𝑊2 = −

√
2

2
−
√
2

2
𝑖, 𝑊3 =

√
2

2
−
√
2

2
𝑖.

8)
√
2 + 3𝑖 =

4
√
13

(
cos

arctg 3/2 + 2𝜋𝑘

2
+

+ 𝑖 sin
arctg (3/2 + 2𝜋𝑘)

2

)
⇒

⇒ 𝑊0 =
4
√
13

(
cos

(
1

2
arctg

3

2

)
+ 𝑖 sin

(
1

2
arctg

3

2

))
.

Пусть 𝛼 = arctg
3

2
⇒ 0 < arctg

3

2
<
𝜋

2
⇒

⇒ cos𝛼 =
1√

1 + tg2 𝛼
=

2√
13

⇒ cos
𝛼

2
=

√
1 + cos𝛼

2
=

=
1

4
√
13

√√
13 + 2

2
и sin

𝛼

2
=

√
1− cos𝛼

2
=

=
1

4
√
13

√√
13− 2

2
⇒ 𝑊0 =

√√
13 + 2

2
+ 𝑖

√√
13− 2

2
.

Аналогично,

𝑊1 = −
√√

13 + 2

2
− 𝑖

√√
13− 2

2
. ⊳

В связи с приведенными примерами отметим, что далеко
не всегда от тригонометрической формы записи можно пе-
рейти к форме алгебраической так, чтобы действительная и
мнимая части были выражены через радикалы. Например, это
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невозможно сделать для значений 7
√
1 = cos

2𝜋𝑘

7
+ 𝑖 sin

2𝜋𝑘

7
,

за исключением случая 𝑘 = 0. В подобных ситуациях ответ
следует оставлять в тригонометрической форме.
Теперь рассмотрим ряд примеров, связанных с нахождени-

ем корней многочленов и их разложением на линейные мно-
жители.
В области комплексных чисел всякий многочлен степени

𝑛 ⩾ 1

𝑃𝑛(𝑧) = 𝑎𝑛𝑧
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑧

𝑛−1 + ...+ 𝑎1𝑧 + 𝑎0, 𝑎𝑛 ∕= 0,

с любыми комплексными коэффициентами 𝑎𝑛, 𝑎𝑛−1, ..., 𝑎1, 𝑎0
имеет корень (основная теорема алгебры).
Если 𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑠 — все различные корни многочлена, то

имеет место разложение

𝑃𝑛(𝑧) = 𝑎𝑛(𝑧 − 𝑧1)𝑛1(𝑧 − 𝑧2)𝑛2 ⋅ ... ⋅ (𝑧 − 𝑧𝑠)𝑛𝑠 ,

где 𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑠 — натуральные числа, которые называются
кратностями корней. В том случае, когда при некотором 𝑝
(1 ⩽ 𝑝 ⩽ 𝑠) 𝑛𝑝 = 1 — корень называется простым; иначе —
кратным. С точностью до порядка сомножителей такое раз-
ложение единственно и потому, если оно каким-либо образом
получено, то другого быть не может. Отметим, что всегда 𝑛1+
+ 𝑛2 + ...+ 𝑛𝑠 = 𝑛.
Многочлен

𝑃 ′
𝑛(𝑧) = 𝑛𝑎𝑛𝑧

𝑛−1 + (𝑛− 1)𝑎𝑛−1𝑧
𝑛−2 + ...+ 2𝑎2𝑧 + 𝑎1

называется производной многочлена 𝑃𝑛(𝑧). Аналогично нахо-
дится производная от производной и т. д. Через 𝑃 (𝑘)

𝑛 (𝑧) обо-
значим 𝑘-ую производную. Корень 𝑧∗ имеет кратность 𝑘 тогда
и только тогда, когда

𝑃 ′
𝑛(𝑧

∗) = ... = 𝑃 (𝑘−1)
𝑛 (𝑧∗) = 0, 𝑃 (𝑘)

𝑛 (𝑧∗) ∕= 0.

Наличие меньшего, чем 𝑛, количества различных корней —
признак того, что среди них есть кратные.
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ПРИМЕР 2.12. Определить корни многочленов и их крат-
ности:

𝑃 (𝑧) = 3(𝑧−1)3𝑧3(𝑧+1)(𝑧−1)(𝑧−2+5𝑖)(𝑧+1)(𝑧+𝑖)5𝑧(𝑧−𝑖+1),

𝑄(𝑧) = 𝑧4 + 𝑧3 − 3𝑧2 − 5𝑧 − 2.

⊲ Перегруппируем множители многочлена 𝑃 (𝑧). Тогда

𝑃 (𝑧) = 3(𝑧 − 1)3𝑧4(𝑧 + 1)2(𝑧 − (2− 5𝑖))3 ×

× (𝑧 − (−𝑖))5(𝑧 − (−1 + 𝑖)).

Корни: 𝑧1 = 1, 𝑧2 = 0, 𝑧3 = −1, 𝑧4 = 2− 5𝑖, 𝑧5 = −𝑖, 𝑧6 =
= −1 + 𝑖; кратности: 𝑛1 = 3, 𝑛2 = 4, 𝑛3 = 2, 𝑛4 = 3, 𝑛5 =
= 5, 𝑛6 = 1. Так как коэффициенты многочлена 𝑄(𝑧) — целые
числа, то подбором находим корень 𝑧1 = −1. Определим его
кратность:

𝑄′(𝑧) = 4𝑧3 + 3𝑧2 − 6𝑧 − 5 ⇒ 𝑄′(−1) = −4 + 3 + 6− 5 = 0,

𝑄′′(𝑧) = 12𝑧2 + 6𝑧 − 6 ⇒ 𝑄′′(−1) = 12− 6− 6 = 0,

𝑄′′′(𝑧) = 24𝑧 + 6 ⇒ 𝑄′′′(−1) = −24 + 6 ∕= 0.

Значит, кратность 𝑛1 = 3. Поэтому 𝑄(𝑧) имеет еще один
простой корень. Он легко находится. Это 𝑧2 = 2. Следователь-
но,

𝑄(𝑧) = (𝑧 + 1)3(𝑧 − 2). ⊳

ПРИМЕР 2.13. Найти корни и разложить на множители
многочлены:

1) 3𝑧 + 𝑖; 2) 𝑧2 + 1; 3) 𝑧4 + 1; 4) 𝑧6 + 64;

5) 𝑧4 + 4𝑧2 + 4; 6) 𝑧2 + 𝑖; 7) 𝑧3 − 𝑧2 + 𝑧 − 1.
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⊲ 1) 3𝑧 + 𝑖 = 0 ⇒ 3𝑧 = −𝑖 ⇒ 𝑧 = − 𝑖
3
⇒

⇒ 3𝑧 + 𝑖 = 3

(
𝑧 +

𝑖

3

)
;

2) 𝑧2 + 1 = 0 ⇒ 𝑧2 = −1 ⇒ 𝑧 =
√−1 ⇒

⇒
∣∣∣∣ см. пример 2.11, 𝑧1 = 𝑖, 𝑧2 = −𝑖

∣∣∣∣ ⇒
⇒ 𝑧2 + 1 = (𝑧 − 𝑖)(𝑧 + 𝑖);

3) 𝑧4 + 1 = 0 ⇒ 𝑧 = 4
√−1 ⇒

∣∣∣∣ см. пример 2.11
∣∣∣∣ ⇒

⇒ 𝑧4 + 1 =

(
𝑧 −

√
2

2
− 𝑖
√
2

2

)(
𝑧 +

√
2

2
− 𝑖
√
2

2

)
×

×
(
𝑧 +

√
2

2
+ 𝑖

√
2

2

)(
𝑧 −

√
2

2
+ 𝑖

√
2

2

)
;

4) 𝑧6 + 64 = 0 ⇒ 𝑧6 = −64 ⇒ 𝑧 = 6
√−64 =

= 2

(
cos
𝜋 + 2𝜋𝑘

6
+ 𝑖 sin

𝜋 + 2𝜋𝑘

6

)
, 𝑘 = 0, 1, 2, ..., 5 ⇒

⇒ 𝑊0 =
√
3 + 𝑖, 𝑊1 = 2𝑖, 𝑊2 = −

√
3 + 𝑖,

𝑊3 = −
√
3− 𝑖, 𝑊4 = −2𝑖, 𝑊5 =

√
3− 𝑖 ⇒

⇒ 𝑧6 + 64 = (𝑧 − 2𝑖)(𝑧 + 2𝑖)(𝑧 −√3− 𝑖)(𝑧 +√3 + 𝑖)×
× (𝑧 −√3 + 𝑖)(𝑧 +√3− 𝑖);

5) 𝑧4 + 4𝑧2 + 4 = (𝑧2 + 2)2 = ((𝑧 −√2𝑖)(𝑧 +√2𝑖))2 =
= (𝑧 −√2𝑖)2(𝑧 +√2𝑖)2, корни 𝑧1 =

√
2𝑖,

𝑧2 = −
√
2𝑖 кратности 2;

6) 𝑧2 + 𝑖 = 0 ⇒ 𝑧 =
√−𝑖 = cos

−𝜋/2 + 2𝜋𝑘

2
+

+ 𝑖 sin
−𝜋/2 + 2𝜋𝑘

2
, 𝑘 = 0, 1 ⇒

⇒ 𝑊0 =

√
2

2
−
√
2

2
𝑖, 𝑊1 = −

√
2

2
+

√
2

2
𝑖 ⇒
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⇒ 𝑧2 + 𝑖 =

(
𝑧 −

√
2

2
+

√
2

2
𝑖

)(
𝑧 +

√
2

2
−
√
2

2
𝑖

)
;

7) 𝑧3 − 𝑧2 + 𝑧 − 1 = 𝑧2(𝑧 − 1) + (𝑧 − 1) = (𝑧 − 1)(𝑧2 + 1) =

= (𝑧 − 1)(𝑧 − 𝑖)(𝑧 + 𝑖). ⊳

ПРИМЕР 2.14. Разложить на множители многочлены:
1) 𝑧4 + 𝑧2 − 20; 2) 𝑧4 + 8𝑧2 + 7; 3) 𝑧4 + 3𝑧2 + 5.

⊲ 1) Положим 𝑊 = 𝑧2. Тогда многочлен 𝑊 2 +𝑊 − 20
имеет корни 𝑊1 = −5 и 𝑊2 = 4. Поэтому

𝑊 2 +𝑊 − 20 = (𝑊 + 5)(𝑊 − 4) ⇒ 𝑧4 + 𝑧2 − 20 =

= (𝑧2 + 5)(𝑧2 − 4) = (𝑧 −√5𝑖)(𝑧 +√5𝑖)(𝑧 − 2)(𝑧 + 2).

2) 𝑧4+8𝑧2+7 =

∣∣∣∣ аналогично тому, как это сделано в 1)
∣∣∣∣=

= (𝑧2 + 7)(𝑧2 + 1) = (𝑧 −√7𝑖)(𝑧 +√7𝑖)(𝑧 − 𝑖)(𝑧 + 𝑖).
3) Замена𝑊 = 𝑧2 приводит к квадратному трехчлену𝑊 2+

+ 3𝑊 + 5, который не имеет действительных корней. Чтобы
избежать извлечения корней из комплексных чисел довольно
громоздкого вида, поступим иначе. В выражении 𝑧4 + 5 выде-
лим полный квадрат. Получим

𝑧4 + 5 = 𝑧4 + 2
√
5𝑧2 + 5− 2

√
5𝑧2 = (𝑧2 +

√
5)2 − 2

√
5𝑧2.

Тогда

𝑧4 + 3𝑧2 + 5 = (𝑧2 +
√
5)2 − (2

√
5− 3)𝑧2 =

= (𝑧2 +
√
5)2 − (

√
2
√
5− 3 𝑧)2 =

= (𝑧2 −
√
2
√
5− 3𝑧 +

√
5)(𝑧2 +

√
2
√
5− 3𝑧 +

√
5).

Найдем корни уравнения

𝑧2−
√
2
√
5− 3𝑧+

√
5 = 0, 𝐷 = 2

√
5−3−4

√
5 = −2

√
5−3 < 0⇒

⇒ 𝑧1,2 =

√
2
√
5− 3±

√
2
√
5 + 3𝑖

2
.
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Аналогично, уравнение 𝑧2+
√
2
√
5− 3𝑧+

√
5 = 0 имеет корни

𝑧3,4 =
−
√
2
√
5− 3±

√
2
√
5 + 3𝑖

2
.

В результате получим разложение

𝑧4 + 3𝑧2 + 5 = (𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2)(𝑧 − 𝑧3)(𝑧 − 𝑧4). ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

1. Дано: Arg 𝑧1 = −47𝜋

5
, Arg 𝑧2 = 10, Arg 𝑧3 = 3, 14,

Arg 𝑧4 = 3, 15. Вычислить arg 𝑧𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4.

2. Найти arg(−1− 𝑖), arg(2𝜋𝑖), arg(𝜋 −√3𝜋𝑖).
3. Записать в тригонометрической форме числа

1 + 𝑖

1 +
√
3𝑖
, 1− cos𝛼+ 𝑖 sin𝛼.

4. Записать в алгебраической форме число

𝑧 =
[

9
√
2
(
cos

𝜋

36
− 𝑖 sin 𝜋

36

)]18
.

5. При 𝑥 ∕= 2𝜋𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍, вычислить сумму

𝑆𝑛(𝑥) = cos𝑥+ cos 2𝑥+ ...+ cos𝑛𝑥.

6. Извлечь корни 3
√
1 + 𝑖, 4

√
𝑖.

7. Разложить на множители и определить кратности кор-
ней многочленов

𝑃 (𝑧) = 𝑧6 + 3𝑧4 + 3𝑧2 + 1,

𝑄(𝑧) = 𝑧4 − 2𝑧3 + 3𝑧2 − 2𝑧 + 1.

8. Сколько корней уравнения 𝑧7 + 5𝑧 − 2 = 0 расположены
в верхней полуплоскости?
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Ответы:

1. arg 𝑧1 =
3𝜋

5
, arg 𝑧2 = 10− 4𝜋, arg 𝑧3 = 3, 14,

arg 𝑧4 = 3, 15− 2𝜋.

2. arg(−1− 𝑖) = −3𝜋

4
, arg(2𝜋𝑖) =

𝜋

2
, arg(𝜋 −

√
3𝜋𝑖) = −𝜋

3
.

3.
1 + 𝑖

1 +
√
3𝑖

=

√
2

2

(
cos

(
− 𝜋

12

)
+ 𝑖 sin

𝜋

12

)
,

1−cos𝛼+𝑖 sin𝛼 =

⎧⎨
⎩

2 sin
𝛼

2

(
cos

(𝜋

2
− 𝛼

2

)
+ 𝑖 sin

(𝜋

2
− 𝛼

2

))
,

при sin
𝛼

2
> 0,

−2 sin
𝛼

2

(
cos

(
−𝜋

2
− 𝛼

2

)
+ 𝑖 sin

(
−𝜋

2
− 𝛼

2

))
,

при sin
𝛼

2
< 0,

При sin
𝛼

2
= 0 тригонометрическая форма теряет смысл.

4. −4𝑖.

5.
sin(𝑛𝑥/2) cos((𝑛+ 1)𝑥/2)

sin(𝑥/2)
. Указание: см. пример 2.9.

6. Для 3
√
1 + 𝑖 : 𝑊0 =

6
√
2
(
cos

𝜋

12
+ 𝑖 sin

𝜋

12

)
,

𝑊1 =
6
√
2

(
cos

3𝜋

4
+ 𝑖 sin

3𝜋

4

)
,

𝑊2 =
6
√
2

(
cos

17𝜋

12
+ 𝑖 sin

17𝜋

12

)
.

Для 4
√
𝑖 : 𝑊0 = cos

𝜋

8
+ 𝑖 sin

𝜋

8
, 𝑊1 = cos

5𝜋

8
+ 𝑖 sin

5𝜋

8
,

𝑊2 = cos
9𝜋

8
+ 𝑖 sin

9𝜋

8
, 𝑊3 = cos

13𝜋

8
+ 𝑖 sin

13𝜋

8
.

7. 𝑃 (𝑧) = (𝑧 − 𝑖)3(𝑧 + 𝑖)3, корни ±𝑖 кратности 3;

𝑄(𝑧) =

(
𝑧 − 1−√

3𝑖

2

)2 (
𝑧 − 1 +

√
3𝑖

2

)2

,

корни
1±√

3𝑖

2
кратности 2.

8. Три. Указание: проверьте, что если 𝑧0 — корень, то 𝑧0 — тоже
корень. Докажите, что есть только один действительный корень и
кратных корней нет.



Занятие 3

МНОЖЕСТВА НА КОМПЛЕКСНОЙ
ПЛОСКОСТИ.

РАСШИРЕННАЯ КОМПЛЕКСНАЯ
ПЛОСКОСТЬ

Если число 𝑟 > 0, то внутренность круга радиусом 𝑟 с
центром в точке 𝑧0 ∈ ℂ называется 𝑟-окрестностью 𝑧0. Круг
с исключенным центром называется проколотой 𝑟-окрестно-
стью. В том случае, когда окружность присоединена к кругу,
𝑟-окрестность называют замкнутой (рис. 3.1).

Рис. 3.1

Пусть 𝑀 ⊂ ℂ — некоторое множество на комплексной
плоскости. По отношению к этому множеству все точки плос-
кости разбиваются на три категории:



176 Занятие 3

1) точка 𝑧 ∈ 𝑀 называется внутренней, если вместе с
точкой 𝑧 множеству 𝑀 принадлежит и некоторая ее 𝑟-окрест-
ность;
2) точка 𝑧 ∕∈ 𝑀 называется внешней, если есть 𝑟-окрест-

ность этой точки, не имеющая с 𝑀 общих точек;
3) точка, которая не является ни внутренней, ни внешней,

называется граничной (рис. 3.2).

Рис. 3.2

Совокупность всех граничных точек называют границей.
Аналогично говорят о внутренности и внешности множе-
ства 𝑀 .
Множество, которое можно заключить в некоторый круг,

называется ограниченным.
Множество, все точки которого суть внутренние, называ-

ется открытым.
Множество, любые точки которого можно соединить ло-

манной линией, целиком лежащей в этом множестве, назы-
вается связным (точнее, линейно связным). По определению
принимается, что пустое множество, а также одна точка —
связаны.
Открытое связное множество называется областью.
Область, к которой присоединена граница, называется за-

мкнутой областью.
Множества на комплексной плоскости можно задавать при

помощи различных соотношений типа равенств или нера-
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венств. Например, используя то, что расстояние 𝜌(𝑧1, 𝑧2) меж-
ду точками 𝑧1 и 𝑧2 вычисляется по формуле 𝜌(𝑧1, 𝑧2) = ∣𝑧1−𝑧2∣
(см. занятие № 2, рис. 2.4), множество точек 𝑧, лежащих в
круге радиусом 𝑟 с центром 𝑧0, можно описать неравенством
∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝑟. Неравенство ∣𝑧 − 𝑧0∣ ⩽ 𝑟 задает круг вместе с
окружностью, а равенство ∣𝑧− 𝑧0∣ = 𝑟 — окружность. Соотно-
шение arg(𝑧 − 𝑧0) = 𝛼 определяет луч с вершиной 𝑧0, идущий
под углом 𝛼 к оси 𝑂𝑥 и т. п.

ПРИМЕР 3.1. Показать, что круг является областью.
⊲ Воспользуемся наглядно геометрическими соображени-

ями. Пусть 𝐵𝑟(𝑧0) — круг радиусом 𝑟 с центром в точке 𝑧0
(рис. 3.3).

Рис. 3.3

Если 𝑧′ ∈ 𝐵𝑟(𝑧0), то ∣𝑧′ − 𝑧0∣ < 𝑟. Положим 𝑟′ = 1

2
(𝑟−∣𝑧′ −

−𝑧0∣). Тогда ясно, что круг 𝐵𝑟′(𝑧′) ⊂ 𝐵𝑟(𝑧0). Значит, 𝐵𝑟(𝑧0) —
открытое множество.
Из того, что 𝑧1 и 𝑧2 принадлежат кругу 𝐵𝑟(𝑧0), следует,

что ему принадлежит и весь отрезок, соединяющий 𝑧1 с 𝑧2.
Поэтому 𝐵𝑟(𝑧0) связен. ⊳
Круг, рассмотренный в примере 3.1, дает простейший при-

мер так называемого выпуклого множества. Множество на-
зывается выпуклым, если вместе с любой парой своих то-
чек оно содержит и соединяющий их отрезок. Любое от-
крытое выпуклое множество является областью. Приме-
рами выпуклых множеств могут служить, помимо круга,
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а) б)

Рис. 3.4

внутренняя часть эллипса, треугольника, параллелограмма,
плоскость,полуплоскость, полоса, внутренняя часть угла, ес-
ли он меньше развернутого, и т. п. Пересечение выпуклых
множеств есть снова выпуклое множество. Это дает возмож-
ность строить много других выпуклых множеств, а значит, и
областей (достаточно, чтобы все участвующие в пересечении
множества были открыты).

ПРИМЕР 3.2. Изобразить на плоскости и описать слова-
ми множества, заданные соотношениями:
а) 2 < ∣𝑧 − 𝑖∣; б) 2 < ∣𝑧 + 𝑖− 1∣ < 5;
в) 𝜋/6 < arg(𝑧 − 1) < 𝜋/2; г) Re 𝑧 ⩾ 3;
д) Im 𝑧 < −1; е) 6Re 𝑧 − 8 Im 𝑧 ⩽ ∣𝑧∣2;
ж) 𝑀 = {𝑧 : 2 ⩽ ∣𝑧 − 2− 3𝑖∣ ⩽ 4,−𝜋/2 ⩽

⩽ arg(𝑧 − 2− 3𝑖) ⩽ 𝜋/3, Im 𝑧 ⩾ 1}.
⊲ а) Внешность круга радиусом 𝑟 = 2 с центром в точке

𝑧0 = 𝑖 (рис. 3.4а).

б) Так как ∣𝑧 + 𝑖 − 1∣ = ∣𝑧 − (1 − 𝑖)∣, то данное множество
представляет собой внутренность кольца (т. е. часть плоско-
сти, заключенную между двумя концентрическими окружно-
стями) с центром 𝑧0 = 1 − 𝑖 и радиусами 𝑟 = 2, 𝑅 = 5
(рис. 3.4б).
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в) Внутренность угла с вершиной в точке 𝑧0 = 1 и сторо-
нами, составляющими углы 𝜋/6 и 𝜋/2 с осью 𝑂𝑥 (рис. 3.5).

Рис. 3.5

г) Re 𝑧 ⩾ 3 ⇔ 𝑥 ⩾ 3, где 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖. Значит, неравенство
Re 𝑧 ⩾ 3 определяет полуплоскость, ограниченную прямой 𝑥 =
= 3, включая саму прямую (рис. 3.6а).
д) Это полуплоскость, ограниченная прямой 𝑦 = −1, но

точки прямой не принадлежат множеству (рис. 3.6б).
е) 6Re 𝑧 − 8 Im 𝑧 ⩽ ∣𝑧∣2 ⇔ 6𝑥 − 8𝑦 ⩽ 𝑥2 + 𝑦2, где 𝑧 =

= 𝑥 + 𝑦𝑖. Последнее неравенство, путем выделения полных
квадратов, приводится к виду (𝑥 − 3)2 + (𝑦 + 4)2 ⩾ 25 ⇔
⇔ √

(𝑥− 3)2 + (𝑦 + 4)2 ⩾ 5 ⇔ ∣𝑧 − 3 + 4𝑖∣ ⩾ 5 — внешность
замкнутого круга с центром в точке 𝑧0 = 3 − 4𝑖 и радиусом
𝑟 = 5 (рис. 3.7а).
ж) 𝑀 — часть замкнутого кольца (т. е. кольца, вместе с

ограничивающими его окружностями радиусов 𝑟 = 2 и 𝑅 = 4
и центром в точке 𝑧0 = 2+3𝑖), расположенная не ниже прямой
𝑦 = 1 и лежащая внутри и на сторонах угла с вершиной 𝑧0
и сторонами, составляющими с осью 𝑂𝑥 углы −𝜋/2 и 𝜋/3
(рис. 3.7б). ⊳

ПРИМЕР 3.3. Проверить, принадлежат ли точки данному
множеству:
а) 𝑀 = {𝑧 : 0 < ∣𝑧 − 1− 𝑖∣ ⩽ 3}, 𝑧1 = 1 + 𝑖,

𝑧2 = 2− 3𝑖, 𝑧3 = 1 + 2
√
2;
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а) б)

Рис. 3.6

б) 𝑀 =
{
𝑧 : −𝜋

6
<arg(𝑧 + 𝑖)<

𝜋

3

}
, 𝑧1 = 1− 𝑖, 𝑧2 = 2 + 𝑖,

𝑧3 = 1 + 𝑖
2 ;

в) 𝑀 =

{
𝑧 : Re

𝑧 + 1

𝑧 − 1
> 1, Im

(
1

𝑧2

)
⩽ − 1

15

}
, 𝑧1 = 𝑖,

𝑧2 = 3 + 2𝑖.

⊲ а) 𝑧1 = 1 + 𝑖 ⇒ 0 < ∣1 + 𝑖− 1− 𝑖∣ ⩽ 3 ⇒ 0 < ∣0∣ ⩽ 3.
Так как ∣0∣ = 0, то в последнем двойном неравенстве левое —
противоречиво и, значит, 𝑧1 ∕∈𝑀 ;

𝑧2 = 2− 3𝑖 ⇒ 0 < ∣2− 3𝑖− 1− 𝑖∣ ⩽ 3 ⇒

0 < ∣1− 4𝑖∣ ⩽ 3 ⇒ 0 <
√
17 ⩽ 3, но

√
17 > 3 ⇒ 𝑧2 ∕∈𝑀 ;

𝑧3 = 1 + 2
√
2 ⇒ 0 < ∣1 + 2

√
2− 1− 𝑖∣ ⩽ 3 ⇒

⇒ 0 < ∣2
√
2− 𝑖∣ ⩽ 3 ⇒

⇒ 0 <
√
9 ⩽ 3 ⇒ 0 < 3 ⩽ 3 — верно ⇒ 𝑧3 ∈𝑀 ;

б) 𝑧1 = −1− 𝑖 ⇒ arg(−1− 𝑖+ 𝑖) =
= arg(−1) = 𝜋 > 𝜋

3
⇒ 𝑧1 ∕∈𝑀 ;
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а) б)

Рис. 3.7

𝑧2 = 2 + 𝑖 ⇒ arg(2 + 2𝑖) = arctg 1 =
𝜋

4
<
𝜋

3
и

−𝜋
6
<
𝜋

4
⇒ 𝑧2 ∈𝑀 ;

𝑧3 = 1 +
1

2
𝑖 ⇒ arg

(
1 +

3

2
𝑖

)
= arctg

3

2
<
𝜋

3
, так как

3

2
= 1, 5 =

√
2, 25 <

√
3 = tg

𝜋

3
⇒ 𝑧3 ∈𝑀 ;

в) 𝑧1 = 𝑖 ⇒ 𝑧1+1
𝑧1−1 = 𝑖+1

𝑖−1 = (1+𝑖)2

−2 =

=
1 + 2𝑖+ 𝑖2

−2 = −𝑖 ⇒ Re (−𝑖) = 0 < 1 ⇒ 𝑧1 ∕∈𝑀 ;

𝑧2 = 3 + 2𝑖 ⇒ 𝑧2 + 1

𝑧2 − 1
=

4 + 2𝑖

2 + 2𝑖
=

2 + 𝑖

1 + 𝑖
=

(2 + 𝑖)(1− 𝑖)
2

=

=
2 + 𝑖− 2𝑖− 𝑖2

2
=

3− 𝑖
2

=
3

2
− 1

2
𝑖 ⇒

⇒ Re

(
3

2
− 1

2
𝑖

)
=

3

2
> 1,

1

𝑧22
=

1

(𝑧2𝑧2)2
𝑧22 =

(3 + 2𝑖) 2

∣𝑧2∣4 =
(3− 2𝑖)2

(
√
13)4

=
9− 12𝑖+ 4𝑖2

169
=
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Рис. 3.8 Рис. 3.9

=
5− 12𝑖

169
⇒ Im

1

𝑧22
= − 12

169
< − 1

15
⇒ 𝑧2 ∈𝑀. ⊳

ПРИМЕР 3.4. Выяснить, какие линии на плоскости запи-
саны следующими уравнениями:
1) ∣𝑧 − 𝑧1∣ = ∣𝑧 − 𝑧2∣, 𝑧1 и 𝑧2 — фиксированы, 𝑧1 ∕= 𝑧2;
2) ∣𝑧 − 4𝑖∣+ ∣𝑧 − 3∣ = 5;

3)

∣∣∣∣∣𝑧 − 4𝑖∣ − ∣𝑧 − 3∣
∣∣∣∣= 5;

4) Re
1

𝑧
=

1

6
;

5) Im
𝑧 − 1

𝑧 + 1
= 0.

⊲ 1) Уравнение ∣𝑧 − 𝑧1∣ = ∣𝑧 − 𝑧2∣ означает, что точка
𝑧, ему удовлетворяющая, ра́вноудалена от точек 𝑧1 и 𝑧2. Все
такие точки заполняют прямую, перпендикулярную отрезку,
соединяющему точки 𝑧1 и 𝑧2, и проходящую через его середи-
ну (рис. 3.8).

2) Уравнение ∣𝑧 − 4𝑖∣ + ∣𝑧 − 3∣ = 5 означает, что сумма
расстояний от точек 𝑧1 = 4𝑖 и 𝑧2 = 3 до точки 𝑧, ему удовле-
творяющей, равна пяти. Но ∣𝑧1 − 𝑧2∣ =

√
16 + 9 = 5. Поэтому,

если точка 𝑧 лежит на отрезке, соединяющем точки 𝑧1 и 𝑧2,
то равенство верно (отрезок 𝐴𝐵):

𝐴↔ 𝑧1, 𝐵 ↔ 𝑧2, 𝐶 ↔ 𝑧 ⇒ 𝐴𝐶 + 𝐶𝐵 = 𝐴𝐵.
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Рис. 3.10 Рис. 3.11

Во всех остальных случаях из неравенства треугольника
получим 𝐴𝐶+𝐶𝐵 > 𝐴𝐵. Итак, уравнение ∣𝑧−4𝑖∣+ ∣𝑧−3∣ = 5
задает отрезок 𝐴𝐵 (рис. 3.9).
3) Так же, как и в предыдущем случае, если 𝑧 ↔ 𝐶 ле-

жит на прямой вне отрезка 𝐴𝐵, соединяющего точки 𝑧1 ↔
↔ 𝐴, 𝑧2 ↔ 𝐵, то равенство справедливо (∣𝐴𝐶 −𝐵𝐶∣ = 𝐴𝐵).
Во всех остальных случаях равенство нарушается ввиду

неравенства треугольника ∣𝐴𝐶 −𝐵𝐶∣ < 𝐴𝐵 (рис. 3.10).

4) Re 1
𝑧 =

1
6 ⇔ Re 1

𝑥+𝑦𝑖 =
1
6 ⇔

{
𝑥2 + 𝑦2 ∕= 0
𝑥2 − 6𝑥+ 𝑦2 = 0

⇔

⇔
{
𝑥2 + 𝑦2 ∕= 0
(𝑥− 3)2 + 𝑦2 = 9

⇔
{ ∣𝑧∣ ∕= 0
∣𝑧 − 3∣ = 3

— окружность радиуса 𝑟 = 3 с центром в точке 𝑧0 = 3 и с
исключенной точкой 𝑧 = 0 (рис. 3.11).

5) Im 𝑧−1
𝑧+1 = 0 ⇔ Im (𝑥+1)+𝑦𝑖

(𝑥+1)+𝑦𝑖 = 0 ⇔

⇔ Im
[(𝑥− 1) + 𝑦𝑖][(𝑥+ 1)− 𝑦𝑖]

(𝑥+ 1)2 + 𝑦2
= 0 ⇔

⇔ Im
[(𝑥− 1)(𝑥+ 1) + 𝑦2] + [𝑦(𝑥+ 1)− 𝑦(𝑥− 1)]𝑖

(𝑥+ 1)2 + 𝑦2
= 0⇔
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⇔ 𝑦(𝑥+ 1)− 𝑦(𝑥− 1)

(𝑥+ 1)2 + 𝑦2
= 0 ⇔ 2𝑦

(𝑥+ 1)2 + 𝑦2
= 0 ⇔

⇔
{

2𝑦 = 0
(𝑥+ 1)2 + 𝑦2 ∕= 0

⇔
{

Im 𝑧 = 0
∣𝑧 + 1∣ ∕= 0

⇔

⇔
{

Im 𝑧 = 0
𝑧 ∕= −1 — ось 𝑂𝑥

с исключенной точкой 𝑧 = −1 (рис. 3.12). ⊳

Рис. 3.12

Наиболее общий способ задания линий на плоскости дает
понятие параметризованной кривой.
Пусть 𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)𝑖, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] — параметризованная

кривая, где функции 𝑥(𝑡) и 𝑦(𝑡) непрерывны на [𝑎; 𝑏]. Когда
параметр 𝑡 изменяется от 𝑎 до 𝑏, точка 𝑧(𝑡) на комплексной
плоскости заполняет некоторое множество. Если функции 𝑥(𝑡)
и 𝑦(𝑡) на интервале (𝑎; 𝑏) обладают непрерывными производ-
ными 𝑥′(𝑡) и 𝑦′(𝑡), причем ∀ 𝑡 ∈ (𝑎; 𝑏) ([𝑥′(𝑡)]2 + [𝑦′(𝑡)]2 ∕= 0)
и, кроме того, существуют конечные пределы производных
𝑥′(𝑡), 𝑦′(𝑡) при 𝑡 → 𝑎 + 0 и 𝑡 → 𝑏 − 0, то кривая называ-
ется гладкой (точнее, кривая допускает гладкую параметри-
зацию). С возрастанием параметра 𝑡 точка 𝑧(𝑡) движется по
плоскости в определенном направлении. Поэтому говорят, что
параметризованная кривая ориентирована, т. е. на ней выде-
лено направление движения.
Если кривая гладкая, то вектор 𝑠(𝑡) = {𝑥′(𝑡), 𝑦′(𝑡)}, где

𝑡 ∈ (𝑎; 𝑏), называется касательным к кривой в точке 𝑧(𝑡). Он
указывает направление движения по кривой (рис. 3.13).

Замечание. Гладкая кривая может иметь точки самопере-
сечения такие, как, например, точка 𝐴 = 𝑧(𝑡1) = 𝑧(𝑡2) на рис.
3.13. В таком случае может оказаться, что 𝑠(𝑡1) ∕= 𝑠(𝑡2), т. е.
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Рис. 3.13

касательный вектор «привязан» к значению параметра, а не
только к точке, этому значению отвечающей.

Пусть 𝑧1(𝑡) = 𝑥1(𝑡) + 𝑦1(𝑡)𝑖, 𝑧2(𝜏) = 𝑥2(𝜏) + 𝑦2(𝜏)𝑖, 𝑡 ∈
∈ [𝑎; 𝑏], 𝜏 ∈ [𝑐; 𝑑] — две гладкие кривые. Может оказаться,
что при 𝑡 = 𝑡0 ∈ (𝑎; 𝑏), 𝜏 = 𝜏0 ∈ (𝑐; 𝑑) имеет место равенство
𝑧1(𝑡0) = 𝑧2(𝜏0) = 𝑧0. Тогда говорят, что в точке 𝑧0 кривые
пересекаются.
Углом 𝛼 между кривыми 𝑧1(𝑡) и 𝑧2(𝜏) в точке их пе-

ресечения называется угол между векторами 𝑠1(𝑡0) и 𝑠2(𝜏0)
(рис. 3.14).

Рис. 3.14

Для вычисления угла 𝛼 можно использовать формулу

cos𝛼 =
(𝑠1(𝑡0), 𝑠2(𝜏0))

∣𝑠1(𝑡0)∣ ⋅ ∣𝑠2(𝜏0)∣
или, в развернутой форме,
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cos𝛼 =
𝑥′1(𝑡0)𝑥

′
2(𝜏0) + 𝑦

′
1(𝑡0)𝑦

′
2(𝜏0)√

[𝑥′1(𝑡0)]2 + [𝑦′1(𝑡0)]2 ⋅
√
[𝑥′2(𝜏0)]2 + [𝑦′2(𝜏0)]2

.

Следует отметить, что изменение параметра не обязатель-
но задавать на отрезке. Это может быть любой промежуток
(интервал или полуинтервал). При этом, если речь идет о
гладкой кривой, условие гладкости должно выполняться на
том конце промежутка, который в него включен. Для внут-
ренних значений параметра все остается без изменений.

ПРИМЕР 3.5. ⊲ 1. Соотношение 𝑧(𝑡) = (𝑎𝑡+𝑏)+(𝑐𝑡+𝑑)𝑖,
где 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 — действительные числа, 𝑎2+ 𝑐2 ∕= 0, −∞ < 𝑡 <
< +∞ определяет на комплексной плоскости прямую линию.
В самом деле, система

{
𝑥 = 𝑎𝑡+ 𝑏
𝑦 = 𝑐𝑡+ 𝑑,

−∞ < 𝑡 < +∞ явля-

ется параметрическим уравнением прямой. Так как
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎 и

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑐, то из условия 𝑎2+𝑐2 ∕= 0 вытекает, что 𝑧(𝑡) — гладкая

кривая, движение по которой с ростом параметра 𝑡 происхо-
дит в направлении вектора 𝑠 = {𝑎; 𝑐}. Если 𝑡 изменять только
на отрезке [𝑡1; 𝑡2], то получим отрезок прямой, соединяющий
точки 𝑧(𝑡1) и 𝑧(𝑡2).
2. Гладкая кривая 𝑧(𝑡) = 𝑅(cos 𝑡 + 𝑖 sin 𝑡) = 𝑅𝑒𝑖𝑡, где

0 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝜋, 𝑅 > 0, определяет на плоскости окружность
радиусом 𝑅 с центром в начале координат, которая прохо-
дится с ростом параметра против часовой стрелки. Если 𝑡
изменять в пределах от 0 до 𝜋, то получим верхнюю полу-
окружность (Im 𝑧(𝑡) ⩾ 0). Ясен геометрический смысл пара-
метра 𝑡. Это — полярный угол. Для прохождения окружности
по часовой стрелке можно, например, рассмотреть параметри-
зованную кривую 𝑧1(𝑡) = 𝑅(cos(−𝑡) + 𝑖 sin(−𝑡)) = 𝑅𝑒−𝑖𝑡, где
0 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝜋. В том случае, когда 𝑧(𝑡) = 𝑅𝑒2𝑖𝑡, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝜋, полу-
чим окружность, дважды проходимую против стрелки часов.
Таким образом, одна и та же линия на плоскости может от-
вечать разным параметризованным кривым и проходиться в
разных направлениях. Заметим также, что при 𝑧(𝑡) = 𝑅𝑒𝑖𝑡,
0 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝜋, имеем равенства 𝑧(0) = 𝑧(2𝜋) и 𝑧′(0) = 𝑧′(2𝜋).
Такие гладкие кривые называют замкнутыми.
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3. Гладкая кривая 𝑧(𝑡) = 𝑎 cos 𝑡 + 𝑖𝑏 sin 𝑡, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝜋, 𝑎 >
> 0, 𝑏 > 0, определяет на плоскости эллипс с полуосями 𝑎 по
оси 𝑂𝑥 и 𝑏 по оси 𝑂𝑦, проходимый с ростом параметра про-
тив часовой стрелки. Это вытекает из того, что при любом 𝑡

имеем равенства 𝑥 = 𝑎 cos 𝑡, 𝑦 = 𝑏 sin 𝑡 ⇒ 𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1 – ка-

ноническое уравнение эллипса. Наоборот, если
𝑥20
𝑎2

+
𝑦20
𝑏2

= 1,

то
∣∣∣𝑥0
𝑎

∣∣∣ ⩽ 1 и
∣∣∣𝑦0
𝑏

∣∣∣ ⩽ 1 и существует единственное значение
𝑡0, такое что 0 ⩽ 𝑡 < 2𝜋 и 𝑥0 = 𝑎 cos 𝑡0, 𝑦0 = 𝑏 sin 𝑡0. При
𝑎 = 𝑏 = 𝑅 снова получим окружность.
4. Кривые 𝑧1(𝑡) = cos 𝑡, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝜋 и 𝑧2(𝑡) = −𝑡, −1 ⩽

⩽ 𝑡 ⩽ 1 определяют отрезок [−1; 1] на оси 𝑂𝑥, проходимый с
возрастанием 𝑡 в отрицательном направлении (рис. 3.15). ⊳

Рис. 3.15

ПРИМЕР 3.6. Пусть
1) 𝑧1(𝑡) = 𝑡+ 𝑖

√
𝑡 и 𝑧2(𝜏) = 𝜏 + 𝑖𝜏3, 0 < 𝑡 < +∞, 0 < 𝜏 <

< +∞.
Вычислить угол между этими кривыми в точке их пересече-
ния;
2) 𝑧(𝑡) = 𝑡4 − 1 + 𝑖(𝑡5 − 2𝑡3 − 8𝑡), −∞ < 𝑡 < +∞.

Вычислить угол между дугами кривой в точке самопересече-
ния.

⊲ 1) Найдем точку пересечения кривых. Для этого решим
систему:{

𝑡 = 𝜏√
𝑡 = 𝜏3

⇒
{
𝑡 = 𝜏√
𝑡 = 𝑡3

⇒
{
𝑡 = 𝜏
𝑡 = 𝑡6

⇒
{
𝑡 = 1
𝜏 = 1,

так как 𝑡 > 0 и 𝜏 > 0. Итак, 𝑧1(1) = 𝑧2(1) = 1 + 𝑖 — точка
пересечения. Далее,

𝑧′1(𝑡) = 1 +
𝑖

2
√
𝑡
, 𝑧′2(𝜏) = 1 + 3𝜏2𝑖 ⇒ 𝑧′1(1) = 1 +

1

2
𝑖,
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𝑧′2(1) = 1 + 3𝑖 ⇒ 𝑠1 = {1; 1/2}, 𝑠2 = {1; 3}.
Если искомый угол обозначить 𝛼, то

cos𝛼 =
1 ⋅ 1 + 1

2
⋅ 3√

1 +
1

4
⋅ √1 + 9

=

5

2
5
√
2

2

=
1√
2
⇒ 𝛼 = 45∘

(рис. 3.16).

Рис. 3.16

2) Найдем значения параметра, отвечающие точке самопе-
ресечения. Для этого составим систему:{

𝑡41 − 1 = 𝑡42 − 1, (1)

𝑡51 − 2𝑡31 − 8𝑡1 = 𝑡
5
2 − 2𝑡32 − 8𝑡2, (2)

где 𝑡1 ∕= 𝑡2. Из (1), с учетом 𝑡1 ∕= 𝑡2, получим 𝑡2 = −𝑡1 ∕= 0. По-
сле подстановки в (2) будем иметь 𝑡41−2𝑡21−8 = 0. Так как 𝑡1 и
𝑡2 отличаются только знаком, то пусть 𝑡1 > 0. Тогда из послед-
него уравнения находим 𝑡1 = 2 и, следовательно, 𝑡2 = −2. Из
уравнения кривой следует, что 𝑧′(𝑡) = 4𝑡3+𝑖(5𝑡4−6𝑡2−8). Зна-
чит, 𝑧′(2) = 32+48𝑖, 𝑧′(−2) = −32+48𝑖, следовательно, можно
считать, что касательный вектор, соответствующий значению
𝑡 = 2 есть 𝑠1 = 2 + 3𝑖, а для 𝑡 = −2 имеем 𝑠2 = −2 + 3𝑖. Если
теперь 𝛼 — искомое значение угла, то
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cos𝛼 =
2 ⋅ (−2) + 3 ⋅ 3
(
√
4 + 9)2

=
5

13
⇒ 𝛼 = arccos

5

13
.

Более детальный анализ позволяет изобразить примерное
поведение кривой на комплексной плоскости (рис. 3.17). Кри-
вая симметрична относительно оси 𝑂𝑥. Для удобства указаны
точки пересечения с осями координат и отвечающие им зна-
чения параметра. ⊳

Рис. 3.17

Изображение комплексных чисел точками плоскости не яв-
ляется единственно возможной геометрической интерпретаци-
ей комплексного числа. При помощи стереографической про-
екции комплексные числа можно изображать на сфере. Опи-
шем эту конструкцию.
Представим себе комплексную плоскость в виде горизон-

тальной плоскости в трехмерном пространстве и построим
сферу единичного диаметра, лежащую на этой плоскости и
касающуюся ее в точке 𝑧 = 0 (рис. 3.18).
Точку касания обозначим через 𝑂, а диаметрально проти-

воположную точку сферы — через 𝑁 .
Соединим точку 𝑁 сферы прямой линией с точкой 𝑧 ком-

плексной плоскости и обозначим через 𝑧𝑐 точку пересечения
этой прямой со сферой (отличную от точки 𝑁 ). Соответствие
𝑧 ←→ 𝑧𝑐 будет взаимно однозначным между точками плос-
кости и сферы, исключая точку 𝑁 . Геометрически ясно, что
если точка 𝑧 будет неограниченно удаляться от точки 𝑧 =
= 0, то точка 𝑧𝑐 на сфере будет неограниченно приближаться
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Рис. 3.18

к точке 𝑁 . В связи с этим представляется естественным по-
полнить плоскость ℂ идеальной точкой 𝑧 = ∞ и назвать эту
точку бесконечно удаленной точкой комплексной плоскости,
а ей в соответствие поставить точку 𝑁 = 𝑧∞ при нашей сте-
реографической проекции.
Комплексная плоскость, дополненная точкой ∞, называет-

ся расширенной комплексной плоскостью, а сфера, на кото-
рую она проектируется, — сферой Римана. Точка 𝑧𝑐 на сфере,
которой соответствует точка 𝑧 на расширенной комплексной
плоскости, называется сферическим изображением комплекс-
ного числа 𝑧 или ее стереографической проекцией. Расширен-
ную комплексную плоскость или сферу Римана еще называют
замкнутой и обозначают ℂ.
Если в пространстве ввести систему координат 𝑂𝜉𝜂𝜁 так,

как показано на рис. 3.18, то имеет место связь между коорди-
натами 𝑥 и 𝑦 точки 𝑧 и координатами 𝜉, 𝜂, 𝜁 ее сферического
изображения 𝑧𝑐:

𝑧𝑐 −→ 𝜉 =
𝑥

1 + ∣𝑧∣2 , 𝜂 =
𝑦

1 + ∣𝑧∣2 , 𝜁 =
∣𝑧∣2

1 + ∣𝑧∣2

и

𝑧 −→ 𝑥 =
𝜉𝜁

𝜉2 + 𝜂2
, 𝑦 =

𝜂𝜁

𝜉2 + 𝜂2
,

где ∣𝑧∣2 = 𝑥2 + 𝑦2.
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В частности, 𝑧∞ имеет координаты 𝜉 = 0, 𝜂 = 0, 𝜁 = 1
(эти значения получаются, если формально 𝑥 и 𝑦 устремить к
бесконечности), т. е. координаты точки 𝑁 .
Пусть далее 𝑧1 → 𝑧1𝑐 и 𝑧2 → 𝑧2𝑐, тогда длина хорды, со-

единяющей на сфере Римана точки 𝑧1𝑐 и 𝑧2𝑐, называется хор-
дальным расстоянием между точками 𝑧1 и 𝑧2 и обозначается
𝑘(𝑧1, 𝑧2). Для хордального расстояния справедлива формула

𝑘(𝑧1, 𝑧2) =
∣𝑧2 − 𝑧1∣√

1 + ∣𝑧1∣2
√
1 + ∣𝑧2∣2

.

ПРИМЕР 3.7. Пусть 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖 и 𝑧𝑐(𝜉, 𝜂, 𝜁). Найти
𝑧1𝑐(𝜉1, 𝜂1, 𝜁1), если 𝑧1 = −𝑧, или 𝑧1 = 𝑧, или 𝑧1 = 1/𝑧 и даны
лишь числа 𝜉, 𝜂, 𝜁.

⊲ Если 𝑧1 = −𝑧 = −𝑥− 𝑦𝑖, то

𝜉1 =
−𝑥

1 + ∣𝑧∣2 , 𝜂1 =
−𝑦

1 + ∣𝑧∣2 , 𝜁1 =
∣𝑧∣2

1 + ∣𝑧∣2 ,

так как ∣ − 𝑧∣ = ∣𝑧∣. Поэтому 𝑧1𝑐(−𝜉,−𝜂, 𝜁). Если 𝑧1 = 𝑧, то

𝑧1 = 𝑥− 𝑦𝑖 ⇒ 𝑧1𝑐(𝜉,−𝜂, 𝜁). Если 𝑧1 = 1

𝑧
=

𝑧

∣𝑧∣2 , то, так как

∣𝑧1∣ = 1

∣𝑧∣ , 𝜉1 =

𝑥

∣𝑧∣2
1 +

1

∣𝑧∣2
=

𝑥

1 + ∣𝑧∣2 = 𝜉,

𝜂1 =

− 𝑦

∣𝑧∣2
1 +

1

∣𝑧∣2
= − 𝑦

1 + ∣𝑧∣2 = −𝜂,

𝜁1 =

1

∣𝑧∣2
1 +

1

∣𝑧∣2
=

1

1 + ∣𝑧∣2 =
1 + ∣𝑧∣2 − ∣𝑧∣2

1 + ∣𝑧∣2 =

1− ∣𝑧∣2
1 + ∣𝑧∣2 = 1− 𝜁.

Итак, получаем 𝑧1𝑐(𝜉,−𝜂, 1− 𝜁). ⊳



192 Занятие 3

Заметим, что хордальное расстояние имеет смысл и для
точки ∞. В этом случае

𝑘(𝑧,∞) =
1√

1 + ∣𝑧∣2 .

ПРИМЕР 3.8. Вычислить хордальные расстояния:
1) 𝑘(0, 1); 2) 𝑘(1, 𝑖); 3)𝑘(1 + 𝑖,∞).

⊲ 1) 𝑘(0, 1) =
∣1− 0∣√

1 + ∣1∣2√1 + ∣0∣2 =
1√
2
;

2) 𝑘(1, 𝑖) =
∣𝑖− 1∣√

1 + ∣𝑖∣2√1 + ∣1∣2 =

√
2√

2
√
2
=

1√
2
;

3) 𝑘(1 + 𝑖,∞) =
1√

1 + ∣1 + 𝑖∣2 =
1√
3
.

Заметим, что на ℂ расстояния между точками 𝑧 = 0 и 𝑧 =
= 1 с одной стороны и точками 𝑧 = 1 и 𝑧 = 𝑖 с другой стороны
неравны. Кроме того, отметим еще такой, на первый взгляд,
парадоксальный факт: 𝑘(1, 𝑖) = 𝑘(1,∞). ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

1. Выяснить, какие линии на плоскости записаны следую-
щими уравнениями:

а) Re
1

𝑧
=

1

3
; б) Re

𝑧 − 1

𝑧 + 1
= 0;

в) Re 𝑧 ⋅ Im (𝑧 − 𝑖) = 1; г) Re 𝑧 + Im (𝑧 − 𝑖) = 2.

2. Выяснить, какие множества точек 𝑧 комплексной плос-
кости удовлетворяют неравенствам:
a) ∣𝑧 − 𝑖∣+ ∣𝑧 + 𝑖∣ < 4; б) ∣1 + 𝑧∣ < ∣1− 𝑧∣;
в) 0 < arg

𝑖− 𝑧
𝑧 + 𝑖

<
𝜋

2
; г) Re [(1− 𝑖)𝑧] <

√
2;

д) ∣𝑧∣ > 1− Re 𝑧.

3. Найти угол между кривыми 𝛾1 : 𝑧 = 𝑡+
1

𝑡
𝑖 и 𝛾2 : 𝑧 =

= 𝜏 +
√
𝜏 𝑖, 0 < 𝑡 < +∞, 0 < 𝜏 < +∞, в точке их пересечения.

4. На комплексной плоскости указать множество точек 𝑧
таких, что хордальное расстояние 𝑘(𝑧,∞) = 𝑎 (𝑎 > 0).
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Ответы:

1. а) Окружность

∣∣∣∣𝑧 − 3

2

∣∣∣∣= 3

2
без точки 𝑧 = 0;

б) окружность ∣𝑧∣ = 1 без точки 𝑧 = −1;

в) гипербола 𝑦 =
𝑥+ 1

𝑥
;

г) прямая 𝑥+ 𝑦 = 3.

2. а) Внутренность эллипса
𝑥2

3
+

𝑦2

4
= 1;

б) полуплоскость, лежащая слева от мнимой оси;
в) правая половина круга радиусом 1 с центром в точке 𝑧 =

= 0, исключающая границу (полуокружность и диаметр, лежащий на
оси 𝑂𝑦);
г) полуплоскость, содержащая точку 𝑧 = 0 и ограниченная каса-

тельной к окружности радиусом 1 с центром в нуле, проведенной в

точке 𝑧 =
1 + 𝑖√

2
;

д) часть плоскости, не содержащая луч 𝑦 = 0, 𝑥 ⩽ 1/2 и ограни-
ченная параболой 𝑦2 = 1− 2𝑥, не включая саму параболу.

3. Точка пересечения 𝑧 = 1 + 𝑖, угол равен arccos
1√
10

.

4. Если 0 < 𝑎 < 1, то это окружность ∣𝑧∣ =
√

1/𝑎2 − 1; если
𝑎 = 1, то точка 𝑧 = 0; если 𝑎 > 1, то /𝑜.



Занятие 4

ПОНЯТИЕ ФУНКЦИИ
КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Если 𝐷 — некоторое множество точек комплексной плос-
кости и каждому числу 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 из 𝐷 поставлено в соответ-
ствие вполне определенное комплексное число 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣, то
говорят, что на множестве 𝐷 определена однозначная функция
комплексной переменной (ФКП), и пишут

𝑤 = 𝑓(𝑧) = 𝑢+ 𝑖𝑣 = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦),

где 𝑢(𝑥, 𝑦) = Re 𝑓(𝑧), 𝑣(𝑥, 𝑦) = Im 𝑓(𝑧).
Связное открытое множество точек комплексной плоскости

называется открытой областью. Область называется одно-
связной, если ее граница состоит не более чем из одной за-
мкнутой кривой (которая может сводиться к точке, отрезку).
Если граница области состоит из 𝑛 замкнутых кривых, то об-
ласть называется 𝑛-связной и относится к типу многосвязных
областей.
Заданную в области 𝐷 однозначную функцию 𝑓(𝑧) мож-

но рассматривать как отображение области 𝐷 плоскости 𝑧 на
некоторое множество 𝐺 = {𝑤 : 𝑤 = 𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷} плоско-
сти 𝑤.

ПРИМЕР 4.1. Для отображения 𝑤 = 𝑧2 найти образ ли-
нии 𝑥 = 𝑐 и образ области ∣𝑧∣ < 𝑅, Im 𝑧 > 0.

⊲ Имеем

𝑤 = 𝑧2 = (𝑥+ 𝑖𝑦)2 = 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦,

𝑢 = 𝑥2 − 𝑦2, 𝑣 = 2𝑥𝑦, ∣𝑤∣ = ∣𝑧2∣ = ∣𝑧∣2, Arg𝑤 = 2Arg 𝑧.



Понятие функции комплексной переменной 195

Пусть 𝛾 : 𝑥 = 𝑐, −∞ < 𝑦 < +∞. Это вертикальная
прямая. Получаем

𝛾 → 𝛤, 𝛤 :

{
𝑢 = 𝑐2 − 𝑦2,
𝑣 = 2𝑐𝑦, −∞ < 𝑦 < +∞.

Это параметрические уравнения образа 𝐺 кривой 𝛾. Ис-
ключая 𝑦, получим 𝐺 : 𝑣2 = 4𝑐2(𝑐2 − 𝑢) — парабола с верши-
ной в точке 𝑤 = 𝑐2, симметричная относительно оси 𝑂𝑢.

Рис. 4.1

Находим образ области 𝐷 = {𝑧 ∣ ∣𝑧∣ < 𝑅, Im 𝑧 > 0} (мно-
жество точек внутри верхнего полукруга радиусом 𝑅 с цен-
тром 𝑧0 = 0). В соответствии с формулами для аргумента
𝑤 = 𝑧2 получим

𝐷
𝑤−→ 𝐺 = {𝑤 ∣ 0 < arg𝑤 < 2𝜋, ∣𝑤∣ < 𝑅2},

т. е. образом области 𝐷 является плоскость 𝑤 с разрезом вдоль
положительной полуоси 𝑂𝑢. ⊳

Рис. 4.2
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§ 4.1. ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ

Число 𝐴 = 𝛼+ 𝑖𝛽 называется пределом функции 𝑤 = 𝑓(𝑧)
в точке 𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0, если функция определена в некоторой
окрестности точки 𝑧0, исключая саму точку, и

∀ 𝜀 > 0 ∃𝛿(𝜀) > 0 : ∀ 𝑧 ∈ ℂ

(0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝛿 ⇒ ∣𝑓(𝑧)−𝐴∣ < 𝜀).
Формально это определение предела ничем не отличается

от определения предела функций действительного переменно-
го, поэтому такие элементарные теоремы, как теорема о пре-
деле суммы, произведения и т. п., сохраняют силу и для ФКП.
Обозначения остаются те же:

lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) = 𝐴.

Записанное соотношение равносильно двум предельным
соотношениям:

lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝛼, lim
(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝛽,

в которых фигурируют пределы действительных функций от
двух независимых переменных 𝑥 и 𝑦.

ПРИМЕР 4.2. Найти предел функции 𝑤 = 𝑧 в точке 𝑧 = 𝑖.

⊲ lim
𝑧→𝑖

𝑧 = lim
𝑧→0+𝑖⋅1

(𝑥− 𝑖𝑦) =
= lim

(𝑥,𝑦)→(0,1)
𝑥− 𝑖 ⋅ lim

(𝑥,𝑦)→(0,1)
𝑦 = 0− 𝑖 ⋅ 1 = −𝑖. ⊳

ПРИМЕР 4.3. Выяснить, существует ли предел функции
𝑤 =

𝑧

𝑧
в точке 𝑂(0, 0).

⊲ Имеем

𝑧

𝑧
=
𝑥− 𝑖𝑦
𝑥+ 𝑖𝑦

=
(𝑥− 𝑖𝑦)2

(𝑥+ 𝑖𝑦)(𝑥− 𝑖𝑦) =

=
𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑖𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2
=
𝑥2 − 𝑦2
𝑥2 + 𝑦2

− 𝑖 2𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2
.
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Таким образом, Re𝑤 =
𝑥2 − 𝑦2
𝑥2 + 𝑦2

. Но,

lim
𝑧→0

Re𝑤 = lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑥2 − 𝑦2
𝑥2 + 𝑦2

не существует, так как он зависит от способа стремления
(𝑥, 𝑦) к (0, 0). Действительно, пусть стремление к точке
𝑂(0, 0) происходит по прямой 𝑦 = 𝑘𝑥.

Рис. 4.3

Тогда lim
𝑦=𝑘𝑥→0

𝑥2 − 𝑦2
𝑥2 + 𝑦2

=
1− 𝑘2
1 + 𝑘2

и, следовательно, предел

зависит от 𝑘 и нарушено условие единственности предела. ⊳
ПРИМЕР 4.4. Вычислить

lim
𝑧→0

𝑧Re 𝑧

Im 𝑧
.

⊲ lim
𝑧→0

(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑥

𝑥− 𝑖𝑦 = lim
𝑧→0

(𝑥+ 𝑖𝑦)2𝑥

𝑥2 + 𝑦2
=

= lim
𝑧→0

(𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦)𝑥

𝑥2 + 𝑦2
=

= lim
𝑧→0

(
𝑥3 − 𝑦2𝑥
𝑥2 + 𝑦2

+ 𝑖
2𝑥2𝑦

𝑥2 + 𝑦2

)
= lim

(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑥(𝑥2 − 𝑦2)
𝑥2 + 𝑦2

+

+𝑖 ⋅ lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

2𝑥𝑦 ⋅ 𝑥
𝑥2 + 𝑦2

= 0 + 𝑖 ⋅ 0 = 0,

так как

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑥
𝑥2 − 𝑦2
𝑥2 + 𝑦2

= 0,
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поскольку
∣∣∣𝑥2−𝑦2𝑥2+𝑦2

∣∣∣ ⩽ 1, а 𝑥→ 0,

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑥
2𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2
= 0,

поскольку
∣∣∣ 2𝑥𝑦
𝑥2+𝑦2

∣∣∣ ⩽ 1, а 𝑥→ 0. ⊳
Функция 𝑤 = 𝑓(𝑧) называется непрерывной в точке 𝑧0,

если
lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧0).

Непрерывность комплексной функции 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) +
+ 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) в точке 𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0 равносильна непрерывности
двух действительных функций 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑣(𝑥, 𝑦) от двух дей-
ствительных переменных 𝑥 и 𝑦 в точке (𝑥0, 𝑦0). Функция 𝑤 =
= 𝑓(𝑧), определенная в области 𝐷, называется непрерывной в
этой области, если она непрерывна в каждой точке области 𝐷.
Аналогично тому, как это делается в случае действитель-

ной переменной, вводятся классы 𝑜 и 𝑂 .

1. 𝑓(𝑧) ∈ 𝑂
𝑧→𝑧0

(1)⇔ ∃𝑀, 𝛿 > 0 : ∀𝑧 ∈ ℂ

(0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝛿 ⇒ ∣𝑓(𝑧)∣ < 𝑀).

2. 𝑓(𝑧) ∈ 𝑜
𝑧→𝑧0

(1)⇔ lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) = 0⇔ ∀𝜀 > 0

∃𝛿 > 0 : ∀𝑧 ∈ ℂ (0 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝛿 ⇒ ∣𝑓(𝑧)∣ < 𝜀).
3. 𝑓(𝑧) ∈ 𝑂

𝑧→𝑧0
(𝑔(𝑧))⇔ 𝑓(𝑧) = 𝑔(𝑧) ⋅ 𝑂

𝑧→𝑧0
(1).

4. 𝑓(𝑧) ∈ 𝑜
𝑧→𝑧0

(𝑔(𝑧))⇔ 𝑓(𝑧) = 𝑔(𝑧) ⋅ 𝑜
𝑧→𝑧0

(1).

Из этих определений непосредственно вытекает, что для
функций комплексной переменной остаются справедливыми
теоремы об асимптотическом разложении функции, имеющей
предел

lim
𝑧→𝑧0

𝑓(𝑧) = 𝐴 ⇔ 𝑓(𝑧) = 𝐴+ 𝑜
𝑧→𝑧0

(1),

и об асимптотическом разложении непрерывной в точке 𝑧0
функции

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧0) + 𝑜
𝑧→𝑧0

(1).
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ПРИМЕР 4.5. Доказать, что функция

𝑓(𝑧) =

⎧⎨
⎩
𝑧Re 𝑧

∣𝑧∣ , 𝑧 ∕= 0

0, 𝑧 = 0

непрерывна в точке 𝑧 = 0.
⊲ Вычислим предел:

lim
𝑧→0

𝑧Re 𝑧

∣𝑧∣ = lim
𝑧→0

(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑥√
𝑥2 + 𝑦2

= lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑥2√
𝑥2 + 𝑦2

+

+𝑖 ⋅ lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑥𝑦√
𝑥2 + 𝑦2

= 0 + 𝑖 ⋅ 0 = 0,

поскольку

∣∣∣∣∣ 𝑥√
𝑥2 + 𝑦2

∣∣∣∣∣ ⩽ 1, а 𝑥 и 𝑦 стремятся к нулю (про-

изведение ограниченной функции на бесконечно малую есть
снова бесконечно малая функция). Так как lim

𝑧→0
𝑓(𝑧) = 𝑓(0),

то функция 𝑓(𝑧) непрерывна в точке 𝑧 = 0. ⊳
ПРИМЕР 4.6. Как определить функцию 𝑓(𝑧) = 𝑒−1/∣𝑧∣ в

точке 𝑧 = 0, чтобы она стала непрерывной в этой точке?
⊲ Найдем предел:

lim
𝑧→0

𝑒−1/∣𝑧∣ = lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑒−1/
√
𝑥2+𝑦2 =

{
𝑡 =

√
𝑥2 + 𝑦2

𝑡→ +0

}
=

= lim
𝑡→+0

𝑒−1/𝑡 = lim
𝑡→+0

1

𝑒1/𝑡
= 0,

поскольку lim
𝑡→+0

𝑒1/𝑡 = +∞. Следовательно, если доопределить
𝑓(𝑧) в нуле нулем, то получится непрерывная функция. ⊳
ПРИМЕР 4.7. Доказать, что функцию 𝑓(𝑧) =

𝑧

∣𝑧∣ нельзя
доопределить в точке 𝑧 = 0 так, чтобы она стала непрерывной
в этой точке.

⊲ Для предела при 𝑟 → 0 по любому лучу 𝑟𝑒𝑖𝜑 имеем

lim
𝑟→0

𝑟𝑒𝑖𝜑

𝑟
= lim
𝑟→0

𝑒𝑖𝜑 = 𝑒𝑖𝜑,
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т. е. эти пределы различны для различных направлений (они
заполняют единичную окружность) и, следовательно, lim

𝑧→0

𝑧

∣𝑧∣
не существует. ⊳

§ 4.2. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ И ИХ ЗНАЧЕНИЯ

Основные элементарные ФКП определяются следующими
формулами:

𝑧𝑛 = (𝑥+ 𝑖𝑦)𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁 ;

𝑒𝑧 = 𝑒𝑥+𝑖𝑦 = 𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦); (4.1)

sin 𝑧 =
𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

2𝑖
; cos 𝑧 =

𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧

2
; (4.2)

sh 𝑧 =
𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧

2
; ch 𝑧 =

𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧

2
;

tg 𝑧 =
sin 𝑧

cos 𝑧
; ctg 𝑧 =

cos 𝑧

sin 𝑧
;

th 𝑧 =
sh 𝑧

ch 𝑧
; cth 𝑧 =

ch 𝑧

sh 𝑧
.

ПРИМЕР 4.8. Доказать, что функция 𝑒𝑧 имеет пери-
од 2𝜋 𝑖.

⊲ Согласно (4.1) имеем

𝑒𝑧+2𝜋𝑖 = 𝑒𝑥+𝑖(𝑦+2𝜋) = 𝑒𝑥
(
cos(𝑦 + 2𝜋) + 𝑖 sin(𝑦 + 2𝜋)

)
=

= 𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦) = 𝑒𝑧. ⊳

ПРИМЕР 4.9. Вычислить

∣ cos 2𝑖∣.

⊲ Применяя формулу (4.2), получим

cos 2𝑖 =
1

2
(𝑒−2 + 𝑒2) = ch 2 ≈ 3, 7.

Функции комплексной переменной cos 𝑧, sin 𝑧 могут при-
нимать значения, которые по модулю превосходят единицу. ⊳
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ПРИМЕР 4.10. Найти действительную и мнимую части
функции sin 𝑧.

⊲ sin 𝑧 =
𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

2𝑖
=
𝑒−𝑦+𝑖𝑥 − 𝑒𝑦−𝑖𝑥

2𝑖
=

=
1

2𝑖

[
𝑒−𝑦(cos𝑥+ 𝑖 sin𝑥)− 𝑒𝑦(cos(−𝑥) + 𝑖 sin(−𝑥))

]
=

= cos𝑥
𝑒𝑦 − 𝑒−𝑦

2
𝑖+ sin𝑥

𝑒𝑦 + 𝑒−𝑦

2
= sin𝑥 ch 𝑦 + 𝑖 cos𝑥 sh 𝑦.

Re sin 𝑧 = 𝑢(𝑥, 𝑦) = sin𝑥 ch 𝑦, Im sin 𝑧 = 𝑣(𝑥, 𝑦) = cos𝑥 sh 𝑦.

Функции sin 𝑧, cos 𝑧, 𝑒𝑧 непрерывны на всей комплексной
плоскости. Функции sin 𝑧 и cos 𝑧 принимают все комплексные
значения, функция 𝑒𝑧 — все, кроме 0. Функция tg 𝑧 непрерыв-
на всюду, кроме точек 𝑧𝑘 =

𝜋

2
+ 𝜋𝑘; ctg 𝑧 непрерывна всюду,

кроме 𝑧𝑘 = 𝜋𝑘, здесь 𝑘 ∈ 𝑍. ⊳

§ 4.3. МНОГОЗНАЧНЫЕ ФУНКЦИИ
И ИХ ЗНАЧЕНИЯ

В области 𝐷 комплексной переменной 𝑧 определена мно-
гозначная функция 𝑤 = 𝑓(𝑧), если каждой точке области
𝐷 соответствует хотя бы одно значение, а некоторым точкам
соответствуют несколько (быть может и бесконечно много)
значений функции.
Корень из комплексного числа 𝑤 = 𝑛

√
𝑧 представляет со-

бой пример многозначной функции, принимающей не более 𝑛
значений (при 𝑧 ∕= 0 ровно 𝑛).
Очевидно, что геометрически нельзя истолковать много-

значную функцию как отражение одной плоской области на
другую. Здесь необходимо привлечь более сложные геометри-
ческие образы — римановы поверхности. Однако, это выходит
за рамки рассматриваемого курса.
Более простой метод исследования — выделение отдель-

ных ветвей таких функций. Например, многозначная функция
𝑤 = Arg 𝑧 определена всюду, кроме 𝑧 = 0 и 𝑧 = ∞. Обычно
выделяют одну из ее ветвей — главное значение этой функции
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𝑤0 = arg 𝑧, которое определяется как значение Arg 𝑧, подчи-
ненное условию −𝜋 < Arg 𝑧 ⩽ 𝜋. Полученная таким образом
однозначная ветвь 𝑤0 = arg 𝑧 определена при всех 𝑧 ∕= 0 и
𝑧 ∕= ∞, но отрицательная действительная полуось −∞ < 𝑥 <
< 0, 𝑦 = 0 стала для нее линией разрыва. Если выкинуть
из области определения функции arg 𝑧 отрицательную дей-
ствительную полуось, то в полученной разрезанной плоскости
функция arg 𝑧 становится непрерывной однозначной.

Логарифмическая функция определяется формулой

Ln 𝑧 = ln ∣𝑧∣+ 𝑖(arg 𝑧 + 2𝜋𝑘), 𝑘 ∈ 𝑍, (4.3)

и является счетнозначной.
Главное значение логарифмической функции:

ln 𝑧 = ln ∣𝑧∣+ 𝑖 arg 𝑧. (4.4)

ПРИМЕР 4.11. Вычислить

Ln (−1), ln(−1).

⊲ Так как ∣ − 1∣ = 1, arg(−1) = 𝜋, в силу (4.3) получим

Ln (−1) = ln 1 + 𝑖(𝜋 + 2𝜋𝑘) = (2𝑘 + 1)𝜋𝑖, 𝑘 ∈ 𝑍.

Применяя формулу (4.4), ln(−1) = 𝜋𝑖. ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

1. Для изображения 𝑤 = 𝑧2 найти:

а) образ линии arg 𝑧 = 𝛼;

б) образ области ∣𝑧∣ < 2, −𝜋
4
< arg 𝑧 <

𝜋

4
.

2. Доказать, что

a) sin(𝑧 + 2𝜋) = sin 𝑧;

б) cos(−𝑧) = cos 𝑧;

в) sin 2𝑧 = 2 sin 𝑧 cos 𝑧;

г) Re cos 𝑧 = cos𝑥 ch 𝑦, Im sin 𝑧 = − sin𝑥 sh 𝑦.
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3. Вычислить Ln 𝑖; ln 𝑖.

4. Пользуясь формулой 𝑢𝑣 = 𝑒𝑣 ln𝑢, найти 𝑖𝑖.

Ответы:

1. а) Луч, выходящий из начала координат (𝑤0 = 0) под углом
2𝛼 к оси 𝑂𝑢;

б) правый полукруг 𝐺 =
{
𝑤 ∣ −𝜋

2
< arg𝑤 <

𝜋

2
, ∣𝑤∣ < 4

}
.

3.
(4𝑘 + 1)𝜋𝑖

2
, 𝑘 ∈ 𝑍;

𝜋

2
𝑖.

4. 𝑒(4𝑘+1)𝜋/2, 𝑘 ∈ 𝑍.



Занятие 5

ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ФУНКЦИЙ
КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ.

УСЛОВИЯ КОШИ–РИМАНА.
АНАЛИТИЧНОСТЬ

Пусть функция 𝑊 = 𝑓(𝑧) определена и однозначна в обла-
сти 𝐷 и точка 𝑧 = 𝑥+ 𝑦𝑖 ∈ 𝐷. Пусть также 𝑧 = 𝑥̃+ 𝑦𝑖 ∈ 𝐷.
Положим △𝑥 = 𝑥̃ − 𝑥, △𝑦 = 𝑦 − 𝑦, △𝑧 = 𝑧 − 𝑧 = (𝑥̃ − 𝑥) +
+ (𝑦 − 𝑦)𝑖 = △𝑥 + △𝑦𝑖 — приращение аргумента в точке 𝑧;
△𝑊 = 𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧 +△𝑧) − 𝑓(𝑧) — приращение функ-
ции.

Предел отношения
△𝑊
△𝑧 при △𝑧 → 0 ⇔ 𝑧 → 𝑧, 𝑧 ∈ 𝐷,

если он существует, называется производной функции 𝑓(𝑧) в

точке 𝑧 и обозначается 𝑓 ′(𝑧) или
𝑑𝑓

𝑑𝑧
(𝑧). Сама функция при

этом называется дифференцируемой в точке 𝑧.
Итак,

𝑓 ′(𝑧) = lim
△𝑧→0

△𝑊
△𝑧 = lim

𝑧→𝑧
𝑓(𝑧)− 𝑓(𝑧)
𝑧 − 𝑧 .

Важно отметить, что если указанный предел существует,
то он не зависит от того, каким образом △𝑧 стремится к нулю
или, что то же самое, точка 𝑧 приближается к точке 𝑧.
Если 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑣(𝑥, 𝑦)𝑖, где 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑣(𝑥, 𝑦) соот-

ветственно действительная и мнимая части функции 𝑓(𝑧) и
𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖, то для дифференцируемости 𝑓(𝑧) в точке 𝑧 необ-
ходимо и достаточно, чтобы
1) функции 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑣(𝑥, 𝑦) были дифференцируемы в точ-

ке (𝑥, 𝑦) как функция пары действительных переменных;
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2) в точке (𝑥, 𝑦) были выполнены условия

∂𝑢

∂𝑥
=
∂𝑣

∂𝑦
,
∂𝑢

∂𝑦
= −∂𝑣

∂𝑥
,

которые носят название условий Коши–Римана.
Пусть в точке 𝑧 соблюдены требования 1) и 2). Тогда для

вычисления 𝑓 ′(𝑧) можно, например, использовать формулу

𝑓 ′(𝑧) =
∂𝑢

∂𝑥
+
∂𝑣

∂𝑥
𝑖.

Здесь каждая из производных, конечно, может быть заме-
нена соответственно условиям Коши–Римана на другую.
Если функция 𝑓(𝑧) дифференцируема в точке 𝑧 и некото-

рой ее окрестности (например, круговой), то говорят, что в
точке 𝑧 функция аналитична.
Функция, дифференцируемая в каждой точке некоторой

области, называется аналитичной в области.

ПРИМЕР 5.1. Показать, что функция 𝑓(𝑧) = 𝑧2 имеет
производную в каждой точке комплексной плоскости.

⊲ 1-й способ. Исходя из определения, имеем

𝑓(𝑧 +△𝑧)− 𝑓(𝑧)
△𝑧 =

(𝑧 +△𝑧)2 − 𝑧2
△𝑧 =

=
2𝑧△𝑧 +△𝑧2

△𝑧 = 2𝑧 +△𝑧.

Следовательно,

lim
△𝑧→0

𝑓(𝑧 +△𝑧)− 𝑓(𝑧)
△𝑧 = lim

△𝑧→0
(2𝑧 +△𝑧) = 2𝑧.

Итак, 𝑓 ′(𝑧) = 2𝑧.
2-й способ. Так как Re 𝑓(𝑧) = 𝑥2 − 𝑦2 = 𝑢(𝑥, 𝑦), Im 𝑓(𝑧) =

= 2𝑥𝑦 = 𝑣(𝑥, 𝑦) и функции 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑣(𝑥, 𝑦) дифференцируемы
во всех точках (𝑥, 𝑦) (это следует, например, из непрерывно-
сти частных производных), то надо только проверить выпол-
нимость условий Коши–Римана.



206 Занятие 5

Очевидно,

∂𝑢

∂𝑥
= 2𝑥,

∂𝑢

∂𝑦
= −2𝑦, ∂𝑣

∂𝑥
= 2𝑦,

∂𝑣

∂𝑦
= 2𝑥

и, значит,
∂𝑢

∂𝑥
=
∂𝑣

∂𝑦
,

∂𝑢

∂𝑦
= −∂𝑣

∂𝑥

во всех точках. Поэтому,

𝑓 ′(𝑧) =
∂𝑢

∂𝑥
+ 𝑖
∂𝑣

∂𝑦
= 2𝑥+ 2𝑦𝑖 = 2(𝑥+ 𝑦𝑖) = 2𝑧.

Итак, показано, что функция 𝑧2 аналитична во всей ком-
плексной плоскости. ⊳

Аналогично можно показать, что

(𝑧𝑛)′ = 𝑛𝑧𝑛−1

при любом натуральном 𝑛. Надо только иметь ввиду, что при
больших 𝑛 не очень удобно проверять условия Коши–Римана.
Поэтому лучше эту формулу получить, исходя из определения
производной.
Таким образом, 𝑧𝑛 при всех натуральных 𝑛 аналитична во

всей комплексной плоскости.

ПРИМЕР 5.2. Найти область аналитичности функции

𝑓(𝑧) =
1

𝑧
.

⊲ Имеем

1

𝑧
=

𝑧

∣𝑧∣2 =
𝑥− 𝑦𝑖
𝑥2 + 𝑦2

=

(
𝑥

𝑥2 + 𝑦2

)
+

(
− 𝑦

𝑥2 + 𝑦2

)
𝑖.

Поэтому
𝑢 =

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
, 𝑣 = − 𝑦

𝑥2 + 𝑦2
.

Функции 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑣(𝑥, 𝑦) дифференцируемы везде, кроме
начала координат. Далее,
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∂𝑢

∂𝑥
=

𝑦2 − 𝑥2
(𝑥2 + 𝑦2)2

,
∂𝑢

∂𝑦
= − 2𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
,
∂𝑣

∂𝑥
=

2𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
,

∂𝑣

∂𝑦
=

𝑦2 − 𝑥2
(𝑥2 + 𝑦2)2

.

Отсюда следует, что равенства
∂𝑢

∂𝑥
=
∂𝑣

∂𝑦
,
∂𝑢

∂𝑦
= −∂𝑣

∂𝑥
спра-

ведливы при всех 𝑥 и 𝑦, за исключением 𝑥 = 𝑦 = 0. Зна-
чит, функция 𝑓(𝑧) аналитична во всей комплексной плоско-
сти, кроме точки 𝑧 = 0. Производная(

1

𝑧

)′
=

𝑦2 − 𝑥2
(𝑥2 + 𝑦2)2

+
2𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)
𝑖 = − (𝑥2 − 2𝑥𝑦𝑖− 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2
=

= − (𝑥− 𝑦𝑖)2
(𝑥+ 𝑦𝑖)2(𝑥− 𝑦𝑖)2 = − 1

(𝑥+ 𝑦𝑖)2
= − 1

𝑧2
.

То есть (
1

𝑧

)′
= − 1

𝑧2
. ⊳

Последнюю формулу примера 5.2 можно записать так:
(𝑧−1)′ = (−1)𝑧−2. Это означает, что соотношение

(𝑧𝑛)′ = 𝑛𝑧𝑛−1

верно при 𝑛 = −1, 𝑧 ∕= 0. Формула (𝑧𝑛)′ = 𝑛𝑧𝑛−1 остается
справедливой при всех целых 𝑛 < 0, а также и при 𝑛 = 0,
лишь бы переменная 𝑧 была отлична от нуля. Непосредствен-
ная проверка этого факта не составляет труда.
Проще, однако, воспользоваться правилом дифференциро-

вания сложной функции, которое остается таким же, как и в
случае действительного переменного. Согласно этому правилу
при 𝑛 < 0, получим

(𝑧𝑛)′ =

[(
1

𝑧

)−𝑛]′
= −𝑛

(
1

𝑧

)−𝑛−1(
1

𝑧

)′
=

= −𝑛
(
1

𝑧

)−𝑛−1(
− 1

𝑧2

)
= 𝑛𝑧𝑛+1𝑧−2 = 𝑛𝑧𝑛−1.
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ПРИМЕР 5.3. Выяснить, является ли функция 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑧
аналитичной хотя бы в одной точке.

⊲ Так как 𝑧𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2, то 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑣(𝑥, 𝑦) ≡ 0.
Отсюда следует, что

∂𝑢

∂𝑥
= 2𝑥,

∂𝑢

∂𝑦
= 2𝑦,

∂𝑣

∂𝑥
=
∂𝑣

∂𝑦
≡ 0,

и условия Коши–Римана принимают вид{
𝑥 = 0
𝑦 = 0.

Таким образом, 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑧 дифференцируема только при
𝑧 = 0. Поэтому точки, где бы она была аналитична, отсут-
ствуют. ⊳
ПРИМЕР 5.4. Найти точки дифференцируемости функ-

ции 𝑓(𝑧) = 𝑧.
⊲ Так как 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥, 𝑣(𝑥, 𝑦) = −𝑦, то

∂𝑢

∂𝑥
= 1,

∂𝑢

∂𝑦
= 0,

∂𝑣

∂𝑥
= 0,

∂𝑣

∂𝑦
= −1.

Условия Коши–Римана принимают вид{
1 = −1,
0 = 0

и являются противоречивыми. Следовательно, 𝑓(𝑧) = 𝑧 ни-
где не дифференцируема и, тем более, не аналитична. Заме-
тим, что эта функция, не имея производной ни в одной точ-
ке, напротив, при всех 𝑧 является непрерывной. Подобный
пример для случая вещественной функции вещественной пе-
ременной построить непросто. Впервые это удалось сделать
Вейерштрассу. ⊳
ПРИМЕР 5.5. Исследовать дифференцируемость функции

𝑓(𝑧) = 3
√
Re (𝑧)Im (𝑧) = 3

√
𝑥𝑦

в точке 𝑧 = 0 (под 3
√ понимается действительное значение).
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⊲ Прежде всего отметим, что поскольку 𝑢(𝑥, 𝑦) = 3
√
𝑥𝑦,

𝑣(𝑥, 𝑦)≡ 0 и 𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢(0, 𝑦) = 0, то при 𝑥 = 𝑦 = 0 получим

∂𝑢

∂𝑥
=
∂𝑢

∂𝑦
=
∂𝑣

∂𝑥
=
∂𝑣

∂𝑦
= 0,

т. е. условия Коши–Римана выполнены. Однако функция 𝑓(𝑧)
в точке 𝑧 = 0 не дифференцируема. В самом деле, ввиду того,
что 𝑓(0) = 0 и 𝑓(0 +△𝑧) = 3

√△𝑥 ⋅ △𝑦, имеем

△𝑓
△𝑧 =

3
√△𝑥 ⋅ △𝑦
△𝑥+△𝑦 𝑖 =

∣∣∣∣ например, при △𝑥 = △𝑦
∣∣∣∣ =

=
3
√
△𝑥2

△𝑥(1 + 𝑖) =
1

3
√
△𝑥2(1 + 𝑖) .

Значит, при стремлении △𝑧 → 0 вдоль прямой △𝑦 =

= △𝑥 отношение
∣∣∣∣△𝑓△𝑧

∣∣∣∣ = 1

∣ 3
√
△𝑥2∣√2 неограниченно возрас-

тает (△𝑧 → 0 ⇒ △𝑥 → 0,) а потому
△𝑓
△𝑧 не может иметь

конечного предела.
Этот пример показывает, что выполнение одних только

условий Коши–Римана еще недостаточно для дифференциру-
емости. ⊳
Рассмотрим еще ряд примеров. При этом будем помнить,

что правила дифференцирования суммы–разности, произведе-
ния и частного остаются теми же, что и в действительном
случае. Отсюда вытекает, что если в некоторой области 𝐷
функции 𝑓(𝑧) и 𝑔(𝑧) аналитичны и 𝐴 — комплексное число,
то в этой области 𝐴 ⋅ 𝑓(𝑧), 𝑓(𝑧) ± 𝑔(𝑧), 𝑓(𝑧) ⋅ 𝑔(𝑧), 𝑓(𝑧)/𝑔(𝑧)
(там, где 𝑔(𝑧) ∕= 0) также аналитичны. Поэтому, например, лю-
бой многочлен 𝑃 (𝑧), рассматриваемый как функция комплекс-
ной переменной, аналитичен при всех 𝑧; дробно-рациональная
функция (отношение двух многочленов) аналитична везде, где
знаменатель отличен от нуля.

ПРИМЕР 5.6. Показать, что 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧 аналитична на всей
комплексной плоскости. Найти (𝑒𝑧)′.
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⊲ По определению 𝑒𝑧 = 𝑒𝑥+𝑦𝑖 = 𝑒𝑥(cos𝑥+𝑖 sin 𝑦). Поэтому
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 cos 𝑦, 𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 sin 𝑦 — функции, дифференци-
руемые при всех 𝑥 и 𝑦. Далее,

∂𝑢

∂𝑥
= 𝑒𝑥 cos 𝑦 =

∂𝑣

∂𝑦
,
∂𝑢

∂𝑦
= −𝑒𝑥 sin 𝑦 = −∂𝑣

∂𝑥
.

Следовательно, при всех 𝑥 и 𝑦 выполнены условия Коши–
Римана. Теперь получим

(𝑒𝑧)′ =
∂𝑢

∂𝑥
+ 𝑖
∂𝑣

∂𝑥
=

= 𝑒𝑥 cos 𝑦 + 𝑖𝑒𝑥 sin 𝑦 = 𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦) = 𝑒𝑧.

Итак, (𝑒𝑧)′ = 𝑒𝑧. ⊳
ПРИМЕР 5.7. Установить области аналитичности функ-

ций sin 𝑧, cos 𝑧, tg 𝑧, ctg 𝑧, sh 𝑧, ch 𝑧, th 𝑧, cth 𝑧 и найти их
производные.

⊲ Так как sin 𝑧 =
𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

2𝑖
, то в силу того, что 𝑖𝑧, −𝑖𝑧

и 𝑒𝑧 аналитичны при всех 𝑧, следует аналитичность sin 𝑧 при
всех 𝑧. Пользуясь правилами дифференцирования, получим

(sin 𝑧)′ =
1

2𝑖

[
(𝑒𝑖𝑧)′ − (𝑒−𝑖𝑧)′

]
=

=
1

2𝑖

(
𝑖𝑒𝑖𝑧 + 𝑖𝑒−𝑖𝑧

)
=
𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧

2
= cos 𝑧.

Аналогично, cos 𝑧 аналитична при всех 𝑧 и

(cos 𝑧)′=
1

2

(
𝑖𝑒𝑖𝑧 − 𝑖𝑒−𝑖𝑧)= 𝑖

2

(
𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧) =

= − 1

2𝑖

(
𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧) = − sin 𝑧.

Функция tg 𝑧 =
sin 𝑧

cos 𝑧
аналитична везде, кроме точек

𝑧 =
𝜋

2
+ 𝜋𝑛, 𝑛 ∈ ℤ, действительной оси, где cos 𝑧 = 0. Пользу-

ясь тем, что, как и в действительном случае, sin2 𝑧+cos2 𝑧 ≡ 1,
по формуле производной частного получим

(tg 𝑧)′ =
(
sin 𝑧

cos 𝑧

)′
=

cos 𝑧 cos 𝑧 − sin 𝑧(− sin 𝑧)

cos2 𝑧
=
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=
cos2 𝑧 + sin2 𝑧

cos2 𝑧
=

1

cos2 𝑧
.

Аналогично,

(ctg 𝑧)′ = − 1

sin2 𝑧
при 𝑧 ∕= 𝜋𝑛, 𝑛 ∈ ℤ.

Для гиперболических функций:

(sh 𝑧)′ =
(
𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧

2

)′
=
𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧

2
= ch 𝑧,

(ch 𝑧)′ =
(
𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧

2

)′
=
𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧

2
= sh 𝑧

при всех 𝑧;

(th 𝑧)′ =
(
sh 𝑧

ch 𝑧

)′
=

ch2 𝑧 − sh2 𝑧

ch2 𝑧
=

1

ch2 𝑧
,

при 𝑧 ∕= 𝑖
(𝜋
2
+ 𝜋𝑛

)
, 𝑛 ∈ ℤ;

(cth 𝑧)′ =
(
ch 𝑧

sh 𝑧

)′
= − 1

sh2 𝑧
,

при 𝑧 ∕= 𝑖𝜋𝑛, 𝑛 ∈ ℤ.
(Использовалось равенство ch2 𝑧 − sh2 𝑧 = 1, которое про-

веряется непосредственно.) ⊳
ПРИМЕР 5.8. Найти производные функций 𝑒𝑧

2

, sin2 𝑧,

cos
𝑧

𝑧 − 1
в их области аналитичности.

⊲ Функции 𝑒𝑧
2

и sin2 𝑧 аналитичны на всей комплексной
плоскости как сложные функции аналитических функций. По
формуле дифференцирования сложной функции имеем

(𝑒𝑧
2

)′ = 𝑒𝑧
2 ⋅ (𝑧2)′ = 2𝑧𝑒𝑧

2

,

(sin2 𝑧)′ = 2 sin 𝑧(sin 𝑧)′ = 2 sin 𝑧 cos 𝑧 = sin 2𝑧.

Функция cos
𝑧

𝑧 − 1
аналитична везде, кроме точки 𝑧 = 1.

Поэтому при 𝑧 ∕= 1(
cos

𝑧

𝑧 − 1

)′
= − sin

𝑧

𝑧 − 1

(
𝑧

𝑧 − 1

)′
=
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= − sin
𝑧

𝑧 − 1
⋅ 𝑧 − 1− 𝑧
(𝑧 − 1)2

=
1

(𝑧 − 1)2
sin

𝑧

(𝑧 − 1)
. ⊳

ПРИМЕР 5.9. Найти область аналитичности функции
𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧.

⊲ 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑥−𝑦𝑖 = 𝑒𝑥(cos(−𝑦) + 𝑖 sin(−𝑦)) = 𝑒𝑥(cos 𝑦 −
− 𝑖 sin 𝑦). Следовательно, 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 cos 𝑦, 𝑣(𝑥, 𝑦) = −𝑒𝑥 sin 𝑦.
Условия Коши–Римана запишутся в форме системы{

sin 𝑦 = 0,
cos 𝑦 = 0,

что невозможно, так как sin2 𝑦 + cos2 𝑦 = 1. Итак, область
аналитичности функции 𝑒𝑧 пуста. ⊳
ПРИМЕР 5.10. Пусть в области 𝐷 функция 𝑓(𝑧) анали-

тична, а функция 𝑔(𝑧) не аналитична ни в одной точке 𝐷.
Доказать, что
1) функция ℎ(𝑧) = 𝑓(𝑧) + 𝑔(𝑧) нигде не аналитична в 𝐷;
2) если 𝑓(𝑧) ∕= 0 в 𝐷, то 𝑙(𝑧) = 𝑓(𝑧) ⋅ 𝑔(𝑧) нигде не анали-

тична в 𝐷.
⊲ 1) Допустим, что в точке 𝑧0 ∈ 𝐷 функция ℎ(𝑧) анали-

тична. В таком случае разность ℎ(𝑧) − 𝑓(𝑧) = 𝑔(𝑧) была бы
аналитична в точке 𝑧0. Это противоречит условию.
2) Аналогично, если 𝑙(𝑧) аналитична в точке 𝑧0 ∈ 𝐷, то

в этой точке аналитична и функция 𝑙(𝑧)/𝑓(𝑧) = 𝑔(𝑧), что по
условию невозможно. Например, функции 𝑒𝑧+2𝑧, sin2 𝑧−3𝑒𝑧,
𝑒(𝑖+1)𝑧 ⋅ 𝑧, 𝑒𝑧𝑒𝑧 нигде не являются аналитичными.
Заметим, что в случае 2), если 𝑓(𝑧) обращается в нуль

в отдельных точках, то в них функция 𝑙(𝑧) может оказаться
дифференцируемой, но все равно не аналитической. К при-
меру, при 𝑓(𝑧) = 𝑧, 𝑔(𝑧) = 𝑧 функция 𝑙(𝑧) = 𝑧𝑧 имеет про-
изводную в точке 𝑧 = 0 (пример 5.3), но аналитичности ни-
где нет. Напротив, если положить 𝑓(𝑧) ≡ 0 и 𝑔(𝑧) = 𝑧, то
𝑙(𝑧) ≡ 0 ⋅ 𝑧 ≡ 0 везде аналитична. ⊳
Обратимся теперь к геометрическому смыслу производной.
Пусть функция 𝑤 = 𝑓(𝑧) аналитична в точке 𝑧0, причем

𝑓 ′(𝑧0) ∕= 0 (такие точки называются некритическими, в от-
личие от точек, где 𝑓 ′ = 0, носящих название критических).
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Пусть 𝛾 : 𝑧 = 𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡)𝑖 — гладкая кривая, выходя-
щая при 𝑡 = 𝑡0 из точки 𝑧0, т. е. 𝑧(𝑡0) = 𝑧0. Гладкая кривая
𝛾∗ : 𝑤 = 𝑤(𝑡) = 𝑓(𝑧(𝑡)) = 𝑢(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) + 𝑣(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))𝑖 — образ
кривой 𝛾 при отображении 𝑓 : 𝑧 → 𝑤 = 𝑓(𝑧). При 𝑡 = 𝑡0
кривая 𝛾∗ выходит из точки 𝑤0 = 𝑓(𝑧(𝑡0)) = 𝑓(𝑧0). Пусть
𝑠(𝑡0) = 𝑠 = {𝑥′(𝑡0), 𝑦′(𝑡0)} — вектор, касательный к кривой 𝛾
в точке 𝑧0; 𝑠∗(𝑡0) = 𝑠∗ = {𝑢′(𝑡0), 𝑣′(𝑡0)} — вектор, касательный
к кривой 𝛾∗ в точке 𝑤0 (рис. 5.1).

Рис. 5.1

Если теперь 𝜑 — угол, который вектор 𝑠 составляет с поло-
жительным направлением оси 𝑂𝑥 (−𝜋 < 𝜑 ⩽ 𝜋), и 𝜑∗ — угол,
который вектор 𝑠∗ составляет с положительным направлением
оси 𝑂𝑢 (−𝜋 < 𝜑∗ ⩽ 𝜋), то разность

𝜑∗ − 𝜑 = arg 𝑓 ′(𝑧0) + 2𝑘𝜋,

где 𝑘 ∈ ℤ. Принято говорить, что с точностью до полного обо-
рота отображение 𝑓(𝑧) в точке 𝑧0 поворачивает все гладкие
кривые на один и тот же угол 𝛼 = arg 𝑓 ′(𝑧0). Отсюда вытека-
ет, что углы между кривыми, выходящими из точки 𝑧0 и их
образами, выходящими из точки 𝑤0 = 𝑓(𝑧0), одинаковы.
Кроме того, если 𝑑𝑙 =

√
𝑥′2(𝑡0) + 𝑦′2(𝑡0)𝑑𝑡 — дифференци-

ал длины дуги кривой 𝛾 при 𝑡 = 𝑡0, и

𝑑𝑙∗ =
√
𝑢′2(𝑡0) + 𝑣′2(𝑡0)𝑑𝑡

— дифференциал длины дуги кривой 𝛾∗, то

𝑘(𝑧0) = ∣𝑓 ′(𝑧0)∣ = 𝑑𝑙∗
𝑑𝑙
,
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и это отношение не зависит от кривой 𝛾. Величину 𝑘(𝑧0) на-
зывают коэффициентом растяжения длин дуг в точке 𝑧0 при
отображении 𝑓.

ПРИМЕР 5.11. Найти образ луча, выходящего из точ-
ки 𝑧0, а также коэффициент растяжения и угол его поворота
в точке 𝑧0 при отображении 𝑓(𝑧) :

1) 𝑓(𝑧) = 𝑖𝑒2𝑧, 𝑧0 = 0; 2) 𝑓(𝑧) =
1− 𝑖𝑧
1 + 𝑖𝑧

, 𝑧0 = −𝑖.

⊲ Луч, выходящий из точки 𝑧0, можно задать уравнением
𝑧(𝑡) = 𝑎𝑡 + 𝑏𝑡𝑖, где 𝑎 и 𝑏 — некоторые действительные числа,
0 ⩽ 𝑡 < +∞ (𝑠 = {𝑎; 𝑏} — направляющий вектор луча), 𝑎2 +
+ 𝑏2 ∕= 0.
1) Подставим 𝑧(𝑡) вместо 𝑧 в выражение для 𝑓(𝑧). Получим

𝑤(𝑡) = 𝑓(𝑧(𝑡)) = 𝑖𝑒2𝑧(𝑡) = 𝑖𝑒2(𝑎𝑡+𝑏𝑡𝑖) =

= 𝑖𝑒2𝑎𝑡(cos(2𝑏𝑡) + 𝑖 sin(2𝑏𝑡) = −𝑒2𝑎𝑡 sin(2𝑏𝑡) + 𝑖𝑒2𝑎𝑡 cos(2𝑏𝑡).
Таким образом, луч при отображении 𝑓(𝑧) пеpейдет в кривую

𝑤(𝑡) = −𝑒2𝑎𝑡 sin(2𝑏𝑡) + 𝑖𝑒2𝑎𝑡 cos(2𝑏𝑡).
Так, например, при 𝑎 = 1, 𝑏 = 0 имеем ось 𝑂𝑥, 𝑥 ⩾ 0. Она

отобразится в луч 𝑤(𝑡) = 𝑖𝑒2𝑡, идущий вдоль положительного
направления оси 𝑂𝑣. Вершиной луча будет точка 𝑤0 = 𝑓(𝑧0) =
= 𝑓(0) = 𝑖. Если, наоборот, 𝑎 = 0, 𝑏 = 1, то образом луча
(ось 𝑂𝑦, 𝑦 ⩾ 0) будет кривая

𝑤(𝑡) = − sin(2𝑡) + 𝑖 cos(2𝑡) = cos
(𝜋
2
+ 2𝑡

)
+ 𝑖 sin

(𝜋
2
+ 2𝑡

)
.

Это окружность единичного радиуса, которая проходится
с ростом 𝑡, начиная с точки 𝑤0 = 𝑖, бесчисленное множество
раз. Можно себе представить, что при отображении 𝑓 поло-
жительная часть оси 𝑂𝑦 «наматывается» в плоскости 𝑂𝑢𝑣 на
единичную окружность.
Вычислим коэффициент растяжения. Так как 𝑓 ′(𝑧) = 2𝑖𝑒2𝑧,

то
𝑘(0) = ∣𝑓 ′(0)∣ = ∣2𝑖∣ = 2.
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Вычислим угол поворота:

arg 𝑓 ′(0) = arg(2𝑖) =
𝜋

2
.

2) Уравнение луча, выходящего из точки 𝑧0 = −𝑖, можно
представить в виде

𝑧(𝑦) = 𝑎𝑡+ (𝑏𝑡− 1)𝑖, 0 ⩽ 𝑡 < +∞.
Тогда

𝑤(𝑡) = 𝑓(𝑧(𝑡)) =
1− 𝑖[𝑎𝑡+ (𝑏𝑡− 1)𝑖]

1 + 𝑖[𝑎𝑡+ (𝑏𝑡− 1)𝑖]
=

1 + 𝑏𝑡− 1− 𝑖𝑎𝑡
2− 𝑏𝑡+ 𝑖𝑎𝑡 =

=
𝑏𝑡− 𝑎𝑡𝑖

2− 𝑏𝑡+ 𝑎𝑡𝑖 =
2𝑏𝑡− (𝑎2 + 𝑏2)𝑡2

(2− 𝑏𝑡)2 + 𝑎2𝑡2 −
2𝑎𝑡

(2− 𝑏𝑡)2 + 𝑎2𝑡2 𝑖.
Таким образом,

𝑤(𝑡) =
2𝑏𝑡− (𝑎2 + 𝑏2)𝑡2

(2− 𝑏𝑡)2 + 𝑎2𝑡2 −
2𝑎𝑡

(2− 𝑏𝑡)2 + 𝑎2𝑡2 𝑖 — образ луча.

Хотя это и не слишком сложная задача, исследовать по-
ведение кривых не будем. Отметим только случай луча, кол-
линеарного оси 𝑂𝑦, т. е. когда 𝑏 = 1, 𝑎 = 0. В этом особом
случае на луче лежит точка 𝑖, в которой функция 𝑓(𝑧) теряет
аналитичность. Образ этого луча имеет уравнение

𝑤(𝑡) =
2𝑡− 𝑡2
(2− 𝑡)2 =

𝑡

2− 𝑡 , 𝑡 ∕= 2.

При этом, когда 0 ⩽ 𝑡 < 2, точка 𝑤(𝑡) проходит в плоско-
сти 𝑂𝑢𝑣 ось 𝑂𝑢 в положительном направлении от 0 до +∞.
Если 2 < 𝑡 < +∞, точка 𝑤(𝑡) как бы возвращается, но из
−∞ и движется снова в положительном направлении оси 𝑂𝑢,
неограниченно приближаясь к точке (−1, 0) оси 𝑂𝑢, никогда
не достигая последней.
Найдем теперь коэффициент растяжения и угол поворота

в точке 𝑧 = −𝑖. Имеем

𝑓 ′(𝑧) = − 2𝑖

(1 + 𝑖𝑧)2
.



216 Занятие 5

Значит, 𝑓 ′(−𝑖) = − 2𝑖

(1 + 1)2
= − 𝑖

2
. Поэтому

𝑘(−𝑖) =
∣∣∣∣− 𝑖2

∣∣∣∣ = 1

2
; arg

(
− 𝑖
2

)
= −𝜋

2
. ⊳

С аналитическими функциями тесно связаны гармониче-
ские.
Действительная функция 𝑔(𝑥, 𝑦) двух действительных пе-

ременных 𝑥 и 𝑦 называется гармонической в области 𝐷, если
в этой области:
1) 𝑔(𝑥, 𝑦) обладает непрерывными частными производными

до 2-го порядка включительно;
2) удовлетворяет уравнению Лапласа

∂2𝑔

∂𝑥2
+
∂2𝑔

∂𝑦2
= 0.

Известно, что если 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑣(𝑥, 𝑦)𝑖 является ана-
литической в области 𝐷, то в этой области функции 𝑢(𝑥, 𝑦) и
𝑣(𝑥, 𝑦) — гармонические.
Для односвязных областей имеет место и обратное, в сле-

дующем смысле, утверждение: если 𝑔(𝑥, 𝑦) гармонична в од-
носвязной области 𝐷, то найдется такая аналитическая в этой
области функция, для которой 𝑔(𝑥, 𝑦) будет действительной
или мнимой частью по желанию.
Таким образом, можно поставить задачу: восстановить

аналитическую функцию по ее действительной или мнимой
части. Эта задача всегда имеет решение, причем искомая
функция находится с точностью до произвольного постоян-
ного слагаемого. Это слагаемое можно определить, задав зна-
чение искомой функции в какой-либо точке.

ПРИМЕР 5.12. Восстановить аналитическую функцию
𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑣(𝑥, 𝑦)𝑖, если известно, что

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥(𝑥 cos 𝑦 − 𝑦 sin 𝑦), 𝑓(0) = 0.

⊲ Проверим, что функция 𝑢(𝑥, 𝑦) гармонична на всей ком-
плексной плоскости. В самом деле,

∂𝑢

∂𝑥
= 𝑒𝑥(𝑥 cos 𝑦 − 𝑦 sin 𝑦) + 𝑒𝑥 cos 𝑦,
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∂2𝑢

∂𝑥2
= 𝑒𝑥(𝑥 cos 𝑦 − 𝑦 sin 𝑦) + 2𝑒𝑥 cos 𝑦,

∂𝑢

∂𝑦
= 𝑒𝑥(−𝑥 sin 𝑦 − sin 𝑦 − 𝑦 cos 𝑦),

∂2𝑢

∂𝑦2
= 𝑒𝑥(−𝑥 cos 𝑦 − cos 𝑦 − cos 𝑦 + 𝑦 sin 𝑦) =

= −𝑒𝑥(𝑥 cos 𝑦 − 𝑦 sin 𝑦)− 2𝑒𝑥 cos 𝑦.

Отсюда видно, что

∂2𝑢

∂𝑥2
+
∂2𝑢

∂𝑦2
= 0.

Непрерывность частных производных очевидна.
Воспользуемся теперь условиями Коши–Римана. Так как

∂𝑣

∂𝑦
=
∂𝑢

∂𝑥
= 𝑒𝑥[(𝑥+ 1) cos 𝑦 − 𝑦 sin 𝑦],

то
𝑣(𝑥, 𝑦) =

∫
𝑒𝑥[(𝑥+ 1) cos 𝑦 − 𝑦 sin 𝑦]𝑑𝑦.

При этом, ввиду того что частная производная по 𝑦 вычис-
ляется при постоянном 𝑥, интеграл в правой части последне-
го равенства также вычисляется при 𝑥 = const. По этим же
причинам от 𝑥 может зависеть и постоянная интегрирования.
Итак,

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥
[
(𝑥+ 1) sin 𝑦 −

∫
𝑦 sin 𝑦 𝑑𝑦

]
=

= 𝑒𝑥
[
(𝑥+ 1) sin 𝑦 + 𝑦 cos 𝑦 −

∫
cos 𝑦 𝑑𝑦

]
=

= 𝑒𝑥 [(𝑥+ 1) sin 𝑦 + 𝑦 cos 𝑦 − sin 𝑦] + 𝐶(𝑥) =

= 𝑒𝑥(𝑥 sin 𝑦 + 𝑦 cos 𝑦) + 𝐶(𝑥).

С другой стороны,

∂𝑣

∂𝑥
= −∂𝑢

∂𝑦
= 𝑒𝑥[(𝑥+ 1) sin 𝑦 + 𝑦 cos 𝑦]

и
∂𝑣

∂𝑥
= 𝑒𝑥[(𝑥+ 1) sin 𝑦 + 𝑦 cos 𝑦] + 𝐶 ′(𝑥).
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Из этих двух равенств получим уравнение 𝐶 ′(𝑥) = 0 и,
следовательно, 𝐶(𝑥) = 𝐶 = const не зависит от 𝑥. Значит,

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑥(𝑥 cos 𝑦 − 𝑦 sin 𝑦) + [𝑒𝑥(𝑥 sin 𝑦 + 𝑦 cos 𝑦) + 𝐶]𝑖.

По условию 𝑓(0) = 0. Полагая 𝑥 = 𝑦 = 0, получим 𝐶𝑖 =
= 0⇒ 𝐶 = 0. Поэтому

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑥[(𝑥 cos 𝑦 − 𝑦 sin 𝑦) + (𝑥 sin 𝑦 + 𝑦 cos 𝑦)𝑖] =

= 𝑒𝑥[𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦)− 𝑦(sin 𝑦 − 𝑖 cos 𝑦)] =
= 𝑒𝑥[𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦) + 𝑖𝑦(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦)] =

= (𝑥+ 𝑖𝑦)𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦) = (𝑥+ 𝑖𝑦)𝑒𝑥+𝑖𝑦.

Окончательно, 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑒𝑧. ⊳
Функцию 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑣(𝑥, 𝑦)𝑖 можно восстанавливать

также по формулам

𝑓(𝑧) = 2𝑢

(
𝑧 + 𝑧0

2
,
𝑧 − 𝑧0
2𝑖

)
− 𝑓(𝑧0),

𝑓(𝑧) = 2𝑖𝑣

(
𝑧 + 𝑧0

2
,
𝑧 − 𝑧0
2𝑖

)
+ 𝑓(𝑧0), где 𝑧0 ∈ 𝐷.

ПРИМЕР 5.13. Восстановить функцию 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) +
+ 𝑣(𝑥, 𝑦)𝑖 в любой односвязной области 𝐷, содержащей точку
𝑧0 = 2 и не содержащей начала координат, если

𝑣(𝑥, 𝑦) =
𝑦

𝑥2 + 𝑦2
, 𝑓(2) =

1

2
.

⊲ Так как

∂2𝑣

∂𝑥2
=

8𝑥2𝑦 − 2𝑦(𝑥2 + 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)3
,

∂2𝑣

∂𝑦2
=
−2𝑦(𝑥2 + 𝑦2)− 4𝑦(𝑥2 − 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)3
,

то условие гармоничности 𝑣(𝑥, 𝑦) выполняется. Далее имеем

𝑓(𝑧) = 2𝑖
𝑧 − 2

2𝑖

[
(𝑧 + 2)2

4
− (𝑧 − 2)2

4

]−1

+
1

2
=
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= (𝑧 − 2)

[
𝑧2 + 4𝑧 + 4− 𝑧2 + 4𝑧 − 4

4

]−1

+
1

2
=

=
𝑧 − 2

2𝑧
+

1

2
=

2𝑧 − 2

2
=
𝑧 − 1

𝑧
.

Таким образом, 𝑓(𝑧) =
𝑧 − 1

𝑧
. ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

1. Пользуясь условиями Коши–Римана, выяснить, в каких
точках дифференцируемы функции:
а) 𝑤 = 𝑧2𝑧; б) 𝑤 = ∣𝑧∣Im 𝑧; в) 𝑤 = 𝑧/𝑧;

г) 𝑤 = (𝑧 − 1)2; д) 𝑤 = 𝑖𝑧 − 𝑧2; е) 𝑤 = sin(𝑖𝑧).

2. Найти область аналитичности следующих функций:

а) 𝑤 =
𝑒2𝑧

𝑧
; б) 𝑤 =

3𝑧 − 1

𝑧2 + 2𝑧 + 5
; в) 𝑤 =

𝑧

𝑒2𝑧 − 𝑖 .
3. Вычислить производные функций:
а) 𝑤 =

𝑧

𝑧 + 𝑖
; б) 𝑤 = 𝑒sh 𝑧; в) 𝑤 = 𝑧2 sin(3𝑧);

г) 𝑤 =

(
5 cos 𝑧 − 1

𝑧

)3

; д) 𝑤 = 𝑒1/𝑧 − 7𝑖.

4. Для следующих отображений указать множества то-
чек 𝑧, в которых коэффициент растяжения 𝑘(𝑧) = 1:

а) 𝑤 = 𝑧2; б) 𝑤 = 𝑧2 − 2𝑧; в) 𝑤 =
2𝑖

𝑧
.

5. Найти множества точек 𝑧, в которых угол поворота при
соответствующем отображении равен нулю:

а) 𝑤 = 𝑖𝑧2; б) 𝑤 = −𝑧3; в) 𝑤 =
1

𝑧 + 1
.

6. Восстановить аналитическую функцию 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) +
+ 𝑣(𝑥, 𝑦)𝑖, если
а) 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 4𝑥− 𝑦2 + 4, 𝑓(1) = 9;

б) 𝑣(𝑥, 𝑦) =
2(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑦)
𝑥2 + 𝑦(𝑦 − 2) + 1

, 𝑓(2𝑖) = 4𝑖.

Ответы:

1. а) 𝑧 = 0; б) 𝑧 = 0; в) /𝑜;

г) 𝑧 = 1; д) 𝑧 ∈ C; е) 𝑧 ∈ C.
2. а) 𝑧 ∈ C, 𝑧 ∕= 0; б) 𝑧 ∈ C, 𝑧 ∕= −1± 2𝑖;
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в) 𝑧 ∈ C, 𝑧 ∕=
(𝜋

4
+ 𝜋𝑛

)
𝑖, 𝑛 ∈ ℤ.

3. а) 𝑤′ =
𝑖

(𝑧 + 𝑖)2
; б) 𝑤′ = 𝑒sh 𝑧 ⋅ ch 𝑧; в) 𝑤′ = 2𝑧;

г) 𝑤′ = 3

(
5 cos 𝑧 − 1

𝑧

)2 (
−5 sin 𝑧 +

1

𝑧2

)
;

д) 𝑤′ = −𝑒1/𝑧 ⋅ 1

𝑧2
.

4. а) ∣𝑧∣ = 1/2; б) ∣𝑧 − 1∣ = 1/2; в) ∣𝑧∣ = √
2.

5. а) arg 𝑧 = −𝜋/2 (т. е. отрицательная часть оси 𝑂𝑦, исключая
точку 𝑦 = 0);

б) ось 𝑂𝑦, исключая точку 𝑧 = 0;
в) точки, лежащие на прямой 𝑦 = −𝑥, исключая точку 𝑧 = 0.

6. а) 𝑓(𝑧) = (𝑧 + 2)2; б) 𝑓(𝑧) =
2𝑖𝑧

𝑧 − 𝑖
.
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КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

Функция 𝑤 = 𝑓(𝑧) называется однолистной в области 𝐷,
если она в различных точках области 𝐷 принимает различные
значения.
Отображение 𝑤 = 𝑓(𝑧), осуществляемое однолистной

функцией, является однозначным.
В эквивалентном виде определение однолистности выгля-

дит так:

{𝑓(𝑧) однолистна в 𝐷} ⇔

⇔ {∀ 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐷 (𝑧1 ∕= 𝑧2 ⇔ 𝑓(𝑧1) ∕= 𝑓(𝑧2))}.

Приведем примеры однолистных отображений.

ПРИМЕР 6.1. Линейная функция 𝑤 = 𝑎𝑧 + 𝑏, 𝑎 ∕= 0 —
однолистна во всей комплексной плоскости, поскольку при
∀𝑤 ∈ ℂ уравнение 𝑎𝑧 + 𝑏 = 𝑤 однозначно разрешимо.

ПРИМЕР 6.2. Найти область однолистности функции
𝑤 = 𝑧2.

⊲ Пусть 𝑧1 = 𝜌1 𝑒
𝑖𝜑1 и 𝑧2 = 𝜌2 𝑒

𝑖𝜑2 . Предположим, что
𝑧21 = 𝑧22 , a 𝑧1 ∕= 𝑧2. Имеем, 𝜌21 𝑒2𝑖𝜑1 = 𝜌22 𝑒

2𝑖𝜑2 . Из этого равен-
ства следует, что 𝜌1 = 𝜌2, 2𝜑2 = 2𝜑1 + 2𝜋𝑘, 𝑘 = 0, 1. Посколь-
ку 𝑧1 ∕= 𝑧2, то 𝜑2 = 𝜑1 + 𝜋. Значит, область однолистности
данной функции не должна содержать точек, модули которых
совпадают, а аргументы отличаются на 𝜋. Например, таковой
областью является верхняя полуплоскость Im 𝑧 > 0. ⊳
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Рис. 6.1

Отображение, задаваемое функций 𝑤 = 𝑧2, переводит
верхнюю полуплоскость комплексной плоскости 𝑧 (рис. 6.1)
в комплексную плоскость 𝑤, из которой удалена положитель-
ная полуось 𝑂𝑢 (плоскость с разрезом) (рис. 6.2).

Рис. 6.2

При этом разрез имеет два берега: верхний и нижний, по-
скольку одной и той же положительной точке полуоси 𝑂𝑢
можно поставить в соответствие два аргумента, отличающи-
еся между собой на 2𝜋, а именно arg(𝑥 + 𝑖 ⋅ 0) = 0, arg(𝑥 −
− 𝑖 ⋅ 0) = 2𝜋.

§ 6.1. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ
МОДУЛЯ И АРГУМЕНТА
ПРОИЗВОДНОЙ

Если 𝑤 = 𝑓(𝑧) — аналитическая функция в точке 𝑧0 и
𝑓 ′(𝑧0) ∕= 0, то 𝑘 = ∣𝑓 ′(𝑧0)∣ геометрически равен коэффициен-
ту растяжения в точке 𝑧0 при отображении 𝑤 = 𝑓(𝑧) (при
𝑘 > 1 — растяжение, при 𝑘 < 1 — сжатие). 𝜑 = arg 𝑓 ′(𝑧0)
геометрически равен углу, на который нужно повернуть каса-
тельную в точке 𝑧0 к любой гладкой кривой 𝐿, проходящей
через точку 𝑧0, чтобы получить касательную в точке 𝑤0 =
= 𝑓(𝑧0) к образу 𝐿′ этой кривой при отображении 𝑤 = 𝑓(𝑧).
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Если 𝜑 > 0, то поворот происходит против часовой стрелки, а
если 𝜑 < 0, то по часовой (рис. 6.3).

Рис. 6.3

ПРИМЕР 6.3. Найти коэффициент растяжения 𝑘 и угол
поворота 𝜑 для отображения 𝑤 = 𝑧3, 𝑧0 = 1 + 𝑖.

⊲ Так как 𝑤′ = 3𝑧2 и 𝑤′(1+ 𝑖) = 3(1+ 𝑖)2 = 3(1+2𝑖+ 𝑖2) =
= 3(1 + 2𝑖− 1) = 6𝑖, то 𝑘 = ∣6𝑖∣ = 6 и 𝜑 = arg(6𝑖) = 𝜋/2. ⊳
ПРИМЕР 6.4. Выяснить, какая часть комплексной плос-

кости растягивается, а какая сжимается при отображении 𝑤 =
= 𝑒𝑧−1.

⊲ Так как 𝑤′ = 𝑒𝑧−1, то 𝑘 = ∣𝑒𝑧−1∣. Найдем 𝑧, при которых
𝑘 > 1 или 𝑘 < 1. Пусть 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, тогда ∣𝑒𝑧−1∣ = ∣𝑒𝑥−1𝑒𝑖𝑦∣ =
= ∣𝑒𝑥−1∣ ⋅ ∣𝑒𝑖𝑦∣ = 𝑒𝑥−1, поскольку ∣𝑒𝑖𝑦∣ = 1 ∀ 𝑦 ∈ 𝑅. Ясно,
что неравенство 𝑘 = 𝑒𝑥−1 > 1 выполняется при 𝑥 > 1, а
неравенство 𝑘 = 𝑒𝑥−1 < 1 при 𝑥 < 1. Таким образом, сжима-
ется полуплоскость Re 𝑧 < 1, а растягивается полуплоскость
Re 𝑧 > 1 (рис. 6.4). ⊳

Рис. 6.4
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§ 6.2. ПОНЯТИЕ КОНФОРМНОГО
ОТОБРАЖЕНИЯ

Взаимно-однозначное отображение области 𝐷 плоскости 𝑧
на область 𝐺 плоскости 𝑤 называется конформным, если в
каждой точке области 𝐷 оно обладает свойствами сохранения
углов и постоянства растяжений.

Рис. 6.5

Для того чтобы отображение области 𝐷, задаваемое функ-
цией 𝑤 = 𝑓(𝑧), было конформным, необходимо и достаточно,
чтобы 𝑓(𝑧) была однолистной и аналитической в области 𝐷
функцией, причем

𝑓 ′(𝑧) ∕= 0 ∀ 𝑧 ∈ 𝐷.

ПРИМЕР 6.5. Доказать, что отображение, осуществляе-
мое функцией 𝑤 = 𝑧4, конформно в области

𝐷 = {𝑧 : 1 < ∣𝑧∣ < 2, 0 < arg 𝑧 < 𝜋/2}.

⊲ Необходимо проверить, что заданная функция являет-
ся аналитической, однолистной в 𝐷 и ∀ 𝑧 ∈ 𝐷 𝑓 ′(𝑧) ∕= 0.
Аналитичность доказывалась в предыдущих занятиях. 𝑤′ =
= 4𝑧3 ∕= 0 ∀ 𝑧 ∈ 𝐷 — это очевидно. Однолистность следует из
того, что аргумент любых двух точек области 𝐷 отличается

менее чем на
2𝜋

4
=
𝜋

2
(рис. 6.6).

Область 𝐺 представляет собой кольцо 1 < ∣𝑤∣ < 16 с раз-
резом по отрезку [1; 16] оси 𝑂′𝑢. ⊳
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Рис. 6.6

§ 6.3. ОТОБРАЖЕНИЕ, ОСУЩЕСТВЛЯЕМОЕ
ЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИЕЙ

Рассмотрим отображение, осуществляемое линейной функ-
цией 𝑤 = 𝑎𝑧 + 𝑏, 𝑎 ∕= 0. Его можно представить как компози-
цию трех простейших отображений:

𝑤1 = ∣𝑎∣𝑧, 𝑤2 = 𝑒
𝑖 arg 𝑎𝑤1, 𝑤3 = 𝑤2 + 𝑏; 𝑤 = 𝑤1𝑤2𝑤3.

При этом 𝑤1 есть отображение растяжения (сжатия при 0 <
< ∣𝑎∣ < 1); отображение 𝑤2 представляет собой поворот плос-
кости 𝑤1 относительно начала координат на угол 𝜑 = arg 𝑎;
отображение 𝑤3 есть параллельный перенос плоскости 𝑤2 на
вектор, изображающий комплексное число 𝑏. Так как 𝑤′ =
= 𝑎 ∕= 0, то отображение 𝑤 конформно во всей плоскости 𝑧.
Преобразование 𝑤 = 𝑎𝑧+𝑏 задается, если требуется, чтобы

две различные точки 𝑧1 и 𝑧2 перешли соответственно в две
различные точки 𝑤1 и 𝑤2 :

𝑤 − 𝑤1

𝑤2 − 𝑤1
=
𝑧 − 𝑧1
𝑧2 − 𝑧1 .

ПРИМЕР 6.6. Построить линейное отображение плоско-
сти 𝑧 на плоскость 𝑤, переводящее точку 𝑧1 = −1 в точку
𝑤1 = −2𝑖, а точку 𝑧2 = 1 в точку 𝑤2 = 2𝑖.
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⊲ Имеем

𝑤 + 2𝑖

4𝑖
=
𝑧 + 1

2
⇔ 𝑤 + 2𝑖 = 2𝑖(𝑧 + 1) ⇔

⇔ 𝑤 + 2𝑖 = 2𝑖𝑧 + 2𝑖 ⇔ 𝑤 = 2𝑖𝑧.

Рис. 6.7

Геометрически ясно (рис. 6.7), что полученное линейное
отображение является поворотом на угол 𝜋/2 против часовой
стрелки и растяжением с коэффициентом 𝑘 = 2. ⊳

§ 6.4. ОТОБРАЖЕНИЕ, ОСУЩЕСТВЛЯЕМОЕ
ДРОБНО-ЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИЕЙ

Функция 𝑤 =
𝑎𝑧 + 𝑏

𝑐𝑧 + 𝑑
при 𝑐 ∕= 0, 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ∕= 0 называет-

ся дробно-линейной. Условие 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ∕= 0 гарантирует, что
отображение, осуществляемое этой функцией, является кон-
формным, так как

𝑑𝑤

𝑑𝑧
=
𝑎𝑑− 𝑏𝑐
(𝑐𝑧 + 𝑑)2

∕= 0.

ПРИМЕР 6.7. Найти образ прямой 𝑦 = 𝑥− 1 при отобра-
жении 𝑤 = 1/𝑧 (𝑎 = 𝑑 = 0, 𝑏 = 𝑐 = 1).

⊲ Полагая 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, имеем 𝑥 = 1

2
(𝑧 + 𝑧), 𝑦 =

1

2𝑖
(𝑧 − 𝑧).

Подставив эти значения в уравнение прямой, получим

1

2𝑖
(𝑧 − 𝑧) = 1

2
(𝑧 + 𝑧)− 1, или 𝑧 − 𝑧 − 𝑖(𝑧 + 𝑧) + 2𝑖 = 0.

Cделаем замену 𝑧 = 1/𝑤 :
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1

𝑤
− 1

𝑤̄
− 𝑖

(
1

𝑤
+

1

𝑤̄

)
+ 2𝑖 = 0,

𝑤̄ − 𝑤
𝑤𝑤̄

− 𝑖 𝑤̄ + 𝑤

𝑤𝑤̄
+ 2𝑖 = 0.

Так как 𝑤 = 𝑢+ 𝑖𝑣, то

− 2𝑖𝑣

∣𝑤∣2 −
2𝑖𝑢

∣𝑤∣2 + 2𝑖 = 0,
2𝑖∣𝑤∣2 − 2𝑖𝑣 − 2𝑖𝑢

∣𝑤∣2 = 0,

или, после сокращения на 2𝑖,

∣𝑤∣2 − 𝑢− 𝑣 = 0, 𝑢2 + 𝑣2 − 𝑢− 𝑣 = 0 ⇒

⇒
(
𝑢− 1

2

)2

+

(
𝑣 − 1

2

)2

=
1

2
.

Получим уравнение окружности радиусом
√
2/2 с центром

в точке 𝐴(1/2; 1/2) (на плоскости 𝑤). ⊳

Рис. 6.8

Дробно-линейная функция позволяет отобразить область с
границей в виде окружности (или прямой) на любую другую
область такого же вида.
Функция

𝑤 = 𝑒𝑖𝜃
𝑧 − 𝑧0
𝑧 − 𝑧0

отображает верхнюю полуплоскость Im 𝑧 > 0 на внутренность
единичного круга ∣𝑤∣ < 1, при этом точка 𝑧0 (Im 𝑧0 > 0) пере-
ходит в центр круга 𝑤0 = 0.
Парaметр 𝜃 определяется, если задан arg𝑤′(𝑧0).
Функция 𝑤 = 𝑒𝑖𝜃

𝑧 − 𝑧0
1− 𝑧𝑧0 отображает единичный круг ∣𝑧∣ <

< 1 на единичный круг ∣𝑤∣ < 1, при этом точка 𝑧0 (∣𝑧0∣ < 1)
переходит в центр круга 𝑤0 = 0.
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Рис. 6.9

Рис. 6.10

Дробно-линейная функция определяется заданием отобра-
жения трех точек: 𝑧1 → 𝑤1, 𝑧2 → 𝑤2, 𝑧3 → 𝑤3 :

𝑤 − 𝑤1

𝑤 − 𝑤2
⋅ 𝑤3 − 𝑤2

𝑤3 − 𝑤1
=
𝑧 − 𝑧1
𝑧 − 𝑧2 ⋅

𝑧3 − 𝑧2
𝑧3 − 𝑧1 .

ПРИМЕР 6.8. Найти дробно-линейное преобразование
при условии, что точки 𝑧1 = −𝑖, 𝑧2 = 1, 𝑧3 = 𝑖 переходят
соответственно в точки 𝑤1 = −1, 𝑤2 = 0, 𝑤3 = 1. Доказать,
что это отображение переводит единичный круг ∣𝑧∣ < 1 на
верхнюю полуплоскость Im𝑤 > 0.

⊲ Данное отображение осуществляет функция

𝑤 + 1

𝑤 − 0
⋅ 1− 0

1 + 1
=
𝑧 + 𝑖

𝑧 − 1
⋅ 𝑖− 1

𝑖+ 𝑖
или 𝑤 =

𝑖(1− 𝑧)
1 + 𝑧

.

Найдем обратную функцию, разрешив это уравнение относи-
тельно 𝑧 :

𝑧 = −𝑤 − 𝑖
𝑤 + 𝑖

.

Если сравнить эту функцию с функцией 𝑧 = 𝑒𝑖𝜃
𝑤 − 𝑤0

𝑤 − 𝑤̄0
,

то станет ясно, что она отображает верхнюю полуплоскость
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Im𝑤 > 0 на единичный круг ∣𝑧∣ < 1. Значит, построенное в
начале решения отображение переводит единичный круг ∣𝑧∣ <
< 1 на верхнюю полуплоскость Im𝑤 > 0. ⊳

Рис. 6.11

§ 6.5. ФУНКЦИЯ ЖУКОВСКОГО

Функция Жуковского имеет вид

𝑤 =
1

2

(
𝑧 +

1

𝑧

)
.

Так как 𝑤′ =
1

2
⋅ 𝑧

2 − 1

𝑧2
, то отображение, осуществляемое

этой функцией, является конформным всюду, за исключе-
нием точек 𝑧 = ±1 и 𝑧 = 0. Функция Жуковского однолистна
в области 𝐷 тогда и только тогда, когда в этой области нет
различных точек 𝑧1 и 𝑧2, связанных равенством 𝑧1𝑧2 = 1.

Функция Жуковского осуществляет отображение как
внешности, так и внутренности единичного круга плоскости 𝑧
на плоскость 𝑤 с разрезом по отрезку [−1; 1].
Функция Жуковского переводит окружности ∣𝑧∣ = 𝑟 при

𝑟 ∕= 1 в эллипсы; при 𝑟 = 1 — в отрезок [−1; 1]. Лучи 𝜑 = const
в плоскости 𝑧 преобразуются в плоскости 𝑤 в гиперболы.

ПРИМЕР 6.9. Функция Жуковского 𝑤 =
1

2

(
𝑧 +

1

𝑧

)
кон-

формно отображает верхнюю полуплоскость Im 𝑧 > 0 на плос-
кость 𝑤 с разрезами по лучам (−∞; 1] и [1; +∞).
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Рис. 6.12

Рис. 6.13

ПРИМЕР 6.10. Функция Жуковского 𝑤 =
1

2

(
𝑧 +

1

𝑧

)
конформно отображает верхнюю полуплоскость Im 𝑧 > 0, ∣𝑧∣ >
> 1 на верхнюю полуплоскость Im𝑤 > 0.

Рис. 6.14

§ 6.6. ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ

Показательная функция 𝑤 = 𝑒𝑧 однолистна в области 𝐷
тогда и только тогда, когда эта область не содержит различ-
ных точек, связанных равенством

𝑧1 − 𝑧2 = 2𝜋𝑘𝑖, 𝑘 = ±1,±2, ... .
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ПРИМЕР 6.11.

Показательная функция 𝑤 = 𝑒𝑧 конформно отображает по-
лосу 0 < Im 𝑧 < 2𝜋 на плоскость 𝑤 с разрезом по лучу
[0; +∞).

Рис. 6.15

ПРИМЕР 6.12.

1)

2)

3)
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4)

ПРИМЕР 6.13. Найти образ области 𝐷 : −𝜋/3 < arg 𝑧 <
< 𝜋/2 при отображении 𝑤 = 3

√
𝑧, причем выбирается ветвь,

для которой 3
√
1 = = 𝑒2𝜋𝑖/3.

⊲ Прежде всего, пользуясь формулой

( 3
√
𝑧)𝑘 =

3
√
𝑟 𝑒𝑖(𝜑/3+2𝜋𝑘/3), 𝑘 = 0, 1, 2,

выделим нужную ветвь. Так как 𝜑 = arg 1 = 0, то

𝑒2𝜋𝑖/3 = 𝑒2𝜋𝑘𝑖/3.

Отсюда 𝑘 = 1. Таким образом, искомая ветвь имеет вид

𝜓1(𝑧) = ( 3
√
𝑧)1 =

3
√
𝑟 𝑒𝑖(𝜑/3+2𝜋/3).

Изобразим область 𝐷 (рис. 6.16).

Рис. 6.16

Из последней формулы видно, что 𝜑→ 𝜑

3
+

2𝜋

3
. Уравнения

границ области 𝐷 : 𝜑1 = −𝜋
3
, 𝜑2 =

𝜋

2
. Соответственно,

𝜑1 = −𝜋
3
→ 𝜑′

1 = −
𝜋

9
+

2𝜋

3
=

5𝜋

9
;
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𝜑2 =
𝜋

2
→ 𝜑′

2 =
𝜋

6
+

2𝜋

3
=

5𝜋

6
.

Получаем сектор
5𝜋

9
< 𝑤 <

5𝜋

6
(рис. 6.17).

Рис. 6.17

Заметим, что в точке 𝑂 конформность нарушается, по-
скольку 3

√
𝑧 не дифференцируема в нуле. ⊳

ПРИМЕР 6.14. Пусть 𝐷 — полуплоскость Im 𝑧 > 0 с раз-
резом по отрезку [0; 𝑖]. Найти конформное отображение обла-
сти 𝐷 на верхнюю полуплоскость Im𝑤 > 0.

⊲

Рис. 6.18

1) 𝜉 = 𝑧2 конформно отображает область 𝐷 на область
𝐷1 — плоскость 𝜉 с разрезом по лучу [−1;+∞);
2) 𝜂 = 𝜉 + 1 конформно отображает область 𝐷1 на область

𝐷2 — плоскость 𝜂 с разрезом по лучу [0; +∞);
3) функция 𝑤 = (

√
𝜂)0, т. е. ветвь

√
𝜂, принимающая по-

ложительные значения на верхнем берегу разреза, конформно
отображает область 𝐷2 на полуплоскость Im𝑤 > 0.
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Следовательно, суперпозиция отображений 1–3, т. е. функ-
ция 𝑤 =

√
𝑧2 + 1, конформно отображает область 𝐷 на полу-

плоскость Im𝑤 > 0. ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

1. Найти образ прямой 𝑦 = 𝑥− 1 при отображении 𝑤 =
1

𝑧
.

2. Найти образ области 𝐷 : 1 ⩽ Re 𝑧 ⩽ 2, −𝜋
4
⩽ Im ⩽ 𝜋

4
при отображении 𝑤 = 𝑒𝑧.

3. Найти образ области 𝐷 : −𝜋
2
< arg 𝑧 <

𝜋

3
при отобра-

жении 𝑤 =
√
𝑧 (ветвь

√
1 = −1).

4. Найти образ области 𝐷 : −𝜋
6
< arg 𝑧 <

𝜋

6
при отобра-

жении 𝑤 = 𝑧6.
5.∗ Найти отображение плоскости 𝑧 с разрезами вдоль лу-

чей (−∞; 1] и [2; +∞) на верхнюю полуплоскость Im𝑤 > 0.

Ответы:

1. Окружность
(
𝑢− 1

2

)2

+

(
𝑣 − 1

2

)2

=
1

2
.

2. Часть кольца 𝑒 ⩽ 𝑤 ⩽ 𝑒2; −𝜋

4
⩽ arg𝑤 ⩽ 𝜋

4
.

3. Сектор
3𝜋

4
< arg𝑤 <

7𝜋

6
.

4. Вся плоскость 𝑤 с разрезом вдоль отрицательной действитель-
ной части.

5. 𝑤 =

√
𝑧 − 2

𝑧 − 1
.



Занятие 7

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ
КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Пусть 𝛾 — кусочно-гладкая кривая на комплексной плос-
кости 𝑧 и на ней определена функция 𝑓(𝑧). Тогда∫

𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = lim
max ∣Δ𝑧𝑘∣→0

𝑛∑
𝑘=1

𝑓(𝐽𝑘)Δ𝑧𝑘, (7.1)

где Δ𝑧𝑘 = 𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1, 𝑧𝑘 ∈ 𝛾, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑛; точки 𝐽𝑘 ∈ 𝛾
выбраны на частичных дугах

⌣
𝑧𝑘𝑧𝑘+1.

Если 𝑓(𝑧) непрерывна на 𝛾, то интеграл (7.1) существует.
Если 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦), то интеграл представим в

виде суммы двух криволинейных интегралов второго рода:∫
𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

∫
𝛾

𝑢(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥− 𝑣(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 +

+ 𝑖

∫
𝛾

𝑣(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥+ 𝑢(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦.
(7.2)

§ 7.1. ИНТЕГРИРОВАНИЕ
ПО ПАРАМЕТРИЗОВАННЫМ КРИВЫМ

Пусть кривая 𝛾 задана уравнением 𝑧 = 𝑧(𝑡), где 𝛼 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝛽.
Тогда ∫

𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

𝛽∫
𝛼

𝑓(𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡)𝑑𝑡.
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ПРИМЕР 7.1. Вычислить∫
𝛾

(𝑖𝑧)Im 𝑧2𝑑𝑧,

где кривая 𝛾 : −𝜋 ⩽ arg 𝑧 ⩽ 0, ∣𝑧∣ = 1.
⊲ Изобразим кривую и зададим ее параметрически. Оче-

видно, это нижняя полуокружность с единичным радиусом, с
центром в начале координат, с обходом против часовой стрел-
ки (рис. 7.1).

𝛾 :

⎧⎨
⎩

𝑥 = cos 𝑡
𝑦 = sin 𝑡
−𝜋 ⩽ 𝑡 ⩽ 0

Рис. 7.1

Eсли 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, то

𝑓(𝑧) = (𝑖𝑧)Im 𝑧2 = 𝑖(𝑥+ 𝑖𝑦)Im (𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦) =

= 2𝑖(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑥𝑦 = −2𝑥𝑦2 + 2𝑖𝑥2𝑦;

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = −2(𝑥𝑦2 − 𝑖𝑥2𝑦)(𝑑𝑥+ 𝑖𝑑𝑦) = −2
[
(𝑥𝑦2𝑑𝑥+ 𝑥2𝑦𝑑𝑦)+

+𝑖(−𝑥2𝑦𝑑𝑥+ 𝑥𝑦2𝑑𝑦)
]
.∫

𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

∫
𝛾

(𝑖𝑧)Im 𝑧2𝑑𝑧 = −2
[∫
𝛾

𝑥𝑦2𝑑𝑥+ 𝑥2𝑦𝑑𝑦+

+𝑖

∫
𝛾

−𝑥2𝑦𝑑𝑥+ 𝑥𝑦2𝑑𝑦
]
= −2

[ 0∫
−𝜋

(− cos 𝑡 sin3 𝑡+ cos3 𝑡 sin 𝑡)𝑑𝑡+

+𝑖

0∫
−𝜋

(cos2 𝑡 sin2 𝑡+ sin2 𝑡 cos2 𝑡)𝑑𝑡

]
= −𝜋

2
𝑖. ⊳
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ПРИМЕР 7.2. Вычислить

𝐼𝑛 =

∮
𝛾

(𝑧 − 𝑎)𝑛, 𝑤 ∈ 𝑍, 𝛾 : ∣𝑧 − 𝑎∣ = 𝑟, 𝑟 > 0.

⊲ Уравнение окружности 𝛾 запишем в виде 𝑧 = 𝑎 + 𝑟 𝑒𝑖𝑡,
где 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝜋. Тогда 𝑑𝑧 = 𝑖𝑟 𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡 и, следовательно,

𝐼𝑛 = 𝑖𝑟𝑛+1

2𝜋∫
0

𝑒𝑖𝑡(𝑛+1)𝑑𝑡.

Если 𝑛 = −1, то 𝐼−1 = 2𝜋𝑖, а при 𝑛 ∕= −1 по формуле
Ньютона–Лейбница 𝐼𝑛 =

𝑟𝑛+1

𝑛+ 1
𝑒𝑖𝑡(𝑛+1)

∣∣∣∣𝑡=2𝜋

𝑡=0

= 0. Таким обра-

зом, ∫
∣𝑧−𝑎∣=𝑟

(𝑧 − 𝑎)𝑛𝑑𝑧 =
{

0, 𝑛 = 0, 1,±2,±3, ...
2𝜋𝑖, 𝑛 = −1. ⊳

ПРИМЕР 7.3. Вычислить∫
𝛾

𝑒∣𝑧∣
2

Re 𝑧𝑑𝑧,

где 𝛾 — радиус-вектор точки 1 + 𝑖.
⊲ Представим условие задачи графически.

𝛾 :

⎧⎨
⎩

𝑥 = 𝑡
𝑦 = 𝑡
0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1

Рис. 7.2

𝑓(𝑧) = 𝑒∣𝑧∣
2

Re 𝑧 = 𝑒𝑥
2+𝑦2𝑥.
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∫
𝛾

𝑒∣𝑧∣
2

Re 𝑧𝑑𝑧 =

1+𝑖∫
0

𝑒∣𝑧∣
2

Re 𝑧𝑑𝑧 =

∫
𝛾

𝑒𝑥
2+𝑦2𝑥𝑑𝑥+

+ 𝑖

∫
𝛾

𝑒𝑥
2+𝑦2𝑥𝑑𝑦 =

1∫
0

𝑒2𝑡
2

𝑡𝑑𝑡+ 𝑖

1∫
0

𝑒2𝑡
2

𝑡𝑑𝑡 =

= (1 + 𝑖)

1∫
0

𝑒2𝑡
2

𝑡𝑑𝑡 =
1

4
(𝑒2 − 1)(1 + 𝑖). ⊳

ПРИМЕР 7.4. Доказать, что Ln 𝑧 =

𝑧∫
1

𝑑𝐽

𝐽
, где интеграл

берется по некоторой кривой 𝛾, которая не проходит через
точки 𝑂,∞.

⊲ Вычислим интеграл, если 𝛾 задана в полярной системе
координат: 𝐽 = 𝑟(𝜑)𝑒𝑖𝜑, где 𝑟 = ∣𝐽 ∣. Дифференцируя уравне-
ние кривой, получим

𝑑𝐽 = 𝑒𝑖𝜑𝑑𝑟 + 𝑖𝑟𝑒𝑖𝜑𝑑𝜑, или
𝑑𝐽

𝐽
=
𝑑𝑟

𝑟
+ 𝑖𝑑𝜑.

Тогда

Ln 𝑧 =

∫
𝛾

𝑑𝑟

𝑟
+ 𝑖

∫
𝛾

𝑑𝜑 = ln ∣𝑧∣+ 𝑖Δ𝛾 arg 𝑧,

где Δ𝛾 arg 𝑧 — приращение аргумента вдоль кривой 𝛾. Следо-
вательно, Ln 𝑧 = ln ∣𝑧∣+ 𝑖Δ𝛾 arg 𝑧. ⊳

§ 7.2. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ КОМПЛЕКСНОЙ
ПЕРЕМЕННОЙ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ
ФОРМУЛЫ ГРИНА

Напомним формулу Грина.
Если задано плоское векторное поле 𝑎⃗ = 𝑃 (𝑥, 𝑦)⃗𝑖+𝑄(𝑥, 𝑦)⃗𝑗,

непрерывно дифференцируемое в замкнутой области 𝐷̄ = 𝐷 ∪
∪𝛾, то ∮

𝛾

𝑃𝑑𝑥+𝑄𝑑𝑦 =

∫∫
𝐷

(
∂𝑄

∂𝑥
− ∂𝑃
∂𝑦

)
𝑑𝑥𝑑𝑦. (7.3)
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Рис. 7.3

С помощью формулы Грина можно интегрировать ФКП по
замкнутому контуру.

ПРИМЕР 7.5. Вычислить
∮

∣𝑧∣=1

𝑧𝑧𝑑𝑧.

Рис. 7.4

⊲ Имеем 𝑧𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2;∮
∣𝑧∣=1

𝑧𝑧𝑑𝑧 =

∮
∣𝑧∣=1

𝑥(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥+ 𝑖

∮
∣𝑧∣=1

𝑦(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦 =

=

∮
∣𝑧∣=1

𝑥𝑑𝑥+ 𝑖

∮
∣𝑧∣=1

𝑦𝑑𝑦 =

∫ ∫
𝐷

−∂𝑥
∂𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 +

+ 𝑖

∫ ∫
𝐷

−∂𝑦
∂𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0 + 𝑖 ⋅ 0 = 0.

Заметим, что функция 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑧 не является аналитиче-
ской в круге 𝐷. ⊳

Иногда удается применить формулу Грина для интегриро-
вания по контуру, который не является замкнутым.
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ПРИМЕР 7.6. Вычислить

𝐽 =

∫
𝛾

𝑧Re(𝑖𝑧2)𝑑𝑧,

где 𝛾 : ∣𝑧∣ = 1, −𝜋/2 ⩽ arg 𝑧 ⩽ 𝜋/2.

Рис. 7.5

⊲ Рассмотрим замкнутый контур 𝛾1, состоящий из кон-
тура 𝛾 и отрезка, соединяющего точки 𝑖 и (−𝑖). Так как
Re(𝑖𝑧2) = 0 на этом отрезке, то

𝐽 =

∮
𝛾1

𝑧Re(𝑖𝑧2)𝑑𝑧.

Далее,
𝑧Re(𝑖𝑧2) = 𝑧Re(−2𝑥𝑦 + 𝑖(𝑥2 − 𝑦2)) =
= (𝑥+ 𝑖𝑦)(−2𝑥𝑦) = −2𝑥2𝑦 − 2𝑖𝑥𝑦2;

𝑧Re(𝑖𝑧2)𝑑𝑧 = −2(𝑥2𝑦𝑑𝑥− 𝑥𝑦2𝑑𝑦 + 𝑖(𝑥𝑦2𝑑𝑥+ 𝑥2𝑦𝑑𝑦)).

𝐽 =

∫ ∫
𝐷

(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 2

𝜋/2∫
−𝜋/2

𝑑𝜑

1∫
0

𝑟3𝑑𝑟 =
𝜋

2
. ⊳

§ 7.3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ
КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПЕРВООБРАЗНОЙ

Если функция 𝑓(𝑧) определена и непрерывна в односвяз-
ной области 𝐷 и такова, что для любого замкнутого контура
𝛾 ⊂ 𝐷 ∮

𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0,
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то при фиксированном 𝑧0 ∈ 𝐷 функция

Φ(𝑧) =

𝑧∫
𝑧0

𝑓(𝜁)𝑑𝜁

является аналитической в области 𝐷, причем Φ′(𝑧) = 𝑓(𝑧)
для любого 𝑧 ∈ 𝐷. При этом Φ(𝑧) называется первообраз-
ной или неопределенным интегралом от 𝑓(𝑧) и справедлива
формула

𝑧2∫
𝑧1

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = Φ(𝑧2)− Φ(𝑧1). (7.4)

ПРИМЕР 7.7. Вычислить интеграл
∫ 1+𝑖

0

𝑒𝑧𝑑𝑧 тремя спо-

собами:
1) вдоль дуги параболы 𝑦 = 𝑥2;
2) вдоль отрезка прямой;
3) с помощью первообразной.
Убедиться в независимости ответа от способа интегриро-

вания.
⊲ 1)

Рис. 7.6

∫
𝛾1

𝑒𝑧𝑑𝑧 =

∫
𝛾1

𝑒𝑥+𝑖𝑦𝑑(𝑥+ 𝑖𝑦) =

∫
𝛾1

𝑒𝑥(cos 𝑦 + 𝑖 sin 𝑦)𝑑(𝑥+ 𝑖𝑦) =

=

∫
𝛾1

𝑒𝑥 cos 𝑦𝑑𝑥− 𝑒𝑥 sin 𝑦𝑑𝑦 + 𝑖
∫
𝛾1

𝑒𝑥 sin 𝑦𝑑𝑥+ 𝑒𝑥 cos 𝑦𝑑𝑦 =

=

{
𝛾1 :

𝑥 = 𝑡

𝑦 = 𝑡2
; 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1

}
=

1∫
0

(𝑒𝑡 cos 𝑡2𝑑𝑡− 𝑒𝑡 sin 𝑡2 ⋅ 2𝑡𝑑𝑡)+
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+𝑖

1∫
0

(𝑒𝑡 sin 𝑡2𝑑𝑡+ 𝑒𝑡 cos 𝑡2 ⋅ 2𝑡𝑑𝑡) = 𝐽1 + 𝑖𝐽2 = 𝐽.

𝐽1 =

1∫
0

𝑒𝑡 cos 𝑡2𝑑𝑡− 2

1∫
0

𝑡𝑒𝑡 sin 𝑡2𝑑𝑡 =

=

1∫
0

cos 𝑡2𝑑(𝑒𝑡)− 2

1∫
0

𝑡𝑒𝑡 sin 𝑡2𝑑𝑡 =

= 𝑒𝑡 cos 𝑡2
∣∣∣∣1
0

+2

1∫
0

𝑡𝑒𝑡 sin 𝑡2𝑑𝑡−

−2
1∫

0

𝑡𝑒𝑡 sin 𝑡2𝑑𝑡 = 𝑒𝑡 cos 𝑡2
∣∣∣∣1
0

= 𝑒 cos 1− 1;

𝐽2 =

1∫
0

𝑒𝑡 sin 𝑡2𝑑𝑡+ 2

1∫
0

𝑡𝑒𝑡 cos 𝑡2𝑑𝑡 =

=

1∫
0

𝑒𝑡 sin 𝑡2𝑑𝑡+

1∫
0

𝑒𝑡𝑑(sin2 𝑡) =

=

1∫
0

𝑡𝑒𝑡 sin 𝑡2𝑑𝑡+ 𝑒𝑡 sin2 𝑡

∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

𝑒𝑡 sin 𝑡2𝑑𝑡 = 𝑒 sin 1.

Таким образом,

𝐽 = 𝑒 cos 1− 1 + 𝑖𝑒 sin 1.

2)

Рис. 7.7
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∫
𝛾2

𝑒𝑧𝑑𝑧 =

∫
𝛾2

𝑒𝑥 cos 𝑦𝑑𝑥− 𝑒𝑥 sin 𝑦𝑑𝑦+

+𝑖

∫
𝛾2

𝑒𝑥 sin 𝑦𝑑𝑥+ 𝑒𝑥 cos 𝑦𝑑𝑦 =

=

{
𝛾2 :

𝑥 = 𝑡

𝑦 = 𝑡
; 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1

}
=

1∫
0

(𝑒𝑡 cos 𝑡2 − 𝑒𝑡 sin 𝑡)𝑑𝑡+

+𝑖

1∫
0

(𝑒𝑡 sin 𝑡+ 𝑒𝑡 cos 𝑡)𝑑𝑡 =𝑀1 + 𝑖𝑀2 = 𝐽.

𝑀1 =

1∫
0

𝑒𝑡 cos 𝑡𝑑𝑡−
1∫

0

𝑒𝑡 sin 𝑡𝑑𝑡 = 𝑒𝑡 cos 𝑡

∣∣∣∣1
0

+

1∫
0

𝑒𝑡 sin 𝑡𝑑𝑡−

−
1∫

0

𝑒𝑡 sin 𝑡𝑑𝑡 = 𝑒 cos 1− 1;

𝑀2 =

1∫
0

𝑒𝑡 sin 𝑡𝑑𝑡+

1∫
0

𝑒𝑡 cos 𝑡𝑑𝑡 = 𝑒𝑡 sin 𝑡

∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

𝑒𝑡 cos 𝑡𝑑𝑡+

+

1∫
0

𝑒𝑡 cos 𝑡𝑑𝑡 = 𝑒 sin 1.

Таким образом,

𝐽 = 𝑒 cos 1− 1 + 𝑖𝑒 sin 1.

3) Так как функция 𝑒𝑧 аналитична во всей комплексной
плоскости и (𝑒𝑧)′ = 𝑒𝑧, то Φ(𝑧) = 𝑒𝑧 — одна из первообразных
функции 𝑒𝑧. Значит, по формуле (7.4)

1+𝑖∫
0

𝑒𝑧𝑑𝑧 = 𝑒𝑧
∣∣∣∣1+𝑖
0

= 𝑒1+𝑖 − 1 = 𝑒(cos 1 + 𝑖 sin 1)− 1 =

= 𝑒 cos 1− 1 + 𝑖𝑒 sin 1. ⊳
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§ 7.4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ НЕОДНОЗНАЧНЫХ
ФУНКЦИЙ КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Если функция 𝑓(𝑧) является многозначной, то под∫
𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 понимается интеграл от одной из ветвей рассмат-

риваемой функции.

ПРИМЕР 7.8. Вычислить∫
𝛾

𝑑𝑧
4
√
𝑧3
,

где 𝛾 : ∣𝑧∣ = 1; Re 𝑧 ⩾ 0 и рассматривается та ветвь функции
Ψ(𝑧) = = 4

√
𝑧, для которой имеет место равенство 4

√
1 = 𝑖.

⊲ Выделим нужную ветвь четырехзначной функции
Ψ(𝑧) = 4

√
𝑧.

Рис. 7.8

Действительно, если 𝑧 = 𝑟(cos𝜑+ 𝑖 sin𝜑), то

( 4
√
𝑧)𝑘 =

4
√
𝑟

(
cos
𝜑+ 2𝜋𝑘

4
+ 𝑖 sin

𝜑+ 2𝜋𝑘

4

)
, 𝑘 = 0, 1, 2, 3.

Найдем 𝑘, пользуясь этой формулой и равенством 4
√
1 = 𝑖.

Поскольку arg 1 = 0, имеем

𝑖 = cos
𝜋𝑘

2
+ 𝑖 sin

𝜋𝑘

2
.

Нетрудно видеть, что это равенство выполняется при 𝑘 =
= 1, т. е. нужная ветвь задается равенством
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( 4
√
𝑧)1 =

4
√
𝑟
[
cos

(𝜑
4
+
𝜋

2

)
𝑖 sin

(𝜑
4
+
𝜋

2

)]
=

= 4
√
𝑟
(
− sin

𝜑

4
+ 𝑖 cos

𝜑

4

)
.

Поскольку 𝑓(𝑧) =
1

(
4
√
𝑧3)1

аналитична на контуре 𝛾 (а зна-

чит, и в некоторой его окрестности), то существует первооб-

разная у этой функции. Так как 4( 4
√
𝑧)′1 =

1

(
4
√
𝑧3)1

, то 𝐹 (𝑧) =

= 4( 4
√
𝑧)1 — одна из первообразных. Следовательно, по фор-

муле (7.4) ∫
𝛾

𝑑𝑧

(
4
√
𝑧3)1

= 4( 4
√
𝑧)1

∣∣∣∣𝑖
−𝑖
=

= 4
(
− sin

𝜑

4
+ 𝑖 cos

𝜑

4

) ∣∣∣∣𝜑2=𝜋/2

𝜑1=−𝜋/2
= −8 sin 𝜋

8
. ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

1. Вычислить ∮
∣𝑧∣=1

𝑧Re𝑧𝑑𝑧.

2. Вычислить ∫
∣Im 𝑧∣⩽1, Re 𝑧=𝜋/4

Re (sin 𝑧) cos 𝑧𝑑𝑧.

3. Вычислить интеграл

𝜋+𝑖∫
𝜋/2

cos 𝑧𝑑𝑧 по прямой.

4. Вычислить
𝑖∫

−1

cos 𝑧√
sin 𝑧

𝑑𝑧;

ветвь:
√
sin(−1) = 𝑖√sin 1.
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5. Вычислить
𝑖∫

1

ln(𝑧 + 1)

𝑧 + 1
𝑑𝑧;

𝛾 : ∣𝑧∣ = 1, Im 𝑧 ⩾ 0, Re 𝑧 ⩾ 0.

Ответы:

1. 0.

2.
1

4
sh 2 +

𝑖

2
.

3. −(1 + 𝑖 sh 𝑖).

4.
√
2 sh 1 + 𝑖 (

√
sh 1− 2

√
sin 1).

5. −1

8

(
𝜋2

4
+ 3 ln2 2

)
+ 𝑖

𝜋

8
ln 2.



Занятие 8

ТЕОРЕМА КОШИ.
ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФОРМУЛА КОШИ

Если функция 𝑤 = 𝑓(𝑧) однозначна и аналитична в ко-
нечной односвязной области 𝐷 и кусочно-гладкий контур 𝛾
принадлежит этой области, то справедливо равенство∫

𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0.

Это утверждение носит название теоремы Коши для од-
носвязных областей.
Рис. 8.1 иллюстрирует теорему Коши.

Рис. 8.1



248 Занятие 8

Как следствие из теоремы Коши немедленно вытекает, что
если 𝛾1 и 𝛾2 кусочно-гладкие кривые, которые лежат в 𝐷 и
имеют общие начало и конец, то∫

𝛾1

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

∫
𝛾2

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 (8.1)

(рис. 8.1).
Равенство (8.1) означает, что в условиях теоремы Коши ин-

теграл по кривой не зависит от самой кривой, а определяется
ее началом и концом. Поэтому можно ввести обозначение

∫
𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

𝑧2∫
𝑧1

𝑓(𝑧)𝑑𝑧,

где 𝛾 ⊂ 𝐷 — любая кусочно-гладкая кривая, соединяющая 𝑧1
с 𝑧2 как начало с концом.
Зафиксируем точку 𝑧0 ∈ 𝐷, а точку 𝑧 ∈ 𝐷 будем считать

переменной. Тогда в области 𝐷 определена функция

𝐹 (𝑧) =

𝑧∫
𝑧0

𝑓(𝜂)𝑑𝜂.

Известно, что 𝐹 (𝑧) аналитична в области 𝐷 и 𝐹 ′(𝑧) =
= 𝑓(𝑧). По этой причине функцию 𝐹 (𝑧) называют первооб-
разной для 𝑓(𝑧) в области 𝐷.
Любые две первообразные отличаются в 𝐷 на комплекс-

ную постоянную. Если Φ(𝑧) первообразная для 𝑓(𝑧) в области
𝐷 и 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐷, то верно соотношение, аналогичное формуле
Ньютона–Лейбница:

𝑧2∫
𝑧1

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = Φ(𝑧2)− Φ(𝑧1).

В связи с практическими применениями теоремы Коши и
ее следствий сделаем два замечания.
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Замечания.

1. При вычислении интеграла
∫
𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 может случиться,

что область аналитичности 𝑓(𝑧) многосвязна. Однако, если
кривую 𝛾 удается заключить в некоторую односвязную об-
ласть, являющуюся частью области аналитичности функции
𝑓(𝑧), то для этой части теорема Коши остается справедливой.

2. При вычислении интеграла
∫ 𝑧2

𝑧1

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 остаются приме-

нимыми обычные правила определенного интегрирования, и в
частности правило интегрирования по частям.

ПРИМЕР 8.1. Вычислить интеграл

𝐼 =

∫
∣𝑧∣=1

𝑒𝑧(𝑧2 + 3)

(𝑧 − 2)2
𝑑𝑧,

где 𝛾 : ∣𝑧∣ = 1 — окружность радиусом 1 с центром в начале
координат.

⊲ Контур 𝛾 можно заключить, например, в круг радиусом
1,5 с центром в начале координат, который является односвяз-
ной областью аналитичности подынтегральной функции. В та-
ком случае, согласно теореме Коши и замечанию 8.1, получим
𝐼 = 0. ⊳
ПРИМЕР 8.2. Вычислить интеграл

𝐼 =

∫
𝛾

1

𝑧
𝑑𝑧,

где 𝛾 — ломаная, соединяющая точку 𝑧 = 1 с точкой 𝑧 = 𝑖.

Рис. 8.2
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⊲ Ломаную 𝛾 представим как объединение отрезков 𝛾1 и
𝛾2 (рис. 8.2). Эти отрезки допускают параметризацию:

𝛾1 : 𝑧 = 1 + 𝑖𝑦, 𝑦 ∈ [0; 1]; 𝛾2 : 𝑧 = 1− 𝑥+ 𝑖, 𝑥 ∈ [0; 1].

Поэтому

𝐼 =

∫
𝛾1∪𝛾2

1

𝑧
𝑑𝑧 =

∫
𝛾1

1

𝑧
𝑑𝑧 +

∫
𝛾2

1

𝑧
𝑑𝑧 =

∣∣∣∣ 𝑡 =
= 1− 𝑥

∣∣∣∣=
1∫

0

1

1 + 𝑖𝑦
𝑖𝑑𝑦+

+

0∫
1

1

𝑡+ 𝑖
𝑑𝑡 = 𝑖

1∫
0

1− 𝑦𝑖
1 + 𝑦2

𝑑𝑦 +

0∫
1

𝑡− 𝑖
𝑡2 + 1

𝑑𝑡 = 𝑖

1∫
0

𝑑𝑦

1 + 𝑦2
+

+

1∫
0

𝑦𝑑𝑦

1 + 𝑦2
−

1∫
0

𝑑𝑡

1 + 𝑡2
+ 𝑖

1∫
0

𝑑𝑡

1 + 𝑡2
= 2𝑖 arctg 𝑡

∣∣∣∣1
0

=
𝜋

2
𝑖.

Здесь использована независимость определенного интегра-
ла от того, как обозначена переменная интегрирования.
Интеграл 𝐼 в силу следствия из теоремы Коши, можно

было бы вычислять по отрезку, соединяющему точки 𝑧 = 1
и 𝑧 = 𝑖. Но еще проще его вычисление получается, если в
качестве кривой, соединяющей данные точки, выбрать дугу
окружности единичного радиуса с центром в точке 𝑧 = 0: 𝑧 =
= 𝑒𝑖𝜑, 0 ⩽ 𝜑 ⩽ 𝜋/2. Действительно, тогда

𝐼 =

𝜋/2∫
0

1

𝑒𝑖𝜑
𝑑𝑒𝑖𝜑 = 𝑖

𝜋/2∫
0

𝑒𝑖𝜑

𝑒𝑖𝜑
𝑑𝜑 = 𝑖𝜑

∣∣∣∣𝜋/2
0

=
𝜋

2
𝑖. ⊳

ПРИМЕР 8.3. Вычислить интеграл

𝐼 =

𝜋𝑖∫
1

𝑧𝑒𝑧𝑑𝑧.
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⊲ Пользуясь формулой интегрирования по частям, полу-
чим

𝐼 =

𝜋𝑖∫
1

𝑧𝑒𝑧𝑑𝑧 = 𝑧𝑒𝑧
∣∣∣∣𝜋𝑖
1

−
𝜋𝑖∫
1

𝑒𝑧𝑑𝑧 = 𝑒𝑧(𝑧 − 1)

∣∣∣∣𝜋𝑖
1

=

= 𝑒𝜋𝑖(𝜋𝑖− 1)− 𝑒1(1− 1) = −(𝜋𝑖− 1)− 0 = 1− 𝜋𝑖. ⊳
ПРИМЕР 8.4. Найти множество всех первообразных

функции 𝑓(𝑧) = 𝑧 cos 𝑧, аналитичной на всей плоскости.
⊲ По формуле интегрирования по частям имеем

𝐹 (𝑧) =

𝑧∫
0

𝜂 cos 𝜂𝑑𝜂 = 𝜂 sin 𝜂

∣∣∣∣𝑧
0

−
𝑧∫

0

sin 𝜂𝑑𝜂 =

= (𝜂 sin 𝜂 + cos 𝜂)

∣∣∣∣𝑧
0

= 𝑧 sin 𝑧 + cos 𝑧 − 1

— конкретная первообразная. Множество всех первообразных
дается формулой

𝑧 sin 𝑧 + cos 𝑧 + 𝐶,

где 𝐶 = const — любое комплексное число. ⊳
Условие односвязности области 𝐷 в теореме Коши являет-

ся достаточным для того, чтобы теорема была верна. В кон-
кретных же ситуациях теорема может оказаться верной и без
его выполнения.
Рассмотрим пример.

ПРИМЕР 8.5. Пусть 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑛, 𝑛 ∈ ℤ. Показать, что при
𝑛 ∕= −1 в области аналитичности функции 𝑓(𝑧) верна теорема
Коши, а при 𝑛 = −1 — неверна.

⊲ Так как при 𝑛 ∕= −1 функция 𝐹 (𝑧) = 𝑧𝑛+1

𝑛+ 1
являет-

ся первообразной для 𝑓(𝑧) в ее области аналитичности, то∫
𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 по любой кривой 𝛾, лежащей в этой области и со-

единяющей точки 𝑧1 и 𝑧2, равен 𝐹 (𝑧2) − 𝐹 (𝑧1). Если теперь
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𝛾 — кусочно-гладкий контур, то 𝑧1 = 𝑧2, и интеграл оказы-
вается равным нулю. Но при 𝑛 = −2,−3, ... областью ана-
литичности 𝑓(𝑧) будет вся плоскость без точки 𝑧 = 0. Такая
область не является односвязной.
Что касается случая 𝑛 = −1, то теорема неверна, так как,

например,

∫
∣𝑧∣=1

1

𝑧
𝑑𝑧 =

2𝜋∫
0

1

𝑒𝑖𝜑
𝑑𝑒𝑖𝜑 = 𝑖𝜑

∣∣∣∣2𝜋
0

= 2𝜋𝑖 ∕= 0.

Здесь окружность обходится в положительном направле-
нии, т. е. против стрелки часов. Таким образом, оказалось,
что интеграл не по всякому замкнутому контуру равен нулю.

По этой же причине у функции 𝑓(𝑧) =
1

𝑧
отсутствует одно-

значная первообразная. ⊳
Если область 𝐷 ограничена кусочно-гладким контуром 𝛾

(рис. 8.3) и функция 𝑓(𝑧) аналитична на 𝐷 ∪ 𝛾, то имеет
место интегральная формула Коши:

1

2𝜋𝑖

∫
𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧

𝑧 − 𝑧0 =

{
𝑓(𝑧0), 𝑧0 ∈ 𝐷
0, 𝑧0 ∕∈ 𝐷 ∪ 𝛾,

где контур 𝛾 при интегрировании обходится так, что область
𝐷 все время остается слева.

Рис. 8.3

Такое направление обхода контура называется положи-
тельным.
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Формула Коши позволяет вычислять некоторые типы ин-
тегралов.
Далее в примерах направление обхода по контуру всюду

считается положительным.

ПРИМЕР 8.6. Вычислить интеграл

𝐼 =

∫
∣𝑧−2𝑖∣=1

(𝑧2 + 1)𝑒𝑧

𝑧
𝑑𝑧.

⊲ Здесь 𝑧0 = 0, 𝑓(𝑧) = (𝑧2 + 1)𝑒𝑧 — аналитична во всей
плоскости. Так как 𝑧0 ∕∈ 𝐵̄1(2𝑖) = {𝑧 : ∣𝑧−2𝑖∣ ⩽ 1}, то согласно
формуле Коши

𝐼 = 2𝜋𝑖 ⋅ 0 = 0. ⊳
ПРИМЕР 8.7. Вычислить интеграл

𝐼 =

∫
∣𝑧−1∣=2

2𝑧3 − 7𝑧 + 5

𝑧
𝑑𝑧.

⊲ Здесь 𝑧0 = 0, 𝑓(𝑧) = 2𝑧3− 7𝑧+5 — аналитична во всей
плоскости; контур представляет собой окружность радиусом 2
с центром в точке 𝑧 = 1. Так как 𝑧0 лежит внутри окружности,
то по формуле Коши

𝐼 = 2𝜋𝑖 ⋅ 𝑓(0) = 10𝜋𝑖. ⊳

ПРИМЕР 8.8. Вычислить интеграл

𝐼 =

∫
∣𝑧−1−𝑖∣=√

2

𝑒𝜋𝑧

𝑧2 + 1
𝑑𝑧.

⊲ Так как 𝑧2 + 1 = (𝑧 − 𝑖)(𝑧 + 𝑖), то подынтегральную
функцию запишем в виде

𝑒𝜋𝑧

(𝑧 − 𝑖)(𝑧 + 𝑖) =

(
𝑒𝜋𝑧

𝑧 + 𝑖

)
𝑧 − 𝑖

и положим 𝑓(𝑧) =
𝑒𝜋𝑧

𝑧 + 𝑖
.
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Точка 𝑧 = 𝑖 лежит внутри круга ∣𝑧−1−𝑖∣ ⩽ √2, потому что
∣𝑖 − 1 − 𝑖∣ = ∣ − 1∣ = 1 ⩽

√
2. Точка 𝑧 = −𝑖 лежит вне этого

круга, и функция 𝑓(𝑧) аналитична в круге и на окружности.
Применим формулу Коши:

𝐼 = 2𝜋𝑖 ⋅ 𝑓(𝑖) = 2𝜋𝑖
𝑒𝜋𝑖

𝑖+ 𝑖
= 2𝜋𝑖

−1
2𝑖

= −𝜋. ⊳

ПРИМЕР 8.9. Вычислить интеграл

𝐼 =

∫
𝛾

𝑧 sin 𝑧

𝑧2 − 𝑧 − 2
𝑑𝑧,

где 𝛾 — граница квадрата с центром в точке 𝑧 = −1, сторона
которого равна

√
2, а одна из диагоналей лежит на оси 𝑂𝑥

(рис. 8.4).

Рис. 8.4

⊲ Имеем 𝑧2 − 𝑧 − 2 = (𝑧 + 1)(𝑧 − 2). Следовательно,

𝐼 =

∫
𝛾

𝑧 sin 𝑧

(𝑧 + 1)(𝑧 − 2)
𝑑𝑧 =

∫
𝛾

(
𝑧 sin 𝑧

𝑧 − 2

)
𝑧 + 1

𝑑𝑧 =

= 2𝜋𝑖

(
(−1) sin(−1)
−1− 2

)
= −2

3
𝜋𝑖 sin 1. ⊳

ПРИМЕР 8.10. Вычислить интеграл

𝐼 =

∫
∣𝑧−3𝑖∣=10

𝑧2 cos(𝜋𝑧) + 1

(𝑧 − 2𝑖)(𝑧 + 3)
𝑑𝑧.
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⊲ Положим 𝑓(𝑧) = 𝑧2 cos(𝜋𝑧) + 1. Внутри круга ∣𝑧 −
− 3𝑖∣ ⩽ 10 лежат обе точки 𝑧 = 2𝑖 и 𝑧 = −3. Поэтому ни
одна из функций

𝑓(𝑧)

𝑧 − 2𝑖
,
𝑓(𝑧)

𝑧 + 3
не будет аналитичной внутри

круга. В таком случае можно поступить следующим образом.

Дробь
1

(𝑧 − 2𝑖)(𝑧 + 3)
разложим методом неопределенных ко-

эффициентов на простейшие так, как это делалось при инте-
грировании дробно-рациональных функций

1

(𝑧 − 2𝑖)(𝑧 + 3)
=

𝐴

𝑧 − 2𝑖
+

𝐵

𝑧 + 3
.

Откуда известным способом найдем

𝐴 =
1

3 + 2𝑖
, 𝐵 = − 1

3 + 2𝑖

и, значит,

1

(𝑧 − 2𝑖)(𝑧 + 3)
=

1

3 + 2𝑖

(
1

𝑧 − 2𝑖
− 1

𝑧 + 3

)
.

Теперь получим

𝐼 =

∫
∣𝑧−3𝑖∣=10

𝑧2 cos(𝜋𝑧) + 1

3 + 2𝑖

(
1

𝑧 − 2𝑖
− 1

𝑧 + 3

)
𝑑𝑧 =

=
1

3 + 2𝑖

⎡
⎢⎣ ∫
∣𝑧−3𝑖∣=10

𝑓(𝑧)𝑑𝑧

𝑧 − 2𝑖
−

∫
∣𝑧−3𝑖∣=10

𝑓(𝑧)𝑑𝑧

𝑧 + 3

⎤
⎥⎦ =

=
2𝜋𝑖

3 + 2𝑖
[𝑓(2𝑖)− 𝑓(−3)] =

=
2𝜋𝑖

3 + 2𝑖

[−4 cos(2𝜋𝑖)− (−3)2 cos(3𝜋)] =
=

2𝜋𝑖

3 + 2𝑖

[
9− 4

𝑒(2𝜋𝑖)𝑖 + 𝑒−(2𝜋𝑖)𝑖

2

]
=

=
2𝜋𝑖(3− 2𝑖)

13

(
9− 4

𝑒−2𝜋 + 𝑒2𝜋

2

)
=

2𝜋(9− 4 ch 2𝜋)

13
(2 + 3𝑖).
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Итак, 𝐼 =
2𝜋

13
(9− 4 ch 2𝜋)(2 + 3𝑖). ⊳

В условиях справедливости формулы Коши для вычисле-
ния интегралов типа∫

𝛾

𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)𝑛 𝑑𝑧, 𝑛 > 1,

можно использовать формулу

𝑛!

2𝜋𝑖

∫
𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧

(𝑧 − 𝑧0)𝑛+1
=

{
𝑓 (𝑛)(𝑧0), 𝑧0 ∈ 𝐷,
0, 𝑧0 ∕∈ 𝐷 ∪ 𝛾.

ПРИМЕР 8.11. Вычислить интегралы

𝐼1 =

∫
∣𝑧∣=3

(𝑧2 + 1) sin 𝑧

(𝑧 + 4)5
𝑑𝑧; 𝐼2 =

∫
∣𝑧∣=3

(𝑧2 + 1) sin(𝜋𝑧)

(𝑧 − 2)3
𝑑𝑧.

⊲ Положим 𝑓(𝑧) = (𝑧2 + 1) sin(𝜋𝑧). Так как 𝑧 = −4 не
лежит внутри круга ∣𝑧∣ ⩽ 3, то 𝐼1 = 0.
Для вычисления 𝐼2 имеем

𝐼2 =
2𝜋𝑖

2!
𝑓 ′′(2) = 𝑖𝜋𝑓 ′′(2),

𝑓 ′(𝑧) = 2𝑧 sin(𝜋𝑧) + 𝜋(𝑧2 + 1) cos(𝜋𝑧),

𝑓 ′′(𝑧) = 2 sin(𝜋𝑧) + 2𝜋𝑧 cos(𝜋𝑧) + 2𝜋𝑧 cos(𝜋𝑧)−
−𝜋2(𝑧2 + 1) sin(𝜋𝑧) = [2− 𝜋2(𝑧2 + 1)] sin(𝜋𝑧) + 4𝜋𝑧 cos(𝜋𝑧).

Следовательно, 𝑓 ′′(2) = 8𝜋 и 𝐼2 = 8𝜋2𝑖. ⊳
ПРИМЕР 8.12. Вычислить интеграл

𝐼 =

∫
∣𝑧+2∣=20

[1 + 4𝑖+ (3− 2𝑖)𝑧 − 𝑧2]𝑒𝑧
(𝑧 + 𝑖)(𝑧 − 1)2

𝑑𝑧.

⊲ Положим 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧. Внутри круга ∣𝑧+2∣ ⩽ 20 находятся
обе точки 𝑧 = −𝑖 и 𝑧 = 1. Как и в примере 8.10, пишем
разложение

1 + 4𝑖+ (3− 2𝑖)𝑧 − 𝑧2
(𝑧 + 𝑖)(𝑧 − 1)2

=
𝐴

𝑧 + 𝑖
+

𝐵

𝑧 − 1
+

𝐶

(𝑧 − 1)2
.
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Числа 𝐴, 𝐵, 𝐶 находятся методом неопределенных ко-
эффициентов так же, как это делается при интегрировании
рациональных выражений в случае действительной перемен-
ной. В результате вычислений найдем 𝐴 = 1, 𝐵 = −2, 𝐶 = 3.
Поэтому

𝐼 =

∫
∣𝑧+2∣=20

𝑓(𝑧)

𝑧 + 𝑖
𝑑𝑧 − 2

∫
∣𝑧+2∣=20

𝑓(𝑧)

𝑧 − 1
𝑑𝑧 + 3

∫
∣𝑧+2∣=20

𝑓(𝑧)

(𝑧 − 1)2
𝑑𝑧 =

= 2𝜋𝑖𝑓(−𝑖)− 2 ⋅ 2𝜋𝑖𝑓(1) + 3 ⋅ 2𝜋𝑖
1!
𝑓 ′(1).

Но так как (𝑒𝑧)′ = 𝑒𝑧, то

𝐼 = 2𝜋𝑖[𝑓(−1) + 𝑓(1)] = 2𝜋𝑖(𝑒−𝑖 + 𝑒) =

= 2𝜋𝑖(cos 1− 𝑖 sin 1 + 𝑒) = 2𝜋(sin 1 + 𝑒+ 𝑖 cos 1). ⊳
Из формулы Коши можно получить доказательство так на-

зываемого принципа максимума для аналитических функций,
которому дадим следующую формулировку:
Если область 𝐷 ограничена кусочно-гладким контуром 𝛾

и функция 𝑓(𝑧) ∕≡ const аналитична на множестве 𝐷 ∪ 𝛾, то
∣𝑓(𝑧)∣ достигает своего наибольшего значения на границе 𝛾 и
не может достигать этого значения в 𝐷.

ПРИМЕР 8.13. Функция 𝑓(𝑧) аналитична в круге ∣𝑧∣ ⩽ 1,
причем 𝑓(𝑧) = 1 на окружности ∣𝑧∣ = 1. Найти 𝑓(0).

⊲ Рассмотрим функцию 𝑔(𝑧) = 𝑓(𝑧) − 1. Она также ана-
литична в круге ∣𝑧∣ ⩽ 1. На окружности ∣𝑧∣ = 1 функция
𝑔(𝑧) = 0 и, значит, ∣𝑔(𝑧)∣ = 0. Из принципа максимума следу-
ет, что если 𝑔(𝑧) ∕≡ const, то ∣𝑔(𝑧)∣ < 0 при ∣𝑧∣ < 1. Так как это
невозможно, то 𝑔(𝑧) ≡ const в круге ∣𝑧∣ ⩽ 1 и потому 𝑔(𝑧) ≡ 0.
Это означает, что всюду в круге 𝑓(𝑧) = 1. В частности, 𝑓(0) =
= 1. ⊳
ПРИМЕР 8.14. Пусть 𝑓(𝑧) =

𝑧 − 1

𝑧 + 2
. Найти наибольшее

значение функции ∣𝑓(𝑧)∣ в круге ∣𝑧∣ ⩽ 1.
⊲ В соответствии с принципом максимума наибольшее

значение ∣𝑓(𝑧)∣ достигается на окружности ∣𝑧∣ = 1, т. е. 𝑧 =
= 𝑒𝑖𝜑, 0 ⩽ 𝜑 ⩽ 2𝜋. В таком случае
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∣𝑓(𝑧)∣ =
∣∣∣∣𝑒𝑖𝜑 − 1

𝑒𝑖𝜑 + 2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣cos𝜑− 1 + 𝑖 sin𝜑

cos𝜑+ 2 + 𝑖 sin𝜑

∣∣∣∣ =
=

√
(cos𝜑− 1)2 + sin2 𝜑

(cos𝜑+ 2)2 + sin2 𝜑
=

√
2− 2 cos𝜑

5 + 4 cos𝜑
.

Последнее выражение принимает наибольшее значение там
же, где и выражение

ℎ(𝜑) =
1− cos𝜑

5 + 4 cos𝜑
.

Таким образом, задача свелась к нахождению наибольшего
значения функции ℎ(𝜑), непрерывной на отрезке [0; 2𝜋].
Найдем производную ℎ(𝜑) :

ℎ′(𝜑) =
sin𝜑(5 + 4 cos𝜑) + 4(1− cos𝜑) sin𝜑

(5 + 4 cos𝜑)2
=

=
9 sin𝜑

(5 + 4 cos𝜑)2
.

Если 0 < 𝜑 < 2𝜋, то ℎ′(𝜑) = 0 ⇔ 𝜑 = 𝜋. Так как ℎ(0) =
= ℎ(2𝜋)= 0, ℎ(𝜋) = 2, то искомый максимум достигается при
𝜑 = 𝜋, т. е. 𝑧 = −1. Поэтому

max
∣𝑧∣⩽1

∣𝑓(𝑧)∣ =
∣∣∣∣−1− 1

−1 + 2

∣∣∣∣ = ∣ − 2∣ = 2. ⊳

ПРИМЕР 8.15. Пусть 𝑃 (𝑧) = 𝑧𝑛+𝑎𝑛−1𝑧
𝑛−1+ ...+𝑎1𝑧+𝑎0

(𝑛 ⩾ 1) такой многочлен, что среди чисел 𝑎𝑛−1, ..., 𝑎0 не все
равны нулю. Доказать, что на окружности ∣𝑧∣ = 1 найдется
точка 𝑧0, для которой ∣𝑃 (𝑧0)∣ > 1.

⊲ Прежде всего заметим, что если ∣𝑎0∣ ⩾ 1, то ∣𝑃 (0)∣ =
= ∣𝑎0∣ ⩾ 1. Применяя принцип максимума к кругу ∣𝑧∣ ⩽ 1,
получим, что

max
∣𝑧∣⩽1

∣𝑃 (𝑧)∣ = max
∣𝑧∣=1

∣𝑃 (𝑧)∣ > 1.

Так как этот максимум достигается в некоторой точке 𝑧0,
лежащей на окружности ∣𝑧∣ = 1, то утверждение доказано.
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Пусть теперь выполнено неравенство 0 < ∣𝑎0∣ < 1. Рас-
смотрим многочлен 𝑄𝜑(𝑧) = 𝑃 (𝑧) − 𝑒𝑖𝜑, где 𝜑 — некоторое
число. Многочлен 𝑄𝜑(𝑧) имеет 𝑛 корней 𝑧1, ..., 𝑧𝑛 (возмож-
но, совпадающих). Поэтому 𝑄𝜑(𝑧) = (𝑧 − 𝑧1) ⋅ ... ⋅ (𝑧 − 𝑧𝑛) и
𝑄𝜑(0) = (−1)𝑛𝑧1 ⋅ ... ⋅ 𝑧𝑛 = 𝑎0 − 𝑒𝑖𝜑. Следовательно, ∣𝑄𝜑(0)∣ =
= ∣𝑧1∣ ⋅ ... ⋅ ∣𝑧𝑛∣ = ∣𝑎0 − 𝑒𝑖𝜑∣. Конечно, корни 𝑧1, ..., 𝑧𝑛, вообще
говоря, зависят от 𝜑. Допустим, что при всех значениях 𝜑 для
всех 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 ∣𝑧𝑗 ∣ ⩾ 1. Это означает, что для всех 𝜑 верно
неравенство ∣𝑎0 − 𝑒𝑖𝜑∣ ⩾ 1. Положим 𝑎0 = 𝑥0 + 𝑦0𝑖, 𝑎 = ∣𝑎0∣.
Тогда последнее неравенство можно переписать так:

𝑎2 − 2(𝑥0 cos𝜑+ 𝑦0 sin𝜑) ⩾ 0

или, выбирая число 𝜑0 из условия sin𝜑0 =
𝑥0
𝑎
, cos𝜑0 =

𝑦0
𝑎
, в

виде
𝑎2 − 2𝑎 sin(𝜑− 𝜑0) ⩾ 0.

Это неравенство должно быть верно при любых значениях
𝜑. Пусть тогда 𝜑 =

𝜋

2
− 𝜑0. После подстановки этого значения

вместо 𝜑 получим
𝑎2 − 2𝑎 ⩾ 0.

Но 0 < 𝑎 < 1 и потому 𝑎(𝑎− 2) < 0. Получили противоречие.
Значит, найдется такое значение 𝜑 = 𝜑1 и такой корень мно-
гочлена 𝑄(𝑧), например 𝑧1, для которого ∣𝑧1∣ < 1. Это означа-
ет, что 𝑃 (𝑧1) − 𝑒𝑖𝜑1 = 0, т. е. 𝑃 (𝑧1) = 𝑒𝑖𝜑1 и, следовательно,
∣𝑃 (𝑧1)∣ = ∣𝑒𝑖𝜑1 ∣ = 1. Точка 𝑧1 лежит внутри круга ∣𝑧∣ ⩽ 1. По-
этому max

∣𝑧∣=1
∣𝑃 (𝑧)∣ > 1. Если теперь снова 𝑧0 та точка, где этот

максимум достигается, то ∣𝑃 (𝑧0)∣ > 1.

Допустим, наконец, что 𝑎0 = 0. Пусть 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 − 1 —
наименьший индекс, такой, что 𝑎𝑘 ∕= 0. Тогда

𝑃 (𝑧) = 𝑧𝑘(𝑧𝑛−𝑘 + 𝑎𝑛−1𝑧
𝑛−𝑘−1 + ...+ 𝑎𝑘) = 𝑧

𝑘𝑃1(𝑧).

По доказанному, на окружности ∣𝑧∣ = 1 найдется точка
𝑧0, для которой ∣𝑃1(𝑧0)∣ = ∣𝑧𝑛−𝑘0 + 𝑎𝑛−1𝑧

𝑛−𝑘−1
0 + ... + 𝑎𝑘∣ > 1.

В таком случае ∣𝑃 (𝑧0)∣ = ∣𝑧0∣𝑘∣𝑃 (𝑧0)∣ = ∣𝑃1(𝑧0)∣ > 1, так как
∣𝑧0∣𝑘 = 1. Утверждение доказано полностью. ⊳
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ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

Вычислить интегралы:

1)
∫

∣𝑧∣=1

𝑒𝑧

𝑧2 + 2𝑧
𝑑𝑧; 2)

∫
∣𝑧∣=3

cos(𝑧 + 𝜋𝑖)

𝑧(𝑒𝑧 + 2)
𝑑𝑧;

3)
∫

∣𝑧∣=4

𝑑𝑧

(𝑧2 + 9)(𝑧 + 9)
; 4)

∫
∣𝑧∣=1

cos 𝑧

𝑧3
𝑑𝑧;

5)
∫

∣𝑧−1∣=1

sin
(𝜋
4
𝑧
)

(𝑧 − 1)2(𝑧 − 3)
𝑑𝑧; 6)

∫
∣𝑧−2∣=3

ch 𝑒𝑖𝜋𝑧

𝑧3 − 4𝑧2
𝑑𝑧.

Ответы:

1) 𝜋𝑖; 2)
2

3
𝜋𝑖 ch𝜋; 3) − 𝜋

45
𝑖;

4) −𝜋𝑖; 5) −𝜋(𝜋 + 2)
√
2

8
𝑖; 6) −𝜋2

2
sh 1.



Занятие 9

РЯДЫ В КОМПЛЕКСНОЙ
ОБЛАСТИ

§ 9.1. СХОДИМОСТЬ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ
КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ

Комплексное число 𝑎 называется пределом последова-
тельности {𝑧𝑛}, если ∀𝜀 > 0 ∃𝑁 = 𝑁(𝜀) : ∀𝑛 > 𝑁 ∣𝑧𝑛 − 𝑎∣ <
< 𝜀. При этом пишут

lim
𝑛→∞ 𝑧𝑛 = 𝑎.

Пусть 𝑧𝑛 = 𝑥𝑛+ 𝑖𝑦𝑛, 𝑛 = 1, 2, ... . Тогда существование пре-
дела lim

𝑛→∞ 𝑧𝑛 = 𝑎, где 𝑎 = 𝛼+ 𝑖𝛽, равносильно существованию
двух пределов:

lim
𝑛→∞𝑥𝑛 = 𝛼, lim

𝑛→∞ 𝑦𝑛 = 𝛽.

Имеют место теоремы об арифметических действиях над
пределами комплексных последовательностей: если lim

𝑛→∞ 𝑧𝑛 =

= 𝑎 и lim
𝑛→∞ 𝜁𝑛 = 𝑏, то

lim
𝑛→∞(𝑧𝑛 ± 𝜁𝑛) = 𝑎+ 𝑏; lim

𝑛→∞(𝑧𝑛 ⋅ 𝜁𝑛) = 𝑎 ⋅ 𝑏;

lim
𝑛→∞

𝑧𝑛
𝜁𝑛

=
𝑎

𝑏
(𝜁𝑛 ∕= 0, 𝑛 = 1, 2, ..., 𝑏 ∕= 0).

Укажем важные свойства последовательностей комплекс-
ных чисел, связанные со свойствами модулей и аргументов
этих чисел.
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1∘. Если lim
𝑛→∞ 𝑧𝑛 = 𝑎, то lim

𝑛→∞ ∣𝑧𝑛∣ = ∣𝑎∣.
2∘. Если 𝑧𝑛 = 𝑟𝑛𝑒

𝑖𝜑𝑛 , где 𝑟𝑛 = ∣𝑧𝑛∣, 𝜑𝑛 = arg 𝑧𝑛 и 𝑎 = 𝑟𝑒𝑖𝜑,
то {

lim
𝑛→∞ 𝑧𝑛 = 𝑎

}
⇔

{
lim
𝑛→∞ 𝑟𝑛 = 𝑟

lim
𝑛→∞𝜑𝑛 = 𝜑

}
.

ПРИМЕР 9.1. Вычислить

lim
𝑛→∞

(
5𝑛

7𝑛+ 2
⋅ 𝑖𝑛2

𝑛2 + 𝑛− 4𝑖

)
.

⊲ lim
𝑛→∞

(
5𝑛

7𝑛+ 2
⋅ 𝑖𝑛2

𝑛2 + 𝑛− 4𝑖

)
=

= lim
𝑛→∞

⎛
⎜⎝ 5

7 +
2

𝑛

⋅ 𝑖

1 +
1

𝑛
− 4𝑖

𝑛

⎞
⎟⎠ =

5

7
⋅ 𝑖
1
=

5𝑖

7
.

Так как
4𝑖

𝑛
→ 0 при 𝑛→∞, поскольку lim

𝑛→∞
4

𝑛
= 0. ⊳

ПРИМЕР 9.2. Вычислить

lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝑒(𝑖𝜋𝑛)/4.

⊲ lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝑒(𝑖𝜋𝑛)/4 = lim

𝑛→∞
1

𝑛

(
cos
𝜋𝑛

4
+ 𝑖 sin

𝜋𝑛

4

)
=

= lim
𝑛→∞

1

𝑛
cos
𝜋𝑛

4
+ 𝑖 lim

𝑛→∞
1

𝑛
sin
𝜋𝑛

4
= 0 + 𝑖 ⋅ 0 = 0. ⊳

Последовательность комплексных чисел {𝑧𝑛} называется
сходящейся к бесконечности, и пишут

lim
𝑛→∞ 𝑧𝑛 =∞,

если ∀𝑀 > 0 ∃𝑁 = 𝑁(𝜀) : ∀𝑛 > 𝑁 ∣𝑧𝑛∣ > 𝑀.
ПРИМЕР 9.3. Вычислить

lim
𝑛→∞(2𝑖)𝑛.

⊲ Так как ∀𝑀 > 0 ∃𝑁 = [log2𝑀 ] + 1 : ∀𝑛 > 𝑁
∣2𝑖∣𝑛 > 𝑀, то

lim
𝑛→∞(2𝑖)𝑛 =∞. ⊳
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§ 9.2. СХОДИМОСТЬ ЧИСЛОВЫХ РЯДОВ

Ряд
∞∑
𝑛=1

𝑧𝑛 называется сходящимся, если сходится после-

довательность его частичных сумм 𝑠𝑛 =

𝑛∑
𝑘=1

𝑧𝑘. При этом пре-

дел 𝑠 последовательности {𝑠𝑛} называется суммой ряда.

Пусть 𝑧𝑛 = 𝑥𝑛 + 𝑖𝑦𝑛. Тогда для сходимости ряда
∞∑
𝑛=1

𝑧𝑛

необходимо и достаточно, чтобы сходились ряды
∞∑
𝑛=1

𝑥𝑛 и

∞∑
𝑛=1

𝑦𝑛, при этом

∞∑
𝑛=1

𝑧𝑛 =

∞∑
𝑛=1

𝑥𝑛 + 𝑖

∞∑
𝑛=1

𝑦𝑛.

Если хотя бы один из этих рядов расходится, то расходится и
сам ряд.

Ряд
∞∑
𝑛=1

𝑧𝑛 называется абсолютно сходящимся, если схо-

дится ряд
∞∑
𝑛=1

∣𝑧𝑛∣ =
∞∑
𝑛=1

√
𝑥2𝑛 + 𝑦

2
𝑛. Всякий абсолютно сходя-

щийся ряд сходится.

ПРИМЕР 9.4. Исследовать сходимость ряда

∞∑
𝑛=1

1

𝑛2 + 2𝑛𝑖
.

⊲ Преобразуем ряд:

∞∑
𝑛=1

1

𝑛2 + 2𝑛𝑖
=

∞∑
𝑛=1

𝑛2 − 2𝑖𝑛

𝑛4 + 4𝑛2
=

∞∑
𝑛=1

1

𝑛2 + 4
+ 2𝑖

∞∑
𝑛=1

1

𝑛3 + 4𝑛
.

Так как каждый из рядов сходится, то сходится и иссле-
дуемый ряд. ⊳
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ПРИМЕР 9.5. Исследовать сходимость ряда

∞∑
𝑛=1

1

2𝑛− 𝑖 .

⊲ Преобразуем ряд:

∞∑
𝑛=1

1

2𝑛− 𝑖 =
∞∑
𝑛=1

2𝑛+ 𝑖

4𝑛2 + 1
=

∞∑
𝑛=1

2𝑛

4𝑛2 + 1
+ 𝑖

∞∑
𝑛=1

1

4𝑛2 + 1
.

Так как первый из слагаемых рядов расходится по призна-
ку сравнения с гармоническим рядом, то данный ряд расхо-
дится. ⊳
ПРИМЕР 9.6. Исследовать сходимость ряда

∞∑
𝑛=1

(3 + 4𝑖)𝑛
√
𝑛+ 1

9𝑛
.

⊲ Составим ряд из модулей членов данного ряда:

∞∑
𝑛=1

5𝑛
√
𝑛+ 1

9𝑛
.

Он сходится по признаку Даламбера. Следовательно, исход-
ный ряд с комплексными членами сходится абсолютно. ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

Исследовать сходимость рядов:

1)

∞∑
𝑛=1

1√
𝑛 − 𝑖 ; 2)

∞∑
𝑛=1

𝑖𝑛

𝑛
;

3)
∞∑
𝑛=1

(
√
3 + 𝑖/2)𝑛

𝑛2
; 4)

∞∑
𝑛=1

(
2 + 3𝑖

3 + 4𝑖

)𝑛
.

Ответы:

1) расходится; 2) сходится условно;
3) расходится; 4) сходится абсолютно.
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§ 9.3. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ

Ряд

𝑐0 + 𝑐1(𝑧 − 𝑧0) + 𝑐2(𝑧 − 𝑧0)2 + ...+ 𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛 + ... =
=

∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛
(9.1)

называется степенным.
Теорема Абеля. Если ряд (9.1) сходится при 𝑧 = 𝑧1, то

он сходится и для всех 𝑧, для которых ∣𝑧 − 𝑧0∣ < ∣𝑧1 − 𝑧0∣ и
притом абсолютно. Если же ряд (9.1) расходится в точке
𝑧 = 𝑧2, то он расходится и для всех 𝑧 таких, что ∣𝑧− 𝑧0∣ >
> ∣𝑧2 − 𝑧0∣.
Из теоремы Абеля следует, что областью сходимости сте-

пенного ряда является круг с центром в точке 𝑧0, радиус 𝑅
которого может быть определен либо с помощью признака Да-
ламбера, либо с помощью признака Коши. Имеют место фор-
мулы:

𝑅 =
1

lim
𝑛→∞

∣∣∣∣𝑐𝑛+1

𝑐𝑛

∣∣∣∣
или 𝑅 =

1

lim
𝑛→∞

𝑛
√
𝑐𝑛
.

ПРИМЕР 9.7. Найти области абсолютной сходимости
ряда

∞∑
𝑛=1

(𝑧 − 2)𝑛

(𝑛+ 1)2 ⋅ 3𝑛 .

⊲ Применим признак Даламбера:

𝑙(𝑧) = lim
𝑛→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
(𝑧 − 2)𝑛+1

(𝑛+ 2)2 ⋅ 3𝑛+1

(𝑧 − 2)𝑛

(𝑛+ 1)2 ⋅ 3𝑛

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
∣𝑧 − 2∣

3
lim
𝑛→∞

(𝑛+ 1)2

(𝑛+ 2)2
=
∣𝑧 − 2∣

3
.

Итак, 𝑙(𝑧) =
∣𝑧 − 2∣

3
. Область сходимости определяется из

неравенства 𝑙(𝑧) < 1:
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∣𝑧 − 2∣
3

< 1 ⇔ ∣𝑧 − 2∣ < 3.

Исследуем ряд на границе круга, т. е. при ∣𝑧−2∣ = 3. Имеем
∞∑
𝑛=1

∣∣∣∣ (𝑧 − 2)𝑛

(𝑛+ 1)2 ⋅ 3𝑛
∣∣∣∣ = ∞∑

𝑛=1

1

(𝑛+ 1)2
.

Это означает, что ряд абсолютно сходится в замкнутом
круге ∣𝑧 − 2∣ ⩽ 3. ⊳
ПРИМЕР 9.8. Найти области абсолютной сходимости

ряда
∞∑
𝑛=1

(𝑧 − 𝑖)2𝑛
(3𝑛+ 1) ⋅ 4𝑛 .

⊲ Применим признак Даламбера:

𝑙(𝑧) = lim
𝑛→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
(𝑧 − 𝑖)2𝑛+2

(3𝑛+ 4)2 ⋅ 4𝑛+1

(𝑧 − 𝑖)2𝑛
(3𝑛+ 1) ⋅ 4𝑛

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣𝑧 − 𝑖∣2

4
lim
𝑛→∞

3𝑛+ 1

3𝑛+ 4
=

=
∣𝑧 − 𝑖∣2

4
< 1 ⇔ ∣𝑧 − 𝑖∣ < 2.

Таким образом, областью сходимости является круг радиу-
сом 2 с центром в точке 𝑧0 = 𝑖. Заметим, что на границе этого
круга есть точки, в которых ряд сходится условно. ⊳
ПРИМЕР 9.9. Найти области абсолютной сходимости

ряда
∞∑
𝑛=1

𝑛!(𝑧 + 1)𝑛.

⊲ Применим признак Даламбера:

𝑙(𝑧) = lim
𝑛→∞

∣∣∣∣ (𝑛+ 1)!(𝑧 + 1)𝑛+1

𝑛!(𝑧 + 1)𝑛

∣∣∣∣ =
= ∣𝑧 + 1∣ lim

𝑛→∞(𝑛+ 1) =

{ ∞, 𝑧 ∕= −1
0 𝑧 = −1.

Таким образом, данный ряд сходится только в одной точке:
𝑧0 = −1. ⊳
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ПРИМЕР 9.10. Найти области абсолютной сходимости
ряда

∞∑
𝑛=1

(3𝑧 + 5𝑖)𝑛

𝑛𝑛
.

⊲ Ряд сходится на всей комплексной плоскости, так как

𝑙(𝑧) = lim
𝑛→∞

𝑛

√∣∣∣∣ (3𝑧 + 5𝑖)𝑛

𝑛𝑛

∣∣∣∣ = lim
𝑛→∞

∣3𝑧 + 5𝑖∣
𝑛

= 0

∀𝑧 ∈ ℂ, т. е. радиус сходимости 𝑅 =∞. ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

Найти области сходимости рядов:

1)
∞∑
𝑛=1

(
4𝑛− 1

7𝑛+ 2

)2𝑛+3

(𝑧 − 1)𝑛; 2)
∞∑
𝑛=2

(𝑧 − 3)2𝑛

𝑛2𝑛 ln2 𝑛
;

3)

∞∑
𝑛=1

𝑛𝑛(𝑧 − 5)𝑛

(3𝑛+ 1)10
.

Ответы:

1) ∣𝑧 − 1∣ < 16

49
; 2) ∣𝑧 − 3∣ ⩽

√
2;

3) 𝑧 = 5.

Степенной ряд

𝑐0 + 𝑐1(𝑧 − 𝑧0) + 𝑐2(𝑧 − 𝑧0)2 + ...+ 𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛 + ... =
=

∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛
(9.1)

обладает свойствами:
а) в круге сходимости ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝑅 сумма степенного ряда

𝑓(𝑧) является аналитической;
б) в круге сходимости ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝑅 степенной ряд можно

почленно дифференцировать любое число раз, причем продиф-
ференцированные ряды имеют тот же самый круг сходимости
∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝑅;
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в) ряд можно почленно интегрировать по любой кривой,
лежащей в круге сходимости, причем интеграл зависит только
от начала и конца кривой интегрирования, а ряд, полученный
из ряда (9.1) в результате интегрирования от 𝑧0 до 𝑧, имеет
тот же круг сходимости ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝑅;
г) степенной ряд (9.1) сходится равномерно в любом за-

мкнутом круге 𝐾 = {𝑧 : ∣𝑧 − 𝑧0∣ ⩽ 𝑟 < 𝑅}, т. е.

∀𝜀 > 0 ∃ 𝑁 = 𝑁(𝜀) : ∀𝑛 > 𝑁 ∀ 𝑧 ∈ 𝐾∣∣∣∣∣
∞∑

𝑘=𝑛+1

𝑐𝑘(𝑧 − 𝑧0)𝑘
∣∣∣∣∣ < 𝜀.

ПРИМЕР 9.11. Разложить в ряд по степеням 𝑧 функцию

𝑓(𝑧) = ln(1 + 𝑧).

⊲ Известно, что ln(1 + 𝑧) =

𝑧∫
0

𝑑𝜁

1 + 𝜁
, причем путь инте-

грирования не охватывает точку 𝑧 = −1. Выберем его так,
чтобы он принадлежал кругу ∣𝑧∣ < 1. Получим

𝑑𝜁

1 + 𝜁
=

∞∑
𝑛=0

(−𝜁)𝑛.

При этом если ∣𝜁∣ ⩽ ∣𝑧∣ < 1, то этот ряд сходится равно-
мерно и его можно интегрировать. Поэтому

𝑓(𝑧) = ln(1 + 𝑧) =

∫ 𝑧

0

𝑑𝜁

1 + 𝜁
=

∞∑
𝑛=0

𝑧∫
0

(−𝜁)𝑛𝑑𝜁 =

=
∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛 𝑧
𝑛+1

𝑛+ 1
=

∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛+1 𝑧
𝑛

𝑛
; ∣𝑧∣ < 1. ⊳

ПРИМЕР 9.12. Разложить в ряд по степеням 𝑧 функцию

𝑓(𝑧) = arctg 𝑧.
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⊲ 𝑓(𝑧) = arctg 𝑧 =

𝑧∫
0

𝑑𝜁

1 + 𝜁2
, где путь интегрирования не

должен охватывать точки ±𝑖: пусть он принадлежит кругу
∣𝑧∣ < 1.

1

1 + 𝜁2
=

∞∑
𝑛=0

(−𝜁2)𝑛.

Таким образом,

arctg 𝑧 =

𝑧∫
0

𝑑𝜁

1 + 𝜁2
=

𝑧∫
0

∞∑
𝑛=0

(−𝜁2)𝑛 =

=

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛 𝑧
2𝑛+1

2𝑛+ 1
, ∣𝑧∣ < 1. ⊳

ПРИМЕР 9.13. Разложить в ряд функцию 𝑓(𝑧) =
1

(1− 𝑧)2 .

⊲ 𝑓(𝑧) =
1

(1− 𝑧)2 =

(
1

1− 𝑧
)′

=

= (1 + 𝑧 + 𝑧2 + ...+ 𝑧𝑛 + ...)′ =

= 1 + 2𝑧 + 3𝑧2 + ...+ 𝑛𝑧𝑛−1 + ... =
∞∑
𝑛=1

𝑛𝑧𝑛−1,

разложение справедливо при ∣𝑧∣ < 1. ⊳
Обобщением степенного ряда с неотрицательными степе-

нями является степенной ряд с отрицательными степенями:
∞∑
𝑛=1

𝑐𝑛
(𝑧 − 𝑧0)𝑛 .

Областью сходимости такого ряда является область ∣𝑧 −
− 𝑧0∣ > 𝑅, где 𝑅 находится по тем же формулам, что и для
рядов с неотрицательными степенями.

ПРИМЕР 9.14. Найти область сходимости ряда
∞∑
𝑛=1

1

(𝑧 − 𝑖)𝑛 .
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⊲ Область сходимости находится из неравенства 1

∣𝑧 − 𝑖∣ <
< 1, которое равносильно ∣𝑧 − 𝑖∣ > 1. Следовательно, обла-
стью абсолютной сходимости данного ряда является внеш-
ность круга радиусом 1 с центром в точке 𝑧0 = 𝑖. ⊳
ПРИМЕР 9.15. Найти область сходимости ряда

∞∑
𝑛=1

𝑛4𝑛

(𝑧 − 5𝑖)2𝑛
.

⊲ Применим признак Даламбера:

𝑙(𝑧) = lim
𝑛→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
(𝑛+ 1)4𝑛+1

(𝑧 − 5𝑖)2𝑛+2

𝑛4𝑛

(𝑧 − 5𝑖)2𝑛

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
4

∣𝑧 − 5𝑖∣2 lim
𝑛→∞

𝑛+ 1

𝑛
=

=
4

∣𝑧 − 5𝑖∣2 < 1 ⇔ ∣𝑧 − 5𝑖∣ > 2.

На окружности ряд, очевидно, расходится. ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

1. Найти области абсолютной сходимости ряда:

а)
∞∑
𝑛=1

1

(𝑧 − 2)𝑛
; б)

∞∑
𝑛=1

1

𝑛(𝑧 + 1)𝑛
;

в)
∞∑
𝑛=1

𝑛2𝑛

(𝑧 − 3𝑖)2𝑛
.

2. Разложить функцию 𝑓(𝑧) =
∫ 𝑧

0

𝑒−𝜂
2/2𝑑𝜂 в ряд по степе-

ням 𝑧 и указать область сходимости полученного ряда.

Ответы:

1. а) ∣𝑧 − 2∣ > 1; б) ∣𝑧 + 1∣ > 1; в) ∣𝑧 − 3𝑖∣ > √
2.

2.
∞∑

𝑛=0

(−1)𝑛
𝑧2𝑛+1

2𝑛𝑛!(2𝑛+ 1)
, 𝑧 ∈ ℂ.
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РЯДЫ ТЕЙЛОРА И ЛОРАНА

§ 10.1. РЯД ТЕЙЛОРА

Функция 𝑓(𝑧), аналитическая в круге ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝑅, пред-
ставима в нем своим рядом Тейлора:

𝑓(𝑧) =

∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛,

где 𝑐𝑛 =
𝑓 (𝑛)(𝑧0)

𝑛!
=

1

2𝜋𝑖

∮
𝛾

𝑓(𝜉)𝑑𝜉

(𝜉 − 𝑧0)𝑛+1
; 𝑛 = 0, 1, 2, ...; 𝛾 =

= {𝜉 : ∣𝜉 − 𝑧0∣ = 𝑟, 𝑟 < 𝑅}.
Если 𝑧0 = 0, то ряд Тейлора называется рядом Маклорена.

Приведем ряды Маклорена элементарных функций комплекс-
ной переменной:

𝑒𝑧 = 1 + 𝑧 +
𝑧2

2!
+ ...+

𝑧𝑛

𝑛!
+ ... ≡

∞∑
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛!
, 𝑧 ∈ ℂ; (10.1)

cos 𝑧 = 1− 𝑧
2

2!
+ ...+ (−1)𝑛 𝑧

2𝑛

(2𝑛)!
+ ... ≡

≡
∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛 𝑧
2𝑛

(2𝑛)!
, 𝑧 ∈ ℂ; (10.2)

sin𝑧 = 𝑧 − 𝑧
3

3!
+ ...+ (−1)𝑛 𝑧2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
+ ... ≡

≡
∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛 𝑧2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
, 𝑧 ∈ ℂ; (10.3)
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ch 𝑧 = 1 +
𝑧2

2!
+ ...+

𝑧2𝑛

(2𝑛)!
+ ... ≡

∞∑
𝑛=0

𝑧2𝑛

(2𝑛)!
, 𝑧 ∈ ℂ; (10.4)

sh 𝑧 = 𝑧 +
𝑧3

3!
+ ...+

𝑧2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
+ ... ≡

≡
∞∑
𝑛=0

𝑧2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
, 𝑧 ∈ ℂ; (10.5)

1

1− 𝑧 = 1 + 𝑧 + 𝑧2 + ...+ 𝑧𝑛 + ... ≡
∞∑
𝑛=0

𝑧𝑛, ∣𝑧∣ < 1; (10.6)

ln(1 + 𝑧) = 𝑧 − 𝑧
2

2
+ ...+ (−1)𝑛 𝑧

𝑛

𝑛
+ ... ≡

≡
∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛+1 𝑧
𝑛

𝑛
; (10.7)

(1 + 𝑧)𝛼 = 1 + 𝛼𝑧 +
𝛼(𝛼− 1)

2!
𝑧2 + ...

...+
𝛼(𝛼− 1) ⋅ ... ⋅ (𝛼− 𝑛+ 1)

𝑛!
𝑧𝑛 + ... ≡ (10.8)

≡ 1 +
∞∑
𝑛=1

𝛼(𝛼− 1) ⋅ ... ⋅ (𝛼− 𝑛+ 1)

𝑛!
𝑧𝑛, (10.9)

∣𝑧∣ < 1, 𝛼 ∈ 𝑅∖𝑁.
ПРИМЕР 10.1. Используя разложения элементарных

функций комплексной переменной, разложить функцию

𝑓(𝑧) =
5

(1− 𝑧2)(𝑧2 + 4)
, 𝑧0 = 0,

в ряд по степеням (𝑧 − 𝑧0) и определить его область сходи-
мости.

⊲ Представим 𝑓(𝑧) в виде

𝑓(𝑧) =
1

1− 𝑧2 +
1

𝑧2 + 4
=

1

1− 𝑧2 +
1

4
⋅ 1

1 +
𝑧2

4

.

Применим формулу (10.6) и получим ряд

𝑓(𝑧) =
∞∑
𝑛=0

[
1 +

(−1)𝑛
4𝑛+1

]
𝑧2𝑛,

сходящийся в круге ∣𝑧∣ < 1. ⊳
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ПРИМЕР 10.2. Используя разложения элементарных
функций комплексной переменной, разложить функцию

𝑓(𝑧) =
1

(1− 𝑧)2 , 𝑧0 = 0,

в ряд по степеням (𝑧 − 𝑧0) и определить его область сходи-
мости.

⊲ Продифференцируем ряд (10.6):

𝑓(𝑧) =

∞∑
𝑛=0

(𝑛+ 1)𝑧𝑛; ∣𝑧∣ < 1. ⊳

ПРИМЕР 10.3. Используя разложения элементарных
функций комплексной переменной, разложить функцию

𝑓(𝑧) = ln(1 + 𝑧 − 2𝑧2), 𝑧0 = 0,

в ряд по степеням (𝑧 − 𝑧0) и определить его область сходи-
мости.

⊲ Так как 1 + 𝑧 − 2𝑧2 = (1− 𝑧)(1 + 2𝑧), то

𝑓(𝑧) = ln(1 + 𝑧 − 2𝑧2) = ln(1− 𝑧) + ln(1 + 2𝑧) =

= (по формуле (10.7)) =

∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛+1 (−𝑧)𝑛
𝑛

+

+
∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛+1 (2𝑧)
𝑛

𝑛
=

∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛+1 2
𝑛 − 1

𝑛
𝑧𝑛, ∣𝑧∣ < 1/2. ⊳

ПРИМЕР 10.4. Используя разложения элементарных
функций комплексной переменной, разложить функцию

𝑓(𝑧) =
1

1− 𝑧 , 𝑧0 = 3𝑖,

в ряд по степеням (𝑧 − 𝑧0) и определить его область сходи-
мости.

⊲ Преобразуем 𝑓(𝑧) следующим образом:
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𝑓(𝑧) =
1

1− 𝑧 =
1

1− 3𝑖− (𝑧 − 3𝑖)
=

1

1− 3𝑖
⋅ 1

1− 𝑧 − 3𝑖

1− 3𝑖

=

=
1

1− 3𝑖

∞∑
𝑛=0

(
𝑧 − 3𝑖

1− 3𝑖

)𝑛
=

∞∑
𝑛=0

(𝑧 − 3𝑖)𝑛

(1− 3𝑖)𝑛+1
.

Ряд сходится при 𝑧:

∣∣∣∣𝑧 − 3𝑖

1− 3𝑖

∣∣∣∣ < 1, т. е. при ∣𝑧−3𝑖∣ < √10. ⊳
ПРИМЕР 10.5. Используя разложения элементарных

функций комплексной переменной, разложить функцию

𝑓(𝑧) = sin(2𝑧 + 1), 𝑧0 = −1,

в ряд по степеням (𝑧 − 𝑧0) и определить его область сходи-
мости.

⊲ Преобразуем 𝑓(𝑧):

sin(2𝑧 + 1) = sin[2(𝑧 + 1)− 1] = sin[2(𝑧 + 1)] cos 1−

− cos[2(𝑧 + 1)] sin 1 = cos 1
∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛 22𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
(𝑧 + 1)2𝑛+1−

− sin 1
∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛 22𝑛

(2𝑛)!
(𝑧 + 1)2𝑛; 𝑧 ∈ ℂ. ⊳

ПРИМЕР 10.6. Используя разложения элементарных
функций комплексной переменной, разложить функцию

𝑓(𝑧) =

∞∑
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛!
, 𝑧0 = 1,

в ряд по степеням (𝑧 − 𝑧0) и определить его область сходи-
мости.

⊲ Заметим, что 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧. Тогда

𝑒𝑧 = 𝑒 ⋅ 𝑒𝑧−1 = 𝑒

∞∑
𝑛=0

(𝑧 − 1)𝑛

𝑛!
, 𝑧 ∈ ℂ. ⊳
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ПРИМЕР 10.7. Разложить функцию 𝑓(𝑧) = 3
√
𝑧 в ряд Тей-

лора по степеням (𝑧 − 1).

⊲ 3
√
𝑧 = 3

√
1 + (𝑧 − 1) = 1 +

1

3
(𝑧 − 1)+

+

1

3

(
1

3
− 1

)
2!

(𝑧 − 1)2 + ...+

+

1

3

(
1

3
− 1

)
...

(
1

3
− 𝑛+ 1

)
𝑛!

(𝑧 − 1)𝑛 + ... =

= 1 +

∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛−1 2 ⋅ 5 ⋅ ... ⋅ (3𝑛− 4)

3𝑛 ⋅ 𝑛! (𝑧 − 1)𝑛.

Область сходимости этого ряда состоит из 𝑧 : ∣𝑧−1∣ < 1. ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

Разложить функции в ряд Маклорена и указать области
сходимости этих рядов:

1)
𝑧2

1 + 𝑧
; 2)

1√
1− 𝑧2 ; 3) ln(𝑧 +

√
1 + 𝑧2); 4) sin2 𝑧;

5) ln(𝑧 +
√
1 + 𝑧2).

Разложить функции в ряд по степеням (𝑧 − 𝑧0) и опреде-
лить области сходимости полученных рядов:

6)
1

𝑧2 − 6𝑧 + 5
, 𝑧0 = 3; 7) ln(𝑧2 + 6𝑧 + 12), 𝑧0 = −3;

8) 𝑧𝑒2𝑧−𝑧
2

, 𝑧0 = 1; 9) sin(𝑧2 + 4𝑧), 𝑧0 = −2;
10)

1√
4 + 𝑧

, 𝑧0 = −3.

Ответы:

1)
∞∑

𝑛=0

(−1)𝑛𝑧𝑛+2, ∣𝑧∣ < 1;

2) 1 +
∞∑

𝑛=1

(2𝑛− 1)!!

2𝑛𝑛!
𝑧2𝑛, ∣𝑧∣ < 1;
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3) 𝑧 +
∞∑

𝑛=1

(−1)𝑛
(2𝑛− 1)!!

(2𝑛)!
⋅ 𝑧2𝑛+1

2𝑛+ 1
, ∣𝑧∣ < 1;

4)
∞∑

𝑛=1

(−1)𝑛+122𝑛−1

(2𝑛)!
𝑧2𝑛, 𝑧 ∈ ℂ;

5)
∞∑

𝑛=0

(−1)𝑛
𝑧2𝑛

𝑛!
, 𝑧 ∈ ℂ; 6) −

∞∑
𝑛=0

(𝑧 − 3)2𝑛

4𝑛+1
, ∣𝑧 − 3∣ < 2;

7) ln 4 +
∞∑

𝑛=1

(−1)𝑛+1 (𝑧 + 3)2𝑛

𝑛4𝑛
, ∣𝑧 + 3∣ < 2;

8) 𝑒
∞∑

𝑛=0

(−1)𝑛
1

𝑛!
[(𝑧 − 1)2𝑛 + (𝑧 − 1)2𝑛+1], 𝑧 ∈ ℂ;

9)
∞∑

𝑛=0

(−1)𝑛
[
− sin 4

(2𝑛)!
(𝑧 + 2)4𝑛 +

cos 4

(2𝑛+ 1)!
(𝑧 + 2)4𝑛+2

]
, 𝑧 ∈ ℂ;

10) 1 +
∞∑

𝑛=1

(−1)𝑛(2𝑛− 1)!!

2𝑛𝑛!
(𝑧 + 3)𝑛, ∣𝑧 + 3∣ < 1.

§ 10.2. РЯД ЛОРАНА

Рядом Лорана называется ряд вида
+∞∑
−∞
𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛, кото-

рый понимается как сумма двух рядов:
∞∑
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛 (правильная часть ряда Лорана) и

∞∑
𝑛=1

𝑐−𝑛(𝑧 − 𝑧0)−𝑛 (главная часть ряда Лорана).

Ряд Лорана рассматривается как сходящийся, если эти ря-
ды сходятся. Область сходимости ряда Лорана представляет
собой кольцо 𝑟 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ < 𝑅 (0 ⩽ 𝑟 < 𝑅).
Функция 𝑓(𝑧), аналитическая в кольце 0 ⩽ 𝑟 < ∣𝑧 − 𝑧0∣ <

< 𝑅 ⩽∞, представляется в этом кольце рядом Лорана

𝑓(𝑧) =

+∞∑
−∞
𝑐𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛,

где

𝑐𝑛 =
1

2𝜋𝑖

∮
𝛾

𝑓(𝜂)𝑑𝜂

(𝜂 − 𝑧0)𝑛+1
, 𝑛 = 0,±1,±2, ... ,
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𝛾 = {𝜂 : ∣𝜂 − 𝑧0∣ = 𝜌, 𝑟 < 𝜌 < 𝑅}.
ПРИМЕР 10.8. Найти все разложения функции 𝑓(𝑧) =

=
1

𝑧(𝑧 − 1)
в ряд Лорана по степеням (𝑧 − 1) и установить

области сходимости полученных разложений.
⊲

Рис. 10.1

Функция 𝑓(𝑧) теряет аналитичность в точках, где знаме-
натель обращается в нуль, т. е. имеет две особые точки 𝑧1 = 0
и 𝑧2 = 1. Значит, имеется два кольца 𝐷1 = {𝑧 : 0 < ∣𝑧 − 1∣ <
< 1} и 𝐷2 = {𝑧 : 1 < ∣𝑧 − 1∣ < ∞}, в каждом из которых
𝑓(𝑧) аналитична. Найдем ряды Лорана функции 𝑓(𝑧) в каж-
дом из этих колец. Для этого представим ее в виде суммы
простейших дробей:

𝑓(𝑧) =
1

𝑧 − 1
− 1

𝑧
.

а) В кольце 𝐷1 слагаемое
1

𝑧 − 1
уже является членом ряда

Лорана. Функция
1

𝑧
аналитична в круге ∣𝑧 − 1∣ < 1 и поэтому

она разлагается в этом круге в ряд Лорана

1

𝑧
=

1

1 + (𝑧 − 1)
=

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛(𝑧 − 1)𝑛.

Следовательно,

1

𝑧(𝑧 − 1)
=

1

𝑧 − 1
−

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛(𝑧 − 1)𝑛, 𝑧 ∈ 𝐷1.
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б) В кольце 𝐷2 слагаемое
1

𝑧 − 1
уже является членом ряда

Лорана. Функция
1

𝑧
аналитична в кольце 𝐷2, поэтому она

разлагается в ряд Лорана

1

𝑧
=

1

(𝑧 − 1) + 1
=

1

(𝑧 − 1)

(
1 +

1

𝑧 − 1

) =
∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(𝑧 − 1)𝑛+1

.

Следовательно,

1

𝑧(𝑧 − 1)
=

1

𝑧 − 1
−

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(𝑧 − 1)𝑛+1

=
∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛+1

(𝑧 − 1)𝑛+1
, 𝑧 ∈ 𝐷2. ⊳

ПРИМЕР 10.9. Найти ряд Лорана функции 𝑓(𝑧) = 𝑧2𝑒1/𝑧

в окрестности точки 𝑧 = 0.

⊲ 𝑓(𝑧) = 𝑧2
(
1 +

1

𝑧
+ ...+

1

𝑛!𝑧𝑛
+ ...

)
=

= 𝑧2 + 𝑧 +
1

2
+

∞∑
𝑛=1

1

(𝑛+ 2)!𝑧𝑛
,

причем 𝑓1(𝑧) =
∞∑
𝑛=1

1

(𝑛+ 2)!𝑧𝑛
— главная часть ряда Лорана

для 𝑓(𝑧), а 𝑓2(𝑧) = 𝑧2 + 𝑧 +
1

2
— правильная часть ряда Лора-

на этой функции. ⊳
ПРИМЕР 10.10. Найти ряд Лорана функции 𝑓(𝑧) =

= cos
𝑧

𝑧 + 1
в окрестности точки 𝑧 = −1.

⊲ 𝑓(𝑧) = cos

(
1− 1

𝑧 + 1

)
= cos 1 ⋅ cos 1

𝑧 + 1
+

+sin 1 ⋅ sin 1

𝑧 + 1
= cos 1 +

sin 1

𝑧 + 1
− cos 1

2!(𝑧 + 1)2
−

− sin 1

3!(𝑧 + 1)3
+ ...+ (−1)𝑛 cos 1

(2𝑛)!(𝑧 + 1)2𝑛
+
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+(−1)𝑛 sin 1

(2𝑛+ 1)!(𝑧 + 1)2𝑛+1
+ ... , 𝑧 ∕= −1. ⊳

ПРИМЕР 10.11. Разложить функцию 𝑓(𝑧) =
sin 𝑧

𝑧6
в ряд

Лорана по степеням 𝑧.
⊲ Функция 𝑓(𝑧) аналитична всюду, кроме точки 𝑧 = 0.

Разложим ее в ряд Лорана по степеням 𝑧:
sin 𝑧

𝑧6
=

1

𝑧6

(
𝑧 − 𝑧

2

3!
+
𝑧5

5!
− 𝑧

7

7!
+ ...

)
=

=
1

𝑧5
− 1

3!𝑧3
+

1

5!𝑧
− 𝑧

7!
+ ... . ⊳

ПРИМЕР 10.12. Найти все разложения функции 𝑓(𝑧) =

=
3𝑧 + 36

18𝑧2 + 3𝑧3 − 𝑧4 в ряд Лорана.
⊲ Чтобы найти особые точки функции 𝑓(𝑧), решим урав-

нение

−𝑧2(𝑧2 − 3𝑧 − 18) = 0 ⇔ 𝑧2(𝑧 − 6)(𝑧 + 3) = 0 ⇒
⇒ 𝑧1 = 0, 𝑧2 = 6, 𝑧3 = −3.

При этом 𝑧1 = 0 — полюс второго порядка, а 𝑧2 = 6 и
𝑧3 = −3 — простые полюса. Разложим данную дробь на про-
стейшие:

− 3(𝑧 + 12)

𝑧2(𝑧 − 6)(𝑧 + 3)
=
𝐴

𝑧2
+
𝐵

𝑧
+

𝐶

𝑧 − 6
+

𝐷

𝑧 + 3
;

𝐴 = − 3(𝑧 + 12)

(𝑧 − 6)(𝑧 + 3)

∣∣∣∣
𝑧=0

= 2, 𝐶 = −3(𝑧 + 12)

𝑧2(𝑧 + 3)

∣∣∣∣
𝑧=6

= −1

6
,

𝐷 = −3(𝑧 + 12)

𝑧2(𝑧 − 6)

∣∣∣∣
𝑧=−3

=
1

3
.

Для нахождения коэффициента 𝐵 приведем правую часть
к общему знаменателю и тождественно приравняем числители
левой и правой частей:

− 3(𝑧 + 12)

𝑧2(𝑧 − 6)(𝑧 + 3)
=

2(𝑧2 − 3𝑧 − 18) +𝐵𝑧(𝑧2 − 3𝑧 − 18)

𝑧2(𝑧 − 6)(𝑧 + 3)
−
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−
1

6
(𝑧3 + 3𝑧) +

1

3
(𝑧3 − 6𝑧)

𝑧2(𝑧 − 6)(𝑧 + 3)
.

Рассмотрим коэффициент при 𝑧3 в числителях левой и правой
частей

0 = 𝐵 − 1

6
+

1

3
= 0 ⇒ 𝐵 = −1

6
.

Итак, 𝑓(𝑧) =
2

𝑧2
− 1

6𝑧
− 1

6(𝑧 − 6)
+

1

3(𝑧 + 3)
. Каждую из

простейших дробей легко разложить в ряд по степеням 𝑧.
Первые две дроби уже записаны. Рассмотрим на плоскости
комплексной переменной 𝑧 различные области, в которых за-
пишем лорановские разложения.

1∘. 𝑧 ∈ 𝐷1; 𝐷1 : 0 < ∣𝑧∣ < 3.

Рис. 10.2

𝐷1 — круг с центром в начале координат радиусом 3.

1

𝑧 − 6
= −1

6
⋅ 1

1− 𝑧
6

= −1

6

∞∑
𝑛=0

(𝑧
6

)𝑛
, ∣𝑧∣ < 6;

1

𝑧 + 3
=

1

3
⋅ 1

1 +
𝑧

3

=
1

3

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(𝑧
3

)𝑛
, ∣𝑧∣ < 3.

Суммируя ряды в общей области сходимости, получим

𝑓(𝑧) =
2

𝑧2
− 1

6𝑧
+

1

36

∞∑
𝑛=0

𝑧𝑛

6𝑛
+

1

9

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(𝑧
3

)𝑛
, 9 < ∣𝑧∣ < 3.
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2∘. 𝐷2 — кольцо 3 < ∣𝑧∣ < 6. В этом кольце ряд, получен-

ный для
1

𝑧 − 6
, сходится. Рассмотрим дробь

1

𝑧 + 3
=

1

𝑧
⋅ 1

1 +
3

𝑧

.

Если

∣∣∣∣3𝑧
∣∣∣∣ < 1 (т. е. ∣𝑧∣ > 3), то

1

𝑧 + 3
=

1

𝑧

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(
3

𝑧

)𝑛
.

Итак,

𝑓(𝑧) =
2

𝑧
− 1

6𝑧
+

1

36

∞∑
𝑛=0

𝑧𝑛

6𝑛
+

1

3𝑧

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(
3

𝑧

)𝑛
=

=
2

𝑧
− 1

6𝑧
+

1

36

∞∑
𝑛=0

𝑧𝑛

6𝑛
+

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛 3
𝑛−1

𝑧𝑛+1
, 3 < ∣𝑧∣ < 6.

3∘. 𝐷3 — внешность круга с центром в начале координат c

радиусом 6: ∣𝑧∣ > 6. Предыдущий ряд для
1

𝑧 + 3
сходится для

∣𝑧∣ > 3, т. е. будет сходится и для ∣𝑧∣ > 6. Запишем ряд для
1

𝑧 − 6
:

1

𝑧 − 6
=

1

𝑧
⋅ 1

1− 6

𝑧

=
1

𝑧

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(
6

𝑧

)𝑛
=

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛 6𝑛

𝑧𝑛+1
.

Если ∣𝑧∣ > 6, то

𝑓(𝑧) =
2

𝑧2
− 1

6𝑧
+

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛 3
𝑛−1

𝑧𝑛+1
−

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛 6𝑛

𝑧𝑛+1
, ∣𝑧∣ > 6.

Заметим, что несмотря на то, что в последнем равенстве
бесконечно много отрицательных степеней 𝑧, точка 𝑧 = 0 яв-
ляется полюсом второго порядка функции 𝑓(𝑧). Никакого про-
тиворечия в этом нет. Дело в том, что характер особой точки
𝑧 = 0 определяется областью 𝐷1. ⊳
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ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

Разложить функции в ряд Лорана по степеням (𝑧 − 𝑧0):
1) 𝑧𝑒1/(𝑧−1−𝑖), 𝑧0 = 1 + 𝑖; 2) 𝑧 sin

2

𝑧
, 𝑧0 = 0;

3) 𝑧 cos
𝑖

(𝑧 − 1)2
, 𝑧0 = 1; 4)

1

𝑧2 − 5𝑧 + 6
, 𝑧0 = 3;

5) (𝑧 + 1) sh
3𝑖

𝑧 + 1
, 𝑧0 = −1.

Ответы:

1) 2 + (𝑧 − 1− 𝑖) +
∞∑

𝑛=1

1 + (𝑛+ 1)(1 + 𝑖)

(𝑛+ 1)!(𝑧 − 1− 𝑖)𝑛
, 𝑧 ∕= 𝑖;

2) 2 +
∞∑

𝑛=1

(−1)𝑛22𝑛+1

𝑧2𝑛(2𝑛+ 1)!
;

3) 1 + (𝑧 − 1) +

∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛𝑖2𝑛

(2𝑛)!(𝑧 − 1)2𝑛−1
+

+
∞∑

𝑛=1

(−1)𝑛𝑖2𝑛

(2𝑛)!(𝑧 − 1)2𝑛
, 𝑧 ∕= 1;

4)
1

𝑧 − 3
+

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛+1

(𝑧 − 3)𝑛+1
, ∣𝑧 − 3∣ > 1;

1

𝑧 − 3
+

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛+1(𝑧 − 3)𝑛, 0 < ∣𝑧 − 3∣ < 1;

5)
∞∑

𝑛=0

(3𝑖)2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!(𝑧 + 1)2𝑛
, 𝑧 ∕= −1.
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НУЛИ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ

Точка 𝑧0 называется нулем аналитической функции 𝑓(𝑧),
если 𝑓(𝑧0) = 0, т. е. 𝑧0 является корнем уравнения 𝑓(𝑧) = 0.

ПРИМЕР 11.1. Найти нули функции 𝑓(𝑧) = 𝑧6 − 𝑧2.
⊲ Решим уравнение 𝑧6 − 𝑧2 = 0:

𝑧6 − 𝑧2 = 𝑧2(𝑧4 − 1) = 𝑧2(𝑧2 − 1)(𝑧2 + 1) =

= 𝑧2(𝑧 − 1)(𝑧 + 1)(𝑧 − 𝑖)(𝑧 + 𝑖).
Нулями будут точки: 𝑧0 = 0, 𝑧1 = 1, 𝑧2 = −1, 𝑧3 = 𝑖,

𝑧4 = −𝑖. ⊳

Если 𝑓(𝑧) = 𝑃𝑛(𝑧) — многочлен степени 𝑛 и 𝑧0 — нуль для
𝑓(𝑧), то 𝑃𝑛(𝑧) представляется в виде

𝑃𝑛(𝑧) = (𝑧 − 𝑧0) ⋅ 𝑃𝑛−1(𝑧)

(теорема Безу).
Любой многочлен от комплексной переменной 𝑧 имеет ко-

рень, поэтому любой многочлен (последовательно) разлагает-
ся на множители вида (𝑧 − (𝑎+ 𝑏𝑖)).

ПРИМЕР 11.2. Найти нули функции 𝑓(𝑧) = 2𝑖𝑧2 − (2 +
+ 8𝑖)𝑧 + 4 + 8𝑖.

⊲ Решим квадратное уравнение 2𝑖𝑧2−(2+8𝑖)𝑧+4+8𝑖 = 0
по обычным формулам и получим 𝑧1 = 2, 𝑧2 = 2− 𝑖. ⊳
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ПРИМЕР 11.3. Найти нули функции

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧+2 sh(2𝑧 + 3𝑖).

⊲ Решаем уравнение sh(2𝑧 + 3𝑖) = 0. Обозначим 𝜉 = 2𝑧 +
+ 3𝑖.

sh 𝜉 =
𝑒𝜉 − 𝑒−𝜉

2
=

1

2𝑒𝜉
⋅ (𝑒2𝜉 − 1) = 0,

𝑒2𝜉 − 1 = 0, 2𝜉 = Ln1 = ln 1 + Arg 1 = 0 + 2𝜋𝑛𝑖,

𝑛 = 0,±1,±2, ... .

Отсюда и из 𝜉 = 2𝑧 + 3𝑖 получаем серию нулей функции 𝑓(𝑧):

𝜉𝑛 = 𝜋𝑛𝑖, т. е. 𝑧𝑛 =
(𝜋𝑛− 3)𝑖

2
, 𝑛 = 0,±1,±2, ... . ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

Найти все нули функции:

1) 𝑓(𝑧) = 𝑧4 + 6𝑧3 + 8𝑧 + 48; 2) 𝑓(𝑧) = 𝑧2 − 4𝑧𝑖− 7− 4𝑖;

3) 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧
2−4 ⋅ (𝑧2 + 4); 4) 𝑓(𝑧) = ctg2(3𝑧 + 𝑖);

5) 𝑓(𝑧) =
𝑧2 + 𝑖

𝑧2
ch(2𝑧).

Ответы:

1) 𝑧1,2 = 1±√
3 𝑖, 𝑧3 = −2, 𝑧4 = −6;

2) 𝑧1 = 2 + 3𝑖, 𝑧2 = −2 + 𝑖;

3) 𝑧1,2 = ±2𝑖;

4) 𝑧𝑛 =
(2𝑛+ 1)𝜋 − 2𝑖

6
, 𝑛 = 0,±1,±2, ...;

5) 𝑧 = ±
(

1√
2
− 𝑖√

2

)
, 𝑧𝑛 = 𝑖

(2𝑛+ 1)𝜋

4
, 𝑛 = 0,±1,±2, ... .
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§ 11.1. ПОРЯДОК НУЛЯ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ

Точка 𝑧0 называется нулем порядка 𝑛 для аналитической
функции 𝑓(𝑧), если:
А) 𝑓(𝑧0) = 𝑓 ′(𝑧0) = ... = 𝑓 (𝑛−1)(𝑧0) = 0, а 𝑓 (𝑛)(𝑧0) ∕= 0.

В этом случае в окрестности точки 𝑧0 ряд Тейлора для
𝑓(𝑧) имеет вид

Б) 𝑓(𝑧) =
𝑓 (𝑛)(𝑧0)

𝑛!
(𝑧 − 𝑧0)𝑛 + 𝑓

(𝑛+1)(𝑧0)

(𝑛+ 1)!
(𝑧 − 𝑧0)𝑛+1 + ... =

= 𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛 + 𝐶𝑛+1(𝑧 − 𝑧0)𝑛+1 + ...,

где 𝐶0 = 𝐶1 = ... = 𝐶𝑛−1 = 0, 𝐶𝑛 ∕= 0.

Выносим (𝑧 − 𝑧0)𝑛 и получаем, что
В) 𝑓(𝑧) = (𝑧−𝑧0)𝑛𝜑(𝑧), где функция 𝜑(𝑧) = 𝐶𝑛+𝐶𝑛+1(𝑧−

− 𝑧0) + ... аналитична в окрестности точки 𝑧0 и 𝜑(𝑧0) ∕= 0.

Из (В) легко получить (А). Таким образом, три предло-
жения (А), (Б) и (В) эквивалентны и каждое из них может
служить как определением нуля порядка 𝑛, так и методом
нахождения порядка нулей.
Определим свойства порядка нуля аналитической функ-

ции.
С помощью условия (В) легко проверить, что если 𝑧 = 𝑧0 —

нуль порядка 𝑘 для 𝑓1(𝑧) и, одновременно, нуль порядка 𝑚
для 𝑓2(𝑧), то
а) для функции 𝑓(𝑧) = 𝑓1(𝑧)⋅𝑓2(𝑧) точка 𝑧0 — нуль порядка

𝑘 +𝑚;

б) для функции 𝑓(𝑧) = 𝑎1𝑓1(𝑧) + 𝑎2𝑓2(𝑧) точка 𝑧0 — нуль
порядка 𝜈 = min(𝑘,𝑚);

в) при 𝑘 > 𝑚 для 𝑓(𝑧) =
𝑓1(𝑧)

𝑓2(𝑧)
точка 𝑧0 — нуль порядка

𝑘 −𝑚;

г) порядок нуля 𝑛 не зависит от конкретного вида функции
𝜑(𝑧) в условии (В), важно только, что 𝜑(𝑧0) ∕= 0 и 𝜑(𝑧) ана-
литична в точке 𝑧0. Поэтому при определении порядка нуля в
точке 𝑧0 сомножители типа 𝜑(𝑧) можно просто отбрасывать.
При 𝑛 = 1 точку 𝑧0 называют простым нулем.
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Иногда нулем соответствующего порядка называют и та-
кую точку 𝑧0, в которой 𝑓(𝑧) не определена, но lim

𝑧→𝑧0
𝑓(𝑧) = 0.

В выколотой окрестности точки 𝑧0 функция 𝑓(𝑧) аналитична
и представляется в виде (Б) и (В). Если доопределить 𝑓(𝑧) в
точке 𝑧0, положив 𝑓(𝑧0) = 0, то 𝑓(𝑧) станет аналитичной в
точке 𝑧0. Для нее будут выполняться условия (А), (Б) и (В).

ПРИМЕР 11.4. Найти нули и определить их порядок для
функции

𝑓(𝑧) = 𝑧3 + 4𝑧5.

⊲ Находим корни уравнения 𝑓(𝑧) = 0:

𝑧3 + 4𝑧5 = 𝑧3(1 + 2𝑧2) = 𝑧3(
√
2𝑧 + 𝑖)(

√
2𝑧 − 𝑖) = 0;

𝑧0 = 0, 𝑧1 =
𝑖√
2
, 𝑧2 = − 𝑖√

2
.

Точка 𝑧0 = 0 — нуль порядка 3, т. к. выражение 𝑓(𝑧) =
= 1 ⋅ 𝑧3+4 ⋅ 𝑧5 является рядом Тейлора для 𝑓(𝑧) в окрестности
точки 𝑧0 = 0, при этом 𝐶3 = 1, 𝐶5 = 4, 𝐶𝑘 = 0 ∀𝑘 ∕= 3, 𝑘 ∕= 5.

Точка 𝑧1 =
𝑖√
2
— нуль первого порядка (простой нуль),

т. к.

𝑓(𝑧) =

(
𝑧 − 𝑖√

2

)
𝑧3(
√
2𝑧 + 𝑖)

√
2 =

(
𝑧 − 𝑖√

2

)
𝜑(𝑧),

где 𝜑(𝑧) = 𝑧3(
√
2𝑧+ 𝑖)

√
2 — аналитична везде и 𝜑

(
𝑖√
2

)
∕= 0.

Аналогично, 𝑧2 = − 𝑖√
2
— простой нуль, т. к.

𝑓(𝑧) =

(
𝑧 +

𝑖√
2

)
𝜑(𝑧),

где 𝜑(𝑧) = 𝑧3(
√
2𝑧 − 𝑖)√2 аналитична и 𝜑

(
− 𝑖√

2

)
∕= 0. ⊳

ПРИМЕР 11.5. Найти нули и определить их порядок для
функции

𝑓(𝑧) =
𝑧3 + 4𝑧5

𝑧2 + 1
.
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⊲ Нули и их порядок для этой функции те же, что и

в примере 11.4. Действительно, домножение на 𝜑(𝑧) =
1

𝑧2 + 1
не изменяет набор нулей и их порядки, т. к. ∀𝑧 𝜑(𝑧) ∕= 0 и 𝜑(𝑧)

аналитична в точках 𝑧0 = 0, 𝑧1,2 = ± 𝑖√
2
(см. свойство (г)). ⊳

ПРИМЕР 11.6. Найти нули и определить их порядок для
функции

𝑓(𝑧) = (𝑒𝑧
2 − 1)𝑧2.

⊲ Исследуем точку 𝑧0 = 0. Для этого используем стан-
дартное разложение

𝑒𝑧 = 1 + 𝑧 +
𝑧2

2!
+
𝑧3

3!
+ ... ; 𝑒𝑧

2

= 1 + 𝑧2 +
𝑧4

2!
+ ... ,

отсюда

(𝑒𝑧
2 − 1)𝑧2 =

(
𝑧2 +

𝑧4

2!
+ ...

)
𝑧2 = 𝑧4 +

𝑧6

2!
+ ... .

Из условия (Б) следует, что 𝑧0 = 0 — нуль порядка 4. Из
𝑒𝑧

2 − 1 = 0 следует 𝑧2 = Ln1 = 2𝜋𝑛𝑖, 𝑧𝑛 = ±√𝜋𝑛(1 + 𝑖),
𝑛 = 0,±1,±2, ... . В точках 𝑧𝑛 при 𝑛 ∕= 0 функция 𝜑(𝑧) = 𝑧2

аналитична и не равна нулю, поэтому (см. свойство (г)) она
не влияет на порядок нуля в этих точках, отбросим ее:

(𝑒𝑧
2 − 1)′

∣∣∣∣
𝑧=𝑧𝑛

= 2𝑧𝑒𝑧
2

∣∣∣∣
𝑧=𝑧𝑛

= 2𝑧𝑛𝑒
𝑧2𝑛 = 2𝑧𝑛 ∕= 0.

Из (А) следует, что при 𝑛 ∕= 0 все 𝑧𝑛 — это простые нули. ⊳
ПРИМЕР 11.7. Найти нули и определить их порядок для

функции

𝑓(𝑧) =
(𝑧2 − 𝜋2)2(sin 𝑧 − tg 𝑧)3

𝑧2
.

⊲ Решаем уравнение 𝑓(𝑧) = 0:

(𝑧2 − 𝜋2)2(sin 𝑧 − tg 𝑧)3 =

(𝑧 − 𝜋)2(𝑧 + 𝜋)2
(
sin 𝑧 cos 𝑧 − sin 𝑧

cos 𝑧

)3

=
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=
(𝑧 − 𝜋)2(𝑧 + 𝜋)2 sin3 𝑧(cos 𝑧 − 1)3

cos3 𝑧
= 0.

Получаем корни 𝑧𝑛 = 𝜋𝑛, 𝑛 = 0,±1,±2, ... . Проведем
анализ каждого сомножителя, на которые разлагается функ-
ция 𝑓(𝑧). Для функции sin 𝑧 все точки 𝑧𝑛 = 𝜋𝑛 являются

простыми нулями, так как sin𝜋𝑛 = 0, (sin 𝑧)′
∣∣∣∣
𝜋𝑛

= cos𝜋𝑛 ∕= 0

(см. (А)).
Для функции sin3 𝑧 — это нули третьего порядка (см. (a)).

Для функции cos 𝑧 − 1 точки 𝑧2𝑘 = 2𝜋𝑘 являются нуля-
ми второго порядка (см. (А)), так как cos 𝑧2𝑘 − 1 = 0,

(cos 𝑧 − 1)′
∣∣∣∣
𝑧2𝑘

= − sin 𝑧2𝑘 = 0, (cos 𝑧 − 1)′′
∣∣∣∣
𝑧2𝑘

= − cos 2𝑘𝜋 ∕=
∕= 0. Для функции (cos 𝑧 − 1)3 эти точки — нули шестого
порядка.
Для функции (𝑧2 − 𝜋2)2 = (𝑧 + 𝜋)2(𝑧 − 𝜋)2 точка 𝑧1 = 𝜋 —

нуль второго порядка, так как 𝜑(𝑧) = (𝑧 + 𝜋)2 аналитична в
точке 𝑧1 и 𝜑(𝑧1) ∕= 0 (см. (В)). Аналогично, 𝑧−1 = −𝜋 тоже
нуль второго порядка.
Знаменатель исходной функции имеет нуль второго поряд-

ка в точке 𝑧0 = 0. Функция
1

𝑧2
аналитична и не равна нулю

во всех точках 𝑧𝑛, кроме 𝑧0 = 0. Функция
1

cos3 𝑧
аналитична

и не равна нулю во всех точках 𝑧𝑛.
Исходная функция 𝑓(𝑧) представляется в виде произведе-

ния функций (𝑧2−𝜋2)2, sin3 𝑧, (cos 𝑧−1)3, 1

𝑧2
и

1

cos3 𝑧
. Исходя

из свойств (б) и (в) получаем:
𝑧0 = 0 — нуль седьмого порядка: 3 + 6− 2 = 7;

𝑧±1 = ±𝜋 — нули пятого порядка: 2 + 3 = 5;

𝑧2𝑘+1 = (2𝑘 + 1)𝜋 при 𝑘 = 1,±2,±3, ... (𝑘 ∕= −1, 𝑘 ∕= 0) —
нули третьего порядка;
𝑧2𝑘𝜋, 𝑘 = ±1,±2, ... — нули девятого порядка: 3 + 6 = 9. ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

Найти порядок нуля 𝑧0 = 0 для функций:
1) (2𝑧 + 𝑖)2 + (𝑧 + 𝑖)4; 2) 𝑧3 + 2𝑧4 − 𝑧3𝑒−𝑧2 ;
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3) 𝑧3 − 𝑧5 − 𝑧3𝑒−𝑧2 ; 4)
tg 𝑧 − sin 𝑧

2𝑧
;

5) tg2 𝑧 − sin2 𝑧; 6)
sin2 𝑧 − sin 𝑧2

𝑧2
.

Найти все нули и их порядки для функций:
7) (𝑧 + 𝑖𝑧2)3 − 𝑧3; 8) cos 𝑧 + ch 𝑖𝑧; 9) cos3 𝑧;

10) cos 𝑧3; 11)
𝑧2 + 𝜋2

sh 𝑧
; 12)

cos 𝑧(𝜋2 − 4𝑧2)2

sin 2𝑧
.

Ответы:

1) 2; 2) 4; 3) 7; 4) 2; 5) 4; 6) 2;

7) 𝑧 = 0 — нуль порядка 4, 𝑧1,2 =
3𝑖±√

3

2
— простые нули;

8) 𝑧𝑛 =
𝜋(2𝑛+ 1)

2
, 𝑛 = 0,±1,±2, ... — простые нули;

9) 𝑧𝑛 =
𝜋(2𝑛+ 1)

2
, 𝑛 = 0,±1,±2, ... — нули третьего порядка;

10) 𝑧𝑛 =
3

√
𝜋(2𝑛+ 1)

2
, 𝑛 = 0,±1,±2, ... — простые нули;

11) /𝑜;

12) 𝑧 = ±𝜋

2
— нули второго порядка.

§ 11.2. ИЗОЛИРОВАННЫЕ ОСОБЫЕ ТОЧКИ.
КЛАССИФИКАЦИЯ

Точка 𝑧0 называется особой точкой функции 𝑓(𝑧), если
𝑓(𝑧) не аналитична в точке 𝑧0.
Особая точка называется изолированной особой точкой

функции 𝑓(𝑧), если существует такая окрестность точки 𝑧0, в
которой нет других особых точек. Изолированные особые точ-
ки могут быть трех типов: устранимые, полюсы и существенно
особые.
Изолированная особая точка называется устранимой, ес-

ли выполнено любое из следующих трех эквивалентных усло-
вий:
А1) существует конечный lim

𝑧→𝑧0
𝑓(𝑧), но 𝑓(𝑧0) ∕= lim

𝑧→𝑧0
𝑓(𝑧),

либо 𝑓(𝑧) не определена в точке 𝑧0;
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Б1) существует аналитичная в точке 𝑧0 функция 𝜑(𝑧) та-
кая, что 𝑓(𝑧) = 𝜑(𝑧) для всех 𝑧 из некоторой выколотой
окрестности точки 𝑧0;
В1) если в некоторой выколотой окрестности точки 𝑧0

функция 𝑓(𝑧) разлагается в ряд Лорана, не имеющий глав-
ной части, то есть ∀𝑛 < 0 𝐶𝑛 = 0.

ПРИМЕР 11.8. Определить характер (тип) особой точки

𝑧0 = 2 для функции 𝑓(𝑧) =
𝑧 − 2

𝑧 − 2
.

⊲ Для данной функции 𝑓(𝑧) точка 𝑧0 = 2 является устра-
нимой особой точкой, так как lim

𝑧→2
𝑓(𝑧) = 1 (см. (А1)). 𝑓(𝑧) = 1

для всех 𝑧, кроме 𝑧0 = 2. Функция 𝜑(𝑧), равная единице (уже
для всех 𝑧 на комплексной плоскости), выполняет роль ана-
литической функции из условия (Б1) и, одновременно, роль
ряда Лорана из условия (В1), 𝐶0 = 1, 𝐶𝑛 = 0 ∀𝑛 ∕= 0. Были
проверены все три условия, хотя достаточно было проверить
хотя бы одно. ⊳
ПРИМЕР 11.9. Определить характер (тип) особой точки

𝑧0 = 0 для функции 𝑓(𝑧) =
sin 𝑧

𝑧
.

⊲ Так как lim
𝑧→0

sin 𝑧

𝑧
=1, то условие (А1) выполнено и точ-

ка 𝑧0 = 0 — устранимая. Столь же легко задача решается с
помощью условий (Б1) или (В1). Действительно, для всех 𝑧,
кроме 𝑧0 = 0:

𝑓(𝑧) =
sin 𝑧

𝑧
=

1

𝑧

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛 𝑧2𝑛+1

(2𝑛+ 1)!
=

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛 𝑧2𝑛

(2𝑛+ 1)!
=

= 1− 𝑧
2

2!
+
𝑧4

4!
− ... = 𝜑(𝑧),

здесь 𝜑(𝑧) аналитична (так как это сумма сходящегося сте-
пенного ряда), главная часть ее ряда Лорана отсутствует, т. е.
условия (Б1) и (В1) выполнены. ⊳

Изолированная особая точка называется полюсом, если
выполняется любое из следующих эквивалентных условий:
А) lim

𝑧→𝑧0
𝑓(𝑧) =∞;
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Б) главная часть разложения 𝑓(𝑧) в ряд Лорана в окрест-
ности точки 𝑧0 не пуста, но конечна.
Изолированная особая точка 𝑧0 называется полюсом по-

рядка 𝑘 > 0, если выполняется любое из следующих трех
эквивалентных условий:
А2) существует lim

𝑧→𝑧0
(𝑧 − 𝑧0)𝑘𝑓(𝑧) ∕= 0, конечный и отлич-

ный от нуля;
Б2) ряд Лорана для 𝑓(𝑧) в окрестности точки 𝑧0 имеет вид

𝑓(𝑧) =
𝐶−𝑘

(𝑧 − 𝑧0)𝑘+...+
𝐶−1

(𝑧 − 𝑧0)+𝐶0+𝐶1(𝑧−𝑧0)+𝐶2(𝑧−𝑧0)2+...,

где 𝐶−𝑘 ∕= 0 и 𝐶𝑛 = 0 ∀𝑛 < −𝑘;
В2) в выколотой окрестности точки 𝑧0 функция 𝑓(𝑧) пред-

ставляется в виде

𝑓(𝑧) =
1

(𝑧 − 𝑧0)𝑘𝜑(𝑧),

где 𝜑(𝑧) аналитична в точке 𝑧0 и 𝜑(𝑧0) ∕= 0.
Из (Б2) следует, что 𝜑(𝑧) — это сумма степенного ряда

𝜑(𝑧) = 𝐶−𝑘 + 𝐶−𝑘+1(𝑧 − 𝑧0) + ...+ 𝐶−1(𝑧 − 𝑧0)𝑘−1+

+𝐶0(𝑧 − 𝑧0)𝑘 + 𝐶1(𝑧 − 𝑧0)𝑘+1 + ... .

Из (В2) следует, что при определении порядка полюса со-
множители типа 𝜑(𝑧) можно просто отбрасывать.

ПРИМЕР 11.10. Определить характер особой точки 𝑧0 =

= 0 для функции 𝑓(𝑧) =
2𝑧4 + 3𝑧3 − 4𝑧

𝑧3
.

⊲ Точка 𝑧0 = 0 для функции 𝑓(𝑧) будет полюсом вто-
рого порядка. Для указанной функции это легко показать с
помощью любого из сформулированных выше трех условий.
Проверим все три. Делением получим

lim
𝑧→0

𝑧2𝑓(𝑧) = lim
𝑧→0

𝑧2(2𝑧4 + 3𝑧3 − 4𝑧)

𝑧3
= −4 ∕= 0,

условие (А2) выполнено при 𝑘 = 2. Выполняем деление:

𝑓(𝑧) = − 4

𝑧2
+ 3 ⋅ 1 + 2 ⋅ 𝑧.
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Правая часть этого равенства — это ряд Лорана для 𝑓(𝑧)
в окрестности точки 𝑧0 = 0, 𝐶−2 = −4 ∕= 0, 𝐶0 = 3, 𝐶1 = 2,
𝐶𝑛 = 0 для остальных 𝑛. Условие (Б2) выполнено.

𝑓(𝑧) =
1

𝑧2
(−4 + 3𝑧2 + 2𝑧3) =

1

𝑧2
𝜑(𝑧),

где 𝜑(𝑧) = −4 + 3𝑧2 + 2𝑧3 аналитична в точке 𝑧0 = 0, 𝜑(0) =
= −4 ∕= 0, условие (В2) выполнено. ⊳

Полюс первого порядка называется простым полюсом.

Пусть 𝑓(𝑧) =
ℎ(𝑧)

𝑔(𝑧)
, где ℎ(𝑧) и 𝑔(𝑧) аналитичны в точке 𝑧0 и

𝑔(𝑧0) = 0. В этом важном частном случае применяют правило:
Если точка 𝑧0 — нуль порядка 𝑘 для ℎ(𝑧) и, одновременно,

нуль порядка 𝑚 для 𝑔(𝑧), то для 𝑓(𝑧):
1) при 𝑚 > 𝑘 точка 𝑧0 — полюс порядка 𝑚− 𝑘;
2) при 𝑚 ⩽ 𝑘 точка 𝑧0 — устранимая особая точка (в слу-

чае ℎ(𝑧0) ∕= 0 считаем 𝑘 = 0).

ПРИМЕР 11.11. Определить характер особых точек функ-
ции

𝑓(𝑧) =
(𝑒− 𝑒𝑧2)(𝑧2 + 4)

𝑧 sin2(𝜋𝑧)
.

⊲ Особые точки — это нули знаменателя:

𝑧𝑛 = 𝑛, 𝑛 = 0,±1,±2, ... .

Точка 𝑧0 = 0 — нуль третьего порядка для 𝑔(𝑧) =
= 𝑧 sin2(𝜋𝑧), не является нулем для ℎ(𝑧) = (𝑒 − 𝑒𝑧2)(𝑧2 +
+ 4). Поэтому 𝑧0 = 0 — полюс третьего порядка для
𝑓(𝑧). Точки 𝑧 = ±1 являются нулями первого порядка для
ℎ1(𝑧) = 𝑒 − 𝑒𝑧2 и нулями второго порядка для 𝑔2(𝑧) =
= sin2(𝜋𝑧), так как ℎ1(1) = 0, ℎ′1 = 2𝑒 ∕= 0, 𝑔2(1) = 0,

𝑔′2(1) = 0, 𝑔′′2 (1) = 2𝜋2 ∕= 0. Функция 𝜑1(𝑧) =
𝑧2 + 4

𝑧
в этих

точках аналитична, не обращается в нуль и поэтому не влияет
на тип особых точек 𝑧 = ±1. Отсюда следует, что 𝑧 = ±1 —
это простые полюсы для 𝑓(𝑧).
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В точках 𝑧𝑛 = 𝑛 при 𝑛 ∕= 0, 𝑛 ∕= ±1 функция sin2(𝜋𝑧) имеет
нули второго порядка. Функция

(𝑒− 𝑒𝑧2)(𝑧2 + 4)

𝑧
не влияет

на их тип. Поэтому для 𝑓(𝑧) все эти точки — полюсы второго
порядка. ⊳

Изолированная особая точка 𝑧0 называется существенно
особой точкой функции 𝑓(𝑧), если выполнено любое из сле-
дующих двух эквивалентных условий:
А3) lim

𝑧→𝑧0
𝑓(𝑧) не существует (ни конечный, ни бесконеч-

ный!);
Б3) главная часть ряда Лорана для 𝑓(𝑧) (в окрестности

точки 𝑧0) содержит бесконечно много членов, т. е. существуют
сколь угодно большие 𝑛, для которых 𝐶−𝑛 ∕= 0.

ПРИМЕР 11.12. Определить тип особой точки 𝑧0 = 0 для
функции 𝑓(𝑧) = 𝑒1/𝑧.

⊲ Особая точка 𝑧0 для данной функции 𝑓(𝑧) является су-
щественно особой. Это легко проверить как с помощью усло-
вия (А3), так и с помощью условия (Б3).

Рассмотрим последовательность 𝑧𝑛 =
1

2𝜋𝑖𝑛
. При 𝑛 → ∞,

𝑧𝑛 → 0:
lim
𝑛→∞ 𝑓(𝑧𝑛) = lim

𝑛→∞ 𝑒
2𝜋𝑖𝑛 = 1.

Рассмотрим последовательность

𝑧𝑛 =
1

(2𝑛+ 1)𝜋𝑖
. При 𝑧𝑛 → 0:

lim
𝑛→∞ 𝑓(𝑧𝑛) = lim

𝑛→∞ 𝑒
(2𝑛+1)𝜋𝑖 = 𝑒𝜋𝑖 = −1.

Для обеих последовательностей 𝑧𝑛 → 𝑧0 = 0, но после-
довательности 𝑓(𝑧𝑛) имеют разные пределы. Отсюда следует,
что общего предела lim

𝑧→0
𝑓(𝑧) не существует и (А3) выполнено.

Проще задача решается с помощью условия (Б3). Действи-
тельно, ряд Лорана в окрестности точки 𝑧0 = 0 имеет вид

𝑒1/𝑧 =
∞∑
𝑛=0

(1/𝑧)𝑛

𝑛!
=

∞∑
𝑛=0

1

𝑛!
𝑧−𝑛 = 1+

1

𝑧
+

1

2!
⋅ 1
𝑧2

+
1

3!
⋅ 1
𝑧3

+ ... .

Главная часть бесконечна, условие (Б3) — выполнено. ⊳
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ПРИМЕР 11.13. Определить тип особой точки 𝑧0 = −2
для функции 𝑓(𝑧) = 𝑧8𝑒𝑧

2

cos
2

𝑧 + 2
.

⊲ Для функции 𝑓1(𝑧) = cos
2

𝑧 + 2
точка 𝑧0 = −2 — суще-

ственно особая, так как ряд Лорана для нее имеет бесконеч-
ную главную часть:

cos
2

𝑧 + 2
= 1− 22

2!

1

(𝑧 + 2)2
+

24

4!

1

(𝑧 + 2)4
− ... =

=

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛 22𝑛

(2𝑛)!(𝑧 + 2)2𝑛
.

Поэтому для 𝑓1(𝑧) выполнено условие (А3).
Представим 𝑓(𝑧) в виде 𝑓(𝑧) = 𝜑(𝑧) ⋅ 𝑓1(𝑧), где 𝜑(𝑧) =

= 𝑧8𝑒𝑧
2

, так как lim
𝑧→2

𝜑(𝑧) = 28𝑒4 ∕= 0, то условие (А3) может
выполняться или не выполняться только одновременно и для
𝑓1(𝑧), и для 𝑓(𝑧) (𝑓(𝑧) = 𝜑(𝑧) ⋅ 𝑓1(𝑧)).
Таким образом, комбинированно применяя оба условия, до-

казано, что 𝑧0 = 2 — существенно особая точка для 𝑓(𝑧). ⊳
Свойства типа изолированных особых точек:
а) Если точка 𝑧0 является существенно особой точкой для

функции 𝑓1(𝑧) и, одновременно, не является существенно осо-
бой или неизолированной особой точкой для 𝑓2(𝑧), то 𝑧0 — су-
щественно особая точка для функций 𝑓1(𝑧) ⋅ 𝑓2(𝑧) и 𝐶1𝑓1(𝑧)+
+ 𝐶2𝑓2(𝑧) при 𝐶1 ∕= 0.

б) Если 𝑧0 — нуль порядка 𝑘 для функции 𝑓1(𝑧) и, од-
новременно, полюс порядка 𝑚 для 𝑓2(𝑧), то для функции
𝑓1(𝑧) ⋅ 𝑓2(𝑧):
– 𝑧0 — устранимая при 𝑘 ⩾ 𝑚;

– 𝑧0 — полюс порядка 𝑚− 𝑘 при 𝑚 > 𝑘.
в) Если 𝑧0 — полюс порядка 𝑚1 для 𝑓1(𝑧) и, одновременно,

полюс порядка 𝑚2 для 𝑓2(𝑧), то:
– для функции 𝑓1(𝑧) ⋅ 𝑓2(𝑧) точка 𝑧0 — полюс порядка

𝑚1 +𝑚2;

– для функции 𝑓1(𝑧) + 𝑓2(𝑧) при 𝑚1 ∕= 𝑚2 точка 𝑧0 —
полюс порядка 𝑚 = max(𝑚1,𝑚2).
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ПРИМЕР 11.14. Определить тип особых точек функции

𝑓(𝑧) = 𝑧2 ctg
1

𝑧
.

⊲ Функцию 𝑓(𝑧) представим в виде 𝑓(𝑧) =
𝑧2 cos(1/𝑧)

sin(1/𝑧)
.

Особыми точками являются: точка 𝑧0 = 0, а также корни

уравнения sin(1/𝑧) = 0, т. е. точки 𝑧𝑛 =
1

𝜋𝑛
, 𝑛 = ±1,±2, ... .

При 𝑛 → ∞ lim
𝑛→∞ 𝑧𝑛 = 0, поэтому точка 𝑧 = 0 не являет-

ся изолированной и дальнейшей классификации не подлежит.

В точках 𝑧𝑛 =
1

𝜋𝑛
функция 𝜑(𝑧) = 𝑧2 cos

1

𝑧
аналитична и не

равна нулю. Для функции sin
1

𝑧
все точки 𝑧𝑛 =

1

𝜋𝑛
— простые

нули. Поэтому для 𝑓(𝑧) =
𝜑(𝑧)

sin(1/𝑧)
эти точки будут простыми

полюсами. ⊳
ПРИМЕР 11.15. Определить тип особых точек функции

𝑓(𝑧) =
sin
𝑧 + 2

𝑧 − 1
(𝑧 + 2)(𝑧 − 1)

.

⊲ Точка 𝑧 = −2 — устранимая особая точка, так как
она является нулем первого порядка и для числителя, и для
знаменателя. Это легко проверить, вычисляя производные в
точке 𝑧 = −2.
Изучим точку 𝑧 = 1. Обозначим 𝑓1(𝑧) =

1

𝑧 − 1
sin

(
𝑧 + 2

𝑧 − 1

)
.

Эту функцию можно разложить в ряд Лорана в окрестности
точки 𝑧 = 1 :

𝑓1(𝑧) =
1

𝑧 − 1
sin
𝑧 − 1 + 3

𝑧 − 1
=

1

𝑧 − 1
sin

(
1 +

3

𝑧 − 1

)
=

=
1

𝑧 − 1

[
sin 1 cos

3

𝑧 − 1
+ cos 1 sin

3

𝑧 − 1

]
=

=
1

𝑧 − 1

[
sin 1

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛32𝑛
(2𝑛)!(𝑧 − 1)2𝑛

+
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+ cos 1
∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛32𝑛+1

(2𝑛+ 1)!(𝑧 − 1)2𝑛+1

]
=

=

∞∑
𝑛=0

sin 1 ⋅ (−1)𝑛32𝑛
(2𝑛)!(𝑧 − 1)2𝑛+1

+

∞∑
𝑛=0

cos 1 ⋅ (−1)𝑛32𝑛+1

(2𝑛+ 1)!(𝑧 − 1)2𝑛+2
.

Главная часть этого ряда Лорана бесконечна, поэтому 𝑧 = 1 —
существенно особая точка для 𝑓1(𝑧).

Функция 𝑓(𝑧) =
1

𝑧 + 2
𝑓1(𝑧), функция 𝜑(𝑧) =

1

𝑧 + 2
анали-

тична в точке 𝑧 = 1, по свойству (а) точка 𝑧 = 1 существенно
особая и для 𝑓(𝑧). ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

Определить характер особой точки 𝑧0 = 0 для функций:

1)
3𝑧6 − 2𝑧4 + 𝑧2

𝑧3
; 2)

𝑧

sin 𝑧 − 𝑧 ; 3)
𝑧2

1− 𝑧
2

2
− cos 𝑧

;

4)
𝑧 + 1

1− 𝑧 − 𝑒−𝑧 ; 5)
sin3(3𝑧)

sh 𝑧 − 𝑧 ; 6)
ch(2/𝑧2)

𝑧2 − 𝑧 .
Определить тип всех изолированных особых точек для

функций:

7)
1

𝑧(𝑧2 + 9)2
; 8)

sh 𝑧

𝑧3 + 𝑧
; 9)

1

𝑧
sin

3

𝑧2
;

10) (𝑧 + 2)𝑒−1/𝑧2 ; 11)
1

𝑒𝑧 − 1
+

1

𝑧
; 12)

1

𝑒𝑧 − 1
− 1

𝑧
.

13) tg2 𝑧; 14) th(2𝑧); 15)
(
ctg 𝑧 − 1

2

)2

;

16)
(𝑧2 − 4)2 cos

1

𝑧 − 2
𝑧3

; 17)
𝑧3

(𝑧2 − 4)2 cos
1

𝑧 − 2

.

Ответы:

1) простой полюс; 2) полюс второго порядка;

3) полюс второго порядка; 4) полюс второго порядка;

5) устранимая; 6) существенно особая;

7) 𝑧0 = 0 — простой полюс, 𝑧 = ±3𝑖 — полюсы второго порядка;
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8) 𝑧 = 0 — устранимая, 𝑧 = ±𝑖 — полюсы первого порядка;

9) 𝑧 = 0 — существенно особая точка;

10) 𝑧 = 0 — существенно особая точка;

11) 𝑧 = 0 — простой полюс;

12) 𝑧 = 0 — устранимая;

13) 𝑧𝑛 =
2𝑛+ 1

2
𝜋, 𝑛 = 0,±1,±2, ... — полюсы второго порядка;

14) 𝑧𝑛 =
2𝑛+ 1

4
𝜋𝑖 — простые полюсы;

15) 𝑧𝑛 = 𝜋𝑛 — полюсы второго порядка;

16) 𝑧 = 0 — полюс третьего порядка, 𝑧 = 2 — существенно
особая;

17) 𝑧 = −2 — полюс второго порядка, 𝑧 = 2 — существенно
особая.

§ 11.3. БЕСКОНЕЧНО УДАЛЕННАЯ ОСОБАЯ ТОЧКА.
КЛАССИФИКАЦИЯ ОСОБЕННОСТЕЙ
В ТОЧКЕ 𝒛 = ∞

Бесконечно удаленная точка 𝑧 = ∞ всегда является осо-
бой, так как 𝑓(𝑧) там не определена. Окрестностью точки 𝑧 =
= ∞ называют множество всех 𝑧, для которых ∣𝑧∣ > 𝑅, где
𝑅 — некоторое положительное число, т. е. внешность круга 𝑅
с центром в точке 𝑧 = 0.

Точка 𝑧 = ∞ называется изолированной особой точкой,
если в некоторой окрестности точки 𝑧 = ∞ нет других осо-
бых точек. Ряд Лорана для 𝑓(𝑧) в окрестности бесконечно
удаленной точки — это разложение 𝑓(𝑧) в ряд по степеням 𝑧,
сходящийся в области ∣𝑧∣ > 𝑅 при некотором 𝑅 > 0.

Замена переменной 𝑧 =
1

𝑝
(или, более обще, 𝑧 − 𝑧0 = 1/𝑝)

𝑝 =
1

𝑧
переводит функцию 𝑓(𝑧) в функцию 𝑓(𝑝), а бесконечно

удаленную точку 𝑧 = ∞ в 𝑝 = 0 — особую точку функции
𝑓(𝑝) = 𝑓(1/𝑝).

Точка 𝑧 =∞ — устранимая особая точка, если выполняет-
ся любое из следующих эквивалентных условий:
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А1) lim
𝑧→∞ 𝑓(𝑧) существует и конечен;

Б1) ряд Лорана в окрестности бесконечно удаленной точки
имеет вид

𝑓(𝑧) =

0∑
𝑛=−∞

𝐶𝑛𝑧
𝑛, т. е. 𝐶𝑛 = 0 ∀𝑛 > 0;

В1) для функции 𝑓(𝑝) точка 𝑝 = 0 — устранимая особая
точка, и 𝑓(𝑝) можно так доопределить в точке 𝑝 = 0, что 𝑓(𝑝)
станет аналитической в этой точке.

Простейший пример: 𝑓(𝑧) =
1

𝑧
, 𝑧 = ∞ — устранимая осо-

бая точка.
Точка 𝑧 =∞ — полюс, если lim

𝑧→∞ 𝑓(𝑧) =∞.
Точка 𝑧 = ∞ — полюс порядка 𝑘 > 0, если выполняется

любое из следующих эквивалентных условий:

А2) lim
𝑧→∞

𝑓(𝑧)

𝑧𝑘
существует, конечен и отличен от нуля;

Б2) ряд Лорана имеет вид

𝑓(𝑧) =
−1∑

𝑛=−∞
𝐶𝑛𝑧

𝑛 + 𝐶0 + 𝐶1𝑧 + ...+ 𝐶𝑘𝑧
𝑘, где 𝐶𝑘 ∕= 0;

В2) функция 𝑓(𝑝) имеет полюс порядка 𝑘 в точке 𝑝 = 0.

Простейший пример: 𝑓(𝑧) = 𝑧2, 𝑧 = ∞ — полюс второго
порядка.
Точка 𝑧 = ∞ — существенно особая точка функции 𝑓(𝑧),

если выполняется любое из следующих эквивалентных усло-
вий:
А3) lim

𝑧→∞ 𝑓(𝑧) не существует (ни конечный, ни бесконеч-
ный!);
Б3) ряд Лорана, сходящийся в окрестности бесконечно

удаленной точки, имеет бесконечное число слагаемых в пра-
вильной части, т. е. 𝐶𝑘 ∕= 0 для бесконечного количества но-
меров 𝑘 > 0;

В3) точка 𝑝 = 0 является существенно особой для 𝑓(𝑝).
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Простейший пример: 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧 =
∞∑
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛!
, 𝑧 = ∞ — су-

щественно особая точка, так как очевидно выполнено усло-
вие (Б3).

ПРИМЕР 11.16. Исследовать характер особой точки 𝑧 =

=∞ для функции 𝑓(𝑧) = 1

𝑧3 − 𝑧 .
⊲ Точки 𝑧 = 0, 𝑧 = ±1, 𝑧 = ∞ — особые, вне круга ∣𝑧∣ <

< 𝑅 = 2 нет особых точек, кроме 𝑧 =∞. Таким образом, 𝑧 =
=∞ — изолированная особая точка и это устранимая особая
точка, так как lim

𝑧→∞ 𝑓(𝑧) = 0. ⊳
ПРИМЕР 11.17. Исследовать тип особой точки 𝑧 = ∞

для функции

𝑓(𝑧) = 𝑧 cos
1

𝑧
.

⊲ lim
𝑧→∞ 𝑧 cos

1

𝑧
=∞, так как cos

1

𝑧
→ 1 при 𝑧 → ∞. По-

этому точка 𝑧 = ∞ — полюс первого порядка, так как

𝑓(𝑧) = lim
𝑧→∞

𝑧 cos(1/𝑧)

𝑧
= lim
𝑧→∞ cos

1

𝑧
= 1 ∕= 0 (см. (А2)). Этот

же результат легко получить из (Б2) или (В2), так как

𝑓(𝑧) = 𝑧 cos
1

𝑧
= 𝑧

( ∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(2𝑛)!

⋅ 1

𝑧2𝑛

)
=

= ...+
(−1)2
4!

⋅ 1
𝑧3

+
(−1)
2!

⋅ 1
𝑧
+ 𝑧,

а для 𝑓(𝑝) =
cos 𝑝

𝑝
точка 𝑝 = 0 — полюс первого порядка. ⊳

ПРИМЕР 11.18. Исследовать характер особой точки 𝑧 =
=∞ для функции 𝑓(𝑧) = 𝑧

sh 𝑧
.

⊲ Для данной функции 𝑓(𝑧) точка 𝑧 = ∞ — неизоли-
рованная особая точка, т. к. решая уравнение sh 𝑧 = 0 полу-
чаем серию простых полюсов 𝑧𝑛 = 𝜋𝑛𝑖, причем 𝑧𝑛 → ∞ при
𝑛→∞. ⊳
ПРИМЕР 11.19. Исследовать характер особой точки 𝑧 =

=∞ для функции 𝑓(𝑧) = 2𝑧5 sin 𝑧

𝑧2 + 1
.
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⊲ Представим 𝑓(𝑧) в виде

𝑓(𝑧) = 𝑓1(𝑧) ⋅ 𝑓2(𝑧) = 2𝑧5

𝑧2 + 1
⋅ sin 𝑧.

Для функции 𝑓1(𝑧) =
2𝑧5

𝑧2 + 1
точка 𝑧 = ∞ — полюс третьего

порядка, т. к. lim
𝑧→∞

2𝑧5

(𝑧2 + 1)𝑧3
= 2 ∕= 0 (см. (А2)).

𝑓2(𝑧) = sin 𝑧 =

∞∑
𝑧=0

(−1)𝑛
(2𝑛+ 1)!

𝑧2𝑛+1 = 𝑧 − 𝑧
3

3!
+
𝑧5

5!
− ... .

Правильная часть этого ряда Лорана в окрестности точки 𝑧 =
= ∞ бесконечна (см. Б(3)), поэтому бесконечно удаленная
точка 𝑧 =∞ существенно особая для 𝑓2(𝑧), а по свойству (а)
и для 𝑓(𝑧) = 𝑓1(𝑧) ⋅ 𝑓2(𝑧). ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

Определить характер бесконечно удаленной точки 𝑧0 =∞
для функций:

1) 𝑒1/𝑧; 2)
𝑧4

𝑧4 − 3
; 3)

cos 𝑧

𝑧
;

4) 𝑧𝑒1/𝑧; 5)
𝑧6 − 2

𝑧2 + 2
ch

1

𝑧
; 6)

2𝑒𝑧

𝑧(1− 𝑒−𝑧) ;

7)
𝑧7 + 𝑧3

cos
1

𝑧 − 2

; 8) sin
1

𝑧
+

1

𝑧2
; 9)

sin2 𝑧

𝑧
.

Ответы:
1) устранимая; 2) устранимая;
3) существенно особая; 4) полюс первого порядка;
5) полюс четвертого порядка; 6) неизолированная;
7) полюс седьмого порядка; 8) устранимая;
9) существенно особая.



Занятие 12

ВЫЧЕТЫ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
В ИЗОЛИРОВАННЫХ ОСОБЫХ ТОЧКАХ

Вычетом функции 𝑓(𝑧) в изолированной особой точке 𝑧0
называется число

res
𝑧=𝑧0

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∮
𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧,

где 𝛾 — любой контур, один раз обходящий против часовой
стрелки точку 𝑧0 и не содержащий внутри себя других особых
точек.

Если 𝑓(𝑧) =
+∞∑
𝑛=−∞

𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛 — разложение в ряд Лорана
в окрестности точки 𝑧0, то для всех типов изолированных осо-
бых точек res

𝑧0
𝑓(𝑧) = 𝐶−1, то есть вычет равен коэффициенту

при
1

𝑧 − 𝑧0 в лорановском разложении.
Если 𝑧0 — устранимая особая точка функции 𝑓(𝑧), то

res
𝑧0
𝑓(𝑧) = 𝐶−1 = 0.

Если 𝑧0 — простой полюс функции 𝑓(𝑧), то

res
𝑧0
𝑓(𝑧) = 𝐶−1 = lim

𝑧→𝑧0
𝑓(𝑧)(𝑧 − 𝑧0).

Если 𝑧0 — полюс порядка 𝑘 > 0 функции 𝑓(𝑧), то

res
𝑧0
𝑓(𝑧) = 𝐶−1 =

1

(𝑘 − 1)!
lim
𝑧→𝑧0

𝑑𝑘−1

𝑑𝑧𝑘−1

{
𝑓(𝑧)(𝑧 − 𝑧0)𝑘

}
.
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В частности, если 𝑓(𝑧) =
ℎ(𝑧)

𝑔(𝑧)
, где ℎ(𝑧) и 𝑔(𝑧) аналитичны

в точке 𝑧0, ℎ(𝑧0) ∕= 0, 𝑔(𝑧0) = 0, 𝑔′(𝑧0) ∕= 0, то 𝑧0 — простой
полюс и

res
𝑧=𝑧0

ℎ(𝑧)

𝑔(𝑧)
=
ℎ(𝑧0)

𝑔′(𝑧0)
.

Если 𝑓(𝑧) =
ℎ(𝑧)

𝑔(𝑧)
, и точка 𝑧0 является нулем порядка 𝑘

для ℎ(𝑧) и, одновременно, нулем порядка 𝑘 + 1 для 𝑔(𝑧), то
𝑧0 — простой полюс для 𝑓(𝑧) и

res
𝑧=𝑧0

𝑓(𝑧) =
ℎ(𝑘)(𝑧0)

𝑔(𝑘+1)(𝑧0)
(𝑘 + 1).

Если 𝑧0 — существенно особая точка функции 𝑓(𝑧), то
практически единственной (кроме определения) возможно-
стью найти вычет является вычисление коэффициента 𝐶−1

в лорановском разложении функции 𝑓(𝑧) в окрестности точ-
ки 𝑧0.
Простейший пример:

𝑓(𝑧) =
4𝑧4 − 3𝑧3 + 8𝑧2 + 3𝑧 − 4

2𝑧2
=

= 2𝑧2 − 3

2
𝑧 + 4 +

3

2
⋅ 1
𝑧
− 2 ⋅ 1

𝑧2
.

Последнее выражение — это ряд Лорана для 𝑓(𝑧) в окрест-
ности точки 𝑧0 = 0. Коэффициенты разложения: 𝐶−2 = −2,
𝐶−1 = 3/2, 𝐶0 = 4, 𝐶1 = −3/2, 𝐶2 = 2, 𝐶𝑛 = 0 для всех

остальных степеней. Отсюда получаем res
𝑧=0
𝑓(𝑧) = 𝐶−1 =

3

2
.

ПРИМЕР 12.1. Найти вычет в точке 𝑧0 = 0 для функции
𝑓(𝑧) =

cos 𝑧

𝑧3
.

⊲ Точка 𝑧0 = 0 — полюс третьего порядка. Найти вычет
можно по соответствующей формуле:

res
𝑧=0
𝑓(𝑧) = lim

𝑧→0

1

2

(cos 𝑧
𝑧3

⋅ 𝑧3
)′′

= lim
𝑧→0

1

2
(− cos 𝑧) = −1

2
.
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Столь же легко вычет находится и с помощью разложения
в ряд Лорана в окрестности точки 𝑧0 = 0:

𝑓(𝑧) =
1

𝑧3

(
1− 𝑧

2

2!
+
𝑧4

4!
− 𝑧

6

6!
+ ...

)
=

=
1

𝑧3
− 1

2
⋅ 1
𝑧
+

1

4!
⋅ 𝑧 − 1

6!
⋅ 𝑧3 + ... .

Отсюда, res
𝑧=0
𝑓(𝑧) = 𝐶−1 = −1

2
. ⊳

ПРИМЕР 12.2. Найти вычет в особой точке 𝑧0 = −2 для
функции 𝑓(𝑧) = 𝑧2 cos

1

𝑧 + 2
.

⊲ Точка 𝑧0 = −2 — существенно особая для cos 1

𝑧 + 2
, а

следовательно, и для 𝑓(𝑧), так как 𝜑(𝑧) = 𝑧2 аналитична и
не равна нулю в точке 𝑧0 = −2. Необходимо вычислить 𝐶−1

в разложении 𝑓(𝑧) по степеням 𝑧 + 2 в окрестности точки
𝑧0 = −2.

𝑧2 = [(𝑧 + 2)− 2]2 = 4− 4(𝑧 + 2) + (𝑧 + 2)2,

cos
1

𝑧 + 2
= 1− 1

2!
⋅ 1

(𝑧 + 2)2
+

1

4!
⋅ 1

(𝑧 + 2)4
− ... .

Перемножаем:

𝑧2 cos
1

𝑧 + 2
= (𝑧 + 2)2 − 4(𝑧 + 2) +

+ 4− 1

2

(
1− 4

𝑧 + 2
+

4

(𝑧 + 2)2

)
+

+
1

4!

(
1

(𝑧 + 2)2
− 4

(𝑧 + 2)3
+

4

(𝑧 + 2)4

)
+ ... .

Приводя подобные, получим ряд Лорана, в котором есть
только одно слагаемое, содержащее (𝑧 + 2)−1. Отсюда

res
𝑧=−2

𝑓(𝑧) = 𝐶−1 = −1

2
(−4) = 2. ⊳
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Аналогично решается эта задача для 𝑓(𝑧) = 𝑧2 sin
1

𝑧 + 2
, но

здесь уже два слагаемых содержат (𝑧 + 2)−1 и вносят вклад в
𝐶−1:

𝑔(𝑧) = 𝑧2 sin
1

𝑧 + 2
= [(𝑧 + 2)2 − 4(𝑧 + 2) + 4]×

×
[

1

𝑧 + 2
− 1

3!
⋅ 1

(𝑧 + 2)3
+

1

5!
⋅ 1

(𝑧 + 2)5
− ...

]
=

= (𝑧 + 2)− 4 + 4 ⋅ 1

𝑧 + 2
− 1

6
⋅ 1

𝑧 + 2
+

+
2

3
⋅ 1

(𝑧 + 2)2
− 2

3
⋅ 1

(𝑧 + 2)3
+

1

5!
⋅ 1

(𝑧 + 2)3
− ... ;

res
𝑧=−2

𝑔(𝑧) = 𝐶−1 = 4− 1

6
=

23

6
.

ПРИМЕР 12.3. Найти вычеты функции

𝑓(𝑧) =
𝑧 𝑒1/𝑧

2

(𝑧2 + 4) sin 𝑧

во всех ее особых точках.
⊲ Точки 𝑧 = ±2𝑖 и 𝑧𝑛 = 𝑛𝜋 при 𝑛 = ±1,±2,±3, ... — это

простые полюсы.

Для точек 𝑧 = ±2𝑖 представим 𝑓(𝑧) в виде 𝑓(𝑧) = ℎ(𝑧)

𝑔(𝑧)
, где

ℎ(𝑧) =
𝑧 𝑒1/𝑧

2

sin 𝑧
аналитична и не равна нулю в точках 𝑧 = ±2𝑖,

а 𝑔(𝑧) = 𝑧2 + 4 в этих точках имеет нуль первого порядка.

Можно применить фоpмулу res
𝑧=𝑧0

ℎ(𝑧)

𝑔(𝑧)
=
ℎ(𝑧0)

𝑔′(𝑧0)
. Получим

res
𝑧=2𝑖

𝑓(𝑧) =
2𝑖 𝑒−1/4

sin(2𝑖) ⋅ 2(2𝑖) =
1

2𝑖 sh 2 ⋅ 4
√
𝑒
,

res
𝑧=−2𝑖

𝑓(𝑧) =
𝑖

2 sh 2 ⋅ 4
√
𝑒
.

В точках 𝑧𝑛 = 𝑛𝜋, 𝑛 = ±1,±2,±3, ... 𝑓(𝑧) представим

в виде 𝑓(𝑧) =
ℎ(𝑧)

𝑔(𝑧)
, где ℎ(𝑧) =

𝑧 𝑒1/𝑧
2

𝑧2 + 4
аналитична и не равна
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нулю в точках 𝑧𝑛, а 𝑔(𝑧) = sin 𝑧 имеет нуль первого порядка
в этих точках. Применима формула

res
𝑧=𝑧𝑛

ℎ(𝑧)

𝑔′(𝑧)
=

𝑛𝜋 𝑒1/(𝑛
2𝜋2)

(𝑛2𝜋2 + 4) cos(𝑛𝜋)
.

Точка 𝑧 = 0 — существенно особая. Разложение функции
𝑓(𝑧) в ряд Лорана по степеням 𝑧 является, по всей видимости,
непростой задачей. Ситуацию спасает тот факт, что 𝑓(𝑧) —
четная функция. Для таких функций ряд Лорана содержит
слагаемые, в которых 𝑧 может быть только в четных степенях.
Поэтому 𝐶𝑛 = 0 для всех нечетных 𝑛, в частности res

𝑧=0
𝑓(𝑧) =

= 𝐶−1 = 0. ⊳

§ 12.1. ВЫЧЕТ В БЕСКОНЕЧНО УДАЛЕННОЙ ТОЧКЕ

Вычетом в точке 𝑧 =∞ называют число

res
𝑧=∞ 𝑓(𝑧) =

1

2𝜋𝑖

∮
𝛾

𝑓(𝑧)𝑑𝑧,

где 𝛾 — любой контур, один раз обходящий по часовой стрел-
кe точку 𝑧 = 0 и содержащий внутри себя все особые точки
функции 𝑓(𝑧) (кроме 𝑧 = ∞). Обычно 𝛾 — это окружность
достаточно большого радиуса с центром в точке 𝑧 = 0 или
какой-либо другой конечной точке 𝑧0.

Если 𝑓(𝑧) =
∞∑

𝑛=−∞
𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧0)𝑛 — лорановское разложе-

ние функции в области, лежащей вне этой окружности, то
res
𝑧=∞ = −𝐶−1.

В частности, в устранимой бесконечно удаленной точке вы-
чет вполне может быть ненулевым.
Пусть 𝑧 = ∞ — устранимая особая точка для 𝑓(𝑧). Тогда

𝑓(𝑧) =

0∑
𝑛=−∞

𝐶𝑛𝑧
𝑛, после замены 𝑧 = 1/𝑝 получим

𝑓(𝑝) =

0∑
𝑛=−∞

𝐶𝑛𝑝
−𝑛 = 𝐶0 + 𝐶−1𝑝+ 𝐶−2𝑝

2 + ... .
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Отсюда

res
𝑧=∞ 𝑓(𝑧) = −𝐶−1 = −𝑓 ′(0).

Аналогично, для полюса порядка 𝑘 получим

res
𝑧=∞ 𝑓(𝑧) = − lim

𝑝→0

𝑑𝑘+1

𝑑𝑝𝑘+1

(
𝑓(𝑝)𝑝𝑘

(𝑘 + 1)!

)
. (12.1)

ПРИМЕР 12.4. Найти вычет в точке 𝑧 =∞ для функции
𝑓(𝑧) = sin 𝑧.

⊲ На всей плоскости sin 𝑧 =

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(2𝑛+ 1)!

𝑧2𝑛+1, поэтому

res
𝑧=∞ 𝑓(𝑧) = −𝐶−1 = 0. ⊳

ПРИМЕР 12.5. Найти вычет для функции 𝑓(𝑧)=
(𝑧2 − 1)2

𝑧3в точке 𝑧 =∞.
⊲ Преобразуем 𝑓(𝑧) =

1− 2𝑧2 + 𝑧4

𝑧3
=

1

𝑧3
− 2 ⋅ 1

𝑧
+ 𝑧. От-

сюда

res
𝑧=∞ 𝑓(𝑧) = −𝐶−1 = 2. ⊳

ПРИМЕР 12.6. Для функции 𝑓(𝑧) =
𝑧

cos(1/𝑧)
найти вы-

чет в точке 𝑧 =∞.
⊲ Точка 𝑧 = ∞ — полюс первого порядка. Замена 𝑧 = 1

𝑝

приводит 𝑓(𝑧) к виду 𝑓(𝑝) =
1

𝑝 cos 𝑝
. По формуле (12.1) полу-

чаем

res
𝑧=∞ 𝑓(𝑧) = − lim

𝑝→0

(
𝑓(𝑝)𝑝

2

)′′
= −1

2
lim
𝑝→0

(
1

cos 𝑝

)′′
= −1

2
. ⊳

ПРИМЕР 12.7. Для функции 𝑓(𝑧) =
2𝑧4 − 5𝑧5

(𝑧2 + 2)(𝑧2 − 6)2
найти вычет в точке 𝑧 =∞.

⊲ После замены 𝑧 =
1

𝑝
получим
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𝑓(𝑧) =

𝑧5
(
−5 + 2

𝑧

)

𝑧6
(
1 +

2

𝑧2

)(
1− 6

𝑧2

)2 = 𝑓(𝑝) =
𝑝(−5 + 2𝑝)

(1 + 2𝑝2)(1− 6𝑝2)2
.

Функция 𝑔(𝑝) =
−5 + 2𝑝

(1 + 2𝑝2)(1− 6𝑝2)2
аналитична в точке 𝑝 =

= 0, 𝑔(0) = 5, поэтому 𝑔(𝑝) разлагается в ряд Тейлора вида
𝑔(𝑝) = −5 + 𝑏1𝑝+ 𝑏2𝑝2 + ...+ 𝑏𝑛𝑝𝑛 + ... . Отсюда

𝑓(𝑧) = −5 ⋅ 1
𝑧
+ 𝑏1 ⋅ 1

𝑧2
+ 𝑏2 ⋅ 1

𝑧3
+ ...

(в окрестности точки 𝑧 =∞);

res
𝑧=∞ 𝑓(𝑧) = −𝐶−1 = 5. ⊳

ПРИМЕР 12.8. Для функции 𝑓(𝑧) =
𝑧3 − 8

𝑧 + 2
найти вычет

в точке 𝑧 =∞.
⊲ Разложим в ряд Лорана по степеням 𝑧 + 2 функцию:

𝑓(𝑧) =
𝑧3 − 8

𝑧 + 2
=

[(𝑧 + 2)− 2]3 − 8

𝑧 + 2
=

=
(𝑧 + 2)3 − 3(𝑧 + 2)2 ⋅ 2 + 3(𝑧 + 2) ⋅ 22 − 23 − 8

𝑧 + 2
=

= − 16

𝑧 + 2
+ 12− 6(𝑧 + 2) + (𝑧 + 2)2;

𝐶−1 = −16, res
𝑧=∞ 𝑓(𝑧) = −𝐶−1 = 16. ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

Найти вычет в точке 𝑧 = 0 для функций:

1)
sin(𝑧2)

𝑧7
; 2) (𝑧2 + 2)𝑒1/𝑧;

3)
cos 2𝑧 − 1

(sin 2𝑧 − 2𝑧)(2𝑧 − 1)
; 4) ctg 𝑧; 5) (ctg 𝑧)4.
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Найти вычет во всех (кроме 𝑧 = ∞) особых точках для
функций:

6)
𝑧

𝑧4 − 16
; 7)

(𝑒𝑧 − 1) sin 𝑧

1− cos 𝑧
;

8) 𝑧 ⋅ sh 2

𝑧 + 4
; 9) 𝑧2 ⋅ 𝑒2/(𝑧+1);

10)
sin𝜋𝑧

(𝑧 + 1)2(2𝑧 + 1)
; 11)

cos𝜋𝑧

(𝑧 + 1)2(2𝑧 + 1)
;

12)
1

cos(1/𝑧)
.

Найти вычет в бесконечно удаленной точке 𝑧 = ∞ для
функций:

13) cos 𝑧; 14)
𝑧3 + 4𝑧2 + 2

𝑧3
;

15)
𝑧2 + 2𝑧 + 3

(5− 𝑧2)(𝑧 − 2)
; 16)

ch(𝑧 + 𝑖)

(𝑧 + 𝑖)3
;

17) 𝑧2𝑒1/𝑧; 18) 𝑧𝑒1/(𝑧+𝑖);

19)
4𝑧2 + 6𝑧 − 2

7− 𝑧21 .

Ответы:
1) −1

6
; 2)

13

6
; 3) −3

2
; 4) 1; 5) 0;

6)
1

16
в точке 𝑧 = ±2, − 1

16
в точке 𝑧 = ±2𝑖;

7) 0 в точке 𝑧 = 0, 2(22𝜋𝑘 − 1) в точках 𝑧𝑘 = 2𝜋𝑘,
𝑘 = ±1,±2,±3, ... ;

8) −8 в точке 𝑧 = −4; 9) −2

3
в точке 𝑧 = −1;

10) 𝜋 в точке 𝑧 = −1, −2 в точкe 𝑧 = −1

2
;

11) 2− 𝜋 в точке 𝑧 = −1, 0 в точкe 𝑧 = −1

2
;

12)
(−2)𝑘

𝜋2(2𝑘 + 1)2
в точках 𝑧𝑘 =

2

𝜋(2𝑘 + 1)
, 𝑘 = ±1,±2,±3, ... ;

𝑧 = 0 неизолированная;

13) 0; 14) −4; 15) 1; 16) −1

2
; 17) −1

6
; 18) 𝑖− 1

2
;

19) 0.



Занятие 13

ТЕОРЕМА КОШИ О ВЫЧЕТАХ
И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ

Пусть 𝐷 — ограниченная область на комплексной плоско-
сти и контур 𝐶 — это граница области 𝐷.

Теорема 13.1 (теорема Коши о вычетах). Если 𝑓(𝑧)
непрерывна на 𝐶 и аналитична во всех внутренних точ-
ках области 𝐷, кроме конечного числа особых точек
𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑚, лежащих в 𝐷, то∮

𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖
𝑚∑
𝑘=1

res
𝑧=𝑧𝑘

𝑓(𝑧).

Контур 𝐶 проходим против часовой стрелки. Если граница
области 𝐷 состоит из нескольких замкнутых кривых, то каж-
дую из них проходим так, чтобы 𝐷 была слева от направления
движения.

Теорема 13.2. Пусть 𝑓(𝑧) аналитична на всей ком-
плексной плоскости, за исключением конечного числа осо-
бых точек 𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑛. Тогда сумма ее вычетов во всех осо-
бых точках, включая 𝑧 =∞, равна нулю:

𝑚∑
𝑘=1

res
𝑧=𝑧𝑘

𝑓(𝑧) + res
𝑧=∞ 𝑓(𝑧) = 0.

При вычислении интеграла по контуру 𝐶 теорема 13.2 поз-
воляет разбить множество особых точек на две группы: на
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множество особых точек, лежащих внутри контура, и множе-
ство особых точек, лежащих вне контура (включая 𝑧 = ∞).
Для вычисления интеграла достаточно найти вычеты в точках
только одной из этих групп:∮

𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖
∑
𝑧𝑘∈𝐷

res
𝑧𝑘
𝑓(𝑧) =

= −2𝜋𝑖
⎛
⎝ ∑
𝑧𝑘 ∕∈𝐷

res
𝑧𝑘
𝑓(𝑧) + res

𝑧=∞ 𝑓(𝑧)

⎞
⎠ .

ПРИМЕР 13.1. Вычислить
∮
𝐶

1

𝑧4 − 1
𝑑𝑧, 𝐶 : ∣𝑧 − 1∣ = 𝑅

для значений 𝑅 = 1, 3/2, 3.

⊲ Функция 𝑓(𝑧) = 1

𝑧4 − 1
имеет четыре простых полюса в

точках 𝑧1 = 1, 𝑧2 = 𝑖, 𝑧3 = −1, 𝑧4 = −𝑖 и устранимую особую
точку 𝑧 =∞. При 𝑅 = 1

∮
∣𝑧−1∣=1

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 res
𝑧=1
𝑓(𝑧) = 2𝜋𝑖

1

(𝑧4 + 1)′
∣∣∣∣
𝑧=𝑧1

=

=
2𝜋𝑖

4𝑧3

∣∣∣∣
𝑧=𝑧1

=
2𝜋𝑖𝑧1
4𝑧41

=
1

2
𝜋𝑖𝑧1 (рис. 13.1).

При 𝑅 = 3/2 внутрь контура попадают уже три точки,
поэтому выгоднее вычислять интеграл с помощью вычетов во
внешних точках:

res
𝑧=𝑧3

𝑓(𝑧) =
1

(𝑧4 + 1)′
∣∣∣∣
𝑧=𝑧3

=
1

4𝑧33
=
𝑧3
4𝑧43

=
𝑧3
4
;

res∞ 𝑓(𝑧) = res∞

(
1

𝑧4
⋅ 1

1 + 1/𝑧4

)
=

= res∞

[
1

𝑧4

(
1− 1

𝑧4
+

1

𝑧8
− ...

)]
= −𝐶−1 = 0.
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Рис. 13.1

Таким образом,∮
∣𝑧−1∣=3/2

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = −2𝜋𝑖
(
res
𝑧3
𝑓(𝑧) + res∞ 𝑓(𝑧)

)
=

= −2𝜋𝑖 (−1)
4

=
𝜋𝑖

2
;∮

∣𝑧−1∣=3

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = −2𝜋𝑖 res∞ 𝑓(𝑧) = 0. ⊳

ПРИМЕР 13.2. Вычислить
∮

∣𝑧∣=1

𝑧𝑘 sin
1

𝑧
𝑑𝑧,𝑘 — целое число.

⊲ Особая точка 𝑧 = 0 — существенно особая и лежит
внутри контура. Разлагаем 𝑓(𝑧) в ряд Лорана:

𝑓(𝑧) = 𝑧𝑘 sin
1

𝑧
= 𝑧𝑘

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(2𝑛+ 1)!

⋅ 1

𝑧2𝑛+1
=

=

∞∑
𝑛=0

(−1)𝑛
(2𝑛+ 1)!

⋅ 1

𝑧2𝑛−𝑘+1
.

𝐶−1 — коэффициент при 𝑧−1. При 𝑘 < 0, а также при 𝑘
нечетном такого слагаемого в ряде Лорана нет, это значит, что
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𝐶−1 = 0 и
∮

∣𝑧∣=1

𝑧𝑘 sin
1

𝑧
𝑑𝑧 = 0. При 𝑘 четном: 𝑧−1 получается

при 𝑛 = 𝑘/2, соответствующий коэффициент 𝐶−1 =
(−1)𝑘/2
(𝑘 + 1)!

,

отсюда ∮
∣𝑧∣=1

𝑧𝑘 sin
1

𝑧
𝑑𝑧 =

(−1)𝑘/22𝜋𝑖
(𝑘 + 1)!

. ⊳

ПРИМЕР 13.3. Вычислить
∮

∣𝑧+2𝑖∣=3

sin(1/𝑧2)

𝑧2 + 4
𝑑𝑧.

⊲ В контур входят особые точки:
𝑧 = −2𝑖 — простой полюс,

res
𝑧=−2𝑖

𝑓(𝑧) =
− sin(1/4)

−4𝑖 = − 𝑖
4
sin

1

4
;

𝑧 = 0 — существенно особая точка, res
𝑧=0
𝑓(𝑧) = 0 (так как

𝑓(𝑧) — четная функция, то ее ряд Лорана может содержать
члены только с четной степенью 𝑧, в частности 𝐶−1 = 0).
Отсюда ∮

∣𝑧+2𝑖∣=3

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖

(
− 𝑖
4
sin

1

4

)
=
𝜋

2
sin

1

4
. ⊳

ПРИМЕР 13.4. Вычислить
∮

∣𝑧∣=5

𝑧 𝑒1/𝑧
2

(𝑧2 + 4) sin 𝑧
𝑑𝑧.

⊲ Особые точки функции 𝑓(𝑧) и вычеты в этих точках
рассмотрены в примере 12.3. Внутри контура 𝐶 : ∣𝑧∣ = 5
оказались пять точек:
𝑧0 = 0 — существенно особая точка, res

𝑧=0
𝑓(𝑧) = 0 (так как

𝑓(𝑧) — четная и поэтому 𝐶−1 = 0, как и все 𝐶𝑛 с нечетными
номерами 𝑛);
𝑧 = ±2𝑖 — простые полюсы,

res
𝑧=±2𝑖

𝑓(𝑧) =

𝑧𝑒1/𝑧
2

sin 𝑧
2𝑧

∣∣∣∣
𝑧=±2𝑖

= ± 𝑖

2 sh 2 4
√
𝑒
;
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𝑧 = ±𝜋 — простые полюсы,

res
𝑧=±𝜋 𝑓(𝑧) =

𝑧𝑒1/𝑧
2

(𝑧2 + 4)

cos 𝑧

∣∣∣∣
𝑧=±𝜋

= ±𝜋𝑒
1/𝜋2

𝜋2 + 4
.

Сумма вычетов в этих пяти точках равна нулю, поэтому∮
∣𝑧∣=5

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0.

Отметим, что в этой задаче бесконечно удаленная точка
𝑧 = ∞ не является изолированной. Ее не удается использо-
вать, так как для таких точек нет понятия вычета. ⊳

ПРИМЕР 13.5. Вычислить
∮

∣𝑧∣=5

2𝑧 + 3

𝑧12 + 4
𝑑𝑧 и

∮
∣𝑧∣=5

2𝑧11 + 3

𝑧12 + 4
𝑑𝑧.

⊲ Для обоих интегралов внутри контура находятся 12
особых точек, вне контура — одна, 𝑧 = ∞. Попытаемся най-
ти res∞ 𝑓(𝑧) = 𝐶−1 — коэффициент при 𝑧−1 для лорановского
разложения подинтегральных функций в окрестности точки
𝑧 =∞.

2𝑧 + 3

𝑧12 + 4
=

1

𝑧12
(2𝑧 + 3)

1

1 + (4/𝑧12)
=

=
1

𝑧12
(2𝑧 + 3)

(
1− 4

𝑧12
+

16

𝑧24
− ...

)
=

=
2

𝑧11
+

3

𝑧12
− 8

𝑧23
+ ... ;

2𝑧11 + 3

𝑧12 + 4
=

1

𝑧12
(2𝑧11 + 3)

1

1 + (4/𝑧12)
=

(
2

𝑧
+

3

𝑧12

)
×

×
(
1− 4

𝑧12
+

16

𝑧24
− ...

)
=

2

𝑧
+

3

𝑧12
− 8

𝑧13
− 12

𝑧24
+ ... .

Таким образом, в первом случае 𝐶−1 = 0, а во втором
𝐶−1 = 2. В результате∮
∣𝑧∣=5

2𝑧 + 3

𝑧12 + 4
𝑑𝑧 = 0;

∮
∣𝑧∣=5

2𝑧11 + 3

𝑧12 + 4
𝑑𝑧 = −2 ⋅ 2𝜋𝑖 = −4𝜋𝑖. ⊳
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ПРИМЕР 13.6. Вычислить
∮
∣𝑧∣=2

1

𝑧
sin

1

𝑧 − 1
𝑑𝑧 (двумя

способами).
⊲ 1-й способ. Внутри контура две особые точки:
𝑧 = 0 — простой полюс, res

𝑧=0
𝑓(𝑧) = − sin 1;

𝑧 = 1 — существенно особая точка, res
𝑧=1
𝑓(𝑧) = 𝐶−1, где

𝐶−1 — коэффициент при (𝑧 − 1)−1 в лорановском разложении
функции 𝑓(𝑧) в окрестности точки 𝑧 = 1. Найдем вид этого
разложения:

1

𝑧
=

1

1 + 𝑧 − 1
=

= 1− (𝑧 − 1) + (𝑧 − 1)2 − ...+ (−1)𝑘(𝑧 − 1)𝑘 + ... ;

sin
1

𝑧 − 1
=

1

𝑧 − 1
− 1

3!(𝑧 − 1)3
+ ...

...+ (−1)𝑚 1

(2𝑚+ 1)!(𝑧 − 1)2𝑚+1
+ ... .

Перемножая эти ряды, замечаем, что (𝑧 − 1)−1 получается
только при перемножении слагаемых вида

(−1)𝑚
(2𝑚+ 1)!

⋅ 1

(𝑧 − 1)2𝑚+1

и (−1)𝑘(𝑧 − 1)𝑘 при 𝑘 = 2𝑚, то есть

𝐶−1(𝑧 − 1)−1 =

∞∑
𝑚=0

(−1)𝑚(−1)2𝑚(𝑧 − 1)2𝑚

(2𝑚+ 1)!(𝑧 − 1)2𝑚+1
=

=

( ∞∑
𝑚=0

(−1)𝑚
(2𝑚+ 1)!

)
⋅ 1

𝑧 − 1
= sin 1 ⋅ (𝑧 − 1)−1.

Отсюда 𝐶−1 = sin 1 и, следовательно,∮
∣𝑧∣=2

1

𝑧
sin

1

𝑧 − 1
𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖(− sin 1 + sin 1) = 0.

2-й способ. Попытаемся получить этот же результат, изу-
чая единственную особую точку 𝑧 = ∞, лежащую вне конту-
ра. Для нахождения вычета в этой точке необходимо опреде-
лить вид ряда Лорана для 𝑓(𝑧) в кольце ∣𝑧 − 1∣ > 1.
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1

𝑧
=

1

1 + 𝑧 − 1
=

1

𝑧 − 1
⋅ 1

1 +
1

𝑧 − 1

=
1

𝑧 − 1

(
1− 1

𝑧 − 1
+

+
1

(𝑧 − 1)2
− ...+ (−1)𝑛 1

(𝑧 − 1)𝑛
+ ...

)
;

sin
1

𝑧 − 1
=

1

𝑧 − 1
− 1

3!(𝑧 − 1)3
+ ...

...+
(−1)𝑛

(2𝑛+ 1)!
⋅ 1

(𝑧 − 1)2𝑛+1
+ ... =

=
1

𝑧 − 1

(
1− 1

6(𝑧 − 1)2
+

1

5!(𝑧 − 1)4
− ...

)
.

Перемножение показывает, что ряд Лорана имеет вид

𝑓(𝑧) =
1

(𝑧 − 1)2
+

∞∑
𝑛=3

𝐶−𝑛
(𝑧 − 1)𝑛

,

то есть 𝐶−1 = 0 и, следовательно,∮
∣𝑧∣=2

1

𝑧
sin

1

𝑧 − 1
𝑑𝑧 = 0.

Сравнение этих двух способов решения приводит к выводу:
в данной задаче использование бесконечно удаленной точки
𝑧 =∞ упростило решение. ⊳
В следующем примере использование точки 𝑧 = ∞ явля-

ется вынужденным, так как внутри контура находится беско-
нечное число особых точек.

ПРИМЕР 13.7. Вычислить
∮

∣𝑧∣=1/2

𝑧

cos(1/𝑧)
𝑑𝑧.

⊲ Вне контура лежат три простых полюса 𝑧1 = − 2

𝜋
,

𝑧2 =
2

𝜋
, 𝑧3 =∞.

res
𝑧1
𝑓(𝑧) =

𝑧

(cos(1/𝑧))′
∣∣∣∣
𝑧=𝑧1

=
𝑧1

(− sin(1/𝑧1))(−1/𝑧21)
=
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=
𝑧31

sin(1/𝑧1)
=

8

𝜋3
.

Аналогично, res
𝑧2
𝑓(𝑧) =

8

𝜋3
. Вычет этой функции в точкe

𝑧 =∞ уже найден в примере 12.6, res
𝑧=∞ 𝑓(𝑧) = −

1

2
.

Ответ:∮
∣𝑧∣=1/2

𝑧

cos(1/𝑧)
𝑑𝑧 = −2𝜋𝑖

(
8

𝜋3
+

8

𝜋3
− 1

2

)
= 𝜋𝑖− 32𝑖

𝜋2
. ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

Вычислить интегралы:

1)

∮
∣𝑧−10∣=11

2𝑧 + 3

𝑧4 − 16
𝑑𝑧; 2)

∮
∣𝑧∣=2

cos 𝑧

𝑧3
𝑑𝑧;

3)

∮
∣𝑧∣=2

sin 𝑧

𝑧3 + 𝑧
𝑑𝑧; 4)

∮
∣𝑧∣=2

sin 𝑧

𝑧3 + 𝑧2
𝑑𝑧;

5)

∮
∣𝑧∣=4

𝑧 ctg 𝑧𝑑𝑧; 6)

∮
∣𝑧∣=2

𝑒1/𝑧
2

(𝑧2 + 1) cos 𝑧
𝑑𝑧;

7)

∮
∣𝑧∣=4

𝑧2 sin
1

𝑧 − 2
𝑑𝑧; 8)

∮
∣𝑧−1∣=10

𝑧2 − 3

𝑧8 + 7
𝑑𝑧;

9)

∮
∣𝑧∣=3

8𝑧8 + 3

8− 𝑧9 𝑑𝑧; 10)

∮
∣𝑧∣=3

sin(1/𝑧)

𝑧 + 2
𝑑𝑧.

Ответы:
1) −𝜋𝑖

16
; 2) −𝜋𝑖; 3) 0; 4) 2𝜋𝑖(1− sin 1); 5) 0;

6) 0; 7)
23𝜋𝑖

3
; 8) 0; 9) −16𝜋𝑖; 10) 0.
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ВЫЧИСЛЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ТИПОВ
ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ

С ПОМОЩЬЮ ТЕОРЕМЫ КОШИ
О ВЫЧЕТАХ

Пусть требуется найти интеграл от функции 𝑓(𝑧) по от-
резку [𝑎, 𝑏] на действительной оси. Иногда удается свести эту
задачу к вычислению интеграла по замкнутому контуру на
комплексной плоскости. Для этого обычно либо применяют
замену переменной, при которой отрезок [𝑎, 𝑏] превращается в
замкнутый контур, либо, с помощью специально подобранной
кривой 𝐶 (соединяющей концы отрезка [𝑎, 𝑏]), дополняют от-
резок до замкнутого контура 𝛤 . Если удается так подобрать
замыкающую кривую 𝐶, что конкретные свойства функции

𝑓(𝑧) позволяют вычислить
∫
𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧, то решение задачи сво-

дится к нахождению
∫
𝛤

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 с помощью вычетов.

Рассмотрим несколько типов интегралов, которые могут
быть вычислены с помощью упомянутых приемов.

§ 14.1. ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ

ВИДА

2𝝅∫
0

𝑹(cos𝒙, sin𝒙)𝒅𝒙

𝑅(𝑢, 𝑣) — рациональная функция, непрерывная при −1 ⩽
⩽ 𝑢 ⩽ 1 и −1 ⩽ 𝑣 ⩽ 1. Она может быть как действительной,
так и комплекснозначной.
Введем новую комплексную переменную 𝑧 = 𝑒𝑖𝑥 для 𝑥 ∈

∈ [0, 2𝜋). Когда 𝑥 пробегает отрезок [0, 2𝜋], новая переменная
𝑧 проходит окружность ∣𝑧∣ = 1 на комплексной плоскости.
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Проведем замену переменной в интеграле:

𝑑𝑧 = 𝑑𝑒𝑖𝑥 = 𝑖𝑒𝑖𝑥𝑑𝑥 = 𝑖𝑧𝑑𝑥, отсюда 𝑑𝑥 =
𝑑𝑧

𝑖𝑧
,

cos𝑥 =
𝑒𝑖𝑥 + 𝑒−𝑖𝑥

2
=
𝑧 + 𝑧−1

2
=
𝑧2 + 1

2𝑧
,

sin𝑥 =
𝑒𝑖𝑥 − 𝑒−𝑖𝑥

2𝑖
=
𝑧2 − 1

2𝑖𝑧
.

Получим

2𝜋∫
0

𝑅(cos𝑥, sin𝑥)𝑑𝑥 =

∫
∣𝑧∣=1

𝑅

(
𝑧2 + 1

2𝑧
,
𝑧2 − 1

2𝑖𝑧

)
𝑑𝑧

𝑖𝑧
.

Этот интеграл вычисляем с помощью теоремы Коши о выче-
тах.

ПРИМЕР 14.1. Вычислить интеграл

2𝜋∫
0

𝑑𝑥

(2 + cos𝑥)2
.

⊲ Замена 𝑧 = 𝑒𝑖𝑥, 𝑑𝑥 =
𝑑𝑧

𝑖𝑧
, cos𝑥 =

𝑧2 + 1

2𝑧
приводит к

интегралу ∫
∣𝑧∣=1

4𝑧𝑑𝑧

𝑖(𝑧2 + 4𝑧 + 1)2
.

Функция

𝑓(𝑧) =
4𝑧

𝑖(𝑧2 + 4𝑧 + 1)2
=

4𝑧

𝑖(𝑧 − 𝑧1)2(𝑧 − 𝑧2)2
имеет два полюса второго порядка 𝑧1 = −2 +

√
3, 𝑧2 = −2 −

−√3. Точка 𝑧1 лежит внутри контура, точка 𝑧2 — вне контура.
Вычисляя вычет в точке 𝑧1 по соответствующей формуле (см.
занятие № 12), получим∫

∣𝑧∣=1

4𝑧𝑑𝑧

𝑖(𝑧2 + 4𝑧 + 1)2
= 2𝜋𝑖 ⋅ 4

𝑖
res
𝑧=𝑧1

(
𝑧

(𝑧 − 𝑧1)2(𝑧 − 𝑧2)2
)
=

= 8𝜋

(
𝑧

(𝑧 − 𝑧2)2
)′∣∣∣∣∣

𝑧=𝑧1

= −8𝜋 𝑧1 + 𝑧2
(𝑧1 − 𝑧2)3 =

4𝜋

3
√
3
. ⊳
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ПРИМЕР 14.2. Вычислить интеграл
∫ 𝜋

0

ctg(𝑥+ 2𝑖)𝑑𝑥.

⊲ Функция ctg(𝑥 + 2𝑖) периодична с периодом 𝑇 = 𝜋,
поэтому

𝜋∫
0

ctg(𝑥+ 2𝑖)𝑑𝑥 =
1

2

2𝜋∫
0

cos(𝑥+ 2𝑖)

sin(𝑥+ 2𝑖)
𝑑𝑥.

Замена

𝑧 = 𝑒𝑖(𝑥+2𝑖), 𝑑𝑥 =
𝑑𝑧

𝑖𝑧
, cos(𝑥+ 2𝑖) =

𝑧2 + 1

2𝑧
,

sin(𝑥+ 2𝑖) =
𝑧2 − 1

2𝑖𝑧
приводит к интегралу

1

2

2𝜋∫
0

cos(𝑥+ 2𝑖)

sin(𝑥+ 2𝑖)
𝑑𝑥 =

1

2

∫
∣𝑧∣=𝑒−2

(𝑧2 + 1)2𝑖𝑧

2𝑧(𝑧2 − 1)𝑖𝑧
𝑑𝑧 =

=

∫
∣𝑧∣=𝑒−2

𝑧2 + 1

2𝑧(𝑧2 − 1)
𝑑𝑧.

Внутри окружности ∣𝑧∣ = ∣𝑒−2𝑒𝑖𝑥∣ = 𝑒−2 находится только од-
на особая точка 𝑧0 = 0, и это полюс первого порядка, поэтому
𝜋∫
0

ctg(𝑥+ 2𝑖)𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖 lim
𝑧→0

𝑧2 + 1

2𝑧(𝑧2 − 1)
𝑧 = 2𝜋𝑖

(
−1

2

)
= −𝜋𝑖. ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).
Вычислить интегралы:

1)

2𝜋∫
0

𝑑𝑥

2
√
2 sin𝑥+ 3

; 2)

2𝜋∫
0

cos 2𝑥

5− 4 cos𝑥
𝑑𝑥;

3)

3𝜋∫
𝜋

sin2 𝑥

2 + cos𝑥
𝑑𝑥; 4)

𝜋∫
0

tg(𝑥+ 𝑖)𝑑𝑥.

Ответы:
1) 2𝜋; 2)

𝜋

6
; 3) 2𝜋(2−√

3); 4) 𝜋𝑖.



320 Занятие 14

§ 14.2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ, СОДЕРЖАЩИХ
ПОКАЗАТЕЛЬНУЮ ФУНКЦИЮ

Арифметические свойства функций 𝑒𝑧, sin 𝑧, ch 𝑧, ... иногда
позволяют вычислять интегралы с помощью прямоугольного
контура.
В качестве иллюстрации рассмотрим простой интеграл. Он

легко находится классическими методами, но в данном случае
вычислим его с помощью вычетов.

ПРИМЕР 14.3. Вычислить интеграл

+∞∫
−∞

𝑑𝑥

ch𝑥
.

⊲ Пусть 𝑅 — достаточно большое положительное число.
В качестве контура 𝛤 возьмем границу прямоугольной обла-
сти 𝐷 на комплексной плоскости, которая задается неравен-
ствами −𝑅 ⩽ Re 𝑧 ⩽ 𝑅, 0 ⩽ Im 𝑧 ⩽ 𝜋 (рис. 14.1).

Рис. 14.1

Функция 𝑓(𝑧) =
1

ch 𝑧
имеет в области 𝐷 один простой по-

люс 𝑧0 =
𝜋𝑖

2
. По соответствующей формуле находим вычет

(см. занятие № 12)

res
𝑧=𝑧0

𝑓(𝑧) =
1

(ch 𝑧)′
∣∣∣∣
𝑧=𝑧0

=
1

sh
𝜋𝑖

2

= −𝑖.

По теореме Коши о вычетах получим, что
∫
𝛤

𝑑𝑧

ch 𝑧
= −2𝜋𝑖 ⋅ 𝑖 =

= 2𝜋 и не изменяется при 𝑅 → ∞. Рассмотрим интегралы по
каждому из четырех отрезков, образующих контур 𝛤 .
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На отрезке 𝐴𝐵: 𝑧 = 𝑥 и поэтому

𝐵∫
𝐴

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

𝑅∫
−𝑅

𝑑𝑥

ch𝑥
.

На отрезке 𝐶𝐷: 𝑧 = 𝑥+𝜋𝑖, 𝑥 изменяется от 𝑅 до −𝑅, 𝑑𝑧 = 𝑑𝑥,
ch(𝑥+ 𝜋𝑖) = − ch𝑥, и поэтому

𝐷∫
𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

−𝑅∫
𝑅

𝑑(𝑥+ 𝜋𝑖)

ch(𝑥+ 𝜋𝑖)
= −

−𝑅∫
𝑅

𝑑𝑥

ch𝑥
=

𝑅∫
−𝑅

𝑑𝑥

ch𝑥
.

На отрезках 𝐷𝐴 и 𝐵𝐶: 𝑧 = ±𝑅 + 𝑖𝑦, где 𝑦 изменяется от 0
до 𝜋, поэтому∣∣∣∣ 1

ch 𝑧

∣∣∣∣ = 2

∣𝑒𝑅+𝑖𝑦 + 𝑒−𝑅−𝑖𝑦∣ ⩽
2

∣𝑒𝑅+𝑖𝑦∣ − ∣𝑒−𝑅−𝑖𝑦∣ =

=
2

𝑒𝑅 − 𝑒−𝑅 <
4

𝑒𝑅
.

Отсюда ∣∣∣∣∣∣
𝐴∫
𝐷

𝑓(𝑧)𝑑𝑧

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

−𝑅∫
−𝑅+𝜋𝑖

𝑑𝑧

ch 𝑧

∣∣∣∣∣∣ < 4𝜋

𝑒𝑅
,

аналогично, ∣∣∣∣∣∣
𝐶∫
𝐵

𝑑𝑧

ch 𝑧

∣∣∣∣∣∣ < 4𝜋

𝑒𝑅
.

Таким образом, из равенства

∫
𝛤

𝑑𝑧

ch 𝑧
=

𝐵∫
𝐴

+

𝐶∫
𝐵

+

𝐷∫
𝐶

+

𝐴∫
𝐷

получим

2𝜋 = 2

𝑅∫
−𝑅

𝑑𝑧

ch 𝑧
+ 𝐽1(𝑅) + 𝐽2(𝑅),
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где 𝐽1(𝑅) =
∫ 𝐴

𝐷

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 и 𝐽2(𝑅) =
∫ 𝐶

𝐵

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 стремятся к ну-

лю при 𝑅→∞. Устремим 𝑅 в +∞, в пределе получим
+∞∫

−∞

𝑑𝑧

ch𝑥
= 𝜋. ⊳

Интеграл удалось вычислить именно потому, что 𝐽1(𝑅) +
+𝐽2(𝑅) стремится к нулю, а интегралы по отрезкам 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷
стремятся к искомому интегралу.

ПРИМЕР 14.4. Вычислить интеграл

+∞∫
−∞

𝑥2

ch𝑥
𝑑𝑥.

⊲ Вычисления производим по такой же схеме, что и в
примере 14.3, с тем же контуром 𝛤 (рис. 14.1). Функция

𝑓(𝑧) =
𝑧2

ch 𝑧
так же, как и функция

1

ch 𝑧
, имеет внутри конту-

ра единственную особую точку 𝑧0 =
𝜋𝑖

2
, и это простой полюс.

Поэтому

res
𝑧=𝑧0

𝑓(𝑧) =
𝑧2

(ch 𝑧)′
∣∣∣∣
𝑧=𝑧0

=

(
𝜋𝑖

2

)2
1

𝑖
=
𝜋2

4
𝑖

и ∫
𝛤

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = −𝜋
3

2
.

Рассмотрим каждый из интегралов по четырем отрезкам
(см. пример 14.3):

𝐵∫
𝐴

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

𝑅∫
−𝑅

𝑥2

ch𝑥
𝑑𝑥;

𝐷∫
𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

𝑅∫
−𝑅

(𝑥+ 𝜋𝑖)2

ch(𝑥+ 𝜋𝑖)
𝑑(𝑥+ 𝜋𝑖) =

−𝑅∫
𝑅

𝑥2 + 2𝜋𝑖𝑥− 𝜋2
− ch𝑥

𝑑𝑥 =
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=

𝑅∫
−𝑅

𝑥2

ch𝑥
𝑑𝑥+ 2𝜋𝑖

𝑅∫
−𝑅

𝑥

ch𝑥
𝑑𝑥− 𝜋2

𝑅∫
−𝑅

𝑑𝑥

ch𝑥
=

=

𝑅∫
−𝑅

𝑥2

ch𝑥
𝑑𝑥+ 0− 𝜋2

𝑅∫
−𝑅

𝑑𝑥

ch𝑥

(второй интеграл равен нулю, так как
𝑥

ch𝑥
— нечетная функ-

ция); ∣∣∣∣∣∣
𝐴∫
𝐷

𝑓(𝑧)𝑑𝑧

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

−𝑅∫
−𝑅+𝜋𝑖

𝑧2

ch 𝑧
𝑑𝑧

∣∣∣∣∣∣ < 𝑅
2 + 𝜋2

𝑒𝑅
⋅ 4𝜋

стремится к нулю при 𝑅 → +∞; аналогично ведет себя
𝐶∫
𝐵

𝑓(𝑧)𝑑𝑧. Переходя к пределу при 𝑅→ +∞, получим

−𝜋
3

2
= 2

+∞∫
−∞

𝑥2

ch𝑥
𝑑𝑥− 𝜋2 ⋅ 𝜋

(см. пример 14.3). Отсюда

+∞∫
−∞

𝑥2

ch𝑥
𝑑𝑥 =

𝜋3

4
. ⊳

Замечание. Подобным образом можно последовательно

вычислить интегралы

+∞∫
−∞

𝑥𝑘

ch𝑥
𝑑𝑥 при любом натуральном 𝑘.

ПРИМЕР 14.5. Вычислить интеграл

+∞∫
−∞

𝑒𝑎𝑥

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥 при 𝑎 ∈

∈ (0, 1).
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Рис. 14.2

⊲ Пусть 𝑓(𝑧) =
𝑒𝑎𝑧

1 + 𝑒𝑧
, а 𝛤 — граница прямоугольной

области, заданной неравенствами −𝑅 ⩽ Re 𝑧 ⩽ 𝑅, 0 ⩽ Im 𝑧 ⩽
⩽ 2𝜋 (рис. 14.2).
Внутри контура лежит единственная особая точка — про-

стой полюс 𝑧0 = 𝜋𝑖.

res
𝑧=𝑧0

𝑓(𝑧) =
𝑒𝑎𝑧0

𝑒𝑧0
=
𝑒𝜋𝑎𝑖

𝑒𝜋𝑖
= −𝑒𝜋𝑎𝑖,

поэтому

∫
𝛤

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

𝐵∫
𝐴

+

𝐶∫
𝐵

+

𝐷∫
𝐶

+

𝐴∫
𝐷

= −2𝜋𝑒𝜋𝑎𝑖𝑖.

Рассмотрим каждый из четырех интегралов по отрезкам.

𝐵∫
𝐴

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

𝑅∫
−𝑅

𝑒𝑎𝑥

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥, так как 𝑧 = 𝑥 на отрезке 𝐴𝐵;

𝐷∫
𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

−𝑅∫
𝑅

𝑒𝑎(𝑥+2𝜋𝑖)

1 + 𝑒(𝑥+2𝜋𝑖)
𝑑𝑥 = 𝑒2𝜋𝑎𝑖

−𝑅∫
𝑅

𝑒𝑎𝑥

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥 =

= −𝑒2𝜋𝑎𝑖
𝑅∫

−𝑅

𝑒𝑎𝑥

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥.

На отрезках 𝐷𝐴 и 𝐵𝐶 𝑧 = ∓𝑅 + 𝑖𝑦, 𝑅 — велико, 𝑦 ∈
∈ [0, 2𝜋), поэтому на отрезке 𝐷𝐴
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∣𝑒𝑧∣ = ∣𝑒−𝑅+𝑖𝑦∣ = 𝑒−𝑅, ∣𝑒𝑎𝑧∣ = 𝑒−𝑎𝑅,

∣𝑓(𝑧)∣ = 𝑒−𝑎𝑅

∣1 + 𝑒−𝑅+𝑖𝑦∣ ⩽
𝑒−𝑎𝑅

∣1∣ − ∣𝑒−𝑅+𝑖𝑦∣ =
𝑒−𝑎𝑅

1− 𝑒−𝑅 = 𝛾1(𝑅),∣∣∣∣∣∣
𝐴∫
𝐷

𝑒𝑎𝑧

1 + 𝑒𝑧
𝑑𝑧

∣∣∣∣∣∣ < 𝛾1(𝑅) ⋅ 2𝜋, при 𝑅→ +∞ и 𝑎 ∈ (0, 1).

На отрезке 𝐵𝐶: 𝑧 = 𝑅+ 𝑖𝑦

∣𝑒𝑎𝑧∣ = 𝑒𝑎𝑅, ∣1 + 𝑒𝑧∣ ⩾ ∣𝑒𝑅+𝑖𝑦∣ − 1 = 𝑒𝑅 − 1,

∣𝑓(𝑧)∣ = 𝑒𝑎𝑅

∣1 + 𝑒𝑧∣ ⩽
𝑒𝑎𝑅

𝑒𝑅 − 1
=
𝑒−(1−𝑎)𝑅

1− 𝑒−𝑅 = 𝛾2(𝑅).

Отсюда∣∣∣∣∣∣
𝐶∫
𝐵

𝑓(𝑧)𝑑𝑧

∣∣∣∣∣∣ < 𝛾2(𝑅) ⋅ 2𝜋 → 0 при 𝑅→ +∞ и 𝑎 ∈ (0, 1).

Таким образом,∣∣∣∣∣∣
𝐶∫
𝐵

+

𝐴∫
𝐷

∣∣∣∣∣∣ ⩽ [𝛾1(𝑅) + 𝛾2(𝑅)] ⋅ 2𝜋 → 0 при 𝑅→ +∞.

𝐵∫
𝐴

+

𝐷∫
𝐶

=

𝑅∫
−𝑅

𝑒𝑎𝑥

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥− 𝑒2𝜋𝑎𝑖

𝑅∫
−𝑅

𝑒𝑎𝑥

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥 =

∫
𝛤

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 −
𝐶∫
𝐵

−
𝐴∫
𝐷

,

т. е.

(1− 𝑒2𝜋𝑎𝑖)
𝑅∫

−𝑅

𝑒𝑎𝑥

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥 = −2𝜋𝑖𝑒𝜋𝑎𝑖 −

⎛
⎝ 𝐶∫
𝐵

+

𝐴∫
𝐷

⎞
⎠ .

При 𝑅→ +∞ в пределе получим
+∞∫

−∞

𝑒𝑎𝑥

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥 = lim

𝑅→∞

𝑅∫
−𝑅

𝑒𝑎𝑥

1 + 𝑒𝑥
𝑑𝑥 =

𝑒𝜋𝑎𝑖 ⋅ 2𝜋𝑖
𝑒2𝜋𝑎𝑖 − 1

=

=
2𝜋𝑖

𝑒𝜋𝑎𝑖 − 𝑒−𝜋𝑎𝑖 =
𝜋

sin(𝜋𝑎)
. ⊳
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ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

Вычислить интегралы:

1)

+∞∫
−∞

𝑥4

ch𝑥
𝑑𝑥;

2)

+∞∫
−∞

𝑒𝑎𝑥 − 𝑒𝑏𝑥
1 + 𝑒𝑥

𝑑𝑥 при 𝑎 ∈ (0, 1), 𝑏 ∈ (0, 1);

3)

+∞∫
−∞

𝑒𝑎𝑥

(𝑒𝑥 + 1)(𝑒𝑥 + 2)
𝑑𝑥 при 0 < 𝑎 < 2.

Ответы:

1)
5𝜋5

16
;

2) 𝜋
(

1

sin(𝑎𝜋)
− 1

sin(𝑏𝜋)

)
;

3)
𝜋(2− 2𝑎)

2 sin(𝜋𝑎)
при 𝑎 ∈ (0, 1) ∪ (1, 2) и ln 2 при 𝑎 = 1.

§ 14.3. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ
ОТ ДРОБНО-РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

Пусть 𝑃𝑚(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥) — многочлены, соответственно, сте-
пени 𝑚 и 𝑛. Если 𝑛 −𝑚 ⩾ 2 и 𝑄𝑛(𝑥) ∕= 0 на действительной
оси 𝑂𝑥, то

+∞∫
−∞

𝑃𝑚(𝑥)

𝑄𝑛(𝑥)
𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖

∑
Jm 𝑧𝑘>0

res
𝑧𝑘

𝑃𝑚(𝑧)

𝑄𝑛(𝑧)

(суммирование ведется по всем корням многочлена 𝑄𝑛(𝑧), ле-
жащим в верхней полуплоскости Jm 𝑧 > 0). В правой части
этой формулы можно взять и сумму вычетов во всех особых
точках нижней полуплоскости Jm 𝑧 < 0, но со знаком минус.
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ПРИМЕР 14.6. Вычислить интеграл

+∞∫
−∞

𝑥+ 1

(𝑥2 − 2𝑥+ 2)2
𝑑𝑥.

⊲ 𝑓(𝑧) =
𝑧 + 1

(𝑧2 − 2𝑧 + 2)2
=

𝑧 + 1

(𝑧 − 𝑧1)2(𝑧 − 𝑧2)2 , 𝑧1 = 1 + 𝑖,

𝑧2 = 1 − 𝑖. Особая точка 𝑧1 — это полюс второго порядка,
только она лежит в верхней полуплоскости. По соответствую-
щей формуле (см. занятие № 12) находим

res
𝑧1
𝑓(𝑧) = lim

𝑧→𝑧1
[𝑓(𝑧) ⋅ (𝑧 − 𝑧1)2]′ =

(
𝑧 + 1

(𝑧 − 𝑧2)2
)′∣∣∣∣∣

𝑧=𝑧1

=

=
−(𝑧 + 𝑧2 + 2)

(𝑧 − 𝑧2)3
∣∣∣∣
𝑧=𝑧1

=
1

2𝑖
.

Отсюда
+∞∫

−∞

𝑥+ 1

(𝑥2 − 2𝑥+ 2)2
𝑑𝑥 = 𝜋. ⊳

В случае, когда
𝑃𝑚(𝑥)

𝑄𝑛(𝑥)
𝑑𝑥 является четной функцией (т. е.

многочлены 𝑃𝑚(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥) содержат только четные степе-
ни 𝑥), изложенный выше метод применим и для вычисления
интегралов по полуоси.
Для четной функции

+∞∫
0

𝑃𝑚(𝑥)

𝑄𝑛(𝑥)
𝑑𝑥 =

0∫
−∞

𝑃𝑚(𝑥)

𝑄𝑛(𝑥)
𝑑𝑥 =

=
1

2

+∞∫
−∞

𝑃𝑚(𝑥)

𝑄𝑛(𝑥)
𝑑𝑥 = 𝜋𝑖

∑
Jm 𝑧𝑘>0

res
𝑧𝑘

𝑃𝑚(𝑧)

𝑄𝑛(𝑧)
.

ПРИМЕР 14.7. Вычислить интеграл

+∞∫
0

𝑑𝑥

(4 + 𝑥2)4
.
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⊲ Функция 𝑓(𝑧) =
1

(4 + 𝑥2)4
=

1

(𝑧 + 2𝑖)4(𝑧 − 2𝑖)4
имеет в

верхней полуплоскости единственную особую точку 𝑧1 = 2𝑖 —
полюс четвертого порядка.

res
𝑧1=2𝑖

𝑓(𝑧) = lim
𝑧→2𝑖

1

3!

(
1

(𝑧 + 2𝑖)4

)′′′
=

=
(−4)(−5)(−6)

6
(2𝑖+ 2𝑖)−7 =

−5𝑖
46
.

Функция 𝑓(𝑧) — четная, поэтому

+∞∫
0

𝑑𝑥

(4 + 𝑥2)4
=

1

2

+∞∫
−∞

𝑑𝑥

(4 + 𝑥2)4
=

2𝜋𝑖

2

(−5𝑖
46

)
=

5𝜋

46
. ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

Вычислить интегралы:

1)

+∞∫
−∞

𝑑𝑥

(𝑥2 + 4𝑥+ 8)2
; 2)

+∞∫
0

𝑥2 + 1

𝑥4 + 1
𝑑𝑥;

3)

+∞∫
−∞

1

𝑥6 + 1
𝑑𝑥; 4)

0∫
−∞

1

1 + 𝑥2𝑛
𝑑𝑥.

Ответы:

1)
𝜋

16
; 2)

𝜋
√
2

2
; 3)

2𝜋

3
; 4)

𝜋

2𝑛 sin
𝜋

2𝑛

.

§ 14.4. ЛЕММА ЖОРДАНА И ЕЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ
ПРИ ВЫЧИСЛЕНИИ ИНТЕГРАЛОВ

Пусть 𝐶𝑅 — дуга окружности ∣𝑧∣ = 𝑅, лежащая в обла-
сти 𝐷, заданной системой неравенств{ ∣𝑧∣ > 𝑅0,

Im 𝑧 > 𝑎
(рис. 14.3)
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Рис. 14.3 Рис. 14.4

либо (второй вариант){ ∣𝑧∣ > 𝑅0,
0 ⩽ 𝛼 < arg 𝑧 < 𝛽 ⩽ 𝜋 (рис. 14.4).

Пусть 𝑓(𝑧) непрерывна в 𝐷 и 𝑀(𝑅) = max
𝐶𝑅

∣𝑓(𝑧)∣ → 0 при

𝑅→ +∞. В этих условиях для любого действительного 𝜆 > 0

lim
𝑅→+∞

∫
𝐶𝑅

𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝜆𝑧𝑑𝑧 = 0.

Этот факт и называется леммой Жордана.
С помощью леммы можно находить некоторые интегралы,

которые не поддаются вычислению классическими методами.

§ 14.5. ИНТЕГРАЛЫ ВИДА

+∞∫
−∞

𝑭 (𝒙) cos(𝝀𝒛)𝒅𝒙

И

+∞∫
−∞

𝑭 (𝒙) sin(𝝀𝒛)𝒅𝒙

Пусть 𝜆 > 0, а 𝑓(𝑥) =
𝑃𝑚(𝑥)

𝑄𝑛(𝑥)
— дробно-рациональная

функция, для которой 𝑛 > 𝑚 и 𝑄𝑛(𝑥) не имеет действитель-
ных корней. Очевидно, что для таких 𝑓(𝑧) лемма Жордана
выполнена. Если подынтегральная функция четная, то мож-
но вычислить интеграл по полуоси [0,+∞) или (−∞, 0] как
половину интеграла по всей оси.
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Пусть 𝛤 — замкнутый контур, состоящий из отрезка
[−𝑅,𝑅] на действительной оси и полуокружности 𝐶𝑅, ле-
жащей в верхней полуплоскости Im 𝑧 > 0 и соединяющей
концы отрезка [−𝑅,𝑅] (рис. 14.5).

Рис. 14.5

Функция 𝑓(𝑧) имеет конечное число особых точек в верх-
ней полуплоскости.
Пусть 𝑅 настолько велико, что все они лежат внутри кон-

тура 𝛤 . Тогда ∫
𝛤

𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝜆𝑧𝑑𝑧 =

𝑅∫
−𝑅
𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥+

+

∫
𝐶𝑅

𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝜆𝑧𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖
∑

Im 𝑧𝑘>0

res
𝑧𝑘

(
𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝜆𝑧

)
.

Суммирование вычетов идет по всем особым точкам функ-
ции 𝑓(𝑧), лежащим в верхней полуплоскости. Переходя к
пределу при 𝑅 → +∞ и учитывая, что по лемме Жорда-

на
∫
𝐶𝑅

𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝜆𝑧𝑑𝑧 → 0, получим

𝐽0 =

+∞∫
−∞

𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖
∑

Im 𝑧𝑘>0

res
𝑧𝑘

(
𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝜆𝑧

)
.

Отсюда
+∞∫

−∞
𝑓(𝑥) cos(𝜆𝑥)𝑑𝑥 = Re 𝐽0;

+∞∫
−∞

𝑓(𝑥) sin(𝜆𝑥)𝑑𝑥 = Im 𝐽0.
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ПРИМЕР 14.8. Вычислить интеграл

+∞∫
0

cos𝑥

𝑥4 + 4
𝑑𝑥.

⊲ Функция
cos𝑥

𝑥4 + 4
— четная, поэтому

𝐽 =
1

2

+∞∫
−∞

cos𝑥

𝑥4 + 4
𝑑𝑥 =

=
1

2
Re

[
2𝜋𝑖

(
res
𝑧1
(𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑧) + res

𝑧2
(𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑧)

)]
,

где 𝑓(𝑧) =
1

𝑥4 + 4
, 𝑧1 = 1+ 𝑖 и 𝑧2 = −1+ 𝑖 — простые полюсы

функции 𝑓(𝑧). Эти особые точки лежат в верхней полуплос-
кости, две остальные ±1 − 𝑖 — в нижней. Функцию 𝑓(𝑧) ⋅ 𝑒𝑖𝑧
представляем в виде

ℎ(𝑧)

𝑔(𝑧)
=

𝑒𝑖𝑧

𝑥4 + 4
и находим вычеты:

res
𝑧1
(𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑧) =

ℎ(𝑧1)

𝑔′(𝑧1)
=

𝑒𝑖(1+𝑖)

4(1 + 𝑖)3
= −𝑒

−1+𝑖(1 + 𝑖)

16
,

res
𝑧2
(𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑧) =

𝑒𝑖(−1+𝑖)

4(−1 + 𝑖)3 = −𝑒
−1−𝑖(−1 + 𝑖)

16
.

Отсюда

𝐽 =
1

2
Re

[
2𝜋𝑖

(
−𝑒

𝑖(1 + 𝑖) + 𝑒−𝑖(−1 + 𝑖)
16𝑒

)]
=

=
𝜋

8𝑒
(cos 1 + sin 1). ⊳

Некоторое усложнение контура позволяет иногда вычис-
лять интегралы и от таких функций, которые имеют особые
точки и на действительной оси.

ПРИМЕР 14.9. Вычислить интеграл

+∞∫
0

sin𝑥

𝑥
𝑑𝑥.
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⊲ 𝐽 =

+∞∫
0

sin𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

1

2

+∞∫
−∞

sin𝑥

𝑥
𝑑𝑥, так как

sin𝑥

𝑥
— четная

функция, поэтому

𝐽 =
1

2
Im

+∞∫
−∞

𝑒𝑖𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

1

2
Im lim

𝑅→+∞
𝑟→0+0

⎛
⎝ −𝑟∫
−𝑅

𝑒𝑖𝑧

𝑧
𝑑𝑧 +

𝑅∫
𝑟

𝑒𝑖𝑧

𝑧
𝑑𝑧

⎞
⎠ .

Возьмем контур 𝛤 , состоящий из двух отрезков [−𝑅,−𝑟],
[𝑟,𝑅] и двух полуокружностей 𝐶𝑅, 𝑐𝑟, соединяющих точки
−𝑅, 𝑅 и −𝑟, 𝑟 соответственно (рис. 14.6).

Рис. 14.6

По теореме Коши о вычетах
−𝑟∫

−𝑅

𝑒𝑖𝑧

𝑧
𝑑𝑧 +

𝑅∫
𝑟

𝑒𝑖𝑧

𝑧
𝑑𝑧 +

∫
𝑐𝑟

𝑒𝑖𝑧

𝑧
𝑑𝑧 +

∫
𝐶𝑅

𝑒𝑖𝑧

𝑧
𝑑𝑧 = 0.

Последний интеграл при 𝑅 → ∞ стремится к нулю (по
лемме Жордана), поэтому вычисление искомого интеграла

сводится к вычислению lim
𝑟→0

∫
𝑐𝑟

𝑒𝑖𝑧

𝑧
𝑑𝑧. Функция 𝑓(𝑧) =

𝑒𝑖𝑧

𝑧
раз-

лагается в ряд

𝑓(𝑧) =
1

𝑧

(
1 + 𝑖𝑧 +

(𝑖𝑧)2

2!
+

(𝑖𝑧)3

3!
+ ...

)
=

1

𝑧
+ ℎ(𝑧),

где ℎ(𝑧) является суммой сходящегося (при всех 𝑧) степенного
ряда. Поэтому ℎ(𝑧) аналитична на всей плоскости. В частно-
сти, ℎ(𝑧) непрерывна в точке 𝑧 = 0 и, следовательно, ограни-
чена в окрестности точки 𝑧 = 0, т. е. существует константа 𝑀,
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такая что ∣ℎ(𝑧)∣ < 𝑀 для всех 𝑧 из окрестности точки 𝑧 = 0.
Отсюда следует, что∣∣∣∣∣∣

∫
𝑐𝑟

ℎ(𝑧)𝑑𝑧

∣∣∣∣∣∣ < 𝑀 ⋅ 𝜋𝑟 → 0, при 𝑟 → 0;

∫
𝑐𝑟

𝑑𝑧

𝑧
=

0∫
𝜋

𝑑(𝑟𝑒𝑖𝜑)

𝑟𝑒𝑖𝜑
=

0∫
𝜋

𝑟𝑖𝑒𝑖𝜑

𝑟𝑒𝑖𝜑
𝑑𝜑 = −𝜋𝑖.

Таким образом,

lim
𝑟→0

∫
𝑐𝑟

𝑒𝑖𝑧

𝑧
𝑑𝑧 = lim

𝑟→0

⎡
⎣ ∫
𝑐𝑟

𝑑𝑧

𝑧
𝑑𝑧 +

∫
𝑐𝑟

ℎ(𝑧)𝑑𝑧

⎤
⎦ = −𝜋𝑖;

+∞∫
0

sin𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

1

2
Im lim

𝑅→+∞
𝑟→0+0

⎛
⎝ −𝑟∫

−𝑅

𝑒𝑖𝑧

𝑧
𝑑𝑧 +

𝑅∫
𝑟

𝑒𝑖𝑧

𝑧
𝑑𝑧

⎞
⎠ =

=
1

2
Im lim

𝑅→+∞
𝑟→0+0

⎛
⎝− ∫

𝑐𝑟

𝑒𝑖𝑧

𝑧
𝑑𝑧 −

∫
𝐶𝑅

𝑒𝑖𝑧

𝑧
𝑑𝑧

⎞
⎠ =

=
1

2
Im (𝜋𝑖+ 0 + 0) =

𝜋

2
. ⊳

ПРИМЕР 14.10. Вычислить интегралы Френеля

𝐽1 =

+∞∫
0

cos𝑥2𝑑𝑥, 𝐽2 =

+∞∫
0

sin𝑥2𝑑𝑥.

⊲ Задача сводится к вычислению интеграла

+∞∫
0

𝑒𝑖𝑥
2

𝑑𝑥 = 𝐽1 + 𝑖𝐽2.

Пусть 𝛤 — контур, который является границей области,
заданной неравенствами ∣𝑧∣ < 𝑅, 0 ⩽ arg 𝑧 ⩽ 𝜋/4 (рис. 14.7).



334 Занятие 14

Рис. 14.7

Функция 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝑧
2

аналитична внутри контура, поэтому∫
𝑂𝐴

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 +

∫
𝐶𝑅

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 +

∫
𝐵𝑂

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0.

В интеграле
∫
𝐶𝑅

𝑒𝑖𝑧
2

𝑑𝑧 проведем замену переменной 𝑧2= 𝜉,

𝑧=
√
𝜉, 𝑑𝑧 =

𝑑𝜉

2
√
𝜉
, получим∫
𝐶𝑅

𝑒𝑖𝑧
2

𝑑𝑧 =

∫
𝐿𝑅

1

2
√
𝜉
𝑒𝑖𝜉 𝑑𝜉,

где 𝐿𝑅 — дуга окружности радиусом 𝑅2, лежащая в первой
четверти, т. е. в секторе

0 ⩽ arg 𝜉 ⩽ 𝜋

2
.

Пусть 𝑅 → +∞, тогда
∣∣∣∣ 1

2
√
𝜉

∣∣∣∣ = 1

2𝑅
→ 0 и к интегралу по

𝐿𝑅 применим второй вариант леммы Жордана. Поэтому

lim
𝑅→∞

∫
𝐶𝑅

𝑒𝑖𝑧
2

𝑑𝑧 = lim
𝑅→∞

∫
𝐿𝑅

1

2
√
𝜉
𝑒𝑖𝜉 𝑑𝜉 = 0.

На отрезке 𝐵𝑂: 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜋/4, 𝑧2 = 𝑟2𝑒𝑖𝜋/2 = 𝑖𝑟2, 𝑑𝑧 =
= 𝑒𝑖𝜋/4𝑑𝑟:∫

𝐵𝑂

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 =

0∫
𝑅

𝑒𝑖(𝑖𝑟
2)𝑒𝑖𝜋/4𝑑𝑟 = −𝑒𝑖𝜋/4

𝑅∫
0

𝑒−𝑟
2

𝑑𝑟.
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В равенстве

∫
𝑂𝐴

𝑒𝑖𝑧
2

𝑑𝑧 =

𝑅∫
0

𝑒𝑖𝑥
2

𝑑𝑥 = 0−
∫
𝐶𝑅

𝑒𝑖𝑧
2

𝑑𝑧 −
∫
𝐵𝑂

𝑒𝑖𝑧
2

𝑑𝑧

перейдем к пределу при 𝑅→∞, получим
∞∫
0

𝑒𝑖𝑥
2

𝑑𝑥 = 0− 0 + 𝑒𝑖𝜋/4
∞∫
0

𝑒−𝑟
2

𝑑𝑟.

Интеграл

∞∫
0

𝑒−𝑟
2

𝑑𝑟 хорошо известен в математике, в част-

ности, известно его значение

∞∫
0

𝑒−𝑟
2

𝑑𝑟 =

√
𝜋

2
. Таким образом,

∞∫
0

𝑒𝑖𝑥
2

𝑑𝑥 = 𝑒𝑖𝜋/4
√
𝜋

2
,

отсюда

𝐽1 = Re

∞∫
0

𝑒𝑖𝑥
2

𝑑𝑥 =

√
𝜋

2
√
2
, 𝐽2 = Im

∞∫
0

𝑒𝑖𝑥
2

𝑑𝑥 =

√
𝜋

2
√
2
. ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

Вычислить интегралы:

1)

+∞∫
−∞

𝑥 sin𝑥

𝑥2 + 4𝑥+ 8
𝑑𝑥; 2)

+∞∫
0

cos 4𝑥

𝑥2 + 9
𝑑𝑥;

3)

0∫
−∞

𝑥 sin 3𝑥

𝑥2 − 2𝑥+ 10
𝑑𝑥; 4)

+∞∫
−∞

𝑥 cos𝑥

𝑥2 + 16
𝑑𝑥;
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5)

+∞∫
0

sin 2𝑥

𝑥(𝑥2 + 1)
𝑑𝑥; 6)

+∞∫
−∞

cos 2𝑥− 1

𝑥2
𝑑𝑥.

Ответы:
1) 𝜋𝑒−2(cos 2 + sin 2); 2)

𝜋

6𝑒12
;

3)
𝜋

6𝑒9
(sin 3 + 3 cos 3);

4) 0; 5) 𝜋
(
1− 1

2𝑒2

)
; 6) −2𝜋.



Занятие 15

ЛОГАРИФМИЧЕСКИЙ ВЫЧЕТ.
ПРИНЦИП АРГУМЕНТА.

ТЕОРЕМА РУШЕ

§ 15.1. ЛОГАРИФМИЧЕСКИЙ
ВЫЧЕТ

Логарифмической производной функции 𝑓(𝑧) называется
функция

𝜑(𝑧) = [Ln 𝑓(𝑧)]′ =
𝑓 ′(𝑧)
𝑓(𝑧)

.

Особые точки логарифмической производной — это нули и
особые точки функции 𝑓(𝑧).
Пусть 𝑧0 — особая точка для 𝜑(𝑧). Логарифмическим вы-

четом функции 𝑓(𝑧) в точке 𝑧0 называется вычет функции
𝜑(𝑧) в точке 𝑧0.
Если 𝑧0 — нуль порядка 𝑛 для 𝑓(𝑧), то логарифмический

вычет в этой точке равен 𝑛.
Если 𝑧0 — полюс порядка 𝑚 для 𝑓(𝑧), то логарифмический

вычет в этой точке равен −𝑚.
ПРИМЕР 15.1. Найти логарифмические вычеты функции

𝑓(𝑧) = tg2 𝑧.

⊲ Особыми точками функции

𝜑(𝑧) =
(tg2 𝑧)′

tg2 𝑧
=

2 tg 𝑧

tg2 𝑧 ⋅ cos2 𝑧 =
4

sin 2𝑧

являются точки 𝑧𝑘 =
𝜋

2
𝑘, 𝑘 = 0,±1,±2, ... . При 𝑘 четном,

т. е. 𝑘 = 2𝑚, получим 𝑧2𝑚 = 𝑚𝜋. Это нули второго поряд-
ка для 𝑓(𝑧) и, как указано выше, логарифмический вычет
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в этих точках должен быть равен 2. При 𝑘 = 2𝑚 + 1 полу-

чим 𝑧𝑘 =
2𝑚+ 1

2
𝜋. Эти точки — полюса второго порядка для

𝑓(𝑧) и, следовательно, в этих точках логарифмический вычет
должен быть равен −2. Проверим это, то есть вычислим выче-
ты функции 𝜑(𝑧) в точках 𝑧𝑘. Для 𝜑(𝑧) эти точки — полюсы
первого порядка, поэтому

res
𝑧𝑘
𝜑(𝑧) =

4

(sin 2𝑧)′

∣∣∣∣
𝑧=𝑧𝑘

=
4

2 cos 2𝑧𝑘
=

2

cos𝜋𝑘
= (−1)𝑘 ⋅ 2. ⊳

§ 15.2. ПРИНЦИП АРГУМЕНТА

Пусть в области 𝐷 функция 𝑓(𝑧) имеет не более чем ко-
нечное число особых точек, причем все эти точки являются
полюсами. Пусть 𝐷0 — область, лежащая в 𝐷, а 𝛤 — граница
области 𝐷0.
Если на самом контуре 𝛤 нет полюсов и нулей функции

𝑓(𝑧), то сумму логарифмических вычетов в нулях и полюсах
(лежащих в 𝐷0) можно записать так:

1

2𝜋𝑖

∫
𝛤

𝑓 ′(𝑧)
𝑓(𝑧)

𝑑𝑧 = 𝑁 − 𝑃,

где 𝑁 — сумма порядков всех нулей, лежащих внутри 𝐷0;
𝑃 — сумма порядков всех полюсов, лежащих в 𝐷0.
В частности, если все нули и полюса простые, то 𝑁 — это

число нулей, а 𝑃 — число полюсов. Если же 𝑓(𝑧) не имеет
особых точек внутри 𝐷0, то сумма логарифмических вычетов,
то есть

1

2𝜋𝑖

∫
𝛤

𝑓 ′(𝑧)
𝑓(𝑧)

𝑑𝑧,

просто равна числу корней уравнения 𝑓(𝑧) = 0 (с учетом крат-
ностей), находящихся внутри 𝐷0. Так будет, например, для
многочленов.
Пусть контур 𝛤 является границей односвязной области

𝐷0 и на самом контуре нет нулей и особых точек функции
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𝑤 = 𝑓(𝑧). При движении точки 𝑧 по замкнутому контуру 𝛤
точка 𝑤 = 𝑓(𝑧) (на плоскости 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣) описывает замкну-
тую кривую 𝐿, не проходящую через точку 𝑤 = 0 (рис. 15.1).

Рис. 15.1

Число оборотов, которое при этом совершит точка 𝑤 =
= 𝑓(𝑧) вокруг точки 𝑤 = 0, называется индексом контура 𝛤
и обозначается 𝐾𝛤 (𝑓). Обход контура 𝛤 всегда происходит в
положительном направлении, т. е. против часовой стрелки, а
число оборотов кривой 𝐿 берется со знаком плюс, если эти
обороты происходят в положительном направлении, и с ми-
нусом, если в обратном. При движении точки 𝑧 по дуге 𝐶
(рис. 15.1) от точки 𝑧0 к точке 𝑧1 вектор, соединяющий 𝑤 = 0
с точкой 𝑤 = 𝑓(𝑧), повернется на угол, равный приращению
аргумента значения функции 𝑓(𝑧), т. е. на угол

arg𝑤1 − arg𝑤0 = △𝐶Arg 𝑓(𝑧),
отсчитываемый в радианах. Таким образом,

𝐾𝛤 (𝑓) =
1

2𝜋
△𝛤Arg 𝑓(𝑧) = 1

2𝜋𝑖

∫
𝛤

𝑑 ln 𝑓(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫
𝛤

𝑓 ′(𝑧)
𝑓(𝑧)

𝑑𝑧,

так как ∫
𝛤

𝑑 ln 𝑓(𝑧) =

∫
𝛤

𝑑 ln ∣𝑓(𝑧)∣+ 𝑖
∫
𝛤

𝑑Arg 𝑓(𝑧) =

= 0 + 𝑖

∫
𝛤

𝑑Arg 𝑓(𝑧) = 𝑖△𝛤Arg 𝑓(𝑧).
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Принцип аргумента (геометрическая формулировка).
Индекс контура 𝛤 равен разности между числом нулей

и числом полюсов (с учетом их порядков), лежащих внутри
области 𝐷0:

𝐾𝛤 (𝑓) =
1

2𝜋
△𝛤Arg 𝑓(𝑧) = 1

2𝜋𝑖

∫
𝛤

𝑑 ln 𝑓(𝑧) =

=
1

2𝜋𝑖

∫
𝛤

𝑓 ′(𝑧)
𝑓(𝑧)

𝑑𝑧 = 𝑁 − 𝑃.

Для аналитической в 𝐷0 функции 𝑓(𝑧) получим, что число
оборотов, совершаемых точкой 𝑤 = 𝑓(𝑧) вокруг точки 𝑤 =
= 0 равно числу корней уравнения 𝑓(𝑧) = 0 (с учетом их
кратностей), лежащих внутри контура 𝛤 .

Замечание. Из Arg (𝑓1(𝑧) ⋅ 𝑓2(𝑧)) = Arg 𝑓1(𝑧) + Arg 𝑓2(𝑧)
следует важное свойство индекса:

𝐾𝛤 (𝑓1 ⋅ 𝑓2) = 𝐾𝛤 (𝑓1) +𝐾𝛤 (𝑓2).

ПРИМЕР 15.2. Найти индекс 𝐾𝛤 (𝑓) для функции 𝑓(𝑧) =
= 𝑧6 − 4𝑧4 на контурах:

а) ∣𝑧∣ = 1; б) ∣𝑧 − 2∣ = 1; в) ∣𝑧∣ = 100.

⊲ Функция 𝑓(𝑧) — аналитична, имеет нуль 𝑧0 = 0 четвертого
порядка и еще два простых нуля в точках 𝑧1 = 2 и 𝑧2 = −2.
Внутрь контура ∣𝑧∣ = 1 попадает только 𝑧0, поэтому индекс
этого контура равен 4. В контур ∣𝑧 − 2∣ = 1 попадают 𝑧0 и 𝑧1,
по принципу аргумента получается, что его индекс равен 4 +
+ 1 = 5. Аналогично, индекс контура ∣𝑧∣ = 100 равен 6. ⊳

ПРИМЕР 15.3. Найти 𝐾𝛤 (𝑓) для функции 𝑓(𝑧) = tg 𝑧 и
контура ∣𝑧∣ = 5.

⊲ Внутри контура находятся нули 𝑧1 = 0, 𝑧2 = 𝜋, 𝑧3 =

= −𝜋 и полюса 𝑧4 = 𝜋

2
, 𝑧5 = −𝜋

2
, 𝑧6 =

3𝜋

2
, 𝑧7 = −3𝜋

2
. Все

нули и полюса простые. Поэтому 𝐾𝛤 (𝑓) = 3− 4 = −1. ⊳



Логарифмический вычет. Принцип аргумента 341

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

Найти 𝐾𝛤 (𝑓) для следующих функций и контуров:

1) 𝑓(𝑧) =
𝑧 + 1

𝑧4 + 1
, 𝛤 : ∣𝑧∣ = 2;

2) 𝑓(𝑧) =
(1 + 𝑧2)3

1 + cos𝜋𝑧
, 𝛤 : ∣𝑧 − 1∣ = 3;

3) 𝑓(𝑧) =
sh 𝑧

(𝑒𝑧 + 1)2
, 𝛤 : ∣𝑧∣ = 10.

Ответы:

1) −3; 2) 0; 3) −1.

§ 15.3. ЗАДАЧА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЧИСЛА НУЛЕЙ
АНАЛИТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ.
ТЕОРЕМА РУШЕ

Пусть 𝑓(𝑧) аналитична в области 𝐷, контур 𝛤 — это гра-
ница некоторой области 𝐷0, лежащей в 𝐷, и 𝑓(𝑧) не имеет
нулей на самом контуре.
Принцип аргумента сводит задачу нахождения числа кор-

ней уравнения 𝑓(𝑧) = 0, находящихся внутри 𝐷0, к вычисле-
нию индекса контура 𝛤 :

𝑁 =
1

2𝜋
△𝛤Arg 𝑓(𝑧) = 1

2𝜋𝑖

∫
𝛤

𝑓 ′(𝑧)
𝑓(𝑧)

𝑑𝑧 = 𝐾𝛤 (𝑓).

Для нахождения индекса 𝐾𝛤 (𝑓) рисуем кривую 𝐿
(рис. 15.1). В сложных случаях это приходится делать по
точкам.

Замечание. Для функции 𝑓(𝑧) = 𝑧𝑛 и контура 𝛤 : ∣𝑧∣ =
= 𝑅 кривая 𝐿 — это окружность ∣𝑤∣ = 𝑅𝑛, проходимая в
положительном направлении 𝑛 раз. В этом случае 𝐾𝛤 (𝑓) = 𝑛.
Такой же индекс имеет контур 𝛤 для 𝑓(𝑧) = 𝑎𝑧𝑛, где 𝑎 —
любая константа отличная от нуля.

Иногда задачу нахождения индекса контура можно сильно
упростить с помощью теоремы Руше.
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Теорема Руше. Если на контуре 𝛤 функция 𝑓(𝑧) пред-
ставляется в виде

𝑓(𝑧) = 𝑔(𝑧) + ℎ(𝑧),

где 𝑔(𝑧) и ℎ(𝑧) аналитичны, ∣𝑔(𝑧)∣ > ∣ℎ(𝑧)∣ для всех 𝑧 ∈ 𝛤 и
𝑔(𝑧) ∕= 0 на контуре 𝛤 , то индексы контура 𝛤 для 𝑓(𝑧) и
𝑔(𝑧) совпадают:

𝐾𝛤 (𝑓) = 𝐾𝛤 (𝑔).

Это означает, что слагаемые ℎ(𝑧) можно отбросить и тем
самым упростить функцию 𝑓(𝑧).

ПРИМЕР 15.4. Найти число корней уравнения 4𝑧6−7𝑧5−
− 𝑧 + 1 = 0, лежащих в областях:
а) в единичном круге ∣𝑧∣ < 1;
б) в кольце 1 < ∣𝑧∣ < 2.
⊲ Обозначим 𝑓(𝑧) = 4𝑧6 − 7𝑧5 − 𝑧 + 1 = 0. На контуре

𝛤1 : ∣𝑧∣ = 1 представим функцию в виде 𝑓(𝑧) = 𝑔1(𝑧) + ℎ1(𝑧),
где 𝑔1(𝑧) = −7𝑧5, ℎ1(𝑧) = 4𝑧6 − 𝑧 + 1. При ∣𝑧∣ = 1 : ∣𝑔1(𝑧)∣ =
= ∣ − 7𝑧5∣ = 7, ∣ℎ1(𝑧)∣ ⩽ ∣4𝑧6∣+ ∣𝑧∣+ 1 = 6. Таким образом, на
контуре 𝛤1 ∣𝑔1(𝑧)∣ > ∣ℎ1(𝑧)∣ и по теореме Руше функция 𝑓(𝑧)
внутри единичного круга имеет (с учетом кратности) столько
же нулей, сколько функция 𝑔1(𝑧) = −7𝑧5, т. е. пять. На самой
окружности, в силу того же неравенства ∣𝑔1(𝑧)∣ = 7 > 6 ⩾
⩾ ∣ℎ1(𝑧)∣, функция 𝑓(𝑧) = 𝑔1(𝑧) + ℎ1(𝑧) корней не имеет.
Для 𝑧1, лежащих на контуре 𝛤2 : ∣𝑧∣ = 2, представим 𝑓(𝑧)

в виде 𝑓(𝑧) = 𝑔2(𝑧)+ℎ2(𝑧), где 𝑔2(𝑧) = 4𝑧6, ℎ2(𝑧) = −7𝑧5−𝑧+
+ 1. При ∣𝑧∣ = 2 выполняются неравенства: ∣𝑔2(𝑧)∣ = ∣4𝑧6∣ =
= 256 > ∣ℎ1(𝑧)∣ = ∣ − 7𝑧5 − 𝑧 + 1∣, так как ∣ℎ1(𝑧)∣ ⩽ ∣ − 7𝑧5∣+
+∣𝑧∣+1 = 224+2+1 = 227. По теореме Руше 𝑓(𝑧) в круге ∣𝑧∣ <
< 2 имеет столько же корней, сколько их у функции 𝑔2(𝑧) =
= 4𝑧6, т. е. шесть. На окружности ∣𝑧∣ = 2, в силу тех же
неравенств, корней нет.
Таким образом, в кольце 1 < ∣𝑧∣ < 2 лежит один корень, а

в круге ∣𝑧∣ < 1 — пять корней. ⊳
ПРИМЕР 15.5. Найти количество корней уравнения

𝑧7 + 5𝑧4 + 𝑧2 − 2 = 0,



Логарифмический вычет. Принцип аргумента 343

лежащих в кольце 1 < ∣𝑧∣ < 2.

⊲ Обозначим 𝑓(𝑧) = 𝑧7 + 5𝑧4 + 𝑧2 − 2. Отметим, что при
∣𝑧∣ = 1: ∣𝑓(𝑧)∣ = ∣𝑧7 + 5𝑧4 + 𝑧2 − 2∣ ⩾ ∣5𝑧4∣ − (∣𝑧7∣+ ∣𝑧2∣+ 2) =
= 5− 4 = 1. При ∣𝑧∣ = 2 : ∣𝑓(𝑧)∣ ⩾ ∣𝑧7∣ − (∣5𝑧4∣+ ∣𝑧2∣+ 2)27 −
− (5 ⋅24+4+2) > 0. Поэтому на окружностях ∣𝑧∣ = 1 и ∣𝑧∣ = 1
нет корней исходного уравнения.
Применим теорему Руше в круге ∣𝑧∣ < 1 к функции 𝑓(𝑧) =

= 𝑔1(𝑧) + ℎ1(𝑧), где 𝑔1(𝑧) = 5𝑧4, a ℎ1(𝑧) = 𝑧7 + 𝑧2 − 2. На
контуре 𝐶1 : ∣𝑧∣ = 1 выполняется ∣𝑔1(𝑧)∣ = 5 > 4 ⩾ ∣ℎ1(𝑧)∣, и по
теореме Руше число корней, лежащих внутри контура 𝐶1, для
уравнений 𝑓(𝑧) = 0 и 𝑔1(𝑧) = 0 совпадает, т. е. 𝑁1 = 𝐾𝐶1

(𝑓) =
= 𝐾𝐶1

(𝑔1) = 4.

На контуре 𝐶2 : ∣𝑧∣ = 2 функцию 𝑓(𝑧) представим в виде
𝑓(𝑧) = 𝑔2(𝑧) + ℎ2(𝑧), где 𝑔2(𝑧) = 𝑧7, а ℎ2(𝑧) = 5𝑧4 + 𝑧2 − 2.
Отсюда при ∣𝑧∣ = 2 получим ∣𝑔2(𝑧)∣ = 27 = 128, а ∣ℎ2(𝑧)∣ ⩽
⩽ ∣5𝑧4 + 𝑧2 − 2∣ ⩽ 5 ⋅ 24 + 22 + 2 = 86, т. е. ∣ℎ2(𝑧)∣ < ∣𝑔2(𝑧)∣
и, по теореме Руше, число корней внутри круга ∣𝑧∣ < 2 равно
𝑁2 = 𝐾𝐶2

(𝑓) = 𝐾𝐶2
(𝑔2) = 7.

Ответ: в кольце 1 < 𝑧 < 2 находятся три корня (7 − 5 =
= 2). ⊳
ПРИМЕР 15.6. Найти число корней, лежащих в единич-

ном круге, для уравнения ch 𝑧 = 𝑧2 − 5𝑧.

⊲ Обозначим 𝑓(𝑧) = ch 𝑧−𝑧2+5𝑧. При ∣𝑧∣ = 1, 𝑧 = cos𝜑+
+ 𝑖 sin𝜑. Отсюда

∣ ch 𝑧∣ = ∣𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧∣
2

⩽ ∣𝑒𝑧∣+ ∣𝑒−𝑧∣
2

⩽ 𝑒+ 𝑒

2
= 𝑒,

так как

∣𝑒𝑧∣ = ∣𝑒cos𝜑∣ ⋅ ∣𝑒𝑖 sin𝜑∣ = ∣𝑒cos𝜑∣ = 𝑒cos𝜑 ⩽ 𝑒1 = 𝑒,

аналогично ∣𝑒−𝑧∣ = 𝑒− cos𝜑 ⩽ 𝑒. Предствим 𝑓(𝑧) в виде 𝑓(𝑧) =
= 𝑔(𝑧) + ℎ(𝑧), где 𝑔(𝑧) = 5𝑧, ℎ(𝑧) = ch 𝑧 − 𝑧2. Очевидно, что
при ∣𝑧∣ = 1 выполняются условия теоремы Руше ∣𝑔(𝑧)∣ = 5 >
> 𝑒 + 1 ⩾ ∣ℎ(𝑧)∣. Функция 𝑔(𝑧) = 5𝑧 имеет один корень в
круге ∣𝑧∣ < 1. По теореме Руше 𝑓(𝑧) также имеет ровно один
корень. ⊳
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ПРИМЕР 15.7. Для уравнения 𝑧4 + 2𝑧3 + 3𝑧2 + 𝑧 + 2 = 0
определить число корней, лежащих в правой полуплоскости.

⊲ Пусть 𝛤 — контур, состоящий из отрезка мнимой оси
𝐼 = [−𝑖𝑅, 𝑖𝑅] и полуокружности 𝐶 : ∣𝑧∣ = 𝑅, Re 𝑧 > 0
(рис. 15.2).

Рис. 15.2

Обозначим 𝑓(𝑧) = 𝑧4 + 2𝑧3 + 3𝑧2 + 𝑧 + 2. При достаточно
большом 𝑅 на окружности ∣𝑧∣ = 𝑅 (и вне ее) нет корней
нашего уравнения, так как

∣𝑓(𝑧)∣ = ∣𝑧4∣ ⋅
∣∣∣∣1 + 2

𝑧
+

3

𝑧2
+

1

𝑧3
+

2

𝑧4

∣∣∣∣ ⩾ ∣𝑧4∣ ⋅
(
1−

∣∣∣∣2𝑧
∣∣∣∣ −

−
∣∣∣∣ 3𝑧2

∣∣∣∣−
∣∣∣∣ 1𝑧3

∣∣∣∣−
∣∣∣∣ 2𝑧4

∣∣∣∣
)

⩾ 𝑅4

(
1− 2

𝑅
− 3

𝑅2
− 1

𝑅3
− 2

𝑅4

)
> 0,

например, для 𝑅 ⩾ 4. Пусть 𝑅 — большое число, и все нули
функции 𝑓(𝑧) лежат внутри окружности ∣𝑧∣ = 𝑅. На мнимой
оси 𝑓(𝑧) также не имеет нулей, так как при 𝑧 = 𝑖𝑦 (𝑦 —
действительное число!) уравнение

𝑓(𝑖𝑦) = (𝑖𝑦)4 + 2(𝑖𝑦)3 + 3(𝑖𝑦)2 + 𝑖𝑦 + 2 =

= 𝑦4 − 3𝑦2 + 2 + 𝑖(−2𝑦3 + 𝑦) = 0

эквивалентно системе уравнений{
𝑦4 − 3𝑦2 + 2 = 0

−2𝑦3 + 𝑦 = 0,
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а она не имеет действительных решений. Таким образом, к
𝑓(𝑧) на контуре 𝛤 можно применить принцип аргумента.
Пусть точка 𝑧 обходит контур 𝛤 против часовой стрелки,

начиная от точки −𝑖𝑅. На комплексной плоскости 𝑤 = 𝑢 +
+ 𝑖𝑣 точка, соответствующая значениям функции 𝑤 = 𝑓(𝑧),
будет двигаться по некоторой замкнутой кривой, не проходя-
щей через точку 𝑤 = 0. Количество оборотов, которое эта
точка совершит вокруг точки 𝑤 = 0, согласно принципу ар-
гумента, совпадает с числом корней в правой полуплоскости
и не изменяется при росте 𝑅. Найдем приращение аргумента
функции 𝑓(𝑧) при движении точки 𝑧 по контуру 𝛤 . Прира-
щение аргумента, произошедшее при движении точки 𝑧 на
полуокружности 𝐶, представим в виде

△𝐶Arg 𝑓(𝑧) = △𝐶Arg
[
𝑧4
(
1 +

2

𝑧
+

3

𝑧2
+

1

𝑧3
+

2

𝑧4

)]
=

= △𝐶Arg 𝑧4 +△𝐶Arg
(
1 +

2

𝑧
+

3

𝑧2
+

1

𝑧3
2

𝑧4

)
= △𝐶Arg𝑅4𝑒𝑖4𝜑+

+△𝐶Arg (1 + ¯̄𝑜(1)) = 4𝜋 + ¯̄𝑜(1) при 𝑅→ +∞.

Для того чтобы найти приращение аргумента функции
𝑓(𝑧) при движении точки 𝑧 = 𝑖𝑦 по отрезку 𝐼 мнимой оси от
точки 𝑖𝑅 до точки −𝑖𝑅, нарисуем кривую, которую описывает
точка 𝑤 = 𝑓(𝑧) на комплексной плоскости 𝑤 = 𝑢+𝑖𝑣. Зададим
ее параметрически, параметром будет 𝑦 : 𝑅 → −𝑅. Получим
кривую 𝑤(𝑦) = 𝑓(𝑖𝑦) = 𝑦4−3𝑦2+2+𝑖(−2𝑦3+𝑦) = 𝑢(𝑦)+𝑖𝑣(𝑦),
т. е. {

𝑢(𝑦) = 𝑦4 − 3𝑦2 + 2

𝑣(𝑦) = −2𝑦3 + 𝑦,
𝑦 : 𝑅→ −𝑅.

Для построения кривой обычно берут достаточно большое
количество конкретных значений параметра 𝑦, вычисляют ко-
ординаты соответствующих точек кривой и по ним строят са-
му кривую. Как минимум, желательно найти все точки пересе-
чения кривой с осями координат (т. е. точки, в которых 𝑢(𝑦) =
= 0 или 𝑣(𝑦) = 0) и изучить поведение кривой при 𝑦 → ±∞.
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Проведя эти минимальные вычисления для нашего примера,
получим таблицу:

𝑦 +∞ √
2 1

1√
2
0 − 1√

2
−1 −√

2 −∞

𝑢(𝑦) +∞ 0 0
1

4
2

3

4
0 0 +∞

𝑣(𝑦) −∞,
𝑣

𝑢
→ 0 −3

√
2 −1 0 0 0 1 3

√
2 +∞,

𝑣

𝑢
→ 0

Ясно, что кривая ни разу не пересекает луч 𝑣 = 0, 𝑢 < 0, и

поэтому ни одного оборота вокруг точки 𝑤 = 0 не делает. При

𝑅 → +∞ tg(arg 𝑓(±𝑖𝑅)) = 𝑣

𝑢
→ 0, поэтому arg 𝑓(±𝑖𝑅) → 0.

Отсюда получаем, что при 𝑅 → +∞ приращение аргумента
функции 𝑓(𝑧) = 𝑤(𝑦) на отрезке 𝐼 = [𝑖𝑅;−𝑖𝑅] стремится к
нулю. Этот же вывод можно сделать и из вида кривой на

рис. 15.3.

Рис. 15.3

Таким образом, установлено, что при достаточно боль-
ших 𝑅 :

1) все корни, лежащие в правой полуплоскости, находятся
внутри контура 𝛤 ;
2) индекс 𝐾𝛤 (𝑓) будет мало отличаться от
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lim
𝑅→∞

1

2𝜋
⋅ △𝛤Arg 𝑓(𝑧) = lim

𝑅→∞
1

2𝜋
(△𝐶Arg 𝑓(𝑧)+

+△𝐼Arg 𝑓(𝑧)) = 1

2𝜋
lim
𝑅→∞

(4𝜋 + ¯̄𝑜(1) + ¯̄𝑜(1)) = 2.

Поскольку 𝐾𝛤 [𝑓 ] — целое число, то 𝐾𝛤 [𝑓 ] = 𝑁 = 2, т. е. в
правой полуплоскости находятся ровно два корня. ⊳

ПРИМЕРЫ (для самостоятельного решения).

Найти количество корней (с учетом кратности), лежащих
внутри круга ∣𝑧∣ < 1:
1) 𝑧4 + 4𝑧2 + 2 = 0;

2) 4𝑧4 + 𝑧2 + 2 = 0;

3) 2𝑧4 + 𝑧2 + 4 = 0;

4) 𝑧9 − 2𝑧6 + 𝑧2 − 8𝑧 − 2 = 0;

5) 𝑧9 + 6𝑧7 − 𝑧4 + 2𝑧 = 0;

6) 𝑧9 − 5𝑧8 + 6𝑧2 + 40𝑧 − 20 = 0;

7) 2𝑧 = 4𝑧;

8) 𝑧2 + 4 ch
𝑖𝑧

2
= 0;

9) 𝑧2 − 𝑎𝑒𝑧 = 0 при 𝑎 ∈ (0; 1/𝑒).

Найти количество корней, лежащих в указанных кольцах,
для уравнений:
10) 𝑧4 + 8𝑧 − 11 = 0, 1 < ∣𝑧∣ < 3;

11) 4𝑧4 + 29𝑧2 + 25 = 0, 2 < ∣𝑧∣ < 3;

12) 𝑧4 + 10𝑧 + 10 = 0,
1

2
< ∣𝑧∣ < 5

2
.

Для данных уравнений найти число корней, лежащих в
правой полуплоскости:
13) 𝑧3 − 2𝑧 − 5 = 0; 14) 𝑧5 + 5𝑧4 − 5 = 0;
15) 𝑧6 + 𝑧5 + 6𝑧4 + 5𝑧3 + 8𝑧2 + 4𝑧 + 1.

Ответы:

1) 2; 2) 4; 3) 0; 4) 1; 5) 7; 6) 1; 7) 1; 8) 0;

9) 2; 10) 4; 11) 2; 12) 4; 13) 1; 14) 3; 15) 0.



КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА
«ТФКП»

Вариант 1
1. Восстановить функцию по ее действительной части и

значению в точке.

𝑢 = 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑥; 𝑓(0) = 𝑖.

2. Разложить в ряд Лорана функцию 𝑤 = 𝑓(𝑧) по степеням
(𝑧 − 𝑧0) и указать область сходимости ряда, если

𝑓(𝑧) = 𝑧𝑒1/(𝑧−5); 𝑧0 = 5.

3. Вычислить интегралы:

a)

2𝜋∫
0

𝑑𝑡

(1 +
√
10/11 cos 𝑡)2

; б)
∮

∣𝑧∣=3

𝑧2 + 𝑧

(𝑧3 + 1)(𝑧 − 2)
𝑑𝑧.

Вариант 2
1. Восстановить функцию по ее действительной части и

значению в точке.

𝑢 = −2𝑥𝑦 + 2𝑥; 𝑓(0) = 0.

2. Разложить в ряд Лорана функцию 𝑤 = 𝑓(𝑧) по степеням
(𝑧 − 𝑧0) и указать область сходимости ряда, если

𝑓(𝑧) =
1

𝑧2 − 5𝑧 + 6
; 𝑧0 = 3.
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3. Вычислить интегралы:

a)

2𝜋∫
0

𝑑𝑡

(5 + 4 cos 𝑡)2
; б)

∮
∣𝑧∣=2

sh 𝑧 − 1

𝑧(𝑧 − 1)
𝑑𝑧.

Вариант 3
1. Восстановить функцию по ее действительной части и

значению в точке.

𝑢 = 𝑥3 + 6𝑥2𝑦 − 3𝑥𝑦2 − 2𝑦3; 𝑓(0) = 0.

2. Разложить в ряд Лорана функцию 𝑤 = 𝑓(𝑧) по степеням
(𝑧 − 𝑧0) и указать область сходимости ряда, если

𝑓(𝑧) = (𝑧 + 3)𝑒(𝑧+3)/𝑧; 𝑧0 = 0.

3. Вычислить интегралы:

a)

2𝜋∫
0

𝑑𝑡

(
√
3 + cos 𝑡)2

; б)

∞∫
−∞

𝑑𝑥

(𝑥2 + 6)2
.

Вариант 4
1. Восстановить функцию по ее мнимой части и значению

в точке.
𝑣 = 6𝑥𝑦 + 5𝑦; 𝑓(0) = 1.

2. Разложить в ряд Тейлора функцию 𝑤 = 𝑓(𝑧) по степе-
ням (𝑧 − 𝑧0) и указать область сходимости ряда, если

𝑓(𝑧) =
𝑧 + 1

𝑧 − 2𝑖
; 𝑧0 = 1 + 𝑖.

3. Вычислить интегралы:

a)

2𝜋∫
0

𝑑𝑡

(3 + 2 cos 𝑡)2
; б)

∞∫
0

cos 5𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥.
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Вариант 5
1. Восстановить функцию по ее мнимой части и значению

в точке.
𝑣 = − 2𝑥𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2
; 𝑓(1) = 1.

2. Разложить в ряд Лорана функцию 𝑤 = 𝑓(𝑧) по степеням
𝑧 − 𝑧0 и указать область сходимости ряда, если

𝑓(𝑧) = (𝑧 + 1)2 sin
3

𝑧 + 1
; 𝑧0 = −1.

3. Вычислить интегралы:

a)

2𝜋∫
0

𝑑𝑡

2 + cos 𝑡
; б)

∮
∣𝑧−1∣=1/2

𝑧

𝑧3 − 1
𝑑𝑧.

Вариант 6
1. Восстановить функцию по ее мнимой части и значению

в точке.
𝑣 = 2𝑥𝑦 + 5𝑦; 𝑓(0) = 0.

2. Разложить в ряд Тейлора функцию 𝑤 = 𝑓(𝑧) по степе-
ням 𝑧 − 𝑧0 и указать область сходимости ряда, если

𝑓(𝑧) =
𝑧 + 1

𝑧 − 3
; 𝑧0 = 2− 𝑖.

3. Вычислить интегралы:

a)

2𝜋∫
0

𝑑𝑡

1− 2
3 cos 𝑡

; б)

∞∫
−∞

𝑥2

(𝑥2 + 1)2
𝑑𝑥.



KОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА
«ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ»

Вариант 1
1. Решить задачу Коши операционным методом:

𝑥′′′ + 𝑥′ = 1; 𝑥(0) = 𝑥′(0) = 𝑥′′(0) = 0.

2. Решить операционным методом систему{
𝑥′ = −𝑦 − 2𝑥+ sin 𝑡, 𝑥(0) = 0,
𝑦′ = 4𝑥+ 2𝑦 + cos 𝑡, 𝑦(0) = 0.

Вариант 2
1. Решить задачу Коши операционным методом:

𝑥′′ − 𝑥 = sin 𝑡; 𝑥(0) = −1, 𝑥′(0) = 0.

2. Решить операционным методом систему{
𝑥′ = −6𝑥+ 𝑦 + 9𝑒−𝑡, 𝑥(0) = 2,
𝑦′ = 2𝑥− 5𝑦 + 40𝑒𝑡, 𝑦(0) = 9.

Вариант 3
1. Решить задачу Коши операционным методом:

𝑥′′ − 2𝑥′ + 𝑥 = 𝑒𝑡; 𝑥(0) = 0, 𝑥′(0) = 1.

2. Решить операционным методом систему{
𝑥′ = 2𝑥+ 4𝑦 + cos 𝑡, 𝑥(0) = 0,
𝑦′ = −𝑥− 2𝑦 + sin 𝑡, 𝑦(0) = −1.
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Вариант 4
1. Решить задачу Коши операционным методом:

𝑥′′ + 𝑥′ = cos 𝑡; 𝑥(0) = 2, 𝑥′(0) = 0.

2. Решить операционным методом систему{
𝑥′ = 2𝑥− 4𝑦, 𝑥(0) = 1,
𝑦′ = 𝑥− 3𝑦 + 3𝑒𝑡, 𝑦(0) = 2.

Вариант 5
1. Решить задачу Коши операционным методом:

𝑥′′ + 𝑥′ = cos 𝑡; 𝑥(0) = 2, 𝑥′(0) = 0.

2. Решить операционным методом систему{
𝑥′ = 𝑦 + 2𝑒𝑡, 𝑥(0) = −1,
𝑦′ = 𝑥+ 𝑡2, 𝑦(0) = 0.

Вариант 6
1. Решить задачу Коши операционным методом:

𝑥′′ + 𝑥 = 2 sin 𝑡; 𝑥(0) = 1, 𝑥′(0) = −1.

2. Решить операционным методом систему{
𝑥′ = 𝑥− 𝑦 + 8𝑡, 𝑥(0) = 3,
𝑦′ = 5𝑥− 𝑦, 𝑦(0) = 1.

Вариант 7
1. Решить задачу Коши операционным методом:

𝑥′′ + 3𝑥′ = 𝑒𝑡; 𝑥(0) = 0, 𝑥′(0) = −1.

2. Решить операционным методом систему{
𝑥′ = 𝑦 + 2𝑥+ 2𝑒𝑡, 𝑥(0) = 0,
𝑦′ = 𝑥+ 2𝑦 − 3𝑒4𝑡, 𝑦(0) = −4.
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Вариант 8
1. Решить задачу Коши операционным методом:

𝑥′′ − 2𝑥′ = 𝑒2𝑡; 𝑥(0) = 𝑥′(0) = 0.

2. Решить операционным методом систему{
𝑥′ = 4𝑥− 3𝑦 + sin 𝑡, 𝑥(0) = 2,
𝑦′ = 2𝑥− 𝑦 − 2 cos 𝑡, 𝑦(0) = 3.

Вариант 9
1. Решить задачу Коши операционным методом:

𝑥′ + 2𝑥 = sin 𝑡; 𝑥(0) = 0.

2. Решить операционным методом систему{
𝑥′ = 2𝑥− 𝑦, 𝑥(0) = 1,
𝑦′ = 𝑥+ 2𝑒𝑡, 𝑦(0) = 1.

Вариант 10
1. Решить задачу Коши операционным методом:

𝑥′′ + 𝑥 = cos 𝑡; 𝑥(0) = −1, 𝑥′(0) = 1.

2. Решить операционным методом систему{
𝑥′ = 𝑥+ 2𝑦 + 16𝑡𝑒𝑡, 𝑥(0) = −7,
𝑦′ = 2𝑥− 2𝑦, 𝑦(0) = −3.

Вариант 11
1. Решить задачу Коши операционным методом:

𝑥′′′ + 𝑥′ = cos 𝑡; 𝑥(0) = 0, 𝑥′(0) = −2, 𝑥′′(0) = 0.

2. Решить операционным методом систему{
𝑥′ = 2𝑥− 𝑦, 𝑥(0) = 1,
𝑦′ = 𝑦 − 2𝑥+ 18𝑡, 𝑦(0) = −3.

Вариант 12
1. Решить задачу Коши операционным методом:

𝑥′′ + 2𝑥′ + 𝑥 = sin 𝑡; 𝑥(0) = 0, 𝑥′(0) = −1.
2. Решить операционным методом систему{

𝑥′ = 2𝑥+ 4𝑦 − 8, 𝑥(0) = −1,
𝑦′ = 3𝑥+ 6𝑦, 𝑦(0) = 1.



ЭКЗАМЕНАЦИОННАЯ ПРОГРАММА

1. Комплексные числа и действия с ними. Различные фор-
мы записи, извлечение корня из комплексного числа.

2. Понятие функции комплексной переменной. Предел,
непрерывность. Основные элементарные функции и их
свойства.

3. Производная функции комплексной переменной. Поня-
тие аналитической функции. Необходимые и достаточ-
ные условия существования производной функции ком-
плексной переменной.

4. Интеграл от функции комплексной переменной. Его
свойства и вычисление. Формула Ньютона–Лейбница.

5. Теорема Коши об интеграле от аналитической функции.
6. Интегральная формула Коши. Формулы для производ-

ных.
7. Разложение аналитической функции в степенной ряд.

Круг сходимости. Радиус сходимости. Ряд Тейлора.
8. Ряд Лорана и кольцо сходимости. Теорема о разложении

аналитической функции в ряд Лорана.
9. Изолированные особые точки аналитической функции и

их классификация.
10. Понятие вычета аналитической функции в особой точке.

Формулы для вычисления вычетов.
11. Теорема Коши о вычетах и ее применение.
12. Функция–оригинал. Преобразование Лапласа. Линей-

ные свойства преобразования.
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13. Теорема подобия для преобразования Лапласа. Теоре-
ма смещения (затухания) для преобразования Лапласа.
Теорема запаздывания для преобразования Лапласа.

14. Теорема о дифференцировании изображения для преоб-
разования Лапласа. Теорема о дифференцировании ори-
гинала для преобразования Лапласа.

15. Теорема об интегрировании оригинала для преобразова-
ния Лапласа. Теорема об интегрировании изображения
для преобразования Лапласа.

16. Таблица изображений. Понятие свертки. Преобразова-
ние Лапласа от свертки. Формула Дюамеля.

17. Нахождение оригинала по изображению. Решение диф-
ференциальных уравнений операционным методом.



ОБРАЗЦЫ ЭКЗАМЕНАЦИОННЫХ БИЛЕТОВ

Билет № 1
1. Интеграл от функции комплексной переменной. Его

свойства и вычисление. Формула Ньютона–Лейбница.
2. Проверить условия Коши–Римана для функций:

а) 𝑤 = 𝑧3; б) 𝑤 = 𝑒𝑧; в) 𝑤 = cos 𝑧.

Билет № 2
1. Изолированные особые точки аналитической функции и

их классификация.
2. Вычислить интегралы:

а)

+∞∫
−∞

1 + 𝑥

(1 + 𝑥2)3
𝑑𝑥; б)

+∞∫
−∞

𝑥2 + 2𝑥+ 5

𝑥4 + 5𝑥2 + 6
𝑑𝑥.

Билет № 3
1. Понятие вычета аналитической функции в особой точке.

Формулы для вычисления вычетов.
2. Решить задачу Коши:
а) 𝑦′′ − 𝑦 = 𝑒−𝑥, 𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 2;
б) 𝑦′′ + 𝑦 = sin 2𝑥, 𝑦(0) = 3, 𝑦′(0) = 1.
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