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Ïðåäèñëîâèå

Â ó÷åáíîì ïîñîáèè èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåî-
ðèè è ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé Ïôàôôà íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå. Îáû÷íî
óðàâíåíèÿ Ïôàôôà íà ïëîñêîñòè íàçûâàþò îáûêíîâåí-
íûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿä-
êà â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå.
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ïôàôôà â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå èññëåäîâàë åùå Ë.Ýéëåð, êîòîðûé çàìåòèë,
÷òî ¾äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìåæäó äâóìÿ ïåðå-
ìåííûìè âñåãäà ðåàëüíî è âñåãäà èì îïðåäåëÿþòñÿ íåêî-
òîðûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè ïåðåìåííûìè, è ÷òî èíà-
÷å äåëî îáñòîèò ñ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, ñîäåð-
æàùåì òðè ïåðåìåííûõ¿ (ñì. [5] ñïèñêà ëèòåðàòóðû).
Ðàáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ïîñâÿùåíà äèô-

ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ Ïôàôôà ñ äâóìÿ ïåðåìåí-
íûìè è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåðàáîòàííóþ ïåðâóþ ãëà-
âó ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ [1]. Âî âòîðîé ÷àñòè ïîäõîä ê èçëî-
æåíèþ ìàòåðèàëà, ðàçðàáîòàííûé â ïåðâîé ÷àñòè, ïðè-
ìåíÿåòñÿ ê óðàâíåíèþ Ïôàôôà ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè.
Èçëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíûõ
ïîâåðõíîñòåé, ñîïðîâîæäàåìûå ðàññìîòðåíèåì ïðè-
ìåðîâ. Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå èçëàãàþòñÿ èññëåäîâà-
íèÿ Ë.Ýéëåðà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ïôàôôà
ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè, ïðèíÿòûå çà îñíîâó è â ñîâðåìåí-
íûõ ó÷åáíèêàõ. Â îòëè÷èå îò îáùåïðèíÿòîãî, íàø ïîäõîä
îñíîâàí íà ïîíèìàíèè ðåøåíèÿ êàê ïàðàìåòðèçîâàííîé
êðèâîé èëè ïîâåðõíîñòè.
Â ïîñîáèè ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ïðîèçâîä-

íàÿ ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé t îáîçíà÷àåòñÿ òî÷êîé, îñòàëü-
íûå ïðîèçâîäíûå � øòðèõîì, ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíê-
öèè ïî ïåðåìåííîé, íàïðèìåð, x îáîçíà÷àåòñÿ èíäåêñîì x
âíèçó.
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Ãëàâà I. Óðàâíåíèå Ïôàôôà
íà ïëîñêîñòè

� 1. Ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ

Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü R2 ñ ïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäèíà-
òàìè Oxy. Ïóñòü r = (x, y) � âåêòîð, < α, β > ⊂ R �
ïðîìåæóòîê (ñâÿçíîå ìíîæåñòâî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé).
Îïðåäåëåíèå 1.1. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå r :

< α, β > → R2 íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé.
Ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ñó-
ùåñòâóåò è íåïðåðûâíà ïðîèçâîäíàÿ ṙ(t), t ∈ < α, β >.
Ãëàäêàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè ṙ(t) ̸= 0,
t ∈ < α, β >.
Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ íà ïëîñêî-

ñòè çàäàåòñÿ ïàðîé íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (x(t), y(t)), à
ðåãóëÿðíîñòü òðåáóåò, ÷òîáû ýòè ôóíêöèè áûëè íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû è ÷òîáû áûëî ẋ2(t)+ ẏ2(t) > 0.
Ìíîæåñòâî, îáðàçîâàííîå êîíöàìè âåêòîðîâ r(t), îòëî-

æåííûõ îò òî÷êè O, íàçîâåì ãðàôèêîì ïàðàìåòðèçîâàí-
íîé êðèâîé è îáîçíà÷èì Γr. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ãðàôèê
êàê ñëåä äâèæóùåéñÿ òî÷êè ñî âðåìåíåì t ∈ < α, β >, òî
äâèæåíèå âäîëü ðåãóëÿðíîé êðèâîé ïðîèñõîäèò áåç îñòà-
íîâîê è èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ.
Äîïóñòèìà òåðìèíîëîãèÿ: ãðàôèê r(t)� êðèâàÿ, à ôóíê-

öèÿ r(t) � åå ïàðàìåòðèçàöèÿ.
Ðàññìîòðèì çàìåíó ïàðàìåòðà t ∈ < α, β > ïî ôîðìóëå

τ = φ(t). Çàìåíó ïàðàìåòðà áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé,
åñëè φ̇(t) ñóùåñòâóåò, íåïðåðûâíà è îòëè÷íà îò íóëÿ.
Îïðåäåëåíèå 1.2. Ãîâîðÿò, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ ρ(τ),

τ ∈< γ, δ >, ýêâèâàëåíòíà êðèâîé r(t), t ∈ (α, β), åñëè
ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ çàìåíà ïàðàìåòðà τ = φ(t), äëÿ
êîòîðîé φ(< α, β >) = < γ, δ > è ρ(φ(t)) = r(t).
Î÷åâèäíî, ÷òî êðèâàÿ r(t) òîæå ðåãóëÿðíà.
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Âñå ðåãóëÿðíûå êðèâûå ðàçáèâàþòñÿ ïî îòíîøåíèþ ýê-
âèâàëåíòíîñòè íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ýêâèâàëåíò-
íîñòè. Êàæäûé òàêîé êëàññ áóäåì íàçûâàòü ãåîìåòðè÷å-
ñêîé êðèâîé.
Òàê êàê ýêâèâàëåíòíûå êðèâûå ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

èìåþò îäèíàêîâûå ãðàôèêè, òî êàæäîé ãåîìåòðè÷åñêîé
êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé ãðàôèê.
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðà-

íè÷åíèÿõ íà ïîíÿòèå ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé.
Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ r(t) íà-

çûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îáðàòíîå îòîáðàæåíèå (r(t))−1:
Γr → < α, β > îïðåäåëåíî è íåïðåðûâíî.
Ïðèìåð 1.1. Ïàðàìåòðèçàöèÿ r(x) = (x, f(x)) ãðàôè-

êà ãëàäêîé ôóíêöèè y = f(x), x ∈ < α, β >, � ïðîñòàÿ
êðèâàÿ.
Î÷åâèäíî, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ ïðî-

ñòîé, òîæå ïðîñòàÿ.
Òåîðåìà 1.1. Ðåãóëÿðíûå ïðîñòûå êðèâûå, èìåþùèå

îäèíàêîâûå ãðàôèêè, ýêâèâàëåíòíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåãóëÿðíûå êðèâûå ρ(τ),

τ ∈ < γ, δ > è r(t), t ∈ < α, β >, èìåþò îäèíàêîâûå ãðàôè-
êè. Òîãäà îïðåäåëåíà êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé r è (ρ)−1

è òåì ñàìûì íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ φ(t) = (ρ)−1(r(t)),
t ∈ < α, β >.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî φ̇(t) ñóùåñòâóåò, íåïðåðûâíà è

φ̇(t) ̸= 0.
Ïóñòü t0 ∈ < α, β >, τ0 = φ(t0). Åñëè ïîëîæèòü

r(t) = (x(t), y(t)), ρ(τ) = (u(τ), v(τ)), òî u(φ(t)) = x(t),
v(φ(t)) = y(t). Òàê êàê (u′(τ))2 + (v′(τ))2 > 0, òî, íå íà-
ðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u′(τ0) ̸= 0. Òîãäà
ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî u′(φ(t)) ̸= 0, åñëè | t− t0 |< δ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òàêèõ t ôóíêöèÿ φ(t) = u−1(x(t)) �
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ãëàäêàÿ êàê êîìïîçèöèÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé. Ââèäó ïðîèç-
âîëüíîñòè t0 ∈ < α, β > çàêëþ÷àåì, ÷òî φ(t) � ãëàäêàÿ
íà ïðîìåæóòêå < α, β >.
Ìåíÿÿ ðîëÿìè r(t) è ρ(τ), íàéäåì, ÷òî îáðàòíàÿ ôóíê-

öèÿ φ−1(τ) � ãëàäêàÿ ïðè τ ∈ (γ, δ). Ñëåäîâàòåëüíî,
φ̇(t) ̸= 0. �
Ñëåäñòâèå.Äëÿ ïðîñòûõ ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ ïîíÿòèÿ

¾ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ¿ è ¾ãðàôèê êðèâîé¿ îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþò äðóã äðóãà.
Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü r(t) = (x(t), y(t)) � ðåãóëÿðíàÿ

êðèâàÿ. Äëÿ ëþáîé òî÷êè t0 ∈ < α, β > ìîæíî óêàçàòü åå
îêðåñòíîñòü, ñóæåíèå íà êîòîðóþ ôóíêöèè r(t) ýêâèâà-
ëåíòíî ïðîñòîé ðåãóëÿðíîé êðèâîé, ãðàôèê êîòîðîé ÿâëÿ-
åòñÿ ãðàôèêîì ãëàäêîé ôóíêöèè y = f(x), åñëè ẋ(t0) ̸= 0,
ëèáî ôóíêöèè x = g(y), åñëè ẏ(t0) ̸= 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ẋ(t0) ̸= 0, x0 = x(t0). Ñóùå-

ñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, â êîòîðîé îïðåäåëåíà
ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ t(x), îáðàòíàÿ ê x(t). Ïîëîæèì ρ(x) =
= (x(t(x)), y(t(x)) = (x, f(x)). Çàìåíà ïàðàìåòðà x(t) ÿâ-
ëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t0. �
Ïðèìåð 1.2. Ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ r(t) =

= (cos t, sin t), t ∈ R, � ðåãóëÿðíàÿ. Åå ãðàôèê � îêðóæ-
íîñòü x2 + y2 = 1.
Ïðèìåð 1.3. Ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ r(t) =

= (cos t, sin t), t ∈ (0, π), � ïðîñòàÿ êðèâàÿ. Åå ãðà-
ôèê � ãðàôèê êðèâîé y =

√
1− x2, x ∈ (−1, 1).

Åñëè â îïðåäåëåíèè äîïóñòèìîñòè çàìåíû ïàðàìåòðà
óñëîâèå φ̇(t) ̸= 0 çàìåíèòü íà óñëîâèå φ̇(t) > 0, òî ñíîâà
ïîëó÷èì íåêîòîðûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîñòàâëÿþ-
ùèé ¾ïîëîâèíó¿ ãåîìåòðè÷åñêîé êðèâîé.
Íàãëÿäíî ýòà ¾ïîëîâèíà¿ èçîáðàæàåòñÿ ñòðåëî÷êîé íà

ãðàôèêå, óêàçûâàþùåé íà íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïî ãðà-
ôèêó êðèâîé ïðè âîçðàñòàíèè t. Óêàçàííûé êëàññ ýêâè-
âàëåíòíîñòè íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé.
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Ãðàôèê ðåãóëÿðíîé êðèâîé ÷àñòî çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
U(x, y) = C, åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå Ux è Uy ñóùåñòâó-
þò, íåïðåðûâíû è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ U 2

x + U 2
y > 0,

à ïîñòîÿííàÿ C ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ôóíê-
öèè U(x, y).
Åñëè U(x, y) îïðåäåëåíà íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå, òî

ê ðàâåíñòâó U(x, y) = C ïðèìåíèìà òåîðåìà î íåÿâíîé
ôóíêöèè.
Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè.Ïóñòü ôóíêöèÿ Φ(x, y)

îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0), ïðè÷åì Φ(x0, y0) = 0,
Φy(x0, y0) ̸= 0. Òîãäà ðàâåíñòâî Φ(x, y) = 0 îïðåäåëÿåò
åäèíñòâåííóþ êðèâóþ y = φ(x), îáëàäàþùóþ ñâîéñòâà-
ìè: ôóíêöèÿ φ(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, φ(x0) = y0, è
Φ(x, φ(x)) = 0 ïðè âñåõ x èç óêàçàííîé îêðåñòíîñòè.
Çàìå÷àíèå. Ïåðåìåííàÿ x ìîæåò áûòü ìíîãîìåðíîé.
Ïîëàãàÿ Φ(x, y) = U(x, y) − C, íà îñíîâàíèè òåîðåìû

î íåÿâíîé ôóíêöèè çàêëþ÷àåì, ÷òî êðèâàÿ U(x, y) = C
ïîêðûòà ãðàôèêàìè ãëàäêèõ ôóíêöèé âèäà y = φ(x) ëè-
áî x = ψ(y). Åñëè U(x(t), y(t)) = C, t ∈ < α, β >, òî
r(t) = (x(t), y(t)) � åå ïàðàìåòðèçàöèÿ íà ïðîìåæóòêå
< α, β >.
Äëÿ ðåãóëÿðíîé êðèâîé r(t) âåêòîð ṙ(t0) íàçûâàåòñÿ êà-

ñàòåëüíûì âåêòîðîì â òî÷êå ãðàôèêà, ñîîòâåòñòâóþùåé
t = t0. Ó ýêâèâàëåíòíîé êðèâîé ρ(τ) â òîé æå òî÷êå
ãðàôèêà êàñàòåëüíûé âåêòîð ρ′(τ0) êîëëèíåàðåí âåêòîðó
ṙ(t0), òàê êàê ṙ(t) = ρ′(τ)τ̇(t). Ñëåäîâàòåëüíî, ãåîìåòðè-
÷åñêàÿ êðèâàÿ, à çíà÷èò, è ãðàôèê êðèâîé îïðåäåëÿþò â
êàæäîé òî÷êå t0 ïðÿìóþ ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ṙ(t0).
Ýòà ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè
r(t) â òî÷êå r(t0).
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Åñëè (x(t), y(t)) � ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé, îïðåäåëÿå-
ìîé ðàâåíñòâîì U(x, y) = C, òî, äèôôåðåíöèðóÿ òîæäå-
ñòâî U(x(t), y(t)) = C ïî t, â òî÷êå t0 íàõîäèì
Ux(x(t0), y(t0))ẋ(t0) + Uy(x(t0), y(t0))ẏ(t0) = 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, âåêòîð (Ux, Uy) â òî÷êå (x0, y0) îðòîãîíàëåí êàñà-
òåëüíîìó âåêòîðó â òîé æå òî÷êå.

� 2. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ Ïôàôôà

Äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì Ïôàôôà íà ïëîñêî-
ñòè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0, (2.1)

ãäå M è N � íåïðåðûâíûå âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà â îáëàñòè D ⊂ R2 ôóíê-
öèè, M 2(x, y) +N 2(x, y) > 0.
Îïðåäåëåíèå 2.1. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1) íàçûâà-

åòñÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ r(t) = (x(t), y(t)), t ∈ < α, β >,
åñëè ïðè âñåõ t ∈ < α, β > èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

M(x(t), y(t))ẋ(t) +N(x(t), y(t))ẏ(t) = 0. (2.2)

Òåîðåìà 2.1. Ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ ðå-
øåíèþ óðàâíåíèÿ (2.1), òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çòîãî
óðàâíåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êðèâàÿ r(t) = (x(t), y(t)),

t ∈ < α, β > � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1), à êðèâàÿ ρ(τ) =
= (u(τ), v(τ)), τ ∈ (γ, δ), � åé ýêâèâàëåíòíàÿ ñ çàìåíîé
ïàðàìåòðà τ = φ(t). Ïî îïðåäåëåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè â
ñèëó (2.2):

M(u(φ(t)), v(φ(t)))u′(φ(t))φ̇(t)+

+N(u(φ(t)), v(φ(t)))v′(φ(t))φ̇(t) = 0.

Ñîêðàùàÿ íà φ̇(t) ̸= 0, ïîëó÷èì òðåáóåìîå. �
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Âñå ýêâèâàëåíòíûå êðèâûå èìåþò îäèíàêîâûå ãðàôèêè.
Ãðàôèê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëü-
íîé êðèâîé. Ðåøèòü óðàâíåíèå (2.1) � çíà÷èò íàéòè âñå
èíòåãðàëüíûå êðèâûå â îáëàñòè D.
Â îáëàñòè D äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ (x(t), y(t)) ñïðàâåä-

ëèâî ñëåäóþùåå:{
ẋ(t) ̸= 0 ⇔ N(x(t), y(t)) ̸= 0,

ẏ(t) ̸= 0 ⇔M(x(t), y(t)) ̸= 0.
(2.3)

Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè óòâåðæäåíèé (2.3)
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ïåðâîå èç íèõ. Çàïèøåì åãî â ýê-
âèâàëåíòíîì âèäå:

ẋ(t) = 0 ⇔ N(x(t), y(t)) = 0.

Â ñèëó (2.2) è ðåãóëÿðíîñòè êðèâîé (x(t), y(t)) èìååì:

ẋ(t) = 0 ⇒ N(x(t), y(t))ẏ(t) = 0 ⇒ N(x(t), y(t)) = 0,

N(x(t), y(t)) = 0 ⇒M(x(t), y(t))ẋ(t) = 0 ⇒ ẋ(t) = 0.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Ïóñòü (x0, y0) ∈ D. Âåêòîð (M(x0, y0), N(x0, y0)) îð-
òîãîíàëåí ïðÿìîé ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì
(−N(x0, y0),M(x0, y0)), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x0, y0).
Â ñèëó (2.2) âåêòîð (−N(x0, y0),M(x0, y0)) êîëëèíåàðåí
âåêòîðó (ẋ(t), ẏ(t)) â òî÷êå (x0, y0). Íàçîâåì ïðÿìóþ ñ íà-
ïðàâëÿþùèì âåêòîðîì (−N(x0, y0),M(x0, y0)) íàïðàâëå-
íèåì â òî÷êå (x0, y0). Ïîëó÷àåì ïîëå íàïðàâëåíèé â îá-
ëàñòè D. Èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ � ýòî ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ,
êîòîðàÿ â êàæäîé òî÷êå êàñàåòñÿ íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ â ýòîé
òî÷êå.
Çàäà÷à Êîøè ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé (x0, y0) ñòàâèòñÿ òàê:

íàéòè èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äàííóþ
òî÷êó (x0, y0) ∈ D.
Òåîðåìà 2.2. Äëÿ ëþáîé òî÷êè (x0, y0) ∈ D íàéäåòñÿ

ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé (x0, y0). Ïðè
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ýòîì äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è èíòåãðàëü-
íûå êðèâûå ñîâïàäàþò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
(x0, y0).
Òåîðåìà 2.2 áóäåò äîêàçàíà â � 7.
Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå xdx + ydy = 0.

Çäåñü D = R2 \ {0}. Ïîëå íàïðàâëåíèé ñîñòîèò èç ïðÿ-
ìûõ x0x + y0y − (x20 + y20) = 0, x20 + y20 > 0. Ýòî êàñà-
òåëüíûå ê îêðóæíîñòÿì x2 + y2 = x20 + y20. Ðåãóëÿðíûå
êðèâûå r(t) = (C cos t, C sin t), C ̸= 0, t ∈ R, � ðåøåíèÿ
äàííîãî óðàâíåíèÿ. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå � îêðóæíîñòè
ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Ïðèìåð 2.2. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ydx − xdy = 0.

Ïî-ïðåæíåìó D = R2 \ {0}. Ïîëå íàïðàâëåíèé ñîñòîèò
èç ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñîîò-
âåòñòâåííî èíòåãðàëüíûå êðèâûå � ýòî ïîëóïðÿìûå, ïðî-
õîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, áåç íà÷àëà êîîðäèíàò.
Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðèçàöèé ìîæíî âçÿòü r(t) = (αt, βt),
t ̸= 0, α2 + β2 > 0. Î÷åâèäíî, r(t) � ðåøåíèå ðàññìàòðè-
âàåìîãî óðàâíåíèÿ.
Ïðèìåð 2.3. Çàäà÷à îá èçîãîíàëüíûõ òðàåêòî-

ðèÿõ. Íàéòè êðèâûå, êîòîðûå ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòè ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ïîä îäíèì è òåì æå óã-
ëîì α = 45◦ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, ñ÷èòàÿ îò
êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòÿì.
Ðåøåíèå. Èç ïðèìåðà 2.1 âèäèì, ÷òî ñåìåéñòâî îêðóæ-

íîñòåé çàäàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ñèì-
ìåòðè÷íîé ôîðìå xdx + ydy = 0. Èçâåñòíî, ÷òî âåêòîð
ñ êîîðäèíàòàìè M1 = M cosα −N sinα, N1 = M sinα +
+N cosα îáðàçóåò ñ âåêòîðîì (M,N) óãîë, ðàâíûé α. Â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå M = x, N = y, α = 45◦. ×òîáû
ïîñòðîèòü èñêîìûå êðèâûå, íóæíî ðåøèòü äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå:

√
2

2
(x− y)dx+

√
2

2
(x+ y)dy = 0.
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Óäîáíî ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì x = r cosφ, y =
= r sinφ, r > 0. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå rdr + r2dφ = 0 ⇒
dr
dφ = −r, r = Ce−φ, C > 0. Ýòî ñïèðàëè, çàêðó÷èâàþùè-
åñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò.

� 3. Èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ïôàôôà

Ôóíêöèþ U(x, y) áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé, åñëè â
îáëàñòè åå îïðåäåëåíèÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå Ux è Uy ñó-
ùåñòâóþò, íåïðåðûâíû è U 2

x + U 2
y > 0.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ U(x, y), îïðå-
äåëåííàÿ â îáëàñòè D0 ⊂ D, íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.1), åñëè îíà îáðàùàåòñÿ â
ïîñòîÿííóþ âäîëü ëþáîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé â îáëàñòè
D0.
Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ, â îáëàñòè D0

U(x(t), y(t)) = C, ãäå (x(t), y(t)), t ∈ < α, β >, � ðåøå-
íèå (2.1), ãðàôèê êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò îáëàñòè D0.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èíòåãðàëà U è ëþáîãî ðåøåíèÿ

(x(t), y(t)):

Ux(x(t), y(t))ẋ(t) + Uy(x(t), y(t))ẏ(t) = 0. (3.1)

Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýêâèâàëåíò-
íîñòåé (2.3), ìîæíî äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòè{

ẋ ̸= 0 ⇔ Uy(x, y) ̸= 0,

ẏ ̸= 0 ⇔ Ux(x, y) ̸= 0.
(3.2)

Èç (2.3) è (3.2) âûòåêàþò ýêâèâàëåíòíîñòè{
Ux(x, y) ̸= 0 ⇔M(x, y) ̸= 0,

Uy(x, y) ̸= 0 ⇔ N(x, y) ̸= 0.
(3.3)

Ïóñòü N ̸= 0. Òîãäà Uy ̸= 0 è − ẏ
ẋ = M

N = Ux

Uy
. Åñëè æå

M ̸= 0, òî â òîé æå òî÷êå − ẋ
ẏ = N

M =
Uy

Ux
. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

UxN − UyM = 0 (3.4)
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� íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî äîïóñòè-
ìàÿ ôóíêöèÿ U(x, y) åñòü èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (2.1).
Ïóñòü Uy ̸= 0. Âûïîëíèì â óðàâíåíèè (2.1) îáðàòèìóþ

çàìåíó ïåðåìåííûõ: ïåðåéäåì îò ïåðåìåííûõ (x, y) ê ïå-
ðåìåííûì (x, z) ïî ôîðìóëå z = U(x, y), ãäå U(x, y) �
èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (2.1). Èìååì

dz = Uxdx+ Uydy = Uxdx+ Uy(−
M

N
dx).

Â ñèëó (3.4) ïîëó÷èì óðàâíåíèå dz = 0, îòêóäà z = C.
Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà x, ïîëó÷èì èíòåãðàëüíóþ
êðèâóþ (x,C). Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå Ux ̸= 0,
çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî U(x, y) = C îïðåäåëÿåò ðåøå-
íèå ëþáîé çàäà÷è Êîøè â îáëàñòè D0 ñóùåñòâîâàíèÿ èí-
òåãðàëà U.
Ðàâåíñòâî U(x, y) = C íàçûâàåòñÿ îáùèì èíòåãðàëîì

óðàâíåíèÿ (2.1) â îáëàñòè D0.
Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ëþáîé òî÷êè îáëàñòè D ìîæíî óêà-

çàòü îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé îïðåäåëåí èíòåãðàë, è ñëåäî-
âàòåëüíî, è îáùèé èíòåãðàë.
Òåîðåìà 3.1 áóäåò äîêàçàíà â � 8. Òàì æå ïîêàçàíî, êàê

ýòîò èíòåãðàë ðàñïðîñòðàíèòü íà îêðåñòíîñòü èíòåãðàëü-
íîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó.
Çàìå÷àíèå 3.1. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ îò èíòåãðàëà ñ íåíó-

ëåâîé ïðîèçâîäíîé òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì â ñâîåé
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû óðàâíåíèé (2.1), äëÿ êîòîðûõ èí-

òåãðàë ìîæíî ïîñòðîèòü â âèäå êâàäðàòóð îò èçâåñòíûõ
ôóíêöèé.
Ïðèìåð 3.1. Óðàâíåíèå ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåí-

íûìè.

Ýòî óðàâíåíèå âèäà

M(x)dx+N(y)dy = 0, (3.5)
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ãäå M, N � íåïðåðûâíûå â èíòåðâàëàõ (α, β) è (γ, δ) ñî-
îòâåòñòâåííî ôóíêöèè, M 2 + N 2 > 0. Ëåãêî íàéòè èí-
òåãðàë ýòîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëåííûé âî âñåé îáëàñòè
D = (α, β)× (γ, δ):

U(x, y) =

∫
M(x)dx+

∫
N(y)dy,

ãäå êàæäîå ñëàãàåìîå � ýòî íåêîòîðàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîé ôóíêöèè óñëîâèå
(3.4) âûïîëíÿåòñÿ. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíîé
òî÷êîé (x0, y0), x0 ∈ (α, β), y0 ∈ (γ, δ), ìîæíî çàäàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x∫
x0

M(s)ds+

y∫
y0

N(s)ds = 0. (3.6)

Åñëè óðàâíåíèå (2.1) ìîæíî ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ íà
ôóíêöèþ, íå îáðàùàþùóþñÿ â íîëü â îáëàñòè D0 ⊂ D,
ïðåâðàòèòü â óðàâíåíèå ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè
(¾ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå¿), òî óðàâíåíèå (2.1) íàçûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ïðèìåðîì
òàêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíå-
íèå

p(x)ydx− dy = 0, (3.7)

ãäå p(x) � íåïðåðûâíàÿ â èíòåðâàëå (α, β) ôóíêöèÿ. Ðàç-
äåëÿÿ ïåðåìåííûå óìíîæåíèåì íà y−1 ïðè y ̸= 0, ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè p(x)dx −
−y−1dy = 0, ò.å. ôàêòè÷åñêè äâà óðàâíåíèÿ: îäíî ïðè
y > 0, äðóãîå � ïðè y < 0. È â òîì è â äðóãîì ñëó-
÷àå îáùèé èíòåãðàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ln | y | −
−
∫
p(x)dx = C, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Çàìå-

òèì, ÷òî (x, 0), x ∈ (α, β), � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.7), íî



15

îíî íå ñîäåðæèòñÿ â ôîðìóëå îáùåãî èíòåãðàëà. Ïîëàãàÿ
eC = C1 è ïðèïèñûâàÿ C1 ëþáîé çíàê, ïîëó÷àåì ôîðìóëó

y = Ce
∫
p(x)dx, (3.8)

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ïðèìåð 3.2. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå.

Òàê íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.1), ó
êîòîðîãî ôóíêöèè M è N ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ôóíê-
öèÿìè îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà k, ò.å. âûïîëíÿþòñÿ ðà-
âåíñòâà:

M(tx, ty) = tkM(x, y), N(tx, ty) = tkN(x, y), t ∈ R.

Âûïîëíÿÿ ëþáóþ èç çàìåí y = zx èëè x = zy, ïðèäåì
ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà xk â ïåðâîì ñëó÷àå è íà yk âî âòî-
ðîì ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Íà-
ïðèìåð, â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷èì óðàâíåíèå P (z)dx +
xQ(z)dz = 0, ãäå P (z) = M(1, z) + N(1, z)z, Q(z) =
N(1, z).

� 4. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

Îïðåäåëåíèå 4.1. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.1)
íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ â îá-
ëàñòèD0 ⊂ D, åñëè ñóùåñòâóåò äâàæäû íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ â îáëàñòè D0 ôóíêöèÿ U(x, y), äëÿ êîòî-
ðîé ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.1) ÿâëÿåòñÿ åå ïîëíûì äèô-
ôåðåíöèàëîì, ò.å. åñëè M(x, y)dx+N(x, y)dy = dU(x, y).
Ôóíêöèÿ U(x, y) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ â ïîë-
íûõ äèôôåðåíöèàëàõ, òàê êàê ðàâåíñòâî (3.4) âûïîëíÿ-
åòñÿ.
Èçâåñòíî, ÷òî Uxy = Uyx. Òàê êàê Ux = M, Uy = N, òî

ðàâåíñòâî

My(x, y) = Nx(x, y) (4.1)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî óðàâíåíèå (2.1)
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.
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Ïîêàæåì, ÷òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, åñëè
îáëàñòü D0, â êîòîðîé âûïîëíåíî (4.1), � ïðÿìîóãîëüíèê
a < x < b, c < y < d. Îïðåäåëèì U(x, y) ôîðìóëîé

U(x, y) =

x∫
x0

M(s, y0)ds+

y∫
y0

N(x, s)ds, (4.2)

ãäå (x0, y0) ∈ D0 � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà; (x, y) ∈ D0 �
ïåðåìåííàÿ òî÷êà.
Ïîêàæåì, ÷òî U(x, y) � èíòåãðàë, ò.å. ÷òî Ux = M,

Uy = N. Èìååì â ñèëó (4.2):

Ux =M(x, y0) +

y∫
y0

Nx(x, s)ds =

=M(x, y0) +

y∫
y0

My(x, s)ds =

=M(x, y0) +M(x, y)−M(x, y0) =M(x, y).

Êðîìå òîãî, Uy = N(x, y), ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Çàìå÷àíèå 4.1. Â ôîðìóëå (4.2) x è y ìîæíî ïîìåíÿòü

ðîëÿìè, ò.å. ïîëîæèòü

U(x, y) =

y∫
y0

N(x0, s)ds+

x∫
x0

M(s, y)ds. (4.3)

Ïîïûòàåìñÿ ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå (2.1) ïðåâðàòèòü
â óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, óìíîæàÿ åãî ëå-
âóþ ÷àñòü íà ãëàäêóþ ôóíêöèþ µ(x, y) ̸= 0. Òàêàÿ ôóíê-
öèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì.
Íàïðèìåð, ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè ñ ðàç-

äåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè âûïîëíÿåòñÿ óìíîæåíèåì íà
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èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü, òàê êàê óðàâíåíèå ñ ðàçäå-
ëåííûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ
äèôôåðåíöèàëàõ â ñèëó (4.1).
Âîîáùå, èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü ñóùåñòâóåò â òîé

æå îáëàñòè D0, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò èíòåãðàë U(x, y).

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (3.4) â D0
Ux

M =
Uy

N ̸= 0, ãäå õîòÿ
áû îäèí çíàìåíàòåëü íå ðàâåí íóëþ. Îáîçíà÷àÿ ýòó äðîáü
÷åðåç µ(x, y), ïîëó÷èì Ux = µM, Uy = µN.
Â ñèëó (4.1) íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òî-

ãî, ÷òî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ µ(x, y) ̸= 0 ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðó-
þùèì ìíîæèòåëåì, ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

µxN − µyM = µ(My −Nx). (4.4)

Âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøèòü òàêîå óðàâíåíèå íå ïðîùå, ÷åì
íåïîñðåäñòâåííî ðåøèòü óðàâíåíèå (2.1). Îäíàêî â íåêî-
òîðûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ íàéòè èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü
ñ ïîìîùüþ (4.4).
Ïðèìåð 4.1. Ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåí-

öèàëüíîå óðàâíåíèå.

Òàê íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå

(p(x)y + q(x))dx− dy = 0. (4.5)

Ðàâåíñòâî (4.4) ïðè M = p(x)y + q(x), N = −1 ïðèíè-
ìàåò âèä

µx + (p(x)y + q(x))µy = −µp(x).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî µ(x, y) çàâèñèò òîëüêî îò ïå-
ðåìåííîé x, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå µx = −µp(x), îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî ïðèíÿòü µ = e−

∫
p(x)dx.

Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà µ(x) ïîëó÷èì óðàâíåíèå, êîòîðîå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

d

(
e−

∫
p(x)dxy −

∫
e−

∫
p(x)dxq(x)dx

)
= 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

e−
∫
p(x)dxy −

∫
e−

∫
p(x)dxq(x)dx = C

� îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (4.5). Îáùèé èíòåãðàë óäîá-
íî çàïèñàòü â âèäå

y = e
∫
p(x)dx

(
C +

∫
e−

∫
p(x)dxq(x)dx

)
. (4.6)

Ðàâåíñòâî (4.6) íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(4.5).

� 5. Àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà äâóõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Òàê íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà{
ẋ = P (x, y),

ẏ = Q(x, y),
(5.1)

ãäå P, Q � íåïðåðûâíûå âìåñòå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-
ìè â îáëàñòè G ⊂ R2 ôóíêöèè. Ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû
íàçûâàåòñÿ ãëàäêàÿ ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ (x(t), y(t)),
t ∈ < α, β >, îáðàùàþùàÿ êàæäîå èç ðàâåíñòâ (5.1) â
òîæäåñòâî, ò.å. åñëè{

ẋ(t) = P (x(t), y(t)),

ẏ(t) = Q(x(t), y(t)), t ∈ < α, β >.
(5.2)

Çàäà÷à Êîøè ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ çàäàí-
íûõ t0 ∈ R, (x0, y0) ∈ G, íàéòè ðåøåíèå (x(t), y(t)), äëÿ
êîòîðîãî x(t0) = x0, y(t0) = y0.
Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2.2 (ñì. § 7) äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 5.1. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò, è ëþ-

áîå äðóãîå ðåøåíèå òîé æå çàäà÷è ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì â
îáùåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Ëåãêî íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå x(t) = x∗, y(t) = y∗

ñèñòåìû (5.1), òàê êàê òîãäà äîëæíî áûòü P (x∗, y∗) = 0,
Q(x∗, y∗) = 0 è äåëî ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ àëãåáðàè÷åñêîé
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ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé. Òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïî-
ëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû èëè òî÷êàìè ïîêîÿ.
Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìà (5.1) ýêâèâà-

ëåíòíà çàäàíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ (P (x, y), Q(x, y)) â îá-
ëàñòè G. Ïîëîæåíèÿì ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóþò îñîáûå
òî÷êè âåêòîðíîãî ïîëÿ, à îñòàëüíûå ðåøåíèÿ � ýòî ðåãó-
ëÿðíûå êðèâûå, êàñàòåëüíûå âåêòîðû êîòîðûõ ñîâïàäàþò
ñ âåêòîðàìè ïîëÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ.
Äðóãèõ ðåøåíèé íåò, òàê êàê åñëè ïðè íåêîòîðîì t0

x(t0) = x∗, y(t0) = y∗, òî ïî òåîðåìå 5.1 x(t) = x∗,
y(t) = y∗ äëÿ âñÿêîãî t ∈ R.
Ïóñòü (x(t), y(t)) � ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå. Áóäåò ëè ýê-

âèâàëåíòíàÿ åìó êðèâàÿ (u(τ), v(τ)) òîæå ðåøåíèåì?
×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ðàññìîòðèì äîïóñòè-

ìóþ çàìåíó ïàðàìåòðà τ = φ(t), äëÿ êîòîðîé u(φ(t)) =
= x(t), v(φ(t)) = y(t), è, ñîîòâåòñòâåííî, u′(φ(t))φ̇(t) =
= ẋ(t), v′(φ(t))φ̇(t) = ẏ(t). Â ñèëó (5.2):{

u′(τ)φ̇ = P (u(τ), v(τ)),

v′(τ)φ̇ = Q(u(τ), v(τ)),

÷òî ñîâïàäàåò ñ (5.2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
φ(t) = t+ C.
Ïîëó÷èëè êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ðåãóëÿðíûõ êðèâûõ �

÷àñòíûé ñëó÷àé îðèåíòèðîâàííîé êðèâîé. Ãðàôèê êðè-
âûõ ýòîãî êëàññà áóäåì íàçûâàòü òðàåêòîðèåé. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïîíÿòèå òðàåêòîðèè äîïóñêàåò òîëüêî ñäâèãè ïà-
ðàìåòðà.
Îñîáóþ òî÷êó, ò.å. ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, òàêæå áóäåì

ñ÷èòàòü òðàåêòîðèåé. Òðàåêòîðèè ðàçáèâàþòñÿ íà äâà
êëàññà: ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è òðàåêòîðèè ðåãóëÿðíûõ
êðèâûõ.
Òåîðåìà 5.2. Åñëè òðàåêòîðèè äâóõ ðåøåíèé èìåþò

îáùóþ òî÷êó, òî îíè ñîâïàäàþò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
ýòîé òî÷êè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (x(t), y(t)) è (u(t), v(t)) �
ðåøåíèÿ, ïðè÷åì x(t1) = u(t2) = x0, y(t1) = v(t2) = y0.
Åñëè t1 = t2, òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïî òåîðåìå 5.1.
Ïóñòü òåïåðü t2 > t1. Ïîëîæèì C = t2 − t1, ũ(t) =

= u(t + C), ṽ(t) = v(t + C). Òîãäà ũ(t1) = u(t2) = x0,
ṽ(t1) = v(t2) = y0. Ïî òåîðåìå 5.1 ũ(t) = x(t), ṽ(t) = y(t)
íà îáùåì ïðîìåæóòêå îïðåäåëåíèÿ, ò.å. x(t) = u(t + C),
y(t) = v(t+ C). �
Òåîðåìà 5.3. Òðàåêòîðèè, îòëè÷íûå îò òî÷êè, ðàçáè-

âàþòñÿ íà äâà êëàññà: çàìêíóòûå êðèâûå è êðèâûå áåç
ñàìîïåðåñå÷åíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òðàåêòîðèÿ ðåãóëÿðíîé êðè-

âîé èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèå: ïðè t1 ̸= t2 x(t1) =
= x(t2) = x0, y(t1) = y(t2) = y0. Ðàññóæäàÿ, êàê ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.2, ïîëó÷èì x(t) = x(t+C), y(t) =
= y(t+ C), ãäå C = t2 − t1. Ñëåäîâàòåëüíî, x(t) è y(t) �
ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ñ ïåðèîäîì C. �
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (5.1) ïðè óñëîâèè

P 2(x, y) +Q2(x, y) > 0,

à òàêæå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ïôàôôà:

Q(x, y)dx− P (x, y)dy = 0, P 2 +Q2 > 0. (5.3)

Áóäåì íàçûâàòü ýòî óðàâíåíèå äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñèñòåìå (5.1).
Òåîðåìà 5.4. 1. Âñÿêîå íåïîñòîÿííîå ðåøåíèå ñèñòåìû

(5.1) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.3).
2. Âñÿêàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ (5.3) ÿâëÿåò-

ñÿ òðàåêòîðèåé ñèñòåìû (5.1).
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè ẋ(t) = P (x(t), y(t)), ẏ =

= Q(x(t), y(t)), òî â ñèëó (5.2):

Q(x(t), y(t))ẋ(t)− P (x(t), y(t))ẏ(t) = 0,

ïðè÷åì ïî óñëîâèþ P 2 +Q2 > 0.
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2. Ïóñòü (x(t), y(t)), t ∈ < α, β >, � ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (5.3). Ïóñòü Q(x(t), y(t)) ̸= 0 (åñëè P (x(t), y(t)) ̸= 0,
òî ðàññóæäåíèå àíàëîãè÷íî). Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå
ñèñòåìû (5.1), ýêâèâàëåíòíîå ðåøåíèþ (x(t), y(t)).
Ïîëîæèì ïðè t ∈ < α, β >

K(t) =
ẏ(t)

Q(x(t), y(t))
. (5.4)

Âûïîëíèì çàìåíó ïàðàìåòðà τ = φ(t), ãäå φ(t) =
=

∫
K(t)dt. Òàê êàê φ̇(t) = K(t) ̸= 0 â ñèëó (2.3), òî çàìå-

íà ïàðàìåòðà äîïóñòèìà. Ïîëîæèì òàêæå u(τ) =
= x(φ−1(τ)), v(τ) = y(φ−1(τ)). Êðèâûå u(τ, v(τ)) è
(x(t), y(t)) ýêâèâàëåíòíû, òàê êàê u(φ(t)) = x(t),
v(φ(t)) = y(t), t ∈ < α, β >.
Ïîêàæåì, ÷òî {

u′(τ) = P (u(τ), v(τ)),

v′(τ) = Q(u(τ), v(τ)).

Òàê êàê (x(t), y(t)) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.3), òî

ẋ(t) = u′(φ(t))φ̇(t) =
P (x(t), y(t))

Q(x(t), y(t))
ẏ(t).

Â ñèëó (5.4) u′(τ) = P (u(τ), v(τ)).
Àíàëîãè÷íî, v′(τ) = Q(u(τ), v(τ)), òàê êàê

v′(φ(t))φ̇(t) = ẏ(t) = K(t)Q(x(t), y(t)). �
Ñëåäñòâèå. Â îáëàñòè G áåç òî÷åê ïîêîÿ òðàåêòîðèè

ñèñòåìû (5.1) ñîâïàäàþò ñ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè óðàâ-
íåíèÿ (5.3).
Çàìå÷àíèå 5.1. Åñëè ê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D óðàâ-

íåíèÿ (2.1) äîáàâèòü îñîáûå òî÷êè (x, y), äëÿ êîòîðûõ
M(x, y) = N(x, y) = 0, òî, äîáàâëÿÿ ýòè òî÷êè ê èíòå-
ãðàëüíûì êðèâûì, ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíûå êðè-
âûå, äëÿ êîòîðûõ ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè íàðóøàåòñÿ.
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Ðàññìîòðèì ïðèìåð 2.2. Åñëè ê èíòåãðàëüíûì êðèâûì
äîáàâèòü íà÷àëî êîîðäèíàò, òî ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ïðÿ-
ìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â íà÷àëå êîîðäèíàò íàðóøàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü.
Ïðèìåð 5.1. Êðóãîâîé ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿò-

íèê. Êðóãîâîé ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê � ýòî òÿæåëàÿ
òî÷êà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ïî
îêðóæíîñòè. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç x(t) óãîë ïîâîðîòà ìàÿò-
íèêà â ìîìåíò t îò åãî íèæíåãî ïîëîæåíèÿ, ïîëó÷èì ïðè
îïðåäåëåííîì ðàäèóñå îêðóæíîñòè äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ẍ + sin x = 0. Ïîëàãàÿ
ẋ = y, ïîëó÷àåì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó äâóõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé {

ẋ = y,

ẏ = − sinx,

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êîòîðîé � ýòî òî÷êè (πk, 0),
k ∈ Z. Îñòàëüíûå òðàåêòîðèè � ýòî èíòåãðàëüíûå êðè-
âûå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ñèììåòðè÷íîé ôîð-
ìå sinxdx+ ydy = 0, èíòåãðàë êîòîðîãî èìååò âèä

U(x, y) =

∫
sinxdx+

∫
ydy.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèÿ ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé (2πk, y0),
k ∈ Z, y0 ̸= 0. Èõ òðàåêòîðèè îïðåäåëÿþòñÿ â ñèëó (3.6)
óðàâíåíèåì

x∫
2πk

sin sds+

y∫
y0

sds = 0

èëè

y2 + 4 sin2
x

2
= y20.

Ïðè 0 <| y0 |< 2 òðàåêòîðèè � çàìêíóòûå
êðèâûå, îõâàòûâàþùèå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (2πk, 0),
k ∈ Z, è ëåæàùèå âíóòðè çàìêíóòûõ êðèâûõ
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y2 + 4 sin2 x
2 = 4. Ïîñëåäíèå ðàçáèâàþòñÿ ïîëîæåíèÿìè

ðàâíîâåñèÿ ((2k + 1)π, 0), k ∈ Z, íà äâå òðàåêòîðèè.
Ïðè | y0 |> 2 òðàåêòîðèè � ýòî ãðàôèêè ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé ïåðåìåííîé x â ïîëóïëîñêîñòÿõ y > 0,
ëèáî y < 0.
Âåëè÷èíû y0 � ýòî íà÷àëüíûå ñêîðîñòè. Òàêèì îáðà-

çîì, äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà ëèáî êîëåáàòåëüíûå
(ïðè 0 <| y0 |< 2), ëèáî âðàùàòåëüíûå (ïðè | y0 |> 2),
ëèáî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå y0 = ±2, íà ïðàêòèêå íå

ðåàëèçóþòñÿ ââèäó èõ íåóñòîé÷èâîñòè.

� 6. Ñâåäåíèå ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ,

ðàçðåøåííîìó îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå (x(t), y(t)) óðàâíåíèÿ (2.1). Ïî òåî-
ðåìå 1.2, åñëè ẋ(t0) ̸= 0, òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷-
êè t0 çà ïàðàìåòð ìîæíî ïðèíÿòü x, ïðè÷åì èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ îêàæåòñÿ ãðàôèêîì ãëàäêîé ôóíêöèè φ(x), îïðå-
äåëåííîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 = x(t0).
Òàê êàê (x, φ(x)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1),

òî â óêàçàííîé îêðåñòíîñòè

M(x, φ(x)) +N(x, φ(x))φ′(x) = 0,

îòêóäà

φ′(x) = −M(x, φ(x))

N(x, φ(x))
.

Ïðè ýòîì â ñèëó (2.3) N(x, φ(x)) ̸= 0.

Ïîëîæèì f(x, y) = −M(x,y)
N(x,y) . Ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëå-

íà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè G òî÷êè (x0, y0), ãäå y0 = φ(x0).
Èòàê, ôóíêöèÿ φ(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ âèäà

y′ =
dy

dx
= f(x, y)
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ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé y(x). Òàêîå óðàâíåíèå íàçûâàåò-
ñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàç-
ðåøåííûì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé. Ëþáîå åãî ðåøåíèå
y = φ(x), x ∈ < α, β >, îïðåäåëÿåò â ñèëó (2.2) ðåøåíèå
(x, φ(x)) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ñèììåòðè÷íîé
ôîðìå f(x, y)dx− dy = 0, òàê êàê f(x, φ(x))− φ′(x) = 0.
Åñëè ẏ(t0) ̸= 0, òî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ (2.1)

ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ãëàäêîé ôóíêöèè ψ(y), îïðåäåëåííîé
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè y0 = y(t0). Àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùåìó îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ψ(y) óäîâëåòâî-
ðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

dx

dy
= g(x(y), y), (6.1)

ãäå g(x, y) = −N(x,y)
M(x,y) � ãëàäêàÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

H òî÷êè (x0, y0), ãäå x0 = x(t0), òàê êàê ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî M(x, y) ̸= 0 â îáëàñòè H.
Èòàê, äëÿ êàæäîé òî÷êè îáëàñòè D ìîæíî óêàçàòü åå

îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé óðàâíåíèå (2.1) ýêâèâàëåíòíî ïî
êðàéíåé ìåðå îäíîìó èç äâóõ óðàâíåíèé, ðàçðåøåííûõ
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé. Íàïðèìåð, ëèíåéíîå íåîäíî-
ðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (4.5) ýêâèâàëåíòíî
óðàâíåíèþ

y′ = p(x)y + q(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìû 2.2 è 3.1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ðàçðåøåííîãî îòíî-
ñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.
Ýòî áóäåò ñäåëàíî â ñëåäóþùèõ äâóõ ïàðàãðàôàõ.
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� 7. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì òåîðåìó 2.2. Ðàññìîò-
ðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàç-
ðåøåííîå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ñ íåèçâåñòíîé äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé y(x), x ∈ < α, β >:

y′(x) = f(x, y(x)). (7.1)

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â
îáëàñòè G ⊂ R2. Â äàëüíåéøåì íà f áóäóò íàëîæåíû äî-
ïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ. Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè ñ
íà÷àëüíîé òî÷êîé (x0, y0) ∈ G, ò.å. áóäåì èñêàòü ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (7.1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ y(x0) = y0.
Íàðÿäó ñ çàäà÷åé Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (7.1) ðàññìîò-

ðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(s, y(s))ds (7.2)

ñ íåèçâåñòíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé y(x), x ∈ < α, β >.
Î÷åâèäíî, çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (7.1) ýêâèâà-

ëåíòíà ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (7.2).
Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê

R = {(x, y) :| x− x0 |≤ a, | y − y0 |≤ b}.
Âûáåðåì a > 0 è b > 0 ñòîëü ìàëûìè, ÷òîáû áûëî
R ⊂ G. Ïîëîæèì M = max

(x,y)∈R
| f(x, y) |, h = min{a, b

M }.

Îòðåçîê | x− x0 |≤ h íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì Ïåàíî.
Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ fy ñóùåñòâó-

åò è íåïðåðûâíà. Òîãäà:
I) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò íà îòðåçêå Ïåàíî;
II) ëþáûå äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñîâïàäàþò íà îá-

ùåì ïðîìåæóòêå ñóùåñòâîâàíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

I. Ïóñòü L = max
(x,y)∈R

| fy(x, y) |. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-

òåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ïî Ïèêàðó:

φ0(x) = y0,

φk(x) = y0 +

x∫
x0

f(s, φk−1(s))ds, k ∈ N. (7.3)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ k ∈ N:
1) φk(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå Ïåàíî, ïðè÷åì

(x, φk(x)) ∈ R;
2) íà îòðåçêå Ïåàíî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

| φk(x)− φk−1(x) |≤
M(L | x− x0 |)k

Lk!
. (7.4)

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî k. Ïðè k = 1
óòâåðæäåíèå 1 âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê íà îòðåçêå Ïåàíî
| x− x0 |≤ h ≤ a,

| φ1(x)− y0 |≤|
x∫

x0

| f(s, y0) | ds |≤M | x− x0 |≤ b.

Ýòèì äîêàçàíî è íåðàâåíñòâî (7.4) ïðè k = 1, òàê êàê
φ0 = y0.
Ïðåäïîëàãàÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñäåëàííûõ óòâåðæäåíèé

äëÿ ïåðâûõ k ïðèáëèæåíèé, äîêàæåì èõ ñïðàâåäëèâîñòü
è äëÿ φk+1.
1. Íà îòðåçêå Ïåàíî:

| φk+1 − y0 |≤|
x∫

x0

| f(s, φk) | ds |≤M | x− x0 |≤ b.

2. Ïî ôîðìóëå Ëàãðàíæà:

| f(x, y1)− f(x, y2) |≤ L | y1 − y2 |,
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åñëè (x, y1) ∈ R, (x, y2) ∈ R. Èñïîëüçóÿ èíäóêöèîííîå
ïðåäïîëîæåíèå, íàõîäèì

| φk+1(x)−φk(x) |≤|
x∫

x0

| f(s, φk(s))−f(s, φk−1(s)) | ds |≤

≤ L

x∫
x0

| φk(s)− φk−1(s) | ds.

Â ñèëó (7.4)

| φk+1(x)− φk(x) |≤
M(L | x− x0 |)k+1

L(k + 1)!
.

Èòàê, óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 ñïðàâåäëèâû ïðè âñåõ íàòó-
ðàëüíûõ k.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (7.3) ñõî-

äèòñÿ ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7.2) ïðè
k → ∞. Ñõîäèìîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêâèâà-

ëåíòíà ñõîäèìîñòè ðÿäà y0+
∞∑
k=1

(φk(x)−φk−1(x)).

Ýòîò ðÿä ìàæîðèðóåòñÿ â ñèëó (7.4) ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëî-

âûì ðÿäîì | y0 | +
∞∑
k=1

M(Lh)k

Lk! . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ïèêàðîâûõ ïðèáëèæåíèé ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
íà îòðåçêå Ïåàíî ê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè φ(x). Ïåðåõî-
äÿ â (7.3) ê ïðåäåëó ïðè k → ∞, çàêëþ÷àåì, ÷òî φ(x)
óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (7.2), à çíà÷èò,
è çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (7.1). Òåì ñàìûì äîêàçàíî
óòâåðæäåíèå I.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå II. Ïóñòü φ1(x) è φ2(x) � ðå-

øåíèÿ, îïðåäåëåííûå íà ïðîìåæóòêå < α, β >, ñîäåðæà-
ùåì òî÷êó x0, ïðè÷åì φ1(x0) = φ2(x0) = y0. Ïóñòü E ⊂
⊂ < α, β > � ìíîæåñòâî òî÷åê x, íà êîòîðîì φ1(x) =
= φ2(x). Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà x0 � âíóòðåííÿÿ äëÿ ìíî-
æåñòâà E.
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Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

φ1(x)− φ2(x) =

x∫
x0

(f(s, φ1(s))− f(s, φ2(s)))ds.

Ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè x0, â êîòîðîé

| f(x, φ1(x))− f(x, φ2(x)) |≤ L | φ1(x)− φ2(x) | .

Ïîëîæèì u(x) =| φ1(x)− φ2(x) | . Òîãäà

0 ≤ u(x) ≤ L |
x∫

x0

u(s)ds | .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî u(x) = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ≥ x0.Ïîëîæèì U(x) =
x∫

x0

u(s)ds.

Óìíîæèì íåðàâåíñòâî U ′(x) ≤ LU(x) íà èíòåãðèðóþ-
ùèé ìíîæèòåëü µ(x) = e−L(x−x0). Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
d
dx

(
e−L(x−x0U(x)

)
≤ 0. Èíòåãðèðóÿ åãî â ïðåäåëàõ îò x0

äî x, ïîëó÷èì U(x) ≤ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, u(x) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà x0 � âíóòðåííÿÿ äëÿ ìíîæåñòâà

E.Íî ýòî îòíîñèòñÿ è ê ëþáîé äðóãîé òî÷êå ìíîæåñòâà E.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî E îòêðûòî. Íî îíî è çàìêíó-
òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè u(x) íà ïðîìåæóòêå < α, β >.
Ñëåäîâàòåëüíî, E = < α, β >. �
Òåì ñàìûì äîêàçàíà è òåîðåìà 2.2. Ïîõîæèì îáðàçîì

äîêàçûâàåòñÿ è òåîðåìà 5.1.
Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñòîÿííàÿ h, îïðåäåëÿþùàÿ äëèíó îò-

ðåçêà Ïåàíî, çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè (x0, y0).
Â ýòîì îòíîøåíèè òåîðåìó 7.1 ìîæíî óòî÷íèòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 7.2. Äëÿ ëþáîé òî÷êè (x∗, y∗) ∈ G ìîæíî

óêàçàòü îêðåñòíîñòü V ⊂ G, äëÿ êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ
h > 0 íå çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè (x0, y0) ∈ V.
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Â êà÷åñòâå V ìîæíî âçÿòü âíóòðåííîñòü ïðÿìîóãîëü-
íèêà R ñ öåíòðîì â òî÷êå (x∗, y∗), åñëè ïðÿìîóãîëüíèê
ñ òåì æå öåíòðîì è âäâîå áîëüøèìè ñòîðîíàìè ïðèíàä-
ëåæèò ìíîæåñòâó G. Ïðè ýòîì ïîñòîÿííóþ M ñëåäóåò
îïðåäåëÿòü ïî áîëüøåìó ïðÿìîóãîëüíèêó.
Ñëåäñòâèå. Òàêèì æå, êàê è îêðåñòíîñòü V, ñâîéñòâîì

îáëàäàåò ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî K îáëàñòè G.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì îòêðûòîå ïîêðûòèå K îê-

ðåñòíîñòÿìè V åãî òî÷åê, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì, óêàçàí-
íûì â òåîðåìå 7.2. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå K
îêðåñòíîñòÿìè V1, . . . , VN , ñóùåñòâóþùåå â ñèëó êîìïàêò-
íîñòè K. Êàæäîé îêðåñòíîñòè Vi, i = 1, . . . , N, ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîñòîÿííàÿ hi > 0. Òîãäà h = min{h1, . . . , hN}.
Ïðîäîëæåíèå èíòåãðàëüíîé êðèâîé. Ðàññìîòðèì

ðåøåíèå φ(x), îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå Ïåàíî
| x−x0 |≤ h. Ïðèìåì òî÷êó (x0+h, φ(x0+h)) çà íà÷àëü-
íóþ â çàäà÷å Êîøè. Ïîëîæèì x1 = x0+h, y1 = φ(x0+h).
Ïî òåîðåìå 7.1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ψ(x),
îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå | x − x1 |≤ h1 è óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå óñëîâèþ y1 = ψ(x1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðåøåíèå

φ1(x) =

{
φ(x) ïðè x ∈ [x0 − h, x0 + h],

ψ(x) ïðè x ∈ [x0 + h, x0 + h+ h1],
(7.5)

îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå [x0−h, x0+h+h1]. Ðåøåíèå φ1(x)
íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðåøåíèÿ φ(x) âïðàâî çà òî÷êó
x0+ h. Òàêóþ ïðîöåäóðó ìîæíî âûïîëíÿòü íåîãðàíè÷åí-
íîå êîëè÷åñòâî ðàç.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ âëåâî.
Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ óðàâíåíèÿ (2.1)

ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî óðàâíåíèå (7.1), íî è óðàâ-
íåíèå (6.1).
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� 8. Ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 7.1, â ÷àñòíîñòè ÷àñò-
íàÿ ïðîèçâîäíàÿ fy(x, y) ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà â îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ G ôóíêöèè f(x, y). Â ýòîì ïàðàãðàôå
ìû äëÿ êàæäîé òî÷êè (x∗, y∗) ∈ G ïîñòðîèì îêðåñòíîñòü,
â êîòîðîé îïðåäåëåí èíòåãðàë äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (7.1). Òåì ñàìûì áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà 3.1.
Ïóñòü φ1(x) è φ2(x) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.1), îïðå-

äåëåííûå íà èíòåðâàëå (a, b), ñîäåðæàùåì òî÷êó x∗, äëÿ
êîòîðûõ φ1(x

∗) < y∗ < φ2(x
∗). Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü

A = {(x, y) : a < x < b, φ1(x) < y < φ2(x)}

òî÷êè (x∗, y∗), è ïóñòü A � çàìûêàíèå A, A ⊂ G.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç y(x, x0, y0) ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè äàí-

íûìè (x0, y0) ∈ A. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà-
÷è Êîøè ãðàôèêè ýòèõ ðåøåíèé è ðåøåíèé φ1(x) è φ2(x)
íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 7.2 ðå-
øåíèå y(x, x0, y0) ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà îòðåçîê
[a, b]. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå y(x, x0, y0) îïðåäåëåíî ïðè
x = x∗, è ïóñòü

C = y(x∗, x0, y0).

Î÷åâèäíî, φ1(x
∗) < C < φ2(x

∗). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
x ∈ [a, b]

y(x, x0, y0) = y(x, x∗, C), (8.1)

òàê êàê ñëåâà è ñïðàâà ñòîÿò ðåøåíèÿ, ñîâïàäàþùèå ïðè
x = x∗. Ïîëîæèì

U(x0, y0) = y(x∗, x0, y0), φ(x,C) = y(x, x∗, C) (8.2)

ïðè (x0, y0) ∈ A, x ∈ [a, b], C ∈ (φ1(x
∗), φ2(x

∗)). Ðàâåí-
ñòâî U(x0, y0) = C âåðíî íå òîëüêî â òî÷êå (x0, y0), íî
è íà âñåé èíòåãðàëüíîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
(x0, y0), ò.å. â ñèëó (8.1) è (8.2):

C = U(x, φ(x,C)), x ∈ [a, b]. (8.3)
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Òàêèì îáðàçîì, U(x, y) îáðàùàåòñÿ â ïîñòîÿííóþ âäîëü
ëþáîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé â îáëàñòè A. Ôóíêöèè y =
= φ(x,C) è C = U(x, y) � âçàèìíî îáðàòíûå ôóíêöèè
ïåðåìåííûõ C è y.
Òàê êàê èíòåãðàëüíûå êðèâûå çàïîëíÿþò âñþ îáëàñòüA

è íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, òî ôóíêöèÿ φ(x,C) íåïðåðûâíà
ïðè x ∈ [a, b], φ1(x

∗) ≤ C ≤ φ2(x
∗), è ñòðîãî âîçðàñòàåò

ïî C. Ôóíêöèÿ y = φ(x,C) íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7.1) â îáëàñòè A.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî U(x, y) íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìà ïî x è y è U 2
x + U 2

y > 0. Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî Uy ̸= 0. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè ýòî
âûòåêàåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ è íåïðåðûâíîñòè φC ̸= 0.
Òåîðåìà 8.1. Åñëè â óðàâíåíèè (7.1) fy ñóùåñòâóåò è

íåïðåðûâíà, òî φC ñóùåñòâóåò, íåïðåðûâíà è φC > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ÷àñò-

íîé ïðîèçâîäíîé. Ñîñòàâèì ïðèðàùåíèå ∆φ =
= φ(x,C + ∆C) − φ(x,C). Òàê êàê φ(x,C) � ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (5.1), òî

d(∆φ)

dx
= f(x, φ(x,C +∆C))− f(x, φ(x,C)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

d(∆φ)

dx
=

1∫
0

d

ds
f(x, φ(x,C) + s(∆φ))ds.

Âûïîëíÿÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå, ïîëó÷èì

d(∆φ)

dx
= (∆φ)

1∫
0

fy(x, φ(x,C) + s(∆φ))ds.
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Ïîëîæèì z(x,∆C) = ∆φ
∆C , ∆C ̸= 0. Òîãäà z(x,∆C)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ

dz

dx
= p(x,∆C)z,

ãäå

p(x,∆C) =

1∫
0

fy(x, φ(x,C) + s(∆φ))ds

ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè z(x∗,∆C) = 1, òàê êàê â ñèëó
(8.2):

φ(x∗, C) = C, φ(x∗, C +∆C) = C +∆C.

Îäíàêî ôóíêöèÿ p(x,∆C) îïðåäåëåíà è ïðè ∆C = 0,
ïðè÷åì p(x, 0) = fy(x, φ(x,C)). Â ñèëó (3.8)

φC(x,C) = lim
∆C→0

z(x,∆C) = lim
∆C→0

e

x∫
x∗

p(s,∆C)ds

,

ò.å. φC ñóùåñòâóåò è

φC = e

x∫
x∗

fy(s,φ(s,C))ds

> 0. �
Ïðîäîëæåíèå èíòåãðàëà.Ìû ïîñòðîèëè èíòåãðàë â

îêðåñòíîñòè A èíòåãðàëüíîé êðèâîé y = φ(x), x ∈ [a, b],
óðàâíåíèÿ (7.1), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x∗, y∗). Îáî-
çíà÷èì ýòîò èíòåãðàë ÷åðåç U1(x, y), (x, y) ∈ A. Ìåíÿÿ
ðîëÿìè x è y, ìîæíî ïîñòðîèòü èíòåãðàë â îêðåñòíîñòè
èíòåãðàëüíîé êðèâîé x = ψ(y) óðàâíåíèÿ (6.1).
Ïóñòü M(b, φ(b)) ̸= 0 è ðàçíîñòü φ2(b) − φ1(b) äîñòà-

òî÷íî ìàëà (ñëó÷àé N(b, φ(b)) ̸= 0 ðàññìîòðåí âûøå).
Ïðîäîëæèì èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ y = φ(x) çà òî÷êó
b ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîé êðèâîé x = ψ(y) óðàâíåíèÿ
(6.1), îïðåäåëåííîé íà îòðåçêå [c, d], ñîäåðæàùåì îòðåçîê
[φ1(b), φ2(b)] âíóòðè ñåáÿ.
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Ïî àíàëîãèè ñ îáëàñòüþ A, ìåíÿÿ x è y ðîëÿìè, ïîñòðî-
èì îáëàñòüB è èíòåãðàë U2(x, y), (x, y) ∈ B.ÎáëàñòüB∩
∩A = D0 íå ïóñòà ïî ïîñòðîåíèþ. Â íåé îïðåäåëåíî îáùåå
ðåøåíèå y = φ̃(x,C), ÿâëÿþùååñÿ ñóæåíèåì îáùåãî ðåøå-
íèÿ (8.2) íàD0. Â ñèëó (8.3) U1(x, φ̃(x,C)) = C, à ïî îïðå-
äåëåíèþ èíòåãðàëà U2(x, φ̃(x,C)) = Φ(C), ïðè÷åì Φ′ ̸= 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, U2(x, φ̃(x,C)) = Φ (U1(x, , φ̃(x,C))) . Ïî-
ëîæèì

U(x, y) =

{
U2(x, y), åñëè (x, y) ∈ B,

Φ(U1(x, y)), åñëè (x, y) ∈ A.

Î÷åâèäíî, U(x, y) � èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (2.1). Åãî åñòå-
ñòâåííî íàçâàòü ïðîäîëæåíèåì èíòåãðàëà U2(x, y) â îá-
ëàñòü B ∪A âäîëü èíòåãðàëüíîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç òî÷êó (x∗, y∗).
Çàìå÷àíèå 8.1. Åñëè ïîìåíÿòü ðîëÿìè îáëàñòè A è

B, òî ïîëó÷èì ïðîäîëæåíèå èíòåãðàëà U1(x, y) â îáëàñòü
A ∪B ïî ôîðìóëå

U(x, y) =

{
U1(x, y), åñëè (x, y) ∈ A,

Φ−1(U2(x, y)), åñëè (x, y) ∈ B.

Çàìå÷àíèå 8.2. Ïîïóòíî äîêàçàíî, ÷òî ëþáûå äâà èí-
òåãðàëà U1(x, y) è U2(x, y) óðàâíåíèÿ (2.1) ñâÿçàíû ñî-
îòíîøåíèåì U2 = Φ(U1) â îáùåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ,
ïðè÷åì Φ′ ̸= 0.

� 9. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, íå

ðàçðåøåííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé

Äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, íå ðàçðåøåííûì îò-
íîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå, íàçûâà-
åòñÿ óðàâíåíèå

F (x, y; dx, dy) = 0, (9.1)

ãäå ôóíêöèÿ F îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìà â îáëàñòè H × R2, (x, y) ∈ H ⊂ R2, è îäíîðîäíà
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ñòåïåíè k ïî dx, dy, ò.å.

F (x, y; tdx, tdy) = tkF (x, y; dx, dy), t ∈ R.
Îïðåäåëåíèå 9.1. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (9.1) íàçûâà-

åòñÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ (x(t), y(t)), t ∈ < α, β >, åñëè
ïðè t ∈ < α, β >

F (x(t), y(t); ẋ(t), ẏ(t)) = 0. (9.2)

Òåîðåìà 9.1. Ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ ðå-
øåíèþ óðàâíåíèÿ (9.1), òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî
óðàâíåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ

(u(τ), v(τ)), τ ∈ < γ, δ >, ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ
(x(t), y(t)), t ∈ < α, β >. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ çàìåíà ïàðàìåòðà τ =
= τ(t), ïðè êîòîðîé òîæäåñòâî (9.2) ïðèíèìàåò âèä

F (u(τ(t)), v(τ(t));u′(τ(t)τ ′, v′(τ(t))τ ′) = 0.

Èñïîëüçóÿ îäíîðîäíîñòü F è óñëîâèå τ ′ ̸= 0, ïîëó÷àåì

F (u(τ), v(τ);u′(τ), v′(τ)) = 0. �
Ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ïîðîæäàåìàÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ (9.1), îïðåäåëÿåò èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ. Ëîêàëüíî
èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ãëàäêîé ôóíê-
öèè.
Åñëè, íàïðèìåð, ẋ(t0) ̸= 0, òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 =

= x(t0) èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíê-
öèè y = φ(x) ñ ïàðàìåòðèçàöèåé (x, φ(x)). Ïî îïðåäå-
ëåíèþ ðåøåíèÿ F (x, φ(x); 1, φ′(x)) = 0. Ïîëî-
æèì F (x, y; 1, v) = f(x, y, v). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ
y = φ(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

f(x, y, y′) = 0, (9.3)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîä-
íîé.
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Ïðè k = 1 óðàâíåíèå (9.1) ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå
Ïôàôôà (2.1). Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé k = 2, ò.å.
ñëó÷àé, êîãäà F ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ïåðåìåí-
íûõ dx, dy. Óðàâíåíèå (9.1) çàïèøåì â âèäå

a(x, y)dx2 + 2b(x, y)dxdy + c(x, y)dy2 = 0, (9.4)

ãäå ôóíêöèè a, b, c îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìû â îáëàñòè H. Ðàññìîòðèì äèñêðèìèíàíò
d(x, y) = b2 − ac. Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ: d > 0;
d = 0; d < 0.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå óðàâíåíèå (9.4) íå èìååò ðåøåíèé,

òàê êàê ðàâåíñòâî (9.2) âûðîæäàåòñÿ â ẋ = 0, ẏ = 0.
Îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî îáëàñòè H, îïðåäåëÿåìîå ðà-

âåíñòâîì d = 0, ÷åðåç ∆, à îáëàñòü, îïðåäåëÿåìóþ íåðà-
âåíñòâîì d > 0, ÷åðåç D. Ìíîæåñòâî ∆ íàçûâàåòñÿ äèñ-
êðèìèíàíòíîé êðèâîé. Â îáëàñòè D óðàâíåíèå (9.4) ðàñ-
êëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè:

(M1(x, y)dx+N1(x, y)dy)(M2(x, y)dx+N2(x, y)dy) = 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïàäàåòñÿ íà äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèÿ âèäà (2.1). Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé çàäàåò â
D ïîëå íàïðàâëåíèé. Íà ìíîæåñòâå∆ ýòè ïîëÿ ñëèâàþòñÿ
â îäíî.
Ïîýòîìó ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è Êîøè ñëåäóåò ôèêñè-

ðîâàòü íå òîëüêî íà÷àëüíóþ òî÷êó (x0, y0) ∈ D, íî è îäíî
èç äâóõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ïîëÿ, ò.å. ôèêñèðîâàòü
óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê èíòåãðàëüíîé êðè-
âîé â òî÷êå (x0, y0).
Ïðèìåð 9.1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ydx2 − xdxdy + dy2 = 0. (9.5)

Çäåñü H = R2, äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ � ýòî ïàðàáîëà
y = x2

4 , îáëàñòü D îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì y < x2

4 .
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Òàê êàê êðèâàÿ (x, x
2

4 ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (9.5),
òî äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðè-
âîé ýòîãî óðàâíåíèÿ.
Â îáëàñòè D óðàâíåíèå (9.5) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâ-

íåíèÿ Ïôàôôà:
2dy−(x+

√
x2 − 4y)dx = 0 è 2dy−(x−

√
x2 − 4y)dx = 0.

Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ïîäñòàíîâêîé y =
= zx2 (z < 1

4) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùè-
ìèñÿ ïåðåìåííûìè.
Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ, êîãäà èíòåãðàëüíàÿ

êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè ïåðåìåííîé x. Äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (9.3).
Ïóñòü f(x, y, v) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìà â îáëàñòè Q ⊂ R3, ïðè÷åì (fx)
2 + (fy)

2 + (fv)
2 > 0.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå y = φ(x) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè
(x0, y0, v0) ∈ Q, f(x0, y0, v0) = 0, ò.å. ðåøåíèå, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèÿì φ(x0) = y0, φ

′(x0) = v0.
Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:

1)fv(x0, y0, v0) ̸= 0; 2)fy(x0, y0, v0) ̸= 0; 3)fx(x0, y0, v0) ̸= 0.

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷à-
åâ ðàâåíñòâî f(x, y, v) = 0 ïîðîæäàåò íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ. Â ïåðâîì ñëó-
÷àå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå y′ = p(x, y), âî âòîðîì �
y = g(x, y′), â òðåòüåì � x = h(y, y′).
Ñëó÷àè 2 è 3 ñâîäÿòñÿ îäèí ê äðóãîìó èçìåíåíèåì ðî-

ëåé ïåðåìåííûõ x è y. Ïåðâûé ñëó÷àé áûë èçó÷åí ðàíåå.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2, ò.å. ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

y = g(x, y′), (9.6)

ãäå ôóíêöèÿ g(x, v) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0),
y0 = g(x0, v0).
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî gv(x0, v0) ̸= 0. Òåì ñàìûì

èìååò ìåñòî òàêæå è ñëó÷àé 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå
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ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò è åäèíñò-
âåííî.
Ñîïîñòàâèì ñ (9.6) ñèñòåìó{

y = g(x, v),

(gx − v)dx+ gvdv = 0.
(9.7)

Ðàññìîòðèì âòîðîå óðàâíåíèå â (9.7) â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè (x0, v0), ãäå gv(x, v) ̸= 0. Òîãäà îíî ïðèìåò âèä

dv

dx
=
v − gx
gv

.

Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ðàçðåøåííîå îòíî-
ñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé. Ïóñòü v(x) � ðåøåíèå ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (x0, v0).
Îáðàçóåì ôóíêöèþ φ(x) = g(x, v(x)).
Òåîðåìà 9.2. Ôóíêöèÿ φ(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ (9.6) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè φ(x0) = y0,
φ′(x0) = v0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì φ(x0) = g(x0, v0) = y0. Äà-

ëåå,

φ′ = gx + gvv
′ = gx + gv

v − gx
gv

= v.

Èòàê, φ(x) = g(x, φ′(x)) è φ′(x0) = v(x0) = v0. �
Ïóñòü òåïåðü gv(x0, v0) = 0. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ∆

íà ïëîñêîñòè Oxy, îïðåäåëÿåìîå ñèñòåìîé{
y = g(x, v),

gv(x, v) = 0,
(9.8)

ãäå v � ïàðàìåòð, èçìåíÿþùèéñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè v0.
Ìíîæåñòâî ∆ íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé. Îíî
ñîâïàäàåò ñ äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé óðàâíåíèÿ (9.4).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò, íå-

ïðåðûâíà è gvv(x0, v0) ̸= 0. Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå (9.8)
îïðåäåëÿåò â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ôóíêöèþ v = v(x),
v(x0) = v0. Êàê è ðàíåå, ïîëàãàåì φ(x) = g(x, v(x)).
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Òåîðåìà 9.3. Åñëè gx(x, v(x)) = v(x), òî φ(x) � ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (9.6) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (x0, y0, v0).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

φ(x0) = g(x0, v0) = y0,

φ′(x) = gx(x, v(x)) + gv(x, v(x))v
′(x) = v(x). (9.9)

Ñëåäîâàòåëüíî, φ(x) = g(x, φ′(x)) è φ′(x0) = v(x0) = v0.
�
Ïîñòðîåííîå â òåîðåìå 9.3 ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ îñîáûì.

Âäîëü îñîáîãî ðåøåíèÿ îáà êîýôôèöèåíòà ïðè dx è dy
âòîðîãî óðàâíåíèÿ (9.7) îáðàùàþòñÿ â 0.
×àñòíûé ñëó÷àé � óðàâíåíèå Êëåðî y = xy′ +

+p(y′), ãäå p(v) � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìàÿ íà èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèÿ. Óðàâíåíèå (9.7) èìååò
âèä (x + p′(v))dv = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî v̇ = 0, òîãäà
v = C, ëèáî p′(v) + x = 0, òîãäà

x = −p′(v), y = −p′(v)v + p(v), (9.10)

÷òî ñîâïàäàåò ñ äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé (9.8).
Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî ïðÿìûõ y =

= Cx + p(C), C ∈ (a, b). Ýòî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Êëåðî.
Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Óðàâíåíèÿ (9.10) çàäàþò

äèñêðèìèíàíòíóþ êðèâóþ. Åñëè pvv ̸= 0, òî ïåðâîå óðàâ-
íåíèå (9.10) îïðåäåëÿåò îáðàòíóþ ôóíêöèþ v(x), ïðè÷åì
ïî òåîðåìå 9.3 φ(x) = xv(x) + p(v(x)) ÿâëÿåòñÿ îñîáûì
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Êëåðî. Â ñèëó (9.9) ïðÿìàÿ y =
Cx + p(C) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó îñîáîãî ðå-
øåíèÿ â òî÷êå ñ àáñöèññîé x0 ïðè C = v(x0).
Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ïðèìåðà 9.1. Ýòî óðàâíåíèå

Êëåðî. Â ýòîì ñëó÷àå âòîðîå óðàâíåíèå (9.7) èìååò âèä
(x− 2v)dv = 0. Îáùåå ðåøåíèå � ñåìåéñòâî ïðÿìûõ y =
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= Cx − C2. Îñîáîå ðåøåíèå � äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ{
y = vx− v2

x− 2v = 0
, îòêóäà y = x2

2 − x2

4 = x2

4 .

Ôîðìóëà y = Cx − C2 ñîäåðæèò â ñåáå îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ 2y′ = x+

√
x2 − 4y (ïðè x < 2C) è óðàâíåíèÿ

2y′ = x −
√
x2 − 4y (ïðè x > 2C). Ïðè ýòîì 2C ÿâëÿåò-

ñÿ àáñöèññîé òî÷êè êàñàíèÿ ãðàôèêà îñîáîãî ðåøåíèÿ è
ïðÿìîé y = Cx− C2.
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Ãëàâà II. ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÏÔÀÔÔÀ
Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

� 1. Ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî R3 ñ ïðÿìîóãîëüíûìè êîîð-
äèíàòàìè Oxyz. Ïóñòü r = (x, y, z) � âåêòîð, U � îáëàñòü
â R2 ñ êîîðäèíàòàìè u, v.
Îïðåäåëåíèå 1.1. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå r :

U → R3 íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðèçîâàííîé ïîâåðõíîñòüþ.
Ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñ-
ëè ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ru(u, v) è rv(u, v), (u, v) ∈ U. Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü íàçû-
âàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè âåêòîðû ru è rv ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû.
Åñëè r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), òî ëèíåéíàÿ íåçà-

âèñèìîñòü ru è rv ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ

rank

(
xu yu zu
xv yv zv

)
= 2.

Ìíîæåñòâî, îáðàçîâàííîå êîíöàìè âåêòîðîâ r(u, v), îò-
ëîæåííûõ îò íà÷àëà êîîðäèíàò, íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì ïà-
ðàìåòðèçîâàííîé ïîâåðõíîñòè r(u, v).
Äîïóñòèìà òåðìèíîëîãèÿ: ãðàôèê ïîâåðõíîñòè � ïî-

âåðõíîñòü, à ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü � ïàðàìåò-
ðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè.
Ãðàôèê ãëàäêîé ôóíêöèè z = f(x, y), (x, y) ∈ U , â

îáû÷íîé òåðìèíîëîãèè � ýòî ãðàôèê ðåãóëÿðíîé ïîâåðõ-
íîñòè (x, y, f(x, y)).
Ðàññìîòðèì çàìåíó ïàðàìåòðîâ T : t = φ(u, v),

τ = ψ(u, v), (u, v) ∈ U. Çàìåíà T íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîð-

ôèçìîì îáëàñòè U íà îáëàñòü V = T (U), åñëè ñóùåñòâó-
åò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå T−1 : u = f(t, τ), v = g(t, τ),
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(t, τ) ∈ V, è îáà îòîáðàæåíèÿ T è T−1 íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìû. Â êóðñàõ àíàëèçà äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãëàä-
êîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå T � äèôôåîìîðôèçì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

J(u, v) = det

(
φu φv

ψu ψv

)
̸= 0, (u, v) ∈ U.

Åñëè æå T ãëàäêîå, íî íå îáÿçàòåëüíî áèåêòèâíîå îòîá-
ðàæåíèå, òî ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè. Åñëè T � íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå è J(u0, v0) ̸= 0,

(u0, v0) ∈ U, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ũ òî÷êè (u0, v0)

òàêàÿ, ÷òî ñóæåíèå T íà Ũ � äèôôåîìîðôèçì â Ũ .
Îïðåäåëåíèå 1.2. Ãîâîðÿò, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõ-

íîñòü ρ(t, τ), (t, τ) ∈ V, ýêâèâàëåíòíà ïîâåðõíîñòè r(u, v),
(u, v) ∈ U, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì îáëàñòè U
íà îáëàñòü V òàêîé, ÷òî ρ(φ(u, v), ψ(u, v)) = r(u, v).
Î÷åâèäíî, ÷òî ïîâåðõíîñòü r(u, v) òîæå ðåãóëÿðíà.
Ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ ïîâåðõíîñòåé ðàçáèâàåòñÿ íà

êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâà-
åòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïî-
âåðõíîñòü ïîðîæäàåò ãðàôèê.
Îïðåäåëåíèå 1.3.Ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü íà-

çûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè r(u, v) � áèåêöèÿ è îáðàòíîå îòîá-
ðàæåíèå íåïðåðûâíî.
Ïîâåðõíîñòü, ýêâèâàëåíòíàÿ ïðîñòîé, òîæå ïðîñòàÿ.
Ïðèìåð 1.1. Ðåãóëÿðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ (x, y, f(x, y))

ãðàôèêà ãëàäêîé ôóíêöèè z = f(x, y) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé
ïîâåðõíîñòüþ.
Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè äîêàçûâà-

þòñÿ ñëåäóþùèå àíàëîãè òåîðåì 1.1 è 1.2 ãëàâû I.
Òåîðåìà 1.1. Åñëè ρ(t, τ) è r(u, v) � ïðîñòûå ðåãó-

ëÿðíûå ïîâåðõíîñòè ñ îäèíàêîâûìè ãðàôèêàìè, òî îíè
ýêâèâàëåíòíû.
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Òåîðåìà 1.2. Äëÿ ëþáîé òî÷êè (u0, v0) ∈ U ìîæíî
óêàçàòü îêðåñòíîñòü, ñóæåíèå íà êîòîðóþ ðåãóëÿðíîé â U
ïîâåðõíîñòè ýêâèâàëåíòíî ïðîñòîé ïîâåðõíîñòè, ãðàôèê
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.
Çàìå÷àíèå 1.1. Ïóñòü

r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)).

Ïîëîæèì

∆1(u, v) = det

(
xu yu
xv yv

)
,

∆2(u, v) = det

(
xu zu
xv zv

)
, (1.1)

∆3(u, v) = det

(
yu zu
yv zv

)
.

Åñëè ∆1(u0, v0) ̸= 0, òî ãðàôèê ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ
ãðàôèêîì ôóíêöèè z = f(x, y), îïðåäåëåííîé â íåêîòî-
ðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0 = x(u0, v0), y0 = y(u0, v0)).
Àíàëîãè÷íî, åñëè ∆2(u0, v0) ̸= 0, òî ãðàôèê ïîâåðõíî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè y = g(x, z), à åñëè
∆3(u0, v0) ̸= 0, òî z = h(x, y).
Ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíóþ ïîâåðõíîñòü r(u, v) =

= (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) è òî÷êó a, ñîîòâåòñòâóþùóþ
u = u0, v = v0 íà åå ãðàôèêå. Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó a ñ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè ru(u0, v0) è
rv(u0, v0), íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ïîâåðõíî-
ñòè r(u, v). Ýêâèâàëåíòíûå ïîâåðõíîñòè èìåþò îäèíàêî-
âûå êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ãåîìåòðè÷å-
ñêàÿ ïîâåðõíîñòü îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííóþ êàñàòåëüíóþ
ïëîñêîñòü â êàæäîé òî÷êå.
Åñëè ãðàôèê ïîâåðõíîñòè çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

U(x, y, z) = C, U 2
x + U 2

y + U 2
z > 0, òî ãðàäèåíò gradU =

= (Ux, Uy, Uz) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ ïîâåðõíîñòè.
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� 2. Èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè óðàâíåíèÿ

Ïôàôôà

Äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì Ïôàôôà â ïðîñòðàí-
ñòâå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz = 0, (2.1)

ãäå P,Q,R � ãëàäêèå â íåêîòîðîé îáëàñòè D ⊂ R3 ôóíê-
öèè, íå îáðàùàþùèåñÿ â íîëü îäíîâðåìåííî. Íàì áóäåò
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû P,Q,R ∈ C1(D).
Îïðåäåëåíèå 2.1. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1) íàçûâà-

åòñÿ ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü

r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ U ⊂ R2,

äëÿ êîòîðîé òîæäåñòâåííî â îáëàñòè U âûïîëíÿþòñÿ ðà-
âåíñòâà:

P (x(u, v), y(u, v)z(u, v))xu+

+Q(x(u, v), y(u, v), z(u, v))yu+

+R(x(u, v), y(u, v), z(u, v))zu = 0; (2.2)

P (x(u, v), y(u, v), z(u, v))xv+

+Q(x(u, v), y(u, v), z(u, v))yv+

+R(x(u, v), y(u, v), z(u, v))zv = 0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî

P (x(u, v), y(u, v), z(u, v))dx(u, v)+

+Q(x(u, v), y(u, v)z(u, v))dy(u, v)+

+R(x(u, v), y(u, v), z(u, v))dz(u, v) = 0.

Ïðèìåð 2.1. Ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü r(u, v) =
= (cos v cosu, cos v sinu, sin v), U = R2, ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ Ïôàôôà:

xdx+ ydy + zdz = 0, D = R3 \ {0}.
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Ïðèìåð 2.2. Ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü

(x, y, y2 − xy)

ñ ïàðàìåòðàìè x, y ̸= 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(z + xy)dx− (z + y2)dy + ydz = 0.

Òåîðåìà 2.1. Ïîâåðõíîñòü, ýêâèâàëåíòíàÿ ðåøåíèþ
óðàâíåíèÿ Ïôàôôà (2.1), òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî
óðàâíåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r(u, v) = (x(u, v), y(u, v),

z(u, v)), (u, v) ∈ U, � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), à ïî-
âåðõíîñòü ρ(t, τ) = (ξ(t, τ), η(t, τ), ζ(t, τ)), (t, τ) ∈ V, �
ýêâèâàëåíòíàÿ åé ïîâåðõíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâó-
åò äîïóñòèìàÿ çàìåíà ïàðàìåòðîâ (äèôôåîìîðôèçì U
íà V ) t = φ(u, v), τ = ψ(u, v), òàêàÿ, ÷òî ξ(φ, ψ) =
= x(u, v), η(φ, ψ) = y(u, v), ζ(φ, ψ) = z(u, v). Ïðîäèô-
ôåðåíöèðóåì ýòî ïî u è v è ïîäñòàâèì â òîæäåñòâà (2.2).
Ïîëó÷èì òîæäåñòâà:

(P (ξ, η, ζ)ξt +Q(ξ, η, ζ)ηt +R(ξ, η, ζ)ζt)φu+

+(P (ξ, η, ζ)ξτ +Q(ξ, η, ζ)ητ +R(ξ, η, ζ)ζτ)ψu = 0;

(P (ξ, η, ζ)ξt +Q(ξ, η, ζ)ηt +R(ξ, η, ζ)ζt)φv+

+(P (ξ, η, ζ)ξτ +Q(ξ, η, ζ)ητ +R(ξ, η, ζ)ζτ)ψv = 0.

Ïî ñâîéñòâó äèôôåîìîðôèçìà

det

(
φu ψu

φv ψv

)
̸= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
Pξt +Qηt +Rζt = 0 è Pξτ +Qητ +Rζτ = 0. �
Ñëåäñòâèå. Ïîíÿòèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ðàñïðî-

ñòðàíÿåòñÿ íà ãåîìåòðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü. Åå ãðàôèê
íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ óðàâíåíèÿ Ïôàô-
ôà. Íàïðèìåð, èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ â ïðèìåðå 2.1
ÿâëÿåòñÿ ñôåðà x2 + y2 + z2 = 1.
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Îïðåäåëåíèå 2.2. Óðàâíåíèå Ïôàôôà (2.1) íàçûâàåò-
ñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìûì â îáëàñòè D, åñëè ÷åðåç êàæ-
äóþ òî÷êó îáëàñòèD ïðîõîäèò èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü,
ïðè÷åì äâå èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
çàäàííóþ òî÷êó, ñîâïàäàþò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé
òî÷êè.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Óðàâíåíèå (2.1) çàäàåò â êàæäîé òî÷êå (x0, y0, z0) ∈ D
ïëîñêîñòü

P (x0, y0, z0)(x− x0) +Q(x0, y0, z0)(y − y0)+

+R(x0, y0, z0)(z − z0) = 0,

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó òî÷êó è îðòîãîíàëüíóþ âåêòîðó
(P (x0, y0, z0), Q(x0, y0, z0), R(x0, y0, z0)). Ïîëó÷àåòñÿ ïîëå
ïëîñêîñòåé. Èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü � ýòî ïîâåðõíîñòü,
êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè êîòîðîé ñîâïàäàþò â êàæäîé òî÷-
êå ïîâåðõíîñòè ñ ïëîñêîñòüþ ïîëÿ â ýòîé òî÷êå.
Çàäà÷à Êîøè ñòàâèòñÿ òàê: íàéòè èíòåãðàëüíóþ ïîâåðõ-

íîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó îáëàñòè D.
Ðàññìîòðèì ðåøåíèå (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ U,

óðàâíåíèÿ Ïôàôôà è ôóíêöèè ∆k(u, v), k = 1, 2, 3,
îïðåäåëåííûå ðàâåíñòâàìè (1.1). Â ñèëó ðåãóëÿðíîñòè ðå-
øåíèÿ ∆2

1 +∆2
2 +∆2

3 > 0. Ïî óñëîâèþ òàêæå

P 2(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) +Q2(x(u, v), y(u, v), z(u, v))+

+R2(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) > 0.

Ëåììà 2.1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíî-
ñòè:

∆1(u, v) ̸= 0 ⇐⇒ R(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ̸= 0,

∆2(u, v) ̸= 0 ⇐⇒ Q(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ̸= 0,

∆3(u, v) ̸= 0 ⇐⇒ P (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ̸= 0.

(2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ñèììåòðèè ïåðåìåííûõ x, y,
z äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ∆1 = 0 ⇐⇒ R = 0.
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Ïóñòü R = 0. Òîãäà â ñèëó (2.2) ñèñòåìà óðàâíåíèé{
Pxu +Qyu = 0,

Pxv +Qyv = 0

ñ íåèçâåñòíûìè P, Q äîëæíà èìåòü íåíóëåâîå ðåøåíèå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ∆1 = 0.
Ïóñòü òåïåðü ∆1 = 0. Òîãäà ëèáî ∆2 ̸= 0, ëèáî ∆3 ̸= 0

ïðè êàæäîì (u, v) ∈ U. Ïóñòü ∆2 ̸= 0. Ðàññìîòðèì ñè-
ñòåìó (2.2) êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíå-
íèé ñ íåèçâåñòíûìè P è R. Ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà R =
= −Q∆1

∆2
= 0. Àíàëîãè÷íî, åñëè ∆3 ̸= 0, òî R =

= −P∆1

∆3
= 0. �

� 3. Èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ïôàôôà

Äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ
U(x, y, z) áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé, åñëè â îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ U 2

x + U 2
y + U 2

z > 0.
Îïðåäåëåíèå 3.1.Äîïóñòèìàÿ â îáëàñòèD0 ⊂ D ôóíê-

öèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ (2.1), åñëè îíà
îáðàùàåòñÿ â ïîñòîÿííóþ íà ëþáîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ
(2.1), èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò
D0.
Ïóñòü U(x, y, z) � èíòåãðàë, (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) �

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1). Äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî
U(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) = C ïî u è v, ïîëó÷èì äâà ðà-
âåíñòâà, ïîëó÷àþùèåñÿ èç (2.2) ïðè çàìåíå P, Q, R íà
Ux, Uy, Uz ñîîòâåòñòâåííî. Ýêâèâàëåíòíîñòè (2.3) ïðèíè-
ìàþò âèä:

∆1(u, v) ̸= 0 ⇐⇒ Uz(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ̸= 0,

∆2(u, v) ̸= 0 ⇐⇒ Uy(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ̸= 0,

∆3(u, v) ̸= 0 ⇐⇒ Ux(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ̸= 0.
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Îòñþäà è èç (2.3) ñëåäóþò ýêâèâàëåíòíîñòè:

R ̸= 0 ⇐⇒ Uz ̸= 0,

Q ̸= 0 ⇐⇒ Uy ̸= 0,

P ̸= 0 ⇐⇒ Ux ̸= 0.

(3.1)

Âåêòîðû (P, Q, R) è (Ux, Uy, Uz) êîëëèíåàðíû, òàê êàê
îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòè ïîëÿ, îïðåäåëÿåìîãî
óðàâíåíèåì (2.1) â äàííîé òî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî,

Ux

P
=
Uy

Q
=
Uz

R
̸= 0. (3.2)

Ðàâåíñòâî (3.2) äàåò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ U(x, y, z) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì
óðàâíåíèÿ (2.1).
Îáîçíà÷èì äðîáü (3.2) ÷åðåç µ(x, y, z). Ôóíêöèÿ

µ(x, y, z) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì. Â ñè-
ëó (3.2):

Ux = µP, Uy = µQ, Uz = µR. (3.3)

Âûïîëíèì â (2.1) çàìåíó ïåðåìåííûõ, ââîäÿ âìåñòî îä-
íîé èç ïåðåìåííûõ x, y èëè z íîâóþ ïåðåìåííóþ w =
= U(x, y, z) â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïî êàêîé èç ïåðåìåí-
íûõ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè U íå ðàâíà íóëþ. Ïî-
ëó÷èì óðàâíåíèå dw = 0. Íàïðèìåð, åñëè Uz ̸= 0, òî

dw = Uxdx+ Uydy + Uz(−
P

R
dx− Q

R
dy) = 0

â ñèëó (3.1) è (3.2). Ñëåäîâàòåëüíî, w = C. Òàê êàê ïðè
ýòîì ∆1 ̸= 0, òî ìû ìîæåì âûáðàòü x è y â êà÷åñòâå ïà-
ðàìåòðîâ. Ïîëó÷èì èíòåãðàëüíóþ ïîâåðõíîñòü (x, y, C).
Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî â îñòàëüíûõ äâóõ ñëó÷àÿõ, çà-

êëþ÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî U(x, y, z) = C îïðåäåëÿåò âñå
èíòåãðàëüíûå ïîâåðõíîñòè â îáëàñòè D0. Îíî íàçûâàåòñÿ
îáùèì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ (2.1).
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Èç ðàâåíñòâ Uxy = Uyx, Uxz = Uzx, Uyz = Uzy ïîëó÷àåì,
äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâà (3.3):

µxQ− µyP = µ(Py −Qx),

µxR− µzP = µ(Pz −Rx),

µyR− µzQ = µ(Qz −Ry).

(3.4)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòè ðàâåíñòâà êàê ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé ñ íåèçâåñòíûìè µx

µ ,
µy

µ ,
µz

µ . Ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà�

Êàïåëëè óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (3.4) èìååò âèä
ðàâåíñòâà

P (Qz −Ry)−Q(Pz −Rx) +R(Py −Qx) = 0, (3.5)

êîòîðîå ÷àñòî çàïèñûâàþò â ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå:

det

 P Q P
P Q R
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

 = 0.

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàþò óñëîâèåì ïîëíîé èíòåãðèðóå-
ìîñòè óðàâíåíèÿ Ïôàôôà (2.1).
Åãî âûïîëíåíèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùå-

ñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà è èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ. Äà-
ëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî (3.5) ÿâëÿåòñÿ è äîñòà-
òî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè îáëàñòè D.
Â ýòîì ñîñòîèò ïðèíöèïèàëüíàÿ ðàçíèöà ìåæäó äèô-

ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè Ïôàôôà íà ïëîñêîñòè è
â ïðîñòðàíñòâå. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå íà ïëîñêîñòè ñó-
ùåñòâóþò áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, à èíòåãðàëüíûå
ïîâåðõíîñòè � ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ.

� 4. Óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

Òàê íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå (2.1), åñëè ñóùåñòâóåò äâà-
æäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ U(x, y, z),
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äëÿ êîòîðîé ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.1) ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè U, ò.å. Pdx + Qdy +
+Rdz = dU, ÷òî ýêâèâàëåíòíî

Ux = P, Uy = Q, Uz = R. (4.1)

Ôóíêöèÿ U ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ
äèôôåðåíöèàëàõ, òàê êàê óñëîâèå (3.3), î÷åâèäíî, âûïîë-
íÿåòñÿ ñ µ(x, y, z) = 1. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî-
áû óðàâíåíèå (2.1) áûëî óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôå-
ðåíöèàëàõ, ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâà âòîðûõ ñìåøàííûõ ïðî-
èçâîäíûõ ôóíêöèè U, ò.å. ðàâåíñòâà:

Py = Qx, Pz = Rx, Qz = Ry. (4.2)

Îíî æå îêàçûâàåòñÿ è äîñòàòî÷íûì (ëîêàëüíî), òàê êàê
åñëè ðàâåíñòâî (4.2) âûïîëíÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè D0 ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êè îáëàñòè D, òî ôóíêöèÿ U îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

U(x, y, z) =

=

z∫
z0

R(x0, y0, t)dt+

y∫
y0

Q(x0, t, z)dt+

x∫
x0

P (t, y, z)dt, (4.3)

ãäå (x0, y0, z0) ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ D0.
Èñïîëüçóÿ (4.2), íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàâåíñòâà (4.1)

èìåþò ìåñòî.
Ðàâåíñòâà (3.3) ïîêàçûâàþò, ÷òî óìíîæåíèå óðàâíåíèÿ

(2.1) íà èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü ïðåâðàùàåò ëþáîå
óðàâíåíèå (2.1) â óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.
Ïðèìåð 4.1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ïôàôôà:

(2y2z3+3xyz)dx+(3xyz3+2x2z)dy+(4xy2z2+2x2y)dz = 0

ïðè xyz ̸= 0 èëè

yz(2yz2 +3x)dx+ xz(3yz2 +2x)dy+ xy(4yz2 +2x)dz = 0.

Âèä ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî èíòåãðèðóþùèé
ìíîæèòåëü öåëåñîîáðàçíî èñêàòü â âèäå ôóíêöèè îäíîé
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ïåðåìåííîé ω = xyz, ò.å. µ = µ(ω). Ñèñòåìà (3.4) èìååò
âèä

µ′

µ
yz(3xyz3 + 2x2z)− µ′

µ
xz(2y2z3 + 3xyz) = yz3 − xz,

µ′

µ
yz(4xy2z2 + 2x2y)− µ′

µ
xy(2y2z3 + 3xyz) = 2y2z2 − xy,

µ′

µ
xz(4xy2z2 + 2x2y)− µ′

µ
xy(3xyz3 + 2x2z) = xyz2.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ µ′

µω = 1. Ïîëàãàåì µ(ω) = ω, ò.å. µ = xyz.
Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü ïîëó-

÷èì óðàâíåíèå

(2xy3z4 + 3x2y2z2)dx+ (3x2y2z4 + 2x3yz2)dy+

+(4x2y3z3 + 2x3y2z)dz = 0.

Ïî ôîðìóëå (4.3) ñ x0 = y0 = z0 = 0:

U =

x∫
0

(2ty3z4 + 3t2y2z2)dt = x2y3z4 + x3y2z2.

×àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèà-
ëàõ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè:

P (x, y)dx+Q(x, y)dy +R(z)dz = 0,

åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Py = Qx. Òîãäà U(x, y, z) =
= V (x, y) +

∫
R(z)dz, ãäå V (x, y) � èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ Pdx+Qdy = 0 íà ïëîñêîñòè.
Åñëè óðàâíåíèå (2.1) íå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîë-

íûõ äèôôåðåíöèàëàõ, íî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî èíòåãðè-
ðóþùåãî ìíîæèòåëÿ ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ñ ðàç-
äåëåííûìè ïåðåìåííûìè, òî òàêîå óðàâíåíèå åñòåñòâåí-
íî íàçâàòü óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.
Ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè ïðèâîäèò-
ñÿ îäíîðîäíîå óðàâíåíèå.
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Îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì Ïôàôôà íàçûâàåòñÿ óðàâíå-
íèå (2.1), ãäå P, Q, R ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ôóíêöèÿ-
ìè îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà k > 0. Âûïîëíÿÿ çàìåíó
x = zu, y = zv ïðè z ̸= 0 è ñîêðàùàÿ íà zk, ïîëó÷èì
óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

zP (u, v, 1)du+ zQ(u, v, 1)dv+

+(uP (u, v, 1) + vQ(u, v, 1) +R(u, v, 1))dz = 0.

Ïðèìåð 4.2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

(yz − z2)dx− xzdy + xydz = 0.

Óñëîâèå (3.5) âûïîëíÿåòñÿ. Èñïîëüçóÿ óêàçàííóþ âûøå
çàìåíó, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(v − 1)zdu− uzdv + u(v − 1)dz = 0.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà 1
u(v−1)z (u ̸= 0, v ̸= 1, z ̸= 0), ïî-

ëó÷èì óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ du
u − dv

v−1 +

+dz
z = 0, èíòåãðèðóÿ êîòîðîå è ó÷èòûâàÿ âûïîëíåííóþ

çàìåíó, ïðèäåì ê îáùåìó èíòåãðàëó xz
y−z = C, x ̸= 0,

y ̸= z, z ̸= 0. Êðîìå òîãî, èíòåãðàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ïëîñ-
êîñòè x = 0, z = 0 è y = z, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî.
Óïðàæíåíèå 4.1. Íàéòè èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

è îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

(2yz + 3x)dx+ xzdy + xydz = 0.

Îòâåò: x3 + x2yz = C.
Óïðàæíåíèå 4.2. Íàéòè îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

2zydx+ 2xzdy − xydz = 0.

Îòâåò: x2y2

z = C.
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� 5. Ïîñòðîåíèå èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå ïîëíîé
èíòåãðèðóåìîñòè (3.5) óðàâíåíèÿ (2.1) âûïîëíåíî. Êðîìå
òîãî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé R ̸= 0. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå
íå ñíèæàåò îáùíîñòè ðàññìîòðåíèé ââèäó ñèììåòðè÷íî-
ñòè ïåðåìåííûõ x, y, z.
Çàôèêñèðóåì òî÷êó (x0, y0, z0) ∈ D òàêóþ, ÷òî

R(x0, y0, z0) ̸= 0, è ðàññìîòðèì åå îêðåñòíîñòü, ãäå
R(x, y, z) ̸= 0. Â ñèëó (2.3) â ýòîé îêðåñòíîñòè

det

(
xu yu
xv yv

)
̸= 0.

Ïî òåîðåìå 1.2 çà ïàðàìåòðû ðåøåíèÿ ìîæíî ïðèíÿòü
x, y, èçìåíÿþùèåñÿ â íåêîòîðîì ïðÿìîóãîëüíèêå ñ öåí-
òðîì â òî÷êå (x0, y0). Òîãäà ðåøåíèå ïðèìåò âèä r(x, y) =
= (x, y, z(x, y)), ãäå z(x, y) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìàÿ ôóíêöèÿ. Â ñèëó (2.2) P + Rzx = 0 è Q + Rzy = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè R ̸= 0, òî èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü
z = z(x, y) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå äâóõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

zx = −P
R
(x, y, z),

zy = −Q
R
(x, y, z).

(5.1)

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè R ̸= 0 óðàâíåíèå Ïôàô-
ôà (2.1) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå (5.1). Òàê êàê äëÿ ðåøå-
íèÿ z(x, y) ñèñòåìû (5.1) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
zxy = zyx, òî

−
(
P

R

)
y

+

(
P

R

)
z

Q

R
= −

(
Q

R

)
x

+

(
Q

R

)
z

P

R
.
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Âûïîëíÿÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå è äîìíîæàÿ ïîëó÷åí-
íûé ðåçóëüòàò íà R2, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (3.5). Ñëåäîâà-
òåëüíî, óñëîâèå ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè ÿâëÿåòñÿ íåîá-
õîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ z(x, y) ñèñòå-
ìû (5.1), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ z(x0, y0) = z0, à çíà-
÷èò, è ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè óðàâíå-
íèÿ (2.1), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (x0, y0, z0), ò.å. ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (x0, y0, z0).
Ìû ïîêàæåì, ÷òî îíî îêàçûâàåòñÿ è äîñòàòî÷íûì. Ïî-

ëîæèì äëÿ êðàòêîñòè −P
R = M, −Q

R = N. Óñëîâèå ïîë-
íîé èíòåãðèðóåìîñòè ïðèíèìàåò âèä

∂M

∂y
(x, y, z(x, y)) =

∂N

∂x
(x, y, z(x, y)). (5.2)

Òåîðåìà 5.1. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ z = z(x, y),
z0 = z(x0, y0), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (5.1) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ

z(x, y) = z0 +

x∫
x0

M(t, y0, z(t, y0))dt+

y∫
y0

N(x, t, z(x, t))dt.

(5.3)
Äîêàçàòåëüñòâî. 1.Íåîáõîäèìîñòü. Ïîäñòàâèì ðå-

øåíèå z(x, y) â ñèñòåìó (5.1), ïîëîæèì â ïåðâîì òîæäå-
ñòâå y = y0 è ïðîèíòåãðèðóåì åãî â ïðåäåëàõ îò x0 äî x.
Ïîëó÷èì

z(x, y0) = z0 +

x∫
x0

M(t, y0, z(t, y0))dt, z0 = z(x0, y0). (5.4)
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Ñ÷èòàÿ x ïàðàìåòðîì, ïðîèíòåãðèðóåì âòîðîå òîæäå-
ñòâî â ïðåäåëàõ îò y0 äî y. Ïîëó÷èì

z(x, y) = z(x, y0) +

y∫
y0

N(x, t, z(x, t))dt,

÷òî âìåñòå ñ (5.4) äàåò (5.3).
2.Äîñòàòî÷íîñòü.Ïðîäèôôåðåíöèðóåì (5.3) ïî x.Ïî-

ëó÷èì

zx(x, y) =M(x, y0, z(x, y0)) +

y∫
y0

∂N

∂x
(x, t, z(x, t))dt.

Â ñèëó (5.2):

zx(x, y) =M(x, y0, z(x, y0)) +

y∫
y0

∂M

∂y
(x, t, z(x, t))dt =

=M(x, y, z(x, y)).

Êðîìå òîãî, äèôôåðåíöèðóÿ (5.3) ïî y, ïîëó÷èì

zy(x, y) = N(x, y, z(x, y)). �
Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.3) ñâî-

äèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñíà÷àëà
óðàâíåíèÿ

z(x) = z0 −
x∫

x0

P

R
(t, y0, z(t))dt, (5.5)

à çàòåì óðàâíåíèÿ

z(x, y) = z(x)−
y∫

y0

Q

R
(x, t, z(x, t))dt, (5.6)

ãäå x � ïàðàìåòð; z(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.5).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåíèå èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè
óðàâíåíèÿ Ïôàôôà (2.1), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
(x0, y0, z0), ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ äâóõ
çàäà÷ Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà, ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé. Ñíà-
÷àëà ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (x0, z0) äëÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ

dz

dx
= −P

R
(x, y0, z), (5.7)

à çàòåì ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (y0, z(x, y0)) äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dz

dy
= −Q

R
(x, y, z), (5.8)

ãäå x � ïàðàìåòð; z(x, y0) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5.7)
ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (x0, z0).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðåøåíèå â âèäå ôóíêöèè

z(x, y, x0, y0, z0), (x, y) ∈ V, ãäå V � ïðÿìîóãîëüíàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè (x0, y0), ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ îòðåç-
êîâ Ïåàíî. Ïðèíèìàÿ òî÷êè íà ãðàíèöå îáëàñòè V çà íà-
÷àëüíûå, ìû ñìîæåì ïðîäîëæèòü ðåøåíèå âäîëü ëþáîé
ãëàäêîé êðèâîé ñ íà÷àëîì â òî÷êå (x0, y0).
Çàìå÷àíèå 5.1. Ôèêñèðóÿ x0, y0, áóäåì ñ÷èòàòü z0 =

= C ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé, èçìåíÿþùåéñÿ â îêðåñò-
íîñòè (C1, C2) ôèêñèðîâàííîãî z0. Åñëè ïîëîæèòü
φ(x, y, C) = z(x, y, x0, y0, C), òî ðàâåíñòâî z = φ(x, y, C)
íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì, à ýêâèâàëåíòíîå åìó ðàâåí-
ñòâî C = U(x, y, z) ÿâëÿåòñÿ îáùèì èíòåãðàëîì óðàâíå-
íèÿ (2.1) â îáëàñòè (x, y) ∈ V, φ(x, y, C1) < z < φ(x, y, C2).
Ñóùåñòâîâàíèå è íåïðåðûâíîñòü íåîáõîäèìûõ ïðîèçâîä-
íûõ äîêàçàíû â § 7 è 8 ãëàâû I. Îáùèé èíòåãðàë ìîæíî
ïðîäîëæèòü âäîëü èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè àíàëîãè÷íî
§ 8 ãëàâû I.
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Ïðèìåð 5.1. Ðåøèòü óðàâíåíèå

3yzdx+ 2xzdy + xydz = 0.

Óñëîâèå ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè (3.5) âûïîëíÿåòñÿ.
Â óðàâíåíèè (5.7) ïðèìåì x0 = 1, y0 = 1. Òîãäà (5.7)
ïðèìåò âèä dz

dx = −3z
x . Îòñþäà z(x, z0) =

z0
x3 . Çàäà÷à Êîøè

äëÿ óðàâíåíèÿ (5.8) ïðèíèìàåò âèä dz
dy = −2xz

xy = −2z
y ñ

íà÷àëüíûìè äàííûìè
(
1, z0x3

)
. Èìååì z = z0

x3e
−

y∫
1

2
t dt

= z0
x3y2 .

Îêîí÷àòåëüíî îáùèé èíòåãðàë èìååò âèä x3y2z = C. Èí-
òåãðàëüíûå ïëîñêîñòè x = 0 è y = 0 âõîäÿò â ýòó ôîðìóëó
ïðè C = 0.
Äðóãèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòîÿò â èñïîëüçîâà-

íèè î÷åâèäíîãî èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ 1
xyz èëè îä-

íîðîäíîñòè óðàâíåíèÿ.
Çàìå÷àíèå 5.2. Óðàâíåíèå ïðèìåðà 5.1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-

íûì ñëó÷àåì ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Ïôàôôà:

(p1(x, y)z + q1(x, y))dx+ (p2(x, y)z+

+q2(x, y))dy +R(x, y)dz = 0,

êîòîðîå èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ, òàê êàê äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ (5.7) è (5.8) îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíû-
ìè (îäíîðîäíûìè èëè íåîäíîðîäíûìè) äèôôåðåíöèàëü-
íûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Ïðèìåð 5.2. Ðåøèòü óðàâíåíèå

(2x2 + 2xy + 2xz2 + 1)dx+ dy + 2zdz = 0.

Óñëîâèå (3.5) âûïîëíÿåòñÿ. Ìåíÿÿ ðîëÿìè z è y, ïî-
ëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé y =
= y(x, z). Çàôèêñèðóåì x0 = z0 = 0 è ïóñòü y0 ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé. Óðàâíåíèå (5.7) ïðèíèìàåò
âèä

dy

dx
= −2xy − 2x2 − 1

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (0, y0).
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Ïî ôîðìóëå (4.6) ãëàâû I:

y(x, y0) = e−x2

(y0 −
x∫

0

et
2

(2t2 + 1)dt).

Òàê êàê
x∫

0

et
2

(2t2 + 1)dt =

x∫
0

et
2

2t2dt+

x∫
0

et
2

dt =

=

x∫
0

tdet
2

+

x∫
0

et
2

dt = xex
2

,

òî y(x, y0) = e−x2

y0 − x. Óðàâíåíèå (5.8) èìååò âèä dy
dz =

= −2z ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (0, e−x2

y0 − x). Îòñþäà
y = e−x2

C−x−z2 � îáùåå ðåøåíèå, à C = ex
2

(x+z2+y)�
îáùèé èíòåãðàë.
Óïðàæíåíèå 5.1. Íàéòè îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

dz =
1 + yz

1 + xy
dx+

zx− x2

1 + xy
dy.

Îòâåò: z−x
1+xy = C.

� 6. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2.1) áåç âûïîëíåíèÿ óñëî-
âèÿ ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè (3.5). Òîãäà (3.5) ñòàíîâèòñÿ
óðàâíåíèåì âèäà Φ(x, y, z) = 0. Åñëè ýòî óðàâíåíèå îïðå-
äåëÿåò íåêîòîðóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ,
òî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî åå ãðàôèê ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëü-
íîé ïîâåðõíîñòüþ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî â ïðèìåðå
2.2.
Â ýòîì ïðèìåðå ðàâåíñòâî (3.5) èìååò âèä Φ = xy −

−y2 + z = 0. Ýòî ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò ãëàäêóþ ôóíê-
öèþ z = y2 − xy. Åå ãðàôèê ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ïî-
âåðõíîñòüþ, òàê êàê ðåãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü r(x, y) =
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= (x, y, y2 − xy) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîãî
óðàâíåíèÿ Ïôàôôà.
Íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ ïîëíîé èí-

òåãðèðóåìîñòè èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé íå ñóùåñò-
âóåò.
Îïðåäåëåíèå 6.1. Ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ r(t) =

= (x(t), y(t), z(t)), t ∈< α, β > íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ Ïôàôôà (2.1) åñëè ïðè âñåõ t ∈< α, β > èìååò
ìåñòî òîæäåñòâî

P (x(t), y(t), z(t))ẋ(t) +Q(x(t), y(t), z(t))ẏ(t)+

+R(x(t), y(t), z(t))ż(t) = 0.
(6.1)

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1 ãëàâû I äîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî êðèâàÿ, ýêâèâàëåíòíàÿ ðåøåíèþ, òîæå ðå-
øåíèå. Ãðàôèê ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà ýêâèâàëåíòíî-
ñòè áóäåì, êàê è ðàíåå, íàçûâàòü èíòåãðàëüíîé êðèâîé
óðàâíåíèÿ (2.1).
Ðàññìîòðèì òî÷êó A ñ êîîðäèíàòàìè (x0, y0, z0) ∈ D

è ïðîèçâîëüíóþ ïîâåðõíîñòü
∑
, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó

òî÷êó è îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì U(x, y, z) = 0, ãäå U �
äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè A. Ïóñòü Uz ̸= 0. Òîãäà ïîâåðõíîñòü Σ çàäà-
åòñÿ óðàâíåíèåì z = Z(x, y).
Òåîðåìà 6.1. Åñëè â òî÷êå A ôóíêöèè PUz − RUx è

QUz−RUy íå îáðàùàþòñÿ â íîëü îäíîâðåìåííî, òî ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîäîëæåíèÿ èíòå-
ãðàëüíàÿ êðèâàÿ óðàâíåíèÿ (2.1), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷-
êó A è ïðèíàäëåæàùàÿ ïîâåðõíîñòè

∑
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ (x(t), y(t), z(t)),
z(t) = Z(x(t), y(t)), óäîâëåòâîðÿåò ïîñòàâëåííîìó óñëî-
âèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:

Ux(x(t), y(t), z(t))ẋ(t) + Uy(x(t), y(t), z(t))ẏ(t)+

+ Uz(x(t), y(t), z(t))ż(t) = 0;

P (x(t), y(t), z(t))ẋ(t) +Q(x(t), y(t), z(t))ẏ(t)+

+R(x(t), y(t), z(t))ż(t) = 0.

(6.2)

Âûðàçèì ż èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà è ïîäñòàâèì âî âòîðîå.
Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ êðèâàÿ óäîâëå-
òâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïôàôôà íà ïëîñêîñòè:

(P −R
Ux

Uz
)dx+ (Q−R

Uy

Uz
)dy = 0.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.2 ãëà-
âû I. �
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óñëîâèå ïîëíîé èíòåãðèðóå-

ìîñòè âûïîëíÿåòñÿ, à ôóíêöèÿ U(x, y, z)� èíòåãðàë óðàâ-
íåíèÿ (2.1). Òîãäà ïîâåðõíîñòü

∑
� èíòåãðàëüíàÿ. Â ñèëó

(3.2) âòîðîå èç ðàâåíñòâ (6.2) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåð-
âîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, ãðàôèê
êîòîðîé ïðèíàäëåæèò èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè, ÿâëÿ-
åòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé óðàâíåíèÿ (2.1).
Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò ñëåäóþùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ

èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè óðàâíåíèÿ (2.1), ïðîõîäÿùåé
÷åðåç äàííóþ òî÷êó (x0, y0, z0). Ïóñòü R(x0, y0, z0) ̸= 0.
Ðàññìîòðèì â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ x, y ñåìåéñòâî ãëàä-
êèõ ïóòåé x = u(t, α, β), y = v(t, α, β), t ∈ [0, 1],
| α − x0 |< ∆, | β − y0 |< ∆, ãäå ∆ > 0 äîñòàòî÷íî
ìàëî, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

u(0, α, β) = x0, u(1, α, β) = α, u(t, x0, y0) = x0,

v(0, α, β) = y0, v(1, α, β) = β, v(t, x0, y0) = y0.
(6.3)

Òàê êàê R(x, y, z) ìîæíî ñ÷èòàòü îòëè÷íûì îò íóëÿ, òî
èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
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(x0, y0), ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ãëàäêîé ôóíêöèè z = Z(x, y),
îïðåäåëåííîé â ∆-îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0).
Íà èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè óêàçàííûì ïóòÿì ñîîò-

âåòñòâóþò êðèâûå (u(t, α, β), v(t, α, β), w(t, α, β)), ãäå
w = Z(u(t, α, β), v(t, α, β)), ïðè÷åì

w(1, α, β) = Z(α, β), w(0, α, β) = z0. (6.4)

Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ñåìåéñòâà ïóòåé ìîæíî âçÿòü îò-
ðåçêè ïðÿìûõ

u = x0 + t(α− x0), v = y0 + t(β − y0), t ∈ [0, 1].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè äîñòàòî÷íî íàéòè ôóíêöèþ w(t, α, β) è ïîëîæèòü
t = 1.
Èç (6.2) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ w(t, α, β) óäîâëåòâîðÿåò

äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

ż = −P
R
(u(t, α, β), v(t, α, β), z)u̇−

− Q

R
(u(t, α, β), v(t, α, β), z)v̇

(6.5)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè t = 0, z = z0. Òàê êàê ïðè α = x0,
β = y0 óðàâíåíèå (6.5) ïðèíèìàåò â ñèëó (6.3) âèä ż = 0,
à åãî ðåøåíèå z(t) = z0 îïðåäåëåíî ïðè t ∈ [0, 1], òî ýòî
âåðíî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ∆ è äëÿ ðåøåíèÿ w(t, α, β).
Ñëåäîâàòåëüíî, w(t, α, β) îïðåäåëåíî ïðè t = 1.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëü-

íîå óðàâíåíèå Ïôàôôà èç ïðèìåðà 5.1. Èìååì −P
R =

= −3z
2 , −

Q
R = −2z

y . Ïîëîæèì u = 1 + t(α − 1),

v = 1 + t(β − 1). Óðàâíåíèå (6.5) ïðèíèìàåò âèä

ż = − 3(α− 1)z

1 + t(α− 1)
− 2(β − 1)z

1 + t(β − 1)
.

Îòñþäà

z = z0e

t∫
0
( 3(1−α)
1+s(α−1)+

2(1−β)
1+s(β−1))ds

.
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Òàê êàê
t∫

0

ds

1 + s(α− 1)
=

1

α− 1
ln(1 + t(α− 1)),

t∫
0

ds

1 + s(β − 1)
=

1

β − 1
ln(1 + t(β − 1)),

òî w = z0(1 + t(α − 1))−3(1 + t(β − 1))−2. Ïðè t = 1
w = z0α

−3β−2. Èòàê, èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì z = z0x

−3y−2 èëè z0 = x3y2z.
Óïðàæíåíèå 6.1. Ïîñòðîèòü èíòåãðàëüíóþ ïîâåðõ-

íîñòü óðàâíåíèÿ

dz = ex+ydx+ zdy,

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.
Îòâåò: z = ex+y − ey.

� 7. Èñòîðè÷åñêîå îòñòóïëåíèå � ìåòîä Ýéëåðà

Óðàâíåíèå (2.1) äåòàëüíî èññëåäîâàë Ë.Ýéëåð. Íèæå
äîñëîâíî ïðèâîäÿòñÿ åãî ðàññóæäåíèÿ íà ýòó òåìó èç ñî-
÷èíåíèÿ ¾Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå¿, ò. III (ïåð. ñ ëàò.).
Ýéëåð ñòàâèò ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
¾Çàäà÷à 1. Ïóñòü z � êàêàÿ óãîäíî ôóíêöèÿ äâóõ ïå-

ðåìåííûõ x è y. Îïðåäåëèòü ñâîéñòâî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûì âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó
äèôôåðåíöèàëàìè dx, dy è dz.
Ðåøåíèå. Ïóñòü Pdx+Qdy+Rdz = 0� óðàâíåíèå, âû-

ðàæàþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè dx, dy
è dz, ãäå P, Q è R � êàêèå óãîäíî ôóíêöèè ïåðåìåííûõ
x, y è z. Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû óðàâíåíèå ïî-
ëó÷àëîñü èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî óðàâíåíèÿ ìåæäó ýòè-
ìè ïåðåìåííûìè ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è äåëåíèÿ
ïîëó÷åííîãî äèôôåðåíöèàëà íà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî.
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Èòàê, ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé ìíîæèòåëü, ïîëîæèì M,
ïîñëå óìíîæåíèÿ íà êîòîðûé âûðàæåíèå Pdx+Qdy+Rdz
ñòàíîâèòñÿ èíòåãðèðóåìûì, èáî åñëè áû òàêîãî ìíîæèòå-
ëÿ íå áûëî, òî ïðåäëîæåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå áûëî áû áåññìûñëåííûì è íè÷åãî áû íå âûðàæàëî.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñ¼ äåëî ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû óêàçàòü
êðèòåðèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî áûëî áû îòëè÷èòü
òàêèå áåññìûñëåííûå è íè÷åãî íå âûðàæàþùèå óðàâíå-
íèÿ îò ðåàëüíûõ...¿
Äàëåå Ýéëåð âûâîäèò ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå íà-

øèì ñîîòíîøåíèÿì (3.4) ïðè çàìåíå µ íà M, è, óìíîæàÿ
ïåðâîå èç íèõ íà R, âòîðîå � íà −Q, òðåòüå � íà P, è
ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà, îí ïðèõîäèò ê ðàâåí-
ñòâó (3.5), êîòîðîå îí íàçûâàåò ¾êðèòåðèåì äëÿ îòëè÷èÿ
ðåàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò áåññìûñëåííîãî¿, à òàêæå äàåò
ñëåäóþùåå:
¾Ïîÿñíåíèå 1. Â òî âðåìÿ êàê äèôôåðåíöèàëü-

íîå óðàâíåíèå ìåæäó äâóìÿ ïåðåìåííûìè âñåãäà ðå-
àëüíî è âñåãäà èì îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîå ñîîòíîøåíèå
ìåæäó ýòèìè ïåðåìåííûìè, ìû âûÿñíèì, ÷òî èíà÷å äåëî
îáñòîèò ñ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, ñîäåðæàùåì
òðè ïåðåìåííûå.¿
Äàëåå Ýéëåð ïðåäëàãàåò ñëåäóþùèé ìåòîä èíòåãðèðî-

âàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.1).
¾Çàäà÷à 2. Ïóñòü äàíî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ìåæäó òðåìÿ ïåðåìåííûìè x, y, z, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðå-
àëüíûì. Íàéòè åãî èíòåãðàë, èç êîòîðîãî âûòåêàåò, êàêîé
ôóíêöèåé îñòàëüíûõ äâóõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ îäíà èç
íèõ.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðåäëîæåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå Pdx+Qdy+Rdz = 0, òàêîå, ÷òî íàéäåííûé âû-
øå êðèòåðèé óäîâëåòâîðÿåòñÿ, èáî åñëè áû ýòî óðàâíåíèå
íå áûëî ðåàëüíûì, áûëî áû ñìåøíî åãî èíòåãðèðîâàòü.
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Èòàê, ïðèìåì, ÷òî óðàâíåíèå ðåàëüíîå, òàê ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó âåëè÷èíàìè x, y è z, óäîâëå-
òâîðÿþùåå çàäàííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.
×òîáû åãî íàéòè, çàìåòèì, ÷òî åñëè â èíòåãðàëå ñ÷èòàòü
ïîñòîÿííîé îäíó èç ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð z, òî, ïðèðàâ-
íèâàÿ íóëþ äèôôåðåíöèàë, ìû äîëæíû ïîëó÷èòü óðàâ-
íåíèå Pdx + Qdy = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ñ÷èòàòü
ïåðåìåííóþ z ïîñòîÿííîé, òî èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ
Pdx + Qdy = 0, êîòîðîå ñîäåðæèò òîëüêî äâå ïåðåìåí-
íûå, ïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó èíòåãðàëó, òîëüêî åñëè ïî-
ñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì çà-
âèñèò îò z. Îòñþäà ìû èçâëåêàåì ñëåäóþùåå ïðàâèëî äëÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíó èç ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð z,

êàê ïîñòîÿííóþ, òàê ÷òî ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå Pdx +
+Qdy = 0, ñîäåðæàùåå òîëüêî äâå ïåðåìåííûå x è y.
Íàõîäèì åãî ïîëíûé èíòåãðàë, êîòîðûé ñîäåðæèò, ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ C. Äàëåå ïîñòî-
ÿííàÿ C ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ z, à
òåïåðü, ñ÷èòàÿ è z ïåðåìåííûì, ñíîâà äèôôåðåíöèðó-
åì íàéäåííûé èíòåãðàë. Ïîëó÷åííîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå, â êîòîðîì âñå òðè âåëè÷èíû x, y è z ðàññìàò-
ðèâàåì êàê ïåðåìåííûå, ñðàâíèì ñ çàäàííûì óðàâíåíèåì
Pdx + Qdy + Rdz = 0. Òîãäà ôóíêöèè P è Q âîçíèêà-
þò àâòîìàòè÷åñêè, à ñðàâíåíèå ôóíêöèè R ñ ïîëó÷åííûì
êîýôôèöèåíòîì ïðè dz îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü áóêâû C
îò z. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ èñêîìûé èíòåãðàë, êî-
òîðûé áóäåò ïîëíûì, ïîñêîëüêó áóêâà C ñîäåðæèò ïðî-
èçâîëüíóþ ïîñòîÿííóþ, òàê êàê îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé
ïðîèçâîäíîé.
Ñëåäñòâèå. Åñëè ïîïðîáîâàòü ïðèìåíèòü ýòîò ìåòîä

ê íåâîçìîæíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, òî íå
óäàñòñÿ îïðåäåëèòü ïîñòîÿííóþ C òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
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îíà çàâèñåëà òîëüêî îò òîé ïåðåìåííîé, êîòîðóþ ìû âû-
áðàëè çà ïîñòîÿííóþ.
Ïîÿñíåíèå 2. ×òîáû ëåã÷å ïîíÿòü ýòó îïåðàöèþ, èñ-

ïðîáóåì åå âíà÷àëå â ïðèìåíåíèè ê íåâîçìîæíîìó óðàâ-
íåíèþ

zdx+ xdy + ydz = 0.

Çäåñü, áåðÿ z çà ïîñòîÿííîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå zdx +
+xdy = 0, èíòåãðàë êîòîðîãî åñòü z lnx + y = C, ãäå C
çàâèñèò òîëüêî îò z. Äèôôåðåíöèðóåì òåïåðü ýòî óðàâíå-
íèå, ñ÷èòàÿ z çà ïåðåìåííóþ. Òîãäà, ïîëîæèâ dC = Ddz,
ïîëó÷èì

zdx+ xdy + (x lnx−Dx)dz = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äîëæíî áûòü x lnx − Dx = y èëè D =
= ln x− y

x , ÷òî íåâîçìîæíî.
Òåïåðü ïðèìåíèì íàøó îïåðàöèþ ê ðåàëüíîìó óðàâíå-

íèþ

2dx(y + z) + dy(x+ 3y + 2z) + dz(x+ y) = 0.

Ïðèíèìàÿ y çà ïîñòîÿííóþ, ïîëó÷èì

2dx(y + z) + dz(x+ y) = 0.

Èíòåãðàëîì ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò

2 ln(x+ y) + ln(y + z) = C,

ãäå C ñîäåðæèò åùå y. Èòàê, ïóñòü dC = Ddy. Òîãäà
äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðè ïåðåìåííîé y äàåò

2dx+ 2dy

x+ y
+
dy + dz

y + z
= Ddy,

à ýòî âûðàæåíèå ïðè ñðàâíåíèè ñ ïðåäëîæåííûì óðàâ-
íåíèåì äàåò D = 0, îòêóäà dC = 0 è C � äåéñòâè-
òåëüíî ïîñòîÿííàÿ. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëîì áóäåò
(x+ y)2(y + z) = const.¿
Íà ýòîì öèòèðîâàíèå Ýéëåðà çàêàí÷èâàåòñÿ.
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Çàìå÷àíèå 7.1. Âûðàæåíèå ¾ïîëíûé èíòåãðàë¿ ó
Ýéëåðà ñîîòâåòñòâóåò íàøåìó ¾îáùèé èíòåãðàë¿.
Çàìå÷àíèå 7.2. Óñëîâèå P 2 + Q2 + R2 > 0 Ýéëåðîì

íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, íî ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ. Êðîìå
òîãî, ôóíêöèè P, Q è R ïðåäïîëàãàþòñÿ îïðåäåëåííûìè
è äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè â R3.
Çàìå÷àíèå 7.3. Ìåòîä Ýéëåðà ïðèíöèïèàëüíî íå îò-

ëè÷àåòñÿ îò îïèñàííîãî òåîðåìîé 5.1, íî îí íîñèò íåñêîëü-
êî áîëåå îáùèé õàðàêòåð, òàê êàê ïî ìåòîäó Ýéëåðà ñòðî-
èòñÿ îáùèé èíòåãðàë, ò.å. èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü îïðå-
äåëÿåòñÿ íåÿâíî, à íå êàê ãðàôèê ôóíêöèè äâóõ çàðàíåå
îïðåäåëåííûõ ïåðåìåííûõ.
Ïðèìåíèì ìåòîä Ýéëåðà ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî óðàâíåíèÿ èç ïðèìåðà 5.2. Èìååì óðàâíåíèå

(2x2 + 2xy + 2xz2 + 1)dx+ dy + 2zdz = 0.

Ïðèìåì x çà ïîñòîÿííîå. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå dy +
+2zdz = 0. Åãî îáùèé èíòåãðàë åñòü y + z2 = C, ãäå
C çàâèñèò îò ïàðàìåòðà x. Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ðà-
âåíñòâà y + z2 = C(x) èìååò âèä −C ′dx+ dy + 2zdz = 0.
Ñðàâíèâàÿ ýòî ñ çàäàííûì óðàâíåíèåì è ó÷èòûâàÿ îáùèé
èíòåãðàë óðàâíåíèÿ dy + 2zdz = 0, ïîëó÷èì äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ C(x) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå C ′ = −2Cx −
−2x2 − 1, îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî åñòü

C(x) = e−x2

(C −
∫
ex

2

(2x2 + 1)dx),

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Âû÷èñëÿÿ íåîïðåäå-
ëåííûé èíòåãðàë òàê æå, êàê â ïðèìåðå 5.2, ïîëó÷àåì
îáùèé èíòåãðàë

ex
2

(x+ y + z2) = const.

Óïðàæíåíèå 7.1. Ðåøèòü ìåòîäîì Ýéëåðà óðàâíåíèå

(1 + x2y2z2 − yz)dx− xzdy − xydz = 0.

Îòâåò: arctg(xyz)− x = C.
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