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ПРЕДИСЛОВИЕ

В связи с введением новых образовательных стандартов в систему сред�
него образования и использованием ЕГЭ для контроля знаний студентам
первого курса трудно освоить вузовскую программу по механике и моле�
кулярной физике, которая подразумевает знание высшей математики (ма�
тематический анализ, аналитическая геометрия, высшая алгебра). Под�
готовка школьников к сдаче ЕГЭ осуществляется в основном по тестам,
поэтому у многих студентов отсутствуют навыки решения задач, тогда как
при изучении курса физики большое значение имеет практическое при�
менение теоретических знаний, главное из которых — умение решать за�
дачи.

Учебное пособие состоит из двух частей: механика, молекулярная физи�
ка и термодинамика. В начале каждой главы кратко излагается теоретичес�
кий материал, затем следуют примеры решения задач, после тщательной
проработки которых можно приступать к самостоятельной работе.

В книге подобраны реальные задачи, возникающие в науке и технике.
Для формирования навыков работы над задачами решения приведены в
едином стиле: запись условия, составление необходимых уравнений, их
решение в общем виде и подстановка численных значений в конечную фор�
мулу.

Для проверки знаний студентов в конце каждой главы даны тесты. Осо�
бенно это важно для студентов заочной формы обучения: промежуточный
контроль знаний в отсутствие преподавателя позволит студенту самостоя�
тельно оценить, как он усвоил материал, и увереннее чувствовать себя на
экзамене. Работа с тестами также будет полезна и студентам очной формы,
так как проверка остаточных знаний по физике в университетах осуществ�
ляется именно по тестам.

Для развития интереса студентов к научным достижениям в области
физики и их возможному применению в приложении рассмотрен проект
космического лифта, для понимания которого необходимо знание меха�
ники.
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Настоящее пособие восполняет существующий недостаток литературы
с методическими рекомендациями по решению задач для технических и
технологических специальностей. На данный момент практически отсут2
ствуют пособия, где в одной книге изложены теория, огромное число задач с
решениями и тесты для контроля полученных знаний. Развитие дистанци2
онной формы обучения требует нового подхода к подготовке методической
литературы, и предлагаемые тесты являются дополнением к уже существу2
ющей базовой учебной литературе по физике. Лучшему усвоению материала
способствует четкость и корректность определений и формулировок, боль2
шое количество рисунков, дающих возможность наглядно представить фи2
зическую сущность процессов.

Учебное пособие рассчитано на студентов, испытывающих трудности при
самостоятельном решении задач, на студентов заочной формы обучения и
ускоренного обучения. Оно может быть полезно абитуриентам при подготов2
ке к поступлению в вузы, а также заинтересует учителей и преподавателей
физики.



ВВЕДЕНИЕ

Мир, окружающий нас, материален: он состоит из вечно существующей и
непрерывно движущейся материи. Материей в широком смысле слова назы�
вается все, что реально существует в природе и может быть обнаружено чело�
веком посредством органов чувств или специальных приборов. Конкретные
виды материи многообразны. К ним относятся элементарные частицы (элек�
троны, протоны, нейтроны и др.), совокупности небольшого количества этих
частиц (атомы, молекулы, ионы), физические тела (совокупности множе�
ства элементарных частиц) и физические поля (гравитационные, электро�
магнитные и др.), посредством которых взаимодействуют различные мате�
риальные частицы.

Неотъемлемым свойством материи является непрерывное движение, под
которым следует понимать все изменения и превращения материи, все про�
цессы, протекающие в природе.

Разнообразные формы движения материи исследуются различными на�
уками, в том числе и физикой. Физика изучает наиболее простую и вместе с
тем наиболее общую форму движения материи: механические, атомно�моле�
кулярные, гравитационные, электромагнитные, внутриатомные и внутри�
ядерные процессы. Можно сказать, что предмет исследования физики со�
ставляют общие закономерности явлений природы.

Физика является фундаментом, на котором базируются все естественные
и прикладные науки. Развиваясь с ее помощью, эти науки обогащают физи�
ку своими достижениями и ставят перед ней новые задачи, решая которые
физика развивается и совершенствуется сама.

Достижения физики настолько впечатляющи, что физические методы
исследования широко используются в других науках, например в астроно�
мии, геологии, химии, биологии, медицине и технике. В результате возни�
кают новые прикладные направления в физике: астрофизика, геофизика,
биофизика, физика полупроводников, электроника и т. д. Иными словами,
объектом физических исследований является весь мир в полном смысле это�
го слова, начиная от Вселенной и заканчивая человеком.



6 ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА. ТЕОРИЯ, ЗАДАЧИ И ТЕСТЫ

Всякое физическое исследование начинается с наблюдения, т. е. с изуче'
ния физических явлений в естественной, природной обстановке. Затем на
основании размышлений и логических обобщений высказывается рабочая
гипотеза — научное предположение, объясняющее это явление. Гипотеза
проверяется экспериментально, т. е. изучением явлений путем их воспроиз'
ведения в лабораторных условиях. Гипотеза, подтвержденная эксперимен'
том, становится научной теорией, которая в дальнейшем подвергается не'
однократной проверке практикой, вносящей в теорию необходимые допол'
нения и уточнения.

Физика — экспериментальная наука. Всю исходную информацию она
получает, а выводы теоретических построений проверяет в эксперименте.
Физика — точная наука, так как результаты эксперимента представляются
в виде чисел, а законы — в виде формул.

Физика — фундаментальная наука. Реальные процессы и явления на'
столько сложны и многообразны, что описать их с исчерпывающей полнотой
просто невозможно. Поэтому в физике используются физические модели,
т. е. приближенные копии реальных процессов и явлений, в которых учиты'
ваются их главные особенности и отбрасывается все второстепенное и несу'
щественное. Именно поэтому физические законы, устанавливаемые на осно'
ве принятых физических моделей, являются наиболее фундаментальными и
составляют основу научного мировоззрения.

Опытным путем установить справедливость физических законов можно
лишь в ограниченных пределах и с ограниченной точностью, поэтому каж'
дый физический закон имеет область применимости.

Физические законы, имеющие наиболее обширные области применимос'
ти, называют фундаментальными (закон сохранения энергии, импульса, мо'
мента импульса).

Характер физических явлений существенно зависит от размеров изучае'
мых объектов и от размеров области пространства, в котором происходит
явление. Макроскопическими называются явления, происходящие с боль'
шим числом атомов и молекул от 10–7–10–8 до 1026 м (размеры Вселенной
оцениваются в 1026 м).

Микроскопическими называются явления, происходящие в областях,
сравнимых с атомными: от 10–10 до 10–15 м (размеры элементарных частиц
имеют порядок 10–17 м). Поэтому весь мир физических явлений можно раз'
делить на микромир и макромир.

Физические явления происходят в пространстве и во времени. Простран'
ство и время — формы существования материи. В мире макроскопических
тел пространство трехмерно и прямолинейно, а время — абсолютно.

Материальный мир меняется со временем и постоянно находится в дви'
жении. В физике под движением понимают любое изменение состояния фи'
зической системы. Причиной движения, т. е. источником необходимой для
этого энергии, является взаимодействие между телами.

Английский физик И. Ньютон, опираясь на работы Г. Галилея и его со'
временников, а также на результаты собственных исследований, создал цель'
ное учение о механическом движении и взаимодействии тел, которое полу'
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чило название классической механики. Под механическим движением по�
нимается положение тела в пространстве относительно другого тела или груп�
пы тел с течением времени.

Классическая механика состоит из трех частей: кинематики, динами�
ки и статики. Движение тел со скоростями � такими, что �/c � 1, описы�
вает классическая механика, что �/c � 1 — релятивистская механика Эйн�
штейна.

Механика — наука о движении и взаимодействии макроскопических тел.
Название «механика» происходит от греческого слова mechanike, что озна�
чает «наука о машинах, искусство постройки машин».

Механика как наука возникла раньше других разделов физики, многих
других наук, и ее методы изучения явлений, основные понятия использу�
ются в других разделах физики и в близких к физике науках. Не будет
преувеличением сказать, что механика — фундамент физики и многих дру�
гих наук.



ОБОЗНАЧЕНИЯ

A — работа, амплитуда;
a — ускорение;

an — нормальное (центростремительное) ускорение;
a� — тангенциальное ускорение;
С — центр тяжести, центр масс;
c — скорость света в вакууме; удельная теплоемкость;

D, d — диаметр;
Е — энергия;

Еk — кинетическая энергия;
Ер — потенциальная энергия;
U — внутренняя энергия термодинамической системы;
F — сила;
g — ускорение свободного падения;
h — высота;
I — момент инерции;
k — коэффициент жесткости (упругости);

М — момент силы;
М, m — масса тела;

l — длина, расстояние; плечо силы;
L — момент импульса;
N — сила реакции; число оборотов; мощность;
n — число оборотов за единицу времени, частота;
� — молярная масса; коэффициент трения;
P — вес тела;
p — импульс; давление;

R, r — радиус;
R — равнодействующая нескольких сил; молекулярная газо!

вая постоянная;
Re — число Рейнольдса;

S — площадь; путь; энтропия;
T — период колебаний; натяжение нити; термодинамическая

температура;
t — время;

�, u — скорость;
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V — объем;
� — угол;
� — угловое ускорение;
� — коэффициент затухания, угол;
G — гравитационная постоянная;
� — коэффициент вязкости; КПД;
� — плотность вещества;
� — коэффициент поверхностного натяжения; предел проч+

ности;
� — угол;
	 — угловая скорость, круговая частота;

 — частота колебаний; количество вещества;
Q — добротность колебательной системы; теплота;�

—i орт оси Ox;
�

—j орт оси Oy;
�

—k орт оси Oz.





ЧАСТЬ ПЕРВАЯ

МЕХАНИКА



Г Л А В А П Е Р В А Я

КИНЕМАТИКА ТОЧКИ

1.1.
ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ КИНЕМАТИКИ

Механическим движением тела называется изменение его положения в про�
странстве относительно других тел с течением времени. Механическое дви�
жение тел изучает механика. Раздел механики, описывающий механичес�
кое движение тел без учета их масс и действующих сил, называется кинема�
тикой.

Наиболее простым примером механического движения является посту�
пательное движение. При поступательном движении тела все его точки дви�
жутся одинаково, т. е. имеют в любой момент времени одинаковые скорости
и движутся по одинаковым линиям. Так что достаточно рассмотреть движе�
ние какой�либо одной точки и oписать ее движение.

При описании движения тела часто пользуются понятием о материаль�
ной точке. Материальной точкой называют тело, размерами и формой кото�
рого можно пренебречь в данной задаче. Например, космический корабль,
пролетающий 8 км за 1 с, при наблюдении с поверхности Земли можно рас�
сматривать как материальную точку. Но космонавт, находящийся в нем, не
может считать свой корабль материальной точкой.

Описать движение материальной точки значит определить ее положение
в любой момент времени.

Механическое движение относительно, т. е. чтобы определить положе�
ние тела в пространстве, необходимо указать тело отсчета, относительно ко�
торого происходит движение. С телом отсчета связывают систему коорди�
нат. С помощью системы координат определяют положение тела. Кроме того,
необходимы часы, так как движение происходит во времени.

Тело отсчета, система координат, связанная с этим телом, и прибор для
измерения времени образуют систему отсчета. Наиболее употребительна пря�
моугольная декартова система координат (рис. 1.1).

Положение точки M характеризуется тремя координатами x, y, z или
радиус�вектором 

�
,r  проведенным из начала координат в точку M. Модуль

радиуса�вектора

� � �
� 2 2 2| | .r x y z (1.1)
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Движение материальной точки M
полностью определено, если задано из$
менение координат со временем: x(t),
y(t), z(t). Эти уравнения эквивалентны
векторному уравнению �

� �
( ).r r t

При движении тела изменяются
координаты точки M и радиуса$векто$
ра 

�
.r  Вектор, соединяющий началь$

ную и конечную точки траектории, на$
зывается вектором перемещения:

� � �
� � �

2 1.r r r (1.2)

Вектор перемещения �
�
r  направлен вдоль хорды, стягивающей точку M

и точку M� (рис. 1.2).
Линия, которую описывает точка при своем движении, называется тра�

екторией. По виду траектории движения бывают прямолинейные и криво$
линейные. На рисунке 1.2 траектория точки — кривая MM�.

Длина траектории равна пройденному пути �S. Путь MM� величина ска$
лярная, а перемещение — векторная. Путь обычно больше модуля переме$
щения:

� � �
�

| | .S r (1.3)

Рассмотрим пример: частица движется по окружности и за какой$то про$
межуток времени из точки А перемещается в точку В (рис. 1.3), описав полу$
окружность радиуса r.

Путь, пройденный частицей:

�S = �r, (1.4)

а перемещение:
�r = 2r, (1.5)

т. е. пройденный путь �S > �r в �/2 раз.

Рис. 1.1 Рис. 1.2

Рис. 1.3
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1.2.
РАВНОМЕРНОЕ

ПРЯМОЛИНЕЙНОЕ ДВИЖЕНИЕ

Самое простое движение — это равномерное прямолинейное движение
по прямой в одном направлении. Движение называется равномерным пря'
молинейным, если траектория есть прямая линия и точка за любые равные
промежутки времени проходит одинаковые расстояния.

Важной физической величиной, характеризующей движение, является ско'
рость. Скорость движения измеряется отношением перемещения ко времени:

�� �
�

��
,r

t
(1.6)

где �t — промежуток времени, за который произошло перемещение �
�
.r

Так как перемещение �
�
r  величина векторная, а промежуток времени �t

величина скалярная, то скорость движения �
�

 также является векторной
величиной.

Пусть тело начинает двигаться вдоль оси Ox из точки с координатой x0 и
за промежуток времени �t = t его перемещение �x = x – x0, тогда � = �x и

��� � �
�

0 .x
x xx

t t
(1.7)

Отсюда получаем зависимость координаты от времени:

x = x0 + �xt. (1.8)

При прямолинейном движении в одном направлении пройденный путь
равен модулю перемещения:

S = |x – x0| (1.9а)

или
S = �xt = �t. (1.9б)

Отсюда следует, что

� � .S
t

(1.10)

Если тело движется равномерно прямолинейно в одном направлении,
то скорость движения равна отношению пути ко времени, в течение кото'
рого этот путь пройден. Единицей измерения скорости в системе CИ явля'
ется 1 м/с.

При равномерном прямолинейном движении скорость постоянна по ве'
личине и направлению, т. е.

� �
�

const. (1.11)

Следовательно, зависимость координаты и пути от времени при прямо'
линейном движении линейная.

На рисунке 1.4 показан график зависимости модуля скорости |�| от вре'
мени. Графиком модуля скорости при равномерном прямолинейном движе'
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Рис. 1.6 Рис. 1.7

Рис. 1.4

Рис. 1.5

нии является прямая линия АВ, парал�
лельная оси времени и расположенная
выше этой оси, так как � > 0. Так как
S = �t, то из рисунка 1.4 видно, что пло�
щадь заштрихованного прямоугольни�
ка OABt численно равна пути, пройден�
ному за время t.

В отличие от модуля скорости, ско�

рость �� �
�x

x
t

 может быть как поло�

жительной,  так  и  отрицательной
(рис. 1.5).

Линия AB соответствует �1x > 0, т. е.
движению тела вдоль положительного
направления оси Ox, линия AB распо�
ложена выше оси времени.

Линия CD соответствует �2x < 0, т. е.
движению в противоположном направ�
лении оси Ox. Если �1x > 0, то

�x1 = �1xt > 0;

если �2x < 0, то

�x2 = �2xt2 < 0.

На  рисунке  1.6  показан  график
пути при равномерном прямолинейном
движении. График пути — прямая ли�
ния, угол наклона � которой характе�

ризует скорость движения: � � � �tg .S
t

Чем больше �, тем больше скорость.
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На рисунке 1.7 приведены графики зависимости координаты от времени
x = � x0 � �xt. Прямая 1 соответствует движению при x0 = 0, �1x > 0; прямая
2 — случаю x02 > 0, �2x < 0; прямая 3 — случаю x03 < 0, �3x > 0.

1.3.
СРЕДНЯЯ И МГНОВЕННАЯ СКОРОСТИ

ПРЯМОЛИНЕЙНОГО ПЕРЕМЕННОГО ДВИЖЕНИЯ.
РАВНОПЕРЕМЕННОЕ ДВИЖЕНИЕ.

УСКОРЕНИЕ

Движение, при котором за равные промежутки времени тело совершает
неравные перемещения, называется неравномерным, или переменным. При
переменном движении скорость тела с течением времени изменяется, поэто5
му для характеристики такого движения вводятся понятия средней и мгно5
венной скорости.

Средней скоростью движущейся точки в интервале времени от t до t + �t
называют вектор �

�
ср , равный отношению приращения �

�
r  радиуса5вектора

точки за этот промежуток времени к его продолжительности �t:

�� �
�

��
ср .r

t
(1.12)

Вектор �
�

ср  направлен так же, как вектор перемещения �
�
.r

При прямолинейном движении точки в одном направлении � �
�
r S , по5

этому средняя скорость прямолинейного переменного движения:

� �ср .S
tОтсюда

S = �срt.

Мгновенная скорость переменного неравномерного движения:

� � � �

�� � � � �
�

� �� �
ср

0 0
lim lim ,

t t

r dr
t dt

(1.13)

т. е. мгновенная скорость есть первая производная по времени от радиуса5
вектора 

�
r  рассматриваемой точки:

υ = υ =
��

или .dr dS
dt dt

(1.14)

При прямолинейном переменном движении скорость есть производная
от пути по времени.

Вектор мгновенной скорости �
�

 можно записать в виде суммы трех величин:

� � � � � � �
� � � �

,x y z (1.15)

где �x, �y, �z — проекции вектора �
�  на координатные оси Ox, Oy, Oz.

Модуль вектора скорости:

� � � � � � �2 2 2 .x y z (1.16)
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Быстроту изменения скорости при переменном движении можно охарак#
теризовать ускорением. Пусть за промежуток времени �t скорость измени#
лась от �

�
1  до �

�
2,  тогда среднее значение ускорения:

� � � ��� �
� �

� � �� 2 1
ср .a

t t
(1.17)

Ускорение показывает изменение скорости тела за единицу времени.
В системе CИ единицей измерения ускорения является 1 м/с2.
Мгновенное ускорение:

� �

�� �� �
�

� ��
0

lim .
t

da
t dt

(1.18)

Мгновенное ускорение точки есть первая производная по времени от ско#

рости �
�

 рассматриваемой точки. Так как � � �
� ��� 2

2
, ,dr d ra

dt dt
 т. е. мгновенное

ускорение равно второй производной по времени от радиуса#вектора 
�
r  этой

точки. При прямолинейном движении �
2

2
,d Sa

dt
 так как � � �

�
| | ,r S  т. е. уско#

рение есть вторая производная от пути по времени.
Если за равные промежутки времени скорость точки изменяется на одну

и ту же величину, движение называется равнопеременным. При равнопере#
менном прямолинейном движении ускорение постоянно по величине и на#
правлению:

�
�

const.a

Из формулы � � �
�

� �� 0a
t

 следует, что мгновенная скорость точки

� � � �
�� �

0 ,at

где �
�

0 —  начальная скорость. Вдоль оси x �x = �0x + axt.
Если ax > 0, скорость возрастает � > �0, движение является равноуско#

ренным. Если ax < 0, скорость тела убывает � < �0, движение является равно#
замедленным.

Рис. 1.8
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На рисунке 1.8а показан график зависимости скорости от времени при
равноускоренном движении с начальной скоростью �0, а на рисунке 1.9а —
график зависимости скорости тела при равнозамедленном движении.

При равнопеременном движении скорость изменяется со временем по
линейному закону. График скорости представляет собой прямую линию, на2
клон которой характеризует ускорение:

��� � �
�

tg .a
t

(1.19)

На рисунках 1.8б и 1.9б показаны графики ускорения при равноускорен2
ном движении (рис. 1.8б) и равнозамедленном движении (рис. 1.9б).

Воспользовавшись графиком скорости (рис. 1.8а), можно определить
путь, пройденный телом при равнопеременном движении. Путь численно
равен площади фигуры, ограниченной графиком скорости. Это положение
имеет важное значение, так как остается справедливым при любом характе2
ре движения.

Определив площадь заштрихованной трапеции O�0Ct (рис. 1.8а), полу2
чим формулу пути равнопеременного движения:

� � �
2

0 ,
2
x

x x
a t

S t (1.20)

где �0x — скорость тела в начальный момент времени; аx — ускорение; t —
время движения. Если �0 = 0,

�
2

.
2
x

x
a t

S

Рис. 1.9
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Рис. 1.10 Рис. 1.11

Рис. 1.12

На рисунках 1.10 и 1.11 представлены графики зависимости пути от вре#
мени для тела, движущегося в положительном направлении оси Оx, равно#
ускоренного (ax > 0) и равнозамедленного (ax < 0).

При равноускоренном движении гра#
фик пути представляет собой парабо#
лу,  ветвь  которой  направлена  вверх
(рис. 1.10), при равнозамедленном — па#
раболу, ветвь которой направлена вниз
(рис. 1.11).

Так как путь Sx = x – x0, из формулы

пути � � �
2

0 2
x

x x
a t

S t  получим зависи#

мость координаты от времени при рав#
ноускоренном движении в положитель#
ном направлении оси Ox:

� � � �
2

0 0 .
2
x

x
a t

x x t (1.21)

График зависимости координаты от времени x(t) при равноускоренном
движении показан на рисунке 1.12, где x0 — начальная координата, в кото#
рой находилась точка в момент времени t = 0.

1.4.
СВОБОДНОЕ ПАДЕНИЕ ТЕЛ.

ДВИЖЕНИЕ ТЕЛА, БРОШЕННОГО
ВЕРТИКАЛЬНО ВВЕРХ

С НАЧАЛЬНОЙ СКОРОСТЬЮ

Наиболее распространенный вид движения с постоянным ускорением —
свободное падение тел.

При падении любого тела на Землю из состояния покоя его скорость уве#
личивается. Падение тел в воздухе можно приближенно считать свободным
лишь при условии, что сопротивление воздуха мало и им можно пренебречь.
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Рис. 1.13

Рис. 1.14

Все тела независимо от их масс падают
на Землю с одинаковым ускорением
g = 9,8 м/с2. Зависимость ускорения
свободного падения от радиуса Земли
и высоты над Землей непосредственно
вытекает из формулы закона всемир1
ного тяготения. Независимость этого
ускорения от массы падающего тела
следует из второго закона Ньютона и
закона всемирного тяготения. Более
подробно эти вопросы будут обсуждать1
ся в главе, посвященной динамике.

Рассмотрим свободное падение тела
с высоты h, когда оно не имеет началь1
ной скорости (рис. 1.13). При этом ко1
ордината и скорость будут изменять1
ся по законам равноускоренного дви1
жения:

� � �
2

, ,
2 y

gty gt (1.22)

где g — ускорение свободного падения.
Учитывая, что y = h, определим вре1

мя падения тела с высоты h:

� 2 .ht
g (1.23)

Скорость, с которой тело упадет на
Землю:

� � 2 .gh (1.24)

Рассмотрим движение тела, брошенного вертикально вверх с начальной
скоростью �0 (рис. 1.14).

Так как вектор 
�
g  направлен в сторону, противоположную скорости дви1

жения тела, движение вдоль оси Oy будет прямолинейным и равнозамедлен1
ным. Скорость и координата тела будут изменяться со временем по закону:

� = �0 – gt; (1.25)

� � �
2

0 .
2

gty t (1.26)

Когда тело поднимется на максимальную высоту, его скорость станет рав1
ной нулю. Из уравнения (1.25) определим время подъема тела:

�� 0
под .t

g (1.27)
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Подставив (1.27) в (1.26), определим
высоту подъема:

�
�

2
0

max .
2

h
g (1.28)

В точке наивысшего подъема тело ос$
тановится (� = 0) и далее начнет дви$
гаться вертикально вниз, равноускорен$
но с ускорением a = g. Время падения:

� max
пад

2
.

h
t

g (1.29)

Скорость при падении на Землю:

     
�

� � � � �
2
0

пад max 02 2 ,
2

gh g
g

(1.30)

т. е.

�пад = �0, 
�� � 0

пад под .t t
g

(1.31)

Полное время движения тела

�� � � 0
под пад

2
.t t t

g
(1.32)

На рисунке 1.15 представлен гра$
фик скорости, а на рисунке 1.16 — гра$
фик пути S и перемещения (координа$
ты y) для тела, брошенного вертикаль$
но вверх с начальной скоростью �0 из
точки y0.

1.5.
ОТНОСИТЕЛЬНОСТЬ ДВИЖЕНИЯ.
ЗАКОН СЛОЖЕНИЯ СКОРОСТЕЙ

Характер движения тела определяется его кинематическими параметра$
ми (координатами, скоростью и ускорением). Значения этих параметров в
различных системах отсчета будут различными, поэтому движение тела за$
висит от выбранной системы отсчета, т. е. носит относительный характер.

Рассмотрим поступательное движение тела, считая его материальной точ$
кой, в двух различных системах координат (см. рис. 1.17).

Систему координат xOy будем считать неподвижной, а систему x�O�y� —
движущейся относительно первой равномерно и прямолинейно со скорос$
тью �

�
0  вдоль оси Ox. Мгновенные положения точки M в каждой из этих

систем координат определяются радиусами$векторами 
�
r  и �� ,r  которые свя$

заны между собой:

Рис. 1.15

Рис. 1.16
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�� �
� � �

0 ,r r r (1.33)

где 
�
0 —r  радиус�вектор, определяющий

мгновенное положение начала коорди�
нат O� движущейся системы x�O�y� от�
носительно неподвижной системы xOy.
При движении точки относительно си�
стемы xOy и x�O�y� перемещения будут
равны �

�
r  и ��

�
,r  которые связаны соот�

ношением

�� � � � �
� � �

0 ,r r r (1.34)

где �
�
0 —r  перемещение начала коорди�

нат О� штрихованной системы x�O�y� от�
носительно неподвижной системы xOy.

Смысл последнего соотношения заключается в следующем: если матери�
альная точка (частица) участвует одновременно в двух движениях, то ее ре�
зультирующие перемещения �

�
0r  можно рассматривать как сумму переме�

щений.
После несложных преобразований получим

Δ → Δ → Δ →

ΔΔ Δ ′= +
Δ Δ Δ

�� �
0

0 0 0
lim lim lim

t t t

rr r
t t t

(1.35)

или

�� � � � �
� � �

0 , (1.36)

где �
�

—  скорость точки относительно неподвижной системы координат xOy;
�
�

0 —  скорость системы x�O�y� относительно системы xOy; ��
�

— скорость точ�
ки относительно движущейся системы x�O�y�.

Последняя формула известна как классический закон сложения скорос�
тей. Скорость тела относительно неподвижной системы координат �

�  равна
геометрической сумме скорости тела относительно подвижной системы ко�
ординат ��

�  и скорости подвижной системы координат �
�

0  относительно не�
подвижной.

Классический закон сложения скоростей связывает скорости движения
тела в двух системах отсчета и имеет место при движении тела относительно
системы xOy со скоростью много меньшей скорости света (��c).

1.6.
КРИВОЛИНЕЙНОЕ ДВИЖЕНИЕ.

НОРМАЛЬНОЕ И ТАНГЕНЦИАЛЬНОЕ
УСКОРЕНИЯ

Движение, происходящее по криволинейной траектории, называется
криволинейным. Так, кончик пера ручки при письме движется по кривым
линиям. Мгновенная скорость тела в каждой точке криволинейной траекто�
рии направлена по касательной к траектории. Следовательно, в криволиней�
ном движении направление скорости тела непрерывно изменяется (рис. 1.18).

Рис. 1.17
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Поскольку скорость — величина век�
торная, изменение направления скорос�
ти даже при неизменном модуле скоро�
сти означает, что скорость изменяется,
т. е. тело движется с ускорением. Сле�
довательно, любое криволинейное дви�
жение, и в том числе движение по ок�
ружности, является движением уско�
ренным.

Движение по любой криволинейной
траектории можно приближенно пред�
ставить как движение по дугам окруж�
ностей различных радиусов (рис. 1.18).
Поэтому задача определения ускорения
тела при произвольном криволинейном
движении сводится к нахождению ус�
корения при движении тела по окруж�
ности соответствующего радиуса.

Пусть в некоторый момент време�
ни t точка находилась в точке А и име�
ла скорость �

�
,  а спустя малое время �t

точка переместилась в положение В и
ее скорость стала равна �

�
1  (рис. 1.19).

Вектор изменения скорости �� � � � �
� � �

1

разложим на составляющие ���
�

 и ��
�

n

(рис. 1.19). Первая составляющая ���
�

 направлена вдоль скорости �
� , т. е. по

касательной к траектории, проведенной в точке А. Она называется танген�
циальной составляющей (или касательной) вектора ��

�
.  Составляющая ��

�
n

перпендикулярна ���
�

 ��� � ��
� �

( ).n  Поэтому ��
�

n  называется нормальной со�
ставляющей приращения скорости ��

�
.

По правилу сложения векторов

��� � �� � ��
� � �

.n (1.37)

Поделим это равенство почленно на �t и перейдем к пределу при стремле�
нии �t � 0:

τ

Δ → Δ → Δ →

Δυ ΔυΔυ = +
Δ Δ Δ

� ��

0 0 0
lim lim lim n

t t tt t t
(1.38)

или

�� �
� � �

,na a a (1.39)

где 
�

—a  полное ускорение тела; �
�

—a  тангенциальное ускорение; 
�

—na  нор�
мальное ускорение.

Тангенциальное ускорение:

�
�

� � � �

�� �� ��� � �
� �

� � ��
0 0

lim lim ,
t t

a
t t dt

(1.40)

Рис. 1.18

Рис. 1.19
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т. е.

�
��
��

.da
dt

Тангенциальная составляющая ускорения a� характеризует быстроту из*
менения скорости по модулю. Вектор �

�
a  направлен по касательной к траек*

тории.
Найдем вторую составляющую ускорения — нормальное ускорение an.
Допустим, что точка В находится достаточно близко к точке А, поэтому

можно считать АВ дугой окружности, мало отличающейся от хорды АВ.
Из подобия треугольников АОВ и ЕАD следует, что

�� �� 1 .n

AB r
Но так как AB = � � �t, то

Δυ υ=
υΔ

1n

t r
или

�� � ��
�

1 .n

t r
В пределе при �t � 0 получим �1 � �, при этом угол ЕАD стремится к

нулю, а так как треугольник ЕАD равнобедренный, то угол АСN между �
�

 и
��

�
n  стремится к прямому. Следовательно, при �t � 0 векторы ��

�
n  и �

�
 ока*

зываются взаимно перпендикулярными. Так как вектор скорости �
�

 направ*
лен по касательной к траектории, то вектор ��

�
,n  перпендикулярный к век*

тору скорости, направлен к центру кривизны. Таким образом, нормальное
ускорение

� �

�� �� �
�

�
2

0
lim .n

n
t

a
t r

(1.41)

Нормальная составляющая ускорения характеризует быстроту измене*
ния скорости по направлению. Вектор 

�
na  направлен к центру кривизны тра*

ектории, поэтому его называют центростремительным.
На рисунке 1.20 показано направление векторов �

�
,a  

�
na  и 

�
.a  В общем

случае вектор 
�
a  может не совпадать по направлению с мгновенной скорос*

тью �
�
.  Если � �

�
0,a  движение ускоренное: �

�
a  и �

�
 совпадают по направлению

Рис. 1.20
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(рис. 1.20а). Если � �
�

0,a  движение замедленное, при котором �
�
a  и �

�  проти�
воположны по направлению (рис. 1.20б).

Модуль полного ускорения:

�� �2 2 .na a a (1.42)

В зависимости от тангенциальной и нормальной составляющих ускоре�
ния движение можно классифицировать следующим образом.

1. a� = 0, an = 0 — прямолинейное равномерное движение.
2. a� = a = const, an = 0 — прямолинейное равнопеременное движение. При

этом движении �
� � ���� � �

� �
2 1

2 1
,a a

t t t
 мгновенная скорость и длина пути рас�

считываются по формулам:

� = �0 + at; (1.43)

� � �
2

0 .
2

atS t (1.44)

Решив эти два уравнения совместно и исключив время t, получим еще
одну полезную формулу:

� � � �2
0 2 .aS (1.45)

Если �0 = 0, то �2 = 2aS или � � 2 .aS
3. a� = 0, an = const. При a� = 0 скорость не изменяется по величине, а изме�

няется по направлению. При движении материальной точки по окружности

��
2

,na
r

где r — радиус окружности, является постоянной величиной. Следователь�
но, движение по окружности — движение с постоянной скоростью �, являет�
ся равномерным.

4. a� = f(t), an = 0 — прямолинейное движение с переменным ускорением.
5. a� = 0, an � 0 — криволинейное равномерное движение.
6. a� = const, an � 0 — криволинейное равнопеременное движение.
7. a� = f(t), an � 0 — криволинейное движение с переменным ускорением.

1.7.
РАВНОМЕРНОЕ И РАВНОПЕРЕМЕННОЕ
ДВИЖЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

ПО ОКРУЖНОСТИ

Рассмотрим сначала равномерное движение. При равномерном движе�
нии материальной точки по окружности модуль вектора мгновенной скорос�
ти является постоянным (см. рис. 1.21).

Поэтому тангенциальная составляющая ускорения a� = 0. Направление
вектора �

�  в процессе движения изменяется, поэтому нормальная составля�
ющая ускорения an отлична от нуля. Вектор нормального ускорения пер�
пендикулярен вектору скорости, так что при движении тела по окружности
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вектор 
�

na  всегда ориентирован по ради!
усу к центру окружности. Поэтому его
называют центростремительным уско!
рением.

Нормальное ускорение

                              
��

2
,na

r
(1.46)

где r — радиус окружности; � — линей!
ная скорость, т. е. скорость, с которой
материальная точка движется по ок!
ружности.

Для характеристики равномерного
движения по окружности вводятся две
специальные физические величины —
частота и период обращения.

Частотой обращения называют число оборотов материальной точки во!
круг центра обращения за секунду. Частоту обращения принято обозначать
греческой буквой � (ню):

� � ,N
t

(1.47)

где N — число оборотов за время t.
За единицу частоты в системе CИ принят один оборот в секунду. Сокра!

щенное обозначение �� 111 1c .
c

Периодом обращения называют время, в течение которого совершается
один оборот точки по окружности. Период обозначают буквой T:

� .tT
N

(1.48)

Период измеряется в системе CИ в
секундах. Нетрудно заметить, что пе!
риод и частота — взаимно обратные ве!
личины:

� � �
�

1 1, .T
T

(1.49)

Если материальная точка равномер!
но движется по окружности и за время
t перемещается из положения А в поло!
жение В (рис. 1.22), то радиус r, прове!
денный из центра окружности к мате!
риальной точке, за это время описыва!
ет угол ��, который называют угловым
перемещением. Угловое перемещение в

Рис. 1.21

Рис. 1.22
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системе CИ измеряется в радианах. 1 радиан равен углу между двумя ради�
усами окружности, длина дуги между которыми равна радиусу. 1 радиан
равен � 57,3 градуса (1 рад � 57,3�).

Угловое перемещение

�� � ,l
r

где l — длина пути, равная длине дуги АВ; r — радиус окружности.
Отношение углового перемещения к промежутку времени, за которое это

перемещение произошло, называется угловой скоростью.
Угловая скорость обозначается буквой � (омега):

��� �
�

.
t

(1.50)

Единицей измерения угловой скорости в системе CИ является 1 рад/с.
Для нахождения положения точки в любой момент времени (рис. 1.22)

надо знать угол �0 в начальный момент времени и определить, насколько
изменился угол за время движения �t:

� = �0 + ��, (1.51)

где �� = ��t, т. е. � = �0 + ��t.
По последней формуле можно найти положение точки на окружности в

любой момент времени.
При равномерном вращении угловая скорость не изменяется (� = const).
Угловое перемещение за период T равно 2�, поэтому

�� � 2 .
t

(1.52)

Учитывая, что �
�
1,T  получим:

πω = πν ω = 22 или .
T

(1.53)

Установим соотношение между угловой и линейной скоростями.
Так как модуль линейной скорости постоянен, то его можно определить

по формуле

� � .S
t

(1.54)

За один оборот (t = T) тело пройдет расстояние, равное длине окружности
S = 2�r, поэтому

�� � � �� � �2 2 .r r r
T

В случае переменной угловой скорости вводится новая физическая вели�
чина, характеризующая быстроту ее изменения, — угловое ускорение. Обо�
значается буквой � (эпсилон).

Если за промежуток времени �t = t – t0 угловая скорость изменилась на
величину �� = � – �0, то среднее угловое ускорение
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��� �
�ср .

t
(1.55)

Единицей измерения углового ускорения в системе CИ является 1 рад/с2.
Мгновенное ускорение:

� �

�� �� � �
�0

lim .
t

d
t dt

(1.56)

Угловое ускорение равно производной угловой скорости по времени. Из-
менение угловой скорости d� за малый промежуток времени dt:

d� = �dt. (1.57)

Проинтегрировав левую и правую часть равенства, получим:
ω

ω

ω = ε ω − ω = ε −∫ ∫
0 0

0 0или ( ).
t

t

d dt t t (1.58)

Положив t0 = 0 (начало отсчета времени), получим

� = �0 + �t, (1.59)

где t — время, в течение которого угловая скорость изменилась от �0 до �.
При равнопеременном вращении угловое ускорение � постоянно (� = const).

Если � > 0 — вращение равноускоренное, если � < 0 — равнозамедленное.
Поэтому последнюю формулу запишем в виде

� = �0 � �t. (1.60)

Если �0 = 0, то � = �t.
Далее определим угловое перемещение:

� = �0 – ��,     � – �0 = �� = ��t. (1.61)

Пусть за малый промежуток времени dt изменение углового перемеще-
ния равно

d� = �dt. (1.62)

Проинтегрируем левую и правую части, расставив пределы интегриро-
вания:

�

�

� � � � �� �
0

0

0

( ) .
t

d t dt (1.63)

Получим εϕ − ϕ = ω +
2

0 0 2
tt  или

�� � � � � �
2

0 0 .
2
tt (1.64)

Последнее уравнение называют кинематическим уравнением равнопере-
менного вращения.

С изменением угловой скорости точки изменяется ее линейная скорость
� = �r и нормальное ускорение an = �2/r = �2r. Тангенциальное ускорение:
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�
�� �� � �( )

.
d rd da r

dt dt dt
(1.65)

Таким образом, при фиксированном радиусе окружности тангенциаль%
ное ускорение пропорционально угловому ускорению:

a� = �r. (1.66)

1.8.
ДВИЖЕНИЕ ТЕЛА, БРОШЕННОГО

ПОД УГЛОМ К ГОРИЗОНТУ.
БАЛЛИСТИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ

Баллистика — раздел механики, изучающий движение тел в однородном
поле силы тяжести Земли.

При рассмотрении движения будем использовать следующие модельные
приближения:

� тело — материальная точка;
� сопротивление воздуха не учитывается;
� так как поле силы тяжести однородно, ускорение свободного падения

одинаково во всех точках траектории.
Эти приближения определяют границы применимости рассматриваемой

теории.
Криволинейное движение изучим на примере решения задачи: тело бро%

шено с начальной скоростью �0, направленной под углом � к горизонту. Оп%
ределить:

1) траекторию движения тела;
2) время полета tn;
3) максимальную дальность полета тела Smax;
4) максимальную высоту подъема тела hmax;
5) скорость тела на произвольной высоте h < hmax;
6) тангенциальное a� и нормальное an ускорения в наивысшей точке

подъема;
7) радиус кривизны траектории в этой точке.
Такое движение происходит в плоскости, поэтому для его описания выбе%

рем систему отсчета в виде плоскости xOу. Тело отсчета O совместим с точкой
начала движения тела (рис. 1.23).

Для определения кинематических
законов движения найдем проекции ус%
корения 

�
g  на оси Ox и Oy:

gx = 0, gy = –g.

Так как gx = 0, вдоль оси Ox тело дви%
жется равномерно с постоянной скорос%
тью �x, которая равна проекции началь%
ной скорости �0x на ось Ox: Рис. 1.23
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�x = �0 � cos�.

Закон движения вдоль оси Ox имеет вид

x = �0 � t � cos�. (1.67)

Движение вдоль оси Oу равнопеременное с постоянным ускорением gy = –g
и начальной скоростью �0y = �0 � sin�. Кинематическими законами такого
движения являются:

� для скорости
�y = �0 � sin� – gt; (1.68)

� для координаты

� � � � � �
2

0 sin .
2

gty t (1.69)

Из вышеизложенного следует, что криволинейное движение можно рас4
сматривать как результат сложения двух независимых прямолинейных дви4
жений: равномерного вдоль оси Ox и равнопеременного вдоль оси Oy.

1. Воспользуемся кинематическими законами и найдем траекторию дви4
жущегося тела. В выбранной системе отсчета уравнением траектории явля4
ется функция y(x).

Для нахождения явного вида этой функции воспользуемся уравнениями
(1.67) и (1.69). Выразим время из уравнения (1.67):

�
� �0 cos

xt

и подставим в уравнение (1.69):

= υ ⋅ α ⋅ − ⋅
υ ⋅ α υ ⋅ α

2

0 2 2
0 0

sin
cos 2 cos

gx xy

или

� � � � �
� � �

2

2 2
0

tg .
2 cos
g xy x

Так как угол � и величина начальной скорости �0 нам известны из условий
задачи, уравнение можно записать как

y = ax – bx2,

где a = tg�; 
�� �

�
2 2
0

.
2 cos

gb

В рассматриваемом случае графиком квадратичной функции является
парабола, ветви которой направлены вниз, вершина смещена в сторону воз4
растания x. Парабола проходит через начало координат, так как при x = 0
y = 0.

2. Полученными выводами воспользуемся для нахождения времени по4
лета тела. На рисунке 1.24 видно, что в момент падения тела координата
y = 0. Из уравнения (1.69) найдем время полета:
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� � � � �
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Временем полета является второй
корень, первый же отвечает моменту
начала движения тела.

3. Найденное значение времени позволяет отыскать максимальную даль&
ность полета тела Smax, которая является координатой x в момент падения
тела на землю. Воспользуемся уравнением (1.67):

� � � �� � � � �

�
� � �

0
max 0

2
0 2

max

2 sin
( cos ) ;

sin .

S
g

S
g

4. Максимальную высоту подъема можно найти из кинематического за&
кона равнопеременного движения (1.69).

Но для этого необходимо знать время движения до точки максимального
подъема А. В этой точке 
yA = 0, 
x = 
0 � cos�, поэтому время движения до
точки А найдем из уравнения (1.68):

� � � � �
� � ��

0

0

0 sin ;

sin
.

A

A

gt

t
g

Полученное значение времени подставим в уравнение (1.69):

� � �� � �� � � � � � �

� � �
�

2 2
0 0

max 0 2

2 2
0

max

sinsin
sin ;

2

sin
.

2

gh
g g

h
g

5. Для нахождения скорости на задан&
ной высоте h необходимо помнить, что при
координатном подходе к изучению меха&
нического движения вектор скорости мож&
но найти, зная его проекции на оси Ox и
Oy. Модуль вектора по известным проек&
циям найдем, пользуясь теоремой Пифа&
гора:

� � � � �2 2 ,x y

а направление вектора �
�  зададим его уг&

лом наклона к горизонту � (рис. 1.25):

Рис. 1.24

Рис. 1.25
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�
� �

�
tg .y

x

Проекция скорости на ось Ox остается неизменной за все время движения:

�x = �0 � cos�.

Проекция скорости на ось Oy изменяется со временем по закону (1.68), по*
этому для нахождения ее величины необходимо знать время движения до точ*
ки, находящейся на известной высоте h (рис. 1.24). Это время найдем из уравне*
ния (1.69), так как высота h является координатой y в этот момент времени:

� � � � � � �

� � � � � � � �

2
0

2
0

sin ;
2

sin 0.
2

h h

h h

gh t t

g t t h

Получили квадратное уравнение относительно неизвестной величины th.
Корни этого уравнения:

� � � � � � � �
�

2 2
0 0

1,2

sin sin 2
.h

gh
t

g

Анализ полученного выражения позволяет сделать вывод, что оба корня
положительны и имеют физический смысл. Действительно, тело оказывает*
ся на высоте h дважды за время полета (точка В и точка С на рис. 1.24).

Определим скорость в точке В, находящейся на восходящей ветви пара*
болы. В этой точке тело окажется раньше, поэтому нас интересует меньший
корень:

υ ⋅ α − υ ⋅ α −
=

2 2
0 0sin sin 2

.h

gh
t

g

Подставив найденное значение в выражение (1.68), для �y найдем:

� �� � � � � � � �
� � � � � � �

� � � � � �

2 2
0 0

0

2 2
0

sin sin 2
sin ;

sin 2 .

y

y

gh
g

g

gh

Найдем величину (модуль) вектора �
�  на заданной высоте h:

� � � � � � � � � �

� � � �

2 2 2 2
0 0

2
0

cos sin 2 ;

2 .

gh

gh

Направление вектора �
�

 зададим углом �, тангенс которого определяет*
ся как

� � � ��
� � �

� � � �

2 2
0

0

sin 2
tg .

cos
y

x

gh
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6. Чтобы найти нормальную an и тангенциальную a� компоненты ускоре#
ния, вспомним, что тангенциальное ускорение направлено вдоль скорости
по касательной к траектории движения, а нормальное — перпендикулярно
к вектору скорости. Полное же ускорение, с которым движется тело, во всех
точках одинаково и равняется ускорению свободного падения 

�
.g

В точке А скорость представлена одной проекцией �x = �0 � cos�, которая
в процессе движения не изменяется, поэтому a� = 0.

Так как �� �
� � �

,ng a a  мы видим, что �
� �

,ng a  т. е. нормальное ускорение в
точке А совпадает по величине и направлению с полным ускорением 

�
.g

7. Полученным выводом воспользуемся для определения радиуса кри#
визны траектории в точке А. Модуль нормального ускорения:

��
2

,na
R

где � — величина скорости в данной точке траектории; r — радиус кривизны
траектории в этой точке.

Для точки А это выражение будет иметь вид

� � �
�

2 2
0 cos

.Ar
g

Следует запомнить, что полученные выводы справедливы только для слу#
чая, когда тело движется от поверхности Земли и его траекторией является
симметричная парабола.

1.9.
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ

КИНЕМАТИКИ

1. При равномерном прямолинейном движении путь, пройденный точ#
кой за промежуток времени t:

S = �t.

2. Уравнение равномерного прямолинейного движения вдоль оси Ox:

x = x0 � �t,

где x0 — начальная координата; t — время движения.
3. Среднее ускорение при переменном движении:

���
�ср ,a

t

где �� = �2 – �1 — изменение скорости точки за промежуток времени �t = t2 – t1.
4. Мгновенная скорость произвольного переменного движения:

� �

�� � �
�

� ��
0

lim ,
t

r dr
t dt

где �
�

—r  вектор перемещения.
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5. При прямолинейном движении � � �
�

| |r S  (модуль перемещения равен
пройденному пути) мгновенная скорость при прямолинейном переменном
движении:

� � .dS
dt

6. Мгновенное ускорение при прямолинейном движении вдоль оси Ox:

�� �
�� 2

2
.d d xa

dt dt

7. Мгновенная скорость при равнопеременном прямолинейном движении:

� = �0 � at,

где a = const; �0 — начальная скорость в момент t = 0.
8. Уравнение координаты равнопеременного прямолинейного движения

по оси Ox:

� � � �
2

0 0 .
2

atx x t

9. При свободном падении тела скорость тела в произвольный момент
времени:

� = gt,

где g = 9,8 м/с2 — ускорение свободного падения. При расчетах в тестах бу?
дем считать g = 10 м/с2.

10. Путь, пройденный телом в свободном падении к моменту времени t:

�
2

.
2

gth

11. Модуль скорости тела после прохождения в свободном падении пути h:

� � 2 .gh

12. При криволинейном движении полное ускорение:

�� �
� � �

,na a a

где an — нормальное (центростремительное) ускорение; a� — тангенциаль?
ное ускорение.

13. Абсолютное значение этих ускорений:

� �
� �� � � �

2
2 2, , .n n

da a a a a
r dt

14. Средняя угловая скорость вращательного движения:

��� �
�ср ,

t

где �� — угловое перемещение.
15. Мгновенная угловая скорость:

�� � .
d
dt



ГЛАВА 1. КИНЕМАТИКА ТОЧКИ 35

16. Среднее угловое ускорение при переменном вращении:

��� �
�ср .

t

17. Мгновенное угловое ускорение:

�� � .d
dt

18. Кинематическое уравнение равномерного вращения:

� = �0 + �t

при � = const, � = 0.
19. Частота вращения:

� � ,N
t

где N — число оборотов за время t.
20. Период вращения:

T = 1/�.

21. Угловое перемещение при равномерном вращении:

�� � � � � �
2

0 0 ,
2
tt

где �0 — начальная угловая скорость; � = const.
22. Угловая скорость при равнопеременном вращении:

� = �0 � �t.

23. Связь между линейными и угловыми величинами:
� длина пути, пройденного точкой по дуге окружности,

S = r�;

� линейная скорость точки

� = �r;

� тангенциальное ускорение

a� = �r;

� нормальное ускорение

an = �2r;

� угловое перемещение

� = 2	N,

где N — число полных оборотов.
24. При равномерном вращении

� � � � � ��2 2
0 2 .
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1.10.
ПЛАН РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

1. Внимательно прочитать задачу, проанализировав условие, выяснить
характер движения.

2. Выписать числовые значения заданных величин, выразить их в еди+
ницах CИ.

3. Сделать схематический чертеж, отображающий описанное в задаче
движение. Изобразить траекторию движения, векторы скорости, ускорения.

4. Выбрать систему отсчета, при этом координатные оси направить так,
чтобы проекции векторов на них выражались более простым способом.

5. Составить для данного движения уравнения, отражающие математи+
ческую связь между проекциями векторов на оси координат. Число уравне+
ний должно быть равно числу неизвестных величин.

6. Решить составленную систему относительно искомых величин, т. е.
получить расчетные формулы.

7. Подставить в расчетные формулы вместо обозначений физических ве+
личин обозначения их единиц CИ, произвести преобразования и убедиться,
получаются ли в результате единицы искомых величин.

8. Подставить в расчетные формулы числовые значения физических ве+
личин и произвести вычисления.

9. Оценить реальность полученного результата.

1.11.
ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 1. Свободно падающее тело за последнюю секунду падения про+
шло 1/3 своего пути. Найти время падения и высоту, с которой упало тело.

Дано:
t0 = 1 с;
h/3.

h — ? t — ?

�
2

.
2

gth (1)

� � �
2 22 2 .

3 3 2 3
gt gth (2)

С другой стороны,

��
2( 1)2 .

3 2
g t

h (3)

Приравняв правые части уравнений (2) и (3), получим:

�� � � � �
22

2( 1)
6 3 0.

3 2
g tgt t t

Решение
Обозначим время падения с высоты h через t, тогда

2/3 пути тело пролетит за (t – 1) секунд.
Для решения воспользуемся формулой пути без на+

чальной скорости (�0 = 0):
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Отсюда

� � � � � � �1,2 1 23 9 3 3 6; 5,4 с, 0.t t t

За время падения t1 = 5,4 с тело проходит путь

� �
2
1 ; 146 м.

2
gt

h h

Ответ: h = 146 м; t = 5,4 с.
Задача 2. Посадочная скорость пассажирского самолета 135 км/ч, а дли'

на его пробега 500 м. Считая движение равнозамедленным, определить вре'
мя пробега до остановки.

Дано:
�0 = 37,5 м/с;
S = 500 м.

t — ?

Отсюда можно определить ускорение:

�
� �

2
0 .

2
x

x
x

a
S (2)

Знак «–» указывает на то, что движение является равнозамедленным.
Скорость при равнопеременном движении

�x = �0x + axt.

В данном случае

�� � � � � � � 0
00, 0, .x

x x
x

a t t
a (3)

Подставив уравнение (2) в (3), получим время пробега:

� �� � �
���

�� �

0
2

00

2 2 ;

2 500 26,7 с.
37,5

S St

t

Ответ: t = 26,7 с.
Задача 3. Движение материальной точки описывается уравнениями

x = 2 + 3t,   y = 1 + 4t,

в которых координаты x и y, а также время t заданы в системе CИ. Найти
скорость точки.

Решение
При равномерном прямолинейном движении уравнения зависимости ко'

ординаты от времени записываются следующим образом:

Решение
При прямолинейном равнопеременном движении

� � � �2 2
0 2 ,x xx aS (1)

где S — длина пути, на котором скорость изменяется
от начальной �0 до � = 0, т. е.

� �2
0 2 .x xx a S
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x = x0 + �xt, (1)

y = y0 + �yt. (2)

Сравнивая заданные уравнения с уравнениями (1) и (2), находим проек%
ции скорости на оси Ox и Oy:

�x = 3 м/с,   �y = 4 м/с.

Следовательно, модуль скорости:

� � � � � � � � �2 2 ; 9 16 5 м/с.x x

Ответ: � = 5 м/с.
Задача 4. При равноускоренном движении из состояния покоя тело про%

ходит за пятую секунду S = 90 см. Определить перемещение тела за седьмую
секунду.

Дано:
S4–5 = 0,9 м;
�t = 1 с.

S6–7 — ?

                                                                 

� �
2 2
5 4

5 4, ,
2 2

at at
S S

где t5 = 5 с; t4 = 4 с.
Таким образом,

� �25 16 0,9,
2 2

a a

отсюда а = 0,2 м/с2.
Аналогично рассуждая, запишем перемещение тела за седьмую секунду:

� �
22
67

6–7 ,
2 2

atat
S

где t7 = 7 с; t6 = 6 с.

� �� � �6–7
0,2 49 0,2 36 1,3 м.

2 2
S

Ответ: S6–7 = 1,3 м.
Задача 5. Автомобиль при торможении движется равнозамедленно с ус%

корением 0,5 м/с2 и останавливается через 20 с от начала торможения. Ка%
кой путь он прошел при торможении? Какова была его начальная скорость?

Дано:
ax = –0,5 м/c2;
t = 20 с.

S — ?
�0 — ?

Решение
Тело начинает движение из точки x0 = 0 и, двига%

ясь равноускоренно, проходит за пятую секунду путь
S4–5 = 0,9 м.

S4–5 = S5 – S4,

где S5 — путь, пройденный за 5 с; S4 — путь, пройден%
ный за 4 с.

Решение
Мгновенная скорость прямолинейного равнопере%

менного движения рассчитывается по формуле

�x = �0x + axt.
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Автомобиль остановился в момент времени t = 20 с, когда его скорость
обратилась в нуль:

�0x + axt = 0,

отсюда

�0x = –axt; �0 = 10 м/с.

Для определения пути воспользуемся формулой

� � �

� �� � � �

2

0 ;
2
( 0,5) 400

10 20 100 м.
2

x
x

a t
S t

S

Ответ: �0 = 10 м/с; S = 100 м.
Задача 6. Материальная точка движется по окружности с постоянной

угловой скоростью � = 	/6 рад/с. Во сколько раз путь 
S, пройденный точ3
кой за время t = 4 с, будет больше модуля ее перемещения 
r? Принять, что в
момент начала отсчета времени радиус3вектор 

�
,r  задающий положение точ3

ки на окружности, относительно исходного положения был повернут на угол
�0 = 	/3 рад (рис. 1.26).

Дано:
� = 	/6 рад/с;
t = 4 с;
�0 = 	/3 рад.


S/
r — ?

Зависимость угла поворота от времени записывается в виде

� = �0 + �t.

Тогда через время t = 4 c точка повернется на угол


� = � – �0 = �t.

Рис. 1.26

Решение
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Из рисунка видно, что пройденный путь равен

�S = �� � R.

Перемещение найдем из треугольника (рис. 1.26). Применив теорему

косинусов и формулу 
�� � � 21 cos 2sin ,
2

 получим:

��� � � � �� � � �� �2 2 22 cos 2 2cos 2 sin .
2

r R R R R R

Тогда искомое отношение равно:

�� ��� �� � �
� �� �� �

.
2sin2 sin 2sin

22 2

RS t
r t

R

Подставив числовые значения, получим

� �
�

1,21.S
r

Ответ: � �
�

1,21.S
r

Задача 7. Материальная точка движется прямолинейно с начальной ско5
ростью �0 = 10 м/с и постоянным ускорением a = –5 м/с2. Определить, во
сколько раз путь �S, пройденный материальной точкой, будет превышать
модуль ее перемещения �r спустя t = 4 c после начала отсчета времени.

Дано:
�0 = 10 м/с;
ax = –5 м/с2;
t = 4 c.

�S/�r — ?

                                           �� � � � �
25 410 4 0 м.

2
r

А так как пройденный путь всегда больше нуля, то

� �� � �
�

.
0

S S
r

То есть путь в бесконечное число раз больше перемещения.
Задача 8. Тело брошено вертикально вверх с начальной скоростью

�0 = 4 м/с. Когда оно достигло верхней точки полета, из того же начального
пункта с той же начальной скоростью �0 вертикально вверх было брошено
второе тело (рис. 1.27). На каком расстоянии h от начального пункта встре5
тятся тела? Сопротивление воздуха не учитывать.

Дано:
�0 = 4 м/с.

h — ?

Решение
Перемещение для равноускоренного прямолинейно5

го движения равно

� � � �
2

0 .
2
x

x
a t

r t

Через время t = 4 c перемещение будет

Решение
Запишем уравнение движения первого тела:

� � �
2

0 .
2

gty t
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Скорость тела подчиняется уравнению

� = �0 – gt.

Когда через время tпод тело достигает
верхней точки (y = h0), его скорость ста'
новится равной � = 0, поэтому

0 = �0 – gt.

Откуда время подъема равно
�� 0

под .t
g

Тогда высота подъема равна

� � �
� � � � � �

2 2 22
0 0 0

0 0 2
.

2 22

ggth t
g gg

Когда первое тело начинает падать (при движении вниз), уравнение его
движения принимает вид

� �
2

1 0 .
2

gty h

В это же время второе тело начинает подниматься. Его уравнение дви'
жения

� � �
2

2 0 .
2

gty t

Когда тела встретились, их координаты y1 и y2 стали равными, т. е. y1 = y2,
откуда

� � � �
2 2

0 0 .
2 2

gt gth t

Из этого уравнения находим время, через которое тела встретятся:

�
�

0

0
.

h
t

Нам уже известно, что 
�

�
2
0

0 ,
2

h
g

 поэтому

� �� � �
� �

2
0 0 0

0 0
.

2 2
h

t
g g

Высоту найдем подстановкой этого времени t в уравнение

� � �
2

2 0 .
2

gty t

Таким образом,
� ��� � � �

2 2
0 0 0

0 2

3
.

2 88

g
h

g gg
Подставляем числа:

�� �
�

23 4 0,61м.
8 9,8

h

Ответ: h = 0,6 м.

Рис. 1.27
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Задача 9. По заданному графику ско!
рости (рис. 1.28) построить графики ус!
корения и перемещения, если движение
тела начинается из точки x0 = 0.

Решение
В интервале времени (O, t1) (рис. 1.28)

тело движется равноускоренно в положи!
тельном направлении оси Ох, что соот!
ветствует участку ОВ на рисунке 1.29в.

График ускорения — прямая линия
ab, параллельная оси Ot (рис. 1.29а), гра!
фик перемещения — участок параболы
Ob1 с вершиной в точке О (рис. 1.29б).

В интервале (t1, t2) движение равномерное в том же направлении, что
соответствует участку траектории ВС на рисунке 1.29в. График ускорения —
прямая линия, идущая вдоль оси Ot, график перемещения — прямая линия
b1c1, касающаяся параболы Ob1 в точке b1 (рис. 1.29б).

В интервале времени (t2, t3) движение равнозамедленное и происходит в
положительном направлении оси Ох (� > 0, a < 0). График ускорения — пря!
мая линия cd (рис. 1.29а), график перемещения — участок параболы c1d1 с
вершиной в точке d1 (рис. 1.29б). Этому движению соответствует участок
траектории CD на рисунке 1.29в.

В точке D (рис. 1.29в) тело останавливается. Эта точка называется точ�
кой поворота. В точке поворота направление движения изменяется на про!
тивоположное, далее происходит движение в обратном направлении. Гра!
фик ускорения — прямая линия de (рис. 1.29а), график перемещения — уча!
сток параболы d1e1 с вершиной в точке d1 (рис. 1.29б).

Задача 10. По графику перемещения, состоящему из двух участков пара!
бол (рис. 1.30), построить график скорости и ускорения.

Решение
В интервале времени (O, t1) движение равнозамедленное и направлено в

сторону, противоположную оси Ох (участок ОА на рис. 1.31в), скорость � < 0
и убывает по модулю (участок Of на рис. 1.31а), ускорение положительно
a > 0, (участок b�f� на рис. 1.31б).

В интервале (t1, t2) движение равноускоренное в направлении оси Ох
(участок АО на рис. 1.31в), скорость положительна � > 0 и возрастает по

Рис. 1.28

Рис. 1.29
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модулю (участок fc на рис. 1.31а), ус�
корение положительно a > 0 (участок
f�c� на рис. 1.31б).

В интервале (t2, t3) движение равно�
замедленное в направлении оси Ох (уча�
сток ОВ на рис. 1.31в), скорость поло�
жительна и убывает по модулю (участок
cd на рис. 1.31а), ускорение отрицатель�
но a < 0 (участок c��d� на рис. 1.31б).

В интервале времени (t3, t4) движе�
ние равноускоренное в направлении,

противоположном оси Ох (участок ВО на рис. 1.31в), скорость отрицательна
и возрастает по модулю (участок de на рис. 1.31а), ускорение отрицательно
a < 0 (участок d�e� на рис. 1.31б).

Задача 11. Точка движется вдоль оси Ox с постоянным ускорением a =
=  –1 м/с2. Какой путь пройдет точка за время t = 5 с, если в начальный мо�
мент времени ее скорость �0 = 2 м/с?

Дано:
ax = –1 м/с2;
t = 5 с;
�0 = 2 м/с.

S — ?

����������������������������������x = 2 – t.

График зависимости скорости от
времени показан на рисунке 1.32.

В интервале времени (0, 2) тело дви�
жется равнозамедленно (� > 0, a < 0).
В момент времени t = 2 с тело останав�
ливается (� = 0) и далее движется в про�
тивоположном направлении равноус�
коренно (� < 0, a < 0).

Путь, пройденный за 5 с, можно
рассчитать по графику. Он численно
равен сумме площадей двух заштрихо�
ванных треугольников:

Рис. 1.30

Рис. 1.31

Решение
При равнопеременном движении скорость изменя�

ется по закону

�x = �0x + axt.

Подставив данные, получим

Рис. 1.32
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S = S1 + S2,

где S1 = 2 м, S2 = 4,5 м. Полный путь S = 6,5 м.
Ответ: S = 6,5 м.
Задача 12. На графике изображена зависимость скорости прямолинейно

движущегося тела от времени (рис. 1.33). Чему равен путь, пройденный телом?
Решение
Путь, пройденный телом за 20 с, численно равен площади трапеции,

образованной графиком скорости:

�� � �10 20 10 150 м.
2

S

Второй способ решения — аналити@
ческий. В интервале времени (0, 10)
тело движется равномерно (�1 = 10 м/с)
и проходит путь

S1 = �1 � t1 = 100 м.

В интервале времени (10, 20) тело
движется равнозамедленно, скорость
уменьшается от �1 = 10 м/с до �2 = 0.

Ускорение:

�� �� � � �
�

20 10 1м/с .
10

x
xa

t

Путь, пройденный при равнозамедленном движении:

� � �

� �� � � � � �

2
2

2 1 2

2

2

;
2
( 1) 10

10 10 100 50 50 м.
2

at
S t

S

Путь, пройденный за 20 с:

S = S1 + S2 = 150 м.

Ответ: 150 м.
Задача 13. Первую половину пути автомобиль двигался со скоростью

90 км/ч, а вторую — со скоростью 54 км/ч. Найти среднюю скорость движе@
ния автомобиля.

Дано:
S1 = S2 = S/2;
�1 = 90 км/ч = 25 м/с;
�2 = 54 км/ч = 15 м/с.

�ср — ?

Рис. 1.33

Решение
Средняя скорость рассчитывается по фор@

муле
�ср = S/t, (1)

где S — перемещение автомобиля; t — полное
время его движения.
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Время движения:

� � � �
� � � �

1 2

1 2 1 2
; .

2 2
S S S St t (2)

Подставив уравнение (2) в (1), получим:

� �� � � �
� � �� �

� � � �
� �� � � �

�

1 2
ср

1 2

1 2 1 2

ср

21 ;
1 1

2 2 2 2

2 25 15 18,75 м/с 67,5 км/ч.
25 15

S
S S

Ответ: �ср = 67,5 км/ч.
Задача 14. Велосипедист ехал из одного пункта в другой. Первую треть

пути он проехал со скоростью �1 = 18 км/ч. Половину оставшегося времени
он ехал со скоростью �2 = 22 км/ч, оставшееся расстояние до конечного пун+
кта шел пешком со скоростью �3 = 5 км/ч (рис. 1.34). Определить среднюю
скорость велосипедиста.

Дано:
S1 = S/3; t2 = t3;
�1 = 18 км/ч = 5 м/с;
�2 = 22 км/ч = 6,11 м/с;
�3 = 5 км/ч = 1,39 м/с.

�ср — ?

Поэтому
�� � � � � � �

� � �
2 3

2 3 2 2 3 3 2 3
2 3

, .
S S

t t t t S S

Расстояние S1 = S/3. Откуда S = 3S1,

� � �
� �

32
1 2

2 3
.

SS
t t

Кроме того,

S2 + S3 = 2S1.

Тогда искомая величина равна:

1 2 3 1
ср

1 2 3 2 31

1 2 3

1 2 31

1 1 1 2 3

1 2 3

3

2

3 ( )3
.

4 4 ( )

S S S SS
t t t t S SS

S
S S

� �� � � � �
� � ��

� � � �
� � � �� �

� � � � ��
� � � �

Рис. 1.34

Решение:
Средняя скорость равна по определению

отношению пройденного пути к затрачен+
ному времени:

�ср = S/t.
Известно,

S3 = �3 � t3,     S2 = �2 � t2,     S1 = �1 � t1,

где t2 = t3.
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Подставив числовые данные, получим:

�ср = 4,09 м/с = 14,7 км/ч.

Ответ: �ср = 4,09 м/с = 14,7 км/ч.
Задача 15. Велосипедист преодолевает ряд холмов. На подъемах его ско*

рость равна �1, на спусках — �2. Общая длина пути lобщ, причем подъемы и
спуски имеют одинаковые длины. Какова средняя скорость �ср велосипедиста?

Дано:
�1;
�2;
lобщ.

�ср — ?

Средняя скорость:

� � общ
ср ,

l
t

где t — общее время движения.

Если �
�1

2

lt — время спуска с холма, то общее время движения:

� � �� �� � � � � � � � �� 	� � � �
 �
общ общ 1 2

1 2 1 2 общ
1 2 1 2

( ) ( ) .
2 2 2

l ll lt t t n t t l
l l

Средняя скорость:

� � � � ��� � � �
� � � � � � �

общ общ 1 2 1 2
ср

1 2 общ 1 2

2 2
.

( )

l l
t l

Ответ: 
� ��� �

� � �
1 2

ср
1 2

2
.

Задача 16. Точка движется по кривой согласно уравнению y = 6t – t2/4.
Найти среднюю скорость движения точки в промежутке времени от t1 = 2 с
до t2 = 16 с.

Дано:
t1 = 2 с;
t2 = 16 с.

�ср — ?

Найдем скорость точки и приравняем ее к нулю:

� � � � � �6 ; 6 0,
2 2

dy t t
dt

отсюда t = 12 c.
В момент времени t = 12 c направление движения точки изменяется на

противоположное.
Определим координату в момент времени t = 12 c:

� � � �
2126 12 36 м.

4
y

Решение
Обозначим длину подъема через l, тогда длина одного хол*

ма равна 2l, общая длина пути:

lобщ = 2l � n,

где n — число холмов.

Решение
Средняя скорость:

�� �
�ср ,S

t

где �t = t2 – t1; �S — путь, пройденный за промежуток вре*
мени �t.
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Далее определим координаты при t1 = 2 c и t2 = 16 c:

y1 = 6 � 2 – 4/4 = 11 м,
y2 = 6 � 16 – 162/4 = 32 м.

Перемещение в прямом направлении:

�y = y – y1 = 25 м.

Перемещение в обратном направлении:

�y2 = y2 – y = 32 – 36 = –4 м.

Путь, пройденный телом, равен сумме расстояний |�y1| и |�y2|:

�S = |�y1| + |�y2| = 25 + 4 = 29 м.

Средняя скорость:

� �� � �
� �

� � �

ср
2 1

ср

;

29 2,1м/с.
14

S S
t t t

Ответ: �ср = 2,1 м/с.
Задача 17. Точка движется по пря)

мой в одну сторону. На рисунке 1.35
представлен график зависимости прой)
денного пути от времени. Определить
среднюю скорость точки за интервал
времени 0–5 c.

Решение
Средняя скорость движения рассчи)

тывается по формуле

� �ср ,S
t

где S = 15 м; t = 5 с.
Таким образом,

�ср = 3 м/с.

Ответ: �ср = 3 м/с.
Задача 18. Материальная точка движется вдоль оси Ox. Чему равна сред)

няя скорость в интервале (0, 4) с, если ее движение описывается уравнением
x = 4 – 2t + t2?

Решение
Скорость точки

� � � � �2 2 .x
dx t
dt

Рис. 1.35
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Из этого уравнения видно, что при
t = 1 с ��x = 0. График зависимости ско)
рости �x от времени показан на рисун)
ке 1.36. Путь, пройденный точкой за 4 с:

S = S1 + S2,

где S1 — путь, пройденный в интерва)
ле времени (0, 1) с, S1 = 1 м; S2 — путь,
пройденный в интервале времени (1,
4) с, S2 = 9 м.

Средняя скорость:

� � � �ср
10 2,5 м/с.
4

S
t

Ответ: �ср = 2,5 м/с.
Задача 19. Уравнение зависимости проекции скорости движущегося тела

от времени имеет вид

�x = (2 + 3t) м/с.

Каково соответствующее уравнение проекции перемещения тела?
1) Sx = 2t + 3t2;
2) Sx = 1,5t2;
3) Sx = 2t + 1,5t2;
4) Sx = 3t + t2.

Решение
Скорость

� � ,x
x

dS
dt

отсюда

dSx = �xdt,

где Sх — перемещение тела. Проинтегрировав, получим

� � � � � �� � 2

0 0

(2 3 ) 2 3 /2.
t t

x xS dt t dt t t

Ответ: 3) Sx = 2t + 1,5t2.
Задача 20. Зависимость координаты от времени для некоторого тела опи)

сывается уравнением

x = 8t – t2.

В какой момент времени проекция скорости тела на ось Ox равна нулю?
Решение
Проекция скорости тела на ось Ox равна первой производной перемеще)

ния от времени:

�� � � � �
2(8 )

8 2 .x
d t tdx t

dt dt

Рис. 1.36
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Приравняв �x = 0, получим

8 – 2t = 0, t = 4 с.

Ответ: t = 4 с.
Задача 21. Скорость тела выражается формулой

� = 2,5 + 0,2t.

Найти перемещение тела через 20 с от начала движения.
Решение
Скорость:

�

� � � � � �

�� �� � � � � � � �� 	

 �

�

�

0

2020 2 2

00

, , ;

0,2 0,2 20(2,5 0,2 ) 2,5 2,5 20 90 м.
2 2

t

t c

dS dS dt S dt
dt

tS t dt

Другой способ решения.
Скорость линейно зависит от времени. Тело движется равноускоренно с

начальной скоростью �0 = 2,5 м/с.
Сравнивая с формулой скорости равнопеременного движения � = �0 + at,

находим а = 0,2 м/с2. Путь при таком движении рассчитывается по формуле

� � �
2

0 ,
2

atS t

таким образом,

�� � � �0,2 4002,5 20 90 м.
2

S

Ответ: S = 90 м.
Задача 22. Уравнение движения тела дано в виде

x = 15t + 0,4t2.

Определить начальную скорость и ускорение движения тела, а также ко@
ординату и скорость тела через 5 с.

Решение
Скорость:

� �

� � � � �2

;

(15 0,4 ) 15 0,8 ;

dx
dt
d t t t
dt

�0 = 15 м/с.

�t=5 = 15 + 0,8 � 5 = 19 м/с.

Ускорение:
�� � � � 2(15 0,8 ) 0,8 м/с .d da t

dt dt
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Координата в момент времени t = 5 c:

xt=5 = 15 � 5 + 0,4 � 25 = 85 м.

Ответ: �0 = 15 м/с; а = 0,8 м/с2; �t=5 = 19 м/с; xt=5 = 85 м.
Задача 23. Материальная точка движется в плоскости xOy согласно урав)

нениям

x = A1 + B1t + C1t2 и y = A2 + B2t + C2t2,

где B1 = 7 м/с; С1 = –2 м/с2; B2 = –1 м/с; С2 = 0,2 м/с2.
Найти модули скорости и ускорения точки в момент времени t = 5 с.
Дано:
x = A1 + B1t + C1t2;
y = A2 + B2t + C2t2;
B1 = 7 м/с;
С1 = –2 м/с2;
B2 = –1 м/с;
С2 = 0,2 м/с2;
t = 5 с.

�(t) — ?
a(t) — ?

                                                        

2 2
1 1 1 2 2 2

1 1 2 2

( ( ) ( ))

( 2 ) ( 2 ).

d i A B t C t j A B t C tdr
dt dt

i B C t j B C t

� � � � �� � � �

� � � �

����

��

Эта величина является вектором. Проекция скорости �
�  на ось Ox равна

�x = B1 + 2C1t;

на ось Oy:

�y = B2 + 2C2t.

Тогда модуль скорости равен

� � � � � � � � �2 2 2 2
1 1 2 2( ) ( ) ( 2 ) ( 2 ) .x y B C t B C t

Подставив числовые данные, получим

� = 13 м/с.

По определению, ускорение — это производная скорости по времени.
Поэтому

� � ��� � � �
��� ��� 1 1 2 2

1 2
( ( 2 ) ( 2 ))

(2 ) (2 ).
d i B C t j B C tda i C j C

dt dt

Проекция ускорения �
a  на ось Ox равна

�
�

12 ;xa C

Решение
Радиус)вектор материальной точки равен

� �
���
,r xi yj

где 
�

—i  орт оси Ox, а 
�

—j  орт оси Oy.
Поэтому получаем

� � � � � �
��� 2 2

1 1 1 2 2 2( ) ( )r i A B t C t j A B t C t .

Скорость есть производная перемещения по
времени. Поэтому
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на ось Oy:

�
�

22 .ya C

Поэтому

� � � �2 2 2 2
1 2| | ( ) ( ) (2 ) (2 ) .x ya a a С С

Подставив числа, получим

� � � � � �
� 2 2 2| | (4 ( 2) 4 0,2 4,02 м/с .a

Ответ: � = 13 м/c; a = 4,02 м/с2.
Задача 24. Три автомашины А, В

и С едут с одинаковыми скоростями
� = 50 км/ч (рис. 1.37). Каковы отно%
сительные скорости автомобилей А и
В, С и А?

Решение
Автомобили А и В едут в одну сто%

рону с одинаковой скоростью:

�0 = �A – �B = 0.

Автомобили А и С едут в разные стороны (�A = –�C):

�0 = �A + �C = 100 км/ч.

Ответ: 0 км/ч; 100 км/ч.
Задача 25. В течение какого времени скорый поезд длиной 300 м, иду%

щий со скоростью �1 = 72 км/ч, будет проходить мимо встречного товарного
поезда длиной l = 600 м, идущего со скоростью 36 км/ч?

Дано:
�1 = 72 км/ч = 20 м/с;
�2 = 36 км/ч = 10 м/с;

l = 300 м.
t — ?

                                                               l = (�1 + �2)t,

где t — время, в течение которого скорый поезд будет проходить мимо товар%
ного поезда.

Отсюда
�

� � �

� �

1 2
,

300 10 c.
30

lt

t

Ответ: t = 10 с.
Задача 26. Два автомобиля движутся по дорогам, угол между которыми

� = 60�. Скорость автомобилей �1 = 54 км/ч и �2 = 72 км/ч. С какой скорос%
тью � машины удаляются одна от другой?

Рис. 1.37

Решение
Встречный поезд по отношению к скоро%

му поезду движется со скоростью

� = �1 + �2 = 30 м/с.

Длина поезда:
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Дано:
�1 = 54 км/ч;
�2 = 72 км/ч.

� — ?

                                             � � � � � � � � �2 2
1 21 2 2 cos .

Подставляем числа:

� � � � � � � � � �2 2(54) (72) 2 54 72 cos60 64,9 км/ч 18 м/с.

Ответ: � = 18 м/с.
Задача 27. По краю равномерно вращающейся с угловой скоростью

	 = 1 рад/с платформы идет человек и обходит платформу за время t = 9,9 с.
Каково наибольшее ускорение а движения человека относительно Земли?
Принять радиус платформы R = 2 м.

Дано:
	 = 1 рад/с;
t = 9,9 с;
R = 2 м.

a — ?

                                          �� �1
2 .R

t
Если человек обходит платформу по направлению вращения, скорость

человека относительно Земли будет максимальна:

� = �1 + �2,

где �2 = 	R — скорость вращения края платформы.

Решение
Видно, что если поместить начало координат на перE

вой машине, то скорость, с которой вторая машина удаE
ляется от первой, равна сумме векторов �

�
1  и �

�
2  (рис. 1.38).

Причем ее модуль, как видно из рисунка, равен

Рис. 1.38

Решение
По определению центростремительное ускорение

равно
��

2
.na

R

Так как человек обходит платформу по краю, то его
скорость относительно платформы равна
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Поэтому
�� � � �2 .R R
t

Подставляем:

� � � �
� � � �� � � �

2

2
2

2 .n

R R
ta R

R t

Подставив числа, получим an = 5,32 м/с2.
Ответ: an = 5,32 м/с2.
Задача 28. Лодка движется поперек

реки перпендикулярно ее берегам со ско%
ростью 2 м/с (рис. 1.39). Под каким уг%
лом к выбранному направлению оси Oy и
с какой скоростью относительно поверх%
ности воды гребец должен держать курс,
если скорость течения реки 5 км/ч?

Дано:
� = 2 м/с;
�1 = 5 км/ч = 1,4 м/с.

� — ?
�2 — ?
Решение
Рассмотрим движение лодки в системе отсчета, связанной с берегом. Ско%

рость движения лодки
� � � � �
� � �

1 2,

где �1 — скорость лодки относительно берега; �2 — скорость лодки относи%
тельно поверхности воды.

Спроецируем векторное уравнение на оси Ох и Оу:
Ох: �2sin� = �1;
Оу: �2cos� = �.
Из последних двух уравнений определим � и �2: � = 35�, �2 = 2,44 м/с.
Ответ: � = 35�; �2 = 2,44 м/с.
Задача 29. На берегу реки расположены два пункта А и В. Моторная лодка

проходит между ними по течению за время t1, против течения — за время t2.
Найти время, за которое плот пройдет расстояние от А до В.

Дано:
�л;
�т;
t1;
t2.

t — ?

Рис. 1.39

Решение
В каждом из случаев лодка проходит одно расстояние:

S1 = S2 = S3.

Обозначим скорость лодки в стоячей воде через �л, ско%
рость течения через �т. Тогда

(�л + �т)t1 = (�л – �т)t2 = �тt, (1)

где t — время движения плота по течению реки.
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Из уравнения (1) следует

� � � �
�

л т

т 1
.t

t
Отсюда

� � �
�

л

т 1
1 ;t

t
(2)

� � � �
�

л т

т 2
,t

t
отсюда � � �

�
л

т 2
1 .t

t (3)

Из (2) вычтем (3), получим

� �� � � �� �
� 	

�
�

1 2 1 2

1 2

2 1

1 12 ,

2
.

t t t
t t t t

t t
t

t t

Ответ: �
�
1 2

2 1

2
.

t t
t

t t
Задача 30. Эскалатор поднимает неподвижно стоящего пассажира за

1 мин. По неподвижному эскалатору пассажир поднимается за 3 мин. Сколь5
ко времени он поднимается по движущемуся эскалатору?

Дано:
t1 = 1 мин = 60 с;
t2 = 3 мин = 180 с.

t — ?

Скорость пассажира относительно неподвижного эскалатора

� �2
2

.l
t

Скорость движения пассажира на движущемся эскалаторе

� = �1 + �2, l = (�1 + �2)t,

где t — время, за которое поднимается пассажир по движущемуся эскалатору.

�� � �
� � � ��

1 2

1 2 1 2

1 2

;
t tl lt

l l t t
t t

�� �
�

60 180 45 с.
60 180

t

Ответ: t = 45 с.
Задача 31. Тело брошено под углом � к горизонту (рис. 1.40) со скоро5

стью �
�

0.  Зависимость горизонтальной составляющей скорости тела �x от

Решение
Скорость движения эскалатора

� �1
1

,l
t

где l — длина эскалатора (путь пассажира).
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времени t представлена на рисунке
1.41 в виде графика, обозначенного
буквой:

1) а;   2) б;   3) в;   4) г.
Решение
Криволинейное баллистическое дви$

жение можно рассматривать как сумму
двух независимых прямолинейных дви$
жений: равномерного в горизонтальном
направлении и равнопеременного в вер$
тикальном. При равномерном движе$
нии скорость тела не изменяется, т. е.
�x = const. Следовательно, верным яв$
ляется график б, изображенный на ри$
сунке 1.41.

Задача 32. Тело брошено под углом �
к горизонту (рис. 1.40) со скоростью �

�
0.

Зависимость проекции на вертикальную
ось скорости тела �y от времени t пред$
ставлена на рисунке 1.42 в виде графи$
ка, обозначенного буквой:

1) а;   2) б;   3) в;   4) г.
Решение
Так как в вертикальном направлении

движение тела является равноперемен$
ным: до точки наивысшего подъема за$
медленным, а затем ускоренным, но про$
тив направления оси Oy, то зависимость
проекции скорости �y(t) имеет вид

�y = �0 � sin� – gt.

Это линейная функция, график которой на рисунке изображен под буквой г.
Задача 33. Тело брошено под углом � к горизонту со скоростью �

�
0

(рис. 1.40). Зависимость проекции ускорения тела ay от времени t представ$
лена на рисунке 1.43 в виде графика:

1) а;   2) б;   3) в;   4) г.

Рис. 1.40

Рис. 1.41

Рис. 1.42
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Решение
При баллистическом криволинейном движении полным ускорением яв)

ляется ускорение свободного падения 
�
,g  направленное перпендикулярно к

поверхности Земли в любой точке траектории. Проекция такого вектора на
ось Oy, направленную вверх, отрицательна и имеет постоянную величину.
Такой зависимости отвечает график, изображенный на рисунке под буквой б.

Задача 34. Тело, брошенное под углом
� к горизонту со скоростью �

�
0  (рис. 1.44),

через некоторое время упало на землю.
Зависимость проекции �y скорости тела
на вертикальную ось от времени t на ри)
сунке 1.45 представлена в виде графика,
обозначенного буквой:

1) а;   2) б;   3) в;   4) г.
Решение
В указанной на рисунке системе от)

счета проекция начальной скорости на
ось Oy отрицательна:

�0y = –V0 � sin�,

а проекция ускорения 
�
g  положительна:

gy = g. Уравнение для скорости �y в та)
кой системе отсчета будет иметь вид

�y = –�0 � sin� + gt.

Это линейная функция, график которой на рисунке изображен под буквой а.

Рис. 1.43

Рис. 1.44

Рис. 1.45
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Задача 35. Тело брошено под углом � к горизонту (рис. 1.40) со ско�
ростью �

�
0.  Зависимость проекции радиуса�вектора тела 

�
xr  на ось Ox от

времени t представлена на рисунке 1.46 в виде графика, обозначенного
буквой:

1) а;   2) б;   3) в;   4) г.
Решение�

�векторомr  называется вектор, проведенный от тела отсчета к движу�
щемуся телу в любой момент времени. Координата Ox — проекция 

�
�вектораr

на ось Ox. Из рисунка видно, что ось Ox направлена горизонтально, поэтому
вдоль оси Ox движение является равномерным. Координата Ox изменяется
по закону

x = �0 � cos� � t.

Это линейная функция, график которой изображен на рисунке под
буквой а.

Задача 36. Стрела пущена с ровной горизонтальной поверхности зем�
ли под углом � = 45� к горизонту (рис. 1.47). На какую максимальную
высоту поднялась стрела, если через 1,5 с после ее броска скорость была
направлена горизонтально?

Дано:
� = 45�;
t = 1,5 с.

hmax — ?

из анализа которого видно, что для вы�
числения hmax необходимо знать величи�
ну начальной скорости �0.

Известно, что при таком движении
скорость направлена горизонтально толь�
ко в высшей точке подъема, поэтому
t = 1,5 с — время движения до точки А, в
которой �y = 0:

0 = �0 � sin� – gt,
Рис. 1.47

Рис. 1.46

Решение
Так как стрела пущена под углом к горизонту, траек�

торией движения является парабола. Для нахождения
максимальной высоты подъема при таком движении по�
лучено уравнение

� � �
�

2 2
0

max
sin

,
2

h
g
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откуда

� �
�

� � �� �
� �

�� �

0

2 2 2 2

max 2

2

max

;
sin

sin ;
2sin 2

9,8 1,5 11м.
2

gt

g t gth
g

h

Ответ: стрела поднялась на высоту 11 м.
Следует обратить внимание на то, что величина угла � = 45� является

избыточным данным в задаче.
Задача 37. Камень, брошенный под углом � = 30� к горизонту, дважды

был на одной и той же высоте h: спустя время t1 = 3 с и время t2 = 5 с после
начала движения. Найти начальную скорость камня.

Дано:
t1 = 3 c;
t2 = 5 с;
� = 30�.

�0 — ?

� � � � � �

� � � � � �

2
1

0 1

2
2

0 2

sin ;
2

sin .
2

gt
h t

gt
h t

Полученная система уравнений совместна. Так как левые части равенств
одинаковы, правые части также равны:

� �

� � � � � � � � � � �

� � � � � � �

22
1 2

0 1 0 2

2 2
0 2 112

sin sin ;
2 2

sin ( ).
2

gtgt
t t

g t t t t

Сократив правую и левую части на (t2 – t1), получим:

� � � � �

� � � �
� �

2 1 0

0 2 1

( ) sin ;
2

( );
2 sin

g t t

g t t

�0 = 9,8 � 8 = 78,4 м/с.

Ответ: начальная скорость камня равна �0 = 78,4 м/с.
Задача 38. Мяч бросают с крыши, находящейся на высоте 20 м от поверхC

ности земли. Его начальная скорость равна 25 м/с и направлена вверх под
углом 30� к горизонту. Чему равна дальность полета мяча по горизонтали?
Ответ округлить до целых.

Решение
В данной задаче идет речь о криволинейном движении,

траекторией которого является симметричная парабола.
Высота h определяется в этом случае кинематическим

законом движения:
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Дано:
�0 = 25 м/с;
� = 30�;
y0 = h = 20м.

S — ?

Для нахождения дальности полета мяча
по горизонтали необходимо знать время его
движения:

S = �0 � cos� � t.

Из рисунка видно, что в момент паде'
ния на землю координата y = 0. В направле'
нии оси Oy тело движется равнопеременно
с ускорением gy = –g. Зависимость y(t) при
этом имеет вид

� � � � �
2

0 ,
2y

gty h t

где �0y = �0 � sin�; h — начальная координата (y0).
Найдем время движения тела, решая квадратное уравнение:

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � � �
�

2

0

2

0

2 2
0 0

1,2

0 sin ;
2

sin 0;
2

sin sin 2
.

gth t

gt t h

gh
t

g

Только один из двух найденных корней уравнения имеет физический
смысл:

� � � � � � � �
�

2 2
0 0

1

sin sin 2
.

gh
t

g
Второй корень

� � � � � � � �
�

2 2
0 0

2

sin sin 2gh
t

g

физического смысла не имеет, так как t2 < 0.
Зная время движения мяча t1, найдем его дальность полета по горизонтали:

� �� 	 
 � � 	 
 �
� 
� � 	 
 	
� �
� �	 � 	 � 	 	

� 	 	� 

� �

2 2
0 0

0

2

sin sin 2
cos ;

25 sin30 (25 sin30) 2 10 20
25 cos30 .

9,8

gh
S

g

S

Ответ: дальность полета мяча составляет 79 м.

Рис. 1.48

Решение
В направлении оси Ox тело движется равномерно

(gx = 0) с постоянной скоростью �x = �0 � cos�.
Выберем систему отсчета, как показано на рисун'

ке 1.48.
Координата x при этом изменяется по закону

x = �0 � cos� � t.
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Задача 39. Камень брошен с горы горизонтально с начальной скоростью
�0 = 15 м/с. Через какое время его скорость будет направлена под углом 45� к
горизонту?

Дано:
�0 = 15 м/c;
� = 45�.

t — ?
в данной точке траектории направлена по
касательной. Изобразим вектор скорости
�
�
,  выбрав произвольно точку на траекто2

рии. Рассмотрим его проекции на оси Ox и
Oy. Так как в выбранной системе отсчета
gx = 0, тело в направлении оси Ox движется
равномерно со скоростью �x = �0. В направ2
лении оси y тело движется ускоренно, так
как gy = g, с начальной скоростью �0y = 0.
При этих условиях зависимость скорости
от времени имеет вид

�y = �0y + gt = gt,

где t — время движения до данной точки траектории.
Из рисунка видно, что тангенс угла � можно выразить через проекции

скорости:
�

� � �
� �0

tg ,y

x

gt

откуда

� � ��

�� �

0 tg
;

15 tg45
1,5 c.

9,8

t
g

t

Ответ: через 1,5 с скорость камня будет направлена под углом 45� к
горизонту.

Задача 40. Камень, брошенный горизонтально с начальной скоростью
�0 = 15 м/с, упал на землю под углом 60� к горизонту. Какова высота h дома?

Дано:
�0 = 15 м/с;
� = 60�.

h — ?

� � � � �
2 2

0 ,
2 2y

gt gth t

где �0y — проекция начальной скорости на ось Oу.

Рис. 1.49

Решение
Выберем систему отсчета, как показано на рисун2

ке 1.49.
Траекторией движения является ветвь параболы.

В задании речь идет о мгновенной скорости, которая в

Решение
Выберем систему отсчета, как показано на рисун2

ке 1.50.
В выбранной системе отсчета высота h является ко2

ординатой y в момент падения тела. Необходимо най2
ти время движения тела.
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В данной системе отсчета �0y = 0.
Воспользуемся тем, что вектор скоро#

сти �
�

 образует угол � = 60� с горизонтом в
момент падения. Проекция вектора ско#
рости �

�
 на ось Ox �x = �0, так как в гори#

зонтальном направлении тело движется
равномерно. Проекция вектора скорости на
ось Oу изменяется по линейному закону

�y = gt.

Из рисунка:
�

� � �
� �0

tg ,y

x

gt

откуда
� � �� 0 tg

.t
g

Полученное значение времени подставим в уравнение для высоты:

� � � � � �
� � �

�� �
�

2 2 2 2
0 0

2

2 2

tg tg
;

2 2

15 ( 3)
34,4 м.

2 9,8

gh
gg

h

Ответ: высота дома 34,4 м.
Задача 41. С башни высотой h падает мяч. Одновременно с началом его

падения с поверхности Земли из точки, находящейся на расстоянии l от ос#
нования башни, бросают под углом 	 к горизонту другой мяч так, чтобы оба
мяча столкнулись в воздухе. Определить величину угла 	.

Дано:
Н;
L;
yА = yВ.

	 — ?

�x = �0 
 cos	

до момента столкновения.

l = �0 
 cos	 
 tc,

�
� � �c

0
.

cos
lt

В направлении оси Oу мяч В движет#
ся равнозамедленно:

� � � � � �
2

0 sin .
2B

gty t

Рис. 1.50

Решение
Выберем систему отсчета, как показано на рисунке 1.51:

ось Ox направим горизонтально, ось Oу вертикально вверх.
При столкновении оба тела оказываются в одной точке

пространства в один и тот же момент времени, этот момент
можно найти, зная, что в горизонтальном направлении мяч
В должен пролететь расстояние l с постоянной скоростью

Рис. 1.51
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В момент столкновения

� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � �

2 2

0 2 2 2 2
0 0 0

sin tg .
cos 2 2cos cos

B
g gl l ly l

За время движения до столкновения мяч А окажется в точке, координата
которой определяется как

� � � � �
� � �

2 2
c

2 2
0

.
2 2 cosA

gt g ly h h

В момент столкновения yA = yB:

� � � � �
� � � � � �

2 2

2 2 2 2
0 0

tg ;
2 cos 2 cos

gt glh l

h = l � tg�.

Откуда

� �
� �

� �

tg ;

arctg .

h
l

h
l

Ответ: величина угла � �� � arctg .h
l

 Анализ формулы показывает, что

величина угла не зависит от начальной скорости мяча В.
Задача 42. При равномерном движении по окружности тело проходит

5 м за 2 с. Определить модуль центростремительного ускорения тела, если
период обращения равен 5 с.

Дано:
T = 5 c;
l = 1 м;
t = 2 с.

an — ?

Линейная скорость:
�� � � � 2 .R R

T (2)

Приравняв
�� 2 ,l R

t T

определим радиус окружности:

�
�

.
2
lTR

t (3)

Зная радиус, определим центростремительное ускорение:

�� � �
2

2
2

4 .na R R
T

(4)

Решение
Центростремительное ускорение:

� ��� � �
2

2 2 .na R R
T

Зная l и t, определим линейную скорость:

� � .l
t

(1)
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Подставив (3) в (4), получим:

� � �� � � � �
�

22 2 5 3,14 м/с .
5 2n

la
Tt

Ответ: an = 3,14 м/с2.
Задача 43. Два тела одновременно начинают движение по окружности из

одной точки в одном направлении. Период движения первого тела равен 2 с,
период движения второго тела равен 6 с. Через какой промежуток времени
первое тело догонит второе?

Дано:
T1 = 2 c;
T2 = 6 с.

t — ?

�1 = �2 + 2�, (1)

где �1 = �1t; �2 = �2t или 
� �� � � �1 2
1 2

2 2, .t t
T T

Подставим значения �1 и �2 в уравнение (1):

� �� � �
1 2

2 2 2 .t t
T T

Решив его относительно t, получим:

� �� � �
� �

1 2

2 1

2 6 3 с.
6 2

T T
t

T T

Ответ: первое тело догонит второе через 3 с.
Задача 44. Точка движется по окружности радиуса R со скоростью �. Как

изменится центростремительное ускорение точки, если скорость уменьшить
в 2 раза, а радиус окружности увеличить в 2 раза?

Дано:
R;
�.

1

2
—?n

n

a
a

� ��
�� � �

2

2

2
2 .
2 8 8

n
n

a
a

R R

Ответ: ускорение уменьшится в 8 раз.

Решение
Будем считать движение по окружности равномерным.

Линейную скорость первого тела обозначим �1, второго — �2.
Угловой путь �1, пройденный первым телом за время t,

будет больше углового пути �2, пройденного вторым телом,
на угол 2�, так как T2 > T1:

Решение
Модуль центростремительного ускорения рассчитываA

ется по формуле

��
2

.na
R

При уменьшении скорости в 2 раза и увеличении радиA
уса в 2 раза (�2 = �/2, R2 = 2R):
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Задача 45. Точка движется по окружности радиусом 20 см с постоянным
тангенциальным ускорением 5 см/с2. Через сколько времени после начала
движения центростремительное ускорение точки будет вдвое больше тан1
генциального?

Дано:
a� = 0,05 м/c2;
R = 0,2 м;
aцс = 2a�.

t — ?
Центростремительное ускорение

an = �2/R

или

�� 2 2 / .na a t R

По условию задачи an = 2a� или

�
��

2 2

2 .
a t

a
R

Откуда

�
�

�� �

2 ;

2 0,2 2,83 c.
0,05

Rt
a

t

Ответ: t = 2,83 c.
Задача 46. Вал начинает вращаться и в первые 10 с совершает 100 оборо1

тов. Считая вращение вала равноускоренным, определить угловое ускоре1
ние и конечную угловую скорость.

Дано:
N = 100;
t = 10 с.

� — ?
� — ?

С другой стороны,

� = �t2/2. (2)

Из формул (1) и (2) следует

2�N = �t2/2.

Отсюда угловое ускорение

�� �
2

4 ;N
t

� = 12,56 рад/с2.

Решение
Тангенциальное ускорение

a� = �/t,

откуда
� = a�t.

Решение
Угловая скорость � = �t, так как начальная угловая

скорость �0 = 0.
Полное угловое перемещение, соответствующее N обо1

ротам, равно

                             � = 2�N.     (1)
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Получив значение �, вычислим угловую скорость через t = 10 c после на$
чала вращения:

� = �t;
� = 125,6 рад/с.

Ответ: � = 12,56 рад/с2; � = 125,6 рад/с.
Задача 47. Тело вращается так, что зависимость угловой скорости от вре$

мени дается уравнением � = 2 + 0,5t.
Найти полное число оборотов, совершаемых телом за 20 с после начала

движения.
Дано:
t = 20 с.

N —?

Полное число оборотов
�� �
�

22.
2

N

Ответ: N = 22 оборота.
Задача 48. Маховик, вращающийся с постоянной угловой скоростью

62,8 рад/с, был отключен от двигателя и, сделав 50 оборотов, остановился.
Найти угловое ускорение маховика и время, в течение которого маховик
вращался равнозамедленно.

Дано:
�0 = 62,8 рад/с;
N = 50 с.

� — ?
t — ?

При равнозамедленном вращении

�� � � �

�	 � � �

� � �	 � � � 
 � � � �

2

0

2

0

2
0 0 0

0 0

;
2

2 ;
2

2 .
2 2 2

tt

tN t

t ttN t t
t

Отсюда определим время t:
��
�
��� �

0

4 ;

4 50 10 c.
62,8

Nt

t

Решение
По определению, угловое перемещение

2
0

0 0

(2 0,5 ) (2 0,25 )

2 20 0,400 140 рад.

t t
tdt t dt t t� � � � � � � �

� � � �

� �

Решение

� = �0 – �t;     � = 0;     �0 = �t.

Отсюда угловое ускорение
�

� � 0 .
t

Угловое перемещение

� = 2�N.



66 ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА. ТЕОРИЯ, ЗАДАЧИ И ТЕСТЫ

Зная t и �0, определим

��� � �
�

� � �
��

2
0 0

2
2

;
4

62,8 6,28 рад/с .
4 50

t N

Ответ: � = 6,28 рад/с2; t = 10 с.
Задача 49. Точка движется по окружности радиусом R = 30 см с постоян&

ным угловым ускорением �. Определить тангенциальное ускорение а� точки,
если известно, что за время t0 = 4 с она совершила три оборота и в конце
третьего оборота ее нормальное ускорение аn = 2,7 м/с2.

Дано:
R = 30 см = 0,3 м/с2;
� = const;
t0 = 4 с;
N = 3;
аn = 2,7 м/с2.

a� — ?

Откуда

� � .na
R

Угловую скорость также можно представить как

� = �0 + �t.

Откуда
� � �

� � 0 .
t

По определению тангенциальное ускорение

a� = �R,

где � — угловое ускорение точки.
Зависимость угла поворота от времени:

�� � � �
2

0 .
2
tt

Поэтому число оборотов равно

� �� �� � � �
	 	

2

0
1 .

2 2 2
tN t

Подставляем сюда

� � �
� � 0

t Рис. 1.52

Решение
На рисунке 1.52 показаны направления

тангенциального a�, нормального an и пол&
ного ускорений точки.

По определению нормальное ускорение

an = �2R,

где � — угловая скорость точки; R — радиус.
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и получаем

� � � � � �� � � �� � � � � 	� 	 
 �� �
 �

2
0 0

0
( ) ( )1 1 .

2 2 2 2
t

N t t
t

Откуда
�� � � �0

4 .N
t

Подставляем в
�� � � � � �� � � �

2

4
2 4 .

N
Nt

t t t

Нам уже известно, что � � ,na
R

 поэтому через время t0 угловое ускорение
будет равно

�� � �
2

0 0

2 4 .na N
t R t

Тогда искомая величина

�
�� � � �

2
0 0

2 4 .n
NRa R a R

t t

Зная угловое ускорение �, определим тангенциальное ускорение:

�
� �� �� � � 	
 �

� 
2

2 4 .Na R R
t t

Подставив числовые значения в последнюю формулу, получим

a� = –0,26 м/с2.

Ответ: a� = –0,26 м/с2.

1.12.
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО

РЕШЕНИЯ

1. Координата тела меняется с течением времени согласно формуле

x = 5 – 3t (м).

Чему равна координата этого тела через 5 с после начала движения? Чему
равна скорость в этот момент времени?

Ответ: x = –10 м; 	 = –3 м/с.

2. Точка движется по оси Ох по закону

x = 5 + 4t – 2t2 (м).

Определить координату, в которой скорость точки равна нулю.
Ответ: х = 7 м.



68 ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА. ТЕОРИЯ, ЗАДАЧИ И ТЕСТЫ

3. Уравнение зависимости проекции скорости движущегося тела от вре*
мени

�x = 2 + 3t (м/с).

Какое соответствующее уравнение проекции перемещения тела?
Ответ: Sx = 2t + 1,5t2 (м).

4. Тело одну треть всего времени двигалось со скоростью 30 м/с, а остав*
шиеся две трети — со скоростью 15 м/с. Чему равна средняя скорость при
таком движении?

Ответ: �cp = 20 м/с.

5. Лодка идет по реке от пункта А в пункт В со скоростью 12 км/ч относи*
тельно берега, а обратно со скоростью 8 км/ч. Какова скорость течения воды
в реке?

Ответ: � = 2 км/ч.

6. Пассажир поезда, идущего со скоростью 40 км/ч, видит в течение 3 с
встречный поезд длиной 75 м. С какой скоростью идет встречный поезд?

Ответ: � = 14 м/с.

7. Тело падает с высоты 2000 м. За какое время оно пройдет последние
100 м?

Ответ: t = 0,5 c.

8. Дан график скорости движения материальной точки как функции вре*
мени. Построить графики ускорения, перемещения и пройденного пути как
функции времени.

9. Движение точки: x = 6 + 3t (м), y = 4t. Определить траекторию движе*
ния точки и построить ее на плоскости хОу.

Ответ: � �4 8.
3
xy

10. Поезд, идущий по горизонтальному участку со скоростью 36 км/ч,
начинает двигаться равноускоренно и проходит 600 м, имея в конце участка
скорость 54 км/ч. Определить ускорение и время ускоренного движения.

Ответ: t = 48 c; a � 0,1 м/с2.
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11. Тело бросили горизонтально с высоты 20 м. При какой скорости бро"
сания дальность полета будет 60 м?

Ответ: �0 = 30 м/с.

12. Мяч брошен со скоростью �0 = 10 м/с под углом � = 30� к горизон"
ту. Определить высоту наибольшего подъема, время полета и дальность
полета S.

Ответ: h = 1,2 м; t = 1 c; S = 8,7 м.

13. Стрела пущена вертикально вверх со скоростью 40 м/с. На какую вы"
соту она поднимется?

Ответ: h = 80 м.

14. Пуля вылетает из ствола в горизонтальном направлении со скоростью
� = 800 м/с. На сколько снизится пуля во время полета, если щит с мишенью
находится на расстоянии 400 м?

Ответ: h = 1,25 м.

15. Камень брошен с башни в горизонтальном направлении. Через 3 с век"
тор скорости камня составил 45� с горизонтом. Какова начальная скорость
камня?

Ответ: �0 = 30 м/с.

16. Дальность полета тела, брошенного в горизонтальном направлении
со скоростью 40 м/с, равна высоте бросания. С какой высоты брошено тело?

Ответ: h = 20 м.

17. Стрела, выпущенная из лука вертикально вверх, упала на землю че"
рез 6 с. На какую максимальную высоту поднялась стрела?

Ответ: h = 45 м.

18. С вертолета, находящегося на высоте 30 м, упал камень. Через какое
время камень достиг земли, если вертолет:

1) поднимается со скоростью 5 м/с;
2) опускается со скоростью 5 м/с;
3) неподвижен.
Ответ: t1 = 3 с; t2 = 2 c; t3 = 2,45 c.

19. Камень, брошенный под углом 30� к горизонту, находился в полете 2 с.
Определить скорость, с которой камень упал на землю.

Ответ: � = 20 м/с.

20. Какова дальность полета мяча, брошенного под углом � = 30� к гори"
зонту с начальной скоростью 20 м/с?

Ответ: l = 35 м.
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21. Камень брошен с башни в горизонтальном направлении. Через 3 с век&
тор скорости камня составил угол 45� с горизонтом. Какова начальная ско&
рость камня?

Ответ: �0 = 30 м/с.

22. Мяч бросили с начальной скоростью 20 м/с под углом 60� к горизон&
ту. На какой высоте h вектор скорости мяча будет направлен под углом 45� к
горизонту?

Ответ: h = 10 м.

23. Мяч бросили с начальной скоростью 22 м/с под углом 60� к горизон&
ту. Вектор скорости мяча направлен под углом 45� к горизонту дважды во
время полета. Через сколько секунд это случится во второй раз?

Ответ: t = 3 с.

24. Дальность полета тела, брошенного горизонтально со скоростью 20 м/с,
равна высоте бросания. Сколько времени двигалось тело?

Ответ: t = 4 с.

25. Дальность полета тела, брошенного горизонтально со скоростью 10 м/с,
равна высоте бросания. С какой высоты брошено тело?

Ответ: h = 20 м.

26. Два тела брошены с одинаковой начальной скоростью — одно под уг&
лом �, другое 90 – � к горизонту. Дальность полета первого тела составит S1,

а второго — S2. Найти 1

2
.

S
S

Ответ: =1

2
1.

S
S

27. Маховое колесо спустя 1 мин после начала вращения приобретает ско&
рость, соответствующую 720 об/мин. Найти угловое ускорение колеса и чис&
ло оборотов колеса за эту минуту. Движение считать равноускоренным.

Ответ: � = 1,26 рад/с2; N = 360 оборотов.

28. Колесо, вращаясь равноускоренно, достигло угловой скорости � =
= 20 рад/с через N = 10 оборотов после начала вращения. Найти угловое
ускорение.

Ответ: � = 3,2 рад/с2.

29. Колесо радиусом R = 10 см вращается с постоянным угловым ускоре&
нием � = 3,14 рад/с2. Найти для точек на ободе колеса к концу первой секун&
ды после начала движения:

1) угловую скорость;
2) линейную скорость;
3) тангенциальное ускорение;
4) нормальное ускорение;
5) полное ускорение.
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Ответ: � = 3,14 рад/с; � = 0,314 м/с; a� = 0,314 м/с2; an = 0,985 м/с2;
a = 1,03 м/с2.

30. Вращение твердого тела происходит по закону: � = 6t3. Чему равно
угловое ускорение тела через 2 с после начала движения?

Ответ: � = 72 рад/с2.

1.13.
КОНТРОЛЬНЫЕ ТЕСТЫ

1. Указать график скорости �x тела, для которого график перемещения,
показанный на рисунке, состоит из двух участков парабол.

2. Указать график ускорения ax(t) для тела, скорость которого изменяет<
ся, как показано на рисунке.
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3. С высоты h свободно упало тело на горизонтальную плоскость и отско(
чило от нее на прежнюю высоту. Указать графическую зависимость коорди(
наты от времени.

4. По графику скорости начертить график зависимости пути от времени.
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5. На каком рисунке показана зависимость пути от времени для тела,
брошенного вертикально вверх с начальной скоростью �0? Сопротивлением
воздуха пренебречь.

6. Мяч, упав с некоторой высоты, ударился о землю и подпрыгнул вверх
на такую же высоту. Какой график соответствует зависимости модуля ско-
рости от времени?

7. Уравнение зависимости проекции скорости движущегося тела от вре-
мени �x = 2 + 3t (м/c). Каково соответствующее уравнение проекции переме-
щения тела?

1) Sx = 2t + 3t2;
2) Sx = 1,5t2;
3) Sx = 2t + 1,5t2

4) Sx = 3t + t2.

8. Скорость и ускорение движущегося шарика совпадают по направле-
нию. Как изменяется скорость шарика?

1) Увеличивается;
2) уменьшается;
3) не изменяется;
4) изменяется только по направлению.
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9. Скорость тела изменилась со временем согласно графику, показанно&
му на рисунке (форма кривой — полуокружность).

Определить путь, пройденный телом за 12 с.
1) 5,62 м; 2) 56,2 м; 3) 112,4 м; 4) 11,24 м.

10. Автомобиль трогается с места и через 50 с развивает скорость 12 м/с.
Определить путь, пройденный им за восьмую секунду движения.

1) 1,8 м; 2) 0,9 м; 3) 3,6 м; 4) 2,7 м.

11. По графику зависимости �(t) определить ускорение прямолинейно
движущегося тела в момент времени t = 2 с.

1) 1 м/c2; 2) 6 м/c2; 3) 3 м/c2; 4) 4 м/c2.

12. Два тела движутся взаимно перпендикулярными курсами со скорос&
тями соответственно �1 = 6 м/с и �2 = 8 м/с. Чему равна величина скорости
первого тела относительно второго?
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1) 2 м/c; 2) 14 м/c; 3) 7 м/c; 4) 10 м/c.

13. Чему равен модуль перемещения материальной точки, начавшей дви#
гаться по окружности из точки А, совершившей 2,5 оборота?

1) 5�R; 2) 2R; 3) R; 4) 2,5�R.

14. Если поезд, двигаясь от остановки с постоянным ускорением, прошел
180 м за 15 с, то сколько он прошел за первые 5 с от начала движения?

1) 10 м; 2) 20 м; 3) 36 м; 4) 60 м.

15. Если мяч, брошенный вертикально вверх, упал на землю через 3 с, то
чему равна величина скорости мяча в момент падения?

1) 5 м/c; 2) 10 м/c; 3) 15 м/c; 4) 20 м/c.
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16. Тело двигалось со скоростью 6 м/c две трети всего времени движения,
оставшуюся треть времени оно двигалось со скоростью 9 м/c. Вычислить сред+
нюю скорость.

1) 6,5 м/c; 2) 7 м/c; 3) 7,5 м/c; 4) 8 м/c.

17. При свободном падении из состояния покоя скорость тела за вторую
секунду увеличивается на:

1) 10 м/c2; 2) 2,25 м/c2; 3) 0,25 м/c2; 4) 2,4 м/c2.

18. Частица движется вдоль Ox по закону

x = 5 + 3t + 2t2,

где x — координата частицы в метрах; t — время в секундах.
Определить модуль ускорения частицы.
1) 2 м/c2; 2) 4 м/c2; 3) 1 м/c2; 4) 5 м/c2.

19. Частица движется вдоль оси Ox по закону

x = 2(5 + t)2,

где x — координата частицы в метрах; t — время в секундах.
Определить модуль начальной скорости.
1) 10 м/c; 2) 20 м/c; 3) 50 м/c; 4) 25 м/c.

20. Пуля, летящая со скоростью 141 м/с, попадает в доску и проникает
на глубину 6 см. Чему была равна скорость пули на глубине 3 см, если пуля в
доске двигалась равнозамедленно?

1) 100 м/с; 2) 84 м/с; 3) 120 м/с; 4) 110 м/с.

21. Эскалаторы метро движутся со скоростью 1 м/с относительно стен.
С какой скоростью относительно поднимающейся лестницы надо по ней спус+
каться, чтобы оставаться неподвижным относительно пассажиров, стоящих
на спускающемся эскалаторе?

1) 1 м/с; 2) 2 м/с; 3) 1,5 м/с; 4) 3 м/с.

22. В течение какого времени скорый поезд длиной 300 м, идущий со ско+
ростью 72 км/ч, будет проходить мимо встречного товарного поезда длиной
600 м, идущего со скоростью 36 км/ч?

1) 15 с; 2) 20 с; 3) 30 с; 4) 45 с.

23. На графике изображена зависимость скорости от времени для прямо+
линейно движущейся точки. Чему равна средняя скорость за 8 с?
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1) 2,5 м/с; 2) 5 м/с; 3) 3 м/с; 4) 4 м/с.

24. На графике представлена зависимость пути, пройденного телом, от
времени.

Чему равна средняя скорость движения за время 0–6 с?
1) 12,5 м/с;         2) 6,25 м/с;       3) 4 м/с; 4) 5 м/с.

25. Движение тела вдоль оси Ox описывается уравнением

x = 3 + 2t + t2 (м).

Чему равна средняя скорость его движения за вторую секунду?
1) 3 м/с; 2) 4 м/с; 3) 5 м/с; 4) 6 м/с.
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26. Точка движется по оси Ox по закону

x = 5 + 4t – 2t2 (м).

Найти координату, в которой скорость точки обращается в нуль.
1) 5 м; 2) 10 м; 3) –10 м; 4) 7 м.

27. Тело, брошенное под углом к горизонту, упало на землю на расстоя<
нии 10 м от точки бросания. Максимальная высота подъема над землей в
процессе движения составила 5 м. Чему равен модуль перемещения тела от
точки бросания до точки падения на землю?

1) 5 м; 2) 10 м; 3) 5 10 м; 4) 50 м.

28. Камень, брошенный под углом к горизонту, достиг максимальной
высоты 4 м. Сколько времени прошло от броска до того момента, когда век<
тор его скорости стал направлен горизонтально?

1) 0,5 с; 2) 0,6 с; 3) 0,9 с; 4) 1 с.

29. Камень бросили под углом к горизонту. Какова дальность полета кам<
ня, если через 2 с после броска вектор его скорости был направлен горизон<
тально, а скорость равна 5 м/с?

1) 10 м; 2) 20 м; 3) 15 м; 4) 5 м.

30. Тело брошено горизонтально с высоты h = 20 м. Чему будет равна мак<
симальная дальность полета тела в горизонтальном направлении, если тра<
ектория его движения описывается уравнением y = 20 – 0,05x2?

1) 40 м; 2) 20 м; 3) 30 м; 4) 10 м.

31. Стрела, пущенная с поверхности земли под углом к горизонту, упа<
ла на землю в 40 м от места выстрела. Чему равна скорость стрелы через 1 с
после выстрела, если в этот момент она была направлена горизонтально?

1) 10 м/с; 2) 5 м/с; 3) 20 м/с; 4) 15 м/с.

32. Стрела пущена с ровной горизонтальной поверхности земли под уг<
лом � = 45� к горизонту. На какую максимальную высоту поднялась стре<
ла, если через 1,5 с после броска вектор ее скорости был направлен горизон<
тально?

1) 40 м/c; 2) 7,5 м; 3) 15 м; 4) 11,25 м.

33. Камень, брошенный под углом � = 30� к горизонту, дважды побывал
на одной и той же высоте h: спустя время t1 = 3 c и время t2 = 5 с после начала
движения. Найти начальную скорость камня.

1) 40 м/c; 2) 50 м/c; 3) 70 м/c; 4) 80 м/c.
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34. Тело брошено со скоростью �0 = 20 м/с под углом � = 30� к гори!
зонту. Чему равен радиус кривизны траектории в точке максимального
подъема?

1) 10 м; 2) 20 м; 3) 30 м; 4) 40 м.

35. Диск радиусом r = 10 см вращается так, что зависимость угла по!
ворота радиуса диска от времени задается уравнением � = 2 + 4t3 (рад).
Определить полное ускорение в момент времени t = 2 с для точек на ободе
колеса.

1) 4,8 м/с2; 2) 9,6 м/с2; 3) 6,8 м/с2; 4) 48 м/с2.

36. Зависимость пройденного пути по окружности радиусом R = 0,9 м за!
дается уравнением S = 0,4t2 + 0,1t (м). Определить полное ускорение для мо!
мента времени t = 1 c.

1) 0,9 м/c2; 2) 1,2 м/с2; 3) 1,45 м/c2; 4) 2,1 м/с2.

37. Якорь электродвигателя, имеющий частоту вращения 40 об/с, после
выключения тока, сделав 314 оборотов, остановился. Определить угловое
ускорение � якоря.

1) 25 рад/с2;       2) 12,5 рад/с2;      3) 50 рад/с2; 4) 16 рад/с2.

38. Колесо автомобиля вращается равноускоренно. За время t = 2 мин
частота вращения изменилась от n1 = 60 мин–1 до n2 = 180 мин–1. Определить
число полных оборотов, сделанных колесом за это время.

1) 240; 2) 120; 3) 180; 4) 300.

39. Диск вращается с угловым ускорением � = –1 рад/c2. Сколько обо!
ротов сделает диск при изменении частоты вращения с n1 = 240 мин–1 до
n2 = 90 мин–1?

1) 21,5; 2) 43; 3) 10,6; 4) 21,2.

40. За какое время колесо, имеющее угловую скорость вращения � рад/с,
сделает 50 оборотов?

1) 20 с; 2) 50 с; 3) 100 с; 4) 150 с.

41. Во сколько раз угловая скорость минутной стрелки часов больше уг!
ловой скорости часовой стрелки?

1) 20; 2) 6; 3) 12; 4) 2.

42. На рисунках изображены траектория движения, векторы скорости
�
�

 и полного ускорения 
�
a  материальной точки А, движущейся замедленно.

На каком рисунке направление вектора полного ускорения показано пра!
вильно?
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43. Уравнение вращения твердого тела � = 4t3 + 3t (рад). Чему равна уг$
ловая скорость через 2 с после начала вращения?

1) 19 рад/с;   2) 51 рад/c; 3) 12 рад/с; 4) 48 рад/c.

44. Тело движется с постоянной по величине скоростью по дуге окружно$
сти, переходящей в прямую, как показано на рисунке.

Величина нормального ускорения тела до точки А...
1) уменьшается, потом увеличивается;
2) увеличивается, потом уменьшается до нуля;
3) постоянна, потом уменьшается до нуля;
4) увеличивается, потом остается постоянной.

45. Камень, брошенный с горизонтальной поверхности земли под углом
45� к горизонту, достиг максимальной высоты за время полета h = 11 м. На
каком расстоянии от места броска камень упал на землю?

1) 11 м; 2) 22 м; 3) 33 м; 4) 44 м.

46. Камень, брошенный под углом 45� к горизонту, через 2 с упал на
крышу дома. Определить высоту дома, если начальная скорость камня
�0 = 20 м/с.

1) 6 м; 2) 8 м; 3) 12 м; 4) 10 м.
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47. Стрела выпущена под углом 60� к горизонту с поверхности земли.
В момент, когда она пролетела половину пути, ее скорость стала равна 35 м/с.
Какова начальная скорость стрелы?

1) 20 м/с; 2) 40 м/с; 3) 50 м/с; 4) 70 м/с.

48. Тело брошено со стола горизонтально. При падении на пол его ско+
рость равна � = 7,8 м/с. Высота стола h = 1,5 м. Чему равна начальная ско+
рость тела �0?

1) 5 м/с; 2) 5,5 м/с; 3) 4,5 м/с; 4) 9,5 м/с.

49. Под каким углом к горизонту надо бросить тело, чтобы высота его
подъема была равна дальности полета?

1) 60�; 2) 57�; 3) 76�; 4) 45�.

50. Самолет летит горизонтально со скоростью 360 км/ч на высоте 500 м.
Когда он пролетает над точкой А, с него сбрасывают пакет. На каком рассто+
янии от точки А пакет упадет на землю?

1) 2000 м; 2) 1500 м; 3) 500 м; 4) 1000 м.

51. Камень, брошенный с горизонтальной поверхности земли под углом
к горизонту, упал на землю через 5 с в 50 м от места бросания. Чему равна
минимальная скорость камня за время движения?

1) 10 м/с; 2) 20 м/с; 3) 12 м/с; 4) 40 м/с.

52. Стрела, выпущенная с ровной горизонтальной поверхности Земли под
углом к горизонту, упала через 4 с. На каком расстоянии от места выстрела
упала стрела, если через 2 с после выстрела ее скорость равна 50 м/с?

1) 50 м; 2) 100 м; 3) 150 м; 4) 200 м.

53. Пружинный пистолет установлен на горизонтальной поверхности так,
что его ствол направлен под углом � к горизонту. При каком значении угла �
дальность полета пули при выстреле будет максимальной?

1) 30�; 2) 50�; 3) 60�; 4) 45�.

54. Камень бросили с башни высотой h с начальной скоростью �0, направ+
ленной горизонтально. Найти тангенс угла между вектором скорости в мо+
мент падения и горизонталью.

1)
�0 ;
2gH

2)
�0

2
;

gH
3) 2 ;H

g
4)

�0 .
2H

55. Дальность полета тела, брошенного в горизонтальном направлении
со скоростью 5 м/с, равна высоте бросания. С какой высоты брошено тело?

1) 2 м; 2) 4 м; 3) 5 м; 4) 10 м.
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56. Сколько оборотов в секунду делают ведущие колеса локомотива диа&
метром 1,5 м при скорости 72 км/ч?

1) 4,2 об/с; 2) 2,1 об/с; 3) 42 об/с; 4) 0,24 об/с.

57. Колесо велосипеда имеет радиус 40 см. С какой скоростью едет вело&
сипедист, если колесо делает 100 об/мин?

1) 4,2 м/с; 2) 2,1 м/с; 3) 10,5 м/с; 4) 6,28 м/с.

58. Вал начинает вращение из состояния покоя и в первые 10 с совершает
50 оборотов. Считая вращение вала равноускоренным, определить конечную
угловую скорость вала.

1) 6,28 рад/с;         2) 62,8 рад/с;         3) 10 рад/с; 4) 5 рад/с.

59. За какое время колесо, имеющее угловую скорость 4� рад/с, делает
100 оборотов?

1) 40 с; 2) 30 с; 3) 50 с; 4) 100 с.

60. Колесо радиусом 1 м вращается с постоянным угловым ускорением
� = 3 рад/с2. Определить полное ускорение точек обода колеса через 1 с после
начала движения.

1) 4,5 м/с2; 2) 5 м/с2; 3) 8,6 м/с2; 4) 9,5 м/с2.

61. Колесо радиусом R = 1 м вращается так, что зависимость угла угла
поворота радиуса диска от времени задана уравнением � = 0,1t3 (рад). Опре&
делить полное ускорение точек обода колеса к концу второй секунды после
начала движения.

1) 1,2 м/с2; 2) 2,88 м/с2; 3) 1,7 м/с2; 4) 1,44 м/с2.

62. Якорь электромотора, вращающийся со скоростью n = 50 об/с, двига&
ясь после выключения тока равнозамедленно, остановился, сделав 1500 обо&
ротов. Найти продолжительность торможения.

1) 30,2 с; 2) 60,4 с; 3) 45,2 с; 4) 15,1 с.

63. Частица движется вдоль окружности радиусом 1 м в соответствии с
уравнением

�(t) = 2�(t2 – 6t + 12),

где � — в радианах; t — время в секундах.
В какой момент времени частица остановится?
1) 4 с; 2) 2 с; 3) 3 с; 4) 1 с.

64. Уравнение вращения твердого тела � = 4t3 + 8t. Чему равна угловая
скорость через 2 с после начала вращения?

1) 48 рад/с; 2) 56 рад/с; 3) 68 рад/с; 4) 17 рад/с.
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65. Твердое тело начинает вращаться вокруг оси Oz с угловой скоростью,
проекция которой изменяется во времени, как показано на графике.

На какой угол относительно начального положения окажется поверну)
тым тело через 10 с?

1) 12 рад; 2) 8 рад; 3) 10 рад; 4) 16 рад.

66. Точка М движется по спирали с постоянной по величине скоростью в
направлении, указанном стрелкой.
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При этом величина полного ускорения...
1) уменьшается;
2) не изменяется;
3) увеличивается.

67. Точка начинает двигаться равноускоренно по окружности радиусом
1 м и за 20 с проходит путь 100 м. Чему равно нормальное ускорение точки
через 3 с после начала движения?

1) 1 м/с2; 2) 9 м/с2; 3) 10 м/с2; 4) 282 м/с .

68. Точка начинает обращаться по окружности с постоянным ускорени=
ем � = 0,04 рад/с2. Через сколько времени вектор ее ускорения будет состав=
лять с вектором скорости угол � = 45�?

1) 2,5 с; 2) 10 с; 3) 5 с; 4) 25 с.



ГЛАВА ВТОРАЯ

ОСНОВЫ ДИНАМИКИ

Динамикой называют раздел механики, в котором изучают различные виды
механических движений с учетом взаимодействия тел между собой. Основы
динамики составляют три закона Ньютона, являющиеся результатом обоб%
щения наблюдений и опытов в области механических явлений, которые были
известны еще до Ньютона.

Законы динамики Ньютона имеют ограниченную область применимос%
ти. Они справедливы для макроскопических тел, движущихся со скоростя%
ми, много меньшими, чем скорость света в вакууме.

2.1.
ПЕРВЫЙ ЗАКОН НЬЮТОНА.

ИНЕРЦИАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ ОТСЧЕТА.
ПРИНЦИП ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ ГАЛИЛЕЯ

Многочисленные опыты и наблюдения показывают, что скорость любого
тела изменяется только под действием других тел. Рассмотрим и проанали%
зируем такой опыт. По наклонному желобу на горизонтальную плоскость с
одной и той же высоты h скатывается металлический шарик (рис. 2.1).

Его скорость в точке А, в которой он начинает горизонтальное движение,
всегда одинакова. Пусть в первом опыте горизонтальная поверхность посыпа%
на песком. В этом случае шарик проходит небольшое расстояние S1 и останав%
ливается. Заменим песчаную поверх%
ность гладкой доской. Шарик пройдет
до остановки уже значительно большее
расстояние S2. Заменим доску льдом.
Шарик будет катиться очень долго и
пройдет до остановки расстояние S3 � S2.
Эта последовательность опытов показы%
вает, что если уменьшать влияние окру%
жающей среды на движущееся тело,
то его горизонтальное прямолинейное Рис. 2.1
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движение относительно земли неогра$
ниченно приближается к равномерно$
му и прямолинейному.

Уменьшение скорости шарика при
движении по горизонтальной плоско$
сти происходит под действием силы
трения, которая направлена в сторону,
противоположную движению шарика
(притяжение шарика Землей компен$
сируется упругостью опоры — доски,
льда и т. д.). Чем меньше сила трения,
возникающая при движении шарика,

тем дольше он движется по горизонтальной поверхности. Если бы сила тре$
ния отсутствовала, шарик двигался бы равномерно и прямолинейно.

Конечно, избавиться от сопротивления среды, окружающей движущееся
тело, от притяжения тел Землей невозможно. Однако можно создать усло$
вия, при которых все внешние воздействия на тело будут взаимно уравнове$
шены; опыт показывает, что в этом случае тело будет либо находиться в
состоянии покоя, либо двигаться равномерно и прямолинейно. Например,
при падении шарика (рис. 2.2) в вязкой жидкости (например, в масле) ско$
рость шарика постоянна � �

�
( const),  если сила тяжести �

� �
т ,F mg  приложен$

ная к шарику и направленная вертикально вниз, уравновешивается силой
сопротивления среды Fс = 6��R� (закон Стокса, где R — радиус шарика, � —
его скорость, � — коэффициент вязкости жидкости) и выталкивающей си$
лой Архимеда 

�
aF  (Fа = �жg�, где �ж — плотность жидкости, V — объем шари$

ка, g — ускорение свободного падения), направленными вертикально вверх.
При установившемся движении шарика выполняется условие

� � �
� � �
т c а 0,F F F

т. е.

��
�

0.i
i

F (2.1)

В этом случае скорость шарика постоянна � �
�

( const),  ускорение шари$
ка �

�
0.a

Таким образом, первый закон Ньютона утверждает, что если равнодей


ствующая всех сил, приложенных к телу, равна нулю, т. е. ��
�

0,i
i

F  то

тело находится в покое или движется равномерно и прямолинейно:

� � �
��

const, 0.a

Явление, при котором скорость тела сохраняется постоянной, называется
инерцией. Системы отсчета, относительно которых тело движется равномерно и
прямолинейно при условии, что действия других тел компенсируют друг друга,
называются инерциальными системами отсчета. Прямолинейное и равно$
мерное движение тела в инерциальной системе отсчета называется движением
по инерции. Покой тела является частным случаем движения по инерции � �

�
( 0).

Рис. 2.2
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Любая система отсчета, которая движется равномерно и прямолинейно
относительно некоторой инерциальной системы, также является инерциаль&
ной. Таким образом, имеется сколь угодно много инерциальных систем, ко&
торые движутся равномерно относительно друг друга.

Если относительно одной инерциальной системы отсчета тело движется
равномерно и прямолинейно, то относительно другой инерциальной систе&
мы движение этого тела будет также равномерным и прямолинейным, т. е.
законы механического движения одинаковы во всех инерциальных системах.
Последнее утверждение называется принципом относительности Галилея.

Принцип относительности является одним из наиболее общих законов при&
роды. В специальной теории относительности, созданной А. Эйнштейном, этот
принцип распространяется не только на механические, электромагнитные и
оптические явления, но и на все явления природы. Согласно этому принципу
все законы природы одинаковы во всех инерциальных системах отсчета.

2.2.
МАССА. СИЛА.

ВТОРОЙ ЗАКОН НЬЮТОНА

МАССА

Свойство тела сохранять свою скорость неизменной, т. е. сохранять со&
стояние покоя или равномерного прямолинейного движения при отсутствии
внешних воздействий на это тело или при их взаимной компенсации, назы&
вается инертностью.

Инертность тел приводит к тому, что мгновенно изменить скорость тела
невозможно, — действие на него другого тела должно длиться определенное
время. Чем инертнее тело, тем меньше изменяется его скорость за данное
время, т. е. тем меньшее ускорение получает это тело.

Физической величиной, характеризующей инертность тела, является его
масса. Чем более инертно тело, тем больше его масса.

При взаимодействии двух тел между собой тело с большей массой полу&
чает меньшее ускорение. Если два тела с массами m1 и m2 в результате взаи&
модействия приобретают ускорения а1 и а2 соответственно, то

�1 2

2 1
.

a m
a m (2.2)

Последняя формула дает способ измерения масс тел. Из формулы (2.2)
следует, что

� 1
2 1

2
.

a
m m

a (2.3)

Если первое тело примем за эталон, то масса любого тела

� э
э .

a
m m

a
(2.4)

Единица массы 1 кг.
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В XVIII в. при создании метрической системы мер килограмм был опре)
делен как масса 1 дм3 (литр) чистой воды при температуре 4�C (при этой
температуре у воды наибольшая плотность) и стандартном атмосферном дав)
лении на уровне моря. В 1799 г. был изготовлен первый прототип (эталон)
килограмма в виде платиновой гири. Нынешний эталон был изготовлен в
1889 г. из платиново)иридиевого сплава (90% платины, 10% иридия) в виде
цилиндра высотой и диаметром 39,17 мм. С тех пор он хранится в Междуна)
родном бюро мер и весов (расположено в г. Севре, недалеко от Парижа) под
тремя герметичными стеклянными колпаками.

Из формулы (2.4) видно, что для измерения массы какого)либо тела,
кроме массы эталона, необходимо знать отношение ускорений взаимодей)
ствующих тел aэ/a. Но это делать необязательно. Существует другой, бо)
лее удобный способ определения массы — взвешивание тел на рычажных
весах.

Пусть два тела лежат на чашках равноплечих весов и каждое из них,
притягиваясь к Земле, стремится повернуть коромысло весов вокруг оси вра)
щения. Так как ускорение свободного падения тел любой массы одинаково
(а = g), то в формуле (2.4)

�э 1.
a
a

(2.5)

Следовательно, если весы находятся в равновесии, масса тела равна мас)
се эталона.

В повседневных измерениях вместо эталона массы используют гири. Урав)
новешивание данного тела на весах гирями позволяет определить массу это)
го тела.

Для выражения связи массы тела с объемом вводится понятие плотнос)
ти. Плотностью вещества � называют величину, равную отношению массы
тела к его объему, т. е.

� � .m
V

(2.6)

В системе СИ плотность измеряется в кг/м3.
Масса тела зависит только от свойств самого тела и не зависит от того,

в каких именно взаимодействиях с другими телами это тело участвует.
Однако масса зависит от скорости движения тела. Эта зависимость обнару)
живается только при движениях со скоростями, сравнимыми со скоростью
света (при релятивистском движении). При нерелятивистском движении
(� � c, где с = 3 � 108 м/с) масса тела практически не зависит от его скорости,
так что можно считать, что при таком движении m = const.

СИЛА

Известно, что изменение скорости тела, т. е. появление ускорения, все)
гда происходит под действием тел, взаимодействующих с данным телом. Для
характеристики этих действий введено понятие силы.
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Сила — физическая величина, являющаяся мерой взаимодействия меж$
ду телами. Вместо того чтобы говорить, что одно тело действует на другое,
говорят, что на тело действует сила.

В результате действия на тело силы изменяется его скорость или ско$
рость отдельных его частей. Но изменение скорости характеризуется уско$
рением. Следовательно, сила, действующая на какое$либо тело, сообщает
ему ускорение или вызывает деформацию тела. В зависимости от способа
воздействия одного тела на другое в механике различают силы упругости,
трения и тяжести.

О величине силы можно судить, например, по величине деформации пру$
жины. Удлинение пружины пропорционально действующей силе. Это по$
зволяет проградуировать растяжение пружины в единицах силы и использо$
вать ее в приборе для измерения сил — в динамометре.

Сила — величина векторная; направление вектора силы, приложенной
к данному телу, совпадает с направлением вектора ускорения, которое при$
обретает это тело в результате взаимодействия с другим телом. Если тело
взаимодействует со многими телами, то их действие можно заменить дей$
ствием одной силы, которая является равнодействующей всех приложен$
ных сил.

Если к телу приложены силы 
� � �
1 2, ,..., ,nF F F  то равнодействующая всех сил�

F  находится как геометрическая сумма всех приложенных сил:

� � � � �
� � � � �

1 2 3 ... .nF F F F F (2.7)

ВТОРОЙ ЗАКОН НЬЮТОНА

Второй закон Ньютона устанавливает соотношение между силой, массой
тела и ускорением.

Наблюдения показывают, что если действовать одной и той же силой на
тела различной массы (рис. 2.3) m1 и m2, то модули ускорений, получаемых
телами под действием этой силы, окажутся обратно пропорциональными
массам этих тел, т. е.

�1 2

2 1
.

a m
a m (2.8)

При увеличении массы груза (m2 > m1) ускорение под действием одной и
той же силы 

�
F уменьшается.

Рис. 2.3
m2 > m1, a2 < a1
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Из опытов следует также, что если на одно и то же тело действовать
различными силами (рис. 2.4), то модули ускорений, получаемых телом
под действием этих сил, окажутся пропорциональными модулям этих
сил, т. е.

�1 1

2 2
.

a F
a F (2.9)

На основании рассмотренных опытов второй закон Ньютона можно сфор6
мулировать следующим образом: ускорение, приобретаемое телом, прямо
пропорционально действующей на него силе, обратно пропорционально массе
этого тела и по направлению совпадает с силой:

�
�

�
,Fa k

m
(2.10)

где k — коэффициент пропорциональности, зависящий от выбора единиц
измерений. В системе СИ k = 1, масса измеряется в кг, ускорение в — м/с2,
сила — в ньютонах (�).

Таким образом, второй закон Ньютона запишем в виде

= =
� �� �

или .Fa F ma
m

(2.11)

Учитывая, что ��
��

,da
dt

 а масса материальной точки в классической меха6

нике есть величина постоянная, последнюю формулу можно переписать:

��� �
��� ( )

.
d mdF m

dt dt
(2.12)

Векторная величина

� �
� �

,p m (2.13)

численно равная произведению массы материальной точки на ее скорость и
имеющая направление скорости, называется импульсом этой материальной
точки.

Подставив (2.13) в (2.12), получим

�
��

.
dp

F
dt

(2.14)

Рис. 2.4
�

� �
2 1F F , a2 > a1
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Это выражение — более общая формулировка второго закона механики:
скорость изменения импульса материальной точки равна действующей на
него силе.

Если к материальной точке (телу) приложено несколько сил, то

�

� ��
� � �

1

,
n

i
i

dp
F F

dt

где 
�

—F  результирующая сила.

2.3.
ТРЕТИЙ ЗАКОН НЬЮТОНА

Этот закон говорит о том, что в природе нет и не может быть односторон3
него действия одного тела на другое, а существует лишь взаимодействие.
Силы действия и противодействия появляются одновременно, парами. За3
писывается этот закон так:

� �
� �
1 2.F F (2.15)

Силы, с которыми тела действуют друг на друга, направлены вдоль
одной прямой, равны по величине и противоположны по направлению.

Третий закон Ньютона отражает факт равноправия взаимодействующих
тел. Силы 

�
1F  и 

�
2F приложены к разным телам и не могут взаимно уравнове3

шиваться (рис. 2.5).
Третий закон Ньютона выполняется только в инерциальных системах

отсчета.
Приведем примеры, иллюстрирующие третий закон Ньютона.
1. Возьмем в руки два одинаковых динамометра, сцепим их крюками и

будем тянуть в разные стороны (рис. 2.6). Оба динамометра покажут одина3
ковые по модулю силы натяжения, т. е. � �

� �
1 2.F F

2. Поставим на горизонтальную поверхность две одинаковые тележки
(рис. 2.7). С помощью двух одинаковых динамометров прикрепим их к

Рис. 2.5

Рис. 2.7

Рис. 2.6
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вертикальным стойкам. На одну тележку положим кусок железа, а на дру(
гую — магнит. Мы увидим, что тележки сдвинутся навстречу друг другу и
оба динамометра покажут одинаковые силы взаимодействия, т. е. � �

� �
1 2.F F

Следовательно, с какой силой магнит притягивает кусок железа, с такой же
силой железо притягивает к себе магнит.

3. Человек прыгает с лодки на берег. Он толкает лодку назад с силой 
�
1,F  а

сам испытывает со стороны лодки силу
�
2,F  направленную в сторону, проти(

воположную направлению силы
�
1.F  Поэтому человек и лодка движутся в

прямо противоположных направлениях.
4. Камень массой m падает на землю с ускорением g. Он притягивается

Землей с силой 
�
1.F  Земля притягивается к камню с такой же по величине

силой
�
2,F  т. е. � �

� �
2 1.F F Так как

� �
� �
1 2, ,F mg F Ma

где M — масса Земли; а — ее ускорение, то

mg = –Ma, (2.16)

откуда ускорение, с которым движется Земля

� � .ma g
M

(2.17)

Так как m � M, a � g, мы не замечаем движения Земли (она практически
остается на месте).

2.4.
СИЛЫ ТРЕНИЯ

Если твердое тело перемещается относительно другого тела, причем их
поверхности соприкасаются, то возникает сила, препятствующая этому пе(
ремещению. Такая сила называется силой трения. Она вызывается зацепле(
нием неровностей трущихся поверхностей, упругими деформациями этих
неровностей, а также силами межмолекулярного взаимодействия. Если меж(
ду поверхностями соприкасающихся тел отсутствует прослойка жидкости,
то такое трение называется сухим. Сухое трение подразделяется на трение
скольжения и трение качения.

ТРЕНИЕ ПОКОЯ

Сила трения возникает не только при скольжении одной поверхности по
другой, но также и при попытках вызвать такое скольжение. В последнем
случае она называется силой трения покоя.

Проследим за возникновением силы трения покоя на опыте. Возьмем два
тела 1 и 2, из которых последнее закреплено неподвижно (рис. 2.8). К телу 1,
находящемуся в покое на поверхности тела 2, приложены две силы:

1)
�

—mg  сила тяжести, направленная по нормали к поверхности сопри(
косновения тел 1 и 2;

2)
�

—N  сила реакции опоры, направленная вертикально вверх.
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Эти силы равны по модулю, противоположны по направлению и уравно!
вешивают друг друга.

Приложим к телу 1 параллельно плоскости соприкосновения тел внеш!
нюю силу 

�
F , такую по величине, чтобы тело 1 осталось в покое (рис. 2.9).

Из первого закона Ньютона � �� � ��
��

0,если 0i
i

F  следует, что к телу 1 должна

быть приложена еще одна сила, равная по модулю силе 
�
,F  но направленная

в противоположную сторону. Это и есть сила трения покоя 
�

тр.F

� �
� �
тр .F F

По мере увеличения внешней силы 
�
F  сила трения покоя возрастает до

тех пор, пока тело 1 находится в покое. При некотором значении внешней
силы �

� �
0F F  тело 1 сдвинется с места и начнет скользить. Следовательно,

существует определенная максимальная сила трения покоя:

� �
� �

max
тр 0.F F

Другими словами, при попытке вывести тело из состояния покоя сила
трения покоя изменяется от нуля до предельного значения 

�
max

тр .F
Выясним, от чего зависит максимальная сила трения покоя. Для этого

воспользуемся гладкой деревянной доской, деревянным бруском и динамо!
метром. Сначала проверим, зависит ли сила трения от площади соприкоснове!
ния трущихся тел. Будем плавно увеличивать силу 

�
F  и отметим максималь!

ное значение силы трения покоя 
�

max
тр .F  Затем поставим брусок на другую

грань — с меньшей площадью поверхности и вновь измерим максимальное
значение силы трения покоя 

�
max

тр .F  Опыты показывают, что максимальное
значение силы трения покоя не зависит от площади соприкосновения тел.

Проведем второй опыт. Положим на первый брусок второй такой же бру!
сок. При этом сила, с которой тело, составленное из двух брусков, давит на
опору (ее называют силой нормального давления), увеличилась в 2 раза. Из!
мерив максимальную силу трения покоя, убедимся, что она увеличилась в
2 раза. Во сколько раз будем увеличивать силу нормального давления, во
столько раз будет увеличиваться максимальная сила трения покоя 

�
max

тр .F
Следовательно, максимальная сила трения покоя для двух данных по!

верхностей пропорциональна силе нормального давления.

Рис. 2.8 Рис. 2.9
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Сила нормального давления может
быть обусловлена силой тяжести или
какими)либо другими причинами; при)
ложена сила нормального давления к
опоре. По модулю сила нормального
давления равна силе нормальной реак)
ции опоры N. Поэтому максимальная
сила трения покоя

� �max
тр 0 ,F N (2.18)

где �0 — безразмерный коэффициент,
называемый коэффициентом трения
покоя.

Он зависит от материала и шерохо)
ватостей соприкасающихся поверхно)
стей. Значение �0 определяют опытным
путем. Опыты и наблюдения говорят о
том, что сила трения покоя препятству)
ет началу движения и удерживает со)
прикасающиеся тела в относительном
покое.

Например, брусок, лежащий на на)
клонной плоскости (рис. 2.10), не со)
скальзывает потому, что сила трения
покоя 

�
трF  уравновешивает равнодей)

ствующую 
�

R  силы тяжести 
�

mg  и силы
реакции опоры 

�
.N

Однако бывают случаи, когда сила трения покоя служит причиной уско)
рения движения тела.

Так, при ходьбе сила трения покоя, действующая на подошву обуви, со)
общает нам ускорение. Подошва не скользит назад, значит, трение между
ней и опорой 

�
тр —F  это трение покоя. Сила 

�
,F  равная по модулю силе трения

покоя 
�

тр,F  но противоположная по направлению, сообщает ускорение опоре,
т. е. дороге (рис. 2.11).

СИЛА ТРЕНИЯ СКОЛЬЖЕНИЯ

Если внешняя сила 
�
,F  приложенная к телу 1 (рис. 2.9), превосходит мак)

симальную силу трения покоя 
�

max
тр ,F  то тело 1 получает ускорение

�
�

� �
трF F

a
m

(2.19)

и начинает скользить по поверхности тела 2.
Сила трения, возникающая при движении одного тела по поверхности

другого, называется силой трения скольжения. Сила трения скольжения все)
гда направлена противоположно направлению движения.

Рис. 2.10

Рис. 2.11
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Опыты показывают, что сила трения скольжения несколько меньше
силы трения покоя 

�
max

трF  и при малых скоростях не зависит от скорости
движения тел.

На рисунке 2.12 показан график зависимости силы трения, возникаю)
щей между двумя соприкасающимися поверхностями от внешней силы 

�
.F

График охватывает как случай покоя, так и случай скольжения. Из гра)
фика видно, что сила трения покоя может иметь значения в пределах от нуля
до max

тр .F  Сдвинуть предмет с места труднее, чем поддерживать его дальней)
шее движение, так как максимальная сила трения покоя несколько больше,
чем сила трения скольжения. Сила трения скольжения, так же как и макси)
мальная сила трения покоя, пропорциональна силе нормального давления, а
значит, и силе реакции опоры, т. е.

Fтр = �N, (2.20)

где � — коэффициент трения скольжения, зависящий от тех же факторов,
что и коэффициент трения покоя �0, а также от скорости относительного
движения соприкасающихся тел.

Коэффициент трения скольжения � не зависит от площади соприкасаю)
щихся поверхностей.

При решении многих задач можно с приемлемой точностью считать ко)
эффициент трения постоянной величиной, причем � � �0.

Коэффициент трения скольжения равен отношению силы трения к силе
нормального давления:

� � тр .
F

N
(2.21)

Обычно � < 1, так как Fтр < N. Например, коэффициент трения дерева по
дереву � = 0,25, стали по льду — � = 0,02.

Эти значения относятся к несмазанным поверхностям. Смазка существенно
уменьшает силу трения, так как, располагаясь тонким слоем на поверхностях

Рис. 2.12
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трущихся тел, заполняет шероховатости, и в этом случае трутся одна о дру)
гую не поверхности соприкасающихся твердых тел, а скользят друг относи)
тельно друга слои смазки.

Коэффициент трения можно уменьшить, если поверхности тел сделать
более гладкими. Однако уменьшать значение � за счет уменьшения шерохо)
ватостей поверхностей возможно лишь до определенного предела, так как
при очень гладких поверхностях значение вновь увеличивается. Происхо)
дит это потому, что силы молекулярного притяжения между трущимися те)
лами возрастают и вызывают «прилипание» тел, препятствующее их сколь)
жению. При значительном молекулярном сцеплении коэффициент трения
может достичь значения 2–3.

Так как взаимодействие между молекулами и атомами соприкасающих)
ся тел обусловлено взаимодействием электрических зарядов, входящих в
состав атомов, следовательно, силы трения имеют электромагнитную при�
роду.

ТРЕНИЕ КАЧЕНИЯ

Кроме трения покоя и трения скольжения известно еще трение качения.
Трение качения возникает при качении (перекатывании) твердых тел круг)
лой формы (шара, цилиндра) по поверхности других твердых тел.

Причина появления силы трения качения заключается в следующем. Под
действием силы тяжести круглое тело (например, тонкое колесо), находящее)
ся на плоской поверхности, деформируется, вследствие чего оно опирается
не на одну точку, а на линию АВ (рис. 2.13).

Это приводит к тому, что точка
приложения реакции опоры смеща)
ется вперед, а линия действия силы
реакции опоры 

�
R  отклоняется от вер)

тикали. При этом вертикальная со)
ставляющая  реакции  опоры  

�
N  ком)

пенсируется силой тяжести
�
,mg  а го)

ризонтальная составляющая реакции
опоры направлена против движения
тела и играет роль силы трения ка)
чения.

Сила трения качения зависит от ра)
диуса R катящегося тела, силы нор)
мального давления и неровностей со)
прикасающихся поверхностей:

                       �тр ,NF k
R

(2.22)

где k — коэффициент трения качения.
Силы трения качения значительно меньше, чем силы трения скольже)

ния, поэтому в технике широко применяются роликовые и шариковые под)
шипники.

Рис. 2.13
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СИЛЫ СОПРОТИВЛЕНИЯ

При движении твердых тел в жидкости или газе возникают силы трения,
называемые силами сопротивления среды. Силы сопротивления 

�
cF  направ)

лены против направления движения тела и зависят от скорости тела. При
малых скоростях сила сопротивления пропорциональна скорости тела, а
при больших скоростях — пропорциональна квадрату скорости. Кроме того,
сила сопротивления в значительной степени зависит от формы движущего)
ся тела. Геометрическую форму тела, при которой сила сопротивления дви)
жению мала, принято называть обтекаемой. Самолетам, автомобилям, под)
водным лодкам, движущимся с большими скоростями, придают обтекаемую
форму.

Более подробно этот вопрос будет обсуждаться в главе 8 «Элементы меха)
ники жидкостей и газов».

2.5.
ГРАВИТАЦИОННЫЕ СИЛЫ.

ЗАКОН ВСЕМИРНОГО ТЯГОТЕНИЯ

Все тела в природе взаимно притягивают друг друга. Закон, которому
подчиняется это притяжение, установлен И. Ньютоном в 1667 г. и носит на)
звание закона всемирного тяготения. Согласно этому закону, две материаль)
ные точки притягиваются друг к другу с силами, прямо пропорциональны)
ми их массам и обратно пропорциональными квадрату расстояния между
ними:

�� 1 2

2
,

m m
F G

r (2.23)

где G — гравитационная постоянная, одинаковая для всех тел.
Силы, с которыми тела притягиваются друг к другу, называются силами

всемирного тяготения, или гравитационными силами.
Гравитационные силы являются центральными силами, т. е. направле)

ны вдоль прямой, соединяющей центры взаимодействующих тел (рис. 2.14).
Закон всемирного тяготения в форме (2.23) справедлив лишь тогда, ког)

да геометрические размеры тел значительно меньше расстояния между ними,
и для больших шаров, находящихся на небольших расстояниях. В послед)
нем случае r — это расстояние между центрами шаров.

Если тело произвольной формы взаимодействует с шаром, радиус кото)
рого много больше размеров тела, то данное тело можно считать материаль)
ной точкой и в этом случае также мож)
но пользоваться законом всемирного
тяготения в форме (2.23). Именно так
мы поступаем, когда рассматриваем
притяжение тел к земному шару.

Если тело массы m находится на по)
верхности Земли или недалеко от нее,
то оно притягивается к Земле с силой Рис. 2.14
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�
2
З

,mMF G
R

(2.24)

где M и RЗ — масса и радиус Земли соответственно.
Гравитационные силы весьма малы. Так, например, силы притяжения

между двумя шарами массой 1 т каждый, расположенными на расстоянии
10 м один от другого, равны 6,7 � 10–7 Н. Гравитационные силы играют суще8
ственную роль при взаимодействии тел астрономических размеров. Сила при8
тяжения между Луной и Землей равна 2,3 � 1020 Н. При взаимодействии час8
тиц вещества (молекул, атомов) силы тяготения чрезвычайно малы.

Гравитационное взаимодействие между телами осуществляется с помо8
щью гравитационного поля, порождаемого телами и являющегося одной из
форм существования материи. Оно существует вокруг всех тел независимо
от нашего сознания и может быть обнаружено по его воздействию на физи8
ческие объекты, например на измерительные приборы.

В формулу (2.23) закона всемирного тяготения входят величины m1 и
m2 — массы тел. Эти массы характеризуют гравитационное взаимодействие
тел, в отличие от инертной массы, фигурирующей во втором законе Ньюто8
на. Весь опыт человечества (наука, техника, повседневная жизнь) подтверж8
дает равенство гравитационной и инертной масс тела.

В итоге можно сказать, что массой называют скалярную величину, ха8
рактеризующую инертные и гравитационные свойства тел и являющуюся
мерой этих свойств.

ГРАВИТАЦИОННАЯ ПОСТОЯННАЯ

В формулу (2.23) входит гравитационная постоянная, или постоянная
тяготения G. Выразив ее через величины F, r, m1, m2, получим

��
�

2

1 2
.F rG

m m (2.25)

Если m1 = m2 = 1 кг, r = 1 м, можно
сказать, что гравитационная постоян8
ная численно равна силе притяжения
между двумя материальными точками
массой 1 кг каждая, находящимися на
расстоянии 1 м друг от друга. В этом
заключается физический смысл грави8
тационной постоянной. В системе СИ
размерность [G] = Н�м2/кг2.

Гравитационная постоянная опреде8
ляется опытным путем. Впервые значение
G установлено Г. Кавендишем в 1788 г.

Рассмотрим один из способов нахож8
дения постоянной G (рис. 2.15).

К одной из чаш очень чувствитель8
ных весов на длинной нити подвешиваютРис. 2.15
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полый шар А, наполненный ртутью, и весы уравновешивают. Затем под шар
А подводят свинцовый шар В большей массы. Равновесие весов нарушается,
так как шары А и В притягиваются друг к другу. Чтобы восстановить равно*
весие, на правую чашу весов добавляют груз, сила тяжести которого равна
силе притяжения шаров А и В. Определив экспериментально силу притяже*
ния, можно вычислить гравитационную постоянную:

G = 6,67�10–11 H�м2/кг2. (2.26)

2.6.
СИЛА ТЯЖЕСТИ И ВЕС ТЕЛА

Любое тело на Земле притягивается к ней. Если Землю считать однород*
ным шаром, то силу притяжения можно рассчитать по закону всемирного
тяготения (2.24). Эта сила приложена к центру масс тела и направлена по
радиусу к центру Земли (рис. 2.16).

Наблюдения показывают, что сила тяготения 
�
F  вызывает два вида дви*

жения тела.
Во*первых, тело, лишенное опоры, падает на землю. Во*вторых, тело уча*

ствует в суточном вращении Земли, т. е. движется по окружности, плоскость
которой перпендикулярна к оси вращения Земли. Поэтому силу тяготения

�
F

целесообразно разложить на две составляющие 
�

цсF  и 
�

тF  (рис. 2.17):

� �
� � �

цс т.F F F (2.27)
�

цс —F  центростремительная сила, обусловливает участие тела в суточном
вращении Земли:

Fцс = m�2r = m�2Rcos�, (2.28)

так как r = Rcos�, где � — географическая широта места нахождения тела;
� — угловая скорость суточного вращения Земли.

Рис. 2.17Рис. 2.16
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Силу � �
� � �
т цс,F F F  т. е. равную векторной разности между силой тяготе)

ния и центростремительной силой, называют силой тяжести.
Сила тяжести 

�
тF  вызывает падение незакрепленного тела на Землю. Точ)

ка приложения силы тяжести называется центром тяжести тела. Центр
тяжести тела совпадает с его центром масс. Силу тяжести можно измерить с
помощью пружинного динамометра.

Значение силы тяжести зависит от широты места �. На полюсах � = 90�,
�

�
цс 0,F  поэтому �

� �
т .F F  На экваторе � = 0,

� �
� � �
т цс,F F F

т. е. меньше, чем на полюсе на величину центростремительной силы.

Так  как  угловая  скорость  вращения  Земли  � � �� � � �
� �

2 2
24 60 60T

�� 0,00007 рад/с  мала, то 
� �

�цс ,F F  поэтому сила тяжести 
�
тF  мало отличается

от силы тяготения 
�
F  и по модулю, и по направлению, т. е.

� �т 2
З

.mMF F G
R (2.29)

СВОБОДНОЕ ПАДЕНИЕ ТЕЛ

Движение тела под действием одной только силы тяжести 
�
тF  называется

свободным падением, а ускорение 
�
,g  приобретаемое при этом телом, называ)

ется ускорением свободного падения. По второму закону Ньютона

�
�

� т .
F

g
m

(2.30)

Воспользовавшись формулой (2.24), т. е. пренебрегая влиянием суточно)
го вращения Земли, найдем

� �
2
З

.F Mg G
m R (2.31)

Ускорение свободного падения не зависит от массы тела и, следователь)
но, одинаково для всех тел. Из формулы (2.27) следует, что сила тяжести

�
� �
т ,F mg (2.32)

т. е. сила тяжести пропорциональна массе тела, на которое действует.
На высоте h от поверхности Земли ускорение свободного падения

�
� 2

З

.
( )

Mg G
R h (2.33)

Сила тяжести и вызываемое ею ускорение свободного падения уменьша)
ются при увеличении расстояния h от Земли. Вблизи поверхности Земли с
подъемом на 1 км ускорение силы тяжести уменьшается примерно на 0,03%.
Следовательно, вблизи Земли сила тяжести практически не изменяется,
т. е. свободное падение тел вблизи Земли является равноускоренным дви�
жением.
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Нешарообразность Земли и влияние суточного вращения приводят к тому,
что ускорение свободного падения зависит от географической широты мес*
та, изменяясь от 9,83 м/с2 на полюсах до 9,78 м/с2 на экваторе. На широте
� =45� ускорение свободного падения g0 = 9,80665 м/с2 и называется нормаль	
ным ускорением.

При решении задач, не требующих большой точности расчета, можно
считать, что ускорение свободного падения в любом месте Земли одинаково
и равно g = 9,8 м/с2.

В технике и быту широко используется понятие веса тела. Весом тела
называется сила, с которой тело, вследствие его притяжения Землей, дей*
ствует на опору или подвес.

Рассмотрим движение кабины с че*
ловеком, стоящим на полу.

Силу, с которой человек действует
на пол кабины, т. е. вес человека, обо*
значим 

�
.P  Силу, с которой опора дей*

ствует на тело, называют силой нор*
мальной реакции опоры

�
.N  В соответ*

ствии с третьим законом механики

� �
� �

.P N (2.34)

Таким образом, к человеку прило*
жены две силы:

1) сила тяжести �
� �
т ;F mg

2) сила реакции опоры 
�

.N
Если кабина неподвижна или дви*

жется равномерно (рис. 2.18), вектор*
ная сумма этих сил равна нулю:

� �
� �
т 0,F N (2.35)

т. е.

� �
� �
т .F N (2.36)

Сопоставив (2.34) и (2.36), получим

� �
� � �

т ,P F mg (2.37)

т. е. вес тела 
�
P  равен силе тяжести

�
т,F  но приложены эти силы к разным

телам. Сила тяжести является гравитационной силой, приложенной к чело*
веку, вес — это другая сила, приложенная к опоре, т. е. к полу кабины.

Теперь рассмотрим движение кабины вверх с ускорением �
a  (рис. 2.19).

В этом случае уравнение движения запишем в виде

+ =
� � �
тF N ma (2.38)

или в скалярной форме:

Fт + N = ma. (2.39)

Рис. 2.18
P = Fт, P = mg
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Откуда

N = Fт + ma = mg + ma = m(g + a) (2.40)

или

P = m(g + a), т. е. P > mg. (2.40a)

Вес тела оказывается больше силы тяжести на величину ma. Если кабина
движется вниз с ускорением 

�
a  (рис. 2.20), то

–Fт + N = –ma. (2.41)

Откуда

N = Fт – ma = m(g – a); (2.42)

P = m(g – a), (2.43)

т. е. P < mg на величину ma. Если движение вниз происходит с ускорением
a = g, то в этом случае вес тела равен нулю:

P = m(g – a) = 0. (2.44)

Это явление называется невесомостью.
Невесомость наступает, когда на тело действует только сила тяжести.

В этом случае тело вместе с опорой падает свободно с ускорением 
�
,g  тело не

действует на опору, и опора не действует на тело.
При движении космического корабля вокруг Земли его ускорение равно

ускорению свободного падения 
�
,g  т. е. спутник находится в состоянии своA

бодного падения. Поэтому сила давления космонавта на опору (например,

Рис. 2.19
P = Fт + ma, P = m(g + a)

Рис. 2.20
P = Fт – ma, P = m(g – a)
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кресло) равна нулю, а также равны нулю силы давления, действующие внут"
ри тела космонавта со стороны одной его части на другую, что и вызывает
физиологическое ощущение невесомости.

ДВИЖЕНИЕ ИСКУССТВЕННЫХ СПУТНИКОВ.
ПЕРВАЯ КОСМИЧЕСКАЯ СКОРОСТЬ

Из кинематики известно, что движение тела, брошенного с некоторой
высоты с горизонтальной скоростью �0, происходит по параболе, при этом за
время t в горизонтальном направлении тело перемещается на расстояние
S = �0t, если считать, что поверхность Земли горизонтальна, а скорость бро"
сания мала.

Если скорость �0 постепенно увеличивать, то увеличивается расстояние
S от подножия башни.

При некотором значении скорости тело не упадет на Землю, а будет дви"
гаться вокруг нее по окружности, став искусственным спутником Земли
(рис. 2.21).

Скорость, при которой тело, брошенное горизонтально, начинает дви"
гаться по окружности вокруг Земли вблизи ее поверхности, называется пер�
вой космической скоростью.

Рассчитаем первую космическую скорость для спутника, обращающего"
ся вокруг Земли по круговой орбите на небольшой высоте (h � RЗ). В этом
случае центростремительное ускорение спутника равно ускорению свобод"
ного падения.

Центростремительное ускорение, как известно,

� �
2
З

;n
Ma g G
R

(2.45)

��
2

З
.na

R (2.46)

Отсюда первая космическая ско"
рость спутника

       � � � �З
З

7,9 км/с.GMgR
R

(2.47)

Если телу сообщить такую скорость
перпендикулярно радиусу вращения,
то оно станет спутником Земли.

Движение спутников вокруг Земли
происходит под действием только одной
силы — силы всемирного тяготения.

При движении спутника на высоте
h над поверхностью Земли его центрос"
тремительное ускорение равно

            �� �
� �

2

2
З З

,
( )n

GMa
R h R h

(2.48)
Рис. 2.21
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а первая космическая скорость

� �
�З

.GM
R h (2.49)

Если h = 300 км, � = 7,73 км/с.
Для того чтобы запустить искусственный спутник Земли, его с помощью

ракетоносителя выводят в верхний слой атмосферы (h = 200–300 км). На та:
кой высоте ракета делает поворот и сообщает аппарату, запускаемому на
орбиту искусственного спутника, первую космическую скорость в направле:
нии, перпендикулярном вертикали.

Закон всемирного тяготения является фундаментальным законом при:
роды. С его помощью можно вычислять массы небесных тел, рассчитывать
траектории искусственных спутников и решать ряд других научных и прак:
тических задач.

2.7.
СИЛЫ УПРУГОСТИ.

ЗАКОН ГУКА

В механике при изучении движения тела обычно используют модели ча:
стицы или абсолютно твердого тела, т. е. пренебрегают размерами тела или
считают их неизменными. В действительности реальные тела под действием
внешних тел испытывают деформации.

Деформацией называют изменение формы, размеров и объема тел. Де:
формации, полностью исчезающие после прекращения действия на тело вне:
шних сил, называют упругими, а деформации, сохраняющиеся после того,
как внешние силы перестали действовать на тело, — пластическими. Разли:
чают деформации растяжения или сжатия, изгиба, кручения и сдвига.

Все тела состоят из молекул и атомов, которые, в свою очередь, состоят
из атомных ядер и электронов. Атомные ядра заряжены положительно, элек:
троны — отрицательно, поэтому между атомами тел одновременно действу:
ют силы электрического притяжения и отталкивания. Модули этих сил за:
висят от расстояния. На расстоянии, примерно равном диаметру атома, силы
притяжения между атомами компенсируются силами отталкивания между
ними, а равнодействующая сил притяжения и отталкивания между ними
равна нулю. При растяжении тела расстояния между атомами несколько
увеличиваются, и силы притяжения между ними начинают превосходить по
модулю силы отталкивания, таким образом между атомами начинают дей:
ствовать силы притяжения, препятствующие растяжению тела.

При сжатии тела расстояние между атомами уменьшается, из:за чего меж:
ду ними начинают преобладать силы отталкивания, препятствующие сжатию
тела.

Итак, при растяжении или сжатии тела в нем возникают электромагнит:
ные по своей природе силы, препятствующие изменению размеров тела. Это
и есть силы упругости. Силы упругости действуют в любом сечении дефор:
мированного тела и препятствуют разрыву тела на части.
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Состояние деформированного тела характеризуется особой величиной, на%
зываемой напряжением, или, точнее говоря, механическим напряжением.

Напряжение — величина, равная отношению модуля силы упругости к
площади поперечного сечения тела:

� � упр .
F

S
(2.50)

В СИ за единицу напряжения принят паскаль: 1 Па = 1 Н/м2.
Простейшим видом деформаций является одностороннее растяжение

(сжатие) твердого тела. Возьмем стержень длиной l0, один конец А которого
закреплен (рис. 2.22).

К другому концу стержня приложим силу 
�
,F  направленную слева напра%

во, в результате конец стержня В переместится на расстояние �l и возникнет
сила упругости � �

� �
упр .F F  Длина стержня станет равна l, а абсолютное удли%

нение

�l = l – l0.

Абсолютное удлинение �l при растяжении положительно. При сжатии
стержня второй его конец переместится влево на |�l| и при этом возникнет
сила упругости Fупр, направленная слева направо. При сжатии �l < 0.

Связь между силой упругости Fупр и удлинением тела �l при упругих
деформациях была установлена опытным путем современником И. Ньютона
английским физиком Р. Гуком (1635–1703) и поэтому называется законом
Гука. Сила упругости, возникающая при деформации тела, пропорциональ�
на удлинению тела и направлена в сторону, противоположную направле�
нию перемещений частиц при его деформации:

Fупр = –k�l, (2.51)

где k — коэффициент пропорциональности, зависящий от размеров и мате%
риала тела, называемый жесткостью. В СИ жесткость измеряется в ньюто%
нах на метр (Н/м).

На рисунке 2.23 приведен график зависимости модуля силы упругости
от модуля деформации.

Рис. 2.22 Рис. 2.23
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В технике закон Гука принято формулировать по(другому: при малых
деформациях напряжение прямо пропорционально относительному удлине(
нию тела:

� = E|�|. (2.52)

Относительное удлинение взято по модулю, так как закон Гука справед(
лив как для деформации растяжения (� > 0), так и для деформации сжатия
(� < 0). Коэффициент пропорциональности Е, входящий в закон Гука, назы(
вается модулем упругости, или модулем Юнга.

Если относительное удлинение � = 1, то � = Е. Следовательно, модуль
Юнга равен напряжению, возникающему в стержне при его относительном

удлинении, равном единице. Так как �� �
0

,l
l

 то при � = 1 �l = l0. А это значит,

что модуль Юнга равен напряжению, возникающему в стержне при удвое(
нии длины образца. Практически тело при упругой деформации не сможет
удвоить свою длину; значительно раньше оно разорвется. Поэтому модуль
Юнга определяют по формуле

��
�

,
| |

E (2.53)

измеряя напряжение � и относительное удлинение � при малых деформаци(
ях. Чем больше модуль Юнга, тем меньше деформируется стержень при про(
чих равных условиях (l0, S, F).

Измеряется модуль Юнга в тех же единицах, что и �, т. е. в паскалях.
Закон Гука, записанный в форме (2.52), легко привести к форме (2.51).

Действительно, подставив

� � упрF

S
и

�
� �

0

| |
| |

l
l

в (2.52), получим

�
�упр

0

| |
.

F l
E

S l (2.54)

Отсюда

�� �упр
0

| | .S EF l
l (2.55)

Обозначив

� �
0

,S E k
l
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перепишем выражение (2.55) в форме

Fупр = k|�l|. (2.56)

Таким образом, жесткость k стержня прямо пропорциональна произве'
дению модуля Юнга на площадь поперечного сечения и обратно пропорцио'
нальна его длине (l0):

��
0

.S Ek
l (2.57)

2.8.
ДИНАМИКА ДВИЖЕНИЯ ТЕЛА

ПО ОКРУЖНОСТИ

Если материальная точка движется по окружности, то существует уско'
рение, направленное по радиусу к центру вращения, — нормальное (центро'
стремительное) ускорение:

an = �2/R = �2R, (2.58)

где � — скорость тела; � — угловая скорость; R — радиус окружности.
Иными словами, при движении по окружности всегда существует сила, на'

правленная к центру окружности. Ее называют центростремительной силой.
Эту силу можно рассчитать по формуле

�
� �

,F ma (2.59)

где m — масса тела.
Однако надо понимать, что никакой особой центростремительной силы,

которая и обеспечивает круговое движение, не существует. Центростреми'
тельная сила — это равнодействующая тех сил, которые воздействуют на
тело, движущееся по окружности.

Одной из основных задач при рассмотрении движения тела по окружнос'
ти является определение действующих на него сил и нахождения равнодей'
ствующей этих сил, направленной к центру. Эта равнодействующая в любой
момент времени оказывается перпендикулярной скорости тела и потому не
изменяет величины скорости.

Решение задач на динамику движения тела по окружности ничем прин'
ципиально не отличается от решения задач на динамику поступательного
движения.

2.9.
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ

1. Второй закон Ньютона:

= =
∑

∑

�
� ��

или ,
i

i
i

i

F
dp

a F
m dt

где m — масса тела; � �
� �

—p m  импульс тела.
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Для промежутка времени �t (время действия силы) второй закон Ньюто-
на можно записать в виде

� � � �
� �

,F t p

где ��
�

—F t  импульс действующей силы; �
�

—p  изменение импульса тела.

2. Третий закон Ньютона:

� �
� �
1 2.F F

3. Закон всемирного тяготения:

� 1 2
2

,
m m

F G
r

где F — сила взаимного притяжения двух материальных точек массой m1

и m2; r — расстояние между ними; G — гравитационная постоянная,
G = 6,67 � 10–11 м3/кг�с.

4. Сила тяжести:

�
� �
т .F mg

5. Вблизи поверхности Земли (h � RЗ) ускорение свободного падения

�0 2
З

,Mg G
R

где RЗ — радиус Земли; М — масса Земли.
На высоте h относительно поверхности Земли

�
� 2

.
( )

Mg G
R h

6. Сила трения скольжения:

� �
� �
тр ,F N

где � — коэффициент трения; 
�

—N  сила нормального давления.

7. Сила упругости по закону Гука:

F = –kx,

где k — жесткость (коэффициент упругости); x — смещение.

8. Первая космическая скорость для Земли:

� � �1 З 7,9 км/с.gR
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9. Скорость спутника планеты при движении по орбите, находящейся на
высоте h над поверхностью планеты:

� � �
� �

пл 0пл
пл

пл пл
,

M g
G R

R h R h

где g0пл — ускорение свободного падения вблизи поверхности планеты.

10. Вторая космическая скорость для Земли:

� � �2 З2 11,2 км/с.gR

11. Закон сохранения импульса:

= =
= υ =∑ ∑ ��

1 1

const или const,
n n

i i i
i i

p m

где n — число материальных точек (тел), входящих в замкнутую систему.
Для системы, состоящей из двух взаимодействующих тел, закон сохра3

нения импульса имеет вид:
� при упругом взаимодействии

� �� � � � � � �
� � � �

1 1 2 2 1 1 2 2,m m m m

где � �
� �

1 2и —  скорости в начальный момент времни; � �� �
� �

1 2и —  скорости в
конечный момент;

� при неупругом взаимодействии

� � �� � � � � �
� � �

1 1 2 2 1 2 .m m m m

2.10.
ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

При решении задач следует придерживаться следующих рекомендаций:
� сделать рисунок, изобразив на нем все силы, приложенные к каждому

телу;
� выбрать систему координат, оси которой направить в соответствии с

направлением вектора ускорения движения системы тел или одного
из них;

� записать в соответствии со вторым законом Ньютона для каждого тела в
отдельности уравнение движения в векторной форме: �

��
;ma F

� затем записать эти уравнения в проекциях на оси координат;
� в случае необходимости использовать формулы кинематики и законы

сохранения;
� решить полученную систему уравнений и определить искомые вели3

чины.
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Задача 1. Тело массой m = 5 кг падает в воздухе с ускорением a = 8 м/с2.
Найти силу сопротивления воздуха (g = 9,8 м/с2).

Дано:
m = 5 кг;
a = 8 м/с2.

Fc — ?

Поскольку движение равноуско-
ренное, вектор ускорения направлен в
сторону движения.

На основании второго закона Нью-
тона запишем уравнение движения в
векторной форме:

� �
�� �
c .mg F ma

Координатную ось Оу проведем в
направлении движения тела и, спро-
ецировав на эту ось силы, запишем
уравнение  движения  в  скалярной
форме:

mg – Fc = ma.

Откуда сила сопротивления воздуха

Fc = m(g – a) � 9 H.

Ответ: Fc = 9 Н.
Задача 2. Две гири, имеющие массы m1 = 3 кг и m2 = 6,8 кг, висят на кон-

цах нити, перекинутой через неподвижный блок. Легкая гиря находится на
2 м ниже тяжелой (рис. 2.25). Гири пришли в движение без начальной скорос-
ти. Через какое время t они окажутся на одной высоте? Массу блока и нити не
учитывать. Нить считать нерастяжимой. Трением в блоке пренебречь.

Дано:
m1 = 3 кг;
m2 = 6,8 кг;
h = 2 м.

t — ?

На основании второго закона Ньютона запишем уравнения движения для
каждого тела:

� � ��
�

� ���

�� �
�� �

1 1

2 2

;

.

m g T m a

m g T m a
(1)

Рис. 2.24

Решение
На падающее в воздухе тело действуют следующие

силы (рис. 2.24):
1)

�
—mg  сила тяжести, направленная вертикально

вниз;
2)

�
c —F  сила сопротивления возду-

ха, направленная в сторону, противо-
положную движению тела.

Решение
Левая гиря m1 = 3 кг будет перемещаться вверх,

правая m2 = 6,8 кг — вниз. Силы, приложенные к
каждой гире, показаны на рисунке 2.15: 

�
—T  сила

натяжения нити,
�

1
—m g  сила тяжести, приложенная

к левой гире, 
�

2 —m g  сила тяжести, приложенная к
правой гире.
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В соответствии с выбранным на�
правлением оси Ox уравнения (1) при�
мут вид:

� � ��
�� � � ��

1 1

2 2

;

.

m g T m a
m g T m a (2)

Решая совместно систему уравне�
ний (2), определим, с каким ускорени�
ем движутся гири:

��
�

2 1

1 2
.

m m
a g

m m (3)

Через некоторый промежуток времени
t от начала движения левая гиря под�
нимется вверх на высоту h/2, а пра�
вая — за это время опустится вниз на
такое же расстояние h/2. Таким обра�
зом, гири окажутся на одной высоте
через промежуток времени:

�
2

;
2

atS

� 2 ,St
a

(4)

где S = h/2 = 1 м.
Подставив выражение (3) в (4), получим

�� �
�
1 2

2 1

( )
0,7 c.

( )
h m m

t
m m g

Ответ: t = 0,7 c.
Задача 3. На гладком столе лежат два связанных нитью груза (рис. 2.26).

Масса левого груза m1 = 0,2 кг, масса правого — т2 = 0,3 кг. К правому грузу
приложена сила F2 = 1 H, к левому — F1 = 0,6 H. С каким ускорением движут�
ся грузы и какова сила натяжения соединяющей нити? Трением пренебречь.

Рис. 2.25

Рис. 2.26
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Дано:
m1 = 0,2 кг;
m2 = 0,3 кг;
F1 = 0,6 H;
F2 = 1 H.

T — ?
a — ?
Аналогичные силы 

� � ��
2 2 2, , ,m g N F T  приложены к правому грузу. На осно&

вании второго закона Ньютона запишем уравнения движения для каждого
груза в векторной форме:

� � � � ��
�

� � � ���

� � �� �
� � �� �
1 1 1 1

2 2 2 2

;

.

F N m g T m a

F N m g T m a
(1)

Действующие по вертикали силы взаимно уравновешены, поэтому систе&
ма уравнений (1) в соответствии с выбранным направлением оси Ох в скаляр&
ной форме будет иметь вид:

� ��
� � ��

1 1

2 2

;

.

T F m a
F T m a (2)

Решив систему уравнений (2), получим:

�� �
�

2 1 2

1 2
0,8 м/с ;

F F
a

m m

T = 0,76 Н.

Ответ: a = 0,8 м/с2; T = 0,76 Н.
Задача 4. Брусок массой m1 = 2 кг скользит по горизонтальной плоско&

сти под действием груза массой m2 = 0,5 кг, прикрепленного к концу шнура,
привязанного к телу и перекинутого через неподвижный блок (рис. 2.27).
С каким ускорением движется брусок и какова сила натяжения шнура? Тре&
ние не учитывать. Массой блока и нити пренебречь.

Дано:
m1 = 2 кг;
m2 = 0,5 кг.

T — ?
a — ?

Запишем на основании второго закона Ньютона уравнение движения брус&
ка в векторной форме:

� � �
� �� �

1 1 1 .m g N T m a (1)

Так как силы, приложенные к бруску в вертикальном направлении, урав&
новешиваются, уравнение движения (1) в скалярной форме в соответствии с
выбранным направлением оси Ох примет вид

Решение
Силы, приложенные к каждому грузу, показаны

на рисунке 2.26. На левый груз действуют:
1)

�
1 —m g  сила тяжести;

2)
�

1 —N  сила нормальной реакции опоры;

3)
�
1 —F  приложенная сила;

4)
�

—T  сила натяжения нити.

Решение
Рассмотрим движение каждого тела в отдельнос&

ти. На брусок, движущийся по горизонтальной плос&
кости, действуют силы:

1)
�

1 —m g  сила тяжести;

2)
�

1 —N  сила нормальной реакции опоры;

3)
�

—T  сила натяжения нити.
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T = m1a. (2)

На груз m2 действуют:
1)

�
2 —m g  сила тяжести;

2)
�

—T  сила натяжения нити.
На основании второго закона Ньюто#

на запишем уравнение движения груза
массой m2 в векторной форме:

� �
�� �

2 2 .m g T m a (3)

Спроецировав (3) на ось Oy, получим

m2g – T = m2a. (4)

Решая совместно уравнения (2) и (4),
получим

� �
�

2 2

1 2
2 м/с ;

m
a g

m m

Т = m1a = 4 H.

Ответ: a � 2 м/с2; Т = 4 Н.
Задача 5. Груз массой 100 кг подни#

мают вертикально вверх на тросе. С по#
мощью графика зависимости скорости
груза от времени (рис. 2.28) определите
силу натяжения троса.

Дано:
m = 100 кг.

Т — ?
Решение
Рассмотрим рисунок 2.29. На груз

действуют силы:
1)

�
—mg  сила тяжести;

2)
�

—T  сила натяжения троса.
Груз движется равноускоренно вверх.

Ось Ox совпадает с направлением дви#
жения.

По второму закону Ньютона

+ =
� � �

T mg ma

или в скалярной форме:

T – mg = ma.

Отсюда

T = m(g + a),

Рис. 2.27

Рис. 2.28

Рис. 2.29
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где а — ускорение, которое определим из графика, показанного на рисун%
ке 2.28:

��� �
�

20,4 м/с .a
t

Сила натяжения троса:

T = 100(10 + 0,4) = 1040 Н.

Ответ: T = 1040 Н.
Задача 6. Брусок массой m1 = 300 г соединен с грузом массой m2 = 200 г

невесомой нерастяжимой нитью, перекинутой через невесомый блок (рис. 2.30).
Брусок скользит без трения по закрепленной наклонной плоскости, состав%
ляющей угол � = 30� с горизонтом. Чему равно ускорение бруска?

Дано:
m1 = 0,3 кг;
m2 = 0,2 кг;
� = 30�.

а — ?

В проекциях на координатные оси:

Ox: m1g � sin� – T = –m1a;
(1)

Oy: T – m2g = –m2a.

Решив систему уравнений (1), по%
лучим

� ��
�

2 1

1 2

( sin )
.

g m m
a

m m

Подставив числовые данные, опре%
делим а = 1 м/с2.

Ответ: а = 1 м/с2.
Задача 7. Определить минимальное значение тормозного пути автомоби%

ля, начавшего торможение на горизонтальном участке шоссе при скорости
движения 	0 = 54 км/ч. Коэффициент трения равен 0,3.

Дано:
	0 = 54 км/ч = 15 м/с;

 = 0,3.

S — ?

На основании второго закона Ньютона запишем уравнение движения в
векторной форме:

� � �
� �� �

тр .mg N F ma (1)

Рис. 2.30

Решение
Запишем второй закон Ньютона в векторной фор%

ме для каждого тела:

� � �

� �

� �� �
�� �

1 1

2 2

;

,

N m g T m a

m g T m a

где 
�

—N  сила нормальной опоры; 
�

—T  сила натяже%
ния нити.

Решение
К автомобилю, движущемуся с выклю%

ченным двигателем, приложены силы, по%
казанные на рисунке 2.31:

1)
�

—mg  сила тяжести;
2)

�
—N  сила нормальной реакции опоры;

3)
�
тр —F  сила трения скольжения.
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Направим оси Ox и Oy так, как пока�
зано на рисунке 2.31. Спроецировав век�
торные величины на оси Ox и Oy, запи�
шем уравнение (1) в скалярной форме:

� � �
�
тр ;F ma (2)

N – mg = 0, (3)

где m — масса автомобиля.
Из уравнения (2) следует, что уско�

рение автомобиля

�� � � �тр ,
F N

a g
m m

(4)

так как N = mg.
Скорость автомобиля изменяется по закону

� = �0 – at. (5)

Так как конечная скорость � = 0, то

�0 – at = 0, �0 = at. (6)

Отсюда определяем время движения автомобиля до остановки:
� �� �

�
0 0 .t

a g (7)

Тормозной путь автомобиля:
�

�
�

2
0 .

2
S

g (8)

Подставив численные данные в (7) и (8), получим:

t = 5 с, S = 38 м.

Если скорость автомобиля �0 в начале торможения будет в 2 раза больше
(�0 = 30 м/с), то тормозной путь увеличится в 4 раза, а время движения до
полной остановки увеличится в 2 раза. Это следует помнить не только води�
телям автомашин, но и пешеходам, переходящим улицу перед близко иду�
щим транспортом.

Ответ: S = 38 м.
Задача 8. Сани массой m тянут с силой F, приложенной к веревке, которая

составляет с горизонтом угол �. Коэффициент трения скольжения равен �.
Найти силу трения скольжения и ускорение саней.

Дано:
m;
�;
� � 0.

тр —F  ?
a — ?

Рис. 2.31

Решение
Силы, приложенные к саням, показаны на рисун�

ке 2.32:
1)

�
—mg  сила тяжести;

2)
�

—N  сила нормальной реакции опоры;
3)

�
тр —F  сила трения скольжения;

4)
�

—F  сила натяжения веревки.
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Силу трения скольжения изобра$
жают вектором, лежащим в плоскости
соприкасающихся тел или приложен$
ным к центру масс (центру тяжести)
тела. Оба способа равноправны.

Согласно второму закону Ньютона
запишем уравнение движения в век$
торной форме:

� � � �
� � �� �

тр .mg N F F ma (1)

Спроецировав векторные величины на оси Ox и Oy, получим уравнения в
скалярной форме:

F � cos� – Fтр = ma, (2)

N + F � sin� – mg = 0. (3)

Из уравнения (3) следует, что

N = mg – F � sin�,

т. е. сила реакции опоры не равна силе тяжести саней.
Зная N, найдем силу трения:

Fтр = �N = �(mg – F � sin�). (4)

Из уравнения (2) определим ускорение саней:

� �
� � � � � � 	трcos

(sin cos ) .
F F Fa g

m m
(5)

Ответ: Fтр = �(mg – F � sin�); a = F/m(sin� + cos�) – �g.
Задача 9. С каким ускорением скользит по наклонной плоскости ящик,

если высота наклонной плоскости h = 8 м, а ее длина l = 10 м? Коэффициент
трения скольжения � = 0,5.

Дано:
H = 8 м;
L = 10 м;
� = 0,5.

a — ?
Согласно второму закону Ньютона уравнение движения в векторной фор$

ме имеет вид

� � �
� �� �

тр ,mg N F ma (1)

где m — масса ящика.
Спроецировав векторные величины на оси Ox и Oy, запишем уравнения

движения в скалярной форме:

Рис. 2.32

Решение
На движущийся ящик (рис. 2.33) действуют три силы:
1)

�
—mg  сила тяжести;

2)
�

—N  сила нормальной реакции опоры;
3)

�
тр —F  сила трения скольжения.
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mgsin� – Fтр = ma, (2)

N – mgcos� = 0, (3)

где � �
�
тр .F N  Решая совместно уравне�

ния (2) и (3), получим

а = g(sin� – �cos�),

где sin� = h/l; � � � � �2cos 1 sin

� �2 21 .l h
l

Поставив численные данные, полу�
чим а = 4,9 м/с2.

Ответ: а = 4,9 м/с2.
Задача 10. Тело равномерно скользит по наклонной плоскости с углом

наклона � = 40�. Определить коэффициент трения скольжения тела о плос�
кость (рис. 2.34).

Дано:
� = 40�;
� = const.

� — ?
При равномерном движении �

�
( 0)a  векторная сумма всех сил, прило�

женных к телу, равна нулю:

� � �
� ��

тр 0,mg N F (1)

где m — масса тела.
Перейдем от векторной формы уравнения (1) к скалярной, спроецировав

векторы на оси Ox и Oy. Получим:

mgsin� – Fтр = 0, (2)

N – mgcos� = 0. (3)

Из уравнения (3) находим

N = mgcos�.

Учитывая, что

Fтр = �N = �mgcos�,

запишем уравнение (2) в виде

mgsin� – �mgcos� = 0. (4)

�� � � �
�

sin tg .
cos

mg
mg

Отсюда получаем

� = tg40� 	 0,84.

Ответ: � 	 0,84.

Рис. 2.33

Рис. 2.34

Решение
На равномерно движущееся тело действуют силы:
1)

�
—mg  сила тяжести;

2)
�

—N  сила реакции опоры;
3)

�
тр —F  сила трения скольжения.
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Задача 11. С ледяной горки длиной l съезжает ребенок на санках. В на(
чальный момент времени санки были неподвижны, а у подножия горки их
скорость стала равной �. Определить коэффициент трения полозьев санок о
лед, если наклон горки составляет угол � с горизонтом (рис. 2.34).

Дано:
l;
�0 = 0;
�;
�.

� — ?

Запишем второй закон Ньютона в векторной форме:

� � �
� �� �

тр .mg N F ma (1)

Перейдем от векторной формы записи закона Ньютона к скалярной, за(
писав уравнение (1) в проекциях на оси Ox и Oy:

F1 – Fтр = ma; (2)

N – F2 = 0, (3)

где
F1 = mgsin�; F2 = mgcos�; Fтр = �N = �F2 = �mgcos�; a = �2/2l. (4)

С учетом формул (4) получим

mgsin� – �mgcos� = ma.

Отсюда находим

� �� �
�

sin ,
cos

g a
g (5)

где a = �2/2l.

Ответ: 
�� � � 	

�
2

tg .
2 cosgl

Задача 12. Определить массу Луны, если известно, что искусственный
спутник «Луна(15» обращается вокруг нее почти по круговой орбите радиу(
сом 1890 км с периодом 2 ч 3 мин 30 с.

Дано:
Rл = 1,89
106 м;
Т = 7410 с.

Мл — ?

Эта сила сообщает спутнику центростремительное ускорение:

� � л
2
л

.n
MFa G

m R (2)

Решение
Ребенка и сани можно рассматривать как материаль(

ную точку с массой m, если считать, что ребенок не управ(
ляет санками, а сидит в них неподвижно.

На тело действуют три силы:
1)

�
—mg  сила тяжести;

2)
�

—N  сила реакции опоры;
3)

�
тр —F  сила трения скольжения.

Решение
На спутник со стороны Луны действует сила все(

мирного тяготения

� л
2
л

,
M m

F G
R

   (1)

где m — масса спутника.
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Центростремительное ускорение:

��� �
22

л
2

л

4
,n

R
a

R T
(3)

так как 
�

� � л2
.

R
T

Приравняв правые части выражеий (2) и (3), найдем массу Луны:

� �� �
2 3

л
л2 2 2

4 4, .
M R RG M
R T GT

(4)

Подставив численные данные, получим

Mл � 7 � 1022 кг.

Ответ: Mл � 7 � 1022 кг.
Задача 13. Найти массу и среднюю плотность Земли. Радиус Земли

RЗ = 6400 км.
Дано:
RЗ = 6,4�106 м.

М — ?
� — ?

Подставив значение g = 9,8 м/с2, RЗ = 6400 км и G = 6,67�10–11 Н�м2/кг2,
получим

М = 6 � 1024 кг.

Средняя плотность Земли:

� � � � � �
��

3 3
2

3 З
З

3 5,5 10 кг/м .
4 4
3

M M M
V RR

Ответ: М = 6 � 1024 кг; � � 5,5 103 кг/м3.
Задача 14. Найти массу Солнца, зная, что скорость Земли при движении

по орбите составляет 30 км/с, а радиус орбиты Земли 1,5 � 108 км.
Дано:
� = 3 � 104 м/с;
R = 1,5 � 1011 м.

МС — ?

Решение
Для любого тела на поверхности Земли, имеюA

щего массу m, сила тяжести

 �
2
З

.mMmg G
R

   (1)

Отсюда масса Земли:

�
2
З .

gR
M

G
(2)

Решение
По закону всемирного тяготения на Землю со

стороны Солнца действует сила тяготения

� С
2

,
mM

F G
R

(1)

где m — масса Земли; МС — масса Солнца; R — расA
стояние между ними.
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Эта сила создает центростремительное ускорение Земли
��

2
.na

R
По второму закону Ньютона

F = man,

��
2

С
2

.
mM

G m
RR

(2)

Отсюда получаем

� � С2 .
M

G
R

Теперь определим массу Солнца:

��
2

С .RM
G

(3)

Вычисляя в системе СИ, получим

MС � 2 � 1030 кг.

Ответ: MС � 2 � 1030 кг.
Задача 15. На каком расстоянии от центра Земли должно находиться тело,

чтобы силы его притяжения к Земле и Луне взаимно уравновешивались?
Считать, что масса Земли М больше массы Луны m в 81 раз, а расстояние
между их центрами равно 60 радиусам Земли.

Дано:
М = 81m;
OO� = 60RЗ;

X — ?
 Земли. На это тело действуют силы гравитационного взаимодействия со стоA
роны Земли

�
1F  и со стороны Луны 

�
2.F  Согласно условию задачи �

� �
1 2 .F F ИсA

пользуя закон всемирного тяготения и учитывая условия, данные в задаче,
запишем:

�
�

0 0
2 2

З

.
(60 )

m M m m
G G

x R x

После сокращения получим

�
�2 2

З

81 1 .
(60 )x R x

Решив квадратное уравнение, найдем, что x = 54RЗ.
Ответ: x = 54RЗ.
Задача 16. Космический корабль массой 106 кг начинает подниматься верA

тикально вверх. Сила тяги его двигателей 2,94 � 107 Н. Определить ускореA
ние корабля и вес тела, находящегося в нем, если на Земле на тело действует
сила тяжести 5,88 � 102 Н. Ускорение свободного падения считать равным
g0 = 9,8 м/с2.

Рис. 2.35

Решение
Сделаем рисунок, связав ось координат Ox с центA

ром Земли и направив ее вдоль прямой, соединяющей
центры Земли и Луны (рис. 2.35). Пусть тело массой m0

находится на прямой ОО� на расстоянии x от центра
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Дано:
m1 = 106 кг;
F = 2,94 � 107 H;
mg0 = 5,88 � 102 H.

a — ?
P — ?

где M — масса Земли; m1 — масса ракеты; r = RЗ + h — расстояние от центра
Земли до центра масс ракеты; h — высота ракеты над поверхностью Земли;
RЗ — радиус Земли.

Поскольку в начале подъема ракеты h � RЗ, то можно считать, что r � RЗ.
Тогда

� 1
2
З

.
Mm

F G
R (2)

На основании второго закона Ньютона уравнение движения в скалярной
форме относительно выбранной оси Oy запишем в виде

Fтяги – F = m1a

или

� �1
тяги 12

З

,
Mm

F G m a
R (3)

� � � �тяги тяги
02

1 1З

,
F FGMa g
m mR

(4)

поскольку

� 02
З

GM g
R

— ускорение свободного падения на поC
верхности Земли.
Подставив числовые данные, получим:

a = (2,94 �107 � 106 – 9,8) = 19,6 = 2g0. (5)

Найдем вес тела, находящегося на
движущемся корабле. Вес тела, находяC
щегося в поднимающемся корабле, —
это сила, с которой тело давит на опору.
Для ее определения рассмотрим силы,
действующие на тело в корабле. Таких
сил две: сила тяготения

� � �
2 2

З

Mm MmF G G
r R

и N — сила нормальной реакции опоры. Рис. 2.36

Решение
На космический корабль действуют силы,

показанные на рисунке 2.36:
1)

�
тяги —F  сила тяги двигателей;

2)
�

—F  сила тяготения.
По закону всемирного тяготения

� 1
2

,
Mm

F G
r

(1)
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Запишем уравнение движения для тела массой m, находящегося в кораб+
ле, в скалярной форме относительно выбранной оси Oy:

N – F� = ma,

откуда

� ��� � � � � �� 	

 �2 2

З З

.Mm GMN F ma G ma m a
R R

Учитывая, что a = 2g0, �2
0З/ ,GM R g  находим

N = m(g0 + 2g0) = 3mg0. (6)

По третьему закону Ньютона сила, с которой тело давит на опору, т. е. вес
тела:

� �
� �

.P N

Таким образом, вес тела в космическом корабле, движущемся вертикаль+
но вверх:

P = 3mg0 = 3 � 5,88 � 102 H = 1,76 кH.

Ответ: a = 19,6 м/с2; P = 1,76 кН.
Задача 17. По круговой орбите вокруг Земли обращается спутник с пе+

риодом T = 90 мин (рис. 2.37). Определить высоту спутника. Ускорение
свободного падения g у поверхности Земли и ее радиус RЗ считать извест+
ными.

Дано:
Rз = 6400 км;
T = 90 мин;
g = 9,81 м/с2.

r — ?

где m — масса тела (спутника); R — радиус кривизны траектории.
Помимо этой силы инерции на тело

действует сила всемирного тяготения со
стороны Земли, равная

�
2

,mMF G
R

где G = 6,67 � 10–11 Н�м2/кг2 — гравита+
ционная постоянная; M — масса Земли.

Так как тело находится на высоте r,
то R = RЗ + r. Из третьего закона Нью+
тона получаем F = Fцс, откуда

� �
� �

2

2
З З

.
( )

m mMG
R r R r

Рис. 2.37

Решение
На всякое тело, движущееся по круговой орби+

те, действует центростремительная сила (если мы
поместим начало координат на теле). Она равна

��
2

цс ,mF
R
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Поэтому скорость спутника равна

� �
�З

.MG
R r

Если тело находится на поверхности Земли, то сила притяжения равна

� �
2
З

,mMF mg G
R

откуда ускорение свободного падения:

�
2
З

.Mg G
R

Поэтому

� �
�

2
З

З
.

gR
R r

С другой стороны, скорость спутника равна

� �
� � З2 ( )

,
R r
T

где 2�(RЗ + r) — периметр орбиты; T — период обращения.
Поэтому

� �
�

�

2
З З

3

2 ( )
,

gRR r
T R r

откуда

+ =
π

3 2
З З( )

2
TR r gR

или

� �
�

2 2
З3 З2

.
(2 )

T gR
r R

Подставив числовые данные (в системе СИ), получим

r = 273 км.

Ответ: r = 273 км.
Задача 18. Спутник обращается вокруг Земли по круговой орбите на  вы1

соте r = 520 км (рис. 2.37). Определить период обращения спутника. Ускоре1
ние свободного падения g у поверхности Земли и ее радиус RЗ считать извес1
тными.

Дано:
RЗ = 6400 км;
g = 9,81 м/с2;
r = 520 км.

T — ?

Решение
Воспользуемся вычислениями предыдущей за1

дачи. Скорость спутника на орбите:

� �
�

2
З

З
.

gR
R r
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С другой стороны, скорость спутника равна

� �
� � З2 ( )

,
R r
T

где 2�(RЗ + r) — периметр орбиты; T — период обращения.
Поэтому

� � �
�

2
З З

З

2 ( )
,

gRR r
T R r

откуда период

� �
�

3
З

2
З

2 ( )
.

R r
T

gR

Подставив числовые данные (в системе СИ), получим

T = 5700 с = 95 мин.

Ответ: T = 95 мин.
Задача 19. Определить линейную и угловую скорости спутника Земли,

обращающегося по круговой орбите на высоте r = 1000 км. Ускорение сво<
бодного падения g у поверхности Земли и ее радиус RЗ считать известными.

Дано:
RЗ = 6400 км;
g = 9,81 м/с2;
r = 1000 км.

� — ?
� — ?

Угловая скорость равна по определению �� �
R

, а так как R = RЗ + r, то

� � � �� � � � �
�

2
З 4 1 3 1

3
З

9,96 10 c 10 c .
( )

gR

R r

Ответ: � = 7,37 км/с; � � 10 – 3 с–1.
Задача 20. Во сколько раз средняя плотность земного вещества отличает<

ся от средней плотности лунного? Принять, что радиус Земли RЗ в 3,9 раз
больше радиуса Луны Rл и вес тела на Луне в 6 раз меньше веса тела на Земле.

Дано:
PЗ/Pл = 6;
RЗ/Rл = 3,9.

�З/�л — ?

где G = 6,67 � 10–11 Н�м2/кг2 — гравитационная постоянная; M — масса Земли.
Вес тела на поверхности Земли равен

�З 2
З

.mMP G
R

Решение
Для вычисления линейной скорости спутника

на орбите воспользуемся вычислениями задачи 17:

� �
�

2
З

З
.

gR
R r

Подставив числа, получим � = 7368 м/с � 7,37
км/с.

Решение
Сила всемирного тяготения, действующая на тело

массой m на расстоянии R от Земли, равна

�
2

,mMF G
R
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Вес тела на поверхности Луны равен

� л
л 2

л

.
mM

P G
R

Поделим первое на второе и получим

� �
2 2

З л л
2 2

л л лЗ З

. .
P mMR MRG
P G mM R M R

Откуда отношение масс равно

�
2

З З
2

л л л

. .
RPM

M P R

Плотность земли равна

� � �
�

З
3З
З

,
4
3

M M
V R

где � � 3
З З

4 —
3

V R  объем Земли.

Плотность Луны равна

� � �
�

л л
л

3л
л

.
4
3

M M
V R

Тогда отношение равно

�� � �
� �

3
3л

З л
3

3л лЗлЗ

4
3 .

4
3

R M R M
R MR M

Подставляем сюда

�
2

З З
2

л л л

.
RPM

M P R
и получаем:

�
� �

�

3 2
лЗ З З л З
3 2

л л З ллЗ

. . .
R R P R P

P R PR R

Подставляем числа:

� � � �
�

З

л

1 6 1,54.
3,9

Ответ: �З/�л = 1,54.
Задача 21. Какова масса Земли, если известно, что Луна в течение года

совершает 13 обращений вокруг Земли и расстояние от Земли до Луны равно
3,84 � 108 м?

Дано:
R = 3,84 � 108 м;
T = 1 год/13.

M — ?

Решение
На всякое тело, движущееся по круговой ор>

бите, действует центростремительная сила (если
мы поместим начало координат на теле). Она
равна
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��
2

цс ,mF
R

где m — масса тела (Луны); R — радиус кривизны траектории.
Помимо этой силы инерции на тело действует сила всемирного тяготения

со стороны Земли, равная

�
2

,mMF G
R

где G = 6,67 � 10–11 Н�м2/кг2 — гравитационная постоянная; M — масса
Земли.

Из третьего закона Ньютона получаем F = Fцс, откуда

� �
2

2
.m mMG

R R

Поэтому скорость Луны равна

� � .MG
R

С другой стороны, скорость Луны равна
�� � 2 ,R
T

где 2�R — периметр орбиты; T — период обращения.
Поэтому

� �2 ,R MG
T R

откуда масса Земли равна

� ���
2 32 . ,RM

T G

где T = 1 год/13 — период обращения Луны (за 1 год 13 раз).
Подставляем числа (переводя одновременно все величины в систему СИ):

�
��� �� � � �� �� � �	 


2 8 3
24

11

(3,84 10 )2 3,14 8,62 10 кг.
(365 24 3600/13) 6,67 10

M

Ответ: M = 8,62 � 1024 кг.
Задача 22. Латунная проволока диаметром d = 0,8 мм имеет длину

l = 3,6 м. Под действием силы F = 25 Н проволока удлиняется на �l = 2 мм.
Определить модуль Юнга для латуни.

Дано:
d = 0,8 мм = 0,8 � 10–3 м;
l = 3,6 м;
F = 25 Н;
�l = 2 м = 2 � 10–3 м.

E — ?

Решение
Запишем закон Гука:

����� = E	

или
�� � ,lE
l

(1)
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где напряжение

� � .F
S

(2)

Подставив выражение (2) в (1), получим

��
0

.F lE
S l (3)

Отсюда модуль Юнга:

� �
� � �

0 0
2

4
,

Fl Fl
E

S l d l
(4)

так как
��

2
.

4
dS

Подставив числовые данные в (4), получим

E = 9 � 1010 Па.

Ответ: E = 9 � 1010 Па.
Задача 23. Какой наибольшей высоты hmax можно выложить массивную

кирпичную колонну постоянного по высоте поперечного сечения S, чтобы
возникающая под действием силы тяжести деформация колонны оставалась
в пределах упругости? Каково при этом будет наибольшее относительное
сжатие кирпичной кладки? Модуль Юнга кирпича E = 300 M�a, плотность
кирпича � = 1,8 � 103 кг/м3. Напряжение на пределе упругости � = 3 МПа.

Дано:
E = 3 � 109 �a;
� = 1,8 � 103 кг/м3;
� = 3 � 106 Па;
g = 10 м/с2.

hmax — ?
� — ?

Следовательно, � = �gh, отсюда

��
	

.h
g

Наибольшая высота колонны:

� �� � 

� � �

6

max 3

3 10 166 м.
1,8 10 10

h
g

Относительное сжатие в сечении у основания колонны при этом будет
равно

� �� � � �
�

6

9

3 10 0,001.
3 10E

Ответ: hmax = 166 м; � = 0,001.

Решение
Наибольшее напряжение и наибольшее отA

носительное сжатие имеют место в сечении у
основания колонны:

� � ,mg
S

где m = �V = �hS — масса колонны; S — плоA
щадь поперечного сечения.
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Задача 24. Какого диаметра нужно взять круглый стальной стержень,
чтобы при нагрузке 25 000 Н растягивающее напряжение в нем было равно
60 H/мм2? Найти также абсолютное удлинение стержня, если его начальная
длина 2 м. Модуль упругости 2 � 105 H/мм2.

Дано:
F = 2,5 � 104 H;
� = 60 � 106 H/м2;
l0 = 2 м;
E = 2 � 1011 H/м2.

d — ?
�l — ?

Таким образом, диаметр стержня

� � �
��
4 0,023 23 мм.Fd

Согласно закону Гука

�� � � �
0

,lE E
l

отсюда найдем абсолютное удлинение стержня:

��
� � � � �0 46 10 м 0,6 мм.

l
l

E

Ответ: d = 23 мм; �l = 0,6 мм.
Задача 25. Две пружины с жесткостями k1 и k2 соединены последователь<

но. Найти жесткость k эквивалентной пружины.
Решение
При последовательном соединении сила упругости в пружинах одинако<

вая, а удлинения разные:

F = F1 = F2;
�x = �x1 + �x2.

Для эквивалентной пружины:

F = k�x;

� � � �� � � � � � � �� � � �
	 
 	 


1 2
1 2

1 2 1 2

1 1( ) .
F F

F k x x k kF
k k k k

Отсюда получаем:

� �� �� �
� 	1 2

1 11 ,k
k k

� �
1 2

1 1 1
k k k

Решение
Напряжение в стержне:

� � �
� 2

4 ,F F
S d

так как площадь сечения стержня
��

2
,

4
dS

где d — диаметр стержня.
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или
��
�

1 2

1 2
.

k k
k

k k

Если k1 = k2, то � 1 ,
2
k

k  т. е. при последовательном соединении одинако�

вых пружин жесткость эквивалентной пружины уменьшится в 2 раза.

Ответ: 
��
�

1 2

1 2
.

k k
k

k k
Задача 26. Две пружины с жесткостями k1 и k2 соединены параллельно.

Найти жесткость k результирующей пружины.
Решение
При параллельном соединении удлинения пружин одинаковы:

�x = �x1 = �x2.
Сила упругости:

F = F1 + F2,

т. е.
F = k1�x1 + k2�x2 = (k1 + k2)�x;

F = k�x;

k�x = (k1 + k2)�x � k = k1 + k2.

Если k1 = k2, то k = 2k1 — жесткость двух одинаковых пружин, соединен�
ных параллельно, возрастет в 2 раза.

Ответ: k = k1 + k2.
Задача 27. Тяжелый шарик, привязанный к нити длиной l, описывает в

горизонтальной плоскости окружность радиусом R. Какова частота движе�
ния шарика по окружности? Движение шарика равномерное. Сопротивле�
нием воздуха пренебречь (рис. 2.38).

Дано:
l;
R.

� —?
Равнодействующая этих сил направ�

лена горизонтально к центру окружнос�
ти, по которой движется шарик, и сооб�
щает шарику центростремительное ус�
корение.

Запишем уравнение второго закона
Ньютона в векторной форме:

� �
�� �

.nmg T ma (1)

Перейдем от векторной формы запи�
си уравнения (1) к скалярной, направив
оси Ox и Oy так, как показано на рисун�
ке 2.38: Рис. 2.38

Решение
На шарик действуют две силы:
1)

�
—mg  сила тяжести;

2)
�

—T  сила натяжения нити.
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Tsin� = man; (2)

Tcos� – mg = 0, (3)

где an — нормальное ускорение шарика, которое равно:

an = �2R = 4�2�2R. (4)

Разделив уравнение (2) на (3), получим:

� �
�

sin ;
cos

nmaT
T mg

� �tg ;na
g

an = g � tg�;

�� � � � � � �
�

2 2
2

tg
4 tg ; ,

4
g

R g
R

(5)

где
� �

�2 2
tg .R

l R
(6)

Подставив (5) в (6), получим

� �
� �2 2

1 .
2

g
l R

Ответ: � �
� �2 2

1 .
2

g
l R

Задача 28. Танк массой 50 т идет со скоростью 45 км/ч по выпуклому
мосту. Радиус кривизны моста 0,6 км. Найти силу давления танка на середи8
ну моста (рис. 2.39).

Дано:
m = 50 т = 50 000 кг;
R = 0,6 км = 600 м;
	 = 45 км/ч = 12,5 м/с.

Fд — ?

Равнодействующая этих сил

� �
� ��

R mg N

направлена вниз и сообщает танку центростремительное ускорение. Запишем
уравнение движения в векторной форме:

� �
�� �

.nmg N ma (1)

В скалярной форме уравнение (1)
будет иметь вид

mg – N = man, (2)

где ��
2

.na
R Рис. 2.39

Решение
Когда танк находится на середине мос8

та, на него действуют силы:
1)

�
—mg  сила тяжести, направленная

вертикально вниз;
2)

�
—N  сила реакции моста, направлен8

ная вертикально вверх.
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Отсюда сила реакции моста:

� � � �

� �� � � �� �	 


2
4

( );

12,55 10 10 490 кН.
600

n nN mg ma m g a

N

Сила давления Fд — сила, с которой танк давит на мост, равна по модулю
и противоположна по направлению силе реакции опоры N, т. е. � �

� �
д .F N  По%

этому сила давления танк на мост равна 490 кН.
Ответ: Fд = 490 кН.
Задача 29. Конькобежец движется со скоростью 12 м/с по окружности

радиусом 50 м. Под каким углом он должен наклониться, чтобы сохранить
равновесие?

Дано:
R = 50 м;
� = 12 м/с.

� — ?

Когда конькобежец движется прямолинейно, обе силы направлены вер%
тикально вверх и взаимно уравновешивают друг друга. На поворотах конь%
кобежец должен наклониться внутрь круга. При этом сила тяжести и сила
реакции опоры образуют между собой угол и не уравновешивают друг друга,
а создают равнодействующую, направленную внутрь круга, которая являет%
ся центростремительной силой:

� �
�� �

.nmg N ma (1)

Из рисунка 2.40 следует, что

Nsin� – mg = 0,
Ncos� = Fцс

или

� �
цс

tg ,mg
F

где ��
2

цс .mF
R

� � � �
� �

� � �
2 2

tg 3,4;

74 .

mgR gR
m

Ответ: � = 74�.
Задача 30. Мотоциклист движется по цилиндрической стене, радиус ко%

торой r = 5 м. Коэффициент трения между стеной и колесами мотоцикла по%
перек движения массы � = 0,3. Найти наименьшую скорость движения мо%
тоцикла, при которой он не скользит по стене (рис. 2.41).

Рис. 2.40

Решение
На конькобежца действуют две силы, если не учи%

тывать силу трения (рис. 2.40):
1)

�
—mg  сила тяжести, приложенная к центру тя%

жести;
2)

�
—N  сила реакции опоры (льда), направленная

вдоль его оси.
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Дано:
� = 0,3;
r = 5 м.

�min — ?
Запишем уравнение движения в векторной форме:

� � �
� �� �

тр ,nmg F F ma (1)

где an = �2/r — нормальное ускорение.
В скалярной форме:

�� �
2

cos ;mN
r

(2)

mg – Fтр = 0. (3)

Мотоциклист не скользит вниз по стене, если

� max
тр .mg F

Fтр = �N = �Fx = �Fcos�. (4)

Условие (4) перепишем следующим
образом:

υ< μ α = μ
2

cos mmg F
r

или

� �� � �
�

2 2, ,grgr

т. е.

� � � �
�

167 12,9 м/с.gr

Ответ: �min = 12,9 м/с = 46 км/ч.
Задача 31. Ведерко с водой вращают в вертикальной плоскости на веревE

ке длиной 0,4 м (рис. 2.42). С какой наименьшей скоростью нужно его враE
щать, чтобы при прохождении через верхнюю точку удержать воду в ведерке?

Дано:
l = 0,4 м.

� — ?
Направим ось Oy вертикально вниз к центру окружности. Запишем уравE

нение движения для воды в ведре в векторной форме:

� �
�� �

.nmg N ma

Проецируя это уравнение на ось Oy, получим

mg + N = man,

где ��
2

.na
l

Рис. 2.41

Решение
К мотоциклу приложены три силы:
1)

�
—mg  сила тяжести;

2)
�

—N  сила реакции опоры (стены);
3)

�
тр —F  сила трения.

Решение
На воду в ведерке действуют:
1)

�
—mg  сила тяжести;

2)
�

—N  сила нормальной реакции дна.
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Тогда

�� �
2

.mmg N
l

В момент отрыва воды от дна N = 0,
поэтому

��
2

,mmg
l

откуда

� � � � �10 0,4 2 м/с.gl

Ответ: � = 2 м/с.
Задача 32. Автомобиль массой m движется со скоростью � по выпуклому

мосту, радиус кривизны которого R. С какой силой Fд давит автомобиль на
мост в точке, направление на которую из центра кривизны моста составляет
с направлением на вершину моста угол � (рис. 2.43).

Дано:
m;
�;
R;
�.

Fд — ?

Запишем второй закон Ньютона в векторной форме:

� � � �
� � �� �
тяги тр .nF mg N F ma

Проецируя векторы на оси x и y, получим

N – mgcos� = –man.

Отсюда

�� �� � 	
 �
� 


2
cos .N m g

R

По третьему закону Ньютона сила
давления автомобиля на мост равна по
величине силе N, приложена к мосту и
направлена в сторону, противоположную
N, т. е. Fд = –N.

Ответ: 
�� �� � 	
 �

� 


2

д cos .F m g
R

Рис. 2.42

Рис. 2.43

Решение
По условию задачи автомобиль движется по окруж9

ности радиуса R с постоянной скоростью �. Следователь9
но, тангенциальное ускорение a� = 0, а центростреми9
тельное ускорение an = �2/R и направлено к центру ок9
ружности.

На автомобиль действуют:
1)

�
—mg  сила тяжести;

2)
�

—N  сила реакции моста;
3) Fтр — сила трения;
4) Fтяги — сила тяги мотора.
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2.11.
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО

РЕШЕНИЯ

1. Три тела, связанные невесомыми нитями, лежат на гладкой горизон'
тальной поверхности (рис. 2.44). К телу массой m1 приложена сила F1, на'
правленная вдоль плоскости, а к телу массой т3 — сила F2 > F1, направленная
в противоположную сторону. Найти на'
тяжение нити между грузами m1 и m2.

Ответ: 
� ��
� �

1 2 3 2 1

1 2 3

( )
.

m F m m F
T

m m m

2. На горизонтальной плоскости ле'
жат четыре связанных нитью равных
груза, массой m каждый (рис. 2.45). На
нити, прикрепленной к этим грузам и
перекинутой через неподвижный блок,
подвешен такой же груз. С каким ус'
корением движется эта система и какова сила натяжения нити между треть'
им и четвертым грузом? Трение не учитывать.

Ответ: T3–4 = 0,6mg.

3. Груз массой 100 кг опускают на тросе в трюм парохода равнозамедлен'
но с ускорением 0,5 м/с2. Определить силу натяжения троса.

Ответ: T = 1050 Н.

4. Под действием постоянной силы F = 10 H тело движется прямолиней'
но так, что зависимость пройденного пути от времени дается уравнением

S = A – Bt + �t2.

Найти массу тела, если � = 1 м/с2.
Ответ: m = 5 кг.

5. Поезд массой 500 т движется равнозамедленно при торможении, при
этом скорость его уменьшается в течение 1 мин от 40 до 28 км/ч. Найти силу
торможения.

Ответ: Fc = 2,77 � 104 H.

6. Две гири массой m1 = 2 кг и m2 = 1 кг соединены нитью и перекинуты
через невесомый блок. Найти ускорение, с которым движутся грузы, и натя'
жение нити. Трением пренебречь.

Ответ: а = 3,27 м/с2; Т = 13 Н.

7. Чтобы сдвинуть чемодан, лежащий на горизонтальной полке, к нему
нужно приложить силу не менее 50 Н. Определить массу чемодана, если ко'
эффициент трения между чемоданом и полкой равен 0,2.

Ответ: m = 15 кг.

Рис. 2.44

Рис. 2.45
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8. Какова сила тяги двигателя автомобиля при движении по горизонталь#
ному пути с постоянной скоростью, если коэффициент сопротивления дви#
жению k = 0,1? Масса автомобиля m = 1000 кг.

Ответ: F = 1000 Н.

9. Шкаф массой 100 кг толкают с силой F1 = 100 H; F2 = 200 H; F3 = 201 H;
F4 = 250 H. Найти ускорение шкафа, если коэффициент трения � = 0,2.

Ответ: a1 = a2 = 0; a3 = 0,01 м/с2; a4 = 0,5 м/с2.

10. По наклонной плоскости длиной 10 м и высотой 5 м с вершины начина#
ет двигаться тело без начальной скорости. Сколько времени будет продолжать#
ся движение тела до основания наклонной плоскости? Коэффициент трения
равен 0,2. Какую скорость будет иметь тело у основания наклонной плоскости?

Ответ: t = 2,5 c; � = 8 м/с.

11. Тело массой 2 кг движется по горизонтальной поверхности под дей#
ствием силы F = 20 H, направленной под углом 30� к горизонту. Определить
модуль силы взаимодействия тела с поверхностью, если коэффициент тре#
ния скольжения равен 1.

Ответ: Fтр = 14,1 Н.

12. Локомотив на горизонтальном пути развивает постоянную силу тяги
в 150 кН. На участке пути длиной 600 м скорость поезда возросла с 32,4 до
54 км/ч. Определить силу сопротивления движению, если масса поезда рав#
на 1000 т.

Ответ: Fс = 30 кН.

13. С каким ускорением трактор тянет прицеп, если сопротивление движе#
нию равно 1,5 кН, масса прицепа 500 кг, а сила тяги на крюке трактора 1,6 кН?

Ответ: а = 0,2 м/с2.

14. К подвижной вертикальной стен#
ке (рис. 2.46) приложили груз массой
5 кг. Коэффициент трения между гру#
зом и стенкой равен 0,4.

С каким минимальным ускорением
надо передвигать стенку влево, чтобы
груз не скользил вниз?

Ответ: а = 25 м/с2.

15. С ледяной горки длиной 10 м
съезжает ребенок на санках. В началь#
ный момент времени санки были непод#
вижны, а у основания горки их скорость
достигла 9 м/с. Определить коэффици#
ент трения полозьев санок о лед, если
наклон горки составляет угол � = 30�.

Ответ: � = 0,1. Рис. 2.46
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16. Груз массой 50 кг отпускают на
тросе в трюм парохода. График зави)
симости изменения скорости груза от
времени представлен на рисунке 2.47.
Найти силу натяжения троса при та)
ком движении груза в момент време)
ни t = 2 с.

Ответ: T = 500 Н.

17. В шахту опускается равноуско)
ренно бадья массой т = 280 кг. В пер)
вые t = 10 c она проходит путь S = 35 м.
Найти силу натяжения каната, к кото)
рому подвешена бадья.

Ответ: Т = 2600 Н.

18. С каким ускорением движутся
5 грузов (рис. 2.48), если массы их оди)
наковы? Трение не учитывать.

Ответ: а � 2 м/с2.

19. Чему равен модуль равнодей)
ствующей сил, приложенных к телу
массой 2 кг, если зависимость его ко)
ординат от времени имеет вид:

x(t) = 4t2 + 5t – 2,

y(t) = 3t2 + 4t + 14.

Ответ: F = 20 Н.

20. Чему равно ускорение силы тяжести на высоте, равной радиусу Зем)
ли? Какое расстояние пройдет тело за первую секунду, падая свободно с этой
высоты?

Ответ: g = 2,4 м/с2; S = l,2 м.

21. Вычислить первую космическую скорость у поверхности Луны, если
радиус Луны 1760 км, а ускорение свободного падения на Луне составляет
0,17 земного.

Ответ: �1 = 1,7 км/с.

22. Можно ли запустить спутник так, чтобы он все время находился над
одним тем же пунктом Земли?

Ответ: возможно, если период обращения спутника вокруг Земли будет
равен периоду обращения Земли вокруг своей оси и плоскость орбиты спут)
ника будет параллельна плоскости земного экватора.

Рис. 2.47

Рис. 2.48



ГЛАВА 2. ОСНОВЫ ДИНАМИКИ 137

23. Средняя высота спутника над поверхностью Земли равна 1700 км.
Определить его скорость и период обращения.

Ответ: � = 7 � 103 м/с; T = 7 � 103 c.

24. Средняя высота, на которой спутник движется над Землей, равна
1700 км. Найти скорость движения и период обращения спутника, если ра)
диус Земли 6400 км.

Ответ: � = 7 км/с; Т = 2 ч.

25. Вычислить модуль Юнга стальной проволоки, если при нагрузке
120 Н проволока длиной 12 м и поперечным сечением 0,36 мм2 удлиняется
на 2 мм.

Ответ: Е = 0,2 � 10 Н/м2.

26. Чему равно относительное укорочение стального стержня, сжатого
силой 6,28105 H, если диаметр стержня d = 2,8 см, а его модуль Юнга
E = 2 � 1011 Па?

Ответ: � = 0,004.

27. Деревянный стержень высотой 3 м имеет поперечное сечение 300 см2.
На сколько укоротится стержень под действием груза 50 000 Н? Модуль Юнга
принять равным 0,1 � 1011 Н/м2.

Ответ: �l = 0,5 мм.

28. Какую наименьшую длину должна иметь свободно подвешенная за
один конец стальная проволока, чтобы она разорвалась под действием силы
тяжести? Предел прочности стали � = 3,8 � 108 Па, плотность � = 7800 кг/м3.

Ответ: l = 49,7 м.

29. Под действием силы 3 Н пружина удлинилась на 4 см. Каков модуль
силы, под действием которой увеличение составит 6 см?

Ответ: F = 4,5 H.

30. С какой скоростью должен двигаться мотоциклист по выпуклому уча)
стку дороги, имеющему радиус кривизны 40 м, чтобы в верхней точке вы)
пуклости давление на дорогу было равно нулю?

Ответ: � = 20 м/с.

31. Небольшое тело скользит вниз с высшей наружной поверхности обру)
ча. На какой высоте h от начала движения тело оторвется от обруча и поле)
тит вниз? Трение не учитывать.

Ответ: h = R/3.

32. Канат, на котором висит груз массой m, из вертикального положения
переведен в горизонтальное и отпущен. Найти силу натяжения каната при
прохождении положения равновесия.

Ответ: T = 3mg.
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33. На горизонтальной вращающейся платформе лежит груз на расстоя*
нии 75 см от оси вращения. Каков должен быть коэффициент трения, чтобы
груз не скользил, если платформа вращается с частотой � = 12 мин–1?

Ответ: � > 0,12.

34. Велосипедист массой 80 кг движется со скоростью 10 м/с по вогнуто*
му мосту радиусом 20 м. С какой силой велосипедист давит на мост в нижней
его точке?

Ответ: Fд = 1200 Н.

2.12.
КОНТРОЛЬНЫЕ ТЕСТЫ

ЗАКОНЫ НЬЮТОНА

1. Модуль скорости автомобиля массой 600 кг изменяется в соответствии
с графиком, приведенным на рисунке. Определить модуль равнодействую*
щей силы в момент времени t = 3 c.

1) 0 Н; 2) 600 Н; 3) 3000 Н; 4) 1200 Н.

2. Чему равен модуль равнодействующей сил, приложенных к телу мас*
сой 1 кг, если зависимость его координат от времени имеет вид:

x(t) = 4t2 + 5t – 2,

y(t) = 3t2 + 4t + 14.

1) 8 Н; 2) 6 Н; 3) 1 Н; 4) 14 Н.

3. Брусок массой m1 = 0,2 кг соединен с бруском массой m2 = 0,3 кг неве*
сомой и нерастяжимой нитью, перекинутой через неподвижный невесомый
блок. Чему равна сила давления на ось блока при движении грузов?
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1) 2,4 Н; 2) 4,8 Н; 3) 1,2 Н; 4) 3,6 Н.

4. Четыре одинаковых кубика, соединенные невесомыми нитями, дви!
жутся по гладкому горизонтальному столу под действием горизонтальной
силы F, приложенной к первому кубику. Чему равна сила натяжения нити,
связывающей первый и второй кубик?

1) 0,25F; 2) 0,5F; 3) 0,75F; 4) F.

5. Поезд массой m = 150 т под действием тормозящей силы F = 150 кH
остановился, пройдя тормозной путь S = 50 м. С какой скоростью двигался
поезд перед торможением?

1) 5 м/с; 2) 10 м/с; 3) 15 м/с; 4) 20 м/с.

6. С каким ускорением а нужно поднимать гирю, чтобы вес ее увеличил!
ся в 2 раза?

1) a = 2g; 2) a = 0,5g; 3) a = 0,25g; 4) a = g.

7. Тело массой 0,2 кг падает вертикально вниз с ускорением 9 м/с2. Чему
равна средняя сила сопротивления воздуха?

1) 0,2 Н; 2) 2 Н; 3) 0,1 Н; 4) 20 Н.

8. К невесомой нити подвешен груз массой 1 кг. Чему равно натяжение
нити, если точка подвеса нити движется равноускоренно вертикально вниз с
ускорением 4 м/с2?

1) 2 Н; 2) 4 Н; 3) 6 Н; 4) 8 Н.
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9. График зависимости изменения скорости от времени для груза массой
50 кг, который поднимают вертикально вверх с помощью троса, представлен
на рисунке. Какова сила натяжения троса?

1) 480 Н; 2) 520 Н; 3) 500 Н; 4) 510 Н.

10. График зависимости скорости от времени поднимающегося вверх лиф:
та представлен на рисунке. С какой силой человек в лифте массой 60 кг да:
вит на пол во время движения лифта?

1) 240 Н; 2) 576 Н; 3) 600 Н; 4) 624 Н.

11. С каким ускорением брусок скользит вниз по наклонной плоскости с
углом наклона к горизонту � = 30� при коэффициенте трения � = 0,2?

1) 1,1 м/с2; 2) 2,2 м/с2; 3) 3,3 м/с2; 4) 4,4 м/с2.

12. Тело массой 1 кг движется по горизонтальной плоскости под действи:
ем силы, равной 5 Н, направленной под углом 30� к горизонту. Чему равна
сила трения, действующая на тело, если коэффициент трения скольжения
между телом и плоскостью � = 0,2?

1) 0,5 Н; 2) 0,7 Н; 3) 1 Н; 4) 1,5 Н.

13. На рисунке представлен график зависимости модуля силы трения F
от модуля силы нормального давления N. Определить коэффициент трения
скольжения.

1) 0,1; 2) 0,5; 3) 0,2; 4) 0,25.

14. На наклонной плоскости, составляющей угол 30� с горизонтом, ле:
жит тело массой 10 кг. К нему приложена сила 50 Н, перпендикулярная плос:
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кости и прижимающая тело к плоскости. Коэффициент трения между телом
и плоскостью 0,5. Чему равна сила трения?

1) 25 Н; 2) 86 Н; 3) 68 Н; 4) 50 Н.

15. Тело массой 1 кг движется по горизонтальной плоскости под действи-
ем силы 5 Н, направленной под углом 30� к горизонту. Коэффициент трения
скольжения между телом и плоскостью равен 0,1. Чему равна сила трения,
действующая на тело?

1) 0,75 Н; 2) 7,5 Н; 3) 1,25 Н; 4) 12,5 Н.

16. Брусок массой 0,5 кг прижат к вертикальной стене силой F = 10 H,
направленной горизонтально. Коэффициент трения скольжения между брус-
ком и стеной � = 0,4. Какую минимальную силу надо приложить к бруску по
вертикали, чтобы равномерно поднимать его вертикально вверх?

1) 3 Н; 2) 4 Н; 3) 5 Н; 4) 9 Н.

17. Санки, съехав с горки, движутся далее по горизонтальной дорожке.
Уравнение изменения координаты санок по дорожке x = 5 + 8t – 3t2. Чему
равен коэффициент трения полозьев санок о дорожку?

1) 0,4; 2) 0,3; 3) 0,8; 4) 0,6.

18. От чего зависит время остановки санок на горизонтальной дороге под
действием силы трения?

1) От массы m;
2) от коэффициента трения скольжения �;
3) от скорости в момент начала торможения �0;
4) от скорости в начале торможения �0 и коэффициента скольжения �.

19. Если на лежащее на горизонтальной поверхности тело массой 3 кг
подействовать горизонтальной силой 5 Н, чему будет равна сила трения, дей-
ствующая на тело (коэффициент трения между телом и поверхностью � = 0,2)?

1) 6 Н; 2) 5 Н; 3) 10 Н; 4) 15 Н.

20. Брусок массой m движется равноускоренно по горизонтальной поверх-
ности под действием силы F, как показано на рисунке. Коэффициент трения
скольжения равен �.

Чему равно ускорение бруска?
1) �(mg – Fsin�); 2) Fcos�;
3) mgcos�; 4) F(�sin� + cos�)/m – �g.
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СИЛЫ ТРЕНИЯ

1. Во сколько раз скорость искусственного спутника, вращающегося во(
круг Земли по круговой орбите радиуса R, больше скорости спутника, вра(
щающегося по орбите радиуса 2R?

1) 1; 2) 2; 3) 2; 4) 4.

2. Если массу спутника, вращающегося по круговой орбите над поверх(
ностью Земли на высоте h � Rз, увеличить в 2 раза, его первая космическая
скорость...

1) увеличится в 4 раза; 2) увеличится в 2 раза;
3) уменьшится в 2 раза; 4) не изменится.

3. Чему равно отношение сил тяготения, действующих на поверхности
Земли на этой высоте, при подъеме ракеты на высоту, равную радиусу
Земли?

1) 9; 2) 10; 3) 4; 4) 6.

4. Во сколько раз сила притяжения Земли к Солнцу меньше силы притя(
жения Венеры к Солнцу? Масса Венеры составляет 0,8 массы Земли, а рас(
стояние от Солнца до Венеры составляет 0,7 расстояния от Солнца до Земли.

1) в 0,5 раза; 2) в 1,1 раза;
3) в 1,6 раза; 4) в 6,67 раза.

5. Плотность Марса приблизительно равна плотности Земли, а масса в
10 раз меньше. Определить отношение периода обращения спутника, дви(
жущегося вокруг Марса по низкой круговой орбите, к периоду обращения
аналогичного спутника Земли.

1) 1; 2) 2; 3) 0,5; 4) 0,7.

6. Средняя высота, над которой спутник двигается над Землей, 1700 км.
Найти скорость движения и период обращения спутника, если радиус Земли
6400 км, а масса 6 � 1024 кг.

1) 1 ч; 2) 2 ч; 3) 1,5 ч; 4) 2,5 ч.

7. Найти скорость искусственного спутника Земли, обращающегося по
круговой орбите на высоте 3600 км над поверхностью Земли.

1) 5 км/с; 2) 6,4 км/с; 3) 2,5 км/с; 4) 10 км/с.

8. Найти первую космическую скорость для планеты, масса которой в
n1 = 3,5 раза больше массы Земли. Радиус планеты больше земного в
n2 = 2,5 раза. Принять первую космическую скорость для Земли равной
�1 = 7,9 км/с.

1) 9,3 км/с;     2) 10 км/с; 3) 6,5 км/с; 4) 12 км/с.

9. Определить среднюю плотность планеты, продолжительность суток
на которой Т = 6 ч. На экваторе этой планеты пружинные весы показыва(
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ют на k = 0,1 меньший вес, чем на полюсе. Гравитационная постоянная
G = 6,67 � 10–11 м2/кг�с.

1) 2 � 103 кг/м3; 2) 3 � 103 кг/м3;
3) 4 � 103 кг/м3; 4) 5 � 103 кг/м3.

10. Найти ускорение силы тяжести на поверхности некоторой планеты, ра(
диус которой в n раз больше радиуса Земли и масса в m раз больше массы Земли.

1)
2

2
;m g

n
2) ;m g

n
3)

2
;m g

n
4) .n g

m

ГРАВИТАЦИОННЫЕ СИЛЫ

1. Под действием груза проволока удлинилась на 1 см. Этот же груз подве(
сили к проволоке такой же длины из такого же материала, но имеющей в
2 раза большую площадь поперечного сечения. Удлинение проволоки стало...

1) 0,25 см;    2) 0,5 см; 3) 1 см; 4) 2 см.

2. Когда к пружине жесткостью 500 Н/м подвесили груз массой 1 кг, ее
длина стала 12 см. До какой длины растянется пружина, если к ней подве(
сить еще один груз массой 1 кг?

1) 0,13 м; 2) 0,14 м; 3) 0,16 м; 4) 0,15 м.

3. Если жесткость пружины равна k1, то чему равна жесткость трех та(
ких пружин, соединенных последовательно?

1) � 1 ;
3
k

k 2) k = 3k1; 3) k1; 4) k = 9k1.

4. Три пружины с жесткостями k1 соединены параллельно. Найти жест(
кость k результирующей пружины.

1) k = 3k1; 2) � 1 ;
3
k

k 3) k1; 4) 9k1.

5. Жесткость стального провода равна 104 Н/м. Если к концу троса, спле(
тенного из 10 таких проводов, подвесить груз массой 200 кг, на сколько уд(
линится трос?

1) 2,5 см;     2) 2 см; 3) 1,5 см; 4) 0,5 см.

6. Когда к пружине длиной 15 см подвесили груз массой 1 кг, длина пру(
жины стала 17 см. Каков коэффициент жесткости пружины?

1) 200 Н/м;    2) 250 Н/м; 3) 500 Н/м; 4) 100 Н/м.

7. К пружине длиной 10 см с коэффициентом жесткости 500 Н/м подве(
сили груз массой 1 кг. Какой стала длина пружины?

1) 14 см; 2) 12 см; 3) 10 см; 4) 15 см.

8. Стержень, сделанный из материала с модулем Юнга Е = 200 ГПа, дли(
ной l = 1 м имеет поперечное сечение S = 2 см2. На стержень действует растя(
гивающая сила F = 600 кН вдоль оси стержня. Найти удлинение стержня.

1) 1,5 см; 2) 3 см; 3) 2 см; 4) 5 см.
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9. Стержень длиной l = 2 м имеет поперечное сечение S = 3 см2. Опреде#
лите относительное укорочение стержня под действием силы F = 105 МПа,
если модуль Юнга материала, из которого сделан стержень, Е = 105 МПа.
Массой стержня пренебречь.

1) 3%; 2) 2%; 3) 1%; 4) 5%.

10. Если под действием груза массой 500 г пружина динамометра растя#
нулась на 4 мм, на сколько она растянется под действием груза весом 10 Н?

1) 6 мм; 2) 10 мм; 3) 5 мм; 4) 8 мм.

СИЛЫ УПРУГОСТИ

1. Чему равна минимальная скорость, с которой тело, привязанное к нити
и вращающееся в вертикальной плоскости, может пройти наивысшую точку
траектории?

1) � �min 2 ;gl 2) � �min 2 ;gl 3) � �min ;gl 4) � �min .
2
gl

2. Сила натяжения нити математического маятника при прохождении
им положения равновесия равна 2mg. С какой высоты над уровнем положе#
ния равновесия началось движение маятника?

1) 2l; 2) l/2; 3) l/4; 4) l.
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3. Мотоциклист совершает крутой поворот, двигаясь по дуге окружности
радиусом 10 м со скоростью 10 м/с. Под каким углом к горизонту он должен
наклониться, чтобы сохранить равновесие?

1) � = arctg0,1;    2) � = atctg0,5; 3) � = �/6; 4) � = 45�.

4. При какой угловой cкорости платформы � (� — коэффициент трения
между телом и платформой) тело не может удержаться в состоянии покоя
относительно круглой горизонтальной платформы радиуса R, вращающейся
вокруг вертикальной оси, проходящей через центр платформы?

1) � � 	 ;g
R

   2) � � 	 ;g
R

  3) � � 	2 ;g
R

4) � � .g
R

5. Движение материальной точки по окружности с постоянной скорос<
тью следует считать...

1) равноускоренным движением;
2) равномерным движением;
3) движением с переменным ускорением;
4) движением, при котором �

�
const.a

6. Какое направление будет иметь вектор ускорения, если на тело, дви<
жущееся со скоростью υ

�
,  подействовать силой 

�
,F  как показано на рисунке?

1) Вправо; 2) вдоль ОС; 3) вверх; 4) вниз; 5) влево.

7. Какое направление имеет равнодействующая всех сил, действующих
на шарик, привязанный к нити и движущийся по окружности в горизон<
тальной плоскости с постоянной по величине скоростью?
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1) по нити вверх; 2) вправо к центру окружности;
3) по направлению нити вниз; 4) вертикально вниз.
5) влево.

8. Шар, закрепленный на тонком невесомом стержне, начал в результате
толчка свободно вращаться из положения А без трения в вертикальной плос9
кости. Какое направлеет имеет вектор ускорения шара в точке В?

1) 1; 2) 2; 3) 3; 4) 4; 5) 5.

9. Две материальные точки движутся по окружностям радиусами R1 и R2,
причем R1 = 2R2. Если угловые скорости точек одинаковы, чему равно отно9
шение их центростремительных ускорений a1/a2?

1) 2; 2) 4; 3) 1/2; 4) 1/4.

10. Чему равна наибольшая скорость, с которой автомобиль может дви9
гаться по закруглению дороги радиуса R при коэффициенте трения скольже9
ния между шинами и дорогой �?

l) � ;gR 2) � 2 ;gR 3) � ;gR 4)
�

.gR



Г Л А В А  Т Р Е Т Ь Я

РАБОТА И ЭНЕРГИЯ.
ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ

МЕХАНИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ

3.1.
МЕХАНИЧЕСКАЯ РАБОТА И МОЩНОСТЬ.

КИНЕТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ

Пусть некоторая постоянная сила 
�
F  действует на тело, которое перемеща�

ется по линии действия силы. В этом случае сила либо изменяет скорость
тела, сообщая ему ускорение, либо компенсирует действие другой силы (или
сил), противодействующей движению. Действие силы 

�
F  на некотором пере�

мещении S характеризуется механической работой (или просто работой).
Работой А называют скалярную величину, равную произведению модуля

силы
�
,F  действующей на тело, и модуля перемещения S, совершаемого те�

лом в направлении действия этой силы, т. е.

A = F � S. (3.1)

Однако направления силы и переме�
щения могут и не совпадать (рис. 3.1).

Как вычислить работу в этом слу�
чае? Разложим силу 

�
F  на две взаимно

перпендикулярные составляющие 
�
1F  и�

2.F  Так как в вертикальном направле�
нии тело не перемещается, сила 

�
2F  ра�

боту не совершает (A2 = 0). Поэтому ра�
бота силы 

�
F  равна работе силы 

�
1 :F

A = A1 = F1 � S,
но

F1 = Fcos�,

где � — угол между направлением силы 
�
F  и перемещением тела S.

Следовательно, работа силы 
�

:F

A = FScos�. (3.2)

В общем случае механическая работа равна произведению модулей силы
и перемещения и косинуса угла между ними.

Формулы (3.1) и (3.2) справедливы, если сила постоянна и перемещение
происходит вдоль прямой.

Рис. 3.1
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Работа может быть как положительной величиной, так и отрицательной.
Знак работы определяется знаком косинуса угла между направлением силы
и перемещением. Если

0 � � < �/2,

работа положительна; если

�/2 < � � �,

работа отрицательна.
Например, отрицательную работу совершают сила тяжести при подъеме

тела вверх, сила сопротивления воздуха при падении парашютиста, силы
трения и т. д.

При � = 90� (сила перпендикулярна перемещению) работа не совершает:
ся. Так, сила тяжести не совершает работу при перемещении тела вдоль го:
ризонтальной плоскости. При движении спутника по круговой орбите сила
тяготения также не совершает работу.

Единицу работы установим из формулы (3.1). В СИ за единицу работы
принят 1 Дж (джоуль). 1 Дж — работа, совершаемая силой 1 Н на переме:
щении 1 м, если направления силы и перемещения совпадают, т. е. 1 Дж =
= 1 Н�1 м = 1 Н�м.

Часто важно знать не только работу, но и время, в течение которого она
совершена. Поэтому вводится физическая величина — мощность.

Мощностью N называют отношение работы А к промежутку времени t, в
течение которого эта работа была совершена:

N = A/t. (3.3)

В СИ за единицу мощности принят 1 Вт (ватт): 1 Вт = 1 Дж/1 с = 1 Дж/с.
В технике используются внесистемные единицы мощности: 1 кВт = 103:

Вт, 1 МВт = 106 Вт. Употребляют также единицу мощности, называемую
лошадиной силой — 1 л. с. = 735 Вт.

Работа, совершаемая за 1 ч при мощности в 1 кВт, называется киловатт:
часом: 1 кВт � ч = 103 Вт � 3600 с = 3,6 � 106 Дж.

Между прочим, при нормальной работе лошадь развивает мощность око:
ло 392 Вт. Средняя мощность нормально работающего человека составляет
90 Вт, мощность муравья 10–5 Вт. Мощности, развиваемые двигателями, ко:
леблются от долей ватта до сотен и тысяч мегаватт (для двигателей косми:
ческих ракет).

Установим связь между мощностью и скоростью при равномерном дви�
жении:

�� � � � �cos cos ,A FSN F
t t

(3.4)

так как � = S/t. Если направление силы совпадает с направлением переме:
щения, то cos� = 1 и

N = F � �. (3.5)
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Эта формула справедлива как для постоянной, так и для переменной силы.
В последнем случае определяется мгновенная мощность, т. е. мощность для
того момента времени, для которого взято значение скорости и силы.

3.1.1.
КИНЕТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ

Допустим, что тело массой m движется по прямой без трения со скорос5
тью �

�
1  слева направо. На тело начинает действовать постоянная сила 

�
,F  сооб5

щающая ему ускорение. Тело проходит под действием силы расстояние S.
В конце этого пути скорость тела стала �

�
2.  Определим работу силы 

�
.F

Так как направления силы и перемещения совпадают, то работа

A = F � S. (3.6)

Путь, пройденный телом при равноускоренном движении:

� � �
�

2 2
12 .

2
S

a
(3.7)

Подставив выражение (3.7) в (3.6) и учитывая, что

F/m = a,

получим:

� � � � �
� � �

2 2 2 2
12 2 1 .

2 2 2
m m

A F
a

(3.8)

В полученном выражении член 
�2

2

2
m

 характеризует конечное состояние

тела, а член 
�2

1 —
2

m
 его начальное состояние.

Величина, равная половине произведения массы тела на квадрат его ско5
рости, называется кинетической энергией:

��
2

.
2k

mE (3.9)

Выражение (3.8) с учетом (3.9) можно переписать в виде

A = Ek1 – Ek2, (3.10)

т. е. работа равна изменению кинетической энергии тела:

A = �Ek. (3.11)

Равенство (3.11) выражает теорему об изменении кинетической энергии:
изменение кинетической энергии тела (материальной точки) за некоторый
промежуток времени равно работе, совершенной за это время силой, дей5
ствующей на тело.

Кинетическая энергия тела увеличивается, если работа положительна,
и уменьшается, если работа отрицательна.

Кинетическая энергия выражается в тех же единицах, что и работа, т. е.
в джоулях.
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3.1.2.
РАБОТА СИЛЫ ТЯЖЕСТИ

И ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ ЭНЕРГИЯ

Найдем работу, совершаемую силой тяжести �
� �
тF mg  при перемещении

тела массой т вертикально вниз с высоты h1 над поверхностью Земли до
высоты h2 (рис. 3.2).

Так как перемещение совпадает по направлению с вектором силы тяжес5
ти, работа силы тяжести А = Fт � S или

A = mg(h1 – h2) = mgh1 – mgh2. (3.12)

Теперь рассмотрим движение тела по наклонной плоскости. При переме5
щении тела вниз по наклонной плоскости (рис. 3.3) сила тяжести совершает
работу

А = mgScos� = mgh, (3.13)

где h — высота наклонной плоскости; S — модуль перемещения, равный дли5
не наклонной плоскости.

Движение тела из точки В в точку С по произвольной траектории (рис. 3.4)
можно мысленно представить состоящим из перемещений по участкам на5

Рис. 3.2 Рис. 3.3

Рис. 3.4 Рис. 3.5
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клонных плоскостей с различными высотами h�, h�� и т. д. Работа силы тяжес/
ти на всем пути из точки В в С равна сумме работ на отдельных участках пути:

A = mgh� + mgh�� + ... + mghn = mg(h1 – h2), (3.14)

где h1 и h2 — высоты от поверхности Земли, на которых расположены соот/
ветственно точки В и С.

Равенство (3.14) показывает, что работа силы тяжести не зависит от тра/
ектории движения тела и всегда равна произведению модуля силы тяжести
на разность высот в начальном и конечном положениях.

При движении вниз работа силы тяжести положительна, при движении
тела вверх сила тяжести совершает отрицательную работу. Если тело дви/
жется по замкнутой траектории в поле тяготения 1–2–3–1 (рис. 3.5), работа
силы тяжести оказывается равной нулю, т. е.

А1–2–3–1 = 0. (3.15)

Силы, работа которых не зависит от формы траектории движения тела,
называют консервативными, а поле таких сил — потенциальным. Таким
образом, сила тяжести — консервативная сила, а поле тяготения (гравита/
ционное поле) является потенциальным.

Выражение (3.14) для работы силы тяжести можно переписать в виде

А = –(mgh2 – mgh1), (3.16)

т. е. работа силы тяжести равна изменению величины mgh, взятому с обрат/
ным знаком.

Физическую величину, равную произведению массы тела на модуль ус/
корения свободного падения и на высоту, на которую поднято тело над по/
верхностью Земли, называют потенциальной энергией тела:

Ер = mgh. (3.17)

Формулу (3.16) перепишем в виде

А = –(Ep2 – Epi) = –�Ep. (3.18)

Работа силы тяжести равна изменению потенциальной энергии тела, взя/
тому с противоположным знаком.

Когда сила тяжести совершает отрицательную работу, потенциальная энер/
гия тела увеличивается: Ep2 > Ep1; если сила тяжести совершает положитель/
ную работу, потенциальная энергия, напротив, уменьшается: Ep2 < Ep1.

Значение потенциальной энергии тела, поднятого над Землей, зависит от
выбора нулевого уровня, т. е. высоты, на которой потенциальная энергия
принимается равной нулю. Обычно равной нулю принимают потенциальную
энергию тела на поверхности Земли. При таком выборе нулевого уровня по/
тенциальная энергия Ер тела, находящегося на высоте h над поверхностью
Земли, равна

Ep = mgh,

где h — расстояние от тела до поверхности Земли.
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В отличие от кинетической энергии поступательного движения, которая
может иметь лишь положительные значения, потенциальная энергия тела
может быть как положительной, так и отрицательной.

Тело массой т, находящееся на глубине h от поверхности Земли, облада4
ет отрицательной потенциальной энергией:

Еp = –mgh.

3.1.3.
РАБОТА СИЛЫ УПРУГОСТИ

И ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ ЭНЕРГИЯ

Если к пружине с жесткостью k прикрепить шар, растянуть пружину и
затем отпустить шар, то под действием силы упругости растянутой пружины
шар придет в движение и переместится на некоторое расстояние (рис. 3.6).

Вычислим работу, совершаемую силой упругости при изменении де4
формации (удлинении) пружины от некоторого значения x1 до конечного
значения x2 (рис. 3.6). Сила упругости — величина переменная: F1 = kx1;
F2 = kx2.

Для вычисления работы надо взять среднее значение силы

��� � 1 21 2
ср

( )
2 2

k x xF F
F (3.19)

и умножить на модуль перемещения

S = x1 – x2.

Получим
−+= ⋅ = ⋅ − =

2 2
1 2 1 2

ср 1 2
( )( )

( )
2 2

k x xk x x
A F S x x

или

�
� �

2 2
12( )

.
2

k x x
A (3.20)

Физическая величина, равная половине произведения жесткости тела на
квадрат его деформации, называется
потенциальной энергией упруго дефор4
мируемого тела:

                         �
2

.
2p

kxE (3.21)

Из формул (3.20) и (3.21) следует, что

            A = –(Ep2 – Ep1) = –�Ep. (3.22)

Знак «–» показывает, что в резуль4
тате работы, совершаемой силой упру4
гости, потенциальная энергия пружи4
ны уменьшается (Ep2 < Ep1).Рис. 3.6
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Если x2 = 0, x1 = x, то из формулы (3.20) видно, что

� �
2

,
2p

kxE A (3.23)

т. е. потенциальная энергия растянутой пружины равна работе, которую со;
вершает сила упругости при переходе тела в состояние, при котором дефор;
мация равна нулю (Ep = 0).

Потенциальной энергией не может обладать тело, не взаимодействующее
с другими телами. Потенциальная энергия поднятого над Землей тела — это
энергия взаимодействия тела и Земли посредством гравитационных сил.
Потенциальная энергия упруго деформированного тела — это энергия взаи;
модействия отдельных частей тела между собой посредством сил упругости.
Поэтому можно сказать, что потенциальной энергией называется энергия,
определяемая взаимным расположением тел или частей одного и того же
тела.

Сумму кинетической и потенциальной энергии тела называют полной
механической энергией этого тела:

E = Ek + Ep. (3.24)

И кинетическая, и потенциальная энергия тела показывают, какую ра;
боту может совершить тело. Энергия равна той максимальной работе, кото;
рую тело может совершить в данных условиях. Поэтому говорят, что работа
является мерой изменения энергии.

3.2.
ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ

В МЕХАНИКЕ

Рассмотрим движение тела в замкну;
той системе, в которой действуют только
консервативные силы. Пусть, например,
тело массой m свободно падает на Землю
с высоты h (рис. 3.7) (сопротивление воз;
духа отсутствует). В точке 1 потенциаль;
ная энергия тела относительно поверх;
ности Земли равна Ep = mgh, а кинети;
ческая энергия Еk = 0, так что полная
механическая энергия тела:

E = Ek1 + Ep1 = mgh. (3.25)

При падении тела потенциальная
энергия тела уменьшается, так как
уменьшается высота тела над Землей,
а его кинетическая энергия увеличи;
вается, так как увеличивается скорость
тела. Рис. 3.7
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На участке 1–2, равном h1, убыль потенциальной энергии

�Ep = mgh1,

а прирост кинетической энергии

�
� �

2
2 ,

2k
m

E

где �2 — скорость тела в точке 2.
Так как

� �2
12 2 ,gh

то
�

� � �
2
2

1.
2k

m
E mgh

Отсюда следует, что прирост кинетической энергии тела равен убыли его
потенциальной энергии. Следовательно, происходит переход потенциальной
энергии тела в его кинетическую энергию, т. е.

�Ek = –�Ep.

В точке 2 потенциальная энергия тела:

Ep2 = Ep1 – �Ep = mgh – mgh1.

Его кинетическая энергия:

Ek2 = �Ek = mgh1.

Следовательно, полная механическая энергия тела в точке 2:

E2 = Ek2 + Ep2 = mgh1 + mgh – mgh1 = mgh. (3.26)

В точке 3 (h = 0) Ep3 = 0, а

�
�

2
3

3 ,
2k

m
E

где �3 — скорость тела в момент падения на Землю.
Так как

� �2
3 2 ,gh

то

Ek3 = mgh,

т. е. в точке 3 полная энергия тела E = mgh. Следовательно, за все время
движения

E = Ek + Ep = const. (3.27)
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Последняя формула выражает за�
кон сохранения энергии в замкнутой
системе, в которой действуют лишь
консервативные силы — полная меха2
ническая энергия замкнутой системы
тел, взаимодействующих между со2
бой только консервативными силами,
при любых движениях тел не изме2
няется. Происходят только взаимные
превращения потенциальной энергии
тел в их кинетическую и обратно.

Рассмотрим систему тел, где кро2
ме консервативных сил действуют не2
консервативные   силы,   например
силы трения. Рассмотрим движение
парашютиста с раскрытым парашю2
том (рис. 3.8).

Пусть движение установилось, т. е.
парашютист опускается вертикально
вниз с постоянной скоростью �. В точ2
ке 1 его полная механическая энергия
равна

          
�� � � �

2

1 1 1 .
2k p

mE E E mgh (3.28)

При движении парашютиста вниз кинетическая энергия не изменяется
(� = const), а его потенциальная энергия уменьшается. Следовательно, по2
тенциальная энергия затрачивается на совершение работы против силы со2
противления движению тела со стороны воздуха. При этом происходит пере2
ход части механической энергии тела во внутреннюю с выделением теплоты
(от трения нагревается купол парашюта, воздух и др.).

На поверхности Земли в момент приземления Ep2 = 0, Ek2 = m�2/2, пол2
ная механическая энергия

��
2

2 ,
2

mE

т. е. она меньше полной механической энергии тела в точке 1 (E2 < E1).
В общем виде закон сохранения энергии в природе формулируется так:

полная энергия изолированной системы тел остается постоянной при всех
изменениях, происходящих внутри этой системы, или при любых физичес�
ких взаимодействиях энергия не возникает и не исчезает, а только превра�
щается из одного вида в другой.

Закон сохранения и превращения энергии является фундаментальным
законом природы. Его справедливость подтверждена многовековой практи2
кой человеческой деятельности. Нет и не может быть явлений, машин и
механизмов, в которых нарушался бы закон сохранения энергии.

Рис. 3.8
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3.3.
ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 1. Груженая шахтная клеть массой 10 т поднимается с ускорени)
ем 0,5 м/с2 (рис. 3.9). Определить работу по подъему клети за первые 10 с
движения.

Дано:
m = 10 т = 104 кг;
a = 0,5 м/с2;
t = 10 с.

А — ?

направленная вертикально вниз. Обе силы, действуя одновременно, создают
клети ускорение 

�
.a

На основании второго закона Ньютона запишем уравнение движения в
векторной форме:

� �
� � �

.T mg ma

В скалярной форме уравнение движения
имеет вид

T –mg = ma.

Откуда

T = m(g + а).

Расстояние, пройденное клетью, опреде)
лим по формуле

�
2

.
2

ath

Работа по подъему клети будет равна:

410 (9,8 0,5) 0,5 100
( )

2
2800 000 Дж 3 МДж.

A T h m g a
� � �� � � � � � �

� �

Ответ: A � 3 МДж.
Задача 2. Автомобиль едет по горизонтальной дороге со скоростью

�0 = 54 км/ч. С выключенным мотором и включенными тормозами он оста)
навливается, пройдя путь S = 50 м. Найти коэффициент трения между коле)
сами автомобиля и дорогой.

Дано:
�0 = 54 км/ч = 15 м/с;
S = 50 м.

� — ?

Рис. 3.9

Решение
Pаботу по подъему клети совершает сила на)

тяжения 
�
,T  приложенная к ней со стороны ка)

ната. Кроме силы 
�
,T  направленной вертикально

вверх, на клеть действует сила тяжести

�
� �
т ,F mg

Решение
Кинетическая энергия автомобиля пре)

вращается во внутреннюю энергию колес и
дороги вследствие трения. Мера превраще)
ния энергии — работа силы трения:
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�
� � � � �

2
0

тр ,
2

m
F S mg S

откуда
�

� � �
2
0 0,23.

2gl
Ответ: � = 0,23.
Задача 3. Камень брошен под некоторым углом к горизонту с высоты

h = 6 м над горизонтальной площадкой. Начальная скорость камня �0 = 10 м/с.
Какова скорость, с которой камень упадет на площадку? Сопротивлением
воздуха пренебречь (рис. 3.10).

Дано:
h = 6 м;
�0 = 10 м/с.

� — ?

Следовательно, полная механическая энергия камня

�
� � � �

2
0

1 1 1 .
2k p

m
E E E mgh

Если сопротивлением воздуха пре@
небречь, то в процессе полета происхо@
дит превращение потенциальной энергии
в кинетическую. У Земли потенциальная
энергия камня равна нулю (Ep2 = 0), ки@
нетическая

��
2

2 .
2k

mE

На основании закона сохранения
энергии запишем:

Ek1 + Ep1 = Ek2 + Ep2

или
� �� �

2 2
0 .

2 2
m mmgh

Отсюда получаем:

� � � � �2
0 2 14,75 м/с.gh

Ответ: � = 14,75 м/с.
Задача 4. Сани соскальзывают с ледяной горы высотой h = l,5 м и длиной

l = 2,5 м, плавно переходящей в горизонтальную ледяную поверхность, по ко@
торой они скользят до полной остановки (см. рис. 3.11). Сколько времени сани
будут скользить по горизонтальному льду, если коэффициент трения � = 0,04?
На каком расстоянии S от подножия ледяной горы сани остановятся?

Рис. 3.10

Решение
Тело в точке А обладает кинетической энергией

�
�

2
0

1 2k
m

E

и потенциальной энергией

Ep1 = mgh.
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Дано:
h = 1,5 м;
l = 2,5 м;
� = 0,04.

S — ?
t — ?

На наклонной плоскости работа сил трения

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
2

2 2 2
1 тр 2

cos 1 sin 1 ,hA F l N l mg l mgL mgl mg l h
l

где � — угол наклона поверхности горы к горизонту.
На горизонтальном участке

��� �2 тр ,A F S

где

= μ′′трF mg

или

А2 = �mgS.

Таким образом,

� � � � �2 2 ,mgh mg l h mgS

отсюда

� � � �
�

2 2 35,5 м.hS l h

Рис. 3.11

Решение
Так как кинетическая энергия в начале и в конце

пути равна нулю, то работа сил трения равна измене7
нию потенциальной энергии саней. Принимая уровень
горизонтальной ледяной поверхности за уровень нуле7
вой потенциальной энергии, запишем:

Ep = Aтр,

где Aтр = A1 + A2.
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Для определения времени движения саней по горизонтальной поверхно,
сти найдем скорость саней у основания горы. Для этого приравняем потен,
циальную энергию саней наверху горы сумме кинетической энергии у под,
ножия горы и работы силы трения на наклонном участке:

�� � � �
2

2 2 ,
2

mmgh mg l h

отсюда

� � � � � �2 22 5,27 м/с.gh l h

На участке АВ сани движутся равнозамедленно. Для определения уско,
рения воспользуемся формулами кинематики:

� � � �2 2 и .aS at

Время движения по горизонтальной поверхности:

� ��� � � �
��2

2 2 13,5 с.S St
a

Ответ: S = 35,5 м; t = 13,5 с.
Задача 5. Два пластилиновых шарика, массы которых 100 и 300 г, подве,

шены на одинаковых нитях длиной 1 м. Шарики соприкасаются. Второй ша,
рик отклонили от положения равновесия на угол 90� и отпустили. Какая часть
энергии шариков после абсолютно неупругого соударения перейдет в тепло?

Дано:
m1 = 0,1 кг;
m2 = 0,3 кг;
l = 1 м;
� = 90�.

�E/Ek1 — ?
По закону сохранения импульса:

� � � �
�� �

�

2 1 2 1

2
1

1 2

( ) ;

.

m m m
m

m m

Кинетическая энергия шариков после удара:

� �
�

�� � � �� � � � � �
� ��

2
1 2 1

2

2 2 2
1 2 2 2

2 2
1 21 2

( )
;

2
2( ) 0,3 2 10 12 2,25 Дж.

2 2( ) 0,4 2( )

k

k

m m
E

m m glm m
E gl

m mm m

Кинетическая энергия шариков до удара:

Ek1 = m2gl;

Ek1 = 3 Дж.

Решение
По закону сохранения энергии для второго ша,

рика:

��

� �

2
2

2 ;
2

2 .

m
m gl

gl
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В результате неупругого удара произошло уменьшение кинетической
энергии на величину

�Е = Е1 – Е2 = 0,75 Дж.

Эта энергия израсходована на пластическую деформацию и нагревание
шариков.

Вычислим, какую часть энергии составляют «потери» механической
энергии:

� � � �
1

0,75 0,25 25%.
3

E
E

Ответ: 25%.
Задача 6. Через неподвижный блок переброшен канат длиной l так, что

его концы находятся на одном уровне. На один из его концов подвешивают
груз массой m1, равной массе каната m2. Определить скорость груза в момент
схода каната с блока. Размерами и массой блока пренебречь (рис. 3.12).

Дано:
m1;
m2;
l.

� — ?

                 
� �� �

2
1 2( )

.
2p

m m
E (1)

Потенциальная энергия каната в
исходном состоянии

� 1
1

3
,

4p
m gL

E (2)

где 3l/4 — расстояние от центра тяжеE
сти системы до нулевого уровня потенE
циальной энергии.

Потенциальная энергия груза в исE
ходном состоянии:

�2 2 .
2p
lE m g (3)

Когда канат соскользнет с блока, его
потенциальная энергия станет равной

� �1 1 .
2p
lE m g (4)

Потенциальная энергия груза:

� �2 0.pE Рис. 3.12

Решение
Примем за уровень нулевой потенциальной энергии уроE

вень, на котором будет находиться нижний конец каната с
грузом m2 в момент схода каната с блока.

При соскальзывании каната с грузом изменяется потенE
циальная энергия каната и груза. Изменение потенциальной
энергии системы идет на увеличение кинетической энергии:
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Убыль потенциальной энергии

�� � � � � � � � �1 2 1 1 2
1 2 1

3
.

4 2 2 4 2p p p
m gl m gl m gl m gl m gl

E E E E (5)

Подставив выражение (5) в (1), получим:

�� � �
2

1 2
2 1( ) .

4 2 2
m gl m gl

m m

Отсюда определим скорость груза:

�� �
�

2

2 1

( 0,5)
.

gl m
m m

(6)

Учитывая, что M = m, рассчитаем скорость груза:

� � 0,5 3 .gl

Ответ: � � 0,5 3 .gl
Задача 7. На нити длиной l = 1 м, которая выдерживает натяжение Т =

= 40 Н, мальчик равномерно вращает камень массой m = 1 кг в вертикальB
ной плоскости. Ось вращения отстоит от Земли на расстоянии h = 4 м. С каB
кой угловой скоростью необходимо вращать камень, чтобы нить оборвалась?
На каком расстоянии S от мальчика упадет камень (рис. 3.13)?

Дано:
l = 1 м;
m = 1 кг;
T = 40 Н;
h = 4 м.

� — ?
S — ?

Линейная скорость камня в точке С:

�0 = � � 1 = 5,5 м/с.

Оторвавшись от нити, камень летит
с горизонтальной скоростью �0 с высоты

(h – l) = gt2/2,

где t — время падения до поверхности
Земли:

�� �2( 1)
0,77 с.

h
t

g

Дальность полета камня:

S = �0 � t = 5,5 � 0,77 = 4,3 м.

Ответ: � = 5,5 рад/с; S = 4,3 м. Рис. 3.13

Решение
Сила натяжения нити имеет максимальное значеB

ние в нижней точке траектории (точка С):

T – mg = m � �2 � l.

Отсюда угловая скорость вращения камня:

�� � � 5,5 рад/с.T mg
ml
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Задача 8. Цепочка массой m и длиной 3l свешивается с края полуплоско(
сти на длину l (рис. 3.14). Какую скорость будет иметь цепочка в момент,
когда она полностью соскользнет с плоскости? Трением пренебречь.

Дано:
l
m
3l

� — ?

Во втором случае, в момент, когда цепочка соскользнет с плоскости и
нижний конец ее коснется пола, потенциальная энергия станет

� � �2
3 3 ,
2 2p
lE mg mgl

а кинетическая ��
2

2 .
2k

mE

По закону сохранения энергии

Ep1 + Ek1 = Ep2 + Ek2

или
�� �

��

2

2

17 3 ;
6 2 2

4 .
3 2

mmgl mgl

mmgl

Отсюда

� � � �8 80 5,16 м/с.
3 3

lgl l

Ответ: � � 5,16 м/с.l
Задача 9. Две пружины жесткостью k1 = 0,5 кН/м и k2 = 1 кН/м скрепле(

ны параллельно. Определить потенциальную энергию Ер данной системы при
абсолютной деформации �x = 4 см.

Дано:
k1 = 0,5 кН/м;
k2 = 1 кН/м;
�x = 4 см.

Ер — ?

� �� �
2 2

1 2
1 2и .

2 2
k x k x

E E

Их деформация одинакова, так как они скреплены параллельно.

Рис. 3.14

Решение
Потенциальная энергия системы равна сумме

потенциальных энергий:

Ep = Ep1 + Ep2.

По определению
��

2
,

2p
k xE

поэтому для обеих пружин имеем:

Решение
В первоначальном состоянии потенциальная энергия це(

почки:

� �� � � � �1
2 1 173 3 ,
3 3 2 6p

lE mg l mg l mgl

кинетическая энергия Ek1 = 0.
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Поэтому

� �� �� � � � �
22 2

1 21 2
1 2

( )
.

2 2 2p
k k xk x k x

E E E

Подставляем числа (переводя одновременно все величины в систему СИ):

Ep = 1,2 Дж.

Ответ: Ep = 1,2 Дж.
Задача 10. Тело скользит без трения по гладкой горизонтальной поверх;

ности (рис. 3.15) со скоростью 5 м/с и въезжает на подвижную горку высо;
той h = 1,2 м. На какую высоту поднимется тело по горке, если масса горки
m1 в 5 раз больше массы тела m2?

Дано:
m1 = 5m2;
�0 = 5 м/с;
h1 = 1,2 м.

h2 — ?

По закону сохранения энергии

� � �� �
2 2

2 0 2 1 г
2 2

( )
.

2 2
m m m

m gh

Подставив численные данные, по;
лучим

h2 = 1,04 м.

Ответ: h2 = 1,04 м.
Задача 11. Какая работа А долж;

на быть совершена при поднятии с
земли материалов для постройки ци;
линдрической дымоходной трубы вы;
сотой h = 40 м, наружным диаметром
D = 3 м и внутренним диаметром d = 2 м
(рис. 3.16)? Плотность материала �
принять равной 2,8 � 103 кг/м3.

Дано:
h = 40 м;
D = 3 м;
d = 2 м;
� = 2,8 � 103 кг/м3.

A — ?

Рис. 3.15

Решение
По закону сохранения импульса

m2�0 = (m2 + m1)�г,

где �г — скорость горки.
Отсюда

�г = �0/6.

Рис. 3.16
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Решение
Найдем потенциальную энергию тонкого слоя dx, находящегося на высо/

те x. Для этого нам нужно узнать массу этого слоя. Она равна

dm = �dV,

где � — плотность материала; dV = Sdx — объем этого слоя.
Тогда

dm = �Sdx.

Откуда потенциальная энергия равна

dEp = dm � g � x = � � S � dx � g � x = � � S � g � x � dx.

Проинтегрируем правую и левую части:

�� � �� � � �� � � � �� �
2

0

.
2

h

p p
S g h

E dE S g x dx

Площадь кольца равна

� �� �� � �
2 22 2 ( )

.
4 4 4

D dD dS

Поэтому потенциальная энергия установки, равная совершенной работе:

�� � � �� � �
2 2 2( )

.
8p

D d g h
A E

Подставив данные значения, получим

A = 86 Дж.

Ответ: A = 86 Дж.
Задача 12. Из шахты глубиной h = 600 м поднимают клеть массой m1 = 3 т

на канате, каждый метр которого имеет массу m2 = 1,5 кг (рис. 3.17). Какая
работа А совершается при поднятии клети на поверхность Земли? Каков ко/
эффициент полезного действия 	 подъемного устройства?

Дано:
h = 600 м;
m1 = 3 т = 3000 кг;
m2 = 1,5 кг;
l = 1 м.

A — ?
	 — ?
В нашем случае

F(x) = m1g + ag(h – x),

где m1g — сила тяжести клети; a = m2/l — линейная плотность каната.
При поднимании длина троса уменьшается по закону (h – x), и поэтому

масса, которая свисает, равна a(h – x).

Решение
Работа по поднятию одной клети:

А1 = m1gh.

Работа, по определению, равна

� �
0

( ) ,
h

A F x dx

где F(x) — сила.
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Тогда

� �� � � � � ��
2

2 2
1 1

0

( ( )) .
2

h
m hA m g ag h x dx m gh g h

l

Упрощаем

� �� � �� �
	 


2
1 .

2
m hA gh m

l

Подставляем числа (переводя одно,
временно все величины в систему СИ) и
получаем

A = 44 МДж.

Это совершенная работа, а полезная
равна энергии, необходимой только на
поднятие самой клети

А1 = m1gh.

Поэтому КПД равно

� �
� � �

� �

1 1

2
1

.

2

A m gh
A m hgh m

l

Подставив числа, получаем

� �
� � � � �

� �

1 3000 0,4 40%.
15 6003000
1 2

A
A

Ответ: � = 40%.
Задача 13. Из пружинного пистолета с пружиной жесткостью k = 150 Н/м

был произведен выстрел пулей массой m = 8 г (рис. 3.18). Определить ско,
рость � пули при вылете ее из пистолета, если пружина была сжата на

x = 4 см.

Дано:
k = 150 Н/м;
m = 8 г = 8 � 10–3 кг;

x = 4 см = 4 � 10–2 м.

� — ?
Эта энергия идет на деформацию пружины. Энергия деформированной

пружины

E = 1/2k(
x)2.

Рис. 3.17

Решение
Кинетическая энергия пули после выст,

рела
��

2
,

2k
mE

где � — скорость пули.
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Тогда

�� �
2

21 ( ) .
2 2

mk x

Откуда искомая величина равна

� � .kx
m

Подставив числа, получим

� � �1500,04 5,48 м/с.
0,008

Ответ: � = 5,48 м/с.

3.4.
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ

РАБОТЫ

1. Тело брошено под углом � = 30� к горизонту со скоростью �0 = 15 м/с.
Найти наибольшую высоту подъема тела, а также модуль и направление ско<
рости брошенного тела на высоте h = 1,2 м.

Ответ: hmax = 2,87 м; � = 14,2 м/с; � = arccos0,915.

2. Камень массой 2 кг упал с некоторой высоты. Падение продолжалось
1,43 с. Найти кинетическую и потенциальную энергии камня в средней точ<
ке пути. Сопротивлением воздуха пренебречь.

Ответ: Ek = Ek = 100 Дж.

3. Автомобиль движется с постоянной скоростью 72 км/ч. У подножия
горы водитель выключает мотор. Наклон горы 5 м на 1 км пути. Коэффици<
ент трения � = 0,02. На какое расстояние автомобиль поднимется в гору?

Ответ: h = 820 м.

4. Автомобиль массой 1800 кг имеет мощность мотора 36 кВт. Коэффи<
циент трения 0,1. С какой максимальной постоянной скоростью может дви<
гаться автомобиль по горизонтальной дороге и в гору с уклоном в 1 м на
каждые 20 м пути?

Ответ: �1 = 72 км/ч; �2 = 48 км/ч.

5. Конькобежец, разогнавшись до скорости 10 м/с, проходит горизонталь<
ный участок длиной 50 м и дальше въезжает на ледяную горку, угол наклона
которой к горизонту равен 30�. Коэффициент трения коньков о лед равен
0,06. Какое расстояние по горке конькобежец прошел до остановки?

Ответ: l = 3,6 м.

Рис. 3.18
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6. Определить работу растяжения двух соединенных последовательно
пружин жесткостями k1 = 400 Н/м и k2 = 250 Н/м, если первая пружина при
этом растянулась на �x1 = 2 см.

Ответ: А = 0,21 Дж.

7. Пружина жесткостью 500 Н/м сжата силой 100 Н. Определить работу
внешней силы, дополнительно сжимающей эту пружину еще на 2 см.

Ответ: А = 2,1 Дж.

8. Какую нужно совершить работу А, чтобы пружину жесткостью
k = 800 Н/м, сжатую на x1 = 6 см, дополнительно сжать на �x = 8 см.

Ответ: А = 6,4 Дж.

3.5.
КОНТРОЛЬНЫЕ ТЕСТЫ

1. Первый автомобиль имеет массу 1000 кг, второй — 500 кг. Скорости
их движения изменяются в соответствии с графиками, представленными на
рисунке. Чему равно отношение Ek2/Ek1 кинетических энергий автомобилей
в момент времени t1?

1) 4; 2) 1/4; 3) 1/2; 4) 2.

2. Скорость автомобиля при торможении изменяется в соответствии с граG
фиком, представленным на рисунке. Как изменилась кинетическая энергия
за первые 40 с торможения?
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1) уменьшилась в 2 раза; 2) увеличилась в 4 раза;
3) уменьшилась в 4 раза; 4) не изменилась.

3. Тело движется под действием силы, зависимость проекции которой
от координаты представлена на рисунке. Чему равна работа силы на пути
4 м?

1) 5 Дж; 2) 10 Дж; 3) 15 Дж; 4) 30 Дж.

4. Машина равномерно поднимает тело массой 10 кг на высоту h = 20 м за
t = 40 с. Чему равна ее мощность?

1) 50 Вт; 2) 5 Вт; 3) 500 Вт; 4) 0,5 Вт.

5. Скорость автомобиля массой m = 1 т увеличилась от �1 = 10 м/с до
�2 = 20 м/с. Чему равна работа равнодействующей силы?

1) 3 � 105 Дж; 2) 2,5 � 105 Дж; 3) 2,0 � 105 Дж; 4) 1,5 � 105 Дж.

6. Лебедка равномерно поднимает груз массой 200 кг на высоту 3 м за 5 с.
Чему равна мощность лебедки?

1) 3000 Вт; 2) 333 Вт; 3) 1200 Вт; 4) 120 Вт.

7. Недеформированную пружину жесткостью 30 Н/м растянули на 0,04 м.
Чему равна потенциальная энергия растянутой пружины?

1) 750 Дж; 2) 1,2 Дж; 3) 0,6 Дж; 4) 0,024 Дж.

8. Для увеличения скорости тела от значения � до 2� требуется совершеD
ние работы А. Какую работу надо совершить для увеличения скорости этого
тела от значения 2� до значения 4�?

1) 2А; 2) 3А; 3) 4А; 4) 5А.

9. Мяч брошен вертикально вверх. На рисунке показан график измеD
нения кинетической энергии мяча по мере его подъема над точкой бросаD
ния. На какой высоте потенциальная энергия мяча равна его кинетической
энергии?
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1) 1 м; 2) 2 м; 3) 3 м; 4) 4 м.

10. Конькобежец, разогнавшись, въезжает на ледяную гору, наклонен7
ную под углом 30� к горизонту, и проезжает до полной остановки 10 м. Како7
ва была скорость конькобежца перед началом подъема? Трением пренебречь.

1) 5 м/с; 2) 10 м/с; 3) 20 м/с; 4) 40 м/с.

11. Лыжник в начале спуска с горы имел скорость 2 м/с. Спустившись по
склону горы, образующей угол в 30� с горизонтом, лыжник увеличил свою
скорость до 12 м/с. Какое расстояние проехал лыжник под уклон? Трением
пренебречь.

1) 12,5 м; 2) 50 м; 3) 100 м; 4) 14 м.

12. Снаряд массой 3 кг, выпущенный под углом � = 45� к горизонту, про7
летел по горизонтали расстояние 10 км. Какой будет кинетическая энергия
снаряда непосредственно перед его падением на Землю? Сопротивлением воз7
духа пренебречь.

1) 4 кДж; 2) 12 кДж; 3) 150 кДж; 4) 200 кДж.

13. Небольшой камень, брошенный с ровной горизонтальной поверхнос7
ти Земли под углом к горизонту, упал обратно на Землю через 5 с в 50 м от
места броска. Чему равна минимальная скорость камня за время полета?

1) 10 м/с; 2) 15 м/с; 3) 20 м/с; 4) 5 м/с.

14. Какова должна быть наименьшая высота h, чтобы тело сделало пол7
ную петлю, не падая?

1) 1,5R; 2) 3R; 3) 2,5R; 4) 2R.
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15. Пружинное ружье наклонено под углом � = 30� к горизонту. Энергия
сжатой пружины равна E0 = 0,41 Дж. При выстреле шарик массой m = 50 г,
пройдя по стволу ружья расстояние b, вылетает и падает на расстоянии l = 1 м
от дула ружья в точку М, находящуюся с ним на одной высоте. Найти рас7
стояние b. Трением и сопротивлением в стволе пренебречь.

1) 0,5 м; 2) 0,25 м; 3) 0,75 м; 4) 1 м.

16. Цепь длиной l = 2 м лежит на столе, одним концом свисая со стола.
Если длина свешивающейся части превышает l/3, то цепь соскальзывает со
стола. Определить скорость цепи в момент ее отрыва от стола.

1) 0,42 м/с;   2) 2,1 м/с; 3) 4,2 м/с; 4) 1,2 м/с.

17. Налетев на пружинный буфер, вагон массой m = 16 т, двигавшийся
со скоростью � = 0,6 м/с, остановился, сжав пружины на �x = 8 см. Найти
общую жесткость k пружин буфера.

1) 9 � 105 МН/м; 2) 2,25 � 105 МН/м;
3) 2 � 105 МН/м; 4) 9 � 105 МН/м.

18. Пуля, пробив тонкую стену, полетела дальше. При ударе выделилось
количество теплоты 15 Дж. Кинетическая энергия пули до удара составляла
20 Дж. Какой стала скорость пули после удара, если до удара она была равна �?

1)�/l; 2) �/2; 3) 3�/4; 4) �.

19. Три мяча одинаковой массы бросают одновременно с одинаковой ско7
ростью �0 с вышки: первый мяч — вертикально вверх, второй — вертикаль7
но вниз, третий — в горизонтальном направлении. Какой из мячей в момент
падения на Землю имеет наибольшую скорость?

1) Первый; 2) второй; 3) третий;
4) все мячи имеют одинаковую скорость.



Г Л А В А  Ч Е Т В Е Р Т А Я

ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ИМПУЛЬСА.
ДВИЖЕНИЕ ТЕЛ

С ПЕРЕМЕННОЙ МАССОЙ

4.1.
ИМПУЛЬС СИЛЫ И ИМПУЛЬС ТЕЛА.

ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ИМПУЛЬСА

Если на тело массой т в течение времени t действует сила 
�
F  и скорость его

движения изменяется от �
�

0  до �
�

1,  то ускорение 
�
a  движения тела равно

� � �
�

� �� 0 .a
t

(4.1)

На основании второго закона Ньютона можно записать выражение

� � � � � �
� � �

� � � �� � 0 0( )
.

m m m
F ma

t t
(4.2)

Из выражения (4.2) следует

� � � �
� � �

0.Ft m m (4.3)

Физическая величина, равная произведению силы 
�
F  на время t ее дей'

ствия, называется импульсом силы.
Импульс силы — величина векторная. Вектор импульса силы направлен

так же, как вектор силы 
�
.F

В правой части равенства (4.3) стоит изменение величины �
�
.m  Величина,

равная произведению массы тела на его скорость, называется импульсом
тела. Импульс тела — также величина векторная. Вектор импульса тела
направлен так же, как вектор скорости.

Выражение (4.3) показывает, что в результате действия силы 
�
F  изменя'

ется импульс тела, а точнее можно сказать, что изменение импульса тела
равно импульсу силы, вызывающему это изменение.

Импульс тела �
�

m  выражается в СИ в кг�м/с, импульс силы — в Н�с.
Выясним, как изменяются импульсы двух тел при их взаимодействии.

Обозначим скорости тел массами m1 и m2 до взаимодействия через �
�

1  и �
�

2,  а
после взаимодействия через ��

�
1  и ��

�
2.

По третьему закону Ньютона силы, действующие на тела при их взаимо'
действии, равны по модулю и противоположны по направлению, поэтому их
можно обозначить 

�
F  и �

�
.F
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Для каждого тела можно записать:

�� � � �
� � �

1 1 1 1;Ft m m (4.4)

�� � � � �
� � �

2 2 2 2,Ft m m (4.5)

где t — время взаимодействия тел.
Из этих выражений получаем:

� �� � � � � � �
� � � �

1 1 2 2 1 1 2 2.m m m m (4.6)

Таким образом, векторная сумма импульсов двух тел до взаимодействия
равна векторной сумме их импульсов после взаимодействия.

К этому выводу мы пришли, считая, что тела взаимодействуют только
между собой и не взаимодействуют с другими телами. Такая система тел
называется замкнутой, или изолированной. Силы, с которыми взаимодей9
ствуют тела, входящие в замкнутую систему, называют внутренними.

Приведенное выше равенство применимо для любого числа взаимодей9
ствующих тел, входящих в замкнутую систему.

Для замкнутой системы выполняется закон сохранения импульса, со9
гласно которому геометрическая сумма импульсов тел, составляющих замк9
нутую систему, остается постоянной при любых взаимодействиях тел этой
системы между собой.

Замкнутыми системами мы считаем ружье и пулю в нем, пушку и сна9
ряд, корпус ракеты и топливо в ней, Землю и ее спутник и т. д. Если в замк9
нутой системе изменяется импульс одного тела, то непременно изменяется
импульс других тел, входящих в эту систему, но всегда так, что суммарный
импульс системы тел не изменяется.

Если система тел не замкнута, т. е. тела системы взаимодействуют с ка9
кими9то внешними телами, закон сохранения импульса не выполняется.

При решении задач всегда нужно проверять систему на замкнутость. При
этом выясняется, что замкнутых систем на Земле нет. Изолированная систе9
ма — идеализация. Все тела в природе взаимодействуют с внешними телами,
и избавиться от внешних сил нельзя. Но возможны ситуации, когда систему
тел с некоторыми оговорками можно принять за замкнутую. Рассмотрим их.

1. Внешние силы намного меньше внутренних. Например, снаряд летит
вверх и разрывается на две части. Можно ли систему «снаряд — осколки»
считать замкнутой? Снаряд движется в поле тяжести, значит, его нельзя
считать замкнутой системой. Во время полета импульс снаряда меняется.
Однако за короткое время взрыва сила тяжести не успевает заметно изме9
нить импульс (mgt � 0). Следовательно, импульс осколков сразу после взры9
ва можно приравнять импульсу снаряда непосредственно перед взрывом:

� � � � �
� � �

1 1 2 2.m m m (4.7)

2. Внешние силы компенсируются (рис. 4.1 и 4.2).
В приведенных примерах силы тяжести, действующие на тела, компен9

сируются реакциями опоры. При взаимодействии этих тел выполняется за9
кон сохранения импульса.
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3. Закон сохранения импульса можно применять для некоторых направ-
лений и в незамкнутых системах. Например, снаряд, летящий горизонтально
вдоль железнодорожного пути, попадает в вагон с песком и застревает в нем.
Можно ли снаряд и вагон считать замкнутой системой?

На систему «снаряд — вагон» действуют внешние силы: сила тяжести
вагона, сила реакции рельсов, сила тяжести снаряда. Таким образом, эта
система не замкнута. Однако в горизонтальном направлении на снаряд и
вагон внешние силы не действуют, поэтому горизонтальная составляющая
импульса не должна измениться при попадании снаряда в вагон. Поэтому
импульс снаряда можно приравнять сумме импульсов снаряда и вагона пос-
ле попадания снаряда в песок.

Вообще, если в некотором направлении отсутствуют внешние силы или их
проекции на это направление равны нулю, то относительно этого направле-
ния можно применить закон сохранения импульса. Чтобы выбрать такое на-
правление при решении задач, нужно руководствоваться следующим крите-
рием: в искомом направлении внешние силы должны отсутствовать либо быть
перпендикулярными к этому направлению.

4.2.
ПОНЯТИЕ О РЕАКТИВНОМ

ДВИЖЕНИИ

Принцип реактивного движения можно рассмотреть на следующем при-
мере. Сосуд с отверстием, расположенный на легкоподвижной тележке
(см. рис. 4.3), заполнен под давлением газом (или жидкостью). При закры-
том отверстии сосуд находится в покое. Откроем отверстие, из него будет
вытекать со скоростью 

�
u  струя газа. Сосуд станет двигаться со скоростью �

�

в направлении, противоположном 
�
.u

В горизонтальном направлении на
сосуд с газом никакие силы не действу-
ют, поэтому для системы «газ — сосуд»
вдоль оси Ox будет выполняться закон
сохранения импульса:

� � �
� �

0.mu M (4.8)

где m — масса вытекающего газа; M —
масса сосуда с оставшимся в нем газом.

Рис. 4.1 Рис. 4.2

Рис. 4.3
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Из равенства (4.8) получаем

υ = − υ = −
� �� �

или .mM mu u
M

(4.9)

Знак «–» показывает, что скорость сосуда с газом направлена противопо*
ложно скорости 

�
u вытекающей струи.

Так как сосуд начал двигаться, значит, на него при вытекании газа по*
действовала сила 

�
.F  Эту силу называют силой реакции вытекающей струи,

или реактивной силой. Ее можно найти из равенства

� �
� �

.Ft M (4.10)

Реактивная сила

�� � �
� ��

,M muF
t t

(4.11)

направлена в сторону движения сосуда, т. е. в сторону, противоположную
скорости струи.

Масса газа, вытекающая в единицу времени

� � .m
t

Таким образом, реактивная сила

F = �u. (4.12)

Чем больше скорость истечения газа и чем больше �, тем больше реактив*
ная сила.

Движение тела, возникающее вследствие отделения от него части его мас*
сы с некоторой скоростью, называется реактивным.

Движение некоторых тел сопровождается изменением их массы, напри*
мер масса ракеты уменьшается вследствие истечения газов, образующихся
при сгорании топлива и т. п.

Выведем уравнение движения тела переменной массы на примере движе*
ния ракеты. Если в момент времени t масса ракеты m, а ее скорость �, то по
истечении времени dt ее масса уменьшится на dm и станет равной m – dm,
а скорость станет равной � + d�. Изменение импульса системы за отрезок
времени dt

dp = [(m – dm)(� + d�) + dm(� + u)] – m�, (4.13)

где u — скорость истечения газов относительно ракеты.
Тогда

dp = md� + udm (4.14)

(учли, что dmd� — величина высшего порядка малости).
Если на систему действуют внешние силы, то dp = Fdt,

Fdt = md� + udm (4.15)
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или
� � � .d dmm F u

dt dt
(4.16)

Второе слагаемое в правой части (4.16) называют реактивной силой Fp.
Если u противоположна � по направлению, то ракета ускоряется, а если со5
впадает, то тормозится.

Таким образом, мы получили уравнение движения тела переменной массы

ma = F + Fp, (4.17)

которое впервые было выведено И. В. Мещерским (1859–1935).
Применим уравнение (4.16) к движению ракеты, на которую не действу5

ют никакие внешние силы. Полагая F = 0 и считая, что скорость выбрасыва5
емых газов относительно ракеты постоянна (ракета движется прямолиней5
но), получим

� � � .d dmm u
dt dt

(4.18)

Откудa

� � � � � �� ln .dmu u m C
m

(4.19)

Значение постоянной интегрирова5
ния С определим из начальных условий.
Если в начальный момент времени ско5
рость ракеты равна нулю, а ее стартовая
масса m0, то C = ulnm0. Следовательно,

� = uln(m0/m). (4.20)

Это соотношение называется форму5
лой Циолковского. Она показывает, что:

1) чем больше конечная масса раке5
ты m, тем больше должна быть старто5
вая масса ракеты m0;

2) чем больше скорость истечения u
газов, тем может быть больше конеч5
ная масса при данной стартовой массе
ракеты.

Выражения (4.17) и (4.20) получе5
ны для нерелятивистских движений,
т. е. для случаев, когда скорости � и u
малы по сравнению со скоростью с рас5
пространения света в вакууме.

Типичным примером реактивного
движения является движение ракет.
На рисунке 4.4 схематически представ5
лено устройство ракеты. В головной Рис. 4.4
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части ракеты (головном отсеке) помещается полезный груз — научная ап+
паратура, аппаратура управления, аппараты для дыхания и др. Там же на+
ходятся космонавты. Если ракета имеет военное назначение, то это боевой
заряд.

Реактивные двигатели, устанавливаемые на ракетах, принято называть
ракетными двигателями.

Ракетные двигатели по виду используемого топлива делятся на двигате+
ли, работающие на твердом топливе (осветительные ракеты, реактивные сна+
ряды) и на жидком топливе. Жидкостные реактивные двигатели (ЖРД) при+
меняются в ракетах, ракетных снарядах, высокоскоростных самолетах.

На рисунке 4.5 приведена схема работы ЖРД.
Горючее (например, керосин) и окислитель (например, жидкий кислород)

из баков подаются с помощью турбонасосов в камеру сгорания, где поджига+
ются. В камере сгорания развивается высокая температура (3000–5000�С) и
высокое давление. Расширяясь, газы вылетают из сопла с большой скорос+
тью (3–4 км/с); обладают большим импульсом. Вытекающая из сопла двига+
теля струя газа действует на противоположную сторону камеры сгорания с
реактивной силой, и ракета получает ускорение в направлении, противопо+
ложном направлению вытекающей струи продуктов сгорания. Эта сила, со+
общающая ракете ускорение, называется силой тяги. На основании форму+
лы (4.12) сила тяги

F = �u,

где � — ежесекундный расход топлива; u — скорость истечения продуктов
сгорания.

К. Э. Циолковский вывел формулу, по которой рассчитывается скорость
ракеты:

� � 02,3 lg ,
m

u
m

(4.21)

где m0 — начальная масса ракеты; m — конечная масса ракеты.

Рис. 4.5
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Число

� 0m
Z

m
(4.22)

называется числом Циолковского. С увеличением скорости истечения про3
дуктов сгорания u и числа Циолковского скорость ракеты возрастает. Чтобы
увеличить число Z, ракеты делают многоступенчатыми.

По мере расхода топлива масса ракеты уменьшается, благодаря чему при
неизменной тяге непрерывно растет ускорение. Освободившиеся от топлива
баки и лишние части конструкции ракеты становятся мертвым грузом. По3
этому отработавшую первую ступень целесообразно отделить от ракеты. После
отделения первой ступени начинает работать вторая ступень. К ранее дос3
тигнутой скорости вторая ступень добавляет еще некоторую скорость, а за3
тем отделяется. Третья ступень продолжает наращивание скорости до необ3
ходимого значения и доставляет полезный груз на орбиту.

Ракетный двигатель обладает замечательной особенностью, заключаю3
щейся в том, что для осуществления реактивного движения ракете не требу3
ется взаимодействия с окружающей средой, так как она движется в резуль3
тате взаимодействия с газами, образующимися при сгорании топлива. По3
этому ракета может двигаться в безвоздушном космическом пространстве.

4.3.
УДАР АБСОЛЮТНО УПРУГИХ

И НЕУПРУГИХ ТЕЛ

Мы познакомились с двумя важными законами — законом сохранения
энергии и законом сохранения импульса. Рассмотрим, как можно пользовать3
ся этими законами сохранения для решения некоторых практических задач.

Рассмотрим удар двух шаров, центр которых движется вдоль одной пря3
мой (рис. 4.6). Шары движутся навстречу друг другу, или один шар догоняет
другой шар. В обоих случаях выполняется условие �1 > �2. При этом в неко3
торый момент времени произойдет удар шаров, называемый центральным.

Существуют два вида ударов: абсолютно упругий и абсолютно неупругий.
Абсолютно упругим называется такой удар, при котором механическая

энергия тел не переходит в другие немеханические виды энергии. При та3
ком ударе кинетическая энергия переходит полностью или частично в по3
тенциальную энергию упругой деформации. Затем тела возвращаются к пер3
воначальной форме, отталкивая друг
друга. В итоге потенциальная энергия
упругой деформации снова переходит
в кинетическую и тела разлетаются со
скоростями, величина и направление
которых определяются двумя услови3
ями — сохранением полной энергии и
сохранением полного импульса систе3
мы тел. Рис. 4.6
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Будем считать, что шары образуют замкнутую систему или что внешние
силы, приложенные к шарам, уравновешивают друг друга. Кроме того, по/
ложим, вращение шаров отсутствует.

Обозначим скорости шаров, имеющих массы m1 и m2, до удара �
�

1  и �
�

2,  а
после удара ��

�
1  и ��

�
2  соответственно. Величины m1 и m2, �

�
1  и �

�
2  заданы.

Требуется найти скорости шаров после соударения ��
�

1  и ��
�

2.
Так как удар центральный и движение происходит вдоль оси Ox, то в

дальнейшем символы векторов можно опустить и все геометрические суммы
заменить на алгебраические. При этом положительное значение скорости
соответствует движению вправо (вдоль оси Ox), отрицательное — движению
влево.

В применении к рассматриваемой задаче (рис. 4.6б) закон сохранения
импульса запишем в следующим виде:

m1�1 + m2�2 = m1��1 + m2��2, (4.23)

т. е. импульс системы до взаимодействия должен быть равен импульсу после
столкновения.

Аналогично, запишем закон сохранения энергии:

��� �� �
� � �

2 22 2
2 21 11 2 1 2 .

2 2 2 2
m mm m

(4.24)

Перенесем члены с m1 влево, а с m2 вправо и, сократив на 2, получим:

�� � � � � �2 2 2 2
1 21 1 2 2( ) ( );m m U (4.25)

� �� � � � � � �1 1 1 2 2 2( ) ( ).m m (4.26)

Разделив почленно первое уравнение на второе, получим

� �� � � � � � �1 1 2 2. (4.27)

Решая совместно уравнения (4.26) и (4.27), находим:

� � � ��� �
�

� � � ��� �
�

1 2 1 2 2
1

1 2

2 1 2 1 1
2

2 1

( ) 2
;

( ) 2
.

m m m
m m

m m m
m m

(4.28)

Если m1 = m2, то � �� � � � � �1 2 2 1, .  При упругом центральном ударе двух тел
одинаковой массы последние просто обмениваются скоростями.

Далее рассмотрим удар шаров о массивную стенку (например, удар моле/
кулы о поверхность поршня). В этом случае m2 � m1 (рис. 4.7).

На основании формул (4.28) получим:

�� � �� � �

�� � � � � � �

1 1 2

1
2 2 1 2

2

2 ;

2 .
m
m

(4.29)
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Отсюда видно, что после удара ско)
рость массивного тела изменяется не)
значительно �� � �2 2( ).  В результате уда)
ра стенке (поршню) передается значи)
тельная доля импульса:

�� � � � �2 2 2 2 1 12 ,m m m

но сравнительно небольшая часть энер)
гии ударяющегося шарика.

Если стенка была первоначально
неподвижна (�2 = 0), то упруго ударив)
шийся о нее шарик малой массы отско)
чит обратно практически с той же ско)
ростью (U1 � �1) и энергией.

При ударе о движущуюся стенку происходит обмен энергией тем боль)
ший, чем больше скорость ее движения �2. Если массивное тело массой m2

движется навстречу легкому шарику, то �2 < 0 и

�� � � � � � �1 1 2 1| | 2 | | .

Следовательно, шарик отскакивает назад с большими по величине скоро)
стью и кинетической энергией, чем он имел до столкновения.

Если ударяющийся шарик догоняет уходящий от него поршень, то �2 > 0
и согласно (4.29):

� �� � � � � � � �1 1 2 1 1| | 2 , | | ,

т. е. шарик отскакивает назад со скоростью и энергией меньшими, чем до
столкновения; при ударе часть кинетической энергии шарика передается
поршню.

При ударе в зависимости от свойств материала, из которого состоят шары
(медь, сталь, слоновая кость), большая или меньшая часть энергии перейдет
в тепло. Тело при этом испытывает необратимую (пластическую) деформа)
цию. Крайним случаем этого положения является неупругий удар шаров.

При неупругом ударе шары деформируются, и возникающие между ними
силы взаимодействия будут тормозить ударяющийся шар и ускорять ударя)
емый до тех пор, пока скорости обоих шаров не сравняются. В этот момент
суммарная кинетическая энергия обоих шаров уменьшится по сравнению с
первоначальным ее значением до удара, так как часть ее будет затрачена на
преодоление сопротивлений и перейдет в различные формы энергии (тепло,
энергию пластических деформаций и т. д.).

При отсутствии упругих деформаций оба шара будут двигаться далее со)
вместно с одной и той же скоростью �. В соответствии с законом сохранения
импульса

m1�1 + m2�2 = (m1 + m2)��. (4.30)

Откуда
� � ��� �

�
1 1 2 2

1 2
.

m m
m m (4.31)

Рис. 4.7
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Легко вычислить потерю механической энергии, перешедшей в тепло и
другие формы энергии:

�� �� �� � � �
22 2

21 1 21 22 ( )
,

2 2 2
mm m m

E

где �	 можно рассчитать по формуле (4.31).
Если ударяемое тело было неподвижно (�2 = 0), то

���� � � � �
� �

2
11 1 1 1

1 2 1 2
, .

2
mm m

E
m m m m (4.32)

Если неподвижное тело имеет очень большую массу m2 � m1, то �	 � �1 и
почти вся кинетическая энергия ударяющегося тела при ударе переходит в
другие формы энергии. Поэтому в кузницах делают массивные наковальни,
чтобы бо ´льшая часть кинетической энергии молота затрачивалась на необ>
ратимую деформацию поковки.

Наоборот, при забивании гвоздей или свай целесообразно иметь бо ´ль>
шую массу молота (m2 � m1), так как тогда �	 
 �1 и практически вся энергия
удара затрачивается на преодоление сопротивления стены или грунта, а не
на остаточную деформацию ударяемого тела.

4.4.
ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 1. Граната, брошенная под углом � к горизонту со скоростью �
�

0,
разрывается в некоторой точке траектории на два осколка одинаковой мас>
сы, один из которых начинает двигаться по вертикали, а другой — под углом
� к горизонту (рис. 4.8). Какова скорость второго осколка? Сопротивление
воздуха не учитывать.

Дано:
m;
m/2;
�;
�;
�0.

�2 — ?

где m — масса гранаты; �0x — проекция
скорости гранаты на ось Ox; �1x и �2x —
проекции скоростей осколков (массой
0,5m каждый) на ось Ox.

Из рисунка 4.8 видно, что �0x = �0cos�;
�1x = 0; �2x = �2cos�.

Таким образом, получаем m�0cos� =
= 0,5m�2cos�, отсюда определяем ско>
рость второго осколка: Рис. 4.8

Решение
На гранату и осколки действует внешняя сила — сила

тяжести, поэтому система не замкнутая. Поскольку вне>
шние силы вертикальны, можно применить закон сохра>
нения импульса в горизонтальном направлении (вдоль
оси Ox):

m�0x = 0,5m�1x + 0,5m�2x,
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� �� �
�

0
2

2 cos
.

cos

Ответ: 
� �� �

�
0

2
2 cos

.
cos

Задача 2. При горизонтальном полете со скоростью � = 250 м/с снаряд
массой m = 8 кг разорвался на две части. Бо ´льшая часть массой m1 = 6 кг
получила скорость �1 = 400 м/с в направлении полета снаряда (рис. 4.9). Оп?
ределить модуль и направление скорости �2 меньшей части снаряда.

Дано:
m = 8 кг;
� = 250 м/с;
m1 = 6 кг;
�1 = 400 м/с.

�2 — ?

Мы предположили, что второй осколок полетел в другую сторону.

Нам известно, что масса второго осколка (меньшего) равна m2 = m – m1.
Подставляем и получаем

m� = m1�1 – (m – m1)�2.

Откуда находим скорость:

� � �� � �
�

1 1
2

1
200 м/с.

m m
m m

Так как скорость положительная, то мы правильно выбрали ее направ?
ление.

Ответ: �2 = 200 м/с.
Задача 3. Мальчик массой m1 бежит со скоростью �

�
1  за легкоподвижной

тележкой массой m2 и вскакивает на нее. С какой скоростью станет двигать?
ся тележка после того, как мальчик вскочит на нее, если до этого тележка
двигалась со скоростью �

�
2  (см. рис. 4.10)?

Решение
Используем закон сохранения импульса:

� � � � �
� � �

1 1 2 2.m m m

А так как бо ´льший осколок массой m1 = 6 кг по?
летел в том же направлении, то

m� = m1�1 – m2�2.

Рис. 4.9
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Дано:
m1;
m2;
�
�

1;
�
�

2.

�� — ?
Направив ось Ox вдоль направления

движения тележки, запишем уравне(
ние закона сохранения импульса в ска(
лярной форме:

m1�1 + m2�2 = (m1 + m2)��.

Скорость тележки с мальчиком:

� � ��� �
�

1 1 2 2

1 2
.

m m
m m

Ответ: 
� � ��� �

�
1 1 2 2

1 2
.

m m
m m

Задача 4. На полу стоит тележка в виде длинной доски, снабженной лег(
кими колесами. На одном конце доски стоит человек. Масса его m1 = 60 кг,
масса доски m2 = 20 кг (рис. 4.11). С какой скоростью (относительно пола)
будет двигаться тележка, если человек пойдет вдоль нее со скоростью (отно(
сительно доски) �1 = 1 м/с? Массой колес и трением пренебречь.

Дано:
m2 = 20 кг;
m1 = 60 кг;
�1 = 1 м/с.

�2 — ?

Нам известна скорость человека относительно доски �1 и скорость доски �2,
поэтому

�� � � � �
� � �

2 1.

Решение
Указание на легкую подвижность тележки говорит о

том, что силы трения малы и их можно не учитывать. Силы
тяжести тележки и мальчика уравновешены силами ре(
акции опор. Поэтому систему «тележка — мальчик» в
момент взаимодействия можно рассматривать как замк(
нутую.

Рис. 4.10

Рис. 4.11

Решение
Воспользуемся законом сохранения импульса:

�� � � �
� �

2 10 ,m m

где m2 — масса доски; m1 — масса человека; �� — ско(
рость человека относительно пола, так как мы рабо(
таем в системе отсчета, связанной с полом.
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Подставляем в первое уравнение и получаем

� � � � � �
� � �

2 2 1 2 10 ( ).m m

Проектируем векторы на ось Ox и получаем

� � � � �� � �
� � �

2 2 1 2 10 ( ).m m

Из этого уравнения находим искомую скорость:

�� � �
�
2 1

2
2 1

0,75 м/с.
m

m m

Ответ: �2 = 0,75 м/с.
Задача 5. Орудие, жестко закрепленное на железнодорожной платфорA

ме, производит выстрел вдоль полотна железной дороги под углом � = 30� к
линии горизонта (рис. 4.12). Определить скорость �2 отката платформы, если
снаряд вылетает со скоростью �1 = 480 м/с. Масса платформы с орудием и
снарядами m2 = 18 т, масса снаряда m1 = 60 кг.

Дано:
m1 = 60 кг;
m2 = 18 т = 18 000 кг;
�1 = 480 м/с;
� = 30�.

�2 — ?
Проектируем векторы импульсов на ось Ox и получаем

m1�1cos� = m2�2.

Откуда искомая скорость:

� �� � 1 1
2

2

cos
.

m
m

Подставив числа, получим

�2 = 1,39 м/с.

Ответ: �2 = 1,39 м/с.

Рис. 4.12

Решение
Для определения скорости �2 воспольA

зуемся законом сохранения импульса:

� � �
� �

1 1 2 2,m m

где �
�

1 1 —m  импульс снаряда; �
�

2 2 —m  имA
пульс платформы после выстрела.
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Задача 6. Конькобежец, стоя в коньках на льду, бросает камень массой
m1 = 2,5 кг под углом � = 30� к горизонту со скоростью �1 = 10 м/с (рис. 4.13).
Какова будет начальная скорость �2 движения конькобежца, если масса его
m2 = 60 кг? Перемещением конькобежца во время броска пренебречь.

Дано:
m1 = 2,5 кг;
m2 = 60 кг;
�1 = 10 м/с;
� = 30�.

�2 — ?

Проектируем векторы импульсов на ось Ox и получаем

m1�1cos� = m2�2.

Откуда искомая скорость:
� �� � 1 1

2
2

cos
.

m
m

Подставив числовые данные, получим

�2 = 0,36 м/с.

Ответ: �2 = 0,36 м/с.
Задача 7. Два неупругих шара массой 1 и 0,5 кг движутся навстречу друг

другу со скоростями 5 и 4 м/с (рис. 4.14). Какова скорость шаров после столA
кновения. Трением пренебречь.

Дано:
m1 = 1 кг;
m2 = 0,5 кг;
�1 = 5 м/с;
�2 = 4 м/с.

�� — ?

Решение
Для определения скорости �2 воспользуемся заA

коном сохранения импульса:

� � �
� �

1 1 2 2,m m

где �
�

1 1 —m  импульс камня; �
�

2 2 —m  импульс человеA
ка после броска.

Рис. 4.13

Решение
В горизонтальном направлении на шары внешние

силы не действуют (силами трения можно пренебA
речь), силы тяжести шаров уравновешены силами
реакции опор, поэтому можно воспользоваться закоA
ном сохранения импульса.

Сумма импульсов шаров до взаимодействия равна

� � �
� �

1 1 2 2.m m
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После неупругого удара шары дви(
жутся как одно целое со скоростью ��

�

и импульс шаров после неупругого уда(
ра равен

�� �
�

1 2( ) .m m

По закону сохранения импульса

�� � � � � �
� � �

1 1 2 2 1 2( ) .m m m m

В соответствии с выбранным направлением оси Ox уравнение закона со(
хранения импульса в скалярной форме запишется в виде

m1�1 – m2�2 = (m1 + m2)��,

откуда скорость шаров после столкновения

� � ��� � �
�

1 1 2 2

1 2
2 м/с.

m m
m m

Ответ: �� = 2 м/с.
Задача 8. Железнодорожный вагон массой 60 т движется по прямоли(

нейному участку пути со скоростью 1 м/с. Какова будет скорость этого ваго(
на после сцепки с неподвижным вагоном массой 40 т? Трение не учитывать.

Дано:
m1 = 60 т = 60 000 кг;
m2 = 40 т = 40 000 кг;
�1 = 1 м/с.

�� — ?

откуда
��� � �

�
1 1

1 2
0,6 м/с.

m
m m

Ответ: �� = 0,6 м/с.
Задача 9. Надувной плот массой m1 отплывает от берега со скоростью �

�
1,

направленной под углом 	 к линии берега. С берега на плот с разгона прыгает
человек массой m2 со скоростью �

�
2,  направленной перпендикулярно линии

берега (см. рис. 4.15). Найти скорость плота с человеком.
Дано:
m1;
m2;
�1;
�2;
	.

�� — ?

Рис. 4.14

Решение
В горизонтальном направлении внешние

силы на вагоны не действуют, силы трения
не учитываем. Направив ось Ox вдоль же(
лезнодорожного пути по направлению дви(
жения первого вагона, закон сохранения им(
пульса можно записать в скалярной форме:

m1�1 = (m1 + m2)��,

Решение
Сила тяжести плота с человеком уравновешивается вы(

талкивающей силой воды (силой Архимеда), сила жидко(
го трения мала, и ее можно не учитывать, поэтому к сис(
теме «человек — плот» в момент взаимодействия можно
применить закон сохранения импульса (см. рис. 4.16):

�� � � � � �
� � �

1 1 2 2 1 2( ) ,m m m m (1)

где ��
�

—  скорость плота с человеком.
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Направив ось Oy вдоль линии берега, а ось Ox перпендикулярно к ней,
запишем уравнение (1) в проекциях на оси Ox и Oy:

m2�2 + m1�1cos(90� – �) = (m1 + m2)��cos�; (2)

m1�1cos� = (m1 + m2)��cos(90� – �), (3)

где � — угол между вектором �
�

1  и осью Oy; � — угол между вектором υ′
�

 и
осью Ox.

Возведя в квадрат выражения (2) и (3) и сложив полученные равенства,
находим:

(m1 + m2)2��2 = (m1�1)2 + (m2�2)2 + 2m1m2�1�2sin�. (4)

Откуда скорость плота с человеком:

�� 	 � 
 � 
 � � �



2 2 2 2
1 2 1 21 1 2 2

1 2

1 2 sin .m m m m
m m

Ответ: �� 	 � 
 � 
 � � �



2 2 2 2
1 2 1 21 1 2 2

1 2

1 2 sin .m m m m
m m

Задача 10. В подвешенный на нити длиной l = 1,8 м деревянный шар
массой m2 = 0,8 кг попадает горизонтально летящая пуля массой m1 = 4 г
(рис. 4.17). С какой скоростью летела пуля, если нить с шаром и застрявшей
в нем пулей отклонилась от вертикали на угол � = 30�? Размером шара преC
небречь. Удар считать прямым, центральным.

Дано:
m2 = 0,8 кг;
m1 = 4 г = 4�10–3 кг;
l = 1,8 м;
� = 30�.

�1 — ?

Рис. 4.15 Рис. 4.16

Решение
Импульс пули равен

p1 = m1�1.

После столкновения суммарный импульс
шарика и пули по закону сохранения импульC
са должен быть равен импульсу пули:

m1�1 = (m1 + m2)�2,

где �2 — общая скорость пули и шарика посC
ле столкновения.
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Откуда
�� �
�

1
2

1 2
.

( )
m

m m

Тогда начальная кинетическая энер,
гия шарика и пули равна

� � �� �
�

2 2 2
1 2 1 12

1 2

( ) ( ) ( )
.

2 2( )k
m m m

E
m m

Через время кинетическая энергия
перешла в изменение потенциальной
энергии по закону сохранения энергии:

Ek = �Eр.

Начальная потенциальная энергия шарика и пули (относительно точки
подвеса) равна

Ep1 = –(m1 + m2)gl,

где l — длина нити; g — ускорение свободного падения.
После того как они поднялись на угол �, величина OA (из треугольника)

стала равна OA = lcos�. Поэтому потенциальная энергия:

Ep2 = –(m1 + m2)glcos�.

Тогда разность потенциальных энергий:

Ep2 – Ep1 = –(m1 + m2)glcos� + (m1 + m2)gl = (m1 + m2)gl(1 – сos�).

Откуда

Ek = �Eр = (m1 + m2)gl(1 – cos�)

или

� � � � �
�

2 2
1 1

1 2
1 2

( ) ( )
( ) (1 cos ).

2( )
m

m m gl
m m

Из этой формулы получаем

�� � � �1 2
1

1

( )
2 (1 cos ).

m m
gl

m

Подставив числовые данные, получим

	1 = 437 м/с.

Ответ: 	1 = 437 м/с.
Задача 11. Две одинаковые лодки массами mл = 200 кг каждая (вместе с

человеком и грузами, находящимися в лодках) движутся параллельными
курсами навстречу друг другу с одинаковыми скоростями 	 = 1 м/с. Когда
лодки поравнялись, то с первой лодки на вторую и со второй на первую одно,
временно перебрасывают грузы массами mг = 20 кг (см. рис. 4.18). Опреде,
лить скорости 	1 и 	2 лодок после перебрасывания грузов.

Рис. 4.17
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Дано:
mл = 200 кг;
mг = 20 кг;
� = 1 м/с.

�1 — ?
�2 — ?

где mл — масса лодки; mг — груза; �1 — скорость лодки после перебрасыва'
ния грузов.

Проектируем векторы на ось Ox и получаем

mг�1 = (mл – mг)� – mг�.

Отсюда искомая скорость:

� �� � �л г
1

л

( 2 )
0,8 м/с.

m m
m

Ответ: �1 = �2 = 0,8 м/с.

Рис. 4.18

Решение
Воспользуемся законом сохранения импульса.

А так как задача симметрична относительно пере'
становки лодок (они абсолютно равны) и перебрасы'
ваемые грузы одинаковы, то скорости лодок будут
равны по модулю, но противоположны по направле'
нию. Поэтому рассматриваем только одну лодку.

Для первой лодки

� � � � � �
� � �

л 1 л г г( ) ,m m m m
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Задача 12. По небольшому куску мягкого железа, лежащему на нако*
вальне массой m2 = 300 кг, ударяет молот массой m1 = 8 кг. Определить КПД
� удара, если удар неупругий. Полезной считать энергию, пошедшую на де*
формацию куска железа.

Дано:
m1 = 8 кг;
m2 = 300 кг.

� — ?

Их кинетическая энергия после взаимодействия:

�� � ��
2

1 2( ) ( )
,

2k
m m

E

где �� — общая скорость.
Используем закон сохранения импульса:

m1� = (m1 + m2)��.

Откуда

��� �
�

2
1

1 2

( )
.

2( )
m

m m

Подставляем эту скорость в кинетическую энергию после взаимодей*
ствия:

��
�

2
1

1 2

( )
.

2( )k
m

E
m m

Разница энергий Ek1 – Ek идет на деформацию. Поэтому

�� �
� �� 	 	 	 �

��

22
11

1 1 2 1
2

1 1 21

( )
2 2( )

1 .
( )

2

k k

k

mm
E E m m m

E m mm

Подставив числа, получим:

� � � � �
�

81 0,974 97,4%.
(8 300)

Ответ: � = 97,4%.
Задача 13. Шар массой m1 = 1 кг движется со скоростью �1 = 4 м/с и стал*

кивается с шаром массой m2 = 2 кг, движущимся навстречу ему со скорос*
тью �2 = 3 м/с (см. рис. 4.19). Каковы скорости ��1  и ��2  шаров после удара?
Удар считать абсолютно упругим, прямым, центральным.

Решение
Удар неупругий, поэтому происходит слипание тел,

и в дальнейшем (после удара) они двигаются вместе.
До удара кинетическая энергия кувалды равна

��
2

1
1 ,

2k
m

E

где � — скорость кувалды. Кинетическая энергия на*
ковальни Ek2 = 0, так как она не двигалась.
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Дано:
m1 = 1 кг;
�1 = 4 м/с;
m2 = 2 кг;
�2 = 3 м/с.

��1 —  ?
��2 —  ?

��� �� �
� � �

2 22 2
2 21 11 2 1 2 .

2 2 2 2
m mm m

Упрощаем и получаем

� �� � � � � � �2 2 2 2
1 21 1 2 2( ) ( ).m m

Преобразуем к виду

υ − υ ⋅ υ + υ = υ − υ ⋅ υ + υ′ ′ ′ ′1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ).m m m

Делим это уравнение на

� �� � � � � � �1 1 1 2 2 2( ) ( )m m

и получаем

� � � �� � � � � � � � � � � ��
� �� � � � � �

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2

( )( ) ( )( )
.

( ) ( )
m m

m m

Откуда получаем

� �� � � � � � �1 1 2 2.

Из этого уравнения находим

� �� � � � � � �2 1 2 1

и подставляем в закон сохранения импульса:

υ − υ = υ − υ = υ + υ − υ − υ′ ′ ′ ′1 1 2 2 2 2 1 1 2 1 2 1 1 1( ) .m m m m m m

Решение
Из закона сохранения импульса находим

� �� � � � � � �1 1 2 2 2 2 1.m m m m

Упрощаем и получаем

υ + υ = υ + υ′ ′1 1 1 2 2 2( ) ( ).m m

Из закона сохранения энергии получаем

Рис. 4.19
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Откуда скорость первого шара равна

� � � � � � � � � � ��� � �
� �

1 1 2 2 2 1 2 2 1 1 2 2
1

2 1 2 1

( ) ( ) 2
.

m m m m m m
m m m m

Тогда

� � � � � � � ��� � � � � � �
� �

2 1 1 2 2 1 2 2 1 1
2 1 2

2 1 2 1

( ) 2 ( ) 2
.

m m m m m m
m m m m

Подставив числа, получим

� �� � � �1 25,33 м/с, 1,67 м/с.

Ответ: � �� � � �1 25,33 м/с; 1,67 м/с.
Задача 14. Шар массой m1 = 3 кг движется со скоростью �0 = 2 м/с и сталA

кивается с покоящимся шаром массой m2 = 5 кг (рис. 4.20). Какая работа
будет совершена при деформации шаров? Удар считать абсолютно неупруA
гим, прямым, центральным.

Дано:
m1 = 3 кг;
�0 = 2 м/с;
m2 = 5 кг.

A — ?

Откуда
�� �

�
1 0

2 1
.

m
m m

Из закона сохранения энергии получаем

� � �� �
2 2

1 0 2 1( )
.

2 2
m m m

A

Подставляем 
�� �

�
1 0

2 1

m
m m

 в левую часть уравнения:

�� �� � �� � �� 	
 � 
 �
�

2
1 0

2 12 2
1 2 10 1 0

2 1

( )
( )

.
2 2 2( )

m
m m

m m m m
A A

m m

Рис. 4.20

Решение
Удар неупругий, поэтому происходит слипание тел,

и в дальнейшем (после удара) они двигаются вместе.
Из закона сохранения импульса находим

m1�0 = (m2 + m1)�,

где � — скорость шаров после удара.
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Откуда искомая величина равна

� �� � � �� � � � �� 	 � 	
 
� � � �

2 22
0 01 1 2

1
2 1 2 1

.
2 2

m m m
A m

m m m m

Подставив числа, получим

A = 3,75 Дж.

Ответ: A = 3,75 Дж.
Задача 15. Шар массой m1 = 5 кг движется со скоростью 
0 = 1 м/с и стал+

кивается с покоящимся шаром массой m2 = 2 кг (рис. 4.21). Определить ско+
рости 
1 и 
2 шаров после удара. Удар считать абсолютно упругим, прямым,
центральным.

Дано:
m1 = 5 кг;

0 = 1 м/с;
m2 = 2 кг.


1 — ?

2 — ?

Из первого уравнения находим скорость второго шара:


2 = m1/m2(
0 + 
1).

Подставляем во второе уравнение:

� � � � �� �
2 2 2

1 10 2 1 2 0 11 ( / ( ))
.

2 2 2
m m m m m

Упрощаем:

� � � � � � �12 2 2
0 110

2
( ) .

m
m

Далее:

� � � � � � � � � � � � � � �12 2 2
0 1 0 1 0 110

2
( ) ( ) ( ) ,

m
m

откуда получаем

(
0 – 
1) = m1/m2(
0 + 
1).

Рис. 4.21

Решение
Шарики должны отскочить в разные стороны, так

как удар упругий, поэтому из закона сохранения им+
пульса находим

m1
0 = –m1
1 + m2
2.

Из закона сохранения энергии получаем

� ��
� �

2 22
1 210 1 2 .
2 2 2

m mm
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И, наконец, находим скорость первого шара после удара:

�� � � �� � �� � � � � �� 	 � 	� 
 
 

� ��

1 2 1
0 0

2 2 0 2 1
1

1 2 1 2 1

2 2

1
( )

.
1

m m m
m m m m

m m m m m
m m

Подставляем в

� � �� �� � � � � � � � �� 	� �
 �
0 2 1 1 01 1

2 0 1 0
2 2 2 1 2 1

( ) 2
( ) .

m m mm m
m m m m m m

Подставляем числа (переводя одновременно все величины в систему СИ):

�1 = –0,43 м/с.

Эта величина отрицательная, следовательно, вектор �1 должен быть на?
правлен в противоположную сторону.

Находим скорость второго шара:

�2 = 1,429 м/с.

Ответ: �1 = –0,43 м/с; �2 = 1,429 м/с.

4.5.
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО

РЕШЕНИЯ

1. Мяч массой m, двигаясь по нормали к стенке со скоростью �, упруго
ударяется о нее и отскакивает с такой же по модулю, но противоположной по
направлению скоростью. Найти величину и направление импульсов, полу?
ченных мячом и стенкой, и среднюю силу действия мяча на стенку, если
продолжительность удара равна 
t.

Ответ: F = 2m�/
t; � � �
� �

м 2p m  (импульс, полученный мячом); � �
� �

ст 2p m
(импульс, полученный стенкой).

2. Молот массой 10 кг свободно падает на наковальню с высоты 1,25 м.
Найти силу удара, если его длительность 0,01 с.

Ответ: F � 5 кН.

3. Граната, летящая со скоростью 15 м/с, разорвалась на два осколка
массами 6 и 14 кг. Скорость большего осколка возросла до 24 м/с по на?
правлению движения. Найти скорость и направление движения меньшего
осколка.

Ответ: �2 = 6 м/с.

4. Метеорит и ракета движутся под углом 90� друг к другу. Ракета попа?
дает в метеорит и застревает в нем. Масса метеорита m, масса ракеты m/2,
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скорость метеорита �, скорость ракеты 2�. Определить импульс метеорита и
ракеты после соударения.

Ответ: � � �2 .p m

5. Какую скорость получит неподвижная лодка, имеющая вместе с гру+
зом массу 200 кг, если находящийся в ней пассажир выстрелит в горизон+
тальном направлении? Масса пули 10 г, ее скорость 800 м/с.

Ответ: � = 0,04 м/с.

6. Снаряд, летевший со скоростью � = 400 м/с, в верхней точке траекто+
рии разорвался на два осколка. Меньший осколок, масса которого составля+
ет 40% от массы снаряда, полетел в противоположном направлении со ско+
ростью �2 = 150 м/с. Определить скорость �1 большего осколка.

Ответ: �1 = 766 м/с.

7. С тележки, свободно движущейся по горизонтальному пути со ско+
ростью �0 = 3 м/с, в сторону, противоположную движению тележки, пры+
гает человек, после чего скорость тележки меняется и становится равной
�2 = 4 м/с. Определить горизонтальную составляющую скорости �1 человека
при прыжке относительно тележки. Масса тележки M = 210 кг, масса чело+
века m = 70 кг.

Ответ: �1 = 3 м/c.

8. Человек массой m1 = 70 кг, бегущий со скоростью �1 = 9 км/ч, догоня+
ет тележку массой m2 = 190 кг, движущуюся со скоростью �2 = 3,6 км/ч, и
вскакивает на нее. С какой скоростью станет двигаться тележка с челове+
ком? С какой скоростью будет двигаться тележка с человеком, если человек
до прыжка бежал навстречу тележке?

Ответ: � ��� � � �2 22,1м/с; 1,56 м/с.

9. Шар массой m1 = 4 кг движется со скоростью �1 = 5 м/с и сталкивается
с шаром массой m2 = 6 кг, который движется ему навстречу со скоростью
�2 = 2 м/с. Определить скорости ��1  и ��2  шаров после удара. Удар считать
абсолютно упругим, прямым, центральным.

Ответ: � �� � � �1 23,4 м/с; 3,6 м/с.

10. Шар массой m1 = 2 кг сталкивается с покоящимся шаром большей
массы и при этом теряет 40% кинетической энергии. Определить массу m2

большего шара. Удар считать абсолютно упругим, прямым, центральным.
Ответ: m2 = 15,7 кг.

11. Из орудия, не имеющего противооткатного устройства, производи+
лась стрельба в горизонтальном направлении. Когда орудие было неподвиж+
но закреплено, снаряд вылетел со скоростью �1 = 600 м/с, а когда орудию
дали возможность свободно откатываться назад, снаряд вылетел со скорос+
тью �2 = 580 м/с. С какой скоростью откатилось при этом орудие?

Ответ: � = 41 м/с.
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4.6.
КОНТРОЛЬНЫЕ ТЕСТЫ

1. В результате неупругого удара шара массы m, двигавшегося со скорос0
тью �, с неподвижным шаром вдвое большей массы шары начали двигаться
со скоростью:

1) �/3; 2) 2�; 3) 3�/4; 4) 4�/3.

2. Если шар массы m, двигавшийся со скоростью �, столкнется с непод0
вижным шаром такой же массы, то в результате абсолютно упругого цент0
рального удара первый шар...

1) начнет двигаться в противоположном направлении со скоростью 2�;
2) будет продолжать двигаться в прежнем направлении со скоростью �/2;
3) будет продолжать двигаться в противоположном направлении со ско0

ростью �/2;
4) остановится.

3. Материальная точка летит в направлении неподвижной стенки со ско0
ростью �, перпендикулярной стенке. Происходит абсолютно упругий удар.
Найти изменение проекции импульса точки на ось Ox.

1) 0; 2) m�; 3) 2m�; 4) –m�.

4. Два тела, летящие навстречу друг другу со скоростями �0 = 5 м/с каж0
дое, после абсолютно неупругого удара стали двигаться как единое целое со
скоростью � = 2,5 м/c. Чему равно отношение масс этих тел?

1) 1; 2) 2; 3) 3; 4) 1,5.

5. Чему равен модуль изменения импульса шарика массой 200 г, кото0
рый упал с высоты 5 м на горизонтальную плиту и отскочил от нее на пре0
жнюю высоту?

1) 2 кг�м/с; 2) 0 кг�м/с; 3) 1 кг�м/с; 4) 4 кг�м/с.

6. На подножку вагонетки, которая движется по рельсам со скоростью
5 м/с, прыгает человек массой 60 кг в направлении, перпендикулярном ходу
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вагонетки. Масса вагонетки 240 кг. Чему будет равна скорость вагонетки
вместе с человеком?

1) 4,5 м/с; 2) 5 м/с; 3) 3 м/с; 4) 4 м/с.

7. Если два тела массами m1 и m2 двигались навстречу друг другу со ско'
ростями соответственно �1 = 4 м/с и �2 = 20 м/с и в результате абсолютно уп'
ругого удара обменялись скоростями (первое тело начало движение в проти'
воположном направлении со скоростью 20 м/с, а второе — 4 м/с), чему равно
отношение масс этих тел m1/m2?

1) 1/5; 2) 1/4; 3) 1; 4) 4.

8. Если на вагонетку массой m, движущуюся по горизонтальным рельсам
со скоростью �, сверху опустить груз, масса которого равна т/2, чему станет
равной скорость вагонетки с грузом?

1) 3/2�; 2) 4/2�; 3) 1/4�; 4) 3/4�.

9. Неподвижная молекула распадается на два движущихся атома масса'
ми m1 и т2. Во сколько раз суммарная кинетическая энергия двух атомов
больше кинетической энергии атома с массой m2?

1) (m1 + m2)/|m1 + m|; 2) (m1 + m2)/m2;
3) (m1 + m2)/m1; 4) ((m1 + m2)/m1)2.

10. Свободно падающий шарик массой m = 200 г ударился о пол со скоро'
стью � = 5 м/с и подпрыгнул на высоту h = 80 см. Чему равен модуль измене'
ния импульса шарика при ударе о пол?

1) 0,8 кг�м/с; 2) 0,2 кг�м/с; 3) 1,8 кг�м/с; 4) 2 кг�м/с.

11. Металлический шарик, падая с высоты h1 = 1 м на стальную плиту,
отскакивает от нее на высоту h2 = 0,81 м. Во сколько раз изменится модуль
импульса шарика при ударе?

1) Не изменится; 2) в 2 раза;
3) в 0,9 раза; 4) в 0,81 раза.

12. Тело движется прямолинейно. Под действием постоянной силы 5 Н
импульс тела уменьшился от 25 до 15 кг�м/с. Сколько времени для этого
потребовалось?

1) 1 с; 2) 2 с; 3) 3 с; 4) 4 с.

13. Тело движется по прямой. Под действием постоянной силы величи'
ной 2 Н за 3 с импульс тела увеличился и стал равным 15 кг�м/с. Чему был
равен первоначальный импульс тела?

1) 9 кг�м/с; 2) 10 кг�м/с; 3) 12 кг�м/с; 4) 13 кг�м/с.

14. Отношение массы грузовика к массе легкового автомобиля m1/m2 = 3.
Каково отношение их скоростей �1/�2, если отношение импульса грузовика
к импульсу легкого автомобиля равно 6?

1) 1; 2) 2; 3) 3; 4) 0,5.



ГЛАВА 4. ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ИМПУЛЬСА. ДВИЖЕНИЕ ТЕЛ С ПЕРЕМЕННОЙ МАССОЙ 197

15. На неподвижный бильярдный шар налетел другой такой же со скоро0
стью 1 м/с. После удара шары разлетелись под углом 90� так, что импульс
одного шара p1 = 0,3 кг�м/с, другого — p2 = 0,4 кг�м/с. Найти массы шаров.

1) 0,2 кг; 2) 0,1 кг; 3) 1 кг; 4) 0,5 кг

16. Теннисный шар летел с импульсом p1 (масштаб и направления указа0
ны на рисунке). Теннисист произвел по мячу резкий удар со средней силой
25 Н. Изменившийся импульс мяча стал равным p2.

В течение какого времени сила действовала на мяч?
1) 0,3 с; 2) 0,2 с; 3) 0,25 с; 4) 0,5 с.

17. Шарик массой m упал с высоты h на стальную плиту и упруго отско0
чил от нее вверх. Найти изменение импульса шарика в результате удара.

1) 2 ;m gh 2) 8 ;m gh 3) /2;m gh 4) 2 .m gh

18. Материальная точка начинает двигаться под действием силы Fx, гра0
фик временной зависимости которой представлен на рисунке.
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Какой график правильно отражает зависимость величины проекции им*
пульса материальной точки Px от времени?

19. На частицу, находящуюся в начале координат, действует сила, век*
тор которой определяется выражением

� �
� ��

4 3 ,F i j

где 
�
i  и 

�
—j единичные векторы декартовой системы координат.

Чему равна работа, совершаемая этой силой при перемещении частицы в
точку с координатами (4, 3)?

1) 16 Дж; 2) 12 Дж; 3) 9 Дж; 4) 25 Дж.



Г Л А В А П Я Т А Я

СТАТИКА

Сумма сил, приложенных к телу, может быть отличной от нуля или же
равной нулю. В зависимости от этого скорость тела изменяется или же оста$
ется постоянной. В последнем случае тела будут находиться в покое или дви$
гаться равномерно и прямолинейно. Здания, мосты, книга на столе и многие
другие тела покоятся, несмотря на то что на них со стороны других тел дей$
ствуют силы.

Если тело, к которому приложены силы, покоится, то говорят, что это
тело находится в равновесии. Изучение условий равновесия тел имеет боль$
шое практическое значение в строительстве, машиностроении и других об$
ластях техники.

Выяснить условия равновесия реальных тел непросто, так как все реаль$
ные тела под влияниям приложенных сил деформируются.

Во многих случаях, которые имеют место на практике, деформациями
можно пренебречь и вести расчет так, как если бы тела были недеформируе$
мыми, т. е. абсолютно твердыми.

Изучив условия равновесия абсолютно твердого тела, мы тем самым най$
дем условия равновесия реальных тел в тех случаях, когда деформациями
можно пренебречь.

Раздел механики, в котором изучается равновесие абсолютно твердых
тел, называется статикой.

В статике учитываются размеры и форма тел и все рассматриваемые тела
считаются абсолютно твердыми. Деформации учитываются в прикладных
разделах механики. Например, таких как теория упругости, сопротивление
материалов и др.

Статика является частным случаем динамики, так как покой тел, когда
на них действуют силы, является частным случаем движения.
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5.1.
МОМЕНТ СИЛЫ.

УСЛОВИЯ РАВНОВЕСИЯ ТЕЛА,
ИМЕЮЩЕГО ОСЬ ВРАЩЕНИЯ

Рассмотрим условие равновесия тела, закрепленного на оси.
Если к неподвижному телу (рис. 5.1) приложить силу 

�
1,F  совпадающую

по направлению с осью, или силу 
�
2,F  параллельную оси, или силу 

�
3,F  пер-

пендикулярную оси, тело вращаться не будет.
Рассмотрим случай, когда сила 

�
F  лежит в плоскости, перпендикуляр-

ной к оси вращения, и составляет угол � с радиусом 
�
,r  проведенным в точку

приложения силы 
�
,F  т. е. сила 

�
F не пересекается с осью, проходящей через

точку О (рис. 5.2).
Разложим силу 

�
F  по двум направлениям: на силу 

�
1F  в направлении,

перпендикулярном 
�
,r и силу 

�
2F  вдоль направления радиуса 

�
.r  Угол между

векторами 
�
F  и 

�
2F  обозначим �. Сила 

�
2F  не вызывает вращательного движе-

ния, так как перпендикулярна оси вращения, проходящей через точку О, а
сила 

�
1F  приводит тело во вращательное движение. Она направлена по каса-

тельной к окружности, которую описывает точка С при своем движении.
Моментом этой силы относительно оси вращения называют произведение
(подробнее о моменте сил смотрите в главе 6)

= =
� ��

1 1[ ] или .M rF M F r (5.1)

Так как F1 = F sin�, то

М = Frsin�, (5.2)

где � — угол между векторами 
�
r и

�
.F

Опустим перпендикуляр из точки О на линию действия силы 
�
F  и обозна-

чим длину перпендикуляра l. Кратчайшее расстояние от оси вращения до
линии действия силы 

�
,F  приложенной к телу, называется плечом силы 

�
.F

Рис. 5.1 Рис. 5.2
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Плечо силы:

l = rsin�.

Таким образом, момент силы 
�
F  относительно оси вращения:

М = Fl. (5.3)

Момент силы относительно оси вращения (вращательный момент) равен
произведению силы на ее плечо.

Моменты сил могут быть положительными и отрицательными в зависи*
мости от того, в каком направлении они заставляют вращаться тело. Ус*
ловно моменты сил, вращающие тело по часовой стрелке, считаются поло�
жительными, а моменты сил, вращающие тело против часовой стрелки, —
отрицательными. Если к телу приложить силу 

�
1,F  которая создает враща*

тельный момент

M1 = F1l1,

то тело начнет вращаться.
Чтобы тело осталось в покое, к нему

нужно приложить силу 
�
2,F  момент ко*

торой M2 = F2l2 направлен в противо*
положную сторону и численно равен
моменту силы 

�
1,F  вызывающей враще*

ние по часовой стрелке, т. е. M1 = M2

или M1 – M2 = 0, где l1 и l2 — плечи сил�
1F  и 

�
2F  относительно оси вращения

(рис. 5.3).
Таким образом, при равновесии тела,

закрепленного на оси, алгебраическая
сумма моментов сил равна нулю.

Если к телу приложено несколько сил, условие равновесия тела, закреп*
ленного на оси, имеет вид

�� 0,iM (5.4)

где i — число приложенных к телу сил.
Условие равновесия тела относительно неподвижной оси вращения на�

зывают правилом моментов.
За единицу момента силы в СИ принят ньютон*метр. Один ньютон*метр

равен моменту силы 1 Н, плечо которой 1 м:

[М] = 1 Н�1 м = 1 Н�м.

Рычагом называется твердое тело, имеющее неподвижную ось вращения,
на которое действуют силы, стремящиеся повернуть его вокруг этой оси.
Рычаги бывают первого и второго рода. Рычагом первого рода называется
такой рычаг, ось вращения которого расположена между точками приложе*
ния сил, а сами силы направлены в одну и ту же сторону (см. рис. 5.4).

Рис. 5.3
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Примерами рычагов первого рода могут служить коромысло, шлагбаум,
колодезный журавль и т. д. Рычагом второго рода называется такой рычаг,
ось вращения которого расположена по одну сторону от точек приложения
сил, а сами силы направлены противоположно друг другу (рис. 5.5).

Примерами рычагов второго рода являются гаечные ключи, щипцы для
раскалывания орехов, устройства для выдавливания чеснока и др.

Рассмотрим применение рычага первого рода. С помощью прочного стер6
жня АВ, опирающегося на подставку С, действуя силой 

�
F  на конец стержня

А, груз массой m подняли на высоту h1 (рис. 5.6).
Конец стержня А при этом прошел расстояние h2. Работа по перемеще6

нию груза:
A1 = mgh1,

работа, совершенная силой 
�

:F
A2 = Fh2.

Рычаг не дает выигрыша в работе (золотое правило механики), т. е. на осно6
вании закона сохранения энергии можно записать A1 = A2, или Fh2 = Ph1, или

P/F = h2/h1. (5.5)

Так как
h2/h1 = l2/l1,

то
P/F = l2/l1. (5.6)

Рис. 5.4. Рис. 5.5.

Рис. 5.6. Рис. 5.7.
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Из последнего соотношения видно, что, пользуясь рычагом, мы выигры�
ваем в силе во столько раз, во сколько раз плечо рычага, на которое мы дей�
ствуем силой 

�
,F  больше плеча рычага, на которое действует тело. При этом

неизбежен проигрыш в расстояниях, которые проходят концы рычага (см.
соотношение (5.5)).

Ворот — это своеобразный рычаг (рис. 5.7). Человек прикладывает силу�
,F  которая создает момент силы

M1 = Fl,

где l — длина рукоятки (плечо силы F).
На вал ворота В действует сила натяжения троса 

�
,T  равная силе тяжести�

,mg  которая создает момент силы

M2 = Tr = mgr,

где r — радиус ворота.
Рычаг находится в равновесии, если M1 = M2 или Fl = mgr, откуда

mg/F = l/r. (5.7)

Выигрыш в силе равен отношению длины рукоятки l к радиусу вала r.
Если l/r = 10, например, то мы выигрываем в силе в 10 раз. Это значит, что к
рукоятке мы прикладываем силу F, которая в 10 раз меньше веса поднимае�
мого груза P = mg.

5.2.
СЛОЖЕНИЕ И РАЗЛОЖЕНИЕ СИЛ

Опыт показывает, что величина силы, действующей на тело, не изменя�
ется, если точку ее приложения перенести вдоль линии действия силы. Из
опыта также следует, что если на твердое тело действует несколько сил, их
действия можно заменить одной силой, называемой равнодействующей си�
лой. Равнодействующая сила — это такая сила, которая производит на тело
такое же действие, как и несколько одновременно действующих на него сил.
Силы, заменяемые равнодействующей, называются составляющими. Нахож�
дение равнодействующей нескольких сил называется сложением сил.

Пусть на твердое тело действуют две силы 
�
1F  и 

�
2F  (см. рис. 5.8). Найдем

их равнодействующую:
� �

� � �
1 2.R F F

Для этого перенесем точки приложения сил 
�
1F  и 

�
2F  вдоль линий их дей�

ствия до пересечения в точке С, построим параллелограмм на силах 
�
1F  и 

�
2F  и

найдем величину диагонали. По теореме косинусов равнодействующая сила:

� � � � � � � � �2 2 2 2
1 2 1 21 12 2cos(180 ) 2 cos ,R F F F F F F F F (5.8)

где � — угол между составляющими силами 
�
1F  и 

�
2.F

Если � = 0, т. е. силы направлены по прямой в одну сторону, то

R = F1 + F2.
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Если � = �, силы направлены по прямой в противоположные стороны:

R = F1 – F2.

Замена одной силы двумя, производящими на тело такое же действие,
как и одна сила, называется разложением силы на составляющие.

Если к телу приложить параллельные силы, то их можно заменить одной
силой — равнодействующей (рис. 5.9).

Равнодействующая двух параллельных сил, направленных в одну сторо0
ну, равна сумме этих сил и направлена в ту же сторону:

             � � � �
� � �

1 2 1 2, .R F F R F F (5.9)

Точка приложения равнодействую0
щей делит расстояние между силами 

�
1F

и 
�
2F  на отрезки, обратно пропорцио0

нальные силам, т. е.

                       F1/F2 = l2/l1. (5.10)

Если параллельные силы направле0
ны в противоположные стороны, то рав0

нодействующая сила равна разности этих сил и направлена в сторону боль0
шей силы. Сложение нескольких параллельных сил, приложенных к телу,
производится последовательно — по две силы в любом порядке.

Точку приложения нескольких параллельных сил, расположенных в од0
ной плоскости, можно найти по0другому на основании следующих сообра0
жений. Поскольку равнодействующая заменяет собой действие составляю0
щих сил, момент равнодействующей относительно любой оси вращения рав0
няется алгебраической сумме моментов относительно той же оси:

� � .R FM M (5.11)

Рис. 5.8

Рис. 5.9
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Рассмотрим пример (рис. 5.10).
Параллельные силы 

� � � �
1 2 3 4, , иF F F F  приложены к невесомому стержню.

Равнодействующая:

= + + + = + + −
� � � � �

1 2 3 4 1 2 3 4или .R F F F F R F F F F

Момент равнодействующей силы относительно точки О:

MR = Rl,

где l — ее плечо, или

Rl = F1l1 + F2l2 + F3l3 – F4l4. (5.12)

Отсюда легко найти плечо равнодействующей:

l = (F1l1 + F2l2 + F3l3 – F4l4)/R,

или в общем виде:

� �� �
�

.
i i

i

M M
l

RF
(5.13)

5.3.
ЦЕНТР МАСС

И ЦЕНТР ТЯЖЕСТИ ТЕЛА

Центром масс тела называется точка пересечения прямых, вдоль кото7
рых должны быть направлены силы, вызывающие только поступательное
движение тела.

Опыт показывает, что в каждом теле такая точка есть. Всякая сила, не
проходящая через эту точку, вызывает поворот тела. На рисунке 5.11 центр
масс обозначен С. Силы 

� � � �
1 2 3 4, , иF F F F  вызывают поступательное движение

Рис. 5.10
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тела, сила 
�
5F  вызывает, наряду с по$

ступательным движением, еще и вра$
щательное, так как создает вращатель$
ный момент

М = F5l,

где l — плечо силы 
�
5F  относительно

оси, проходящей через центр масс.
При поступательном движении ус$

корения всех точек одинаковы по ве$
личине и направлению. Поступатель$
но, в частности, движется тело под
действием силы тяжести, так как сила
тяжести сообщает всем частицам тела
одинаковое ускорение g.

Рассмотрим однородный стержень
(рис. 5.12).

Разобьем его на частицы одинако$
вой массы mi. На каждую частицу дей$
ствует сила тяжести 

�
.i im g  Сложим эти

параллельные силы. Так как точка при$
ложения равнодействующей двух рав$
ных параллельных сил делит расстояние
между точками приложения пополам,
легко сообразить, что точка приложе$

ния этой равнодействующей лежит на середине стержня и называется цент�
ром тяжести тела.

Центр тяжести — точка приложения равнодействующей всех сил тяжес$
ти, действующих на каждую частицу этого тела.

Снова рассмотрим ту же систему материальных точек. Построим радиус$
вектор 

�
CR  по следующему правилу:

�

�

�
�

�

�
�

1

1
1

,

N

i i
i

C N

i

m r

R

m
(5.14)

где 
�

—ir  радиус$вектор i$й материальной точки системы, а mi — ее масса.
Радиус$вектор 

�
CR  определяет положение в пространстве центра масс

(центра инерции) системы. Вовсе не обязательно, что в центре масс системы
окажется какая$то материальная точка.

Определим, с какой скоростью движется центр инерции системы:

υ =
�

�
.C

C
dR
dt

Рис. 5.11

Рис. 5.12



ГЛАВА 5. СТАТИКА 207

Дифференцируем по времени обе части (5.14):

� �

� �

�
� � � �

� �

� �

� �
�� 1 1

1 1
1 1

.

N N

i i i i
i i

C C N N

i i

m r m

R

m m
(5.15)

В числителе выражения в правой части (5.15) стоит сумма импульсов всех
точек, т. е. импульс 

�
p  системы. В знаменателе стоит полная масса системы:

�

� �
1

.
N

i
i

m m (5.16)

Мы получили, что скорость центра инерции связана с импульсом систе&
мы и ее полной массой таким же соотношением, какое справедливо для мате&
риальной точки:

� �
� �

.Cp m (5.17)

Таким образом, можно считать, что скорость �
�

C  является скоростью сис&
темы как целого. Она, разумеется, может отличаться от скоростей каждого
из тел, входящих в систему.

Центр масс замкнутой системы движется всегда с постоянной скоростью,
поскольку импульс такой системы сохраняется.

Если продифференцировать теперь соотношение (5.17) по времени и
учесть, что производная импульса системы есть равнодействующая вне&
шних сил, то получим уравнение движения центра масс системы в общем
случае:

�

� �
� �2

2
1

.
N

C
i

i

d R
m F

dt
(5.18)

Видно, что центр масс системы движется точно так же, как двигалась бы
материальная точка с массой, равной массе всех частиц системы, под дей&
ствием суммы всех внешних сил, приложенных к системе.

Если имеется система материальных точек, внутреннее расположение и
движение которых нас не интересует, мы вправе считать ее материальной
точкой с координатами радиуса&вектора центра инерции этой системы и мас&
сой, равной сумме масс материальных точек системы.

Если связать с центром масс замкнутой системы материальных точек
(частиц) систему отсчета (ее называют системой центра масс), то полный
импульс всех частиц в такой системе окажется равным нулю. Таким обра&
зом, в системе центра масс замкнутая система частиц как целое покоится,
и существует только движение частиц относительно центра масс. Поэтому
ясно выявляются свойства внутренних процессов, протекающих в замкну&
той системе.

Центр масс твердого тела совпадает с его центром тяжести. Можно
показать, что у однородных тел, имеющих центр симметрии, центр тяжести
(центр инерции) совпадает с центром симметрии. Если тело неоднородное,
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но плоское, его центр тяжести можно определить опытным путем. Для этого
тело поочередно подвешивают в двух точках и проводят через последние
вертикали, точка пересечений вертикалей и будет центром тяжести плоско3
го тела (рис. 5.13).

5.4.
РАВНОВЕСИЕ ТЕЛ

Ранее мы рассматривали условие равновесия тела, имеющего закреплен3
ную неподвижную ось вращения, и установили, что такое тело находится в
покое, если алгебраическая сумма моментов сил, приложенных к телу, отно3
сительно этой оси равна нулю:

�� 0.iM

Рассмотрим случаи, когда тело не имеет оси вращения, например непод3
вижное плоское тело, находящееся на наклонной плоскости (рис. 5.14), и
тело массой m, подвешенное на нити (рис. 5.15).

Из второго закона Ньютона следует, что если геометрическая сумма всех
сил, приложенных к материальном точке, равна нулю, то точка находится в
равновесии:

= =∑
� �

0 или 0,iF R (5.19)

где R — равнодействующая всех сил, приложенных к точке.
Равновесие твердого тела зависит не только от величины и направления

сил, но и от точек их приложения. Если линии действия сил, приложенных
к телу, пересекаются в одной точке, то для равновесия необходимо и доста3
точно, чтобы

��
�

0.iF

Рис. 5.13
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Если линии действия всех сил, при�
ложенных к телу, не пересекаются в
одной точке, то приведенное условие
необходимо, но недостаточно.

Например, приложим две равные по
величине, но противоположные по на�
правлению силы к рулю автомобиля
или велосипеда (рис. 5.16).

Сумма приложенных сил (равно�
действующая) равна нулю, но пара сил
создает вращательный момент

М = F�r + F�r = 2F�r,

и руль поворачивается.
На основании этого приходим к наи�

более общему условию равновесия: для
равновесия тела, к которому приложе�
ны силы, линии действия которых хотя
и расположены в одной плоскости, но
не пересекаются в одной точке, необ�
ходимо и достаточно, чтобы векторная
сумма всех сил равнялась нулю и чтобы
алгебраическая сумма моментов всех
сил относительно любой оси, проходя�
щей перпендикулярно этой плоскости,
также была равна нулю.

Таким образом, для того чтобы твердое тело находилось в равновесии
(покое), необходимо и достаточно, чтобы

� ��
�

0, 0.iR M (5.20)

Рис. 5.14 Рис. 5.15

Рис. 5.16
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Если силы лежат в одной плоскости, то условие равновесия можно запи(
сать в виде трех скалярных уравнений:

� � �� � �0, 0, 0,x y iF F M (5.21)

где Fx и Fy проекции сил на оси Ox и Oy.
Различают три вида равновесия: устойчивое, неустойчивое и безразличное.
1. Устойчивое равновесие имеет место в том случае, когда, будучи выве(

денным из положения равновесия в ближайшее положение и затем предо(
ставленным самому себе, тело возвращается в это положение (рис. 5.17).
В устойчивом состоянии центр тяжести тела занимает положение, которое
находится ниже всех возможных ближайших положений.

Рис. 5.17

Рис. 5.18
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Рис. 5.19

Поэтому можно сказать, что равновесие тела устойчивое, если в положе�
нии равновесия потенциальная энергия тела имеет наименьшее значение из
всех возможных значений в соседних положениях тела.

2. Неустойчивое равновесие имеет место в случае, если, будучи выведен�
ным из положения равновесия в ближайшее положение и затем предостав�
ленным самому себе, тело еще больше будет отклоняться от этого положения
равновесия (рис. 5.18). В неустойчивом положении равновесия потенциаль�
ная энергия тела имеет наибольшее значение.

3. Безразличное равновесие тело имеет, если, будучи выведенным из по�
ложения равновесия в ближайшее положение и затем предоставленным са�
мому себе, оно остается в своем новом положении (рис. 5.19).

В безразличном равновесии потен�
циальная энергия тела не изменяется
при переходе из данного положения
равновесия в соседнее с ним.

Тело, опирающееся на горизонталь�
ную плоскость, находится в равновесии
в том случае, если вертикаль, проведен�
ная через центр масс (центр тяжести)
тела, проходит через опору, так как при
этом сила тяжести уравновешивается
силой реакции опоры (рис. 5.20а, б).

В противном случае сила тяжести создает момент относительно границы
опоры, и тело опрокидывается (рис. 5.20в). Тело тем более устойчиво, чем
больше его площадь опоры и чем ниже находится его центр тяжести.

5.5.
ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 1. Фонарь массой 5 кг укреплен на подвесе (см. рис. 5.21). Опреде�
лить силы, действующие на брусок АВ и проволоку СВ.

Дано:
AC = AB = 0,5 м;
m = 5 кг.

F1 — ?
F2 — ?

Рис. 5.20

Решение
Под действием силы тяжести фонаря происхо�

дит сжатие бруска АВ и растяжение проволоки СВ.
Разложим силу тяжести на составляющие,

направленные по АВ и СВ, построив параллело�
грамм на силах 

�
1F  и 

�
2.F
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Заштрихованные треугольники по�
добны. Так как АС = АВ,

F1 = mg = 50 Н.

По теореме Пифагора находим

� � � �2 2
2 1( ) 2 70 Н.F mg F mg

Ответ: F1 = 50 Н; F2 = 70 Н.

Задача 2. Двое рабочих на шесте длиной l = 3 м несут груз, причем на
долю одного из них приходится в 2 раза большая нагрузка (рис. 5.22). Где
подвесили груз?

Дано:
l = 3 м;
F1 = 2F2.

l1 — ?
l2 — ?

Силу тяжести груза надо разложить на две параллельные составляющие,
приложенные к концам шеста, 

�
1F  и 

�
2.F  Эти составляющие должны удовлетB

ворять условию

F1/F2 = l2/l1,
l1 + l2 = l.

Учитывая, что F1 = 2F2, получим

2F2/F2 = (l – l1)/l1;
l – l1 = 2l1,

l1 = l/3=1 м,    l2 = 2 м.

Ответ: l1 = 1 м; l2 = 2 м.
Задача 3. Рычаг с плечами l1 = 45 см и l2 = 60 см находится в равновесии,

если на короткое плечо рычага действует сила F1 = 80 Н. Определить силу
давления F рычага на опору (рис. 5.23).

Рис. 5.21

Рис. 5.22



ГЛАВА 5. СТАТИКА 213

Дано:
l1 = 0,45 м;
l2 = 0,6 м;
F1 = 80 H.

F — ?

Решение
Рычаг находится в равновесии, если алгебраическая сумма моментов сил,

действующих на него, относительно точки опоры О равна нулю:

F1l1 = F2l2.

Из этого равенства определим

F2 = (F1l1)/l2 = 60 Н.

Равнодействующая сил 
�
1F  и 

�
2F  равна силе, с которой рычаг давит на

опору.
Сила давления рычага на опору:

� � � �1 2 140 Н.F R F F

Ответ: F = 140 Н.
Задача 4. Бревно массой m лежит на двух опорах, причем левая опора

подпирает край бревна, а правая находится на расстоянии 1/4 длины бревна
от его правого конца. Определить силу, с которой бревно давит на правую
опору (рис. 5.24).

Дано:
l2 = l/4.

Fд — ?

Решение
На бревно действуют силы:

1) �
� �
т —F mg  сила тяжести бревна;

2)
� �

1 2и —N N  силы реакции, приложенные в точках А и В.
Условие равновесия бревна относительно точки А имеет вид

�� 0,iM

Рис. 5.23

Рис. 5.24
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то есть
–N1l1 + mgl/2 = 0.

Учитывая, что плечо силы 
�

1N равно l1 = 3l/4, получим

mgl/2 = 3N1/4.

Отсюда
N1 = 2mg/3.

Сила, с которой бревно давит на опору В, равна силе, с которой опора
действует на бревно (силе реакции опоры), т. е.

� �
�

д 1.F N

Следовательно, сила давления бревна на опору В

Fд = 2mg/3

и направлена вертикально вниз.
Ответ: Fд = 2mg/3.
Задача 5. Длина горизонтального стержня l = 20 см. Левая его половина

сделана из алюминия, правая — из чугуна. Определить положение центра
тяжести стержня, если сечение стержня одинаково по всей длине (рис. 5.25).

Дано:
l2 = 20 см =
= 0,2м.

CD — ?

приложена в точке С, положение которой найдем из условия

Fт1/Fт2 = l2/l1, (1)

где l2 и l1 = l/2 – l2 — расстояние от точки С (центра тяжести стержня) до
точек приложения сил 

�
т1F  и 

�
т2.F

Fт1 = m1g = �1V1g = �1lSg/2,
Fт2 = �2lSg/2,

где S — сечение стержня; g — ускоре>
ние свободного падения.

Подставив Fт1 и Fт2 в выражение (1),
получим

�1/�2 = l2(l/2 – l2),
2,7/7 = l2/(0,1 –l2).

Отсюда l2 = 2,8 см. Расстояние от
правого конца стержня до центра тя>
жести (точки С) равно

l/4 + l2 = 5 + 2,8 = 7,8 см. Рис. 5.25

Решение
Центр тяжести каждой половины стержня лежит в

ее середине. Равнодействующая двух параллельных сил

�
� �
т1 1F m g

и
�

� �
т2 2F m g
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Второй способ решения (рис. 5.26).
Мысленно поставим опору в точке

С, которая является центром тяжести
стержня. Силу, с которой опора будет
действовать на стержень, обозначим 

�
.N

Она направлена вертикально вверх. Так
как стержень находится в равновесии,

�
� �

,N mg

где m — масса стержня.
Запишем условие равновесия стер+

жня относительно оси, проходящей
через центр тяжести:

m1gl1 = m2gl2, или m1l1 = m2l2, или �1l1 = �2l2,

отсюда l2 = 2,8 см, CD = 7,8 см.
Ответ: расстояние от правого конца стержня до центра тяжести

CD = 7,8 см.
Задача 6. Найти работу, которую необходимо затратить для опрокидыва+

ния колонны квадратного сечения 50�50 см2, имеющей высоту 2,4 м и опи+
рающейся во время опрокидывания на одно из ребер основания, если плот+
ность материала колонны 3�103 кг/м3 (рис. 5.27).

Дано:
� = 3�103 кг/м3;
h = 2,4 м;
a�b = 50�50 см2.

А — ?
Для этого нужно приложить силу 

�
F  и совершить работу по повороту тела

на угол �.
Совершенная работа идет на увеличение потенциальной энергии тела.
При повороте тела центр тяжести подняли на высоту

� � � � 	 � � 	 � �2 2 2 2( /2) /2 1,2 0,5 1,2 0,026 м.y CD CE h a h

Рис. 5.26

Рис. 5.27

Решение
Чтобы опрокинуть колонну, нужно переве+

сти ее из состояния устойчивого равновесия
(рис. 5.27а, б) в состояние неустойчивого рав+
новесия (рис. 5.27в), при котором сила тяжес+
ти �

� �
тF mg  проходит через ребро АВ.



216 ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА. ТЕОРИЯ, ЗАДАЧИ И ТЕСТЫ

Увеличение потенциальной энергии колонны:

�Ep = mg�y = �Vg�y,

где m = �g; V = a�b�h — объем колонны.
Таким образом,

�Ep = � � a � b � h � g � �y = 3 � 103 � 0,52 � 2,4 � 0,026 � 9,8 = 460 Дж.

Ответ: А = �Ep = 460 Дж.
Задача 7. Центры двух соприкасающихся шаров лежат на одной прямой.

Радиусы шаров относятся как 1/2. На каком расстоянии от центра шара с
меньшим радиусом находится центр тяжести системы? Радиус меньшего
шара равен 0,18 м. Плотности шаров одинаковы (рис. 5.28).

Дано:
R1 = 0,18 м;
R2 = 0,36 м;
�1 = �2 = �.

x1 — ?
Расстояние x2 — расстояние от центра тяжести системы шаров до точки

O2 (центра тяжести второго шара) — равно (0,54 – x1) м. Равнодействующая
двух параллельных сил:

� �
� � �
т1 т2 ,F F F

точка ее приложения находится в центре тяжести системы шаров и делит
расстояние между их центрами на отрезки, обратно пропорциональные сиG
лам, т. е.

Fт1/Fт2 = x2/x1

или

(m1g)/(m2g) = x2/x1, т. е. m1/m2 = (0,54 – x1)/x1, (1)

где

                

3
1 1 1

3
2 2 2

4 /3,

4 /3.

m V R

m V R

� � � �
� � � �

(2)

Подставив (2) в (1), получим

(R1/R2)3 = (0,54 – x1)/x1

или

(1/2)3 = (0,54 – x1)/x1.

Отсюда определим расстояние межG
ду центром шара с меньшим радиусом
R1 и центром тяжести системы:

x1 = 0,48 м.

Ответ: x1 = 0,48 м. Рис. 5.28

Решение
На первый шар действует сила тяжести �

� �
т1 1 ,F m g

на второй — �
� �
т2 2 .F m g

Обозначим расстояние O1C между центром тяG
жести O1 до точки С (центра тяжести системы шаG
ров) через x1.
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5.6.
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО

РЕШЕНИЯ

1. Однородное бревно длиной l и массой m = 100 кг лежит на двух опорах
горизонтально (рис. 5.29). Расстояние от правого конца бревна до ближай%
шей опоры равно l/3, от левого — l/4. С какой силой давит бревно на каждую
опору (g = 9,8 м/с2)?

Ответ: Fл = 392 Н; Fпр = 588 Н.

2. К кронштейну подвешен груз, на
который действует сила тяжести 100 Н
(рис. 5.30). Найти силы, действующие
на стержни кронштейна, если угол
� = 150�.

Ответ: F1 � 200 Н; F2 = 170 Н.

3. Два шара массой 1 и 5 кг скреп%
лены невесомым стержнем. Расстоя%
ние между их центрами 90 см. На ка%
ком расстоянии от центра более лег%
кого шара находится центр тяжести
системы?

Ответ: x = 75 см.

4. Высота ящика, стоящего на го%
ризонтальной поверхности, h = 2 м,
площадь  дна  1�1 м2,  масса  100 кг
(рис. 5.31). Опрокинется ли ящик под
действием ветра, производящего дав%
ление 300 Н/м2?

Ответ: опрокинется.

5. Груз массой 0,1 кг, привязан%
ный к нити длиной 1 м, совершает ко%
лебания. Чему равен момент силы тя%
жести  относительно  точки  подвеса
при максимальном отклонении нити
от вертикали? Максимальное значе%
ние угла между нитью и вертикалью
равно 30�.

Ответ: М = 0,5 Н�м.

Рис. 5.29

Рис. 5.31

Рис. 5.30
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5.7.
КОНТРОЛЬНЫЕ ТЕСТЫ

1. Если шар массой m и радиусом R подвешен к гладкой вертикальной
стенке, как показано на рисунке, причем длина нити l = R, чему равна сила
реакции стенки, действующей на шар?

1) 3;mg 2) ( )/ 3;mg 3) ( )/2;mg 4) ( 3)/2.mg
Чему равна сила натяжения нити?
1) ( 3)/2;mg               2) ( )/2;mg      3) mg; 4) (2 )/ 3.mg

2. На плоскости, имеющей угол наклона к горизонту �, стоит цилиндр
радиусом R. Какова наибольшая высота цилиндра h, при которой он еще не
опрокидывается?

1)h = 2R�sin�;     2) h = R�tg�; 3) h = 4R�sin�; 4) h = 2R�ctg�.

3. Фонарь массой m = 20 кг подвешен на двух одинаковых тросах, обра<
зующих угол � = 120�. Найти силу натяжения каждого из тросов.

1) 200 Н; 2) 100 Н; 3) 400 Н; 4) 400 3 Н.

4. К концам нити, перекинутой через два блока, подвешены два одинако<
вых груза массами m = 3 кг. Какой груз нужно подвесить между блоками,
чтобы при равновесии угол был равен 120�?

1) 10 кг; 2) 14,2 кг; 3) 5 кг; 4) 7,5 кг.
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5. Однородный стержень АВ массой m = 16 кг, длиной l = 1,2 м подвешен
в точке С на двух нитях одинаковой длины, равной l1 = 1 м.

Определить натяжение нитей.

1) 10 Н; 2) 50 Н; 3) 100 Н; 4) 120 Н.

6. Если груз В поднимается с помощью рычага силой F, приложенной в
точке А, как показано на рисунке, какой отрезок является плечом силы F?

1) OA; 2) AD; 3) АВ; 4) OD.

7. Найти сумму моментов двух сил F1 = 3 Н и F2 = 4 Н, приложенных в
точке А к диску радиусом 1 м, который может вращаться вокруг оси, прохо*
дящей через точку О перпендикулярно плоскости чертежа, относительно
этой оси.

1) 5 Н�м; 2) 4 Н�м; 3) 3 Н�м; 4) �5 2 /2 Н м.

8. К валу приложен вращательный момент 100 Н�м. На вал насажено ко*
лесо диаметром 0,5 м. Какую минимальную касательную тормозящую силу
следует приложить к ободу колеса, чтобы колесо не вращалось?

1) 400 Н; 2) 200 Н; 3) 800 Н; 4) 100 Н.



220 ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА. ТЕОРИЯ, ЗАДАЧИ И ТЕСТЫ

9. К ободу колеса диаметром 60 см приложена касательная тормозящая
сила 100 Н. Какой минимальный по величине вращательный момент может
заставить колесо вращаться?

1) 100 Н�м; 2) 50 Н�м; 3) 600 Н�м; 4) 30 Н�м.

10. К маховику приложен вращательный момент 100 Н�м. Какое плечо
должна иметь тормозящая сила в 500 Н, чтобы маховик не вращался?

1) 50 см; 2) 40 см; 3) 30 см; 4) 20 см;
5) 10 см.

11. Два малых по размерам груза массами 4 и 2 кг скреплены невесомым
стержнем длиной 0,6 м. Найти, на каком расстоянии от центра стержня на:
ходится центр тяжести системы.

1) 0,1 м; 2) 0,15 м; 3) 0,25 м; 4) 0,30 м.

12. Бетонный столб массой 200 кг лежит на земле. Какую минимальную
силу нужно приложить, чтобы приподнять краном один из его концов?

1) 1000 Н; 2) 100 Н; 3) 2000 Н; 4) 200 Н.

13. Два шара массами 1 и 2 кг скреплены невесомым стержнем. Центр
первого шара отстоит от центра второго шара на расстоянии 90 см. На каком
расстоянии от центра более легкого шара находится центр тяжести системы?

1) 60 см; 2) 30 см; 3) 20 см; 4) 80 см.

14. Невесомый жесткий стержень длиной l свободно лежит на двух опо:
рах А и В. В точке С, отстоящей от А на расстоянии S, на стержень действует
вертикальная сила 

�
.F

Найти силу реакции в опоре В.
1) (F(l – S))/l;           2) (F(S – l))/l;          3) (Fl)/S; 4) (FS)/l.

15. Если бревно массой m лежит на двух опорах, причем левая опора под:
пирает край бревна, а правая находится на расстоянии 1/4 длины бревна от
его правого конца, чему равна сила, с которой бревно давит на левую опору?

1) (mg)/4; 2) (3mg)/4; 3) (mg)/3; 4) (2mg)/3.

16. Грузик массой 0,1 кг привязан к нити длиной 1 м и вращается в гори:
зонтальной плоскости радиусом 0,2 м. Найти момент силы тяжести относи:
тельно точки подвеса.

1) 0,2 Н�м; 2) 0,4 Н�м; 3) 0,8 Н�м; 4) 1 Н�м.



Г Л А В А Ш Е С Т А Я

ДИНАМИКА
ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ
АБСОЛЮТНО ТВЕРДОГО ТЕЛА

6.1.
КИНЕТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ ВРАЩЕНИЯ

И УРАВНЕНИЕ ДИНАМИКИ ВРАЩАТЕЛЬНОГО
ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА

Рассмотрим абсолютно твердое тело, вращающееся вокруг неподвижной
оси z, проходящей через него (рис. 6.1). Мысленно разобьем это тело на ма+
ленькие объемы с элементарными массами m1, m2, ..., mn, находящиеся на
расстоянии r1, r2, ..., rn от оси. При вращении твердого тела относительно
неподвижной оси отдельные его элементарные объемы массами mi описывают
окружности различных радиусов ri и имеют различные линейные скорости �i.
Но так как мы рассматриваем абсолют+
но твердое тело, то угловая скорость
вращения этих объемов одинакова:

� = �1/ri = �2/r2 = ... = �n/rn. (6.1)

Кинетическую энергию вращающе+
гося тела найдем как сумму кинетичес+
ких энергий его элементарных объемов:
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...
2 2 2

или

.
2

n n
k

n
i i

k
i
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(6.2)

Используя выражение (6.1), полу+
чаем

   

= =

ω ωω= = =∑ ∑
2 22

2 2
вр

1 1

,
2 2 2

n n
i z

k ii i
i i

m I
E r m r

(6.3)

где Iz — момент инерции тела относи+
тельно оси z. Рис 6.1
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Таким образом, кинетическая энергия вращающегося тела

Еk вр = Iz�2/2 (6.4)

Физическая величина �� 2
i i

i

m r  зависит от распределения масс вращаю-

щегося тела относительно оси вращения. Она называется моментом инер

ции I тела относительно данной оси:

� �� 2.i i
i

I m r (6.5)

В пределе при �m � 0 эта сумма переходит в интеграл. Единица измере-
ния момента инерции в СИ — килограмм-метр в квадрате (кг�м2).

Если твердое тело вращается относительно некоторой неподвижной оси,
то его момент инерции I можно выразить через момент инерции IC этого тела
относительно оси, проходящей через центр масс тела и параллельной первой.

Рассмотрим сечение твердого тела произвольной формы, изображенное
на рисунке 6.2.

Выберем координатную систему xOy с началом координат O в центре масс
C тела. Пусть одна из осей вращения проходит через центр масс C, а другая —
через произвольную точку P, расположенную на расстоянии d от начала коор-
динат. Обе оси перпендикулярны плоскости чертежа. Пусть �mi — некоторый
малый элемент массы твердого тела. По определению момента инерции

� � �� 2 2( ),C i i iI m x y (6.6)

Рис. 6.2
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� � � � �� 2 2( ) ( ) .P i i iI m x a y b (6.7)

Выражение для IP можно переписать в виде

� � � � � � � � � �� � � �2 2 2 2( ) ( ) 2 2 .P i i i i i ii iI m x y m a b a m x b m y (6.8)

Поскольку начало координат совпадает с центром масс C, последние два
члена обращаются в нуль. Это следует из определения центра масс. Следова:
тельно,

IP = IC + md2, (6.9)

где m — полная масса тела.
Этот результат называют теоремой Штейнера (теоремой о параллель:

ном переносе оси вращения).
На рисунке 6.3 изображены однородные твердые тела различной формы

и указаны моменты инерции этих тел относительно оси, проходящей через
центр масс.

Из сравнения формулы (6.4) с выражением для кинетической энергии
тела, движущегося поступательно (Еk,вр = m�2/2), следует, что момент инер:
ции — мера инертности тела при вращательном движении. Формула (6.4)
справедлива для тела, вращающегося вокруг неподвижной оси.

В случае плоского движения тела, например цилиндра, скатывающегося
с наклонной плоскости без скольжения и энергии вращения

� �� �
2 2

,
2 2

C C
k

m I
E (6.10)

где m — масса катящегося тела; �C — скорость центра масс тела; IC — момент
инерции тела относительно оси, проходящей через его центр масс; � — угло:
вая скорость тела.

Моментом силы 
�
F  относительно неподвижной точки О называется фи:

зическая величина, определяемая векторным произведением радиуса:

Рис. 6.3
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вектора 
�
,r  проведенного из точки О в

точку А приложения силы, на силу 
�
F

(рис. 6.4):

�
� ��

[ ].M rF (6.11)

Здесь 
�

—M  псевдовектор, его на+
правление совпадает с направлением
поступательного движения правого
винта при его вращении от r к F.
Модуль момента силы:

М = Frsin� = Fl, (6.12)

где � — угол между 
�
r  и 

�
;F  rsin� = l —

кратчайшее расстояние между лини+
ей действия силы и точкой О — плечо
силы.

Найдем выражение для работы при
вращении тела. Пусть сила F прило+
жена в точке В, находящейся от оси z
на расстоянии r, � — угол между на+

правлением силы и радиусом+вектором r. Так как тело абсолютно твердое, то
работа этой силы равна работе, затраченной на поворот всего тела. При пово+
роте тела на бесконечно малый угол d� точка приложения В проходит путь
dS = rd� и работа равна произведению проекции силы на направление сме+
щения на величину смещения:

dA = Fsin�rd�. (6.13)

Учитывая (6.12), можем записать

dA = Mzd�, (6.14)

где Frsin� = Fl = Mz — момент силы относительно оси z. Таким образом, ра+
бота при вращении тела равна произведению момента действующей силы на
угол поворота.

Работа при вращении тела идет на увеличение его кинетической энер+
гии: dA = dEk, но

�� �� � � �� �
� 	

2

,
2

z
k z

I
dE d I d

поэтому
Mzd� = Iz�d�

или
� �� � .z z

d dM I
dt dt

Учитывая, что � = d�/dt, получаем
�� � �.z z z

dM I I
dt

(6.15)

Рис. 6.4
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Уравнение (6.15) представляет собой уравнение динамики вращательно�
го движения твердого тела относительно неподвижной оси.

Можно показать, что если ось z совпадает с главной осью инерции, прохо7
дящей через центр масс, то имеет место векторное равенство

� �
� �

,M I (6.16)

где I — главный момент инерции тела (момент инерции относительно глав7
ной оси).

6.2.
МОМЕНТ ИМПУЛЬСА

И ЗАКОН ЕГО СОХРАНЕНИЯ

При сравнении законов вращательного и поступательного движения про7
сматривается аналогия между ними, только во вращательном движении вме7
сто силы выступает ее момент, роль массы играет момент инерции. Какая же
величина будет аналогом импульса тела? Ею является момент импульса тела
относительно оси.

Моментом импульса (количества движения) материальной точки А отно7
сительно неподвижной точки О называется физическая величина, определя7
емая векторным произведением

� � �
� �� � �

[ ] [ ],L rp rm (6.17)

где 
�

—r  радиус7вектор, проведенный из точки О в точку А; � �
� �

—p m  им7
пульс материальной точки (рис. 6.5); 

�
—L  псевдовектор, его направление

совпадает с направлением поступательного движения правого винта при его
вращении от 

�
r  к 

�
.p

Модуль вектора момента импульса:

L = rpsin� = m�rsin� = pl, (6.18)

где � — угол между векторами 
�
r  и 

�
;p  l —

плечо вектора 
�
p  относительно точки О.

Момент импульса Lz не зависит от по7
ложения точки О на оси z.

При вращении абсолютно твердого
тела вокруг неподвижной оси z каждая
отдельная точка тела движется по окруж7
ности постоянного радиуса ri с некоторой
скоростью �i. Скорость �i и импульс mi�i

перпендикулярны этому радиусу, т. е. ра7
диус является плечом вектора mi�i. По7
этому можем записать, что момент им7
пульса отдельной частицы равен

Liz = mi�iri (6.19)

и направлен по оси в сторону, определя7
емую правилом правого винта. Рис. 6.5
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Момент импульса твердого тела относительно оси есть сумма моментов
импульса отдельных частиц:

�

� ��
1

.
n

z i i i
i

L m r (6.20)

Используя формулу �i = �ri, получим

Lz = Iz�, (6.21)

так как

� �

� � � � � �� �2 2

1 1

.
n n

z i i zi i
i i

L m r m r I

Таким образом, момент импульса твердого тела относительно оси равен
произведению момента инерции тела относительно той же оси на угловую
скорость.

Продифференцируем уравнение (6.21) по времени:

�� � � � ,z
z z z

dL dI I M
dt dt

т. е.

� .z
z

dL
M

dt
(6.22)

Это выражение — еще одна форма уравнения динамики вращательного
движения твердого тела относительно неподвижной оси: производная мо;
мента импульса твердого тела относительно оси равна моменту сил относи;
тельно той же оси.

Можно показать, что имеет место векторное равенство

�
� �

.dL M
dt

(6.23)

Если в замкнутой системе момент внешних сил М = 0, то

�
�

0,dL
dtоткуда

�
L = const. (6.24)

Выражение (6.24) представляет собой закон сохранения момента импуль�
са: момент импульса замкнутой системы сохраняется, т. е. не изменяется с
течением времени.

Закон сохранения момента импульса — фундаментальный закон приро�
ды. Он связан со свойством симметрии пространства — его изотропностью,
т. е. с инвариантностью физических законов относительно выбора направле;
ния осей координат системы отсчета (относительно поворота замкнутой сис;
темы в пространстве на любой угол).

Продемонстрировать закон сохранения момента импульса можно с помо;
щью скамьи Жуковского. Пусть человек, сидящий на скамье, которая без
трения вращается вокруг вертикальной оси, и держащий в вытянутых ру;
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ках гантели, приведен во вращение с угловой скоростью �1. Если человек
прижмет гантели к себе, то момент инерции системы уменьшится. Посколь8
ку момент внешних сил равен нулю, момент импульса системы сохраняется
и угловая скорость вращения �2 возрастает. Аналогично, гимнаст во время
прыжка через голову поджимает к туловищу руки и ноги, чтобы уменьшить
свой момент инерции и увеличить тем самым угловую скорость вращения.

Сопоставим основные величины и уравнения, определяющие вращение
тела вокруг неподвижной оси и его поступательное движение (табл. 6.1).

6.3.
НЕИНЕРЦИАЛЬНЫЕ
СИСТЕМЫ ОТСЧЕТА

Как уже отмечалось, законы Ньютона выполняются только в инерциаль8
ных системах отсчета. Системы отсчета, движущиеся относительно инерци8
альной системы отсчета с ускорением, называются неинерциальными. В не8
инерциальных системах отсчета не выполняется первый закон Ньютона.
Каждый знает, что при рывке автобуса с места пассажиров толкает в обрат8
ную сторону. Автобус — неинерциальная система, и в ней никаких видимых
воздействий на пассажиров со стороны других тел не оказывается, но они,
тем не менее, не сохраняют состояние покоя.

Мы сами живем в неинерциальной системе — на Земле, вращающейся
вокруг собственной оси и движущейся вокруг Солнца. В такой системе от8
счета законы динамики выглядят значительно сложнее. В сущности, спор меж8
ду системами мира по Птолемею и Копернику касался вопроса, какую из сис8
тем отсчета использовать: связанную с Землей или с Солнцем. Последняя, как
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известно, оказалась гораздо удобнее. Система отсчета, связанная с Землей,
неинерциальна в гораздо большей степени, в ней движения планет выгляде0
ли сложными и запутанными.

Возьмем уединенное тело, не подверженное воздействию других тел. Если
следить за ним из неинерциальной системы отсчета, то, подобно пассажирам
автобуса, оно не будет оставаться в покое или двигаться прямолинейно и
равномерно. А раз его скорость меняется, отлично от нуля и ускорение тела.
Значит, умножив ускорение на массу, мы можем по второму закону Ньютона
найти действующую на тело силу. Такого рода силы не совсем обычны в том
смысле, что мы не можем указать тела, со стороны которых они действуют.
В остальном они ничем не отличаются от прочих сил, с которыми мы уже
знакомы.

Силы, появляющиеся в неинерциальных системах отсчета, называются
силами инерции.

Иногда говорят о фиктивности таких сил, понимая под этим, что в инер0
циальной системе отсчета их не было бы. Этот аргумент представляется не
совсем убедительным. При переходе от одной системы отсчета к другой ме0
няется скорость тела, его энергия, меняются длины и временные́ интервалы.
Поэтому естественно и на силы взглянуть с этой же точки зрения. Итак,
силы инерции вполне реальны, их можно измерить, но наблюдаются они
только в неинерциальных системах отсчета. Эти силы имеют разные свой0
ства в зависимости от закона движения неинерциальной системы отсчета
относительно инерциальной.

6.3.1.
СИЛА ИНЕРЦИИ ПРИ УСКОРЕННОМ

ПОСТУПАТЕЛЬНОМ ДВИЖЕНИИ СИСТЕМЫ ОТСЧЕТА

Рассмотрим шарик, подвешенный на нити, точка подвеса которого O�
движется с ускорением 

�
a  относительно некоторой инерциальной систе0

мы отсчета K. Нить подвеса отклоняется от вертикали на некоторый угол �.
Угол этот таков, чтобы равнодействующая 

�
F  силы натяжения нити 

�
T  и

силы тяжести 
�

mg  привела к движению шарика с постоянным ускорени0
ем 

�
:a

� � �
� � � �

,F T mg ma (6.25)

откуда tg� = a/g.
Так выглядит описание явления с точки зрения наблюдателя в инерци0

альной системе отсчета K (рис. 6.6а). Свяжем теперь систему отсчета с точ0
кой подвеса O�. Эта система будет неинерциальной, так как она движется с
ускорением 

�
a  относительно инерциальной системы K. Мы пользуемся нере0

лятивистской механикой, так что угол отклонения нити, равно как и силы�
T  и 

�
,mg  для обоих наблюдателей одинаковы. Но для наблюдателя K� шарик

находится в покое (рис. 6.6б). С другой стороны, наблюдатель K� видит, что
результирующая сил 

�
T  и 

�
mg  не равна нулю.

Поэтому наблюдатель K� приходит к выводу, что в его системе отсчета
действует еще какая0то сила — сила инерции 

�
ин,F  которой не было в инерци0
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альной системе отсчета K. Выражение для силы инерции получаем из усло,
вия равновесия шарика в системе K�, т. е. из равенства нулю трех сил:

� � �
� ��

ин 0.T mg F (6.26)

Отсюда

� � �
� � �
ин ( ).F T mg

Из (6.25) следует выражение для силы инерции при поступательном дви,
жении неинерциальной системы отсчета с ускорением 

�
:a

� �
� �
ин .F ma (6.27)

Этот же результат верен в общем случае для произвольного движения
материальной точки в движущейся поступательно неинерциальной системе
отсчета K�. Пусть скорость ее движения относительно инерциальной систе,
мы отсчета K описывается функцией 

�
( ),u t  а оси обеих систем остаются па,

раллельными. Пусть скорость движения материальной точки в системе K
меняется по закону �

�
( ).t  Значит, в инерциальной системе K согласно второ,

му закону Ньютона на точку действует сила � �
� �� ( ).F m t  Скорость этой же ма,

териальной точки для наблюдателя в системе K� равна

�� � � �
� �

( ) ( ) ( ).t t u t

Значит, в неинерциальной системе отсчета K� на точку действует сила

� � � � � � � �
� � �� � �� �� �( ) ( ) ( ) ( ).F m t m t mu t F ma t

Таким образом, и в этом случае сила инерции определяется формулой

� � � �
� ���
ин ( ) ( ),F mu t ma t (6.28)

где 
�
( ) —a t  ускорение поступательного движения неинерциальной системы

относительно инерциальной.

Рис. 6.6
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Заметим, что благодаря равенству гравитационной и инертной масс на'
блюдатель в системе K� может утверждать, что в его системе имеется одно'
родное гравитационное поле, заставляющее тела падать с ускорением:

� �
���( ) ( ).u t a t

А. Эйнштейн сформулировал принцип эквивалентности неинерциаль'
ных систем и гравитационных полей и построил на этой основе общую тео'
рию относительности (ОТО), или теорию гравитации.

6.3.2.
ЦЕНТРОБЕЖНАЯ СИЛА ИНЕРЦИИ

Представим себе диск, равномерно вращающийся с угловой скоростью �
�

.
Вместе с диском вращается надетый на спицу шарик, соединенный с центром
диска пружиной. Шарик покоится относительно диска и занимает на спице
такое положение, при котором сила натяжения пружины 

�
прF  оказывается

равной произведению массы шарика m на нормальное (центростремитель'
ное) ускорение � ��

� �2 :na r

� � � �
� � �2
пр ,nF ma m r (6.29)

где 
�

—r  радиус'вектор, проведенный к
шарику из центра диска (рис. 6.7).

Но так рассуждает наблюдатель,
смотрящий на вращение диска из инер'
циальной системы отсчета. Свяжем с
диском вращающуюся неинерциальную
систему отсчета K�, в которой диск вме'
сте с шариком покоится.

Условие равновесия шарика в этой
системе имеет вид

                          � �
� �
пр ин 0.F F (6.30)

Наблюдатель во вращающейся сис'
теме отсчета объясняет равновесие ша'
рика наличием силы инерции

� � � �
� � �2
ин пр ,F F m r

направленной от центра диска О� по радиусу'вектору 
�
.r

Силу инерции, действующую на материальную точку в равномерно вра'
щающейся с угловой скоростью � системе отсчета, называют центробежной
силой инерции:

� �
� �

2
ц ,F m R (6.31)

где 
�

—R  вектор, проведенный к данной точке от оси вращения в плоскости
вращения точки.

Мы ввели его, чтобы отличить от радиуса'вектора 
�
r  в более общем слу'

чае, когда начало координат лежит на оси, но не в плоскости вращения точ'

Рис. 6.7
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ки. Можно показать, что в этом случае (6.31) представляется в виде двойного
векторного произведения

� �� � � � � � � � ��
� � � �� � � �2
ц ,[ , ] ( ).F m r m r m r (6.32)

Центробежная сила инерции действует на все тела в системе отсчета, свя9
занной с Землей. При точном решении задач о движении тел в геоцентричес9
кой системе отсчета необходимо учитывать эту силу, которая, векторно скла9
дываясь с силой гравитационного взаимодействия тел с Землей, составляет
силу тяжести и обеспечивает наблюдаемое ускорение свободного падения
тел на Землю.

6.3.3.
СИЛА КОРИОЛИСА

При движении тела относительно вращающейся системы отсчета, кроме
центробежной силы инерции, появляется еще одна сила, называемая силой
Кориолиса, или корио ´лисовой силой инерции. Пусть шарик массой m дви9
жется без трения вдоль радиуса диска (рис. 6.8) с постоянной скоростью �,
направленной в некую точку А на краю диска. Если диск не вращается, то
шарик движется по радиусу и попадает в точку А.

Если же диск привести во вращение с угловой скоростью �
�

,  то к моменту
достижения шариком края диска на месте точки А окажется другая точка В.
Если шарик оставляет след, то он прочертит свою траекторию относительно
диска — кривую линию ОВ. При этом на шарик не действуют никакие види9
мые силы, и относительно инерциальной системы он по9прежнему движется
с постоянной скоростью �

�
.  Скорость же шарика относительно диска ��

�
 из9

меняла свое направление. Значит, в системе отсчета, связанной с вращаю9
щимся диском, на шарик действовала сила инерции, не параллельная скоро9
сти ��

�
.  Стало быть, она не была направлена по радиусу, откуда следует, что

эта сила отлична от рассмотренной выше центробежной силы инерции. Ее и
называют силой Кориолиса.

Найдем выражение для силы Кориолиса в частном случае (рис. 6.9), когда
частица массой m движется относительно вращающейся системы отсчета K�

Рис. 6.8 Рис. 6.9



232 ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА. ТЕОРИЯ, ЗАДАЧИ И ТЕСТЫ

равномерно по окружности, лежащей в плоскости, перпендикулярной к оси
вращения �

�
,  с центром на оси вращения.

Скорость частицы относительно вращающейся системы K� обозначим че0
рез ��. В неподвижной (инерциальной) системе отсчета K частица также дви0
жется по окружности, но ее линейная скорость равна

� = �� + �R, (6.33)

где � — угловая скорость вращающейся системы; R — радиус окружности.
Для того чтобы частица двигалась относительно неподвижной системы

отсчета K по окружности со скоростью

� = �� + �R,

на нее должна действовать направленная к центру окружности сила (напри0
мер, натяжение нити), причем величина этой силы равна

�� � � �� � �� � � � � � � �
22 2

2( )
2 .

m Rm mF m m R
R R R

(6.34)

Относительно вращающейся системы отсчета K� в этом случае частица
движется с ускорением ��2/R. Из (6.33) получаем

�� �� � � � � �
2

22 .m F m m R
R

(6.35)

Слева стоит произведение массы на ускорение частицы во вращающейся
системе отсчета. Значит, справа должны стоять силы, на нее действующие.
Первое слагаемое понятно: это сила натяжения нити, которая одинакова как
для инерциальной, так и для неинерциальной системы. С третьим слагаемым

мы тоже уже имели дело: это направ0
ленная по радиусу от центра центро0
бежная сила инерции. Второе же сла0
гаемое и есть сила Кориолиса. В данном
случае она также направлена от цент0
ра, но зависит от скорости частицы.
Модуль кориолисовой силы в этом при0
мере равен 2m���. Ее направление со0
впадает с движением штопора, ручка
которого поворачивается от вектора
скорости ��

�
 к вектору угловой скорос0

ти �. Можно показать, что в общем слу0
чае сила Кориолиса определяется как

   �� � ��
� � �

2 [ ].KF m (6.36)

Сила Кориолиса ортогональна век0
тору скорости. В случае радиального
движения, показанного на рисунке 6.8,
она отклоняла шарик направо, вынуж0
дая его двигаться по траектории ОВ.Рис. 6.10
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Сила Кориолиса действует только на тела, движущиеся относительно вра)
щающейся системы отсчета, например относительно Земли. Приведем неко)
торые примеры. В северном полушарии наблюдается более сильное подмы)
вание правых берегов рек, правые рельсы железнодорожных путей по дви)
жению изнашиваются быстрее, чем левые, а циклоны вращаются по часовой
стрелке. В южном же полушарии все происходит наоборот. При выстреле из
орудия, направленного на север, снаряд будет отклоняться к востоку в север)
ном полушарии и к западу — в южном (рис. 6.10). При стрельбе вдоль эква)
тора силы Кориолиса будут прижимать снаряд к земле, если выстрел произ)
веден на запад, и поднимать его кверху, если выстрел произведен в восточ)
ном направлении.

6.4.
ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 1. Поезд массой m = 150 т идет в меридиональном направлении
на север со скоростью � = 72 км/ч. Чему равна кориолисова сила, прижима)
ющая его в боковом направлении к рельсам? Каков эффект действия центро)
бежной силы? Поезд находится на широте Москвы � = 56�.

Решение
Угол между вектором угловой скорости суточного вращения Земли и ка)

сательной к меридиану равен широте места (рис. 6.11). Поэтому кориолисо)
ва сила равна

FK = 2m��сутsin�.

Подставляя числовые данные, находим

FK = 2 � 1,5 � 105 � 20 � 7,27 � 10–5 � sin 56� = 362 H.

Эта сила соответствует весу массы FK/g = 37 кг и составляет 2,5 � 10–4 от
веса поезда.

Расстояние поезда от оси вращения Земли равно r = RЗcos�, так что цент)
робежная сила

� � � � �2 2
ц сут сут З cos ,F m r m R

где RЗ — радиус Земли.
Направлена она по перпендикуля)

ру к оси вращения. Следовательно, ее
составляющая � �||

ц ц cos ,F F  направлен)
ная вдоль радиуса Земли, уменьшает
вес поезда:

� � �|| 2
ц сут З cos .F m R

Подставляя данные, получаем

�� � � � �

� � � � �

|| 5 5 2
ц

6 2

1,5 10 (7,27 10 )

6,38 10 cos 56 1,58 кН.

F

K Рис. 6.11
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Это соответствует весу массы �||
ц / 161кгF g  и составляет 1,1 � 10–3 от веса

поезда.
Другая составляющая центробежной силы � � �ц ц sinF F  направлена по

касательной к меридиану и тормозит поезд. Она равна

� � � � �2
ц сут З

1 sin2 2,34 кН,
2

F m R

что соответствует весу массы � �ц / 239 кгF g  и составляет 1,6 � 10–3 от веса
поезда.

Ответ: влияние центробежной силы проявляется в десятых долях про<
цента, а проявления кориолисовой силы — на порядок меньше (что связано,
разумеется, с небольшой скоростью поезда).

Задача 2. Сосуд с жидкостью вращается с угловой скоростью � вокруг
вертикальной оси. Найти форму поверхности жидкости.

Решение
Задачу решаем в системе отсчета, вращающейся вместе с жидкостью.

В этой системе жидкость неподвижна, но кроме силы тяжести на нее дей<
ствует центробежная сила инерции. Поверхность жидкости симметрична
относительно оси вращения. Рассмотрим сечение этой поверхности какой<
нибудь вертикальной плоскостью, содержащей ось вращения, которую мы
примем за ось Оy (рис. 6.12).

Возьмем на поверхности элемент жидкости массой m, расположенный в
точке с координатой x. На него действуют:

1) сила тяжести �
�

;jmg
2) центробежная сила инерции �

�
2im x  (здесь координата x есть расстоя<

ние от оси вращения).
Результирующая этих сил наклонена к вертикали под углом � таким, что

tg� = m�2x/mg = x(�2/g).

Поверхность жидкости, описывае<
мая функцией y(x), всегда располага<
ется  ортогонально  линии  действия
внешних сил. Как известно, тангенс
того же угла можно найти как отно<
шение приращений (tg� = dy/dx), т. е.
как производную. Получаем уравнение

y� = x(�2/g),

которое легко интегрируется:

y(x) = �2x2/2g + y(0).

Ответ: поверхность вращающей<
ся жидкости принимает форму пара<
болоида вращения. При � = 0 имеем
y(x) = y(0), т. е. плоскую горизонталь<
ную поверхность.Рис. 6.12
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Задача 3. Вычислить момент инерции тонкого однородного стержня мас*
сой m и длиной l относительно оси, перпендикулярной стержню и проходя*
щей через его конец (рис. 6.13).

Дано:
m;
l.

I — ?

Момент инерции элементарного отрезка длиной dx относительно оси O�O�:

� � � �2 2.mdI dm x dx x
l

Момент инерции стержня:

� � � � � �� �
3 3 2

2

0
0

 .
3 3 3

l lm m x ml mlI dI x dx
l l l

Ответ: �
2

.
3

mlI

Задача 4. Вычислить момент инерции круглого однородного диска ради*
усом R и массой m относительно оси, перпендикулярной плоскости диска и
проходящей через его центр (рис. 6.14).

Дано:
m;
R.

I — ?

Решение
Направим ось Ox вдоль стержня AB. Mасса элементар*

ного отрезка длиной dx:

dm = � � dx,

где � � —m
l

 масса единицы длины стержня.

Рис. 6.13

Решение
Выделим элементарное кольцо радиусом х и толщиной dx.

Площадь этого кольца

dS = 2	x � dx,
а масса:

dm = � � 2	x � dx,

где � �
� 2

—m
R

 масса единицы площади.
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Момент  инерции  элементарного
кольца относительно оси O�O�:

2 2
2

3

2

2  

2  .

mdI dm r x dx x
R

m x dx
R

� � � � � � � �
�

��

Момент инерции диска относитель%
но той же оси:

� � �� �
2

3
2

0

2 .
2

R
m mRI dI x dx

R

Ответ: �
2

.
3

mRI

Задача 5. Вал в виде сплошного цилиндра массой m1 = 10 кг насажен на
горизонтальную ось. На цилиндр намотан шнур, к свободному концу которо%
го подвешена гиря массой m2 = 2 кг (рис. 6.15). С каким ускорением будет
опускаться гиря, если ее предоставить самой себе?

Дано:
m1 = 10 кг;
m2 = 2 кг.

а — ?

a = � � r,

где r — радиус вала.
Угловое ускорение вала согласно ос%

новному уравнению динамики вращаю%
щегося тела:

� � ,M
I (1)

где М — вращающий момент, действую%
щий на вал; I — момент инерции вала
относительно оси вращения, совпадаю%
щий с его осью симметрии.

Рассматриваем вал как однородный
цилиндр. Тогда его момент инерции:

� 2
1

1 .
2

I m r

Вращающий момент, действующий
на вал:

M = T � r.

Найдем силу натяжения шнура Т по
второму закону Ньютона:

m2g – T = m2a

Рис. 6.14

Рис. 6.15

Решение
Линейное ускорение гири а равно тангенциально%

му ускорению точек вала, лежащих на его цилиндри%
ческой поверхности, и связано с угловым ускорением
� вала соотношением
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или

T = m2(g – a).

Таким образом,
M = m2(g – a) r. (2)

Подставив (2) в (1), получим

� � �� � �2 2
2

11

( ) 2 ( )
.

0,5
m g a r m g a

m rm r
Зная �, выразим

�� � � 2

1

2 ( )
,

m g a
a r

m

откуда

� �
�

2 2

1 2

2
2,8 м/с .

2
m g

a
m m

Ответ: a � 2,8 м/с2.
Задача 6. По наклонной плоскости, образующей угол � с горизонтом, ска>

тывается без трения и скольжения сплошной однородный диск (рис. 6.16).
Найти линейное ускорение центра диска. Решить задачу в общем виде, пола>
гая, что вначале диск был неподвижен.

Дано:
�.

а — ?

Рис. 6.16

Решение
Пусть за t секунд центр тяжести диска прошел рас>

стояние АВ = х от вершины наклонной плоскости, при
этом потенциальная энергия диска уменьшилась на ве>
личину

�Ep = mgxsin�.
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По закону сохранения энергии эта энергия перешла в кинетическую энер)
гию диска в точке А:

Ek = mgx � sin�. (1)

Кинетическая энергия диска складывается из кинетической энергии по)
ступательного движения

��
2

1 2k
mE (2)

и кинетической энергии вращательного движения

��
2

2 ,
2k

IE

т. е.

� �� � �
2 2

sin ,
2 2

m Imgx (3)

где I — момент инерции диска относительно оси, совпадающей с его геомет)
рической осью:

�
2

,
2

mrI (4)

где r — радиус диска; m — масса.
Скорость поступательного движения диска � и угловая скорость враща)

тельного движения диска � связаны соотношением

� = � � r,

откуда
�� � .
r

(5)

Подставив (4) и (5) в (3), получим

� �� � � � �
2 2

23sin
2 4 4

m mmgx m

или

� ��
� � 	

23 .
4 sin

x
g

Дифференцируя это уравнение по времени t, получим

�� � ��
	

3 2
4 sin

dx d
dt g dt

или
��� � �

�
2 sin3 , .

2 sin 3
ga a

g

Ответ: �� 2 sin .
3

ga
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Задача 7. С какой скоростью велосипедист должен въехать в нижнюю
точку мертвой петли радиусом R = 5 м, чтобы не сорваться вниз? Масса вело3
сипедиста с велосипедом m = 100 кг, масса обоих колес m1 = 5 кг (рис. 6.17).
Трением пренебречь, массу колес считать сосредоточенной в ободьях.

Дано:
m = 100 кг;
m1 = 5 кг;
R = 5 м.

�0 — ?

По второму закону Ньютона

�� �
2

.mmg N
R

При N = 0 (условие обрыва)
��

2
.mmg

R (2)

Решая систему уравнений (1) и (2), получаем

� ��
� � �

�
1

0
1

5
15 м/с.

m m gR

m m

Ответ: �0 = 15 м/с.

Рис. 6.17

Решение
На основании закона сохранения энергии EB =

= EC, т. е.

� � � �� � � �
2 2 2 2
0 0 2 ,

2 2 2 2
m I I mmgR (1)

где I = m1r2/2 — момент инерции колес; r — радиус

колеса; 
�

� � 0
0 —

r
 угловая скорость колес в ниж3

ней точке петли (точке В); � = �/r — угловая ско3
рость колес в точке С.
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Задача 8. Тонкий однородный стержень длиной l и массой m может сво%
бодно вращаться вокруг горизонтальной оси, проходящей через один из его
концов (рис. 6.18). Стержень приводят в горизонтальное положение и отпус%
кают. Определить угловое ускорение и угловую скорость при прохождении
стержнем положения равновесия.

Дано:
l;
m.

� — ?
� — ?

где I — момент инерции стержня относительно оси О, который рассчитаем
по теореме Штейнера:

� �� � � �
22 2

.
12 2 3

ml l mlI m

Если рассматривать движение стержня как движение в поле силы тяго%
тения Земли, то по закону сохранения энергии

ЕА = ЕВ,

т. е.

�� �
2

.
2 2
l Img (2)

Решая полученную систему уравнений
(1) и (2), находим:

� � � �3 3,    .
2
g g
l l

Ответ: � � � �3 3;    .
2
g g
l l

Задача 9. Горизонтальная платформа
массой 80 кг и радиусом R = 1 м вращает%
ся вокруг вертикальной оси, делая п1 = 30
об/мин. На краю платформы стоит чело%
век и держит в расставленных руках гири.
Какое число оборотов в минуту будет де%
лать платформа, если человек, опустив
руки, уменьшит свой момент инерции от
3 до 0,5 кг�м2? Считать платформу круг%
лым однородным диском. Рис. 6.18

Решение
На стержень действует сила тяжести, приложенная в

центре масс, и сила реакции оси. Вращающий момент со%
здает только сила тяжести, так как линия действия силы
реакции проходит через ось вращения. Согласно основно%
му уравнению динамики вращательного движения

� � � ,
2
lI mg (1)
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Дано:
R = 1 м;
т = 80 кг;
п1 = 30 об/мин;
I1 = 3 кг�м2;
I2 = 0,5 кг�м2.

п2 — ?

Подсчитаем начальный момент импульса системы L1 и конечное его зна-
чение L2:

L1 = (I0 + I1)�1, (2)

где �
2

0 —
2

mRI  момент инерции платформы; �1 = 2�n1 — ее начальная угло-

вая скорость.

L2 = (I0 + I2)�2, (3)

где �2 = 2�n2 — конечная угловая скорость системы.
Решая систему (2) и (3), получаем

�� � �
�

0 1
2 1

0 2
32 об/мин.

I I
n n

I I

Ответ: n2 = 32 об/мин.
Задача 10. Сплошной шар массой 1 кг и радиусом 0,05 м вращается во-

круг оси, проходящей через его центр. В точке, наиболее удаленной от оси
вращения, на шар действует сила, касательная к поверхности (рис. 6.19). Угол
поворота шара меняется по закону � = 2 + 2t – t2. Определить величину дей-
ствующей силы, тормозящий момент, время равнозамедленного движения.

Дано:
� = 2 + 2t – t2;
m = 1 кг;
R = 0,05 м.

F — ?
M — ?
t — ?

Угловое ускорение:

� �� 	 	
2

2
.

d d
dtdt

Следовательно,
�� � � � � � � �2 42 ( 2) 20 10 Н м.

5
M I mR

Решение
По условию задачи платформа с человеком

вращается с постоянной частотой п1, поэтому
результирующий момент всех внешних сил,
приложенных к вращающейся системе, равен
нулю. Следовательно, для системы «платфор-
ма — человек» выполняется закон сохранения
момента импульса:

L1 = L2. (1)

Решение
Согласно основному закону динамики враща-

тельного движения вращающийся момент равен

M = I
,

где I — момент инерции шара; 
 — угловое уско-
рение.

Момент инерции шара:

� 22 .
5

I mR
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Момент силы относительно непод!
вижной точки составляет

� �
� � �

[ ]M R F ,

где 
�

—R  радиус!вектор, проведенный
из этой точки в точку 

�
F  приложения

силы.
Модуль момента силы, как видно из

рисунка 6.19

� = RF.

Отсюда

�� � � � � � 24 4 10 H.
5

MF mR
R

В момент остановки шара � = 0,

�� � � �

� �
�

2 2 ,

2 2 0,

1c.

d
t

dt
t

t

Ответ: F = –4 � 10–2 Н; M = –20 � 10–4 Н�м; t = 1 c.
Задача 11. Маховик в виде диска массой m = 50 кг и радиусом R = 20 см

был раскручен до частоты вращения n1 = 480 мин–1. Вследствие трения ма!
ховик остановился. Найти момент M сил трения, считая его постоянным для
двух случаев:

1) маховик остановился через t = 50 с;
2) маховик до полной остановки сделал N = 200 об.
Дано:
m = 50 кг;
R = 20 см = 0,2 м;
n1 = 480 мин–1 = 8 с–1;
t = 50 с;
N = 200 об.

М — ?

Так как �2 = 0 и �t = t, то Mt = –I�, откуда

�� � 1 .
I

M
t

(1)

Момент инерции диска относительно его геометрической оси равен

�
2

.
2

mRI

Рис. 6.19

Решение
1. По основному закону динамики вра!

щательного движения изменение момента
импульса вращающегося тела равно произ!
ведению момента силы, действующего на
тело, на время действия этого момента:

��t = I�2 – I�1,

где I — момент инерции маховика; �1 и
�2 — начальная и конечная угловые ско!
рости.
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Подставив это выражение в формулу (1), найдем

�� �
2

1 .
2

mR
M

t
(2)

Выразив угловую скорость �1 через частоту вращения n1 получим

�1 = 2�n1.

Произведя вычисления по формуле (2), найдем

� � �� �� � � � � � �
22

1 50 (0,2) 3,14 82
1H м.

2 50
mR n

M
t

2. В условии задачи дано число оборотов маховика до остановки, т. е. его
угловое перемещение

� = 2�N = 2 � 3,14 � 200 = 1256 рад.

Запишем формулу, выражающую связь работы с изменением кинетичесD
кой энергии:

� �
� �

2 2
2 1

2 2
I I

A
или

�2 = 0.

Она примет вид
�

� �
2
1 .

2
I

A (3)

Работа при вращательном движении определяется по формуле � = M�.
Подставив выражение работы и момента инерции диска в формулу (3), поD
лучим

�
� � 	

2 2
1 .

4
mR

M

Отсюда

�
� � � �

�

2 2
1 1Н м.

4
mR

M

Знак «–» показывает, что момент силы трения оказывает тормозящее
действие.

Ответ: M = –1 Н�м.
Задача 12. Человек стоит в центре скамьи Жуковского, вращающейся

по инерции вокруг неподвижной оси с частотой n1 = 30 мин–1. В вытянуD
тых руках он держит по гире массой m = 5 кг каждая. Расстояние от кажD
дой гири до оси вращения l1 = 60 см. Суммарный момент инерции человеD
ка и скамьи относительно оси вращения I0 = 2 кг�см2. Определить частоту
n2 вращения скамьи с человеком. Какую работу совершит человек, если
прижмет гири к себе так, что расстояние от каждой гири до оси станет равD
ным l2 = 20 cм?
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Дано:
n1 = 30 мин–1 = 0,5 с–1;
m = 5 кг;
l1 = 60 см = 0,6 м;
I0 = 2 кг�см2;
l2 = 20 cм = 0,2 м.

n2 — ?
А — ?

Подставив � в уравнение, получим искомую частоту вращения:

�

�
�

�
� � �� �
� � �

2
0 1

2 12
0 2

2
1

2 2

2
;

2

2 2 5 (0,6)
0,5 1,16 c .

2 2 5 (0,2)

I ml
n n

I ml

n

Работа, совершаемая человеком, равна изменению кинетической энер7
гии системы:

2 2
1 2 2 11 1

2 2 2
0 2 0 12 2

/2 /2

( 2 ) (2 ) ( 2 ) (2 )
36,8 Дж.

2 2

k kA E E I I

I ml n I ml n

� � � � � � �
� � � � � � � �

� � �

Ответ: n2 = 1,16 с–1; А = 36,8 Дж.

6.5.
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО

РЕШЕНИЯ

1. Два маленьких шарика массой m = 10 г каждый скреплены тонким
невесомым стержнем длиной l = 20 см. Определить момент инерции I систе7
мы относительно оси, перпендикулярной стержню и проходящей через центр
масс.

Ответ: I = 2�10–4 кг�м2.

2. Определить момент инерции I тонкого однородного стержня длиной
l = 30 см и массой m = 100 г относительно оси, перпендикулярной стержню и
проходящей через:

1) его конец;
2) его середину;
3) точку, отстоящую от конца стержня на 1/3 его длины.
Ответ: I1 = 3�10–3 кг�м2; I2 = 7,5�10–4 кг�м2; I3 = 1�10–3 кг�м2.

Решение
По условию задачи момент внешних

сил относительно вертикальной оси вра7
щения равен нулю, поэтому момент им7
пульса системы сохраняется:

I1�1 = I2�2,

где � � � �2 2
1 0 2 01 22 и 2 —I I ml I I ml  соот7

ветственно момент инерции всей сис7
темы до и после сближения; m — масса
каждой  гири.  Угловая  скорость ��� =
= 2�n.
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3. Тонкий однородный стержень длиной l = 50 см и массой m = 400 г вра)
щается с угловым ускорением � = 3 рад/с2 около оси, проходящей перпенди)
кулярно стержню через его середину. Определить вращающий момент.

Ответ: M = 0,025 Н�м.

4. Вал массой m = 100 кг и радиусом R = 5 см вращался с частотой n = 8 с–1.
К цилиндрической поверхности вала прижали тормозную колодку с силой
F = 40 Н, под действием которой вал остановился через t = 10 с. Определить
коэффициент трения �.

Ответ: � = 0,31.

5. Через блок, имеющий форму диска, перекинут шнур. К концам шнура
привязали грузики массами m1 = 100 г и m2 = 110 г. С каким ускорением а
будут двигаться грузики, если масса m блока равна 400 г ? Трение при вра)
щении блока ничтожно мало.

Ответ: a = 0,24 м/с2.

6. Шар массой m = 10 кг и радиусом R = 20 см вращается вокруг оси, про)
ходящей через его центр. Уравнение вращения шара имеет вид � = А +
+ Bt2 + Ct3, где В = 4 рад/с2; С = –1 рад/с3.

Найти закон изменения момента сил, действующих на шар. Определить
момент сил М в момент времени t = 2 с.

Ответ: M = 0,4mR2(2B + 6Ct); M = –0,64 Н�м.

7. Человек стоит на скамье Жуковского и ловит рукой мяч массой
m = 0,4 кг, летящий в горизонтальном направлении со скоростью � = 20 м/с.
Траектория мяча проходит на расстоянии r = 0,8 м от вертикальной оси вра)
щения скамьи. С какой угловой скоростью � начнет вращаться скамья Жу)
ковского с человеком, поймавшим мяч, если суммарный момент инерции I
человека и скамьи равен 6 кг�м2?

Ответ: � = 1,02 рад/с.

8. Якорь мотора вращается с частотой n = 1500 мин–1. Определить вра)
щающий момент М, если мотор развивает мощность N = 500 Вт.

Ответ: M = 3,18 Н�м.

9. На краю горизонтальной платформы, имеющей форму диска радиусом
R = 2 м, стоит человек массой m1 = 80 кг. Масса m2 платформы равна 240 кг.
Платформа может вращаться вокруг вертикальной оси, проходящей через ее
центр. Пренебрегая трением, найти, с какой угловой скоростью � будет вра)
щаться платформа, если человек будет идти вдоль ее края со скоростью
� = 2 м/с относительно платформы.

Ответ: � = 0,4 рад/с.

10. В центре скамьи Жуковского стоит человек и держит в руках стер)
жень длиной l = 2,4 м и массой m = 8 кг, расположенный вертикально по оси



246 ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА. ТЕОРИЯ, ЗАДАЧИ И ТЕСТЫ

вращения скамьи. Скамья с человеком вращается с частотой n1 = 1 с–1. С ка%
кой частотой n2 будет вращаться скамья с человеком, если он повернет стер%
жень в горизонтальное положение? Суммарный момент инерции I человека
и скамьи равен 6 кг�м2.

Ответ: n2 = 0,61 с–1.

11. Обруч и сплошной цилиндр, имеющие одинаковую массу m = 2 кг,
катятся без скольжения с одинаковой скоростью � = 5 м/с. Найти кинети%
ческие энергии Еk1 и Еk2 этих тел.

Ответ: Ek1 = 50 Дж; Ek2 = 37,5 Дж.

12. Определить линейную скорость � центра шара, скатившегося без
скольжения с наклонной плоскости высотой h = 1 м.

Ответ: � = 3,74 м/с.

13. Маховик вращается по закону, выражаемому уравнением

� = A + Вt + Сt2,

где A = 2 рад; В = 32 рад/с; С = –4 рад/с2.
Найти среднюю мощность N, развиваемую силами, действующими на ма%

ховик при его вращении, до остановки, если его момент инерции I = 100 кг�м2.
Ответ: N = 12 800 Вт.

14. Со шкива диаметром d = 0,48 м через ремень передается мощность
N = 9 кВт. Шкив вращается с частотой n = 240 мин–1. Сила натяжения T1

ведущей ветви ремня в 2 раза больше силы натяжения T2 ведомой ветви.
Найти силы натяжения обеих ветвей ремня.

Ответ: T1 = 2980 Н; T2 = 1490 Н.

15. Кинетическая энергия вращающегося маховика равна 1 кДж. Под дей%
ствием постоянного тормозящего момента маховик начал вращаться равно%
замедленно и, сделав N = 80 об, остановился. Определить момент M силы
торможения.

Ответ: M = 1,99 Н�м.

16. Шар катится без скольжения по горизонтальной поверхности. Пол%
ная кинетическая энергия шара равна 14 Дж. Определить кинетическую энер%
гию поступательного и вращательного движения шара.

Ответ: Еk1 = 10 Дж; Еk2 = 4 Дж.

17. Карандаш длиной l = 15 см, поставленный вертикально, падает на
стол. Какую угловую � и линейную скорость � будет иметь в конце падения
середина карандаша? Считать, что трение настолько велико, что нижний
конец карандаша не проскальзывает.

Ответ: � = 14 рад/с; � = 2,1 м/с.
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18. На шероховатой доске на расстоянии S от ее левого конца находится
сплошной цилиндр. Доску начинают двигать с ускорением a0 вправо. С ка1
кой скоростью относительно доски будет двигаться центр инерции цилиндра
в тот момент, когда он будет находиться над краем доски? Движение цилин1
дра относительно доски происходит без скольжения.

Ответ: � � 02 .
3

a S

6.6.
КОНТРОЛЬНЫЕ ТЕСТЫ

1. Чему равен момент инерции диска относительно оси, проходящей че1
рез центр масс?

1) �
2

;
12

mlI 2) I = mr2; 3) �
2

;
2

mRI 4) �
22 .

5
mRI

2. Чему равен и куда направлен момент инерции тонкого стержня (дли1
ной l) относительно оси, проходящей через его конец перпендикулярно к
стержню?

1) 22 ;
15

ml  не имеет направления;

2) 21 ;
5

ml  вдоль оси, проходящей через центр масс;

3) 21 ;
12

ml  вдоль оси вращения;

4) 22 ;
5

ml  не имеет направления;

5) 21 ;
3

ml  не имеет направления.
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3. Центр масс твердого тела...
1) может находиться вне тела;
2) обязательно находится внутри тела;
3) совпадает с геометрическим центром тела;
4) лежит на поверхности тела;
5) находится в точке максимальной плотности тела.

4. В какую сторону направлен момент инерции диска?
1) 1; 2) 2; 3) не имеет направления;
4) 3; 5) 4.

5. Чему равен момент инерции шара относительно оси, проходящей че:
рез центр масс?

1) �
2

;
12

mlI 2) I = mr2; 3) �
2

;
2

mRI 4) �
22 .

5
mRI

6. Чему равен момент инерции стержня относительно оси, проходящей
через центр масс?

1) �
2

;
12

mlI 2) I = mr2; 3) �
2

;
2

mRI 4) �
22 .

5
mRI

7. Чему равен момент инерции однородного тонкого обруча?

1) I = mr2; 2) �
2

;
2

mRI 3) �
2

;
12

mlI 4) �
22 .

5
mRI

8. Где находится центр масс несимметричной гантели, изображенной на
рисунке?

1) в точке F; 2) в точке B; 3) в точке C;
4) в точке D; 5) в точке E.
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9. Какая теорема помогает вычислять моменты инерции твердых тел от,
носительно произвольных осей вращения?

1) Кориолиса; 2) правого винта;
3) Штейнера; 4) Ньютона.

10. Что в динамике вращательного движения соответствует массе из ди,
намики поступательного движения?

1) Момент импульса; 2) момент инерции;
3) момент силы; 4) угловая скорость;
5) угловое ускорение.

11. Использование рычага...
1) не требует дополнительной энергии;
2) высвобождает внутреннюю энергию точки опоры;
3) высвобождает потенциальную энергию точки опоры;
4) изменяет только направление прилагаемой силы;
5) устраняет влияние сил трения.

12. По какой формуле находится момент силы относительно неподвиж,
ной точки?

1) M = [Fl]; 2) M = [Fr]; 3) M = [rF]; 4) M = [rFsin�].

13. Груз какой массы позволяет поднять изображенный на рисунке рычаг?
1) 30 кг; 2) 60 кг; 3) 15 кг; 4) 40 кг; 5) 20 кг.
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14. Что есть произведение силы на плечо этой силы?
1) Момент силы;
2) мгновение силы;
3) момент количества движения;
4) момент инерции;
5) эффективная работа силы.

15. Какое направление имеет при равноускоренном вращении момент
силы М при постоянно действующей силе?

1) 1; 2) 2; 3) 3;
4) не имеет направления; 5) 4.

16. Тело находится в равновесии, если...
1) одновременно равны нулю сумма сил и сумма моментов сил, действую=

щих на тело;
2) сумма сил, действующих на тело, равна нулю;
3) сумма моментов сил, действующих на тело, равна нулю;
4) все силы, действующие на тело, приложены к центру масс;
5) оно находится в инерциальной системе отсчета;
6) на него действуют только силы инерции.

17. Указать основное уравнение динамики вращательного движения твер=
дого тела относительно неподвижной оси.

1) M = I�; 2) M = I�; 3) M = rFsin�; 4) M = [rF]; 5) � .dLM
dt

18. Тело, вращающееся вокруг неподвижной оси, под действием посто=
янного момента сил...

1) вращается с постоянным угловым ускорением;
2) движется с постоянным ускорением;
3) вращается с постоянной скоростью;
4) остается в покое;
5) движется с постоянной скоростью.

19. Вес любого тела на экваторе Земли меньше, чем на полюсе в резуль=
тате…

1) действия центробежной силы;
2) действия кориолисовой силы;
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3) более высокой температуры;
4) постоянно дующих пассатов;
5) более низкого атмосферного давления.

20. Центробежная сила является основой действия...
1) центрифуги;
2) высотомера;
3) гигрометра;
4) высокоскоростной дрели;
5) гидравлического пресса.

21. Чему равен момент импульса твердого тела?
1) M = [rF]; 2) Lz = Iz�; 3) Iz = Lz�; 4) I = mr2/2.

22. Указать закон сохранения момента импульса.

1) I1�1 = I2�2; 2) Lz = Iz�; 3) � ;dLM
dt

4) M = [rF].

23. Указать направление импульса, если L — направление момента имE
пульса.

1) 1; 2) 2;     3) 3;          4) 4;
5) не имеет направления.

24. Чему равен момент импульса материальной точки массой 1 кг отноE
сительно изображенной оси, перпендикулярной плоскости рисунка?

1) 0,707 м2/с; 2) 0,707 м/с2; 3) 0,707 м2/с2;
4) 1 м2/с; 5) 1 м/с2.



252 ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА. ТЕОРИЯ, ЗАДАЧИ И ТЕСТЫ

25. Чему равен момент импульса Луны, вращающейся вокруг Земли?
1) Произведению массы Луны, ее скорости и радиуса лунной орбиты;
2) произведению массы Луны и ее скорости;
3) произведению массы Луны и расстояния от Земли до Луны;
4) нулю в полнолуние;
5) нулю в новолуние.

26. В каком случае сохраняется момент импульса системы тел?
1) Отсутствия внешних сил, воздействующих на систему;
2) отсутствия взаимодействия между телами;
3) отсутствия диссипативных сил, действующих на систему;
4) равенства нулю суммы всех сил, действующих на систему;
5) если импульс системы сохраняется.

27. Кориолисова сила направлена...
1) перпендикулярно скорости тела;
2) по направлению скорости тела;
3) против скорости тела;
4) вдоль оси вращения;
5) против ускорения тела.

28. Перечислить результаты действия кориолисовой силы.
1) Правые берега рек в северном полушарии круче левых;
2) вдоль экватора Земли постоянно дуют пассаты;
3) образуются циклоны и антициклоны;
4) в северном полушарии установлено праводорожное движение;
5) Луна обращена к Земле только одной стороной;
6) на южном полюсе Земли находится материк, а на северном — океан.

29. Что используют космические аппараты для ориентации в пространA
стве?

1) Гироскоп; 2) компас; 3) Солнце;
4) нивелир; 5) теодолит.

30. Сила Кориолиса пропорциональна...
1) массе тела; 2) ускорению тела;
3) квадрату массы тела; 4) квадрату ускорения тела;
5) корню квадратному из массы тела;
6) величине, обратной массе тела.

31. С наклонной плоскости начинают одновременно скатываться два
одинаковых по размеру и массе цилиндра, один сплошной, другой полый.
В конце наклонной плоскости...

1) они окажутся одновременно, �1 = �2;
2) полый отстанет от сплошного, �1 < �2;
3) полый опередит сплошной, �1 > �2.
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32. Чему равна кинетическая энергия обруча массой 1 кг, радиусом 0,5 м,
вращающегося с частотой 1 об/с?

1) 4,9348 кг�м2/с2; 2) 1 кг�м2/с2;
3) 0,5 кг�м/с2; 4) 9,8 кг�м2/с2.

33. Чему равна кинетическая энергия вращающегося тела?

1) ω=
2

вр ;
2k

IE 2) ω=
2

вр ;
2k
IE 3) Ek вр = I�; 4) Ek вр = m�2.

34. Укажите направление мощности при постоянном вращающем моA
менте M.

1) 1; 2) 2; 3) 3; 4) 4;
5) не имеет направления.

35. Чему равна работа при постоянном вращающем моменте?
1) A = М�; 2) A = MF; 3) A = M�; 4) A = M�; 5) A = М�2.



Г Л А В А С Е Д Ь М А Я

МЕХАНИЧЕСКИЕ
КОЛЕБАНИЯ И ВОЛНЫ

7.1.
ГАРМОНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ

К числу самых распространенных движений в природе и технике относятся
повторяющиеся движения — вращение стрелок часов, биение сердца, морс%
кие приливы и отливы и т. д.

Многие повторяющиеся движения являются периодическими, т. е. про%
исходящими через определенные промежутки времени. Среди периодичес%
ких движений важную роль играют колебательные движения: колебания
маятника часов, автомобиля на рессорах, корабля на волнах и т. д.

Простейшими колебаниями являются гармонические колебания, в кото%
рых изменяющаяся физическая величина x изменяется с течением времени
по закону синуса или косинуса:

x = Asin(�t + �0),

x = Acos(�t + �0),

где A, � и �0 характеризуют данное гармоническое колебание.
Величина А, равная наибольшему абсолютному значению колеблющейся

физической величины x, называется амплитудой колебания. Выражение

� = �t + �0

определяет значение x в данный момент времени и называется фазой колеба%
ния. В момент начала отсчета времени t = 0 фаза равна начальной фазе � = �0.

Промежуток времени, за который совершается одно полное колебание,
называется периодом Т. Если за время t происходит N полных колебаний, то
период колебания

T = t/N. (7.1)

Число колебаний, совершаемых за 1 с, называется частотой колебаний.
Частота колебаний:

� = N/t. (7.2)

Графическая зависимость x = f(t) показана на рисунке 7.1.
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Из (7.1) и (7.2) следует, что � = 1/T. За единицу частоты принимают час&
тоту, при которой за 1 с совершается одно колебание. Эту единицу частоты
называют герц: 1 Гц = 1 колеб/с.

Поскольку период синуса и косинуса равен 2�, период гармонического
колебания можно определить из условия

�(t + Т) + �0 = x = �t + �0 + 2�.

Отсюда период колебаний
��

�
2 ,T (7.3)

где � — циклическая частота:

�� � � ��2 2 .
T

Уравнение гармонических колебаний можно переписать в виде

x = Aсоs(2��t + �0)

или

� �� � � �0cos 2 .tx A
T (7.4)

Скорость колеблющейся точки:

υ = = − ω ω + ϕ = −υ ω + ϕ0 max 0sin( ) sin( )x
dx A t t
dt

или

� ��� � � � � 	 �max 0cos ,
2x t (7.5)

где �max = A� — максимальное значение скорости.
Ускорение колеблющейся точки:

�� � � � � � � � � � � �2
0 max 0cos( ) cos( ),x

da A t a t
dt

Рис. 7.1
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или

ax = amaxcos(�t + �0 + �), (7.6)

где аmax = A�2 — максимальное значение ускорения.
На рисунке 7.2 показаны графические зависимости смещения, скорости

и ускорения от времени, если начальная фаза �0 = 0.
Сравнение формул (7.4)–(7.6) приводит к следующим выводам:
1) смещение, скорость и ускорение колеблющейся точки происходят с

одинаковой частотой � и периодом T = 2�/�;
2) амплитуды этих колебаний различны: А, А�, А�2;
3) фазы колебаний также различны. Колебания скорости опережают коA

лебания смещения по фазе на �/2, а колебания ускорения опережают колебаA
ния смещения по фазе на �.

7.2.
СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ.

ПРУЖИННЫЙ, ФИЗИЧЕСКИЙ
И МАТЕМАТИЧЕСКИЙ МАЯТНИКИ

Колебания могут происходить под действием как внешних, так и внутA
ренних сил.

Колебания, которые возникают под действием внутренних сил после того,
как система была выведена из положения устойчивого равновесия, и котоA
рые происходят за счет расходования сообщенной энергии, которая в дальA
нейшем не пополняется, называются свободными.

Выясним причины возникновения свободных колебаний на примере пруA
жинного маятника (рис. 7.3).

Пружинный маятник представляет собой шар массой m, просверленный
по диаметру и надетый на горизонтальный стержень, вдоль которого он моA
жет скользить с малым трением. Стержень закреплен между вертикальныA
ми опорами. К шару одним концом прикреплена пружина, другой конец пруA
жины прикреплен к опоре. Если пружина не деформирована, то шар нахоA
дится в положении равновесия (точка O). Если пружину растянуть, т. е.
переместить шар в точку С, то со стороны пружины на него будет действоA
вать сила упругости

F = –kx,

Рис. 7.2
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где x — смещение шара от положения
равновесия; k — коэффициент жестко)
сти пружины. Знак «–» показывает,
что сила упругости 

�
F  направлена в сто)

рону, противоположную смещению x.
Если шар не удерживать, то под дей)

ствием силы упругости 
�
F  он начнет

двигаться влево с ускорением �
�

�
.Fa

m
 По

мере приближения шара к положению
равновесия численное значение силы�
F  уменьшается, значит, уменьшается
ускорение 

�
,a  с которым движется шар,

и в точке O ускорение шара станет рав)
ным нулю � �

� �
( 0, 0),F a  а скорость бу)

дет максимальна. В этот момент време)
ни кинетическая энергия шара будет
иметь максимальное значение:

��
2
max ,

2k
m

E

потенциальная энергия в этот момент времени Еp = 0.
В точке O шар не остановится, а по инерции продолжит движение влево,

сжимая пружину. При этом возникающая сила упругости направлена впра)
во и тормозит движение шара. В результате шар дойдет до точки B, в кото)
рой скорость шара окажется равной нулю, Еk = 0, потенциальная энергия
системы достигнет максимального значения:

�
2

,
2p

kAE

а затем под действием силы упругости шар начнет двигаться вправо, к поло)
жению равновесия.

Пройдя точку O, шар дойдет до точки D, и далее движение шара будет
повторяться. При этом происходит периодическое превращение потенциаль)
ной энергии в кинетическую и наоборот: Ep � Ek �Ep и т. д.

В рассмотренной системе «пружина — шар» потерь энергии не происхо)
дит (Fтр � 0), поэтому суммарная механическая энергия системы остается
постоянной. Закон сохранения механической энергии отражает формула

� �� � � � �
2 2 2 2
max .

2 2 2 2k p
m kA m kxE E (7.7)

Полная энергия колебательной системы постоянна и пропорциональна
квадрату амплитуды.

Запишем второй закон Ньютона для тела, совершающего свободное гар)
моническое колебание:

F = –kx; (7.8)

Рис. 7.3
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� � � � ��
2

2
,где ;x x

d xma kx a x
dt

(7.9)

� ��� 0;mx kx (7.10)

� � � ��� 2
00,где .k kx x

m m
(7.11)

Отсюда собственная циклическая частота свободных гармонических
колебаний

� �0 .k
m

Решение уравнения

� � ��� 2
0 0,x x

в чем можно убедиться подстановкой, приводит к гармоническому закону

x = Acos(�0t + �0), (7.12)

где х — координата тела в момент времени t; A — амплитуда.
Если в момент времени t = 0 тело находилось в начале координат (точка O),

то колебания будут происходить по закону синуса:

x = Asin(�0t + �0). (7.13)

Период колебаний пружинного маятника:

T = 2�/�0

или

� �2 .mT
k

Период колебаний зависит от массы шара m и коэффициента жесткости
пружины k.

Очень удобно изображать гармонические колебания с помощью векторB
ных диаграмм (рис. 7.4). Этот метод состоит в следующем. Из начала оси
абсцисс проведем вектор 

�
,A  проекция которого на ось Ox равна Аcos�. Если

вектор 
�
A  будет равномерно вращаться с угловой скоростью � против часоB

вой стрелки, то
� = (�t + �0),

где �0 — начальное значение �, и проB
екция вектора 

�
A  на ось Ox будет измеB

няться со временем по закону

x = Acos(�0t + �0). (7.14)

В таком представлении амплитуда
колебаний есть величина равномерно
вращающегося вектора 

�
,A  фаза колеB

баний — угол между вектором 
�
A  и осью

Ox, начальная фаза — начальное знаBРис. 7.4
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чение этого угла, круговая частота коле#
баний — угловая скорость вращения век#
тора 

�
,A  смещение колеблющейся точ#

ки — проекция вектора 
�
A  на ось Ox.

Далее рассмотрим сам пружинный
маятник — систему, состоящую из ша#
рика массой m, подвешенного на пру#
жине (рис. 7.5). В положении равнове#
сия сила тяжести mg уравновешивает#
ся упругой силой k�l0:

mg = k�l0, откуда � �0 ,mgl
k

(7.15)

где �l0 — статическое удлинение пружины.
Направим ось Ox вниз и выберем начало отсчета так, что координата

x = 0 соответствует положению неподвижного шарика в положении равно#
весия.

Если теперь оттянуть шарик от положения равновесия на расстояние x,
то полное удлинение пружины станет равным �l0 + x. По закону Гука ре#
зультирующая сила будет равна

F = mg – k(�l0 + x). (7.16)

Учитывая, что mg = k�l0, получим

F = –kx. (7.17)

Знак «–» означает, что сила стремится уменьшить отклонение от поло#
жения равновесия. Полученное выражение соответствует упругой силе сла#
бо деформированной пружины.

Запишем теперь уравнение второго закона Ньютона:

� ��� .mx kx

Его можно также представить в виде

� � � � ��� 2
00 0, .kx x

m
(7.18)

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ МАЯТНИК

Математический маятник представляет идеализированную систему, со#
стоящую из невесомой и нерастяжимой нити, на которой подвешена масса,
сосредоточенная в одной точке.

Будем характеризовать отклонение маятника от положения равновесия
углом �, который образует нить с вертикалью (см. рис. 7.6). При отклонении
маятника от положения равновесия на материальную точку массой m дей#
ствуют сила тяжести 

�
mg  и сила натяжения нити 

�
.T  Их равнодействующая�

F  направлена по касательной к окружности радиусом l и равна

F = –mgsin�.

Рис. 7.5
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Скорость материальной точки тоже
направлена по касательной и равна

� � ��,l

так что тангенциальное ускорение

� � � � �� ��.a l

Записываем теперь уравнение дви*
жения:

� � � ��� sinml mg (7.19)

(знак «–» отражает тот факт, что сила
F стремится уменьшить угол �). При не*
больших отклонениях маятника sin� �
���. Получаем тогда:

� � � � � � ��� 2
00 0, .g

l
(7.20)

ФИЗИЧЕСКИЙ МАЯТНИК

Подвешенное на оси колеблющееся тело, которое невозможно предста*
вить как материальную точку, называется физическим маятником (рис. 7.7).
При отклонении физического маятника от положения равновесия на угол �
возникает вращательный момент, стремящийся вернуть маятник в положе*
ние равновесия. Этот момент равен

M = –mglsin�, (7.21)

где m — масса маятника, а l — расстояние ОС между точкой подвеса О и
центром масс С маятника.

Обозначив момент инерции маятника относительно оси, проходящей че*
рез точку подвеса, как I, можно записать основное уравнение динамики вра*
щательного движения:

� � � ��� sin .mgl (7.22)

Ограничимся рассмотрением малых
колебаний: sin� � �. В этом случае урав*
нение колебаний принимает вид

              � � � � � � ��� 2
00 0, .mgl

I
(7.23)

В случае, когда физический маятник
можно представить как материальную
точку, колеблющуюся на нити длиной l,
момент инерции равен I = ml2, и мы при*
ходим к уравнению (7.19) движения ма*
тематического маятника.

Рис. 7.6

Рис. 7.7
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КОЛЕБАНИЯ ПОРШНЯ
В СОСУДЕ С ИДЕАЛЬНЫМ ГАЗОМ

Рассмотрим поршень массой m и площадью поверхности S, прикрывав1
ший сосуд объемом V0 c идеальным газом, изолированным от окружающей
среды (рис. 7.8). Пусть в состоянии равновесия давление в сосуде равно р0.
Это давление складывается из атмосферного давления ра и давления mg/S,
оказываемого поршнем:

p0 = pa + mg/S. (7.24)

Переместим поршень на расстояние
x. Объем сосуда увеличится и станет
равным

V = V0 + Sx.

Соответственно уменьшится давле1
ние. Новое давление можно найти из
уравнения адиабаты

�� � 0 0 ,pV p V (7.25)

откуда

�
�

�
0

0

.
(1 / )x

p
p

S V (7.26)

Здесь � — показатель адиабаты, зависящий от числа степеней свободы
молекул газа. При малых колебаниях, когда смещение поршня много мень1
ше высоты сосуда (x � V0/S), можно разложить р в ряд Тейлора:

�� �� �� �
	 


0
0

1 .
S

p p x
V

(7.27)

На поршень действуют три силы:
1) сила атмосферного давления –paS;
2) сила давления газа в сосуде pS;
3) сила тяжести –mg.
Знаки сил соответствуют выбору положительного направления оси Ox

вверх. Используя (7.23) и (7.27), находим для равнодействующей F этих сил:

� �
a

2
0

0 0
0 0

1 .

F p S pS mg

p SSmgS p Sp x mg x
S V V

� � � � �
��� 	� � � � � � � �
 �

� 

(7.28)

Записываем теперь уравнение движения поршня ���mx F  в виде

�� � � � ���
2

02
00

0
0, .

p S
x x

mV (7.29)

Рис. 7.8
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7.3.
ПРЕВРАЩЕНИЯ ЭНЕРГИИ

ПРИ СВОБОДНЫХ МЕХАНИЧЕСКИХ
КОЛЕБАНИЯХ

При свободных механических колебаниях кинетическая и потенциаль)
ная энергии периодически изменяются. При максимальном отклонении тела
от положения равновесия его скорость, а следовательно, и кинетическая энер)
гия обращаются в нуль. В этом положении потенциальная энергия колеблю)
щегося тела достигает максимального значения. Для груза на пружине по)
тенциальная энергия — это энергия упругих деформаций пружины. Для ма)
тематического маятника — это энергия в поле тяготения Земли.

Когда тело при своем движении проходит через положение равновесия,
его скорость максимальна. Тело проскакивает положение равновесия по за)
кону инерции. В этот момент оно обладает максимальной кинетической и
минимальной потенциальной энергией. Увеличение кинетической энергии
происходит за счет уменьшения потенциальной энергии. При дальнейшем
движении начинает увеличиваться потенциальная энергия за счет убыли
кинетической энергии и т. д.

Таким образом, при гармонических колебаниях происходит периодичес)
кое превращение кинетической энергии в потенциальную и наоборот. Если в
колебательной системе отсутствует трение, то полная механическая энергия
при свободных колебаниях остается неизменной.

Для груза на пружине:

�� � � � � �
2 2

2
0, ;

2 2k p
m kx kE E E

m
(7.30)

��� � � �
0
2 22 2 maxmax max

max max max, .
2 2 2p k p

m xkx m
E E E (7.31)

Для малых колебаний математического маятника:

� �� � � � � � � �
22 2

2
0, ;

2 2 2k p
mgx gm mE E E mgh

l l
(7.32)

��� � � � �
0
2 22 2 maxmax max

max max max max, .
2 2 2p k p

m xmgx m
E mgh E E

l
(7.33)

Здесь hmax — максимальная высота подъема маятника в поле тяготения
Земли; xmax и �max = �0xmax — максимальные значения отклонения маятника
от положения равновесия и его скорости.

Превращения энергии при свободных механических колебаниях в отсут)
ствие трения можно проиллюстрировать графически (рис. 7.9). Рассмотрим
в качестве примера колебания груза массой m на пружине жесткости k. Пусть
смещение x(t) груза из положения равновесия и его скорость �(t) изменяют)
ся со временем по законам:
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x(t) = xmaxcos(�0t), (7.34)

где � �2
0 ;k

m
�(t) = –�xmaxsin(�0t). (7.35)

Следовательно,

� � � � � �2 2 2 2
max 0 max 0

1 1 1( ) cos (1 cos2 );
2 2 4pE t kx kx t kx t (7.36)

� � � � � � � �2 2 2 2 2
max 0 max 00

1 1 1( ) sin (1 cos2 ).
2 2 4kE t m k x t kx t (7.37)

На рисунке 7.10 изображены графики функций Ep(t) и Ek(t). Потенци-
альная и кинетическая энергии два раза за период колебаний T = 2�/�0 дос-
тигают максимальных значений.

Рис. 7.9

Рис. 7.10
Превращения энергии при свободных колебаниях
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Законы изменения во времени кинетической и потенциальной энергий
(или их аналогов) и выражение для сохраняющейся полной энергии:

�
� � � � �

2 22
0 2

0sin ( );
2 2k

mAmxE t

� �
� � � � �

2 2 2 2
0 0 2

0cos ( );
2 2p

m x mA
E t

�
� � �

2 2
0 .

2p k
mA

E E E

Отсюда следует, что:
1) кинетическая и потенциальная энергии — периодические функции

времени с периодом, равным половине периода колебаний;
2) кинетическая и потенциальная энергии колеблются в противофазе:

когда кинетическая энергия достигает максимума, значение потенциальной
энергии минимально, и наоборот;

3) в колебательной системе энергия периодически «перекачивается» из
одной формы в другую, а полная энергия E = Ep + Ek сохраняется;

4) полная энергия колебаний пропорциональна квадрату их амплитуды
и квадрату частоты.

Сумма

Ep(t) + Ek(t) = E = const

остается неизменной.

7.4.
ЗАТУХАЮЩИЕ

И ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ.
РЕЗОНАНС

Реальные механические колебания происходят с потерей энергии. В ре?
зультате взаимодействия колебательной системы с окружающими телами
часть механической энергии превращается во внутреннюю энергию теплово?
го движения атомов и молекул. Амплитуда колебаний постепенно уменьша?
ется, и через некоторое время после начала колебаний маятник останавлива?
ется.

В реальных условиях любая колебательная система находится под воз?
действием сил трения (сопротивления). При этом часть механической энер?
гии превращается во внутреннюю энергию теплового движения атомов и мо?
лекул, и колебания становятся затухающими (рис. 7.11).

Скорость затухания колебаний зависит от величины сил трения. Интер?
вал времени �, в течение которого амплитуда колебаний уменьшается в
e � 2,7 раз, называется временем затухания.

Частота свободных колебаний зависит от скорости затухания колебаний.
При возрастании сил трения собственная частота уменьшается. Однако из?
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менение собственной частоты становится заметным лишь при достаточно
больших силах трения, когда собственные колебания быстро затухают.

Важной характеристикой колебательной системы, совершающей свобод1
ные затухающие колебания, является добротность Q. Этот параметр опре1
деляется как число N полных колебаний, совершаемых системой за время
затухания �, умноженное на �:

�� � � � .Q N
T

(7.38)

Чем медленнее происходит затухание свободных колебаний, тем выше
добротность Q колебательной системы. Добротность колебательной систе1
мы, определенная по затуханию колебаний на рисунке 7.11, приблизитель1
но равна 15.

Добротности механических колебательных систем могут быть очень вы1
сокими — порядка нескольких сотен и даже тысяч.

Понятие добротности имеет глубокий энергетический смысл. Можно оп1
ределить добротность Q колебательной системы следующим энергетическим
соотношением:

� �
Запас энергии в колебательной системе

2 .
Потеря энергии за1период колебаний

Q (7.39)

Таким образом, добротность характеризует относительную убыль энер1
гии колебательной системы из1за наличия трения на интервале времени, рав1
ном одному периоду колебаний.

Колебания, совершающиеся под воздействием внешней периодической
силы, называются вынужденными. Внешняя сила совершает положитель1
ную работу и обеспечивает приток энергии к колебательной системе. Она не
дает колебаниям затухать, несмотря на действие сил трения.

Рис. 7.11
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Периодическая внешняя сила может изменяться во времени по различ(
ным законам. Особый интерес представляет случай, когда внешняя сила,
изменяющаяся по гармоническому закону с частотой �, воздействует на ко(
лебательную систему, способную совершать собственные колебания на неко(
торой частоте �0.

Если свободные колебания происходят на частоте �0, которая определя(
ется параметрами системы, то установившиеся вынужденные колебания все�
гда происходят на частоте � внешней силы.

После начала воздействия внешней силы на колебательную систему не(
обходимо некоторое время �t для установления вынужденных колебаний.
Время установления по порядку величины равно времени затухания � сво(
бодных колебаний в колебательной системе.

В начальный момент в колебательной системе возбуждаются оба процес(
са — вынужденные колебания на частоте � и свободные колебания на собствен(
ной частоте �0. Но свободные колебания затухают из(за неизбежного наличия
сил трения. Поэтому через некоторое время в колебательной системе остаются
только стационарные колебания на частоте � внешней вынуждающей силы.

Рассмотрим в качестве примера вынужденные колебания тела на пружи(
не (рис. 7.12). Внешняя сила 

�
внF  приложена к свободному концу пружины.

Она заставляет свободный (левый на рис. 7.12) конец пружины перемещать(
ся по закону

y = ymax cos �t, (7.40)

где ymax — амплитуда колебаний; � — круговая частота.
Такой закон перемещения можно обеспечить с помощью шатунного ме(

ханизма, не показанного на рисунке 7.12.
Если левый конец пружины смещен на расстояние y, а правый — на рас(

стояние x от их первоначального положения, когда пружина была не дефор(
мирована, то удлинение пружины �l равно

�l = x – y = x – ymax cos �t. (7.41)

Второй закон Ньютона для тела массой m:

ma = –k(x – y) = –kx + kymax cos �t. (7.42)

Рис. 7.12
Вынужденные колебания груза на пружине:

l — длина недеформированной пружины; k — жесткость пружины.
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В этом уравнении сила, действующая на тело, представлена в виде двух
слагаемых. Первое слагаемое в правой части — это упругая сила, стремящая+
ся возвратить тело в положение равновесия (x = 0). Второе слагаемое — внеш+
нее периодическое воздействие на тело. Это слагаемое и называют вынужда+
ющей силой.

Уравнению, выражающему второй закон Ньютона для тела на пружине
при наличии внешнего периодического воздействия, можно придать строгую
математическую форму, если учесть связь между ускорением тела и его коор+
динатой � ��.a x Тогда уравнение вынужденных колебаний запишется в виде

� � � ��� 2
0 cos ,x x A t (7.43)

где � �0 —k
m

 собственная круговая частота свободных колебаний; � — цик+

лическая частота вынуждающей силы.
В случае вынужденных колебаний груза на пружине (рис. 7.12) величи+

на A определяется выражением

� � �2
max max0 .kA y y

m
(7.44)

Уравнение (7.43) не учитывает действия сил трения. В отличие от урав+
нения свободных колебаний уравнение вынужденных колебаний (7.43) со+
держит две частоты — частоту �0 свободных колебаний и частоту � вынуж+
дающей силы.

Установившиеся вынужденные колебания груза на пружине происходят
на частоте внешнего воздействия по закону

x(t) = xmaxcos(�t + �). (7.45)

Амплитуда вынужденных колеба+
ний xmax и начальная фаза � зависят от
соотношения частот �0 и � и от ампли+
туды ymax внешней силы.

На очень низких частотах, когда
� � �0, движение тела массой m, при+
крепленного к правому концу пружи+
ны, повторяет движение левого конца
пружины. При этом x(t) = y(t) и пружи+
на остается практически недеформиро+

ванной. Внешняя сила 
�
вн,F  приложен+

ная к левому концу пружины, работы
не совершает, так как модуль этой силы
при � � �0 стремится к нулю.

Если частота � внешней силы при+
ближается к собственной частоте �0, воз+
никает резкое возрастание амплитуды
вынужденных колебаний. Это явление
называется резонансом. Зависимость

Рис. 7.13
Резонансные кривые при различных

уровнях затухания:
1 — колебательная система без трения; при резо+
нансе амплитуда xmax вынужденных колебаний
неограниченно возрастает; 2, 3, 4 — реальные ре+
зонансные кривые для колебательных систем с раз+
личной добротностью: Q2 > Q3 > Q4. На низких ча+
стотах (� � �0) xmax � ymax. На высоких частотах
(� � �0) xmax � 0.
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амплитуды xmax вынужденных колебаний от частоты � вынуждающей силы
называется резонансной характеристикой или резонансной кривой (рис. 7.13).

При резонансе амплитуда xmax колебания груза может во много раз пре4
восходить амплитуду ymax колебаний свободного (левого) конца пружины,
вызванных внешним воздействием. В отсутствие трения амплитуда вынуж4
денных колебаний при резонансе должна неограниченно возрастать. В ре4
альных условиях амплитуда установившихся вынужденных колебаний оп4
ределяется условием: работа внешней силы в течение периода колебаний
должна равняться потерям механической энергии за то же время из4за тре4
ния. Чем меньше трение (т. е. чем выше добротность Q колебательной систе4
мы), тем больше амплитуда вынужденных колебаний при резонансе. У коле4
бательных систем с не очень высокой добротностью (< 10) резонансная час4
тота несколько смещается в сторону низких частот. Это хорошо заметно на
рисунке 7.13.

Явление резонанса может явиться причиной разрушения мостов, зданий
и других сооружений, если собственные частоты их колебаний совпадут с
частотой периодически действующей силы, возникшей, например, из4за вра4
щения несбалансированного мотора.

Вынужденные колебания — это незатухающие колебания. Неизбежные
потери энергии на трение компенсируются подводом энергии от внешнего
источника периодически действующей силы. Существуют системы, в кото4
рых незатухающие колебания возникают не за счет периодического внешне4
го воздействия, а в результате имеющейся у таких систем способности самой
регулировать поступление энергии от постоянного источника. Такие систе4
мы называются автоколебательными, а процесс незатухающих колебаний в
таких системах — автоколебаниями. В автоколебательной системе можно
выделить три характерных элемента — колебательная система, источник
энергии и устройство обратной связи между колебательной системой и ис4
точником. В качестве колебательной системы может быть использована лю4
бая механическая система, способная совершать собственные затухающие
колебания (например, маятник настенных часов).

7.5.
МЕХАНИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ.

ПОПЕРЕЧНЫЕ И ПРОДОЛЬНЫЕ ВОЛНЫ

Колеблющееся тело, помещенное в упругую среду, приводит в колеба4
тельное движение прилегающие к нему частицы среды. Последние в свою
очередь будут воздействовать на соседние частицы и приводить их также в
колебательное движение и т. д. При этом увлекаемые частицы среды будут
несколько отставать по фазе от ранее приходящих в движение частиц, так
как передача колебаний от точки к точке осуществляется с конечной скорос4
тью, характерной для данной среды. Таким образом, колеблющееся тело,
помещенное в упругую среду, является источником колебаний, распростра4
няющихся от него в среде во все стороны. Процесс распространения колеба4
ний в среде называется волной.
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Механические волны бывают разных видов. Если при распространении
волны частицы среды испытывают смещение в направлении, перпендику*
лярном направлению распространения, такая волна называется поперечной.
Примером волны такого рода могут служить волны, бегущие по натянутому
резиновому жгуту (рис. 7.14) или по струне.

Если смещение частиц среды происходит в направлении распростране*
ния волны, такая волна называется продольной. Волны в упругом стержне
(рис. 7.15) или звуковые волны в газе являются примерами таких волн.

Волны на поверхности жидкости имеют как поперечную, так и продоль*
ную компоненты.

Как в поперечных, так и в продольных волнах не происходит переноса
вещества в направлении распространения волны. В процессе распростране*
ния частицы среды лишь совершают колебания около положений равнове*
сия. Однако волны переносят энергию колебаний от одной точки среды к
другой.

Характерной особенностью механических волн является то, что они рас*
пространяются в материальных средах (твердых, жидких или газообраз*
ных). Существуют волны, которые способны распространяться и в пустоте

Рис. 7.14
Распространение поперечного волнового импульса по натянутому резиновому жгуту

Рис. 7.15
Распространение продольного волнового импульса по упругому стержню
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(например, световые волны). Для механических волн обязательно нужна сре-
да, обладающая способностью запасать кинетическую и потенциальную энер-
гию. Следовательно, среда должна обладать инертными и упругими свой-
ствами. В реальных средах эти свойства распределены по всему объему. Так,
например, любой малый элемент твердого тела обладает массой и упругос-
тью. В простейшей одномерной модели твердое тело можно представить как
совокупность шариков и пружинок (рис. 7.16).

В этой модели инертные и упругие свойства разделены. Шарики обладают
массой m, а пружинки — жесткостью k. С помощью такой простой модели
можно описать распространение продольных и поперечных волн в твердом
теле. В продольных волнах шарики испытывают смещения вдоль цепочки, а
пружинки растягиваются или сжимаются. Такая деформация называется де-
формацией растяжения или сжатия. В жидкостях или газах деформация та-
кого рода сопровождается уплотнением или разрежением.

Продольные механические волны могут распространяться в любых сре-
дах — твердых, жидких и газообразных.

Если в одномерной модели твердого тела один или несколько шариков
сместить в направлении, перпендикулярном цепочке, то возникнет дефор-
мация сдвига. Деформированные при таком смещении пружины будут стре-
миться возвратить смещенные частицы в положение равновесия. При этом
на ближайшие несмещенные частицы будут действовать упругие силы, стре-
мящиеся отклонить их от положения равновесия. В результате вдоль цепоч-
ки побежит поперечная волна.

В жидкостях и газах упругая деформация сдвига не возникает. Если один
слой жидкости или газа сместить на некоторое расстояние относительно сосед-
него слоя, то никаких касательных сил на границе между слоями не появляет-
ся. Силы, действующие на границе жидкости и твердого тела, а также силы
между соседними слоями жидкости всегда направлены по нормали к грани-
це — это силы давления. То же относится к газообразной среде. Следовательно,
поперечные волны не могут существовать в жидкой или газообразной средах.

Значительный интерес для практики представляют простые гармоничес�
кие, или синусоидальные волны. Они характеризуются амплитудой A коле-
бания частиц, частотой � и длиной волны �. Синусоидальные волны распрос-
траняются в однородных средах с некоторой постоянной скоростью �.

Смещение y(x, t) частиц среды из положения равновесия в синусоидаль-
ной волне зависит от координаты x на оси Ox, вдоль которой распространя-
ется волна, и от времени t по закону

y(x, t) = Acos�(t – x/�) = Acos(�t – kx), (7.46)

где k = �/� — так называемое волновое число; � = 2�� — круговая частота.

Рис. 7.16
Простейшая одномерная модель твердого тела
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На рисунке 7.17 изображены «моментальные фотографии» поперечной
волны в два момента времени: t и t + �t. За время �t волна переместилась
вдоль оси Ox на расстояние ��t. Волны, все точки которых перемещаются с
одной и той же скоростью, принято называть бегущими.

Длиной волны � называют расстояние между двумя соседними точками
на оси Ox, колеблющимися в одинаковых фазах. Расстояние, равное длине
волны �, волна пробегает за период Т, следовательно,

� = �T,

где � — скорость распространения волны.
Для любой выбранной точки на графике волнового процесса (например,

для точки A на рис. 7.17) выражение �t – kx не изменяется по величине.
С течением времени t изменяется и координата x этой точки. Через проме<
жуток времени �t точка A переместится по оси Ox на некоторое расстояние
�x = ��t. Следовательно,

�t – kx = �(t + �t) – k(x + �x) = const или ��t = k�x. (7.47)

Отсюда следует:

� = �x/�t = �/k или k = 2�/� = �/�. (7.48)

Таким образом, бегущая синусоидальная волна обладает двойной перио<
дичностью — во времени и пространстве. Временной́ период равен периоду
колебаний T частиц среды, пространственный период равен длине волны �.
Волновое число k = 2�/� является пространственным аналогом круговой ча<
стоты � = 2�/T.

Обратим внимание на то, что уравнение

y(x, t) = A cos (�t + kx) (7.49)

описывает синусоидальную волну, распространяющуюся в направлении, про<
тивоположном направлению оси Ox, со скоростью � = –�/k.

Рис. 7.17
«Моментальные фотографии» бегущей синусоидальной волны

в момент времени t и t + �t
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В бегущей синусоидальной волне каждая частица среды совершает гар/
монические колебания с некоторой частотой �. Поэтому, как и в случае
простого колебательного процесса, средняя потенциальная энергия, запа/
сенная в некотором объеме среды, равна средней кинетической энергии в
том же объеме.

При распространении бегущей волны возникает поток энергии, пропор/
циональный скорости волны и квадрату ее амплитуды.

Бегущие волны распространяются в средах с определенными скоростя/
ми, зависящими от типа волны, а также от инертных и упругих свойств
среды.

Скорость поперечных волн в натянутой струне или резиновом жгуте за/
висит от погонной массы � (т. е. массы единицы длины) и силы натяжения T:

� �
�

.T
(7.50)

Скорость распространения продольных волн в безграничной среде опре/
деляется плотностью среды � (т. е. массой единицы объема) и модулем все/
стороннего сжатия B, который равен коэффициенту пропорциональности
между изменением давления �p и относительным изменением объема �V/V,
взятому с обратным знаком:

�� � � .Vp B
V

(7.51)

Выражение для скорости распространения продольных волн в безгранич/
ных средах имеет вид

� �
�

.B
(7.52)

где � — плотность среды.
Например, при температуре 20�С скорость распространения продольных

волн в воде � � 1480 м/с, в различных сортах стали � � 5–6 км/с.
При распространении продольных волн в упругих стержнях в формулу

для скорости волн вместо модуля всестороннего сжатия B входит модуль
Юнга E:

� �
�

.E
(7.53)

Для стали отличие E от B невелико, для других материалов оно может
составлять 20–30% и даже больше.

Если механическая волна, распространяющаяся в среде, встречает на сво/
ем пути какое/либо препятствие, то она может резко изменить характер сво/
его поведения. Например, на границе раздела двух сред с разными механи/
ческими свойствами волна частично отражается, а частично проникает во
вторую среду. Волна, бегущая по резиновому жгуту или струне, отражается
от неподвижно закрепленного конца; при этом появляется волна, бегущая
во встречном направлении. В струне, закрепленной на обоих концах, возни/
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кают сложные колебания, которые можно рассматривать как результат на'
ложения (суперпозиции) двух волн, распространяющихся в противополож'
ных направлениях и испытывающих отражения и переотражения на кон'
цах. Колебания струн, закрепленных на обоих концах, создают звуки всех
струнных музыкальных инструментов. Очень похожее явление возникает
при звучании духовых инструментов, в том числе органных труб.

Если волны, бегущие по струне во встречных направлениях, имеют сину'
соидальную форму, то при определенных условиях они могут образовать
стоячую волну.

Пусть струна длиной l закреплена так, что один из ее концов находится в
точке x = 0, а другой — в точке x = l (рис. 7.18). В струне создано натяжение T.

По струне одновременно распространяются в противоположных направ'
лениях две волны одной и той же частоты:

� волна, бегущая справа налево:

y1(x, t) = A cos(�t + kx);

� волна, бегущая слева направо:

y2(x, t) = –A cos(�t – kx).

В точке x = 0 (один из закрепленных концов струны) падающая волна y1 в
результате отражения порождает волну y2. При отражении от неподвижно
закрепленного конца отраженная волна оказывается в противофазе с падаю'
щей. Согласно принципу суперпозиции

y = y1 + y2 = (–2Asin�t)sinkx. (7.54)

Это и есть стоячая волна. В стоячей волне существуют неподвижные точ'
ки, которые называются узлами. Посередине между узлами находятся точ'
ки, которые колеблются с максимальной амплитудой. Эти точки называют'
ся пучностями.

Рис. 7.18
Образование стоячей волны в струне,

закрепленной на обоих концах
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Оба неподвижных конца струны должны быть узлами. Приведенная выше
формула удовлетворяет этому условию на левом конце (x = 0). Для выполне4
ния этого условия и на правом конце (x = l) необходимо, чтобы kl = n�, где
n — любое целое число. Это означает, что стоячая волна в струне возникает
не всегда, а только в том случае, если длина l струны равняется целому числу
полуволн:

λ= λ = =2или ( 1,2,3,...).
2

n
n

ll n n
n

(7.55)

Набору значений �n длин волн соответствует набор возможных частот �n:

� �� � � � �
� 1,

2n
n

n n
l (7.56)

где � �
�

—T  скорость распространения поперечных волн по струне.

Каждая из частот �n и связанный с ней тип колебания струны называется
нормальной модой. Наименьшая частота �1 называется основной частотой,
все остальные (�2, �3, …) называются гармониками. На рисунке 7.18 изобра4
жена нормальная мода для n = 2.

В стоячей волне нет потока энергии. Колебательная энергия, заключен4
ная в отрезке струны между двумя соседними узлами, не транспортируется в
другие части струны. В каждом таком отрезке происходит периодическое
(дважды за период Т) превращение кинетической энергии в потенциальную
и обратно, как в обычной колебательной системе. Но, в отличие от груза на
пружине или маятника, у которых имеется единственная собственная часто4
та �0 = 	0/2�, струна обладает бесчисленным количеством собственных (ре4
зонансных) частот �n.

7.6.
ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 1. Написать уравнение гармонического синусоидального колеба4
ния, амплитуда которого 20 см, период 10 с, начальная фаза равна нулю.
Найти смещение, скорость и ускорение колеблющегося тела через 12 с после
начала колебаний.

Дано:
A = 20 см = 0,2 м;
T = 10 с;

0 = 0;
t1 = 12 с.

x(t1) — ?
�x(t1) — ?
ax(t1) — ?

Решение
Запишем уравнение гармонического коле4

бания:

x = Asin(	0t + 
0) =
= Asin(2�(t/T)) = 0,2sin0,628t.

Для момента времени t1 = 12 c:

x1 = 0,2sin2�(12/10) = 0,2sin2,4� =
= 0,2sin0,4� = 0,2 � sin72
 = 0,19 м.
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Скорость колеблющегося тела:

�� � � � � � �0 0
2cos cos2 .x

dx tA t A
dt T T

Подставив числовые данные, получим

��� � � � � � � � 26,28 20,2 cos 0,1256cos0,4 0,1256cos72 3,88 10 м/с.
10 10x

Ускорение колеблющегося тела:

�� � � � �2
0 10 sin ;x

da A t
dt

� � � �� � � � �
2

26,280,2 sin72 7,5 10 м/с.
10xa

Ответ: х(t1) = 0,19 м; �x(t1) = 3,88 � 10–2 м/с; ax(t1) = –7,5 � 10–2 м/с2.
Задача 2. Материальная точка равномерно движется по окружности.

В тот момент, когда проекция этой точки на ось, совпадающую с диаметB
ром окружности, удалена на расстояние х = 10 см от центра окружности,
фаза колебаний проекции этой точки на выбранную ось равна � = 7�/3. ОпB
ределить радиус окружности.

Дано:
� = 7�/3;
x = 10 см = 0,1 м.

R — ?
Отсюда амплитуда колебаний проекции, равная радиусу окружности R:

R = x/cos�,

где cos� = cos(7�/3) = cos(�/3) = 0,5.
Таким образом,

R = 0,1/0,5 = 0,2 м.

Ответ: R = 0,2 м.
Задача 3. Определить длину математического маятника, если явление

резонанса вблизи поверхности Земли наблюдается при частоте внешнего возB
действия 1 Гц.

Дано:
� = 1 Гц.

l — ?

Решение
Величина проекции точки на ось Ox измеB

няется по закону

x = Rcos�.

Решение
Явление резонанса наблюдается при приближении

частоты вынуждающей силы � к частоте собственных
колебаний �0, т. е. � = �0, или � – �0 = 1 Гц.

Период колебаний математического маятника:

� �2 ,lT
g

где T = 1/�0.
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Таким образом,

� �
�0

1 2 ,l
g

отсюда
�

� ��

� �
� �

2 2
0

;
4

10 0,25 м.
4 10 1

gl

l

Ответ: l = 0,25 м.
Задача 4. Фаза гармонического колебательного процесса увеличилась на

18� за 0,1 с. Найти период колебаний.
Дано:
�� = 18�;
�t = 0,1 с.

T — ?
Через 0,1 с фаза стала равна

�2 = �0(t + �t)+�0.

Увеличение фазы:

�� = �2 – �1 = �0 � �t.

По условию задачи

�� = 18� = 18 � �/180 = 0,1� рад;

�0 � �t = ��;

2�/T � 0,1 = 0,1� � T = 2 с.

Ответ: Т = 2 с.
Задача 5. Один математический маятник за некоторое время совершил

N1 = 15 колебаний, другой за то же время — N2 = 10 колебаний. Разность длин
этих маятников �l = 40 см. Найти длину каждого маятника.

Дано:
�l = 0,4 м;
N1 = 15;
N2 = 10.

l1 — ?
l2 — ?
Очевидно, что маятник большей длины l2 совершает меньшее число колеC

баний N2:

� �� � � � � � � �1 2 1 1
1 2

1 2
2 , 2 , 2 , 2 .

l l l l lt tT T
g g N g N g

Решение
Запишем уравнение гармонического колебания:

x = Acos(�0t + �0),

где фаза �1 = �0t + �0.

Решение
Период колебаний первого маятника:

T1 = t/N1.

Период колебаний второго маятника:

T2 = t/N2.
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Отсюда

�
� �

�
�

�
�

12

1 1

1

1

1

1

;

10 ;
15 0,4

4.
0,4 9

lN
N l l

l

l

l
l

Решив последнее уравнение, получим
l1 = 0,32 м, l2 = 0,72 м.
Ответ: l1 = 0,32 м; l2 = 0,72 м.
Задача 6. Через какой промежуток времени после начала синусоидаль*

ных колебаний смещение точки из положения равновесия будет равно 1/2
амплитуды, если период колебаний Т = 36 с, а начальная фаза равна нулю?

Дано:
х = А/2;
Т = 36 с;
�0 = 0.

t — ?

или, сократив на А, получим

�� 21/2 sin .t
T

Отсюда
� ��

� �

2 ,
6

3 с.
12

t
T

Tt

Ответ: t = 3 c.
Задача 7. Медный шарик, подвешенный к пружине, совершает верти*

кальные колебания. Как изменится период колебаний, если к пружине под*
весить алюминиевый шарик того же радиуса?

Дано:
�1 = 8,9�103 кг/м3;
�2 = 2,7�103 кг/м3.

T1/T2 — ?

Период колебаний алюминиевого шарика:

� � 2
2 2 .

m
T

k
Массы шариков:

� � �3
1 1

4 ,
3

m R

Решение
Запишем уравнение гармонического колебания:

x = Acos(�0t + �0).

По условию задачи х = А/2,

π= ω =0
2/2 sin sin tA A t A
T

Решение
Период колебаний медного шарика:

� � 1
1 2 ,

m
T

k
где k — коэффициент упругости пружины.
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� � �3
2 2

4 .
3

m R

Отношение периодов:

�
� �

�

� �

111

2 2 2

1

2

;

8,9 1,8.
2,7

mT
T m

T
T

Ответ: Период уменьшился в 1,8 раза.
Задача 8. Тело массой m совершает колебательные движения в системе,

показанной на рисунке 7.19. Жесткости пружин равны k1 и k2. Определить
период колебаний тела, пренебрегая трением и считая, что в положении рав0
новесия пружины не деформированы.

Дано:
k1;
k2;
m.

T — ?
Силы F1 и F2 направлены в одну сторону:

F = (k1 + k2)х = kx.

Отсюда коэффициент жесткости системы:

k = k1 + k2.

Период колебаний:

� � � �
�1 2

2 2 .m mT
k k k

Ответ: � �
�1 2

2 .mT
k k

Задача 9. На горизонтальной пружине жесткостью 400 Н/м укреплен шар
массой 4 кг, лежащий на горизонтальной поверхности, по которой он может
скользить без трения. Пуля массой 10 г, летящая с горизонтальной скорос0

Решение
Тело массой m совершает колебание под действием

силы

F = F1 + F2,

где F1 = k1х; F2 = k2х.

Рис. 7.19
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тью �0 = 600 м/с и имеющая в момент удара скорость, направленную вдоль
оси пружины, попала в шар и застряла в нем (рис. 7.20). Пренебрегая массой
пружины и сопротивлением воздуха, определить амплитуду колебаний шара
и период его колебаний.

Дано:
k = 400 Н/м;
m0 = 10 г = 10–2 кг;
�0 = 600 м/с;
m = 4 кг.

А — ?
Т — ?

                                                                   
�� �

�
0 0

0
.

m
m m (1)

Кинетическая энергия шара с пулей переходит в потенциальную энерA
гию сжатой пружины.

Максимальное смещение шара от положения равновесия равно амплитуA
де колебаний: хmax = А. Для системы тел «шар — пружина — пуля» выполA
няется закон сохранения механической энергии. Сразу после удара

�

� ��
2

0

0;

( )
.

2

p

k

E

m m
E

При х = А

�

�
2

0;

,
2

k

p

E

kAE

где k — жесткость пружины.
Согласно закону сохранения энергии

� � �
2

0 2( )
.

2
m m

kA (2)

Из (1) и (2) следует, что амплитуда колебаний шара

��
�

0

0

.
( )

m
A

k m m (3)

Второй закон Ньютона для шара с пулей имеет вид

+ = −��0( )m m x kx

или

� �
�

��
0

0,kx x
m m

где � �
�

2

0
—k

m m
 круговая частота гармонических колебаний.

Решение
Для системы «шар — пуля» вдоль оси Ox

выполняется закон сохранен импульса. СкоA
рость шара после неупругого удара пули опA
ределим из уравнения

m0�0 = (m + m0)�,

где � — скорость шара и пули после удара.
Отсюда

Рис. 7.20
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Период колебаний:

��� � �
�

0

0

2 2 .
m m

T
k (4)

Подставив числовые значения в (3) и (4), получим

А = 0,1 м, Т = 0,63 с.

Ответ: А = 0,1 м; Т = 0,63 с.
Задача 10. Математический маятник длиной l = 10 см совершает колеба/

ния вблизи вертикальной стенки, в которую на расстоянии l1 = 6,4 см от точ/
ки подвеса вбит гвоздь Г (рис. 7.21). Чему равен период колебаний такого
маятника?

Дано:
l = 0,1 м;
l1 = 0,064 м;

Т — ?

Время движения тела относительно
точки, в которую вбит гвоздь Г (от точ/
ки 2 до точки 3 и назад):

� � 1
2 .

l
T

k

Таким образом, время полного коле/
бания:

� �
� � � � �� �

	 

� ��� �� �
	 


1
1 2 ;

0,1 0,064
3,14 0,54 с.

10

llT T T
g g

T

Ответ: Т = 0,54 с.
Задача 11. Две пружины с коэффициентами жесткости k1 и k2 соединены

последовательно (рис. 7.22).
Чему равен период гармонических колебаний груза массой m на таких

пружинах?
Дано:
k1;
k2.

Т — ?

Решение
Время движения тела, подвешенного на нити дли/

ной l (от точки 1 до точки 2 и от точки 2 до точки 1):

� �1 .lT
k

Рис. 7.21

Решение
Обозначим жесткость пружины, состоящей из двух

последовательно соединенных пружин, через k.
Под действием силы F удлинение пружины

x = x1 + x2,

где x1 — удлинение первой; x2 — удлинение второй пру/
жины.

F = kx,     F = k1x1,     F = k2x2.
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Отсюда

1 2 1 2

1 2

1 2

1 1 1или

или ,

F F F
k k k k k k

k k
k

k k

� � � �

��
�

а период колебаний

�� � � �
�

1 2

1 2

( )
2 2 .

m k kmT
k k k

Ответ: 
�� �
�

1 2

1 2

( )
2 .

m k k
T

k k

Задача 12. Две пружины с коэффициентами жесткости k1 и k2 соединены
параллельно (рис. 7.23). Чему равен период гармонических колебаний груза
массой m на таких пружинах?

Дано:
k1;
k2.

Т — ?

при растяжении второй:

F2 = k2x;      F = F1 + F2,     F = kx,

где k — коэффициент жесткости системы, или

F1 + F2 = kx,     k1x + k2x = kx.

Отсюда
k = k1 + k2.

Период колебаний такой системы:

� �
�1 2

2 .mT
k k

Ответ: � �
�1 2

2 .mT
k k

Задача 13. Тело массой 100 г совершает гармонические колебания на пруB
жине с амплитудой 5 см. Чему равен коэффициент жесткости пружины, если
максимальное значение модуля скорости этого тела равно 5 м/с?

Дано:
m = 100 г = 0,1 кг;
А = 5 см = 5�10–2 м;
�max = 5 м/с.

k — ?

Рис. 7.22

Решение
Если к телу массой m приложить силу 

�
,F  то пружины

растягиваются на одинаковую длину �l = x. Сила упругоB
сти, возникающая при растяжении первой пружины:

F1 = k1x;

Рис. 7.23

Решение
Запишем уравнение гармоническсго коB

лебания:
x = Acos	0t.

Продифференцировав уравнение по вреB
мени, получим

� � � � � �� 0 0sin ,x A t

где �max = A � 	0, или 	0 = �max/A.
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Коэффициент жесткости:

�

� �

� �� � �� 	
�
 �

2
0

2

2

;

50,1 1000 Н/м.
5 10

k m

k

Ответ: k = 1000 Н/м.
Задача 14. Груз, прикрепленный к концу резинового шнура, совершает

вертикальные гармонические колебания. Как изменится период вертикаль8
ных колебаний груза, если его подвесить на том же шнуре, сложенном вдвое?

Дано:
T;
l;
k;
l1 = l/2.

T1 — ?

                                    � � �2 .
4 2
m TT
k

Ответ: уменьшится в 2 раза.
Задача 15. Найти скорость распространения звука в материале, в котором

колебания с периодом 0,01 с вызывают звуковую волну, имеющую длину 10 м.
Дано:
Т = 0,01 с;
� = 10 м.

� — ?

Ответ: � = 1 км/с.
Задача 16. Волна с частотой 10 Гц распространяется в некоторой среде,

причем разность фаз в двух точках, находящихся на расстоянии 1 м одна от
другой на одной прямой с источником колебаний, равна �/4. Чему равна
скорость распространения волны в этой среде?

Дано:
� = 10 Гц;
�х = 1 м;
�	 = �/4.

� — ?

Решение
Период колебаний груза, подвешенного на шнуре с

жесткостью k:

� �2 .mT
k

Если шнур жесткостью k разрезать пополам, то жест8
кость каждой половины шнура возрастет в 2 раза и ста8
нет равной 2k. Если половинки сложить параллельно, то
жесткость возрастет в 4 раза, а период колебаний станет

Решение
Длина волны:

� = � 
 T

или

� = �/T = 10/10–2 = 103 м = 1 км/с.

Решение
Уравнение волны, распространяющейся вдоль

оси Ox:

y = Asin�(t – x/�) = Asin2��(t – x/�);

1 2
1 2

2 1

2 2

2 2( ) .

x x
t t

x x x

� � � ��
 � 
 � 
 � �� � � �� � �� � � �
� �� � � �

�� ��� � � �
� �



ГЛАВА 7. МЕХАНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ И ВОЛНЫ 283

Отсюда
�� ��� �
��

�� �� � �
�

2 ;

2 10 1 80 м/с.

4

x

Ответ: 	 = 80 м/с.
Задача 17. Шарик массой m = 60 г колеблется с периодом T = 2 с. В на&

чальный момент времени смещение шарика х0 = 4 см и он обладает энергией
E = 0,02 Дж. Записать уравнение простого гармонического колебания шари&
ка и закон изменения возвращающей силы с течением времени.

Дано:
m = 60 г = 0,06 кг;
х0 = 4 см = 4
10–2 м;
Т = 2 с;
E = 0,02 Дж.

x(t) — ?
F(t) — ?

В начальный момент t = 0 имеем

x0 = Asin(�0)
и

	0 = A�cos�0.

Тогда начальная энергия равна

� � �� �
2 2

0 0( ) ( cos( ))
.

2 2
m m A

E

Отношение

� � � �� �
� �

2 2
0 0 0

2
0

( ) 2( sin( )) tg
2 .

( cos( ))
x A

E mm A

Поэтому

� ��

� �
0

0

2

tg( ) .
2

m x
T

E
Начальная фаза равна

� �� ��� � 	 

� �0 0

2arctg .
2
m x
E T

Подставляем числа:

� �� ��� � � 	
 ��
 �
0

0,06 2arctg 0,04 8,7 .
2 0,02 2

Решение
Уравнение гармонических колебаний:

x = Asin(�t + �0),

где x — смещение колеблющейся величины;
A — амплитуда колебаний; (�t + �0) — фаза
колебаний; � — циклическая частота; �0 —
начальная фаза.

Скорость равна

� � �
� � � � � � � �0

0
( sin( ))

cos( ).
d A tdx A t

dt dt
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Теперь найдем амплитуду. Умножим x0 = Asin(�0) на �2
,

2
m  возведем все

в квадрат и сложим с 
� �� ��

2
0( cos( ))

.
2

m A
E  Получим следующее:

� � �� � � � �
�

2 2 2 2
0 2 2

0 02

( ) ( ) ( ) ( )
sin ( ) cos ( ).

2 2 ( )
m x m A m A

E
m

Так как sin2� +cos2� = 1, то

� �
�

2 2
0 2

2( ) .
( )
Ex A

m
Откуда амплитуда равна

� � � �
� �

2 2
0 02 2

2 2( ) ( ) .
(2 / )

E EA x x
m m T

Подставляем числа:

�� � �
� �

2
2

2 0,02(0,04) 0,26 м.
0,06 (2 /2)

A

Циклическая частота равна по определению � = 2�/T, так как T = 2 с, то
� = �.

Поэтому уравнение гармонических колебаний:

x = 0,26 	 sin((2�/2)t + 8,7
) = 0,26 	 sin(�t + 8,7
).

Ускорение равно
�� � � � � � � �2

0sin( ).d A t
dt

Тогда сила равна

F = ma = mA�2sin(�t + �0) = –0,06 	 0,26 	 �2 	 sin(�t + 8,7
) =
= –0,015�2sin(�t + 8,7
).

Ответ: x = 0,26sin(�t + 8,7
), F = –0,015�2sin(�t + 8,7
).
Задача 18. Материальная точка совершает простые гармонические колеD

бания так, что в начальный момент времени смещение х0 = 4 см, а скорость
�0 = 10 см/с. Определить амплитуду А и начальную фазу �0 колебаний, если
их период Т = 2 с.

Дано:
х0 = 4 см;
�0 = 10 см/с;
Т = 2 с.

A — ?
�0 — ?
Скорость равна

� � �
� � � � � � � �0

0
( sin( ))

cos( ).
d A tdx A t

dt dt

Решение
Уравнение гармонических колебаний:

x = Asin(�t + �0),

где x — смещение колеблющейся величины; A —
амплитуда колебаний; (�t + �0) — фаза колебаний;
� — циклическая частота; �0 — начальная фаза.



ГЛАВА 7. МЕХАНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ И ВОЛНЫ 285

В начальный момент t = 0 имеем

x0 = Asin(�0)

и
�0 = A�cos�0.

Поделим начальное смещение на скорость и получим

� �� �
� � � �

0 0 0

0 0

sin( ) tg( )
.

cos( )
x A

A

Циклическая частота равна по определению � = 2	/T, где T — период.
Поэтому

�� �
�

0
0

0

2
tg( ) .

x
T

Начальная фаза равна

�� �� � � �	
 �
0

0
0

2
arctg .

x
T

Подставляем числа:

� �� �� � � �
�0

2 3,14 4arctg 51,5 .
2 10

Теперь найдем амплитуду. Умножим x0 = Asin(�0) на �, возведем все в квад@
рат и сложим с �0 = A�cos�0, возведенным в квадрат. Получим следующее:

(x0�)2 + (�0)2 = (A�)2sin2(�0) + (A�)2cos2(�0).

Так как sin2� + cos2� = 1, то

(x0�)2 + (�0)2 = (A�)2.

Откуда амплитуда равна

� �� � �� � �
� �

� �

2
2

2 2 0 0
0 0

2 ( )( ) ( )
.

2 /

xx TA
T

Подставляем числа:

� �� �
� �

�

2
224 (10)

2 5,11см.
2 /2

A

Ответ: А = 5,11 см; �0 = 51,5
.
Задача 19. Определить период Т колебаний математического маятника,

если его модуль максимального перемещения �r = 18 см и максимальная ско@
рость �max = 16 см/с.

Дано:
�r = 18 см;
�max = 16 см/с.

T — ?

Решение
Средняя скорость за один период равна

�
� � max

ср ,
2

так как в крайних точках скорость равна нулю, а в
нижней — �max.
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С другой стороны, средняя скрость за период равна

�� �ср .r
T

Поэтому
� ��max ,

2
r

T

откуда период равен
��

�max

2 .rT

Подставляем числа:
�� �2 18 2,25 с.
16

T

Ответ: T = 2,25 c.

7.7.
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО

РЕШЕНИЯ

1. Массу математического маятника уменьшили в 2 раза, оставив неиз/
менной длину. Как изменится при этом период колебаний маятника?

Ответ: не изменится.

2. Материальная точка совершает гармонические колебания. Как изме/
нится максимальная кинетическая энергия при увеличении амплитуды ко/
лебаний этой точки в 2 раза?

Ответ: энергия увеличится в 4 раза.

3. Груз, прикрепленный к концу пружины, совершает вертикальные гар/
монические колебания. Как изменится частота вертикальных колебаний гру/
за, если пружину разрезать пополам и соединить половинки параллельно?

Ответ: увеличится в 2 раза.

4. Шар, подвешенный к пружине, колеблется по вертикали с амплиту/
дой 10 см. Определить жесткость пружины, если известно, что максималь/
ная кинетическая энергия шара составляет 1 Дж.

Ответ: k = 200 Н/м.

5. Груз, подвешенный к пружине жесткостью 25 Н/м, за 30 с совершает
15 колебаний. Определить, какой массы груз подвешен к пружине.

Ответ: m = 2,5 кг.

6. Если массу груза, подвешенного к пружине, увеличить на 300 г, то
период колебаний системы возрастает в 2 раза. Определить массу первона/
чально подвешенного груза.

Ответ: m = 100 г.
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7. Математический маятник длиной l = 0,5 м подвешен в кабине самоле%
та. Определить период колебаний маятника, если самолет движется гори%
зонтально с ускорением 2 м/с2.

Ответ: Т = 1,39 с.

8. Две точки лежат на луче и находятся от источника колебаний на рас%
стоянии х1 и х2. Период колебаний равен Т, скорость распространения вол%
ны �. Чему равна разность фаз колебаний этих точек?

Ответ: ��� � �
�� 2 1
2 ( ).x x

T

9. Волна распространяется в упругой среде со скоростью �. Минималь%
ное расстояние �х между точками среды, фазы которых противоположны,
равно �х. Чему равна частота колебаний?

Ответ: �� �
��

.
2 x

7.8.
КОНТРОЛЬНЫЕ ТЕСТЫ

1. Груз массой 100 г совершает колебания на пружине жесткостью 250 Н/м.
Чему равно наибольшее значение модуля скорости тела, если амплитуда ко%
лебаний 15 см?

1) 0,3 м/с; 2) 0,3 см/с; 3) 5 м/с; 4) 7,5 м/с.

2. Тело совершает гармонические синусоидальные колебания с амплиту%
дой 8 см и начальной фазой �/4. Чему равно смещение тела от положения
равновесия через 1/8 периода после начала колебаний?

1) 8 см; 2) 0 см; 3) 2 см; 4) 4 см.

3. Вагон массой 80 т имеет четыре рессоры. Жесткость каждой рессоры
равна 197 кН/м. Чтобы вагон сильно раскачивало, через какой промежуток
времени должны повторяться толчки от стыков рельс?

1) 8 с; 2) 2 с; 3) 4 с; 4) 6 с.

4. Тело совершает гармонические синусоидальные колебания с периодом
Т = 1,2 с и нулевой начальной фазой. Через сколько времени после начала
колебаний смещение тела от положения равновесия станет равным полови%
не амплитуды?

1) 0,6 с; 2) 0,4 с; 3) 0,1 с; 4) 0,2 с.

5. Груз, подвешенный на пружине, в покое растягивает ее на 1 см. Если
сместить груз на 2 см вниз из нерастянутого положения и отпустить, то он
начнет совершать гармонические колебания с периодом, равным...

1) 2 с; 2) 0,2 с; 3) 0,4 с; 4) 0,6 с.
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6. Если при гармонических колебаниях тела с круговой частотой 5 рад/с
максимальное ускорение тела равно 1,5 м/с2, чему равна амплитуда коле*
баний?

1) 3 см; 2) 30 см; 3) 45 см; 4) 6 см.

7. Математический маятник длиной 8 см находится в лифте, движущем*
ся равноускоренно вниз так, что его скорость увеличивается на 2 м/с каж*
дую секунду. Чему равен период колебаний такого маятника?

1) 0,63 с; 2) 0,52 с; 3) 0,46 с; 4) 0,32 с.

8. Шарик массой 10 г совершает гармонические колебания с амплитудой
3 см и частотой 10 с–1. Чему равно максимальное значение возвращающей
силы, действующей на шарик?

1) 1,2 Н; 2) 5 Н; 3) 10 Н; 4) 0,5 Н.

9. Две пружины с коэффициентами жесткости k1 и k2 соединены один раз
последовательно, второй раз параллельно. Чему равно отношение периодов
гармонических колебаний Т1/Т2 на таких пружинах?

1)
�
�

1 2

1 2

;
k k

k k
2)

�
�

1 2

1 2
;

k k
k k

3)
�
�

1 2

1 2
;

k k
k k

4)
�

�
1 2

1 2
.

k k
k k

10. От груза, висящего на пружине, жесткость которой равна 50 Н/м,
отрывается масса в 50 г. Найти амплитуду колебаний, которые оставшаяся
часть груза будет совершать после этого.

1) 2 см; 2) 3 см; 3) 5 см; 4) 1 см.

11. Груз, подвешенный на нити, совершает свободные колебания между
точками А и В. Как направлен вектор ускорения груза в точке С?

1) 1; 2) 2; 3) 3; 4) 4.
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12. Какое из перечисленных действий позволит уменьшить частоту ко)
лебаний математического маятника?

1) Уменьшение длины подвеса;
2) увеличение длины подвеса;
3) увеличение массы груза;
4) увеличение амплитуды колебаний.

13. Амплитуда колебаний пружинного маятника равна 0,04 м, масса груза
0,4 кг, жесткость пружины 20 Н/м. Чему равна максимальная потенциаль)
ная энергия пружинного маятника?

1) 0,032 Дж; 2) 0,004 Дж; 3) 0,08 Дж; 4) 0,016 Дж.

14. Указать уравнение гармонического колебания.
1) x = 0,1cos(2t2 + �/6); 2) x = 0,1cos(2t + �/3);
3) � 0,01sin(3 );x t 4) x = 0,05tsin(2t).

15. Скорость колеблющейся материальной точки массой 0,1 кг изменя)
ется по закону � = 4cos10t. По какому закону изменяется кинетическая энер)
гия точки?

1) 8sin210t; 2) 0,8cos210t; 3) 0,8sin210t; 4) 80cos210t.

16. При увеличении длины математического маятника в 4 раза и увели)
чении его массы в 2 раза период его колебаний...

1) увеличился в 4 раза; 2) увеличился в 2 раза;
3) уменьшился в 4 раза; 4) уменьшился в 2 раза.

17. На рисунке показана система, в которой груз на пружине может со)
вершать колебания вдоль оси Ox. Какой из графиков наиболее правильно
отражает зависимость координаты от времени, если в начальный момент
времени груз оттянули вправо и отпустили?
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18. Скорость звука в воде � = 1450 м/с. Найти расстояние между ближай(
шими точками, совершающими колебания в противоположных фазах, если
частота колебаний � = 725 Гц.

1) 2,5 м; 2) 0,5 м; 3) 2 м; 4) 1 м.

19. При переходе из одной среды в другую скорость распространения зву(
ковой волны уменьшилась на 20%. Как изменилась при этом длина звуко(
вой волны?

1) Увеличилась на 10%; 2) не изменилась;
3) уменьшилась на 20%; 4) уменьшилась на 80%.

20. На рисунке представлен график зависимости амплитуды вынужден(
ных колебаний А от частоты � вынуждающей силы.

При какой частоте происходит резонанс?
1) 0; 2) 10 Гц; 3) 15 Гц; 4) 30 Гц.

21. Две пружины растягиваются одинаковыми силами F. Жесткость пер(
вой пружины k1 в 1,5 раза больше жесткости второй пружины k2. Удлинение
первой пружины равно �l1. Чему равно удлинение второй �l2?

1) 0,5�l1; 2) 0,67�l1; 3) 1,5�l1; 4) 2�l1.



Г Л А В А В О С Ь М А Я

ЭЛЕМЕНТЫ МЕХАНИКИ
ЖИДКОСТЕЙ И ГАЗОВ

Изучение механических свойств жидкостей начнем с гидростатики — тео�
рии поведения неподвижной жидкости. Как и все материальные тела, жид�
кости подчиняются законам механики Ньютона. Закономерности, наблюдае�
мые в жидкостях, могут быть объяснены на основе применения этих законов.

8.1.
ДАВЛЕНИЕ. ЗАКОН ПАСКАЛЯ

Если сила 
�
F  приложена к некоторой площадке под углом � к нормали, то

сила
Fn = F � cos� (8.1)

называется силой нормального давления, или просто силой давления (рис. 8.1).
Физическая величина, равная отношению модуля силы давления к пло�

щади поверхности, на которую действует эта сила, называется давлением:

� .nF
p

S
(8.2)

Сила давления жидкости на какую�
либо площадку всегда направлена пер�
пендикулярно (нормально) к этой пло�
щадке. Поэтому давление жидкости
определяется выражением

� .Fp
S

(8.3)

Единица давления в СИ — паскаль:
1 Па = 1 Н/м2.

На практике применяются внесис�
темные единицы давления: физическая
атмосфера (атм) и миллиметр ртутного
столба (мм рт. ст.):

1 атм = 1,013�105 Па = 760 мм рт. ст.
1 мм рт. ст. = 133,3 Па. Рис. 8.1
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Рис. 8.2

Рис. 8.3

Когда внешние силы действуют на твердые тела, то давление передается
в направлении действия силы. Иначе ведут себя при действии внешних сил
жидкости и газы. Французский ученый Б. Паскаль (1623–1662) установил,
что жидкости и газы передают производимое на них давление во все сторо�
ны одинаково.

Рассмотрим следующий эксперимент (рис. 8.2).
В сосуде, закрытом пробкой, находится вода. В пробку вставлены три

трубки одинакового диаметра, нижние отверстия которых находятся в воде
на одинаковой глубине, но направлены в разные стороны (вниз, вбок и вверх),
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а также не достающая до воды трубка, которая соединена с резиновым бал+
лоном от пульверизатора. Закачивая с его помощью воздух в сосуд, мы уве+
личиваем давление, оказываемое воздухом на поверхность воды в сосуде. За+
мечаем, что при этом во всех трех трубках вода поднимается на одну и ту же
высоту h. Следовательно, неподвижная жидкость передает производимое
на нее внешнее давление по всем направлениям одинаково (или равномерно).

Для доказательства закона Паскаля рассмотрим мысленно выделенный
внутри жидкости малый объем в виде прямой трехгранной призмы (рис. 8.3).

В равновесии векторная сумма сил давления, действующих на все грани
призмы, равна нулю:

� � � � �
� � � � �
1 2 3 4 5 0,F F F F F

что может быть записано в виде двух равенств (для векторов F1, F2, F3, лежа+
щих в плоскости xOy, и векторов F4, F5, направленных вдоль оси Oz):

� � �
� � �
1 2 3 0;F F F

� �
� �
4 5 0.F F

Первому условию соответствует треугольник сил (рис. 8.3). Этот треуголь+
ник подобен треугольнику, лежащему в основании призмы (как треугольни+
ки со взаимно перпендикулярными сторонами). Поэтому можно записать

� �
� � �

31 2 ,
FF F

x y l

или, домножая знаменатели на высоту призмы, получим

� �
� � � � � �

31 2 .
FF F

x L y L l L

Так как знаменатели равны площадям соответствующих граней призмы,
заключаем, что

p1 = p2 = p3,

т. е. давления на боковые грани одинаковы.
К аналогичному выводу приводит рассмотрение равенства нулю сил, дей+

ствующих на основание призмы. Поскольку ориентация в пространстве яв+
ляется произвольной, то последнее равенство выражает закон Паскаля.

8.2.
ГИДРОСТАТИЧЕСКОЕ ДАВЛЕНИЕ.

ЗАКОН АРХИМЕДА

На каждую молекулу жидкости, находящейся в поле тяготения Земли,
действует сила тяжести. Под действием этих сил каждый слой жидкости
давит на расположенные под ним слои. Но закону Паскаля это давление пе+
редается жидкостью по всем направлениям одинаково. Следовательно, в жид+
костях существует давление, обусловленное силой тяжести.
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Наблюдения показывают, что жид&
кость, находящаяся в сосуде в состоя&
нии покоя, давит на дно и стенки сосу&
да и на любое тело, погруженное в эту
жидкость. Давление, оказываемое по&
коящейся жидкостью на любую сопри&
касающуюся с ней поверхность, назы&
вается гидростатическим.

Определим давление внутри жидко&
сти, считая ее несжимаемой, т. е. счи&
тая ее плотность неизменной независи&
мо от глубины. Пусть на жидкость в со&
суде действует внешнее давление р0.
Выделим мысленно в жидкости верти&
кальный цилиндр с поперечным сече&

нием S и высотой h (рис. 8.4). На верхний слой жидкости действует внешнее
давление р0, которое также передается и другим слоям жидкости. К этому
давлению в нижележащих слоях добавляется давление, создаваемое весом
слоев жидкости, расположенных выше. На верхнее основание цилиндра дей&
ствует сила F0 = p0S, на нижнее основание — F = pS, где р — давление на
глубине h. Кроме того, вертикально вниз действует сила тяжести столба жид&
кости, находящейся в объеме цилиндра:

Fт = mg = �hSg, (8.4)

где � — плотность жидкости; hS — ее объем.
Запишем условие равновесия выделенного столба жидкости:

F0 + Fт = F (8.5)
или

p0S + �hSg = pS. (8.6)

Следовательно,

p = p0 + �gh, (8.7)

где �gh — гидростатическое давление
жидкости, обусловленное ее тяжестью.

Согласно формуле (8.7) сила давле&
ния на нижние слои жидкости будет
больше, чем на верхние. Поэтому на
тело, погруженное в жидкость, дей&
ствует выталкивающая сила, называе&
мая силой Архимеда. Погрузим в жид&
кость на глубину h параллелепипед с
площадью основания S и высотой реб&
ра a (рис. 8.5). Давление на глубине h
равно

p(h) = p0 + �gh,

Рис. 8.4

Рис. 8.5
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и поэтому на верхнее основание действует сила

F� = p(h)S = S(p0 + �gh).

На глубине h + a давление равно

p0 + �g(h + a),

и поэтому на нижнее основание действует сила

F� = S(p0 + �gh + �ga).

Равнодействующая этих двух сил направлена вверх и равна по величине

FA = F� – F� = �Sag = �Vg = mg. (8.8)

Здесь Sa = V — объем погруженной части тела; m = �V — масса жидкости
(газа) того же объема.

Полученное уравнение представляет собой математическую формулиров>
ку закона Архимеда.

На тело, погруженное в жидкость (газ), действует выталкивающая сила,
равная весу вытесненной телом жидкости (газа). Эта сила называется вытал>
кивающей силой, или силой Архимеда:

FA = mg = �gV, (8.9)

где m — масса жидкости, вытесненной телом; V — объем части тела, погру>
женного в жидкость или газ. Архимедова сила приложена к центру масс
(центру тяжести) объема жидкости, вытесненной телом.

Давление жидкости равно произведению плотности жидкости � на ус>
корение свободного падения и высоту h столба жидкости. Этим объясняет>
ся так называемый «гидростатический парадокс»; давление на дно сосуда
не зависит от формы сосуда и определяется уровнем жидкости в сосуде h
(рис. 8.6).

Если же в сообщающиеся сосуды налиты две несмешивающиеся жидко>
сти с различной плотностью �1 и �2, то p1 = р2, �1gh1 = �2gh2, откуда

��
�

21

2 1
,

h
h (8.10)

Рис. 8.6



296 ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА. ТЕОРИЯ, ЗАДАЧИ И ТЕСТЫ

т. е. высоты взаимно уравновешенных столбов разнородных жидкостей, на)
ходящихся в сообщающихся сосудах, обратно пропорциональны плотнос)
тям жидкостей (рис. 8.7).

Гидравлический пресс представляет собой два сообщающихся сосуда раз)
ного диаметра, в которых имеются поршни, площади которых S1 и S2 раз)
личны (S2 > S1). Цилиндры заполнены жидким маслом (рис. 8.8).

Без нагрузки поршни находятся на одном уровне. Если на поршень S1

действует сила F1, в жидкости возникает дополнительное давление p = F1/S1.
По закону Паскаля это давление передается жидкостью по всем направлени)
ям без изменения.

Следовательно, на поршень S2 действует сила давления

� � 1
2 2 2

2
.

F
F PS S

F (8.11)

Из этого равенства видно, что

                              �2 2

1 1
.

F S
F S (8.12)

Следовательно, силы, действующие
на поршни гидравлического пресса,
пропорциональны площадям этих пор)
шней. Поэтому с помощью гидравли)
ческого пресса можно получить выиг)
рыш в силе тем больший, чем S2 боль)
ше S1; во столько же раз перемещение
большого поршня меньше перемеще)
ния малого поршня.

Рис. 8.7

Рис. 8.8
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Гидравлический пресс применяется для получения больших сжимающих
сил при малых перемещениях: для прессования различных материалов, для
пробивания отверстий в металлических листах, для испытания материалов
на прочность и т. д.

8.3.
УРАВНЕНИЕ НЕПРЕРЫВНОСТИ.

УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ

Рассмотрим теперь движение жидкости. Самый простой случай — так
называемое стационарное течение. Нет никакого противоречия в употребле6
нии слова «стационарный» рядом со словом «течение», которое подразуме6
вает движение элементов жидкости.

Стационарное течение — это течение, при котором скорость жидкости в
каждой данной точке остается постоянной как по величине, так и по направ6
лению.

Элементы жидкости приходят и уходят, но в данной точке каждый вновь
пришедший элемент приобретает ту скорость, которая этой точке соответ6
ствует. Поэтому стационарное течение можно характеризовать полем скоро6
стей, задавая векторную функцию �

��
( )r  от пространственных координат. Гра6

фически поле скоростей изображается с помощью линий тока, которые про6
водятся так, что касательные к ним совпадают с направлением вектора
скорости жидкости в соответствующих точках пространства. Если вспом6
нить то, что мы знаем из школьного курса физики об электричестве, то мож6
но сказать, что линии тока — это аналог силовых линий.

Условимся проводить линии тока так, чтобы густота их (которая харак6
теризуется отношением числа линий �N к величине перпендикулярной к
ним площади �S, через которую они проходят) была пропорциональна ве6
личине скорости в данном месте. Часть жидкости, ограниченную линиями
тока, называют трубкой тока. Для
стационарного течения форма и распо6
ложение линий тока со временем не из6
меняются.

Рассмотрим какую6либо трубку тока.
За время dt через произвольное ее сече6
ние S проходит объем жидкости S�dt
(рис. 8.9а). Выберем два ее сечения S1

и S2 (рис. 8.9б). За время dt через сече6
ние S1 пройдет объем жидкости S1�1dt,
где �1 — скорость течения жидкости в
точках сечения S1. Аналогично, через
сечение S2 за то же время dt пройдет
объем жидкости S2�2dt, где �2 — ско6
рость течения жидкости в точках се6
чения S2. Из условия несжимаемости
жидкости следует равенство объемов Рис. 8.9
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жидкости, вошедших в область между ее сечениями S1 и S2 и вышедших
из нее:

S1�1 = S2�2. (8.13)

Следовательно, для несжимаемой жидкости величина S� в любом сече0
нии одной и той же трубки тока одинакова: S� = const. Это утверждение —
одна из форм теоремы о непрерывности струи. Теорема о непрерывности струи
применима к реальным жидкостям, а также к газам в том случае, если сжи0
маемостью их можно пренебречь. Прямое следствие теоремы — широко из0
вестный факт: в месте сужения трубы скорость потока возрастает. Более того,
аналогичная теорема есть и в теории электромагнетизма, и там она связана с
сохранением электрического заряда.

При течении жидкости ее отдельные
слои в общем случае текут с разными ско0
ростями, скользят друг относительно дру0
га, вследствие чего между ними возника0
ют силы трения. Эти силы называют сила�
ми внутреннего трения. Они возникают
не только в жидкостях, но и в газах.

Жидкость, в которой внутреннее тре0
ние (вязкость) полностью отсутствует,
назовем идеальной. Выделим в стацио0
нарно текущей идеальной жидкости труб0
ку тока, ограниченную сечениями S1 и S2,
по которой слева направо течет жидкость
(рис. 8.10). Пусть в сечении S1 заданы:
скорость течения �1, давление р1 и высо0
та h1, на которой расположено это сече0
ние. Аналогично, в сечении S2 заданы
скорость �2, давление р2 и высота h2.

За время �t объем жидкости переместится вдоль трубки тока, причем сече0
ние S1 переместится в положение �1,S  пройдя путь �l1, сечение S2 переместит0
ся в положение �2,S  пройдя путь �l2. В силу уравнения непрерывности струи
заштрихованные объемы будут иметь одинаковую величину:

�V1 = �V2 = �V.

Энергия каждой частицы жидкости слагается из ее кинетической энер0
гии и потенциальной энергии в поле сил тяжести. Полная энергия потока,
протекающего за время �t через сечение S1, равна

�� � ��� � � �
� � �� � � � �	 
 	 


� � � �

2 2
1 1 1

1 1 1 1 .
2 2
V

E V gh V gh (8.14)

Аналогичное выражение имеем для сечения S2:

�� � ��� � � �
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Рис. 8.10
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При стационарном течении между сечениями S1 и S2 энергия не накап*
ливается. В идеальной жидкости силы трения отсутствуют, так что меха*
ническая энергия никуда не исчезает. Следовательно, изменение полной
энергии жидкости равно работе, совершенной внешними силами (�Е = Е2 –
– Е1 = А).

Силы давления на боковую поверхность трубки тока перпендикулярны в
каждой точке к направлению перемещения частиц, вследствие чего работы
не совершают. Отлична от нуля лишь работа сил, приложенных к сечениям
S1 и S2. Эта работа равна

A = p1S1�l1 – p2S2�l2 = (p1 – p2)�V. (8.16)

Приравнивая �Е работе А, находим

��� � ��� �
� � � � � � � 	 � �
 � 
 �
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V gh V gh p p V (8.17)

Сократив на �V и перенеся члены с одинаковыми индексами в одну часть
равенства, получаем

����
� � � � � � �

22
1 2

1 1 2 2.
2 2

gh p gh p (8.18)

Сечения S1 и S2 были взяты совершенно произвольно. Поэтому можно
утверждать, что в стационарно текущей идеальной жидкости в любом сече*
нии трубки тока выполняется условие

�� � � � �
2

const.
2

gh p (8.19)

Полученное нами соотношение называется уравнением Бернулли. Вели*

чина р называется статическим давлением, ��2

—
2

 динамическим, или ско*

ростным, а 
��� �

2

0 —
2

p p  полным давлением.

В частном случае горизонтального течения жидкости h = const уравне*
ние Бернулли принимает вид

��� �
2

const.
2

p (8.20)

Из уравнения непрерывности S� = const видно, что в месте сужения по*
тока его скорость возрастает, а из уравнения Бернулли следует, что в этом
месте падает давление. Когда идущие параллельными курсами корабли на*
ходятся слишком близко друг к другу, давление между ними падает и давле*
ние внешнего потока сталкивает их.

Выводя уравнение Бернулли, мы пренебрегли сжимаемостью жидкости.
Что касается газов, их сжимаемость намного больше, чем у жидкостей.
Получим оценку применимости уравнения Бернулли к течению газов. Ве*
личина ��2/2 должна быть мала по сравнению со статическим давлением р.
Тогда колебания давления вследствие течения газа будут невелики, и его
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сжимаемостью можно пренебречь. Следовательно, критерием применимос'
ти уравнения Бернулли к газам служит неравенство

�� �
�

� �
2 2

,или .
2

p
p (8.21)

Приведем численную оценку. При нормальных условиях давление воз'
духа равно р � 105 Па, а плотность воздуха � = 1,29 кг/м3. Отсюда

� �
�

� 2
390 м/с.

p

Это число близко к скорости звука в воздухе. При скоростях, заметно
меньших, мы можем применять уравнение Бернулли к газам с тем же успе'
хом, что и к жидкостям.

8.4.
ДВИЖЕНИЕ ТЕЛ В СРЕДЕ

С СОПРОТИВЛЕНИЕМ

Одной из важнейших задач аэро' и гидродинамики является исследова'
ние движения твердых тел в газе и жидкости, в частности изучение тех сил,
с которыми среда действует на движущееся тело. Эта проблема приобрела
особенное значение в связи с бурным развитием авиации и увеличением ско'
рости движения морских судов.

На тело, движущееся в жидкости или газе, действуют две силы (равно'
действующую их обозначим R), одна из которых Rx направлена в сторону, про'
тивоположную движению тела (в сторону потока), — это лобовое сопротивле'
ние, а вторая Ry перпендикулярна этому направлению — это подъемная сила.

Если тело симметрично и его ось симметрии совпадает с направлением
скорости, то на него действует только лобовое сопротивление, подъемная же
сила в этом случае равна нулю. Можно доказать, что в идеальной жидкости
равномерное движение происходит без лобового сопротивления. Если рас'
смотреть движение цилиндра в такой жидкости (рис. 8.11), то картина ли'
ний тока симметрична как относительно прямой, проходящей через точки А
и В, так и относительно прямой, проходящей через точки С и D, т. е. резуль'
тирующая сила давления на поверхность цилиндра будет равна нулю.

Иначе обстоит дело при движении тел в вязкой жидкости (особенно при
увеличении скорости обтекания). Вследствие вязкости среды в области, при'
легающей к поверхности тела, образуется пограничный слой частиц, движу'
щихся с меньшими скоростями. В результате тормозящего действия этого
слоя возникает вращение частиц и движение жидкости в пограничном слое
становится вихревым. Если тело не имеет обтекаемой формы (нет плавно
утончающейся хвостовой части), то пограничный слой жидкости отрывает'
ся от поверхности тела. За телом возникает течение жидкости (газа), направ'
ленное противоположно набегающему потоку. Оторвавшийся пограничный
слой, следуя за этим течением, образует вихри, вращающиеся в противопо'
ложные стороны (рис. 8.12).
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Лобовое сопротивление зависит от формы тела и его положения относи)
тельно потока, что учитывается безразмерным коэффициентом сопротивле)
ния Cx, определяемым экспериментально:

���
2

,
2x xR C S (8.22)

где � — плотность среды; � — скорость движения тела; S — наибольшее по)
перечное сечение тела.

Составляющую Rx можно значительно уменьшить, подобрав тело такой
формы, которая не способствует образованию завихрения.

Подъемная сила может быть определена формулой, аналогичной (8.22):

���
2

,
2y yR C S (8.23)

где Cy — безразмерный коэффициент подъемной силы.

ПОДЪЕМНАЯ СИЛА
КРЫЛА САМОЛЕТА

Причину возникновения подъемной силы можно качественно объяснить
на основании уравнения Бернулли.

Когда воздушный поток начинает обтекать крыло, то из)за действия сил
трения у задней кромки крыла возникает вихрь, в котором воздух вращает)
ся против часовой стрелки, если крыло движется влево (см. рис. 8.13). Но по
законам механики при возникновении
вращения против часовой стрелки дол)
жно возникнуть вращение по часовой
стрелке (это следует из закона сохране)
ния момента импульса). На обтекаю)
щее крыло накладывается циркуля)
ция воздуха вокруг крыла. В резуль)
тате скорость воздушного потока над
крылом оказывается больше, чем под
крылом, так как над крылом скорость

Рис. 8.11 Рис. 8.12

Рис. 8.13
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циркуляции имеет такое же направление, как и скорость набегающего на
крыло потока, а под крылом эти скорости противоположны по направле/
нию. Согласно закону Бернулли давление должно быть больше там, где ско/
рость меньше. Следовательно, под крылом давление больше, чем над ним.
Из/за этого и возникает подъемная сила.

Теория возникновения подъемной силы крыла при обтекании его пото/
ком газа была разработана русским ученым Н. Е. Жуковским (1847–1921).

Подъемную силу можно увеличить. Прежде всего можно сделать крыло
сверху более выпуклым, а внизу — более вогнутым. В этом случае скорость
потока под крылом замедляется, а над крылом — возрастает, возрастает и
разность давлений, а вместе с этим и подъемная сила. Но крыло с таким
профилем испытывает большее сопротивление. Поэтому профили такого типа
характерны для тихоходных самолетов.

Можно создать некоторый угол между хордой крыла и направлением набе/
гающего потока — так называемый угол атаки �. Это также приведет к замед/
лению скорости потока под крылом и, как следствие, к росту подъемной силы.

Наконец, подъемную силу можно увеличить путем увеличения скорости
набегающего потока. Действительно, разность скоростей над верхней и ниж/
ней поверхностями крыла при малых углах атаки и малой выпуклости кры/
ла невелика. Поэтому полусумма этих скоростей мало отличается от скорос/
ти набегающего потока:

� � � � �1 2 .
2

Запишем уравнение Бернулли:

����
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Следовательно, при больших скоростях потока подъемная сила будет ве/
лика даже в том случае, когда крыло имеет небольшую изогнутость и малые
размеры. Именно такую форму имеют крылья современных самолетов. Это
позволяет существенно уменьшить силу лобового сопротивления, что, безус/
ловно, выгодно.

Для крыла самолета требуется большая подъемная сила при малом лобо/
вом сопротивлении (это условие выполняется при малых углах атаки � (угол
к потоку); см. рис. 8.13). Крыло тем лучше удовлетворяет этому условию,
чем больше величина К = Cy/Cx, называемая качеством крыла.

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

Если ограничиться случаем поступательного движения невращающихся
тел в неподвижной среде с сопротивлением, то сила сопротивления будет
направлена против скорости. В векторном виде ее можно записать как

�� �
�

��
,r rF F (8.24)

где Fr — абсолютная величина этой силы; 
 — модуль скорости тела.
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Учет сопротивления среды меняет вид уравнений движения тела, бро+
шенного под углом к горизонту:

� � � � � � �
� �

22

2 2
, .r rd y dyF Fd x dxm m mG

dt dtdt dt
(8.25)

В формулах учтена также выталкивающая сила Архимеда, действующая
на тело: ускорение свободного падения g заменено на меньшую величину

�� �� �� ��	 

1 ,aG g (8.26)

где �а — плотность среды (для воздуха �а = 1,29 кг/м3); � — средняя плот+
ность тела.

Действительно, вес Р тела в среде уменьшается на выталкивающую силу
Архимеда:

P = mg – g�aV. (8.27)

Выражая объем V тела через его среднюю плотность V = m/�, приходим к
выражению

�� �� � �� ��	 

1 .aP mg mG (8.28)

При наличии сопротивления воздуха скорость падающего тела не может
расти безгранично. В пределе она стремится к некоторому установившемуся
значению, которое зависит от характеристик тела. Если тело достигло уста+
новившейся скорости падения �max, то из уравнения (8.24) следует, что сила
сопротивления равна весу тела (с учетом архимедовой силы):

Fr = mG. (8.29)

Сила сопротивления Fr, как мы вскоре убедимся, есть функция скорости
падения. Стало быть, (8.26) представляет собой уравнение для определения
установившейся скорости падения �max. Ясно, что при наличии среды энер+
гия тела частично расходуется на преодоление сил сопротивления.

ЧИСЛО РЕЙНОЛЬДСА

Разумеется, уравнение (8.23) невозможно даже начать решать, пока нам
ничего неизвестно о модуле Fr силы сопротивления. Величина этой силы
существенно зависит от характера обтекания тела встречным потоком газа
(или жидкости). При малых скоростях этот поток является ламинарным
(т. е. слоистым). Его можно представить себе как относительное движение
не смешивающихся между собой слоев среды. Как уже отмечалось в разделе
9.8, при относительном движении слоев жидкости или газа между этими
слоями возникают силы сопротивления движению, которые называются си+
лами внутреннего трения. Эти силы обусловлены особым свойством текучих
тел — вязкостью, которая характеризуется численно коэффициентом вяз�
кости �. Приведем характерные значения � для различных веществ:

	 для воздуха — 1,8 
 10–5 Па
с;
	 для воды — 10–3 Па
с;
	 для глицерина — 0,85 Па
с.
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Эквивалентное обозначение единиц, в которых измеряется коэффициент
вязкости: Па�с = кг�м–1�с–1. Между движущимся телом и средой всегда суще4
ствуют силы сцепления, так что непосредственно вблизи поверхности тела
слой газа (жидкости) полностью задерживается, как бы «прилипая» к нему.
Он трется о следующий слой, который слегка отстает от тела. Тот, в свою
очередь, испытывает силу трения со стороны еще более удаленного слоя и т. д.
Совсем далекие от тела слои можно считать покоящимися. Теоретический
расчет внутреннего трения для движения шарика диаметром d приводит к
формуле Стокса:

Fr = 3�d��. (8.30)

Подставляя (8.30) в (8.29), находим выражение для установившейся ско4
рости падения шарика в среде:

�� �� � �� 	
 � �� 

max 1 .

3
amg

d (8.31)

Видно, что чем легче тело, тем меньше скорость его падения в атмосфере.
Уравнение (8.30) объясняет нам падение пушинки. Но попытаемся приме4
нить его к падению парашютиста, представляя последнего как шар массой
100 кг. Силой Архимеда здесь можно пренебречь, а диаметр «шара» d выбе4
рем равным 10 м (размер парашюта). Получаем тогда несуразный результат:

�
�� � �

� � � �max 5

100 9,8 578 км/с.
3 3,14 10 1,8 10

Дело в том, что сила трения пропорциональна скорости тела лишь для
ламинарного встречного потока воздуха. При увеличении скорости тела во4
круг него возникают воздушные вихри, слои перемешиваются и движение в
какой4то момент становится турбулентным. Внутреннее трение (вязкость)
перестает играть существенную роль.

Возникновение силы сопротивления можно тогда представить себе сле4
дующим образом. Пусть тело прошло в среде путь l. При силе сопротивления
Fr на это затрачивается работа А = Frl. Если площадь поперечного сечения
тела равна S, то тело «натолкнется» на частицы, занимающие объем Sl. Пол4
ная масса частиц в этом объеме равна �аSl. Представим, что эти частицы
полностью увлекаются телом, приобретая скорость �. Тогда их кинетичес4
кая энергия становится равной

Ek = �аSl�2/2.

Эта энергия не появилась ниоткуда: она создана за счет работы внешних
сил по преодолению силы сопротивления. Стало быть, А = E, откуда

Fr = �aS�2/2.

Мы видим, что теперь сила сопротивления сильнее зависит от скорости
движения, становясь пропорциональной ее второй степени (ср. (8.30)). В от4
личие от сил внутреннего трения ее часто называют силой динамического
лобового сопротивления.
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Однако предположение о полном увлечении частиц среды движущимся
телом оказывается слишком сильным. В реальности любое тело так или ина1
че обтекается потоком, что уменьшает силу сопротивления. Принято исполь1
зовать коэффициент сопротивления С, записывая силу лобового сопротивле1
ния в виде

� ��
2

.
2

a
rF CS (8.32)

При турбулентном потоке в некотором интервале скоростей С не зависит
от скорости движения тела, но зависит от его формы: скажем, для диска он
равен единице, а для шара — С � 1/2.

Подставляя (8.32) в (8.29), приходим к иному, нежели (8.31), выраже1
нию для установившейся скорости падения шара (С = 1/2):

�� �� � �� 	
� �� �
max

4 1 .a

a

mg
d (8.33)

Применяя (8.33) к нашему парашютисту, находим

�� � �
�max

100 9,84 6,2 м/с,
10 3,14 1,29

что соответствует скорости приземления при прыжке без парашюта с высо1
ты 2 м. Видно, что для описания движения парашютиста больше подходит
формула, соответствующая турбулентному потоку воздуха.

Выражение для силы сопротивления в виде (8.31) удобно использовать
во всем интервале скоростей. Поскольку при малых скоростях режим сопро1
тивления меняется, то коэффициент сопротивления в области ламинарного
течения и в переходной области к турбулентному течению будет зависеть от
скорости тела. Однако прямая зависимость С от � невозможна, поскольку
коэффициент сопротивления безразмерен. Значит, он может быть лишь фун1
кцией какой1то безразмерной комбинации с участием скорости. Такая ком1
бинация, играющая важную роль в гидро1 и аэродинамике, называется чис�
лом Рейнольдса Re.

Число Рейнольдса — это параметр, описывающий смену режима при пе1
реходе от ламинарного течения к турбулентному. Таким параметром может
служить отношение силы лобового сопротивления к силе внутреннего тре1
ния. Подставляя в (8.31) выражение для площади поперечного сечения шара
S = �d2/4, убеждаемся, что величина силы лобового сопротивления с точнос1
тью до несущественных сейчас числовых факторов определяется выражени1
ем d2�a�2, а величина силы внутреннего трения — выражением d�� (ср.
(8.31)). Отношение этих двух выражений и есть число Рейнольдса:

� �	



Re .ad
(8.34)

Если речь идет не о движении шара, то под d понимается характерный
размер системы (скажем, диаметр трубы в задаче о течении жидкости).
По самому смыслу числа Рейнольдса ясно, что при его малых значениях
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доминируют силы внутреннего трения: вязкость велика, и мы имеем дело с
ламинарным потоком. При больших значениях числа Рейнольдса, наобо0
рот, доминируют силы динамического лобового сопротивления, и поток ста0
новится турбулентным.

Число Рейнольдса имеет огромное значение при моделировании реаль0
ных процессов в меньших (лабораторных) масштабах. Если для двух тече0
ний разных размеров числа Рейнольдса одинаковы, то такие течения подоб0
ны, и возникающие в них явления могут быть получены одно из другого
простым изменением масштаба измерения координат и скоростей. Поэтому,
например, на модели самолета или автомобиля в аэродинамической трубе
можно предугадать и изучить процессы, которые возникнут в процессе ре0
альной эксплуатации.

8.5.
ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 1. В два колена U0образной трубки налиты вода и масло, разде0
ленные ртутью (рис. 8.14). Уровень ртути в обоих коленах оказался одина0
ковым. Найти высоту столба воды, если высота столба масла равна 20 см, а
плотность масла 0,9�103 кг/м3.

Дано:
hм = 20 см = 0,2 м;
�м = 0,9�103 кг/м3;
�в = 1�103 кг/м3.

hв — ?

Решение
В однородной жидкости давление на одинаковой высоте (на уровне АВ)

должно быть одно и то же, т. е. pA = pB, но

pA = p0 + �вghв,
а

pB = p0 + �мghм,

p0 — атмосферное давление.
Таким образом,

�вghв = �мghм,

откуда

� �� �
�

3

в 3

0,9 10 0,2 0,18 м.
1 10

h

Ответ: hв = 18 см.

Рис. 8.14
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Задача 2. Поверх жидкости с плотностью �1 налита жидкость с плотнос(
тью �2 (�1 > �2). Тело с плотностью � (�1 > � > �2) плавает у границы раздела
этих жидкостей (рис. 8.15). Какая часть его объема погружена в более плот(
ную жидкость?

Дано:
�;
�1;
�2;
�1 > � > �2;

V1/V — ?

Решение
Пусть в жидкость с плотностью �1 погружен объем V1, а полный объем

тела V. Так как тело плавает, вес его уравновешен силой Архимеда:

�gV = �1gV1 + �2g(V – V1);

�gV – �2gV = �1gV1 – �2gV1;

(� – �2)V = (�1 – �2)V1.

Отсюда получаем, что

� � ��
� � �

21

1 2
.

V
V

Ответ: 
� � ��
� � �

21

1 2
.

V
V

Задача 3. Латунная деталь массой 1 кг, подвешенная к динамометру, опу(
щена в воду (рис. 8.16). Динамометр показывает Т = 8,5 Н. Найти массу меди,
содержащейся в латуни.

Дано:
m = 1 кг;
Т = 8,5 Н;
�м = 8,8�103 кг/м3;
�в = 1�103 кг/м3;
�ц = 7,2�103 кг/м3.

mм — ?

Рис. 8.15

Решение
На тело, погруженное в воду, действуют:
1)

�
—mg  сила тяжести;

2)
�

—T  сила натяжения пружины;
3)

�
А —F  выталкивающая сила (сила Ар(

химеда).
Запишем условие равновесия тела в жид(

кости в векторной

� � �
� � �

А 0T F mg

и в скалярной формах

T + FА – mg = 0,
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откуда

T = mg – FА, (1)

т. е. вес тела в жидкости меньше силы
тяжести на величину выталкивающей
силы.

По закону Архимеда

FА = �вg(Vм + Vц), (2)

где Vм и Vц — объем меди и цинка в ла8
тунной детали.

Подставив (2) в (1), получим

T = mg – �вg(Vм + Vц)

или

mg – T = �вg(Vм + Vц).

Откуда определим объем детали:

�� �
�
� �� �

�

м ц
в

м ц 3

;

1 9,8 8,5.
10 9,8

mg TV V
g

V V

� �
� �

цм
м ц

м ц
, .

mm
V V

mм + mц = m;

−+ = + + = +
ρ ρ ρ ρ

цм м м
м ц м ц

м ц м ц
или .

mm m m m
V V V V

� � � �
� � �

м м
м ц

м ц ц
( ) .

m m mV V

После подстановки числовых данных получим mм � 240 г.
Ответ: mм � 240 г.
Задача 4. Воздушный шар объемом V = 500 м3 находится в равновесии.

С каким ускорением начнет подниматься шар, если выбросить за борт
�m = 12 кг балласта?

Дано:
V = 500 м3;
� = 1,29 кг/м3;
�m = 12 кг.

a — ?

Рис. 8.16

Решение
К воздушному шару приложены две силы:

сила тяжести 
�

mg  и сила Архимеда, направлен8
ная вертикально вверх, FA. При равновесии

FA – mg = 0,

где m — масса шара;

FA = �gV,

где � — плотность воздуха.
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Масса шара:
m = �V.

После сбрасывания груза уравнение движения

�gV – (m – �m)g = (m – �m)a

или
�mg = (�V – �m)a.

Отсюда
� ��

� � �
.m ga

V m

Подставив числовые данные, получим a = 0,18 м/с2.
Ответ: a = 0,18 м/с2.
Задача 5. К малому поршню гидравлического пресса приложена сила

196 Н, под действием которой за один ход он опускается на 25 см, вследствие
чего большой поршень поднимается на 5 см. Какая сила давления передает@
ся при этом на большой поршень?

Дано:
h1 = 25 см = 0,25 м;
h2 = 5 см = 0,05 м;
F1 = 196 Н.

F2 — ?
По закону Паскаля такое же давление оказывает жидкость на большой

поршень, т. е. p1 = p2.
На большой поршень со стороны жидкости действует сила давления

F2 = p2S2 = (F1/S1)S2.

Так как жидкость несжимаема, то объем жидкости, перешедший из од@
ного колена в другое, одинаков:

S1h1 = S2h2.

Подставив числовые данные, получим

F2 = 980 Н.

Ответ: F2 = 980 Н.
Задача 6. Пробковый спасательный круг имеет массу m = 5 кг. Найти

подъемную силу этого круга в море. Плотность пробки �пр = 200 кг/м3, плот@
ность морской воды �в = 103 кг/м3.

Дано:
m = 5 кг;
�пр = 200 кг/м3;
�в = 103 кг/м3.

Fп — ?

Решение
Сила давления F1 создает давление

� 1
1

1
,

F
p

S

где S1 — площадь малого поршня.

Решение
На спасательный круг действуют силы:
1) сила тяжести 

�
,mg  направленная верти@

кально вниз;
2) выталкивающая сила (сила Архимеда)

FA = �вgV,

где V — объем круга,
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�
�пр

.mV

Подъемная сила круга в море:

Fп = FA – mg;

�� �� � � � � � � �� �� �	 

в

п в в
пр пр

1 .mF gV mg g mg mg

Подставив числовые данные, получим

Fп = 200 Н.

Ответ: Fп = 200 Н.
Задача 7. Определить вязкость жидкости по методу Стокса.
Решение
Этот метод определения вязкости основан на измерении скорости мед-

ленно движущихся в жидкости небольших тел сферической формы.
На шарик, падающий в жидкости вертикально вниз, действуют три силы:
1) сила тяжести Fт = 4/3�r3�g (� — плотность шарика);
2) сила Архимеда FA = 4/3�r3�
g (�
 — плотность жидкости), направлен-

ная вверх;
3) сила сопротивления, эмпирически установленная Дж. Стоксом:

F = 6��r�,

где r — радиус шарика; � — его скорость.
При равномерном движении шарика

= − − =∑
�

А с0 или 0.i
i

F mg F F

Отсюда сила сопротивления

� �� � � � � � � � � � � � �3 3 3
с A

4 4 4 ( ).
3 3 3

F mg F r g r g r g

Применим формулу Стокса:

�� � � � � �� �34 ( ) 6 .
3

r g r

Измерив скорость равномерного движения шарика, можно определить
вязкость жидкости:

� = 2r2g(� – �
)/9�.

Ответ: � = 2r2g(� – �
)/9�.
Задача 8. В сосуде проделано небольшое отверстие. Высота жидкости над

отверстием равна h. Какова скорость вытекающей струи?
Решение
Применим уравнение Бернулли. В качестве сечения S1 возьмем поверх-

ность жидкости, а за сечение S2 примем проделанное отверстие. Давления в
обоих сечениях можно считать постоянными (и равными атмосферному).
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Скоростью жидкости в сечении S1 можно пренебречь (если площадь сосуда
много больше площади отверстия: S1 � S2). Тогда имеем

��� �
2

,
2

gh

где h — высота сечения S1 над сечением S2 (т. е. уровень жидкости над отвер5
стием); � — скорость истечения жидкости из отверстия.

Получаем в итоге

� � 2 .gh

Ответ: истечение происходит с той же скоростью, какую имело бы тело
при свободном падении с высоты h.

Задача 9. Вода течет по горизонтально расположенной трубе переменно5
го сечения. Скорость воды в узкой части трубы равна 2 м/с. Определить ско5
рость воды в широкой части трубы, диаметр которой в 2 раза больше диамет5
ра трубы в узкой части.

Дано:
�1 = 2 м/с;
d2 = 2d1.

�2 — ?
где � � 2

1 1 /4 —S d  площадь сечения в узкой части; � � � � �2 2
2 12 /4 (2 ) /4S d d

� � 2
1 —d  площадь сечения в широкой части трубы.
Таким образом,

�
� � � � �

2
1 2

1 2 1 ,
4
d

d
отсюда

�2 = �1/4 = 0,5 м/с.

Ответ: �2 = 0,5 м/с.
Задача 10. Диаметр канала брандспойта 2 см. Из него вытекает струя воды

со скоростью 18 м/с. Найти избыточное давление в пожарном рукаве, диа5
метр которого 6 см.

Дано:
d2 = 2 см = 2�10–2 м;
d1 = 6 см = 6�10–2 м;
�2 = 18 м/с.

�p — ?

����
� � �

22
1 2

1 2 ,
2 2

p p (1)

где 	 — плотность воды; �1 — скорость течения воды в пожарном рукаве;
�2 — скорость течения в наконечнике.

Решение
Для текущей идеальной жидкости выполняется

уравнение неразрывности потока

�1S1 = �2S2,

Решение
Избыточное давление в пожарном рука5

ве можно определить, воспользовавшись
уравнением Бернулли. Будем считать, что
пожарный рукав и брандспойт (узкий на5
конечник) находятся на одной высоте отно5
сительно поверхности Земли. Уравнение
Бернулли запишем следующим образом:
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Избыточное давление в рукаве:
�� � � � � � �2 2

1 2 12( ).
2

p p p (2)

Скорость �1 определим из уравнения неразрывности:

�1S1 = �2S2,     �1 = �2S2/S1, (3)

где � � 2
1 1 /4;S d  � � 2

2 2 /4.S d
Подставив S1 и S2 в уравнение (3), получим

� � � 2 2
1 2 12 / .d d (4)

Далее выражение (4) подставим в уравнение (2):

�� � ��� � � � � � �	 

� �

2 4
2 22 2 4 4

12 2 2 4
1

( / ) 1 .
2 2

d
p d d

d

После подстановки числовых данных и расчетов получим

�� � �� � � � �� 	

 �

2 4
5

4

1000 18 21 1,6 10 Па.
2 6

p

Ответ: �p = 1,6�10–5 Па.
Задача 11. Нефть течет по трубопроводу со скоростью � = 0,8 м/с. Расход

нефти составляет 1,8 � 103 т/ч. Определить диаметр трубопровода. Плотность
нефти � = 800 кг/м3.

Дано:
� = 0,8 м/с;
�m = 1,8�103 т/ч = 500 кг/ч;
� = 800 кг/м3.

d — ?

Масса нефти, протекающей через поперечное сечение трубы за 1 с:

�m = �V = ��S,
т. е.

�m = ���d2/4.

Отсюда определим диаметр трубопровода:

��
	
�

�� �
� �

4 ;

4 500 1м.
3,14 800 0,8

md

d

Ответ: d = 1 м.
Задача 12. Бак высотой h = 1,5 м наполнен водой до краев. На расстояC

нии l = 0,3 м от верхнего края бака образовалось отверстие малого диаметра
(рис. 8.17). На каком расстоянии l1 от бака падает на пол струя, вытекающая
из отверстия?

Решение
Объем жидкости, протекающей

через поперечное сечение трубы за 1 с:

V = �S,

где � — скорость жидкости; S =
= �d2/4 — площадь сечения трубоC
провода.
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Дано:
h = 1,5 м;
l = 0,3 м.

l1 — ?

Время падения струи на пол опре$
делим по известной из кинематики
формуле

�
2

1 ,
2

gth

где h1 = h – l.
Отсюда

�� �1 2( )2
.

h lh
t

g g

Дальнобойность струи:

�� � � � � �

� � �

1

1

2( )
2 2 ( );

2 0,3 1,2 1,2 м.

h l
l t gl l h l

g

l

Ответ: l1 = 1,2 м.
Задача 13. Бак цилиндрической формы с площадью основания S1 = 10 м2

и высотой h = 10 м заполнен водой до краев (рис. 8.18). Пренебрегая вязкос$
тью воды, определить время, необходимое для полного опустошения бака,
если на дне бака образовалось круглое отверстие площадью S2 = 10 см2.

Дано:
S1 = 10 м2;
h = 10 м;
S2 = 10 см2 = 10–3 м2.

T — ?

Решение
Скорость вытекания воды из отверстия определим

по формуле Торричелли:

� � 2 ,gl

где l — глубина, на которой находится отверстие, от$
носительно уровня жидкости в сосуде.

Рис. 8.17

Решение
Объем слоя воды, вытекающей за ма$

лый промежуток времени dt:

dV = –dh1S1 = �S2dt,     (1)

где скорость вытекания воды из отверстия

υ = 12 ,gh (2)

h1 — высота столба воды в данный момент
времени.

Из уравнения (1) следует, что
υ− = = 2

1 1
1

/ ,
S

dh dV S dt
S

или

− = 2
1 1

1
2 .

S
dh gh dt

S (3)

Отсюда выразим

= 1 1
1

2 1

S dh
dh

S gh (4)Рис. 8.18
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и проинтегрируем это выражение:

= = − = =

−
∫ ∫

∫

0
1 1 1 2

02 110
2 1

2 / .
2 12

2

t

h

h

S dh S S
t dt h g

S Sgh
S g h

Подставив числовые данные, определим время вытекания воды:

� � � � �4 41010 2 1,43 10 с 4 ч.
9,8

t

Ответ: t � 4 ч.
Задача 14 (тест). В вертикальной стенке бака сделаны три отверстия одно

над другим (рис. 8.19). Сосуд наполнен водой до высоты h, и из отверстий
бьют струи. Указать правильное соотношение между скоростями, с которы>
ми струи бьют о Землю.

1) �1 > �2 > �3;
2) �3 > �2 > �1;
3) �1 = �2 = �3.
Решение
Скорости вытекающих из отверстий

струй определим по формуле Торричелли:

� � �

� � �

� � �

1 1

2 1

3 1

2 ( );

2 ( 2 );

2 ( 3 ).

g h h

g h h

g h h

При падении струй на Землю появля>
ются вертикальные составляющие:

� �

� �

� �

1 1

2 1

3 1

2 ;

4 ;

6 .

y

y

y

gh

gh

gh

Скорость, с которой каждая струя бьет о Землю:

� � � � �2 2 .x y

Таким образом рассчитаем скорость каждой струи:

� � � � �

� � � � �

� � � � �

1 1 1

2 1 1

3 1 1

2 ( ) 2 2 ;

2 ( 2 ) 4 2 ;

2 ( 3 ) 6 2 .

g h h gh gh

g h h gh gh

g h h gh gh

Таким образом, все струи бьют о Землю с одинаковой скоростью:

� � � � � �1 2 3 2 .gh

Ответ: правильный ответ — третий: �1 = �2 = �3.

Рис. 8.19
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8.6.
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО

РЕШЕНИЯ

1. Найти давление в озере на глубине h = 4,5 м.
Ответ: p = 1,45�105 Па.

2. Надводная часть айсберга имеет объем V1 = 500 м3. Найти объем всего
айсберга, если плотность льда �л = 920 кг/м3, плотность воды �в = 1000 кг/м3.

Ответ: V = 4680 м3.

3. В цилиндрический сосуд налиты равные массы ртути и воды. Общая
высота двух слоев жидкостей 29,2 см. Определить давление жидкостей на
дно сосуда.

Ответ: p = 5300 Па.

4. Плотность раствора соли с глубиной h меняется по закону � = �0 + 0,01h,
где �0 = 1 г/см3. В раствор опущены два шарика, связанные нитью длиной
l = 5 см. Объем каждого шарика V = 1 см3, а массы — m1 = 1,2 г, m2 = 1,4 г.
На какой глубине в равновесии находится каждый шарик, если известно,
что нить натянута?

Ответ: h1 = 27,5 см; h2 = 32,5 см.

5. В двух сообщающихся сосудах находится ртуть, поверх которой в одG
ном из них налита вода. Разность уровней 15 мм. Найти высоту столба воды.

Ответ: h = 16 мм.

6. Все тела в воде в 3 раза меньше, чем в вакууме. Определить плотность
тела.

Ответ: � = 1500 кг/м3.

7. Камень падает в воде с ускорением а = 5 м/с2. Найти плотность камня.
Сопротивлением воды пренебречь.

Ответ: � = 2000 кг/м3.

8. Металлический шарик плавает в ртути. Какая часть объема шарика
будет находиться в ртути, если поверх нее налить слой воды, полностью закG
рывающий шар? Плотность материала шара 7300 кг/м3, плотность ртути
13,6 кг/м3.

Ответ: 0,5V.

9. По горизонтальной трубе в направлении, указанном стрелкой, течет
жидкость (рис. 8.20). Разность уровней �h жидкости в манометрических трубG
ках одинакового диаметра составляет 0,8 м. Определить скорость течения
жидкости.

Ответ: � = 4 м/с.
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10. С мостика, переброшенного через канал, по которому течет вода, опу(
щена изогнутая трубка, обращенная открытым концом навстречу течению.
Вода в трубке поднимается на высоту h = 200 мм над уровнем воды в канале.
Чему равна скорость течения воды в канале.

Ответ: � = 2 м/с.

11. Горизонтальный цилиндр насоса имеет диаметр d1 = 0,2 м. В нем дви(
жется со скоростью �1 = 1 м/с поршень, выталкивая воду через отверстие
диаметром d2 = 0,02 м. Каково избыточное давление воды в цилиндре?

Ответ: p = 5 МПа.

12. На поршень шприца, площадь сечения которого S1, действует сила F.
С какой скоростью должна вытекать в горизонтальном направлении струя
из отверстия шприца площадью S2, если плотность жидкости �?

Ответ: � �
� �

� �� 	

 �

2
2

1 2
1

2 .

1

F
S

S
S

13. В сосуд, в дне которого имеется круглое отверстие, закрытое проб(
кой, налита вода до высоты h = 1 м. На поверхности воды находится пор(
шень массой m = 1 кг и площадью сечения S = 100 см2. Между поршнем и
стенками сосуда вода не просачивается. Найти скорость истечения воды из
отверстия в дне сосуда сразу после того, как из отверстия будет вынута проб(
ка. Трение не учитывать.

Ответ: � = 4,7 м/с.

Рис. 8.20
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14. Струя воды диаметром 2 см, движущаяся со скоростью � = 10 м/с, уда(
ряется о неподвижную плоскую поверхность, поставленную перпендикуляр(
но струе. Найти силу F давления струи на поверхность, считая, что после
удара о поверхность скорость частиц воды равна нулю.

Ответ: F = 31,4 Н.

15. Две манометрические трубки установлены на горизонтальной трубе
переменного сечения в местах, где сечения трубы равны S1 и S2 (рис. 8.21). По
трубе течет вода. Найти объем воды, про(
текающей в единицу времени через се(
чение трубы, если разность уровней воды
в манометрических трубках равна �h.

Ответ: ��
�1 2 2 2

12

2 .V
g hQ S S

S S

16. Бак цилиндрической формы площадью основания S1 = 9,8 м2 и объе(
мом V = 50 м3 заполнен водой. Пренебрегая вязкостью воды, определить вре(
мя, за которое вода вытечет из сосуда, если на дне бака образовалось круглое
отверстие площадью S2 = 5 см2.

Ответ: �t = 2�104 с.

17. На столе стоит наполненный водой широкий цилиндрический сосуд
высотой h1 = 50 см. Пренебрегая вязкостью, определить, на какой высоте от
дна сосуда должно располагаться небольшое отверстие, чтобы расстояние по
горизонтали от стенки сосуда до места, куда бьет струя воды, было макси(
мальным?

Ответ: h2 = 25 см.

18. Струя воды с площадью поперечного сечения S1 = 4 см2 вытекает в
горизонтальном направлении из брандспойта, расположенного на высоте
h = 2 м над поверхностью Земли, и падает на эту поверхность на расстоянии
l = 8 м. Пренебрегая сопротивлением воздуха движению струи, найти избы(
точное давление воды в рукаве, если площадь S2 поперечного сечения рукава
равна 40 см2.

Ответ: p = 77 кПа.

19. Из брандспойта бьет струя воды под углом 30� к горизонту и падает от
него на расстоянии 5 м. Сколько воды подает брандспойт за 10 с, если пло(
щадь его отверстия равна 2 см2? Сопротивление воздуха не учитывать.

Ответ: m = 15 кг.

20. Широкий сосуд с небольшим отверстием в дне наполнен водой и керо(
сином. Пренебрегая вязкостью, найти скорость вытекающей воды, если тол(
щина слоя воды h1 = 30 см, а слоя керосина h2 = 20 см.

Ответ: 
�� �� � � �� 	�
 �

2 2
1

1
2 3 м/с,

h
g h  где 	1 и 	2 — плотность воды и керосина.

Рис. 8.21
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21. Левый желудочек сердца, сокращаясь, прогоняет кровь по системе
кровообращения. Считая площадь внутренней поверхности желудочка рав0
ной S = 85 см2, а максимальное давление крови равным p = 120 мм рт. ст.,
рассчитать максимальную силу F, развиваемую мышцами желудочка.

Ответ: F = 136 Н.

22. Зная, что нормальное атмосферное давление примерно равно p = 100 кПа,
оценить по порядку величины массу атмосферы Земли.

Ответ: m = 5 � 1018 кг.

8.7.
КОНТРОЛЬНЫЕ ТЕСТЫ

1. На рисунке изображены четыре сосуда с водой. Площадь дна у всех
сосудов одинаковая. Сравните силы давления F1, F2, F3 и F4.

1) F1 = F2 = F3 = F4; 2) F4 < F3 < F2 < F1;
3) F1 < F2 < F3 = F4; 4) F4 < F1 = F2 = F3.

2. В U0образной трубке постоянного сечения находится ртуть (� = 13,6�103

кг/м3). Какова разность в высотах уровня в коленах трубки, если в один из
них воду налили так, что она образовала столб высотой 136 мм (�в = 103 кг/м3)?

1) 0,01 м; 2) 0,02 м; 3) 0,1 м; 4) 0,005 м.

3. До какой высоты h нужно налить жидкость в цилиндрический сосуд
радиусом R, чтобы силы давления на дно и стенки сосуда были одинаковы?

1) h = 2�R; 2) h = R; 3) 2R; 4) �R.

4. Гидравлический пресс, заполненный водой, имеет поршни сечением
S1 = 1000 см2 и S2 = 10 см2. На большой поршень становится человек массой
80 кг. На какую высоту при этом поднимается малый поршень?

1) 8 см; 2) 80 см; 3) 10 см; 4) 100 см.

5. Если на большой поршень площадью S1 гидравлического пресса, за0
полненного жидкостью с плотностью �, надавить с силой F1, на какой высоте
относительно большого окажется малый поршень с площадью S2 (массой
поршней пренебречь)?

1)
� �

1

1 2
;

( )
F

g S S
2)

�
1 1

2
;

F S
gS

3)
� 1

1 2
;

gS
F S

4)
�

1

1
.

F
gS
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6. На Луне тело опустили в сосуд с водой. Если известно, что плотность
тела в 2 раза больше плотности воды, то оно...

1) будет плавать на поверхности, частично погрузившись в воду;
2) будет лежать на дне сосуда;
3) будет плавать на поверхности, полностью погрузившись в воду;
4) будет плавать в воде в безразличном состоянии;
5) будет вытолкнуто из воды полностью.

7. Чему равна сила давления воды на дно ведра площадью S, в которое
налили воду до высоты h?

1) (rgh + pа)S; 2) (rgh – pа)S; 3)
� � а ;

gh p
S

4)
� � а .

gh p
S

8. Плотность воды �в = 103 кг/м3, плотность льда �л = 0,9�103 кг/м3. Если
льдина плавает, выдаваясь на 50 м3 над поверхностью воды, чему равен объем
всей льдины?

1) 100 м3; 2) 450 м3; 3) 500 м3; 4) 150 м3.

9. Какая часть айсберга от всего объема находится над поверхностью
воды? Плотность льда �л = 900 кг/м3, плотность воды �в = 1000 кг/м3.

1) 0,2; 2) 0,93; 3) 0,1; 4) 0,45.

10. При погружении тела в жидкость его вес уменьшается в 3 раза. Чему
равна плотность тела, если плотность жидкости равна 800 кг/м3?

1) 1100 кг/м3; 2) 1200 кг/м3; 3) 1600 кг/м3; 4) 2400 кг/м3.

11. Плотность воды 1000 кг/м3, плотность камня 2600 кг/м3. Если не учиH
тывать сопротивление воды движению тела, какую работу следует соверH
шить при медленном подъеме камня объемом 10 см3 в воде на высоту 50 см?

1) 0,13 Дж;    2) 0,13 Дж;   3) 0,08 Дж; 4) 26 Дж.

12. Определить плотность однородного тела, вес которого в воздухе равен
2,8 Н, а в воде — 1,69 Н. Выталкивающей силой воздуха пренебречь. ПлотH
ность воды 1000 кг/м3.

1) 2�103 кг/м3;  2) 3�103 кг/м3;  3) 2,8�103 кг/м3;  4) 2,5�103 кг/м3.

13. Два шара одинакового объема, полностью находящиеся в жидкости,
соединены нитью и опускаются равномерно и вертикально один за другим.
Пренебрегая силами сопротивления жидкости, определить силу натяжения
нити, если массы шаров равны 1,6 и 2 кг.

1) 3,2 Н; 2) 2,5 Н; 3) 2,8 Н; 4) 3 Н; 5) 2 Н.

14. Плотность льда равна 900 кг/м3, плотность воды 1000 кг/м3. Какую
наименьшую площадь имеет льдина толщиной 40 см, способная удержать
над водой человека массой 80 кг?

1) 1 м2; 2) 8 м2; 3) 3 м2; 4) 2 м2; 5) 4 м2.
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15. Однородное тело плавает на поверхности керосина так, что объем по&
груженной части составляет 0,92 всего объема тела. Определить объем по&
груженной части при плавании тела на поверхности воды.

1) 0,55; 2) 0,63; 3) 0,74; 4) 0,82.

16. Оценить величину подъемной силы аэростата объемом 1 м3, наполнен&
ного водородом. Плотность воздуха � = 1,29 кг/м3, а водорода �2 = 0,09 кг/м3.

1) 10 Н; 2) 12 Н; 3) 15 Н; 4) 4,5 Н.

17. Аэростат массой 1 т и объемом 1500 м3 поднимается равноускоренно
вверх. На какую высоту поднимется аэростат за 15 с? Плотность воздуха
� = 1,29 кг/м3. Сопротивлением воздуха пренебречь.

1) 850 м; 2) 950 м; 3) 1000 м; 4) 1030 м.

18. Вес однородного тела в воде в n раз меньше, чем в воздухе. Чему равна
плотность тела, если плотность воздуха �?

1)
�
�

;
1

n
n

2) n�; 3) � �1 ;n
n

4)
�

.
n

19. Плотность воды 1000 кг/м3, плотность стекла 2500 кг/м3. Какую ра&
боту совершает сила Архимеда, если стеклянный шар массой 100 г погру&
зить в воду на глубину 1 м?

1) 0,5 Дж; 2) 0,28 Дж; 3) –0,2 Дж; 4) –0,5 Дж.

20. Дубовый шар лежит в сосуде с водой, причем половина его находится
в воде. С какой силой шар давит на дно сосуда, если он весит в воздухе 5,9 Н?
Плотность дуба � = 800 кг/м3.

1) 1,6 Н; 2) 1,1 Н; 3) 2,2 Н; 4) 3,7 Н.

21. Плотность жидкости в n раз больше плотности материала тела. Ка&
кая часть объема тела будет выступать над поверхностью, если тело помес&
тить в жидкость?

1) n/(n – 1); 2) 1/n; 3) (n – 1)/n; 4) 1/(n – 1).

22. Что можно определить с помощью манометрической трубки, впаян&
ной в трубопровод, по которому течет жидкость?
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1) Статическое давление; 2) динамическое давление;
3) полное давление; 4) атмосферное давление.

23. Что можно определить с помощью манометрической трубки с отвер0
стием, обращенным навстречу потоку, по высоте уровня жидкости h?

1) Статическое давление; 2) динамическое давление;
3) полное давление; 4) избыточное давление.

24. По горизонтальной трубе течет жидкость. Две манометрические труб0
ки одинакового диаметра установлены, как показано на рисунке.

Какие физические величины можно рассчитать по показаниям маномет0
рических трубок?

1) Статическое давление; 2) полное давление;
3) динамическое давление; 4) избыточное давление.
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25. Что можно измерить в трубопроводе манометрической трубкой с от(
верстием О, параллельным линиям тока в жидкости?

1) Статическое давление;
2) динамическое давление;
3) полное давление;
4) избыточное давление.

26. Бак высотой h, заполненный водой до краев, стоит на горизонтальной
поверхности Земли. В вертикальной стене бака сделаны отверстия: первое —
на расстоянии h1 от дна бака, второе — на расстоянии h1 от верхнего уровня
воды. Каково соотношение между расстояниями l1 и l2 от бака до точек на
Земле, в которые бьют струи, вытекающие из отверстий?

1) l1 > l2; 2) l1 < l2; 3) l1 = l2.

27. Какое давление создает компрессор в краскопульте, если струя жидкой
краски плотностью � = 750 г/ см3 вытекает из него со скоростью � = 20 м/с?

1) 1,5 атм; 2) 2,5 атм; 3) 3,5 атм; 4) 0,5 атм.

28. Цилиндрический сосуд высотой h = 80 см с площадью S1 = 500 см2, до
краев заполненный водой, стоит на горизонтальной площадке. В дне сосуда
образовалось отверстие площадью сечения S2 = 1 см2. Чему равно время, не(
обходимое для опорожнения сосуда наполовину?

1) 200 с; 2) 150 с; 3) 143 с; 4) 225 с.

29. В широкой части горизонтальной трубы вода течет со скоростью 8 м/с
при давлении 1,5 � 105 Па. В узкой части трубы давление равно 1,4�105 Па.
Чему равна скорость течения воды в узкой части трубы?

1) 0,5 м/с; 2) 0,25 м/с; 3) 3,2 м/с; 4) 4,5 м/с.

30. Труба расположена горизонтально. В широкой части трубы с площа(
дью сечения S1 расположен поршень, на который действует сила F. Из узкой
части трубы с площадью сечения S2 вытекает струя жидкости со скоростью �2.
Плотность жидкости �. Чему равна скорость перемещения поршня?

1)
� �

� �� �
� 	

2
1

1 2
2

2 ;

1

F
S

S
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� �� �
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1 2
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F
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S
S
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3)
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31. На дне цилиндрического бака с площадью основания S1 = 4,9 м2 объе/
мом V = 25 м3, заполненного водой до краев, находится круглое отверстие,
закрытое пробкой. Площадь отверстия S2 = 5 см2. Чему будет равно время
вытекания воды из бака до полного опустошения, если пробку убрать?

1) 104 с; 2) 2�104 с; 3) 1�104 с; 4) 1,4�104 с.

32. Горизонтальный цилиндр насоса имеет диаметр d1 = 20 cм. В нем дви/
жется со скоростью �1 = 1 м/с поршень, выталкивая воду через отверстие
диаметром d2 = 2 см. Чему равно избыточное давление воды в цилиндре �p?

1) 5 � 105 Па; 2) 5 � 104 Па; 3) 5 � 106 Па; 4) 5 � 103 Па.

33. В сосуд заливается вода со скоростью 0,5 л/с. На дне сосуда образова/
лось отверстие диаметром 1,8 см, из которого вытекает вода, но уровень воды
в сосуде при этом не изменяется и составляет…

1) 10 см; 2) 15 см; 3) 20 см; 4) 8,5 см.

34. Сосуд, в дне которого имеется круглое отверстие, закрытое пробкой,
заполнен водой до высоты h = 1 м. На поверхности воды находится поршень
массой m = 1 кг и площадью сечения S = 100 см2. Между поршнем и стенка/
ми вода не просачивается.

Какова будет скорость истечения воды из отверстия сразу после того, как
из него вынут пробку?

1) 4 м/с; 2) 4,2 м/с; 3) 4,6 м/с; 4) 4,9 м/с.

35. По трубопроводу, размеры которого указаны на рисунке, протекает
вода в количестве QV = 113 м3/ч. Давление в широкой части трубопровода
p1 = 2�105 Па.

Чему равно давление после сужения?
1) 1,9 � 105 Па; 2) 1,93 � 105 Па;
3) 1,55 � 104 Па; 4) 1,97 � 105 Па.

36. По горизонтальной трубе переменного сечения течет вода. В широкой
части трубы площадь сечения S1 = 20 см2, в узкой — S2 = 10 см2. Если разность
уровней воды в манометрических трубках одинакового диаметра �h = 20 см,
то объем воды, проходящей за 1 с через сечение трубы, составляет…

1) 2,5 л/с; 2) 2,3 л/с; 3) 3 л/с; 4) 3,5 л/с.
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Г Л А В А Д Е В Я Т А Я

МОЛЕКУЛЯРНАЯ
ФИЗИКА

Молекулярная физика изучает явления, происходящие внутри макроско�
пических тел (жидких, твердых, газообразных). Она базируется на молеку�
лярно�кинетической теории.

Молекулярно�кинетической теорией называют учение, которое объясня�
ет строение и свойства тел движением и взаимодействием атомов и молекул,
из которых состоят тела.

В основе этой теории лежат три положения:
1) все тела состоят из атомов, молекул и ионов, в состав которых входят

элементарные частицы;
2) атомы, молекулы и ионы находятся в непрерывном хаотическом дви�

жении;
3) между частицами любого тела существуют взаимодействия — притя�

жения и отталкивания.
Первым сформировавшимся разделом молекулярной физики явилась

кинетическая теория газов. В основу ее легли газовые законы, открытые
опытным путем в XVII в.

9.1.
ЗАКОНЫ ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА.

УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ
ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА

Идеальный газ является простейшей физической моделью газа. В этой
модели пренебрегают линейными размерами молекул, а их движения опи�
сываются классическими законами механики. Молекулы газа находятся в
непрерывном хаотическом тепловом движении. Взаимодействия молекул
рассматриваются только в момент их соударений, которые носят упругий
характер.

Состояние газа можно описать макроскопическими параметрами — дав�
лением p, температурой Т, объемом V и микроскопическими параметрами —
массой частиц, их скоростью и импульсом.
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Между тремя основными параметрами газа существует связь, называе&
мая уравнением состояния. Оно записывается в форме функциональной за&
висимости между p, Т и V:

f(p, V, T) = 0.

Количество газа можно измерять либо его массой

m = m0N, (9.1)

где m0 — масса одной молекулы; N — число молекул; либо количеством ве&
щества � (единица измерения — моль):

� = m/�, (9.2)

где � — молярная масса (масса одного моля), [�] = кг/моль.
А. Авогадро установил, что в одном моле любого вещества содержится

одно и то же число молекул, равное 6,025�1023, которое называется числом
Авогадро (NA = 6,022�1023 моль–1).

Таким образом, число молекул в газе:

N = � � NA = (m/�) � NA; (9.3)

масса одной молекулы:

m0 = �/NA.  (9.4)

V — объем газа измеряется в СИ в кубических метрах (м3); p — давление в
паскалях (1 Па = 1 Н/м2); T — температура по шкале Кельвина:

Т = t� + 273, (9.5)

где t� — температура по шкале Цельсия.
Измерения показали, что для идеального газа выполняется объединен&

ный газовый закон, или уравнение Клапейрона:

�1 1 2 2

1 2
.

p V p V
T T (9.6)

Для данной массы газа отношение произведения давления газа на его
объем к абсолютной температуре сохраняется постоянным при переходе газа
из одного состояния в другое, т. е.

� �const,если const.
pV

m
T

(9.7)

Так как при данном давлении и температуре объем газа V пропорциона&
лен его массе, то

� .
pV

m
T

Масса газа пропорциональна числу частиц N, следовательно,

� .
pV

N
T
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Обозначив коэффициент пропорциональности через k, запишем

� .
pV

kN
T (9.8)

Из последней формулы можно определить величину k:

� .
pV

k
TN (9.9)

Для разных газов при различных параметрах расчет дает одно и то же
значение: k = 1,38�10–23 Дж/К, называемое постоянной Больцмана.

Выражение (9.8) перепишем в виде

pV = kTN, или pV = (m/�)NAkT, так как N = (m/�)NA.

Произведение kNA обозначим R, получим

pV = (m/�)RT, (9.10)

где R — постоянная величина, называемая молярной (универсальной) газо?
вой постоянной (R = 8,31 Дж/(моль�К)).

Уравнение (9.10) называют уравнением состояния идеального газа или
уравнением Менделеева — Клапейрона.

Изменения состояния газов, при которых один из параметров сохраняет?
ся постоянным, а два других меняются, называются изопроцессами.

1. Изотермический процесс — процесс, при котором температура газа не
изменяется при переходе из одного состояния в другое, а давление и объем
изменяются (рис. 9.1).

Ученые Р. Бойль и Э. Мариотт, не?
зависимо друг от друга, в XVII в. уста?
новили, что для данной массы газа при
изотермическом процессе произведе?
ние давления газа на его объем есть ве?
личина постоянная

p1V1 = p2V2 или pV = const, при m = const и Т = const. (9.11)

Из уравнения (9.11) следует, что

�1 2

2 1
,

p V
p V

т. е. при изотермическом процессе давление газа изменяется обратно про?
порционально его объему. График изотермического процесса в координатах
p–V представляет собой кривую?гиперболу (рис. 9.2а), называемую изотер?
мой. Графики изотерм в координатах V–T и p–T представляют собой прямые
линии и показаны на рисунке 9.2б, в.

На рисунке 9.3 показано семейство изотерм при разных температурах
для одной и той же массы газа (m = const). Уравнение Менделеева — Клапей?
рона запишем в виде

�� .

m RT
p

V

Рис. 9.1
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С ростом Т числитель растет, т. е.
чем выше температура при данном
объеме V, тем выше давление газа, по)
этому изотермы, соответствующие бо)
лее высоким температурам, располага)
ются выше (T3 > T2 > T1).

Закон Бойля — Мариотта — част)
ный случай уравнения Менделеева —
Клапейрона:

�
�

.mpV RT

Если T = const, pV = const для дан)
ной массы газа (m = const).

2. Изобарный процесс — процесс,
при котором давление газа остается
постоянным, а объем и температура
изменяются (рис. 9.4).

Из уравнения Менделеева — Кла)
пейрона следует, что для данной мас)
сы газа (m = const), если давление p =
= const, то

= =1 2 1 1

1 2 2 2
или .

V V V T
T T V T (9.12)

На рисунке 9.5 представлены изобары в координатах V–T, p–T и V–p.

Рис. 9.3

Рис. 9.4

Рис. 9.2

Рис. 9.5
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Рис. 9.6

Рис. 9.7

Рис. 9.8

Рис. 9.9
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На рисунке 9.6 показано семейство изобар для одного и того же газа
(m = const) при разных давлениях.

3. Изохорный процесс — процесс, при котором объем газа остается по/
стоянным, а давление и температура изменяются (рис. 9.7).

Из уравнения Менделеева — Клапейрона следует, что для данной массы
газа (m = const), если V = const, то

= =1 2 1 1

1 2 2 2
или .

p p p T
T T p T (9.13)

На рисунке 9.8 представлены изобары в координатах p–T, p–V и V–T.
На рисунке 9.9 показано семейство изохор для одного и того же газа

(m = const) при разных объемах.
В обычных условиях чаще приходится иметь дело не с чистым газом, а со

смесью нескольких газов. Например, воздух состоит из смеси N2, O2, CO2 и
других газов. Каждый из газов в смеси вносит свой вклад в давление, созда/
ваемое смесью. Давление, оказываемое какой/либо компонентой смеси на
стенки сосуда, когда все другие компоненты газа удалены из объема, назы/
вают парциальным давлением. Английский физик Дж. Дальтон эксперимен/
тально установил, что давление газовой смеси равно сумме парциальных дав/
лений p1, p2, ..., pn:

p = p1 + p2 + ... + pn. (9.14)

Парциальное давление каждой из компонент смеси подчиняется уравне/
нию Менделеева — Клапейрона:

� � �
� � �

1 2
1 2

1 2
, ,..., ,i

i
i

mm m
p V RT p V RT p V RT (9.15)

где V — объем смеси; Т — ее температура; mi — масса; �i — молярная масса i/й
компоненты.

Подставив уравнение (9.15) в закон Дальтона (9.14), получим:

� �� � � � � � � � � � �� �	 	 	 	 	 	
 �
1 2 1 2

1 2 1 2
. ... ... .i i

i i

m mm m m mRT RT RT RTp
V V V V

(9.16)

Получили уравнение состояния газовой смеси.

9.2.
ОСНОВНОЕ УРАВНЕНИЕ

МОЛЕКУЛЯРНО�КИНЕТИЧЕСКОЙ
ТЕОРИИ ГАЗА

Всякий газ давит на стенки сосуда, внутри которого он находится. Давле/
ние, производимое на стенки сосуда, объясняется ударами движущихся мо/
лекул. При ударе о стенку молекула газа сообщает ей импульс, т. е. действу/
ет на стенку с некоторой силой

� ��
�

�� ( )
.

m
F

t
(9.17)
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Удар отдельной молекулы о стенку сосуда производит небольшое дей*
ствие. Но молекул газа очень много, удары о стенку происходят непрерывно,
поэтому в результате получается значительное давление. Хаотичность дви*
жения молекул приводит к тому, что давление газа одинаково во всех на*
правлениях.

При нагревании газа давление возрастает. Это объясняется тем, что уда*
ры молекул становятся сильнее и чаще, так как при нагревании увеличива*
ется скорость молекул.

Установим соотношение между давлением газа и скоростью движения
его частиц. При этом сделаем некоторые упрощения. Пусть в сосуде нахо*
дится N молекул. Если объем сосуда равен V, то концентрация молекул

n0 = N/V. (9.18)

Частицы движутся хаотически по всем направлениям, но для простоты
рассуждений допустим, что движение происходит по трем взаимно перпен*
дикулярным направлениям (рис. 9.10).

Выделим на стенке сосуда площадку �S и найдем давление, оказываемое
молекулами на нее. Будем считать, что молекулы движутся поступательно
со скоростью �; построим на площадке �S цилиндр высотой � � �t (рис. 9.11).

Объем цилиндра равен
�S��t,

где �t — некоторый малый промежуток времени.
Число молекул в этом цилиндре равно n0�S��t. Одна шестая часть этих

молекул дойдет до площадки �S и ударится о нее. Таким образом, за время �t
число ударов молекул о площадку �S будет равно

� ��0
1 .
6

n S t (9.19)

При каждом ударе частицы о стенку импульс частицы изменяется на
2m0�, где m0 — масса частицы. Общее изменение импульса частиц газа на
этой площадке за время �t:

� � �� � �� � � � �2
0 0 0 0

1 12 .
6 3

p m n S t n m S t (9.20)

Рис. 9.10 Рис. 9.11
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Согласно второму закону Ньютона это изменение должно быть вызвано
силой, приложенной к частицам со стороны стенки:

�� � � �
�

2
0 0

1 .
3

p
F n m S

t
(9.21)

Тогда давление на газ:

� � �
�

2
0 0

1 .
3

Fp n m
S

(9.22)

На основании третьего закона Ньютона давление газа на стенку:

υ= υ = = ⋅
2

02
0 0 0 0

1 2 2или ,
3 3 2 3 k

m
p n m p n n E (9.23)

где 
��

2
0 —
2k

m
E  средняя кинетическая энергия молекулы идеального газа.

Это и есть основное уравнение молекулярно8кинетической теории газа.
Оно связывает макроскопическую величину — давление газа p с микроскопи8
ческими параметрами — массой молекул m0 и их скоростью �. Это уравнение
было получено немецким физиком Клаузиусом, поэтому основное уравнение
молекулярно8кинетической теории иногда называют уравнением Клаузиуса.

В уравнении Менделеева — Клапейрона вместо давления подставим

� 0
2 ,
3 kp n E

получим

� � �
�0

2 ,
3 k

mpV n E V RT

где � � �
� AN ;m RT k T kTN  n0V = N.

Поэтому

⋅ = =2 3или .
3 2k kN E kNT E kT

Кинетическая энергия молекулы идеального одноатомного газа, движу8
щейся поступательно:

� 3 .
2kE kT (9.24)

Средняя кинетическая энергия поступательного движения молекулы за8
висит от абсолютной температуры и не зависит от массы молекулы. Таким
образом, абсолютная температура является мерой средней кинетической энер8
гии поступательного движения молекул идеального газа.

Подставив формулу (9.24) в основное уравнение молекулярно8кинети8
ческой теории (9.23), получим

p = n0kT, (9.25)

т. е. давление газа прямо пропорционально его температуре и числу моле8
кул, содержащихся в единице объема.
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Так как кинетическая энергия поступательного движения молекулы равна

� � � �
2

0 2

0

3 3,то .
2 2

m kTkT
m (9.26)

В объеме газа содержатся молекулы с различными скоростями. Целесо7
образно ввести среднее значение квадратов скоростей молекул, т. е.

� � � � � �
� �

2 2 2
1 22

кв
...

.N

N

Скорость �кв  называется средней квадратичной скоростью. Таким обра7
зом, из формулы (9.26) следует средняя квадратичная скорость молекул газа

� �кв
0

3 ,kT
m

(9.27)

где k — постоянная Больцмана; m0 — масса одной молекулы.
Так как

m0 = �/NA,     k = R/NA,

то

� � �
� �

A
кв

A

3 N 3 ,
N
RT RT

(9.28)

где � — молярная масса газа; R — молярная газовая постоянная.

9.3.
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ МОЛЕКУЛ

ПО СКОРОСТЯМ И КООРДИНАТАМ.
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ МАКСВЕЛЛА — БОЛЬЦМАНА

Газ, предоставленный самому себе и находящийся в постоянных внешних
условиях, приходит в состояние равновесия. С макроскопической точки зре7
ния в нем устанавливаются постоянная температура и постоянное давление.
Если газ состоит из нескольких компонентов (как, например, воздух), то и
состав газа в разных местах в сосуде будет одинаков. Молекулы газа даже в
равновесии движутся беспорядочно, сталкиваясь между собой и со стенками
сосуда, беспрерывно меняя свою скорость. По формулам (9.27) и (9.28) мы
можем найти среднюю квадратичную скорость молекул. Но это не означает,
что все молекулы в сосуде имеют эту скорость. Из предположения о хаоти7
ческом характере молекулярного движения следует, что возможно появле7
ние молекул с любыми скоростями, так что распределение молекул по ско7
ростям надо характеризовать непрерывной функцией. Несмотря на полную
хаотичность молекулярных движений, на случайный характер столкнове7
ний и вызываемых ими изменений скоростей молекул, их распределение по
скоростям, как показывают теория и опыт, оказывается вполне определен7
ным. На характер распределения по скоростям не влияют даже внешние
поля при условии, что состояние системы является равновесным.
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Будем считать, что возможные значения скорости заключены в интерва(
ле от 0 до �. В реальных системах скорость не может быть бесконечно боль(
шой, так как всякая система состоит из большого, но конечного числа моле(
кул. Поэтому даже если представить себе такой практически невероятный
случай, при котором все молекулы остановятся, передав всю энергию одной(
единственной молекуле, то и тогда энергия этой молекулы и, следовательно,
ее скорость будет конечной. Мы здесь даже не говорим об ограничениях,
налагаемых теорией относительности, согласно которой скорость любой мо(
лекулы не может превысить скорость света. Очень малые и очень большие по
сравнению со средним значением скорости мы будем считать в принципе
возможными, но маловероятными. Получить распределение молекул газа
по скоростям не означает определить число молекул, обладающих той или
иной заданной скоростью. Так как число молекул, имеющих точно (матема(
тически точно!) заданную скорость, равно нулю. Действительно, число раз(
личных значений скорости бесконечно велико (непрерывное множество),
число же молекул конечно. Поэтому число молекул, приходящихся на долю
каждого, точно заданного значения скорости, равно нулю. Вследствие этого
задача формулируется так: найти распределение молекул по скоростям —
это значит определить, сколько молекул или какая доля молекул из общего
числа N обладают скоростями, лежащими в интервале от �

�
 до � � ��

� �
 (в неко(

тором интервале вблизи заданной скорости).
Если �N — число молекул, имеющих при заданном состоянии системы

скорости от �
�

 до � � ��
� �

, то это число зависит от:
� общего числа молекул N в системе;
� величины интервала ��

�
;

� значения самой скорости �
�

 (так как в одинаковых по величине интерва(
лах, но при разных абсолютных значениях скорости число частиц будет
различным).
Таким образом, �N = �N(N, ��

�
,  �

�
).  Здесь под �

�
 понимается вектор с

компонентами {�x, �y, �z} (в декартовой системе координат). Кроме того,
нам понадобится величина �3� = ��x � ��y � ��z, т. е. «объем» интервала ско(
ростей.

При неограниченном уменьшении этого «объема» число частиц в нем,
естественно, стремится к нулю. В таких случаях, как было пояснено выше,
необходимо пользоваться другой функцией (обозначим ее F), численно рав(
ной количеству молекул, приходящемуся на единичный объем интервала
скоростей:

��
� �3

.NF (9.29)

Неограниченно уменьшая ��
�
,  переходим в пределе к дифференциальной

величине

�
�3

,dNF
d

(9.30)

где бесконечно малый объем скоростей �3� = ��x � ��y � ��z.
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Функция F зависит уже лишь от N и �
�

:

� �
�

( , );F F N

зависимость от конечного интервала скоростей может быть получена обрат1
ной операцией — интегрированием.

Обратимся теперь к зависимости функции F oт числа молекул в системе.
Чем больше полное число N молекул, тем больше число молекул �N, прихо1
дящееся на единичный объем интервала скоростей. В пределе очень большо1
го числа молекул (N � �) величина F пропорциональна рассматриваемому
количеству молекул N и, следовательно, для различных порций газа будет
различна. Поэтому рассмотрим другую функцию:

�� � � �
�

��
3

( , ) 1( ) .
F N dNn

N N d
(9.31)

Эта функция зависит лишь от скорости и дает относительное количество
(долю) молекул, имеющих скорость в единичном интервале скоростей вбли1
зи скорости �

�
.  Эта функция �

�
( )n  называется функцией распределения молекул

по скоростям. Если взять несколько порций одного и того же газа, находящихся
в идентичных условиях (одинаковы р и T), то распределение молекул по скоро1
стям в них также будет идентично. Зная вид υ

�
( ),n  можно найти количество

молекул dN из общего числа молекул N, скорости которых попадают внутрь
интервала �

�
,d  т. е. имеют значения, заключенные к пределах от �

�
 до � � �

� �
:d

� � � � �
� � 3( ) ( ) .dN Nn d

Исходя из определении вероятности, мы можем заключить, что величина

� � � �
� 3( )dN n d

N

является вероятностью того, что любая из молекул газа обладает скоростью,
лежащей в интервале �

�
d  вблизи �

�
,  а сама функция �

�
( )n  имеет смысл плот1

ности вероятности.
Функция распределения должна подчиняться условию, имеющему про1

стой физический смысл: число молекул с произвольными значениями ско1
рости от 0 до � в объеме V равно полному числу молекул N, находящихся в
этом объеме. Если просуммировать числа � �

�
( )N  по всем скоростям от 0 до �,

то эта сумма должна равняться полному числу молекул N. Для более точных
вычислений нужно брать интервалы бесконечно малыми, а сумму заменить
интегралом

� � ��
� 3( ) ,Nn d N

откуда

� � ��
� 3( ) 1.n d (9.32)

Итак, хотя функция �
�

( )n  пока нам неизвестна, мы уже знаем, что интег1
рал от нее, взятый по всем возможным скоростям, равен 1. Это условие назы1
вают условием нормировки функции распределения. Функция распределе1



ГЛАВА 9. МОЛЕКУЛЯРНАЯ ФИЗИКА 337

ния для газов была найдена теоретически Максвеллом и носит его имя. Да'
лее мы установим ее вид.

Поскольку все направления движения молекул в пространстве равноправ'
ны, распределение скоростей должно быть изотропным и функция распреде'
ления �

�
( )n  не может зависеть от направления скорости. Это означает, что

�
�

( )n  не может быть произвольной функцией от компонент скорости �x �y �z,
а должна зависеть лишь от абсолютной величины скорости:

� � � � � � �2 2 2 .х у z

В зависимости от выбранной системы координат вероятность dN/N име'
ет различный вид. В декартовой системе:

� � � � � � � �3( ) ( ) ;x y z
dN n d d d n d
N

(9.33)

в цилиндрической системе:

� � � � �( ) ;r r
dN n d d
N

в сферической системе:

� � � � � � �2( ) sin .dN n d d d
N

Рассмотрим процесс столкновения двух частиц, движущихся со скорос'
тями �

�
1  и �

�
2.  Пусть в результате соударения скорости молекул изменяются

и превращаются в �
�

3  и �
�

4.  Число таких столкновений в единицу времени в
единице объема газа должно быть пропорционально числу молекул со скоро'
стями вблизи �

�
1  и �

�
2,  т. е. произведению n(�1) � n(�2). Рассмотрим далее про'

цесс соударения, являющийся обратным данному. При этом скорости моле'
кул изменяются от значений �

�
3  и �

�
4  до значений �

�
1  и �

�
2.  Число таких

соударений в единицу времени в объеме пропорционально количеству моле'
кул со скоростями вблизи �

�
3  и �

�
4,  т. е. n(�3) � n(�4).

В силу предположения о молекулярном хаосе и предположения о том,
что число молекул с данными значениями скорости не изменяется процесса'
ми молекулярных столкновений в газе, находящемся в стационарном состо'
янии, можно считать, что число молекул, у которых скорости изменяются
от значений �

�
1  и �

�
2  до значений �

�
3  и υ

�
4,  равно числу молекул, у которых

скорости изменяются от � �
� �

3 4,  до � �
� �

1 2, .  Отсюда следует, что

n(�1)n(�2) = n(�3)n(�4). (9.34)

Равенство (9.34) выражает баланс частиц, получающих и теряющих со'
ответствующую скорость, причем в процессе таких упругих соударений энер'
гия молекул сохраняется (m0 — масса молекулы):

� � � � � � �0 0 0 02 2 2 2
1 42 3 .

2 2 2 2
m m m m

(9.35)

Равенства (9.33)–(9.35) представляют совокупности условий, которым
должна удовлетворять искомая функция распределения.
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Выразим �4 через �1, �2, �3:

� � � � � � �2 2 2
4 1 2 3 . (9.36)

Функциональные уравнения (9.34) и (9.36) легко превратить в простое
дифференциальное уравнение. Взяв логарифм от (9.34), получим

lnn(�1) + lnn(�2) = lnn(�3) + lnn(�4).

Продифференцируем по аргументу �1:

� � ��� �
� � ��

1 4 4

1 4 1

ln ( ) ln ( )
.

d n d n
d d (9.37)

Аналогично

� � ��� �
� � ��

2 4 4

2 4 2

ln ( ) ln ( )
.

d n d n
d d (9.38)

Находим

�� � �� �� �
�� � �� �

4 1 4 2

1 4 2 4
, . (9.39)

Подставляя (9.39) в правые части соотношений (9.37) и (9.38), приходим
к равенству

� ��
� � � �

1 2

1 1 2 2

ln ( ) ln ( )1 1 .
d n d n

d d (9.40)

При этом мы должны помнить, что это равенство справедливо при соверA
шенно произвольных значениях �1, �2, которые являются независимыми
переменными. Это значит, что равенство (9.40) должно иметь место при соA
вершенно произвольных значениях скоростей, поэтому оно может быть выA
полнено только тогда, когда правая и левая части (9.40) равны некоторой
постоянной (которую мы обозначим через (–�)):

� � ��
� �

ln ( )
,

d n
d

(9.41)

где переменная � может принимать значения �1, �2 или любое иное. РаздеA
ляя переменные, записываем (9.41) в виде

�� � � �2ln ( ) ( ).
2

d n d (9.42)

Интегрируя (9.41), находим

� ��� � � �2( ) exp ,
2

n A d (9.43)

где А — постоянная интегрирования.
Из физических соображений очевидно, что n � 0 при � � 	: неограниA

ченно большие скорости молекул маловероятны. Поэтому коэффициент � > 0.
Постоянная А определяется из условия нормировки (9.43):
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�� �� � ��	 


3/2

.
2

А (9.44)

Параметр � связан с абсолютной температурой Т соотношением

� � 0 ,
m
kT

(9.45)

где k — постоянная Больцмана.
С учетом этого из (9.43) получим

�� �� �� � �� � � ��� � � �

3/2 2
0 0( ) exp .

2 2
m m

n
kT kT

(9.46)

Формула (9.46) и представляет собой искомое распределение молекул по
скоростям.

Учитывая, что n(
) зависит только от модуля скорости, а их направления
равновероятны, можно ввести функцию распределения молекул по абсолют?
ной величине скорости. Для этого надо проинтегрировать выражение (9.42)
по углам, что дает

� �
� � � � � � � � � � � � � � � �� �

2
2 2

0 0

( ) sin 4 ( ) ( ) .
dN

n d d d n d f d
N

(9.47)

Отсюда и из (9.46) следует выражение для функции распределения Макс?
велла f(
):

�� �� �� � � � � � � � �� � � ��� � � �

3/2 2
0 02 2( ) 4 ( ) 4 exp .

2 2
m m

f n
kT kT (9.48)

Величина f(
)d
 есть вероятность найти частицу с модулем скорости, ле?
жащим в интервале от 
 до 
 + d
. Условие нормировки распределения f(
)
принимает теперь вид

�

� � ��
0

( ) 1.f d (9.49)

Если при графическом изображении функции распределения Максвелла
по оси абсцисс откладывать скорости молекул 
, то форма кривой и положе?
ние максимума будут зависеть от массы молекул и от температуры газа. Но
если по горизонтальной оси откладывать отношение скорости к наиболее
вероятной скорости, т. е. безразмерную скорость u = 
/
вер, то для всех тем?
ператур и любых масс молекул (любых газов) получится одна и та же кривая
(рис. 9.12).

Сделав замену переменной u = 
/
вер в (9.49) и учитывая, что 2kТ/T0 =
= 
2

вер, d
 = 
верdu, получим распределение Максвелла в форме

�� �
�

2 21 4( ) .иdNf и е и
N dи (9.50)

График зависимости f(u) от u показан на рисунке 9.12.
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Распределением Максвелла по величинам безразмерной скорости (фор)
мула (9.50)) удобно пользоваться для решения многих задач.

Число молекул в единице объема зависит от высоты h и температуры Т,
причем обе переменные входят в показатель экспоненты и соответствующее
уравнение можно записать в виде

� �� �� �
� 	

0
0( ) exp ,

m gh
n h n

kT (9.51)

где m0 — масса одной молекулы газа.
При этом выражение m0gh, стоящее в числителе, есть не что иное, как

потенциальная энергия одной молекулы в поле тяжести Земли. Поэтому мож)
но говорить, что мы имеем распределение молекул по значениям потенци)
альной энергии. При этом чем больше потенциальная энергия, тем меньше
таких молекул. В знаменателе показателя степени стоит kТ — величина, про)
порциональная средней энергии теплового движения молекулы. Чем выше
температура, т. е. чем больше энергия теплового движения молекул, тем эк)
споненциальный множитель, пропорциональный концентрации молекул,
с ростом высоты убывает медленнее. На рисунке 9.13 показаны кривые от)
носительной концентрации молекул кислорода О2 на разных высотах при
двух различных температурах T1 = 300 К и Т2 = 1300 К (последний случай,
конечно, нереален и используется лишь как иллюстрация).

Видно, что число частиц в единице объема при большей температуре мед)
леннее убывает с высотой. При уменьшении температуры бо ´льшее количе)
ство частиц располагается на меньшей высоте.

А при T = 0 все частицы расположились бы на поверхности Земли. Этот
факт имеет простое физическое объяснение. Каждое конкретное распреде)
ление молекул по высоте устанавливается в результате действия двух тен)
денций:

Рис. 9.12 Рис. 9.13
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1) притяжение молекул к Земле, характеризуемое потенциальной энер&
гией m0gh, стремится расположить их на поверхности Земли;

2) тепловое движение, характеризуемое энергией kТ, стремится разбро&
сать молекулы по всем высотам равномерно.

Обозначив Ер = m0gh, получим

� �
� �� �

� 	
0 exp ,рЕ

n n
kT (9.52)

т. е. концентрация молекул больше там, где меньше их потенциальная энер&
гия. Это согласуется с общим принципом, которому подчиняется природа.
Всякая система стремится занять положение с наименьшей потенциальной
энергией. Частицы будут с большей вероятностью располагаться в тех точ&
ках пространства, где потенциальная энергия меньше.

Л. Больцман доказал, что такое распределение осуществляется в поле
любых сил, а не только в гравитационном поле. Поэтому распределение (9.52),
где n — концентрация частиц с потенциальной энергией Ер, называется рас&
пределением Больцмана.

Обе зависимости можно объединить в одно обобщенное распределение.
Рассмотрим бесконечно малый объем d3r газа, расположенный в точке с

радиусом&вектором 
�
r  в большой системе, представляющей идеальный газ

при постоянной температуре во внешних силовых полях. Число молекул в
выделенном объеме есть 

� 3( ) .n r d r  Поскольку объем невелик, в его пределах
плотность частиц можно считать постоянной. Это означает, что выполнено
условие справедливости распределения Максвелла. Тогда число молекул dN,
имеющих скорости от �

�  до � � ��
� �

,  имеет вид

�� �� � �� �
	 


� 2
0 3 3( )exp .

2
m

dN An r d d r
kT

(9.53)

Но концентрация молекул 
�

( )n r  зависит от расположения этого объема во
внешних силовых полях:

� �
� �� �

� 	

�
0( ) exp ,pE

n r n
kT (9.54)

где n0 — концентрация молекул в точке, где Ер = 0. Тогда

� �� �
� � �� 	


 �

2
0 3 3

/2
exp .рЕ m

dN A d d r
kT

(9.55)

Поскольку выражение

�� �
2

0

2р
m

Е Е (9.56)

представляет собой полную энергию частицы во внешнем потенциальном
силовом поле, мы приходим к обобщенному распределению Максвелла —
Больцмана по энергиям молекул:
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� ��
� ��

3 3

3 3

exp( / )
,

exp( / )

E kT d rd
dN N

E kT d rd
(9.57)

где N — полное число частиц в системе; dN — число частиц с координатами
между r и (r + dr) и (одновременно) со скоростями между �

�
 и � � �

� �
.d  Интег*

рал в знаменателе обеспечивает выполнение очевидного равенства

�� .dN N

Для многоатомных молекул энергия в функции распределения будет
иметь сложный вид. Если учесть сложную структуру молекулы, т. е. нали*
чие у нее не только поступательных, но и вращательных и колебательных
степеней свободы, то полная энергия молекулы представится в виде суммы
кинетической Еk и потенциальной Ер энергий, а кинетическая энергия, в свою
очередь, складывается из поступательной, вращательной и колебательной
частей:

E = Ek + Ep;

Ek = Ek пост + Ek вр + Еk кол. (9.58)

Электронные степени свободы возбуждаются лишь при очень высоких
температурах, и мы их здесь не учитываем. Например, двухатомная молеку*
ла (скажем, Н2) имеет 6 степеней свободы: 3 поступательных, 2 вращатель*
ных и 1 колебательную, которым соответствуют энергии:

υυ υ υ= = + +
22 2 2

00 0 0
пост ;

2 2 2 2
ух z

k

mm m m
Е

(9.59)

ωωω= = +
222

вр ;
2 2 2

ух
k

IIIЕ (9.60)

=
2

кол ,
2k

kхЕ (9.61)

где k — коэффициент, характеризующий упругую связь между атомами двух*
атомной молекулы; х — смещение атомов от равновесного положения. Рас*
пределение Максвелла — Больцмана для многоатомных молекул записыва*
ется в том же виде (9.57), где полная энергия Е дается выражением (9.58).

9.4.
СРЕДНЕЕ ЧИСЛО СТОЛКНОВЕНИЙ

И СРЕДНЯЯ ДЛИНА
СВОБОДНОГО ПРОБЕГА МОЛЕКУЛ

Молекулы газа, находясь в состоянии хаотического движения, непре*
рывно сталкиваются друг с другом. Между этими последовательными столк*
новениями молекулы проходят некоторый путь l, который называется дли*
ной свободного пробeгa. В общем случае длина пути между последователь*
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ными столкновениями различна, но
так как мы имеем дело с огромным
числом молекул и они находятся в бес'
порядочном движении, то можно гово'
рить о средней длине свободного про'
бега молекул �l�.

Минимальное расстояние, на ко'
торое сближаются при столкновении
центры двух молекул, называется эф'
фективным диаметром молекулы d
(рис. 9.14).

Он зависит от скорости сталкиваю'
щихся молекул, т. е. от температуры
газа. Так как за 1 с молекула прохо'
дит в среднем путь, равный средней
арифметической скорости ���, и если
�z� — среднее число столкновений, ис'
пытываемых одной молекулой газа за
1 с, то средняя длина свободного про'
бега

���� � �
� �

.l
z

Для определения �z� представим себе молекулу в виде шарика диаметром
d, которая движется среди других «застывших» молекул.

Эта молекула столкнется только c теми молекулами, центры которых
находятся на расстояниях, равных или меньших d, т. е. лежат внутри «ло'
маного» цилиндра радиусом d (pис. 9.15).

Среднее число столкновений за 1 с равно числу молекул в объеме «лома'
ного» цилиндра:

�z� = n�,

где n — концентрация молекул; � = 	d2��� (где ��� — средняя скорость моле'
кулы или путь, пройденный ею за 1 с).

Таким образом, среднее число столкновений:

�z� = n	d2���.

Расчеты показывают, что при учете движения других молекул

� � � � ���22 .z d n

Тогда средняя длина свободного пробега:

� � �
� 2

1 ,
2

l
d n

(9.62)

т. е. �l� обратно пропорциональна концентрации молекул.

Рис. 9.14

Рис. 9.15
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9.5.
ЯВЛЕНИЯ ПЕРЕНОСА

В ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИ НЕРАВНОВЕСНЫХ
СИСТЕМАХ

В термодинамически неравновесных системах возникают особые необра'
тимые процессы, называемые явлениями переноса, в результате которых
происходит пространственный перенос энергии, массы, импульса. К явле'
ниям переноса относятся теплопроводность (обусловлена переносом энергии),
диффузия (обусловлена переносом массы) и внутреннее трение (обусловлено
переносом импульса). Для простоты ограничимся одномерными явлениями
переноса. Систему отсчета будем выбирать так, чтобы ось Ox была ориенти'
рована в направлении переноса.

ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ

Если в одной области газа средняя кинетическая энергия молекул боль'
ше, чем в другой, то с течением времени вследствие постоянных столкнове'
ний молекул происходит процесс выравнивания средних кинетических энер'
гий молекул, т. е. выравнивание температур.

Перенос энергии в форме теплоты подчиняется закону Фурье:

� �� ,E
dTj
dx

(9.63)

где jE — плотность теплового потока — величина, определяемая энергией,
переносимой в форме теплоты в единицу времени через единичную площад'

ку, перпендикулярную оси Ox, ��
�

;E
Qj

S t
� — коэффициент теплопроводнос'

ти; —dT
dx

 градиент температуры, равный скорости изменения температуры

на единицу длины х в направлении нормали к этой площадке.
Знак «–» показывает, что при теплопроводности энергия переносится в

направлении убывания температуры (поэтому знаки jE и 
dT
dx

 противополож'

ны). Коэффициент теплопроводности � численно равен плотности теплового
потока при градиенте температуры равном единице. В системе СИ � измеря'
ется в Вт/(м�К).

Можно показать, что

� � ����� �1 ,
3 Vс l (9.64)

где сV — удельная теплоемкость газа при постоянном объеме; � — плотность
газа; ��� — средняя скорость теплового движения молекул; �l� — средняя дли'
на свободного пробега.

ДИФФУЗИЯ

Явление диффузии заключается в том, что происходит самопроизволь'
ное проникновение и перемешивание частиц двух соприкасающихся газов,
жидкостей и даже твердых тел; диффузия сводится к обмену масс частиц
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этих тел, возникает и продолжается, пока существует градиент плотности.
Во время становления молекулярно(кинетической теории по вопросу диф(
фузии возникли противоречия. Так как молекулы движутся с огромными
скоростями, диффузия должна происходить очень быстро. Если же открыть
в комнате сосуд с пахучим веществом, то запах распространяется очень мед(
ленно. Однако противоречия здесь нет. Молекулы при атмосферном давле(
нии обладают малой длиной свободного пробега и, сталкиваясь с другими
молекулами, в основном «стоят» на месте.

Явление диффузии для химически однородного газа подчиняется закону
Фика:

�� �m
d

j D
dx

, (9.65)

где jm — плотность потока массы — величина, определяемая массой веще(
ства, диффундирующего в единицу времени через единичную площадку, пер(

пендикулярную оси Ox, ��
� �

;m
Mj

S t
 D — коэффициент диффузии; 

�
—

d
dx

 гра(

диент плотности на единицу длины x в направлении нормали к этой площад(
ке. Знак «–» показывает, что перенос массы происходит в направлении

убывания плотности (поэтому знаки jm и 
�d

dx
 противоположны).

Коэффициент диффузии D численно равен плотности потока массы при
градиенте плотности, равном единице. Согласно кинетической теории газов:

� ���� �1 .
3

D l (9.66)

Коэффициент диффузии измеряется в системе СИ в м2/с.

ВНУТРЕННЕЕ ТРЕНИЕ
(ВЯЗКОСТЬ)

Механизм возникновения внутреннего трения между параллельными
слоями газа (жидкости), движущимися с различными скоростями, заключа(
ется в том, что из(за хаотического теплового движения происходит обмен
молекулами между слоями, в результате чего импульс слоя, движущегося
быстрее, уменьшается, движущегося медленнее — увеличивается, что при(
водит к торможению слоя, движущегося быстрее, и ускорению слоя, движу(
щегося медленнее.

Сила внутреннего трения между двумя слоями газа (жидкости) подчиня(
ется закону Ньютона:

�� � ,dF S
dx (9.67)

где � — коэффициент динамической вязкости (вязкость); 
� —d

dx
 градиент

скорости, показывающий быстроту изменения скорости в направлении х,
перпендикулярном направлению движения слоев; S — площадь, на которую
действует сила F.

Взаимодействие двух слоев согласно второму закону Ньютона можно рас(
сматривать как процесс, при котором от одного слоя к другому в единицу
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времени передается импульс, по модулю равный действующей силе. Тогда
выражение (9.67) можно представить в виде

�� �� ,p
dj
dx

(9.68)

где jp — плотность потока импульса — величина, определяемая полным им0
пульсом, переносимым в единицу времени в положительном направлении
оси Ox через единичную площадку, перпендикулярную оси Ox; � — динами0

ческая вязкость; 
� —d

dx
 градиент скорости. Знак «–» указывает, что импульс

переносится в направлении убывания скорости (поэтому знаки jp и 
�d

dx
 про0

тивоположны).
Динамическая вязкость � численно равна плотности потока импульса

при градиенте скорости равном единице; она вычисляется по формуле

� � ����� �1 .
3

l (9.69)

В системе СИ единицей коэффициента вязкости является Па�с.
Из сопоставления формул (9.65), (9.66) и (9.68), описывающих явления

переноса, следует, что закономерности всех явлений переноса сходны между
собой. Эти законы были установлены задолго до того, как они были обосно0
ваны и выведены из молекулярно0кинетической теории, позволившей уста0
новить, что внешнее сходство их математических выражений обусловлено
общностью лежащего в основе явлений теплопроводности, диффузии и внут0
реннего трения молекулярного механизма перемешивания молекул в про0
цессе их хаотического движения и столкновений друг с другом.

Рассмотренные законы Фурье, Фика и Ньютона не вскрывают молеку0
лярно0кинетического смысла коэффициентов �, D и �. Выражения для коэф0
фициентов переноса выводятся из кинетической теории. Они записаны без
выводов, так как строгое рассмотрение явлений переноса довольно громозд0
ко, а качественное не имеет смысла. Формулы связывают коэффициенты
переноса и характеристики теплового движения молекул. Из этих формул
вытекают простые зависимости между �, D и �:

� = �D,     �/(�cV) = 1. (9.70)

Используя эти формулы, можно по найденным из опыта одним величи0
нам определить другие.

9.6.
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ

1. Количество вещества:

ν = ν =
μ A

или ,
N

m N

где N — число структурных элементов (молекул, атомов, ионов и т. д.); NA —
число Авогадро; � — молярная масса.
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2. Уравнение состояния идеальных газов (уравнение Менделеева — Кла$
пейрона):

�
�

,mpV RT

где m — масса газа; � — молярная масса газа; R — универсальная газовая
постоянная; Т — термодинамическая температура.

3. Закон Дальтона:

p = p1 + p2 + p3 + ... + pn,

где p — давление смеси газов; pi — парциальное давление i$го компонента
смеси; n — число компонентов смеси.

4. Молярная масса смеси газов:

� � �� �
� � � � � �

1 2

1 2

...
.

...
n

n

m m m

5. Концентрация частиц (атомов, молекул и т. п.) однородной системы:

�� �
�

A
0

N
,Nn

V

где � = m/V — плотность вещества; V — объем системы.
6. Основное уравнение молекулярно$кинетической теории идеального

газа:

� �2
0 0 кв

1 ,
3

p n m

где p — давление газа; m0 — масса одной молекулы газа (m0 = �/NA); n0 —
концентрация молекул; �2

кв — среднее значение квадратов скоростей моле$
кул, т. е.

� � � � � �
� �

�� � � �

2 2 2
1 22

кв

2
кв2

0 0 кв 0 0 0

...
.

1 2 2 ,
3 3 2 3

N

k

N

p n m n m n E

где —kE  средняя кинетическая энергия поступательного движения моле$
кулы:

� 3 ,
2kE kT

где k = R/NA — постоянная Больцмана (k = 1,38�10–23 Дж/К).
7. Основное уравнение молекулярно$кинетической теории можно запи$

сать в виде

p = n0kT.

8. Средняя квадратичная скорость молекул:

υ = υ =
μ μ

A
кв кв

A

3 N 3или .
N
RT RT
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9. Средняя арифметическая скорость молекул:

υ = υ =
π πμ0

8 8или .kT RT
m

10. Наиболее вероятная скорость молекул:

υ = υ =
μв в

0

2 2или ,kT RT
m

где m0 — масса одной молекулы.
11. Функции распределения Максвелла f(�):

�� �� �� � � � � � � � �	 
 	 

�� � � �

3/2 2
0 02 2( ) 4 ( ) 4 exp .

2 2
m m

f n
kT kT

12. Распределение Больцмана:

� �
� �� �

� 	
0 exp ,р

B

Е
n n

k T

где n — концентрация частиц с потенциальной энергией Ер.
13. Обобщенное распределение по энергиям молекул Максвелла — Больц=

мана:
� ��
� ��

3 3

3 3

exp( / )
,

exp( / )

E k T d rd
dN N

E kT d rd

где N — полное число частиц в системе; dN — число частиц с координатами
между r r + dr и (одновременно) со скоростями между �

�  и � � �
� �

.d
14. Средняя длина свободного пробега молекул:

���� � � �
� � � 2

1 ,
2

l
z d n

где 
z� — среднее число столкновений, испытываемых одной молекулой газа
за 1 с, d — эффективный диаметр молекулы.

15. Закон теплопроводности Фурье:

� �� ,E
dTj
dx

где jE — плотность теплового потока — величина, определяемая энергией,
переносимой в форме теплоты в единицу времени через единичную площад=

ку, перпендикулярную оси Ox; � — коэффициент теплопроводности; —dT
dx

градиент температуры, равный скорости изменения температуры на едини=
цу длины x в направлении нормали к этой площадке.

16. Коэффициент теплопроводности:

� � ����� �1 .
3 vс l

17. Закон диффузии Фика для химически однородного газа:

�� � ,m
d

j D
dx
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где jm — плотность потока массы — величина, определяемая массой веще'
ства, диффундирующего в единицу времени через единичную площадку, пер'

пендикулярную оси Ox; D — коэффициент диффузии; 
�

—
d
dx

 градиент плот'

ности на единицу длины x в направлении нормали к этой площадке.
18. Коэффициент диффузии:

� ���� �1 .
3

D l

19. Закон Ньютона для внутреннего трения (вязкости):

�� � ,dF S
dx

где � — коэффициент динамической вязкости; 
�d

dx
 — градиент скорости,

показывающий быстроту изменения скорости в направлении х, перпендику'
лярном направлению движения слоев; S — площадь, на которую действует
сила F.

20. Динамическая вязкость:

� � ����� �1 .
3

l

9.7.
ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 1. Два сферических баллона с воздухом, имеющие объем V0 = 1 л
каждый, соединены трубкой диаметром d = 6 мм и длиной l = 1 м. В трубке
находится капелька ртути, которая при 0�С располагается посередине труб'
ки. На какое расстояние передвинется капелька ртути, если баллон 1 нагре'
вается на 2�С, а баллон 2 охлаждается на 1�С? Расширением пренебречь.

Дано:
V0 = 1 л = 10–3 м3;
d = 6 мм = 6 � 10–3 м;
l = 1 м;
T1 = 275 К;
T2 = 272 К.

x — ?

Решение
Капелька ртути будет передвигаться

при изменении температуры в баллонах до
тех пор, пока давление воздуха с обеих сто'
рон не станет одинаковым.

Массы газа в баллонах одинаковы и не'
изменны. По закону Гей'Люссака (p = const):

�1 2

1 2
.

V V
T T

(1)
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Общий объем воздуха в баллонах и трубке:

�� � �
2

1 2 02 .
4
d lV V V (2)

Решая совместно уравнения (1) и (2), найдем

�

�

��
� � �

�
��

� � �
�

2

0
3 3

1 1
1 2

2

0
3 3

2 2
1 2

2
4 1,02 10 м ;

2
4 1,008 10 м .

d lV
V T

T T

d lV
V T

T T

Изменение объема каждого баллона:

�V = (V1 – V2)/2 = 6 см3.

Расстояние, на которое передвинется капелька вправо:

x = �V/S = 0,21 м = 21 см,

где S = �d2/4 = 28 мм2 = 28�10–2 см2 — площадь сечения трубки.
Ответ: x = 21 см.
Задача 2. В трубке, закрытой с одного конца, столбик воздуха заперт столA

биком ртути, имеющим длину h = 19 см. Если трубка расположена вертиA
кально открытым концом вниз, длина столбика воздуха l1 = 10 см, а если
перевернуть открытым концом вверх, длина столбика воздуха l2 = 6 см. НайA
ти атмосферное давление.
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Дано:
h = 19 см;
l1 = 10 см;
l2 = 6 см.

ра — ?

По закону Бойля — Мариотта (T = const) для столбика воздуха в трубке
можно записать:

р1V1 = р2V2 или р1l1S = р2l2S.

C учетом (1) и (2) последнее выражение примет вид

(ра – h)l1 = (ра + h)l2,

отсюда

�� � �
�

1 2 5
a

1 2

( ) 16=190 =760 мм рт.ст. 1,013 10 Па.
( ) 4
l l

p h
l l

Ответ: ра = 760 мм рт. ст. = 1,013�105 Па.
Задача 3. Объем воздуха в комнате 100 м3. Какова масса вышедшего из

него воздуха при повышении температуры от 10 до 25�С, если атмосферное
давление 102 кПа?

Дано:
V1 = 100 м3;
T1 = 283 К;
T2 = 298 К;
Р1 = 102 кПа = 1,02�10–5 Па.

�m — ?

Отсюда

� � � � �� �� � � � � � � �� 	

 �

1 1 2 2 1 1 1 1 1 2
1 2

1 2 1 2 1 2

( )1 1 ,
p V p V p V p V T T

m m m
RT RT R T T RT T

где 	 = 29�10–3 кг/моль (для воздуха).
Подставив числовые данные, получим �m = 6,35 кг.
Ответ: �m = 6,35 кг.
Задача 4. Имеются два сосуда вместимостью 3 и 4 л. В первом сосуде наG

ходится газ под давлением 202 кПа, во втором — 101 кПа. Под каким давлеG
нием будет находиться газ, если сосуды соединить между собой? Считать,
что температура в сосудах одинакова и постоянна.

Решение
В первом случае давление воздуха внутри трубки:

р1 = ра – h. (1)

Во втором случае:

p2 = ра + h. (2)

Решение
При повышении температуры

воздуха в комнате его объем и давG
ление не изменяются. При темпеG
ратуре Т1 и Т2 уравнения МенделеG
ева — Клапейрона для воздуха в
комнате имеют вид:

p1V1 = (m1/	)RT1,

p2V2 = (m2/	)RT2,

p1 = p2, V1 = V2.
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Дано:
V1 = 3 л = 3�10–3 м3;
V2 = 4 л = 4�10–3 м3;
р1 = 2,02�105 Па;
р2 = 1,01�105 Па.

р — ?

Подставляя уравнение (2) в (1), получим

� �
� �
1 1 2 2

1 2 1 2
.

p V p V
p

V V V V

Подставив числовые данные, рассчитаем давление р � 1,44�105 Па.
Ответ: р � 1,44�105 Па.
Задача 5. Некоторое количество водорода находится при температуре

T1 = 200 К и давлении p1 = 400 Па. Газ нагрели до температуры T2 = 10 000 К,
при которой молекулы водорода практически распадаются на атомы. Опре6
делить давление газа p2 при этой температуре, если его объем и масса оста6
лись без изменения.

Дано:
Т1 = 200 К;
p1 = 400 Па;
T2 = 104 К.

р2 — ?

Следовательно, давление газа при температуре Т2:

p2 = kT2n02 = kT22n01.

Разделив р2 на р1, получим

�2 2

1 1

2
,

p T
p T

отсюда
� � �2 4

2 1
1

2
4 10 Па.

T
p p

T
Ответ: p2 = 4�104 Па.
Задача 6. Определить давление идеального газа, если средняя квадра6

тичная скорость его молекул равна 300 м/с, а плотность 1,3 кг/м3.
Дано:
� = 1,3 кг/м3;
� �кв 300 м/с.

p — ?

Решение
По закону Дальтона

р = р3 + р4, (1)

где р3 и р4 — парциальные давления газов
после соединения сосудов.

По закону Бойля — Мариотта (T = const):

р1V1 = р3(V1 + V2), (2)

р2V2 = р4(V1 + V2).

Решение
При температуре T1 давление газа

p1 = kT1n01,

где n01 — концентрация молекул водорода Н2.
При температуре Т2 число атомов в единице

объема в 2 раза больше, так как из каждой молеку6
лы водорода образуются две частицы (атома):

Н2 � Н + Н.

Решение
Запишем основное уравнение молекулярно6

кинетической теории:

� �2
0 0 кв

1 .
3

p n m
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В этом уравнении n0m0 — это масса газа, содержащегося в единице объе'
ма, т. е. плотность газа �. Поэтому давление газа

� ��2
кв

1 .
3

p

Подставив данные, получим

� � � � � �4 41 1,3 9 10 4 10 Па.
3

p

Ответ: p = 4�104 Па.
Задача 7. Под каким давлением находится в баллоне водород, если ем'

кость баллона 10 л, а кинетическая энергия поступательного движения мо'
лекул водорода равна 7,5�103 Дж?

Дано:
V = 10 л = 10–2 м3;
Еk = 7,5�103 Дж.

p — ?

где n0�k — средняя кинетическая энергия поступательного движения моле'
кул водорода, содержащихся в единице объема.

Подставив (2) в (1), получим, что давление газа

�
�� � � � � �

3
5

2

7,5 102 2 5 10 Па.
3 3 10

kE
p

V

Ответ: p = 5�105 Па.
Задача 8. Определить количество вещества � и число N молекул кислоро'

да массой m = 0,5 кг.
Дано:
m = 0,5 кг;
� = 0,032 кг/моль.

� — ?
N — ?
Поэтому

� = 0,5/0,032 = 15,63 моль.

Число молекул в � количестве молей равно

N = NA � �,

где NA — число Авогадро.
Тогда

N = NA � � = 6,023�1023 � 15,63 = 9,4�1024 молекул.

Ответ: � = 15,63 моль; N = 9,4�1024 молекул.

Решение
Давление газа:

� 0
2 .
3 kp n E (1)

Также

� �0 ,k
k

E
n

V
(2)

Решение
Количество молей в массе вещества m

равно
� �

	
,m

где � — молярная масса вещества.
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Задача 9. Сколько атомов содержится в ртути:
1) количеством вещества � = 0,2 моль;
2) массой m = 1 г?
Дано:
1) � = 0,2 моль;
2) m = 1 г;
� = 0,2006 кг/моль;

N1 — ?
N2 — ?

2. Количество молей в массе вещества m равно

� �
�

,m

где � — молярная масса вещества.
Число молекул в � количестве молей равно

N = NA � �,

где NA — число Авогадро.
Тогда

N2 = NA � � = NA � (m/�) = 6,023�1023 � (0,001/0,2006) = 3�1021 атомов.

Ответ: N1 = 1,2�1023 атомов; N2 = 3�1021 атомов.
Задача 10. Вода при температуре t = 4�C занимает объем V = 1 см3. Опре9

делить количество вещества � и число N молекул воды.
Дано:
� = 0,018 кг/моль;
t = 4�C;
V = 1 см3 = 10–6 м3.

� — ?
N — ?
Масса воды равна

m = 	 � V,

где 	 = 1000 кг/м3 — плотность воды; V — объем.
Тогда

��� 

�

.
V

Подставляем числа (переводя одновременно все величины в систему СИ):

��� � �
61000 10 0,056 моль.

0,018

Решение
1. Число атомов в � количестве молей

равно
N = NA � �,

где NA — число Авогадро.
Тогда

N1 = NA � � = 6,023�1023 � 0,2 =
= 1,2�1023 атомов.

Решение
Количество молей в массе вещества m

равно

� �
�

,m

где � — молярная масса вещества.
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Число молекул в � количестве молей равно

N = NA � �,

где NA = 6,023�1023 моль–1 — число Авогадро.
Тогда

N = NA � � = 6,023�1023 � 0,056 = 3,4 � 1022 молекул.

Ответ: � = 0,056 моль; N = 3,4 � 1022 молекул.
Задача 11. Найти молярную массу � и массу m0 одной молекулы поварен*

ной соли.
Дано:
NaCl.

� — ?
m0 — ?

Число молекул в 1 моле вещества равно

NA = 6,023�1023 моль–1.

Тогда масса одной молекулы

�
�� �� � � � � �

� �

3
26 *27

0 23
A

58,8 10 9,8 10 кг 10 кг.
N 1 6,023 10

mm
N

Ответ: m0 � 10–27 кг.
Задача 12. Определить массу одной молекулы углекислого газа.
Дано:
СО2.

m0 — ?

Число молекул в 1 моле вещества равно NA = 6,023�1023 моль–1.
Тогда масса одной молекулы

�
�� �� � � � �

� �

3
26

0 23
A

44 10 7,3 10 кг.
N 1 6,023 10

mm
N

Ответ: m0 = 7,3 � 10–26 кг.
Задача 13. Определить концентрацию n молекул кислорода, нахо*

дящегося в сосуде объемом V = 2 л. Количество вещества кислорода � =
= 0,2 моль.

Решение
Одна молекула соли состоит из одного атома Na и

одного атома Cl. Молярная масса натрия �(Na) = 23�10–3

кг/моль, а хлора �(Cl) = 35,5�10–3 кг/моль.
Тогда молярная масса молекулы

� = �(Na) + �(Cl) = (23 + 35,5)�10–3кг/моль =
= 58,5�10–3 кг/моль,

т. е. масса одного моля соли � = 58,5 � 10–3 кг/моль.

Решение
Одна молекула CO2 состоит из одного атома С и двух

атомов О. Молярная масса углерода �(С) = 12�10–3 кг/
моль, а кислорода �(О) = 16�10–3 кг/моль. Тогда моляр*
ная масса углерода

� = �(С) + �(О) = (12 + 32) � 10–3 кг/моль =
= 44�10–3 кг/моль.
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Дано:
V = 2 л;
� = 0,2 моль.

n — ?
Тогда концентрация равна

�
�

�� � �� � � � �
�

23
A 25 3

3

N 6,023 10 0,2 6,023 10 м .
2 10

Nn
V V

Ответ: n = 6,023 � 1025 м–3.
Задача 14. Определить количество вещества � водорода, заполняющего

сосуд объемом V = 3 л, если концентрация молекул газа в сосуде n = 2 � 1018 м–3.
Дано:
V = 3 л = 3�10–3 м3;
n = 2�1018 м–3.

� — ?
Тогда концентрация равна

��� � AN
.Nn

V V

Отсюда искомая величина

�
�� � � �� � � �

�

18 3
8

23
A

2 10 3 10 10 .
N 6,023 10
n V

Ответ: � � 10–8 моль.
Задача 15. В баллоне объемом V = 3 л содержится кислород массой m = 10 г.

Определить концентрацию n молекул газа.
Дано:
V = 3 л = 3�10–3 м3;
m = 10 г = 10–2 кг;
� = 0,032 кг/моль.

n — ?

где m — масса газа; � — молярная масса.
Тогда концентрация равна

�� �� � �
�	

A AN N
.

mNn
V V V

Подставляем числа (переводя одновременно все величины в систему СИ):

�
�

� �� � �
�

23
25 3

3

6,023 10 0,01 6,27 10 м .
3 10

n

Ответ: n = 6,27 � 1025 м–3.

Решение
Число атомов в � количестве молей равно

N = NA � �,

где NA = 6,023 � 1023 моль–1.

Решение
Число атомов в � количестве молей равно

N = NA � �,

где NA = 6,023�1023 моль–1.

Решение
Число атомов в � количестве молей равно

N = NA � �,

где NA = 6,023�1023 моль–1.
По определению

� = m/�,
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Задача 16. В баллоне находится газ при температуре Т1 = 400 К. До ка&
кой температуры Т2 надо нагреть газ, чтобы его давление увеличилось в 1,5
раза?

Дано:
Т1 = 400 К;
p2/p1 = 1,5.

T2 — ?

где p — давление; � — молярная масса газа; V — объем газа (баллона); Т —
температура газа, R = 8,31 Дж/(моль�К) — молярная газовая постоянная.

Поэтому

� � � �
� �1 1 1 2 2 2и .m mp V RT p V RT (2)

Поделим уравнение (1) на (2) и получим

� �
�

1 1 1

2 2 2
.

p V T
p V T

Так как V1 = V2, то

�1 1

2 2
,

p T
p T

откуда искомая температура равна

� � � �1
2 1

2
1,5 400 К 600 К.

p
T T

p

Ответ: Т2 = 600 К.
Задача 17. Баллон вместимостью V = 20 л заполнен азотом при темпера&

туре Т = 400 К. Когда часть газа израсходовали, давление в баллоне понизи&
лось на �р = 200 кПа. Определить массу m израсходованного газа. Процесс
считать изотермическим.

Дано:
� (N2) = 0,028 кг/моль;
V1 = V2 = V = 20 л = 2 � 10–2 м3;
�р = 200 кПа = 2 � 105 Па;
Т1 = Т2 = Т = 400 К.

�m — ?

В первом случае

�
�

1
1 1,

m
p V RT

Решение
Так как баллон несжимаемый, то V1 = V2 и про&

цесс изохорный.
Воспользуемся уравнением Менделеева — Кла&

пейрона

�
�

,mpV RT (1)

Решение
Воспользуемся уравнением

Менделеева — Клапейрона

�
�

,mpV RT

где p — давление; V — объем со&
суда; Т — температура газа; R =
= 8,31 Дж/(моль�К) — молярная
газовая постоянная.
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откуда
� ��� 1

1
1

.
p V

m
RT

Во втором случае

�
�

2
2 2,

m
p V RT

откуда
� ��� 2

2
2

.
p V

m
RT

Тогда искомая разница

� �� � ��� � � � �1 2
1 2

1 2
.

p V p V
m m m

RT RT

Так как температуры равны, то

� � �� � � ��� � �1 2( )
.

p p V p V
m

RT RT

Подставляем числа:

�� � � �� � � �
�

5 22 10 2 10 0,028 0,034 кг 34 г.
8,31 400

m

Ответ: �m = 34 г.
Задача 18. В баллоне вместимостью V = 15 л находится аргон под давле9

нием р1 = 600 кПа и при температуре Т1 = 300 К. Когда из баллона было взя9
то некоторое количество газа, давление в баллоне понизилось до р2 = 400 кПа,
а температура установилась Т2 = 260 К. Определить массу �m аргона, взято9
го из баллона.

Дано:
� (Ar) = 0,040 кг/моль;
V1 = V2 = V = 15 л = 15	10–3 м3;
р1 = 600 кПа = 6	105 Па;
р2 = 400 кПа = 4	105 Па;
Т1 = 300 К;
Т2 = 260 К.

�m — ?

В первом случае

�
�

1
1 1,

m
p V RT

откуда
� ��� 1

1
1

.
p V

m
RT

Во втором случае

�
�

2
2 2,

m
p V RT

Решение
Воспользуемся уравнением

Менделеева — Клапейрона

�
�

,mpV RT

где p — давление; V — объем со9
суда; Т — температура газа; R =
= 8,31 Дж/(моль	К) — молярная
газовая постоянная.
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откуда
� ��� 2

2
2

.
p V

m
RT

Тогда искомая разница
� �� � ��� � � � �1 2

1 2
1 2

.
p V p V

m m m
RT RT

Упрощаем:

��� �� � � �	 

� �

1 2

1 2
.

p p V
m

T T R

Подставляем числа:

�� �� �� �� � � � � �� 	

 �

35 5 15 10 0,046 10 4 10 0,033 кг 33 г.
300 260 8,31

m

Ответ: �m = 33 г.
Задача 19. Два сосуда одинакового объема содержат кислород. В одном

сосуде давление р1 = 2 МПа и температура Т1 = 800 К, в другом — р2 = 2,5 МПа,
Т2 = 200 К. Сосуды соединили трубкой и охладили находящийся в них кис>
лород до температуры Т = 200 К. Определить устоявшееся в сосудах давле>
ние р.

Дано:
� (O2)= 0,032 кг/моль;
V1 = V2;
V = 2V1;
р1 = 2 МПа;
р2 = 2,5 МПа;
Т1 = 800 К;
Т2 = 200 К.

р — ?
В первом случае

�
�

1
1 1,

m
p V RT

откуда
� ��� 1

1
1

.
p V

m
RT

Во втором случае

�
�

2
2 2,

m
p V RT

откуда

� ��� 2
2

2
.

p V
m

RT

Тогда суммарная масса газа после объединения газов равна

� �� � ��� � � �
� �

1 1 2 2
1 2

1 2
.

p V p V
m m m

R T R T

Решение
Воспользуемся уравнением Менде>

леева — Клапейрона

�
�

,mpV RT

где p — давление; V — объем сосуда;
Т — температура газа; R = 8,31 Дж/
(моль	К) — молярная газовая посто>
янная.
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А так как V1 = V2, то

��� �� � �� 	

 �

1 2 1

1 2
.

p p V
m

T T R

Из уравнения Менделеева — Клапейрона pV = (m/�)RT находим искомое
давление:

�� � �� � � � � �� � � � � � � � � � �� 	 � 	 � 	� �� � �
 � 
 � 
 �
1 2 1 1 2 1 21

1 2 1 2 1 1 2
.

2 2
p p V RT p p p pV Tm RT Tp

V T T R V T T V T T

Подставляем числа (переводя одновременно все величины в систему СИ):

�� ��� � � � � �� 	

 �

66
62,5 102 10 200 1,5 10 Па 1,5 МПа.

800 200 2
p

Ответ: р = 1,5 МПа.
Задача 20. Вычислить плотность � азота, находящегося в баллоне под

давлением р = 2 МПа и имеющего температуру Т = 400 К.
Дано:
р = 2 МПа = 2
106 Па;
� (N2) = 0,028 кг/моль;
Т = 400 К.

� — ?
где p — давление азота; V — объем сосуда; Т — температура газа; R = 8,31 Дж/
(моль
К) — молярная газовая постоянная.

Откуда

�� .
pm

V RT

Нам известно, что плотность � = (m/V), поэтому

�� � � .
pm

V RT

Подставляем числа (переводя одновременно все величины в систему СИ):

� �� � �
�

6
32 10 0,028 16,8 кг/м .

8,31 400

Ответ: � = 16,8 кг/м3.
Задача 21. Определить относительную молекулярную массу � газа, если

при температуре Т = 154 К и давлении р = 2,8 МПа он имеет плотность
� = 6,1 кг/м3.

Дано:
Т = 154 К;
р = 2,8 МПа = 2,8
106 Па;
� = 6,1 кг/м3.

� — ?

Решение
Воспользуемся уравнением МенделеD

ева — Клапейрона

�
�

,mpV RT

Решение
Воспользуемся уравнением МендеD

леева — Клапейрона

�
�

,mpV RT
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где p — давление азота; V — объем сосуда; Т — температура газа; R = 8,31
Дж/(моль�К) — молярная газовая постоянная.

Отсюда
�� .

pm
V RT

Нам известно, что плотность � = (m/V), поэтому

�� � � .
pm

V RT
Отсюда искомая величина:

��� � .
RT
p

Подставив числовые данные, получим

� �� � � �
� 6

6,1 8,31 154 0,0028 кг/моль 2,8 г/моль.
2,8 10

Ответ: � = 2,8 г/моль.
Задача 22. На рисунке представлен график функции распределения молеA

кул идеального газа по скоростям (распределение Максвелла), где � �
�

( ) —dNf
Nd

доля молекул, скорости которых заключены в интервале скоростей от 	 до
	 + d	 в расчете на единицу этого интервала.

Выбрать верное утверждение.
1) При понижении температуры площадь под кривой уменьшается;
2) при понижении температуры максимум кривой смещается влево;
3) при понижении температуры величина максимума уменьшается.
Решение
1. Полная вероятность равна

�

� � ��
0

( ) 1,f d

т. е. площадь, ограниченная кривой распределения Максвелла, равна единице
и при изменении температуры не изменяется. Первое утверждение неверно.
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2. Из формулы наиболее вероятной скорости

� �вер
0

2 ,kT
m

при которой функция f(�) максимальна, следует, что при повышении темпе3
ратуры максимум функции сместится вправо. Второе утверждение верно.

3. При неизменной площади под кривой смещение максимума влево (при
понижении температуры) должно приводить к тому, что величина максиму3
ма функции будет возрастать. Третье утверждение неверно.

Ответ: 2.
Задача 23. Формула Больцмана

�
� 0

pW

kTn n e

характеризует распределение частиц, находящихся в состоянии хаотичес3
кого теплового движения, в потенциальном силовом поле, в частности рас3
пределение молекул по высоте в изотермической атмосфере. Соотнесите ри3
сунки и соответствующие им утверждения:

1) нормальное распределение молекул в однородном поле;
2) распределение при температуре, стремящейся в бесконечности;
3) распределение при температуре, равной абсолютному нулю;
4) инверсное «антибольцмановское» распределение.
Решение
1. Концентрация молекул в однородном поле силы тяжести убывает с

высотой по закону (нормальное распределение Больцмана на рисунке 9.16в)

�� �
� �0 0 ,

gz mgz
RT kTn n e n e

где n — концентрация молекул на высоте z; n0 — концентрация молекул на
высоте z0 = 0; � — молярная масса; m — масса молекулы; g — ускорение сво3
бодного падения; R — универсальная газовая постоянная; k — постоянная
Больцмана; T — температура.

Рис. 9.16
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Предельные случаи.
2. Если T � �, то n � n0 и молекулы равномерно распределяются по вы'

соте (рис. 9.16а).
3. Если T � 0, то n � 0 и молекулы располагаются на нулевом уровне

(рис. 9.16г).
4. Если число молекул, имеющих большую потенциальную энергию, уве'

личивается по экспоненциальному закону � 0 ,
pE

kTn n e  то такое распределение
можно назвать «антибольцмановским», или инверсным (рис. 9.16б).

Ответ: 1 — рис. 9.16в; 2 — рис. 9.16а; 3 — рис. 9.16г; 4 — рис. 9.16б.

9.8.
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО

РЕШЕНИЯ

1. В сосуде объемом V = 40 л находится кислород при температуре Т =
= 300 К. Когда часть кислорода израсходовали, давление в баллоне понизи'
лось на �р = 100 кПа. Определить массу �m израсходованного кислорода.
Процесс считать изотермическим.

Ответ: �m = 51 г.

2. В закрытом сосуде объемом 1 л содержится 12 кг кислорода. Найти
давление кислорода при температуре 15�С.

Ответ: р = 9�10–8 Па.

3. Объем пузырька воздуха по мере всплывания его со дна озера на поверх'
ность увеличивается в 3 раза. Какова глубина озера?

Ответ: h = 21 м.

4. Найти плотность кислорода при температуре 15�С и давлении 98 Па.
Ответ: � = 0,08 кг/м3.

5. Сколько молекул кислорода будет находиться в 1 см3 сосуда при 10�С,
если воздух в сосуде откачать до давления 1,33 мкПа?

Ответ: n0 = 3,4�108 см–3.

6. В трубке, закрытой с одного конца, столбик воздуха заперт столбиком
ртути, имеющим длину 216 мм. Когда трубка расположена горизонтально,
столбик воздуха имеет длину 307 мм. Найти длину столбика воздуха, если
трубку поставить вертикально открытым концом вверх. То же — вниз. Ат'
мосферное давление равно 0,97�105 Па.

Ответ: l1 = 238 мм; l2 = 432 мм.

7. Во сколько раз изменилось давление газа в баллоне, если вследствие
утечки масса газа уменьшилась на 20%, а средняя квадратичная скорость
движения молекул уменьшилась в 2 раза?

Ответ: уменьшилось в 5 раз.
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8. При какой плотности газа средняя квадратичная скорость молекул
одноатомного газа равна 400 м/с, а давление 3,2 � 104 Па?

Ответ: � = 0,6 кг/м3.

9. На V–T)диаграмме изображен процесс, который произошел с газом
при постоянном давлении и постоянном объеме. Как при этом изменилась
масса газа?

Ответ: масса уменьшилась в 2 раза.

10. На р–V)диаграмме изображен круговой процесс. В какой точке тем)
пература газа минимальна? В какой максимальна?

Ответ: Т2 — максимальная температура, Т4 — минимальная.

11. Состояние идеального газа изменилось в соответствии с графиком,
приведенным на рисунке. В состоянии 1 температура газа была Т0. Опреде)
лить температуру газа в состоянии 3.

Ответ: Т3 = 6Т0.
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12. Средняя плотность межзвездного газа — одна частица на 1 см3. Ка'
кую массу воды необходимо испарить, чтобы заменить частицы межзвездно'
го газа молекулами воды в сфере радиусом, равным радиусу орбиты Луны
R = 380 000 км?

Ответ: m = 7000 т.

13. Где больше атомов: в стакане воды или в стакане ртути? Молярная
масса воды и ртути: 18 г/моль и 200,6 г/моль соответственно.

Ответ: в стакане воды.

14. Сколько молекул содержится в 1 мм3 воздуха при давлении 10–10 Па
при температуре 27�С?

Ответ: N = 24.

15. При 0�С молекулы кислорода имеют среднюю скорость 460 м/с. Ка'
кова средняя скорость молекул азота при этой же температуре?

Ответ: � = 490 м/с.

16. Как изменяется давление идеального газа при увеличении средней
скорости его молекул на 20%?

Ответ: увеличивается на 44%.

17. Найдите среднюю скорость молекул газа, если, имея массу 6 кг, он
занимает объем 4,9 м3 при давлении 200 кПа.

Ответ: � = 700 м/с.

18. В пустой сосуд впустили N1 молекул газа с молярной массой �1 и N2

молекул газа с молярной массой �2. Найти молярную массу смеси.

Ответ: 
� � �� �

�
1 1 2 2

1 2
.

N N
N N

19. При сжатии объем газа уменьшился от 7 до 4 л. При этом его давление
возросло на 1,2 атм. Определить начальное давление газа, если T = const.

Ответ: p = 1,6 атм.

20. Из цилиндрической, запаянной с одного конца трубки частично отка'
чали воздух. При опускании ее открытым концом в ртуть последняя подня'
лась на высоту 68 см. До какого давления откачали трубку? Длина трубки
75 см, атмосферное давление 750 мм рт. ст.

Ответ: p = 870 Па.

21. В вертикальном цилиндре под поршнем площадью S находится � мо'
лей газа. При повышении температуры газа на 	T его объем увеличился на
	V. Найти массу поршня. Атмосферное давление pa, трения нет.

Ответ: � �� �� �
� a .S R Tm p

g V
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22. В вертикальном цилиндрическом сосуде под подвижным поршнем
находится 2 моля гелия и 1 моль молекулярного водорода. Температуру сме/
си увеличивают в 2 раза. При этом весь водород распадается на атомы. Во
сколько раз увеличивается объем газа под поршнем?

Ответ: в 8/3.

23. Тонкостенный стакан массой m кладут на поверхность воды дном вниз,
и он плавает, погрузившись в воду ровно наполовину. Какая часть стакана
будет высовываться из воды, если его положить на воду дном вверх? Пло/
щадь дна стакана равна S, атмосферное давление — pa.

Ответ: 
��
�

a1

a
.

2( )
p S mgV

V p S mg

9.9.
КОНТРОЛЬНЫЕ ТЕСТЫ

1. В изображенном на диаграмме V–T процессе 1–2 в идеальном газе дав/
ление газа...

1) увеличилось в 4 раза; 2) увеличилось в 2 раза;
3) не изменилось; 4) уменьшилось в 2 раза.

2. Сколько молей идеального газа находится в сосуде объемом V м3 при
концентрации молекул n м–3?

1) � �
A

;
N

nRV 2) � � AN
;

V
nR

3) � �
A

;
N
nV 4) � � .nV

R

3. В изображенном на диаграмме р–V процессе 1–2 в идеальном газе абсо/
лютная температура газа...
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1) увеличилась в 3 раза; 2) увеличилась в 2 раза;
3) не изменилась; 4) уменьшилась в 2 раза.

4. В баллоне находится идеальный газ. Когда часть газа выпустили, тем+
пература газа в баллоне уменьшилась в 3 раза, а давление уменьшилось в
4 раза. Какую часть газа (в %) выпустили?

1) 25%; 2) 50%; 3) 10%; 4) 30%.

5. Дан график зависимости объема идеального газа от температуры. По
этой зависимости построены графики в осях р–Т. Какой из них является
верным?

6. Давления трех состояний одной и той же массы идеального газа, обо+
значенных точками 1, 2 и 3 на диаграмме V–T, связаны между собой соотно+
шением...

1) p1 > p2 > p3; 2) p1 < p2 < p3;
3) p3 > p1 > p2; 4) p3 < p1 < p2.
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7. На рисунке показаны две изохоры для газа одной и той же массы. Углы
наклона изохор к оси абсцисс равны �1 и �2. Как относятся объемы газа?

1)
��
�

2 1

1 2

sin
;

sin
V
V

2)
��
�

2 1

1 2

cos
;

cos
V
V

3)
��
�

2 2

1 1

tg
;

tg
V
V

4)
��
�

2 1

1 2

tg
.

tg
V
V

8. Если температура идеального газа в состоянии 1 была 300 К, то после
осуществления процесса 1–2, изображенного на диаграмме р–V, температу:
ра газа оказалась равной...

1) 150 К; 2) 300 К; 3) 600 К; 4) 1200 К.

9. В изображенном на диаграмме р–Т процессе 1–2 в идеальном газе объем
газа...
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1) увеличится в 2 раза; 2) не изменится;
3) уменьшится в 2 раза; 4) уменьшится в 3 раза.

10. Если температура идеального газа в состоянии 1 была Т0, то после
осуществления процесса 1–2–3, изображенного на диаграмме р–V, темпера-
тура газа в состоянии 3 оказалась равной...

1) 12Т0; 2) 9Т0; 3) 6Т0; 4) 4Т0.

11. В изображенном на диаграмме V–T процессе 1–2 в идеальном газе
давление газа...

1) возросло в 3 раза; 2) возросло в 2 раза;
3) не изменилось; 4) уменьшилось в 2 раза.

12. Плотность идеального газа в некотором состоянии может быть выра-
жена через параметры состояния следующим образом...

1) � �
�

;RT
p

2)
�� � ;

RT
p

3)
�� � ;

p
RT

4) � �
�

.
p

RT

13. Объемы трех состояний одной и той же массы идеального газа, обо-
значенные точками 1, 2 и 3 на диаграмме р–Т, связаны между собой соотно-
шением...
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1) V1 > V2 > V3; 2) V1 < V2 < V3;
3) V3 > V1 > V2; 4) V3 > V1 > V2.

14. На диаграмме р–V изображены изотермы трех газов — О2, He и CO2.
Массы газов одинаковы. Измерения проводились при одной и той же темпе/
ратуре. Какой график соответствует какому газу?

1) 1 — He, 2 — O2, 3 — CO2; 2) 1 — CO2, 2 — O2, 3 — He;
3) 1 — He, 2 — CO2, 3 — O2; 4) 1 — O2, 2 — He, 3 — CO2.

15. Сколько молей идеального газа находится в сосуде объемом V при
давлении р и температуре Т?

1) � � ;
pV
T

2) � � ;
pVR

T
3) � � ;V

T
4) � � .

pV
RT

16. На рисунке показаны две изобары для газа одной и той же массы.
Углы наклона изобар к оси абсцисс равны �1 и �2. Как относятся давления
газов?
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1)
��
�

2 1

1 2

cos
;

cos
p
p

2)
��
�

2 1

1 2

tg
;

tg
p
p

3)
��
�

2 1

1 2

sin
;

sin
p
p

4)
��
�

2 2

1 1

tg
.

tg
p
p

17. В цилиндре находилось m кг газа. После выпуска некоторого количе(
ства газа из цилиндра при постоянной температуре давление упало с p1 до р2.
Какая масса газа �m была выпущена?

1) � ��� �
� �

1

2
18 1 ;

p
p

m 2)
�� ��� �

� 	
1 2

2
1 ;

p p
m

p

3) � 2

1
;

P
m

P
4) � ��� �

� �
2

1
1 .

Р
m

Р

18. На диаграмме p–T представлена зависимость давления от температу(
ры при изохорном нагревании различных масс одного и того же газа в одина(
ковых по объему сосудах. Что можно сказать о массах этого газа? V = const.

1) m1 > m2 > m3; 2) m1 < m2 < m3;
3) m1 = m2 = m3; 4) m1 > m3 > m2.
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19. По какой формуле можно определить число N молекул в газе массой
m, если его молярная масса �?

1) �
� A;NmN    2)

�� A;NN
m

 3) �
� A

3
2

;NmN     4) �
� A

2
3

.NmN

20. Дан график зависимости давления некоторой постоянной массы иде/
ального газа от температуры. Как связаны между собой объемы газа в точках
1, 2 и 3?

1) V1 > V2 > V3; 2) V1 < V2 < V3;
3) V1 = V2 > V3; 4) V1 < V2 = V3.

21. На диаграмме p–V изображены изотерма, изобара, изохора и адиаба/
та идеального газа. Какой линией изображена изотерма?

1) 1; 2) 2; 3) 3; 4) 4.

22. Если в двух сосудах находятся разные идеальные газы, причем кон/
центрация молекул первого газа в 2 раза меньше концентрации молекул второ/
го (n1 = 1/2n2), а давление первого в 3 раза больше давления второго (р1 = 3р2),
то отношение абсолютных температур газов T1/T2 равно...

1) 2/3; 2) 3/2; 3) 1/6; 4) 6.
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3. Если масса молекулы одного идеального газа в 4 раза больше массы
молекулы другого газа (m1 = 4m2), а температуры обоих газов одинаковы, то

отношение средних квадратичных скоростей молекул газов 
�
�

1

2
 равно...

1) 8; 2) 4; 3) 2; 4) 1/2.

24. При какой температуре молекулы гелия имеют такую среднюю квад6
ратичную скорость, что и молекулы водорода при 27�С?

1) 327 К; 2) 500 К; 3) 327�С; 4) 54�С.

25. Средняя кинетическая энергия теплового движения молекул идеаль6
ного газа при увеличении вследствие нагревания абсолютной температуры в
2 раза...

1) увеличилась в 16 раз; 2) увеличилась в 4 раза;
3) увеличилась в 2 раза; 4) увеличилась в 2 раз.

26. В закрытом сосуде находится идеальный газ. Как изменится его дав6
ление, если средняя квадратичная скорость его молекул увеличится на 20%?

1) Возрастет в 1,2 раза; 2) понизится в 1,2 раза;
3) возрастет в 1,44 раза; 4) понизится в 1,44 раза.

27. В закрытом цилиндре с подвижным поршнем находится идеальный
газ. Как изменится кинетическая энергия его молекул, если объем газа уве6
личится изотермически в 2 раза?

1) Увеличится в 2 раза; 2) уменьшится в 4 раза;
3) увеличится в 4 раза; 4) не изменится.

28. Чему равно давление одноатомного идеального газа, занимающего
объем 1 м3, если его внутренняя энергия составляет 750 Дж?

1) 250 Па; 2) 500 Па; 3) 750 Па; 4) 1500 Па.

29. В баллоне находится идеальный газ. Когда часть газа выпустили, тем6
пература уменьшилась в 3 раза, а давление уменьшилось в 4 раза. Какую
часть газа (в %) выпустили?

1) 25%; 2) 50%; 3) 10%; 4) 30%.

30. Во сколько раз средняя квадратичная скорость молекул кислорода
больше (или меньше) средней квадратичной скорости молекулы водорода
при одинаковой температуре этих газов?

1) Меньше в 8 раз; 2) меньше в 16 раз;
3) больше в 4 раза; 4) меньше в 4 раза.

31. В цилиндре находилось m кг идеального газа. После выпуска некото6
рого количества газа из цилиндра при постоянной температуре давление упа6
ло с р1 до р2. Какая масса газа была выпущена?

1) � ��� �
� �

1

2
1 ;

p
m

p
2) � ��� �

� �
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1
1 ;

p
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p
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p
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p
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p
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32. На графике дана зависимость давления от температуры для трех га*
зов: кислорода, углекислого газа и гелия, взятых в одинаковом количестве
по массе и находящихся в одинаковых объемах. Какой график соответствует
каждому газу?

1) 1 — He, 2 — O2, 3 — CO2; 2) 1 — CO2, 2 — O2, 3 — He;
3) 1 — O2, 2 — He, 3 — CO2; 4) 1 — He, 2 — CO2, 3 — O2.

33. Давление идеального газа увеличилось в 2 раза, а температура газа не
изменилась, объем газа при этом...

1) уменьшился в 2 раза; 2) увеличился в 2 раза;
3) увеличился в 4 раза; 4) не изменился.

34. При неизменной концентрации молекул идеального газа в результате
охлаждения давление газа уменьшилось в 4 раза. Средняя квадратичная ско*
рость теплового движения молекул газа при этом...

1) уменьшилась в 2 раза; 2) уменьшилась в 4 раза;
3) уменьшилась в 16 раз; 4) не изменилась.

35. Какая из молекул имеет наибольшую скорость при одинаковой тем*
пературе газа?

1) Водорода; 2) кислорода;
3) азота; 4) углекислого газа.

36. Давление в сосуде с газом увеличили в 2 раза и в 2 раза увеличили
абсолютную температуру газа. В результате этого объем...

1) возрос в 4 раза; 2) возрос в 2 раза;
3) уменьшился в 4 раза; 4) уменьшился в 2 раза;
5) не изменился.

37. Объем сосуда с газом увеличили в 2 раза и в 2 раза увеличили абсо*
лютную температуру газа. В результате этого давление...

1) возросло в 4 раза; 2) возросло в 2 раза;
3) уменьшилось в 4 раза; 4) уменьшилось в 2 раза;
5) не изменилось.
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38. Давление в сосуде с газом увеличили в 2 раза и в 4 раза увеличили
объем газа. В результате этого температура газа...

1) возросла в 4 раза; 2) уменьшилась в 4 раза;
3) возросла в 2 раза; 4) уменьшилась в 2 раза;
5) возросла в 8 раз; 6) уменьшилась в 8 раз;
7) не изменилась.

39. Давление идеального газа при нагревании увеличилось в 4 раза, плот*
ность не изменилась, кинетическая энергия...

1) увеличилась в 4 раза; 2) уменьшилась в 4 раза;
3) не изменилась; 4) увеличилась в 2 раза;
5) увеличилась в 8 раз.

40. Объем сосуда с газом уменьшили в 2 раза и в 2 раза увеличили абсо*
лютную температуру газа. В результате этого давление:

1) возросло в 2 раза; 2) уменьшилось в 4 раза;
3) уменьшилось в 2 раза; 4) возросло в 4 раза;
5) не изменилось.

41. Диффузия происходит быстрее при повышении температуры веще*
ства, потому что...

1) увеличивается скорость движения частиц;
2) увеличивается взаимодействие частиц;
3) тело при нагревании расширяется;
4) уменьшается скорость движения частиц.

42. Наиболее вероятная скорость находится по формуле

1) � �вер
2 ;RT

M
2) � �вер

3 ;RT
M

3) � �
�вер

8 ;RT
M

4) � �вер .RT
M

43. На рисунке 9.17а изображен процесс идеального газа, на рисунке
9.17б этому процессу соответствует диаграмма...

1) 1; 2) 2; 3) 3; 4) 1 и 2; 5) 1, 2 и 3.

Рис. 9.17
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44. Чему равно число молекул в газе массой m?

1)
�

AN ;
m

2)
� AN ;m 3) m�NA; 4)

�
AN ;

3m
5) 2m�NA.

45. В сосуде А находится 4 г гелия, в сосуде B — 18 г воды. Каково соот+
ношение количества атомов?

1) NA > NB;     2) NA < NB; 3) NA = NB;
4) сравнивать нельзя; 5) NA � NB.

46. На рисунке изображены три изотермы для одного моля вещества. Ка+
кая из них соответствует большей температуре?

1) 1; 2) 2;        3) 3.

47. Указать уравнение состояния идеального газа.

1) � � �
�

;mp V R T 2) p � V = �R � T; 3)
�� �
	

;p R T

4) � � �
�

;mp R T V 5) � � � .mV R T p
m

48. Начальная температура идеального газа постоянной массы равна Т1.
Чему равна конечная температура?

1) 3Т1; 2) 2Т1; 3) 4Т1; 4) 9Т1; 5) 8Т1.
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49. Выбрать уравнение средней квадратичной скорости молекулы.

1)
0

3 ;kT
m

2)
�

3 ;RT 3)
3

;
pV

m
4)

�
3

;
p

5)
�3

.
p

50. При изохорическом охлаждении газа его давление уменьшается, так
как уменьшается...

1) концентрация молекул;
2) средняя кинетическая энергия молекул;
3) масса газа;
4) объем газа.

51. Абсолютная температура идеального газа постоянной массы в ука<
занном процессе...

1) увеличилась в 6 раз;
2) увеличилась в 1,5 раза;
3) не изменилась;
4) уменьшилась в 1,5 раза;
5) уменьшилась в 6 раз.

52. Уравнение изотермического процесса в идеальном газе при постоян<
ной массе (m = const)...

1) pV = const;          2) p/T = const;           3) V/T = const;
4) говорить о какой<либо зависимости не приходится.

53. Масса газа на диаграмме р(Т) постоянна, объем идеального газа...

1) возрастает; 2) не изменяется; 3) уменьшается.
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54. Указать основное уравнение молекулярно%кинетической теории газов.

1) � �2
0 0 кв

1 ;
3

p n m 2) � 3 ;
2

E kT 3) p = nkT; 4) p = F/S.

55. Реперными точками температурной шкалы Цельсия являются тем%
пературы...

1) таяния льда и кипения воды при атмосферном давлении;
2) таяния льда и кипения воды в вакууме;
3) таяния льда и человеческого тела при атмосферном давлении;
4) человеческого тела и кипения воды при атмосферном давлении;
5) замерзания спирта и кипения воды при атмосферном давлении.

56. Число Авогадро определяет...
1) количество молекул в одном моле вещества;
2) количество атомов в одном моле вещества;
3) массу одного моля вещества;
4) объем одного моля вещества;
5) количество молекул в одном килограмме вещества.

57. Давление в идеальном газе пропорционально величине..., где m0 —
масса молекулы, а n0 — их концентрация.

1) n0m0; 2) 1/(n0m0); 3) n0/m0; 4) m0/n0; 5) 2
00 .n m

58. Основное уравнение молекулярно%кинетической теории имеет вид...,
где p — давление газа, n0 — концентрация его молекул, 

�
—E  средняя кине%

тическая энергия поступательного движения молекулы.

1) �
�2 ;

3
p nE 2) �

�2 ;
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59. Средняя квадратичная скорость молекул воздуха имеет значение не%
сколько... в секунду.

1) сотен метров;
2) метров;
3) сантиметров;
4) десятых долей миллиметра;
5) десятков километров.

60. Средняя кинетическая энергия молекул идеального газа...
1) прямо пропорциональна температуре газа;
2) обратно пропорциональна температуре газа;
3) прямо пропорциональна квадрату температуры газа;
4) обратно пропорциональна квадрату температуры газа;
5) не зависит от температуры газа.

61. Идеальным газом называется газ, молекулы которого...
1) имеют пренебрежимо малые размеры;
2) не взаимодействуют друг с другом;
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3) двигаются с очень малыми скоростями;
4) имеют равные массы;
5) находятся на равных расстояниях друг от друга.

62. Молекулы идеального газа двигаются...
1) по отрезкам прямых линий между соударениями;
2) по эллипсам вокруг общего центра масс;
3) по круговым траекториям, центр и радиус которых случайны;
4) по отрезкам гипербол между соударениями;
5) по сложным спиралевидным траекториям.

63. Броуновскому движению подвержены...
1) частички цветочной пыльцы в воде;
2) облака;
3) падающие листья;
4) капли дождя;
5) мелкие метеориты.

64. Давление газа возникает в результате...
1) хаотических ударов молекул о поверхность тел;
2) взаимного отталкивания молекул газа;
3) притяжения молекул газа к поверхности тел;
4) взаимного притяжения молекул газа;
5) отталкивания молекул газа к поверхности тел.

65. Давление идеального газа равно..., где n — концентрация молекул;
T — температура; k — постоянная Больцмана.

1) nkT; 2) (kT)/n; 3) n2kT; 4) nkT2.

66. Различные участки на приведенной диаграмме соответствуют про>
цессам (установить соответствие):

1) AB; 2) BC; 3) CD; 4) DA.

а) изобарический; б) изотермический;
в) адиабатический; г) изохорический;
д) изэнтальпийный.
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67. Средняя длина свободного пробега молекулы газа...
1) обратно пропорциональна концентрации молекул;
2) не зависит от температуры газа;
3) прямо пропорциональна концентрации молекул;
4) прямо пропорциональна температуре газа;
5) обратно пропорциональна температуре газа;
6) не зависит от концентрации молекул.

68. Длина свободного пробега молекул воздуха при нормальных услови-
ях имеет значение около...

1) нескольких десятых долей микрометра;
2) нескольких нанометров;
3) нескольких десятков микрометров;
4) нескольких миллиметров;
5) нескольких десятков сантиметров.

69. Вакуумом называется состояние газа, при котором...
1) молекулы не испытывают соударений друг с другом;
2) средняя длина свободного пробега молекул много меньше размеров со-

суда;
3) молекулы не испытывают соударений со стенками сосуда;
4) в сосуде отсутствуют какие-либо молекулы;
5) давление газа много меньше атмосферного давления;
6) средняя длина свободного пробега молекул много больше их размеров.

70. Диффузией называется...
1) процесс выравнивания концентраций веществ в изолированной сис-

теме;
2) самопроизвольное перемешивание двух и более веществ;
3) просачивание газов и жидкостей через межмолекулярные промежутки;
4) взаимный обмен импульсами молекул при столкновении;
5) потеря скорости молекулами газа при покидании ими общего объема.

71. Величина потока вещества при диффузии...
1) прямо пропорциональна величине градиента концентрации молекул;
2) обратно пропорциональна величине градиента концентрации молекул;
3) прямо пропорциональна квадрату градиента концентрации молекул;
4) обратно пропорциональна квадрату градиента концентрации молекул;
5) не зависит от концентрации молекул.

72. Распределение Максвелла описывает...
1) распределение молекул газа по скоростям;
2) распределение молекул газа по размерам;
3) концентрацию молекул газа в зависимости от высоты;
4) распределение расстояний между молекулами в газе;
5) распределение молекул газа по температурам.
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73. Распределение Максвелла имеет вид..., где � — скорость молекул газа;
� — плотность вероятности.

1) б; 2) а; 3) в; 4) г; 5) д; 6) е.

74. Максимум распределения Максвелла с ростом температуры...
1) сдвигается вправо; 2) сдвигается влево;
3) остается неизменным; 4) увеличивается по высоте;
5) уменьшается по высоте.

75. Какое положение занимает на графике распределения Максвелла наи-
более вероятная скорость молекул газа?

1) C; 2) A; 3) B; 4) D; 5) E; 6) F.

76. Наиболее вероятная скорость молекул азота в атмосфере Титана (при
температуре –180�С)..., чем на Земле.

1) в 1,8 раза меньше; 2) в 1,8 раза больше;
3) такая же, как на Земле; 4) в 18 раз меньше,
5) в 18 раз больше.
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77. Молекулы водорода в земной атмосфере имеют скорость... молекулы
азота.

1) в 3,74 раза большую, чем;
2) в 3,74 раза меньшую, чем;
3) приблизительно такую же, как и;
4) в 374 раза большую, чем;
5) в 374 раза меньшую, чем;
6) в несколько тысяч раз большую, чем.

78. Согласно барометрической формуле...
1) атмосферное давление экспоненциально падает с высотой;
2) атмосферное давление экспоненциально нарастает с высотой;
3) атмосферное давление линейно падает с высотой;
4) атмосферное давление линейно нарастает с высотой;
5) атмосферное давление не зависит от высоты.

79. Закон Максвелла — Больцмана утверждает, что распределение моле@
кул газа по координатам и скоростям пропорционально..., где Ek и Ep — ки@
нетическая и потенциальная энергии молекулы.

1) exp(–(Ek + Ep)/kT); 2) exp((Ek + Ep)/kT);
3) exp(–Ek/kT); 4) exp(–Ep)/kT);
5) exp(–(Ek + Ep)/2kT).



Г Л А В А  Д Е С Я Т А Я

ОСНОВЫ ТЕРМОДИНАМИКИ

10.1.
ВНУТРЕННЯЯ ЭНЕРГИЯ ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА.

ПЕРВЫЙ ЗАКОН ТЕРМОДИНАМИКИ

Все макроскопические тела помимо механической энергии (кинетической
и потенциальной) обладают энергией, зависящей от их внутреннего состоя'
ния. Эту энергию, являющуюся энергией движения и взаимодействия меж'
ду собой всех частиц, из которых состоит тело, называют внутренней. Внут'
реннюю энергию принято обозначать буквой U.

Внутренняя энергия термодинамической системы складывается из кине'
тической энергии поступательного и вращательного движений атомов и мо'
лекул, энергии их колебательного движения, потенциальной энергии взаи'
модействия атомов и молекул, кинетической и потенциальной энергии элек'
тронов в атомах, внутриядерной энергии. Однако в большинстве физических
явлений, в которых участвуют термодинамические системы, не все перечис'
ленные виды энергии испытывают изменения. Поэтому, употребляя поня'
тие внутренней энергии термодинамической системы, имеют в виду не пол'
ную внутреннюю энергию, а ту ее часть, которая изменяется и участвует в
рассматриваемых процессах, т. е. кинетическую энергию молекул и потен'
циальную энергию их взаимодействия. Молекулы идеального газа обладают
лишь кинетической энергией. Потенциальная энергия идеального газа счи'
тается равной нулю, точнее потенциальной энергией молекул идеального
газа можно пренебречь, так как при небольших температурах и давлениях
силы межмолекулярного взаимодействия малы.

Ранее было доказано, что средняя кинетическая энергия одноатомной
молекулы идеального газа

� 3 .
2kE kT

Если газ не одноатомный, то коэффициент пропорциональности в этой
формуле будет другой, например для двухатомной молекулы вместо 3/2 бу'
дет 5/2. Это объясняется тем, что молекулы, кроме поступательного движе'
ния, участвуют во вращательном и колебательном движениях.

Чтобы рассчитать полную кинетическую энергию молекул, необходимо
рассмотреть понятие о числе степеней свободы.
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Под числом степеней свободы тела подразумевают число независимых
координат, которые необходимо ввести для определения положения тела в
пространстве.

Так, материальная точка в пространстве обладает тремя поступательны/
ми степенями свободы (i = 3). Другими словами, чтобы описать положение
материальной точки в пространстве, необходимо задать три координаты —
x, y, z. Следовательно, одноатомные молекулы имеют число степеней свобо/
ды i = 3 (рис. 10.1а).

Ни одна из поступательных степеней свободы не имеет преимущества
перед другими, поэтому на каждую из них приходится в среднем одинаковая

энергия 1 .
3 kE

В классической механике молекула двухатомного газа в первом прибли/
жении рассматривается как совокупность двух материальных точек, жестко
связанных недеформируемой связью (рис. 10.1б). Можно представить моле/
кулу в виде гантели. Эта система кроме трех степеней свободы поступатель/
ного движения имеет еще две степени свободы вращательного движения.
Вращение вокруг третьей оси (оси, проходящей через оба атома) лишено смыс/
ла, так как момент инерции относительно этой оси � 0. Таким образом,
двухатомный газ обладает пятью степенями свободы (i = 5). Трехатомные
(рис. 10.1в) и многоатомные нелинейные молекулы имеют шесть степеней
свободы: три поступательных и три вращательных. Естественно, что жест/
кой связи между атомами не существует. Поэтому для реальных молекул
необходимо учитывать также степени свободы колебательного движения.

В классической статистической физике выводится закон Больцмана о
равномерном распределении энергии по степеням свободы молекул: для ста/
тистической системы, находящейся в состоянии термодинамического рав/
новесия, на каждую поступательную и вращательную степени свободы при/
ходится в среднем кинетическая энергия, равная kT/2, а на каждую колеба/
тельную степень свободы — в среднем энергия, равная kT. Колебательная
степень обладает вдвое большей энергией потому, что на нее приходится не
только кинетическая энергия, но и потенциальная, причем средние значе/

Рис. 10.1
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ния кинетической и потенциальной энергий одинаковы. Таким образом, сред*
няя энергия молекулы

� ,
2k
iE kT (10.1)

где i — сумма числа поступательных, вращательных и удвоенного числа ко*
лебательных степеней свободы молекулы:

i = iпост + iвр + 2iкол.

В классической теории рассматривают молекулы с жесткой связью меж*
ду атомами; для них i совпадает с числом степеней свободы молекулы.

Внутренняя энергия одного моля идеального газа равна сумме кинети*
ческих энергий NA молекул:

� � �AN ,
2 2
i iU k T RT (10.2)

так как R = kNA, где NA — число Авогадро; k — постоянная Больцмана.
Внутренняя энергия произвольной массы газа m:

� � �
�

,
2 2

m i iU RT RT (10.3)

где � — количество вещества.
Из последней формулы видно, что внутренняя энергия идеального газа

не зависит от объема газа, а зависит лишь от температуры. Изменение внут*
ренней энергии:

� � �
�

.
2

m iU R T (10.4)

При изотермическом процессе �Т = 0 (T = const), �U = 0 (U = const), внут*
ренняя энергия не изменяется.

У реальных газов потенциальную энергию надо учитывать, так как она
зависит от объема газа. В общем случае внутренняя энергия

U = U(T, V),

т. е. при изменении температуры и объема внутренняя энергия изменяется.
Внутренняя энергия реального газа складывается из кинетической энер*

гии хаотического движения всех молекул и потенциальной энергии взаимо*
действия всех молекул друг с другом.

На основе обобщения опытных данных был сформулирован закон сохра*
нения энергии. Энергия в природе не возникает из ничего и не исчезает: коли�
чество энергии неизменно, она только переходит из одной формы в другую.

Закон сохранения энергии управляет всеми явлениями природы и свя*
зывает их воедино. Он выполняется абсолютно точно: неизвестно ни одного
случая, когда бы этот закон не выполнялся. Закон сохранения и превраще*
ния энергии, распространенный на тепловые явления, носит название пер*
вого закона (или первого начала) термодинамики.
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В термодинамике изучают тела (системы), положение центра тяжести
которых практически не изменяется. Механическая энергия тел остается
постоянной, изменяется лишь внутренняя энергия.

Существуют два способа изменения внутренней энергии — совершение
механической работы и теплопередача (теплообмен).

Рассмотрим газ в цилиндре под поршнем. Пусть стенки цилиндра порш8
ня теплонепроницаемы. Сожмем газ квазистатически, т. е. так, чтобы во
время сжатия давление и температура газа во всех точках цилиндра были
одинаковы. Внешняя сила совершит при этом работу Авнеш. Работа, соверша8
емая внешней силой над газом, пойдет на увеличение его внутренней энер8
гии, т. е.

�U = U2 – U1 = Авнеш, (10.5)

где U1 и U2 — начальное и конечное значения внутренней энергии.
Состояние газа и его внутреннюю энергию можно изменить другим спо8

собом. Закрепим поршень в цилиндре, дно которого проводит тепло, и под8
несем к цилиндру пламя газовой горелки. Работа при этом не совершается.
Однако изменятся параметры системы p и V, изменится внутренняя энергия
газа, так как происходит передача энергии от одного тела к другому. Если
объем газа остается постоянным, то вся сообщаемая теплота Q идет на изме8
нение внутренней энергии газа:

Q = �U.

В общем случае при переходе системы из одного состояния в другое внут8
ренняя энергия будет меняться одновременно как за счет совершения рабо8
ты, так и за счет передачи теплоты, т. е.

�U = Авнеш + Q. (10.6)

Формула (10.6) выражает первый закон термодинамики. Его можно сфор8
мулировать следующим образом: изменение внутренней энергии системы
при переходе ее из одного состояния в другое равно сумме работы внешних
сил и количества теплоты, переданного системе.

Часто вместо работы внешних сил над системой рассматривают работу
системы над внешними телами. Учитывая, что работа внешних сил над га8
зом и работа газа противоположны по знаку, первый закон термодинамики
можно записать по8другому:

Q = �U + А, (10.7)

где А — работа, совершенная системой; �U — изменение внутренней энер8
гии системы.

Из формулы (10.7) следует, что количество теплоты, сообщенное системе
в общем случае, идет на изменение ее внутренней энергии и на совершение
системой работы против внешних сил. Формулы (10.6) и (10.7) выражают
первый закон термодинамики в общем случае. В частном случае, если систе8
ма изолирована, то работа над ней не совершается (Авнеш = 0) и система не
обменивается теплотой с окружающими телами (Q = 0). В этом случае со8
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гласно первому закону термодинамики �U = 0 или U1 = U2, т. е. внутренняя
энергия изолированной системы остается неизменной.

Из первого закона термодинамики вытекает невозможность создания веч*
ного двигателя — устройства, способного совершать работу без затрат топли*
ва. Если к системе не подводится теплота (Q = 0), то

А = –�U,

т. е. работа совершается системой за счет убыли внутренней энергии. После
того как запас энергии окажется исчерпанным, двигатель перестанет ра*
ботать.

Любая машина может совершать работу над внешними телами только за
счет получения извне количества теплоты Q или уменьшения своей внутрен*
ней энергии:

А = Q – �U.

Если в периодически действующем двигателе газ совершает круговой
процесс (цикл), то изменения его внутренней энергии за цикл работы �U = 0
и А = Q. Работа, совершаемая этим телом, не может превосходить подведен*
ного к нему количества теплоты. Первый закон термодинамики утверждает,
что невозможно построить такой периодически действующий двигатель, ко*
торый совершил бы работу большую, чем энергия, которая подводится к
двигателю извне: невозможен вечный двигатель первого рода.

10.2.
РАБОТА И ТЕПЛОЕМКОСТЬ ГАЗОВ

Поместим газ в цилиндр, закроем сверху поршнем и определим работу,
совершаемую газом в процессе изобарного расширения. Сила давления газа
на поршень равна

F = pS,

где р — давление газа; S — площадь
поршня.

Если поршень переместится на рас*
стояние h (рис. 10.2), то газ совершит
работу

А = Fh = pSh,

или
А = p(V2 – V1), (10.8)

или
А = p�V. (10.9)

Из последних формул следует, что при �V > 0 работа газа положительна
(А > 0) — это соответствует расширению газа. Если �V < 0, работа газа отри*
цательна (А < 0), что соответствует сжатию газа. Процесс изобарного расши*
рения газа от объема V1 до объема V2 графически изображен на рисунке 10.3.

Рис. 10.2
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Площадь заштрихованного прямоуголь'
ника численно равна p(V2 – V1), т. е. рав'
на работе, совершенной газом при рас'
ширении.

Если процесс изменения объема газа
происходит не изобарно, то давление
газа — величина переменная, и работу
газа уже нельзя рассчитывать по фор'
муле (10.8). В этом случае работу газа
подсчитываем по'другому. Пусть газ пе'
решел из состояния 1 в состояние 2 так,
как показано на рисунке 10.4. Работу,
совершенную газом, найдем графически.
Разобьем криволинейную трапецию с
площадью � � �1 21 2 ,V VS  ограниченную кри'
вой 1–2, на прямоугольные участки. На
ширине каждой полоски, равной изме'
нению объема газа, реальный процесс
заменяем воображаемым изобарным
процессом, усредняя давление. Работа
расширения газа при незначительном
изменении объема равна

Аi = pi�Vi,

а полная работа газа при расширении:

А = p1�V1 + p2�V2 + … + pn�Vn.

Если ширина полосок (т. е. изменение объема газа �V) стремится к нулю,
суммарная площадь всех прямоугольных полосок стремится к площади кри'
волинейной трапеции � � �1 21 2 .V VS  Следовательно, работа, совершаемая газом
при произвольном процессе 1–2, численно равна площади этой фигуры:

� � ��
1 21 2 .V VA S

В общем случае полную работу А, совершаемую газом при изменении его
объема от V1 до V2, при �V, стремящемся к нулю, можно найти интегрирова'
нием:

� �
2

1

.
V

V

А pdV (10.10)

Аналогично рассчитывают работу при сжатии газа. Необходимо только
помнить, что работа газа в этом случае отрицательна.

Графически можно изображать только равновесные процессы — процес'
сы, состоящие из последовательности равновесных состояний. Они протека'
ют так, что изменение термодинамических параметров за короткий проме'
жуток времени бесконечно мало. Все реальные процессы не равновесны (они
протекают с конечной скоростью), но в ряде случаев неравновесностью ре'

Рис. 10.3

Рис. 10.4
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альных процессов можно пренебречь (чем медленнее процесс протекает, тем
он ближе к равновесному). В дальнейшем рассматриваемые процессы будем
считать равновесными.

При расширении газ совершает положительную работу, так как направ4
ление силы и направление перемещения поршня совпадают. В процессе рас4
ширения газ передает энергию окружающим телам. Если газ сжимается, то
теперь направление силы и перемещение поршня не совпадают и работа газа
А < 0.

Часто вместо работы, совершаемой газом, рассматривают работу, совер4
шаемую внешними силами. Работа, совершаемая внешними телами над га4
зом, отличается от работы газа А только знаком:

Авнеш = –А = –р�V. (10.11)

Знак «–» показывает, что при сжатии газа, когда V2 – V1 < 0, работа внеш4
ней силы положительна. Понятно, почему в этом случае Авнеш > 0: при сжа4
тии газа направление силы и направление перемещения поршня совпада4
ют. Совершая над газом положительную работу, внешние тела передают
ему энергию. При расширении газа, наоборот, работа внешних сил отрица4
тельна (Авнеш < 0), так как �V > 0 (V2 > V1).

Если газ нагревать, его внутренняя энергия увеличивается. Процесс пе4
редачи энергии от одного тела к другому без совершения работы называется
теплообменом, или теплопередачей. Энергию, переданную телу в результате
теплообмена, называют количеством теплоты.

Количество теплоты, необходимое для нагревания тела массой m от тем4
пературы Т1 до Т2, равно

Q = mc(Т2 – Т1) или dQ = mcdT, (10.12)

где = —
dQc

mdT
 удельная теплоемкость вещества.

Единицей удельной теплоемкости является Дж/(кг�К).
Молярная теплоемкость — это количество вещества, необходимое для

нагревания 1 моля вещества на 1 К:

� �
�

,dQC
dT

(10.13)

где � = m/� — количество вещества; � — молярная масса вещества. Единица
молярной теплоемкости — джоуль на моль4кельвин (Дж/моль·К).

Удельная теплоемкость связана с молярной соотношением

С� = �с. (10.14)

Различают теплоемкости при постоянном объеме и постоянном давле4
нии. Для одного и того же тела принято различать удельные теплоемкости
изобарного и изохорного процессов, а также соответствующие молярные теп4
лоемкости, для которых очевидны соотношения

Ср = ср� и СV = сV�. (10.15)
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10.3.
ПРИМЕНЕНИЕ ПЕРВОГО

ЗАКОНА ТЕРМОДИНАМИКИ
К ИЗОПРОЦЕССАМ В ГАЗАХ

Применим первое начало термодинамики для процессов, происходящих
в идеальном газе, при которых один из параметров остается неизменным
(изопроцессы).

1. Изохорный процесс (V = const) (рис. 10.5).
При изохорном процессе объем газа не изменяется. Если объем газа не

изменяется, то газ не совершает работу, т. е. работа газа

А = p(V2 – V1) = 0.

Следовательно, при изохорном процессе Q = �U, т. е. вся теплота, сооб8
щаемая системе, полностью идет на увеличение внутренней энергии. Если
газ нагревается, Q > 0, �U > 0, т. е. Т2 > Т1; если газ охлаждается, Q < 0,
�U < 0, U2 < U1, т. е. внутренняя энергия газа при охлаждении уменьшается.

Изменение внутренней энергии идеального газа при изохорном процессе:

� � � � � � �
� �2 1

3( ) ,
2 2
i m mU R T T R T (10.16)

где m — масса газа; � — молярная масса газа.

� �
�

.
2V

dQ iC R
dT

(10.17)

Удельная теплоемкость при постоянном объеме:

� �
� �

.
2

V
V

C iRc (10.18)

Легко видеть, что

CV = �cV.

Рис. 10.5 Рис. 10.6
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2. Изобарный процесс (p = const).
При изобарном процессе газ расширяется и нагревается.
Следовательно, при изобарном процессе теплота, сообщенная системе,

расходуется и на нагревание, и на совершение работы:

Q = A + �U, (10.19)

где работа, совершенная газом, равна

� � ��
2

1

2 1( )
V

V

A pdV p V V (10.20)

и определяется площадью прямоугольника на рисунке 10.6.
Если использовать уравнение Менделеева — Клапейрона для выбранных

нами двух состояний, то

� �
� �1 1 2 2, ;m mpV RT pV RT (10.21)

� � �
�2 1 2 1( ).m RV V T T

p

Тогда выражение для работы изобарного расширения примет вид

� �
� 2 1( ).mA R T T (10.22)

Изменение внутренней энергии идеального газа:

� � �
� 2 1( ).

2
i mU R T T (10.23)

В итоге выражение для количества теплоты:

� �� � �
� 2 11 ( ).

2
i mQ R T T (10.24)

Молярная теплоемкость для этого процесса:

�� 2 .
2p

iС R (10.25)

Выражение можно переписать в виде

� � � � .
2p V
iC R R C R (10.26)

Cp = СV + R. (10.27)

Последнее выражение называется уравнением Майера. Если газ нагреB
вать при постоянном давлении p, то сообщаемая газу теплота расходуется на
расширение (совершение работы) и на нагревание (изменение внутренней
энергии). Если газ нагревать при постоянном объеме (V = const), то подводиB
мая энергия идет только на увеличение внутренней энергии. Поэтому Сp > СV.



392 ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА. ТЕОРИЯ, ЗАДАЧИ И ТЕСТЫ

Из уравнения Майера вытекает физический смысл молярной (универ)
сальной) газовой постоянной:

Сp – СV = R.

Работа при изобарном расширении 1 моля газа при нагревании на 1 К
численно равна универсальной газовой постоянной R:

�
��

.AR
T

Из формул следует, что молярные теплоемкости определяются лишь чис)
лом степеней свободы и не зависят от температуры. Это утверждение моле)
кулярно)кинетической теории справедливо в довольно широком интерва)

ле температур лишь для одноатомных га)
зов. У двухатомных газов число степеней
свободы, проявляющееся в теплоемкости,
зависит от температуры. Молекула двух)
атомного газа обладает тремя поступа)
тельными, двумя вращательными и одной
колебательной степенью свободы.

Из качественной экспериментальной
зависимости молярной теплоемкости СV

водорода (рис. 10.7) следует, что СV зави)
сит от температуры:

� при низкой температуре (� 50 К)

� 3 ;
2VC R

� при комнатной (вместо расчетных 7 )
2

R

� 5 ;
2VC R

� очень высокой

� 7 .
2VC R

Это можно объяснить, предположив, что при низких температурах на)
блюдается только поступательное движение молекул, при комнатных — до)
бавляется их вращение, а при высоких — к этим двум видам движения при)
бавляется еще и колебание молекул.

3. Изотермический процесс (T = const).
Так как температура газа не изменяется, то не изменяется его внутрен)

няя энергия, т. е. �U = 0. Вся сообщенная системе теплота расходуется на
совершение работы. Первое начало термодинамики для изотермического
процесса имеет вид

Q = A. (10.28)

Рис. 10.7
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Работа изотермического расширения газа:

� � � �
� � �� �

2 2

1 1

12

1 2
ln ln .

V V

V V

pVm dV m mA pdV RT RT RT
V V p (10.29)

Так как T = const, то теплоемкость при этом процессе:

CT = �.

4. Адиабатический процесс.
Адиабатный процесс — это процесс, происходящий без теплообмена сис3

темы с окружающими телами, т. е. при этом процессе

Q = 0, (10.30)

тепло не подводится к системе и не отводится от нее. Чтобы осуществить
адиабатный процесс, нужно окружить цилиндр с газом теплоизоляционной
оболочкой.

При адиабатном расширении газа изменяются параметры газа p, V и T.
Графически адиабатный процесс изображается кривой 1–3, падающей кру3
че, чем кривая изотермического процес3
са 1–2 (рис. 10.8). В реальных условиях
адиабатными можно считать быстропро3
текающие процессы, поскольку в этих
случаях теплообмен между средой и ок3
ружающими телами не успевает произой3
ти. Нагревание воздуха при быстром сжа3
тии нашло применение в двигателях Ди3
зеля. Адиабатное охлаждение газов при
их расширении используется для полу3
чения низких температур, для сжатия
газов.

Уравнение адиабатического процес3
са, называемое также уравнением Пуас3
сона:

pV� = const (10.31)

или
� ��1 21 2 .p V p V

Для перехода к переменным Т, V или р, Т исключим из данного уравне3
ния с помощью уравнения Менделеева — Клапейрона

�
�

,mpV RT (10.32)

тогда получим:

TV�–1 = const, (10.33)

T�p1–� = const. (10.34)

Рис. 10.8
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Эти выражения также представляют собой уравнения адиабатного про*
цесса. В этих уравнениях безразмерная величина

�� � � 2p

V

С i
C i (10.35)

называется показателем адиабаты (или коэффициентом Пуассона). Для од*
ноатомных газов (Ne, He и др.), достаточно хорошо удовлетворяющих усло*
вию идеальности, i = 3, � = 1,67. Для двухатомных газов (Н2, N2, О2 и др.)
i = 5, � = 1,4. Значения, вычисленные по формуле, хорошо подтверждаются
экспериментом.

Применим первое начало термодинамики к адиабатному процессу. Сис*
тема не получает теплоты, следовательно, первый закон термодинамики для
адиабатного процесса примет вид

А = –�U (10.36)
или

p�V = –�U. (10.37)

Таким образом, работа газа при адиабатном процессе совершается за счет
убыли внутренней энергии.

Из формулы (10.37) видно, что если �V > 0, то �U < 0, т. е. �Т < 0, а если
�V < 0, то �U > 0, т. е. �Т > 0. Следовательно, при адиабатном расширении газ
охлаждается (Т2 < Т1), а при адиабатном сжатии газ нагревается (Т2 > Т1).

Вычислим работу, совершаемую газом в адиабатном процессе. Запишем
уравнение (10.36) в виде

� � � � �
�

.V
mA dU C dT (10.38)

Если газ адиабатно расширяется от объема V1 до V2, то его температура
уменьшается от T1 до Т2, и работа расширения идеального газа:

� � � �
� ��

2

1

2 1( ).
T

V V

T

m mA С dT C T T (10.39)

Выражение (10.39) для работы при адиабатном расширении можно пре*
образовать к виду

�� ��� � � �� � � �� � � �	 
 	 
� � � �� � � � 
� � � �� � � �

1 1
1 1 1 1 1

2 2
1 1 .

1 1
p V V RT VmA

V V
(10.40)

При адиабатном процессе (�Q = 0) теплоемкость равна нулю:

� �
�ад 0.dQC

dT

5. Политропный процесс.
Рассмотрев применение первого закона термодинамики к изопроцессам

и адиабатическому процессу, можно отметить общую особенность — процес*
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сы происходят при постоянной теплоемкости. Процесс, в котором теплоем%
кость остается постоянной, называется политропным (политропическим).

Исходя из первого начала термодинамики при условии постоянства мо%
лярной теплоемкости (C = const), можно вывести уравнение политропы:

pVn = const, (10.41)

где 
�

�
�

—p

V

C C
n

C C
 показатель политропы.

Очевидно, что
� при С = 0, n = �, из (10.41) получается уравнение адиабаты;
� при С = �, n = l — уравнение изотермы;
� при С = Сp, n = 0 — уравнение изобары;
� при С = СV, n = �� — уравнение изохоры.

Таким образом, все рассмотренные процессы являются частными случа%
ями политропного процесса.

10.4.
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ

1. Закон Больцмана о равномерном распределении энергии по степеням
свободы молекул:

� ,
2k
iE kT

где i — сумма числа поступательных, вращательных и удвоенного числа ко%
лебательных степеней свободы молекулы:

i = iпост + iвр + 2iкол.

2. Внутренняя энергия одного моля идеального газа:

� � � .
2 2A
i iU kN T RT

3. Внутренняя энергия произвольной массы газа m:

� � �
�

,
2 2

m i iU RT RT

где 	 — количество вещества.
4. Первый закон термодинамики:


U = Авнеш + Q,

Q = 
U + А.

5. Работа газа при расширении и сжатии для бесконечно малого измене%
ния объема газа:

�А = рdV.
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6. Полная работа А, совершаемая газом при изменении его объема от V1

до V2, при �V, стремящемся к нулю:

� �
2

1

.
V

V

А pdV

7. Молярная теплоемкость:

� �
�

.dQC
dT

8. Связь удельной теплоемкости с молярной теплоемкостью:

С� = �с.

9. Изменение внутренней энергии идеального газа при изохорном про4
цессе:

� � �
�

.
2
i mU R T

10. Молярная теплоемкость для изохорного процесса:

�
�

.V
dQC
dT

11. Работа, совершенная газом при изобарном процессе:

� � �

� �
�

�
2

1

2 1

2 1

( );

( ).

V

V

A pdV p V V

mA R T T

12. Изменение внутренней энергии идеального газа:

� � �
� 2 1( ).

2
i mU R T T

13. Молярная теплоемкость для изобарного процесса:

�� 2 .
2p

iС R

14. Уравнение Майера:

Сp = СV + R.

15. Работа изотермического расширения газа:

� � � �� �
2 2

1 1

12

1 2
ln ln .

V V

V V

pVm dV m mA pdV RT RT RT
M V M V M p
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16. Уравнения адиабатного процесса (уравнения Пуассона):

pV� = const;

TV�–1 = const;

T�p1–� = const,

где � — показатель адиабаты (коэффициент Пуассона):

�� � � 2.p

V

С i
C i

17. Работа адиабатического расширения идеального газа:

�� ��

� � � �

� � � �� � � �� � � �	 
 	 
� � � �� � � �
 � 
 �� � � �

�
2

1

2 1

1 1
1 1 1 1 1

2 2

( ),

1 1 .
1 1

T

V V

T

m mA С dT C T T
M M

p V V RT VmA
V M V

18. Уравнение политропы:

pVn = const,

где 
�

�
�

—p

V

C C
n

C C
 показатель политропы.

10.5.
ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 1. Вычислить работу, совершенную молем идеального газа при
изобарном нагревании на 1 К.

Дано:
� = 1 моль;
�Т = 1 К;
р = const.

A — ?
В соответствии с уравнением Менделеева — Клапейрона для одного моля

газа запишем:
m/� = � = 1,     pV = RT. (2)

Следовательно,

p�V = R�Т.

Отсюда
�� � .R TV
p (3)

Подставив (3) в (1), получим

A = R�Т.

Решение
При изобарном нагревании газа на �Т работа рас@

ширения газа

A = p�V, (1)

где �V — изменение объема моля газа.
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Если �Т = 1 К, то A = R.
R = 8,3 Дж/(моль�К).
Следовательно, универсальная газовая постоянная численно равна рабо+

те изобарного расширения одного моля идеального газа при нагревании на 1 К.
Ответ: А = 8,3 Дж.
Задача 2. Два моля идеального одноатомного газа нагрели на �Т = 10 К

при постоянном давлении. Найти работу расширения газа, изменение его
внутренней энергии и количество теплоты, подведенное к газу.

Дано:
� = 2 моль;
�T = 10 К;
p = const.

A — ?
�U — ?
Q — ?

Отсюда находим:

� � � �
�2 1 2 1( ).m RV V T T

p (2)

Подставляя (2) в (1), получим

� � � � � �
�

�

2 1( ) ;

166,2 Дж.

mA R T T R T

A

Изменение внутренней энергии газа:

� � � �
�

� �

3 ;
2

249,3 Дж.

mU R T

U

Запишем первый закон термодинамики для данного процесса:

Q = �U + A;
Q = 415,5 Дж.

Ответ: А = 166,2 Дж; �U = 249,3 Дж; Q = 415,5 Дж.
Задача 3. В закрытом сосуде объемом 10 л находится идеальный одно+

атомный газ при давлении 105 Па. Какое количество теплоты надо сообщить
газу, чтобы повысить давление в сосуде в 5 раз?

Дано:
V = 10 л = 10–2 м3;
р1 = 105 Па;
р2 = 5�105 Па.

Q — ?

Решение
Работа расширения газа при постоянном дав+

лении:
A = p(V2 – V1).  (1)

Начальный и конечный объем газа определим,
используя уравнение Менделеева — Клапейрона:

� �
� �

� � � �
� �

1 1 2 2

1 2
1 2

, ;

, .

m mpV RT pV RT

RT RTm mV V
p p

Решение
При изохорном процессе (V = const) вся

теплота, подводимая к телу, идет на увели+
чение внутренней энергии:

Q = �U (А = 0). (1)
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Изменение внутренней энергии идеального газа:

� � �
�

3 .
2

mU RT (2)

� � �
� �1 1 2 2, ,m mp V RT p V RT

� � � � � � �
� �2 1 2 1( ) ( ), .m mp p V R T T V p R T (3)

Подставляем (3) в (2):

�

� � � � �

� � � � �

2 1

2 5 5

3 3 ( );
2 2
310 (5 10 10 ) 6000 Дж.
2

U V p V p p

U

Ответ: Q = �U = 6 кДж.
Задача 4. При нагревании азота массой 2 кг на 50 К при постоянном дав+

лении газу передано количество теплоты 50 кДж. Определить количество
теплоты, которое требуется для такого же нагревания газа при постоянном
объеме.

Дано:
m = 2 кг;
�Т = 50 К;
Qp = 50 кДж = 5�104 Дж;
	 = 28�10–3 кг/моль.

QV — ?
Записав уравнения состояния газа до и после нагревания

= = ⋅
μ μ1 1 2 2,m mpV RT pV RT

и вычтя из второго уравнения первое, получим

� � � �
�

.mp V R T

Таким образом, получаем

� � � � �
�

.p
mQ U R T

При нагревании газа, когда объем его не изменяется, А = 0, QV = �U. Сле+
довательно,

� � � �
�

.p V
mQ Q R T

Отсюда

�

� � � �
�

� �� � � �
�

3
3

,

2 8,31 5050 10 20 000 Дж.
28 10

V p

V

mQ Q R T

Q

Ответ: QV = 20 кДж.

Решение
Количество тепла, переданное га+

зу при постоянном давлении, соглас+
но первому закону термодинамики
равно

Qp = �U + p�V = �U + p(V2 – V1).
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Задача 5. Определить количество теплоты Q, которое надо сообщить кис&
лороду объемом V = 50 л при его изохорном нагревании, чтобы давление газа
повысилось на �р = 0,5 МПа.

Дано:
V = V1 = V2 = 50 л = 50�10–3 м3;
p2 = p1 + �p;
�p = 0,5 МПа = 0,5�106 Па.

Q — ?

Молярная изохорная теплоемкость вычисляется по формуле

�� ,
2V

i RC

где i — число степеней свободы газа.
Так как кислород — газ двухатомный, то i = 5 (3 поступательные и 2 вра&

щательные степени свободы). Поэтому

�� � � � � � �5 .
2 2

i RQ T R T (1)

Воспользуемся уравнением Менделеева — Клапейрона

pV = �RT,

где р — давление; V — объем сосуда; Т — температура газа; R = 8,31 Дж/
(моль�К) — молярная газовая постоянная.

Тогда

p1 � V1 = �RT1

и
(р1 + �р) � V2 = (р1 + �р) � V1 = �RT2.

Из последнего уравнения вычитаем предыдущее и получаем

�р � V1 = �R(T2 – Т1).

И отсюда

�� � � �
�

1
2 1( ) .

pV
T T T

R
(2)

Подставляем выражение (2) в уравнение (1):

�� � � � � � � �
�

1
1

5 5 5 .
2 2 2

pV
Q R T R pV

R

Подставляем числа (переводя одновременно все величины в систему СИ).

Q = 2,5 � 0,5 � 106 Па � 50 � 10–3 м3 = 62 500 Дж = 62,5 кДж.

Ответ: Q = 62,5 кДж.

Решение
Количество тепла Q, необхо&

димое для изохорного нагревания
газа, определяется по формуле

Q = � � CV � �T,

где � — количество молей газа; CV —
молярная изохорная теплоемкость.
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Задача 6. При изотермическом расширении азота при температуре Т =
= 280 К объем его увеличился в 2 раза. Определить:

1) совершенную при расширении газа работу А;
2) изменение �U внутренней энергии;
3) количество теплоты Q, полученное газом.
Масса азота m = 0,20 кг.
Дано:
� (N2) = 0,028 кг/моль;
m = 0,20 кг;
n = V2/V1 = 2;
T = const = 280 K.

A — ?
�U — ?
Q — ?

Поэтому изменение внутренней энергии газа равно нулю.
Тогда

Q = �U + А = А,

т. е. работа, совершаемая газом:

А = Q.

C другой стороны, работа равна

� �
1

2

( ) .
V

V

A p V dV

Воспользуемся уравнением Менделеева — Клапейрона

�
�

,mpV RT

где р — давление; m — масса азота, � — молярная масса азота; V — объем
сосуда; Т — температура газа; R = 8,31 Дж/(моль�К) — молярная газовая по<
стоянная.

Поэтому
�

�
.mRTpV

V

Подставляем в интеграл и получаем

� � �
� � �� �

1 2

2 1

2

1
ln .

V V

V V

VmRT mRT dV mRTA dV
V V V V

Подставляем числа (переводя одновременно все величины в систему СИ).

� �� � �0,2 8,31 280 ln2 11520 Дж 11,52 кДж.
0,028

A

Ответ: �U = 0, Q = А = 11,52 кДж.

Решение
Применим первый закон термодина<

мики, согласно которому количество теп<
лоты Q, переданное системе, расходует<
ся на увеличение внутренней энергии �U
и на внешнюю механическую работу А:

Q = �U + А.

Величина
�U = m � cV � �T = 0
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Задача 7. Кислород массой 200 г занимает объем V1 = 100 л и находится
под давлением р1 = 200 кПа. При нагревании газ расширяют в условиях по-
стоянного давления до объема 300 л, а затем его давление увеличивают до
500 кПа при неизменном объеме. Найти изменение внутренней энергии
газа �U, совершенную газом работу А и теплоту Q, переданную газу. Постро-
ить график процесса.

Дано:
� (O2) = 32 г/моль;
m = 200 г = 0,2 кг;
V1 = 100 л = 0,1 м3;
р1 = 200 кПа = 2 � 105 Па;
V2 = 300 л = 0,3 м3;
р2 = 500 кПа = 5 � 105 Па.

A — ?
�U — ?
Q — ?

Рассмотрим сначала первый процесс.
При изобарном процессе количество затраченной энергии на нагрев

газа

� �
�1 ,p
mQ C T

где m — масса газа; � — молярная масса кислорода; Ср — молярная изобар-
ная теплоемкость кислорода.

Молярная изобарная теплоемкость вычисляется по формуле

�� ( 2)
,

2p
i R

C

где R = 8,31 Дж/(моль�К) — молярная газовая постоянная; i — число степе-
ней свободы молекулы (для кислорода 3 поступательные степени свободы и 2
вращательные, i = 3 + 2 = 5).

Поэтому

�� �
�1

( )
.

2
i RmQ T

Найдем величину �Т = Т2 – Т1. Из уравнения Менделеева — Клапейрона

�
�
mpV RT

получаем

� �
� �1 1 1 2 2 2и ,m mp V RT p V RT

Решение
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откуда
� �� � 1 2 1

2 1
( )

( ) .
p V V

T T
mR

Тогда

� � � �� � �1 2 1 1 2 1 1 2 1( ) ( ) ( ) 7 ( )
.

2 2
pC p V V i R p V V p V V

Q
R

Найдем работу:

А1 = р1�V = p1(V2 – V1).

Теперь применим первый закон термодинамики, согласно которому ко'
личество теплоты Q, переданное системе, расходуется на увеличение внут'
ренней энергии �U и на внешнюю механическую работу А:

Q = �U + А.

Откуда

� �
� � � � � � � � � � � �� 	


 �1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
5( ) 1 ( ) ( ) .

2 2
pC iU Q A p V V p V V p V V

R

При втором процессе работа

А2 = р�V = 0,

так как �V = 0.
Поэтому

� � � �
�

,V
mQ U C T

где СV — молярная изохорная теплоемкость кислорода.
Молярная изохорная теплоемкость вычисляется по формуле

�� ,
2V

i RC

где i — число степеней свободы молекулы.
Найдем величину �Т = Т3 – Т2.
Из уравнения Менделеева — Клапейрона

�
�
mpV RT

получаем

� �
� �1 2 2 2 2 1и .m mp V RT p V RT

Отсюда

�� � 2 2 1
2 1

( )
( ) .

V p p
T T

mR

Поэтому

� � �� � � � �
�

2 2 1 2 2 1 2 2 1
2

( ) ( ) 5 ( )
.

2 2V
V p p iV p p V p pmQ U C

mR
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Итак, полная работа:

А = А1 + А2 = А1 = р1(V2 – V1) = 200�103 � 200�10–3 = 40 кДж.

Тепло:
Q = Q1 + Q2 = 3,5�р1(V2 – V1) + 2,5�V2(p2 – p1) =
= 3,5 � 40 + 2,5 � 300�10–3 � 300 = 0,365 МДж.

Внутренняя энергия:

�U = �U1 + �U2 = 2,5�р1(V2 – V1) + 2,5�V2(p2 – p1) =
= 2,5 � 40 + 2,5 � 300�10–3 � 300 = 0,325 МДж.

Ответ: А = 40 кДж; �U = 0,325 МДж; Q = 0,365 МДж.
Задача 8. Объем водорода при изотермическом расширении при темпера<

туре Т = 300 К увеличился в n = 3 раза. Определить работу А, совершенную
газом, и теплоту Q, полученную при этом. Масса m водорода равна 200 г.

Дано:
� (Н2) = 0,002 кг/моль;
m = 200 г = 0,2 кг;
n = V2/V1 = 3;
T = 300 К = const.

A — ?
Q — ?
Величина �U = m � cV � �T = 0 при изотермическом процессе, так как

Т = const и �T = 0. Поэтому изменение внутренней энергии газа равно нулю.
С другой стороны, работа равна

� �
2

1

( ) .
V

V

A p V dV

Воспользуемся уравнением Менделеева — Клапейрона

�
�

,mpV RT

где р — давление; m — масса водорода; � — молярная масса водорода; V —
объем сосуда; Т — температура газа; R = 8,31 Дж/(моль�К) — молярная газо<
вая постоянная.

Поэтому
�

�
( ) .mRTp V

V

Подставляем в интеграл и получаем

� � �
� � �� �

2 2

1 1

2

1
ln .

V V

V V

VmRT mRT dV mRTA dV
V V V V

Поэтому

� �� � � �50,2 8,31 300 ln3 2,74 10 Дж 0,274 МДж.
0,002

A

Ответ: А = Q = 0,274 МДж.

Решение
Применим первый закон термодина<

мики. Согласно этому закону количество
теплоты Q, переданное системе, расходу<
ется на увеличение внутренней энергии �U
и на внешнюю механическую работу А:

Q = �U + А.



ГЛАВА 10. ОСНОВЫ ТЕРМОДИНАМИКИ 405

Задача 9. Азот массой 0,1 кг был изобарно нагрет от температуры Т1 = 200 К
до Т2 = 400 К. Определить работу А, совершенную газом, полученную им теп*
лоту Q и изменение внутренней энергии.

Дано:
� (N2) = 28 г/моль;
m = 0,1 кг;
p = const;
T1 = 200 К;
T2 = 400 К.

A — ?
�U — ?
Q — ?

где R = 8,31 Дж/(моль�К) — молярная газовая постоянная; i — число степе*
ней свободы молекулы (для азота 3 поступательные степени свободы и 2 вра*
щательные, i = 5).

Поэтому
�� � ��

	
( 2)

.
2

i RmQ T

Подставляем числа:

� �� � � � � � �3(5 2) 8,31)0,1 (400 200) 21 10 Дж 21кДж.
0,028 2

Q

По определению изменение внутренней энергии газа равно

� � �
�

,V
mU C T

где CV — молярная изохорная теплоемкость азота.
Выражаем изменение внутренней энергии через Q:

� � � .V

p

C
U Q

C

Молярная изохорная теплоемкость вычисляется по формуле

� ,
2V

iRC

где i — число степеней свободы молекулы.
Поэтому

� � �� � � � � � � � � � �
� � �

2 5 5 21кДж 15 кДж.
2 2( 2) ( 2) 7 7p

i R i R iU Q Q Q
C i R i

Решение
При изобарном процессе количество зат*

раченной энергии на нагрев азота

� �
�

,p
mQ C T

где m — масса азота; � — молярная масса азо*
та; Ср — молярная изобарная теплоемкость
азота.

Молярная изобарная теплоемкость вы*
числяется по формуле

�� ( 2)
,

2p
i R

C
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Применим первый закон термодинамики, согласно которому количество
теплоты Q, переданное системе, расходуется на увеличение внутренней энер+
гии �U и на внешнюю механическую работу А:

Q = �U + А.

Откуда

А = Q – �U = 21 – 15 = 6 кДж.

Ответ: А = 6 кДж; �U = 15 кДж; Q = 21 кДж.
Задача 10. Во сколько раз увеличится объем водорода, содержащий ко+

личество вещества � = 0,4 моль при изотермическом расширении, если при
этом газ получит теплоту Q = 800 Дж? Температура водорода Т = 300 К.

Дано:
Q = 800 Дж;
� = 0,4 моль;
T = const = 300 К.

V2/V1 — ?

Величина �U = � � cV � �T = 0 при изотермическом процессе, так как
T = const и �T = 0.

Поэтому изменение внутренней энергии газа равно нулю.
Тогда

Q = �U + А = А,

откуда работа, совершаемая газом:

А = Q = 800 Дж.

С другой стороны, работа равна

� �
2

1

( ) .
V

V

A p V dV

Воспользуемся уравнением Менделеева — Клапейрона

� � �
�

,mpV RT RT

где р — давление; � — количество молей; V — объем сосуда; Т — температу+
ра газа; R = 8,31 Дж/(моль�К) — молярная газовая постоянная.

Поэтому
��( ) .RTP V

V

Подставляем в интеграл и получаем

�� � � � �� �
2 2

1 1

.
V V

V V

RT dVA dV RT R
V V

Решение
Применим первый закон термодинамики,

согласно которому количество теплоты Q, пе+
реданное системе, расходуется на увеличение
внутренней энергии �U и на внешнюю механи+
ческую работу А:

Q = �U + А.
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Работа А нам известна, поэтому мы можем найти V2/V1:

� � � � � �� � � �� �	 	 
 
� �
2

1

800exp exp exp 2,23.
0,4 8,31 300

V QA
V RT RT

То есть объем увеличится в 2,23 раза.
Ответ: V2/V1 = 2,23 раза.
Задача 11. Из предложенных ниже идеальных газов выберите те, для

которых отношение молярных теплоемкостей 
p

V

C

C  равно 
7
5

 (колебаниями

атомов внутри молекулы пренебречь).
1) Кислород; 2) воздух; 3) гелий; 4) метан; 5) неон.
Решение
Из отношения

� �� �� �

� �

1 1
22 ;

1
2

2 7
5

p

V

RC i
C iR

i
i

найдем сумму числа поступательных и числа вращательных степеней свобо?
ды молекулы:

i = nпост + nвр = 3пост + 2вр = 5.

На рисунке изображена модель молекулы газа, для которой выполняется
последнее равенство. Прямыми стрелками показаны вероятные направле?
ния поступательного движения молекулы, круглыми — вращательного дви?
жения.

Из предложенных газов этому условию удовлетворяют кислород и воз?
дух, так как в этой смеси газов бо ´льшую часть составляют двухатомные газы
азот и кислород.

Ответ: 1, 2.



408 ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА. ТЕОРИЯ, ЗАДАЧИ И ТЕСТЫ

Задача 12. Чему равна кинетическая энергия вращательного движения
всех молекул в 2 г водорода при температуре 100 К?

1) 831 Дж;   2) 83,1 Дж; 3) 0 Дж; 4) 1246,5 Дж.
Решение
Средняя кинетическая энергия одной молекулы равна

� ,
2k
iE kT

где k — постоянная Больцмана; Т — термодинамическая температура; i —
сумма числа поступательных, вращательных и удвоенного числа колебатель<
ных степеней свободы молекулы i = nпот + nвр + 2nкол.

Молекула водорода Н2 имеет 2 вращательные степени свободы, следова<
тельно,

� �вр
2 .
2

Е kT kT

В 2 г водорода содержится

� ANmN
M

 молекул,

где m — масса газа; М — молярная масса водорода; NA — число Авогадро.
Кинетическая энергия вращательного движения всех молекул будет равна

�

�
�� � � � � �
�

3

вр A 3

2 10N 8,31 100 831Дж.
2 10

m mE kT RT
M M

Ответ: 1.

10.6.
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО

РЕШЕНИЯ

1. Определить внутреннюю энергию U водорода, а также среднюю кине<
тическую энергию kE  молекулы этого газа при температуре Т = 300 К, если
количество вещества � этого газа равно 0,5 моль.

Ответ: �� � 236,21 10 Дж;kE  U = 1,56 кДж.

2. Определить суммарную кинетическую энергию Ek поступательного дви<
жения всех молекул газа, находящегося в сосуде вместимостью V = 3 л под
давлением р = 540 кПа.

Ответ: Ek = 2,43 кДж.

3. Количество вещества гелия � = 1,5 моль, температура Т = 120 К. Опре<
делить суммарную кинетическую энергию Ek поступательного движения всех
молекул этого газа.

Ответ: Ek = 2,24 кДж.

4. Молярная внутренняя энергия U некоторого двухатомного газа равна
6,02 кДж/моль. Определить среднюю кинетическую энергию Eвр вращатель<
ного движения одной молекулы этого газа. Газ считать идеальным.

Ответ: �� � 214 10 Дж.kE
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5. Определить среднюю кинетическую энергию Ek одной молекулы водя(
ного пара при температуре Т = 500 К.

Ответ: �� � 201,03 10 Дж.kE

6. Найти удельные ср и сV, а также молярные Ср и СV теплоемкости угле(
кислого газа.

Ответ: ср = 755,5 Дж/(кг�К); сV = 566,6 Дж/(кг�К); Ср = 33,2 Дж/(моль�К);
СV = 25 Дж/(моль�К).

7. Определить показатель адиабаты � идеального газа, который при тем(
пературе Т = 350 К и давлении р = 0,4 МПа занимает объем V = 300 л и имеет
теплоемкость с = 857 Дж/К.

Ответ: � = 1,4.

8. В сосуде вместимостью V = 6 л находится при нормальных условиях
двухатомный газ. Определить теплоемкость СV этого газа при постоянном
объеме.

Ответ: СV = 5,05 Дж/К.

9. Определить молярную массу газа �, если разность его удельных тепло(
емкостей ср – сV = 2,08 кДж/(кг�К).

Ответ: � = 4�10–3 кг/моль.

10. Водород находится при температуре Т = 300 К. Найти среднюю кине(
тическую энергию врE  вращательного движения одной молекулы, а также
суммарную кинетическую энергию Ek всех молекул этого газа; количество
водорода � = 0,5 моль.

Ответ: �� � 21
вр 4,1 10 Дж;E  Ek = 1,87 кДж.

11. Определить среднюю кинетическую энергию постE  поступательного
движения и  вращательного движения молекулы азота при температуре
Т = 100 К. Определить также полную кинетическую энергию Ek молекулы
при тех же условиях.

Ответ:  Ek = 3,45�10–20 Дж.

12. Определить молярную массу � двухатомного газа и его удельные теп(
лоемкости, если известно, что разность ср – сV удельных теплоемкостей этого
газа равна 260 Дж/(кг�К).

Ответ: � = 32 � 10–3 кг/моль; cp = 909 Дж/(кг�К); cV = 649 Дж/(кг�К).

13. Найти удельные ср и сV, а также молярные теплоемкости Ср и СV азота
и гелия.

Ответ: N2: ср = 1038,8 Дж/(кг�К); сV = 742 Дж/(кг�К); Ср = 29,1
Дж/(моль�К); СV = 20,8 Дж/(моль�К); He: ср = 5194 Дж/(кг�К); сV = 3120
Дж/(кг�К); Ср = 20,8 Дж/(моль�К); СV = 12,5 Дж/(моль�К).
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14. Вычислить удельные теплоемкости газа, зная, что его молярная мас)
са � = 4�10–3 кг/моль и отношение теплоемкостей Ср/СV = 1,67.

Ответ: ср = 8,31 кДж/(кг�К); cV = 6,23 кДж/(кг�К).

15. Трехатомный газ под давлением р = 240 кПа и при температуре Т = 20�С
занимает объем V = 10 л. Определить теплоемкость cp этого газа при постоян)
ном давлении.

Ответ: ср = 32,8 Дж/К.

16. Одноатомный газ при нормальных условиях занимает объем V = 5 л.
Вычислить теплоемкость СV этого газа при постоянном объеме.

Ответ: СV = 2,53 Дж/К.

17. Какая работа А совершается при изотермическом расширении водо)
рода массой m = 5 г, взятого при температуре Т = 290 К, если объем газа уве)
личивается в 3 раза?

Ответ: А = 6,618 кДж.

18. Какая доля m1 количества теплоты Q, подводимого к идеальному двух)
атомному газу при изобарном процессе, расходуется на увеличение внутрен)
ней энергии газа �U и какая доля m2 — на работу А расширения? Рассмот)
реть три случая, если газ:

1) одноатомный;
2) двухатомный;
3) трехатомный.
Ответ:
1) m1 = 0,6; m2 = 0,4;
2) m2 = 0,714; m2 = 0,286;
3) m1 = 0,75; m2 = 0,25.

19. Определить работу А, которую совершит азот, если ему при постоян)
ном давлении сообщить количество теплоты Q = 21 кДж. Найти также изме)
нение внутренней энергии �U.

Ответ: А = 6 кДж; �U = 15 кДж.

20. Во время расширения газа в цилиндре с поперечным сечением 200 см,
вызванного нагреванием, газу было сообщено количество теплоты Q = 150 кДж,
причем давление газа осталось постоянным и равным р = 20 кПа. На сколько
изменилась внутренняя энергия газа, если поршень переместился на рассто)
яние �h = 3 см?

Ответ: �U = 30 кДж.
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10.7.
КОНТРОЛЬНЫЕ ТЕСТЫ

1. Передача теплоты идеальному газу производится таким образом, что в
любой момент времени переданное количество теплоты равно работе, совер+
шенной газом. Какой это процесс?

1) Адиабатный; 2) изотермический;
3) изобарный; 4) изохорный.

2. Над идеальным газом совершена работа внешними силами таким обра+
зом, что в любой момент времени совершенная работа равна изменению внут+
ренней энергии газа. Какой это процесс?

1) Адиабатный; 2) изотермический;
3) изобарный; 4) изохорный.

3. Какая часть переданного газу количества теплоты Q идет на изменение
внутренней энергии газа при изобарном нагревании одноатомного идеально+
го газа?

1) 0,2Q; 2) 0,4Q; 3) 0,5Q; 4) 0,6Q.

4. Идеальный газ передает окружающим телам количество теплоты та+
ким образом, что в любой момент времени переданное количество теплоты
равно изменению внутренней энергии газа. Какой это процесс?

1) Адиабатный; 2) изотермический;
3) изобарный; 4) изохорный.

5. В некотором процессе газ совершил работу, равную 5 МДж, и его внут+
ренняя энергия уменьшилась на 2 МДж. Какое количество теплоты переда+
но газу в этом процессе?

1) 5 МДж; 2) 3 МДж; 3) 2 МДж; 4) 1,5 МДж.

6. При передаче газу количества теплоты 300 Дж его внутренняя энергия
уменьшилась на 100 Дж. Какую работу совершил газ?

1) 300 Дж; 2) 100 Дж; 3) 200 Дж; 4) 400 Дж.

7. При передаче газу количества теплоты 20 кДж он совершил работу,
равную 53 кДж. Как изменилась внутренняя энергия газа?

1) Увеличилась на 73 кДж;
2) уменьшилась на 73 кДж;
3) увеличилась на 33 кДж;
4) уменьшилась на 33 кДж.

8. Два грамма гелия, расширяясь адиабатно, совершили работу, рав+
ную 300 Дж. Чему равно изменение температуры гелия в этом процессе
(� = 4 � 103 кг/моль)?

1) 72 К; 2) 24 К; 3) –96 К; 4) –48 К.
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9. Какое выражение соответствует первому закону термодинамики при
изотермическом сжатии газа?

1) Q = A; 2) Q = �U;        3) Q = �U + A;               4) �U = A.

10. На рисунке представлены изотерма, адиабата, изохора, изобара. Ка-
кой линией изображена адиабата?

1) 1; 2) 2; 3) 3; 4) 4.

11. При адиабатном сжатии 4 г гелия совершена работа 600 Дж. Чему
равно изменение температуры гелия в этом процессе?

1) –72 К; 2) –24 К; 3) 0 К; 4) 48 К.

12. Какую работу в процессе 1–2 совершают � молей идеального газа?

1) �RT0; 2) 0; 3) –�RT0; 4) RT0/2.

13. Если в некотором процессе внутренняя энергия газа увеличилась на
500 Дж, а внешняя сила совершила над газом работу 300 Дж. Чему равна
сообщенная газу теплота?

1) 100 Дж; 2) 200 Дж; 3) 300 Дж; 4) 500 Дж.

14. Если V1 = 1,1 л, V2 = 1,5 л, р1 = 4�106 Па, р2 = 9�106 Па, какую работу
совершил газ в процессе 1–2–3?

1) 150 Дж; 2) 400 Дж; 3) 800 Дж; 4) 1600 Дж.



ГЛАВА 10. ОСНОВЫ ТЕРМОДИНАМИКИ 413

15. Чему равно суммарное количество тепла в процессе 1–2–3, совершае$
мом идеальным одноатомным газом?

1) (V2 – V1) � (p2 – p1)/2; 2) (V2 – V1) � (4p1 + p2)/2;
3) (V2 + V1) � (p2 + 2p1); 4) (V2 + 2V1) � (p2 – p1).

16. Внутренняя энергия идеального газа при повышении его темпера$
туры...

1) увеличивается;
2) уменьшается;
3) увеличивается или уменьшается в зависимости от изменения объема;
4) не изменяется.

17. В некотором процессе подведенная к газу теплота равна работе, со$
вершаемой газом. Как называется этот процесс?

1) Изотермический; 2) изобарический;
3) изохорический; 4) адиабатический.

18. В некотором процессе газу сообщено 900 Дж теплоты, а газ при этом
совершил работу 500 Дж. Чему равна внутренняя энергия газа?

1) Увеличилась на 400 Дж; 2) уменьшилась на 400 Дж;
3) увеличилась на 1400 Дж; 4) уменьшилась на 500 Дж;
5) увеличилась на 900 Дж.

19. Как изменяется внутренняя энергия одноатомного газа при изобар$
ном нагревании?

1) Увеличивается; 2) уменьшается;
3) не изменяется; 4) это зависит от давления.

20. Как изменяется внутренняя энергия одноатомного газа при изохор$
ном охлаждении?

1) Уменьшается; 2) увеличивается;
3) не изменяется; 4) это зависит от объема.
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21. Как изменяется внутренняя энергия одноатомного газа при изотер&
мическом сжатии?

1) Не изменяется; 2) уменьшается;
3) увеличивается; 4) это зависит от температуры.

22. Газ совершает работу при...
1) изобарическом нагревании;
2) изохорическом нагревании;
3) изохорическом охлаждении;
4) при всех перечисленных процессах.

23. Внутренняя энергия идеального газа при его охлаждении...
1) уменьшается;       2) увеличивается;          3) не изменяется;
4) увеличивается или уменьшается в зависимости от изменения объема.

24. Вечный двигатель первого рода в термодинамике — это...
1) двигатель, совершающий работу в большем количестве, чем получен&

ная им энергия;
2) двигатель, получающий тепло от одного резервуара и превращающий

его целиком в работу;
3) двигатель, совершающий работу, не получая энергии извне;
4) двигатель, работающий бесконечно долго не останавливаясь.

25. Внутренняя энергия гири увеличивается, если...
1) гирю нагреть на 2�С;
2) гирю поднять на 2 м;
3) увеличить скорость гири на 2 м/с;
4) подвесить гирю на пружине, которая растянется на 2 см.

26. Температура кристаллического тела при плавлении не изменяется.
Внутренняя энергия вещества при плавлении...

1) увеличивается;            2) уменьшается;            3) не изменяется;
4) может увеличиваться или уменьшаться в зависимости от кристалли&

ческой структуры тела.

27. Во сколько раз уменьшается давление газа, имеющего показатель ади&
абаты � = 5/3, при адиабатическом расширении в 2 раза?

1) 3,17; 2) 2; 3) 1,4; 4) 1,67.

28. Какую работу совершает газ при изменении объема от значения V1 до
значения V2?

1)
2

1

;
V

V

pdV� 2)
2

1

;
V

V

pdV� � 3)
2

1

2 ;
V

V

p dV� 4)
2

1

;
V

V

pVdV� 5) p2V2 – p1V1.

29. Чему равно число степеней свободы молекулы одноатомного газа?
1) 3; 2) 4; 3) 5; 4) 6; 5) 7.
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30. Кинетическая энергия молекулы газа равномерно распределяется по...
1) степеням свободы молекулы;
2) атомам, составляющим молекулу;
3) трем пространственным координатам;
4) направлениям вращения молекулы;
5) электронам, входящим в состав молекулы.

31. Число степеней свободы молекулы газа... с увеличением количества
атомов, входящих в ее состав.

1) Увеличивается;
2) уменьшается;
3) изменяется случайным образом;
4) немонотонно изменяясь, стремится в значению 3;
5) немонотонно изменяясь, стремится к значению 6.

32. Теплоемкость газа при постоянном давлении... теплоемкость этого
газа при постоянном объеме.

1) Всегда больше, чем;
2) всегда меньше, чем;
3) имеет такое же значение, как и;
4) ровно в 2 раза больше, чем;
5) ровно в 2 раза меньше, чем.

33. Отношение молярных теплоемкостей любого газа при постоянном
давлении и постоянном объеме равно..., где i — число степеней свободы мо=
лекулы газа.

1) Cp/CV = (i + 2)/i; 2) Cp/CV = i;
3) Cp/CV = i/(i + 2); 4) Cp/CV = (i + 1)/i; 5) Cp/CV = i/(i + 1).

34. Чему равен показатель адиабаты одноатомного газа?
1) 1,67; 2) 5/3; 3) 1; 4) 2; 5) 12; 6) 5,3.

35. Отношение молярной теплоемкости газа при постоянном давлении к
его молярной теплоемкости при постоянном объеме равно...

1) показателю адиабаты газа;
2) плотности газа;
3) молярной массе газа;
4) температуре газа;
5) числу степеней свободы молекулы газа.

36. Передача телу некоторого количества теплоты (без совершения над
ним макроскопической работы) ведет к тому, что его внутренняя энергия...

1) увеличивается;
2) уменьшается;
3) остается неизменной;
4) становится равной полученному количеству теплоты;
5) обращается в ноль.
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37. Внутренняя энергия термодинамической системы содержит...
1) кинетическую энергию хаотического поступательного движения мо2

лекул;
2) потенциальную энергию взаимодействия молекул;
3) энергию вращательных движений молекул;
4) кинетическую энергию системы как целого;
5) потенциальную энергию взаимодействия молекул с внешней средой.

38. Построение вечного двигателя первого рода...
1) невозможно согласно первому началу термодинамики;
2) невозможно согласно закону сохранения энергии;
3) практически невозможно по причине изнашиваемости деталей;
4) возможно только при температуре абсолютного нуля;
5) экономически нецелесообразно при современном уровне развития тех2

ники;
6) возможно, но его очень низкий КПД делает его практически невы2

годным.

39. Как называется процесс, при котором количество теплоты, передан2
ное идеальному газу, равно изменению его внутренней энергии?

1) Адиабатический;
2) изохорический;
3) изобарический;
4) такой процесс невозможен;
5) изотермический.

40. При адиабатическом процессе...
1) система не совершает работу против внешних сил;
2) внутренняя энергия системы не изменяется;
3) не происходит теплообмен между системой и окружающей средой;
4) температура системы не изменяется;
5) над системой не совершают работу внешние силы.

41. В состав внутренней энергии входит только...
1) кинетическая энергия поступательного и вращательного движений

атомов и молекул;
2) энергия химической связи атомов в молекулах;
3) кинетическая и потенциальная энергия электронов в атомах и внутри2

ядерная энергия;
4) среди предложенных ответов нет правильного.

42. Как изменяется внутренняя энергия одноатомного газа при изохор2
ном охлаждении?

1) Уменьшается; 2) увеличивается;
3) не изменяется; 4) это зависит от объема.
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43. Закон Больцмана о равном распределении энергии по степеням свобо(
ды молекул: для...

1) любой статистической системы на любую степень свободы приходится
в среднем одинаковая энергия, равная kТ/2;

2) статистической системы, находящейся в состоянии термодинамичес(
кого равновесия, на любую поступательную и вращательную степень свобо(
ды приходится в среднем одинаковая энергия, равная kТ/2;

3) статистической системы, находящейся в состоянии термодинамичес(
кого равновесия, только на поступательные степени свободы приходится в
среднем одинаковая энергия, равная kТ/2;

4) статистической системы, находящейся в состоянии термодинамичес(
кого равновесия, на любую степень свободы приходится в среднем одинако(
вая энергия, равная kТ.

44. Чему равно полное число степеней свободы двухатомной молекулы с
жесткой связью?

1) 3; 2) 5; 3) 7; 4) 10.

45. Как изменяется внутренняя энергия одноатомного газа при изотер(
мическом сжатии?

1) Это зависит от температуры;
2) уменьшается;
3) увеличивается;
4) не изменяется.

46. При изохорическом охлаждении газа его давление уменьшается, так
как уменьшается...

1) концентрация молекул;
2) средняя кинетическая энергия молекул;
3) масса газа;
4) объем газа.

47. Внутренняя энергия идеального газа при повышении его темпера(
туры...

1) увеличивается;
2) уменьшается;
3) увеличивается или уменьшается в зависимости от изменения объема;
4) не изменяется.



Г Л А В А О Д И Н Н А Д Ц А Т А Я

ВТОРОЙ ЗАКОН ТЕРМОДИНАМИКИ.
ТЕПЛОВЫЕ ДВИГАТЕЛИ

11.1.
НЕОБРАТИМОСТЬ ТЕПЛОВЫХ ПРОЦЕССОВ.

ЭНТРОПИЯ

Одним из ключевых отличий термодинамики от механики является не"
обратимость многих процессов в термодинамике. Термодинамический про"
цесс называется обратимым, если он может происходить как в прямом, так и
в обратном направлении, через одни и те же промежуточные состояния и при
этом не происходит изменений в окружающих телах. Всякий процесс, не
удовлетворяющий этим условиям, является необратимым. Любой процесс в
классической механике является обратимым. Достаточно в формулах, опи"
сывающих движение тел, сменить знаки на противоположные, и тело нач"
нет двигаться в противоположном направлении, проходя прежнюю траекто"
рию. В молекулярной физике обратить процесс не всегда возможно. Напри"
мер, если убрать перегородку в сосуде, разделяющую два различных газа, то
газы перемешаются, и никаким образом вернуть их в первоначальное состо"
яние невозможно. Закон сохранения энергии утверждает, что количество
энергии при любых ее превращениях остается неизменным. Но он ничего не
говорит о том, какие энергетические превращения возможны. Между тем
многие процессы, вполне допустимые с точки зрения закона сохранения энер"
гии, никогда не протекают в действительности. Механическая энергия за
счет диссипативных сил легко переходит в тепловую энергию. Но получить
механическую энергию из тепловой не так просто. Нагретые тела постепен"
но остывают, передавая свою энергию более холодным окружающим телам.
Обратный процесс передачи теплоты от холодного тела к горячему не проти"
воречит закону сохранения энергии, но такой процесс самопроизвольно ни"
когда не происходит. Все наблюдали, как налитый в чашку горячий чай
постепенно остывает, нагревая окружающий воздух. Но никто не видел, что"
бы теплый чай в чашке вдруг закипел за счет охлаждения окружающего его
воздуха.

Различие между обратимыми и необратимыми процессами потребовало
введения в термодинамике величины, позволяющей различать эти процес"
сы. Такой величиной является энтропия. Энтропия S (в широком смысле) —
это мера необратимого рассеяния энергии (мера невозможности некоторых
процессов).
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При обратимых процессах, происходящих в замкнутой системе, она ос*
тается неизменной, а при необратимых она возрастает. Это утверждение по*
лучило название неравенство Клаузиуса:

�S � 0.

Изменение энтропии связано с передачей тепла системе. Приведенное
количество теплоты, сообщаемое телу на бесконечно малом участке процес*

са, равно � .Q
T

 Строгий теоретический анализ показывает, что приведенное

количество теплоты, сообщаемое телу в любом обратимом круговом процес*
се, равно нулю:

� ��� 0.Q
T

(11.1)

Из равенства нулю интеграла (11.1), взятого по замкнутому контуру, сле*

дует, что подынтегральное выражение 
�Q
T

 есть полный дифференциал не*

которой функции, которая определяется только состоянием системы и не
зависит от пути, каким система пришла в это состояние. Таким образом,

� � .Q dS
T

(11.2)

Функция состояния, дифференциалом которой является � ,Q
T

 это и есть

энтропия. Данная формула позволяет сделать вывод, что энтропия может не
только возрастать, но и уменьшаться. Это не противоречит неравенству Кла*
узиуса. Уменьшение энтропии возможно только в незамкнутой системе. Для
замкнутых систем она не убывает. Рассуждения о замкнутости или незамк*
нутости Вселенной как системы и применимости к ней неравенства Клаузиу*
са привели к гипотезе о тепловой смерти Вселенной. Если считать Вселен*
ную замкнутой системой, то энтропия в ней должна постоянно расти из*за
наличия необратимых процессов. В конечном итоге энтропия должна дос*
тигнуть максимума и все процессы передачи энергии прекратятся. Тот факт,
что Вселенная не является замкнутой системой, позволяет избежать ей теп*
ловой смерти.

11.2.
СТАТИСТИЧЕСКИЙ СМЫСЛ

ЭНТРОПИИ

Закон возрастания энтропии является иной формулировкой второго на*
чала термодинамики. Как мы сейчас убедимся, его смысл сводится к тому,
что система стремится к более вероятному состоянию. Вспомним задачу о
смешивании газов с разными давлениями. Вообще говоря, можно представить
себе обратный процесс: газ в сосуде самопроизвольно разделится на две части,
так что давления в каждой из частей будут различаться. Никакой закон со*
хранения не противоречит такому процессу, но он никогда не происходит в
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реальности, поскольку вероятность его ничтожно мала. Закон возрастания
энтропии связан с тем, что данное макроскопическое состояние системы (за-
данные параметры Т, р, V) может быть реализовано множеством способов
при различных микроскопических состояниях (положения и скорости мо-
лекул). Понятно ведь, что можно поменять импульсы или положения ка-
кой-нибудь пары молекул и мы получим другое микроскопическое состоя-
ние, но термодинамически система не изменится. Число микроскопичес-
ких состояний, соответствующих тому же макроскопическому состоянию,
определяет вероятность последнего: чем большим числом способов можно
его реализовать, тем оно вероятнее. Возрастание энтропии, как уже говори-
лось, означает лишь то, что система стремится перейти в более вероятное
состояние, которое реализуется большим числом микроскопических со-
стояний.

Чтобы убедиться, что энтропия действительно связана с вероятностью,
рассмотрим еще один неравновесный процесс. Пусть имеется сосуд объемом
V, разделенный на правую и левую половины непроницаемой перегородкой.
Пусть идеальный газ из N молекул содержится в левой половине сосуда, в то
время как правая половина от молекул свободна. Перегородку делают про-
ницаемой, так что газ может адиабатно расширяться в пустоту. Определим
изменение энтропии газа. Поскольку при расширении в пустоту не соверша-
ется работа против внешней силы, а тепло извне не поступает в силу условия
адиабатности, идеальный газ не изменяет свою температуру. Увеличение же
в 2 раза объема, занимаемого молекулами газа, приводит к двукратному
уменьшению его давления от начального значения p1 до конечного p2 = p1/2.
Поэтому энтропии газа до и после расширения равны соответственно:

� � �
�

� � �
�

1 , 1 0

1
2 , 0

( ln ln );

( ln ln ),
2

m p

m p

mS c T R p S

pmS c T R S
(11.3)

а изменение энтропии дается выражением

�S = S2 – S1 = (m/�)Rln2 = Nkln2 = kln2N. (11.4)

Каково же происхождение фактора 2N под знаком логарифма? Просле-
дим за какой-нибудь молекулой. При непроницаемой перегородке она могла
находиться только в левой половине сосуда, а потом ей стали доступны обе
половины. Число способов размещения данной молекулы увеличилось в
2 раза, и так — для каждой из N молекул. Поэтому полное число способов
размещения молекул увеличилось в 2N раз. В такое же число раз вероятность
состояния газа, равномерно занимающего полный объем сосуда, больше ве-
роятности состояния, когда при проницаемой перегородке все молекулы со-
средоточатся в левой половине, оставив правую свободной. Это не противо-
речит никаким законам, но при N = NA = 6,02�1023 молекул (один моль веще-
ства) вероятность такого события фантастически мала � AN(2 ).

Еще один пример на ту же тему. Возьмем тот же сосуд, и пусть в каждом
из его половинок находится равное число N/2 молекул при одинаковых тем-
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пературе и давлении. Мысленно пометим молекулы левой половины черным
цветом, а правой — белым, и пусть молекулы слева и справа больше ничем
не отличаются. После этого соединим сосуды и определим изменение энтро2
пии �S. После перемешивания температуры газов не изменятся, а их парци2
альные давления уменьшатся в 2 раза, так что полное давление, равное сум2
ме парциальных, останется прежним. Поэтому процесс перемешивания срод2
ни расширению газов черных и белых молекул в пустоту, и мы можем
воспользоваться результатом (11.3), учитывая, что число молекул каждого
цвета равно теперь N/2. Складывая затем изменения энтропий обоих газов,
получаем

�S = 2kln2N/2 = kln2N (11.5)

(N приобретает теперь только четные значения). Убедимся, что и в данном
случае 2N описывает увеличение числа способов распределения молекул по
сосуду.

Пусть у нас есть всего по одной молекуле в каждом из сосудов (N = 2).
Раньше черная молекула могла находиться только в левом сосуде, а после
смешивания для нее стали доступны обе части соединенного сосуда. Анало2
гично расширились возможности для белой молекулы, которая ранее была
ограничена в своих передвижениях правым сосудом. Итак, после смешива2
ния молекулы свободно блуждают по сосудам, и мы имеем в 4 (22) раза боль2
ше вариантов их размещения. Если у нас имеются N = 4 молекулы, то после
соединения у них появляется в 16 (24) больше возможностей распределиться
по объему системы. Ясно, что в общем случае N молекул число 2N действи2
тельно есть не что иное, как фактор, в который возрастает число способов
распределения молекул по объему системы.

Можно дать статистическое определение энтропии:

S = kln�, (11.6)

где � — число микроскопических способов, которыми можно реализовать
данное макроскопическое состояние.

Расчет вероятности макроскопических состояний и подстановка их в эту
формулу приводит к прежним выражениям для энтропии идеального газа.
Использование логарифма в определении энтропии позволяет свести умно2
жение вероятностей к сложению энтропий. В наших примерах энтропия,
приходящаяся на одну молекулу, возросла на величину �S = kln2. Двойка
под логарифмом — это увеличение в 2 раза свободного пространства, доступ2
ного молекуле. Энтропия газа из N молекул в N раз больше:

�S = Nkln2 = kln2N.

В классической статистике энтропия определяется с точностью до адди2
тивной постоянной S0. В квантовой статистике, оперирующей дискретными
уровнями энергии, эта постоянная может быть определена. Оттуда, в частно2
сти, следует теорема Нернста, иногда называемая третьим началом термоди2
намики: при стремлении температуры к абсолютному нулю энтропия
также стремится к нулю.
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Действительно, при абсолютном нуле температуры всякое тепловое дви)
жение прекращается и все молекулы находятся в состоянии с наинизшей
энергией. Поэтому есть только один способ реализации такого состояния
(� = 1), так что S = 0.

Представим себе, что мы снимаем фильм о смешивании молекул в сосу)
дах. Сначала у нас слева черные молекулы, а справа — белые. Молекулы
сталкиваются, путешествуют по сосудам и в конечном итоге равномерно пе)
ремешиваются (так сказать, их смесь дает более или менее ровный серый
цвет). Такое поведение системы большого числа частиц соответствует нашей
практике. Запустим теперь фильм в обратном направлении. В каждом от)
дельном кадре, т. е. в конкретном акте соударения молекул, мы не увидим
ничего особенного. Законы механики не нарушатся на нашем экране, по)
скольку они обратимы. Но конечный итог «обратного» фильма поистине чу)
десен: казалось бы, беспорядочные столкновения молекул привели к разде)
лению серого цвета на черный слева, белый — справа. В таком процессе энт)
ропия уменьшается, а система приходит от беспорядка к порядку. На самом
деле каждая молекула имела в точности такие скорости и положения, испы)
тывала именно такие, а не другие столкновения, чтобы в конце концов прий)
ти в ту половину сосуда, где она оказалась. Такое событие в высшей степени
невероятно, хотя и не противоречит микроскопическим законам физики.
Закон возрастания энтропии утверждает, что система с течением времени
имеет тенденцию перейти в менее упорядоченное состояние.

11.3.
ВТОРОЕ НАЧАЛО

ТЕРМОДИНАМИКИ

Необратимые процессы в термодинамике и циклы тепловых машин при)
вели к формулировке научного принципа второго закона (второго начала)
термодинамики, показывающего, в каком направлении могут протекать тер)
модинамические процессы.

Второй закон термодинамики имеет несколько формулировок.
1. Формулировка Кельвина: невозможен периодический (круговой) про)

цесс, результатом которого является превращение теплоты, полученной от
нагревателя, в эквивалентную работу.

Возможность создания тепловой машины, которая могла бы совершать
работу с использованием одного нагревателя, очень заманчива и не противо)
речит первому закону термодинамики. Такую машину назвали вечным дви)
гателем второго рода. И ее КПД был бы 100%. Но это невозможно, так как
необходимо потратить часть энергии на охлаждение системы (Q2), т. е. за)
вершить цикл тепловой машины.

2. Формулировка Клаузиуса: невозможен круговой процесс, единствен)
ным результатом которого является передача энергии в форме теплоты от
холодного тела к горячему.

Если бы был возможен такой процесс, то это означало бы, что можно
сделать тепловую машину без холодильника, передавая теплоту Q2 обратно
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нагревателю. Но это невозможный процесс, так как энтропия при этом бы
понизилась. А это противоречит неравенству Клаузиуса.

Не следует думать, что второй закон термодинамики запрещает переход
тепла от менее нагретого тела к более нагретому телу в принципе.

В холодильной машине как раз совершается такой переход, но он сопро5
вождается изменениями в окружающих телах, связанными с совершением
над системой работы. И энтропия системы в целом увеличивается в строгом
соответствии с неравенством Клаузиуса.

11.4.
ПРИНЦИП ДЕЙСТВИЯ

ТЕПЛОВЫХ ДВИГАТЕЛЕЙ.
ЦИКЛЫ

Тепловыми двигателями называют машины, превращающие внутреннюю
энергию сгорающего топлива в механическую работу. Вещество, производя5
щее работу в тепловых двигателях (машинах), называют рабочим телом или
рабочим веществом. В паровых машинах таким рабочим телом является во5
дяной пар, в двигателях внутреннего сгорания — газ.

Расширение газа происходит в результате повышения его температуры и
давления при нагревании. Устройство, от которого рабочее тело получает
некоторое количество теплоты, называется нагревателем.

Тепловые машины могут быть устроены различным образом. Однако все
они обладают общим свойством — периодичностью действия, или циклично	
стью, в результате чего рабочее тело возвращается в исходное состояние.
Общий принцип работы тепловой машины рассмотрим на примере поршне5
вого двигателя.

Поршневой двигатель состоит из цилиндра с поршнем и рабочего тела
(газа) под ним. Чтобы рабочему телу сообщить количество теплоты Q1,
необходимо привести его в контакт с
нагревателем. Количество теплоты Q1,
полученное от нагревателя, идет на
увеличение внутренней энергии газа и
совершение им работы. В результате
этого газ, расширяясь, переходит из со5
стояния 1 в состояние 2 по пути, на5
пример 1–a–2 (рис. 11.1). Для повтор5
ного использования поршень необходи5
мо вернуть в исходное состояние. Если
сжатие провести в обратном порядке,
что и расширение, то работа сжатия и
расширения будет одинакова и суммар5
ная работа окажется равной нулю. По5
этому газ сжимают так, чтобы он воз5
вращался в исходное состояние по пути
2–b–1. Рис. 11.1
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Площадь фигуры 1–a–2–b–1 чис"
ленно равна работе газа, совершенной
за цикл. Работа расширения больше
работы сжатия, следовательно, за цикл
совершается положительная работа.
Такой цикл называют прямым циклом.
Он происходит по часовой стрелке.

Чтобы газ возвратился в исходное
состояние, от него необходимо отво"
дить некоторое количество теплоты Q2.
В противном случае он нагреется, и в

конце сжатия температура газа станет выше начальной. Первое начало тер"
модинамики не запрещает вернуть «лишнее» тепло Q2 обратно нагревателю.
Но это означало бы, что тепло передается от менее нагретого тела к горячему.
Но это невозможно. Следовательно, необходим еще один тепловой резерву"
ар, имеющий температуру ниже, чем у рабочего тела. Для этого его приводят
в контакт с холодильником. Термин «холодильник» не следует понимать
буквально. Холодильником называют такое тело, которому газ отдает тепло"
ту при сжатии. То, что принято называть холодильником в быту, это слож"
ное устройство, работающее по обратному циклу и называемое холодильной
машиной. Таким образом, в любой тепловой машине должны присутство"
вать: нагреватель, рабочее тело и холодильник (рис. 11.2).

Применим первый закон термодинамики к круговому процессу, пока"
занному на рисунке 11.1. Количество теплоты Q1, которое газ получает от
нагревателя, идет на увеличение внутренней энергии �U и на совершение
работы А1 по перемещению поршня:

Q1 = �U + А1. (11.7)

Работа А1 пропорциональна площади фигуры В–1–а–2–С (рис. 11.1). Ра"
бота газа при расширении А1 > 0. Работа газа при сжатии А2 < 0 и пропорци"
ональна фигуре В–1–b–2–С. При сжатии газ отдает холодильнику количе"
ство теплоты Q2 (Q2 < 0).

В соответствии с первым законом термодинамики

–Q2 = �U – А2. (11.8)

В результате совершения кругового цикла газ возвращается в начальное
состояние, его внутренняя энергия принимает первоначальное значение.
Следовательно, за цикл изменение внутренней энергии газа равно нулю:
�U = 0.

Из уравнений (11.7) и (11.8) следует, что

Q1 – Q2 = А1 – А2. (11.9)

В результате совершения кругового процесса (цикла) нагреватель отдал
количество теплоты Q1, а холодильник получил количество Q2. Количество
теплоты Q1 – Q2 пошло на совершение полезной работы Апол = А1 – А2. Полез"
ная работа за цикл пропорциональна площади фигуры 1–а–2–b–1.

Рис. 11.2
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Коэффициент полезного действия двигателя показывает, какую часть
составляет полезная работа двигателя от всей энергии, выделенной при пол0
ном сгорании топлива. Таким образом, КПД тепловой машины:

−η = η = = −пол 1 2 2

1 1 1
или 1 .

A Q Q Q
Q Q Q (11.10)

11.5.
ЦИКЛ КАРНО.

ДВИГАТЕЛЬ ВНУТРЕННЕГО СГОРАНИЯ

Французский инженер Сади Карно в 1824 г. теоретически рассмотрел
круговой процесс, состоящий из двух изотерм и двух адиабат (рис. 11.3).
Впоследствии этот цикл получил название цикл Карно. Этот цикл является
наиболее экономичным из возможных.

Следовательно, КПД такой машины (машины Карно, идеальной маши0
ны) будет максимальным.

Для работы любой тепловой машины по замкнутому циклу необходима
внешняя среда, которую условно можно представить себе как два тела —
нагреватель, находящийся при температуре Тmax, и холодильник, находя0
щийся при температуре Тmin (Tmin � Tmax). Предполагается, что при контак0
те с нашей системой температуры нагревателя и холодильника не меняются.
При контакте с нагревателем система получает тепло, при контакте с холо0
дильником — отдает.

В термодинамике существует теорема Карно: при заданных температу0
рах нагревателя и холодильника максимально возможный КПД тепловой
машины определяется формулой

�� � max min

max
c

T T
T (11.11)

и не зависит от рабочего тела машины.
Реализация максимально возможного КПД достигается, когда идеаль0

ный газ проходит замкнутый цикл, составленный из двух адиабат и двух
изотерм (рис. 11.3). Температура системы равна Т1 в точках 1, 2 и Т2 в точ0
ках 3, 4. Значения остальных термодинамических параметров (p, V) будут
иметь в качестве индекса номер соот0
ветствующей точки на диаграмме. Надо
вычислить количества полученной Q1 и
отданной Q2 теплоты, найти совершен0
ную газом работу Ац = Q1 – Q2 и опреде0
лить КПД цикла. На участках 2–3 и 4–1
система не обменивается теплом с внеш0
ней средой. Следовательно, теплоту Q1

газ получает на участке 1–2, а теплоту
Q2 отдает на участке 3–4. Рассмотрим
подробнее различные участки цикла. Рис. 11.3
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Изотерма 1–2. На этом участке газ находится в контакте с нагревателем
и происходит изотермическое расширение от объема V1 до объема V2. Темпе-
ратура Т1 не меняется, следовательно, не изменяется внутренняя энергия, а
вся полученная теплота расходуется на совершение газом работы:

Q1 = Q1–2 = А1–2.

Величину этой работы мы уже вычислили, так что с учетом формулы
(10.29) находим

�
�

2
1 1

1
ln .

VmQ RT
V (11.12)

Адиабата 2–3. Здесь система отсоединяется от нагревателя и не обмени-
вается теплом с внешней средой: Q2–3 = 0. Газ продолжает расширяться, но
уже адиабатно. Работа совершается за счет внутренней энергии газа, и его
температура падает до значения Т2. На этом участке цикла нам нужна ин-
формация, доставляемая уравнением адиабаты:

�� ���1 1
1 22 3 .T V T V (11.13)

Изотерма 3–4. Система подключается к холодильнику, и газ начинает
сжиматься. Внутренняя энергия остается неизменной, над газом совершает-
ся работа (А3–4 < 0), а выделяющееся тепло

Q2 = |Q3–4| = –A3–4

передается холодильнику. Имеем аналогично (11.12):

�
�

3
2 2

4
ln .

VmQ RT
V (11.14)

Адиабата 4–1. Система отключена от внешней среды и продолжает сжи-
маться изотермически, что приводит к повышению ее температуры до Т1.
В конечном итоге система возвращается в первоначальное состояние. По-
скольку точки 4 и 1 лежат на адиабате, получаем связь объемов и темпера-
тур, аналогичную (11.13):

�� ���1 1
2 14 1 .T V T V (11.15)

Из уравнений (11.13) и (11.15) находим отношения объемов:

�� ��
� � � �� �� � � �
	 
 	 


1 1
3 4 1

2 1 2
,

V V T
V V T

откуда следует, что

� 32

1 4
.

VV
V V (11.16)

Поэтому отдаваемую холодильнику теплоту Q2 можно записать как

�
�

2
2 2

1
ln .

VmQ RT
V (11.17)
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Используя выражение (11.17) для теплоты, полученной системой, нахо-
дим совершенную в ходе цикла работу:

� � � �
�

2
ц 1 2 1 2

1
( )ln .

VmA Q Q R T T
V (11.18)

Из проведенного анализа следует также, что максимальная температура
в цикле равна Тmax = T1, а минимальная — Тmin = T2. Если разделить (11.18)
на (11.12), то получим выражение (11.11) для КПД цикла Карно, из которого
выпадают все параметры, кроме температур холодильника и нагревателя.

Если цикл Карно осуществить в обратном направлении, т. е. против часо-
вой стрелки на рисунке 11.1, то для определения эффективности холодиль-
ной установки надо использовать формулы

�� � � � � �
� �

2 2 2 2
хол

1 2 2 1
, .

Q T Q T
A T T Q A T (11.19)

Чем ниже температура внешней среды Т1, тем меньше мы нуждаемся в
холодильнике и тем эффективнее он работает.

Приведем численный пример. Если кондиционер поддерживает в комна-
те температуру t2 = 20�C, а температура наружного воздуха равна t1 = 30�C,
то для холодильного коэффициента имеем

�	 = 293/10 = 29,3,

а для КПД
�хол = 293/303 = 96,7%.

Конечно, на самом деле температура тепловыделяющего элемента боль-
ше наружной температуры на 20–30�C, так что разность температур может
достигать 30–40�C, что приводит к значениям �	 
 88–91%.

Напомним, что речь идет об идеальных установках, работающих по цик-
лу Карно. Реальный типичный кондиционер потребляет мощность 750 Вт,
перекачивая за час около 5 МДж тепловой энергии. Это значит, что за секун-
ду кондиционер совершает работу А = 750 Дж и отнимает у воздуха в комна-
те теплоту

Q2 = 5�106/3600 
 1,4 Дж.

Отсюда находим

�	 = Q2/А 
 1400/750 
 1,9 и �хол = Q2/(Q2 + А) 
 1400/2150 
 65%.

Видно, что реальный кондиционер гораздо менее эффективен, нежели
идеальный холодильник Карно.

Из формулы (11.11) видно, что чем выше температура нагревателя Т1 и
ниже температура холодильника Т2, тем эффективнее тепловая машина.
Лишь при Т2 = 0 �max = 1. Но температура холодильника практически не мо-
жет быть ниже температуры окружающего воздуха. Повышать температуру
Т1 нагревателя можно. Однако любой материал обладает ограниченной жа-
ропрочностью, поэтому повышение температуры Т1 возможно до определен-
ного предела.
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В реальных тепловых машинах на первый взгляд трудно увидеть три
части тепловой машины: нагреватель, рабочее тело и холодильник.

Рассмотрим двигатель внутреннего сгорания. Внутри цилиндра может
свободно перемещаться поршень. В верхней части цилиндра имеются два
клапана. Через один клапан производится впуск так называемой горючей
смеси, состоящей из воздуха и мельчайших частиц жидкого топлива. Дру4
гой клапан служит для удаления из цилиндра отработанных газов. Для вос4
пламенения горючей смеси используется свеча (электрическая искра).

Работа двигателя состоит из четырех тактов: впуск горючей смеси, ее
сжатие, расширение при сгорании топлива и выпуск отработанных газов в
атмосферу. Первые два такта — подготовительные. После сжатия смесь под4
жигается, в результате чего выделяющаяся теплота сгорания идет на нагре4
вание газа. Таким образом, нагревателем в двигателе внутреннего сгорания
является сама горючая смесь. После выпуска отработанного газа в атмосфе4
ру его место занимает новая порция смеси, состоящая в основном из атмо4
сферного воздуха. Таким образом, холодильником у двигателя внутреннего
сгорания является окружающий воздух.

Основными типами тепловых двигателей являются:
� паровая машина (� � 7–12%);
� паровая турбина (� � 25%);
� карбюраторный двигатель внутреннего сгорания (� � 25%);
� дизельный двигатель внутреннего сгорания (� � 40%);
� воздушно4реактивный двигатель (� � 25%);
� газовая турбина (� � 60%).

11.6.
ДВИГАТЕЛЬ

ВНУТРЕННЕГО СГОРАНИЯ

Теперь познакомимся с одним из циклов, используемых в технике, и
сравним его эффективность с циклом Карно. Технические циклы на самом

деле необратимы и даже не замкнуты,
так как часть рабочего вещества вы4
брасывается наружу. Задачей техники
является создание циклов, приближа4
ющихся по своим характеристикам к
идеальным. Поэтому мы рассмотрим
идеализированный процесс (цикл Отто),
близкий к используемому в двигателе
внутреннего сгорания. Цикл Отто изоб4
ражен на рисунке 11.4.

Как обычно, термодинамические
параметры имеют индексом номер со4
ответствующей точки на рисунке
(в данном случае надо будет помнить,
что V3 = V2, V4 = V1).Рис. 11.4
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Изобара А–1. Первый такт цикла. Вследствие движения поршня в ци'
линдр всасывается горючее. Приближенно можно считать, что это происхо'
дит при атмосферном давлении p1. Объем увеличивается от V2 до V1.

Адиабата 1–2. Второй такт цикла. Теплообмена со средой нет. Поршень
движется в обратном направлении, адиабатно сжимая смесь от объема V1 до
объема V2.

При этом повышается давление и температура растет от Т1 до Т2. Связь
температур и объемов в начале и конце адиабатной части цикла дается соот'
ношением

��
� � �� �
	 


1
1 2

2 1
.

V T
V T (11.20)

Изохора 2–3. Начало третьего такта. Под действием электрической ис'
кры горючая смесь взрывается: давление почти мгновенно возрастает до зна'
чения р3, а объем еще не успевает измениться. Температура растет от Т2 до Т3

за счет тепла, выделенного при взрыве. Работа не производится, а количе'
ство выделенного тепла выражается формулой

Q1 = Q2–3 = СV(Т3 – Т2). (11.21)

Адиабата 3–4. Продолжение третьего такта. Теплообмена со средой нет.
Газ адиабатно расширяется до максимального объема цилиндра V1, падают
температура и давление. Связь температур и объемов в начале и конце дается
уравнением

��
� � �� �
	 


1
31

2 4
.

TV
V T (11.22)

Изохора 4–1. Конец третьего такта. Открывается клапан, давление пада'
ет до атмосферного при постоянном объеме. Температура также падает до
значения Т1:

Q2 = –Q4–1 = СV(Т4 – Т1). (11.23)

Изобара 1–А. Четвертый такт. Поршень выталкивает из цилиндра отра'
ботанные газы, система возвращается в начальное состояние. Поскольку уча'
сток А � 1 проходится дважды в разных направлениях, соответствующие
вклады в работу и в теплоту сокращаются и могут не приниматься во вни'
мание.

Таким образом, получаем для КПД цикла

�� � � � �
�

2 4 1

1 3 2
1 1 .

Q T T
Q T T (11.24)

Из уравнений (11.20), (11.22) следует равенство отношений Т2/Т1 = Т3/Т4,
откуда находим

� 1 3
2

4
.

T T
T

T (11.25)
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Подставляя (11.25) в (11.24), приходим к окончательному выражению
для КПД цикла:

�� � 3 4

3
.

T T
T (11.26)

Оно получилось очень похожим на формулу для КПД цикла Карно, но
обратим внимание, что максимальной температурой здесь является темпера9
тура в точке 3 (Тmax = Т3), а минимальной — температура в точке 1 (Тmin = T1).
Поэтому КПД цикла Карно, работающего между такими температурами, рав9
нялся бы

�� � 3 1

3
.c

T T
T

Разность этих двух выражений отлична от нуля:

�� � � � �4 1

3
0,c

T T
T (11.27)

поскольку Т4 > Т1. Мы убедились, что КПД рассмотренного цикла меньше
КПД цикла Карно. Заметим также, что КПД цикла Отто можно выразить
отношением объемов:

��
� � �

1
1 2

11 .
( / )V V (11.28)

Величина V1/V2 называется сжатием. Получается, что КПД рассмотрен9
ного цикла определяется только величиной сжатия горючей смеси и показа9
телем адиабаты.

11.7.
ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ

1. Приведенное количество теплоты и приращение энтропии:

� � .Q dS
T

2. Энтропия (в статистической физике):

S = kln�,

где � — термодинамическая вероятность (статистический вес) состояния си9
стемы; k — постоянная Больцмана.

3. Неравенство Клаузиуса:

�S � 0.

4. КПД тепловой машины:

−η = η = = −пол 1 2 2

1 1 1
или 1 .

Q
A Q Q Q

Q Q

5. КПД идеальной тепловой машины (машины Карно):

�� � � �1 2 2
max

1 1
1 .

T T T
T T



ГЛАВА 11. ВТОРОЙ ЗАКОН ТЕРМОДИНАМИКИ. ТЕПЛОВЫЕ ДВИГАТЕЛИ 431

11.8.
ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 1. Двигатель внутреннего сгорания работает по циклу, состояще'
му из четырех последовательно происходящих процессов: адиабатного сжа'
тия 1–2, изохорного процесса 2–3 в результате нагревания воздуха при сго'
рании горючей смеси, адиабатного расширения 3–4 и изохорного перехода
4–1. Вычислить КПД двигателя для случая, если бы воздух был идеальным
одноатомным газом при значениях температуры в состояниях 1, 2, 3, 4 соот'
ветственно Т1 = 300 К, Т2 = 524 К, Т3 = 786 К, Т4 = 450 К.

Дано:
Т1 = 300 К;
Т2 = 524 К;
Т3 = 786 К;
Т4 = 450 К.

� — ?

При адиабатном сжатии 1–2 и адиабатном расширении 3–4 нет теплооб'
мена рабочего тела ни с нагревателем, ни с холодильником.

Процесс передачи количества теплоты Q1 от нагревателя осуществляется
при переходе газа из состояния 2 в состояние 3, процесс передачи количества
теплоты Q2 холодильнику — при переходе газа из состояния 4 в состояние 1.

При переходе газа 2–3 работа внешних сил равна нулю А = 0, так как пор'
шень неподвижен (V1 = const). Из первого закона термодинамики следует, что

�� � � � � � �
�1 2 3 3 2 3 2

3 ( ).
2

mQ U U U R T T

Аналогично находим количество теплоты, отданное холодильнику при
изохорном переходе 4–1:

�� � � � � � �
�1 4 1 4 1 4 1

3 ( ),
2

mQ U U U R T T

где T4 > T1.

Решение
КПД теплового двигателя

�� � 1 2

1
,

Q Q
Q

где Q1 — количество теплоты, переданное за цикл
рабочему телу от нагревателя; Q2 — количество теп'
лоты, полученное за цикл холодильником от рабо'
чего тела.
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Таким образом, коэффициент полезного действия двигателя

� � � � �
� � �� ��� � � �

�� �
�

� � �

3 2 4 1
3 2 4 11 2

1 3 2
3 2

3 3( ) ( )
2 2

;
3 ( )
2

0,43 43%.

m mR T T R T T
T T T TQ Q

Q m T TR T T

Ответ: � = 43%.
Задача 2. Температура пара, поступающего в паровую машину, t1 = 130�C,

температура в конденсаторе t2 = 25�С. Определить максимальную работу при
затрате количества теплоты Q1 = 5,31 кДж.

Дано:
T1 = 403 К;
T2 = 298 К;
Q1 = 5,31 кДж = 5,31�103 Дж.

A — ?

где А — полезная работа, совершаемая машиной; Q1 — количество теплоты,
полученное рабочим телом от нагревателя.

Приравнивая правые части равенств (1) и (2), получим

�� 1 2

1 1
.

T TA
Q T

Откуда

�� � � �1 1 2 3

1

( )
1,3 10 Дж 1,3 кДж.

Q T T
A

T

Ответ: А = 1,3 кДж.
Задача 3. Два моля идеального газа совершают цикл, изображенный на

рисунке. Известно, что Т1 = 280 К, р2/р1 = 5, Т4/Т1 = 2. Определить работу,
совершенную газом за цикл.

Решение
КПД цикла Карно:

�� � 1 2

1
.

T T
T (1)

КПД паровой машины:

�� � �1 2

1 1
,

Q Q A
Q Q (2)
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Дано:
Т1 = 280 К;
� = 2 моля;
р2/р1 = 5;
Т4/Т1 = 2.

А — ?
Работа совершается при изобарном расширении 2–3 и изобарном сжатии

4–1. Работа, совершенная газом за цикл:

А = А2–3 + А4–1 = p2(V3 – V2) + p1(V1 – V4). (2)

При изобарном процессе 4–1 (Р1 = const):

�4 4

1 1
.

V T
V T

По условию задачи Т4/Т1 = 2, следовательно,

V4 = 2V1. (3)

С учетом (1) и (3) выражение (2) запишем в виде

А = p2(2V1 – V1) + p1(V1 – 2V1) = p2V1 – p1V1 = 5p1V1 – p1V1 = 4p1V1,

так как Р2 = 5Р1 по условию задачи.
Так как

p1V1 = (m/�)RT1 = 2 � 8,3 � 280 = 4,6�103 Дж,

А = 4p1V1 = 18,6 кДж.

Второй способ решения
Изобразим цикл 1–2–3–4 в координатах p, V. Работа, совершенная газом

за цикл, численно равна площади прямоугольника 1–2–3–4:

Решение
Цикл состоит из двух изохор (1–2 и 3–4) и двух

изобар (2–3 и 4–1). При изохорных процессах рабоD
та газом не совершается, так как V = const, т. е.

V1 = V2,     V3 = V4. (1)
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А = (р2 – р1) � (V4 – V1) = p2V4 – p2V1 – p1V4 + p1V1 =
= 5p1 � 2V1 – 5p1 � V1 – p1 � 2V1 + p1V1 = 4p1V1 = 4 � 2RT1 = 8 � RT1.

Следовательно:
А = 18,6 кДж.
Ответ: А = 18,6 кДж.
Задача 4. На p–V�диаграмме изображен цикл, проводимый с одноатом�

ным идеальным газом. Определить КПД этого цикла.

Дано:
V1 = V0;
V3 = 2V0;
p1 = p0;
p2 = 4p0.

A — ?
Работа, совершенная газом за цикл, численно равна площади заштрихо�

ванного треугольника 1–2–3:

� � � � �0 0 0 0 0 0
1 3(4 ) (2 ) .
2 2

A p p V V P V (2)

Количество теплоты, полученное газом от нагревателя:

Q1 = Q1–2 + Q2–3, (3)

где Q1–2 = �U1–2 + A1–2 = �U1–2, A1–2 = 0, так как V0 = const (процесс 1–2 — изо�
хорный).

Решение
КПД цикла:

� �
1

,A
Q (1)

где Q1 — количество теплоты, полученное газом за
цикл; А — работа, совершенная газом за цикл.
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Изменение внутренней энергии при изохорном нагревании газа:

�� � � �
�1 2 2 1

3 ( ).
2

mU R T T

Таким образом,

� �
� �� � � � � � � �� 	
 
 
� �

� � � � � �

1 2 1 2 2 1 2 1

2 2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

3 3( )
2 2

3 3 9( ) (4 ) 4,5 .
2 2 2

m m mQ U R T T RT RT

p V p V p V p V p V p V (4)

Количество теплоты, полученное газом при изобарном расширении 2–3,
равно

� � �

�

� � �

� � � � � �
�

2 3 2 3 2 3

2 3 3 2 0 0 0 0

;

3 3( ) (4 2 4 ),
2 2

Q U A
mU R T T p V p V

где А2–3 — работа при изобарном расширении газа 2–3:

А2–3 = 4р0(V3 – V2) = 4р0 (2V0 – V0) = 4р0V0.

Таким образом,

Q2–3 = 6р0V0 + 4р0V0 = 10р0V0.

Зная Q1–2 и Q2–3, определим по формуле (3):

Q1 = 4,5р0V0 + 10р0V0 = 14,5р0V0. (5)

При переходе газа из состояния 3 в состояние 1 происходит его сжатие,
при этом газ нагревается, и от него отводится количество теплоты Q2 (Q1 > 0,
Q2 < 0).

Подставив (2) и (5) в формулу (1), получим:

� � � �0 0

0 0

1,5
0,1 10%.

14,5
p V
p V

Ответ: � = 10%.
Задача 5. Идеальный газ совершает цикл Карно. Температура Т1 теплоD

отдатчика в 4 раза больше температуры теплоприемника Т2. Какую долю
количества теплоты, полученного за один цикл от теплоотдатчика, газ отD
даст теплоприемнику?

Дано:

�2

1

1.
4

T
T

Q1/Q2 — ?

Совершенная работа:

А = Q1 – Q2.

Решение
КПД тепловой машины равен отношению произвоD

димой работы А к количеству тепла Q1, полученному
рабочим телом от нагревателя:

� �
1

.A
Q
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Откуда

Q1 = А + Q2,

где Q2 — количество теплоты, переданное холодильнику.
Поэтому

�� � � �1 2 2

1 1
1 .

Q Q Q
Q Q

Откуда
� � �2

1
(1 ).

Q
Q

С другой стороны, КПД тепловой машины равен

�� � � �1 2 2

1 1
1 ,

T T T
T T

где Т1 — температура нагревателя; Т2 — температура холодильника.
Подставляем в

� � �2

1
(1 )

Q
Q

и получаем

� �� �� � � � � � �� �� �� 	� 	
2 2 2

1 1 1

11 1 0,25 25%.
4

Q T T
Q T T

Ответ: Q2/Q1 = 25%.
Задача 6. Определить работу А3–4 изотермического сжатия газа, совершаю@

щего цикл Карно, КПД которого � = 0,4, если работа изотермического рас@
ширения равна А1–2 = 8 кДж.

Дано:
� = 0,4;
А1–2 = 8 кДж.

А3–4 — ?

Совершенная работа:

А = Q1 – Q2,

где Q2 — количество теплоты, переданное холодильнику.

Решение
КПД тепловой машины равен отношению про@

изводимой работы А к количеству тепла Q1, полу@
ченному рабочим телом от нагревателя:

� �
1

.A
Q
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Поэтому

�� � 1 2

1
.

Q Q
Q

Полная работа равна сумме работ при изотермическом сжатии (процесс
1–2) и расширении (процесс 3–4):

А = А1–2 + А3–4.
С другой стороны,

А = А1–2 + А3–4 = � � А1–2.

Поэтому
А3–4 = (� – 1) � А1–2.

Подставляем числа:

А3–4 = (0,4 – 1) � 8 кДж = –4,8 кДж.

Ответ: А3–4 = –4,8 кДж.
Задача 7. Газ, совершающий цикл Карно, отдал теплоприемнику тепло>

ту Q2 = 14 кДж. Определить температуру Т1 теплоотдатчика, если при тем>
пературе теплоприемника Т2 = 280 К работа цикла А = 6 кДж.

Дано:
Q2 = 14 кДж;
А = 6 кДж;
Т2 = 280 К.

Т1 — ?
Совершенная работа:

А = Q1 – Q2,

где Q2 — количество теплоты, переданное холодильнику.
Поэтому

Q1 = A + Q2.

С другой стороны,

�� � � �1 2 2

1 1
1 ,

T T T
T T

где Т1 — температура нагревателя; Т2 — температура холодильника.
Откуда

�� � � �
� � �

� �

2 22 2 2
1

2 2

2 2

( )
.

1 1

T A QT T T
T

A Q Q
A Q A Q

Подставляем числа:

�� �1
280(6 14)

400 К.
14

T

Ответ: Т1 = 400 К.

Решение
КПД тепловой машины равен отношению про>

изводимой работы А к количеству тепла Q1, полу>
ченному рабочим телом от нагревателя:

� �
1

.A
Q
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Задача 8. Газ, являясь рабочим веществом в цикле Карно, получил от теп*
лоотдатчика теплоту Q1 = 4,38 кДж и совершил работу А = 2,4 кДж. Определить
температуру теплоотдатчика, если температура теплоприемника Т2 = 273 К.

Дано:
Q1 = 4,38 кДж;
А = 2,4 кДж;
Т2 = 273 К.

Т1 — ?
С другой стороны,

�� � � �1 2 2

1 1
1 ,

T T T
T T

где Т1 — температура нагревателя; Т2 — температура холодильника.
Откуда

� � � �
� � � ��

2 2 2 2 1
1

1 1

1 1

.
1 1

T T T T Q
T

A Q A Q A
Q Q

Подставив числовые данные, определим температуру теплоотдатчика:

�� �
�1

273 4,38 604 К.
4,38 2,4

T

Ответ: Т1 = 604 К.
Задача 9. Газ, совершающий цикл Карно, отдал теплоприемнику 67%

теплоты, полученной от теплоотдатчика. Определить температуру Т2 тепло*
приемника, если температура теплоотдатчика Т1 = 430 К.

Дано:
Q2 = 0,67Q1;
Т1 = 430 К.

Т2 — ?

Совершенная работа равна

А = Q1 – Q2,

где Q2 — количество теплоты, переданное холодильнику. Поэтому

�� � � �1 2 2

1 1
1 .

Q Q Q
Q Q

С другой стороны,

�� � � �1 2 2

1 1
1 ,

T T T
T T

где Т1 — температура нагревателя; T2 — температура холодильника.
Откуда

� �� � � � � � � � � �	 

� �

2 2
2 1 2 1

1 1
(1 ) 1 1 .

Q Q
T T T T

Q Q

Решение
КПД тепловой машины равен отношению

производимой работы А к количеству тепла Q1,
полученному рабочим телом от нагревателя:

� �
1

.A
Q

Решение
КПД тепловой машины равен отношению про*

изводимой работы А к количеству тепла Q1, полу*
ченному рабочим телом от нагревателя:

� �
1

.A
Q
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Подставляем числа:

Т2 = 400 � 0,67 = 268 К.

Ответ: Т2 = 268 К.
Задача 10. Во сколько раз увеличится коэффициент полезного действия

� цикла Карно при повышении температуры теплоотдатчика от Т1 = 380 К
до � �1 560 К?T  Температура теплоприемника Т2 = 280 К.

Дано:
Т2 = 280 К;
Т1 = 380 К;

� �1 560 К.T

��
�

—?

Тогда

                                                    
�� ��� � � �

�
1 2 1 2

1 1
и .

T T T T
T T

Искомое выражение равно

� �� � � � �� � �
�� � � � �

1 2 1

1 2 1

( ) (560 280) 380
1,9.

( ) (380 280) 560
T T T
T T T

Ответ: 
�� �

�
1,9.

Задача 11. На диаграмме p–V изображен цикл Карно для идеального газа.
Для величины работы адиабатического расширения газа А2–3 и адиабатичесB
кого сжатия А4–1 справедливо соотношение...

1) А2–3 < А4–1; 2) А2–3 = А4–1; 3) А2–3 = |A4–1|; 4) А2–3 > А4–1.

Решение:
КПД тепловой машины равен

�� � � �1 2 2

1 1
1 ,

T T T
T T

где Т1 — температура нагревателя; Т2 — темпераB
тура холодильника.
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Решение
Цикл Карно состоит из двух изотерм (изотермического расширения 1–2

при температуре Т1 и изотермического сжатия 3–4 при температуре Т2 < Т1)
и двух адиабат (адиабатического расширения 2–3 и адиабатического сжатия
4–1). При адиабатическом расширении 2–3 и адиабатическом сжатии 4–1
теплообмен с окружающей средой отсутствует, и поэтому работы расшире7
ния А2–3 и сжатия А4–1 совершаются за счет изменения внутренней энергии
А2–3 = –U2–3 и А4–1 = –U4–1. Следовательно, работы газа в адиабатических про7
цессах 2–3 и 4–1 равны по величине: А2–3 = |А4–1|, а на p–V7диаграмме графи7
чески определяются площадями SII и SI заштрихованных фигур под графи7
ками соответствующих процессов, и эти площади равны SII = SI.

Ответ: 3) А2–3 = |А4–1|.
Задача 12. Адиабатному расширению газа (p — давление, V — объем, T —

температура, S — энтропия) соответствует диаграмма...

Решение
Для адиабатного процесса �Q = 0, тогда изменение энтропии системы

�S = 0 и S = const, так как

�� � � .QS
T

Верным будет график 1. На графике 2 энтропия возрастает. Сравнивая
графики 4 и 3, исключаем последний, так как он соответствует изохорному
процессу. Для адиабатного процесса:

�
��� � �� �

	 


1 11

2 2
,

pT
T p

где коэффициент Пуассона � � �1.p

V

C

C
Обозначив 

� � �
� �

, 1,
1

n n  получим

� �� � �
� �

1 1

2 2
.

n
p T
p T

Следовательно, P � Tn, график степенной функции изображен на рисун7
ке 4. Для графиков 5 и 6 можно применить формулу

��� �� � �
	 


1
11 2

2 1
.

V T
V T
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Обозначив 
� � �

� �
, 1,

1
n n  получим

� �� � �
� �

1 2

2 1
,

n
V T
V T

т. е. � 1 .
n

V
T

График обратной степенной функции похож на график гиперболы. Сле/
довательно, график 5 не отвечает адиабатному процессу, так же как и гра/
фик 6.

Ответ: 1.

11.9.
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО

РЕШЕНИЯ

1. Идеальная тепловая машина работает по циклу Карно. Температура
теплоотдатчика Т1 = 500 К, температура теплоприемника Т2 = 250 К. Опре/
делить термический КПД � цикла, а также работу А1–2 рабочего вещества
при изотермическом расширении, если при изотермическом сжатии совер/
шена работа А3–4 = 70 Дж.

Ответ: � = 50%; А12 = 140 Дж.

2. Газ, совершающий цикл Карно, получает теплоту Q1 = 84 кДж. Опре/
делить работу А газа, если температура Т1 теплоотдатчика в 3 раза выше
температуры Т2 теплоприемника.

Ответ: А = 56 кДж.

3. В цикле Карно газ получил теплоту Q1 = 500 Дж и совершил работу
А = 100 Дж. Температура теплоотдатчика Т1 = 400 К. Определить темпера/
туру Т2 теплоприемника.

Ответ: Т2 = 320 К.

4. Определить КПД цикла, рабочим телом которого является одноатом/
ный идеальный газ.

Ответ: � = 17,4%.
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5. Температура пара, поступающего в паровую машину, t1 = 130�C, тем$
пература в конденсаторе t2 = 25�С. Определить теоретически максимальную
работу при затрате количества теплоты Q1 = 5,1 кДж.

Ответ: А = 1,3 кДж.

6. Двигатель работает как машина Карно и за цикл получает от нагревате$
ля количество теплоты Q1 = 2,94 кДж. Температура нагревателя Т1 = 600 К,
температура охладителя Т2 = 300 К. Найти работу, совершаемую за цикл, и
количество теплоты, отдаваемое при этом охладителю.

Ответ: А = 1470 Дж; Q2 = 1470 Дж.

7. За цикл двигатель получает от нагревателя количество теплоты
Q1 = 2,1 кДж. Термический КПД двигателя 0,2. Какую работу выполняет
двигатель за один цикл?

Ответ: А = 420 Дж.

8. Газ совершает цикл Карно. Температура охладителя 17�C. Как изме$
нится КПД цикла, если температура нагревателя повысится от 127 до 447�С?

Ответ: увеличится в 2,17 раза.

9. У тепловой машины, работающей по циклу Карно, температура нагре$
вателя в 1,6 раз больше температуры холодильника. За один цикл машина
производит работу A = 12 кДж. Какая работа затрачивается на изотермичес$
кое сжатие рабочего вещества?

Ответ: A1 = 20 кДж.

10. В каком случае КПД цикла Карно повысится больше: при увеличе$
нии температуры нагревателя на �T или при уменьшении температуры хо$
лодильника на ту же �T?

Ответ: при уменьшении температуры холодильника.
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11. Найти КПД тепловой машины,
работающей с � молями одноатомного
идеального газа по циклу, состоящему
из адиабаты 1–2, изотермы 2–3 и изо0
хоры 3–1 (рис. 11.5). Работа, совершен0
ная над газом на участке 2–3, равна A,
разность максимальной и минималь0
ной температур в цикле равна �T.

Ответ: � � �
� �
21 .

3
A

R T

12. КПД цикла 1–2–4–1 равен �1, а
КПД цикла 2–3–4–2 равен �2 (рис. 11.6).
Найти КПД цикла 1–2–3–4–1.

Ответ: � = �1 + �2 – �1�2.

13. Водород совершает цикл Карно
(рис. 11.7). Найти КПД цикла, если
при адиабатическом расширении:

1) объем газа увеличивается в 2 раза;
2) давление уменьшается в 2 раза.
Ответ:
1) � = 1 – 21 – � � 0,25;

2)
�

�� � � �
1 1

1 2 0,18.

14. Найти КПД цикла, состоящего
из двух изобар и двух адиабат, если в
пределах цикла давление изменяется
в n раз. Показатель адиабаты рабочего
вещества равен �.

Ответ: 
��
�� � �

1

1 .n

15. Холодильная машина, работаю0
щая по обратному циклу Карно, долж0
на поддерживать в камере температу0
ру t2 = –10�С при температуре окружаю0
щей среды t1 = 20�С. Какую работу надо
совершить над рабочим веществом ма0
шины, чтобы отвести из камеры маши0
ны Q = 140 кДж тепла?

Ответ: � �� � �� �
� 	

1

2
1 16 кДж.

T
A Q

T

16. Тепловую машину, работавшую по циклу Карно с КПД � = 10%, ис0
пользуют при тех же тепловых резервуарах как холодильную машину. Най0
ти ее холодильный коэффициент.

Ответ: �� = 1/(� – 1) = 0,9.

Рис. 11.5

Рис. 11.6

Рис. 11.7
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17. Идеальная тепловая машина, работающая по обратному циклу, полу)
чает тепло от холодильника с водой при температуре t1 = 0�С и передает теп)
ло кипятильнику с водой при t2 = 100�С. Сколько воды надо заморозить, что)
бы испарить m = 1 кг воды?

Ответ: � �
�

1
1 5 кг.

mLT
m

m

18. Над идеальным одноатомным газом проводят процесс 1–2–3–1 (рис. 11.8).
Найти КПД цикла.

Ответ: � � 1 .
13

19. С идеальным газом проводят процесс 1–2–3–4–1 (рис. 11.8). Участки
1–2 и 3–4 — изотермы, а участок 1–3 — адиабата. КПД цикла 1–2–3–1 равен
�1, а КПД цикла 1–3–4–1 равен �2. Чему равен КПД цикла 1–2–3–4–1?

Ответ: 
� � � � � �� �

� �
1 2 1 2

1
.

2

20. После переделки тепловой машины периодического действия ее мощ)
ность увеличилась на � = 10%. Причем энергия, получаемая от нагревателя
не изменилась, а отдаваемая холодильнику уменьшилась на 	 = 15%. На
сколько изменился КПД машины?

Ответ: 
���� 
 


� ��
6%.

11.10.
КОНТРОЛЬНЫЕ ТЕСТЫ

1. Идеальный газ совершает цикл Карно. Температура нагревателя 500 К,
холодильника 250 К. Работа изотермического расширения газа составляет
2 кДж. Определить количество теплоты, отданное газом при изотермичес)
ком сжатии холодильнику.

1) 1200 Дж; 2) 1000 Дж; 3) 1400 Дж; 4) 800 Дж.

Рис. 11.8
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2. Идеальный газ совершает цикл Карно, термический КПД которого ра)
вен 0,3. Определить работу изотермического сжатия газа, если работа изо)
термического расширения составляет 300 Дж.

1) –210 Дж;       2) 210 Дж;     3) 90 Дж; 4) 90 Дж.

3. Идеальный газ совершает цикл Карно. При этом 60% количества теп)
лоты, полученной от нагревателя, отдает холодильнику. Количество тепло)
ты, получаемое от нагревателя, равно 4 кДж. Определить работу, совершен)
ную за полный цикл.

1) 1,6 кДж;     2) 2,4 кДж;    3) 1,5 кДж; 4) 1,2 кДж.

4. Холодильник идеального теплового двигателя имеет температуру 27�С.
Как изменится КПД этого двигателя, если температуру двигателя увеличить
от 127 до 327�С?

1) Увеличится на 25%; 2) увеличится на 14%;
3) увеличится на 32%; 4) уменьшится на 25%.

5. Температура нагревателя идеального теплового двигателя равна 327�С,
а температура холодильника 27�С. Если этот двигатель совершил работу в
700 Дж за цикл, какое количество теплоты он получил от нагревателя?

1) 760 Дж; 2) 1 кДж; 3) 1,4 кДж; 4) 1,8 кДж.

6. В идеальном тепловом двигателе из каждого килоджоуля теплоты, по)
лученной от нагревателя, 700 Дж отдается холодильнику. Если при этом тем)
пература нагревателя равна 227�С, чему равна температура холодильника?

1) 27�С; 2) 42�С; 3) 57�С; 4) 77�С.

7. КПД теплового двигателя равен 40%. Во сколько раз количество теп)
лоты, полученное двигателем от нагревателя, больше количества теплоты,
отданной холодильнику?

1) 2,5; 2) 2,7; 3) 3,22; 4) 1,67.

8. Если идеальный газ совершил цикл, график которого представлен на
диаграмме в координатах р–Т, причем отношение давлений р2/р1 = 3,7 и тем)
ператур T2/Т1 = 2,3, то отношение р3/р1 равно...

1) 7,2; 2) 6,3; 3) 8,5; 4) 5,4.
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9. Идеальный одноатомный газ совершает цикл 1–2–3–4, представлен)
ный на диаграмме Т–р. Определить КПД тепловой машины.

1) 15%; 2) 17%; 3) 20%; 4) 32%.

10. Газ, совершающий цикл Карно, за счет каждых 2 кДж энергии, полу)
ченных от нагревателя, производит работу в 600 Дж. Во сколько раз абсолют)
ная температура нагревателя больше абсолютной температуры холодильника?

1) 1,4; 2) 1,3; 3) 1,6; 4) 1,5.

11. Вечный двигатель второго рода в термодинамике — это...
1) двигатель, получающий тепло от одного резервуара и превращающий

его целиком в работу;
2) двигатель, совершающий работу в большем количестве, чем получен)

ная им энергия;
3) двигатель, совершающий работу, не получая энергии извне;
4) двигатель, работающий бесконечно долго не останавливаясь.

12. Тепловой машиной является...
1) паровой двигатель;
2) двигатель внутреннего сгорания;
3) асинхронный электрический двигатель;
4) домкрат;
5) турбина гидроэлектростанции;
6) ветряной электрогенератор.

13. Теплоемкости нагревателя cнагр и холодильника cхол в тепловой ма)
шине должны подчиняться требованию...

1) cнагр � �,     cхол � �; 2) cнагр � cхол;
3) cнагр � cхол; 4) cнагр = cхол;
5) cнагр = 2cхол; 6) 2cнагр = cхол.

14. Тепловая машина может использовать в качестве рабочего тела...
1) любой газ; 2) любое вещество; 3) только воду;
4) любую жидкость; 5) любой одноатомный газ.
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15. КПД цикла Карно равен..., где Тнагр и Тхол — температуры нагревате&
ля и холодильника.

1) (Tнагр – Tхол)/Tнагр;
2) (Tнагр – Tхол)/Tхол;
3) Tхол/Tнагр;
4) Tнагр/Tхол;
5) (Tнагр – Tхол)/(Tнагр + Tхол).

16. КПД произвольной тепловой машины...
1) меньше, чем КПД цикла Карно;
2) равен КПД цикла Карно;
3) больше, чем КПД цикла Карно;
4) зависит от рабочего тела и никак не связан с КПД цикла Карно;
5) не имеет определенного значения.

17. КПД цикла Карно с температурой нагревателя 100�С и холодильника
20�С равен...

1) 21,4; 2) 80; 3) 27,3; 4) 1,25.

18. Что является единицей количества теплоты в системе СИ?
1) Джоуль;
2) калория;
3) киловатт;
4) кельвин;
5) кельвин�килограмм;
6) джоуль/кубометр.

19. Число различных микросостояний системы, при которых реализует&
ся заданное макросостояние, называется... системы.

1) Статистическим весом;
2) энтропией;
3) распределением;
4) статистической множественностью;
5) аддитивностью.

20. Энтропия системы S связана с ее статистическим весом � соотноше&
нием ..., где k — постоянная Больцмана.

1) S = kln�; 2) S = klog2�; 3) S = ln(k�); 4) S = (1/k)ln�.

21. Энтропия газа остается неизменной при...
1) адиабатическом процессе;
2) изотермическом процессе;
3) изобарном процессе;
4) изохорном процессе.
5) любом политропном процессе.
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22. Энтропия изолированной системы, согласно второму началу термо(
динамики...

1) возрастает или остается постоянной;
2) убывает;
3) остается строго постоянной;
4) равна нулю.

23. Вечный двигатель второго рода...
1) превращает теплоту в работу без изменения своего состояния;
2) невозможен согласно второму началу термодинамики;
3) обладает очень малым КПД;
4) обладает отрицательным КПД;
5) нарушает закон сохранения энергии.

24. Передача теплоты от менее нагретого тела к более нагретому...
1) возможна при совершении работы;
2) невозможна по закону сохранения энергии;
3) невозможна по второму началу термодинамики;
4) возможна, если более нагретое тело имеет большую удельную теплоем(

кость;
5) возможна, если более нагретое тело имеет меньшую удельную тепло(

емкость.
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КОСМИЧЕСКИЙ ЛИФТ

Важнейшие приложения, вытекающие из оценок теоретической прочности
твердых тел, будут использованы при освоении космического пространства.
Истощение ресурсов Земли приведет к тому, что наиболее выгодным бизне"
сом в недалеком будущем должны стать перевозки с орбиты и на орбиту. Та
страна, которая станет контролировать эти грузоперевозки, будет контроли"
ровать и экономику всей планеты. Сейчас стоимость доставки на орбиту ки"
лограмма груза обходится примерно в 10–15 тыс. долларов. Однако суще"
ствуют проекты, позволяющие снизить эту стоимость в сотни раз. Основным
из них является проект космического лифта.

В 1894 г. Константин Циолковский предложил идею канатной дороги на
орбиту. С космической станции, находящейся на геостационарной орбите с
высотой порядка 100 000 км, на Землю будет опущен «трос», представляю"
щий собой своеобразный монорельс, который в натянутом состоянии соеди"
нит планету и космическую станцию в жесткую систему. По канату будет
двигаться платформа, доставляющая груз с поверхности Земли на космичес"
кую станцию. Бол́ьшую часть пути (выше 36 000 км) платформа будет под"
ниматься за счет центробежной силы вращения Земли без затрат энергии.
Для начального старта капсулы потребуется усилие, но, как только она бу"
дет приближаться к концевой станции, ее скорость будет увеличиваться из"
за центростремительного ускорения всей системы. На конечной станции,
если это необходимо, капсула отсоединяется от лифта и выходит в открытый
космос. Скорость капсулы при этом будет составлять 11 км/с. Этой скорости
достаточно для того, чтобы начать путешествие к Марсу и другим планетам.
Таким образом, затраты на пуск капсулы будут только в начале ее пути на
орбиту. Спуск может производиться в обратном порядке — в конце спуска
капсулу будет ускорять гравитационное поле Земли. Можно использовать
космический лифт в качестве «пусковой платформы» для космических ко"
раблей, запускаемых к другим планетам (Марсу, Венере), спутникам и асте"
роидам. Это поможет сократить расходы, связанные с традиционным запус"
ком ракет. Также можно построить лифт грузоподъемностью до 100 т, что
позволит строить на орбите большие колонии и орбитальные станции.
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Проведем оценку верхнего предела прочности нити, состоящей из одно+
мерной цепочки одинаковых атомов (мононити) и связывающей Землю и
космическую станцию. Пусть h0 — высота геостационарной орбиты. На эле+
мент мононити длиной dh, находящийся на расстоянии h от поверхности
Земли, действует сила тяжести dFт, равная

� ��
� � �

2
0 0

т ,
m g RdF dh

a R h
(П.1)

поскольку ускорение свободного падения g квадратично зависит от расстоя+
ния до поверхности Земли. В формуле (П.1) m0 — масса атома в цепочке,
g0 — ускорение свободного падения у поверхности Земли, �a� — среднее меж+
атомное расстояние в цепочке. За счет центростремительного ускорения сила
натяжения нити dT уменьшится на величину
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0 ( ) ,

m
R h dh

a (П.2)

где � — угловая скорость вращения Земли.
После интегрирования получаем, что сила натяжения мононити опреде+

ляется следующим выражением:
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Представляя модель мононити как цепочку из атомов углерода с меж+
атомным расстоянием a = 1,39 � , характерным для углеродных нанотру+
бок, получаем, что на высоте около 140 000 км от поверхности Земли сила
тяжести компенсируется центробежной силой. Максимальное значение
силы натяжения составляет 6,7�10–9 Н, что в 5 раз меньше силы, необхо+
димой для разрыва химической связи между атомами углерода. Таким об+
разом, моноатомная нить может обеспечить подъем груза, вес которого в
3–5 раз больше, чем ее собственный. Главной проблемой, затрудняющей и
делающей невозможной практическую реализацию идеи космического
лифта, до последнего времени являлась недостаточная механическая проч+
ность материала для монорельса. При использовании стального троса при
его диаметре на уровне Земли в 1 см на уровне спутника этот трос должен

обладать диаметром в несколько сот
километров. Это означает, что сталь и
прочие привычные нам материалы не+
пригодны для строительства лифта.

Углеродные нанотрубки обладают
достаточно высокой прочностью и ре+
шение проблемы создания космическо+
го лифта сейчас связывают именно с
этим материалом. Углеродные нано+
трубки (рис. П.1) — это протяженные
цилиндрические структуры диаметромРис. П.1
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от одного до нескольких десятков на�
нометров и длиной до нескольких мик�
рон свернутых в трубку гексагональ�
ных плоскостей. Однослойные углерод�
ные нанотрубки в 100 раз прочнее, чем
сталь (рис. П.2), и теоретически в не�
сколько раз прочнее, чем необходимо
для постройки лифта.

В одном из вариантов лифт выгля�
дит так, как показано на рисунке П.3.
Лента из наноуглеродных трубок одним
концом крепится на платформе в океа�
не, а другим на расстоянии 100 000 км
от Земли «привязывается» к космичес�
кой станции. Гондолы с грузами и пас�
сажирами движутся по ленте на элект�
ромоторах. Моторы питаются энергией
от солнечных батарей, батареи, в свою
очередь, получают свет от мощного ла�
зера с Земли. Мегаваттные лазеры излучают столб света 15�метровой шири�
ны, в который могут безопасно попадать птицы и самолеты. В результате
грузы несутся вверх по ленте со скоростью 200 км/ч. Гондола путешеству�
ет до конечной станции около трех недель, после чего отчаливает на нуж�
ную орбиту уже обычным в космосе способом — на электрореактивных
двигателях. Все компоненты лифта существуют уже сейчас, кроме самой
наноленты.

Исследователи из NASA предложили использовать не нить, а ленту, тол�
щина которой не будет превышать нескольких десятков микрон. При этом
нет необходимости делать всю ленту длиной 100 000 км из цельных нанотру�
бок. Отдельные фракции, состоящие из нанотрубок длиной до 2 см, будут
иметь такую же прочность разрыва, как и длинные. Исходный материал —
нанотрубки — обрабатывают этанолом, который в дальнейшем служит ис�
точником углерода, затем добавляют катализатор (ферроцен) и еще один ре�
агент — тиофен. Смесь загружают в горячую печь, куда постоянно подают
водород. Продукт получают в форме спутанных волокон, по виду похожих
на сахарную вату. Затем эти волокна наматывают на вращающиеся стерж�
ни, в итоге получаются скрученные волокна. К настоящему времени уже
создана ткань, состоящая из нанотрубок длиной 1 м и шириной 5 см. Как и
ожидалось, лента обладает высокой прочностью.

В большинстве проектов космического лифта применяются однослойные
нанотрубки. У многослойных нанотрубок выше прочность на разрыв, но они
тяжелее, и их отношение прочности к плотности ниже. Возможный вариант —
использование соединения однослойных нанотрубок под высоким давлением.
При этом, хотя и теряется прочность на разрыв из�за замещения sp2�связи
(графит, нанотрубки) на sp3�связь (алмаз), они будут лучше удерживаться в
одном волокне силами Ван�дер�Ваальса и дадут возможность производить

Рис. П.2
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Рис. П.3
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волокна произвольной длины. На рисунке П.4 приведен вариант устройства
космического лифта, реализующий основные идеи Циолковского.

В качестве двигателя небольшой кабины лифта, рассчитанной на 30 че(
ловек, планируется использовать линейный электродвигатель. Скорость
подъема кабины — 200 км/ч, значит, лифту потребуется семь с половиной
дней, чтобы достичь геостационарной орбиты.

Впрочем, потенциально устройство можно будет использовать не только
для подъема людей и грузов. Ведь лифту требуется противовес, который дол(
жен находиться по ту сторону его околоземной орбиты. Проще всего его сде(
лать из продолжения троса, который, по замыслу японцев, будет уходить на
60 000 км выше геостационарной орбиты Земли. В этой точке космическим
кораблям нужно будет совсем немного дополнительной скорости, чтобы дос(
тичь второй космической и отправиться к другим планетам Солнечной сис(
темы.

При создании космического лифта возникает ряд вопросов. Компания
LiftPort Inc., которая занимается разработкой космического лифта, приво(
дит наиболее распространенные вопросы и свои ответы на них.

Как вы собираетесь сохранять угловой момент постоянным?
Большей частью мы полагаемся на то, что это сделает Земля. Но мы пре(

дусмотрели тяжелые «якоря» на обоих концах лифта для того, чтобы увели(
чить инерцию системы и таким образом держать ее в равновесии.

Что случится, если порвется лента?
Начнем с того, что спроектированная лента будет вдвое жестче, чем это

необходимо. Погодные условия в месте, выбранном для расположения кос(
мического лифта, будут исключать возможность ураганов и молний. Скорее

Рис. П.4
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всего, станция лифта будет расположена в океане. Но все же, что произой+
дет, если лента порвется? Бо ´льшая часть ленты улетит в космическое про+
странство, причем некоторая ее часть сгорит от высокой скорости полета в
атмосфере. Нижняя часть ленты упадет в океан. Не загрязнит ли лента и ее
несгоревшие в атмосфере остатки океан? Вряд ли, так как вес километра
ленты — 7,5 кг. При падении с высоты лента не разовьет большей скорости,
чем раскрытая падающая газета. Посторонний наблюдатель увидит, скорее
всего, только яркую полоску через все небо (от сгоревшей ленты) и все. Ко+
нечно, куски ленты будут долго находиться во взвешенном состоянии в воз+
духе. Наибольшую опасность представляют собой транспортируемые грузы,
потерявшие связь с лифтом. Грузы, достигшие орбит, останутся на орбитах.
Те грузы, которые только начали движение, упадут вниз. Некоторые из гру+
зов, достигшие скорости 11 км/с, вылетят в открытый космос.

Будут ли влиять на лифт неблагоприятные погодные условия?
Будет ли ветер на больших высотах проблемой? Математическое модели+

рование показало, что предложенная в конструкции лифта лента разорвется
при скорости 72 м/с, т. е. при 5+балльном ветре или урагане. Предложенное
расположение лифта (на платформе в океане) не будет находиться в зоне
сильных ветров и ураганов. Будет ли лента производить электрический ток
из+за разности потенциалов? Будет ли лента длиной 100 000 км представ+
лять собой электрическую угрозу?

В этой проблеме есть несколько аспектов. Электрический ток по ленте
космического лифта может течь только благодаря:

1) электрическим свойствам земной атмосферы;
2) перекачиванию через лифт космической плазмы;
3) постоянному пересечению лифтом магнитных полей Земли.
1. Атмосфера Земли содержит регионы разного заряда, которые все вре+

мя находятся в движении. Они могут дать разность потенциалов, но только
на малых дистанциях. Когда идет гроза и перемещение зарядов затрагивает
большие дистанции, есть возможность того, что молния повредит ленту лиф+
та, но, как было сказано выше, конструкторы постараются выбрать такое
место расположения базовой станции, чтобы исключить возможность гро+
зы. Базовая станция будет расположена на корабле, поэтому лифт будет об+
ладать мобильностью и сможет при необходимости передвинуться, избегая
шторма.

2. Заряды, связанные с космической плазмой, могут собираться на верх+
ней станции лифта. Но ток, провоцируемый ими, настолько мал, что срав+
ним с током, полученным от присоединения к противоположным концам
ленты обычных батареек. Малое количество зарядов позволяет не учиты+
вать эту опасность.

3. При пересечении магнитных полей проводником в нем производится
электрический ток. В нашем случае лента неподвижна по отношению к маг+
нитному полю Земли, и электрический ток, производимый в ленте, будет
очень мал, поэтому этой опасностью тоже можно пренебречь. В современных
телевышках электрический ток, производимый магнитными полями Зем+
ли, практически отсутствует.
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Будут ли различные объекты задевать ленту?
Будут ли космический мусор и спутники проблемой? Космические объек�

ты, находящиеся на низкой орбите Земли (Low Earth Orbit — LEO), будут
составлять серьезную проблему. Для того чтобы лифт не сталкивался с раз�
личными объектами, будет предусмотрена система активного избегания пре�
пятствий. В среднем необходимо будет избегать различных объектов один
раз в 14 ч. Для построения системы отклонения необходимо разработать сис�
тему трассирования объектов, работающую с точностью до 1 см.

Важный аспект проблемы связан с токсичностью нанотрубок. Результа�
ты экспериментов, проведенных в последние годы, показали, что длинные
многостенные углеродные нанотрубки могут вызвать отклик, аналогичный
асбестовым волокнам. У людей, занятых на добыче и переработке асбеста,
вероятность возникновения опухолей и рака легких в несколько раз выше,
чем у других людей. Канцерогенность волокон разных видов асбеста весьма
различна и зависит от диаметра и типа волокон. Благодаря своему малому
весу и размерам углеродные нанотрубки проникают в дыхательные пути вме�
сте с воздухом. В итоге они концентрируются в плевре. Мелкие частицы и
короткие нанотрубки выходят через поры в грудной стенке (диаметр 3–
8 мкм), а длинные нанотрубки могут задерживаться и со временем вызывать
патологические изменения. Сравнительные эксперименты по добавке одно�
стенных углеродных нанотрубок в пищу мышей показали отсутствие замет�
ной реакции последних в случае нанотрубок с длиной порядка микрон. Тог�
да как использование укороченных ОНТ с длиной 200–500 нм приводило к
«впиванию» нанотрубок�игл в стенки желудка.

Все эти проблемы находятся в стадии решения, и проект создания косми�
ческого лифта является одним из самых грандиозных проектов XXI в.

ТАБЛИЦЫ И НЕКОТОРЫЕ
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ

Примеры:
нм — нанометр (10–9 м);
кН — килоньютон (103 Н);
МэВ — мегаэлектрон�вольт (106 эВ);
мкВт — микроватт (10–6 Вт).

�������	
���
����������	����	�������	���

�� ������	
	��� 
� 
������	
����
�� ������	
��� �� �������	
����
�� ������	
��� ��� �������	
����
�� ������	
��� �� ������	
����
�� �������	
��� �� ������	
�	���
��� ������	
	�� �� �������	
�	���
�� ������	
�	�� �� ������	
�	 ��

�



456 ПРИКЛАДНАЯ ФИЗИКА. ТЕОРИЯ, ЗАДАЧИ И ТЕСТЫ
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� � � � ��� � � �sin sin 2sin cos
2 2

Площадь эллипса:
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ФОРМУЛЫ ДЛЯ ПРИБЛИЖЕННЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Неравенства указывают значения x, при которых расчет по приближен-
ным формулам приводит к ошибкам, не прерывающим 0,1%.

� �
�

�1 1 , 0,031;
1

x x
x

� � � �11 1 , 0,093;
2

x x x

� � � � �11 1 , 0 085;
2

x x x

� � � �1 , 0,045;xe x x

� �� � � �ln 1 , 0,045;x x x

sinx � x,   x < 0,077 рад (4,4�);

� � � �21cos 1 , 0,387 рад (22,2 );
2

x x x

tgx � x,   x < 0,1.
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