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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА 

Разреженной называют матрицу, имеющую малый 
процент ненулевых элементов. При этом относительно 
местоположения нулей никаких предположений не 
выдвигается: они могут быть расположены CoBep- 
шенно случайным образом. 

Журнальная литература последних пятнадцати 
лет, относящаяся к таким матрицам, насчитывает 
сотни названий, по этой проблематике состоялось по 
крайней мере два международных симпозиума. 
И вместе с тем до последнего времени не было ни 
одной книги, специально посвященной разреженным 
матрицам. Понятно поэтому, что выход в свет книги 
Р. Тьюарсона, в которой основное внимание уде- 
ляется вопросам реализации прямых методов для 
решения систем линейных уравнений очень высокого 
порядка с разреженными матрицами, — событие 
примечательное. 

Представляя эту книгу советскому читателю, хо- 
телось бы вкратце обрисовать круг вопросов, в ней 
затрагиваемых, и ее место в нынешней литературе 
по вычислительной алгебре. 

Хотя в численной алгебре за два минувших деся- 
тилетия был достигнут значительный прогресс, вопро- 
сы, связанные с разреженными матрицами, ускольз- 
нули от внимания большинства вычислителей-профес- 
сионалов. Наиболее интенсивные разработки велись 
в это время в других направлениях. С одной сто- 
роны, это были задачи для заполненных матриц сред- 
них размеров, которые можно целиком разместить 
в быстродействующей памяти вычислительной маши- 
ны. С другой стороны, рассматривались и матрицы



6 Предисловие редактора перевода 
  

высокого порядка с большим количеством нулей. Од- 
нако для них выдвигалось условие (выполняющееся 
во многих приложениях) о закономерном характере 
расположения ненулевых элементов, которое может 
быть учтено программой метода заранее. Таковы лен- 
точные матрицы, матрицы Хессенберга, матрицы со 
свойством А ит. д. 

Вследствие сказанного, вопросами, связанными с 
разреженными матрицами произвольной структуры, 
занялись главным образом математики прикладных 
дисциплин, а также специалисты в некоторых других 
областях численного анализа, например, в области 
математического программирования, линейного и не- 
линейного. Так как многие задачи для разреженных 
матриц естественным образом формулируются на язы- 
ке теории графов, то к исследованиям примкнули и 
специалисты в этой области. Книга Р. Тьюарсона фик- 
сирует достигнутый уровень разработки проблемы. 

Можно отметить следующие особенности получен- 
ных до сих пор результатов. Не делалось серьезных 
попыток создать принципиально новые алгебраические 
алгоритмы, рассчитанные именно на разреженные мат- 
рицы. Считалось, что вполне достаточно найти разум- 
ную модификацию существующих методов. Вопросам 
устойчивости не отводится столь первостепенная роль, 
как в численной алгебре «средних размеров». Основ- 
ное внимание уделяется тому, чтобы при данных воз- 
можностях вычислительной машины решить задачу 
максимального порядка, быть может, за счет неко- 
торой потери точности результатов. Поэтому глав- 
ными объектами исследования были наиболее целе- 
сообразное хранение информации, заключенной в 
разреженной матрице, и поддержание наибольшей 
степени ее разреженности на всех этапах вычисли- 
тельного процесса. 

Как известно, большинство прямых методов ре- 
шения линейных систем основано на приведении 
матрицы системы к одной из более простых форм — 
диагональной, треугольной и т. д. Каждая из этих 
форм характеризуется наличием большого количе- 
ства нулей, расположенных в заранее определенных
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позициях. Прямой метод представляет собой после- 
довательность шагов, на каждом из которых полу- 
чают нули в нужных позициях очередного обрабаты- 
ваемого столбца матрицы. При этом сохраняются 
нули, полученные ранее в предыдущих столбцах. Од- 
нако операции по получению нулей, вообще говоря, 
приводят к появлению новых ненулевых элементов 
в еще не приведенной части матрицы, ее заполнению. 
Минимизировать это заполнение — вот основная за- 
дача, рассматриваемая в книге. 

Возможность такой минимизации заложена в са- 
мой структуре прямых методов. Каждый из них до- 
пускает выбор для проведения очередного шага лю- 
бого из еще не обработанных столбцов и (или) 
любой из оставшихся строк. Каждому такому выбору 
соответствует свое значение последующего заполне- 
ния. Как оказывается, можно заранее промоделиро- 
вать весь процесс решения системы в целочисленной 
или булевой арифметике и выбрать оптимальный в 
том или ином смысле порядок строк и столбцов. Эта, 
вообще говоря довольно значительная, предваритель- 
ная работа вполне оправданна, если решается целый 
класс задач с одинаковым расположением ненулевых 
элементов. 

В книге имеется также глава, посвященная вы- 
числению собственных значений и собственных век- 
торов разреженных матриц. Читатель заметит, что 
эта глава, опирающаяся только на работы самого 
автора, носит менее систематический характер, чем 
предыдущее изложение, и в основном демонстрирует 
отдельные приемы, которые можно использовать для 
минимизации локального заполнения при приведении 
матрицы к форме Хессенберга: В действительности 
Дафф и Рейд!) в своей недавней работе на основа- 
нии численных экспериментов делают вывод, что при 
преобразовании к хессенберговой форме разрежен- 
ную матрицу целесообразно рассматривать как за- 

1) Duff I. S., Reid J. K. On the reduction of sparse matrices 
to condensed form by similarity transformation. «J. Inst. Math. 
and Appl.», 1975, 15, No 2, 217—224.
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полненную, если исключить случай сверхразрежен- 
НОСТИ. 

Давая оценку книге в целом, нужно сказать, что 
она предоставляет читателю краткое и вместе с тем 
очень ясное изложение указанных выше вопросов. 
Можно надеяться на то, что она окажется полезной 
широкому кругу математиков-вычислителей, приклад- 
ников и инженеров и вызовет еще больший интерес 
к этой важной области. 

Х. Икрамов



ПРЕДИСЛОВИЕ 

Эта книга написана с целью представить в уни- 
фицированной и доступной форме обширный мате- 
риал по исследованиям в области вычислений, свя- 
занных с разреженными матрицами, который раз- 
бросан по специальным журналам. До сих пор не 
было книги, в которой излагались бы результаты 
в этом направлении, в частности по прямым методам 
обращения больших разреженных матриц и вычис- 
лению их собственных значений и собственных век- 
торов. 

Разреженные матрицы встречаются при решении 
многих важных практических задач: структурного 
анализа, теории электрических сетей и энергосистем 
распределения энергии, численного решения диффе- 
ренциальных уравнений, теории графов, а также ге- 
нетики, социологии и поведенческих наук, програм- 
мирования для ЭВМ. В связи с развитием современ- 
ной техники можно ожидать, что и дальше большие 
разреженные матрицы будут встречаться во многих 
прикладных задачах, включающих большие системы: 
например, при планировании работы городской по- 
жарной службы и службы скорой помощи, при моде- 
лировании системы сигнализации, управляющей дви- 
жением транспорта, в распознавании образов и при 
планировании городов. 

Возникновение моего интереса к разреженным 
матрицам относится к 1962—1964 гг., когда я уча- 
ствовал в разработке системы команд вычислитель- 
ной машины для решения задач линейного програм- 
мирования для крупного изготовителя электронных
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вычислительных машин. Матрицы, встречающиеся 
в задачах линейного программирования, обычно 
имеют большие размеры и разрежены (они содержат 
небольшое число ненулевых элементов). Поэтому для 
повышения эффективности системы команд преду- 
сматриваются хранение в памяти и обработка только 
ненулевых элементов таких матриц. 

Тогда и обнаружилось, что имеется очень мало 
работ, посвященных разложениям обратных матриц 
на разреженные множители, необходимых для алго- 
ритмов линейного программирования. Это привело 
к ряду публикаций в этой области. 

Весной 1968 г. я был приглашен в качестве лек- 
тора на Симпозиум по разреженным матрицам и их 
приложениям, организованный ВМ в Иорк таун 
Хейтс, Нью-Йорк, в сентябре того же года. Летом 
1969 г. последовало другое предложение — написать 
статью для Конференции по большим разреженным 
системам линейных уравнений в Оксфордском уни- 
верситете (апрель 1970 г.). Летом 1969 г. по просьбе 
ЗАМ я написал обзорную статью о вычислениях 
с разреженными матрицами; она была опубликована 
в сентябрьском выпуске 1970 г. ЗАМ КВемех. В том 
же самом году проф. Р. Беллман предложил мне напи- 
сать книгу на эту тему. По счастливому совпадению 
тогда же проф. Л. Фокс пригласил меня вести семи- 
нар по разреженным матрицам в Оксфордском уни- 
верситете. Из этих лекций и возникла эта книга. 

Книга предназначена для специалистов по чис- 
ленному анализу, математическому обеспечению, ис- 
следованию операций, в общем для всех, кому при- 
ходится иметь дело с большими разреженными 
матрицами. Она доступна для студентов старших 
курсов; предполагается, что читатели знакомы с ли- 
нейной алгеброй. Я старался избегать сжатого мате- 
матического стиля изложения, иногда допуская неко- 
торое многословие, а также стремился соблюдать 
нужный баланс между требованиями строгости изло- 
жения и потребностями приложений. Я полагаю, что 
именно прикладные задачи должны приводить к об- 
общениям и абстракциям. Насколько это возможно,
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я придерживался алгоритмического и конструктив- 
ного подхода к рассматриваемым проблемам. 

В книге описаны основные результаты и послед- 
ние достижения в области прямых методов обраще- 
ния больших разреженных матриц, а также вычис- 
ления их собственных значений и собственных векто- 
ров. Я старался не включать в нее сведения, которые 
легко найти в хорошо известных книгах по числен- 
ному анализу, за исключением тех, которые необхо- 
димы в качестве основы излагаемого в книге ма- 
териала. 

Книга построена следующим образом. 
В гл. | описываются некоторые общеупотреби; 

тельные схемы хранения больших разреженных мат- 
риц и приводится метод масштабирования матриц, 
при котором ошибки округления при вычислениях 
остаются малыми. 

В гл. 2 обсуждается хорошо известный метод ис- 
ключения Гаусса. Показывается, каким образом га- 
уссово исключение может быть использовано для 
получения обратной для данной разреженной мат- 
рицы в факторизованной форме, которая называется 
элиминативной формой обратной матрицы (EFT)!'), 
излагаются способы, позволяющие для заданной 
матрицы получать форму ЕЕГ настолько разрежен- 
ной, насколько это возможно. 

Описываются некоторые методы минимизации об- 
щего числа арифметических операций при вычисле- 
HHH EFI. Рассматриваются также вопросы хранения 
и использования ЕБ[Г при практических расчетах. 

В гл. 3 даются некоторые методы получения при- 
емлемой разреженности ЕЕТ. Эти методы не требуют 
таких затрат труда, как методы, изложенные в гл. 2. 
Рассматривается также преобразование заданной 
матрицы к одной из нескольких форм (например, 
к ленточной форме), подходящих для получения раз- 
pexeHHon EFT. 

1) ЕБГ являются начальными буквами английского названия 
элиминативной формы обратной матрицы — ЕИпипаНоп Form of 
[пуегзе. — Прим. перев.
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Методы Краута, Дулитла и Холецкого, тесно свя- 
занные с методом исключения Гаусса, излагаются 
В ГЛ. 4. 

Для этих методов даются способы минимизации 
числа ненулевых элементов, создающихся на каждом 
шаге вычислений. Естественно, эти способы анало- 
гичны тем, которые приводятся в гл. 2 и 3 для гаус- 
сова исключения. 

В гл. 5 исследуется хорошо известный метод ис- 
ключения Гаусса — Жордана и показывается, каким 
образом можно получить другую форму разложения 
на множители обратной матрицы, называющуюся 
мультипликативной формой обратной матрицы 
(РЕГ)'), рассматриваётся связь между формами ЕЕ] 
и РЕ[ и даются способы нахождения разреженной 
формы РЕГ. 

Ортонормализация заданного множества разре- 
женных векторов с помощью методов Грама— 
Шмидта, Хаусхолдера или Гивенса излагается в гл. 6. 
Последние два метода используются также в гл. 7 
для вычисления собственных значений и собствен- 
ных векторов разреженных матриц. В другом ме- 
тоде гл. 7 для преобразования заданной матрицы ис- 
пользуется способ, подобный гауссову исключению. 
В обеих главах описываются методы, способствующие 
сведению к минимуму общего числа новых ненуле- 
вых элементов (создаваемых в процессе вычислений). 

Наконец, в гл. 8 рассматриваются изменения в 
формах ЕРГ и РЕГ, вызванные изменением одного 
или более столбцов в заданной матрице. Это имеет 
место во многих приложениях, например в линейном 
программировании. Приводится также еще одна 
форма разложения на множители обратной матрицы, 
подобная ЕЁЕ[. 

После гл. 8 приводится обширная библиография 
по разреженным матрицам. 

1) РЕГ — начальные буквы английского названия мультипли- 
кативной формы обратной матрицы == Product Form of Inverse. — 
Прим. перев,
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Я хотел бы поблагодарить следующих лиц: проф. 
Л. Фокса за то, что он пригласил меня на год в Окс- 
фордский университет, где я и написал большую 
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Глава 1 

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 

1.1. Введение 

В этой вводной главе мы вначале перечислим не- 
которые области приложения, использующие разре- 
женные матрицы, затем опишем ряд широко распро- 
страненных схем хранения больших разреженных 
матриц в памяти электронной вычислительной ма- 
шины — внутренней и внешней. Далее излагается 
также простой метод масштабирования матриц для 
обеспечения малости ошибок округления. Глава за- 
канчивается библиографией и соответствующими 
комментариями. 

1.2. Разреженные матрицы 

Матрица, имеющая небольшой процент ненулевых 
элементов, называется разреженной. Практически 
матрицу размеров пЖп можно считать разрежен- 
ной, если количество ее ненулевых элементов имеет 
порядок п; скажем, от двух до десяти ненулевых 
элементов в каждой строке при больших п. Разре- 
женными являются матрицы широкого класса задач, 
относящихся к совокупности людей, связанных сов- 
местной работой. Например, матрица, отражающая 
связи между служащими крупного учреждения, бу- 
дет разреженной, если предполагать, что элемент 
[-й строки и ]-го столбца матрицы отличен от нуля 
тогда и только тогда, когда {1-й и |-й служащие взаи- 
модействуют друг с другом. Разреженные матрицы 
встречаются в задачах линейного программирования, 
структурного анализа, теории цепей и систем распре- 
деления энергии, при численном решении дифферен- 
циальных уравнений, в задачах теории графов,
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генетики, социологии и поведенческих наук!), при 
системном программировании. 

В настоящее время проявляется интерес к зада- 
чам социологии, бихевиоральных наук и экологии 
(в частности, к таким задачам, которые возникают 
для больших городских массивов) (см., например, 
Роджерс (1971)). Во многих случаях попытки фор- 
мулировки и решения таких задач приводят к си: 
стеме уравнений, матрица коэффициентов которой 
является разреженной и имеет большие размеры. Если 
уравнения оказываются нелинейными, то в резуль- 
тате их линеаризации (которая часто является пер- 
вым шагом к решению) получаются разреженные 
матрицы еще больших размеров. 

Интересные и важные задачи часто не могут быть 
решены потому, что их решение связано с обраще- 
нием матриц больших размеров, которое либо неосу- 
ществимо при имеющемся объеме памяти ЭВМ, либо 
требует больших затрат. Так как такие матрицы, 
как правило, разрежены, то полезно знать суще- 
ствующие методы обработки разреженных матриц, 
что позволяет выбрать лучший метод для каждой 
разреженной матрицы. Затрата времени и усилий на 
создание различных методов, пригодных для разре- 
женных матриц, особенно оправданны в тех случаях, 
когда рассматриваются несколько матриц с одинако- 
вой структурой распределения нулей и с различными 
численными значениями ненулевых элементов. Это 
имеет место во многих уже упомянутых областях 
приложения. 

1.3. Упакованная форма хранения 

Большие разреженные матрицы обычно хранятся 
в ЭВМ в упакованном виде. Другими словами, хра- 
нятся только ненулевые элементы таких матриц вме- 

1) В США под поведенческими (бихевиоральными) науками 
(behavioral зс1епсез) понимают науки, изучающие поведение (be- 
Ва\!ог) — реакции и действия человека и животных, выражающие 
их взаимоотношения с внешней средой. — Прим. перев,
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сте с необходимой информацией об их положении 
в матрице. Можно указать четыре причины использо- 
вания упакованной формы хранения. Во-первых, та- 
кая форма позволяет хранить и обрабатывать в опе- 
ративной памяти ЭВМ матрицы больших размерно- 
стей, чем при обычном хранении. Во-вторых, могут 
встретиться случаи, когда даже в упакованном виде 
матрица не размещается в оперативной памяти (на- 
пример, при работе ЭВМ в режиме с разделением 
времени) и требуется использовать внешнюю память 
(например, магнитные ленты или диски). Ввод дан- 
ных из внешней памяти ЭВМ в оперативную обычно 
происходит значительно медленнее обработки этих 
данных в оперативной памяти. Поэтому упакованная 
форма хранения предпочтительнее также и при ис- 
пользовании внешней памяти. В-третьих, существенно 
экономится время благодаря тому, что программой 
предусматривается исключение тривиальных опера- 
ций, т. е. вычисления с нулевыми элементами мат- 
рицы опускаются. Это часто является единственной 
возможностью обработки больших матриц. В-четвер- 
тых, можно добиться экономии в памяти при хране- 
нии обратных матриц, если их представлять в виде 
произведения элементарных матриц и в упакованной 
форме хранить только нетривиальные элементы та- 
ких матриц. Такие мультипликативные формы об- 
ратной матрицы особенно предпочтительны в тех 
случаях, когда они многократно используются для 
умножения на ряд вектор-строк и столбцов, как, на- 
пример, в линейном программировании. 

Существует много различных схем упаковки. Пе- 
которые из них описаны ниже — они были признаны 
эффективными и внедрены в программы для ЭВМ. 

Пусть квадратная матрица А порядка п содер- 
жит т ненулевых элементов, причем т п?. Ясно, 
что матрица А является разреженной. Обозначим 
элемент 1-й строки и ]-го столбца матрицы через а;.. 
Для того чтобы хранить в памяти только ненулевые 
элементы а;; == 0, необходимо запомнить & jf H Ajj. 
Если используется одна ячейка памяти для каждой 
из этих величин, то для хранения всех ненулевых
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элементов матрицы А требуется Зт ячеек. Очевидно, Зт 
должно быть существенно меньше и?, чтобы имело 
смысл тратить на введение упаковки дополнительные 
усилия и машинное время. 

Многие алгоритмы, преобразующие матрицу А в 
какую-либо другую желаемую форму, порождают на 
различных этапах вычислений дополнительные нену- 
левые элементы. Поэтому при хранении в упакован- 
ной форме должна быть каким-то образом пред- 
усмотрена возможность добавления новых ненулевых 
элементов в различные столбцы (или строки) мат- 
рицы А, если в процессе вычислений элементы мат- 
рицы изменяются. Идеальным хранением будет та- 
кое, при котором минимизируются одновременно и 
общий объем используемой памяти, и общее затра- 
ченное машинное время. Вообще говоря, требования 
минимума памяти и минимума времени являются не- 
совместными и необходим компромисс. 

Использование связных списков при упаковке 

Одним из способов хранения ненулевых элементов 
данной разреженной матрицы А является использо- 
вание связных списков 

Каждому ненулевому элементу а;; соответствует 
в памяти запись. Записи хранятся по столбцам — 
элементу а;; будет соответствовать некоторая запись 
j-To столбца матрицы (рис. 1.3.1) Каждая запись 
представляет собой упорядоченную тройку значений 
(а, р), где т — номер строки, а — значение элемента 
а; и р— адрес следующего ненулевого элемента 1-го 
столбца. Значение р равно нулю, если запись соот- 
ветствует последнему ненулевому элементу столбца. 
Память для хранения всей матрицы состоит из двух 
частей: ВС-памяти для начальных адресов столбцов 
и $[-памяти для записей. Первая часть (ВС) яв- 
ляется массивом из И последовательно расположен- 
ных ячеек, содержащих адреса записей первых нену- 
левых элементов соответствующих столбцов. Напри- 
мер, |-я ячейка ВС содержит адрес $[(а) записи, 
соответствующей первому ненулевому элементу |-го 
столбца (рис. 1.3.2). Вторая часть ($Г) состоит из
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записей, связанных с ненулевыми элементами мат- 
рицы А. Так как матрица А содержит т ненулевых 
элементов и каждому из них соответствует запись, 
включающая три параметра, To SI потребует для 

Adpec sanucu Пел Я д > 

KONUCU J-20 
CMONOY A (CLA 
OHa UNeeEMCAH) 

  

Адрес следующей 
Homep строки | Чначение элемента | записи (нуль, ecnu 

i a запись последняя) 
р или 0 

        
  

Рис. 1.3.1. Запись, соответствующая а. 

своего хранения Зт ячеек, не обязательно непрерывно 
следующих друг за другом. Таким образом, если мы 
применяем связные списки, то для хранения мат- 
рицы А в упакованной форме потребуется объем па- 
мяти в п -- Зт ячеек. 

SI (a) 

| 4 
4 96) i | a|p \ 

~~ 
BC / SI 

  

    

                              

Рис. 1.3.2. Связный список в упакованной форме хранения. 

Главное преимущество такой схемы хранения за- 
ключается в том, что новые ненулевые элементы, об- 
разующиеся в столбцах в процессе вычислений, могут 
быть легко размещены в $[. Для этого нет необходи- 
мости смещать все последующие элементы, как это 
имеет место в обычных схемах хранения, когда произ- 
водится вставка нового элемента. Более того, все запи- 
cu B SI не обязательно должиы быть сосредоточены
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в одной области памяти, а могут быть разбросаны 
по всей доступной оперативной памяти ЭВМ (груп- 
пами ячеек, число которых кратно 3). 

Приведем простой пример, показывающий, каким 
образом появление нового ненулевого элемента 
влияет на ВС и $3[. Предположим, что а1з = азз == 0, 
23 = 0,5 и а. = 1,5. Пусть ВС размещается в па- 
MATH ЭВМ начиная со 101-й ячейки, а записи для 
Qo3 WH @а43 начинаются с 200-й и 203-й ячеек соответ- 
ственно. Если в дальнейшем азз вместо нуля прини- 
мает ненулевое значение (скажем, 2,5) и запись для 
Q33 Должна быть размещена начиная с 300-й ячейки, 
то необходимые изменения в памяти могут быть 
представлены следующим образом: 

  

Адреса 103 200 201 202 203 204 300 301 302 

Текущее содержи- 200 2 0,5 203 4 15 -— — — 
мое ячеек 

Новое содержи- 200 2 0,5 300 4 15 3 £2,5 203 
мое ячеек 

Таким образом, включение нового ненулевого эле- 
мента потребовало только изменения содержимого 
202-й ячейки в списке, отражающем текущее состоя- 
ние матрицы. 

Если вместо элемента азз ненулевым стал бы эле- 
мент а1з (пусть, например, 3,5) и соответствующая 
ему запись хранилась (как и в предыдущем случае) 
начиная с ячейки 300, то мы имели бы: 

Адрес 103 200 201 202 203 204 300 301 302 

Текущее conep- 200 2 05 203 4 15 — — = 
жимое ячеек 

Новое содержи- 300 2 05 203 4 1,5 1 3,5 200 
мое ячеек 

  

Как видно, и в этом случае для того, чтобы вклю- 
чить новый ненулевой элемент, в исходном связном 
списке необходимо изменить только содержимое од- 
ной ячейки,
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Если в процессе вычислений некоторые ненулевые 
элементы становятся равными нулю, то ячейки па- 
мяти, занятые записями, соответствующими этим эле- 
ментам, освобождаются и могут быть использованы 
для хранения записей новых ненулевых элементов. 
Начальные адреса таких освободившихся записей 
можно хранить в памяти в виде связного списка сво- 
бодных записей, для чего использовать третьи ячейки 
каждой записи. Только начальный адрес первой сво- 
бодной записи должен где-нибудь запоминаться от- 
дельно. Третья ячейка каждой свободной записи 
должна содержать адрес следующей свободной за- 
писи. Если данная свободная запись является по- 
следней в списке свободных записей, то третья ячей- 
ка должна сод?ржать нуль. Когда освобождается но- 
вая запись, она присоединяется к началу списка. 
Аналогично для включения в список записей новых 
ненулевых элементов используются свободные запи- 
си, расположенные в начале списка свободных за- 
писей. 

Рассмотрим два простых примера, иллюстрирую- 
щих изложенные выше методы. Предположим, что 
свободными являются две записи с начальными ад- 
ресами 10] и 20] и мы хотим добавить к списку еще 
одну свободную запись с начальным адресом 301. 
Если ячейка 50 содержит адрес первой свободной 
записи, то требуемые изменения в содержимом ячеек 
памяти могут быть представлены следующей таб- 
лицей: 

  

Адрес 50 101 102 103 201 202 203 301 302 303 

Текущее содержи- 101 — — 201 — —- 0 — — = 
мое ячеек 

Новое содержи- 301 — — 201 — -— 0 — — 101 
мое ячеек 

С другой стороны, для хранения новой записи ис- 
пользуется первая свободная запись в списке, а имен- 
но ячейки 301, 302, 303. Затем изменяется содержимое 
ячеек таким образом, чтобы оно соответствовало стро- 
ке таблицы, помеченной «Текущее содержимое ячеек».
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Иногда полезны упаковки, не использующие связ- 
ных списков. Для них требуется меньшая память, но 
добавочный ненулевой элемент может вводиться толь- 
ко путем сдвига всех следующих за ним элементов на 
одну запись. Эти схемы пригодны в тех случаях, когда 
только небольшая часть матрицы в процессе вычисле- 
ний может храниться в оперативной памяти ЭВМ, и 
поэтому потребовалось бы значительное время для 
ввода и вывода данных при обращении к внешней па- 
мяти. Ниже описываются четыре такие схемы и для 
первых трех показывается, каким образом хранится 
матрица А; с ненулевыми элементами а21, Q41, Ase, @1з, 
@зз, 424 И а45. Последняя схема предназначена для сим- 
метричных матриц, и поэтому она отличается от пре- 
дыдущих. В первых трех схемах матрицы хранятся по 
столбцам, а в последней — по строкам. 

Схема I 

Каждому ненулевому элементу матрицы соответ- 
ствует запись, занимающая две ячейки памяти. Пер- 
вая ячейка содержит номер строки, вторая — значение 
элемента. Нуль в первой ячейке означает конец дан- 
ного столбца. Вторая ячейка в этом случае содержит 
номер следующего столбца. Нули в обеих ячейках 
указывают на конец массива, хранящего матрицу. Та- 
ким образом, общее число записей будет равно п - 
1-1, из них п — для столбцов, т— для ненулевых 
элементов матрицы А и одна запись — для указания 
конца матрицы. Так как каждая запись использует 
две ячейки памяти, то для хранения матрицы А по- 
требуется 2(п + т- 1) ячеек. 

Матрица Аз, для которой т =7 ий ==5, будет хра- 
ниться в виде массива 

(0, 1; 2, ал; 4, @4ь; 0, 2; 5, аз»; 0, 3; 1, аз; 3, азз; 0, 4; 

2, Qo4; 0, 5; 4, 45, 0, 0). 

Схема П 

Информация о данной матрице хранится в трех 
массивах: УЕ — значений непулевых элементов, ЮГ — 
индексов строк и СГР — указателей индексов столбцов.
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Элемент КГ () — а-й элемент массива ВТ — содержит 
индекс строки &-го элемента УЕ — УЕ («). Если пер- 
вый ненулевой элемент В-го столбца данной матрицы 
размещается в УЕ (18), то {3 хранится в В-м элементе 
СР, т. е. СР (В) = в. Очевидно, УЕ и КГ состоят из 
т элементов, а СПР из п элементов. Следовательно, 
эта схема требует общее число в 2т п ячеек. 

Матрица Аз будет храниться следующим образом: 

VE = (a), Q41, A502, 213, 433, @24, 45), 

RI==(2, 4, 5, 1, 3, 2, 4), 
CIP=(1, 3, 4, 6, 7). 

Вышеизложенной схемой легко пользоваться. На- 
пример, азз может быть найдено следующим образом. 
Так как С[Р (3) = 4, то КГ(4) даст индекс строки пер- 
вого ненулевого элемента третьего столбца. Если 
азз 5 0, то ВГ(4) или один из следующих за ним эле- 
ментов ВТ, предшествующих первому ненулевому эле- 
менту четвертого столбца, должен быть равен 3. 

В нашем случае ВТ(5) = 3, так как УЕ(5) содер- 
ЖИТ 433. 

Схема Ш 

Каждому ненулевому элементу данной матрицы 
однозначно ставится в соответствие целое число 
^ (1, 7) вида 

Хранение ненулевых элементов обеспечивается двумя 
массивами: УЕ — значений ненулевых элементов и 
ГО, в каждом из которых содержится т элементов. 
B LD(a) Haxonutca A(i, |), соответствующее а;; из 
УЕ («), где а = 1, 2, ..., т. 

Матрица Аз хранится в виде 

VE = (2, G4, аз, аз, @зз, @4, @45), 

ГО = (2, 4, 10, 11, 13, 17, 24). 

Исходная матрица может быть восстановлена по 
этой схеме хранения следующим образом. В соответ-
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ствии с данным выше определением ^,([ |) является 
очевидным, что | есть наименьшее целое число, боль- 

A (i, j 
шее или равное AUD 

i=A(i, f)—U—I1)a. 

Hanpumep, ecu A(i, j) = LD(5) = 13, rorga OD — 

13 
— 5. и наименьшее целое число, большее или равное 

AG) будет 3. Следовательно, | =Зи i=—A(i,j) — 

—(j—1)n = 13—10 =3. 

Схема IV 

Если А — симметричная матрица, в которой для 
всех {> ] 

a,,;=9, i—j> i, 

где 9; намного меньше п и в общем случае может 
иметь различные значения для каждого $ то такая 
матрица называется симметричной ленточной матрицей 
с локально изменяющейся шириной ленты. ’Под- 
робное описание ленточных матриц дано в разд. 3.3. 
Поскольку матрица А симметрична, должна запоми- 
наться только ее нижняя треугольная часть, содержа- 
щая элементы, которые лежат на главной диагонали 
или ниже. Хранение производится с помощью двух 
массивов: УЕ — значений ненулевых элементов и 
РР — положений диагональных элементов в массиве 
УЕ. Для каждой строки в УЕ хранятся крайний левый 
ненулевой элемент и все следующие элементы, рас- 
положенные справа от него вплоть до диагонального 
включительно. Поэтому {-я строка матрицы А требует 
0: 1 ячеек для хранения и УЕ будет состоять из 

п 

(0; 1) элементов. Добавляя п элементов, необхо- 
i=! 
димых для РО, получим общее требуемое количество 

п 

в >, 0,+2n sueek mana хранения А. Если лента яв- 
i=| 

ляется полной, т, е. а; ==0 для всех i—jf< 0; MpH



1.3. Упакованная форма хранения 25 
  

  

п 

. . t— о 

| > |, тогда у 9; = 5— и требуемый объем памяти 

i=! 
t+ 3n 

будет составлять —5— ячеек. 

Проиллюстрируем эту схему хранения на примере 
матрицы с ненулевыми элементами а11, 421, @22, @з», 
Q33, @42, A44, Aso, @5з, @55, Лежащими на диагонали и под 
ней. Заметим вначале, что крайние левые ненулевые 
элементы в третьей, четвертой и пятой строках распо- 
ложены во втором столбце. Поэтому нулевые элемен- 
ТЫ @43 И 454 должны также храниться в УЕ. Матрица 
будет запоминаться в виде 

УЕ == (а, ах, а», аз», 33, Asa, 0, @44, Aso, A53, 0, Ass), 

РР == (1, 3, 5, 8, 12). 

Элемент а;; исходной матрицы может быть восста- 
новлен по этой схеме следующим образом. Положение 
а: в УЕ определяется значением РО (1) — (1— |), если 
только PD(i)—(i—j) => РО(1—1). Последнее усло- 
вие означает, что а;; не будет лежать влево от первого 
ненулевого элемента 1-й строки, иначе а;; =0 и не 
хранится в УЕ. Например, чтобы найти элемент аз 
в массиве УЕ, вычисляем 

РР (5) — (5—3) =12—2=10> 8=РР (4) 
и, следовательно, а5з хранится в \Е (10). 

Главное преимущество этой схемы упаковки со- 
стоит в следующем. Если в процессе вычислений (на- 
пример, при исключениях по методу Гаусса, гл. 2) 
создаются дополнительные ненулевые элементы только 
вправо от крайнего левого элемента каждой строки, 
то они могут запоминаться в УЕ без перемещений 
всех следующих за ними элементов. 

Некоторые замечания о схемах упаковки 

Теперь укажем вкратце возможные пути дополни- 
тельной экономии памяти для приведенных выше схем 
упаковки. 

Если матрица А симметрична, то хранятся, как в 
схеме IV, только ненулевые элементы нижней
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(или верхней) треугольной ее части, включая диаго- 
наль. 

В связном списке можно объединять две или более 
записи в блоки последовательно расположенных 
ячеек. В этом случае каждая запись блока, кроме 
последней, может состоять из двух, а не из трех ячеек. 
Само собой разумеется, что включение или исключе- 
ние записи становится при такой форме хранения до- 
ВОЛЬНО СЛОЖНЫМ. 

Если длина (число двоичных разрядов) ячейки па- 
мяти ЭВМ достаточно велика, то для экономии памяти 
во всех описанных выше схемах можно хранить в 
ячейке по два и более индекса строк (или столбцов). 
Это требует знакомства с программированием на уров- 
не языка машин и, вообще говоря, не является прием- 
лемым при использовании алгоритмических языков 
высокого уровня, подобных ФОРТРАНу или АЛГОЛу. 

Во всех схемах упаковки, за исключением схемы 
ГУ, описывалось хранение матрицы по столбцам. Во 
многих приложениях предпочтительнее хранение по 
строкам. Нет необходимости его описывать, так как 
оно вполне аналогично хранению по столбцам (это 
то же самое, что и хранение транспонированной к А 
матрицы по столбцам). 

1.4. Масштабирование 

Матрица А часто связана с системой линейных 
уравнений Ах = 6, где хи 6 являются вектор-столб- 
цами п-го порядка. Часто элементы х; и 6; векторов х 
и 6 соответственно измеряются в единицах, которые 
значительно отличаются друг от друга порядком вели- 
чины. Например, 6; измеряется в сантиметрах, а 65 — 
в километрах, так что в результате первая строка мат- 
рицы А и В; значительно больше (в какой-либо нор- 
ме), чем вторая строка и 62. Положение может быть 
исправлено, если обе строки сделать в какой-либо 
норме равными. Для этого обычно рекомендуется 
строки и столбцы заданной матрицы преобразовать 
так, чтобы они были величинами одного порядка. Та- 
кое преобразование называется масштабированием.
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Простой способ масштабирования матрицы А со- 
стоит в делении каждой строки на наибольший по 
абсолютному значению элемент этой строки. Масшта- 
бированию строк может предшествовать масштабиро- 
вание столбцов, а именно деление каждого столбца 
матрицы А на наибольший по абсолютному значению 
элемент этого столбца. Многие программы задач ли- 
нейного программирования предусматривают масшта- 
бирование, так как полученная в ЭВМ обратная мат- 
рица содержит меньшие ошибки округления, если 
исходная матрица до обращения масштабируется. 

Мы можем следующим образом описать влияние 
масштабирования на решение уравнения Ах ==. 
Пусть е; обозначает ]-й столбец единичной матрицы 
I, n-ro порядка. Тогда решение х для Ах = 6 являет- 
ся тем же, что и для 

D2AD1D; 'x = Dob, (1.4.1) 

где 0; и О. — диагональные матрицы, такие, что 

ре, =[max| ay] ] 
e,D,e; = [max |e;AD,e, |] (1.4.2) 

Решением (1.4.1) является 

x= D,(D,AD,)~' D,b. (1.4.3) 

Как видно, вместо вычисления А-! производится вы- 
числение обращенной масштабированной матрицы 
р.АР:. Если БО! = [., то имеет место только масшта- 
бирование строк и (1.4.3) будет иметь вид 

x =(D,A)7'D,b. (1.4.4) 

1.5. Библиография и комментарии 

Ниже приводятся некоторые ссылки на литературу 
по разреженным матрицам в различных приложениях. 

а) Линейное программирование: Маркович (1957), 
Ларсон (1962), Вольф и Катлер (1963), Данциг 
(1963 а, 6), Смит и Орчард-Хейс (1963), Диксон
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(1965), Тьюарсон (1966), (1967а), Орчард-Хейс 
(1968), Данциг и др. (1969), Орчард-Хейс (1969), Смит 
(1969), Вулф (1969), Томлин (1970), Бил (1971), 
Де Бюше (1971), Карре (1971), Форрест и Томлин 
(1972). 

6) Структурный анализ: МЛивсли (1960—1961), 
Стьюард (1962), Олвей и Мартин (1965), Дженнингс 
(1968), Розен (1968), Катхил и Мак-Ки (1969), Мак- 
Кормик (1969), Пэлекол (1969), Олвуд (1971), Кат- 
хил (1971), Джордж (1972). 

в) Теория цепей и систем распределения энергии: 
Брейнин (1959), Рот (1959), Крон (1963), Сато и Тин- 
ни (1963), Тинни и Уокер (1967), Эдельман (1968), 
Чен (1969), Тинни (1969), Бети и Стьюарт (1971), 
Бауман (1971), Черчилл (1971), Огбуобири (1971). 

г) Численное решение дифференциальных уравне- 
ний: Варга (1962), Карре (1966), Лайниджер и Уил- 
легби (1969), Гир (1971), Ивенс (1972), Гимон и 
Кинг (1972). 

д) Теория графов: Басейкер и Саати (1965), Дал- 
мейдж и Мендельсон (1967), Харари (1967, 197Та, 6), 
Беллман и др. (1970). 

е) Теория генетики: Фалкерсон и Гросс (1965). 
ж) Поведенческие науки: Харари (1960), Меримонт 

(1959), Росс и Харари (1959). 
3) Программирование для ЭВМ: Меримонт (1960). 
и) Другие области: Ашкенази (1971), Глейзер 

(1972), Гимон и Кинг (1972). 
Связные списки описали Маурзер (1968), Кеттлер 

и Вейл (1969), Огбуобири (1970), Черчилл (1971), 
Густавсон (1972). Другие схемы хранения дали Джен- 
нингс (1966), Хименес (1969), Иенсон и Паркс (1970), 
Надинг и Калерт-Уормболд (1970), Берри (1971), 
Де Бюше (1971), Густавсон (1972), Дженнингс и 
Тафф (1971). Общее введение к методам разреженно- 
сти дано Тинни и Огбуобири (1970). 

Масштабирование строк (даже если ему предше- 
ствует масштабирование столбцов) не является реше- 
нием проблемы масштабирования в целом. Для даль- 
нейшего знакомства с вопросами масштабирования, 
которое иногда называют также уравновешиванием,
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читатель может обратиться к Уилкинсону (1965), Фор- 
сайту и Молеру (1967) и Уэстлейку (1968). Более со- 
вершенные методы масштабирования рассмотрели 
Фалкерсон и Вулф (1962), Бауер (1963), Ван-дер- 
Слюис (1969) и Кертис и Рейд (19716). 

В этой книге мы будем заниматься главным обра- 
зом прямыми методами обращения разреженных мат- 
риц. Непрямые (или итеративные) методы для разре- 
женных матриц не будут описаны, так как они хорошо 
известны (Варга (1962)). В общих руководствах по 
численному анализу и в периодической литературе 
обычно рассматриваются прямые методы обращения 
для небольших полных матриц. Однако во многих при- 
кладных задачах (например, линейного программиро- 
вания, структурного анализа, электрических цепей и 
систем генерирования и распределения энергии) полу- 
чили широкое развитие и внедрены в программы для 
ЭВМ прямые методы обращения больших разрежен- 
ных матриц: Ливсли (1960—1961), Смит и Орчард- 
Хейс (1963), Диксон (1965), Дженнингс (1968), Дан- 
циг и др. (1969), Ли (1969), Густавсон и др. (1970), 
Берри (1971), Де Бюше (1971), Кантин (1971), Фор- 
рест и Томлин (1972).



Глава 2 

МЕТОД ИСКЛЮЧЕНИЯ ГАУССА 

2.1. Введение 

В этой главе описывается метод исключения Гаус- 
са для решения систем линейных уравнений. Мы по- 
кажем, каким образом матрицы, связанные с различ- 
ными стадиями процесса исключения, могут быть ис- 
пользованы для представления в Ффакторизованной 
форме матрицы, обратной для матрицы коэффициен- 
тов Линейных уравнений. Доказываются некоторые 
теоремы, с помощью которых определяются разрежен- 
ные множители разложения обращенных разреженных 
матриц. 

2.2. Основной метод 

Наиболее известным методом решения системы 
уравнений 

Ax = b (2.2.1) 

(где, как и в гл. |1, хи В — п-мерные векторы-столб- 
цы, а А — неособенная матрица 1-го порядка) являет- 
ся метод исключения Гаусса (Уилкинсон (1965)). Он 
состоит из двух частей: прямого исключения, в кото- 
ром с помощью ряда элементарных преобразований 
(операций над строками) матрица А приводится к 
верхней треугольной матрице И с единичной диаго- 
налью, и Так называемой обратной подстановки, кото- 
рая приводит к обращению Ц. 

Прямое гауссово исключение состоит из п шагов. 
Пусть А®) обозначает матрицу в начале хд-го шага, 
причем 4) =А и А+) = 0. Пусть а? является 
элементом {-й строки и ]-го столбца ((+,])-м элемен- 
том) матрицы А®. Другими словами, пусть а = 

=е,А®е), где е; является {-м столбцом единичной мат-
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рицы [п П-го порядка, как уже указывалось в разд. 1.3. 
Для первых А — | столбцов матрица А@®) уже имеет 
форму верхней треугольной матрицы (рис. 2.2.1). На 

ДН 
  

  — А-я строк 

Hynu         

—
 

&-й столбец 

Рис. 2.2.1. Малрида в начале А-го шага. 
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Рис. 2.2.2. Элементарная матрица на Е-м шаге. 

#-м шаге А-я строка матрицы А) делится на ее (АР, 
#)-й элемент, умножается на различные коэффи- 
циенты и вычитается из всех следующих за ней строк 
так, чтобы все ненулевые элементы А-го столбца, ле- 
жащие ниже R-H строки, становились нулями.
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Получающаяся в результате матрица обозначается че- 
рез 4+0. В матричных обозначениях этот процесс мо- 
жет быть по-другому сформулирован следующим обра- 
30M. 

Прямое гауссово исключение состоит в вычислении 

Ао = [,А®, k=1,2,..., 0, — (2.9.2) 
где элементарная нижняя треугольная матрица Lp 
(рис. 2.2.2) задается в виде 

L,=1,+(n®™ —е,)е,, (2.2.3) 

с элементами вектора-столбца 1“), определяемыми 
следующим образом: 

1) — 0, i < R, 

“) — | (k) ав | ny ==, ny =—- aH» i>k. (2.2.4) 

ake are 

Таким образом, диагональные элементы матрицы Ск 
равны единицам во всех столбцах, за исключением 
к-го, в котором элементы, лежащие на диагонали и 
под ней, равны п (1==А, А+ 1,..., п). Все осталь- 

ные элементы матрицы Ё»ь равны нулю. 
Теперь из (2.2.2) получаем 

Ао — 1... [2АФ. (2.2.5) 

Если положить 

L=L,... LoL, (2.2.6) 

и учесть, что А) = А и Alt!) = 0, то вместо формул 
(2.2.5) и (2.2.6) получим 

И = ГА. (2.2.7) 

Таким образом, прямое гауссово исключение состоит 
в нахождении нижней треугольной матрицы Ё (произ- 
ведение нижних треугольных матриц дает также ниж- 
нюю треугольную матрицу), которая преобразует мат- 
рицу А в верхнюю треугольную матрицу (И. Имея в 
виду уравнение (2.2.7) и то, что операторы Ё»ь приме- 
няются к обеим частям уравнения (2.2.1), приходим
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в результате гауссова исклтючения к уравнению 

Ux = Lb. (2.2.8) 

Обратная подстановка метода Гаусса состоит в ре- 
шении уравнения (2.2.8), которое производится сле- 
дующим образом. Пусть х; означает 1-й элемент век- 
тора х. Тогда последний элемент х„ равен -послед- 
нему элементу вектора-столбца [6, так как в послед- 

Up -Ц столбец 
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Рис. 2.2.3. Элементарная матрица на Е-шаге обратной подста- 
HOBKH. 

ней строке матрицы И равны нулю все элементы, кро- 
ме последнего, равного единице. Это значение х»„ под- 
ставляется в предыдущее уравнение, что позволяет 
легко вычислить хи_1. Подстановка Хи И Хи в (И— 
—2)-ю строку уравнения (2.2.8) дает хи—› и так далее. 

Для того чтобы описанную выше обратную под- 
становку выразить в матричных обозначениях, отме- 
тим прежде всего, что а(+1 является ($, [)-м элемен- 

том матрицы И. Это следует из того факта, что Г-я 
строка матрицы А в формуле (2.2.2) видоизменяется 
только до Ё = и затем остается неизменной. Другими 
словами, {1-е строки матриц АС и И совпадают. 

Обратная подстановка метода исключения Гаусса 
может быть теперь определена следующим образом: 

Uy... Ug UU =I, (2.2.9)
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где 
И, = + е,, k=n, n—1...2, (2.2.10) 

и элементы вектора-столбца Ё*®) задаются в виде 

Е) = alt), iG<k wn =0, [Е (2.2.11) 

(рис. 2.2.3). Таким образом, все диагональные элемен- 
ты матрицы О» равны единице, а в Ё-м столбце над- 
диагональные элементы принимают значения (1—1, 

2,.... — 1). Все остальные элементы О» являются 
нулями. 

Теперь можно описать общий результат примене- 
ния процессов прямого исключения и обратной под- 
становки к матрице А. Из уравпения (2.2.9) получим 

И =0,... И.О, (2.2. 12) 

и из (2.2.8), (2.2.6) и (2.2.12) следует 

х= 016 = 0... ИО... [516. (9.2.13) 

2.3. Выбор главного элемента 
и ошибки округления 

Элемент а® в формулах (2.2.4) называется глав- 
ным элементом Е-го шага исключения. Так как в па- 
мяти ЭВМ числа хранятся в ячейках конечной длины, 
то при вычислениях, вообще говоря, вносятся ошибки 
округления. Для того чтобы минимизировать влияние 
ошибок округления при гауссовом исключении, Уил- 
кинсон (1965) предлагает для полных (неразрежен- 
ных) матриц изложенные ниже способы. Его рекомен- 
дации основаны на том обстоятельстве, что эти спо- 
собы позволяют получить границы для ошибок, и, 
кроме того, было показано, что процесс вычислений 
устойчив. 

Первый способ, называемый частичным упорядоче- 
нием (частичным выбором главного элемента), заклю- 
чается в следующем. На А-м шаге выбирают наиболь- 
ший по абсолютчому значению из элементов k-ro 
столбца матрицы А“®), расположенных в Ё-й строке или
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ниже ее, а именно 
| a | = max |4) k<ign, (2.3.1) 

и переставляют 5-ю и А-ю строки матрицы А“) перед 
выполнением вычислений А-го шага по формуле 
(2.2.2). Конечно, все такие перестановки строк должны 
запоминаться для дальнейшего использования. 

Второй способ минимизации влияния ошибок ок- 
ругления, называемый полным упорядочением (пол- 
ным выбором главного элемента), может быть описан 
следующим образом. На К-м шаге (при каждом К) 
выбирают наибольший по абсолютному значению из 
элементов, расположенных в последних п ^-+ | 
строках и столбцах матрицы А“), а именно 

| a | = тах |а® |, №51] 51, (2.3.2) 
,] 

и переставляют 5-ю и А-ю строки и {1-й и А-й столбцы 
матрицы А“) перед выполнением вычислений Ё-го шага 
по формуле (2.2.2). Эти перестановки строк и столб- 
цов запоминаются для дальнейшего использования 
при нахождении решения. 

Во многих практических приложениях, в которых 
встречаются большие разреженные матрицы, вместо 
частичного или полного упорядочения обычно доста- 
точно убедиться в том, что все главные элементы 
больше некоторого числа в, называемого допустимым 
значением главного элемента (Тьюарсон (1969а)). 
Это в особенности справедливо для линейного про- 
граммирования (Класен (1966)), в котором матрицы, 
как правило, больших размеров и разрежены. При 
значениях главных элементов больше допустимого 
устраняется возможность выбора главного элемента 
с таким малым значением, которое привело бы к за- 
труднениям в вычислениях из-за ошибок округления. 
На практике было найдено, что для большинства за- 
дач, включающих большие разреженные матрицы, 
значение = = 10-3 является удовлетворительным, если 
при вычислениях в памяти хранятся 9 или 10 десятич- 
ных разрядов ненулевых элементов. Конечно, для 
полных (неразреженных) матриц необходимо произ-
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водить частичное или полное упорядочение. Если не- 
которые элементы становятся в процессе вычислений 
очень малыми (менее так называемого критического 
значения), то рекомендуется приравнивать их нулю 
(Класен (1966)). Вулф (1965) предлагал принимать 
критическое значение равным 10-7. 

2.4. Элиминативная форма обратной матрицы 

Разложение матрицы А-! на множители может 
быть получено из разд. 2.2 следующим образом. Обыч- 
ное решение уравнения (2.2.1) для произвольного 6 
дается в виде х = А-16. Поэтому, сравнивая это с ре- 
шением, которое дается формулой (2.2.13), мы заклю- 
чаем, что 

АИ, ... Иа +. 9. (2.4.1) 

Такое представление матрицы 4А-! называется элими- 
нативной формой обратной матрицы и обозначается 
через ЕЕГ. Таким образом, матрица А-! выражается 
в виде произведения п нижних и п— | верхних тре- 
угольных матриц. 

Одним из главных преимуществ формы ЕЁ] яв- 
ляется легкость, с которой она может быть слева или 
справа умножена на данный вектор, как это показано 
ниже. 

Пусть о; обозначает 1-й элемент вектора-столбца о. 
Тогда из формул (2.2.10 )и (2.2.11) следует, что (см. 
также рис. 2.2.3) 

е: (Чье) =; Е 50, 1<А, 
, , (2.4.2) 

e,(U,0) =0;; ik. 

Таким образом, умножение вектора-столбца слева на 
матрицу О» эквивалентно добавлению к данному век- 
тору-столбцу его К-го элемента, умноженного на век- 
тор-столбец &®). Имеем также 

(o°U,)e: =9;, LAR, 

(0’U x) en = 9'E -F Og, (2.4.3)
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и, следовательно, умножение вектора-строки о’ справа 
на матрицу И» оставляет все элементы р’ без измене- 
ний, за исключением k-ro элемента, к которому добав- 
ляется скалярное произведение векторов о’ и Ё®). Из 
формул (2.2.3) и (2.2.4) имеем (см. также рис. 2.2.2) 

(Гр) = ©, [< А, 
е, (Ё,0) =", (2.4.4) 

e,(L,0) =n, +0, i>k. 

Таким образом, произведение Гьо может быть полу- 
чено, исходя из вектора о, посредством замены его k- 
го элемента нулем и добавления к нему вектора- 
столбца о». Также имеем 

(p’L,) é-=0, ik, 

(o’ Ly) eg = 0'H™). 

Следовательно, умножение вектора-строки о’ справа 
на матрицу [^ оставляет все его элементы без изме- 
нения, за исключением А-го элемента, который заме- 
няется скалярным произведением векторов о’ и 1“). 
Вычисление произведения А-!л, где л есть вектор- 
столбец, а матрица А-! задана в элиминативной фор- 
ме ЕЕ! выражением (2.4.]), может быть организовано 
таким образом, чтобы на первых п шагах применялись 
формулы (2.4.4), а на последних п—| шагах приме- 
нялись формулы (2.4.2). Вектор-столбец, образован- 
ный на очередном шаге, используется на следующем 
шаге таким образом: 

Aan = U2 (40. (Un (Ln os (Ly (Lim) « +). 
Подобным же образом может быть вычислено произ- 
ведение л’А-! с помощью формул (2.4.3) и (2.4.5). 
Вектор-строка, образованная на очередном шаге, ис- 
пользуется на следующем шаге таким образом: 

n/A~' =(... ((n’U,) U3)... Up) Ly) «2 +) Ly. 

Теперь, в силу соотношений (2.2.3), (2.2.4), (2.2.10), 
(2.2.11) и (2.4.1), очевидио, что дхя вычисления ЕЕ] 

(2.4.5)
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требуются только ненулевые элементы векторов-столб- 
nop yn”) wu Е®). Поэтому должны храниться только эти 
элементы (вместе с соответствующей информацией об 
их местонахождении в памяти). Для большой разре- 
женной матрицы особенно требуется экономия в объ- 
еме памяти, необходимой для их хранения, поэтому 
важно определить элиминативную форму обратной 
матрицы ЕЕ|Г так, чтобы этот объем был минималь- 
ным. Другими словами, необходимо минимизировать 
количество ненулевых элементов всех векторов-столб- 
цов |) и &®). Покажем теперь, каким образом можно 
это осуществить. 

2.5. Минимизация общего числа 
ненулевых элементов в ЕЁ] 

Из разд. 2.2 мы вспоминаем, что на каждом шаге 
гауссова исключения умноженная на различные коэф- 
фициенты строка вычитается из ряда других строк 
матрицы. Это обычно приводит к образованию но- 
вых ненулевых элементов вместо нулевых. Например, 
если к началу Е-го шага ненулевыми являются эле- 
менты а, а nal), a a“) = 0, где [р | >, то из 

формул (2.2.2), (2.2.3) и (2.2.4) следует, что в конце 
в-го шага 

(6) (Ё) 

Cin Ay а+0 — — a (2.5.1) 
kk 

Ясно, что элемент ait!) ненулевой. Таким образом, 
при упомянутых выше условиях нуль в (i, [)-й пози- 
ции матрицы 4“) превратился в ненулевой элемент 
матрицы 4+0. Общее число всех таких элементов, 
которые были нулями в матрице 4) и приняли нену- 
левые значения в матрице 4+1, называется локаль- 
ным заполнением. 

Если вместо элемента а в качестве главного на 
К-м шаге мы выбираем другой ненулевой элемент 
а®, $5 >В, [> №, необходимо переставить Ё-ю и $-ю st —— 

строки так же, как К-й и 1-й столбцы в матрице 4“), 
прежде чем вычислять А®+1) по формуле (2.2.2). Тогда
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вместо формулы (2.2.2) имеем 

Аи 1,А®, = 9,... п, = (2.5.9) 
где . 

А = P,A®Q,, (2.5.3) 

а матрица Р, и матрица Q, получены из единичной 
матрицы /»„ путем перестановки соответственно ее 
Е-й и $-й строк и А-го и 2-го столбцов. Все матрицы Ёь 
также выражаются формулой (2.2.3), но элементы век- 
торов-столбцов 1® имеют теперь вид 

т =0, i<k, 

1 gl?) (2.5.4) 

k) — —_ Е) — — 1. ; 
ny a gl) , ny = AU) ? > Е, 

kk Rk 

ee 

где a) — (i, j)-# элемент матрицы А®. 
Принимая во внимание последний абзац разд. 2.3, 

вспомним, что |а®|> г, где е— допустимое значение 
главного элемента. Следовательно, из всех наличных 
кандидатов на роль главного элемента, а именно для 
всех элементов, для которых |а®| >в при {> ^, 

| > А, необходимо выбрать такой, который обеспечил 
бы наименьшее локальное заполнение. Это может 
быть сделано следующим образом. 

Определение. Обозначим через В, матрицу, полу- 
ченную из последних п—А--1 строк и столбцов 
матрицы 4“) путем замены ненулевых элементов еди- 
ницами. 

Следующая теорема (Тьюарсон (19676)) может 
быть использована для определения главного эле- 

мента, обеспечивающего наименьшее заполнение. 

Теорема 2.5.5. Если ай, ,‚.,_, выбран главным 

элементом k-20 шага прямого гауссова исключения, 
то локальное заполнение дается (1,])-м элементом 
матрицы Сь, равной 

С, = ВьВЬВь, (2.5.6)
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где В, — транспонированная к матрице, полученной 
из матрицы В путем замены всех ее нулевых элемен- 
тов единицами, а всех единиц нулями. 

Доказательство. Если в матрице А® (р Е— 1, 
а+А^—1)-й элемент равен нулю, но и (-Е—1, 
g+k—1)-H элемент и (p+k—1, j+R—1)-H эле- 
мент ненулевые, то из соотношений (2.5.2), (2.2.3), 
(2.5.3) и (2.5.4) следует, что (p +kR—1, q+k—1)-h 
элемент в 4+0 будет ненулевым. Это равносильно 
утверждению, что если 

bog =0 и = =1, 
где by) есть (р,9)-й элемент матрицы Вь, то соз: 

дается новый ненулевой элемент. Если через д\” обо- 
значить общее число таких вновь созданных ненуле- 
вых элементов (локальное заполнение} на К-м шаге 
гауссова исключения, то 

P= Ld bia (l— ба) bor pei, GH i. 
Или 

gi) = 2. 2. е.Вье (1 —е„Вуе,)е,Вье, (2.5.7) 

где ограничения ati. ==] опущены, так как для 
“3 (k) (k) 

p=i nan big=0, nin 1—b,,=—0 u aa g=j nan 
к к 

1 — 04) =0, ИЛИ р = 0. Теперь, если М является ма- 
трицей (п—^-- 1)-го порядка со всеми элементами, 
равными единице, то 

| —е„В,е, =е„Ме, —е„Вье, =е, (М — В,)е, = 

—=е,В,е, ==е,Вуе„, (2.5.8) 

где последний знак равенства следует из того, что 

величина е„В,е, является скалярной. Из выражений 
(2.5.7) и (2.5.8) имеем 

=). >, е.В,ее’ Вне е’Вье, = 
р 9 

Ш ‘De , и Dr 
=e B, >. ее. Вь >. ее„Вье, =е,В,В,В,е,,
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так как >, ее, = У, ее, =! _ь.:. Этим завершается 
q р 

доказательство теоремы. 
Теперь мы, наконец, в состоянии выбрать главный 

элемент, который обеспечит наименьшее локальное 
заполнение. Это может быть осуществлено на основа- 
нии приводимого ниже следствия, доказательство ко- 
торого мы опускаем, так как оно непосредственно 
вытекает из теоремы 2.5.5. 

Следствие 2.5.9. Локальное заполнение будет ми- 
нимальным, если на Е-м шаге гауссова исключения 
в качестве главного выбрать элемент а®, где $ = 

=а-еЫ— 1, = ВЕ — 1 иа, В даны формулой 

gop = mine,G,¢, для всех lal), 1 )44-,|> 2 (2.5.10) 

(= — некоторое подходящим образом выбранное д0о- 
пустимое значение главного элемента). 

Принимая во внимание формулу (2.2.11), полу- 
чим все ненулевые элементы &” путем изменения 

знаков у ненулевых наддиагональных элементов мат- 
рицы (О. Поэтому из формул (2.2.9) и (2.2.10) сле- 
дует, что обратная подстановка в методе Гаусса 
не порождает новых ненулевых элементов. Таким об- 
разом, новые ненулевые элементы создаются только 
при прямом исключении. В конце А-го шага послед- 
ние и — К строк и столбцов матрицы А®+0 содержат, 
вообще говоря, некоторое число ненулевых элемен- 
тов там, где в матрице 4“) соответствующие элемен- 
ты были нулями. Так как такие строки и столбцы 
используются на последующих шагах для вычисления 
векторов 1 ® и Е®), то минимизация локального запол- 
нения будет минимизировать и число ненулевых эле- 
ментов векторов \“®) и Е® при условии, что достиже- 
ние локальных минимумов приводит к глобальному 
минимуму. Это условие может и выполняться для 
некоторых матриц, но не является обязательным для 
произвольных разреженных матриц. Во всяком слу- 
чае, минимизация локального роста таких ненулевых 
элементов с помощью следствия 2.5.9 все же приводит
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к существенному уменьшению числа ненулевых эле- 
ментов во всех векторах &*) и 1). 

Выбор главных элементов а® для обеспечения 
минимума локального заполнения не влечет за собой 
особых сложностей. Необходимые изменения в фор- 
мулах могут быть описаны следующим образом. Из 
формул (2.5.2) и (2.5.3) имеем 

А+ —1Р,... [»Р. [РАО 0. ... 0, (2.5.11) 

И если положить 

L=L,P, ... LoPoL,P,, 

QiQ---Q.=Q и 4А"+1=0, (2.5.12) 
получим о 

А = 0071. (2.5.13) 
Матрицы перестановок @ и Рь в совокупности тре- 
буют для своего хранения объем памяти порядка п 
ячеек (а не п?), так как в каждом случае необходимо 
запомнить только позиции нетривиальных элементов. 

Более простой, хотя и менее точный метод нахож- 
дения главного элемента, при котором локальное за- 
полнение было бы малым, основан на следующей 
теореме (Маркович (1957)). 

Теорема 2.5.14. Если на Е-м шаге гауссова ис- 
ключения в качестве главного выбран элемент 
а ук» ТО Максимальное возможное заполнение 

(не обязательно совпадающее с действительным за- 
полнением) дается (])-м элементом матрицы С», 
причем 

Сб, = (Вь— Гв- к) М (ВЕ — Ги-ь+1), (2.5.15) 

где М — матрица, все элементы которой единицы. 

Доказательство. Если обозначить через 0 мак- 
симальное возможное заполнение на А-м шаге, то 
так же, как и при доказательстве теоремы 2.5.5, 
имеем 

bi) = 2. 2. бабы, РЕ и 9352].
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Или 

в = (2 big — bir ) (2 bp) — bi?) = 

=(2 big —1)(L6 pi —1), так как 4) = 1. 

Отсюда 

в — (еВь №, — 1) (Le,Bye, — 1) = 

= (¢,B,V, —e:V,)(V,B,e; —Vie)), — (2.5.16) 

где У — (n—k-+1)-mMepHbid BekTop-cTom6el с еди- 
ничными элементами. 

Таким образом, 

И и у, ‚ (Вь ea 

= 6; (B, Fans) M (Be — net) & 

Tak Kak V,V,=M. Этим завершается доказательство 
теоремы. 

Для того чтобы воспользоваться приведенной вы- 
ше теоремой, будем выбирать на Р-м шаге главный 
элемент по следующей формуле (вместо формулы 
2.5.10): 

(Е) — ттт 6(®) (Е) a" min 87; для всех |a),_. 1, ,[>e, (2.5.17) 

где, как и mpekne,a+tkR—l=suB+k—1 =. 3a- 
метим, что выбор главного элемента а) в соответ- 
ствии с формулой (2.5.17) не обязательно приводит к 
наименьшему локальному заполнению. 

Интересно применение изложенного выше метода 

выбора главного элемента в случае, когда Вь == Вь 
и только диагональные элементы выбираются в ка- 
честве главных. 

Из формулы (2.5.16) в этом случае следует, что 

0% = (е.В,У,— 1) (У,В,е, — Г) = 

= (е.В,У,— Г)?, так как В, =В,.
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Поэтому 
8%) = min (eB,V, —1). 

Но индекс а будет тем же для ти (е,В,У, — 1), что и 
i 

для min е.В,У,, так как е,В,У, 1. Другими словами, 

для выбора главного среди диагональных элементов 
применяется формула 

min ¢;B,V, = ¢,B,V, (2.5.18) 
при 

[as ean. а | > Е. 

Заметим, что е.В,У, есть общее число ненулевых 

элементов (1 А—1)-й строки матрицы А®). Таким 
образом, на каждом шаге выбирается строка (и со- 
ответствующий столбец), которая содержит наимень- 
шее число ненулевых элементов. Это относительно 
просто сделать и поэтому рекомендуется во многих 
практических приложениях (Тинни и Уокер (1967), 
Спиллерс и Хикерсон (1968), Черчилл (1971)). Одно 
из главных оснований для выбора главного элемента 
только среди диагональных элементов заключается в 
следующем. Если матрица А симметричная, то очень 
часто хранится в памяти только ее верхняя треуголь- 
ная часть вместе с главной диагональю, и выбор 
главного среди диагональных элементов при прямом 
гауссовом исключении не нарушает симметрии. Кро- 
ме того, все векторы 1) могут быть легко получены 
из верхней треугольной матрицы в конце прямого 
исключения. Формулируем эти положения в виде 
теоремы. 

Теорема 2.5.19. Если матрица А — симметричная 
и только диагональные элементы выбираются в каче- 
стве главных, то 

а) матрица, состоящая из последних п— Е строк 
и столбцов матрицы А@®+0 в формуле (2.5.2) при 
Е =1,2,..., п |, тоже симметричная,
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6) элементы при Г>Е в уравнении (2.5.4) 

определяются равенством 

ni = — 4+0 =, {> А. (2.5.20) 

Доказательство. Если мы сможем показать, что 
(R+1) — gl(Rk+1) Гу р (Rk) — a(R ay = ast) gana i,j > всякий раз, когда а? = ai) 

для р] > Р, то посредством индукции по Ки из ра- 
венства а)==а;) очевидным образом следует часть 
(а) теоремы. Так как только диагональные элементы 
выбираются в качестве главных, то в равенстве 2.5.3 
очевидным образом следует @, =Р, и 7 =4'/"' для 

„|. Теперь из формул (2.5.2), (2.2.3) и (2.5.4) 
при 2, | > ^ имеем 

alta Це 
(Е) — G(R) _ ЧЕЙ 

а; aij aie? 

4 (k) a(R) 
q(kt) = glk) — She Get 

ji ji alr) . 

Отсюда следует 

ait) = +, L, ] > К, 

так как 

два, 1 |. 

Этим завершается доказательство части (а) тео- 
ремы. 

Теперь из формул (2.5.2), (2.2.3) и (2.5.4) для 
{ > ^ следует 

(%) ahh) 
(R+1) — 2) (k) — Ш 

а gir) И Ni glk) ? 
КЕ КЕ 

и, имея в виду формулу (2.2.11) и условие 4 = 4%, 

получим равенство (2.5.20), что завершает доказа- 
тельство теоремы. 

Закончим этот раздел несколькими замечаниями. 
Если в формуле (2.5.10) минимум достигается 

более чем для одной пары значений (1, ]), то следует
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выбрать пару, для которой 8, вычисленное по фор- 

муле (2.5.16), имеет наибольшее значение. Из рас- 
смотрения на следующем шаге, таким образом, будет 
исключено максимальное число ненулевых элемен- 
TOB. 

Вместо (2.5.15) иногда используют матрицу 

С, = B,MB, (2.5.21) 

для выбора главного элемента на Р-м шаге гауссова 
исключения. Покажем сейчас, что если на Е-м шаге 
в качестве главного выбран элемент @%,_‚,.,_» то 

e;G,e, есть общее число умножений и делений. Из 
доказательства Теоремы 2.5.14 и соотношений (2.5.2), 
(2.5.3) и (2.5.4) очевидно, что одно деление требуется 
для вычисления 1/49 у... иИ,В,е, —Тие,В,У,— 1 
умножений нужно для вычисления соответственно 
т и е+0. Кроме Toro, для исключения 
ав = 0, p#i, требуется общее число в 

(ВУ, — Г) (У,Вье, — Г) умножений. Таким образом, 
на ^-м шаге гауссова исключения общее число деле- 
ний и умножений равно 

1+ (У„Вье, —1)+ (e;B,V, —1)+ 

-- (e;B,V. —1) (VB, —1)= BV VBE, = 

—=е,В,МВ,е, = 'G,e,. 

В свете изложенного, если для выбора главного эле- 
мента на А-м шаге вместо формулы (2.5.17) мы поль- 
зуемся формулой 

Bug — min e,G,e, для всех |, ль |[>, (2.5.22) 

то минимизируется общее число умножений и деле- 
НИЙ. 

Пусть в качестве меры вычислительных затрат для 
каждого шага А взято общее число делений и умно- 
жений на этом шаге. Тогда для минимизации как 
заполнения, так и вычислительных затрат следует
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пользоваться взвешенным средним значением С» и 
Сь при выборе главного элемента. Весовые коэффи- 
циенты определят относительную важность обоих 
критериев. Из формул (2.5.21) и (2.5.6) видно, 
что взвешенное среднее С, и Сь есть матрица 
B,(M—6B,)B,, rae OS 56 <1, a 6 1 — 6 соответст- 
венно весовые коэффициенты. Значение 6 зависит OT 
характеристик вычислительной машины и также от ее 
математического обеспечения. Следует заметить, что 
для больших разреженных матриц минимизация ло- 
кального заполнения более важна, чем минимизация 
локальных вычислительных затрат, потому что первая, 
сохраняя разреженность матрицы В», приводит к ми- 
нимизации вычислений на следующих шагах. 

Если систему уравнений (2.2.1) требуется решить 
лишь для небольшого числа правых частей, то мат- 
рицы Г», определенные формулами (2.2.3) и (2.5.4), 
не запоминаются (правые части преобразуются на 
каждом шаге). Тогда, имея в виду тот факт, что на 
К-м шаге последние п— А элементов А-го столбца 
матрицы 4%) обращаются в нуль, увеличение числа 
ненулевых элементов в матрице А®+ по сравнению 
с матрицей А®) можно выразить разностью 

8® — (У,В,е, — 1) = 

= ¢/B,Bi,B,e, — ¢;MB,e, + 1 =e; (B,B, — M)B,e, +1. 

Минимальное значение этого выражения может быть 
использовано для выбора главного элемента. 

2.6. Хранение и использование 
элиминативной формы обратной матрицы 

Все п), необходимые для элиминативной формы 
обратной матрицы ЕРГ, хранятся следующим обра- 
зом. На А-м шаге прямого гауссова исключения все 

. Aipb, 

ak) #0, i>k, преобразуются в нуль, а 4 пре- 

образуется в единицу. Это значит, что ай+ =0, 
k+l) — i>k, uw att) =]. Tostomy, kak 9TO ACHO 43 PopMyJ
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(2.5.4), каждый элемент 1” 52 0, [> А, может хра- 

ниться на месте соответствующего элемента 4 = 0, 
[> А. Так же и элемент 1’ может храниться вместо 

элемента а“+1, так как нет необходимости хранить 

значение а\+0=1 (это относится ко всем А; дру- 

гими словами, диагональные элементы матрицы U 
все равны единице). 

Матрицы перестановок Рь и @» в выражении 
(2.5.3) могут быть легко построены, если $ и Ё из- 
вестны. Поэтому для каждого К требуется всего две 
ячейки для хранения соответствующих матриц Р» и 
О,, что составляет общее число в 9 ячеек для всех 
Рь и @ь, которые требуются в выражениях (2.5.12). 

Из формул (2.2.12), (2.2.10) и (2.2.11) видно, что 
для вычисления всех И» требуются только ненулевые 
элементы всех Е*) и что, кроме того, эти элементы 
могут быть получены путем изменения знаков у тех 
ненулевых элементов матрицы (, которые лежат над 
диагональю. Поэтому ненулевые элементы всех &®) 
могут храниться в области памяти, занятой ненуле- 
выми элементами матрицы U. 

Ненулевые элементы каждой матрицы А@®) и соот- 
ветствующих векторов 1) и Е®) хранятся, конечно, в 
одной из упакованных форм, описанных в разд. 1.3. 
На каждом шаге в матрице А) создаются новые не- 
нулевые элементы, и связные списки особенно при- 
годны для хранения таких элементов (Огбуобири 
(1970)). 

Заключим этот раздел несколькими примерами, в 
которых дополнительная работа, связанная с полу- 
чением разреженной элиминативной формы обратной 
матрицы, является оправданной. 

Во многих практических приложениях система 
уравнений (2.2.1) должна решаться многократно при 
различных значениях правых частей и (или) коэф- 
фициентов уравнений, но при сохранении структуры 
разреженности матрицы коэффициентов, т. е. при 
одном и том же расположении нулевых и ненулевых 
элементов в ней. Например, стандартный метод Нью- 
тона для решения нелинейных уравнений приводит к
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системе (2.2.1), где матрица А имеет фиксированную 
структуру разреженности, а 6 изменяется от случая 
к случаю (Лайниджер и Уиллогби (1969), Черчилл 
(1971)). В структурном анализе решение системы 
(2.2.1) требуется для многих правых частей (Олвуд 
(1971)). В упомянутых выше случаях наиболее при 
годна форма ЕЁ]. Поэтому стоимость рассмотренного 
в разд. 2.5 исследования для минимизации числа не- 
нулевых элементов ЕЕГ должна быть разложена на 
все повторные решения системы (2.2.1). Применение 
ЕЕТ для решения задач энергетических систем приво- 
дило на практике к выигрышу в скорости, памяти +1 
точности, который приблизительно пропорционален 
степени разреженности (Тинни (1969)). 

2.7. Библиография и комментарии 

Основы метода исключения Гаусса и ошибок 
округления рассмотрены в трудах Фокса (1965), 
Уилкинсона (1965) и Форсайта и Молера (1967). 

ЕЕГ и способы сохранения ее разреженности путем 
минимизации локального заполнения были предме- 
том, которому уделяли большое внимание; см., напри- 
мер, Маркович (1957), Данциг (19636), Карпентьер 
(1963), Эдельман (1963), Сато и Тинни (1963), Тью- 
арсон (19676), Спиллерс и Хикерсон (1968), Брей- 
тон и др. (1969), Огбуобири (1970), Томлин (1970), 
Берри (1971), Бертеле и Бриоши (1971), Форрест и 
Томлин (1972) и несколько статей в трудах конфе- 
ренций под редакцией Уиллогби (1969) и Рейда 
(1971). 

Впервые EFI была предложена Марковичем 
(1957) и позже — Данцигом (19636). Во многих 
практических приложениях применение методов ми- 
нимизации заполнения не создает трудностей, связан- 
ных с ошибками округления. Например, Черчилл 
(1971) отмечает, что, когда применялись методы ми- 
нимизации заполнения при решении сложных задач 
по расходу энергии, не приходилось сталкиваться 
с трудностями из-за ошибок округления,
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Карре (1971) показал, что можно пользоваться 
способами минимизации заполнения и при решении 
задач сетевых потоков минимальной стоимости. 

В гл. 3 обсуждаются дополнительные методы соз- 
дания разреженных форм ЕЕГ. Некоторые из них тре- 
буют предварительной перестановки строк и столбцов 
матрицы А для приведения ее к форме, при которой 
заполнение ограничено только определенными обла- 
стями этой матрицы.



Глава 3 

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ 
МИНИМИЗАЦИИ ПАМЯТИ 

ДЛЯ ХРАНЕНИЯ ЕР! 

3.1. Введение 

В этой главе нас будут интересовать главным об- 
разом методы, обеспечивающие небольшое заполнение 
при прямом гауссовом исключении и не требующие в 
то же время больших затрат. Эти методы обычно име- 
нуются «априорными» методами, так как информация 
для выбора главного элемента на каждом шаге пре- 
имущественно получается из исходной матрицы, а не 
из преобразованных форм на каждом шаге. Они обыч- 
но приводят к значительной экономии времени и уси- 
лий. Однако такие априорные методы, вообще говоря, 
менее эффективны для минимизации локального за- 
полнения, чем методы, приведенные в гл. 2. Методы 
этой главы преследуют цель получения разреженной 
EFI. 

Они могут быть разбиты на две категории: первая 
включает методы, в которых предполагается главным 
образом априорное упорядочение столбцов, вторая 
содержит методы, состоящие из таких априорных пе- 
рестановок строк и столбцов, которые преобразуют 
матрицу А к различным формам, удобным для гауссо- 
ва исключения. При прямом гауссовом исключении та- 
кие формы или обеспечивают отсутствие заполнения 
или ограничивают заполнение некоторыми известными 
областями матрицы. 

3.2. Методы, основанные 
на априорных перестановках столбцов 

Наша цель состоит в том, чтобы определить одну 
матрицу перестановок @ прежде, чем приступить к 
гауссовому исключению, а другую матрицу переста- 
новок Р в процессе исключения; причем они должны
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удовлетворять условию _ 

РАО = А, (3.2.1) 

где матрица А имеет диагональные элементы, которые 
обеспечат наименьшее значение общего заполнения, 
если их, начиная с верхнего левого угла, последова- 
тельно брать в качестве главных элементов. Жела- 
тельно, конечно, минимизировать затраты усилий на 
определение матриц Р и @. Опишем некоторые априор- 
ные методы нахождения аппроксимации для @, затем 
изложим метод аппроксимации для Р, основанный ча- 
стично на информации, полученной при каждом шаге 
прямого гауссова исключения. 

Из формулы (3.2.1) ясно, что матрица @ опреде- 
ляет порядок, в котором столбцы матрицы А следуют 
друг за другом при выборе главного элемента. Таким 
образом, определение матрицы @ эквивалентно пред- 
варительному упорядочению столбцов матрицы А. 
Опишем три метода упорядочения столбцов матрицы 
А, при котором заполнение будет приемлемо малым. 

Определение. Будем обозначать через ги с# со- 
ответственно общее число ненулевых элементов в 1-Й 
строке и |-м столбце матрицы В», определенной в 
разд. 2.5. 

Из этого определения следует, что 

И —=е.В,У, и с®=У,В,е,, (3.2.2) 

где Ук — (п— ^--1)-мерный вектор-столбец, все эле- 
менты которого единицы, и е; — 1-й столбец единичной 
матрицы (п—Р-- 1)-го порядка. Теперь из формул 
(2.5.16) и (3.2.2) имеем 

(1 (1). (3.2.3) 
Поэтому для данного |-го столбца минимальное зна- 
чение 87 будет 

для всех 1, для которых 517 =1, или 

vy = (cP —1)(r@—1), причем 6®=1. (3.2.4)
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В силу теоремы 2.5.14 очевидно, что из всех элементов 
(+ Е — 1)-го столбца матрицы А), которые могли бы 
играть роль главных, тот, что находится в («-—1)-й 
строке, обеспечивает наименьшее значение максимума 
локального заполнения. Следовательно, чтобы запол- 
нение было малым, необходимо априорно упорядочить 
столбцы матрицы А по возрастающим значениям всех 
yi), Такое упорядочение столбцов матрицы ведет к 

последовательному ухудшению оценок максимумов 
локальных заполнений при изменении К от единицы до 
п. Это следует из того, что для данного столбца может 
оказаться невозможным выбрать главный элемент в 
той строке, которая требуется из условия наименьшего 
значения максимума локального заполнения, если ра- 
нее эта строка была использована при выборе глав- 
ного элемента для других столбцов. 

Для получения одного из разложений на множи- 
тели обратной матрицы 4А-!, которое рассматривается 
в гл. 5, Орчард-Хейс (1968) рекомендует пользоваться 
набором у‘ для выбора подмножества столбцов мат- 

рицы А и выполнить для этих столбцов прямое гаус- 
сово исключение. После того как исключение произ- 
ведено для текущего подмножества столбцов, следую- 
щее подмножество выбирается исходя из набора у, 

где р — общее число столбцов матрицы А, для кото- 
рого осуществлено прямое гауссово исключение. 

Второй метод упорядочения столбцов, оказавшийся 
полезным на практике, заключается в следующем 
(Тьюарсон (1967 6)). В ]-м столбце имеется с) нену- 

левых элементов, и каждый из них является потенци- 
альным главным элементом. Поэтому, учитывая ра- 
венство (3.2.3), среднее значение максимума локаль- 
ного заполнения (если каждый ненулевой элемент 
столбца имеет-ту же вероятность стать главным, что 
и другие) имеет вид 

D, (r2? — 1) (ef = 1) 
(k) — —! 

Mi 
  

с
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; k) — (для всех {, при которых 6% =1), или 

] №9 — (4 — с) (1 — д) (3.2.5) 

где 

d= dr (3.2.6) 

для всех значений i, MPH которых bY) = 1. Поэтому 

если столбцы матрицы А упорядочить по возрастаю- 
щим значениям всех А, то, очевидно, заполнение 

будет сохраняться малым. 
Третий метод, очень простой, но практически на- 

много менее точный, состоит в упорядочении столбцов 
матрицы А по возрастающим значениям cy), Прак- 

тика показала, однако, что использование Me) ИЛИ У 

приводит к значительно лучшим результатам лишь 
при небольшом увеличении затрат труда на начальном 
этапе вычислений (Тьюарсон, 19676; Орчард-Хейс, 
1968). 

Можно также выразить у) в формуле (3.2.4) и Me) 

в формуле (3.2.5) следующим образом. Из теоремы 
2.5.14 имеем 

ую = ште’С,е, (3.2.7) 

для всех значений Г, для которых е,В,е, =1. Так же, 
учитывая формулу (3.2.2), имеем 

у, е;Сье 

М =——__ для всех еВ,е,=1| 
1 У,Вуе, a Е] ? 

ИЛИ _ 
eB G,e 

Me) ET (3.2.8) 
У, Ве) 

так как De; для всех значений 7, JIA которых 
t 

е;В,е, =1, идентично выражению 

7 7 J — J 7 / — 7 7 — 7 7 

2. e,B,ee; = eB, 2. ее: = в, В +1 е,Ву,.



3.2. Методы, основанные на перестановках столбцов 55 
  

Перегруппировка столбцов матрицы А с использо- 
ванием с’, у/’ или AM) (для всех 1) приводит к мат- 

рице А, такой, что 

A= AQ. (3.2.9) 
Если р-й столбец матрицы А становится К-м столбцом 
матрицы АД, тогда, имея в виду формулы (3.2.9), полу- 
ЧИМ 

Де, == Де, == АФе,, 

и, как следствие, е› = Фе», т. е. р-й столбец единичной 
матрицы /[„ является Ё-м столбцом матрицы @. Таким 
образом, перестановка столбцов, которая преобра- 
зует матрицу А в матрицу А, примененная к единичной 
матрице /„, даст матрицу ©. 

Получив матрицу А с помощью всех си), у’ или 
№, мы затем производим прямое гауссово исключе- 

ние для последовательно взятых столбцов А и в каж- 
дом столбце ищем главный элемент, который лежит 
в строке с наименьшим числом ненулевых элемен- 
тов. Очевидно, такой выбор главного элемента должен 
обеспечить небольшое заполнение на каждом шаге 
гауссова исключения. Все сказанное можно матема- 
тически описать таким образом. Пусть А® = и 
вместо формулы (2.5.3) матрицу 4А®) определяет вы- 
ражение _ 

Д® —=Р, А®), (3.2.10) 

где матрица Р‚, получена из единичной матрицы [„ 
путем перестановки ее («+ Е—1)-й и К-Й строк, 
причем значение « определяется из условия 

И) = min rh) (3.2.11) 

для всех значений 1, для которых |4%,_/ ‚|>е, и ®— 
аппроксимация для г”, определяемого формулой 
(3.2.2). Допустимое значение главного элемента = то 
же, что и в формуле (2.5.10). 

Аппроксимация 7® для г может быть получена 
с помощью следующей теоремы (Тьюарсон, 1966).
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Теорема 3.2.12. Если ненулевые элементы в по- 
следних п^--1 строках и столбцах матрицы А®) 
распределены случайным образом в этих строках и 
столбцах и #!® является числом ненулевых элемен- 
тов в (-+-Ё—1)-й строке матрицы А®, то ожидае- 
мое число ненулевых элементов +0 соответствую- 
щей строки матрицы А+) равно для i > | 

ЖЕНИ — ЖЕ) — ret 7”, a) 1) , = 9, (3.2.13) 

pt) — 1) (A#) — 1) 
F(R+1) —— ple) 4. Ale) — _ ree я 2 т 

aM) 1, #0, (3.2.14) 

где матрица А®+0 определяется формулами (2.5.2), 
(3.2.10) и (2.5.4). 

Доказательство. Получим матрицу В» из послед- 
них п ^-- | строк и столбцов матрицы А®), заменив 
в них ненулевые элементы единицами. Из определе- 

ния матриц Вьи В»., следует, что 1-я строка мат- 
рицы В» соответствует (1—1)-й строке матрицы Ви 
и (-Е—1, | Е Р—1)-й элемент матрицы 4®) для 

всех Ги | соответствует bi —(i, j)-My 3eMeHTy MaT- 

рицы By. 

Если Gi gat, 2=0, то 6) =0 и ясно, что 1-е строки 

матриц 4% и А&+0 совпадают, из чего следует, что 
ЕП = РИ — 7, и, таким образом, равенство (3.2.13) 

доказано. 

В противном случае, если 4,1 в 520, имеем 
р — 1 и новый ненулевой элемент будет появляться 

во всех случаях, когда 6 =| и 6" =0. Обозначим 
через Г(о) вероятность того, что событие с произой- 
дет. Так как элементы матрицы В» распределены слу- 
чайным образом (поскольку так распределяются со- 
ответствующие элементы матрицы 4“), то 

(6p =1 wu bP =0) =r (bP =1) F (647 =0) = 

(#51 2S) “noe )\ oe) (3.2.15)
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Здесь использовано то обстоятельство, что если ис- 
ключить первый столбец матрицы В», то относитель- 
ное число ненулевых элементов первой и 1-й строк 
для оставшихся п — столбцов соответственно равно 
АБ —__ —_ A(p —__ —_ kR __. (9 — 1/8 —®) и (FP —1)/(n—k), Tak Kak 6) = 

—6" =1. Теперь из формулы (3.2.15) следует, что 
ожидаемое значение заполнения {-й строки матрицы 
Вь равно 

pie) | pe) — | 

(n —»(4 —k С — ПШ В ). 

Прибавляя к этому Й® (начальное число ненулевых 
+0 элементов) и вычитая единицу, поскольку а +0, „=0, 

имеем 
ple) 1 

ПЕНИ — p(k) + (#8) — 1) (1 И!) — 1, 

что после упрощения дает формулу (3.2.14). Этим за- 
вершается доказательство теоремы. 

Применение установленной теоремы начнем со 
значения 7 ==, где г =е,В У, а матрица В, по- 
лучена из матрицы 4) = АД {см. формулы (3.2.2) и 
(3.2.9)]. Чтобы сохранить простоту обозначений, бу- 
дем понимать под #*) не только точное число ненуле 

вых элементов (1 А—1)-й строки матрицы А®), но 
и его приближенное значение. Для каждого Rk, yun- 
тывая формулы (3.2.10) и (3.2.11), вычислим 

Pik) == P pie), (3.2.16) 

roe A) wy r®)—(n—k-+1)-mMepHble BeKTOpbI, KOMMOHEH- 
ты которых определяют соответственно число ненуле- 
вых элементов строк матриц 4%) и А®.. 

Затем мы используем формулы (3.2.13) и (3.2.14), 
чтобы по значениям #* получить значения Ре! ДлЯ 

всех | <{<п—^- | на каждом шаге Rk. Этот ме- 
тод позволяет избежать вычисления точного значения 
г) для каждого Е из соответствующих матриц В».
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Для больших разреженных матриц, хранимых в упа- 
кованной форме, это может привести к значительной 
экономии времени и усилий. Однако значения 7®, 

даваемые формулами (3.2.13) и (3.2.14), были полу- 
чены на основании вероятностей гипотезы и поэтому 
являются только аппроксимациями действительных 
значений всех и). Для больших разреженных матриц 

при малых значениях К такая аппроксимация вполне 
приемлема, но по мере увеличения К она становится 
все хуже. Поэтому рекомендуется, если можно, пе- 
риодически через определенные интервалы вычислять 
точные значения и{*), пользуясь соответствующими мат- 

рицами В». 
В некоторых случаях можно точно определять все 

значения г), не затрачивая слишком много труда. 
Например, если А) хранится в виде связного списка, 
описанного в разд. 1.3, то соответствующее значение 
rik) может быть легко изменено всякий раз, когда в со- 

ответствии с формулой (2.5.2) создается новый нену- 
левой элемент или ненулевой элемент обращается 
в нуль. 

Можно следующим образом суммировать методы 
этого раздела. Вначале применяем все с”) все у” 

или все ^®), определенные соответственно формулами 

(3.2.2), (3.2.4) и (3.2.5), для определения матриц A 
и О в формуле (3.2.9). Затем полагаем А) = А и 
используем матрицу В1, связанную с матрицей (0, 
для вычисления г, согласно формуле (3.2.2). Поло- 
жим #0 = и преобразуем матрицу 4®) в матрицу 

4+0 для Е =|, 2,..., п, пользуясь формулами 
(3.2.11), (3.2.10), (2.5.2), (2.2.3) и (2.5.4). При этом 
переход от всех значений 7® ко всем соответству- 

щим значениям 7+0 производится по формулам 

(3.2.16), (3.2.13) и (3.2.14). Таким путем матрица А 
преобразуется в некоторую верхнюю треугольную 
матрицу О = А+). Пользуясь формулами (3.2.10) 
и (2.5.2), можно записать 

0 — А" = Р,... ГРА"
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или, с учетом формулы (3.2.9), 

U=L,P,... L,P,\AQ=LAQ, 
где . 

L=L,P,..« L,P. 
Поэтому _ 

A7'=QUu'T, 

что дает формулу (2.5.13) разложения матрицы A! 
на множители. 

В следующем разделе рассматривается, каким об- 
разом матрицы Р и Ц в формуле (3.2.1) могут быть 
определены априорно так, чтобы матрица А имела фор- 
му, при которой заполнение или отсутствует, или 
ограничено только определенными частями мат- 
рицы АД, 

3.3. Формы, подходящие для гауссова исключения 

Одной из наиболее простых форм, исключающих 
заполнение, когда в качестве главных выбираются 
диагональные элементы, является полная ленточная 
форма, которая определяется следующим обра- 
30M. 

Определение. Матрица А, у которой а;; = 0 при 
|{ —/| > В, называется ленточной матрицей. Если к 
тому же а;; == 0 для всех |1 —]| < В, то она назы- 
вается полной ленточной матрицей. Величина 28-1 
называется шириной ленты !'). Отметим, что для сим- 
метричной матрицы с переменной локальной шири- 
ной ленты, определенной в разд. 1.3, имеем В = 
== тах; 0;. 

Если матрица А — полная ленточная матрица и 
главные элементы выбираются на диагонали начиная 
с крайнего элемента в верхнем левом углу, тогда из 
доказательства теоремы 2.5.5 следует, что никакого 

') Автор называет шириной ленты (Бапа\А) величину В. 
В русской литературе с понятием ширины ленты связывают ве- 
личину 28 - 1. — Прим. перев.
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заполнения не будет, потому что матрица В» является 
полной ленточной матрицей, и всякий раз, когда 

р — |, будет bi — 1. С другой стороны, если 
матрица А не является полной, некоторые элементы 
внутри ленты будут нулями и заполнение ограничи- 
вается числом таких элементов внутри ленты. 

Рассмотрим еще некоторые подходящие формы. 
Для этого предположим, что путем перестановки 
строк и столбцов матрицы А по формуле (3.2.1) ее 
можно привести к матрице A, имеющей следующую 
форму: 

    

Аи Ар... Aj, pt Aip 

0 До eee Ao, p—1 Asp 

. 0 0 

A=| ° . . ‚ (3.3.1) 

0 0 Ар-1,р-—1 Ap~1, p 

Ар Ape Ар, р-1 App 

где диагональные подматрицы Ан, #=1, 2,..., р, 
являются неособенными матрицами. Если главные 
элементы выбираются из ненулевых элементов диаго- 
нальных блоков А;, начиная с блока Ан, тогда за- 
полнение может иметь место только в тех блоках 
матрицы (3.3.1), которые не отмечены нулями. 
В разд. 3.10 описывается другой порядок выбора 
главных элементов, который приводит к тому, что 
отсутствует заполнение даже в матрицах Ах, fj <i, 

i= p. 
В свете изложенного желательно было бы опреде- 

лить такие две матрицы перестановок Р и 0, чтобы 
матрица А в выражении (3.2.1) имела форму (3.3.1). 
Если матрица А симметричная, то, вообще говоря, яв- 
ляется предпочтительным выразить матрицу А также 
в симметричной форме, так как в этом случае тре- 
буется хранить только ненулевые элементы матрицы 
Д, расположенные на главной диагонали и выше нее. 
Кроме того, в силу теоремы 2.5.19, если диагональные
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элементы могут быть выбраны в качестве главных 
(например, если матрица А положительно опреде- 
ленная), то симметрия сохраняется во время процес- 
са исключения и нижняя треугольная часть матрицы 
не хранится. В этом случае вместо формулы (3.2.1) 
имеем 

PAP’ = A, (3.3.2) 

и в матрице (3.3.1) nonmMaTpHunr A;; =O vA BCeXx 
1 2 |, за исключением | = p HAH J = Pp. 

В следующем разделе мы опишем некоторые ме- 
тоды для определения таких матриц Р и О в форму- 
лах (3.2.1) и (3.3.2), которые приводят к различным 
подходящим формам матрицы А, частично представ- 
ленным матрицей (3.3.1). При рассмотрении этих 
методов нам потребуются некоторые простые поня- 
тия теории графов, которые также приведены в сле- 
дующем разделе. Дополнительные подробности чига- 
тель может найти в работах Басейкера и Саати (1965), 
Харари (1969), Беллмана и др. (1970). 

3.4. Матрицы и графы 

Пусть 6;; обозначает (1,])-й элемент матрицы В, 
полученной в результате замещения единицей каж- 
дого ненулевого элемента матрицы А. Приведем в 
соответствие с матрицей В помеченный граф ®, поме- 
ченный направленный граф Фр, помеченный двудоль- 
ный граф Ов, помеченный строчной граф Фв и поме- 
ченный столбиовый граф @Фс согласно следующим 
определениям. 

Определения 

Помеченный граф © является набором из п зер- 
шин, помеченных 1,2, ..., п, и то ребер. Говорят, что 
существует ребро [р,4], соединяющее вершину р с 
другой вершиной 4, если или бра, или Бар (или оба) 
равны единице. Отсюда следует, что то равно общему 
числу ненулевых элементов матрицы В -{ В’, распо- 
ложенных над диагональю.
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Помеченный направленный граф Фь является на- 
бором из п вершин, помеченных 1,2, ..., И, и тр дуг. 
Говорят, что существует дуга [р, 49] от вершины р к 
другой вершине 4 тогда и только тогда, когда Вра=1|. 
Таким образом, тр равно общему числу недиагональ- 
ных элементов матрицы В. 

Помеченный двудольный граф Ов состоит из двух 
различных наборов вершин А и С, причем каждый 
набор содержит п элементов, помеченных 1, 2, ..., И, 

SOD FOOD OG | . OH? 

Рис. 3.4.1. Помеченные графы, соответствующие матрице. 

и из набора в т ребер, соединяющих вершины Л и С. 
Ребро [р, 4] с вершиной р из набора К и вершиной 4 
из набора С существует тогда и только тогда, когда 
ра = 1. Таким образом, х является общим числом 
ненулевых элементов матрицы В. 

Помеченный строчный граф QR vu помеченный 
столбицовый граф ®Фс являются помеченными графами 
соответственно матриц В+В’ и В’*+В, где символ * 
означает, что при вычислении скалярных произведе- 
ний векторов в этих матричных произведениях сле- 
дует применять только булево сложение ©, т. е. по- 
лагать | Х1==1. Так как и матрица В+В’, и матри- 
ца В’+В симметричны, то тв (число ребер в Ор) и тс 
(число ребер в Фс) равны общему числу единиц, рас- 
положенных над диагоналями соответственно матриц 
BB’ y B’sB. 

На рис. 3.4.1 приведены матрица и соответствую- 
щие ей графы ©, Фр, Ов, Ови Qe. 

Если строки и столбцы матрицы В переставлены 
так, что все ее диагональные элементы остаются на
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диагонали, а именно когда 

РВР’ = В (3.4.1) 

(Р — матрица перестановок), то единственное изме- 
нение в соответствующих графах ® и 9 будет за- 
ключаться в том, что вершины будут помечены по- 
другому — во всем остальном эти графы остаются без 
изменений. 

Применение различных матриц для перестановки 
строк и столбцов матрицы В, когда 

PBQ=B (3.4.2) 

(Ри О матрицы перестановок), оставляет граф Фв 
без изменений, за исключением перенумерации вер- 
шин в Аи С. 

Перестановки строк матрицы В с помощью матри- 
цы перестановок Р приводят к перенумерации вершин 
в графе Я, а перестановка столбцов с помощью мат- 
рицы перестановок @ приводит к перенумерации вер- 
шин графа Ос. Из формулы (3.4.2) имеем 

РВ» В’Р’=В*«В’ и О’В’+« ВО=В’«В, (3.4.3) 

и, следовательно, исходя из определений Фв и Qc, 
можно заключить, что матрицы О и Р в формуле 
(3.4.2) не оказывают никакого влияния соответственно 
на графы @в и Ос. 

Если вершины графов ©, Ор, Ов, Фви Фс не имеют 
меток, тогда в их названиях слово Помеченный опу- 
скается и они называются соответственно граф, Ha- 
правленный граф, двудольный граф, строчный граф 
и столбиовый граф. Так, матрицам В и В в формуле 
(3.4.1) соответствуют один и тот же ‘ond, направлен- 
ный граф, строчный граф и столбцовый граф. Мат: 
рицы В и В в формуле (3.4.2) имеют одинаковый 
двудольный граф, строчный граф и столбцовый граф 
Инвариантность графов, направленных графов, дву- 
дольных графов, строчных графов и столбцовых гра- 

фов к перестановкам строк и столбцов делают их осо- 
бенно полезными при исследовании заполнения и при
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определении подходящих форм для гауссова исключе- 
ния. Нам потребуются некоторые дополнительные оп- 
ределения для этих целей. Они относятся к графам Q, 
Ор, Они Ос, но не к графу Эв. Дополнительные опре- 
деления для графа в будут даны позже. 

Определения 

Вершины р и 0, соединенные ребром в графах Q, 
Ов или Фс или дугой в графе @ь, называются смеж- 
ными вершинами. Если существует подмножество раз- 
личных вершин 91, 12, ..., о, Иозл, Таких, что для 
1=]1,2,..., о вершины 9; и 9:41 являются смежными, 
то говорят, что вершины 9; И 9+1 связаны путем [ч1, 
0, ..., Чон] линою в в графах ©, ОФВ или Ос или на- 
правленным путем длиною с в графе Qp. 

Если в пути [91, 92, ..., Чон| Начальная вершина и! 
Ta же, что и конечная вершина 1, то говорят, что 
путь является циклом длиною с в графах Q, Qp 
или Qo или направленным циклом в графе Qy Oau- 
ною O. 

Так как в графах ©, ОФ», Эси ©, общее число 
вершин равно п, то и максимальное значение, кото- 
poe с может иметь, равно п. 

Если множество вершин в графе ® (9ь, ®в, Ос) 
может быть разбито на два или более подмножеств, 
таких, что только вершины внутри подмножества свя- 
заны, тогда говорят, что граф Q(Qp, Qr, Фс) имеет два 
или более несвязных помеченных подграфа. 

Число ребер графа © (Фе, 9 с, Эв), на которых дан- 
ная вершина находится, называется степенью верши- 
ны. Так, степень вершины {в наборе А графа Фв есть 
число единиц в 1-й строке матрицы В. Степенью вер- 
щины Ё в графе © является число внедиагональных 
единиц 1-й строки матрицы В Ф В’. Число дуг направ- 
ленного графа р, начинающихся в данной вершине, 
есть степень исхода вершины. Так, степенью исхода 
{-й вершины является общее число единиц 1-й строки 
матрицы В. 

Степень захода вершины есть число дуг направлен- 
ного графа р, оканчивающихся в данной вершине. 
Так, степенью захода j-H вершины является общее
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число недиагональных элементов ]|-го столбца мат- 
рицы В. 

Приведем и докажем теперь некоторые теоремы, 
которые позднее нам потребуются. 

Теорема 3.4.4. Пусть 

VW =B@B'Ol, (3.4.5) 
Wot — WY» W, (3.4.6) 

где o=l, 2,..., n—1. Pasencreo ejW°e;=1 umeer 
место тогда и только тогда, когда 1-я и |-я вершины 
помеченного графа, соответствующего В, связаны пу- 
тем, длина которого меньше или равна в. 

Доказательство проводится методом индукции. Тео- 

рема несомненно справедлива для в == |, так как 

ее, =, ==1, если между ГИ и /-й вершинами име- 

ется ребро длиною в единицу. Положим, что теорема 

верна для некоторого значения с, и покажем, что она 

верна также и для о-- 1. Из формулы (3.4.6) имеем 

п 

0+1 — 0 

Tenepb 

7"! =] тогда и только тогда, когда и = и 

и ==1 по крайней мере для одного р. 
(3.4.8) 

Но #7, ==1, если Г-я и р-я вершины связаны путем, 

длина которого равна или меньше д, и Шр; =, если 
р-я и ]-я вершины связаны ребром, когда р = |. При 
= j на основании формулы (3.4.5) будет ш;; =]. 

Поэтому в любом случае соотношения (3.4.8) имеют 
место, если i-A H |-я вершины связаны путем, длина 
которого равна или меньше с -- |. Этим завершается 
доказательство теоремы. 

Так как максимальная длина пути равна п (по- 
скольку имеется п вершин), то в последующих разде- 
лах матрица М” используется для определения всех 
путей и циклов. Для помеченных направленных графов
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теорема, подобная теореме 3.4.4, формулируется сле- 
дующим образом. 

Теорема (3.4.9). Пусть 

W=BOI, (3.4.10) 

Worm You W, (3.4.11) 

где в=1, 2,..., п. Равенство ее, = | верно тогда 

и только тогда, когда в помеченном направленном 
графе, соответствующем В, имеется направленный 
путь от 1-й до |-й вершины, длина которого меньше 
или равна о. 

Доказательство такое же, как и для теоремы 
(3.4.4), только матрица Й заменяется матрицей W. 

3.5. Диагональная блочная форма 

В этом разделе описываются некоторые методы 
преобразования данной матрицы в диагональную блоч- 
ную форму (ВОЕ). Напомним, что матрица Д, опреде- 
ленная формулой (3.3.1), имеет форму ВПЕ, если для 
всех.{ ==] подматрицы А;; =0 и все диагональные 
подматрицы Ан являются квадратными матрицами. 
Если матрица АД имеет форму ВШПЕ, то из формул 
(3.2.1) и (3.4.2) следует, что и В имеет форму ВПЕ. 
Это означает, что оба графа Фв и Фс, соответствую- 
щие В, состоят из несвязных помеченных подграфов, 
и каждый помеченный подграф соответствует отдель- 
ному диагональному блоку. Так как матрицам В и В 
соответствуют строчные (и столбцовые) графы, кото- 
рые отличаются только метками вершин, то графы Фв 
и Ос, соответствующие В, могут быть следующим об- 
разом использованы для определения матриц Ри 
в формуле (3.2.1) (Харари (1962), Тьюарсон (1967 с)). 

Теорема 3.5.1. Если 

У =В»В" (3.5.2) 

wet! И, 2", h=0, 1, 2,..., (3.5.3)
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то существует такое й!, что 

wet! — yw = Е (3.5.4) 

и е,Ге, = 1 тогда и только тогда, когда 1-я и ]-я строки 

матрицы В принадлежат одному и тому же диаго- 
нальному блоку матрицы В. 

Доказательство. Если в теореме 3.4.4 вместо мат- 
рицы В взять матрицу В + В’, то вследствие того, что 
матрица В * В’ симметричная и все ее диагональные 
элементы ненулевые, уравнение (3.4.5) примет вид 

W =(B*B)Q(B« BY @I=B+B’ 

что совпадает с формулой (3.5.2). Поэтому из опре- 
деления строчного графа Ок и теоремы 3.4.4 следует, 

что если e We, = |, то существует путь между вер- 

шинами Ги |. Если у есть размер наибольшего диаго- 
нального блока матрицы В, тогда все пути в графе Ов 
меньше или равны у и < п. Поэтому для всех Й, 

таких, что 2” >> у, матрица И?" остается той же и су- 
ществует некоторое fy, для которого формула (3.5.4) 

верна и ew?" e,= 1 тогда и только тогда, когда {-я и 

[-я строки матрицы В принадлежат одному и тому же 
диагональному блоку матрицы В. Этим завершается 
доказательство теоремы. 

Чтобы использовать эту теорему, будем применять 
уравнение (3.5.3) до тех пор, пока не получим 2* > п, 
так как обычно мы знаем о %\ только то, что V< AN. 

Пусть Е=\?". Существуют различные практические 
методы, пригодные вместо формулы (3.5.3) для опре- 
деления Г (Бейкер (1962), Уошелл (1962), Ингермен 
(1962), Камсток (1964)). Опишем вкратце метод, пред- 
ложенный Камстоком (1964). 

Производится поиск в первой строке матрицы VW, 
пока не встретится нуль, скажем в |-м столбце. Затем 
этот нуль заменяется выражением 

п 

У Wi pW], 
p=!
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где суммирование производится по правилу алгебры 
логики. Поиск продолжается в столбцах | +1, 71-2... 
первой строки, пока не найден другой нуль, скажем 
в 9-м столбце. Этот нуль заменяется выражением 

п 

» W pWpq: pal 
Этот процесс продолжается до тех пор, пока не про- 
смотрена вся строка. Затем подобным образом произ- 
водится поиск нулей и их замена в других строках 
матрицы. После обработки всех строк начинают опять 
с первой строки. Обработка матрицы продолжается 
до тех пор, пока за полный ее проход в ней не де- 
лается никаких изменений. Результирующая матрица 
и будет матрицей Г. 

Очевидно, что |, =е,Ре, =1 тогда и только тогда, 
когда 1-я и |-я строки принадлежат одному и тому же 
диагональному блоку. Таким образом, все строки мат- 
рицы В, которые соответствуют ненулевым элементам 
первого столбца матрицы РА, принадлежат первому ди- 
агональному блоку. Если все строки матрицы F, для 
которых [1 = 1, учтены, то следующий ненулевой 
столбец матрицы Г может быть использован таким 
же образом, как и первый столбец этой матрицы, для 
нахождения строк матрицы В, принадлежащих вто- 
рому диагональному блоку матрицы В и так далее. 
Таким путем можно найти диагональные блоки мат- 
рицы В, к которым принадлежит каждая строка мат- 
рицы В. 

Приводимое ниже следствие теоремы 3.5.1 можно 
применить для определения столбцов матрицы В, 
принадлежащих различным диагональным блокам 
матрицы В. 

Следствие 3.5.5. Всли матрица Г определена как 
в теореме 3.5.1, 

. Е*В=Ё (3.5.6) 

и Fy = ei Fe; = 1, то 1-я строка и ]|-й столбец матрицы 
В принадлежат одному и тому же диагональному 
блоку матрицы В.
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Доказательство. Из уравнения (3.5.6) имеем 

fis = df ›б›} (сумма булева) 

и |; =1 тогда и только тогда, когда Вр = бр; = | по 
крайней мере для одного значения р. Из теоремы 
3.5.1 известно, что условие fip == 1 означает, что 1-я и 
р-я строки принадлежат одному и тому же диагональ- 
ному блоку матрицы В, и поскольку |-й столбец имеет 
по крайней мере один ненулевой элемент в р-й строке, 
постольку |-й столбец должен находиться в TOM же 
диагональном блоке, что и 1-я и р-я строки. Таким об- 
разом, равенство |; =1| означает, что 1-я строка и 
|-й столбец принадлежат одному и тому же диаго- 
нальному блоку. Этим завершается доказательство 
следствия. 

Чтобы воспользоваться этим следствием, посту- 
паем следующим образом. Для всех столбцов мат- 
рицы В, принадлежащих первому диагональному бло- 
ку и выбранных согласно теореме 3.5.1], должно быть 
.; =1. Такие столбцы вычеркиваются или как-то от- 
мечаются в матрице Р. Следующая ненулевая строка 
результирующей матрицы дает множество столбцов 
матрицы В, которые принадлежат второму диагональ- 
ному блоку и так далее. 

Если в теореме 3.5.1 пользоваться не формулой 
(3.5.2), а полагать Я = В’*«В, то получим теорему 
о перестановке столбцов для преобразования матрицы 
В в матрицу В. Однако путем небольших изменений 
можно пользоваться самой теоремой 3.5.1 и таким об- 
разом избежать необходимости дублировать работу. 
Это осуществляется следующим образом. 

Теорема 3.5.7. Если матрица Е определена, как 
в теореме 3.5.1, и 

e; (B’ « Е» В)е; == |, (3.5.8) 

то 1-й и ]-й столбцы матрицы В принадлежат одному 
и тому же диагональному блоку матрицы В.



70 Гл 3. Дополнительные методы минимизации памяти 
  

Доказательство. Из уравнений (3.5.2), (3.5.3) и 
(3.5.4) имеем 

В’»« Е« В=В’* [(В*В’) *(В*+ В’ *...*+(В*В’)] * В = 

—= (В’»* В) * (В’*В)*...*(В’* В) = 

= (В’»+ В)’, o>. 

Поэтому из определения столбцового графа Ос и из 
тех же рассуждений, которые приводились при дока- 
зательстве теоремы 3.5.1, следует, что условие 

e} (B’ * F * B)e, =e; (B’ * B)’ e, = 1 

предполагает наличие пути, связывающего {-й и |-й 
столбцы, и поэтому они принадлежат одному и тому 
же диагональному блоку. Это завершает доказатель- 
ство теоремы. 

Так как формула (3.5.8) содержит одно лишнее 
матричное умножение по сравнению с формулой 
(3.5.6), то для перестановки столбцов с целью приве- 
дения матрицы к диагональной блочной форме обычно 
пользуются следствием 3.5.5 вместо теоремы 3.5.7. 

Приведем простой пример, показывающий, каким 
образом можно применить теорему 3.5.1 и следствие 
3.5.5 для приведения матрицы В путем перестановок 
к форме матрицы В. Пусть 

0110 1001 
1001 0110 

B=\, 90 of 10а отр 1 9 
0110 1001 

И 

1001 
ОТО 

01101 
1001
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Так как №? ==, то 

0110 

100 1 
F=W и FeB=WeB= roo 

0110 

и из теоремы 3.6.1 следует, что первая и последняя 
строки матрицы В принадлежат первому диагональ- 
ному блоку (так как hi = W)) = fa == W4) == 1), а ос- 

тальные строки — второму диагональному блоку. Из 
следствия 3.5.5 заключаем, что второй и третий столб- 
цы матрицы В расположены в первом диагональном 
блоке, а остальные столбцы — во втором диагональ- 
ном блоке. Поэтому 
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_ 1100 
В=РВО=| |. 

0011 1 
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3.6. Треугольная блочная форма 

Если матрица А задана в виде (3.3.1), причем под- 
матрицы Ар; = 0 для [52 р и подматрицы Аз, [=], 
2,..., р, являются квадратными матрицами, то гово- 
рят, что матрица А имеет треугольную блочную фор- 
му (ВТЕ). В этом параграфе описываются некоторые 
методы перестановок, которые приводят матрицу В 
(а значит, и матрицу А) к форме ВТЕ.
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Первый метод использует два вида перестановок: 

РВО = В (3.6.1) 

ВР’ = В, (3.6.2) 

где В — матрица, у которой все диагональные эле- 
менты равны единицам, В — матрица в форме ВТЕ, 
Из формул (3.6.1) и (3.6.2) имеем 

РВО = В, Р=РР и Q=OQP’. (3.6.3) 

Задача заключается в определении матриц Ри @ по 
формулам (3.6.3). 

Если матрица А неособенная, то должен существо- 
вать по меньшей мере один ненулевой член в ее де- 
терминанте. Этот член состоит из произведения п эле- 
ментов матрицы, взятых по одному в каждой строке и 
каждом столбце. Таким образом, строки и столбцы 
матрицы А могут независимо друг от друга перестав- 
ляться так, чтобы все ненулевые элементы в этом 
члене были диагональными. Определение матриц Ри 
Я в формуле (3.6.1), таких, при которых б5;; = 1 для 
всех {= 1, 2, ..., И, ея следующим обра- 
30M (Стьюард (1962), (1965); Далмейдж и Мендель- 
сон (1963), Кеттлер и Вейль (1969), Харари (1971а), 

Дафф (1972)). 

Алгоритм 3.6.4. Положить 

В =В,, у, = У Ci, U,=Vi, 
i=! 

Pj=Q,=!1 И Е = |. 

Шаг 1 

Для всех 1, ] при 

= 1, в/к ==1 и U,e;=1 (3.6.5) 

ВЫЧИСЛИТЬ 

еа,ВУь -- ЦьВев, = min (е:ВУ, - Ц, Ве;). (3.6.6)
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Если нет такой пары (1 /), для которой выпол- 
няются условия (3.6.5), то перейти к шагу 2, в против- 
ном случае положить равными нулю ©»-й элемент И» 
и В»-й элемент И». Переставить Ё-ю и ©»-ю строки в 
матрице Р» и R- и В»-й столбцы в матрице (». 

Заменить Е на R+1. Econ R==n-+1, перейти 
к шагу 2, в противном случае вернуться к началу 
этого шага. 

Замечание. Для каждого значения К выбирается 
(ик, Вк)-й элемент матрицы В в качестве (К, )-го эле- 
мента матрицы В, определяемой формулой (3.6.1). Так 
как все элементы, лежащие в а»-й строке или Вь-м 
столбце матрицы В, не могут быть выбраны позже в 
качестве диагональных элементов матрицы В, то фор- 
мулы (3.6.5) и (3.6.6) гарантируют, что выбор осталь- 
ных диагональных элементов матрицы В будет воз- 
можен из максимального числа ненулевых элементов 
матрицы В. Это в свою очередь означает, что к окон- 
чанию текущего шага только небольшое число строк 
и столбцов, вообще говоря, не будет использовано при 
выборе диагональных элементов матрицы В. Если 
Е =п-Р |, то это значит, что все ненулевые диаго- 
нальные элементы найдены. 

Шаг 2. 
Вычислить 

В = Р,ВО,. (3.6.7) 

Если А =п- 1, то В = В@®) и перейти к шагу 3. 
В противном случае в соответствии с блок-схемой, 
представленной на рис. 3.6.1, привести матрицу В@) 
путем перестановок к матрице В+), все диагональ- 
ные элементы которой равны единице. 

Замечания к рис. 3.6.1. Заметим, что переход к 
блоку 12 имеет место тогда, когда немаркированные 
строки маркированных столбцов не содержат ни од- 
ной единицы. Так как число маркированных столбцов 
в этот момент на единицу больше чем число маркиро- 
ванных строк, то матрица является особенной. Следо- 
вательно, для неособенных матриц нет перехода к
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Рис. 3.6.1. Блок-схема для получения диагонали из единиц 

в матрице В“®. 
$С — номер выбранного столбца, 
$К — номер выбранной строки, 

ЕСС — список цепочки номеров столбцов. 
2. Имеется ли единица в немаркированной строке $С-го столбца? 
3. Номер такой строки -5$В. 

Маркировать $С-й столбец и $В-ю строку. 
Поместить $С в ВСС. 

6, Произвести циклическую перестановку столбцов в матрицах В(Е) ,, 
и Ор, используя номера столбцов в ЫСС. Очистить ЫСС и переста- 

вить ^-ю и $К-ю строки в матрицах BIR) y Рь. Заменить Е на Ё+1. 

10. Имеется ли какой-либо маркированный столбец с единицей в немарки- 
рованной строке? 

11. Поместить номер такого столбца в $С, а номер такой строки в ЗК. 
Маркировать $В-ю строку. Исключить из МСС все номера столбцов, 
следующих в списке за $С,



3.6. Треугольная блочная форма 75 
  

блоку 12 и всегда возможно получение матрицы В+ 
со всеми единицами на диагонали. Матрица В® со- 
держит все нули в юго-восточном углу, т. е.е; В®е, =0 
для всех 1, | > Р. Преобразование матрицы В©) в мат- 
рицу В®+П предполагает предварительное определение 
цепочки от единицы К-го столбца в северо-восточ- 
ном углу к единице какой-нибудь строки в юго-запад- 
ном углу матрицы В«®), как показано на рис. 3.6.2. Спи- 
сок столбцов хранится в 
ГСС. Затем осуществляется ih oh hk ok 
циклический перенос столб- п 
цов > -—]2— 3—А, КО- ° 
торый обеспечивает переход | 
единицы из юго-западного |" A 

| 

  

  

угла в юго-восточный угол. 
Если в какой-либо момент Г. 
вычислений в немаркиро- | °. 
ванпой строке рассматри- 
ваемого столбца единицы у 
нельзя найти, то с помощью ! 
блоков 10 и 11 (рис. 3.6.1) 
производится поиск другой 
последовательности  столб- Рис. 3.6.2. Цепь от северо- 
цов, образующих цепочку, Восточного до юго-запад- 

до тех пор, пока она не бу- ного угла. 
дет включать столбец с еди- 
ницей в юго-западном углу. Маркировка строк и 
столбцов матрицы В®) обеспечивает то, что про- 
цесс вычислений, приводящий к столбцу, в кото- 
ром отсутствуют единицы в немаркированных стро- 
ках, не может быть снова повторен и цепочка опреде- 
ляется за конечное число шагов. Заметим, что ШСС 
должен быть списком номеров столбцов матрицы В, 
которые образуют цепочку от единицы в Е-м столбце 
к единице в юго-западному углу, и поэтому в блоке 
1] из ЕГСС необходимо исключить столбцы, приводя- 
щие к тупику в процессе образования всей цепочки. 

Шаг 5. 
Положить Рь =Р и ©» == 0. Диагональ матрицы 

В состоит из одних единиц и алгоритм завершен. 

    
— 0        
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Замечание. Определение таких матриц Р и ©, при 
которых все диагональные элементы матрицы В нену- 
левые, эквивалентно такому перенумерованию вершин 
меченого двудольного графа Фв, соответствующего 
матрице В, при котором любые две вершины наборов 
К и С с одинаковыми номерами являются смежными 
(связаны ребром). Максимальная длина ряда единиц 
расположенных по главной диагонали матрицы, на- 
зывается максимальной трансверсалью (Далмейдж и 
Мендельсон, 1963). Напомним, что для неособенной 
матрицы и-го порядка длина максимальной трансвер- 
сали равна п. 

Определение матрицы Р в формуле (3.6.2), со- 
ставляющее вторую часть первого метода преобразо- 
вания матрицы В к матрице В в форме ВТЕ, основано 
на следующей теореме. 

Теорема 3.6.8. Если все диагональные элементы 
матрицы В единицы и 

Beit! Boh, poh (3.6.9) 

TO cywecTeyeT Takoe h,, 4TO 

B+) — Bo = Е, (3.6.10) 

це:Ее; =1 тогда и только тогда, когда существует на- 
правленный путь от 1-й вершины к ]|-й вершине графа 
Ор (помеченный направленный граф, соответствующий 
матрице В). 

Доказательство. Так как В Ф [1 = В, то из теоремы 
3.4.9 следует, что е,ВУе, = | тогда и только тогда, 

когда существует направленный путь, длина которого 
меньше или равна у, между Г-й и |-й вершинами гра- 
фа Фр. Если у — максимальная длина направленного 
пути между любыми двумя вершинами графа @ь, то 

\—< п и, очевидно, для всех 2" > у матрица B2" He 
изменяется. Поэтому существует Й!, удовлетворяющее 
условию (3.6.10), и, следовательно, е.Ее, = 1 тогда и 

только тогда, когда существует направленный путь от 
-й вершины к /-й вершине. Это завершает доказатель- 
ство теоремы.
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Если в теореме 3.6.8 вместо матрицы В начать с 
матрицы В, полученной из матрицы В с помощью ал- 
горитма 3.6.4, а затем вычислить матрицу РЁ или в со- 
ответствии с формулами (3.6.9) и (3.6.10), или мето- 
дом Камстока, описанным после доказательства тео- 
ремы 3.5.1, то 

e;Fe, =e,Fe,=1 

означает, что 1-я и |-я вершины лежат на одном и том 
же направленном цикле. Так как вершины графа Фь, 
лежащие на одном и том же направленном цикле, 
принадлежат одному и тому же диагональному блоку 
матрицы В, то можно использовать матрицу Ё для оп- 
ределения матрицы В по полученной матрице В 
следующим образом (Харари (1962)). 

Определим все такие |, что 

, Ши 
еЁе, =е„Ре, == 1. 

Тогда все строки и столбцы матрицы В с такими ин- 
дексами принадлежат одному и тому же диагональ- 
ному блоку магрицы В. Исключим (или промарки- 
руем) все такие строки и столбцы в матрице Р. Сле- 
дующая неисключенная (или немаркированная) стро- 
ка и соответствующий столбец могут теперь быть ис- 
пользованы точно таким же способом, как и первая 
строка и первый столбец для определения строк и 
столбцов другого диагонального блока и так далее. 
Таким путем всем строкам и столбцам матрицы В 
могут быть поставлены в соответствие диагональные 
блоки. Заметим, что если Ё = РГ’, то матрица В мо- 
жет быть преобразована с помощью перестановок к 
форме ВРЕ (это другой возможный путь решения, 
хотя и более медленный, чем изложенный в параграфе 
3.5). Для того чтобы упорядочить диагональные блоки 
так, чтобы матрица В имела форму ВТЕ, поступаем 
следующим образом. Каждому диагональному блоку 
ставим в соответствие строку и столбец, причем каж- 
дый элемент этой строки получается логическим сум- 
мированием элементов исходной матрицы РЁ, стоящих 
на пересечении строк, принадлежащих данному
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диагональному блоку, и столбцов другого диагональ- 
ного блока; аналогично вычисляются элементы нового 
столбца. 

Таким путем из матрицы Г получается квадратная 
матрица Р, порядок которой равен числу диагональ- 
ных блоков. Помеченный направленный граф, соот- 
ветствующий матрице РЁ, называется помеченным на- 
правленным графом сгущения ©Ф5 матрицы В. Его вер- 
шинами являются диагональные блоки. Так как граф 
сгущения не меняется при перестановке номеров вер- 
шин, то матрица В имеет тот же граф сгущения. Вер- 
шина, из которой дуги только исходят, называется 
эмиттером, а вершина, не связанная с какой-либо дру- 
гой вершиной, называется изолированной. Таким об- 
разом, направленный граф Qs должен содержать эмит- 
тер (матрица В не имеет ненулевых блоков ниже диа- 
гонали) или изолированную вершину. Назовем диаго- 
нальный блок, соответствующий этой вершине графа 
2, первым диагональным блоком. Не рассматривая 
строку и столбец матрицы Р, которые соответствуют 
выбранному первому диагональному блоку, и исклю- 
чая соответствующие вершину и дуги из направлен- 
ного графа ®5, найдем, что результирующий направ- 
ленный граф Ф5 (и F) должен также содержать эмит- 
тер или изолированную вершину и соответствующий 
диагональный блок берется в качестве второго диаго- 
нального блока и т. д. Таким образом определяется 
порядок диагональных блоков матрицы В. Все эти 
перестановки регистрируются, и результирующая мат- 
рица перестановок обозначается через Р. Затем с по- 
мощью формулы (3.6.2) определяется верхняя тре- 
угольная блочная матрица В 

Второй метод преобразования путем перестановок 
матрицы В к форме ВТЕ идентичен первому в том, что 
касается определения максимальной трансверсали, но 
отличается своей второй частью. Отличие обусловлено 
изложенными ниже соображениями. 

Можно избежать вычисления матрицы Ё в соот- 
ветствии с формулой (3.6.10), если преобразовать мат- 
рицу В к треугольной блочной форме В следующим 
образом (Стьюард (1965)).
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Заметим, что диагональным блокам второго и бо- 
лее высокого порядка матрицы В отвечают циклы на- 
правленного графа, соответствующего матрице. С дру- 
гой стороны, все столбцы матрицы В, в которых нет 
ненулевых элементов ниже диагонали и которые ле- 
жат перед первым диагональным блоком, могут быть 
легко найдены из матрицы В таким путем. 

Шаг 1 
Определяем столбец матрицы В, содержащий един- 

ственную единицу, перемещаем этот столбец и соот- 
ветствующую строку (в которой, возможно, имеется и 
несколько единиц) в северо-западный угол и марки- 
руем этот столбец и соответствующую строку. Про- 
цесс повторяется до тех пор, пока среди немаркиро- 
ванных столбцов матрицы В больше не будет столб- 
цов с единственной единицей на немаркированной 
строке. 

Шаг 2 
Определяем столбцы (и строки), которые лежат 

в том же диагональном блоке, что и первый немарки- 
рованный столбец матрицы В. Из шага 1 следует, что 
первый немаркированный столбец матрицы В имеет по 
меньшей мере одну недиагональную единицу в немар- 
кированной строке. Столбец, соответствующий строке 
с первой такой единицей, тоже должен иметь единицу 
в немаркированной строке, и так далее. В какой-то 
момент мы сталкиваемся со столбцом, который уже 
ранее встречался, и этим заканчивается направлен- 
ный цикл. Заменяем все столбцы направленного цик- 
ла одним столбцом, представляющим собой булеву 
сумму таких столбцов без их диагональных элемен- 
ТОВ. 

Такой процесс называется стягиванием столбцов 
в направленном цикле. Булева сумма векторов — это 
обычное сложение векторов при условии, что 1 Bl] = 
— |1. Аналогично заменяются все строки направлен- 
ного цикла одной строкой, являющейся их булевой 
суммой. Когда маркируется столбец с единственной 
единицей, то все столбцы, стянутые в этот столбец,
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принадлежат одному и тому же блоку. Порядок, в ко- 
тором столбцы с единственной единицей маркирова- 
лись, определяет порядок, в котором расположены ди- 
агональные блоки. Процесс выполнения шагов [| и 2 
продолжается до тех пор, пока все столбцы и строки 
матрицы не будут маркированы. 

Поясним эти правила на примере матрицы, пред- 
ставленной на рис. 3.6.3, выполняя преобразования 

шаг за шагом до тех 
(6 7 пор, пока не придем к 

t[x x ee © « x e матрице, представлен- 
ной на рис. 3.6.4. Пози- 

0] Хх x о © фо «© e« ции единиц указаны 
знаками умножения, 
нулей — точками, еди- 
ниц, порожденных стя- 4 e e e xX ® e ® 

гиванпем строк или 
5) e e e X X e@ @ столбцов, — плюсами. 

бо хо. ХХ © 1. Столбец 3 имеет 
единственную единицу. 

7] xX › о о 5 * Х] Маркируем столбец 3 
и строку 3. Заносим | 

Рис. 3.6.3. в третью строку колон- 
ки «порядок», в кото- 

рой регистрируется последовательность исключения 
столбцов. 

2. Столбец 7 имеет единственную единицу: в немар- 
кированных строках. Маркируем столбец 7 и строку 7 
и заносим 2 в колонку «порядок». 

    

3. Нет больше столбцов с единственной единицей 
в немаркированных строках. Начинаем построение на- 
правленного пути со столбца |, выбирая всегда пер- 
вую встреченную в столбце единицу. Это дает направ- 
ленный путь 1, 2, |, и, следовательно, | и 2 нахо- 
дятся в направленном цикле. Стягиваем столбец 2 в 
столбец 1, для чего дополняем столбец | знаком +, 
чтобы превратить его в булеву сумму прежнего столб- 
ца | с недиагональными элементами столбца 2. Ана- 
логичным образом стягиваем строку 2 в строку | и
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маркируем столбец 2 и строку 2. Заносим | во вто- 
рую строку колонки «стягивание», чтобы указать на 
то, что столбец 2 был стянут в столбец 1. 

4. Начиная со столбца |, строим направленный 
путь |, 6, | и стягиваем столбец 6 в столбец | и стро- 
ку 6 в строку |. Маркируем столбец 6 и строку би 
заносим | в шестую строку колонки «стягивание». 

    

Я 
af = 

a & 2 3 4 § 6 7 
|=: — 
зо { № x X ® ® e x e 

1 2 x X e ® e e e 

{ 3 ® e Х e x ® X 

5 4 ® ® e x ® о ® 

4 5 о ® ® x xX о ® 

1 6 + X e e X x e 

2 7 х ® ® e e ® x | 

Рис. 3.6.4. 

5. Столбец | имеет теперь единственную единицу 
в немаркированных строках. Поэтому заносим 3 в 
первую строку колонки «порядок» и маркируем строку 
| и столбец 1. 

6. Столбец 6 имеет единственную единицу в не- 
маркированных строках, и мы помещаем 4 в колонке 
«порядок» и маркируем строку 5 и столбец 5. 

7. Столбец 4 имеет единственную единицу в немар- 
кированных строках, заносим 5 в колонку «порядок» 
и маркируем столбец 4 и строку 4. 

Теперь уже больше нет немаркированных столбцов и 
строк и можно по колонкам «порядок» И «стягивание»
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установить расположение диагональных блоков. Пер- 
вый блок содержит элемент (3,3) матрицы В, вто- 
рой — элемент (7,7). Третий блок содержит в качестве 
диагональных элементы матрицы В, стоящие в пози- 
циях (1,1), (2,2) и (6,6). Четвертый и пятый блоки 

Х X e e e 

е ЦДХ № е 

  

<
,
 

Н e © >
 >
 e 

      

      
Puc. 3.6.5. Puc. 3.6.6. 

состоят соответственно из элементов (5,5) и (4,4). Та- 
ким образом, матрица перестановок В из уравнения 
(3.6.2) имеет вид 

Р == (6, ет, eb G2, &5, €s, 4), 

а матрица В представлена на рис. 3.6.5. 
Если матрица В небольших размеров, то ее на- 

правленный граф может быть непосредственно исполь- 
зован для получения В. Направленный граф, соответ- 
ствующий матрице В (рис. 3.6.3), представлен на 
рис. 3.6.6. Ищем вершину, которая является эмитте- 
ром (в ней не заканчивается ни одна дуга). Эмитте- 
ром будет вершина 3, даем ей номер | и исключаем 
все дуги, выходящие из нее. Теперь эмиттером ста- 
новится вершина 7, даем ей номер 2 и исключаем все 
дуги, выходящие из нее. Теперь уже нет других эмит- 
теров. Вершины 1,2 и 6 расположены в цикле, и мы 
перенумеровываем их соответственно в 3, 4, 5. Исклю- 
чаем все дуги, которые выходят из каждой из этих
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вершин. Вершина 5 теперь является эмиттером, обо- 
значаем ее через 6 и, наконец, вершине 4 даем номер 
7. Таким образом, 

P = (63, €7, €1, €2, Cg) C5, C4); 
как и прежде. 

Имеются еще два метода для преобразования мат- 
рицы к форме ВТЕ или к форме, подобной ей. Они 
рассматриваются в разд. 3.7. 

3.7. Треугольная ленточная форма 

Говорят, что матрица В имеет треугольную ленточ- 
ную форму (ВМТЕ), если существует такое В, 0 < В = 
= п, что 6;; = 0, для всех {— | >> В, и значение В не 
может быть уменьшено перестановками строк и столб- 
цов матрицы В. 

Пусть первый ненулевой элемент 1-й строки мат- 
рицы В находится в 4:-м столбце, тогда определяем 

В; =7 — 41, qi Si, 

В; = 0, gi >t. 

Очевидно, что если матрица В имеет форму ВМТЕ, то 
тах; В; = В. Заметим, что треугольная блочная форма 
(ВТЕ), описанная в предыдущем разделе, является 
специальным случаем формы ВМТЕ (В--1 является 
в этом случае размером наибольшего диагонального 
блока матрицы В). 

В этом разделе будем полагать, что, если это воз- 
можно, данная матрица уже преобразована к форме 
BDF согласно методам, изложенным в разд. 3.5. Если 
такое преобразование сделано, мы рассмотрим каж- 
дый из диагональных блоков в отдельности. Поэтому 
не будет потери в общности, если мы предположим, 
что граф матрицы В является связным. 

Первый метод преобразования матрицы В к фор- 
ме ВМТЕ. 

Пусть Ри @ являются такими матрицами переста- 
HOBOK, ЧТО 

(3.7.1) 

В =РВО, (3.7.2)
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причем 1-я строка и |-й столбец матрицы В становятся 
соответственно о;-й строкой и ц;-м столбцом матрицы 
В. Нашей задачей является определение таких мат- 
риц перестановок Р и @, которые минимизируют 

тах ф;, 

i 

где р; — расстояние от главной диагонали до крайнего 
левого ненулевого элемента о;-й строки матрицы В. 
Заметим, что 1; = 0 в том случае, когда нет ни одного 
ненулевого элемента левее диагонали в р:-й строке 
матрицы В. 

Эта задача может быть решена следующим обра- 
зом (Чень (1972)). Пусть ненулевые элементы 1-Й 
строки матрицы В расположены в [а-ых столбцах, 
я = |, 2,..., Гь где г; — общее число ненулевых эле- 
ментов {-й строки матрицы В. Если крайний левый 
ненулевой элемент о:;-й строки матрицы В лежит в 
и;‚.-М столбце, то 

о; — в, =", р, > И: 
is 

и для всех у, не лежащих справа от р,-го столбца, 
выполняется условие о, Sy, Если мы пред- 

a 

пишем, чтобы py, 20 для всех 1, тогда для любого 
ненулевого элемента вправо от диагонали, скажем 
лежащего в р; -м столбце, будет 

t 

P,— <0, так как 90,< By 

Поэтому имеем 

6, —в, NP, для всех а. 
ia 

Учитывая изложенное выше, можно следующим обра- 
зом формулировать задачу: 

Соответственно всем значениям 6:;; =1 найти та- 
кие целые р;, и; и ф:, которые 

минимизируют тах |; (3.7.3)
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при следующих ограничениях: 

156; By; Оф; <п—1, (3.7.4) 

р: — 1, — $, < 0; a=1, 2,..., г, (3.7.5) 

50, BAM длЯ 15]. (3.7.6) 

Это есть задача Чебышева при наличии ограничений, 
которая может быть выражена как задача целочис- 
ленного программирования (Рабинович (1968)) и за- 
тем решена обычным способом (Данциг (1963 а)). 

Второй метод преобразования матрицы В к форме 
ВМТЕ. 

Этот метод основан на использовании мер для 
строк и столбцов, полученных из вероятностных со- 
ображений. Метод не минимизирует В, но приводит 
к величине, достаточно мало отличающейся от мини- 
мума. Однако он намного проще первого метода, дан- 
ного уравнениями с (3.7.3) по (3.7.6). 

Меры строк и столбцов, используемые в этом ме- 
тоде для преобразования матрицы В к форме ВМТЕ, 
получаются следующим образом. 

Hyctb r,= ri), с, = с, где "О и с) определены 
уравнениями (3.2.2), причем В! = В. Пусть А; мно- 
жество всех столбцов в 1-й строке матрицы В, для 
которых 6:;; = 1; положим 

4= Dc. (3.7.7) 
1 еА; 

Для дальнейшего рассмотрения предположим, что 
матрица В уже приведена к форме ВМТЕ и единицы 
в области | = 1— В распределены случайным образом 
так, что каждый элемент этой области имеет одина- 
ковую вероятность оказаться ненулевым. Пусть Е (09) 
обозначает математическое ожидание 06. Тогда все 
Е(г:) будут, вообще говоря, уменьшаться с увеличе- 
нием Гот | до п. С другой стороны, Е (с;) будут, во- 
обще говоря, возрастать с увеличением 1. В соответ- 
ствии с формулой (3.7.7) для данного { среднее зна- 
чение всех с; при |= Л; равно Аг... Нетрудно
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обнаружить, что величины Е(4:/";), вообще говоря, 
возрастают с увеличением {. Для заданной 1-й строки 
стандартное отклонение л; для с; при ] = Л; имеет вид 

Dj 2.) | 
Л; = — ’ ТЕЛ, г; Г; 

  
  

что с учетом формулы (3.7.7) дает 

2] 
j 

r 
  

d,\? | 
_ (=) GE Ap (3.7.8) nt = 

Принимая во внимание допущения относительно ха- 
рактеристик матрицы В, которые были сделаны нами 
в начале настоящего рассмотрения, нетрудно видеть, 
что математические ожидания л; будут, как правило, 
уменьшаться с увеличением 1. Ранее в нашем рассмот- 
рении мы также видели, что с увеличением { все ЕЁ (г+) 
и все ЕЁ (г;/4;), вообще говоря, уменьшаются. Поэтому 
разумная мера М;, соответствующая 1-й строке, кото- 
рая учитывает все три величины г;, л; и г/4 может 
быть взята в виде 

M,=r;+0 (+) Ч фл, (3.7.9) 

где б и р — некоторые числа, выбранные таким обра- 
зом, чтобы величины гу, 6(7:/4;) и фл; были одного 
порядка. Очевидно, все Е (\М;) будут, как правило, 
уменьшаться с увеличением 1. 

Меры М; для столбцов могут быть определены по 
такой же формуле (3.7.9), как и Мь, а именно 

М = +в (++) 4 tpi, (3.7.10) 
j 

где 4; определяется подобно 4; в формуле (3.7.7) сле- 
дующим образом: 

d,= Dir; (3.7.11) 
р) 

для всех значений 1, при которых 6:; =1, ал, даются 

следующим уравнением, похожим на уравнение
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(3.7.8): 

  ga (1) sn 
для всех значений [, при которых 6;; = 1. Величины 
Е(М;) будут, вообще говоря, возрастать с увеличе- 
нием f. 

Выше мы видели, что если матрица В имеет до- 
статочно хорошую форму ВМТЕ, то с возрастанием { 
и Г все Е(М; уменьшаются, в то время как все 
Е(М;) увеличиваются. Теперь предположим, что мат- 
рица В является некоторой разреженной матрицей, 
не обязательно в форме ВМТЕ, со случайно распре- 
деленными ненулевыми элементами. Если вычислить 
все М; и все М; для такой матрицы В и затем упо- 
рядочить ее строки по нисходящим значениям всех 
M;, a столбцы по возрастающим значениям всех М,, 
то можно ожидать, что форма преобразованной мат- 
рицы В будет достаточно хорошо приближаться к 
ВМТЕ. 

Нам еще предстоит определить значения 6 и фв 
(3.7.9) и (3.7.10) в случае произвольной разреженной 
матрицы (ненулевые элементы матрицы В случай- 
ным образом распределены по всей матрице). На 
практике нами найдено, что, по-видимому, вполне 
удовлетворительные результаты получаются, если 
принять д = 12/n? и ф=2 (т— общее число ненуле- 
вых элементов матрицы В) (Тьюарсон (1967с)). Эв- 
ристическое обоснование такого выбора значений 6 
и 1 может быть получено, если молчаливо предполо- 
жить, что для всей матрицы В 

Е (7) = E (é;) = т/п, 

Е (4) = Б (4) =Е (7) Е(8)) = v7/n?, 

£(+) == F (r;)/E (d;) 

2n,= E(¢;) — min С
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для всех значений |, при которых 6;; = 1. Таким об- 
разом, 

т т? г, т 
QM; ~ И Е а; >, 

и поэтому 
12 

р=2 и б—=-—=. 

В некоторых случаях, после того как матрица В 
преобразована к форме ВМТЕ, можно осуществить 
дополнительные перестановки строк для создания 
под диагональю треугольных уголков. 

Треугольные уголки определяются следующим 
образом. Если в матрице В элементы 6;,=0, когда 

р, и |<9 или [> ро и 94 <]5<4», причем д, < 
< р! < ро и 41 < 4 < ро, то треугольник с вершинами 

(ри, 91), (р>, 91) и (р», 42) называется треугольным угол- 
ком (см. рис. 3.7.1). Если рр =д, и рр=д., то тре- 
угольный уголок является половиной диагонального 
блока. 

Вспомним определение В:;, данное формулами 
(3.7.1), и тот факт, что тах; В; > В для всех матриц, 
полученных из В перестановками строк и столбцов. 
Пусть матрица В имеет форму ВМТЕ и Ль обозна- 
чает непустое множество индексов { строк, для кото- 
рых В; = В. Имеем следующую теорему. 

Теорема 3.7.13. Если матрица В имеет форму 
ВМТЕ и В, —В, > -—4 для некоторых ig >, TO 

или 12 не принадлежит множеству Лт, или Аи вклю- 
чает по меньшей мере еще один (кроме 12) индекс 
строки. 

Доказательство. Переставим й-ю и Ё-ю строки 
матрицы В и обозначим новые значения В; и В, соот- 

2 

ветственно через В, И B,. Тогда 

В, = В, — (i, — it); 

что, если учесть, что 15 > й, означает
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Также ; 

В, = В: (& — it), 

что, учитывая неравенство В, —В, >12. —й, дает 
A 

B,, < B;,. (3.7.15) 

Если бы 1 был единственным элементом множества 
А», то из неравенств (3.7.14) и (3.7.15) яспо, что мы 
уменьшили значение В. Это невозможно, поскольку 
мы предположили, что матрица имеет форму ВМТЕ. 
Поэтому или 15 не принадлежит множеству Лт, или 
если оно ему принадлежит, то в множестве Ат 
имеется по меньшей мере один индекс другой строки, 
чтобы сохранить значение В. Этим завершается до- 
казательство теоремы. 

Эта теорема может быть применена для пересга- 
новок строк матрицы В до тех пор, пока для всех 
ig >t 

В: — B; Sl, — hy. 

К этому моменту вычислений в матрице может поя- 
виться некоторое количество треугольных уголков, 
потому что всякий раз, когда й <Ёи 

В, — В, = — Ц, (3.7.16) 

для всех й <1= справедливо равенство В, — р, == 

—=1—1. Если ро и р! являются максимумом и мини- 
мумом значений соответственно {2 и й, для которых 
равенство (3.7.16) верно, и крайние левые единицы в 
Po- и (р2-+1)-Йй строках находятся соответственно 
в д1-ми (42 + 1)-м столбцах, то треугольник с верши- 
нами (ра, 91), (р2, 91) и (р2, 42) является треугольным 
уголком (см. рис. 3.7.1). Поэтому мы можем приме- 
нить методы настоящего раздела, чтобы преобразо- 
вать матрицу В к форме ВМТЕ, а затем, переставляя 
строки, получить под диагональю треугольные уголки 
в таком количестве, в каком это возможно. Если 
имеется один или несколько треугольных уголков, для 
которых р! = 41 и р? == 42, то матрица В имеет форму 
ВТЕ, как показано на рис. 3.7.2. Все элементы, распо- 
ложенные на границе заштрихованной области под
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диагональю, равны единицам, за исключением тех 
элементов, которые расположены на горизонтальных 
участках границы этой области. Все другие элементы 
заштрихованной области матрицы и элементы, рас- 
положенные на горизонтальных участках границы, 
могут быть и единицами, и нулями. Все элементы, 
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Рис. 3.7.1. Треугольный уголок. Рис. 3.7.2. Треугольная блоч- 
ная форма. 

лежащие в незаштрихованной области матрицы, яв- 

ляются нулями. Пунктиром указаны диагональные 

блоки. 
Заключим этот раздел замечанием, что упомяну- 

тая выше перестановка строк может быть применена 
даже в тех случаях, когда матрица В имеет форму, 
только приближающуюся к форме ВМТЕ. В этом слу- 
чае тах; В; может, согласно теореме 3.7.13, уменьшать- 

ся, и мы не только создаем треугольные уголки, но в 
определенных случаях ближе приближаемся к форме 
BNTF. 

8.8. Ленточная форма 

Во многих приложениях матрица А является 
симметричной и положительно определенной, и по- 
этому в целях сохранения симметрии обычно пред- 
почтительней выбирать главные элементы на диаго-
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нали. Согласно теореме 2.5.19, это позволит хранить 
только ненулевые элементы матрицы, расположенные 
над диагональю. Для преобразования матрицы А к 
подходящей для гауссова исключения форме в этом 
случае производятся одинаковые перестановки строк 
и столбцов. Это можно себе представить как пере- 
становку диагональных элементов матрицы А. Такая 
перестановка описывается уравнениями (3.3.2) и 

РВР’ = В. (3.8.1) 
Если положить 

B;=i— qi, gi Zl, (3.8.2) 

где Ги 4; — индексы элемента р являющегося 
4’ 

крайней левой единицей 1-й строки матрицы В, то на- 
шей целью будет определение минимальной ширины 
ленты 28-1! и матрицы перестановок Р, таких, что 

6B = min max £,. (3.8.3) 
Pi 

Эта задача может быть выражена как задача Чебы- 
шева аналогично тому, что изложено в предыдущем 
параграфе для первого метода преобразования мат- 
рицы В к форме ВМТЕ. Такую постановку задачи мы 
здесь описывать не будем, так как она обычно не 
годится для практических целей. Ниже излагаются 
четыре практических метода перестановок строк и 
столбцов матрицы, преобразующих ее к ленточной 
форме (ВЕ). Эти методы обеспечивают отсутствие 
нулей в ленте, если матрица допускает такое преоб- 
разование, или приводят к матрице со значением 
тах; В;, достаточно близким к минимуму В. 

Первый метод 

Этот метод особенно полезен для задач, в которых. 
исходная нумерация пространственной системы вер- 
шин помеченного графа определяет ширину ленты 
соответствующей матрицы (например, структурные 
системы конечных элементов, модели тепловых цепей 
с сосредоточенными параметрами, электрические це- 
пи, системы трубопроводов, конечно-разностные урав-
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нения энергетических систем). На рис. 3.8.1 приведен 
простой пример, иллюстрирующий уменьшение шири- 
ны ленты матрицы путем перенумерования вершин со- 
ответствующего ей графа. После изменения номеров 
вершин графа ©, который соответствует матрице В, 

получается граф ©, которому соответствует матрица В. 
В матрицах В и В единицы обозначены знаками умно- 
жения, нули — точками. Заметим, что ширина ленты 
в матрице В равна 9, в то время как в матрице В она 

В B 
Px xe ex) a Px xX ee 

© Х ХХ оо LD XX e@ Xe 

2) 9 ox xX Xe @ @ X eX ex 
e @ X X X о ххх 

(3) о Kee xx | (4) @ cee XX |         
Рис. 3.8.1. Перенумерация вершин для уменьшения ширины 

ленты. 

равна всего 5. Метод перенумерования вершин графа 
с целью уменьшения ширины ленты в соответствую- 
щей матрице может быть в алгоритмической форме 
описан следующим образом (Розен (1968)). 

1. Поместить 1, 2,..., й в список вершин (УГ), 
в котором имеется п ячеек. Определить максималь- 
ную ширину ленты в матрице В и две вершины, ко- 
торые приводят к ней. Если максимум имеет место 
для нескольких пар вершин, то выбрать любую из 
них (если тах; В; = Bp, TO p HU р—Вь составляют 
пару вершин). Если вершина с большим номером мо- 
жет быть переставлена с вершиной с меньшим номе- 
ром для уменьшения ширины ленты (для некоторого 
[< р имеет место В; +(р—й < В»), то перейти к 
шагу 7. 

2. Если вершина с меньшим номером может быть 
переставлена с вершиной с большим номером для 
уменьшения ширины ленты, то перейти к шагу 7.
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3. Если вершина с большим номером может быть 
переставлена с вершиной с меньшим номером так, 
что сохраняется ширина ленты, то перейти к шагу 6. 

4. Если вершина с меньшим номером может быть 
переставлена с вершиной с большим номером так, 
что сохраняется ширина ленты, то перейти к шагу 6. 
(Замечание. Целью шагов 3 и 4 является изменить 
расположение вершин без увеличения ширины ленты 
так, чтобы могли быть выполнены дополнительные 
успешные перестановки на первом и втором шагах.) 

5. Дальнейшие перестановки невозможны, и те- 
перь матрица В имеет ленточную форму и еу1и) бу- 
дет |-м столбцом матрицы перестановок Р (] = 1,2,... 
..., п), где УГ. (7) — целое число |-й ячейки списка 
вершин УГ.. Тогда А = РАР”. Останов. 

6. Если на 3-м и 4-м шагах произведено макси- 
мальное число непрерывных перестановок или снова 
выбраны для перестановки две вершины, ранее пере- 
ставленные друг с другом, то перейти к шагу 5. 

7. Произвести указанную перестановку вершин, 
а именно переставить соответствующие элементы в 
списке вершин УГ, и строки и столбцы матрицы В, и 
вернуться к шагу |. 

Второй метод 

Другая схема изменения номеров вершин, приво- 
дящая к уменьшению ширины ленты соответствую- 
щей матрицы, описывается следующим алгоритмом 
(Катхилл и Мак-Ки (1969)). 

1. Для каждой вершины 1 графа ©, соответствую- 
щего матрице В, вычислить ее степень р:, равную об- 
щему числу недиагональных единиц [-й строки мат- 
рицы В. Затем выбрать какую-либо вершину й, для 
которой р, = т; 0, и пометить эту вершину первой. 
На рис. 3.8.2 вершина 1* помечена |. 

2. Присвоить вершинам, смежным с вершиной 1, 
новые номера, начиная с 2, в порядке возрастания их 
степеней (если степени некоторых смежных вершин
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совпадают, то выбирать любую из них). Эти вершины 
относят к первому уровню. На рис. 3.8.2 вершинам 
2*, 4* и 9* присвоены номера соответственно 2, Зи 4. 

3. Повторить эту процедуру последовательно для 
каждой из вершин первого уровня — это значит спер- 
ва для вершины 2, затем для вершины 3 ит. д. На 
рис. 3.8.2 еще неперенумерованной вершиной, смеж- 

  

  

        

8 
|* 4+ 6+ 

9 (0 
1 1* 

a a g* 

  

    5 |     

  

Рис. 3.8.2. Пример схемы перенумерации вершин. 

ной с вершиной 2, является вершина 3* — она стано- 
вится вершиной 5. Смежными с вершиной 3 (которая 
сначала имела номер 4*) являются вершины 6*, 5* 
и 10*. Вершина 6* имеет меньшую степень, чем вер- 
шина 5*, степень которой в свою очередь меньше сте- 
пени вершины 10*; поэтому присвоим этим вершинам 
соответственно номера 6, 7 и 8. Заметим, что вершины 
5, 6, Ти 8 связаны с вершиной | путем длины 2 и OT- 
носятся ко второму уровню. 

4. Повторить вышеизложенную процедуру для 
вершин каждого следующего уровня, пока все п вер- 
шин графа © не будут перенумерованы. Если © со- 
стоит из двух или более несвязных подграфов, то 
процедура заканчивается, как только все вершины в 
подграфе перенумерованы. В этом случае необходимо 
выбрать начальную вершину в каждом из несвязных
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подграфов и повторить шаги 2, 3, 4 для каждого из 
НИХ. 

5. Наконец, переставить строки и столбцы мат- 
рицы В (или А) в соответствии с новыми номерами 
вершин для получения В (или А). Матрицы Ви В 
представлены на рис. 3.8.3. Они соответствуют исход- 

    

В В 

{* 2* 384% 5*б* 7* 8* 9*10< 1234 567 8 9 10 

1* хх x xX {|x x x x 

ах хх к 21x x eX 

3° хх х x 31x хх ххх 

4* | Х ххх хх 4 |X xX хх хх 

5*| x x x x ххх 5| x x xX aN 
6* хх x 6 x x хх 

1* ххх Xx HW \ Go x x 

B* xX xXx xX Х 8 хх ххххх 
9% ххххх хх 9 < ххх 

10* xX X X X X X X 10 Xx xX xX X             

^ 

Рис. 3.8.3. Матрица В и ее преобразованная форма В. 

ному графу и перенумерованному графу, представ- 
ленным на рис. 3.8.2. Заметим, что ширина ленты в 
матрице В равна 17, а в матрице В — 11. 

Описанная схема перенумерации не приводит, во- 
обще говоря, к минимальной ширине ленты. Однако 
можно построить другую последовательность номе- 
ров вершин, если в качестве исходной выбрать дру- 
гую вершину й на шаге [, такую, для которой 

1 
Omin > О; > OP min + 9 P max? 

re Pmin H Pmax COOTBETCTBEHHO MHHHMAJIbHOe H MaKCH- 
мальное значения о;, и если на любом из последую- 
щих шагов выбирать другой порядок номеров вершин 
данного уровня, когда степени вершин совпадают. 
Для преобразования матрицы В к матрице В
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выбирается такая последовательность номеров вер- 
шин, которая приводит к меньшей ширине ленты. Ра- 
зумеется, имеет смысл построить только небольшое 
число таких последовательностей, так как в против- 
ном случае процесс отнял бы неоправданно много вре- 
мени. 

Третий метод 

Итеративный метод, минимизирующий среднюю 
ширину ленты 

п 

В=- у В:, 

i= | 

где В; определяется формулой (3.8.2), основан на пе- 
рестановках строк (столбцов), как и первый метод, 
и может быть представлен в виде следующего алго- 
ритма (Эйкиуз и Утку (1968)). 

1. Переставить две последовательные строки (и 

соответствующие столбцы) матрицы В, если а) В 

уменьшается, 6) В остается без изменения, но строка 
с меньшим числом единиц внутри ленты расположится 
в результате перестановки дальше от центральной 
строки матрицы В. Регистрировать все перестановки 
в списке перестановок строк КВГ. (Первоначально 
список КГ содержит целые [, 2, ..., п, и всякий раз, 
когда осуществляется перестановка строк, перестав- 
ляются и элементы списка RI.) 

2. Делать перестановки, производя сравнения 
строк полными циклами. (Полный цикл состоит из 
п—]1 шагов. На каждом шаге сравниваются две по- 
следовательные строки и производится перестанов- 
ка, если условия на шаге | удовлетворяются. Шаги 
выполняются в Такой последовательности: (1,2), 
(n,n—1), (2,3), (2—1,n—2)... H Tak до централь- 
ной строки.) 

3. Остановиться, если не сделано ни одной пере- 

становки или не происходит уменьшения В в течение 

эмпирически установленного числа циклов, равного
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3- п/100. Вектор евк» является j-M столбцом матри- 
цы перестановок Р (| =1, 2,..., п), где RI(j)—co- 
держимое |-й ячейки списка перестановок строк КГ. 

Четвертый метод уменьшения ширины ленты 

Назовем обычное скалярное произведение (не бу- 
лево) двух строк данной матрицы В длиною их пере- 
сечения. Пусть у; обозначает сумму длин пересечения 
[-й строки со всеми строками матрицы В. Если мы 
предположим, что матрица В имеет ленточную форму 

    

Co «151 
fils los 2A 

В<1у< 7-2             

Рис. 3.8.4. Пересечение строк ленточной матрицы. 

с шириной ленты 28-1, то число единиц в заштри- 
хованных областях на рис. 3.8.4 представляет собой 
значения vi; для трех групп значений 1. Первая за- 
штрихованная площадь, соответствующая й (1=—< 
= ий —<В-1), увеличивается вместе с й. Это же от- 
носится и к заштрихованной площади, соответствую- 
щей 1. Заштрихованная площадь, соответствующая 
3, остается той же при увеличении 13 от 28--| до 
п— 28. Кроме того, все площади, соответствующие 
i}, меньше площадей, соответствующих 1, которые в 
свою очередь меньше площадей, соответствующих 49. 
Поэтому если молчаливо допустить, что недиагональ- 
ные единицы внутри ленты распределены случайным 
образом, то значения всех у; будут, вообще говоря, 
увеличиваться с увеличением Гот | до 2В -{ | и затем 
оставаться теми же до значения 1 равного п — 28. 
Исходя из симметрии матрицы В, легко заключить,
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что для правого нижнего угла матрицы справедливо 
обратное утверждение. Другими словами, значение у,, 
вообще говоря, уменьшается с увеличением Е от 
п—28--| до п. Заметим также, что любые две 
строки матрицы В, отстоящие друг от друга более 
чем на ширину ленты 28 -{ |, имеют пересечение, рав- 
ное нулю. Все изложенное выше может быть следую- 
щим образом применено для преобразования произ- 
вольной разреженной симметричной матрицы к лен- 
точной форме. 

Вычислим обычный (не булев) квадрат матрицы 
В и обозначим его через W. Тогда (1, ])-й элемент 
матрицы \ является длиной пересечения {-й строки 
с /-й строкой и сумма \; длин пересечений 1-й строки 
со строками матрицы В равна 

v =elWV, (3.8.4) 

где И есть п-мерный вектор-столбец, все элементы 
которого единицы. Теперь можно изложить метод в 
виде следующего алгоритма (Тьюарсон (1971)). 

1. Вычислить обычный квадрат матрицы В и 0обо- 
значить его через Я и затем найти у; в соответствии 
с формулой (3.8.4). 

2. Вычислить 

__ T—H Pua) 

В= тах ( on? 5 

где т — общее число единиц в матрице В, ршах — мак- 
симальное число единиц в одной строке матрицы В. 
(Замечание. Формула дает оценку снизу для ве- 
личины В, так как величина (т—п)/2п получена из 
предположения, что лента является полной, а вели- 
чина (ошах — 1)/2 — из допущения, что строка с мак- 
симальным числом элементов может быть перестав- 
лена так, что она войдет в число строк #, указанных 
на рис. 3.8.4, и не имеет ни одного нуля внутри 
ленты.) 

3. Расположить все у; в порядке возрастания их 
величин. Обозначим часть индексов, соответствующих
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первым 28 значениям ¥v;, через СТ, а оставшуюся 
часть индексов через МГ. Разделить группу индексов 
СГ на две подгруппы ММ и SE (северо-западный и 
юго-восточный углы ленточной матрицы) следующим 
образом (рис. 3.8.5). Определить у» = шт; у; [Е СГ 
если имеют место совпадения, то выбирать ур с ми- 
нимальным значением р. Отнести р и все индексы # 

из СГ, для которых ерМ№е, = 0, к подгруппе МУ. От- 
нести к подгруппе МУ/ все индексы | из СГ, для кото- 

рых еЁ Же, == 0 un ite NW. | 
Повторить эту процедуру, № CI 
пока в С] не останется ни 
одного индекса, который 
мог бы быть отнесен к MI 
подгруппе М\. Другими 

словами, ее =0 для 
peex iB NW u g&éNW, 
но из СГ. Этим определя- 
ются все индексы для се- 
веро-западного (NW) yr- CI 
ла матрицы. Подобным Е 
же образом из оставших- Рис. 3.8.5. Отнесение строки 
ся индексов группы С] к одному из углов. 
выделить индексы, кото- 
рые относятся к юго-восточному ЗЕ углу матрицы. 
Все индексы группы СТ, не вошедшие в подгруппы 
NW и $Е, отнести к группе МГ. Расположить строки 
(и столбцы) в подгруппах NW и $Е соответственно 
по возрастающим и убывающим значениям всех у.. 
(Заметим, что всякий раз, когда производятся пере- 
становки строк матрицы В (и А), таким же образом 
переставляются и столбцы матрицы В (и 4), чтобы 
сохранялась симметрия.) Произвести дополнитель- 
ные перестановки строк (и столбцов), если требуется, 
чтобы придать строкам, относящимся к МУ и SE, 
вид заштрихованных областей на рис. 3.8.5. Все эти 
перестановки строк (столбцов) необходимо регистри- 
ровать. 

4. Отнести каждую из строк группы МГ к одной 
из подгрупп М\ или SE следующим образом 
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(рис. 3.8.5). Пусть У есть п-мерный вектор-столбец, 
такой, что @И =1, если {= ММ, и её У =0 в про- 

тивном случае. Тогда вычислить %, = тах, (е У) для 
всех |= М[. Отнести р к подгруппе МУ. Повторить 
эту процедуру, пока приблизительно половина всех 
строк группы М] не будет отнесена к подгруппе №. 
Записать последовательность, в какой строки из М] 
отнесены к М\У/. Таким же способом отнести строки 
к подгруппе ЗЕ и записать порядок, в котором они 
отнесены к подгруппе $Е. (Замечание. Сумма длин 
пересечений строки | Е МГ со строками из подгруп- 
пы М\ — это дважды заштрихованная область в се- 
веро-восточном углу матрицы на рис. 3.8.5. Ясно, что 
эта область будет максимальна для строки, смежной 
с последней строкой из МУ.) 

5. Перестановки строк на шаге 3 и порядок, в ко- 
тором строки из МГ относятся к NW uau SE на шаге 
4, дают требуемую матрицу перестановок Р, так что 
матрица В = РВР”’ будет ленточной матрицей. 

Существует ряд других подходящих форм для 
гауссова исключения, но в наши цели не входит опи- 
сывать в этой главе каждую из них. Многие из этих 
форм (часть из которых рассматривается в следую- 
щем разделе) имеют в своей основе одну из четырех 
форм ВБР, ВТЕ, ВМТЕ и ВЕ, описанных в разд. 3.5, 
3.6, 3.7 и 3.8. 

3.9. Другие подходящие формы 

На рис. 3.9.1 приведены некоторые другие формы, 
к которым данная матрица может быть приведена 
(Тьюарсон (1971)). Диагональная блочная форма яв- 
ляется частью односторонне окаймленной диагональ- 
ной блочной формы (ЪЗВВРЬЕ) и двусторонне окай: 
мленной диагональной блочной формы (ОВВОЕ). 
Формы ВТЕ и ВМТЕ являются частями соответст- 
венно оОкаймленной треугольной блочной формы 
(ВВТЕ) и окаймленной треугольной ленточной фор- 
мы (ВВМТЕ). Ленточная матрица связана с односто- 
ронне окаймленной ленточной формой (ЗВВЕ) и дву- 
сторанне окаймленной ленточной формой (ОВВЕ).
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Заметим, что возможны также и комбинации различ- 
ных форм, представленных на рис. 3.9.1, — две из них 
приведены на рис. 3.9.2 (Дженнингс (1966), (1968)) 
Матрицы второго типа являются результатом перену- 
мерации матриц коэффициентов жесткости башенных 
каркасов. 

Если матрица В имеет форму ЭЗВВПЕ, тогда в со- 
ответствующем строчном графе вершины, связанные 
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Рис. 3.9.1. Некоторые простые желательные формы. 

    

  

с окаймляющими строками, имеют, вообще говоря, 
большую степень, чем другие вершины. Более того, 
удаление этих вершин разбивает граф на ряд несвяз- 
ных подграфов, каждый из которых соответствует 
отдельному диагональному блоку в матрице В. В ли- 
тературе по теории графов присоединенное множе- 
ство это такое подмножество вершин, что их удале- 
ние (и всех связанных с ними ребер) разбивает граф 
на два или более несвязных подграфа (Майо (1965)). 
В энергетических системах трансформаторы связи со- 
ответствуют точкам присоединения (Рейд (1971, 
стр. 125)). Если матрица В имеет форму DBBDF, то 
вершины, соответствующие окаймляющим строке и 
столбцу, образуют «присоединенное множество» гра- 
фа матрицы В. Пусть у; определено формулой
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(3.8.4). Тогда в случаях ЗВВОЕ и ЗВВЕ мы замечаем, 
что все окаймляющие строки имеют, вообще говоря, 
большие у; чем остальные (так как “; является сум- 
мой длин пересечений 1-й строки со всеми строками 
матрицы В). Этот факт может быть использован 
для определения окамляющих строк. В случаях 
ОВВОЕ и ОВВЕ также легко определить строки и 
столбцы, принадлежащие окаймлению, так как HM 

  

w ws bk US 
_ Ц 

  

      
  

  

        
Рис. 3.9.2. Две другие желательные формы. 

соответствуют, вообще говоря, большие значения Vj, 

чем остальным строкам и столбцам (Огбуобири и др. 

(1970)). 
В случаях ВВТЕ и ВВМТЕ, если переместить окай- 

мляющие строки на самый верх, получим слегка из- 
мененные формы ВТЕ и ВМТЕ соответственно (см. 
рис. 3.9.3). Очевидно, мы не можем пользоваться ме- 
тодами разд. 3.6 для приведения данной матрицы к 
модифицированной форме ВТЕ, представленной на 
рис. 3.9.3. Однако второй метод, изложенный в 
разд. 3.7, может быть применен для преобразования 
данной матрицы к треугольной ленточной форме, 
приведенной на рис. 3.9.3. За этим могут последовать 
(всякий раз, когда это возможно) дальнейшие пере- 
становки в соответствии с теоремой 3.7.13 для полу- 
чения возможно большего числа уголковых блоков,
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так как первая матрица на рис. 3.9.3 может рассмат- 
риваться как форма ВМТЕ с уголковыми блоками. 

Мы описали некоторые простые практические ме- 
тоды обращения с окаймленными матрицами. Они 
достаточно хороши для матриц, которые могут быть 
преобразованы к этим формам так, что ненулевые 
элементы равномерно распределены в заштрихован- 
ных областях. В настоящее время нет определенного 
алгоритма (подобного тем, что даны в разд. 3.5 и 3.6) 

NUMA G//// 

ПИ Ej 
5 Yj 

Рис. 3.9.3. Модифицированные формы ВТЕ и ВМТЕ. 

       > . 
’ 

      

  

    
  

      
  

              
  

для определения строк и (или) столбцов, которые 
принадлежали бы к окаймлению (Харари 19716) в 
том случае, когда только небольшое число ненулевых 
элементов составляют это окаймление. Желательно 
было бы иметь простой практический метод опреде- 
ления наименьшего числа вершин графа (или направ- 
ленного графа), удаление которых делает граф ме- 
нее связным. 

Опишем теперь метод разрезания Стьюарда (1969) 
(или удаления дуг направленного графа для разбие- 
ния циклов). Он особенно полезен в случаях, когда 
удаление небольшого числа дуг разбивает большие 
направленные циклы и соответствующие диагональ- 
ные блоки в форме ВТЕ становятся меньше (см. 
разд. 3.6). Этот метод практичен только для разреза- 
ния небольших блоков. Мы поясним его на примере. 
Рассмотрим матрицу и ее граф, приведенные на
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рис. 3.9.4. Определим один из наиболее длинных цик- 
лов [1, 4, 3, 6, 5, 1]. Два пути между теми же верши- 
нами, направленные в одну сторону, не имеющие 

1 2@ 3 4 #5 6 
  

  

{|X x 

2 Xx Xx 

J x xX x 

4 Xx хх X 

5 |X xX xX 

B x Х       
Рис. 3.9.4. Матрица и ее направленный граф. 

Порядок f 4 3 6 | 5 
| 

0 В—2— | а 

| ВЕ! 

1 ——F фо 

3 ——_f£ g——i——-¢ 

Рис. 3.9.5. Диаграмма шунтирования длинного цикла. 

общей дуги и не содержащие циклов, называются 
параллельными. Путь, параллельный дуге в длинном 
цикле, называется шунтом. На рис. 3.9.4 четыре шун- 
та помечены а, 6, си 4. Порядок шунта — это длина 
шунтированного пути в длинном цикле минус длина 
шунта. Например, дуга с — это [5, 4], а путь длинного 
цикла, который она укорачивает, что [5, 1, 4], и, сле- 
довательно, порядок дуги с равен 2—| =|. Если 
дуга длинного цикла, имеющая шунт, разрезается,
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то остается цикл, проходящий через шунт, и длина 
всего цикла уменьшится на порядок шунта. Длин- 
ный цикл разрезается в тех местах, где нет слиш- 
ком большого числа шунтов, так как шунты тоже под- 
лежат разрезанию. На рис. 3.9.5 дана диаграмма шун- 
тирования длинного цикла графа, приведенного на 
рис. 3.9.4. На диаграмме В обозначает начало шунта, 
а Е — его конец. Очевидно, если разрезать дугу [6, 5], 
то потребуется разрезать 
только шунт 4, и поэтому зв 
такой выбор места раз- ‚ хх 
реза является наилуч- 

  

  

      

      

шим. Если дугу [6, 5] и | x 
шунт [3, 4] удалить (вы- 
резать) из направленного = 4 хх хх 
графа на рис. 3.9.4, то 3 хх x 
вершина 5 становится 
эмиттером, и она поме- , x 
чается первой вершиной. 
Теперь, при удалении дуг 6 | x 
[5, Пи 65, 4|, становится 
эмиттером вершина | — Рис. 3.9.6. Матрица, связанная 
она помечается BTOPOH с перемеченным направленным 

вершиной и так далее. В левом Ом, находигся 
Матрица, соответствую- элемент, подлежащий удалению. 
щая перемеченному гра- 
фу, представлена на рис. 3.9.6. Она имеет форму ВТЕ, 
если не считать элемент в нижнем левом углу матри- 
цы, подлежащий удалению. 

Матрица на рис. 3.9.6 является частным случаем 
формы ВВТЕ, когда окаймляющая группа блоков со- 
стоит всего из единственного недиагонального элемен- 
та. Если в процессе разрезания графа нужно удалить 
ряд элементов, то строки и столбцы матрицы, содер- 
жащие эти элементы, могут быть переставлены так, 
чтобы они стали последними строками и столбцами и 
матрица приобрела бы форму ВВТЕГ. Теперь покажем, 
каким образом для форм ВТЕ и ВВТЕ могут быть 
получены элиминативные формы обратных матриц 
(EFI).
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3.10. Обратные матрицы 
для ВТЕ и ВВТЕ 

Рассмотрим форму ВВТЁЕ, которая дается форму- 
лой (3.3.1). Пусть все матрицы Ан (= 1,2, ..., р) 
неособенные. Метод обращения может быть описан 
следующим алгоритмом (Тьюарсон (1972); Дафф 
(1972)). 

1. Выполнить следующие шаги для Е = р— 1, р— 
—2,..., 2, 1: 

а) Преобразовать матрицу А;; в верхнюю треуголь- 
ную матрицу И; с равными единице диагональными 
элементами и матрицу Ар; в пулевую матрицу с по- 
мощью прямого гауссова исключения (ЦЕ). Это при- 
ведет к заполнению подматриц А;р и Арр. 

6) Применить обратную подстановку гауссова ис- 
ключения для преобразования матрицы Их: в единич- 
ную матрицу Ги матриц Ах в нулевые матрицы для 
всех | <:. Это приводит к заполнению всех матриц 
А;р, ] = &. 

2. Прямым гауссовым исключением преобразовать 
матрицу Арр к верхней треугольной матрице Ирьр, а 
обратной подстановкой преобразовать матрицу Ирр 
в единичную матрицу / и все модифицированные A jp, 
152 р, к нулю. 

Очевидно, в этом методе не будет никакого запол- 
нения матриц Ах, | < Ти 152 р. 

Если задана матрица в форме ВТГЕ, то для каждого 
Е (1=р, р—1,..., 2, 1) выполняются два шага: 

а) преобразовать матрицу Ах; в матрицу Ц’; 
6) привести матрицу Ик к единичной матрице / и 

матрицы Ах, | < Ь к нулю. 
Ясно, что в этом случае не будет заполнения мат- 

риц Ах, | =1. Обе приведенные выше модификации 
гауссова исключения легко реализовать, и полученные 
обратные матрицы в форме ЕЕ] являются разрежен- 
ными. В обоих методах могут быть использованы из- 
ложенные в этой и предыдущей главах способы 
уменьшения заполнения при преобразовании матрицы 
Aj: в матрицу U3,
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Интерпретация с помощью теории графов различ- 
ных подходящих форм матриц, рассмотренных в на- 
стоящей главе, дана Харари (197], а, 6). Метод, кото- 
рый аналогичен первому методу разд. 3.7 и миними- 

зирует У ир: вместо тах;ф, предложен Тьюарсоном 
(1967с). Олвей и Мартин (1965) получили программу, 
осуществляющую направленный поиск возможных пе- 
рестановок для определения такой, которая преобра- 
зует матрицу к форме ВЕ. Программы для ЭВМ по 
первому и третьему методам разд. 3.8 разработали 
Розен (1968) и Эйкиуз и Утку (1968). Методы теории 
графов для гауссова исключения даны Партером 
(1961) и Роузом (19706). Эквивалентность гауссова 
исключения и исключения узлов показана Огбуобири 
и др. (1970). Партер (1960) и Меримонт (1969) ис- 
пользуют разрезание. Применение методов теории гра- 
фов для анализа структур и разбиения матриц дано 
Венке (1964), Ойфингером и др. (1968), Ойфингером 
(1970). Хорошая схема хранения матриц различных 
форм, приведенных на рис. 3.9.2, описана Дженнинг- 
сом (1966), (1968). Алгоритм решения для симметрич- 
ных положительно определенных ленточных матриц 
дается в работе Кантина (1971). Другой алгоритм для 
симметричной матрицы дается Иенсеном и Парксом 
(1970). Разбиение матриц и исключение блоков рас- 
сматриваются в работах Джорджа (1972) и Роуза и 
Банча (1972). Для нахождения «точек присоединения» 
можно пользоваться также теорией рассечения (Бэти 
и Стьюарт (1971)), которая также называется «тео- 
рией декомпозиции» в линейном программировании 
(Данциг и Вулф (1961); Бендерс (1962)). Она вклю- 
чает в себя определение матрицы близости узлов с по- 
мощью обычных (не булевых) степеней матрицы В. 
Элементы матрицы близости узлов затем используют- 
ся для определения присоедипенного множества.



Глава 4 

ПРЯМОЕ ТРЕУГОЛЬНОЕ РАЗЛО}НЕНИЕ 

4.1. Введение 

В этой главе мы опишем методы представления за- 
данной матрицы А как произведения нижней треуголь- 
ной матрицы Ё и верхней треугольной матрицы И 
вида 

A= LU. (4.1.1) 

Нас будет главным образом интересовать вопрос о 
пригодности этих методов для случая больших разре- 
женных матриц. Эти методы связаны с именами Крау- 
та, Дулитла, Холецкого, Банахевича и других (Уэст- 
лейк (1968); Уилкинсон (1965)). 

Если разложение (4.1.1) известно, то из него сле- 
дует, что 

А” = 077", (4.1.2) 

Разложение матриц И-! и Г! на множители нетрудно 
определить, так как обе они треугольные матрицы. 
Поэтому для представления обратной матрицы А- в 
факторизованной форме можно применить приведен- 
ный выше метод вместо метода, изложенного в гл. 2. 
Если решение системы уравнений Ах = 6 желательно 
иметь только для одной правой части, то нет необхо- 
димости вычислять обратную матрицу по формуле 
(4.1.2). В этом случае решение х может быть получено 
применением обратной подстановки к системам 

Гу=ф (4.1.3) 

Ох = у (4.1.4) 

соответственно для у их.
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Методы, описанные в этой главе, являются по су- 
ществу модификациями гауссова исключения, изло- 
женного в гл. 2. Они обладают тем преимуществом, 
что промежуточные редуцированные матрицы 4“) о 
которых говорилось в гл. 2, не запоминаются, и, кроме 
того, если скалярные произведения вычисляются с на- 
коплением, эти методы обеспечивают исключитель- 
ную Точность. 

4.2. Метод Краута 

Обозначим (1 |)-е элементы Ё и И соответственно 
через [+; и и;;. Потребуем, чтобы матрица И была верх- 
ней треугольной матрицей с единицами на диагонали, 
T. @. Unn = 1, R= 1, 2, ..., n. Ecau допустить, что пер- 
Bbile R— | cTpoK uw столбцов матриц Ё и И уже опреде- 
лены (см. рис. 4.2.1), тогда, учитывая формулу (4.1.1) 
и то, что [р =0 для р>Ь Ир =0 для р>Еи 
ик = |, имеем 

k=] 

ав = [к Е >. li pyr, isk, 
p= 

что дает 
Е —1 

li, = ip — >. Li pUpr, iSr. (4.2.1) 
p= 

Таким образом, А-й столбец матрицы Ё теперь изве- 
стен. Из формулы (4.1.1) и из того, что р =0 для 
р >^А, имеем 

k—-l 

Any =U gplly; + 2. [рр], 1> Е, 
р= 

что дает 
Е-—1 

I . 

р=] 

и теперь известна А-я строка ИП. Таким образом, мы 
убедились, что если первые А— | строк матрицы U 
и первые &—1 столбцов матрицы Ё известны, то #-я 
строка матрицы И и Е-й столбец матрицы Ё могут 
быть легко вычислены. Первый столбец матрицы Ё
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определяется равенствами 

[1 = ап, 1=]1,2,..., И. (4.2.3) 

Это следует из формулы (4.1.1) и из того, что первым 
столбцом матрицы И является вектор е1. Первую стро- 
ку матрицы И так же легко найти из формулы (4.1.1) 

  

      

    

и, 

Us 

Le: a i Ny ohh 
A 

Ай 

[; Ay 

              

24 

Рис. 4.2.1. Схема хранения для метода Краута. 

и на основании того факта, что первая строка матрицы 
Г есть Де, а именно 

а . и,=-, 1> 1. (4.2.4) 
k-1 

Если допустить, что для Е = 1 сумма » (...)=0, то 
р=1 

формулы (4.2.3) и (4.2.4) являются частными слу- 
чаями соответственно формул (4.2.1) и (4.2.2). Прини- 
мая во внимание изложенное выше, все строки и 
столбцы матриц Си И легко могут быть определены. 

Рис. 4.2.1 наглядно показывает, каким образом хра- 
нятся различные матрицы к началу А-го шага метода 
Краута. Первые &А— | строк матрицы И — это Г- 
-НОь, Ц», ОЗ а первые Е -— | столбцов матрицы Ё—
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3TO 

Ly 
[2 |. 

[3 

Заметим, что единичная диагональ матрицы U ne xpa- 
нится. На А-м шаге мы прежде всего используем урав- 
нение (4.2.1) для преобразования элемента алк и 
столбца An в нетривиальные элементы Р-го столбца 
матрицы 2. Имеем 

= |= ее | 
— U 4.2.5 | An J ~ L517 4-20) 

причем [к = кк и lire, ‚ =е.Ао. Затем следует вычи- 
сление нетривиальных элементов А-й строки матрицы И 
по формуле (4.2.2). Имеем 

Ав = (Аз — 05)! ь, (4.2.6) 

причем Up, +. = Аше,. Для полного определения мат- 

риц Би И необходимо применить следующий порядок 
вычислений: первый столбец матрицы С, первая стро- 
ка матрицы U, второй столбец матрицы £, вторая 
строка матрицы И и так далее. Как только матрицы 
Ги О становятся известными, легко перейти к фор- 
мулам (4.1.3) и (4.1.4) для вычисления у и х следую- 
щим образом: 

ka! 

  

bp — У LepY p 

= k=1, 2,..., 0 (4.2.7) 
И 

» UppXp; =n, n--1,..., 1, (4.2.8) 
р=Е-+1 

0 

причем суммы >, (...) и у (...) полагаются рав- 
р=1 p=ntl 

ными нулю.
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Так как формулы (4.2.7) и (4.2.2) по существу 
одинаковы, можно элементы вектора-столбца у полу- 
чать при вычислении элементов и»; по методу Краута, 
применяя формулу (4.2.2) к расширенной матрице 
(А|6) вместо матрицы А и полагая ал, п ==бь и 

Un, nti = Ур. 

Точность метода Краута может быть повышена 
применением частичного упорядочения при выборе 
главного элемента следующим образом (Уилкинсон 
(1965)). Вычисляем [ь согласно формуле (4.2.1), за- 
тем определяем 

| вв |= тах | №» | iZk, (4.2.9) 

и переставляем 5-ю и #-ю, строки матриц Ё и A. 3a- 
тем применяем формулы (4.2.1) для > Е (для вы- 
числения остальных элементов А-го столбца матрицы 
ЕГ)) и (4.2.2). Каждая такая перестановка строк запи- 
сывается, и в результате получается матрица переста- 
новок Р, такая, что 

PA=LOU 

(где С — нижняя треугольная матрица, а О — верхняя 
треугольная матрица с единичной диагональю). Из по- 
следнего уравнения следует, что 

А = ТР. (4.2.10) 

Из сравнения формул (4.2.10) и (4.1.2) очевидно, что, 
какие бы перестановки строк матрицы А ни произво- 
дились в процессе треугольного разложения, для по- 
лучения обратной матрицы А-' требуется произвести 

такие же перестановки столбиов матрицы 0 '[”". 
Уилкинсон (1965) доказал, что треугольное разложе- 
ние с частичным упорядочением является исключи- 
тельно точным, если скалярные произведения в фор- 
мулах (4.2.1) и (4.2.2) могут вычисляться с накопле- 
нием. 

1) Они уже вычислены для выбора $ по формуле (4.2.9). — 
Прим. ред.
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Заметим, что если [к =0, то вычисления по фор- 
муле (4.2.2) производить нельзя. Но если применять 
формулу (4.2.9), то этого не будет. В этом случае [в 
не может быть нулем, так как это означало бы, что 
&-й столбец нижней треугольной матрицы в треуголь- 
ном разложении матрицы А равен нулю и матрица 4 
особенная. 

Между гауссовым исключением и прямым тре- 
угольным разложением Краута существует следую- 
щая связь (Уилкинсон (1965)). Для неособенной мат- 
рицы А матрицы Ёи И являются единственными, если 
они существуют и одна из них является треугольной 
матрицей с единичной диагональю. Поэтому из урав- 
нений (2.2.7) и (4.1.1) следует, что Ё = Г-1 и мат- 
рицы ОИ в обоих этих уравнениях идентичны. Если при 
применении гауссова исключения и метода Краута 
производятся одни и те же перестановки строк и столб- 
цов, то между этими методами опять же существует 
вышеупомянутая зависимость. 

4.3. Минимизация заполнения 
для метода Краута 

В начале 2-го шага метода Краута можно выбрать 
ненулевой элемент из последпих п Е--] строк и 
столбцов матрицы А и переместить его в (Е, №) -ю по- 
зицию так, чтобы заполнение было минимальным. Для 
определения такого элемента требуется следующее 
(Тьюарсон (1969а)). Пусть В» обозначает матрицу, 
которая получается, если все ненулевые элементы 
матрицы, представленной на рис. 4.2.1], заменить еди- 

ницами. Обозначим через bi (1, ]-й элемент матрицы 

Вь и пусть Sk, Ть и Np обозначают подматрицы 617, {> 

Е, |< ВЫ, 1<& |>Ри 6,1] >. Определим 

Ар =, *ТЬ, (4.3.1) 

где х означает булево умножение матриц или, дру- 

гими словами, обычное умножение матриц с дополни- 

тельным условием, что | + 1 = 1. Пусть Ав есть мат- 
рица, полученная из матрицы Л» заменой каждого ее



114 Гл. 4. Прямое треугольное разложение 
  

ненулевого элемента нулем, а нулей — единицами, и 
пусть 

А. = Л, ФМ,, (4.3.2) 

где @Ф означает булево суммирование матриц (1 1 = 
— 1). Если У есть (n—R-+1)-MepHbIH BeKTODP-CTO.- 
бец, все элементы которого единицы, то определим 

ct) = VA, (4.3.3) 

pe) == A,V, (4.3.4) 

Если Г®) и 2%) обозначают а-й и В-й элементы соот- 

ветственно векторов 7“) и 6®), то имеем следующую 
теорему. 

Теорема 4.3.5. Если Г® + с") — тах (7 + co) 

пренебречь возможностью полного взаимного уничто- 
жения слагаемых при вычислении скалярных произ- 
ведений в формулах (4.2.1) и (4.2.2), то перемещение 
элемента аль 1+ь— в (Е, Е)-ю позицию в начале Е-го 
шага метода Краута приводит к наименьшему локаль- 
ному заполнению. 

/ —a Jloxazatenvcteo. Ecan e,A,eg=1, то из формулы 
rR / (4.3.2) cienyeT, uTo e,A,e, H e,N,€, He MOFyT OHO- 

временно быть равны нулю. Принимая во внимание, 

что матрица Л» была получена из матрицы Ль заме- 
ной ее ненулевых элементов нулями, а нулей — еди- 
ницами, и учитывая уравнение (4.3.1), находим, что 
уравнения е, (5, *Т,)ез=1 и е„М,е; =0 не могут 
быть одновременно верны, если е,А,е; = 1. Если перед 

к-м шагом метода Краута переставить А-й и (В-+ 
+k—1)-H столбцы матрицы, представленной на 
рис. 4.2.1, то на основании определения $», Гри № и 
того обстоятельства, что мы пренебрегаем возмож- 
ностью взаимного уничтожения слагаемых при вычис- 
лении скалярных произведений, имеем 

k—l 

a lipltpr F OF Ca (Sy * Гь) ев = 1,
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причем «+ А—1 =Ги элемент в (1, Е)-й позиции 
матрицы, в которой произведена перестановка, будет 
равен нулю тогда и только тогда, когда 

/ — 
ey N „ев —— 0. 

Если равенства е„М№,е;, =0 и е.($,*Т,)ез=1 одно. 
временно удовлетворяются, то, согласно формуле 
(4.2.1), имеет место заполнение, так как нуль в (1, ^)-Й 
позиции станет ненулевым элементом. Таким обра- 
зом, мы видим, что если ее, =1 и (В+—1)-й 
и Р-й столбцы переставлены перед К-м шагом мето- 
да Краута, то в (1, Е)-й позиции заполнения нет. Об- 
щее число таких позиций, в которых не может быть 
заполнения '), равно У’А»е, или 64°, если учесть фор- 
мулу (4.3.3). Точно таким же способом можно пока- 
зать, что 7 представляет собой общее число пози- 

ций 2), в которых не будет заполнения, если перед 
г-м шагом метода Краута будут представлены ^-я и 
(a + — 1)-я строки. Поэтому наименьшее локальное 
заполнение будет иметь место, если перед R-M шагом 
метода Краута переставить А-юи ($ + &— 1)-ю стро- 
кии Ё-йи (А —1)-й столбцы, причем 7%) -{ 68) = 

— тах (7%) + 637). Этим завершается доказательство 
a, 

теоремы. 
Существенно, чтобы выбранный согласно изложен- 

ной теореме элемент а,;, где $ =5-+А— 1, t= 

—={- © — 1, после того как его значение будет изме- 
нено по формуле (4.2.1), не стал меньше & — допусти- 
мого значения главного элемента, т. е. чтобы выпол- 
нялось условие 

в-—1 

Qs; _ 2 И >. (4.3.6) 

  

  

1) Имеется в виду в первоначальном столбце В-- & — 1. — 
Прим ред. 

2) Имеется в виду в первоначальной строке “+ А— 1. — 
Прим. ред.
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Выбор = уже рассматривался в разд. 2.3. Обычно 
нельзя проверить выполнимость условия (4.3.6) преж- 
де, чем применять теорему 4.3.5, так как это потребо- 
вало бы больших вычислений и было бы аналогично 
«полному упорядочению» в методе Краута, что не ре- 
комендуется (Уилкинсон (1965)). На практике сперва 
выбирают небольшое число элементов, приводящих 
к минимуму заполнения или к заполнению, близкому 
к минимуму, и затем проверяют выполнимость усло: 
вия (4.3.6), прежде чем выбрать один из этих элемен- 
тов в качестве главного на №-м шаге. 

Можно применить теорему 4.3.5 при моделирова- 
нии метода Краута, если начать с матрицы В, (мат- 
рицы, полученной из матрицы А путем замены всех ее 
ненулевых элементов единицами) и использовать бу- 
левы умножения и сложение в формулах (4.2.1) и 
{4.2.2) для регистрации заполнения. Таким образом, 
для всех шагов могут быть «априорно» выбраны глав- 
ные элементы и в матрице А выполнены перестановки, 
в результате которых эти главные элементы распола- 
гались бы на главной диагонали, прежде чем действи- 
тельный метод Краута был бы применен. Это может 
быть осуществлено, если ни один из вычисленных 
главных элементов не меньше, чем в. Если матрица А 
положительно-определенная, то главные элементы мо- 
гут быть выбраны указанным выше способом '!) (Тин- 
ни и Уолкер (1967); Густавсон и др. (1970)). Поло- 
жительно-определенные матрицы и симметричные 
матрицы, которые могут и небыть положительно-опре- 
деленными, рассматриваются в разд. 4.5. 

4.4. Метод Дулитла (Блэка) 

Этот метод является вариантом метода Краута, в 
котором на Ё-м шаге вычисляются только k-e cTpo- 
ки матриц Г и О (Уэстлейк (1968); Тинни и Уокер 
(1967)). Это является преимуществом, если матрица 
А хранится по строкам. В этом методе элементы Ё-й 
строки матрицы Ё вычисляются елева направо с по- 

  

1) Среди диагональных элементов, — Прим. ред,
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мощью формулы 

1—1 

bap = ey — De lappy j=1, 2,..., k, (4.4.1) 

a 3JIEMeHTHI k-H строки матрицы И вычисляются, как 
ив методе Краута, по формуле (4.2.2). 

Порядок вычислений таков: первая строка мат- 
рицы С, первая строка матрицы И, вторая строка мат- 
рицы СЁ, вторая строка матрицы И и так далее. 

В этом методе для минимизации локального запол- 
нения нельзя пользоваться теоремой 4.3.5, так как к 
началу Р-го шага известна только первая строка под- 
матрицы S,'). Возможно, лучше всего моделировать 
сначала метод Краута, а затем априорно выбрать, 
главные элементы, как об этом упоминалось в преды- 
дущем параграфе. 

Можно также получать матрицы Си И не по 
строкам, а по столбцам, вычислив 

1—1 

ain » ls ook 

Usp = p= , i=1,2,...,k-—1, (4.4.2) 
Ш 
  

и затем применив формулу (4.2.1) для определения 
[в, > К. Этот вариант метода Краута полезен тогда, 
когда ненулевые элементы матрицы А хранятся по 
столбцам. 

В следующем разделе рассмотрим ГО-разложение 
для симметричных матриц. 

4.5. Метод Холецкого 
(квадратных корней, Банахевича) 

Хорошо известно, что если матрица А неособенная 
и симметричная, то она может быть представлена в. 
виде А = СГ’ или А = 0/0. При этом матрица А 
должна быть упорядочена так, чтобы ни одна из ее 
северо-западных главных подматриц не была особен- 
ной. Матрица Ё — это единственная нижняя треуголь- 

1) Так же, как и подматрицы Ма, — Прим. ред.
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ная матрица !), а матрица И — это единственная верх- 
няя треугольная матрица. Если А = U’U, To 

R 

>. Чи = а, = RSI (4.5.1) = 

Поэтому для элементов А-й строки матрицы И имеем 

1 15 
Ure (вы —) и, (4.5.2) 

р=1 

р=1 

в—1 

9 

Un 
Up = j> К. (4.5.3) 

k-1 
В этих формулах принято, что У`(...) =0 для Ё = 1. 

р=1 

Для вычисления строк матрицы И формулы приме- 
няются поочередно. Если матрица А не положительно- 
определенная, то диагональные элементы Иль могут 
быть комплексными числами. 

Если А — положительно-определенная симметрич- 
ная матрица, то метод Холецкого является наилучшим 
для треугольного разложения (Уилкинсон (1965)). 
Для того чтобы ошибки округления были малыми, не 
требуется никаких перестановок строк или столбцов. 
С другой стороны, если матрица А симметричная, но 
не положительно-определенная, то для удержания 
ошибок округления в разумных пределах необходимо 
производить выбор главных элементов, и это нару- 
шает симметрию. Если на каждом шаге брать наи- 
больший диагональный элемент, то это сохранит сим- 
метрию, но не гарантирует устойчивость с точки зре- 
ния ошибок округления. 

В свете сказанного разложение Холецкого приме- 
нимо к симметричным разреженным матрицам, если 
произвольный порядок разложения не влияет отрица- 
тельно на точность вычислений. К счастью, во многих 

1) Дающая факторизацию данной матрицы А. — Прим. ред.
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практических приложениях это имеет место (напри- 
мер, см. Тинни и Уолкер (1967)). 

Для минимизации заполнения в методе Холецкого 
можно использовать теорему 4.3.5. Однако в этом слу- 
чае 

$ = ТЕ, (4.5.4) 

что с учетом формул (4.3.1) и (4.3.2), очевидно, озна- 
чает, что Л» симметричная. Поэтому из равенств 
(4.3.3) и (4.3.4) можно заключить, что 

С) = (78). (4.5.5) 

Имея в виду вышеизложенное, можно вместо теоремы 
4.3.5 использовать следующее следствие. 

Следствие 4.5.6. Если 7 = тах (7#’) и мы пре- 
a 

небрегаем возможностью взаимного уничтожения сла- 
гаемых в скалярных произведениях формулы (4.5.3), 
то перемещение элемента ал, з+ь-1 6 (Е, Ю)-ю поЗзи- 
цию в начале Е-го шага метода Холецкого приводит 
к наименьшему заполнению. 

Доказательство. На любом шаге метода Холецкого 
только диагональные элементы матрицы А могут быть 
переставлены друг с другом, в противном случае бу- 
дет нарушена симметрия. Поэтому в теореме 4.3.5 не- 
обходимо брать х = В. Учитывая равенство (4.5.5), 
отсюда получаем 

Е) 24) — 8) Е rb oy) = тах (7% + ep?) 

ИЛИ 
(Е) — =(К) Г. max Г. 

Начиная с этого места, доказательство следствия та- 
кое же, как и доказательство теоремы 4.3.5 (с вр, за- 
мененным на Ир»). 

Изложенное выше следствие можно применить при 
моделировании метода Холецкого, если исходить из 
верхней треугольной части матрицы В, (полученной из 
матрицы А путем замены в ней ненулевых элементов 
единицами) и произвести булевы умножения и сумми- 
рования в формуле (4.5.3) для регистрации заполне:-
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ния. Заметим, что нет нужды моделировать формулу 
(4.5.2). Кроме того, не нужно производить деления 
в формуле (4.5.3) при булевом моделировании, так как 
знаменатель всегда равен единице. Поэтому может 
быть определена матрица перестановок Р и матрица 
А упорядочена с помощью уравнения А = РАР. Дей- 
ствительный метод Холецкого применяется затем к 

~ 

матрице А. 

4.6. Подходящие формы 
для треугольного разложения 

В главе 3 были приведены некоторые элементар- 
ные формы, к которым может быть априорно преоб- 
разована данная матрица так, что заполнение, если 
оно имеется, ограничивается определенными областя- 
ми этих форм. 

Теперь покажем, что такие же формы желательны 
и для треугольного разложения. В конце разд. 4.2 мы 
указали па то, что Ё = [-—\, где Си Ё — нижние тре- 
угольные матрицы, полученные соответственно в м?- 
тоде Краута и в гауссовом исключении, при условии, 
что порядок и выбор главных элементов в обоих слу- 
чаях одинаковы. Теперь, учитывая формулу (2.2.6), 
имеем _ 

Lye. LoL L=In, 

и из формул (2.2.3) и (2.2.4) является очевидным, что 
матрица [» преобразует А-й столбец матрицы ЁГь- ... 
... Lol, EL kK вектору еь, а все остальные столбцы оста- 
ются без изменений. Таким образом, можно заклю- 
чить, что 

ni) = 0, i<k, 

| 4.6.1 
Ce 961 I (2) —_ 2 (Е) — — 

м в И № [ЕЕ ЕЕ 

Из всего сказанного с очевидностью следует, что эле- 
менты матрицы Г и нетривиальные элементы множи- 
телей в разложении Г имеют одну и ту же структуру 
распределения ненулевых элементов и могут поэтому 
храниться в одинаковых ячейках. Таким образом, в.
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обоих методах, и в методе Краута, и в гауссовом ис- 
ключении, заполнение одно и то же, и поэтому для 
обоих методов желательны одни и те же формы. 

Если А является симметричной матрицей или мат- 
рицей с симметричной структурой распределения не- 
нулевых внедиагональных элементов, то ленточная 
форма (ВЕ), двусторонне окаймленная ленточная фор- 
Ma (DBBF), диагональная блочная форма (ВОК), дву- 
сторонне окаймленная диагональная блочная форма 
(ОВВОРЕ) или комбинации этих форм являются жела- 
тельными для метода Краута (для метода Холецкого, 
если А =). 

Если матрица А несимметричная, она может быть 
преобразована перед применением метода Краута к 
односторонне окаймленной ленточной форме (5ВВЕ), 
односторонне окаймленной диагональной блочной фор- 
ме ($ВВОЕ), треугольной ленточной форме (ВМТЕ), 
окаймленной треугольной ленточной форме (ВВМТЕ), 
треугольной блочной форме (ВТЕ), окаймленной тре- 
угольной блочной форме (BBTF) или к комбинации 
этих форм. 

4.7. Библиография и комментарии 

Задачу оптимального упорядочения для треуголь- 
ного разложения матриц, встречающихся в некоторых 
практических приложениях, рассматривали Кар- 
пентьер (1963), Сато и Тинни (1963), Эдельман (1963, 
1968), Чан (1969), Мак-Кормик (1969), Тинни (1969), 
Ашкенази (1971) и Дженнингс и Тафф (1971). Во мно- 
гих задачах электрических цепей треугольное разло- 
жение является особенно полезным (Тинни и Уокер 
(1967); Эрисман (1972)). Некоторые теоретические ре- 
зультаты сравнения метода Краута с другими мето- 
дами даны Брейтоном и др. (1969). 

Метод Краута может быть обобщен в том смысле, 
что для любого заданного Е мы полагаем или Up, = 1, 
или [нк = |1. В этом случае число делений часто может 
быть сокращено, если группа, имеющая меньшее чис- 
ло ненулевых элементов, нормализована (Густавсон 
и др. (1970)).



Глава 5 

ИСКЛЮЧЕНИЕ ГАУССА — ЖОРДАНА 

5.1. Введение 

Если на каждом шаге гауссова исключения (см. 
разд. 2.2) исключаются не только ненулевые элементы 
под диагональю, но и те ненулевые элементы, кото- 
рые находятся над диагональю, то процесс называется 
исключением Гаусса — Жордана. Таким образом, за- 
данная матрица коэффициентов А приводится непо- 
средственно к единичной матрице в противополож- 
ность методу Гаусса, когда матрица А первоначально 
преобразуется к верхней треугольной (с единичной 
диагональю) матрице (, которая затем приводится 
к единичной матрице. 

В этой главе мы опишем метод исключения Гаус- 
са — Жордана и покажем, каким образом используют- 
ся матрицы, связанные с различными шагами про- 
цесса исключения, для представления обратной мат- 
рицы 4А-! в форме разложения на множители, которая 
называется мультипликативной формой обратной мат- 
рицы (РЕГ). Мы также покажем, каким образом для 
данной разреженной матрицы может быть получена 
разреженная форма РЕ|. 

5.2. Основной метод 

При исключении Гаусса — Жордана (ОЕ) к дан- 
ной матрице А применяется последовательность эле- 
ментарных преобразований для приведения ее к еди- 
ничной матрице /». Та же последовательность преоб- 
разований, примененная к вектору 6 в правой части 
системы уравнений Ах = 6, дает решение (Фаддеев и 
Фаддеева (1960); Фокс (1965)). 

Пусть А) обозначает матрицу в начале А-го шага 
с 

исключения, причем № —=1, 2,..., 0 nw ASA, a
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A(n+!) — /,. Обозначим (р, |)-й элемент матрицы А 
через а). Матрица А® в своих первых А — 1 столб- 
цах совпадает с единичной матрицей /п. На К-м шаге 
&-й столбец матрицы 4) преобразуется в вектор е» 
с помощью элементарных преобразований строк. 
Имеем 

АИ — Т,А®), (5.2.1) 

где 
Г = 1, (6 -е,)е, (5.2.2) 

и элементы вектора-столбца &*®) даются в виде 

ofp ! g(k) — — —в, [54 и =. (5.2.3) 
arp Gp 

Теперь из формулы (5.2.1) и из условий А) == А 
и А"+И —], имеем 

T ... Г.Г. А = Г, 

что дает нам мультипликативную форму обратной мат- 
рицы (РЕГ) в виде 

А =Т,... ТОТ. (5.2.4) 

Если к концу А-го шага исключения Гаусса — Жорда- 
на (СЛЕ) вектор-столбец (® хранится на месте #-го 
столбца матрицы 4+0 (который в дальнейшем не по- 
требуется), тогда нетривиальные элементы формы 
РЕ! будут замещать матрицу А при завершении про 
цесса исключения. 

Мультипликативная форма представления обрат- 
ной матрицы является существенной частью большин- 
ства программ линейного программирования, где во- 
прос минимизации заполнения играет значительную 
роль (Данциг и Орчард-Хейс (1954); Ларсон (1962); 
Смит и Орчард-Хейс (1963); Вулф и Катлер (1963); 
Тьюарсон (1966), (1967а); Орчард-Хейс (1968); Дан- 
циг и др. (1969); Брейтон и др., (1969)). В разд. 5.4 
мы рассмотрим минимизацию заполнения ненуЛевыми 
элементами в процессе исключения Гаусса — Жор- 
дана.
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В случае когда решение системы линейных урав- 
нений Ах = 6 требуется только для небольшого числа 
правых частей, нет необходимости хранить РЕ], так 
как каждая матрица преобразования Гь может быть 
применена также и к правым частям, когда она при- 
меняется к матрице А“) в соответствии с формулой 
(5.2.1). Даже в этом случае для больших разрежен- 
ных матриц очень полезно минимизировать заполне- 
ние ненулевыми элементами при преобразовании мат- 
рицы 4®) в матрицу А@+1 в соответствии с формулой 
(5.2.1). 

В следующем разделе мы рассмотрим соотношение 
между элиминативной формой обратной матрицы 
(ЕРГ), которая была определена в разд. 2.4, и муль- 
типликативной формой (РЕГ). 

5.3. Связь между формами РЕГи EFI 

Вспомним из разд. 2.2, что в процессе обратной 
подстановки метода Гаусса (GE) для матрицы, об- 
ратной к верхней треугольной матрице И с единичной 
диагональю, разложение на множители получается пу- 
тем выбора в качестве главных последовательно рас- 
положенных элементов диагонали, начиная с нижнего 
правого угла матрицы. В этом случае заполнения не- 
нулевыми элементами не может происходить и нетри- 
виальные элементы множителей в разложении об- 
ратной матрицы Ц! получаются только изменением 
знаков у тех элементов матрицы И, которыё лежат над 
диагональю. Однако для вычисления матрицы И-! та- 
ким способом необходимо, чтобы все строки матрицы 
U были известны. Другими словами, необходимо 
ждать завершения процесса прямого гауссова исклю- 
чения. 

Другим путем нахождения матрицы (7! является 
выбор диагональных элементов в качестве главных, 
начиная с левого верхнего угла матрицы и двигаясь 
вниз по диагонали. В этом случае некоторое заполне- 
ние ненулевыми элементами, вообще говоря, будет 
происходить. Однако на А-м шаге при любом частном 
значении ^ требуются только первые ^ строк матрицы
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О. Так как к моменту завершения А-го шага прямого 
гауссова исключения первые А строк матрицы И из- 
вестны, то матрица И! может быть вычислена в про- 
цессе прямого гауссова исключения. Это и есть в точ- 
ности то, что делается при методе исключения Гаус- 
са — Жордана (СЛЕ). Вычисление матрицы И-! в фор- 
ме разложения на множители (которое, как мы пока- 
жем, является тем же, что и вычисление матрицы И-! 
в явном виде) сочетается с прямым гауссовым исклю- 
чением. Мы увидим, что в методе GJE исключение 
элементов над диагональю эквивалентно вычислению 
матрицы (-! в соответствии с приведенным выше вто- 
рым методом. Этот метод для вычисления матрицы, 
обратной к верхней треугольной матрице И с единич- 
ной диагональю, может быть в математической форме 
описан следующим образом. 

Пусть 

Uet) —= 0,08, k=1, 2,..., n, (5.3.1) 

причем 

И? =0, "т — |, (5.3.2) 
И 

U,=1, + Ee, (5.3.3) 

где элементы вектора-столбца ЕК) даются в виде 

Е =0, [Е и = — и, i<k (5.3.4) 

(и® — (1, )-й элемент матрицы И(®). 
Принимая во внимание формулы (5.3.3) и (5.3.4), 

имеем О! = [., и поэтому из формул (5.3.1) и (5.3.2) 
следует, что 

U'=U,... UV). (5.3.5) 

Для установления связи между методами СЕ и 
СЛЕ нам потребуются следующие результаты (Брей- 
тон и др. (1969)). Пусть матрицы Lz, T, u On onpene- 
ляются соответственно формулами (2.2.3), (5.2.2) и 
(5.3.1). Тогда имеем следующие леммы.
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Лемма 5.3.6. Последние п 1 строк матриц 
Гь ... [2 А и Ть... TeT;A идентичны при Е =1, 
2,..., И. 

Доказательство. Лемма, несомненно, верна для 
в = |, так как в каждом из двух методов СЕ и @Е 
первый столбец матрицы А приводится к вектору е: 
идентичными преобразованиями строк, при которых 
в качестве главного взят элемент а). Допустим, что 
лемма справедлива для некоторого К. Тогда на 
(Е + 1)-м шаге, в каждом из двух методов GE u GJE, 

в (+ П-м столбце (Е 1)-й элемент делается рав- 
ным единице, а все элементы, расположенные ниже, 
обращаются в нули. Другими словами, над послед- 
ними И — А строками производятся идентичные пре- 
образования. Поэтому последние п — Е строк матриц 
Гл... МА и Тьма... Г2.Г1А тоже идентичны. До- 
казательство леммы завершается по индукции. 

Лемма 5.3.7. Последние п Е-- 1 строк матриц 
Гь и Ть идентичны при В =1,2, ..., п. 

Доказательство. Принимая во внимание формулы 
(2.2.4) и (5.2.3), мы находим, что последние и - 1 
строк обеих матриц Ё» и Гь образуются из последних 
n—k-+ 1 элементов Е-го столбца соответственно мат- 
риц Ly)... LeLiA wu Ть-1... Т2.Г.А. Поэтому, учиты- 
вая лемму 5.3.6, последние и — Е |1 строк матриц Ё» 
и Гь идентичны. 

Лемма 5.3.8. Если матрицы И® и А® опреде- 
ляются соответственно формулами (5.3.1) и (5.2.1), то 
первые К — | строк обеих матриц совпадают при Е =2, 
3, ..., И. 

Доказательство. Так как е1![.А=е0, то, учитывая 

лемму 5.3.6 и равенство И =[Г,, имеем е1А®) = 
—еТ.А=е[А=е=е0И =е'0®. Таким образом, 
лемма справедлива при ^ = 2. Предположим, что лем- 
ма справедлива при некотором &. Тогда из формулы 
(5.2.1) на основании леммы 5.3.6 и учитывая, что 
в конце ЁР-го шага прямого гауссова исключения
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вк... [2[1А==е»0, имеем 

ег А+ —е,Ть... Г.Г. А = еЁь ... Lgl A= 

= eU = ef Ue +), 

Теперь из формул (5.2.1), (5.2.2), (5.2.3), (5.3.1), 
(5.3.3) и (5.3.4) следует, что на А-ом шаге над пер- 
выми ^ — | строками обеих матриц 4) и (® произво- 
дятся идентичные преобразования. Поэтому не только 
k-e€ строки, но также и первые &Е— 1 строк матриц 
А+) и (+) являются идентичными. Методом индук- 
ции по А доказательство леммы завершается. 

Лемма 5.3.9. Первые Е— | строк матриц Оь и Ть 
совпадают. 

Доказательство. Принимая во внимание формулы 
(5.3.3), (5.3.4), (5.2.2) и (5.2.3), находим, что нетри- 
виальные элементы первых Е — | строк в обеих мат- 
рицах О» и Ть образуются из первых А — | элементов 
к-х столбцов соответственно матриц И“®) и А@®). Поэто- 
му из леммы 5.3.8 заключаем, что первые Е — | строк 
матриц Ок и Г, идентичны. 

Лемма 5.3.10. Если матрицы Ик и Ц! даются со- 
ответственно формулами (5.3.3) и (5.3.5), то К-е столб- 
иы этих матриц идентичны. 

Доказательство. Из формул (5.3.3) и (5.3.4) имеем 

U eq — CU, + Ee.) ед — ед» р == 9, 

Оъе› = e, + g(P) 

UE” — (1. + Фе.) ЕР) — ЕР), а>р, 

> 

Tak Kak ef” =0. 
Поэтому имеем 

Пе = Он... Це == Он... Цви веь = 
г г 2()) =(k) ~ 

=U, ... Ups (е + Е )=eg+é — Оье,, 

что завершает доказательство.



128 Гл. 5. Исключение Гаусса — Жордана 
  

На основании лемм 5.3.7, 5.3.9 и 5.3.10 имеем сле- 
дующие два уравнения, которые показывают связь 
между формами РЕГ и EFI: 

е/Те, = eU,e,=eU'e,, i<k, (5.3.11) 

е,Т ,е, = е,[.,е К. (5.3.12) 
ЕЕ? 

Из формулы (5.3.11) ясно, что нетривиальные эле- 
менты РЕГ, расположенные над ведущей диагональю, 
являются элементами матрицы И-', выраженной в яв- 
ной форме, где И является верхней треугольной мат- 
рицей с единичной диагональю, полученной в конце 
процесса прямого гауссова исключения. С другой 
стороны, из формулы (5.3.12) следует, что нетриви- 
альные элементы в обоих формах РЕГ и ЕБГ, распо- 
ложенные на диагонали и под ней, являются иден- 
тичными. Таким образом, структура распределения 
нулей и ненулевых элементов в обеих формах РЕ] 
и ЕН| одинакова для элементов, расположенных на 
диагонали и под ней. Над диагональю структура- 
распределения нулей и ненулевых элементов у формы 
РЕ! такая же, как и у матрицы И-\, в то время как 
у формы ЕЕТГ она такая, как у матрицы И. Вообще 
говоря, матрица И! содержит больше ненулевых эле- 
ментов, чем матрица (И, и поэтому форма РЕ] обычно 
не так разрежена, как форма ЕЁ. 

5.4. Минимизация общего числа 
ненулевых элементов в форме PFI 

Ввиду тесной связи, существующей между фор- 
мами РЕГ и ЕР], все сказанное в разд. 2.3 относи- 
тельно ошибок округления и выбора главного эле- 
мента остается в силе и в случае формы PFI. Meron 
минимизации общего числа ненулевых элементов 
в форме РЕ! по существу подобны тем, что приве- 
дены в разд. 2.5 (Маркович (1957); Ларсон (1962); 
Смит и Орчард-Хейс (1963); Вулф и Катлер (1963); 
Диксон (1965); Тьюарсон (1966), (1967,6); Орчард-
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Хейс (1968)). Мы сейчас вкратце рассмотрим те из- 
менения, которые нужно внести в методы, приве- 
денные в разд. 2.5, с тем чтобы они могли быть ис- 
пользованы в случае формы РЕ]. 

На А-м шаге метода СЛЕ Е-я строка матрицы А@) 
умножается на различные коэффициенты и склады- 
вается со всеми другими строками. Вследствие этого 
имеет место заполнение ненулевыми элементами не 
только области ниже диагонали (как в методе СЕ), 
но также и области, расположенной над диагональю. 
Для минимизации этого заполнения нам потребуются 
следующие результаты. 

Если к началу Е-го шага метода СЕ переставить 
5-ю и Ё-ю строки и Ё-й и К-й столбцы, то вместо эле- 
мента а) в качестве главного элемента будет взят 

элемент а. Конечно, |а@®| должно быть больше 
допустимого значения главного элемента в. При та- 
ком выборе главного элемента мы получим следую- 
щее. Если Рь и @, есть матрицы, полученные пере- 
становкой соответственно 5-й и КЁ-й строки #-го и 
k-ro столбцов единичной матрицы [»„, то матрица 

А) —=Р,А®о, (5.4.1) 

имеет элемент а в (#, ^)-й позиции. Тогда вместо 

формул (5.2.1) и (5.2.3) имеем 

Abt) = T,A®, k=1,2,..., n, (5.4.2) 
И 

и—_ 4 «) — С. —= — TR, isk, И С, — ky (5.4.3) 

arr ape 

и из формул (5.4.1) и (5.4.2) имеем 

А = 00. ... О,Г.Р, ... Т.Р.Г1Р,. (5.4.4) 
Пусть В» есть матрица, полученная из последних 

п—Е-- 1 столбцов матрицы А“) путем замены в них 
ненулевых элементов единицами. (Заметим, что мат- 
рицы А®) и В» не идентичны соответствующим мат- 
рицам разд. 2.5.) Теперь имеем следующую тео- 
рему (Тьюарсон (19766)), которая подобна тео- 
реме 2.5.5.
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(К) ; Теорема 5.4.5. Если saemexT aj,,_,, ede i ZR, 
выбран в качестве главного элемента на ЁЕ-м шаге 
метода СЛЕ, то локальное заполнение дается (1,])-м 
элементом матрицы Сь, равной 

С, == ВьВЬВЬь, (5.4.6) 

где Вь — матрица, полученная из матрицы Вь путем 
замены всех ее нулей единицами, а всех единиц — 
нулями. 

Доказательство. Если в матрице А® (ра Е— 
—1)-й элемент равен нулю, но (фа+А-|)-Й и 
(р, 1 Е — [)-й элементы — оба ненулевые, то из фор- 
мул (5.4.1), (5.4.2), (5.2.2) и (5.4.3) следует, что 
(рра-А^—1)-й элемент матрицы А®+) будет нену- 
левым. Начиная с этого места, ход доказательства 
настоящей теоремы совпадает с доказательством 
теоремы 2.5.5 при условии, что СЕ заменено СЕ 
и матрица М является матрицей размеров пХ (п — 
—^-+ 1), все элементы которой равны единице. Эту 
часть доказательства поэтому мы здесь не приводим. 

Приводимое ниже следствие непосредственно вы- 
текает из теоремы 5.4.5, и на этом основании его до- 
казательство опущено. 

Следствие 5.4.7. Если на Е-м шаге метода GJE 
элемент а® выбран в качестве главного элемента, 

причем $5 > Е, {= В РА— 1, а $ и В определяются 
формулой 

gy) = min eG ,é, (5.4.8) 

(k | — . для всех |а®,,_|>е, [2 (=— некоторое подхо 

Одящим образом выбранное допустимое значение глав- 
ного элемента, а 6; —]-й столбец матрицы Ги-ь+1), то 
локальное заполнение будет минимальным. 

Так как элементы всех матриц Ть вычисляются по 
элементам всех матриц 4“), то минимизация локаль- 
ного заполнения всех матриц А®) будет минимизи- 
ровать число ненулевых элементов формы РЕГ при
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условии, что обеспечение локальных минимумов при- 
водит к глобальному минимуму. Это может быть 
верным для некоторых матриц, но не является тако- 
вым для произвольных матриц. 

Более простой, хотя и менее точный метод выбора 
главного элемента, при котором локальное заполне- 
ние мало, основан на следующей теореме (Марко- 
вич (1957)). 

Теорема 5.4.9. Если элемент а) Ш, где > К, 

выбран в качестве главного элемента на Е-м шаге 
метода СТЕ, то максимально возможное заполнение 
(не обязательно совпадающее с реальным) дается 
формулой 

Bh) = (7?) — 1) (cle) — 1), (5.4.10) 

20e 
rt) = eB, с = V'B,é,, (5.4.11) 

У, и У— соответственно (пП— Е- 1)-мерный и п-мер- 
ный векторы-столбцы, все элементы которых едини- 
цы, аг; — |-й столбец матрицы Г.в. 

Доказательство. Из формулы (5.4.11) видно, что 
г и с® обозначают общее число ненулевых эле- 
ментов соответственно в 1-й строке ив (j-+k—1)-M 
столбце матрицы 4А@®. Поэтому максимум возмож- 
ного заполнения, который может иметь место, когда 
(17-Е — 1)-й элемент матрицы А® выбран в каче- 
стве главного элемента, будет равен (7 — 1) (с®— 1), 
что завершает доказательство. 

Легко показать, что 8 является (р, ])-м элемен- 

том матрицы Gp: из формул (5.4.10), (5.4.11) и на 
основании равенства е,/ = ,ё, =1 имеем 

9% = (е.В.У, — 1) (V"B,é, —1)= 

=e; (B,V,—V) (VB, — у, 6,, 

поэтому . 

Для того чтобы воспользоваться теоремой 5.4.9 
вместо формулы (5.4.8), будем производить выбор
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главного элемента на А-м шаге с помощью уравнения 

A(R) — e / А ~ 

g() = min eG, é; (5.4.13) 

(Е) nasa Beex | al), _,| >. 
Заметим, что главный элемент а paw выбран- 

ный в соответствии с формулой (5.4.13), не обяза- 
тельно приводит к наименьшему локальному за- 
полнению. 

Приведенные в разд. 3.2 методы минимизации 
объема памяти для хранения формы ЕЁЕ|Г, основанные 
на априорной перестановке столбцов, могут быть 
также применены и для формы РЕ]|. Такая возмож- 
ность вытекает из следующих соображений. При 
— | уравнения (3.2.2) и (5.4.11} одинаковы, и по- 

этому все ci), yi HA‘! OyAYT HOe€HTHYHBIMH DJIA Me- 

тодов СЕ и СЕ. Более того, в обоих методах СЕ 
u GJE wa (R+1)-M шаге главный элемент может 
быть выбран только из последних п— Е строк и 
столбцов. Поэтому только последние п— А из вели- 
чин /*® связанных с методом СЛЕ, должны быть из- 
менены на A-m шаге. Это вместе с тем обстоятель- 
ством что Вь — это матрица размеров п Х (п— Е 1) 
(а не размеров (n—k+1)X(n—R+1), как в ме- 
тоде СЕ), позволяет нам иначе сформулировать тео- 
рему 3.2.12. 

Теорема 5.4.14. Если ненулевые элементы послед- 
них п-Е- 1 строк и столбцов матрицы А®) распре- 
делены в этих ствоках и столбцах случайным обра- 
зом и #” есть число ненулевых элементов в 1-й стро- 

ке матрицы А® для {> Е, тогда 7+1 — ожидаемое 
vy 

число ненулевых элементов 1-й строки матрицы 
А+) для {> Е — дается формулами 

Ре — ple) @® —0, (5.4.15) 
ПИ — ple) + ple) 9 — 

2(R) __ 1 2(®) 1 

ео a) #0. (5.4.16) 
n—k ’
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Доказательство. Такое же, что и для тео- 
ремы 3.2.12. 

Итак, мы видим, что столбцы матрицы А могут 
быть априорно упорядочены в соответствии с возрас- 
тающими значениями всех С’, у’ или АИ’ и глав- 

ные элементы выбираются согласно формуле (3.2.11), 
но значение Й изменяется с помощью формул 
(5.4.15) и (5.4.16) вместо формул (3.2.13) и (3.2.14) 
(Тьюарсон (1966), (1967а); Орчард-Хейс (1968)). 

Как и в разд. 3.3, можно преобразовать матрицу A 
с помощью матриц перестановок строк (Р) и столб- 
цов (@) так, чтобы матрица А = РАО имела одну 
из форм, желательных для метода СЛЕ. Мы перей- 
дем к рассмотрению этого вопроса. 

5.5. Подходящие формы для метода СЛЕ 

Если главные элементы последовательно берутся 
на диагонали матрицы А, начиная с верхнего левого 
угла, следующие формы, описанные в гл. 3, являются 
также желательными и для Metona GJE: BDF, 
SBBDF, ОВВПЕЁ, транспонированная форма ВТЕ 
(нижняя треугольная блочная форма), транспониро- 
ванная форма ВВТЕ (окаймленная нижняя треуголь- 
ная блочная форма). В гл. 3 уже были приведены ме- 
тоды, позволяющие преобразовать матрицу А к одной 
из этих форм. 

Подходящая форма для матрицы ДА, которая вклю- 
чена в некоторые программы для ЭВМ (Орчард-Хейс, 
1968), определяется матрицами перестановок Р и (0, 
такими, что 

I Aj Ais Ai, 

sonfu|° 42 9 9 
PAQ= A=) Ay Aggy О |’ 

О Ию Аз Ам 
где Д.2 и А.. — нижние треугольные матрицы, а Азз — 
квадратная матрица. Главные элементы выбираются 
последовательно из матриц /, 4.2, Азз и Ааа. За ис-. 
ключением матрицы Азз, главные элементы выби-
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раются на диагонали. Заполнение имеет место только 
в областях Аз, Аз и А.з, когда главные элементы 
выбираются из матрицы Азз. Это заполнение может 
быть минимизировано любым из методов, изложен- 
ных В разд. 5.4. 
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Глава 6 

МЕТОДЫ ОРТОГОНАЛИЗАЦИИ 

6.1. Введение 

Во многих практических приложениях требуется 
преобразовать заданную разреженную матрицу в 
другую матрицу с ортонормированными столбцами. 
Применение программ ортонормирования хорошо из- 
вестно (Дэвис (1962)). В этой главе мы рассмотрим 
задачу определения оптимального порядка, в кото- 
ром столбцы заданной разреженной матрицы должны 
быть ортонормированы, чтобы результирующаяся 
матрица была как можно более разреженной. Нас 
будут интересовать методы ортонормирования Гра- 
ма — Шмидта, Хаусхолдера и Гивенса (Тьюарсон 
(1968а), (1970а)). 

6.2. Метод Грама — Шмидта 

Пусть А обозначает матрицу размеров т Х п, где 
т — п, ранг которой равен ип. Метод Грама — Шмио- 
та заключается в определении такой верхней тре- 
угольной матрицы 0, что столбцы матрицы АО орто- 
нормированы (Дэвис (1962); Райс (1966)). Если мат- 
рица А разреженная, то, вообще говоря, предпочти- 
тельней найти такую матрицу перестановок @, чтобы 
и матрица АСЦО, и матрица О были разреженными. 
Методы для осуществления этого будут рассмотрены 
в следующем разделе. В настоящем разделе мы рас- 
смотрим слегка измененный вариант метода Гра- 
ма — Шмидта, более точный по сравнению с обычным 
методом с точки зрения ошибок округления (Райс 
(1966); Тьюарсон (1968а)). Он называется модифи- 
цированным методом Грама — Шмидта (КО$) и со- 
стоит из п шагов. Если А®) обозначает матрицу к на-
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чалу А-го шага, А = 1, 2,..., п, а А@) == А, то после п 
шагов все столбцы матрицы А+) будут ортонорми- 
рованными. В матрице А“) первые k — 1 столбцов ор- 
тонормированы, а А-й столбец ортогонален к.ним. На 
к-м шаге А-й столбец матрицы А нормируется, а по- 
следние П— А столбцов делаются ортогональными 
к нему. Результирующая матрица обозначается через 
А®+7, Если а) и а® обозначают соответственно ]-й 

&-й столбец 

  

X Xe © © XX —A-f CMPOKA 

    
  

Рис. 6.2.1. Элементарная матрица Ок на Ё-м шаге. 

столбец и (1])-й элемент матрицы А®), то метод мо- 
жет быть в математической форме описан следую- 
щим образом: 

АТ — АЗ, Е=1,2,... п, (6.2.1) 
где элементарная верхняя треугольная матрица О» 
(см. рис. 6.2.1) дается формулой 

UO, =1, + en (&” — ef), (6.2.2) 

причем элементы вектора-строки Ё®) определяются 
так: 

) 

(№) . 
| =0, |< Е; 

аа) 

g(t) ! 9 >в (6.2.3) 
в — ги — У, 

7 — а а (У (В) к @& 
(аа)?
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Матрица Ох является единичной матрицей, в кото- 

рой А-я строка заменена вектором-строкой &®. Из 
формул (6.2.1), (6.2.2) и (6.2.3) следует, что 

  

| а, i<k, 
a‘) oy 

] (a, a; )? (6.2.4) 

(ey fk) 
(ое (Е) i 

| a; al?) q!®) а, ? | > R. 
к с 

В такой форме метод Ка$ обычно приводится в учеб- 
никах. 

Если А — квадратная матрица п-го порядка 
(т = п), то из формулы (6.2.1) и из того факта, что 
обратная к матрице с ортонормированными столб- 
цами равна транспонированной к ней матрице, сле- 
дует, что | _ 

А =0.0,... О.А". (6.2.5) 

Таким образом, метод КО$ может быть использован 
для вычисления матрицы А-". 

6.3. Минимизация ненулевых элементов 
в методе К($ 

Из формулы (6.2.4) видно, что во всех столбцах, 
для которых существует отличное от нуля скалярное 
произведение со столбцом а, может иметь место 

некоторое заполнение. Поэтому для минимизации 
локального заполнения из последних п — Е - 1 столб- 
цов выбирается столбец а*), который привел бы к 
наименьшему заполнению, если перед А-м шагом ме- 
тода Ка$ сделать его Ё-м столбцом. Это осуще- 
ствляется перестановкой Ё-го и 5-го столбцов мат- 
рицы 4: _ 

A™ = АО, (6.3.1) 

где О, получается перестановкой Р-го и 5-го столбцов 
единичной матрицы /». Тогда вместо формулы (6.2.1)
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применяем 

А+ — АО, k=1,2,..., 0. (6.3.2) 

Если air) и 4 обозначают соответственно i стол- 

беци е )-элемент матрицы А®” то матрица oO, дается 

формулой (6.2.2), но лементы векторов &® даются 
формулами 

Е =0, [<k, 

aa ‚ 1 . И gf? =— — ни, j>k, (6.3.3) 
(ata) 2 Е Ч 

вместо формул (6.2.3). 
Для определения столбца, который приводит к на- 

именьшему локальному заполнению, можно восполь- 

зоваться следующей теоремой, в которой через p\*) 
обозначен ]|-й столбец матрицы В», полученной из по- 
следних П-Е-- |1 столбцов матрицы А“) путем за- 
мены всех ненулевых элементов единицами. 

= 

Теорема 6.3.4. Если ((-А—1)-й и К-й столбцы 
матрицы А®) переставлены и затем выполняется k-ti 
шаг метода К($, то максимальное заполнение дается 
{-м диагональным элементом матрицы Сь, где 

бь = (Вь* Вь) ВьВь, (6.3.5) 

причем « обозначает булево умножение, а матрица B,, 
получается из матрицы В» путем замены всех ее нулей 
единицами, а всех единиц нулями. 

Доказательство. Если (Т--Е—1)-й столбец мат- 
рицы А®) сделан ортогональным к ее (]-+#—1)-му 
столбцу, то максимальное число дополнительных нену- 
левых элементов, созданных в |-м столбце, равно 

р 5, где 5 — |. -й столбец матрицы Вь. С другой 
k k 

стороны, если b} у * DY ’=0, To Hu один ненулевой эле- 
мент не создается. Таким образом, в обоих случаях 
общее заполнение для 7-го столбца может быть дано 
в виде , 

(R)’ ( 7 (2) ’, (К (вы) БЬЮ,
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Принимая во внимание то обстоятельство, что 
(Е 

bY” bY —=0, общее заполнение для всех столбцов имеет 
ВИД 

n—k+l 
= У (ыы) БЫ, (6.3.6) 

j=! 

ИЛИ 

n-k+1 
др ~ \ ~/7/ ~ 

gi) = 2. GEE * Вьё,) 6,ВьВьё!, 

где 6} является j-M столбцом матрицы In-k41, ИЛИ 

n-R+1 

git) = 6 (Bi, * B,) У & В,ё, = 
j=l 

ри. , ~ ~~ 
=F} (Bi * B,) B B,Bpée: = E:Gpét, 

n—-k+1 

так как » é;é;=T1],-p,1;, ЧТО и завершает доказа- 
j=l 

тельство теоремы. 

Заметим, что условие 6%” » 5 =1 не обязательно 
означает, что скалярное произведение соответствую- 
щих столбцов матрицы Am не равно нулю. Также за- 

полнение в столбце pi”? может быть меньше, чем 

р”, так как в действительном методе ВС$ может 
иметь место взаимное уничтожение слагаемых. Этим 
объясняется, почему 5 дает максимальное, а не 
действительное заполнение. Наш опыт учит, что такие 
случаи!) редки и когда они имеют место, то состав- 
ляют лишь небольшой процент от общего объема вы- 
числений. Поэтому действительное заполнение очень 

близко к 81). Как бы там ни было, из приведенной 
выше теоремы следует, что для того, чтобы миними- 
зировать заполнение, мы определяем 

gi) = — min gir) = min [2:4 „6, | (6.3.7) 

в начале 2-го шага метода КЦ$, затем полагаем $ — 
—=$+#—1 и применяем формулы (6.3.1), (6.3.2) 

1) Имеется в виду — взанмного уничтожения слагаемых. — 
Прим. ред,
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(6.2.2) и (6.3.3.) для вычисления матрицы А+ с по- 
мощью матрицы А“). Заметим, что для определения $ 
на каждом шаге Е должны вычисляться только диаго- 

/ 

нальные элементы произведения матриц В, * В» и 

В»Вь. Даже это требует больших затрат труда на 
каждом шаге. Поэтому, прежде чем применить метод 
Ко$, мы можем априорно упорядочить столбцы 
матрицы А по возрастающим значениям диагональ- 

ных элементов матрицы (Bi * B:) BiB). Можно также, 
используя теорему 6.3.4, производить изменения по- 
рядка столбцов матрицы А“) через определенные ин- 
тервалы, а не на каждом шаге &. Это, вообще говоря, 
приводит к дальнейшему уменьшению заполнения. 
Для определения столбцов, когорые приводят к нуле- 
вому заполнению в других столбцах, полезно исполь- 
зовать приводимые ниже следствия из теоремы 6.3.4. 

Следствие 6.3.8. Если всякий раз, когда 6" «6 ® 1, 

имеем БР ro gi? =0. 

Доказательство. Пусть У является т-мерным век- 
тором, все элементы которого единицы. Тогда 

О у — И = 
=(и 5”) = 
— Бью 

и следствие вытекает из формулы (6.3.6). 

Следствие 6.3.9. Если 676) = 1, то в® =0. 

Доказательство. Если 66 =1, то Ш» =] 
ky’ p(k 

означает, что ВВ” = |, и на основании следствия 
6.3.8 имеем 2 =0. 

Таким образом, из этого следствия видно, что все 
столбцы, содержащие всего один ненулевой элемент, 
должны быть ортонормированы в первую очередь. 
Следующая теорема показывает, что в действительно- 
сти столбец с единственным ненулевым элементом 
приводит к уменьшению общего числа ненулевых эле- 
ментов в столбцах, с которыми он взаимодействует.
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Теорема 6.3.10. Если a) = 1, но а =0 для всех 

рае р, то ат = 0 для всех [> А. 

Доказательство. Из формулы (6.2.4) для |>Е 
имеем 

И — glk) — (glk)qlk) | (qlk))2) g(t) = 
Oni Яр (аа / (27) ) а 

— glk) — glk) = 
a7 — 45; =9, 

что и завершает доказательство теоремы. 
Пусть У и У» — соответственно т-мерный и (п — 

—^- 1)-мерный векторы-столбцы, все элементы ко 
торых единицы, ае; и 6; обозначают 1-е столбцы мат- 
риц [в И [п-вз1 соответственно. Тогда, подобно форму- 
лам (5.4.11), определим 

КОВ, и с®=У’В,. (6.3.11) 
Теперь можем описать алгоритм априорчого упорядо- 
чения столбцов матрицы А для минимизации запол- 
нения. 

Алгоритм 6.3.12. Определить матрицу В, по мат- 
рице А. Пусть Ю; обозначает вектор-строку, состав- 
ленную из п натуральных чисел так, что ее ]-й элемент 
равен |. Положить К == [. 

1. Вычислить с”’ по формуле (6.3.11). Найти 
с) = тт, с). В случае совпадения значений мини- 

мума для нескольких | выбрать с! с наименьшим ин- 
дексом. Если с > 1, перейти к шагу 2. В противном 

случае положить все oY) —= 0, если БО — 1, заменить 
{-й столбец матрицы В» ее первым столбцом и исклю- 
чить первый столбец из дальнейшего рассмотрения. 
Переставить (Е ® —|1)-й и Е-й элементы вектора К». 
Положить А равным А -{ 1. Если ^ = п, то перейти к 
шагу 3, в противном случае вернуться к началу на- 
стоящего шага. 

2. Вычислить С» согласно формуле (6.3.5). Упоря- 
дочить последние п -]1 элементов Ю» соответ- 
ственно возрастающим значениям диагональных эле- 
ментов матрицы С» и обозначить результирующий век- 
тор через Rani.
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3. Упорядочить столбцы матрицы А согласно зна- 
чениям элементов вектора Ап-! так, чтобы новая пози- 
ция ]-го столбца матрицы А соответствовала значению 
[-го элемента вектора Ав. 

Замечания. На первом шаге изложенного алгорит- 
ма мы определим все столбцы матрицы А, которые 
содержат всего один ненулевой элемент. После того 
как такие столбцы делаются ортогональными к OC- 
тальным столбцам матрицы, могут появиться еще 
столбцы с одним ненулевым элементом (согласно тео- 
реме 6.3.10), и они также определяются на первом 
шаге. На втором шаге оставшиеся столбцы матрицы А 
упорядочиваются соответственно величинам заполне- 
ния, Которое каждый столбец создавал бы, если бы 
его выбрали в конце первого шага алгоритма. Заме- 
тим, что в существующей практике выполнения алго- 
ритма перестановка столбцов матрицы А“) только за- 
поминается, а не производится фактически. Информа- 
ция о перестановках используется в дальнейшем при 
осуществлении ортогонализации по методу КО$. 

Матрицы перестановок Ри Q, при которых мат- 
рица А = РАО имеет форму, подходящую для метода 
КО$, могут быть найдены способами, описанными в 
гл. 3. Если матрица А имеет одну из форм: ВБР, ВТЕ, 
BNTF, SBBDF, DBBDF, BBTF uau BBNTF, To об- 
ласть, в которой может иметь место заполнение, огра- 
ничивается заштрихованными частями этих форм. 

В следующем разделе мы рассмотрим метод орто- 
гональной триангуляризации Хаусхолдера (1959). 
В нем используются элементарные эрмитовы матрицы 
для преобразования матрицы А к верхней треуголь- 
ной форме. 

6.4. Метод триангуляризации Хаусхолдера 

Этот метод состоит из ий шагов. Для Е-го шага 

А+ — Н,А®), =1,2,...,, (6.4.1) 
где 

Нь= т — 04 OH, (6.4.2)
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а элементы вектора-столбца *"*) даются формулами 

ny) = 0, i<k, (6.4.3) 

A =ahH+p,, AY=ah, idk, 
причем 

#2. (8) «ЕВ 64.4 
и для устойчивости В» берется с тем же знаком, что и 
а®). Мы начинаем с матрицы А4) = А. После п шагов 
метода триангуляризации Хаусхолдера (НТ) первыеп 
строк матрицы А‘”+0 представляют собой верхнюю 
треугольную матрицу, которую обозначим через 0, а 
последние т — п строк матрицы А+ содержат одни 
нули (напомним, что т > п). Заметим, что только 
п— | шагов требуется для метода НТ, если Т = п. 
Пусть 

A,An-| ... H,=H, (6.4.5) 

а матрицу, составленную из первых И строк матрицы 
Н, обозначим через Я. Тогда из формулы (6.4.1) и из 
того, что Н — ортогональная матрица, следует 

Aw) = HA 
И >- => 

A= H'U 
и, наконец, _ . 

АП! =’. (6.4.6) 

Так как О! — верхняя треугольная матрица и столб- 
цы матрицы Я” ортонормированы, то из формулы 
(6.4.6) следует, что метод НТ является другим возмож- 
ным путем ортонормирования столбцов матрицы А. 
Высокая точность метода НТ делает его привлека- 
тельным для вычислений (Уилкинсон (1965)). Ko- 
нечно, он требует больших затрат труда, чем метод 
КОа$. Матрица Н хранится в факторизованной форме 
(6.4.5); фактически требуется хранить только ненуле- 
вые элементы векторов 1“) и все значения ох (Тьюар- 
сон (1968а)).
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Для рассмотрения вопроса о заполнении для ме- 
тода НТ нам потребуется следующая лемма. 

Лемма 6.4.7. Если ^-й шаге метода НТ задан фор- 
мулами от (6.4.1) до (6.4.4), то 

а) первые К— 1 строк и столбцов матриц А+) и 
А“) одинаковы, 

6) + = ЗВ, и +0 =0, {> 4. 
Доказательство. Из формул (6.4.2) и (6.4.3) видно, 

что первые к — | строк и столбцов матрицы Нь такие 
же, как и соответствующие столбцы и строки единич- 
ной матрицы /[ш. Отсюда, принимая во внимание фор- 
мулу (6.4.1), следует справедливость первой части 
леммы. Теперь из формул (6.4.3) и (6.4.4) имеем 

па = (ale) + B,) al + x (а = 2 

— = В, а» + BE = Op, 

откуда, учитывая формулы (6.4.1) и (6.4.2), вытекает, 
что 

(ЕН Ш (В) — q—l (AlkY p(k) nk) == 
а, a) — ar! (Hal?) nf 

= git) — Ale 

ИЛИ 
(k+1) — 

One ¥ B, 

at+V—=0, i>k. 

Этим завершается доказательство леммы. 
Из приведенной леммы ясно, что единственно воз- 

можным на А-м шаге метода НТ является заполнение 
в последних И Е -- | строках и п— РЕ столбцах мат- 
рицы А“). Для минимизации этого заполнения вос- 
пользуемся приведенными ниже теоремами (6.4.8) и 
(6.4.9). Пусть Вь — матрица, полученная путем за- 
мены ненулевых элементов единицами в последних 
п_Ё--| строках и столбцах матрицы А®). Обозна- 
чим /-й столбец этой матрицы через by) a (1) -й эле-
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мент — через 6“, так что 
~ Е) I x b\”) —= Bpé;, bY) = &;B,6;, 

где ё; — |-й столбец единичной матрицы /н_и+1. Тогда 
имеем следующую теорему. 

Теорема 6.4.8. Если 5®) = 1, то максимальное зна- 

чение заполнения на Е-м шаге метода НТ дается пер- 
вым диагональным элементом матрицы Сь, опреде- 
ленной формулой (6.3.5). 

Доказательство. Из формул (6.4.1), (6.4.2), (6.4.3) 
и (6.4.4) имеем 

get) = af) — ar! (qa) A, gq >k. 

Ho 
m 

(k)’ q(k) — (alt) + Bale), nay 2, aay + В, а, 

и так как равенство 6” ==| гарантирует выполнение 
неравенства а) == 0, то условие 

oY” » of =0, 

где ет 1, влечет за собой > аа =0 и 

Ase a, = 0. Следовательно, в 4-м cronbue матрицы 4“) 

не будет заполнения, если равенство b\” « bj” = 1 не 

имеет места. Если pie” * bY”) — |, то заполнение не мо- 

жет превышать величины (Oo » of”) oo!” где век- 

top 6“ получен из вектора $’ путем замены в нем 
всех единиц нулями, а всех нулей — единицами. (За- 
метим, что равенство 6“ » 5) =] не означает, что 
йа) = 0, так как может иметь место взаимное 

уничтожение слагаемых скалярного произведения.) 
Учитывая равенство 6”) =0, можно выразить мак- 
симум заполнения всех столбцов матрицы А“) в виде 

п-Е+! 
git) = __ У (6 x р ?) р!" 0, 

]=1
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что соответствует формуле (6.3.6) при 1 = 1. Подоб- 
ным же образом мы заключаем, что 

gi) = 8'G,é 

Этим завершается доказательство теоремы. 
Заметим, что если а) =0, то может существовать 

столбец у, для которого а == 0, но аа ==0, 

поэтому будет иметь место излишнее заполнение в у-м 
столбце. Этого можно избежать перестановкой #-й 
и 5-й строк матрицы А“®) перед А-м шагом метода НТ, 
причем $ определяется из условия а®) = 0. Для учета 

перестановок строк и столбцов имеется следующая 
теорема. 

Теорема 6.4.9. Гри перестановке двух столбцов 
матрицы Вь должны быть переставлены также соот- 
ветствующие диагональные элементы матрицы Сь. Пе- 
рестановка же двух строк матрицы В» никакого влия- 
ния на матрицу С» не оказывает. 

Доказательство. Пусть матрицы Рь и @»ь получены 
из единичной матрицы /и-—к-.: путем перестановки двух 
строк и двух столбцов соответственно. Теперь если мы 
замещаем матрицу В» матрицей Р,„ВьО», то правая 
часть уравнения (6.3.5) будет равна 

(О,ВЕРЬ * Р.В, Оь) ОЬВЕРьРьВьО, = 

— 0; (Вь * В,) ВёВьО, = ОСьОь, 
так как 

Pr * Pe = Qu Qe = Qu * Qe = PrPe=In—e41- 

Этим завершается доказательство. 
Из теорем (6.4.8) и (6.4.9) следует, что для мини- 

мизации заполнения в методе НТ мы определяем к на- 
чалу Ё-го шага индекс $ согласно формуле (6.3.7) и 
другой индекс $ > к, такой, что а, ,_, 520. Затем 
переставляем А-й и ($ +Е—1)-й столбцы и Р-уюи 
5-ую строки матрицы 4). Очевидно, столбцы матрицы 
Вь, содержащие всего один ненулевой элемент, не при- 
водят к какому-либо заполнению и должны рассмат-
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риваться первыми. Это эквивалентно предварительной 
перестановке строк и столбцов матрицы А, которая 
позволила бы получить наибольшую верхнюю тре- 
угольную матрицу в верхнем левом углу, прежде чем 
применить метод НТ к оставшейся матрице. 

6.5. Сопоставление заполнений 
в методах ВОЗ и НТ 

В предыдущем разделе мы отметили, что метод НТ 
может быть применен к заданной матрице А для по- 
лучения матрицы Я” с ортонормированными столбца- 
ми. Соотношение между матрицами А и В’ дается фор- 
мулой (6.4.6). Если мы вспомним, что Н”’ обозначает 
матрицу, составленную из первых п столбцов мат- 
рицы Н!Н2... Нь, и будем ее хранить в факторизо- 
ванной форме, то потребуются только ненулевые эле- 
менты всех векторов 1“) и все ак. Хранение матрицы 
Н’ в факторизованной форме не влечет за собой ни- 
каких осложнений, так как матрица А’ в дальнейшем 
обычно используется для умножения на вектор (или 
матрицу). Мы сейчас покажем, что матрица А’ в фак- 
торизованной форме является более разреженной, чем 
матрица с ортонормированными столбцами, получен- 
ная в методе RGS. 

Принимая во внимание теоремы 6.3.4, 6.4.8 и 6.4.9, 
можно утверждать, что максимально возможное за- 
полнение на А-м шаге и в методе КО$, и в методе НТ 
дается минимальными диагональными элементами со- 
ответствующих матриц С». Из уравнения (6.3.5) и из 
того, что матрица В» имеет размеры тх (n—k-+ 1) 
для метода КОЗ и (n—k+1)X(n—R+4+1) для ме- 
тода НТ, ясно, что на №-м шаге в методе КО$ создает- 
ся, вообще говоря, большее число новых ненулевых 
элементов, чем на соответствующем шаге в методе НТ. 
Более того, из формулы (6.4.3) следует, что только 
последние п—^-- | ненулевых элементов К-го столб- 
ца матрицы А“) хранятся для вектора ®®) в методе 
НТ в противоположность эквивалентному хранению 
ненулевых элементов т-мерного вектора, ^-го столбца 
матрицы 4“), в методе КОа$. Поэтому является оче-
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видным, что факторизованная форма матрицы ЙА’, во- 
обще говоря, значительно более разрежена, чем орто- 
нормированные столбцы, полученные в методе КО$. 

6.6. Метод Якоби 

Вращения Якоби, являющиеся элементарными ор- 
тогональными преобразованиями (Уилкинсон (1965) ), 
могут также использоваться для преобразования за- 
данной матрицы в матрицу 4+0, которая аналогична 
матрице, полученной в методе НТ. Метод Якоби (М) 
состоит из п— | основных шагов, каждый из которых 
в свою очередь состоит из нескольких промежуточных 
шагов. Если А) обозначает матрицу в начале К-го ос- 
новного шага, то первые & — | столбцов матрицы 4) 
уже имеют форму верхней треугольной матрицы. Если 
(, /)-Йй элемент матрицы А) обозначить через а? 

то в течение А-го основного шага все а® = 0, {> А, 

обращаются в нули. На каждом промежуточном шаге 
с помощью плоского вращения преобразуется в нуль 
один из элементов а == 0, {> Ё. Таким образом, об- 

щее число промежуточных шагов на А-м основном 
шаге равно числу ненулевых элементов а®, i>k. 

Рассмотрим первый промежуточный шаг К-го основ- 
ного шага. Если а) является первым ненулевым эле- 

ментом А-го столбца, который лежит под диагональю 
матрицы А“), то мы определяем ортогональную мат- 
рицу Крк следующим образом: 

Крь == [в - (т — 1) (екеь - ерёр) + в (екер — epee), (6.6.1) 
где 

Е 
(a + ay 

(Е) 
Qnk 

@ = . 

(Е)? | (k)?\!/ 
(ayy, ane ) , 

Таким образом, матрица Юр^ получена из единичной 
матрицы путем замены ее элементов (Rk, К), (№,р), 

  (6.6.2) 
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(р, К) и (р,р) соответственно величинами т, ® —® и 
т. Мы сейчас покажем, что все строки матриц А“) и 
В›кА®) одинаковы, за исключением Ё-й и р-й строк, 
которые взаимодействуют друг с другом, причем (р, 
Ё)-й элемент матрицы Юр» А“) обращается в нуль. 

Для [ не равного А или р, из формулы (6.6.1) и 
из того, что ее; ==0, #52], имеем 

eiRprA® = ej AM. (6.6.3) 
С другой стороны, 

е. Юрь А® — (e + (t — 1) e% + wep) AM = 

= t2,A -- вер А®. (6.6.4) 
Аналогично 

ерК ов А®) — (ер + (т— 1) е› — ®е») А® = 

= tepA™ — we, A®, (6.6.5) 

Таким образом, р-я и А-я строки матрицы Rp,A) ap- 
ляются линейными комбинациями соответствующих 
строк матрицы 4). Наконец, из формул (6.6.5) и 
(6.6.2) следует, что 

/ (ep — tqlk) — wq(k) = eR, Ae, = tat) — walt) = 0. (6.6.6) 

Из формул (6.6.4) и (6.6.5) видно, что заполнение 
имеет место не только в р-й строке, но также и в R-it 
строке матрицы А“. Так как #Ё-я` строка матрицы 
Юр, А) используется снова на следующем промежу- 
точном шаге для преобразования некоторого элемента 
а, 4> р, в нуль, то ненулевые элементы, созданные 

в К-й строке на первом шаге, могут также создавать 
ненулевые элементы в 4-й строке. Это случится всякий 
раз, когда а =0, а) 5= 0 и а® ==0. Мы назовем это 
взаимодействием второго порядка между р-й и 4-й 
строками. Аналогично имеем взаимодействие третьего 
и высшего порядка между строками. Таким образом, 
важно минимизировать заполнение К-й строки на каж- 
дом промежуточном шаге. Так же, как и в методах 
НТ и ВО$, мы рассмотрим матрицу В», полученную 
из последних и— ^-- | строк и столбцов матрицы А) 
путем замены каждого ненулевого элемента едини-
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цей. Если ($ +А—1, ЕЕ Е—1)-й элемент матрицы 
А) перемещен в (№, А)-ю позицию в начале #-го ос- 
новного шага метода Якоби, то заполнение может 
быть определено с помощью матрицы В», если пре- 
небречь взаимным уничтожением слагаемых в про- 
цессе вычислений. Во всяком случае, если принять 
в расчет взаимное уничтожение слагаемых при вычис- 
лениях, то фактическое заполнение будет меньшим, 
чем заполнение, вычисленное с помощью матрицы В». 
Из формул (6.6.4) и (6.6.5) видно, что общее запол- 
нение на А-м шаге зависит не только от 5-й строки 
матрицы В», но также и от каждой 1-ой строки мат- 

рицы Вь, для которой 6 =1, 6’ ==е:Вье,. Заполне- 
ние будет тем меньше, чем меньше строк, для кото- 

рых 6" =1, и чем меньше в этих строках содержится 
ненулевых элементов. 

Общее число единиц во всех строках, для которых 

р’ = |, дается формулой (3.2.6): 
di”) — 2. r\*) 

где суммирование производится WIA Bcex i, WIA KOTO- 
ppx 5); = 1. Ucnoan3ya dopmyay (3.2.2), uMeem 

Е (Е) _/ , 
df = >, МРе:ВьИь = у, erBreeiBrV, 

1 i 

ИЛИ 

4 = е+ВьВьИь. (6.6.7) 
Таким образом, для минимизации заполнения мы вы` 
бираем столбец { следующим образом. Определяем 

4 = min di) (6.6.8) 

и затем, чтобы минимизировать заполнение, вызван. 

ное взаимодействием второго и высшего порядков, 

располагаем строки, для которых 6: ==1|1, в порядке 
возрастания значений всех г и выбираем 5 из усло- 
BHA 

k) — mj (R rt) — min rj ) (6.6.9) 

где минимум ищется по всем г, для которых =,
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Можно выбрать $ и &, используя общее заполнение 
Р-й строки на соответствующем основном шаге. Кроме 
того, может быть определено заполнение и для других 
строк, но это требует затраты слишком большого тру- 
да, и потому не удобно для практического использо- 
вания. 

В матрице В» (5$, Г)-й элемент будет ненулевым в 
конце Е-го шага в том случае, если 

р’ __ е,В, * Ве, = |. 

Поэтому общее число новых ненулевых элементов в 
строке $ будет равно 

Е) гр’ __ +k 
Ve? = 2, By * Bye; ги) 

или, если воспользоваться формулой (3.2.2), 

yi) =e} (В, *В,)У, — —е.В,И,. (6.6.10) 

Таким образом, мы можем выбрать $ и Ё из условия 

у® == min vy), (6.6.1) 

где минимум берется по всем значениям [и |, при ко- 
торых 67 =1. 
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Глава 7 

СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 
И СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ 

7.1. Введение 

Имеются два хорошо известных прямых метода для 
вычисления собственных значений и собственных век- 
торов симметричных матриц: метод Гивенса (СМ) и 
метод Хаусхолдера (НМ). По существу они эквива- 
лентны методам триангуляризации Якоби и Хаусхол- 
дера, описанным в гл. 6. В обоих методах применяется 
ряд ортогональных преобразований подобия для при- 
ведения заданной матрицы к трехдиагопальной фор- 
ме, так как собственные значения и собственные век- 
торы трехдиагональной матрицы легко определяются 
(Уилкинсон (1965); Фокс (1965)). В следующих двух 
разделах мы дадим краткое описание этих методов и 
обрисуем некоторые приемы минимизации заполнения 
в случае, когда заданная матрица преобразуется к 
трехдиагональной форме (Тьюарсон (1970а)). 

В случае несимметричных матриц применяется мо- 
дификация гауссова исключения для приведения за- 
данной матрицы к форме Хессенберга, в которой все 
а:; = 0 при {> 1-1 (Уилкинсон (1965)). Собствен- 
ные значения матрицы Хессенберга легко находятся 
(Фокс (1965)). В разд. 7.4 вслед за кратким описа- 
нием этого метода приводятся способы минимизации 
заполнения (Тьюарсон (1970с)). 

Если заданная матрица А симметричная, то во мно- 
гих случаях можно произвести такую перестановку, 
при которой верхний левый угол результирующей мат- 
рицы будет иметь трехдиагональную форму. Это мож- 
но осуществить, если удастся найти строку, в которой 
не больше одного внедиагонального элемента. Эту 
строку (и соответствующий столбец) перемещаем так, 
чтобы она стала первой строкой (первым столбцом).
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Затем мы исключаем первую строку и первый столбец 
из дальнейшего рассмотрения и повторяем описанную 
выше процедуру для оставшихся строк и столбцов. 
Если на каком-либо шаге нельзя будет найти строку 
с одним внедиагональным элементом, то процесс пре- 
кращается. Ясно, что на этом шаге левый верхний 
угол преобразованной матрицы будет иметь трехдиа- 
гональную форму. Теперь нам остается только преоб- 
разовать квадратную матрицу в нижнем правом углу 
к трехдиагональной форме, применив один из методов 
GM или НМ. Поэтому в остальной части настоящей 
главы эту подматрицу без потери общности будем обо- 
значать через А 

7.2. Метод Гивенса 

Этот метод приводит матрицу А к трехдиагональ- 
ной форме с помощью вращений Якоби (Уилкинсон 
(1965)). К началу А-го основного шага первые k— | 
строк и столбцов матрицы А‘) имеют трехдиагональ- 
ную форму. Основной /№-й шаг состоит не больше чем 
из п —^— |1 промежуточных шагов, в процессе кото- 
рых последовательно вводятся нули в позиции Ё -{ 2, 
k+3,..., п Е-Й строки и К-го столбца. Применяя обо- 
значения, подобные тем, что были в разд. 6.6, опреде- 
ЛИМ 

Крь = 1, + (t— 1) (Ce412e41 + ее») + 
+ O (Cp 4125 — peat) (7.2.1) 

где а) — первый ненулевой элемент после (к - 1)-й 

строки в Е-м столбце. Тогда первый промежуточный 
шаг в основном Ё-м шаге может быть представлен 
в виде 

Al = RyrA™ Roe. (7.2.2) 

Теперь е,К „=е;, если {== #1, р. Поэтому все 
k строки и столбцы матриц А и А®, имеющие ин- 

дексы, отличные от А - | ир, будут одинаковыми и 

C41 Rp A™ — (Cn 41 +(t— Ne. 4 we, ) AM) = 

mei A064,” 023
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Аналогично имеем 

eR A = те, А oe, , Am. (7.2.4) 

Таким образом, (А -{ 1)-я и р-я строки матрицы В» А@) 
являются линейными комбинациями соответствующих 
строк матрицы 4“. 

Подобным же образом можно убедиться, что в 
матрице А „А®К,, (&- 1)-Й и р-й столбцы являются 
линейными комбинациями соответствующих столбцов 
матрицы Ар»А(). Более того, если положить 

(Е) 

  

  

t= тень : 

(Cane) + (ав, в) 
и _ и 7 

и (ав + (а, „у? 
7’ Д(Е)р — р’ (Е) р’ — г. А! е, CORA Ronee 

— , (k) — , (k) = (te, A we, ,,A )e, 

= т7(А) — (Е) — 
TO, — OO 5 20. 

Так же можно показать, ¥TO e Ale, == 0. Takum o6pa- 

зом, (р,Р)-Ни (Ё, р)-й элементы матрицы Aj” равны 
нулю. Повторным применением формулы (7.2.2) пре- 
образуются в нуль все элементы, расположенные в по- 
зициях А-2, Е--З, ..., п К-Й строки и Е-го столбца 
матрицы А“). Результирующая матрица обозначается 
через А®+ и А-й основной шаг завершен. Нам было 
бы желательно определить такой элемент а), ‚.,_/ 5 

520, $51 — |,что если с помощью симметричной пере- 
становки строк и столбцов его сделать (Е- 1, ^)-м 
элементом, то заполнение будет минимальным !). Это 

  

1) Автор не учитывает, что выбор главного элемента в столб- 
це [ЕЕ—1, [> 2, и связанная с этим перестановка #-го и 
(+2 —1)-го столбцов влекут за собой симметричную переста- 
новку А-й и (1+ —1)-й строк. В результате ненулевой эле-



7.2. Метод Гивенса 155 
  

трудная ксмбинаторная задача, и ее решение не могло 
бы быть полезным для практики из-за чрезмерно боль- 
шого объема вычислений, которого оно потребовало 
бы. Поэтому обычно предпочитают методы, близкие 
к оптимальным, не связанные с большой затратой 
труда. Анализ, приведенный в разд. 6.6, с минималь- 
ными изменениями может быть применен также и 
здесь. Отличие заключается в том, что в разд. 6.6 k-a 
строка взаимодействует с другими строками, в то вре- 
мя как здесь (Е -- |)-я строка взаимодействует с дру- 
гими строками, а затем (К -1)-й столбец взаимодей- 

ствует с другими столбцами. Так как матрицы А”, 
А и АТО все симметричные, то операции для до- 
стижения минимума заполнения строк приведут, во- 
обще говоря, также и к минимизации заполнения 
столбцов. Если Вь — матрица, полученная из послед- 
них п— В строк ип—^-- | столбцов матрицы 4“) пу- 
тем замены каждого ненулевого элемента единицей, то 
или с помощью формул (6.6.8) и (6.6.9), или приме- 
няя формулу (6.6.11) можно определить $ и & причем 
$ =={— | (так как диагональный элемент матрицы 
А“) не может быть сделан (&-+-1, Ё)-м элементом 
симметричными перестановками строк и столбцов). 

Интересная модификация метода СОМ для ленточ- 
ных матриц дана Шварцем (1968). В этом методе для 
приведения симметричной ленточной матрицы к трех- 
диагональной форме применяется соответствующая 
последовательность вращений, аналогичных вращению, 
представленному формулой (7.2.1). В течение всего 
процесса преобразований сохраняется свойство ленточ- 
ности заданной матрицы (см. рис. 7.2.1). Исключение 
двух симметричных элементов внутри ленты создает, 
вообще говоря, два одинаковых ненулевых элемента 
в симметричных позициях вне ленты. Эти элементы 
исключаются последовательностью вращений, которые 
сдвигают их вниз на А строк и А, столбцов (2А-- 1— 

мент, стоящий в позиции (№ Е — 1), займет позицию (Ё- #— 1, 
Е —1), где ранее стоял нуль. Таким образом, первые # — 1 строк 
и столбцов утратят тот вид, который был предположен в на- 

чале раздела. — Прим peo.



156 — Гл. 7. Собственные значения и собственные векторы 
  

ширина ленты заданной матрицы) и в конечном счете 
за границы матрицы. На рис. 7.2.| показан весь про- 
цесс исключения элемента а при И = 10 и А=3, 
причем ввиду симметрии матрицы А рассматриваются 
только элементы, лежащие на главной диагонали и 
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Рис. 7.2.1. Вращения для ленточной матрицы. 

под ней. Пусть вращение Ар. определяется так же, 
как в формуле (6.6.1), ити ® выбраны из условия 
преобразования данного элемента в нуль. Например, 
на рис. 7.2.1] сначала применяется вращение Аз. для 
того, чтобы сделать а. равным нулю. Это создает не- 
нулевой элемент в (7, 3)-й позиции и используется 
Ю57 для обращения его в нуль. В свою очередь это 
создает (10, 6)-й ненулевой элемеит. Тогда с помощью 
Юэ, о обращается в нуль (10, 6)-й элемент. 

Подобным же образом с помощью вращения Юзз 
(которое оставляет (4, 1)-й элемент без изменения)
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исключается (3, 1)-й элемент. Два дополнительных 
вращения сдвипут ненулевые элементы, созданные в 
шестой строке и втором столбце, вниз и за границу 
матрицы. Продолжение этого процесса для других 
строк и столбцов преобразует матрицу А к трехдиаго- 
нальной форме. 

7.3. Метод Хаусхолдера 

Этот метод приводит матрицу А к трехдиагональ- 
ной форме с помощью элементарных эрмитовых орто- 
гональных матриц (Уилкинсон (1965)). В начале R-ro 
шага матрица А“) имеет трехдиагональную форму для 
своих первых Е —1 строк и столбцов. На k-m ware 
вводятся нули в Ё-ю строку и К-й столбец, причем со- 
храняются нули, введенные на предыдущих шагах. 
Другими словами, все элементы в позициях Rk -+ 2, 
Е +3, ..., п Е-й строки и Е-го столбца обращаются 
в нуль. Метод подобен тому, что описан в разд. 6.4. 
Он состоит из п— 2 шагов, таких, что 

Alt) = H,A®H,, R=1, 2,..., n—2 (7.3.1) 

(AY =A nu А-П — трехдиагональная матрица), где 

Нь= Г, — в Ч (7.3.2) 

и элементы вектора-столбца 1“ заданы соотноше- 
НИЯМИ 

п —=0, 1 (7.3.3) 
9 

A, =a), +8, AM=a, Е, 
re+l Е+1, Е 

причем 
п 

B= > (ae), 4 = а,» (734 
Для устойчивости знак В, должен быть выбран та- 
ким же, как и знак а ,. 

Пусть Вь — матрица, полученная из последних 
п—® строк и п—Е-]1 столбцов матрицы А® путем 
замены каждого ненулевого элемента единицей. Тогда 
аналогично теореме 6.4.8 имеем следующую теорему.



158 — Гл. 7. Собственные значения и собственные векторы 
  

Теорема 7.3.5. Если 5 — | И 

A® = H,A™, (7.3.6) 

где матрица Пь определяется соотношениями (7.3.2), 
(7.3.3) и (7.3.4), то максимальное значение заполне- 
ния дается (1, 1)-м элементом матрицы Сь, опреде- 
ленной по формуле (6.3.5). 

Доказательство. Если мы сравним формулы (7.3.6), 
(7.3.2), (7.3.3) и (7.3.4) соответственно с формулами 
(6.4.1), (6.4.2), (6.4.3) и (6.4.4), то увидим, что отли- 
чие между ними заключается в том, что в первой груп- 
пе формул не используется Ё-я строка матрицы 4“. 
Это отличие учитывается в этом разделе тем, что мат- 
рица В» составляется из последних п — Е строк, а не 
из последних И ^--| строк, как в теореме 6.4.8. 
Исходя из сказанного, дальнейший ход доказатель- 
ства настоящей теоремы такой же, как и для теоремы 
5.4.8, и мы его здесь повторять не будем. 

Из определения С» видно, что теорема 6.4.9 при- 
менима также и к матрице В», определенной в этом 
параграфе. Поэтому если мы воспользуемся формулой 
(6.3.7) для выбора $ и затем возьмем такое $ = $ — 1, 

при котором 6: =1, и переместим (5 + А, & + Ё— 
—1)-й элемент матрицы А“) на (Е -- 1, ^)-ю позицию 
перед применением преобразования (7.3.6), то запол- 
нение будет минимизировано !'). Так как в формуле 
(7.3.1) и матрица А@+1, и матрица 4) симметричные, 
то описанный выше выбор $ и $ для минимизации за- 
полнения в случае, когда матрица А“) умножается 
слева на матрицу Н»ь, будет, вообще говоря, миними- 
зировать также заполнение в случае, когда матрица 
H,A® умножается справа на матрицу Нь»ь. Можно вы- 
числить действительное заполнение для преобразова- 
ния (7.3.1), но так как это связано со слишком боль- 
шими вычислениями, то никакого преимущества для 
практики такое вычисление не дает. 

  

1) См. примечание на стр. 154.
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В свете изложенного, прежде чем выполнить Ё-й 
шаг метода НМ, мы перемещаем ($ А, З+А— 1-Й 
элемент матрицы А® в (#1, №)-ю позицию симмет- 
ричными перестановками строк и столбцов. Этим до- 
стигается то, что заполнение будет небольшим. 

Более простым путем нахождения $ является выбор 
столбца матрицы В», который. взаимодействует с не- 
большим числом других столбцов. Другими словами, 
такой столбец дает минимиальное число ненулевых бу- 
левых скалярных произведений с другими столбцами: 

] 

Конечно, это является, вообще говоря, менее точной 
оценкой заполнения, чем использование формулы 
(6.3.7). 

До сих пор в этой главе мы рассмотрели метод Ги- 
венса и метод Хаусхолдера для симметричных разре- 
женных матриц. В следующем разделе мы покажем, 
как с помощью элементарных преобразований подо- 
бия можно привести несимметричную матрицу к верх- 
ней форме Хессенберга. 

7.4. Приведение к форме Хессенберга 

Пусть 4@®) — матрица, у которой первые k— 1 
столбцов имеют форму Хессенберга, т. е. а ==0 для 

всех { > |+ |1 и] < Ё. Тогда на А-м шаге применяются 
элементарные преобразования подобия (которые очень 
похожи на матрицы [»ь разд. 2.2) для обращения 
в нуль элементов Е-го столбца в позициях Rk + 2, 
k+3,..., 2. Это осуществляется для Е =1, 2, ... 
.... 2, в результате чего матрица А"-Э имеет 
форму Хессенберга. Таким образом, имеем 

АО — [Ар k=1,2,..., n—2, (7.4.1) 

где 
ит = > nO Pepa, (7.4.2)
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причем элементы вектора-столбца т“) даются в виде 

niet =0, [3Е- 1, (7.4.3) 

а(®) 
ти [>Е-|. 

etek 

Из формул (7.4.2) и (7.4.3) следует, что 

Lisi =I, — Пе. (7.4.4) 

Приведенные выше уравнения означают, что для по- 
лучения матрицы 4+0) из матрицы A(*) необходимо 
вначале добавить ко всем строкам с элементами 
alk) AO, > 1, умноженную на соответствующий 

коэффициент (Е -{1)-ю строку и затем добавить к 
(Е 1)-му столбцу умноженные на соответствующие 
коэффициенты столбцы результирующей матрицы, от- 
вечающие элементам а) 5=0, {> Е-- 1. Таким обра- 

зом, заполнение имеет место во всем (Е [)-м столб- 
це и в последних И — |1 строках и столбцах мат- 
рицы 4®). В последних п ^^ — 1 компонентах (Е -- 
- 1)-го столбца заполнение имеет место дважды: один 
раз при умножении слева на матрицу Ри: и один раз 

при умножении справа на матрицу Гь!. Конечно, в 
первых k-+ 1 компонентах (Е -+1)-го столбца запол- 
нение имеет место -только в результате умножения 

справа на матрицу [у+1. С другой стороны, для по- 
следних и — | строк и столбцов заполнение имеет 
место только при умножении слева на ЁГь+1. Пусть В» 
обозначает матрицу, полученную из последних п — Е 
строк и п—^--| столбцов матрицы 4“) путем 3a- 
мены каждого ненулевого элемента единицей. Тогда 
имеем следующую теорему. 

Теорема 7.4.5. Если ($ +2, ЕРР—1)-й элемент 
матрицы А® перемещается в (Е +1, Е)-ю позицию 
симметричными перестановками строк и столбцов'), 
причем $ э=1— 1, и результирующая матрица умно- 
жается слева на матрицу Ги, то максимальное за- 

1!) См. примечание на стр. 154.
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полнение дается (5, Г)-м элементом матрицы Сь, опре- 
деленной формулой (2.5.6). 

Доказательство. Ограничение $ == [—| требуется 
потому, что диагональный элемент матрицы А“) не 
может быть перемещен в (+1, ^)-ю позицию с по- 
мощью симметричных перестановок строк и столбцов. 
С учетом того, что (РГ)-Й элемент матрицы В» соот- 
ветствует (1 А] + А—1)-му элементу матрицы A), 
доказательство такое же, как и для теоремы 2.5.5, и 
нет нужды его здесь повторять. 

Так как матрица Гиз: изменяет только (#-+1)-й 
столбец матрицы А“), то, если пренебречь заполне- 
нием, которое при этом создается, можно использовать 
теорему 7.4.5, чтобы выбрать главный элемент для 
минимизации заполнения на каждом шаге. Можно вы- 
числить заполнение для (^ - 1)-го столбца, вызванное 

умножением на матрицу Гази, но это слишком тру- 
доемкий процесс, чтобы его использовать на практике. 

Теперь мы опишем, каким образом заполнение 
(Е -- 1)-го столбца может быть минимизировано при 
умножении матрицы 4“) только справа на матрицу 
Lis: Пусть Мк обозначает матрицу, полученную из 
последних п Е-- | столбцов матрицы А“) путем за- 
мены каждого ненулевого элемента единицей. Пусть 
В, обозначает матрицу, состоящую только из послед- 
них И Р--]1 строк матрицы №. Кроме того, пусть 
Га) обозначает матрицу, полученную из единичной 
матрицы (п — ^ + 1)-го порядка путем замены ее 4-го 
диагонального элемента нулем. Тогда имеем следую- 
щую теорему. 

Teopema 7.4.6. Ecau (p+k—1, q+kR—1)- 9ue- 
MeHT MaTpuyoL A) nepemewaetca 6 (kR+1,k)-1t0 no3u- 
цию путем симметричных перестановок строк и столб- 
цов!) и результирующая матрица умножается справа 

на матрицу Гь+ ТО максимальное заполнение (Е-- 
-- 1) -го столбца дается в виде 

yi) = eN, (№, * 1B.) е.. (7.4.7) 

1) См. примечание на стр. 154. 
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Доказательство. Из соотношений (7.4.3) и (7.4.4), 

из определений М, и Вьи из условия, что в матрице 4() 
(qt+k—1)-H и р-+-Е—1)-Й столбцы становятся со- 
ответственно #-м и (+ 1)-м столбцами, имеем 

yi) = (М,е,)' (2 db 61 Мне, }, 

где by) — (i, )-Й элемент матрицы Вьи у" означает 
булеву сумму столбцов. Теперь 

yi) =e, (№, * 2. „ее!Вне, ) =е, М№, (№, *19В,)е, 

что завершает доказательство теоремы. 
Принимая во внимание теоремы 7.4.5 и 7.4.6 и то, 

что (1 /)-й элемент матрицы В» такой же, каки (1-- 
1, Л-й элемент матрицы В», мы можем, очевидно, 

(Е) - выбрать главный элемент а", ‚.,_, следующим обра 

зом: 

gi + yi, = (ЕН, GIF, (7-48) 

где 5) — (1, ]-й элемент матрицы С, '). Это должно, 
вообще говоря, минимизировать заполнение. 

Более простой, хотя и менее точный, путь для вы- 
бора главного элемента, основан на зависимости за- 
полнения от общего числа ненулевых элементов в 
5-й строке и {1-м столбце. Поэтому мы выбираем $ и} 
следующим образом. Пусть Вь определено так, как 
это сделано для теоремы 7.4.5, а У» так, как для фор- 
мулы (3.2.2), но У, — (п- ®)-мерный вектор-строка, 
все элементы которого равны единице. Тогда с уче- 
том формул (3.2.2) и (3.2.3) уравнение 

gH) = min 9%, ix j—1, (7.4.9) 

может быть использовано для определения $ и &. 

  

1) См. примечание на стр, 154.
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7.5. Собственные векторы 

Собственный вектор х, соответствующий известно- 
му собственному значению A, может быть легко по- 
лучен потому, что уравнение Ах = Ах означает, что 

(A—al)x=0. (7.5.1) 
Заметим, что А —/ — особенная матрица, так как 
Хх 5 0, и поэтому мы могли бы опустить одно из урав- 
нений системы (7.5.1) !) и решить оставшуюся систему 
неоднородных уравнений для п — | отношений компо- 
нент вектора х. Ошибки округления и другие вопросы 
вычислений для этого случая упоминаются у Фокса 
(1965). При решении неоднородной системы уравне- 
ний могут быть использованы различные способы ми- 
нимизации заполнения и (или) вычислительных за- 
трат, приведенные в предыдущих главах. 

7.6. Библиография и комментарии 

Различные прямые методы вычисления собствен- 
ных значений и собственных векторов полных матриц 
и анализ ошибок даны у Фокса (1965) и Уилкинсона 
(1965). Вращения Якоби для ленточных матриц опи- 
саны у Рутисхаузера (1963) и Шварца (1968). Запол- 
нение для методов Гивенса и Хаусхолдера рассматри- 
вается Тьюарсоном (1970а). Также у Тьаюрсона 
(1970c) излагаются некоторые способы минимизации 
заполнения при приведении заданной матрицы к фор- 
ме Хессенберга. 

1) Здесь автор ошибается: можно опустить лишь то из урав- 
нений (7.5.1), которое является линейной комбинацией прочих! — 
Прим. ред.



Глава 8 

ИЗМЕНЕНИЕ БАЗИСА И РАЗНЫЕ ВОПРОСЫ 

8.1. Введение 

В некоторых приложениях необходимо вносить не- 
которые изменения в матрицу А после того, как обрат- 
ная к ней матрица (в форме РЕГ или ЕЕГ) определена. 
Это имеет место, например, в линейном программиро- 
вании, где на каждом шаге симплексного метода один 
столбец «базиса» заменяется «небазисным» столбцом, 
и обратная матрица базиса изменяется так, чтобы 
стать обратной к измененному базису (Орчард-Хейс 
(1968)). Другим примером, из области электрических 
цепей, является метод, известный под названием ме- 
тода разбиения Крона (Крон (1963)), где изменение 
в матрице А задается матрицей малого ранга. В этой 
главе мы рассмотрим некоторые методы включения 
результатов изменепия матрицы А в обратную к ней 
матрицу (Данциг (19636); Бартельс и Голуб (1969); 
Брейтон и др. (1969); Форрест и Томлин (1972)). 
В разд. 8.2 мы опишем различные методы изменения 
форм ЕЕГ и РЕГ, если изменен один столбец в задан- 
ной матрице (изменения в строках матрицы А могут 
быть учтены путем рассмотрения изменений соответ- 
ствующих столбцов матрицы А’). Метод разбиения 
Крона для разреженных матриц описан в разд. 8.3. 
Разложение на множители матрицы, обратной к А, 
дается в разд. 8.4. Оно получается, если обращение 
матрицы И производится способом, отличным от того, 
который приведен в разд. 2.2. 

8.2. Изменение обратной матрицы А-! 
при изменениях в столбце матрицы А 

Предположим, что имеется ЕЁГ, РЕГ или одна из 
других форм обратной к А матрицы. Формы ЕЕ! и 
PF] заданы соответственно формулами (2.4.1) и
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(5.2.4). Пусть А обозначает матрицу, полученную из 
матрицы А путем замены ее 4-го столбца новым столб- 
цом, скажем 4.. Мы опишем несколько возможных 
путей решения вопроса построения матрицы А-! по 
известной матрице 4-!. 

Первый метод 

Если А-! обозначает какую-либо форму обратной 
к А матрицы, то каждый столбец матрицы А-!А совпа- 
дает с соответствующим столбцом единичной матрицы 
[„‚ за исключением 4-го столбца. Действительно, 
имеем 

АА = 1, + (Ady — eg) eI nt (a *” — eg) eg, (8.2.1) 

где 47? = А '@,. Поэтому 

Ao! =[In + (at) —e,) ef] AT'=F,A7!, (8.2.2) 

где, принимая во внимание разд. 5.2, 

Г. =1, + (69 —е)е’, (8.2.3) 
причем 

7(4) ai 7(9) Ci ~~ att)! 15249, И Со — За+и (8.2.4) 

qq qq 

Таким образом, А-! имеет на один множитель больше, 
чем разложение на множители матрицы А-!. Напом- 
ним, что только ненулевые элементы вектора 69) долж- 
ны храниться для вычисления матрицы Тч. 

Другие столбцы матрицы А могут быть заменены 
подобным же способом. Конечно, каждая такая за- 
мена добавляет еще один множитель (подобный мат- 
рице Га) к обратной матрице. Если требуется изменить 
только небольшое число столбцов, то разумно пользо- 
ваться изложенным здесь методом. С другой стороны, 
если заменяется ряд столбцов матрицы А, как в Ли- 
нейном программнровании, то было бы желательным 
избавиться от тех множителей матрицы А-!, которые 
соответствуют замененным столбцам исходной мат- 
рицы 4. Каждый из этих столбцов можно представить
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себе удаленным из «базиса», а новый столбец (кото- 
рым заменяется исходный) — вставленным на его ме- 
сто. В следующих двух методах, пригодных только для 
формы ЕЕТ, исключается множитель, соответствующий 
удаляемому из базиса столбцу. 

Второй метод 

Мы покажем, что замена аа на да приводит к заме- 
щению матрицы Оз в формуле (2.4.1) матрицей То, 
определяемой формулой (8.2.3), причем вектор 59 
дается соотношениями 

F(q) ag *(q) Ci о. [4 и & — Fo? (8.2.5) 
qq qq 

где 
s(t) —_ ас = + ... О -.. La. (8.2.6) 

Очевидно, матрица Ги... [4А, за исключением 4-го 
столбца, совпадает с верхней треугольной матрицей 
А+, определяемой формулой (2.2.5). Обозначим 4-й 
столбец матрицы Г, ... С.А через &"+1. Как и в 
разд. 2.2, разложение на множители матрицы, об- 
ратной к матрице Г»... [4А, получится, если главные 
элементы брать на ведущей диагонали. Так как мат- 
рицы Ги... [4А и [в ... А отличаются только 4-м 
столбцом, то ввиду соотношений (2.2.9), (2.2.10) и 
(2.2.11) матрицы Ио... Оп... ЦА и О... 
... ОлЁГп ... МА будут совпадать, за исключением 
4-го столбца. Столбец 4 для первой из этих двух мат- 
риц выражается формулой (8.2.6). Из формул (8.2.3), 
(8.2.5) и (8.2.6) видно, что матрица Г. преобразует 
4-й столбец матрицы Иа ...ИтГи ... МА в вектор- 
столбец еч ни не повлияет на другие столбцы. Другими 
словами, матрица Т.О ... ЧЁ... А и матрица 
ОО ... ИГ ... МА совпадают. Поэтому 

1=0, ... ОШ ... НА= 

=0? .’” Иан ... (т cee L,A 

~ 

А = 0: ... О-о ... Ишь ... а. (8.2.7)
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Чтобы изменить другой, 41-Й столбец, после того 
как 4-й столбец был заменен, необходимо учесть две 
возможности: 

1. Если 9, < 9, то Г. замещает О, И 

G4 =U О TU . UL... La 
Ч, 4+1 ° 4 4+! qi° 

~ 

2. Ecna g, >q, To T „ Вставляется непосредственно 

после Т., причем 

a%=TU,,,... UL, ... La 
q- qtl 14 

и матрица Оз не замещается. 
Из приведенных двух случаев ясно, что столбцы 

следует, если можно, замещать в порядке уменьшения 
их индексов (Брейтон и др. (1969)). 

Третий метод 

Этот метод особенно подходит для программ ли- 
нейного программирования (Брейтон и др. (1969). 
Форрест и Томлин (1972)). Как и ранее, пусть ад, 

4-й столбец матрицы А, замещается столбцом 44 

и Д обозначает измененную матрицу. Ecau At) = 
—=1[,... Аи =. ... Г.А, то только 4-е столбцы 

матриц А+ и 0 различны. Теперь определяются 

элементарные матрицы 0. И Г., такие, что последние 

п— 4 элементов 4-й’ строки матрицы 0. ACth равны 

нулю и е, является 4-м столбцом матрицы И == 

—=Г.0.А“*1. Очевидно, матрица И“ легко обращается, 
так как она получается из матрицы О путем замены 
ее 4-й строки и 4-го столбца соответственно нае, ие.. 

Таким образом, принимая во внимание формулы 

(2.2.9), (2.2.10) и (2.2.11), И9-' получается из ма- 
трицы О. ... О», если исключить матрицу О. и по- 

ложить в формуле (2.2.11) каждое &®=0, #> 4. 

Ясно, что 

At =U? FOL, oe. Ly. (8.2.8)
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Чтобы воспользоваться этой формулой для вычис- 
ления А-!, нам нужно определить матрицы Оч и Та. 
Это может быть осуществлено следующим образом. 
Если 

U,=1,+e 6", (8.2.9) 
причем 

ее... Ц 
4” 4+! 

то, принимая во внимание условие Д”+!е, = Ue;, j ~ q, 
имеем 

n? 

e ‚0 „А“ Те, = (©, + 54) Ue, = 

=e’ U ... U Ve = 
q- qtl 

=e e =0, 15-4, 

так как Оль... О, преобразует последние п— 4 
столбцов матрицы Ц в соответствующие столбцы 
единичной матрицы /[» (см. разд. 2.2). Кроме того, 

так как е С. ==е;, | = 4, матрица О, заданная форму- 
лой (8.2.9), является желаемой матрицей, которая при- 
водит все недиагональные элементы 4-й строки мат- 
рицы 4+1 к нулю, а остальные строки сохраняет без 
изменений. 

Пусть . 

49 =U_L, ... La). (8.2.10) 

Tak Kak e7}U A™t) = de’, исключение Гаусса — Жор- 
дана, произведенное для 4-го столбца матрицы О.4®+1, 
не окажет влияния на другие столбцы, и матрица Та 
будет определяться той же формулой (8.2.3), в кото- 

рой #9) даются соотношениями (8.2.5) и 4 — форму- 
лой (8.2.10). 

Рассмотрим, каким образом столбец матрицы А, 
скажем столбец 4, заменить столбцом dy, Шегко 
проверить, что 

дб, ... Li, (8.2.1) 9 

roe matpuna U'™” получена из матрицы (“9 путем 
замены ее 91-Й строки и 91-го столбца соответственно
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на ех и е, а матрицы Гу и Ох получены из ма- 

трицы Г.О „Ги ... [1А тем же способом, каким Ma- 

трицы Г. и О. получаются из Г, ... ЦА. Нет не- 

обходимости преобразовывать 4-й столбец матрицы 
~ ~ 1 

О А"Т? к единичному вектору е., если запомнить, что 

при обращении матрицы О. А"+П ее 4-й столбец должен 

быть сперва преобразован к единичному вектору 

(Форрест и Томлин (1972)). В этом случае матрицы Г. 

и Га в формуле (8.2.11) отсутствуют. Однако при 

обращении матрицы 0“ 9) 4-й и 41-й столбцы (вначале 
столбец с меньшим индексом) должны быть приведены 
к единичным векторам ранее, чем другие столбцы 
матрицы. 

8.3. Метод разбиения Крона 

Пусть К, Е и С обозначают матрицы соответствен- 
но размеров и Жг, гЖгигхпи 

A=A+KEC. 

Тогда легко проверить непосредственным умножением, 
что 

4—1, — А'КЕ(Г. + СА-'КЕ) "С]А“". (8.3.1) 

Если матрица А-' может быть представлена в виде 
разложения на множители, то матрица 4! может 
быть вычислена следующим образом: 

1. Вычислить матрицу У = А-!КЕ размеров п Х г. 
2. Решить уравнение (/,+ CY)’Z’ = У’ относи- 

тельно матрицы 0’ размеров ГХ п. 
3. Вычислить 4-! == (1, — С) А”. 
Для хранения А-' нам требуется хранить только 

матрицы 0, Си А-'. Мы теперь покажем, что первый 
метод предыдущего параграфа является частным слу- 
чаем метода Крона. Если К =4,—а, Е=1и С=е, 

то матрица, которая умножается справа на матрицу 
Д-! в уравнении (8.3.1), если принять во внимание
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соотношения (8.2.3) и (8.2.4), равна 
_ 1 a—-lera ли 

[,—A ' (Gq — ag) [1 + eA "(Gg — aq) | eg = 

A ‘LAN Ги =], — (409 —e ) [1 +e (ait) —e,)| e= 

=1,— (a+? —e,)[amtoy te, =F, 
Таким образом, уравнение (8.3.1) становится таким 
же, как и уравнение (8.2.2). 

В следующем разделе мы покажем, каким обра- 
зом матрицы типа (8.2.9) могут быть использованы 
для представления матрицы А-! в факторизованной 
форме (Цолленкопф (1971)). 

8.4. Бифакторизация 

Матрица ИЦ, полученная в конце прямого гауссова 
исключения в разд. 2.2, может быть преобразована в 
единичную матрицу J, с помощью элементарных опе- 
раций над столбцами, таких, что 

00.0. ... О. =.. (8.4.1) 

В этой формуле матрица О» для Е =1, 2,..., п 1 
ry у преобразует ^-ю строку матрицы (ПЦ... U,_, Be, 

путем вычитания умноженного на различные оэффи- 

циенты Ё-го столбца матрицы ИО, ... 0,- ‚, Который 
равен ев, из последующих столбцов. _ Очевидно, все ос- 

тальные строки матрицы UU," , . U,- ‚ остаются без 
изменений и последние и— К строк такие же, как и 
у матрицы 0. Поэтому матрица О» имеет вид 

0, — [в + eg, (8.4.2) 
где 

вр —0, | и №=рфи,, |>Ё (8.4.3) 
Из формулы (8.4.1) имеем (0, ... 0.) И=1,, OT- 
куда, принимая во внимание формулы (2.2.6) и 
(2.2.7), получаем, что 

U, ... On-yl_ «os LA=I,
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и, следовательно, 
—1 

A = 
~ 

с... бин... И. (8.4.4) 

Так как матрица АС+) определяется формулами 
(2.2.2), (2.2.3) и (2.2.4), а матрица О — формулами 
(2.2.6) и (2.2.7), то первые А строк обеих матриц сов- 
падают. Из этого условия и из соотношений (8.4.2) и 
(8.4.3) следует, что матрица И» может быть вычис- 
лена, как только будет известна матрица 4+1. Дру- 
гими словами, все матрицы Г» и все матрицы О» мо- 
гут быть вычислены в следующем порядке: 

[, 0, [5, 0, oe и Оль [ п. 

С
 

Обратная подстановка, которая рассматривалась в 
разд. 2.2, здесь отсутствует. 

8.5. Библиография и комментарии 

Первый метод, описанный в разд. 8.2, хорошо из- 
вестен в линейном программировании, если «базис- 
ная» обратная матрица хранится в мультипликатив- 
ной форме (Данциг (1963а)). Схемы упаковки для 
хранения мультипликативной формы обратной мат- 
рицы (РЕГ) даются Смитом (1969) и Де-Бюше (1971). 
Элиминативная форма обратной матрицы (ЕЁ]), ко- 
торая требуется для второго и третьего методов, впер- 
вые рекомендовалась Марковичем (1957) и позднее 
Данцигом (19636) для специальных структур «лест- 
ничных» матриц. Данциг и др. (1969) показали пре- 
восходство формы ЕЕГ над формой РЕГ для матриц 
общего типа в линейном программировании с точки 
зрения скорости, точности вычисления обратной мат- 
рицы и ее разреженности. Данциг (19636) для своего 
«лестничного» алгоритма исследовал изменение фор- 
мы ЕЕ при котором сохранялась особая структура 
множителей. Бартельс и Голуб (1969) предложили 
треугольную схему изменений, которая имеет опреде- 
ленные желаемые свойства. Однако Форрест и Том- 

лин (1972) отметили, что возникают некоторые прак- 
тические затруднения при использовании этой схемы
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для разреженных матриц больших размеров. Третий 
метод разд. 8.2, предложенный Брейтоном и др. (1969) 
и примененный и развйтый Томлиным (1970) и Фор- 
рестом и Томлиным (1972) в линейном программиро- 
вании, признан, по-видимому, наиболее пригодным для 
решения задач этой области с разреженными матри- 
цами больших размеров. Этот метод используется в 
настоящее время для решения реальных практических 
задач линейного программирования (Форрест и Том- 
лин (1972)). 

Если сравнить первый и второй методы разд. 8.2, 
то, принимая во внимание соотношения (8.2.1) — 
(8.2.4) и (8.2.5) — (8.2.7), мы можем заключить, что 
не только вычисление матрицы То в первом методе бо- 
лее трудоемко, но и сама матрица имеет тенденцию 
быть более плотной, чем матрица Го во втором методе. 
Кроме того, во втором методе матрица И замещается 
матрицей Т. в отличие от первого метода, в котором 
матрица Т. становится дополнительным множителем 
в разложении А-!. Таким образом, второй метод, во- 
обще говоря, лучше первого. 

В работах Шуберта (1970) и Бройдена (1971) рас- 
сматривается выбор коррекций ранга | для разрежен- 
ных матриц при решении нелинейных разреженных 
систем методами квазиньютоновского типа, при кото- 
ром результирующая матрица тоже разрежена, но 
представляет собой лучшее приближение для яко- 
биана. 

Метод Крона (Крон (1963)) описан также Ротом 
(1959) и Спиллерсом (1968).
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