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Памяти наших отцов, 
погибших в сорок втором

ПРЕДИСЛОВИЕ

В этой книге изучаются некоторые специальные воп­
росы теории марковских случайных процессов, опреде­
ляемых дифференциальными или разностными уравне­
ниями. На ее направление большое влияние оказало то 
обстоятельство, что, как обнаружено в последние годы 
Я. 3. Цыпкиным и некоторыми другими учеными, такие 
процессы описывают итеративные процедуры решения 
многочисленных задач теории обучающихся автоматиче­
ских систем. В связи с этим основное внимание в книге 
уделено «вырожденным» с точки зрения общей теории 
марковских процессов ситуациям, когда траектории про­
цессов сходятся к некоторым точкам фазового простран­
ства. Таким свойством обладают, в частности, процедуры 
стохастической аппроксимации (с. а.), которые изучаются 
в главах 4 —6 .

Литература, посвященная этим процедурам, довольно 
обширна. Мы выбрали лишь несколько вопросов теории 
с. а., которые постарались изложить единым методом. 
Это вопросы сходимости (гл. 4), поведения процедуры при 
нескольких корнях уравиения регрессии (гл. 5), асимпто­
тической нормальности (гл. 6 ). В гл. 7 рассматриваются 
лишь те модификации процедур с. а., которые связаны 
тематически с содержанием глав 8 —10. Другие интерес­
ные модификации, предложенные в работах Дупача [2], 
Кестена [1], Фабиана [1] и других исследователей, оста­
лись за пределами книги.



Математический аппарат и результаты гл. 4 близки 
к аппарату и некоторым результатам гл. 4 книги Айзер­
мана, Бравермана и Розоиоэра [1] (в дальнейшем цити­
руемой как А Б Р  [1]).

Мы не ставили перед собой задачу изложения приемов 
построения итеративных процедур, пригодных для реше­
ния тех или иных технических задач, так как, по нашему 
мнению, такие приемы весьма полно отражены в моногра­
фиях А Б Р  [1], Цыпкина [1], [2]. Наоборот, в большей 
части изложения процедура считается заданной и иссле­
дуются ее свойства. По той же причине книга почти не со­
держит сколько-нибудь полного анализа примеров при­
менения доказанных в ней теорем к конкретным задачам. 
Почти все примеры (см. § 2.8 или § 10.3 *)) рассматри­
ваются лишь с иллюстративной целью.

Только одно применение теорем глав 4 —7 рассмотрено 
в главах 8 и 9 сравнительно подробно — это применение 
к задаче параметрического оценивания, одной из основных 
задач математической статистики 2). Принятая здесь точка 
зрения близка к точке зрения Алберта и Гарднера в их 
книге [1 ]: рассматриваются лишь рекуррентные способы 
оценивания, при которых каждое следующее наблюдение 
вносит лишь незначительную поправку к имеющейся 
оценке, вычисляемую к тому же по простым формулам. 
Однако, в отличие от этой книги, основное внимание мы 
сосредоточиваем на построении асимптотически эффек­

1) Далее используется «десятичная» нумерация утверждений 
параграфов и формул. Так, запись § 2.7, теорема 3.7.1 означав,
§ 7 гл . 2, теорема 1 § 7 гл. 3. При ссылках на утверждения и фор­
мулы внутри главы используется двойная нумерация.

2) Как известно (см., например, А Б Р  [1 ]), к оцениванию мно­
гомерного параметра распределений сводятся, в частности, такие 
задачи теории обучепия, как восстановление неизвестной функции 
по наблюдениям, содержащим помехи, вероятностная задача обуче­
ния машины распознаванию образов.



тивных оценок, которые образуют марковские случайные 
процессы. Рассмотрена также (глава 10) и задача оценива­
ния неизвестного параметра плотности при наличии допол­
нительного управляющего параметра, который может 
выбирать статистик.

Излагаемый в книге материал тесно связан с различ­
ными вопросами теории обучения, теории управления 
и теории передачи сообщений. Мы, однако, очень мало 
обсуждаем эти связи. Лишь связь задачи рекуррентного 
оценивания с задачей построения модулятора при наличии 
обратной связи рассматривается в § 9.4 сравнительно 
подробно. В частности, в этом параграфе некоторые недав­
ние результаты Кайлата и Шалквийка [1], Зигангирова 
[ 1 ], Пинскера и Дьячкова [1] о передаче сообщений 
по гауссовскому белому каналу с бесшумной обратной 
связью излагаются с точки зрения рекуррентного оцени­
вания.

На протяжении почти всей книги одни и те же вопросы 
рассматриваются параллельно для дискретного и для 
непрерывного времени. Материал, относящийся к непре­
рывному времени, может быть пропущен при первом чте­
нии. Все же те читатели, которые сумеют преодолеть логи­
ческие трудности, связанные с рассмотрением непрерыв­
ных во времени процессов, будут вознаграждены позже 
не только тем, что изучаемые проблемы имеют для непре­
рывных процессов самостоятельную значимость, но также 
и тем, что они лучше поймут идеи доказательств, относя­
щихся к дискретному времени. (Иногда сначала излагает­
ся «непрерывный» вариант теоремы, чтобы пояснить смысл 
последующих более громоздких «дискретных» выкладок. 
Это особенно относится к гл. 6 .)

К  сожалению, для понимания книги недостаточно зна­
ния элементарного втузовского курса теории вероятно­
стей, так как в ней активно используются понятия (такие 
как мартингал, марковский процесс), опирающиеся



на предложенную А. Н. Колмогоровым [1] общую концеп­
цию теории вероятностей на основе теории меры. В то же 
время нам хотелось, чтобы книгу могли читать и инженеры. 
С попыткой разрешить это противоречие связано содержа­
ние первых четырех параграфов книги. Читатель-матема­
тик может без ущерба начать чтение с последнего пара­
графа гл. 1. Остальным предоставляются две возможно­
сти: или, что лучше,— ознакомиться с упомянутой общей 
концепцией по соответствующим учебникам или, прове­
рив разумность принятых определений и справедливость 
свойств условных математических ожиданий для элемен­
тарных случаев, принять их на веру в более общих ситуа­
циях. Именно для лиц, избравших этот второй путь, и на­
писаны §§ 1 —4 гл. 1 , представляющие собой не более чем 
удобную для дальнейших ссылок сводку некоторых опре­
делений и теорем упомянутой работы А. Н. Колмогорова.

Главы 5—6 написал Невельсон, 8—10 — Хасьминский. 
Остальные главы написаны нами вместе. Каждой главе 
предшествует краткая аннотация ее содержания. Боль­
шая часть ссылок содержится в примечаниях на стр. 294. 
Все ссылки относятся к списку литературы, помещенному 
в конце книги. В этот список включены лишь источники, 
использованные при подготовке книги. Более полная биб­
лиография содержится в книгах Васана [1], Цыпкина 
[1, 2], обзорных статьях Фабиана [3], Шметтерера [1] 
и других.

Мы хотели бы выразить сердечную благодарность 
А. Н. Ширяеву и Б. Я . Левиту, критика которых суще­
ственно помогла нам.

Р .  3. Хасьминский 
Москва М . Б. Невельсон



ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим следующую задачу. Пусть R  (х ) — неко­
торая функция и экспериментатор может производить ее 
измерения в любой точке х прямой. Пусть известно, на­
пример, что R (х) монотонно возрастает и уравнение

R (х) =  0 (0.1)

имеет решение. Как найти корень х 0 этого уравнения? 
Существуют очень быстро сходящиеся методы решения 
этой задачи (например, метод Ньютона, сходящийся быст­
рее геометрической прогрессии). Ситуация меняется, если 
измерения R (х) наблюдатель может производить лишь 
с ошибкой, величиной которой нельзя пренебречь в силу 
требований, предъявляемых к точности решения уравне­
ния (0.1). В такой ситуации уже невозможно, вообще гово­
ря, построить процедуры, сходящиеся к х 0 быстрее, чем

величина порядка п 2 , где п — число наблюдений.

Роббинс и Монро в 1951 г. предложили метод решения 
этой и более общей задачи, названный ими методом стоха­
стической аппроксимации (с. а.). Пусть результат изме­
рения в точке x h в момент времени к есть

У h ~  R  ix h) +  ife + li

где |t, . . ., Hn, . . .— независимые случайные величины 
с нулевым математическим ожиданием. Процедура, пред­
ложенная Роббинсом и Монро (процедура РМ ) состоит 
в следующем. При произвольной начальной точке X  (0) =  
=  х  и произвольной последовательности положительных 
чисел ah, удовлетворяющей условиям

оо оо

2  «й <  ° ° ! ^ а и  =  оо, (0 .2 )
*=1 h=i



П О ЛО Ж И М

X fe+1 =  x k-  ahY h, Y h =  R  ( X h) +  gft+1. (0.3)

Смысл этой процедуры ясен. Если Х ь < х 0, то разность 
X h+1 — X h будет в среднем положительна, так как ее 
условное математическое ожидание при данном X k равно 
—akR  ( X h),

М ( X h+1 -  X J X h) =  -  ahR  ( X h).

В противоположном же случае эта разность в среднем 
отрицательна. Таким образом, процедура (0.3) «заставля­
ет» последовательность X h двигаться в сторону х 0. Однако 
нужно, во-первых, побеспокоиться о том, чтобы «скачки» 
X h+1 — X h затухали, так как иначе последовательность 
Х к не может сойтись к х 0 (она будет, вообще говоря, 
совершать вокруг точки х 0 скачки неубывающего разме­
ра). Этой цели служит первое из условий (0.2). Во-вторых, 
нужно, чтобы амплитуда скачков не убывала слишком 
быстро, так как иначе последовательность X k может 
«не успеть» дойти до точки х 0. Такое свойство последова­
тельности Х к обеспечивается вторым из условий (0.2). 
(Подробнее об этом см. § 4.1).

Роббинс и Монро доказали в [1] сходимость процеду­
ры (0.3) при условиях (0.2) и некоторых ограничениях 
на функцию R  (х). Их работа вызвала много откликов. 
По-видимому, это связано прежде всего с практичностью 
процедуры (0.3). В самом деле, процедура (0.3) указывает 
простой план выполнения экспериментов, который не тре­
бует для своей реализации запоминания ни результатов 
предыдущих экспериментов Y k, ни точек X h, в которых 
эти эксперименты проводились (кроме последней). В то же 
время процедура дает последовательность X h, сходящую­
ся к точке х 0 с вероятностью 1. Процедура (0.3) особенно 
удобна в тех случаях, когда статистик не знает заранее, 
в какой момент от него потребуют «выдать» оценку X h 
для точки х 0 — он строит эту оценку в каждый момент 
времени, последовательно уточняя ее. Эти особенности 
процедурно. а. обусловили их популярность среди при­
кладников, особенно специалистов по автоматике и теле­
механике и других областей кибернетики.

Метод с. а. создан для решения непараметрических 
задач математической статистики. Однако он может быть



использован и для решения классических параметриче­
ск и х  задач. Детальному исследованию этих возможностей 
посвящена интересная книга Алберта и Гарднера [1]. 
П у с т ь , например, Z h =  х 0 +  к =  1, . . п — после­
довательность независимых наблюдений «сигнала» х 0 
в «аддитивном шуме» \h. Таким образом, \h, к =  1, . . .

. ., п ,— последовательность независимых случайных 
в ели ч и н , имеющих плотность распределения р (х).

Е с л и  «априорное» распределение Jt (х) параметра х 0 
зад ан о , то, как известно, наилучшую в среднем квадрати­
ч еском  оценку хп для а;0 дает условное математическое 
ож и д ан и е  х 0 при условии Z 1: . . Z n, выражаемое фор­
м у л о й  J)

J u p (Z i  — u) . . .  p ( Z n — u )d n (u )
х п — М ( x j Z u . . . ,  Z n)   j — — — •

\ p (Z i  — u) . . .  p (Z n — и) ал (и)

(0.4)

Если же x0 — не случайная величина, то обычно применяют 
оценку наибольшего правдоподобия, т. е. оценку х п, 
представляющую собой решение уравнения

max [р (Z i  — х) . . .  р (Z n — x )] — p ( Z l — x n) . . .  р (Z n — x n),

(0.5)

и л и  оценку (0.4) с достаточно произвольно выбранной 
функцией я (х). Будем обозначать tn оценки вида (0.5) 
и л и  (0.4) с произвольной функцией л (х). Ясно, что для 
всех этих оценок переход от хп к xn+i требует сложного 
пересчета с использованием всех предыдущих наблюдений. 
Можно, однако, попытаться построить оценку хп для пара­
метра х 0 в виде процедуры РМ. Д ля  этого достаточно, 
например, рассмотреть процедуру оценивания

Xh+i — %h — ak {Хь — Z k+ j). (0.6)

Понятно, что процедура (0.6) есть частный случай (0.3) 
при R  (х) — х — х 0. Из теоремы Роббинса и Монро сле­
дует поэтому сходимость X h к х 0 при к —у оо. На проце-

1) Всюду в этой книге мы обозначаем оценки буквами х  и X .  
Прописная буква X  обычно применяется лиш ь для обозначения 
оценок, вычисляемых по рекуррентным формулам.



ДУРУ (0-6) распространяются все практические преимуще­
ства процедуры РМ, о которых говорилось выше. Однако, 
может быть, оценки вида (0.4) или (0.5) имеют другие 
важные преимущества, например, в смысле их скорости 
сходимости к х 0 при к оо ?

Как и всюду в этой книге, качество оценок будем изме­
рять средним значением квадрата разности | x h — х 0 |, 
т. е. функцией М | x h — х 0 |2. При таком критерии каче­
ства для оценок tn известен следующий асимптотический 
результат (см. Ибрагимов, Хасьминский [1]). При неко­
торых довольно слабых ограничениях на р (х) и л  (х), 
которые мы не будем здесь выписывать, справедливо асимп­
тотическое равенство J)

М|г„ — х0\*-------------------------------- (0.7)
71-» оо

где I  — информационное количество плотности р (х), 
вычисляемое по формуле

7 Г IР' (*) I2 dx
1 J р(х) йХ-

Кроме того, хорошо известно, что нормированная разность 
Y п (tn — х 0) асимптотически нормальна с параметрами 
(0 , / -1).

Для того чтобы сравнивать оценки метода РМ с оцен­
ками tn, необходимы теоремы об асимптотическом пове­
дении распределения уп — V п  (Х п — х 0) и о пределе 
квадрата математического ожидания этой случайной вели­
чины. Такие теоремы были доказаны в ряде работ, среди 
которых мы упомянем работы Чжуна [1], Блума [2], Сакса 
[1], Фабиана [5]. Пусть М Ц  =  о2 <  оо. Оказалось, что 
для процедуры (0.3) и более общей (см. гл. 6 ) при ап =  
=  [а (п +  I ) ] -1 величина уп асимптотически нормальна

с параметрами ^0 , )_ а) ) > если 0 <  а <  2R '  (х 0).

Вопрос об оптимальном выборе параметра а рассматри­
вался в большом числе работ, начиная с известной статьи 
Чжуна [1].

В рассмотренном выше примере R  (х) =  х — х0. Ясно, 
что R '  (а:0) =  1 и для получения оценки с асимптотически

*) Как обычно, а ~  Ъ означает, что lim  alb =  1.



оп ти м альн ы м и  свойствами в классе оценок вида (0 .6) 
с йп =  [а (п +  I ) ] -1 следует положить а =  1. Нетрудно 
видеть, что полученная при этом оценка совпадает с оцен­
кой  среднего арифметического

П

ь -
г = \

Известно, что оценка хп оптимальна в среднем квадрати­
ческом смысле лишь для нормального закона распределе­
ния (ее дисперсия равна сг2/га, а в случае любого закона, 
отличного от нормального, о2 >  / -1).

Еще хуже обстоит дело, когда R (х) нелинейна. В этом 
случае следовало бы выбрать а =  R '  (х0). Но ведь функ­
ц ия  R  (х) неизвестна наблюдателю и мы можем исполь­
зовать лишь оценки для R ’ (х0), полученные на основании 
наблюдений. Такой «адаптивный» метод нахождения 
оптимального множителя (в классе множителей вида 
[а (п +  I ) ] -1) был предложен Вентером [1] (подробнее эти 
результаты Вентера и некоторые их обобщения изложены 
в гл. 7).

Однако, как уже было сказано, даже если мы научим­
ся  выбирать множитель а оптимальным образом, диспер­
сия  оценки, вообще говоря, будет в конечное число раз 
больше дисперсии оценок tn. Это и неудивительно. Ведь 
при  вычислении оценок вида (0 .6 ) мы не пользуемся ника­
ким и  свойствами распределения в то время как оценки 
(0.4), (0.5) существенно зависят от явного вида плотно­
сти. Возникает естественный вопрос — нельзя ли постро­
и ть  рекуррентные процедуры типа стохастической аппрок­
симации, использующие явный вид плотности р (х) и даю­
щие оценки, удовлетворяющие соотношению (0.7)?

Чтобы прийти к такого рода оценкам, воспользуемся 
следующим эвристическим приемом (см. Стратонович [2]). 
Пусть хп — оценка наибольшего правдоподобия. Тогда 
в точке хп производная логарифма функции правдоподо­
би я  обращается в нуль. Таким образом,

Л  Л П + 1  Л
р ' {Zfr хп)  q > ЧП Р (^h хп+\)  Q /0 g\

— i „ )  ’ j— t p ( Z h — xn+,)



Считая разность xn+i — х п малой и вычитая первое урав­
нение в (0 .8 ) из второго, получим

П

■y-(Zn+t—in) + 2 (-y(zb — Xn)') (in+1 — i„) ж 0. 
fc=i

Таким образом, мы приходим к процедуре оценивания

(Zn+i- X n)
Х п+1 =  Х п  -------------------------. (0-9)

2 ( ^ ( Z h- x n) ) ’
ft=l

Процедуры типа (0.9) в более общей ситуации рассматри­
вались в работах Стратоновича [2], Цыпкина [1, 2] и дру­
гих. Цыпкиным [2] алгоритм типа (0.9) назван квазиопти- 
мальным. Недостатком этого алгоритма является необхо­
димость хранения в памяти машины всех наблюдений 
Z i,  . . ., Z n. Кроме того, алгоритм (0.9) не так легко 
исследовать, поскольку процесс Х п, определяемый этим 
алгоритмом, не является, вообще говоря, марковским.

Предположим теперь, что величина Х п сходится к оце­
ниваемому параметру х0, когда /г->  оо, и заменим в зна-

П ^
менателе (0.9) Х п на х0. Тогда ^  — жо)) —сумма

fe= 1
независимых одинаково распределенных случайных вели­
чин, причем

М ( -% - (Z h- x „ ) ) '  =

=  М ( Z h -  х0) -  м  ( Z h -  Х о ) ) 2 =  -  /.

Поэтому, в силу закона больших чисел,
П

2 ( ~ ( 2 й  — X0) j  =  — n I  +  o (n )  п - +  оо.
ft=i

Подставляя это значение в (0.9), мы приходим к 
предложенному Д. Сакрисоном1) [2], [3] алгоритму

х) Точнее, Сакрисон предложил рекуррентную оценку в более 
общей ситуации. Изложение его результатов в расширенном виде 
дано в гл. 8.



оценивания

* « = * ” + -ЯГТЩЙ^$-- <М0)
При некоторых ограничениях на р (х) Сакрисон дока­

зал состоятельность и асимптотическую эффективность 
в сильном смысле (см. определения в гл. 8) оценки (0 .10). 
Таким образом, оценка (0.10), сохраняя все преимущества 
рекуррентных оценок, позволяет добиваться к тому же 
асимптотически оптимальных результатов.

Изложенные соображения, относящиеся к частному 
случаю аддитивного шума, позволяют заключить, что ре­
куррентные процедуры" параметрического оценивания 
заслуживают большого внимания.

Интересно, в частности, рассмотреть ситуацию, в кото­
рой экспериментатор должен оптимальным образом оце­
нить параметр х 0 в случае, когда в его распоряжении нахо­
дится управляющий параметр х) z. Точное решение этой 
задачи очень громоздко. Д ля  получения оптимального 
плана наблюдений (т. е. оптимального выбора последова­
тельности zn управлений и оценки хп) нужно, грубо говоря, 
«проиграть» всю задачу: сначала при заданных zlt . . .
. . ., zn найти оптимальное значение оценки хп (zlt . . .
. . ., zn), равное условному математическому ожи­
данию Mzj- . • zn (xJYy =  уи . . ., Y n =  уп)  при заданных 
наблюдениях ух, . . ., уп, произведенных в точках z1; . . .
. . ., zn соответственно. После этого нужно найти мини­
мальное значение выражения

Mv  . . ., zn {(жп (zj, . . ., zn) Xq̂ I Y i =

=  У it • • 4 7̂1-1 Уп-1 }  >

рассматриваемого как функция z„. Таким образом, мы 
получим п-е оптимальное управление как функцию от 
2), . . ., zn_t, у и . . ., !/„_!• Действуя так и далее, можно 
в конце концов получить zy. Однако статистик может ока­
заться в ситуации, когда у него нет времени или аппара­
туры для проведения этих сложных выкладок. Тогда мож­
но пойти по другому пути: выбрав сначала произвольное 
значение управляющего параметра и произвольное значе­
ние оценки, построить рекуррентную процедуру для

х) Более точная постановка задачи дана в гл , 10,



нахождения пары хп, zn, п =  1, 2, 3, . . .  Такой метод будет 
тем более оправдан, если удастся доказать, что асимптоти­
чески качество получаемой оценки не хуже качества 
оптимальной байесовской оценки, способ построения кото­
рой намечен выше. В некоторых случаях это действитель­
но удается доказать (см. гл. 10).

Мы не упоминаем здесь об обширной литературе, 
посвященной применениям методов с. а., а такн?е об инте­
ресных модификациях процедуры РМ. Отметим лишь весь­
ма важную процедуру с. а. для отыскания Максимума 
функции, значения которой измеряются со случайной 
ошибкой, предложенную Кифером и Вольфовицем [1] 
(см. гл. 4).

В заключение укажем три задачи, связанные с рас­
смотренным в книге кругом вопросов.

1. В гл. 8 доказано, что при некоторых ограничениях 
(см. теорему 8.4.1.) аналогичная (0.10) процедура (8.4.5) 
дает состоятельную, асимптотически нормальную и асимп­
тотически эффективную рекуррентную оценку параметра 
х0. Было бы интересно расширить условия теоремы 8.4.1, 
приблизив их к условиям, при которых доказана асимпто­
тическая эффективность оценок tn (см., например, Ибраги­
мов и Хасьминский [1]).

2. В гл. 8 на основании результатов гл. 6 доказано, что 
рекуррентные оценки Х п параметра х 0 в широком классе 
случаев не только асимптотически нормальны, но что для 
них справедлив и следующий более тонкий результат.

Пусть и - < « ! < . .  . <  nk — целые числа. Обозна­

чим S; =  In . Тогда распределение вектора У п ( Х п — z 0), 

V n-i (% ni — z 0), • • • » VTin (X nh — x 0) сближается при
n ->  oo с распределением вектора X  (0), X  (sj), . . . 
. . ., X  (sk), где X  (t) — стационарный гауссовский мар­
ковский процесс, корреляционная функция которого вы­
писана в § 6.5. Есть все основания ожидать, что этот 
результат справедлив и для оценок tn. В самом деле, при­
веденные выше наводящие соображения дают основания 
надеяться, что оценка максимального правдоподобия хп 
близка к оценке (0.10) при больших п. В сочетании 
с теоремой 8.4.1 это делает правдоподобным следующее 
утверждение: при некоторых предположениях о р (я)



р а сп р ед елен и е  вектора У  п (хп — х 0), У nY (хп — х 0), . . .

У п к (хПк — х 0) сближается с распределением век­

тора X  (0 ), X  (sj), . . ., X  (sh) при п ->  оо, In ^  ->  si5 где 

X  (t) — стационарный марковский процесс, удовлетво-
1 - -

ряю щ ий  уравнению dX (t) =  — у  X  dt +  1 2 d% (t), I  (t) —

стандартны й  винеровский процессx). Аналогичная гипоте­
за. видимо, может быть обоснована и в более общей ситуа­
ции. Однако пока в литературе нет никаких результатов о 
совм естн ы х предельных распределениях оценок класса tn.

3. По-видимому, многие результаты, изложенные 
в этой  книге, справедливы с соответствующими модифика­
циями и в том случае, когда наблюдения не независимы, 
а сами образуют марковский процесс с достаточно хоро­
ш ими свойствами перемешивания. Было бы интересно 
д о к а за ть  в этой ситуации результаты, аналогичные 
результатам глав 6 —9 2). В частности, было бы интересно 
выяснить условия состоятельности и асимптотической 
эффективности процедуры (9.5.3), (9.5.4), введенной
в § 9.5.

1) З а м е ч а н и е  п р и  к о р р е к т у р е .  В настоящее вре­
мя эту гипотезу удалось доказать для оценок tn . См. И. А . И б р а- 
г и м о в и Р . 3. X  а с ь м и н с к и й, Д А Н  СССР, в печати.

2) Д ля  случая линейной параметризации состоятельность неко­
торых оценок с. а. доказана в интересной работе Холево [1].

•>
-  М. Б. Невельсон, Р. 3. Хальминский ,------ ------------  — —%



Г Л А В A  1

ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ОСНОВЫ И М А РТИ Н ГА Л Ы

В §§ 1—4 определяются некоторые понятия теории 
меры. Приводятся, как правило, без доказательств основ­
ные свойства вероятностей, случайных величин, условных 
математических ожиданий и условных вероятностей. В § 5 
изучается важный для дальнейшего класс случайных про­
цессов — мартингалы и супермартингалы. Доказана тео­
рема Дуба о пределе супермартингала.

§ 1. Вероятность

Начнем с рассмотрения двух опытов, исходы которых 
естественно считать случайными. Первый из них — бро­
сание игральной кости. Возможные исходы этого опы­
та — события сог, состоящие в выпадении i очков 
( i  =  1, 2, . . ., 6). Любое другое событие, связанное с этим 
экспериментом, есть объединение (сумма) некоторых из <мг. 
Д ля  симметричной кости можно считать со* равновероят­
ными, т. е. Р  {со*} =  1/6. Для любого другого события

Р{А }=  2  Р {со,}. (1.1)
сOi£A

Приведенные рассуждения естественно обобщаются 
следующим образом. Рассмотрим пространство й =  {сог}, 
состоящее из счетного числа элементов — элементарных 
событий. Пусть для каждого сог определена неотрицатель­
ная функция Р  {сог}  такая, что У, Р {сог} =  1. Тогда

и;£Я
формула (1 .1) определяет вероятность любого события А ,  
представляющего сумму конечного или счетного числа 
событий со*. Таким образом, получаем дискретное прост­
ранство элементарных событий с введенной на нем вероят­
ностной мерой.



Следующий пример показывает, что этого понятия 
недостаточно. Пусть D  — некоторая область на плоскости 
(с площадью mesZ)), в которую наугад бросается точка. 
Под случайным событием здесь естественно понимать попа­
дание точки в ту или иную подобласть области D. Для 
того чтобы этому событию приписать вероятность, прида­
дим смысл выражению «точка бросается наугад» следую­
щим образом: вероятность попадания точки в область Dy 
из D  пропорциональна площади области D u т. е. Р  {D j }  =  
=  mes DJmes D .  Однако здесь мы сталкиваемся с опре­
деленной трудностью, так как не любому подмножеству 
области D  можно естественным образом приписать пло- 
щадь. Поэтому необходимо сузить класс рассматриваемых 
подмножеств D ,  если мы хотим считать, что каждое
случайное событие имеет некоторую вероятность.

Изложенные соображения наводят на мысль опреде­
лить в общем случае пространство элементарных событий 
как совокупность элементов любой природы, а под слу­
чайными событиями понимать некоторые подмножества 
этой совокупности.

Более точно, пусть £2 — некоторое абстрактное множе­
ство. Назовем его множеством (пространством) элемен­
тарных событий. Рассмотрим систему §1 подмножеств мно­
жества £2. Относительно структуры этой системы сделаем 
следующие предположения:

1) Наряду с каждым множеством А  система St содержит 
и его дополнение А.

2) Если A lt А 2, . . .— произвольная счетная последо-
оо

вательность множеств из §1, то их сумма [} A  t н пересече-
г— 1

оо

ние П A t также принадлежат 21.
!= 1

Система множеств 21, удовлетворяющая этим требова­
ниям, называется а-алгеброй подмножеств множества £2, 
а пара (21, £2) — измеримым пространством.

Будем говорить, что а-алгебра 2Ц вложена в сг-алгебру 
?12, 2Цс= 2Г2, если любое событие из 2Ii принадлежит и 212-

Пересечением двух сг-алгебр 2(4 и 212 называется сово­
купность 21 множеств, принадлежащих как 2Ii, так и 2( 2.

Минимальной а-алгеброй, содержащей систему мно­
жеств S, называется а-алгебра, образованная пересечением



всех о-алгебр, содержащих S. Она очевидно, всегда 
существует и единственна.

Предположим, в частности, что £2 =  Е х — Z-мерное 
евклидово пространство точек х  =  (x lt х 2, . . ., x t). Рас­
смотрим в E i  систему «интервалов» S 0, определяемых 
равенствами at ^  x t <  bt, i — 1 , 2 , . . ., I, где at, bt — j 
произвольные числа. Минимальная а-алгебра 23г, содер­
жащая систему S 0, называется борелевской о-алгеброй. 
Эта о-алгебра часто будет использоваться ниже. Множе­
ства А  £ Ш; называются борелевскими.

Мерой [х на о-алгебре 21 пространства Q называется 
функция, ставящая в соответствие каждому множеству А  
из 21 неотрицательное число или + ° ° ,  так что

оо °°

Ц { U -^п} =  2  И (-^п)
п =  1 п =  1

для любой последовательности непересекающихся мно­
жеств из 21. Мера |х называется конечной, если [х (Q) ■< оо, 
и о-конечной, если существует расширяющаяся последо­
вательность множеств Гп сг 21 такая, что (J Г„ =  Q,

М- (Г „) <  оо-
Мы будем рассматривать ниже лишь полные меры, т. е. 

меры на таких сг-алгебрах 21, что любое множество А ,  вло­
женное в множество меры нуль, также принадлежит 21.

Если мера [х на о-алгебре Й не полна, то эту о-алгебру 
можно пополнить до о-алгебры 2Г , включив в нее все под­
множества множеств нулевой меры. Согласно теореме 
о пополнении меры (Халмош [1]) на новой о-алгебре 21' 
можно построить полную меру ц/, совпадающую с |х 
на множествах из 21. Пусть, в частности, т — мера на 83* 
такая, что мера «интервала» at ^  x t <  bt, i =  1 , . . ., I, 
равна (bi — aY) (b2 — a2) . . .  (b t — а г). Ее пополнение 
называется лебеговой мерой в Е\.

Мера (х называется вероятностной, если fx (Q) = 1 . < 
Такую меру будем обычно обозначать через Р.

Ниже без специального упоминания используются I 
следующие свойства меры. Доказательства этих свойств 
можно найти в любом учебнике по теории вероятностей 
или теории меры.

а) Если A j  621, А 2 £ 21, А^ сг А 2, то ц ^  |х { А 2}.



б ) Для любой конечной или счетной последователь­
ности множеств А п из 21 справедливо неравенство

и {и 4n}<2n{vi„}.
71 71

в) Если А п £ 21 и A, cz Л2 cz . . .  а  А п а  .. ., то

71 71—> ОО

г) Если А п £ 21, Ах zd А2 zd . .. =з А п zd . . . ,  fi (А п) <
С  оо, то

ц {п  А п} =  И т [х {Л „ }.
71 71—V СХ)

Тройка (£2, 21, Р ), состоящая из множества элементарных 
событий £2, ст-алгебры его подмножеств 21 и вероятностной 
меры Р на 21 называется вероятностным пространством.

§ 2. Случайные величины

Пусть 21 —некоторая ст-алгебра событий из £2 =  {со}. 
Определенная на £2 функция 5 =  5 (ю) со значениями из 
Е 1 U { ° ° }  U { — 00}  называется 21 -измеримой, если при 
любом с множество {со:£ (©) <С с } принадлежит21. (Ясно, 
что в случае дискретного пространства любая функция 
измерима.)

Функция, измеримая относительно ст-алгебры на­
зывается борелевской (или измеримой по Борелю).

Для дальнейшего важно, что свойство измеримости 
функций сохраняется при алгебраических операциях, пре­
дельном переходе, подстановке измеримой функции в боре- 
левскую.

Если на ст-алгебре 21 задана вероятностная мера, так 
что (£2, 21, Р ) — вероятностное пространство, то 2(-измери­
мая функция будет называться случайной величиной. (Это 
определение согласуется с интуитивным пониманием слу­
чайной величины как величины, принимающей различные 
значения в зависимости от исхода опыта. Например, слу­
чайная величина, равная числу выпавших очков в первом 
примере § 1 , задается равенством \ (со;) =  £, i =  
=  1, 2, . . ., 6 .) Подчеркнем, что случайные величины, 
принимающие значения ±  оо, не исключаются.



Наряду со скалярной случайной величиной рассмотрим 
векторную случайную величину, принимающую значения 
из Z-мерного евклидова пространства Е ь понимая под ней 
вектор 1), каждая компонента которого — скалярная слу­
чайная величина. Можно доказать, что для любого слу­
чайного вектора £ со значениями в E t множество 
{со:  ̂ (со) 6 # }  измеримо для любогоборелевского множе­
ства В. Вероятность Р  { ^ ^ 5 }  называется распределе­
нием вектора В частности, если В  — множество 
{у =  (уи • • •, У;) : У1 < * и  • • •, У1 <  *г}> то Р  {£ 6 В )  =  
=  Р { h  <  * i,  \г <  * 2, • • h  <  ^г} =  (х), х  =
=  (®i, . . — многомерная функция распределения
вектора I  =  {%и  |2, . . ., £,).

Две случайные величины | (со) и г| (со) называются сто­
хастически эквивалентными, если они отличаются лишь 
на множестве вероятности нуль.

Пусть | =  £ (со) — неотрицательная 21-измеримая функ­
ция, определенная на измеримом пространстве (Q, 21) с ме­
рой ц. Тогда множество B k)l, — {k i  ^  | <  (к 1) Я,} Г) А ,  
А  £ Я, при любом X >  0 Я-измеримо. Рассмотрим сумму

J f ]  kX\i {В,а}, если ц, {{£ =  оо} П А}  =  О
11 =  S к—О

[  оо, если р. {{£  =  оо} П А )  >  О

Ее предел при X О  всегда существует (но, быть может, 
равен оо). Этот предел называется интегралом Лебега 
функции g по множеству А  и обозначается

,
J со}.
А

В общем случае, когда \ принимает значения разных 
знаков, интеграл Лебега не всегда можно определить 
разумным образом. Например, не ясно, какое значение 
интеграла приписать функции £, принимающей значения 
+  оо и — оо на множествах положительной меры. Тем 
не менее, в некоторых случаях удобно рассматривать 
интегралы от функций со значениями ± о о .

!) Всюду в этой книге векторы понимаются как векторы — 
столбцы в Е j, если не оговорено противное.



Положим

Ъ+ =  max (I ,  0 ), max ( — I ,  0 ).

Очевидно, 5+ и 5“  неотрицательны, причем

5 = 5+ -  1".
Если хотя бы одна из функций 5+ или имеет конечный 
пптеграл Лебега по множеству А ,  то будем говорить, что
интеграл

j  Sfi {diо}
А

существует, и положим

j  5ц {do>} =  j  5+)х {с/со} — j  |-|х {с/со}.
А  А  А

Интеграл Лебега, как известно, равен определенному 
интегралу Римана, если, например, множество 4 c £ i  — 
интервал, мера ц — лебегова, а функция 5 интегрируема 
по Риману и ограничена. Он обладает многими обычными 
свойствами определенного интеграла. Например, если все 
написанные ниже интегралы существуют, то справедливы 
соотношения

| 5ц{<2с о }> 0 , если 5 > 0  для о £А ,
А

f bv) \i {da} =  а  ̂Н|д. {dco} +  Ъ  ̂тцл {dсо},
А  А  А

I (  {dco} | <  j  15 1 ц {dco},
A  A

часто используемые в дальнейшем. Отметим еще одно 
важное свойство интеграла— неравенство Чебышева: если
?(со);>0 , то

(,i{co: 5 (со )>с , со£ ^4}<-^- f 5 (со) ц {dco},
А

Некоторые другие важные свойства интеграла будут ука­
заны ниже для частного случая, когда (х — вероятност­
ная мера.



Пусть (Q, 91, Р ) — вероятностное пространство, 
1 =  1 (со) — случайная величина. Если интеграл

(  l(c o )P {c fo } =  j  IP  {rfco>
Q

существует, то он называется математическим ожида­
нием случайной величины 1 и обозначается M l. Может, 
конечно, случиться, что M l =  оо или M l =  — оо. Если 
же М | 1 | <  оо, то говорят, что случайная величина 1 
имеет конечное математическое ожидание.

В случае, когда 1 дискретна, т. е. принимает конечное 
или счетное число значений Х\, х 2, . . .  с вероятностями 
р 1, р 2, . . ., то из определения интеграла Лебега легко 
вытекает (при условии существования M l) формула

оо

М £= 2  xhPh- (2.1)
й= 1

В общем же случае определение математического ожида­
ния как интеграла Лебега сводится к замене 1 на близкую 
к ней дискретную случайную величину, вычислению 
математического ожидания по формуле (2 .1) и последую­
щему предельному переходу. Отсюда вытекает формула

M l=  j  х dF5 (х),

где (х )  =  Р { 1 <  х} — функция распределения случайной 
величины 1. Можно также показать, что для любой боре- 
левской функции / (х)

М/(1) =  j  / (х ) dF| (ж), (2.2)

если М/ (1) существует. Аналогичная формула справедли­
ва и для векторных случайных величин.

Далее нам часто придется иметь дело с последователь­
ностями 1„ случайных величин (векторов), сходящихся 
к 1 в том или ином вероятностном смысле.

Последовательность 1„ сходится к 1: а) почти наверное 
(п. н.), если Р {1П — 1} =  1; б) по вероятности, если 
Р {I  In — 1 I >  е }  О для любого е >  0 ; в) по распре­
делению, если последовательность функций распределе­
ния Ft (х) слабо сходится к F-t (х), т. е. если для любой



непрерывной ограниченной функции / (х) при п ->- оо 

М/ (Ы  =  {  / (х ) dFln (х) —  j  / (x) (х) =  М/ (I).

Пусть tn — последовательность случайных величин 
с конечным математическим ожиданием, сходящихся 
в некотором смысле к случайной величине При каких 
дополнительных условиях справедливо равенство

M5 =  lim  МНП?
П->оо

Общие теоремы о возможности такого предельного 
перехода доказаны Лебегом и изложены во всех курсах 
теории меры.

Сформулируем для удобства дальнейших ссылок сле­
дующие известные утверждения.

Л е м м а  Ф а т у .  Если случайные величины tn неотрица­
тельны, то

М И т  П т  МЕп.
71-* ОО п->оо

Т е о р е м а  Л ебега . Если с вероятностью 1

tn t l  I tn I 1̂ 1

где 1] — некоторая случайная величина с конечным мате­
матическим ожиданием, то

М £= И т
71->оо

Л е м м а  2.1. Если по вероятности, причем для
некоторого а >  1 последовательность М | 1“  ограниче­
на, то | имеет конечное математическое ожидание и

М£ =  Н т М  tn-
П->оо

Это утверждение остается в силе и в случае сходимости 
tn к t  по распределению, а также в том случае, когда t n, 
t  — случайные векторы из Е  г.

Пусть на о-алгебре 21 наряду с вероятностной мерой Р 
задана также некоторая другая мера ц, (не обязательно 
вероятностная). Будем говорить, что мера ц абсолютно 
непрерывна относительно меры Р , если и [А )  =  0 в с я к и й  

раз, когда Р  { А }  =  0.



Когда мера (А может быть представлена в виде инте­
грала по вероятностной мере Р ,т . е. когда найдется такая 
случайная величина § (со), что

fx(,4) =  j i (c o )P {d c o }
А

для любого множества А  £ 21? Очевидно, для этого необ- j 
ходимо, чтобы мера [г была абсолютно непрерывна отно­
сительно меры Р. Оказывается, что верно и обратное 
утверждение.

Т е о р е м а  Р а д о н а  — Н ик оди м а .П у ст ь (0 , ,  Я ,Р )  — ве­
роятностное пространство и |л — некоторая мера на а-ал- 
гебре 21, абсолютно непрерывная относительно меры Р. 
Тогда найдется единственная с точностью до стохасти­
ческой эквивалентности случайная величина | (а ) ^  0 , для 
которой

ц (Л ) =  j  £ (со) Р  {doi}, А£Ъ I.
А

Если при этом мера jj, конечна, то случайная величина 
5 (со) принимает лишь конечные значения с вероятностью 1 .

§ 3. Условные вероятности и условные 
математические ожидания

Пусть (£2,21, Р ) — вероятностное пространство, а В  — 
некоторое событие, причем Р  {В }  Ф  0. Тогда условная 
вероятность Р  { A I B } ,  А  £21, определяется формулой

Р { ^ Н е ­
очевидно при фиксированном В  условная вероятность 
Р {"/В} является мерой на 21. Условным математическим 
ожиданием М {У В )  неотрицательной случайной величины 
1 =  5 (со) называется интеграл

М (5/Я) =  jg (c o )P  {dco/Я}. 
а

Нетрудно проверить, что

м ( т = р щ \ ш р { м -  (3-1)
в



Н аш а дальнейшая цель — расширить понятия условной 
вероятн ости  и  условного математического ожидания, опре­
делив их не только относительно некоторого фиксирован- 

! ного события В  ненулевой вероятности, но и относитель-
I н0 ст-алгебры событий. В частности, это позволит рассмат- 
! ривать и условные вероятности относительно некоторых

собы тий вероятности нуль.
Для этого рассмотрим сначала минимальную ст-алгебру 

21, содержащую счетную систему событий В и В 2, . . ., 
в сумме составляющих Q, причем Р { B t } ф  0 при любом г.

Условной вероятностью события А  относительно 9?0 
назовем случайную величину Р  {со, 4̂/230} =  Р {4 / ® 0}, 
принимающую на множестве B t постоянное значение 
р {A/Bt}, т. е. *)

Р {Л / ® о > =  2  X b j H P  {A/Bi}.
i =  1

Очевидно, при любом со функция множеств Р  { '/ 8$0} 
является мерой на а. Поэтому естественно определить 
условное математическое ожидание М (£/2?0) равенством

М(|/8?0) =  j  H ® )P {*® / »o }-

Из двух последних формул ясно, что

Р {Л /SSo} =  м {%а/8?о),
т. е. условная вероятность является частным случаем 
условного математического ожидания.

Оказывается, что и в общем случае удобно определить 
условную вероятность как частный случай условного 
математического ожидания. Д ля  того чтобы прийти к тако­
му определению, отметим следующие свойства случайной 
величины М ( Ш 0)- 

Во-первых,

j  М (&/8?о) Р  { * » }  =  {  I  (©) Р  { < 4  
в в

Для любого В  £ Это равенство легко вытекает из опре­
деления М (?/2?0), если заметить, что любое множество В

J) Здесь и ниже через Ха  — Ха  (® ) обозначается характеристи­
ческая функция множества А ,  т. е. функция, равная 1 при со 6 А
II U при со (ГЛ .



из 2?о представляется в виде суммы конечного или счет­
ного числа множеств B t, и воспользоваться форму­
лой (3.1).

Во-вторых, случайная величина М (£/Я?о) постоянна 
на каждом множестве B t. Для произвольной о-алгебры это 
свойство, конечно, не имеет смысла. Однако нетрудно 
проверить, что произвольная случайная величина тогда 
и только тогда постоянна на множествах B t, когда она 
измерима относительно о-алгебры 230- Изложенные сооб­
ражения дают основание в общем случае принять следую­
щие определения (см. А . Н. Колмогоров [1]).

О п р е д е л е н и е  3.1. Условным математическим 
ожиданием неотрицательной случайной величины 5 (®) 
относительно произвольной о-алгебры 23 с= 21 называется 
23-измеримая случайная величина М (£/&), удовлетво­
ряющая для любого В  £ 33 равенству

j  М (5/93) Р  {<*»} =  j  I P  {dm}. (3.2)
в в

О п р е д е л е н и е  3.2. Услоеной вероятностью Р {Л/23} =  
=  Р {ы, Л/23} события А  а  21 относительно произвольной 
о-алгебры 23 сг 21 называется случайная величина М ( Х а /85).

Ясно из (3.2), что

{  Р {А/Ж} Р {</со} =  Р  {.АВ}, В  6 23,
в

причем это соотношение вместе с требованием 23-измери­
мости Р  {Л/23} эквивалентно определению 3.2.

Из теоремы Радона — Никодима вытекает, что услов­
ное математическое ожидание М (5/81) существует для 
любой неотрицательной случайной величины 5- При этом 
М (5/й) <  оо с вероятностью 1, если М5 <  00 • Послед-1 
нее замечание позволяет распространить определение 
условного математического ожидания и на произволь­
ную случайную величину 5 > имеющую математическое 
ожидание (не обязательно конечное), с помощью формулы

М (5/23) =  М (5+/2?) -  М (5-/23).

Согласно теореме Радона — Никодима совокупность 
случайных величин, являющихся условным математи­
ческим ожиданием 5 (® ) относительно о-алгебры 23, обра-



Зует класс попарно стохастически эквивалентных слу­
чайных величин. Условимся в дальнейшем под М (%/&) 
понимать какую-нибудь одну случайную величину из это­
го класса. Аналогичное соглашение примем и относитель­
но условной вероятности Р {^4/95}. В силу этого и равен­
ства, в которые входят условные математические ожида­
ния и условные вероятности, мы будем понимать (иногда 
явно не указывая этого) как справедливые почти наверное 
(п. н .) , т. е. с точностью до событий вероятности нуль.

Определим теперь условное математическое ожидание 
случайной величины | (со), со £ Q, относительно случай­
н ого  вектора г| (со), принимающего значения из /-мерного 
евклидова пространства Е{, предполагая, что £ имеет 
математическое ожидание. Для этого рассмотрим события 
{г| £ В } ,  где В  — множество из борелевской о-алгебры 
<8 г. Совокупность событий {т] £_В), В  £ 5Цг, образует, 
очевидно, ст-алгебру подмножеств пространства Q, кото­
рую мы обозначим 2Гп и назовем о-алгеброй, порожденной 
случайным вектором т). Положим М (£/т)) =  М (l/2fti) и на­
зовем случайную величину М (|/т]) условным математиче­
ским ожиданием \ относительно случайного вектора г|. 
Аналогично, Р {А1л\} =  М (Ха/л) называется условной 
вероятностью события А относительно т).

Можно показать (см., например, Гихман и Скороход 
[1]), что всегда найдется измеримая относительно функ­
ция g (х), х  е Е и для которой с вероятностью 1

М (|/г)) =  g (rj),

т. е. М (Е/1!) есть функция от т].
Последнее равенство дает основание определить мате­

матическое ожидание М (Е/т] =  х) при условии, что т) 
приняло фиксированное значение х, положив

М (1/т) =  х) =  g (х).

Точно так же определяется и условная вероятность 
Р {А1г\ =  х}.

Рассмотрим теперь основные свойства условных мате­
матических ожиданий и условных вероятностей, доказа­
тельства которых можно найти, например, в книгах: К ол­
могоров [1], Дуб [1], Гихман и Скороход [1], Лоэв [1] 
и др. Предполагаем при этом, что математические ожида­
ния всех случайных величин т], а\ +  Ъц, |г), входящих



ниже под знаки условных математических ожиданий, 
существуют.

а) М (аЪ +  Ьг)/Щ =  «М  +  ЬМ (ц/Я?) 

для любых постоянных а, Ь;

б) ММ (5/35) =  М5- (3.3)

(Это равенство немедленно вытекает из (3.2), если поло­
жить В =  £2.)

Оказывается также, что при вычислении условных 
математических ожиданий относительно о-алгебры 23 ! 
с ЗЗ-измеримыми случайными величинами можно обра­
щаться так же, как с постоянными при вычислении обыч­
ных математических ожиданий. Именно,

в) М (5/ЗЕ) =  £, если 5 3?-измерима. (3.4)

(Это свойство вытекает из определения М (&%>))■ Более 
того,

г) М (5rj/35) =  5М (г]/25), если 5 ЗЗ-измерима, (3.5)

т. е. ЗЗ-измеримые случайные величины можно выносить 
за знак условного математического ожидания;

д) если й ' — о-алгебра, содержащая 33, 35' тэ 25, то

М (М (5/2з)/2з') =  М (5/33), (3.6)

М(М(5/33')/Я5)=М(5/Й). (3.7)

Будем говорить, что две о-алгебры SSi и S8 2 независи­
мы, если любые два события A t £ SSt, А 2 6 232 независи­
мы, т. е. Р { A iA 2} =  Р { A t } Р { А 2}.

Случайная величина 5 называется независимой от о-ал- 
гебры 33, если Stg и SS независимы (Щ  — о-алгебра, по­
рожденная величиной 5);

е) М (5/Й.) =  М5, если 5 и 33 независимы, (3.8)
ж) Р {Л/Ш } >  0, Р {Q/8S} =  1,

00 оо

Р {Л / 3 5 }=  2  Р{Лй/23), если А =  U Ah,
f t =  1 Й =1

где А к — попарно не пересекающиеся множества. (Напом­
ним, что последние соотношения так же, как и приведен­
ные выше свойства условных математических ожиданий, 
справедливы лишь с вероятностью 1).



§ 4. Независимость. Произведение мер

В предыдущем параграфе были определены независи­
мые события и ст-алгебры. Для дальнейшего нам потре­
бую тся  также понятия независимых в совокупности собы­
тий, сг-алгебр и случайных величин.

Последовательность событий A i ,  А 2, ■ ■ А „ ,  . . .
называется независимой в совокупности, если д ля  любых 
щ. k, i  =  1, • • ч  к ,

Р (П  Лп.) =  П  Р (А п.).
i= i г i= i 1

П о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  о -а л г е б р  2Tj, 212, • • •, • • • н а-
;>,ь1вается  независимой в совокупности, е с л и  д л я  л ю б ы х  nt, 
k, i  =  1 , к ,  соб ы ти я  А П] £ 2 Ц ,  . . А п^ £ И „ fe н е за ­

висимы в с о в о к у п н о сти .
Случайные векторы |2> • • •, \п в называются

независимыми в совокупности, если независимы в совокуп­
н о с т и  порождаемые и м и  а-алгебры 21ц, 21 2̂, . . . ,  2Ign, . . . .  
15 частности, две случайные величины £ и т] независимы, 
если  Р ( I  в А ,  г) в В )  =  Р (£ £ А )  Р  (у\ 6 В )  для любых 
борелевских множеств А  и В.

Рассмотрим, наконец, два множества случайных век­
т о р о в  Hj =  { L ,  а £ А } ,  =  {Ъъ, Ъ 6 Б } ,  где А  и В —
произвольные абстрактные множества. Обозначим 21* мини­
мальную ст-алгебру, относительно которой измеримы все 
случайные векторы из З г, £ =  1, 2.  Если 2lj не зависит 
от 212, то множества Ej и Н2 называются независимыми-

Пусть теперь (Qt, 2It) и (Q 2, 212) — два измеримых про­
с т р а н с т в а .  Прямым произведением fi =  Q 4 X  й 2 про­
с т р а н с т в  Qi и £22 называется пространство, образованное 
парами точек со =  (соц, со2), где cot £ й ь  ©2 6 й 2. На этом 
пространстве можно определить 0 -алгебру 2I = 2l i X 2l 2, 
порожденную множествами точек со вида {со: со4 6 A i,  
ш2 £ А 2} =  A t X А 2, где A i  6 2Ii, ^12 6 212. Если на (Qb 2It) 
з а д а н а  мера а на (Q 2j 212) — мера |л2, то единственная 
лера [д, на (Q, 21), удовлетворяющая условию *)

(г (A i  X A z) =  (^ i )  ц 2 ( ^ 2)1 (4-1)

x) Д ля  построения меры ц нужно задать ее на «прямоугольни­
ках» 4 j X 4 2 соотношением (4.1), а затем продолжить на 81 в соот­
ветствии с известными теоремами о продолжении мер.



называется произведением мер и г̂2. Эта мера обозна~ 
чается X ц2-

Понятие произведения мер тесно связано с понятием 
независимости случайных величин. Пусть £ и т] — незави­
симые случайные величины, заданные на вероятностном 
пространстве (Q, 21, Р ). Обозначим

Р £(Л)  =  Р (Л ) ,  если 4̂ 6 21̂ ;

Р Т1(5 ) =  Р (5 ) ,  если B E  21 „

(Р| называют в этом случае сужением меры Р на 2(g).
Из независимости  ̂ и )] вытекает для любых А  £ 2Tg,| 

В  £ 21ц равенство

Р (А В ) =  Р , (А )  Р „ (В).

Отсюда и из (4.1) следует, что сужение меры Р на 21̂  Х| 
X 21п можно рассматривать как прямое произведение мер] 
Р| и Р^. Поэтому, в частности, справедливо следующее* 
утверждение: если / (х , у) — борелевская функция х  £ £ г,Я 
у £ E h, а с и г| — независимые случайные величины со зна-1 
чениями в Е г и E h соответственно, то

М/ (Е (со), т] (о ))  =  j  j  / (5 (% ), т] (со2)) Р -6 х Р „ (с1щ х d(o2). (4 .2 )1

Ниже нам понадобится и несколько более общая фор-1 
мула. Пусть / (х, со), (х £ E i,  со £ Q), — 2Sг X 21 — изме-Я 
римая функция, а 5 — случайная величина, не зависящ ая! 
от семейства / (х, со). Обозначим P f сужение меры Р на ми-Я 
нимальную о-алгебру, относительно которой измеримы! 
случайные величины / (х, со), х £ Е

Тогда

М/ (5 (со), со)= j j  / (Е Ю , со2) Pt х  Р/(с2со1 х  d<x>2). (4 .3 )1

Сформулируем теперь важную теорему о перемене j  
порядка интегрирования в абстрактных интегралах Л е ­
бега.

Т е о р е м а  Ф у б и п и .  Пусть — о-конечная мера в из- ] 
меримом пространстве (Q,, 2f;), i — 1 , 2 , а / (со*, со2) — 
2I t X 212-измеримая функция на Qj X Й 2 такая, что

j [ j |/(«>1, co2)||x2(dco2)j (Я1(С?С01)< оо.



Тогда для почти всех по мере [л2 значений ©2 конечен 

интеграл j  | / ((оь ©2) | Fi (d©j) и справедливы равенства

( [ j / («1. “2) 1-12 (d&)2)] JLA1(dt01) =
=  j  [  j  / (®i, ©2) Hi (dv>i) ] fx2 (dco2) =

=  j  j  / (©1, ©2) Hi X (J-2 (do) 1 X dab).

Рассмотрим два простых следствия из этой теоремы.
1. Пусть / (© 1, ©2) =  £ (© 1) т) (© 2). Тогда из (4.2) 

и теоремы Фубини для независимых случайных величин 
I  и т] получим равенство М (|т)) =  М Ш л> если М£ и Мг\ 
конечны.

2. Пусть .— неотрицательные случай- 
пые величины и ряд

ОО

2 мь
i =  1

сходится. Тогда и ряд
оо

S б|
г= 1

сходится п. н. Этот факт вытекает из теоремы Фубини, 
если учесть, что сумму можно рассматривать как инте­
грал по а-конечной «считающей» мере, т. е. по мере, опре­
деленной на подмножествах натурального ряда и равной 
количеству натуральных чисел в данном подмножестве.

Пользуясь представлением (4.3) и теоремой Фубини, 
решите следующую задачу.

З а д а ч а  4.1. Пусть функция / (х, ©) со значениями 
из E h Шi X 21-измерима, а множество случайных векто­
ров / (х, ©), х 6 E i  не зависит от случайного вектора 
1 =  1 (© ) из E t. Доказать, что тогда

а) М (/ (£, ©)/| =  х) =  М/ (х, ©),

б) М/ (I, ©) =  М {[М/ (*, ©)] |*=s},
в) Р  {/ (1, © ) e S / £  =  z }  =  P {/ (x ,  © ) £ £ } ,  Я 6 Ш*.

3 М . Т». Н айрльтпн. Р . Я . Х я п и минр.кий



§ 5. Мартингалы и супермартингалы

В ближайших двух параграфах мы кратко изучим' 
основные нужные для дальнейшего свойства двух типов 
случайных процессов с дискретным временем: мартинга­
лов и марковских процессов. При этом под случайным 
процессом с дискретным временем мы будем понимать 
просто последовательность случайных величин X  (t) =  
=  X  (t , со), t — 0 , 1 , 2 , . . . (быть может, и векторных),’ 
заданных на некотором вероятностном пространстве. 
Последовательность X  (t, со), рассматриваемая как функ- ] 
ция от t, называется траекторией процесса.

Понятие мартингала возникает естественным образом 
в связи с определением безобидной игры. Если X  (t) — 
выигрыш к моменту времени t (t =  1 , 2 , . . .), то смысл] 
безобидной игры должен состоять в том, чтобы при любом i 
течении игры до момента t средний выигрыш в t-й партии ‘ 
равнялся нулю. С математической точки зрения послед­
нее означает, что М (X  (t)/X (1), . . ., X  (t — 1)) = 1  
=  X  (t — 1). Следующее более общее определение охва­
тывает, в частности, только что описанную ситуацию.

О п р е д е л е н и е  5.1. Пусть X  (t), t =  1, 2,  . . . ,— j 
последовательность случайных величин с конечными мате- j 
матическими ожиданиями, a 2l t, t =  1 , 2 , . . . ,— последо­
вательность вложенных ст-алгебр, так что 212с  . . .
. . . с  2It c= . . .  Пусть, далее, X  (t) измерима относи- ; 
тельно 21 (. Пара (X  (t), 211) называется мартингалом, если

М (X  (t +  l)/2l() =  X  (t), (5.1)

и су пер мартингалом, если

м (X  (t +  1)/2I() <  X  (t). (5.2) I
З а м е ч а н и е  5.1. Так как в силу свойства (3.7) 

условного математического ожидания при s <  t

М (X  ( t )W s) =  М ((М (X  (£)/2I t_i)/2ls) =

=  М (X  (t -  1)/2IS) =  . . . =  М (X  (s +  l)/2ls) =  х  (s), !

то в качестве определения мартингала можно принять i 
соотношение

М (X  (*)/2ls) =  X  (s), s <  t,



равносильное (5.1). Точно так же неравенство (5.2) экви­
в а лен тн о  неравенству М (X  (£)/2Is) <  X  (s), s <  f.

З а м е ч а н и е  5.2. Если (X  (t), 2I4) — мартингал 
(супермартингал), то математическое ожидание MX (t) 
не зависит от t (не возрастает с ростом t). Д ля  доказатель­
ства достаточно взять математическое ожидание левой 
и правой частей формулы (5.1) (или (5.2)) и воспользо­
ваться  свойством (3.3).

П р и м е р ы ,  а) Пусть Е (t), t =  1 , 2 , . .  . ,— после­
довательность независимых в совокупности случайных 
величин с нулевым математическим ожиданием и 21 ( — ми­
нимальная ст-алгебра, порожденная случайным вектором

t

(Е (1), • • ., Е (£))• Положим X  (t) =  2  Е (0- Тогда в силу
1=1

измеримости X  (t) относительно ст-алгебры 2Гг и (3.4) 
М (X  (t)F&t) — X  (0- Кроме того, согласно (3.8), 
М (Е (* +  1)/Я() =  ME (t +  1) =  0 , поскольку £(# +  ! )  
не зависит от 21 f. Поэтому

М (X  (t +  l)/2ft) =  М (X  (t) +  Е (t +  1)/2I() =  X  (t),

т. e. (X  (t), 211) — мартингал.
б) Пусть S liC  2l2c  . . . a  2I< s  . . .  — последова­

тельность о-алгебр и т| — случайная величина с конечным 
математическим ожиданием. Положим X  (t) =  М (г]/21(). 
Тогда (X  (t), 211) — мартингал. Действительно, в силу (3.7),

М (X  (t +  l)/2It) =  М (М (r|/2lt+1)/2I,) =  М (г|/2Хf) =  X  (*).

Следующая важная теорема о предельном поведении 
супермартингалов неоднократно будет использоваться
ниже.

Т е о р е м а  5.1. Пусть (X  ( t), 2I(), t =  1 , 2 ,  3, . . .—
неотрицательный супер мартингал. Тогда с вероятностью 
1 существует конечный предел X  (со) =  lim X  (t).

t—►ОО
Докажем предварительно две леммы, первая из кото­

ры х не имеет отношения к теории вероятностей.
Л е м м а  5.1. Пусть Н  =  Н ^ ъ  — число пересечений 

снизу вверх отрезка [а, Ь], Ъ >  а, последовательностью 
X  (t), t — 1, 2,  . . ., Т. Тогда

( Ъ - а )  Н % \< (а — X  ( Т ) у  +  J ] ‘ / ( f ) [ X  (t +  1) -  X  ( f )), (5.3)



где члены последовательности I  (t), t =  1, 2, . . . ,  Т  — 1, 
принимают значения 0 или 1, причем величина I  (t) пол- ; 
ностью определяется по величинам X  (1), . . ., X  (t).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим — первый мо­
мент времени, когда величина X  (t) приняла значение 
меньше а , t2 — первый после t\ момент, когда X  (t) >  Ъ\ 
tз — первый после t 2 момент, когда X  (t) <  а, и т. д.

Щ  м )т  хр  ^
/Дл / V  /

V  '\ / I /'

а -  У  Ч у /  I j  / I ^ \ Г 0Л̂ 2 I

\ Щ )  | Щ  \ X(t )

t ! |Л1 '•гн-О I - |L------- 1--------i---------1-------- 1----1------- 1---------- i-----L*. t
t, t3 tq t2H tгн+/ T

Рис. 1.

Тогда на отрезке времени U2h, Т\ последовательность 
X  (t) уже ни разу не пересечет [а , Ъ] снизу вверх, причем,  ̂
как легко видеть (рис. 1),

я
( Ь - в ) Я £ \ <  2  [X ( f2<) - X ( / 2W)]. (5.4) ■

i — 1

Определим теперь функцию I  (t) так, чтобы она меняла 
значение с 0 на 1 и, наоборот, в точках th и только 
в них *). При этом мы полагаем I  ( t t) =  1, так что, напри­
мер, / (1) =  0, если ti >  1, и I  (1) =  1, если t\ — 1.

Для того чтобы выяснить значение / (t) при t =  Т , 
рассмотрим два случая: 1) если последовательность X  (t) 
после момента t2H ни разу не примет значения, меньшего 
а, то / (Т ) =  0 ; 2) если же после t2H найдется момент 
времени t 2H+,, когда последовательность (впервые после 
t2ij) примет значение, меньшее а, то 1 (Т )  =  1.

1) Точнее, при переходе от } к th.



Неравенство (5.3) проверяется непосредственно при 
НаТ)Ь =  0. Пусть Я 'Г)ь ^  1. Очевидно, значение функции 
/ (г) в фиксированный момент времени t (t =  1,2,  . . Т) 
полностью определяется по величинам X  (1), . . X  (t). 
При этом справедливо одно из равенств

V / (0 (X (£ + l ) -X (/ ) )  =
( =  1

я

2  ( х  (t2i) — X  f e - i ) )  В случае 1),
=  (5.5)

S  (X  f e )  — X  (<22- i)) +  X (Г )  — X  (tzH+d в случае 2).
г=1

Из (5.4), (5.5) вытекает, что

2 U W  ( Х ( < + 1) - х ( 0 ) >
( = i

J(fc — в случае 1),

1(6 — а )Н (аТ'\  — X  (t2H+i) +  X  (Т )  в случае 2).

Учитывая, наконец, что X  (t 2H + i ) <  я, получаем отсюда 
н у ж н у ю  оценку (5.3).

Л е м м а  5.2. Пусть (X  (г) =  X  (t , со), 21 () — неотрица­
тельный супермартингал и (<*>) — случай­
ная величина, равная числу пересечений отрезка [а, Ь], 
Ъ >  а, снизу вверх последовательностью X  (1), . . ., X  (Г ). 
Тогда

Mff<:uco)<M(v _ a(n--  (5-б>
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно лемме 5.1 для любого со 

справедливо неравенство

(6 -  а) Я^>ь< ( а  -  X  (Г ))+  +  ^  '  (0  (X  (г + 1 )  -  X  (0 ), (5.7)
t = i

где I  (t) =  / (£, со) — случайная величина, измеримая 
относительно а-алгебры j T t, порожденной случайными 
величинами X  (1), . . ., X  (*). Поэтому, беря математи­



ческое ожидание от левой и правой части неравенства (5.7) 
и учитывая свойства (3.3), (3.5) условного математического 
ожидания, получим

Т-1
№ - а ) М С < М ( а - Х ( Г ) ) Ч  2  ММ (/ (t) (X  (* +  1 ) -

i=i
- X ( t ) ) / j r t) =  M ( a - X ( T ) ) +  +  

т- 1
+  2  M (/ (0 M (X (< + 1 ) - X (0 / J ^ ) ) -  (5-8) j

t=  i

Далее, поскольку (X  (f),2 t f) — супермартингал, то 

М (X  (t +  1) -  X  ( t )W t) <  0.

Учитывая, наконец, что JT t  с 21 ( , получим отсюда и из
(3.7), что

М (X  (t +  1) -  X  <  0. (5.9)

Утверждение леммы является теперь следствием (5.8), 
(5.9).

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  5.1. Обозна­
чим В  событие, состоящее в том, что не существует конеч­
ного предела X  (t) при t оо. Тогда

В  =  A t U А 2, (5.10)

где A t =  { l im X  (t , со) =  оо}, А г =  {lim  X (t , со) <  lim X ( t , со)}.
t—>эо I —V X) t-+oo

В силу замечания 5.2 M X ( £ , © ) < С для всех 2]>1. 
Поэтому согласно лемме Фату

М lim X  ( t , со) <  С
t—too

и, значит,
Р { Л , } = 0 .  (5.11)

Кроме того,

А 2 =  (J {lim  X  (t, со) <  <  r2<  lim  X  (£, со)} ^
г1<г2

=  и {Я<“ > (со )= оо }. (5.12)

Здесь суммирование событий производится по всем рацио’
нальным числам г,, гъ а НгТ\  (с») =  lim ь (ю).

2 Т-к=9



Из леммы 5.2 имеем

мя!?г,м<-^_.
так как в условиях теоремы (а — Х (Г ) ) +< я .  Поэтому, 
применяя еще раз лемму Фату, получим

откуда  следует, что

р {Я ^ > Г2= о о }  =  0. (5.13)

Таким образом, в силу (5.12), (5.13)

P { A Z} <  S  Р {Нт™\2 (w) =  оо} =  0 . (5.14)
Г 1< Г 2

Утверждение теоремы немедленно ,вытекает из (5.10), 
(5.11) и (5.14).

Из теоремы 5.1 и леммы 2.1 вытекает 
С л е д с т в и е  5.1. Если X  (t) — положительный 

супермартингал и при некотором а  >  1 функция 
М | X  (t) |“  ограничена, то

lim M X (t) =  M X =  M lim X  ( t).
t-+oo t—yoo

Мы предлагаем проверить читателю, что из приведен­
ных при доказательстве теоремы 5.1 рассуждений следует 
и более общая

Т е о р е м а  5.1. Пусть ( X t =  X t (со), 21*), t =  1, 2, . . . ,— 
су пер мартингал, причем функция MXJ =  М max ( —Х (, 0) 
ограничена. Тогда с вероятностью 1 существует конечный 
предел X t при t —>оо. Условие ограниченности МХ7 может 
быть заменено условием: М \ X t |“ <  К  для некото­
рого а ^  1 и всех t =  1 , 2 , 3, . . .



Г Л  А 'В  А  2

МАРКОВСКИЕ ПРОЦЕССЫ С ДИСКРЕТНЫМ 
ВРЕМЕНЕМ

Определяется марковский случайный процесс с ди- 
скретным временем и изучаются некоторые его свойства. 
Выясняется, в частности, связь между такими процессами 
и супермартингалами. Приводятся условия, при выполне­
нии которых процесс, определенный рекуррентно, будет 
марковским. Рассмотрены некоторые частные задачи для 
марковских процессов, например, задача о выходе из об­
ласти. Приведены условия, гарантирующие сходимость 
траекторий к некоторому предельному множеству при 
t - ^  оо. Рассмотрено также приложение доказанных тео­
рем к исследованию условий сходимости ряда из незави­
симых случайных величин и к задаче обучения машины 
распознаванию образов.

§ 1. Марковские процессы

В основе понятия марковского процесса X  (t), t — 
=  0 , 1 , 2 , . . ., со значениями в E t лежит представление 
о системе без последействия, т. е. о системе, поведение 
которой в будущем зависит лишь от ее состояния в настоя­
щий момент времени и не зависит от прошлого. Тем самым 
условная вероятность события X  (t) £ Г при условии 
X  (s) =  х  для марковского процесса не меняется, если 
дополнительно известно его течение до момента s. Эту 
вероятность, называемую переходной вероятностью мар­
ковского процесса, мы будем обозначать Р  (s, х, t, Г). 
Естественно, что Р  (s, х, t, Г ) должна быть вероятностной 
мерой как функция Г  и Ш (-измеримой как функция х. 
Кроме того, если s <  и <  t — три момента времени, то 
процесс, выходящий из точки х в момент времени s и по­



павший в множество Г  в момент времени t, должен пройти 
некоторое промежуточное состояние у в момент и (рис. 2 ). 
Поэтому, учитывая независимость от прошлого, естест­
венно ожидать справедливость соотношения Чепмена — 
Колмогорова:

P (s ,  х , t, Г ) =  j P ( s , х, и, dy) Р  (и, у, t, Г ). (1.1)
А

О п р е д е л е н и е  1.1. Пусть А  — борелевское мно­
жество, а функция Р  (s, х, t, Г ) определена при х £ А ,
О ^  s ^  t, Т  а  А ,  при­
чем Г  f  Если эта № )  ,
функция ЙЗг-измерима / ^ ~ \
по х, является вероят- /  I !
постной мерой по • ./ !
Г (Р  (s, х, t, А )  =  1)
и удовлетворяет при Г \ s ' ] *
s -< и < i t  соотношению ! j /  J  |
(1 .1), то она называется ! \  /  j
переходной функцией | \ / |
в А .  | \  | /

О п р е д е л е н и е _________ i_______ \  1 / 1 t
1.2. Пусть Р  (s, х, £, Г )— I s 
некоторая переходная
функция в А ,  А  £ 93;. Рис- 2.
Процесс X  (t), t =  0, 1,
2, . . ., в А  называется марковским с этой переходной 
функцией, если для s < i u < i t

р {X  (t) 6 Г/Х (s), X  (s +  1), . . ., X  (и )} =

=  Р  (и, X  (и), t , Г ) (п. п.). (1.2)

Изучим некоторые основные свойства марковских 
процессов.

1. Вычисляя математическое ожидание левой и правой 
части (1.2) при условии X  (и), получим с учетом (1.3.4),
(1.3.7)

Р {X  (t) £ Г/Х (и )}  =  Р  (и, X  (и), t, Г ), t > u  (п. и.). (1.3)

2. Обозначим J\Tt а-алгебру событий, порожденную 
случайными величинами X  (и), и ^  t.



Из (1.2) и определения условной вероятности

р  {X  (г) g т/х (0) х  (u )} =  р  { х  (t) 6 v / j r j
вытекает, что

Р {А  П {X  (г) е Г } }  =  М хдР (и, X  (и), t, Г ) (1.4)

для любого события А  6 J T u, и <  t.
3. Обозначим Q (Г ) =  Р {X  ( t0) £ Г } ,  t0 ^  0, началь­

ное распределение вероятностей марковского процесса 
X  (t), t ^  t 0. Тогда в силу (1.4) имеем при t0 < ; ti

Р { х (* ) )G r }=  M P ( t 0, х  (t„),.ti, Г ) =  (  Q(dx0) P ( t 0, x0, tu Г).

(1.5) j
Аналогично при <  tz

P  (X (< j )^ r b X  (£2)£ Г 2}  =  MX{X(ii)eri> P  {tu X  (ti), t2, Г2) =

=   ̂ P  (t,, x, tz, Г2) P {X  (ti) £ dx}.
T i

Отсюда и из (1.5) получаем равенство 
Р  (X  (г.ХЕГ,, Х(г2)е г 2} =

=   ̂Q (dxо)  ̂P ( t 0, х0, tA, dyi)  ̂P ( t u х и t2, dy2).
Г1 г 2

Точно так же убеждаемся в справедливости общей 
формулы

Р{Х(г,)<=г„ Х(г2к г 2, ..., х (г „ )е г п} =

=   ̂Q (dxо) [ Р  (t0, х0, ti, dy^ ..  .
T l

. . .   ̂ Р  (tn-2 , % п - tn-ti dxn. i )   ̂ P  (tji-i, Xji î, tn, dxn).
Гм-i Гп

Переходная функция Р  (s, х, t, Г ) называется однород­
ной, если Р  (s^x, t -f- s, Г) не зависит от s.

Из (1.3)?вытекает,'что условную вероятность Р {X  (f) £
6 Г/Х (и) } , << t, можно выбрать так, чтобы она пред­
ставляла собой меру по Г. Такой выбор условной вероят­
ности называется ее регуляризацией. При этом можно 
доказать (см. Гихман и Скороход [1]), что условное мате­
матическое ожидание есть интеграл по условной ме­



р е .  В частности, для марковского процесса X  ( t) при
и <  t

м { f (X  ( / ) )  /  Х(и )}  =  j f (y )  P(U, Х (и ) ,  t, dy) (П .Н .) .  (1.6)

При решении рассматриваемых ниже задач, связан­
ных с марковским процессом X  (t), t =  t0, t0 +  1 , . . .
. . ., f 0 ^  О, со значениями в £ [  и переходной функцией 
Р  (s, ж, £, Г ), удобно ввести следующий оператор L ,  дей­
ствующий на функцию V  (t, х ),  х  £ Е I ,  по формуле 
L V  (t, х) =

=  j p  (t, ж, t +  1, dy) IV  (f +  1, у) — V (t, x )] . (1.7)

Величину L V  (t , а:) можно интерпретировать как сред­
нее приращение за один шаг функции V  (t , ж) на траекто­
рии марковского процесса X  (и),  выходящего из точки х 
в момент времени t. Оператор L  будем называть произво­
дящим. Его можно применять к функции V (t, х)  в точке 
(t, х) лишь в том случае, когда интеграл в правой части 
равенства (1.7) конечен. В этом случае будем говорить, 
что V (t, х)  принадлежит области определения оператора L  
в точке ( t , х),  и писать V  (t , х) £ Будем также гово­
рить, что V  (t , х)  £ D l  в  области В ,  если V  ( t , х)  £ D (t ' ^  
для всех ( t , х) £ В .

При определении случайного процесса с дискретным 
временем мы предполагали, что моменты времени t являют­
ся целыми числами 0, 1, 2 . . .  Ничего, однако, не изме­
нится, если в качестве моментов времени выбрать после­
довательность чисел s, s +  h, s +  2h, . . ., где h >  0 . 
Определение случайного процесса с дискретным временем 
(и марковского процесса, в частности) без изменения пере­
носится и на этот случай *). В качестве производящего 
оператора при этом естественно взять оператор, опреде­
ляемый формулой

L hV (t, х ) = ̂- j P ( t ,  х, t +  k, dy) [V  ( t +  h , y) — V ( t ,  x )] .

J) Рассмотрение процесса X  ( t), I — s, s -j- h, s +  2h, . . . 
с шагом h эквивалентно рассмотрению процесса X  ( i t ) =  X  (s +  ht^) 
(tj =  0, 1, 2, . . .) с шагом 1.



Множитель 1 lh можно и не вводить до тех пор, пока рас­
сматриваются процессы с фиксированным шагом h; однако 
этот множитель удобен для предельного перехода к про­
цессам с непрерывным временем (/i-> 0), см. §§ 3.2, 3.3. 
В большей части дальнейшего изложения мы все же огра­
ничимся для краткости случаем h =  1. Однако читателю 
следует иметь в виду, что все доказанные ниже теоремы 
применимы и в случае любого шага h.

§ 2. Марковские процессы и супермартингалы

Возможность применения свойств мартингалов и cy -v 
пермартингалов к изучению предельного поведения траек­
торий марковского процесса основана на следующей тео­
реме (см., например, Дуб [1]).

Рассмотрим марковский случайный процесс X  (t), t ^  
^  t0, в Е г. Обозначим r G момент первого выхода из обла­
сти G траектории процесса, а тG/\t =  min ( t g , t) (при этом 
полагаем xG =  t0, если X  (t0) £ G).

Т е о р е м а  2.1. Пусть V  ( t , х)  — неотрицательная функ­
ция, V  (t, x ) £ D l  в области t ~ ^ t 0, x £ D ,  причем 
L V  ( t , х)  ^  0  (L V  ( t , х)  =  0 )  в этой области,
a M F  (£„, X  {t0))  <  оо .  Тогда  { Г  ( t) =  V  ( т с  Д  t, 
X  ( т 0 Д  t)) , Ж  t }  — супер мартингал (мартингал) при 
t ^  to.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть t ^  t0, т =  те . В силу 
очевидных равенств

( т, если
тД (<+!) = | < + 1) если T > t i

имеем

y  (t +  1) =  v (т д  (* + 1 ) ,  х  (т д  (г +  1)))х{т< п  +

+  V  ( т А  (* +  !)>  X  (т  Д  ( t  +  1 ))) X { x > t }  =

=  V  (т, X  (т )) <> +  V  (t +  1, X  (t +  1)) Х{х> <>

и, значит,

М (Y (t  +  1 ) / jT t)  =

=  М ( V ( x ,  X  (т )) x {x^ t }/ j r t) +



Так как случайная величина V  (т, X  (т )) Х{тг£ опре­
деляется по течению процесса X  (t) до момента времени t, 
то она измерима относительно о-алгебры J\Pt. Поэтому, 
применяя свойство (1.3.5) условного математического ожи­
дания и используя марковское свойство процесса X  (t), 
получим из (2 .1)

М ( У  ( t  +  1 ) U ‘ t) =  V  (т , X  (т)) Х (т^  1}  +

+  М (V  (t +  1, X  (t +  1)) t). (2.2)

Так как событие {т  >  t )  влечет за собой событие {X  (t) 6 
£( ? }  и { т >  *}  £ J\TU то в силу (1.3.5), (1.6), учитывая, 
что X  (t) — марковский случайный процесс, имеем

M (V  (t -j-1, X  (t -f-1)) j) =

=  U w tK G y V ( f + 1, X (г -f-1  ) )/ X (г)) =

=  j  ^ (*  +  1. y ) P ( t ,  X  (t), <+1 , dy)x{X(t)tG} (п. H.).

С другой стороны, согласно условию теоремы, 
L V  (t, ж )^ 0  для x £ G  и, значит,

j F ( i  +  l, у) Р  (i, x , t +  1, d y ) < F ( f ,  х),

если х  £ G. Следовательно,

М ( Xt t > t } F  (t +  1, X  (t +  1 ))/ ^ \ )< !

< X (x > t }V  (t, X  (t)) (n. H.). (2.3)

Из (2.2), (2.3) получаем 

M (У  (t +  1 ) U T t) <  V (г ,  X  ( х ) )д { , ^ }  +

+  X {x> t}V  ( t , X  (t)) =  Y  (t). (2.4)

Аналогично,
M (Y  (t +  1 ) l j r t) =  Y  (t),

если Z/F (f, x) =  0 в области t ^  t0, x £ G. Конечность 
М Г  (t) при всех t ^  t0 вытекает из (2.4) и конечности 
M F  (f„, X  (t0)).  Теорема доказана.

Важным для дальнейшего следствием доказанной тео­
ремы (при G =  E i,  тG =  оо) является

Т е о р е м а  2.2. Пусть V  (t , х) — неотрицательная функ­
ция, причем V  (t , я) 6 и ^ 0  в области t ^  £0i



х £ Е х. Тогда (F  (t , X  (t)), J f\ )  — супермартингал, если 
только (t0, X  (t0)) <  оо.

Следующая задача содержит частный случай неравен­
ства Колмогорова для супермартингалов.

З а д а ч а  2.1. Пусть функция V  (х) удовлетворяет 
условиям теоремы 2.2. Показать, что для любого С >  О

P { s u p F (X ( * ) ) > C }< - ^ M F (X ( * 0)). (2.5)
t^to 0

У к а з а н и е .  Применить теорему 2.1 к т (С ) — моменту 
выхода траектории X  ( t) из области { х : V  (х ) <  С ).

§ 3. Процесс, определенный рекуррентно

Рассмотрим в E i  случайный процесс, определяемый 
рекуррентным соотношением

X  (t +  1) =  Ф  (t +  1, X  (t), I  ( t +  1)),

t  =  s, s +  1, . . ., (3.1)

где Ф  (t +  1, x, y), x £ E u у 6 E q, при каждом t — изме­
римая по Борелю функция I -f- q переменных х, у, а 
| (s +  1), £ (s +  2 ), . . .— некоторые случайные век­
торы со значениями из E q.

Д ля того чтобы рекуррентное соотношение (3.1) опре­
деляло некоторый процесс X  (t), необходимо задать на­
чальное условие X  (s) в момент времени s. Процесс X  (t) 
с таким начальным условием будем обозначать X s’ (f). 
Если, в частности, X  (s) =  х  не случайно, то X s’ х ( t) — 
процесс, выходящий в момент времени s из фиксированной 
точки х.

Очевидно, при всех t >  и >  s справедливо тождество 

■ X s' x { t ) ^ X u' xS,X(u) (t) . (3.2)

Пусть случайные величины X  (s), I  (s +  1), 
\ (s +  2), . . .  независимы в совокупности. Тогда из вида 
системы (3.1) вытекает и независимость X  (и) =  X s’ X(s) (и), 
5 (и +  1), £ (и +  2), . . .  при и >  s. При этом процесс 
X  (t) =  X s’ A(s) (t) полностью определяется по величи­
нам s, X  (s), I  (s +  1), I  (s +  2), . . ., £ (t) , T . e.

{t) =  T  (s, x  (s), t, I  (s +  1) , . . ., 5 (*))-



Положим ДЛЯ любого X £ Е\

р (8, х, а )  =  р {X s’ * (t) е г }. (з.з)
Можно показать, что определенная таким образом функ­
ция 58 (-измерима по х  и является мерой по Г. Кроме того, 
для любых s *< и <  t, учитывая независимость X  (и) от 
I  (и +  1), Е (и +  2 ), . . ., получим в силу утверждения
б) задачи 1.4.1

Р  (*, х, f, Г ) =  Р  {X s- * (0  € Г } =  Р  {X м’ Х(и) ( t) £ Г } =

=  Мосг с г  ои, X  (и), t, £ ( ц + 1), I  (U +  2 ), . . . ,  Е (0 )) =

=  М [МХг (^ (м , У, t, E(u + 1), | (и  +  2), .. ., Е (0 ))Ь=Х («) =

=  M P (u , X  (и), t, Г ).

Отсюда и из (3.3) следует равенство

Р  (s, x,[t, Г ) =  j  Р  (s, X, и, dy) Р  ( и , у, t, Г).

Таким образом, функция Р  (s, х, f, Г ) является переход­
ной функцией.

Далее, в силу независимости случайного вектора
(X  (s), X  (s +  1), . . ., X  (и)) от I  {и - f  1) и утверждения
в) той же задачи 1.4.1

Р {Х 8’ Л (8У(и +  1) 6 Г/Х (*), X  (s +  1), . . ., X  (и) }  =

=  р {ф (u + 1, х  (и), | (и + 1)) е
ег/х(«), х(* + 1), . . х(и» =

=  (Р  {Ф  (и +  1, У, Е (и +  1)) £ Г }]у =Х(и) =

=  Р  {и, X  (и), и +  1, Г ).
Аналогично

р {x s’ Z(s) (t) е г/х (*), х  (в +  1), . . . ,  х  (и)} =
=  Р  (и, X  (и), f, Г )

И для любых t >  и ^  S.

Из приведенных рассуждений вытекает 
Т е о р е м а  3.1. Пусть Ф  (t, х, у) при каждом t ^ s  —'.из­

меримая по Борелю функция переменных х, у , а X (s), 
Е (s +  1), Е (s +  2), . . .— независимые в совокупноети 
случайные величины. Тогда процесс X  (t) =  X f' ?(s> ( I), 
определяемый рекуррентным соотношением (3.1) и началъ-



ным условием X  (s), является марковским. Его переходная 
функция Р  (и, х, и +  1, Г }  за один шаг равна

Р {ф  (и +  1, я, 5 ( »  +  1) ) б Г } .

Хотя описанный в настоящем параграфе способ полу- i 
чения марковских процессов из последовательности неза­
висимых случайных векторов \ (t) с помощью рекуррент­
ной формулы (3.1) является довольно частным, однако 
можно показать, что весьма широкий класс марковских : 
процессов с дискретным временем может быть получен 
таким путем.

З а д а ч а  3.1. Пусть I  (t) =  {| t (t), . . ., %N (* )}, 
t =  1 , 2 , . . . ,— независимые случайные векторы такие,

что р  { | г (t) =  7 }  =  P i j , 7 =  1, . . ., TV, 2 Р и  =  ! •
3=1

Показать, что рекуррентное соотношение

X  (t +  1) =  %X(i) (t 4- 1)

и соответствующее начальное условие определяют марков- 1 
ский процесс с состояниями 1,2,  . . ., N  и матрицей пере- : 
ходпых вероятностей ({рц)).

Другие примеры будут рассмотрены ниже.
Однако, ограничивая рассмотрение случаем независй- ? 

мых векторов | (t), принимающих значения из конечно- j 
мерного евклидова пространства, мы искусственно сузим ; 
класс возможных марковских процессов, ими порождав- 1 
мых. Например, уже цепь Маркова со счетным числом j 
состояний не может быть в общем случае описана таким | 
путем.

Если же вместо независимых конечномерных случай- j 
ных векторов 5 (t) рассмотреть независимые случайные i 
элементы произвольной природы, то мы получим доста­
точное для всех приложений обобщение теоремы 3.1. Фор- 1 
мально такое обобщение опирается на следующую кон- ] 
струкцию.

Пусть Ф  ( t , х, о ), t =  0, 1, 2, . . ., х £ E i ,— множество 
векторных случайных величин, заданных на вероят- ' 
ностном пространстве (Q, ?I, Р ), удовлетворяющих следую- | 
щим условиям (Л ).

А.1. Функция Ф  (t , х. со), принимающая значения 
из Ei,  Шi X Я-измерима при каждом t =  0 , 1 , 2 , . . .



А .2. В £2 выделено семейство ст-алгебр событий 
( t =  0 , 1 , 2 , . . .) таких, что J f sc :  J f t при s <  t (мо­

нотонное семейство ст-алгебр).
А.З. Семейство векторов Ф  (t , х, со) ^/-измеримо 

и не зависит от Црt_t.
Рассмотрим рекуррентную процедуру

X  (t +  1) =  Ф (*  +  1, X  (t), to), 0, (3.4)

при начальном условии X  (s), измеримом относительно zps. 
Соотношение (3.4) и начальное условие X  (s) определяют 
случайный процесс X s’ X(s> (t). Почти дословное повторе­
ние доказательства теоремы 3.1 позволяет получить сле­
дующее утверждение.

Т е о р е м а  3.2. Если выполнены условия (А ), то процесс 
X s' x(s) (t), определяемый рекуррентной формулой (3.4) 
и начальным условием X  (s), измеримым относительно 
а-алгебры является марковским. Его переходная функ­
ция за один шаг вычисляется по формуле

Р  (и, х, и +  1, Г ) =  р {Ф  (и +  1, х, и ) 6 Г }.

Можно показать, что для любой переходной функции 
Р  (s, х, t, Г ) существует 23; X 21-измеримая функция 
Ф (t , х, со) такая, что построенный согласно (3.4) марков­
ский процесс будет иметь эту переходную функцию. 
Мы не будем на этом останавливаться. Заметим лишь, что 
довольно абстрактная конструкция (3.4) часто может 
быть заменена более простой для понимания форму­
лой (3.1).

Докажем в заключение этого параграфа одно вспомо­
гательное утверждение.

Л е м м а  3.1. Пусть процесс X  (t) марковский, a V ( t , X  (£)) 
имеет конечное математическое ожидание при t — 
=  s, s +  1 , . . . .  Тогда

m ( t + l , X ( t + \ ) ) - № ( t , X { t ) )  =  M L V ( t ,  Х (и ) ,
(3.5)

t

M F (< + 1 , X (*  +  l ) ) - M F ( s ,  X ( s ) ) =  2  M L V  (и, X (u ) ) .
u = s

(3.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применяя формулу (1-6), 

4 M . В. Н евельсон, Р . 3 . Хасьминский



получим:

M ( F ( « + 1, Х ( < + 1))/ЗГ(<))=.

=  J V ( t + 1, z) P ( t ,  X ( t ) ,  < + 1 , dz) (п. н.). (3.7)1

Из (3.7) и определения оператора L  вытекает равенство

M [ F ( i + l ,  X \ t  +  i ) ) - V  (t, X  { t ) ) IX  [t ) ]  =  

-  J [V  (t +  1, z ) - V ( t ,  X ( t ) ] P { t ,  X ( t ) ,  t +  1, dz) =  

=  L V ( t ,  X ( t ) ) .  (3.8) j

Беря математическое ожидание от обеих частей (3.8), при­
дем к (3.5). Формула же (3.6) является очевидным 
следствием (3.5).

З а д а ч а  3.2. Пусть функция Ф  ( t , х,  со) удовлетво­
ряет при некотором п ^  1 условию

М | Ф  (*, х , со) Г  <  К  ( f )  (1 +  | х  Г )  <  оо,

а М | X  (s) |п <  оо. Покажите, что процесс X  (t), опреде­
ляемый соотношением (3.4) и начальным условием X  (s), 
при всех t ^  s имеет конечные моменты порядка п.

§ 4. Дискретная модель диффузии

Важным для дальнейшего примером марковского про­
цесса,^построенного по последовательности независимых 
случайных величин, является процесс, определенный фор­
мулами:

X  (t +  h) — X  (t) =  Ъ (г, X  (0 ) h +

+  a (t, X  ( t ) ) l h (it +  h), X  (s) =  * t

t =  s, s +  h, s +  2h, . . h >  0. (4.1)

Предположим, что скалярные функции Ь (t , х), 
а ( t , я) и случайные величины \h (t) удовлетворяют сле­
дующим условиям:

а) функции b ( t , х), о (t , ж) для каждого фиксирован­
ного t измеримы но Борелто,



б) случайные величины \h (s +  h), (s +  2h), . . . 
независимы в совокупности для iio6oro h >  О, причем

м i h (t) =  о, mi?, (t) =  h.

При выполнении этих условий (как это вытекает 
из теоремы 3.1 и замечания, сделанного в конце § 1) про­
цесс, определяемый соотношениями (4.1), будет марков­
ским.

Д ля дальнейшего нам понадобится также условие
в) функции j b (t , х) |, j а (£, х) | растут при j х  | ->  оо 

не быстрее линейных, т. е.

| Ъ (f, х) | +  | a (t, х) К  К  (0  (1 - f  | х  |). (4.2)

З а д а ч а  4.1. Доказать, что: 1) в условиях а) — в) 
случайные величины X  (t), t =  s, s -{• h, . . ., имеют вто­
рой момент; 2) если к тому же М£2га (и) < .  оо при и =  
=  5, s +  1, . . . , £ ,  то существует и М | X  (и) | 2П при 
тех же значениях и.

Выясним вероятностный смысл коэффициентов b (t , х), 
а (t , х) в (4.1). Учитывая независимость случайных вели­
чин X  (t), \h {t-\-k) и свойства условного математиче­
ского ожидания, имеем:

М (X  (t +  h) -  X  {t)IX  (г)) = b ( t ,  X  ( t)) h, (4.3) 

M ([X (t +  h) -  X  (t) -  b (t, X (0) h f I X  (*)) =

=  o\ (t ,  X  (<)) h. (4.4)

Процесс X  (i ) можно рассматривать как простейшую 
модель явления диффузии. Из формул (4.3), (4.4) вытекает, 
что средняя скорость движения диффундирующей частицы 
в точке (f, х) равна b (t, х ), а соответствующее отклонение 
за один шаг имеет дисперсию о2 (t , х) h. Коэффициент 
b (t , х) называют коэффициентом сноса, а о (t , х) — коэф­
фициентом диффузии.

З а д а ч а  4.2. Показать, что процесс (4.1) образует 
супермартингал, если b (t, х) ^  0 , и мартингал, если 
b (t , х )  0 .

Более широкую возможность формирования супермар­
тингалов из процессов, определяемых посредством (4.1), 
доставляет теорема 2 .1.



З а д а ч а  4.3. Доказать, что

L hx  =  b (<, х),

L hx 2 =  26 (г , я ) а; +  62 (£, я ) Л. +  а 2 (г, х ) ,

где L h — производящий оператор процесса (4.1), опреде­
ленный на стр. 43.

§ 5. Выход траекторий из области

Для многих рассмотренных ниже задач важно знать 
условия, при которых марковский процесс X  (t) = 1  
=  X  (t , со), t ^  0 , с некоторым начальным распределе-1 
нием выходит с вероятностью 1 из открытой области G 
пространства E t за конечное время. Такие условия, как 
показывает следующая теорема, удобно формулировать j 
в терминах введенного в § 1 оператора L , который строит- I 
ся по переходной функции процесса X  (t).

Всюду в этом параграфе X  (t) — марковский процесс ] 
с производящим оператором L  и произвольным началь- 1 
ным распределением.

Т е о р е м а  5.1. Пусть существует неотрицательная 1 
функция V  (t , х) в области 0, х £ G, для которой ] 
L V  (t, х) ^  — a (t) в этой области, где a (t) — последо- ] 
вателъность, удовлетворяющая условию

оо

a ( t ) > 0 ,  ]> ]а (2) =  оо. (5.1)
(= 0

Тогда процесс X  (t) выходит из G за конечное время с веро- \ 
ятностъю 1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х  £ G произвольно. 
Ясно, что достаточно доказать теорему для процесса 
X  (t) такого, что X  (0) =  х. Обозначим момент первого 
выхода траекторий процесса X  (t) из области G через т. 
Положим также

W  (t, х) — V  (t, х) +  р (t), (5.2)

где
t - 1

Р(0= 2 “(“)•
и = 0



Очевидно, в силу (5.1),

lim|3(£) =  oo. (5.3)
/->00

Кроме того,

L\Y (t, х ) =  L V  (*, х) +  Lp (t) =  L V  (t , x) +  a  (£) <  0

цри t ̂  0, x £ G. Поэтому согласно теореме 2.1 пара
(W  (t/\t, X  (т /\t)), Jp't), 0, — супермартингал, и сле­
довательно, по теореме 1.5.1, существует с вероятностью 1 
конечный предел

П т Р У ( т Д < ,  X  (т Д  t)) =  т )<  оо. (5.4)
t—► ОО

Так как V (t, х) неотрицательна, то из (5.2), (5.4) вытека­
е т ,  что и lim р (гД £ ) существует и конечен с вероятно-

t-̂ OO
с т ь ю  1. Отсюда, учитывая (5.3), убеждаемся в ограничен­
ности п. н. по t случайной величины т f\t. Последнее 
эквивалентно утверждению теоремы.

Простое следствие этой теоремы читатель получит, 
решив следующую задачу.

З а д а ч а  5.1. Пусть В  — некоторое множество из E h 
U z (В )  — его е-окрестность х), а Ve (В) =  E i \ U e (В). 
Предположим, что существует неотрицательная функция 
V ( t , х) £ D l  в  области t ^  0, х £ E h для которой

L V  ( t , х) ^  — a (f) ф (t, х), t ^  0, х  £ Е и (5.5)

причем последовательность a  (t) удовлетворяет усло­
виям (5.1), а ф (t , х) — условию

in f ф(<, х ) > 0  (5.6)
*£Ve(B)

при всех е > 0  и некотором Q =  Q{e). Доказать, что в этом 
случае

Р ( l im р (X  ((), В ) =  0 }= 1 .
t —►ОО

В последующих приложениях нежелательно исклю­
чать случаи, когда условие (5.5) выполнено с функцией 
Ф (t , х ),  стремящейся к нулю при | х  | ->  оо. Поэтому нам

г) Здесь и далее расстояние р (х, В )  от точки х  до множества В 
определяется формулой р (х, В )  =  iuf р (х, у), а U e (В ) =

=  { х: р (х , В ) <  е } .  Будем также писать х -*■ В ,  если р (х, В ) -*■ 0.



потребуется некоторое уточнение последнего утвержде-1 
ния.

Введем сначала некоторые обозначения, которые иона-] 
добятся нам также и в случае непрерывного времени (см.1 
гл. 3).

Обозначим U Ei н {В) =  F e (В ) f| {х: | х \ <  R } .  От-1 
несем функцию ср (t , х) к классу Ф  (В ), ф 6 Ф  (В ), если ! 
она неотрицательна и при всех R  >  е >  0 для некоторого!
Q  =  Q  (е, R )

inf ф(г, х ) > 0 .
t=sQ, a£U8i R(B)

Т е о р е м а  5.2. Пусть существует функция V  (t , х )> 0 |  
и множество В cz E t, для которых

inf V (t , х) ->  оо при | х | ->  оо, (5.7)
«3=0

L F  (t , х) ^  — а  (г) ф (г, х), г >  0, х £ 2?j,

ф (f, х) 6 Ф (Б ), (5.8)1

причем последовательность a (t) удовлетворяет услови­
ям (5.1). Тогда

P{sup|X (£)| =  й (ш )< о о }  =  1, (5.9)1
<^о

00

р {  2  а (и )ф (и ,Х (и ) ) < о о }  =  1, (5.10)
и = 0

P {l im p (X (< ),  В) =  0 }= 1 .  (5.11)
f —►оо

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно рассмотреть слу­
чай, когда X  (0) =  х, где х — произвольная точка из E t. 
В условиях теоремы ( F (t , X  (£)), ,#%) — неотрицательный 
супермартингал х). Поэтому с вероятностью 1 существует 
конечный предел последовательности F  (t , X  (£)) при 
£—»- оо (см. теоремы 2.1 и 1.5.1). Отсюда и из (5.7) выте­
кает (5.9). Далее, из формул (3.6) и (5.8) следует при 
любом t ^  0 неравенство

1

М 2  а (и )ф (и , X (u ) ) < F (0 ,  X),
U=o

и значит, соотношение (5.10) также выполнено. Сопостав-

г) Напомним, что J T t  —  ст-алгебра событий, порожденная тече­
нием процесса X (и) до момента t.



ляя (5.10) и (5.1), убеждаемся, что найдется последова­
т е л ь н о с т ь  т„ =  тп (со), для которой ф (т„, X  (т„)) сходится 
п. н. к нулю при п -*■ оо. Поэтому, используя (5.9) и усло­
вие ф 6 Ф  (В ),  убеждаемся в справедливости и последнего 
утверждения теоремы.

З а м е ч а н и е  5.1. Входящее в теорему 5.2 условие 
существования функции V  ( t , х) ^  0, удовлетворяющей 
соотношениям (5.7), (5.8), выполнено, если имеет место 
следующее, более просто проверяемое условие: существует 
функция U  (t , х )  >  0, для которой

inf U  (t , х )  ->  оо при | х | ->  оо, 
t ^ o

L U  ( t ,  х )  <  g  ( t )  [1 +  ?7 ( t , x ) ]  —  a  ( f )  ф (*, x ),

Ф € Ф ( Я ) ,  (5.12)
где

g ( * ) > 0 ,  f ] g - ( 0 < 0 0 - S (5 .1 3 )
(= 0

В самом деле, в этом случае в качестве V ( t , х) можно 
взять функцию

оо

V (t, х) =  (1 +  U  (t, х )) П  (1 +  g (и )), (5.14)
U =  t

поскольку1), в силу (5.12),
оо

L V ( t , x ) = l l  +  L U ( t , x )  +  U ( t , x ) ]  П ( !  +  * ( » ) ) -
М=/ +  1

оо

- [ 1  +  U ( t , x ) ]  П  (1 +  ? И ) <
U — t

оо\

< — а (* )ф (* , X) [ ]  (1 +  £ (ы ) )<  — а (г )ф (г , х ).
u = i + 1

§ 6 . Ряды из независимых случайных величин

В качестве примера, иллюстрирующего приложение 
теорем 2.1 и 5.1 к классическим задачам теории вероятно­
стей, докажем два утверждения о сходимости п. н. ряда

х) Бесконечное произведение в (5.14) сходится в силу  (5.13),



из независимых случайных величин, принадлежащие 
А. Н. Колмогорову [1].

Всюду в этом параграфе будем предполагать, что | (t),
t  =  1 ,2 , . . — последовательность независимых в сово­
купности случайных величин с нулевым математическим 
ожиданием и конечной дисперсией а\ =  М£2 (t). Обозна­

чим через X  ( t )  =  2  5 (s)> ^ s ^ l i  последовательность
8 - Л
оо

частичных сумм ряда 2  5 (s)• Процесс X  ( t )  является мар- 
«=1

ковским (см. § 3), поскольку

X  ( t  +  1) =  X ( t )  +  I ( t  + 1). (6.1)

Очевидно, в обозначениях § 3,

X '  ( ( +  1) =  х  + %  (t -\-1). (6 -2 )
ОО ОО

Т е о р е м а  6.1. Если 2 CTs < co! 1710 Ря® 2  £ (s) сх0~
S =1  « = 1

дится с вероятностью 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

ОО
V (t, аг) =  х2+  2  

«=г+1
Тогда

L V ( t ,  х) =  M F (£ +  1, X l' x ( t + 1 ) ) - V ( t ,  х ) =

=  М (х  +  £ (< + 1  ) ) * - * « - о ? и  =

= х2 + 2хМЕ(/ + 1) + М£2(£ + 1)-х2-а?+1=0, !
т. е. (см. теорему 2.1) ( V  (t, X  (/)), j T t )  —  мартингал. I  
По теореме 1.5.1 с вероятностью 1 существует конечный j 
предел

lim [X 2 (t )  +  2  Os] =  lim X 2 (<) <  оо. (6.3)1
t-+-x> e=<-|-l t-+co

Кроме того,
on СО ОО

М 2  [ Х ( / + 1 ) - х ( < ) ] 2 =  м  2 ? ( 0  =  2  о?< оо
<=0 (= 1  t =  1



и, значит,
оо

2  [ Х ( * + 1) - Х ( 0 ]2< о о  (п. Н.).
t= о

П оэтом у  общий член последнего ряда стремится к нулю: 

lim [ Х ( / + 1 ) - Х ( < ) ] = 0  (п. н.). (6.4)
СО

Из (6.3), (6.4) вытекает, что и последовательность X  ( t)
оо

имеет с вероятностью 1 конечный предел, т. е. ряд 2 £ (* )
s =  1

сходится п. н. Теорема доказана.
Согласно теореме 6.1 сходимость ряда из дисперсий 

независимых случайных величин | (t) с нулевым матема­
тическим ожиданием влечет сходимость с вероятностью 
1 ряда из самих случайных величин. Следующая теорема 
показывает, что для ограниченных случайных величин 
верно и обратное утверждение.

Т е о р е м а  0.2. Пусть \ % (t) \ ограничены с вероятно­
стью 1 некоторой постоянной С (одной и той же для

оо

всех t). Тогда, если 2  =  00 ? 1710
5— 1

t

Р | l i m | 2 £ ( s ) | =  о о }  =  1. ( 6 . 5 )
f->cc s =  1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим, как и в теоре-
I

ме 6 .1 , последовательность X  (t) =  2  £ (s) частичных
S— 1

оо

сумм ряда 2  I  (s)- Д ля доказательства (6.5) достаточно
5 = 1

показать, что марковский процесс X [ ( t )  выходит за конеч­
ное время из любого достаточно большого интервала 
{—К,  К) .  Пусть К  — произвольное положительное число, 
большее С. Тогда, в силу (6.2),

| * * • * ( «  +  1) | < 2 К  (п. н.) '  (6 .6)

для любой точки X £ [ — К,  К] .
Положим

( 4К 2 — х2, если | х | <  2К,



Принимая во внимание (6 .6 ), имеем при х  6 [ — К,  К]  

LF =M F (X ' - * (/  +  l ) ) - F ( z )  =

=  4tf2 -  М (x +  l ( t +  I ))2 -  4/С2 +  х2 =  -  о?+ 1 .1
Поскольку же ряд из дисперсий о2 расходится по условию, 
а функция V (х) неотрицательна, то согласно теореме 5.1 
процесс X  (t) выходит из области х £ ( —К,  К )  за конечное 
время п. н. Теорема доказана.

З а д а ч а  6.1. Доказать, что траектория процесса 
X  (t), определенного соотношением (4.1), с вероятностью 1 
выходит из области г  у <  х  <  г2, если b ( t , x )  >  к >  0 (или 
Ъ (t, х)  <  к <  0), о2 (t , х)  <  а2 при t >  0, х  6  ( г ь  г2),| 
а случайные величины (г) ограничены некоторой 
постоянной С почти наверное.

У к а з а н и е .  Воспользоваться способом доказательства по- - 
следней теоремы и результатом задачи 4.3.

§ 7. Сходимость траекторий

Из задачи 5.1 и теоремы 5.2 следует, что при опреде­
ленных условиях траектории марковского процесса X  (t), 
t  ^  0, сходятся к множеству В  по некоторой, вообще гово­
ря, случайной последовательности моментов времени. 
Здесь мы приведем условия, при которых можно гаранти­
ровать справедливость более сильного утверждения: 
X  (t) -*■ В  при t - у  оо (п. и.).

Д ля произвольной функции W  (t, х) ,  t ^  О, х  £ E it 
положим

VF(;r) =  sup W  (t, х) ,  W  (х)  — in f W  (t, х ). (7.1)
(2 :0 ' ~  *2=0

Т е о р е м а  7.1. Пусть существует неотрицательная 
функция V  (t , х) £ D l  в области t ^  0, х  £ Е i и множество j 
В , для которых

lim  V (х) =  оо, (7.2)

L V  ( t ,  х) <  g (t) [1 +  V (t , z )] — a (t) cp ( t , x),

Ф (t, X )  e ф (B ). (7.3)

Пусть, далее, функции a (t) и g (t) удовлетворяют уело- ■



виям (5.1), (5.13),

inf V (х) >  0 для любых / ? > е >  0, (7.4)
*еи г,Н<£ > ~

V (t, х ) =  0 при х £ В  и, более того,

l i m F ( x )  =  0. (7.5)
х-+В

Тогда марковский процесс X  (t) с производящим оператором 
L  и произвольным начальным распределением сходится п. н. 
к множеству В при t —► оо. Кроме того,

l im  М I V  ( t ,  X  («))]<* =  О
t—too

для любого положительного а < 1 , если M F (О, X  (0 )) <  оо.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первое утверждение тео­

ремы достаточно доказать для процесса X  (t) с произ­
вольным детерминированным начальным условием X  (0) =  
=  х. Положим

W  (t, х)  =  (1 +  V (t, х ) )  [ ]  (1 +  g (и)).
U= t

Тогда (см. замечание 5.1) L W  (t , х) ^  — ос(£)ср(£, х) ^ 0  
и, значит, ( W  (t , X  (t)), jV ‘t) — неотрицательный су­
пермартингал. Поэтому процесс W  (t, X  (t ) ) ,  а следова­
тельно, и процесс V  (t , X  (£)) имеет п. н. конечный предел 
при £ —>- оо. При этом в силу' (5.11) и (7.5)

Р {lim  V (t, X  (0 ) =  0 } =  1.
t—►оо

Первое утверждение теоремы вытекает теперь из (7.4). 
Второе утверждение является следствием леммы 1.2.1, 
поскольку последовательность M F  (t, X  (t)) ограничена.

З а м е ч а н и е  7.1. Доказанная теорема остается, 
очевидно, справедливой, если условие положительности 
а (t) заменить условием а (£) >  0 , начиная с некоторого 
момента t =  t0.

Марковские процессы, возникающие в процедурах сто­
хастической аппроксимации (см. гл. 4), часто могут быть 
записаны в виде

X  (* +  1) -  X  ( t )  =  а  (*) F  ( t ,  X  (* )) +

+  (?(£ +  1, X  (t), со) =  Ф  (£ +  1, X  (t), со), (7.6) 

t =  s, s +  1 , s -1- 2 , . . X  (s) =  х,



где s ^  0, х  £ Е i\ F  (t, х) — F  (х) +  q (t, х), G (t , х, со) — | 
векторы из Е и функция Ф  ( t , х, со) удовлетворяет усло­
виям (А ) § 3, причем MG (t, х, со) =  0, a a (t) — некото­
рая последовательность положительных чисел.

Сформулируем для процесса (7.6) простое следствие 
из теоремы 7.1 в одномерном случае.

Т е о р е м а  7.2. Пусть функции F  ( t , х) и G (t, х , со) 
со значениями в Е х таковы, что F  (х0) =  0,

sup [ F ( x ) ( x — х0) ] - < 0  при любом е > 0 ,  (7.7)
е<1 х-хо |<1/е

G (t +  1, х, со) =  р (t) Gy (t , х, со),

F 2 (х) +  МG\ ( t , х, со) <  К ,  (1 +  х2), (7.8)

(здесь и ниже K t — положительные постоянные) ,
ОО

а ( / ) > 0 , 2 a ( 0 = o o > Р (0  >  0 ,
,=0 »  (7.9)

У] Р2 (0 < о о ,  У] a (t) у (t )  <  оо,
г=о (=0

где y (0  =  suP х) |,

P-Ю)
Тогда процесс X s’ х (t), определяемый с помощью (7.6), 

сходится к х 0 п. н. при t - у  о о  для всех s ^  0, х  £ E t.
Действительно, считая для простоты х 0 — 0 (это, оче­

видно, не ограничивает общности), попытаемся найти
функцию V (t, х), удовлетворяющую условиям теоре­
мы 7.1, понимая под В  множество, состоящее из одной 
точки х =  0. Положим

V  (£, х) =  х2.

Воспользовавшись формулой (1.7), учитывая соотно­
шение (7.10) и равенство MC?i (t, х, со) =  0, получим:

Ь х 2 =  М (х +  a  (t) F  (t , х) +  Р (t) Gy (t, х, со))2 — х2 —

=  2а (t) F  (t , х) х  -f- а 2 (t) F 2 (t, х) +

+  Р2 (t) МG\(t, х, со) <  2а (t) F  (х) х +

+  2а (t) у (t) | х | +  К 2 [р2 (t) F 2 (х) +

+  р  (t) М G\ (t , г , со) +  а 2 (£) v2 (О).



Значит, в силу (7,7), (7.8) и неравенства | х [< < 1  +  х2, 

L x 2 <  — 2ос (0 | F  (х) х  | +  g (t) (1 +  х2),

где g ( t ) =  К з (ра (0 +  a  (f) Y (0  +  (О Т2 (*))•
Таким образом, согласно (7.9), функция V  (t , х) =  ж2 

удовлетворяет условиям теоремы 7.1, если В  =  {0 }.  Тем 
самым наше утверждение доказано.

Естественно исследовать поведение траекторий про­
цесса X s’ х (t) и без предположения о том, что множество 
В =  {я: F  (х) = 0 }  состоит из одной точки. Нетрудно 
понять, что теорема 7.2 остается в силе и в случае, когда

{ 0, если х  £ [а, 6],
>  0, если х  <  а,

< 0 ,  если х~>Ъ.

При этом будет справедливо соотношение X  (t) ->- [а, Ъ] 
п. н. при t оо.

К сожалению, теорему 7.1 нельзя, вообще говоря, 
применить в ситуации, когда множество В — {х\ F  (х) =  
=  0 } многосвязно (мы подробнее остановимся на этом 
ниже, см. стр. 135). Поэтому сейчас будет доказана дру­
гая теорема о сходимости, специально приспособленная 
к этой ситуации. Для простоты мы ограничимся марков­
скими процессами, которые определяются соотношениями 
типа (7.6), имея в виду последующие приложения к про­
цедурам стохастической аппроксимации.

Т е о р е м а  7.3. Пусть процесс X s< х (t) =  X s’ ж (t , со) 
задан рекуррентно формулами (7.6) и множество 
В =  {х: F  (х) = 0 }  состоит из конечного числа связных 
компонент В П у с т ь ,  далее, множество В , последователь­
ность a (t) и некоторая функция V  (t, х) (или U  (t, х )) 
удовлетворяют условиям теоремы 5.2 (или замечания 5.1 
к ней), причем

СО

2 a ( t ) y ( t ) <  оо, у (t )  =  sup \q(t, х)\,
t =  0 ^  х£Е  1

sup |F (f, z)| =  . F ( r )<  оо, (7.11)
t^ D ,  J x j ^ r

MG (t, x, со) =  0, (7-12)
oo

к == 2  M|G(< +  1, X s' x (t), to)j2<  oo. (7.13)



Тогда X s- х (t) с вероятностью 1 сходится либо к одной 
из точек множества В , либо к границе одной из его связ■ • 
ных компонент х) для любых s ^  О, х  (j Е х. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим 
<

Y ( t ) =  Ц б (и  +  1, Х г' х (и), со).
U = S

Очевидно,

М |У(£)|г =  S  M | G ( w  +  l , X s’ » ,  со)|* +
и = «  . |

Н- 2  2  M (G ( « , 4 - l , X ,- * ( « 1) l ffl),G(H2 +  l , X ,' sc(u2) , f f l ) ) .|
Ŝ U1<̂ U2

U2̂ t

Вычислим математическое ожидание скалярного произ- { 
ведения в правой части этого равенства. Учитывая уело- ] 
вие (7.12) и независимость X s' * (и), G (и +  1, х, со), | 
получим (см. задачу 1.4.1, а))

М (G (Uy -|-1, X  (uj), со), G (и2 4-1, X  (и2), со)) =

=  М М ((G (щ + 1 ,  X s' * (щ) , со), G (и2 + 1, X s' * (и2) , <й))/Жиг) =  I  

=  M(G(mj-f- 1 ,X S’ (щ),а>), M (6'(w2~ b liX  ’ (и2) ,со)/Х ’ (м2))) =  1 

=  М [(G (« !- )-  1, X  ’ (ui),co), MG (w2-г 1, У, w))]^—̂:®.*(и2) =  0. 

Отсюда в силу (7.13) имеем:

М|у ( f )| *=  i l  MfC(w +  l ,  X s. 3» ,  со) 12< t f .  (7.14)
u = s

Так как X s>ж (t) — марковский процесс и выполнено 
условие (7.12), то последовательность Y  (t) образует мар­
тингал. Поэтому из (7.14) вытекает, согласно теореме 1.5.1', 
соотношение

И т  Y  (t) =  Y  (о о )  -< оо . (п. н.) (7.15)
оо

Дальнейшее доказательство разобьем на несколько 
частей. Сначала установим равенство

P {U  {lim  р (X s-*(£), Bt) =  0 }} =  1.
г f—>-со

х) Последняя возможность на самом деле может иметь место. 
Соответствующий пример удобнее строить в рлунае непрерывного 
времени, см. стр. 104.



Далее покажем, что с вероятностью 1 траектории процесса 
X s' x (t) не могут бесконечно много раз совершать «экскур­
сии» от границы внутрь множества В  на конечное расстоя­
ние и обратно. И, наконец, установим, что для множества 
траекторий, остающихся в В u начиная с некоторого 
момента времени (быть может, случайного), существует 
при t - у оо^предел X s' х (t). Очевидно, из этих фактов, 
к установлению которых мы сейчас и переходим, вытекает 
утверждение теоремы.

1) Из (5.11) следует, что найдутся такие множества 
Qi £21, для которых Р {и & г }  =  1, причем

lim р (X s> * (г), Bj) — 0 при со (7.16)
1-УСО

При этом можно считать для всех со £ U выполненны­
ми соотношения (5.9), (5.10), (7.15).

Пусть i фиксировано. Обозначим через В & е-окрест- 
ность множества B t , В ее — е-окрестность множества В &. 
Предположим, что для некоторого со £

Й т  р (X s. * (t), Bt) >  lim  р (X s- * (t) , Bt).
i->°°

Тогда найдутся такие последовательности моментов вре­
мени tn - tji (со), tji =  tn (со), 7*** tn tni п == 1 ,2, .. .,
и такое достаточно малое е =  е (со), для которых X s- * ( th) 6 В Е, 
X s' x (t"n) £ В ее, X s<x ( t ) ( - B e при tn+i >  t ^  t i .  Поэтому 
из равенства

x s>x (tn.n ) - x s. x ( Q =

tn + 1— 1 tn+1 - 1

=  2  0i ( u ) F ( u ,  x s. x ( u ) ) +  2  G (u  +  l ,  X s- x (и), со)
1п и=tn

будет вытекать, что 

e < | X s. * ( 4 +i ) - X s. * ( Q | <

^  * n + l~ 1 t n + l - 1

< F ( R ( со)) 2 .  « ( « )  +  ! 2 .  G >  +  1, Х в. * (и ) ,© )| .
U= tji

Это неравенство вместе с (7.15) приводит к соотношению

tn+1-1
^  а (и) >  8----- при w > « i ( со). (7.17)

u ,  2F (Я  (со)) F V ’
= 1 n



Далее, в силу условия ф £ Ф  (В )  и (5.9) найдутся такие 
n2(©), б (со), что

inf ф (и, Х $>х (и)) =  б (со) >  0 при п ^ > п 2(ы).

Следовательно, полагая п — max (пи п2), будем иметь 
с учетом (5.10), (7.17)

ОО

оо > 2  а (и )ф (и , X s-X(u ) )>
u = s

ОО *71 +  1 - 1  00 < П + 1 -1

> 2  2  « ( “ ) ф ( ц , х 8' х ( и ) ) >  б  (со) 2 ^  2 .  с с ( и )  =  ° ° .
7 1 = 7 1  U = t j i  U = 7 l  U = t n

Из полученного противоречия и (7.16) имеем 

lim р ( X s- * (t), B i) =  0 для coffQ,-.
t-y  ОО

2) Обозначим Сг е-окрестность множества E i \ B it I 
С ее — 6-окрестность Се. Предположим, что для некоторого 
со £ £2г- найдутся такие последовательности моментов вре­
мени т'п =  Хп(  со), Тп =  Тп (СО), < + 1 >  >  Тд, И =  1, 2 ,_ .. . ,
и такое е = е  (со) >  0, для которых X s' х(тА)£Се> X s> *(т^) £ Сее, 
X s’ x ( t ) ^ B i  при T n > t >  Т п .  Тогда согласно равенствам

х 8. * ( т ; ) - х 8>ж(т ;) =

Х п -  1

=  2 , а  ( и) lF  ( X s’ * ( и) ) + ч (w>х$> х ( “ ))] +
и = Х п

Т п -  1

+  2 ,  С ( ы  +  1 , Х ‘ . » ( И ) ,  СО),
U = t  П

F ( X s' x (u)) =  0 при

будем иметь

е < | Х 8. * ( т ; ) - Х 8. * « ) | <

т ! г - 1 тп — 1

<  2 # « ( » ) т ( « )  +  | 2 ,  б (и  +  1, X s' х (и), со)|.
и=Тп и = Х п



Переходя здесь к пределу при п ->  оо, учитывая (7.15) 
и условие

ОО

2  а ( и ) у ( и ) < :  ОО, (7.18)
и=0

получим е =  0.
3) Точно так же из (7.15), (7.18) и равенства нулю (х) 

при х 6 В  легко убеждаемся, что если X s' х ( t) остается, 
начиная с некоторого момента времени внутри множества 
В, то lim  X s’х (t) обязательно существует. Теорема

t —> оо

доказана.
З а м е ч а н и е  7.2. Условие (7.13) является мало­

эффективным. Однако оно выполнено, если, например,

М | G (t +  1, х, со) |2 ^  gi (t) l i  +  V (t, x)}, (7.19)
oo

а ряд 2  Si (0  сходится. Действительно, так как
( = 0

(F  (£, X s' х (t) ), j T t ) — супермартингал, то последователь­
ность M F  (t , X s’ х (f)) ограничена по t. Поэтому, исполь­
зуя независимость Х*<х (и), G (и +  1, х, со) (см. зада­
чу 1.4.1, б)) и (7.19), находим при любых t ^  s ^  0 

(
S  M | G (w .+  l ,  X s- х (и) ,  со)|2 =

u=s
t

=  2  М [М IG (и  -L 1, у,  со) |2]y=A;s, *(u) <
t  U— S

<  2  ? i ( « ) [ i  +  M F (u , x , ’ I W ) ] < c 2 ? i W < c  S f t ( « ) .
U = 5  U = S  U = S

Значит, ряд (7.13) сходится.

§ 8. Обучение распознаванию образов

Рассмотрим, следуя А Б Р  [1], гл. V , простейшую 
постановку задачи об обучении машины распознаванию 
образов, принадлежащих одному из двух классов. В этой 
постановке будем считать возможными образами точки 
некоторого ограниченного подмножества пространства Е г. 
Предположим, что подмножество состоит из двух непере- 
секающихся компонент А  и В ,  каждую из которых мы 
будем отождествлять с подлежащими распознаванию клас­
сами. Предположим, далее, что через начало координат
О  АТ T T o n o t i t - o n n  D  !Э Y  о л г и и и л г / п й



можно провести I — 1-мерную плоскость, разделяющую 
образы (рис. 3). Таким образом, вектор нормали х {а) ' 
к этой плоскости можно выбрать так, что (г/, £(0)) >  0 для 
у е а , (у, ж(о») <  0 для у 6 в .

Более того, будем считать выполненным несколько 
более ограничительное условие: для некоторого е >  О

(У, я (0>) >  е для у £ А ,

(у, я ‘°>) <  б для у ^ В .

Пусть, далее, при предъявлении очередного «образа», j 
т. е. точки из множества А [ ] В ,  «учитель» может сооб- j

щить, какому из классов

0
 принадлежит предъявлен-

/  ная точка. Это означает,

хК /  ___что в обучающуюся машину ]
/ ) можно ввести величину1) j
/ в ( sign (у, #<0>) для любого |

у' у \ предъявленного образа у. ]
/  \ ) Д ля  того чтобы закон- j

/  ^ ------'  чить описание модели, ос- |
{у,Хт)^д  талось сообщить, что об- I

разы из множества А [}В  j
Рис- 3. предъявляются независи- I

мо, с некоторым неизвест- ]
ным, вообще говоря, распределением вероятностей Р (dy) 
таким, что Р (А \]В) =  0. Будем обозначать г) (t),t =  1 ,2 ,. . ' 
эту предъявляемую последовательность образов из А [ ]В .  
Так как множество А [ )В  ограничено, то можно считать, 
что для некоторой неслучайной постоянной К

р {| г,(*) \ < К }  =  1. (8.1)

Задача состоит в том, чтобы, используя сообщаемые 
учителем данные (т. е. величины sign (т) (£), х {0>), t =
=  1, 2, . . .), построить последовательность гиперплоско­
стей, сходящихся к одной из гиперплоскостей, разделяю­
щих классы А  и В  с вероятностью 1.

Перед решением этой задачи необходимо уточнить, что 
понимается под гиперплоскостью, разделяющей классы А

х) Причем машина «знает», что положительное скалярное про­
изведение соответствует образам класса А , а отрицательное — обра­
зам класса В.



и В  с вероятностью 1. Заметим, прежде всего, что един­
ственную информацию о классах А  и В  несет последо­
вательность независимых случайных векторов r| (t), 
t — 1, 2, . . ., и образы именно этой последовательности 
предъявляются для различения «машине» после некоторого 
первоначального периода обучения.

В свете этого естественно следующее определение, 
в котором х, £0, вообще говоря, случайны.

О п р е д е л е н и е .  Пусть х  — вектор нормали к ги­
перплоскости Q. Будем говорить, что эта гиперплоскость 
разделяет классы А  и В  при £ >  £0 с вероятностью 1, 
если

Р {sign (х, т| (£)) =  sign (х° , т) (£)) при £ >  f0} =  1. (8.2)

Резюмируя, мы получим следующую математическую 
формализацию задачи обучения машины распознаванию 
образов.

Пусть т] (£), £ =  1 ,2 , . . . ,— последовательность неза­
висимых случайных векторов из E h удовлетворяющих 
условию (8.1) и при некоторых ж(0) (Ё Е ь г  > » О условию

р { [ ( * « » ,  г, (£)) | >  8} =  1. (8.3)

"Предположим, что для каждого' £ можно наблюдать 
величину £ (£) =  sign (х{0), т) (£)). Вектор г) (£) относим 
к классу А ,  если (х (0>, т] (£)) >  О, и к классу В ,  если 
(х (0), г] (£)) <  0. Требуется по наблюдениям 1 (£), 
£ =  1 , 2 , . . . ,  построить вектор X  (£) такой, что X  (£) х 
(п. н.), причем случайный вектор х  для некоторой п. н. 
конечной случайной величины £0 удовлетворяет усло­
вию (8.2). Решение этой задачи дается следующей теоремой.

Т е о р е м а  8.1. Пусть выполнены условия (8.1), (8.3). 
Тогда марковский процесс X  (£), определяемый рекуррент­
ными формулами

Х ( £ + 1 ) - Х ( £ )  =

=  s i g n Л (t+1 )) — sign (ДГ (0 . л (* + 1)_) ^ (, +  1)> *  (0 )=а ;, (8 .4)

при произолъном х  £ Е г обладает свойствами:
1) X  (£) х  п. н. при t оо , где х  — вектор нормали 

mnepMQQWcrriu, разделяющей] классы А и В с вероят-
.ч*



ностъю 1 при t ^  t 0 (и>), tо (ю) — конечная с вероятностью 
1 случайная величина',

2) справедливо равенство X  (t) =  х при t ^  t0 (со), так 
что процесс «обучения» (8.4) заканчивается п. н. за конеч­
ное число шагов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим прежде всего, что 
процесс X  (t) не изменится, если в (8.4) вместо х(0) поло­
жить сх(0), где с — любое положительное число. Поэтому, 
в силу (8.1), (8.3), не ограничивая общности, можно счи­
тать выполненным неравенство

2| (х<°>, Г! (t +  1))| -  | т| (t +  1) |2 >  1 п. н. (8.5)

Рассмотрим, далее, функцию

V  (х) =  | х  — х(0) |2.

Тогда, обозначая, как всегда через L  производящий опе­
ратор процесса X  (t), находим

L V  (х) =  — 2М {(х (0) — х, г] ( t  +  1)) г  (х, т) (f +  1))} +

+  М {г2 (х, т| (t +  1)) | n (* +  1) I2}, (8.6)

где

r ( x ,  r| (if 1 1)) — si8n (j(0)’ Л ( * + ! ) ) - s ig n  (*, Л ( * + ! ) )

Из (8.6) и справедливых при всех х, у неравенств

Г2 (я, у) =  \ г ( х ,  у) К  1,

[ (z (0\ у) — (X, у)] г (х, у) >  О,

(х !°\ у) г  (х, у) >  0, (х, у) Г (х, у) <  О

легко получим

L V  (х) <  М {| г  (х, 11 (t +  1)) | (| г] (t +  1) |2 —

— 2 | (х(0) — х, г) (t +  1)) |)} <

< М {(| т ) ( *  +  1) I2 2 | (х(0>, T )(t +  1)) |) | г (х, т ) ( * + 1 ) )| } .

Последнее неравенство и (8.5) позволяют получить основ­
ную для дальнейшего оценку



Воспользуемся теперь леммой 3.1. Из нее и (8.7) выте­
кает неравенство

ОО

2  М | М | [ г ( х ,  Л (* +  1 )) |] | х = Х  ( t)  < Т  ( х ) < о о .
( = 0

Величины X  ( t )  и rj (̂  -)-1) независимы. Поэтому (см. 
задачу 1.4.1, б)) последнее неравенство можно переписать 
в виде

ОО

2  M | r (X (* ) ,T ) ( f  +  l ) ) | < o o .  (8.8)
t= о

Из (8.8) и теоремы Фубини вытекает, что ряд

2 | r (X (* ),T l(<  +  l))|<=о
сходится почти наверное. А  величина | г ( X  ( t ) ,  г) ( t  +  1)) | 
может принимать лишь значения 0 и 1 и потому сходи­
мость этого ряда означает, что при t  >  t 0 (со)

Г ( X  ( t ) ,  Т1 ( t  +  1)) 0 (п. н.).

Последнее эквивалентно (8.2). Отсюда и из (8.4) выте­
кает равенство

X  (t ) =  X  ( t 0, со), t > t 0 (со) (п. н .).

Таким образом, оба утверждения теоремы доказаны.
Отметим в заключение, что основное предположение 

о том, что подлежащие распознаванию множества могут 
быть разделены гиперплоскостью, эквивалентно требова­
нию существования так называемой разделяющей функ­
ции, если рассматривать задачу в спрямляющем про­
странстве (см. АБР , гл. V).



Г Л А В А  3

МАРКОВСКИЕ ПРОЦЕССЫ И СТОХАСТИЧЕСКИЕ 
УРАВНЕНИЯ

Определяется марковский процесс с непрерывным вре­
менем. Далее рассматриваются два подхода к стохастиче­
скому дифференциальному уравнению, первый из которых 
принадлежит С. Н. Бернштейну, а второй — И. И. Гих- 
ману и К. Ито. В связи с этим вводится понятие и изу­
чаются свойства стохастического интеграла в смысле Ито. 
Приводятся без доказательств некоторые свойства реше­
ний стохастических дифференциальных уравнений. Дока­
занные в гл. 2 теоремы о выходе из области и сходимости 
траекторий распространяются на случай марковских про­
цессов с непрерывным временем.

§ 1. Марковские процессы с непрерывным временем
В гл. 1 был определен случайный процесс с дискрет­

ным временем как совокупность случайных величин, зави­
сящих от параметра t, который принимает значения из неко­
торого счетного множества. Пусть теперь параметр t при­
нимает любые значения из некоторого множества Т , имею­
щего мощность континуум. Пусть, кроме того, (Q =  {<*>}, 
21, Р) — некоторое вероятностное пространство. Функция 
X  (t) =  X  (t, со), t 6 Т , со 6 Q, со значениями в E i  назы­
вается случайным процессом, если X  (t , со) при каждом t 
является случайной величиной. Функция X  (t , со) при 
фиксированном со называется траекторией случайного 
процесса. В дальнейшем мы будем считать, что Т ==> 
~  {  t:a ^  t <  b}, где а <  Ь С  оо,



Обозначим через ЗВ сг-алгебру борелевских множеств 
отрезка Т. Процесс X  (t , со) называется измеримым, если 
функция X  (t , со) измерима относительно о-алгебры 8} X 21, 
являющейся наименьшей о-алгеброй, содержащей множе­
ства вида В  X А ,  где В  Е •*, ^  6 21.

В отличие от дискретного времени, в случае, когда t 
принимает значения из несчетного множества Т, некото­
рые со-множества, естественным образом связанные с про­
цессом X  (£, со), t £ Т , могут быть неизмеримыми. Напри­
мер, со-множества

{со: sup X  (t, со) £ Г }, {со: inf X  (t, со) 6 Г } (1.1)
1£ Т t£T

не представимы, вообще говоря, в виде пересечения не бо­
лее чем счетного числа событий из 21, как это имеет место, 
когда t — дискретный параметр, и потому не обязательно 
измеримы. Однако во многих случаях важно, чтобы со- 
множества типа (1.1) можно было рассматривать как собы­
тия. Процессы, обладающие таким свойством, называются 
сепарабельными. Более точно, процесс X  (t, со), t £ Т, 
называется сепарабельным, если существуют такие счетное 
всюду плотное множество А  £ Т  и событие N  нулевой 
вероятности, что для любого замкнутого множества Г  6 
с. ч и любого открытого множества Т '  cz Т  найдется мно­
жество A  cr N ,  для которого

{X  (t , со) 6 Г  при t 6 Т ' }  =  {X  (t, со) 6 Г при t £ А Т ' ) \ А .

Из этого требования и полноты вероятностной меры Р  
(которую мы в дальнейшем будем предполагать) вытекает, 
в частности, и измеримость множеств (1.1).

Можно показать (см. Дуб [1]), что для любого случай­
ного процесса найдется стохастически эквивалентный х) 
ему сепарабельный процесс.

Важную роль среди всех случайных процессов с непре­
рывным временем играют марковские процессы. Их опре­
деление полностью аналогично соответствующему опре­
делению 1.2 в случае дискретного времени. Именно, пусть 
А  — борелевское множество, а функция Р  (s, х, t, Г) 
определена при х £ А ,  0 ^  s ^  f, s, t £ Т,  Г  с : 4 ,  причем 
Г  6 25*. Эта функция называется переходной функцией

1) Процессы X  (г) и Y  (t) ,  t £ Т,  называются стохастически 
эквивалентными на Т,  если Р  [ X  (t) =  Y  ( t ) }  =  1 при всех t 6 Т .



в А ,  если она 23г*измерима по х, является вероятностной
мерой по Г (Р  (s, х, t, А )  ̂  1) и удовлетворяет при s -<
<С и <С t соотношению (2.1.1).

Пусть Р  (s, х, t, Г) — переходная функция в А ,  А  £
6 3?;. Процесс X  (t) =  X  ( t , со) в 4̂ называется марков­
ским с этой переходной функцией, если для любых s <  
<С г/ <  t выполнено соотношение

Р {X  (t) е Г / Ж и) = Р  (и, X  (и), t, Г) (п. н.).

Здесь, как обычно, jT u — cr-алгебра, порожденная слу­
чайными величинами X  (v), v ^  и.

Нетрудно видеть, что приведенные в § 2.1 свойства 
марковского процесса с дискретным временем остаются 
в силе и для непрерывного времени.

Точно так же, как и в случае дискретного времени, 
под условной вероятностью Р {X  (t) 6 Г/Х (и )}, и <С t, 
будем понимать в дальнейшем ее регулярный вариант, т. е. 
считать, что Р {X  (t) 6 Г/Х (и )}  является мерой по Г при 
любом фиксированном X  (и) =  х  £ Е  t (подробнее см. § 2.1).

Если при любых фиксированных s, t 6 Т , х  £ Е г пере­
ходная вероятность Р  (s, х, t, Г) имеет плотность по мере 
Лебега, так что

Р  (s, x , t , T ) = [ p  (s, х, t, у) dy, 
г

то функцию р (s, х, t, у) будем называть переходной плот­
ностью соответствующего марковского процесса.

Переходную функцию Р  (s, х, t, Г ) назовем однородной 
по времени, если Р  (s, х, t - f  s, Г ) не зависит от s. Одно­
родная по времени переходная функция является функци­
ей одного временного аргумента, так как в этом случае 
Р  (s, х, t, Г ) =  Р  (0, х, t — s, Г ), и поэтому мы будем обо­
значать ее Р  (х, t — s, Г ). Аналогичное обозначение при­
мем и для плотности однородного марковского процесса 
(если она существует).

Рассмотрим следующий важный пример марковского 
случайного процесса, используемый ниже. Именно, назо­
вем сепарабельный процесс | (£) =  | (t , со) со значениями 
в Е j, t ^  О, стандартным винероеским процессом, если:

1° I  (0) =  о, №  (*) =  о, № *  (f) =  t,

2° приращения процесса | (t) — £ (и), | (v) — £ (s) не­
зависимы для любых t >  и ^  v s,



3° при любых фиксированных t, h ^  0 случайная вели­
чина £ (t +  К) — | (t) распределена по нормальному зако­
ну, так что

р { g ( < + а) - е (о  е г } = - ф = = -  j  е-*а/2л dy, г  е ш,.

Покажем, что процесс \ ( t) является марковским. Для 
этого рассмотрим произвольный набор чисел <  и2 <  
<  . . . .  О п, меньших t. Тогда, используя независи­
мость приращений процесса £ (t) на непересекающихся 
промежутках времени, получим г)

Р {| (*) 6 Т /l (щ) =  х и I  (и2) =  я2, . . ., I  (ип) =  хп} =  

=  Р  {1  (*) -  | К )  6 Г  -  хпЦ  (щ ) -  g (0) =

= ® 1, i  (u2) — I  (0) =  х 2, . . ., I  (ип) — I  (0) =  хп}  =

=  р {I (t) - 1 ( и п) е т - х п} =  

=  р {S (*) -  £ К )  6 г -  хпЦ К )  =  *„}•

Отсюда находим, что, во-первых, для t >  и

р  { I  (0 е г / ^ л  =  Р { I  (t) € г/I (ц)> (п. н.) (1.2)
и, во-вторых,

Р {Б (0 € Г/Б (и ) =  * }  =  Р  {£ ( * ) - & ( « )  € Г - * }  =

— ----   ̂ -  f  g-z2/2(i-u) d z  =
~1/ 2я  (t —  и) ^

=  , 1 - f P-(y-x)V2Q-u) dy. (1.3)
У 2 я (4 -И ) J

Согласно равенствам (1.2), (1.3) £(/) — однородный 
марковский. случайный процесс с переходной плотностью

*• ^ у Ь г 6^ 2'-

Отметим некоторые свойства стандартного винеров- 
ского процесса £ (£).

г) Здесь Г  — г  — множество точек вида у — х,  где у £ Г.



Нетрудно подсчитать, что для любого целого п
ОО

М [£(гн -5) — g (г)]2П =  —Д =  [  e~z2/2‘z2nd z =  (2n — i)\\sn,
Л/ 2ns J— 03

В частности,

M [g (t +  s) -  I  ( t ) I2 =  s, (1.4)

M [ I  (t +  s) -  I  (t) ]4 =  3s2. (1.5)

Траектории процесса g (t) непрерывны с вероятно­
стью 1. Это утверждение вытекает из (1.5) и следующей
теоремы Колмогорова (см., например, Гихман и Скороход 
[1 ]): если для некоторых а > г0, р >  0, К гти всех t t ^  О 
для сепарабельного случайного процесса X  ( t) выпол­
няется соотношение

! М | X  ( f2) -  X  (*,) Г  <  i f  \t2 - U  !1+в,

то X  (t), t ^  0, непрерывен с вероятностью 1.
Заметим еще, что процесс’ !  (О не дифференцируем. 

В самом деле, легко подсчитать, что случайная величина 
'Пh (t) — [5 (t +  h) — £ (t)]/h имеет нормальное"^’ распре­
деление с параметрами (О, 1/Л.), и поэтому r]h (t) не может 
иметь предела при ни в каком вероятностном смысле.

Назовем стандартным винеровским процессом со зна­
чениями в Е х процесс 1 (t) — ( ^  (t) , . . ., h  (<)), каждая 
компонента которого является стандартным винеровским 
процессом, причем процессы £i (t), . . ., £; (t) независимы 
в совокупности.

Д ля  дальнейшего нам понадобится следующая 
' Л е м м а  1.1. Пусть а =  t0 <  £, <  . . .  <  =  Ъ —

произвольное разбиение отрезка [а, Ь] на п частей, причем 
А =  max (£г+1 — t t). Тогда

П- 1

Л д =  s  IS(<fc+i)- 5 (< » ) ]* - * -Ь - вh= О

по вероятности при Д —>- 0.
Действительно, в силу неравенства Чебышева доста­

точно показать, что дисперсия Dt]a случайной величины 
т]д стремится к нулю при А 0, поскольку Мг)д =  Ъ — а. 
Так как приращения процесса \ (t) на непересекающихся 
промежутках времени независимы, а также справедливы



формулы (1.4), (1.5), то
п - 1

d t u = d  2  m t h +1) - i ( t k) r - ( t h+l- t h) ] =
h=Q

п -  1

=  2  о  [ ( i (4 + i)-E (4 ))2- ( 4 + i - 4 ) ]  =
h = 0

= " s  м [(I (4+i) -  £ (4 ))2 -  (4+1 -  4 )I2 =
h=0

n-  1

=  2  M [(E (4 +1) - E ( 4 ) ) 4- 2 ( ; ft+1- < ft)M (E (4 + i ) -
h=0

— E (4 ))2 H- (4+i — 4 )2] =
n-1

— 2  [3(4+i —  4 )2— 2 (4+i — 4 )2 +  (4+i — 4 )2] =
h=0

n-l
=  2 2  (4+i — 4 )2<^2Д (6 — a )- * -0 при A -^ 0 . 

ft=0

§ 2. Стохастическое дифференциальное уравнение. I
Возвратимся снова к дискретной модели диффузии, 

рассмотренной в § 2.4 и описываемой рекуррентным соот­
ношением

X  (t +  h) — X  (t) =

=  b ( t , X  (0 ) h +  a (f, X  (*)) (t +  Л). (2.1)

Возникает естественный вопрос о том, будет ли мар­
ковский процесс X  (г) =  X*ti х (t), t =  s, s +  h, . . ., опре­
деляемый соотношением (2.1) и начальным условием 
X Sh' х (s) — х, сходиться в каком-либо вероятностном смыс­
ле к некоторому процессу с непрерывным временем.

Следующая теорема показывает, что производящий 
дифференциальный оператор

L hV (t ,  а ;)= -^ -М [Р (г  +  А, Xfc x (t +  h)) — V ( t ,  ж)],

связанный с (2.1), сходится при h - >  О для широкого клас­
са функций к некоторому пределу.



Обозначим через С 2 класс функций V  ( t , х),  непрерыв­
но дифференцируемых по f и дважды непрерывно диффе­
ренцируемых по х.

Т е о р е м а  2.1. Пусть функции b (t , х), а (t , х) и слу­
чайные величины (t) удовлетворяют условиям а), б) 
§ 2.4 и, кроме того, для некоторой постоянной С

М & (0  <  Ch\ (2.2)

Тогда для любой функции V  (t , я) £ Сг, вторая производ­
ная d2V (t, х)1дх2 которой равномерно в некоторой окрест­
ности каждой точки t удовлетворяет условию Липшица 
по х, справедливо равенство

lim  L h V  (t, х ) =  L V ( t ,  х), t > 0 ,  х £ Е и
h-+ о

где
П ; , ,  ч dV \ d V  а2 (г, x) d W

( ’ * )  =  - a r + 6 <*’ * ) . л + - 2  faT- 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим

ЗГа* * (t +  h) -  х  =  ДЛХ  (0.

Как вытекает из (2.1),

Д/Д (0 =  Ь (t, х) h +  о (f, я) (t).

Используя непрерывность частных производных функ­
ции V  (t , х), получим, разлагая ее по формуле Тейлора
(А 0),

F  (/ -}— /г, Xfc х (t -f- А)) — V (t, х ) —

=  F  (t - j -h , х -f- АлХ (i)) — F  ( f , x) =

=  ^ - ( f ,  x ) A [ l + o ( l ) ] + A ftX (0 - g - (<  +  A, * )  +

+  i +  g) +  6, (2.3)

где

6 =  |-_g_ (f +  ^  g +  QA/tX {t)) _ d W ^ {t  +  h j  x )  j  )

0 <  0 <  1.

Отсюда и вытекающих из (2.4.3), (2.4.4) соотношений
limJVUOW  ^ ( W » »
h-+ 0 "  Л-+0 "



будем иметь после взятия математического ожидания
от обеих частей равенства (2.3)

г тг /. \ dV , . ч 3F a2 (i, х) d2F  . ,. Мб
J1™ '’ Ж) =  "Ж  +  6 (*’ Х) U  “I 2 ^  ft ’

Осталось показать, что lim  (Мб/А) =  0. Поскольку
h—y 0

функция dW/dx* удовлетворяет условию Липшица по х, 
то для некоторого С4 >  0

lim -М-<С, lira M'af ('l'"<C, lira W W »‘>3,‘ . (2.4)
Л-+0 h  Л-+0 h r*  0

Кроме того, из (2.2) легко получить неравенство

М (AhX (О)4 <  C2ft2, С2 >  0,

и, значит, согласно (2.4)
| Мб | h3/2 п

lim  -L-r -L< C 3 bm —г— =  0.
h-* О я Л-*-0 п

Теорема доказана.
Теорема 2.1 дает основания рассчитывать, что и сам 

процесс Xh х (t) сходится в некотором вероятностном 
смысле к предельному при h -*■ 0. Первые теоремы такого 
рода были получены С. Н. Бернштейном, который пока­
зал, что при некоторых предположениях

р  {хкх (th) е г }  - >  р  (s, ж, t, г),

если h ->  0, th ->  t. При этом Р  (s, х, t, Г) — переходная
функция некоторого марковского процесса Х 0 (t) с непре­
рывным временем, имеющего плотность р (s, х, t, у), удов­
летворяющую уравнению

др _  д (pb) . 1 д  ( ра2)

dt ду 2 3(/2

Естественно ожидать, что для функций F  (t , ж) 6 (72 
и таких, что M F(s-f- Л, Х*>ж (s-j-A )) существует, справед­
лива формула

И т  М[У(« +  А, X S ’ x (s +  h ) ) - V ( s ,  х ) ]  =  L F  
Л->0 /!

В соответствии с формулами (2.4.3), (2.4.4) можно
предположить, что коэффициенты Ъ (t , х) и а (£, х) имеют



следующий вероятностный смысл

lim M  ( Xo{t+h)h~ Xo{t) I  X 0( t ) )  = b ( t , X 0(t ) ) ,  ■

lim M  (  lXa(t+fl[ - Xo(t)]2 j X 0( t ) )  = a 2(t,  Xo|(0). 1

В следующих параграфах будет4изложен кратко другой 
подход, состоящий в построении решения непрерывного 
аналога конечноразностного уравнения (2.1) и, в частно­
сти, будут обоснованы эти формулы.

§ 3. Стохастический интеграл

Естественно попытаться, переходя в (2.1) к пределу 
при h -*■ 0, получить дифференциальное уравнение для 
непрерывного случайного процесса. В качестве \h (t) мож­
но использовать, например, разности £ (t +  h) — £ (t), 
где £ (t) — стандартный винеровский процесс. (При таком 
выборе £h (t) условия б) § 2.4 и (2.2) выполнены.) Тогда 
соотношение (2.1) примет вид

X(t+h)h~ X (t )  ^ b ( t ,  X  ( t ) )  +  a (t, X  . (3.1)

Однако^непосредственный переход к пределу в (3.1) при 
h ->  0 невозможен, поскольку в силу недифференцируе­
мости процесса £ (t) величина l£ (t +  h) — £ (t)\lh не имеет 
при h -*■ 0 предела, и получающееся таким образом урав­
нение

— b (t ,  X  (t ) )  +  o ( t , X  ( t) )  Ш -  (3.2)

нельзя рассматривать как обыкновенное дифференциаль­
ное уравнение. Тем_не менее уравнение (3.2) можно пони­
мать в интегральной форме

i <
X  (t)  — X (s) =  j  b (и, X  (и)) du-f- j  o ( t ,  X  (u)) d l (u ) .  (3.3)

« 9

Такой подход был впервые предложен К. Ито, который 
придал смысл уравнению (3.3) на основе понятия стоха­
стического интеграла (см. последний интеграл в правой 
части (3.3)). К  основам этого построения мы сейчас и



перейдем. Более подробное изложение читатель может 
найти, например, в книгах Гихмана и Скорохода [1], [2]. 
'■'Я Пусть на вероятностном пространстве (Q, И, Р ) задан 
стандартный винеровский [процесс |J(f) =  | ( t , со) при 
t ^  0. Пусть, далее, jF t ( t ^ O )  — монотонная последова­
тельность а-алгебр множеств из 91, связанных с процессом 
I  (t) следующим образом:

1) при каждом t ^ 0 случайная величина \ ( t , со) изме­
рима относительно spt,

2) приращение процесса £ (t +  s) — £ (t) при любом 
s ^ O  не зависит от а-алгебры <ft.

Обозначим также через L 2 [a, Ь], 0 ^  а <  Ъ, совокуп­
ность измеримых по переменным (t , со) скалярных функций 
f  ( t )  =  / ( t , со), определенных при £ 6 [а, Ь], и 6 ^  и удо­
влетворяющих условиям:

1) функция / (f) ^(-измерима при каждом t£ [a ,b \ ,
2) интеграл

ь
j /2 ( t )  dt
а

конечен с вероятностью 1.
Определим стохастический интеграл Ито

ъ

J f ( t ) d U t )
а

сначала для ступенчатых функций f  ( t )  £ L 2[a, Ь].
Именно, если / (t )  — ступенчатая функция из Х 2 [а, 6] 

со скачками в точках tx< i t 2< i  i> то положим

Ъ n - 1

f  f ( t )d % ( t )  =  2  to — a, tn~ b .  (3.4)
а <=0

Для ступенчатых функций / (t), g (t) 6 Х 2 [я> &]> исполь­
зуя независимость случайных величин | (£j+i) — I  (^г) 
и / ( t t), g ( t t), легко проверить справедливость следующих 
свойств интеграла (3.4): 

ь
м ( ^ ( 0 ^ ( < ) / ^ - ) = 0  ( п . н . ) ,  ( 3 - 5 )

а



и
ь ь

M ( l ^ f ( t ) d Z ( t ) Y l & a ) = \ M ( P ( t ) / & a)d t ,  (П.П.) (3.6')
а а
ъ ъ ъ

М ( j f ( t ) d l  ( t) j  g ( t )  d l ( t )/ ^ a )  =  M (  j  / ( f ) *  ( ty d t l& a )  .
a a a

(3.6")

Пусть теперь / (f) — любая функция из Х 2[а, Ъ]. Можно 
доказать (см., например, Гихман и Скороход [1], гл. 8, 
§ 2), что существует последовательность ступенчатых 
функций fn (f) 6 Х 2 [« ,  b], для которой с вероятностью 1

ь

lim f [ f ( t )  — f n ( t ) ]2dt =  0.
П-УОО J

а

При этом последовательность
ь

j/n  ( t ) d l ( t )
а

сходится по вероятности при п —► оо к некоторому не за-
висящему от выбора /„ ( t) пределу. Этот предел обозна- 

ь

чается j  / ( t) d\ (t) и называется стохастическим интегра-
а

лом Ито. Можно также показать, что соотношения (3.5),
(3.6) остаются справедливыми, если только 

ъ ъ

j М (/2 {t)IJFa) dt <  ОО,  ̂м (g2 (t)/&a) dt <  ОО (п. н.).
а а

(3.7)
Из (3.5). (3.6 ') получаем, в частности, 

ь ь
М j f { t ) d l ( t )  =  0, если  ̂М/2 (f ) dt <  оо. (3.8)

а а

Мы рассмотрели стохастический интеграл от скаляр­
ной функции. Однако понятие стохастического интеграла 
естественным образом (покоординатно) распространяется 
и на функции / (f )  =  / (f, со) со значениями в Е;,  для кото­
рых | / (f )  | 6 Х 2 К  Ы-



Изучим свойства процесса
(

G ( f )= J / ( * ,  a )d t (s )  (3.9)
а

как функции верхнего предела. В дальнейшем рассматри­
вается лишь сепарабельный вариант G (t), который, как 
известно (см. Гихман и Скороход [1]), представляет собой 
непрерывный с вероятностью 1 случайный процесс. Для 
любых t  £ [а, Т ],  Т >  a, f  (s) =  / (s, со) £ L 2 [а, Т ] спра­
ведливо равенство

! Т

j  / (s )d g («) =  j  x t (s ) f (s )d £ (s ) ,  (3.10)
a a

где
(  1, если s ^  t,

^  ^  }  0, если s > t .

(Д ля ступенчатых функций это равенство очевидно. В об­
щем случае оно доказывается с помощью предельного 
перехода.)

Пусть теперь £ — произвольная случайная величина. 
Определим интеграл со случайным верхним пределом 
равенством

Z
j/ ( * )d S W  =  G(C),
а

где G (t) задается формулой (3.9). Если, кроме того, £ — 
случайная величина, не зависящая от будущего, т. е. та­
кая, что {со: £ ^  t )  g и, кроме того, Р  {£ <  Т )  — 1,
то нетрудно убедиться в справедливости аналогичного
(3.10) соотношения

I  Т

j / ( s )d g ( * ) =  J Xt(s )f (s )d% (s ). (3.11)
a a

Приведем теперь условия, при которых MG (£) =  0. 
То, что это равенство может не выполняться, показывает 
следующий пример. Пусть £ — случайная величина, рав­
ная первому моменту, когда винеровский процесс £ (t) 
впервые примет значение, равное 1. Тогда, по определе-
6 М . Б . Н енйльлпк . Р . Я ХЯГТ.МИНПКИЙ



£
нию, j  dg(s) =  £(T) — £(0 ) и, значит,

о
с

М j  < $ (* )-=  М£ (т )  =  1.

о

Справедливо, однако, следующее утверждение, не­
медленно вытекающее из (3.8) и (3.11).

Л е м м а  3.1. Если £ — случайная величина, не завися 
щая от будущего, причем Р {£ <С Т )  =  1 при некотором 
Т  <  оо, и / (s) — функция из Х 2 \а, Т ] ,  для которой

т I

j  M(P(s)xt(s)/jFa)ds<  оо, mo м  ( \f{s)dl(s)/^a)  = 0 .
а а

§ 4. Стохастическое дифференциальное уравнение. II
Перейдем теперь к определению стохастического диф­

ференциального уравнения. Пусть 5 (£) =  ( i i  (t) , • • .
. . ., (f)) — стандартный винеровский процесс со зна­
чениями в >  0, l t (t) — ,*F(-измеримы, причем слу­
чайные величины (f +  s) — (t), г =  1, . . ., fc, не за­
висят в совокупности от любого события из 1ft  при s ^  0. 
Пусть, далее, Ъ (t , ж), cTi (£, ж), . . ., oh (t , ж) — измеримые 
по (f, ж) векторы из 2?г, определенные при” х £ Е ь
t е [ t 0, т), t 0 > o .

Под решением стохастического дифференциального 
уравнения

h

d X (t )  =  b (t ,  X ( t ) )  d t +  2  ar (t, X ( t ) ) d l r (t) (4.1)
r =  1

будем понимать решение соответствующего интегрального 
уравнения

I h t

X ( t ) = * X  (to) +  J  Ь (ы, X  (и ) )  du + 3  J  o r (и, X  (и)) dir (и),
to r = l  to

(4.2)

где X  (£0) — некоторое заданное начальное условие, изме­
римое относительно ц, <0 О,



Всюду в дальнейшем сепарабельный случайный про­
цесс X  (t) будем считать решением уравнения (4.2) на от­
резке [t0,' Т ], если^случайная величина X  (t) .^-измерима, 
интегралы в (4.2)^существуют, а равенство (4.2) справед­
ливо при любом 2£[г0, Т\.

Следующая теорема устанавливает существование, 
единственность и некоторые свойства решения уравне­
ния (4.2).

Т е о р е м а  4.1. Пусть векторы Ь(и, х), Оу(и, х ), . . .
. . . ,  Ok (и, х) (tQ̂ u 4 ^ T ,  х£Ь\ ) непрерывны по (и, х) и 
для некоторой постоянной К

| Ь(и, х ) ~ Ь ( и ,  у) | -j-
к

+  2  х ) — оТ(и, у)\ <  К \ х  — 1/1, (4.3')
Г= 1

k

I Ъ {и, х) I +  2  I Vr (и, х ) | <  К  (1 + 1X I). (4.3")
Г=1

Тогда:
1) для любой случайной величины X  ( t0), независимой 

от процессов £r (t) — |г ( t0), существует единственное 
с точностью до стохастической эквивалентности в силь­
ном смысле *) решение X  (t) =  Х ‘о. А'(*о) (t), t0 ^  t ^  Т, 
уравнения (4.2), являющееся непрерывным с вероятностью 1 
процессом.

2) Это решение является марковским случайным про­
цессом с переходной функций Р  (s, х, t, Г ), определяе­
мой при t >  s ^  t0 соотношением Р  (s, х, t, Г) =  
=  Р  {X s' * (t) 6 Г } ,  где X s' х (t) — решение уравнения

( й (
X s'x (t )  =  х-{- j  Ь (и, X s’x (u )) du +  ^  j  °r  ( “ » X s.* (и)) dlf (и).

s r =  1 s

3) Существует такая постоянная С =  С ( l , K , T  — 10), 
что

М | X s’ * (t) -  х |2 ^  С (г -  s)2 (1 +  | as |2).

*) Т . е . в том смысле, что для  любых двух решений Ху (г)
И Х 2 (£)

Р (sup | Х 2 —  ( * )1 > 0 }  =  0.

О*



4) Если коэффициенты уравнения (3.5) не зависят от 
времени, то переходная функция марковского процесса 
X  (t) однородна.

Доказательство этой теоремы можно найти в моногра­
фиях Дынкина [1], Гихмана и Скорохода [2].

В дальнейшем нам удобно будет ввести понятие сто­
хастического дифференциала. Стохастическим дифферен­
циалом Ито процесса т] (t), определенного при t £ [а, Ь], 
jF  {-измеримого при каждом t, называется выражение

h
b ( t )d t  2  если функция | b (t) | п. н. инте-

Г =  1

грируема на отрезке [а, Ь], аТ ( t) 6 L i  [я, Ь ], функции 
b (t), ar (t) J f  (-измеримы и

<2 k t2

■П (h ) — Л (ti) =  j  b (t) dt +  2  j  °r  (0  dir (t) 
ti r— 1 (1

при всех a <  ti <  t2 <  b.
В свете этого определения стохастическое дифферен­

циальное уравнение (4.1) можно понимать как уравнение, 
связывающее стохастические дифференциалы процессов 
X  (t) и l r  (t). Можно чисто формально записать уравне­
ние (4.1) и в «производных» следующим образом:

h
X ( t )  =  b ( t , X ( t ) ) + ^ o r (t, X ( t ) ) i r ( t ) .  (4 .1 ')

r =  1

В технических приложениях часто употребляется такая

запись; при этом |r (t) называют гауссовскими «белыми 
шумами», а решение уравнения (4.1) интерпретируют как 
случайный процесс, порождаемый воздействием на дина­

мическую систему X  =  Ъ (t, X )  гауссовских белых шумов 
переменной, вообще говоря, интенсивности. Мы также будем 
иногда употреблять запись уравнения (4.1) в виде (4.1') *).

Отметим еще раз (см. § 3), что уравнение (4.1) представ­
ляет собой естественное расширение на непрерывное вре-

х) Следует иметь в виду, что стохастический дифференциал 
dX  (г) и, следовательно, уравнения (4.1), (4 .1 ') можно понимать 
неоднозначно (см. по этому поводу Стратонович [1 ]). Однако в этой 
книге мы рассматриваем лишь стохастический дифференциал 
в смысле Ито и связанное с ним понимание уравнений (4.1), (4 .1 ').



мя способа построения марковской цепи по последователь­
ности независимых случайных величин, изложенного 
в § 2.3. Конечно, допуская вместо винеровских процессов 
\r (t) более широкий класс процессов с независимыми 
приращениями, можно таким путем получить и более 
широкий класс марковских процессов с разрывными, 
вообще говоря, траекториями (см., например, Скороход, 
[1], Гихман и Скороход [2]). Мы, как это указано в предис­
ловии, будем рассматривать лишь процессы с непрерыв­
ными траекториями, что позволяет ограничиться изуче­
нием уравнений вида (4.1).

§ 5. Формула Ито

Как известно, если V  (t , х), х 6 E t ,— достаточно глад­
кая функция, а X  (t) — решение обыкновенного дифферен­
циального уравнения dX  (t) — b (t, X  (t)) dt, то V  (t , X  (t)) 
имеет дифференциал, причем согласно правилу дифферен­
цирования сложной функции

dV (t, X  ( 0 )  =  [ 4 г  ( * .  *  ( 0 )  +  b ( t , x  (< )) ( * ,  X  ( 0 )  J  dt.

(5.1)

Оказывается, что и в случае, когда X  (t) — процесс, опре­
деляемый стохастическим дифференциальным уравнением

dX (i) =  b ( t ,  X  (t)) dt +  о (t, X  («)) (t), (5.2)

также может быть получена формула, аналогичная (5.1), 
если под (£, X  (£)) понимать стохастический дифферен­
циал. Эта формула впервые была установлена К. Ито [1]. 
Ее полное доказательство можно найти, например, в кни­
ге Гихмана и Скорохода [1]. Здесь мы приведем лишь 
эвристический вывод формулы Ито, не останавливаясь 
на деталях.

Пусть V  ( t , х) — достаточно гладкая функция, а X  (t) — 
решение стохастического уравнения (5.2) с не­
прерывными коэффициентами. Будем предполагать, что 
X  (t) также непрерывно с вероятностью 1. Тогда

П -  1

F ( f , X ( / ) ) - F ( * ,  X  (s)) =  2  [V  (t i+i, X  {ti+l) ) - V  ( t i , X  ( t i ) ) ] ,
i = 0



где s =  £0 <  t\ <  . . .  < ^ tn =  t — некоторое разбиение
А отрезка [s, t] такое, что б =  max (t i+ l  — t t) ->  0 при

O ^ i^ n -  1
п —> оо. Из формулы Тейлора, полагая A t t =  t t+i — t ly 
А Х  (ti) — X  ( t i+ 1) — X  ( t t), получим

V ( t i+1, X ( t i+l) ) - V ( t i ,  X ( t , ) )  =

— ~gf ( th X  (ti ))  Att +  (ti, X  (ti ) )  A X  (ti)  +

+  ^ ^ L ( t i , X ( t i ) ) [A X ( t i ) \ 2 +  m, 

где г|,- — остаточный член. Естественно ожидать, что суммы
п - 1  п - 1

2  - £  (* „  X  ( t t))  Аи, 2  тх (**’ х  & ) ) д х  м
г—0 г=0

сходятся соответственно к интегралам
t
j ^ , X  (и)) du

и
i  i

j 4!г z  (ц)= j b z  z  du+
s s

t

+  ja (w ,  X  ( u ) ) ^ ( u ,  X  (u ) )d l (u ) .
S

n -  1

Можно показать также, что 2  т]г- сходится по вероят-
4 =0

ности к нулю.
Изучим асимптотическое поведение оставшейся суммы

п - 1

=  -££-(</, Х (< ,)) [АХ  (*,)]».
»=о

Заметим прежде всего, что оно совпадает с асимптотиче­
ским поведением величины

п - 1

= т  2  ° а х  w  iS r  (**•х  [AS
?=o



так как

[A X (f , ) ]a « 6 » ( t f , X ( i <) ) [A f , ]a +

+  2&(/,, Х (^ ) )А ^ А | (^ )  +  <та(#г, X ( i , ) ) [A £ ( « f)]«

и два первых члена в последнем соотношении суть беско­
нечно малые более высокого порядка, чем At. Далее, 
возьмем «более крупное» разбиение А с  А отрезка [s, t ] 
точками s =  t0< t i <  . . . . < « -  =  * так, чтобы, во-первых, 

б ~ =  max (4 +1 — th) ->  0 при п-*~ оо и, во-вторых, каж-

дый из отрезков [^ , 2fe+1] содержал такое число ид точек 
разбиения А, что m inпк ->- оо, когда п -*■ оо. 

k
Тогда

гГ-1

? " =  Т  2  X ( i f))[AS (< i)]*,
ь=о

где индекс ' во второй сумме означает суммирование
по тем i, для которых t i d [ t h, tk+1). Заметим, наконец,

dW
что в силу непрерывности X  ( t ) и ( t , ж) справедливо

асимптотическое равенство

7 1 -  1

* (г* ) ) 5 1 х & ) ) 2 ' fA^ (^ )i2
ft= 0

или, в силу леммы 1.1,

7 1 -  1

/п « - g -  2  ° 2( th' Х  ~ d ^ ( th’ Х  ( th ) ) ( th + l~ tk).
h= О

Поскольку же последняя сумма является интегральной 
для интеграла

t
- j -  j  а2 (и, X  (и ))  ~  (и, X  (и ))  du,

s



то из приведенных рассуждений окончательно получаем 
формулу

V (t ,  X ( t ) ) - V ( s ,  X (s ) )  =

t
=  j  (и, X  (и)) +  b ( u , X  (и)) - g -  (и, X  (и)) +

8

- f  \ а 2(и, X ( u ) ) - ^ - ( u ,  X (u ) ) ] d i  +

t
+  J а (и, X  (u ))  ^  ( « ,  X  (u )) d\ (u)

S

или в форме дифференциалов

d V (t ,  Х ( 0 ) =  [ - £ - ( * ,  X (0 ) + 6 U ,  Х ( 0 ) -£ - (< , Х ( 0 ) +  

+ { a 2( i t X ( t ) ) ^ - ( t ,  X ( t ) ) ] d t  +

+  a (t ,  X ( t ) ) ^ ( t ,  X ( t ) ) d U t ) .

После этих эвристических соображений, имевших 
целью лишь пояснить причину возникновения в последней 
формуле дополнительного слагаемого

i -ст»(*, X ( t ) ) ^ ( t ,  X ( t ) ) d t

по сравнению с детерминированным случаем, сформули­
руем следующую теорему Ито сразу для многомерных про­
цессов.

Т е о р е м а  5.1. (См. Ито [1].) Пусть V  (t, х) £ С 2, t ^ O ,  
х  6 Е г, а процесс £ (t) со значениями в Е г имеет стохасти­
ческий дифференциал

h
dt, ( i )  =  b (t) dt +  2  ar ( t )  d lr (t).

r =  1

Тогда и процесс r) (f) =  F  (£, £ (/)) также имеет стохасти­



ческий дифференциал, причем

dTi(* ) =  [ 4 г ( * «  m ) + [ b { t ) , ^ - ) v { t ,  с ( 0 ) +

k

+ т2  Н*)> жYv(*• s(0)J^+
г =  1

k

+  2 (М О ,  i )  V ( t ,  Е(0 )  db-(0- (5-3)
Г=1

^Здесь и далее через обозначается вектор
/ а  д \* \

> * — знак транспонирования, j

Формула (5.3) называется формулой Ито для стоха­
стических дифференциалов.

Применим формулу Ито (5.3) к функции V  (t , X  (t)), 
где V  (t , х) 6 С 2 , а X  (t) — марковский случайный про­
цесс, определяемый стохастическим дифференциальным 
уравнением (4.2). В этом случае, согласно (5.3),

V (t ,  X ( t ) ) - V ( s ,  X (s ) )  =
t

— j LV (и, X  (и)) du +
S

k t

+  2  j  X M ) .  x (u) ) ) dlr{u ), (5.4)
r = l  s

где

L V ^  t + ( » ’ ~ k )  f + t S  ( “ '■ ^ ) 2 f -
r = l

I

= * ) + 2 bi (*> ж) +
i = l

г

+4-2 м*.
i ,  j —1 

k
4 (s , x )  =  ( (аи (s, x ) ) ) =  2  M s> ж) °*  (s> ж)

r =  1



Если к тому же функция V  (t , х) и ее производные растут 
не быстрее, чем линейные функции, а коэффициенты урав­
нения (4.2) удовлетворяют условиям теоремы 4.1, то, ; 
вычисляя математическое ожидание от левой и правой 
части (5.4), учитывая свойство (3.8) стохастического инте­
грала и применяя теорему Фубини, получим:

t
М [V  ( t , X  ( t )) — V  (s, X  (s))] =  j  ML V  (и , X  (и ))  du. (5.5)

S

Подставив в равенство (5.5) вместо X  (t) случайный 
процесс X s’ x (t), поделив обе части этого равенства 
на t — s и переходя к пределу при t ->  5 +  0, легко най­
дем, что

L V  (s, х ) =  lim  ~ [N [V {s -\ -h ,  X s' * (s  +  A ))— F  (s, x)\. (5 .6 )

Исходя из этого соотношения и вспоминая определение 
производящего оператора в случае дискретного времени, 
назовем оператор L V  (s, х) производящим дифференциаль­
ным оператором соответствующего марковского процесса. 
Назовем также вектор Ъ (s, х) вектором сноса, а матрицу

h

A (s, х) =  ( (аи (s, х )) )  =  ( (  Ц  o ri (s, х) arj (s, х ) ) )
Г— 1

назовем матрицей диффузии.
Выясним вероятностный смысл вектора сноса и матри­

цы диффузии, предполагая по-прежнему, что выполнены 
условия теоремы 4.1. С этой целью, применяя форму­
лу  (5.6) к функциям F  (s, х) =  х и и F  (s, х) — x txj,  най­
дем, что

lim-|-M [Х*’ “ (s +  A) — д;г] =  &;■(«, х), (5.7)
л->о п

lim  ~  М [Х|* “ (s-f-A) Z s’ х (s-\-h) — xtXj\ =
Л-+0 п



С другой стороны, в силу (5.7),

lim 4- М [.XI’ * (s  +  A )X s’ х (s-\-h) — XiXj\ =
ft-+ 0 п

=  Hm -J- М { [x i +  X - '  х ( s + h )  — Xi] [x j +  X j ' x (s +  h) — xj] -
ft-» 0 n

— X iX j}=  lim  м {[X ? ’ * (s  +  A) — xt] [X®’ x (s-\- h ) — Xj] +л-»о n
+  [X*’ * (s +  h) — Xj\ xi +  [X f ’ * (s +  h) — x^ xj} =

=  lim ~  M [X i ’ ж (s +  h) — х^ [X®’ * (s +  h) — xj] - f
ft-> 0  n

+  bt (s, x ) x j  +  bj(s, x ) x t. (5.9) 
Сравнивая (5.8), (5.9), приходим к формуле

lim M [X i ’ ж (s - f  h) — x t\ [X *’ * (s +  h) — x j]  =  ац (s, x).
ft-» о n

(5.10)
Вероятностный смысл вектора сноса и матрицы диф­

фузии ясен теперь из формул (5.7), (5.10), которые могут 
быть переписаны в виде

lim М [X s’ т (s +  h) — х] =  b (s, х),
ft-» 0 п

lim-^- М [X й’ х (s-\-h) — x] [X s’ х (s +  К) — х ]* — A (t, х),
ft-»0 п

если векторы понимать как вектор-столбцы и обозначить 
через * знак транспонирования.

Д ля дальнейшего нам потребуется аналог форму­
лы (5.5) для случайного момента времени t. Д ля  того что­
бы его получить, рассмотрим некоторую ограниченную 
область D  пространства E t. Обозначим xD момент первого 
выхода траектории процесса X  (t) из области D.

Л е м м а  5.1. Пусть ar (t, s) — непрерывная по сово­
купности аргументов функция *), а X  (t) — непрерывное 
с вероятностью 1 решение уравнения (4.1). Тогда для любой 
функции V  (t, х) g С 2 справедливо при t ^  s равенство 
M [F ( t c A t, Х (т Df\t)) — v\s, X (s )) ]  =

TjgA t

=  M [ L V (u ,  X (u ) )d u .  (5.11)
*'
S

1) Вместо этого можно потребовать выполнения лю бых других 
условий, обесценивающих справедливость равенства (5.13),



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как процесс X  (t) имеет ‘ 
стохастический дифференциал, то согласно формуле Ито 
при всех t ^  s справедливо тождество

V (t ,  X ( t ) ) - V ( s ,  Х ( * ) ) -
t h

s j  L V (u ,  X ( u ) ) d u + ^ G r (t) , (5.12)
s r = l

где
t

Gr ( t) =  j  (стг (и, X  (u)), -g- (и, X (гг)) (и).
S

Кроме того, случайная величина £ =  тDf\t не зависит 
от будущего, £ <  *, причем

t
(  М ( (а г (и, X  (м)), - ^ - (и ,  X  ( и ) ) ) 2 j  d u <  оо
8

^стоящая под знаком математического ожидания функция

ограничена величиной max | (Тг (и, х) |2 I \ . j

Поэтому в силу леммы 3.1

MGr (С) =  0. (5.13) |

Подставив в (5.12) вместо t случайную величину £ ' 
и взяв математическое ожидание от обеих частей получен­
ного равенства, придем с учетом (5.13) к требуемой фор- ■ 
муле (5.11).

§ 6. Супермартингалы

Пусть (Q, 21, Р) — некоторое вероятностное простран­
ство и 211 с .  21 — набор о-алгебр событий из Q, определен­
ных при г ^ О и  таких, что 2ls c= 21 < при s <  £. Пусть 
X  (t) =  X  (t , со) — случайный процесс с конечным мате­
матическим ожиданием, причем величина X  (<) при икси- 
рованном t измерима относительно 211. По аналогии с ди­
скретным временем (см. § 1.5) пара (X (i),  21*) называется 
супермартингалом, если для любых s < i t



Если неравенство в (6.1) заменить на равенство, то полу­
чим определение мартингала.

Очевидно, замечания 1.5.1, 1.5.2 остаются в силе и 
для мартингалов с непрерывным временем.

Простейшим примером мартингала является пара 
(Е 00> S ' <)> гДе I  (t) — стандартный винеровский процесс, 
,«Ft — система cr-алгебр, введенная на стр. 79. Действи­
тельно, используя независимость | (f) — | (s) от ст-алгеб- 
ры ерs и свойства условного математического ожидания, 
получим

М ( I  (t)/&s) =  м ( l i t )  -  I  (s))/^s) +  М a  (s )/ jrs) =

=  I  (s) (п. н.).

Аналогичные рассуждения показывают, что мартинга­
лом является и пара (у (t), J f t), где

i

У (1 )=  j  CT(S> M)d l ( s ) ,
0

t

если a(s, со) jFs-измерима и j' Mu2 (s, w)ds<C.oo при г > 0 .
о

Для мартингалов с непрерывным временем справедли­
ва следующая

Т е о р е м а  6.1. Если (X  (t), 81 г) — неотрицательный 
сепарабельный супермартингал, то с вероятностью 1 су­
ществует конечный предел lim  X  (t) =  g (со).

i-+oc

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть t t -< t 2 <  . . .
. . . <С tn <  . . . — произвольная неограниченная после­
довательность действительных чисел. Тогда, поскольку 
(X  (tn) , ^ t n) — неотрицательный супермартингал с дискрет­
ным временем, то по теореме 1.5.1 существует с вероят­
ностью 1 конечный предел

lim X  ( tn) =  | (п. н.).
П-> ОО

Пусть sn — произвольная последовательность такая, 
что sn —>- оо при п - >  оо. Рассмотрим новую последователь­
ность ип, образованную из членов последовательностей 

sn> расположенных в порядке возрастания. Тогда в силу



уже доказанного lim X  (un) =  t, (п. н.) существует и коне-
П-*оо

чен. При этом, поскольку tn, sn — подпоследовательности 
ип, то £ =  Н, lim X  (sn) =  | с вероятностью 1. Из сепара-

71-VOO

бельности процесса X  (t) вытекает (см. Дуб [1], гл. 2, 
теорема 2.3), что на самом деле множество Q' cr Q ве­
роятности 1 можно выбрать так, что

lim  X  (sn) =  |
71-VOO

при к» £ Q' для любой последовательности sn со.
С л е д с т в и е  6.1. Если X  (£) — положительный су­

пермартингал и при некотором а  >  1 функция М JX ( t )  |“  
ограничена, то

lim №  (t)  =  M X  (со) =  М Hm X  («).
t -УОО t~ *  оо

Доказательство вытекает из теоремы 6.1 и леммы 1.2.1.

§ 7. Существование решений в целом

Из теоремы 4.1 вытекает, что при выполнении условий,
(4.3) для всех f >  f 0, х, у £ Е г решение X  (t) уравне­
ния (4.1) определено и непрерывно при всех t ^  £„. Одна­
ко условия (4.3) слишком ограничительны. Например, 
интуитивно ясно, что уравнение dX =  b (X )  dt +  
+  (t) имеет при любом начальном условии X  (0) =
=  х £ Еу решение, определенное при всех t ^  0, если 
коэффициент сноса Ъ (х) — достаточно гладкая функция, 
отрицательная при х >  0 и положительная при х  <  0. 
Тем не менее, условия (4.3) выполнены для этого уравне­
ния лишь в каждой ограниченной по х области, если 
| Ъ (я) | растет быстрее линейной функции. Поэтому важ­
но получить более общие условия существования и един­
ственности решения уравнения (4.1).

Предположим, что условие (4.3') выполнено в каждой 
ограниченной по (t , х) области. Тогда можно построить 
такие последовательности функций Ъп ( t , х), ( t , х), что
при | х | <  п, £0 ^  t ^  п

Ъп ( t , х) =  b'(t, х ), ст[п) (t , х) =  ат ( t , х) 

и для каждого п функции Ъп (t , х), <х£п> ( t , х) удовлетво­
ряют условиям (4.3) при всех п ^  t >  t0, х, у £ Е (. Поэто­



му согласно теореме 4.1 существует последовательность 
марковских процессов Х п (t), каждый из которых являет­
с я ^  вероятностью единица единственным непрерывным 
решением уравнения

к

dX (t)  =  bn ( t , X  (<)) Л  +  2  ajn> (г, X  ( t ) )  d lT (t )
r =  1

на отрезке [£0, /г]. Ограничимся далее простейшим слу­
чаем, когда распределение X  ( t0) сосредоточено в неко­
торой ограниченной области. Обозначим тп =  
=  п /\inf { t : | Х п (t) | ^  n}. Тогда при m ^  n процессы 
X n (t) и X m (t) совпадают до момента xn, т. e.

P {  sup | X n (t) — X m (t) | =  0 } =  1.
to^t^Xn

Так как последовательность т„ монотонно возрастает, 
то она имеет при п ->  сю предел т (конечный или беско­
нечный). Если

Р  {т  =  оо } =  1, (7.1)

то процесс X  (t), совпадающий с Х п (t) при t <  т„, опре­
делен при всех t >  t0 и удовлетворяет при всех t >  t0 
уравнению (4.1). Если^же с положительной вероятностью 
т <  оо, то уравнение (4.1) и начальное условие не опреде­
ляет однозначно процесса (нужно указать дополнитель­
но, «что делает» траектория после ухода на бесконечность). 
В остальной части книги мы всегда будем иметь дело сопро­
цессами, однозначно определяемыми уравнением и на­
чальным условием, т. е. с процессами, для которых ̂ вы­
полнено условие (7.1). Такие процессы мы иногда будем 
называть регулярными, а условие (7.1) — условием регу­
лярности. Достаточное условие регулярности содержится 
в следующей теореме.

Т е о р е м а  7.1. Пусть функции b (t ,  х), аТ (t , х) непре­
рывны по (t , х), t ^  t 0, х  6 E i,  в каждой ограниченной по 
t ^  t 0, х g E i  области выполнены условия (4.3') и сущест­
вует неотрицательная функция V  (t , х) £ С 2, для которой

L V  ^  cV, с =  const, (7.2)

F r  — inf V  (t , x) oo при R  -*■ oo. (7.3)
\x\̂ R, t^t0



Тогда для любого Т  10 справедливы утверждения 1),
2) теоремы 4.1 и неравенство

МУ (t, X ( t ) )  <  exp {с (t -  t0) }  М У ( t0, X  ( t0) ) ,  (7.4)

если математическое ожидание в правой части (7.4) суще­
ствует.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу сказанного выше до­
статочно показать справедливость (7.1). С этой целью 
рассмотрим функцию

W  (t, х) — ехр { —с (t — to)} V (t , х).

Из условия (7.2) вытекает, что L W  ^  0. Отсюда, согласно 
лемме 5.1, имеем:

М е х р {— с (т „ Д г — tQ) } V  ( i n/\t, X  (т „Д О ) —

- М У (/ 0, X ( f 0)) =  M j  L W (u ,  X ( u ) ) d u ^ 0 .
to

если t <  re.
Поэтому с учетом неравенств тn/\t^.t, У > 0 ,

М У (т „Д г , Х (т „Д / ) )< е х р {с (<  — <0) }М У (^ ,  X  (t0)).  (7.5)

Из (7.5) вытекает, что

гэ г -  / л  / е х р { с ( / — <0) }M F (/0, X ( t 0))  
inf V (u,x)

u > to ,  \x\^n

Переходя к пределу при п -*■ оо и принимая во внима­
ние (7.3), получим (7.1). Таким образом, процесс X  (t) 
является решением уравнения (4.1) при всех t ^  t0. Это 
решение единственно с точностью до стохастической экви­
валентности в сильном смысле (см. стр. 83). Действитель­
но, пусть X  (£), У  (t) — два решения уравнения (4.1). 
Из'единственности решения в области | х  | <  п вытекает, 
что

Р {  sup | X  (t) -  У  (t) | =  0 } =  1.
i a < t < x n

Отсюда, переходя к пределу при ге-> ю  и учитывая (7.1), 
получим требуемое. Д ля  завершения доказательства тео­
ремы достаточно заметить, что неравенство (7.4) является 
тривиальным следствием (7.1) и (7.5).



З а д а ч а  7.1. Показать, что при выполнении усло­
вий (4.3) всюду в Е х для любого п >  О справедлива оценка

М | X  (О Г  <  exp {сп (t -  t 0) }  М | Z  ( t0) Г,

где сп — некоторая постоянная.
З а д а ч а  7.2. Показать, что если условие (4.3') вы­

полнено в каждой ограниченной по t, х  области и, кроме 
того,

| b (t, х) | <  В  (1 +  I х | In | х  |), 
л

2  \°r ( t ,  z ) | 2 < £ ( l  +  |x[2ln|.r|),
Г= 1

то решения уравнения (4.1) регулярны.

У к а з а н и е .  Воспользоваться вспомогательной функцией 
V  ( х )  =  In (1 +  \х  р).

В дальнейшем при рассмотрении стохастических диф­
ференциальных уравнений Ито (4.1), описывающих мар­
ковские случайные процессы, мы всегда будем предпола­
гать выполненными следующие условия, которые для удоб­
ства ссылок назовем условиями (В):

В.1. Функции b (t , х), 0 r (t, х), г =  1, . . ., к,  непре­
рывны по (t, х), t ^  0, х 6 Е х.

В.2. Д ля  каждой ограниченной области D  из Е х X 
X [0, оо) найдется такая постоянная K D, что в этой об­
ласти

ft
| b(u, х) — Ъ (и, у) |+ 2  | М м> х) — аг (и, у )\ -^ К п \х — у\>

Г=1

§ 8. Выход из области. Сходимость траекторий

В этом параграфе на основании связи между марков­
скими процессами X  (t), удовлетворяющими уравне­
нию (4.1), и супермартингалами изучаются условия, 
при которых траектории X  (t) выходят с вероятностью 1 
за конечное время из области D  a  E h а также более общие 
и важные для дальнейших приложений условия, гаранти­
рующие сходимость X  (t) п. н. к множеству Е X\ D  при 
-»-оо. При этом мы будем рассматривать лишь непрерывные 
с вероятностью 1 регулярные решения уравнения (4.1) 
(см. § 7) и обозначать, как обычно, через L  производящий

7 М. Б. Невельеон. Р. 3 . Хаеъминекий



дифференциальный оператор процесса X  (t), так что

ь = ж + ( ъ ^  *)• ^ г ) + 4 - 2  * ) ,  .
Г = 1

Большая часть результатов этого параграфа по форму­
лировкам и методам доказательства весьма близка к ре­
зультатам §§ 2.5 и 2.7. Поэтому многие доказательства бу­
дут лишь намечены. Обозначим через J T t  о-алгебру, 
порожденную случайными величинами X  (и, со), и ^  t. 
Положим также T D =  inf {t\ X  (t) <jj D )  — момент первого 
выхода X  (t) из области D  а  Е г ( r D =  оо в том случае, 
когда D  совпадает с Е{).

Л е м м а  8.1. Если неотрицательная функция 
V ( t ,x )  £ С 2 в области t >  t0, х £ D ,  причем L V  ^  О 
в этой области, a M F ( f0, X  (t0)) <  оо, то ( Y  (t) =  
— V  (тд Л^> X  (тдД О ), Ж х)  — супермартингал.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим, как и выше, т„ 
момент первого выхода траектории X  (t) из области 
| х  | <  п. Тогда, в силу леммы 5.1, при s ^  t0

М ( V  (тв Л т пД t, X  (тд Д т „Д  t))/JTs) <  V  (s, X  (*)).

Так как процесс X  (t) регулярен, то хп ->  оо при п оо 
п. н. Поэтому, применяя лемму Фату, получим

М (F  ( r Df\t, X  (xD/\ t ) )/ jrs) <  F  (s, X  (,)).

Отсюда вытекает, что для почти всех траекторий, для ко­
торых тD ^ s  и, значит, X  (xDf\s) =  X  (s), выполнено 
неравенство М ( Y  (t)/JTs) ^  Y  (s). Если же xD <  s, то 
для почти всех траекторий справедливо равенство 
М (У  (t)/ jTs) — Y  (s), так как в этом случае xDf\s — 
=  ^Df\t =  t d . Лемма доказана.

С л е д с т в и е  8.1. Если F  ( t , х) £ С 2, F  (£, х) ^  О, 
L F  (£, х) <  0 при f >  i 0; х £ E h M F (£0, X  ( f0)) <  oo, 
a X  (t) — регулярное решение уравнения (4.1), то 
(F  (£, X  (£)), ,#%) — супермартингал.

Д ля процессов с непрерывным временем справедливы 
утверждения о выходе траекторий из области, аналогич­
ные приведенным в § 2.5 для процессов с дискретным вре­
менем. Читатель без труда получит эти утверждения, 
решив следующие задачи.



З а д а ч а  8.1. Пусть существует неотрицательная
функция V  (t , х) 6 С 2, для которой *)

L V  (t, х ) <  -  a (t) (8.1)

при t ^  о̂, х 6 D ,  причем
СО

а (/)>(), ja(u)du = oo. (8-2)
to

Доказать, что если процесс X  (t) регулярен, то он с ве­
роятностью 1 выходит из области D  за конечное время.

З а д а ч а  8.2. Пусть В  — некоторое множество из Е х
и существует неотрицательная функция V  (t , х) £ С 2, для 
которой

L V  (t , х) ^  — a  (t) ф (t , х), t ^  t0, 

х  6 E h

где а (t) удовлетворяет условиям (8.2), а ф (t , х) — усло­
вию (2.5.6) при всех s > 0  и некотором Q =  Q (г ) .  Дока­
зать, что для любых s ^  t0, х 6 Е i

Р  {  lim  р {X s- х (t), Я ) =  0 } =  1.
t-> o o

3 а д а ч а  8.3. Пусть существует функция V  (t , х ) ^ 0 ,  
V  (t , х) 6 <72, для которой

inf V  (t, х) =  F  (х) оо при [ х | ->- оо,
t t̂'o ~

L V  (t, х) <  — a  (t) ф (t , х), t >  i0, х £ E h

где ф g Ф  (S ), а a  (i) удовлетворяет условиям (8.2). Дока­
зать, что тогда для любых s ^  t0, х  6 Е г

Р  {sup | X s’ ж (i) | =  /? (со) <  оо} =  1, (8.3)
t$:S

СО

Р |  j а (и) ф (и, X s’ * (и)) du < оо j =  1, (8.4)
to

Р {lim p  (X s’ * (г), Я) =  0 } =  1. (8.5)
f —>оо

1) Здесь и ниже при рассмотрении функций / (<) непрерывного 
аргумента i мы предполагаем их ограниченность на любом ком­
пакте.

П*



Показать также, что это утверждение остается в силе, 
если неравенство L V  (t , х) ^  — a (t) ф (t , х) заменить 
соотношениями

L V  (:t , x ) ^ g  ( t) [1 +  7  ( « ,  х)] — a  (t) ф (t, х),

СО

g ( t ) >  0, j g ( t ) d t < o о .

<0

У к а з а н и е .  Убедиться, что процесс X s>х ( t) регулярен, 
а V  («, X s. х (<)) —  супермартингал. П ользуясь вытекающим из фор­
мулы Ито равенством

M7(TnA t ,X * . * ( r nA t ) ) - F ( s, x )  =  U  j  L V d u

S

и леммой Фату, вывести неравенство

t

MF (f, Х * . * ( г ) ) < М  j L F i u  +  F(s, x).

S

Далее воспользоваться методом доказательства теоремы 2.5.2.

Приведем теперь условия, при которых можно гаран­
тировать сходимость процесса X s' х (t) к множеству В  
не только по некоторой подпоследовательности моментов 
времени tn, но и при t ->  о о .

Т е о р е м а  8.1. Пусть существует неотрицательная
функция V  (t, х) £ С 2 , t ^  t 0, х  £ Е I  и множество В , для
которых

inf V (t, х) =  V (х ) -у  оо при |х|-^оо , (8.6)
t^to ~

E V - ^ g ( t )  [1 +  F ( f ,  ж)] — a ( t ) ( p ( t ,  х ), -
оо

Ф 6 Ф ( 5 ) ,  g ( t ) >  0, \ g ( t ) < o о,

f t  ( 8 - 7 )

оо

а ( / ) >  0,  j a ( i ) ^ = o o .

<0



Пусть, далее, выполнены условия
V  (х) >  0 при х  <= В ,  (8.8)

V  (t , х) =  0 при х  g В,
и, более того,

lim sup V (t, х ) =  0. (8.9)
х ~уВ  t^-to

Тогда процесс X s’ х (t) при всех s ^ t 0, х £ E t сходится
п. н. к множеству В при t —у оо. Кроме того,

lim  М IV (t, X s- x ( t ) ) ]a =  О
t-wО

для любого положительного а <  1.
Доказательство полностью аналогично доказательству 

теоремы 2.7.1.
Т е о р е м а  8.2. Пусть дано стохастическое уравнение

в Ei
dX  (t) =  a (t) F  (t , X  (t))  dt +  P (0  cr (t , X  (t))  d\ (t),

(8 .10)
причем F  (t , x) =  F  (x) +  q (t , x), у (t) =  sup | q (t , x) |,

x£E i
F  (x) (x — x 0) <  0 при x Ф  x 0,

OO
a ( i ) > 0 ,  ja (< )d £ = o o ,  Р ( г ) > 0 ,

to
OO oo
j  a (t) у (t )  dt <  oo, j  p2 ( t )  dt <  oo , cr2 (t, x)-£^.K (1 -|-x2). 
to to

Тогда любое решение X s>x (t), s ^  t0, x £ E t уравне­
ния (8.10) сходится к x 0 п. н. при t — оо.

Эта теорема является простым следствием предыдущей 
при V (t, х) =  (х — х 0)2, g ( t ) . =  2а (t) у (t) Ц- К {р2 (t),
где K i  — достаточно большая постоянная, если под В
понимать множество, состоящее из одной точки х =  х 0.

Нетрудно видеть, что функции V  (t , х), удовлетворяю­
щей условиям теоремы 8.1, может не существовать даже 
в самых простых случаях, если множество В  многосвязно. 

Пусть, например, дано уравнение

dX — (X  — X s) dt. (8.11)

Его стационарными точками будут, очевидно, точки 0, 
+ 1 ,  —1. Предположим, что мы построили функцию



V  ( t , х), удовлетворяющую условиям теоремы 8.1 и гаран­
тирующую сходимость любого решения X s’ х (t) уравне­
ния (8.11) к множеству В ,  состоящему из этих трех точек. 
Тогда V  (t , 0) =  V ( t , ± 1 )  =  0 при всех t. В силу усло­
вия (8.9) функция V  ( t , х) равномерно относительно t 
непрерывна в точках х — 0, + 1 )  — 1» так что, в частности, 
для любого е >> 0 найдется б >> 0 такое, что V (х) С  е при 
| х  | б. Пусть теперь х 0 £ (б, 1), s произвольны. Тогда 
найдется s0 =  s0 (s) <  s, для которого X s0' 6 (s) =  х 0.

Далее, нетрудно проверить (см. по этому поводу заме­
чание 2.5.1) для функции

00
1 g du

W  (t , x) — (1 +  V (t, x )) e 1 

неравенство L W  (t, x ) ^ 0 .  Поэтому

W (s ,  x0) - W ( s 0, 6) =  W (s ,  X s° -6( s ) ) - W ( s 0, 6) =

=  j d W ( u ,  ]£: b ( u ) )  dû LW Z s0, б d u ^ O  

80 80
и, значит,

8

1 edu

(1 +  F ( s ,  x0) ) < ( l  +  F ( S0, 6))e‘° .

Отсюда, принимая во внимание отмеченную выше равно­
мерную непрерывность, имеем

8

I  gdu

F (s , ^ o X f l  +  s )/ "  — 1.

Наконец, замечая, что s0 =  s0 (s) ->■ оо при s ->  оо, и учи­
тывая произвольность 8 в последнем неравенстве, получим 
V  (х 0) =  0 для всех х 0 £ (б, 1), что противоречит усло­
вию (8.8).

Конечно, если в качестве множества В  в этом примере 
взять весь отрезок [ — 1, 1], то функцию V  с требуемыми 
в условии теоремы 8.1 свойствами легко построить. Одна­
ко таким образом удастся доказать лишь, что все траек­
тории системы (8.10) притягиваются к множеству [ — 1, 1].



Это дает довольно грубую информацию об истинном пове­
дении траекторий. Поэтому сейчас будет приведена другая 
теорема о сходимости, удобная в тех случаях, когда В  — 
многосвязное множество.

Именно, рассмотрим стохастическое дифференциальное 
уравнение в виде

h
d X ( t )  =  a ( t ) F ( t ,  X { t ) ) d t +  2  М * .  X { t ) ) d l r {t), (8.12)

T ~  1

где F  ( t , x) =  F  (я) +  q (t , x), ar (t , x) — векторы из E x, 
a  (t) — некоторая положительная функция.

Производящий оператор L  марковского случайного 
процесса (8.12) имеет, очевидно, вид

! - + “ ( ' )  ( f  ( « . * ) •  i )  +

+  - ^ 2 - S ( a r « , x ) , ^ r ) ! . (8.13)
Г=1

Т е о р е м а  8.3. Пусть X s’ х (t), s ^  t0, х  £ E t — ре­
шение уравнения (8.12) и множество В =  {x :F  (х) =  0} 
состоит из конечного числа связных компонент. Пусть, 
далее, функция а  (t) и некоторая функция V  (t, х) £ C z 
удовлетворяют при t ^  t0, х £ E t условиям (8.6), (8.7), 
и, кроме того,

СО

[  a { t ) y { t ) < o o , у (г) =  sup \q{t, ж)|,
(о * Ег

sup |F («, ж)| =  /; (р )< о о ,  
l * K  Р

ОО k

j 2  МI«Гг(И, Х *-ж(ц ))| М ц < о о . (8.14)
t or—l

Тогда X s' х (t) с вероятностью 1 сходится либо к одной 
из точек множества В ,  либо к границе одной из его связных 
компонент.

Д о к а з а т е л ь с т в о  аналогично доказательству 
теоремы 2.7.3. Следующая задача содержит достаточные 
условия, при которых выполнено соотношение (8.14).



З а д а ч а  8.4. Показать, что неравенство (8.14) вы­
полнено, если

2  К (* >  *)|2< £ i ( 0  +  х )] ,
Г= 1

где V (t , х) — функция, входящая в условия теоремы 8.3, 
a gi (t) интегрируема на U0, оо].

В заключение этого параграфа приведем пример, в ко­
тором реализуется вторая возможность, указанная в за­
ключение теоремы 8.3.

Рассмотрим в Е 2 следующую систему уравнепий в по­
лярных координатах (г, ср):

- § - = . - < Р ( г ) .  (8.15)

где

, . . ( (г ~ ! )  ПРИ r > i ,
* ( г ) = \ О при 0 < г < 1 .

Д ля  системы (8.15) выполнены все условия теоремы 8.2, 
если V  =  г2 =  х\ +  причем В  ={/-: г  ^  1 }, a  (t) =  1, 
q ( t ,  х ) = = 0 ,  g (t) =  0.

Очевидно, решение (г (t), ф (t)) этого уравнения с на­
чальным условием (ф0, г 0) ,  /-0 1, заданным при
t =  s ^  0, имеет вид

r ( * ) = i +  1+ (ro !_ 1 )(i_ s ) .

Ф (/) =  Фо +  In (1 +  (г0 -  1) (t - * ) ) .  (8.16)

Из (8.16) ясно, что любое такое решение «наворачивается» 
на окружность г  =  1 с  ростом t.



Г Л А В А  4

СХОДИМОСТЬ ПРОЦЕДУР СТОХАСТИЧЕСКОЙ 
АППРОКСИМАЦИИ. I

Вводится важный класс статистических процедур для 
отыскания корня уравнения регрессии — процедур сто­
хастической аппроксимации Роббинса — Монро (проце­
дур с. а. РМ ). Устанавливаются условия сходимости этих 
процедур. Рассматриваются также процедуры с. а. для 
отыскания максимума функции регрессии, предложенные 
Кифером и Вольфовицем (процедуры с. а. КВ ). Изложение 
ведется параллельно для случаев непрерывного и дискрет­
ного времени.

§ 1. Процедура Роббинса — Монро

Пусть R  (х) — некоторая неизвестная функция, зна­
чения которой могут быть измерены в любой точке х £ Ei. 
Относительно функции R  (х) имеются лишь сведения обще­
го характера, касающиеся, например, ее непрерывности, 
монотонности и т. д. Известно, в частности, что уравнение

R  (х) =  0 (1.1)

имеет единственное решение х 0.
Задача состоит в том, чтобы по результатам измерения 

R  (х) найти величину х0. Точнее, мы хотим выбрать план, 
по которому следует производить эксперимент, т. е. ука­
зать, в каких точках X  (t) 6 E i  в моменты времени 
t =  1, 2, . . .  нужно измерять функцию R  (х) так, чтобы 
X  (£) ->  Хд при t - у  ОО.

Методы решения этой задачи существенно зависят 
от того, можно ли в условиях эксперимента пренебречь 
погрешностью измерений функции R  (х). Если это можно 
сделать, то существуют очень быстро (быстрее геометри­



ческой прогрессии) сходящиеся методы нахождения х0, 
например, метод касательных Ньютона.

Если влияние ошибок измерения существенно, то 
принципиально невозможно построить столь быстро схо­
дящиеся методы решения уравнения (1.1) и приходится 
ограничиваться более медленно сходящимися процедура­
ми, к построению которых мы и переходим.

Естественно ограничиться независимыми во времени 
наблюдениями функции R  (х ) и считать, что ошибка изме­
рения имеет нулевое среднее и зависит, вообще говоря, 
от той точки, где данное измерение проводилось. Тогда, 
если Y t+ 1 (X  (t), со) — результат измерения в точке X  (t) 
в момент времени t +  1, то в простейшей ситуации

У (+1 (X  (t), со) =

=  R (X  (t)) +  G ( t  +  l ,  X  (t), l ( t  +  1, со)), (12)

где \ (t , со) — последовательность независимых случай­
ных величин, определенных на некотором вероятностном 
пространстве (Q, 81, Р), причем MG (t , х, | (t , со)) =  0 
при любых х  £ E i,  t — 1, 2, 3, . . ., G (t, x, у) — неиз­
вестная функция переменных t, х, у.

Поставленная выше задача сводится, таким образом, 
к тому, чтобы по наблюдениям (1.2) определить величину 
х0. Д ля решения этой задачи Роббинс и Монро в 1951 г. 
в основополагающей работе [1] предложили план экспе­
римента, где точки X  (t), в которых следует производить 
измерения неизвестной функции R  (х), выбираются соглас­
но следующему рекуррентному соотношению

X  (t +  1) — X  (t) =  а (t) Y t+1 (X  (t), со), X  (0) =  я.

(1.3)

Здесь а (t) — некоторая последовательность положитель­
ных чисел, удовлетворяющая условиям

ОО оо

S  а (< )= о о , 2 а2( 0 < ° ° -  (1-4)
t=o t= о

В [1], в частности, было показано, что если R  (х) — 
монотонно убывающая непрерывная ограниченная функ­
ция, а математические ожидания случайных величин 
G2 (t , х, | (t , со)) ограничены равномерно по t, х, то



M | X  (£) — Xq j2 —>■ 0 при t ->■ oo для любой начальной 
точки х =  X  (0) 6 ■E'i*

Поясним кратко смысл условий (1.4). Первое из этих 
условий необходимо для сходимости X  (t) к х0 при t —>■ оо 
даже в отсутствие случайных ошибок. Действительно, если

оо

G (t , х, £ (t , со)) == 0, а ряд 2  а (0  сходится, то, как выте-
t=  о

кает из (1.3),
оо оо

2  |X(f +  l ) - X ( 0 | < 2  а(*)|Д(Х(*))|<С,
t=о (=0

где постоянная С не зависит от х =  X  (0), т. е. сумма 
приращений X  (t +  1) — X  (t) конечна. Поэтому вели­
чина X  (t) при t - у  оо не достигнет точки х0, если, напри­
мер, начальная точка х  выбрана достаточно далеко от х0. 

Таким образом, для сходимости процедуры (1.3) к х0
оо

даже в отсутствие помех необходимо, чтобы ряд 2  а (0
(= 0

расходился, т. е. чтобы а (t) были не слишком малыми.
С другой стороны, величины а (t) должны быть не слиш­

ком большими, иначе случайные ошибки нарушат эту
оо

сходимость. Оказывается, что условие 2  (t) <  оо по-
t=o

гасит асимптотически влияние случайных ошибок экспе­
римента1), так как при выполнении этого условия

| a (t) G (t +  1, X  (*), I  ( i  - f  1, со)) | ->  0 при t оо 

с вероятностью 1, поскольку

М ( 2  a ( f )G ( f  +  l ,  X { t ) ,  +  1,со)))2 =
(=0

оо

=  М 2  а2(г )С 2( г + 1 ,Х ( г ) ,  +  со)) < о о
t=o

(см. второе следствие из теоремы Фубини, стр. 33).
Заметим, далее, что согласно процедуре (1.3) для вы­

числения каждой последующей точки X  (t +  1) достаточно

х) Впрочем, это условпе можно ослабить; см., например, тео­
рему 4.5, а также примечание к ней на стр. 295.



знать лишь предшествующую точку X  (t) и не нужно знать 
точки, в которых эксперимент производился ранее. (В этом 
заключается практическая ценность этой процедуры, так 
как для ее реализации можно применять, например, вы­
числительные машины, не обладающие большой памятью.) 
С математической точки зрения последнее означает, что 
процесс X  (£), определяемый соотношением (1.3), являет­
ся марковским. Формально это вытекает из результатов 
§ 2.3, поскольку рекуррентное соотношение (1.3) являет­
ся частным случаем соотношения (2.3.1).

Однако для описания независимых измерений функции 
R (х) можно рассмотреть более общую, чем (1.2), конструк­
цию, приводящую к рекуррентному соотношению типа 
(2.3.4). Точнее, будем считать, что результат измерения 
функции R  (х ) в точке X  (t) в момент времени t +  1 пред­
ставляет собой случайную величину

Y t+1 (X  (£), со) =  R  (X  (0 ) +  G (t +  1, X  (t), со),

где MG (t, х, со) =  0, причем функция

Ф (£, х, со) =  R  (х ) -f- G ( t , х, со)

удовлетворяет условиям (А ) § 2.3.
В соответствии со сказанным выше, для решения урав­

нения (1.1) рассмотрим рекуррентное соотношение

X  (t +  1) -  X  (*) =

— а (£) (R  (X  (£)) +  G (t -f- 1, X  (£), со)), t ^  0, (1.5)

которое является несколько более общим, чем (1.3).
Согласно § 2.3 соотношение (1.5) определяет марков­

ский случайный процесс X s’ ж (£), t s, удовлетворяю­
щий начальному условию X s- х (s) =  х (s =  0, 1, 2, . . .
. . ., х £ Еу). Всюду в дальнейшем мы для простоты огра­
ничимся случаем, когда начальное условие задается в мо­
мент времени s =  0, т. е. будем рассматривать марковский 
процесс X х (t) = X ° ' x (t), хотя все приводимые ниже 
теоремы о сходимости остаются справедливыми и для 
процесса X s- * (£) при любом s =  0, 1, 2, . . .

Очевидно, производящий оператор L  (см. § 2.2) про­
цесса X х (t) действует на функцию V  (t , х) £ по



формуле 

L V  (t , х) =

=  M F (t +  1, х +  a (t) (R  (х) +  G (t +  1, ж, со))) —

— V { t , x ) .  (1.6)

Следующая теорема, принадлежащая Гладышеву [1], 
обобщает сформулированный выше результат Роббинса 
и Монро. Эта теорема показывает, что если относительно 
функций R  (х), G (t +  1, х, со) имеются лишь некоторые 
априорные сведения общего характера, процедура (1.5) 
может быть применена для решения уравнения (1.1). 

Т е о р е м а  1.1. Пусть выполнены неравенства

1) sup R  (х) (х — х 0) <  0 для любого е >  0, (1.7)
£<|х-хо|<1/е

2) й 2 (х ) +  MG2 (f, х, со) <  К  (1 +  х2), К  =  const
(1.8)

и соотношения (1.4). Тогда для любого х £ Еу процесс 
X х (t), определяемый с помощью (1.5), сходится с вероятно­
стью 1 при t - у  оо к корню х 0 уравнения (1.1), т. е.

Р {  lim  X *  (t) =  z 0}  =  1.
<->■00

Эта теорема вытекает из теоремы 2.7.2 при F  (t , х) — 
— F  (х) =  R  (х), a (t) =  р (t) =  а (г), у (t) =  0.

До сих пор мы предполагали, что R  (х) — числовая 
функция. Однако точно так же можно рассмотреть и зада­
чу нахождения решения системы уравнений R  (х) =  О, 
где х, R  (х) — векторы из Е г, причем значения R (х) извест­
ны лишь с некоторой ошибкой. В этом случае аналогом 
процедуры стохастической аппроксимации Роббинса — 
Монро будет являться, очевидно, процедура, описывае­
мая рекуррентным соотношением

X  (t +  i )  — X ( t )  =
=  a (t) (R  (X  (0 ) +  G (t +  1, X  (t), со)). (1.9)

Здесь MG (t, х, со) =  0 для любых t =  1 ,2 ,  . . ., х £ Е и 
а функция Ф  ( t , х, со) =  R  (х) +  G ( t , х, со) удовлетворяет 
условиям (А ) § 2.3.

Теоремы о сходимости процедуры (1.9) даны ниже, 
в §§ 4 и 5.1.



З а м е ч а н и е  1.1. Обычно (см. Роббинс и Монро 
[1]) задачу с. а. ставят в несколько другой форме. А  имен­
но, рассматривают некоторую случайную величину
Y  (х , со), зависящую от параметра х. При разных х  эти 
случайные величины заданы, вообще говоря, на разных 
вероятностных пространствах (й ж, 91ж, Рх). Функцию 
R  (х) — Мх Y  (х, со) называют функцией регрессии. В каж­
дый момент t +  1 экспериментатор может произвести 
«наблюдение» Y t+1 (X  (t), со) этой случайной величины 
в любой точке X  (t), причем условное распределение Y t+i 
при фиксированных X  (0) =  х, X  (1) =  Xi, . . ., X  (£) =  
=  x t совпадает с распределением Y  (x t, со). Требуется 
организовать план наблюдения таким образом, чтобы 
найти корень уравнения регрессии R (х) =  0. Решение 
этой задачи дается процедурой

X  (t +  1) -  X  (t) =  а (0  Y t+1 (X  (0 , со). (1.10)

Нетрудно видеть из (1.10), что распределение процесса 
X  (t) однозначно определяется начальным распределе­
нием вектора X  (0) и функций QX (A )  =  Рж { Y  (х , со) 6 А  }, 
А  £ 35г. Очевидно, то же самое распределение имеет и рас­
смотренный выше (см. (1.5)) процесс X  (t), для которого

X ( t  +  \ ) - X { t ) = a  (t) Y t+l (X  (t), со), 
если случайные величины Y t (х, со) таковы, что 

Р { Y t (x , с о ) М }  =  Qx (А ).

Связанная с (1.10) постановка задачи несколько общее, 
так как в ней не требуется, чтобы случайные величины
Y  (х , со) были заданы на одном и том же вероятностном 
пространстве. Однако на самом деле эта общность доволь­
но иллюзорна, так как мы всегда можем поместить их 
в одно вероятностное пространство. Заметим также, что 
иногда в условия теорем могут входить требования на сов­
местные распределения процесса (поля) Y  (х, со) при раз­
личных х, которые могут быть не заданы (см., например, 
неравенство (6.6.10) теоремы 6.6.3). В этом случае доста­
точно, чтобы эти требования были выполнены при каком- 
нибудь совместном распределении Y  (х, со), согласован­
ном с Q (х, А ) .  Подчеркнем еще раз, что в большей части 
приложений метода с. а. уже по условию задачи часто 
известен процесс (поле) Y  (х, со) как функция х. Напри­
мер, часто Y  (х, со) =  R  (х) +  G (х) | (со).



§ 2. Процедура Кифера — Вольфовица

В 1952 г. Кифер и Вольфовиц [1], основываясь на идее 
стохастической аппроксимации Роббинса — Монро, изло­
женной в предыдущем параграфе, рассмотрели следующую 
задачу о нахождении максимума неизвестной функции.

Пусть / (х), х  £ Ех,— непрерывно дифференцируемая 
функция, имеющая единственный максимум в точке
х =  х 0. Пусть, далее, экспериментатор может производить 
независимые измерения / (х) с некоторой ошибкой, так 
что результат измерения Y t + 1  (X  (t), со) в точке X  (t) £ E i  
в момент времени t +  1 (t =  0, 1 , 2 , . . . )  имеет вид

Y г-н (X  (t), со) =  / (X  (t)) +  Ф (t +  1, X  (*), со). (2.1)

Задача состоит в нахождении точки максимума х 0 
функции / (х) или, что то же самое, в решении уравне­
ния /' (х) =  0. Однако применить для решения этой 
задачи процедуру § 1 невозможно: ведь если ошибки в из­
мерении функции / (х) в различных точках независимы, 
то при попытке вычисления производной /' (х) по резуль­
татам измерения ошибка становится бесконечно большой.

Если бы значения функции / (х) измерялись без ошиб­
ки, то для нахождения максимума / (х) можно было бы 
применить градиентный метод, описываемый рекуррент­
ным соотношением

X  (t +  1) -  X  (t) =  a f  (X  (*)), (2.2)

где а — положительная постоянная.
Идея метода Кифера — Вольфовица состоит в том, 

чтобы вычислять в (2.2) приближенные значения производ­
ной как отношение приращения функции к приращению 
аргумента Ах, полагая Ах — 2с (t) 0 при t ->• оо и одно­
временно «замедлять» движение X  (t) к х 0, делая параметр 
а зависящим от времени. При этом функция а =  a (t) 
должна быть выбрана так, чтобы, во-первых, последова­
тельность X  (t) не остановилась слишком рано, а во-вто­
рых, так, чтобы погасить влияние случайных помех. Не­
трудно видеть, что даже при отсутствии помех условие

оо

2  a (t) =  оо (2.3)
t=o

необходимо для того, чтобы решение (2.2) сходилось к Xq.



Д ля выполнения же второго требования часто достаточно 
(см. § 1) условия

(2'4>t=o
Согласно Киферу и Вольфовицу [1], следует измерять 

значения / (х) в двух точках х  +  с (£), х  — с (£) и заменять 
f  (х) выражением [/ (х +  с (£)) — / (х — с (£))]/(2c (t)). 
При этом разность [/ (х +  с (t)) — / (х — с (£))]/2 будет 
измерена с ошибкой G (£ +  1, х, со) =  [ф (£ +  1, х  -j-c (£), со) 
—  Ф  (£ +  1, х — с (£), со)]/2. Таким образом, вместо (2.2) 
получаем рекуррентное соотношение

Х ( £ + 1 ) _ Х ( 0  =

^  f jg -  ( /<*(*>+ «(0 ) -  / ( *  (*) ■- с (*)) +  G {t +  i  t х  { t ) , m) j  =

=  Ф ( £ + 1 , Х ( 0 ,  со). (2.5)

По теореме 2.3.2 соотношение (2.5) при начальном усло­
вии X  (0) =  х определяет марковский процесс X х (£) с про­
изводящим оператором

L V  ( t , х) —

=  M V ( t  +  i , x  +  a$ ( f{x+C  (0- y  (* ~ С {t)) +  G ( * » °>)) )  ~

— F  (£, ж). (2.6)

Т е о р е м а  2.1. Пусть f  (х) непрерывна, удовлетворяет 
условию Липшица и, кроме того,

1) /' (х) (х — х 0) <  0 при х Ф  х 0,

2) | / '  (х) |2 +  MG2 (£, ж, с о ) <  К  (1 +  х2),
оо

3) а (£) >  0, 2  « ( 0  =  °°> с ( £ ) > 0 ,
( = 0

ОО оо

2  a ( t ) c ( t ) <  ОО, 

t=0 t=0

4) последовательность с (t) ограничена.
Тогда процесс X х (t), определяемый формулой (2.5), 

сходится п. н. к точке х 0 при t —*■ оо для любого х  £ E t.
Справедливость этой теоремы вытекает из теоремы 2.7.2, 

если положить F  (t, х) =  [/ (х +  с (£)) — / (х — с (£))]/(2с (£)),



F  (я) =  /' (х), a (t) =  а (t), р (t) — а (t)/c ( t) и заметить, 
что, в силу условия Липшица,

Hx+C{t)l  ̂ ) {Х- Ж  -  /' (* )  | <  (0  •
Предположим теперь, что / (х) =  / (x1; . . ., xj) — не­

прерывно дифференцируемая функция многих перемен­
ных со значениями из Е±, причем, по-прежнему, / (х ) 
не может быть измерена точно, так что результат измере­
ния Y t+\ (X  (t), со) в точке X  (t) 6 Е х в момент времени 
t +  1 имеет вид (2.1). Требуется определить точку 
x 0d ЕI, в которой / (х) достигает максимума, если заранее 
известно, что такая точка существует и единственна, т. е. 
найти решение уравнения grad / \х) =  0.

Как и выше, ошибка в вычислении градиента функции 
/ (х) будет бесконечно большой, и поэтому следует указать 
правило, по которому нужно измерять / (х) с тем, чтобы 
получить приближенное значение этого градиента. По ана­
логии с изложенным методом естественно в каждый 
момент времени t производить измерения в 21 точках 
x t  =  х  ±  с (t) еи где е, — вектор из E t с координатами 
б ij, 7 = 1 , 2 , . . ., I, а с (t) — некоторая положительная 
функция. Тогда величину grad / (х) в точке х  можно 
приближенно оценить по формуле

grad

где /± (c ( t ) , x ) — вектор с координатами f  ( x t ) ,  i =  
=  1, 2, . . . ,  I. При этом i -я координата вектора 
[/+ (с (t), х) — /_ (с (t),  х)]!2, будет измерена с ошибкой 
Gt (t +  1, х, со) =  [ф (t +  1, x t ,  со) — ф (t +  1, х~, со)]/2.

Таким образом, многомерным аналогом процедуры Ки­
фера — Вольфовица для нахождения максимума функции 
/ (х) =  j  (хь  . . ., xj) многих переменных является про­
цедура, описываемая следующим рекуррентным соотно­
шением в Е х\

X  ( г - И ) - Х ( * )  =
Г / + И 0 ,  X ( t ) ) - i -  (c(t),  +  +  X ( t ) ,  со) ] =

C ( t )  [ 2, J

=  a ( t) Vc/ (X  ( t ) )  +  ^  G (t +  1, X  (t), CO) =

S M , Б . Н евельсон, P . 3 . Хасьминский



где V J  {х) =  [/+ (с (t), х) — /_ (с ( t), х)У(2с  (f)), a (t), с (t) — 
некоторые последовательности положительных чисел, 
G (t, х , со) — вектор с координатами G; (£, ж, со), 
i =  l, 2, . . ., Z,i MG (£, ж, со) =  0, причем функция 
Ф (i, х, ©) удовлетворяет условиям (А ) § 2.3.

Условия сходимости этой процедуры будут даны ниже, 
В;§§ 5 и 5.1.

§ 3. Непрерывные процедуры

Мы рассмотрели выше задачу о нахождении корня х 0 
уравнения (1.1), если значения функции R  (х) могли быть 
измерены в дискретные моменты времени t — 1, 2, . . .  
с некоторой ошибкой. Естественно, однако, рассмотреть 
также и случай непрерывного времени, когда результат 
измерения Y t (х, со) функции R  (х) в точке х £ Е 4 и в мо­
мент времени t имеет вид

Y t (х, со) =  R  (х) +  G (t , х, со),

где G (t , х, со) при фиксированном х — случайный процесс 
с непрерывным временем, имеющий нулевое математиче­
ское ожидание. Тогда непрерывным аналогом процедуры 
с. а. Роббинса — Монро будет являться процедура, опи­
сываемая уравнением

=  о). (3.1)

В таком виде непрерывная процедура с. а. была пред­
ложена в работе Дримла и Нед омы [1], где предполага­
лось, что a (t) =  a/t, a Y t (х, со) при фиксированном х — 
процесс, удовлетворяющий закону больших чисел. Даль­
нейшее развитие непрерывных процедур с. а. см. в рабо­
тах Сакрисона [1], Цыпкина [1], [2] (в последней работе 
имеется подробная библиография) и других.

Следуя замыслу этой книги, мы ограничимся случаем, 
когда

Y t (X  (t), со) =  R  (х) +  а (*, х) | (*),

где | (£) =  | ( t , со) — гауссовский белый шум, и будем
интерпретировать уравнение (3.1) как стохастическое диф­



ференциальное уравнение г)

dX (t) =  a (t) (R  (X  (t)) +  о (t, X  (t)) d l  (t)),

X  (0) =  x. (3.2)

Таким образом, мы получили непрерывный аналог 
процедуры стохастической аппроксимации Роббинса — 
Монро в том случае, когда значения неизвестной функции 
R  (х) измеряются с ошибкой типа гауссовского белого 
шума.

По аналогии с дискретным временем естественно потре­
бовать, чтобы выполнялись условия

оо оо

^ a ( t )d t  =  o o ,  j  a2 (t) dt <  оо. (3-3)
о о

Эти условия имеют тот же смысл, что и условия (1.4), 
Легко, например, проверить, что даже при отсутствии 
помех (о  (t , х) == 0) для сходимости решений уравне­
ния (3.2) к х 0 необходимо, чтобы функция а (t) была не ин­
тегрируема на [0, оо]. Второе же условие (3.3) нужно 
для погашения асимптотического влияния случайных по­
мех.

Уравнение (3.2) определяет марковский случайный 
процесс X х (t) =  X 0' х ( t) с производящим дифференци­
альным оператором 2)

*)-£?■  (3-4)

Как и в случае дискретного времени, справедлива сле­
дующая теорема.

Т е о р е м а  3.1. Пусть выполнены следующие условия-.

R  (х) (х  — х 0) •< 0 при х Ф  х 0, (3.5)

о2 ( х ) ^ . К  (1 +  х2), (3.6)
оо оо

j  a (t) dt =  оо, j  a2 (t) dt •< оо.
о о

х) Всюду в этой главе при рассмотрении стохастических диф­
ференциальных уравнений предполагается, что их коэффициенты 
удовлетворяют условиям (В ) § 3.7.

2) Как и выше, для  простоты изложения мы рассматриваем про­
цесс X х (г), определяемый начальным условием X  (0) =  х.



Тогда любое решение X х (t) уравнения (3.2) почти навер­
ное стремится при t-^-oo к х0, т. е.

Р {Ит X х ( t )  =  £о}= 1> х^Еу.
t—yoo

Эта теорема является следствием теоремы 3.8.2 при 
F  ( t , х) =  F  (х) =  R (х), a  (if) =  р (t) —  a (t), у (t) =  0 .

Предположим теперь, что мы хотим найти решение 
уравнения R  (х) =  0, где R  (х) — вектор из E h причем 
значения R (х) могут быть измерены с ошибкой типа 
гауссовского белого шума, так что результат измерения 
Y t (х, со) в момент времени t в точке х £ Е г имеет вид

h

Y t (х, со) == R  (х )  +  У  ar (t, х) |r ( t).
Г= 1

Здесь о r (t, х) — неизвестные векторы из Е г, a t r (t) =

=  |r (t, со), г =  1, . . ., k ,— независимые в совокупно­
сти гауссовские белые шумы. Тогда многомерным непре­
рывным аналогом процедуры Роббинса — Монро (1.9) 
будет, очевидно, процедура, описываемая стохастическим 
дифференциальным уравнением

h

dX  (0  =  a (t) ( R  (X  (*)) dt +  2  aT (;t, X  {t)) d lT ( t ) ) .
Г= 1

Условия сходимости этой процедуры даны ниже, в §§ 4 
и 5.1.

Аналогично можно также рассмотреть и задачу о на­
хождении точки х  =  х 0 максимума неизвестной функции 
/ (х), х £ Еу, если ее значения наблюдаются с ошибкой 
типа гауссовского «белого шума». В этом случае непре­
рывным аналогом процедуры стохастической аппроксима­
ции Кифера — Вольфовица (2.5) будет, очевидно, про­
цедура, описываемая стохастическим дифференциальным 
уравнением Ито

dX  ( t) =



где a (t ) ,  c ( t ) — положительные непрерывные функции вре­
мени, удовлетворяющие соотношениям

ОО оо

J a ( / ) * = o o ,  

о о

З а д а ч а  3.1. Пусть /' (х) непрерывна и удовлетво­
ряет условию Липшица, причем

1) f ' ( x ) ( x  — х0) < 0  при х ф х й,
2) а2(г, х Х Ж (1 + ж2),

оо оо

3) ^ a ( t ) d t =  оо, j ^ j - d f < o o ,
О о

оо

J a (t) с ( t) dt <  оо.
о

Доказать, что тогда любое решение X х (t) уравнения (3.7) 
сходится п. н. к точке х 0 при t - у  оо.

У к а з а н и е .  Воспользоваться теоремой 3.8.2.

В том случае, когда / (х ) — функция многих перемен­
ных, так что х — вектор из Е г, соответствующая непрерыв­
ная процедура стохастической аппроксимации будет опи­
сываться стохастическим дифференциальным уравне­
нием Ито

dX (t) = а ^  Г X (t)) — f_ (с (О, х (0) dt
с (t) L 2

h

+  2 l c r ( t , X  ( t ) )  d lr (* ) ]  =  C (;t) Vc/ (X  ( t ) )  dt +
r =  1

h
+  7 § 2 < r r ( t , X ( t ) ) d l r ( t ) ,  (3.8)

r = i

где векторы /± (с (t), х), Vc/ (ж) определены так же, как 
и в § 2.

Условия сходимости многомерной процедуры (3.8) будут 
получены ниже, в §§ 5 и 5.1.



§ 4. Сходимость процедуры Роббинса— Монро

Рассмотрим сначала введенную в § 3 непрерывную про­
цедуру, позволяющую находить решение х =  х 0 уравне­
ния R  (х) =  0, если значения вектора R  (х) £ Е г наблю­
даются с ошибкой типа гауссовского белого шума. Эта 
процедура описывается уравнением

h
dX  =  a (t)  {R  (X )  d t + ' Z  o r (t, X )  dhr ( t j ) , (4.1)

T= 1

где |r (£), r — 1, . . ., к ,— независимые в совокупности 
стандартные вииеровские процессы, ar (t , х) — некоторые 
неизвестные векторы из Е ь функция а (t) положительна.

Д ля того чтобы пояснить характер возникающих ниже 
условий, обсудим сначала вопрос о сходимости к х 0 любо­
го решения детерминированной системы

dX =  a (t) R  (X ) dt. (4.2)
сю

В одномерном случае при условии j  a (t) dt — оо
о

такая сходимость гарантируется соотношением

R  (х ) (х — х 0) С  0 при х Ф  х0, (4.3)

так как оно обеспечивает нужный знак производной X  (t) 
решения уравнения (4.2). В многомерном случае невоз­
можно дать условия сходимости (устойчивости) в столь 
простой форме. В связи с этим условия сходимости фор­
мулируют обычно в терминах существования функции 
V  (х) (функции Ляпунова) такой, что

V ( x ) > 0 ,  ( R ( x ) , ± v ) <  О

при х ф х 0; V (х0) =  О, V ( x ) - > o o  при |z|->oo. (4.4)

Геометрический смысл условий (4.4) очевиден (см., напри­
мер, Малкин [1]): при их выполнении любое решение X  (t) 
уравнения (4.2), начинающееся в некоторый момент вре­
мени t0 на поверхности V  (х) =  с, попадает при t >  t0 
в множество V  (х) <  с, каково бы ни было с >  0. Это 
вытекает из неравенства

4  V (X  (t )) =  a (t) ( R  (X  (t ) ) ,  - ^ V ( X  (< ))) <  0.



Наличие случайных возмущений приводит, конечно, 
к некоторым дополнительным требованиям на функцию 
V  (х). Справедлива, в частности, следующая

Т е о р е м а  4.1. Пусть существует функция V  (х) £ С 2, 
удовлетворяющая условиям (4.4) и неравенству

h

J ] ( a , ( < , * ) , - ^ ) V ( x ) < M l  +  7 ( * ) ) ,  * i > 0 .  (4.5)
Т =  1

Тогда для любого х  £ E t решение X * (t ) ,  X х (0) =  х, урав­
нения (4.1) сходится почти наверное к х 0 при t -*■ оо, если 
только

90 ОО

J a ( f ) ( f t = 'o о, ^аа( < ) Л < о о # (4-6)
о о

Если, кроме того, V (х) ^  к2 | х  — х 0 |?, к2 >  0, у >  Q, 
то М ! X х (t) — х 0 |V1 - v  0 при t -*■ оо для каждого поло­
жительного y \ < iy .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно,

LV ( х )<  -  а ( 0 1 ( Я (х), ±  V ( х ) )  | +  Щ ® -  (1 +  V ( * ) ) .

Поэтому сформулированное утверждение является след­
ствием теоремы 3.8.1 при V (t , х) =  V  (х), a (t) =  а ( t),

ki
g (t) =  у  a2 (t), если в качестве В  взять множество, со­

стоящее из одной точки х  =  х0.
Рассмотрим в качестве примера функцию V (х) =  

— (С (х — х 0),  (х — х 0) ) ,  где С — положительно опреде­
ленная матрица. Эта функция удовлетворяет услови­
ям (4.4.), и поэтому согласно теореме 4.1 X х (t) —>- х 0 п. н. 
при £ ->о о ,  если выполнены соотношения (4.6), (R  (х), 
С (х — ж0)) <  0 при х Ф  х 0 и, кроме того

S  \aT(t, ® )| »< Л (1 -Н *| * ).  (4.7)
Г= 1 ■

Д ля одномерного процесса стохастической аппрокси­
мации имеет место следующий, в определенном смысле 
окончательный результат.

Т е о р е м а  4.2. Пусть выполнены соотношения (4.3),
(4.6), причем sup a2 (t , х) — Q <  оо дл некоторого

<5=0, |ж-жо|<9



0 >  0. Тогда для любого х £ Е ±, решение X х (t) уравнения
(3.2) сходится почти наверное к х 0 при t —v оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Не ограничивая общности, 
можно считать х 0 =  0. Рассмотрим функцию W  (х) £ С 2, 
удовлетворяющую условиям:

а) W  (х) >  0 при х ф  0, W  (0) =  0,
б) W ' (х) х  >  0 при х Ф  0,
в) функция W  (х) линейна по х при | х  | 0. 
Нетрудно проверить, что

L W  (х) <  -  а (0  | R  (х) W ' {х) | +  Q, ,

Qi =  Q max | W" (х) |,
x£Ei

где L  — оператор, определенный формулой (3.4). Поэтому 
доказываемое утверждение вытекает из теоремы 3.8.1, 
если положить a  (t) =  a (t), g (t) =  (Qya2- ( t ) ) l2, <p (t, x) =  
=  | R  (x) W ' (*)|.

Подчеркнем, что в условиях теоремы 4.2 не наклады­
вается никаких ограничений на возможный рост по х функ­
ций | R (х) | и | a (t, х) |. Ниже мы увидим на примере, что 
такого рода результат неверен для дискретных процедур.

Остановимся теперь на условиях, при которых процесс 
стохастической аппроксимации (4.1) сходится с ростом 
времени к точке х 0 по вероятности.

З а д а ч а  4.1. Пусть a (t) >  0, |3 (t) >  0 (t ^  t0) — 
ограниченные функции, и выполнены соотношения

сю

j ос (t )  dt =  оо,
to

t t

x ( 0 = j p H exP | — \ cc (v) dv | du->  0 
to и

при t -У  Оо.
Пусть, далее, существует функция V  (t , х) £ С 2, удов­

летворяющая условиям г)

V  (х) >  0 при х Ф  0, lim  V (х) =  оо
Х-ЮО

*) Напомним, что V (х)  =  in f V  ( t , х).



и неравенству
L V  (£, х) ^  — а (£) У  (£, х) - f  Р (£), t ^  £„. (4.8)

1) Доказать, что любое решение Х 5-* (£), s ^  £0, x £ E t, 
уравнения (4.1) сходится по вероятности к нулю при 
£ ->- оо.

2) Если, кроме того, выполнено условие V  (£, х) ^  
Г̂ г А: | х — х 0 |v, к >  0, у >  0, то и М | X s’ ж (£) |v ->  О 
при t —*■ оо.

3) Показать, что и (£)-+■ 0 при £-> оо, если Р (£)/'а (£ )-»-О
ОО

при £ —► оо и joc(£)d£==oo. 

to t
У к а з а н и е .  Д ля  функции TF (t, ж) =  F  (г, а;) exp | ^ а  (г;) j- ,

to
пользуясь леммой 3.5.1, леммой Фату и регулярностью процесса, 
установить неравенство

f t
MFP (i, X s. *  (f)) — W  (s, J P ( “ ) exP |   ̂ a (v )  dv^ du.

s t0

Нам понадобится также следующее важное в теории 
устойчивости движения определение.

Решение х — х 0 детерминированной системы X  =  R  (X ) 
называется равномерно экспоненциально устойчивым в целом 
при £ ^  £0, если для любого ее решения Хо * (£) с началь­
ным условием Ху х (s) =  х, s ^  £0, x £ E h справедливо 
неравенство

I Хо Л (£) — х 0 | <  А  | х — х0 | ехр { — a (£ — s) }, (4.9)

где положительные постоянные А,  а  не зависят от £, s, х. 
Как известно (см. Красовский [1], § 10), в случае, когда 
функция R  (х) имеет ограниченные производные до вто­
рого порядка включительно и выполнено (4.9), сущест­
вует функция V  (х), для которой

( R ( x ) 1± V ( x ) ) < - k lV (x ) ,  (4.10)

V ( x ) > k 2| х - х 0|2, | -д̂ дх. V  (х) [ <  к3, (4.11)

| W  (х )| < & 4|х — х0|

[ki — положительные постоянные).



Т е о р е м а  4.3. Пусть детерминированная система
•

Х = Л  (X ) равномерно экспоненциально устойчива в целомпри 
0, причем функция R  (х) имеет ограниченные частные 

производные первого и второго порядка и выполнено нера­
венство (4.7). Тогда процесс X х (t), х  6 определяемый 
уравнением (4.1), сходится к х 0 по вероятности и в среднем 
квадратичном при t - у  сю, если только

ОО

lim a (t) =  0, \ a ( t )d t = o o .
‘->0° и

Не ограничивая общности, можно считать х 0 =  0. 
Поэтому теорема 4.3 немедленно вытекает из результата 
задачи 4.1, если заметить, что, в силу условий (4.10),
(4.11), (4.7) для некоторой постоянной 0

h
L F <  - a ( t )  | (R  (x), W )  | +  ^  К  (t, x), V )2 F <

r = l

— hya ( t) V k$a2 ( t) (1 -I- F ) — k&a ( t ) V  -f- k^a2, (i) ,

при

где L  — производящий дифференциальный оператор про­
цесса X х (t).

Изучим теперь условия сходимости дискретной про­
цедуры Роббинса — Монро, описываемой соотношением 
(см. § 1)

X (t + 1) -  X (t) =
=  a (t) (R  (X  ( t)) +  G (t +  1, X  (t), со)) =

=  Ф ( * . +  1, X ( t ) ,  со), f =  1, 2, . . .  (4.12)

Где X ,  R ,  G — векторы из E h причем функция Ф (t , х, со) =  
— (® j (t , х, со), ... ., Ф i (t, х, со)) * удовлетворяет усло­
виям (А ) § 2.3, MG ( t , х, со) =  0, а (t) —- положительная 
последовательность.

Обозначим через С\ совокупность функций F  (х ) из С 2, 
имеющих ограниченные частные производные второго 
порядка.

Д ля  системы (4.12) справедливы следующие утвержде­
ния, аналогичные теоремам 4.1, 4.3.



Т е о р е м а  4.4. Пусть существует функция V  (х) £ С\, 
удовлетворяющая условиям

V (х) >  О, F  (х0) =  0, sup (/? (х), - j r V ( x ) )  < 0
е < \ х - х 0\<1/е  '  а х  /

для любого е > 0 ,  F (z ) - > o o  при |ж|->оо и, кроме того, 

| R  (х) |2+  М | G(t,  х, со) |2< A :1(1 +  F(a:)) —

— Jc2 [ R ( x ), ~ V  ( z ) j  , &t =  const, k2 — const. (4.13)

Тогда для любого x £ E i  процесс X х (t), определяемый соот­
ношением (4.12), сходится п. н. к хй при t -y o o ,  если 
только

оо оо

2  a (t) =  оо, 2  (0  <  00 •
1 = 0  1 = 0

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разлагая функцию V (х) 
по формуле Тейлора и учитывая (4.13), получим для неко­
торых постоянных kt >  0, i =  3, 4, 5,

L V (z ) =  M F ( x -\ -a ( t ) (R  (x ) +  G ( t - f  1, x, со))) — F  (ж )<  

< a { t ) [ R  (x), ^ V ( x ) )  +

+  A3« 2 (t) [ k t (1 +  V  (x ) )  -  *2 (  Д (* ), - ^  F  ( * ) )  ]  =

=  - ( K a * ( t ) - a { t ) ) [ R { x ) , ^ V { x ) )  +

+  k5a2 (0 (1  +  7  (x ) ) .

Теперь для доказательства теоремы достаточно восполь­
зоваться результатом теоремы 2.7.1 и замечанием к ней.

Рассматривая функцию V (х) — (С (х — х 0), (х — ж0)), где С — симметричная положительно определенная 
матрица, получим из этой теоремы

С л е д с т в и е  4.1. Пусть выполнены условия:

sup (R  (х ),  С ( х — х0)) <  0 
е<|ж-ж0|<1/е

Д Л Я  любого 8 > 0 ,
оо оо

2 а (0 = о о ,  2  а2( г ) < ° о ,
1 = 0  ( = 0

| Л  (г ) |2 +  М | G (t , х, со) |2 <  /с (1 +  | ж |2), k =  const.



Тогда для любого x £ E t процесс X х (t), определяемый 
соотношением (4.12), сходится п. н. к х 0 при t -+■ оо.

Заметим, что уже в одномерном случае последнее усло­
вие может не выполняться, если функции i?a (х) 
и MG2 (t , х, со) растут быстрее | х |2 при | х  | ->  оо. Можно 
было бы по аналогии со случаем непрерывного времени 
(см. теорему 4.2) ожидать сходимость одномерной про­
цедуры (4.12) при любом росте этих функций. Однако про­
стые соображения показывают, что это не так даже в от­
сутствие случайных помех, когда G ( t , х, со) =  0. Напри­
мер, решение X  (t) задачи

X  (* +  1) -  X  (0  =  - ( 1  +  X » (г)), X  (0) =  10

будет с ростом t «раскачиваться», совершая скачки все 
большей и большей длины: X  (1) =  — 103, X  (2) =
=  (109— 103)/2 и т. д. Д ля  непрерывного же времени такие 
эффекты невозможны.

Следующая лемма (ср. с задачей 4.1) близка к теоре­
ме V  гл. IV  А Б Р  [1].

Л е м м а  4.1. Пусть существует функция V  (t , х) 
и последовательности a (t), (3 (t) такие, что

inf V (х) >  0 для любого е >  0, (4.14)
| ж|>е ~

L V  (t, * ) <  — а  (*) V  (t, х) +  р (*), (4.15)
i

iim [ ]  (1 — а ( « ) )  =  0, (4.16)
t —y o o  U =  1

l im / (i )  =  0, (4.17)
t -УОО

где
t- 2 i-1

/ ( 0 = S P ( * )  I! ( 1 - а ( « ) )  +  Р ( « - 1 ) .
й=1 u=h -\ - i

Тогда любая траектория X х (t), х £ E t, марковского слу­
чайного процесса, определяемого с помощью (4.12) стремит­
ся к нулю по вероятности при t - у  оо. Если к тому же 
V (t, х) ^  к | х  |v, к >  0, у >  0, то и М | X х ( t) [v ->  0 при 
t —У оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (4.15) вытекает конеч­
ность MV (t , X х (£)) при любом t. Поэтому согласно фор-



муле (2.3.5), еще раз учитывая (4.15), имеем 

M F ( f  +  1, X х (t +  1 ) ) <

<  (1 -  о  (0 ) M V (t, X х (t)) +  р (t).
Отсюда следует, что

t - 1

М К ( г , Г ( < К П  ( 1 - а ( и ) )  7 (1 , * ) +  / (* ), £ > 2 . (4.18)
U =  1

Из (4.16), (4.17) и (4.18) вытекает соотношение 

lim MF (t, X x (t ) )  =  0,
t -У О О

а значит (поскольку F  (ж) >  0 при х Ф  0), и утверждение 
леммы.

З а д а ч а  4.2. Показать, что:
а) условие (4.16) можно заменить условиями:

оо

а (/ )<^1  при 2 а (0  =  оо>
%= 1

б) условие (4.17) выполнено, если справедливо соот­
ношение (4.16) и

lim p  (0  =  0, lim  1 ^  =  0.
t -ЮО t-y  JO '  /

Т е о р е м а  4.5. Пусть существует функция V  (х), 
удовлетворяющая условиям (4.10), (4.11), (4.13), (4.14), 
и выполнены соотношения

СО

У, a (t) =  оо, a { t ) - y  0 при £->оо. 
i =  1

Тогда процесс X х (t), определяемый соотношением (4.12), 
сходится по вероятности к х 0 при t ->  оо для любого х £ Z?;.

Д о к а з а т е л ь с т в о  этой теоремы вытекает из 
леммы 4.1 (см. также задачу 4.2), и мы предоставляем его 
читателю.

§ 5. Сходимость процедуры Кифера — Вольфовица

Изучим теперь условия сходимости введенных в §§ 2, 3 
процедур стохастической аппроксимации, предназначен­
ных для нахождения точки максимума х 0 неизвестной 
Функции / (х ).



Рассмотрим сначала непрерывную процедуру, описы­
ваемую в обозначениях §§ 2, 3 уравнением

h

dX — a ( t )  Ve/ (X ) +  2  * ( * .  * ) d l r ( t ) .  (5.1)
Г =  1

Производящий дифференциальный оператор марковского 
случайного процесса X х (t), Х х (0) — х, определенного
уравнением (5.1), имеет вид

£ = Н + « ( 0  ( v , № ) ,  i )  +

+ - Й и  s  ( ” '<'■ *>■ i f -  <5-2>
Г—1

Из результатов § 3.8 можно получить условия сходи­
мости процедуры (5.1) при различных предположениях 
относительно коэффициентов V c/ (х )> ат (t, х ) уравне­
ния (5.1). Мы рассмотрим несколько вариантов таких 
условий в следующих примерах.

Первый пример показывает, что теорема 3.8.1 приме­
нима даже в тех случаях, когда с (t) не стремится к нулю 
с ростом t.

П р и м е р  5.1. Пусть f  (х) =  — (F  (х — х 0), (х — х 0)), 
причем матрица F  положительно определена, 
т. е. / (х) <  0 при х Ф  х 0. Тогда, как легко проверить,

V c/ (х ) (х)- Поэтому, полагая V  (t , х) — — / (х),

находим
й

L V  =  -  a (t) | / (х) |2 +  Щ  ^  (Far (t, х), ar (t, х )).
Г= 1

Применяя теорему 3.8.1, получим отсюда, что при выпол­
нении условия (4.7) процесс X х (t) сходится к х 0 п. н., 
если функции a (t) и с (t) удовлетворяют условиям

оо оо

f a ( t ) d t  =  oo, j _ J M _ < o o .  (5.3)
о о

В частности, можно положить a (t) =  а0 =  const, с (t) =  
=  a0t. Тогда будет выполняться неравенство 

L V  <  ( —М о  +  к2) V, ki >  0, к2 >  О



и, значит, согласно формуле (3.7.4), при достаточно боль­
шом а0 величина М | X х (t) — х 0 |2 может быть сделана 
сколь угодно малой при всех t >  0. Этот факт соответ­
ствует известной стратегии для нахождения точки макси­
мума параболы: необходимо сначала «бить по краям», 
т. е. выбирать большие значения с (t) (см. второй пример 
§ Ю.З).

В этом примере сколь угодно быстрая сходимость
X х (0  к х 0 была достигнута за счет знания функциональ­
ной зависимости / (х) с точностью до параметров F, х 0. 
Легко понять, что для несколько другой функции / (х ) 
процедура примера 1 не приведет к точке х 0. Интересно 
в связи с этим построить процедуры (т. е. выбрать функ­
ции a (t) и с (t))  так, чтобы процесс X х (t) сходился к х 0 
для возможно более широкого класса функций / (х), имею­
щих единственный максимум. При этом естественно огра­
ничиться такими функциями / (х ), для которых точка х 0 
является равномерно асимптотически устойчивой в целом 
для чисто градиентной процедуры

Х  =  а ± 1 ( Х )  (5.4)

при постоянном а. Из результатов Красовского ([1], тео­
рема 5.3) вытекает в этом случае существование функции 
V  (х) со свойствами

г < * » ° ,  (■ £ / (* ) ,  £ f (x ) ) < О

при х ф х 0; V (x 0) =  0, l im V (x )  =  oo. (5.5)
lxj-уоо

Мы обсудим теперь вопрос о том, какие требования 
следует добавить к (5.5) для обеспечения сходимости про­
цедуры (5.1). Эти требования естественно разделяются 
на две группы: условия на коэффициенты a (t), с (t) и даль­
нейшие условия на / (х) (или, что равносильно, на функ­
цию Ляпунова V (х)). Естественно, что наложив более 
жесткие ограничения на а (£) и с (t), можно доказать схо­
димость процедуры (5.1) для более широкого класса функ­
ций / (х). Такого рода процедуры достаточно универсаль­
ны, но, конечно, сходимость в них, вообще говоря, 
довольно медленна. Представляет интерес поэтому, накла­
дывая некоторые более жесткие ограничения на / (х) 
(практически это означает наличие некоторой предвари­



тельной информации о структуре неизвестной функции 
регрессии / (х )), ускорять сходимость процедуры за счет 
более широких возможностей выбора a {t) и с (t). В свя­
зи с этим мы рассмотрим ниже разные варианты условий, 
обеспечивающих сходимость процедуры (5.1).

П р и м е р  5.2. Пусть функция / (х) имеет непрерыв­
ные частные производные, удовлетворяющие глобальному 
условию Липшица в Z?;. Тогда разлагая функции 
/ (х +  с (£) е;) по формуле Тейлора, получим при некото­
рой постоянной к >  О неравенство

Vc/ ( x ) - - ^ f ( x )  <  кс (t).

Отсюда вытекает, что условия теоремы 3.8.1 выполнены, 
если, кроме (5.5), для функции V ( x ) £ C 2 имеет место 
неравенство

h

I ±  F  (х) +  | 2  К  (*. * ) ’ i )  2 V (X) | <  к, (1 + V (* ) )  (5.6)
г—1

(здесь и ниже /с,- — положительные постоянные), а функ­
ции a ( t )  и с (t) удовлетворяют условиям (5.3) и условию

ОО

^ a ( t )  с (t )  dt оо. (5 -7 )

о
П р и м е р  5.3. Пусть функция / (х) имеет вторые не­

прерывные частные производные, удовлетворяющие (гло­
бальному) условию Липшица. Тогда, по аналогии с при* 
мером 5.2, опираясь на неравенство

V j ( x ) — - ^ f ( x ) \ c k 2c2(t), (5.8)

получим, что для сходимости X х (t )  к х0 п. н. достаточно 
выполнения условий (5.3), (5.5), (5.6) и соотношения

оо

j а (t) с2 (t) dt<C. оо.  

о
П р и м е р  5.4. Пусть вторые частные производные 

функции / (х) лишь непрерывны. Тогда, полагая

^(£, х ) — max max — (х  -f- 0с (t )  ег) ,
191̂ 1 dxi



получим неравенство

— < k 3c(t)\jp(t, х )

и, следовательно,

| ( v « / W , ^ V w ) - ( ^ . / w , A v W ) | <

<  к,с ( l ) 4 > ( j ,  I )  - ^ V { x )  .

Отсюда и из теоремы 3.8.1, применяя аналогичные выше­
изложенным соображения, получим, что выполнение усло­
вий (5.3), (5.5), (5.7) и условия

к

* )  i v (x) +  S  (°Гг^ ! *)• i ) “ v (x ) < * « ( 1+ ^ ( * ) )
т— 1

также достаточно для сходимости непрерывной процедуры 
Кифера — Вольфовица (5.1).

З а д а ч а  5.1. Пусть выполнены условия (5.3), (5.7),

(я), х — *о ) С  0 при х ф х й

и

“ S S “ l 3 (X + 0CWe/)| + il  10г^  *)К *а  (1 + 1*1)-
Г= 1

Показать, что процесс (i) сходится к х 0 с вероятно­
стью 1.

П р и м е р  5.5. Пусть система (5.4) при постоянном а 
равномерно экспоненциально устойчива в целом в смыс- 
ле (4.9), а функция / (х ) имеет ограниченные производные 
второго и третьего порядков. Тогда, в силу уже цитиро­
ванного в § 4 результата Красовского [1], существует 
функция V  (х ), удовлетворяющая условиям (4.11) и нера­
венству
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Поэтому, учитывая (5.8), находим 

L V { x ) =  a ( t ) [ ( - l f ( x ) , - ^ V ( x ) )  +

+  ('Vc/ (* )  -  i  f  И ’ i  V  w )  ]  +  

( ^ ( < , ^ ) i ) 2 ^ W <
r= 1

<^— k&a ( t ) V  (x) +  /c7a (*) c2 (*) | x — x0 | +
h

+  * « 4 ( i f 2  I M * .  *)\2-
r = l

Отск да, применяя неравенство \ x  — x 0 | ■< k9V  -j- k10 и 
результат задачи 4.1, получим следующее утверждение: 
если система (5.4) равномерно экспоненциально устойчива 
в целом при некотором постоянном а, выполнено неравен­
ство (4.7) и условия

ОО

с (£)-*-0, a(t)/c2 ( t ) - > 0  при £->- оо, ^ a ( t )d t  =  оо,
о

то процесс X х (£) сходится по вероятности и в среднем 
квадратичном к точке х 0.

Рассмотрим теперь одномерную процедуру стохастиче­
ской аппроксимации, описываемую уравнением

d X =~c§  { 4  (/ ( х + с w )  -  / ( х  -  с т  d t+

+  ог(г, z )d i ( £ ) }  , (5.9)

где X  £ 2?!. Применение теоремы 3.8.1 позволяет получить 
довольно окончательный результат при минимальных 
условиях. Мы сформулируем его в виде следующей тео­
ремы.

Т е о р е м а  5.1. Пусть функция / (х) непрерывно диф­
ференцируема и принимает в точке х — х 0 максимальное 
значение, причем f  (х) Ф  0 при х Ф  х 0. Пусть, далее, 

sup о2 (t, х) =  Q <  оо для некоторого 0 >  0.
tg :0 , | Х - Х О  |<0
Тогда любое решение X х (t) уравнения (5.9) стремится



при t —> оо к х 0 с вероятностью 1, если только выполнены 
соотношения (5.3) и с (t) — 0 при t ->■ оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Не ограничивая общности, 
можно считать х 0 =  0. Пусть W  (х) — дважды непрерыв­
но дифференцируемая функция, удовлетворяющая усло­
виям:

1) W  (х) >  0 при х Ф  0, W  (0) =  0,
2) W ' (х) х >  0 при х Ф  0,

СХ)

3) [  —т!г W  (с (t ) )  dt <  °о , где W  (у) =  max I W ' (х) |,
J с

4) функция W  (х) линейна по х  при |ж|>0. Такая 
функция, очевидно, существует, причем справедливы 
соотношения

L W  =  a ( t )  Vc/ (х) W '  (х) +  а2 (г, х) W " (х ) <

<  Qt W  (с (0 ) ■- « ( 0  Ф (*, * ) +  max Ж" (ж),

где

(? !=  max | / (ж +  с (0 ) — /(ж — с (0)1, 
t^o

IxKc(t)

f 0, если |х| -<с (0 ,
ф(^> ж) j  — y cf ( x ) W ' ( x ) ,  если | ж | >  с (0-

Пусть е и Л , е <  Л , — произвольные положительные 
числа и с (0 <  е при t >  Т. Поскольку функции —/' (ж) х 
и W ' (х) х положительны при х ф О ,  то, очевидно,

inf [ —Vc/ (х) W ’ (х)] >  0.
е<| х |<Я

Отсюда вытекает, что ф ( t , х) £ Ф  (В ), где В  =  {0 }. Наше 
утверждение теперь следует из теоремы 3.8.1.

Подчеркнем, что сходимость X х (f) к х 0 в теореме 5.1 
доказана нами лишь в предположении единственности 
стационарной точки — точки максимума функции / (х) 
и существования у  нее непрерывной производной. Ника­
ких ограничений на рост функции [ /' (х) | при | х  [ — оо
при этом не требуется. Как уже отмечалось выше, анало­
гичный результат для дискретной процедуры стохастиче­
ской аппроксимации не верен. Кроме того, и на функции

о*



a (t), с (t) пришлось наложить лишь условия (5.3) и потре­
бовать, чтобы с (t) —у  0 при t -> -o o .  Обычно же требуют 
также достаточно быструю сходимость с (t) к нулю при 
t —у оо. Нам удалось избежать этого, рассматривая от­
дельно области | х  | <  с (t) и | х | ^  с (t) при примене­
нии теоремы 3.8.1.

Рассмотрим теперь введенную в § 2 процедуру стоха­
стической аппроксимации Кифера — Вольфовица с ди­
скретным временем

Х ( * + 1 ) - Х ( 0  =

=  a ( t ) V c f ( X ( t ) )  +  ^ C ( t  +  i ,  X ( t ) ,  со) =  

=  Ф ( * + 1 ,  X ( t ) ,  со), (5.10)

где MG (t , х, со) =  0 для любых t ^  1, х  £ E t.
Производящий оператор марковского процесса X х ( t). 

определяемого соотношением (5.10), действует на функцию
V  (t , х) £ D (£  х )  п о  формуле

L V  (t, х ) = М У  х - f  a (t) Vc/ (х) +

+  7 § С ( * + 1’ *• © ) ) - F ( / , x ). (5.11)

Различные условия сходимости этой процедуры легко 
вывести из результатов § 2.7. Мы предлагаем читателю 
сделать это, решив следующие задачи.

З а д а ч а  5.2. Доказать, что если существует функция
V  (х ) £ С 2 , удовлетворяющая условиям (5.5) и имеющая 
ограниченные частные производные второго порядка, 
причем

1) - ^ V ( x )  +  - ^ f ( x )  2 +  M | G (£ ,* ,co )| *<

< M 1  +  F ( * ) ) ,  (5-12)

2) функция f  (x )  имеет непрерывные частные произ­
водные, удовлетворяющие глобальному условию Липшица,

оо

3) 2  «  ( 0 С(0 < ° ° >
1=0
ОО оо

4 ) 2  a ( t )  =  o o ,  2  $ 7§ - < ° ° >  с ( 0 < * 2.

<=0 1=0



то X х ( t) - у х0 п. и. при t - у  оо для любого х £ ЕI. Пока­
зать также, что это утверждение остается в силе, если 
условия 2), 3) заменить соответственно на условия

2)' функция / (х) имеет непрерывные вторые частные 
производные, удовлетворяющие глобальному условию 
Липшица,

СО

3 )' 2  a ( t ) c 2( t ) C o c .  
t= о

У к а з а н и е .  Вычислить L V  (х) ,  разлагая функцию V  ( х)  
по формуле Тейлора. Провести оценку L V  (х ) аналогично тому, 
как это было сделано в примерах 5.2, 5.3 для непрерывного вре­
мени. Далее воспользоваться теоремой 2.7.1.

З а д а ч а  5.3. Пусть существует функция V ( х ) £ С 2, 
удовлетворяющая соотношениям (4.11) и неравенству

(-^ -/ (х ), V 7 ( x ) j <  — ktV  (х), к i > 0 .  Пусть, кроме того,

1) первые производные / (х) удовлетворяют глобаль­
ному условию Липшица,

2) |2 +  M |G (;, X, ш )| -< М 1  +  М * ) ,

3) функции a ( l ) ,  c ( t ) ,  a(t)/c2(t)  стремятся к нулю
оо

с ростом t, причем У  a ( t )  =  oо.
(= 0

Доказать, что тогда процесс X х (t) сходится по вероят­
ности к ж0 при t - у  оо, х £ Е г.

У к а з а н и е .  Установить неравенство L V  [ — к^а ( t) +
+  к3у (<)] V  (х) +  к3у (t), где у (t) =  о2 (<) +  а (/) с (t) +  а2 ( «)/с2 (<), 
&з — достаточно большая постоянная. Далее применить лемму 4.1 
(с учетом утверждения задачи 4.2).
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СХОДИМОСТЬ ПРОЦЕДУР СТОХАСТИЧЕСКОЙ 
АППРОКСИМАЦИИ. II

Рассматриваются процедуры с. а. РМ  и КВ без пред­
положения о единственности корня уравнения регрессии 
или точки максимума функции регрессии. Устанавливают­
ся теоремы о сходимости в этом случае. Далее доказывают­
ся более точные результаты о том, что неустойчивые 
в достаточно сильном смысле точки соответствующих проце­
дурам детерминированных систем не могут быть с поло­
жительной вероятностью предельными для этих процедур.

§ 1. Предварительные замечания
В предыдущей главе при изучении процедур с. а. пред­

полагалось наличие априорной информации о том, что 
уравнение R  (х) =  0 имеет единственное решение (для

процедуры РМ ) или что функ- 
ция / (х) имеет единственный 

/|\ максимум (для процедуры КВ),
✓■рч / | \ Однако нетрудно представить

/  I \ х | \ ситуацию, когда наблюдатель
J ~ [  х, \j/ х~г \ ’х не имеет априорной информации

I  \ подобного рода.
Пусть, например, известно, 

рис 4 что скалярная функция / (х),
наблюдаемая с ошибкой, непре­
рывно дифференцируема и имеет 

два максимума (рис. 4) в точках хь  х 2, подлежащих 
определению. Пусть, кроме того, /' (х) х <  0 при всех 
достаточно больших | х |. Рассмотрим в Е i процедуру КВ



(4.2.5), в которой а (£) =  £-1, с (t) =  t~q:

X  (t -f-1) — X  (t) =

=  fg-i|~/( * + rg ) +  L i £ ( * ) +  g ( f  + 1 ) ] , Х (1 )  =  ж.

Здесь G (t), t =  2, 3, . . . ,— последовательность незави­
симых одинаково распределенных случайных величин 
с конечной дисперсией.

Д ля исследования предельного поведения при t ->  оо 
процесса X х (t), определяемого этими формулами, можно 
применить теорему 2.7.1. Однако не существует функции 
Ляпунова V  (х ), которая обращается в нуль в точках ж1; 
ж2, ж, положительна в остальных точках и удовлетворяет 
неравенству

f ( x ) V ' ( z ) <  0 (1.1)

всюду, кроме этих точек. Поэтому (см. § 2.7) теоре­
ма 2.7.1 позволяет получить лишь грубый результат 
о сходимости X х (t) к целому отрезку [x lf х 2]. Более эффек­
тивным оказывается применение теоремы 2.7.3, так как 
всегда существует функция V (х) >  0, удовлетворяющая 
соотношению (1.1) при всех х , отличных от x lt х 2, х  (см. 
рис. 4). В силу этого, из теоремы 2.7.3 легко установить 
следующий, более сильный результат (см. ниже § 2): 
с вероятностью 1 процесс X х (t) сходится к одной из точек 
Ху, х 2 или х. Но и последний результат вряд ли удовлетво­
рит наблюдателя, который при отыскании какого-нибудь 
локального максимума функции / (х) желает быть уверен­
ным, что не приблизится вместо этого к точке х  ее мини­
мума.

Таким образом, возникает следующий вопрос. Можно 
ли утверждать, что рассматриваемая процедура КВ обла­
дает для любого х  £ Е у свойством

Р{{со: lim X х ( t )  =  x t)  U {со: lim X х (г) =  ж2) Н  1, (1.2)
t - y c o  t —̂  со

т. e. что процесс X х (t) сходится п. н. к одной из точек х̂  
или х 2? Ниже мы покажем, что если функция /' (х) удов­
летворяет, например, условию Липшица, М | G (t) |4 <  оо 
и 1/4 << q <  1/2, то ответ на этот вопрос положителен.

Аналогичные (1.2) результаты будут также установ­
лены для многомерных процедур КВ и РМ, описываемых



либо стохастическими дифференциальными уравнениями 
( t >  0)

k

d X ( t )  =  a ( t ) [ R ( X ( t ) ) +  2  ar { t , X ( t ) ) d \ r ( t ) ] ,  (1.3)
Г=1

k

dX (t )  =  a (;t) Vc/ (X  +  2  a'  (*• Z  (<)) (0 , (1.4)
r = l

либо рекуррентными формулами (£ =  0, 1, 2, . . .) г)

x  (t +  l )  -  x  (о =
=  a (t) [R  (X  (£)) + G ( t  +  I ,  X  ( t), со)] =

=  Ф  ( t  +  1, X  (t) , со), (1.5)

X ( t  +  l ) - X ( t )  =  a ( t )V c f ( X  (*)) +  t $ G ( * + 1 ,  X ( t ) ,  co) =

=  Ф ( * + 1 ,  X  (/),«>). (1.6)

Марковский случайный процесс, определяемый урав­
нениями (1.3), (1.4) или соотношениями (1.5), (1.6) при 
начальном условии X  (0) =  х будем, как обычно, обозна­
чать X х (t).

§ 2. Общие теоремы

Всюду в этой главе предполагается, что коэффициенты 
рассматриваемых стохастических дифференциальных урав­
нений удовлетворяют условиям (6 ) § 3.7, а функции 
Ф  ( t , х, со), определяющие дискретные процедуры с. а .,— 
условиям (А ) § 2.3, причем MG (£, х , со) =  0.

Приведем теоремы о сходимости процедур с. а. (1.3) — 
(1.6) к множествам =  {х: R  (х) = 0 }  или В г — 
=  {х: df (х)/дх =  0 }. Эти теоремы не носят окончатель­
ного характера, поскольку, как будет показано ниже, при 
некоторых не слишком жестких предположениях можно 
гарантировать сходимость рассматриваемых процедур 
к более узким, чем В j или В 2, множествам.

Не стремясь к максимальной общности, будем ниже 
предполагать, что рассматриваемые функции Ляпунова 
V  (х) принадлежат С°, а множества В л и В 2 состоят из ко­
нечного числа связных компонент.

х) Определенно Vc / (х ) см. в § 4.2.



Т е о р е м а  2.1. Пусть X х ( t) — процесс, определяемый 
уравнением (1.3), и существует неотрицательная функция
V (х) 6 С°2, для которой

lim  V  (х ) =  оо, (2.1)
|я|->-оо

(П (х ) ,  < 0  при х % В и (2.2)

S  |ar ( ^ ) f a ( l  +  ^ W ) .  (2.3)
Г=1

Тогда процесс X х (t), х  £ Е г, сходится п. н. при t - >  оо 
либо к одной из точек множества By =  {х\ R  (х) =  0 }, 
либо к границе одной из его связных компонент, если только

с о  о о

a ( t ) >  0, ^ a ( t )d t  — oо ,  ̂a2 (t )  dt С  оо. (2.4)
о о

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (2.1), (2.2), (2.3) и условия
V (х ) £ С\ имеем:

и г  « = §  +  «  (<) ( я  (* ), § )  + 2  (<тг </, * ) ,  1 ) '
Г=1

k

< — в (0'| 5 г )  | + м * ( 0 3  1а г^ ’
Г=1

< — я(*)| (я (х )>  4 f ) | +  ^ a 2( i() ( 1 +  F (a;))-

Поэтому доказываемое утверждение является следствием 
теоремы 3.8.3 (см. также задачу 3.8.4) при F  (х) =  R  (х), 
q (t, х) -  0.

Т е о р е м а  2.2. Пусть X х (t) — процесс, определяемый

уравнением (1.4), функция непрерывна и существует

неотрицательная функция V  (х) £ С\, удовлетворяющая 
условиям (2.1), (2.3) и неравенствам

пР и *€ # 2 , (2.5)

a(t) (Vc/ ( * )— ^ - .  ■£■)<*(*)( 1 + ̂ (*)), '

?  ?  I df(x) \  ( 2 -6)
i g d / C o o ,  \ а (0  max V c/ (x ) d t< .oo .
о о *



Тогда процесс X х (t), х  £ Е ь сходится п. н. при t ->  оо 
либо к одной из точек множества В 2 =  {х: dfldx =  0 }, 
либо к границе одной из его связных компонент, если только

оо оо

а (t) >  0, j a ( t ) d t  =  oo, c ( t ) > 0 ,  j  dt <  оо. (2.7)
о о

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Учитывая (2.3), (2.5), (2.6) 
и условие V  (х ) £ С\, имеем при р (t) =  а ( t)/c (t )

L V  {x) =  ̂  +  a { t ) ( y j { x ) ,  ^ )  +

+ - ^ 2  ( м * . * )•  ^ ) 2 f <

^ ) |  +  “ W ( v c / ( x ) - ^ ,  £ )  +

+  * 3P2( 0 2  I Or (t, X)\z< - a ( t ) \ ( d- l ^ ,  ^ ) |  +
r = l

+  (g  (0  +  * 4p2 (0 ) ( !  +  v  (*))■

Значит, выполнены все условия теоремы 3.8.3, где F  (х) — 
=  dfldx, q (t, х) =  Vc/ (х) — dfldx (см. также задачу 3.8.4). 
Теорема доказана.

З а м е ч а н и е  2.1. Условия (2.6) выполнены, если 
первая (или вторая) производная функция / (х) удовле­
творяют глобальному условию Липшица, интеграл
ОО оо

j a ( t ) c ( t ) d t  ^или j a (t )  с2 (t) dt'j конечен и, кроме того, 
о о

(см. по этому поводу примеры 4.5.2, 4.5.3).
З а д а ч а  2.1. Показать, что теоремы 2.1, 2.2 остают­

ся в силе, если входящее в них условие V (х) £ С° заме­
нить условиями

h

V (х)  £ С 2, 2  х), - ^ y V ( x ) ^ . K (  1 +  F (x ) ) ,
r=  1



Приведем один простой пример приложения теоре­
мы 2.2.

П р и м е р  2.1. Пусть для функции / (х) £ С\ выпол­
нены условия:

а) lim  f ( x )  =  — оо,
Jx|->oo

б) a ( t )  (V c/ - | г ,  - g - ) < f f ( 0 ( l  +  |/(*)|),

оо оо

g ( t )  >  0, \ gd t с  О О ,  f a (t) max Vc f  ( х ) — d- ~ -  d t <  оо,
о о х

в) 2  1 о-г (#, x )|2< Z ( l  +  |/(a:)|).
Г=1

Тогда любое решение X х (t) уравнения (1.4) сходится п. п. 
к множеству В 2 при t оо, если выполнены соотноше­
ния (2.7). Для доказательства достаточно заметить, что 
в этом случае в качестве функции V (х), фигурирующей 
в теореме 2.2, можно взять функцию V (х) =  — / (х) +  С, 
где С — достаточно большая постоянная.

Следующие теоремы для дискретных процедур стоха­
стической аппроксимации являются следствием теоремы 
2.7.3 и замечаний 2.5.1, 2.7.1. Их доказательства ана­
логичны доказательству только что установленных утвер­
ждений. В этих теоремах используется обозначение 
U e,r (В ), введенное на стр. 54.

Т е о р е м а  2.3. Пусть марковский процесс X х ( t) опре­
деляется рекуррентно формулой (1.5) при начальном усло­
вии X х (0) =  х и существует неотрицательная функция 
V (х) £ С\, удовлетворяющая условиям (2.1) и неравен­
ствам

sup ( R  (х), dV ^  ]  < 0  для е > 0 ,

| R  (х) I2 +  М  I G (f, х, со) I2 <  К  (1 +  V (х)).

Если, кроме того,
оо оо

а ( 0 > 0 ,  2 а (0  =  оо> 2 а2( 0 < ° ° >  (2.8)
i = 0  t = 0

то для процесса X х (t) справедливо заключение теоремы 2.1.



Т е о р е м а  2.4. Пусть марковский процесс X х ( t) опре­
деляется соотношением (1.6) при начальном условии 
X х (0) =  х и существует неотрицательная функция 
V  (х) £ С 2, удовлетворяющая условию (2.1) и неравенствам

ОО

ж )  < - S ( t ) ( i  +  V  (х ) ) ,  2  S ( t ) < o c , ( 2 . 9 )
t=о

оо

2  а ( t) max | V c/ (х ) — д//дх \ <  оо, (2.10)
t = 0  х

sup для е> 0 ,
х£и е,  1/е (Я г ) '  ах 0Х '

|Vc/ (ж) |2 +  М | G (t, х, со) I2 <  X  (1 +  F  (ж)),

К  =  const. (2.11)
Если, кроме того

оо оо

а ( 0 > 0 ,  2 а (0  =  °°> K > c ( t ) >  0, 2  ^ т | < 0 0 ’г=о г=о
(2 . 1 2 )

т о  для процесса X х (t) справедливо заключение теоремы 2.2.
З а м е ч а н и е  2.2. Условия (2.9), (2.10) выполнены, 

если первая (вторая) производная функции / (х) удовле-
оо

творяют глобальным условиям Липшица, ряд 2  а (0  с (0/=о
оо

(или 2  а (0  °2 (0 )  сходится и, кроме того, справедливо
( = 0

неравенство

- £ . | < at (1 + f <*)).

§ 3. Вспомогательные результаты 
(непрерывное время)

В предыдущем параграфе были получены условия, 
при которых процедуры стохастической аппроксимации 
сходятся с вероятностью 1 к множествам B i  или В 2■ Одна­
ко оказывается, что иногда возможно гарантировать схо­
димость этих процедур к более узким, чем В 4 или 5 2>



множествам. К  обсуждению такой возможности мы сей­
час и переходим.

Рассмотрим сначала случай непрерывного времени. 
Д ля того чтобы охватить сразу процедуры Роббинса — 
Монро и Кифера — Вольфовица, запишем стохастическое 
дифференциальное уравнение в виде

h
dX =  a ( t ) F ( t ,  X ) +  P (0  2  o r (t, X ) d l r (t), (3.1)

r = l

F  (t , X )  =  F  (X )  +  q (;t, X ) ,

гдe F ( x )  =  B ( x ) ,  q ( t , x )  =  0, a  (t )  — ^ (t )  — a (t) для про­

цедуры (1.3) и F  (x) =  , q ( t ,  x ) =  V c f ( x ) - ~ p ~ ,

a ( t )  — a ( t ) , P (i )  =  e (0 / c (0  Для процедуры (1.4).
В условиях теорем 2.1, 2.2 процесс X х (t), определяе­

мый уравнением (3.1), сходится п. и. к множеству В  ста­
ционарных точек системы, описываемой обыкновенным 
дифференциальным уравнением

dX  =  a (t) F  (X )  dt. (3.2)

Среди точек множества В  есть такие, к которым сходятся 
все решения Z 0 (t) уравнения (3.2), начинающиеся в на­
чальный момент времени в достаточно малой их окрестно­
сти. Это — устойчивые точки системы (3.2). Однако мно­
жество В  может содержать и точки, не являющиеся устой­
чивыми в только что указанном смысле. В  ̂частности, 
точка х £ В  не будет устойчивой, если в некоторой ее 
е-окрестности U e (х) существует непрерывно дифферен­
цируемая функция U  (х) со свойствами

U  (х) =  0, U  (х) >  0 при х= £х ,
/ 8U \ ~  (3-3)

> 0  ПрИ X ^ U ^(,X).

Действительно, пусть некоторое решение X х (t), х ф х ,  
сходится к такой точке х. Тогда X q ( t )  £ U e (x) начиная 
с некоторого момента времени t0 и, значит,

~ £ ™ = ; a ( t ) ( F ( x ? ( t ) ) ,  ~ ^ ) > 0 , x 1 =  X S (t0), t > t 0.



Согласно этому соотношению

и  ( x Xi (0 ) >  и  оп),

что противоречит равенству U  (х) =  0.
Возникает естественный вопрос о том, могут ли точки 

х £ В , не являющиеся устойчивыми для системы (3.2), 
быть с положительной вероятностью предельными для 
процесса X х (t), определяемого уравнением (3.1) при неко­
тором х  £ ЕI.

Очевидно, без дополнительных предположений отно­
сительно матрицы диффузии А  (t , х) =  ( (аи (t, х )) ) =

k
=  2  o r (t , ж) о* (t, х) ответ на этот вопрос, вообще гово-

г= 1
ря, положителен. Если, например,

ат (f, ж) == 0, г =  1, . . ., к, (3.4)

то X * (t) =  x. Мы, тем не менее, покажем, что если для 
точки х существует функция U  (х), удовлетворяющая 
условиям (3.3) и являющаяся квадратичной формой, то 
при минимальных ограничениях на матрицу диффузии 
A  ( f , х) процесс X х (t) ни при каком х  £ Е г не может схо­
диться к х  с положительной вероятностью.

Точнее, обозначим через В  подмножество точек я из В , 
подчиненных требованиям:

а) для каждой точки х 6 В  существует симметричная 
положительно определенная матрица С =  С (х) и число 
е =  е (х) такие, что

(F  (х), С (х — х)) ^  0 при х £ U e (х),

б) для некоторых положительных постоянных аt и а2 
выполнены неравенства

к
a ^ S p  A (t, х ) =  2  | Or ( t , ж) |2-<а2-

Г=1

Условие а) для точки х £ В  выполнено, если, напри­
мер, функция F (х) непрерывно дифференцируема, а все



собственные числа матрицы1) (х) имеют положитель­

ные действительные части. (Д ля  доказательства доста-Q Р  .
точно воспользоваться равенством F  (х)  =  (х ) (х — х)  +

-\ -о (\х— х\) при х^>~х и применить лемму Ляпунова
др

и следствие к ней (см. § 6.3) к матрице — —  (х ). )

Т е о р е м а  3.1. Пусть х £ В ,  а вектор F ( t ,  х ) и функ­
ции a ( t ) ,  Р (t )  удовлетворяют условиям

оо оо

1) j p  ( « ) * < » ,  \ 2 М Ш . Л 1 < 0 0 ,

где
ОО

q (t) =  sup | F ( t ,  x) — F (x )  |, г(з(г) =  f p2 (u) du, 6 > 0 .
\ x -x \ < 6  t

2) для некоторых положительных постоянных б, К ,  
v <  2

| Sp [A  (t, х) — A (t, х )] | ^  К  | х  — х  |v

при | х  — х | <  б, t ^  1.
Тогда для любого х  6 Е ; решение X х (t) уравнения (3.1) 

не может стремиться с положительной вероятностью при 
t —*- оо к точке х.

Перед доказательством этой теоремы приведем ряд 
лемм.

Л е м м а  З Л .  Пусть х — точка из Е г, D  — некоторая 
ограниченная область, содержащая х, причем существует 
неотрицательная функция V  (t , х) £ С%, для которой

оо

1) L V  (t, х ) ^ у  (t), £ > 0 , x £ D ,  г^е
о

L  =  ±  +  a ( t )  ( F ( t , (М * .  * )» ж ) " ’
Г= 1

! ) Если у =  ф (х) — вектор-столбец из Ei ,  то есть матрица 

д<(ч ( х )
с элементами фгу- =  —г— — .



2) lim  V  (t , х (t)) =  оо для любой непрерывной функ-
t —У ОО

ции х  (t) со значениями в E i,  стремящейся к х при ( - >  оо.
Тогда для любого решения X х (t) уравнения (3.1) спра­

ведливо равенство
Р  {  lim  X х («) =  х )  =  0.

t - y o o

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим т =  X х  момент 
первого выхода траектории процесса X х ( t ) , х £ D , из об­
ласти D. Тогда в силу условия 1)

оо СО

L  (exp у ds| V ( t , x ) j  =  exp j  ̂у d s j [L V  —
t t

и, значит (см. лемму 3.8.1)
oo

(exp | j  y ( s ) * }  7 (т Д г , Х ( т Д t)) , J T t )
tAf

— супермартингал. Поэтому по теореме 3.6.1 существует 
с вероятностью 1 конечный предел

lim  V  (тД г, X х (тД <)) = r j .
t - y o o

Из конечности т) и условия 2) немедленно вытекает для 
любого х  £ D  равенство

Р {т =  оо, lim X х (t)  =  х} =  0.
t-УОО

Это равенство означает, что траектория процесса X х (t), 
начинающаяся в начальный момент времени из любой точ­
ки х £ D , с вероятностью 1 либо не стремится при t ->  оо 
к я, либо выходит из D  за конечное время. Отсюда выте­
кает утверждение леммы J).

З а м е ч а н и е  3.1. Лемма 3.1 остается, очевидно, 
в силе и для ограниченных снизу функций V  (t , х), так 
как в этом случае можно рассмотреть функцию F i (t , х) =  
=  V  (t , х)  +  с, где с — достаточно большая постоянная.

Л е м м а  3.2. Если а  (t , х) =  ( (а ;у- (£))), t ^  0, 
х £ Е п, — симметричная неотрицательно определенная

J) Более точно, здесь следует применить строго марковское 
свойство процесса X х (<). Аналогичные рассуждения см. ниже, при 
доказательстве теоремы 7.2.1.



матрица, a U  — U  (х) =  (Сх, х), С — ((с^-)), Сц =  сц, 
i, ;' =  1 , . .  ., п ,— положительно определенная квадра­
тичная форма, то

2f/Sp [а (t, х) С] —

г ,  V i  п  \ ч  i  v i  /t \ dU /0 г .
— U  2  а Ч  (*> х )  dx i dx j  ^  ~2 2  а Ч  (*> Х )  dXi  5^7 •

i ,  j = l  i , ; = l

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Неравенство в (3.5) эквива­
лентно, очевидно, неравенству

Sp [а (£, я) / (я)] ^  0, (3.6)

где / (х) =  ((/у (х ))) — матрица с элементами
п п п

S  Chlxhx l S  Cihxk 2  Cjlx l f
k, /=i h=i ;=i

Для справедливости же (3.6) достаточно установить неот­
рицательную определенность матрицы / (а;) при любом 
фиксированном х. С этой целью заметим, что

(/ 0*0 г/, */) =  (Су, у) {Сх, х) — (Сх, у)2 >  О,

каков бы ни был вектор у £ Е п.
Л е м м а  3.3. Функция

г v

W ( z ) =  f  dv f  ê L d u ,  z > 0, (3.7)
J J 1/ uv о 0 v

трижды непрерывно дифференцируема при г > 0  и удов­
летворяет условиям

2zW" +  W ’ =  2 -  2zW ’ , (3.8)

W  (z) =  In z +  О (1), z - у oo, (3.9)

г | 1 -  zW ' | +  W ' (z) z +  | W" (z) \z2 +

+  W"’ (z) z3 <  с, с =  const, (3.10)

tF" (z) <  0, Г  (z) >  0. (3.11)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соотношение (3.8) прове­
ряется непосредственно, а (3.9), (3.10) вытекают из уста­
навливаемых интегрированием по частям формул

W *  (2) =  ( - 1̂ - 11  +  о Щ ,  Z - + 0 0 , i =  1 ,2 ,3 ,
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Далее, для функции W " (z) справедливо равенство 

z V z  ezW" (z) =  2 (z +  1/2) Ф, (z),
где

Ф. ( z ) ~ ^ e u V u d u - 0 ^ .  
о

Функция же Ф ( (z) обращается в нуль в точке z =  О 
и, кроме того,

Ф 1 ( z ) =  — 2 (z+ 7 / V ' < 0  при z > 0 -

Отсюда при z >  0 вытекает неравенство ТУ" (z) <С 0. С по­
мощью предельного перехода нетрудно также установить, 
что и W "  (0) =  -  8/3 <  0.

Аналогично, функция W'" (z) удовлетворяет соотно­
шению

«**5/2ИГ” (=) = ф  (z)
2(з2 +  г +  3/4)

где

Ф 2 (z) =  Ф 3 (а) е2 - 1 eu ]/~udu, Ф 3 (z) =  .

Функция же Ф 2 (z) обращается в нуль при z =  0 и, кроме 
того,

ф; (z) =  (ф ; (z) +  Ф 3 (z) — V z) ez =

e*z V z ^  A -  A
=  ( i 2 + i q r w > °  при z > 0 -

Отсюда при s >  0 вытекает неравенство И7'" (z) >  0. 
С помощью предельного перехода устанавливаем также, 
что W'" (0) =  16/15 >  0. Лемма доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  3.1. Не огра­
ничивая общности, можно считать х =  0. Покажем, что 
существует функция V  (t , х), удовлетворяющая условиям 
леммы 3.1. С этой целью положим

V (t, х) =  Т (t) -  W  (z), z =  U  (я)/ф (f), (3.12)

где W  (z) — функция, определенная в лемме 3.3, U  (х) =  
5= (Сх, х) — квадратичная форма, входящая в определе­



ние множества В  и удовлетворяющая при | х  | <  е соот­
ношениям (3.3), а Т  (;t), ср (t) будут выбраны ниже.

Пусть | х  | •< min (е, б) =  Нетрудно видеть, что

L V  « ,  * )  _  Г  (() +  W  ( , )  z Л -  в  ( f  (х), “  )  -

£ ) -

- О -  2  * » » • * > <3-13>i, j= l
В силу леммы 3.2 и неравенства И7" (z) <  0 справед­

ливы соотношения

-  2  « л
г, 3=1

I  2  м * .  « > * ? £ ; <
г, j = l

^  — 4W" (z) z Sp [A  ( t , x) C ] . 

Поэтому, принимая во внимание (3.3), находим из (3.13)

-| ^ | < 2» " 2+w "){S p/ i ( i , ° )c + S p  [(А (г, (г, о »  с » .

Значит, согласно неравенствам (см. второе условие 
теоремы)

I [(^4 (t, х) — A (t, 0)) С] | х — x\v при | д: | < ! е4,

и (3.8), можно утверждать, что

№ (,, , ) < Г  ( , ) - 2 р (1) £§> +  ( t | + 2 p  (() И " (s )z+

I  + ^ “ |аа” я  W | ,|+ * . f ^ | i - » 4 " ( » ) l  M v.

где [.I (£) =  Sp [Л  (£, 0) С], k t — положительные постоян­
ные. Выберем теперь функции ср(£) и Т (t) так, чтобы

-in*



удовлетворялись уравнения

Д Ж  +  2 ц (0 - ^ #  =  О, Т ' =  2j l i  ( t) -̂ттг •
Ф (0 f w  ф (0  г  w  ф (О

Можно, например, положить
СО

Ф ( t) — 2 | ц (и) р2 (и) du,
t

Г (0  =  2 ( v H £ 2_ M d u =  (3.14)
w  J ф (») Ф(0) v 'о

Тогда, поскольку |/f/ (z ) > А 4|х|, то

« ,  г « "  <‘> г и  v ; + 1у  (,) 11 - г у " ! .
 ̂ L У ф (0 (ф (0)‘ - v/2 J

откуда, согласно ограниченности функций W '  ( z) У  z, 
|1 — zJF '(z )|zv/2 (см. (3.10)), получим окончательно нера­
венство

I V  (t х ) к Г а ^  4 ^  I ^  1  v С/1L7 (/ , * ) < А 6 [ у _  + _ _ 7_ 7-2J _ y (0 .

Заметим, наконец, что так как ф (0 ^ -а11К0> т0

оо -ф ( 1 )
Г Р2 (u) du [ d u] (ф  ( « ) )1-v/2<*7 J ^ 7 2 < ° °

и, значит, в силу первого условия теоремы, функция y(t) 
интегрируема на бесконечном интервале. Таким образом, 
V  (t, х ) удовлетворяет первому условию леммы 3.1, если 
в качестве области D  выбрана некоторая окрестность нача­
ла координат.

Пусть теперь х (t) — произвольная непрерывная функ­
ция со значениями из Е и для которой lim  х (t) =  0.

t —УОО

Так как в силу (3.7), (3.9) для некоторой положительной 
постоянной с при всех z ;> 0  справедливо неравенство

W  (z) <  In (1 +  z) +  с,



то (см. (3.14))

> 1 п ^ - 1 п  ( Н ^ У г ) - О  <p(f) \ ф («) I ^

>  In ф (0) — In (ф  (t) +  U  (х  ( t ) ) )  — с —у оо при t - y  оо ,

т. е. функция V  ( t , х) удовлетворяет и второму условию 
леммы 3.1. Нетрудно также видеть, что V  (t , х) ограниче­
на снизу по t ~ ^ 0 ,  x £ D .  Отсюда (см. замечание 3.1) 
вытекает утверждение теоремы.

§ 4. Вспомогательные результаты 
(дискретное время)

Рассмотрим теперь рекуррентное соотношение 

X  (t +  1) -  X  (t) =

=  a  (t) F  (£, X  (<)) +  Р (t) G (t +  1, X  (t), to) =

=  Ф  (f +  1, X  (0 , со), 

F (f, X ) =  F ( X ) + q  (t, X ) ,

x  (0) =  X , t =  0, 1, 2, . . ., (4.1)

частным случаем которого являются дискретные проце­
дуры РМ и КВ.

В § 2 были получены условия, при которых дискрет­
ные процедуры с. а. сходятся п. н. при f ->  оо к множе­
ству В — {х : F  (х) =  0 } стационарных точек системы

X  (t +  1) -  X  (<) =  а  (t) F  (X  (t) ) ,  (4.2)

где F  (х) — R  (х) — для процедуры РМ и F  (х) =  dfldx —
для процедуры КВ.

Соображения, аналогичные развитым в § 3 для случая 
непрерывного времени, наводят на мысль, что процесс 
X х (t), описываемый соотношениями (4.1), не может с по­
ложительной вероятностью сходиться к некоторым из то­
чек х £ В. Точный результат в этом направлении содер­
жит следующая теорема, в которой В  — подмножество 
точек х из В ,  подчиненных требованиям а), б) § 3, где



А  (t , х) — матрица с элементами (f +  1, х, со) X
X Gj (t +  1, х, со).

Т е о р е м а  4.1 . Пусть х £ В ,  а векторы F  (t, х ),
G (t , х, со) и последовательности a (t), р (t) удовлетворяют 
условиям:

1) существуют такие положительные постоянные б, 
К ,  v ^  2, что

| F  (х) |2 +  | Sp [A  (t, х) -  A  (f, * ) ]  | <  К  | х -  х [ »

при | х  — х  | < б ,  г ^  1,
2) sup М | G (t,  х, со) |4<  с», (4.3)

t ^ l ,  I х - х  |<б

3) ряды

V  R2 ( f\ у  « ( 0  9 (0 у  ( Р(0 \3

где
СО

^ ( 0 =  2  Р2(*)< 9 (0 =  sup \F (t, x ) — F (x )\ ,
b—t Ix-lcKfi

сходятся, причем a (t) ^  ft'P (t).
Тогда процесс X х (t), описываемый соотношением (4.1), 

не может сходиться с положительной вероятностью к точ­
ке х при t се ни при каком х £ Ei.

Перед доказательством этой теоремы сформулируем 
следующий вспомогательный результат, который уста­
навливается точно так же, как и лемма 3.1.

Л е м м а  4.1. Пусть х — точка из E t, D  — некоторая 
ограниченная область, содержащая х, причем существует 
ограниченная снизу функция V  (t , х), для которой

1) L V  (t , х) ^  у (г) при t ^  t0, х £ D ,
ОО

г<9<? 2  Y ( 0 < ° °  ( L — производящий оператор процесса
t=i

(4.1)).
2) lim  F  (£, ж (0 ) =  оо для любой последовательности

f —>оо

точек х (t) £ E h сходящейся к х при £ ->  оо.

Тогда Р { l im X х (0  =  х } =  0 для всех x £ E t.
t -+  ОО



Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  4.1. Не огра­
ничивая общности, можно считать х — 0. Достаточно 
показать, что существует функция V ( t , х ), удовлетворяю­
щая условиям леммы 4.1. По аналогии со случаем непре­
рывного времени (см. формулы (3.12), (3.14)), положим 
V (t , х) — Т  (t) — W  (z), z =  U  (х)/ф (t), где W  (z) — 
функция, определенная в лемме 3.3, U  (х ) =  (Сх, х) — 
квадратичная форма, входящая в определение множества 
В  и удовлетворяющая при | х | <  е соотношениям (3.3),

оо

ф (() =  2 ^ ц ( г { ) Р 2( « ) 1 Т  (t ) =  — In ф (t),
u = t

и (г) =  sP [A (t, 0) с].
Пусть | х | <  min (е, б). Очевидно,

L V ( t ,  x )  =  T ( t + \ ) - T ( t ) - W '  ( z ) U y -

- ^ М  y2 +  R ( t , x ) ,  (4.4)

где
Щ х  +  Ф  (t +  1, х, со)) U (х )

<p(t +  l )  Ф (< ) ’

R  (t, х ) =  — j  М [W " (z +  9j!/) — W "  (z)] у2,

0 <  0! =  04 (t, X ,  со) <  1.

При этом, поскольку U  (х) — квадратичная форма, то

У =  [ф (t +  I ) ] -1 • [2м- (0  Р2 (t) z +  2 (Ф  (t +  1, х, со), Сх) +  ,
+  (СФ(< f  1 ,х ,с о ),Ф (г  +  1,х,со))] '  ' ;

Подставляя (4.5) в (4.4), получим после простых вы­
числений равенство

L V  =  Т  (t + 1 )  -  Т (t ) -  W ' (z)- —

— (С Ф (г +  1, x, со), Ф (< + 1 ,  x, со)) —

*• “ >• C l? - w T T ) a m F { 't ' х)~

-F(x), Сх) -  (<) (f (*), Сх) + / (I, х) + R (I, x),
T< +  '  (4.6)



где

7 х ) = - 2фЧ« +  1) Р4W Z 2 +  м (СФ(г +  1, ж, ш),
Ф (t +  1, х, © ))2 +  4(я ( I ) Р2 (£)zM [2 (Ф  (t +  1, х, со), Сх}-\- 

+  (СФ(< +  1, ж, со), Ф ( «  +  1, х, со))] +

+  4М (Ф  (t +  1, х, со), Сх) (СФ (2 +  1, х, со), Ф ( f - f  1, х, со))).

Из леммы 3.2, согласно которой 

М (Ф  (t +  1, х, со), С г)2 <  U  (х) М (СФ (t +  1, х, со),

Ф (t +  1, х, со)),

и неравенства W "  (z) <  0 имеем 

— ^ Г р 1 )М (С ф ( « + 1 ,  х, со), Ф (*  +  1, х, со)) —

~ 1 ^ Т Т Г М (ф (г  +  1’ -г ’ с * )2<

^  (  W ' ( z )  . 2 W " ( z ) U ( x ) \
\ф(1 +  1) ' ф2(« +  1) /

X М (СФ (t +  1, х , со), Ф  (t +  1, х, со))<;

< - ( W" W  +  2 B - (2 )s J | 5j) x

М (СФ (< + 1 , х, со), Ф  ( f - j - 1, х, со)) 

ф(*+1) '
Так как, кроме того,

Ф ( 0  —  \ I 2У- (О Р2 (О
ф ( г + 1 )  ^  ф(<+1) ’

а функция W  (z) удовлетворяет соотношению (3.8), то 

~ Ф ^ + 1 ) М (С ф ( г +  1 ’ х > <°)> ф ( ( +  ! .  х,  со)) —

- ^ Т 1 ) М (Ф (г +  1’ а:’

< -  ( 2 - 2 z W ' (z) +  W ' ' (z).z/',(y 2(t)) х  
V w  ф («+1) I

ч, М (СФ(< +  1 , и ), ф («  + 1 , х, со))

Х Ф(< + 1)



Из (4.6) и последнего неравенства, учитывая также (3.3), 
получим

(« Ч-1) — 2™ (0  —

— ф(*-И)

- №  (О Р2 (*) -  м  ( СФ (f +  1, я, <0), Ф (* +  !.  *.  ®))1 +
ф I 1)

, * tTT (2) a (t) 4W" (*) гц (J) РЧО v
ф (г + 1) ф2 ( г + 1)

х  М (С Ф (*+ 1 , х, со), Ф (г +  1, х, ©)) +  /(<, * ) + Д(<. *)•

(Здесь и ниже /сг — положительные постоянные.) 
Поскольку, далее, функция W "  (г) z ограничена

М (СФ (t +  1) x i ©)> Ф  if 1» x i w)) =
=  a 2 (CF  01, х), F  (*, ®)) +

+  р2 Sp (.А (t, я) —  Л (£, 0))£ +  Р2 (0 Iх (f)y
| х | <  к2У~й, a [х (0 ограничена снизу, то последнее нера­

венство можно записать в виде 

T V  ' T i t  \ \\ Т  lt\ ^Р2 (О И-(г) 2 —2zW” ^

X {a 2 (CF  (t, x ) , F ( t ,  х ) )+ р 2 Sp [{A {t, х ) - А  (t , 0)) С ] } +

г «(1)}(1) , P«(Q 1 , , ц .  *) +  /?(*, х). 
1-Уф(4 +  1) 'Ф2 ( ‘ + 1)-1

Заметим еще, что в силу условия 1) теоРеМЫ 

I a 2 (CF  (t, х ), F  (t, х)) +

+  Р2 Sp [ ( А  (;t , х )  -  A  ( t ,  0 )) С ] \ <

<  /с4 [а2 (£) с/2 (0  +  Р2 I *  И

и, кроме того,

Г  (t  +  1) -  Т  [ t )  -  2р2 (0  ц (*)/Ф (/ + 1 )  -
2р2 (0 (х (*)

=  In (1 +  2р2 (г) ц (О/ф ( г + 1 ) ) "  V c i T T T  ‘



Поэтому

, у  [■•“In , I. Г «<0»<0 I Р‘ М 1 .L V < h —  + * „ | 7 = = + iF ijT l j j  +

ф * (*+ !) +1 (t, х) R (£, х). (4.7)

Используя ограниченность функций W '  (z) z, W " (z) z\ 
неравенства

| F  (t, x) | ^  | F  (x) | +  | q (t) I, 

a ( f ) < t f p ( 0 .  P ( * )< * 7 V M » ( *  +  1)

и оцеиивая величины (СФ (f +  1, х, со), Ф  (f +  1, х, со)), 
(Ф  (t +  1, х, со), Сх) с помощью неравенства Коши — 
Бупяковского, получим, что

<4-8)

Осталось оценить остаток R (t, х). С этой целью заме­
тим, что в силу равенства

W "  (z +  0,1/) -  W" (z) =  W ” (г +  02j/) 0,г/,

О <  02 =  02 (t, Ж, (О ) ' <  1

Л  (£, х) можно записать в виде R  (t , х) =  /?! (£, х) +  
+  Л  2 {t, х ), где

Rl (t, х) =  — 1/2 MW7" (z +  02J,) O j^xr,

Д 2 (t, x) =  -1/2M  [ W '  (z +  01У) -  W "  (z)] y h f  ( }

Здесь Хг — характеристическая функция множества Г =  
=  (со: z/2 +  02г/ > 0 } .  Из (4.5) вытекает соотношение

&9. У г | Ф  я, со) | 4 1 0 -

Уф  (t + i )

Поэтому, в силу положительности W'" (z) и ограничен­
ности функции Ил"(2 +  02г/) ( У г ) 3 Хг, 

fli(< , х ) <

< ( у _ ^ ^  M W "  (z +  0 ^ ) ( У г ) 31Ф (< + 1 ,  х, ш) |» ХГ<

,»„м|Ф<1+1.«.«)|» jsm+cMi)»3»  ,/.<*! 
<  ( V t C  +  D )' «+ < ) ) ’  "  ( ’



Для оценки величины R 2 (t, х) заметим, что из нера-
в ет  гва z ^ -f- 02у ^  0 вытекает неравенство у ̂  0 и, зна­
чит, согласно (4.9),

х)<

(t+1 ) ^  I ^  (г +  01*/) — W" (г) 11 Ф  (t -j- 1, х, ю) |2 %rz.

т. (4.12)
спользуя теперь очевидное включение

|  f c  {<o; x  m)|j  _

находим из (4.12)

x > < W + l )  м  | Ф  (I + 1 ,  X , <o) .

(413)'
принимая во внимание (4 7) (4 8) (4 Ш  (4 IS)

окончательно получаем оценку ( ( } ’

L V ^ k , 7 Г -  Р2 ( 0 _  | a ( t)q(t) • / В (г) \3т
( . + ) ) + v | 5 T ! )  +  ( y = ^ )  ] - ? < < > .

причем, как это вытекает из утверждения 5 на стр. 293

книги Фихтенгольца [1] и условий 3) теоремы, ряд 2 ?  (О 
сходится. f" °

* !а,К7 е2 ’ точно так же, как и при доказательстве тео-

любой сходящ ейся^’ Ч™ F  °°  " РИ * °°  ДЛЯх (л  р  т  1 11СЯ к нулю последовательности векторов
мы 4 1 т 1" аким образом, выполнены все условия лем­
мы 4.1. Теорема доказана.

в теор бе4 V i "  6 4<1' П°  сРавнению с теоремой 3.1, 
°° ‘ ' содержится дополнительное условие

|=о ^   ̂  ̂ (̂  4  I ) ) 3 <  00 на последовательность р (t).

при f  в ™ ВЪ1П0ЛНеН0’ если Р W ~ 9 > 1/200• Ь  самом деле, в этом случае

1|>(<-И)= 2  Рг (г) ~  fcz/*29-1
i = i + l  *

®’ Значит, (Р Ф ! У Щ ^ Л ) У  ^  ks/t3' 2,



§ 5. Одномерные процедуры

Теоремы 3.1 и 4.1 позволяют (при некоторых дополни­
тельных условиях) уточнить результаты § 2 о предель­
ном поведении процесса с. а. X х (t), так как согласно этим 
теоремам процесс X х (t) не может сходиться к точкам 
х £ В а  В .

Мы ограничимся здесь для простоты одномерными про­
цедурами, хотя соответствующие результаты могут быть 
легко получены и для процессов с. а. в Ei.

В одномерном случае нетрудно дать простое условие 
для того, чтобы точка х  £ В =  {х: F  (х) =  0 } не являлась 
устойчивой в смысле § 2 для уравнений

dX =  а (0  F  {X  (*)) dt, X  (t +  1) -  X  (t) =  a  (t) F  (X  (£)).

Именно, такими точками будут те точки х, для которых 
F  (х) (х — х) ^  0 в некоторой окрестности х. Поэтому для 
процессов стохастической аппроксимации в Еу можно 
получить довольно простые результаты о сходимости.

Будем предполагать, что множества В\ и В 2, где функ­
ции R  (х) и /' (х) соответственно обращаются в нуль, со­
стоят из конечного числа отрезков и конечного числа то­
чек. Введем также множества

By =  { х : R (х) =  0, inf А (t , х) >  0, R  (х ) (ж — х) >  0
1̂ 0

в некоторой окрестности точки х),

В2 --={х: /'(д:) =  0, in f A (t, х ) > 0 ,  f ' ( x ) ( x  — ж )> 0
<=! 0

в некоторой окрестности точки х},

где А (t , х ) =  а2 (t , х), если время непрерывно, и А  (t , х) =  
=  МG2 (t +  1, х, со), если время дискретно. Заметим, что 
изолированные точки х £ В 2 являются точками локально­
го минимума функции / (х).

Т е о р е м а  5.1. Пусть для некоторого г >  0

R  (х) х <  0 при \х | >  г, sup а2 ( t , х) <  оо,

в любой окрестности каждой точки х функция а (t , х) 
удовлетворяет условию Гелъдера по х равномерно отно-



сительно t'^> 0, а функция a (t) удовлетворяет соотно­
шениям (2.4). Тогда любое решение X х (t), х £ Е и урав­
нения

dX it) =  a ( t ) [ R { X  (t))  +  a (f, X  (t)) dt (f)l, X  (0) =  x

(£ (t) — стандартный винеровский процесс) сходится п. н. 
при t —v оо к одной из точек множества В ,\ В 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим положительную 
функцию V  (х) £ С 2 , удовлетворяющую условиям:

1) R  (х) V ’ (х) С  0 при х  £ By,
2) V (х) линейна при | х  | >  г. (Такая функция всегда 

существует. Например, если R ’ (х) непрерывна, то при 
| х  | ^  г можно положить

Я
V (х) =  — | R (и) du С).

о
Тогда

a2 {t, х) V" <  к,

если к — достаточно большая положительная постоянная, 
поскольку dWIdx2 =  0 при | х \ >  г. Поэтому из теоре­
мы 2.1 вытекает, что X х (t) сходится к одной из точек 
множества В t. В силу же теоремы 3.1, условия кото­
рой, очевидно, также выполнены при F (x )  =  R (x ) ,

q (;t , х) = 0 ,  a (t) =  Р (t) =  a (t)

Р {lim  X * (;t) =  х )  =  О,
t—УОО

если х £ Ву. Теорема доказана.
Т е о р е м а  5.2. Пусть функция f  (х) удовлетворяет 

условию Липшица и для некоторого г >  0

/' (х) х  < .  0 при | х  | >  г,

а функция о (t, х) удовлетворяет условиям теоремы 5.1. 
Пусть, далее, для функций а (<), с (t) выполнены соотноше­
ния (2.7) и, кроме того,

ОО



Тогда любое решение X х (t), x £ E i ,  уравнения

dX (t) f iX W +  C {l)) ~2 f {X {t) ~  C (0)'+ o (* , X  (0 ) dt ( * ) ]  ,

X  (0) =  £,

сходится п. н. при t —*■ oo к одной из точек множества 
В 2\ В 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим, как и при дока­
зательстве предыдущей теоремы, функцию V  (х) £ С 2, ли­
нейную при | х | >  г и такую, что

/' (х) V ' (х) <  0 при х  g В 2.

Эта функция удовлетворяет условию (2.6) теоремы 2.2 (см. 
замечание 2.1), поскольку | V ' | ограничена, а интеграл
со

j  a (t) с {t) dt конечен в силу (5.1). Кроме того, ограни-
о

чена и функция а2 (t , х) V" (х). Поэтому согласно теоре­
ме 2.2 процесс X х ( t) сходится п. н. при t —*■ оо к одной 
из точек множества В г.

Доказываемое утверждение вытекает теперь из теоре­
мы 3.1 при F  (х ) =  /' (х ), q (t , х) — V c f  (х ) — f  (х), 
a (t) =  а (;t), р (t) = a ( t )/ c ( t ) .  (В проверке нуждается 
лишь соотношение

t

Однако оно вытекает из (5.1), так как в силу условий 
Липшица,

<?(*)= sup \ (f (x  +  c) — f ( x  — с))/(2с) — /'(ж) | <
t ^ 0 , \ x - y \ < 6  »

^  ^6, уС (t) для любых б >  0, у £ E t.)

Приведем теперь аналогичные результаты для дискрет­
ных процедур. При этом для простоты формулировок 
будем предполагать, не оговаривая этого особо, что функ­
ции R  {х), MG2 (t , х, to) удовлетворяют локальным усло­
виям Гельдера с некоторым показателем а >  0 равномер­



но по £ =  1 ,2 , . . ., а величина MG4 (t , х, о ) ограничена 
при всех х  £ E it t =  1 , 2 , . . .

Т е о р е м а  5.3. Пусть
sup R  (х)  х <  О

П<|ж|<Г2
при всех достаточно больших г1; г2, последовательность 
a (t) удовлетворяет соотношениям (2.8), ряд

Ц  ,  I м — V <5-2)

сходится и выполнено неравенство

I R  (х) |2 +  МG2 ( t , х, со) <  К  (1 +  х2), К  =  const. 
Тогда процесс X х (t), х  £ Е i, определенный формулой (1.5), 
сходится п.н. при t ->  оо в одной из точек множества
В 1 \ В  1.

Как уже отмечалось выше, ряд (5.2) всегда сходится, 
если а (t) ~  at~p, а >  0, р >  0.

Т е о р е м а  5 Л .  Пусть

sup /' (я) £ <  0
Г1<|Ж|<Г2

при всех достаточно больших п ,  г 2, функция /' (х) удовлет­
воряет условию Липшица и выполнено неравенство

| /' (х) |2 +  MG2 (t , х, с о )<  К  (1 +  х2), К  — const.

Если, кроме того, для последовательностей a (t), с (/) 
справедливы соотношения (2.12) и

ОО

у  Г± У± .СЖ  +  ( а у /с(*>Л 31 <  по, (5.3)
L У ф (0  ' V t ( i )  ' -I

оо

где i|)(£) =  2  a2(i)/c2{i), то процесс X х (t), х^Еу, опре- 
| К '! i = f + l

деленный с помощью (1.6), сходится п. н. при £->-оо
к одной из точек множества В2 \  В2.

З а м е ч а н и е  5.1. Если а (t) ~  at~p, с (t) ~  ct~q, 
гДе а, с, р, q — положительные постоянные, то усло­
вия (2.7), (5.1) или (2.12), (5.3) выполнены, если р  ^  1, 
2д — 2р +  1 <  0, q >  1/4.



Г Л А В А  6

АСИМПТОТИЧЕСКАЯ НОРМАЛЬНОСТЬ ПРОЦЕДУРЫ 
РОББИНСА -  МОНРО

Доказаны в несколько более общих, чем обычно, усло­
виях известные результаты Сакса [1] об асимптотической 
нормальности дискретной процедуры РМ. Аналогичные 
результаты получены и для непрерывной процедуры РМ. 
Кроме того, установлено, что при соответствующей нор­
мировке и в соответствующем масштабе времени распре­
деления процедуры РМ близки к распределениям некото­
рого гауссовского марковского стационарного процесса 
с непрерывным временем. Доказана и сходимость момен­
тов нормированного процесса к соответствующим момен­
там нормального закона.

§ 1. Предварительные замечания
Введем сначала одно обозначение, которое будет неод­

нократно использовано в последующем изложении.
Йусть X  ( t) — случайный процесс со значениями из E t. 

Будем писать

X  (*) ~  9} (m, J ),i

если при f —>- оо процесс X  ( t) асимптотически нормален 
с параметрами (т , S ),  т. е. распределение вектора X  (£) 
слабо сходится к распределению гауссовского случайного 
вектора со средним т, и ковариационной матрицей S.

Рассмотрим процесс стохастической аппроксимации РМ 
с непрерывным или дискретным временем, задаваемый 
соответственно дифференциальным уравнением (4.4.1) или
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рекуррентной формулой (4.1.9) *). Оказывается, что если 
а (j) =  a lt , а =  const > 0  и выполнены некоторые огра­
ничения на R  (х ) ,  a r ( t , х ) (или G ( t , х, со)), то можно гаран­
тировать асимптотическую нормальность величин Y  (t) — 
=  Y t  (X  (t) — я0), где х 0 — единственное решение урав­
нения R  (х) =  0. Одно из таких ограничений состоит 
в следующем: функция R  (х) допускает представление

R  (х) =  В (х — х 0) +  б (* ),

б (х) =  О (I X — Хй |) при X ->  £„,

где В — постоянная матрица.
В случае непрерывного времени для процесса Y  (t) 

получим с учетом (1.1) уравнение

dY ( t )  =  ± Y ( t ) d t  +  ̂  ( б ( X ( t ) ) d t  +

h

+  2 ar (*, X (< ) ) «& (О ) ,  (1 -2)
Г=1

где А  =  аВ +  J/2. (Здесь и ниже буквой /  обозначается 
единичная матрица.) Поэтому, рассматривая (1.2) как 
линейное относительно Y  ( t) неоднородное уравнение,
будем иметь

Y ( t )  =  eA 1п <*/•> V s (S  — « 0) +

р .A  In (</u)  , J L  v+ а J — —  (б (Х  ( u ) )d u +  2  "г(», X  (u))db,r (u) j , (1.3)
g V  T =  1

если X  (s) =  £.
Для того чтобы получить аналог формулы (1.3) для 

дискретного времени, умножим обе части (4.1.9) 
на Y t  +  1. Тогда из (1.1) и справедливого при t ->  оо

*) Всюду в данной главе при рассмотрении стохастического 
дифференциального уравнения (4.4.1) (рекуррентного соотношения 
(4.1.9)) предполагается, что выполнены условия (В ) § 3.7 (усло ­
вия (А ) § 2.3). Эти условия не всегда будут оговариваться. Кроме 
того, в случае непрерывного времени постоянно предполагает­
ся, что для  любой точки х £ E i  и всех t ^  1 существует единствен­
ное п. н. решение X  (t) =  Х 1.* (() уравнения (4.4.1), отвечающее 
начальному условию X  (1 ) =  х.
II М. Б. HeRP.TihP.rm Р Я Х яр.ьминркий



соотношения

v m = v i ( i + i + o { ± ) )

найдем, что

Y ( t  +  i ) - Y ( t )  =  ± Y { t )  +  l ^ - ( X ( t ) - x 0) +

+  a V t+ i  ( 8 (X { t ) )  +  G ( t + l , X ( t ) ,  (О)), (1.4)

где элементы матрицы С (t) есть О (V*) при t~>oo. Из (1.4), 
последовательно выражая Y  (к +  1) через Y  (к), получим:

t

Y ( t + l )  =  A s. lt V l ( £ - * „ ) +  2  ^ [ С { к ) { Х { к ) - х 0) +
h=s

+  « ] /  1 + 1 ( б ( Х ( А ) )  +  С (А  +  1 ,Х (А ),  ю )) ] .  (1.5)

Здесь

* , _ /  П И 4 ) .
 ̂ /  k =  t.

Аналогия между формулами (1.3) и (1.5) становится 
ясной, если иметь в виду полезное для дальнейшего 
равенство

^ « * = ( /  +  в м )е 41п(,/ь), * = 1 ,  2, . . . ,  г - 1 ,  ( 1.6 )

где |[0ft(||-vO при &-> оо равномерно по t ^ k 1). Здесь 

и ниже через ||-6|| =  1/ 2  &!j мы обозначаем норму ма-
г, 3= 1

трицы B =  ((bij)).

г) Д ля  доказательства (1.6) достаточно разложить In (/  +  А/т)  
по формуле Тейлора при всех достаточно больших то и воспользо­
ваться тем, что частичные суммы гармонического ряда растут при 
п -*■ оо как In п.



Таким образом, изучение асимптотического поведения 
Y  (t) сводится к исследованию процессов

t ft
(* р-4 In ( t/u) (- -i

■ / i(0 = ) v - d u +  (1.7)
s r =  1

в случае непрерывного времени и процессов вида
t

( 1 -8 )
I/и

U — S

в случае дискретного времени, где Wr (и), г =  О, 1, . . .  
. . . ,  к, ф (и) — ври измеримы х).

Для исследования /2 (t) нам также понадобится сле­
дующее утверждение об асимптотической нормальности 
суммы большого числа малых и слабо зависимых случай­
ных величин. Пусть

т =  2  Ьи, й=1
где \tki t =  1, 2, — последовательность серий
случайных векторов из Ei. Обозначим

Sth =  МЫт, Bth=  М (ЫТи | Ьи ■■■, bk-i),
* Г 1, если \1т \ > г ,

t t k ,  % tk  j  е с л и

Т е о р е м а  1.1. Предположим, что выполнены условия

М (W & i ,  • • h - i )  =  0, (1-9)
t

sup 2  M|Hife|2< o o ,  lim S t =  S, (1.10)
t ^ l  h = l  i - > 03

t

lim S  M|| Sth- R t K  11 =  0 ( l -И )
t~yco k = l

и для любого г >  О

lim 2  M|bfc|'X‘ft =  0. (1.12)
i-> oo ft=l

Тогда £ (f) ~  Я  (0, 5).

*) ст-алгебры 0?и для случая непрерывного времени введены 
на стр. 79, а для случая дискретного времени — на стр. 48.



Д ля доказательства этой теоремы нам понадобится 
следующая простая

Л е м м а  1.1. Пусть | и т] — случайные векторы из Е х,

/ (w) =  Mei<u> ё>, g ( u ) =  Mei(u' T'), и 6 Е и

— соответствующие им характеристические функции, 
а Xi ( е) (Хл ( е)) — случайная величина, равная 1 при
I £ I >  е (| т| | >  е) и нулю при | % | <  е (| т] | <  е).
Предположим также, что £, т] имеют конечные вторые 
моменты и

S i =  М Ц *, Sn =  Мг)Г)*

— их ковариационные матрицы. Тогда для любых и £ Е г, 
е <  | и |-1 справедливо неравенство

/(и) — г ( а ) К | ( и ,  М(Е — n))l +
+  у  ц2 II Si — Sn II +  8 1 м |3 [М (| ? |2 +1 "П |2)] +

+  - | М а М  [ Х б ( в ) | 5 | ,  +  Х ч ( е ) | л | * ] -  ( 1 - 1 3 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разлагая ехр {£ (и, х ) }  
по формуле Тейлора до четвертого члена в области 
| х | е и до третьего члена в области | х \ >  е, получим 
при некоторых 0! (х, и), 02 (х, и), | 0г (х, и) | ^ 1 ,
соотношение

/(“) — *(“)Id  м (it, I— П)| +
+  4 1 м (и, D* (1 -  XI (8)) -  М (и, ТО* (1 -  X, (8)) I +

+  | М [01 (Ъ, и) {и, t )3 (1— Х| (е ))—01 (л, и) (и, л )3 (1— Хг, (е))] | +  

+  |М[02(|, и) (и, |)2Х|(е) — 02 (Л. и) (и, л )2Хп (е)]|<

d  М ( « ,  £-т1)| +  у | М [ ( « ,  Е)2- (м ,  П)2]| +

+  \  М [(и, ?)2 Хб (е) +  (и, л )2 Хп (е)1 +

+  М [| (и, £) |3 (1 -  xs (в)) + 1 (и, тО |3 (1 - Хт) (в))].

Так как | (и, х) | < ; е | и | при | х  | <  е, то последнее 
математическое ожидание мажорируется величиной

е | и | М [(и, |)2 +  (и, Г))2].



Отсюда и из того факта, что М (и, £)2 =. (S^u, и), 
М (и, г))2 =  (S-qU, и), вытекает утверждение леммы.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1.1. Обозна­
чим r\th, к — 1, . . ., t, независимые между собой и от 
\th гауссовские случайные векторы с нулевым средним 
и ковариационными матрицами S th. Пусть, кроме того,

* (“ ■ 2  hk) Ч и- 2
f t (u )  =  Me h- i , g t ( u ) =  Me h~ l

ftk (u) =  Mei(u- e**) , (m) -  Mei(u’ 4» ).

В силу теоремы о непрерывном соответствии между функ­
циями распределения и характеристическими функциями 
достаточно доказать для фиксированного и справедливость 
соотношения

lim [ft (и) — gt (и)] =  0. (1.14)
t - >  ОО

Д ля доказательства (1.14) запишем сначала очевидное 
тождество

( t
* (“ ■ 2  h t )  4 U' 2  ’i(ft)

б h = l  — е  h=l =

=  2  (115 ) 
й=1

в котором

ft-1 <
— 2  2  Ло-. к =  2, t 1,

j= i ;=ft+i

( /-1
?ti=  2  'H ij '' ~  2

i=2 3 = 1

f tk=  M (e1(u’ s»V b i ,  b *-i),



имеем

\ft ( u ) - g t ( u )  | =

=  |М 2  М ([e i(u> -  ei(u’ Т|» )] ei(u’ , b *-i) | =
fc=l

' _  Ч и-.Е &и) 2  Чу)
=  |М 2 {/ < ft (w) e Me 3- h+ 1 —

fc=l

*(“ - 2  £<;) Ч и> .2  ^tj)
— gth(u) e J- 1 Me }~h+ l } | <

<  2  M \ftk(u) — gth{u)\. (1.16)
ft=i

Применим теперь лемму 1.1 для оценки разности 
I ftk(u)  — gth(u)\. Учитывая условие (1.9), находим

17 th (и) — gth(в )| < |  и21| Sth — R lh || +

+  е | и р [М | ttu |2+  М (| Ы  \2И,и • • •, hk-i) ] +

+ у  Iw I2 [М | t]ffc |2 Xnth (8) +  М (| |2 Xfft/lni 1)]- 1.17)

В силу неравенств (1.16), (1.17), а также условий 
(1.10) — (1-12) для доказательства теоремы достаточно 
убедиться в справедливости соотношения

(
S  м I r\tk I2 Хп . (е )  —> 0 при «->0о. (1.18)

ft=i ЕЯ

Чтобы установить (1.18), заметим прежде всего, что 

sup HSrt ||<Z2 sup M | b l2< Z 2{e2+  sup M | |2 xfft}-

Отсюда и из (1.12) вытекает равенство 

lim sup || S th II =  0.
t-yoo i^h^t



Далее имеем 
( /

2  М { | ^ | 2И , ( е ) } < ^ 2 М К П4<  
h= 1 h= 1

t t

< § -  2  i i i i a<- §-  2  i i и sup i i ^ i k
£  ft= i

t

■ ^4 r  2  M I i 2 sup i i^ ft i i -» -0 при *-►<».
ft=l

Тем самым (1.18), а значит, и утверждение теоремы дока­
зано.

В следующих параграфах будет исследоваться асимп­
тотическое поведение процессов Y  (£), определяемых фор­
мулами (1.3), (1.5). При этом сначала, в § 2, при некото­
рых дополнительных ограничениях (условия 1,2,2') будет 
получена формула

м | Х (о - * о | 2= о ( { ) .

Далее, в §§ 3,4, мы покажем, что-в правых частях вы­
ражений (1.3), (1.5) все суммы кроме последних близки 
к нулю в том или ином вероятностном смысле. Точнее, мы 
докажем, что в том или ином вероятностном смысле спра­
ведливо соотношение

г  И  In (l/u )  *
Y  (t) ~  а ]  - ~ у ~  2  (и, X  (и))  dtr (и) (1.19)

S V “  Г=1

Для случая непрерывного времени и соотношение
t

Y ( t ) ~ a % ^ - G ( k + l , X ( k ) ,  со) (1 .2 0 )
h=s *

Для случая дискретного времени.
Затем, в §§ 5, 6 будет доказана асимптотическая нор­

мальность (и установлены более точные свойства) процес­
сов в правых частях формул (1.19), (1.20) (для исследова­
ния последнего процесса и будет применена теорема 1.1).

Наконец, в § 7, изучается асимптотическое поведение 
моментов процесса Y  (t) как в случае дискретного, так 
и непрерывного времени.



§ 2. Асимптотическое поведение решений

В этом параграфе будут приведены условия, гаранти­
рующие достаточно быструю сходимость к точке х 0 про­
цесса с. а., определяемого либо уравнением

h
dX (t) =  ~  (R  (X  (t)) dt+  2  (t, X (t)) dir (t)), x  (s) =  Z,

r = i
(2 . 1 )

либо рекуррентной формулой

X  (t +  1) - X  (0 =  ±  (R  (X  ( t ) ) + G ( t + 1, X  (t), со)), X  (s) =  C.

(2 .2)
Как обычно (см. § 3.3 и § 2.3), мы считаем, что винеров- 

ские процессы t r (t) (семейство случайных величин 
G (t, х, со), х £ Е { )  измеримы относительно монотонной 
системы cr-алгебр , 'рt и приращения l r (t +  h) — cr (t) 
не зависят от (G (t -f- 1, x, со) не зависит от JFt)‘ Мы 
считаем также случайную величину Z, ^-измеримой.

Будем предполагать, что выполнены следующие огра­
ничения. .

У с л о в и е  1. Существует симметричная положитель­
но определенная матрица *) С и % >  0 такие, что при всех 
х £ E i

(CR (х), х — х й) <  — I  (С (х — х 0), (х — х 0)),

2 а % >  1.

У с л о в и е  2. Для всех t ^  1, х £ E t
h

I Я(ж)| +  2  I ar(t, x) |<;A'(1 + 1 a: |), K  =  const.
r =  1

В случае дискретного времени последнее условие будет 
заменено на

У с л о в и е  2'. Для всех £ =  1 ,2 , . . . ,  х £ E t 

| R  (x) |2 +  М | G ( t ,  х, со) |2 <  К  (1 +  | x |2).

Заметим, что при выполнении условий 1, 2 и условий 
(В ) § 3.7 решение X s’ Е (t) задачи (2.1) существует для 
всех t ^  s, если £ .^-измерима.

х) По поводу этого условия см. следствие 3.1 па стр. 173.



Л е м м а  2.1. Пусть выполнены условия 1 ,2 , a X s’ r*(t) — 
решение задачи (2.1), где £, JFs-измерима, М | £ I2 <  °° . 

Тогда

М \ Х ‘Л  (0  -  х 0 I2 =  О (Vt), £ ->  оо, (2.3) 

и, кроме того, Зля любого положительного у <  1

lim  £v | X s' £ (t) -  х 0 |2 =  0 (п. и.). (2.4)
t —►ОО

Соотношения (2.3), (2.4) остаются в силе и для процесса 
X s’ * (t), определяемого формулами (2.2), если условие 2 
заменено на условие 2'.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Не ограничивая общности, 
можно считать х 0 =  0.

1) Пусть сначала X s’ s (t) — непрерывный процесс 
стохастической аппроксимации, a L  — его производящий 
дифференциальный оператор. Положим

V\ (х) =  (Сх, х).

Тогда
п

L V l =  ^ ( C R ( x ) ,  х )  +  а * %
Г =  1

I  (x ) +  kl (1 +  V l), p =  2 a l > l .

(Здесь и ниже ki — положительные постоянные.) Отсюда 
вытекает, что найдутся такие Pi >  1 и Т,  для которых

b V 1< ^ - F 1 +  -§- при t > T  (2.5)

и, значит, согласно справедливой в рассматриваемых услог 
виях формуле (3.5.5) (см. задачу 3.7.1),

—  MV, (Х “-с (0 ) =  МL V ,  (X s’ Ч О Х

M F ,(X s' s (*)) +  -§-, £ > Г .

Из этих соотношений получаем

^ [ г Р1М ^ ( Х 8’ £( 0 ) ] < * / 1-2. t > T .



Поэтому

M F1(X 8- e( 0 X ( 4 - ) P1 М ^ (Х 8’ ?(Г )) +  А .  (2.G)

Из (2.6) в силу положительной определенности матрицы С 
и неравенства р i >  1 следует (2.3).

Д ля  доказательства (2.4) рассмотрим вспомогатель­
ную функцию

V 2 (t , х) =  t yVt (х) +  t~e,

где 0 < 7 < 1 ,  е <  1 — у. Тогда, учитывая (2.5), имеем 
при t >  Т

LV 2 (t , х)  =  t*LV i (х)  +  yt*~ l V t (х)  - е Г е_1 <

< ( y - p ) t v~ 1V 1(x ) +  kitv~2- e r E- 1^ 0  (2.7)

при всех достаточно больших Значит,
( V 2 ( t , X s’ Е (£)), д?  t , t ^  Т i) — супермартингал (см. след­
ствие 3.8.1). Из теоремы 3.6.1 вытекает существование 
конечного предела

lira<vF 1 (х),
t —►ОО

а, следовательно, и соотношение (2.4).
2) Пусть теперь X s’  ̂ (t) — процесс, определяемый 

формулами (2.2), a L  — его производящий оператор. Тог­
да, как и выше, считая х„ =  0, будем иметь

L F j(x )  =  M (С  (х  +  а (д <1) + с ^ +  1- *. j t 

х +  a ( R ( x) +  G ( t  + 1, * , Ю)) j  _ { С Х ' х ) <

^ 2 a { C ( R ( x ) ,  х)  , а«||С||(|Д(х)|» +  М |б(< +  1, «, о>) |2) ^
^  t  ' <2 ^

/  pFj(a:) , Ar3 ( l+ F ,( 2 ) )  
^  t +  <2

Значит, для некоторых >  1 и Т

L F , ( x ) < - ^ W  при * > г .



Поэтому, согласно лемме 2.3.1,

M W ’ ^ + l ) ) — M F ,  ( Х ‘ - Е ( < ) К
< _ 2 L M F 1(Z '- e (0 )  +  -^-. (2.8)

Из (2.8) получаем с помощью итераций неравенство

М М Х * - с (* +  1 ) )<

<ми(х-чп) П (‘- £ ) + * . 2 * -  П
т =Т Ь=Т  7n=ft+l

Отсюда и из хорошо известных оценок

П (« -£ )< £ ■
m—l 1

II ('—=-)<ЧтГ- * = *• 

s ( t  ) Ч < *
ft=T

вытекает, что

M F, (X s’ 5 (f +  1)) <  О ( Г р) +  О ( Г 1). (2.9)

Соотношение (2.3) является теперь следствием положи­
тельной определенности матрицы С. Доказательство ра­
венства (2.4) проводится точно так же, как и в случае 
непрерывного времени, с той лишь разницей, что теперь 
вместо следствия 3.8.1 и теоремы 3.6.1 нужно воспользо­
ваться теоремами 2.2.2, 1.5.1.

§ 3. Исследование процесса _Г4 (t )

В гл. 3 было введено понятие стохастического интегра­
ла и затем построено стохастическое дифференциальное 
уравнение Ито, определяющее марковский случайный про­
цесс. Однако с помощью стохастического интеграла можно 
построить более широкий класс случайных процессов. Так, 
при доказательстве следующей леммы нам придется



рассматривать в Е х уравнение вида
h

dY  (0  =  F ( t , Y  (<), <о) dt +  S  Т г (<, (o)d£r (*),
r = l

где F  (f, г/, со) при фиксированном г/ и (t , ю) ^ гг изме-
римы. Под решением этого уравнения, удовлетворяющего 
начальному условию X  (s) =  £, £ — ^"«-измеримая слу­
чайная величина, будет пониматься, как обычно, решение 
интегрального уравнения

( h t

Y ( t )  =  Z + ^ F ( u , Y ( u ) ,  со) du -f- 2  j xITr (u, oj)d£r (w). (3.1)
S Г =  1 5

При некоторых ограничениях, которые в дальнейшем 
предполагаются выполненными, это уравнение имеет п. н. 
непрерывное .^-измеримое решение Y  (t).

С уравнением (3.1) естественно связать оператор
h

L  =  ~ +  ( г  < (.» .*> ), £ )  +  4- s  ( 'Г '  ( ' . » ) .  £ ) ’  • (3-2)
Г=1

В случае, когда F  (t, у, со) не зависит от со, У  (t) — 
марковский случайный процесс, a L  — его производящий 
оператор. Д ля  уяснения роли оператора L  в общем слу­
чае полезно решить следующую задачу.

З а д а ч а  3.1. Пусть V  (t , у )£  С 2, L V  (t , г/)<^0 п. н. 
при t ^  s {s >  1), х 6 E h и, кроме того, математические 
ожидания

М | V (s, Y  (* )) | <  оо, М (| L V ( t , Y  (t) )\/&.),

M ( | ^ F ( * ,  У (0 )| 2| З Д  *>)l2/ ^ s)

ограничены по t ^  s на каждом конечном интервале. До­
казать, что тогда (F  ( t , Y  (t)), <f t , t ^  s) — супермар­
тингал.

Введем следующее обозначение для произвольного 
У € E i :

( У ) к  =  s ig n У m in  {I У I. N )-

Если у — вектор из 2?г с координатами yit . . ., y h то под 
(У)м будем понимать вектор ( {y i )N , . . ., (y i )N).



Будем также говорить, что матрица А устойчива, если 
все ее собственные числа имеют отрицательные действи­
тельные части.

В теории устойчивости движения (см., например, Мал­
кин [1]) хорошо известен следующий факт, принадлежа­
щий А. М. Ляпунову.

Л е м м а  Л я п у н о в а .  Если А  устойчива, то для любой 
симметричной положительно определенной матрицы D  
найдется такая симметричная положительно определен­
ная матрица С, что

СА +  А * С  =  -  D.

Из этого утверждения вытекает нужное для дальней­
шего

С л е д с т в и е  3.1. Если А  — устойчивая матрица 
с собственными числами . . ., Яг, Я =  min | Re |,

то для любого Я0 <  Я, найдется симметричная положитель­
но определенная матрица С, для которой

(САх, х) <  — Х0 (Сх, х).

Д ля доказательства достаточно заметить, что мат­
рица А  +  K J  устойчива, и воспользоваться леммой 
Ляпунова.

Л е м м а  3.1. Пусть А  — устойчивая матрица, vF r (и) =  
=  ¥ г (и, со), г =  0, 1, . . ., к, и >  s, ери — измеримые 
случайные процессы со значениями в Е х, причем для некото­
рого б >  О

lim | (t) | г1/2+ 6 =  0 (п. н.), (3.3)
/->•00

Н т | ¥ г (0|2£в =  0, г = 1 ,  (п .н .). (3.4)
t-+ оо

Пусть, кроме того, функции WT (и) п. н. непрерывны. Тог­
да процесс Iy (t), определенный формулой (1.7), стремится 
к нулю с вероятностью 1 при t ->  оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим процесс Y y (t), 
удовлетворяющий уравнению

й Г ( 0 = ( т -  +  (3.5)
Г= 1



при начальном условии У у(1) =  у. Очевидно. 1{ (t) =  
=  Y°(t )  и, значит, достаточно установить равенство

lim У 0 (t) =  0 (п. н.).
t—+oo

С этой целью, наряду с (3.5), введем процесс Y v (t), 
являющийся решением задачи

d Y ( t )  =  ( 4 ^ ( 0 +  ) dt +

+ i  {w: M Q n du t ) ,  Y ( i ) = y . (3.6)
Г—1

В силу условий (3.3), (3.4), для любого е > 0  найдется 
такое достаточно большое N ,  что с вероятностью, большей

( 'V0 ( t ) t l/ 2+ 6 ) N  'F o (t )  ( V r ( t ) t 6/2) N  V r ( t )
l - Б ,  ( l+6 y j  - г1/2+б/ 2  y j

при всех 1, r =  1, . . . ,  к. Значит, начиная с некото­
рого N ,

Р {sup | Y v (t) — (£) | =  0} >  1 — е. (3.7)
i

Если теперь удастся доказать для любого 0 соот­
ношение У  (г/)-> 0 при t-^-oo и. п., то из (3.7) немедленно 
получим, что

Р (lim  У "  (0  =  0} > 1 - е .
1-+ОО

В силу произвольности е отсюда будет вытекать утверж­
дение леммы. Итак, достаточно убедиться в справедливо­
сти доказываемого утверждения для процесса Y v (t). Для 
этого рассмотрим вспомогательную функцию

W  (t, у) =  £* (Су, у) +  k t * -&.

Здесь к и к — постоянные, удовлетворяющие неравен­
ствам 0 <  и <  6, & >  0, а С — симметричная положи­
тельно определенная матрица, для которой



(/  — единичная I X /-матрица). Такая матрица С обя­
зательно существует в силу устойчивости А  (см. лемму 
Ляпунова).

Если обозначить L  оператор (3.2) процесса Y y (г), то 
простые выкладки приведут, с учетом (3.8) и неравенства 
2ab ^  а2 +  Ь2, к соотношениям

L W ( t ,  у) =  ? ~ ' ( ( А С  +  С А * )у ,у )  +

+  2 t ^ i - \ ^ 0( t ) t 1/2+6)N ,C y )  +

+  tK~ i ~6 S  (C (W r ( t ) t 6/2)N , ( Y r (t) t ^ ) N) +
r— 1

- f  x ix_1 (Су, у) +  к (x — б) г*-6-1 ^

<  t * - 1 ( ( - /  +  xC) y, y) +  tx-1-6 [ - f t  (6 -  x) +  +

+  [1 +  (г/, г/)1. (3.9)

Здесь fc2 — постоянные, зависящие от I, N  и элемен­
тов матрицы С. Из (3.9) вытекает, что L W  ( t , г/) ^  О при 
всех достаточно больших t ^  Т  и у £ Е h если х выбрано 
достаточно малым, а А;— достаточно большим. Так как, 
далее, (3.6) — линейная система, все коэффициенты кото­
рой ограничены, то при всех t ^  s существуют ограничен­
ные на каждом конечном интервале изменения t моменты

М (| Y y (t) |2/ ^ s).

Поэтому (см. задачу 3.1) процесс ( W  (t , Y y (t)), 
t ^  T )  — супермартингал. В силу теоремы 3.6.1 сущест­
вует с вероятностью 1 конечный предел

lim W  (t, Y y (t ) )  =  lim (C Y V ( t), У м (0 ) <  oo.
t-УОО /—>00

Последнее соотношение в силу положительной опреде­
ленности матрицы С гарантирует сходимость к нулю п. н. 
процесса Y y ( t) при любом у, а значит, как отмечалось 
выше, и процесса /t (t).

Л е м м а  3.2. Пусть выполнены условия 1, 2 § 2, А  — 
устойчивая матрица, '4f r (ц )==0, 4% (м) =  б (X s’ £ (и)), где 
£ s-измерима, М | £ |2 <  оо, а | б (х) | =  о (| х — х0 |1+|1) 
при | х — х0 | — 0. Тогда /j (t) стремится при t - >  оо к нулю



по вероятности, если [х =  0 «  с вероятностью 1, если 
ц >  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем считать х 0 =  0.
1) Пусть | б (ж) | =  о (| а: |), | £ | ->  0 и е — произ­

вольное положительное число. Тогда найдется такое 
0 >  0, что

I б (х) | ^  е2 | х | при | х | <  0. (3.10)

Выберем, далее, Т  из условия

P {su p | X 5>s( w ) | < 0 } > l - e  (3.11)
и^Т

(такое Т  найдется в силу леммы 2.1).
Так как матрица А  устойчива, то

|| eAt || <  fo r* i' (3.12)

для некоторых к >  0, Xj >  0.
Из (3.10), (3.11), (3.12), неравенства Чебышева и (2.3) 

имеем

t
(  Г еА  1п (*/“) , г 1

р {  J W  -6(Х (“ ) ) dtt > е } <т V и

(  » Aln(*/u) . I *. ->
< е + Р  ] ——у=— 8 ( X  ' z(u) )du  > е ,  sup IX ,5 ( * )|<0  \ <

L J У  и I J

< e + P  {  j  ll£ -^ - -1116 (X s- E (u))\du>e, sup | X s’ £ (O K © }  <

< e  +  P { j " ^ r ) " | X - H I ^ > 1 /8 } <
т * u

f  II eA1  “ <</“ ) || . г
< e  +  e ]  l|e 11 M \ X s’ l (u )\ d u ^

т ^  “

T



Кроме того, в силу (3.12)

Г A  In ((/и )
lim  б ( X s- s ( и ) )  du =  0 (п. н.).
/-►ОО j  1/м 

s г

Тем самым, первое утверждение леммы доказано.
2) Пусть теперь | б (х) | =  о (| х |1+м) при \х | ->  О, 

причем р >  0. Тогда для некоторых 0 >  0, к2 >  0

| б (х) | <  к2 | х  |1+̂  при | х  | <  0.

Выберем у <  1 так, что

б =  v l l d ^ b l > 0 .

В силу леммы 2.1,

I X s- 4 0  К  Ci (и ) г-v/2 (п. н.)

для некоторой случайной величины Ci (ш). Поэтому при 
0 <  б± < 6

7 (1 + Ю  . 1 . ,

^/2+в1|б(Х8' ? (гг))|<С 2(ш )и_ 2 2 + 1 _^о  (п. н.)

при и ->  оо и наше утверждение вытекает из леммы 3.1
при ¥ 0 (г) =  б (Х-.5 (г)), Т Г ( Ц ) =  0, Г =  1, . . . ,  к.

Л е м м а  3.3. Пусть выполнены условия 1, 2 § 2, Л  — 
устойчивая матрица, ¥ 0 (и) =  0, ¥ г (и) =  
=  Т,. (и, X s’ 5 (и)), г  =  1, . . ., к, причем

| Ч Т (и, х) К  К  | х -  х0 |v , v >  0 (3.13)

в некоторой окрестности точки х  =  х 0. Тогда 

11 (г) ->  о п. н. при г ->  оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Можно считать х 0 =  0. 
Из леммы 2.1 и (3.13) вытекает, что при и —> оо

uv? | (и , X s- Е (и)) | ->- 0 (п. н.),

если 0 <  у <  1/2. Поэтому доказываемое утверждение 
является прямым следствием леммы 3.1.

12 М. Б. Невельсон. Р . 3 . Хасыиинский



§ 4. Исследование процесса I 2 ( t )

При исследовании величин /2 (t), t =  1, 2, . . .  нам 
будет удобно рассматривать процесс Y  (t) =  У 6'^  (i), опи­
сываемый более общим, чем (2.3.4), соотношением

Y ( t  +  1) - Y ( t )  = f ( t  +  1, Y ( t ) ,  (о) (4.1)

при t >  s, У  (s) =  £, где £ .^-измерима, а функция 
/ (/, г/, со) удовлетворяет лишь условиям А.1, А .2 § 2.3 
и ^-измерима при каждом у. Как и в случае марковских 
процессов, естественно связать с (4.1) оператор L , дей­
ствующий на функцию V (t , у) по формуле

L V  ( t , у) =

=  M ( F ( f + l ,  +  W F i )  ~  V ( t ,  у) =

=  M (F  (£ +  1, У +  f  (t +  1, У, сo))/JFj) — F  (*, г/). (4.2)

Оператор L  является обобщением производящего опе­
ратора (2.1.7) марковского процесса. Его дальнейшее 
применение основано на следующем утверждении, выте­
кающем из свойств условных математических ожиданий.

З а д а ч а  4.1. Пусть функция F  (t , у) ^  0 удовлет­
воряет условиям

MF (s, £) < ; оо; L F  (£, у) ^  0 п. н. при t ^  s, у £ E t.

Доказать, что тогда (F  (t , У*- Б (f)), JT4, t ^  s) — супер­
мартингал.

Нам будет также полезна следующая простая 
Л е м м а  4 Л .  Пусть А  — устойчивая матрица,

л f П (J  +  A/m), к =  1, 1,
A  ht =  < m = h + 1

I  / ,  А: =  i ,

а последовательность положительных чисел mht t такова, 
что

\\mmht =  0 равномерно по t. (4.3)
h-yoo

Тогда
t

lim V   ̂Aht ^  mht — 0. (4.4)
*



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как вытекат из (1.6), (3.12),

I И « | Р < с ( 4 ) 2Х\  Л==1..................1, (4.5)

где С — некоторая положительная постоянная. Значит,

h = l

Поэтому (4.4) является следствием (4.3), (4.5) и без труда 
доказываемого равенства

=  ( 4в )
*-мв * h=i

Перейдем к непосредственному исследованию процесса 

х

( о = 2  4 %  ф ( * + ! ) •
k=s

Л е м м а  4.2. Пусть А  — устойчивая матрица, 

ф (t +  1) =  V  (0  +  a (t +  1),
Г  •г д е  ¥  (£) ^  г измерима,

М (о  (t +  l ) / j r () =  О 

и, кроме того, для некоторого 6 >  О

lim£1/2+e|¥(£)| =  0 (п. и.),
t —>-оо

lim £бМ (| o ( t  -f- 1) \2/jFt) =  0 (п. н.).
оо

Гогда /2 (£) стремится к нулю с вероятностью 1 герм 
i ->■ оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим процесс У у (£), опре­
деленный формулами

У(* + 1)_У(*) = 4 у (/) + ф№), у«(1) = *у (4.7)
1 2 *



Тогда, очевидно. У 0(t) =  I 2(t) и, значит, достаточно уста­
новить, что

lim  У 0 (0  =  0 (п. н.). (4.8)
t -+  оо

Наряду с (4.7) введем процесс Y v (t), задаваемый рекур- 
рентно:

У  (< + 1 ) — У  (0  =

=  4  Y  (0  + (¥ (°/i+ Г )лг +  (* '+  ! ) ,  ^ (1 )  =  » .

г д е __________________

_ /,, ^ ( ^ 6M(|g(i +  l)|W f))^g (t+ l)
41/г+б/2 у  м ([ о (F+l) p/Wt) ’

и покажем, что при любом N  >  0

lim У "  (0  =  0 (п. н.).
t —►оо

Отсюда будет вытекать (см. доказательство леммы 3.1) 
и требуемое равенство (4.8).

Положим

W (г, у) =  (t — 1)* (Су, у) +  к (t — 1)*-а.
Здесь 0 <  и <  б, /с >  0, а С — симметричная положи­
тельно определенная матрица, удовлетворяющая равенст­
ву .8). Если L  — оператор (4.2), соответствующий про­
цессу Y v (0 , то, очевидно,

LTF (г, г/) =  

=  гхМ ( ( с  (y  +  4 y  +  (V (0/i+fl+ )iV+ qAT(̂  +  1) ) . г / + т ^ +  

+ m ^ + a N (t + l ) ) ^ t )  +

+  J e t * - * - ( t - I f  (Су, y ) - k ( t - l f - \  (4.9)

Вычисляя математическое ожидание в (4.9) с учетом 
^-измеримости 4я (0  и соотношений

М (aN (t -j- 1)/jF<) =  0,

M(|aJV( / + l ) P / ^ ) < - iS - .



получим оценку

L W ( t ,  y ) ^ - t * - l \y\* +  tK- 1- 6(k1\y\ +  k2) +  k3t * - 2 \y\* +

+  2-61У | ■+ (Су, у) (£и -  (t -  I D  +  к (г * -6 -  (* -  1 Г б).

Здесь и ниже ki =  k t ( l ,  N ,  С). Отсюда вытекает, с учетом 
неравенств

г*“ в — (г — 1)*~6< ( х  — 6) ( г— 1)и“ 6-1,
что

L W ( t ,  1 [ ( -  1 +  М )  +  ^  +  ̂ ]  Ы 2 +

+  А ^ к _ 1 " в +  А ( х  — 6 )  ( £ - l ) K“ e _ 1 .

Поэтому LH 7 (t, у) 0 при всех достаточно больших £ 
и а : ^ ; ,  если к выбрано достаточно малым, а к — доста­
точно большим. Для завершения доказательства теперь 
осталось почти дословно повторить соответствующие рас­
суждения, проведенные при доказательстве леммы 3.1.

Леммы 2.1 и 4.2 позволяют получить условия сходи­
мости /2 (t) к нулю по вероятности и п. н.

Л е м м а  4.3. Пусть выполнены условия 1 , 2 '  § 2, А  — 
устойчивая матрица, <p (f +  1) =  б (X s-  ̂ (t ) ) ,  где £ J f s- 
измерима, М |£ |2 <  со, а | б (х) \ =  о (| х — х0 |1+̂ ) 
при \х— х0 | - v  0. Тогда I 2 (t) стремится при t ->  оо 
к нулю по вероятности, если ц, =  0, и с вероятностью 1, 
если fi >  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х 0 =  0 и | б (х) | =  
=  о (|® |), \х | ->0 .

Выберем е >  0, 0 > О  и 71 >■ 0 так, чтобы выполня­
лись соотношения (3.10), (3.11). Тогда в силу неравен­
ства Чебышева, (3.12), (2.3) и (1.6) будем иметь:

p{ | s 4 i 6(r’E(/c))l>e} <
h = T  *

t

< е+ Р  { I  2  > e ,s u p |X s' 4 0 l < e ) <
II Л/к t^T J



*

<е + р J! î|6(X*'c(A))|>e, 8ир|Г’с(О|<0}<

< е +  Р { 2  J1̂ 7 fi |Xs’ s ( * ) l > l / e } <
h = T  V

< 8  +  8 У  М | Х 5' Е (к) |<
й = Т  * к

+  ( т ) ? 1 ¥ ^ е +  А:2е-
к = Т

Отсюда вытекает первое утверждение. Доказательство вто­
рого утверждения дословно повторяет соответствующее 
рассуждение из леммы 3.2 с той лишь разницей, что 
вместо леммы 3.1 теперь нужно применить лемму 4.2 при 
о (t) =  0.

З а д а ч а  4.1. Пусть выполнены условия 1, 2' § 2, 
А  — устойчивая матрица, а <p (f +  1) =  a (t) 0 (X s’  ̂ (t )), 
где a (t) =  О (1 /№), [i >  0, t - v  oo , | 0 (ж) | ^  С | ж |. 
С =  const. Показать, что если £ ^ -изм ерим а  и 
М К  |2 <  оо, то

lim /2 (0  =  0 (п. н.).
t-yoo

Для решения этой задачи нужно воспользоваться 
леммой 4.2. Очевидным следствием этой же леммы и лем­
мы 2.1 является

Л е м м а  4.4. Пусть выполнены условия 1, 2' § 2, 
А — устойчивая матрица, ф ( i +  1) =  Ф  (f- f-1, X s’  ̂(£), и), 
£ JF s-измерима, М|£|2< о о ,  МФ (t, х, со) =  0,

М | Ф ( t , ж, со) |2 <  к | ж — ж0 |v, v >  0, к >  0,

в некоторой окрестности точки ж =  ж0, причем Ф  (t , ж, со) 
удовлетворяет условиям (Л ) § 2.3. Тогда

lim  /2 (£) =  0 (п. н.).
t-+oo



§ 5. Асимптотическая нормальность 
(непрерывное время)

Следующая теорема содержит достаточные условия 
для асимптотической нормальности нормированного про­
цесса X х (t) =  X 1' х (t) с непрерывным временем.

Т е о р е м а  5.1. Пусть выполнены следующие условия:
1) функции В (х), o r ( t , х) удовлетворяют условиям (В) 
§ 3.7, а процесс X х ( t), являющийся решением уравнения
(2.1), стремится п. н. к х 0 при t —*■ оо,

2) функция R  (х) допускает представление (1.1),
а матрица А  =  аВ +  V 2/ устойчива,

3)  при г  =  1, . . . ,  к

lim ог (t, х) =  (Tr0’ . (5-1)
f—>30 
X - + X O

Тогда

V~t(X x ( t ) - x о )- 9 1  (0, S),

где
ОО k

S =  a2 f eAvS 0eA*v dv, S 0 =  2  o W " * .
0 r =  1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть для простоты х 0 =  0. 
Обозначим . . ., собственные значения матрицы В, 
Я, =  min | Re А, г |. Заметим, что 2а\ >  1 в силу устой-

чивости матрицы А.  Согласно следствию 3.1 для любого 
положительного числа Я,0 <  Я найдется симметричная 
положительно определенная матрица С такая, что

(С В х, х) ^  — Я0 (Сх, х).

Так как | 6 (х) | =  о (| х |) при х  ->  0, то для любого 
л <  Я0 можно выбрать такое е, что при | х  | <  б выполне­
но соотношение

(CR (х), х) <  -  Я, (Сх, х). (5.2)

Учитывая неравенство 2а'к >  1, можно считать число Я, 
в (5.2) связанным неравенством



Положим

Г R  (X) при | X | <  8,
R  (х ) =  ч / ех \ |х I , .

П?И М > е*

(  or (t , х) при | х \ < е ,
ar (t, z ) - j  при |ж|> 8

и рассмотрим наряду с (2.1) стохастическое уравнение

h
d X (t )  =  ^ ( R  (X  (t )) d t + ^ a r (t, X  (t)) d\r (,1) )  . ( 5 .4 )

r =  1

Коэффициенты этого уравнения удовлетворяют, очевидно, 
условиям 1, 2 § 2. Кроме того, для процесса Y ( t )  =  
=  V t X ŝ ( t )  справедливо согласно (1.3) соотношение 
(? ^-измерима, М | £ |2 <  оо)

__ г „А In ( t /u ) r  „ „ „
y ( < )  =  eA ln ( , / s ) -| Z s ^  +  a  I е_ _ _  j 8 ( X S' l (u)) du +

s

h

+  2  ° r (u ,  X s , s ( u ) ) c £ r ( u ) ]  , ( 5 . 5 )

Г =  1

где 6 (x) =  R  (x ) — Bx.
Покажем, что

а) lim e^ ln('/s) |/s£ =  0 (п. h .),
I - t o o

f- gA  In ( t / u )  л
б) lim  \  -p— 8 (X  '^ (u ) )d u  =  0 по вероятности,

t - +  oo J ~ y  U
s

(. A  In ( .t/u)  *  „

B) 11 { t )= J 2 ^  x  ( “ ) ) d^  a~2̂ -
s V “  r = l

Первое из этих равенств вытекает из оценки (3.12), 
а второе — из леммы 3.2 при |л =  0.



Далее,

^ A  In (1 /и )

Л (*) =  (<) +  42 (Of т  (0  =  J у -  ■ (и) dtr (и),
S *

¥ ( « )  =  S ( a r (U, X ,- t ( u ) ) - o « n),
т= 1

I  A  In (i/u ) k

4z(t) =  ) e— 7= -  ^ c ^ d t r (u).
s V й  r = l

Очевидно, в силу (3,3.6), что

мч, ( < К  (0  =  j  du.
s

Так как для процесса л  ’ s (t) выполнены условия лем­
мы 2.1, то X s'  ̂ (t) ->  0 п. н. при £ —>- оо.

Отсюда, из теоремы Лебега и (5.1) вытекает, что

lim  М || Т  (и) (и) || =  О
И-*оо

и, значит, принимая во внимание оценку (3.12), 
х

J H A  In (//u )j12
-11̂ — JJ J L II (и) V *  (и) II du<

S

X

_11| М1? (и) Ч1-* (и) || d u -+  0 при / у оо.
S

Так как M"ni(0 =  0 и || МЛ1 (О Л* (О II -*■ О ПРИ t - y o o ,  то 
"Hj (<) — 0 по вероятности в силу неравенства Чебышева.

Заметим теперь, что % (t) — гауссовский процесс с ну­
левым средним. Вычислим его корреляционную матрицу:

с .A  In ( l /u )  jo A *  In (i/u ) ln i f/S)

Мпз (О Ч* (О I! ]  1 ^ -----------du =  j  eAvS0eA*vdv.
S О

Значит, при t - v  00

М Лг(0

Отсюда вытекает утверждение в).



Таким образом, мы установили, что

S).

Пусть теперь X х (t) — решение уравнения (2.1) с на­
чальным условием X х (1) =  х, v — произвольное поло­
жительное число. Выберем Т  из условия

Р {  sup | X х (t) | <  е } >  1 — v, (5.6)
t^T

Тогда, если X  (t) — решение уравнения (5.4) с началь­
ным условием X  ( Т ) =  (X х ( Т ) )е, то

Р {sup | X х (t )  — Z  (£) | >  0} <  v. (5.7)
tS?T

Кроме тош, для любого борелевского множества А 

ПЫР{1
t~yoo

< I Im  Р { Y t X x (t) £ А ,  sup | X х ( t ) - X (£ )|  =  0 } +
(-►O O  i $ T

+  й Ж р {к 7 х * ( о е л ,  sup I X * ( 0 - X ( 0 | > 0 } <
i-> oo t ^ T

< 1 П п Р  { V t X { t ) £ A )  +  v.
i-+  oo

Аналогично,

lim P  {V~tXx (t) £ A )  > Jim P  {|ЛtX  (t) £ A} — v.
f—>oo t-* o о

В силу произвольности v и уже доказанной асимптотиче­
ской нормальности процесса Y  (t), отсюда вытекает утвер­
ждение теоремы.

Из только что доказанной теоремы и теоремы 4.3.1 
для процесса X х ( t), описываемого одномерным стохасти­
ческим дифференциальным уравнением

dX  (<) =  ±  (R  (X  (*)) +  o ( t , X  (0 ) dt (t ) ) ,  a >  0, (5 8)

вытекает следующее утверждение.
Т е о р е м а  5.2. Пусть функции R (x ) ,  a ( t , x )  удовлетво­

ряют условиям (В ) § 3.7 и, кроме того,
а) справедливо при х =£= х 0 неравенство



б) функция R  (х) допускает представление

R  (х) — — а (х — х 0) +  о ( | х — х 0 |) при х -*■ х 0,

причем а >  1/2а,
в) существует конечный предел

lim а2 ( t , х) — а20.
t-»oo
л:—

Тогда для любого решения X х (t), х £ Е ь уравнения
(5.8) справедливо соотношение

В к г  ( Г  ( О - * . ) - « ( О ,  - 5 ^ ё г ) .

Отметим один частный случай, когда матрица S из тео­
ремы 5.1 выражается особенно просто. Этот частный слу­
чай постоянно встречается ниже, в главах 8—10.

С л е д с т в и е  5.1. Если а =  1, В — — J, то

СО

S = (  e~wS0 du =  S0. 
о

Покажем теперь, что при несколько более жестких 
условиях на коэффициенты уравнения (2.1) можно гаран­
тировать не только асимптотическую нормальность

Y  (;f ) =  Y t  (X х (t) — х 0),

но и сходимость процесса Y  (t) в некотором новом мас­
штабе времени к стационарному гауссовскому процессу.

Напомним, что случайный процесс X  (t) называется 
стационарным (в узком смысле), если совместное распре­
деление случайных величин X  (ti +  t), . . ., X  (tn +  t) 
не зависит от t для любого набора tlf . . ., tn. Будем так­
же пользоваться следующим хорошо известным фактом: 
гауссовский случайный процесс X  (t) стационарен, если 
математическое ожидание т (t) =  М X  (t) и корреляцион­
ная матрица М (X  (t ) — т (£)) (X  (£ +  « ) — т (t +  s))* 
не зависят от t.

Т е о р е м а  5.3. Пусть выполнены следующие условия:
1) функции R  (х), o r ( t , х) удовлетворяют условиям (В ) 

§ 3.7, а процесс X х (t), определяемый уравнением (2.1), 
стремится п. н. к х 0 при t —>• оо;



2) функция R  (х) допускает представление (1.1), где

б (х) == о (| х — х„ |1+и) при х - у  х 0, ц ^  О,

а матрица А  — аВ +  1I 2J  устойчива;
3) в некоторой окрестности точки х 0

| ar (t, х) — o r (t, х 0) | <  С | х — х 0 |v,
v >  О, С — const, (5.9)

причем для некоторого б >  0 и постоянного вектора Ог0)
t6 (a r ( t , х0) — (Тг0>) 0 при t -*■ оо. (5.10)

Тогда

lim [ V 7 1 ( X x ( e ' ) - x 0) - Z  ( t ) ]= -0
t —>oo

с вероятностью 1, если ц >  0, и по вероятности, если (х =  
=  0, где Z  (t) — стационарный гауссовский марковский 
случайный процесс с нулевым математическим ожиданием 
и корреляционной матрицей

оо

В (и) =  а2 [  eAvS 0eA*v dv еА*и =  SeA*u. 
о

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как и при доказательстве 
предыдущей теоремы, будем считать х0 =  0 и выберем 
Я, >  0, е >  0 так, чтобы выполнялись соотношения (5.2),
(5.3). Рассмотрим процесс X s- Е (t), описываемый уравне­
нием (5.4) (£ измерима, М | £ |2 <  °о), и запишем ра­
венство (5.5) для Y  (t) =  j/7 X s- £ (t) в виде

Г- i  A In ( t/u )  Л ,
Y  (t )  =  еА 1п < ■</«> ]Л?£ +  И  -  б ( X s*  (и)) du +

J Л/ и
S

}  A \ n ( t/ u )  *  л

+  «  J — 77^—  S  [(Тг ( “ )) “  ( “ • °)1 ( “ ) +
S  ̂ “  Г=1

.A In (1/и) * .
+  a J — у =—  2  tffl- — ̂  1 ( “ ) +

S ^  “  Г— 1

С* . A  la ( t/u )  *

+ а )  v -  2 ^ 0>̂ ( Ц)' (5Л1 )
«  Г = 1

где b ( x ) ~ R ( x )  — Bx.



В силу (3.12)

lim еА 1п V~st, =  0.
t -+  ОО

По лемме 3.2

С Л  In (i/u ) „
lim \ ---------- ■■ ■ б ( X ‘ 'Z (и)) du =  0
/—►оо J ~у U S

с вероятностью 1, если ц > 0 ,  и по вероятности, если 
|i =  0. Кроме того,

i  .A  In (i/u ) *  „

lim \ — —7=—  2  —
t^o J V u  r=1

— <jr (u, 0)] dtr (u) =  0 (п. h.),

J A  In (t/u ) *  a

lim \ — — j =—  У .  0) — a '0)] r f ? r (M ) =  0 (п. h . ) .
t—юо j  У  и “

» r = l

Первое из этих соотношений вытекает из (5.9) и леммы 3.3, 
а второе является следствием (5.10) и леммы 3.1.

Из полученных равенств и (5.11) вытекает, что при
t  —>- ОО

1 Л, h„ А  In i/u

y ( 0 - g j  2 рг0)<& И - * 0 ,  (5-12)
S *  “  Г=1

почти наверное (по вероятности), если (х>>0(ц. =  0). 
Положим, далее,

I  е  < « > - ? - * £ > • .
1 к

Пользуясь свойствами стохастического интеграла, 
легко проверить равенства

М|г(£) =  0,

М ( 1 r W - I r  ( * ) ) • - =  t > s .

е*



Кроме того, приращения процесса |r (t) на непересе- 
кающихся интервалах времени независимы и имеют нор­
мальное распределение. Поэтому (см. § 3.1) % (t) =  
=  (£i (i), . . ., h  (t)) — стандартный винеровский процесс 
в Е :. Учитывая это и полагая в (5.12) е‘ вместо t, получим

е* А е̂_ к
У (е ‘ ) - а  j  е " u 2  а<0> d b  (In и)  =

S Г— 1
t к

=  Y  (е1) — a j  2 ^ 0>̂ 1гИ-
Ins г=1

Отсюда и из устойчивости матрицы А  вытекает, что при 
t —*■ оо

Y  (е‘) -  Z (t) - у  0 (5.13)
почти наверное (р >  0) или по вероятности (ц, = 0 ) ,  где

t к

Z  (t )  =  ем  [ л  +  а j  e - Av 2  o '0)d|r (i; ) ] ,
0 r = 1

а г] — любая не зависящая от £r (и), г — 1, . . . ,  к, слу­
чайная величина. Пусть теперь г\ — гауссовская случай­
ная величина с нулевым средним и ковариационной 
матрицей

МЛЛ* =  'S'-
Тогда процесс Z  (t) — гауссовский с нулевым средним. 
Чтобы убедиться в его стационарности, достаточно пока­
зать, что функция R  ( t , и) — М Z  (t) Z *  (t +  и) не зави­
сит от t. Последнее вытекает из формул

I
R  ( t , и) =  eAt £ +  a2 j* e~AvS 0e~A*v dv j eA* <*+“ > =

о
t

— eAI -j- a21 e~AvS0e~A*v dv J eA* ‘eA*u =  
о

t
=  a?eAt j  e~AvS0e~A*v dveA*leA*u —

—  CO

oo

=  a2 j  eAvS0eA*vdveA*u =  SeA*u. 
0



Пусть теперь v произвольно, а Т  выбрано из усло­
вия (5.6). Тогда для решения X  (t) уравнения (5.4) с на­
чальным условием X  (Т )  =  (X х (Т ) ) е имеет место нера­
венство (5.7). Значит,

Р {lim  [V 7 x x (е1) -  Z  (0 ] =  0} >  1 -  v.
t - y o o

В силу произвольности v отсюда вытекает первое утвер­
ждение теоремы. Из (5.13) вполне аналогично получим 
и второе утверждение.

Из теоремы 5.3 немедленно вытекает
С л е д с т в и е  5.2. При Т  оо конечномерные 

распределения процесса

Y T (t)  =  V i e ' *  (Х х (Те1) - х 0)

сходятся к конечномерным распределениям процесса Z  (£).
З . а м е ч а н и е  5.1. Теоремы 5.1, 5.2, 5.3 доказаны 

в предположении, что функция а (t), входящая в уравне­
ния стохастической аппроксимации, имеет вид alt, где 
а — const >  0. Легко, однако, видеть, что эти теоремы 
остаются справедливыми и в случае, когда a (t) =  alt -f- 
+  о (1/£1+8) при t -*■ оо, где е >  0. В частности, ниже мы 
будем иногда полагать а (t) — a/(t +  1).

§ 6. Асимптотическая нормальность (дискретное время)
Рассмотрим теперь процесс X х (t), определяемый ре­

куррентной формулой (2.2) и начальным условием X -r( l )  =  
=  х. Следующая теорема содержит достаточные усло­
вия, при выполнении которых последовательность 
V i  ( X х (t) — х 0) асимптотически нормальна.

Т е о р е м а  6.1. Предположим, что
1) функция Ф  (t , х, a )  — R  (х) +  G (t , х, со) удовлет­

воряет условиям (А ) § 2.3, а процесс X х (t), определяемы Л 
из (2.2), сходится к х 0 п. н. при t ->  оо,

2) функция R  (х) допускает представление (1.1), где 
матрица А — аВ +  1/2/ устойчива,

3) все элементы матрицы



конечны при t ^  1, х  £ Е h причем

lim Л (t, х ) =  А (оо, x0) =  S0, (6.2)
t —УОО

Х-*Хо

4) для некоторого 0 >  О

lim sup sup f | G(t, x, со) |2 P {dco} =  0. (6.3)
R~*°° I *-*ol<0 t z i 1G((iX% )1>R

Тогда

V ~ t ( X * ( t ) - x a) ~ K ( 0 ,  S),

где
oo

S =  a2 j  eAvS0eA*v dv. 
о

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Можно считать x 0 =  0. 
Пусть симметричная положительно определенная матрица 
С и постоянные s >  О, к >  0 выбраны так, что выполне­
ны неравенства (5.2), (5.3). Положим

Ь __ / R  если М  <  е>
W " i  - к х ,  если | х |>е,

{G (t,  х, со), если |ж|<е,
П I I '
О, если \ х\^в ,

и рассмотрим новый процесс X s‘  ̂ (t), определенный фор­
мулами

k ( t  +  i ) - & ( t )  =  ± [ R ( X ( t ) )  +  6( t  +  i ,  X  (t), со) ],

X (s )  =  £. (6.4)

Здесь £ — ^ 's -измеримая случайная величина, 
М | £ |2 < о о .  Очевидно, функции R (x ) ,G  ( t ,x ,  со) удовлет­
воряют условиям 1, 2' § 2.

Докажем, что



В силу представления (1.5) достаточно установить соот­
ношения:

а) lim As_i t V  st, =  О,
(->  OO

t

б) lim 2  С (А) Х*.ЧА;) =  0 (п. h .),

t  ___________

в) lim V, 1 +  6 (к)) =  0 по вероятности,
f-voo “  V  к  V  k

h=s

где 6 (z ) =  R  (x) — Bx,

1 A -----------
O 4 0 ) = 2 y i V  l + i - « ( * + l ,

Соотношение а) вытекает из (1.6) и (3.12), а равенства
б), в) являются следствием соответственно результата 
задачи 4.1 и леммы 4.3 при ц, =  0. Осталось установить г). 
Для этого проверим, что случайные величины

=  l + - y G ( k + l ,  Х ’^ ( к ) ,  о>)

удовлетворяют условиям теоремы 1.1.
Во-первых,

1 + Т
S th =  MEtftlfft =  — ^—  Aht X

X M [6 (f t+ 1 ,  Х *л (к), w )G * (k + i ,  Х °л (к), со) )A tu

Bth =  — jj~~Akt X

. X M [G ( * + 1 ,  X B'\ k ) ,  co)G*(fc +  l,  Х °л (к), v ) l & t ) ]A h
и, значит,

t t

n  ( o = 2  м  i i -  R » l l < ci 2  ll-4y " 2 ■
h=» ft=3

13 м . Б. Неаельсон. P. 3. Хясьминский



где
mft =  M ||M i(A, Х в Л ( к ) ) - А ( к ,  X s' 5 (к )) ||,

А (к, x) =  M G (A :+ l, х, со) G* (& + 1 , х, со).

Так как функция А (к, х) ограничена при всех к ^  1, 
x £ E t и выполнено условие (6.2), то в силу теоремы 
Лебега

lim M i(/e, X s' l (k ))  =  S0. (6.6)
k-+co

Повторное применение теоремы Лебега с учетом равенства 

И т  А (к, X s’ £ (к )) =  S0 (п. н.)
h—►оо

и (6.6) приводит к соотношению

lim тк — 0.
ft—>оо

Значит, согласно лемме 4.1

lim /j (t ) =  0.
/-►СО

Во-вторых,

t

/2 (0=2
h=a

< 2 1 ^ - ( 1 + т ) М | С ( / с + 1, Х аЛ (к), ffl)|«x?*.
k=s

Но из ограниченности || Л  ftl || при всех 1 ^  к ^  £ выте­
кает, что

* i k  =  X  A k t l r — г  <
l + - i - G ( f c + l , * s. ?(h ), и ) > е

/ у
Л|б(М-1, Х*> £(fe), (0 )\>с2е Y h -

Следовательно,
I

0 < l im  /2( 0 < с 3 lim ^ . ||Л¥ ||а т'к,
t -ю т  |_*оо Л =з



где
т'и =

•f \G(k +  i ,  Х °л (к ),  (0) рр {d(B>-V О

|G(ft+l, Xs• £(ft), (0 )| > C 2E Yk

п. н. при к -*■ оо в силу (6.3). Отсюда и из леммы 4.1 
имеем

Н т  /2(0  =  0.
t - ¥  ОО

Далее,

' ' ( 1 +  " г )5 (0 = 2  = 2  — - (A, X s’ £ (к)) А*ш =
fc=s h=s

_ 2 ^ s i + 2 i ! l l l  д , ,| МА (к ,  x - ' t W ) - s „ ] A * , +
h=8 h=s

t

+  2  ~jjT AhtSoAtti (6-7)
h=s

причем две последние суммы в (6.7) стремятся к нулю
п. н. при t ->  оо в силу (6.6) и леммы 4.1. В силу
этой же леммы и (1.6)

у  A hts oA t t  у  e4 l n < W y A * ln(</fe) , п  ( б  8 )

J А; к
h=s к=1

при к -У  СО.
Очевидно,

^  eAlnU/h)SoeA*ln(t/h) ‘ e-A ln W l )Soe-A* lnW t)  !
2 j а; 2 j fe f
ft=l ft=l —

есть интегральная сумма несобственного интеграла

J1 . - A  In U p „ - А *  In u
—-------- ^ ------------du.



Кроме того, из (4.5) и (4.6) вытекает, что

[l ! ] «А  In  (f/ft) о A *  In (f/fc)

Ц  -  -  - J -------------- - 0  при Е —>- О
й=1

равномерно по £ > 1 . Поэтому справедливо соотношение

}  e - A l n u5  - А * Ш и  '  A l n t / h S  A *  \at/h
--------------J!-du^= lim  2   г  •

Отсюда, из (6.7), (6.8) и равенства

Г e~AlauS0e~A* l nu  d u _ J > _
J и “ о2
О

вытекает, что
а2 lim  S (t ) — S.

t  —> ОО

Таким образом, мы проверили все условия теоремы 1.1, 
и, тем самым, соотношение (6.5) установлено. Д ля  завер­
шения доказательства теоремы теперь достаточно почти 
дословно повторить рассуждения, проведенные в конце 
доказательства теоремы 5.1.

З а м е ч а н и е  6.1. Если случайные величины G (£) =  
=  G (t, х, со) не зависят от ж и одинаково распределены, 
то соотношение (6.3) выполнено, если

М | G (t) |2 <  оо.

Рассмотрим, в частности, одномерный процесс, описы­
ваемый формулами

X { t  +  i ) - X { t )  =  ^ - [ R { X { t ) )  +  G {t  +  \, X ( t ) ,  со)] =

=  Ф (£ + 1 ,  х, со), Х {\ )  =  х £ Е 1. (6.9)

Из теорем 6.1 и 4.1.1 для этого процесса вытекает сле­
дующая

Т е о р е м а  6.2. Пусть функция Ф  ( t , х, со) удовлетво­
ряет условиям (А ) § 2.3 и, кроме того,

а) при любом е >  О

sup [Л  (z ) (х  — х0)\ < 0 ,  
е<|ж -ж о1<е-1



б) при всех х £ E i  справедливо неравенство

R 2 (х) +  MG2 (t , х, со) ^  к (1 +  ж2), к =  const,

в) функция R  (х) допускает представление

R  (х) =  — а {х — х 0) +  о ( | х — х 0 |)

при X ->  х0,
причем а >  1/2а,

Г г) существует конечный предел

lim^4(£, х) =  А (с о ,  х0) =  а„,
t  —У СО
X -* X q

где

A ( t ,  х) =  МG2(t, х, со), 

д) выполнено соотношение

lim sup sup f G2 (t, x, со) P {dco} =  0. 
и— l*-*el<e n»i |G((, l  ш)|>н

Тогда для процесса X х (t), определяемого с помощью (6.9), 
справедливо соотношение

V i { X * ( t ) - x 0) ~ Я  (О, - 2 ^ т ) -  

Л е м м а  6 Л .  Предположим, что
1) функция Ф (£, х, со) =  R  (х) +  G (t , х, со) удовлет­

воряет условиям (А ) § 2.3, а процесс X х (t), определяемый 
из (2.2), сходится к х0 ге. к. ?г/ж £->- оо,

2) функция R  (х) допускает представление (1.1), где

| б (х) | =  о (| х — х 0 p+t1) при х >- х0, [X ^  0,

а матрица А =  аВ +  1/2J  устойчива,
3) все элементы матрицы A (t, х) в (6.1) конечны при 

t ^  1, х £ E i,  причем для некоторых постоянных С >  0, 
0 >  0, v >  0

М | G (t, х, со) — G (t, х0, со) |2 ^



и, кроме того,
lim  А  (t , х 0) =  S 0, (6.11)

ОО

4) выполнено соотношение

lim sup f \G{t, xo, co)|2P{dco} =  0. (6.12)
R - > ° ° ( > 1 |G(f, xo, (0)|>Я 

Тогда

V 4 x x ( t ) - x 0) - z 0{ t ) - y  о при t OO

почти наверное, если f i > 0 ,  и по вероятности, если 
|л =  0, где последовательность

t

1) =  а 2  х°, (6.13)
ft=i Vk

асимптотически нормальна с параметрами (О, S ).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Не ограничивая общности, 

можно считать х0 =  0. Рассмотрим, как и при доказатель­
стве теоремы 6.1, процесс X s’ 5 (£), определяемый форму­
лой (6.4), где функции R  (х), G ( t ,  х, ю) удовлетворяют 
условиям 1, 2' § 2. Представим, далее, процесс Y  (t) =  
=  У  tX s' Е (г) в виде

<
Y  (t +  1) =  As- ltV s  Z + 2 1 ^ C ( k ) X a' t ( k )  +

h=s
t _______

+  2 - T 7 § - V ^ 1 + T 5 < * , , t < * »  +
fc=s

t ______

+ a 2 ^ - | //" 1 + T [<5^ + 1’ ® )~

— ^ (A +  1, 0? Ы)]~Ь Z q (t -(-1),
где 6 (x) =  R  (x) — Bx.

Первые два слагаемых стремятся к нулю п. н. при 
t —v оо. Это вытекает из оценки (3.12) и результата зада­
чи 4.1. Кроме того, в силу леммы 4.3 п. н. (если |л >  0)



или по вероятности (если [i =  0) справедливо равенство
t ______

(6.14)
h=s

а из (6.10) и леммы 4.4 имеем
t _____

lim 2  ^ ^ 1 + 4 Г Л (к), со) —
; h=s

— &(к-\-1, 0, со)] =  0 (п. н.).

Далее, нетрудно установить, что 

Z 0 (t) ~  31 (0, S).

Д ля этого достаточно, пользуясь (6.11), (6.12), проверить 
справедливость условий (1.10), (1.11) теоремы 1.1 при

=  l + ± G ( / c + i ,  о, со).

(Равенство (1.9) будет при этом выполнено, так как слу­
чайные величины G (к, 0, со), к =  1 ,2 , . . ., независимы 
в совокупности.) Такая проверка в более сложной ситуа­
ции уже была проведена при доказательстве теоремы 6.1.

Из приведенных соображений вытекает справедливость 
леммы для процесса X s> £ (t). Теперь осталось почти до­
словно повторить проведенные в заключении доказатель­
ства теоремы 5.3 рассуждения.

Идейную близость леммы 6.1 к теореме 5.3 подчерки­
вает следующая

Т е о р е м а  6.3. Пусть выполнены условия леммы 6.1, 
к, пи . . ., пи — положительные целые числа, причем 
п <  «1 <  п2 <  . . .  <  пк таковы, что

lim In =  th.
п

Тогда распределение случайного вектора

(Vnt (Xх (щ) -  хо), . . . ,  Ущ. (Xх Ы - х о))
сходится при п оо к распределению вектора (Z  (£4), . . . 
. . ., Z  (th)), где Z  (t) — стационарный гауссовский мар­
ковский процесс, удовлетворяющий стохастическому



уравнению
dZ =  A Z  dt +  ао<°> d% (v).

Здесь I  (v) =  (Ht (г;), . . £, (г;))* — стандартный ви-
неровский процесс, а матрица с действительными элемен­
тами такова, что о (0>о<°)* =  S 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно лемме 6.1

V i ( X x ( t ) - x 0) - Z 0( t ) - +  0

по вероятности при t - >  о о .  Поэтому для доказательства 
теоремы достаточно убедиться, что конечномерные рас­
пределения процесса

F T (s) =  Z 0 (Т У ),

где Т, t — Tes — целые положительные числа, сходятся 
к конечномерным распределениям процесса Z  (s).

Заметим с этой целью, что в силу (6.13) Z 0 (t) может 
быть определен рекуррентно:

^о(2 +  1 )— Z0 ( t ) =  —  Z 0 ( t) a  ̂■ , Z0(1) =  0, (6.15)

где %(t) =  G (t,  x0, со).
Из (6.15) вытекает, что процесс F r (s) также может 

быть определен рекуррентно:

V T (s -f- Ат (s)) — F T (s) =  A V T (s) AT (s) aT (s) -f-

+  а ё (7 У +лг<*>) у b T (g) ar  (s), F T (0 ) =  Z 0(7’), (6.16)

где

AT(*) = ln ( l+ ^ )  , •
Последние равенства приводят при Т -*■ оо к соотно­

шениям

sup |aT (s) — 1 1 ->■ 0, sup Ат (s ) ->  0.
«ЗгО ŝ O

Из (6.16) легко получим также равенства

lim  дПчГ М (F T (s - f  Ат (s)) — v/VT (s) ?= v) =  Av,
T-yoo a T  W

lim -Д7 Ы M At ^  ~  y ~  Av^T (S +  (S)) —Г —>oo T \ /

— v — AvAT (s))*/Vt (s) =  v) =  a2£ 0.



Кроме того, из теоремы 6.3 вытекает сходимость рас­
пределения VT (0) =  Z 0 ( Т ) при Т -у  оо к распределению 
гауссовского случайного вектора с нулевым средним 
и корреляционной матрицей S .

Эти обстоятельства дают основание ожидать (см. наво­
дящие соображения в § 2.4), что конечномерные распре­
деления процесса VT (s) ,  представляющего собой случай­
ную ломаную, которая 
совпадает с VT (s) во 
всех точках, где послед- т 
ний процесс определен *
(рис. 5), сходятся к ко- zm. / \  I
нечномерным распреде- /  \ \  л I
лениям процесса Z  ( t). N. /  ! \

То, что в у с л о в и я х  Y  I \ /  ! V __
теоремы 6.3 это действи- 1и(н 1Г1п[,Л) *
тельно так, показывают 1 т' г/ '
известные результаты Рис. 5.
о сходимости последо­
вательности цепей Мар­
кова к марковскому процессу, определяемому стохасти­
ческим уравнением (см. Скороход [1], Гихман и Скоро­
ход [1]). Теорема доказана.

З а м е ч а н и е  6.2. Теоремы 6.1, 6.2, 6.3 остаются 
справедливыми и в случае, когда последовательность 
а (t), входящая в рекуррентное соотношение, определяю­
щее процесс с. а., имеет при t ->  оо вид а (t) =  alt +  
-f- о (1 l t 1+e), где е >  0.

§ 7. Сходимость моментов

Выше, в § 2, было показано, что случайный процесс 
у  (t) =  V i  (X х (t) — х 0) имеет ограниченные моменты до 
второго порядка, если выполнены условия 1 и 2 этого 
параграфа. Здесь мы установим ограниченность этих и бо­
лее высоких моментов процесса Y  ( t) при более общих 
предположениях. Это позволит доказать также, что мо­
менты процесса Y  ( t) сходятся к соответствующим момен­
там нормального закона с параметрами (0, S).

Нам будет достаточно предполояшть, в частности, что 
условие 1 § 2 выполнено с произвольным X >  0 (не



обязательно удовлетворяющим условию 2аХ > 1 ) .  Таким 
образом, в дальнейшем предполагается, что выполнено 
следующее

Условие (а ). Существуют симметричная, положительно 
определенная матрица С и число % >  0 такие, что при 
всех х

(CR  (х ), х  — х 0) ^  — X (С (х — х 0), х — х 0). (7.1)

Как и всюду в этой главе, сначала будет рассмотрена 
непрерывная процедура РМ.

Л е м м а  7 Л .  Пусть выполнено условие (а ) и при всех 
t >  1, х  g Е  х условие

h
I В (х )  | +  2  I °> {t, х ) |<Ж  (1 + 1 х \ ), К  — const. (7.2)

г= 1
Тогда решение X х (t )  уравнения

h
dX (t) =  ~  [ i?  (X  (*)) d t + ^ a r ( t , X  ( t)) d£r ( f ) ]  , X  (1) =  x,

T —  1

(7.3)

удовлетворяет при всех n — 1, 2, . . .  соотношению

sup м [ | X х (t )  — x01 te ]2'1 =  Cn <  OO, (7.4)
t^i

д . г  0̂  1 '1где e =  min [ - y , —

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем считать x0 =  0. Положим 
F n (^) =  (Сх, ж)” . Тогда, если L  — производящий диффе­
ренциальный оператор процесса X х (t), то

1 У п _  2 и а (С з - ,  а : ) « - 1 ( С Д  ( j ) ,  ж)

h

+  - Й - 2  (огг (£, X ) , ^ ) 2 F „ . (7.5)
Г=1

Вторые производные функции Vn (х) являются одно­
родными формами порядка 2п — 2, поэтому

- s r * d < * , i * r —•■ <7-6>
Кроме того, коэффициент о г (t , ж) удовлетворяют усло­
вию (7.2). Отсюда, из (7.1), (7.5), (7.6) и справедливого



при х £ Е\ неравенства

| х рп-2 <  k2Vn. i  (х) (7.7)
получаем

L V n (х ) <  -  ^  - V n (х) +  -§ -  (F „  (х) +  F n_, ( х ) ) . ( 7 .8 )

Таким образом, при t ^ > T n справедливо неравенство

L F n ( x ) < - - ^ F „ ( x ) + - | - F n. 1 (x ) .  (7 .9 )

При п =  1 неравенство (7 .9 )  совпадает с (2 .5 ) ,  а пото­
му (см. (2.6)) утверждение леммы для этого случая спра­
ведливо. Для произвольного п это утверждение вытекает 
из принципа математической индукции, если заметить, 
что в силу задачи 3 .7 .1  и (7 .2 )  для функции Vn (х) справед­
лива формула (3 .5 .5 )  а, следовательно, и равенство

- j f  M F „  (X x ( t ) ) = M L V n ( X х (t ) ) .

Л е м м а  7.2. Пусть функция R  (х) удовлетворяет усло­
вию (1 .1 ) ,  причем матрица А  =  аВ +  1/2/ устойчива. 
Пусть, кроме того, выполнены условия (а) и (7 .2 ) . Тогда 
для решения X х (t) задачи (7 .3 )  при любом п =  1 , 2 ,  . . . 
выполнено соотношение

sup М | ( X х (t) -  х 0) |f t  |»я =  dn <  о о . (7 .1 0 )
1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как всегда, можно огра­
ничиться случаем х0 =  0. Так как матрица А =  аВ +  1/2/ 
устойчива и выполнено условие (1.1), то (см. следст­
вие 3 .1 )  найдутся симметричная положительно определен-

1
ная матрица Си 0 > О  и rkl > - ^ a ,  для которых

(C iR  (х), х) <  — (CiX, х) при | х | <  0. (7 .1 1 )

Рассматривая функцию W n (х) =  (Ctx , х )п и принимая 
во внимание соотношения, аналогичные (7 .5 )  — (7 .7 ) ,  по­
лучим неравенство
j  y y  ^  2/га (С\Х, х ) п 1 ( С \R (х ) ,  х )  ^

+  - | - ( »F » - 1(* )  +  tFn (*))- (7-12)



(Здесь и ниже kt — положительные постоянные, быть 
может, зависящие от п.) Учитывая (7.11), находим из (7.12) 
и соотношения (C^R (х ), х) ^  к2 (Сух, х) что,

I W  (т\ ^  2nak\Wn (x) ^ k^Wn (x)
t X{|JC|<0> I l %{|*|>0} +

+  Jf r ( W n- 1( x ) + W n (x ) ) .

Отсюда, как обычно (см. доказательство леммы 2.1), 
получаем

4 -  М 1Г„ ( X х ( ( ) ) <  -  f -  М l W n  ( X »  ( 0 )  X f l ^ D K e , !  +

+  ^ М  IW,  ( X » ( 0 ) z (K <m|M1] +

+  i - M ( l l ' „ . 1(.Y - (0 ) +  И7»  (X *  (0 ),

где д = 2 я Я 1> 1 .  Значит, в силу тождества 

М [W n ( X x (t))y,{lxx(t)[<e)] =

=  M [W n (X *  (0 ) -  (X х (0 ) Х{|я*(<)15>е}Ь

имеем

4 - М И ^ д ( Х « ( * ) Х  

< - Т МИ/»  ( * *  W )  +  4 -  М ( 0 ) Х{|лг*(1)|>0>] +

+ 4г м (wv, (х* (0) + (X* (0)).

Заметим еще, что из неравенства Х{ |**(4)|>0} < |  X х (t) |2JV/02JV, 
справедливого для любого jV > 0 ,  вытекает соотношение

м  I W .  ( Х ‘  ( 0 )  м “ ' 7 гГ (1)|. (7 .13 )

В силу же леммы 7.1 правая часть (7.13) может быть
сделана меньше ke/tn+1 за счет выбора N .  Поэтому

~ M W n ( X х ( 0 ) <  -  f  - м w n (X х (<)) +  - ^ г  +



Если мы предположим теперь, что утверждение леммы 
справедливо для моментов степени 2 (п — 1), то для t >  
;>  Т п и некоторой постоянной (1 <  <  q) получаем
из (7.14) также неравенство

( * * ( 0 )  +  - Д - -

Преобразуя это неравенство к виду

4 - ( ^ 1Пм ^ п  ( * ( * ) ) ) <  t J -ъ —

и интегрируя в пределах от Т  до t, получим в силу соот­
ношения W n (х) ^  кс, \ х  |2П утверждение леммы для мо­
ментов степени 2п. Так как для п =  0 утверждение леммы 
очевидно, то лемма доказана.

Сформулируем теперь основной результат этого пара­
графа для случая непрерывного времени.

Т е о р е м а  7.1. Пусть выполнены условия (а), (7.2), (1.1), 
а матрица А  =  аВ +  */2/ устойчива. Пусть, кроме того, 
выполнены условия

lim аТ ( t , х) =  Or,
t -У  ОО 
X-VCCO

а X х (t) — решение задачи (7.3). Тогда случайный процесс 
У  (t) =  V i  {X х (t) — х 0) имеет ограниченные моменты 
всех порядков п =  1, 2, 3 . . .  При этом любые смешанные 
моменты вектора Y  (t) сходятся при t —> оо к соответст­
вующим моментам гауссовского случайного вектора г\ 
с нулевым средним и ковариационной матрицей S, где

со h

S =  а2 j eAvS0eAv* dv, S0 =  2  <№ *  •
0 r =  1

5  частности, при t ->■ oo

М У (0  У  (0 *  ->

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 4.4.1 X  (£) ->  
—> х 0 при сделанных предположениях. Поэтому выполне­
ны условия теоремы 5.1, которая позволяет заключить, 
что У  (t) сходится к т) по распределению. Отсюда, из лем­
мы 7.2 и леммы 1.2.1 следует утверждение теоремы.



Аналогичный результат можно получить и для ди­
скретной процедуры

Х ( г + 1 ) - Х  =  [Д (Х (* ) )  +  С (Н -1 , X ( t ) ,  со)],
1 (7.15)

Х ( \ )  =  х.

Однако по сравнению с непрерывным временем здесь 
возникают две дополнительных трудности: во-первых, вы­
ражение для производящего оператора степени квадратич­
ной формы в этом случае не так просто, а, во-вторых, 
для ограниченности моментов процесса Y  (t) =  
=  V i  {X х (t) -  х 0) здесь уже нужно требовать и суще­
ствования достаточно высоких моментов у  величин 
G (t , х, со). В связи с последним обстоятельством мы будем 
предполагать, что при подходящем р для всех х  £ Е и 
t ^  1 выполнено условие

I R (х) |В +  М | G (t, х, со) |» <  К  (1 +  | х |В). (7.16)

З а д а ч а  7.1. Пусть выполнены условия (7.16) с Р =  
=  2п и (7.1). Покажите, что в этом случае для решения 
задачи (7.15) при к =  1, 2, . . ., п выполнены соотноше­
ния

sup М [ |Х*(£) — x0\tB] 2h =  Ck <  оо, (7.17)
о  1

где s =  min(aA,, 1/2).

У к а з а н и е .  Воспользоваться методом доказательства лем­
мы 2.1 и провести индукцию по к.

З а д а ч а  7.2. а) Пусть выполнено условие (7.1) 
и условие (7.16) для четного числа р, удовлетворяющего 
неравенству

Р >  (7.18)r mm (2а\, 1) ' '

Покажите, что тогда процесс Y  (t) =  V i  [ X х (t) — х 0), 
где X х (t) — решение задачи (7.15), имеет ограниченные 
моменты второго порядка.

б) Проверьте, что при замене условия (7.18) условием



можно гарантировать справедливость соотношения 

sup М | Y  (t) |4 <  оо.
(?ij

У к а з а н и е .  Воспользуйтесь результатом задачи 7.1 и мето­
дом доказательства леммы 7.2.

Из ограниченности моментов порядка, большего п0, 
и сходимости распределений вытекает согласно лемме 1.2.1 
и сходимость моментов порядка п0. Таким образом, мы 
получаем следующую теорему.

Т е о р е м а  7.2. Пусть выполнены условия (а ), (1.1), мат­
рица А  =  аВ -f- х/2/ устойчива и

lim А ( t , х ) =  А (оо , ж0) - S0,
t -У  оо 
X-+XQ

где
А  (t , х) =  MG ( t , х, со) G* (t , х, со).

Пусть г) — гауссовский случайный вектор с параметра­
ми (0, S). Пусть, кроме того, справедливо неравен-

2
ство (7.16) при четном |3 >  m-n ^ g  ̂ ^  . Тогда моменты 

порядков меньших чем два процесса Y  (t) =  
=  ]/1 (X х (t) — х 0) (X х ( t) — решение задачи (7.15)) схо­
дятся к соответствующим моментам вектора г). В част­
ности,

М У (t) ->  0.
£—>■00

Если же неравенство (7.16) выполнено при четном 

min {?ak 1) ’ 1710 606 моменты порядков, меньших 4, про­
цесса Y  ( t) сходятся к соответствующим моментам Т) 
м, е частности,

оо

МY ( t ) Y * ( t ) ------> S =  a2 [ e AvS0eA**dv.
t-> оо J

О



Г Л А В А  7

НЕКОТОРЫЕ МОДИФИКАЦИИ ПРОЦЕДУР 
СТОХАСТИЧЕСКОЙ АППРОКСИМАЦИИ

Рассматриваются модификации процедуры РМ , обоб­
щающие модификацию, предложенную Албертом и Гард­
нером. Выясняются условия сходимости и асимптотиче­
ской нормальности этих модификаций. Изучены также 
свойства важной модификации процедуры РМ, предло­
женной Вентером7 и некоторых аналогичных процедур.

§ 1. Постановка задачи
В ряде случаев a priori известно, что корень уравнения 

регрессии R (х) =  0 принадлежит некоторому открытому 
ограниченному множеству U  а  Еу. Тогда естественно по­
строить процедуры, использующие лишь наблюдения не­
известной функции R  (х) на этом множестве. К  тому же, 
по условиям эксперимента, наблюдения вне U  могут ока­
заться и невозможными.

Последовательная процедура, приспособленная к тако­
го рода априорной информации, изучена в книге Алберта 
и Гарднера [1] в связи с задачей оценивания неизвестного 
параметра распределения. Она состоит в следующем. Обо­
значим для любого х £ Еу

{х, если Гу<Сх<С г2,
Гу, если х < Г у ,

г2, если х  >  г2.

Тогда модификацией Алберта и Гарднера процедуры с. а.
Роббинса — Монро (4.1.5) служит процедура

X  (t +  1) =  [X  (t) +  a (t) (R  (X  ( t) )  +  G (t +  1, X  (i), co)£. (.1.1)



В этой же книге доказана при некоторых условиях сходи­
мость процедуры (1.1) и более общей процедуры, когда 
множитель а ( t) зависит от прошлых наблюдений. Кроме 
того, там изучено предельное распределение процеду­
ры (1.1) и поставлена задача об изучении свойств ее много­
мерного аналога.

Здесь мы рассмотрим некоторый класс обобщающих
(1.1) процедур с. а. и исследуем их асимптотические 
свойства.

В соответствии со сказанным всюду в этом и следую­
щих параграфах предполагается, что уравнение R  (х) =  
=  0 имеет единственное решение х =  х 0 на фиксирован­
ном множестве U, а функции R (х), М | G (t, х, со) |2 огра­
ничены при t ^  1, х  g U  (U  — замыкание U ),  удовле­
творяют обычным условиям измеримости, причем 
МG (t , х, со) =  0.

Всюду в дальнейшем через X  (t) будет обозначаться 
процесс, полученный из X  (t) с помощью некоторой опера­
ции усечения, более подробно описанной ниже.

Рассмотрим класс процедур, обобщающих (1.1), кото­
рые строятся по наблюдениям из множества U.

Пусть Ф  (х) — 03(-измеримая функция, х £ E h такая, 
что Ф  (х) =  х  при х £ U, Ф  (х) 6 U  при любом х 6 ЕI. 
Тогда процедура

Х ( г + 1 )  =  Ф (У (г ) ) ,  (1-2)
где

Y ( t )  =  X ( t )  +  a ( t ) ( R ( X  (<)) +  (? (£ +  1, X ( t ), со))

(R ,  G — векторы из E h R  (x) +  G (t +  1, x, со) удовлет­
воряет условиям (A ) § 2.3), конечно, обобщает (1.1).

В этой процедуре X  (t +  1) определяется по X  ( t) 
так же, как и в процедуре Роббинса — Монро (см. гл. 4), 
если точка Y  (t) принадлежит множеству U . Если же 
Y  (t) £ U, то следующее наблюдение производится в точ-
ке X  (t +  1) =  Ф  ( Y  (£)) в U.

Дальнейшее обобщение состоит в том, что в последнем 
случае X ( t  +  1) строится по Y  (t) не обязательно детер­
минированным образом, а, быть может, в соответствии 
с некоторым распределением вероятностей, сосредото­
ченном на U  и не зависящим от прошлых наблюдений
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процесса X  (t). Точнее, рассмотрим в Е х процедуру

Х (£  +  1) =  Ф (У (£ ),  со), (1.3)

где семейство 25г X 21 измеримых функций Ф  (х, со), х £ 
6 Ei,  не зависит от семейства G (t, х, со), £ =  1 , 2 , . . .  
. . ., х 6 Е и причем

Р  {Ф  (х, со) =  х  при х  g U }  =  1, (1.4)

Р  {Ф  (х, со) £ U  при х  6 E t} =  1. (1.5)

Процедуру (1.3) будем называть усеченной в области U  
процедурой РМ. Будем обозначать X s’ х (£) процесс, опреде­
ляемой формулой (1.3) и начальным условием X  (s) =  х.

§ 2. Общая теорема

В этом параграфе мы будем рассматривать усеченную 
в области U  a  E i  процедуру с. а., определяемую форму­
лой (1.3), где последовательность a ( t)  ^  0 удовлетворяет 
условиям

ОО оо

2 « ( 0 = о о ,  2  а2(£ )< о о .  (2.1)
<= 1 <=1

Пусть, кроме того, существует функция W  (х)'£  С£ та­
кая *), что

sup (R  (х), V W ( x ) ) C  0 при 8 > 0 ,  
е<| зс-ж0|, х£ U (2.2)

W  (х) >  0 при х ф х 0, W ( x 0) =  0.

Обозначим 

Ts’* = inf{£: Y s' x ( t - i ) l U } ,

Y s’ x (t) =  X s' x (t) +  a ( t ) ( R  (X s' * (/)) +  G (t + 1, X s' x(t), со)).

Очевидно, т*> * — момент первого выхода неусеченного 
процесса РМ

X  (£ +  1) - X  (t) = а  (0  (R  (X  (*)) +  G (t +  1, X  (t), со)),
(2.3)

X  (s) =  х 

J) Класс С% введен на стр. 122,



из области U. Обозначим также для области UyCi U  

£*•*(£/!) =  inf {£: *,

Аналогично, положим (при п — 2 ,3 ,  . . . )

<• ж =  inf {t: Y s’ x ( t - i ) £ U , t >  й*_* (t fi)},

&  - (С/,) =  inf {t: t >  xj* * X s' * ( t )  e U  J.

Конечно, возможно, что xh *  =  оо с положительной веро­
ятностью для некоторого п0. Тогда т„ Л =  £« * (C^i) =  00 
и для всех и >  /г0 с т°й  же вероятностью.

Т е о р е м а  2.1. Пусть усеченная в области U  процедура 
РМ (1.3) обладает свойствами:

I. Для некоторой области UyCZ U  такой, что х 0 £ U 1, 
и некоторого Т  >  О справедливо неравенство

sup P {x f* oo} =  g <  1. (2-4)
s^T, ж£С/1

I I .  Для всех s ^  Т , х  £ U

Р {х3' х (t/i) <  00} =  1,
где ts' x (U  1) — момент первого достижения множества 
U 1 процессом X s’ * (t).

I I I .  Существует функция W  (х) £ С°2, удовлетворяю­
щая в области U  условиям (2.2).

IV . Выполнены условия (2.1).
Тогда для любых s ^  1, х £ Е х процесс с. a. X s’ х (t) 

удовлетворяет соотношению

Р {lim  Х “’ жОО =  а;0}  =  1.
/->оо

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Как обычно, рассмотрим 
в области t >  1, х £ U  вспомогательную функцию

ОО

V {t ,  x) =  W { x )  +  K  У] a2 (i).
i —t

Обозначим через L  производящий оператор неусеченного 
процесса РМ X  (t). Д ля  £ >  1, х £ U  при достаточно боль­
шой постоянной К ,  используя ограниченность в

U  функций R  (х), М | G (t, х, со) |2 и условие W  (х) 6 С!!,
14*



имеем

L V  (t, х) =  МИ7 (х +  а ( t) (R  (х) +  G (t +  1, х, со))) —

— W  (х) — Ка2 ( * ) <  — а (£) | (Д (г ), V W  (* )) |. (2.5)

Значит, на основании теоремы 2.2.1 пара ( V  (t Д 
X s> х (t /\ т\’ *)), «# \ ) — супермартингал. Отсюда и из тео­
ремы 1.5.1 вытекает, что для почти всех со £А\’ Х =
=  {со: т®> ж =  оо } существует конечный предел

lim V (t, X s' * (0 )  =  tl <  00• (2.6)
t—►СО

Из (2.6), (2.5) с помощью соображений, использованных 
при доказательстве теоремы 2.7.1, находим:

lim X s’ x (t)  =  х0 для почти всех собЛ®’ *. (2-7)
/-> ОО

Так как X s’ х (t) =  X s’ х (t) при t <  xf* *. то (2.7) справед­
ливо и для процесса X s' х (t), т. е.

lim X s’ ж (£) =  £0 для почти всех со ^ А \ 'х. (2.8)
t—УОО

2) В силу условия I I  теоремы с точностью до события 
вероятности нуль справедливо включение

{ Т * * <  0 0 }  < = {£ • ■  * ( £ ^ < 0 0 } .  ( 2 . 9 )

Оценим вероятность события Ап х =  {т^’ * <  оо }
для х  £ U и В силу условия I, для всех s ^  Т , х £ С/,

Р { A \ ’ x} ^ q .  (2.10)

Далее, пользуясь марковским свойством процесса X s' х (t),
(2.9), (2.10), имеем

Р { 4 ’ * } =
оо оо

= 2  2  j РМ’ж=*. zsi x(Ui )=j ,  x s' *( j )e dy}x
i = s + i  j = s + l  y£Ui

X P  { A { '  y} < g P  {Tf. * <  O O }< ? 2.
Аналогично



Из (2.11) вытекает, конечно, для всех s > 7 \  x £ U { ра­
венство

P { f U n ’ * }= 0 .  (2.12)
71=1

3) Обозначим В  =  {со: lim | X s- х (t) — х 0 \ Ф  0 }.
t-yoo

Очевидно, в силу (2.9), что с точностью до события вероят­
ности нуль справедливо включение

B ^ D  [} Е  \] F,
где

оо   оо

D =  {A\'X П В}, Е =  U К ’ * П -4n’+ i П В) F =  Л X ’ *.
П— 1 П =  1

Нужно показать, что каждое из событий D , Е, F  имеет 
вероятность нуль. Равенство нулю вероятностей Р {£>}, 
Р {.F } вытекает соответственно из (2.8), (2.12). Кроме 
того,

СО

Р {£}< 2  Р  {Ап * п An+i п В}, (2.13)
П = 1

причем, как это следует из марковского свойства процес- 
са X s’ x ( t ), (2.8), (2.9),

ОО оо

Р { А \ 'Х П A s2’ x П В } =  ^  2  ) Р 1 ^ ’ ж =  ^
i = s + l  3=8+1 y£Ul

Е;.*(£7,) =  /. X s’ x ( j ) e d y } P { A i ' v П В} =  0.

Аналогично убеждаемся и в равенстве нулю остальных 
членов ряда в (2.13).

4) Таким образом, утверждение теоремы доказано для 
х  £ 171 , s ^  Т. Если теперь s ^  1, х £ U , то, снова при­
меняя марковское свойство и условие I I  теоремы, без тру­
да получим утверждение теоремы и в общем случае.

Обсудим кратко условия теоремы 2.1. Условия I I I  
и IV  обычны для метода с. а. и мало ограничительны. 
Поэтому основное внимание ниже будет обращено на усло­
вия I, I I .  Мы покажем в § 3, что область U\ всегда можно



выбрать так, чтобы условие I выполнялось. Условие же I I  
накладывает некоторые ограничения на класс возможных 
усечений. Эффективная форма такого ограничения также 
будет получена в следующем параграфе.

§ 3. Вспомогательные результаты

Л е м м а  3.1. Для выполнения условия (2.4) достаточно 
существования в Е  t функции V  (t, х) со свойствами

1) V (t, х) >  0, t > T ,  х £ Е ь ^

L V  (t , х) ^  0, t ^  Т , х £ U,
sup V  (t , х )

x£Ui , „
in f V (t, х ) =тЧ <  ! •  ( 3 -2 )

(ггТ, x£U

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть s > T ,  x £ U х. Так как 
(F  (/ Д т®> *, X s’ ж(гД т*’ *)), jff 't )  — супермартингал, то

MF ( t Д т*»*, X s’ х (t Д т*> X) ) < F  (.9, ж)

при ( >  s >  1 и, значит,

 ̂ F  (т«- *, X s’ X(xf> *)) Р (d a )}.^ F  (.s, х).

* * < »
Отсюда вытекает неравенство

р { * ; ■ ■ « }<  <3-3>
t$:T, x£U

Соотношение (2.4) является очевидным следствием (3.2) 
и (3.3).

С л е д с т в и е .  Рассмотрим, как и при доказатель­
стве теоремы 2.1, функцию

ОО

V (t ,  x) =  W (x )  +  K ' Z  а2 (0 , (3.4)
i = t

где W  (х) g С° удовлетворяет условиям (2.2). Тогда при 
соответствующем выборе К  справедливы, как было ука­
зано, неравенства (3.1). Кроме того, выбирая в качестве 
области U у достаточно малую окрестность точки х 0, легко 
убеждаемся, что для такой области U t и достаточно боль-



шого Т  выполнено и условие *) (3.2). Таким образом, 
; условия I I I ,  IV  теоремы 2.1 обеспечивают и выполнение 

условия I для достаточно малой окрестности точки х 0.
Несколько сложнее обстоит дело с условием I I  теоре­

мы 2.1. Обозначим L  производящий оператор процес­
са (1.3). Из теоремы 2.5.1 вытекает, что условие I I  выпол­
нено, если в области U \ U i  существует неотрицательная 
функция V  (t , х), для которой

L V  (t , х) ^  — а (t) (3.5)

при t >  Т, х £ U \ U 1, где а  (t) — член расходящегося 
ряда из неотрицательных чисел. Это условие, налагающее 
определенные требования на способ усечения в (1.3), 
кажется на первый взгляд трудно проверяемым. Однако 
мы сейчас получим из него следующее утверждение.

Л е м м а  3.2 В одномерном случае, когда U  =  (ri, г 2), 
условие I I  вытекает из условий I I I ,  IV  для любой усеченной 
процедуры (1.3), удовлетворяющей требованиям (1.4), (1.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим функцию W  (х) £ 
6 С°2, равную нулю при х =  х 0, убывающую при х -< х 0, 
возрастающую при х  >  х 0 и, кроме того, такую, что 
W  (гх) =  W  (r2), W ' Ф  0 при х Ф  х 0. Определим, далее, 
функцию V  (t , х) формулой (3.4). Тогда, как показывают 
вычисления, проведенные при доказательстве теоремы 2.1,

L V  (t , х) ^  -  a ( t )  \R (х) W ' (х) \

в области t ^  1, х £ U,  и, значит, для некоторой постоян­
ной с >  О

L V  (t , х) ^  — са (t) при х £ U  \  Ui.

Далее, так как W  (х) >  W  (у) для любых х g [г±, г 2\, 
У 6 (r i, г 2), то

L V  (t , х) =  M F ( t  +  1, X '1 х (t +  1)) -  F  (;t , x) =

=  M W  (X *• * (t +  1)) -  W  (x) — Ka2 (t) >

>  M W {.X * {t +  1)) -  W  (x) -  Ka2 (t) =  L V  (t , x).

Таким образом, функция F  (t , ж) удовлетворяет неравен­
ству (3.5). Лемма доказана.

J) Конечно, не ограничивая общности, можно считать, что для 
Любого в >  0 in f W  (х ) >  0.

| х —х0 1 >  е



§ 4 . Теорем ы  о сходи м ости  и аси м п тоти ческо й  
нор м ал ьности

Из результатов §§ 2, 3 непосредственно вытекают сле­
дующие утверждения.

Т е о р е м а  4.1. Пусть U  — (г1; г2) — некоторый ко­
нечный интервал в Е и содержащий точку х 0, a X s’ х (t) — 
одномерный марковский случайный процесс, определяющий 
усеченную в U  процедуру (1.3) — (1.5). Пусть, кроме того, 
выполнены условия

ОО о о

a  (t)  >  0 , 2  a ( t )  =  o o ,  2 a 2 ( t ) < o o , (4 .1 )
г=1  г =  1

sup {R  (х) ( х — х0) } < 0  при любом 0. (4.2)
Е <|Ж -Ж 0 |, *£ [Г 1 ,  г-2]

Если к тому же функции | R  (х) |, MG2 (t , х, ш) ограниче­
ны при х [г  1 , г2], то процесс X s’ х ( t) для любых s ^  1, 
х £ Еу сходится п. н. при t ->  оо к корню х 0 уравнения 
регрессии R  (х ) =  0.

Т е о р е м а  4.2. Пусть корень х 0 уравнения регрессии 
R (х) =  0 принадлежит некоторой ограниченной области 
U  6 E i и, кроме того,

1) существует функция W  (х) £ С\, удовлетворяющая 
условиям (2.2),

2) для некоторой неотрицательной функции Vi(t,x ) и 
любой окрестности U i точки х 0 найдется неотрица-

о о

тельная последовательность а (t) такая, что V  сс (г) =  °о
~  (=0 

и в области U  \  U {

LV i (t, х)<1 — а (г ), (4.3)

3) функции | R (х) |, М | G (t , х, со) |2 ограничены при 
t 1, х  £ U,

4) выполнены условия (4.1).
Тогда процесс X s’ х (t), определяющий усеченную в U  

процедуру (1.3) — (1-5), п. н. сходится при t оо к кор­
ню х 0 уравнения регрессии R  (х) =  0.

З а м е ч а н и е  4.1. Если рассматриваемое усечение 
таково, что L W  (х) ^  L W  (х ), то условие (4.3) выполнено,



оо

так как можно положить V t (t , х) =  W  (х) +  К  2  о? ( i ),
i = t

а (t) =  са (t) (постоянная с зависит от области U 4) . 1)
Мы рассмотрели случай усечения по отношению к не­

которой ограниченной области U. Все предыдущие рас­
суждения при тривиальных изменениях остаются в силе 
и для случая неограниченных областей U . Нужно только 
наложить на рост функций | R (х) |, М | G (t , х, со) |2 
такие условия, при которых X  (t) не может уйти в беско­
нечность с положительной вероятностью. Таким образом, 
можно доказать следующие обобщения теорем 4.1 и 4.2.

Т е о р е м а  4 .1 '.  Пусть х 0 — корень уравнения регрессии 
R  (ж) =  0, принадлежащий открытому множеству U  
прямой Е 1. Предположим также, что выполнены усло­
вия (4.1), (4.2) и при t ^  1, х  £ U  неравенство

|Д (х) |2 +  MG2 (г, х, со) ^  К  (1 +  х2), К  =  const.

Тогда процесс (1.3) — (1.5) сходится п. н. при t -*■ оо к х0.
Т е о р е м а  4 .2 '.  Утверждение теоремы 4.2 остается 

в силе и для неограниченной области U  a  E h если усло­
вие 3) этой теоремы заменить условием: при t ^  1, х  £ U

| R  (ж) |2 +  М | G (t, х, со)|2 (1 +  | х |2), Я = const.

Легко видеть, что доказанные в гл. 6 теоремы об асим­
птотической нормальности почти без изменения переносят­
ся на усеченные процедуры с. а. Чтобы установить это, 
заметим, что, как показано при доказательстве теоремы 2.1 
(см. равенство 2.11), событие: «т%< х <С оо при всех п — 
=  1 ,2 , . . . »  имеет вероятность нуль. Значит, для любого 
е >• О можно найти такое Т  — Т  (е ), для которого

Р  {У* ’ X{ t ) l U  для некоторого t > T } ^ z .

Поэтому
Р { Х 3’ ж(*) =  Х г (г) при г > 7 } >  1 - е ,  (4.4)

г д е Х т (1) — траектория процесса (2.3), удовлетворяющая 
начальному условию

Х т (Т ) =  Х е’ х (Т ),

L) Условие L W  < ! L W ,  конечно, выполнено, если W  (Ф  (ж,ш)) <1 
W (х) п. н.



причем это утверждение справедливо при любом способе 
определения функций R  (х) и G (t , х, со) при х  £ U. Напри­
мер, можно положить R  (х) =  G ( t , х, со) == 0, если х  £ 
6 U. Если, ^роме того, для процесса Х т ( t) выполнены 
условия теоремы 6.6.1, то последовательность случайных 
величин у  t ( Х т (£).— ж0) асимптотически нормальна. От­
сюда и из (4.4) (см. конец доказательства теоремы 6.5.1) 
вытекает следующий результат.

Т е о р е м а  4.3. Пусть выполнены условия одной из тео­
рем 4.1, 4.1', 4.2, 4.2', и , кроме того,

1) a (t) — a lt , а =  const >  О,
2) функция R  (х) допускает представление

R  (х) =  В  (х — х 0) +  6 (х),

где

| 6 (ж) | =  о (| х  — х 0 |) при х  ->  х 0, 

а матрица А  — аВ +  -у  /  устойчива,

3) справедливы соотношения

lim 5 (t, x )  =  S 0 =  S (оо, я0)
t —►ОО 
X-i-XQ

lim sup sup i | С? (г, я, со) |2 P {rfco} =  0.
R->o° | 3c-x0 |<0 t^ O  ] a i t t X } a ) > R

Тогда

Y t  (X s' x (t) — x0) ~ 3 l  (0, S),

где
OO

S =  a2 [ 
о

В заключение отметим, что для рассмотренной здесь 
модификации процедуры РМ нетрудно получить и аналоги 
теорем гл. 6 о сходимости моментов. Мы не будем на этом 
останавливаться.



§ 5. Адаптивные процедуры Роббинса — Монро

Рассмотрим сначала одномерный случай. Пусть х £ Еу, 
R  (х), G (t , х, со) — числовые функции, удовлетворяющие 
при всех t ^  1, х £ Еу условиям (А ) § 2.3 и соотношениям

|й (х)\г +  МG2 (t , х, со) sSC К  (1 +  х2), К  =  const, (5.1)

inf R  (х) (х — х 0) >  0 при любом е >  О, (5.2) 
е<|ж-ж0|<е-1

MG (t , ж, со) =  0. (5-3)

Тогда по теореме 4.1.1 процедура РМ 

X ( * + l ) _ Z ( 0 = _ _ i _ y f ( Z ( 0 ,  СО), Х (0 ) =  ж, (5.4)

где Y t (х, со) =  R  (х) +  G (t +  1, х, со), а >  0, определяет 
сходящийся к корню х 0 уравнения регрессии R {х) =  
=  M F  ( t , ж, со) =  0 случайный процесс X  ( t). Если к тому 
же а!2 <  а =  R '  (ж0) и выполнены также условия теоре­
мы 6.6.2, то

I  (X  ( ( ) - * . ) - 9 !  ( 0 . 1 ^ - ) .  (5.5)

где
a2 =  lim  МG‘2(t, х, со).

t->  оо

Естественно поставить вопрос об оптимальном выборе 
параметра а. Если в качестве критерия оптимальности 
взять дисперсию предельного нормального закона в (5.5), 
то нужно, конечно, положить а =  а (так как при этом 
значении дисперсия достигает минимального значения 
о2/а2). Но функция регрессии R (х) и, тем более, ее про­
изводная при х  =  х 0 не известны наблюдателю. Однако 
нельзя ли по наблюдениям оценить величину а и построить 
«адаптивную» процедуру, асимптотически при t -*■ оо 
эквивалентную процедуре (5.4) с а =  а? Оказывается, 
можно, при дополнительном предположенЬи а >  0.

Нижеследующее изложение существенно использует 
работу Вентера [1].

Пусть X  (t) —любая (-измеримая *) случайная вели­
чина, a Y t (X  (t) +  с ( t), со )— независимые наблюдения,

*) Система а-алгебр SFt определена на стр. 48.



произведенные в момент времени t в точках X  ( t ) ± c  (t). 
(Напомним, что условное распределение Y t (X  (t) + с  ( t),
и ) при фиксированной 0 -алгебре t совпадает с распре­
делением У  ( t , X  (t ) + c  (t), со).)

Обозначим
z ^ _ r t (X(0 +  c(t), a >) - Y, ( X( t ) - e ( t ) ,  (о)  ̂ ^

2 с (t)

Л е м м а  5 Л .  Пусть выполнены условия:
1) Числовая последовательность с (t) в (5.6) стремится 

к нулю при t —V оо и, кроме того ,

ОО

2 ( tc ( t))а <00, (5i7)
t = i

2) Процесс X  (t) t-измерим и при t -*■ оо

X  (г) ->  х 0 (п. н.).

3) Функция R '  (х ) непрерывно дифференцируема в неко­
торой окрестности точки х 0.

4) Функция MG2 (t +  1, X  (t) +  с (£), со) ограничена 
при t ^  1.

Тогда при t оо
t

= у 2  (п. н).
г = 1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (5.6) находим

( Г (1) =  i 2  Д ( * М + « И ) = Л | Х В - » < ‘И + | 2  £ « .
i = l  г = 1

где
_  G ( l  +  1, X (0  +  e ( i ) ,  f i> ) -G ( i  +  l ,  X ( i ) - c ( i ) ,  w)

^ ~  2c (г)

Из условий 1,2, 3 леммы следует, что при t->~oо

л  ( X ( t f + c ( t ) ) — Д (X  (.0 — с (0 ) / ч

Поэтому достаточно установить соотношение
t

lim|2 С(0 =  0 (п .п .). (5.8)
i — 1



В силу условия 4 и (5.7)
оо 

<= 1

Кроме того, так как MG ( t , х, ю )= 0 , то М (£ (f ) I J T t) =  
=  0 (и. и.). Отсюда и из неравенства Колмогорова (см. 
Лоэв Ц ], стр. 407, теорема Д ) вытекает (5.8), а значит, 
и утверждение леммы.

Лемма 5.1 позволяет надеяться, что оптимальная в ука­
занном выше смысле процедура с. а. получится, если по­
стоянную а в (5.4) заменить процессом W  (t). Кроме того, 
так как для вычисления Z  (t) согласно (5.6) необходимо 
производить измерения в точках X  (t) +  с (t) и X  (t) — 
— с (t ) ,  естественно эти же измерения использовать и 
в процедуре. Таким образом, мы приходим к необходимо­
сти исследования асимптотических свойств процедуры

X  {t + 1 )  — X  (t) =

~  tW(t)  2

W { t + \ ) - W f c ) = 1 ±T ( - W ( t )  +  Z ( t + 1)), (5.10)

где Z ( t )  — процесс, определенный согласно (5.6), а 

vv,,., f  W  (t), если W  (0 = ^ 0  

U  1 1, если W ( t )  =  0.

(Введение W  (t) позволяет придать смысл формуле (5.9) 
при всех значениях W  (t). Ниже будет показано, что при 
некоторых ограничениях W  (t) Ф  W  (t) не более чем для 
конечного числа значений t.)

^Заметим, что (5.10) является рекуррентной формой 
записи среднего арифметического значений процесса Z  (t), 
если W  (0) =  0. Нам, однако, удобно будет рассматри­
вать (5.10) и при других начальных условиях.

Формулы (5.9), (5.10), (5.6) определяют (см. § 2.3) дву­
мерный марковский процесс (X  (t), W ( t ) )  при любом .Не­
измеримом начальном условии. Нетрудно понять, однако, 
что компонента X  (t) этого процесса может и не сходиться 
к корню х 0 уравнения R  (х) — 0 даже в том случае, когда 
R  (ж) (х  — х 0) >  0 при х Ф  х0. Грубо говоря, причина



этого в следующем. Пусть функция R  (ж) имеет вид, 
подобный изображенному на рис. 6, причем Ху и х 2 — точ­
ки минимума и максимума функции R (х ). Тогда траек­
тория процесса (5.9), (5.10) с положительной вероятно­
стью может оказаться в некоторый момент времени t0 
в области х >  х 2, w ■<. 0. Нетрудно понять из (5.9), что 
компонента X  ( t) при этом будет иметь тенденцию движе­
ния направо (М (X  {t -f- 1) — X  (t)/X (t), W  (t)) >  0).

0 xi /  !
j к  к --------------------

Рис. 6.

В то же время (см. доказательство леммы 5.1) процесс 
W  ( t) будет сближаться со средним арифметическим значе­
ний R '  (X  ( t)), которое отрицательно в силу структуры 
функции R  (х). Таким образом, процесс (X  (t), W  (t))
имеет тенденцию «задержаться» в области х >  х 2, w < ; 0,
а значит, с положительной вероятностью соотношение 
X  ( t) х 0 не будет иметь места.

Приведенные наводящие соображения перестанут дей­
ствовать, если R '  (х) >  0 для достаточно больших | х |. 
Мы покажем ниже, что при несколько более ограничи­
тельном условии

0 <  pi <  R '  (ж) <  р2 <  оо , х 6 Е и (5.11)

процедура (5.9), (5.10) дает состоятельную оценку х0, т. е. 
X  (t) - у  х 0.

Однако условие (5.11) может оказаться слишком 
жестким. В ряде случаев может быть доступна лишь 
следующая априорная информация

0 <  гу <  R '  (ж0) =  а  <  г 2 <  оо. (5.12)

Так как процесс W  (t) строился нами выше для аппро­
ксимации величины а, то при наличии информации (5.12)



естественно рассмотреть усеченную процедуру, заменив
(5.9) формулой

X ( f + 1 ) - X ( * ) = =
1 ( Y t ( X ( t )  +  c ( t ) ,  u)  +  Y t ( X ( t ) - c ( t ) ,  со)) , , , о .

—  t [ W ( t ) ]  2 ’  ̂ '

Г W  (t), если r4 <  W  (t) <  г2,

[W  (t) ] =  [W  ( t ) ] rrl =  < г !, если И/( г ) < г 1,
[  г2, если И7 (г) >  г2.

. Т е о р е м а  5.1. Пусть выполнены условия (5.12) и
1) При х  £ Е 1 справедливо неравенство

R 2 (х) +  MG2 (t , ж, со) ^  К  (1 +  х2), К  =  const. (5.14)

2) Функция R "  (х) непрерывна и ограничена при х  £
3) Для некоторых г  (0 << е <С 1/2), >  О, Х 2 >  О

I  f - < c ( i ) < - b .  (5.15)

4) 77/згг. всея х £ £ lt х ф  х 0

R  (х) (х — £0) >  0. (5.16)

Тогда процедура (5.13), (5.10) при начальном условии

X  (s) =  S, Ж  (*) =  Л (5.17)

(£ и г] — ^ s -измеримые случайные величины с конечной дис­
персией) обладает при t —>- оо свойствами

X  (t) ж0 (п. н.), (5.18)

W  (0 а  (п. н.). (5.19)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Будем считать х 0 =  0. Обо­
значим L  производящий оператор процесса (5.13), (5.10) 
и вычислим Ьхг. Согласно формуле (2.1.6) находим

Г т2 м  ( г  1 R ( x + c { t ) ) - \ - R ( x  —  c ( t ) )  G i ( t , x ,  со)\2-  I- г и  j X ,

где обозначено

G i Q  +  U z ,  0 ) = = G V +  i ’ x + e ®'  M) +  G(t +  1, x - c V U a ) '



Простое вычисление приводит с помощью (5.14) и справед­
ливого в силу условия 2) теоремы неравенства

Д ( х  +  С ( 0 )  +  Д ( х - С(0)_ _  R  { х )  | <  Кас2 { t )

к оценке

, 2Я2(1 + ^  +  са(г)) , MG? (< +  1, х,  со) /t- ОЛЧ
t * [w )2 "Г" «2 И 2 •

Используя неравенства (5.14), (5.15) и ^  [и>] ^  г2, 
получим из (5.20)

L x 2 <  — (ж) +  ( - i -  +  ^ - )  (1 +  ж2). (5.21)

СЮ

Так как в силу (5.15) ряд 2  1~х° г (0  сходится, то из
(=i

(5.21) первое утверждение теоремы вытекает точно так 
же, как утверждение теоремы 2.7.1 из неравенства (2.7.3).

Далее, из (5.21) следует (см. доказательство теоре­
мы 2.7.1), что

(П  (1 +  г М ) ( 1 + х 2(0 ) . .Г * ) ,
u = t

где g (и) =  1 It2 +  с2 (t)/t,— супермартингал. Поэтому 
функция M X 2 (t) ограничена по t. Отсюда и из (5.14) имеем:

sup MG? (t +  1, X  <t), со) <  оо.
t^i

Применяя лемму 5.1, убеждаемся в справедливости и вто­
рого утверждения теоремы.

Т е о р е м а  5.2. Пусть справедливы условия 2—4 теоре­
мы 5.1, неравенства (5.11) и, кроме того,

sup MG2 (t , х, со) <  оо.
tss l, х£Е  1

Тогда процедура (5.9), (5.10) при начальных условиях 
X  (1) — х, W  (0) =  0 обладает свойствами (5.18), (5.19).



Д о к а з а т е л ь с т в о .  В ходе доказательства лем­
мы 5.1 были получены соотношения (5.8) и

W (*) = т  S  Д (Х {1) +'С (°2̂ о (У (°~С (°~ + Т  S  S (0 . (5-22)
i = l  i = l

причем при выводе (5.8) условие X  (t) -*• х0 п. н. при t ->  
оо не использовалось. Поэтому (5.8) можно считать 

установленным для процесса W  (t), определяемого фор­
мулами (5.9), (5.10). Значит, согласно (5.11), (5.22)

p ^ l im  W  (£ )^ l im  W  (t) ^ p 2 (п. н.). (5.23)

Пусть теперь е >  0 достаточно мало. В силу (5.23) 
найдется такое достаточно большое Т — Т  (е), что

Р  {pi — е <  W  (t) <  р2 +  е при всех t >  Т )  >  1 — е.

«Выпуская» теперь траекторию (X  (t), W  (t)) процесса
(5.10), (5.13) с =  pi — е, г 2 — р2 +  е из той точки, 
в которой в момент времени Т  оказалась траектория 
процесса (5.9), (5.10) с начальным условием X  (1) =  х, 
W  (0) =  0, убеждаемся на основании теоремы 5.1, что

lim X  (£) =  £„, lim W  (2) =  а  (п .п .).
/•*->•» t-yoo

Так как согласно выбору Т  =  Т  (е) справедливо нера­
венство

P {su P {| X ( t ) - X  (01 +  1 W ( 0 - W ( 0 | }  =  0 } >  1 - е ,
t > T

a s произвольно мало, то теорема доказана.

§ 6. Асимптотическая оптимальность

В предыдущем параграфе мы установили сходимость 
адаптивных процедур РМ при соответствующих огра­
ничениях. Однако пока неясно, чем эти процедуры лучше 
обычной процедуры РМ, изученной ранее. Д ля  того чтобы 
ответить на этот вопрос, мы изучим предельное распреде­
ление Y t  (X  (t) — х0) при t оо.
15 М  Т» ТТОПОПЬРПИ D Я Y  OfWlTHUPHHtt



Т е о р е м а  6.1. Пусть выполнены условия теоремы 5.1, 
причем в условии (5.15)

е >  1/4. (6.1)
Пусть, далее,

lim W\G2(t, х, ю) =  а2 (6.2)
t-УСО

Х-УХ0

и для некоторого 0 >  О

lim sup sup f G2 (t, x, со) P {dco} =  0. (6.3)
Ii-УОО | x - x 0 |<0 1^1 |G(< ^ ш )|>д

Тогда процесс X  (t), определяемый формулами (5.13),
(5.10) и начальным условием X  (1) =  х, W  (0 )=  0, удов­
летворяет соотношению

l ^ ( X ( 0 - z 0) ~ 9 d ( o ,  - Ц г ) .  (6.4)

З а м е ч а н и е .  Дисперсия нормального закона в (6.4) 
на первый взгляд кажется вдвое меньшей, чем оптималь­
ная дисперсия, указанная в начале § 5. Вспомним, одна­
ко, что для вычисления X  (t +  1) нам потребовалось 2t 
независимых наблюдений в точках X  ( i ) ± c  ( i ), i —
=  1, 2, . . ., t. Очевидно,- для обычной процедуры РМ
(5.4) при оптимальном выборе параметра а также имеем

В этом смысле теорема 6.1 позволяет достичь асимпто­
тически оптимального результата.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  6.1. 1) Пред­
положим сначала, что г2 <  2 в условии (5.12) и, кроме 
того, функция R  (х) при всех х £ Е j удовлетворяет нера­
венству

R ( x ) x >  -^-х2. (6.5)

Пусть (X  (t), W  (/)) — процесс, определяемый соотно­
шениями (5.13), (5.10) и начальным условием X  (s) =  £, 
W  (s) — г) (5 и г) ^«-измеримы и имеют конечную дис­
персию).

Легко проверить справедливость аналогичного (6.1.5) 
представления процесса Y  (t) =  Y t X  (t) (мы, как обычно,



считаем для простоты х 0 — 0):
t

Y  (t +  1) =  Л -1  * V n  +  2  ^ С (к) X  (к) -
Й = 1  *

* A kt y l  +  J  { R ( X ( k ) + c ( k ) ) + R ( X ( k ) - c ( k ) ) - 2 a X _ ( k ) \

I  ' Ук l 2 [fv (k)\ J
h=s

 ^  A Gi (fc4~ 1, X  (к), to) ,0  0 ч

^  у  к ] Ж ( * ) ]R=S
где

П  ( * + ( ----^ -----г4 -\ — ) при k < t ,
4 - j mi f + 1 l  '  i^ h i  2 j w '

: 1 при k — t,

С (к) — случайная величина, удовлетворяющая неравен­
ству

| кС (к) | <  Ci (п. н.).

(Здесь и далее сг — неслучайные постоянные.)
Так как rt < [ #  (m)] <  г 2 (п. и.) и г 2 <  2ги то при 

всех т — 1 ,2 ,  . . .

4 ------J L _ < 1 - I L = - P < 0  (п .н .)
2 [И7 (го)] 2 г2

Поэтому для всех целых /с>|3, k ^ . t — 1

I A . K  П  ( 1 - 4 ) < ^  ( * Г  <6 ' 7 >
m=h-\-1

Это соотношение можно считать справедливым и при всех 
к ^  t — 1 в силу равенства A st =  A skA ht.

Как и в гл. 6, необходимо теперь оценить каждый из 
членов в представлении (6.6). Первый из них есть о (1) 
при t —>- оо согласно (6.7). Второй также стремится к ну­
лю в силу (6.7), теоремы 5.1 и оценки С (к) = 0  (1 /к) (п. н.). 
Для оценки третьего члена заметим прежде всего, что, 
в силу непрерывности R "  (х ) в точке х0 и теоремы 5.1,

л с*



при к ->  оо

~  (R  (X  (к) +  с (к)) +  R ( X  (к) - с  (к )) ) -  аХ  (к) =

=  Y  В" (х0) (X* (к) +  с2 (к)) +  о ( (X 2 ( к) )  +  с2 ( к) ) .

Таким образом, и третьим членом в представлении (6.6) 
можно пренебречь, если при t —у оо

t
2 - ^ р ( £ )  +  0 (п .н .),

Т  (6-8)
2 - ^ р 2(* ) - > 0  (п .н .).

Первое из этих соотношений немедленно вытекает из 
(6.7), (5.15) и (6.1). Д ля  доказательства (6.8) достаточно 
проверить, что при сделанных предположениях для неко­
торого 8̂  0 и £ —>■ оо

£ • (* )  =  O f f " 1/2- »» ) (п .н .). (6.9)

Доказательство последнего соотношения вполне ана­
логично доказательству леммы 6.2.1. А  именно, как и при 
доказательстве этой леммы, достаточно установить при 
некотором у >  1/2 аналогичное (6.2.7) неравенство для 
L  (Л ;2). В самом деле, из (5.21) и (6.5) находим

L  ( * V )  =  (* +  l ) v L x -2 +  z 2 ((£ +  l ) v -  <v) <

< R  (x ) x +  K-ig (t ) f  (1 +  z2) +  Y  (t +  l ) v- ‘ z 2<  
r 2

< ( v  ( i +-TY~i ~ ) i ,- i* + K ig(t)t4(t+a?). ( 6 . Ю )
В силу (6.1) постоянную у > 1 / 2  можно выбрать так, что

г«Х',= (т+^т1) ‘'’
— член сходящегося ряда. Далее, согласно (5.12) и пред­
положению 2гу >  г2 справедливо неравенство г2/2 <  а < ; 
<  г 2. Следовательно, постоянную у можно считать удов­
летворяющей также неравенству уг2 <  а. Отсюда выте­
кает, что при достаточно большом t выражение



/ . , 1 \ V— i а  „
у — ~— меньше отрицательной постоянной.

Из (6.10) и приведенных соображений аналогично доказа­
тельству леммы 6.2.1 получим (6.9).

Таким образом, задача свелась к изучению предель­
ного распределения выражения

•sp Аы G\ (fe +  l< X (к), to)
"  У  к [W(k)\

при t оо.  Повторяя с небольшими видоизменениями 
рассуждения теоремы 6.6.1 и снова пользуясь (6.7), убе­
димся, что это предельное распределение нормально с па­
раметрами (0, а\12а?). Множитель 1/2 в выражении для 
дисперсии, возникает потому, что в данном случае

lim МG\ ( t , х, w) =  -|-ao-
t-юо z

Итак, теорема доказана при дополнительных усло­
виях (6.5) и г 2 <  2tv

2) Общий случай можно свести к рассмотренному 
в п. 1) с помощью неоднократно применявшегося приема. 
Пусть (X  (г), W  (t)) — процесс, фигурирующий в форму­
лировке теоремы, е — произвольно малое положительное

число, а ej — такое число, что R (х) (х — х 0) >  (х — х 0)г

при | х  — х й | <  Ej. Обозначим =  max (3/4а, г4), р2 =
=  min (5/4сс, г2). Число Т  выберем настолько большим,
что

Р  {sup | X  (t) — х01 >  е,} + 1  — Р {W  (t) 6 (Pi, Pz)
/>т

при всех t > T } < i e  (6.11)

(такой выбор возможен по теореме 5.1).
Рассмотрим теперь при процесс X r (t), W T (t),

определяемый соотношениями (5.10), (5.6),

X ( i + 1 )  — X ( t ) =  ■ .

_  1 ( R ( X ( t ) + c ( t ) )  +  R ( X  ( t ) - c  (I)) .

t ЦТ w ig  I  2

- f ^ ^ + i . x w , ® ) }



и начальными условиями Х т (Т )  =  X  ( Т ), W T (Т ) =  
=  W  (Т ).
Здесь

ii? (х) при \х — х0| < е ,
R  (х0 +  е) +  а(ж — х0 — е) при х — ж0> е ,

R ( x 0 — е) +  а(а: — ж0 +  е) при х  — х0< — е.

Очевидно, для процесса Х т (t), W T (t) справедливо
утверждение теоремы в силу доказанного в п. 1). Кроме 
того, из (6.11) вытекает, что

Р {sup ( | X  {t) — Х т (t) | + 1 W  (t) — W T (t) |) >  0} <  e.
t > T

Отсюда немедленно следует и утверждение теоремы для 
процесса X  ( t) (см. конец доказательства теоремы 6.5.1).

Т е о р е м а  в1.2. Если выполнены условия теоремы 5.2 с 
е >  1/4, а также условия (6.2) и (6.3), то процесс X  (t), 
определяемый формулами (5.9), (5.10) и начальными усло­
виями X  (1) =  х, W  (0) =  0, удовлетворяет соотноше- 

■ нию (6.4).
Доказательство этой теоремы вполне аналогично второй 

части доказательства теоремы 6.1. Мы предоставим его 
читателю.
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РЕКУРРЕНТНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ 
(Дискретное время)

Рассматривается применение процедуры РМ к стати­
стической задаче оценки многомерного, вообще говоря, 
параметра распределения. Особое внимание уделено 
построению процедур оценивания с асимптотически опти­
мальными свойствами (асимптотически эффективных). Осо­
бенностью рассматриваемого подхода является предполо­
жение об отсутствии априорной информации об оцениваемом 
параметре. Поэтому мы оставляем в стороне рассмотрение 
оптимальных с точки зрения байесовского подхода рекур­
рентных процедур оценивания (см. Калман и Бьюси [1], 
Стратонович [1], Липцер и Ширяев [1] и др.).

§ 1. Неравенство Крамера-Рао. Эффективность оценок

Пусть У 4, Y 2, . . ., Y n — независимые случайные век­
торы из E i,  каждый из которых имеет распределение 
с плотностью *) / (у, х) относительно сг-конечной меры v (•), 
определенной на некоторой о-алгебре множеств из 
(В частности, мера v (•) может быть сосредоточенной 
в счетном числе точек yj, 7 =  1, 2, . . ., что соответствует 
случайным величинам У ;, принимающим значение г/7- 
с вероятностью / (yj, х ). )  Относительно параметра х пред­
положим, что он принимает значение из открытого множе­
ства Ж а  Е к.

Будем считать, что статистик «знает» значения случай­
ных величин Y i ,  . . ., Y n и функцию / (у, х), но не зна­
ет, каково значение х. Более того, статистик не имеет

*) В этом случае говорят, что У 4, . . ., Y n —  независимые 
наблюдения из генеральной совокупности с плотностью / (у, х).



никаких априорных сведений об х, кроме указания х £ .
В этой обстановке задача параметрического статистиче­
ского оценивания состоит в том, чтобы по «наблюдениям» 
Y i ,  . . ., Y n построить оценку xn{Y и . . ., Y n) неизвест­
ного параметра х. Более точно, оценкой или статистикой, 
основанной на п наблюдениях, называют любую J T n — 
измеримую случайную величину, где J T n — минимальная 
ст-алгебра событий, относительно которой измеримы все 
случайные величины Y у, . . ., Y n.

Конечно, при столь общем определении в понятие 
оценки входят и такие функции наблюдений, которые 
весьма далеки от оцениваемой величины. Естественно 
поэтому стремиться из множества всевозможных оценок 
выбрать наилучшие в смысле того или иного критерия 
качества. Чаще всего качество оценки измеряют величиной

*5'га(ж) =  М х|ж „(У1, . . . ,  Y n) — x  |2 =
71

- j • • • j I хп { Уь  ■■■, У п ) - х \2 П f ( y i ,  x ) v ( d yi ) . . , v ( d y n) .
i=i

(Здесь и далее символы Мх, Рх означают, что математи­
ческое ожидание и вероятность вычисляются при значе­
нии параметра, равном х). Приведем несколько общепри­
нятых определений, восходящих, в основном, к Фишеру, 
см. Крамер [1].

Статистика хп называется несмещенной оценкой пара­
метра х, если при всех х  £ S ’ выполнено соотношение

Мххп =  х,

и асимптотически несмещенной, если Мх (хп — х) — 
=  Ъп (х) —у 0 при п -у  оо. Вектор Ъп (х) называется сме­
щением оценки.

Оценка хп называется состоятельной в сильном (слабом) 
смысле, если хп -у  х  при п - >  оо для всех х с вероят­
ностью 1 (по вероятности) в смысле вероятности Р х.

Мы выведем теперь одно важное неравенство, дающее 
оценку снизу для ковариационной матрицы вектора 
хп — х. Д ля простоты мы предположим сначала, что пара­
метр одномерен, а оценка хп — несмещенная.

Выражение



называется информационным количеством Фишера для 
плотности / (у, х). При определенных условиях ниже бу­
дет установлено следующее неравенство, связывающее 
величины Sn (х) и I  (х) для несмещенных оценок:

S n ( x ) > ± I ^ ( x ) .  (1.1)

Это неравенство так же, как и его обобщения на слу­
чай многомерных смещенных оценок, называется инфор­
мационным или неравенством Крамера — Рао. Мы при­
ведем два вывода соотношения (1.1), так как они тре­
буют разных условий на плотность / (у, х).

Обозначим
П

2 / = =  ( г / i .  ' •  • • >  Уп),  U  ( У,  х)  =  П  f ( y j ,  х )>
3=1

vn {d‘S l )= v (d y i) . . .  v (d y n). (1.2)

Т е о р е м а  1.1. Пусть функция / (у, х) дифференци­
руема по х, I  (х) <  оо и справедливы равенства

lim ~  С (М ? Л * + А ) - Ы - ^ ) )_2 ^  т  =
Д-*0 J fn {У »

Г I 1 д-)\2 Vп (&У) /л о\
“ И  ) /n(2/,*)f ( , )

j  m g 4 v { d y ) = ^ _  j  f (y > x )v (d !/ ) . ( i.4 )

Тогда для любой несмещенной оценки хп параметра х 
справедливо неравенство (1.1).

З а м е ч а н и е  1.1. Условия (1.3), (1.4) означают 
возможность предельного перехода под знаком интеграла. 
Из анализа известно, что для (1.3) достаточно, например, 
существования интегрируемой по мере vn (dУ )  функции 
gn (2/, х) такой, что при всех достаточно малых А

fnW ,  я)Д2
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1.1. Так как 

оценка хп — несмещенная, то справедливы равенства

j  х п (У )  fn (У ,  х) v„ (dV ) =  х, 

j  х п {У ) f n [У ,  z  +  A ) v n (dV ) =  x +  А.



Значит,

А =  j х„ (2/) [/» (2/, X +  А) -  /„ (2/, ж)] v „ (£ » ) .

Учитывая равенство ^ / п ( 2 / ,  z )  vn (&У) =  1, справед­

ливое при всех х £ SV, получаем отсюда

А =  j  (хд ( » ) - х )  [ / „ ( » , *  + А )-/ „ (3 / , x ) ]v „  (<*»). (1.5)

Из (1.5), применяя неравенство Коши — Буняковского, 
находим:

A2< S n(x) f  +  *)1ау>> {dy )t
J f n W . x )

Отсюда и из (1.3) вытекает неравенство

Sn ( х )  > ----------------------  2--------------  '
( din ( У ,*)\2

Г \ дх ) _ .

J м » , „  v- ('i3' )

Заметим теперь, что в силу (1,2) и (1.4)

I dfn (2 / ,  х ) \ 2

Г > / / 7а,,л

=  n/ (x ) +  2  f fx{y i, x )v  (dyt) j  fx (y j ,  x )v  (dyj) =  n l  (x).
гфЗ

Из двух последних соотношений следует утверждение тео­
ремы.

Т е о р е м а  1.2. Если функция / (г/, ж) абсолютно не­
прерывна по х для почти всех у , функция I  (х) непрерывна, 
а оценка хп — несмещенная, то неравенство (1.1) справед­
ливо во всех точках непрерывности функции Sn (х).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соотношение (1.5) преобра­
зуем к виду

А =  j  (хп (У )  — х ) ( V f n ( V ,  x +  A) — V f n  (2/, х )) X

X  ( У 7 » ( 2 / ,  х  +  А ) +  У / „ ( 2 / , х ) )  vn ( d 2 / )  

и снова применим неравенство Коши — Буняковского.



Тогда получим, применяя также элементарное неравен­
ство ( У а  +  У Ъ )  2 <  2 (а +  Ъ):

Д2< 2  {  (х п (У )  — х )2 ( f n ( У , ж-f- Д) +  /„  ( 2 / ,  ж)) vn (dy )  х

X j  ( У f n  ( » , *  +  Д) - / / „ ( * ,  z))2v„(d20. (1.6)

Оценим сверху каждый из сомножителей в правой части 
последнего неравенства. Прежде всего,

f  (ж„ (2 / )  —  ж)2 f n  (У , х) vn (d ^ )  =  S n (x ), 
t  (1-7)
j  ( * „  (У )  -  x )2 f n ( У , х  +  A) V n  (dy )  =  Sn (X +  Д )  +  A 2 .

Далее находим, учитывая (1.2) и элементарное неравен­
ство 1 — an < i n (  1 — а), справедливое при 0 < С « < 1 ,

j  { У  f n  (У ,  X +  Д )  -  У  f n  (У ,  X))2 V n  (dy )  =

=  2-2 j Y f n ( y , x +  A) f n ( У , x) vn (dy )  =

=  2 —  2 ( j  У f ( y ,  x  +  A ) f ( y , x ) v ( d y ) ) n^C

< 2 w ( l — [ У 7 (У , *  +  A ) f ( y ,  x )v (d y ) )  =

=  n j  ( У  f (y ,  x +  A) — Y f ( y ,  x ) )2 v (dy). (1.8)

Из (1.6) — (1.8) получаем справедливое без каких-либо 
предположений относительно / (у, х)  и несмещенной оцен­
ки хп неравенство

З п { х ) - т $  п (х ~\~ А) +  А2
2 ^

> — 7— ?............  1- '--= --------- (1-9)
j  ( V f ( y ,  z  +  Д) — V f ( y , x ) ) 2 v (dy)

Используя теперь условия теоремы относительно f ( y,  х) ,  
неравенство Коши — Буняковского и теорему Фубини,



находим

- 2̂ j  ( V f { y ,  x + A ) ~ Y f ( y ,  %)У v (dy) =

X

x-Ь A   зс-f-A

< x i v ( ^ )  j  { d u ’ U)) 2 du =  ±  j  / (U) d « .  (1.10)
X 3C

Из (1.9) и (1.10), переходя к пределу при А ->  0, получим 
утверждение теоремы.

З а д а ч а  1.1. Получите следующее уточнение нера­
венства (1.9):

(*)-Ь ^п  (х ~\~ Д) | А2 _
2

> 4 ~ 7----------- 1-  (1.9')
- p - J  ( V f  (у, х + А )  — У  f (у, x ) ) 2 v (dy)

З а м е ч а н и е .  Неравенство (1.9) (или (1.9 ')) может 
быть использовано и для получения оценок снизу для дис­
персии в случае, когда условия гладкости теорем 1.1 или 
1.2 не выполняются.

Оценка хп параметра х называется эффективной, если 
неравенство (1.1) обращается для нее в равенство:

s n( x ) = - ^ i ~ H x ) ,  х е & .  (1 .Н )

Эффективные оценки существуют лишь в редких слу­
чаях. Значительно чаще удается построить оценки, близ­
кие к эффективным при большом числе наблюдений. Поэ­
тому уместно следующее определение.

Оценка хп называется асимптотически эффективной 
в сильном смысле в 35, если для х £ Ж

lim  [n.S'n (я)] =  / _1 (х). (1-12)
П—V оо

Конечно, асимптотическая эффективность оценки еще 
не гарантирует ее хорошего качества при не слишком 
больших п. Это обстоятельство следует иметь в виду при



практическом применении построенных ниже, в §§ 3—5, 
рекуррентных процедур.

Д ля обычно применяемых статистических оценок при 
некоторых условиях удается доказать их асимптотическую 
нормальность, точнее, справедливость при п —v оо соот­
ношения

У п  (хп — х) ~  91 (0, о2 (х)).

В этом случае величину ст2 (х)/п называют асимптотиче­
ской дисперсией оценки хп. Если при этом о2 (х) =  /-1 (х), 
то (ср. с (1.12)) оценка хп называется асимптотически 
эффективной в слабом смысле или просто асимптотически 
эффективной.

Величина к (х) =  а-2 (х) /_1 (я) называется асимпто­
тической эффективностью оценки хп.

З а д а ч а  1.2. Пусть / (у, х) — гауссова плотность 
вероятности со средним mi (х) и дисперсией т2 (х) Ф  0:

Проверьте в этом случае справедливость равенства

З а д а ч а  1.3. Пусть хп — асимптотически эффектив­
ная оценка параметра х, а <р (х) — функция, имеющая 
непрерывную и не обращающуюся в нуль при х £ SC про­
изводную ф' (х). Докажите, что ф (хп) — асимптотически
нормальная и асимптотически эффективная (в слабом
смысле) оценка параметра ф (х).

§ 2. Неравенство Крамера — Рао в многомерном случае
Если параметр х — многомерный, г  f l ’ c  E h, то при 

некоторых ограничениях справедлив матричный аналог 
неравенства (1.1). Перед его выводом введем матричный 
аналог информационного количества Фишера.

Матрица I  (х) с элементами

[  д/ (У. x ) df  (У. х) У Щ  
J dxt дх }  f ( y , x )

называется информационной матрицей Фишера. Эта сим­
метричная матрица всегда неотрицательно определена,



так как для любого [х £ E h
I df (у, х)  \ 2 

( I  (х) , l f * ) = j  1 °Х{У' 'Х) 1 v (dy). (2.1)

Мы предположим, что эта матрица положительно опре­
делена, так что существует обратная матрица /~х (х).

Пусть хп =  (х^, . . ., х%)* — оценка вектора х. Обо­
значим Sn (х) матрицу с элементами М* №п — хг] [хЗп — хЛ- 
Тогда

М* (хп — х, X)2 =  (Sn (х) I ,  X). (2.2)

В этих обозначениях при выполнении некоторых усло­
вий гладкости для несмещенной оценки хп снова выпол­
нено неравенство (1.1), которое в этом случае следует 
понимать как неравенство для симметричных матриц 
(А >  В , если разность А  — В  — неотрицательно опреде­
ленная матрица). При выводе этого неравенства нам при­
дется потребовать некоторую гладкость функции f  (у, х) 
по х.

Для определенной в SC функции ср (х) будем писать 
Ф £ Су (SC) , если ф (х) дифференцируема почти всюду по х  при 
х  £ %  и для всех х, [j, таких, что х -\- t\i £ SV при 0 ^
^  1, функция одного переменного ф (х +  itjx) абсолютно 
непрерывна по t. Очевидно, для ф £ Су (SC), x-\-t\i £ SC при 
t £ [О, А] справедливо равенство

Ф < * + а д -  Ф (х) =  J du =  j , „ )  du.
о о

(2.3)

Т е о р ем а  2.1. Пусть функция У  f  (у, х) 6 С\ (SC) для 
почти всех у по мере v (dy), матрица I  (х) непрерывна и 
невырождена, а оценка хп — несмещенная. Тогда во всех 
точках непрерывности матрицы Sn (х) справедливо мат­
ричное неравенство

S n { x ) > ± r i ( x ) .  (2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х £ SV, [х £ E h, | ^ | =  1. 
Тогда при достаточно малом А >  0 справедливы



равенства

j  Хп (У )  f n  ( “3/, х) v n (dy )  =  х, 

j  x n ( y ) f n ( У , х  +  А jx)v„ (dy )  =  x +  A\i, 

из которых аналогично предыдущему получим

j  (хп (У )  — х) [f n (У ,  x +  A\i) — f n {У, х )] v п (dy )  =  Afx.

(2.5)
Умножая (2.5) скалярно на А, и применяя неравенство 
Коши — Буняковского, приходим к аналогичному (1.6) 
неравенству

А2 ( X .  ц)2< 2 j  ( X ,  (У )  -  x f  ( f n (У ,  х) +

+  f n ( y , x  +  A i i ) ) v n ( d y )  J ( V f n  ( У , х  +  А ц ) ~  

—  V f n  ( У ,  x ) )2vn ( d y ) .  (2.6)

Далее находим, учитывая (2.2) и повторяя выклад­
ки (1.8),

А3 (А,, (г)2< 2 [ ( £ „  (х )Х,  X) +  ( Sn (я - f  A (i)X , Х)-\-

+  Д2 (К  ^ )2] ra j { V f  (У, x +  A\x) — Y f  (у, х ) ) 2 v (dy). (2.7)

Наконец, с помощью условия Y f  (у, x) £ С° (3?) полу­
чим из (2.3) и (2.1)

j  ( Y f ( y ,  х  +  Ац) — Y f ( y ,  х )У  v (dy ) =

/ д  ( Sf ( y,x +  uм) \ , 2

-  ( v (dy) I  ( 1 du ) <
J \о 2 У/(г/> ж+ и̂ ) /

Д
j  ( I  (x-\-u\x)\i, \i) du. (2.8)
о

Из (2.6) — (2.8), переходя к пределу при А ->  0, имеем 
неравенство

(/ (z )H , j-i) ( Sn (x)X,  Х ) > (>"’ ^ 2.Mr



Полагая ji =  / _1 (х) К, получим эквивалентное (2.4) 
неравенство

(S n(x )X ,  (ж)Я, I ) .

Теорема доказана.
Обычно неравенство (2.4) доказывают при других пред­

положениях (см., например, Рао [1]). Аналогичное нера­
венство можно установить и для смещенных оценок. Мы 
не будем здесь на этом останавливаться.

В свете (2.4) естественны следующие определения. 
Оценка хп параметра х  называется эффективной, если

Sn (х) =  — 1~х (х ) для всех х £ Ж. Оценку хп, для которой 

lim  (nSn (х)) =  7 "1 (ж),
П-УОо

мы будем называть асимптотически эффективной в силь­
ном смысле.

При довольно общих условиях в курсах статистики 
доказывают, что обычно применяемые оценки хп асимпто­
тически нормальны, т. е.

У п  (хп — х) ~  5(1 (0, S (х)).

Если матрица ковариаций предельного нормального 
закона совпадает с 1~х (х), то оценку хп называют асимпто­
тически эффективной в слабом смысле или просто асимпто­
тически эффективной.

З а д а ч а  2.1. Пусть / (у, х) — гауссова плотность 
вероятности в E t с вектором средних значений тх (х) 
и невырожденной ковариационной матрицей тъ не зави­
сящей от параметра:

_ i_
} ( у , х )  =  ( 2я) 2 | т2| '1/2х

X exp j  — y  (у — mt (х ))*  т~1 (у — m, (х )) j  .

Проверьте, что в этом случае информационная матри­
ца I  (х) допускает представление



З а д а ч а  2.2. Пусть / (у, х) — некоторая плотность 
вероятности в E h х £ Ж a  E h, а I  (х) — отвечающая ей 
информационная матрица Фишера. Предположим, что 
хп — асимптотически эффективная оценка параметра х, 
так что

Y n  (х п — х) ~  94 (О, I " 1 (х ) ).

Пусть z =  ф (х) — некоторая функция на Ж  со зна­
чениями в Eh такая, что матрица *) <9ф/дх невырождена. 
Покажите, что

а) Информационная матрица плотности / (х , у) отно­
сительно параметра ф (х) равна

б) Оценка ф (хп) параметра ф (х ) асимптотически нор­
мальна и асимптотически эффективна.

§ 3. Оценивание одномерного параметра

Существует ряд общих методов построения оценок 
параметра х 0 в случае независимых наблюдений (метод 
наибольшего правдоподобия, байесовские и обобщенные 
байесовские оценки и т. д.). Общим недостатком этих 
методов является то, что переход от оценки хп, построен­
ной по п наблюдениям, к оценке xn+i требует довольно 
сложного пересчета с использованием всех предыдущих 
наблюдений. Это обстоятельство делает неудобным при­
менение ЦВМ для построения оценок. Поэтому представ­
ляется актуальным поиск таких методов оценивания, кото­
рые не требуют сложного пересчета, например, таких, 
в которых оценка хп+1 в момент времени п +  1 может 
быть найдена с помощью формулы

xn+i =  Ф (^> . . ., xni и 0, 1, . . .

со сравнительно просто вычисляемой функцией ф. Однако 
наиболее удобны и практичны процедуры оценивания, в 
которых для получения Х п+1 достаточно знать предыдущую

х) В этом случае, определена, как известно, обратная функ­
ция ф-1 (z).

16 м. В. Невельсон. Р. 3. Хасьминский



оценку Х п и новое наблюдение Y n +

X n + 1  =  Ф (п , хп, Y n+ i), п =  0, 1, . . . (3.1)

где ф — функция, вычисление которой требует значи­
тельно меньшего числа операций, чем, например, вычисле­
ние оценок максимального правдоподобия и байесовских. 
(Здесь и далее мы обозначаем Х п оценки, вычисляемые 
по рекуррентным формулам типа (3.1), сохраняя обозна­
чение хп для произвольных оценок.)

З а м е ч а н и е .  Мы уже отмечали, что процедура 
оценивания (3.1) лишь в том случае представляет практи­
ческий интерес, когда для вычисления самой функции ф 
с заданной точностью не требуется слишком много вре­
мени. Если же никак не ограничивать класс возможных 
функций ф, то можно любую оценку записать как одну 
из компонент двумерной оценки вида (3.1). Действитель­
но, предположим для определенности, что У  =  E i  и пусть 

=  Фп (Y\, ■ ■ Y n) — последовательность функций, 
осуществляющих взаимно-однозначное отображение Е п 
в E t , а х п — любая оценка, т. е. любая измеримая функция 
наблюдений Y lt . . ., Y n. Тогда

‘*'71+1 ®71+i Y n, ^П+l) '
=  хп + 1 (Фп1 (In ), Y n+i) =  Ф (n +  1, %n, Y n+1), 

7̂1+1 — Фп+l (^ l l  ■ • •, Yn, Y n+i) =
=  Фп+1 (Ф^1 (К ) ,  Y n+1).

Таким образом, вектор (xn+ i, А,п+1) рекуррентно выражает­
ся через (хп, Я„) и Y n + i. Довольно ясно, что этот «универ­
сальный» способ построения рекуррентных оценок прак­
тически нецелесообразен, так как фактически эквивален­
тен хранению в памяти машины всех наблюдений.

Ниже будут рассмотрены некоторые конкретные спо­
собы построения оценок вида (3.1). В силу вышеизложен­
ных соббражений эти оценки только в тех случаях прак­
тичны, когда вычисление функции ф с заданной степенью 
точности сравнительно просто.

О п р е д е л е н и е .  Процедуру оценивания, в которой 
оценка X n+i может быть вычислена по Х п и Y n+ 1 соглас­
но (3.1), будем называть рекуррентной, а соответствую­
щие оценки X i ,  . , Х п — рекуррентными оценками.



В случае независимых наблюдений Y t и независимости 
от них Х 0 из теоремы 2.3.1 вытекает, что рекуррентные 
оценки образуют цепь Маркова. В дальнейшем для про­
стоты всегда предполагается, что Х 0 — детерминирован­
ная величина, обычно произвольная. Даже в том случае, 
когда оценка (3.1) далека от эффективной, она может 
иметь преимущество перед, например, оценкой максималь­
ного правдоподобия, так как за то же время она может 
быть вычислена для значительно больших значений п 
(с использованием большего числа наблюдений) и практи­
чески без использования памяти машины.

В следующих ниже примерах приняты обозначения: 
Y i ,  . . ., Y n, Y t £ Е i ,— независимые случайные величи­
ны (наблюдения), распределенные с плотностью / (у, х 0) 
относительно меры v (dy), х 0 £ E i — неизвестный пара­
метр ,

т1( х ) =  j  yf(y ,  х) v (dy), 

т2(х) =  ( (у — ту (х ) )2 / (у, х) v (dy)

— математическое ожидание и дисперсия Y г, если значе­
ние параметра есть х. Будем обозначать также М, Р мате­
матическое ожидание и вероятность при значении пара­
метра х 0, например, М^г =  (ж0).

Пусть х, у £ Е^, mi (х) и пг2 (х) конечны, причем 
Mi (х) — строго возрастающая функция J), растущая 
не быстрее линейной при | х \ ->  оо. Рассмотрим тогда 
процедуру

X n+i Х п =  ап (У п +1 n i i (X n)), Хд =  const, (3.2)

где
оо оо

2  ап < ° ° -  (3-3)
71= 1 П = 1

Ясно, что функция М ( Y n+i — nil (х)) — mx (ж0) —
— (х) положительна при х <  х 0, отрицатель­
на при х  >  х 0 и имеет не более чем линейный рост при

х) Вместо этого достаточно потребовать положительности при 
х Ф  х0 произведения (mt (х)  — (х0)) (х — х0) и непрерывности
Щ (*).



| х | оо. Так как, кроме того, D Y^+i — т 2  (хо) <  оо, то
применение теоремы 4.1.1 позволяет утверждать, что 
в условиях данного примера процедура РМ (3.2) дает 
состоятельную в сильном смысле оценку параметра х.

При некоторых дальнейших предположениях эта оцен­
ка асимптотически нормальна, а иногда и асимптотически 
эффективна. Пусть в дополнение к сделанным предполо­
жениям функция ту (х) дифференцируема в точке х 0, 
причем т[ (х 0) =  а >  0.

Тогда по теореме 6.5.2 (см. замечание 6.6.1) получим 
для процедуры

Х п+1 — X n ^=-^^-^(Yn+i — m i (X n)), Ar0 =  const, (3.4)

при n ->  оо соотношение

1f n  ( Х п - х й)~ Ъ \  (о , )  ,

если только 2 а а > 1 . Если, кроме того, предположить, что 
производная т[ (х )  >  с >  0 при х  £ и М | Y t |Р <С оо 
для некоторого четного р >  4/min (2ас, 1), то для про­
цедуры (3.4) выполнены также условия теоремы 6.7.2. 

Следовательно, при сделанных предположениях

lim n M (X n - x 0y =  ^ } _ xf  . (3.5)

Отметим, наконец, что теорема 6.3 позволяет вычи­
слить и предельное совместное распределение случайных 
величин

V п  (X  (п) — х0), У щ  (Х п1 — х0), . . . ,  y V k (Xnk — х0),

когда п - + о о, т / п -+ е 1.
Резюмируя, сформулируем доказанные утверждения 

в виде следующих теорем.
Т е о р е м а  3.1. Пусть Y U Y Z, . . ., Y n, . . независи­

мые наблюдения из генеральной совокупности с плотностью 
/ {у> жо)> хо 6 E i, у £ Е у. Предположим, что определенные 
в начале параграфа функции т̂  (х) и т2 (ж) таковы, что

mi (*г) >  "Ч  (х^ при х 2 >  хи т2 (х0) <  оо, 

а | ту (х) | растет не быстрее линейной функции при



| х | —>- оо. Тогда процедура (3.2) при условии (3.3) дает 
состоятельную в сильном смысле оценку параметра х 0.

Если, дополнительно, т[ (х0) =  а >  0, 2аа > 1 ,  то 
процедура (3.4) асимптотически нормальна и, больше того, 
при любых k > 0 ,  t t >  0, i =  l ,  . . . ,  к, п <  п̂  <  . . . 
. . .  <  nfl таких, что при n - v  оо In [щ!п\ ->  £г, совмест­
ное распределение случайных величин

У п ( Х п — хй), V r i i ( X ni — xQ), . . . ,  V n h (X nh — х0)

сходится при п —>- оо к совместному распределению слу­
чайных величин X  (0), X  (tj ) , . . ., X  (£й), где X  (t) — гаус­
совский марковский стационарный процесс, удовлетворяю­
щий стохастическому уравнению

dX (t)  =  ^  — аа j X  (t)  dt -f- a Y  m2 (x0) dt, (t).

Наконец, если, кроме того, т\ (х) >  с >  0 для всех х  £ 
6 Ei и М | Y t |р •< оо для некоторого четного Р ^  
^  4/min (2ас, 1), то справедливо и соотношение (3.5).

Если бы статистик знал значение а  =  т'0 (Xi), то он 
мог бы выбрать а =  1/а, что позволило бы ему минимизи­
ровать асимптотическую дисперсию оценки в классе про­
цедур вида (3.4). В этом случае разность Х п — х0 асимпто­
тически нормальна с асимптотической дисперсией

— т—r r - ^ r  j а асимптотическая эффективность оценки Х п п [т J (Х0)У

I  " W - Ж '  <3 ' 6)

К сожалению, за исключением самых простых случаев 
(когда т[ (х) =  const, что соответствует линейной функ­
ции регрессии), величина а неизвестна статистику. Конеч­
но, можно было бы заменять а  его оценкой ап, выработан­
ной в результате наблюдений, как мы делали это выше, 
в § 7.6. Однако в данном случае возможен другой более 
простой путь.

Т е о р е м а  3.2. Пусть т [ (х )  — непрерывна, 0 <  ct 
(х )< ;с 2< о о  и т2 (х0)< о о .  Тогда процедура

Х , =  const, (3.7)

состоятельна в сильном смысле и асимптотически нормаль-



на, а ее асимптотическая эффективность определяется 
формулой (3.6). При этом

М [ Y n ( X n - x 0) ] 2^ ^ f , п - у  оо, (3.8)

если М | Y i  |&<  со для четного Р > 4  [min (2 c j c 2, I ) ] ' 1.

Доказательство этого утверждения сводится к провер-] 
ке условий теорем 6.6.2 и 6.7.2. Мы ограничимся лишь 
проверкой наиболее сложного условия (6.6.3), выполне-, 
ние которого вытекает в данном случае из неравенства

5 n 3 i F /(!'-i-)v№)< 1
I у~т 1 (*о) |>л
I (*) I

j (y — m l (x0) )2f ( y , x 0) \ ( d y ) ]:
|S/-mi(*0)|> Rct

и конечности т2(х0).
Сравнение процедур (3.4) и. (3.7) показывает, что про- I 

цедура (3.7) при больших п близка к процедуре (3.4) с 1 
оптимальным значением а =  1/а. При этом в каждый мо- | 
мент времени вместо а  =  т[ (х 0) в процедуре использует-1 
ся оценка а п =  т\ ( Х п )  параметра а, состоятельная в си- j  

лу  сходимости Х п —у х 0. В этом смысле процедуру (3.7) < 
можно назвать «адаптивной».

З а д а ч а  3.1. Пусть равенства

mi (х ) =  j yf (У, х) v (dy), 1 =  j  / (у, х )\  (dy)

можно дифференцировать по а; под знаком интеграла. Дока- 
кажите, что в этом случае справедливо неравенство

(m j(x ))2< w 2(a:)/(a:). (3.9) j

Из (3.9) вытекает, что эффективность оценок (3.4), (3.7) |
не превосходит единицы.

В заключение этого параграфа рассмотрим пример, j 
в котором независимые наблюдения Y г представляют собой 
сумму «сигнала» ту (х0) (ту (х) удовлетворяют условиям 
теоремы 3.1 и гауссовской случайной величины с нуле­
вым средним и не зависящей от параметра дисперсией т2.



Из (3.6) и (1.13) для этого случая получим утверждение: 
процедура (3.7) дает асимптотически нормальную и асимп­
тотически эффективную в сильном смысле оценку пара­
метра х 0.

Обсудим теперь условие \т[ (х) | >  с >  0. Оно гаран­
тирует, в частности, строгую монотонность функции ту (я)- 
Ясно, что при нарушении монотонности mt (х) может 
не существовать даже состоятельной оценки параметра. 
Если, например, гаг, (я0) =  гаг, (z j) при х0 Ф  Ху, то по 
наблюдениям (3.10) невозможно различить значения пара­
метров х й и Ху. Если все же функция ту (х ) меняется моно­
тонно при достаточно больших значениях | х |, то проце­
дура (3.2) сходится к одному из решений уравнения 
ту (х) =  ту (х0) (см. теорему 5.2.1). Пусть теперь функ­
ция ту (х ) строго монотонна, но гаг' (ж0) =  0. Процедура
(3.2) дает в этом случае состоятельную оценку парамет­
ра х 0. Однако I  (х0) =  0 в силу (1.13). В сочетании с нера­
венством (1.9) это позволяет заключить, что дисперсия 
любой оценки сходится в этом случае к нулю медленнее, 
чем 1 /га. Мы не будем останавливаться на этом под­
робнее.

Если a priori известно, что х 0 £ (а, Ь), то естественно 
воспользоваться одной из усеченных процедур с. а., опи­
санных в §§ 7.1—7.4, для построения оценок. При этом 
справедливы все результаты настоящего параграфа и, ко­
нечно, не нужно требовать каких-либо условий на рост 
ту (х), если (а, Ъ) — конечный интервал.

З а д а ч а  3.2. Пусть Y у, Y  2, . . . — независимые 
наблюдения с плотностью / (у, х 0) такой, что ту (х) =  0, 
т2 (х) монотонно возрастает, но не превосходит К  (1 +  хг), 
и существует ?га4 =  МУ| <  °°.

1) Докажите, что процедура

Х п+1 — Х п =  ап (YJ — т 2 (Х п)),  X  (0) =  const

дает при выполнении условий (3.3) состоятельную в силь­
ном смысле оценку параметра х 0.

2) Пусть известно, что х 0 £  (а, Ь), причем а >  — оо. 
Пусть, кроме того, | гаг' (х) | >  с >  0 при х  £ (а, Ъ). Дока­
жите, что процедура

Y  — Г у  I ^п+1 —  т2 ( Х п) Пь у  . . . . . .
+1 —  Г  "  "т-  (n  +  i ) m i ( X n)  V  Const



состоятельна в сильном смысле и асимптотически нормаль­
на, а ее асимптотическая дисперсия равна

т 4 —  т \ ( х о )  

п ( т ' г { х  о) ) 2

3) Проверьте, что эта процедура асимптотически 
эффективна, если Y t — гауссовские случайные величины.

§ 4. Асимптотически эффективная рекуррентная процедура
Рассмотренные в предыдущем параграфе процедуры 

лишь для гауссовских распределений оказывались асимп­
тотически эффективными. Это и не удивительно, так как 
при построении этих процедур мы пользовались лишь 
моментами / (у, х) не выше второго. Интересно выяснить, 
нельзя ли, более полно используя информацию о функции 
f  (у, х), построить асимптотически эффективные рекуррент­
ные процедуры в более широком классе случаев. Оказы­
вается, можно. Этот важный результат мы теперь докажем. 

Введем сначала функцию

М{х) \ыт^)Пу' (4Л)
Эта функция, очевидно, равна нулю при х =  х0 и неполо­
жительна при всех х. В самом деле, ввиду неравенства 
' н г < 2  — 1 при z Ф  1 имеем

М ( х )  =  М In t  (У,  * ) V (dy) -  1 < 0 .  (4.2)

Таким образом, функция М  (х) принимает максималь­
ное значение в точке х а. Если эта функция к тому же диф­
ференцируема, то т (х) =  М '  (х) обращается в нуль при 
х =  х 0. В нижеследующей теореме предполагается до­
полнительно, что М  (х ) изменяется монотонно при х <  
<  х 0 и х  >  х 0. Будут также сделаны и некоторые другие 
предположения чисто технического характера.

Т е о р е м а  4.1. Пусть выполнены предположения:
1. Функции f  (у, х) и М  (х ) дважды дифференцируемы 

по х, причем равенства (4.1) и

f  / (у, X) v (dy) =  1 (4.3)к
можно дважды дифференцировать под знаком интеграла.



2. При всех х =7= х 0

т (х) (х  — х0) <  0. (4.4)
3. Функция

е д  =  /-2(* )М [ (1 п / (у г, x ) ) ' j2 =

растет не быстрее квадратичной при | a; J — о о .
4. Интеграл

j  (  *оМ <% )-> -0  иры Д - * о о

И т ^ м
равномерно по \х — х0| < е  ( е > 0 ) .

5. Функции I  (х) и G (х) непрерывны и положительны 
при х £ Е !•

Тогда рекуррентная процедура

, V ^ r £ ) ’ =  const, (4.5)
дает сильно состоятельную, асимптотически нормальную 
и асимптотически эффективную оценку параметра х0.

Если вместо условия 4 Зля некоторых ц >• 0, /с >  0, 
е > 0  njra |х — х0| < е  выполнено неравенство

I  ( j м п Д г * м ^ ) 2/ ( *  ^ ) v w < * | x - » b  Г,

т о  справедливо второе утверждение теоремы 3.1 с про-
|

цессомХ (t), описываемым уравнением dX (I) =  —у Х  (£)cfe+

+  / - i/2 (х0) (<). Наконец, если дополнительно при всех
х ф  х 0 для некоторого К >  0 справедливо неравенство

(г.— х0) <  -  Ц х  -  х0)2 

ц м r/w ^v-^  3 <  & (1 +  I х |Р) Зля четного (3 >
* \ Х )  7  ( 71? **7

>• 4/min (2Я, 1), т о  оценка (4.5) асимптотически эффек­
тивна в сильном смысле.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим

Ф / у  jA  ^— t* ^ п+ьФ ( Г „ +1, X ) -  I ( JC)  / (Уп+1, х )  *

Очевидно,

м ф ( г „ „

М [ Ф ( У » « ,  * ) - - г й . ] 2< М Ф ’ (П м ,  X ) =  G (I ) .

Учитывая условия 1 и 3 и применяя теорему 4.1.1, полу­
чим состоятельность оценки Далее, вычисляя произ­
водную функции / -1 (х ) т (# ) в точке х =  х0 с учетом
т (ж0) =  0 и условия 1, получим

Аналогично проверяются и другие условия теоре­
мы 6.6.2, применение которой позволяет сделать вывод

о том, что У п  (Х п — х 0) ~  01 (0, МФ2 (У,-, х 0)).

Так как М Ф 2 (У ь  х 0) =  I  {х0)-1~ъ (хй) =  1~х (х 0), то 
первая часть теоремы доказав- Второе и третье утвержде­
ния теоремы вытекают из т0°Рем 6.6.3 и 6.7.2.

Наиболее существенным из условий теоремы 4.1 яв­
ляется условие (4.4). Если ов:о не выполнено, то из теорем 
гл. 5 вытекает, что процедура (4.5) несостоятельна.

Рассмотрим, в частности»^ задачу оценки параметра 
сдвига распределения. В этой задаче v (dy) =  dy

У г =  *  +

где | t— независимые случайные величины с плотностью 
/ (у), а х  — неизвестный параметр, причем / (у, х) =  
=  / (у — х). Пусть функция / (у) положительна при у £ 
£ и дважды дифференцируема и выполнено условие(4.4). 
Нетрудно видеть, что выполнены и остальные условия 1, 
3—5, если



и при некоторых ci >  О, с2 >  0 справедливо неравенство 

G (x )  =  j  ( j j j j y ) 2 f { y  +  x ) d y < cix2 +  c2,

причем последний интеграл сходится равномерно в окрест­
ности каждой точки. Таким образом, при этих условиях 
процедура

v  v  1 V ( Y n+ l - X n)
n+1 "  ( « + ! ) /  f ( Y n+ l - X n)

приводит к оценке параметра сдвига с асимптотически 
оптимальными свойствами.

В заключение сделаем два замечания.
З а м е ч а н и е  1. Если a priori известно, что х 0 £ 

6 (а, Ь), то можно рассмотреть модифицированную соглас­
но § 7.1 процедуру (4.5). В этом случае условия тео­
ремы 4.1 можно существенно ослабить. Например (см. 
теорему 7.4.1), можно не требовать выполнения условия 3.

З а м е ч а н и е  2. Можно ослабить условия теоре­
мы 4.1, если вместо процедуры (4.5) рассмотреть процедуру

,  ( У „ „  * » + ; + )

Есть некоторые основания надеяться, что соответст­
вующим образом усеченная процедура (4.6) будет асимп­
тотически эффективной при минимальных предположе­
ниях. Мы не будем останавливаться на этом подробнее, 
так как никакие точные результаты в этом направлении 
нам неизвестны.

§ 5. Оценивание многомерного параметра
В двух предыдущих параграфах рассматривалась зада­

ча оценивания одномерного параметра в одномерной же 
выборке. Представляет интерес задача оценивания пара­
метра х 0 £ E h в случае, Когда наблюдения Y г принадлежат 
Ei. При этом, вообще говоря, I Ф  к. Однако случай I ф к  
Довольно часто может быть редуцирован к случаю I — к 
(более подробное обсуждение см. в гл. 9, §§ 2 и 4 в свя­
зи с непрерывными во времени наблюдениями). Поэтому 
ниже будут рассматриваться рекуррентные оценки



Z-мерного параметра х 0 по Z-мерным же независимым наб­
людениям Y 1, . . ., Y n.

Итак, пусть Y i ,  . . ., Y n, Y t £ E t — независимые 
наблюдения, распределенные с плотностью / (у , х 0) отно­
сительно меры v (dy), определенной на некоторой а-алгеб- 
ре измеримых множеств из E t; х 0 £ Ж  с : Е г — неизвест­
ный параметр. Пусть

"Ч (ж) =  j  yf x ) v ( dy)>

т2 (х) =  j  {у — rtii (х )) {у — тл (х ))* f ( y , x ) v  (dy)

— вектор математического ожидания и ковариационная 
матрица наблюдения Y t, если значение параметра есть х. 
Как и выше, символами М, Р обозначаются математиче­
ское ожидание и вероятность, вычисленные при значении 
параметра, равном х 0.

Мы рассмотрим сначала, как и в одномерном 
случае, процедуру оценивания, основанную на методе РМ. 
При этом для простоты ограничимся случаем ZV =  Е х. 

Т е о р е м а  5 .1 . Пусть выполнены условия
1. При всех е >  О

sup (т1(х0) — ffii(x), х  — ж0) < 0 .
Е<|Ж—Ж0|<^-

2. Функция тх (х) при некоторых >  0, с2 >  0 удов­
летворяет неравенству

I mi (х) | <  ci | х  | +  с2. (5.1)

3. || тг (х0) || <  оо.
Тогда рекуррентная процедура оценивания 

Х п+1 — Х п =  ап (Y n+l — mi (Х п)),  Х 0 =  const, (5.2)

состоятельна в сильном смысле для любой последователь­
ности ап >  0, для которой

оо оо

2  ап =  оо, 2  а * < о о .  (5.3)
п=0  п=0

Доказательство сводится к проверке условий теоре­
мы 4.4.4, которую мы предоставим читателю.



Т е о р е м а  5.2. Пусть выполнены условия теоремы 5.1, 
а также условия:

1. TOt (х0) — т 1 (х ) -  — д"Нд(хЧ) (х—х0) + б (ж),
где | б (х) | =  о (| х — х 0 |) при х ->  х 0.

2. Матрица А =  — а дт'д^Ха'> +  у  J  устойчива.

Тогда процедура оценивания

X nJri — X n =  ̂ r x ( Y nJrl — ml { X n)), Х 0 =  const, (5.4)

состоятельна в сильном смысле и асимптотически нор­
мальна, причем

У п ( Х п - х 0) ~ Ч 1 ( О, S),

где
ОО

S — a2 j  eAvmz (х0) eA*v dv. 
о

Более того, для любых к >  0, £, >  0, i =  1, 2, . . ., к, 
п <  Hi <  . . .  <  nk таких, что при п - >  оо

In
п

совместное распределение случайных векторов

УП {Хп* X q ) ,  УП\ ( Х П1 *  *  ■  j  У  Wh (Xnh X q )

сходится при п — оо к совместному распределению случай­
ных векторов X  .(0), X  (*i), . . ., X  (th), где X  {t) — гаус- 

. совский марковский случайный процесс, удовлетворяющий 
стохастическому уравнению

dX (t) =  А Х  (t) dt +  атЦ2 (х0) dt, (t),

тУ 2 ы  — одна из матриц, удовлетворяющих условию
т2 2 Ы  (тЦ2 (х0))*  =  т 2 (х 0), a t  (t) =  {ti (t), . . .  
. . . ,  t i ( t ) ) * ,  t i  (t) — независимые стандартные винеровские 
процессы. Если, кроме того, при некотором Л > 0  спра­
ведливо неравенство



U M \ Y n f  >  оо для четного р > . 4/min (2аЯ, 1), то 

lim Y n  М ( Х п — х0) =  0, lim nM ( Х п — х0) ( Х п — х0)* =  S.
71-ЮО П-¥ ОО

Доказательство вытекает из теорем 6.6.1, 6.6.3, 6.7.2. 
Так же, как и в одномерном случае, можно улучшить 

процедуру (5.4), рассмотрев «адаптивную» процедуру оце­
нивания

Х м  -  Х п =  ^  ( ^ ^ - ) ' 1 { П +1 -  т, ( Х п)}, (5.5) 

Х 0 =  const.

Т е о р е м а  5.3. Пусть || т2 (х0) ||< оо, матрица dm jdx
непрерывно дифференцируема при всех х  £ Е х, а ее опреде-

дгп{ плителъ удовлетворяет условию

со > С >  > с >  0 для х £ Е и

Предположим также, что при всех х Ф  х 0 выполнено 
неравенство

(  [ ~ д х Х) ) ~1 (mi (жо) — mi (* )). ж — а ?о )< 0 .

Тогда процедура (5.10) состоятельна в сильном смысле 
и асимптотически нормальна, причем

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы сводится к приме­
нению теоремы 6.6.1. Заметим, что в данном случае

a =  i , R ( x ) =  [ -д'П̂ х) )  1 (т 1(х0) - т 1(х ) ) .

Отсюда и из условий теоремы убеждаемся в справед­
ливости разложения

R  (х) =  х 0 — х +  о (| х — ж0|), (х ~у х 0).

Поэтому, в частности, матрица — В  из условия теоремы 

6.6.1 единична, а 5  =  ^  " h i *  о) ( Щ ^ ) *  1 •



Сопоставляя утверждение теоремы 5.3 с результатом 
задачи 2.1, убеждаемся, что в случае, когда наблюдения 
Y i  — гауссовские с не зависящей от параметра ковариа­
ционной матрицей, процедура (5.5) дает асимптотически 
эффективную оценку параметра х 0. В более широком клас­
се случаев асимптотически эффективную оценку позво­
ляет получить другая процедура оценивания, предложен­
ная Сакрисоном [2], [3]. К рассмотрению этой процедуры, 
представляющей собой обобщение рассмотренной выше 
процедуры (4.5) на многомерный случай, мы и пере­
ходим.

Пусть / (у, х), у 6 Е и х £ Е ь — плотность распределе­
ния относительно меры v (dy), так что, в частности,

j/  (У, х) v (dy) =  1.

Пусть I  (х) — соответствующая плотности / (у, х) ин­
формационная матрица Фишера. При некоторых ограни­
чениях мы установим, что рекуррентная процедура

x n+1 Г 1 ( Х п) . 7 (Уп+ ■ х- ) ■ , Х 0 =  const, (5.6)

состоятельна в сильном смысле и асимптотически эффек­
тивна (здесь dfldx — вектор-столбец с координатами df/dXi).

Пусть М  (х) — функция, определенная согласно (4.1). 
Как указано в § 4, функция М  (х) имеет максимальное 
значение при х  =  х 0. Будем предполагать, что эта функ­

ция дифференцируема, так что вектор т. (х) =  =
I д М  д М  \ * ,  тт

=  , ■ ■ - , - fa r )  обращается в нуль при х — х 0. Для

сходимости процедуры (5.6) необходима, кроме того, 
некоторая правильность в поведении этого вектора. Пере­
числим требования, налагаемые в дальнейшем.

I. Выполнено первое из условий теоремы 4.1.
I I .  Матрица I  (х) непрерывна и невырождена при 

х £ Ei.
I I I .  При всех х Ф  х 0



IV. При всех х £ E i  матрица 

D(x) =  n ( x ) N \ [ х

х ( Щ ± А _ т ( х ) ) * ] г  Ц х )

непрерывна и удовлетворяет условию

|| D (х) || <  ci +  с2 | х |2.

V. Равномерно по | х — х 0 | ■< е (е >  0) сходится
к нулю при R  оо интеграл

Г I д/ (у, х) 2 / (у, х0) у (dy)
J \ дх /2 (у, х)

VI. При некоторых р, >  0, к >  0, е >  0 в области 
| х — х0 | <  е справедливо неравенство

f  I - 1 М -=•(», *) 1 1 (>о)4- (у, ч )  2
J — гегч----------

V II. Для некоторого А, >  0 при х ^ Е г

(7-1 (х) т (х), х — х 0) <  — А, | а: — ж0 |2,
причем

М ' ’ « к й  <fc<l + |a=|")
для четного р >  4/min (2А, 1).

Теорем а 5.4. Пусть выполнены условия I —V. Тогда 
процедура (5.6) дает состоятельную в сильном смысле, 
асимптотически нормальную и асимптотически эффек­
тивную оценку параметра х 0. Если выполнены условия 
I—IV  и V I, то при любых к >  0, t t >  0, i =  1, . . ., к,

п <  ni <  . . .  <  пк таких, что In — >- £; и/ш п ->  оо,

совместное распределение случайных величин

У п  (Х п — х0), У  hi (X ni — х 0), У  nh (X nh — х 0)

сходится при п -у  оо к совместному распределению слу­
чайных величин X  (0), X  (t i), . . ., X  (th), где X  (t) — гаус­



совский марковский стационарный процесс, определяемый 
стохастическим уравнением

dX (t)  — - \ x (t)  dt +  I ~ 1/2 (x0)d t ( t )

( I ~ 1/2 (x0) — положительно определенный квадратный 
корень из матрицы / _1 (х0), £ (t) =  (|4 ( t), . . ., (£))*;
h  (t), i =  1, . . I — независимые стандартные винеров- 
ские процессы.) Если, наконец, выполнены условия I — IV  
и V I I ,  то процедура (5.6) асимптотически эффективна 
в сильном смысле.

Доказательство этой теоремы почти не отличается от до­
казательства теоремы 4.1 и может быть предоставлено 
читателю.

Отметим в заключение, что мы лишь для простоты счи­
таем, что распределение Y t не зависит от i. Рекуррентные 
оценки высокой эффективности можно строить и в том 
случае, когда распределение наблюдений зависит от вре­
мени. Д ля  непрерывного времени соответствующие 
результаты приведены в следующей главе.

§ 6. Задача оценивания при зависимых наблюдениях

Откажемся теперь на время от предположения о неза­
висимости наблюдений У (П) =  { У ±, . . ., Y n). Пусть 
L  (У {Щ, х 0) (здесь 2/<П) =  (г/i, . . ., уп))  — совместная 
плотность распределения вектора Y {n) относительно меры 
v (dyi) X . . .  X v (dyn), а х 0, по-прежнему, обозначает 
неизвестное наблюдателю значение одномерного, для про­
стоты, параметра, х 0 £ Ж  cz E s.

Пусть /<г> (г/г/Й(г_1), х), 1 =  1 , . .  ., п, — условная
плотность г-ro наблюдения при условии Y t =  yt , . . .
• . ., Y i_ , =  yi_t и значении параметра, равном х. Тогда

f n (V (n), x ) =  П  X), (6 .1 )
2=1

j Р Ч У 1П>(' - 1), x )v (d y t) =  1. (6.1')

(Здесь принято обозначение /(1) (i/i/2/(0), х) — / ( y jx )  для
плотности распределения наблюдения Y x, если значение 
параметра есть х). Будем обозначать, как и раньше, Мх> 
Р* вероятность и математическое ожидание, связанные

7̂ м . Б . Ненр.ттьсотт. Р . 3. Хяпьминский



с плотностью /п (2/<П), х ). Задача оценивания в этой ситуа­
ции снова состоит в том, чтобы построить функцию хп =  
=  хп ( Y ь  . . ., Y n), в некотором смысле близкую к х 0

Пусть Y t £ Е г, тогда У (П) можно рассматривать 
как одно наблюдение в Е ы . Если к тому же функция 
fn (2/<П), х) удовлетворяет условиям теоремы 1.1, то для 
любой несмещенной оценки хп параметра х  справедливо 
неравенство

S n (х) >  /я1 (х), (6.2)

где 1п (х) — информационное количество плотности 
fn С-У(П), %)■ При некоторых предположениях типа воз­
можности дифференцирования некоторых тождеств под 
знаком интеграла по х  (см. доказательство теоремы 1.1) 
из (6.2) можно вывести неравенство, в которое входят уже 
лишь информационные количества каждой из плотно­
стей /(г).

Мы изберем другой способ изложения, примыкающий 
к теореме 1.2. Обозначим v* (dy(t>) =  v (dy^ . . . v (dyt).

Т е о р е м а  6.1. Пусть функции /(,) (г/г/#(1-1), х), i =  
=  1, . . ., п , абсолютно непрерывны по х для почти всех 
у 1? . . ., г/г, а функции

/д Ц Ъ щ У У - » ,  х) \ 2

I i ( x ,  » (* 1}) = j  /(‘ ) (#j/» ( ‘ - i ) t *) г==1’

интегрируемы по мере f ^ i  (2/(t-1), xt) V j.j (d2/<t_1>), если 
\x — x0 | достаточно мало и, более того, функции двух 
переменных МxI i  (и , У (г-1)) непрерывны на прямой х — и. 
Тогда в любой точке непрерывности функции Sn (х) =  
=  М* (хп — х )2 для любой несмещенной оценки хп парамет­
ра х справедливо неравенство

П

Sn ( х ) > [М *  S  /, (X, y (i_1 ))]-i. (6.3)
i =  1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что 
можно снова воспользоваться неравенством (1.6). Поэтому 
достаточно найти оценку сверху для выражения

К п =  j  ( S f n (V in\ х  + А ) — V  f n (У (п\ x ) f x n { d ^ n)).



Обозначим для краткости

ai =  V  X), bt =  V /(i) (yi/y{i - 1\ x  +  A).

Из (6.1) получим при n >  1 

„ =  2 -  2 j  / / „  (2/(n), *  +  A )/ „ (2/(n\ * )  v n (d2/(n)) =

П П -  1

1 =  2 - 2  j  П а'Ь^ ^ (П)) =  2 - 2 f П  aibivn- 1( d ^ n- i ) )  +
i =  1 i = l

n - 1

+  ( П  a A (a n- 6 „ ) 2v„(d2/(n)X
i = l

■^.Kn_i -f- -g-(M.v +  Мж+д)  ̂ ( У   ̂(Уп/У^ \ ж +  А ) —

I  - V  f n\ y xl Y (n~l \ x ) ) 2 v (dyn).

Отсюда и из (1.10) вытекает неравенство
х+Д
j  [М Х/ „ ( « , У <П_1)) +
X

+  Мж+д/n ( « ,  y (n-1))] du. 

Итерируя это неравенство, приходим к оценке
x-f-A п

к п< 4  j  [ /1(“ ) + т З < м */' ( “ - уС1" 1)) +
х  i = 2

+  Мя+д/<(м, У (1_1)) ) ]  du. (6.4)

Из (6.4) и (1.6), поделив на А2 обе части неравен­
ства (1.6) и переходя к пределу при А -*■ 0, получаем с по­
мощью последнего условия теоремы оценку (6.3). Теорема 
доказана.

Вполне аналогично можно установить и матричный 
вариант неравенства Крамера — Рао для рассматривае­
мого случая. Он по-прежнему имеет вид (6.3), но левая 
и правая часть (6.3), конечно, представляют собой матри­
цы. Предоставляем читателю по аналогии с § 2 опре­
делить эти матрицы и, воспользовавшись методом

17*



доказательства теорем 2.1 и 6.1, получить при соответ­
ствующих ограничениях неравенство (6.3) для матричного 
случая.

Рассмотрим один пример применения неравенства (6.3). 
Пусть /<*> (г/г/2/<г-1), х) =  /(1) (г/(/г/;_1, х). При этом 

условии наблюдения Y . . ., Y n связаны в цепь Мар­
кова (см. гл. 2), причем

[ Г  (y jy n - i , х) =  Р ( i  —  1, Vi- 11 i, yt, x)

при г >  2 представляет собой переходную плотность этой 
цепи, а/(1) (yi/x) =  р (уи х) — плотность начального рас­
пределения. Неравенство (6.3) для оценки параметра 
цепи Маркова имеет, таким образом, вид

S „ l ( * ) > [M * (/ i ( * ) +  y » - i ) ) ] _1. (6.5)
i= 2

где I i  (x, у) — информационное количество переходной 
плотности за (г — 1)-й шаг, a 7t (х) — информационное 
количество плотности начального распределения. Пусть, 
например, при любом х  £ Ж  цепь эргодична и однородна 
по времени, причем

7 (х )  =  j рХу, х )  I  (х, у р  (dy) <  оо

(р (у, х) — плотность стационарного распределения). Тог­
да из закона больших чисел и (6.5) вытекает при га -*• оо 
неравенство

Оценку хп в этом случае естественно назвать асим­
птотически эффективной, если при га-»-оо

У~п'(хп — х0) ~  (0, J"1 (*„)).

По-видимому, в широком классе случаев можно по­
строить асимптотически эффективную в этом смысле рекур­
рентную оценку параметра х 0. Рассмотрение этого вопроса 
выходит за рамки данной книги.

Другой пример применения неравенства (6.3) будет 
приведен в гл. X.



З а д а ч а  6.1. Воспользовавшись неравенством 

I J  ( V и  ( ¥ п), х  +  А ) - V f n (<9w t * ) ) 2v n ( d » (n)X

I  < д  >’

покажите справедливость утверждения теоремы 6.1 при 
следующих предположениях:

1) Функции / <г> (г/г/^<,_1)! х ) абсолютно непрерывны 
по х  для почти всех 2/<г>, г =  1, . . ., п.

2) Функции М*/г (х, У <1_1)), i =  1, . . ., п, непре­
рывны по х.

3) При г =  2, . . ., п равенство (6.1') можно диффе­
ренцировать под знаком интеграла.



Г Л А В А  9

РЕКУРРЕНТНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ 
(непрерывное время)

Рассмотренные в гл. 8 применения процедур с. а. 
к оцениванию переносятся на непрерывное время. Особое 
внимание уделяется случаю, когда наблюдения зависят 
от времени. В этом случае также удается получить асимп­
тотически эффективные рекуррентные процедуры оценива­
ния. Рассматриваются, кроме того, некоторые приложения 
рекуррентного оценивания к задачам теории информации

§ 1. Неравенство Крамера — Рао

В ряде задач теории автоматического регулирования, 
теории информации и смежных областей необходимо оце­
нивать параметр сигнала при непрерывных наблюдениях. 
Мы рассмотрим здесь лишь случай, когда «шум»— гаус­
совский белый и установим сначала границу снизу для 
среднего квадратического отклонения оценки параметра 
от его истинного значения.

Итак, пусть процесс наблюдения У  (t) со значениями 
в Е j имеет стохастический дифференциал, причем

dY  ( t) =  т (t, У ',  x Q) dt +  a (t , Y * , x 0) dt (t). (1.1)

Здесь t  (t) — стандартный вииеровский процесс, m, о — 
функционалы от прошлого течения процесса Y 1 =  
=  (У  (s), s ^  t)) зависящие, кроме того, от неизвестного 
статистику параметра х 0.

Чтобы получить аналог неравенства (8.6.3) в этой си­
туации, рассмотрим сначала конечно-разностную схему

У д (*/+, )-У д (< | ) =  Д У л (*,) =

=  m ( t i , У д , х0) At +  o ( t i ,  У д , х0) & t (t i ) .  (1.2)



I  Здесь Уд (t i )  — наблюдения в отстоящих на расстоянии 
At точках 0, ti, t2, . . tn =  nAt, A t  ( t t) — гауссовские 

I независимые случайные величины с параметрами (0, At),

\ Уь  =  {У'д (0), Уд (t i ), . . . ,  Уд (* ,)}.
В обозначениях § 8.6 имеем для данного случая

м » in, * ) =  I I  /(<)(д у Ш У [ 1-* ’ Х),
г= 1

/<0 (Лг/ (* ,)/ »I * '1, х) =  (2по2 (*,_lf 2/11- 1, х) A t )~ m  х

г (Дг/ (*i)—™ (гг-ь 2/д_), *) ДО2
X ехр { ---------------------- г------------------  ̂ .

1 2а2 (*,_ !, х) At J

: Отсюда и из (8.1.13) вытекает, что соответствующее плот-
г'-1пости /(i) информационное количество /д ( i ; , х, 2/д ) 

имеет вид

/д(гь X, Ж -1) +  {'n* (ti- 1' -r))2A f.
2с2 * ) о* (**_!, З'д1" 1, * )

Применяя теорему 8.6.1, получим следующий результат:

с Д / - . \  > 1  / у Д  ~\9! ^  Г и л  ч т  Г  ̂ А1 *’ Ж))2 |
I ^п (*̂ )   M.V (-^П ^  Мж | f “f"

L JT,I 1 2a2 (<{_!, Уд‘- ‘ , X)

+  2 ^ 4 ^ ! д Д ] - .  (1.з)
~ ~ i a2 (*,_lt Уд'-1, x) J J

Здесь — любая несмещенная оценка параметра х, 
основанная на наблюдениях Уд (t i ) ,  . . ., Уд (in), удов­
летворяющая условиям теоремы 8.6.1.

Пусть теперь A t 0, nAt =  t. Естественно предполо­
жить, что дисперсия оценки X  ( t), основанной на наблю­
дении процесса У  (t), будет ограничена снизу пределом 
выражения в правой части неравенства (1.3). Однако здесь 
мы сталкиваемся с трудностью, так как при п —> оо это 
выражение, вообще говоря, стремится к нулю (первая 
сумма содержит п положительных слагаемых, каждое 
из которых, вообще говоря, не мало). Это не случайно. 
Коэффициент о2 и на самом деле может быть все более



точно оценен по наблюдениям, если они производятся 
через стремящиеся к нулю интервалы времени, так как 
хорошо известно, что для предельного процесса с непре­
рывным временем коэффициент о2 может быть оценен точ­
но по наблюдениям на сколь угодно коротком интервале 
времени. Математически это выражается в том факте, что 
меры в пространстве функций, соответствующие процес­
сам, определяемым стохастическими уравнениями с раз­
ными о (t , Y ‘ , х 0), сингулярны. Если же о (t , Y ‘ , х 0) 
известно, то (в случае обратимости этой функции) можно 
найти и параметр х 0.

По этой причине в дальнейшем мы будем считать 
о (t , Y 1) не зависящим от параметра, и вместо уравне­
ния (1.1) рассматривать уравнение

dY  (г) =  тп (t, Y l , х 0) dt +  о (t, Y !) d t ( t ) ,  Y  (0) = 0 .  (1.4)

В этом случае, формально переходя к пределу в (1.3), 
получим оценку

S ( t ,  Х) =  М Х( Х ( 1 ) - Х ) 2> ( М Х j  {т* £ £ ' у £ )2 d s 'y 1. (1.5)
о

При некоторых ограничениях на иг и о неравенст­
во (1.5) действительно можно доказать для несмещенной 
оценки X  (t), измеримой относительно о-алгебры j i "  t собы­
тий, порожденных событиями Y  (s) £ А ,  А  £ S£it 0 ^  
^  s s~C t. Для этого нужно фактически повторить рассуж­
дения доказательства теоремы 1.1. Однако при этом необ­
ходимо пользоваться абсолютной непрерывностью мер 
процессов, отвечающих (1.5) при разных коэффициентах 
сноса т, и выражениями для плотности одной меры 
по другой. Подробности см. в работе Липцера и Ширяе­
ва [2].

Аналогичный результат можно получить и для много­
мерного наблюдения

к

d Y  ( t ) =  т ( t , У ', х0) d t +  2  о,. (t , У ')  dtr (t), У  (0) =  0, (1.6)
Г = 1

где т, У , аг — векторы из E h i r (t) — независимые вине- 
ровские процессы. Обозначим о матрицу, столбцами кото-



’ рой служат векторы аг , г =  1, . . к, и положим 
: S 0 (t, Y 1) =  о (t , Y 1) о* ( t , Y ‘). Тогда (ср. с (8.2.9)) при 

некоторых предположениях о тп и о г для любой несмещен­
ной 1УГ ‘ г измеримой оценки X  (t) параметра х 0 справедливо 
матричное неравенство

l S ( t ,  х ) =  ЬЛx ( X ( t ) - x ) ( X ( t ) - x ) * >

I > ( м 4 ^ ' ^ ) - ‘ . (1-7)
О

Как обычно, мы обозначаем врt о-алгебру событий, свя- 
I занную с винеровскими процессами (t), как это указано
: на стр. 79.

Вообще говоря, в данном случае вложение J T t cz j F t 
не очевидно, так как может оказаться, что решение урав- 

■ нения (1.6) неединственио. ' При широких условиях 
на функционалы тп и о (см. Ито и Нисио [1]) это решение 
тем не менее единственно и потому t S ' t- В дальней­
шем мы всегда будем предполагать, что это вложение 
имеет место. Таким образом, любая оценка X  (t) t-изме­
рима.

Самой простой является ситуация, когда тп и о не 
г зависят от прошлых наблюдений: тп =  тп (t, х),

o r =  ar (t).
Пусть J  — единичная матрица в i X I. В соответствии 

с §§ 8.1, 8.2 оценку X  ( t) назовем в этом случае асимпто­
тически эффективной в сильном смысле, если

lim  [ 5  [t, ж) | дт* £  х) S~' (s) ds ] =  /, (1.8)

и асимптотически эффективной, если X  (t) асимптотиче­
ски нормальна с матрицей ковариаций S ( t , х), удовле­
творяющей условию (1.8).

В частности, если т (t , х) =  т ( t) х, где т (t) — мат­
рица 1 X 1 ,  т. е. коэффициент сноса зависит от парамет­
ра линейно, то оценка будет асимптотически эффективной, 
если

i

lim [ S (/, ж) f т* (s) S "1 (s) т (s) ds 1 =  /. (1-9)
t - f C O  I J  J



§ 2. Применение процедуры Роббинса — Монро

Пусть £ ^  О, x ^ E h т (t, х), Y  — векторы из Е {  
а (t) — матрица I X I, а | (£) — вектор, компоненты кото­
рого суть независимые винеровские процессы. Предполо­
жим, что процесс наблюдения У  (£) имеет стохастический 
дифференциал, причем

dY  (t) =  т (t, х 0) dt +  о (t) (£). (2.1)

Требуется найти оценку Z-мерного параметра *) х 0 
по наблюдениям Y  (t) на отрезке времени [О, Т ].

По аналогии с § 8.3 оценку X  ( t) назовем рекуррент­
ной, если она имеет стохастический дифференциал, при­
чем 2)

dX (t) =  a  (t, X  (t)) dY  (t) +  p (t, X  (t)) dt (2.2)

для некоторой матрицы a  (t , x) и вектора P (t , z).
Очевидно, что в случае наблюдаемого процесса 

вида (2.1) рекуррентная оценка образует марковский про­
цесс. Как и выше, мы будем для простоты рассматривать 
такие оценки при детерминированном начальном усло­
вии X  (0).

Если матрица 0  и вектор т не зависят от t, то асимпто­
тически эффективная оценка параметра х 0 часто может 
быть получена с помощью процедуры РМ аналогично 
§ 8.4. А  именно, рассмотрим случай, когда наблюдаемый

х) Если размерность I вектора Y  (I) меньше размерности к 
параметра, то состоятельной оценки, вообще говоря, не существует. 
Если, например, т (t, х0) =  т (х0), то из (2.1) можно определить, 
самое большее, компоненты т г вектора т (х0). Однако система 
Щ  (хо) — Щ  (г =  1, . . ., I) содержит неизвестных больше, чем 
уравнений. Если же Z >  А, то задача сводится к случаю I =  к при 
более длинном интервале наблюдений. Например, пусть 1 = 2 ,  
к =  1. Тогда можно считать, что наблюдается одна «составная» 
функция на отрезке времени [0, 2 Г ]. Аналогичная редукция возмож­
на и при к >  i  в тех случаях, когда состоятельная оценка х0 все же 
существует (см. § 4).

2) При вычислении оценки (2.2) приходится иметь дело с инте­

гралом j  <р (s) d Y  (s) ,  где Y  (s) —  процесс, определенный соглас- 

а
но (2.1). Такой интеграл может быть определен в точности так же, 
как стохастический интеграл по винеровскому процессу в § 3.3, 
предельным переходом от ступенчатых .^ ’ „-измеримых функций ср (s).



процесс Y  (t) имеет стохастический дифференциал

dY  (t) =  т (х0) dt +  0  dt (t), (2.3)

dm (г ) / (  dm; (x)  \ \
: где матрица ■  ̂ ■ =--- I 1— ■ j I невырождена, и рассмот-

; рим процедуру оценивания

dX (*) = г£т[тег (х  W)] 1 (0 “ ■m (0) *1 • (2-4)
С учетом (2.3) получимх)

И *  (*) =  ТГТ11ЯГ (Х  (0 )Г  {(те (* о) ~  (Х  (г))) *■ + °  ^ (< )}-
(2.5)

Предположим, что выполнены условия, гарантирую- 
| щие сходимость к х 0 при t —*■ оо решения уравнения (2.5), 
I  отвечающего детерминированному начальному условию 
I  X  (0), и, кроме того, матрица дпь (х)/дх удовлетворяет 
Г условию Гёльдера в окрестности точки х 0, т. е. для неко- 
t торых е >  0, у >  0

d m ( x 2) dm{x i )  ^  „  ,7 „  г г т  ! „ \
qx gx ^-1*2 x i I ! С " e  Л ) ’

Тогда, применяя теорему 6.5.3, получим, что при соот- 
I  ветствующей нормировке процесс X  (t) близок к гауссов- 
I скому марковскому процессу и, в частности, при t оо

I  / « ( Х ( 0 - * ь ) ~ » - ( о ,  [ - й - ы ] " 1^ * !  ^ - ^ ) ] ' 1) .

В силу (1.8) это означает асимптотическую эффектив- 
| ность оценки X  (t). Заметим теперь, что достаточные усло­

вия для сходимости X  (г) х 0 при t -*■ OO можно полу- 
v чить из результатов гл. 4. Например, в одномерном слу­

чае ( I =  1) для этого достаточно (см. теорему 4.4.2), чтобы 
функция дт/дх не обращалась в нуль и была непрерывно

х) Здесь и далее мы пользуемся равенством1 t

j  ф (s) d Y  (s) =  j  ф (s) (m dS  +  a dg (s )).

a  a

^ Это равенство очевидно для ступенчатых 1# ’ 8-измеримых функций. 
; Отсюда и из включения JITscz Э- s вытекает его справедливость и для 

любой интегрируемой с квадратом „/^-измеримой функции ф (s).



дифференцируема. В многомерном же случае (см. теоре­
му 4.4.1) условия сходимости несколько более ограничи­
тельны и включают, в частности, некоторые требования 
не слишком быстрого роста \ тп (х) | при \ х | —>• оо. Одна­
ко при наличии априорной информации х 0 £ В (В — об­
ласть с компактным замыканием) можно применить «уре­
занную» модификацию процедуры (2.4) (см. гл. 7). Эта про­
цедура будет состоятельна и асимптотически эффективна 
при довольно слабых ограничениях.

З а д а ч а  2.1. Проверьте, что при тп (х) — х  процеду­
ра (2.4) с заменой множителя 1 l ( t  +  1) множителем 1 It 
эффективна и представляет собой гауссовский марковский 
процесс.

З а м е ч а н и е .  Результат последней задачи позво­
ляет построить оценку х 0, состоятельную и асимптотически 
эффективную во всех случаях, когда матрица дпг/дх невы­
рождена. Д ля  этого нужно построить сначала эффектив­
ную оценку m (t) параметра тп (х0) (согласно задаче 2.1 
такая оценка может быть найдена в рекуррентной форме), 
а затем найти оценку X  ( t) параметра х0, решив урав­
нение

тп (X  (t)) =  тп (t).

Асимптотическая эффективность оценки X  (t) вытекает 
из аналога задачи (8.2.2) для непрерывного времени.

§ 3. Наблюдения, зависящие от времени

Возвратимся к более общему процессу наблюде­
ния (2.1). Можно.ли в этой ситуации найти достаточно 
простые асимптотически эффективные рекуррентные оцен­
ки? Ответ на этот вопрос, вообще говоря, положителен. 
Оказывается, при некоторых условиях рекуррентная 
оценка

dX (t) =  [J  +  B ( t ,  X  (О )] '1 X

X ^ ( L X  (t)) S "1 (t ) ( d Y  ( t ) - m ( t , X  ( t)) dt), (3.1)

где
t

B  =  j  So1 l i 7  ds’ *0  (t) =  a ( t) a* (t ),
0



асимптотически эффективна. При этом вместо единичной 
матрицы J  в (3.1) можно использовать любую другую по­
ложительно определенную матрицу. Однако процеду­
ра (3.1) не является, вообще говоря, процедурой типа 
с. а. и для ее исследования нельзя воспользоваться тео­
ремами глав IV , V I.

Полное исследование процедуры (3.1) потребовало бы 
существенного обобщения этих теорем. Мы не будем здесь 
этим заниматься.

Вместо этого мы подробно исследуем сначала частный 
случай линейной функции регрессии (функции т (t , х)), 
а затем приведем некоторые эвристические соображения, 
относящиеся к общему случаю.

Итак, предположим сначала, что

т ( t , х) — т ( t) х, 

где т (t)  — матрица 1x1-  Тогда д'П̂ ~  =  т (<) и потому
t

В  ( t , x) =  B ( t ) =   ̂т* (s) S~\s) т (s) ds, 
о

Уравнению (3.1) с учетом (2.1) можно в этом случае при­
дать форму

dX  (<) =  (/■+ В  (г )Г1 т* (t)  S '1 (t) [т (t) {xQ -  Z  (/)) dt +

+  a ( t )d t ( t ) ] .  (3.2)

Из (3.2) с помощью формулы Ито легко получим соотно­
шение

d [(/  +  В  (t)) (X  (t) -  х 0)] =  т* (г) (о * (О ) '1 dt (t). (3.3)

Отсюда вытекает следующее выражение для решения 
уравнения (3.2) при начальном условии X  (0) =  х:

X  {t) — х0 =  (/  +  В  (О )"1 (*  — яо) +
t

+  (J  +  B ( t ) ) -1 [  т* ( s) a * '1 (s) dt (в). (3.4)
о

Из этого явного выражения непосредственно вытекает 
Т е о р е м а  3.1. Пусть т (t , х) =  т (t) х, матрица 

S 0(t) — a (t) a* (t) невырождена, а наименьшее собственное



значение симметричной матрицы
t

В (t) — j  т* (s) .S'"1 (s) т (s) ds
о

стремится к бесконечности при t оо.  Тогда процедура
(3.1) при любом детерминированном начальном условии 
представляет собой гауссовский марковский процесс, причем

М У  ( t) — z 0—»-0 при 2—v оо,

lim  [М (X  (t) — x0) ( X * ( t )  — x * )B ( t ) ]  =  J .  (3.5)
/—>-оо

Таким образом, оценка (3.1) параметра х 0 является в это ч 
случае асимптотически несмещенной и асимптотически 
эффективной в сильном смысле.

В общем случае оценка (3.1) может даже не быть состоя 
тельной. Если, однако, выполнены условия, гарантирую 
щие ее состоятельность, то правая часть уравнения (3.1) 
с точностью до малых высшего порядка может быть заме­
нена правой частью уравнения (3.2), где т (t)
=  dm (t, х^)1дх. Отсюда при некоторых ограничениях 
на коэффициенты можно вывести (эта программа в нес к о л  i, 
ко более простой ситуации реализована в теореме (3.G.M.. 
что и процесс X  (t) при соответствующей нормировке 
будет близок к нормированному процессу Х 0 ( t), опреде­
ляемому линейным уравнением.

Применяя, наконец, теорему 3.1, можно вы вести 
отсюда асимптотическую эффективность (в слабом смысле) 
процедуры (3.1). Мы не будем здесь останавливаться 
на этом подробнее.

§ 4. Некоторые приложения

В теории автоматического управления и в теории связи 
довольно часто приходится решать задачу оценивания 
для зависящего от времени сигнала. Типичной является- 
например, следующая задача.

Имеется сигнал В  ( t , х ), который необходимо п ередать 
по непрерывному каналу связи с гауссовским белым 
шумом. Уравнение передачи имеет вид



Задача состоит в том, чтобы по наблюдениям на неко­
тором интервале [О, Г ] процесса Y  ( t) (принятого сигнала) 
построить оценку X  (t) параметра х 0.

В  тео р и и  связи, в частности, рассматривают различные 
способы модуляции, т. е. различные способы выбора 
ф ункц ии  В (t, х).

6d$(t)

Передат- S(t,x0)dt _ dY(t)  гш   —*■  Приемник —

Рис. 7.

Если, например, В  (t , х) =  В (t) х, то это — ампли­
тудная или линейная модуляция, если

В (f, х) =  A  cos (со +  х) t

(А , со — заданные числа), то это — импульсная частотная 
модуляция и т. д. (см., например, Возенкрафт и Джекобе 
[1], гл. 8.)

Обсуждение в § 3 делает правдоподобной гипотезу, что 
в широком классе случаев асимптотически (при Т  —► сю)

6d$(t)

 ПереШ  ------------------ Приемт d m

________ Обратная ебязь___________

Рис. 8.

минимальной J) среднеквадратической ошибки в оценке х 0 
можно достичь, используя приемник вида (3.1), значи­
тельно более удобный в реализации, чем, скажем, прием­
ник по методу максимального правдоподобия.

Более общая задача возникает при наличии обратной 
связи (рис. 8). Если обратная связь мгновенная и бесшум-

К ‘- 1) Точнее, этот способ приема позволяет получить оценку,
асимптотически нормальную с асимптотически наименьшей дис- 
Персиеи.



ная, то передаваемый сигнал В  в момент t можно выбирать 
зависящим от сигнала, принятого до момента времени t. 
Математически это означает, что сигнал В  в момент вре­
мени t является функционалом от траектории Y  (s), 
О ^  s ^  t. Этот факт условно можно записать так:
В = B ( t ,  х 0, Y 1). Конечно, если в выборе модулятора В
мы не стеснены никакими ограничениями, то задача оцен­
ки х 0 бессодержательна, так как можно выбрать, напри­
мер, В  =  А х 0, где А  — настолько большая постоянная, 
что сигнал В  «подавит» шум в канале. Естественным 
физическим ограничением является ограничение на сред­
нюю мощность передаваемого сигнала:

МВ 2 ( t , х 0, Y 1) <  рср. (4.2)

Кайлат и Щалквийк [1], Зигангиров [1] предложили
следующий простой способ выбора модулятора В  (t , х 0, Y 1) 
при таком ограничении:

(X (i) —яоЭТ/Кр' „ о х
 тщ • ( }

где X  (t) — оценка параметра ж0, выработанная к моменту 
времени t, D 2 (t) =  М (X  ( t) — х 0)2. Таким образом, пред­
лагается просто передавать разность между оценкой пара­
метра X  (t) (известной в силу наличия обратной связи) 
и его истинным значением х 0, усиленную максимально 
возможным в соответствии с (4.2) образом. Уравнение 
передачи имеет вид

d Y  (0  =  - Щ Г -  У р ^  *  +  a (;t).

При таком линейном способе передачи по гауссовскому 
каналу с белым шумом естественно ожидать, что опти­
мальную оценку X  (t) можно искать в классе рекуррент­
ных оценок. Это действительно так. Будем искать оценку 
X  (г), удовлетворяющую соотношению

dX (f) =  — к (t) dY  (t)

с неопределенной пока функцией к (t). Таким образом, 
оценка X  (t) удовлетворяет уравнению



Отсюда получаем (с помощью формулы Ито), что 
функция D 2 (t) =  М (X  (£) — х0)2 удовлетворяет уравнению

±  D 2 («) =  _  2к (0  V p 7v D  (t )  +  к2 (t) а2. (4.5)

До сих пор нам было безразлично, является х 0 неизвестной 
на приемном конце, но не случайной величиной, или слу ­
чайной величиной с заданным распределением. Теперь 
нам удобно будет считать, что х 0 — случайная величина, 
имеющая конечную дисперсию и не зависящая от процес­
са t  (t).

Наша цель — получить оценку с наименьшей диспер­
сией Z)2 (t). Легко понять, что для этого нужно выбрать 
к (£), минимизирующей правую часть (4.5), т. е.

т =  Viy (,) ■

При этом значении к (t) из (4.5) находим при X  (0) =  Мх0

D * ( t ) = D x 0e x v { - 2 C t } ,  С =  ̂  (4.6)

Изучим теперь несколько подробнее структуру оценки 
X  ( t). В силу (4.4) и (4.6) она удовлетворяет уравнению

dX (t) =  - 2 C  (X  (t ) - x 0) dt— (2C)1/2 D  (0) exp ( - Ct) dt (t),

X  (0) =  Mx0

Поэтому справедливо представление

X  (t) — x 0 =  (Mx0 — x0) exp ( —2Ct) +  T| (t) (4.7)

где г] (t) — не зависящая от х 0 гауссовская случай­
ная величина с нулевым средним, причем Dt] (t) — 
=  exp ( —2Ct) (1 — exp ( —2Ct)) Dx0.

Покажем теперь, следуя Кайлату и Шалквийку [1], 
как можно использовать оценку X  (t) для передачи цифро­
вой информации с максимальной скоростью. Как обычно, 
будем считать, что передача ведется со скоростью R  нату­
ральных единиц, если за время Т передается одно из 
[ехр { Д Г } ]  равновероятных сообщений. Будем считать 
для простоты, что М  =  exp (R T ) — четное число и поста­
вим в соответствие возможным сообщениям номера 
—М/2, —М/2 +  1, • • •, М/2 — 1. Положим теперь
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лу  чайную величину х 0 равной (2i +  1) М -1, если нужно 
передать сообщение номер i. Таким образом, х 0 — случай­
ная величина, с равными вероятностями принимающая зна­
чения в серединах интервалов, делящих отрезок [ —1, 1] 
на М  равных частей.

Теперь, зная X  ( Т ), принимаем решение о том, что 
передавалось i-e сообщение, если этому номеру соответ­
ствует ближайшее к X  (Т )  возможное значение х 0.

С помощью (4.7) нетрудно оценить вероятность ошибки 
Рош при таком методе передачи.

Очевидно

Р 0ш < Р  { | Х ( Г ) - * „ | > 2 ^ } <

< р { | ж 0- М * о | >  ” P % c r ) . } + p  { | п ( Г ) | > ^ }

Первая из вероятностей в правой части последнего 
неравенства равна нулю при достаточно большом Т , если 
R  ^  С, а вторая допускает, очевидно, при достаточно 
больших Т  и некотором к >  О оценку

p { l n ( r ) l > w } “
=  р Г 1 Т| (T)J ехр (СТ)  > ехр (Г (£ г Д))| <

I  V D a :0 4 4 ~[/ Dx0 J

-^ехр {  — к ехр (2 (С — R ) Г ) }

С другой стороны, из основополагающих работ Шен­
нона (см., например, [1]) хорошо известно, что пропускная 
способность рассматриваемого канала равна С. Отсюда 
следует, что рассматриваемый способ передачи обеспечи­
вает передачу со скоростью, сколь угодно близкой к про­
пускной способности и двойную экспоненту вероятности 
ошибочного приема.

Аналогичный метод передачи может быть применен 
и при другом ограничении на входной сигнал, А  именно, 
следуя Дьячкову и Пинскеру [1], рассмотрим снова канал 
связи (4.1) с мгновенной обратной связью и предположим, 
что ограничена не средняя мощность в каждый момент 
времени, а полная энергия передачи на отрезке времени



[О, Л ,  т. е.
т
j  B 2(t, х0, Y l) d t ^ p cpT  (4.8)
о

В свете только что рассмотренного примера естественно 
попытаться и в этом случае выбирать передаваемый сигнал 
в виде

В Ю =  - Ш Щ - ( Х ( * ) - * о ) ,  (4-9)

а стохастический дифференциал оценки — в виде

Ъ " 1 /p Cr , D  (t )
d X ( t ) =  У  U  d Y ( t ) .  (4.10)

Здесь а и & — пока неопределенные постоянные, которыми 
следует распорядиться оптимальным в указанном 
ниже смысле образом, a D 2 (t), как и раньше, есть 
М (X  (t) -  х 0)2.

Конечно, метод передачи (4.1), (4.9), (4.10) не удовлет­
воряет, вообще говоря, ограничению (4.8). Однако можно 
условиться прекращать передачу всякий раз, когда энер­
гия превзошла уровень рСрТ и считать в этом случае, что 
сообщение принято неверно. Как будет показано ниже, 
параметры а и Ъ можно выбрать так, что при больших Т 
вероятность

т

P i =  Р {  \ B 2(t)  (4.11)
о

а значит, и ошибка из-за превышения энергии, будет 
крайне мала.

Перед исследованием свойств построенного способа 
передачи необходимо решить две простые задачи.

З а д а ч а  4.1. Покажите, что при передаче (4.1), 
(4.9), (4.10) функция D  (t) удовлетворяет соотношению

Д «  =  Д ( 0 ) е х Р { - С ( ^ - ф } ,  С =  ̂ г -  (4-12)

З а д а ч а  4.2. Проверьте, что процесс В  (г), опреде­
ленный формулами (4.1), (4.9), (4.10) — марковский



и описывается стохастическим уравнением

dB (t) =  -  Cb2B  (t ) dt -  dt ( t )  (4.13)

Отметим теперь такой факт, доказательство которого 
можно получить методом работы] Либкинда [1]: если 
Z  (t) — одномерный гауссовский марковский процесс опи­
сываемый уравнением

dZ (t) =  — a Z  (t) dt +  р dt (t), Z  (0) =  z, a >  0

то при T  oo, x >  1 справедлива асимптотическая фор­
мула

т

In Р  {  j  z 2 (t ) d* > - | L  x f }  ~  _ J L  (x  -  1 f  T . (4.14)
о

Теперь ун<е нетрудно подобрать параметры передачи 
так, чтобы, во-первых, могла быть достигнута скорость ! 
передачи, сколь угодно близкая к R, и, во-вторых, веро­
ятность ошибки была асимптотически минимальна. В са­
мом деле, опираясь на построенный выше метод передачи 
и (4.12), можно гарантировать, что условие

% - Р  =  -§- (4.15)

обеспечивает скорость передачи, сколь угодно близ- 1 
кую к R.

При этом ясно, что главную часть вероятности ошибки 
Р ош составляет при больших Т  число р и  определенное 
формулой (4.11).

З а д а ч а  4.3. Из (4.13), (4.14), (4.15) выведите, что ! 
для скоростей передачи, сколь'угодно близких к R , пре­
дел при Т  ->- оо выражения —In min Р ош/Т равен мак- ]

о, ь;
симуму по а, Ъ функции

С&2 (аа _  1)2 
4а2

при условии (4.15). Проверьте, что этот максимум дости­

гается при а2 =  2 ] / " — 1, &2= j / ^ -  (2  — у Г-^-) и ра­

вен (V"c - V r ) 2.



У к а з а н и е .  Постройте представление процесса В  (г), ана­
логичное представлению (4.7), и воспользуйтесь затем форму­
лой (4.14).

Из результатов Пинскера [1] вытекает, что большей 
экспоненты вероятности ошибки нельзя получить ни при 
каком способе передачи. Другое изложение рассмотрен­
ных здесь способов передачи читатель может найти в ори­
гинальных статьях Кайлата и Шалквийка [1], Зиганги- 
рова [1], Дьячкова и Пинскера [1]. См. также обзор Шалк­
вийка [1], где имеется дальнейшая библиография.

З а д а ч а  4.4. Построить аналогичную (4.3), (4.4) 
процедуру оценивания при наличии обратной связи для 
дискретного по времени канала, в котором каждому пере­
данному сигналу Si  соответствует принятый сигнал 
Y t =  St +  |г, t i  — независимые одинаково распределен­
ные величины, М!г — M il =  cr2. Докажите, что при 
соответствующем выборе параметров и ограничении (4.2) 
справедлива аналогичная (4.6) формула

М ( Х п — х0)2 =  М (х  — х0)2 ( р2 р j .

Следующий пример, который мы рассмотрим не­
сколько менее подробно,— задача оценки неизвестного 
коэффициента сноса диффузионного процесса.

h

Предположим, что / (0  =  2  Фг (0  хо> гДе хо> =
г=1

=  1, . . ., /с,— неизвестные наблюдателю параметры, 
фг (t) — известные функции со значениями из E t , а наблю­
даемый процесс в Е 1 имеет вид

dY  (t) =  f  (t) dt +  a dt ( t). (4.7)

Формально к задаче оценки вектора х* с координатами 
xj неприменимы развитые выше соображения, если к >  1. 
Более того, как указано в примечании на стр. 266, эта зада­
ча, вообще говоря, неопределенна. Если, однако, функ­
ции фг (t) удовлетворяют довольно слабому ограничению 
(см. ниже (4.9)), то вектор х 0 может быть состоятельно 
оценен.

Чтобы свести эту задачу к рассматривавшимся ранее, 
разделим интервал наблюдения (скажем, интервал [0, 71])



на к равных частей и введем обозначения

д  =  - у ’ Ф л  ( 0  =  Ф г ( *  +  7д ) .

Yi(t) = Y + = + / = 0, • • к— 1,
Ф (0  =  « Ф л (0 )), У  (0  =  ( П (0 . •••. П -i (0 )* .

f (<) =  (&>(<), • ••, 6k-i(0)*.

Таким образом, задача сводится к оценке fc-мерного 
параметра х0 в ft-мерном же наблюдении

dY (t) =  Ф  (t) х 0 dt +  о d\ (t), 0 ^  i ^  Д. (4.8)

Эта рбдукция позволяет распространить на задачу (4.7)
понятие эффективности и асимптотической эффективности.

t
В данном случае S 0(t) =  о2/, В  (t) =  о -2  ̂ Ф * (s) Ф  (s) ds.

о
Из теоремы 3.1 находим, что при выполнении условия

т
J | Ф (s) х |2 ds

inf — j—ts v оо при Т  ->  оо (4.9)
X 1*1

процедура (3.1) дает асимптотически эффективную гаус­
совскую оценку параметра х 0.

Конечно, изложенные соображения применимы и 
в том случае, когда функция / (t) нелинейно зависит от 
ft-мерного параметра х 0.

§ 5. Одна модификация

Процедура оценивания (3.1) обладает одним сущест­
венным недостатком, связанным со сложностью вычисле­
ния матрицы (/  +  В (t, X  (£ )))-1, быстро возрастающей 
с ростом размерности. Поэтому мы обсудим сейчас другую 
процедуру, позволяющую обойти указанную трудность. 

В соответствии с § 3
t

В (t, X  (0 ) =  \ ^ - ( s , X  (0 )  V  (s) (s, X  (/)) ds.
0



Если оценка X  (t) состоятельна, X  (t) ->  х 0, то естествен­
но ожидать, что эту матрицу при больших t можно с отно­
сительно небольшой погрешностью заменить матрицей

t

Z ^  =  J Z  W ) V  (*) ^  (*, X  (s)) ds. (5.1)
о

Таким образом, мы приходим к процедуре 

dX (t)  =

=  (J  +  Z ( t ) ) - i d- £ ( t , X ( t ) ) S - 01( t ) ( d Y ( t ) - m ( t ,  X  ( « ) ) * ) ,

(5.2)
где Z  (t) находится из (5.1).

Эта процедура не является рекуррентной в смысле 
определения § 2, так как вычисление Z  (t) требует запоми­
нания прошлых значений оценки X  (s), 0 ^  s ^  t.

Однако процедуре (5.1), (5.2) легко придать рекуррент­
ную форму, которая к тому же позволяет избежать обра­
щения матриц (за исключением матрицы S 0 (t), обращение 
которой может быть выполнено заранее).

Обозначим
и (t) = (/ + z  (О)-1-

Тогда, учитывая (5.1), получим

== -  и (t) ~ ( t , x  (t)) S ( t )  £  (t, X (t)) и (0, (5.3)

dX (t) =

=  U  (t) ? £  (t, X  (0) V  (t) ( dY  ( t ) — m (t ,  X  (t)) dt). (5.4)

Как видно из (5.3), (5.4), процесс (X  ( t), V  (t)) является 
марковским. Определяемая этими формулами процедура 
оценивания часто практически более удобна, чем проце­
дура (3.1). В то же время, по-видимому, в тех случаях, 
когда она дает состоятельную оценку, эта оценка часто 
будет и асимптотически эффективной. Было бы интересно 
получить точные результаты в этом направлении.



Г Л А В А  10

РЕКУРРЕН ТН О Е ОЦЕНИВАНИЕ ПРИ Н А Л И Ч И И  
УП РАВЛЯЮ Щ ЕГО  П АРАМ ЕТРА

Рассматривается задача оценивания неизвестного пара­
метра х плотности при наличии дополнительно управляю­
щего параметра z, который может выбирать статистик. 
В принципе такая задача может быть сведена к задаче 
оптимального управления процессом, наблюдаемым 
t  ошибкой, если априорное распределение неизвестного 
параметра задано. Однако задача нахождения в точности 
оптимального управления оказывается в этом случае 
очень громоздкой. Поэтому предлагается другой подход, 
основанный на рекуррентном оценивании одновременно 
параметра х и того значения z, при котором наиболее 
выгодно производить наблюдения. Ниже приведены усло­
вия, при которых риск dn построенного рекуррентного 
плана оценивания при квадратичном критерии качества 
эквивалентен при больших п риску dn оптимального пла­
на, в том смысле, что dnldn —>■ 1 при п —*■ о о .

§ 1. Постановка задачи

Пусть / (у/х, z) — плотность распределения относи­
тельно меры v (dy) на прямой, зависящая от параметров х 
и z. Предположим для простоты, что х, у, z одномерны, 
х  £ SV с  E i,  у £ Е и z £ Е  4. Параметр х — х 0 неиз­
вестен и должен быть оценен посредством наблюдений 
с плотностью /. Параметр z имеет смысл управления. Он 
находится в распоряжении статистика, который может 
выбирать его постоянным (тогда дело сводится к рассмот­
ренной в главе 8 задаче оценивания при независимых на­
блюдениях), а может в i-м наблюдении выбирать значение 
параметра в зависимости от результатов предыдущих



наблюдений:

2 г =  Z t ( Y u . . У ,_0  =  Z t ( У « - « ) .  (1.1)

Точнее, (1.1) следует понимать в том смысле, что сов­
местное распределение У ,, . . ., Y n может быть вычислено 
по формуле

/ „ (^ (п), х0) =  П  f ( y i/x0 lzi ( y l'l ~ 1)) ) . ' :  ■ (1.2)
2 = 1

Будем обозначать Z* =  (Z u . . ., Z,-) и называть допусти­
мым управлением, планом эксперимента или просто пла­
ном последовательность Z 2, • • ., удовлетворяющую 
условию (1.1) и такую, что Z t £ % , i =  1, 2, . . .  Задача 
состоит в выборе управления (плана), обеспечивающего 
наилучшее качество оценивания в смысле того или иного 
критерия качества.

Мы, как и всюду в этой книге, ограничимся квадратич­
ным критерием качества, т. е. будем искать Z t , хп, обеспе­
чивающие минимальность М (хп — ж0)2.

Сформулированная задача часто допускает точное ре­
шение, если оцениваемый параметр представляет собой 
случайную величину с заданным распределением вероят­
ностей. Решение этой (и более общей) задачи содержится 
в теории статистических решений и излагается в большом 
числе руководств (см., например, Блекуэлл и Гиршик [11, 
Фельдбаум [1], и др.). Однако не всегда это решение удов­
летворяет запросам практики.

Как уже отмечено, это решение возможно лишь при на­
личии «априорного» распределения параметра. Эта «апри­
орная» трудность весьма существенна при небольшом 
числе наблюдений п, но для интересующей нас здесь про­
блемы построения асимптотически оптимальных оценок 
при п —>• оо ею можно пренебречь. Дело в том, что при 
довольно общих предположениях (см., например, Ибраги­
мов и Хасьминский [1]) байесовская оценка с любой апри­
орной плотностью я (х), не обращающейся в нуль при 
х  £ Ж , асимптотически оптимальна и в том случае, когда 
х 0 — не случайная величина.

Существенней другая трудность, связанная с большим 
объемом вычислений в точности оптимального с точки 
зрения байесовского подхода решения (см., например,



Фельдбаум [1], гл. V I). Вычисление, например, п-то опти­
мального управляющего воздействия zn как функции от 
Z n-\  У ' " - 1», состоит из следующих этапов.

1) Вычисление условного математического ожидания 
хп =  М  (Xq/ZW, У<">) п о  формуле Байеса.

2) Вычисление условного момента М ((хп — x oy iZ <-n'>, 
У 1'1-1') как функции 2п — 1 переменной Z Y, . . ., Z , , 
Y t    Уп.,.

3) Нахождение zn (Z (U 11, У (П lj) как решения урав­
нения динамического программирования

inf M ( (x n - x 0)V Z in- l \ zn, У (п- 1}) =

=  M ((x ,l - x 0)2/Z(n- 1), zn, У (п_1)).

Д ля нахождения же первого управляющего воздействия 
zt необходимо сначала вычислить последовательность 
~ ( Z l п-1), у<п -Ь ) ' . . ; f 22 (Zl, У ,).

Эта трудность делает естественной задачу построения 
плана, в том или ином смысле близкого к оптимальному 
при больших в и не требующего больших вычислений. 
Д ля того чтобы придать точный смысл словам «близкий 
к оптимальному», воспользуемся результатами § 8.6.

Предположим, что при всех х  £ z (j % существует 
информационное количество

/ d f  ( у / х ,  Z)  \ 2

Цх' г>°  S TW, ») v№)
плотности /. Предположим также, что выполнены другие 
условия теоремы 8.6.1. Неравенство (8.6.3) в данном слу­
чае (см. (1.2)) принимает вид

м х (хп - х ) * > ( м х 1 п х , г 1{г ^ ) ) У 1 (1.3)
i = l

Предположим дополнительно, что

/ (х) =  sup I  (х, z) < ; оо, х £ & .

Тогда из (1.3) получим для любого плана эксперимен­
та, для которого выполнены условия теоремы 8.6.1,



неравенство

М — (1.4)
til (X)

Последовательность Z 1; Z 2, ■ ■ . назовем асимптоти­
чески оптимальным планом, если она удовлетворяет усло­
вию (1.1) и для этой последовательности управлений суще­
ствует последовательность оценок хп =  хп (У (П)) такая, что

У п  (хп — х0) ~  91 (О, ^Д— ) при п - у  оо.
V 1 ( х 0) 1

В следующем параграфе при некоторых ограничениях 
будут построены асимптотически оптимальный рекуррент­
ный план и асимптотически эффективная рекуррентная 
оценка параметра х.

§ 2. Асимптотически оптимальный рекуррентный план
Не стремясь к максимальной общности, сформулируем 

сначала одну теорему, позволяющую получить асимпто­
тически оптимальный в классе линейных функций наблю­
дений рекуррентный план. Мы предположим в соответст­
вии с § 1, что х  £ E t , z £ Е и предоставляя читателю 
самостоятельно установить сходимость и свойства рассмот­
ренной ниже процедуры для многомерного случая.

Будем обозначать У  (х, z) любую случайную величину, 
для которой

U

Р {Y  (х, z) <  и) =  j  f (y i x , z ) v (d y ) .
— ОО

Т е о р е м а  2.1. Пусть выполнены условия:
1. Существует конечное математическое ожидание 

mi (х, z) =  М У  (х, z), производная дт{ {х, z)ldx непрерыв­
на по совокупности переменных и для некоторых постоян­
ных Ci >  0, с 2 >  0 выполнено неравенство

дт{ (х, z)
с1 <  дх <  с2.

2. Дисперсия т2 (х, z) =  (х, z) непрерывна и огра­
ничена при хв  Е и z £ Е х.



3. Функция I  (х, z) непрерывна, положительна и имеет 
при каждом х единственный максимум I  (х) по z, причем 
I  (х) — I  (х, z (х )), а функция z (х) непрерывна.

4. Для некоторых а >  О, е >  О

sup М | Y  (х, 2 (х)) |2+“  <  оо.
|ж-жо|<е

Тогда рекуррентная процедура 

Х п + 1 - Х п  =

=  ( l i r  Zn+j ) " 1 (Yn+1 -  т' (2-1)

^n+1 =  2 (^  n)

дает состоятельную в сильном смысле оценку параметра 
х0, причем эта оценка асимптотически нормальна, а ее 
асимптотическая эффективность равна

( - ^ М * о .  И(Хо))]~/т2(х0, z (x 0) ) I ( x о).

В частности, для случая, когда

Y  (х, z) =  m, (z, z) -f- j/m 2 (z) | (2.2)

(£ — гауссовская случайная величина с параметрами (0,1)), 
процедура (2.1) асимптотически эффективна, а соответ­
ствующий ей план Z n+l =  z ( Х п ) ,  п —  1,2,  . . асимпто­
тически оптимален.

З а д а ч а  2.1. Докажите эту теорему.

У  к а з а н и е .  Воспользоваться методом исследования свойств 
процедуры (3.7) в § 8.3.

Процедура (2.1) позволяет получить асимптотически 
оптимальный план лишь при гауссовских шумах вида (2.2). 
Следующая процедура позволяет добиться аналогичного 
результата в значительно более широком классе случаев. 
А  именно, предположим, что выполнено условие 3 теоре­
мы 2.1 и рассмотрим процедуру

у    у   I  1 ( Х п I Z n+\) f x  ( }  n+ i / Z n + ), А п)

п+‘ . п _  » + 1  f ( Y n+i/Zn+u X n) ’

Z n + i ~  Z ( Х п ) .



З а д а ч а  2.2. Проверьте, что для наблюдений (2.2) 
процедуры (2.3) и (2.1) совпадают.

Как и в § 8.4, легко убедиться, что функция

М ( х ,  2) =  j In # & > / (*/ * , z )v [d y )  (2.4)
при любом z достигает максимального значения при х  =  
=  х 0. Будут сделаны следующие предположения (ср. 
с теоремой 8.4.1):

I. Функции / (у/х, z), М  (х, z) дважды дифференцируе­
мы по х, причем равенства (2.4) и

j / (у/х, z) v (dy) =  1 (2.5)
можно дважды дифференцировать под знаком интеграла 
по х.

I I .  При всех е >  О

sup т (х, z) (х  — х0)<СО,
е<| х - х о  |< e -i, z gE i

где т (х ,  z) — - ^  М  (х, z), причем функция (х, z)

непрерывна.
I I I .  Выполнено условие 3 теоремы 2.1.
IV . Функция

с  < * )= / - < * ,  1 (1 »  j  н г » ' Ш

непрерывна и растет не быстрее квадратичной при | х | —»- 
—у оо.

V . Сходится равномерно в некоторой окрестности 
точки х0 интеграл в правой части последнего равенства; 
точнее, для некоторого е >> О

sup 1 Т Х
|*-*»|<to , )• L/(|f/*,«) 2 = Z ( X ) J

I f(v/x, z) г=7 (ж) I

x f (y / x 0, z (x ) )  v (dy) - — >0.
t i —►oo

Т е о р е м а  2.2. В  условиях I — V  процедура (2.3) дает 
состоятельную в сильном смысле асимптотически эффек­
тивную оценку параметра х 0 и асимптотически оптималь­
ный план эксперимента.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим

ф (У ,1+1, х) =  — L —  ш
I  ( х ,  z (X)) / ( Y n+i/x, Z (ж))

Тогда

М Ф (У„-и , х) — f М ф2(Г п + и Х ) =  0 (х).
I  (х, z (х ))

Отсюда и из условий I I ,  I I I ,  IVвытекает согласно теоре­
ме 4.1.1 состоятельность оценки Х п. Теперь осталось про­
верить выполнение условий теоремы 6.6.2 и вычислить 
дисперсию предельного нормального закона. Если выяс­
нится, что она асимптотически совпадает с нижней грани­
цей (1.4), то теорема будет доказана.

Из условия I теоремы вытекает справедливость при 
всех z равенства т (х0, z) =  0. Далее, точно так же, как 
и при доказательстве теоремы 8.4.1, можно убедиться, 
что т'х (х0, z) — — I  (ж0, z) при всех z.

Поэтому

I  т ( х ,  z (х)) \ ' I — П т  т (х ’ г ~  т г
V I  (х, 7 (х ) )  )  х\х=хо Х_+Х0 I ( x , z ( x ) ) ( x  — x0)

~ ( х й, 1  ( х 0) )

1 (х0, 7  (х0))

Кроме того, в силу условия IV  

М Ф2 (У п+1, x ) =  G (X) ------V G (ж0) =  Г 1 (х0, Z (х0)) — У-1 (ж0).

Из этих выкладок и условия V  вытекает применимость 
теоремы 6.6.2 и соотношение

Vn (Xn- x 0)~dl  (о, -)  .' 1 (го) 1
Теорема доказана.
З а м е ч а н и е  1. В этом параграфе мы лишь для 

конкретности предполагали i  =  E it z £ % =  Е  
Аналогичные результаты можно получить и в случае, 
когда SC и % — открытые множества из Е и В этом слу­
чае следует строить модифицированную процедуру РМ 
(см. § 7.1), с тем чтобы оценка Х п не выходила из множе­
ства №. Можно предположить также, что % — замкнутое 
множество. Тогда важное условие I I I  не является сколько-



нибудь ограничительным. Не существенно также требова­
ние единственности точки максимума функции I  (х , z) 
по z. Однако нарушение условия I I  может привести к несо­
стоятельности процедуры (2.3).

З а м е ч а н и е  2. Можно показать, что при соответ­
ствующих ограничениях процедуры (2.1) и (2.3) дают асим­
птотически эффективные оценки и в многомерном случае: 

z £ Z c z E k.] Конечно, в этом случае / — 
матрица, f'x =  graAxf(y/z, х) — вектор. Отметим также, 
что некоторые из условий теоремы 2.2 можно ослабить, 
если воспользоваться вместо (2.3) процедурой, аналогич­
ной процедуре (8.4.6) в задаче оценивания.

§ 3. Два примера

1. Пусть известна функция двух переменных g (х, z), 
х £ E i,  z £ Ei. Статистик в каждый момент времени может 
произвести «измерение» этой функции в любой точке z 
при некотором неизвестном ему значении х  =  х 0. При 
этом результат измерения в точке х =  х 0 в момент 
i — случайная величина

Y i  =  g (Яо. 2) +  О (z) h .
Пусть для простоты t i  — независимые гауссовские 

случайные величины с параметрами (0, 1).
Задача состоит в том, чтобы по возможности оптималь­

но оценить х 0, выбирая наиболее подходящее для этой 
оценки значение z.

Поскольку никаких априорных сведений о параметре 
х 0 не предполагается, то естественно одновременно улуч ­
шать оценку и оптимизировать наблюдения, выбирая 
«лучшую» точку z.

Изложенную задачу можно мыслить как одну из задач 
теории дуального управления Фельдбаума [1]. Ее легко 
интерпретировать и в терминах теории информации.

Предположим, что функция

¥ ( z , z )  =  <r’ (z) ( 5- ^ ) 2

ограничена снизу и сверху положительными постоян­
ными, а

sup 'Р (х , z) =  ¥  (х , z (х ) ).



В соответствии с результатами § 2 (теорема 2.1) асимп­
тотически эффективная оценка параметра х 0 может быть 
получена посредством процедуры

v  v  (Xn+i~~ S {Хп, Zn+l)) у  'Z/'v \
л п - м ~  — п _j_| щ;  > ^ п + 1 —  я ( Л п ) .

- f a ( Xn< Zn+i)

(3.1)
При этом

Уп ( х . - ь )  ~ п(о , .
{  W <’ •■ ’ <*•») )

Таким образом, выгодней всего производить измерения 
при том значении параметра, при котором максимально

°~2 (z ) I ( * о .  z) I2- Если g — линейная по х  функция,

g  (х , z) =  xg (z), то этот вывод хорошо известен в теории 
информации: передавать следует при том значении г, 
при котором максимально отношение сигнал/шум.

Если, в частности, g (х, z) — g (х — z), 0  (2) =  const, 
то z (х) — — х -+- х, где х  — точка, в которой имеет мак­
симум функции g ’ (х). Процедура (3.1) принимает особенно 
простой вид

v  v  1 Yn+i £ (х)
Л П+1 —   д—  •

дх

2. Рассмотрим задачу, сформулированную А. А. Фельд- 
баумом в [1], стр. 434. Д ля  этого в предыдущем примере 
следует положить g (х, z) — (х — z)2, 0 (z) =  0 =  const. 
Кроме того, в данном случае параметр управления z 
стеснен ограничением

I z | <  1. (3.2)

(Ограничение допустимых управлений необходимо, чтобы 
задача была содержательной, так как в противном случае 
можно, выбирая очень большие по модулю значения z, 
«подавить» шумы).

Требуется управлять параметрами Zy, . . Z n таким 
образом, чтобы минимизировать М ( Х п — х 0)2. В книге 
Фельдбаума рассмотрен способ точного решения этой зада­
чи, если задано априорное распределение параметра х 0



(предполагается также, что это распределение сосредото­
чено на интервале ( —1,1)). Построенное решение основано 
на формуле Байеса (см. § 1) и с принципиальной стороны 
довольно просто. Однако построение оптимального плана 
требует громоздких вычислений и большой памяти маши­
ны. К  тому же само предположение о наличии априорного 
распределения параметра может не выполняться.

Попробуем взглянуть на эту задачу с точки зрения под­
хода, развиваемого в этой главе, т. е. будем искать не оп­
тимальный, а лишь асимптотически оптимальный план 
экспериментов.

В данном случае Y t =  (х0 — Z ;)2 -j- Поэтому (см. 
(8.1.13)) I  (х , z) =  4 (х — z)2o~2.

Так как верхняя грань / (х , z) по z £ [ — 1, 1] достигает­
ся в одном из концов отрезка, то на основании (1.4) в дан­
ном случае имеем

М.х-0 ( Х п — Х0)2 >  4гетах{ (а-0_ 1)2) (ж0 +1)2} • (3-3)

В соответствии с данными выше общими определения­
ми асимптотически оптимальный план будет построен, 
если будут построены две последовательности: «управле­
ний» Z n и оценок Х п, такие, что для этих оценок Х п 
неравенство (3.3) переходит в асимптотическое равенство.

Далее, в данном случае функция dg/dx =  2 (х — z) 
меняет знак, так что доказанные теоремы не дают основа­
ний утверждать сходимость процедуры (3.1). Нетрудно 
видеть, что эта процедура и на самом деле, вообще говоря, 
не дает даже состоятельной оценки х 0. Правда, в данном 
случае можно воспользоваться процедурой Кифера — 
Вольфовица, точнее, ее «урезанным» вариантом (см. (3.2)). 
Эта процедура позволит построить последовательность 
Z n -у  х 0 при п ->  оо, однако при любом выборе парамет­
ров процедуры эта оценка не может быть асимптотически 
эффективной. В самом деле, из соотношения Z n — х0 
и (3.2) вытекает равенство

2  MxaI(xo,Z i)  п

lim —      =  lim  - а- М * „ -  2  ( Z t - x 0)2 =  0.
71->СЮ П—УОО .2=1
Отсюда и из (8.6.3) следует, что

nMx0(Z n- x 0)2-y  оо при П-УОо,

19 м, Б , Невельсон, Р .  3 . Хасьминский



т. е. оценка Z n имеет асимптотическую эффективность 
нуль х). (Эта ситуация представляется нам типичной — I 
процедура КВ часто удобна в практических задачах, ' 
однако ее асимптотическая эффективность в задачах 
оценивания равна нулю. Для некоторых способов выбора 
параметров процедуры КВ этот вывод следует из теорем 
об асимптотической нормальности процедуры КВ см. 
работы Сакса [1], Фабиана [5]).

Таким образом, рассмотренные ранее процедуры 
не дают асимптотически эффективных оценок. Однако 
существует другой, совсем простой способ построения та­
кой оценки, к изложению которого мы и переходим.

Рассмотрим план эксперимента, при котором статистик 
тратит бесконечно большую, но малую по сравнению с п 
долю времени на «разведку»,— выяснение того, отрица­
тельно или положительно х 0. После этого, приняв реше­
ние о знаке х0, статистик выбирает в качестве z ; в течение 
всего остального времени — 1, если он принял решение 
х 0 >  0, и + 1  в противоположном случае.

Итак, все время п эксперимента разобьем на три части 
=  {0 _<  i I г =  (]/rr c <  i <  2 Y n ) ,  I?, =

F= {2 ]/^« •< j ^  и положим

Z t — 1 для i 6 Z i  =  1 для i 6 Iz-

Вычислим теперь

[ V n ]  [2 YZ\

’1,“ ' i W T  2  Y "  , , !“ T w r  S  Y <-
l —  1 i = [

(Заметим, что это вычисление не требует запоминания 
чисел У г. Хорошо известно, что среднее арифметическое 
можно вычислять по рекуррентным формулам.) Далее 
полагаем

Z t =  1 для i £ /з, если r ] i>  т) 2,

Z t =  —1 для i £ / 3» если Л! ^  Л г*

г) Точнее этот вывод справедлив лишь в том случае, когда оцен 
ка Z n — несмещенная, однако можно установить аналог неравен­
ства (8.6.1) для смещенных оценок и убедиться, что высказанное ] 
утверждение все же справедливо.



После этого строим оценку Х п параметра х 0 так:

J 1 — У ц ,  если % >  г|2,
I 1 Г ~  4   ̂ ^L У  Л — 1. если ц2> Ч ь

где г) — среднее арифметическое наблюдений, для которых 
i £ /3 (Конечно, несколько более точный результат можно 
получить, используя также и наблюдения с номерами из 
I i ,  если т]! >  г)2, и из 12, если г]! ri2. Однако на интере­
сующий нас асимптотический вывод это не повлияет.)

З а д а ч а  3.1. Докажите, что оценка (3.4) асимптоти­
чески эффективна, т. е. при любом х 0 £ Е 1

(j2

п М * 0 {Хп — х0у  — 4 шах [ ( *0- 1)2, (*о +  1)21 '

У  к а з  а н и е .  Рассмотрите отдельно три случая: | х0 | п ~ 1/8, 
яо <  — п _1/8, х0 >

§ 4. Случай непрерывного времени

Все изложенные в этой главе результаты допускают 
обобщение на случай непрерывных по времени наблюде­
ний, если наблюдения имеют стохастический дифферен­
циал в смысле Ито. В этом параграфе мы изложим соот­
ветствующую постановку задачи и приведем аналог тео­
ремы 2.1.

В соответствии с обсуждением в § 8.1 предположим, 
что при z cz E i,  х £ cr E i  определены две непре­
рывные функции т (х , z) и a (z).

Пусть, далее, процесс наблюдения Y  (t) имеет стоха­
стический дифференциал, причем

dY ( t ) =  т (х 0, Z  ( t))  dt +  о (Z  (t)) dt (t). (4.1)

Здесь x 0 — оцениваемое значение параметра, Z  (t) — 
процесс управления (план эксперимента), принимающий 
значения из .о. При этом, как обычно, будет предпола­
гаться, что в множество допустимых управлений входят 
лишь такие функции Z  (t), для которых стохастический 
дифференциал (4.1) определен. В частности, предполагает­
ся, что процесс Z  (t) ^ (-и зм ерим  (ср. с (1.1)), где J T t — ст- 
алгебра событий, порожденных течением процесса Y  (s), 
s ^ . t .



Неравенство (9.1.5) в данном случае имеет вид

M ( X ( 0 - z 0)2> ( M  J ( 4 ‘ 2 )
о

(т*. \ 2
— ̂  | достигает своего

максимального по z £ % значения в некоторой точке 
z (х) £ %, так что

sup ¥  (z, х) =  ¥  (z (ж), х) =  ¥  (ж), (4.3)

то из (4.2) при любом допустимом управлении Z  (t) и для 
любой несмещенной оценки X  ( t) параметра х 0, для кото­
рой справедливо неравенство (9.1.5), приходим к нера­
венству

М ( Х ( г ) - х 0)2> ----- 02~(г(жо))----- . (4.4)
t (т'х (z (ж„), х0) )2

В соответствии с § 1 допустимое управление Z  (t) назо­
вем асимптотически оптимальным, если при этом управ­
лении существует оценка X  (t) параметра х 0 такая, что

V t ( X ( t ) - x 0) (О, — a2JzM — ) .
w  '  '  ст'х (* (х0), *„))*  I

Следующая теорема дает простые условия, когда 
асимптотически оптимальное управление существует. ■■ 
Одновременно строится соответствующая ему асимптоти­
чески эффективная оценка.

Т е о р е м а  4.1. Пусть функции т (х , z), т'х (ж, z ) u o  (z) 
непрерывны при х  £ &  =  Е у ,  z £ % =  Е у ,  производная 
дт/дх удовлетворяет при всех х £ Е у ,  z £ Е у  условию

п ^  ^  дт ^
0 < с ‘ <  Ж  <С2

(су,  с2 — постоянные) и выполнено условие (4.3), где z (х) — 
однозначная непрерывная функция х £ Е у .

Тогда формулы

‘ « < 0 - T pr { f r < x < t ) , Z ( 0 ) } _ 1 x

X (dY  (t) — т (Х  (t), Z  (t) )  dt), (4-5) ' 

Z  (t) — z (X  (t ) )



определяют асимптотически оптимальное управление 
Z ( t )  для процесса наблюдения (4.1) и асимптотически эф- 
фективнуо оценку X  (t) параметра х 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Формулы (4.5) с учетом (4.1) 
можно переписать в виде

dX (t ) = -т р г  <о. * ( *  т }  ~ 1 (*о. * ( х  т  -

— т (X  (t), z (X  (£)))] - f  а (г (X  (/))) (0 }- (4.6)

Применим теперь к (4.6) теоремы глав IV  и V I. Из тео­
ремы 4.4.2 вытекает состоятельность оценки X  (t) в силь­
ном смысле. Поэтому уравнению (4.6) можно также при­
дать форму

dX (t) =  [(*0 -  X  (t) +  б (X  (« ))) dt +  о, (X  (0 ) dt (<)],

причем при х х0

Т Ш Т ^ 0 ,  qi ( a )->  o g ( ^  .
I Х Х° I (г0> 2 (го))

Из этих соотношений и теоремы 6.5.1 вытекают утвержде­
ния теоремы.



ПРИ М ЕЧАН И Я

Г л а в а  1

Доказательство всех теорем §§ 1— 4 можно найти в книгах 
Колмогорова [1], Халмоша [1], Колмогорова и Фомина [1]. Понятие 
мартингала и супермартингала было введено Дубом. Теоремы 5.1 
и 5.1' и приведенные здесь доказательства также принадлежат 
Д убу  [Ц .

Г л а в а  2

§ 1. Более подробно свойства марковских процессов и их пере­
ходных функций изложены в книгах Ф еллера [1], Дынкнна [1], 
Лоэва [1] и др.

§ 2. Теорема 2.1 по существу представляет собой частный слу- ; 
чай теоремы Д уба [1] об остановке супермартингала. Неравенство 
Колмогорова для супермартингалов также можно найти в этой 
книге.

§ 3. Теоремы 3.1 и 3.2 общеизвестны. См., например, Гихман 
и Скороход [1].

§ 5. Близкие результаты см., например, в книге А Б Р  [1] 
гл. IV .

§ 6. Теоремы 6.1 и 6.2 доказал Колмогоров [1] в более общей 
ситуации.

§ 7. Теорема 7.1 идейно близка к теореме 8 гл. 4 книги А Б Р  [1].
§ 8. Подробное рассмотрение вопросов, связанных с описанной 

в этом параграфе постановкой задачи, см. в книге А Б Р  [1], гл. 5.

Г л а в а  3

§ 1. Более подробно определение и свойства марковского про­
цесса с непрерывным временем см. в книге Дынкина [1].

§ 2. Предельный переход от уравнения (2.1) к марковскому 
процессу с непрерывным временем рассматривал Бернштейн [1], 
который, в частности, доказал теоремы о предельном поведении 
переходной вероятности прн h 0.

§ 3—4. Стохастический интеграл в приводимой здесь форме 
ввел Ито. Доказательство теоремы 4.1 см., например, в книге 
Гихмана и Скорохода [2].

§ 7. Доказательство теоремы 7.1 можно найти в книге Х ась- 
минского [1].

§ 8. Аналогичные результаты приведены в статье авторов [1]-



Глава 4
§ 1. Как упоминалось в тексте, процедура с. а. для нахожде­

ния корня уравнения регрессии была предложена в работе Роббинса 
и Монро 1951 г. [1]. При некоторых условиях в этой работе доказана 
сходимость процедуры (1.5) в среднем квадратическом. Этот резуль­
тат обобщался в работах Вольфовица [1], Блума [1], Чж уна [1] 
и других. Б лум  [1], в частности, первым доказал сходимость про­
цедуры с вероятностью 1. Теорема 1.1 и приведенный в тексте метод 
ее доказательства принадлежат Гладышеву [1]. Многомерная про­
цедура РМ  была введена Блумом [2]. Б лум  первым применил теорию 
супермартингалов к исследованию сходимости процедур с. а.

§ 2. Процедура (2.5) предложена Кифером и Вольфовицем [1] 
в 1952 г. В этой работе доказана ее сходимость в среднем квадра­
тическом. В работах Блума [2], Дермана [1], Бюркхольдера [1] 
и др. эта процедура подробно изучалась, в частности, была доказана 
сходимость с вероятностью 1. Мы не останавливаемся здесь на более 
общих процедурах типа'стохастической аппроксимации, предложен­
ных в работах Бюркхольдера [1], Дворецкого [1] и др. Более под­
робные литературные указания читатель сможет найти в обзорных 
статьях Дворецкого [1], Фабиана [3], Сакрисона [3], Шметтерера 
[1], Логинова [1] и др.

§ 3. Непрерывный аналог процедуры РМ  ввели Дримл 
и Недома [1]. Они доказали сходимость этой процедуры при довольно 
общих предположениях относительно случайных процессов, входя­
щих в правую часть уравнения. Сакрисон [1] при некоторых пред­
положениях доказал сходимость непрерывного аналога процедуры 
Кифера — Вольфовица. Рассмотренные здесь непрерывные про­
цедуры были введены в работах Хасьминского [1], авторов [1].

§ 4. Первые теоремы о сходимости многомерной процедуры 
РМ доказал Б лум  [2]. См. также А Б Р  [1], Шметтерер [1] и там даль­
нейшая библиография. Теорема 4.4 близка к упомянутому резуль­
тату Гладышева [1], теорема 4.5 принадлежит Браверману и Ро- 
зоноэру (см. АБ Р  [1]). В связи с последней теоремой возникает 
вопрос о том, нельзя ли заменить условие ^  а2 (О 00 более 
слабым и при доказательстве сходимости X( t )  к Хд  п. н. Оказы­
вается, что такое ослабление действительно возможно. В ряде 
случаев можно, например, требовать лиш ь условия ^  а"  № <  00 
при некотором п >  О (правда, при этом приходится накладывать 
более суровые ограничения на свойства «ш умов») Приведенные здесь 
теоремы для непрерывной процедуры РМ  доказаны авторами [1].

§ 5. Д ля  дискретного времени теоремы о сходимости много­
мерных процедур КВ получены Блумом [2], Дупачем [1] и др. Д ля  
непрерывного времени см. работу авторов [1].

Г л а в а  5
Гипотеза о том, что процедура КВ  не может сходиться с поло­

жительной вероятностью к точкам минимума функции регрессии, 
была высказана Фабианом [1], [2]. Изложенные здесь результаты 
основаны! на "работах Хасьминского [1], Невельсона [1], [2]. 
В последних двух работах доказаны и более общие теоремы. 
См. также Красулина [1].



Г л а в а  6

§ 1. Теорема 1.1 для  одномерного случая доказана, например, 
в книге Лоэва [1], для  многомерного случая см. Сакс [1].

§ 2. Д ля  одномерного дискретного процесса РМ  X  (t) условия, 
при которых выполнено соотношение M X 2 (t) =  О (ш ),  i -*• оо, 
впервые получил Чж ун [1]. Д ля  многомерного дискретного про- ; 
цесса РМ  результат, аналогичный лемме 2.1, получен Саксом [1] при ] 
дополнительном предположении М  \ G (t, х, со) |2 <  с <  оо. Тот факт, : 
что из (2.8) следует (2.9), вытекает из известной леммы Чж уна [1].

§ 3— 4. Лемма 3.1 установлена Хасьминским [2]. Лемма 4.3 
принадлежит Саксу [1].

§ 5. Теорема 5.3 при |х >  О доказана в работе Хасьминского [2]. 
При некоторых предположениях асимптотическую нормальность 
процедуры РМ  установил Холево [1].

§ 6. Теорема 6.1 доказана Саксом [1] при следующих допол­
нительных предположениях: а) матрица В может быть приведена 
к диагональному виду с помощью подобного преобразования орто­
гональной матрицей; б) норма матрицы А («, х) ограничена при 
t >  1, х £ Ei -  Теорема 6.3 является новой. Теоремы об асимптоти­
ческой нормальности для других процедур с. а. доказаны в работах 
Фабиана [5], Дермана [1], Бюркхольдера [1], Дупача [1] и других. 
Метод «усечения» для доказательства асимптотической нормальности 
процедуры с. а. первыми применили Ходжес и Леман [1].

§ 7. Теоремы о сходимости моментов процесса с. а. РМ  впервые 
получил Ч ж ун [1] для одномерного случая. Д ля  многомерного слу ­
чая результат теоремы 7.2 хорошо известен (см ., например, Шметтерер 

1
[1]) для  А, >  . Если же условие (а ) § 7 выполнено с X <  1/2а,

то единственный известный нам результат о сходимости моментов 
принадлежит Сакрисону [2]. Д ля  построенной им модификации 
процедуры РМ  Сакрисон доказал сходимость матрицы вторых момен­
тов процесса 1/ t  (X  (t) — х0) к соответствующей матрице ковариа­
ций нормального закона, если все моменты М [ G (г, х, со) р , 
р =  1, 2, . . . ,  ограничены.

Г л а в а  7

§§ 1— 4. Алберт и Гарднер [1] доказали сходимость и асимпто­
тическую нормальность процедуры (1.1) и более общей (с множите­
лями а ( t), зависящими от прошлых наблюдений). Алберт и Гарднер 
[1] рассмотрели и аналогичную (1.1) многомерную модификацию. 
Чиби [1], [2] недавно доказал сходимость усеченных процедур для 
широкого класса усечений.

§ 5. Вопросу об оптимальном выборе параметров процедуры 
РМ  и ее адаптивным модификациям посвящено много работ. Укажем, 
например, работы Чж уна [1], Дворецкого [1], Кестена [1], Цыпкпна
[1], [2 ], Стратоновича [2] и др. Наше изложение опирается на 
работу Вентера [1], который доказал утверждение теоремы 5.1 
в несколько более ограничительных условиях.

§ 6. Теорема 6.1 несколько обобщает результат Вентера [1], 
теорема 6.2 — новая.



Г л а в а  8

§ 1. Теорема 1.1 вытекает из результатов Чепмена и Роббинса
[1], Кагана [1]. Теорема 1.2 доказана Ибрагимовыми Хасьминским
[2]. В этих работах получены неравенства и для смещенных оценок.

§ 2. Теорема 2.1 и ее аналог для смещенных оценок доказаны
в работе Ибрагимова и Хасьминского [2].

§ 3. Использованию процедуры РМ  для параметрического оцени­
вания посвящена книга Алберта и Гарднера [1], которые рассмат­
ривали более широкий класс оценок, не образующих, вообще говоря, 
марковских процессов.

§ 4 — 5. Теоремы 4.1 и 5.4 доказаны Сакрисоном [2], [3] при 
более ограничительных условиях (и без утверждения о сходимости 
распределений). Другие критерии оптимальности рассматривали 
Алберт и Гарднер [1], Цыпкин [1], Стратонович [2], однако предло­
женные ими процедуры, как правило, зависят и от прошлых наблю­
дений (см., например, процедуру (0.9) Введения).

Г л а в а  9

§ 1. Неравенство (1.7) см., например, в книге Ван Триса [1].
§ 2. Д ля  случая линейной зависимости т от параметра 

т  (х 0) =  тх0, где т — невырожденная матрица, эквивалентную 
(2.4) процедуру рассматривал Холево [1]. Он рассматривал также 
случай, когда матрица т — не квадратная, но тт*  невырождена. 
Д ля  нелинейного случая в этой работе предложена более сложная, 
чем (2.4), процедура. В этой же работе при некоторых предположе­
ниях установлена асимптотическая нормальность процедур оцени­
вания.

§ 3. Рекуррентные оценки, близкие к (3.1), можно получить 
на основе байесовского подхода и линеаризации. Д ля  линейных 
систем аналогичные процедуры оценивания имеются в работах 
Калмана и Бьюси [1], Липцера и Ширяева [1] и др.

§ 4. С других точек зрения задача оценки х0 по наблюдениям 
(4.7) (оценка коэффициентов линейной регрессии) рассматривалась 
в большом числе работ.

§ 5. Процедура (5.3), (5.4) при соответствующих начальных 
условиях совпадает для линейной функции т (г, х)  =  т (<) х 
с уравнениями Калмана — Бьюси оптимальной линейной фильтра­
ции. Другими словами, этой системе удовлетворяет, в частности, 
условное математическое ожидание х0 при условии Y  (s), s <  t, 
если априорное распределение х0 — гауссовское.
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