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Определение
логарифма
и его свойства

Напомним, что в выражении аь = с

а
— основание степени;

b — показатель степени;

аъ — степень числа а;

с — значение степени числа а.

Определение логарифма

Логарифмом числа с по основанию а (при а > О, а ф 1)
называется показатель степени Ь, в которую надо возвести

основание а, чтобы получить число с, т. е. если аъ = с, то

можно записать loga с = Ь.

Таким образом, показатель степени
— это и есть логарифм

(при определенных условиях).
Если а > 0, то и аъ > 0, поэтому с > 0. Следовательно,

опр. ,

при условии а>0, а/1 и с>0 loga с <=> а0 = с.

Практикум 1

Запишите в виде логарифмического равенства (1-5):



6 Определение логарифма и его свойства

3
1 опр.

3.
64

10ё125 ^ —
д-

з
1о§1б8 = 4*

6. (1 — ч/З)2 = 4 — 2\/3.

Так как здесь а = 1 — \/3, 6 = 2, с = 4 — 2\/3, (а6 = с),
то записать в чистом виде логарифмическое равенство

нельзя.

(1 - Vsf = {VS - l)2 , тогда

(VS — l)2 = 4 — 2\/3 log^ (4 - 2VS) = 2.

7. (л/2 — l)2 = 2\p2 — 3.

Вычислите логарифм (8-13):

8. log20,25.

Пусть log2 0,25 = x 2X = 0,25; 2X = 2-2; x = —2;

log2 0,25 = \^2_.

1
См. книгу Шахмейстер A. X. «Уравнения», 2008 г. С. 5-6.

а = 1 — л/3 < 0, но по определению а > 0.

Можно поступить иначе.

Здесь с = 2\/2 — 3 < 0, поэтому записать в виде

логарифмического равенства нельзя по двум причинам:

а) с > 0 по определению логарифма;

б) [у/2 — 1) = 2у/2 — 3 справедливым равенством не яв¬

ляется, так как (V2-1)2 = 2- 2\[2 + 1 = 3- 2V21.



Практикум 1 7

9. logi Зл/З.
з

х

Пусть logi Зл/З — ж = 3\/3; 3“ж = 3*+2;

х = —1,5; logi Зл/З = | —1,5
з

10. log 8.

1

Пусть log4^8 = ж S (^2)* = 8; г4* - 23;

х = 12; log 4^8 = [12].

11. log6e^ v^6.

Пусть log6 6/g v^6 = x <=Ф (б^Уб)х = \/б;
i

_3
14^б1+ё^ =64; ^ = ж = log6e^^ =

12. log! 9.

опр.

Пусть log3 9 = х -Ф=> 3х = 9; х = 2, т. е. log3 9 = 2,

значит, log! 9 = (log3 9)2 = 22 = |~4~|.
, ч 1

13. log; „2 т=-

(2—л/б) 9 — 4\/б
1 опр. / 2\ж 1

ПУ-ь ^(2-V5)2 =I (<2 - ) =

^/Г
Так как (2 - ч/б)2 = 4 - 4^5 + 5 = 9- 4\/5

то (9 - 4\/5)х = (9 - 4^5)
1 S ж = -1.

т'е- log(2-^)2
= _1,

тогда 4-V5)2 9^/1 = (log<^)’ ^/g)
3
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Решите уравнение, используя определение логарифма (14-17):

ОПР. Q
14. log2 х = 3 26 — х.

{а
> О

а ф 1
,
то 1 х = 8 1.

с> О

Ответ: х = 8.

опр. п

15. log,. 4 = 2 ж2 = 4.

х — 2
п 0

Л , но а = х > 0, значит х = 2.
х = —2

Ответ: х = 2.

1 ОПР- / /—\
-

16. log3_2v/2 ж = 2
^^ х ~ (3 ~~ 2>/2) 2

>

но 3 — 2\/2 = (v^-1)2.

Так как у/2 — 1 > 0, то х = у/2 — 1.

Ответ: х — у/2 — 1.

17. log з/^ \/2 = — <—> (v^x)4 = у/2;

з

^хз^ = = \/2.

Возведем обе части уравнения в четвертую степень (обе
части неотрицательны).

х = (у/2)4 ; х — 4.

Ответ: х = 4.



Тренировочная работа 1 9

Тренировочная работа 1

Запишите в виде логарифмического равенства (1-8):

1. 53 = 125; 5. = 4;

4. 1^256 = 4;

Вычислите логарифм (9-15):

9- logs ^;
10. logi 2л/2;

11. log 4/3 27;

12. log75щ \/7;

Решите уравнение (16-20):

16. 1оёж 4 = ^ ’

17. log3a. л/8 = ^;
18. logi л/Зж = —3;

з
X

19. log14_6v/5 (3-ч/5)з =

20- 1оё^^ = |-

6. (1- V2)2 = 3-2^2;

7. (л/3 — л/2)2 = 2\/б — 5;

з

8. (>/5 - 1) 4 = (б - 2^5)

13. logi 16;

14-loV^Ti(4V5+7^;
15- l°g^+1(5V2-7).

1

2’

00
|

СО
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Решение тренировочной работы 1

Запишите в виде логарифмического равенства (1-8):

1. 53 = 125 S log5 !25 = 3.

л 1 опр. 1
2. 3~4 = — «=4 logs — = -4.

81
63

81

2 \
~2

9 опр.

3Лз =г^1о8и
= -2'

3

4. ^256 = 4 S 1о§256 4 =Л.

5. \/W = 4, т. е. (82)^ =4 <=> logg2 4 = но можно записать

2
иначе log84 = -.

о

6. (1-\/2)2 = 3-2\/2.

Если в качестве основания положить а = 1 — у/2, так как

1 — л/2 < 0, то записать логарифмическое равенство нельзя.

2 2
После преобразования (1 — л/2) — (л/2 — 1) равен-

2
ство (V2-1) = 3 - 2-\/2 можно записать в виде

log^_i (3-2>/2)=2.

7. (\/3 — v^)2 = 2\/б — 5.

В данном примере, если в качестве числа с положить с =

= 2V6 - 5, то истинного логарифмического равенства

записать нельзя.

с = 2у/б — 5 < 0. Но по определению с > 0!

Изначально было дано ложное равенство. В области

действительных чисел нет числа, квадрат которого был бы

отрицательным числом.
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3 3

8. (л/5 — 1)4 = (6 — 2л/5) в
.

Из данного равенства можно получить несколько

логарифмических равенств.

- 3

1о§^-1 (6 — 2л/5) 8 =

3

log 3 (6 - 2V5)I = 1;
(V5-l)4

- 3

1о§6-2\/5 (''/5 — i) 4 =

g!

1oV^)*('/5"1)‘
= 1'

Вычислите логарифм (9-15):

9- 1о§3 g-
1 опр. 1

Пусть log3 - = х 3х =

1
3* = З-2; х = -2; log3 - = ЕI

10. log! 2у/2. п — пт

Пусть logx 2у/2 = х.

2

Iх
*

Тогда ( - ) = 2у/2; 2~х = 2л/2; 2~х = 21 • 22 ;

1+- 3 3 л-

2 х
= 2 2; —х = Ж = --; logi 2>/2 =

2

11- 1°§^/з27.
1
-ж

Пусть log27 = ж <^=Д> (\//3)х = 27; З4 = З3; ^-х = 3;

х = 12; log 4/д 27
= 112 1
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12.
57 \/7

Пусть log7^ У7 = Х %=* (7У7)Х = У7-,

18’ l0g7^7
13. log2 16.

log4 16 = ^4" = 16; 4х = 42; x = 2;

log216 = 22 = 4; log2 16 = [41.

75
;; lo67M <^ =

1\X 1

7.75 j = 73 •

6 1
73' 5I=3;

1 _5_
18

14’ logv^ST5 (4^ + 7)5'
_

Пусть log(4\/3 + 7)
3
= x. Следовательно, по опре¬

делению

(VVi+2)Z = (4V3 + 7)3 ,
т.е. (л/3 + 2) 2 = (4\/3 + 7)

3
.

Для решения данного уравнения необходимо равенство

оснований. Так как (\/3 + 2)2 = 3 + 2 • у/3 • 2 + 22 — 7 + 4\/3,
х А х 2

то (л/3 + 2)
2
= ((v/З + 2)2)

3

; (д/З + 2)
2
= (уД + 2)

3
;

2

=

3; Х=3; 1oV^5(4'/5 + 7)3 =

15. log (5л/2 - 7) .

^_+i (5^2 - 7) = х ^ (у/2 + 1)х = Ъу/2 - 7.

\/2+1

Пусть log
Л

Так как (у/2 — 1) (у/2 + 1) = 2 — 1 = 1, то

\/2+1 =——= (л/2 — 1) 1, тогда (у/2 — 1)
х
= 5л/2 — 7.

у/2 — 1у/2-

Далее учтем, что

ч 3 / ЛГЧ 3

(V5 - 1) = (\/2) - 3 (\/2) -1 + 3- >/2-1-1 = 5л/2 - 7,

тогда (у/2 — 1)
ж
= (\/2 —I)3; ж = —3;

log\/2+1 (5л/2 — 7) =ЕИ-
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Решите уравнение (16-20):
1

3

п
1

1 опр.
16. logx4: = - <=> х3 =4. Возведем обе части уравнения

в третью степень: — 43; х — 64.

Ответ: х = 64.

о з

J—
о опр.

-

г-
17. log3x V8 = - <==> (Зх)2 = л/8. Возведем обе части урав¬

нения в степень, обратную показателю степени

нЗж)2 J
= (\/8)^ ; За: =(22^; Зх = 2; х = \-
2

Ответ: х =

18. logi л/Зх = —3 =

33 = (3х)2; (З3)2 = ^(Зж)2 ^ ; 36 = 3х; £ = 35; х = 243.

Ответ: х — 243.

ж
1 оп

^ х

19- 1оё14-б^(3-^)5 = -2
^ (14 - 6л/5)_2 = (3 - л/5)з .

Так как (3 — \/5)2 = 9 — 6-\/5 + 5 = 14 — 6лД>, то

1 X X

((3-у/5)2)"2 = (3-л/5)з ; (3-ч/5)_1 = (3-х/5)з ; ж = -3.

Ответ: х = —3.

20. log^ | (л/5ж)з = v^;
3

2

м5
,2^3 .

1 \ О I 1 1

(5х)2 J = (ж2) ; (5х)3 = (х2) з
,

ж = 0
значит Ъх = ж2;

Ответ: # = 5.
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Упражнения

Вариант 1

а) Запишите в виде логарифмического равенства.

б) Вычислите логарифм.

в) Решите логарифмическое уравнение.

а) б) B)

1 25 = 32 log24 log36x = -i

2

3

42 =8 1оё^з3 logl25 (Зж) = £

3 5° = 1 logs 27 logi ж = —2

4

4 **>ЮII

со

togVs1 log2>4 5,76 = ж

5 (v^)4 = 9 l°g^fV7 logo,216 °>6 = ж

6 ^64 = 4 logg л/б logx 0,04 = 2

7 у/8 = 2у/2 logi 125 log2* 1024 = 5

8 (5v/2)2 = 50 log2 2\/2 1о§ч/2^ 12’96 = _4

9

2

8 з = 0,25 l0g92i3 log^i V9 - 4\/2 = |
10 У48 = 2УЪ log 1 8

4%/2
log ^2 Зж = 3
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Вариант 2

а) Запишите в виде логарифмического равенства.

б) Вычислите логарифм.
в) Решите логарифмическое уравнение.

а) б) в)

1 СОСЯ
II to со log3 27 l°g25 x = \

2

3

92 = 27 log93 log216(2z) =

3 6° = 1 log9 81 logi x =

9
z

4 ICOсоII

со

log2)2 4,84 = x

5 (2л/2)2 = 8 l°g\/io v^lO 1°§0,343 0,7 = X

6 Ш = 3^3 log7 л/7 log, 0,16 = 2

7 ^216 = 6 log3 Зч/З log5a. 625 = 3

8 (4V3)-1 = 1 logi 64

4
lo§V^7’29 = ~4

9
-2 1

27 3 =
9 logg^ bg^i \/б-4ч/2 =

10 \/243 = 3\/3 log^ 27

9л/3
l°g 8ж = 6
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Ответы

Вариант 1 Вариант 2

а) б) в) a) 6) B)

1 log2 32 = 5 2
1

6
log3 243 = 5 3 5

3 5 3 1 1
2 l°g48=

g
2

3
logg 27 = -

2 12

3 log5 1 = 0 3 16 log6 1 = 0 2 3

4 log^5 5л/5 = 3 0 2 log^3 Зл/З = 3 0 2

5 1°§ч/з 9 = 4 1
1

3 1°§2\/2 8 = 2 1
1

3

6 bg644 = ^
1

2
0,2 l°g81 3\/3 = -

1

2
0,4

7 log8 2у/2 = ^ -3 2 log216 6 = i 3

2
5

8 1оё5^50 = 2
3

2

5

36 1°§4\/3 I'92 = 3 -3
5

27

9 log8 0,25 = ~
5

~2 2\/2—1 log i = --

627
9 3

2

~3
\/2

1+^

10 l°g48 2 = -

6

5
3 l°g243 3^3 -

-

6

_5
2
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Основные теоремы о логарифмах

Теорема 1.

loga (С1 ' с2) = loga С1 + l°ga с2 при <

Доказательство:

Пусть
l0g“Cl =‘li““ =

ci > О

с2 > О

a > О

а ф 1.

с1

loga с2 = *2! О*2 = С2
ci

•

с2 = а*1 • а*2

опр.

loga (С1 ' с2) = Н + <2 = loga С1 + l°ga с2,

что и требовалось доказать.

а11+^2
опр.

Теорема 2.

loga — = bga Cl
- loga c2

C2

Доказательство:

Пусть !0g“C1=‘i;°|‘=Cl
loga C2 = t2', a12 = C2

onp. Ci
loga — = tl ~ t2 = loga C1

- loga c2-
C2

при <

Cl

C2

ci > 0

C2 > 0

a > 0

аф\.

a1 .

, onp.
— = a*1"*2
a12

Теорема 3.
771

logafc bm = J loga b при

Доказательство:

Пусть loga b = t
onp.

b.

Возведем обе части в степень га: atm = Ьш;
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Практикум 2 (использование основных теорем
о логарифмах)
Вычислите (1-6):

1 4 /7 32\
1. log2 3- + log2 4- = log2 I - • —

J = log2 16 = \J}.

2 2
2. log2 27-2 log2 3 + log2 - = log2 27 - log2 32 + log2 - =

27 • -

= log2 -32^ = lo§2 2 = CD- loga6n = n loga b (b > 0)

3. logi 2 + - log 1 8 - log 1 4\/l8 =
3 3

1
3

= logi 2 + logi 82 - logi I 22 • 22 • 3 J =
3 3 3 \ /

2-22-2 1
pj-|

= logi — 1
= logi о

= Ш-
з 22 • 25 - 3 3

3

4. log4 8 = log22 23 = - log2 2 = |j^5

5. logs^v^ + log^ v/9.
71

Так как \/a^ = am 5

n.

logafe bn = - loga b (а ф 1, a > 0, b > 0)

I 2

TO log 3^ V5 + log^27 ^9 = \ log5 5 + -J- log3 3 =

3 2

3 4
_

35
_

2
+

9
_

18
_ ill

18

6. logg (log4 Щ = log9 Q log4 4^ = log32 (3 j) =

= —

2
log3 3 =
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Решите уравнения (7-14):

7. log5 6 = 1о§5 х + 1°&(® + !);

log5 6 = log5 (ж (ж + 1)); (ж > 0)

log5 6 = log5(z2 + х); 6 = х2 + х;

х2 + х — 6 = 0;

Ответ: х = 2.

х = —3 0 (0; оо)
х = 2

8. log3 х = log3 8-2 log3 2 + log3 -;

Г 6 > 0

loga bn = тт. loga 6 при < a > 0

U^i

log3 X = log3 8 - log3 22 + log3 -; log3 x = log3

log3 x — log3 3, значит x = 3.

Ответ: x = 3.

А ё
22

'

2

9. logi 3 + - logi 27 - logi 3\/l8 = log4 x;
2 2 2

l

log4x = logi 3 + logi 273 - logi (3 • Зл/2) ;

2 2 2

log4x = logi -i;
2 V2

log4ж = logi
2

; log4ж = ^logi

l0bx = l0gi5^;

1
1

к^4ж=-; ж = 42; Ж = 2.

Ответ: x = 2.
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10. log25 X = logg 27.

о 3 3 3
Так как log9 27 = log32 = - log3 3 = то log25 х = -,

з з

значит х = 25 2
; х = (52) 2 ; х = 53.

Ответ: х = 125.

П. log з/g л/5 + log^/g ^4 + log729 П = log^ ж;

1 I 3

log^g л/5 = log 1 52 = I log5 5 = 9!53
3

i

2 2

^ = log 3 23 = f log2 2 =
22 - у

i 1 1
1°S729 = log3e 33 = ^ log3 3 = —.

™
,

3 4 1, 3 • 9 + 4 • 2 + 1
Тогда log^a; = - + - + —; log^x = —

;

36 2

1°ё%/7ж=]^; logv^x = 2i x=(V7) ; x = 7.

Ответ: x — 7.

12- 1оё^з (1oS49 ^49) = loSx 25.

- 1 1
Так как log49 у^49 = log49493 = -log4949 = to

О о

log^ \ = log* 25; log i 3_1 = log* 25; log3 3 = log* 25;
cj 32

2

logx 25 = —2, значит x~2 = 25; ^ ^ ^ ^ ;

2 1
xz =

257

Ответ: x = 0,2.

1

л
. x > 0, значит x = -.

j- n

*~5 _ n

1

* =

“5



Практикум 2 (использование основных теорем о логарифмах) 21

13. log2 х = 3 + log2 5 - log2 10;

log2 X = log2 23 + log2 5 - log2 10;
23 • 5

log2 X = log2

Ответ: x = 4.

10
log2 Ж = log2 4; ж = 4.

14. Найдите x, прологарифмировав обе части уравнения по

основанию 2: х —

log2 Ж = log2

Так как log2

, где log2 а = 3 и log2 6 = 2.

= log2 \/a3b — log2 \/ab2 =

= \ !о§2 (a?jb) - £ l°g2 {аЬ2) =

= ^ (log2 а3 + log2 Ь) - ^ (log2 а + log2 b2) =

= ^ (3 log2 а + log2 Ь) - ^ (log2 а + 2 log2 Ъ) =

3 112
=

4
log2 а + - log2 Ъ - - log2 а - - log2 b =

= (| - 1о§2 « + (\ ~ I) log2 Ь = | log2 а - 1 log2 Ь.

Учитывая условия, получим

1оё2 х = ^ • 3 - ^ • 2; 1оё2 ж ж

Ответ: ж = г\/32.
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Тренировочная работа 2

Вычислите (1-8):

1. log13 v/169; 5. log4 у/2 - log4 (log16 256);

2. logi v/243; 6. log?25 ^5;

3. log3 (log2 8); 7. logj_ 25-^5;
ч/б

4. log^v^9; 8. log43^\^32-
Решите уравнения (9-11), используя определение логарифма:

9. log* 25 = 10. \og2x \/i = 11. logx 2^2 = - jj.
Решите уравнения (12-16), используя свойства логарифмов:

12. lga; = 2 + lg3 - lg5; 13. lga; = ^Ig54 + lg5 - ^ lg 16;

14. lg ж = ^ lg 24 — 2 + 11 lg 3;

15. log3 x = 1 log3 18 + log3 y/2-2 log3 5;

16. log5 ® = logs \/2- + logs \/T + 4V3.

17. Найдите xy прологарифмировав обе части уравнения по

основанию 10:

\/а№
х=—==, где lga = 2, lg6 = 3.

vba6

18. Решите уравнение, используя разложение на множители:

lg2 5 - lg2 3 = (1 - lga;) lg

Примечания.

а) Если основание логарифма равно 10, то его можно не

указывать. Записывают так: log10 с = lg с.

б) Если основание логарифма равно е (е « 2,7), то

записывают так: loge с = Inc.
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Решение тренировочной работы 2

1. log13 ^169.

Пусть log13 ^169 = ж ® 13х = ^169;

13х = 135; х =

2. logi v/243.
3

/ -j \ ж

logi ^243 = *^ (jj =^243;

3-х = 34; Ж = 1-1,25 ■

3. log3 (log2 8).
опр. „

Пусть log2 8 = х 2х = 8; 2х = 23; х = 3,

тогда log3 (log2 8) = log3 3 = [Г].

4. log 4/3 ^9 — х -<=>• (Щ — \/9; 34 = 33;

5. log4 у/2 - log4 (log16 256).

Пусть log4 у/2 = х 4х = у/2; 22х = 22; х =

1
—X

X —

Пусть log16 256 = t
опр.

16* = 256; 16* = 162; t = 2.

опр. n 1
Пусть log4 2 = р •<=>• 4Р = 2; 22р = 2; 2р = 1; р =

1 1 1
Итак, log4 л/2 - log4 (log16 256) = -- - = -- = -0,25

6. log?25 у/Ъ.

Положим log125 v^5 = х <==Ф- 125х = \/Ъ] 53х = 54; Зж = -;

ж — Тогда log?25 v^5 — (log125 v^5) — —

144

CM

ICO
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опр.

7. logj_ 25^/5.
ч/б

Пусть log 1 25\/5 = ж

7!
1

_

7 14

~2х~г'
ж_

: 25^5; 5 2=5 3;

8- log43^ v^32-

Положим log4 з/2 v^32 = ж <^==> (4v/2)z = v^32;

Т2+i\* 5 7 5
2 3) _23; зж"з;

9. log^, 25 = —; х2 = 25; х = 252.

Ответ: х = 625.

2 -

10. 1о82я^4=-; (2х)з = v^4. Возведем обе части уравнения
о

в степень, обратную показателю степени 2/3:
з

2х= 23 ; 2х = 2; х = 1.

Ответ: х = 1.

3 --

11. log^. 2^2 = —х 4 = 2v^2. Возведем обе части

уравнения в степень, обратную показателю степени —3/4:
4 4

3\

X 4 =

3

; х = 2*( з)

Ответ: х = 2 з.

12. lga: = 2+lg3 —lg5; lgx = lgl02+lg^; lga; = lg ^102 •

.

Ответ: x = 60.
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11 - -

13. lgж — -lg54 + lg5 — — lg 16; lgж = lg54з + Ig5-lgl63 ;

,545-5 275-25-5 3
lg £ = lg —; x = j ;—; x =--5.

16з 8з • 2з *

Ответ: x = 7,5.

2 1 ?!
14. ]gx = -lg24-2 + l-lg3; \gx = lg243 -Igl02 + lg33;

245-35 85-35-35 22 • 32
lg a; = lg ; x = ^ ; x =

Ответ: x =

102
’

102
’

100

9

25

15. log3 x = 1 log3 18 + log3 л/2-2 log3 5.

log3 x - log3 л/18 + log3 л/2 - log3 52;

л/18 • y/2 , ,
6 6

С

Ответ: x = 0,24.

16. log5 x = log5 y/2 - уД + log5 у/7 + 4\/3;

log5 x = log5 (\/2 - л/3 • \/7 + 4л/3 ) .

log3 Ж = log3 p ; log3 x = log3 —; x =
^.

Так как \/2 - >/3 • у/7 + 4^3 = у/(2- уД)2 ■ у/7 + 4л/3 =

= ^(7 - 4л/3) (7 + 4л/3) = </49 - 48 = 1,

то log5 ж = logs !•

Ответ: х = 1.
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\/ab
17. Найти х — -------, где lga = 2, lgЬ = 3.

yba3

Прологарифмируем по основанию 10:

1 1
^

lgx = lg
Vba3

’

lg х = lg v^afr2 — lg Vba3; lg x = - lg ab2 — - lg ba3;
o Z

ig® = ^ (ig« + igft2) - ^ (ig*> + ig«3);

lg® = ^ (lg a + 2 lg b) - 1 (lg 6 + 3 lg a).

Так как lga = 2, lgb — .'5, получаем

lg ® =
2

(2 + 2 • 3) — - (3 + 3 • 2);

8 9, 16-27
,

11
=

3
—

2'
‘Sx=—~

_11
Ответ: x = 10 6

.

18. lg2 5 - lg2 3 = (1 - lga?) lg

(lg5 + lg3) (lg5 — lg3) = (1 -lg®)lg|;
lg(5 • 3)-lg| -(1 -lgx)lg| = 0; lg ^ (lg 15 - 1 + lgx) = 0;

lg® = 1 — lg 15; lgx = lglO - lg 15; lgx = lg^.15
2

Ответ: x —
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Тренировочная работа 3

Вычислите (1-10):

2
1. log4 91 - log4 13 + log4

2. v/log.3 81;

3. logV21 logi II;
39,

4. logi 27;
3

2r

1

5- logv/з23 + log^3 43 - log3 </256;

4
6. log3 4 — 4 log3 2 + log3 -;

7
l°g4 8

.

log816’

g>
logy/714

—

3 log\/7 ^6
’

logv/6 30 — 2 l°g\/6 150'

2 log
уY

6 - \ log
уY

400 + 3 log
уY

9‘
4

logут
3 — § logyj27

-2 logдб
;

10
log2 20 + log2 20 • log2 5-2 log2 5

log2 20 + 2 log2 5
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Решение тренировочной работы 3

2 91 • -
-

1. log4 91 - log4 13 + log4 - = log4 = log4 2 = log4 42

=

2
lo§4 4

2. v/bjpl= y/to^¥ = V/4bp= V4 = @.

3. log^ ^log^ ^ = log^ ^logi Q) =

= lo§v/2 ^21°Sl 3^ = = log^2 V^2 = [2]-

(-3)2 = 0.

5. log^ 23 + log3/3 43 - log3 л/256 =
1

= log 1 23 + log 1 23 — logo 23 =

32 33

1 2 g
= f lo§3 2 + f lo§3 2 -

~ !°g3 2 =

2 3

= (| + 2 - |^ logs 2 = 0- log3 2 = [0].

6. log3 4-4 log3 2 + log3 - = log3 4 - log3 24 + log3 - = log3

= log3 1 = log3 3 2 -2 bg3 3

7.
log4 8

_

log22 23
_

§ log2 2

log8 16
”

log23 24
~

I log2 2

3 3

2
'

4

9

8
1,125

|(0|£ь
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8>
logy/714-51оёу/756

_

1о§У7 56*73 1оёУ7(14'14 5'4 *)
'

log^30-ilog^l50 ^^(30-30-3.5-5)
log^/7 (143 .4-5) log^(2§-75-2“i)
log^/б (30^ • 5_^) log^/g (55 -65 -5-5)
logy? 7$

_ loS7i (7)s
_

f/f log7 7
_

4 2

bgye6^ log i 63 bg6 6 3 2
62 '

2 log /76-5 log /T 400 + 3 log /7 \/45
g

V 3 Vj V 3
_

4 log
yT

3 — | log
yT

27 — 2 log
yj

6

logyj62
- log

у7
400^ + log

yj (^45)3

log /7 34 - log /7 27§ - log /7 62
V 2 V2 V 2

‘og^(6») 1°8Л(9-9)

logyy (з4 • 6-2 • 27-5) logyj (34 • 3-2 • 2-2 • (33)-з)
log /7

34 log _i 34 Alog33
V_2 3 2 2 I 91

log /7 (3° • 2-2) log _

1 2~2 log2 2
'

V 2 2 2 2

log2 20 + log2 20 • log2 5-2 log2 5
=

log2 20 + 2 log2 5

_
(logj 20 - logj 5) + (l°g2 20 • l°g2 5 - l°gj 5)

_

log2 20 + 2 log2 5

=
(log2 20 log2 5) (log2 20+log2 5)+log2 5 (log2 20-Iog2 5)

log2 20 + 2 log2 5

=
(log2 20 - log2 5) (log2 20 + 2 log2 5)

=

log2 20 + 2 log2 5

2Q
= log2 20 - log2 5 = log2 — = log2 4 = 2 log2 2 = [2] .



30 Определение логарифма и его свойства

Теоремы о логарифмах.
Основное логарифмическое тождество

Рассмотрим еще некоторые теоремы о логарифмах и основное

логарифмическое тождество.

Основное логарифмическое тождество

По определению аь = с <=> loga с = Ь при <

а > 0

а ф 1 .

с > 0.

Отсюда следует, что по определению а1оёа С —
С при <

(а> 0

а ф 1.

с > 0

Это тождество называют основным логарифмическим
тождеством.

Практикум 3

Вычислите:

1# 2log2 3+1 = 2log23 • 2 = 3 • 2 = 6.

2. 321og92+l = 321og92 . 31 = (32)1<*9
2

. 3 = glog92 . 3 = 2 • 3 = 6.

3. 9l°g35 = 321og35 = (3log35^2 _ 52 = 25

4 4iog23+- _4iog23.42 = (22)log23-2= (21оёг3)2• 2 = З2• 2 = 18.

5. 8log4 3 1оё16 729 _ glog4 3—log4 27 _ glog4 27 =



Практикум 3 31

6. 125log25 2“1с«625 64+1 = 125log25 2~1оё258.1251 = 1251оё25 4 • 125 =

= 125log5 2.125 = 531°S5 2.125= ^5log52^ -125= -125 =

125
= — = 15,625.

7. 25log^53-log12593 = 52l0Ssi
3

• 5-2'1о85з(з6) =
2

= 53
10653

• 5~з^log53 = (5log5 3)4 . (5log5 3)-4 = 34 . 3-4 = L

8. 9log\/32-loS2764 = 91
10832 l0g3 4

= 92 log3 2—log3 4
_ 90 _ J

log25-Tlog25
9. V461og85_log\^125 = у 43 2 = \/42log2 5-6log2 5 _

_ (4—4 log2 5^ 4 _ 4-iog25 _ (2 1оёг
2
= 5-2 = — = 0,04.

25

4' r l°g3 2— y l°g3 2 1

10. \/g6 log27 2-log^ 8
_

у 93 \ _ (9—41og3 2) 4 =

= (9logs2)-1 = (3log32)-2 = 2-2 = 0,25.

11 1281оё2(2_у^)+1о84(7+4л^)
7 + 4\/3 = 4 + 2-2^ + 3= (2 + \/3)2 ,

тогда log4 (7 + 4л/3) = log2 (2 + \[Щ .

Отсюда 1281оё2(2-^)+1оё2(2+л/з) _

= i28log2((2_v/3)(2+v^)) = i28log2(4-3) = 128log21 = 128° = 1.

12. (V2-l)log3+2^4.
Учтем, что 3 + 2д/2 = 2 + 2у/2 + 1 = (\/2 + I)2 ;

(^2- 1) (V2 + 1) = 1; V5-1 = -^L-.
Тогда (-Л - 1)‘°8»«^4 = (уД- |)1г’8 Л |2

=

= ЬттП+‘Ч^>'-Г4
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Теорема 4.

Переход от одного

основания логарифма к

другому основанию

осуществляется следующим образом:

loga С =
log

logfeO
при

а > О

аф 1

Ь> О

Ъф 1

с > 0.

Доказательство:
alog« с

= с. Прологарифмируем это равенство по основанию Ъ:

log6 ologa с
= log6 с => loga с • log6 а = log6 с =>

, log6 с

!°ga с = г—- при
logьа

а > 0

а ф 1

Ь> 0

Ьф 1

с > 0.

Следствие 1. Если b = с, то loga ь =

log6a
при

a > 0

аф\
Ь> 0

Ь#1.

Следствие 2. По следствию 1 имеем

а > 0

loga Ь ■ logЬ с = ^ga с при

а ф 1

Ь>0

Ьф1
с> 0.
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Практикум 4 (использование теорем при решении

уравнений)

1. Решите уравнение log^x + log2 х = 1,5.

Приведем логарифмы к одному основанию (теорема 4):

log2 ж log2 X log2 х

l0g^X=Wl
=

i^I
=

Tb^=2l0g2X'
1 i

Итак, 2log2 x + log2 x = 1,5; log2 x — x — 22.
£

Ответ: x = y/2.

2. Решите уравнение log7 x — 2 log7 3 + 4 log49 2.

Вследствие теоремы 3 (logafc b = — loga b при a > 0, а Ф 1,
k

b > 0) имеем log49 2 = log72 2 = - log7 2, поэтому
z

log7 ж = 2 log7 3 + 4 • ^ log7 2; log7 x = 2 log7 3 + 2 log7 2;

log7 x = 2 (log7 3 + log7 2); log7 a: = 2 log7 6;

log7 x — log7 36.

Ответ: x — 36.

3. Решите уравнение log4 x + log16 x + log64 x = ^ при x > 0.
X z

log4 X + log16 x + log64 ж = ^; log4 ж + log42 ж + log4s ж = ^.
Вследствие теоремы 3 имеем

1, 1, И
log4 Ж + - log4 ж + - log4 ж = —;

i
1 Л, 11

2 3 у
4 Х =

12
'

11, И 1 ^
у^4ж

= —; log4 ж = -; ж = 42.

Ответ: х — 2.

2 Зак. 1157
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4. Решите уравнение log25 х2 + log^ х = 3.

log25 ж2 + log^5 X — S', log5 \х\ + Т 1о§5 х = S.

2

loga*: Ък = log|a| |Ь| при а > 0, аф\, Ь > 0.

Для log^x по определению х > 0, откуда \х\ = х.

log5 |х| + 2 log5 х = 3; log5 х + 2 log5 х = 3;

log5 х = 1; х = 5.

Ответ: х — 5.

5. Решите уравнение log5 х • log7 х = 41og5 7.

Приведем логарифмы к одному основанию:

1о§5®- — 4 logs 7;
l°g5 7

log2 х = 4 log2 7 <^>

logs ж = log5 72

logs x = 1о§5 7

logs ж = 2 log5 7

-2

log5x = -21og57
x = 72
x = 7-2

*

Ответ = M-
6. Решите уравнение 5log25(x2 2x+1) — у^З1083 5 loSs ix

.

Применим формулу loga b • logb с = loga с |, тогда

5^5 l*-H = y/glog3 4x2; |ж _ 1| = 12*1.

£>(У): х^1;хф0;

(D(У)
— область определения уравнения);

|х — 11 = 2|х|. Так как \а\ = \b\ а2 = Ь2, то

(х — I)2 = (2х)2; (2х — х + 1)(2х + х — 1) = 0;

х — —1

х =
1 G D{У).

Ответ’ ЫУ
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Тренировочная работа 4

Вычислите (1-8):
3

1. 2log ^6 2;

2. logi (log2 3 • log3 16);
4

3. 32loS43-0>51og23.

4. (log364)-log2^;
5

3 log2 45 -2 log3 45 • log3 5 - log3 5

3 log3 45 + log3 5

6. 41о§2 3
. з1о§з2 — 9 • 2log3 2

+ 2log4 9;

/ 2+l2iai _1_ i+iog4 2б\ 2

7.13 log43 -9-4i°s43 +4 j ;

8. (log2 7 + log716 + 4) (log2 7-2 log28 7) log7 2 - log2 7.

Решите уравнения (9-11):

9. log6 x • log8 x = 9 log6 8;

10. log5 x + log^ x + log i x = 6;
5

/ /-\ logi 7 • log7(x2+2x+l)
11. 4^1б(4*2-12а:+9) = j 1Z |

3
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Решение тренировочной работы 4

з

1. 2 logv/62 = 231og2 ^ =

= (21о«2 = (^б)3 = [б
log0 ь =

logьа

loga 6 • logb с = loga Ь'°^ь <2. logi (log2 3 • log3 16) =
4

= log 1 (log2 3log316) = log 1 log2 16 = log 1 log2 24 =
4 4 4

= logi 41og2 2 = logi 4 = | —11.
4 4

Проще воспользоваться соотношением logab-logb с = loga с.

3. 32log4 3-0>5 loS23 = 25 log22 3
. 25(-0’5) loS23 =

5 log2 3 ■ log2 3
; log2 3-- log2 3

= 22 "-2 2
"

= 22
~

2
~

= 2° = ГТ].

4. log3 64 • log2 ^ = log3 64log2 27 = log3 261og23"3 =

= log3 (2log23-) = iog3 3-18 = Pl8

5.
3 log3 45-2 log3 45 • log3 5 - log3 5

=

31og3 45 + log3 5

_
(logj 45 - log3 5) + 2 log3 45 -2 log3 45 • log3 5

_

3 log3 45 + log3 5

=
(log3 45+log3 5) (log3 45—log3 5) +2 log3 45 (log345-log35)

3 log3 45 + log3 5

=
(log3 45 - log3 5) (log3 45 + log3 5 + 2 log3 45)

=

3 log3 45 + log3 5

_
(log3 45 - log3 5) (3 log3 45 + log3 5)

=

3 log3 45 + log3 5

= log3 45 - log3 5 = log3 у
= log3 9 =
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0. 4log2 3
. glog§ 2

_ д . 2log3 2
_|_ 2log4 9 _

loga2 ь2 = log|a| \b\ при

a^O, b Ф 0, а Ф dbl

_ 221°g23 . (з1оёз 2)log32 _ 9 . 21оёз 2
+ 2log23 =

= 32 . 2log32 _ 9 . 21°ёз2 + 3 = [з].

2+
log.s 4

7. I 3 i°S43 _ 9 . 4bg43 _|_ 4i+iog4 25 J _

— (32 . 3log3 4-log3 4
_ 9 . 4log3 4

_j_ 4 . 4log4 25^ 2 =

1

= (32 • 4log3 4
- 9 • 4log34 + 4 • 25) 2 =

= 1002 = 10

(1°§2 7 + log716 + 4) (log2 7 — 2 log28 7) log7 2 — log2 7 —

— (I°g2 7 + 4 log7 2 + 4) (\og2 7 —

|0g7 28 ^ ^ ~~ ^ =

2
= log2 7H Ь4 11 log2 7— -

log2 7
'

7 V"oz
'

log7 7+ log7 4

(log| 7+41og2 7+4) log2 7 (l+log7 4) -2

log2 7 l+log722

0°g2 7 + 2)2 log2 7 + log2 7 • log7 4 — 2

log27 1 +

l°g72—log2 7 =

l°g72—log2 7 =

log7 2 - log2 7 =

log27

(log2 7 + 2) log2 7 + log2 4 — 2

l°g2 7+2

l°g27
l°g2 7

= (log2 7 + 2) • (log2 7) • (log7 2) — log2 7 =

log7 2 - log2 7 =

= log2 7 + 2 - log2 7 = |_2_. loga 6 • logb с = loga с
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9. log6 ж • log8 х = 9 log6 8;

l°g6 ж ■
= 9 lo§6 8; log6 ж • log6 x — 9 ■ log| 8;

log6 x = 3 logg 8
log6 8

logg ж = (3 logg 8)2 4*

log6 x = log6 83

logg x = log6 8

logg ж = -3 logg 8

x = 83
-3

x = г-з

x = 512

1

512'
x =

Ответ: {^612} .

10. logs x + 1°ё.у5 X + log 1 X = 6;
5

logs x + log 1 X + log5-i X = 6;
52

logs x + X 1оё5 x - 1о§5 X = 6]
2

logsx + 2 lo§5x - lo§5x = 6;

2 logs x — 6; logs ® = 3; x = 53; x = 125.

Ответ: x = 125.

/ logi 7 • log7(x2+2x+l)
11. 41оё1б(4а;2-12:г+9) = | Xz.

J
3

4log16(2a:-3)2 _

\2x — 3| = \x + 1|

log! (x+1)2
f 1 \ 3 loga b ■ log6 с = loga с

а > 0; b > 0; с > 0

а Ф 1) Ъф 1

x Ф 1,5

(2x — 3)2 = (x + l)2; (2x — 3 + x + 1)(2ж — 3 — x — 1) = 0;
‘

_

2

(Зж - 2) (ж - 4) = 0; X~3e D{У).
x = 4

Ответ: |^;4^.
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Примеры решения показательных уравнений

'■ 251 -
Ш

а) Ъ2х = 5_3. Так как степени равны, основания

степеней равны, то и показатели степеней равны, значит

2х = —3; х — —1,5.

б) Можно решить данной уравнение несколько иначе.

Прологарифмируем обе части уравнения по

основанию 5.

Получим: log5 Ъ2х = log5 5-3.

Учитывая свойства логарифмов,

2х log5 5 = —3 log5 5; 2х = —3; х = —1,5

2. Рассмотрим показательное уравнение

вида а= ЬЛ(*)- / а > а ^ ^
а ° ' \ Ъ > 0; Ь ф 1

'

Прологарифмируем обе части уравнения по основанию с

(с > 0; с ф 1): /i(ж) logc а = /2(ж) logc Ь.

Пример 1. Решим уравнение 6х = 7Х+1.

log7 6х = log7 7Ж+1; ж log7 6 = ж + 1; ж(1с^7 б — 1) = 1;

1 1 1
ж = : —ж = — ж =

log7 6 - 1
’

log7 6 - log7 7’ log7 |
’

loga b =
1

ж = log6 7

7 logba

3. Рассмотрим уравнение вида
(’r'1

= (<p(x„ли. ^

а) Рассмотрим уравнение <p(x) = — 1. Пусть x\
—

корни

этого уравнения. Эти корни являются корнями

исходного уравнения, если fi(x{) и /2(24) —

целые числа

одинаковой четности.
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б) Рассмотрим уравнение ср(х) = 1. Пусть —

корни

этого уравнения. Эти корни являются корнями

исходного уравнения, если xi^D (fi(x))HD (f2(x)), т. e. если

Xi принадлежат области определения и /i(x), и /2(#).

в) Рассмотрим уравнение (р(х) = 0. Пусть Х{
—

корни

этого уравнения. Они являются также корнями

исходного уравнения, если fi(xi) > 0 и /2(2^) > 0.

г) Рассмотрим уравнение fi(x) = f2(x). Пусть Х{
—

корни этого уравнения. Они являются также корнями

исходного уравнения, если они принадлежат области

определения исходного уравнения.

Пример 2. Решим уравнение (х + 1)х+2 = (х + 1)ж2+2ж.

а) х + 1 = 0; х — —1. Проверим, что О-1 = О-1. Это

выражение смысла не имеет, поэтому х — —1 — посто¬

ронний корень.

б) х + 1 — —1; х = —2. Проверим, что (—1)° — (—1)°
истина, значит х — —2 — корень исходного уравнения.

в) х + 1 = 1; х = 0. Проверим: I2 = 1° — истина.

г) х + 2 = х2 + 2х; х2 + х — 2 = 0;

х — —2 —

уже проверяли;

х = 1 23 = 23 — истина.

Ответ: {—2;0;1}.

4. 8х + 15х = 17х.

Разделим обе части уравнения на 17х:

Учитывая, что 0 < — < 1, 0 < — < 1,

(
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8 15
sina = —; cos а =

—, и требуется решить уравнение

(sina)* + (cosa)* = l.

Очевидно, что уравнение имеет решение при х = 2

(известное тригонометрическое тождество). Выясним, имеются

ли другие решения.

а) Пусть х > 2, тогда, учитывая, что

Л
- (sin a)* < sin2 a

О < sma < 1, 0 < cos a < 1, ; \x 2 ,

(cos a) < cos^ a

(sin a)* + (cos a)* < sin2 a + cos2 a = 1,

т. e. (sin a)* + (cos a)* < 1, а это противоречит

(sina)* + (cos a)* = 1.

гг о (sina)* > sin2 a
о) Пусть x < 2, тогда аналогично: ; \x 9 ;y

(cosa) >cos^a

(sin a)* + (cos a)* > sin2 a + cos2 a = 1,

т.e. (sina)* + (cosa)* > 1, что противоречит

(sina)* + (cos a)* = 1.

Ответ: x = 2.

5. (ж + l)2-* = {x + \)-2x+x\

а) x + 1 = 0; x — —1.

Проверим: О3 = О3 — истина.

б) х + 1 = 1; х = 0.

Проверим: I2 = 1° — истина.

в) х + 1 = —1; х — —2.

Проверим: (—I)4 = (—I)8 — истина.

г) 2—х = —2х+х2; х2—х—2 = 0', 1 Х ^
г'

[ х — — 1 — уже было

Проверим: 3° = 3° — истина.

Ответ: {—2; —1; 0; 2} .
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Практикум 5

Решите показательные уравнения:

1 \
х

2х = -х2;
2

’

х
— О

х = 4

х = 1,8

1. З2* = (л/3)ж . З2* = (32
Ответ: {0; 4}.

2. (0,5)5* = 8~3.

(2~1)5х = (23)~3; 2~5* = 2~9; -5а: = -9;

3. 7*~7 = 49-\/7.
1

JX-7 = 72 . 72 ; jx—7 = 72,5. д. _ 7 = 2,5; | х = 9,5

4. л736*~5 = ^=.

(б2(—5)) | = б . 64; 6^^ = б1_ 5 ;
^ " 5)

_

4

5’

10(а: - 5) = 28; 10® = 78; х = 7,8

5. 4*-1 + 11 • 4*-2 = 15 • 2~4.

Домножим на 24: 16 • 4*-1 + 11 • 16 • 4*~2 = 15 • 2-4 • 24;
4-4*+ 11-4х = 15; 15 • 4* = 15; 4* = 1; Ь = 01.

2х—1

— 51-2* _ 0.

2~2ж+1 _ g—2ж+1.
-2х+1

= 1;
2\—2cc-f-l /2х 0

5/
’

-2а: + 1 = 0; а: = 0,5

7. 2,5-4* = 8-5*-1.

| - 4* = 8 - 5*-1; 1.4* = i-5*"1;

4*~2 = 5*-2;
х-2

= 1; 1 ж = 2 |.



Практикум 5 43

8. \/22х+8 = 152 • 192х_2.
2ж+8 2ж-Ь8

2 3 = 8 • 19 • 192х~2; ^з
' 2 3 = 192*_1;

2ж+8 „ 2ж—1 / 1\ 2ж—1

2~з = 192ж-1; 2~Т~ = 192х_1; (2з ) = 192*-1;
/ 1 \ 2х—1

' '

2з
— I =1; 2х — 1 = 0; | ж = 0,5

9. 25ж + 175 • 5Ж_2 - 60 = 0.

52х + 7 • 25 • 5х-2 - 60 = 0; 52х + 7 • 5х - 60 = 0;

Обозначим t = 5х (t > 0). Тогда

t2 + 7t — 60 — 0;
t = 5

5х = 5; I ж = 1
t = —12 £ (0; оо)

’

10 22*z'-^8 _j_ с^2жН-7 _j_ 22х+10 ^2ж+8 _ q

Сгруппируем по одинаковым основаниям:

^2ж+8 22х+10) + (52ж+7 — 52*+8) = 0.

Вынесем в каждой скобке степень с наименьшим

показателем:

22*+8 ^ + 2^ + 52х+7 (i _ 5) = 0; 5 . 22ж+8 = 4 • 52ж+7;

\ . 22х+8 = — . 52ж+7. 22ж+6 = ^2x4-6.
2ж+6

= 1;

2х + 6 = 0; х = —3

11. Зх+1 + ( -
1—Ж

V<F
= 258.

2(®-2) 2(3-х)
3.3Х + 3Х-1_3 2 -3 2 = 258;

3 • 3х + 3-1 • 3х - 3х-2 - 3х-3 = 258;

3x(3 + J- i-;M = 258; 3х •

81 + 9 ~ 3 ~ 1
= 258;

3 9 27/ 27

86

27
258; 3х = 3-27; 3х = З4; \х = 4\.
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ж+З

12. б • 52х+3 -5-52 = 5"
х+3

Домножим на 5х: 6 • 5х • 52х+3 — 5 • 5х • 5 2 = 5* . 5 х-

Зж+З Зж+З

б • 53х+3 -5-5 2 = 1. Обозначим t = 5 2 (t>0).
't = 1

Тогда бt2 — Ы — 1 = 0;
t = --& (0; оо)

’

Зх+З Зж+З

5 2 =1; 5 2 =5°;
Зх Н- 3

0; х — — 1

13. 3 • 16х + 2 • 81х = 5 • 36х.

Разделим обе части уравнения на 16х:

36\х
0 Л

/9\2х
г

/9\ж

16) ; (4) — (4)

Шх >0. Тогда 3+2t2=5t; 2t2—5ж+3 = 0;

t = 1
'Q\x

Л) =1 х = 0
2х

з

2

х = 0

ж = 0,5
'

^9\х
_

3
’

Й/
~

2

Ответ: {0; 0,5}.

14. (ж2 - 4ж + 4)х2~3х = (ж2 -4х + 4)2х+6.
а) х2 — 4х + 4 = 0; (х — 2)2 = 0; х = 2.

Проверим О-2 = О10 — выражение не определено.

б) ж2 — 4ж + 4 = 1;
ж = 3. Проверим 1° = I12 — истина,

ж = 1. Проверим I-2 = I8 — истина.

в) ж2 —4ж + 4 = —1 0.

г) ж2 — Зж = 2ж + 6; ж2 — 5ж — 6 = 0;
ж = б. Проверим 1618 = 1618 — истина.

х = — 1. Проверим 94 = 94 — истина.

Ответ: {—1; 1; 3; 6} .
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Тренировочная работа 5

Решите уравнения:

1. 53х = (Vb)x2+5 ;

2. (0,125)3а: = 4_6;

3. б2*'1 = Зб\/б;

4. ^49^=-1;

5. 34х~2 + 11 • 92х_2 = 15 • З-4;

7. 2^- 9х = 147 • 7х-2;

8. ^З3х+2 = 51 • 173*-3;

9. 4Х+2 + 30 • 2х-1 -1 = 0;

10. 4 • 6х-1 - 5х - 5х-1 + 6х-2 = 0;

11. (1) + 5-<х+1) - - 725 = 0;
\5/ V25x+2

/1\1_4х
12. 54x+1 + ( - J + 252* - 5~(2_4х) = 770;

4 2 4

13. 2 • 7® -14* — 21 • 2а; = 0;

14. (3 - 2л/2)х + (3 + 2V2)X = 6;

15. 9хЧх + 54 • 3*2+2*+1 _ 3 . 32*+8 = 0;

16. (ж2 + 4ж + 4)ж
+За:

= (ж2 + 4ж + 4)6
2х

.
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Решение тренировочной работы 5

Решите уравнения:

1. 53a' = (V5)x45;
ж2 — 6ж + 5 = 0;

2. (0,125)3х = 4-6;

—9х = —12;

ж2+5

X = 1

х = 5

Зж

= (22) 6; 2_9ж = 2-

ж =

2+1
з. б21-1 = 36\/б; б21-1 =62; 2х — 1 = 2,5;

2ж = 3,5; ж = 1,75

у
11 2х—8 2

4. 49х-4 =

-^=; (72ж-8)5=7 3; 7 5 =73

2ж - 8 2 17
—г— = 6ж —24 = 10; 6ж = 34; ж = —;

5 3 3

5. З4*-2 + 11 • 92ж_2 = 15 • З-4;
34х—2 + ц . 34х-4 _ 15 . д-4. х34

34х+2 + 11.34х = 15. З2.34х + 11.34х = 15; 2С

34ж — log3 = 4ж;

6- 'I
'Зч

Зж-2

- 72~Ъх = 0;

Зх-2

: 72-3® = 1;

Т

'3'

Зх-2

_ у2—Зж.

Зж-2

. 73®-2 = 1;

Зж—2

= 1; Зж - 2 = 0; ж

ж2 + 5;

12.

х = 5

• З4* = 15;

<М
I

СО
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7. 2^ - 9х = 147 • 7Х~2; 7-- 9х = 3 • 72 • 7х"2;

— . Qx = — . 7х- Qx~ 1
= 7Х~ 1-

9 7

'

’

’7*
х—1

пж-1

гг
= 1;

= 1; а: — 1 = 0; I х — 1

Зж+2

8. \/33х+2 = 51 • 173х“3; 3 4 = 3 • 17 • 173х"3;
Зя+2

3 4
1
= 173х_2; 3 4 = 173х~2;

/ 1 \ Зх—2 I
/ 35 \ 2
I — ] =1; Зх — 2 = 0; а; = -

Зх-2

9. 4Х+2 + 30 • 2х-1 -1 = 0; 42 • 4х + 30 • 2~г ■ 2х - 1 = 0;

16 • 4х + 15 • 2х — 1 = 0; 2х = t {t > 0); 16i2 -h 15t — 1 = 0;

't = -1

1
1

t -
16

; 2X =
l6;

10. 4 • 6X~X - + 6x_zl = 0;

6X~2 (4 • 6 + 1) - б*-1^ + 1) = 0;
1

25 • 6х"2 - 6 • 5X_1 = 0;

'6
qx-6 _ 5* -з _ n.0;

5,

1

52 -6
x—3

= 1; [F=3l.

U. +5“(x+1)-
^\5/ л/25х+2

725 = 0;

0 +1' (I) “5_(a:+2) “ 725 = °;

1 ©4 ! «)'■»
l\x

_

725-25

5/ 29
’

= 625; 5_x = 54; \x = -4
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12. 54х+1 +
1—4х

+ 252х - 5-(2-4а:) = 770;

5 • 54х + - • 54ж + 54х —— • 54х = 770;
5 25

54*,5+Ьй+1 770;
гАх

770-25

154
’

54* = 53;
3

Х=4

4 2 4 4

13. 2 • 7# — 1Ах — 21 • 2х = 0; | : 2х

4 2

7^ * т*-21 = 0;

2

7\ ж
= t (t> 0); 2t2 - t - 21 = 0;

7

l~2
t = -3 0

7\x 7

2,
2 = i;

2 a;

a: HE-

14. (3 - 2>/2)ж + (3 + 2у/2)х = 6.

Так как (3 — 2y/2j (3 + 2л/2) = 1, то пусть (3 — 2у/2)х = t,
1 J

тогда (3 + 2л/2) = -

, значит t + - = 6; t2 — 6t + 1 = 0;
t t

ii = 3 + = 3 + 2л/2; «2 = 3- = 3 - 2\/2;

(3-2^2)^ = 3 + 2v/2= (3-2v/2)_1; ж =-1;

(3 - = 3 - 2ч/2; ж = 1.

Ответ: ж = 1, х — —1.

15. 9*2+ж + 54 • 3*2+2*+1 _ з . з2*+8 _ о.

2х2+2х _j_ 54 . дж2+2а;+1 _ g . д2ж+8 _ q . ^g2cc+8^
32х2-8 + 54 . 3*2-7 _ 3 = 0;

32(х2—4) + 54 . g-З . 3ж2-4 _ з _ о.
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Пусть 3х2 4
= t (t > 0),

тогда t2 + 2t — 3 = 0;
t = —3 0 (0;n)
t = 1

3х2-4 = 1; З*2-4 = 3°; x2 - 4 = 0;

Ответ: я = 2, ж = —2.

16. (ж2 + 4ж + 4)*2+3ж = (ж2 + Ах + 4)6-2а::

х ■

х ■

а)

г

{х + 2)2 > 0

(ж + 2)2 ф 1

ж2 + Зж = 6 — 2ж

х = 1

ж = —6
'

-2

ж + 2 ф 1

ж + 2^-1
ж2 + 5ж — 6 = 0

ж = —1

х = —3
'б) (ж + 2)2 = 1;

в) 1 + 2 = 0;
=

Ответ: {—6; —3; —1; 1}.

ю 0.

2

-2
'

г

ж ф —2

ж^-1
< ж ф —3 ;

ж = —6

к [ж = 1
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с — CloSa Р при <

Практикум 6

Вычислите:

1, 2log35 — 51о§з2.

Для того, чтобы решить этот пример, необходимо знать

еще одно свойство:

а > 0

аф\

р> 0

с > 0.

Для доказательства этого равенства рассмотрим

логарифмы по основанию а правой и левой части:

L = VXoga с- П = Cloga р
^ = Р Sa

“ Р 1°ёа с \
loga п = loga с Р = loga р loga с /

=*• loga L = loga П =► L = П,

что и требовалось доказать.

По доказанному 21о«з5 - 51о§з2 = 2log35 - 21о§з5 = [о].
81

.
1

2. 4logo-25 °>1 + log3
Vb + V7

+

l°gl 12 + 2^35

= 221°S2-210
1

+log3
81

2(~1)
= 2-2

log2 10
+ log3

= 2log2 io
+ log3

= 10 + log3

Vb + y/7

81

V5 + V7

81 1

+ bg3-

+ log3-2

5 + 2y/5y/7 + 7

1

(V5 + V7)2
+

V5 + V7 -2

81

log3 (y/5 + y/7)
-2

y/5 + y/7
+ log3 (y/5 + y/f) =

81 (y/5 + y/7) , ,

= 10 + log3—=10 + log3 81 = 10 + log3 3 =

y/5 + y/7

= 10 + 4 = 14
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3. ((log4 2 +log! 7+ 2)^ -2)
5

_

log2 7 - log7 2

+ 2 logy 2 • log|7 + (l°gi 7)2)
2
- 2

log2 7 - logy 2

(((log2 7 + log2 2)2)'-2^
log2 7 - log7 2

_

(logy 2 + log2 7 — 2) ^

log2 7 - logy 2

_
(log2 2-2 logy 2 • log2 7 + log2 7)2

_

log2 7 - logy 2

((logy 2 — log2 7) ) j }0g7 2 — log2 7|

log2 7 - logy 2 log2 7 - logy 2

=

log2 7 — logy 2
= H (““У log2 7 > log^ 2 )•

4. ^5 2£45 + 83log225 +
2
=

= ^51+21°S4 5
+ 23 3

log2 20
+ 1^

2

=

1

= (5 • 52
10654

+ 21oS225 + lV = (5 . 5log52 + 26) 2 =

II
= (5-2 + 26)2 = 362 =[б].

5. 101Og23'loS53(log2 3+log53)-1 _ ]^Ql0g2
3 l0g5 3log2 3+log5 3 _

Iog2 31og5 3—I—J—— log2 31og5 3 log32'log?5
_ JQ log3 2 log3 5 — JQ log3 5+log3 2 _

1

= 10log3 10 = 10lg3 = [3]. loga b • logb a = 1
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6. loga Ь ■ logb С = loga С
log7 5 • log3 7 • log5 4 + 2 log4 2

=

2 (2 log3 2 + 3 log343 7)

log3 7log7 5
• log5 4 + log4 22 log3 5 • log5 4 + 1

2 (log3 4 + 3 log73 7) 2 (log3 4 + | log7 7)
log3 4 + 1

2 (log34 + 1)
0,5

7. y/l + 61+0’5lo§416 + 22^зе14 = V1 + 6 • 61о«4б + г21^14 =

= \/l + 6 • 60’5 |о8в4 + 221о§4 36 _ у/1 + б . б1о«б2 + 221об2 6 =

= 1 + 6 • 2 + (21об26)2 = Vl + 6-2 + 62 = >/49 = 0-
8. (logs 4 + 1°§4 5 + 2) (logs 4 - 1о§20 4) 1°§4 5 - 1о§5 4 =

= (1о& 4 + ii + 2) (1о& 4 “ toibo)1084 5 “1065 4 =

(logf 4+21og5 4+1) ( l__\ ,og4 5_ 4 =

logs 4 V log4 5+log44
(logs 4 + !)2 1о§5 4 (1о§4 5 + 1) - 1

logs 4 bg4 5 + 1

(log54 + l)2 log5 4 log4 5 + logs 4 — 1

lo§5 4
'

Ф + 1

log4 5 - logs 4 =

log4 5 - logs 4

(logs 4 +l)2 1 + l°g5 4 — 1

-Що-^4—
• log4 5 — log5 4 =

l°g54
log54

= (1°§5 4 + 1) • logs 4 • 1°§4 5 - logs 4 = loga b ■ logb a

— l°g5 4 + 1 — logs 4 = Ш •

4 log3 12 + log2 4 + 2 log3 12-3 log3 4 log3 12-2 log3 4

log3 4 — 2 log3 12
Так как

а) log3 12 = log3 3 + log3 4 = 1 + log3 4;

б) 4 log3 12 + 2 log3 12-3 log3 4 • log3 12 =

= log3 12 (4 + 2 log3 12-3 log3 4) =

= (1 + log3 4)(4 + 2 + 2 log3 4 — 3 log3 4) =

= (! + log3 4)(6 - log3 4), to
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4 log3 12 + log2 4 + 2 log2 12-3 log3 4 log3 12-2 log3 4

l°g3 4 — 2 log3 12

=
(1 + log3 4) (6 - log3 4) + log2 4-2 Iog3 4

=

log3 4-2-2 log3 4

5 log3 4 + 6 — 2 log3 4 6 + 3 log3 4

-(log3 4+ 2) _-(2 + log34)_

_

3(2 + log3 4)
_ |——1

—(2 + log3 4) L_J-

1 ( 1 21oga6 \ 31oga6 3

2 уi - logab
+

1 - 2logabJ 1 -21ogab
+

2logab

10. log^ Vab г-=д
T log^ (f)
1 1

+ 3 log6 yja = (При loga 6 = 3)

+ 3 • - logb a —

При условии loga 6 — 3 получаем



54 Определение логарифма и его свойства

Тренировочные карточки 1

(на свойства логарифмов)

Карточка 1

Вычислите (1-15):
1. logi ^9. 5. logi (log4 (log3 9)). 9. + log^ 1.

2.1ogwyS. 6.6'"«a. la^TT'
3. 41o®2 5. 7. (lg 50 + lg 2)5 . 11. lg 9 -5log9 100.

МИ5Г~*. •. 5^5^13.
12. 2 log i 6 - \ log i 400 - 3 log3 ^45.

3 3 9
1 /17\

13. log2 17+2 log- V32 J
' 15‘ log3^i

“ sin2 •

14. log13 tg x + log13 ctg x.

Карточка 2

Вычислите (1-15):

1. logi y/2. 5. log7 ^logi(log25 5)^ . 9.

log i 8
2. log^^i. 6. (In5) 88

. 10.

3. 91o«»A 7. (l°Si53+j^^) 11- liilS lofoj,.;

12. 4 log i 3 — - log i 27 + 2 log2 6.

2 2

13. logс 75 + 3 log i^3. 15. log*„ T
cos x — .

5
g logsinxtgX

14- l°gsin 2x (2 COS x) + logsin 2ж sin X.
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Карточка 3

Вычислите (1-15):

1. logi V^125. 4. (^)4+1о§225 • 7. log4(log25 (log232)).
5

2. log^^S. 5. 3,4 - 741n 8'w|'
a.fiV08’2. 6. (ig4 + lg25)—4. e.log-25

,9/ logi y/b
2

10. Ig4 • log2 100. 13. 36loge5 + 101_lg2.

11. loSCOs - 8- 14- lo§2 (log2 у/Ш) ■

12. log7 (cos2 7x + sin2 7x). 15. ^815“2
log9 4+25logi25 8^ -49log72.

Карточка 4
Вычислите (1-15):

1. logi УШ. 4. (v^)2+106349 . 7. (lg8 + lg 125Г3 .

2. log^ Vb. 5. e31"2. 8. !jl|.
3' (i) ' e- lo&(loS_l_(l°g32 2)\ 9. lnl2 1og144e3.

10 WL i2. ig
2tB22°30'-

logx 125
' 6

1 -tg222°30''
27

11. log3 cos 13. -log3 (log3 VW'j ■

4
6

1

14. 81 log53 + 27log936 + 3log79.

15. log2 (loge v'a2 + loga ^a) .
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Карточка 5

Вычислите (1-15):
1. log! &2. з. 91обз°>5.

2. log^gVa5. 4. (\/3)
2+log3 16

5. (lg 0,2 + lg 0,5)20.
logi 49

6.

- lne3
lo§V3 7

7. 23

8. 2 log i 5 + log0)2 3 - - log5 —.

51 1
9. logi — + log25 4 -

5
15 lQgV6 v 5

10. log^ л/32 • log4 9.

I°g3 л/5
11

log95
'

12. log8 12 + 0,5logi 9.

8

Карточка 6

Вычислите (1-15):
1. log4 5 • log5 6 • log6 7 • log7 8.

2. logj_ ^7.
49

13. logsin2x (sin a: + cos a;)2 — 1

14. log3 (3tga:) + log9 (ctga;)2 .

15. V 25 loge5 + 49loSs7.

1°ё49 V^3

logi 27
'

7. (0,2)3lg 0,001

8. logg 21

3. log^ </a?.

4.(^)“
5. (In %/e + 4 In Ге)2Ъ • 9. log^ cos3

О

10. log 2 (cos 47° • cos 17° + sin 47° • sin 17°).
lo§25 9

y/3

n. log^27-logv/3 25.

12. 100lg2.

13. log3 5

14.
In 7

log5,i5,l

15.

t j
In v^49

^27^123 +51оё25 49^ ^l1®^ — 8l0g49^
3 + 5 >081625 • 51oS5 3
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Карточка 7

Вычислите (1-15):

1. logi \Д.
9

2- log^i

3. 49log7

4. (^)3+logs27.

5 70,21gl05

logi 36

1оё25
6.

1 1 7Г

7. -logi 8+21ogi 6—log3 —. 11. log8 sin2-.
3 3

12. log3 49 • logv - 5 • log25 27.

log2 18
_

bg29

log362 log72 2'

8. Ig9 • log30,l.

9. log4 0,01 - log^ л/5. 13.

10. In (sinar+cosx)2—sin2a: . 14. log16 I logi (log273) J .

j
V 5

'

15. log16 (3 - VE) + - log2 л/з + л/5-

Карточка 8

Вычислите (1-15):

Lbgi^'
2. log^Vx3.
3. 16log23.

4. (^2)4+bS2
25

5
log16 0,2

6. log 2 (sin71°-cos 11°—sin 11°-cos71°).
7з

7Г

7. log 7/2 sin4 —.

8. lg 5 - log25 0,1.
logs 5

9. 61+log32.

10. log^ v/2-log427.
l°g\/2 ^5

11. (lg200+lg0,5)~2. 13. log27 (logi (log42)] .

12.
ln^3
In ^27' 409

15. log3 (2 + л/3) +
l0§(2-v/3) :
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Зачетные карточки 1 (на свойства логарифмов)

Карточка 1

Вычислите (1-15):

1. logi v/27. 4. (^5)3+logs27. 7. 3ilog^81.
9

2. log^^?. 5. (Ig25—lg0,25)-3. 8. logi sin4
4

3. 36log6°’5. 6.
1оё?8

9.

logi9 log8 (8 sin 15° • cos 15°)-
10. log3 4 • log2 9.

11. logg (\/26 + 1) + log^ \/\/26- 1.

12. log36 84 - log6 л/Ы. 14. log25 (log32 (log6 36)).

13'ЦтШг 15. ilog3„ 36 +
21,^

Карточка 2

Вычислите (1-15):

1. logi ^9. 3. 25logV52. 5. (hiv^-lnl
2.1og^. 4.

25

7. log8 (sin 79° • cos 49° — sin 49° • cos 79°).

8. log3 8 • log4 \/3. 12. log^ (log27 (log2 8)).
9. log_2_ (cos2 15°-sin2 15°). 13. \ log6 16 - 31ogi y/Z.

\/3 6

10. log49 84 - log7 y/l2. 14. 5log37 - 7Iog35.

„ lg81 + lg64 ln^7
, , 6/77^-U*

2lg3"+"3lg2 15-b49+lgV^-



Зачетные карточки 1 (на свойства логарифмов) 59

Карточка 3

Вычислите (1-15):

!• bg4 ^
2. log УЛ

3. 25log°-24.

4. (^2)8+log281.
5

bg47
’

logo,5 ^49
6. (Ig300 — lg 15 — lg2)

7. log3 49 • logi \/3.
7

15. log5 6 • l°g9 1 • l°g2 7-

-26

8. log3 (^13-2) +— -.

l°g(2H/l3) 3

9. log 2 (sin60°)2.

10- (5 tg a) + 1°§5 (ctg «) •

11. 21g5 + Jig 16.

12.
I°g5 21

21og53+^log549—|logyg\/27'
13. log27 (log8 (logg 9)) •

log5 36 - log5 12
14.

log59

Карточка 4
Вычислите (1-15):

1. iogj_ \/г.
27

2. log^ Уа*.

3. 9log32.

4. (ч/3)6“1оёз25.
5

bg3 25

6. 3 lg 5 + - lg 64.

7.
log7 30

2 log7 5 - \ log i 36—1 iog^ л/125
8. log6 3 • log^ 36.

g
/lg 125 — 21g2\3

‘

Vlg^4 + lg0,2^
10.2 logsin 2x sin x + logsjn 2x (4 cos2 ж) .

logg V5
11. logs (sin 106° • cos 16° — cos 106° • sin 16°).

12. log8 (l°gi6 (logs 25)) • 14. 8log7 51og61.

13. \ log12 36 - 31ogj_ y/2. 15. log7 (3-v/2)-21ogi V3+V2.
12 7



60 Определение логарифма и его свойства

Карточка 5

Вычислите (1-15):

1о§^7 49‘ (^)6 '°ё227. 7. log^ 12 - log2 9.

2. log гГа уП$. 5. 1°ё8,71 . . 8. 7logn 2
- 2logl17.

V
1оё^Ш

3. 25log57. 6. ln8-log4e. 9. log16 cos 167Г.

/logi 8\ _3

10. logtg x cos ж
- logtg x sin x. 13.1 I .

ll.log27(log8(log39)). +

12. ^log1449 — 4logj_ y/2. 15. 6ln31nlln5.
14

Карточка 6

Вычислите (1-15):

1. logi ^25. 4. (Щ10_log332 . 7. log^ 18 - log3 4.

2. log^tfF. 5. lQg31 ■ 8. log15sin^.log9 7H
2

3. 61о§^5. 6. lg 7 • log49 10. 9. log (1 - sin2 ж).

10. 4log35 - 5log34. 12. ^ log15 27-2logj_ y/5.

11. log, (log27 (log, 8)). 13.

25

14* 1о§л/5 + V^) + — -7=-

1оё(Уп-^2) v3
15. In 7 • log49 e.
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Карточка 7

Вычислите (1-15):

3.8^3, 5.^|,
2. log 5/^ \/а?. 4. (^З)8 logs16. 6. lnO-log^e.

7. log^ 54 — log4 96.

8. 21о§з11 — 111о&з2. 12. J lg 8 — 2 lg i/0^2-

9. ( 1о§б 27 + 21°ёб2 \
13. 3 logtg д.

sin ж — logtgx cos3 x.
‘ log6 ^25 + log6 I I &tgx &tgx

10. log 7Г 8. 14. log4 19 - - log4
1. /19х2

Jcos
4

11. log9 (log8 (log2 16)). 15. 5Ig71og6 1.
4

Карточка 8

Вычислите (1-15):

1. logi ^9. 4. (^2)6_log227 . 7. logv/3 24 - log946.
3

logi y/2
2. logs^v^. 5. -b^8- • 8. logcos2a (1—2sin2a)

3. 27log32. 6. lg 27 • log9 10. 9. 5log7 3
- 3log7 5.

137Г
10. log7sin——. 13. lnS-log^e.

11. log9 ^log! (log49 7)j . 14. logs 15 - ^ loge •

12. 2 log18 3 - \ logj_ 8. 15. 8logs 71og3l.
3

18



Логарифмические
и показательные

уравнения и неравенства

По определению 42 = 2х\ х = 1 Е D(У).

Ответ: х = 1.

2. Решите уравнение log^ (х + 1) = 2.

£>(У): (ж + 1>0), х >-1.

\/32 = ж + 1; х = 2 £ D(У).

Ответ: х = 2.

3. Решите уравнение log 2
- = 1.

“ Н- о
5

£>(У): (2ж + 3 > 0), ж > -1,5.

Практикум 7

£>(У) — область

определения уравнения.
£)(У): 2ж > 0, ж > 0.

1

Ответ: х — —

4
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2х — 1
4. Решите уравнение log3 г-

= 1.

D{У):
2х — 1

х + 2
>0.

х -|- 2

2а; - 1

х -Ь 2

3

4’

8х — 4 = 3ж + б; 5ж = 10; х = 2 € D(Y).
Ответ: х = 2.

5. Решите уравнение log8_a. 11 = -.

Z

Г>(У):
8 — ж > 0

8 — х ф

ж < 8

ж Ф 7;

(8 - ж)2 = 11; 8 — х = 121; х = -113 G £)(У).

Ответ: ж = —113.

6. Решите уравнение log^.^^ 3 =

D(У):
ж2 + 4ж + 4 > 0

х2 + 4х + 4 ф 1

'ж —2

х ф -1

ф -3;

(ж2 + 4ж + 4) 2 = 3; х2 + Ах + 4 = 9;

ж2 + 4ж — 5 = 0;

Ответ: х = {—5;1}.

х — —5

ж = 1
G D{У).

7. Решите уравнение 1с^+1 (Зх2 + 2ж — 1) = 2.

Решим это уравнение на уровне равносильных

преобразований.

logx+1 (Зх2 + 2х — 1) =2
(

1
х + 1 > 0

х + 1 ф 1

Зх2 + 2ж — 1 > 0

(ж+1)2 = Зж2+2ж-1

^ <

х > —1

х ф 0

(Зх — 1) (х + 1) > 0

2ж2 = 2



64 Логарифмические и показательные уравнения и неравенства

-1
• >

ГХ > -1;

х фО

(Зх — 1)(х + 1) > 0 <

X — 1

х = — 1

X
— 1.

Можно не писать, что Зх2 + 2х — 1 > О,

так как из уравнения следует (х + I)2 = Зх2 + 2х — 1,

значит, Зж2 Н- 2ж — 1 > 0 (учитывая, что х ф — 1).
Ответ: ж = 1.

8. Решите уравнение log^ (2х2 — 7х + б) =2.

„ 2 . л 7 ± л/49 — 48
2аг - 7х + 6 = 0 xi,2 = ~л

х = 2

3

Х=2-

2х2 — 7ж + б > О

х > О

хф\
х2 = 2ж2 — 7х + б

2(х — 2) (я--) >0

х > 0

х ф 1

х2 — 7х + 6 = 0

х = 6

1 6
*

►

Ответ: х = 6.

9. Решите уравнение lg (х — 2) + lg (х — 3) = 1 — lg 5.

lg (х - 2) + lg (х - 3) = 1 - lg 5 4Ф

х - 2 > 0

х - 3 > 0
<

lg((z-2) (x-3)) = lg

I х > 3

10 I х2 — Ъх + 6 = 2
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х > 3 1/7771/>х
[х2 — Ъх + 4 = 0.

Ответ: х — 4.

^ ж = 4.
1

JC

10. Решите уравнение log^.216 + log2:E 64 = 3.

Примем во внимание, что

и 64 = 26.
тп 1

loga2*= b2m = — log|a116|, loga b =

D(У): <

bg|*| 4 +

log* 4 +

к

x2 > 0

x2 Ф 1

2x > 0

2ж ф 1

1

log64 2ж

6

т. e. <

l°g6a

x > 0

хф 1
, значит, \x\ = x (x > 0).

**5

log2 2 + log2 x

— 3; logx 4 + у

— 3;

1

log2 2x

+

= 3;

6

2 6
Пусть log2 x — t. Тогда —Ь

log2 x 1 + log2 x

3;

= 3.

t 1 -Ь t

2 (1 +1) + 6t = 3 (t2 +1); St2 - 5t - 2 = 0;

*1,2 =
5± V25 + 24.

6
’

't = 2 log2 x — 2
'

x — 4
1 &

i
1 ^ l

_3 log2 x = --

l

II to
1

CO
|

Ответ: 12 i;4|

3 3ak. 1157
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Тренировочная работа 6

Решите уравнения:

1. log27 (2ж — 1) =

2. log^/2 (ж2 + Зж) = 4;

„ ,
Зж + 1

3* logo,6 ~~2х
_

4. loga;2_2Z_3 25 = 2;

5- l°g2®+i (4а;2 - 2ж + 1) = 3;

6. log2 (2ж + 1) + log2 2ж = log2 4-1;
12

7- logo,2 —5 = logo^C1 - ж);
о X

8. 3 log3(x — 1) — log3(x — 4) — log3 (ж2 + Зж + 24) = 0;

9. lg5 + lg(x + 10) = 1 - ^(2ж - 1) + lg(21z - 20);

10. lg (ж3 + 8) — 0,5 lg (ж2 + 4ж + 4) = lg 7;

11. log3 (9ж2) = 81og2(3x);

12. log i (log2 ж - 5 log3 ж + 10) = -2;
2

13. lg2 ж3 — 20 lg у/х +1 = 0;

14. 2 logg ж = log3 ж • log3 (y/2x + 1 - 1);

15. 3 log i x + 2 log2 x + 3 log8 x = 0.

2

16. Найдите наибольший корень уравнения:

log^2 х + log4 (x2 — 2x — 3)2 = 1 + log2 (5a:2 — 7x — 12) .
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Решение тренировочной работы 6

Решите уравнения:

1. log27(2x — 1) = ^ (по определению)
о

1

=>■ 273 = 2х — 1; 3 = 2х — 1; х — 2.

Ответ: х — 2.

2. log^/2 (#2 + Зх) == 4 =>

=> (л/2)4 = х2 + Зх; х2 + Зх — 4 = 0;

Ответ: ж — —4; я; = 1.

х = —4

х = 1

Зх + 1 о Зх +1 Зх Н-1
3- logo,6 -гг— = 2; о,б2 =

2х 2х 2х

25
75ж + 25 = 18аг, 57х = —25; х = —

—.

57

_9_
25’

Ответ: х = —

25

57'

Примечание. Примеры 1-3 не требуют проверки и

нахождения D(У), так как используя определение и тот факт, что

основание постоянное положительное число, всегда получаем,

что число с равно степени.

l°gx2—2х—3 25 = 2 =Г-

=> (а;2 — 2х — З)2 = 25, тогда

х2 — 2х — 3 = 5

ж2 - 2х - 3 = -5
’

х = 4

х — —2

{х — I)2 + 1 — 0 0

х
2
— 2х — 8 = 0

х2 — 2х + 2 — 0’
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В случае, когда основание равно —5, корней нет. В случае,

когда основание равно 5, корни есть. Так как основание

переменное, то в общем случае необходимо проверить,
будет ли оно для данных корней равно единице или нет.

а) Пусть х = 4. Проверим: 42 — 2-4 — 3 = 5^1.

б) Пусть х = —2. Проверим: (—2)2 — 2(—2) — 3 = 5^1.

В данном случае проверка не нужна, так как из хода

решения следует, что основание не равно единице.

Ответ: {—2; 4}.

Можно решать на уровне равносильности2.
r

(2х + I)3 = 4х2 - 2х + 1

2х + 1 > О

2х 1 ф 1
’

k
4а:2 — 2х + 1 > О

"

8а:3 + 3 • 4а:2 + 3 • 2а; + 1 = 4а:2 — 2а; + 1

< х > —0,5

k
х ф 0 — любое х (а = 4; D < 0)

{8х
(х2 + х + 1) =0

х > —0,5 ;

х ф 0

г + 1 = 0 0 (Ух х2 + х + 1 ф 0).

оформления и решения уравнений. Применять же тот или иной подход

к решению уравнения и его оформления дело вкуса, опыта, рационально¬

сти, как это понимает читатель.

5- 1о§2х+1 (4ж2 - 2х + 1) = 3.

Iх Ф о

Ответ: корней нет.

2
В данной работе сознательно показываются различные способы



Решение тренировочной работы б 69

6. log2(2x + 1) + log2 2ж = log2 4-1;

( 2х + 1 > О

< 2х > О

( log2 ((2ж + 1) • 2х)

( 1
U>--

_ о _ 1

'

Г>0
у log2 (4ж2 + 2х) — 1

f х > О Г

= 2
’

I\ 4х2 + 2х

х > О

2х2 + х — 1 = 0
’

х > О

х = —1

1
х = -

Ответ: х =

7- logo,2
12

—3 — х

12
> О

= log0)2(l - х);

—3 — х

1 — х > О

12

-3 — х

= 1 — х

( х < —3

\ х2 + 2х - 15 = 0
’

Ответ: х = —5.

а; < —3

х < 1

12 = (ж + 3)(а; — 1)

х < —3

х — —5 ; ж = —5.

х — 3

8. 31og3(a; — 1) — log3(a; — 4) — log3 (ж2 + Зж + 24) = 0;
"

ж — 1 > О

D(У): ^
Г ж > 4

ж — 4 > 0 ; „ / ,;ж>4.
х2 + Зх + 24 > 0 lVl («= 1;0 <0)

log3(х - I)3 = log3(ж - 4) + log3 (ж2 + Зж + 24);
(ж — I)3 = (ж — 4) (ж2 + Зж + 24);
ж3 — Зж2 + Зж — 1 = ж3 — ж2 4- 12ж — 24;

2ж2 + 9ж — 95 = 0;
Ж = 5

_ _ ,

п ,лЛ
.

х — —9,5 f. D(У)
Ответ: х = 5.
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9. lg 5 + lg{x + 10) = 1 - lg(2x - 1) + lg(21a: - 20);

f a: 10 > 0

2x — 1 > 0

21ж - 20 > О ;

lg(5(rr + 10)) = lg 10
2х- 1

(21ж —20)

х >

20

21

(ж + 10)(2ж - 1) = 2(21ж - 20)

20
х >

21

20

Ж>21
ж = 10 .

3
Х =

2

2х2 — 23ж + 30 = О

Ответ: |^;loj-.
10. lg (ж3 + 8) — 0,5 lg (ж2 + Ах + 4) = lg 7;

lg (ж3 + 8) - lg \х + 2\ = lg 7;

у/а? = |а|

х3 + 8 > О

х3 + 8 ;
lg 1—-г, = lg 7

\х + 2\

'

х + 2 > 0 Уж: ж2 — 2ж + 4 > О

|ж + 2| =ж + 2

ж3 + 8

k ж + 2
= 7

Г ж >

\ж2-
-2

2ж + 4 = 7
’

Г ж > —2

\ ж2 - 2ж - 3 = 0
’

ж > -2

х — 3

ж = —1

Ответ: {—1;3}.
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11. log3 (9ж2) = 8к^2(3ж);

81ogf(3ar) - 81og2(3x) = 0;

81og2(3x) (log2(3rc) - l) = 0;

£>(У) : ж > 0

log2(3x) = 0

log2(3x) = 1

log2(3z) = -1

3x = 1

3x = 2

3x=i

Ответ '

\6’3’3J
'

1

x=3
2

*=3
1

Ж=б

12. logi (logg ж - 5 logg ж + 10) = -2;
2

-2

log! X — b logg Ж +10 =

log2 ж — 5 logg ж + 6 = 0;

Ответ: {9; 27}.

13. lg2 ж3 — 20 lg yfx + 1 = 0;

(lgx3)2 - 20 • ^ ^ж + 1 = 0;

log3 ж = 2

logg x = 3

ж = 9

ж = 27
‘

lg ж = 1

181 =9

ж = 10

x = ^10'
9 lg2 ж — 10 lg ж + 1 = 0;

Ответ: { v^TO; 10} .

14. 2 logg Ж = logg Ж • logg (лДх + 1 - l) J

2 logg ж - logg ж • logg (уДх + l - l) = 0;

2(logg ж)2 - logg Ж • logg (y/2x + 1 - l) = 0;

2 Q logg ж) - l°g3x ■ log3 (v/2iTl - l) = 0;

log3 ж Q logg Ж - logg (л/2х + 1 - l)^ = 0;
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log3 ж = О

_
log3 у/х = log3 (у/2х + 1 - 1)

’

X = 1

J ж > О

| у/х = \/2ж + 1 — 1

х = 1

Г ж > О

\/ж + 1 = у/2х + 1

X = 1 а; = 1

Г ж > О ; Г ж > С

Д 2у/х = х \ 4х =

Ответ: {1; 4}.

х

х = 1

Г а; > О

ж 2у/х + 1 = 2а? -Ь 1

х = 1

Г ж > О

х = О

ж = 4

15. 3 log 1 х + 2 log2 х + 3 log8 ж = О

2

3
-3 log2 ж + 2 log2 х + - log2 х = 0;

—3 log2 x + 3 log2 x = 0;

( x > 0

\0 = 0
‘

Ответ: (0;oo) (любое x E D(У) есть решение уравнения).

16. Найдите наибольший корень уравнения

log^х + log4 (ж2 — 2ж — З)2 = 1 + log2 (5а;2 — 7х — 12).

ж > 0

ж2 — 2ж — 3 Ф 0

5ж2 - 7ж - 12 > 0
’

2log2 ж + log2 |ж2 — 2ж — 3| = log2 (2 (5ж2 — 7ж — 12))
г

ж > 0

ж ф 3

< хф-1 ;

(ж + 1)(ж — 2,4) > О

k
ж2 • |ж2 — 2ж — 3| = 10ж2 — 14ж — 24

л logc6
l°ga ° = ilogc О
a > 0; с > 0; 6 > 0

а Ф 1; с ф 1
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D(У):

а) Пусть х > 3, тогда |х2 — 2х — 3| — х2 — 2х — S;

Г х > 3

| х2 • (х2 — 2х — 3) = 10а;2 — Ых — 24
’

Г х > 3

\ х4 - 2х3 - 13х + Ых + 24 = 0
’

d = ±1; ±2; ±3; ±4; ±6; ±12; ±24.

1. Положим f{x) = х4 — 2х3 — 13ж + 14а: + 24 = 0;

/(—1) =0. Выполним деление3:

х4 — 2х3 — 13а;2 + 14а; + 24 х + 1

х4 + х3 х3—Зх2—10х+24=(р(х)
—За;3 — 13а;2
—За;3 — За;2

—х2 + 10а;

—х2 + 2а:

_-12а;+ 24

-12ж + 24

б) на 2,4 < х < 3 корень, если есть, то меньше 4.

Ответ: х — 4 (наибольший корень уравнения).

3
См. книгу «Уравнения». Шахмейстер А. X., 2011 г., с. 106-114.

— 10а:2 + 14а:

—10а:2 — 10а:

24а: + 24

24а: + 24

2. <р(2) = 0;

х3 — За;2 —

х3 - 2х2

10а: + 24 х — 2

х2 — х — 12



74 Логарифмические и показательные уравнения и неравенства

Решение простейших показательных

и логарифмических неравенств

Прежде чем решать неравенства, рассмотрим ряд

дополнительных соображений, связанных с монотонностью.

Свойства показательных неравенств

1. | q > 11

О < а < 1

При | а > 11 из х\ > Х2 => aXl > аХ2.

При 1 0 < а <Т| из х\ > Х2 => аХ1 < аХ2.

Так как для постоянного значения а функция у = ах

строго монотонна, то каждое свое значение она принимает

только один раз, где D(ax) — (—оо;оо).

Область изменения Е(ах) = (0;оо).
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2. а) а > b > 1;

ах > на (q.
ах < Ьх на (—оо;0).

б) 1 > а > Ъ > 0;

32 > 22 на (0; оо);
2 2

3.

ах > Ьх на (0; оо);

ах < Ьх на (—оо;0).

a) > аЛ(*) о

б) аМх) < аЛ(а:)

а > 1

^/l (х) > /2 (ж)

0 < а < 1

Л (X) < h (ж)
’

а > 1

^/i (ж) < h (х)

0 < а < 1

/i (ж) > h (х)
'
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Практикум 8

Решите неравенство:

X

1. 2“2 < 8.

_х
2 2 < 23 ( у = 2х возрастающая);

— ^ <3; х > —6.

Ответ: (—6;оо).

2х

2. (i)“<W.
- 2x1 15

б 15 <66 (у = 6х'\)] “Тк < ~2х<~а’ Х>~
15 о о

Ответ: (—1,25;оо).

X

2х

1)ь ^ (»=G)i)’ т<1; х<2’5-

Ответ: (—оо;2,5).

6Ж+10—X2 2J

4-'i <6i'
6X+10—X2

ч4

х2 — 6х — 7 < 0;

Ответ: (—1; 7).
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пу/х— 1

5. ^ 2'/г=Т_3;
4ж

2ч/г=г1 _ 4а;. 2v^irT-3(8 - 4ж)
^ 0; > 0;

^0 2^ > 0 Уж € £>(Н)

► 1 ^ х ^ 2.

Ответ: [1; 2].

6. (0,125)^ >
23\/5'

> 0 (а = 0,5) Уж € -Р(Н)

(0,5)3^ ^ ж2 • (0,5)3^; (0,5)3^(1 - ж2) ^ 0;

{i
-1

Ответ: [0; 1].

7. (ж + 0,2)i2-°’04 < 1.

(ж + 0,2)ж2-°’04 < (ж + 0,2)°;

Г ж + 0,2 > 1

\ ж2 - 0,04 < О

ж ■+■ 0,2 < 1 ;

< х + 0,2 > О

ж2 - 0,04 > О
L \ '

0,2 < ж < 0,8.

Ответ: (0,2; 0,8).
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8. 4х - 2 • 52х < 10*.

Разделим обе части неравенства на 4х (4х > 0):
2х52х 10*

1 -2- — < —; 1-2
4х 4х

’

/5\х
Обозначим t = I - j >0. Тогда

1-212 <t; 2t2 + t-l>0]

<

log 5

J

x > log2>5 0,5.

Ответ: (log2j5 0,5; oo).

> log 5

9. (ж + 2f2-1 < 1.

(x + 2)x
1
<(x + 2)°.

ч f ж + 2 > 1 f x > — 1
a) | ж2 - 1 < 0

’ 1КО’ \(ж-1)(ж + 1)<0’

-ут77Шу
(-i; i).

б)

у = log 5 X t
2 У

x

Г0<ж+2<1 Г—2<x<—1

\ ж2 — 1 > 0
’

\ (ж — 1)(ж + 1) > 0
’

*
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Тренировочная работа 7

Решите неравенства:

i.

2х

2х
^

3- 9"т >

7Г
j
\х2+2х /

j \ 16—х

4- UJ > и
х—1

5. (!)
*

< V125;

6. (0,l)2x+1 + 1 - 11 • (0,1)х+1 < 0;

оу/х—3
ij ^ оу/х—3—3.

'

Зх + 3

8. (х - 4)*2-9 < 1;

9. х2 -9^ < 32(v^+2);

22х/^+0Л _|_ 23-2л/^+0Л g
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Решение тренировочной работы 7

Решите неравенства:

(Т) 2>\/3. 3~(~2)>3i; 32 >32; |>i; Х>1.
3) ’2 2’

Ответ: (1;оо).

/1\~У 1 2х
2. (

2 ) ^
2* з~

^ —2х >3; х < —1,5.

Ответ: (—оо; —1,5).

_2х j
3. 9" 7 >

V5'
L

~~7 2’ 2’

4£ 1 4ж 1 7 7
3 7 >3 2; — > —4х > —X < -.

Ответ: оо; .

/^\ж2+2ж /

j
\ 16—х

4- (з) > Ы ■

ж2+2ж /]\ 2(16—х)

> ( - ) ; х2 + 2х < 2(16 - х);
ЗУ V3

х2 + 4х_32<0;
\

_8<х<4'

Ответ: (—8; 4).
X—1

5.
*

< ч/125.

Ezi 3
J з 2х — 2 + Зх

п
5х — 2

л

5 х <52; <-; >0; > 0;
х 2 х х

Ответ: (—оо; 0) U (0,4; оо).

7./> х < 0; х > 0,4.
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6. (0,1)2*+1 + 1 - 11 • (0,1)*+1 < 0.

ОД1 • (ОД)2* + 1 - 11 • ОД1 • (0,1)* <0; |-10

(0,1)2* - 11 • (0,1)* + 10 < 0.

Обозначим t = (0,1)* > 0. Тогда

t2 - llt + 10 < 0;
t

Г (од)* < ю Г (0,1)* < ОД-1. /ж > -1
_л<т<п

\(0Д)*>1
’

\ (0,1)* >0,1°
’ \х<0 '

Ответ: (—1;0).

оу/х—3
7. > з^^=з-з

Зж+ 3

_ з(ж + 1)3>/х=5-з ^ 3v^=3-2(9 _ (ж + 1)) ^

3(ж + 1)
> °;

3(х +1)
> °;

3^=з-2(8 _ ч

> 0-
3(ж + 1)

-1/777, 8

8-х

х + 1

х ^ 3

> 0

X

3 < х < 8.

Ответ: [3;8).

8. (ж - 4)*2-9 < 1.

При х — 4 О7 < 1 — истина, значит х = 4 — решение.

(х - 4)*2-9 < (х - 4)°;
х > 5

(х -Ь 3)(ж — 3) < 0{
'

х < 5

х > 4

( (ж — 3)(ж + 3) > 0
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4 < ж < 5.

Ответ: [4; 5).

9. х2 • 9^ < 32(^+2).

х2 • 9^ - 9^+2 < 0; 9^ (ж2 - 92) <0; j
2
- 92 < 0

ЛТТТТТТТр' *

0 ^ ж < 9.
*

уМШ/
Ответ: [0; 9).

22>А+0Л _|_ 23_2v^+o^ < б.

о 4.2 I о

Обозначим t = 22^ж+0’5 > 0. Тогда £+- < 6; < 0.
ъ ъ

о

Так как t > 0, то

{22у/х+0,5
^ ^

( 22\/^+0,5 < 22

22-у/ж+о,5 2
’ 1 > 2

\Jх + 0,5 < 1 Г ж + 0,5 < 1

у/х + 0,5 > ^ ’

j х + 0,5 > ^ :

X

{
х "С 0,5 „

л~ г

х>-0,25; -0.25 <х< 0,5.

Ответ: (—0,25; 0,5).
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Свойства логарифмических неравенств

1. Известно, что для любой строго монотонной функции
существует функция, обратная данной, график которой
симметричен относительно биссектрисы 1 и 3 координатных

углов.

Действительно, поменяем местами х на у и наоборот.
Тогда для показательной функции у — ах получим х — ау,
т.е. по определению логарифма у = \ogax. Значит

логарифмическая функция есть функция, обратная
показательной.

1 а >Т

Причем D (loga х) = (0; оо); Е (loga х) = (—оо; оо), т. е. они

поменялись местами.

Примечание. Вид монотонностей для взаимообратных
функций сохраняется.
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2. ЕГ>Т1 |0 < а < 11

При (0-< а < 11 из lxi>xn2 * log“Xl < log“12
и 1 1

\ х2 > О

3. а > Ъ > 1 О < b < а < 1

log6х > loga ж на (1; оо); loga х < logbж на (1; оо);

logj)Ж < loga ж на (0; 1). loga ж > logbж на (0; 1).
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Примеры

1.

log35
log45(

0

^ у — log3 X
4

-У
= log4x

w

>

2 ^
3 Л

--—\
i
i
i

——г г
1 1
1 1
1 1
1 1
Д A

log4f
log3|

—-J/1 2 3 4 5 X

При а > b > 1: log6a: > log0a; при х € (1; оо);
loga ж > х при х € (0; 1).

Поэтому при а = 4, 6 = 3:

log3 5 > log4 5 (при х = 5 € (1; оо));

l0g4 (I) > l0g3 (S) ^ПРИ Х = \ G ^°;

2. .УА

1оМ.
logj.10-

з
и

о

-1^

log, 5"-
3

log,5«-
2

При 0 < 6 < а < 1: log6х > loga х при х € (1; оо);
logaa; > logbx при х е (0; 1).

Поэтому при а = 6 =
Z О

logi 5 > logi 5 (при х — 5 € (1; оо));
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4.

а) loga хг > loga х2

б) loga xi < loga х2 О

а > 1

Х\ > Х2 > О

О < а < 1

х2 > х\ > О

а > 1

х2 > Х\ > О

О < о < 1

Х\ > Х2 > О

5. а) На каком множестве f(x) — д(х) = t{x), где

1. f(x) = 2 log2 х;

2. д(х) = log2 ж2;
3. t(x) = log^ х?

2. Так как loga2 х2 = log|e) |ж|, то log2 ж2 = 21og2 |ж|,
тогда д{х) = 21og2 |ж| — функция четная. Значит,
график симметричен относительно оси Оу.
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3. Учтем, что
logaP bk = ^ loga Ь

a>0; b > 0; а ф 1

1
log/5 X = log 1 X = J log2 X = 2 log2 x;

22 I

Ответ: /(ж) = <7(2:) = t(x) на (0;oo).

б) На каком множестве f(x) = ,g(.r) = t(x). где

1. /(ж) = 3k*s*;
2. <?(ж) = 3log9*;
3. t(x) = 3log^? /W|

1. /(ж) = 31о8з* = ж (ж > 0). 0

2. g(x) = 3logs>*2 = 31о8з 1*1 = |x| (х ф 0).

3. t(x) = 31о®^з = з 11оёз* = 3iog3x = x (ж > o).
/(x)A

Ответ: f(x) = g(x) = t(x) на (0;oo).
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Упражнения

1. Что больше?

1. '©! 13. log i 2... log i 2

2 3

2.

3

3 4 ...4

2

3 14. logi ^•••logi ]-
4 5

3. log7 6... logs 6 15. !ogi J-.-iog
5 b

4. log5 Г
" log«§ 16. log2 ^ . log3 i

5. (Г■■(Г 17. log3 6... log5 6

б. log0)3 3 • • • logo,4 3 18. logi 2... log 1 2

.4 7

7. logo,е 0,5 ...logo,4 0,5 19. logi 4-1... logi 4_1
3 5

8.

3 3

54 ... 64 20. 3log4 5
.. . 31о§5 4

9. 21.

l l

аз ...бз (а > 6 > 1)

10. Ф 22. а3 ... 63 (а > 6 > 1)

11. (Г- (Г 23.

i i

а4 ... 64 (6 < а < 1)

12. 7Г-^... 7Г-1’7 24. ak...bk (6>а>0, к<0)
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2. На каком промежутке относительно а справедливо

неравенство? Ф

1. logi 7 > log i 7

а 2а—1

2. (2а + I)0’3 < (а + З)0’3

3.
/ 1 \°’\ ( 1 У’2\3а—1) >U+1/

4. 1°§4о+2 0,7 > log2a+3 0,7

5.
/ 1 \_М / 1 \_U’3

\ За+2 J \ 2а+3 )
6. log(2a+l) 5 < loga+3 5

7. (За - I)"0’1 > (2а + I)-0’1

8. l°g(2a+l) °>8 < 1о§(4а-1) 0,8
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Ответы

1. Что больше?

1. G)1 < а)1 13. logi 2 < logi 2

2 3

2.

3 2

3 4 > 4 3 14. logi ^ > logi ^
4 5

3. log7 6 > logg 6 15. logi ] < logi £
14 16

4.
7 7

logs
g
< l°g6 - 16. log2 ^ < log3 £

5. аг< аг 17. log3 6 > logs 6

6. 1°K().3 3 > logo,4 3 18. logi 2 < logi 2

3 7

7. logo,6 > logo,4 0,5 19. logi 4-1 > logi 4-1
3 5

8.

3 3

54 < 64 20. 3>og4 5
> glogg 4

9. (if < (if 21.

1 1

аз > 6з (а > 6 > 1)

10. & < (W 22. а3 > 63 (а > 6 > 1)

11. (Г>(Г 23.

i i

а4 > 64 (6 < а < 1)

12. тг-'/з < тг-1.7 24. ак >Ьк (6 > а > 0, к < 0)
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2. На каком промежутке относительно а справедливо

неравенство?

1. logi 7 > log i 7

а 2а—1

aG (H
2. (2а + I)0’3 < (а + З)0-3 ae(~b2)
3.

/ 1 / 1 У’2
\ За—1 / \а+1 / “6(H

4. l°g4a+2 0,7 > log2a+3 0,7

5. ( 1 vu’3 - ( 1 V0’*
\ 3a+2 / \ 2a+3 ) a€ (_§;i)

6. log(2a+l) 5 < loga+3 5 a G (2;oo)

7. (3a - I)-0-1 > (2a + I)”0-1 ЧИ
8. log(2a+i) 0,8 < log(4a_i) 0,8 a € (1; oo)
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Практикум 9

1. Решите неравенство log2 (Зж — 2) > log2 (6 — 5.г:).

log2 (Зж - 2) > log2 (6 - 5ж)
Г Зж — 2 > 6 — 5ж Г 8ж > 8 ( ж > 1

— 5# > 0 > Ьх ух < 1,2.

Ответ: (1; 1,2).

2. Решите неравенство log3 (1 — 2х) < 2.

log3 (1 - 2ж) < log3 З2 <^>

1 — 2ж < 9

1 — 2ж > 0 ФФ-

3 > 1

2ж > —8

2ж < 1

ж > —4
1

ж <2‘

Ответ: ( —4; -

3. Решите неравенство

1 + log0,5х л
1 +

< 1 ^

1 + logo,5 Ж
< х

1 + bgo,5 ж

% х ~ 1 ~ log0,5 ж
1 + log0>5 Ж 1 + log0)5 Ж

logo,5 х (logo,5 х ~ 1)
-ф»

1 + logo,5 х

-1\0

1о8о,5Х

logo,5 х < 1

ч1°ёо,5ж > О

-1

(0,5;1)

(2;оо).

Ответ: (0,5; 1) U (2; оо).

.log0,5 X <

\х> 0,5
1 X < 1

\х > 2

1 X > 0

{:logo,5
х < logo,5 0,5

l°go,5 х > l°go,5 1

_^0)5Ж < log0,5 0,5“1



Практикум 9 93

3 > х > 2

0

4. Решите неравенство log2xsx > 1*

log2a:-3 ж > 1 <=> log2x-3 * > log2x-3 (2ж - 3) 4*

2х — 3 > 1

х > 2х — 3

2ж — 3 < 1

2ж — 3 > О

ж < 2ж — 3

Ответ: (2; 3).

5. Решите неравенство

0,5log^(lgx)>l«0,5'°^(ls^>0,5»
«• log^ (lg i) < 0 в Н’„д (ig^j < lo?v'31

[J[ x > 2

1^ж < 3

гж < 2

< ж > 1,5

-

ж > 3.
ч

5lo^('gi)

О

lg” < 1
X

lg — > о
X

lg - < lg 10
x

ig - > ig i
X

&

- < 10
X

i>l
X

l-10x

X

I — X

<0

>0.
X

6. Решите неравенство x < 1000.

Прологарифмируем обе части неравенства по основанию

10. Поскольку у — \gx монотонно возрастает, смысл

неравенства при логарифмировании не меняется.

\gx~2+Xgx < lg 1000; (—2 + lgx)lgx < 3;

5x — 21gx — 3<0;
lg*

J lg x < 3 I lg x < lg 1000

|lgx > -1 \lgx > lg 10

Ответ: (0,1; 1000).

0 / x < 1000

x > 10-1.
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7. Решите неравенство

1оё2х+1 (5 + 8ж - 4ж2) + log5_2a; (1 + Ах + Ах2) ^ 4.

—4ж2 + 8ж + 5 = — (2ж + 1) (2х — 5),

так как корни уравнения 4ж2 — 8х — 5 = О

5

4 ± \/1б + 20 4 ± 6
XI,2

X =

X

1

2'

1оё2х+1 ((5 - 2х) (2х + 1)) + log5_2;r (2х + I)2 < 4 Ф*

5 — 2ж > 0

2х + 1 > 0

^ 2ж + 1^1
5 - 2х ф 1

,logfcB+i(2х+1) + log2a;+i(5-2х)+2 \ogb_2x(2x+l) ^4.

2
Пусть log2x+i (5 — 2ж) = t. Тогда 1 + t + - ^ 4;

^-31±2<0. (t-l)(t-2)<Q.

|^2*+1(5-2ж) < 2

\log2x+i(5-2a;) > 1

log2x+l(5 ~ 2х) < °-

2ж + 1 > 1

log2x+i (5 - 2х) < log2x+1 (2ж + I)2

яЛ U°g2x+1 (5 - 2х) > log2;c+1 (2ж + 1)

{I°g2*+1
(5 - 2ж) < log2;r+11

2х + 1 > 1

5 - 2х > 0
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2х2 + Зх — 2 = О

-3 ± ^9 + 16 —3 ± 5

^777777^ ->х

:;1

б)

U (2;2,5).

О < 2х + 1 < 1

5 - 2х ^ {2х + I)2
5 — 2х ^ 2х + 1

О < 2х + 1 < 1

N

I
[ 5 — 2ж > 1

Ответ: (-0,5; 0) U [0,5; 1] U (2; 2,5).

0

х < О

х > —0,5

4ж2 + 6ж — 4 < О

х ^ 1

х < О

ж > -0,5 (—0,5;0)

х <2.
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8. Решите неравенство

- logs (2х + з)2 + 8 log2 у/х ^ logs (2х + З)3 • 1о§5 х-

1 / 1 \
^

- (2 logg (2х + З))2 + 8 ( - log5 х ) < 3 logs (2х + 3) • log5 ж;

logg (2х + 3) + 2 log|х ^ 3 logg (2х + 3) log5 ж.

Пусть logs (2х + 3) = a, logs х — Ь.

Тогда а2+262 ^ 3ab; а2—За6+262 ^ 0; (а — 26) (а — 6) ^ 0;

36 ± \/962 - 862 36 ± 6
«1,2 =

Поскольку /77 • П ^ 0 <4>

2
’

т > 0

п ^ 0

m ^ 0

п ^ 0

а = 26

а — Ь.

имеем

(logs (2a; + 3) - 2 logg ж) (1°§5 (2ж + 3) - log5 х) ^ 0 О

ж > 0

logs (2ж + з) ^ 2 logs ж

logs (2х + 3) < log5 ж

logg (2х + 3) ^ 2 logg х

logs (2х + 3) ^ logs х

•Ф»

ж > 0

ж2 — 2ж — 3 ^ 0

ж ^ —3

ж > 0

ж2 — 2ж — 3 > 0

0

V,

ж ^ —3
к

х ^ 3.

Ответ: [3; оо).

~ъ^7///////////////.
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3 , о 1 2
3

--logi ж2 1о£1*--
9. Решите неравенство хг з ^ х з

Прологарифмируем обе части неравенства по основанию

-. Поскольку у = logi х монотонно убывающая, смысл

з

неравенства меняется на противоположный.

|-l°gix2 log|x-|
log 1 X 3 ^ log i X 3 z

;

^ - 2 log i xj log i x ^ ^log| x - ^j log i x;

(

2 3 3 \
log l x

-

^ ^ +
2 logi x !°g 1 x > 0;

S. 3 3/3

log i x + 2 log i x
— 3 log i x > 0;

logi x ^ 1

з

logi x ^ 0

з

logi x ^ -3

з

logi x ^ logi -

^з з

logi X ^ logi 1

3 3

logi X ^ logi ^

Ответ: ( 0; - U [1;27].

-3

4 3ak. 1157
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10. Решите неравенство

Поскольку

log|,5—ж (2>5 + х)

(х + 3,5) (х — 1)
>0.

Ъ-с
> 0 <£> т. е.

Имеем

1оё2,5-ж (2>5 + х)

(х + 3,5) (х — 1)

Га2 ^ О

]Ь • с > О

а — О

<6^0

Если

числитель

равен нулю,

то не

важно,

какой знак

имеет

знаменатель.

1о§2,5-х (2.5 + х) ^ О

(х + 3,5) (х — 1) > О

1оё2,5-х (2>5 + х) ^ О

(х + 3,5) (х - 1) ф О

2.5 + х > О

2.5
— х > О

2.5
— ж ф 1

(х + 3,5) (х — 1) > О -Ф

(2,5 +ж) = О

х + 3,5 ф О

ж-1 Ф О

2.5 + х > О

2.5 — х > О

2.5 — х ф 1

(ж+3,5)(ж—1) >0

х = —1,5

х ф —3,5

кж ф 1.

Ответ: (1; 1,5) U (1,5; 2,5) U {-1,5}.

-2Д

-1,5
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Тренировочная работа 8

Решите уравнения (1-13):

!• 1оёх-1 (Зж - 1) = 3;

2. Ig5:r+ lg(:r — 1) = 1;

3. log2 х + log8 х = 8;

4. ^2*а-2*-з = >/33 + л/Т28 - 1;

5. log5 ж • log3 х — 9 log5 3;

6. 3 log5 2 + 2 — х — log5 (Зж — Ъ2~х);

7. lg (х + 3) + lg (2х + 1) = lg (3 - 2х);

8. logj. у/Зх + 4 = 1;

9. (8a;)log2 x~z — 32л/х;

10. 5х + 12х = 13х;

12. (л/5 + 2>/б)* + (\/5-2у/б)а: = Ю;

13. Ire - ll*2"9 = 1.
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Решение тренировочной работы 8

1. loga._1 (Зх — 1) = 3 <=>

х3 — Зх2 + Зх — 1 = Зх — 1

Ответ: х = 3.

2. lg Ьх + lg (х — 1) = 1

{5х
> 0

х — 1 > 0

lg5x (х — 1) = lg 10

х > 1

х > 1

Ьх2 — Ьх — 10 = О

3. log2 х + log8 х = 8;

log2 х + ^ log2 x = 8;

4
- log2 x = 8;

log2 x — 6; x = 26; ж = 64.

Ответ: x = 64.
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4. у/2х2-2х-з = ^зз + ч/ш - 1;
х2—2х—3 x2—2x—3

j
2 2 = у/32+2\/32+1-1; 2 2 = ^/(v/32+l) -1;
х2—2х—3 х2—2х—3 5

2 2 = л/32 + 1 — 1; 2 2 = 22;

ж2 — 2х — 3 = 5; х2 — 2х — 8 — 0;

Ответ: {4; —2}.

5. log5 х ' log3 ж = 9 log5 3;

logs х ' = 91°ёб 3; 1о§1х = 91о§5 3 <*

х = 4

х — —2.

bg53

log5 ж = 3 log5 3

log5 ж = —3 logs 3
log5 х = 1°§5 З3

logs х = logs 3

Ответ : Н}-

ж = 27

1
Х ~

27'

6. 3 logs 2 + 2 - ж = log5 (Зж - 52-ж);
logs 23 + log5 52~х = logs (3" - б2-*);
log5 (23 • 52~х) = logs (3* - 52~х) ; 8 • 52~х = 3х - Ъ2~х;
9 • 52_х = 3х; Ь2~Х = 3Х~2; 1ЪХ~2 — 1; ж = 2.

Ответ: ж = 2.

<

7. lg (ж + 3) + lg (2ж + 1) = lg (3 — 2ж) 44-

ж + 3 > 0

2ж + 1 > 0

3 - 2ж > 0

lg ((ж+3) (2ж+1)) = lg (3—2ж)

1

Х>~2

х<11
2х2-\-7х-\-3 — 3—2х

х > —-

х < 1-

к

2х2 + 9х = 0

Ответ: х = 0.

1 1

:i<x<12
ж = 0

ж = —4,5.
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8. log;,. \/Зх + 4 = 1

О <

За: + 4 > 0

х > 0

хф\

loga; у/Зх + 4 = logx X

х > О

X ф 1 -фф <

Зж + 4 = ж2

ж > О

Ж ф 1

ж = 4

ж = —1.
V L

Ответ: х = 4.

9. (8ж)1о&2 х~3 = 32-^.

Прологарифмируем обе части уравнения по основанию 2:

log2 (8ж)1о§2а:_3 = log2 (32у/х);

(log2 Ж - 3) (log2 8 + log2 ж) = log2 32 + log2 у/х\

(log2 ж - 3) (3 + log2 ж) = 5 + ^ log2 ж;

log2 ж - 9 - 5 - ^ log2 х — 0; 2 log| ж - log2 ж - 28 = 0;

(log2 ж) ij2
=

log2 ж = 4

log2 ж = -3,5

у/2'

1 ± у/1 + 224 1 ± 15

= 24
= 2~3’5

X — 16

л/5
Ж

16
'

Ответ: < 16;
16

10. Бх + 12х = 13х.
/
5

\ ж

/\2\х
Разделим обе части на 13х: ( 13 )
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,

0<
13

< 1
/ 5 \2 /12\2 25+144 169

,

Так как ^ и (-j +(-j =^_=_ = l,

13

5
.

12
то положим — = sin а,

— = cos а.

1о 1о

Тогда уравнение перепишется так: (sina)x + (cosa)x = 1.

Очевидно, что при х = 2 оно превращается в очевидное

тригонометрическое тождество sin2 а + cos2 а = 1.

v „ Г (sin а)х < sin2 а
а) При х > 2 < ;

'
о

,
значит7

(cos а)х < cosz а

(sina)* + (cosa)^ < sin2 а + cos2 а = 1,

что противоречит условию.

I2

> cos2 а ’

(sina)x + (cosa)x > sin2 а + cos2 a = 1,

что также не подходит.

Ответ: х = 2.

11. 23* - - 6 ( 2* - —Ц-) = 1.
23z ^ 2X_1J

1 2
Обозначим t = 2х — j-

= 2Ж — —. Возведем в куб:

*3 = 23'-3(2')2.|+3-2*.(I) + (|) =

= 23ж - 4- - 3 • 2 • 2х (2х - —
23х \ 2х

Тогда уравнение примет вид

2 \3 _
2

тт г, Г (sin a)1 > sin^ a
б) При х <2 | (со8а),^_2л, значит

2х J = 1 <=> 2х - — = 1. Получим

22х _ 2* _ 2 = 0;

Ответ: ж = 1.

2* = 2; ж = 1

2х = -1 0 (0; оо)
'



104 Логарифмические и показательные уравнения и неравенства

12. (у/ь + 2у/б)* + (\/5-2^)Ж = Ю.

Так как

\/5 + 2ч/б • л/5 — 2\/б = ^/б2 - (2\/6)2 = V25 - 24 = 1,

то \/5 — 2\/б = —.

у5 + 2л/б

Обозначим i = ^\/5 + 2\/б) >0, тогда ^\/б — 2ч/б) =^,
и уравнение примет вид

« + - = 10; i2 — 10t + 1 = 0; ti,2 = 5 ± \/24 = 5 ± 2^6.

л/5 + 2V6J =5 + 2\/б

V5 + 2V6) = 5 - 2л/б
5 + 2л/б =

5 — 2л/б/
’

ж

= 1

!=-*
х = 2

х = —2
(5 + 2л/б) 2=5 + 2\/б

—
— 1

’

(5 + 2л/б) 2 = (5 + 2\/б)

Ответ: {—2; 2}.

13. |ж — 1|а:2—9 = L

а) |х — 1| — 1;

I-5 = 1 — истина;

1“9 = 1 — истина.

б) \х — 1| = 0; х = 1; О-9 = 1 — ложь.

в) х2 — 9 = 0;

х — 3 |3 — 11 > 0 |2|° = 1 — истина;

х = —3
’

| — 3 — 11 > 0 | — 4|° = 1 — истина.

Ответ: {—3; 0; 2; 3} .

х — 1 = 1 х — 2

х- 1 = -1
’

1

н II о
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Тренировочная работа 9

Решите неравенства (1-14):

1. log0)4 (х2 - 7х) ^ log0>4 (За; + 11);

2. х^х «С 100а:;

3. lg (х — 2) + lg (27 — х) < 2;

4. logj.2 (Зж + 4) > 1;

5- log^ (2х - 5) > log^-з (30 - 6ж);

6. logi (х - 8)2 + logi (2 - х) > logi 27;
9 3 3

7. 521og|x _4a.iog5x ^ 5;

9- \ log| (5ж - 6)3 - 1°ёз (5ж - б)31оёз ж6 < “61°ёз
О X

10. log4z+1 7 + log9x 7 > 0;

12. x~3x~s > х7;

13. 4х + (х - 13)2* < 2а: - 22;

14. (9Ж - 10 • З*-1 + 1) log§(4a? - 1) < 0.
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Решение тренировочной работы 9

1. log0)4 (Ж2 - 7ж) ^ log0)4 (Зж + 11) «Ф

{х2
— 7х ^ Зх + 11

х2 - 7х > 0 <*

0,4 <1

-1 11

7Ш

{
X2 - 10ж - 11 < 0

х (х — 7) > 0.

Ответ: [—1; 0) U (7; 11].

2. ж1** ^ ЮОж.

Прологарифмируем обе части неравенства по

основанию 10:

lga;lgx lg(ЮОаг); lg2a: ^ IglOO+lga;; lg2x —lga; —2 ^ 0.

Решая неравенство, имеем Xl1
4Ш'if igJ

J lg x ^ 2 j lg x ^ lg 102 J x ^ 102

llga;^—1 Ilgx^lglO-1 [ж^Ю-1.
Ответ: [0,1; 100].

3. lg (a; — 2) + lg (27 — x) <2<=> <

x > 2

x <27 <

—a;2 + 29a; — 54 < 100

(a; — 2 > 0

27 — x > 0 <=>

Jg((a:-2) (27—ж)) < lglO2

ж > 2

ж < 27

ж2 — 29ж + 154 > 0.

ж2 — 29ж + 154 = 0; ж^ =

ж > 2

ж < 27

(ж - 22) (ж - 7) > 0.

Ответ: (2; 7) U (22; 27).

ж = 22

ж = 7

29 ± V841 - 616
_

29 ±15

27

22>
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4. log^ (Зж + 4) > 1 <*=*> 1о§ж2 (Зх + 4) > loga,2 х2 «=>

(х2 > 1

| Зх + 4 > а:2

(0
< х2 < 1

Зж + 4 < ж2

Зж + 4 > 0

(ж — 1) (ж + 1) > 0

(ж — 4) (ж + 1) < 0

(ж — 1) (ж + 1) < 0

х ф О

(ж — 4) (ж + 1) > О

ж>-1±

шш

-1

-1

Ответ: (1; 4).

(i;4)

0

5- logz-з (2х - 5) > logx_3 (30 - бж) о

ж — 3 > 1

2ж — 5 > 30 — 6ж > 0

0 < ж — 3 < 1

0 < 2ж — 5 < 30 — бж

ж > 4

,3
х>41
ж < 5

3 < ж < 4

ж > 2,5 (3; 4)

ж<4
Ответ: (3; 4) U (4-; 5).

00
|

оо
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6. log 1 (ж - 8) + log 1 (2 - х) ^ log 1 27 loga2 b2 = log|e] |Ь|
9 3 3

logi |ж — 8| + logi (2 - x) ^ logi 27
3 3 3

logi \x — 8| (2 — ж) > logi 27
з з

^ < 2 - ж > 0

(ж — 8)2 > 0

'logi ((8 - ж) (2 - ж)) ^ logi 27
з

при x < 2

\x — 8| = 8 — x

3

x <2

.X + 8.

Смысл неравенства меняется на противоположный, так

как основание логарифма - меньше 1, т. е. функция

убывающая:

(8 — ж) (2 — ж) ^ 27 I ж

ж < 2 [ж < 2

(х2 — 10ж — 11 < 0

10ж + 16 - 27 ^ 0

[ж < 2.

Ответ: [— 1; 2).

7. 52logg* _4ж1оё5х <; 5

(5log5x)21°g5* - 4 • ж1о«5* -5 ^ 0; ж2logsх-4-х'°^х-5^0;

Пусть .rlogr>х — а (а > 0, так как ж > 0). Тогда
-1 a2-4a-5^0<^>(a-5)(a+l)<0o

/ж11
\ж1(

с1о§5х ^ 5 [log5xlog5x<:log55 , о&5 65
olog|x<lo

ciog5z^_i I аг > 0
5

^ | logs X ^ 1 I log5 х < 1°ё5 5 IЖ ^ 5

[logs Ж > -1 [logs х ^ 1°§5 5-1 ^ 5_1-

Ответ: [0,2; 5].
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в
1 + logx+1 (ж - 3) оЧ

log(l+1) з
s tog3 (2х " 3)'

4 1 / 1°ёя (Х — 3)

a)logI+1(x-3)=1-^i--i.j при S

то есть при х > 3.

х + 1 > 0

X + 1 ф 1 ,

х
- 3 > 0

б) l°gx+l3
1 х + 1 > 0

; ; тт при ,

log3(x + l) }ж + 1^1.

в)
1 + iogs+i (х ~ 3)

=

1 + SSx+i)
=

1®ё(х+1) 3
ltjg3(x+l)

= log3 (ж + 1) + log3 (ж - 3) = log3((x + 1)(ж - 3))

при х > 3, поэтому

1 + log^+i) (ж - 3)

—15i—-r->1og,(2x-3)»

0 11оёз ((х + 1) (х - з)) ^ log3 (2ж - 3)
^

I х > 3

(ж+1)(ж—3) > (2ж—3)
< 2ж - 3 > 0

ж > 3

с > 3
о

^
с — 2ж — 3 ^ 2ж — 3

v > 3

с (ж — 4) ^ 0.

4.

Ответ: [4; оо).
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9. ^ logg (5ж - 6)3 - log3 (5ж - 6)3 log3 ж6 < -6 log! - ^
О X

^ (Зк^3(5ж — 6))2-Зк^3(5ж-6)-6к^3ж^-6(к^3ж)2
5ж — 6 > 0

ж > 0

Г12 log| (5Ж — 6) — 18 log3 (5ж — 6) • log3 ж + б log3 х ^ 0
^ л

[ж > 1,2.

Положим log3 ж = a; log3 (5ж — 6) = Ъ. Тогда

2Ь2 — ЗаЬ + а2 ^ 0 За ± \/9а2 — 8а2

х > 1,2
; '>U =

4
1

Ь = а

Ь—\а
2

(6 — а) (26 — а) ^ 0

ж > 1,2

Гж > 1,2

[ (log3 (5ж - 6) - log3 ж) (2 log3 (5ж - 6) - log3 ж) ^ 0

ж > 1,2

log3 (5ж - 6) ^ log3 ж

k
2 log3 (5ж - 6) sC log3 ж

ж > 1,2

^з(5ж — 6) < log3 ж

k21og3(5x - 6) ^ log3 ж

3

ж > 1,2

5ж — 6 ^ ж

(5ж — 6)2 ^ ж

ж > 1,2

5ж — 6 ^ ж

(5ж — б)2 ^ ж
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2Ъх2 — 61х + 36 = 0 <^>

61± л/612-100-36
&Х12 = -

50

61 ± л/3721 - 3600

50

61 ±11

50
•Ф»

11

х = 1

-
—Х~

25'

Ответ: [1 —; 1,5].

10. log4a;+1 7 + log9x 7 ^ 0

1.5^7777^

1.2

щшшьк1

о

+

log7 (Ах + 1) log7 9х

log7 9х + log7 (Ах + 1)

^ Офф

>0.
log7 [Ах + 1) log7 9х

Пусть log7 9х = a; log7 (Ах + 1) = Ь;

а) т. е.

(а > 0

\б>0.

1,2Ц»,

a И- b

а • Ь
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Итак,

log7 9х > О

log7 (Ах + 1) > О

log7 9х ^ log7
Ах + 1

log7 9х > О

log7 (Ах + 1) < О

log7 9х ^ log7
1

х >

'

Збсс2 + 9ж — 1

б)
Ах + 1

9х > 1

Ах + 1 < 1

0

Збаг + 9х — 1 = 0; xit2 =

1
Х ~

12

1
'

х~~з

-9 ± л/81 + 144

72
’

в) <

"

36х2+9х—1
4ж + 1

9ж < 1

4ж + 1 > 1.

1
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Возможно и другое решение.

log4*+i 7 + 1о§9* 7^0; D(H) : ^0; ^ U Q; оо^ .

1 4
а) Пусть х > - (9х > 1). Значит 4х > -,

( 1 л (6=7
тогда 4ж + 1>1 { 4 • - + 1 > 1 1

, < loga 6^0.
' ' { а > 1

Поэтому log4a.+1 7 + log9x 7 ^ 0 на Q;oo
б) Рассмотрим log4a;+1 7 + log9a. 7 ^ 0 на ^0; ^ .

Очевидно, что из неравенства 0 < х < ^ следует
У

4х + 1 < 1 и £<0, чего не может быть по D(H).
13

Значит 1 < 4х + 1 < —.

Кроме того, из 0 < 9х < 1 следует, что --- > 1.
9х

Тогда так как log4a.+1 7 ^ - log9x 7,

то 1°ё4х+1 7 > log j_ 7.

9х

Рассмотрим графики функций у = log2 х и у
— log3 х

(здесь loga х = log2 х, logj, x = log3 х, 1 < а < b)

Из графика очевидно, что при а < b log2 7 ^ log3 7.
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Аналогично при а < b из log4a.+1 7 ^ log 1 7

9х

при 4х + 1> 1 (ж > 0) и > 1 (0 < # < т: ) следует,
УХ \ У /

4х + 1 ^
что

1

9х

0<Х<9

36ж2 + 9х — 1

9ж

о<х<1
'

(12® - 1)(3ж + 1)

0 < х <

9х
1

о 12.

0;
12

Ответ: ( 0;
12 U(-;oo).

Примечание. Очевидно, что логический анализ D(H)
в данном случае более эффективен, чем простой перебор

вариантов.

'

0
\ л/х /

з
\ 5 \/х—6 3

L1. (— j ^( — ) • Так как — < 1, то 6.

Полагая t = \/х > 0, получим уравнение t2 — 5t + 6 < 0;

x ^ 81

x > 16
’

Ответ: [16; 81].
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12. х~3х~8 > х7.

X > 1

-Зж — 8 > 7

О < ж < 1

—Зж — 8 < 7

{
ж > 1

ж < —5

О < ж < 1

ж > —5
О < ж < 1

Ответ: (0; 1).

13. 4х + (ж - 13)2* < 2ж - 22.

4* + (ж - 13)2* - 2ж + 22 < 0. Обозначим t = 2х > 0.

Тогда t2 + (ж — 13)i — 2(ж — 11) < 0.

Рассмотрим уравнение t2 + (ж — 13)t — 2(х — 11) = 0.

13 - ж ± у/(13 — ж)2 + 8(ж — 11)
11,2 = =

=

13 — ж ± л/х2 — 18ж + 81 13 — ж ± (ж — 9)
2

=

2
'

ж = 1

ж = 3
'

't = 2 '2х = 2

t = 11 - ж
’

2х = 11 - ж
’’

{
{

ж > 1

ж < 3

ж < 1

ж > 3

Ответ: (1; 3).
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14. (9х - 10 • 3х-1 + 1) log§(4a; - 1) < 0.

(3 • 9* - 10 • 3* + 3) logjj(4a; - 1) < 0;
'

Г 3 • 9х - 10 • 3х + 3 > 0
й

| log§(4a: — 1) < 0

Г 3 • 9х - 10 • 3х + 3 < 0
’

_ \ log§(4x - 1) > О

Рассмотрим 3(3Ж — 3) ( 3х — -

J = 0.

Вернемся к системе: <

( — 1 < х < 1

-1 <ж < 1 1
л 1 ^ n X > -
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Практикум 10

1. log7 (6 + 7~х) = 1 + ж

71+х = 6 + 7~х по определению логарифма, то есть

7• 7х — б — 7~х = 0. Пусть 7х = t (t > 0).

Тогда 7t — 6 — - = 0; 7t2 — 6t — 1 = 0;

3 ± л/9 + 7
,

1 .

,Л
.

h,2 = -j ; *i = l; *2 = —-j & (0; oo);

7* = 1; ж = 0.

Ответ: a; = 0.

2. ^/logx а/Зж = - log* 3.

2
loS^ 3a: = - logx 3; «Д(logx ж + log* 3) = — logj. 3;

(1 + log,, 3) = - log* 3.

Пусть log* 3 = t, тогда J - (1 +1) = —t.

Поскольку yfa
— b

(1 “b f) — —t

fb^o
[a

- b2,

-t> 0

имеем

^(i+t) = t2**

i^°
о < „ <

I 2t2 - t - 1 = 0
4

2’

1
t = ", т.e. log„3 = —- =>3 = ж2; ж = 3 2; ж = -.

2
ж

2 9

Ответ: х —

9



118 Логарифмические и показательные уравнения и неравенства

3. 4bgi6x _ 3log16x-0,5 _ 3log16x+0,5 _ 2^ l°g16 1
#

4bg16x = 31оё1бж+°>5 + 3log16x-0,5.

_1 1 _1
4iogi6* + 4 2 . 41о§1бж — 32 . 3logi6* + з 2 . 3loSi6*•

+ (I)
TT

4 2 /4Л i
Поскольку - •

—, имеем

3 -

log16®=-; ж = 162; x = 64.

Ответ: x = 64.

44 log16x ^ 2

37
=

7Гз’

4^1°gi6a:
3.

4. 3 log^.4 + 2log** 4 + 3 log16a. 4 = 0.

ж > 0;

ж ф 1

£>(У):

ж Ф 16’

Поскольку log0 Ъ =

3 2
+ ; г- +

bgba
3

log4 х log4 Ах log4 16ж

, имеем

= 0;

+ + 0.
log4 х log4 4 + log4 x log4 16 + log4 x

3 2 3
Пусть log4 x = t. Тогда - +

^
= 0;

3 (1 + i) (2 + i) + 2t (2 + £) + 31 (1 +1) = 0;

812 + 16* + 6 = 0; 4i2 + 8£ + 3 = 0;

*1,2 =
-4 ± л/16 — 12 -4 ±2

CO|
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*—2 ;

t = —0,5

_з
X = 4 2 .

ж = 4-0,5
’

log4 Ж = —

2 ;

log4 х = -0,5

I е D{У).

1
х — -

X

Ответ: {I;!}.
5_ 2log2х + ж1о§2* = 4.

21о§2х = (2log2x)log2X = ж1о§2х, поэтому xlog2ж + xlog2х = 4,
т.е. хХо^х = 2.

Прологарифмируем обе части уравнения по основанию 2:

log2 ж1оё2 х
= log2 2; log2 ж = 1:

Ответ: |2;^|.

log2 ж = 1

log2 ж = -1
’

х — 2

1
Х =

2

6. log0)4 (ж3 - 7х2 + 13ж - 2) = (ж - 2)log(-2)3 log0)4 (ж - 2).

(ж — 2)1о§:с_213 = 3 при
>3 „ |Ж-2>0

поэтому
ж-2^ 1

logo,4 (ж3 “ 7x2 + 13ж ” 2) = 1°§0,4 (х - 2)3 •

Тогда х3 — 7ж2 + 13х — 2 = х3 — 32х2 + 34:х — 8.

Поскольку ж3 — 7х2 + 13х — 2 = (х — 2)3 > 0, посторонних

корней нет.

х2 — х — 6 = 0<=>
х = 3

ж = -2.

С другой стороны, ж > 2 и х ф 3, поэтому х* G 0.
Ответ: корней нет.
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7- log^+i (ж3 + 8 - 9х) log*.! (ж + 1) = 3.

1

bgx+i (ж - 1)
’

1

поэтому

= 3,log*-!-! (ж3 + 8 - 9ж) • -—

, .+ v '
logx+1 (X - 1)

т. е. log*+i (ж3 - 9х + 8) = log*+i (х - I)3 .

Тогда ж3 — 9ж + 8 = ж3 — Зж2 + Зж — 1;

Зж2 — 12ж + 9 = 0; ж2 — 4ж + 3 = 0;
ж = 1

х = 3.

Проверка показывает, что ж = 3

Ответ: ж = 3.

корень уравнения.

8. ^/log5 х + ^log5 х = 2.

Пусть ^/log5 х = t (t ^ 0).

Тогда ^/log5 x = ts; ^/log5 x = t4, и уравнение примет

вид: t4 + ts — 2 = 0.

Очевидно, что если A (t) = t4 + ts — 2, то Л (1) = 0,

следовательно, (t4 + £3 — 2) делится без остатка на (t — 1).

Выполним деление:

t4+ t3 - 2 t- 1

СО
•40140

1

t3 + 2£2 + 2i + 2

to СЧ-00 1 to

213 - 2t2

to с-ц to 1 to
~~

212 - 21

24-2

2t-2

t ^ 0, поэтому /3 + 212 + 2£ + 2 > 0, т. e.

Итак, t = 1;

Ответ: ж = 5.

1; log5 х = 1; х = 5.
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9. 3 log27 х
— 13 log27 x + 16 = 39 loga- 3 — 27 log2 3.

Пусть log3 x + 9 logx 3 = t,

тогда t2 = log2 x + 2 • 9 log3 x ■ logx 3 + 81 log2 3.

Принимая во внимание, что log,, b ■ log6a = 1, получаем

отсюда t2 — log3 x + 81 log2 3 + 18, или

log3 x + 81 log2 3 = t2 — 18 (поскольку logx 3 • log3 x = 1).

Тогда из исходного уравнения получаем:

^ log3 log3 х + 16 = 39 loga, 3-27 log2 3.

Сгруппируем:

i (log! x + 81 log2 3) - Y (log3 x + 9 lo§* 3) + 16 = 0.

- (t2 - 18) - Щг + 16 = 0; t2 - 13* + 30 = 0;
3 3

t = 10 log3 x + 9 logx 3 = 10

t = 3; [ log3 x + 9 log^ 3 = 3.

Пусть log3 x = a.

Поскольку locr„ 3 =
,
имеем:

о? — 10a + 9 — 0

a2 — 3ci + 9 = 0 (T) < 0).
a

a = 9 log3 x = 9 x = 39
a = 1,

*

log3 x = 1; x = 3.

Ответ: {3;39}.
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10. #log3 (l + 5а2) = log3 ^(2а\/5)Ж + (l — 5а2)х^ .

р

а я определена только если а > 0, поэтому

[ 2а\/5 > 0 / л/5\
<

9
т. е. а € [ 0;— I .

\l-5a2 >0, V
5

/

log3 ((1 + 5а2)х) = log3 [(2ау/5)х + (1 - 5а2)'
^ (1 + 5а2)" = (2ау/Ъ)х + (1 - 5а2)* .

Разделив обе части уравнения на (1 + 5а2)х , получаем:

1_
( 2ay/5 У

|
(1 — 5а2 4 х

1 + 5а2 I V1 + 5а2

Последнее соотношение похоже на тригонометрическое

тождество.

Проверим: пусть ау/Е = tg /?, тогда

2ау/Ъ 2 tg /3 1 — 5а2 1 — tg2 /3
1 + 5а2 1 + tg2 /?

’

1 + 5а2 1 + tg2 /3
Это формулы, выражающие sin а и cos а через тангенс

половинного угла, т. е.

2tg/3 . па
1 — tg2/3

= sm 2/3; = cos 2р.1 + tg2 /3
’

1 + tg2 f3
Следовательно, уравнение имеет следующий вид:

1 = (cos2/?)x + (sin2/?)x ,

но это возможно для любых /?, только если х — 2 (тогда
это тригонометрическое тождество).
Ответ: х = 2.
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Тренировочная работа 10

Решите логарифмические неравенства (1-10):

1. log3 (х + 1) + logз (х - 1) > logз 3;
7Г 7Г 7Г

2. 716х - 4Х+1 ^ 4 - 4х;

3. logj. (z3 + 1) log^+i х > 2;

4. zlogo.5x+4 < 0,54ж;

5- loga
2x

\x — 3|
^ 0,5;

6. 2 log3 log3 x + log i log3 (9-у/ж) ^ 1;
з

Ж+5

7. (ж2 + x + l) ж+2 ^ (ж2 + ж + l)3 ;

8- i/l°So,5 (я2 ~ 4ж + x) < 1;

9. log3 ^\/7+\/48^ + (\/2 — \/3) is log3 ((\/2+л/З^ +l)+l;
10. y|lg®| + \/lg |ж| ^ 2.
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Решение тренировочной работы 10

1. log з (х + 1) + log з (х - 1) > log з 3

<

х + 1 > О

х — 1 > 0 ^

log3 ((ж + 1) (х - 1)) > log3 3

7Г 7Г

х > —1

X > 1 4$

^(х + 1) (х — 1) < 3

3
- < 1
7Г

•Ф»
(х > 1 (х > 1

|ж2 — 1 < 3 ^ж2 < 4- 1 < 3

Ответ: (1;2).

2. Vie® - 4x+l ^ 4 - 4х.

V42* - 4 • 4х ^ 4 - 4х.

1 < ж < 2.

Пусть 4х = i (t > 0), тогда ут2 —41 ^ 4 — t.

(ь^о
1 а ^ Ь2

Поскольку \/а ) во >
Гб < О

\а ^ О,

исходное неравенство равносильно

t < 44-t^0

t2 - 4t ^ 16 - 8t + i2

4 — t < 0

t2 -4t^0

4X ^ 4; ж > 1.

Ответ: [l;+oo).

4 ^ 4

> 4

t(t- 4) ^ 0

4 = 4

i > 4
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3. log* (ж3 + 1) log*+1 X > 2.

loga b • logc a = logc aloga ь, поэтому

log(a;+i)^(x3+l)>2^
x > 0

x Ф 1 -Ф=>

>g*+i (ж3 + l) > 2

(можно сразу по свойству loga b • logc a = logc b)
f

x > 0

x Ф 1

>g*+l {x3 + 1) > log*+1 {x + l)2

alc,ga b
= b

О <

ж>0=>ж+1>1

x > 0

x Ф 1 -о- <

.3 , i ^ /■„ , i\2

ж > 0

Ж / 1 -v4>

ж3 + 1 > ж2 + 2ж + 1 .

ж > 0

х ф\ х > 2.

к
ж (ж — 2) (ж + 1) >0

Ж3 + 1 > (ж + 1)
'

х > 0

«<ж/1 <

х (ж2 — ж — 2) >0
Ответ: (2; оо).

4. а;1обо,5*+4 < 0,54ж.
Прологарифмируем обе части по основанию 0,5. Тогда

неравенство принимает вид log0?5x(logo>5a;+4) > log0 50,54;г;

(logo,5 X + 4) log0)5 Ж > log0)5 0,54 + log0,5 ж.

Пусть log0 5 x
— t, тогда (t + 4) t > 4 +1;

-4 1
tl + 3t - 4 > 0.

x > 0

ж < 0,5

ж > 0

ж > 0,5-4

Ответ: (0; 0,5) U (16; оо).

logo,5 * > 1
^

.logo,5ж < -4
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5. logx2
2х

<0,5.

< \ogx2 (ж2)0,5

\х — 3|

2х

\х — 3|

х2 > 1

2х

\х — 3|
2х

- 3|

О < х2

2х

\х — 3|
2х

1>-з|

ж > 1

х ф 3

2 — |ж — 3|\ п

X I —; < О

X > 1

> 0 <
х ф 3

2х

< N [ 1ж — з|
0 < х2

< 1
х > 0

>0 <
х ф 3

> \х\
2х

< X

, \х — 3|
^ X

|ж — 3|

О < х < 1

х (2 — \х — 3|)

х > 1

х ф 3

х (2 — \х — 3|) < 0 **

О < х < 1

х (2 — \х — 3|) ^ О

{
х > 3

х (5 — х) < О

1 < х < 3

х (х — 1) < О

О < х < 1

х (х — 1) ^ 0.
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&

Ответ: х ^ 5.

6. 2 logg logg X + log 1 logg (9^x)
.

3

log3 X > 0

-ФФ- < log39v^ >0 4Ф-

>gg (logg xf - log3 logg > 1

logg X > 0

log39^>0 ^

logg x

l0g3l0gg9^"
logg X > 0

2 + ^ logg a; > 0
^ <

logj^
^ з

2 + | logg X
"

^ Ilog3 X > 0

[logg x - log3 X - 6 ^ 0

Ответ: [27; oo).

log3 X > 0

log3 X > -6

log! ж ^ 3 ( 2 + \ log3 x

-ФФ- log3 x ^ 3 4$ x ^ 27.



128 Логарифмические и показательные уравнения и неравенства

ж+5

7. (ж2 + х + 1) х+2 ^ (х2 + х + 1) .

Поскольку о/1 ^ <=>

(а > 1

l/l (^) ^ /2 (ж)

JO < а < 1

l/l (ж) ^ h (х)
(а = 1

\Vx€D(f1)nD(f2),
имеем

х+5

(X2 + X + 1) х+2 > (ж2 + X + 1)
X2 + X + 1 > 1

х + 5>3
х + 2

0<ж2 + ж + 1<1

* + 5«з
х2 + х + 1 > 0 Ух

х + 2

гж2 + х + 1 = 1

kх ф —2

х (ж + 1) > О

—2х — 1
> 0

х + 2

х (х + 1) < О

—2ж — 1
^0

ж + 2

ж = —1

ж = 0

ж ф —2.

Ответ: (—2;— 1] U —

2'°
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8. ^/log0,5 (х2 - 4ж + х) < L

Поскольку yja < b <

Ь> 0

а ^ 0 имеем

ка < Ь2,

log0)5 ( х2 — 4ж + - ^ 0

1о§0,5 ( х - 4х + -Г ) < 1

л 19
,

х — 4х Н—— < 1
4

. •> .
19

«

4$ { х — Ах -\——>0 4Ф-
4

? . 19
Л г

ж — 4ж + — > 0,5

4ж2 - 16ж + 15 < 0

<*=> < 4ж2 — 16ж + 19 > 0

4ж2 — 16ж + 17 > 0.

4ж2 — 16ж + 15 = 0; xit2 =
8 ± \/64 — 60 8 ± 2 х = 2,5

х — 1,5;4 4
5

4х2 — 16х + 19 > 0 Vx, так как 4 > 0 и D < 0;

4ж2 — 16# + 17 > 0 Vx, так как а = 4 > 0 и D = —16 < 0.

Следовательно, система равносильна неравенству

4 (я — 1,5) (я-2,5) ^ 0.

Ответ: [1,5; 2,5].

9* l°g3 ({у/тЩ + (\/2 — \/з) ^ ^ l°g3 ^л/2+л/з) +1^+1.
1°§з ^/7+4>/з) + ^ л/2 — л/3^ ^ ^ log3 (3 (у/2++3^ ;

(2 + л/з) ^ + ^л/2 — л/з) ^ 3 (у^ТТз) “Ь 3.

5 Зак. 1157
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Пусть (V2 + VS) = t (t > 0); 2 — л/3 = ——=,
' ' 2 + уЗ

тогда

t2 + - = 3* + 3; t3 3£2 - 3* + 1 = 0.

Разделим последнее выражение на /. + 1:

t + 1

t2 - At + 1
_

i3 - 3£2 - 3* +1

t3+ t2

_

- At2 - Ы + 1
- At2 - A1

t+1

"t+l

t = — 1 — корень. Ho t = —10 (0;oo).

Остается t2 — 4t + 1 = 0;

ti = 2 + д/З;
1

t2 = 2 — y/s =
2 + \/3

следовательно,

\f2 + y/i\X > 2 + л/З

x/i+v^J <2 -ч/З

Ответ: (—оо; —2] U [2; +00).

t > 2 + V3
i < 2- л/3

10. \/| lga:| + yig \x\ ^ 2.

Найдем область определения неравенства -D(H):

(ж>0 (ж>0 , .

\
,

<=> < -ФФ- ж ^ 1 -D(H): ж > 1

\lg \х\ ^ 0 [lgx^O
Следовательно, неравенство имеет вид {/lg х + {/IgTr ^ 2.

Пусть 3{/Iglr — t (t ^ 0), тогда v^Iglr = £6, \/lgx = t5,
т. e. i6 + t5 ^ 2. Очевидно, t = 1 — корень уравнения

t6 +15 - 2 = 0.
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Выполним деление:

2t3 - 2t2

Jit2 - 2

212 - 21

^2t-2
2t-2

Поскольку t ^ 0, t'’ + 2t4 + 2t:i + 2t2 + 2t + 2 > 0, поэтому

неравенство имеет вид 0 < i < 1, т. е. 0 < 3^/log5 х < 1;
0 < log5 х < 1; 1 < х < 5.

Ответ: [1;5].

-2 t-1

i5+2i4+2i3+2£2+2i + 2

2t5
215 - 2t4

-2

2t4
214 - 213

213

-2

-2
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Тренировочная работа 11

Рассмотрим решение примеров с несколько иными идеями.

1. Решите уравнение 2 • 4х — 3 • 10ж — 5 • 25х = 0.

2. Решите уравнение 2-22* + 18-2-2*-11-2*-33-2-х+26 = 0.

3. Решите неравенство (0,4)ж — (2,5)х+1 > 1,5.

4. Решите уравнение

( х + 1 \
log2logg (2х + 3) + logi logi (^2х~4-~3/

=

х2 — 2х
5. Решите неравенство logi logg — < 0.

2
Х~

6. Решите неравенство logrr2_3 (4х + 7) > 0.

7. Сравните числа log2 3 и log5 6.

8. logx2 2 = a; log6 32 =?

9. Решите неравенство 9 • xlgx + 91 • x~lgx ^ 60.

10. Сравните числа log70 71 и log71 72.

11. Сравните числа log46 и log68.

12. Сравните числа log5 7 и log13 17.

х ( 2 \
^

13. Решите уравнение
— = ( - j

14. Решите неравенство

log5 (я2 -4х + II)2 - logn (х2 -4х- II)3 ^ п

л/2 — Ьх — Зх2
^

logi (х2 — Ах + 5)
15. Решите неравенство —%—_ 0

—- ^ 0.
хл - Ьх2 + Ах
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Решение тренировочной работы 11

1. Решите уравнение 2 • 4х — 3 • 10х — 5 • 25х = 0.

Разделим обе части уравнения на 25х:

4\х /10\х { 2\2х (2'х

4W -з-ы -5=о; 2uj -8Чв.' -5=о-

^ ] = t (t > 0); 2t2 — St — 5 = 0;

3 ± \/9 + 40 3±7
*1,2 =

“

4
-I
t = — 1 g (0;oo).

2\x 5 (2\x (2 4 _1

Игак’ (sj =2; UJ =UJ ; I=_L

Можно поступить иначе. Поскольку нам задано

однородное уравнение, т. е. уравнение, каждое слагаемое которого

содержит неизвестное одной и той же степени, то

обозначим 2х = а, 5х = Ь. Тогда

36 ± V9Ь2 + 40Ь2 3Ъ ± 7Ъ
2 ■ а2 — 3 • ab — ЪЬ2 = 0; а\ 2 =

4

5.
а = -о

2 т. е.
2' = |'5* (?У = 5- х=-1.

2* = -5х; х е 0; ' ' 2’
а — —6,

Ответ: х = — 1.

2. Решите уравнение 2-22ж + 18-2~2:г —ll^ —33*2_аг + 26 = 0.

Положим 2х + 3 • 2~х = t =>

=» <2 = (2х + 3 • 2_х)2 = 22х + 2 • 3 • 2х • 2~х + 9 • 2“2х =
= 22х + 9 • 2_2х + 6 (так как 2х • 2~х = 1),

тогда 22х + 9 • 2_2х = t2 — 6.

Уравнение приведем группировкой к виду

2 (22х + 9 • 2~2х) - 11 (2х + 3 • 2~х) + 26 = 0,

т. е. 2 (t2 - 6) - lit + 26 = 0; 2t2 - lit + 14 = 0;
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*1,2 =
11 ±7121-112 11 ±3 t = 3,5

* = 2;4 4

а) 2х + 3 • 2~х = 2; 22х — 2 • 2х + 3 = О (V < 0);

б) 2х + 3 • 2_х = 3,5; 2 • 22х — 7 • 2х + 6 = 0;

2х = 2
7 ± у/49 - 48 7 ± 1

Ответ: {1; log2 1,5} .

2х =
2’

ж = 1

ж = log2 1,5.

3. Решите неравенство (0,4)х — (2,5)х+1 > 1,5.

(0,4)х - 2,5 • 2,5х > 1,5. Пусть (0,4)х = t (t > 0).
1 5 2t2 - St - 5

Поскольку 2,5 = ——, t — 1,5 > 0; > 0;J ’

0,4’ 2t 21

*1,2 =
3±v/9 + 40 3 ± 7

-1

4

t = -1

5
t = x

>0.

^ t> 0=>t> 2,5;

0,4х > 2,5; 0,4х > 0.4"1 =► ж < -1.

Ответ: (—оо; — 1).

4. Решите уравнение

(х
+ 1 \

2жТзу
= 1ш

2х + 3
log2 log3 (2ж + 3) - log2 logg — = 1

Ж + 1

о <

log3 (2ж + 3) > 0

2ж + 3

log3^TT>0
logg (2ж + 3)

l0S2^ST
= 1

<

2х + 3 > 1

2х + 3
7~ > 1

х + 1

logg (2ж+3) = 2 logg
2ж+3

ж+1
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О <

ж > —1

х -Ь 2

ж + 1
>0

^
log3 (2х + 3) = 2 log3 (2ж + 3) — 2 log3 (ж + 1)

{х>
-1

ж + 2
>0

х + 1

2 log3 (ж + 1) = log3 (2х + 3)

ж > —1

(х -\~ I)2 — 2ж + 3

Ответ: ж = у/2.

(х> -1

\ж2 = 2

5. Решите неравенство logi logs
2

х — 2ж

logi log8
ж — 2ж

ж — 3
< logi 1 ^ <

ж
— 3

ж2 — 2ж

ж > —1

ж = у/2
х = — у/2.

< 0.

log8

logs

ж — 3
ж2 — 2ж

> 1

> 0
ж

х2 — 2х
, ,

ж2 — 2ж
«ф- log8 — > 1 <=> logs ~—5“ > ge 8;

ж х — 3

ж — 2ж

Т^~з~ ;

(ж — 4) (ж — 6)

ж2 - 2ж - 8ж + 24

ж
>0;

ж2 — 10ж + 24

>0.

ж — 3
>0;

ж — 3

Ответ: (3; 4) U (6; оо).

6. Решите неравенство logx2_3 (4ж + 7) > 0.

Полезно иметь в виду свойство

(а — 1) (6 — 1) > 0
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J

1 Ь-1 V о

\ а > 1
\

(6-1) >0

bga Ь > 0 О
\Ь> 1

1 0 < а < 1
ф

О

о

V

VС-Г

1

1

в

-о

1 о < Ъ< 1 а > 0

Ь>0
'

(а — 1) (b — 1) > 0

< а > 0

6> 0
V

Тогда

(ж2—З-l) (4ж+7—1)>0
х2 — 3 > 0 4$

,
4х + 7 > 0

(ж —2) (ж+2) • 2 (2х+3) >0

х2 > 3

4х > —7.

Ответ: (—1,75; — д/З) U (2; оо).

7. Сравните числа log2 3 и log5 6.

Известно, что у = loga .г — выпуклая вверх при а > 1, т. е.

т+п logt m+log* п
log*—y~ > j

ИЛИ

(определение выпуклости).
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log2 3 > - (2 + 1) = 1,5, значит,

- 5
log2 3 - logs 6 > 1,5

- log5 6 = 1о§5 52 - 1о§5 6 = 1о§5 у
=

5л/5 п , Ъл/Ъ
= log5 -у

> 0 (так как > 1).

Итак, log2 3 > logs 6-

8. log12 2 = а; log6 32 =?

logg 32 = 5 logg 2;

log2 2
logi2 2 =

1

log2 12 log2 2 + log2 6
= a;

1
, ,

1 — a
, „

a
- = 1 + log2 6; log2 6 = ; log6 2 =
ci a 1 -a

logg 32 = 5 log6 2 =
5a

1 — a*

tolco
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9. Решите неравенство 9 • ж1®® + 91 ■ х lgx ^ 60.

Пусть xlgx = t (t > 0);
т 9*2 — 60* + 91

9* + 91 • t~l < 60; ^ 0;
t

*1,2 =
30 ± V900 - 819 30 ± 9

9 9

13
1 ~

~3~
7

* “
3’

7 13 7 13
- < xl%x <

^; lg
з
< igzlgx < lg у;

,
7

, 2 ,13lg - < lg x < lg y
**

Ilg| < lgx <Wlgy

llgf <\gx<-Jlg7-
10M<x<wM
.10 A43 < ж < 10 ^5.

Ответ: (Ю^З; 10^1§4з^ и Ю~\1^2з\ .

10. Сравните числа log70 71 и log71 72.

Рассмотрим y = logx_1x и попытаемся доказать, что

функция убывает при х > 2, где х Е N, т. е.

log®—1 ж > log* (х + 1) •

1
Итак, > log,, {х + 1)

logx (Х ~ 1)
(так как х > 2 =>• logz (х — 1) > 0)

log* (х - 1) • logx (х + 1) < 1.

Это нужно доказать. Поскольку

а + Ь /—г Га ^ 0
^ v ab при < имеем

2
у

U>0,
logx (х + 1) + logx (Х - 1)

> Vl°Sx (х - 1) • log* (х + 1)>
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Г -т—: -Y log* (ж + 1) + log* (X - 1)
т. е. v/log* (х 1) • log* (ж+1) <

log, (*2 - 1)
< 1о^ = t (х>2)

Следовательно, \/log* (х — 1) • log* (х + 1) < 1 <£>

log*(x — 1) • log*(cc + 1) < 1 4Ф
^
< 1

1 X

(так как log^.^ х > О при х > 2)

log* (х + 1) < log*_! X,

что и требовалось доказать.

Тогда, помня о том, что ж = 71, имеем log71 72 < log70 71.

11. Сравните числа log46 и log68.
По аналогии докажем, что у = \ogx_2 х убывает при х > 3.

r^TTZ о\1.. ^ 1о§* (х - 2) + 1об* (х + 2)
V Si \х

- 2) log* {х + 2) < =

_

log* [х2 - 4) log* ж2
_

2 2

поэтому log* (ж — 2) • log* (ж + 2) < 1 (log*_2 ж > 0 при

^ о \ 1о& (х + 2) ^ 1

х > 3 ). значит,
— < 1, откуда
log*_2 ж

log* (ж + 2) < log*_2 ж, т. е. у = log*_2 ж — убывающая.

Тогда log4 6 > log6 8, что и требовалось выяснить.

12. Сравните числа log5 7 и log13 17.

Очевидно, что 1 < log5 7 < 2, 1 < log13 17 <С 2. Разделим

интервал пополам и выясним, где находится данное число:

1 + 2
—-— = 1,5, т. е. (1;1,5) (1,5;2). Определим, что больше:

&

log57 или 1,5; log13 17 или 1,5:
з

а) 1,5 = log5 52 = log5 5д/5 > log5 7, так как 5у/5 > 7.

з

1,5 = log13132 = log1313л/13 > log13 17, так как 13л/13 > 17

(\/ТЗ « 3,6). Значит, 1 < logs 7 < 1>5; 1 < l°gi3 I7 < 1Д
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5
Опять попытаемся выяснить, что больше: log57 или

5 /1 + 1,5 5Ч
log1317 или - I—-— = -

5 ^

б) - = log5 54 = log5 5v^5 > log5 7, так как 5^5 > 7

(25л/5 > 49, поскольку \/5 > 2, значит 5\^5 >7).
5 -

— = log13 134 — log13 13л/13 > log13 17, так как 13^13 > 17

(169\/l3 > 289; у/13 « 3,6; 169 • 3 = 507 > 289).
5 5

Итак, 1 < log5 7 < 1 < ioSi3 17 <

9
Опять попытаемся выяснить, что больше: log57 или

log13 17 или | (iit = fj :

9 -

в) - = log5 58 = log5 5^5 < log5 7, так как 5^5 < 7
8

(25^5 < 49, поскольку 625\/5 < 2,3 • 625 < 2401).

9 5
- = log13 138 — log13 13^13 > log13 17, так как 13\/l3 > 17
8

(169^13 > 289, поскольку 28561\/13 > 83521: >/13 « 3,6;
28561-3 = 85683 > 83521).

9 9
Итак, log5 7 > log13 17 < -, следовательно,

log5 7 > log13 17, что и требовалось выяснить.

13. Решите уравнение
х /2\bg,12
18 \3,

Прологарифмируем обе части уравнения по основанию 2:

х
, /2Nlog*12
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log2 ж - log2 2 - log2 9 =
(1 - log2 3) log2 12

log2 x - 1 - 2 log2 3 =

log2 x

(1 - log2 3) (log2 4 + log2 3)
log2 x

Пусть log2 x = a; log2 3 = 6;

(a — 2b — 1) a = (1 — b) (2 + b); a2 — 2ab — a = 2 — b — 62;
a2 — 2ab + b2 — (a —b) — 2 = 0; (a — b)2 — (a — b) — 2 = 0.

Решая квадратное уравнение относительно a — Ь, имеем:

а — b = 2

a — b = — 1

а — b 2 log2 Ж = log2 3 + 2

log2 х = log2 3-1

log2 х = log2 12 Г ж = 12

log2 х = log2 1,5 = 1’5-

Ответ: {1,5; 12}.

14. Решите неравенство

log5 (ж2 — 4х + II)2 — log!! (ж2 — 4х — 11)'
л/2 — 5ж — Зж2

>0.

2 — 5ж — Зж2 > 0

ж2 — 4ж — 11 > 0

ж2 — 4ж + 11 ф 0

-2

2-ЛЙ5 X^___^//2+Vl5 *

//////////////////////^ х

£>(Н): (—2; 2 — л/Тб) .

Выясним, будет ли на D(H) log!! (J;2 — 4ж — 11) < 0.

Это так, если ж2 — 4ж — 12 < 0, т. е. (ж — 6) (ж + 2) < 0.

D(H) = (—2;2 - л/Щ С (—2;6),
т. е. log!! (х2 — 4ж — 11) < 0 Уж € D(H) =>

=> logn {х2 — 4х — ll)3 < 0.

Аналогично выясним, верно ли, что log5 (ж2 — 4х + 11) > 0

на D{Н).
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log5 (х2 - 4х + 11) > logs 1

ж — 4ж + 10 > О Уж
а — 1 > О

\V < О,

т. е. log5 (ж2 — 4х + II)2 >0 Vx € D(H).

Итак,
log5 (ж2 — 4ж + II)2 — logn (ж2 — 4ж — II)3 > 0 Уж € -D(H).
Это значит, что решением является (—2; 2 — \/15)-

logi (ж2 — 4ж + 5)
15. Решите неравенство —\—_ п —; ^ 0.

ж3 — 5ж2 + 4ж

log 1 (ж2 — 4ж + 5) ^ 0

logi (ж2 — 4ж + 5)
ж
3 — 5ж2 + 4ж

г л

<

ж (ж2 — 5ж + 4) <0
log 1 (ж2 — 4ж + 5) ^ 0

з

ж (ж2 — 5ж + 4) >0

ж2 — 4ж + 5 ^ 1

ж2 — 4ж + 5 > 0

х (ж — 4) (ж — 1) < 0 4Ф

ж2 — 4ж + 5 ^ 1

ж (ж — 4) (ж — 1) > 0

(ж - 2)2 < 0

ж (ж — 4) (ж — 1) < 0

"(ж —2)2 ^0
ж (ж — 4) (ж — 1) > 0.

Ответ: (0; 1) U (4; оо) U {2}
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Тренировочная работа 12

1. Решите уравнение 42+л//* — 4^ • х4 = 0.

2. Найдите произведение всех целых отрицательных чисел,

которые являются решениями неравенства

4*+1 + 4*+2 > 2 (з* + з*+1) .

3. Укажите наибольшее целое значение а, при котором

множество решений неравенства 2х > За относительно х

содержит число 10.

4. Найдите число целых чисел, для которых 3 • x3logx4: > Ъх.

5. Решите уравнение х + log5(# + 225) = 404.

6. Найдите сумму всех целых решений неравенства

log19(8 - ж) > log0>91(a; - 2) - 5.

7. Решите уравнение

Зх2 log3(2 + Зх) — 6xlogi \/2 + Зх = Зх2 + 2х.

32
^

8- У = l0g»'5 13 + log5 (125 + х4)
Е{У) = ?

9.у = х^; у € [6; 8].
При каких целых значениях х это возможно?

10. Решите неравенство 15log5a: + 20log5X > 25log5a\
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42 — х4 = О

х ^ 0
’

I

ю
II х = 2

<
1

to
II 1 х = —2 ; 1 х — 2 1

х ^ 0
\

х ^ 0
ч

Решение тренировочной работы 12

1. Решите уравнение 42+у/^ — 4^ • х4 = 0.

Г>(У) : а; ^ 0; 4^ (42 - ж4) = 0;

{
2. Найдите произведение всех целых отрицательных чисел,

которые являются решениями неравенства

4*+1 + 4ж+2 > 2 (з* + з*+1) в

4х • (4 + 42) > 3х • 2 • (1 + 3); 4® > ^ • 3*; 4х > 0,4 • 3х.

тт
1 2

Пусть OTi = —1, тогда
- > — — истина.

1 2
Пусть Х2 — —2, тогда

— > — — истина.

16 45

о
1 2

Пусть хз =
—3, тогда

— > — истина.

^
1 2

Пусть ж4 = -4, тогда
— > — — ложь.

256 405

Таким образом, х\ •

х2
•

хз = | —6 [.

3. Укажите наибольшее целое значение а, при котором

множество решений неравенства 2х > За относительно х

содержит число 10.

2х > 210 > За. Так как 210 = 1024, то За < 1024.

В силу того, что З7 = 2187 > 1024 и З6 = 729 < 1024,

а = 6 — наибольшее целое число, при котором

2х > 210 > 3°.
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4. Найдите число целых чисел, для которых 3 • rr31og*4 > Ъх.

Из неравенства следует, что

З.Ы°Ы)3>5-- /3'4’> 5‘
• /W2>5*

.

Пусть х = 2, тогда 192 > 25 — истина.

Пусть х = 3, тогда 192 > 125 — истина.

Пусть х = 4, тогда 192 > 625 — ложь.

Ответ: два целых числа (х = 2, х = 3).

5. Решите уравнение ж + log5(x + 225) = 404.

log5 {х + 225) = 404 - ж; ж + 225 = 5404"*.

Так как у — х + 225 — возрастающая функция,

a t = 5404-ж — убывающая функция, то уравнение

х + 225 = 5404-х имеет единственное решение.

Проверим, нет ли здесь целого корня. Очевидно, что левая

часть в этом случае есть значение степени числа 5.

Так как х > 0 (иначе правая часть очень велика), то при

любых х х + 225 > 53. Если х + 225 ^ 54, то х ^ 400.

Г 404 - х = 4
В случае равенства | ^ + 225 = б25

•

Равенства выполняются одновременно, значит | х = 400~|.

6. Найдите сумму всех целых решений неравенства

logi9(8 -х)> log0)9i(х
- 2) - 5.

£>(Н) : 2 < ж < 8.

При х € {3; 4; 5; 6; 7} log091 (ж - 2) < 0,

значит log0 91(x — 2) — 5 ^ 0.

Учтем, что при х Е {3; 4; 5; 6; 7} log19(8 — х) ^ 0, поэтому

неравенство log19(8 — х) > logo5gi(^ — 2) — 5 справедливо.

Остается найти сумму всех целых решений неравенства:

34-4 + 5 + 6 + 7 = 1 25 |.
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7. Решите уравнение

Зх2 log3(2 + Зх) — 6х log 1 \/2 + Зх = Зх2 + 2х.

з

Зх2 log3(2 + Зх) — 6 • (—1) • -ж log3(2 + Зх) = Зх2 + 2#;
о

Зж2 log3(2 + Зж) + 2ж log3(2 + Зж) = Зж2 + 2ж;

(Зж2 + 2ж) • log3(2 + Зж) = 0;

f

х = 0

2
Зх2 Н- 2х — 0 ж =

“з ж = 0

< 2 И- Зх — 1 < 1 ; 1
’

ж =
—- ж = --

2 -|- Зх 0
\

3
о

3

ж>"з

Ответ:Ч-И-
8. y = log0 5

32

Е(у) = ?
13 + log5 (125 +ж4)-

Так как 125 + ж4 > 0, то log5 (125 + ж4) ^ log5 125 = 3.

Тогда 13 + log5 (125 + х4) > 13 + 3 = 16,

32
значит

13 + log5 (125 + х4) 16
С 5-2.

Отсюда следует, что

1°ё0,5
8

47 > logo,5 2 = — 1.|>б 13 + logs (125 + Ж4)

Таким образом, Е(у) = [—1;оо).
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9. у = у е [6; 8].

При каких целых значениях х это возможно?

Рассмотрим подходящие целые х.

а) Пусть х = 2, тогда 21 < 2^ < 22, но (2;4) <jt [6; 8].

б) Пусть х = 3, тогда З1 < 3^ < З2.

По свойству выпуклой вниз функции у = 3х:

З2 Н~ З1 i-f~2
—-— >32 > З1’5, значит

■у/2 < 31,5 < б) то есть 3^0 [6; 8].

в) Пусть ж = 4, тогда 41 < 4^ < 42.

Аналогично предыдущему случаю, по свойству выпук-

41 + 42 1+2

лости вниз у
— 4х —-— >42 = 41,5 = 8,

значит 8 = 41,5 > 4^.

Теперь необходимо доказать, что 4^ > 6.

2 з

4^ > 41,4 — 4.45 >4.48=4-v/43 = 4- v/8 =

= 4у^2\/2 > 4 • = 4v^8 > 4 ■ 1,6 = 6,4,

значит 4^ € [6; 8].
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г) Пусть х = 5, тогда 51 < 5^ < 52.

По свойству выпуклости у = 5х

el , с2 1+2

.

—у—
> ъ~ = 51’5 > 5^ > 51’4.

51,5 = Ъу/Ъ > 5 • 2,2 = 11;
2 з

51-4 = 5-55 >5-58 =5v/125>5v/TI>5v/3^5>5-1,8 = 9,

значит 5^0 [6; 8].

Ответ: х = 4.

10. Решите неравенство 15log5;r + 20log5X ^ 25logsX.

Пусть log5 х — t^ тогда 15* + 20* ^ 25*.

Основания 15, 20 и 25 напоминают известную пифагорову
тройку чисел. Действительно, 152 + 202 = 252.

Разделим обе части неравенства на 25*: (б) ^
3х

2 /^2

Так как - < 1 и - < 1, a = 1, то можно

положить sin а = ^, cos а = - (a £ I четверти).
5 5

Известно, что если (sinа)* ^ (sina)fc, то t ^ к,
аналогично из (cos а)* ^ (cos а)*5 следует, что t ^ к.

3наЧИТ
(sin a)* > (sin а)2
(cos а)* ^ (cos а)2

(sinа)* + (cos а)* ^ (sin а)2 + (cos а)2 = 1.

Итак, мы доказали, что (sina)* + (cosa)* ^ 1, что возможно

при t ^ 2. Значит, log5 х ^ 2, то есть 0 < х ^ 25.

Ответ: 0 < х ^ 25.

Примечание. Неравенство 15log5:E + 20log5:r ^ 25log5:r

равносильно неравенству 15log5X + 20log5X ^ х2. В таком виде

заметить идею решения неравенства значительно труднее.
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Решение систем показательных

и логарифмических уравнений
и неравенств

Практикум 11

Решите систему уравнений (1-10):

Г 2Х~У ■ 2ху = 8

| 9у = 34~х

< (у - х) 2х+у = 0,2

/ logg X ~ log3 у- 0
'

\х2-2у2-8 = 0
’

7
( 1о§5 ж + log5 У = 1 + logs 19>2

.

\log2(a; + y) = log25 + 2
’

Г 101+1§(2а:+^ = 50

(у - х)2у+2х = —

8.
lg(2a: - у) + lg(2ar + у) = 2 - lg 5
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Решите систему неравенств (11-15):

11. <

12. <

2\
*

3/ V 9,
2_

27
>

64

2®2-6ж-3,5 < 8л/2

-4ж+1

> 243

k log^/2 \/ж2 — бж + 9 < 0

f

g4cc+2

13. <

> 1

;

k

1 + log3(a: - 4) < log3(x + 21)

i°gi (3.2 + ж) + log5(3 — ж) <l°g25T
14. ^ 5

4

k 0,3-x < 0,3'/5+2

15.
f %V2x2+x-6 > ^
\ 1оёзх-1 27 < 2
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Решение практикума 11

Решите систему уравнений (1-10):

8 • 2У = 41,5ж+0,5Г 8 • 2У = 41>5ж+°>5
г’ { ъ2х = 0,04 • 5®.

Приведем в каждом уравнении к одному основанию

степени в правой и левой части.

оЗ
.
оу _ оЗж+1 ( оЗ+у _ оЗж+1

-2
. ^ ; j 52ж = 5-2+2/ > тогда5-2 • Ъу

(23-2У

\ ъ2х =

Г з + у = Зж + 1 [у — Зж

\ 2ж = -2 + у
’

\ 2ж = -

Г у = Зж — 2 Г ж =

\ ж = 4
5

\у =

Г г®-® • 2^ = 8

| 9^ = З4-1

2

2 -Ь Зж — 2

= 4

10
(4; 10)

Г 2Ж-2/+Ж2/ _ 23

I 32У = з4_х

Г ж = 4 — 2у

\4-2у-

у = l <

1
<

_У
=

-2 5

ж = 4 — 2y
<

-

у + у (4 - 2у) = 3

У = 1

ж = 2

У = "2
ж = 5

Г ж - у + а

5

\ 2у = 4 —

Г 2у2 - у
- 1

\ ж = 4 — 2у

ху = 3

х

= 0

(2; 1); (5;-0,5)

3.
з2* - 2» = 725

]3* -22 =25
У

Обозначим 3х = t (t > 0), 22 =2 (2; > 0), тогда

( t2 - z2 = 725 Г (t - *)(t + г) = 725

\ t - z = 25
’

\ (t - z) = 25

Г 25(t + z) = 725
.

Г t + г = 29

\t — z = 25
’ \t — z = 25

4 = 27

2 = 2

= 27 ж = 3

< (3; 2)
= 2
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(у - х)2»+2* = ‘4
М ^

4

(у — х)2х+у = 0,2

D(С) ■{
у
— х > 0

2х + у ф О

Из второго уравнения (у — х) 2х+у = 0,2 следует, что

у
— х = (0,2)2ж+2/, тогда первое уравнение примет вид

(0,2)2х+у • (2)у+2х = —.

^
25 /2\2ж~*~^ /о\ —2

Следовательно (0,2 • 2)2х+у — —, т. е. ( - ) =

4 \5/ V 5

Система примет вид

Г 2х + у = -2 ( 2х + у = -2 Г

\ у
- х = 0,22х+у

;
\ у

- х = (0,2)"2
5

\

{

2х + у = -2

у
— х = 25

х = —9

У = 16 €1>(С); (-9; 16)

Г (2ж)4-2^2-16 = 1
.

,
, Гж>0

\ 2ж — у = 2
’

■

\ х < 0; 4ж2-у2-

, Г (2х)4*2-У2-™ = (2ж)° .

}\2х-у = 2

2

16 — четное

Г (2х - у)(2х + у) = 16
_

\2х-у =

{
( 2х + у = 8

\ 2х - у = 2
’

4ж2 — у2 — 16 = 0

2х — у = 2

{
х 2,5
У = 3

€ D(С).

б) Пусть 2ж = 1, тогда I1 2/2 16
= 1 верно при любом

1

значении у, значит <
Х =

2

У = -1

в) Пусть 2х = — 1, тогда

Г (_1)1-!/2-16 = ! Г (_1)1-9-16 =

\-1 -У = 2
5

\ У = —3

1 — истина

(2,5; 3); (0,5;-1); (-0,5;-3)
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6.
Г logg X ~ log3 у = О

\ х2 — 2у2 — 8 = 0

Г 1

х2 - 2у2 - 8 = 0

2

2у1 — 8 = 0

о

x = yz
У2 = 4

у2 = -2 0

/ х = у

I X2 — °'"2 — « —

D(С)

log3 Ж = log3 у _

Г log3 х — 2 log3 у
\ X

( х = у2
1 ->/4 _ 9,,2 _ й — П ’

2у2 -8 = 0
’

У
~ 2уг -8 = 0

х = У2 г

у=2 ;

у = -2 £ £>(С) 1 У

= Г

2

= {
ж > О

у > О

(4; 2)

Г logs ж + logs У = 1 + l°g5 19>2
.

’

\ log2 (х + у) = log2 5 + 2 D(С)
х > О

у > О

flog5a:y = log5(5-19,2) Г

\ log2(ж + у) = log2(5 • 4)
’

\
ху = 96

х + у = 20

Система порождает по теореме, обратной теореме Виета,

квадратное уравнение вида га2 — 20т + 96 = О,

корни которого, в силу симметричности системы, состав-

77?^ 12

т = 8

ляют пары решения системы. (12; 8); (8; 12) .

Г low**») = 50
. (п .

Г 2ж + у > 0
'

\ lg(2z - у) + lg(2x + у) = 2 — lg 5
’ '

'

\ 2ж — у > 0

101 • Ю1е(2ж+г/) = 50

\g{2x - у)(2х + у)

х = 2,25

■m2 .

Г 2х + у = 5

= lg^_ ’

\2х-у = 4'

У = 0,5
ED(С) (2,25; 0,5)
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Г 2ЪХ+У = Ъу~х
9-

\ 9l°ZV5x = у4 - 5
; D{С): ж > О

Г б2^) = 5»"* Г 2(ж + у) =

| (\/3)41оё'/5а: = у4 — 5
5

\ ж4 = у4 -

У = —Зж

Г у = -Зж

\ ж4 = 81ж4 - 5
’

у = -Зж

ж4 = —Ж

16

= У
~ х

5

ж2 = -

у = -Зж

1

Ж=2

x = -\i D(С)

ж2 = -^

у = -Зж

1

*=2
(0,5; -1,5)

10. <

2х—у

k log2(3x - у) + log2 (ж + у) = 2 log2 4

Л(С): |
Зж — у > О

ж + у > О

2х-у
(2\ “г-

Пусть 1-1 = f (it > 0), тогда первое уравнение

примет вид: 3i2 + 7t — 6 = 0;
t

2х-у
2 /2\ ~г- 2

Так как t = -, то - =
-, значит

3 \ 3 У 3 2

t = —3 (0; оо)

2ж - у
= 1.

Тогда система примет вид:

Г 2ж — у = 2

{ к^2(3ж - у) + к^2(ж + у) = 2 • 2
’

Г у = 2ж - 2

I l°g2 ((За? — у)(ж + у)) = 4
’
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у — 2х — 2

(3® - (2х - 2))(2х - 2 + х) = 24 ’

у = 2х — 2

(х + 2) (За: — 2) = 16
‘

Второе уравнение примет вид:

х = 2

Зх2 + 4ж — 20 = 0; 10 .

х =

. . ( 10 26 \
Получим (2; 2) и I

-у;—-
I .

/ 10 26\ . 10
Пара I

“у ) £ D(c)i так ^

~у
+

но по D(С) х + у > 0.

26'. Л

-т|<0’

Следовательно, (2; 2) .

Решите систему неравенств (11-15):

11. <

-х
27

>
64 ;

k
2* -6*-3>5 < 8л/2

2х 2~3х З3

3х Z~2x
>

26
1

2*2—6ж—3,5 < 23 • 22

2~2х З3

3“*
>

43

2^2—бж—3,5 ^ 23’5

6а: — 7 < 0
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-4х+1

> 243
12. < V3,

log^ Vx2
— бж + 9 < О

Г з4*-1 > З5

\ !°g\х - ЗК log^2 1
’

4ж > 6

ж-3 < 1

ж-3 ^ -1
5

х Ф 3

'

х > 1,5
ж < 4

ж ^ 2

k
ж ф 3

4ж — 1 > 5

|ж-3| < 1 ;
х фЗ

[2; 3) U (3; 4]

'

g4®+2
13. \ 25*+1

> 1

k

1 + logg (ж - 4) < log3(x + 21)
г

^4ж+2 ^ £2х+2
ж — 4 > О

ж + 21 > 0
’

k log3 3(ж - 4) < logз(ж + 21)

ж > 4

2ж < 33
’ (4; 16,5]

4ж + 2 > 2ж + 2

ж > 4

3(ж — 4) < ж + 21

14 <
l0g-+ ^ + l0g5^3 ~хЛ)< log25

4

0,3“* < 0,3'/г+2

- log5(12 + ж) + log5(3 - ж) < log5

-ж ^ \Jx + 2
2 ;

l°g5(3 - ж) < log5
2
+ 1о§б(12 + ж)
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log5(3 -х)< log5

—2 < х ^ О

(ж — 2)(х + 1) ^ О

12 -Ь х
'

3 — х > О

-2 < х ^ О

w (х — 2)(х + 1) ^ О

6 — 2х < 12 + х

-2^х^0
х sj —1

х > 2

'

Зх > —6

-2 ^ х ^ О ;
х < — 1

(-2; -1]

Г 3\/2ж2+х—6 >
‘

\log3;c_127<2
;

Так как loga Ь =

log6a’

3%/2х2Н-гс—6 ^ 32

ТО 1

, log27(3a; - 1)
< 2

Систему можно решать, предварительно решив каждое

из неравенств. А затем найти пересечение решений этих

неравенств. Но можно решать постепенно, учитывая

ограничения, связанные или с областью определения

неравенств, или с областью изменения входящих в них

выражений, или с решениями одного из неравенств.

logafc Ъ = i loga b;

'

V2x2 + x — 6 > x

,

‘
<2

k ilog3(3x- 1)

'

y/2x2 + x — 6 > x

3 — 21og3(3a: — 1)
log3(3x - 1)

< 0

Решим второе неравенство относительно log3 (За; — 1):

0^~X1,5
'///Is ^2'IL log, (Зх- Г)
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\/2ж2 + Ж — 6 > X

log3(3a; - 1) > 1,5

log3(3a; - 1) < О

2ж2 + х — б > х2
Зх > 1 + Зл/З ;

1 < Зж < 2

"

\/2х2 + х — 6 > х

Зх-1> З1-5

О < Зж — 1 < 1

ж2 + ж — 6 > О

ж > ^ + л/3

1 2

3<Ж<3

ч-З

(§+^ ОО
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ировочная работа 13

:е систему уравнений (1-10):

/1 \ —х

27

(\Д)2х = 2у~3’5х

3х~у
_

1

зху
~

з ;

(2Х)У = 32

(Зх)у2~7у+10 = 1
.

Зх + у = 8
’

б^2* -2^ = 200

25^ + 4л/у = 689
’

(Зж)2*' = З12

2у - log3 Зж = 1
’

(2х + 3У)-&у-2х = ^ .

31og5(2x + 3у) = 2х — 3у

х*2-1 = 4
.

ху2+2 = 64
’

logi У + 1оёз х ■ 1оёз У = 2 log! ж .

9ж2у — ху2 = 1
’

log3 (3 - бжу + 8х2) = log3 (3 - у2)
log* у

- log^z) + 1 = 0

xl°S2 у + 3yi°g2 х
= 1б

log2 у - log2 х = 1
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Решите систему неравенств (11-15):

11.

3\2х (27\
_2ж

125

5 ) V 25 У
<

729

k
З4*2—12ж—з,5 < 27^/3

дж2-3 <
12. -j 27 ;

k logg (1 - X2)2 < 4

ож+7

> 4
13. < 8* ;

k logo,5(16 - x) < logo,5(2 - z) - 1

!4 / logs(2l ~ x) + l°go,2 - 1) > l°g^ 3

\ 0,2^+з < 5_

0,5^2х2+5х-315.
,

[ log;jx 2 28 ^ 2

Примечание. Проверяя свое решение и рассматривая

предложенные решения тренировочной работы 13, обратите
внимание на равносильность переходов от одной системы к другой

(особенно в системах неравенств 11-15). Важно очень

хорошо разобраться, в чем причина равносильности того или иного

перехода, так как в приведенных решениях специальных

поясняющих комментариев нет.
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Решение тренировочной работы 13

Решите систему уравнений (1-10):

1. <

32/

27 \9
,2х

0,5—ж

^ (л/2) = 2У~3’5х

'

Зу - З_3 = 3-2(0,5-1)
1\ 2х

22 ) = 2У~3’Ьх

Г з^-3

\2Х =
-3 _ д-1+2х

22/—3,5х ?

Г у — 3 = —1 + 2ж Г у
— 2ж = 2

\ ж = у
— 3,5ж

’

\ у = 4,5ж

Г 4,5ж - 2ж = 2 Г 2,5ж = 2

\ у = 4,5ж
’

\ у = 4,5ж
’

Г ж = 0,8 Г ж = 0,8 ,

\ У = 4,5 • 0,8 Ь = 3,6' В5&М

'

3Х-у

2. <

1

3Зху

w (2хf = 32

Г 3. 3*-у = Зжг/ Г

I 2х» = 25 ’

\

Гж-у + 1 = жу Г ж - &

\ ху = 5
’

\ жу =

дж-г/+1 _ джу

жу = 5

-

у +1

5

Г ж = 4 + у

\ у(4 + у) = 5

ж = 4 + у

у = -5

У = 1

Г ж = 4 + у

\ у2 + 4у - 5 = 0
’

Г У = 1

\ж = 5

Гу 5
’

\ж = -1

(5; 1); (-1; -5)

6 3ак. 1157
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Г (3х)У2-7У+ю = 1
.

’

\3ж + у = 8

а)

х =

( — 1)81-63+10 _ ^ >

у = 9

б)
Г (3х)У2~7У+10 = (Зж)с
{Зх + у = 8

у 7у “Ь 10 — 0

Зж > 0

k
Зж + у = 8

Г Зж = 1

_ \ Зх + у = 8

(-1)28 = 1

У = 9

У = 2

У = 5

ж > О

k
Зж + у = 8

1

"=3
у = 7

|(2;2);(1;5); Q;7); :;9

Г 5^ -2у/у = 200

1 25^ + 4 689

Пусть 5^ = 4 (t>0), 2^ = 2 (z>0).

т
Г ^ = 200 10 Г

гда { (2 + г2 = 689 12; 1

_3’9 *'

[ (у=2-'

\ж = 2
’

г 1У=5-'\ж = 1’

3. <

у = 7

1

"=3

2tz = 400

t2 + z2 = 689

Г (t + z)2 = 1089

\ {t- z)2 = 289
5

t + Z — 33

t ~\~ Z — —33

t — z — 17

t — z — —17

J t + z == 33

17

f £ = 25 f 5 ^2* = 52

\г = 8
’

f у^2ж = 2 f 2ж = 8 Г ж = 4

=3
5

\у=9
;

\

I 2^у = 23

= 4

У- 9
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б)
Г t -I- z — 33

\t-z = -YJ

Г t = 8 f 5^ = 8
.

\z = 25
’

| 2у/у = 25
’

Г = log5 8
. J 2® = (3 log5 2)3 / ж = 13,5 logf 2

\ y/у = log2 25
’

\ у = (2 log2 5)2
’ \ у = 4 log2 5

. ( t + z — —33 Г t =

B)|l-*=17 ; b =

4 f t + z = —33 f t =

r)\t-z = -17; \z=-

25

= -25

8
0.

(4; 9); (l3,51ogf 2; 41ogl 5)

Г (3xfy = 312
‘

\ 2у
- log3 3a; = 1

’

/ log3(3®)2y = log3 312
_ j 2y log3(3z) = 12

1 + log3 3a;
. /2У
’

I 2y =\ 2y = 1 + log3(3a;)

(1 + log3 Зж) log3(3a;) = 12;

log!(За;) + 1оёз(3;с) - 12 = 0;

'log3(3a:) = -4 За; = 3-4 Ю1COIIH

log3(3a;) = 3
’

3ж = 33 ’

x = 32 ’

a) <

y= 2(1_4)
x =

243

1 3

243’ 2

Ж
243 •

x = 9

б) { У-2(1 + 3)

x = 9
(9; 2).

(аЬ‘-|М*2>
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6. <
(2х + Зу) • 33у~2х = —

31og5(2:r + Зу) = 2х-3у

(2х + Зу) • 33у~2х = —

log5(2a; + Зу) = ^(2х- Зу)

2х—3у г

5 з • s3y~2x --
—

27
2х—3у

2х -Ь 3у — 5 з

27
'

5

2х—3у
5 з

-1
. %3у-2х+3 _

2х—3у

2х + Зу = 5 з

о \ Зу—2ж-}-3

2х-3у j
2ж + Зу = 5 з

'

(v/5)2x_3y_3 • 33v-2®+3 _ i
2х—3у

2х + Зу = 5 з

Зу — 2ж + 3 = О
2х-3у ;

2ж + Зу = 5 з

2х — Зу = 3

2ж + Зу"Ч= 53 I

2х — Зу = 3

2х + Зу = 5
’

7.
xV-i=4
ж2/2+2 = 64

’ Ж ф 1

log4 z2y2 1
= log4 4 Г (2у2 - l) log4 х = 1 log4 х ф О

log4 ху2+2 = log4 64
’ \ (у2 + 2) log4 х = 3

’

(х ф 1)

2у
2
_

1 _

log4x
I (у2 + 2ч

'

,

3^ ^ ’
log4z

Значит 2у2 - 1 = ^ (у2 + 2); 6у2 - 3 = у2 + 2; у2 = 1.
О
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а)1У=1 • 1У = 1
• /У = 1

\ (2 • I2 - 1) • log4 х = 1
’ \ log4 х = 1

’ \ х = 4

б) 1у = ~1
. [У = ~1

. /У = -!

\ (2 • (-1)2 — 1) • log4 х = 1
’ \ log4 х = 1

’

\ х = 4

(4; 1); (4; —1)

8.
Г log§ У + log3 х ■ log3 у = 2 log§ ж
\ 9х2у — ху2 = 1

Пусть log3 x = t; log3 у = z.

Первое уравнение примет вид

z2 + zt = 2t2; z2 + zt — 212 — 0;

—t ± y/t2 + 812 —t ± Ш

о o’

Z — t

z = —2t

^ Jbg3y = log3a: /у = я

\ 9x2y — a:y2 = 1
’

| 9a:3 — a:3 = 1
’

j y = x ( у — x Л.Л
\ 8x3 = 1

’

\2a: = l
’

\2'2J
'

6)
_ „-2j log3 = -21og3® fy = x

\ 9x2y — xy2 = 1
’

\ 9a:2 • x
2
— x ■ x

4
= 1

’

У = 4

a: 8
’

x =

1 .

v„
- 6xy + 8x2) = log3 (3 - y2) . ,n .

У'

МО8ху-1О8у(2®) + 1 = 0
’

y2 < 3

у > 0

У 7^ 1

a: > 0

.
ж ф 1

Г 3 — 6а:у + 8х2 = 3 — у2 Г у2 — 6а:у + 8а:2 - 0

I bgxу - logy(2x) + 1 = 0’ \ logху - \ogy(2x) + 1 = 0’
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у
= 2х

у = Ах

ogx у
- logy{2x) + 1 = 0

у = 2х

log* у-logy (2ж) + 1 = 0
’

Г у = 2ж

\ log* 2ж - log2x(2z) + 1 = 0’

j у = 2х ( у = 2х [у _ 1 ^

I log* 2ж = 0
’

\ 2ж = 1
’

| ж = -

Г у = 4ж

\ ^х(4ж) - log4*(2a;) + 1 = 0

{у
= 4ж

log2(4a:) l°g2(2x)
| 10

log2 х log2(4x)

у — Ах

2 + log2 х 1 + log2 х

log2 X 2 + log2 x
+ 1 = 0'

1

Пусть log2 x = t; — + 1 = 0;

(2 +1)2 — t(l +1) +1{2 +1) = 0;

t2+5W= 0;
£ = -1

t = -4
’

log2 ж = -1

log2 X = -4

При ж = i
у = 2 ^ -D(C) (22 < 3).

£

При* = ^ » =
i

1 1

16’4

1
X =

2
1

'

Ж_

16
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Г + Зу1о^х = 16
’

\ log2 у - log2 X = 1
logc 6 _

Г yiog2x + з . yiog2x = 16 Г 4yloS2x = 16

\ log2 у - log2 х = 1
’ \ log2 у - log2 X = 1

’

Г yi°g^ = 4 Г log2 ylog2 x = log2 4

\ log2 у - log2 x = l
' \ log2 у - log2 X = 1

’

f log2 X ■ log2 у = 2

\ log2 у - log2 X = 1

Пусть log2 у = i; log2 ж = г; j
*

;

(t(l + z) = 2 f*2+i-2 = 0

^ Z = 1 + £
5

Z = 1 + £

.J< = 1
. / log2 У = 1

. / У = 2
' \ г = 2

’ \ log2 ж = 2
’ \ ж = 4

'

t = -2

t = 1

£ = 1 -|- t

(t = -2
_

( log2 у = —2 J
\ 2 = — 1

’

\log2x = -l’

У=4
1

•

*=2

(4;2); I 5'I

Решите систему неравенств (11-15):
'

/3\2х /27\
~2х

125

11. J \5/
'

\25/
<

729 ;

к
34х2-12а:-3,5 < 27^/3

32х 3‘ 6х

<
53

52ж 5~4х З6
д4®2

— \2х—3,5 ^ ^3+0,5

г

3—4ж+6
< 1

5—2ж+3
4ж2 — 12ж — 3,5 < 3,5

bl°Sc а
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-2^4-3

<̂ 1 Г —2ж + 3 < О

4ж2 - 12ж - 7 < О
+ 1)(2ж - 7) < 0

’

(1,5; 3,5)

12. <

IX2—3

27

, logg (1 - Ж2)2 ^ 4

Г З2*2”6 < З“3

\ log3 |1 -ж2| ^ 4
’

2ж2 < 3

ж2 - 1 ^ З4
X*

4 ^

-VTJ

(-V^5;-l)U(-l;l)U(l;vra

( 2Х+7
13. | 8*

> 4

1°8о,б(16 - ж) < logo,5(2 - х) ~ 1

( 2*+7
23ж

> 4

logo,5(16 - х) < logo,5(2 - ®) - logo,5 0,5

Г 2ж+7-3:е > 22

I l°go,5(16 - х) < logo,5 2(2 - ж)
’

-2ж + 7 > 2

16 — ж ^ 4 —

2 — ж > 0

'

ж < 2,5
2ж ; < ж ^ —12 ; [-12; 2)

ж < 2
ч
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14 / l0gs(21 - *) + 1оёо,2(* - 1) > 3

\ 0,2^2х+3 < Ъ~х
’

/ log5 (21 - х) - 1о§5 (х - 1) > 21°§5 3
.

\ 5~V^+3 < 5-х

( bg5(21 - ж) ^ log5(ж - 1) + logs 9
.

[ —\/2.7' + 3 < —ж

Г lofcgl - х) > log5 9(1-1) I
“ 4

\/2x + 3 > ж

10ж sj 30

ж > 1

2ж + 3 > ж2 2ж — 3 < 0

\/2х + 3 > ж

»

-1«Ш77Н I
(i;3)

15.
Г 0)5^2х2+5х-з ^ (у^)-2*-2 _

Г 2_ч/2ж2+5ж~з ^ 2~:г~1

\ 1°§Зх-2 28 ^ 2 ’I log3a;—2 28 > log3a;_2(3a;—2)2
’

{\/2ж2
+ 5ж — 3 ^ ж + 1

Зж — 2 > 0 ;

1°ёЗх—2 28 > log3x-2(3^ - 2)2
2ж2 + 5ж — 3 ^ ж2 + 2ж + 1

2
ж > -

;

к 1°§3а:—2 28 > 1оёЗх-2(3ж - 2)2
ж2 + Зж — 4 ^ 0

2
ж > - ;

1°ёЗ®-2 28 ^ 1°ъЗ:г 2(3'^' — 2)2
Г ж > 1 Г ж > 1

\ 1оё3ж_2 28 ^ 1оёза;_2(Зж - 2)2
;

\ 28 ^ (Зж - 2)2
;

_

ж > 1

Зж — 2 ^ 2л/7
к
Зж - 2 ^ —2у/7

ж > 1

2+2V7

X
^2-2-у/7

3
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Тренировочные карточки 2

(на уравнения и неравенства)

Карточка 1

1. Решите уравнение 32х+1 — Ю • 3х + 3 = 0.

2. Решите неравенство 3 • 16х + 2 • 81ж ^ 5 • 36х.

3. Решите уравнение \/б4 — у/23ж+3 + 12 = 0.

4. Решите уравнение \ogx 9х2 • log§ х = 4.

5. Решите неравенство

Карточка 2

1. Решите уравнение 31og5 2 + 2 — х — log5 (3х — Ъ2~х) .

2 bg25 ((1 + х) (3 - ж)) - i log^ (1 + х) > log 1

^ 1.

7. Сравните числа log5 7 и log3 6.

3. Решите уравнение (\/3)ж + ( \/3)ж
10
= 84.

4. Решите уравнение \ogx2 81 + log3x 729 = 3.

5. Решите уравнение 3logsx + xlog3X = 162.

6. Решите неравенство (х2 — 4х + 4)х
х 6

^ 1.

7. Сравните числа log23 и log5ll.
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Карточка 3

1. Решите уравнение 9х~г — Зж+1 + Зх~3 = 1.

_i _i _1
2. Решите уравнение 4 z + 6 х = 9 х.

8-3х"2
, (2\х

3. Решите неравенство
——— >1+1-1 .

4. Решите уравнение ^1 + lg 3 + lg 2 = lg (27 — \^3)

х — 1
5. Решите неравенство

—— ^ 1.
log3 (9 - 3х) - 3

"

6. Решите неравенство log %х (%2 — 2,5х + 1) ^ 0.

х2+1

7. Сравните числа (3log16 1862 + log161866) и log2 1863.

8. log5 15 = а

log12 24 = b logi25 48 =?

Карточка 4

1. Решите уравнение 4х — 10 • 2Х~ = 24.

III
2. Решите неравенство 6 • 9» — 13 • 6® + 6 • 4® ^0.

3. Решите неравенство л/9х + 3х — 2 ^ 9 — Зж.

4. Решите уравнение 5logsж + ж1о§5 ж = 1250.

5. Решите уравнение lg2 100ж — lg2 10ж + lg2 ж = 6.

6. Решите неравенство logx+6 (log2
Х

^
> 0.

7. Вычислите 2\/i°^ _ 3v/i^2.

8. Вычислите
1°ё15 3 1°§405 3
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Карточка 5

1. Решите уравнение 3 • 4х + ^ • 9Х+2 = 6 • 4Х+1 - ^ • 9Х+1.

2. Решите уравнение (\/б + л/24^ + (\/5 — V24j = 10.

3. Решите уравнение Xх + 139 • х~х — 108 • х~2х = 32.

2
4. Решите уравнение log2x — • log2 х + log! # = 1*

5. Решите неравенство 51о§5ж < 10 — xlogsx.

6. Решите неравенство log^ у/Зх + 4 > 1.

Ig3 = 1 log3°8=?

8. Вычислите, что больше: log189 1323 или log63 147.

7.

Карточка 6

1. Решите уравнение 8Ж + 18ж = 2 • 27ж.

2. Решите уравнение 4* - 3* 2 = 3Х+2 - 22х_1.
1 ,1

2=3

Зж—5

3. Решите неравенство (3 — х) 3~ж < 1.

3
4. Решите уравнение log3a. —b logo ж = 1.

х

5. Решите уравнение

log2 X • log3 ж • log5 х = log2 х • log3 x+log2 x log5 x+log3 x log5 X.

6. Решите неравенство x2~log%x~log2x2 > A.
x

log7 12 = a

log12 24 = b
7.

8. Решите систему

log54 168 =?

xy — 40

= 40.{
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Карточка 7
X

1. Решите уравнение 1 + 32 = 2х.

2. Решите уравнение 22х -9х — 2 ■ 63х-1 + 42х-1 • 34ж~2 = 0.

3. Решите уравнение (\/2 — л/з) + (\/2 + \/з) = 4.

4. Решите уравнение ^/21g (—ж) = lg Vx2.

log7 (9 - ж) 2 - log5 4
5. Решите уравнение 1 +

log7 (4 + х) log5 (ж + 4)'

6. Решите неравенство
log2tt^ + 1) U-3))

log2 (ж - 3)

7. lg 64 = a; log20 УШ =?

lg ух = 2х lg (2х - у)

t8. Решите систему
у[х-х = у/у-у.

Карточка 8

1. Решите уравнение 27 • 2~3х + 9 • 2х - 23х - 27 • 2~х = 8.

2. Решите уравнение 2ж2+ж-2 — 2х2-4 = 992; х £ Z.

3. Решите неравенство (х2 — 8х + 1б)ж
6
< 1.

logo X — 1 _ 2
4. Решите уравнение —: 2 log3 v/ж + logo ж = 3.

1оёз з

5. Решите неравенство log2a. (ж2 — 5ж + 6) < 1.

6. Решите уравнение

(ж + 4) • З1-!*-1! - ж = (ж + 1) 13х - 1| + 3X+1 + 1.

log14 7 = 0

log14 5 = Ъ

8. Решите неравенство

logi logs (л/ж2 + 1 + ж) < log3 logi (л/ж2 + 1 - ж) .

7. log35 28 =?
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Зачетные карточки 2

(на уравнения и неравенства)

Карточка 1

1. Решите уравнение \J\ogx —
— logx 5.

2. Решите неравенство log9a.2 (б + 2х — х2) ^

3. Решите уравнение (\/4 + \/15^ + (^л/4 — y/lb^j = 8.

4. Решите уравнение :rlg81 — 9lgx = 6.

X2 “h X
5. Решите неравенство log0?5 log6 —-j—< 0.

rr+5

6. Решите неравенство (x2 + x + l) ж+2 ^ (x2 + x + l) .

7. Решите уравнение 32ж+4 + 45 . 6х — 9 • 22ж+2 = 0.

8. log36 8 = a. log36 9 =?

Карточка 2

1. Решите неравенство log^. (log2 (4х — 6)) ^ 1.

2. Решите уравнение х2 logx 27 • log9 х = х + 4.

3. Решите неравенство xlog2X + 16 • x~log2X < 17.

4. Решите уравнение

3 . 7logJC 2-1 _|_ 31оёх 2 __ glog* 2+1 + glog* 2-1 в

5. Решите неравенство (4ж2 + 2х + 1)х
х

> 1.

6. log14 2 = a. log49 16 =?

7. (v/t + 4V3)X + (\/7-4ч/з)Х = 4.

8. Решите уравнение

16х + 625х - 3 • 100х - 2 • 4х (4х - 52х) + 2 • 40х = 0.
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Карточка 3

1. Вычислите ^27log23 + 5log2549J ^81log49
—

8log49J .

2. Решите неравенство {2х — 2 • 2“ж)1о^2ж+3)-1с^зЖ ^ 1.

3. Решите уравнение log^x • yjlog^ — log^ 9 + 4 = 0.

4. Сравните числа: log2 3 и log3 5.

5. Решите неравенство \х — 2\х2~2х~3 < 1.

/
!

—\sinx /
f

—\sinx Ю
6. Решите уравнение yy/5+2y/6j +^у5—2\/бJ =—.

7. Решите уравнение 23* - 8 • 2"3ж - б • 2х + 12 • 2~х = 1.

log25 12 =?log5 4 = а

logs 3 = 6

Карточка 4

lg3 = a
•

lg2 = b log5 6 =?

logi ж -logi ж

2. Решите неравенство 2x 2 — x 2 <—1.

1 i_
3. Решите уравнение 4~x — 3

x

2=32
x
— 2~2x~1.

4. Решите уравнение ^у/4 — \/l5^ +^л/4 + л/15^ =(2у/2)а

5. Решите неравенство
—

/_9 п_ .

^

log3 (х2 — 7х + 12) log3 20
*

6. Решите неравенство log2 (2х — 1) • logi (2Ж+1 — 2) > —2.

2

7. Решите уравнение lg (6 • 5х + 25 • 20ж) = х + lg 25.

8. Решите систему
=^
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Карточка 5

1. Решите неравенство logi % + log3a; > 1.

2 {24-2х-х2\
2. Решите неравенство \og2b-x2 ( ) > 1*

16
' '

3. Решите уравнение 81х — 16х — 2 • 9х (9х — 4х) + 36х = 0.

log3 (х + 2у) + log 1 (х -2у) = 1

з4. Решите систему <

х2 + у2 = 4 +

5. Решите неравенство (5 — х2)4х+7 ^ 1.

6. Решите неравенство log2 flog3 Х

^
<logi ^log i

Х
—---

2х
3

7. Решите уравнение ^ ^ \2
8. Сравните числа: log3 5 и logn 15.

Карточка 6

1. Решите неравенство log4 log2 х + log2 log4 х ^ 2.

2. Решите уравнение 4lgx+1 — 6lgx — 3 • 3lgx2 = 0.

3. Решите неравенство log^-i) [х + 1) > 2.

4. Решите неравенство

ж2 • 22х + 9 (х + 2) • 2х + 8х2 ^ (х + 2) • 22х + 9х2 • 2х + 8х +16.

5. Решите неравенство \х — 4^(2х~9)(2х~7) ^ 1.

6. Решите уравнение (^у/у/х2 — 8х + 7 + у/х2 — 8х — 9^ +

+ (л/у/х2 — 8х + 7 — у/х2 — 8ж — 9^ = 2Х+1.

7. Решите систему <

О
2х-у

■■(I) “(!)т-"
klg (3® - у) + lg (у + х) - 4 lg 2 = 0.

8. Решите неравенство

\/®2 — 7ж + 10 + 9 log4 ^ ^ 2х + л/14ж — 20 — 2х2 — 13.
8
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Карточка 7

1. Решите неравенство log|x| ^\/9 — х2 — а; — 1^ ^ 1.

2. Сравните числа: log2o 80 и log80 640.

3. Решите неравенство

log 1 log7 (л/ж2 + 1 + ж) < log7 log 1 (\/ж2 + 1 - ж) .

7 7

Г 642ж + 642^ = 12
4. Решите систему

J

5. Вычислите

164*+*' = Ал/2.

log5 30 1°§5 150

log30 5 log6 5

6. Решите уравнение

1°§1—2ж (бж2 - 5ж + 1) = log^s (4ж2 - 4ж + 1) + 2.

7. Решите неравенство

1 1
1°ё2-5а: 3 + ; 7Х ^

log2 (2 — 5ж) log6 (6ж2 — 6ж + 1)

l°g*2_4(log!(5a:-9))
8. Решите уравнение (^ж2 — 4) = 2.
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Итоговые самостоятельные работы

Итоговая самостоятельная работа 1

Вычислите (1-2):
4

1. 3l0g^53;

2. 2431°ё9(у/з~1) • 243log81 (4+2v^) : 951°ё27

Решите уравнения (3-6):

3. log3 х • log4 х — 9 log4 3;

ж+З

4. 6 • З2х+3 - 5 • 3~ = 3~х]

5. Ig5(:r + 2) + lg(z + 1) = 1;

6. log2x (4х2 - 7х - 3) = 2 - ^ .

xV ' 1 + l°g2 х

Решите неравенства (7—9):

7- 1оёо,25 {х2 + 3х) > -1;

8. (4“* - 10 • 2~х-х + 4) log2(3or + 4) > 0;

9. 0,5logo.5х + ж10®0-5 ж ^ 0,125.

Решите систему уравнений:

ю {log°’7 (7~х2~ у2) = 0
■

\ lg(x -у)- log0>1 (х + у) = lg 8 + log014
'
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Итоговая самостоятельная работа 2

Вычислите (1-2):

1. log2 \/b • log^/5 Уз ■ log^/g 8;

2
log3 54

_

log3 486

l°g183 log2 3

Решите уравнения (3-5):

3. loga. (4 — 3х) — 0;

4. log12 (х + 1 + = log12 + 1.5;

5. loge x + log6 x + 14 = (\/16 — x2^ + x2.

Решите неравенства (6-9):

logi (2a;2 — x)>
3

7. log я- (x2 — 7x + 6) — log 7г (2ж2 — 7x + 5) ^ log*; (x + 2);
3 3 з

8. |1 - log3(® + 1)| + logi (x - 1) ^ 0;
9

9. 5iog2* + i2log2 x
^ i3log2*.

Решите систему уравнений:

10 f 1оёо,9 (2У - Зж + 1) = 0
’

\ 0,5 log2(3y - х - 1,5) + log4(8®) = 0
'
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Итоговая самостоятельная работа 3

Вычислите (1-2):

Решите уравнения (3-5):

1°8зж+13 = l°Sx+i л/3;

4- log^+5 Sin 2х = log9+iea._4X2 sin 2х;

5. (х — l)lg4 + 8 = 6- 2lg(1-1).

Решите неравенства (6-9):

6. loga.+2 (5ж2 + 9х + 4) ^2;

7. log5(4 - 2х) log0)2(2a: + 2) > log0)2 (2ж + 4 - 2ж2);
8. logx2(a: + 2) < log_g_ (ж + 2)2;

X2

9. logx2+2x-2 (х2 + 8ж + 7) < logx+1(a; + 3).

Решите уравнение с двумя переменными:

1
Iog2 3

_

log2 12

log24 2 lo§6 2
’

2. 5ч/1о§5 3
_ 3\/log35.
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Итоговая самостоятельная работа 4

Вычислите (1-2):

1. Выразите log1254 через a = log68.

2. Расположите в порядке возрастания

log25, log3 8 и log5 32.

Решите уравнения (3-5):

3. 4ig*+i _ gig® _ з . 3igx2 = 0;

4. (1 + v/З)* + 2х (2 + V3)x = 2;

5- log3_2x (12 - 17х + 6х2) - log4_3x (9 - 12ж + 4ж2) = 2.

Решите неравенства (6-9):

6. (2х2 - 1)5ж+4 ^ 1;

7. log4a.2 (5 + 2х - х2) ^

8* ^ёзо-з-г* (2х — З)2 ^ log2i_2 (21 — З)2 ;

9
log2(2a: + 5) 1,5

2х -j-1 х -Ь1

Решите систему уравнений:

in / х = 1 + 3log5у
Аи>

\ У2 = У
. 5х + 20 • 52ж

'
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Итоговая самостоятельная работа 5

х2
1. Решите уравнение ~^=

= 34_v^.

2. Найдите целое число, которое наиболее удалено от

множества решений неравенства ((0,25)1-х — 8) (2х — 32) ^ 0.

3. Укажите наибольшее целое значение ж, при котором число

2Ж+1 составляет более 200% от числа Зх~2 + 1.

4. Найдите число целых чисел, для которых

(35 + 34ж — х2) • log2(x — 5) > 0.

5. Решите уравнение 5ж2-6ж+п — 16 + 6х — х2.

6. Найдите сумму всех целых решений неравенства

log22(7 -х)> log0,78(^
- 1) - 2.

7. Решите уравнение log3_4a,2 (9 — 4гг4) = 2 +

30 + л/4 + log2 х
8. у = log0j25 *“2“ • Щу) = ?

9. у =хЕ [6; 10]. При каких целых а; это возможно?

10. Решите неравенство l2log2X + 5log2a; ^ l3log2X.

1

logo (3 — 4а;2)
’
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Итоговая самостоятельная работа 6

-I (л /ПЕЛ 2ж2—Зх+1 /л /т—\2х2—Зх—1 8
1. (4- >/15) +(4 + ^15) =

rTVlf'
2. (^)log7X“2 = 7.

3. 42х2+0’5 + 9ж6 ^ 3 - sin2 ж.

4. 3log*2 + 4iog*3 ^ 20.

5. (А~х + 3 • г**1)1067*-108*7-2 ^ 1.

6. log2_2x2 (2 - ж2 - ж4) ^2
log4 (2

— 2ж2)'

7. (-y/log2ж - 2 + i/log2ж + l) (log2ж - 3x/log2ж-2 + 2) ^9.

х0
8. Найдите отношение —, где (хо^уо) — решение системы

Уо

( 1 + log3 (х + у) log2 3 = 2 log4 7 - log2 х
S log2(xy + 1) = 2 log4 у + logi (x - 2y)3
I 8

f + 2 < 9 • 3^

| 3l*+2| + 3|*-i| ^ 28

10. log6 (log^g (18 + 6ж — ж2)^ = ж2 — 6ж + 10.



Решения

Решение тренировочных карточек

(на свойства логарифмов)

Решение тренировочной карточки 1

1. logi = - - log3 9 =

3

2. log з/^ \fb = 31og6 Vb = - logbb =

3. 4log25 = 2log25 • 2log25 = 5 • 5 = [25

4. (v/5)2+log59
1\2 . u log5 9 1

= I 52 1 • ( 52 1 =5-52

= 5 • 5i°g5 3
= 15

5. logi (log4 (log3 9)) = logi (log4 2) = logi

6. 6lne2 = 62 = 36

7. (lg 50 + lg 2)5 = (lg (50 • 2)) = (lg 100)5 =

log59

25 =[32 .
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8.
,

1
_+logi 3 = 13^2" +logi 3 = log212 — log23 = log2 Ц- =

2 wTT2 2l°gl2 2

== l°g2 4 = [2] •

Л

In 8
fl- tai6+log^1

=

In 8 In 23 31n2

bgvs 1 = 0

In 16 In 24 4 In 2

l°g25 16
_

1 1°ё5 4
_ |—1~|

logi 4 log5 4

ll.lg9.1oft100 = lg9.M = glglM = @,

12. 21ogi 6 — ^ logi 400 — 31og3 v^45 =
3 3

1
о

= logi 62 — logi 4002 — log3 (^45) =

3 3

= logi 36 — logi 20 — log345 = logi 36 — logi 20 + logi 45 =

3 3 3 3 3

36-45
, oi , (I

=

log|^0-
=

log|81
=

logil3

13. log217+ilogi = log2 17 + i • 2 • logi ^ =

Yj 17 • 32
= log2 17 - log2 — = log2

17
= log2 32 = [5].

14. log13 tg x + log13 ctg x =

= 1о§13 (tg® • Ctgx) = log13 1 = [0].

tgx > 0

2
15- log§/5^ i1 - sin2 X) = loS tycosx coS2 X=- logcosa. COSX = [б].
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Решение тренировочной карточки 2

1. log! \/2 = ^log22= -0,1
'

4
1

3. glog3 %/2 _ g2 log3 \/2 _ glog3 2 _

1 ч 4+log7 22
4+log7 4

= 72 - 72 . 7log72 = 49 - 2 = 984. (V7)

5. log7 ^logi (log25 5)J
= log7 ^logi ^ log5 5

= log7 ^logi ^ = log7 1=0.

6. (ln5)31ogs 1
= (ln5)3'0 = (ln5)°=0.

7• ( log15 3 +
logs 15

=1-7=0-

(l°Si5 3 + logis 5)
7
— (log15 15)

7
—

8- 1q„1 з
- l°gi ^ =log321--^log37 = log3y

= log33 = [T].

9.

l°g2i -

3

lg27
_

31g3
_

3

lg9
_

2lg3
_

2
1,5

log 1 8 At log3 2
10.

3
=

-1 13
= _3

log9 16 log3 4

In X 5
11. In 15 • log225 e = -f— =

log32 3

2 log3 2
”

~2

In 15 In 15

In 152 2 In 15

-1,5
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12.4log 1 3 — ^ logi 27 + 2log26 = -log2З4 + \ log2З3 + log262 =
2

6
2

6

(З2/3)3 - 62 З2 • З2 • 22 , г—|
= 1о§2 ^ = bg2 ^

= log2 22 = \2\.

13. log575 + 3logi ’^3 = log575-log53 = log5 — = log525 = \2\.
5

6

14- logsin 2x (2 cos ж) + logsin 2x sin x = logsin 2a. (2 cos x • sin x) =

= logsin 2* sin 2ж = [T].

15- logtg ж cos a:
-

\ Ц:— =

8 logsin;rtgar

= l°gtg * cos ж - logtg X sin x = logtg X ctg X = Ei] •
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Решение тренировочной карточки 3

1. logi ^125 =
5

Ilog5 5

i 1

2- log 4^ %/а = log i аз = j- loga a
4

3. | П1083
2

- ^-2'>bg32 _

4. (V2)
4+log2 25

(3-2)10g3^ = (31оёз 2)
—

= 2-2 =

1 s 4+2 log2 5

= 22 = 22.2i°g25 “4*5 —- 20

5. 3,4 . 741nl =3,4-7°= 3,4

6. (Ig4 + lg25) = (lg (4 • 25))" 2"4 =
1

16

7. log4 (log25 (log2 32)) = log4 (log25 5) = log4 - =

lgl6 lg24 41g2 8

lg л/8 lg 2з 11§ 2 3

g
logie 25

_
2 1°S4 5

_ 2log45 _ ^ 2 log2 5
_ j—-j-|

g2 iflogjS lo&5 log25

10. Ig4 • log2 100 = lg4^ = 2 • lg2 •^ = 0.
Ig2 lg 2

11' logcos- 8 = log 1 8 = log _1 23 = — log22 = I -6|.
4 y/2

2 2—

12. log7 (cos2 7x + sin2 7x) = log71 = |~0~|.
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13. Зб1о«б5 + 101_lg2 = 621og65 + 10110“182 =

10
= (6log65)2 + 10 (I0lg2)

1
= 25 + — = [30

14

15

.
- log2 (log2 \Д/Т) = - log2 (log2 28) = - log2 i = [з].

. (814‘2Iog94 + 25logi258) • 49log72 =

= ((34) i~2
1083 2

+ 521og5 2^j . 721og7 2
=

= (3l-21og32 + t^2log5 2^ ^log72^2 _

= (3- (3log32)_2+ (5logs2)2)-22= (| +4^ -4 = 3+16 =
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Решение тренировочной карточки 4

4 4

1. logi ^16 = log2—1 23 = -5-log22 =
2

1 1

2. log^ = log 1 b7 = {log6 b =
62

2

3. | iy°g23 _ ^9—2^l°g2 3
_

2+log3 49
4. (>/3)

5. e31n2 = (eln2)3 = 23 = [s].

(2-2) “82
J
= (2loS2 3)

~z
= 3-2 =

\ ч 2+2 log3 7

31 . 3log3 7
= 3 . 7 _ 21

6. log8 I loS_^ (log32 2) j = log23 (^log5_i ^log22 ) ) =

= §log2(-^log5ii =

0,51o§5 5 0,5
1о§5 5 2

log2 2

7. (Ig8 + lg 125)"3 = (lg (8 • 125))-3 = (lg 103)
3
= 3

1

27

8.
In27

_

In33
_

31n3

In 9 In 32 2 In 3

In ^ lri p

9. In 12 • log144 e3 = In 12-—т-гт = In 12 •

In 144 2 In 12

10.
2 1оёЗ 5log9 л/5

^

log_L 125 A; logo 5
27 ~^

11. log3 cos^ = log3 = log/%^X2 ^ ^log^a
y/3

I 2

Vs
_

l

‘(£)*T-5
л/з
2
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12. lg
2 tg 22°30

1 - tg2 22°30'
— = lgtg45° = lg 1 =0

.

Л
2 tg а ч

(так как tg 2а — о— ) •

1 — tgz а

13. - logg (log3 т) = - log3 (log3 Щ = - log3 ^ = 0-

14. 81logs3 + 27log9 36
+ 3 log7 9

= 81log35 + 27log3 6
+ 34 logo 7

= (34)log3
5
+ 33log36 + Z21083 7

= 54 + 63 + 72 =

= 625 + 216 + 49= 890

1 \

15. log2 (loga v^a2 + loga tyafj = log2 (loga a'i + loga a3 j
= lo§2 (^ + ^) = l0®2 1 = И'
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Решение тренировочной карточки 5

1 1

1. logi У2 - log2-s 25 = -^ log2 2 =
'

8
-3

з з

15

2. log 4^ у/а? = log i а2 = J logaa = [б].
a 4

1

3. 9log3 0,5 = 321°ёз 2 = ^3loSs 2) =

4. (л/3)2+1°ез16
1 4 2+2 log3 4

_ 3l+log34 _ 3I . 3log34 3 . 4 _ 12

5. (lg0,2 + lg0,5)20 = (lg (0,2 • 0,5))20 = (lg0,1)2° = (-1)20 =0.

logi 49 log3 7
6. 0-

1,3 / 1 \ 3 In e

7. 25lne=(25j = (21)1 = [2]-

8. 2 log 1 5 + log0)2 3 — ^ log5 2^5 = “2 bg5 5 - log5 3 - log5
5

15
— —2 — log5 3 + log5 15 = —2 + log5 — = —2 + log5 5 =

= -2 + l=PI1.

9. logi 7^ + log25 4 - ,

1

^
= log5 15 + lo§5 2 - log^ y/6 =

15 log^g>/5
= logs 15 + 1о§5 2 - logg 6 = logg

15-2
logs 5 = 0.

10. log^ y/32 • log4 9 = у log3 32 • log2 3 =
51og32

l°g3 2 =m-
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log3 -4/5
_

2
5
_ [Y|

logg5 |log3 5

12. logg 12 + 0,5 log 1 9 = ^ log2 12 + 0,5 • log2 3 =

= ^ (log2 12 - log2 3) =

13- logsin 2x (sin x + cos x)2 - 1 = logsin 2a. (sin 2xf =

= 2 logsin2a: Sin 2x = [2].

14. log3 (3tg:r) + log9 (ctg a:)2 =

= log3 (3 tgx) + log3 ctgx = log3 (3 tgx ■ ctgж) = log3 3 = [Т].

15. V 25loge5 + 49lo®8 7 = \/251о85б + 49iog78 _

_ ^52^56 + j2 log7 8 _ yl(5logs6j2 + (7log78)2 _

= V62 + 82 = 10

7 3ak. 1157
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Решение тренировочной карточки 6

1. log4 5 • log5 6 • log6 7 • log7 8.

log6 7 • logy 8 = logg 7log7 8
= logg 8;

log5 6 • log6 8 = log5 6log®8 = 1°§5 8;

log4 5 • log5 8 = 1°§4 5log5 8
= log4 8 = ^ log2 2

Найти решение проще, если знать, что

loga ь ■ logb с • logc Р • logp к = loga к.

2. logj_ ^7= logy 7-
49

3. log^ Уа? = | loga а =

4. (Щ -(*)
1V 4+4 log3 5

= 3l+log35 = 31 . 3log35 = з . 5 _ jg

25
1

5. (In Уё + 4 In Уе)2Ъ = (^lne + ^lnel = ( ^ ^
25

6.

= 125 = [Т].

log49 ^3
_

I log7 3

^log73logi 27
7

1

18

7. (0,2)3
lg 0,001

= (5-1)-

8. log3 21 - 1q^ Q
= log3 21 - log3 7 = log3 у

= log3 3 = 0.

9. log^cos3 | = log^ I ^ ) =~r log2 2 = |-6[.
-3

x
2
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10. log 2 (cos 47° • cos 17° + sin 47° • sin 17°) =
VS

л/3
= log 2 (cos (47° — 17°)) = log 2 cos30° — log 2

— = | —11.
VS \/з

3. .
2

V3

.log53
П. log 3^ 27

• log^ 25 = у log5 3 •

j log3 5 = 36-^ g
36

12. 100lg2 = (I02)lg2 = (I0lg2)2 =0-

13.Iog35.r!2S5iL = log3 5 to&3_log,5

14.

logs.i 5Д

In 7

1 log35
=Ш-

In 7

In ^49 I In 7

15. ^27 loS2 3
-)- 5log2549j ^81 log49 _ glog4 9^j
3 + 510816 26 . 5log53

1

271o®23 + 51о§25 49 _ (ззу°ёз2 + 5iog57 _ 23 + 7 = 15;

8llog49 _ glog49 _ g2log94 _ 231og23 = 16 _ 27 = —11;
1

3 + 5loSi625 • 5log53 = 3 + 5log54 • 3 = 3 + 4 • 3 = 15;

^27i°S2® + 5log2549) (si^ _ 8bg49^ 15 ^_11J
15 15

-11
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Решение тренировочной карточки 7

1. logi = -4- logg 3 =
9

Z

2- logvS Vх = f l°Sxx =

3. 49log7 ^ = (72) 4
1oSt 3

= (71o§73)2 = [J|
/ 1 \ 3+3 loS5 3

4. (^5)3+logs27 =^53 _ gi+iogg з _ 5 . giogj з _

= 5-3= 15

5 70,21gl05 = 70,2-51gl0 = (71)1 = [7].
logi 36 log5 6

6.
1°§25 —3- logg 6

= 0-

7. ^ log 1 8+2 log 1 6 - log3 ^ ^ log3 2-2 log3 6+log3 24 =

24 i
= - log3 2 - log3 62 + log3 24 = log3 = log3 - = FT|.

8. lg 9 • log3 0,1 = 2 lg 3 (- log3 10) = -2-||=E2]-
1

9. log4 0,01 - log^ л/5 = log4 0,01 - log2 5 =

2

=

-y lo§2 10 + log2 5 = log2 ^ = Fl].

10. In |\sin x + cos x)2 — sin 2x =

= In (sin2 x + 2 sin x cos x + cos2 x — sin 2x) =

= In (sin2x + cos2s)=[Ql.
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ll.lOfeSto^tofeQ)
12. log3 49 • log^/7 5 • log25 27 =

log2 2 =

13.

1 3
= 2 !°g3 7 •

T log7 5 • - log5 3 = 6 log3 7 • log7 5 • log5 3 =

2

= 6 log3 7log7 5
• log5 3 = 6 lo§3 5 • 1о§5 3 = 6- log3 5log53 = [б].

log2 18
_

log2 9
_

log2 2 + log2 9 2 log2 3
_

log36 2 log72 2
log2 4H-log2 9

1

log2 8+log2 9

1 + 2 log2 3 2 log2 3
log2 3 = t

2+2 log2 3 3+2 log2 3

= (l + 2i)-2(l + *)-2£(3 + 2*) = 2 + 4i2 + 6t-6*-4£2=[2].

14. log16 ^logi (log27 3)j = ^ l°g2 (3^ l°g3 Q bg3 з)) =

1, 1
=

4l0g22
=

15. log16 (3 - л/5) + ^ log2 \/3 + VE =

= \ !«g2 (3 - л/5) + ^ log2 (3 + V5) =

—

^ (l°g2 (3 — л/б) + l°g2 (3 + л/5)) —

= ^og2((3 - y/5) (3 + \/5)) = Jlog2(9
- 5) = ^log24 =
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Решение тренировочной карточки 8

1 _

1

1- 1°§25 ~j=
=

~Y 1о§5 5

3

I. log^ Vx* = J log* X = [б].

3. 16log23 = 241og23 = (2log23)4 = 34 = [81

(1
\ 4+2 log2 5

22 j
_ 22+1oS25 — 4.5 — [~20

logi60»2
=
x log2 5

=

log%/2 \/5 1 log2 5

5.

6. log 2 (sin 71° • cos 11° — sin 11° • cos 71°) = log 2 sin 60° =

7з 7з

= iog^f =E3-
^

4

7. log 7^ sin4 ^ =

у log2 sin4 ^ = 7 log2 =

-14=

71°S2i=

8. Ig5 • log25 0,l = lg5 • log5 10 = _^{|f =

loga 5 log3 5

9. 6 l+log3 2 _ 0log3 6 _ glog3 5-logg 3 _ (glog6 зу°ёз
5
_ giogj 5 — [5J

3 . -

_

log3 2
_ jyj10. log^ \/2 • log4 27 = I (log3 2) • - log2 3 =

11. (lg 200 + lg 0,5)-2 = (lg (200 • 0,5)Г2 =

= (lglO2)-2 = 2-2 =
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12.
1п^3

_
11пЗ

In ^27
_

f ЬЗ

13. log27 ( logi (log4 2)) = log27 ( log2 Q log2 2

14.

1 1 1
II

ICOCObJOICO
II

_3

1 3

811oS59 +3 gv/6

409 (л/7) log257 - 125log2S 6
=

(92)bg95 + 331og3V6 /, 14 21og725 3.1^
«5 U72J ~52

,

54 - 63 625 - 216

409

15. log3 (2 + \/3) +

409 409 =Ш-

lo§(2-V3) 3

= log3 (2 + лД) +log3 (2 - л/з) = log3 ((2 + Vs) (2 - v/3)) =

= log3 (4 ~ 3) = log3 1 = [О].
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Решение тренировочных карточек 2

(на уравнения и неравенства)

Решение тренировочной карточки 1

1 32х+1 _ ю • 3х + 3 = 0.

3 • 32х - 10 • 3х + 3 = 0. Пусть 3х = t (t > 0).

Тогда 312 — 10i + 3 = 0;
5 ± ^25 - 9 5 + 4

*1,2

t -

3

'3х = 3

314
3

1
1 ~

з;
x = 1

x = —1.

Ответ: x = 1; x = —1.

2. 3 • 16* + 2 • 81* s: 5 • 36*.

Поделим обе части неравенства на 36г:

/4\ж /9\х
3 ' (

g
I + 2 • ( — ) ^ 5.

Пусть = t (t > 0). Тогда 3t2 — 5t + 2 ^ 0;

*1,2
5 ± л/25 — 24 5 + 1

г = 1

2
*-

з'

Ответ: 0;
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3. ^64- \J23х+3 + 12 = 0.

-3+
2г — 2 а; + 12 = 0. ПуСТЬ 2* = t (t > 0 ).

Тогда £2 — 8£ + 12 = 0;
- 3

2* = 2
ж = 3

з ^

_2х = б

3
, „ 4$

- = log2 6
.х

t = 6

t = 2;

х = 3

х = logg 8.

Ответ: x = 3; ж = log6 8.

4. log* 9ж2 • log3 x = 4.

Воспользуемся тем, что loga 6 =
bgc6
logca'

£>(У):
x > 0

Ж ^ 1.

logo 9 + logo ж2 о

Имеем: logg ж = 4;
logs ж

Следовательно, 2(1 + log3 ж) log3 ж = 4. Пусть log3 х = t.

't2 + t- 2 = 0
тогда

t Ф 0;
log3 ж = -2

log3 ж = 1;

Х _

9 € £>(У).

Ответ: х — х = 3.

5. 21og25((l + ж) (3 — ж)) - ^к^(1 + ж) >logi ( .

2^б((1 + ж) (3 — яг)) - - log5 (! + х) > l°g5 2

log5 (1 + х) + log5 (3-х)- log5 (1 + х) > log5 2

(1 + ж) (3 — ж) > 0 О

1 + ж > 0

logs (3 — ж) > log5 2 3 — ж > 2

3 — ж > 0 <(=> < 3 — ж > 0

1 + ж > 0

Ответ: (—1; 1).

1 + ж > 0.
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fi Inc-
2 (ж - 1) (ж - 4)

в* 1°ёх-1 - ^ 1-

l®g(x—1)

Ж + 5

2 (х — 1) (х — 4)
х + 5

x — 1 > 1
-

2 (ж - 1) (ж - 4) ^

<
ж + 5

<

, x + 5

x — 1 < 1

x — 1 > 0

<
2 (ж - 1) (ж - 4) ^ <

x + 5

2(z-l)(z-4)
j

_ ,
ж + 5

-

х > 2

(ж — 1) (ж — 4)
х + 5

(ж — 1) (ж — 13)
ж + 5

ж < 2

ж > 1

(ж — 1) (ж — 4)
ж + 5

(ж — 1) (ж — 13)
ж + 5

> 0

> О

<0.

Ответ: [13; оо).

7. Сравнить числа log5 7 и log3 6.

log3 6 - logs 7 = log3 2 + 1 - log5 7-

_ m + n 1
Поскольку log* —-— > - (log* m + log* n),

3 + 1 1
имеем log3 2 = log3 —> - (log3 3 + log3 1),
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и logg 2 + 1 - log5 7 > \ 0°ёз 3 + 1оёз 1) + 1 - logs 7 =

з /^2^ 11
= 1,5 - logs 7 = 1оё5 52 - logs 7 = log5 -y—

> log5 у
> 0,

т. e. log3 6 > logs 7> что и требовалось доказать.

8.
log6 15 = a

logi2 18 = b log25 24 =?

log2 15 log2 3 + log2 5
a = logg 15 = = — = a;

log2 6 1 + log2 3

таким образом, log2 5 = a + (a — 1) • log2 3.

^ Ь , 1C log218 1 + 2 log2 3
С другой стороны, b = log1218 = — = —— —

log2 12 2 + log2 3

. „
26—1

откуда log2 3 = ——r.
z — b

Следовательно,

log25 24 l(b|^±3)= =

2 l0g25 2 (a + (a
- 1)

26-1 + 6-36 5-6

2 (2a — ab + 2a6 — 26 — a + 1) 2 (a — 26 + ab + 1)

и™, i°fe,M =
2(tt — aV/l-bab),

где a = logg 15, 6 = log12 18.
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Решение тренировочной карточки 2

1. 3 log5 2 + 2 — х = log5 (3х — 52_х) .

logs 23 + logs 52-* = logs (3" - 52_х);
log5 8 • Ь2~х = log5 (3*-52-*);
8 • 52_х = 3х - 52_х;

о 9 • 52_х
9 . 52_х = зх; ——— = 1;

9 • 52~х • 3-х = 1; 52_х • 3“х+2 = 1;

152~х = 1; х = 2.

Ответ: 2.

2. 3 • 4~х + - • 92~х = б • 41_х - - • 91_х.
3 2

• 9г-х = 21 • 4_х;

3 / 4\_х 1

2
—

\9/
’ Х ~

2

Ответ: -.

2

3. (Щх + ( ^З)*"10 = 84.

X
^

х

35 + - . 310 = 84.
О

— 1
Пусть Зю =t (t > 0), тогда t2 + -t = 84;

о

3t2 + t- 252 = 0;

-1± VI+ 3024 — 1 ± 55
*1,2 _

б
_

6
’

t — 9 х

28
d <с\ \

310 = 9; ж = 20.
t = £ (0;оо);

Ответ: 20.
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4. logx2 81 + log3a. 729 = 3.

ж > 0

D(У):

+ = 3. Пусть log3 х = t.
2 log3 х 1 + log3 x

= 3; 3t2 - bt - 2 = 0;Тогда 7+ TTt

*1,2

t = 2

5±\/25 + 24 5 ± 7

6
“

6
’

log2 a; = 2

log2 ж =

ж = 9

ж = 3~ 3

€ D(У).

Ответ: ж = 9; ж = 3 3.

5. 3losl ^ + ж1оёзж = 162.

3log§i _ _ xlog3 X.

Xlog3 X
+ xlog3 X = 162; ж1оёз *

= 81; log2 X = 4;

ж = 9

1log3 Ж = 2

log3 ж = -2; Ж=9‘

Ответ: х — 9; х = -.

6. (ж2 - 4ж + 4)*2-*-6 ^ 1.
'

(х — 2)2 ^ 1

ж2 — ж — 6 ^ 0

(ж — 2)2 ^ 1 ^

(ж — 2)2 > О

ж2 — ж — 6 < О

{:(ж
— 3) (ж — 1) ^ О

(ж - 3) (ж + 2) ^ О

г(ж — 3) (ж - 1) < О

ж ф 2

(ж — 3) (ж + 2) ^ О
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Ответ: (—оо; —2] U [1; 2) U (2; оо).

7. Сравните числа log23 и log5 11.

При t > 1 logt ^ (logt а + logj 6).

Поскольку log23 = log2 ^ = log2 > \ (lo§2 4 + 1о§2 2),

имеем log2 3 - log5 11 > ^ (log2 4 + log2 2) - log5 11 =

з

= 1,5 - log5 11 = l°§5 52 - logs 11 = lo§5 - logs 11 > °-

Так как у/125 >11, значит, log23 > log5 11, что и требо-
валось выяснить.

я W чп - ^ _

1 + 1[83
5

lg 5 1 - lg 2'

а • Ъ = log3 20 -lg3 = lg3log3 20
= lg20 = 1 + lg2; lg2 = ab -1;

l + lg3 1 + 6 1 + 6
log5 30 =

1 —lg2 1 — (ab— 1) 2 — ab

1 + 6
Итак, logg 30 =

2 _ b>
гДе a = log3 20, 6 = lg3.



Решение тренировочных карточек 2 (на уравнения и неравенства) 207

Решение тренировочной карточки 3

1. 9х~г - 3*+1 + Зх~3 = 1.

9х-1 - 9 • 3х-1 + ^ • Зх~г = 1. Пусть 3х-1 = t (t > 0).

Тогда t2 — 9t + ^ = 1; 912 — 801 — 9 = 0;

*1,2 =
40 ± V1600 + 81 40 ± 41

9 9

3х-1 = 9; x - 1 = 2; x = 3.

Ответ: 3.

t = --g (0;oo);

_i _i _i
2. 4 z+6 * = 9 x,

_

l

Разделим обе части уравнения на 9 ®:

1 1 1

х I 2

9/ V3
= 1. Пусть

Тогда t2 + t — 1 = 0; *12 =

3

1±л/5

= t (* > 0).

—1 — л/5

где £?(£) — область изменения функции t(x)

1

2 \ жа/5 - 1

Ответ: log^j

1
. л/5 — 1

- =

‘о6|—;
Ж = 1о§ л/5-1 о-
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8
Т0ГДа

9(1-*)

(31 - 1) {St + 1)
9(1 -t)

8-9 + 912
n

> 1 + £; —ТГГ\ T\— ^

>0;

9(1 — t)

-oo;-^ <£E(t).

4. Решите уравнение ^1 + —^ lg 3 + lg 2 = lg (27 — \/3).

D(У): 27 — V3 > 0, то есть 3^ < 27.

lg ^31+2^ • 2^ = lg (27 - Щ ; 6 • 32a; = 27 — 3®.

Пусть 3 2x = t (t > 0). Тогда

+ 6/ — 27 ~ 0 ■Ф^
t = 3

Проверим, принадлежит ли корень D(У).

При х = ^ имеем З2 < 27, т. е. - € D(У).

Ответ:

5.

2

х — 1

l°g3 (9 — 3х) — 3

(х - 1) - log3 (9 - з*) + 3
^ 0 «=>•

l°g3 (9 — 3х) — 3

(х + 2 ^ log3 (9 - Зж)

\log3 (9 — 3*) > 3
^

(х + 2 ^ log3 (9 - 3*)

\log3 (9 — 3х) < 3

Г 3*+2 ^9-3*

\э - Зж > 27

Зх+2 ^ 9 _ зх

9 - 3х < 27

9 - 3х > 0
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0
3х < -18

9 • 3* + 3* — 9 > 0 <^> <

3х > -18 V*

3х < з2

9
3х ^ —

10

х <2

х ^log310
х <2.

Ответ: 1°8з^2).
6. log зх (ж2 - 2,5ж + 1) ^ 0.

Ж2+ 1

Поскольку logaЬ^Оо

(а - 1)(Ь- 1) > 0

а > 0

Ь > 0

а ф 1,

имеем

'

(а^-г.ваг-И-!) >0

х2 — 2,5ж + 1 > 0

Зх

X + 1

Зх

{х2 +1

> 0

Ф 1

X
2
— Зж + 1 = 0; х =

3±л/5

х (ж—2,5)(—ж2+3ж—1) ^0
2ж2 — 5ж + 2 > 0

ж > 0

ж2 — Зж +1^0;

2ж2 — 5ж + 2 = 0;

5 ± л/25 — 16 5 ± 3

/ 3 _ V5\
Ответ: I 0; —-— I U 2,5;

3 + \/5 \

V
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7. Сравните числа (31og16 1862 + log16 1866) и log2 1863.

Очевидно, что log2 1863 = log16 18634.

С другой стороны,

3log16 1862 + log16 1866 = log16(18623 • 1866);

18623 • 1866 = 18624 + 4 • 18623 (так как 1866 = 1862 + 4).

18634 = (1862 + I)4 = 18624 + 4 • 18623 + 6 • 18622 + 4-1862 + 1

(так как (о + 6)4 = а4 + 4а36 + 6а262 + 4а63 + 64).

Значит, 18634 > 18624 + 4 • 18623 = 18623 • 1866, т. е.

log2 1863 > log16 (18623 • 1866) = 31og16 1862 + log16 1866.

Итак, log2 1863 > 3 log16 1862 + log16 1866.

8. log5 15 = a

logi2 24 = 6 logi25 48 =?

a = log5 15 = 1 + log5 3; log5 3 = a - 1;

b = lo 24 =
log5 24

=
logs 3 + 3 logs 2

=

a — 1 + 3 log5 2
°gl2

log5 12 log5 3 + 2 log5 2 a - 1 + 2 log5 2

ab — a + 1 — b
^ °g5 3^26 5

logi25 48 = ^ (log5 3 + 4 lo§5 2) =

1 / 4 (ab — a + 1 — b)
= — [ a — 1 +

3 V 3-26

3a — 26a — 3 + 26 + 4a6 — 4a + 4 — 46
=

3 (3 - 26)
2a6 — 26 — a + 1

3 (3 - 26)
'

i но
2a6 — 26 — a + 1

Итак, log125 48 = ,

где a = logs 15> b = 1°§12 24-
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Решение тренировочной карточки 4

1. 4Ж - 10 • 2х-1 = 24.

Пусть 2х = t (t> 0).

Тогда 4х = t2; t2 — 5t — 24 — 0;

2х = 8; х = 3.

Ответ: 3.

ill

2. 6 • 9^ — 13 • 6ж + б • ^0.

t = 8

t = -3 £ 25(i);

Разделим обе части неравенства на 4 а

б(|)*-1з(1)'+в«°;
1

3\х

*1,2 =

= t (t > 0) =4> Ы2 - т + б ^ 0;

13 ± У169 - 144 13 ± 5

12 12
’

Ответ: (—оо; —1] U [1; оо).

СО
|

ю
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3. /9х + 3Х -2 ^9-3х.

Пусть 3х = t (t > 0). Тогда \Jt2 +1 — 2 ^9 — to

9-t^0

t2 +1 - 2 ^ (9 - tf
9-t < О

t2 + t- 2^0

t ^ 9

83

19

ft > 9

_\(t + 2) (t — 1) >0

о

О t € 4й:°° 3* > 4^; ; x > logs4^.
7 9

4I5

Ответ: log34—;oo

4. 5lo&x + aJ°ge* = 1250.

5log5 x = (5logr> a:)l0g5
X
= ;j'log5 x. поэтому исходное уравнение

преобразуется к виду xl°g5 *
+ ж1°ё5 X

= 1250;

2 • ж1о§5* = 1250; а?°*** = 625; logi ж = 4 о

ж = 25

1log5 х = 2

log5 х = —2 х =

25'

Ответ: х = 25; х

1

25

5. lg2 100а; — lg2 10а; + lg2 х = 6.

(2 + lga;)2 — (1 + lga;)2 + lg2# = 6. Пусть lgx = t. Тогда
t = -3

4 + 4t + t2-l-2i-£2 + £2 = 6; i2 + 2*-3 = 0;

lga; = —3; lga; = 1.

Ответ: {0,001; 10}.

t = 1;
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6. logi+6 ^log2 ) > 0.

Поскольку loga b > 0 <

имеем

l0fc ЬА ” 1

log2^>0
^>0

Ж + б

(а-1) (6-1) >0

а > 0

6 > 0,

- 1 1 > 0

х

<

_

— 1 \ х + 3
&

2(1 + 2))
'

~1Г

х + 2

х > —6

(ж + 3)log2 „Х Лч > 0

> О

2 (ж + 2)

ж + 2

ж > —б

> О

<

гх > -3

<

log2
<

ж ■- 1

2 (ж + 2)
ж < -3

<

к

ж ■- 1

2 (ж + 2)
х < —2

х > —6

> О

о <

< О

ж > —3

ж — 1

k 2 (ж + 2)
ж < —3

ж — 1

2 (ж + 2)
ж — 1

I 2 (ж + 2)
ж < —2

ж > —б

> 1

< 1

> О



214 Решения

х > —3

х + 5

~2(х+2)
х < -3

х + 5

>0

2(х+2)
х — 1

>0

<0

к 2(х+2)
х < -2

х > —6.

утт
-5 -2

-5

Ш

-2

*

JC

Ответ: (—6; —5) U (—3; —2).

7. 2Vlo§2 з
_ 3^/log32

\Zl°g2 3 = I = \/(l0g2 3) loS3 2 = (lo§2 3) \/1оёЗ 2>

следовательно, 2\/log2 3
= 2^log2 3)ч/1о®з2 = 3^log:! 2.

Тогда 2У/1ое*3 - 3^1о«з 2
_ 3vV3 2

_ ЗЛ/1о§3 2
_ q

Ответ: 0.

8.
log3 135

_

log35
=

log3 27 + log3 5

l°Sl5 3 l°g405 3

log35

log3 3+log3 5 log3 81+log3 5

= (3 + log3 5) (1 + log3 5) - log3 5 (4 + log3 5) =

= log3 5 + 4 log3 5 + 3 - log3 5 - 4 log3 5 = 3.

Ответ: 3.
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Решение тренировочной карточки 5

1. 3 . 4х + I . QX+2 = б . 4*+1 _ I . дх+1
3 4

21.4* = H.g*+1; = £
'4'

4
“

’

1
13

1 1
39

ж = log 4
— - 1; х = log 4

1 ,
13

х + 1 = log 4 —;

9
Z1

21
У

Ответ: log4 —.

9
28

9
28'

= 1

2. (л/5 + \/24^Ж + (\/5 - = Ю. 5+^24 = ^щ,
поэтому, обозначив ^\/5 + \/24^ = / (t>0), имеем

* + j- = 10; *2 - 10* + 1 = 0; *1,2 = 5 ± >/24

= 5 + x/24

^/5 + V24) = 5 - V24
^

x = 2

x = -2.

Ответ: x = 2; ж = —2.

3. ж* + 139 • x~x - 108 • ж~2ж = 32.

? = -l

139 108

I2"
= 32;

i-т /

Пусть Xх — t (t > 0), тогда £ H——

ts — 32t2 + 139t — 108 = 0; / (1) = 0, значит, /(£) без

остатка делится на t — 1. Выполним деление:

г3 _ 32£2 +139* - 108

*3- г2

_

- 31*2 + 139*

-31*2 + 31*

_108* -108
108* -108

*- 1

*2 - 31* + 108
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Таким образом, t\ = 1. Найдем остальные корни:

t2 - 311 + 108 = 0; t2 = 27; t3 = 4;

ж = 1

x = 3

x = 2.

Ответ: {1; 3; 2}.

Xх = 1

ж* = 27

Xх = 4

4- log2x - • log2 Ж + log2 X = 1.

log2 2 - log2 Ж

log2 2 + log2 ж
log2 ж + log2 ж = 1.

Пусть log2 ж = t, тогда
1 -t

t2 + t4 = 1; i^-1.
1 +1

а) t = 1; log2 ж = 1; ж = 2;

(1 - i) t2 - (1 - 0 (1 +t)2 (t2 + 1) = 0;

(1 -t) (t2-{l + t)2 (*2 + l)) =0;

i2 - (1 +1)2 (i2 + 1) = 0;

£ - t4 - 2i3 - f - t2 - 2t - 1 = 0.

б) i4 + 2t3 + i2 + 2t + 1 = 0.

Разделим обе части уравнения на t2 (при t > 0 реше-

ний нет). Здесь мы имеем возвратное уравнение, т.е.

коэффициенты при степени, равноудаленные от начала

и конца, равны.

t2 + +2[£-Ь—j+1— 0; cl\ а2 — £2 +2+
1

t2+^=a2-^

a — —1 H- \/2
a = -1 — л/2;

[cl2 — 2) + 2ft +1 = 0;

t + — = —1 + y/2

t + —

— ~1 — \/2;

ci2 -j- 2d — 1 — O5

t2 - (y/2 - 1) t + 1 - 0; V < 0

_

t2 + (л/2 + l) t + 1 = 0; ti^ < 0
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— (>/2+1)±л/2л/2 —1 -(\/2+1)±\/2л/2-1
< 1,2

= —

^ ; i°g2 ж = —
•

Ответ:
(л/2+1)±\/2\/2-1

Ж = 2 2

ж = 2.

5. 5logsх < 10-ж10^*.

(5log5x)logB
ж

+ ж1о§5 *
< Ю; ж1о§51 < 5; log5 ж10®* * < log5 5

(так как у
= log$x — функция возрастающая);

log5 ж < 1
logg ж < 1;

log5 ж > -1-

Ответ: ( } .

1

6. logj. у/Зх + 4 > 1 logj. (Зж + 4) > 2

^ logx (Зж + 4) > logx ж2 <Ф4>

х > 1
ж > 1

Зж + 4 > ж2

Зж + 4 < ж2

Зж + 4 > 0

0 < ж < 1

ж2 — Зж — 4 < 0

ж2 — Зж — 4 > 0

1

*>-15
0 < ж < 1.

-1

■Щ. 0

Ответ: (1; 4).
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7.
lg 5 = а

lg3 = 6 log30 8 =?

1 —a = 1 — lg 5 = lg 2; a+6 = lgl5;

, o_ 1о§2 8
_

3
l°g30 8 —

lg 15 a + b
= log215 =

lg2 1 -a

log2 30 log2 2 + log2 15 1 + log2 15 1 +

3(1-a)
1 + 6

’

Итак, log30 8 =
3(1 - a)

1 + 6
'

8. Вычислить, что больше: log189 1323 или log63 147.

log189 1323 = 1 + log189 7 (1323 = 189 • 7);

l°g63 7
_

log63 7
l°gl89 7 —

l°g63 189 1 + log63 3
(189 = 3 • 63);

l°g63 1^7 — 1 + log63 -;

7

l°g63
з
= l°g63 7 - log63 3;

l°g63 7 — log63
63

— 1 — 2 log63 3; log63 - — 1 — 3 log63 3;

l°gi89 1323 — log63 147 — log189 7 — log63 - —

-
106537

-(1 -3log63 3) =
1

2,‘°,te03 -(1 -3lofe3) =

1 + l°g63 3 1 + bg63 3

1 — 2 log63 3 — 1 — log63 3 + 3 log63 3 + 3 loge3 3

3 log63 3

1 + l°g63 3

> 0, так как log63 3 > 0.
1 + l°g63 3

Итак, log189 1323 > log63 147.
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Решение тренировочной карточки 6

1. 8х + 18х = 2- 27х.

Разделим обе части уравнения на 27х:

fi) +(i) “2=0'

Введем обозначение (-J = / (/ > 0). Тогда t3 + t — 2 = 0;

f(t) = t3 + t- 2; f{t) = 0; /(1) = 0.

Разделим t3 + t — 2 на t — 1:

t- 1t3 + t - 2

t3-t2 t2 + t + 2

t2 + i-2

t2- t

_2t
— 2

2t — 2

t2 2 = 0 (7? < 0; t € 0); t = 1;

Ответ: ж = 0.

2. 4х — 3 2=32- 22*-1.

= 1; ж = 0.

2ж I о2ж—122* + 2 = 3 2 +3 2;

1 1
=

22^ + ij=r 2(3+1);

Ё . 22х = 4 • 3* 2 ;
2

=

“з-
ж—1,5

^х—1,5 _ да:—1,5.

= 1; ж-1,5 = 0; х = 1,5.

Ответ: а: = 1,5.
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Зх—Ъ

3. (3 - ж) 3-х < 1;

а)

3 — x > 1

< Ю1CO

-5 <0
, 3 — ж

3 — ж < 1 ;

<
3 — ж > 0

Ю1нсо

-з >0
_

к

3 — ж

б) 3 — х = —1; х = 4.

истина.

Ответ: ( —оо; 1- ) U (2; 3) U {4}.

4‘ log3* ~ + 1о8з х = !•

1оёЗ х

+ log2 х =!;
log3 3 - log3 Ж

log3 Зж

Пусть log3 х = t. Тогда

log3 3 + log3 ж

1 -t

+ 1о^ж = 1.

1 + t
+ t2 = 1;

t

(l-(l + i)2) =0;

= 0;

1 + t

log3 ж = 0

log3 ж = 1

. log3 ж = -2.

Ответ
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5. log2 ж • logg х • log5 х = 1о§2 х • 1оёз х+log2 Xlogs ж+1оёз х1о§5 X.

Пусть х = 1. Тогда 0 = 0, т. е. х — 1 — решение.

Пусть х ф 1, тогда log2 х ф 0.

Разделим обе части уравнения на log2 х:

log3 X • logs х
log3 х • logs Х = 1о§3 Х + 1о§5 Х +

а)

log2 X

l°g3 х
_

l°g2 3

log2 х log2 x log2 3

log2 x

(log2x Ф 0),

поэтому log3 X ■ logs X — 1°S3 x + logs x +

(log2x Ф 0).

logs ж

log2 3
‘

Разделим обе части уравнения на log5 х ф 0.

, logs ж „
1

б) log3 X = ; h 1 +
logs ж log2 3

log3 ж log3 ж
Поскольку =

-j
= logo 5, имеем

logg х юёзж
log35

l°g3 ж = log3 5 +1 + log3 2; log3 ж = log3 (5 • 3 • 2); ж = 30.

Ответ: {1;30}.

6. Прологарифмируем обе части неравенства по основанию 2.

Поскольку у — log2 х — возрастающая функция, имеем

(2 - log2 ж - 2 log2 ж) log2 ж > log2

Пусть log2 х = t, тогда (2 — t2 — 21) t +1 > 0;

-t (t2 + 2t - 3) > 0; -t (t + 3){t-l)> 0.

log2 ж < -3

{log2
Ж < 1 4Ф

log2 Ж > 0

0<x<8
ix < 2

| ж > 1.

Ответ: ( 0; — ) U (1; 2).



222 Решения

7. log54 168 =?log7 12 = a

log12 24 = 6

a-b — log712• log1224 = log724, так как logab• logbс

log7 168 1 + log7 24 1 + ab
log54168 =

log754 =

log7 54 log7 54

log3 54 3 + log3 2

log754’

log3 7 log3 7

l°gi2 24 = 1 + log12 2 = 1 +
2 + log2 3

= 6;

log2 3
1

3-26

b- 1
’ log3 2 =

6-1

3-26’

a = log7 12 =

bg3 7 =

log7 54 =

log3 12 1 + 2 log3 2

log37

1 + 21og32
a

3 + log3 2

1 +

1°ёз 7

2(Ь-1)
3-26 1

3 +

a

6-1

3-26

1°ёз 7

Итак, log54 168 =

a (3 - 26)
’

= a (8 - 56).
a(3—26)

1 + ab 1 + ab

Ответ: log54 168 =

log7 54 a (8 — 56)'
1 + ab

8.
жу = 40

= 40

"40

<

a (8 - 56)
‘

_

40

i(tN
lgy-lg^J

= lg40; lg у (lg 40 — lg y) = lg40;

lg2 у - lg 40 • lg у + lg 40 = 0;

V = lg2 40 - 41g40 = lg40 (lg40 - 4) < 0,

так как lg 40 < 4. Следовательно, (x, у) € 0, т. e.

не имеет решения.

= logа с.

система
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Решение тренировочной карточки 7

1. 1 + 32 = 2Х.

Решим уравнение графически:

2х = 42, поэтому 42 > 32 на (2;оо). Это значит, что

других точек пересечения нет.

Ответ: х — 2.

2 22х • 9х - 2 • 63ж-1 + 42х
— 1 о4х—2 о.

1 11
22х . 32х _ . 23х . З3х + _ . 24ж . . 34х = д.

Разделим обе части уравнения на 22х ■ 32х:

1 - ^ • 2х ■ 3х + • 22х • 32х = 0.

Пусть 6х = t (i > 0), тогда t2 —121 + 36 = 0; (t — 6)2 = 0;
t = 6; 6* = 6.

Ответ: x = 1.

X / , —\ X

3. (\/2 - + (\/2+7з)Ж = 4.

y/2 — у/3 ■ y/2 + y/3 = 1, поэтому 2 — у/3 =

Обозначим ^\/2 + л/з) = * (I > 0).

1

2 + л/3
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Тогда t Н— =4;
t

t2 - At + 1 = 0; ti,2

.
( л/2 + v/3) — 2 + V3

(V2+^)* = 2->/3

Ответ:
Ж ^

ж = —2.

4. ^/21g(—ж) — lg yfx2.

x = 2

x = —2.

\/2 lg (—ж) = lg |ж|; \/2 lg ( ж) = lg ( ж)

—ж > 0 => |ж| = —ж. Пусть lg(—ж) = t.

[t2 = 2t
<

t = 0

< t = 2 О
’lg(-z) = 0

_
lg ( ж) = 2

t ^ 0
ч

ж = —1

ж = -100.

5. 1 +

Ответ:

log7 (9 - ж) 2 - log5 4

log7 (4 + ж) log5 (х + 4)
’

Область определения уравнения D(У):

9 — ж > 0

ж + 4 > 0 <
ж + 4 ф 1

ж < 9

ж > —4

ж ф —3;

к^7((4 + ж) (9-ж))
log7 (ж + 4)

log»?
logs {х + 4)'

_ loga Ь
Поскольку = logc 6, имеем

loga С

logx+4 ((ж + 4) (9 - ж)) = logx+4
25

т;

2 ± л/3 € £7(4);

тогда \/2i = t:

ж = —1

ж = -100.
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ж2 - 5ж - 29- = 0; 4х2 - 20ж - 119 = 0;

10 ± л/100 + 476 10 ± 24
1,1 = з

=

—Г"'
Ответ: {8,5; —3,5}.

л 1оё2((ж + 1)(ж-3)) ^ ^

1 / л\
V 1 Т7

log2 (ж - 3)

^ 1оёх-з((ж + 1) (ж - 3)) < 1 «Ф

х = 8,5
х = —3,5

€ £>(У).

bga Ь =
logсЬ

logc а

^ 1°§х-з((ж + 1) (х ~ 3)) < log(a;_3) (ж - 3) 4*

** l°gx—3 (х + 1) < 0.

'

(а — 1)(Ь — 1) < 0

Поскольку loga Ь < 0 < а > 0

Ь> 0,

последнее соотношение равносильно

(ж + 1 — 1) (ж — 3 — 1) < 0 (ж (ж — 4) < 0

ж + 1 > 0

ж — 3 > 0

-1

Ответ: (3; 4).

7. lg 64 = a; log20 ^125 = ?

а) l°g20 V^125 — — log20 5
5 5 log5 20 5 (logs 5 + log5 4)

5 (1 + 2 logs 2)

8 3ak. 1157
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б) lg 64 = 61g2 =
6

=

—у =

log2 Ю 1 + log2 5

6 6 — a
i к

о b — a

log2 5 = - - 1 = ; log5 2 =
a a

= a;

a

в) log20 ^125 =

6 — a

3

5(l + 21og52) 5 ^ _|_ _J2a_^
3(6 - a) 3(6-a)

5 (6 — a + 2a) 5 (6 + a)
'

Ответ

g
\lgyx = 2xlg(2x-y)

\\/ж - ж = у/у-у.

Область определения системы D(С):

{х
^ 0

'

х ^ 0

2х — у > 0 <& < у > 0

у> 0 (у < 2ж.

fig ух = 2ж lg (2ж — у) (xlgy = 2x\g(2x-y)

\у/х-х = у/у-у \у/х-у/у = х-у

I х = О

[л/у = У

'у = (2х-у)2

lg У = lg(2z - у)

(у/х - у/у) (1 - у/х - у/у) = о
^
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{
X = у

у = у2

|у= (2(1 -s/yf-vf
= 1 - у/у

'х = у (1;1) € D(C)
< у = О

I
У

(0;0) D(C)
Ц|/ = 1

(у=(2 (1-2у/у + у)-у)2
^

\\/х = 1 - у/У(
У — (у — 4у/У + 2)2
л/® = 1 - у/У-

у = у2 + 16у + 4 + 4у - 8уу/у - 16^/у;

У2 ~ ЪУу/У + 19У ~ 16у/у + 4 = 0.

Пусть у/у = t (* > 0), тогда

*4 - 8*3 + 19*2 - 16* + 4 = 0.

Пусть / (*) = t4 — 8*3 + 19*2 — 16* + 4. / (1) = 0, значит,

y/у = 1 и у/х = 0, но найденная пара чисел не принадле¬

жит D(С).

/(*) делится без остатка на (* — 1):

_

t4 - 8*3 +19*2 - 16* + 41*- 1

~*4- *3 *3 - 7*2 + 12* - 4

_

- 7*3 + 19*2
~

- 7*3 + 7*2

_

12*2 -16*
12*2 -12*

_- 4*+ 4
- 4*+ 4

*4 - 8*3 + 19*2 - 16* + 4 = (* - 1) (*3 - 712 + 12* - 4) .
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Пусть g(t) = ts—7t2+12t—4. Тогда g(2) = 0, следовательно,

g (t) делится на (t — 2):

t3 - 7t2 + 124-4

t3-2t2
— 5t2 + 124

— 5i2 + lOi

t-2

t2 — 5£ + 2

_2i-4
24-4

i3 - 7t2 + 12t - 4 = (t - 2) (t2 - bt + 2) .

Если t = 2, to = — 1 и x G 0. Найдем остальные

корни:

2 г „ Л
5 ± V25 - 8 5 ± л/17 . .

t2 - 5t + 2 = 0; *i,2 = г
=

» G-E(t).

N ^
5 + л/17 5 + V17 —3 — л/17

Лa) v/y = g^
= 1

j
=

2
< 5

х G 0.

^ ^
5 - y/V7 ,

5 - л/17 л/17-3 л

Проверим выполнимость условия у < 2х, т. е.

принадлежность найденной пары чисел D(С). С учетом того, что

х > 0 и у > 0, данное условие переходит в у/у < >J2 • yfx,
т.е. <^(л/17-3)^(5-уТг)2<2(л/17-3)2^

25 + 17 - 10>/Т7 < 2(17 + 9 - 6уТ7) о
2\/ТТ < 10 — истинно.

Таким образом, условие выполнено.

5 - ч/17 25 + 17 - 10y/Yf 21 - 5уД7
s/V = ——. т.е. У = г

=

j
•

^ л/17 — 3 17 + 9 — 6\/17 13 — Зл/17
v^=—j—,T.e. * = = .

0твэт: (1; 1);
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Решение тренировочной карточки 8

1. 27 • 2~3х + 9 • 2х - 23х - 27 • 2~х = 8.

Пусть 2х - 3 • 2~х = t.

Тогда, поскольку (a — Sb)3 = a3 — 9a2b + 27ab2 — 27b3, имеем

t3 = 23х - 9 • 2х + 27 • 2~х - 27 ■ 2~3х =

= - (27 • 2~3х + 9 • 2х - 23х - 27 • 2~х) = -8;

t3 = -8; t- -2;

2х — 3 . 2~х = -2; 22х + 2 • 2х — 3 = 0;

'2х = -3?Е(у = 2х)
х^0

2 2хЧх-2 _ 2*2—4 = 992; х G Z.

992 = 31 • 32; 2*2-4 (2Ж+2 - 1) = 992.

ж — 4 = 5

х + 2 = 5
х = 3.

ж = —3; ж = 3

Ответ: ж = 3.

3. (ж2 - 8ж + 16)*
6
< 1.

|ж - 4|2(ж_6) < |ж - 4|°;

"

|ж — 4| < 1

< |ж — 4| > 0 0

к2(ж-6) > 0.

Ответ: (—оо; 3) U (5; 6).
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4.
3 Ж

„

^
— 2 log3 у/х + log2 х = 3.

bgaf
log3 ж -

- logg X + logg X = 3;
•logs f

logg хф\\ i^3; logg x - logg x 2 = 0;

x = 9

1

ж=з-

logg X = 2

logg Ж = -1

Ответ:

5. log2a. {я2 — + 6) < 1 4Ф log2a. (x2 — 5x + 6) < log2x 2x ■&

1

•Ф»

(2x > 1

x2 — bx + 6 > 0

x2 — bx + 6 < 2x

2x < 1

2x > 0

I
ж2 — bx + 6 > 0

x bx + 6 > 2x

x >

2

(x-2){x-3)>0

(x — 6) (x — 1) < 0

1

2

x > 0

(x - 2) (x - 3) > 0

(x — 6) (x — 1) > 0.

x <

Ответ: ( 0; — ) U (1; 2) U (3; 6)
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6. (х + 4) • З1-!*-1! - X = (ж + 1) |3Ж - 1| + Зж+1 + 1.

|3*_1|=
3*-1; х>°

,x_li = Jx-1’ Х>1

[I -3х] х < 0; [1 -х; х < 1.

а) х < 0:

(х + 4) • з1-*-*-1 - х = (х + 1) (1 - 3х) + Зж+1 + 1;

х ■ 3х + 4 • 3х - х = -х ■ 3х - 3х + х + 1 + 3 • 3х + 1;

х = — 1

(ж + 1) (3х - 1) = 0 «Ф

б)
(х ^ 0

\х < 1

х = 0

х < 0

х -
— 1.

{х + 4) • З1^-1 - ж = (х + 1) (3* - 1) + Зх+1 + 1;

О = 0 => [0; 1).

в) х > 1:

(х + 4) • 31_*+1 - ж = (х + 1) (3х - 1) + 3 • 3х + 1;

х — —4

(х + 4) (З2-* — 3х) = 0
' '

X = \.

7.

Ответ: [0; 1] U {—1}.

log35 28 =?
log14 7 = о

log14 5 = 6

а) l°g35 28 —
log7 28

_

2 log7 2 + 1

log7 35 log7 5 + 1

6) a = log14 7 =
1 1

. 1 O _
1

1

log714 1 + log7 2
’ °g7 ~

a

b log14 5
в) - = = log7 5.

a l°gl4 7
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r)log35 28 = ^±Ul(ifi)±i' 635
log7 5 + 1 J + l

2 — 2a -j- a 2 — ci

b -j- ci a + b

2 — a

Итак, log35 28 =
a + b

8. logi log5 (у/х2 + 1 + ж) < log3logi (л/х2 + 1 — ж) .

з 5

Поскольку = \/.Г2 + 1 + X, ИМввМ
ух2 + 1 — X

- log3 log5 ( Vx2 + 1 + ж) < log3 log5 "yj"x2 ^ x

о log3 logs (Vх2 + 1 + > 0 <*=>

log5 (Vx^+T+z) >0
/
^

x <^> 10g5 (V^+ l+z) >1

l°g5 ( уж2 + 1+ж I > 1 ' '

5 — x ^ 0

ж2 + 1 > (5 — x)2
>

5 — x < 0

X2 + 1 ^ 0

Ответ: (2,4; oo).
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Решение зачетных карточек 1

(на свойства логарифмов)

Решение зачетной карточки 1

1. logi ^27= frlog33 =
9

1

2. log^s =

у log* Ж

3. 36log6°’5 = 621og6°’5 = (0,5)2 =

з/г \ 3+log5 27
I ч 3+3 log5 3

= 53 _ 5i+iog53 _ gi. 5iog53 _

= 5-3= 15

5. (lg25 — lg0,25)-3 = (lg
25

0^25

-3

= (lglOO)-J = 2
3
_ 0-3 _

6.
log7 8 3log7 2

-12

r. 34 k>s'/®81
= 3 V1о§з3 = 32 = [9].

8. logi (sin4 J) =

Z2 l0g2 (T) =~ll0g2 \ =

= -i(-2)log22 = 0.

9. log8 (8 sin 15° • cos 15°) = log8 (4 sin 30°) = - log2 2 =
О

10. log3 4 • log2 9 = log3 4 • 2 log2 3 = 4- log3 2 • = [T].
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11. log5 (л/26 + l) + log^/5 \/л/26 — 1 =

1

= logg (\/26 + l) + у logs (л/26 — l) =
2

= logg (V26 + 1) + log5 (v^6 - 1) =

= logg (V26 + 1) (V26 - 1) = logs (26 - 1) = Щ.

12. log36 84 - log6\/l4 = logg VM - log6\/l4 = log6

= log6V/6= i
.

Ig27 + lg 12 lg(27 • 12) lg(34 • 22) 21g(32-2)
lg 2 + 2 lg 3

“

lg(2 • 32)
-

lg(2 • 32)
~~

lg(2 • 32)
13. =0-

14. log25(log32 (log6 36)) = log25 (log32 2) = log25 - =

\ \ \
15-

9 log30 36 + 2 logj_ -Д
= log30 6 - log30 - = log30 30 = [Т].

30
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Решение зачетной карточки 2

2

1. logi У^9 = log77 =

25
2. log = j loga a = — =

т lo§5 2

3. 251ое^2 = (52) 2 = 541ogs2 = 24 = [16
о I ]n0. q / 1 \

3—log2 3 1 1

4. (Щ 4 = (23) = 2 3 = 2 • (2log23)_3 =

= 2-3 з

^3

5. In ve6 - In

6.

1 \~3 /6 44 -3

=

15 + 5
= 2-3 =

l°g\/5 4
_ Ilog5 2

logx ^2 J-log52
-24

7. log8 (sin 79° • cos 49° — sin 49° • cos 79°) = log8 sin 30° =

1, 1
=

3
2
2

=

8. log3 8 • log4 y/3 = 31og3 2 • | log2 3 =

9. log 2 (cos2 15° — sin2 15°) = log 2 cos 30° =

y/3 Vz

= log ^=[ZT],
ч/З

1

10. log49 84 — log7 У12 = log7 >/84 — log7 \/l2 = log7

= log7 У7 =
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lg 81 + lg 64
_

lg(81 • 64) lg(34 • 26) 2 lg(32 • 23)
21g3 + 31g2 lg(32 • 23) lg(32 • 23) lg(32 • 23)

12- 1о§^з(1оё27 (log2 8)) = log^ (log27 3) = log^ ^ = Г~2~|-

13. т log6 16 3logi v^3 = log6 2 + log63 = log6 6 = [T].
6

14. 5log3 7
- 7log35 = [о], так как alog<>c = clogba.

15.^+ig^i^ + (-I),gi° = I-UB
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Решение зачетной карточки 3

1 -5
1‘ log4

32
=

~2 l0g2 2 = 1~2,5

2. log^^a® = у logQа =
3

2

3. 25logo-2 4
= 25-1

l0Ss2
= 5-41о®5 2

= 2~4 =

1 \ 8+4 log2 3

1

16

4/Я\ 8+log2 81
4. (^2)

= 4-3 =

l°g4 7

= 24 _ 22+log2 3 _ 22 . 2log2 3
=

12

5. ^
\ bg2 7

l°g0,5 ^9 JL i0g2 7

6. (lg300 — lg 15 — lg2)~26 = (lg
= 1-26 = [T].

300

15 • 2

-26

= (1« 10)
-26

7. log349 • logi л/З = 2 • log3 7 • log73 = = I ~11-
logs'

8» log3 (\/l3 — 2) +
1°g2+%/l3 3

= log3 {Vl3 - 2) + log3 (2 + л/Тз) = logg (13 - 4) = g.

V3
9. log_2_ (sin 60°) = log_2_ • —

V5 V3 V 1

10. log^ (5 tg a) + log5 (ctg a? = у log5 (5 ^ a) + 2 log5 (ctg a) =
2

- 2 logs (5 tg a • ctg a) = 2 log5 5 = 12

11. 2 lg 5 + ^ lg 16 = lg 52 + lg 4 = lg 25 • 4 = lg 100 = [2].
£
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12.

14.

log5 21 log5 21

2 log5 3 + | log5 49 - | log^5 V27 log5 9 + log5 7 - log5 3

logs 21

log52l
=0.

13. log27 (logs (log3 9)) — 1°§27
2
—

log5 36 - logs 12
_

1°§5 12
_

l°g5 3

logs 9 21°§5 3 2 logs 3

15. logs 6 • log9 1 • log2 7 = 0, так как log9 1 = |~0~|.
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Решение зачетной карточки 4
1

1. logj_ ^3 = log3 3 =

27

1

12

2. log^ УXs = { logj. х = -= [2^5

3. gi°g32 _ 32iog32 _ ^iog32^2 — 22 = [4].
^ 1 ^ 6—21og3 5

4. (v/3)6-log325

5.

=

^32)
= 33-logs5

log325 2 log3 5

27

У

l°g9 у/b i J0g3 5

= 0-

6. 31g5 + ^ lg64 = lg53 + lg8 = lg(125 • 8) = lg 1000 = [з].

7.
log7 30

2 log7 5 - | log i 36 - i log^ v/125

log7 30 logy 30
_ rj-i

log7 25 + log7 6 — log7 5 log7 30
'—

2 logfi 3
8. logg 3 • log^ 36 = log6 3 •

у log3 6 = 4-

2 log63
= 0-

Q
/lg 125 — 21g2\3
Vlg^4

Ig1^ 3ig44
3

23

+ lg0,2/ ylg (2з • 5_1) -ig4
23

= (-3)J = -27

10. 2 logsin 2x sin x 4- logsin 2x (4 cos2 x) = logsin 2a. (sin2 x ■ 4 cos2 x) =

= l°gsin2x sin2 2x = \2\.
11. log5 (sin 106° • cos 16° — cos 106° • sin 16°) =

= log5 sin 90° = log5 1 = [0].



240 Решения

12. log8 (logic (log5 25)) = logs (logie 2) = logs
4
=

=

-3-1°§2 2 =

13. ^ log12 36-3 logj_ \/2 = log12 6 + log12 2 = log12 12 = |T|.
1

12

14. 8log75'logel = 8log75 0
= 8° = [Т].

15. log7 (3 - \/2) - 2logi V3 + V2 =
7

= logy (3 - V2) + logy (3 + V2) = logy (3 -V2)(3 + V2) =

= log7 (9 -2) = logy 7 = 0.
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Решение зачетной карточки 5

1. log^
1

49
— log7 7 = | —41.

2. log =

j loga a =

3

3. 25logs7 = 521ogs7 = 72 = [49

4. (^2)6“log227

5.
log8 7

/ 1 \ 6—3 log2 3

= ( 23 J = 22_1°S23 = 22 • 3_1 =

|log27
loS v^2 ( 49 ) -fl°g27

1

18

6. In 8 • log4 e = 3 In 2 -

x logo e = ^
2

&2
2 In 2

1 122
7- log%/2l2-log29 = Tlog212-log29 = log2 — =log216 = |T|.

8. 7logu 2
- 2logl17 = 0 , так как a'°^c = clogoa.

9. log16 COS 167Г = log16 1 = [0

10. logtg г cos x
- logtg Ж sin X =

COS X

sin x
= logte»ctgz = |-l|.

11. log27 (logg (log3 9)) = log27 (logg 2) = log27 - =

12- ^logi449-41ogj_ \/2 — log14 7+4 • ^ log14 2 = log14 7 • 2 = [T].

/logi 8'
13‘ (bgH

-3
14

-3 log3 2

log32

1

’27

14.
log4 27

|
log5 0,5

_ | l°g2 3 l°g5 2 9 1
+ - =

logs 9 logo,008 2 | log2 3 —3 logs 2 4 3

31

12

jg gln3-lnlln5 _ gln3-0-ln5 _ gO _ j ^ j
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Решение зачетной карточки 6

2

1. logi ^25 = log55 =

2. log^v^= | logj, x =
16

У

3. 61ое^5 = 65 = (6log65)2 = 52 = [25

1 v 10-5 log3 2

4. (^3)
9

5/n\ 10—log3 32
35 _ g2—log3 2

_ g . 3— log3 2 _

4,5

log3 5 logg 5 I 715. : r-
=

—i
= —4 .

i°g94sjb log3 5

6. lg 7 • log49 10 = lg 7 • ^ log7 Ю = ^
7• 1оё^з18 “ lo§3 4 = T 1о§з !8 - logg 4 = logg — = logg 81=0.

2

8. log15 sin— = log15 1 = 0.

2
9- bg (1 - sin2 x) = log cos2 x = T logcosx cosz = [б].

10. 4logs5 -5log34 = 0 , так как al°gbc = clog6a_

11. log9 (log27 (log2 8)) = log9 (log27 3) = log9 - =

12- ^ log15 27 - 2 • logj_ \/5 = log15 3 + log15 5 = log15 15 = JT].
15
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13
log25l log68

_

—

2 1°§5 3 3 log6 2 _1 3_
'

logj. 27 log6 0,25 -^log53 —2 log6 2 3 2
25 —z

U

~6~

14- 1оё^з + ^2) + -= = log^ (11 - 2)
log(Vu-V2) v3

= logV39 = 0.
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Решение зачетной карточки 7

2 |—2

'з1°ёо,5 У4 — 1°ь2 2

25
2. log^ л/а* = | loga a = — =

3. 8log23 = 231og23 = 33 = [27

4. (^)8“‘og316
1 \ 8-41og32

= ( 34 ) = 32-iog32 = 9.2-i =[4^5

5.
logs ^

_ _3

logi 25 Л
2

= -§- log2 5 : log2 5 =
1

18

6. ln9-logx/3e = 21n3-ylog3e = 4— =|T|.
2

®

7. log^ 54 - log4 96 = log^ 54 - log^ 94 =

54 54 j—j
= log^2 73

= lo§^ 97
=

S\/2 2
= Ш-

92 -6/

8. 2log3n - lllog32 = Го], так как alogoc = clogba.
/ \3

g log6 27+2 log6 2 Y_ I 1оёб(27 ' 4) | _ ( lo§6 108
43

i log6 ^25+log6 i

log6
Jog

-27

6 тс

10* loSCOs 2 8 = 1°S x/2 8 = l°g2-i 23 =
n log2 2 = I -6

11. log9 (logg (log2 16)) = log9 (logg 4) = logg - =

4 4 4

12. ^ lg 8 — 2 lg x/O?2 = lg 2 — lg 0,2 = lg = lg 10 = [T].
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Решение зачетной карточки 8

2

1. logi \/9 - Аг log3 3 :

3

5

2. log^ = т1о§а°
15

Т

3. 27log32 = (31о«з2)3 = 23 = [§].
/ 1 \ 6—3 log2 3

4. (^2)6_log22 = ( 23 ) = 22_1oS2 з
= 2з . (2bg23)-г=

logi ^2 -L log3 2
5.

log98 I !og3 2

6. Ig27 • log9 10 = 31g3 • i log3 10 = | j|| =
7- log^ 24- log9 46 = T log3 24 - - log3 23 = 2 (log3 24 - log3 8)

,
2

= 2 log3 3 = [2].
8- logCOS2a (1 - 2sin2 a) = logcos2aCOS2a = [T|.
9. 5log7 3

- 3log7 5
= [0], так как alog*>c = clog*-a.

10. log7 sin^ = log7 sin ^ = log7 1 = [0].

11. logg (logi (log49 7)) = logg ^logl (^)j = logg ^ =

12. 2 log18 3 — i logJ_ 8 = log18 9 + log18 2 = log18 18 = [7].
18

13. In8 • log^e = 31n2 •

у log2e = 6 • = \б\.

1 /15\3 32 1 «-

14. log8 15 - - log8 ( — J
= log8 15 + log8 — = - log2 25 =

15. 8log571og31 = 8log57'0 = 8° = |T|.

CO|
^
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Решение зачетных карточек 2

(на уравнения и неравенства)
Решение зачетной карточки 1

1. фо%х \/5х = - logj. 5.

'logj. 5 < О
'1

(1 + logx 5) = -logx 5; *

2
О- + lo§x 5) = log2 5.

ft ^ 0
Пусть logj.5 = t, тогда <

2t2_t_1-0
** <

t ^ 0

t = 1 <->

1
1 ~

2

logj. 5 = --; ж 2 = 5; x = 5 2; ж = 0,04.
z

Ответ: x = 0,04.

2* bggj.2 (6 + 2x - x2) <

^ log|3x| (6 + 2ж - ж2) < log|3j.| (6 + 2x - x2) < 1;

log|3x| (6 + 2ж - ж2) < log|3x| |3ж|

'\3x\ > 1

6 + 2x — x2 ^ |3ж|
6 + 2x — x2 > 0

'|3ж|<1
|3ж| > 0

6 + 2x — x2 ^ |3ж|

a)
Зж > 1

x2 + x — 6 > 0

6 + 2x — x2 > 0

3x < — 1

x2 — 5ж — 6 ^ 0

6 + 2x — x2 > 0

6) Зж < 1

x > 0

ж2 + x — 6 ^ 0

ж < 0

1
X>

~3
ж2 — 5ж — 6 ^ 0.
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б)

х

Ответ: (1 - ^7; -l] U о) U (о; ^) U [2; 1 + л/7) -

3. (у/А + ЩХ + (у/1^7ЩХ = 8.

х/4^715 = L=; (v/4 + ^15)a: = t; (t > 0);

t + — = 8; t2 — 84 + 1 = 0; ^1,2 = 4 i л/15;
ж

4 + >/15 = (4 + л/15) 2 x = 2

ж = —2.
4- л/15 = (4 +л/15) 2

Ответ: {2; —2}.

4. xlg8l _ gig ж = 6

Заметим, что ж21®9 = 921gx. Пусть 9lg:r = t (t > 0). Тогда

t2 -t-6 = 0;

х = л/lO.
Ответ: л/10.

9lg* = 3; 21gz = l;
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5- 1о§0,5 ^1оёб
log6

Ж2 + Ж

х + 4

> О
X2 + X

х + 4

,
X2 + X

log6 — > 1

1оёб
X2 + X

х + 4
> 1

х2+х
х + 4

х2+х

х + 4

>0

„
х + 4

- 5ж - 24

х + 4

-4

>6

X2 + X

х + 4
>6;

(ж — 8) (х + 3)
> 0; -

—я > 0.
х + 4

Ответ: (—4; — 3) U (8; оо).
х+Ь

6. (ж2 + ж + 1) х+2 ^ (ж2 + X + I)3
"

Ж2 + Ж + 1 ^ 1

ж + 5

к ж + 2

ж2 + ж + 1 ^ 1

ж2 + ж + 1 > О

ж + 5

х + 2
^ 3

"

ж2 + ж ^ О

2ж + 1
л

гГ < 0
ж + 2

{ж2
+ ж < О

2ж + 1
л

;г > 0.
ж + 2
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7. 321+4 + 45 . gx _ 9 . 22*+2 = о.

81 • 32ж + 45 • 2х ■ 3х - 36 • 22х = 0.

Разделим обе части уравнения на 22х:

Пусть = t (t > 0). Тогда

9*2 + 5* — 4 = 0;

*1,2 =

3\х

-5 ± ч/25 + 144 -5 ±13

18

х = -2.

18

2) 9’

Ответ: —2.

8. log36 8 = a. log36 9 = ?

a) log368=glog62=2(1+3ofe3)
i = l+log23;

, о
3

,
3-2а

1оё2 2^
—

2а
’

= а;

log3 2 =
2а

3 - 2а

б) log36 9 = log6 3 =

Итак, log36 9 =

1 3 —2а

2а
log36 log3 2+1 3_2а

3 - 2а

fl
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Решение зачетной карточки 2

1. log* (log2 (4х - 6)) ^ 1 log* (log2 (4х - 6)) < log* ж <=>

а; > 1

<=>-

ж > 1

log2 (4Ж - 6) ^ х

klog2 (4х - 6) > 0

(0
< х < 1

log2 (4х - 6) > 0

log2 (4х - 6) ^ х

х > 1

х > log4 7

Д2Ж-3) (2х+ 2) <0
0 < х < 1

х > log4 7

к (2х - 3) (2* + 2) ^ 0

4х > 6

4* - 2* - 6 ^ 0

4х - 6 > 1

0 < ж < 1

4* — б > 1

4х _ 2х _ 6 > о

0

ж > 1

ж > log4 7 <

ж ^ log2 3

ж > 1

ж > log4 7

х ^ log4 9.

Ответ: (log4 7; log4 9].

2. ж2 log* 27 • log9 ж = ж + 4.

{х
0

. Учитывая, что logx 27 = Зк^жЗ
ж ф 1

1 3
и log9 х = - log3 х, получаем -х2 logx 3log3 х = х + 4;

-х2 = х + 4; Зх2 — 2х — 8 = 0;

^1,2 =

Ответ: 2.

1 ± л/1 + 24 1±5

1*DOO; Х 2-
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3. хъ^х + 16 • аГ1о§2* < 17.

16

Пусть = t (/ > 0), тогда t + — < 17;

t2 - I7t + 16
<0;

(t - 1)(t- 16)
<0; 1 < хъ^х < 16

t t

(так как у = \og2x — возрастающая функция);

log2 1 < log2 xlog2X < log2 16; 0 < log2 x < 4

'lo&x<2 l*<4

«=>■ < log2 x > —2 {x > ^
log2x^ 0

1

X Ф 1.

; 1 ) U (1; 4).Ответ:

4. 3 • 7log* 2-1 + 3log* 2
= 3log* 2+1 + 3Iog* 2-1.

Ё. 7iosx 2
— 3. з1оё* 2

_ 3log* 2
+ — 3loga: 2-

- • 7log*2 = -. 3lo§x 2-

7 3
’

7 3

/7\ l°Sar 2-2

fogx 2-2 _ glog* 2-2. /

j =1.

(x2 = 2

logj. 2 = 2 <x > 0 ; x = \f2.

\хф\
Ответ: x — y/2.

5. (ix2 + 2x + l)x2~x > 1 «•

(Ax2 + 2x + l)x2~x > (Ax2 + 2x + l)°
4x2 + 2x + 1 > 1

x2 — x > 0

4x2 + 2x + 1 < 1 -w-

4x2 + 2x + 1 > 0

x2 — x < 0

2x (2x + 1) > 0

x (x — 1) > 0

2x (2x + 1) < 0

x (x — 1) < 0.
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Ответ: ( —оо; — ^ ) U (1; оо).

?6. log14 2 = a. log49 16

l0g»2=toibi = rr^=“; ]^7=1а~^
log19 16 = log7 4 = 2 log7 2 =

2a
Итак, log49 16 = .

1 — a

7. (\/7 +4+ (\/7-4л/з)* = 4.

Пусть (\^7 + 4-\/з) =4 (t>0), тогда

7 — 4\/3 i t —
~ 4j — 44 -I- 1 == Oj

7 + 4V3 t

th2 = 2±VS; 7 + 4x/3= (2 + V3)2;

(v/7 + 4v/3)a: = 2 +V3

(У7ТЩХ = 2-VS;

(\/2 + л/з) = 2 + л/З ж = 2

(у/2ТТз)Ж = (2 + ^3)-1; U = "2.

Ответ: {2; —2}.
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8. 16* + 625* - 3 • 100х - 2 • 4х (4х - 25х) + 2 • 40* = 0.

24х + 54х - 3 • 22х -52х - 2- 22х (22х - 52х) + 2 • 23х ■ 5х = 0;

24х + 54х - 3 • 22х • 52ж - 2 • 24ж + 2 • 22х • 52х + 2 • 23ж • 5х = 0;

—22ж • 52х - 24х + 54х + 2- 23х • 5х = 0;

54х _ _ 2 . 22х ■ 2х ■ 5х + 22а: • 52ж) = 0;

54х - (22х - 2х • 5х)2 = 0;

(52х + 22х - 2х • 5Ж) (52х - 22х + 2х • 5Ж) = 0.

Разделим выражение в каждой скобке на 22х:
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Решение зачетной карточки 3

1. ^27log23 + 5IOg25 49^ ^811о§49 - 8log49^j =
= j^(33)log3

2
+ 5Iogs 7

• [921o§94 _ 231og23] =

= (8 + 7) (16 - 27) = 15 • (-11) = -165.

Ответ: —165.

2 ^2X 2 • 2~х)^0®э(2а:"*”3^~^0®з x > i

(2х 2 • 2~ж)^°®9^2:г"*"3^—x > (2X 2 • 2~x)° -ФФ-

/2^-2-2-^1
\log9 (2ж+3)—log3x > 0

2x _ 2 . 2~x ^ 1 <£>

2X - 2 • 2~x > 0

logg (2ж+3) —log3 Ж ^ 0

2X - 2 ■ 2~x > 1

12x
+ 3 ^ x2

x > 0

'2*-2-2“* < 1 <*>

22x — 2 > 0

2x + 3 ^ x2

x > 0

22x - 2X - 2 ^ 0

x2 — 2x — 3 ^ 0

x > 0
'

22x - 2X - 2 ^ 0 -Ф»

22a: > 2

ж2 — 2ж — 3 ^ 0

ж > 0

2* ^ 2

2X ^ -1 0

(ж — 3) (x + 1) ^ 0

x > 0

2X < 2

2* > -1 (Уж)
1

Ж>2
ж > О

[(ж — 3) (ж + 1) ^0
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х ^ 1

(х — 3) (х + 1) ^ О

х > О

х ^ 1

1

2

х > О

(х — 3) (х + 1) ^ О

х >
{ты.
ш

0

Ответ: [1; 3] -

3. (log^ar) ^log^3 3 - logx 9 + 4 = 0.

Поскольку logafc х = -log|a|£, logab =

^
исходное

уравнение преобразуется к виду 2 log3 х^/2 — 2 log^ 3 = —4.

Заметив, что log3a: = ——получим

у/2-2 logj. 3 = -2 logj. 3
2 - 21ogj.3 = 4log2 3

log* 3 < 0

logx3 = -1

logx 3 = 7

logj. 3^0;

^
I 2 logj. 3 + logj. 3 — 1 = 0

^

\l°gx3 ^ 0

1 1
logx 3 = —1; 3 = -; x = ~.

X О

Ответ: x =

4. Что больше: log2 3 или log3 5?

,
га + n 1

loga —2—
>

2
' Sa m ga П' ПрИ a > 1 поэтому

log2 3 = log2 ^ = log2 ^ (log2 4 + log2 2) =

= - (2 + 1) = 1,5;
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log2 3 - logg 5 > 1,5 - log3 5 = log3 32 - log3 5 =

- log3 л/27 - log3 5 > 0 (так как V§7> 5).

Итак, log2 3 > log3 5.

5. \x - 2\x2~2x~3 < 1 \x - 2\x2~2x~3 <\x- 2|°

x — 2 > 1

Is —2| > 1

x2 — 2x — 3 < 0

> —2| < 1

x2 — 2x — 3 > 0

_{x ф2

ж > 3

x < 1

Цж-3) (ж + 1) <0

x <3

X > 1

| (x — 3) (x + 1) > 0

^ж -ф 2.

Ответ: (—1; 1).
k
sin x

]

x — 2 < — 1

(x — 3) (ж + 1) < 0

ж — 2 < 1 **

x — 2 > —1

(x — 3) (ж + 1) > 0

ж ф 2

77777Ш

-1

/ / 7=\ sin a: / , —\sina: 1(J
6. (V5 + 2>/6j + (^v5 — 2л/б) = —.

5 — 2л/б = -=. Пусть (\/б + 2\/б) = t (t > 0),
5 + 2^6

тогда t +
j
= 3t2 — 104 + 3 = 0;

z о

t = 3

1
* = o5

у/5 + 2у/б = ^(у/З + у/2)2 = у/3 + у/2.

a) = 3 =► (л/з + V2)sin" = 3;

sin ж = 3 < 1, так как л/З + у/2 > 3;

ж = (—l)fc arcsin log^4/3+^ 3 + пк; к € Z.
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б) | => (V3 + V2fDX =

у/5 + 2\/б = л/3 + \/2 > 3; sin ж = log^+^
ж = (-l)n arcsinlog^+v^ + тгп; n € Z.

Верно ли, что log^+v^j ^ < -1?

1°S(V3+V2) 5 < IoS(v^+^) vlTvl
*

-Ф* ^ < л/З — л/2 ^ < 3 + 2 — 2л/б
о У

«*2V6<4£ = ^>/6<^6<^- ложь.
9 9 9 81

Таким образом, ^ > — 1, т. е. решение суще¬

ствует.

Ответ: а) х = (—1)к arcsinlog^^^^ 3 + тгк] к Е Z;

б) ж = (-l)n arcsinlog^+v^ + тгп; п € Z.

7. 23ж — 8 • 2-3* - 6 • 2х + 12 • 2~х = 1.

Пусть 2* — 2 • 2-ж = t.

Тогда, поскольку (а — Ь)3 = а3 — За2b + Sab2 — 63, имеем

t3 = 23х -Q- 22х ■ 2~х + 12 • 2х • 2-2а: - 8 • 2_3ж =

= 2^ - б • 2х + 12 • 2-ж - 8 • 2~3ж =

= 23ж - 8 • 2~3х - б • 2х +12 • 2~х = (2х - 2 • 2~xf, т. е. урав-

нение приобретает вид (2х — 2 • 2-ж)3 — 1. Следовательно,
гхпг* гч

2*_2.2“х = 1; 22а:—2Ж—2=0;

Ответ: 1.

'

log2512 = ?

2х = 2

2Ж = -1 £Е(у = 2*);
Ж

log5 4 = а

l°g5 3 = 6

log25 12 = i log5 12 = ^ (1о§5 4 + 1о§5 3) = ~Y~-

9 3ak. 1157
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Решение зачетной карточки 4

lg з = а
1.

lg2 = (l log56=?

а + b = lg 3 + lg 2 = lg 6;

log6 5 - log6 10 - logg 2 = ——
1

lg6 log26

1 1

a, b 1 + log2 3

1 1 1

a
_

lg3
b
~

lg2
= bg2 3

1-6

a b ixjb -Ь 1 a b a b a b

1 a
a + ^

10(55 6 =

logi x log 1 X

2. 2Х 2 — X 2 < —1.

logi Я

Пусть x 2 —t(t> 0).

„
1

, „
2t2 + t-l

n (2t - 1) (i + 1)
Тогда 2t—- + 1 <0; <0; <0;

Ъ t t

-1

(-oo; -1) £ E(t)

logi x 1
x 2 < - (так как у = log \x — убывающая функция)

i
2 ^

logi ®

ж 2 >0 (Ух)

logi X 1 л

4$ log 1 X 2 > log 1
- 4$ log| X > 1 4$

0<x<2
x>2.

2 2 2

"

log l X > 1 logi x > logi \2
2 2

1
^

logi x < -1 logi x < logi 2
2

2 2

Ответ: ( 0; — ) U (2; oo).



Решение зачетных карточек 2 (на уравнения и неравенства) 259

11 1,11
—X X г» л —х —х~\— —X

3. 4~х-3 2=32 —2“ . 4-*+4 2 =3 2+3 2:
1 1 11 11—X , ч —х , ч —х—1— —х—1 —

4 2 (2 + 1) = 3 2 (3 + 1); 4 2 -3 2 = 0;

Ответ: —1,5.

4. (v'WS)1 + (v'JTTB)1 = (2V2)X .

Разделим обе части уравнения на (2\/2)х :

=1

/4 —л/Тб , /4 + л/15 „

Пусть а = J < 1, Ъ = J - ^ 1.

Но а2 + Ь2 = 1, следовательно, можно положить а = sin а

и Ъ — cos а.

Тогда уравнение примет вид (sina)x + (cosa)^ = 1. Это

возможно, если х = 2, т. е. в случае тригонометрического

тождества.

Ответ: 2.

1 1
5. : ; 7л = <

<0.

log3 (х2 — 7х + 12) log3 20
*

log3 20 — log3 (х2 — 7х + 12)
log3 20 • log3 (x2 — 7x + 12)

Заметим, что log320 > 0, поэтому неравенство приобретает

l0g3
x2—7x+12

ВВД log3(i-S + l2)>0-
,(a_1)(t_1)>0
a > 0 , имеем

b> 0

Поскольку loga b > 0 <=>■ <

x2 - 7x + 12

^®&(х2—7х+12) ^
^ 0 ^
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х
2
- 7ж + 12

- l) (ж2 - 7х + 12 - 1) > 0
Ф* < V 20 )

v
-ФФ-

х2 — 7х + 12 > О

Г (ж2 — 7ж — 8) (ж2 — 7ж + 11) > О

^ж2 — 7ж + 12 > 0;

ж2 —7ж —8 = (ж — 8) (ж + 1); ж2 — 7ж+ 12 = (ж — 3) (ж — 4);
7 ± ч/49 - 44 7 ± л/5

ж
2
— 7ж + 11 = 0; Ж1,2 --

да?
JC

Ответ: (—оо; —1) U ( —3 ) U ( 4;—) U (8; оо).

6. log2 (2х - 1) • logi (2Ж+1 - 2) > -2.

2

Пусть log2 (2х — 1) = t.

Тогда logi (2Ж+1 - 2) = -1 -log2 (2х - 1); t (-1 - t) > -2;
2

t2 + £ — 2 < 0; —2 < i < 1;

fl°g2 (2Ж — 1) < 1
^

\log2 (2* - 1) > -2
у = log2 x —

возрастающая функция

2х — 1 < 2

1 44- {
2х — 1 > -

4

2х <3

г»т
5

2 > ^
5

log2 - < ж < log2 3 (у = log2 ж — возрастающая функция).

Ответ: Гlog2 ^; log2 3 j .
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7. lg (6 • 5х + 25 • 20х) = ж + lg25.

lg (6 • 5х + 25 • 20*) = lg 10* + lg 25;

lg(6 • 5х + 25 • 20х) = lg 25 • 10х; 6 • 5х + 25 • 20х = 25 • 10х.

Разделим обе части уравнения на 5х: 6 + 25 • 4х = 25 • 2х.

Пусть 2х = t (t > 0). Тогда 25i2 — 251 + 6 = 0;

*1,2 =
25 ±5

50

3
1 ~

5
2

t=v

4х — -1
~ь ж = log2 0,6

ж = log2 0,4.

Ответ: {log2 0,6; log2 0,4} .

хф\

Vx + y/у = 5

& <

y/x-y/V = -

з

x = 1 (уу ^ 0)

25 [ „7
х = — \х = 2-

^
<=> <

100 | ц1
"“Т I 9

'

у/х+у/у 15

Ж 3 = х 9

y/x-y/у 2
^

Ж 5 = X 6

/~
5

'/г=з
Г-

10
у/У=^Г

X = 1 (Vy ^ 0);

Пусть у = t; пара чисел (l;i) Vt ^ 0 является решением.
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Решение зачетной карточки 5

1. logi X + log3 X > 1.

2

logo X ( 1 \
T + log3 X > 1; log3 x f

+ 1) > 1;
1о§3 1 lo§3 2

1 log3 h 11
log3 x ■ — > 1, так как log3 - < 0 и log3 - + 1 > 0;

log3 i 2 2

log3 x < л l0f3_2 i; 1о§з x < 1оёз ( \
1 \ 1оёз 5+1

так как

1 + log3 2

log3 | + 1 logs | l0S|
3’

Ответ: 0 < x <

I \ loSl,5 3

о i i
24 - 2x — x2'.

2- log25—ж2 I — )>!-»■
16

14

/24 —2ж —z2\
, (2b — x2'

<=> ^g 25—x2 ( Yi ^ > g25—ж2 I I ^

16

r

25 — x2

16

16

> 1

> 0

24 — 2x — x2 25 — x2

14
>

16
'

24 - 2x - x2

14

л
25 — x2

„

0<-i*-<1
24 — 2x — x2 25 - x2

- <

16

'

x2 < 9

ж2 + 16ж — 17 < 0
"

x2 + 2x - 24 < 0

x2 > 9

x2 < 25

x2 + 16ж — 17 > 0.

14 16
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-р/мтн,

штщ утш,
.-5

Ответ: (—3; 1) U (3; 4).

3. 81х - 16х - 2 • 9х (9х - 4х) + 36х = 0.

81х - 16х - 2 • 81х + 2 • 36х + 36х = 0;

3 • 36х - 81х - 16х = 0;

'3'

2х

*•«:§
2х 4х

о.

Пусть = / (/ > 0 ). Тогда

9 о - ^ 3±л/9^4
t2-3t-hl = 0; tlt2 = ^ ;

Следовательно,

З+л/5
/п'2х

3±V5 ,п ,
t = —-— € (0; оо).

2

З-у/5
2

Ответ: •

'3'

V

2x = log3
З+л/5

2 1
2з-^^

2a; = log3 —-—

1, З+л/5

2
г

1, -3-V5
х=2 ^ 2

'

1, 3 + л/5 1 з-ч/б'
2 logj

-

|
-

l°g§
-
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4. <

log3 (Ж + 2у) + logi (X - 2у) = 1

I
3

Ж2 + у2 = 4 + -у

,
X + 2у

1оёз 7Г
= 1

х-2у
х2 + у2 =4 +|у ^ <

а; + 2у > О

к
ж — 2у > О

х + 2у = 3 (ж - 2у)
х2 + у2 = 4+±у
х + 2у > О

х — 2у > О

ж = 4у

16y2 + y2 = 4+iy
2 -ФФ <

ж + 2у > О

ж — 2у > О

ж = 4у

34у2 — у
— 8 = 0

ж + 2у > О

ж — 2у > 0;

34у2 - у
- 8 = 0; yi,2

1 ± VI + Ю88 1 ± 33

68 68

у = -;Х = 2

8 15
*'= -Г7:х

=

-‘1т
Следовательно, наша система равносильна следующей

совокупности:

У = \
х — 2

2 + 2-± >0

2-2- ± > 0

у
— —А

У 17

х ±17

_l!5 ц16 > Q
17 17 ^ и

— истина

ложь

_1 15 I 10
> Q

17 17
16

Ответ: *1
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5. (5 - х2)4х+Г < 1 (5 - x2fx+7 < (5 - ж2)0 .

а) Поскольку

а/(*) < 1 ^

а > 1

^/(ж) < О

О < а < 1

^/(ж) > О

а = 1

^ж € £>(/),

'ж < 2

ж > -2

кж < -1,75

ж > 2

ж < -2

— y/b < X < у/ь
X > -1,75

ж'2 - 4.

Г 5 - ж2 > 1

\4ж + 7 < О

5 — ж2 < 1

имеем < 5 — ж2 > 0

k
4ж + 7 > О

Г 5 — ж2 = 1

(Уж

►

Ш7Щ-1,75

mg
-ЬМ77М I

-1,75

-2 2

б) При ж = у/Ь 04V5+7 ^ 1 — истина.

в) При ж = —у/Ь О 54/517 — не определено.

Ответ: [—2; —1,75] U [2; у/Щ .

e.logs(k^^)<logi(]og,|±]V
l0E2tl0g3i+i)+l0g2(l0g3f+i

^
<0; 21og2 ^log3 ^-0 <0;

log3

log3

ж + 1

ж — 1

ж + 1

< 1

о <

> О

ж 1

ж + 1

ж — 1

ж + 1

< 3

«=>• <

> 1

'2ж + 4

ж + 1
2

> О

ж + 1
< 0.
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1

(2\х
Пусть 1-1 = т (т> 0), тогда

1
t 2 , n l±VT+4 1 ± у/Ь

т = 1; т —т—1 = 0; mi)2 = = —-—;
т 2 2

т=Ц^£(0;оо) ,2ч1 1 + ч^ j 1 + ^
1+^5

’ UJ 2
’

х °S| 2
m = —-— € (0;oo) 3

z

Ответ: x = log1+^ (|
2

'

8. Сравните log3 5 и logn 15.

1 < log3 5 < 2; 1 < logn 15 < 2.

Разделим интервал (1;2) на две части: (1; 1,5) и (1,5; 2).
з

Поскольку 1,5 = log3 32 = log3 3\/3 > log3 5, 1 < log3 5 < 1,5.
з

Поскольку 1,5 — logn 112 = logn 11\/П > logn 15,
1 < logn 15 < 1,5.

Разделим интервал (1;1,5) на две части:

i;i)и (I1’5)-
5 -

Поскольку - = log3 34 = log3 3^3 < log3 5 (9\/3 < 25, так

5
как 81 • 3 < 625), log3 5 >

5 ^

Поскольку - = logn 114 = log!! 11 v^lT > logn 15

(121 • y/n > 225; \/П>3),
5

logn 15 <
4-

Итак, log3 5 > log!! 15, что и требовалось выяснить.
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Решение зачетной карточки 6

1. log4 log2 х + log2 log4 x ^ 2.

1

log2 Y/l°g2 X + log2 log2 x 2 <: 2;

log2 ( v/log2 x ■ - log2 xj < log2 4;O'1
< 2

(1о§2^)2 < 4
^

J (log2 x) 2 ^8^1 1°S2® < 4

>g2 ж > 0 \bg2 X > 0 V°g2ж > 0

1 < x ^ 24.

Ответ: (1; 16].

2. 418*+1 _ б'ё* _ з . з1ё*2 = о.

4 . 4lg^r _ glgx _ 3 . 32lga: _ q

Разделим обе части уравнения на З2 lg х:

lga;

Пусть = t (t > 0), тогда 4t2 — t — 3 = 0;

1 ± VI + 48 1±7

t = 1

Ответ: 1.
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3- 1оё(*-1) (х + 1) > 2

** log(a;_i) (х + 1) > log(a._1) (х - I)2 <£>

(х > 2

\ж2 — Зж < О

'х <2

< х > 1

ж2 — Зж > 0.

г ьшп.г
г 0 3

х

(——*

Ответ: (2;3).

4. ж2 • 221 + 9 (ж + 2) • 2х + 8ж2 < (ж + 2) • 22х + 9ж2 • 2Ж + 8ж +16.

ж2 (22х-9 • 2*+8)-ж (22ж-9 • 2ж+8)-2 (22*-9 • 2*+8) <0;

(ж2 - ж - 2) (22х - 9 • 2х + 8) ^ 0;

(ж - 2) (ж + 1) (2х - 8) (2х - 1) < 0.

Ответ: [—1; 0] U [2; 3].
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5. \х — А\^2х 9)(2х 7) ^ 1;

а)

\х — 4| ^ 1

(2ж - 9) (2х - 7) ^ 0

|ж-4|<1 ;

(2х — 9) (2х — 7) ^ О

|ж-4| >0

'

шъ* 5^ш,

X

Ъ^7ШК ►

х ^ 5

х^З

(х — 4,5) (х — 3,5) ^ О

х ^ 5

х ^ 3

хф 4

к(ж — 4,5) (ж-3,5) ^ 0.

0

777777^ *$/7777777,

б) При х = 4 0 1
— не определено.

Ответ: [3; 3,5] U [4,5; 5].

6. (у/\/ж2 — 8х + 7 + л/х2 — 8х — 9^ +

+ (\/л/х2 — 8ж -Ь 7 — у/х2 — 8х — 9^ = 2Ж+1;

Wx2 — 8х + 7 + у/х2 — 8х — 9
+

^ I j у/х2
— 8х + 7 — \/ж2 — 8ж — 9

|

. / \/ж2 — 8ж + 7 + \Лс2 — 8ж — 9 .

Пусть | А/ | =t (t > 0).
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Поскольку

I V^^-Sx+7+ у/х^8х^9 / л/ж2—8ж+7—\/ж2—8ж—9

I х2 — 8ж + 7 — х2 + 8х + 9

16
= 1,

имеем
'у/х2 — 8х + 7 — \/х2 — 8х — 9 1

t + - = 2; (t- l)2 = 0.

Следовательно,
' у/х2 — 8х + 7 + у/х2 — 8х — 9

= 1;

у/х2 — 8х + 7 + у/х2 — 8х — 9 = 4;

Уж2 - 8ж + 7 = 4 — ч/ж2 — 8ж — 9;

ж2 — 8ж + 7 = 16 — 8у/х2 — 8ж — 9 + ж2 — 8ж — 9;

\/ж2 — 8ж — 9 = 0;
ж = 9

ж = —1.

Проверкой убеждаемся, что оба корня подходят.

Ответ: {—1;9}.
2х-у

+ 7

2х-у
2\ ~~2~

-6 = 0
3/ VA

Jg (Зж - у) + lg (у + ж) - 4 lg 2 = 0.

Область определения системы D(C):
2х-у

Зж — у > 0

у + ж > 0

3|з
2а;—2/

+ 7• | ! I
2

-6 = 0

ч^((3ж - у) (ж + у)) = lg 16.

2х-у

Пусть ^ J
2

= * (* > 0). Тогда 3t2 + 7t — 6 = 0;

t — —3 ^ (0;оо)
*1,2 =

-7±V49T72 -7 ±11

6 6 t =
3’
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2х-у ,

2\ 2 2 12х — у = 2
=-; 2х-у = 2; < У

;
3 1 (Зж - у) (у + х) = 16

у = 2х — 2

Зх2 + 4х — 20 — 0;

(у = 2х-2

(Зж — 2ж + 2) (ж + 2ж — 2) = 16;

у = 2ж — 2

ж = 2

10 (2;2) € D(С).
ж ~

з

Ответ: (2; 2).

8. л/ж2 — 7ж + 10 + 9 log4 ^ ^ 2ж + \/14х — 20 — 2ж2 — 13.
8

Пример достаточно странный. Выясним на всякий случай
область определения неравенства £)(Н):

х — 2

х = 5.

Вот это да
— только два значения! Проверим.

Пусть х — 2.

у/(2 - 5) (2 - 2) + 91og4 ^ 4 + yJ-2 (2 - 2) (5 - 2) - 13;

—9 ^ —9, значит, х = 2 — корень.

Пусть х = 5.

V(5 - 2) (5 - 5) + 91og4 | ^ 10+ V-2 (5 - 5) (5 - 2) - 13;
О

5 ( 3 \ 3 1
9bg4 - ^ -3; 9 • (log4 5 - -J ^ -3; log4 5 - - ^

I 1
log4 5^1-; log4 5 ^ log446; 5 > 4^4; 125 ^ 64^4;

О

125 ^ 128 — ложь.

Ответ: x = 2.

ж2 — 7ж + 10 ^ 0
(ж — 5) (ж — 2) ^ 0

'f>0 ж > 0 <=>•
О

14ж - 20 - 2ж2 ^ 0
V

—2 (ж — 5) (ж -2) ^0
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Решение зачетной карточки 7

1. log^ ^л/9 — х2 — х — 1^ ^ 1 <=>

log|x| ^\/9 - ж2 - х - l) ^ log|x| \х\ &

X > 1

|х| > 1

лЛГ X*

О < |х| < 1

V9

V9

X2 > X + 1

от X 1 < |х|

9 — х2 ^ О
u

V

5х2 + 4х — 8 = 0; xi,2 =

х2 + х — 4 = 0; xi,2

х2 > х + 1

л/9 — х2 ^ 2х + 1

—1 < х < 0

л/9 — х2 > х + 1

х > 1

9 — х2 ^ 4х2 + 4х + 1

х < —1

9 — х2 ^ 1

О < х < 1

9 — х2 > х2 + 2х + 1 <*=>

9 — х2 ^ 4х2 + 4х + 1
к

—1 < х < О

9 — х2 > х2 + 2х + 1

9 — х2 < 1

V9-X2 < 1

X > 1

5х2 + 4х — 8 ^ О

х < —1

х2 ^ 8

О < х < 1

х2 + х — 4 < О

к

5х2 + 4х — 8 > О

—1 < х < О

х2 + х — 4 < О

х2 > 8

х2 ^ 9

-2 ± л/44

—1 ± л/17

а)

б)

в)

г)
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а)

бН

-2-V44 -2 + л/44

‘‘W
7Ш£

-2<ЗШ7777>$
df7777?i-

2V2

-1- Vn -1+VT7

®) <

7Мг -2+У44'^7

im.
-1-V17 -1+VT7

г) < ■<w
m?2

-\Ш77П^ I
Ответ: [—2у/2; — l) U

-2 +у/й
;i

2. log20 80 - logg0 640 = (1 + log20 4) - (1 + log80 8) =

2 3
= log20 4 - log80 8 = 2 log20 2-3 log80 2 =

log2 20 2 + log2 20

4 - log2 20

log2 20 log2 80
4 + 2 log2 20 — 3 log2 20

log2 20(2 + log2 20)

log2 16 - log2 20
<0,

log2 20(2 + log2 20) log2 20(2 + log2 20)

так как log2 16 < log2 20, log2 20(2 + log2 20) > 0.

Итак, log80 640 > log20 80, что и требовалось выяснить.
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3. logi log7 (y/x^+l + х) < log7 log 1 (ух2 + 1 - Xj
7 7

^ - logy logy (Vx2 + 1 + x) < logy logy
1

4*
4 7 + 1 — x

yjx2 + 1 — X

= л/х2 + 1 + :

<!=> 2 logy logy (\/x2 + 1 + xj > 0

logy (Vx2 + l+x) >1 / 4

О < >
,

< О logy (vx2+ l +x) >logy
logy ^/x2+ l+xj >0

' '

<=> \Jx2 + 1 + X > 7<s=> Vx^+T > 7-x <£>

7 — x ^ 0

x2 + l > (7—x)2
7 — x < 0

x2 + 1 ^ 0

I x < 7

]^x2 + 1 > 49 — 14x + x2 ^

x > 7

U<7

[I4x>48 ^

x > 7

3- <x^7

x > 7.

Ответ: ^3-;ooJ .

f 642ж + 642y = 12
’

|б4*+» = 4л/2.

Пусть 64х = t, t > 0; 64y = 2, 2 > 0. Тогда система

принимает вид
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а)
+ z — 2 (l + \/2)
= 4у/5.

По теореме, обратной теореме Виета, t и z

являются корнями уравнения т2 — 2 (1 + л/2) т + 4>/2 = О,
т. е. либо t = 2, г = 2\/2, либо £ = 2\/2, г = 2.

Следовательно,
1

У=
4

*=4
1

У=б-

б)
+ 2 — —2 (1 + л/2)
2 = 4^.

Ответ

t и г являются корнями уравнения

к2 + 2{\ + лД)к + As/2 = О,

т. е. либо t = —2, г = —2у/2, либо t = —2\/2, г = —2,

но t, г > 0, поэтому в данном случае решений нет.

1 1'

4;б.

5.

Г: (М) =

log5 30 log5150 log5 30 1°§5 5 + logs 30

l°g3o 5 log65 1/logs 30

= log2 30 - (1 + logg 30) 1о§5 6 =

= log2 30 - logs 30 • 1°§5 6 - logs 6 =

= log5 30 (logs 30 - 1о§5 6) - logs 6 =

= logs 301°§5 5 - log5 6 -

= logs 30 - 1о§5 6 = logs 5 = 1.

1/ logs 6
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<

6. log1_2a; (бж2 — 5ж + 1) = log1_3;r (4ж2 — 4х + 1) + 2 «=>

^ logi-2a;(2^ - 1)(3х - 1) = log1_3a.(2x - I)2 + 2 <£>

l°gl-2a;(1 —2x)+logi_2a;(l —Зж) =21og1_3a,(l —2ж)+2

1 - 2ж > О

1 - Зж > 0 <=>

1 - 2ж ф 1

1 - Зж ф 1

1°*17-(1"3*)-log1.J1-3*)
** <Ж< 2

1

ж<з
Ж ^ 0.

Пусть log1_2l(l — Зж) = t, тогда

t = 2

+ 1

Г-t-2=0

1

*<3
ж Ф 0

t = -1

1

*<3

<=>

iogi-^C1 - Зж) = 2

logi-2x(! -Зх) = -1

1 ^ <

ж<3
кж ф 0

1 - Зж = (1 - 2ж)2
1 - Зж =

1

1 — 2ж

<

4ж2 — ж = 0

6ж2 — 5ж + 1 = 1

1 ^ <

Ж<3
х ф 0

Ответ: -.

4

1

ж<з
хфЪ

х = 0

х
4

х = 0

ж = 5
х

6

X <
1
3
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7. log2_5X 3 +
log2 (2 — 5ж) log6 (бж2 — бж + 1)

1
<^log2—Ъх з + log2-5a: 2 ^

log6 (бж2 — бж + 1)

-Ф* log2-5a; 6 ^

1

1

log6 (бж2 — бж + 1)
1

log6 (2 — 5ж)
^

logg (бж2 — бж + 1)

Пусть log6(2 — Бж) = a, logg (бж2 — бж + 1) = Ь. Тогда

1 1 Ъ-а
^ 0 <=>

a b ab

а

а > О 0
Ь< О

Ь > а

а < О

Ь>0

b ^ а

а > О

Ъ> О

b ^ а

а < О

Ь< О

Г log6(2 - Ъх) < О

|^log6 (бх2 — 6х + 1) >0

'log6 (бх2-бх+1) ^ log6(2-5x)
< log6(2 - Ъх) > О

log6 (бх2 - бх + 1) >0

{log6
(бх2-бх+1) < log6(2—5х)

l°g6(2 — 5х) < О

log6 (бж2 — бх + 1) <0

О < 2 - 5х < 1

бх2 — бх + 1 > 1

О < бх2—бх+1 ^ 2—Ъх

6х2 — 6х + 1 > 1 <=>

О < бх2—бх+1 ^ 2-5х

О < бх2 — бх + 1 < 1

О < 2 - Ъх < 1
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ж > 5

х<1
6ж(ж — 1) > О

бж2 — х — 1 ^ О

бж2 — бж > О

бж2 — х — 1 ^ О

Qx2 — бж + 1 > О

ж > ±

х<\

бж — 6Ж + 1 = 0<^Ж12’
о

1 3 — л/3 6-15 + 5^3 5л/3 — 9

5 6 30

так как 25 • 3 — 81 < 0.

30
<0,

Ответ:
1 Л / 1 3 - л/З
'И U ( 5; 6

8. (х2-4)31о8-г-<(1о'>,5*-9))=2«
х2 — 4 > О

яг 4^1

1°ёз(5ж - 9) > О

1

(1с^|(5ж-9))5 =2

ж — 4 > О

ж2 — 4 ф 1

5ж — 9 > 1

1с^3(5ж - 9) = 2

ж — 4 > О

ж2 — 4 ф 1

ж > 2

5ж — 9 = 9

Ответ: 3,6.

ж — 4 > О

ж2 ф 5

ж > 2

ж = 3,6

ж = 3,6.
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Ответы на итоговые самостоятельные работы

Итоговая самостоятельная работа 1

1. И; 2. Ш; з. —; 27
27

; 4. -1 ; 5. [

7. [-3; -3) U (0; 1] ; 8 {-1} U [0; оо)
10. (2; л/2); (2; —\/2)

Итоговая самостоятельная работа 2

1.

6.

2

3 ; 2. L6J; з. 0 ; 4. 5; 10 ; 5. 6~2 5

(—оо; —1) U (0,5; 1) U (1,5; оо) ; 7. [-1; -1) U (6; оо)

[2; 5] ; 9. 4;оо ; 10. 1.3
2

’
4

Итоговая самостоятельная работа

10.

-2 ; 2. L0J; з. Ш; 4. 4;ZL;5ZL ; 5. И; 101
4 4

[—1,25; —1) U [0; оо) ; 7. (—1; 0) U (1; 2) ;

[-у/2; -1) U (-1; 0) U (0; 1) U (>/2; 2у/2) ; 9.

II

II о

Итоговая самостоятельная работа 4

1.
2а—1

• 2
3—а

; 2. log3 8 < log5 32 < log2 5 I; 3. Ш; 4. Щ];

7.

11,25 ; 6. (—оо; —1] U 5’ 2 J u[f;l]u{0}
(1-V6;—1]и(-1;0)и(0;А)и VE; 1 + \/б) ;

2; [3; оо) ; 9. Ы) ; ю. (—2; 0; 2) |.

Итоговая самостоятельная работа 5

1. И; 2. [3/751; 3. Ш; 4. [28]; 5. [3]; 6. [20]; 7.

8. [—2; оо) ; 9. Ш; Ю. [4; оо) .
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Итоговая самостоятельная работа 6

; 2. {1;343} ; 3. I х = 0 1;

(0; 1) U [УЗ; оо)~|; 5. U (l; 71+^

7.

9.

, >/2\
’ 2~) и

1 1

2’2

(0; 2-V3 U

З+л/5

2^; 2 2 4 : 1, 2 : 5

-3; —2] U [1; 3] ; 10. I дг = 31.
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