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Предисловие редактора

Перед вами удивительно живая, неформальная, но, в то же время,

тщательно структурированная книга «Геометрические задачи на

экзаменах. Часть 2. Стереометрия. Часть 3. Векторы».
Главная цель раздела «Стереометрия» — развитие
пространственного воображения, сложнейшего аспекта в изучении геометрии.

Читатель идет к ней постепенно: от несложных типовых задач,

к задачам-исследованиям, требующим знания элементов

математического анализа.

Особенно стоит отметить игровую форму некоторых задач,
использование которой резко ускоряет процесс обучения.
В разделе «Векторы» читатель знакомится с принципиально

иными способами нахождения углов, расстояний, площадей и

объемов на плоскости и в пространстве.

Здесь подробно рассмотрено скалярное произведение векторов,
с его помощью резко упрощается решение многих

планиметрических и стереометрических задач, справиться с которыми

без использования скалярного произведения было бы
затруднительно.

Расширяет математический инструментарий читателя и

серия тренировочных работ на использование координатного

и координатно-векторного методов, за которыми по традиции

следуют задачи для самостоятельного решения.

Раздел «Повторение» представляет собой серию тренировочных
и самостоятельных работ различного уровня сложности.

Интересные разнотипные задачи касаются всех тем, рассмотренных в

обоих томах «Геометрических задач на экзаменах», а несколько

уровней сложности позволяют всем читателям закрепить

приобретенные навыки решения геометрических задач и с уверенностью

подходить к экзаменационным испытаниям.

А. В. Семенов



Предисловие автора

Предлагаемая серия книгадресована широкому кругу учащихся

средних школ, классов и школ с углубленным изучением
математики, абитуриентов, студентов педагогических вузов,

учителей.

Книги можно использовать как самостоятельные учебные
пособия (самоучители), как задачники по данной теме и как

сборники дидактических материалов. Каждая книга снабжена

программой элективного курса.

Для учащихся можно предложить следующую схему работы:
прочитав вступление и рассмотрев примеры решения,
самостоятельно решать тренировочные работы, затем посмотреть

решения и, осмыслив их, попробовать решить проверочные

работы, проверяя их решения по книге и т.д.

Книги полностью подходят для самостоятельного овладения той
или иной темой и рассчитаны на последовательное обучение от

начального уровня до уровня, необходимого абитуриентам.

Для учителей эти книги предоставляют широкий выбор
приемов и методов работы:

Это могут быть задания учащимся для самостоятельной работы
с последующим контролем учителя.

Возможно использование книги как задачника для работы
в классе и для домашних заданий.

Эти пособия идеально подходят в качестве материала для

повторения параллельно изучению других тем в школе.

Подбор материала позволяет существенно дифференцировать

уровень требований к учащимся при проведении контрольных

и зачетных работ.

Уровень сложности и объем материала в книгах серии,

безусловно, избыточен, и учитель должен сам выбирать сложность

и объем материала в соответствии с возможностями учащихся

и задачами, стоящими перед ними.

А. X. Шахмейстер



Программы элективных курсов

для учащихся 10-11 классов

Элективный курс 1.

Стереометрия (30 уроков).

№№

уроков

Название темы

В скобках указаны номера заданий

1-2 Расстояния между геометрическими фигурами

Практикум 1

(стр. 7 - 24)

3 Угол между прямой и плоскостью

Задача о трех косинусах

(стр. 25 - 30)

4-5 Двугранный угол, (задача о трех синусах).
Практикум 2 (частично)

(стр. 31 - 45)

6-7 Некоторые свойства пирамид. Свойство тетраэдров, (стр. 46-61)
Практикум 3.

8 Игры-развертки. (стр. 62 - 65)

9-10 Углы в кубе. Расстояния в кубе.
Практикум 4

(стр. 66 - 80)

11-12 Углы в прямоугольном параллелепипеде.

Тренировочная работа 1 (вариант 1 (а, в, д))
(стр. 81 - 93)

13-14 Тренировочная работа 2 (вариант 1 (а, в, г))
Тренировочная работа 3 (вариант 2 (а, в, г))

(стр. 94-117)

15 Самостоятельная работа 1 вариант 2 (1, 3) (стр. 118 - 119)

16-17 Трехгранные углы.
Теория (задача 2 (а-г), задача 3 (а, б))

(стр. 120 - 131)

18-20 Практикум 5 (частично) (стр. 132 - 163)

20-24 Сечения, углы, объемы. (стр. 164 - 204)
Практикум 6 (1,2)
Тренировочная работа 4 (Вариант 1 (частично)).
Задачи-исследования на сечения.

25-27 Использование математического

анализа в геометрии

Практикум 7 (1,3 (1, 2 вариант))

(стр. 205 - 224)

28-30 Комбинации методов при решении задач (стр. 225 - 236)
Тренировочная работа 5 (Вариант 1, Вариант 3 (частично),
Вариант 4 (частично)).
Обобщения.



Элективный курс 2.

Векторы. Повторение (30 уроков).

№№

уроков

Название темы

В скобках указаны номера заданий

1-2 Основные определения и свойства (стр. 237 - 242)

3-5 Действия над векторами (стр. 243 - 252)
Практикум 8.

Тренировочная работа 6 (вариант 1,самостоятельно вариант 2)

6-7 Замечательные точки треугольника

и их векторные свойства (задачи 1-5)
(стр. 255 - 260)

8 Скалярное произведение и его свойства (стр. 261 - 263)

9-10 Векторное доказательство некоторых теорем

(Теоремы 3 и 4)
(стр. 264 - 270)

11-15 Использование скалярного произведения (2,3,6)
Практикум 10 (1(а, в), 3,4,6, 2 (а, в, г, д))
Тренировочная работа 7 (вариант 2 (1,2 (а, в, г)))
Самостоятельная работа 3 (2,3,4, 7)
Задача-теорема (Косинус двухгранного угла)

(стр. 271 - 319)

16-19 Координатно-векторный метод

Практикум 8 (1, 3,4, 5)
Тренировочная работа 8 (1 (а, в), 2,4 ,5)
Тренировочная работа 9 (вариант 1,4)

(стр. 320 - 346)

20-21 Уравнение плоскости (стр. 348 - 356)

22-25 Повторение, (стереометрия)
Итоговая задача.

Домашняя тренировочная работа 1 (1,2,4,8)
Домашняя тренировочная работа 2 (4, 7,8,10)
Домашняя тренировочная работа 3 (1, 3, 7)

(стр. 392 - 418)

26-30 Многогранники
Домашняя тренировочная работа 4 (3, 5,8,9)
Домашняя тренировочная работа 5 (1,4, 5,6)
Задачи ловушки.
Карточки индивидуальных заданий (1,3,5,9)

(стр. 426 - 475)

Программы разработаны по материалам книги и апробированы
на практике заслуженным учителем РФ Е. Б. Лившицем.



Стереометрия1

Расстояние между геометрическими фигурами

Напомним некоторые определения, связанные с понятием

расстояния2. Заметим, что расстояние между геометрическими

фигурами, как правило, обозначается буквой р.

1. За расстояние между двумя точками

проходящего через точку А:

р(А; а) = АВ, где ABLa и BGa.

1
Данная глава посвящена решению задач по стереометрии. Мы не

будем подробно повторять весь курс геометрии, остановимся только на

разделах и темах, которые вызывают наибольшие затруднения при решении

задач.
2
В школьном курсе простейшими фигурами в пространстве являются

точки, прямые и плоскости.

принимается длина отрезка,

соединяющего эти точки:

р(А; В) = АВ, где р есть мера
—

число, характеризующее длину отрезка.

2. Пусть точка А не принадлежит

прямой а. За расстояние между точкой

А и прямой а принимается длина

отрезка перпендикуляра к прямой а,
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Отметим, что для любой точки

N еа АВ ^ AN, т.е. АВ —

отрезок наименьшей длины.

3. За расстояние между двумя

параллельными несовпадающими

прямыми принимается длина

отрезка перпендикуляра к прямым

а и Ь, концы которого

принадлежат прямым.

Для а || Ь3 р(а;Ь) = АВ,
где А е а, В € Ь, АВ±а.

Отметим, что для любых точек

М еа и N eb АВ^ MN,

т. е. АВ —

отрезок наименьшей

длины.

4. За расстояние между двумя

скрещивающимися прямыми

принимается длина отрезка

перпендикуляра к прямым, концы

которого принадлежат этим

прямым.

Известна теорема, утверждающая, что существует

единственная прямая, перпендикулярная одновременно двум

скрещивающимся прямым и имеющая с каждой из них

общую точку.

Для а\Ь4 р(а]Ь) = АВ, где ABLa, АВ±Ъ, Аеа, В € Ъ.

3
См. определение параллельности в книге А. X. Шахмейстер Часть 1.

Планиметрия. СПб.: «Петроглиф». М.: МЦНМО, 2011 г. С. 11.
4
Будем обозначать символом Л скрещивающиеся прямые.
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Отметим, что для любых точек

М £а и N £b АВ < MN,

т. е. АВ —

отрезок наименьшей

длины.

5. За расстояние между точкой вне

плоскости и плоскостью принимается

длина отрезка перпендикуляра

к плоскости, концы которого

соединяют точку вне плоскости

с точкой, принадлежащей плоскости:

для А ф а р(А\ а) = АВ,
где В £ а, АВА.а.

Отметим, что для любой точки

М £ а АВ < АМ, т. е. АВ —

отрезок наименьшей длины.

6. За расстояние между плоскостью

и параллельной ей прямой

принимается расстояние
от произвольной точки прямой

до плоскости:

для а || а р(а; а) = АВ,
где А Е а, А 0 а, В G а, AB-La.

Отметим, что для любых точек

М £ а и N € а АВ < MN,

т. е. АВ —

отрезок наименьшей

длины.
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7. За расстояние между двумя

несовпадающими параллельными

плоскостями принимается длина

отрезка перпендикуляра к

плоскостям, концы которого

принадлежат разным плоскостям:

для а || /3 р(а;/3) = АВ,
где А е а, В е /3, АВ±.а (АВА./3),
а ф /3 (не совпадают).

Отметим, что для любых точек М £ а

и N ер АВ < MN, т.е. АВ -

отрезок наименьшей длины.

Примечания. 1. В случаях, когда:

а) точка А совпадает с точкой В;

б) точка А лежит на прямой а;

в) точка А лежит на плоскости а;

г) параллельные прямые а и b совпадают;

д) прямая а лежит на плоскости а;

е) параллельные плоскости а и /3 совпадают,

расстояние между этими фигурами принимается равным нулю

(эти случаи называются вырожденными).

2. Известно, что две скрещивающиеся прямые однозначно

определяют пару параллельных плоскостей. Можно доказать,

что расстояние между этими параллельными плоскостями

равно длине общего перпендикуляра к скрещивающимся прямым.

Таким образом, это расстояние равно расстоянию между этими

скрещивающимися прямыми.
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Выполним построение, иллюстрирующее данную идею.

Пусть а А Ь. Построим:

а) || 6 Ьг П а = А € а, где а С а; Ьг С а;

б) ах || а ах П 6 = В € /3, где b С /3; ах С /3;

в) а II р.

Тогда р(а;Ь) = р(а;/3) = АВ, где AB_La (AB_L/3).

Всякое расстояние между данными фигурами обладает

свойством быть наименьшим из всех расстояний между

любыми точками, принадлежащими разным фигурам.

Задача. Дан куб

ABCDA1B1C1D1 с ребром,
равным а. Найдите расстояние

между прямой AD и прямой

CXN, где точка N принадлежит

прямой А1В1.

A D

а) Пусть N ф В1, т. е. точка N не совпадает с точкой В1.

Тогда прямые AD\CXN (скрещиваются).
По определению расстояния между скрещивающимися

прямыми с учетом примечания 1 получим, что

p{AD; CXN) = p{ABCD; = ААг = Щ].

б) Пусть N = Вг, тогда AD || С1В1. Можно доказать, что

ABi-LAD, а значит, и расстояние между этими прямыми

равно p(AD;C1B1) = АВг:

АВг = \/АВ2 + ВВ'{ = у/а2 + а2 = as/2.

Т.е. p(AD;C1Bl) — АВХ — аУ2 (AB1±AD), как теперь

очевидно.
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Обратим внимание, что в случаях а) и б) из-за качественного

различия видов прямых произошел чудовищный скачок в

измерении расстояния. Действительно, при приближении точки

N к точке Вх даже очень близко, расстояние между AD

и CiN все еще равно а, но как только точка N и Вг
совпадут

— мгновенный скачок в у/2 раз
—

и расстояние между

AD и СгВг становится равным ау/2.
В диалектике этот пример наглядно иллюстрирует закон

перехода количества в качество и наоборот.

Теорема 1. Любая точка вне плоскости треугольника,

равноудаленная от его вершин, проецируется ортогонально в центр

окружности, описанной около треугольника.

Дано:
ААВС С а

М а

МО.La

МА = MB = МС

Докажите, что АО = ВО = СО.

Рассмотрим вкратце идею доказатель

Так как ААОМ, АВОМ, АСОМ

прямоугольные и один катет у них

общий, а гипотенузы равны,

то ААОМ = АВОМ = АСОМ,
значит АО — ВО — СО — RQ, где

Ro —

радиус окружности, описанной

около ААВС.
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Внимание! Необходимо рассмотреть три случая:

а) ААВС — остроугольный, тогда О лежит внутри ААВС.

О° <ZC < 90° АВ2 < СВ2 + АС2 А

0° < Z.A < 90° СВ2 < АС2 + АВ2
0° <ZB < 90° АС2 < АВ2 + СВ2

С в

б) ААВС — прямоугольный, тогда точка О принадлежит

гипотенузе ААВС (ZC — 90°, АВ2 = АС2 + СВ2).
М

{АВ2 > AC2 + СВ2).

(Z.C > 90°).

М
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Практикум 1

(Расстояние между простейшими фигурами)

Задача 1. Катеты прямоугольного треугольника равны 42

и 56. На каком расстоянии от плоскости треугольника лежит

точка, равноудаленная от его вершин на 125?

Дано:

ААВС

АВА.АС

АВ = 42

АС = 56

AM = ВМ = СМ = 125

М

Найдите р(М; ABC).

Сделаем дополнительное построение:

MOLABC, т.е. МО — р(М, ABC).
М

а) ВС = VAB2 + АС2;

ВС = \/422 + 562 =

= v/1764 + 3136 = v/4900 = 70.

Так как AM = i?M = CM

по условию, то точка О —

центр описанной окружности

(по теореме 1). Значит ВО = ОС = АО.

б) Так как АВ1.АС по условию, то О € СВ,

а значит АО = 35.

в) Рассмотрим ААМО.

ОМ = VMA2 - АО2] ОМ = л/1252 - 352 =

= ч/(125 + 35)(125-35) = %/160 • 90 = 4 • 3 • 10 = 120.

Тогда р(М; ABC) = 120
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Задача 2. На каком расстоянии от плоскости

равнобедренного треугольника находится точка, равноудаленная от каждой

вершины на 13, если основание и высота треугольника равны 8?

а) Сделаем дополнительное построение:

проведем М01.АВС, тогда р(М; ABC) = МО.

Так как AM — ВМ — СМ, то О —

центр описанной около

AABC окружности (по теореме 1).

Напомним формулы радиуса описанной окружности:

ч „
АВ АС ВС

г) До = —Тс •

ААВС

=

8 '

= 5; R = ОВ — 5, где МО±АВС.о 4.32
> о >

д) Из AMВО МО= у/MB2 - ВО2) MO= V132 — 52 = 12;

р(М; ABC) = 12 .

Дано:
ААВС
AM = ВМ = СМ = 13

АВ = ВС

BD.LAC

АС = 8, BD = 8

М

Найдите р(М; ABC).

° 4S 2 sin а

б) Рассмотрим ААВС.

Так как АВ — ВС, то BD —

тАС,

т. е. AD — DC = iAC - 4; ВС = л/DB2 + DC2)

ВС = V82 + 42 = 4>/5.

в) $аавс — 2^
' BD) SAABC —

- • 8 • 8 — 32.
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шин треугольника, две стороны которого равны 2 и 3, а угол

между ними равен 120°. Найдите расстояние от точки М

до плоскости треугольника.

то О —

центр описанной

около ААВС окружности.

Учитывая, что ZВАС = 120° > 90°, то точка О лежит

вне ААВС.

Для нахождения стороны СВ используем формулу

теоремы косинусов:

СВ = JАС2 + АВ2 - 2АС ■ АВ • cos ('АС^АВ) .

Дано:
ААВС
М ф ABC

М

AM = ВМ = СМ =

7л/З
3

/.ВАС = 120°

АВ = 3

АС = 2

Найдите р(М] ABC).

М

а) Сделаем дополнительное

построение: МО1.ABC,

тогда МО — р(М; ABC).
Так как AM = ВМ = СМ,
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СВ

2 sin(ZA)
’

л/19 \/19
= АО sin 120° =

2 sin 120° л/З
""

V 2

Напомним, что ОМ_LABC, т. е. р(М; ABC) — ОМ.

г) ОМ = VAM2 - АО2;

ОМ

\
\/1э\ V49 - 19

л/З л/5
= л/10;

р(М-,АВС) = у/Ш

М

Задача 4. Расстояние от точки М до вершин треугольника

равно 13. Найдите расстояние от точки М до плоскости

треугольника, если одна сторона его равна Зл/3, другая равна 4,
а площадь треугольника равна 3\/3 кв. ед.

Дано:
ААВС
М £ ABC
AM = ВМ = СМ = 13

ЛБ = 3^3
АС = 4

&ААВС ~ ^л/З

Найдите р(М;АВС).

а) Сделаем дополнительное построение:

МО±ЛВС, тогда МО = р(М;АВС). А

Найдем радиус описанной

около треугольника окружности. ^

Так как SAABC = ^АВ • АС • sin а = 3\/3 {а — /.А),

то ^ • Зл/З • 4 • sin а = Зл/З, т. е. sin а = ~, тогда

Q = 30°

а = 150°
'
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б) Пусть а = 30°.

1. ВС = VAC2 + АВ2 - 2АС • АБ cos 30°,

т.е. ВС = v/T6T27^36 = /7 ( cos30° =
/Г

2. =

ВС

2 sin 30'
= = (sin30° = ±).

3. ОМ = у/MB2 - ОВ2 (ОМ1АВС-, р(М;АВС) = ОМ);

ОМ = V132 - 7 - л/169 - 7 = /162 =

9/2J = р(М;АВС).

в) Пусть а — 150°.

1. ВС = у/АС2 + АВ2 - 2АС ■ АВ cos 150°,

т. е. ВС = >/16 + 27 + 36 = /79

|^cosl50° — —

•

2. Ro =

R =

ВС

2 sin 150°’

/79
2
Ц = s/79 = OB (sin 150° =

о '

M

3. ОМ = VMB2 - OB2;

OM = ^/132 - (/79)2 = V169 - 79 = V90 =

= 3y/l0i = p(M;ABC).
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Задача 5. Точка М равноудалена на 26 от всех вершин

параллелограмма со сторонами 12 и 16. Найдите расстояние от

точки М до плоскости параллелограмма. М

Дано:
ABCD —

параллелограмм

AM = ВМ = СМ = DM = 26

АВ = 16

AD = 12

Найдите p{M\ABCD).

а) Сделаем дополнительное построение:

МO.LABCD (OeABCD),
тогда МО = р(М; ABCD).

Прежде всего, уточним вид

параллелограмма.

По условию AM = ВМ — СМ — DM. D

Так как для равных наклонных их ортогональные

проекции также равны, то АО = ВО = СО = DO, значит

ABCD —

прямоугольник, следовательно О
—

центр

описанной окружности. (Необходимо уметь доказывать, что

в данном случае точка О есть точка пересечения

диагоналей.)

б) DB = у/AD2 + АВ2,
т.е. DB = V122 + 162 = V144 + 256 = 20.

в) АО = ОС = OD = OB = -DB; АО = 10.

г) ОМ = у/AM2 - АО2;
ОМ = \/262 - 102 = ^676 - 100 = >/576 = [241.

Вывод: если существует точка М, равноудаленная от

вершин параллелограмма, то такой параллелограмм есть

прямоугольник.
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Задача 6. Точка М равноудалена от вершин трапеции, а

расстояние от точки М до плоскости трапеции равно 24. Боковая

сторона и диагональ, проведенная к ней в трапеции, равны

соответственно 12 и 16, а большее основание трапеции равно 20.

Найдите:

а) расстояние от точки М до вершин, если основание трапеции

равно 20;

б) площадь трапеции.

Дано:
ABCD —

трапеция

МiABCD
AM = ВМ = CM = DM

p(M; ABCD) = 24

AC = 16

DC = 12; AD = 20

Найдите: a) AM; 6) SABCD.
M

а) Сделаем дополнительное построение:

MOLABCD,

тогда p(M; ABCD) = МО.

1. Так как точка М равноудалена С

от всех вершин трапеции, то от

любых трех вершин тем более.

Значит, М проецируется на

плоскость в центр окружности,

описанной около любого

треугольника, все вершины

которого есть вершины трапеции.

Тогда около такой трапеции можно описать

окружность. Но около трапеции можно описать окружность,

только если она равнобедренная. Отсюда следует, что

боковые стороны и диагонали такой трапеции равны

между собой. Итак, АВ = DC и АС — DB.



Практикум 1 (Расстояние между простейшими фигурами) 21

2. Найдем радиус окружности, описанной около

трапеции. Так как вершины треугольника жестко

определяют единственную окружность, которую можно описать

около треугольника, то достаточно определить радиус

такой окружности, чтобы все вершины трапеции

принадлежали этой окружности.

Рассмотрим AACD

Дано:
АС =16
DC = 12

АР = 20

Найдите Ro.
В данном случае заметим, что

т.е. 162 + 122 = 202,
значит по теореме, обратной
теореме Пифагора, ACA.DC,
тогда О € AD

и R = ]-AD = АО,
2

т. е. Ro = 10.

3. Из ААОМ найдем AM.

AM = у/АО2 + ОМ2; (ОМ±АО)
ОМ = р(М; ABCD),
т. е. AM = %/Ю2 + 242 - VM0 + 576 = = ГЖ

б) 1. Для вычисления SABCD найдем высоту трапеции.

2. Проведем дополнительные построения:

BB^AD и CC^LAD.
В С

АС2 + DC2 = AD2,

С
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3. Используя метод площадей, найдем ССХ = Н.

Saacd=1-AD.CC, = 1-AC.DC

(ACLDC, см. пункт 2).

Получим AD • СС1 = АС • DC,
1 ^ то

т. е. 20СС1 = 16 • 12; ССХ = —— = 9,6.

4. Найдем основание ВС, используя метрические

отношения в прямоугольном треугольнике.
л Г)

Так как АВ = DC, то АВХ = DCX =
,

но DC2 — AD ■ DCj (см. книгу А. X. Шахмейстер
Планиметрия. СПб.: «Петроглиф». М.: МЦНМО, 2011.
С. 93);

122 = 20DCi, DCX = 7,2, значит ВС = AD - 2DCV

т.е. ВС = 20 - 2 • 7,2 = 5,6.

&ABCD —

2
HaBCD (HaBCD — CCl = H),

т. е. SABCD =

20 + 5,6
• 9,6 = [Щ88

Задача 7. Точка М равноудалена от вершин треугольника

со сторонами 17, 21 и 10 на расстояние 41,875. Найдите:

а) расстояние от точки М до плоскости треугольника;

б) расстояние от проекции точки М на плоскость этого

треугольника до наибольшей стороны. м

Дано:
ААВС
М (£ ABC
AM = ВМ = СМ = 41,875
АВ = 17; АС = 10; ВС = 21

Найдите: а) р{М;АВС); б) р(0;ВС).
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а) Сделаем дополнительное
М

построение: МО1.ABC,

тогда МО = р(М;АВС).

1. Так как по теореме 1 точка М проецируется

ортогонально в центр О окружности, описанной около

треугольника ABC, то найдем вначале Ro.
,

abc а

Формулы известны: Rn = —— = .F J ° 4S' 2 sin а

2. Найдем площадь треугольника, используя формулу Ге-

рона: 5Д = у/р(р - а)(р - Ь){р - с).
17 + 21 + 10

24; 5Д = \/24 • 3 ■ 7 • 14 — 3-4-7 — 84.

„ „
17-21-10 85 5

3. R =
„ „ „ „

= — = 10- = 10,625 = АО.
°

4-3-4-7 8 8

Для того чтобы убедиться в верности чертежа,

проверим вид ААВС.

AC2 + АВ2 -СВ2
cos(ZA) =

2 ■ АС • АВ
'

,
102 + 172 — 212 52

cos( ) -
2-10-17

_
_

2 • 10 • 17
< ’

значит ZA > 90°.

Чертеж будет иметь другой вид:

М
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4. ОМ = л/AM2 - АО2;
7 335

41,875 = 41- = —

1 п \~/ г л/420 • 250 50 г—

= -\/(335 + 85) (335 — 85) = -— = —л/42 =

25
V42 6,25л/42.

б) 1. Пусть ОКА-СВ, тогда ОХ = р(0; ВС).
5

Так как ОС = OB = R = 10-
8

(АОСВ — равнобедренный),

то СК = КВ — ^СВ — 10,5 (ОК -

медиана АОСВ).

2. ОК = у/ОВ2 - КВ2-,

;VW:T84)(85^84) = ->/шГТ
13

- 1,625 =р(0]ВС).
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Угол между прямой и плоскостью

Определение 1. Прямая называется перпендикулярной
плоскости, если она перпендикулярна любой прямой
плоскости.

Вопрос. Если прямая перпендикулярна плоскости, т. е. a_La,
то можно ли утверждать, что прямая а перпендикулярна

следующим прямым, показанным на чертеже:

a_Lc; a_L6; а±АВ; al.BC; a±.AD; al.DC; a_U; а±п и т. д.?

Ответ. Да, так как по определению, если прямая

перпендикулярна плоскости, то значит она перпендикулярна любой

прямой плоскости, в том числе и перечисленным.

Примечание. Рассмотренное определение

перпендикулярности прямой к плоскости в практическом плане трудно

применимо, так как все прямые плоскости на перпендикулярность

невозможно проверить. Поэтому необходимо рассмотреть

более простой (конечный) критерий перпендикулярности прямой
плоскости.

Теорема 1. Для того чтобы прямая была перпендикулярна

плоскости, необходимо и достаточно, чтобы существовали две

пересекающиеся прямые, принадлежащие плоскости,

перпендикулярные данной прямой (см. с. 30).
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Вопросы

а) Если

а ф а

al.b , где прямые Ь и с —

пересекаю-

^ а±.с

щиеся, то можно ли утверждать, что тогда прямая

а перпендикулярна прямым, показанным на чертеже:

а

то можно ли утверждать, что прямая аг перпендикулярна

прямым на чертеже: Ъ; с; га; п; АВ; ВС; AD; DC1

а) Да. Так как из условий по теореме следует, что

прямая а_La, то по определению перпендикулярности прямой

плоскости следует, что прямая а перпендикулярна любым

прямым плоскости а, в том числе и перечисленным.

б) Да. Так как аг || а и a J_a, то по теореме: если

одна из параллельных прямых перпендикулярна плоскости,

то и другая прямая перпендикулярна плоскости. Отсюда

следует, что а1±а. Тогда, проводя по аналогии

рассуждения из пункта а), получим, что прямая аг
перпендикулярна прямым b; с; т; п; АВ; ВС; AD; DC.

АВ; ВС; DC; AD; т; п?

( а ^ а; ах ф а

, где прямые b и с пересекающиеся,

Ответы



Угол между прямой и плоскостью 27

Примечания. 1. Учтем, что за угол между скрещивающимися

прямыми по определению принимается нетупой угол между

пересекающимися прямыми, параллельными данным прямым.

Тогда становится ясно, почему в формулировке теоремы

отсутствует обязательное требование совпадения точки

пересечения прямой с плоскостью (с точкой пересечения

пересекающихся прямых, перпендикулярных данной прямой), т. е. если

a_Lra

а±.п ,

тПп 0, (т. е. т, п
— пересекающиеся)

то aLa (т,п € а; т\\Ъ, п || с, см. чертеж).
2. Требование о том, чтобы прямые, перпендикулярные

прямой а, были пересекающимися, принципиальное, так как

если бы прямые бис были параллельными, то прямая а могла

бы быть не перпендикулярна плоскости.

Определение 2. Прямая, пересекающая плоскость и

неперпендикулярная ей, называется наклонной.

Теорема 2 (о трех перпендикулярах). Для того чтобы

прямая, принадлежащая плоскости, была перпендикулярна
наклонной к плоскости, необходимо и достаточно, чтобы эта

прямая была перпендикулярна проекции наклонной на плоскость.

Достаточность
Дано:

МА±.а; MB — наклонная

АВ = ПР±а(МВ)-
ортогональная проекция

МВ на плоскость а

АВ±а, а Е а

а±МВ

Доказательство:

а) а±.АВ (по условию).

б) МА±а по условию, тогда МА±.а (по определению).
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в) Значит по теореме о необходимых и достаточных условиях

перпендикулярности прямой к плоскости следует, что

прямая а перпендикулярна плоскости АВМ, т. е. aLABM.

г) Из того, что al-ABM, следует, что а±.МВ, что и

требовалось доказать.

Необходимость

Дано:

МА±.а; MB — наклонная

МВ±а, где а € а

АВ = Пр±а(МВ) -

ортогональная проекция

МВ на плоскость а

аА-АВ

Доказательство проведите по аналогии с предыдущим

доказательством самостоятельно.

Определение 3. Углом между наклонной и плоскостью

называется угол между прямой и ее ортогональной
проекцией на плоскость. Угол измеряется в градусах и изменяется

от 0° до 90°.

Отметим, что ортогональное проецирование есть

проецирование вдоль прямой, перпендикулярной плоскости проекции

(частный случай параллельного проецирования).
В дальнейшем под проекцией будем понимать ортогональную

проекцию, если иное специально не оговорено.

Свойство угла между прямой и плоскостью. Угол (р0

между прямой и плоскостью является наименьшим из всех

углов, которые она образует с любой прямой плоскости.

Доказательство

а) Пусть MB.La (дополнительное построение).

AM Па = А, где AM
—

наклонная;

(аЩо) = ^МАВ = ip0.
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б) Рассмотрим произвольную прямую ш,

причем А Е га, а В £ га.

Пусть BCLAC, где Сет (доп. построение),
значит Пр±а(МС) = ВС.

в) Тогда по теореме о трех перпендикулярах МСЛАС.

г) Рассмотрим ACMВ.

Для него МС > MB (/МБС = 90° ).
Так как

MB
в Д AMВ sin ср0

=

в Д AMС sin ip =

AM
МС

AM

МС MB
то >
AM AM

,
т. e. sm(p > simp0.

Учитывая, что тригонометрическое отношение (функция)
синус строго возрастает на (0°;90°), получим, что <р > <р0,
т. е. </?0

“ наименьший угол.

Примечания. 1. Если рассматривать любую прямую п Е а,

такую, что п || га, то (m;AM^J = (п;АМ^ = ср. Значит

свойство справедливо для любой прямой плоскости а и наклонной

к ней, что и требовалось доказать.

2. Мера угла обозначается p(ZA), т. е. так же, как и

мера расстояния между фигурами. Только в геометрии

принято измерять углы в градусной мере, например: р{/-А) = 45°,

р (лсГмб) =80°, р (АВ-МА) = р{<р0) = 60°, р (мв^а) =

= Р{<Ро) = 20°-

В ряде случаев, когда понятно, о чем идет речь, символ меры

но умолчанию опускается (не пишется). Так, по умолчанию

равенство ^MB; = <р0 означает равенство значений величин

этих углов.
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Задача 1 (о трех косинусах). Пусть yAM;aJ = ср0, где

MBLa, ^AM; АС^ = ip, (^AB;AC^j = (см. рис. на с. 29).

Докажем, что cos ср = cos </?0 cos .

Пусть AM = а; ВСА.АС (см. чертеж на с. 29).

а) Рассмотрим АAMВ: АВ = AM cos (р0 = a cos (р0.

б) Рассмотрим ААВС: АС = АВ cos ipx = a cos ip0 cos (рг.

в) Рассмотрим ААМС: AC = AMcos(p = acos<p (по теореме
о трех перпендикулярах MCA-АС),
значит a cos ip

= a cos ip0
• cos ipx,

т. е. | cos ip
= cos (р0 cos <рг |, что и требовалось доказать.

Напоминание

Если из истинности утверждения А следует истинность

утверждения В (записывают это так: (А — И) ==> (В — И)), то

говорят, что истинность утверждения А достаточна для

истинности утверждения В, а истинность утверждения В

необходима для истинности утверждения А.

Можно сказать иначе: истинность утверждения А есть

признак истинности утверждения В, а истинность В есть

свойство истинности А.

Более подробно см. книгу А. X. Шахмейстер Множества.

Функции. Последовательности. Прогрессии. СПб.:-М.: 2011. С. 114.
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Двугранный угол

Определение 1. Под двугранным углом мы будем
понимать выпуклую часть пространства, ограниченную

двумя полуплоскостями с общей границей этих

полуплоскостей.

Общая граница полуплоскостей называется ребром
двугранного угла, а образующие полуплоскости

—

гранями

двугранного угла.

Примечания. 1. Часть пространства называется выпуклой,
если для любых двух точек, принадлежащих этой части

пространства, следует, что любые точки отрезка,

соединяющего эти две точки, также принадлежат этой части

пространства.

2. Обычно обозначение двугранного угла связано с точным

указанием ребра и полуплоскостей , или Z.ABCD,

где ВС — ребро, ABC и BCD —

полуплоскости с

границей ВС.

Определение 2. Линейным, или плоским углом

двугранного угла называется пересечение двугранного угла

плоскостью, перпендикулярной его ребру.

Обозначим такую плоскость в.
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Определение 3. За меру двугранного угла принимается

мера его линейного или плоского угла.

р (оЩ = р ([ОАМОВ)) = р (ZAOB) = р(7),
где [ОА) = а П в и [ОВ) = /3 П 0 (Z.AOB = 7, с±0 ).

Мера угла ZAOJB, как правило, измеряется в градусах.

Отметим, что в содержательном смысле 0 < 7 < 180°. При

7 = 0 полуплоскости совпадают: а = /3.

При 7 = 180° полуплоскости образуют плоскость.
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Примечания. 1. 0^7^ 180° — по смыслу означает

выпуклость двугранного угла.

2. Иногда за меру двугранного угла принимается мера угла

между лучами, перпендикулярными к ребру двугранного

угла, лежащими в разных гранях (полуплоскостях) двугранного

угла. В известном смысле такой подход более общий, так как

включает и случаи скрещивающихся прямых, которым

принадлежат перпендикулярные к ребру двугранного угла лучи.

Например [ААг) А [.ВВг).

Тогда р (a-, ft) =
= р([АА^[ВВ1)) =

= o(ZA1ABBl).

Задача 2 (о трех синусах). Даны плоскости P и Q.
PC\Q — I. AM е Q, А € I; МВ±АВ, В С I; МС±Р,

СеР; р{АЩ1)=/?; р (р^>) = 7; Р(амГр)=<*-
Докажите | sing = sin/?sin7~|.

а) Пусть AM = а.

Из АМАВ

MB = AM sin(3 = asm/3.
Из AMCB

MC = MB sin 7 = a sin /3 sin 7.

Из AMAC

MC — AM sin a = a sin a.

б) Значит a sin a = a sin/3 sin 7, т. e. sin a = sin (3 sin 7 , что

и требовалось доказать.
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Практикум 2 (Углы между прямой
и плоскостью, двугранные углы)

Задача 1. Прямоугольный треугольник повернут

относительно одного из катетов на угол в 90°. При этом гипотенуза

повернулась на угол в 60°.

Найдите:

а) угол между плоскостью, которой принадлежит треугольник,

образованный поворотом гипотенузы, и плоскостью, которой

принадлежит треугольник, образованный поворотом катета;

б) угол между катетом, являющимся осыо вращения

(поворота) и плоскостью треугольника поворота гипотенузы;

в) угол между плоскостью базового прямоугольного

треугольника и плоскостью треугольника поворота гипотенузы.

Дано:

АЛОВ, ААОВх
АЛОВ = АЛОВ

AOLOB

Z.BOB1 = 90°

ZBABX = 60°

Найдите:

а) р (bOBx\ BAB^j ;

б) р [OA^ABB^j ;

в) р уАОВ\ BAB^j .

а) Найдем р ^ВОВ^ВАВ^ .

,
OALOB _ .

, D_D1. по условию, тогда UA±.BUBV

Сделаем доп. построение: OKJ-BBx.
Так как OAJLBOB1, то по теореме о трех перпендику-

ляиах АК\ВВ ОК±ВВ1 (по построению)
1* АК±ВВг (по доказанному)

’

значит ВВг±АКО, т. е. р (ВОВ^ BAB^j =p(ZAKO).



Практикум 2 35

2. Рассмотрим ABOBv

, значит ZOBxB = ZOBBx = 45°ОВг = ОВ

ОВх±ОВ
и ОК=ВК= В1К (по свойству перпендикуляра в

равнобедренном треугольнике).
ГК

Положим ОВ = а, тогда ОК = OBsin45°, OK = ——.

ВВг = VОВ2 + ОВ\, BBX = ау/2.

3. Рассмотрим ABABV
АВ = АВг
ZBAB1 = 60°

значит — ZBXBA = 60°; АВ = = ВВг.

4. AJSOBj = ABOА (по катету и гипотенузе).
ZABO = 45° (ОВ = ОВх = СМ),
значит ААОВ — равнобедренный.

АК = ЛЯ sin 60°, АК = ал/2~ =

5. Рассмотрим ААОК.

ОА±.ВОВ1 (по доказанному), значит ОЛ±ОЯ".

cos(ZAXO) =

ал/2
1 /я

т. е. cos(ZARTO) —-1-= = ;V >
ау/2\/3 ^/3 3

2

л/3
р (ZAKO) = arccos —.

Значит р (^ВОВг] BAB^j = p(ZAKO) =

х/3
arccos

-у

Заметим, что по умолчанию равенство без символов

меры р
— (^BOB^BAB^j = ZAKO — означает

равенство значений этих углов.
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б) Найдем (oA\ABB^j.
За угол между прямой, не перпендикулярной
плоскости, и плоскостью принимается острый угол между

прямой и ее ортогональной (перпендикулярной)
проекцией на плоскость.

А

В

К

Вг

1. Дополнительное построение: OPLAK.

Так как BBlLAKO (по доказанному), то BBlLOP
(прямая плоскости АКО).

ОРА-АК (по построению)
ОР±ВВх (по доказанному)

’

отсюда следует, что OPLBABх.

Тогда (бА~АВВ^ = АОАР, но АОАР = ZOAK.

2. Из ДА(Ж:

ау/2 у—-
sin(ZOAK) = Ц, т.е. sin(ZOAP) = -^ = -J*,

2

значит (оA; ABB^j = ZOAP =

. у/3
arcsm —

о
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в) Найдем ^АОВ; BAB^j .

А

О

В

По сути, в данной задаче необходимо найти величину

двугранного угла ZOABB1.

1. Проведем дополнительное построение ОМLAB. Так

как АО = ВО, то AM = J5M.

Так как АВАВ1 — равносторонний, то В±М —

медиана, высота и биссектриса АВАВ1.

ОМ±АВ (по построению)
ВгМ±АВ (по доказанному)

’

значит АВ±ОМВг, тогда piZOABBг) = p(ZOMB1).
/о

2. ВгМ = ВВ1 sin60°, т.е. BjAf = а\/2 •

ОМ = 0£?sin45°, т.е. ОМ = а -

3. Рассмотрим ДОМ^:
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Задача 2. Катеты прямоугольного треугольника образуют с

плоскостью Р, которой принадлежит гипотенуза, углы а и /3
соответственно. Найдите угол между плоскостью

прямоугольного треугольника и плоскостью Р

Дано:
ААВС

ABLBC

АВ\Р\ =а

\всГр)=Р
Найдите ^ABC; Р^ .

а) 1. Проведем дополнительное построение: ВО±Р, ОеР

2. Пусть J5D_LAC. Так как BOLAOC, то по теореме о

трех перпендикулярах ODA.AC.

3. PD-LAC (по построению). OD_LAC (по доказанному),
отсюда следует, что ACA-BDO.

4. Так как ВОА-АОС, то BOA.DO и sin(ZPDO) =

OP

DB'

б) Перейдем к дополнительным расчетам. Положим ВО — а.

ОВ л _
а

1. Из ААОВ: АР =

2. Из АСОВ: ВС =

sin а

ОР

АР =

РС =

sin а

а

sin /3
’

sin /3
’

3. Из ДАРС: ЛО = VAP2 + PC2;

av^sin2a: + sin2/3
sin2 а

+
sin2 (3 sin a sin /3

4. Из ААВС, используя метод площадей, получим:
А /? F$C

АВ ■ ВС — АС • BD = 2Saabc, значит BD =

a a

sin a sin /?

ayW a+sin2 /3 i/sin2a + sill2 [3
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в) Из ABDO: sin(ZBDO) = ——;
BD

у/sin2 a+sin2 /3

sin(ZSJ90) = \/sin2 a + sin2 /?,

тогда sin2(ZBDO) = sin2 a+sin2/? — своеобразная теорема

Пифагора для синусов, т. е. sin2 7 = sin2 а + sin2 /? .

Примечание. Если а + /? = 90°, то

sin2(ZBDO) = sin2 a 4- sin2(90° — a) = sin2 a + cos2 a = 1,
значит sin(ZJ5jDO) = 1.

Отсюда следует, что ZBDO = 90°. Геометрически это

означает, что ABCLAOC, что, если честно, мы должны были

заметить заранее и выделить этот случай отдельно при проведении

доп. построений. Например:

Дано:

Докажите (АВС1.Р).

Задача 3. Дана треугольная пирамида DABС. Стороны

треугольного основания пирамиды равны соответственно 24, 21

и 15. Боковое ребро, исходящее из вершины наименьшего угла

треугольного основания, равно 12 и перпендикулярно

основанию пирамиды. Найдите:

а) наибольшую площадь боковой грани;

б) расстояние от вершины наименьшего угла треугольника

основания до противолежащей боковой грани;

в) угол между наибольшим боковым ребром и плоскостью

грани наименьшей площади.

АВА.ВС
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Так как для ААВС против наименьшей стороны лежит

наименьший угол, то пусть ААВС — наименьший, тогда

HDabc — DB и DBA.ABC (по условию).

Дано:
DABC — пирамида

АВ = 24

ВС = 21

АС =15

НрАВС — 12

а) Найдите 5наяб б грани.

б) Найдите р(В; ADC).

в) Необходим анализ данных,

чтобы точно сформулировать
данный вопрос задачи.

а) 1. Найдем вначале площади:

Saadb = \aB-DB, Saadb —
i • 24 • 12 = 144;

Sabdc = \cB-DB, SABDC = \-2\-l2 = m.

2. Для того чтобы рационально найти S^ADC, проведем

доп. построение.

А

С

Пусть ВКА.АС. Так как DBA-ABC, то по теореме

о трех перпендикулярах DKAlAC.

D
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Используя теорему Герона, вычислим

3ААВС л/р(р - а)(р - Ь)(р - с):
24 + 21 + 15

оп

Р = о

= 30;

7аавс
= V30 • б • 9 • 15 = 6 • 5 • 3V3 - 90\/3.

С другой стороны, SAABC = - • ВК • АС,

тогда ВК =

2-SААВС
BK = 2_mVS = n^

АС
’

15

Так как DB.LABC, то DBJ-BK.

Тогда DK = у/ВК2 + DB2)

DK = \j(12ч/3)2 + 122 = 24.

&AADC = 2^ S&ADC =

^
^ ' 24 = 180)

значит 5наиб 6 грани
= SAADC = 11801 (кв. ед.).

б) р(В: ADC) = ?

1. Проведем доп. построение BT1.DK.

Учитывая, что

BKLAC (по построению)
DK1.AC (по доказанному)
получим ACA.BDK.

2. Так как ACLBDK, то АС1.ВТ;
BTJ.DK (по построению)
ВТJlAC (по доказанному)
значит ВТ-LADC, т. е. р(В; ADC) = ВТ.

3. Из ADBK, используя метод площадей, получим:

DB • ВК

D

DK
2Sadbk = DB BK = DK • ВТ; ВТ =

ВТ =

12^ - бл/з, т. е. р(В; ADC) =
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в) Проанализируем данные.

AD —

очевидно, наибольшее боковое ребро.
DBC —

грань, наименьшая по площади (см. пункт а).
D

Значит, необходимо

найти ^AD; DBC^j .

,
значит APLDBC.

1. APLBC.

Так как DBLABC, то £Ш_1_.АР, тогда

APLBC (по условию)
AP1.DB (по доказанному)
Так как APLDBC, то APJ-DP.

Из ДуШР: (аО^ЯВс) = /уШР.

1 *2Sклоп
2. Из ДАВС: 5ДДВС = -АР • ВС, тогда АР =

АЛ"С

ВС

<г>
2 -9<К/3 60 й

Т'е' =

21

=

*7"

Из ДАОВ: AD = y/DB2 + АВ2,

т. е. ЛЯ = л/122 + 242 - 12л/5.
АР

sin{Z.ADP) = —,

fv/3
т. е. sin(ZADP) =

у/й

12у/5 7 V 5

тогда (AD\DBC) = arcsm

Примечание. Любопытно отметить, что здесь

(ADP^ABC) = Z.DPAB = ZDPB.
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Задача 4. Прямоугольник со сторонами, равными а и b

(Ь ^ а), перегнули по диагонали, причем полуплоскости

полученных прямоугольных треугольников образуют двугранный
угол ip. Найдите расстояние между вершинами

прямоугольника, не лежащими на диагонали сгиба.

Дано:
^

ABCD

а

пирамида

линия сгибаАС

(авс^арс) =

Найдите BD.

а) Сделаем дополнительные

построения.

ВВ,±АС
1.
DD^AC

Вi-B2-LАС
Z-

ВХВ2 = DD1

=> (BB^DD^ = ZBACD.

BiB2 DD,

DB2 = BlD1
’

т. e. B1B2DD1 —

прямоугольник.

BB1±AC (по построению)
ак как

(по построению)

АС±ВВгВ2
то

DB0 II AC , значит DB2A-BB1B2 DB2^-BB2-

в

1. ввг =

ввл =

АВ ВС

АС

аЬ

\Jс? + Ь2

(метод площадей);

(очевидно ВВХ = DD1).
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2. ABl = у/АВ2 - ВВ'{;

■^-^-■гтр-тзгя <AB- = CD->-

3. = АС - 2АВг;
2а2 а2 + Ь2 — 2а2 Ь2 — а2

Vа2 + 62 \/а2 + b2 Va2 + Ъ2

в) ВВ2 = \/ВВ2 + В±В2
— 2ВВ1 ■ ВгВ2 cos tp\

I a2b2 а262
~

аЬ аЬ
+

7^+W'7^WC0Stp~
12а2b2 — 2a2b2 cos

у a2 + fr2

BD = ^BB\ + DB\\
/ 2a262 — 2a262 cos (b2 — a2)2
V a2 + b2 a2 + b2

I a4 + b4 — 2a2 fr2 cos

у a2 + b2

Примечания. 1. Естественно, существуют и другие способы

решения: например векторный.

2. При а = b (ABCD — квадрат)

BD = ау/1 — cos (/? = a>/2 sin ^ (Вх = -Dx).

/а4 + &4
3. При </> = 90° - W ^То •

V or Н- b

4. При 0 < <£> < 90° J3£) = ,/(cosy> 0).
V а"2 + о2

5. При 180°>^>90° BD = Ja, +

b‘-^aX‘f (cosy<0).

Изменяется только вид чертежа, а вычислительная формула
остается прежней.
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Задача-теорема. Концы отрезка АВ принадлежат разным

граням двугранного угла. Полуплоскости а и /3 есть грани

двугранного угла, Л Е а, В Е (3. Расстояния от концов отрезка

до ребра двугранного угла равны, соответственно, ААг = а;

ВВ1=Ь, где АА1±А1В1 и ВБ1±Л1Б1, а А1В1=с. Величина

двугранного угла равна <р. Найдите длину отрезка АВ.

Дано:

АА1В1 Е а

ВВ^А^ Е /3

А1В1
— ребро

двугранного угла

р (^ZAA1B1BSj = (р

АА^А-А^В^; ВВ^А.А^В^
ААг = а; ВВг = Ь; — с

Найдите АВ.

Решение этой задачи рассмотрено в главе 2, с. 318.

В ней доказывается формула, связывающая данные задачи:

АВ2 = а2 + Ь2 + с2 — 2аЬ COS(f

или, если АВ = d, то COS<£
а2 Н- Ь2 + с2 — d2

2ab

Предыдущая задача 4 решается тогда проще (см. рис. на с. 43).

а2Ъ2
Так как ВВ?1 а2 + Ь2
меняя формулу, получим

Jl\2

~

„„2 (Ь2~а2)2DD\ и BxD\ =
, ТО, при-

а2 + Ь2

2а262
2

2а2Ь2 (Ь2 - а2)
а2 + Ъ2 а2 + Ь2 а2 + Ь2

-2а2#2" + 64 + а4 — 2$?^— 2a2b2 cos у?

а2 + Ь2

что и требовалось доказать.

cos<p

а4 + Ь4 — 2а2Ъ2 cos

а2 + Ь2
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Некоторые свойства пирамид

I. Свойства пирамид с равными ребрами

Для некоторых п -угольных пирамид справедливы

утверждения, связывающие: 1. равенство боковых ребер; 2.

равенство углов между боковыми ребрами и плоскостью

основания; 3. ортогональную проекцию вершины пирамиды

в центр описанной около основания окружности.

A. Если все боковые ребра пирамиды равны, то они

образуют с плоскостью равные углы, и вершина проецируется

в центр описанной около основания окружности.

Дано:

SAlA2A3...An
—

пирамида

SOJ-A1A2A3 ... Ап
SA1 = SA2 = ... = SAn

Докажите:
а) ZSAxO = ZSA20 = ... = ZSAnO;
б) О — центр описанной окружности.

B. Если боковые ребра пирамиды образуют с плоскостью

основания равные углы, то все они равны, и вершина

пирамиды проецируется в центр описанной около основания

окружности.

Дано:

SA1A2A3...An
—

пирамида

SOLAlА2А3 ...Ап
ZSAxO = ZSA20 - ... - ZSAnO,
где АгА2 ... An) =

SA2; AxA2 ... дЛ = ... =

SAn)A-yA2 ... .

Докажите:
а) SA1 = SA2 = ... = SAn-,
б) О — центр описанной окружности.



Некоторые свойства пирамид 47

С. Если вершина пирамиды проецируется в центр

описанной около основания окружности, то все боковые ребра
равны и образуют с плоскостью основания равные углы.

Дано:

SAlA2A3 ...Ап— пирамида

SO-LA1A2A3 --.Ап
О — центр описанной окружности

Докажите:

а) SA1=SA2 = ... = SAn;
б) ZSAxO = ZSA20 = ... = ZSAnO.

Рассмотрим доказательство для SAXA2A3 (п = 3).

Докажем утверждение А (для треугольной пирамиды).

Дано:

SAlA2A3 — пирамида

SAX = SA2 = SA3
SO±A1A2A3

а) ZSAxO = ZSA20 = ZSA30, т. e.

(SA^A^A^ = (^SA2;A1A2A3sj = (^SA3; АХА2А3^ ;

б) OAx = OA2 = OA3,
т. e. О — центр описанной окружности.

а) Рассмотрим ASAx0\ASA20\ASA30
1. Эти треугольники прямоугольные (SOJ-A1A2A3).
2. A{S = A2S = A3S по условию, тогда по гипотенузе

и катету ASAxO = ASA20 = ASAsO.
Значит ZSAxO = ZSA20 = ZSAsO, т.е.

(зАг\АгА2А3^ = ^SA2;AiA2A^j = (sA3; A1A2A3'j .

б) SAi = SA2 = SA3, AxO = Л20 = ЛэО,
т. e. О —

центр описанной окружности.

Аналогично доказываются утверждения В и С.
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Примечания.

1. Отметим, что так как ASA10;ASA20;ASA30
прямоугольные, то для их равенства достаточно одного из

следующих признаков, связанных с пирамидой:

а) равенства боковых ребер;

б) равенства углов между боковыми ребрами и

плоскостью основания;

в) равенства расстояний от точки О до вершин основания

пирамиды, т. е. О —

центр описанной окружности.

Следовательно, справедливость любого из трех

утверждений (А, В и С) порождает справедливость остальных двух

утверждений
— это пример трех теорем, для которых

справедливы по две обратных теоремы.

2. Аналогичные доказательства такого же набора условий
можно провести для п-угольной пирамиды (п > 3).

II. Свойства пирамид с равными апофемами

Для некоторых п -угольных пирамид справедливы

утверждения, связывающие: 1. равенство апофем боковых

граней; 2. равенство двугранных углов при ребрах основания

пирамиды; 3. ортогональную проекцию вершины в центр

вписанной окружности.

А. Если все апофемы боковых граней пирамиды равны,

то все двугранные углы при сторонах основания равны,

и вершина пирамиды проецируется в центр вписанной в

основание окружности.

Дано:

SA1A2A3... Ап
—

пирамида

SO±A1A2A3...An
Р (^5 А1А2) = р (5; А2А3) = р (S; А3А4) = ... =

— Р (S; Ап_гАп_2)
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Докажите:

а) О — центр вписанной окружности;

б) ZSA^As = ZSA2A3A4 = ... = ZSAn_2An_1,Ап -

линейные углы двугранных углов при сторонах

основания.

В. Если все двугранные углы при сторонах основания

пирамиды равны, то все апофемы боковых граней равны,

и вершина пирамиды проецируется в центр вписанной в

основание окружности.

Дано:

SAXА2А3 ... Ап — пирамида

SO±A1A2A3...An
ZSAjA2A3 = Z.SA2A3Aa — ...

— ASАп_2Ап_хАп

Докажите:
а) р (5; АхА2) = р (5; А2А3) = р (*S; А3А4) = ... =

= Р (Ф Ai-iAi) 5

б) О — центр вписанной окружности.

С. Если вершина пирамиды проецируется в центр

вписанной в основание пирамиды окружности, то все апофемы
боковых граней равны, и все двугранные углы при

сторонах основания пирамиды также равны.

Дано:

SAXА2А3 ... Ап — пирамида

SOJ-A1A2А3 ... Ап
О — центр вписанной окружности

Докажите:

а) р (5; АхА2) = р (S; А2А3) = р (S; А3Аа) = ... =

— Р (Si An_iAn);
б) ASAxA2A3 = ZSA2A3A4 = ... — /.SАп_2Ап_хАп.
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Рассмотрим доказательство

для SA1A2A3 (п = 3).

Дано:

SAlA2A3 — пирамида

SO±AlA2A3
Р № ^1А>) ~ Р (ffi ^2^3) ~ Р (S; Аг

а) О — центр вписанной окружности;

б) ZSA±A2A3 = ASA2A3Ax = ZSAgA^
-

линейные углы двугранных углов при сторонах

основания.

st1±a2a3
Пусть ST2-LA1A0 .

st3±axa2
Тогда по теореме о трех перпендикулярах

ОТ31.А1А2; OT2LAlA3 и OT1-LA2A3.

Рассмотрим ДЗТ^О; AST20; AST30.
Так как ASTxO\ AST20; AST30 —

прямоугольные

треугольники (SO±A1А2А3), a iSTj = ST2 = ST3 (по условию
апофемы боковых граней равны), то по гипотенузе и

катету ASTxO = Д5Т20 = AST30.

Тогда:

а) = Z.ST20 = ZST30 — линейные углы двугран¬

ных углов при сторонах основания.

б) ОТх = ОТ2 = ОТ3, т. е. О —

центр вписанной

окружности.

Аналогично доказываются утверждения В и С.
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Примечания. 1. Отметим, что так как ASTxO; AST20;
ASTsO прямоугольные, то для их равенства достаточно:

а) или равенства апофем боковых граней;

б) или равенства двугранных углов при ребрах основания;

в) или равенства расстояний от точки О до сторон
основания (т.е. О —

центр вписанной окружности).

2. Аналогичные доказательства такого же набора условий
можно провести для п -угольных пирамид (п > 3).

Следовательно, справедливость любого из трех

утверждений А, В и С порождает справедливость остальных двух

утверждений.

Это пример трех теорем, для которых справедливы по две

обратных теоремы.

III. Свойства треугольных пирамид (тетраэдров)

Отметим ряд любопытных и полезных свойств

треугольных пирамид. Попробуйте эти свойства доказать.

Определение 1. Медианой тетраэдра называется

отрезок, соединяющий вершину тетраэдра с точкой

пересечения медиан противолежащей грани.

S S
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Теорема 1. Все медианы тетраэдра пересекаются в одной

точке и точкой пересечения делятся в отношении 3:1,
считая от вершины тетраэдра.

Определение 2. Отрезок, соединяющий середины

пар скрещивающихся ребер, называется бимедианой

тетраэдра.

Теорема 2. Все бимедианы тетраэдра пересекаются в

одной точке и делятся этой точкой пересечения пополам.

Теорема 3. Сумма квадратов двух противоположных

ребер тетраэдра вдвое больше суммы квадратов двух

бимедиан, проведенных к другим парам скрещивающихся

ребер.

Определение 3. Тетраэдр, высоты которого

пересекаются в одной точке, называется ортоцентрическим.

Теорема 4. Для того чтобы тетраэдр был

ортоцентрическим, необходимо и достаточно, чтобы:

а) хотя бы одна из высот пирамиды

ортогонально проецировалась

в точку пересечения высот

грани (ортоцентр);

б) противоположные ребра

тетраэдра были попарно взаимно

перпендикулярны;

в) суммы квадратов длин противоположных ребер были

равны между собой;

г) бимедианы тетраэдра были равны между собой;

д) перпендикуляры к граням тетраэдра, восставленные

в точках пересечения медиан, пересекались в одной

точке.
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Теорема 5. Пусть в тетраэдре

DABC прямые DAX, DBX, DC1
являются биссектрисами боковых

граней BDC, CDA, ADB.
Если DAll.DB1, то DA1±DC1
и DC1A.DB1. Иначе говоря, если

две биссектрисы боковых граней
взаимно перпендикулярны,

то и остальные биссектрисы боковых

граней взаимно перпендикулярны.

Определение 4. Тетраэдр S
называется прямоугольным, если

три плоских угла при вершине
«ГуК

тетраэдра равны 90°. /?90\/907 N

А
f /

С

Теорема 6. Для прямоугольного тетраэдра выполняется

метрическое соотношение S2 = S'2 + S2 + £3, где 5Х, S2,
—

площади боковых граней (прямоугольные
треугольники), a S —

площадь грани основания.

IV. Свойства четырехугольных пирамид

Теорема 7. Если

в основании

четырехугольной пирамиды
SABCD лежит

прямоугольник ABCD,
то SA2 + SC2 = SB2 + SD2.
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Практикум 3 (Задачи на свойства пирамид)

Задача 1. Вершина четырехугольной пирамиды

равноудалена от вершин трапеции основания. Высота пирамиды равна 15.

Основание трапеции равно 28, боковая сторона трапеции

равна 26, а диагональ трапеции равна 30. Найдите сумму

котангенсов двугранных углов при ребрах основания пирамиды.

Дано:
SABCD —

пирамида

SA = SB = SC = SD

p(S; ABCD) = 15

AB || DC
AB = 28, BC = 26, AC = 30

Найдите

ctg USABC) + ctgUSBCD) + ctzUSCDA) + ctzUSDAB)

а) Предварительные соображения.

Предположим, что АВ < DC и SOLABC.

S

1. Так как боковые ребра пирамиды равны по условию,

то вершина ортогонально проецируется в центр

окружности, описанной около основания пирамиды.

2. Так как окружность и треугольник однозначно

определяются тремя точками, не лежащими на одной прямой,
то любые три вершины трапеции образуют
треугольник, центр описанной окружности которого совпадает

с центром описанной около трапеции окружности.

D

А
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3. Z.ABC — острый, так как 302 < 262 + 282.

Но известно, что против большей стороны в

треугольнике лежит больший угол, т. е. ААВС —

остроугольный.

Значит точка О —

центр описанной окружности
—

находится внутри ААВС, и данные чертежи неверно

моделируют условия задачи.

4. Так как около трапеции основания пирамиды

описана окружность, то трапеция является равнобедренной,
и центр окружности находится на оси симметрии

трапеции.

5. Так как ААВС — остроугольный, то именно большее

основание трапеции равно 28 (т. е. АВ > DC).

S

А

PKLAB
’ ЗНаЧИТ

DK = КС

О е РК

PKLAB

АР = РВ

DK = КС

(РК — ось симметрии трапеции).

б) Найдем SAABC, используя теорему Герона:

5Д = у/р(р - а)(р - b)(j> - с).

!• Р&авс
—

26 + 28 + 30
^

= 42
2

2- SAABC — /42(42 - 30)(42 - 28)(42 - 26) =

= /42 • 12 • 14 • 16 = 42 • 3 • 7.
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abc 30-28-26 65 1

Е)л-=«; д. = rW:T7
=

Т
=

4~

г) //,ш = СС1 = со, = КР = 2'42283'7 = 24.

д) Теперь найдем двугранные углы при ребрах основания.

1. Так как ОРА.АВ, то SOP_LAB, тогда p(ZSABO) =

= p(ZSPO) (мера двугранного угла равна мере

линейного угла). g

4) (65 -14-4)

11 • Ч 1
= = 8— (ОРфОК).

4 4

ПР 87 qq

3. ctg(ZSPO) - gj; ctg(ZSPO) -£ = -

(p(S; ABCD) — OS — 15).

e) 1. Так как (Ж-LDC, то SOKLDC,

тогда o(ZSDCO) = p{ZSKO).

2. OK = PK- OP; OK = 24 - 8^ = 167.
4 4

15-
3. ctg(ZSKO) = ^|; ctg(ZSKO) = = fj-
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ж) 1. Так как ONA.BC по построению, то SONJLJ3C,

тогда oUSCBO) = p(ZSNO).

2. ON = yjOB2 - NB2

(NB = NC, так как ОС — OB и ON±BC);

3. ctg(ZSNO) =

13, у/(65 + 52) (65 - 52)

39

cle<ZSJVO> - Гь
- i-

Учтем, что ZSMO = ZSNO,

т.е. ctg(ZSMO) = ctg(ZSNO)
39

60'

з) ctg(ZS'PO) + ctg(ZSKO) + 2 ctg(ZSNO) =

96 + 7833 63 2 • 39
_

60
+

60
+

60 60

174 54

~6CT- 60
2,9

Задача 2. Вершина пирамиды, в основании которой лежит

равнобедренная трапеция, равноудалена от ребер основания

и удалена от плоскости основания на 10. Параллельные
стороны основания пирамиды равны 9 и 25. Найдите площадь

боковой поверхности пирамиды.

Дано:

МABCD — пирамида

р(М;АВ)=р(М]ВС) =

p(M;DC) = p(M;AD)
р(М; ABCD) = 10

АВ || DC
АВ = 25

DC = 9

Найдите S, .

М
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а) Предварительные соображения.

1. Так как точка М равноудалена от сторон основания, то

точка М проецируется в центр вписанной в основание

пирамиды окружности.

Теорема. Для того чтобы в четырехугольник

можно было вписать окружность, необходимо и

достаточно, чтобы суммы длин противоположных сторон

совпадали.

2. Так как трапеция равнобедренная по условию, то

АВ + DC = 2AD, т. е. 25 + 9 - 2AD, AD = 17 = ВС.

3. Двугранные углы при ребрах основания в пирамиде

равны между собой.

4. Значит, радиус вписанной окружности равен половине

высоты, в данном случае, трапеции.

б) 1.
D 9 С

2. DDX =DDX = у/AD2 - AD\;
A D± 25 Сг В

DDl = V172 - 82 = 15.

3. r=)-DDx\ г =7,5 = ОК.
в г\ I > в

'

в) 1.*•
MOLABCD

■
Зна,ит

OK1DC
,
значит MOK.LDC,

т.е. o(ZMDCB) = p(ZMKO).

2. МК = VOK2 + MO2;

3. cos(ZMKO) = cos(ZMKO) = ^ = |
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г) Теорема. В пирамиде с равными двугранными углами

при ребрах основания площадь основания равна

произведению площади боковой поверхности пирамиды на косинус

двугранного угла при ребре основания.

„
cos а или s6.n =

cosa

1. =

AB + DC
HABCD>

• 15 = 17 • 15 = 255.

О О осн .

'

6 п
~

cos[AMКО)
’

255

3s.„ = — = 85 • 5 = 425;
5

S«., = 425

Задача 3*. Вершины пирамиды равноудалены от сторон

основания на 18,2. В основании лежит трапеция с основанием,

равным 30, боковой стороной, равной 26, и диагональю, их

соединяющей, равной 28. Найдите площадь боковой поверхности

пирамиды.

Дано:

SABCD —

пирамида

p(S;AB) = p(S;BC) —

p(S;DC) = p(S\AD) = 18,2
AB || DC

AB = 30

BC = 26

AC = 28

Найдите S6n.

а) Очевидно, что если SOJ-ABCD, то

1. О —

центр вписанной окружности,

т. е. ОР = ОМ = ОК = ON = гв.

2. ASABC = ZSBCD = ZSCDA = Z.SDAB.
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б) Рассмотрим ААВС.

1. 5Д = у/р(р-а)(р-Ъ)(р-с),
30 + 28 + 26

где р = = 42.

SAABC = \/42(42 “ 30)(42 - 28)(42 “ 26) = 42 ' 3 • 7.

2. Я
25ААВС

АВ
АВ

НАВ
2 • 42 • 3 • 7 16-7

30
~

5
= 22,4.

Учтем, что гв = ^НАВ; гв = ^ • 22,4 = 11,2.

в) 1. Так как в ABCD можно вписать окружность,

то АВ + DC — AD + ВС,

т. е. 30 + DC — AD + 26; 4 + DC = AD.

Для решения задачи необходимо найти DC и AD.

mJ
т

о

L ц , Ц с
A Dj р Сх *

2. Пусть DD11.AB, СС\ ±ЛВ.

гв = ОМ = OK = ON = OP

(ОМLAD, PKLAB, ONLBC).

Отметим, что AM — АР (AAMО = ЛАРО)

и BP — BN (АВРО = ABNO).

СК = х

Тогда пусть DK
СХР
DXP'

DM = KD (AOMD = AOKD);
СК — CN (АСОК = ACON).
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3. СХВ = л/ВС2 - СС\]
СХВ = л/262 - 22,42 = \J(26 + 22,4)(26 — 22,4) =

22-6
= /48,4 • 3,6 = = 13,2.

АСХ = АВ — СХВ; = 30 - 13,2 = 16,8.

АР = АС1-РС1; АР = 16,8 - ж = AM.

Тогда AD = AM + DM = 16,8 — х + у

и DC = DK + СК = у + х.

4. Так как АВ + DC — AD + ВС, то

30 + х + у = 16,8 — х + у + 26; 2х = 12,8; х = 6,4.

5. Из AADXD:
AD2 = AD\ + DXD2, где ADX = ACX - CXP - DXP;

ADj = 16,8 — 6,4 — у, т. e. ADX = 10,4 — y.

AD = AM + DM] AD = 16,8 - 6,4 + у = 10,4 + у,

т. e. AD — 10,4 + у.

Тогда (10,4 + у)2 — (10,4 — у)2 + 22,42;
10,42 + 20,8у + у2 = 10,42 - 20,8у + у2 + 22,42;
41,6» - 22,42; 41,6у = 501,76;

501,76 ,
8 4

у = = 12 , т.е. у
— 12—.J

41,6 130’
У

65

AB + BC + DC + AD
г) !• Pabcd

—

2
’

30 + 26 + (б,4 + 12gg) + 10,4 + 12gjr
т. е. pAbcd —

rjj
12

= = 48-5-.
2 13

2- S6 n
— Pabcd

'

(SК = SM = SP = SN — апофемы боковых граней);
6

о „
630 91 ,
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Задача-игра

Непрозрачный куб показывают три раза так, что видны

одновременно только три грани.

/ЕЛ
N

Задача состоит в том, чтобы представить, какие буквы
находятся на невидимых гранях куба в каждом из представленных

неполных изображений этого куба.

Для решения задачи, если пространственное представление

недостаточно развито, необходимо начертить развертку куба
и заполнить ее соответствующими буквами. Затем, если все

равно не получается, собрать модель куба и посмотреть,

какие буквы на каких гранях и в каком порядке.

Ответы таковы:

1. задняя грань
— D;

левая боковая — М;

грань основания — С;

2. задняя грань
— N;

левая боковая — С;

грань основания
— А;

3. задняя грань
— D;

левая боковая — N;

грань основания
— В.

N

В А С D

М

Примечание. Если не получается сделать развертку, тогда

просто соберите куб из бумаги или картона и, глядя на

неполные изображения, постепенно нанесите буквы на грани.



Практикум-игра 63

Практикум-игра

1. На гранях куба нарисованы цифры. Какие цифры будут
на невидимых гранях куба?

а) 1.

б) 1.

Ь11 ■ 13)—J • 15)—J
/W ZI7 Zw

15

г) 1. О 2.

[/ \Л7
д) В этом случае грани куба видны только в профиль,

и их две:

1—1 5 4 6

2 6 со 1
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2. По развертке заполните грани куба цифрами.

д) 1. 1 2. 2 00 со 4. 5

2 00 4 6
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3. Возможно ли обозначить грани одного куба цифрами?

а)

б) 1.

VjE7
Комментарии. Наибольшую сложность для обучения
представляет организация процесса развития пространственного

представления. Причем, чем раньше удается вовлечь в этот

процесс учащихся, тем лучше будут результаты в дальнейшем.

Естественно, игровая составляющая этого процесса является

мощным двигателем (мотивом) развития и чрезвычайно его

ускоряет, делает весьма привлекательным, а значит, и

успешным. Предложенная в игровой форме система задач

позволяет весьма эффективно и быстро решать поставленные задачи.

При определенных условиях и участии учителя эта работа
может начинаться уже в начальных классах. Тем более

желательно проведение таких практических игр в 7-9 классах.
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Практикум 4 (Углы, объемы, расстояния)

Я, £1. Дано:
- куб

АВ = а А/11
•
1
в
1

А

в[
./

D

Найдите:

а) (AB^ABC^^j ;

б) (AB^yABC^D^j ;

в) ; г) {aB1D^AD1C^ ;

д) /в.^е,Д, , е) ¥^лв,о ж) p(ACi.OCi).V,ABCDA1B1C1D1 КABCDAxBxCxDx

Предполагается, что читатель знает формулы объема

призмы и пирамиды, хотя бы из справочника.

а) Найдем ^АВг] АВС^^ .

1. Сделаем доп. построения:

В1К±ВС1. Так как

ВВХСХС —

квадрат, то

ВК = КС и ВХК = \вхС,
т. е. ~ • ал/2;

*1

1^в s'
D

{B1C=y/BB‘i + BCi).

ABLBB,2
ABLBC AB±BBlClC,

значит A.J5 перпендикулярна

любой прямой плоскости

ВВХСХС, в том числе

ABi-JSCi и
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B1K±ABC1D1.

3. Получили

BlKLBCl (по построению)

BXK±.AB (по доказанному)

4. Тогда АК —

ортогональная (перпендикулярная)
проекция АВХ на ABClDl.

5. Значит ^АВХ; ABClD1^j = ZB1AK.

6. ААВгК — прямоугольный.

130°

sin(/.ВгАК) = -тУг, т.е. sin{Z.BXAK)
АВХ

Отсюда следует, что Z.BXAK

(AB^ABCiD^ = Гзб5!.

б) Найдем (^AB1D1; ABC^D^j .

ау/2
~2~

ау/2

1

2

Б,

1.

[А*
D

2. По сути, здесь речь идет о двугранном угле

ZB1AD1C1 в пирамиде BlABC1Dl.

3. Сделаем доп. построение. Пусть B1T±ADl.
Так как ЛAB1D1 — равносторонний (АВХ =

= BlD1 = ADX —

диагонали равных квадратов),
то АТ =

4. Пусть точка if — из построения к пункту а).
Тогда КТ || АВ.
Так как АВ±ВСг (по доказанному в пункте а),
то KTLBCX и КТ±АРг.
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5. Значит BlT±ADl (по построению), KTLADX (по
доказанному), отсюда следует, что ADl±B1KT,
т.е. (АВ^АВС^^ = АВХТК.

Примечание. (ABiPtiABQD^ = £В{ГК -

в записи равенства в таких случаях по умолчанию

понимается равенство мер этих углов, т. е. равенство

значений этих углов.

6. Рассмотрим АВгКТ.
АВ±ВВ1С1С (по доказанному в пункте а), значит

KTLBBXCXC (КТ || АВ), т. е. АВХКТ = 90°.

7. КТ = АВ = а; ВХК = ВгК =

Zi £

8. tg(ZB.TK) =

^ V2
tgiZB.TK) = -2- = У-; Z.BXTK

CL £
arctg

[ab^Tabcxd^ arctg

в) Найдем (j4j41; AB^D-^ .

Первый способ для пункта в)

1. Выполним доп. построения:

A1P,LB1D1. Так как

АВг =B1D1= ADV
то ВуР = PDi. В

о AAlLAlB1
АА^А^

\ А
Уо 1/
?1.Лстр.ттуГтт..Щ>
1 / ‘ч
'

/

=> АА^А^С^^
А

значит AA1JLB1D1,

тогда
B1D1±AA1
BlD1±A1P

=*• B^LAA^.

Отсюда следует, что I3lD1±AP.

А

D
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=> A10±AB1Dl.

3. Построим АгО±.АР< тогда A1OX.BlDl
(BiDi-LAA^), значит

АгО-\-АР (по построению)
AlOLBlDl (по доказанному)

Отсюда следует, что (^ААг; AB1D1^j = ZAxAO.

4. Из АААгР следует, что

tgiZA.AP)
AlP

(/АгАР = ААхАО),АА

т. е. tg(ZA1AP)
О/

значит ^АА^ ABxD^j

ау/2 г-

—

'Л

arctg

Второй способ для пункта в)

1. Рассмотрим пирамиду

A1AB1D1 как часть куба

ABCDA^C^.
Так как ААг = А1В1 = A1D1 и АВХ = ВlDl — ADX,
то имеем правильную пирамиду.

2. Значит вершина Аг перпендикулярно

(ортогонально) проецируется в точку О —

центр вписанной

и описанной около ЛAB1D1 — окружностей, где

R =

a DлВл
т. е. R — —-—;

2 sin а!
' '

°

2 • sin 60°:
Я

а\/2

2-
Vs

3. cos(ZA1AO) =
АО

т. е. cos(/АгАО)

(аа^ав^,)
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Примечание

Можно доказать, ™ arctg^ = arccos# Дейс™-
^ и

.
у/2 т V6 т

тельно, arctg Е 1 четверти; arccos —- Е I четверти.
^ о

Тогда, если углы принадлежат одной четверти и

значения косинусов этих углов равны, то сами эти углы

равны.

Рассмотрим cos I arctg

1 1

1 + tg2 (arctg ±0 ^1+ (f)2 \/1 + 5

С другой стороны, cos I arccos
3’

значит

y/2 y/Q
arctg = arccos ——6

2 3 (аА^АВ^

г) Найдем ^/1Вj DL; .4Dj Сj .

Bi

s'
/ •1 ч\ /
; 1 1 \ /
/11 у

/ i'' /\

/¥~~\
D

1. Сделаем доп. построения:

BlT±.ADl. Так как

AABlDl = AACDX (эти
треугольники образованы
только из равных

диагоналей), то CT±.ADX, значит AD^B^TC по признаку

перпендикулярности прямой pi плоскости.

2. AD^B^TC, значит (^AB1D^AD1C^j = ZВ{ГС.

3. Из AAB1D1 следует, что

ВХТ = АВг sin60°; В{Г = ау/2-^- = —- = СТ.



Практикум 4 (Углы, объемы, расстояния) 71

4. Из АВгТС следует, что

cos(АВХТС) = 2'Bf2~rrB2lC2 (В]Т = СТ);

cos(ZBtTC) =

2 • ВХТ2

2 ' (“Т") _№
_

За2 - 2а2
_

1

(¥)2
За2 3’

ZBXTC = arccos

Итак, (AB1D^ADtc)
Примечание. Можно было

рассмотреть пирамиду

где все ребра равны ал/2, и найти

двугранный угол при любом ребре

(в том числе и при ADX).

д) Найдем
ViВ\ ABC\D\

V,ABCDAxBiCiDx
*1

А
Г

Ci

D
Первый способ для пункта д)
1. Рассмотрим пирамиду B1ABC1D1 — часть куба.

2. Можно доказать, что BB1C1J-ABCD (пункт а),
т.е. BlKJ-BCl является HBlABClDl
(B1K±ABClD1).
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3. Из АВВ1С1 следует, что ВгК =

ал/2

4- ^ABCiDi ~ АВ• ВСХ, тогда SABClDl — а-а\/2 — а?у/2

(ABC1D1 — прямоугольник).

5* VBiABCiDi =

ABCxDi
' HBxABCiDv

B1ABC1D1

1

з‘

6.
V,BiABCiDi 5G'3

V,ABCDA\B\ C\ D\

Второй способ для пункта д)
1. Рассмотрим призму AA1D1BB1C1. ВЛ

Так как призма AA1D1BBlC1
состоит из пирамиды A1AB1D1
и пирамиды B1ABC1D1
(или плоскость ABiD1
разрезает призму AAlD1BB1C1
на пирамиду A1ABlDl д
и пирамиду B1ABC1D1),
то VBxABCiD! = VAA1D1BB1C1 ~ ^AiABiDr

2. Пирамида AlABlDl может быть В

представлена в виде такого рисунка.

Тогда очевидно, что

1

у/1

в

AAiBiDi -ААЛ • S1
*

°AA\B\Di ’

т.е. VAAlBlDl — - • а

1 1 3
- • а - а = -а
2 6

VAAiDiBBiC — 2 ÂBCDA1B1C1Di
—

2°

4. V,BiABCiDi 2а

5.
V,BiABCiDi

_

КABCDAiBiCxDi

_6
1

3

за

, что
и требовалось найти.
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е) Найдем
V,DiABiC

КABCDA\B\ С± D\

Первый способ для пункта е)

1. Можно рассмотреть пирамиду

DXABXC, у которой все ребра
равны ау/2, и найти ее объем.

2. DxO\-ABxC, О —

центр

вписанной и описанной окружности.

R =

_ ал/2 а\/2
it = ————— = —=- = а\

2 sin а’ 2 sin 60°

3. DгО = у/АР\ - АО2;

V3

ВгО =

\
Ыгу

4- З&АВгС — qAC ■ АВг ■ sin 60°;

у/3 а2 у/3
~25ААВгС — 2

' aV^ ' av^ ‘

VdiABiC — з
' &AABiC ' -^l^j

1 а2у/3 /I 1
V, а</з

= за3-

6.
V,D\AB\C

V.ABCDAiBiCiDi

co|
to
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Второй способ для пункта е)

.1. Куб ABCDA1B1C1D1 можно собрать из пирамид

A1AB1Dl1 ВАВХС, CXBXCDX, DADlС и

пирамиды

т-е- ^DiABiC — ^ABCDAiВ\С\D\ ~ ^^A\ABiD\ »

так как VAlABlDl = VBABlC = VClBlCDl = VDADlC
(см. пункт д), второй способ).

2- VAiABxDi —

gSAAlj5lDl -ААг -а .

3. V,D\AB\C

1 DiABiC

v
ABCDAiBiCiDi

ж) Найдем p{ADl\DCl).
Так как расстояние между скрещивающимися

прямыми равно расстоянию между параллельными

плоскостями, единственным образом определяемыми этими

скрещивающимися прямыми, то построим такие

плоскости, а затем найдем расстояние между ними.

3. Сделаем доп. построение: АВг и ВСХ,

где
АВХ || DCl

, тогда D1AB1 || DBCV
ВС, II ADX

4. Отметим, что фигура ABDCXBXDX, увы, не

является призмой.
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5. Рассмотрим треугольную пирамиду AlABlDl
(CDBC1).
Для нее АгА = АгВг = A1D1 {CD = СВ = ),
значит вершина АХ(С) ортогонально

проецируется в центр описанной около AAB1D1 (ACXDB)
окружности. Рассмотрим диагональное сечение

ААХСХС (АКг = КгСг и АК = КС).
AAXCXCLBXDX, тогда A1C±B1D1 и А1С±АК1.
ал к а

У¥/ .
Ж

л к v

6. Следовательно, ААХКХС
—

дельтоид

(четырехугольник, диагонали которого взаимно

перпендикулярны, называется дельтоидом).

Значит SAAlKlC = Х-АхС ■ AKV

А К + АС
С другой стороны, SAAlKlC = —-— ААХ как

площадь трапеции АА1К1С.

АХС = \/АА\ + АС2 = yJa2 + (aV2)2 = ал/3;

= V^Af+A^2 =

= ^ov/^ ‘ (KaK дельтоида).

_

_
AXKX + AC ^- + aV2 з

SAAiKiC— 2 А<4Х —
2

a—

4a ^

(как трапеция).
Значит так как площади равны, то А1СА.АК1, тогда

A1C±AB1D1 (A1C±B1D1 и АгС±АКг).
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7. Отметим, что точка О —

центр окружности,

описанной около ЛAB1D1, а точка Ох — центр

окружности, описанной около ACXDB.

АО — Я —

U ~ KoAABlDl ~

2sing0o

(АВ^ = B^D^ = ADj = ay/2),

т. e. AO

A\0 — у/AA{ - AO2 = _

3_ 3

8. Так как АгС — ал/3, го ООг = АХС — 2АхО =

значит = ООг =

ад/3

что и требовалось доказать и найти.

2. Дано:

ABCDA1B1C1D1
— куб

А2, D2
—

середины ребер
AD и DC соответственно

АВ = а

а) Докажите, что АХА2 A DXD2.

АХА2 Е о

б) DxD2 € /? , постройте плоскости а и /3.
а || /3

Найдите:

в) 5

Д) Р (^1^2’ DXD2) •

а) Теорема. Если одна из двух прямых лежит в

некоторой плоскости, а другая прямая пересекает эту

плоскость в точке, не лежащей на первой прямой, то эти

прямые скрещиваются.
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Очевидно, что прямая А1А2 принадлежит плоскости

AA1D1D, а прямая DXD2 пересекает AA1D1D в точке

Dx ф Л15 значит А1А2 A DXD2 — т. е. AXA2 и DXD2
скрещивающиеся.

А,А2 Е а

б) D\D2 Е (3
а || Р

постройте
плоскости а и (3.

1. Сделаем доп. построение:

^1^3 II ^1^2*
А1,А2,А3 Е а ----- этими

тремя точками плоскость а

определена однозначно,

значит АгА3 Е а.

2. Так как А3,А2 —

середины ребер,
то А2А3 || J3D, но BD || ВjjDj,

\\
в

''

АД

/ Л Ч'чч

значит А2А3.
B\DX,-р .А2.АоТогда

А1А3 || DtD2
значит Л1Л2Л3

где D3 = D,D2 П и — /3.

Следовательно, а П ABCDA1B1C1D1
13 П ABCDAXBXCXDX = DxD2D±Bx,
причем АхА2А3 || DxD2DaBx (а\\ (3).

А

Z)

з) Найдем ^АгА2; ^1^2) •

Рассмотрим ААхА2А3. АгА2 = у/AA‘f + АА2,

а\/5
2 У 2

BD = VAB2TAD2; BD = ал/2;

^2^3 —
г\/2

^2^3 ~
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TctK KcLK AjAg || DXD2,

to D^D^j = ^1^3) =

AlA^ + A1Al-A2Al
cos(ZA^Az) =

2A A -A A
;

^Л1Л2 Л1Л3

З-^г-зй2 8
cos(ZAsA1A2) — 5 2

—
—

— 0,8;
z •

^
^

= arccos0,8

г) Найдем -S'anABCDj4lBlClDl и SgnABCDAiBiCiDi.

1. Можно доказать, что ААгА2А3 — AD3D2D4.
Очевидно, что SABiD,sDi = SAD,iD2Di + SDiDriDiBi.

2- S&A1A2A3 — 2^x^3
‘ ^1^-2 sin(^^3^i^2);

_

1 5a2 3
_

3 2

ЛдЛхАаЛз - 2
•

т
•

5
-

8a
•

подобен AZ?3J51J51,

SZD,DlB, (^Pl)2.
ЯД/11Л2Д, (Л3Л2)2'

BiZ?i = 2A3A2, значит SAD:iDiBi = 45A^l42^3,

тогда S^DjgjD, =

^S'ADaO^i’
9 2

следовательно, = ~<r;

5 - -a2^anABCDAiBiDiCi ~

oa S - -a2‘->0nABCDAiBiDiCi — oa
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д) Найдем p(A1A2;D1D2).

АгА2 е АгА2А3
Так как D1D2 £

АхА2Аг DiD2D^Bi
то p{AlA2;DlD2) — p{AlA2A3]D1D2D^Bl).

1. Пусть AC П A2A3 = P.

Так как A2A3A.AP
и A2A3±A1P (докажите),
то А2А31.АА1Р.
Построим 01Т±.А1Р.
Тогда OlT.LA2A3
(докажите), значит

01Т1.А1А2А3.
Тогда так как

и ОхК \\ А,Р (докажите)
то AA1C1C±D2D4.
Значит любая прямая АА^С^С
перпендикулярна А2А3 (B1D1 или D2D4),
т е. р(А1А2А3; D3B±D,) = р(А1А2; DiD2) = ОгТ.

(Подумайте над более простыми доказательствами.)
2. Рассмотрим прямоугольник ААХСХС и

параллелограмм РЛ101К.

Очевидно, что ААгАР = АОгОК
(АР = OP = ОК = КС).
Значит АгР — ОхК.
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3. Тогда S*™*
_ PKp°f&AiPKOi
— Л1Г Ul1

PKO.O
значит О{Г = —-jj-p—,

где PK — АО — iAC =

ОхО = ААХ = а;

АгР = sjАА\ + АР2;

А\Р —

OjT =

Итак,

\
ал/2^

а2 +
V 4

=#•<• 2

p(AiA2;D1D2) — -а

/£ = |ал/8 = ►М
СО
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Тренировочная работа 1 (Нахождение углов
в прямоугольном параллелепипеде)

Вариант 1

Дано:

ABCDA1B1C1D1
— прямоугольный параллелепипед

ААХ = 12

AD = 16

АВ = 12

Найдите:

Вариант 2

Дано:

ABCDA1B1C1D1 — прямоугольный параллелепипед

ААХ = 12

AD = 16

АВ = 16

Найдите:

а) tg (AC^ABCD) ;

б) tg{Z.CABXB)\ Bi Cx

в) tg (AB&AAXCXC) ;
^

,) tg (DB^ABCD) ;

6) tg[ZBXACB)\

A D
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Решение тренировочной работы 1

Вариант 1

Дано:

ABCDA1BlC1Dl
— прямоугольный параллелепипед

ААг = 12

AD = 16

АВ = 12

Найдите:

а) tg (DB^ABCD) ;

б) te(ZB^CB):

в) tg Ub&AA&b) ;

г) tg ;

д) cos (а^С; AB1D1J ;

е*) cos (аВ^С-AD^J .

а) Найдем tg (DBX ; ABCL)\ .

B,

И
б!

А

/

Bi

A
Jg! \

D1

D

1. Так как BBX±.ABCD, что следует из того, что

ABCDAlB1C1D1 — прямоугольный параллелепипед,
т.е. прямая призма, все грани которой

прямоугольники, то ^DBX; ABCD^ = ZBXDB, где BD —

проекция

ВВ
2. Значит = 1, где ААХ = ВВг = 12,

иВ

DB = yjAD2 + АВ2, т. е. DB = Vl62 + 122 = 20.

3. tg(ZB1£>B) = ^ =
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б) Найдем tg(Z.BXACB).
В,

1. /ВуАСВ

-+-V-

двугранный

угол при ребре АС. д-

Построим ВТ±АС, тогда по теореме о трех

перпендикулярах ВгТ±АС, следовательно ACJlB{ ТВ.

Значит о(/.В1АСВ) = р(/ВхТВ),
т.е. te(/В^СВ) = tg(Z.B1TB).

2. Рассмотрим ААВС.

2Saabc = Ав~ ВС = АС- ВТ,

тогда ВТ —

АВ -ВС

АС
5 ВТ =

3. tgив^АСВ} = tg(ZB^TB)

т. е. tg(/ВгАСВ)

12 -16

20

ВВХ

= 9,6.

ВТ

1,25\2_

в) Найдем tg (aB^C; AA1B1B^j .

1. (аВ^С; АА1Б1в) — по сути,

есть двугранный угол

Z.CABXB.

Построим BP.LABl (доп. построение), тогда так как

BCJ-AA^B^B (ABCDAlB1ClDl — прямоугольный

параллелепипед), то по теореме о трех

перпендикулярах СР1.АВХ. Значит р ^.1ВjС;AA=
=p(/CABjB)=p(/CPB), т.е. tg(АВ&АА&В) =

= tg(/СРВ).
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2. АА1В1В
—

квадрат по условию, тогда ВР = -АХВ
Z

■(А1В = АВ1) и BP = АА\ + АВ2-,
1

ВР = -^122 + 122 = 6^2.

(Можно проще из ААРВ.)

Отметим, что для ААВгС СА =

(т ЯАВ\ СР).

3. tg (аЯ^С^АА^я) = tg(ZCPP) = |^,
Т. е. tg(ZCPS)

16

6

4\/2

г) Найдем tg (аЯ1С; Д

1. (a^c-aBjCjd) по сути,

есть двугранный угол

LCBXAD.

/ . \

/ \1б

A /

D

Используем результаты решения предыдущих задач.

СР±АВг (ААВгС).
Построим РР1 || AD (Рх £ DC1).
Отметим, что так как AD±.AA1B1B, то AD-LAE^,
и в силу PPi || AD следует, что РР1±АВ1.
Значит AB1LCPPl, следовательно АВг±.СР, тогда

р (аЯ1С-'аЯ1С'1£>) = pCZAB^CijD) = pCZCPPJ.

Отсюда tg (aPjC; AB1C1d) = tg(ZCPP1).

2. ДСРРХ —

очевидно прямоугольный,

тогда tg(ZCPP1)
СЛ
PPi

(СР1 = ЯР),

т.е. tg(ZCPPx)
6v/2
16

3>/2
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д) Найдем cos ^ABXC\ ABxD^j .

1. (^АВгС] ABxD^j — по сути, ZCAB1Dl.

CPLABг (по доказанному), CP = л/BP2 + ВС2,

т. e. CP = \J(б\/2)2 + 162 = 2V9 -2 + 64 = 2\/82.

2. ДАЕ^С = AA^/^, значит CP = -DXP = 2>/82

и Z^P-LAE?!, тогда CPi^-LAB^

Следовательно,

p = pjZCAB^) = p(Z.CPDl).

3. Рассмотрим ACPZ^.

соs(,CPDl) -

т. e. cos(ZCPD1)
2 (2л/82)2 - (l2\/2)2

2{2у/Щ‘
82 - 144-2 41 - 18 23

'41’8-82 41

т.е. cos (aB^C]ABxD^
23

41
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е*) Найдем cos ^AjE^C; ADyC'j .

1. (ab^AD^c) = ZB1ACD1.

ВгК±АС I
Построим

DXMLAC I
’

тогда p(/BlAC.D1) = p [в^; .

2. Рассмотрим ААВгС, используя результаты решения

предыдущих пунктов.

СР = 2\/82 (напомним: CPJ-ABX, АС = ^(7);

СР.АБ1=В1Х.АС = 2.5дАБ1С;

т. е. ВХК

АС
’

2\/82 • 12л/2 48^41 12л/2Т
20 20

3. ААВгС = ЛCDXA, так как АВХ = = Z^A

и АС = СА, значит D\M = ВЛК = ^\/41.
5
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4. АК = у/АВ‘{ - BtK2,

т.е. АК= J(12V2)2- (yVlf) = yV25-2-41 =

36
7,2 = CM;

KM = AC - 2AK; KM = 20 - 2 • 7,2 = 5,6.

5. Используя результаты задачи-теоремы (стр. 45),
найдем cos(ZB1ACD1).

= cos (bJ^D-lM) =

2ВгК2 + KM2 - BXD\
_

2 (2,4-\/4l)2 + 5,62 — 202
_

cos

2BXK2 2 (2,4^41У
2 • 2,42 • 41 - (20 + 5,6) (20 - 5,6)

2 • 2,42 • 41

8 • 1,22 • 41 - 25,6 • 14,4 8 • 1,22 - 41 - 256 • 1,22
8 • 1,22 • 41

41 - 256 41-32 9
_ _

—

2 • 122 • 41

8-41 41

Таким образом, cos (ABXC; ADXC) =
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Вариант 2

Дано:

ABCDAiBiCiDi
— прямоугольный параллелепипед

ААХ = 12

AD = 16

АВ = 16

Найдите:

а) tg (AC^ABCD) ;

б) tg(ZCAB^)]

в) tg (ав&АА&с) ;

г) tg (лвдладя);
д) cos (.A-Bi-Dj; ;

е*) cos (АВ^сГаВjDjJ .

а) Найдем tg (-АС^; ABCD^ .

В, с

Bi

J

—

'Bm

D

/1
Bi

A

/

CClLABCD (свойство прямоугольного параллелепипе-

да). Тогда (AC^ABCD) = ZCXAC.

Значит tg (AC^ABCD) = tg(ZQAC);
пп

tg{ZC^AC) = AC = VAD2 + DC2,
AC

’

т. e. AC = Vl62 + 162 = 16v/2.

Получим, что tg(ZC1AC)
12

16y/2
;V2
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б) Найдем tg(ZCAB1B).

Д С,

А А

С

А D

1. ZCABjB = (САВ^АВ^ ;

СВ±.АВВ1А1 — свойство прямоугольного

параллелепипеда.

Построим BPJ-AB1. Тогда по теореме о трех

перпендикулярах СРА-АВг.
Значит СРА±.ВВг, следовательно

p{Z.CAB1B) = p(ZCPB), тогда tg(ZCPP) = —.

2. АВХ - т/АВ^ТвЩ, т.е. АВХ = л/162 + 122 = 20;

^SaabiB = АВ ' = ВР'

ВС

АВ•ВВ
ВР = ——=

16-12
, т. е. ВР =

2Q
= 9,6.
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1. tg [аВ^С-АА^с) = tg(ZBjACCj) = tg(ZBjOOj).

ВB^ABCD.

Построим OOx, где точка Ox = A1C1D BlD1,

а точка О = AC П BD.

Так как ABCD —

квадрат (J5J9_LA(7), то ВО_1_Ж7.

Тогда по теореме о трех перпендикулярах BxOLAC.

Так как ООх || ААг и ААХСХС —

прямоугольник, то ООх±АС. Значит В1ОА1±ОС, следовательно,

tg (АВ&АА^С) = tg(ZBjOOj).

2. В^ = VABf+A^Df;

B^ = V162 + 162 = 16л/2;

B101 = ^B1D1 = 8\/2; OOx = ААг = 12. Значит

tgCZB^Oj) = T.e. tg(ZB1001) = ^ =

г) Найдем tg (aBj C; AB1C'1D^ .

1. (AB^C-AB^Dj = ZCByAD; BC±AA1B1B.

Построим BPXABj, значит по теореме о трех

перпендикулярах CP±ABl.

2^2
“Г'
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2. Построим РРг || AD, где Рг G DCV
Так как ADLABBгАг, то ADA.ABг.
Учитывая, что PPl || ADV РР1±АВ1.
Тогда P^ALCB,.

Значит tg (aB&ABxCxd) = tg(ZPXPC) =

PXC = PB = 9,6; PPX = AD — 16,

9^6
16

т.е. tg(ZPXPC)

д) Найдем cos(AB1D1; CB1D1).

20.

1. (yAB1D~CBlD^j = ZAB1D1C.

AABXDX = ACDXBX,
так как ABj — CDj, ADX — CBX
и — общая (BXDX = DXBX).
При этом АВХ = ADX — CDX = CBX

Построим CT±BXDX.
Тогда так как AABXDX = ACDXBX,
то AT±BXDX и AT = CT.

Тогда -Sj Dx 1/1ГС. значит

p (aBxD^CBxD^ = ^(ZAB^C) - p(ZATC),

т. e. cos (ABjDj; = cos(ZATC).
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2. Из /\ABlDl (ABl = ADl),

учитывая, что B1D1 = 16л/2 и ВгТ = TDX — 8л/2,

получим:

АТ = V'ABjf - -BjT2; AT = ^202 - 8^22 = ^272;
4Т2 4- Г^Т2 — 4^2 /4С2

cos(ZАТС) =
+ % ^

С

=1-^ (АГ= СТ).
2АГ•СТ

Значит cos (aB^j; CBjDj)

е*) Найдем cos (аВхС; AB1D1Sj .

1. /9 (ABiCjABi-Dj) = p (ZCAB^D^ .

Ранее было доказано:

CPLAB1; CBA-BP (CB±BB1A).

Из ACPB CP = у/СВ2 + BP2,

т. e. CP = Vie2 + 9,62 = l,6v/100 + 36

2. PBX = VBBf^PB2;

12
v/41.

PBX - V122 - 9>62 = V(12 + 9,6)(12-9,6)
72

x/21,6 • 2,4 = 0,l\/63 -6-4 = — = 7,2.
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3. Проведем D1M±AB1.
Так как B1D1 = АС; АВХ = ВХА; ВгС = ADX,
то ЛAB1C = AB1ADl.
Тогда DXM = СР и РВ± = AM.

Учтем, что АС > СВ1,
так как 16%/2 > 20, 4\/2 > 5, 32 >25,

тогда РМ = АВг — 2PJ51, т. е. РМ = 20 — 2 • 7,2 = 5,6.

4. Рассмотрим ZCAByD^.

Используя результаты задачи-теоремы (стр. 45),
найдем cos(ZCAB1Dl).

А

С

cos(ZCAP1Z)1) =
DXM2 + CP2 + РМ2 - JDjC2

2D,M CP

cos(ZC'A51£>1) =
2(fVaf + 5,+ 5,62 - 202

2

2 • 144 • 41 + 282 - 1002 2 • 144 • 41 - 128 • 72

2 • 256 • 34 2•144 • 41

2 • 144 • 32

2•144 • 41
I- — -

—

41
”

41
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Тренировочная работа 2 (Нахождение углов
в правильной пирамиде)

Вариант 1

Высота и сторона основания правильной четырехугольной

пирамиды равны а. Найдите:

а) боковое ребро;

б) угол между боковыми ребрами грани;

в) угол между боковым ребром и плоскостью основания;

г) двугранный угол при стороне основания;

д) двугранный угол при боковом ребре.

Вариант 2

В правильной треугольной пирамиде высота пирамиды

равна а, а сторона основания равна 2а. Найдите:

а) боковое ребро;

б) угол между боковым ребром и плоскостью основания;

в) двугранный угол при стороне основания;

г) двугранный угол при боковом ребре;

д) угол между боковым ребром и плоскостью боковой грани.
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Решение тренировочной работы 2

Вариант 1

Высота и сторона основания правильной четырехугольной

пирамиды равны а. Найдите:

а) боковое ребро;

б) угол между боковыми ребрами грани;

в) угол между боковым ребром и плоскостью основания;

г) двугранный угол при стороне основания;

д) двугранный угол при боковом ребре.

Дано: S

SABCD — правильная

пирамида

Hsabcd
АВ = а

= а

Найдите:

а) SD;

б) Z.DSC;

в) (SC^ABCD) ;

г) Z.SDCB:

д) ZBSCD.

а) Проведем SOLABCD, тогда SO = HSABCD.

Так как SABCD —

правильная пирамида, то О —

центр

описанной около основания окружности.

SD = VOS2 + OD2.

1. OD = ]-BD; OD
2

ау/2
(BD = Vа2 + а2 = ау/.

2. SD = Ja2 +
у

= а. :V6
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б) Найдем /.DSC. SD = ^\/б. Используя теорему косину-
£

сов, получим соs(/DSC)

cos{/DSC)

2 • SD2 - DC2

2 • SD2

2 • §a2 — a2

3„22
0

•

2a

2

з;
/DSC arccos-

в) Найдем (SC]ABCD) .

ОС —-

ортогональная проекция

SC на ABCD, тогда

(scTaBC-D) = /SCO. Значит

tg(/SCO) =

tg(/SCO) =

05

ОС'

a

г) Найдем /SDCB.

1. Построим OT-LDC, значит

по теореме о трех

перпендикулярах STJlDC,

OTLDC

л/2; /SCO = arctg y/2

т. e.
STLDC

DCLOST и /SDCB = /STO.

Примечание. /SDCB = /STO —

в записи равенства

в таких случаях по умолчанию понимается равенство

мер этих углов, т. е. равенство значений этих углов.

2. tg(/STO) = tg(/STO) = |
2

2;

/STO = arctg 2
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д) Найдем Z.BSCD.

Первый способ

1. Так как ASBC = ASDC, то если построить DKLSC,
то и BK±SC, тогда 5С_1_Я2Ж.

Значит Z.BSCD = ZBKD, но тогда и СЖ_1_5С и так

как Bit' = /Ж, то Z.OKD = \zBKD.
2

Следовательно, ZBKD = 2(ZOKD).

2. Рассмотрим ASOC.

SC 3

ал/2
13
2’

значит Z.OKD = arctg

Так как Z.BKD = 2(ZOKD), то Z.BKD = 2 arctg *

/з” /з"
Учтем, что 4 / - > 1, тогда arctg w - > arctg 1 = 45°

значит ZBKD > 90°.

со
|

см
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Второй способ

1. cos(ZDSC) = тогда sin(ZDSC) = \
1 — ^

о у 9 3

2. Рассмотрим ASKD.

DK = SD-sm(ZDSCy, DK = a^~ = l)JЦ.
3. Рассмотрим ABDK.

РА" = DK (см. первый способ).

/
2DК2 — BD2

cos(ZBKD) =

2DK2
;

2 • у|а2 — 2а2 чп — 36 6
cos(ZBKD) = —ii— = = -0,2.V '

2 • 1|а2 30 30

т.е. ZBKD 180° - arccos(0,2)

При желании можно доказать, что

2arctg ./^ = 180° — arccos(0,2).
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Вариант 2

В правильной треугольной пирамиде высота пирамиды

равна а, а сторона основания равна 2а. Найдите:

а) боковое ребро;

б) угол между боковым ребром и плоскостью основания;

в) двугранный угол при стороне основания;

г) двугранный угол при боковом ребре;

д) угол между боковым ребром и плоскостью боковой грани.

Дано: g
SABC — правильная yts,
пирамида / /| \
Hsabc = а / /1 \
АВ = 2а / I j \

Найти: / \т\~ттятя~:у^
а) SB^ А<Г:: Г}6/
б) (sBiABC) ; \ у/
в) ZSCBA:

г) ZASBC:

д) (siMSc) .

а) Найдем SB.

1. Построим 501.ABC, тогда 50 = HSABC.
Так как SABC —

правильная пирамида,

то AS = JB5 = 05, О —

центр описанной окружности

около ААВС, а ААВС — правильный треугольник.

Ro = OB =

2. 5В - V5C>2 + ОВ2;

SB =

7 ayj21
3
“

3



100 Стереометрия

б) Найдем (SB^ABC) .

1. ОВ —

ортогональная проекция

5В на ABC, тогда

(SB^ABC) = ASBO.

04
2. tg(ZSBO) =

tg(ZSBO) =

OB’

a

§a>/3
/.SBO = arctg

Тогда SB]~ABCj = ^arctg^
в) Найдем Z.SCBA.

1. Построим OK1.CB. По теореме

о трех перпендикулярах

SKLCB, тогда

SKLCB

ОК±СВ

значит Z.SCBA = ZSAX>.

=* CB±OSK,

2. Так как ААВС — правильный, то если построить

ART-LCjB, то ОА" = -ART (так как точка О —

центр
о

окружности
— есть пересечение медиан).

АК = AC sin 60°; АК = aV3; OK = ^.
3. tg{Z.SKO)

3

т. е. ZSAO = arctg л/З = 60°. Значит Z.SCBA = 60° .
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г) Найдем /ASBC.

1. Построим CMLSB.

Так как AASB = ACSB,

то AMLSB.

Значит S'B-LAMC, тогда

/.ASВС = /ЛМС.

Построим J5T_LAC (О 6 ВТ),

тогда АТ = ТС, значит TMJ-iSjB.

2. Так как AM = СМ и АТ = ТС, то /АМТ = /СМТ;

/.СМТ = \а.амс.
2

05
3. sin(Z5BO) = —, т. е. sin (Z5BO) =

~^j=
= W -

Тогда ТМ = ТВ sin(ZSBO) (TMA.SB),

где ТВ = CjBsin60°; ТВ = ал/3.

/3 3
Значит ТМ = ал/3 •

у
- = уал/7.

4. tg(ZCAiT)

tg(ZCMT)

тс

тм;
а л/7 л/7

=
—, значит /СМТ — arctg —-.

fa^7 3 3

Тогда /СМА = 2 arctg
\/7

Таким образом, /ASBC — 2 arctg
V7
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д) Найдем (SB^ASC^J .

В

1. Так как пирамида SABC —

правильная, значит

О —

центр описанной и вписанной окружностей для

ААВС, и Z.SACB = Z.SCBA = Z.SBAC,

т. е. ZSKO = ZSTO = 60° (см. пункт в).

2. Построим BMLST.

Тогда так как ACLSTВ, то АС±ВМ.

Следовательно, BM1.ASC,

значит (SByASC) = /.ВST.

3. Рассмотрим ATSВ. По теореме синусов

ТВ SB ТВ

sin{ZTSB)
=

sin(ZSTB)1 sm^TSB) =

~SB’sm 60°;

sin(ZTSB) =

ау/3 л/З 3

7 2

Зч^Г
Ч4“;

3>/2Т
ZTSB — arcsin ( ^\/^) = arcsin

I 2 V 7 14

Таким образом, (•S-B; Лб’с) = arcsin
. Зл/21

14
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Домашняя самостоятельная работа

1. Дано:
SABC — пирамида

(iS-ABc) = [BS]ABC) =

= (csTabc^
АВ = 24

AC = 10

СВ = 26

Найдите:

а) площадь наибольшей боковой грани 5наиб;
б) tg(ZSACB) : tg(ZSABC).

2. Дано:
SABC — пирамида

{As^abc^ = (bs-abc) =

= (cS-ABc) = 45°

АВ = BC

/ABC = 120°

HSABC — 16

Найдите:

а) &AASCi
б) tzUSBAC).

3. Дано:
SABCD — пирамида

ABCD — ромб

(SMABCD) = 30°

SBLABCD

/ABC = 120°

Найдите:

а) tg(/SADC) : tg(/SACBY

б) cos(/ASDC).
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4. Дано:

ABCDA^C^
-

параллелепипед

ААВС = 120°

ABCD — ромб
AC HBD = О

BxO±ABCD

(BB^AByC) = 30°

АВ = а

Найдите:

а) ^б.п.п! б) SaBxCxD-
5. Дано:
SABCD — пирамида

О — центр вписанной

в основание окружности

АВ || DC
AD — ВС

SO±ABCD

ZSADC = 60°

АВ = За, DC = а

Bi

Найдите:

а) 56.п; б) HSABCD; в) (AS1;
6. Дано:
SB1ABCD
ABCD — ромб
АС П BD = О

(SA~ABCD^ = 45°

(sdTabcd) = 30°

ABCDj .

Найдите:

a) ЫZSADC); б) tg(ZSACB).
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Тренировочная работа 3 (Нахождение углов
и площадей элементарных сечений)

Вариант 1

Высота правильной четырехугольной пирамиды равна 12,

а диагональ основания равна 10. Найдите:

а) плоский угол грани при вершине пирамиды;

б) двугранный угол при основании пирамиды;

в) угол между боковым ребром и плоскос/гыо диагонального

сечения пирамиды;

г) двугранный угол при боковом ребре;

д) площадь сечения, проходящего через диагональ основания

и параллельного боковому ребру.

Вариант 2

Высота правильной треугольной пирамиды равна 24, а высота

треугольника основания равна 21. Найдите:

а) плоский угол грани при вершине пирамиды;

б) угол между боковым ребром и плоскостью основания;

в) двугранный угол при основании;

г) двугранный угол при боковом ребре;

д) площадь сечения, проходящего через высоту основания и

параллельного боковому ребру.
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Тренировочная работа 3. Моделирование условий

Вариант 1

Высота правильной четырехугольной пирамиды равна 12,
а диагональ основания равна 10. Найдите:

а) плоский угол грани при вершине пирамиды;

б) двугранный угол при основании пирамиды;

в) угол между боковым ребром и плоскостью диагонального

сечения пирамиды;

г) двугранный угол при боковом ребре;

д) площадь сечения, проходящего через диагональ основания

и параллельного боковому ребру.

Дано:
SABCD —

правильная пирамида

HsABCD == 12

АС= 10

Найдите:

а) ZDSC;
б) ZSDCB:

в) (a&BSD) ;

г) ZBSCD:

Д) SABDK, где BDK || AS; К е CS.
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Вариант 2

Высота правильной треугольной пирамиды равна 24, а высота

треугольника основания равна 21. Найдите:

а) плоский угол грани при вершине пирамиды;

б) угол между боковым ребром и плоскостью основания;

в) двугранный угол при основании;

г) двугранный угол при боковом ребре;

д) площадь сечения, проходящего через высоту основания и

параллельного боковому ребру.

Дано:
SABC — правильная пирамида

ЯSABC 24

В ААВС НАС = 21

Найдите:

a) ZCSB;

б>(
в) ZSCBA:

г) ZASBC;
Д) гДе ЛК-О || SC, X е СВ.
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Решение тренировочной работы 3

Вариант 1

Дано:

SABCD —

правильная пирамида

HSABCD — 12

АС = 10

Найдите:

а) /.DSC]
б) /SDCB:

в) (ASl^SD} ;

г) ZBSCD:

Д) SABDK, где BDK || AS; К 6 CS.

а) Найдем /.DSC.

1. Дополнительное построение:

SOJlABCD, тогда

50 = HSABCd = о-

Так как SABCD правильная, точка О —

центр

вписанной и описанной окружности, одновременно

являющийся точкой пересечения диагоналей.

2. Так как ABCD ------

квадрат, то

DC = AC cos 45°; DC = 10 5л/2

3. SC = n/OS2 + ОС2 (ОС = ^АС; НABCD OS);

SC = л/122 + 52 13.

cos(ZDSC)-

2SD ■ SC

2 • 132 —25 • 2 144

2 • 132 169’
/.DSC = arccos

144

169
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б) Найдем ZSDCB.

1. Построим OT1.DC, тогда так как OSJ-ABCD, то по

теореме о трех перпендикулярах ST_LDC.

Значит DCLOST. Таким образом, получили, что

ZSDCB = ZSTO.

2. ОТ = \aD = ]-DC\ ОТ =

2 2 2

3. Рассмотрим AOST.

лс 12 12

tg(ZSTO) = —; tg(ZSTO) = = jV2,
~2~

т. e. ZSTO = arctg

в) Найдем ^AS; BSD^j .

AO±BD

12\/2
ZSDCB = arctg

12>/2

1. Так как

Значит

/I/O

2. tg(Z4S0) = —; tg(ZASO) =

т. е. ZA50 = arctg 12’
= arctg-
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г) Найдем ZBSCD.

S

С

A D

Первый способ

1. Построим BPA.SC (Р <Е SC).
Так как ASBC = ASCD, то DPLSC,
значит SC1.BPD.

Значит, по признаку перпендикулярности прямой

и плоскости OPA.SC, тогда ZBSCD = ZBPD.

2. Рассмотрим ASOC.
12 • ^ 60

2Sasoc = SO-OC = OP-SC-, ОР=— = ~.

3. tg(ZOPD) =

tg(ZOP£>) = А = т. е. ZOPD = arctg
13

Так как OP-LBD, то ZBPD = 2(ZOPD),

13
тогда ZBPD = 2 arctg —;

Для нахождения tg (ZBPD) возможен другой подход:

tg2« —
2tS“

(а = /.OPD);
1 — tgz а

//nnr%1 2'И 2 13 12 312

—-5Г

=arctg ZBSCD = arctg •

13
ZBSCD — 2 arctg —
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Второй способ

1. SBDC = SBDP+ СВDP, где SC = SP+ PC, причем

VsBDP —
з

■ SabDP ■ SP и VcBDP =
3

' SaBDP ' PCi

тогда

&ABDC■SO
Vsbcd —

з
‘ Sabdp ' SC

Vsbcd —

g
• Sabdc ' SO

Sabdp=

_

52 • 12 300
‘

Sabdp —

13 13

2. SABDP = OF • ОД т. e. OP
Sabdp
OD

cp
300 60

13-5 13'

3. DP = VOD2 + OP2-, DP=^52+(j^J
,

2DP2 — BD2
4. cos(Z.BPD) =

60 \2 5\/313
13

2DP2

2-

cos{ZBPD) =

л 25-313 -| лл2 '

135“
“ 100 50 • 313 - 16900

2 .

25 313 50 • 313Z
169

313 - 2 • 169 25
-

313
~

“313*

25
aiccos(ZBPD) = 180° — arccos —- (ZBPD > 90°);

O-LO

ZBSCD = 180° — arccos

313

Можно доказать, что

( 312 \ 25
ft

13
arctg ( — J

= 180 -

arccos^
= 2arctg-.
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д) Найдем SABDK, где BDK || AS; К 6 CS.

1. Так как AS || BDK, то AS || ОК.

Рассмотрим AACS.

Так как АО = ОС и AS || ОК, то ОАТ —

средняя

линия AACS, а значит = КС и ОК = 7^*5*
2. £Ж = ~ • 13 = 6,5, тогда А5 = 13 (см. пункт а).

Zi

3. Можно доказать, что OKLBD (см. пункт г).

&ABKD —

2
OK ' BD,

где BD = s/DC2 + ВС2.

Значит ВС — DC = 5у/2. Найдем ВD:

BD = v/25 • 2 + 25 • 2 = 10;
1 13

$abkd —

2
'

~2
" ^ — |32,5| (кв. ед.).
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Вариант 2

Дано:
SABC — правильная пирамида

Я,SABC 24

В ААВС Нлс = 21

Найдите:

а) Z.CSB;

б) (SB^ABC) ;

в) ZSCBA:

г) ZASBC;
Д) saakd> гДе AKD SC, АК1СВ, К 6 СВ.

а) Найдем ZCSB.

1. Построим AKLCB

и BMLAC.

Так как ААВС —

правильный, то

ВМ = НАС = Нсв = АК = 21.

Построим SOJ-ABC, тогда SO = HSABCD.
Учтем, что SABC —

правильная пирамида, О —

центр вписанной и описанной окружности и точка

пересечения медиан ААВС, тогда

ОК = -- АК;

2. НSABC OS

OK = 7.

24. Из ASOK-.

SK = VOS2 + OK2;

3. Рассмотрим ААВС.

SK = VW+72 = 25.

АС = ВС — АВ; СК = -АС.’

2

В ААСК АС=
АК

sin 60°’

21
АС = -= = 14л/3.

V3
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4. Так как OSJlABC, то по теореме о трех

перпендикулярах SKLCB.

Из ACSK: tg(ZCSK) = tg(ZCSK) =

Так как ZCSB = 2(ZCSK), то

2tg(ZCSK)

ZCSB = 2 arctg
Zo

или tg(ZCSB) =

(a = ZCSK).

tg(ZCSB)

1 - tg2(ZCSK)
’ tg 2a = 2tg a

1 — tg2 a

2-7л/3
25

1 -
49-3

IP"

2 • 7 • V3 • 25

625 - 147

2•7 • 25\/3 175\/3
478

~~

239
’

ZCSB = arctg 1754/3^
.

239 )
Можно иначе.

1. АО = -АК, т.е. АО — 14.
о

2. AS - VA02 + 0S2; AS = V242 + 142 = л/772.

АК
3. АС =

sin 60°
; АС = 14л/3.

4. cos {ZCSB) =

cos (ZCSB) =

2-SC2- СВ2

2-SC2 ’

2 • 772 - 196 • 3 239

2-772
“

386’

OQQ

cos (ICSB) = -
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б) Найдем (SB^ABC) .

Можно доказать, что {s%ABCj = ZSBO (SOLABC).

OS
tg(ZSBO) = —— (так как

OB

точка О —

центр окружности,

по совместительству точка

пересечения медиан, то

14);

24 12

ОВ = \вм; ОВ = \ • 21
О о

tg{ZSBO) = = ZSBO =

в) Найдем ZSCBA.

Так как CBLAK и CBLSK, то CB±ASK,

значит ZSCBA = ZSKO (см. пункт а).
OS 24

tg(ZSKO) =
—, т.е. tg(ZSKO) = —;

arctg
12

ZSKO arctg :
24

г) Найдем ZASCB.

1. Так как SABC —

правильная,

то AASC = ACSB.

Построим AP±SCj

тогда из равенства

треугольников ASC и СSB

следует, что BPLSC.

Значит SC1.APB, тогда ZASCB = ZAPB.

С
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Учтем, что SACSB = -СВ • SK (SKLCB)
/л

и SACSB =

2
‘ ВР • SC, тогда СВ • SK = ВР • 5С.

2
Так как ОА = то ОЛ = 14.

Известно, что AS = SB = SC = VOS2 + OB2,

тогда SC = V242 + 142 = л/772 = 2/193.

Используя полученные значения СВ, 5К, 5(7,
найдем ВР из равенства

14\/3 • 25 = 2л/193 • J3P (СВ = 14\/3; SK = 25).

175\/3
Тогда J3P

2. cos(ААРВ) =

л/193
‘

2ВР2 - АВ2 2 1752-3
193

- (14л/3)!
2 • ВР2 2-

1752-3
193

22 • 72 • 3 • 193

2 • 72 • 252 • 3
_

386

625

239

625

ZASCB = ZAPB = arccos
239

625

д) || SC (AKLCB); К е СВ. Найдем SAAKD.

1. Так как AKD || SC, то DK || SC,
О

и DK =

2
’

2

(ACSB — равнобедренный).

2. Так как SC = 2л/193,

то 1Ж = \/193

(АК = Нсв = тсв )•
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3. Так как SD = то = V^193.

4. По формуле вычисления медиан для AASВ

найдем AD:

AD =

V2 • AS2 + 2 • АВ2 - SB2

^=^•772 + 2.196.3-772
=i/—_

5. По теореме косинусов для А .4 D:

АК2 + DK2 - AD2
cos{ZAKD) =

cos(ZAKD) =

2 • АК■DK

212 + 193 - 487

2-21-л/193
441 + 193 - 487

_

7

2 • 21 • у/Ш~
~

2\/l93’

sin(ZAKD) = Jl
49 \/723

4 -193
_

2v/193'

6- = - • AK ■ DK ■ sin(ZAKD);

21
V72S
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Самостоятельная работа 1 (Пирамиды)

Вариант 1

1. Дано:
SABC — пирамида

АВ — ВС = АС — 4

SALABC

SA = 3

Найдите:

а) tg(/.SBCА):

б) cos (s'fyS'Ac) .

2. Дано:
SABC — пирамида

АВ = 12

SOLABC

АС = 14

ВС = 16

О — центр вписанной

окружности

tg{/SCВА) = л/15

Найдите SGn n.

3. Дано:

SABC — пирамида

АВ = 4

АС = 2

/ВАС = 60°

AS = BS = CS = 2у/3

Найдите:
а) /SABC:

б) (зсГлзб) .
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Вариант 2

1. Дано:
SABC — пирамида

АВ = ВС = АС = 3

SBLABC

SB = 4

Найдите:

а) te(ZSACB):

б) cos ('AS-SCB) .

2. Дано:
SABC — пирамида

АВ = 10

OS = 2л/2
АС = 12

ВС = 8

ZSACB = ZSCBA = /SBАС

Найдите 56п п.

3. Дано:
SABC — пирамида

АВ = 2

АС = 1

ZBAC = 60°

AS = BS = CS = 0,5л/б

Найдите:

а) ZSABC:

б) (sT^asb) .

S

S
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Трехгранный угол

Для решения сложных задач очень полезно знать некоторые

теоремы о свойствах трехгранного угла.

Определение. Трехгранным углом называется выпуклая

фигура, образованная тремя плоскими углами с общей

вершиной и попарно общими сторонами, образующими
плоские углы: ZASB, ZASC, ZBSC.

Общая вершина плоских углов S называется вершиной
трехгранного угла SABC.

Двугранные углы между гранями трехгранного угла

называются двугранными углами трехгранного угла.

Обозначаются плоские углы буквами а, /3, 7, а величины

двухгранных углов
— буквами A, JB, С соответственно.

Теорема 1. Любой плоский угол произвольного трехгранного

угла больше разности двух других плоских углов трехгранного

угла.

Следствие. Любой плоский угол трехгранного угла меньше

суммы двух других плоских углов.

Теорема 2. Сумма всех плоских углов трехгранного угла

меньше 360°.

Теорема 3. Если два плоских угла трехгранного угла равны,

то общее ребро (или сторона) этих углов ортогонально

(перпендикулярно) проецируется на биссектрису третьего плоского

угла, и двугранные углы при остальных ребрах равны между

собой.
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Доказательство

Дано:
SABC — трехгранный угол
ZASB = 7; ZASC = /3;
ZBSC = а — его плоские углы,

причем ZASB = ZASC; j = (3

Докажите, что

Прв5С(Л5) = SO-, В = С.

а) Построим AOLBSC.

^
OPA1SC

б) Проведем QK±SB

тогда (по теореме о трех

AP.LSC
перпендикулярах) дК±дВ

в) Рассмотрим AASP и AASK, которые по

доказанному являются прямоугольными: AS — общая; ZASK =

= ZASP. Значит по признаку равенства прямоугольных

треугольников AASP = AASK, следовательно SP = SK

и АР = АК.

г) Рассмотрим AOSK и AOSP.

SO — общая (по условию); SP = SK (по доказанному);
OK1SK

OP1SP

Значит AOSK = AOSP. Следовательно,

ZOSK = ZOSP =
~, т. е. SO — биссектриса.

д) ААОК = Д-АОР по катету и гипотенузе, значит ZAKO =

= ZAPО, Следовательно, равны и двугранные углы,

т.е. В = С.

Итак, двугранные углы при ребрах 5J5 и 5(7 равны.

(Необходимо помнить, что AKOJLSB, т. е. CSB^j =
= ZAKO, APOISC, значит (aSoTbSC^ = ZAPO.)

(по построению).
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Известна также первая теорема косинусов для трехгранного

угла.

Теорема 4. Пусть а, /3, 7
— плоские углы трехгранного угла

SABC, а А — величина двугранного угла с ребром SA.
Г*ОЧ СУ РОЯ П • PDS Л/

Тогда справедлива формула cos А =
—-—:—— .

sm р sin 7

Очевидно, что это утверждение можно трансформировать
и для cos J3, cos С.

Пример

Рассмотрим правильную

шестиугольную пирамиду, у

которой боковое ребро в два раза

больше ребер основания. Найдите

двугранный угол при боковом

ребре.

Пусть а = ZFED — 120°,
(3 = /.MEF, 7 = ZMED ((3 = 7).

Отметим, что здесь Е
—

вершина трехгранного угла EMFD.

ММ Е
Очевидно, что cos (ZMEF) =

—-—

1

ME

л/1Б

,
т. е.

cos (Z.MEF) — sin (MEF) =

cos {AMED) = sin (MED)
\/l5

cos (/.FED) = cos (120°)

2а / \2а

/ Г

(внутренний угол правильного шестиугольника);

„ м _

cos UFED) - cos (/MEF) cos {/MED)
°OS _

sin (/MEF) cos (/MED)
(M — двугранный угол при ребре ME);



Трехгранный угол 123

Естественно, если знать данную формулу и уметь ее

применять, то значительно упрощается нахождение двугранного

угла в трехгранном угле, если даны плоские углы.

Задача 1. В правильной четырехугольной пирамиде МABCD

все плоские углы при вершине равны а. Найдите:

а) двугранный угол при боковом ребре;

б) двугранный угол при стороне основания.

Очевидно, что ZMDC = 90° - a /.ADC = 90°.

Обозначим /.ADMС = ; /.МАРС — По первой теореме

косинусов относительно трехгранного угла DAMС получим:

М

А D

_
)

sin ^90° — ^ sin ^90° — f)

OL г\
Sin ~2

— 02 OL а
= tg —, т. е. cos иЗо — tg — .

l-cosf 2’ У2
2
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Примечание. Для справки отметим, что справедлива вторая

теорема косинусов: cos а —
cos А+ cos J5- cos С

sin В • sin С

a также теорема синусов для плоских и противоположных

двугранных углов трехгранного угла:
sin a sin (3 sin 7

sin В sin В sin С

Задача 2. В четырехугольной пирамиде около трапеции

основания можно описать окружность. Высота пирамиды

проецируется в центр вписанной в основание окружности.

Двугранный угол при боковой стороне основания равен 60°. Основания

трапеции равны За и а. Найдите:

а) высоту пирамиды;

б) площадь боковой поверхности пирамиды;

в) тангенс угла между наибольшим из боковых ребер

пирамиды и плоскостью основания;

г) косинус двугранного угла при наименьшем из боковых

ребер пирамиды.

Дано:

SABCD —

пирамида

ABCD —

трапеция

Около ABCD можно

описать окружность

SOLABCD

О — центр вписанной

окружности

Z.SADC = 60°

АВ = За

DC = а

S

Найдите:

а) Habcd'i б) ^б.пsabcd’i в) (^AS; ABCD^j ; г) cos (ZASDC).
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а) 1. Так как О —

центр вписанной в трапецию окружности,

и SO.LABCD, то двугранные углы при всех сторонах

основания равны между собой, и AD+BC = AB-\-DC.

2. Так как около трапеции можно описать окружность,
. . За + а

то AD = ВС, значит AD = —-— — 2а.

3. Построим DD1±AB, СС1А.АВ.

Из AADD1 = АВССХ следует,

что ADX = ВСг

т. е. ADX = а.

АВ-DC

Тогда DDX = sjAD2 - AD\, DDX = л/4a2 - a2 = aV3,

!nnзначит гв = -DDl = ———.

z z

Из ASOP SO = OP- tg 60°,

/о
т. e. HSABCD = SO =

^=

6) 1. Так как все двугранные углы при сторонах основания

g
равны, то S6 nSABCD =

2. SABCD

т.е. SABCD

AB + DC

2

За + а

НABCDi

■ ах^З = 2а2\/3.

3. S,e.nSABCD
cos 60°

’

2а2\/3
т.е. S,e.nSABCD 4о2\/3
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в) Можно доказать, что AS — наибольшее боковое ребро.

1. АО = VAP2 + OP2,

т. е. АО =

\
2. Из AASO tg (asTaBCD^ = tg(ZSAO) =

1

т.е. tg(ZSAO) =

âv3

г) 1. Для нахождения cos (/ASDC) используем теорему

косинусов для трехграниого угла с вершиной D. Для
этого необходимо знать все плоские углы, т. е. ZADC,
/ADS и /CDS.

Напомним теорему для данного трехгранного угла при

вершине D:

/ / , о cos(ZADC) - cos(/ADS) • cos(/CDS)
cosfZASDC) =

sm(ZADS) • sin(/CDSj
'

2. AC = sjAC'{ + CC‘(; AC = V*a2 + 3a2 = ал/7.
AD2 + DC2 - AC2

cos(ZADC) =

cos(ZADC) =

2AD•DC

4a2 + a2 — 7a2
_

1

2-2a-a
~~

_2’

/о
т. e. ZADC = 120°; sin(ZADC) =

3. Так как SP = SM =
...,

то SM =

Г‘

cos 60°
’

т. e. SM = ay/3.

Из ASDM: tg(ZMDS) =

tg(ZMDS) = ^ = 2\/3 = \dc) .
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Напомним тригонометрические формулы нахождения

косинуса и синуса угла через тангенс этого угла:

(В данном случае /ADC, ZADS, ZCDS —

острые.

Подумайте, почему.)
Можно доказать, что ZADS = /CDS.

4. Теперь подставим соответствующие значения в

формулу и получим:

Задача 3. В основании пирамиды лежит ромб. Боковое ребро
пирамиды перпендикулярно плоскости основания, а два

других боковых ребра, находящиеся в смежных боковых гранях,

образуют с плоскостями основания угол в 45°. Наибольшее

боковое ребро образует с плоскостью основания угол в 30°.

Найдите:

а) тангенс двугранного угла между боковой гранью, которой

не принадлежит боковое ребро, перпендикулярное

плоскости основания, и плоскостью основания;

б) тангенс угла между плоскостью, проходящей через

вершину пирамиды и меньшую из диагоналей основания, и

плоскостью основания;

в) косинус двугранного угла при боковом ребре, образующем
с плоскостью основания угол в 45°;

г) косинус двугранного угла при наибольшем боковом ребре.

1 tga
cos а =cos а =

±y/l + tg2 а
’ sin а =

±\/l + tg2 OL

Получим:

(/MDS = /CDS);

cos (/ASDC) =

1 i_ _

l

2 x/l3
*

Vl3

2VT3 2л/1з
13

’

13

1
_ J_

2 13

ФЗ

13
8

5
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Дано:

SABCD — пирамида

ABCD — ромб
SB1ABCD

SMABCD} = 45°

SD-ABCD) = 30°

Найдите:

а) tg [ASADC);

б) tg (SAC^ABC) ;

в) cos (ZBASD);
г) cos (/.ASDC).

a) 1. Положим SB = a.

AB = SB -tg45°,

т. e. AB = a.

BD = SB • ctg 30°,

т. e. BD = ay/3.

2. При BD = aV2 ABLAD.

Так как BD = ал/3 > ay/2,

то ZBAD > 90°.

Найдем cos (/.BAD).

, . л , г,ч
AB2 + AD2 - BD2

cos (/BAD) -

2AB~AD ;

/ / т~ъ л t"\\
2a2 — За2 1

cos (/.BAD) =

Значит /BAD = 120°, следовательно, чертеж другой.

S
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3. Построим BKLAD,
тогда по теореме о трех

перпендикулярах SKLAD,
значит ZSADC = /SKB.

Из ААВК /ВАК = 180° - /BAD;

/ВАК = 180° - 120° = 60°; ВК = АВ sin 60°;

а\/3
ВК =

tg (/SABC) = tg (/SKB) =

SB

BK]

tg (/SADC) = ^ :V3

б) Так как ABCD - ромб, то AC±BD (BOLAC), значит

SOLAC, тогда SOВ±AC.
S

1. BO = AB sin 60°,

a\/3
т. e. BO =

.

2

2. Учитывая, что ZBAD = 120°,

AC —

меньшая из диагоналей

ромба.

(sacTabc) = /SOB.

3. tg (sXciABc) = tg (/SOB) =

SB

BO'

tg (sacTabc) = ^
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в) 1. Для нахождения двугранного угла при боковом

ребре SА используем теорему косинусов для трехгранного

угла при вершине А.

Два плоских угла
— ZSAB и ZBAD — известны.

Найдем /SAD.

Следовательно, cos (ZSAD) = cos (180° — ZSAK) =

/к
= -cos (ZSAK) =

2. tg (ZSAK) =
—, где SI< = VSB2 + BK2;
uxJty.

2

Тогда так как cos a = —===== (a G I четверти), то

\Jl + tg2a
Тогда так как cos a —

2

y/l4
4

3. cos (/BASD) =

cos(/.BAD) — cos 45° • cos(/SAD)
sin 45° • sin(/SAD)

cos (ZBASD) =

4

J Jk
I _ 1 _L 1

4 2
•

V 4 )
_

2 4
I _ .

v'?

2
'

4 4
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г) 1. Аналогично, для нахождения двугранного угла при

ребре SD используем теорему косинусов для

трехгранного угла при вершине D:

сы(/АЯПГ\ - cos(ZADC) ~ cosjZSDA) • cos(ZSDC)
cos (ZASDC)

sin(ZSDA) ■ sin(ASDC)
2. /.ADC = 60°.

3. tg(ZSDA) = где SK = |л/7,
DK = DA + АК, т.е. DK = a + ^ = -a,

2 2

5^7 ^7
значит tg(Z5Z?A) -

—— = —.

§a 3

Так как cos a = ——=L= (0 < a < 90° ), to

\/l + tg2 a
'*

cos(Z5.DA) = ^====; sinCZSDA) =1-1 = ^..
sj1 + 3 V 16 4

4. Можно доказать, что Z.SDA = ZSDC,
I _ 9_

тогда cos (/.ASDC) = -

?

16
—
—
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Практикум 5 (Решение более сложных задач)

Задача 1. Дана пирамида, в основании которой лежит

равнобедренная трапеция с основаниями, равными 25 и 9. Апофемы
боковых граней равны 15. Найдите:

а) площадь поверхности сферы, вписанной в пирамиду;

б) площадь сечения, проходящего через центр вписанной

сферы и одну из параллельных сторон основания трапеции.

Дано:
SABCD — пирамида

ABCD — трапеция

AD = ВС

АВ = 25

DC = 9

Апофемы боковых граней равны 15

В пирамиду вписана сфера

Найдите:

а) <5,
б) ^сечения- ГДе СвЧвНИв ПрОХОДИТ

через центр сферы и через

сторону DC или сторону АВ.

а) Вычислим площадь поверхности сферы, вписанной в

пирамиду.

1. Построим SOLABCD, SPLAD, STLBC, SMLDC.
Так как SP — SK — ST — SM = 15, то О —

центр

вписанной окружности, тогда

ASPO = ASTO = ASMO = ASKO.

По теореме о трех перпендикулярах

OPLAD, OKLAB, ОТ±ВС,

значит ZSPO = Z.STO = ZSMO = ZSKO = Z.SADC =

= Z.SBCD = Z.SCDA = ASABC.
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Известно, что для того чтобы в пирамиду можно

было вписать сферу, достаточно, чтобы двугранные углы

при основании были равны. Значит в данную пирамиду

можно вписать сферу.

Рассмотрим AKSM. SK = £М, Z.SKO = Z.SMO.

Далее, очевидно, что радиус вписанной в AKSM

окружности равен радиусу вписанной в пирамиду

сферы (ASKO = ASPO = ASМО = ASTO, где SP, SK,
SM, ST — касательные к сфере), т.е. гв = Дсф.

2. Рассмотрим трапецию ABCD.

Так как в ABCD можно

вписать окружность, то

АВ + CD = 2AD. Значит

АВ-DC
AD = 17; ADX =

<h в

ADX =

25-9

DDX = sjAD2 - AD‘{; DDX = s/172 - 82 = 15;

DD1 = KM, значит AKSM — равносторонний.

Известно, что центр окружности, вписанной в

треугольник, находится на пересечении биссектрис.

Так как гв = ООг = ОМ -tg30° (ОхМ
— биссектриса),

15 ч/З „ _ к S
то г = — • —

2 3

гв
= Ясф = 2>5^-

= 2,5^3;

3. 5сф = 4тгЛ2ф;

^сф = 4 •

Y
' 37Г = 757Г ^КВ' еД'^‘
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б) Вычислим площадь сечения пирамиды, проходящего через

центр вписанной сферы pi одну из параллельных сторон

трапеции основания.

Вариант 1

Пусть сечение проходит через сторону DC и точку Ог —

центр сферы.

Рассмотрим AKSM, где

mKS
~~

медиана к стороне KS]

lKS
~ биссектриса к стороне KS;

HKs
~~

перпендикуляр к стороне KS.

1. Так как ЛKSM равносторонний, то

mKS — Iks ~ Hrs — М±М = КМ sin 60° =

= КМ^ф (КМХ = MXS); МХМ = = KKV
£ Z

2. Рассмотрим AASB.

Так как D2C2 || АВ и Ml G D2C2,
1
_ _

25
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3. Рассмотрим трапецию DD2C2C. п

_dc + d2c2
йdd2c2c — 2

ммг,

_

9+ 12,5 15
DD2C2C

—

9
'

1Г

м

У/3:

О,

D Щ С

=
(25 + 182W3 = 43_15^ = 645

^ =

2*4 8 8

Вариант 2

Пусть сечение проходит через сторону АВ и точку Ог
центр сферы.

Так как SKX = МКХ, А1В1 || АВ, Кх G А1В1,

то А1В1 = iDC; А^ = А

Рассмотрим трапецию АА1В1В.
АВ -f- АХВХ

°АА\В\В 2

(KK.IA.B,).

КК,

25+2 15\/3 59 • 15л/3 885

4-2
л/З = 110,625л/3
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Задача 2. Рассмотрим параллелепипед, все грани которого
—

равные ромбы с диагоналями, равными 8 и 6. Найдите:

а) площадь наименьшего по площади диагонального сечения;

б) угол между боковым ребром и плоскостью основания;

в) двугранный угол при ребре основания;

г) двугранный угол при боковом ребре;

д) объем параллелепипеда;

е) расстояние между только наибольшими и между только

наименьшими скрещивающимися диагоналями смежных граней.

Первый случай

Рассмотрим параллелепипед, все грани которого
—

равные

ромбы с диагоналями, равными 8 и 6. Причем это

параллелепипед, в котором существует вершина, в которой сходятся

только острые углы ромбов граней.

Дано:

ABCDAXBXCXDX
-

параллелепипед,

все грани
—

равные ромбы.
А — общая вершина

острых углов ромбов
смежных граней
АС == 8

BD = 6

Найдите:

а) площадь наименьшего по площади диагонального сечения;

б) угол между боковым ребром и плоскостью основания;

в) двугранный угол при ребре основания;

г) двугранный угол при боковом ребре;
д) объем параллелепипеда;

е) расстояние между только наибольшими и между только

наименьшими скрещивающимися диагоналями смежных

граней.
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а) Найдем площадь наименьшего

диагонального сечения.

В С

В ромбе ACLBD:

АО = ОС, ВО = OJD.

Тогда AjB = \/32 + 42 = 5.
D

Из AAOD cos(1.0AD) = 4? =
7

Л£/ 5

(где АО = 4, a AD — 5).

Так как BD — меньшая диагональ основания, то

возможно BB^D^D — наименьшее по площади диагональное

сечение. Найдем SBBlDlD.
Для этого напомним, что если два плоских угла

трехгранного угла равны, то общая сторона этих углов

ортогонально проектируется на биссектрису третьего плоского угла.

Учтем, что Z.AXAB = /LAXAD (ромбы равны). Тогда
построим Ax02LABCD. Значит 02 € АС, т.е. биссектрисе
угла BAD.

Д С,

А
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Далее:

ВDA.АС (по условию),

BD±.A102 (так как A102-LABCD).

Значит BDA-AA^^, а тогда BD±.OOl (любой прямой
АА&С), т.е. BDLBB1 {ВВ1 || ООх).

Таким образом, BB1DlD —

прямоугольник;

SBBiDiD
~ BD • BBX, SBb1DiD = 6 • 5 = 30 (кв. ед.).

Вопрос о поиске наименьшего по площади

диагонального сечения окончательно не решен. Для этого в процессе

решения пункта б) рассмотрим еще одно диагональное

сечение.

б) Найдем ^AA^ABCD
АХВ = AXD, AAXBD — равнобедренный.

АгО
—

медиана и высота.

АхО = у/АХВ2 - ВО2 = V62 - З2 = у/Й = 3^3.

т* лллг,
АА2 + АО2 - Ах02

Из АААхО cos(ААгАО) = 2А А- АО
’

Так как 02 Е АО, то ABCD^j ,

значит cos (А/^;

или (^ААг; ABCD^J = = arccos
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Рассмотрим диагональное сечение AXBCDX

Тогда SAlBCDl = АгВ • ВС • sin(Z.A1BC).

По теореме косинусов

АХС = yjAA\ + АС2 - 2ААг ■ АС • соs{Z.AxAC)-

АгС = ^52 + 82 - 2 • 5 • 8 • ^ = V25 + 64-28 = у/Ш.

б2 -и 52 — 61
Тогда из ДАгВС cos(/.АгВС) = ——

^ ^—
= 0, значит

А^В^ВС. Из этого следует, что

^A\BCD\ = ЛгВ • ВС; 5'AiBC£)1 = 6 • 5 = 30.

Значит SAlBCDl = S'bBiDiD
— наименьшее по площади,

диагональное сечение.

Площадь его равна 1 30 |.

Примечание. Окончательно вопрос может быть решен,

только если рассмотреть площадь диагонального сечения

A^B^CD и установить, что SAlBlCD = 30. Важно при этом

доказать, что SABlClD > 30. Действительно, SABlC D
=

= 2л/351 > 30.
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в) Рассмотрим /.АгАРС — двугранный угол при ребре AD.

Построим A1A2A-AD, А202•

Так как ZBAD — Z.AXAD (А —

вершина острых углов

трех равных ромбов),

7
то cos(ZBAD) = cos(ZA1/lJD) == — (см. пункт а).

7 7
Значит АА2 = ААг ■ cos(/AXAD)', АА2 = 5 • — =

А02 = ААХ сов^А^О); А02 = 5-1 = 1.

Тогда можно использовать теорему о трех

перпендикулярах: так как AX021.ABCD и A1A2±.AD,

то o2a2lad (adlaxa2o2).

Тогда 02А2 — АО2 — АА2;

7\
2 /7\2 7-3 21

°2Л2
]] \4J V5У 4'5 20

’

С другой стороны, Aj А2
= \/АЛ2 — АА|;

А о<
Из ДА1Л202 следует, что cos(ZA1A202) =

12
21

/ / Л Л ^ \ 20 21

cos(ZA1A202) = — =
—, и так как

Т

[AAlDlD)^ABCD) = /АХАРС = ZA^O*

21 21
то cos(/.A^DC) =

—, т.е. ZAXADC = arccos —.

Уо Уо
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г) Найдем двугранный угол при ребре АА1.

Пусть DP±AA2.

Так как АААгВ = АААгВ, то ВР±ААг.

Значит AAX±.PBD, тогда

(^AA1B^3-~AA1D1dJ = ZB1AlAD1 = ZBPD;

АР = AD ■ cos(A1AD)-, АР = 5 • —
=

25 5

DP = VAD2 - AP2;

DP=* 52
7V 24

5 =У’НО DP = BR

Учитывая это, найдем из APBD

Л /л,\2

«*(.CBPD) = М...+ (^) ~62
= 2^76-36-25

2 • (-)
2-576

1152-900 252 126 63

1152

Значит ZBAA1D1 — arccos

1152 576 288 32'

7

32'
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д) Рассмотрим АА1А02-

Из чертежа видно, что

А]02 = фАА{ - АО\\

ахо2

Sabcd —

2
АС • BD;

dABCD

VABCDA1B1C1D1 — &ABCD ' ^ABCDA1BiC1Dv

V = 24 •

| VS9;
V = 18л/39 (куб. ед.).

е) Найдем расстояние между только наибольшими и

между только наименьшими скрещивающимися диагоналями

смежных граней.

1. Рассмотрим в начале вычисление расстояния между

только наибольшими скрещивающимися диагоналями

смежных граней: p(ADx; DCX).
Так как расстояние

между

скрещивающимися

прямыми равно

расстоянию между

однозначно

определяемыми

этими прямыми

параллельными

плоскостями,

то построим

эти плоскости

и найдем взаимный перпендикуляр.

9i
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Рассмотрим диагональное А- О, С,

сечение ААХСХС,

где ААХ = СХС.

А

ААХ = А1В1
—

A1Dl = 5;

АОг = у/АА\ + АхО\ - 2ААг • АхОг cos(ZAA^) =

= у/АА% + АгО\ - 2ААг • А101 cos(180° - ZAxAO)

= V/25TT6+T4 = >/55. (Можно проще из ААВ,0,.)

Так как Ax02±ABCD (но построению),

то A102±-BD, BDLAC (ABCD — ромб),

значит BDA-AA^C^.

Значит, любая прямая, принадлежащая АА^С^С,
перпендикулярна BD.

Построим ОКА-АО^, тогда OKLBD (BD ||
АВх || DC±), следовательно OKLC^D.

Так как АОг || ОСх, то

p{ADx; DCX) = piAB^Dtf CXBD) = ОК.

Применяя метод площадей, получим

(cosi/AiAO) = ^)
АО]_ = </52 + 42 + 2 • 5 • 4 ~

^А0\С\0
SaOiCxO

= АО ■ Ах02
= АОл ■ ОК

. Значит ОК =

АО • А^О2
АОл
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Напомним, что

АО = 4; Ах02 = ^/39; АОг = л/55;

4-1/39 з ,
ч

,

ОК =
г-

■■ = —/55^39 = —/2145. Тогда
/55 55 55

3/2145
55

Примечание. Учитывая, что расстояние между

плоскостями p(AB1Dl;C1BD) = ОК, получим, что

p(ADi; IX?!) = p(ABi; ВСХ) = р(АС; БСХ).
Аналогично p(jB1jD1; .DC^) = p(BD; ADX) = ОК.

2. Рассмотрим случай p(ADx; А1С1).

ADi ||
АС || А&

тогда ВА1С1 || DXAC.

Очевидно, что

p{BAlCl]DlAC) =

= p(AD1;A1C1) =

= р(А;ВА1С1).
A D

Решать задачу обычными способами технически

сложно. В данном случае покажем применение метода

равенства объемов. (Позже, в главе 2 будет рассмотрен

векторный способ решения.)
VdABCDA\B\С\ D\ ^ABCD * ^ABCDA^CiD!'
Примечание. Идея решения задачи связана с тем, что

А1ВС1 ADXC.
Кроме того, так как А1С1 С А1ВС1; АВг С AD1C1,
то ADX || А1ВС1.
Значит p(ADx; АхВСХ) = p{ADx ;А1С1) = р(А;А1 ВСг) =
= HABAiCi, где АВА1С1 —

пирамида с основанием

ВА1С1.



Практикум 5 (Решение более сложных задач) 145

sabcd = \АС ■ BD (ABCD - ромб, т.е. ACLBD);

VABCDA-yB!CiDi = 2^
' ' ^ABCDAiBiCiDi >

т. е. VABCDAlBlClDl = - • 6 • 8 • -
= 18/39,

тогда VABCAlBlCi =

^VaBcdaiBiCiDi
= 9/39.

VciAAiBiB = о^4...£>] — докажите самостоятельно.
О

vCiAAiBiB — 6/39, где С1АА1В1В —

пирамида с

основанием АА1В1В.

VciAAlB =

^CiAAiBiBi Т'е' ^CiAAiB — 3л/39, где

С, /1А | В пирамида с основанием АААгВ.

С другой стороны, VClAAlB = ^SABAlClHABAlCl,
где HABAlCl = р{А\ВАхСх).

Учтем, что

SabaiCi = л/11(И — 8) (11 — 8) (11 — 6) = 3/55,

8 + 8 + 6
/ и ^ о

где = 11 = р [р — полупериметр, Л1С1 = 8;

ВСХ = 8; АгВ = 6).

Тогда 3/39 = ^ • 3/55 • HABAlCl,

/39 з
т.е. HABAiCl = 3^1— = —/2145;

piAD^A.C,) У™
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Примечание

Из p(BA1Cl;D1AC1) = —V2145 следует, что

piAD^A.C,) = р(АС; ВС,) = p(AD1;A1B) =

= p(AlCl\DlC) = piD.C; ВС,) = р(АС~, А,В) =

= ^\/2145. Б* ?!
55

3. Теперь найдем расстояние

p(A1D;D1C) между только

наименьшими

скрещивающимися диагоналями

смежных граней.

Рассмотрим

AAXBD и ACD1В1. А

A\D || В,С
BD || B,D,

,
значит AXBD || CD1В1.

ВВ^^ —

прямоугольник (было доказано ранее),

BDLOO!
тогда

AC.LBD (ромб)
,
значит BDA-AA^yC.

Построим ОК1.0,0. Тогда

ОК е ААгСгС
B^LOK

(BXDX || BD, BD±AA1C1C).

OK±CD1B1, значит

p(AxD; DXC) = p^BD; CDXBX) = OK.
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Так как соз(/.АгАО) = cos(Z010(7) = —, то
ZiKJ

ОхС = y/OO'l + ОС2 - 2 • ООх ■ ОСcos(ZOxOC),

ОхС = ^52 + 42 — 2-5-4-1 = 3\/3.

Применяя метод площадей, получим

^лоохС = ^ ‘ ООх ■ ОС ■ sin(АОхОС)

Saooxc = \OiC-OK
з

тогда sin(Z010C) = ™
ZAj

QK
ООх-ОСв1п{АОхОС)

охс

т.е. ОК
5-4—/39

3\/3
= л/13.

Итак, DjC) = p(AxBD; CDXBX) = л/ТЗ

Примечания
1. p(AxB-,BxDx) = p{BD-,BxC) = piB^A.B) =

= p(BxDx; AXD) = p(B£>; £>хС) = >/13

2. —

правильные.

Второй случай (в начале решения необходимо проверить

возможность его существования).
Дан параллелепипед, все грани которого

— также равные

ромбы с диагоналями, равными 8 и 6. Но рассмотрим теперь

параллелепипед с другим набором граней-ромбов. Причем в

таком параллелепипеде существует вершина, в которой сходятся

только тупые углы граней.
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Убедимся, что такой случай возможен.

52 + 52 — 82 14 7
cos =

7 1
Так как cos(Z.CBA) то АСВА < 120°, а значит,

25 2
возможно существование параллелепипеда, у которого есть

вершина, в которой действительно сходятся грани с

вершинами тупых углов ромбов (пусть это будет вершина В).

Примечание
Если бы выполнялось неравенство ZCBA > 120°, то

такого параллелепипеда в природе не существовало бы.

Действительно, тогда Z.CBA + Z.CBA, + Z.ABBг ^ 360°, что

невозможно, так как уже при Z.CBA + Z.CBA, + ZABBг =

= 360° параллелепипед вырождается в плоскость.

Дано:

ABCDAXBXCXDX
-

параллелепипед,

все грани
—

равные ромбы.
В — общая вершина

тупых углов ромбов
смежных граней

АС = 8

BD = 6

Найдите:

а) площадь наименьшего

по площади диагонального сечения;

б) угол между боковым ребром и плоскостью основания;

в) двугранный угол при ребре основания;

г) двугранный угол при боковом ребре;
д) объем призмы;

е) расстояние между только наименьшими и между только

наибольшими скрещивающимися диагоналями смежных

граней.
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Так как /.ABC, Z.ABBX и ZСВВХ —

тупые, то из условий

задачи следует, что АВг = ВгС = АС = 8.

Положим BXB2LABCD (В2 € BD), тогда так как BDA.AC,
то В^А-АС (по теореме о трех перпендикулярах).

Кстати и BXBA.AC.

ВхО = yjAB\ - АО2; АО = -АС; АО = 4;

ВгО = л/82 - 42 = \/48 = 4л/3.

По теореме косинусов

_
вв\ + во2 -вхо2

cos(ZS1BO)
2^ • ВО

//п пл.
52 + З2 - (4л/3) -14 7

coe(ZB1BO) = = _ =

Z.BxBO — arccos

2-5-3

7

15
= 180° — arccos —.

Значит Z.BxBO > 90°.

а) Найдите площадь

диагонального сечения,

наименьшего по площади.

Рассматривая ААхСгС,

можно доказать

(см. первый

вариант задачи), что

ААг±АС и АСг = АХС.

Тогда SAAlClC = ААХ • AC, SAAlClC = 5 • 8 = 40,

но SBBlDlD = BBX • BD • sin(ZB1BD).

Известно, что ZB1BB2 = 180° — Z.BXBD.
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Зная, что cosZB1BO = —

—, найдем sin(ZB1BD):
lo

/225 - 49 4/IT
15 15

Значит

BXB2 = sin(S1J3B2) — -S-Si sin(180° - AB^D)

e.

4/ГГ

BBj • sin(ZJ51BD), т. e. ВХ.В2 = 5 • ^/Й.lo о

Тогда SBBlDlD — 5-6
15

= 8/IT < 40.

Рассмотрим диагональное сечение BC1D1A.

SBClDlA = AB-BC1-sm(/ABC1).

Так как ACX = /АС2 + CC?; ACX = /82 + 52 = /89,

(z л jd/^1 \
ab2 + BC\ ~ AC2

to cos(ZABC^ =
li.

cosCZAPCj) -

sin(ZABC'1)

2 • AB • BC1!
52 + 62 - 89 -28

2-5-6

7_
15

60

2
4/IT
15

'

7_
15’
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Значит SBClDlA = 5 • 6 • —т^р- = 8л/Н,
15

т.е. SBBlDlD — SBClDlA.

Рассмотрим диагональное сечение A^BCDl.

Тогда SAlBCDl — АХВ • ВС • sin^-dj-BC);

АХС = V89.

Тогда из ААгВС

( / л D/-A
62 + 52 - 89

cos(ZA1BC) =
2-6-5

sin(Z^SCO = yi-(jQ =

4л/П

_7_'_

15’

4/ГТ

15
'

SAiBCD1 -6-5
15

= 8у/П - площадь диагонального

сечения, наименьшего по площади

= 5;JAiBCDi 7BBiDxD
—

°BC1D1A 8л/ГГ
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б) Найдите угол между боковым ребром и плоскостью

основания (см. чертеж к пункту а).

Пусть BXB2±ABCD. Значит В2 Е (BD), где BD —

прямая.

Но В2 не принадлежит отрезку BD,

тогда

Но угол между прямой и плоскостью всегда не тупой,

\ABCDj = ZВгВВ2 — тупой.

т. е. ZB1BB2 = 180° — ( 180° — arccos arccos
15 J 15

в) Найдите двугранный угол при ребре основания,

Построим DrD2 II ВХВ2, тогда D2 Е BD и D, D.2±ABCD,
значит DxD2 = ВгВ2 и ВВ2 = DD2.

Рассмотрим AAOD. Пусть D2TLAD.
А
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24 24

25

sin(ZDXTD2) =

sin(ZDlTD2) =

cos(ZDxTD2) =

24

5
18

\/lT;

\
1 - '5\/Il\ _

V324 - 275
_

7
~

18’18 18

значит ZD1DAB = ZDXTD2 = arccos —.

18

г) Найдите двугранный угол при боковом ребре,

т.е. ZCBBXAV

Построим ВР±ААг и BKLCCг.

Значит BP1BBV BK1BBV

Так как ВВ^СуС = ВВуАхА (грани — равные ромбы),

то АР = СК.
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Для ВВгАгА:

/■/ ту а л \ 52 + 52-62 14 7 ( ■ / / п Л А \
24'

СО5(/ВАА1) = -2757Г
=

50
=

25 {^ВАА1)
=

-),
7 7

тогда для АВАР: АР— АВ-со$(/ВААг); АР =5—= -.

Zo о

ВР = \JАВ2 — АР2 (можно сразу ВР = АВн\п(/.ВАА1));

ВР ' 52
24

(P# || АС) и РК = АС.
5 / 5

Так как ВКР1ВВ, то ZCBB^ = ZPBK.

(т)2 + (¥)2-8!Из АРВК найдем: соs(ZPBK)

1152 - 1600 -448

1152 1152
_7_
18'

2(¥У

Значит ZCBB1A1 = arccos ( — J = 180° — arccos > 90°;
\ 18/ 18

/СВВ1А1 = 180° - arccos — > 90°
18

д) Найдем объем призмы.

sm(ZB1BB2) = Jl-(-^ 4\/ГТ

ВгВ2 = В,В sm(ZB1BB2): В,В2 =

15
’

5-4у/ll 4

15

VABCDAiBiCiDi — SABCD'В1B21 V" — --6-8--\/ТГ —|32-y/IT
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Найдите расстояние между только наименьшим,и

скрещивающимися диагоналями смежных граней. (Обратите
внимание: в этом пункте чертеж отличается от исходного.)

1. Найдем p(A1C1]ADl
(АС = 6; BD = 8).

Очевидно, что

для данной призмы

АгСг = б и ADX = 6.

Рассмотрим АВА1С1
и ADXAC.
ADX
AC I

II всг
A\Cy

значит BAlCl DXAC.

Очевидно, что
^

p(BA1C1; DXAC) = p^AD^A^) = p^BA^).
Решить задачу обычными способами технически очень

сложно. В данном случае покажем применение

метода объемов (векторный способ рассмотрен в следующей
главе

КABCDAiBxCiDi $abcd ' ^abcdaiВ\ С\ Di
•

Так как cos(Z.AXAC) 15’
то

cos(ZA1A02) = cos(180° - Z.AXAC) = —;
lo

4>/И
15

'sin(ZA1A02) = у
1 - (^) =

Тогда. HABCDAiBiciDi = AAx ■ sin(ZAx AO2),

4i/TI 4
HABCDA-iBiCiDi

1

5'
15

УЙ
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Значит VABCDAlBlClDl = 24 • -л/ТТ = 32л/Й.

1 32

VbiAAiBiB ^ T^ABCDAiBiCiDv ^CiAAiBiB =

где С1АА1В1В —

пирамида с основанием АА1В1В.

_

1
_

16 Г~
VCiAAiB = ~jYc\AA\B\B^ Т.е. VcxAA\B = "3"

где ААХ.В — пирамида с основанием ЛАХАВ.

С другой стороны, С^А^ —

пирамида,

где ДВ^С^ —

основание; НABAlcx — p(A;BAiCi).

Учтем, что

VciAAlB = VABA1C1 =

3^AR4iCi
‘ ^ABAxCv

SABAlCl = 4/10(10 - б)(10 - б)(10 - 8) = 8л/5, где

РвАгС,
= = Ю (АХВ = 8; АХСХ = 6; ВСХ= 6).

Тогда ^л/п = ^ • 8л/5 • НABAiCv

Н/1В/1, а,
— 2i/—— — л/55.

Следовательно, p(AxCx;ADx) = 0,4\/55.

Примечание

Из p(BA1C1;D1AC') = [ 0,4у/55 следует, что

p(ADx, АХСХ) = р(АС; ВСХ) = p(ADx,AxB) =

= p(ACi; ^iC) = Ppi*?; BCx) = P(AC; AjjB) =

= 0,4л/55.
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2. Найдите расстояние между только наименьшими

скрещивающимися диагоналями p(jBt41; ADi). (Это другой
способ решения

— и другой чертеж.)

Во В О D

Напомним, что ВС1 — ВАХ = 6; А1С1 = 8; ВО — 3.

Пусть ОК±ВОг, BB1D1D±AC,

значит ОК±АС, тогда ОК±ВС1А1.

p(BA1;AD1) - piBC^ DXAC) = ОК.

cos(Z01B1B) = cos(/-BlBB2) = — cos(ZB1BO) =

7_\ _ _7_
15/

”

15’

BOx = y/BBf + BxO\ - 2BBX • B1Ol cos(Z01jB1J5);

BOx =

^52 +
42 - 2 • 3 • 5 • —

- V20 = 2y/5.

Используя метод площадей, получим:

SB0iDi0 = B01-K0 = 2V5'K0

SBo1d1o = BO-B1B2 = 3-^Vn
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Значит КО =

3
= 2* = 0,4^55,

2у5 V
где ВО = 3; ВХВ2 = ^л/ТТ;
р(ВАг; ADj) = p(BClAl\DlAC) = КО = 0,4^55

Примечание. Нужно быть внимательным, так как:

в случае 1 (стр. 155) р(А1С1; ADX) — Z.BAD — тупой;

в случае 2 (стр. 157) p(BA1;AD1) — ZABC — тупой.

Несмотря на это, для данных чертежей речь идет

о расстоянии между наименьшими

скрещивающимися диагоналями смежных граней, которые равны:

р(ВАг; АС) (см. с. 155) и p(ADl\BAl) (см. с. 157).

3. Расстояние между только наибольшими

скрещивающимися диагоналями смежных граней: p(A1D] DXC).

AXD =

ACLBD (ABCD - ромб); A^LBD (AlD = A1B).
Тогда BDA-AA^C^C, значит любая прямая,

принадлежащая ААХСХС, перпендикулярна BD.

ВХСAXD
BD I

, значит AXBD || CB1D1.
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Пусть OPJ-OjC, тогда ОР1.СВiD^
значит p(A1BD]CBlD1) = p(AxD] DXC) = OP.

A,0 = \JA,D2 - OD2;

AjO = V82 - 42 = 4^3 (A,0 = 0,0);
... ... AA21+A02-A102

cos(ZA1 AO) = 12AAi,A01 ;

52 + 32 - (4V3)2
cos(ZA,AO) =

2 5y
J

=

A02 = AA, cos(180° - ZA,AO) =

= AA,{-cosiZA^O)) = AA, •

10

7_
15’

A02 = 5 • —

7

3'

Тогда Л102 = у/AA^ — АО2;

Л1°2 = а/52 - (I)
S&ooic — 20С'Ах02

Saoo,c = \о,СОР
; ОР—

OC-ijOj
охс

(010=А10);

0Р =

3-|>/ГГ V33
. Следовательно

4у/3 3

p(AxZ); D,C) = p(A,BD; CBDj) = OP
л/33

Примечания

1. p(A,BD; CB£>!) - p(£L>; DjC) = BXC) =

= p(BlD,\ A,D) = p(B,Dl\ A,B) = p{A,B-, B,C) =
V33

2. = ДСВх!?! —

правильные.
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Задача 3. Дан клин, основание которого
—

прямоугольник со

сторонами 25 и 18. Боковые ребра клина равны 17. Ребро

клина, параллельное большей стороне основания, равно 9. Найдите

объем такого клина.

Дано:
ABCDPK — клин

ABCD — прямоугольник

АВ = 25

AD = 18

РК || АВ

РК = 9

АР = DP =

= ВК = СК = 17

Найдите VABCDPK

Первый способ

а) Сделаем

дополнительные

построения:

PP^IABCD
KK1K2±ABCD'

Значит, клин состоит из двух пирамид и треугольной
призмы: PADPXP2, KK2BCKV PP2PXKK2KV

б) Рассмотрим четырехугольную пирамиду PADPxP2.

1. Так как PP^P^ABCD по построению,

то PP2LAB, PPxLDC.

ар2 =
АВ-РК

т.е. АРг
25-9

{АРКВ или DPKC

9
— — О

2
2

равнобедренная трапеция).
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или

к, с

АР2 = 8 (аналогично рассуждая, получим DPX =8).

2. Из ААРР2 по теореме Пифагора

РР2 = л/172 - 82 = 15;

РРг = V172 - 82 - 15.

3. Р2РР1 — равнобедренный

треугольник.

Построим РОА-Р2Р1.

Можно доказать, что

тогда POI.AP2P1D;

РО = yJP2P2 - OP'i = л/152 - 92 = 12,

где ОР2 = \Р2РХ =

б) VPADPiP2 —

%Sap2p1d
' HpADPlP2'i

V = -AD ■ APo ■ OP;
3

2

V = - • 18 • 8 • 12 = 576 (куб. ед.).
О

в) Рассуждая аналогично, получим, что

VkbcKiK2=576 (куб. ед.).
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г) Так как РР1Р2КК1К2 — прямая треугольная призма

(докажите), то VPPlp2KKlK2 = SAPP1P2 РК (РК±РРгР2 —

докажите).

1. SAPP1P2 = -Р2Рг • ОР;

^APPiP2 = - • 18 • 12 = 108.

2- VpPiP2KKiK2 = ^8 ’ ^ = 972 (куб. ед.).

Д) VaBCDPK ~ ^УрАПРхРч + VpP\P2KK\K2'

^авсDРК = ^ ’ 576 + 972 = 2124 (куб. ед.).
К

Второй способ

Пусть РВ1С1 || КВС

(РВг || КВ, РСХ || КС).

Очевидно, а

что РВХСХКВС -

наклонная призма.

Известно, что объем призмы

можно вычислить как

произведение бокового ребра
на площадь

перпендикулярного сечения относительно бокового ребра.

VpQBiKBC = S&PP2P1 * гДе PP\P2-LPK-

Значит VPClBlKBC = VPPlP2KKlK2,
тогда VPClBlKBC = 972 (куб.ед.).

Далее VPADClBl = - • SADClBl • OP;

ABX = АВ - РК] АВг = 25 — 9 = 16;

5^^ = 18-16 = 288;

VpADCiBi =

з
* 288 • 12 = 1152.

Тогда VPADCBK = 972 + 1152 = 2124 (куб.ед.).
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Третий способ

Объем клина можно вычислять иначе — достроив его до

прямой треугольной призмы AMDNBC,
где AMD || Р2РРг || BNC
и MN принадлежит прямой РК. ^

Так как МР — KN — DPх = 8,

т0 VaPDKBC = VaMDNBC ~ 2 * VpAMDi

где VAMDNBC = SAAMD • MN;

&AAMD = ^APPiP2 = MN = 25;

VAMDNBC = 108 ' 25 = 2700 (кУб- еД-);

VPAMD = ^ • 8 • 108 = 8 • 36 = 288 (куб. ед.).

Значит VAPDKBC — 2700 — 2 • 288 = 2124 (куб. ед.), что и

требовалось доказать.
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Построение сечений

Практикум 6

В основе построения сечений лежит четкое понимание и

реализация ряда аксиом геометрии. Напомним формулировку
некоторых аксиом и теорем, используемых при построении сечений.

Аксиома 1. Через любые три точки, не лежащие на прямой,

можно повести плоскость, и притом только одну.

Аксиома 2. Если две различные точки прямой принадлежат

плоскости, то и любые другие точки прямой принадлежат этой

плоскости.

Кроме того, полезно знать ряд теорем-следствий из аксиом

геометрии.

Теорема 1. Через любую прямую и точку вне ее можно

провести плоскость, и притом только одну

Теорема 2. Через любую точку вне данной прямой можно

в пространстве провести параллельную данной прямую, и

притом только одну.

1. Построим сечение параллелепипеда ABCDAlB1ClD1
плоскостью KPD, где К G ААг и Р G В1С1.

а) В данном случае две точки

К и D принадлежат

плоскости грани AA1D1D,
К е AA.D.D

те

DeAA^D

прямая DK G ААiDxD,
значит прямые DK и DXAX

пересекаются, т. е. DK П DxАг = Kv

. Тогда

Пусть KPD — плоскость а, тогда
Кг еа

Кг G А^С^
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б) Значит ^
G A)plClD'!

К,Р € а(Р G а)

Тогда.
= к2 Еа

, следовательно,

В)

KlPC\DlCl = Рг € а

-

стороны многоугольника сечения.

Рг е DD&C

КК2 и К2Р

D G DD^CyC

DP, е DD.ac
, Значит r.rr

DP± е а

Следовательно, DPl П ССг = Р2 G а, тогда

РР2 и DP2 —

стороны многоугольника сечения.

Подводя итоги, получим

ABCDA1B1C1D1 П PKD = КК2РР2Р

Примечания
1. Полезно осмыслить: какие аксиомы на каждом из шагов

были использованы.

2. Обратите внимание на треугольник DK1Р1, стороны
которого принадлежат плоскостям трех смежных граней,
которым принадлежат данные точки.

3. Прямую К1Р1 иногда называют опорной прямой.

4. Пусть ABCDA1B1C1D1 — куб.

АВ = а; АК = BjP =
«5 3

Задача для «головастиков»: найти площадь сечения.

(\ 17 ^
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2. Постройте сечение параллелепипеда ABCDA1B1C1D1
плоскостью РКТ, где точки Р, К и Т находятся:

1. На скрещивающихся ребрах АгВг, AD и ССХ
соответственно.

2. Между вершинами соответствующих ребер.

Пусть точки Р, К, и Т определяют плоскость а. В

данном случае нет грани, которой бы одновременно
принадлежали две точки (из данных).

а) Проведем РРХ || ВВг (РРХ || ССг).

Рассмотрим плоскость РР1СС1:

РгС П РТ = G а; € АРСТ>.

б)

в)

Ке ABCD

тг € ABCD
значит

П DC = Т2е а

ТуК ПАВ = К1еа

Тогда ТТ2 и КТ2 —

стороны многоугольника сечения.

Кх 6 АА&В
Р € ААуВуВ

Тогда А'Л'2 и К2Р
ния.

РАеВВлСлС

значит
КХР П ААХ = К2еа
КуР П ВВг = Р4еа

стороны многоугольника сече-

г)
'4 е ""1^1

'
Те ВВуСуС

,
значит Р4Т Г\ ВуСу = Р2 Е а.

Тогда Р2Т
—

сторона многоугольника сечения.
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ABCDAlB1C1D1 П PKT = KK2PP2TT2

шестиугольник сечения.

Примечания
1. Если прямую пересечь прямой ВС в точке Р3, то

Р3 е К1Т1. Опять получим базовый треугольник КгР4Р3,
стороны которого принадлежат плоскостям трех смежных

граней, которым принадлежат исходные точки.

2. Положим, что ABCDA1B1ClD1 — куб, где АВ — а,

точки К, Р, Т —

середины ребер. Можно вычислить

площадь сечения, хотя это задача для «головастиков»
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3. Постройте сечение шестиугольной пирамиды SABCDEF

плоскостью РКТ (К £ AS; Р Е CS и Те ED).

Обозначим через а плоскость, которой принадлежат
точки Р, К и Т.

Случай 1

а) Рассмотрим плоскость ASС.

РКП АС = Кх£ а; Кг Е ABCDEF

КгТ П AF —

К2£ ol
, тогда

КК2 и К2Т —

стороны многоугольника сечения.

б) АВПК1Т = К3.
КоК Е ASB

K3KnSB = Plea
’ТОГДа

РгР и КРХ —

стороны многоугольника сечения.

в) А^Т П DC = 7\ Е се;

Р £ а

РТХ Е а , тогда

PT-L П = Т2еа

стороны многоугольника сечения.РТ2 и ТТ2

В данном случае особенно наглядно видна роль опорной

прямой К{Г.
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SABCDEF n PKT = KPXPT2TK2

шестиугольник сечения.

Случай 2 связан с пересечением К{Г прямой FE,
что возможно при несколько ином расположении точек

К и Р.

V РКпАС = К1еа
а)

КгТ nFE = K2€0t
(КгТ —

опорная прямая),
—

j-^2 ^ «

тогда К2Т —

сторона многоугольника сечения,

б) Рассмотрим плоскость ASF.

, тогда
AF П К{Г = К3еа
ККЪ П FS = К4е а

КАК2 и КАК —

стороны многоугольника сечения.

, тогда

в) Рассмотрим плоскость ASВ.

АВ П К{Г = К5еа
КЪК HBS = P1ea

РгР и КРг —

стороны многоугольника сечения.

г) Рассмотрим плоскость CSD.

РТХ П DS = Г2, тогда ТТ2 и РТ2 —

стороны

многоугольника сечения.
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SABCDEF П РКТ = КРХРТ2ТК2КА

семиугольник сечения.

Примечание. Пусть SABCDEF —

правильная

шестиугольная пирамида, где AS = 2а, АВ = а, АК =

-^AS\
SP — ^SC\ ЕТ = Вычислите площадь сечения.

Задача очень трудная даже для «головастиков».

4. Постройте сечение шестиугольной призмы

ABCDEFA1B1C1D1E1F1 плоскостью РКТ,

где Р е ВВХ\ К е DDX\ Т € FFX.
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Здесь также очень важно вначале построить опорную

прямую.

а) Рассмотрим плоскость FF1B1B.

BF П РТ = Т1€ а; Тг Е ABCDEF.

б) Рассмотрим плоскость BBlDlD.

BDHPK = Кге а; Кх Е ABCDEF,

тогда
—

опорная прямая.

в) Рассмотрим плоскость AA1F1F.

, тогда
AF П Т1К1 = Т2
Т2Т П ААХ =Т3е а

ТТ3 и Т3Р —

стороны многоугольника сечения.

Отметим, что прямая Т2Т может не пересекать ребро

ААХ, а пересечь ребро A1F1, тогда построение пойдет

несколько по другому пути, пересекая прямую ААХ —

разберите этот случай самостоятельно.

г) Рассмотрим DD1E1E.

DE П Т1К1 = К2 е а;

К2 Е ABCDEF; К2К П ЕЕг = К3, тогда

ТК3 и /\/\3 — стороны многоугольника сечения.

д) Рассмотрим DDXCXC.

DC П ТгКг = К4
КАК П ССг =

тогда КРг и РРХ —

стороны многоугольника сечения.
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Подводя итоги, получим

ABCDEFA^C^E^HPKT = РРгКК3ТТ3 -

Примечания

1. Если К4К пересечет ребро D1С1, то построение будет
далее строиться по несколько другому сценарию.

Рассмотрите эту возможность самостоятельно.

2. Так как у шестиугольной призмы восемь граней,
то в сечении может получиться: треугольник,

четырехугольник, пятиугольник, шестиугольник, семиугольник,

восьмиугольник, но не более. Приведите примеры сечений

для каждого многоугольника.

3. Пусть ABCDЕЕA1B1C1D1E1F1 —

правильная

шестиугольная призма, где ААХ — АВ — a; FT = ^FFх;
ВХР — —ВВDK = ^DD1. Найдите площадь сечения —

тс Z

шестиугольник сечения.

1

это задача для «головастиков»
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5. Постройте сечение шестиугольной пирамиды SABCDEF

плоскостью РКТ, где Р G AS; К G С5; Т G

Пусть РКТ С а.

а) Рассмотрим плоскость ASE.

АЕ ПРТ = Т1еа; G ABCDEF.

б) Рассмотрим плоскость CSE.

СЕ П АТ = Т2 G а; Г2 G ABCDEF.

Получили —

опорную прямую.

в) Рассмотрим SCD.

CD П Т2Тг =Кгеа
ККг П SD = А"2 G а

КК2 и ТК2 —

стороны многоугольника сечения.

г) Рассмотрим ASF.

./UP П Т2ТХ = Рх си,

РРг HFS = P2e а

ТР2 и РР2 —

стороны многоугольника сечения.

д) Рассмотрим BSC.

ВС П Т0Т = Ю.

тогда

тогда

i2±i — G OL

КК3 HBS = К4 G а

КК4 и РК4

тогда

стороны многоугольника сечения.
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Подводя итоги, получим

SABCDEF п РКТ = РК4КК2ТР2

шестиугольник сечения.

S

А

Примечания

1. Для построения сечения можно было использовать

плоскость BSE, чтобы найти точку К4.
2. Если рассматривать правильную шестиугольную

пирамиду, где AS = 2а; АВ = а; АР = PS; СК = KS;

ЕТ = -Sis', то задача по нахождению площади сечения —

4

весьма подходящая задача для упорных и настойчивых

6. Постройте сечение параллелепипеда ABCDA1BlC1D1
параллельными плоскостями, проходящими через

скрещивающиеся прямые А1Р и DC1, где Р £ В1С1.

«головастиков»

в,р а
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а) Построим СХК || АгР, где К £ A1D1,
тогда ADKC1 есть сечение, параллельное АХР.

А Р II С К
б) Проведем АгТ || DK, тогда так как Ц

(по построению), то АХТР || DKC1.

в) Осталось достроить сечение A1TPnABCDA1B1C1D1.
Так как АгТР || DKCX, то построим Т7\ || СХК, где

Tj G ВС, и соединим точки Р и Тг.

Получили А{ГТХР = АХТР П ABCDA1B1ClDl, где

Примечания. 1. Здесь при построении сечений

использовался ряд теорем:

1. Любые две скрещивающиеся прямые единственным

образом определяют пару параллельных плоскостей.

2. Если прямая а параллельна прямой 6, а прямая b

параллельна прямой с, то прямая а параллельна прямой с.

3. Если две параллельных плоскости пересечь третьей

плоскостью, то линии их пересечения параллельны.

2. Если ABCDA1B1C1D1 — куб,

где АВ = а, ВХР = \в1С1, то задача по вычислению пло-

о

щадей сечений — весьма простенькая для «головастиков»
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7. Постройте сечение пирамиды SABCD, в основании

которой лежит трапеция, плоскостью РКТ, где Р е SB;
KeAD; Те DC. s

а) Пусть РКТ — плоскость а.

КеABCD

ТеABCD

Значит КТ

тогда
ТК П АВ = К

ТКПВС = Т\
1

1

сторона многоугольника сечения.

б) Рассмотрим ASВ. K1PC\AS = K2, тогда

КК2 и К2Р —

стороны многоугольника сечения.

в) Рассмотрим BSC. РТ±П SC = Т2, тогда

ТТ2 и РТ2 —

стороны многоугольника сечения.

Следовательно, РКТ П SABCD = РК2КТТ2
S
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Примечание. Если AD = DC = СВ = а;

AS = BS = CS = DS = 2а; АК = ^AD; DT =

5Р = -S'S, то задача на вычисление площади сечения

Л»

становится очень красивой для «головастиков» с учетом

особенности трапеции основания.

8. Постройте сечение параллелепипеда ABCDA1B1C1D1
плоскостью РКТ, где точки Р е А1В1, К £ DDX, а

точка Т принадлежит плоскости ABCD, но не принадлежит

параллелограмму ABCD.

Пусть ABCD С /3, РКТ С a
—

плоскость сечения.

а) Построим РРХ || DDV Рассмотрим PP1DD1.

PXnPjD^#! Е/3; Еа,

тогда ТКг —

опорная прямая, принадлежащая а.

б) Рассмотрим DD^^C.

TK^DC = К3 С /3; А3 С а; А^ПСС^ = К2еа.
В данном случае К2К П D1C1 = Р2 Е а,

тогда КР2 и РР2 — стороны многоугольника сечения.
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в) Рассмотрим BB1DlD.
BD П ТКг = К4еа
КК4 Г) ВВХ = Р3е а

тогда Р3 € AA1jB1J3 и Ре ААiBxB.

г) Рассмотрим АА1В1В.
Р3РГ)АА1 = Р4, тогда РР4 и Р4К —

стороны

многоугольника сечения.

Следовательно, ABCDA1B1ClDl П РКТ = РР2КР4

1. Можно было найти после построения опорной прямой

ТКг пересечение ТКг П АВ = Тх и затем провести ТгР.
В данном случае полезно проверить верность нахождения

точек Р4, Р3 и так далее.

2. Если ABCDA1B1C1D1 — куб, где:

АВ = щ А1Р = ^А1В1; DK = ^DDi; АТ = DT = AD,

то задача на вычисление площади сечения — очень

полезная и качественная для «головастиков».
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Тренировочная работа 4 (Углы, сечения, объемы)

Вариант 1

Дано:
DABС — пирамида, у которой

все ребра равны а

Dx, Сх — середины

ребер АС и DB

D

а) Докажите, что DDX А ССг.

б) Определите cos (jDDx; СС^) .

в) Постройте: а || /?, где |
аПАВСП = ?

/3 П ABCD = ?

г) Найдите SanABCD; SpnABCD.
д) Найдите объем тела, ограниченного двумя данными

параллельными плоскостями сечений и пирамидой DABC.

Вариант 2

Дано:

MABCD —

пирамида, у которой

все ребра равны а

К, Р — середины

ребер AD и МС

М

а) Докажите: МК A DP.

б) Определите: р МК; DP^j .

в) Постройте: а || /3, где ^^
а П MABCD = ?

/3 П MABCD = ?

г) Найдите SanMABCD; S/timabcd-
д) Найдите объем тела, ограниченного двумя данными

параллельными плоскостями сечений и пирамидой MABCD.
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Решение тренировочной работы 4

Вариант 1

Дано:
DABC — пирамида, у которой

все ребра равны а

Dx, Сг — середины

ребер АС и DB

D

а) Докажем, что DD1 ХССг.

Действительно, по теореме существования (признаке
скрещивающихся прямых) если одна из двух прямых лежит

в некоторой плоскости (DDX С ADC), а другая прямая

пересекает эту плоскость в точке, не лежащей на данной

прямой (СХС П ADC = I SjL DDX), то эти прямые являются

скрещивающимися. Что и требовалось доказать.

D

D

б) Определим cos (jDD^CC^j .

Рассмотрим ADDXB.

Проведем СгС2 || DDl.
Так как за угол между скрещивающимися прямыми

принимается нетупой угол между пересекающимися прямыми,

параллельными, соответственно, скрещивающимся

прямым, то тогда

р (DD^CC,) = р (сус'ссу) = p(ZCC1C2)-
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Найдем значение угла СС1С2.

1. Так как DCX = ВСг (по условию), а СгС2 || DDX (но

построению), то DxC2 = ВС2; СХС2 =

(ADDiB подобен АСгС2В).

2. DD1 = DC sin 60° (из ADCDl), т.е. DDX = —зна-
Zi

ау/3 ау/3
чит СХС2 = -у-

и £>^2 = ВС2 =

Очевидно, что и ССг = (все ребра пирамиды

равны, значит все грани
—

равносторонние треугольники).

3. Так как DXB = тАС, то DXB — НАС.

Тогда из AC2DxC (прямоугольного) следует, что

СС2 = yjDx& + DXC\,

т.е. СС2 =

\
а \2 (у/Ъ V ау/7
2/ \ 4 / 4

4. Рассмотрим АССХС2.

СС\ + СХС%- СС?2
cos (ZCCXC2) =

2СС\ ■ С\С2

§а2 + ^а2 — Ха2 2
,e.cos(/CClC2)=*

“

J =
-,

2
Й'

4

значит cos = cos(ZCrC1C,2) =

ZCC^C^ = arccos cos |
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в) Построим: а || (3, где 4R1 ^
“

С С fj

а П DABC

(3 П DABC :

D

Воспользуемся последним

чертежом из предыдущего

решения задания 2.

1. Продолжим СС2 до пересечения с АВ в точке С3.

Так как С2Сг || DDV то DDX || ССХС3, причем

ССг £ ССгС3 — плоскость /3,

т.е. {3HDABC = АССгС3.

2. Проведем DXD2 || СС3.

Так как
^

12

СгС2
I сс*

то по теореме-признаку па¬

раллельности двух плоскостей DlDD2 || ССХ С3,
причем DD1 С DlDD2 плоскость а, т.е. а || /3, где

а П DABC = ADxDD2, что и требовалось доказать.

г) Найдите SanDABC; S

1. Рассмотрим ААВС,

где

DXC2 = ВС72

по теореме Фалеса.
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Построим ЛС4 || DtB
и С4В || AD1.

Тогда АСАС4 подобен AC2D1C
с коэффициентом к = 2,

значит СС4 = 2СС2 =

. а\/7
(СС2 = —-j—,

см- пункт 2).

ААСС3 подобен Д.ВС4С3, где

Значит СС3 — 2С4С3, тогда

aV7
СС3 = -СС4, т.е СС,

Аналогично ВС3 = ^АВ, т.е. ВС3 =

о о

3. Так как СХС3 || DD2 и DCl = ВСХ, то СХС3 = ^DD2.
Рассуждая аналогично, получим, что С2С3 = -DlD2

и СгС2 = значит АС1С2С3 подобен ADD1D2.

_

1

Тогда SAClC2C3 — -SDDlE>2.

4. Найдем З'дсСхСг* Так как

cos (DD^CC= cos (CyC^CC^ = cos(ZCC1C'2) =

/ 7^ ^
TO sin(ZCC1C2) = yi- (!)

л/51 Л/с
= -Ctt • Cl Co • -V

2
1 1 2

3
Значит 5ACClC2 = -<

o

c
i n/з Vs sfl 2 Vs 2

т. e. о л nn n
—

— • — • — • —cl — —d .

ЛСС1С2 2 2 4 3 16
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5. Найдем SACC1C3-
Из теоремы «Если угол одного

треугольника равен углу
С'3

другого треугольника, то

площади этих треугольников относятся как

произведения сторон, заключающих равные углы» следует, что

^АССгСз
_
СС1ССг

SacCiC2 CC-l • СС2

Тогда SACClCз = SACClC2 *

у2

,— о> у/7 г—

о с
V5 2 “3" С v5 2

Значит SACClCз = — • а • т. е. SACClC3 = —а

6. Так как Здс^СгСз — ^ACCiC3 ~ ^ACCiC2>

то ^Д^СгСз = “fl2-
48

Ранее мы доказали, что SAD DD
= 45A(oiC2Cr3. Значит

с _
2

~

"^2"а
*

Примечание. Мы пришли к вроде бы парадоксальному

выводу SADlDD<2 = SACClCs, т.е. к тому, что площади

сечений равны.

Но если рассмотреть ADXDD2 и ССгС3 более

внимательно, то выяснится, что D1D = СС^\ DD2 || С

D1D2 || СС3, т.е. Z.DD2Dx = /.СгС3С, т.е. мы находимся

в условиях теоремы из пункта 5.

о рр2 ■ рхр2 20Iег '\'ссг
начит

5дСС1с3 ед-сс-з ед-ссз
что и требовалось доказать.

у/Ъ
В итоге SanABCD = ^n4jBCD = —а'.
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д) Найдем объем тела, ограниченного двумя данными

параллельными плоскостями сечений и пирамидой DABC.

Полученный многогранник CClC3D1DD2 есть тело,

состоящее из трех пирамид, например DDXCD2^ DCD2C%
и DCCXC^ поэтому объем его выгоднее найти как

разность объемов пирамид, например

VDABC ~ VDAD1D2 ~ VciCC-зВ = VCC1C3D1DD2'

Найдем VDABC (напомним, что DABС —

правильная

пирамида).

1. Построим DOA.ABC.

1
Г, О г, ^

1 0^3 aV3
1

=

3
т D'°=3'

— = —■

Из AD = BD = CD = а следует, что

D

А

В

С

АО = ВО = СО] DO = yjDxD2 - D102;

(aV3V+ ZaV3V
=

aV30



186 Построение сечений

3- VDADlr>2 — ^SaadiDz
* HdabC'

Так как SAADlD2 = ^ADX • AD2 sin(ZC'AB),

T/
1 1 а а л/3 ал/30 л/ТОа3

т0
г>А£>х1)2

=

з
'

2
'

з
'

2
'

"2 б-
=

144

4. Построим (Г1) О] _1_,4 ВС.

0,0, = ^DO (по условию DC, — ВС,);

^C'lCC.iB — 3
• ^ДССзВ '

2^^’
т/ _

1 1 а
_

1 а\/30
_

/Шй3
С1СС3В

—

з
'

2 3
0

2 ’2’ б
~

144
'

г т/ _

л/10 з д/ТОа3 у/10аг
_

VCCiC3DiDD2 ~

~2Га
~

~Ш Ш~
-

/Ша3
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Вариант 2

Дано:
MABCD —

пирамида, у которой

все ребра равны а

К, Р — середины

ребер AD и МС

М

а) Докажите: МК A DP.

Так как МК С AMD и PD П AMD = D ^ МК, значит

по теореме существования (признаку) Mif A DP.

б) Определите p(^MK;DP^.
1. Рассмотрим AMКС.

Проведем РРг || МК,

значит КРХ = СРХ,

тогда р ^МК; =

р (PP^DP) = P^DPPJ.

1
2. Так как РРг || МК и МР = СР, то РРХ =

2МК’
где МК = MD sin 60° (AAMD — равносторонний

по условию), т.е. МК = ; рр, = ^.
3. Из ACKD следует, что СК = y/DK2 + DC2

(ABCD — квадрат), т.е. СК = \ + а
2 _ W5

Известно, что КРХ = СРХ. Так как DPX = тск, то но

свойству медианы, проведенной к гипотенузе

DP, = *Р, = СР, =
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4. Из ADPP1 следует, что

DP2 + РР,2 — DP?
coa(Z.DPPl) = п

- - 5-, где
2DP ■ РР,1

DP = VDC2 + СР2 - 2DC • CP cos 60°;

„ „ /о я2
„

а 1 а\/3
£>Р =. а2 + -— 2а • - • - =

V 4 2 2 2

Тогда cos(ZDPPJ

3 2 I 3 2 5 2
4« + 16°

- -Л

161

2 •

ал/3 а\/3

Значит cos (mK^Dp) = cos(ZL>PP1) =

т. е. р ^МК; Z)P^ = arccos -

\
гт

и .
МК С а

в) Построим а И р, где
^ ^ ^

а П MABCD = ?

/3 n MABCD = ? М

1. Продолжим DPX до точки Р2 £ ВС.

Тогда KP2CD
—

параллелограмм (докажите)
и ADPP2 = (ЗП MABCD.

2. Так как ВР2 = Р2С (докажите), то MB || РР2
и KBP2D —

параллелограмм, значит /СВ || £>Р2,
следовательно AMКВ = а П MABCD.
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г) Найдите SanMABCD-, S,POMABCD-

а\/б ал/3
1. Так как ВК =

,
то МК = —— (убедитесь в этом

Z Zi

самостоятельно).

Тогда cos(ZMВК)

т.е. cos(ZMBK) =

MB2 + ВК2 - МК2

2MB ■ ВК

-i2-^(
4 4

а2 + ^а2 - |а2 3/5
о Vs2 • а •

-у-а
10

’

sin(ZMBK)
\

1
3\/5
10

1100-45 /55
100 10

2. Так как MB || РР2 и 5A' || DP,.

то ZMBK= ZPP2D, тогда sin(ZMBK) = sin(ZPP2D).

з- SAMBK = -MB • ЯК sin (ZMBK),

1 ау/5 \/55
т-е. Здмв* - -а- — —

\/lTа2

1 а а\/5 л/55
>app2d 2 2 10

\/ГГа2
16

д) Найдем объем тела, ограниченного двумя данными

параллельными плоскостями сечений и пирамидой MABCD.

1. Так как многогранник MKBPDP2 есть объединение

двух пирамид, например, MBKDP2 и MP2DP,
причем VMp2Dp найти довольно сложно, то VMKBPDP2
проще найти как разность объемов:

Vmabcd — Vmabk ~ VpDP2c = Vmkbpdp2'
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11о условию MABCD
—

правильна

му построим MO±ABCD.

Из ААМО ОМ = VAM2 - АО2,
1

. „ aV2
где АО = -АС =

-у;

Тогда Vmabcd — -SABCD ■ ОМ;

Vmabcd “

з
' а

1 о а-\/2 \/2 з

6

С
—

з^ДЛВА'
• НМЛВСD’

1
а ■ —а

2

3- Vmabk —

з

т/ _

1 1 1
т-е- *мавк

—

з
’

2
а

2

о\/2 \/2а3

VpDP2c — зS&dp2c
' HpDp2c-

24
’

Так как SADp2C = iDC ■ CP2, где DC = a, CP2 =

111 av^ \/2a3
иРО, = -МО,то^№с = -.-.о.-а. —= —i

VmKBPDP2 —

~0~a^a3 - ^|a3 - ^§a3 =6 24 48

5y/2a3
48
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Дополнительное задание

Попробуйте сформулировать текстовое описание условий
задач в вариантах 1 и 2 (с. 179).

Вот возможное текстовое задание условий этих задач.

Вариант 1

В треугольной пирамиде все ребра равны а.

а) Докажите, что прямые, которым принадлежат медианы

смежных граней, не имеющие общих точек, есть

скрещивающиеся прямые;

б) найдите косинус угла между ними;

в) постройте параллельные плоскости, проходящие через эти

медианы;

г) найдите площадь сечений пирамиды этими параллельными

плоскостями;

д) найдите объем тела, ограниченного этими параллельными

плоскостями сечений и данной пирамидой.

Вариант 2

В четырехугольной пирамиде все ребра равны а.

а) Докажите, что прямые, которым принадлежат медианы

смежных боковых граней, есть скрещивающиеся прямые;

б) найдите косинус угла между этими медианами;

в) постройте параллельные плоскости, проходящие через эти

медианы;

г) найдите площадь сечений пирамиды этими параллельными

плоскостями;

д) найдите объем тела, ограниченного этими параллельными

плоскостями сечений и данной пирамидой.

Примечание. В данном случае для текстового задания

условий задачи варианта 2 возможна и другая интерпретация

условий.
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Дано:
MABCD —

пирамида, у которой

все ребра равны а

АК = МК

DP = МР

М

а) Докажите, что DK А СР.

б) Определите cos (DK; CP^ .

в) Постройте а || /?, где
gp^p

•

а || /?
а П MABCD = ?

Р П MABCD = ?

г) Найдите 5'аПМАБС£); SpnMABCD.
д) Найдите объем тела, ограниченного двумя данными

параллельными плоскостями сечений и пирамидой MABCD.

Попробуйте самостоятельно решить этот вариант задачи, хотя

это достаточно трудная задача.

Приведем пример более точного текстового описания задачи

варианта 2. Для этого необходимо только изменить первый

пункт. Он должен быть сформулирован следующим образом:

а) докажите, что если одна из медиан смежных боковых

граней исходит из вершины пирамиды, а другая медиана исходит

из вершины стороны нижнего основания, то прямые, которым

они принадлежат, являются скрещивающимися.

Тогда вариант из примечания (стр. 191, 192) будет
невозможным.
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Задача-исследование на сечения

Задача. В основании прямой призмы лежит трапеция, острые

углы которой равны 60°. Боковая сторона и меньшее

основание трапеции равны, соответственно, 8 и 6. Через боковую
сторону трапеции нижнего основания и вершину большего

основания трапеции верхнего основания проведено сечение

плоскостью, образующей с плоскостью нижнего основания угол в 30°.

Найдите:

а) объем призмы;

б) площадь данного сечения;

в) площадь сечения призмы ABCDAXBXCXDX плоскостью,

проходящей через боковую сторону нижнего основания и

наименьшую диагональ боковой грани призмы;

г)* площадь сечения призмы ABCDAXBXCXDX плоскостью,

проходящей через диагональ боковой грани, которая проходит

через боковую сторону нижнего основания трапеции, и

середину другой боковой стороны трапеции нижнего основания.

а) Найдем VABCDAlBlClDl.

Дано:

ABCDAXBXCXDX -

прямая призма

AAXLABCD, АВ || DC
AD = 8, DC = 6

ZA = АВ = 60°

p ^bc^abcd) = 30°

Найдите VABCDAiBiCiDi •

1. Так как ZA — ZВ, то AD = ВС.

Построим АТ1.ВС. Так как AAXLABCD по условию,

то по теореме о трех перпендикулярах AXTJ-BC, тогда

ВС±АХТА. Значит

р (^A1BQABCDj =o(ZA1BCA) = p{ZAxTA) = 30°.
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2. Рассмотрим ABCD.

Положим DD2±AB; CC2-LAB.

/о
DD2 = AD sin 60°; DD2 = 8~ = 4>/3;

■/Ш2 = AD cos 60°; AD2 = 8 • - = 4.

AAD2D — ABC2C, тогда AD2 — BC2,

значит AB = 2 ■ AD2 + D2C2.

Отсюда следует (DC = D2C2), что AB = 2 • 4 + 6 = 14.

с _AB + DC
c _

14 + 6
^ Го

Sabcd — о DD2; Sabcd— ~ 4v3 —40V3.

3. Из AABT:

Vs
AT = AB sin 60°, т. e. AT = 14 • = 7^3.

Из AAXAT:

Vs
AAX = AT • tg30°, т. e. AAX = 7^3 • - 7.

О

^ABCDAiBiCtDi = Sabcd ' AA1,

т. e. V^BC.£ji4lBlC.1£)l — 40\/3 • 7 — 280л/3 (куб.ед.).
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б) Найдем Sce4.

М

1. Для построения сечения по вершине Лг и отрезку ВС

продолжим ВС до пересечения с продолжением AD.

AD П ВС = А/, тогда АгМ е АА1D1D.

АгМ C\DDl — Р, значит АгР и PC —

стороны

многоугольника сечения.

2. Для нахождения площади сечения напомним ряд

теоретических положений.

Площадь ортогональной (перпендикулярной) проекции

многоугольника равна площади многоугольника,

умноженной на косинус угла между плоскостью

многоугольника и плоскостью проекции.

AAx±a; ВВХ.La; ССг±а; DDX.La; ЕЕХJ_a, при-

Например, дан ABCDE
—

многоугольник.

A1B1C1D1E1 = Up (ABCDE), где A1B1C1D1E1 Е a;

чем
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В

Вернемся к данной задаче (стр. 195). Очевидно, что

ортогональной проекцией АгВСР является ABCD, где

р (A^CPiABCD) =p(ZA1BCD) — p(Z.A1TA) = 30°.

dABCD
Значит SABCD — SAlBCD ■ cosSAlBCP —

coggQ0

40\/3
т. e. SAxBCP v/3

2

в) Очевидно, что DC, — наименьшая диагональ боковых

граней призмы.

Дано:

ABCDA1BlC1D1
-

прямая призма

AAXLABCD
АВ || DC
AD = 8, DC = 6

ZA = Z£ = 60°

p (.A1BC]ABCD) = 30°

Найдите Sce4^ADCi n ABCDAiBiCiDi)'

Напомним, что если две параллельные плоскости пересечь

третьей, то линии их пересечения также параллельны.
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1. Так как ABCD || A1BlClDl,
то (ADC1 П AiJSjCjDj) = СгС2, причем AD || СХС2.
Тогда (ADCl П ABCDA^C^) = ADCXC2.
При этом так как АА1В1В || DD^C^C, то АС2 || DC11
значит ADC1C2 —

параллелограмм.

HpABCD(ADC1C2) —

проекция ADCXC2 на ABCD,
причем ортогональная,

т.е. UpABCD(ADCiC2) = ADCCS, где С2С3 || СС

а значит CC3±.ABCD.

2. Очевидно, что ADCC3 —

параллелограмм.
/о

&ADCCz = А-О-АСз'втбО0, т.е. SADCCa = 8-6--2~
= 24\/3

(ЛС3 = АгС2 = DyCy = DC = б).

3. Построим C3K±AD, тогда так как C2C3A.ABCD, то

по теореме о трех перпендикулярах C2KLAD, значит

C2KC3±AD.

Значит р i^ADCyC^ ABCD^ = p{ZC2KC3).
/з

С3К = АС3 sin 60°: С3К = 6~ = 3\/3.С3К = ЛС3 sin 60°: С3К = 6-

tg(zc2Kc3) = tg(zc2Kc3) = -L= = 7-^.;

\/tg2a + 1

cos(ZC2KC3) =

9^228 3\/57
4 • 3 • 19

~

2 • 19
'

iBiCiDO
— SaDCxC2

coscos (ZC2KC3)
5

$АРССз

SaDCiC2 —
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г)* Вариант 1

Рассмотрим вариант прохождения плоскости сечения

сем. (A\DN П ABCDA\B\C\D\)

ку N.

Дано:

ABCDA1BlC1D1
-

прямая призма

AAXLABCD, АВ || DC
AD = 8, DC = 6

Z.A = Z.B = 60°

/9 = 30°

СЛГ = BiV; N e ВС

через диагональ A±D и точ-

Найдите Sce4 (AlDN n ABCDAiBxCiDi)

1. Построим сечение AXDN П ABCDA1B1C1D1.

Продолжим DN и AJ5 до пересечения в точке

N2 е АВ. ADN с ABCD\ DN П АВ = ЛГ2;

AxiV2 С AAjBjJS; П ВВХ == Л^.

Значит AXDN П АВС/М^С^! =

Т.е. SAljjpjNl = SC(?4 (AxDN П ABCDAiBiCiDi)
’

2. Рассмотрим AADN2.

Так как ADCN = AN2BN,

то $abcd — $aadn2 = 40>/3.
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= -sin 120°,

I . б • 4~ = 6\/3.т-е- Sadcn —

2
’ ® * 4

$abnd — $abcd ~ ^adcni

т. е. *Sabnd “ 40\/3 — б\/3 = 34\/3.

3. Пусть

2) С

DN2 = y/DD$ + D2N$; D2N2 = AN2 - AD2,

D2N2 = 20 - 4 = 16.

Тогда DN2 = \J(4\/3)2 + 256 = ^48 + 256 = 4л/19.

25/
—

4T. = = 90, I
.

19
AT, AADN2. Arr 80\/3 /3

~dK~’ at' =— = 20'
4л/Т9

4. Рассмотрим (AyDNN^ABCD^.
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Так как ATX±.DN и AAX±.ABCD, то по теореме о трех

перпендикулярах A1T11.DN. Тогда A1T1A±DN, зна-

'

чит р (ABCDlAlDNN^ = р (ZAXTXA);

, , t п ААЛ , ,
.

m 7л/19
tgCZAiTjA) — i —

Найдем cos(ZA1T1A).

20л/3

cos(Zt41T1A)

cos(Z^1T1^)

Vr+ti44TVA)’
1 20\/3 20\/3

Л , 49-19 д/1200 + 931 ч/2Ш‘
V 1200

'ABND

A\DNNi cos(ZA1T1^)’

34\/3
т.е. S'Ai DNNi 20V3

у/2Ш

1,7л/2131 (кв. ед.).

Вариант 2. Теперь рассмотрим вариант прохождения

плоскости сечения через диагональ ADX и точку F —

середину ВС.

Дано:

ABCDAlBlClDl
-

прямая призма

AA^ABCD, АВ || DC

AD = 8; DC — 6

Z.A = Z.B = 60°

CF = BF С JSC

р^ДС; ABCD) = 30°

Найдите S'
сеч. (ADi F П ABCDA\ B\C\ D\)
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1. Продолжим AD до пересечения с продолжением ВС:

Очевидно, что ААЕВ — равносторонний, значит

DE = СЕ = 6, тогда АЕВА1Е1В1 —

правильная

призма.

2. Для построения сечения найдем пересечение

продолжения AD1 с продолжением ЕЕ1.

Так как E2F е ЕЕ1В1В, то найдем E2F П СС1 — Fv

Тогда ABCDAlBlC1Dl C\ADXF = ADlF1F —

многоугольник сечения.



202 Построение сечений

3. Положим ETJLAF, тогда так как Е2Е±АВЕ, то но

теореме о трех перпендикулярах E2T±AF.

4. Из AABF: AF = л/АВ2 + BF2 - 2АВ • BFcos60°;

AF =

у
142 + 42 - 2 • 14 • 4 • - = чЛ96 + 16-56

= >/156 = 2\/39-

5д^в = ^.В£78ш60о;
7ааев

—

2
' '

~2~
~

1
,, . л/З

$aabf —

2
14 4 '

~2~
—

значит SAAEF = 49\/3 — 14\/3 = 35\/3.

ЕТ=Щ^е et=1^!± = Z5^
AF 2>/39 13

5. Далее можно решать задачу аналогично первому

варианту, т.е. найти cos(ZE2TE), затем SAlFCD и т.д. Но

это достаточно сложно, хотя весьма полезно и

поучительно. Поэтому рассмотрим другой способ решения.

Из подобия ААЕ2Е и AD1E2E1 следует, что

РгЕг
_

АЕ 6
_

14

Е2Е^ ЕЕ^ -}- Е2Е^ Е2Е^ 7 -f- Е2Е^
значит = 5,25, тогда ЕЕ2 = 7 + 5,25 = 12,25.

ААЕЕ2 подобен тогда

Вл Ео АЕп

~D^E[
=

АБ
*’

^1^2 =

dxe2 = %ае2.
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AFEE2 подобен AFCFX, тогда

FF1 FE0
FC EF

(EF = 10);

4 2
FF1 = T^FE2 = rFE2,1

10
2

5
2’

3
значит F1E2 = tFF2-

о

Рассмотрим AAE2F.

Найдем, какую часть от SAAE<lF
занимает SADlFlF.

Для этого воспользуемся теоремой: «Если угол одного

треугольника равен углу другого треугольника, то

площади этих треугольников относятся как произведения

сторон, заключающих равные углы».

С/
Saabc

&AAPK

AC-AB

APAK (см. рисунок).
^ \

К

Учитывая результаты теоремы для данной задачи,

получим для AAE2F и AZ)1£,2F1:

daae2f АЕ2 • FЕ2

DiE2Fx D1Е2 ' F1Е2
’

тогда
°aae2f

^AD\ E2Fi

9

АЕ2 FE2

UE2 • 1^2
35

9
’

7ADlE2F1 35 7aae2f-

26
Значит SADlFlF — t^:SAAE2F.



204 Построение сечений

Рассмотрим АЕ2ЕТ (см. рис. с. 201).

Е2Т = у/ЕЕI + ЕТ2;

= = ^^/1М49ЛзТ40) =

4-13 52

= ^-713-(637+ 400) = -J-\/l3-1037.
52 52

$aae2f — 2^
‘ EtFi

t- e- SAAE2F = | • 2л/39 • j^Vl3 • 1037 = |у/Ш.
SADiFiF = 35

•

4^3111 = Yo4/31115
T-e- Sce4 = pLp

= 1,3\/3111 (кв.ед.).
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Практикум 7 (Использование
математического анализа в геометрии)

1. Стороны основания треугольной пирамиды равны 13,
14 и 15. Боковые ребра одинаково наклонены к

плоскости основания под углом в 60°. В пирамиду

вписана прямая треугольная призма, три вершины которой

принадлежат боковым ребрам пирамиды. Найдите
отношения площадей оснований пирамиды и призмы

наибольшего объема.

Дано:
SABC — пирамида

AS — BS = CS

АВ = 15, АС = 13, ВС = 14

[AS\ABc) = (BS^ABC) =

- (CS^ABC) - 60°

А1В1С1А2В2С2 — призма

А2В2С2 С ABC;

Ах е АС; Вг е BS; Сг е CS

^<4.1 Вл Cl А^В^Сч ^наиб

Найдите
°ААВС

>аа2в2с2

а) SAABC = \/р{р-а){р-Ь){р-с),
13 + 14 + 15

где р = 21.

SAABC = л/21(21 - 15)(21 - 14)(21 - 13) =

= л/21 • 6 • 7 • 8 - 3 • 4 • 7 = 84.

б) Так как боковые ребра одинаково наклонены к

плоскости основания, то вершина пирамиды

проецируется в центр описанной около основания окружности.

аЪс
„

13 • 14 • 15 65
, т.е. Ro =45 4 • 3 • 4 • 7
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6е)

в) OS = H = OB• tg60° = —Vs.
8

s

so
=
в^щ |V3 =

щщ
= я

OB B2B’ Щ B2B
’

B^B2 = \/3#.

ч ABC
_

( OB \
2

_

$aa2b2c2 \ObJ
65

65 — 8a;

$aa2b2c2 — Saabc

e) VA1B1C1A2B2C2 = ^aa2b2c2 ‘ B\B2,

тr _ q (65— 8a; ^ ^T-e- VA1B1C1A2B2C2 — ЬААВС I gg ) • VSx.



Практикум 7 207

Пусть t(x) = (65 — 8х)2х\ D(x) : 0 < х < 8^;8
tf(x) = —16(65 — 8х)х + (65 — 8а;)2 =

= (65 - 8ж)(-16я + 65 - 8х) = (65 - 8х)(-24х + 65);

65 65

t\x) "1ГХ24 8
—>

V = Vr
max наиб*

65
Итак, при х0

= — У(х0) = Утя6.

ч ^АABC
_

( 65 \
_

/ 1
ж; "

^65- ~\i-l
2. Стороны основания треугольной пирамиды равны 13,

14 и 15. Боковые грани пирамиды одинаково

наклонены к плоскости основания. Площадь боковой

поверхности в 2 раза больше площади основания. В пирамиду

вписана прямая треугольная призма, три вершины

которой скользят по боковым ребрам пирамиды.

Найдите отношение площадей оснований пирамиды и призмы

наибольшего объема.

Дано:
SABC — пирамида

5е - 25осн
АВ = 15, АС = 13, ВС = 14

Z.SACB = ASВАС = ZSCBA

VAlBlClA2B2C2 = Каиб'
где Ai B\C\Aq.BiCo

—

призма

Аг е AS; Вг € BS-, Сх € CS

„ „ &ААВС
Найдите —

.

*АА2В2С2
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а) SAABC = л/21 • 6 • 7 • 8 = 84

(S = л/р(р-а)(р-6)(р-с)) .

б) Так как боковые грани пирамиды одинаково

наклонены к плоскости основания, то вершина

проецируется в центр вписанной в основание окружности. Из-

вестно, что для таких пирамид

, где а = Z (SACВ).
Q

g _
осн

6

COS О!

г. =

В) 5б =

Р

S,..

cos а

гв
= 4.

; S. = 2so'

О Oi

Отсюда
1

cos а

= 2, т. е. а = 60°.

По умолчанию предполагается, что читатель знает,

как построить прямую призму А2В2С2А1В1С1.
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Построим OKJlBCj

тогда так как OSLABC, то SKA.BC.

Значит BCJlSOK, тогда p(ZSBCA) — p(ZSKO).

г) Пусть К2 £ Oif, А"2 Е В2С2.

Положим АГ2А = тогда

КХК2 = А'2А' • tg 60°; КХК2 = xV3.

ч ^ААВС ( ОК \2 / 4 4 2

д)
$аа2в2с2 \ОК2 / \ 4 - х

4 — ж4
2

&АА2В2С2 — &ААВС

е) ^4iBiCi.42B2C2 “ SaA2B2C2 ' К1К2
2

— &ААВС ' ( 4~) ж€(0;4).

Пусть £(ж) = (4 — х)2.г;

i'(:r) = —2(4 — ж)х + (4 — х)2 = (4 — ж)(—2ж + 4 — ж) =

= (4 — ж)(4 — Зж); t'(x) = 0.

ч гр SAABC
ж) 1ак как —

Ьаа2в2с2

то
$аавс

Saa2b2c2
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3. В основании пирамиды лежит трапеция со сторонами

в последовательном порядке равными 13, 7, 15.

Двугранные углы при боковых гранях равны 60°. В

пирамиду вписана прямая призма, вершины верхнего

основания которой принадлежат боковым ребрам.
Найдите отношение площадей оснований пирамиды и призмы

наибольшего объема.

Дано:
SABCD — пирамида

ABCD —

трапеция

AD = 13; DC = 7; ВС = 15

р USABC) = р USBCD) =

- р USCDA) = р USDAB) = 60°

A1BlC1DlA2B2C2D2 — прямая призма

Ax G AS] В^ G BS;

Сг G CS; Dx G DS

^A1BiCiD1A2B2C2D2 = Каиб

Найдите .

bA2B2C2D2

1. Так как двугранные углы при основании равны

между собой, то вершина S проецируется в центр

вписанной окружности, значит, в трапецию можно

вписать окружность.
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Отсюда следует, что суммы D 7 С

противоположных сторон

трапеции совпадают.

Тогда

АВ + DC = AD + ВС]

13 + 15 = 7 + АВ, т. е. АВ = 21.

2. Построим DE1.AB] CFJ.AB.

Пусть АЕ = х.

Из AAED: DE2 = AD2 - АЕ2 = 132 - ж2;
FB — АВ — АЕ - EF — 21 — ж — 7 = 14 — ж.

Из ABFC: CF2 = СВ2 - FB2 = 152 - (14 - ж)2.
Так как DE = CF,
то 132 — х2 — 152 — (14 — х)2] 28х = 140,
тогда х = 5.

3. DJS7 - \/132 - 52 - 12.

Отметим, что DE = 2гв.

S
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Сделаем доп. построение: OPLDC, проведем SP,
значит SPA.DC. Тогда так как Z.SDCB = 60°,
то ZSPO = 60°.

Очевидно, что в призме наибольшего объема,
вписанной в пирамиду, основание A2B2C2D2
принадлежит ABCD.

4. Пусть ОР2 = а, тогда Р2Р = ОР — а = 6 — а.

= ВД = Р2Р ■ tg60° - (6 - а) л/3;

jD(a) = (0; 6), где D(a) — область определения

функции, определяющей зависимости высоты

призмы, а затем и ее объема от параметра а.

Докажите, что ABCD подобна A2B2C2D2.

5
SA2B2C2D2

_ (ОР2\2 а2

SUbcd VOP; 36

Учтем, что ОР = гв = 6;

О2 AB + DC
А'2В2С2D2

~ &ABCD
'

3g
\^ABCD

-

2
’

• 2 ■ 6 = 14 • 12 • 6 = 168 |.

6- Кр — Sa2B2C2D2 ■ р1р25

К,= ^-(6-«)^=У(ба2-а3)^;
V1 = ^(Ш - За2) = И-Да(4 - а);

О

0 4 6

v (—:

V —V = V (4)'
max

г
наиб

г
\ /

•
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7. Так как

bABCD

то
SA2B2C2D2

_ _ f
$abcd 36 9

Ответ: fABCD = ?
SA2B2C2D2 4

Примечание. Трапеции со сторонами, в

последовательном порядке равными 13, 7 и 15, могут быть только

такими:

D 7 С

а) Д5

А

D

21

21

В

С

в)
15'

А 7 В

D 13 С

1. Трапеции вида а) и в) —

существуют и равны,

б) и г) — также равны, но не существуют.

2. Докажем, что трапеции вида б) не существует.

Действительно, рассмотрим трапецию вида б).
D 13 С
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Проведем доп. построение:

СО II AD.
Тогда СО = AD = 21

и DC = АО = 13,
значит ОВ = 2.

Получили АОСВ.

По свойству треугольников

ОВ + ВС > ОВ,

т. е. 2 + 7 > 21 — ложь,

что и требовалось доказать.

Аналогичное доказательство можно провести и для

случая г).

4. В основании пирамиды лежит трапеция со сторонами

7, 15 и 25. Углы между боковыми ребрами и плоскостью

основания равны 60°. В пирамиду вписана прямая

призма, вершины верхнего основания которой

принадлежат боковым ребрам. Найдите отношение площадей
оснований пирамиды pi призмы наибольшего объема.

Вариант 1 (различные последовательности

значений сторон трапеции)

Дано:
SABCD — пирамида, ABCD

—

трапеция

DC = 7; ВС = 15; АВ = 25

(sA~ABCd) = (SB-ABCD) =

= (sC-ABCd) = (sD-ABCDj = 60°

A1BlClDlA2B2C2D2 — прямая призма

Аг G AS; Вг G BS; Сг G CS; Dx G DS

Вл Сл Рл A^BqC^Do. ^наиб

Найдите JaM£D_
^A2B2C2D2

С' 2 В
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а) Так как углы между боковыми ребрами и

плоскостью основания равны между собой, то

вершина S проецируется в центр описанной около

трапеции окружности.

Значит ABCD — равнобедренная трапеция. Тогда
АВ = 25; DC = 7; ВС = 15 и AD = 15.

S

Так как в задаче необходимо вычислить отношение

площадей оснований пирамиды и вписанной призмы

наибольшего объема, то найдем площадь основания

пирамиды. Построим DEA.AB и CFLAB.

D С
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L AE=M.Z°C АЕ = 9,

2. DE = VAD2 - АЕ2; DE = Vl52 - 92 = 12.

3. ЕВ = 25 - 9 = 16; DB = VDE2 + ЕВ2;

DB = V122 + 16‘2 = 20.

АВ + ОС
4- bABCD

—

^
05 _L_ 7

Sabcd ~

^
• 12 = 32 • 6 = 192.

б) Рассмотрим AADB.

Так как AD —

15, DB — 20, АВ = 25,
то АВ2 = AD2 + DB2. Значит ADLDB.

Тогда центр описанной окружности около AADB)
а значит и около ABCD, лежит на середине АВ.

SO±A£C; О G АВ; АО = ОВ = 12,5, тогда

чертеж будет другой:
S
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В

в) Пусть ОВ2 = х, тогда В2В = 12,5 — х,

значит ВХВ2 = В2В ■ tg60°; ВгВ2 = (12,5 — х)у/3.

г) Sabcd
.

^A2B2C2D2 ^
ОВ\2 (12,5х

2

следовательно, SA2B2C2D2 — SABCD •

Д) VAlBiClDiA2B2C2D2 = ^A2B2C2D2 ' BlB2i

D(V) = (0; 12,5), где D(V) — область определения

функции объема.

2

V{x) = 192
х

12,5
(12,5 - a?) V3 =

192\/3 ,.,п р
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М2 /3 °/ «4
12’5

V"=(IW(25:'_3l2):

V —V =v(—v
max

v
наиб

\ 3

e) Так как
Sabcd

S

'

25
'

2_

A2B2C2D2 1 Ж

2

TO
°ABCD

^
A2B2C2D2

25

_2_
25

3

9

4*

Примечание. Равнобедренных трапеций со

сторонами, равными 7, 15 и 25, существует только 3 вида:

D 7 С

1. Случай а) был рассмотрен в первом варианте.

2. Рассмотрим случай б) ( AD = DC доказано в

варианте 1 пункта а).

D 15 С

7у

^
"25 F *в
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Пусть DE±AB; СFLAB.

АВ-DC
,
_ 25-15 .

АЕ = ,
т.е. АЕ= — =5.

ЕВ = 25-5 = 20;

DE = V72 - 52 = 2\/б;

DB = y/DE2 + ЕВ2, т.е. DB = ^24 + 400 = V324.

Рассмотрим AADB.

,/<nn.
ad2 + db2-ab2

cos{Z.ADB) - 2 -AD -DB
’

cos(ZADS) -
49 + 424 111- < 0, т. e. Z.ADB > 90°.

v ’
2-7-у/Ш

Значит, центр описанной около ABCD окружности

находится вне ABCD. Тогда пирамида SABCD

будет иметь следующий вид:

S

Но в такую пирамиду вписать прямую призму,

вершины верхнего основания которой принадлежат
боковым ребрам, нельзя.
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3. Для трапеции вида в) центр описанной окружности

находится внутри трапеции ABCD, где АВ = 15;
AD = 25; DC = 7; ВС = 25. Значит, существует

второй вариант условия и решения задачи,

рассмотрим его.

Вариант 2 (различные последовательности

значений сторон трапеции)

Дано:
SABCD —

пирамида, ABCD
—

трапеция

DC — 7; ВС = 25; АВ = 15;

р (sA-ABCD) = р (SB^ABCD) =

= р (SC^ABCD) = р (sDiABCD) = 60°

A1BlC1D1A2B2C2D2 — прямая призма

G AS; G BS; Сх G CS; G DS

“KAi £?1 Cl D] A2B2C2D2 ^наиб

Найдите -—-—:-

SA2B2C2D2
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2б/ \V./ Д—нА

а) Как было показано ранее, AD = ВС. р 7

Пусть DELAB, CFLAB.

1. АЕ =

AB~DC
т.е. АЕ = 4,

тогда ЕВ = 15 — 4 = 11.

DE = VAD2 - АЕ2-,
^ Е 15 F

DE = V252 - 42 - \/б09.

Тогда sin(ZA) = т.е. sin(ZA) =

2. DB = VDE2 + ЕВ2,
т. е. DB = у/609 + 121 = V730-

3. Рассмотрим AADB.

,/Jnn,
ad2 + db2-ab2

cos(/ADB) -

2AD ^
,

625 + 730 - 225
n

xe. cos(ZADB) =
2 . 25 .^

> »•

Следовательно, О (центр описанной

окружности около ABCD) находится внутри ABCD.

DB
4- Ra aadb

=

2 sin(ZA)
^ ЛА£Ш

~

ЛВСО
=

_

л/730 25\/73б
т-е- ЯдADB

-

2v/609
_

2\/б09
~

oABCD'

25

0
АВ + ЯС

б) sABCD —
- lAfc,

в

• е. Sar,rn = ^^\/609 = 11V609.т. е. oABCD ^

Рассмотрим AlBlClDlA2B2C2D2.
Учитывая, что боковые ребра пирамиды одинаково

наклонены к плоскости основания, вершины

нижнего основания призмы будут находиться на радиусах

описанной окружности.
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1. Рассмотрим AASO,

где АхА2±.АО и A101JLS'0.

Положим

А О

Ол

А,,

Тогда А2 = АА2 • tg(ZS'AO)

и Л20 = АгОх = АО — х, т. е. —

х;

АхА2 — xtg60° = #л/3 — высота призмы

A1BlCiDlA2B2C2D2.

2. Так как АгВг || АВ, -Ai-Dj || AD, ...,

то Л2В2 || АВ; A2D2 || AD, ...

3. Очевидно, что AAOD подобен AA2OD2 ...,

значит ABCD подобна A2B2C2D2 и ABCD по¬

добна

}

A2B2C2D2

AD AS SO АО
ГДек

А^ A,S SOj

Следовательно,

25у/730
о,/кпа &AABCD

25\/730
2ч/609

2

25\/730
2л/Ш
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в)

г) vAiB1CiDxA2B2c2D2 ~ AiA2- SA2B2C2D2. Тогда

(25-4/730
_

=

2%/609

Va1b1c1d1A2B2c2d2 ~ Un/609 [ I 'Xv/3:

_

11 • Зл/2бЗ / 25\/730 \
“

/25ч^зо\2
Ж

I 2\/609
_

/
V 2^ J

4 7

„ ч 25х/730 V ^(n2by/mSПоложим t(x)=x ;
— a: ; xE 0; ■===■

\ 2ч/609 J \ 2^609
/

..

, /25\/730 V /25\/730 \ .

14

‘(l) = ( v® "x) +X'2(WT('1) =

/25\/730 \ (25л/73б 0
\

“

{ 2>/609 7 \ 2>/609
~

J
5
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t'(x) = 0;

25\/73б

2\/б09

_

1 25у/730
Х ~~

3 2л/609

Значит Ка„6 = Кпах = У
,2Ъу/Ш'
6л/б09 ,

т. е. х —
25у/730

Следовательно, ’ABCD

0A2B2C2D2

25%/730 4 2

2л/609

25у/730
2л/б09

25>/730
2v/609

9

4*

Примечания. 1. Как это ни удивительно, но во всех

предыдущих четырех задачах ответ один и тот же.

Обобщая полученные результаты, можно сформулировать
следующее утверждение: если в п -угольную пирамиду

вписать прямую п -угольную призму, вершины верхнего

основания которой принадлежат боковым ребрам пирамиды,
то отношение площади основания пирамиды к площади

основания прямой призмы наибольшего объема, вписанной
9

в пирамиду, всегда равно
- весьма любопытный мате¬

матический факт. Было бы здорово, если бы вам удалось

это доказать.

2. Более подробно см. книгу А. X. Шахмейстер.

Введение в математический анализ. СПб.: «Петроглиф»
—

М.: МЦНМО, 2011.
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Тренировочная работа 5 (Комбинации методов

при решении задач)

Вариант 1

В основании прямой призмы лежит параллелограмм, сторона

которого равна 4. Синус острого угла параллелограмма равен

Отношение площадей сечений, проходящих через сторону
4
нижнего основания и сторону верхнего основания, к площади

основания призмы равно
- и Найдите объем призмы.
5 5

Вариант 2

В прямом параллелепипеде наименьшая диагональ, равная 60,
2 3 4

образует с гранями углы, косинусы которых равны
- и

3 4 5

Найдите объем параллелепипеда.

Вариант 3

В основании прямой призмы лежит трапеция с основаниями,

равными 27 и б, и боковыми сторонами, равными 17 и 10.

Наименьшая диагональ призмы образует с гранью, проходящей

через наименьшую боковую сторону трапеции, угол, синус

которого равен 0,2. Найдите объем призмы.

Вариант 4

В основании прямой призмы лежит равнобедренная трапеция.

Диагональ призмы равна 3,25 и образует: с плоскостью

основания угол а; с плоскостью наибольшей по площади боковой

грани угол /3; с плоскостью грани, проходящей через боковую

сторону трапеции, угол 7. Найдите объем призмы и площадь

ее боковой поверхности, если синусы этих углов, соответствен-

12 7 3
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Решение тренировочной работы 5

Вариант 1

В основании прямой призмы лежит параллелограмм,

сторона которого равна 4. Синус острого угла параллелограмма ра-

вен —. Отношение площадей разных сечений, проходящих

через сторону нижнего основания и сторону верхнего основания,

к площади основания призмы равно
- и Найдите объем
5 5

призмы.

Дано:

ABCDAlBlClDl
-

параллелепипед

AAXLABCD
&АВгСгР

_

4

5

3

5

“ABCD

*AiBiCD

Sabcd
л/3

АВ — 4; cos а = —

Найдите VABCDAlBlClDl.

S,
а) 1. Так как

JABCD

5ABiCxD
=

5И5
1ABCD 3
-—=

-, ТО 110 сути эти от-

AiBiCD

ношения равны косинусам двугранных углов ZB±ADC
4

и Z.AlDC_B соответственно, т.е. cos(/.ВгАРС) = -

3
^

и cos UAXDCB) =

о

2. Пусть BPLAD, тогда так как призма прямая,

то ВгР±АР, следовательно AD±(B1PB).
Из ААВР: ВР — АВ sin а. ВР = 4 sin а.

4 4
Так как cos (/.В-^АРС) = -, то cos(ZB1PB) = -.

о о
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tg(ZBXPB)
у/1 - cos2(ВХРВ)

cos[ZBXPB)
’

т. е. tg(ZBXPB)
-ar 3

4'

Значит ВВ1 = BPtg(ZB1PB),
3

т. е. ВВл = 4 sin а • -
= 3 sin а.

1
4

3. Пусть BKLDC, тогда DC\-ВхКВ.

Из АВКС: ВК = ВС sin а. ВС = AD.

Положим ВС = х, т.е. ВК = xsina.

3
Так как cos(ZA1DCB) =

-, то cos(ZB1KB) =
о

(.BXKB)±DC, тогда tg(ZBXKB)

т. e. tg(ZBxKB)
-(O'

y/1 - cos2 KB)

cos{ZBXKB)
’

Значит BBX = BKtg(ZBxKB),
4 4д?

т. e. ВВЛ = x sin a • -
=
— sin a.

-1 3 3

= 3 sin a

TT 4
.

BBX = -xsma
— о

4 9
, тогда 3 — -x] x = - = 2,25.

б) 1. SABCD = AB • ADsina.

\
sm a =

9 v^3 9 r— . .

Te- SABCD = 4‘
4

'

“T“
=

4
(кв-еД-)

CO

IЮ
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/-1 о о

2. ВВ^ = 3sina, т.е. ВВЛ — 3 • ——
=

- \/Гз.1
4 4

= ^4BCD *

т.е. VAj3C£>AlBlCr1jr)l — |>Дз • “>/13 — - 21:
351

Тб"

21,625 (куб.ед.).

Вариант 2

В прямом параллелепипеде наименьшая диагональ, равная 60,
2 3 4

образует с гранями углы, косинусы которых равны
- и -.

3 4 5

Найдите объем параллелепипеда.

Дано:

ABCDAlBlClDl
-

прямой параллелепипед, где

AAX±ABCD

cos (DB^ABCD} = |
cos (DBtfDD&c) = -

cos ^DB1; AA1D1D) =

g
DB, = 60

Найдите VABCDAlBlClDl.

a) AAXLABCD, значит BBX±.ABCD,

тогда ^DBX; ABCD'j = ZBxjDB, где cos(ZB1DB) = jj.
2

Значит DB = DBX cos(ZB^B), т. e. DB = 60 • - = 40.
о

BBX = DBj sin(ZB1DB),

где sin (ZBXDB) =

у
1

л/5
Значит ВВЛ — 60 • = 20л/5.
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б) Построим B1K±D1C1.

Так как CCXLABCD, то ССЛ^ВХК,

а значит B1K±.DD1C1C, т.е. (^DBl\DDlClC^=/-BlDK,
3

причем cos (ZB1DK) =

Тогда DK= DBlcos{ZB1DK); ВХК^DB^m^B^K),
1

*
V7

где sin(ZB^DK) = J:1 - ^ =

-j-,

т. е. ВгК — 60
V7

15у/7.

в) Построим B1P-LA1D1.

Так как AA1±A1B1C1D1, то ААг±ВгР,
а значит SjPi.AAjDjD.

Тогда = ZB,DP,

т.е. ВХР — DBX sin(ZB^P),

где sin (ZBj £>P) = у
:I - = j

3
Таким образом ВгР = 60 • -

= 36.
5

г) Рассмотрим

1. sine*! = sin(ZBjDjP) =

1Л jDi

B1 с

\02V
Лаз и aihkrK

т.е. sin(ZB1P1P) = Ц = A = sinQ,i;

A

2. sina2 = sin(ZB1Z)1A') — sin(ZA1jB1Z)1) =
1

,

т. e. sm a2 =
15y/7 3v/7
40
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3. as
= ZB1A1D1 = 180° - ABXDXP - ZBXDXK\

а3 = 180° — olx
—

а2;

sina3 = sin (180° — (аг + a2)) = sin(a1 -f a2);

sin(a1 + a2) = sin ax cos a2 + sin a2 cos = sin a3;

9 /19
srna^—; cosaj-—;

3/7 1
sin 0.2 = —; cos a2

=

,91 3/7 /19 9 + 3/133
S“(g1+aa) = --- + —•—=

8Q
=

3 (3 + /133)
= —^^ — sin a,.

80
3

4. AXBi =
sin a3

36 12-80 960
т-е- A^~

з(з+\/1зз)
-

з + л/тзз
~

3 + /I33'
80

5- ‘S'yliBiCiDi — ^1-^1 ' -Bi-K",
960 r—

T e Sa^c^ =

з+ УТзз
' =

_

960 (/133 - 3) • 15 • /7
_

960 • 15/7 (/133 - 3)
~

133-9
~

124

240 • 15/7 (/133 - 3) 360 (7/l9 - 3/7)
“

31
“

31
'

Д) ^ABCDAiBiCiDi “ ^A\B\C\Di ' BBX;

360(7^^3^7) ,

vABCDA1B1CiDi
—

31
-^UVO —

7200 (7/95 - 3/35) .

=

зу (куб.ед.).
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Вариант 3

В основании прямой призмы лежит трапеция с основаниями,

равными 27 и 6, и боковыми сторонами, равными 17 и 10.

Наименьшая диагональ призмы образует с гранью, проходящей

через наименьшую боковую сторону трапеции, угол, синус

которого равен 0,2. Найдите объем призмы.

Дано:

ABCDA1B1C1D1
—

призма

AAXLABCD
sin [А&АА^ВгВ) = 0,2

AD || ВС
AD = 27

ВС = 6

АВ = 10

DC = 17

Найдите VABCDAlBlClDl.

а) 1. Очевидно, что АХС —

наименьшая диагональ призмы,

так как АС < BD.

2. Рассмотрим трапецию
^

В С

Во D

Пусть BB2±.AD; CC2LAD.

Ясно, что тогда

ВС = В2С2 = 6.

Положим АВ2 = х, тогда

ВВ\ = АВ2 - АВ2, т. е. ВВ\ = 102 - я2.
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DC2 = AD — АВ2 - В2С2 = 27 - х - 6 = 21 - ж,

тогда CCf - 172 - (21 - х)2 (ВЯ2 = СС2);

Ю2 - х2 = 172 - (21 - ж)2; 42ж = 102 - 172 + 212;

252 126 42
„

I =

IT
=

2Г
=

У=6'
т. е. АВ2 = 6, a DC2 = 15. Тогда = \/102 — 62 = 8.

ВВо
3. sin(ZA) =

АВ
’

4 СС 8
т. е. sin(ZA) = sin(ZD) = тогда sin(ZD) = —.

б) 1. Пусть СКА.АВ (или его продолжению).

Так как ААгLABCD, то АА1А.СК,

значит

Тогда sin (^АгС: AAlB1B^j = sin(ZC^AT) = 0,2.

2. Из ДСБК:

СК = BCsin(ZA) (ZA = Z.CBK, AD \\ ВС);
4 24

С7Г = 6 • - =
—

= 4,8.
5 5

Значит из ДА], САГ:

A*c = 54^Z)-Te'A-c = 5S = 24'

в) 1. Из трапеции ABCD:

АС2 = ЛЯ2 + BjC^, т. е. ЛС2 = 12.

2. Из ААСС2:
АС = у/AC'i + CC'l
т. е. АС = /122 + 82 = 4/32 + 22 = 4/13.
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3. Из ААгАС:

ААХ = у/А1 С2 ~ АС2,

т. е. ААХ = у/242 - (4\/l3)2 = л/576 - 208 =

= v/368 = 2\/92 = 4\/23.

4. 5ABCD
AD + BCBB те я -27 + 6

id£>2', Т.е. oABCD
— = 132.

5. V,ABCDAiBiCiDi ’ABCD .ААг;

^ABCDAiВ\CiD\ — 132 • 4\/23 — 528\/23 (куб. ед.).

Вариант 4

В основании прямой призмы лежит равнобедренная трапеция.

Диагональ призмы равна 3,25 и образует: с плоскостью

основания угол а; с плоскостью наибольшей по площади боковой

грани угол /3; с плоскостью грани, проходящей через боковую
сторону трапеции, угол 7. Найдите объем призмы и площадь

ее боковой поверхности, если синусы этих углов, соответствен-

12 7 3
н°, равны

Дано:

ABCDA&C&
-

прямая призма

ABCD — равнобедренная
трапеция

АХС = 3,25

sin (axC\ ABCD^j — sin а =

sin (л1С';у!Л1£)1/)) = sin/9 = ^
sin (^С; AA1B1B^j = sin7 = ^
Найдите:

a) V.ABCDAi B\C\Di >

n ABCDa1b1CiD1'

12

13
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а) Найдем VABCDAiBlCiDi.

1. ААх±ABCD по условию.

Тогда (A'&ABCD) = ААХСА = а.

Значит АС — A1Ccoso:; ААХ = АХС sin а,

12 A (и\2 5
где sin а = —; = = -.

Тогда АС = 3,25 • \ и ААХ = 3,25 ~ = 3.
1о 4 1о

2. Построим CPA.AD.

Так как то ААг±СР,
а значит CPJLAA1.D1D.

Тогда = /3,

т.е. sin (А1С'; AAxDxd) = sin/3 =

3. Из AAjCP следует, что СР = ЛХС • sin/3,

т.е. ОР = 3,25 •=-J-.
65 20

4. Построим Clf-LAB.

Так как АА^АВСТ), то

значит CK-LAAiBiB.

Тогда (АфАА&в) = /САХК = 7,

т.е. sin (^хС; АА1В1В) = sin7 =

5. Из ЛАХСК следует, что СК — АгС • sin 7,

т.е. СК = 3,25 • А = |
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6. Рассмотрим ABCD (АВ = DC).

СР
sin»! = ас’

20 7
т.е. sina1 = T

=
—,

4

24
тогда cos Qj = —.

25

3
13 4

2
—

-g-
—

—, тогда cosа2 —

4

СК
sina9 = -гт7? т.е. sina9

=

^ АС

ZА = ах + а2;

sin(ZA) = sin(a1 + a2) = sinc^ cosa2 + sin a2 cos ,

т. e. sin(ZA)
7 4 3 24 100 4

25
'

5 5
'

25
_

125
_

5’ C°^ ^ ~

ПФ — >y

7. Из AABT: AB =
.

.

, л. ,
т.е. =

т
=

ттг-
sin(ZA) 4 16

8. Из AACP: ЛР = ACcosa,, т.e. AP = \ ~ f.
4 25 5

9. Так как PD = AT, то АР = AT + TP = TP + PD,

где TP = BC, AT — AD - BC.

Значит АР численно равно средней линии ABCD

ap=ad^bc-

Sabcd = APCP,
6 7 42

S™CD =

5
'

20
=

100
= °’42 (кЕ'ед )'

10- ^ABCDAiBiCiDi = Sabcd '

VabcdaxBiCiDx — 0,42 • 3 = 11,261 (куб. ед.).

CO
I

ю
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б) Найдем S6 п ABcda1bxc1di
•

*^б.и. ABCDAxB\CiD\
~

^ABCD ’ АА}]

1. Pabcd — 2(АВ + АР) (докажите),

л
/ 7 6\ 131

T-e.P4BCC-2(- + -J .

2- S6 „ ABcda1b1c1d1
— 3 = 9— = 9,825.

Итак> 5б.п. АВСОАгВгС^ (кВ.вД.).



Векторы

Основные определения и свойства

Определение 1. Два луча [АВ) и [CD) называются сона-

правленными, если они принадлежат параллельным

прямым и лежат в одной полуплоскости относительно прямой,
соединяющей их начала: [АВ) [CD).

Определение 2. Два луча [АВ) и [CD) называются

противоположно направленными, если они принадлежат

параллельным прямым и лежат в разных полуплоскостях

относительно прямой, соединяющей их начала: [АВ) ti [CD).
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Определение 3. Множество всех сонаправленных лучей
называется направлением.

Определение 4 (геометрическая
интерпретация). Вектором называется

направленный отрезок.

Примечания
1. Направленный отрезок значит отрезок, принадлежащий

направлению
—

множеству всех сонаправленных лучей.

2. Вектор обозначается а или АВ, где точка А —

начало,

а точка В —

конец вектора, а АВ С [АВ).
3. Вектор характеризуется длиной отрезка АВ, модулем

вектора называется АВ — \АВ\.

Определение 5. Вектор называется нулевым, если его

длина равна нулю (а = 0, если \а\ = 0). Нулевой вектор

направления не имеет.

Определение 6. Два ненулевых вектора а и b называются

равными (а = 6), если лучи, содержащие эти векторы,

сонаправлены (а||Ь) и длины векторов равны ( |а| = \Ь\ ).

Умножение вектора на число

Определение 7. Произведением вектора а на число Л

называется вектор b = Аа (Л — число, не равное нулю), для

которого:

1. Ъ а, если Л > 0 (векторы принадлежат

сонаправленным лучам);
Ъ IX а, если Л < 0 (векторы принадлежат

противоположно направленным лучам).

2. |6| = |А| • |а|, причем
если |А| > 1, то происходит растяжение длины

вектора а в |А| раз;

если |А| < 1 (А ф 0) то происходит сжатие длины

1

вектора а в -—-

раз.
1^1
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Свойства умножения вектора на число

1. Ассоциативность (сочетательный закон):

(^1 * А2) * а = Ai * (А2 * а) •

2. Дистрибутивность умножения векторов на число А

относительно сложения векторов: А • + bj = А • а + А • Ъ.

3. Дистрибутивность умножения вектора на число А

относительно сложения чисел: (Ах + А2) • а = Ах • а + А2 • а.

а 2а

Пример 1. • > —• >—

-2а

а \П ~\П
Пример 2. , > » > < »

Пример 3. ВА = —АВ.

Сумма двух векторов

Определение 8 (Правило треугольника для сложения двух

векторов). Для того чтобы сложить два ненулевых вектора

а и 6, необходимо:

X

а) параллельным переносом совместить начало вектора Ъ

с концом вектора а;

б) соединив начало вектора а и конец вектора 6, получим

вектор с, который назовем суммой векторов а и 6:

а + b = с.
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Напомним правило сложения и вычитания двух векторов с

общим началом (правило параллелограмма).
Пусть ABCD —

параллелограмм.
В

а) АВ + AD = АС —

диагональ,

исходящая из общего начала

векторов АВ и АС.

б) АВ — AD = DB —

диагональ,

соединяющая концы векторов

АВ и AD, причем направленное

к тому вектору, из которого
A D

вычитаем.

Так как у них общее начало, то в записи результирующего

вектора будут конечные буквы векторов разности, взятые

в обратном порядке.

Примечание. Сумма или разность векторов обобщенно
называются алгебраической суммой этих векторов. В дальнейшем,

говоря об алгебраической сумме векторов, мы будем по

умолчанию подразумевать или их сумму, или их разность, или

комбинацию того и другого.

Свойства сложения векторов

1. а + б = а.

2. Коммутативность: а + Ь = Ь + а.

3. Ассоциативность относительно сложения чисел:

+ с = а + (b + .

Примечание. Отметим, что для любого многоугольника

верно следующее утверждение: если каждая сторона

многоугольника является вектором, начало которого есть конец вектора,

образованного из предыдущей стороны, то сумма всех этих

векторов равна нулевому вектору.

A,A, + А2А3 + ... + Ап_1Ап + AnAx — 0.
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Например, для восьмиугольника А1А2А3А4А5А6А7А8:

А\А2 + А2А3 + А3А4 + А4Л5 + А$А6 + AqA7 + АГА% + A$Ai — 0.

Историческая справка

Каспер Вессель (1745-1818) —- датский математик. В

работе «Об аналитическом представлении направлений» (1799 г.),
посвященной теории векторов на плоскости и в

пространстве он впервые дал полное геометрическое построение

теории комплексных чисел, рассматриваемых как векторы

плоскости. Идеи, содержащиеся в книге, позднее развились в

теории кватернионов. К сожалению, работа была написана на

датском языке и стала известна только через 100 лет, благодаря
Ж. Аргану и К. Гауссу.

Жан Робер Арган (1768-1822) — швейцарский математик.

Независимо от К. Весселя в сочинении 1806 г. «Эссе о методе

представления мнимых величин» дал геометрическую

интерпретацию комплексных чисел на плоскости. В этой же работе
дано отличное от гауссовского доказательство основной

теоремы алгебры. В 1814-1815 гг. им был введен термин модуль
комплексного числа.

Уильям Роуэн Гамильтон (1805-1865) — ирландский
математик. В работах 1845 г. ввел термины скаляр, скалярное

произведение, векторное произведение. Над теорией кватернионов

трудился восемь лет.

Карл Фридрих Гаусс (1777-1855) — гениальный немецкий

математик из Брауншвейга. В алгебре Гаусса занимала

преимущественно основная теорема алгебры, к которой он неод-
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ыократно возвращался и дал не менее шести различных

доказательств в работах 1803-1817 гг. В современной редакции она

формулируется так: «Любое уравнение n-й степени с

действительными коэффициентами имеет ровно п корней, включая

кратные и комплексные». Более того, корни уравнения вида

хп — 1 = 0 можно представить на комплексной плоскости как

координаты вершин правильного п -угольника с центром в

начале координат5. В этих же работах даются также указания

относительно кубических и биквадратных вычетов. Теоремы
о биквадратных вычетах 1825-1831 гг. чрезвычайно
расширяют область теории чисел, благодаря введению так называемых

целых гауссовых чисел, т.е. чисел вида а + Ьг, где а и 6 —

целые числа.

Герман Грасман (1809-1877) — немецкий математик. В

«Учении о линейном пространстве» дал первое

систематическое построение учения о многомерном евклидовом

пространстве, ввел скалярное произведение векторов. Независимо

от У. Гамильтона Грасман построил теорию гиперкомплексных

чисел. Позднее Д. Гильберт развил его идеи в области

формалистики в математике — целостной философской концепции,

обосновывающей современную математику.

Уильям Клиффорд (1845-1879) — английский математик.

Сумел объединить два подхода в рамках общей теории,
включающей в себя и обычное векторное исчисление.

Джозайн Уиллард Гиббс (1839-1903) — американский
математик и физик. Окончательно обобщил все идеи и в 1901 г.

опубликовал обширный и исчерпывающий труд — учебник
по векторному анализу.

5
Более подробно см. книгу А. X. Шахмейстер Комплексные числа.

СПб.: «Петроглиф». М.: МЦНМО, 2011 г.
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Практикум 8 (Алгебраическая сумма векторов)

1. Пусть ABCDAXBXCXDX
—

параллелепипед. Найдите

алгебраическую сумму векторов:

а) АВ + AD - ААХ;

б) АВ -AD + AAX,

в) —АВ ~Ь AD -f*

г) AB-AD-AA]J;
д) -АВ + AD - ААХ.

Решение

a) AB + AD - ААХ = АС- ААХ = АХС

б) АВ-AD + ААХ = DB_ + ААХ = DB + ВВХ =

(аа*х = ввх).
DB,

в) —АВ AD -Ь ААХ — BD -1- ААХ — BD -f- DDX

(ААХ = DDX) .

г) АВ-AD- ААг = DB - ААг = DB - DDX = DXB

д) -АВ + AD- ААг = BD - ААг = BD - ВВг = BXD

2. Дан куб ABCDAlB1C1D1. Выразите данную
алгебраическую сумму векторов через вектор, начало и конец

которого есть вершины куба.

а) & Н- Ъ -j- с\

б) а — Ь + с;

в) а + Ь — с;

г) —а + Ь — с;

д) -а + Ь + с.

Б,

Ai
/• /А

Б

/
D



244 Векторы

Обозначим ВА = a, BBX = Ъ, ВС = с, где точка В

общее начало данных векторов.

Решение

а) а 4~ b 4~ с — В^А-^ 4~ В-^В 4~ В^С^ — В^А 4- В-^С^

= b[a + ad BXD (ад ad) .

б) а — Ь -\- с — В^А^ — В^В -f- В1С1 — ВАг 4- В^С^ —

— ВАХ 4~ A^D^ — BD^ | ^В^С^ — A^D^j .

в) cl -j- b — с — B^A^ -j- B^B — B^C^ — B^A^ -j- C^B —

= Ш + с\в ==\c\a\ (ba = bX).
r) —ci -Ь b — с — —B^A, -\- B,B — B-yC-y — A-yB — B-yC,

AyB - AXDX D,B

д) —cl 4- b с — —B^A^ 4~ В-^В 4“ B-^C^ — A^B 4~ BXCX

A^B + BC = \a^c\ (Щс[ = вс).
3. В параллелепипеде ABCDAlB1C1D1 точки P1, P2, P3,

P4, Tv T2, T3, T4, K2, K3, K4 -

середины ребер.

Пусть АА1 — a, AB — b, AD — c~ базисные векторы.

Базисными называются векторы, которые с точностью до

параллельного переноса не принадлежат одной плоскости.

В данном случае они имеют общее начало в вершине А.
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Выразите заданные векторы через базисные (а, бис):

а) ВД; б) Щ; в) /у?з; г) Ajc2, д) T\KV
Докажите, что:

e)^K3 = I\K4-, ж)ЩР2 = К^?-, з)^Т3 = Т^3;
и) ВД = АР3; к) 2ЦР2 = ВД.

Решение

а) Для того чтобы выразить вектор К3Тг через базисные

векторы а, бис, необходимо найти ломаную с

началом в точке АГ3 и концом в точке Т1? причем

звенья ломаной должны принадлежать ребрам
параллелепипеда.

Кгт[ = K^D + dA + aF1 = -|ь - с +

=l-CD = -l-AB = -±6; Dl = -с; Ж =

б) DP-^ = DA -f- АА^ -f- A-^P^ — —с -Ь a -j- —b
Zi

(ал =^ = is).

= 1лг=|c).
> > > > -* 1

r) A^K2 ~ B-^B BK2 = b — а H- —с
Z

(в^ = 1ж?=1Ж = 1с).
д) = T4Z) + DA + AKi = ——a — с + —b

(1 ^ u 1 ----> 1 -r-r> 1 -Л
( T4D = -DXD = —

2
i
= —

2
= _

2/
•
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е) Докажем, что Р2К3 = ^1^4*

Р^К3 = Р& + + СК3 = \с - а - 1-Ъ-,

Р\К4 — Н" АХА + АК4 = ——b — а + —с,

значит Р2#3 = Рх/\4.
>• »

ж) Докажем, что КХР2 = К4Р3.

КгР2 = + ВгР2 = -Ь + а + -с;

К4Р3 = KaD 4- DD^ + £^1^3 = —с + а 4- —Ь,

значит КХР2
—

К4Р3.

з) Докажем, что РХТ3 —

^1Г3 = Р1В1 + -61^1 + СуТг = -Ь + с — -а;

ТХК3 = T\A + AD + ГУК3 = \а + с- ^Ъ,
значит Р{Г3 = Т1К3.

и) Докажем, что К1С1 — АР3.

КХСХ — КХВ -f-1ЗВХ ВХСХ — ~Ь + а4-с = с4-а4- ~Ь\
Z Z

АР3 — AD 4" DD2 4~ DXP3 — с 4~ cl 4~ ~Ь,

значит = АР3.

к) Докажем, что 2Т2Р2 = АхРз-

СЯТ2Р2 — 2 4- ^1^2) ~ ^ 2^) = ^^

КХР3 — K1A+ADJt-DDl+DXP3 — ——b-\-c-\-CL-b—b = c-\-cl,
£ &

значит 2T2P2 = КгР3.
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Тренировочная работа 6

(Алгебраическая сумма векторов)

Вариант 1

ABCDA1B1C1D1 —

параллелепипед.

-^2» ^ ^4’ -^2’ Г3, Т4, Х2, -ftT3, К4 середины

ребер.
Базисные векторы: ВВг = Ь, = а, ВС — с.

1. Выразите данную алгебраическую сумму векторов через

вектор, начало и конец которого есть обозначенные точки

вершин или точки, данные на ребрах параллелепипеда:

а) а — 6 + с; б) —а + Ь — с; в) -а + Ь — с:;

г) а + Ъ - -с; д) а - -Ъ - с.

2. Выразите через базисные векторы:

a) DP1; б) А1К3; в) К4Т3, г) Р3В; д) ТгР2.

3. Выясните, справедливы ли равенства:

а) Р& = Р^К4; б) D^K2 =
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Вариант 2

ABCDA1B1C1D1 —

параллелепипед.

Pv р2’ Рз, р4’ ти т2’ т3' та> кп к2-, кз, КА ~ середины

ребер.
Базисные векторы: СВ — 6, ССХ = a, CD — с.

1. Выразите данную алгебраическую сумму векторов через

вектор, начало и конец которого есть обозначенные точки

вершин или точки, данные на ребрах параллелепипеда:

а) а — Ь + с; б) —а + 6 — с; в) ^а + 6 —с;

г) а + Ь — ^с; д)а-^6-с.
2. Выразите через базисные векторы:

a) DP1; б) в) ^4-^3» г) я)

3. Выясните, справедливы ли равенства:
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Решение тренировочной работы 6

Вариант 1

ABCDA1B1C1D1 —

параллелепипед.

А’ ^4» -^1» -^2’ Т4, А1? К4 середины

ребер.
Базисные вектора: ВВг — Ь, ВА = а, ВС = с.

Вл

Рг,
А,

1. Выразите данную алгебраическую сумму векторов через

вектор, начало и конец которого есть обозначенные точки

вершин или точки, данные на ребрах параллелепипеда:

а) а — b -}- с — ВА — ВВХ -Ь ВС — ВХА -1- AD — BXD.

б) -а + Ь-с^-вА + ВВ^-ВС = Ав[- AD = DBV

_
1-

в) -а + Ъ-с= -ВА + ВВг- ВС = ВК1 + СВ1
Z Z

= ВуРу + СВг = СРг.

г) а + Ъ— -с = ВА + ВВу - -ВС = ВАХ - ВК2 = K2AV
Z Zi

д) а- \ь- с = вА- \вв[ - ВС = (ТА - ВТ2 =
Z Z

= СА - СТ3 = ЦА.
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2. Выразите через базисные векторы:

а) DP1 = DA + ААг + А1Р1 = —с + Ь — ^а.
б) АгК3 = А^А + AD + Mg = -Ь + ё- ^а.

в) K^3 = K^D + DC + CT3 = ^с-а+^Ь.
г) Р^В = + Схв[ + ЩВ = —S - с- Ь.

д) Т^2 = Т^1+Аф[ + В^ = \ь-й+\с.
3. Выясните, справедливы ли равенства:

а) Р^Кг=Р^К4.

Р'2^1 — ^2^1 + + ВКг = —-с — Ъ + -а;

Р3КА = -P3-D1 + DXD + DKa — -a — b — -с,

> >

значит Р2К1 = Р3К4 — верное равенство.

б)

£>!^2 = ^1^1 + С^С + С^2 = —а — Ь— \с;Z

Р4В = ^4^1 Н~ -Ах-^1 В^В — ——с — а — 6,

>• >

значит DlK2 = Р4В —

верное равенство.
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Вариант 2

ABCDA1B1C1D1 —

параллелепипед.

Р21 Рз> ^4’ -^1’ -^2> Г35 Г4, АГ1? ЛГ2, А3, А4 середины

ребер.

Базисные векторы: СВ — Ь, ССХ — a, CD = с.

ClВ1 р2

p^yfр
/! и Ру

!в
...

К2 fT*J
'X, _

-Г D

1. Выразите данную алгебраическую сумму векторов через

вектор, начало и конец которого есть обозначенные точки

вершин или точки, данные на ребрах параллелепипеда:

а) а - Ь + с = ССХ - СВ + CD = ВСХ + CXDX = BDV

б) —a + b — с — -ССХ + СВ — CD = СгВ - CXDX = DXB.

в) -а + Ъ-с= -ССХ + СВ - CD — СТ3 + DB —

ВТ2 + DB — DT2.

г) а + Ъ - —с — СС\ + СВ-СК3 = ССХ + KZB
Z

ВВХ + К3В = K3BV

1?
д) а — -Ь — с = ССХ - СК2 — CD_ — DCг - СК2 =

Z

= DC-y - DK4 = К±СХ.
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2. Выразите через базисные векторы:

а) DP^ — DA ~Ь ААХ -I- А^Р-^ — b -Ь а — —с.

б) А1Кг = АХА + AD + DK3 = —а — Ь— ~с.

в) ед = ед + dc + ст3 = - г+ ^о.
г) Р3В — Pzcx -Ь СХВХ ВХВ = ——с -I- b — в.

д) тхР2 = Т1Л1 + А1В1 + В\р2 = 2®
~ с - 2Ь.

3. Выясните, справедливы ли равенства:

а) Р^К, = Р^К4.

P2^i — P2^i + ВХВ + ВКХ = -Ь — а + -с;

рз^4 = + DXD + DK4 = ® + 2^’
»• >

значит /^A'j = Р3Х4 —

справедливое равенство.

б) 5^2 = ^В.

- £>xC7i + С^С + СК*2 = -с - а + ^6;
Р4В = Р4ЛХ + + ВХВ = ^6 - с - а,

значит D | Л'2 = P4i3 — справедливое равенство.
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Самостоятельная работа 2

(Алгебраическая сумма векторов)

Вариант 1

ABCDAXBXCXDX - куб;

А» ^2> ^3. ^4» ^1> ^2» Т3, Т4, К1, tf2,
ребер.

В, 5 ,С1
ауг; V7

AiZj—
IfT*

h3

т4 /в
/ /

лЫ>
__yk

А К4
D

Даны базисные векторы: а — DDX\ Ъ — DA\ с = DC.

1. Выразите алгебраическую сумму векторов через вектор,
начало и конец которого есть обозначенные точки вершин

или данные точки на ребрах куба:

а) а — Ь — с;

-

б) а 4- -Ь - с;

в) а 4- Ь — с;

г) -а + 6 + с;

д) а- Ь + с;

. 1. г .

е) -а — о + с;

Ч - !г -

ж) а — -о + с.

2. Выразите через а, Ь и с векторы:

а) б) в) jyrj.
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Вариант 2

ABCDA^C^
- куб;

Pv Р2, Р3, Р4, Ту, Т2, Т3, Т4, Ку, К2, К3, КА - середины

ребер.

Даны базисные векторы: а = ВА] Ь — ВС\ с
—

ВВг.

1. Выразите алгебраическую сумму векторов через вектор,

начало и конец которого есть обозначенные точки вершин

или данные точки на ребрах куба:

а) а — b — с;

б) а + -Ъ - с;

в) а + Ъ — с;

г) —а + b + с;

д) а-6 +с;

ч U г -

е) -а-6 +с;

ч . 1Г .

ж) а ”
о

"1" с*

2. Выразите через а, Ь и с векторы:
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Векторные свойства, связанные

с замечательными точками треугольника

Задача 1. В треугольнике ABC проведены медианы ААг,
jВВг и ССг, которые пересекаются в точке М. Докажите, что

тогда AM + ВМ + СМ = б.

Доказательство.

АВ + ВА, = АА

Сложим почленно:а) ВС + СВг = ВВг
С1 + АСХ = СС[
АВ + Ва1 + ВС + св[ + сА + АСХ — ААХ + ВВ± + CCV

б) Так как ААг, ВВг и ССг —

медианы ААВС, то

ВА1 = -ВС

* &
Щ^-АВ

СВ, =► \ав + \вс + -сА = АТг + вв[ + сс[.
£ dt £

в) Учитывая, что АВ + ВС + СА = б,

получим ААг + ВВг + СС1 = б, но

ААг = -AM

ВВЛ ВМ
2

сс[ = \см
следовательно

доказать.

3 (-
значит -

уАМ + ВМ + СМ

AM + ВМ + CM — 0 |, что и требовалось
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Физический смысл этого равенства в том, что сила,

равнодействующая сумме векторов сил тяжести, размещенных в точках

А, В и С, равна нулю. Поэтому точка пересечения медиан

называется центром тяжести (или центром масс) треугольника.

Задача 2. В ААВС точка К делит сторону ВС в отношении

т: 77, считая от точки В. Выразите вектор АК через векторы

АВ и АС.

АК = АВ + ВК.

Так как ВК : КС = т : п

и ВС = ВК + КС,
КС —

п частей;

получим, что ВК —

т частей;
ВС — гп + 77 частей.

772 > 777 ►

Значит ВК = ВС, т.е. ВК = ВС.
m + п m + п

Следовательно, АК = АВ Н ——ВС.
гп + п

Учтем, что ВС = АС — АВ.

Тогда АК = АВ + ВС = АВ + —— (АС- АВ)
m + п т + тг\ /

Ш -АС+(1 — ) АВ.
ТП + П V тп + п

Таким образом,
—+ 777

• АС + п • АВ
АК = -

777- + 77

Примечание. Можно осмыслить это векторное равенство как

условие принадлежности точек В, С и К одной прямой ВС.

Задача 3. В ААВС точка L есть точка пересечения

биссектрис треугольника, где АВ = с, ВС — а и СА = Ь. Докажите,

что для любой точки Е в плоскости ABC справедливо век-

(2 • ЕА -}- b • ЕВ с • ЕС
торное тождество EL —

.

CL 0 С
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Доказательство

Из АААХС AL : ЬАХ = АС : АгС (по теореме о биссектрисе
внутреннего угла).

Из ААВС ВА1:А1С=АВ:АС= с:Ъ, но ВАг+АгС=ВС= а.

(

ВАг
_

с

Решая систему I АХС Ъ

ВАХ И- АХС — а

ВАХ = | • АХС

уА1С + А1С = а

получим АХС = b.BC = -?L-,
6 + с fe-fc Ь + с

аЪ
тогда AL : LAX = Ь : А1С = b : ~ = (Ь + с) : а,

т. е. AL : = (6 + с) : а.

Учитывая примечание к задаче 2, для точек A, L и пред¬

ставим ЕХ =
(Jy -j- с) • И- а ' ЕА

а -Ь Ъ Н- с

Так как ВАг : АХС — с: Ь, то ЕА1

Подставим в предыдущее равенство:

+ с
• ЕС -Ь Ъ • ЕВ

Ь + с

I с ЕС+Ь’ЕВ |

(о + с) b+S— +
EL =

аЁА

CL -\- Ь С

После упрощения получим

что и требовалось доказать.

EL =

а • ЕА -f- Ъ • ЕВ -Ь с • ЕС

а + Ь + с
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Примечание. Утверждение справедливо

и для стереометрического варианта, так как

при доказательстве нигде не использовалась

принадлежность точки Е плоскости ААВС.

Рассмотрим треугольную пирамиду ЕАВС,

где АВ = с, ВС = а и СА = 6, причем точка L — точка

пересечения биссектрис треугольника основания.

Тогда EL
а • ЕА -Ь b • ЕВ -f~ с • ЕС

а + Ъ + с

D

Задача 4. Дана треугольная пирамида DABC. Точка М —

точка пересечения медиан основания пирамиды, т.е. ААВС.

DA + DB + DC
Докажите, что DM = .

о

Доказательство

BA = DA- DB\ ВС = ЕЮ — DB.

—> ВА + ВС .

ВВХ — (по правилу сложения

векторов
—

правилу параллелограмма),
-—г» DA + DC - 2DB

тогда ВВг
—

.

Учтем, что ВМ = -ВВг, т.е. ВМ =

о

DA + DC- 2DB

С другой стороны,

DM — DB+BM = DB-[
DA + DC- 2DВ DA + DC+ DB

DM =

DA + DB + DC'
что и требовалосьСледовательно,

доказать.

Примечание. Если точка D совпадает с точкой О G ABC,
то задача превращается в планиметрическую. Тогда для

любой точки О плоскости ABC и точки М пересечения медиан

ААВС: ОМ =

ОА + ОВ + ОС
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Задача 5. В ААВС точка Н — точка пересечения

высот (ортоцентр), точка О —

центр описанной около ААВС

окружности. Докажите, что тогда ОН = ОА + ОВ + ОС.

Доказательство

Пусть точка Н —

произвольная точка, для которой

справедливо векторное равенство ОН = ОА + ОВ + ОС. (1)
Рассмотрим ОА + ОВ = ОРг, следовательно АРгВО — ромб.
Тогда АРхВО

—

параллелограмм по правилу сложения

векторов, причем ОА — ОВ — Ro.
Значит ОРг±АВ. Но СН = ОН -ОС, т.е. ОН = СН + ОС.

Подставим выражение для ОН
^

в равенство (1),

получим СН + ОС = ОА + ОВ + ОС

тогда СН = ОА + ОВ = ОРх.

Значит СН = ОРг и СН1АВ.

Запомним этот факт.

Аналогично проведем доказательство

того, что АНА-ВС.

Рассмотрим ОС + ОВ = ОР2-
Значит ОВР2С — ромб,
и ОР2±ВС; АН = ОН - ОА,
т.е. ОН = АН + о1.

Подставим в левую часть

векторного равенства (1):

АН + 0l = 0A + 0B + ОС,

тогда АН = ОВ + ОС — ОР2,
значит АН = ОР2 и AHLBC.
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Понятно, что аналогично можно доказать, что BHLAC.

Следовательно, в векторном равенстве ОН = АО + ОВ + ОС

доказано, что точка Н — не произвольная, а точка пересечения

высот треугольника, т. е. ортоцентр ААВС.

Тогда ОН — ОА + ОВ + АС |, что и требовалось доказать.

Задача 6. В любом треугольнике ABC центр описанной

окружности, ортоцентр и центроид (или центр масс) лежат на

общей прямой.

Доказательство

Пусть точка О —

центр описанной окружности, Н
— точка

пересечения высот, М
— точка пересечения медиан.

Как было доказано в примечании к задаче 4,

ОЛ + ОВ + ОС
ОМ =

а из задачи 5 следует, что ОН = ОА + ОВ + ОС.

ОН
Значит ОМ =

——, т. е. ОН = 30М.

Это означает, что точки О, Н и М принадлежат одной

прямой — этот замечательный факт был доказан еще Эйлером.
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Скалярное произведение векторов

Скалярным произведением двух векторов называется

число, равное произведению длин этих векторов на косинус

угла между ними.

Записывается а • b = \а\ • |6| • cos ( а; b

Следствие 1. Для ненулевых векторов а и Ъ если а|| Ь, то

а • Ь = \а\ • \b\ ^cos ^а; 6^ — 1; ^а; = 0°^ .

Если а = Ь, то а • а = а2 = |а|2, тогда \а\ = у/д?.

Если а][Ь, то а-Ь=—\а\-\Ь\ (cos ( а; Ь j = —1; ( a; b ) = 180° ) .

Следствие 2. Для ненулевых векторов а и Ь:

cos а; о = —.

V / \а\ • |6|

Теорема. Для того чтобы два ненулевых вектора были

взаимно перпендикулярны, необходимо и достаточно, чтобы их

скалярное произведение было равно нулю, т. е. для а ^ 0, Ь ф 0:

aLb 4Ф а • Ъ — 0.

Свойства скалярного произведения векторов

1. а2 ^ 0; если а ф 0, то а2 > 0.

2. а-Ь = Ь- а — коммутативность (переместительный закон).

3. ^а + Ь^-с = а- с + Ь- с — дистрибутивность
относительно сложения и умножения векторов (распределительный
закон).

4. (Аа) • Ь = А (а • —

ассоциативность относительно умно¬

жения на число (сочетательный закон).
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Скалярное произведение векторов в координатной
форме

Можно доказать на основе предыдущих определений, что

справедлива следующая теорема.

Теорема. Для векторов, заданных в координатной форме на

плоскости — a (#i;2/i), Ь (ж2; 2/2) ? верно равенство:

а-Ь = хг ■х2 + у1 -у2.

Следствие 1.Если а = Ь, то а2 = х\+у\, тогда |а| = у/х2 + у2.

Следствие 2. Для а ф 0 и Ьф 0 а±Ь хг ■

х2 + ух
■

у2 = 0.

Следствие 3. Для а фб и Ьф б

х1-х2 + у1- у2
COS

V’7

Теорема. Для векторов, заданных в координатной форме
в пространстве

— а {хг\ уг; zx), Ъ (х2\ У2\z2) > верно равенство:

а • b = хх
•

х2 + Vi
•

у2 +
*

z2.

Следствие 1. Если а = Ъ, то а2 = х\ + у\ + z\
и |а| = у/х\ +у‘( + ~1-

Следствие 2. Для а ф 0 и Ь ф 0

«*{&) = ,?’ Х2+У1:У1+,ч'г?
\ / + vi + ;:1

■ л/*! - ai + ч

Пример. Найдите косинус угла, лежащего против

основания равнобедренного треугольнка, если медианы, проведенные

к боковым сторонам, взаимно перпендикулярны.

Дано:
ААВС
АВ = ВС

АА1 = твс
ССл тп л р

АА1±СС1

Найдите cos(ZAjBC).
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а) Положим ВА = а, ВС — с.

, т.е. \а\ = |с].ВСВА =

Тогда

АА\ = BA, - вА = -

а;

СС1=ВС1-ВС ^\а-с.

б) Так как ААх±ССг, то ААХ ■ ССХ

Значит — а) — с) =0.

т
1. 1- 1-2 1-е ^ -

Тогда -с - -а — -а — -с +а - с =

2 2 2 2

с2 = а2 = следовательно
- а ■

4

Значит cos(ZABC)
I5I2

|а| • |с1
, т. е.

= 0.

0.

|с| • cos(ZABC) = |а|2.

cos(ZABC) = \ .

5
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Векторное доказательство

некоторых геометрических теорем

Определение. Если из истинности утверждения А

(А — И) следует истинность утверждения В (В — И),
(А — И) => (В — И) He-Т. е. если логическая цепочка

тинна, то говорят, что:

а) истинность утверждения А достаточна для истинности

утверждения J3, т. е. истинность утверждения А есть

признак истинности утверждения В;

б) истинность утверждения В необходима для

истинности утверждения А, т. е. истинность утверждения В есть

свойство истинности утверждения А.

Примечание. Более подробно см. книгу А. X. Шахмейстер
Множества. Функции. Последовательности. Прогрессии. СПб,
М.: «Петроглиф», 2008 г., с. 114-115.

Теорема 1. Для того чтобы параллелограмм являлся ромбом,
необходимо и достаточно, чтобы его диагонали были взаимно

перпендикулярны.

Достаточность

Дано: В С

ABCD — параллелограмм

ACLBD

АВ — AD

Доказательство

AB + AD = AC; АВ-AD = DB.

Так как АС1.ВС, то АС • DB = 0,

значит АВ + AD^j ^АВ — AD^j = 0,

тогда АВ2 — AD2 = 0, т. е. | AZ?| —

АВ,

D

AD = 0,

Но АВ AD AD, тогда АВ = AD,

т. е. ABCD — ромб, что и требовалось доказать.
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Необходимость

Дано:
ABCD — ромб
АВ = AD

ACLBD

Доказательство

AB + AD = AC; АВ -AD =

Рассмотрим скалярное произведение:

AC DB= (АВ + AD) (АВ - Ad) - АВ2 - AD2

АВ — \ AD\ = 0, так как АВ — AD (по условию).

Значит AC1.BD.

Теорема 2. Для того чтобы параллелограмм являлся

прямоугольником, необходимо и достаточно, чтобы диагонали

параллелограмма были равны.

Достаточность

Дано:
ABCD — параллелограмм

AC = BD

Докажите AB1.AD.

Доказательство

а) АС = АВ + AD; DB = AB-AD.

б) АС2 = АВ2 + 2АВ • AD + AD2 -

= АВ2 + 2 АВ АВ cos (/.BAD) + AD2

= АВ2 + 2АВ • AD • cos (/BAD) + AD2.

в) BD2 = AB2 - 2 AB AD cos (/BAD) + AD2 =

= ЛЯ2 - 2AB • AD • cos (/BAD) + AD2.
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г) АВ2 + 2АВ • AD • cos (/.BAD) + AD2 =

= АВ2 - 2АВ • AD • cos (/BAD) + AD2.

Тогда 4AB • AD • cos (/.BAD) = 0, значит cos (/BAD) = 0.

Следовательно, /BAD — 90°, т.е. AB_LAD.

Необходимость Б

Дано:

ABCD — прямоугольник I

Докажите AC = BD

Доказательство

^ = +AD; DB = AB - AD.

Так как AB_LAD, то АВ • AD = 0. Тогда

AC2 = АВ2 + 2AB • AD • cos90° + AD2 = AB2 + AD2;
BD2 = AB2 - 2AB • AD • cos90° + AD2 = AB2 + AD2;
Г AC2 = AB2 +AD2 a„2J

следовательно, AC

D

\ BD2 = AB2 + AD2
’

тогда AC = BD, что и требовалось доказать.

BD2,

Теорема 3. Для того чтобы четырехугольник ABCD являлся

параллелограммом, необходимо, чтобы сумма квадратов всех

четырех сторон четырехугольника была равна сумме

квадратов его диагоналей.

Дано:

ABCD — параллелограмм |
Докажите АВ2 + ВС2 + DC2 + AD2 - AC2 + BD2

Доказательство -В С

АС — АВ + AD; DB = АВ - AD.

Тогда

АС2 = АВ2 + 2АВ • AD + AD2;
BD2 = АВ2 - 2АВ • AD + AD2.

>. 2

Сложив почленно, получим АС + BD

Так как АВ = DC и AD = ВС, то

АВ + 2 AD

АС2 + BD2 = АВ2 + ВС2 + DC2 + AD2

что и требовалось доказать.
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Теорема 4. Средняя линия треугольника и трапеции равна

полусумме основания (оснований) и параллельна основанию

(основаниям).

а) Сначала рассмотрим треугольник.

Дано:

ААВС

М еАВ

N € ВС

AM = MB

BN — NC

Докажите: MN || AD; MN — -AC.
z

1. BC — AC — AB; AM = -AB = MB;

BN = \bC = \aC -AB.

2. MN MB + BN = \aB + \aC - l-AB = \a6,Z Z Z /L

т. e. MN = ^AC, значит MN || AC и MN = -AC,
2 2

что и требовалось доказать.

б) Теперь докажем теорему для трапеции.

Дано:
ABCD — трапеция

ВС || AD
М еАВ

N € CD

AM = MB

CN — ND

С

Докажите: MN \\ AD; MN ■■

AD + BC
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1. MN = MB + ВС + CN = -АВ + ВС + -CD =

= \ (ав + cd) + ВС,
2 V

тогда i (АВ + cd) MiV - ВС.

tt 1
AD — AM + MN + ND = -AB + MN + -CD =

1 /-
- (AB + CT>J + MiV.

\{ab + cd)Подставляя вместо - (AB + CD) MN—BC, получим

AD + BC
AD = MN -BC + MN, т. e. AfJV =

z

Так как AD || ВС, то BC — kAD.

Значит MiV = ^ + kAD^
^

^
^
AD,

т. e. MN II AD. Тогда MN || AD.

rt 1

2
2. Так как MN = ^ + jBC^ ,

TO MiV2 - - (ad2 + 2AD • BC + BC2) ,

Bc\ • cosO° +MN
2 1
=

5 ( \AD + 2 AD BC

= J (AD2 + 2AD • BC + BC2) = ^(AD + BC)2.

Значит MN2 =

j (AD + ВС)2, т. e. MN =
—,

”t z

что и требовалось доказать.
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Теорема 5 (признак перпендикулярности прямой и

плоскости). Для того чтобы прямая была перпендикулярна

плоскости, достаточно, чтобы она была перпендикулярна двум

пересекающимся прямым, принадлежащим плоскости.

Дано:
а±Ь
а±с

ЬПс

be а

с Е а

а±.а

Так как по определению перпендикулярности прямой и

плоскости прямая называется перпендикулярной плоскости, если

она перпендикулярна любой прямой плоскости, то докажем,

что любая прямая т перпендикулярна а, где т Е а. *

а) На прямых бис выберем точки В и С, несовпадающие

с точкой О.

б) На прямых а и m выберем пары несовпадающих точек

А и Аг, М и Мг.

в) Разложим вектор ММХ по неколлинеарным векторам ОВ

и ОС, тогда ММХ — хОВ + уОС.

г) Найдем скалярное произведение:

МА?1-АА*1 = (хОВ + уде) АА1 = х-Ш-АЛг+у-ОС-АА1.

Так как ОВААх— 0 и ОСААх — 0 (a_Lc, а_1_Ь),то ММХ •

ААХ — 0, значит А/1М1±АА1. Таким образом, прямая т

перпендикулярна а, что и требовалось доказать.
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Теорема 6. Для того чтобы прямая, принадлежащая

плоскости, была перпендикулярна наклонной, необходимо и

достаточно, чтобы эта прямая была перпендикулярна проекции

наклонной к плоскости на эту плоскость.

Достаточность

Дано:
ACLa
АВ — наклонная

СВ — проекция АВ на плоскость а

т £ а

mLCB

Докажите mLAB.

По условию прямая т Е а, причем mLCB, где СВ
—

проекция прямой АВ на плоскость а, и AC-La.

Тогда АС1.т (по определению перпендикуляра к плоскости).
mLCB

Значит,
ml.АС

, т.е. mlABC (плоскости).

Тогда mlAB, что и требовалось доказать.

Необходимость

Дано:
т Е а

mlAB

ACla

СВ — проекция АВ на плоскость а

Докажите mlCB.

Так как AC.La, то АС1т, а по условию АВ1т, значит

mlABC (плоскости).
Таким образом, mlCB, что и требовалось доказать.
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Использование скалярного произведения
для нахождения метрических отношений

в треугольнике и четырехугольнике

Для нахождения скалярного произведения двух векторов

можно обойтись без знания косинуса угла между ними, если

известна длина третьего вектора, являющегося суммой или

разностью исходных векторов.

Пример 1
В

АВ + ВС = АС, тогда

(АВ + Вс)2 =

= АВ2 + 2 • АВ ■ ВС + ВС2 = АС2.

Так как АВ = с, DC = а, АС = Ь,

то с2 + 2 • АВ ■ ВС + а2 = Ъ2.

Следовательно, АВ■ВС —

Ь2-а2

Пример 2. ВС = АС — АВ,

тогда ВС2 = (АС - АВ)2 = АС2 -2 -АС-АВ + АВ2,

следовательно, а2 = Ь2 — 2 • АС • АВ + с2,
—> —> Ь2 4- с2 — о,2

значит АС • АВ = .

Примечание. В примере 1 векторы АВ и ВС не имели

общего начала. В примере 2 векторы АС и АВ имеют общее
начало.
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Практикум 9

(Векторное решение планиметрических задач)
С

Задача 1. В параллелограмме ABCD ^
известны длины сторон АВ

—

a, AD = b а1
и длина диагонали АС = с. Найдите

длину диагонали BD. А

Это известная задача. Рассмотрим ее векторное решение.

а) BD = AD — АВ. Используем результаты примера 2,

получим BD2 = Ъ2 - 2 • AD • АВ + а2.

б) АС = AJ3 + AD.

Используем результаты примера 1, получим

АС2 = а2 + 2 • АВ • AD + Ь2, т.е. с2 = а2 + 2 • АВ • AD + Ь2.

BD2 — Ъ2 - 2- AD • АВ + а2
в) Подводя итоги, имеем

0
* —> —►'

с2 = а2 + 2- АВ- AD + b2

Складывая почленно, получим:

BD2 + с2 = Ъ2 - 2 • AD ■ АВ + а2 + а2 + 2-AD-AB + Ь2.

Значит, BD2 = 2 (а2 + Ь2) — с2

С другой стороны, так как BD = 2тАС,

где тЛС
—

медиана к стороне АС,

2 (а2 + Ъ2) - с2
то гп2АС — —- ^ , или

yj2 (а2 + Ь2) — с2
тАС =

о
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Задача 2. В ААВС найдите биссек-

трису угла A (lZA = 1а = 1ВС, где

1ВС — биссектриса к стороне ВС), если

АВ = с, ВС — а, АС = Ь.
А

а) Как известно, АВ : АС = ВАХ : АХС — с : Ь

АВ
_
ВАХ

_

с

АС
~

А^С
~

Ъ

или АС : АВ = АХС : ВАХ — b : с, тогда

А1С = --ВА1 Ь
с , значит

- • ВАг + ВАг — а,

АгС + ВАХ = а
с

т.е. ВАл — —^—г\ ВАл —

_

а°
. Следовательно,

1+2 Ь + с

ВАл ас с с
——± = : а = - ВС, т. е. ВАл = ВС.
ВС Ь + с Ь + с

’ 1
Ь + с

б) АА1 = АВ + ВА1.
с С

Но ВС = АС - АВ, тогда БД = АС - АВ,
о 4- с о 4- с

с

значит AAi = AjB 4- ВАл = АВ + АС — АВ
0 + с 0 + с

° -АС--^—АВ.
Ъ + с Ь 4- с

с -r-х Ь
Итак, ААХ = АС - АВ.

1 Ь 4- с 64-с

в) Возведем обе части векторного равенства в квадрат:

* r2 V г .
и V v

>

2 _ АП2 _l 9 . . АП .АП л A R2AAl
(Ъ + с)2ЛС +2'

{Ъ + с)2'АС'АВ+ (Ъ + с)2АВ ’

2
с2Ь2 сЬ -Т-* -r-А Ъ2С2

т.е.1 г>(-<
— -г г7) + 2 •

-гг——гх
• АС • АВ + тт——.

вс

(Ь + с)2 (Ь + с)2 (Ь + с)2
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г) Используя результаты примера 2 (с. 271), получим, что

. „ -г-

АВ. • АС =

Ъ2 + сг — а*

2

Подставим в полученное векторное равенство:

с2Ь2 2cb Ь2 + с2 — а2 b2 ,2
2 и и т ь

—

СЛ

ВС
(Ь + с)2 (Ь + с) 2 "^(6 + с)2*

После преобразований:

79 Ьс /_ ,2 о о _ ч 6с((6 + с)2 -а2)
'1.с=(и^(к+ь +с +k) = -kitW"^
Значит 7 _

у^с(а + ь + с)(^ + с - а)
_ 7

^

Получили еще одну формулу нахождения биссектрисы
треугольника по его сторонам (см. книгу А. X. Шахмейстер
Геометрические задачи на экзаменах. Часть I.

Планиметрия. СПб: «Петроглиф», М.: МЦНМО. 2011, с. 104,
следствие 5).

Задача 3. В ААВС найдите расстояние от центра

описанной окружности до точки пересечения медиан, если известны

стороны треугольника.

а) Используем результаты решения задачи 4 (с. 258).

ш=ОА + ОВ + ОС

где М — точка пересечения медиан.

б) Учитывая, что ОА = ОВ = ОС = R, возведем векторное

равенство в квадрат:
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Далее используем результаты примера 2 (стр. 271),
получим

из ААОВ:

2 • ОА ■ ОВ = ОА2 + ОВ2 - АВ2 = В2 + R2 -с2 = 2R2 - с2;

из ААОС:

2 • ОА ■ ОС = ОА2 + ОС2 - AC2 = R2 + R2-b2 = 2R2 - Ъ2\

из АВОС:

2 0В ОС = ОВ2 + ОС2 - ВС2 = R2 + R2-a2 = 2R2 - а2.

В

в) Подставим в предыдущее векторное выражение:

ОМ2 = I (3R2 + 2R2 - с2 + 2R2 - Ъ2 + 2R2 - а2) =
У

2 + + г
= R

9
'

Значит, ШШ =

+ V +

О
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Задача 4 (задача Эйлера). В ААВС найдите расстояние

от центра описанной окружности до точки пересечения

биссектрис ААВС, зная радиус вписанной и описанной окружности.

В

а) Используем результаты решения задачи 3 (стр. 256), где

О —

центр описанной окружности, L — точка

пересечения биссектрис:

а • ОА -Ь b • ОВ -j- с • ОС
OL — : .

a -f- b -Ь с

Возведем в квадрат, зная, что ОА = ОВ — ОС = R.

1
OL2

(а + b + с)2 (У+ 62 + c2^2+

+ 2аЪ ■ ОА ■ ОВ + 2ас ■ ОА ■ ОС + 26с • ОВ ■ ОСj.
б) Из примера 2 (стр. 271) известно, что

2 • ОЛ • ОВ — 2R2 - с2;
2 • ОА • ОС = 2R2 - 62;
2 0В0С = 2R2 — а2.

Тогда
1

OL2 =
(а2 + Ъ2 + с2)

+ ас (2R2 - Ъ2) + be (2R2 - о2))
(а2 + Ъ2 + с2)2 Д2 — (а + 6 + с) • abc

а2 + ъ2 + с2) Д2 + аЪ (2R2 - с2) +

(а + Ь + с)2
= RZ-

abc

а + Ь + с
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\ m ^/тч г,
abc I, _

ч
abc

в) Так как Ь — (а + о + с)г и Ь — ——, то -{а + Ь + с)г =
——,

4i? 2
7 в

4R

Л
abc

откуда следует, что 2Яг —

.

а + b + с

Значит, OL2 =

следовательно

R2 - 2Дгв,

OL = ^W^2Brs .

Задача 5. В четырехугольнике ABCD известны все его

стороны и диагонали. Найдите расстояние между серединами его

диагоналей.

В С

a) MN = МС + CD + DN = -АС + CD - -BD;

MN2 = \aC2 + CD2 + 2
+ AC ■ CD-

4 4

--AC BD-CD BD.
2

б) Из AACD следует, что AD = AC + CD,

—> — AD2- CD2 - AC2
тогда AC

• CD = .

Из ABCD следует, что ВС = BD + CD,
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в) Для нахождения АС • BD, у которых нет общих точек,

представим АС в виде суммы: АС = АВ + ВС.

Тогда

AC BD = (АВ + Вс) ВР = АВ • ВР + ВС ■ ВР. где

из ЛАВР: АВ-ВР =

ЛГ>2 ~ АВ* ~ В1)2

из АВСР: ВС ■ ВР —

ВС2 + ВР2 - СР2

Тогда, сложив почленно, получим:

—а —» AD2 - АВ2 - ££>2 + ВС2 + ВР2 - СР2
АС • ВР = =

2

= i (AL»2 - АВ2 + ВС2 - СР2).

г) Подставим в векторное выражение из пункта а)
выражения из пунктов б) ив), получим:

MN2 = -АС2 + СР2 + -ВР2 + I (АР2 - СР2 - АС2) -

4 4 2 v ’

~ (АР2 - АВ2 + ВС2 - СР2) - i (СР2 + ВР2 - ВС2).
После приведения подобных членов:

MN2 = i (АВ2 + ВС2 + СР2 + АР2 - АС2 - ВР2).
Значит

MN
у/АВ2 + ВС2 + CD2 + AD2 - AC2 - BD2

Примечание. Эта задача имеет

стереометрическую интерпретацию. Для
пирамиды DABC, зная ее ребра,
можно найти расстояние между серединами

скрещивающихся ребер. Очевидно, что

решение и ответ
— те же.

D

>В
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Задача 6. Для любой трапеции сумма квадратов ее

диагоналей равна сумме квадратов боковых сторон, сложенных с

удвоенным произведением оснований, т.е. для ABCD (ВС || AD):
АС2 + BD2 = АВ2 + CD2 + 2AD • ВС.

В С

D

а) Сперва рассмотрим задачу в более общем виде, т.е. для

произвольного четырехуголышка ABCD.

Будем использовать векторы АВ, ВС, CD, AD, AC

и BD, соответствующие одноименным сторонам.

б) В частной задаче ВС || AD, т. е. ВС • AD = ВС • AD.

Попытаемся найти ВС • AD в общем случае. Для этого

выразим ВС и AD через другие векторы:

ВС = АС-АВ; AD = АС + CD.

ВС-AD = (ас- АВ) (ас + CD) =

= AC2 - АВ AC + АС -CD -АС - CD.

Из AACD следует, что АС = AD — CD,

ргй АГ>2 + СГ>2 ~ АС2
тогда AD • CD

.

Из ABCD следует, что ВD = ВС + CD,

йЯ ^ BD2 + CD2 -ВС2
тогда ВI) ■ CD =

. значит
£

AD2 + CD2 - AC2 BD2 + CD2 - ВС2АВ■CD=
2

AD2 - AC2 + ВС2 - BD2
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Полученные результаты подставим в векторное выражение

ВС • AD, тогда

Вс' ЛР лс2
л°2 + Ав2 ~

вс21 AD2 ~ лс2 ~ сд2

2 2

ad2-ac2+bc2-bd2
2

~

= i (АС2 + В£>2 - АВ2 - CD2).

Итак, ВС • AD = i (АС2 + BD2 - АВ2 - CD2) - любо-

пытный результат.

Далее, полагая, что ВС || AD, имеем ВС • AD = ВС AD.

Подставим в полученное векторное равенство:

ВС • AD = i (АС2 + BD2 - АВ2 - CD2).
После преобразования получим

АС2 + ВР2 = АВ2 + CD2 + 2 • ВС • А£> |,
что и требовалось доказать.

Задача 7. Дан параллелограмм ABCD, где АВ = 10

и AZ) = 6. Точка A" Е В(7, причем ВАГ : СК = 1:2;
точка Р Е DC, причем DP : PC = 3:2. Найдите косинус угла

между АР и /Ж, если ZBAD = 60°.

Рассмотрим векторное решение задачи.

а) Положим АВ = Ь, AjD = а.

Очевидно, что |Ь| = 10 и \а\ = 6.

а • Ь = |а| • |Ь| • cos60°, т. е. а • 6> = 6 • 10 • ^ = 30.

б) Так как ВК : СК = 1 : 2, то ВК = ]-ВС = \аР = ^а.' ’333

Так как DP : PC = 3:2, то DP = %DC = ?АВ =

5 5 5
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в) АР = AD + DP = а + -Ь.
5

DK = DC + СК = АВ + \СВ = Ъ-\а.
О о

г) Найдем длину вектора АР.

АР VAP* 3+|?) =i/3» + 2-3.|S+^ =

=

fS{2 + l' ^ ' 1^1 'cos60° + |^|2 =

= 7зб + |.б.ю.1 + |.100 = б^.

/ж аЛж2 62 — -а ) ~ а Ь — - • а • 6 + -

= Л* - | • |а| ' |Ь| • cos 60° + ^ • |а|2 =

=
, /100 - | • б •10 + ^ • 36 = у/76 = 2л/19.

д) Найдем скалярное произведение:

АР -DK= [ (b- |а I =

= а ■ Ь+ —г — -а -Ь • а = -|а| • |6| - cos60° + -|Ь|2 —

АР ■ DK = I • 6 • 10 • i + I • 100 - \ • 36 = 54.
5 2 5 3

е) cos ( АР; Dk\ =

АР DK

АР DK

54
т. е. cos ( АР; DK ) = — — = —%= = ^л/57.

V ) 6л/3-2л/19 2^57 38

Итак, cos (АР;Dk') 38
V57

СМ
|

со
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Практикум 10 (Использование скалярного
произведения для нахождения углов и расстояний)

1. Дан куб ABCDAyByCyDy со стороной t.

Найдите:
В,

а) АВг ■ ВС;

б) CDX ■ ACi,

в)

г) \A&DXBXJ ;

д*) piA^ABj).

А /А
1в
/
/

Введем базисные векторы ААХ = а; АВ = Ь; AD = с,

где |а| = \b\ = |с| = £, (а;Ь) = ^а; fс; 6 j = 90°.

а) Найдем • ВС.

1. АВ^ + -AJ5 — cl -Ь Ь.

2. ВС = AD с; а\ • |Ь| • cos ( а;Ь ) .

При а — Ъ ( а; Ь ) = 0, тогда а2 = |а|2

3. • ВС = + 6^ • с = а • с + Ъ • с = 0 + 0 = 0

(так как а_1_с, то a • с = 0; так как 6_Lc, то 6 - с = 0).

б) Найдем .

1. CDX =CD + DDX = -Ь + а.

2. AC[ = AD + D6 + CC[ = S+b + a.

3. CDX • АСХ = ^—b -Ь <2^ -(- Ь И- =

—

—Ъ • с + а • с — Ь2 + а • Ъ — 6 • а + а2 =

= —|Ь|2 + |а|2 = —t2 + t2= [О].

(Подчеркнутые скалярные произведения равны 0.)
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в) Найдем {dc^cbX
1. DCl = DC + CC1 = b + a.

2. СВ[ = СВ + Ш1 = -с + а.

— эта формула справедливаcos a;b) = —

) т-

при а ф Q и Ь ф 0, т.е. если векторы а и Ъ

ненулевые. |( Va2

3. DC1CBl = (b + aj (—с + a) = —b • с—a • c-\-b a+a2 =

= a2 = |a|2 = *2.

(И в этом примере подчеркнуты нулевые скалярные

произведения.)

4.

5.

DC, = \/dc12 = J(b + a) = \/b2 + 2a-b + if

~ ~ = ^\/2-

= \/cbJ2 = ^/(—с + a)2 = Vc2 - 2cla + 52 =

= \/|c|2 + |a|2 = \A2 +t2 = t\/2.

6. cos I DC1\CB1 I =

£>C,

1

tV2-tV2 2

Значит, (dCj;C.Bi) = 160° j.

г) Найдем .

1. AXC ” + AD + DC — —a + с + b;

D1B1 = DXCX + C1Bl =b — c.

2. Л1С • D-^By = (—д + с + 6^ (fr — —

= —a • 6 + с • b + £>2 + a • с — с2 — b • с =

= |6|2 - |cf = t2 - t2 = 0,

значит A1Cl.D1B1, те. \A1C,D1B1 ) — 190° I.
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д*) Найдем расстояние между диагоналями граней куба
Р (А\ D\ АВХ).

Выразим векторы AXD и АВХ

через базисные векторы а, Ь и с: Ах

AXD — АХА -j- AD — —а -Ь с\

АВг = ААХ + АХВХ = а + Ь.

Так как p(A1D;AB1) = КР,

где
Г KP-LAiD [ ZP1.AB?
( tfPXASj ’ тогда I kpla^d ’

значит

ЯГР • АВг ■■

КР ■ AyD

О

= 0

Положим:

АК - хАВх = ха + xb (аВ1 = a + bj ;

DP = yAxD — —уа + ус (axD — —а + с) .

Выразим КР через базисные.

КР = КА + AD + DP,

тогда KP= —xa—xb+c—ya+yc= —(x+y)a+(y+l)c—xb.

[~(х + у)а + {у + 1 )с — хЬ \ ■ (а + b) =0
-(х + у)а + (у + 1)с — xb \ ■ (—а + с) — 0

Получим

-(х + у)а2 - (х + у)а ■ Ь+

+(у + Ш• а + (у + 1)с-Ь — хЬ • а — xb2 = О

(х + у)а2 - (х + у)а- с — (у + 1)с • а + (у + 1)<?+
‘

+xb ■ а — xb ■ с — О

—(ж + у)\а\2 — х\Ъ\2 = О

(х + у)|а|2 + (у + 1)|с|2 = 0
’

Значит
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/ ~(x + y)t2 -xt2 = О , «, у ,

\ (х + y)t2 + (у + l)t2 = 0
’

\ж+у+у+1 = 0

{ у = -2ж

х + 2(—2ж) + 1 = 0’

-х—у—х = О

-у-

2

Значит КР = - (1 - |) «+ (-§ + l) с- 15,

77^ 1~ 1- 1г
т.е. КР = -а + -с - -6.

КР = КР - VkP2 = \1(\а + ^с- ib

= ^ ^/а2 + с2 + fr2 + 2а • с — 2а • Ъ — 2с • Ь =
О

= ^\/|а|2 + |с|2 + |6|2 = )-\/t2 + t2 + t2 =
Vs

2. DABC —

правильная треугольная пирамида, все ребра
которой равны между собой. Известно, что Р, iif, iV

и М —

середины ребер.

Найдите:

а) (aD^CB) ;

б) (СР^АК) ;

в) (bM-Dc) ;

г) р(Р; N);

д*) р(СР;АК).
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Для решения задачи введем базисные векторы:

AD •= а, АВ = Ъ и АС = с, где \а\ = |Ь| = \с\ = t,

= ^а;с^ = 60°.

а) Найдем (^AD; СB'j .

Для этого сначала найдем ^AD; .

AD = а.

СВ = АВ-АС = Ь-с.

AD • СВ = а • — с) — а - b — а • с =

= \а\ • |6| • cos ^а; — |а| • \с\ • cos ^а; cjj =t2-]^ — t2

т.е. AD-LCJB, значит AD±CB.

Следовательно, ^AD; = | 90° 1.

б) Найдем (СР^АК) .

-0,
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СР = Vcpi = J(-c + i«)2=. /с2 — с • а + -а2 =

=

у |с|2 — |а| • |Ь| • cos60° + ^\Щ2

5. АК VAK2 2а+2М "

=
АД|«|2 + ^ • N • \ъ\ • cos 60° + ^|6|2 =

'1 1 1
= t/т^ + тг + т*

л/з

А InlHiA СРАК
6. cos I СР; АК =

■-t2о ^

СР АК (4)‘*
1

б'

Итак, cos (сР; AK^j < 0, т.е. (СР;АК^ > 90°.

Но (сР; АК^ ^ 90°, так как угол между прямыми

по определению всегда не тупой.

Тогда cos (СР\ АК) = cos СР; АК
1

6’

т. е. (СР;АК) — arccos

в) Найдем уВМ; DC)•
Вначале найдем ^ ВМ\ DC^ .
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1„.
3. BM DC= ^—6 + ^cj (—а + с) = Ь-а—^-а—b-с— —

= |6|-|a|-cos60° — ^|c|-|a|-cos60° — |6|-|c|-cos60°-^|c|2 =
z z

= -r 1
2 4

1.0 1 1
-tf - -r =

2 2
:* •

4. BM Vbm2 -6+ ig

lb2 — b • c-\- —

у H2 — |6| • |c| • cos 60° -b i |c^2 =

5. DC

= >/

= VdC2 = ^/(-a + c)2 =

a|2 — 2 • |a| • |cl • cos 60° + |c| 2 _

=

у
t2 - 2 • -£2 + i2 =

Можно было сразу понять, что DC — ребро
правильного тетраэдра, у которого все ребра равны.

V3
’

2
'6. cos (bM;DC) =

ВМ ■ DC -h24l

ВМ DC (x)<2
Тогда ( BM;DCj = 150°.

Ho (jBM; DC^ —

не тупой, значит

[ВМ7dc) = 180° - 150° =Г3б°"

г) Найдем p(P;N).

Так как PN = PN
, то найдем вначале \PN\.
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2. (а + b + с)2 = а2 + Ь2 + с2 + 2ab + 26с + 2ас .

Щ='/ш=^(сг+1е+1г)'
1

^■а2 + -Ь1 + ^с2 — ~а • 6> + ^6 • с -а • с

|а|2 4- 7|Ь|2 + -М2 - i|a||6|cos60°+

+ ^|Ь||с| cos60° — ^|а||с| cos 60°
Z Z

= Jit? + 1*2 + lt2 _ lt2 + 1*2 _ ^2 _flt 1

4l
V2

t,

значит
V2

PN = ^t

д*) Найдем расстояние между скрещивающимися

медианами граней правильного тетраэдра DABC р(СР',АК).

> ^
D

1. Выразим векторы СР и АК

через базисные векторы:

СР

АК

= СА + АР = —с + -о;

= I(IS + S) = 1« + |5.
2. Так как р(СР;АК) = M17V1,

,-LCP
где
гад М,iATjXCP

’ Т° 1 ЩМ^АК

\ M-yNy ■ АК — 0 V

mxn[ = щА + АС + Ш[.

М1JV1 = )'
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Положим МХА = хАК и CNX = уСР.

• Тогда MXNX = хАК + АС + уСР =

= ж • i (о + б) + с + 2/ (-с+ iaj ,

т. е. M1N1 = ^(х + у)а + ^xb + (1 — у)с.

. I MjJVj • СР = о
3. < —-—4 —> , следовательно

[ AfjJVj • АЙГ = 0

^(ж + у)а + (1 -у)с

+ у)а + ^xb + (1 - у)с j • i (а + б) = 0

1 1 ^ 1
' с - 2жЬ

’ (!—У)^2 + -(ж+у)а2+

1-1, w - Л

+-жо • а + -(х-у)с ■ а = 0

^(х+у)а2 + а + (1-у)с- а+ ^(ж+у)а • Ь+

+^ж62 + (1-у)с • 6 = 0

Учтем, что

а >Ъ — |а||Ь| • 60° =

Ь-с= |6||с1 -60° = ^t2;

а • с = |а| |с| • 60° = ^t2,
тогда

+ у) • £*2 - \хt2 - (! - y)t2 + +1/)*2+

+^t2 + i(i-y)t2 = 0

i(® + y)t2 + ixt2 + i(l - y)t2 + i(x + y)t2+

+^t2 + i(l-y)t2=0
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-2(x+y)—2x-8(l-y)+2(x+y)+x+2(l—y) = 0
_

2(х+у)+х+2(1-у) + (х+у)+2х+2(1-у) =0
’

Г —х 4- 6у — 6 = 0
—

у + 4 = 0 -6’

18
35ж = —18: х = —

—;
35’

—х + 6у — 6 = О

36х - 6у + 24 = 0
’

32
У ~

35

х = —

18
'

35

Подставляя найденные значения х и у в вектор

мХ = \(х + у)« + \ХЬ + (1 - у)с,

—7
_ 9 - 3 _

получим MXNX = —а - —Ь + —с.

MjiVj = ^(та_96 + Зс-)2 =
= л/49а2 + 8162 + 9с2 — 126а • Ь — 546 • с + 42а • с =

35

= V49£2 + 81t2 + 9t2 - 63t2 - 27t2 + 21t2 = —t,
35 35

т. e. p(CP; AftT) =
>/70
"35“*
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Тренировочная работа 7

(Использование скалярного произведения
для нахождения углов и расстояний)

Вариант 1

1. ABCDAlB1C1D1 — куб, ребра которого равны т.

B2i Р* ^4> -^1’ -^2’ Г3, Т4, А"1; А2, А3, А4
середины ребер.

А

Апж ’у'
1

ч А

31'
а

!в *2' Я

А

Гз

D

Полагая, что ААХ — а, АВ = b. AD = с, найдите:

AP4;DP3) ;а) (
в) ;

б) ;

г*)р(АР4;ВР3).

2. SABCD —

пирамида, все ребра которой равны т.

Гх, Г2, Г3, Г4, ATj, К2, АГ3, А4 —

середины ребер.
S

А К4 D

Полагая, что AS' = а, АВ = 6, AD = с, найдите:
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Вариант 2

1. ABCDA1B1C1D1
— куб, ребра которого равны га.

Рз, Р\' -^1’ ^2- Г3, Т4, К<2, К3, КА
середины ребер.

*1 ^2
vnr

9

У
1

т*

2i
А

1б *2' ,Г4

/К /к.

^3

*4 D

Полагая, что ААг = а, АВ — 6, AD = с, найдите:

а) (АР~ВР2) ; б) (СТ^КЪАх) ;

в) [К.Р^ЦК^ ; г*) р (АгГ4; СР3).

2. SABCD —

пирамида, все ребра которой равны т.

7\, Т2, Т3, Т4, Кг, К2, К3, К4 —

середины ребер.
S

А%\
Гх/* 2

ХЗ

//в
/у \*2

«4 D

%

Полагая, что DA = a, DS — 6, DC = с, найдите:
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Решение тренировочной работы 7

Вариант 1

1. ABCDAlB1C1D1 — куб, ребра которого равны га.

Р* ^4’ ^1> ^2> Г3, Г4, А2’ *3, ^4
середины ребер.

>1* V
т2| А

1 !з *2 ?4

..д
( /%

К4 D

Полагая, что ААХ = а, АВ = 6, AD = с, найдите:

a) (AP~DP3) ; б) ;

в) (РХ^ХР2) ; г*) р (АР4; £>Р3).

По условию AAj = a, AS — 6, AD = с,

тогда aJL6, a_Lc, 6_Lc,

т.е. a-6 = 0, a-c = 0, 6 • с = 0.

а) Найдем ^AP4;Z?P3^.
1. АРа — ААХ + АхРа — а + —с;

DP% — DDX -Ь ОгР3 — cl —b.
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2. АР,
_ ,

1

2*
= \Ца+-с) = Wo2 + a-c+ -с8

1

41

- wm2 + -m
vs

-m.

DP, = \l{a+^b\ = +

= AI m2 + -m
V5

-m.

3. • DpJ = (a + ^ =

1_ ^ Ur 1-.Г 2
— az + -c • a + -a • b + -c • b = m .

2 2 4

4. cos^AP4;£>P3^ ap4-dp3 m

тогда (ЛР4;ЯР3) = arccos

б) Найдем [pT2\ K4C^j .

Сл
|
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ад =

1
С ~h Ь 4~ CL

'1.
—

\ I —4- 6^ 4~ с? 4~ с • 6 -|- 26 * а 4" с • а —

= а / -га 4- га~ 4- га — -га.

V 4 2

3. DT2 • К4СХ — с 4- 6 4-
2 у \2С

^ '

= "С2 + с+ ^а-с-с-6 + S2 +
2 2 4

Г - - т* _ 1-0 2
+ та

• о — с • а + о • а + -а = гп .

Z Z

l»t2 • ад га

тогда

-t2’ 4^1J
—

dt2 к,Cl

(рТ2-,К4С1) — arccos^
(1т)

4

9’

в) Найдем ^Р1Т3;А1Р2^*
— -Pi-Bi + + С.Т, — -6 4- с — -а;

КХР2 — КХВ 4~ ВВ]| 4~ РХР2 — ~6 4~ cl 4~ ~с.
Z Z

1б+г-|г'| =

/1г2,-2,1-2,Г - - - 1Г - Уб
-Ь + с + -о +Q-C

— с-a — -Ъ-а — —т.
4 4 2 2

jb + 5+^с
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3. Р{Гг-ЩР2={^Ъ + с-Щ (\b + 3+±i
la 1„ Г Г 1г -

= -о + -с - о —та- о+ -о- а + с-а—
4 2 4 2

1^2 !г - !-в -
™2

- -а + -6j_c + -с -

-aj_c = —.
2 4 2 4 4

Р{Гг-КхР2

тогда

1^3’ХЧ^2у
“

(Лгз; ^1^2) = arccos i
($»)■

1

6’

г*) Найдем p(APA,DP3).

ABCDA1B1C1D1 — куб, ребра которого равны га.

Л?
'

^7
/ А7

ад—
f//в и
D

► ► ► 1
АРа = АА1 + А±Ра = а + —с;

- Ь
DP3 — DDjl + DXP3 — а + -Ь;

KP = KA + AD-^DP.

Положим КА = хАР4; DP = yDP3, тогда

КР =жА^+АО+у5^ = ж ^о+ +с+у (а + ,
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Г КРI АР
Так как p(AP4;DP3) = КР, если | ^PA_DP^ ’

( WP ■ ~АРл — О
значит < —> —% , тогда

I KP DP,

(ж + у)а + ^уЬ + (1 + £ж)с) • fa+^cj =0

(ж + у)а + ^yb + (1 + ^ж J с) ■ (а + J = 0

(.х + у)а2 + ^ybj_a + ^1 + ^ж^ cj_a + ^(ж + у)а1с+

+\yhl+ ^1 + \х) с2 = 0

(ж + у)а2 + + ^1 + ^ж^ cj_a + ^(ж + y)a_J>+

+\у& + \(l + lx^cj> = 0

(ж + у)т2 + ^(l + ^\m2 = 0

(ж + у)т2 + -ут2 = 0

Г 4(ж + у) + 2 + ж = 0 Г 5ж + 4у —
—2

| 4(ж + у) + ?/ = 0
’

\ 4ж + by = 0
’

10

9

9

Подставляя значения х и у в вектор КР, получим:

2
_ 4Г 4

_

KP=-r+9b+9C' КР
2
_ 4Г 4 \

9а + 9 9
=

^ а/4a2 + 1662 + 16с2 — 16а • 6 + 326 • с — 16а • с

~ д/4т2 + 16т2 + 16т2 = ^т =

9 9 3

т. е. p(AP4;DP3) = -га
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2. SABCD —

пирамида, все ребра которой равны га. Тх,
Г2, Т3, Т4, К±, К2, К3, КА —

середины ребер.

Найдите:

а) р(к4’^з);

б) (т4лГ0Т3) ;

в) (й'К^с) ;

г*) р(К4Т4,К3Т3).

По условию AS — а, АВ — Ь, AD = с,

1®1 = Н “ И — т> = ^а;с^ = 60°, ЬА-С.

Следовательно, а • Ь = |а| • |6| cos 60° = ^m25
а • с = |а| • |с| cos 60° = ^m2; 6 • с = 0.

а) Найдем р (К4; Т3).

К4Т3 = К4£> + DC + СТ3 = -с + Ъ + ^CS =

1
_ г 1 /■-. г -\ 1

_
1 г

=

2С 2 Vй” 7
=

2П^ 2

где CS — AS — AC — a— (b + — а — Ъ — с;

кЩ=>1(\з+¥)2=У&+&+™-$-
= \\J\a\2 + \Ц2 + |а| • \Ь\ = -Ф-т,

2

тогда р(К4,Т3) = У^т
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б) Найдем (т4А; DT^ .

1. Т\А = T\D + DA = i (AD-AS)+DA =

dT$ = d6 + cf3 = b+l(A§ -Ac) =

= S+ is -1 (Я + ЛВ) = S+ is - i (S+c) =

1- lr 1-
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4. cos I Т4А; DT3 I =
Т4А • DT3 -1т2

т. е. [ Т4A: DT3

Т4А

arccos

DT* (#ту
7г — arccos

1

*6’

Итак, ( Т4А; DT3 ) = 7г — arccos - > 90°,

тогда [таА\ DT^j = arccos ^

з) Найдем (SK^Txc) .

1. 5^4 = SA + АК, = -а + ^с;
7\С = Т\А + AD + DC = ~а + с + Ь.

2. SKA -а + \е Iа2 -а-с + -с*

га

1
га + -га

л/3
-га;

ГХС
1
а Н- с -Ь 6

— 4~ — а ' с -{- 2с • 6 — а • b —

/1 о о о 1 2 1 2
= д / -га + га + га — -га — -га =

-^-т.

3. 5^4 • 1\С = ^-а + + с + б) =

1-е 1- - -

^ 1-е .г 1,г
= -с — -с • а — а • с + -с — а • о + -с • b —

Z 4 Z Z

1 о I9 1 9 1 9 1 9 1 9
= -га га га + -га га = —га.

2 8 2 2 2 8
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4. coe(sKl;T\6y. SK^TyC
—Ьт2 Vl5

SKA TXC
\/3 V5„,2 30

’

2 2

т.е. ^5^4;Т\б) = arccos j > \
Ho 0 < (sK^TyC) ^ ■ поэтому, учитывая, что

уТ5
arccos

лЛ5Л

—j=n~ arccos-
30

и = 7г arccos — -

Ж
30

(SA^c) = arccos

г*) Найдем p(K4T4;K3T3).

p(K4T4,K3T3) = M1N1,

где и МгNx ±.K3T3.

1. ВД - A^D + - he + | (12 - ad) =

1- 1- 1- 1-
= t.c +

— = ^a-
2 2 2 2

^ = i5S = i(S-AD) = i\ 1
_

1
^

a — -c.

2
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2. MXNX = МХК4 + K4D + DK3 + K3NV

Положим МХК4 = хК4Т4, K3NX = уК3Т3, тогда

1
_ 1г ——»

MXNX — хК4Т4 + -с + -Ъ + уК3Т3

U 1- 1? /1- ^
=

I-2“+2‘:+2‘+»(i2e-2c
= + у)3 +\ъ+ i(l - у)с,

1, 1г 1.
т.е. = ^(x + y)a + -b+ -(1 - у)с.

З.Таккак("Л|Х4.-Г^'^
=

°.
\ Д^:У,1Л ,Г:, ( Л/, А', А',,Г, = 0

значит

^(х + у)а+^Ь+^(1-у)с!\ -^о = 0

i(x + y)a+ Ij+ 1(1 - y)Sj
■ Qa - = 0

Для упрощения умножим обе части уравнения на 4.

(х + у)а2 + Ъ ■ а + (1 — у)с • а = 0

(х + у)а? + Ъ ■ а + (1 - у)с ■ а - (х + у)а • с— ;

—Ь ■ с — (1 — у)с* — 0

(х + y)m2 + im2 + i(l - у)т2 = 0

(х + у)т2 + ^т2 + i(l-y)m2- ;

~\(х + У)™? ~ С1 - У)™? = 0

Г 2(х + у) + 1 + (1 - у) = 0

\ 2(х + у) + 1 + (1 - у) - (х + у) - 2(1 - у) = 0
’

2
Уf 2х + у + 2 — 0

\ х + 2у — 0

3
4

х =

"з
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M1N1 — —-а + -6 + -с — - (—2а + 36 + с) ;

-М-*+*+$=MXNX

= \\J4.а? 4- 9b2 4- с2 — 12а • & 4- 66 • с — 4а - с =

^
— -у4ш2 + 9т2 + га2 — 6т2 — 2т2 = -г-га,

6 6

т. е. р(К4Т4,К3Т3) = ^т
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Вариант 2

1. ABCDA1B1C1D1 — куб, ребра которого равны га.

Р\ч ^2» Р* ^4> -^1’ ^2> Г3, Г4, ^4
середины ребер.

»
Bl *2 1ci

А1( У
1

т*
2\

А г3

ч- \в *2 74
л

/К . Л
С

А «4 D

Полагая, что ААг — а, АВ = 6, AD = с, найдите:

а) (ЛР~ВР2) ; б) (СТ^А^ ;

в) tf4) ; г*) р (А^; СР3).

По условию ААХ = а, АВ = 6, AD = с.

Тогда alb, a_Lc, 6_Lc, т. е. a • Ь = 0, a • с — 0, Ь • с = 0.

Найдем ^АР1;ВР2^‘
1. АРХ — ААХ “Ь АХРХ — а 7^5

ВР2 = ВВХ + ВгР2 — а + -с.
4а

2. АР, 5+ 1-Ъ 1а? 4- а • Ъ + -б2

х/5
= \lmz + -га = -—га.
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/ 2
1 2 v/5

=
\ + -га = -—га.

у 4 2

Напомним, что подчеркнутые скалярные

произведения равны нулю.

3.Щ-ВР2=[а+Щ[а +Щ =

^ 1г - - Ur 9
= а + -о • а + -а ■ с + -с • о = т".

2 2 4

4. cos [АР^ВРЛ = г

АР, • РРо т

' АР, ВР,

т. е. (ар1;рр2) =

4
arccos -

5

б) Найдем (СТХ; K3A^j

Сл
|
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К3Аг —~Ь — с + а) —

=
\ + с8 + а2 + Ь ■ с — Ь- а — 2с • а

'
-т + т + ш = -т.

4 2

3. CTj • KZAX = -б-г+|г)(-^-г+з) =

= + ifr • с — ig • b + b ■ c + c8 — -3 ■ с — b ■ a-
Z Z 4 Z

— с • a + \a2 = 2m2.

CTX-KZAX

т. e.

1,3 V" CTi К3Л

(СГХ; jRTgAj) = arccos ~

2m2

(lm)^

в) Найдем (К1Р2;Т2К4^ .

9’

1. К^Р2 — K^B -Ь ВВ-^ -f- В-^Р2 — ~b Н~ а -Ь —с;
z Z

7^4 = 3^ + яЗ + Ак1 = -\й-Ь+\с.z Z

2. -y(lb+s+¥] -
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3. КгР2 ■Т2К4 — ( -Ь + а + -с) I —~а — Ь + с =

= —-Ъ • а

4

1- - 1п г -
1 г

-с - а — -о — о ■ а — -о

1

2

с+

1Г - U - 1-е
+ тbj_c + -а • с + -с2 =

4 2 4

1
= -2т'-2”*2+4ГО'

1 ,
2

-771 .

4. cos ( К^Р2,Т2КА J —

1

К,Р2 • Т2К4

-|т2
Т2К4

V6 -ч/б
т. е.

2

тогда

КгР2,Т2К4

(kJ^t2k^ = 60°

120°,

г*) Найдем р(А1Т4;СР3).

Напомним, что ABCDAlB1ClDl — куб, ребра
которого равны 7тг,

ААХ = а, АВ = Ь, AD = с.

1. AjT4 — + DxT4 — с — —а;

1-

ср3 = сс1 + с1р3 = г--ь.
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2. MXNX = МгТ4 + TaD + DC + CWj.

Положим МХТ4 = жЛ1 Г4; CNX = уСРj, тогда

^ 1-

т.е. M^Ni = \ y--x--ja+\^l--y)b + xc.

Так как p(AlTi\CP3) = MXNX,

1

Г I • ^^4 = о
если < , / ..

,
„ „

4

; < —-—i —!-> , тогда
\ MlNl±CP3 \M1N1-CP3 = 0

У-^х~^ ) « + ( 1~Ъ ) Ь + хс

1 1

у-~х—-

у 2 2

(у-^х-^)а1с+ (l-^y)b_Lс + хс2-

1 ( 1 1\ 1 Л 1 \ г -
1

- -
Л

-~\У-т;Х--\а--\1--у \ о • а - -хс ■ а = 0
2 у 2 2J 2 \ 2*7 2

(у~\х~ а2 + - \у) ЬЛ + ха^с-

(v -1® -1) 1 С1 - iv) ^ -1*^-6=°
9 1 ( 1 1\ о

хт
— -

у
— -х — - m = 0

2 V 2 2)

»-5X-i)m2-i(l-|y)m2=°
2х — У ~zX — 0 ( .

oi II п

2 2 |4ж
— 2у + ж + 1 = 0

о 1 i^1 л5 1 4у — 2ж — 4 + у = 0
’

2у — ж — 1 — 1 + -у = 0 ' *

Г 5ж-2у + 1 = 0 |-2 Г 1C

\Ъу — 2х — А = Q |*5
’ \-

10ж — 4у + 2 = 0

10ж + 2Ъу — 20 = 0
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21у — 18; у
У=7

7’ ^
5х-у + 1 = 0

1

У -

X —

Тогда MlN1 = -а + -Ь + -с,

т. е. M1N1 = ^ ^2а + 46 + cj .

3. (2« + 4^+с)

у
4а2 + 16Ь2 + с2 + 16а • 6 + 86 • с + 4а • с :

•^/2_1
-у Ат2 + 16т2 + га2 = -——т.

7 7

Итак, MXNX
у/21

-га,

значит р(А1ТА]СР3) = ^т
2. SABCD —

пирамида, все ребра которой равны га. 7\,
Г2, Т3, Т4, i^, А"2, Х3, Ка —

середины ребер.
S

Полагая, что DA — a, DS — Ь, DC = с, найдите:

СО
I

b-
гН
|

Ь-



Решение тренировочной работы 7 311

а) Найдем р(К3;Тг).

К3Тг = K3D + DA + АТг

=

-2С + а+2Ь~2а

:-1с + а+1(53-Ш)
1Г

--с+-а + -6.

/1-е 1 _2 1й - !- Г 1- Г
-с +-а +-Ь --а1с+-а-Ь--с-Ь-

'1 2 1 2 12 1 2 1 2 V3
-га + -га 4- -га + -га — -га = ——га

р(К3;Т1) = ^т(А>(К3;Г1) = |ед|). Тогда

б) Найдем (^DT1;AT2SJ-
1. = + = i(a + b);

Лт£ = i (as + ав) = i (D5 - DA + DC) =

= ^(б-з+г) (ab^dc).
2. VG (“ + ?)) = + + =

= i\/m2 + m2 + m2 =

^
-m;

ЛТо a + c =

= ~\/fr2 + a2 + c2 — 26 • a — 2a • с + 2fr • с =

v/3
2

= ^ \/m2 + m2 + ш2 — m2 + m2 — —-m.
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3. т\ АГ2=^(а + ьу^(ь-а + с) =
■ 4М+ Ь2 — а2 — b ■ а + а ■ с + Ь- с

= т£ —mz + l-rri2 — ^m2.
2 2

4. cos AT^j DTX • AT2

') =

\m2
DT, ATo

тогда DT,\^T2) = arccos

в) Найдем (k2S\T2d) .

1. Яз5 = ^С + С5 =-^a + D5-DC--^а + 6-с;

T2D = T2B + BC + CD = - (AB -

ASj
= \(c~ {pS - ш)) -a-c= | (c - 6 + a) -a-c=
U lr 1- - - 1- lr U zn*

= -с — -о + -a — a — с = — -с — -о — -a
— T0D.

2 2 2 2 2 2 2

2. --а + 6-с] =

—

у
— a ‘ b a • с — 2b • с —

= J\m2 + m2 + m2 - \m2 - m2 = ^-m.
\ 4 2 2

T2D
U lr 1.
~ -о — -а I =

2 2 2

= ^^/c2 + 62 + a2 + 2b-c + 2a-c + 2a^ =
z

2
= - vm2 + m2 + m2 + m2 + 0 + m2 = —m.

£ jL

CO|
to
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3. K2S-T2D

1.

-a -Ь ь ■ 1г 1. 1,

■2Ь-2С~2а
1

-а-b — ^Ъ2 + Ъ + -ла
• с —

4 2 2 4 :

1^ Uo 1г ^ _

+ 2С +4а
~

2 2^—^
—

1 1.
Ь • с+

1 1 1
-ш +-?n —-m +-m +-7т тт = -w •

2 4 4 2 4 4 8

4. cos I K2S;
X2S • Т2£> 1т2 \/l5

T2L>

тогда (k^t2d) arccos
л/15
30

f30
’

г*) Найдем p (K-^T^ T2K2).

1. Напомним, что по условию

Ida = a, = d6 = c,

а все ребра пирамиды

имеют длину т.

если

К{Гг = КХЛ + ЛГХ - -~с+ -AS =

= -У+ I (DS-DA) = ~с+ lb- \а;
2 2V J 222

t2k2 T<>B + вк0 -SB
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2. МXNX = М1К1 + КгВ + ВК2 + K2Nv

Положим М1К1 = xKlTl, K2Nx = уТ2К2, тогда

1.
MiiVi = + -с - -а + yT2if2 =

/ i- ir 1Л U Л- i-ii
= ж —-с + -о — -а + -с — -а + у -с — -о =

\ 2 2 2 ) 2 2 yV2 2

= ^(у - Ж + 1)с + i(® - у)Ъ- i(® + 1)3.

3. Так как < , то W
= »

М^г±Т2К2 \ MlN1 ■ Т2К2 = О
значит

^(у - X + 1)с+ ^(ж - у)6 - ^(ж + l)sj X

х ^ (—с 4- Ь — а) =0

~(у-х+ 1)с+ ^(х-у)Ь- i(z + l)aj х

х1(г-ь)=°
Для удобства не будем записывать слагаемые,

содержащие а-с, так как они равны нулю. Упростим
также все коэффициенты, мысленно умножив обе части

уравнений на 4. Тогда

-(у — х + 1)с® — (х - у)Ь - с + (у — х + 1)с-Ь+
+(ж — у)Ь2 — (сс + 1)а • b — (х - у)Ъ • а + (х + 1 )а2 = 0

(у— х + 1)с® + (ж - ?/)£> • с - (у - х + 1)с ■• Ь-

—(х — у)Ь2 + (,х* + 1)а • b = 0

-(у -х + 1)га2 - - ?/)m2 + - х + 1)?тг2+

+(х—y)m2— i(x+l)m2- ?/)га2 + (#+l)m2 = 0

1 1 ’

(у - x + 1)m2 + -(ж - y)m2 - -(у - x + l)m2-

—(ж — ?/)m2 + i(a: + l)m2 = 0
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'

-2[у - ж + 1) - (х - у) + (у - х + 1)+
+2(х - у) - (х+ 1) - (х - у) + 2(х + 1) = О

2(у - х + 1) + (х - у) - (у - х + 1)-
-2(х - у) + х + 1 = 0

Г —у + 2х = 0

\2у — х + 2 = 0
'

Напомним, что

ад Л

у = 2х

4х — х + 2 = О

- 1

У

х = —

(у - ® + 1)с •4- -(х - у)Ъ - -(х + 1)3.

Тогда M1N1 =

1 4 2 \ 1 / 2 4 .

2V 3
+

3
+ 1)С+2Гз + з]6' 2

1
_ 1Г U
6С+3^6°'

+ 13

MlN1 =nr+¥~ls
/ 1 о 1л 1^9 1

-» Г 1Г -
1

——с + + ~~~а + —с • b — —Ь • о — ~~гс • а —

36 9 36 9 9 18

/1 I 1~1 1 I 1 2 1 2 V6
—m + -m +

—т + —т
— —т — —г-т,

36 9 36 18 18 6

где Ь • а — |Ь| • |о| • cos60° = -m2,
£

1 /в
с • Ь — \с\ • |Ь| • cos60° = -ж2, т.е. MN — —-т,

Z О

значит р(К1Т1-,Т2К2) =
m

ICO
CM

ICO



316 Скалярное произведение векторов

Самостоятельная работа 3

(Использование скалярного произведения
для нахождения углов)

1. Дано:
ААВС
АВ = 2

АС — 4

/.ВАС = 120°

Найдите cos (mавУ^ас)

2. Дано:

ААВС

тАВ — СР = 9

тАС — ВК ~ б

LmAB i тАС) =60°

Найдите cos (-АВ;
3. Дано:
SABC — пирамида,

все ребра равны

2АР = PS

2ST = ТВ

Найдите cos АТ

4. Дано:

SABC — пирамида,

все ребра равны

AP = PS

DK = КС

Найдите cos ( SK; DP

S
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5. Дано:

ABCDA1B1ClDl
- куб

Р, К, М, Т — середины

ребер куба

Найдите:

a) (icli BD\ ;

б) cos {PK;TMJ .

6. Дано:

ABCDAlBlClDl
- куб

Р, К, М, Т — середины

ребер куба

Найдите:

а) (Ш1; PT^j ;

б) cos I АХК;ВХТ

7. Дано:
DABC — пирамида

DB1ABC

ABLBC

АВ = ВС = DB

3PC = DP

3DK = КС

Найдите cos (а.К;ВР

В, С,
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Задача-теорема (Косинус двугранного угла)

Концы отрезка АВ принадлежат разным граням двугранного

угла, равного (р. Расстояния от концов отрезка до ребра
двугранного угла равны, соответственно, ААг = а; ВВ{ = Ь, где

АА11.А1В1; ВВ1А.А1В1; А1В1 = с. Найдите длину АВ.

Дано:

АА1В1 а

BBXAX - Р

p(Z.AA1B1B) = (р

AA1LA1Bl
BBl±A1B1
АА1 = a

BB1 =b

A1B1 = с

Найдите AB.

AlA = a

а) Положим BXB — b

АхВг — с

6) AB — AAX -j- A^B-^ -J- B^B — —а -f- с 4- b\

ab2 = AB = (ab) = a2 + <? + b2 — 2a ■ с 4-2c-b — 2a-b =

= \a\2 + |c|2 -|- \b\2 — 2\a\ • |6| cos = a2 + c2 + b2 — 2abcos<p

cos (c; = 0; cos ^a; = 0^ .

Полагая AB = d, получим d2 = a2 + b2 + c2 — 2ab cos 4>

Для нахождения формулы вычисления двугранного угла

выразим cos(^, получим COS<£> =
а2 + b2 И- с2 — d2

2ab

Пример 1 Пусть ААХ — 5; ВВХ — 6; А1В1 = 8; АВ = 10,
52 + 62 + 82 — 102

тогда cos (р =
-

2-5-6

25

60
_5_
12
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Пример 2

Дано:
DABC — пирамида

AD = СВ = 15

АС = DB = 13

АВ = DC = 14

cos(ZABOD)

а) Положим ААг±.СВ; DD^CB.

б) Рассмотрим ААВС, где р =
——— = 21.

По теореме Герона SAABC = \/р(р — а)(р — Ь)(р — Ь);

5ДЛВС = л/21 • 6 • 7 • 8 = 84.

2&ААВС .л 2-84

СВ
АА,

15

AC = DB

в) ААСВ = ADBC, так как AJ5 = DC

СВ = ВС

значит = 11,2.

168 56
_____

—
_ = 11 о

15 5

г) CAj = BDX = ^JAC2 - AAf;
CAX = \Д32 - 11,22 = ^/(13 +11,2) (13- 11,2) =
= V24,2 • 1,8 = 0,1 л/242 • 18 = 0,1 • 11 • 6 = [бД].
AXDX = CB- 2CAX;

cos (ZABCD) =

AXDX 15 - 2 • 6,6 = 1,8;

AA\ + DD2 + AXD\ - AD2

cos (/.ABCD) =

2ААг ■ DDX
2 • 11,22 + 1,82 - 152

2 • 11,22
2 • 11,22 - (15 + 1,8)(15 - 1,8) 2 • 11,22 - 16,8 • 13,2

99

16-7

2 • 11,22

+ 1 =

2-11,2

13

112
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Координатно-векторный метод

Практикум 11 (Основные определения и теоремы)

1. Даны два вектора а {—2; 1; —1} и 6 {1; —3; 2}. Найдите
\а -j- 26|.

Напоминание. Пусть a{x\',y\',z\}, Ь{ж2;у2;2:2}. Тогда
ka = {fca?i;fcyi;fczi}; а + Ь = {a:i + ж2; Уг + Уъ’, z± + z2};
|а| = + у\ + z\.

26 = {2;-6; 4};
а + 26 = {-2 + 2; 1 - 6; -1 + 4} = {0; -5;

|а + 26| = V°2 + (~5)2 + 32 = V25 + 9 =

2. Даны точки К (2; —1; 3) и М (1; —2; 1). Разложите вектор

КМ по векторам г, j, к.

з};

ум.

Пусть A{x1\y1r,z1) и В (ж2; у2; г2).
Тогда АВ = {ж2 - ал; ?/2

-

2/1; z2
- zx}.

Отсюда

КМ = { 1 — 2; —2 + 1; 1 — 3} = {—1; —1; —2} =

3. ААВС задан координатами вершин: А(3; —4; 2),
В (—3;2;4), С(1;3;—1). Найдите длину медианы СМ.

—г — j — 2k .

й - b — {х2 -

#15 2/2
-

2/i;^2
- 2i}, где S (®i;yi;zi),

Ь (ж2;у2;22).

Так как Л/ —

середина отрезка АВ, то его координаты
/3 — 3 —4 + 2 2 4- 4\

равны Af ( —-—; —-—; —-— ) ,
т.е. М (0; —1;3).

Значит СМ {0 — 1; —1 — 3;3 — (—1)}, т.е. СМ {-1; —4;3}.
Тогда

СМ = \/(-1)2 + (—4)2 + 42 = VI + 16 + 16 = | у/ЗЗ
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4. Дан вектор р{—2; —2; 1}. Найдите координаты единичного

вектора L противоположного по направлению вектору р.

Векторы а и 6 являются сонаправленными (пишут
а |Т 6), если их координаты, соответственно, равны

a {xiiyiizt} и Ъ {кхг; кух; kzx} , причем число к > 0.

Если к < 0, то векторы а и Ъ являются

противоположно направленными (пишут a tl 6), а число к

называется коэффициентом пропорциональности.

Примечание

1. Пусть а — единичный вектор,

тогда \а\ = у/х2 + у\ + z\ = 1.

г»ц_^ г*г Хо Уо Zo ,

2. о у а, где о \х2\2/2^2/’ тогда
—

—

—

—

—

— к

коэффициент пропорциональности,

У\

к
'

У2

к
’

к

3. |а| =
\ 2 /\2 / \ 2

2 \ | / У2 \ , I z2
+ + Ж

\к\‘к ) \ к ) \ к

Но \а\ = 1, значит |fc| = |Ь|.
4. Следовательно, для того чтобы найти координаты

единичного вектора а, зная координаты 6, необходимо
координаты, вектора Ь поделить на его длину (\Ь\), если

а |Т Ь. Если же а Ь, то делить нужно на —16|.

Вернемся к решению задачи.

\р\ = ^(-2)2 + (-2)2 + I2 = 3;

-р{-2; -2; 1> \ 3’ з’з/’

тогда \а\

-а = L где /11 р и
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5. Даны векторы а и Ь, где \а\ = 1, |Ь| = 2, = 120°.

Найдите (а + о) • а.

(а + 6) • а = а • а + Ь • а = а2 + \а\ • |Ь| • cos 120° =

= |а|2 + |а| • |Ь| • ^“2) = 12 + 1 ‘ 2 * (“2) = 1 ~ 1 = ®’

6. Вычислите косинус угла между векторами а и b и

определите вид угла, образованного этими векторами, если

а = —41 + 3j
— к, 6 = г + 2j — к.

a-b = x1-x2 + yl-y2 + z1- z2

cos ( a; b ) = Xi
•

x2 + 2/1
•

S/2 + Z1
•

Z2

\Al + y't + г1
• \/^2 + У2 +^2

cos I a;b ) =
-4 + 1 + 6

>/16 + 1 + 9 • \/l + 1 + 4 \/26 • \/б

2-13-3 26

7. Даны векторы a{—1;3; —2}, Ь {2; — 1;3} и р{—3;— 1;—4}.
Будут ли коллинеарны векторы а + 2Ъ и р?

Определение 2 (Коллинеарность двух векторов). Два
ненулевых вектора называются коллинеарными, если

с точностью до параллельного переноса их можно

одновременно разместить на одной прямой.

Теорема. Два ненулевых вектора а и b являются кол-

линеарными тогда и только тогда, когда существует число

к ф 0, такое что а = kb, или когда пропорциональны их

координаты.

а) а + 2Ъ = с {—1 + 2 • 2; 3 + 2 • (-1); -2 + 2 • 3} = с {3; 1; 4}.

б) с — кр; с — р {—3/с; —к; —4к}.
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—ЗА: = 3

—к — 1 .

-4/с = 4

к = —1, значит (а+ 26)т.е. векторы коллинеарны.

8. В пространстве заданы четыре точки А, В, С и О, где

ОА={1;-1;2}, ОБ = {3;-2;4} и = {5;-3;6}. Вопрос:
лежат ли точки Л, В и С на одной прямой?

04 - ОВ = BA {1 - 3; -1 - (-2); 2 - 4} = ВА {-2; 1; -2};

ОА - ОС = СА {1 - 5; -1 - (-3); 2 - 6} = СА {-4; 2; -4}.

= га {—2; 1; —2}, значит \сА = ВА,

т. е. точки А, В и С принадлежат одной прямой.

9. Компланарны ли векторы

а {1; —3; 2} , 6 {4; 2;-2} и с {—3; —5; 3}?

Определение 3 (Компланарность двух векторов). Три
ненулевых вектора называют компланарными, если с

точностью до параллельного переноса их можно

одновременно разместить в одной плоскости.

Теорема. Для того чтобы три ненулевых вектора а, 6

и с были компланарны, необходимо и достаточно,

чтобы существовала пара чисел х и у, таких что ху ф О

и с = ха + yb.

Вернемся к решению задачи.

Пусть с = ха + уЪ, т.е. ха {1; —3; 2} = аг {х; —Зх;2х}
и yb {4; 2; -2} = Ьг {4у, 2у; -2у},

тогда xa+yb — сх {х + 4у; —Ъх + 2у\2х
— 2у} = с {—3; —5; 3}.
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Тогда

х + 4у = —3

—Зх + 2у — —5 [2]+[3]
2х — 2у — 3

4у = —5 ( у = -1,25
х = 2 ; <х = 2 0.

2у = 1 [ у = 0,5

Значит, таких чисел не существует, т.е. векторы не

компланарны.

10. Разложите вектор n {1; —1; 2} по трем некомпланарным

векторам а {—2; 1; — 1}, Ь {1; —3; 2} и с {2; —3; 0}.

Так как векторы а, b и с некомпланарны, то существуют

числа х, у и г, не равные нулю, такие что n = xa+yb+zc.

Решим систему, следующую из условия:

1 - -2х + у + 2z Щ + 2 • Ш
-l = x-3y-3z Ш+1 ;

2 — —х “Ь 2у + 0 * z

—by — 4z = — 1

-У-32 = 1 Ш-5-Ш;
—х + 2у — 2

6

11

У=П

Ж = — -

11

Таким образом, п
8

-
7 Г

-П« + ТТЬ- 11



Тренировочная работа 8 325

Тренировочная работа 8 (Примеры использования

координатно-векторного метода)

1. В ААВС вершины имеют координаты А (0; 2; —1),
В(2;0;1) и С (4; 2;—2). Найдите:

а) длину медианы тЛС
= ВМ\

в) координаты точки D, если ABCD —

параллело-

2. При каком значении т векторы а, {т + 2;1;гп + 1}
и Ь {3; га; 2}:

а) коллинеарны;

б) перпендикулярны?

в) при каком т с±р?

4. Вершины четырехугольника ABCD имеют координаты:

А(—1;—4), В(1;—8), С (7;—5), и D(17;5). Определите
вид четырехугольника.

5*. В ААВС вершины имеют координаты: А (2;1;4),
В (3; —2; 1) и С (—1; 4; —2). Точка М G АВ, причем

AM : MB = 2:3. Точка N Е АС, причем CMLBN.

Определите координаты точки N.

б) ZC;

грамм.

3. \а\ = 4; |6| = 2; a;b) = 60°; р — a — b: q = а + 26;

с = та + Ь. Найдите:

a) p-q;
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Решение тренировочной работы 8

1. В ААВС вершины имеют координаты А (0; 2; —1),
В(2;0;1) и С (4; 2;-2).

а) Найдем длину медианы тА(у
= ВМ.

'0 + 4 2 + 2 -1-2'
М — М (2; 2;-1,5).

2
’

2
’

2

Известно, что для точек А (ж1;у1;г:1) и В (x2;y2;z2):

АВ = yj(х2 - Ху)2 + {у2 - уг)2 + (z2 - zx)2.

Тогда ВМ = у/(2 - 2)2 + (2 - О)2 + (-1,5 - I)2 =

= у/А + 6,25 =

б) Найдем АС.

/.С равен ^АС; BC^j ,

но (аС^ВС) = (ас- ВС) ,
если (^4С; ВС ) ^ 90° и

(АС^ВС) = 180° - ( АС; ВС) ,
если ( АС; ВС ) > 90°.

Пусть A(Xl’yi’Xl)
ПуСТЬ

_B(x2;y2;z2)
тогда АВ {х2 — X\'-, 1

Пусть a

тогда |а| = у/х\ + у\
(r~z\ а-Ь

rne 1 n . п 1 — —

1

12
~

2/15*2
- Zi} (А^В).

Ь {x2-,y2;z2},
\ + Zii |Ь’| = у/х2 + 2/2 + z2~

Хх • Х2 + Уг
• 2/2 + 21 • *2

V / |а| • \Ь\ у/х1 + Уг + zi • а/ж2 + у\ + z\
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cos ( AC; BCJ
АС ВС

АС ВС

м» -

4 • 2 Н- 0 • 2 + (—1) • (—3)
_

И

V
’

/ V42 + О2 + I2 • л/22 + 22 + З2 17’

значит Z.C — острый, тогда

cos (аС]ВС) = cos (ас-, вс) =

11
arccos — = ZC

17

в) Найдем координаты точки D, если ABCD —

параллелограмм.

Так как ABCD —

параллелограмм, то ВС = AD,

тогда ВС {2; 2; —3} = AD {х — 0; у — 2; z + 1},
2 = х ( х = 2

т. е. ^ 2 = у
— 2 ; I У = 4

, значит D (2; 4; —4).
—3 = 2 + 1 [z = -4

2. При каком значении m

векторы а {т + 2; 1; га + 1} и 6{3;га;2}:

а) коллинеарны?

Для параллельных а {жх; 2/1; Zi}, & {а?2; 2/2^2}
®i

_

У1
_ fi

х2 2/2 *2

*

Это означает, что их координаты пропорциональны.

га + 2 1

га + 2 1 га + 1

га
Тогда

3 га 2

га2 + 2m — 3 = 0

га2 + га - 2 = 0
’

3 m

1 m + 1

m

ra = 11.

Значит данные векторы а и b коллинеарны только

когда они равны.
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б) перпендикулярны?

Это возможно только если а • 6 = 0. Найдем это

скалярное произведение:

а • 6 = (т + 2) • 3 + 1 • т + (т + 1) • 2 = 0;

3т + 6 + т + 2т + 2 = 0; 6т = —8; т =

3. \а\ = 4; |6| = 2; (^a;6j =60°;

p = a — b; g = a + 26; с = та + 6.

а) Найдем р
•

д.

р
-

q = (а — 6) (о + 26) = а2 — 6 • а + 2а • 6 — 262 =

= |а|2 + |а| • |6| • cos60° - 2|6|2 = 16 + 8- ^ — 2-4

б) Найдем cos ^р; qfj .

1. |р| = yj(а — 6)2 = л/а2 — а • 6 + 62 =

— |а|2 — 2|а| • |6| • cos60° + |6|2 =

= ^16 - 2 • 4 • 2 • ^ + 4 = >/12 = 2\/3.

2. |(f| = у^(а + 2Ь)2 = л/а2 + 4а • 6 + 4Ь2 =

= у^|а|2 + 4|а| • |£>| • cos 60° + 4|Ь|2 =

= W16 + 4- 4- 2- ^+ 4- 4 = \/48 = 4^3.

3. cos= (р; я)
12

2\/3 • 4\/3 2’

т. е. cos ~

, значит = 60°.
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в) При каком 777; С±.р?

Так как c_Lp, то с •

р = 0, значит (та + Ь)(а — Ь) =0

(с = та + 6, р = а — 6);

77га2 + 6 • а — та -Ь — Ь2 = 0.

По условию |а| = 4 и |6| = 2. Тогда

77г|а|2 4- |Ь| • |а| • cos60° — т\а\ • |Ь| • cos 60° — \Ь\2 = 0;

16га + 4*2*^—га-4-2-^—4 = 0; 127тг = 0.

Таким образом, cJLp только при 1 га = 0 1.

4. Вершины четырехугольника ABCD имеют координаты:

.А (—1; —4), В( 1;—8), С (7;—5), и jD(17;5). Определите
вид четырехугольника.

1. Найдем вначале координаты векторов:

АВ {2; —4}, ВС{6;3}, CD {10; 10}, AD {18:9}.

Сразу видно, что ВС || AD (их координаты

пропорциональны), a AD ]/( CD, т.е. похоже, что ABCD —

трапеция.

АВ Ф CD (при2. Более того, навскидку видно, что

желании это можно вычислить), т.е. это не

равнобедренная трапеция.

3. Вычислим АВ • ВС.

Для aix^y^z-y} и b{x2;y2;z2} a-b = x1x2+y1y2+z1z2.

Тогда АВ • ВС — 2- 6 + (-4) -3 = 0,

следовательно, АВ±ВС, т.е. ABCD —

прямоугольная трапеция.
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5*. В ААВС вершины имеют координаты: А (2; 1; 4),
В (3; —2; 1) и С (—1; 4; —2). Точка М Е АВ, причем

AM : MB = 2 : 3. Точка N Е АС, причем CMLBN.

Определим координаты точки iV.

1. Пусть М (хх\уг] г1), тогда, так как ЗАМ = 2MB, то,

зная координаты векторов AM и MB

AM {xl-2;yl- l;z1-4}, MB {З-а^;-2-y^l -zj,
12

3(arj_ - 2) = 2(3 - Xj)
x, =

получим, что < 3(У! - 1) = 2(—2 - yx) ; < г/i
=

3(Zl-4) = 2(l-^)

,г Л2 1 14
T.e. M

2. Пусть N (x2;y2;z2).

1

'5 ’

14
Zi =

(-2)

BN {x2 - 3; y2 - (-2); z2
- 1}.

3. Так как CM1BN, то CM ■ BN = 0,

17 / 21 \ 24
значит

у (ж2 - 3) + ГJ (у2 + 2) + — (z2 - 1) = 0;

17(ж2 - 3) - 21 (у2 + 2) + 24(^2 - 1) = 0.

4. Точка N € АС, значит AN {х2 — 2; у2
— 1; z2

— 4} =

= kNC {—1 —

х2; 4 — у2\ —2
— г2}, тохда

2-А;

*2
=

2

x2 -2

-1 -ж2

У2-
- 1

4- У2

22 -4

-2 ~z2

- к

к — кх2
у2-1 = 4к- ку2
Z‘2 4 —— 2к kz2

х.

2/2

fc “h 1
l + 4fc

fc + l
‘

4 — 2fc

к -t~ 1
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5. Подставляя значения х2, у2 и z2 в уравнение

17(х2 - 3) - 21(2/2 + 2) + 2ф2 — 1) = О,

получим значение к:

•2-* Л
17 1=0;

к+1 / \ /и —{— 1 / \ &+1

17(2—A;—3fc—3)—21(l+4fc+2fc+2)+24(—2fc+4—/г—1) =0;

17(-4fc - 1) - 21(6fc + 3) + 24(—3fc + 3) = 0;

-68к - 17 - 126fc - 63 - 72к + 72 = 0;

—266A; — 8 = 0; A:
266

к
133

Xn —

6. Подставляя значение к в систему < у2
=

2 -к

к + 1
1 + 4к

к + 1
4-2к

к + 1

получим N
90 39 180

43’ 43’ 43
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Тренировочная работа 9

(Использование различных методов

для нахоэюдения углов и расстояний)

В правильной шестиугольной призме ABCDEFAlB1C1D1E1Fl
отношение длин ребер, исходящих из одной вершины, равно

3:2:2, где ААг — наибольшее ребро.

Пусть точки JV, К, Г, и Р —

середины, соответственно,

ребер BXCV DXEV CD и FE.

Решая первое задание двумя способами, найдите:

Вариант 1 Вариант 2

б)p(D;FA1) б) Р(Р\ DF^)

Вариант 3 Вариант 4

б) р{ВВх\РК) б*) piFE^EB,)
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Тренировочная работа 9. Моделирование условий

ААХ = а

но условию \а\ : \о\ : \с\ = д : z : z

(будем считать, что |а| = 3т).

Также по условию:

AXDX П ВХЕХ — О, (ВХЕХ-L-F>

г) BE П FD — О (002 = E02);

B^EX П FXDX = O4 (0X04 = EyO,);

д) В] £j П PXK — Р2 (04Р2 — ЕХР2);

(02Р3 — ЕР3);

е) Р03 || BE (03 е F£>; F03 - 0203).

Эти результаты можно получить, подробно исследуя

метрические отношения в правильном шестиугольнике.

а) РРг || ААг (Рх е ВД);

б) ККг || ААХ {Кх е ED);

в) AD П BE — О (BE±FD); F Р Е
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Решение тренировочной работы 9

Вариант 1

а) Найдем cos .

Первый способ

Введем базисные векторы:

ААХ == а; АВ — Ъ\ AF — с.

При этом ( а; Ь ) = 90°,

(а; с) = 90°, cj = 120°.

По условию

|а| : |Ь| : |с| = 3 : 2 : 2

(будем считать, что \а\ = 3т).

1. FAX — FА -\- АА^ — а — с\

АВХ — АВ -f- ВВ^ — b а.

2. FАх • АВг = (а — c)(b + а) = aj_b + а2 — b • с — aj_c =

= (3m)2 - 2m • 2m • cos 120° = 9m2 - 4m2 • = 11m2.

FAX2 = у/(a — c)2 = \/a2 — 2a ■ с + с2 =3. FA,

- \J9m2 + 4m2 = -\/13т;

= у^(Ь + a)2 = ^/fe2 + 2a • 6 4- a2 =

\/4m2 + 9m2 = \/l3m.

cos I FAX; ABX I =

11m2

FAX ■ ABX

FA, AB,

_

И

y/l3m ■ y/l3m
_

13
> ’ ®’ cos (FA^AB^ = ^
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Второй способ (координатный)

Введем систему координат.

001 — ось аппликат ( Oz);
OP — ось ординат (Оу)\
OD — ось абсцисс (Ох).

Отметим, что в правильном

шестиугольнике ABCDEF: ! ^ jjsx
АВ = АО = AF, ОР = уДт,

•
в
в
в
в В 1

FB1.AO, FP = га. в! !к
Установим координаты /Т" I Г

1 в

вершин:

F (—m;mV3;0);
А

Aj (—2m; 0; 3m);

Ф

йГ
\I0'

\ XМ-
А (—2т: 0; 0);

Вг (—т; —ту/3] 3га) .

I Т
\

D

х

*1
Е

-га; —гаТогда FАх {-

cos \ ABi

cos (jFАг] AB^j =

\/3; Зга} ; АВ[ { га; —га\/3; Зга} .

—т2-ЬЗг?г2+9т2 11
^ п

\/ra2+3ra2-f 9га2 • \/га2 + Зга2Н-9га2 13

И

13

б) Найдем p(D;FA1).

1. Из свойств правильного шестиугольника AFLFD.
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2.
FDLAF

,
значит FDLAAiFxF, тогда FDLFAV

FD±FFX
следовательно p(D;FA1) = FD,

где FjD = FD = (2b + с)2 = \/462 4- 46 • с + c2 =

=

\ / 4 • 4m2 + 4 • 2m • 2m •(—-]+ 4m2 = 2-\/3ra.

Итак, p(D; i7^) = 2л/3т
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Вариант 2

Пусть точки 7V, К, Т и Р —

середины, соответственно, ребер

ВД, ВД, и F£. r N С
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3. = v/P^ = J(0- + 2S+ic-)2 =

|а|2 + ^б2 + 4с2 + 3а-6 + а- с+^6-с =
1.

4‘

/ 9 1.3 / 1
=

t / 9ш2+- • 4т2+- • 4ш2+- • 2т • 2т • ( —-
\/ 4 4 2 V 2

4т.

ZW = Vdn2 3_ _ 1Г'
■-С+Й--6

=
л /7С2 + а2 + 1? — Зс • а + —с* -Ь — а-Ь
\/ 4 4 2

• 4т2+9т2+ ^
• 4т2+ ^ • 2т • 2т • ( — ^

4 4 2 V 2
= 4т.

cos ^PZ^;Divj
Следовательно,

PD, • £W 8m2

PDX DN
L

II o>О
о

=

2>0

Второй способ (координатный)

Введем систему координат:

ООг — ось аппликат (Oz );
ОР — ось ординат (Оу):
OD — ось абсцисс (Ох).

Отметим, что в правильном

шестиугольнике ABCDEF:

АВ — АО — AF;

ОР — л/Зт; ЕР = т.

Установим координаты

точек:

Р (0; ту/3; 0) ; Dx (2m; 0; 3m);
D (2m; 0; 0); N (0; —my/3; 3m) .
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Значит PDX {2m; —т\/3; 3m} ; DN {—2m; —m\/3; 3m}

cos PD^DN =

—4m2 + 3m2 + 9m2

V4m2 + 3m2 + 9m2 • у/4m2 + 3m2 + 9m2 2
= i>0,

тогда fP£>1;DA/'j =60°, т.е. =60°.

б) Найдем p(P;DF1).

1. Так как FODE — ромб, то DF±OE.

О D

2. p (P; FD) = io2F = ± • i • OF = I • 2 • m = ±m.

, ,-p 03P±FFt3. Так как 0*р1^ , TO POzLFFxDxD,

следовательно P():iA. DI'\.

Таким образом, p (P: DFX) = p (P; FFXDXD) 2’

т. e. p(P;DFx) = -m
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Вариант 3

Пусть точки N, К, Т и Р —

середины ребер В1С1, D1E1,
CD и FE соответственно. д дг

а) Найдем cos (NT,PK) .

Первый способ

1. ivr = ысг + схс + ст =

— 2^ + ^ + 2°
~ ° ~~

- - !?
— с — а + 2^>
РК = РЕ + ЕЕХ + Ь\А" =

!/Г -л - !г
= о(6 + г)+а+ о6 =

— о + Ь + —с.

2. NT-PK с — а + -6 1 I а + Ь+ -с

= с- а — а2 + ^6-а + Ь'-а-|- ^Ь2 + ^с2 — • с+ \b • с =

2 2 2 2 4

= —(3те)2 + 2те • 2те • ^ 4- —(2те)2 + —(2те)2+

= —9те2 — 2те2 + 2те2 + 2т2 — ^те2 = --^-т2.
Z 2

3. iVT = Vnt2 = с-а+-Ь) =

14т2 + 9те2 + ~ • 4те2 + 2те • 2те • f—^ 2л/3те.
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РК = VPK2 = J(а+ 6+ =

I а2 + Ь2 + -с2 + 2а-6 + а- с + 6- с==

19т2 + 4т2 + т2 + 4т2 • [ — ^ ) = 2л/3т.

cos ЛГТ; РК =

15 2
-0-77Г

(2л/3)
^

т

Так как arccos(—т) — п — arccos m

то I NT; РК ) = 7г — arccos -,

тогда (NT^PK) = arccos

Второй способ (координатный)

Введем систему координат:

OOl — ось аппликат ( Оz);
ОР — ось ординат (Оу);
O.D — ось абсцисс (Ох).

Отметим, что в правильном шестиугольнике ABCDEF:

AB = AO = AF = 2m; OP = 0:iV = \/3m.

Установим координаты вершин:

TV (0; —тл/3; Зт); Г^т;-^у^;0^; P(0;rW3;0);

* (lm;2T^;3m)'
„ f 3 777 \/3 _ 1 ——> Г 3 тл/з 0

1
Значит NT < -m; —-—; —3m > ; РК < -m; —; 3m >
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Следовательно, cos yNT;PKj
\т2 — | т2 — 9т2

= <0.

yj\rn2 + \т2 + 9т2 • ^j\m2 + fra2 + 9m2 ®

Итак, cos ( NT\PK^ т.е. ^iVT; PiiT^ = arccos

б) Найдем р(ВВ1;РК).

1. Так как РК 6 PPlKI<l || BP1?
то р(ВВ1;РК) =р(5В1;РР1А'^1).

2. || РРгККг
ВгЕ1±Р1К
значит ВХР2 — р (ВВ^РК) (Р2 = P1J^ П Б1£,1).

3. ВХР2 — ВгОг + 0204 + 04Р2 = 2га + га + ^га = 3,5т,

следовательно р(ВВ1]РК) = 3,5т
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Вариант 4

Пусть точки ЛГ, К, Т и Р —

середины ребер ВгСъ
CD и FE соответственно.

а) Найдем cos (TF^BK^J .

Первый способ

l.TFl = TD + DE + EFl= Ai

AF- АВ- АО + ААЛ

с b — (6 + —

~с- 26 + а;

ВК = ВЕ + ЕЕ1 + Е1К = 1

= 2AF + АА, + 1АВ =

И
•
•
a

в!
/

X

Ч .0'

ч
я;

2- • BA — | — —с — 26 + а ) ( 2с + а -Ь -6

— с2 — АЬ-с+2а-с— ^с-а —2Ь-а+а2 —^с-6—62 + ^а-6 =

-4rn2-4-4m2- +9m2 —|-4т2-

4-"Л

2

•4т2:

3. TF-, ФTFj2 —-с — 26 + а

—

\ПС + + « + 26 • с - с • а - 46 • а

— Vm2 + 16т2 + 9т2 — 4т2 = mV22.
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ВК л/вк2 2с + а + —Ь| —

=
< Me2 + а2 + Jb2 + 4с-а + а- 6 + 2с-£>

= \/16т2 + 9m2 4- m2 — 4m2 = m\/22.

cos ) = — о

V
1 J (mV22) 44

= ^>0;

/ —'—\ IQ

(tF^BK) = arccos-

Второй способ (координатный)

Введем систему координат:

ООг — ось аппликат (Oz);
OP — ось ординат (Оу)\
OD — ось абсцисс (Ох).

Отметим, что в правильном

шестиугольнике ABCDEF:

АВ = АО = AF; ОР = лДт;

ЕХК = га; FBIAO.

Установим координаты

вершин:

(—га; тл/З; Зга) ;

/з га\/3 \

(^2т; 2 у
'

В (-то; -то\/3; 0) ; К (^то; Зто'] .

1 Pi
а
■

!!£i

Чьо,л111 1
...

i—

\
i; /

I0'
•A

яl ,:Л
I'AK

=г=> Г 5 3т\/3 1 —> Г 5 Зтл/З „
1

Тогда TFj < --то; —-—; Зто > ; < -то; —-—; 3т >.



Решение тренировочной работы 9 345

Значит cos ^ ТF1; ВК ) =

-^т2 + Щгп2 + 9т2

25 2 ,
27 2 ,

тт + Тт + 9т2 •

25 т2 + ?т2 4- 9т2

38

= Х = *>0.
22 44

arccos■
19

44

б*) Найдем p(FE1; ЕВг).

Для этого используем координатный метод

001 — ось аппликат (Oz);
ОР —~

ось ординат (Оу);
OD —

ось абсцисс (Ох).

Установим координаты

вершин.

F (—77i; 777л/3; 0);
Ег (ттг; ту/3] 3т) ;

£ (ттг; 7?г\/3; 0) ;

Вг (—т?г; —тл/3; Зт) .

Тогда FjE'1 {2т77; 0; З777};

{—277?,; —2ту/3; З777} ;

FE {2т; 0; 0}.

\Р1 j!Е/\* I /
* 1 /
1 * /

в\

• 1 /
Л 1/
It
у

да.
/А\“" %LZ
АХ

// ! \ \

//

LiL2 — + EL2j

где е Fi^; I/2 G £В15 L1L2±FE1 и LlL2±.EBl.

L}F = xFEx, тогда {2mx; 0; Зттгж};

£X2 — yEBi? тогда J5L2 {—2ту; —2ту/3у\ Зту] .
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Значит ЬгЬ2 = LXF {2тх; 0; 3тх} + FE {2га; 0; 0} +

+ EL2 {—2ту] —2га\/3у; Згш/} ,

т.е. ЬгЬ2 {2т(х + 1 — у); —2га\/3у;Зт(х + у)} .

Но L^L2A.FE^ l1l2±.eb1,

значит L1L2 • FEX = 0; LXL2 • ЕВг = 0.

Следовательно,
Г 2т(х+1-у)-2т-\-(-2т\/Зу)-0+Зт(х+у)-Зт = 0

\ 2т(х+1—у)-(—2т) — (—2ту/Зу)-(—2т\/Щ-\~Зт(х+у)-Зт = 0’

Г 4т2(х + 1 — у) + 9т2(х + у) = 0

\ —4га2 (х + 1 — у) + 12т2у + 9га2 (ж + у) = 0
’

Г 4х + 4 — 4у + 9х + 9у = 0

\ —4а: — 4 + Ау + 12у + 9х + 9у = 0
’

Г 13а? + Ьу + 4 = 0
рр|

Г 18a? + ЗОу = 0

\ 5а; + 2Ьу
- 4 = 0

Ш Ш
\ 5а; + 25у

- 4 = 0
;

х а: ж =

у ) + 25у -4 = 0
25

У =
25

Тогда

FT* J 18
= LA

25

12y/S 12
_ -га; ——га
25 25

LjL2
\

/18
25
т 1 +

12>/3

25

- ^л/324 + 432 + 144 = J^V900 = = 1,2m.
Zo

m +

30

12

25
m

Итак, p{FEl;EBl) = \,2m

CN|
|

Ю
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Самостоятельная работа 4
(Использование различных методов

для нахоэюдения углов и расстояний)

В правильной шестиугольной призме ABCDEFAlB1C1D1ElFl
отношение длин ребер, исходящих из одной вершины, равно

3:2:2, где ААг — наибольшее ребро.

if

Пусть точки JV, К, Т и Р —

середины ребер В1С1, DlEl1
CD pi FE соответственно. Найдите:

i

В

Т

Вариант 1 Вариант 2

б) p{B\FE]) б) р (N: BD,)

Вариант 3

а) cos(ТЕ,; РАг)
б) p(FF,;NT)

Вариант 4

a) cos(FK; ВгТ)
б*)p{FK;B,T)
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Уравнение плоскости

Кратко напомним вывод уравнения плоскости.

Тогда М0М = {х-х0;у- у0; г - z0j,

Пусть ni_a, где п {А;В;С};

М0 е а, где М0 (x0;y0;z0);
М G а, где М (x;y;z).

причем Я • М0М = 0 (n_La).
Значит А{х - гг0) + В(у - у0) + C(z - z0) = 0.

Такое уравнение называется уравнением плоскости, которой

принадлежит точка М0 (х0;у0;г0).
Преобразуя, получим: Аж + By + Сг — (Ах0 + Ву0 + Cz0) = 0.

Обозначая D = —(Ах0 + Ву0 + Cz0), получим общий вид

уравнения плоскости: | Ах + By + Cz + D = 0 .

Особо напомним, что коэффициенты при неизвестных в

уравнении составляют коэффициенты вектора п(А;Б;С),
перпендикулярного данной плоскости.

Задача 1. Точки Nx (1; 1; —1), N2 (2; —1; 1) и N3 (—1; 1; 1)
принадлежат плоскости а. Напишите уравнение плоскости а.

Напишем систему трех уравнений с тремя неизвестными,

используя уравнение плоскости и подставляя в него координаты

данных точек:

( Ахi + Вух + Сz-{ + D = 0

\ Ах2 “I- By2 Сz2 Н- D = 0 5

^ Ах% + By^ + Сz<£ + D = 0

для Nx (А + В — C + D = 0

для iV2 < 2A-B + C + D = 0 2|Т] — [2] ;

для iVg ^ —А В С D = 0 [Т] -|- [з]
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А + В-С + D = О

0 + 3B-3C + D = 0

О + 2В + 0 + 2D — О

A+B-C+D=О

-3D - ЗС + D = О

В — —D

Подставляя в общее уравнение плоскости Ax+By+Cz+D = О,
2

^

2
получим --Dx

— Dy — -Dz + D — 0.
3

~

"3

Умножим на 3 и сократим на

значит

-D),
2х + Зу + 2z — 3 = 0 . Это уравнение плоскости, кото¬

рой принадлежат точки Nx, N2 и N3.

Задача 2. Вершины треугольника определены точками

А (1; 2; 3), В (3; 1; 2) и С (2; 2; 1). Найдите площадь такого

треугольника.

Пусть A (x1-,y1;z1) и В (ж2; у2; z2).
АВ {х2 - хг; у2

-

Vi', z2
- zi}. Тогда

\Ав\ = \J(х2 - Жх)2 + (у2 - yif + (z2 - ^l)2.

Пусть а {*х;ух;zi} и Ь {ж2;у2;z2}.
S • Ь = • х2 + ух

• у2 + zi • г2;

/ГГТЛ ЖхЖ2 + УхУ2 + Z-i_Z2
cos I а; о I = — =-

\S\ • \Ь\ \/&\ + У? + zf • л/х2 + у| + z.

а) АВ {2; —1; —1}; АС {1; 0; —2};

АВ

АС

= v/22 -+- (-1)2 + (_1)2 = ^6;

= ^12 + О2 + (-2)2 = у/Ъ.

^ f-fjfrA 2 • 1 + (—1) • 0 + (—1) • (—2) 4'
б) cos АВ: АС =

т=—т=
= —

\ ) у/б-\/5 V30
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г) = \АВ ' АС ■ sin (авГХс) .

Так как

(;АВ АВ
, АС АС sin уАВ] ACj

= sin (АВ; АС1) ,

Т05Л = 1.^.^5.^ = ^ v^5
V30

Задача 3. Найдите расстояние от точки А (1; 2; — 7) до

плоскости а, заданной уравнением 12# + % + 3z — 4 = 0.

Из условия задачи следует, что Я {12; 4; 3}
(так как А = 12, В = 4, С = 3), причем Я-La.

а) Пусть AMq || Я, где М0 еа и М0 (x0;y0;z0).

Тогда AMq {х0 - 1; у0
- 2; zQ + 7}.

б) Так как АМ0 || Я, то существует такое рф 0, что АМ0 =рп.

Значит

{
х0

— 1 = 12р Г х0 = 12р + 1

Уо
~ 2 = 4Р , т. е. < %

= 4р + 2 .

z0 +7 = 3р [ z0 = Зр - 7

Если учесть, что М0 Е а, а значит, выполняется равенство

12x0-\-4y0-j-3z0 —4 = 0, получим уравнение относительно р,

подставляя найденные координаты точки М0 в уравнение

плоскости а. Найдем р:

12 • (12р + 1) + 4 • (4р + 2) + 3 • (Зр - 7) - 4 = 0; р =
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в) AMq = yj(х0 - I)2 + {у0 - 2)2 + (г0 + 7)2 =

= у/(12р)2 + (4р)2 + (3р)2 = 13|р|.

А поскольку р(А; а) = АМ0 , то р(А\ а) = — .

1о

Задача 4. Параллелепипед задан четырьмя вершинами, не

принадлежащими одной грани: А (1; 1; —2), В (—1; 1; 1),
С (1; —1; 2) и jDj (2; 1; —1). Найдите объем такого

параллелепипеда.

а) Пусть плоскость а определена данными точками Л, В

и С. Пусть она задается уравнением Ax+By+Cz+D = 0.

Внимание! Здесь очень важно понимать, где буквы А,
В, С и D обозначают коэффициенты в уравнении

плоскости, а где
—

вершины данного параллелепипеда или

вектора. Увы, в данном случае в силу сложившихся

традиций эти буквы выступают в разных смыслах. К счастью,

из контекста всегда ясно, что имеется в виду.

Из принадлежности плоскости а точек А, В и С

следует, что можно составить систему уравнений. В нем

фигурируют коэффициенты А, В, С и D данного уравнения

плоскости, которые необходимо найти:

(
А =А = —D A = -D

т. е. <

2B + -D + 2D = 0
О

Значит уравнение плоскости принимает вид

4 2
—Dx — -Dy — -Dz + D = 0, или | а: Зх + 4у + 2z — 3 = 0 .

о о
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б) Найдем высоту данного параллелепипеда, которая

равна расстоянию от вершины Dx до плоскости основания,

т.е. до плоскости а. Иначе говоря, найдем p(D1;a), где

п{3;4;2}, п±.а.

Напомним, что п {А; В;С}.

1. Пусть точка М0 Е а и D1Ml || п, где М0 (x0;y0;z0).

Тогда DjMq {х0 - 2; у0 - 1; z0 + 1}.

Так как D,Mq || п, то существует такое р ф 0. что

DjMq = рп.

{х0
— 2 — Зр ( х0 = Зр + 2

Уо
~ 1 = 4Р ! < у0

= 4р + 1 ■

z0 + l = 2p [z0 = 2p-l

Учитывая, что М0 G се, получаем уравнение

3(3р + 2) + 4(4р + 1) + 2(2р — 1) — 3 = 0; р = 5_
29'

2. D,M0 = л/(х0 - 2)2 + (у0 - I)2 + (z0 + I)2 =

= у/(Зр)2 + (4р)2 + (2р)2 = |р|л/29-
= Ь|\/29, значит

5^29 , 5v/29
DlM0

29
’ 11 '

29

По смыслу задачи мы тем самым нашли высоту

параллелепипеда, опущенную на грань ABCD.

в) Теперь найдем площадь этого основания, т. е. SABCD.
В, С,
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1. АВ {—2; 0; 3}, АС {0; —2; 4}.

АВ ■ АС
2. cos ( АВ; АС ] =

cos АВ; АС =

12

АВ АС

-2-0 + 0-(-2)+ 3-4

у/(—2)2 + О2 + З2 • у/02 + (—2)2 + 42

л/13 - л/20’

л/Пб 2\/29
VI3 - л/20 \/13 • \/20

3. 5abcd = АВ-АС • sin (уШГаС)
{Sabcd = двлс) •

= АВ = ч/13, IЛС = ЛС = \/20,Так как АВ

sin АВ; AC^j = sin (аВ-ЛС1) ,

2у/29
то &ABCD ~ ч/ТЗ ■ \/20 •

>/13- >/20
2у/29

г) ^ABCDAiBiCiDx — Sabcd ' Нabcd’i

КABCDAiBiCxDi = 2\/29 •

5\/29
29
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Примечание. Удивительно, но в результате вычисления

получили, что объем параллелепипеда есть целое число. Что это,

случайность или закономерность? Можно доказать, что если

координаты четырех вершин параллелепипеда, не

принадлежащих одной грани, имеют целочисленные координаты, то объем

этого параллелепипеда есть целое число.

Покажем это.

Пусть х±, х2, х
3’ У1> Уз’

zi> z2’ гз
~

Целые числа.

Докажем, что тогда Vnap
—

целое

число.

Пусть О (0; 0; 0), М(х1;у1;г1),
K(xi\y2\z2), N (x3,y3,z3).

a) a: OKCN.

О еа

Кеа

N £ а

D = 0

х2А +

0 + В • 0 + С • 0 + D = 0

х2 -{- В •

у2 С •

z2 D — 0 ]
■

х3 -Ь В •

у3 -{- С •

z3 -I- D — 0

1

+ z2C + D — 0 -х3 (х3 ф 0)
х3А + у3В + z3C + D = 0 •х2 (х2 ф 0)

т. е. уравнение а: Ах + By + Сz = 0.

Г Ах2х3 + Вх3у2 + Cz2x3 = 0

\ Ах2х3 + Вх2у3 + Cz3x2 — 0

(х3у2 - х2у3) В = (z3x2 - z2x3)C.

Ш-Ш

ZoX
3 2

Положим у2х3
—

Узх2 Ф тогда В = С
У2Х3

~

Узх2

Используя Ах2 + Ву2 + Cz2 = 0, найдем А:

Z3X2
~

Zr>x‘*
Ах2 С

У2Х3
~

Узх2

(z2x3 - z3x2) у2
- (у2х3

у2 + Cz2 = 0;

х2(хзУ2

Узх2) z2 q _ Узг2
~

У2г3
. (j

х2Уз) ХЗУ2
~

Х2УЗ
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Подставим в уравнение Ах2 + Ву2 + Сz2 = 0:

3 2 Z0X2'ь3
у2 + Cz2 = 0.с

Узг2
~

V2Z3
х +с

z*x

хзУ2
~

х2Уз
2

ХЗУ2
~

х2Уз
Умножим на х3у2

—

х2у3 ^0 и сократим на СФ 0, получим

(У322 - У2гз) х2 + (Z3X2 ~ Z2X3) Уч + (х3% “ х2Уз) z2 =

Тогда положим А = y3z2
—

y2zs, В — z3x2
—

z2x3,

С = хгУ2
~

х2Уз-

Получили Ах + By + Cz = 0, причем ft {А; J3; С},

б) Рассмотрим ОХ {#2; 3/2> ^2} и ON {х3; у3; z3}.

cos (шг) =...

V / ч/Жз + У2 + z2
■

Vx3 + Уз + z3

sin (oK\ ON^j = J.I - cos2 (OX; oft) =

(x2 + У2 + 4) (х3 + У3+ Z3) - (X2X3 + У2У3 + *2гз)~

(a;2 + y2 + z2) (xg + 2/3 + z2)
' (Узг2 ~ У2гз)2 + ~ г2хз)2 + (X3У2 ~ х2Уз)2

V^i+yT+^I • \/жз + Уз + 2з

х/Л2 + В2 + С2

ОВ OiV

Итак, sin (дК; ON^j =

^ + ^ +

VA2 + В2 + С2

ОК ON

yffi+Ж+Ц ■ V^T+уГ+^з

в) MqMLOKN,
т.е. М0М || п {А; В: С} и М0М±а: ОМ {а^; ух; z^}.
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С другой стороны, М0М ОМ • cos ( ОМ; п ) =

\Jх\ + у\ + (х^А + ууВ + z-yC)
_
х^А + У\В + Z]C

у/х\ + у\ + z\ (А2 + Б2 + С2)

В общем виде

VA2 + J52 + С2

р(М; а) =
V^2 + в2 + с2

где М (ж1; у,; zx) и Аж + By + Cz + D — 0.

Очевидно, что М0М Н высота параллелепипеда.

Далее см. рис. на с. 354.

ОК ON sinsin (OK; ONj , так как

(OK, ON = ON, sin \^OK-,ON)= sin (OK^ON^,

dokcn

OK =

значит

y/x\ + y\ + z\ ■ yjx\ + y3 + zf • VA2 + В2 + C2
_

= va2 + b2 + c2.

■’OKCN
' ^nap!Г) Кар - 5C

Vm = VA* + Bi + =гИ+аВ+1-С=

= 31(у3*2-У2гз) + У1(гз*2-*2*з) + г1(*з1/2-а:21/з) - целое

число как алгебраическая комбинация суммы,

произведения и разности целых чисел.

Если знать теорию определителей, то Vnap =
х\ У1 zi

х2 г/2 z2

%з Уз z3

где О (0; 0; 0), М (х^у,; z,), К (x2;y2;z2), N (x3;y3;z3).

Примечание. Для доказательства в общем виде необходимо

рассмотреть еще и случаи: х2
= 0, х3 = 0, х3у2—х2у3 = 0 и т. д.

Важно понимать, как изменяются координаты вершин

параллелепипеда при параллельном переносе на вектор га {х0; Уо?

учитывая, что при этом объем параллелепипеда не изменяется.
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Тренировочная работа 10

(Применение координатно-векторного метода

для решения задач)

1. а) Найдите координаты вектора АВ, если А (5; — 1; 3),

б) Разложите вектор АВ но координатным векторам.

2. Найдите координаты середины отрезка ВС,

3. Даны векторы b {3; 1; —2} и с {1; 4; —3}.
Найдите: а) |Ь|; б) \2Ь — с|.

4. Дан куб ABCDAyByCyD^ ребро которого равно 2.

Вычислите:

7. Даны точки Л, Б и С, причем АВ {1; —2; —3}
и ВС {—2; 4; 6}. Принадлежат ли точки Л, В и С од¬

ной прямой?

8. Вектор а|Т&, где b {—2; 2; 1}. Найдите координаты

вектора а, если |а| = 12.

В (2; -2; 4).

если

a) • DC;

б) AB A^cl;
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9. Выясните компланарность векторов а {2; — 1; 3}, Ь {1; 3; —2}
и с {3; 2; 1}.

10. Разложите вектор р{ 1; 1; 1} по трем некомпланарным

векторам а {1; 1; —2}, Ь {1; —1; 0} и с{0;2;3}.

11. Координаты вершин параллелепипеда, не

принадлежащие одной грани: А (1;—1;—1), В (2;3;4), С (3; —2; 1)
и D, (—1; 2; 2).
Вычислите:

а) объем параллелепипеда;

б) (axDC^BDC) ;

в) (AjplADc) .
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Решение тренировочной работы 10

1. а) Найдите координаты вектора АВ, если А (5; —1; 3),
В (2; -2; 4).

АВ {2 - 5; -2 - (-1); 4 - 3} = АВ {-3; -1; 1}.

б) Разложите вектор АВ по координатным векторам.

АВ {-3;-1; 1} = -Зг - j + к.

2. Найдите координаты середины отрезка ВС,

если В ^6;— и С (12;6;—1).

Пусть ВМ = МС и М е ВС,

тогда м 8+2_1)j = м (9; 2>75;3’5)'

3. Даны векторы Ъ {3; 1; —2} и с {1; 4; —3}.
Найдите: а) |6|; б) \2Ь — с].

а) \Ь\ = \/32 + I2 + (—2)2 = ГТП •

б) Найдем \2Ь — с|.
Пусть 2Ъ — с = т.

т {2 • 3 - 1; 2 • 1 - 4; 2 • (-2) - (-3)} = га {5; -2; -1};

|2Ь - с| = |га| = Л/52 + (-2)2 + (-1)2 = л/30

4. Дан куб ABCDAlBlClDl, ребро которого равно 2.

Вычислите: С2
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Рассмотрим первый (векторный) способ.

Введем базисные векторы: ААг = а, АВ = fr, AD = с.

Так как ABCDAlB1C1D1 — куб, то \а\ = |6| = |с] = £,

и =90°, ^5^ =90°, ^a;cj =90°.

а) Вычислим AXD • DC.

AXD — AAy -}- AD — —ci Н- c\

DC = AB = 6;

.AjD • DC = (c — a) -b = c-b — a-b == RTL

так как с • 6 = 0 (clb) и а • Ъ = 0 (aJLfo).

б) Найдем АВ - АХСХ.

АВ = Ь;

-J- — с -f- 6;

АВ • AjCj = &.(£+&) = + Р = \b\2 =t2 = 22 = Ш-

в) Найдем .

DB, — DA "h AA-^ -I- A-^-B^ — —с 4~ & -Ь 6j

AC - AD + DC = с+ b;

DB,-AC = (c + b)(-c + a + b) =

— —<?+c • a-\-C‘b—b'C-Y-b • a+fr2 =—\c\2+\b\2 = —t2+t2 = 0,

значит ^DB^Ac'j =90°.

г) Найдем ^AD^DC^j .

AD^ — AD -f- DDX — с + о,]

DC[ = DC + CC[ = b + a.

AD^ 'DC^ — (e-ha)(6-I-&) — с • fr-f-Q • • c-f-a2 =: |a|2 — t2.
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AD1 = \JADX2 = \J(с -f- a)2 = л/с2 + 2c - a + a2 =

= y/\c\2 -f \a\2 = Vt2 + t2 = \J~2t.

Del = VdC2 = \J(b + a)2 = \Jb2 + 2b-a + lp =

2
+ \a\2 = Vt^+T2 = \/2t.

cos I ADX; DC]
• DCX

AD, DC, {V2t)
_

1

2~r

значит I ADDCi j = 60°.

(Напомним, что подчеркнутые скалярные

произведения векторов равны нулю.)

Теперь рассмотрим второй метод решения
—

координатный. Введем систему координат:
Zi

ВВ1 — ось Ог;

ВС — ось Ох;

ВА — ось Оу.

Тогда получим координаты

вершин:

Л(0;2;0), ^ (0; 2; 2),

В(0; 0; 0), Вх{0; 0; 2),
С (2; 0; 0), С-х (2;0;2),
D (2; 2;0), Dx (2; 2; 2).

А

<

*1

D

Ct

/
А

в о С
•

/
/

a) AXD{2; 0; —2}; DC {0; 2; 0};

AXD ■ DC = 2 • 0 + 0 • 2 + (-2) ■ 0 = Щ]-

б) АВ {0; -2; 0}; А1С1 {2; -2; 0};

АВ • А1С1 = 0 • 2 + (-2) • (-2) + 0 • 0 = [4].
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в) DB, {-2;-2; 2}; АС{2;-2;0};

(Шз[; Аб) — —2-2 + 2- 2 + 2- 0 = 0,

значит DByA-AC.

г) AD, {2; 0; 2}; DC, {0; -2; 2};

ADX • DCX = 2 • 0 + 0 • (-2) + 2-2 = 4.

V22 + О2 + 22 = 2л/2;

^02 + (—2)2 + 22 = 2^2;

ADX

DC,

COS L

V / AD, • DC, 2y/2-‘2s/2 2’

ADi;DCxJ =60°.

Примечания

1. Зная формулу

cos ( а;6 =
XiX2 + yiy2 + ZiZ2

у/х( + у{ +z( ■ y/xl + yj +zj'

гдe a {x,;y,;z,}, b{x2;y2;z2},

и DC„ т.е.

можно было сразу подставить координаты векторов AD,

2-0 + 0-(-2)+ 2-2
_

V22 + О2 + 22 • ^02 + (—2)2 + 22
“cos I AD,; DC, I =

1
= и т.д.

2у/2-2у/2 2

2. Хотелось бы отметить наличие следующего изящного

и короткого геометрического решения.
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Третий способ

Вг

а) Очевидно, что ADX = ВСг.

б) В ADBCX DB = ВСг = DCX как диагонали граней,
т.е. ADBC, равносторонний.

Значит ZBC1D = 60°, или (j5l;DCl) =60°

(можно рассмотреть AByAD^ в котором АВг = DCX).

5. Даны векторы а{0;1;—2} и Ь {—2; 1; —1}.

а) а • b = 0 • (—2) + 1*1 + (—2) • (—1) = 3.

б) Определим вид угла ( а; b

а • Ъ

WW
cos а; b I =

|а| = УО2 + I2 + (-2)2 - л/5;

\Ь\ = V(-2)2 + I2 + (-1)2 = ч/б-

Значит cos ( а; Ь ) —
л/5 - л/6

Следовательно, ( а; 6 )
— острый.

0,1л/30 > 0.
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6. Вычислите cos^a;bJ, где a — —i+7j+2k, b=—2i+5j — k.

S-b= (-1) • (-2) + 7 • 5 + 2 • (-1) - 35;

|o| = У(-1)2 + 72 + 22 = >/54 = Зл/б;

\Ь\ - V(-2)2 + 52 + (-l)2 = л/30;

35 7л/5
cos ( a; b ) =

3\/6-V30 18
’

, „ , , l\fb
cos a; b

18

7. Даны точки А, В и С, причем АВ {1;—2;—3}
и ВС {—2; 4; 6}. Принадлежат ли точки А, В и С

одной прямой?

Это возможно только если АВ и ВС коллинеарны,

т. е. существует к ф 0, такое что АВ = кВС.

р=-2* 1
Значит < —2 — 4/е , т.е. /с — —

[-3 = 6*

В этом случае точки А, В и С принадлежат одной

прямой.

8. Вектор а||Ь, где 6 {—2; 2; 1}. Найдите координаты век¬

тора а, если |а| = 12.

Так как векторы сонаправлены, то существует к > 0, такое

что а — кЪ. Значит \а\ — fc|6|, \b\ = \J(—2)2 + 22 + I2 = 4,

тогда 12 = 3к] к = 4.

Г = 4 • (—2)
Следовательно, < = 4 • 2

, где а {х^у^ z^},
Ui=4-1

Таким образом, координаты вектора а {—8; 8; 4}.
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9. Выясните компланарность векторов а{2;—1;3}, Ь{1;3; —2}
и с {3; 2; 1}.

Если эти векторы компланарны, то существуют такие х

и у, что c = xb-\-ya, причем ху ф 0. Тогда

3 = х - 1 + у
• 2 ( х = 3 — 2у

2 = х-3 + у(-1); I 2 = 3(3 — 2у) — у ;

1 = х • (-2) + у 3 [ 1 = -2(3 - 2у) + 3у

х = 3 — 2у
у = 1 ;

У = 1

X = 1

У = 1
’

Следовательно, с = а + Ь, значит а, Ъ и с компланарны.

10. Разложите вектор р{1;1;1} по трем некомпланарным

векторам а{1;1;—2}, Ь {1; — 1;0} и с{0;2;3}.

Для того чтобы это было возможно, должны существовать

числа х, у к z, такие что р
= ха+ yb + zc и xyz ф 0.

1 = х у Щ +[21 +Г3|
1 = х - у + 2z ;

1 -2х + 3z

5z = 3

х - у + 2z = 1 ;

—2х + 3z = 1

Тогда

5

2

Ж=5
3

У=5

-
2
_ Зг 3_

Р=5а+56+Г
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11. Координаты вершин параллелепипеда, не

принадлежащие одной грани: А (1;—1;—1), В (2;3;4), С (3; —2; 1)
и Dx (—1; 2; 2).

а) Вычислим объем параллелепипеда.

1. Точки А, В и С принадлежат одной плоскости а.

Подставляя их координаты в уравнение плоскости,

получим:
А € а (х —

у
— z + D = 0

В £ (х \ 2х -Ь Зу 4z D = 0 2 • [Т] — \2\ j

С £а \3х - 2у + z + D = О 3 • Ш - Ш
х — у

— z + D — О

О — 5у — 6z + D = 0 5 • [3] - [2] ;

О — у
— 4z + 2D = О

х — у
— z + D = О

О - 14z + 9D = 0 ;

-у
- 4z + 2D = О

f

9
X — —D

14

9
„

< 2: = —D
14

у = —4 ■

<

13
тогда

14'J

14
-D-D

13

14"
D

к
Dx

14

9

:D

y=~uD'

14

-Dy + -Dz + D = 0.

значит

кости а.

13:г + 8у
— 9z — 14 = 0 уравнение плос-

2. Используем общую формулу

,дг , faA + y^ + ^C + Dl п/г,

р(М;а)
^TWT&

, где М (xx;yx-,zx)

и а задана уравнением Ах + By + Сz + D = 0.

. |i3 • (—1) + 2 • 8 + 2 • (—9) — 14| 29
p(Dx;a) =

n/132 + 82 + 92

Итак

у/Ш'
29

, высота HABCDAjBjCiDi — p{Dx\a) —
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3. Теперь найдем SABCD.

$abcd— AB AC-sin (AB; AC^j (SABCD — ^S^BAC).

Найдем AB {l;4;b}, AC {2; —1; 2}.

- VI + 16 + 25 = V42;

= V4 + 1 + 4 = 3;

AC = IAC

AB

AC

AB = AB

cos AB; AC J
AB -AC

AB AC

1 • 2 + 4 • (—1) + 5-2

\/42 • 3 3\/42’

sin (aB;AC^) J1 (3VE)
378 — 64

_

1 /314
~

3 V "42"'У 42-9

Тогда так как

in (АВ;Щ = sin (АЩАС) =\J^,sin

то Sabcd — 3\/42 • -</— V314.

4- Kat> — Sabcd ' HabgdaxB-lCxDv

1/ = у/Ш-пап v

29

у/Ш
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Вг

б) Вычислим (a^DC,, BDC^ .

BDC есть плоскость а.

Найдем уравнение
плоскости /3, в которой
лежит A1DC1. Для этого

необходимо найти

координаты точек

Aj, D и С,.

1. АВ — DC (ABCD — параллелограмм).

Пусть D (x0;y0-,z0), тогда

АВ {1; 4; 5} = ZX7 {3 - ж0; -2
-

у0; 1 - *о)
(С(3;-2;1)).

.С1

(1 =
0н

1со
j жо = 2

Значит < 4 = -2 -

г/о ; S Уо = -6

ь= 1 - «о { zo = -4

6 D (2; —6; —4).

2. Пусть Ах (x^y^z,).

AA,D,D —

параллелограмм, поэтому ААХ = DD,,
тогда АА1 {хг - 1; ух + 1; zx + 1} —

= Ш[{-1-2; 2-(-6); 2-(-4)}.
'

-3 = - 1

DDy {—3;8;6}, значит ^ 8 = + 1 ;

б = + 1

Ai (-2; 7; 5).

3. Пусть Сх (x2;y2,z2).
Так как DD^CyC —

параллелограмм,

то Ш[ = CC*V
тогда DDi {—3; 8; 6} = ССХ {х2 — 3; у2 + 2; z2

— 1},
-3 = х2

— 3 ( х2 = О

значит < 8 = у2 + 2 ; < у2 = 6 ; Сх (0; 6; 7).
6 = z2-l z2 = 7
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4. Теперь мы можем найти уравнение плоскости /?,
в которой лежит A1DC1:
А^ е /3 ( —2А Н- 7В -j- ЪС D — 0

De(3; < 2A-QB-AC + £> = 0 Ш+Ш;
Сг е(3 \0-A + 6B-\-7C-\-D = 0

-2А + 7В + ЪС + D = 0

В + С + 2D = 0 ;

6B + 7C + D = 0 Ш-Ц]

-2A + 7B + 5C + D

В + С + 2D = 0

C-UD=0

0 А=-Що2
В = -13D ’

С — 11D

2
l3Dy -j-11Dz -Ь D — 0;

/3: 35# + 26у — 22z — 2 — 0

5. По определению угол между различными

плоскостями всегда не тупой, т. е. 0 < ol; (3^ ^ 90°, обозначим

^ = (а; .

ж. /а\
т

Рассмотрим перпендикулярное сечение плоскости а

и /3 плоскостью 7, где а = а П 7; 6 = /? П 7.
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Обозначим уп; rnj
= в.

Тогда если 0 < в < 90°, т. е. ^п; mj < 90°, то в = ц>.

Рассмотрим другой случай расположения векторов

тип, перпендикулярных плоскостям а и (3.

В этом случае в > 90°, т.е. (n;mj > 90°.

Тогда при #>90° (р = 180°—0 (так как <р+в = 180°).

Вывод.

/3^ = rn^j , где n_La, a m_L/3,

если ^n; m^ < 90°

и = 180° — , если ^n;m^ > 90°.

(Очевидно, что при п | j m или п][т а = /3.)
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га
Известно, что cos (п;га) =

\ / \п\ • |га|

где п {13; 8; —9}, га {35; 26; —22}.

13 • 35 + 8 • 26 + 9 • 22
cos ^п; га^ = \/132 + 82 + 92 • \/352 + 262 + 222

455 + 208 + 198

х/169 + 64 + 81 • л/1225 + 676 + 484

861

\/Ш-у/2385
>0,

значит
\ (—Q\ ( 861 ^

п; га = а; о) — arccos —==—== .

V / V / \х/314 • \/2385/

з) Вычислим {^AyC^ADC^.
Очевидно, что ADC совпадает с плоскостью ABCD

плоскостью а, заданной уравнением

13# 4- 8у — 9z — 14 = 0, при этом п {13; 8; —9}.

Вектор АХС {3 + 2; -2 - 7; 1 - 5} = АгС {5; -9; -4}.

Рассмотрим ортогональную проекцию прямой АХС
на плоскость ADC.

Напомним, что за угол между прямой и плоскостью

принимается не тупой угол, поэтому возможны

следующие случаи.
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1. Если в = yA-^C^nj < 90°, то cos ( А1С;гг) > 0,

и рисунок будет таким:

у = 90° - в

2. Если в = > 90°, то cos < 0.

В этом случае рисунок будет таким:

ip = в - 90°

3. Если в = ^i41C;nJ
= 90°, то cos ^A1C;nJ

= 0.

В этом случае Аг £ ABCD, и получается

вырожденный параллелепипед.

4. Если 0 = = 0°, то cos = 1.

Если в — (а^^н) = 180°, то cos = —1.

В этих случаях АХС1.ABCD,
значит ABCDA1BlC1Dl — прямой
параллелепипед.

В данной задаче:

cos ( АхС\п

29

5-13 +(-9)-8 +(-4)-(-9)
\/52 + 92 + 42 • V132 + 82 + 92

у/122-у/Ш

Следовательно

> 0, тогда I АгС; п ) < 90°.

АХС\ п ) = 90° — arccos
29

2\/б1 • vT57
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Карточки самоконтроля

Даны координаты параллелепипеда, не принадлежащие одной

грани. Вычислите объем параллелепипеда.

1 2 3 4

А (1;1;4) (3; 0; 5) (4; 8; 4) (4; 0; 3)
В (0; 3; 1) (4; 2; 1) (4; 2; —1) (8; -3; -2)
С (5; 8; 2) (8; —5; —3) (3; 0; 8) (2; 0; 1)
D, (4; —1; 5) (4; 4; 0) (8; —1; —2) (1; —1; —1)
V

5 6 7 8

А (5; -2; 1) (6; 2; 4) (7;-2; 5) (8; 2; 5)
В (3; 8; 0) (3; 1; 0) (5; 2; 8) (0; —5; 4)
С (1; —1; 2) (—4; —1; 2) (4; 0; 4) (9; 3; 2)

Dx (3; 1;1) (4; —2; 3) (—1; 8; —2) (—5; 8; 0)
V

9 10 11 12

А (0; —2; 8) (1; 8; —1) (5; 9; 3) (0; 1;-1)
В (2; —3;3) (0; 3; 5) (8; 8; 2) (1; 3; —2)
С (-2; 8; 5) (-5;-5; 4) (0; 4; 0) (-3; 4; 2)
Di (—1; 1; 5) (4; 7; 2) 1 to 1 сл 00 (“2; 0; -3)
V

13 14 15 16

А (0; 3; 2) (2; —3; —2) (1; 2; 2) (—1; 2; 3)
В (3; 4; 0) (0; —2; 0) (4; 0; —2) (0; —3; 4)
С (-3; 1; -1) (-1; 0; 3) (3; —1; 0) (1;0;1)
D, (—2; 4; 3) (3; 4; —3) (0; 4; 3) (2; 1; 5)
V
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Тренировочная работа 11

(Задачи стереометрии и векторные методы)

Задача. В четырехугольной пирамиде боковые ребра
равны 2а. В основании пирамиды лежит трапеция, боковая

сторона и меньшее основание которой равны а. Большее основание

трапеции равно боковому ребру.

S

D

Найдите:

а) угол между боковым ребром и плоскостью основания;

б) двугранный угол при боковой стороне трапеции;

в) двугранный угол при меньшем основании трапеции;

г) двугранный угол, ребро которого есть диагональ трапеции;

д) площадь полной поверхности пирамиды;

е) объем пирамиды;

ж) угол между медианой боковой грани (проходящей через

боковую сторону трапеции), исходящей из вершины

большего основания трапеции и непересекающейся с ней

медианой боковой грани (проходящей через меньшее основание

трапеции), исходящей из вершины меньшего основания;
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з) угол между медианой боковой грани (проходящей через

боковую сторону трапеции), исходящей из вершины

большего основания трапеции и медианой боковой грани

(проходящей через другую боковую сторону трапеции),
исходящей из вершины меньшего основания;

и) расстояние между медианами из пункта з);

к) двугранный угол при боковом ребре, соединяющий
вершину меньшего основания трапеции и вершину пирамиды.

Условия и вопросы задачи можно кратко записать следующим

образом:

Дано:
AS = BS = CS = DS = AB = 2a

AB || DC
AD = DC = a

Точки P, К и T — середины

ребер SD, SC и SB.

Найдите:

а) (sD^XbCD) ; б) ZSADC:

в) ZSDCB: г) ZSDBA:

a) Sn.n.n; е) VsABCD’

ж) (AP^DK) ; з) (APjcr) ;

и)р(АР;СТ); к) ZASDC.

а) Найдем ABCD'j .

Так как боковые ребра равны между собой, то если

SO-LAjBCD, то О —

центр описанной около основания

окружности, все углы между боковыми ребрами и

плоскостью основания пирамиды равны между собой. Тогда
ABCD — равнобедренная, т.е. AD = ВС — а.
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Рассмотрим трапецию ABCD.

D а

Пусть точка Ох Е АВ такая, что OxD || СВ. Тогда так

как DC || OxJ5, то OxDCB —

параллелограмм, значит

DC = ОгВ = а и OxD = СВ.

Следовательно, ОхВ = ОхА — OxD, т.е. Ог —

центр

описанной около ABCD окружности. Отсюда следует, что

(эти точки совпадают).0 = 0

DC — АО = а и DC || АО, т.е. ADCO —

параллелограмм.

Учитывая, что AD = ОС, получим, что

AADO = AODC АОСВ —

равносторонние.

S

Очевидно, что ASBLABCD (SO е ASB; SO-LABCD;
AASВ — равносторонний).

Таким образом, (sA^ABCD^ = (SD^ABCD) =Гбб5~1.



Тренировочная работа 11 377

б) Найдем ZSADC.

Сделаем дополнительное построение
— ONLAD.

Тогда по теореме о трех перпендикулярах SNJlAD.

ADION
нтак, AD±SN AD±.(SON) (признак

перпендикулярности прямой и плоскости).

Таким образом, ZSADC = ZSNO.
/о

SO = AS- sin 60°; SO = 2a ■ ?— = ал/З.
Li

Из AAON AN = DN (AO — OD = AD = а), так как

ONLAD.

ON — AO • sin60°; ON = a •

tg (ZOTO) = ^; tg(ZSWO) = ^=2;
2

tg (ZSNO) = 2 (SOJXW);

ASADO = LSADC = arctg 2 .

в) Найдем ZSDCB.

Построим OLLDC => SLLDC (по теореме о трех

перпендикулярах),

значит ZSDCB = ZSLO.

/о
Из AODL: OL = OD sin 60°; OL -

(AADO = AODC = АОСВ — равносторонние).

tg(ZSLO)=^; tg (ZSLO)=^;
2

Z.SDCO — arctg 2 .
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г) Найдем Z.SDBA.

1. Так как ОBCD —

ромб, то OC1.DB.

ОС и DB — биссектрисы.

Учитывая, что AD || ОС,

получим AD1.DB.

2. OOi-LDB, значит

по теореме о трех

перпендикулярах

SOx±DB^ тогда DBLOyOS,
т. е. Z.SDBO = AOOxS = ASDBA.

OS

ООг 2

ад/3

3. tg (AOOxD) OOx = X-AD=a~, OS = aV3

tg (ZOO!5) = — = 2^3;

ZOOx5 = arctg (2\/3) = ZSDBA

д) Найдем 5ппп.

Вычислим сначала

площади боковых граней,

при этом учтем, что

AASD = ADSC = ACSB.

1- saasd = Isn-ad-,
SN = у/AS2 - AN2;

D

(отметим, что SAASD — SADSC — SASCB ).
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2- SAAsb — 2^2 * s^n^°’ &Aasв —
2

' ^ ’

~2~
~ 0/2 х//^‘

3 5 _АВ + РС
6' ^ABCD

—

о Ub'

га + а ау о о о к

$abcd —

о

*

~тг~
~ 7а ^ 3;

2а + а а\/3 3

1 2~~
=

4*

5п.п.п = ЗЗдлз.о + &AASB + SaBCD'i

а _

За2\/15 2 /^ ,
3 2 /5 _

5п.п.п - —4
1-0 v3 + -а V3 -

= ±<А/з(з^ + 4 + з). 5ш = ^(зЛ+7)
е) Найдем VSABCD.

Vsabcd = з^авсо
' У —

з
' 4fl2v/3 • ®ч/3 = -а3.

1/ —

*SABCD
“

4а

ж) Найдем ^АР; .

Введем базисные векторы.
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1. AD = OD — ОА = с — а.

DP = i£>5; DS = OS -OD = Ь-с;

DP = lb-U
2 2

IP = AD + DP = c-a + i(6 — Й) = Jc-a + ^6.
z z z

Тогда = VW* = M\c-a+\S) =

=
i / тс2 + a2 + -b2 — с • a + -c • b — a ■ b =

= J\a2 + a2 + I • 3a2 -
у

= a^5

(так как с • 6 = 0 и a • Ь = 0).

DK = DC + CK = -a + i(6 ■- c + a) = -\a + \b- \c,Z Zi Zi Zt

где DC = —OA = —a;

ck=1-cs=1-(ds-d5) = 1-(OS-OD- DC)-
= ^(b-c + a).

Так как АР — DK, то

равных треугольников).

АР 1Ж : а^/1,5 (медианы
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2. Найдем скалярное произведение:

Гр-йк = (1<г-з+ Is) (-Is+ is - ic| =

U - U2 lr Г Г lrs
= —-с • a + —a —rb ■ a + -c ■ b — —a ■ b + -b —

4 2 4 4 2 4

I-в _,U lr -

__c +-a.C-jbo
=

U - U2 1? - 1- ? Г 1й
= —:c • a + -a —:6 • a + —c ■ b — -a ■ b + —b —

4 2 4 4 2 4

1-e U ^ lr -

_JC +-a.c--b.c =

1 1 1 1, 1
|c| • |S| •

2
+ 2Is! + ~4^

-

4^ + 2щ
‘ |c1 ' i =

(c-6 = 0; a-b — 0; |Ь| = |а|-\/з)
1 2 ,1 2 .

3

5-c= |a| • |c| • i = ^a2
AP DK (av^)2 = |o2.

9 _2

i лТтп;Л ap dk sa
cos AP; DK j

AP DK fa2 4’

значит так как cos ( AP] DK) > О,

то [aP^DK) = arccos |
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з) Найдем АР; СТ^ .

Рассмотрим сначала

векторный способ.

1. СТ = СВ + ВТ, где:

bt = \bs =

2

= i(03-03);
СВ = DO — -с; ОВ

ВТ= ^ (б- (-о)) = ^(6+а), тогда СТ = -с+\ъ+)^а.
= а-у/ТД2. Так как АР = = СТ, то СТ

Значит АР • СТ = [ — а + ^6

DT

- 1Г !-1
-с+^+-а| =

= — + а • с — hb • с + -6 • с — ^-о • 6 + тЬ?+

+ -с - а — -а + -Ь ■ а

1 1,

’2И + «jlSl
‘ ^ + 4^ + 4^

' 151 ‘

2
~

2|dr
=

• с = 0; а • 6 = о)
1 2 1 2 3

Г +2а +4С
1 о 1 О 3 о 1 О 1 9 Зо

= ~~а + + та + «а
-

«а
~ ~ *

8

/——А §а2 1
cos ( АР] CTj

= = -;

оа ;

cos ^АР;СТ^ > 0, значит cos ^АР,СТ^
или ^4Р; СТ^ = arccos ^
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Рассмотрим теперь координатный

метод решения задач ж) из). Пусть

OS — ось Oz (аппликат);
ОВ — ось Ох (абсцисс);
OL — ось Оу (ординат).

Используем результаты

анализа трапеции ABCD.

Учтем, что OS — ау/3;
ау/3

DD1 = ССг = OL

а

ODx = ОСх

2

. Тогда

S (0;0;ал/3), А (—а;0;0),

В (а;0;0), D (-^,^-,0 Dx О Сг

Напомним, что для произвольных точек A (жх; г/i; zi)
и В (х2\У2\%2) если М —

середина АВ,
( XI + Х2 У1+У2 *1 + Z2'

V 2
’

2
;

2
то М

Тогда

К

а ау/3 ау/3

а ау/3 ау/3\
4;"Т";"Т" J

| (середина DS);

(середина SC);

т ^|;0; (середина SB).

Затем найдем координаты векторов.

Напомним, что если A (xl\yl\z2), В (x^y^z2) ~

координаты точек, определяющих начало и конец вектора,

то АВ {х2 - хх, y2-yx\z2- zx}.
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Напомним также, что если а у±; zx}, b {х2; y2\ z2},

то \а\ = y/x\ + y\ + z\-, |6| = y/x\ + y\ + z\,

а ■ Ь = хх
■

х2 + уг
■

у2 + zx
■

z2;

а-Ь
=

xlx2 + y1y2 + zxz2

|а| • \Ь\ у/х\ + у\ + z\ ■ у/х2+ у2 + z2

cos а;о
=

Решим задачу з) координатным методом. \^АР; СТ) — ?
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АР
9 о 3 о 3 2 \/24 —~

а2 + —а2 + TaJ = ——а = av/l,5.
16 16 4

1Ж
/ ^ 2 3 2 3 2 Гл—г

= \/16° +1ба +4а =а^-

—> 3 3 ау/3 / а%/3\ ал/3 а-\/3

9 2 3 2,^2 ^ 2
= —а — —а + -а = -а ;

16 16 4 8

АР DK
3

• а^/Хб = -а2.
JU

9 2

cos ( АР; rTjfif ) = |^ = |, т.е. cos (арГ/ж) =

2а

Теперь решим координатным методом задачу з).

5? = |°; =

СТ = i/j«2 + J«2 = «Vra

3 2 3 2 3 2
=

“8а +4а =8а;

АР СТ = ay/TJ>-ay/T$ = ^а2; cos (аР;Ст\ = |-^ =
\ / 2а

Л 1
г. е. cos (^AP;CTj = значит (ар^ст) arccos
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Примечание. Возможно и другое решение. Рассмотрите
рисунок на этой странице.

Пусть М —

середина AS (Т —

середина BS по

условию), тогда МТ || АВ и МТ = АО = DC.

Из DM — CT (DMСТ — параллелограмм) следует, что

^АР;СТ^ = ^АР; DM^j . Пусть АР П DM = Ог, тогда

2 2

АОх — т:АР = -ау/Т,5 (АР и DM — медианы);
о о

DOl = |DM = ?nv/L5
Из AA01D cvs (ZАО,D) =

|a2 • | + |a2 • | — a2 i
T.e. cos (ZAO.D) =

; 49 3 j 4-Z ‘

9
*

2a

COS (ZAOiD) = cos (aP; mJ = cos

^.AP; CT^ = arccos ~

Такой способ, очевидно, проще рассмотренных ранее,

и) Найдем р(АР\СТ).
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Известен способ решения таких задач через векторы.

Рассмотрим несколько иные подходы к их решению.

1. Можно доказать, что АРХСТ, т.е. прямые АР и СТ

скрещиваются.

2. Тогда существует единственная пара параллельных

плоскостей, которым принадлежат эти

скрещивающиеся прямые.

3. Известно также, что расстояние между

скрещивающимися прямыми равно расстоянию между

параллельными плоскостями, однозначно определяемыми этими

прямыми.

Из анализа ASAD и АТОС следует, что:

ОТ || AS
ОС || AD

(МТ = АО = DC — см. примечание).

С Л Г'» II ггг\гч
АР с SAD

SAD || TOC, где
CJt ^ TQC

. ... MTllAO
4. AM — Mb, тогда ,

n , следовательно,
UJ\d II O-t

AMD || ОТС, значит AMDOTС —

призма.

5. Найдем объем этой призмы как произведение площади

перпендикулярного сечения на боковое ребро.

Построим MMi || SO, тогда AMl—MlO и ММ1±АВ.
Тогда можно доказать, что DM^AO.
В результате DMM^AO.
Так как ММг || SO и SOLABCD, то MM1±DM1,
значит

SadmaIx —
' ММХ;

с
1 ал/3 ал/3 3 2

^ADMMi =

2
•

~2 2~
=

8а
•
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С другой стороны, объем призмы равен произведению
площади основания на высоту призмы,

т.е. S^amd'H= V, где Н
— высота призмы и

одновременно расстояние между параллельными плоскостями.

а2\/15
Так как SAASD = (см. решение пункта д, с. 378),

то S
1 а2л/15 a2V15

AAMD

значит

К =^Н.Я
пр g

V_.lt
, тогда Н =

1а3 ау/Тб
а2л/15

т. е. р(АР; СТ) =

к) Найдем AASDC.

ау/И

В

1. Проведем дополнительное построение.

Пусть AE±SD.

Так как ЛASD = ADSC, то CELSD.

AEJLSD
атл.

тр i пп » следовательно, ЛЕС,
и EA-oJJ

значит ZASDC = ZAEC.

2.



Тренировочная работа 11 389

3. АЕ = СЕ = AD sin (ZSDC)

(AASD = ЛDSC).

Построим SFA.AD,

тогда AF = FD = \.AD —
Z Z

SF = VSD2 - FD2\

SF = 4/4a2
<r

T
г\/15

Из AASD = ADSC (AS = SD = SC):
a\/l5 i—

sin (ZSDF) = sin (ZSDC) = § =^
Из = AD sin (ZSDF).

4. Значит A# =
— C7J57.

4

5. Рассмотрим трапецию ABCD.

Из пункта а) (стр. 376)
следует, что OBCD

и AOCD — ромбы, А О

значит AC1.0D и OD || ВС, тогда АС±ВС.

АС = АВ • sin60°; АС — 2а
Vs

6. Рассмотрим ААЕС. cos (Z.AEC) =

cos (ZAEC) =
2-(^)2-(aV3)'

: aV3.

2 • AE2 - AC2

2AE2
’

2- (^)2
= -0,6.

3a2 • 16 8

2 • 15a2
~

5

ZASDC — ZAEC = arccos(—0,6) — n — arccos 0,6.

Заметим, что ZAEC > 90°. ZASDC = 7r — arccos 0,6
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Самостоятельная работа 5

(Применение координатно-векторного метода)

Уровень А

1. га || п, где га {2; 3; —4} и п {гг; —6; 8}. Найдите х.

2. ra_Ln, где га{1;#;—2} и п {х; 3;—4}. Найдите ж.

3. |га| = 2, |п| — 5, ^га;п^ =

а
—

хт + 17й; Ъ = Зга — п, причем а_1_6. Найдите л?.

4. а {—4; 2; 4}, Ъ {л/2; — \/2; 0} . Найдите ^2а; .

5. ^га;п^ = где |га| = 3, |п| = 4.

Найдите (Зга — 2п) • (га + 2гг).

6. Дан вектор a = 6i+8j —7,5&, причем: а) Ь||а; б) Ь образует
с осью Oz острый угол; в) |Ь| = 50. Найдите координаты

вектора Ъ.

7. Вектор га перпедикулярен векторам а = Зг + 2j + 2к

и Ь = 18г — 22jf — 5fc и образует с осью Оу тупой угол.

Найдите координаты вектора га, если |га| = 14.

8. Даны векторы а{2;3;—5}, 6 {3; 0; 1} и с {4;— 3; 2}.
Найдите координаты и длину вектора га = За + b — с.
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Уровень В

1. В параллелограмме ABCD АВ = a, AD = Ъ, АС — с.

Найдите DB • ЛВ.

2. В параллограмме ABCD АВ = а, AD = b, J5D = с.

Найдите ЛС • AD.

3. Дан треугольник ABC, в котором СВ — а, СА = Ь,
АВ = с и CD = Найдите СА • CD.

4. В трапеции ABCD вектор ВС = xAD.

а) Докажите, что га = АС + J5D коллинеарен AD

(а значит, и ВС).

б) В записи га = yAD найдите у.

Уровень С

1. На сторонах треугольника ABC вне его построены

квадраты с центрами в точках Аг, Вг, Сх соответственно.

Найдите ААХ + ВВг + CCV

2. В треугольнике ABC через М обозначена точка

пересечения медиан. Найдите МА + MB + МС.

3. В треугольнике ABC точка М —

центр вписанной

окружности. Найдите xMA + yMB + zMC, если х — ВС,
у = AC, z = АВ.

4. Точка О —

центр окружности, описанной около

треугольника ABC.

Найдите о! • sin (Z2А) + ОВ ■ sin (Z.2B) + ОС • sin (Z2C).
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Итоговая задача

Двугранный угол при ребре основания правильной

четырехугольной призмы равен а. Через это ребро проведено сечение

пирамиды, образующее с плоскостью основания угол /?.
При каком значении угла /3 s

площадь сечения будет
минимальной?

Дано:
SABCD — прав, пирамида

ASABC = а = SDCB

(ablk^abcd) = /3

При каком /3 S S ■ ?
сечтш

Пусть AD = а. Построим S01.ABCD и SPJ-AB;

SPNA.ABCD, тогда О е PN. М

ABLK — сечение пирамиды,

образующее угол (3 с плоскостью

ABCD. Рассмотрим APMN.

180°-(а+Р)

а) По теореме синусов:
РМ

sin а

PN

т. е.

РМ

sin а siп(а-f-/?.)

sin (180° — (а -|- (3))
’

а
• sin а

, значит РМ

б)
MN

sin (3

тогда MN —

sin(a + (3)
’

а
• sin (3

sin(a + (3)
’

S

sin(a + (3)
*

в) Рассмотрим ЛPSN.

Так как ON = SN • cos a,

PN a
то SN =

2 cos a 2 cos a
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п Ъ Г ГУ Л Т Т1-ГЛГ
^ ^ S1I1 (3SM = SN - MN -

н

= а

2 cos а sin(а +/3)
sin а • cos /3 + sin /3 • cos а — 2 cos а • sin (3

2 cos а • sin(a + (3)
asin(a — (3)

2 cos a • sin(a + (3)
*

r) ASKL подобен ASDC,

SM KL SM-DC
тогда —— =

——, т.е. KL

KL

SN DC SN
’

a
• sin(a — (3) • ф

_

a sin(a — (3)

,2-eest? • sin(a + (3) • s^n(a + &)

\ r\ m
AB ~\~ КL

д) Очевидно, что ЬАВЬК = гМ, значит

_1 / asin(a; —/3)^ a sin a
^ABLK —

~ ' I a +
2 \ sin(a + (3) ) sin(a + (3)

_

1 2 sin(a + /3) + sin(a — /3) sin a

2 sin(a + (3) sin(a + /3)
a2 • sin2 a • cos /3

_

Исследуем функцию £(/3) = -t~2~7" ; ^ ? где a —

постоян-

sin2(a + (3)
cos/3

sin2 (a + /3)
’

ная, а /3 — переменная величина, причем sin(a + (3) > О

(О < a + /3 < 180°).
sin/3 • sin2(a+/3) — cos/3 • 2cos(a+/3) • sin(a+/3)

m
sin4(a+/3)

sin(a + /?)•(— sin/3sin(a + /3)) — 2 cos/3 • cos(a + (3)
sin4 (a + /3)

— sin /3 • sin(o; + /3) — 2 cos /3 • cos(a + /3)
sin3(a + /3)

— sin/3 • sin(a + /3) • (1 -f 2ctg/3 • ctg(a 4- /3))
sin3 (a + (3)

— sin/3 • (1 + ctg/3 • ctg(a + /3))
sin (a + /3)
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Вид не канонический6

t'(fl) =0; sin /3 • (1 + 2 ctg /3 • ctg(a + /3)) =0;

sin(3 ф 0 (по геометрическому смыслу), значит

1 + 2ctg/3 • ctg(a + /?) = 0; tg/3 • tg(a + /?) = -2.

Преобразуя, получим:

tg/?- = _2’ tg/3(tga+tg/3) = -2+2tga-tg/3,

т. e. tg2 /3 — tg a • tg (3 + 2 = 0; D = tg2 a - 8 ^ 0;

_

tg a ± \/tg2 a — 8
(tg 0)it2 ~~

2
'

tga-Vtg2a- 8 tga+Vtg2a- 8

что возможно только при tga > 2л/2 — условие

существования различных корней производной.

Если tga = 2\/2, то tg/3 = - tga и (3 = arctg у/2, значит,

4\/3 2 с л/з 2
подставляя, получим oABLK

— и ЬААВ$ = —а*.

Если tga < 2у/2, то функция £(/?) монотонно убывает.
Значит tmin не существует, но есть наименьшее значение

а2 1
^наим = SAASB = ^cosaJ

гДе cosa > - (SABLK = 5ДЛ5В).

Более подробно см. книгу А. X. Шахмейстер «Введение

в математический анализ». 2010 г., с. 276-314.

6
См. книгу А. X. Шахмейстер «Дробно-рациональные неравенства».

2012 г., с. 20.



Повторение

Домашняя тренировочная работа 1

(Планиметрия)

1. Высота, опущенная из вершины прямого угла, равна 15,
а медиана 17. Найдите площадь этого треугольника и

произведение радиусов вписанного и описанного круга.

2. Диагонали параллелограмма равны соответственно 5 и 3,
а острый угол параллелограмма равен 60°. Найдите:

а) площадь параллелограмма;

б) угол между диагоналями параллелограмма;

в) угол между медианами, проведенными из одной

вершины.

3. В параллелограмме стороны равны соответственно а и 6,
острый угол параллелограмма равен а. Из каждой

вершины проведена биссектриса. Найдите площадь

четырехугольника, получившегося при пересечении биссектрис.

4. Стороны треугольника относятся как 15 : 14 : 13. Радиус
вписанной окружности равен 32. Найдите радиус
описанной окружности.
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5. Разность двух сторон треугольника, угол между

которыми равен 60°, равен 10. Медиана, проведенная к третьей

стороне, равна 25. Найдите площадь треугольника.

6. Диагонали равнобедренной трапеции взаимно

перпендикулярны. Стороны оснований равны 13 и 17. Найдите

площадь трапеции и радиус описанной окружности.

7. В тупоугольном треугольнике большая сторона равна 18,
меньшая 6. Найдите величину тупого угла, если площадь

треугольника равна 51.

8. Дана трапеция, две смежные стороны которой равны 8,
а большее основание равно 15. Боковая сторона равна га.

Найдите:

а) все значения, которые может принимать га;

б) все значения, которые может принимать диагональ,

исходящая из общей вершины равных сторон;

в) значения, которые может принимать га, если трапеция

прямоугольная;

г) значение га, если угол между стороной, равной га,

и большим основанием равен 60°.

9. Около трапеции с основаниями, равными 20 и 80,
описана окружность. Найдите радиус вписанной в трапецию

окружности и площадь треугольника, ограниченного

средней линией и диагоналями трапеции.

10. Около окружности описана трапеция с основаниями,

равными 4 и 16. Найдите радиус описанной около трапеции

окружности и площадь трапеции, основаниями которой
являются параллельные основанию отрезки, один из

которых проходит через точку пересечения диагоналей, а

другой делит трапецию на две подобные трапеции.
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Домашняя тренировочная работа 1

(Планиметрия). Чертеж. План решения

1. Дано:

ААВС

АВ±ВС

BD±AC, BD = 15

АК = СК, ВК = 17

Найдите: a) SAABC; б) Ra ■

гв.

План решения

а) 1. Найдите DK.

2. АК = ВК = СК = Ro;
АВ2 = AC- AD

ВС2=AC CD

4. Saabc = \-AC-BD.
б) Найдем R0- гв.

Зная, что г = — и R
в

р

3. Так как то
АВ = ?

ВС = 1

аЪс

45
’ получим: Дот. = —.

255; 68\/34-289 .

2. Дано:
ABCD — параллелограмм

BD = 3

АС = 5

= 60°

Найдите:

а) Sabcdi

б) cos ;

в) cos (т/изУМос) (В ~ °бщая вершина медиан);
г) cos (твсУГПпс) “ общая вершина медиан).
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План решения

. J АВ2 + В& - 2 • АВ ■ ВС • cos 120° = 52
а) \ АВ2 + АЕЦ - 2 • АВ ■ AD • cos60° = З2

4\/3Найдите АВ • ВС, а затем SABCD.

б) Найдите из системы АВ и ВС.

Положим для определенности, что АВ > ВС.

л/ЗЗ- 1
Тогда АВ - —■ J5C

Из ЛАОР: cos (ZAOP)

Оказывается, рисунок

выглядит иначе.

ОВ2 + ОА2 - АВ2

2•ОВ■ОА
В

< 0.

л/зз
15

в) = (ВР; RK") ,

где mAD
= ВР (AABD), а = ВК (ACBD).

Из пункта б) следует, что

2 2

Затем найдите ВР (из ААВР), ВК’ (из АСВК):
В С

ВР = i^/юб + бл/ЗЗ;

ВК = i^/l06-6V33;
РК = -АС.

2

Далее из АРВК получите:

, J3P2 + РК2 - РК2
cos (mAD;mDC) =

т. е. cos (тXdV^dc) =

2 • ВР■ВК

56 14

\/Ю 048 V638

7%/б38
319
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г) (m^mDC) = (АМ-Ак) ВМс

Найдите

4

и АК — i\/234—6\/33 из AAKD, £

мк = Ibd.
2

Затем вычислите cos (/.МАК).

D

214

v/54566

Самостоятельно решите задачу при АВ < АС.

3. Дано:

ABCD — параллелограмм

АА1? СС1? ВВ±, DD1 — биссектрисы

ААХ П ВВХ — Р\ АВ = а (Ь > а, для определенности)
ААг П DD1 = К; ВС = Ъ

ссг п ввх = м

П = Г; /ДАР = а

Найдите Зрктм* В ^1 С

Длан решения 1 1

а) Докажите АВ = J5A1? jDC = DC^.

б) Докажите APLBP (тогда РКТМ прямоугольник).

в) Найдите D1A1 — (2а —b).

а а Вл D

г) Найдите АА
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ж) Найдите SPKTM — КТ • РК. ^(6 — a)2 sin а

Примечание. Если ABCD ромб, то SPKTM — 0;

Найдите Ro.

План решения

а) Из условий задачи следует, что АВ = 14#, ВС = 13ж,
АС = 15х.

б) Вычислите SAABC (по теореме Герона).

в) Вычислите полупериметр.
g

Используя формулу гъ = —, найдите значение я.

Р

г) Используя формулу Ro = найдите i?o. До =1 65 1

Если ABCD прямоугольник, то Зрктм — 2^
~~ а)2

квадрат.

4. Дано:
ААВС
АВ : ВС : АС = 14 : 13 : 15

гвААВС
~ 32

£

Л С

5
5. Дано:

ААВС

АВ — ВС = 10; = 25

ААВС = 60°

Найдите SAABC. С
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План решения

а) Достроим ААВС до

параллелограмма ABCD,

где ВО — тАС = 25

(АО = ОС, BO = OD)

б) Из ЛABD, используя

теорему косинусов, получите

502 = АВ2 + ВС2 - 2АВ • ВС • cos 120°.

Учтя, что АВ—ВС= 10, найдите АВ ВС (AD = BC).

в) Зная, что SAABC = ^-АВ ВС sin60°, вычислите SAABC.
Zi

В

D

200л/3

6. Дано:

ABCD — трапеция

АВ = DC

ACLBD

AD = 17, ВС = 13

Найдите: a) SABCD; б) RoABCD.

План решения

а) 1. Сначала докажите, что так как АВ = DC,
то АС = BD.

2. Затем покажите, что так как ACLBD,
то АВОС и ADOА —

прямоугольные.

Докажите, что ВО = ОС, АО = DO.

Следовательно, Z.OAD = 45° и ZOJ5C = 45°.

3. Вычислите HAAOD, НАВОС, HABCD,

■’ABCD 56,25\/2
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б) 1. Так как RoAABD = RoABCd> то вычислите RoABD

по формуле

2. Для этого найдите АВХ, BXD, BD

(BB^LAD, АВг =

sin (ZBDA).

■^oABCD

7. Дано:

ААВС, ААВС > 90°

AC > AB > jBC

AC = 18

BC = 6

Saabc =51

25AABC

Найдите AABC.

План решения

а) Используя формулу

S' = ^afesin ^a; 6^ ,

найдите sin (AACВ)
^

.

б) Найдите cos (AACB) — \Jl — sin2 (AACB).

в) Найдите J5XС = AC cos (ZAlCB) ,

получите В±С = л/35 < ВС = 6.

Вывод: такого треугольника,

где /АБС > 90°,

не существует.

1 ААВС < 90°
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8. Дано:
ABCD —

трапеция

AD = 15; АВ = 8; ВС
DC = т

А 15 D
Найдите:

а) область изменения значений га;

б) область изменения значений диагонали BD;

в) значения га, если трапеция прямоугольная;

г) значение га, если Z.ADC = 60°.

План решения

а) Так как возможны вырожденные случаи, то

рассмотрим, прежде всего, именно их.

1. Пусть В —» J5X, значит С А.

Трапеция выродится в отрезок BXD.
Значит га = 15, тогда в общем случае га < 15.
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Трапеция выродится в отрезок ACV
Так как АСХ = 16, то га — DCX = АСХ — AD,

т. е. т = 1.

Значит в общем случае га > 1.

Итак, 1 < га < 15 есть область изменения га Е (1; 15).

б) Из картинок вырожденных случаев следует,

BD < 23
что

Bi 7
D сг

Значит диагональ | 7 < BD < 23

ных трапеций.

в) Рассмотрим прямоугольные трапеции.

1. Дано: ABLAD.
В 8

DC1 = 7, тогда

m = DC = V82 + 72 = л/Ш,
т. е.

для невырожден-

ГП

2. Дано: £>С1_АВ.

m - ВВг = \/82 - 72 - >/15,

т. е. га л/15
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3. DCl — т cos 60° =
т

АВЛ = 15
771 т

2
’
А Сг D

ВВ1 = у/АВ2 — АВ\ и ССХ — т sin 60° = -m.

Тогда так как ВВХ = СС±, то

3 °2 ^7-^2; ?m2 = 82 -49 + 7m-т
т

т -f 7т — 15 = 0; т12 =

т
_ | л/107 — 7

1ак как т > 0, то

7±у/Ш

т —

9. Дано:
ABCD —

трапеция

ВС — 20

AD = 80

ЭДъАВСР’ ЗгвАВСР

Найдите:

а) гвABCD'
б) S&OPK) гДе Л/TV || AD;
О G ЛС П BD; РК G MiV

Р = ATJV П АС; К = MN П BD.

План решения

а) 1. Докажите, что АВ = DC

и найдите их значение.

2. Докажите, что

ABt =^
и найдите значение ABV

4
’

В Т С

/^ГЕ
М/
У/р т2
к! г

1Г\Л

3. Найдите из ААВВ1: ВВ1, гв — -ВВгв = 20
Z
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^ 1 я ОТ1 AD
б) 1. Докажите, что .

2. Найдите СП\. ОТ, учитывая, что ОТ\ +ОТ
(ТТг = 2).

3. Найдите MN (mN =

AD +

BC^j t

МР, KN, РК, ОТ2.
4. Вычислите SAOPK. 1 225 I

— 40

10. Дано:
ABCD -

ВС = 4

AD = 16

трапеция

3R

Эг.

oABCD

вABCD

Найдите:

а) RqABCD'
б) где РК || MiV || AD;
О G РК; AMND подобна MBCN. р

м{
J

План решения

а) 1. Докажите, что

АВ = DC и =

2. Найдите: АВ, J3D и sin а (из ААВВ1

3. Из AABD найдите RoABd-

)•

4. Докажите, что RoABD = Rabcd• 1,25л/4Т

б) 1. Найдите РК, MiV

(используйте то, что РК =

2аЪ

а + Ъ
, a MN = \fab,

зада¬ем. книгу: А.Х. Шахмейстер. Геометрические
чи на экзаменах, 2011.)
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2. Найдите ОТ1? ТгОг, ОгТ,

используя то, что В тг с

тго
_

ВС

ОТ
~

AD
'

МВ2 = NC2 =

MN - ВС

а

М В2 С2 N

3. Затем вычислите ВВ2 = Т^О^. Используйте то, что

известен sin а, и можно найти cos а и tga.

ТхОх — ВВ2 = МВ2 tga.

4. Вычислите ООх = ТхОх — ТхО,
РК + MN

„ „ г——

затем £>mpkn — о 0^0. 7,68
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Домашняя тренировочная работа 2

(Многогранники)

1. В прямом параллелепипеде стороны основания равны

6 и 8. Найдите высоту параллелепипеда, если диагональ

его образует с плоскостью основания углы в 30° и 45°.

2. Ребро куба равно 12. Найдите площадь сечения,

проведенного через середины двух смежных сторон основания

параллельно диагоналям куба (три случая).

3. Диагональ правильной четырехугольной призмы

наклонена к боковой грани под углом 30°. Найти угол ее наклона

к плоскости основания.

4. Стороны основания правильной усеченной треугольной

пирамиды равны 8 и 12. Найдите площадь среднего

сечения пирамиды (т. е. сечения, проходящего через средние

линии боковых граней).

5. Диагональ прямоугольного параллелепипеда равна 23,

измерения параллелепипеда относятся, как 3:6:22. Найдите

площадь полной поверхности параллелепипеда.

6. В наклонной треугольной призме две боковые грани

взаимно перпендикулярны, а их общее ребро равно 24 и

отстоит от двух других боковых ребер на 12 и 35. Найдите

площадь боковой поверхности призмы.

7. Диагонали прямого параллелепипеда равны 92 и 88, а

стороны основания 15 и 16. Найдите объем параллелепипеда.

8. Основанием пирамиды является треугольник со

сторонами, равными 15, 17, 16. Боковые ребра наклонены

к плоскости основания под углом в 45°. Найдите объем

пирамиды.
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9. В правильной четырехугольной усеченной пирамиде

стороны оснований равны 5 и 13, а боковое ребро равно 6.

Найдите объем пирамиды.

10. Плоскость, проходящая через сторону основания

правильной треугольной призмы и середину противолежащего

бокового ребра, наклонена к плоскости основания под углом

в 45°. Сторона основания равна 8. Найдите объем призмы.
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Домашняя тренировочная работа 2

(Многогранники). Чертеж. План региения

1. Дано:

ABCDA1B1C1D1
параллелепипед

Сх

BBXLABCD

(a&abcd) = 30°

N31D]ABCD'\ = 45°

АВ = 6

ВС = 8

Найдите HABCDAiBiCiDi ■

План решения

а) Положите ВВ^ = х и найдите BD и АС.

б) Так как 2 (АВ2 + ВС2) — АС2 + BD2 (свойство
параллелограмма), то можно найти х.

Следовательно,

HaBCDAxB-lCiDi

2. Случай А

Дано:

ABCDA1B1Сх.Dj -

АВ = 12

Р, К —

середины смежных

сторон AD, DC

5л/2

Б, Сх

куб

од DBi

[РК^ВР = 01)

Найдите S

-J'Sl
/'чч

! ' \ ' ! А ''ъ
/ • \
/ 1 \ 1

/ В [
/ />Мд

/к

N

D
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План решения

а) По условию OlTl || DB1. Докажите, что АТ^ВО^
подобен ABXBD. Найдите Т101^ ВТг.

б) По условию АВ — 12.

Найдите диагональ куба DBX, MN, РК.

в) Докажите, что АТ1В01 подобен ABXBD и А02001.
Найдите 0г02, Тх02.

г) Найдите SAMTiN, SMPKN, а затем SPMTlNK.

63x/6 .

Примечание. Можно иначе.

a) APlT1Kl подобен АРгМР и найдите S^PiTiKl,

с.

докажите, что

б) SPMTlNK — SAPlTlKl - 2SAPlMP.
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Случай В. Дано:

ABCDA1BlClDl
- куб

АВ = 12

Р, К —

середины

смежных сторон AD, DC

АХС 11 РРХКХК

Найдите S . 72д/2

Pi!
VtN4

1

oq

ффф*~*

Случай С. Дано:

ABCDA1B1C1D1
- куб

АВ = 12

Р, К —

середины

смежных сторон AD, DC

BDX || РТК

(РКПВР = Р1)

Найдите SceH = SAPTK. [Эл/б

ИГ

D

3. Дано:

ABCDAyByCyDy
—

правильная призма

= 30°

Найдите yDB^ABCDj .

*1
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План решения

а) Докажите, что jDZ^C^C^ = (jDB^ DC^ ;

(DB^ABCD) = (DB^DB) = a.

б) Пусть Di?! = Ь. Из ADjB1C1 найдите

в) Из AjBjjBD найдите ZB1DB — a.

Г45Л.

4. Дано:

ABCDA1BlClD1
-

усеченная пирамида

АС= 12

AiCi = 8

A2, C2, B2 — середины

боковых ребер

Найдите SAA3B2C2.

План решения

а) Найдите А2С2, А2В2, В2С2.

б) Найдите S^A в с , зная, что АА2В2С2 —

правильный.

25л/3 .

5. Дано:

ABCDAlBlClDl
-

прямоугольный

параллелепипед
AB -.AD : = 3 : 6 : 22

= 23

Найдите 5пл1.п.
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План решения

а) Так как DB2 = АВ2 + AD2 + АА

то полагая, что АВ = Зх, AD —

6х, ААг = 22#,

найдите значение ж, затем AJB, AD, ААг.

б) Вычислите площадь полной поверхности данного

параллелепипеда.

Г4321.

6. Дано:

АВСАХВХСХ -

наклонная призма

AAXCXCLAAXBXB
ААг = 24

р(ЛЛ1;СС1) = 12

pjAA^BBJ = 35

Найдите 5б п.

План решения С

а) Так как S6n = ААг • РАркт-> гДе РКТ±ААг, а значит

РТ = 12, РК = 35.

б) Так как т4А1С'1С_1АА1Р1Р, то PTLPK. Найдите ТК

(по теореме Пифагора).

в) Найдите Раркт и ^б.п- LM-6-1-

7. Дано:
-

прямой параллелепипед

DB1 = 88

- 92

АВ = 15

АР = 16

Найдите VABCDAiBlCiDi.
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План решения

а) Обозначив ААг = х, найдите AC2, BD2.

б) Используя метрические свойства параллелограмма

2 (АВ2 + AD2) = АС2 + BD2,
найдите значение ААХ = х, а затем AC, BD.

в) Найдите SABCD.

г) Найдите VABCDAlBlClDl. [13860].

8. Дано:
SABC — пирамида

SOLABCD

(as{abc) =

= (bs~abc \ =

= [CS^ABCj = 45°

АВ = 16

AC = 15

ВС =17

S

Найдите

Ялап решения

а) Так как боковые ребра равнонаклонены к плоскости

основания, то если SOЛАВС, значит О —

центр

описанной окружности, т. е. АО = ВО = СО.

б) (AShABC) = ZSAO = 45°,

значит SO = ВО = RоААВС'

в) Зная формулы i? — =
——г—) ° 45 2 sin а ААВС’

получим S

1

abc

4R.
-. Следовательно,

ъААВС

abc
v -

з
• RoААВС •

4д
■оААВС

abc
.т.е. V=—. 13401.
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9. Дано:

ABCDA1B1C1D1
-

правильная усеченная

пирамида

АВ = 13

А{ВХ = 5

AAi =6

Вг

Найдите VABCDAlBlClDl.

План решения
АС — АС

а) Докажите, что АА2 — —-—Найдя АА2, вычис-

лите из ААА2А1 АгА2 = HABCDAiBiCiDl.

б) Так как Vyc пнр
= (SB + y/SB-SH + , то используя

ее, вычислите V

Ву

10. Дано:

АВСАХВХСХ -

правильная призма

вр = рвг, р евв1

(.АРС^АВС) = 45°

АВ = 8

Найдите VABCAiBiCi.
План решения

а) Постройте ВКА.АС. Докажите, что

и (Арб-АБС) = ZPKB = 45°.

б) Из ААВС найдите ВК, а затем из АРВК — ВР.

в) Вычислите VABCAiBiCi.
[3841.
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Домашняя тренировочная работа 3

(Многогранники)

1. Найдите диагональ прямоугольного параллелепипеда,

зная, что она больше его измерений соответственно на 10,
13 и 29.

2. В правильной четырехугольной призме проведены два

параллельных сечения, из которых одно проходит через

диагональ основания, параллельно диагонали призмы, второе

делит ось призмы в отношении 1:3. Найдите отношение

площадей таких сечений.

3. Основанием пирамиды SABCD является ромб с

диагоналями, равными АС = 32, BD = 18. Боковое ребро AS,

перпендикулярное к плоскости основания, равно 24.

Через вершину А и середину бокового ребра SC проведено

сечение параллельно диагонали основания BD. Найдите

площадь сечения.

4. Высота пирамиды проходит через вершину тупого угла

ромба основания и равна Н. Две другие боковые грани

образуют с плоскостью основания углы в 30°. Найдите

площадь боковой поверхности пирамиды, если сторона ромба
равна одной из диагоналей.

5. Основанием наклонной призмы с боковым ребром,

равным 10, является правильный треугольник со стороной,

равной 15. Одно из боковых ребер образует с

прилегающими сторонами основания угол в 70°. Найдите наибольшую

площадь боковой грани.

6. В каком отношении делится площадь полной

поверхности параллелепипеда плоскостью, проведенной через

концы трех ребер, исходящих из одной вершины?

7. Боковые ребра пирамиды равны 65. Основание

пирамиды
— равнобедренная трапеция, боковая сторона которой

равна 30, а основания ее равны 50 и 14. Найдите объем

пирамиды.
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8. В правильной усеченной пирамиде стороны оснований

равны 12 и 6, а двугранный угол при большем основании

равен 45°. Найдите объем пирамиды.

9. Диагонали правильной шестиугольной призмы равны 19

и 21. Найдите объем призмы.

10. В наклонном четырехугольном параллелепипеде две

боковые грани взаимно перпендикулярны и имеют общее

ребро, равное 10. Площади этих граней равны 64 и 45.

Найдите объем параллелепипеда.
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Домашняя тренировочная работа 3

(Многогранники). Чертеж. План решения

1. Дано:

ABCDA^CyDy
прямоугольный
параллелепипед

DB! = ВВЛ + 10

DBX = АВ + 13

РВХ — ВС + 29

Найдите DBV

План решения

Так как ABCDAyByC^Dy — прямоугольный

параллелепипед, то DB2 = BBl + АВ2 + ВС2.

По условию ВВ2 = (DBX — 10)2, АВ2 = (jОВх — 13)2,
ВС2 = (DBy - 29)2.
Подставьте в формулу выражение соответствующих ребер
через диагональ. Из получившегося квадратного

уравнения найдите значение DB, учтя, что DBy > 29.

Дано:

ABCDA1B1C1D1
-

правильная

четырехугольная призма

АТС || BXD; Т е ВВХ
00[ — ось призмы

002 : 020[ = 1:3

PMTXNK ВХР

Найдите

SpMTiNK : S&ATC-
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1
AC.

План решения

а) Найдите SPMTlNK, SAArc. Докажите РК

Решение аналогично решению задачи 2 из варианта А

в предположении, что АВ = AD = 6 и .1.1 j
= а.

б) Найдите отношение SPMTiNK : SAATC, при этом буквы

а и b сократятся. I 7 : 4 I.

3. Дано:

SABCDAlBlClDl
пирамида

SALABCD

ABCD — ромб
АС = 32; BD = 18;
SA — 24

SP = РС,Ре SC
MN || BD;
М G SB; N G

Найдите SAMPN.

План решения,
S

а) АР —

медиана.

Так как SAA.AC,
то АР = PC (докажите).

Найдите SC = 2PC.

Докажите POJ-AC,
А

где О = АС П BD.

б) Проведите Рг02 II гЛе @1

Для трапеции ASPО Р\02 —

0^
р

О0 О

SA и РО (докажите), т.е. Рх02

--APnSO, 01еР102.

среднее гармоническое
2SA•РО

5Л + РО

Учтите, что 0г02 = -Р\02 (докажите).
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в) ASАО подобен А0Х020 (докажите).
SA SO

-, после этого

0,0.1^2

наидите

ООг
sox
so

г) Рассмотрим ASBD, он

подобен ASMN (докажите).
MN SO1

BD SO

д) Зная АР и MiV, вычислите SAMPN — ^-MN • АР.

(Докажите, что AMPN —

дельтоид, т.е. MN±AP.]
ГШЛ.

4. Дано:
SABCD — пирамида

ABCD — ромб
SA = Я, Z£>AB > 90°

(SCB-ABCD) =

AD

(sdc^abcd) = 30°

AC

Найдите S6nSABCD.
План решения

а) Учитывая, что ABCD

найдите Z.ABC — а.

б) Докажите, что (SDC\ABCD^

ромб и AD = АС,

30°,

где AAj.LDC.

в) Найдите из ASAAt.

г) Вычислите SASDC, SASCB, SASAD, SASAB.

д) Найдите S6nSABCD. | 5#2
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5. Дано:

ABCAlBlCl
-

наклонная призма
Д

ААХАС = ААХАВ = 70°

ААВС — правильный

ААг = 10

АВ = 15

Найдите наибольшую <

площадь боковой грани. А

План решения

а) Постройте AKJlCB.

Докажите, что АК = 1Св •

б) ААХАС — ZAXAB = а — 70° (по условию).

Докажите, что тогда если AxOLABC, то О Е АК.

в) Проведите КК{ || ААг и докажите, что ККг±.СВ,
т.е. что СС1В1В —

прямоугольник, для которого

ЗсСгВхВ = СВ • ВВг.

г) Очевидно, что SCClBlB > SAAlClC (АВ — ВС — АС).

С, Д
А- С,

С в А С

д) Вычислите SCC]BiB.



Домашняя тренировочная работа 3 (Многогранники) 423

6. Дано:

ABCDAyByCyD^ -

параллелепипед

AByDy — плоскость

сечения

В, Cl

Найдите отношение,

в котором делится

площадь полной

поверхности данным

сечением.

План решения

а) Пусть SAAlDlD — Si, SAAlBlB — S2, SABCD — S3, тогда

S&AAxDi —

2^1’ S&AAxBi =

2^2’ ^AA\B\D\ =

T^3*AAAlBl

б) ^11.11 1 Bi Ci Di
“ 2SX + ^S2 + 2S3.

в) Найдите искомое отношение площадей. 1 1 : 3 |.

7. Дано:
®

SABCD — пирамида

ABCD —

трапеция

AD = ВС = 30

SA = SB = SC = SD = 65

АВ = 50, DC = 14

Б

Найдите

План решения

а) Так как боковые ребра равны, то SOA.ABCD, где О
—

центр описанной окружности (докажите).

б) Проведем дополнительные построения в ABCD.

ССуА-АВ, DDxJlAB. Найдите ADX, ВСХ, SABCD.
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в) Так как ДoABCD
—

±LoAACDi

.то найдите RoAAcd> используя

формулу R =

аЬс °

D

А

15 3601.

4S 2 sin а

г) Из AASO найдите HSABCD
— SO.

д) Вычислите VSABCD

8. Дано:

АВСА1В1С1
-

правильная

усеченная пирамида

АС = 12; А1С1 = 6

(CCXBJ}^ABC) = 45°

НайдитeVABCAlBlCl- А

План решения

а) Постройте АК±СВ,
^

Докажите, что АВС^ = Z.KXKA = 45°.

б) Постройте К1К2^-АВС и докажите, что К2 G A/i.

в) Найдите RoAABC, R0AAlBlCli затем ОА^

далее найдите К2К.

г) Найдите HABCAlBlCl = КХК2.

д) Вычислите V^BCi4lBlCl. [63]-

А

9. Дано:

ASC,D£?FA151C1D1E1F1
-

правильная шестиугольная

призма

£#! = 21; ДС?! = 19

В

Найдите VABCDEFAlBlClDlElFl.
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План решения

а) Докажите, что АЕС1В1 — прямоугольный, и

вычислите значение ВуСу.

б) Найдите ЕВ, а затем ВВХ = HABCDEFAlBlClDlElFl.

в) Найдите SABCDEF = 6SAOBC

(АОВС — правильный).

г) Вычислите VABCDEFAlBlClDlElFl. 1320\/3

Вг
10. Дано:

ABCDAlB1ClDl
-

наклонный параллелепипед

^AA-iDiD — 64

^AAiBiB = 45

ААг = 10

AA1D1D±AA1B1B

Найдите VABCDAlBlClDl.

План решения

а) Построим АгТ±ААг, АгР±ААг, тогда АХРКТЛААХ
(докажите).

б) Так как SAAlDlD и боковое ребро ААХ известны,

найдите АХТ. Аналогично найдите АгР.

в) Найдите Р^^ркт-

г) Так как VABCDAlBlClDl = ААг • РАгркт>
вычислите V,ABCDAiBiCiDi' Г2881.
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Домашняя тренировочная работа 4 (Сечения)

Постройте сечение многогранника плоскостью, заданной
точками Р, К, Т, принадлежащими различным ребрам
многогранника.

Bi
1. Дано:

ABCDA1B1C1D1
— куб

Р € ВВХ
К е DDX
Т € АВ, где точки

Р, К, Т определяют

плоскость а

ABCDA1BlClDl - куб
Р G ААг
К е ОД
Т Е DC, где точки

Р, К, Т определяют

плоскость а

Постройте а П ABCDA1BlClDl.
А

3. Дано:

ABCDAVВхСхDx
- куб

Ре AD
К е ВВг
Т G ССХ, где точки

Р, К, Т определяют

плоскость а

Постройте а П ABCDAlB1C1Dl. вх

2. Дано:

А

\

(i
К

Постройте а П ABCDAlB1ClD1.

D

Cl

Cl
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4. Дано:

ABCDA1B1C1D1 - куб
РеВВ1
К е ВХСХ
Т Е DC, где точки

Р, jЙГ, Г определяют

плоскость а

Постройте

aHABCDA^C^.

5. Дано:

ABCDA1B1C1D1
- куб

РеВВг
К е DXCX
Т G AD, где точки

Р, if, Т определяют

плоскость а

Постройте

Si сх

6. Дано:

ABCDA1B1C1D1
- куб

Р G

К е ВС

Т £ DDX, где точки

Р, А", Т определяют

плоскость а

Постройте
а П ABCDAlB1C1Dv



428 Повторение

7. Дано:

SABCDE — пирамида

Ре AS

К е SC

Т Е ED, где точки

Р, К, Т определяют

плоскость а

Постройте а П SABCDE.

S

8. Дано:

SABCDEF —

пирамида

Ре SB

К е SD

Т е SF, где точки

Р, А', Т определяют

плоскость а

Постройте а П SABCDEF.

Sr ->z>

Дано:

ABCDEFAiВi Ci Di Ei Fi -

наклонная шестиугольная

призма

P E ААг
К e CCX
T e EE±, где точки

P, К, T определяют

плоскость а

Постройте
а П ABCDEFA^C^E^.
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10. Дано:

ABCDEFAiB^CxDxЕхFx
наклонная призма

Р е DD1
К е FFl
Т Е А1В1^ где точки

Р, К, Т определяют

плоскость а

Постройте
а П ABCDEFA1B1СгDx Ег Fx.
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Решение домашней тренировочной работы 4
(Сечения)

1. Дано:

ABCDA1B1C1D1
-

РеВВ1
К е DDX
Т £ АВ, где точки

Р, К, Т определяют

плоскость а

В1

куб
А

Постройте а П ABCDA1B1C1Dl.

Построение:

а) РК П BD = Тх; TT1C\AD = T2,

б) ТР П АХВХ = Р^, Т2К П AXDX = Кх,

в) РХКХ П BXCX = Р2, РгКг П DXCX = Kv

РКТ П ABCDA1B1C1D1 = ТРР2К2КТ2.

А

D

А

р

ГГ
В

К

Т ^—
..ж'
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2. Дано:

ABCDAlBlClDl
- куб

Р е ААг
К € ССг
Т G DC, где точки

Р, К, Т определяют

плоскость а

Постройте

a^ABCDAxBxCxDx.

Построение:

а) ТК П DXCX = Al5 ТА П £>£>! = 7\;

б) РТг П AD — Г2; РТХ П AXDX = Рх;

в) РХКХ П = Р2; n BiCi = К2.

РКТ П ABCDAlBlClDl = РР2К2КТТ2.
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3. Дано:

ABCDAlBlClDl
- куб

Р е AD

К е ВВХ
Т е ССг, где точки

Р, К, Т определяют

плоскость а

Постройте

anABCDAlB1C1D1.

Построение:

а) КТПВС = Тг;

б) PTxnDC = T2\

в) РТХ П АВ = Pj1»

г) РХК П AAj = Р2.

РКТ n РР2КТТ2.
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4. Дано:

ABCDAlBlC1Dl
- куб

Р е ВВг
к е В&
Т 6 DC, где точки

Р, К, Т определяют

плоскость а

Постройте
а П ABCDA&C&.

Построение:

а) РКПСС1 = К1-,

РКПВС^Р^,

б) ТКг П DXCX = К2,

в) Р-уТ П АВ — Р2-

РКТ П ABCDAlBlC1Dl

Pi
I D

В С

РКК2ТР2.
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5. Дано:

ABCDA1B1ClDl
- куб

РеВВ1
К Е D1Cl
Т G AD, где точки

Р, К, Т определяют

плоскость а

Постройте
аП

а) Дополнительное построение

1. Построим BB1DlD.
2. ТТХ || DDV КК, || DDlt

тогда ТТХКХК || DDV
3. Найдем ТТ1КК1 П ВВ^^

—

ООг.
4. Найдем ТК П ООх = М.

5. Найдем РМ П DDX — К2 —

дополнительная точка

на ребре DDX.
вх сх
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б) Основное построение

1. ТК2 П ААХ = Т2;
2. Т2РГ\АВ = Т3;
3. К2КГ\ССХ =РХ;
4. РРХ П = Р2.

РКТ П ABCDA1B1C1D1 = РР2КК2ТТ3.
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6. а) Дополнительное построение

1. Построим РРХ || ВВХ, ККХ || ВВХ,
значит РРХКХК || ВВХ.

2. Построим BBXDXD.
3. Найдем BBXDXD П РРХКХК = ООх.
4. Найдем РК П ООх = М.

5. Найдем МТ П ВВх — Тх —

дополнительная точка

на ребре ВВХ.

1. ТхРпААх =Р2;
2. Р2ТП A, D, = Т2;
3. Р2Т П AD = Т3;
4. КТ3 П DC = К2.

РКТ П ABCDAXBXCXDX = ТТ2РТХКК2.

В1 с,
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7. Дано:
SABCDE — пирамида

Ре AS

К & SC

Т G ED, где точки

Р, К, Т определяют

плоскость а

Постройте а П SABCDE.

Построение:

а) РК П АС — Кг;

б) K1THDC = K2 -, К^ПАЕ^К^, К{Г П ВС = К4;

в) PKZDSE = Pl5

г) К4К Г) SB = Р2.

РКТ П SABCDE = ТРХРР2КК2.

S

Е Т D
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8. Дано:
SABCDEF — пирамида

Ре SB

К е SD

Т е SF, где точки

Р, К, Т определяют

плоскость а

Постройте
а П SABCDEF.

Построение:

а) PKOBD^K^

б) PTnJ5F = Ti;

S

А;

^4-

'/j— опорная прямая;

в) CD П Т1К1 = АГ2; КК2 П SC =

г) П AF = Т2; ГТ2 П Л5 = Р2;

д) П FE = Т3; ТТ3 П SE =

РКТ П SABCDEF = РР1КТ4ТР2.

S
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9. Построение:

а) РТпАЕ =

б) РХПЛС = К1;

Т1К1 —

опорная прямая, ТК 6 а;

в) ТХКХ Г)ВС = К2, КК2 П ВВХ = К3;

г) ПСТ> = JQ; АГЯГ4 П DDX = Кь;

д) Т1К1ПЛР = Р1.

Р/ГГП = РК3КК5ТР2.

В1 С,
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10. Построение:

а) КР П F1D1 = Рг,

ТРг —

опорная прямая;

б) TP! n D1C1 = Р2; ТРг П A.F, = Т,;

в) ТХК П ААХ = Т2;

г) ТРХ П EXDX = Р3; РР3 П ЕЕг = Р4.

РКТ П ABCDEFAlВгС\DxЕгF\ = ТР2РР4КТ2.
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Домашняя тренировочная работа 5 (Призмы)

Вариант 1

Все ребра треугольной призмы равны 10. Одно из боковых

ребер образует с каждой прилежащей стороной основания

угол в 45°. Найдите:

а) объем призмы;

б) площадь боковой поверхности призмы.

Вариант 2

Боковое ребро треугольной призмы со сторонами основания,

равными 13, 13 и 10, образует с равными сторонами угол в 30°

и равно 10. Найдите:

а) объем призмы;

б) расстояние от бокового ребра до скрещивающейся с ним

наименьшей стороной основания.

Вариант 3

В основании прямого параллелепипеда лежит ромб с острым

углом в 30°. Через сторону основания и середину

противоположного бокового ребра, равного 10, проведена плоскость,

образующая с плоскостью основания угол в 45°. Найдите:

а) объем отсеченной от параллелепипеда треугольной

призмы;

б) площадь боковой поверхности полученной призмы;

в) котангенс угла между наибольшей из диагоналей

параллелепипеда и боковой гранью параллелепипеда.
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Вариант 4

Диагональ прямоугольного параллелепипеда равна 46.

Измерения параллелепипеда относятся как 6 : 22 : 3. Через диагональ

основания и вершину верхнего основания проведена плоскость,

отсекающая от параллелепипеда пирамиду. Найдите:

а) объем пирамиды;

б) площадь сечения;

в) тангенсы углов между плоскостью сечения и гранями

параллелепипеда.

Вариант 5

В прямой треугольной призме стороны основания равны 10, 10
и 12, а боковое ребро 9,6. Через наибольшую из диагоналей
боковых граней проведена плоскость, перпендикулярная другой
боковой грани. Найдите:

а) площадь сечения призмы данной плоскостью;

б) тангенс угла между плоскостью сечения и плоскостью

основания;

в) расстояние между скрещивающимися диагоналями

равных боковых граней.

Вариант 6

В прямой треугольной призме стороны основания равны 10, 10

и 16, а боковое ребро 9,6. Через наибольшую из диагоналей
боковых граней проведена плоскость, перпендикулярная другой
боковой грани. Найдите:

а) площадь сечения призмы данной плоскостью;

б) тангенс угла между плоскостью сечения и плоскостью

основания;

в) расстояние между скрещивающимися диагоналями

равных боковых граней.
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Домашняя тренировочная работа 5 (Призмы).
Чертеж. План решения

Вариант 1

Дано:

АВСА1В1С1 — призма,

все ребра равны 10

LAXAC = ZAXAB = 45°

Найдите:

а) объем призмы;

б) 56.п.„.

План решения

а) 1. Постройте АгОА-АВС.

Докажите, что О £ 1ВС = Нвс = АР.

Постройте OKI.АС.

Докажите AXKLAC.

2. Найдите АК из АААгК, АО из подобия ААКО
и ДАРС, АхО из ААгАО.

3. Вычислите АР, SAABC, VABCAlBlCl.
□25].

б) 1. Постройте СТ±ААХ.

Докажите ВТ±.ААг;

ААг±СТВ.

2. Из ААТС найдите ТС,

затем Рд 4Х'С7 *

3- 56.п.п = ААг ■ P&Atc'i

loo (д/5+i) •
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Вариант 2

Дано:

АВСА1В1С1— призма

Вл

/АгАС

АА{ = 10

АВ = АС = 13

ВС = 10

АВ = 30°

Найдите:

а) объем призмы;

б) р(ЛЛ1;БС).

План решения

а) Решение задачи аналогично решению пункта а) задачи

варианта, 1.

25\/б9 .

б) 1. Постройте CTBLAAl

(см. задачу б) варианта 1).

2. Докажите ТР±.ААХ.

3. Докажите АА1Р1Р±ВС;

TPLBC.

4. Используя метод площадей,

из ААгРхР найдите ТР

Аг

АР • АгО
ААЛ

‘

Докажите р(АА1\ ВС) = ТР. 0,5\/б9
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Вариант 3

Дано:

ABCDAlBlClDl
-

прямой параллелепипед

AAXLABCD; ААг = 10

ВТ = ВгТ; Т е ВВг
ABCD — ромб

/.BAD = 30°

ATD — плоскость сечения

^АВСР^АТР) = 45°

Найдите:

а) VaTBDTiC'
б) S6n aATBDTlC;

в) (A^C-AA&D) .

План решения

а) 1. Постройте сечение ATD П ABCDA1B1C1D1.

2. Постройте BK1.AD.

3. Докажите ВТКLAD.

4. Из ДВТК найдите ВК; из ААВК найдите

5. Найдите SABTK, ^гатBLn\c' ГД® V = &&втк '

АВ.

AD.

1251.

б) Найдите Р^втю 36плatbdtiC’

гДе ^б.я.п = AD • Р&ВТК-

50 (V2 + 2) .
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1. Постройте CPLAD (ZADC > 90°).

2. Докажите СР1.ААiDxD, СР1.А1Р,

(A&AA^D) = Z.CAXP.

3. Вычислите CP, DP, AjP.

4. Из ДЛХЛС ctg (ZC^P)
-

Вариант 4

Дано:

ABCDA&C^
-

прямоугольный

параллелепипед

DBX = 46

: ААХ : АВ =

= 6 : 22 : 3

АВуС — плоскость

сечения

СР

В,

\/ll + 4V3

А

Найдите:
а) объем пирамиды B±ABC\
б)

в) 1. tg(ZBjACB), 2. tg (zCAB^) , 3. tg f/.АВ^СВ) .
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План решения

а) 1. Пусть AD = 6х; ААХ = 22х\ АВ = Зх.

Учитывая, что DB\ = AD2 + АА2 + АХВ>\,
найдите значения AD, АА1? АВ.

2. Так как VBlABC = ~SAABC • BBV

вычислите VBlABC. I 528 |.

б) 1. Постройте ВКLAC. Докажите BXKLAC.

2. Найдите AC, ВК, используя метод площадей.

ВК =

АВ ВС

АС
’

3. Вычислите В±К, SABlc-

в) 1. Из АВХВК tg иВгАСВ)

12л/614

^ВК
11
V5

..........

\ А

/ 1 1

/ 1 •
/ j 1

\

/ /tf
/ /

с ct

2. Найдите АЕ^.
Постройте (основание ABjE^^).
Докажите BTCLABV Найдите ВТ.

ВС

ВТ'
tg (zCABjB)

3. Решение аналогично,

11
л/55

л/130
22

Л

Bi

(основание СВВ1С1).
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Вариант 5

Дано:

АВСА1В1С1
—

прямая призма

ААг±АВС
ААг = 9,6
АВ = ВС = 10

АС = 12

АгС £ ol

а±АА1В1В

Найдите:

а) SqcHABCAiBiCv б) tg (а\ ABC) ; в) р(АВ1]С1В).

План решения

а) 1. Постройте СКLAB (проверьте, что /.ABC < 90°).
2. Докажите

СК±ААгВгВ; А1СК±АА1В1В; АгК±СК.

3. Найдите СК, АК, АгК.

4. Вычислите 5АА\КС' 57,6 .

б) 1. Так как ААгК±СК, то = ААгКА.

[~4
2. Вычислите tg(ZA1ifA).

Ci
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1. Постройте В1Р±А1С1. Докажите В1Р±АА1С1С.

2. Постройте BTAlAC.

3. Докажите ВТА-АА^С^С. Докажите ВгРА || ВТСг.
Докажите р(АгВ; С1В) = р(В1РА; ВТС1) = р(АР; ТСг)
Из АРСгТ методом площадей найдите РМ.

АТ РТ
РМ =

АР

Вариант 6

Дано:

АВСА1В1С1 — прямая

призма

ААХ±АВС
АВ = 16; АС = ВС — 10;

ААг = 9,6; АХВ 6 а

а±ААгСгС

Найдите:

а) SaHABCAiBiCi’ б) *6 (а5
План решения

а) 1. Докажите /.АСВ > 90°.

2. Постройте ВКА.АС.

3. Докажите ВКА.ААХСХС\ ВК±АгК.

4. Найдите ВК, используя метод площадей:

ABCJ ; в) р(АС1;СВ1).

2SААВС
ВК —

———, где SAABC вычислите по теореме Ге-

рона (или иначе).
Из ABCК найдите СК. Из ААгАК найдите АХК.

5. Из подобия ААХАК и АТСК найдите ТК и АгТ.

6- Saf)ABCAlBlCl — SAAlBT. Найдите SAAlBT — -АХТ ВК.
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б) 1. Докажите ^ABC, АуВТ^ = ZAXKA.

АА,
2. Вычислите tg (/.А-^КА) =

в)

АК
0,75

В,

А Pi В,

1. Постройте СРА.АВ; С1Р1Л-А1В1.

2. Докажите, что АР{ || РВУ; СР || СХРХ,
тогда АР^ || PBjC, APjCj-LAAiBji?.

3. Докажите

piAC^CBj = p(APxCi,PBjC) = piAP^PB,).

4. Из параллелограмма найдите PMJlAP^
AA. AP

используя метод площадей. PM = —

.

AP\

5. Так как p(AC1;CB1) = PM, вычислите PM.

48\/6l
61

’
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Задачи-ловушки

Для выяснения справедливости утверждения или его

опровержения приведите пример, контрпример или приведите

доказательство.

1. Будет ли пирамида правильной, если у нее равны все

плоские углы при вершине и двугранные углы при основании?

2. Существует ли четырехугольная пирамида, у которой две

противоположные боковые грани перпендикулярны

плоскости основания?

3. Можно ли из проволоки длиной 68 см изготовить

каркасную модель правильной четырехугольной пирамиды

со стороной основания, равной 10 см?

4. Будет ли пирамида правильной, если у нее равны все

плоские углы при вершине и все двугранные углы при боковых

ребрах?

5. Правильная четырехугольная усеченная пирамида

пересечена плоскостью, проходящей через середины боковых

ребер. Принадлежит ли точка пересечения диагоналей

усеченной пирамиды этой плоскости?

6. Для каркаса правильной усеченной пирамиды, у которой

стороны оснований равны 10 см и 20 см, а высота — 20 см,

выделено 204 см проволоки. Хватит ли ее для

изготовления каркаса?

7. Равны ли объемы двух пирамид с равными высотами,

если их основаниями являются четырехугольники с

соответственно равными сторонами?

8. В шестигранном многограннике две грани (основания)
параллельны и являются неравными

прямоугольниками, параллельные стороны оснований которых

пропорциональны. Является ли такой многогранник усеченной

пирамидой?
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Решение задач-ловушек

1. Нет. Приведем контрпример.

Дано:
SABCD — пирамида

ABCD — ромб
АС = 8; BD = 6

О =ACHBD

SOLABCD

SO = 10

Докажите, что:

а) Z.ASB = ZBSC = ZCSD = Z.DSA;

б) ASABC = ZSBCD = Z.SCDA = ZSDAB.

а) 1. АВ = ВС = DC = AD = л/АО2 + ВО2,
т. е. АВ = V32 + 42 = 5.

2. SA = 50 = л/АО2 + SO2;

SA = л/42 + 102 = v^l6 = 2л/29.

3. SB = SD = VOD2 +SO2; SD = v/32Tl02 = лД09.

4. AASD = ACSD по III признаку равенства

треугольников, так как SA = SC, AD = DO, SD общая.

Значит Z.CSD = ZDSA.

Аналогично доказывается,

что AASB = AASD и ACSB = ACSD.

Следовательно, первое условие выполнено.

б) Так как О = АС П BD и S01.ABCD, то вершина

ортогонально проецируется в центр вписанной

окружности, и двугранные углы при сторонах основания равны

между собой (докажите).

Значит, второе условие также выполнено.

Но так как ABCD не квадрат, то SABCD правильной

пирамидой не является.
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D

2. Да. Приведем пример.

а) Пусть DABC —

пирамида,

DA1.ABC, тогда

ADB1ABC; ADCLABC.

б) Рассечем пирамиду

плоскостью DPK,

где Р G АВ, а К е АС.

Получим пирамиду DPBCK, у которой

противоположные грани DPBLPBCK и DCК1.ABC.

Возможно при этом, что КР || ВС, но это не

принципиально.

Нет. Проведем расчеты и выясним,

возможно ли это.

Дано:
SABCD —

правильная пирамида

Рребср = 68 СМ

АВ — 10 см

а) Так как Рребер = 4 • АВ, т.е. PABCD = 40, то на

сумму боковых ребер приходится 28, а на каждое боковое

ребро - 7 (AS = BS = CS = DC).

б) AC = AB ■ л/2, т. e. AC = 10 • л/2.

Значит чтобы существовала правильная пирамида с

такими метрическими данными, необходимо 2 • AS > АС

(правило треугольника).
14 > 10\/2 Ф* 7 > 5\/2 49 > 50 — ЛОЖЬ.

Отсюда следует, что из проволоки длиной 68 см сделать

каркас правильной пирамиды со стороной основания 10 см

невозможно.
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Bi Cl4. Нет, приведем контрпример.

От куба ABCDA1B1ClDl

отсечем плоскостью А1ВВ2

(где В2 не совпадает с D)

пирамиду AA1BB2i

у которой:

а) ААХАВ = /ВАВ2 = ZB2AA1 = 90°;

б) двугранные углы при ребрах ААг, АВ и АВ2 —

прямые, т.е. равны 90°.

Очевидно, что такая пирамида правильной не является

(AD = 2AB2).

5. Нет.

Рассмотрим диагональное сечение АЛ1С1С'.

уЛ
/ > V

ё—СЛ

Диагонали усеченной пирамиды:

АСг С ААхСгС; АгС С AAXCXC\ АСХ П АХС = О.

а) ААОС ~ АА1ОС1, тогда
АО АС

ОСх AxCi
значит О € А2С2 (О = 02 — точки совпадают), только

если АО = ОС, тогда АС = А1С1. Но это уже ие

трапеция, а параллелограмм.
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б) Можно иначе.

1. л0а2^2
АС + А1С1 ш

2. MN || АС, тогда по теореме о среднем гармониче-

2 • АС • А1С1
СКОМ MN =

—грг .

АС Л- АгСг
Очевидно, что в общем случае они не совпадают.

Значит О £ A2B2C2D2-

6. Ответить на вопрос можно, только конкретно просчитав

сумму длин ребер.

Сделаем прикидку.

Вычислим сумму периметров P^bcd и ^AiBiCiDi1
РABCD + PAxBxCxDx = 4 • 20 + 4 • 10 = 120.

Тогда на боковые ребра приходится 204 — 120 = 84.

С другой стороны, ССХ > яус пирамиды
= 20.

Таким образом, 4 • ССХ < 84; ССХ < 21.

Это выглядит правдоподобным,

но лучше проверить более

тщательно.

Дано:
АВ = 20

АХВХ = 10

НлВСРАлВлСлРл ~ 20

в,

Найдите Рре6ер.

а) Сделаем дополнительное построение: C2CXLABCD.

С2СХ = 20.

б) АС = 20у/2; АхСх = 10у/2.

АС
в) СС2 =

АгСх_ СС9 = 5л/2.
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г) ccl = у/с2с% + ccq-

ССХ = ^202 + (5\/2)2 = л/450 = \Ъу/2.

Д) рРевеР = 4 • 20 + 4 • 10 + 4 • 15V2 = 120 + 60^2.

Таким образом, чтобы проволоки хватило, требуется
выполнение неравенства

60\/2 < 84 4Ф 5л/2 < 7 <£> 50 ^ 49 — ЛОЖЬ.

Значит, на каркас такой усеченной пирамиды
проволоки длиной 204 см все же не хватит.

7. Нет. Приведем контрпример.

Дано:
SABCD —

пирамида

SOLABCD; SO = Я

АВ = ВС = DC = AD = а

АС ф BD

VcSABCD•

Дано:
-

пирамида

SOi = Я

AiSj = ВД =

= DlC1 = AlDl =

АЛСЛ=ВЛР,

S

s

V,SA\B\C\D\ *

Так как SABCD Ф SAlBlClDl (ABCD — ромб, а не квад-

рат, как то Vsabcd ф VSAlBlClDl-
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8. Нет. Контрпример 1 представлен на чертеже.

Дано:

ABCDA1BlC1D1
-

многогранник

ABCD || AlBlClDl
ABCD, AlBlClDl -

прямоугольники

Ml
АВ

Ml
AD

EiC±
DC

Ml
BC

ABCDA^^Di -

усеченная пирамида?

Bi

В данном случае отрицательный ответ очевиден, так как

А1В1 < АВ и AXDX > AD, хотя параллельные стороны

разных оснований должны быть пропорциональны, здесь

это не так.

Контрпример 2 представлен на чертеже.

Дано:

ABCDA1BlClD1
-

многогранник

ABCD || A1B1C1Dl
ABCD, AlBlClDl -

прямоугольники

Ml
АВ

ЛА
AD

DC

ад
вс

М N

ABCDAiBiCiDi -

усеченная пирамида?
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В данном случае A1D1 < AD и А1В1 < АВ,

А1В1
но в общем случае

*

ф “7ТГ>
АВ

т. е. мы рассмотриваем клин, для которого предположение

неверно.

Примечание. Любая усеченная пирамида есть часть

обычной пирамиды, полученная отсечением плоскостью,

параллельной основанию пирамиды, то есть получается

в остатке многогранник, две грани которого параллельны

и являются подобными многоугольниками. Кроме того,

если продолжить боковые ребра, то все они обязательно

пересекутся в одной точке. В данной задаче это не так.
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Самостоятельная работа 6 (Планиметрия)

Варианты 1-8

1. В треугольнике угол а равен 40°. Найдите угол между

биссектрисами, проведенными из двух других углов.

2. В треугольнике углы, прилежащие к одной из сторон,

равны, соответственно, 80° и 20°. Найдите угол между

биссектрисой и высотой, проведенными к этой стороне.

3. В треугольнике медианы равны, соответственно, 5, 12 и 13.

Найдите наименьшую из сторон и определите вид

треугольника.

4. Высоты треугольника равны, соответственно, 15, 21 и 35.

Найдите наибольший угол исходного треугольника и его

площадь.

5. Длины двух сторон треугольника равны 22 и 10. Найдите

длину биссектрисы угла между ними, если площадь

треугольника равна 105,6.

6. В треугольник со сторонами длиной 6, 8 и 11 вписана

окружность. К окружности проведена касательная так,

чтобы она пересекала две большие стороны и была

параллельна меньшей. Найдите периметр отсеченной трапеции.

7. Длины медиан треугольника равны 5, 6 и 5. Найдите его

площадь.

8. Площади двух треугольников, прилегающих к основаниям

трапеции и ограниченных ее диагоналями, равны 36 и 16.

Найдите площадь трапеции.
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Самостоятельная работа 7 (Призмы)
Варианты 1—8

1. Все ребра прямой призмы равны между собой, и их длины

есть целые числа. Сумма всех длин ребер равна 42.

Найдите площадь боковой поверхности такой призмы.

2. Измерения прямоугольного параллелепипеда относятся

как 2:1:2. Найдите объем параллелепипеда, если его

диагональ равна 12.

3. В основании прямой призмы лежит равнобедренная
трапеция. Диагональные сечения призмы перпендикулярны

граням, проходящим через боковые ребра трапеции, и

делят острые двугранные углы при боковых ребрах пополам.

Вычислите плоские углы двугранных углов при боковых

ребрах призмы.

4. В прямом параллелепипеде ABCDAlBlClDl АВ = 29,
AD — 36, BD — 25. Боковое ребро ААХ = 48. Найдите

площадь сечения ABXCVD.
5. Площадь одного из диагональных сечений прямого

параллелепипеда равна площади любой из боковых граней.

Найдите отношение площадей диагональных сечений с общей
осыо симметрии.

6. Площадь наибольшего диагонального сечения правильной

шестигранной призмы равна 25. Найдите площадь боковой

поверхности данной призмы.

7. Основанием прямой призмы является ромб с диагоналями,

равными 24 и 10. Сечение призмы, параллельное боковому
ребру, пересекает противоположные грани

перпендикулярно к ним и является квадратом. Найдите S6nn.
8. Куб ABCDA1B1ClD1 пересечен четырьмя плоскостями,

которые отсекают от него треугольные пирамиды с

вершинами в точках А, С, Вг и Dv Боковые ребра этих

пирамид равны ребрам куба. Какой многогранник

ограничен секущими плоскостями и какую часть от объема куба
составляет его объем?
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Самостоятельная работа 8 (Пирамиды)

Варианты 1-7

1. В правильной четырехугольной пирамиде апофема
боковой грани наклонена к плоскости основания под углом

в 45°. Найдите угол между апофемами смежных граней.

2. В правильной пирамиде двугранные углы при основании

равны 60°. Какую часть от площади полной поверхности

пирамиды составляет площадь боковой поверхности?

3. Наибольшее по площади диагональное сечение правильной

шестиугольной пирамиды есть правильный треугольник,

сторона которого равна 2а. Найдите объем пирамиды.

4. В правильной четырехугольной пирамиде, все ребра
которой равны, вершина есть точка пересечения диагоналей

параллелепипеда, основание которого совпадает с

основанием пирамиды. Определите вид параллелепипеда и

найдите, какую часть его объема составляет объем пирамиды.

5. В основании пирамиды лежит прямоугольник со

сторонами, равными 6 и 8. Боковые ребра равны 13. Вычислите:

а) объем пирамиды; б) радиус описанной сферы.

6. Дана правильная шестиугольная пирамида, сторона

основания которой равна 2а. Высота, равная За, пересечена

двумя плоскостями, проходящими через одну из апофем
пирамиды и середины двух смежных сторон основания.

Определите объем части пирамиды, ограниченной этими

плоскостями.

7. Правильная треугольная пирамида, все ребра которой
равны, пересечена плоскостью, проходящей через середины

трех ее ребер, выходящих из одной вершины. В каком

отношении эта плоскость делит объем пирамиды?
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Самостоятельная работа 9 (Комбинации тел

вращения и многогранников. Уровень А, базовый)

1. В прямую призму, в основании которой лежит

равнобедренная трапеция с основаниями 8 и 2, вписан цилиндр.

Высота призмы равна 10. Найдите:

вариант 1 — площадь боковой поверхности цилиндра;

вариант 2 —- объем цилиндра.

2. Сечение цилиндра, проходящего через образующие,
находится на расстоянии 3 от оси симметрии цилиндра, радиус

основания которого равен 5, а высота 4. Найдите:

вариант 1 — площадь сечения;

вариант 2 — периметр сечения.

3. Около правильной треугольной пирамиды со стороной
основания Зч/З и высотой 3 описан конус. Найдите:

вариант 1 — объем конуса;

вариант 2 — площадь боковой поверхности конуса.

4. Через две образующие конуса проведено сечение под

углом в 60° к плоскости основания. Высота конуса равна 10.

Найдите:

вариант 1 —

расстояние от центра основания конуса

до плоскости сечения;

вариант 2 — площадь сечения, если проекция сечения

на плоскость основания есть прямоугольный треугольник.

5. Конус пересекает плоскость, параллельная основанию

и проходящая через
- высоты конуса. Найдите:
5

вариант 1 — отношение площади основания конуса к

площади сечения;

вариант 2 — какой процент площади основания составляет

площадь сечения?
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Самостоятельная работа 10 (Комбинации тел

вращения и многогранников. Уровень В)

Варианты 1-8

1. На поверхности шара заданы три точки, кратчайшее

расстояние между которыми равно 6. Найдите площадь

сечения шара плоскостью, проходящей через через эти три

точки.

2. В сферу радиуса R вписана правильная четырехугольная

пирамида, все ребра которой равны между собой. Найдите
объем пирамиды.

3. В правильную четырехугольную пирамиду вписан шар,

касающийся всех ее боковых ребер и плоскости

основания. Диагональное сечение пирамиды есть правильный

треугольник со сторонами, равными а. Найдите радиус
такого шара.

4. В сферу вписан равносторонний цилиндр. Найдите
отношение площадей поверхностей этих тел.

5. В сферу вписан равносторонний конус, а в этот конус

вписана сфера. Найдите отношение площадей поверхностей
этих тел.

6. Шар радиуса R пересечен двумя параллельными

плоскостями, которые делят диаметр шара в отношении 1:2:3.

Найдите площадь поверхности шара, заключенную между

секущими плоскостями.

7. Дуга сегмента в осевом сечении шарового сектора равна

240°. Определите площадь сферической поверхности

сектора, если ее радиус равен R.

8. Определите объем сегмента, который отсекается от шара

радиуса R плоскостью, делящей диаметр шара в

отношении 1 : 3.
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Самостоятельная работа 11 (Комбинации тел

вращения и многогранников. Уровень В)

Варианты 1-5

1. Около сферы радиуса 2 описана правильная

четырехугольная пирамида, косинус плоского угла при вершине

которой равен 0,6. Найдите площадь боковой поверхности

пирамиды.

2. Боковые ребра треугольной пирамиды равны 2л/33, а

стороны основания равны у/33. Найдите радиус вписанной

в пирамиду сферы.

3. Найдите радиус описанной около треугольной пирамиды

сферы, если боковые ребра равны 2\/ГГ, а стороны

основания равны л/ГТ.

4. В правильной треугольной призме диагональ боковой

грани равна у/3 и образует с плоскостью боковой грани угол
в 45°. Найдите объем призмы.

5. Найдите объем правильной треугольной пирамиды, если

боковая грань находится на расстоянии 3 от вершины

основания.
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Самостоятельная работа 12 (Комбинации тел

вращения и многогранников. Уровень В)

Вариант 1

1. В цилиндр вписан конус. Основания этих фигур
совпадают. Образующая конуса наклонена к плоскости основания

под углом в 75°. Найдите площадь полной поверхности

цилиндра, если площадь боковой поверхности конуса

равна б\/б-

2. Радиус основания конуса в 5 раз меньше образующей.
Найдите угол развертки конуса.

Вариант 2

1. В правильную треугольную пирамиду вписан

равносторонний цилиндр (осевое сечение цилиндра
— квадрат).

Двугранные углы при сторонах основания пирамиды

равны 60°. Высота пирамиды равна 5. Найдите площадь

полной поверхности цилиндра.

2. Найдите образующую конуса, радиус основания которого

равен 2, а угол развертки
— 72°.

Вариант 3

1. В конус вписана правильная треугольная призма, ребра
которой равны 3. Найдите площадь боковой поверхности

конуса, если осевое сечение конуса
— равносторонний

треугольник.

2. Диапжали осевого сечения усеченного конуса взаимно

перпендикулярны. Высота усеченного конуса равна 10.

Найдите образующую усеченного конуса, если площадь его

боковой поверхности равна 307г.
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Вариант 4

1. В цилиндр вписан параллелепипед. Большая сторона его

основания равна 4л/2. Диагональ параллелепипеда

образует с плоскостью большой боковой грани угол в 30° и

равна 8. Найдите объем параллелепипеда.

2. Сечение конуса, проходящего через вершину, есть

равносторонний треугольник и образует с плоскостью основания

угол в 45°. Найдите объем конуса, если его высота равна 3.

Вариант 5

1. В правильную четырехугольную пирамиду вписан конус

с высотой 3. Найдите объем конуса, если расстояние

между серединами двух апофем смежных граней пирамиды

равно 4.

2. Образующая усеченного конуса наклонена к плоскости

основания иод углом в 60°. В осевое сечение усеченного

конуса вписан круг радиуса 3. Найдите объем конуса.

Вариант 6

1. Правильная треугольная пирамида вписана в конус.

Найдите объем конуса, если сторона основания пирамиды

равна 2-\/3, а ее боковая грань наклонена к плоскости

основания иод углом 60°.

2. В цилиндре отрезок, соединяющий точки окружностей

верхнего и нижнего основания, равен 4 и наклонен к

плоскости основания под углом в 30°. Найдите объем

цилиндра, если проекция этого отрезка на плоскость основания

видна из центра этого основания иод углом в 60°.
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Вариант 7

1. Объем усеченного конуса, у которого радиусы основания

равны 2 и 11, равен объему конуса той же высоты. Найдите

радиус основания этого конуса.

2. Развертка боковой поверхности конуса составляет 60%

площади круга. Найдите площадь боковой поверхности

конуса, высота которого равна 2.

Вариант 8

1. Стороны треугольника равны 6, 25 и 29. Найдите площадь

поверхности тела, образованного вращением данного

треугольника вокруг прямой, принадлежащей плоскости

треугольника. При этом меньшая сторона параллельна оси

вращения и удалена от нее на 30.

2. В треугольную пирамиду, площади боковых граней

которой относятся как 5:6:7, вписан конус. В каком

отношении линия касания поверхностей пирамиды конусом делит

боковую поверхность пирамиды?
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Самостоятельная работа 13

(Комбинированная работа. Уровень С)

Вариант 1

1. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1ClD1
найдите угол между плоскостью ААгС и прямой АХВ, если

ААХ = 3, АВ = 4, ВС = 4.

2. В треугольнике ABC на стороне ВС выбрана точка D

так, что BD : DC =1:2. Медиана СМ пересекает отрезок
AD в точке К. Какую часть площади треугольника ABC

составляет площадь треугольника AMК?

Вариант 2

1. В прямоугольном параллелепипеде ABCDAlB1C1D1

AAl = 8, АВ = 6 и ВС = 15. Найдите угол между

плоскостью АХВС и прямой BCV

2. В треугольнике ABC проведены биссектрисы AD и СК\

при этом АС = 6, АК = 2, CD = 3. Найдите длину

отрезка DK.

Вариант 3

1. В прямоугольном параллелепипеде ABCDAlBlClDl

АА1 = 4, AlDl= 6, C1Di= 6. Найдите тангенс угла

между плоскостью ADD± и прямой EF, проходящей через

середины ребер АВ и В1С1.

2. В параллелограмме ABCD АВ = 2, ВС = 3, Z-A = 60°.

Окружность с центром в точке О касается биссектрисы
угла D и двух сторон параллелограмма, исходящих из

вершины одного острого угла. Найдите площадь

четырехугольника ABOD.
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Вариант 4

1. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1
АВ — 4, ВС1 = 6, ССХ — 4. Найдите тангенс угла

между плоскостью ABC и прямой МК, проходящей через

середины ребер АА1 и ClD1.

2. В параллелограмме ABCD АВ = 3, ВС = 5, ZА = 60°.

Окружность с центром в точке О касается

биссектрисы угла D и двух сторон параллелограмма, исходящих

из вершины одного его острого угла. Найдите площадь

четырехугольника ABOD.
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Самостоятельная работа 14
(Пирамиды. Уровень С)

Вариант 1

1. Основание пирамиды
—

треугольник со сторонами,

равными 4, 13 и 15. Боковое ребро, проходящее через

вершину меньшего угла основания, перпендикулярно

плоскости основания. Одна из боковых граней образует с

плоскостью основания угол в 45°. Найдите: а) объем пирамиды;

б) площадь полной поверхности.

2. В основании пирамиды лежит треугольник со сторонами,

равными 15, 16 и 17. Боковые ребра пирамиды образуют
с плоскостью основания углы, равные 45°. Найдите объем

пирамиды.

Вариант 2

1. В основании пирамиды лежит треугольник со сторонами,

равными 8 и 15, а угол между ними равен 60°. Боковые

грани пирамиды образуют с плоскостью основания углы,

равные 45°. Найдите: а) объем пирамиды; б) площадь

боковой поверхности.

2. Боковые ребра пирамиды равны 65. В трапеции

основания параллельные стороны равны 50 и 14, а боковые

стороны
— 30. Найдите объем пирамиды.

Вариант 3

1. В основании пирамиды лежит треугольник со сторонами,

равными 7 и 8, а угол между ними равен 120°.

Двугранные углы при сторонах основания равны 60°. Найдите:

а) объем пирамиды; б) площадь боковой поверхности.

2. Боковые ребра пирамиды равны 25. Стороны основания

равны 18, 18, 24 и 24. Найдите объем пирамиды.
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Вариант 4

1. Основанием пирамиды является треугольник со

сторонами, равными 32, 34 и 34. Периметры соответствующих

боковых граней равны 162, 150 и 150. Найдите: а) объем

пирамиды; б) площадь полной поверхности.

2. Вершина пирамиды равноудалена от вершин основания

на 65. Стороны основания равны последовательно 14, 30,
40 и 48. Найдите объем пирамиды.
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Карточки индивидуальных заданий

Карточка 1

1. В конус вписана полусфера, большой круг которой лежит

на основании конуса. Найдите тангенс угла при вершине

конуса, если площадь полной поверхности конуса

относится к площади боковой поверхности полусферы как 18 : 5.

2. Правильная четырехугольная пирамида со стороной

основания, равной а, и двугранным углом при основании,

равным 60°, пересечена плоскостью, делящей пополам

двугранный угол при основании. Найдите площадь сечения.

Карточка 2

1. В шар радиуса 2 вписан конус, боковая поверхность

которого в два раза больше площади основания. Найдите объем

конуса.

2. В правильной треугольной пирамиде плоский угол при

вершине равен 30°, а кратчайшее расстояние между
боковым ребром и противоположной стороной основания

равно 2. Найдите объем этой пирамиды.

Карточка 3

1. Через вершину конуса проведена плоскость иод углом 45°

к основанию конуса. Эта плоскость пересекает основание

по хорде а, стягивающей дугу в 30° в основании конуса.

Найдите объем конуса.

2. Шар вписан в прямую призму, в основании которой лежит

прямоугольный треугольник. В этом треугольнике

перпендикуляр, опущенный из вершины прямого угла на

гипотенузу, равен 3 и образует с одним из катетов угол в 30°.

Найдите объем призмы.
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Карточка 4

1. В правильной четырехугольной призме проведены два

параллельных сечения: одно проходит через середины

смежных сторон основания и середину оси, другое делит ось

в отношении 1:3. Зная, что площадь первого сечения

равна 5, найдите площадь второго.

2. Отношение высоты конуса к радиусу описанного около

него шара равно 2:3. Найдите отношение объема шара

к объему конуса.

Карточка 5

1. Сторона основания правильной треугольной пирамиды

равна 2, угол между боковыми гранями равен 75°.

Найдите площадь боковой поверхности пирамиды.

2. В правильной треугольной пирамиде сторона основания

равна 7, а боковое ребро
— 14. Через середину бокового

ребра перпендикулярно к нему проведена плоскость.

Найдите площадь получившегося сечения.

Карточка 6

1. Треугольная пирамида рассечена плоскостью на два

многогранника, причем секущая плоскость делит три боковых

ребра, сходящихся в одной вершине, в отношении 1 : 2,
1 : 2 и 2 : 1. Найдите отношение объемов полученных

многогранников.

2. Около правильной треугольной призмы описан шар, а

около него описана правильная треугольная призма. Найдите

отношение площади основания большей призмы к

площади основания меньшей, если призмы подобны.
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Карточка 7

1. Сторона основания правильной четырехугольной

пирамиды равна 5, высота пирамиды равна 4. Через сторону

основания пирамиды и середину скрещивающегося с ней

бокового ребра проведено сечение. Найдите расстояние от

вершины пирамиды до плоскости этого сечения.

2. В основании треугольной пирамиды лежит

прямоугольный треугольник, гипотенуза которого равна 10, каждое

боковое ребро пирамиды образует с плоскостью основания

угол в 15°. Найдите радиус сферы, описанной около

пирамиды.

Карточка 8

1. Основанием пирамиды SABCD является ромб с

диагоналями, равными BD = 6 и АС = 12. Боковое ребро
SA перпендикулярно плоскости основания и равно 5.

Через точку А и середину ребра SC проведена плоскость,

параллельная BD. Найдите площадь сечения.

2. В правильной треугольной пирамиде высота, опущенная

на основание, равна 6, а расстояние от центра основания

до боковой грани равно 4. Найдите радиус шара,

вписанного в пирамиду.

Карточка 9

1. Косинус угла между соседними боковыми ребрами
правильной четырехугольной пирамиды равен 0,25. Радиус

сферы, описанной около этой пирамиды, равен 10.

Найдите длину бокового ребра пирамиды.

2. Основание пирамиды
— равнобедренная трапеция с

основаниями, равными 4 и 9. Все двугранные углы при

основании пирамиды равны между собой. Большее боковое

ребро равно 7,5. Найдите площадь полной поверхности

пирамиды.
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Карточка 10

1. В основании четырехугольной пирамиды SABCD лежит

квадрат со стороной 4. Ребро SA перпендикулярно
плоскости основания и равно 6л/2- Через вершину А

параллельно диагонали основания BD проведено сечение,

которое делит ребро SC в отношении 2 : 1 считая от

вершины S. Найдите площадь полученного сечения.

2. Расстояние между скрещивающимися диагоналями

смежных граней куба равно 2. Найдите площадь полной

поверхности куба.

Карточка 11

1. Правильный тетраэдр с ребром, равным 9, рассекли

плоскостью, параллельной двум противоположным ребрам
и удаленной от одного из них вдвое больше, чем от

другого. Найдите площадь сечения.

2. Длины боковых ребер треугольной пирамиды равны 2\/Ъ.
Из трех плоских углов, образованных этими ребрами при

вершине, два равны 45°, а один
— 60°. Найдите объем

пирамиды.

Карточка 12

1. В основании пирамиды лежит квадрат. Величины

двугранных углов при основании пирамиды относятся как

1 : 2 : 4 : 2. Найдите наименьший из этих углов.

2. В кубе ABCDAlBlC1Dl, сторона которого равна
о

проведена плоскость перпендикулярно диагонали куба

АСХ. Расстояние от точки А до плоскости сечения рав-

2
но -\р2П. Найдите площадь сечения,

о
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Ответы

Ответы на практикум-игру

1. а) 1. Левая — 5;

верхняя
— 6;

задняя
— 3.

2. Левая — 1;

верхняя
— 4;

задняя
— 6.

3. Левая — 5;

верхняя
— 3;

задняя
— 2.

6

б) 1. Задняя — 6;
нижняя — 4;

правая
— 5.

2. Задняя
— 2;

нижняя — 1;

правая — 6.

3. Задняя — 4;
нижняя — 1;

правая — 3.

в) 1. Задняя — 13;

верхняя
— 8;

правая — 15.

2. Задняя — 10;

верхняя
— 15;

правая
— 7.

3. Задняя
— 7;

верхняя
— 8;

правая
— 5.

10

8

13 15
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г) 1. Левая — 10;
задняя

— 4;
нижняя — 2.

2. Задняя
— 4;

верхняя
— 10;

правая
— 8.

3. Левая — 8;

верхняя
— 6;

задняя
— 0.

д) Один из вариантов

Bi с,

3 е АА^В]

4 е Л1В1С'1£>1;

1 е AAXDXD\

6 G DD^C;

2 € ABCD;
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ZI7I ЛЛ /±Л
2. а) 1. 3 2. 4 3. 4

б) 1. 2. 3.

в) 1. 2.
_

7
ZI7I ZzTI

з. 4

о 1. 1 2 11
/s71 /571 /т7

з 11

д) Один из возможных вариантов:

6
Zi7l ZIA /±Л

3 1
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3. а) Представленная
развертка составлена

по изображениям 1 и 3,
но изображение 2

предполагает, что грани

115 1 и 110 1 — смежные,

а это не так.

Следовательно, такое

распределение цифр
ни на одном кубе
невозможно.

б) 1.

2.

3.

1 5

3

5 4 6

2

Так представлены изображения цифр на кубе.

Очевидно, что такое распределение цифр на одном кубе
без повторения невозможно.
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Стереометрия. Самостоятельные работы

Домашняя самостоятельная работа

1. а) 84,5\/3 [; б) 15 : 121. 2. а) 64/Гб|; б)

3. а) 1УЗ:3|; б)
122

125
= °-976 . 4. а) a2\/l5 ; б) \a2VlE4

5. a) [4aV3j; б) |_а\/з|; в) [W]. 6. а) [2]; б)

Самостоятельная работа 1 (Пирамиды)

Вариант 1

г*

1. а) б)
у'Тз

. 2. 84\/Т5 |. 3. а) I 90° I: б) I 30° I.

Вариант 2

1. а) V3 ; б)
л/73
10

. 2. 15уТ5 1. 3. а) I 90° 1: б) ГW1.
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Векторы. Самостоятельные работы

Самостоятельная работа 2

1. а) б) в) г) д) е) ж)

Вариант 1 ADX СР4 САХ D^B АС\ вд

Вариант 2 СгА сТ\ СА1 АСХ ВjZ) В^3 г2г>

2. а) б) в)

Вариант 1
1г .. 1_
-Ь + с+-о ? -

о — о, — -с
2

ir „ U
—-о — а — -с

2 2

Вариант 2
1- - 1г--с-а+-Ь

- Г U
—с — b + -а

U г 1
-с-Ь+-а

Самостоятельная работа

1. ^гл/7 . 2.
11

. 3.
14 14

,
т.е. ( CP]AT^j е (90°; 180°).

4. . 5. а) I 90° 1: б) 6. а) ГШП; б)
4

. 7. |гл/б59 65

Самостоятельная работа 4

Вариант 1. a) cos (^FE^ED^j = —; б) p(B;FE1) = 4\/3т

Вариант 2. а) (A^NA) = 60°; б) p{N-,BDx) = ±т.

Вариант 3. a) cos(T£J1;PJ41) = б) p(FF1]NT) — 3,5т.
oZ

Вариант 4.

a) cos{FK-,B{T) = НЕ; б*) p(FK;B1T) =
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Карточки самоконтроля

1. ГшЛ 2. [9] 3. [2071 4. ГПП 5. [24] 6. ГШ1 7. [83]

8. Г43П 9. [Щ 10. ГТ39] 11. Г282] 12. [36] 13. [26]
14. [30] 15. Ш 16. [48]

Самостоятельная работа 5

Уровень А

1. |-4| 2. | —2 | 3. I 40 | 4.
37Г

4
5. | —61 j

6. {-24; 32; 30} 7. 1 1Cfc to 8. {5; 12;-16}

Уровень В

\ (3a2 + b2 - с2) 2. i (a2 + Zb2 - c2) 3.6) ;у = 1 + Ж

Уровень С

1. [о] 2. [о] з. [Ш 4. Ш
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Повторение

Самостоятельная работа 6 (Планиметрия)

1.
о

оГ-
1

о

СМ

о00гН
2.

3. 8^, тупоугольный
о

4.|:

6. 18,24 7. 116 1 8. Оо1—1

2. I 30° I,
а — (3

4. ГТжП. 980\/31 5. Гр5], Ш

Самостоятельная работа 7 (Призмы)

7. 480 8.

2561 3. 60°; 120° 4. 11872 1 5. 1 : V3 6. 1 75 1

1
Тетраэдр, -

Самостоятельная работа 8 (Пирамиды)
2

1. I 60° 1 2.

5. 192, 7
24

3. 1,5а3 4. Прямоугольник, -

6

6. 1,5а3 7. 1:7

Самостоятельная работа 9 (Комбинации тел вращения

и многогранников. Уровень А, базовый)
1 2 3 4 5

Вариант 1 407Г 32 97Г 5 25 : 4

Вариант 2 407Г 24 9л/2тг бб| 16%

Самостоятельная работа 10 (Комбинации тел вращения

и многогранников. Уровень В)

4. UT31 5. Г47П 6. у*
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Самостоятельная работа 11 (Комбинации тел вращения

и многогранников. Уровень В)

1. 16 (3 + 2л/3) 2. \ЗЩ 3. j 2л/3 4. 5.

Самостоятельная работа 12 (Комбинации тел вращения

и многогранников. Уровень В)

Вариант 1.1. 36 |; 2. 1 72° 1.

Вариант 2. 1. 150тг (7 - 4\/3) ; 2. | ю |.

Вариант 3. 1. 247Г ] ; 2. [ з].
Вариант 4. 1. 487Г1 ; 2. | 157Г |.

Вариант 5. 1. 32тг| ; 2. | 787Г |.

Вариант 6. 1. и 2. | 87Г |.

Вариант 7. 1. 7л/3 ; 2. 3,75тг

Вариант 8. 1. 46807т; 2520тг : 2. I 2 : 3 : 4 I

Самостоятельная работа 13 (Комбинированная работа.
Уровень С)

Вариант 1.1.

Вариант 2. 1.

arcsm •

12

25

arcsin

24

85

Вариант 3. 1. 0,6 |; 2

Вариант 4. 1.

2. 0,1

; 2. ^5Л

УЗ;
Г 13^3

6

л/Тб
ю

; 2.

Самостоятельная работа 14 (Пирамиды. Уровень С)

Вариант 1. 1. а) 1 96 I; б)

50 (v/б + л/5)Вариант 2. 1. а) 1 50 I: б)

Вариант 3. 1. а) 14л/3 ; б) 42\/3

24 {у/2 + 8) . 2. 340 .

. 2. 15 360 .

. 2. 2880 .

Вариант 4. 1. а) I 8064 I; б) 24 (5л/205 + 62) . 2. 18 720 .



Повторение 485

Карточки индивидуальных заданий

Карточка 1. 1. tga =2
. 2. fa’v'S

Карточка 2. 1. 1 Зтг 1. 2.

Карточка 3. 1.

Карточка 4. 1.

а3 (7 + 4л/3)
6

. 2. 36 (ч/З - 1)

11

12
. 2. 6,75

Карточка 5. 1.

Карточка 6. 1. 1 2 : 25 1. 2. [Ё

. 2. [Ж].

. 2. 2ч/1Т

Карточка 7. 1.
40

17

Карточка 8. 1. ЦЗ . 2. 2Ж

Карточка 9. 1. 110 1. 2. 1117 [.

. 2. [72].Карточка 10. 1. 10-

Карточка 11. 1. 118 I. 2. |2].

Карточка 12. 1. 130° I. 2. [41.
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