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ПРЕДИСЛОВИЕ

В многочисленных задачах естествознания возникают

интегралы и ряды, содержащие большой параметр. Слу-

Случаи, когда такие интегралы явно вычисляются, крайне

редки; еще реже удается просуммировать ряды. При
больших значениях параметра вычисление интегралов и

рядов
— весьма трудоемкая задача даже для самых со-

современных ЭВМ. Поэтому решающую роль играют асимп-

асимптотические методы. В книге изложены основные методы

вычисления асимптотики интегралов и рядов и основные

результаты, полученные к настоящему времени этими

методами.

В гл. I приведены основные сведения об асимптоти-

асимптотических оценках, асимптотических рядах и даны простей-
простейшие методы вычисления асимптотики интегралов, сумм
и рядов. Исследована асимптотика интегралов со слабы-

слабыми особенностями.
В гл. II изложен метод Лапласа, в гл. III — метод

стационарной фазы для одномерных и многомерных ин-

интегралов.

В гл. IV изложен важнейший метод вычисления

асимптотики интегралов от аналитических функций —

метод перевала (в одномерном случае). Приведены фор-
формулы суммирования Пуассона и Эйлера — Маклорена и

их применения к вычислению асимптотики рядов. Метод

перевала в многомерном случае изложен в гл. V.
В гл. VI рассмотрены различные случаи слияния кри-

критических точек подынтегральной функции: близкие точ-

точки перевала, полюс и точка перевала и другие.
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Рассмотрен ряд приложений: вычисление асимптоти-

асимптотики интегральпых преобразований, решений уравнений
с частными производными, разностных уравнений, диф-
дифференциально-разностных уравнений, коэффициентов
Тейлора, Лорана, Фурье аналитических функций, неко-

некоторые задачи теории вероятностей, статистической физи-
физики, теории дифракции, гидродинамики и другие.

По мнению автора, при написании такого рода спра-

справочника нельзя было ограничиться только перечнем го-

готовых формул, как это делается, например, в справоч-

справочниках по специальным функциям. Поэтому в книге при-

приведены выводы основных асимптотических формул и под-

подробно рассмотрен ряд конкретных примеров. Надеюсь,
что это поможет читателям овладеть основными асимпто-

асимптотическими методами.

М. В. Федорюк



ГЛАВА 1

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ

§ 1. Простейшие асимптотические оценки

1. Символы^--, о, О. Пусть функции J{x), g(x) опре-

определены на некотором множестве М и а — предельная
точка множества М. Как правило, независимое перемен-

переменное х является вещественным или комплексным числом.

Будем использовать следующие общепринятые обо-
обозначения.

Формула Определение

f{x)~g(x) И«,1Е4 Пт ^ = 1.
к->а,х(=М « W

lim ^«-0.
= O(g(x)) (геМ), Существует постоянная

С такая, что

при всех х е М>

/ (х) = О (g (x)) (a: -v а, х е М). Существуют постоянная

С и окрестность С/ точки

с такие, что

при х^М (] U,

В этих формулах указание на множество М будем
опускать в тех случаях, когда это не вызовет недоразу-
недоразумений.

Примеры. 1. \пх = о(х-а) (х -> +0), а > 0.
2. 1пх = о(ха) (ж-*+оо), а>0 —любое.
3. sin г ~ z (z -* 0).
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4. sin x = 0A) ( — оо <?<«>),
5. п\ ~ Ипп е~ппп (п ->¦ °°).
6. Пусть & — сектор |argz|^-^ е < If в комп~

лексной плоскости z, с > 0. Тогда

е-* = О(е-''м) (jeS,), с'>0.

Так как Re z~> Is! (sin e)~J при z^Ss, то

7. При любых а, & > О

Соотношение j(x)—o(g(x)) (x -*• а) означает, что

функция f(x) есть бесконечно малая по сравнению с

g{x) при х -*¦ а. Аналогично соотношение f(x)= O(g(x))
(х -*¦ а) означает, что функция f(x) ограничена по срав-
сравнению с функцией g(x) при х -> а. В частности, если

/(.г)= оA) (х -> а), то }(х)— бесконечно малая величина

при х -*¦
а; если же f(x)— 0A) (х -*¦ а), то f(x) ограни-

ограничена при х -*¦ а. Отсюда нетрудно получить ряд правил
действий с символами о, О:

o(f(x))+o(l(x))=o(f(x)),

В этих формулах х ~> й, х е М, множество М и точка а —

одни и те же в левой и правой части каждого равенства.

Расшифруем и докажем первую формулу; остальные

доказываются аналогично. Пусть gi(x)= o(f(x)), g2(;r) =
= о(/(;г)) при i -* а; тогда gt (z) + gi(x)= o(f(x)) при
x -*¦ a — это содержание первой формулы. Доказательство:

lim ——77-t2—- = hm -—^ + lim -—¦ = 0,

Точно такие же формулы справедливы для символа О.

Далее, имеют место формулы

o(f(x))O(g(x)) = o(f(x)g(x)),
O(o(f(x))) = o(f(x)),

(Здесь всюду л; -> а, х е Л/.)
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Соотношения вида

называются асимптотическими формулами или асимпто-

асимптотическими оценками.
2. Простейшие асимптотические оценки интегралов

и рядов. Приведем простые достаточные условия, при ко-

которых асимптотические оценки можно интегрировать.

Предложение 1.1. Пусть функции f(x), g(x]
непрерывны, g(x)> Q при а < х < Ь, и пусть

ь

J g{x)dx = + оо, A.1)

где а< Хо< Ь. Тогда:

1°. Если f(x)= O(g{x)) (х-+Ь), то

к \x /

2°. Утверждение 1° остается в силе, если всюду заме-

заменить О на о.

3°. Если f(x) ~ g(x) (x-+b), то

ь ь

\f{x)dx~lg{x)dx (х^Ъ). A.3)
X х

Докажем 2°. Применяя правило Лопиталя, получаем

dx

И

Аналогично доказываются остальные утверждения.
В этом предложении достаточно потребовать измери-

измеримости функций /, g и суммируемости на каждом отрезке
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1.1. Если }{х) = О(ха) (х -»¦ +<»), то при х

t — U (lax), a =— 1.

о

1.2. Если f(x)~ xa (a:-^+ooM то при х -*• +°°

/ (t) dt -~
,

'

\ In x, a = — 1,

/ (f) Л - aJ«+V(a + 1), a<-l.

1.3. Пусть /(я) == S aft»ft + 0(^~ ) (x-> + оо). Тогда

При X -*• оо

*r n

| / (t) dt = 2 пЬг xk+1 + fl-i Ь * + 0 A).
о

1.4. Пусть /(ж) = 2 акх~ь + O(x~n-i) (я -> + оо).
ft=2

Тогда при д; -*¦ +оо

1.5.

Приведем простейшие оценки для рядов.

Предложение 1.2. Пусть функция f(x) непре-

непрерывна, положительна и монотонна при х^О. Тогда

ft2/(ft) = J/(z)<fe+ 0(/(п + 1)) +0A) (хч-оо). A.4)

Пусть /(z) возрастает для определенности. Тогда
h k+1

h~l
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и суммируя эти неравенства при 1 < к ^ п, получаем

Тем самым A.4) доказано.

Предложение 1.3. Пусть функция f(x) непре-
непрерывно дифференцируема при х > 0. Тогда

A.5)

Имеем

j f(t)dt-f(k)
h-l

i

A.6)

Следовательно,
h

(f(t)-f(k))dt j
ft-i

Суммируя тождества A.6) от k = 1 до fc = n и учитывая

последнее неравенство, получаем A.5).
Предложения 1.2 и 1.3 удобны при вычислении асимп-

п

тотики сумм типа 2 / (к), если /(ж) растет не быстрее

пекоторой степени х при а; -»• +=».

При п -*¦ +=» имеем

1.6.
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3. Преобразование Абеля. Это преобразование — ана--

лог формулы интегрирования по частям:

iSn = «t&i + a2b2 4-... + anbn =

= Ai(bl-b2) + A2(h-bs)+...

... + An-l(bn-l-bn) + Anbn, A.7)

Ль = fli + a2 + ... + ak.

Этим преобразованием удобно пользоваться в случае,

когда поведение при п -*¦ °° суммы а, + ... + я„ известно,
a bh*=b(k), где 6 (я)—гладкая функция. Пусть функ-
функция Ь(х) непрерывно дифференцируема при ж^О и

^4 (х) =» 2 а/и так что А (х) — ступенчатая функция:
1h<

А(х) = О при х < 1, A (x) = Ah при к < х < к + 1. Тогда

формулу A.7) можно записать в виде

п

Sn = Л (га) Ь (д) - J Л (ж) Ъ' (х) dx. A.8)
о

Пример 1.1. Исследуем асимптотику при п -*¦ °°

суммы

п

где а; — вещественная постоянная. Приведем вначале

грубую оценку

п

Применим формулу A.8). Имеем

к .
кх

. (fc+l)«
sin -s- sin ^

= 7, sin
a;

m=i gin -~-
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Если х лежит вне интервалов 1т =(ш — б, пт + б), где

т = О, ±1, =Ь2, ..., б > 0 — фиксированное число, то су-

существует такая постоянная С, что \Ak\ < С. (На всей оси

сумма Ah не ограничена
—

например, при х = л/к имеем

Ah = ctg я/ Bк) -+¦ оо, к -*¦ «>.) Имеем

п

Sn = А(п)\а п — \ A (t) t~ldt1
i

и из ограниченности |Л(^I следует, что

5„ = О (In n) (п -*¦ °°, х ?=¦ 1т).

Аналогично доказывается, что при а ^ О

п

2 ^asin Агж = О(па) (п -v оо),

если х Ф 1т. Точная асимптотика этой суммы, по-видимо-

по-видимому, пеизвестна (за исключением случая a = 1, когда

сумма вычисляется точно). При a < 0 соответствующий

ряд (п = оо) сходится.
Точно так же оцениваются суммы

п п

2 ка cos кх (а ^ 0), 2 cos кх In к.
ft—I ft=i

Пример 1.2. Исследуем асимптотику при е -*¦ +0

ряда

Положим ап=чг~\ bn = e~ni&\ тогда из A.8)" получим

оо оо

S (е) = 2s f Л (*) же-*8^ = 2 f Л (-^

Имеем Ап = ^ ---. Воспользуемся известной асимпто-

тической формулой

A-9)
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/со \

где y
— постоянная Эйлера I у = —J е~ж In x dx =—Г' A) I.

\ о /

Введем функцию А~(х) = In x + у. Имеем

оо оо

/= f A(^=)dx=2 f fin a; J- Ine +

/e /в

оо YF

= (
2~

In 8 + у j + 2 x In xe~x<idx — 2 \ x In xg-1 ^.
о о

Последний интеграл имеет порядок О(в In e) при 8 ->¦ +0,
а предпоследний — равен —у/2, так что

1 1
/ =

2~
In е + — Y + ° (е 1п е)«

Далее, ?F) = / + /, где

так что остается оценить интеграл J. Пусть к < ж/Уе
^ к + 1, тогда при всех к > 1 имеем

Далее, (l + -lj<^i_<l, так что - In A + -U

< In -J—< 02 и потому In

Следовательно^
сю

J
/Г
J
/Г

и окончательно получаем
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§ 2. Асимптотические ряды

1. Асимптотические последовательности. Пусть функ-
функции <р„(я), п — 0, 1, 2, ..., определены на множестве Л/,
имеющем предельную точку а, и пусть ср„(^)т^О в неко-

некоторой окрестности Un точки а.

Определение 2.1. Последовательность {ф„(х)}
называется асимптотической при ж -*¦ а, х е Д/, если при
любом целом и 5= О

ф»+1(х) = о(ф,,(а;)) (х->а, х^М). B.1),

Приведем примеры асимптотических последователь-

последовательностей. В этих примерах х'— комплексное переменное,
М — окрестность точки а.

1. {{х — а)"}, х -> а.

2. {ж },х -^ оо.

Асимптотические последовательности такого вида на-

называются степенными.

3. [е r'z), Яп вещественны, Xn+i < Яп; при z -^- =» в сек-

секторе &: 1 arg z I «S я/2 — е, где 0 < в ^ я/2.

Укажем некоторые свойства асимптотических после-

последовательностей.
1°. Любая подпоследовательность асимптотической по-

последовательности является асимптотической последова-
последовательностью.

2°. Пусть функция ]{х) отлична от нуля в некоторой
окрестности точки а при х ^ М, а {фп(х)} — асимптоти-

асимптотическая последовательность при х -*¦ a, ief. Тогда по-

последовательность {f(x)q>n(x)} является асимптотической

при х -*¦ а, х е М.
3°. Пусть последовательности {(рп(х)}, {^п(х)} —

асимптотические (при х -»¦ а, х ^ М). Тогда последова-
последовательность {(рп{х)т!рп(х)} является асимптотической при
х -*- а, х^М.

2. Асимптотические ряды. Пусть а — предельная точ-

точка множества М, функция f(x) определена на множе-

множестве М.

Определение 2.2. Пусть {ц>п(х)} — асимптотиче-

асимптотическая последовательность при х -*- а, х^М. Функция
}{х) разлагается в асимптотический ряд

00

/ (х) ~ 2 апЦп (х) (х -> а, х е М)Л B.2)
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где ап — постоянные, если при любом целом N 5= О

лт

f(x)— 2 а„срп (х) = о («pjv (х)) (a; ->- а^ х <= М). B,3)

Ряд B.2) называется асимптотическим разложением

функции j(x) во асимптотической последовательности

{ф„(ж)}. Определение 2.2 принадлежит А. Пуанкаре,
и разложение B.2) называется асимптотическим разло-
разложением в смысле Пуанкаре.

Более общее определение было введено Эрдейи [44].
Пусть ц}п(х)—асимптотическая последовательность пра
х^М. Пусть (ij)n(x)}, п — 0, 1, 2, .. .,— последователь-

последовательность функций, которые определены при jef, и

lim Cnt B-4)

где 0 < Сп < оо,
оо

Определение 2.3. Формальный ряд 2 i|>« (я) на-

зывается асимптотическим разложением функции ](х)
по асимптотической последовательпости {<pn(z)}, если

при любом целом N > О

N

2^) = о(ф,уИ), B.5)

Записывается это так:

B.6)

. Определение 2.3 используется в тех случаях, когда

функции г|)п(х) могут иметь нули в любой окрестности
точки а (например, §п(х)=* х~п sinx, x -*-+<»).

Ниже мы рассматриваем асимптотические разложе-.
ния в смысле Пуанкаре. Асимптотический ряд дает нам

последовательность асимптотических формул для функ-
функции }(х), причем каждая последующая формула уточ-
уточняет предыдущую:

f(x)— a,cpa(x)=o(ya(x))t
f(x)— аоц>о(х)— Й1ф1(лг) = о(ф1(ж)), ...

Из определения 2.2 следует, что асимптотический ряд
может расходиться (примеры такого рода см. в § 3).
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Действительно, из B.3) следует, что остаточный член
JV

ряда

JV

Rn (х) = / (х) — 2 «яфп (*) имеет вид

но ничего не говорится о поведении RN(x) при фикси-
фиксированном х и при N -*¦ °о. В отличав от сходящихся ря-

рядов расходящийся асимптотический ряд позволяет вычис-

вычислить значение функции }(х) в данной точке хй лишь с не-

некоторой относительной ошибкой е = е [хй); при этом

lim е (хй) = 0.

Таким образом, возможны три варианта для асимпто-

асимптотического ряда функции }{х):
1) ряд сходится к f(x);
2) ряд сходится к функции g(x)-fr j(x);
3) ряд расходится.
Все три варианта реализуются в действительности.

Рассмотрим функцию j(x), бесконечно дифференци-
дифференцируемую в окрестности точки х == 0. Ее ряд Тейлора

V f(n) @)
2^ ¦—i— хп является асимптотическим для ](х) при

х -»- 0, так как

¦Д /<") @)
/ и - 2 ^НхП = ° (^+1) (* -^ °)

при любом N > 0. Если /(.г) голоморфна в окрестности
точки х = 0, то ряд Тейлора сходится к функции j(x)
в этой окрестности. Для функции / (х) = е ''*, х Ф 0,
/@)=0 все члены ряда Тейлора равны нулю, так что

ряд Тейлора сходится, но пе к функции f(x). Наконец,
ряд Тейлора может быть расходящимся.

Установим некоторые свойства асимптотических раз-
разложений.

Теорема 2.1. Асимптотическое разложение в смыс-

смысле Пуанкаре данной функции по данной асимптотической

последовательности единственно.
С другой стороны, две различные функции могут

иметь одно и то же асимптотическое разложение. На-

Например:

0~ 0-ж° + 0 • х'1 + ... + 0 х-п + ... (х^+оо),
е~я~ 0 -х° + 0 ¦х-1 + ... + 0х-" + ... (ж^+оо).

*•
Л1. U, Федиршк
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Заметим, что в первом примере асимптотический ряд схо-

сходится к функции, которую мы разложили, а во втором

примере ряд сходится, но уже к другой функции.
Асимптотические ряды, как и обычные сходящиеся

ряды, можно складывать и умножать на константу.

Теорема 2.2. Пусть

71=0 П=0

и а, $ — постоянные. Тогда

оо

а/ (х) + Р# (*) ~ 2 (а«п + Pun) ifn (ж) {<рп (ж)}.
П=0

Однако перемножать асимптотические ряды, вообще
говоря, нельзя, так как не всегда можно упорядочить си-

систему функций {ср„ фт), и, m = 0, 1, 2, ..., так, чтобы по-

получилась асимптотическая последовательность.
3. Асимптотические разложения, содержащие пара-

параметр. Пусть функция f(x, у) определена на множестве

хе М, у е N и а — предельная точка множества М.

Пусть функция / при каждом фиксированном у ^ N раз-
разлагается в асимптотический ряд

/ (х, у) ~ 2 ап (у) ф„ (х) (х->а, же jlf). B.7)

Разложение называется равномерным по параметру

У ^ N, если соотношение

f(z,y)— 2 «™ О) фп (ж) = о (<рл (ж))
71=0

•при д; -»-
а, ге! выполняется равномерно по у ^ N.

Рассмотрим вопрос об интегрировании асимптотиче-

асимптотических разложений по параметрам. Пусть М и N — области
в i?"i и RyZ соответственно, область N ограничена,

dy=dyl... dyn^ функции ап(у) и f(x, у) (при каждом

фиксированном х е М) суммируемы на множестве N.
Тогда справедлива
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Теорема 2.3. Если разложение B.7) равномерно
п0 у е /V, то его можно интегрировать почленно:

°°

/ (X, y)dy ~ 2 ^пфп {x)s

где коэффициенты А„ имеют вид Ап = J ап (у) dy.
N

Дифференцирование асимптотических разложений по

параметру у (так же как и по переменному ж), вообще
говоря, недопустимо.

§ 3. Степенные асимптотические ряды

1. Основные свойства. Асимптотические ряды вида
00 ОО

2 апх~п1 2 а» (х — хо)п называются степенными. Введем
П=0 п=о

обозначения: х — вещественное, z — комплексное пере-

переменное, S — сектор вида \z\ > Д, а < argz < р (здесь
О < а — ^ < 2я) в комплексной плоскости г. В частно-

частности, сектор 5 может быть лучом или внешностью круга.

Покажем, что степенные асимптотические ряды мож-

можно перемножать и делить.

Теорема 3.1. Пусть функции /(z)', g\z) непрерыв-
непрерывны в S и

00 ОО

/ (г) ~ 2 fnZ~nr g(z)~ 2 gnz~n (z-»- oo, zf=S).

Тогда (при z -*• oo, гЕ5):
1°. Если а, Ь — постоянные, то

п=о

B) ~ 2 (в/п

2°. / (г) e (z) ~ У с„г
п=о
оо

3°, / (z)lg (z) ~ 2 drfi-^t если g0 ф О,
П=0

4°. Яс^и ^0 = 0, mo f (g (z)) ~ 2 enz~nt
п-=о

2*
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Коэффициенты сп, dn, en выражаются через /„, gn no
00

тем же формулам, что и в случае, когда ряды 2 fnZ~ni
п=о

оо

2 ёп?~п сходятся при \z\ > R,
п=0

Докажем 2 , Имеем

/ N \ / N

/ v*/ & \*/
— I f i J иг* i ^ ^*

\ft=o

W 'JV iV

h=o 1=0 n=o

o&n ' lien—1 ' • • • ' JnSO-

Аналогично доказывается 3°. Докажем 4°. Имеем

/ (г) = 2j А2"" + о (z~"), g (г) = 2i gfi~ + о {z~^),

так что

N / N \-п N

1 (g (z)) = 2 А 2 g/г-' + о (г-*) = 2 ^п2-« + о (г-ЛГ).

Коэффициенты е„ (по построению) не зависят от N и

вычисляются точно так те, как для голоморфных в точ-

точке z = °о функций /(z), g{z).
Рассмотрим вопросы о почленном интегрировании и

дифференцировании степенных асимптотических разло-

разложений.

Теорема 3.2. Пусть f(z) голоморфна при z^S и

а^=р, Тогда функция

(интеграл берется по кривой, лежащей внутри S) разла-
разлагается в асимптотический ряд

Если а = р, то достаточно потребовать непрерывности
функции /(г) при |z| > E} arg г = а.
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Имеем

для любого N ^ 2, что и доказывает утверждение.
Теорема 3.3. Если функция f(x) имеет непрерыв-

непрерывную производную f (x) при х > а, которая разлагается
в асимптотический степенной ряд при х -*¦ + °°, то это

разложение получается формальным почленным диффе-
дифференцированием асимптотического ряда для f(x), т. е.

оо

/' (х) 2 (» - 1) /n-i«-n (х -* + оо),

оо

Пусть /' (х) -~ 2 о-пх~п. Имеем
П=0

X

1(х) = /(а) + j /' (О Л = /(а) + яож + ах In x + 0A)
а

(Ж -V + ОО).
ее

Так как / (х) ~ 2 fnX~ni то я0
= а4 = 0.

п=0

В силу теоремы 3.2

П=2

и из единственности асимптотического разложения сле-

следует, что

«» = — (п— 1)/„-1.

2. Асимптотические разложения голоморфных функ-
функций. Эти разложения можно почленно дифференцировать,
как показывает

Теорема 3.4. Если f(z) голоморфна в секторе
S: \z\ > R, а < arg z < f>, и если
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при Ы -*¦ со равномерно по arg г в любом замкнутом под'

секторе сектора S, то

/' B)
п=1

равномерно по arg z в любом замкнутом подсекторе сек-

сектора S.

Рассмотрим замкнутый сектор S: \z\ ^ Ru at<argz<
< Pi, лежащий внутри S, и обозначим ? границу сектора
S": \z\>Ri, aa^argz^Pa, такого, что S'<=S"c:S.

Имеем для любого N > О

/ B) = 2 /пЯ-п + 2-^-1ф]у B),

где 1ф^(гI<С в 5", если Ri>R достаточно велико.

Функция cpjv(z) голоморфна в 5", так как /(г) голоморф-
голоморфна в S. При ze5'

что следует из теоремы о вычетах. Обозначим V окруж-
окружность |? — z\ — р, лежащую в 5". Тогда Дл равен инте-

интегралу по V, так чю

равномерно по arg z. Из этой оценки и C.1) следует

утверждение.
Из теоремы 3.4 следует

Теорема 3.5. Пусть S: a< argz < ?, 0 < \z\ <i?,—

сектор в комплексной плоскости z, функция j{z) голо-

голоморфна при z e S и разлагается в асимптотический ряд
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оо

/B) — 2 /П2П (г->0х ге 5). Тогда

где S* — любой замкнутый подсектор сектора S.

Имеем f(z) = a0 + O(z) (z -* 0, ze5), откуда следует

C.2) при п = 0. В силу теоремы 3.4 имеем

что и доказывает C.2).
Теорема 3.6. Пусть функция }(z) голоморфна яри

П=0

/(Z)= 2 /n^-W (|2|>Д).
71=0

Теорема 3.7. Для любого формального ряда
оо

2 anz~n и для любого сектора S:

=?S? @<а-^<2я, \z\ >R>0)

существует функция f(z), голоморфная в секторе S и та-

такая, что

00

/ (г) ~ 2 <*nz-n (z-* оо, ге S). C.3)

Не ограничивая общности, можно считать, что сек-

сектор S имеет вид larg z\ < a < я, Ы > 1. Положим

f(z)= 2 о„ф„ B) г-», ф„ (г) = 1 - ехр (- bnzf). C.4)
п=0

Здесь Ьп ^ 0, а число ч > 0 выбрано настолько малым,

чтобы выполнялось неравенство Re 2Т < 0, |argzl<a.
С помощью неравенства 11 — е~:| < 1^1 (Re Z, ^ 0) полу-
получаем, что

|а„ф„(ф-л1 < \an\bn\z\i-\
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Положим

6.-1л»!-1, ап?>0; Ь„ = 0, ая = 0.

Тогда при z e 5 ряд C.4) мажорируется сходящимся ря-

дом 2 |z|v~n, Так как члены ряда C.4) голоморфны
71=0

в секторе 5, то по теореме Вейерштрасса функция /(z)
голоморфна в секторе 5.

Докажем C.3). Имеем

ZN \f (Z) — 2 йп2-«
L »=o J

оо JV-1

- 2 «пФп (г) z~«+* _2fln exp (- &ftZv) z

n—N n=o

Второе слагаемое в правой части стремится к нулю при
z-*¦ oot ге S. Далее, при г^5

n=N
2 |2|-"+W-V<|Z|-V-^0 B-V0O).

Эта теорема показывает, что существуют асимптоти-

асимптотические ряды, которые расходятся всюду в комплексной
плоскости.

Более подробные сведения об асимптотических рядах
см. в [5], [7], [15], [32], [44].

Пример 3.1. Найдем асимптотику при х -*¦ +"<» ряда

При x > к имеем

x -\- к x хг Х'А z*

так что, действуя формально, получаем

по по

5(о:) = 2,1 —' Ап =(— i) ? k a , C.5)
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Покажем, что ряд C.5) — асимптотический для S(x)
п

при х -*¦ +°°. Положим Sn (х) = 2 Ah%~hi тогда

2
1 „k r._ft l? Ъ, i

\ * "?"
+

X3
+ • • • +

ft=l

Поэтому при х > 0 справедлива оценка

in+i

Последний ряд сходится; пусть сп == 2 № lflh» Тогда

)- 5„ '(а:) ! < спх-п~\ х>0.

Тем самым доказано, что ряд C.5) асимптотический

при х -*¦ со.

Пример 3.2 [5]. Найдем асимптотику при п -*• °°

суммы

S (п) - 2 Л!-

Члены этой суммы быстро растут с ростом номера, так

что главный член асимптотики равен последнему члену
суммы: S(n)~ n!, n -*¦ °°. Действительно,

^(") -I,1. 1
1 -

1

и!
^

и
^
п(л- 1)

^ * " ^
и (и— 1) ... 1*

Следовательно,

Если разложить каждую из дробей в ряд по степеням

п~\ то получим асимптотическое разложение

Можпо показать, что этот ряд расходится. Его коэффи-
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циенты равны ak+l
= k\bk, где bh — коэффициенты раз-

разложения

Действительно, при 0 < х < 1/к

00

С (еу __ <i)k
\ e~v!x-—п dy =

J «I -х)A —2х) ... A — кх)
'

а коэффициент при xm+i ряда 1+2 апХп равен умно-
n=i

женнсму на т\ коэффициенту при ут в ряде Тейлора
функции (еу — \)к/к\.

§ 4. Интегралы со слабой особенностью

1. Степенная особенность. Рассмотрим интеграл

а

F (е) = j / {х, е) ^ 0 < at
о

где е > 0 — малый параметр. Если f^CK в области
С/: 0 < х < а, 0 < е < е0, то асимптотический ряд для

F(г) легко получить, применяя формулу Тейлора:

/<*.«>-2 S*^+ *»<*¦»>¦
71=0

Здесь N>0 — любое, |/?w(x, е) I < Сд-е№+1 при (ж, ejs J7,
где постоянная С^ не зависит от х, е. Интегрируя по-

почленно, получаем асимптотическое разложение

П=0

- 2 "ЙГ^^1^ + O(e-v+i) (е-> + 0).

Пусть теперь f <^ С°° при 0 ^ х < о, 0 < е < в0, так

что интеграл F(e) сходится при е > 0, и пусть f(x, e)
имеет особенность при е = 0. Если эта особенность име-

имеет степенной или логарифмический порядок, то мы ска-

скажем, что интеграл F(e) имеет слабую особенность. Это
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же определение относится и к интегралам вида

где j|g(»|<i?< оо.

о

Исследуем поведение при е -+¦ +0 интегралов вида
а

F (е; а, Р) = J f^1 (f + е)а Ф (*) Л, 0<а<оо. D.1)
о

Здесь р > 0, а — вещественное число.

Если ф е С[0, а], то функция F{e\ а, [1) голоморфна
в комплексной плоскости е с разрезом по полуоси

(—°°, 0). В точке е==0 эта функция имеет особенность

(за исключением случаев, когда а ^ 0 — целое число или

фB)эзО в окрестности точки t = 0). Нас интересует ха-

характер особенности. Заметим, что интеграл вида D.1) по

любому отрезку [б, а], 0 < б < а, есть голоморфная функ-
функция в точке е = 0. Следовательно, особенность функции
F в точке е = 0 полностью определяется поведением

функции (f(t) при малых t "> 0, т. е. ростком функции
ф(?) в точке t = 0.

Введем обозначение: 5« — сектор 0 < lei < г, larg el^
«S я — б в комплексной плоскости е. Здесь г > 0, число б

может быть выбрано сколь угодно малым, но не завися-

зависящим от е.

Рассмотрим эталонный интеграл ;

tp-1(i + e)a^. D.2)
о

Всюду в дальнейшем мы предполагаем, что а не являет-

является целым положительным числом.

Г. Пусть а+^<0. Тогда Ф@; а, р)=<». Предста-
Представим интеграл D.2) в виде

Ф (е; а, р) - ( j - j J t^1 (t + e)a dt s Ф, + Ф2. D.3)

Если е > 0, то ;
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Поскольку функции Фи еа+в голоморфны в плоскости 8

с разрезом но лучу ( —°°, 0], то по принципу аналитиче-

аналитического продолжения формула D.4) справедлива при е Ф,
& (—оо, 0] и, в частности, при е «= St. Функция Ф2 голо-

голоморфна в точке е = 0 и разлагается в сходящийся ряд по

степеням е. Имеем

Разлагая функцию (l + et~l)a в ряд по степеням et~

интегрируя почленно, получаем, что при а + р< —

Ф (е; ах р) = В (р\ - а -

(-oo.Oj. D.5)

Итак, особенность функции Ф(е; а, Р) в точке е = 0
имеет вид const еа+э.

2°. Пусть а + Р>0, а + р — нецелое число. Диффе-
Дифференцированием по е этот случай сводится к предыду-
предыдущему:

(^)* (^)(8;а-~7У1Р). D.6)

Положим N = [a + $]+l, тогда <х + $ —- N <—1, и для

функции Ф(б; ol — N, р) справедливо разложение вида

D.5). Интегрируя тождество D.6), получаем для функ-
функции Ф(е; а, §) разложение D.5).

В данном случае главный член асимптотики имеет

вид

Однако, как и в случае 1°,

Ф(е; а, р) = const еа+р + Ф,

где Ф
— голоморфная в точке е = 0 функция.

3°. Остается рассмотреть случай, когда a + $=N>0,
где N

— целое число. Положим р = TV — а + р в D.5) и

перейдем к пределу при р -*¦ +0 и при фиксированных
а, е. При р = 0 обращаются в бесконечность только пер-

первое слагаемое в правой части равенства D.5) и члец
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ряда, отвечающий п = N, т. е.

Выражая бета-функцию через гамма-функции: В(р, q)=*
= Г(р)Г(д)/Г(р + q) и используя тождество Г(х) X
X ГA — х) = л/sin ях, получаем

_ =

Г (—а) Г(— a)rGV + p + 1) sin np*

Следовательно,

А = е№Ф (р) р ,

Нетрудно проверить, что ф@)=0. Применяя правило
Лопиталя, получаем

lim A = eV @) .
р->0

Подставляя в D.5), получаем, что

Ф (е; а, N - а) =

а ]
'

е
^

Г (- а) dp Г (Л" + 1 + р) Р=о

I \ fn p at I ~, f)l IA 1\
Jed N i г- \— °°1 '-'I* ^-'/

Эта формула упрощается в случае, когда a — целое (от-
(отрицательное) число. Применяя тождество Г(я+1) =

= хТ(х), получаем при a «S — 1

(N — a — 1 + р) ... (N + 1 + р), s<-1,

1, a=—I,

Следовательно, при целых a ^ —1
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и формула D.7) принимает вид

Ф (.; а, N
- а) _ .» [(*) Щ j. + {=$ (a +

iV—n

где NX), а < 0 — целые чпсла. Функция Ф имеет лога-

логарифмическую особенность.
Итак, если а + J3 не является неотрицательным целым

числом, то для функции Ф(е; а, Р) справедливо разло-
разложение D.5). Если же а + 0 = ./V > 0, где /V — целое чис-

число, то для функции Ф(е; а, Р) справедливо разложение

D.7), которое упрощается при целых а *3 —1 (см. D.8)).
Если же а > 0 — целое число, то Ф(е; а, 0) есть поли-

полином от е. Эти разложения сходятся при любом е Ф-.
Ф{—°°, 0j. Они состоят из регулярной части (ряды в

правых частях формул D.5), D.7), D.8), которые явля-

являются голоморфными в точке е = 0 функциями) и сингу-

сингулярной части. Последняя имеет вид coast ea+e, если

а + рт^/V, где N^0 — целое число, и вид const e* In e,
если a + р = N. Эти константы не зависят от а. Все раз-
разложения можно дифференцировать по е любое число раз.

2. Интегралы вида D.1). Напомним, что a — нецелое
число.

Теорема 4.1. Пусть a — вещественное число, р > 0,
)<7@, а].
1°. Пусть а + {$¦ не является целым числом. Тогда

справедливо асимптотическое разложение

в (р +/г* -a - р -«) 1~~1^+&+п + 2 я^п
п=о П=0

(е ч-О, ее.?»I.
"

D.9)
2°. Пусть а + $ — N, где N — г/елое число. Тогда спра-

справедливо асимптотическое разложение

(е-^0, esJJ. D.10)
Эти разложения можно дифференцировать по е лю-

любое число раз.
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Для функций ет, In e выбрана в плоскости с разрезом

(—оо; 0) такая ветвь, что ет > 0 при е > 0, In e вещест-

веществен при е > 0.
Разложим функцию ср(?) по формуле Тейлора

П=0

Функция tyh{t)^ С00 ([0, а]). Тогда
к

F(*\ «, Р) = 2 ^7рф& а> Р + ге) + Л"(в)'

Г
'

D.12)

Для интегралов Ф(е; а, $ + п) справедливы разложения

D.5), D.7). Функция Rk(e) голоморфна в секторе St.
Так как

то производные R^ @) существуют при s <а,+ $ + к+ 1.

Следовательно,

fr D13)
8=0

при г е St, e ->- 0. Подставляя в D.12) и, учитывая,
что /с можно выбрать сколь угодно большим, получаем

D.9). Аналогично доказывается D.10).
Коэффициенты сингулярной части разложений D.9)

зависят только от значений ф!М @) (т. е. определяются
ростком функции ср(?) в точке ? = 0). Коэффициенты
яп, &п регулярной части разложений зависят от значений

ф@ при 0 < t < а. Приведем формулы для коэффициен-
коэффициентов ап (т. е. а + р — нецелое число). Из D.11) —D.13)
и D.5) получаем

а - Ф(т)@)

D.14)
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где к таково, что а+р + & — п>0, функция

m=o

Если же функция q>(/) допускает аналитическое про-
продолжение в круг \t\ < R, где R > я, то в формуле D.14)
можно положить & = °°, tyn{t)— 0, так что в этом случае

-n ф(т)@)
a, J *** tt + p + m — n m\

m=o

Если же cp(t) eC°([O, а]), то формула D.15), вообще
говоря, неверна. Действительно, из формулы Коши —

Адамара следует, что сходимость ряда D.15) (при неко-

некотором п — пе) влечет сходимость степенного ряда
оо

2Ф(ТП> @),тп ...
^

—^—t в круге ш < а.

Замечание 1. Теорема 4.1 очевидным образом
обобщается на интегралы вида

а

F (е) = j t* (t + ef ф (t, e) dt, D.16)
о

где функция ф(?, г)^С°°(\0, a]Xis: |el<r})" и голо-

голоморфна по 8 в круге |е| < г при каждом фиксированном
t е [0, с]. При этом сингулярная часть асимптотического

ряда имеет вид

во

/, —г В (В + п, — а — р — п) :—

если а + р — пецелое число, и вид

N

D.10')
ri>max[o,JV]

v
'"

' д{П

если а + р == N.
Разложения D.9), D,10) остаются в силе и в том

случае, когда ф(/, е)^С°°([О, я] X [0, ес]), е0 > 0, при
е ->- +0.

Рассмотрим примеры. В примерах 4.1 и 4.2 предпола-
предполагается, что ф(*) еС™([0, а]).
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Пример 4.1. Вычислим главный член асимптотики

при е -»- +0 интеграла

В данном случае а = —1, ^ = 1, так что а + ^ = 0,
и по формуле D.10) имеем

F(e) ф@Iпе (в-

Можно получить этот результат непосредственно:

а

F (е) = <р (t) In (t + г) jo - j ф' (<) In (t + е) dt.
о

Последний интеграл ограничен при е -> 0. Из этой фор-
формулы следует также, что при в -»- +0

а

F (е) = — ф @) In е + ф (a) In а — f <р' (*) In г Л + о A).

Построим асимптотический ряд. Предположим внача-

вначале, что функция ф(#) голоморфна в точке е = 0. Имеем

F{E) = ф(_ e J x

о

Подынтегральная функция голоморфна по в при малых

1е| и разлагается в ряд

ФИ — ф(-е)
= у с

.
,

gn
х -f- е -^ n w »

Г п "]

Сп(х)^{~^
'

2тГФ("(°) + Ф(х)-ф@) .

z La=i J

Интегрируя этот ряд почленно и раллагая функции
ф(—е), 1пA + е) в ряды по степеням е, получаем

3 М. В. федорюк
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сходящийся при малых |е| ряд
оо оо

F (е) = In е 2 «>г&п + 2 Ьпв\

«п = ^р—~* &п = J cn (х)

11=0

D.17)

д. V ф("~й) @)
dX + ^(n-k)lk-

Покажем, что этот ряд
— асимптотический при е ->

-*¦ +0, если ф
s С°°. Преобразуем интеграл следующим

образом:
i

Ф (*) - Ф-v (~ е)

Это приведет к формуле
N N

F (е) = In е 2 апеп + 2 ^^е" 4 О (8A'+i In s),
n=o

где коэффициенты я„, &„—те же, что и в D.17). Следо-
Следовательно, ряд D.17)— асимптотический при е -+- + 0.

Этот метод применим и к интегралам из приме-
примеров 4.2, 4.3.

Призер 4.2. Вычислим главпый член асимптотики

при е -> +0 интеграла

о

Используя результат примера 4.1, получаем

t

2ге U i—i
^0 О

= ^7-(lni -ln(- 0 + 0A)) = ?cp @)
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Пример 4.3. Вычислим главный член асимптотики

прн 6 -*¦ +0 интеграла

Мы ограничимся случаем а > 1/2 (так что F{0)=°°).
Делая замену f -> t, получаем

Главный член асимптотики, как нетрудно показать тем

же методом, что и в доказательстве теоремы 4.1, равен

F (в) ~ *-f J Г1/2 (* + вГ« Л = Ш Ф (е«; - а, 1/2) ~

^,а— 1/2)е-за+1 (е -^ + 0).

Аналогично исследуются интегралы вида

Исследуем другие типы интегралов, асимптотика ко-

которых носит степенной или логарифмический характер.
Пример 4.4. Рассмотрим интеграл

F (е) = \ xae~ex?ldxf а > 0,
а

где е > 0 — малый параметр, a, J3 вещественны, {5 > 0.

Пусть вначале а>—1. Сделаем замену переменной
ex15 = t и преобразуем интеграл:

vo о

3*
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В последнем интеграле разложим экспоненту в ряд по

степеням t и проинтегрируем почленно. Тогда получим
асимптотический ряд (е -»- +0)

F(e)~
et+l Г , .

D.18)

Пусть а = —1, тогда сделанная выше замена пере-
переменных приводит интеграл к виду

так что главный член асимптотики имеет вид

Чтобы получить асимптотический ряд, экспоненту е~т

необходимо разложить в ряд Тейлора, а к последнему

интегралу применить тот же прием, что и выше, т. е.

представить его в виде разности интегралов по полуоси

[0, °о) и по отрезку [0, eas]. Первый интеграл равен —f,
где f

— постоянная Эйлера. Во втором — разложим экс-

экспоненту е~' в ряд по степеням t и проинтегрируем по-
почленно. Окончательно получим, что

ОО

F (в) „ _ !LL + ^ апеп (в-н. + О),
й

Г1=о

D. IS)

Пусть —1 — р* < a < — 1. Интегрируя по частям, по-

получаем

Так как б = a + {J > — 1, то мы получили уже исследо-
исследованный выше интеграл. Для него справедливо асимпто-
асимптотическое разложение D.18), в котором следует заменить
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а па б. Точно так же, с помощью интегрирования по ча-

частям, прп произвольном отрицательном а функция F(e)
приводится к интегралу, для которого справедливо одно
из асимптотических разложений D.18), D.19).

Точно так же исследуются интегралы вида

F (е) = f &j (x) e~

где f{x) е С°° при х S* 0 и ограничена вместе со всеми

производными. Главный член асимптотики при а = —1

имеет вид

Пример 4.5. Рассмотрим интеграл
00

F (е) = [ хае~вР<-хЫх, а > О,-
а

где е > 0 — малый параметр, Р(х) — хп + ... + an-4x,
п>\. Пусть а>— 1, тогда функция F(х) равна разно-
разности интегралов по полуоси [0, +°°) и по отрезку [0, а].
В последнем интеграле экспоненту е~еР{х) разложил! в ряд

Тейлора и проинтегрируем почленно, тогда получим ряд

п—О

В интеграле по полуоси сделаем замену переменной
гхп = t, тогда получим интеграл

О

71—1

t e) = — 2

2
0

-^j- и проинтегрируем по-

членно, тогда получим асимптотический ряд
со

Fa (e) ~ 2
j=o
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Главный член асимптотики имеет вид

При а——1 интегрируем по частям:

со

F (е) = — в-ея(о) in а + е j е~ермР'(х) In а:

Полученный интеграл исследуется теми же методами,

что и выше, приходим к асимптотическому разложению
оо оо

F (г) ~ ei-i/n In е 2 bk&hln + 2 efteft/n (s ->- + 0)^
й=0

Случай а< —1 приводится к рассмотренным выше инте-

интегрированием по частям (как и в примере 4.4). Точно так

же исследуются интегралы вида
оо

F (е) = f xa{ (x) e~EF<-x)dx%

Р (х) = 21 айа\ а
0

где f<^C°° при ж > 0 и ограничена вместе со всеми про-
производными.

Рассмотрим интеграл

где е > 0, Re <в < О, ср (ж) <= С<Г (R). Пусть /(г/, х) е=

еС°°(@, °°)XR) и существуют функции /nj(j)eCc°(R),
последовательность комплексных чисел кп (Re /с„ моно-

монотонно возрастает с ростом гс, Re кп -*¦ +«> при п -*¦ °°)
и целые числа 1п ^ 0 такие, что при г/ ->- +0

-

71=0 J=0
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Оценки выполняются при всех к, N, е > 0 и при Ы ^ В,

Пусть при у -> оо

дх,

при всех ж из некоторой окрестности точки а; = О,
с

и J gft A/ж) dx <i оо при некотором с < 0. Тогда при
о

е -»¦ +0 справедливо асимптотическое разложение

F (г, со) ~ 2 2 ?СС (^n e)J (w«j (со), ф)) +

.2 e« (In
3=0

с5десь (и, ф), (i>, ф)—значения функционалов и, v из

пространства D'(R), сопряженного с CJ°(R), на функ-
функции ф. При этом supp vai((xi)^ {01, sing supp МаДш)^ @).
Этот результат получен в [110].

3. Интегралы типа потенциала. Рассмотрим интеграл

П (v) - J -^ dt, R* = (t- zf + г2, D.20)
—i

где г, ф, z — цилиндрические координаты в R3. Функция
n(v) — потенциал простого слоя, сосредоточенный на от~

резке / = [—1, 1] с плотностью \{t). Если плотность не-

непрерывна, то функция П(у) удовлетворяет уравнению
Лапласа ДП = 0 вне / и равна нулю на бесконечности.

Нас интересует асимптотика n(v) при г -> 0, Ы < 1.

Найдем главный член асимптотики. Пусть v(?)^C'(/),
тогда

R
-1

Последний интеграл имеет порядок 0A) при г -+¦ 0.
Пусть Izl ss 1 — б, 0 < б < 1, тогда

II(v)=—2v(z) 1пг + 0A), г->0. D.21),
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Заметим, что П(\>) имеет особенности в концевых точках

г = 0, z = ±1, если у(г)=^0 в этих точках; например, при
z=l имеем II(v)= —v(l) In r + 0A). Если veCI"(/),
то при Ы ^ 1 — б асимптотику D.21) можно дифферен-
дифференцировать по х, у, z любое число раз.

Аналогично исследуется волновой потенциал i

^- v (t) dt. D.22)
-i

Представив его в виде
1

(Z)П (v, к) = v (z) In (t - z + Д) \lt + J
'""* {t)~ dtt

мы снова получим асимптотическую формулу D.21),
Пусть RQ = ]'r2 + г2, тогда при RQ -> °°, к > 0 имеем

f -LY D.23)
_Га

где Яо, 0, ф — сферические координаты в R3. Эту асимп-

асимптотику можно дифференцировагь по х, у, z любое число

раз. Заметим, что функция П(у, к) удовлетворяет вне

отрезка / уравнению Гельмгольца (Д + /е2)П = 0 и усло-
условию излучения Зоммерфельда на бесконечности:

Теорема 4.2. Пусть v(t)^C^(I). Тогда при
г ->- 0, равномерно по z e / справедливо асимптотическое

разложение

П (v, к) ~ In г 2 «п (г) г«» + 2 Ьп (г) г»". D.24)
71=0 П=0

Функции an(z), &n(z)e С00(/), асимптотическое разложе-
разложение D.24) можно дифференцировать по х, у, ъ любое
число раз.

Выпишем первые коэффициенты:

flo (z) = — 2v (г), fc0 (z) =

— j In B/) d [eiht (v B + *) + v (z — t))]. D.25)
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Последний интеграл берется по конечному отрезку, так

как функция v финитна. Справедливы рекуррентные со

отношения

4(л + 1)ав+1 + 4(п + 1JЬ„+1 + (dVdz* + кг)Ьп = О,

D.26)

Продолжим функцию v(z) нулем вне /, тогда П =

= G * v, где G = е'кнЯ"\ Применим преобразование

Фурье по переменной z, получим

П = Gv,
оо

где v (|) = j e~i!?v(t)dt. Значение G известно [14],

так что

Выбор ветви корпя следующий:

так что при %2 > к2 функция Хапкеля пропорциональна
функции Макдональда Кй и экспоненциально убывает
при \\\ -»- <». Из разложения функции Хапкеля в ряд

находим

п—о

D.27,

где С = 0, 6 ...— постоянная Эйлера. Следовательно,

П = In г 2 ап (|) Г™ + 2 Ь„ (|) г^.
п=о

Применяя обратное преобразование Фурье, получаем
D.24). Эти формальные рассуждения строго обоснованы.

Рекуррентные соотношения D.26) следуют из того, что
П удовлетворяет уравнению Гельмгольца.
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Коэффициенты an(z) имеют вид

и зависят только от значений функции v и ее производ-
производных в точке z. Коэффициенты bn(z) нелокально зависят

от функции v(z) и выражаются через интегралы от этой

функции и ее производных. Их явный вид можно найти

из D.27). Приведем другую формулу для bl)(z):

где свертка понимается в смысле обобщенных функций.
В ряде задач электростатики и дифракции волн

требуется исследовать потенциалы II(v, к) в вытянутых

сфероидальных координатах, которые связаны с цилинд-

цилиндрическими соотношениями

ЗЗдесь |, т] меняются в пределах 1 < | < °°, —1 < r| ^ 1.

Координатные поверхности | = const — сфероиды с фо-
фокусами в точках @, 0, ±1), поверхности ц

— const—ор-
const—ортогональные сфероидам полы двуполостных гиперболои-
гиперболоидов вращения с теми же фокусами. При | = 1 сфероид
вырождается в отрезок х = О, у = О, Ы «S 1. Приведем
асимптотику П(\>) при | -> 1 (см. [93]). Интеграл D.20)
принимает вид

Если v(?)s ?"(/), то справедливо представление

Здесь К — интегральный оператор:

(*v)(T))~ f V[?r,V|<T|)^ D-29)
-i

и a s С"*. Собственные значения оператора .ЙТ равны

А.о = 0, Я,п =-2A +^+ ... +—), п= 12 22 .,мтак что
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Хп 2 In n, n -*¦ °°, а собственные функции — полино-

полиномы Лежандра Рп{г\).
Если \(t)^C°° A), то при любом целом N^0 спра-

справедливо разложение

D.30)

в области — 1 «S ii ^ 1, 1^^^1 + 6, функции a, aN,

bN е С°° при указанных %, г\. Это разложение можно

М(N) раз дифференцировать но %, ц, где M(N)-> °° при
Лт -*¦ °°. Если разложить функции a, aN, bN по степеням

| — 1, то формула D.30) дает асимптотическое разложе-
разложение потенциала Il(v) при ? ->- 1.

Функция 6jv имеет вид

L(JV)

т. е. выражается только через значения функции v и ее

производных в точке г\. Ситуация точно такая же, как

и в разложении D.24). Функция aN = AN{\), где AN —

линейный интегральный оператор, зависящий от конеч-

конечного числа производных функции v и отображающий
пространство С°° (I) в себя.

Аналогично исследуется потенциал П (v, к) при к Ф 0.

Имеем
1 1

¦п I 7ч Г cos kR ,.,
,. ,

. Г sin hFt
,,. ,,

П (v, к) = J —д— v (/) dt + i J —jf-
v (i) dt.

-i -i

Ядро второго из интегралов есть функция класса С",
а первый можно представить в виде

1

гт / \ ¦ Г COS А"Л — 1 . .
,

П (v) + J ^
v (t) dt.

—1

Главный член асимптотики при % -*¦ 1 имеет вид

где К(к)—интегральный оператор:

—1
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Пусть имеется потенциал простого или двойного слоя,
сосредоточенный на гладкой поверхности S. При ис-

исследовании поведения потенциалов и их производных
вблизи S возникают интегралы со слабой особенностью,
вида

7TJ~(е2 + х2у ln (е2 + х2) g И dx

(см. [95]). Здесь е > 0 — малый параметр, s > 0 — целое

число, /, g е С" @, 1). Ясно, что Ф, Ф„ е С°° при е ^ О,
но в точке е = 0 эти функции могут иметь особенности.

Покажем, что при е ->- 0 справедливо асимптотическое

разложение

Ф (в) ~ 2 Ф;+ | е Р, е-у ± 0. D.31)

Аргумент функции / представим в виде

е2 A - е2) , Г2 , /о_ „2ч

2——2 г ос + (^е
— е ).

в + г

Для упрощения записи заменим множитель 1 — еа еди-
единицей, что не повлияет на результат рассуждений. Тогда
аргумент функции / примет вид t+z2Jr2s — e2, t =

Применяя формулу Тейлора, получаем
м

f = тг
Но

где М > 0 любое и оценка остаточного члена равномер-
равномерна по ie [0, 1]. Пусть е > 0. Мы получаем однотипные

интегралы; исследуем первый из них, т. е.

1 Ye

\ f(t + х*) gix*) hdx^ J f{t + x*)gia?)h dx +
о

it+x^gi^hdx^I. + I^ h = E2+ x\ ,

Yl
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Разбиение участка интегрирования на отрезки [0, Уе] и

[Те, 1] обусловлено тем, что функции t и хг имеют оди-

одинаковый порядок при х ~ Уе. Разложим функцию
f(t + xz) по степеням х2 в интеграле /4 и по степеням ?

в интеграле /2, тогда получим

м

2 7Г7Г

ы

g (^2) = 2 7Г g(i) <°) *2j +

при 0 ^ х < Ye. При Уе «S х ^ 1 имеем

/(i) И ^ + °

3=0
'

так как ? = 0(Уе). Число М выберем достаточно боль-
большим. Полученные интегралы имеют вид

Yi

Jy = j hF (t) x2> dx, /2 = j hF (x2) Pdxt
0 Yi

где FeC"*(R+), с различными функциями F. Остаточ-
Остаточный член имеет порядок О(еы+1П), Имеем

1

P2j f
/, == -V F @ A — 02j~l/2 U A — e) 4- e] i2i~3/2 ^ =

* J

S «mEm/2 + OFM+l/2) .

Lm=o J

Для этого интеграл представляется в виде разности ин-

интегралов по отрезкам [0, 1] и [0, е{1 + е)~1] и в послед-

последнем из них функция F(t) разлагается по формуле Тей-

Тейлора. В интеграле h можно заменить h на ft.i = e(e2 +
+ ?2)~' и аргумент х2 функции F на х% + ег. Действи-
Действительно, функцию F(x2)= F( (хг + е2)—х2) можно разло-

разложить по степеням е2 с остаточным членом любого за-

заданного порядка малости по е. Окончательно получим
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интегралы вида

=

-g-fc
^

J
ed+e) 

Так как e2t~l < бA + е)~', то

(9

/_ V 5mE2m+2j+l G (t) t~3~m~1

Полученные интегралы
— функции класса С°° от е при

е > 0. Тем самым получено асимптотическое разложение
сю

Ф(е)~ Ц ^Д К 8/ при е-*+0. Покажем, что коэффи-
j=o _

циенты при нечетных степенях Уе равны нулю. Эти ко-

коэффициенты — билинейные формы от значений функций
/, g и их производных в точке х = 0. Если /, g ~ поли-

полиномы, то Ф(е) есть линейная комбинация интегралов
вида

I
е2 Г их

оо

Г

J
dt ...

7

коэффициенты которой — полиномы от е, а интегралы
разлагаются в асимптотические ряды по целым степе-

степеням е. Следовательно, Ф(е) разлагается в асимптотиче-

асимптотический ряд по целым степеням е при е -*¦ +0. Аналогично

исследуется случай г -* —0.

Для интегралов Фа(е) справедливы асимптотические

разложения [95]

(е) - S Ф?1«= F + be2 Д] Y+Ie \i (e-> ± 0).
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§ 5. Корни трансцендентных уравнении

1. Формула Бюрмана—Лагранжа. Рассмотрим урав-
уравнение

Z /г
,|ч

где функция /(z) голоморфна в окрестности точки z = О

и /@)т^0. Тогда существует а>0 такое, что при \w\<a
уравнение E.1) имеет единственное решение z = y(w),
z лежит в окрестности точки z — 0, и это решение голо-

голоморфно при I it? 1 < а:

~ ,,,П л |
" I // G\V (^ 9\

n=l

Формула E.2) для коэффициентов сп называется фор-
формулой Бюрмана — Лагранжа [5]. Если функция g(z) го-

голоморфна в окрестности точки z = 0, то

E-3)i-i

Имеется более общая теорема о голоморфности неяв-

неявной функции. Рассмотрим уравнение

/(z,, ..., zm, U7)==O, E.4)

где функция / голоморфна по совокупности переменных
в точке Р° = (z?, ..

., Zm, i^0) и равна нулю в этой точке.

Пусть df/dw т^О в точке Я0. Тогда существуют постоян-

постоянные аи ..., ат такие, что если \zx—z\ \<.ax, ..., \zm—z^\<z
< ат, то уравнение E.4) имеет единственное решение
w = ф (zi, .

.., zm) такое, что и;0 = ф (z\, ..., 2^).функция
Ф голоморфна в окрестности точки z?, ,..,2^, и потому

разлагается в ряд

фBИ. • ••.. zm) =>

- s .-. i Ф*1...кт(*1-№...(*«-й)ч

сходящийся при 12j — z) | < uj, 1 < / ^ т. Здесь ф0... о
=

= iv°, а остальные коэффициенты могут быть найдены
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методом неопределенных коэффициентов (ряд для ф под-

подставляем в уравнение E.4) и приравниваем нулю коэф-

коэффициенты при степенях z}
— z]).

Уравнения вида E.4) встречаются в самых разных
задачах естествознания. Во многих задачах приходится
также исследовать асимптотику при Ы ->• °° корней
уравнений вида f(z) — Q, где /(г)—целая или мероморф-
ная функция. Приведенные ниже примеры рассмотрены
в [5], [34].

Пример 5.1. Рассмотрим уравнение

хё* — е

и исследуем его положительные решения при малых

е > 0. Уравнение имеет вид E.1), где }{z)=e~\ и из

E.2) получаем

n-1 Bn-l

П—1

Этот ряд сходится при комплексных е, lei < е~1, и одпо-

временно является асимптотическим разложением реше-
решения х(е) при е ->- 0.

Пример 5,2. Рассмотрим уравнение

х* = е~х

яри t -*¦ +°°. Функция х* возрастает при х > 0, функция
е~х убывает, так что имеется ед(шствеыный положитель-

положительный корень x = x(t). Полагая х = 1 + 2, w = t~\ полу-
получаем уравнение вида E.1), где /(г) =—гA + z)/\a A + z).
Следовательно, существует такое tu > 0, что

и ряд сходится при комплексных t, \t\ > fo-
Пример 5.3. Рассмотрим уравнение

tg х — Их.

Из графиков функций tg x и 1/z видно, что в каждом из

интервалов пп < х < я (л + 1), /г = 0, ±1, ±2, ..., имеет-

имеется ровно один корень хп, причем хп — пл -*¦ 0 при га -> °°,

Найдем асимптотику корней хп. Полагая х — пп + z, w =

= (я«}~1, получаем уравнение E.1), где

sin
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Поэтому при \п\ ^ щ > 1 имеет место разложение в схо-

сходящийся ряд

Xn =

Коэффициенты при четных степенях (яп) равны нулю,
так как /(z)— четная функция.

5.1. Уравнение sin x =Aп х)~* имеет ровно один ко-

корень х„ в интервале 2лп < х < 2лп + я/2, п = 1, 2, ...,
и

Xn = 2ЛП 4- •; 77; : + 0 I 3 1 (n ~> 00).
In [Inn) Win nfj

ч '

Рассмотрим уравнение

zmj(z)=w, E.5)

где т ^ 2 — целое, функция /(z) голоморфна в окрест-
окрестности точки z = 0 и /@)т^0. Тогда существует такое
а > 0, что при 0 < \w\ < а уравнение E.5) имеет ровно
т корней, лежащих в окрестности точки z = 0. Обратная
функция в данном случае m-зпачна и разлагается в схо-

сходящийся ряд
00

z = 2 cnwn'm. E.6)
П=1

В круге \w\ <. а с разрезом по какому-либо отрезку

arg w = а, 0<1и?|<а, функция У w распадается на т

однозначных голоморфных ветвей, значения которых от-

отличаются множителями е2лЛ/т( 0 < к «S т — 1. Формула

E,6) в круге с разрезом определяет т однозначных

функций.
Рассмотрим уравнение относительно z вида E.4) с

двумя переменными

f(z,iv)=O, E.7)

где /(О, 0)=0, функция f(z, w) голоморфна по совокуп-

совокупности переменных в окрестности точки @, 0) и /@, w)?*
^ 0. Тогда существует а > 0 такое, что при \w\ < а урав-
уравнение E.7) имеет конечное число решений Zi(w), ...

..., zh(w). Каждое из этих решений разлагается в схо-

сходящийся ряд по дробным степеням z (ряды Пюизе) вида

Zj И = wTi 2 cinwnpjlqK E.8)

Ы. В. Фецорюн
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Здесь rj
—

рациональное число, Pi, q}
—

целые, Pi^O,
Чз> 1. Числа ги ри q, находятся с помощью диаграммы

Ньютона, a cin
—

методом неопределенных коэффи-
коэффициентов.

Пример 5.4. Рассмотрим уравнение P{z)=w, где

P{z) = aozn + аХ~{ + ... + Д», ааФ0, п > 2.

Исследуем поведение корней при \w\ -+ °° в плоскости

с разрезом по лучу arg z = а. Положим z = l/?, w = 1/е,
тогда получим уравнение вида E.5):

= е.

Следовательно, при \w\ Ss R > 1 имеется ровно и корней:

*i И = '•
n -

"

+ 2 e^ficnuri/n. E.9)

Здесь ]/а0 — фиксированное значение корня, i/ tf —

фиксированная ветвь корня, / = 0, 1, ...,
п
— 1 и ряды

сходятся при |ц>| >/?,
оо

5.2. Пусть / (г) = zn 2 ahz~h, ааФ0, п > 2 — целое,

и ряд сходится при Ы > R. Тогда в плоскости с разре-
разрезом по лучу arg z = а уравнение /(z)= w при \w\ ~St Ro >
> 1 имеет ровно га решений, которые разлагаются в схо-

сходящиеся ряды вида E.9).
2. Более сложные случаи.
Пример 5.5. Рассмотрим уравнение

z-\x\z = % E.10)

в области D, где D — плоскость z с разрезом по полуоси

( —°°, 0], из которой удален круг Ы < р. Здесь lnz — го-

голоморфная в D ветвь логарифма, принимающая вещест-
вещественные значения на полуоси @, +°°), так что

In z = In \z\ + i arg z, —я < arg z < л.

Найдем асимптотику корней при X -> +<».
Если такой корень z(K) существует, то z(A)->°o при

X -> +оо, так как функция z — In z ограничена на любом

компакте, лежащем в замыкании области D. Так как

функция z растет быстрее, чем In z, то z(A)~ X, X-+¦ +°°.
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Поэтому будем искать решение уравнения E.10) в виде

где ?(Х)-> 0 при X -> +°°. Покажем, что если Ха>0 до-

достаточно велико, X > Ко, то уравнение имеет в области D

единственное решение, причем

z{X) = X + O(lnX). E.11)

Для функции ЦХ) имеем уравнепие

Полагая е = In Х/Х, б = X ,получаем уравнение

C-(e + 6lD(l + S))-0. E.12)

Воспользуемся теоремой Руше [34]. Пусть Kt — круг

i?l *?2е; при X^Xo^l он содержится в круге К; |?| ^
^ 1/2. Функция InA + S) ограничена в круге К: |1пA +
+ t,) | ^ М и тем более в круге Rt. На границе Гв: 1^1 =
= 2е круга Ке

1-8-б In A + EI ^е

и так как 5 = о(е) при X -* °°, то при больших X па Г8

По теореме Руше уравнение E.12) имеет единственное

решение в круге Ке, откуда следует E.11). Более того,

уравнение E.12) имеет вид E.4), где / = /(?, е, б), / = 0,
df/dt, =? 0 при ? = 0, е = 0, 6 = 0. Следовательно, ? раз-
разлагается в сходящийся при малых |е|, |б| степенной ряд,
так что

[
Пример 5.6. Рассмотрим уравнепие

яе* = Х, E.13)

которое при Я>0 имеет единственное решение, так как

функция хех строго монотонно возрастает от 0 до +°°

на полуоси х ^ 0. Уравнение E.13) можно записать

в виде

х — X — In х.

Это уравпеппе аналогично уравнению E.10), так что

4*
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тем же способом, что и в примере 5.5, можно получить

формулу

Полагая
— 1 Х-] ]-k + Z

1п1п?ь с 1_

получаем уравнение вида E.4):

е-? - 1 — 6? + е = 0.

При X > Хо > 1 решение этого уравнения разлагается в

сходящийся ряд по степеням е, б, и окончательно по-

получаем

х = In X - In In X + S 2 cfim (In In Я)т+1 (In ХГ'1-'" .

5.3. Пусть /(Я)>0 и eww=/(X)+A, + O(l), X > 0.

Тогда при X -*• +°°

5.4. При больших X > 0 уравнение е* + In г == X име-

имеет положительное решение вида

т ) j
1П ^п^ л /inJnA. I In In X

X = Ш Л + / ^
где /(fi, t2, /j) — степенной ряд от своих аргументов, схо-

сходящийся при достаточно малых UJ, UJ, U3|.
5.5. Уравнение ez = az(a ?= 0) имеет бесконечно много

корней, которые состоят из двух серий. Одна из них

имеет вид

zn
— 2тп + In и + In Bл г а) + О {——) (п -> + °°),

вторая имеет аналогичный вид и лежит в секторе

—л/2 < arg z < —л/2 + е, е > 0.

5.6. Уравнение sin 2 = z имеет 4 бесконечные серии
корней zn, —zn, ?„, —zn, где

zn = 2я« + i In Dяп) +
-у +

О C^j (n -*¦ + оо).
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5.7 [75]. Рассмотрим уравнение

/i (ж) sin {х + со) + U ix) cos (x + со) = /, (ж), E.14)

где функции /j(x) разлагаются в асимптотические ряды
с»

U(x)~ Sv 1'1 (ж-^+с»).
fe=0

Здесь aJ0 < а,ч < ...
< aJS < ..., a,s

-*• + °° при «-¦-+<»,
одно из чисел al0, a20, a30 равно нулю, остальные неотри-
неотрицательны. Пусть функции /Дж)еС|°° при больших х и их

асимптотические разложения можно дифференцировать.
Запишем уравнение E.14) в виде Ф(ж)+оA) = 0

(Ф(х)— главная часть, не содержащая степеней х\. Если
укороченное уравнение Ф(г/)=О имеет корни, то их бес-
бесконечно много и они имеют вид

уп
= nns + и,

где s = 1 или s = 2. Если уравнение Ф(г/)= 0 имеет бес-

бесконечно много корней и s == 1, то уравнение E.14) имеет

бесконечно много положительных корней, которые разла-
разлагаются в асимптотические ряды вида

оо

хп — Уп + 2 акУпЧ (л -v оо).

Если s = 2, то это утверждение справедливо, но каждо-

каждому уп отвечают два корня Хп.



ГЛАВА II

МЕТОД ЛАПЛАСА

§ 1. Интегралы Лапласа (одномерный случай)

1. Эвристические соображения. Интегралами Лапласа
называются интегралы вида

ь

F(X) = J/(х)exp ['KS(x)]dxl A.1)
а

где S(x)—вещественнозначная функция, Я — большой
положительный параметр. Функция }(х) может прини-

принимать комплексные значения. Будем считать для просто-

простоты, что / = [й, Ь\ — конечный отрезок и что /(#), S(x) —
достаточно гладкие при

3/\ х ^ I функции. Тривиаль-
Тривиальный случай S(x)s const,
/(г)э0 не рассматрива-

рассматривается.

Пусть max S(x) = S (xQ)

и достигается только в точ-

точке х0. Тогда функция
> ехр[Я5(х)] имеет максп-

х мум в точке х0, который
тем резче, чем больше X

Рис. 1 (рис. 1). Интеграл F(X)
можно приближенно за-

заменить интегралом по ма-

малой окрестности точки максимума х0, и это прибли-
приближение будет тем точнее, чем больше Л. Далее, в этой

окрестности функции /, S можно приближенно заменить

по формуле Тейлора, н мы получим интеграл, асимпто-
асимптотика которого легко вычисляется. Этот метод был пред-
предложен Лапласом.
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Пусть а < ха < Ь. Тогда S'(xo) — O; пусть для простоты
S" Ы.^0, /(хо)^О. Тогда

F(k)& j f(x)exV[kS(x)]dx,
хо-в

где 8 > 0 — малое фиксированное число, и

¦f ( \ r*»s 4 f \ С / \ С / \ г ^ О/ О" / ч
J \ J j \ (J/'. v°*v ^^**' " \ь-* О/ ~Г" О \ 0/'

Следовательно,
г

F(k)&j (х0) ехр [к$ (х0)} Jexp [^l^ ^J ^
—г

Заметим, что 5"'(^0)<0. Последний интеграл равен

[-XS"(xo)r1/2 j e-^dt ~ у
-х^ (Я-у со),

-ее. ?,

так как

j e~?i2dt = ]/2л.
—

ОО

Итак, мы получили асимптотическую формулу

F(k)*

Пусть теперь з;0 совпадает с одним из концов отрезка
/, например х0 = а, и пусть для простоты S'(a)?*0,
f(a)?*O. Заменяя F(k) интегралом по отрезку \а, а + е]
и заменяя приближенно на этом отрезке функции

получаем, что
б

F(k)atf (а) ехр (kS (a)) j ехр [tS' (a)] dt.
о

Заметим, что S'(a)<0. Вычисляя последний интеграл,
получаем
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Строгий вывод формул A.2) и A.3) будет приведел
в следующих разделах. По существу эти две формулы
являются основными асимптотическими формулами для

интегралов Лапласа. Нам удалось получить простые
асимптотические формулы по следующим причинам:

1°. Подынтегральная функция имеет при больших X

резкий максимум (т. е. интеграл по отрезку / можно

приближенно заменить интегралом по малой окрестности
точки максимума).

2°. В окрестности точки максимума подынтегральную
функцию можно заменить более простой (например, та-

такой, что интеграл от нее берется или его асимптотика

легко вычисляется).
Ясно, что если интеграл

= f(x,l)exV[S(x,X)]dx

обладает свойствами 1° и 2°, то его асимптотику можно

вычислить, и применение метода Лапласа всегда сводится
к проверке этих свойств. Для интегралов Лапласа (при
условии, что / — конечный отрезок и /, S — достаточно

гладкие функции) асимптотика вычисляется довольно

просто. В случае же, когда зависимость от X является

более сложной, имеются только некоторые результаты,
носящие частный характер (см. § 2).

2. Простейшие оценки.
Лемма 1.1. Пусть

М= sup S(x)<:oo A.4)
а<х<Ь

и при некотором Хо > 0 интеграл A.1) сходится абсо-
абсолютно:

а

Тогда имеет место оценка

\F{X)\^C\e™\ (НеЛ^Яо). A.0)
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Имеем при Re X "> Хо

F (К) К I ехр (ХА/) 1 j | exp [\ (S (х) - М)} | X

Так как подынтегральная функция является целой
функцией X при каждом фиксированном х^(а, Ъ) и

интеграл A.1) сходится равномерно по X при ReA^Ao,
то справедливо

Следствие 1.1. Пусть функции f{x), S(x)^
еС(а, Ь) и условия A.4), A.5) выполнены. Тогда функ-
функция F (Х) голоморфна в полуплоскости ReA>Xo.

Пусть I — некоторый интервал. Введем стандартные
обозначения: С A)-^- класс непрерывных на / функций,
С (I) — класс г раз непрерывно дифференцируемых на

/ функций.
3. Лемма Ватсона. Рассмотрим интеграл Лапласа,

в котором S — степенная функция
а

Ф (X) = J Z /(х) ехр (- lxa) dx, A.7)
о

где 0 < а < °°, р > 0, а > 0. Так как в окрестности точки

максимума функцию S{x) можно приближенно заменить

степенной функцией (вообще говоря), то вычисление

асимптотики интегралов Лапласа A.1) сводится к вы-

вычислению асимптотики эталонных интегралов A.7).
Получим асимптотические оценки для Ф{К) при Ш ->

->- оо, X е 5„ где 5е — сектор

|argX|<-|--E<-J A.8)

в комплексной плоскости X. Во всех предложениях на-

настоящего параграфа е > 0 может быть выбрано сколь

угодно малым (но не зависящим от X).
Замечание 1.1. Так как

то при 1X1 -> оо, X е Se, с > О

-^ |) = 0 (е-с/|>1)г с' = с | sin e
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Нам понадобится формула

Г xZ-ie-^dx = Я"р/аГ Ш, Re Я > 0, A.9)
о

где а, р > 0. Здесь и далее для функции Я~р/а выбрана
главная ветвь:

Если Я > 0, то с помощью замены переменной Хха — t

интеграл A.9) приводится к Г-функции. Так как обе
части формулы A.9) голоморфны при ReA>0, то по

теореме единственности формула A.9) справедлива при
Re^>0.
Лемма 1.2 (лемма Ватсона). Пусть а > О, Р > О,

f(x) s C°°([0, а]). Тогда при К-*-°°, Я е Se, справедливо
асимптотическое разложение

ф (я) ~ JL У Я-№+р)/аГ (ttl)^ (U0)
п.— U

разложение можно дифференцировать по Я любое
число раз.

Выпишем главный член асимптотики:

-р/в. A.10')
По формуле Тейлора

N

k—0

Покажем, что при [Я| -*- °°, Я s Se,

1
ехр (- Я^а) dr =(Я) = J

<Х

где с > 0. Представим Фк (Я) в виде разности интегралов
по полуоси [0, с») и [а, оо); тогда первый интеграл равен

/j Так
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при х ^ а, то интеграл по полуоси х ^ а, в силу леммы

1.1 и замечания 1.1, есть О(е~с]М) (с>0) при \Х\ -*¦ °°,

ле ^s. Тем самым A.11) доказано. Оценим остаточный
член:

| RN (X) | = j x°-4N (х) ехр (- lxa) dx

^ Сдг J x$+N ехр [— j % | (sin s

в силу A.9). Так как О (<Tci1M) = О (| X \~N) (\ X \-+ оо)
при любом целом N > 0, то

1 у /№) @) /fc + ft'j ^-(ft + pvot , ^
/ ,

_ у

Из этого соотношения и определепия 1.2.2 следует спра-
справедливость асимптотического разложения A.10). Диф-
Дифференцирование Ф(Я) по X приводит к интегралу того

же вида, откуда следует возможность почленного диффе-
дифференцирования асимптотического ряда A.10).
Лемма 1.3. Если функция j(x) непрерывна при

1е[0,а]ка>0, [} > 0, то при Ш -> °°, 1<^S?, справед-
справедлива асимптотическая формула A.10').

Пусть 0<<5<1. Тогда интеграл вида A.7) по отрез-

отрезку [Ш@~1)/с\ а] имеет порядок О(ехр(—сШ6)) (все оцен-

оценки пишутся при \Х\ ->• °°, Iie5,,) в силу леммы 1.1. По-

Поэтому достаточно доказать A.10') для интеграла по от-

отрезку [0, Ш(*~1)/а]. Этот интеграл представим в виде

/@) j zP-1 ехр (— Кха) dx +

Р 
(/ (х) - / @)) ехр (- Хха) dx =з F, (X) + F2 (X).
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Имеем

i (*) = I - j / @) xV-i exp (_ Хха) dx
\

где с > 0. В силу непрерывности

где е(Я) = оA). Следовательно,
оо

| F2 (Я) |< е (X) j *f»-i | ехр (- Я*05) | dar = о

Замечание 1.2. Функция h(x) = exp(—Я^а) дости-

достигает максимума при х = 0, и отношение h(x)/h@) есть

величина порядка 1 в окрестности точки максимума раз-

размера ^\'к\~1/а. Из доказательства леммы 1.3 следует, что

основной вклад в интеграл F(Я) вносит чуть большая

окрестность точки максимума (мы выбрали ее в виде

[0, Ш(в-1)/а]).
Пример 1.1. Рассмотрим преобразование Лапласа

о

Пусть /(^)еС°° при малых х 5* 0 и интеграл сходится
абсолютно при некотором Ка > 0. Тогда

F (Я) - 2 Я~й/№) @) (| Я | -* оо, Я е= 5,).
fc=0

Действительно, интеграл по полуоси х ^ 1 имеет по-

порядок O(e~d^), c>0, а к интегралу по отрезку [0, 1]
применима лемма Ватсона.

Пример 1.2. Докажем, что при Ы-»•«>, largz!*g
«? л — е < я справедливо асимптотическое разложение

ш г w ~ (, - ±) ь,, _, + hp +1^gbjj,-«.,
A.12)

которое можно дифференцировать любое число раз.
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Ряд A.12) называют обычно рядом Стирлинга. Здесь
J]:h — числа Бериулли, которые определяются из соотно-

соотношения

tSi'*-1. 1'1<2п.AЛЗ)

При Re 2 > 0 справедливо интегральное представление

00

где для In z выбрана главная ветвь.

Из примера 1.2 следует, что

при larg z| <; jx/2 — e < я/2. Интегрируя это асимптоти-

асимптотическое равенство, получаем

1П г B) ~ B - 4") Ь* - * + С + 2И&Т)
Постоянная С находится из сравнения этой формулы с

формулой Стирлинга (см. пример 1.2), и мы получаем

A.12) при Ы -* оо, |arg z| ^ я/2 - е < л/2.
Чтобы доказать A.12) при larg z\ < л — е < л, необ-

необходимо предварительно аналитически продолжить пра-
правую часть формулы A.14), так как интеграл в A.14)
расходится при Re z < 0. Повернем контур интегрирова-
интегрирования на острый угол а, Iос 1 < л;/2, т. е. рассмотрим ин-

интеграл

где /а — луч t = ре'а, 0 < р < °°. Интеграл сходится абсо-

абсолютно, когда z лежит в полуплоскости Da: Re(zela)>0,
и поэтому является голоморфной функцией z в этой

полуплоскости. Если z =* ж > 0, то по теореме Коши

¦ф<»(яN35 ¦ф(;Г) *> следовательно, 4j3a(z) является аналитиче-

аналитическим продолжением функции "ф(г) из полуплоскости
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Re г > 0 в полуплоскость Da. В силу единственности
лнтнческого продолжения имеем

Положим z = e ш?}, тогда

00

Fa (z) = е{а Г е~*?ф (teia) alt, ф (*) ~ J- - l

v 4 1 — е

о

По доказанному выше, этот интеграл разлагается в асимп-

асимптотический ряд по степеням ?""' при l?l~*"°°> !arg?|^
< я/2 — е < л/2, так что функция г|з(г) — In z разлагается
в асимптотический ряд по степеням z~l при |z|-*-°°,
larg z + а | < л/2 — е < я/2. Это разложение имеет место,

в частности, при вещественных z->+oo; с другой сторо-
стороны, при таких z справедливо разложение A.12). В силу
единственности асимптотического разложения коэффи-
коэффициенты обоих разложений совпадают. Тем самым разло-
разложение A.12) доказано при largzl =С я/2 — е, |argz + ctl<
^я/2 —8. Так как а — произвольный угол такой, что

1а1<л/2, то A.12) доказано при Ы->-°°, |argzl<
< Я — 8 < Л.

4. Вклад от граничной точки максимума (основной
случай). Рассмотрим интеграл Лапласа F(X) (см. 1.1)).

Теорема 1.1, Пусть I = [a, b]~ конечный отрезок
и выполнены условия:

1°. max S (х) достигается только в точке х — а.

2°,
3°. f{x), S(x)<^C°° при х, близких к а, и S'(a)?=0.
Тогда при X -*¦ °°, X е Se,

СЮ

F (X) - exp [XS (а)} X ckX~h~\ A.15)
ft=o

Коэффициенты ck имеют вид

S'(x)J
Это разложение можно дифференцировать по X любое

число раз.

Выберем 6>0 такое, что S'(x)^O при ге[а,й + б],
и положим F(X) = F, (Я) + F2(X), где F,(X) — интеграл по

отрезку [а, а + б]. В силу леммы 1.1 интеграл Fz(X)
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экспоненциально мал по сравнению с exp[XS(a)]. Интег-

Интегрируя по частям, получаем

a+6

d1 f
-TJ

Интегрируя точно так же по частям еще N — 1 раз, по-

получаем

Рг (*) = 2 (- Ы^М*(^exp (LS (х)) \аа+& -

а+6

, A.17)

где М — оператор из A.16), М° — единичный оператор.
Внеинтегральная подстановка в A.17) при ж = а дает N

слагаемых ряда A.15), а подстановка при х = а + 6

экспоненциально мала по сравнению с ехр [Х5(а)]. По-

Последний интеграл в A.16) есть O(K~N~1 exp [XS(a)]), т.е.

по крайней мере того же порядка, что и последнее сла-

слагаемое в сумме в A.17). Это очень грубая оценка, но ее

достаточно:

F (X) = exp [IS (а)] \ j? сД"^1 + О {X~N)\ A.17')
U=o J

и A.15) следует из того, что N произвольно.

Дифференцирование F(X) по А. приводит к интегралу
того же вида. Возможность почленного дифференцирова-
дифференцирования ряда A.15) вытекает также из теоремы 1.3.4 и след-
следствия 1.1. Главный член асимптотики имеет вид A.3).

Теорема 1.2. Пусть условия 1° и 2° теоремы 1.1
выполнены и S(x)^C* при ж, близких к a, S'(a)?^0.
Тогда при %-+ °°, ieSe, справедлива формула A.3).

Пусть б > 0 таково, что S' (х) Ф 0 при х е [а, а + б] =
— h. Интеграл по оставшемуся участку мы отбросим,
так как он имеет порядок 0{exp(k{S(a)— с))), с > 0.

Сделаем замену

S{x)-S(a)=-t, x^h,
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тогда по теореме об обратной функции ж = ср(?), где

ере С [0, б'] (очевидно, что б' = S (a)- S {а, а + б)>0).
Применяя к полученному интегралу

с

exp (XS (я)) j ехр (— М) / (<р (t)) <р' (t) dt
о

лемму 1.3, получаем A.2)'.
Основной вклад в асимптотику F(K) вносит окрест-

окрестность точки максимума х — а размера ~К~* (см. замеча-

замечание 1.2).
Замечание 1.3. В теоремах 1.1 и 1.2 и во всех

последующих теоремах интервал (а, Ъ) может быть
бесконечным. Например, заключения теорем 1.1 и 1.2

верны для интеграла по полуоси [а, «=), если выполнено

условие A.5) и если S(x)^S(a) — б, б > 0, вне некото-

некоторой окрестности точки х = а. Аналогично, интервал может

быть конечным, но функции /, 5 могут иметь особен-
особенности при х = Ь.

Замечание 1.4. Чтобы получить конечное число

членов ряда A.15), достаточно потребовать конечной

гладкости функций / и S. Например, формула A.17')
справедлива, если 5еСл+|G), f^CN(I). Это замечание

относится к последующим теоремам и к лемме Ватсона.

Отметим, что дифференциальные свойства функций /, S

существенны только в окрестности точки максимума, т. е.

асимптотика F (К) определяется ростками этих функций
в точке х = а.

Пример 1.3. Еще Лаплас получил асимптотическое

разложение для функции ошибок

(- 1) BА— 1)!! ,
, ,

z x

A.18)

Делая замену переменной t -*¦ Yxt, получаем

Erfс x = x j <?-*2<2 dt.

В данном примере /(?)=1, S(t)=—t2, функция S дости-
достигает максимума только при t — \ и S' A)^0. Применяя
теорему 1.1, получаем A.18), Ряд A.18) расходится при
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всех х. Из теоремы 1.1 следует, что разложение A.18)
справедливо при \х\ -> °°, largzl ^ я/2 — 8 < л/2.

Пример 1.4. Рассмотрим неполную гамма-функцию

где 0 < о < °°, х>0. Найдем асимптотику ^(а, х] при
х -»¦ +°°. Имеем

00 О»

V (а, ж) - Г (а) - j fa-Vd* = Г (а) - ха j f'^dt, A.19)
я 1

К последнему интегралу применим теорему 1.1. Так как

' l?==1
~

Г (а - /с)

то из A.18), A.19) получаем (лг-»-+<»J

-Y {a, x)-T (a) ~ er*x*-*

Эта формула остается в силе и при целых а > 1, если

положить Г (а)/Г (а — к) = 0 при к > а + 1.

Пусть а — нецелое. Оценим остаточный член ряда

A.20). Интегрируя по частям последний интеграл в

A.19), получаем
N

Г (а) Г .a-N-1 -t.

Г(о-

так что при N~> a

R.(x)\<e-*x«-x-imbx
T ^ tu~N~l

Г (а — Л")

так что остаточный член меньше по величине, чем N-e
слагаемое в A.20). Если ик есть /с-й член ряда A.20),
то \uk+i/uh\ = \k+ { — а\/\х\, так что этот ряд расходится
при любом х. Модули членов ряда вначале монотонно

убывают, а затем при к + 1 — а > х монотонно возраста*
б М, В. Федорюв
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ют до бесконечности. Такое поведение характерно для

большинства известных асимптотических рядов.
1.1. Пусть при ie[0, а] имеем /(ж), 5(ж)е C°°, S(x)>

> 0, 5"@)^=0, а>0 и функция S(x) достигает макси-

максимума только в точке х = 0. Тогда при X -+ «>, А. ^ Ss,

Главный член асимптотики равен

F(X) = l-

п=о

5. Вклад от внутренней невырожденной точки макси-

максимума.

Лемма 1.4. Пусть S(x)<^C°° в окрестности точки ха,

S'(xa) = ...
= S^-i)(x0) = 0, S^(xo)?=O, A.21)

и S(x)— вещестееннозначная функция. Тогда существу-
существуют отрезки 1х = [х0 — 6i, жо + б2], /„ = [—б0, б0] (б^>0) и

функция ж = ф(г/) такие, что;

¦A.22)'

2°. Функция ф(г/)е С" (/„) взаимно однозначно отоб-

отображает отрезок 1У на отрезок 1Х и

Ф(О)-о,

Замечание 1.5. Можно показать, что если 5е
е С^  "при л:, близких к ха, г > 1, то (ре Сг при ма-

малых у.
Все дальнейшие результаты настоящего параграфа мы

получим, комбинируя лемму Ватсона и лемму 1.4.

Теорема 1.3. Пусть I = [а, Ь\ — конечный отрезок
и выполнены условия:

1°. f(x),S(x)e=C(I).
2°. max iS (л*) достигается только в точке х0, а < хо< Ь;

3°. /(•?), S(x)e=C°° при х, близких к х0, и S" (хо)?=О.
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Тогда при Я -*¦
°°, Я е St, справедливо асимптотическое

разложение

F (Я) ~ exp [IS (x0)] 2 ch}Tk-xl\ A.24)
&=0

Ck =
x""'' ч"-~' L \ (x~xo)' I Jl*

A.25)

Главный член асимптотики A.24) имеет вид A.2).
5го разложение можно дифференцировать любое чис-

число раз.
В окрестности точки х0 сделаем замену переменной

и выберем окрестность такой, чтобы —б ^ у ^ б. Интеграл
по оставшейся части отрезка / экспоненциально мал по

сравнению с exp [XS(xu)], и мы его отбросим. Имеем

б

F (Я) = exp [KS (х0)) j exp (- Яг/2) / (Ф (у)) Ф' (у) dy =
-а

а

= exp [IS (x0)} j exp (- Яг/2) [/ (Ф (у)) Ф' (г/) +
о

+ /(ф(—У)) ф'(—V)]dy. A.26)

Применяя лемму Ватсона A.2), получаем, что при Я -* °°,

F (Я) ~ exp [IS (х0)] У Г (к + ~) BЛ)! а2йЯ-А-1/24

d \
uih==\d^j (/(Ф (У) Ф'(У») l»=o-

Тем самым существование разложения A.24) дока-
доказано. Возможность почленного дифференцирования ряда
A.24) доказывается так же, как и в теореме 1.2.

Докажем A.25). Нам достаточно рассмотреть случай,
когда функции f(x), S(x) голоморфны в точке х0, так
как azk выражаются только через производные функций
/, S в точке х„. По формуле Коши (здесь х, у — коми-
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лексные переменные) имеем при е > 0 достаточно малом

2ni

~dx

Коэффициенты a2h можно явно выразить через произ-
производные функций j{x), S(x) в точке х„, если воспользо-

воспользоваться формулой дифференцирования сложной функции
([14], с. 33)

dnf(<?(x)) VI л! /У (x)\h /Ф" (х)\12
dxn ^W-'i1 U! / \ 2!

Здесь сумма берется по всем целым неотрицательным
значениям iu ..., ih таким, что 1 • i, + 2 • ?2 + ... + к ¦ ik — п.

Еще один прием, позволяющий вычислить а2к, заклю-

заключается в следующем. Разложим функцию

/ (х) exp [\ (S (х) - S (х0) - (*~Xo)V (x0)) j
в ряд Тейлора и заменим пределы интегрирования на

±оо соответственно. Тогда получим формальное разло-
разложение

F(X) ~ехр [XS(x0)] 2 -^ J г*exp
Й0

Вычисляя интегралы, получаем

Р W ~ exp lWW, 2^[-"^р"г (* + Л).
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Приведем формулы для первых коэффициентов раз-
разложения A.24). Имеем [82]

«1
=

7 (/a^i + 3/i^i^2 + /0г|)8),

х
= /2/- 5а,

35 C2n-2 , 385 ^0-4 35

 8" 4 2 +144'Ьз'Ь2 8-

Здесь 5,- = 5(i) {xa), /, = f« (x0). Если /(я) = 1, то

Точно так же доказывается

Теорема 1.4. Пусть все условия теоремы 1.3 вы-

выполнены, за исключением одного: х0 = а. Тогда при
5

F (X) - ехр [Л5 (a)] S cA~№+1)/2. A,28)

Главный член асимптотики имеет вид

F (X) = -i /-j^ [/ (а) + о A)] ехр [KS (а)} A.28')

Г1(г. е. правая часть A.28') отличается от правой части

формулы A.2) множителем 1/2).
Теорема 1.5. Пусть условия 1° и 2° теоремы 1.3

выполнены и

3'. /(ж)еС, 5(i)eC3 при ж, близких к х0, S"{xo)?=O.
Тогда при К -+¦ оо( ^eS,, справедлива формула A.2).
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С помощью той же замены переменной, что и в до-

доказательстве теоремы 1.3, приводим F(X) к виду A.26).
Затем применяем замечание 1.5 и лемму 1.3.

Приведем оценку остаточного члена в методе Лапласа

[32], [130]. Рассмотрим интеграл

F (X) = J e-^Wfф dx, a > 0,
о

где 5@) = 5'@) = 0, и S'(x)>0 при 0 < х < Ъ, так что

ж = 0 —точка максимума функции —S(x). Функция
/(ж)еС[0, а], и при х -*¦ +0 справедливы асимптотиче-

асимптотические разложения

S(x) ~ Szx2 + Ssx3 + ..., f(x) ~ /„ + f,x + ..,

Делая замену переменной р = 5'(ж), получаем

S(a)

FQ.)- j e-Xpf(p)p-1/2dpt

и при р -* +0 справедливо асимптотическое разложение

/ (р) ~ аа 57

Имеем

П-1

где i?n(X) = O(X (я+1)/2). Приведем более точные оценки.

Положим

f(p) = n2ahpV* + fn(p)

и запишем остаточный член в виде

J e~XpU(p),
о
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Если S(a) = +°°, то В.^ (К) = 0. Справедливы оценки

, I „-KS(a)

I VS (a)
J

n—l

< X-tW2-Wa)] 2 ! «* 11 ^ («) Г-1)/а, »> 2,

если знаменатели положительны.

Грубая оценка для R^ (M имеет вид

| R™ (К) | < АпТ {{п

Лп= sup
0<P<S(a)

Однако Л„ может обратиться в бесконечность, если S(a)
= +°о. Более точные оценки таковы. Пусть

фп= sup \p-ll2\n\fn{p)a-xp-^\].
0<p<S(a)

Если ф„ ^ 0, то

\R™ (Х)\^\ап\Т ((п

Если ф„ > 0, то

Wn2) (я.) I <

1 а» I Г ((и + 1)/2) охр

В [32] приведены также оценки остаточного члена в

лемме Ватсона.
1.2. Пусть [а, Ь] — конечный отрезок, S(x)>0, f{x),

S (х)^С°°, функция S(x) достигает наибольшего значе-

значения только в точке х0 и S" {хо)?=О. Тогда при Я, -*~ °°,

ь

(X) в J / (*) [5 (х)]лсйс - е/ (х0

A.29)

Здесь 6 = 1, если a < х0 < &, и е = 1/2, если х0
= а или

яо
= Ъ.

Пример 1.5. Докажем формулу Стирлинга
Г (ж +1) =т/2пхе-*а? [1 + 0 (*-')] (л?-^+оо). A.30)
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Воспользуемся интегральным представлением Г-функции;
оо

Г (х + 1) = J t*e-'dt.
о

Метод Лапласа непосредственно неприменим к этому ин-

интегралу, так как функция Iх не имеет максимума при

fs[0, +oo). Преобразуем интеграл, делая замену t-*-xtt
тогда

оо

Г (ж + 1) = хх+г j ехр [х (In t — t)} du
о

Последний интеграл имеет вид A.1), где /@—1, 5@="
= lnf— t. Функция 5@ достигает максимума на @, +<»)'
только в точке t = 1, причем 5A) = —1, 5"A) = —1. В си-

силу леммы 1.1 можно заменить интегрирование по полу-

полуоси интегрированием по любому конечному отрезку, со-

содержащему внутри себя точку t = 1. Применяя теорему

1.3, получаем A.30). Так как Г(л+1) = л!, то из A.30);
следует формула Стирлинга

п\~12ппе~ппп (п-с+оо)'.

Формула A.30) пригодна и при х -*- °°, x^Se. Из тео-

теоремы 1.3 следует, что

Г (х+ 1)~ V2nxe~xxx [I + S ahx-4. A.31)

Явный вид ah см., например, в [41].
Пример 1.6. Покажем, что при «->+<»

я/а

f sin" t dt = VТ-[i + ° (n~1)I«
0

Имеем sinn t = exp(rclnsinO, так чт0 интеграл имеет вид

A.1), где х = п, 5@ = In sin f, /@ = 1- Функция 5@
достигает максимума при t = n/2, причем 5(л;/2)=1
= 5'(я/2) = 0, 5"(я/2) = —1, и асимптотика вычисляется

по формуле A.28').
Замечание. Известно, что

П/2

sinn t dt =J 2.
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Сравнивая с асимптотической формулой, получаем фор-
формулу Валлиса:

Пример 1.7. Найдем асимптотику при х-*¦+<»

функции Бесселя

я

/п (ж) =, ± Г в* cose cos „в d8*

о

где п> 0 —целое. Здесь / = cosra9, 5 = cos б и

max?(Q) = ?@) = I, S'@) = 0, 5"@)==-1. Применяя
Ю,я]

теорему 1.3, получаем

1п (х) =

где Va;>0 (ж>0). Аналогично получаем, что

'— 2nx

х-> оо, | arg(— х) |< -| — е),
где V—? > 0 при ж < 0.

Пример 1.8. Найдем асимптотику при »-*-+<»,
х > 1 полинома Лежандра

где Уж2 — 1 > 0. Воспользуемся результатом задачи 1.2.

В данном случае S(Q) = х+Ух* — icosQ, /sl, функция
S достигает максимума при 9 = 0 и

=ж+Г^^Т, S'@) = 0,

Отсюда находим, что
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1

1.3. | A - х2)п dx ~ /л/я (и-v + oo).

1.4. Если 0 < а < 1, то

оо

J ехр (— ?а/а — xt) dt ~

1.5. Если а > 0, то

»

t~attxdt ~ \ / — xlf(-2a) ехр (— х1/а ) (х -+ оо).

Пример 1.9. Покажем, что при п ->¦ +оо

2Cjtfc!»-* - l^^f [1 +О(и-»)].

Воспользуемся тон^деством

/c!№-ft = J e~nitkdts
о

тогда сумма примет вид

В данном случае /(/)=1, S(t)= —f + In A + t); остается

применить теорему 1.3.
1.6 [5]. При 0 < к < 1, п -

6. Вклад от точки максимума (общий случай).
Теорема 1.6. Пусть / = [а, Ь\ —конечный отрезок,

f{x), S(x)^C(I) и max S (х) достигается только в одной
l

точке хй. Пусть /(ж), S(x)^Cx> при х, близких к х0.

Тогда:
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1°. Если а< хо< Ъ и

5(Я(х„) = 0, Kj*Z2m-i, SBm)(z0)^0, A.32)

где т> 1, то при К -* °°, X е 58,

f (Я) - ДЛ1/27П exp [IS (х0)) S адЛ,-*7™, A.33)

««¦ = -2wг(^) (л {х> "о) ^J"(/ (ж) h {x> "о)) К*
A.34)

h{х, хй) = (S(x0)-S(x))»-»/*™/5'(х).
2°. Пусть хо = а и

5'(а)=... = 5;т-1)(«) = 0, 5(m)(fl)^0, A.35)

(X) - >. /mexp [X,5 (a)} 2 a^""'™, A.36)
ft=o

1|B*
Г (*±i) [h (x, a) I)" (/ (x) h (*, a)) |x=ef) [ )

A.37)

Главный член асимптотики в случаях 1°, 2° соответ-

соответственно имеет вид (при f(xo)?=0)

X Я /2тexp [IS (хоI [/ (х0) + С»

X Х-1/

Эти разложения можно дифференцировать по X любое

число раз.
В случае 1° основной вклад в асимптотику F(k) дает

малая окрестность точки хй. Делая в этой окрестности

замену переменной х = (р(у) такую, что
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(см. лемму 1.3), получаем эталонный интеграл вида

A.7). Точно так же исследуется случай 2°.
Замечание 1.6. Если функция S(x) имеет конеч-

конечное число точек максимума хи ..., xh на отрезке /, то

асимптотика F(k) равна сумме вкладов от этих точек,

Именно, в силу леммы 1.1

%F (к; х3) + О (ехр (к (М - с)))
3=1

Здесь с > О, М = max 5 (х) и

F (к; xj) = j / (х) ехр [kS (x)] dxt
U(x})

где U(%jj—достаточно малая окрестность точки х}. Одна-
Однако вклады от точек максимума могут, вообще говоря,
сокращаться. Например, пусть S(x) — полином степени

^2, S(±°°) = — <x>. Тогда асимптотика интеграла

S' (x)ex-p[kS(x)]dx

равна сумме вкладов от точек максимума полинома S(x],
но F(X) = O при Я>0.

Приведем аналог леммы Ватсона в случае, когда f(x)
имеет логарифмическую особенность.

Теорема 1.7. Пусть у вещественно, j} > 0, функция
f(x) ^ С1 при малых х > 0 и непрерывна при 0 < х ^ а <

< °°. Тогда при К ->- °°, k^ Se, справедливо асимптотиче-

асимптотическое разложение

а оо

j xP-i \ In ж |v е-»*/ (ж) ?с - Л~р (In k)y 2 «й (In ^)~АХ
° А~°

A.38)
во-Г(Р)/@).

Так как функция S{x)=—x достигает максимума при
я = 0, то можно считать, что а<1; отброшенный интег-

интеграл экспоненциально мал. Положим f(x) = /@) + h(x);
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так как h(x) = O(х) (х <= [0, а]), то при %<=St

77

Мы воспользовались тем, что Гпж = <9(агв) (ж ->¦ +0) при
любом сколь угодно малом б > 0. Следовательно, рас-
рассмотренный интеграл по порядку меньше любого из чле-

членов ряда A.38); остается исследовать интеграл A.38)
при f(x)^l, обозначим его Ф(А.). Сделаем замену пере-
переменной %х -> х; тогда

Ф (X) = Х-р (In

Воспользуемся следующим соотношением: если z'

^(~-°°i ~1 "^ 6], N>4 (*f вещественно), то

Л'

(А , \У VI

где остаточный член допускает оценку

RN(z)=O(\z\N+i) (Ul^
A.39)

Здесь для функции zO выбрана главная ветвь в

(плоскости z с разрезом по лучу ( —°°, —1). Первая оценка

для RN{Z) следует из аналитичности функции (l + z)T

в круге Ы ^ 1/2; вторая
— из того, что R^ (z) ~ — \^.\zN

при |zl -*• °°. Следовательно,

N (-
ж» (InJ A.40)

Для остаточного члена в силу A.39) справедлива оценка

In х

lnT
In Ж

InT

W+l
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поскольку, совершив экспоненциально малую ошибку,
можно заменить верхний предел интегрирования на

°° exp(iarg A.); полученный интеграл сходится абсолютно.

Заменяя точно так ше верхний предел интегрирования в

A.40), получаем

Ф (*) = 2 bh(lnXrh + O((lnX)~N),

так что коэффициенты разложения A.38) имеют вид

1 @) J х*-1 (In х? е-*

Рассмотрим примеры, в которых одна из функций
j{x), S(x) имеет нуль бесконечного порядка в точке

максимума функции S.
Пример 1.10. Найдем асимптотику при X ->• +°°

интеграла
1

Г ( 1 \
F (X)

~ \ ехр Хх \dx.

Этот интеграл имеет вид A.1), где S(x)—x, f(x)—e~l/x.
Максимум S(x) достигается при х = 0, а функция f(x)
обращается в нуль при х = 0 вместе со всеми производ-

производными, и применение теоремы 1.3 дает только оценку

F(X) = O(X~°°) (Х~*-+°°). Чтобы получить более точную
оценку, заметим, что функция —Хх — х~* достигает макси-

максимума при х — Х~~иг. Сделаем замену переменной х =

¦= tX~u\ тогда

т-Т

F (X) = Х~1/2 j ехр [~ /Л (t + Г1)] dt.
о

Функция S(t)= —t — t~* достигает максимума при t = l,
причем -5A) = —2, 5"A) = —2. Применяя теорему 1.3,
получаем

F{X) ~ /яГ'У2^ (Я,-»- + оо).
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1.7. При а>0, х-»+°°

15

exp(—xt—at~a)dt~Y ЕГ?ПХ 2(а+1)ехр[—

Пример 1.11. Вычислим асимптотику при % ->¦ °°,
X е 5„, интеграла

а

^ (А,) = j / (ж) ехр [- Xe"i/xa ] Ac.
о

Здесь 0<а<°о, /(ж)еС°°([0, а]) и а>0. Все производ-
производные функции 5(ж) = ехр(—х~а) обращаются в нуль при
я = 0.

Делая замену переменной t = ехр (—х~а) и вводя обоз-
обозначение ? = —In ?, получаем

о

где 0 < Ь < 1. По формуле Тейлора

при t e [0, Ь]. Далее,
ь

ь

е-и

о

m=O

что следует из теоремы 1.7.

Остаточный член имеет порядок O((\aX)~{N+2}/a), так

что

F (Ь)~Aп J,)-1/a [/ @) + 2 с, (la X)
L k=i

Главный член разложения имеет вид F(X)
1/
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Пример 1.12. Вычислим асимптотику при п -*¦ +°°

интеграла
00 t

In == ГаФ"&, Ф U) =n
= J

Функция Ф(?) строго монотонна, возрастает от 0 до 1

на полуоси ? > 0, так что эта функция достигает наиболь-

наибольшего значения при f = +°°. Кроме того, Ф<А)(+оо) = 0

при всех к > 1, так что ситуация та же, что и в примере

1.11, с той лишь разницей, что точкой максимума явля-
является точка t = +оо. Делая замену t = т ,получаем

,Теперь подынтегральная функция достигает максимума

при т = 0. Интеграл по полуоси б < т < °о, б > 0, по лем-

лемме 1.1 имеет порядок О(Фп(б~1)), т. е. экспоненциально

мал. На отрезке [0, б], где б > 0 достаточно мало, сделаем

вамену переменной 1пФ(т~') = ж, тогда

о

так что при т -*- +0

1пФ(т~2) ^e-iA2
Т/л

'(см. пример 1.2), и т ~ (—lnx)~l/i, а потому

Из предыдущего примера следует, что

/„ ~ —== («-»-+ оо).

Более точно, /я = р^= + О (j±).
Приведем еще несколько известных асимптотических

разложений [30]. Здесь х -*¦ +°°.

1.8.
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Г dt
-^ У (l)"i±7-C»-2)1.9. Г dt
-^ У (-l)"i±-

C,)"
1

-¦

-

При х>0 остаточный член меньше первого отбрасы-
отбрасываемого члена и имеет тот же знак.

оо

1.10. jexp [- xt + A + tf2] dt = ~ [1 + б (х)],:

(ж-о)]-1, х>а,

о = sup [Г1 Ul + 01/8 - 1 - 4 ln A +

1.12.

о

^_I/2 (ctt)»P-i)/(.-W exp [A _ a)

где a > 0, p > 0.

.13. f e* coeVT^ ^ ex /1 +
2 _8

J \x Зх2 15а:3

где «-

a

oo

Xt Ii7i i С All t A ~j~ Ь ~] С ) CLir m

—oo

M, В. Федорюк
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оо

1.16. Пусть сходятся все интегралы М„ = J tnf(t)dtr
о

п = 0, 1, 2, ... (моменты функции /). Тогда для преоб-
преобразования Стидтьеса функции / справедливо асимптоти-

асимптотическое разложение (х -*¦ +<*>)

b~i + Rn (x),
ft=o

п (я:) | ^ a:-«-i sup
f>o 0

J тп/ (т)

8

1.17. Пусть /= J e~at~af'e~^s~t)~b(i — t)v Л, где а, {3,
о

a, Ъ > 0, ц, v — комплексные числа. Тогда при а = Ь,
е -> +0 имеем

где Y=(p/a)?/(a+1). Если а > b, то

u+cv+2±?±i
5 2

где с = {а-
7. Асимптотика преобразований Лапласа и Меллина.

Лемма Ватсона допускает следующие обобщения. Для
справедливости формулы A.10) достаточно, чтобы ин-

интеграл A.7) сходился, а функция f(x) разлагалась в
оо

асимптотический ряд вида / {х) ~ 2 ппхп, х -+ + 0. Сле-
П=0

дующее обобщение таково. Пусть 0 < Re Хо < Re ^ < ...,

Re Хц -*¦ +°о при к -> +оо и

1{х)~ S /ft(^) l^ ) («-> + 0)t A.42)
fe=o

(см. в A.2.6))'. Пусть /(z) —преобразование Лапласа

функции f{x):

4 G\ р—гх4(гЛйу. 1\ Г,'\\1 \z) — J e 1\Х)пХ? U'^^7
6
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и пусть при некотором z существуют / и /ft, к = О,1, 2,...
Тогда

/~B) ~ S I B) \z-bb}t A.44)

когда z -»¦ 0 в некотором секторе 5 с вершиной в начале

координат, содержащем отрезок вида [0, а], а > 0.

Пусть Re Хв > Re Я, > ...
> 0, асимптотическое разло-

разложение A.42) справедливо при х -*-+<». Тогда справед-
справедливо асимптотическое разложение A.44) при z -*¦

°°, z^

е 5, где S — сектор в комплексной плоскости z, содер-
содержащий полуось @, +оо).

00

1.18. / {х) ~ 2 cfe A - е-*? {х*} {х -> + 0). Тогда при
ft=0

T(Z) - 2 Mch/[Z (Z + 1) . . . B + /Г)] {2-*} (Z-* 00).
fe=o

1.19. /(z)~ 2 c*(e* —l)*{z*}, x-> + 0. Тогда при

F(z) ~ 2 ft!cA/[z (г - 1) ... (z - А-)] {г-*-*} (z^ oc),

1.20. f(x)~^ck\2sbj] ^'^ (^^ + 0)-Тогда при

= 5

/ (г) - 2 B*)! <Wl(z - А>) (z - А + 1) ... (г + fc)l {^к~1}

(Z-+- оо).

Пусть с — комплексное число такое, что

ie + rvl<-r-6<T'
Y = arg с; с-1г*-1'/г = О (In (zrsA)),

равномерно по б при фиксированном •у. Здесь

г, s>0, z=lz|e<e, Я = а + ф=1Я1е<л, |^|^Х0>0

и Л лежит в множестве |Л| ^ л/2 — б < я/2, 80 ^ 0 < Gi,
е1-е0<я.
6*
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Теорема 1.8. Пусть функция G(z, t, X) голоморф-
на и равномерно ограничена при \t\ <2lcl, Xz~rs -»- 0 при.
геD, z-»- °°, где D — неограниченная область в комп-

комплексной плоскости. Тогда

exp (— zv) G (z, t, X) dt

71=0

Здесь Gn(z, X)—коэффициенты разложения G =
сю

= 2 Gn (z, X) tn, {\pn} — асимптотическая последователь-

НОСТЬ lj)n = Z~%~n'.
Теорема 1.9. Пусть функция G(z, t) удовлетворяет

условиям теоремы 1.8,
со

G{z,t)= 2 Рп (tzlfr) z~mni
П=0

m>0l r>0, |?|<2|zjp,
и функции Р„(^1/г)ехр[(Л„ — l)w] ограничены при не-

некоторых Ап > 0. Пусть область D содержится в секторе
largzl < jx/2 - б < я/2, ReX>0 и s = p+l/r>0. Тогда
при z^D

J rtrK~iexp (— ztr) G (г, t) dt ~ z~x 2 an (X)z~mn (z^oo).
о »=o

Здесь

Рассмотрим интеграл
оо

^ (Я) = j Я (f, X) II (t, X) dt.
о

Пусть функция II (t, X) имеет п+ 1 частных производных
по t при tf ^ 0, которые монотонно стремятся к нулю при
t -*¦ +00. Пусть функция K(t, X) абсолютно интегрируе-
интегрируема по t на некотором отрезке [О, Г], ее преобразование
Лапласа k(xt X) по переменной t существует при х>0
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п аналитично по х при малых Ы. Пусть

о

при всех х > 0, г) ^ 0, При этих предположениях спра-
справедлива

Теорема 1.10 [107]. Имеет место асимптотическое

разложение

тп=о

Из этой теоремы вытекают следующие асимптотиче-

асимптотические формулы.
1.21. При Я -*• + °°

k(m) @) нш @) }~т + о (^

где ^ — преобразование Лапласа функции К.
1.22. При А,-^+°°

@ dt =

т==о

1.23. При Я -> +оо

п

rn=O
/v

1.24. При п == 2т - 1, Я -> +°°

f cos ягя (о л = 2 (-1)" Ж2* *@) Я "+ о

f sinШ@ dt = 2 (- 1)" ЯСак) @) Я * + О
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1.25. При к -*• +°° (здесь /0 — функция Бесселя, и

= 2/п-1)
ее

J /0 (**) я (о л -

о

т—1 .

_ _^ 2 -^т^г (л + 4-)^й) (°) л-"'* + о (я-25"-1

1.26. При Х-^+~

о

[2Я-1
«

2 ^-яга(я, /я) j в-2''-а<гл

Здесь Ят(^, b) = (d/dt)mttk.
Положим (здесь 0 < е < е0 < 1)

00 ОО

F (е) = J Z (t, e) / (?, е) dt, G (е) = j К (t, е) с?/ > 0.
—00 —00

Теорема 1.11 [128]. Пусть существуют функции
р, фт, k, rm такие, что

о

A; (f) / (/, е) == 2 Фт (е) Л (г + тп) + /"п (^ е),
7П=0

в J Jt» (^ е) гп (г - п, е) Л = о (Ф„ (е) G (е)) (е -^ + 0).
—

00

Тогда при е -»¦ +0 имеем

F (e)/G (е) = 2 Фт (е) е« + о (е"фп (е)).

Из этой теоремы получена следующая асимптотиче-

асимптотическая формула.
J
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1.27. При е -> +0, а > О

j exp (— t2 — l In e) p (t, е) th (t + ае) dt X

1
-а

1-1

X ехр(— г2 — *lne)p(i, e) di

1 + 2 2 (— l)n e" exp (n2 - 2пае).
П=1

Приведем еще некоторые результаты об асимптотике

преобразований Лапласа и Меллииа. Пусть S—сектор
largzl < я/2- е < л/2.

Теорема 1.12. Пусть ReXn>0 при всех п и либо

Re^n>Re^n-i, а„ произвольно, либо ReXn = ReXn_i и

Re а„ < Re <xn-^ Если

/ (*) ~ S /п И ((- In xf* x^-1} (х -> + 0)

у, существуют преобразования Лапласа f, fn функций

Теорема 1.13. Пусть при всех п имеем а„^0,
0<р„<1, ReXn>0 и либо pn<pn_!, л«бо ^n = pn_i и

а„<а„-1, либо рп = рп-1, an = an_i, Re Kn < Re in_L Если

П=0

(ж-v + оо)

и преобразования Лапласа f[z), fn(z) существуют при
z>0, то

Il7n(z){xn(p)}
n=o

при z -*- 0 в полуплоскости Re z > 0. Здесь р = Re г,

Xn (p) = p-(^3n/^)
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1.28. Пусть 0<с<1, Я > О, а вещественно. Тогда при

- 2 (- 1)" (п)Г(П) М *~% Aп *)а~П + о С*""" Aп *)""*)•

1.29. Пусть с<1, а, Я вещественны. Тогда при

~ 2 (") Г(п) (Я) х~х (- In xf~n \x~x (- In ж)"-"].

1.30. Пусть а > 0, 0 < & < 1, Я > 0 и х -> +0 или

а < О, Р < ОД — любое, ж -> +«. Тогда

J ^~х ехр [- 2 (/ —Р 

_ ехр [- A - Р )*

Здесь "у =^1 — ^)~*т z = (aP^~p)T, коэффициенты сп не за-

зависят от х, с0 = У2|.
Введем класс Л функций L(x), которые непрерывны,

строго положительны при х > 0 и удовлетворяют усло-
условиям:

1) lim L (х + h)/L (х) = 1 для любого h > 0;
Ж-» + 00

2) существует X ^ 1 такое, что max Z, (i) ^ XL Bx)

при всех а; > 0.

Примером служит функция L(x)=la(x+1), Такие
функции называются также медленно растущими.

Пусть /, geLl(Q, оо) и f(x)~lL(x), g(x)~mM(x)
при х -*¦ +<», где L, Л/ s Л. Тогда при ж -»¦ +°о

Этот и последующие результаты получены в [126].
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Теорема 1.13. Пусть функция Ф(я) голоморфна
оо

при Re z > -Я, R > О, Ф @) = 0. Пусть §\f(t)\dt< R/K
о

и f(x)~lL(x) (ж->-оо)) L(x)s.A. Если преобразование
Лапласа функции ф(я) равно O(f(z)) при Re2>0, то

<р (х) ~ 1Ф' И /(t) dt\l(x) («-»- + ро).

Эти результаты переносятся на ряды Дирихле вида

оо оо

2 апе~п\ 2 ||<\ 2 |
П=0 п=0

где Re2>0. Пусть с„ = S an-febfe, причем an

Ь„ ~ тпМ(п) при ге -*¦«>, L, МеА. Тогда
ОО ОО

сп ~ ZL (/г) 2 fcfe +
fe=0

Рассмотрим преобразование

О

которое лишь множителем 1/Г (s) отличается от преоб-
преобразования Меллина функции e~'f{t). Пусть функция f(t)
имеет 2/+1 непрерывных производных при ?^Г>1,
Z>0, голоморфна в полосе a 2s Г, tt ^ т ^ т2 (s = a + it),
где ti ^ 0 < т2, и при всех т

/«*+»)(«) = О(a«-M/(lr>(o)IJ (о-«у.

Здесь v = 0, 1, ..., 2Z, 0 < a < 1/2 и сходится интеграл
г

J f* 1/@1^ при некотором s = aa. При этих условиях

о

имеет место

Теорема 1.14 [102J. При пг<21 справедливо раз-
разложение

m

A,45)
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Здесь Qn(s) — полиномы степени [/г/2]:

Qn (s) - T

Остаточный

Rm (s) -

0

член

(m +

Bn)!

имеет

1

1)! Г (s)

V7 s)'

вид

2<J

г

2nB«-f 1)!

f / (s) (* ~

где | = о + 9A~ о), 0<9< 1. При этом

/?,,_, (о) = (9(аг|/(ад (о)|).

Разложение A.45) можно записать в виде

1.31. Пусть s = 2^1nx + v, где ц > 0, v —любое. Тогда

при ж -»¦ +°°

Je"*'^-1-»1 ln'
dt~ Г (s) exp (-

*'-

о

In2

8. Интегралы с логарифмическими особенностями.

Результаты этого пункта получены в [109]. Рассмотрид!
интегралы вида

где Я — большой параметр.
Теорема 1.15. Пусть функция h(t) локально ин-

интегрируема и

=O(t-r(\ntrexp(~sn) (*-«>)¦,
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где s, v > 0, Re(ct + Y)>—1. Пусть 0<largal<n и

Тогда при X -*¦ +°°

F (X) = я,"» 2 сп (In ^Г™-1 + 0{l'^-h) +

+ 0(ехр(-ГA-е))),
00 A.48)

F (X) = Х-*'1 2 ст (а + In ^Г™ + О (Х-*-1-*) +
т=о

еде к > 0 — любое, 0 < е < 1.

Коэффициенты разложений определяются из тождеств

е~агМ (А) (а + 1 + z) = 2 "Й" ***
m=o

Г
тп=О

где M(/i) —преобразование Меллина функции h:

М ()()
О

1.32. h(t) = e~' (преобразование Лапласа). Тогда

m=o

m=o

= f -f^~- dt - x-a 2
P

а + In t m_

cm определяются из тождества
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Кроме того,

F(k)~ — Я^а 2 7т Jm (In к + ai)~m'\

m=o

1.34. h(t) = Kli(t), ix вещественно, /?„(?) —функция
Макдональда. Тогда при Я ->- +°°

м=о

^-azoa+z-ip (и + 1 -f г — р\ г /а + 1 + г + Ц^ _ V dm

A.49)
1.35. Пусть Ai(t)— функция Эйри. Тогда при Л -»-+°°

J С-/? dt
In t

0 m=o

Bл)-1322/3~G/в)Г (-§-) Г ('-±1) = 2 -^ (г - а - 1)т,

1.36. Пусть Д,(?)— функция Вебера, F— гипергео-
гипергеометрическая функция. Тогда

m=o

Г taD (%t) -a-i V

rW^+'+^n^ + l 1 — (A Z + 1 — Ц И
Г((« + 1-ц)/2) ^ 2 ' 2 '

2
' V

Дифференцируя по параметру а, можно вычислить

асимптотику интегралов вида

(a — In f)"

при целых га > 1.
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Пусть функция h(t) голоморфна в секторе largf!<
< 90, \t\ > 0, и удовлетворяет условиям A.46). Тогда для

интеграла A.47) разложения A.48), A.49) справедливы
при \к\-*оо, larg^S < 9, где B = min@0, n/Bv)). Для
рассмотренных выше ядер h(t) имеем

е~\ 0 = л/2; Я„@. 9 = я/2;

Ai@, 6 = я/3; D,{t), е-я/4.

Если, кроме того,
оо N(m)

_

h(t)~ 2 2 dmnt
Гт

(In t)n (t -+ oo),
m=o n—o

где Re ro< Re r, <..., Rerm-v+oo) N(m)< <» и Rea+ 1 <
< Re r0, то 9 = 6,.

1.37. Пусть
I

F (X) = J | In t Г1/2 e-%t du
о

Тогда при Х -

где "f
== 0,57721...— постоянная Эйлера. Расчеты показы-

показывают, что второе из этих приближений обладает большей
точностью, чем первое, при % ^ 10.

9. Асимптотические разложения интегралов, содержа-
содержащие производные дробного порядка. Приведем асимпто-

асимптотические формулы для интеграла

оо

F (х, а) = j e-w-W-ig (t)dt, 0 < X< 1, A.50)
о

при х -> +°°, равномерные по а при a S* 0. Оператор ин-

интегрирования 1а порядка а > 0 определяется по формуле

Этот интеграл сходится при 0 ^ t < Ъ, если f(t)<^C(O,b).
При а, р > 0 справедливо тождество
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Пусть
= g(t), А, — lj

о

Пусть g(?)eCn@, 0о) и ограничена вместе со всеми про-

производными. В [127] для интеграла A.50) при х -»- +<*>

получено асимптотическое разложение

F {хх а) = 2J1 *~* (/Yw) (а) + "S ^~*/№) @) <? + Д„,
A=l fe=o

eax Г Рахга «г\
A-51)

T(X)xK J T(X)xx

Для остаточного члена

ex(t-a)
a

00

Rn = a-i-» J e-

справедлива оценка

IЛ»I < СпЯ'-^Г(Я + 1, ax), x > 0, a > О,

Так как последовательность {ж~"~^мГ(Я +1, ах)}, п =

= 0, 1, 2, ...— асимптотическая при х -*¦ +оо5 хо A.51) —
асимптотическое разложение. Оно может быть обобщено
на случай комплексных х; I arg- а;| ^ л/2 — е < л/2,
\х\ -»- оо.

Аналогично исследуется интеграл вида

а

F, (х, а) = j e~xt (/я-V) (О Л.
о

Асимптотическое разложение имеет вяд

F, (х, а) = - 2J1 *-*^«(/YA>) И + "S *-?« @) Р + ,УП,

A.52)
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где "f
—

укороченная гамма-функция:
а

у (X, а) = J" е-Ч%-~х dt.
о

Для остаточного члена справедлива оценка

\Sn\^cnx-n-^{l+i, ах), а>0,

при тех же условиях на функцию /(?), что и выше.

В [142] предложена другая форма асимптотического

разложения интеграла A.50):

Fh = j e-*Ci-<Of».-i (t — a)h dt.
a

Здесь Ft = T(k)Q, где (? — та же функция, что и в A.51),

Fi^CKx-1 - a)F0 + а%зг1,

Fk+l = x~l[(к + Х- ах)Fh

Функции Fk выражаются через конфлюентные гипергео-

гипергеометрические функции. Для остаточного члена имеет место

оценка

|Я„1 ^спх-п-КГ(п + Х)/п\, х>0, а>0.

Асимптотика интегралов вида (Ikj) (х) при х

исследована в [118].
Рассмотрим операторный интеграл Лапласа

Здесь / (t) = 2 fnt при Ul s^c + б, где г, с, 6 >0 и

|/(?) I ^ Maebt, t>c. Далее, А^—замкнутые линейные

операторы, действующие в банаховом пространстве В и

удовлетворяющие условиям:
1. Спектр о(Аа) оператора Аа содержится в секторе

S л/2- Д <я/2, Х?=0.
2. Пусть о{Аа) = inf {ReX: Х<= о(Ла)} и Я^(Л) =

= (?i/ —Л) — резольвента оператора А, Существуют та-
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кие числа М > О, o>j, 0 < со, < (а(Аа), что Ш*(Л„) 1«з
^М(«1 — Х)~п для любого целого п>0, при всех A<a>i.

Теорема 1.15 [144]. Пусть существует ц > 0 такое,
что (di(Aa)> г\(й(Аа) при всех а. Тогда при \Аа^\-+0
справедливо асимптотическое разложение

§ 2. Модификации метода Лапласа

(одномерный случай)

1. Интегралы Лапласа, содержащие дополнительные
параметры. Рассмотрим интеграл по конечному отрезку

ь

F (К, а) = J / (х, а) ехр [KS {xl a)] dxt B.1)
а

где «=¦"(«!, ..., аА)—вещественные параметры. Если

функция S{x, а) при каждом фиксированном а из неко-

некоторой области Q cz R" имеет на отрезке / = [а, Ь] ровно
одну, и притом невырожденную, точку максимума хо(а)
и если при a^fi! точка хо(а) не подходит близко к кон-

концам отрезка /, то полученное в теореме 1.3 разложение

будет пригодно при Я -*¦ °°, А ^ 5„, равномерно по a ^ ^.

Формализуем это утверждение. Введем условия:

А,. Функции f(x, a), S(x, a)e C(/ X Q) П С" G X Q),
где Q — область в Ка, и функция ^(д;, а) веществеыио-

вначна при (х, а)е/ХЙ.
А2. При каждом фиксированном aeQ функция

<S(.c, a) имеет единственную точку максимума хо(а)^1.
А3. Точка максимума хо(а) невырождена:

-5L(a:0(a)Ia)>60>0I aeQ, B.2)

и лежит строго внутри /: х0 (а) е /' = [а', 6'] при а е Q,
где а< а' < Ь' < Ь.

Теорема 2.1. Пусть условия А4—А3 выполнены.

Тогда для функции F(X, а) справедливо асимптотическое

разложение A.24) при А-^ °°, Я е ,5е) равномерно по

а е Ж, где Ж — произвольный компакт, лежащий

внутри Q.

Это разложение можно почленно дифференцировать
по А и по а любое число раз.
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Главный член асимптотики имеет вид

F (К, а) = л Г ^

X exp [XS (х0 (а), а)] [/ (х0 (а), а) + О (Х )], B.3)

где О(Х~1) равномерно по а^Ж.

Пример 2.1. Найдем асимптотику при v -*• +°°,
х>0 функции Макдональда (бесселевой функции)

оо

Kv (х) = -~ J exp (yt —xcht) dt, B.4)
—

00

Точка максимума t0 — to(v) подынтегральной функции
находится из уравнения v — х sh t = 0, так что

ta ~ InBv/a:)' (v -*¦ +«=)', f0(+00)'=+00..

Сделаем замену переменной так, чтобы «остановить» точ-

точку максимума. Полагая t = t' + lnBv/x), получаем

оо

(x) = 2v-2v"v^-v J exp [v (t - e<) - ^-] dt. B.5)K

Теперь точка максимума t0 -*¦ 0 при v -*¦ +°о. Представим
этот интеграл в виде B.1), где S(t)=t — e\ f(t, a) =
= ехр(—ае~') и X = v, a = x/Av. Так как max S (t) =

—оо<«оо

= 5@) = — 1, 5"@)=—1, то, применяя теорему 2.1,

получаем Ф ~у -^e~v (v-v + о°), где Ф — интеграл в

правой части B.5). Здесь интеграл берется по всей оси;
но по лемме 1.1 интеграл по области ]t\ > 1 имеет поря-
порядок 0(e~cv) (v -> +°°), с > 0. Следовательно,

** (*) ~ [irf *-v V IT (v

/—

Нетрудно видеть, что Ф ~ e~v у
—

(V->+ оо).
7 М. С. Фсдорюк
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Пример 2.2. Найдем асимптотику функции Вебера
(функция параболического цилиндра)

J exp (-xt - t
при ж > 0, v -> +°°. Подынтегральная функция имеет

единственный максимум в точке ?o = ?0(v), которая опре-
определяется из уравнения

—х — t + vt~l ==_0, так что 20 ~

~ Vv при v -> +оо. Делая замену ? = fvf', получаем

Обозначим последний интеграл O(v) и представим его в

виде B.1),где S(t, a) = lnf — t2/2 — axt, a = v~u\ /^1.
Точка максимума ?o = fo(a) находится из уравнения

2 2

Г1 — f — ах = 0, так что ?0 = 1 — ^-+ ?~ + О(а*). Мож-

Можно заменить участок интегрирования интервалом A — б,
1 + 6), 0 < б < 1, так как оставшиеся интегралы экспо-

экспоненциально малы при v -»¦ +°° в силу леммы 1.1. Вычис-

Вычислим S и Sn в точке U с точностью до О (а3), О (а) соот-

соответственно с тем, чтобы остаточный член имел вид оA).
Имеем

Подставляя в последний интеграл эти разложения и при-
применяя формулу Стирлинга к F(v + 1), получаем, что при
х > 0, v -> +°°

D^ (х) = ±= v-v-i/2 exp {-y-x /vj A + О (v^)).

B.7)
2.2. При х -*¦ +о° равномерно по ve [—R, R], где

R > 0 любое, имеем
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2. Более сложная зависимость от параметра. Рассмот-

Рассмотрим интеграл

F (*) = 1 / fa *) exp [S (х, Я) ] dxt B.8)
ah)

где Я > 0 — большой параметр, а, Ь, /, 5 — вещественно-
вещественнозначные функции. Не приходится рассчитывать на то,

что асимптотику интеграла B.8) в общем случае можно

вычислить. Рассмотрим случай, когда основной вклад в

интеграл дает некоторая окрестность точки максимума

хо(Х) функции S(х, Я). В этой окрестности заменим S

квадратичной функцией. Для вычисления размеров этой

окрестности и вклада воспользуемся очевидным соотно-

соотношением

аСК)

J B.9)

если А -> +°°, а{%), b{k)>Q и lim а (Я) Yb(X) = + оо.

К-» -j- сю

Лемма 2.1. Пусть е;(ж, К), j — 1, 2, г(Я), |и(Л) — ее-

щественнозначные функции, r(k)>0, |л{+°°)=+°° и Ej

непрерывны при \х\ ^ |л(Я). Пусть
lim 8j (ж, А,) =-0, /=1,2, B.10)

равномерно по \х\ ^ц(Х). Тогда

Ф(Я)

Пусть х0 (X) — невырожденная точка максимума функ-
функции S(x, К) (т. е. 8'ххф§ в этой точке). Положим

U (х0 (X)) = [х: | х - х0 (X) |< [х (Я)] ^ (х0 (ЯL Я) |~1/2}.
B.12)

Теорема 2.2. Пусть существует функция |л(Я)->4-°°
при А -*¦¦+<» такая, что

S'L (х, X) = 5« (ж0 (Я).г Я) [1 + о A)],; B.13)

f(x,X) = f(xo(X), Я)[1 + оA)] B.14)
7*
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при к -*¦ + °°, х^ U(xo(k)), равномерно по х^ U(xo(k)).
Тогда при Я ->¦ +°®

, Я)ехр [5 (я, А)]?е-

/ Р lx=xo(W [1 + о A)]. B.15)xo(

Положим г (К) = — SxX (х0 (Я), Я). По формуле Тейлора
при х е= С^(а;0(Я)) имеем

5 (я. Я) - S (х0 (Я), Я) = 4" S« Й. ^) (* - *

где|е17(а;в(Я)), и в силу B.13), B.14) интеграл из B.15)
имеет вид f(xo(k), k)ex-p[S(хо(к), к)]Ф(к), где Ф(Я) —
интеграл из B.10). Применяя лемму 2.1, получаем B.15).

Пусть функция S(x, к) строго выпукла кверху при
каждом фиксированном к, т. е. при всех х, к

S:x(x,k)<0. B.16)

Тогда при каждом фиксированном к существует, и при-
притом единственная, точка хо(к), в которой достигается
max S (ж, к).

—00<ЗС<00

Теорема 2.3. Пусть выполнены условия B.16) и

B.13) (для некоторой функции |д,(Я)->- +°° прик -*¦ +<»).
Тогда при к ->¦ +°°

со

f exp [S (х, к)\пх~ I/_
2"

ехр [5 (*0 (Я),, Я)].

B.17)

Положим г (к) =| Six {хй (Я), Я) |~ и разобьем интеграл
из B.17) на три: Fi(k)+ F2(k) + F3(k), по интервалам

(-оо, X0(k)-r(k)li(k)l [X»(k)-r(k)ll(k), X0(k) +
+ г(Я)(д.(Я)], [жо(Я)+ г(Я)ц(Я), оо) соответственно. Из

теоремы 2.2 следует, что F2{k) ~ V(к) (Я ->+<»), где

У(Я)—правая часть формулы B,17). Остается пока-

показать, что

F,(X)=-o(V{K)) (Я-+-), / = 1,3. B.18)

Из условий теоремы следует, что функция S(x, Я) моно-

монотонно возрастает при х < х0 (Я) и монотонно убывает (до
—оо) при х>Хц(к). Сходимость этого интеграла следует
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из выпуклости функции S. Оценим FS(K). Пусть h(t) —
такая функция, что /г(+°°)=+°°, h'(t)>0, h" (t)> О

при t ~> а. Покажем, что

оо

/= \ e-Kt)dt <с—,—, B.19)J h (a)
а

Делая замену h(t)= т, получаем

00 ОО

поскольку функция [ht (t (т)) J1 монотонно убывает!

Применяя к Л(Я) оценку B.19), получаем

П W < 'У';!'1';!11 , *+ W - ^о М + г (л.) I* (Я).

В силу условия B.13)'

S(x+ (к), X) -S(x0 (Я)Д)«^[1 + о A)],

прп Я -> +оо, так что

^з (X) < CF (Я) ехр [-^ A + о (l))]/^i (к) = о (F (Л.)).

Тем самым B.18) доказано для Fa(X). Аналогично оце-
оценивается интеграл Fi(k).

Следствие 2.1. Пусть условия теоремы 2.3 выпол-

выполнены и

lim х0 (к) /|5L(a:oWi^l- + «>» B-20)
Я.-»+оо

Тогда формула B.17) справедлива для интеграла
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Для доказательства достаточно заметить, что

ха (к) It (к)-*- +°° и что, не ограничивая общности, можно

выбрать ц(к) так, чтобы xo(k)/r(k)i\,(k)->- +°°, так что

U(хо(к))?> 0 при к> 1. В остальном доказательство то

же, что и в теореме 2.3.
3. Асимптотика преобразований Лапласа и Меллина.

Если S{x)— выпуклая книзу функция, растущая при
х -*¦ +оо быстрее линейной функции, то функция

max [- S (x) + xp] = S (p) B.21)

конечна при всех р > 0, и этот максимум достигается
только в одной точке хо(р). Функции S(x), S(p) назы-

называются двойственными по Юнгу. Функция S(p) также

выпукла книзу.
Теорема 2.4 [15], [108]. Пусть функция S[x)<s

е Сг [0, +°°) и удовлетворяет условиям;
1°. S'(x)^+oo, X2S"{x)^+oo (z^+ooj.
2°. Существует функция |х(ж) такая, что ц(+о©)'*=+«>

и

Тогда при р -*¦ +оо

^/Z^Z B.22)

Функция G(a;, /))=—S(x)+xp удовлетворяет услови-
условиям теоремы 2.3 и следствия 2.1; последнее следует из ус-
условия xzS" (x) -*¦ +оо (х -*¦ +<х>). Применяя следствие 2.1,
получаем B.22).

Рассмотрим преобразование Меллина

00

М {%) - J ж?--1 ехр (- 5 (*)) сгж, B.23)
о

Делая замену переменной х ~ е\ получаем

со

М (к) = j ехр [Xt — 5 (**)] dtt
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так что исследование этого интеграла сводится к случаю,

рассмотренному в теореме 2.4. Имеем

так что условия Iе и 2е теоремы 2.4 принимают вид

Z2S'(x)-++°o, X In2 X [S' {х) + xS" (х)] -*+оо (ж-*+оо),
B.24)

S"(t)~S"(x) (\x-l\<li(x)r(x), *-*+«,), B.25)

где обозначено

x)+x*S"(x))-i/2 B.26)
и |i(x)->-+oo при х -*- +°°. Следовательно, справедлива

Теорема 2.5. Пусть ?{х)е С2 [0, +<») и условия

B.24), B.25) выполнены. Тогда для интеграла B.23)
справедлива асимптотическая формула

F {X) ~ exp [k In х0 (К) - 5 (х0 (Я))] X

X BлI/2 [х0 (Я) 5' (х0 (Я)) + х\ (Я) 5" (а:0 (Я)]-1/2, B.27)

где Жо(Я) — решение уравнения

xS'{x)^-K. B.28J

Пример 2.3. Покажем, что при р -> +°°

оо

1 ехр (рж — ех) dx ~ у у— рре~р,
о

Условие 1° теоремы 2.4 выполнено. Далее,

S" (x)/S" A)- 1 = е*~* - 1 = оA)',
если |ж — |1 =оA), так что в качестве \х можно взять

любую такую функцию, что ц (х) = о (ех/2) (х -»-+«).
Имеем

остается подставить эти значения в B.22).
4. Интегралы с переменным верхним пределом. С по-

помощью интегрирования по частям можно вычислить
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асимптотику при х -*¦ +°° интегралов вида

B.29)

B.30)

если подынтегральные функции имеют резко выражен-
выраженный максимум при t = х > 1. Приведем условия на функ-
функции /, S.

А4. Функции f(t), S(t) вещественнозначны,

C\ S'(t)>0

A5. S"(t)=o(S'2(t)) (t-^+oo).
A9. /@>0 при t>0, f'(t)/f{t)=o(S'{t)) (f-v+oc).
Теорема 2.6. Пусть функции f(t),S(t) удовлетворя-

удовлетворяют условиям А4 — Ав. Тогда при х -*¦ +°о

PWh B.31)

]. B.32)

Покажем, что интеграл B.29) сходится. Интегрируя
по частям, получаем

я

- ht (а) - h, (х) + J Д (t) exp [- S @] Л, B.33)
а

где обозначено

Из условий А4 — А6 следует, что

Ш-о(/@)" (*-*-+«)• B.34);

Выберем а>0 такое, что \fi(t)/f(t) \ ^ 1/2 при f > a;

тогда интеграл в правой части B.33) не превосходит до
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модулю величины -z- FL (х1 а). Следовательно, при х > а

-у^^ХМ^-М*)- B.35)

Применяя правило Лопиталя, получаем

,. In /@ п ,. In S' @ л ,п оц\hm -=Ш = 0, hm
s ;' = 0, B.3b)

и так как (S(+°o) = +<», то из B.36) находим, что

Hm ftx (i) = 0. B.37)

Применяя правило Лопиталя, получаем, что

1- hi{x)hm —^-г\ =
^(»)

и B.31) доказано.
Обозначим A2(t)=exp[5@]/@^'@'- Из B.37) и

условий Aj, — Ав следует, что

F, (+»)_=»+оо, h2(+co)= +оо.

Применяя правило Лопиталя к отношению К{х)/Рг(х),
получаем B.32).

Предложение 2.1. Пусть выполнено условие А4,
/(f)>0 npw t>0, функции /@, <S(O.eC"[O, +«).
Пусть последовательность

^—TO^ Л-ОИ.г,..., B.38)

является асимптотической при х -»- +«>. Тогда справедли-
справедливы при х -*¦ +оо асимптотические разложения

оо

с /™\1 ^р Turk it (j\/ v' (x\\ CX 39^
Й=0

Fa (x) ~ exp [S {х)] Z (— 1) М (/ (ж)/5' (ж)) B.40)

по последовательности B.38).
Рассмотрим Fi(x). Покажем, что

Hm yk @ = 0, % @ = exp [- S {t)] Mh (Щ-\ B,41)
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При к — 0 это доказано в теореме 2.6. Далее,
= o(tf*(i)) (i-*-+<»), так как последовательность

B.38)—асимптотическая при t -*- +°°, что и доказывает

B.41). Интегрируя по частям, получаем

Fl (х) = ехр [- S (х)] 2Mft (х) + j exp [- S (t)] MN (t) dt,

Обозначим последний интеграл RN{x). Применяя правило
Лопиталя, получаем, что

RN{x) MN+1(x)

и B.39) доказано. Аналогично доказывается B.40).
2.3. Последовательность B.38) является асимптотиче-

асимптотической, если:

где а > 0, j$ > 0, у
— любое.

2,4, J *вв1е/«Л - х^-1^2/^ (х-++ оо).

оо

2.5. J *ав-*р& - P »*-^VAр > 0 (х-+ + оо).

2.6. j fV^'df - *a+V1/x (x-> + 0),

5. Дополнения. Рассмотрим асимптотику интеграла
при х -* 5

/»- j (я _ а)аД (х, s) e~gix's)dxx B,42)
а

где а > — 1, со = co(s), 0 < G)(s)<C.
Пусть ^'"""(х, s) абсолютно непрерывна (производ-

(производная берется по х) при а^х ^а + со, s лежит в окрестно-
окрестности точки S,
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Введем обозначения

k(s)= e inf k(x, s), k(s)= sup й (ж, s), a ^ ж ^ a + со

и k{s)— такая функция, что k(s)~ k(s) при s -*- S. Ана-

Аналогично вводятся обозначения h($), h(s), h(s).
Теорема 2.7 [133]. Пусть при s-*S

i-»-ooj k(s)~k(s), h(s)~h{s),

gU){a, в)>о(Л1/{Р+п) (»)).. / = 0, 1, .... re-1.

Тогда при s -*¦ S имеем

F(s)~ [Г(В + n + 1)/ГC + l)k(s)Ya+i)/*+n) X

Xr((a+l)/(B + a))^(s)e-g(e'J>(B + n)-1- B.43)

Рассмотрим интеграл

Fi(s)- J (я - afh (x, s) e~gix's)dx, B.44)
A

где a = a(s), A = A(s), a > —1.

Теорема 2.8 [133]. Пусть условия теоремы 2.7 вы-

выполнены и

Тогда при s -*¦ S имеем

^(s)-[Г(В + /г+1)/Г(В 4-1)/ф)]("+1>/(р+11) X

ХГ((а+1)/(В + гс); x(s)h{s))e-g^'){$ + n)-\ B.45)

и@= D - а)р+"Г(В + 1)/Г(В + п + 1).

Здесь Г (а, ж)—неполная гамма-функция:
оо

Г (а, я) = j e"*^ ^*.
X

2.7. Рассмотрим «неполную» функцию Макдональда

где у, z >0 и z4 = o(s3), s ->¦ +°°. Тогда при s

имеем
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Iе. y<2s/z, iJ=o(zy/2 — s):

Bs {У, z) ~ Yi (т-)' exP (~ s - z2/Ds))'

2°. у ^ 2s/z, zy/2 - s = 0(Уф

Bs (y, z) ~

~ ~Bs)-l/2T A/2; [(zy/2 - sf/2s} Bs/z)s exp (- s -

3°. у > 2s/z, V~s == о (zy/2 — s):

B. (y, z) ~ у exp [-z (y + l/y)/2] (zy - 2s) -1.

2.8. Рассмотрим интеграл

<B(S)

/ (s) = j xv exp [— я shm (x + i/s)] dx%
0

где y>—1, m^l—целое. Если со (s) = (In s/sI/m, то из

теоремы 2.8 следует, что

\m-\ m>2,

В [135], [136] рассматриваются интегралы, зависящие
от двух вещественных параметров

'^"^(t-xfdtt Я>-1. B.46)

Параметр s лежит в окрестности точки s0, параметр а

произволен. Оценки равномерны по а. Функция g пред-
отавима в виде

g(s, a, t)=k(s, a, t)~ l(s, о, *)'•

Введем обозначения t = х + г, к„, 1п — производные по-

порядка п от функций к, I по переменной t,

Функции к, I предполагаются достаточпо гладкими;
О < со = со (s, a)s^ b — у. Пусть при х ^.t ^у + о) выпол-
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нены условия:

gr
= 0(z»-'), Г=1, ..., И-1, йг = 0B-'),

г = п, п + 1, ..., т
— 1, шт/ст -> оо,

н для всех | е [ж, г/ + со] имеем

fcm(s, о, |)~ кт, ln{s, о, |J~ ]!„, 1п>0.

1. Если г^/т = оA), то

^p*..». B.47)

2. Если 0<c1<z/ci{m<c2, to

3. Если2Й^т-> + оо и выполнены условия

B.48)

fci (», ч, У) - ^i (*, a, S) - о (Z(m-2)/Vm/2)t n = 1,

при всех % е [х, у + со], то

п(та1)! 1 -л*.».!'). B.49)

Заметим, что в случае 2 асимптотика F, выражается
через интеграл

оо

Ft (а, р; х) = j exp (— t + xta) fi~ldt,
о

который называется интегралом Факсена. При тп = 2п

интеграл из правой части B.48) выражается через функ-
функции Эрмита Н-У(х), v > 0. Пусть

ь

Теорема 2.9. Пусть выполнены сформулированные
выше условия и

z = 0(©), Fa(s, о)=0(сохе-^-а^+и))/^E, о, у + е>).
Тогда асимптотические формулы B.47), B.48), B.49)
справедливы для интеграла B.46).
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В [136] исследован также случай 1п < 0.

2.9. Пусть х = О, Ь = + <*>, s.o = +°° и

g(s, a, ?}= a2sf + sV — as*3.

Если a = o(s), то

Если 5 = о (a3/5), sey5 = о (a), то

F E, a) - (a2s)-1/5 J exp 1 -
on а\1
~ I

2.10. Пусть 0 < y < 1, 6 == +00, s0 = +°° и ^
= iVBs)-2^ + slnf-a^r. При о > 0, a = o

при о ^.0

t*

s, a,
и

(s, a) ехр (_ i3 + 31

Если s1/3~T = о(а), о == о(s3/6-^J, о > 0, то

F (s, о) ^ /я [*—J s-' exp [^- s

Если а < 0, sI/3-T < о, то

Z1 E) а)
yas

§ 3. Некоторые сведения из анализа

1. Обозначения. Теоремы об обратных и неявных

функциях. Будем использовать следующие обозначения:
Q — область в R" (открытое связное множество), dQ —

граница области Q, [Q] = Q U dQ, a — мультииндекс: а =

= (at, ..., ап), где aj ^ 0 — целые числа,
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Граница dQ e С°° по определению, если в окрестности

каждой точки х° е dQ ее можно локально задать уравне-
уравнением вида Х)

= ц>(х'), x'^U, х' ={хи...,Х}-иХ)+1,...,Хп),
U — окрестность точки х°г и функция ф(х') бесконечно
дифференцируема в U'.

Введем классы функций: C([Q]), Cr(Q), Cr([Q]),
Cr0 (Q) (r ^ 0 — целое число или г = °°). Функция j(x)
удовлетворяет соответственно условиям: 1) f(x) непре-

непрерывна в [Q]; 2) daf(x) непрерывны при хей, |а| ^ г;

3) daf(x) непрерывны при х е [Q]; 4) /(х)еС'(Й) и

/ji)sO в некоторой окрестности множества dQ. Здесь
С° = С. Функции /(x)eCo(R11) называются финитными.
Носителем финитной функции f(x) называется замыка-

замыкание множества, на котором f(x)?:6; обозначение носите-

носителя: supp/(z).
Рассмотрим отображение ф: Qx -> Qy, заданное фор-

формулой У = <р(х), iefi,, или, в покомпонентной записи,

У)
— Цч{х1, ..., хп), 1 ^ / ^ п. По определению отображе-

отображение ф принадлежит классу Cr (r S5 1—целое), если

фДх)^ Сг(пх), 1 ^ / ^ п. Взаимно однозначное отображе-
отображение ф называется диффеоморфизмом (Q* на Qj,) класса

С\ если ф
е Cr(?ix), ф~' е Cr(Qy).

Пусть ф(х)==(ф1(х)', .,., (pk{x)), xeR", где фДж) —

скалярные функции. Матрицей Якоби называется (kXn)-
матрица

Приведем формулировки известных теорем из анализа.

Теорема об обратной функции. Пусть век-

вектор-функция г/ = ф(ж), где jeR", у е R7^ удовлетворяет
условиям:

1°. ф(х)еСг, г^ 1, в окрестности U точки х".

2°. det ф^ (ж0) ф 0.
Тогда существуют окрестность V точки у" — ф (ж0) ы

вектор-функция х — ^(у) такие, что ${у\^ Ст(V) и

Обратная функция единственна в следующем смысле:

если существуют две функции $ш(у), ${г)(у), обладаю-
обладающие указанными свойствами в окрестностях F(i), FB)
точки у0, то
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Теорему об обратной функции mojkiio сформулировать
следующим образом:

если условия 1", 2° выполнены, то отображение у ~

~ц>(х) является диффеоморфизмом класса Cr{V) в дос-

достаточно малой окрестности U точки ж0.
Справедлива формула

\ у = Ф (х).

Пусть дана вещественнозначная вектор-функция
*"(*, У) = (РЛ*, У), •••, РЛ*, У)), ^sRn, y?R* Рас-

Рассмотрим уравнение

F(x,y)=0,
т. е. систему уравнений

Fi(xu ..., хп, у,, ..., Уь) = 0,

Fh(xu ,.., хп, уи ..., ук) = 0.

Теорема о неявной функции. Пусть Q — об-

область в RS X R^i вектор-функция F{x, y)^C(Q), и

пусть в точке (х°, y°)^Q

Р{х\уй)~0% det F'y (х\ у0) ^0.

Тогда существуют окрестность U точки х" и вектор-
функция f{x) = (fi(x), ..., /A(z))e Сг(?/) такие, что

F(x, /(*)) = 0, x^U, /(Л=У°.

Вектор-функция /(ж) единственна в следующем смыс-

смысле: если существуют две вектор-функции /A)(х), /B)(я),
обладающие указанными свойствами в окрестностях С/A),
?/B) точки х\ то /A>(«)е/A)И, х^ U-W n иг\

Справедлива формула

2. Лемма Морса. Пусть S(x)^C(Q), г > 2,— вещест-
веннозначная скалярная функция. Введем обозначение

Определение 3.1. Точка лт° называется критиче.'
спой точкой функции S(x), если

l=0. C.21
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Критическая точка х" называется невырожденной, если

detSLW^O. C.3)
Определитель из C.3) называется гессианом функции

S(х) в точке х".
Лемма 3.1 (лемма Морса), Пусть х" — невырожден-

невырожденная критическая точка функции S(x), лер^ и пусть
S(x)<^C°° в окрестности точки х". Тогда существуют ок-

окрестности U, V точек х = х°, у
= 0 и диффеоморфизм ф:

V -*• U класса С°° такие, что

м;* C.4)

det Фу @) = 1, C,5)

Здесь [ij — собственные значения матрицы Sxx (x°).
Замечание 3.1. Из леммы Морса следует, что не-

невырожденные критические точки изолированы.
Замечание 3.2. Если S(x)^C, r ^» 3, в окрестно-

окрестности точки ж0, то ф(|/)?С'"а в окрестности точки г/
= 0.

Пусть z=(zu ..., г„)—точка /г-мерного комплексного

пространства С". Определение 3.1 остается в силе для

функций S (г) от п комплексных переменных. Приведем
комплексный вариант леммы Морса.
Лемма 3.2. Пусть za — невырожденная критическая

точка функции S(z), голоморфной в окрестности точки

z°. Тогда существуют окрестности U, V точек z°, w = 0 и

вектор-функция z = (p(w) такие, что

п

S(z)-S B°) - 4"2 №2i det q4 @) = 1, C.6)

При этом ф (w) голоморфна при w ^ V и взаимно одно-
однозначно отображает V на U.

Сформулируем аналог леммы Морса в случае, когда

функция S зависит от дополнительных параметров.
Лемма 3.3. Пусть S(x, а)— вещественнозначная

функция, удовлетворяющая условиям:

l.S(x,a)^C{UXVl,ede UczB?t Vа^-окрест-
Vа^-окрестности точек хй, а0.

2. gx(x\*)zaQx aeF(
S'x (х, а)фО при х

3. det Slx (х\ а) =И= 0, ae
8 М, В, Федорюк
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Тогда существуют окрестности Vo, Uo, W точек а = а",
х = х°, у

= 0 и вектор-функция х = у(у, а) такие, что:

1°. При aeF, у е W имеем <р(г/, а)е U9 и

J3
— число положительных собственных значений

матрицы Sxx (х°г а0).
2°. Ф(г/, a)*C-(WXV0), Ф@, а°).= О,

C,8)
det фу @, а0) = | det Sxx {x\ a°) |.

Эта лемма доказывается точно так же, как и лем-

лемма 3.1. Вырожденные критические точки будут рассмот-

рассмотрены в гл. III, § 5.
3. Преобразование Фурье экспоненты от квадратич-

квадратичной формы. Введем обозначение: если х = (ж,, ..., хп),
?=(|i, .... In), то <х, 1> = х& +... + хп?п. Пусть А =
= (пц) — симметричная (п X и)-матрица. Обозначим Re A

матрицу с элементами Re a«; запись Re A > 0 (Re Л > 0)
означает, что <Re Ла:, х> ^ 0 (соответственно >0) для
любого х е R", ж ?= 0.

Предложение 3.1. Пусть А — невырожденная сим-

симметричная матрица порядка пХп и Re А > 0. Тогда

X > 0, | е R"

J ехр |— -|- <Л^ ж> - г <ж, ?>] их

(det Л) "ехр [~ ^ (А-% g>]. C.9)

Ветвь Ydet Л выбрана следующим образом:
1/2= |det4|-i/2exp[-nndi4],

Ind Л = -L ^ arg \ij (A)t | arg

г9е цДЛ)— собственные значения матрицы А.

Пусть J(А) — интеграл из левой части C.9). Докажем
C.9) в случае, когда Re Л > 0. Тогда интеграл ]{А) схо-

сходится абсолютно. Так как Re Л > 0, то квадратичную

форму можно привести к сумме квадратов, т. е. сущест-
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вует вещественная (п X п) -матрица Т такая, что

и

det Г = 1. C.11)
Делая замену переменных

получаем

Г Г 1 1J (A) = I exp 5- <Лг/, г/> — j <t/, ii> \dy =
J L *

'

J
Rn

oe

= IX exp T\ij (А) у] — ге/ т], dj/j =
j=i J L >« J

—00

Г 1 T и

= Bл)"/2 exp — 4" (Л !],т]> П (|*j (^)) /2. C.13)

где ветви У|ij(^4) выбраны в соответствии с C.10). Далее,

так что C.9) доказано при Re A > 0.

Если хотя бы одно из чисел \ij{A) является чисто

мнимым, то интеграл J(A) не является абсолютно сходя-
сходящимся, и его необходимо регуляризовать. Один из воз-

возможных способов регуляризации состоит в следующем:

по определению полагаем

/ (А) = lira /e {А),

Г Г 1 8 1
/е (А) = ехр г (Ах, х} т (х, х> — i (x, |> da;.

Rn

C.14)

Интеграл Л (.4) при 8 > 0 сходится абсолютно, так что

для него справедливы формулы C.8), C.10), где ц^(А)
следует заменить на собственные значения \ij(A, г) мат-

матрицы А + е/ (/ — единичная матрица). Так как

|ij(i4, г)-> №(А) при е -*- +0, 1 ^ / ^ п и larg \ij(A, e) I <
< л/2 для ветвей У]Х)(А, е), то larg|Xj(^)l ^ л/2.

В частности, при | = 0 имеем

1 ехр 7Г- (Ах, х} \dx = (-г-) (det A)~1'2. C.15)
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Отметим важный частный случай формулы C.9).
Предложение 3.2. Пусть А — вещественная сим-

симметричная невырожденная (пХ п) -матрица. Тогда при

\ ехр ~ {Ах, х} — i {x, l}\dx =>

Rn

•= \ -г-) I det ЛГ1/2ехр — -ГГ~{А"\ |> ехр [-Ц^-sgn А].

C.16)

Здесь sgn A — сигнатура матрицы А, т. е.

sgn^=v+(^)-v-(^), C.17);

где v+(^) — число положительных, v-(.4) — число отрица-
отрицательных собственных значений матрицы А.

4. Интегралы по множествам уровня. Пусть S (х) <=

е С°° (Q) — веществениозначпая функция и 5, — множест-

множество уровня, заданное уравнением S(x)=c (с — постоян-

постоянная) , лей. Если Sc непусто и V? (х) Ф 0 на Sc, то это

множество является (га— 1)-мерным С™-многообразием
в R". Дифференциальной формой Лере — Гельфанда на-

называется форма (Us степени п — 1, удовлетворяющая

уравнению

dS (х) Д cos (х) = dX}_ Д ... Л d*n. C.18)

Эта форма однозначно определена на Sc при х е Sc, если

У8{х)Ф0 на So ([12]). Если dS{x)/dx^0 на Sc, то

справедлива формула

(крышка означает, что соответствующий сомножитель от-

отсутствует).
Приведем более удобную формулу:

<»s (х) = 2 (- ir1^ i v^ (x) г1** л •¦•

J=l J

... Л^Л •¦• Л^п. C.20)

Обе формулы проверяются прямыми выкладками.
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п

Пример 3.1. Пусть S (х) = —2ж*. Тогда при x^

с > 0, имеем

п

^ (*) = "^ 2 (— i)bI*Ai Л • • • Л ^ Л •. • Л dxn.

C.21)

Сделаем замепу переменных ? = ф(г/) (ф есть диффео-
диффеоморфизм класса С"). Пусть S*(г/) = S(y(y)) и cos* (#)—
форма Лере — Гельфапда, т. е. cog* (у) Д а$* (г/) = <^г/хД ..,

... Д <&п. Тогда

= (det Ф'у (г/)) (̂х) (а? - Ф (y))f C.22)

что следует из уравнений для со, со* и тождества их =*

¦= det фу (у) dy.

Интеграл j h(x) dx можно вычислять так: сначала про-

интегрировать по множествам уровня Sc, а затем по с.

Именно,
во

J h (x) dx = J ФЛ (с) «fc, ФЛ (с) = f h (x) la (х) cos (x). C.23)

Здесь Хя (ж) — характеристическая функция области Q
(равная 1 при х^ Q и равная 0 вне Q). В частности,

F (X) = |' / (ж) ехр [Я.5 (х)] dx = Г /СФ/ (с) cfc,
о Jo° C.24)

(Мы не указываем здесь очевидных условий применимо-
применимости формул C.23), C.24).)

Из §§ 1 и 2 следует, что асимптотика интеграла F(XJ
при X -*¦ +°° определяется поведением функции Ф/(с) в

окрестности точки максимума функции S. Пусть х" —

изолированная точка максимума функции S. Тогда мно-

множества уровня Sc: S(x)— S(x")=—с при малых с>0

являются С°°-многообразиями, диффеоморфными сфере
S"-1 размерности п — 1 и содержащими внутри себя
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точку х°. Рассмотрим интеграл

Ф/(с) = |/(я)и>а(*). C.25)

Предложение 3.3. Пусть х*— невырожденная точ-

точка максимума функции S(z), и пусть /(х), S[x)^C°° в

окрестности точки х". Тогда
оо

Ф, (с) ^ вп/а-1 2 ahc* (<?-> + 0). C.26)

п

Пусть х° = 0, S (х) =» — Л ^ . Тогда в силу C.21)

J"
п

1*1=^ lxl=1
C.27)

л (^) = Ё (— lK' ^-^!д •.. Л dxj д ... л dxn-

Разложим /(жУс) по формуле Тейлора:

/(яУ;Г) = /@)+ УсД (*)+... + с^2/^(х) + 0(с<*+1)/2),

где /j(a;)—однородные полиномы степени /, и заметим,

что \ г] (х) ф (ж) cte=0 для любой нечетной функции ср (х).

Подставляя это разложение в C.27), получаем C.26).
Если S (х) имеет изолированную невырожденную точку

максимума х", то в силу леммы Морса ее с помощью за-

замены переменных х = Ц>{у) можно привести к виду

%y). Из C.22), C.24) следует, что

/*0/)Ш- /*(*/)==/<Ф 0/))
\y\=Vi

т. е. Фу (с) имеет вид C.27).
Если х° — вырожденная критическая точка функции

S, то асимптотику Ф/(с) в общем случае не удается вы-

вычислить. Некоторые результаты, полученные в этом на-

направлении, основаны иа теоремах 3.1, 3.2.
Пусть S(z), h(z) — функции, голоморфные в окрест-

окрестности точки 2° е С". Эти функции называются эквива-
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лентнылш в точке z°, если существует вектор-функция
z?> = <p(z), которая голоморфна в некоторой окрестности
U точки 2°, взаимно однозначно отображает U на себя, и

такая, что iS(cp(z))s= h(z), ге U. При этом обратное ото-

отображение Ф~1(г) также голоморфно в U.

Теорема 3.1 ([1]). Пусть z° — изолированная кри-
критическая точка функции S(z), голоморфной в окрестно-
окрестности точки г°. Тогда функция S(z) в точке г° эквивалент-

эквивалентна достаточно длинному отрезку своего ряда Тейлора.
Пусть Р (х) — полином с вещественными коэффициен-

коэффициентами, <р (х) е C*(Rn). Рассмотрим функцию

P+(X) = J [P (х)]лф (х) dx. C.28)
P(*)>0

Этот интеграл является голоморфной функцией X в полу-
полуплоскости Re X > 0.

Т еорема 3.2 ([51]). Функция Р+(Х) аналитически

продолжается на всю комплексную плоскость X как ме-

роморфная функция X. Ее полюсы лежат на конечном

числе арифметических прогрессий вида Xftij = —ak}
—

— kbhi}, k = 0, 1, 2, ..., где ак j, bK t
— положительные ра-

рациональные числа, кратности всех полюсов ограничены
(одним и тем же числом). Имеет место оценка

|Р+(Х)| <C|X|-d C.29)

при lira XI > 1, —А < Re X ^ 0 для любого А > 0.

Теорема 3.3 [100]. Пусть Р{х) — вещественный по-

полином, J (х) (= С™ (Q). Тогда при любом вещественном а

Ф,(а+с)= J f(x)v>p(x)~

~ 2 S аи | с \Ч (In | с])' (с -> ±0). C.30)
h—o \l—o J

Здесь rf — рациональные числа, rj" <Cr? < ... < rf -»¦ оо

(/-»- оо), и аналогично для г,.
Пусть а = 0, с > 0 для определенности. Имеем при

Re X > 0
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т. е. Р+ (X) является преобразованием Меллина функции
сФ;(с). По формуле обращения

сг+гоо

a—iao

Выберем Ъ > 0 так, чтобы точка X = —Ъ не была полю-

полюсом функции Р+(Х), и заменим контур интегрирования
прямой ReX = ~b (это можно сделать в силу оценки

C.29)). Тогда
—b+ioo

Ф/Ю- S res (ff-i-i/>+(X)) + j c~b-iP+(X)dXt
Re Xj>-b b=4,j -b-i»

где Xj — полюсы функции Р+(Х). Последний интеграл
имеет порядок 0(сь~е), где е>0 сколь угодно мало,

т

а вычет в полюсе X} имеет вид 2 акз°~^ (In c)\ где от —

о

кратность полюса ^ (напомним, что Xj < 0). Тем самым

C.30) доказано при с > 0; аналогично исследуется слу-
случай с < 0.

Из теоремы 3.1 вытекает

Следствие 3.1. Пусть S(x)—вещественная функ-
функция, х" — ее критическая точка, / (х) е С™ (R") и supp f(x)
не содержит критических точек функции S(x), отличных

от х". Пусть S(x) аналитически продолжается в комп-

комплексную окрестность точки х°, и эта точка является изо-

изолированной критической точкой функции S(z), zeC",
Тогда все заключения теоремы 3.3 остаются в силе.

Коэффициенты разложения C.30) удается вычислить

в явном виде еще в одном важном случае. Напомним оп-

определение: функция ср(г), х е R", называется положи-

положительно однородной степени а, если <p(te) = ta(p(x) при
любых t > 0, х е R".
Лемма 3.4. Пусть S(x)—положительно однородная

функция степени аФО и S(x)^C°° при х Ф 0. Тогда
множество уровня S(x)=c при сФО либо пусто, либо

является С°°-многообразием, звездным относительно нача-

начала координат.
Предложение 3.4. Пусть S(х) — положительно од-

однородная функция степени аФО, S(x)^C°° при х Ф 0 и

S{x\> 0,хФ 0. Пусть f(x) е= Co°° (R71),
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Тогда справедливо асимптотическое разложение

Ф, (с) ~ e«/«-i 2 &а { 2 э1У @) f zPco]. C.31)
*=0 \|Р1=Й pi S(x)=l /

Здесь <в — дифференциальная форма Лере — Гельфан-
да, ^ =(Pi, ..., Рп).— мультииндекс,

dzrf1 ,.. (d/dxnfn.
В силу однородности 5 имеем

J / (ж) со - с"?*-1 J / (ci/«a;) со. C.32)
S S

Множество уровня Д/4: 5 = 1 компактно, так как 5(х)>
> 0 при г^О. По формуле Тейлора имеем

¦^1 Л

1Р1=о
Р

при любом целом JV > 0, откуда следует C.31J.
Если же положительно однородная функция S{x] мо-

может менять знак, то множества уровня S = с будут неог-

неограниченными многообразиями. В этом случае вычисление

разложения C.30) (даже тогда, когда S — однородный
полином) весьма затруднительно, и мы ограничимся
одним примером.

Пример 3.2. Пусть 5 (х)— положительно однородная

функция степени а Ф 0, S(i)eC" при х Ф 0, /(л;)е
е С7 (Rn)j и пусть сходится интеграл ) со. Тогда

Ф;(с)~е«/«-1/@) J со. C.33)
s=i

Для доказательства этой формулы достаточно пока-

показать, что

lira I [/ (xcV<*) — f @)] со = 0, C.34)

Разобьем этот интеграл на два: 7i(i?)+/2(й),где ()
интеграл по множеству |я| </?, 5(а;)= 1. Из ограннчец-
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ности функций / и сходимости интеграла J ш следует

существование R(e)>0 такого, что |/2(/?I<е при
R> Д(е), 0«?е< 1. Далее, /,(/?)-> О при с -* 0, так что

l/i(i?) I < е при малых с, и C.34) доказано.

§ 4, Метод Лапласа для кратных интегралов

1. Вклад от внутренней точки максимума. Рассмот-

Рассмотрим интеграл Лапласа

F (К) = f / (х) exp [XS (х)] их. D.1)
Q

Здесь Q — ограниченная область в R", х—{хи ,.., хп),
X — параметр, S(x) — веществепнозначная функция. Как
и в одномерном случае, основной вклад в асимптотику

F(k) вносят окрестности точек, в которых достигается
max S (х). Напомнил! обозначение:

[Я]

сектор в комплексной плоскости X.

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия:
Г. f(x),S(x)^C([Q]).
2°. max S (х) достигается только в точке х° <= Q.

[Q[]
3°. f(x), S(x)^C°° в окрестности точки х".
4°. ха — невырожденная точка максимума.

Тогда при X -*¦ °°, X ^ Se,

F (X) - exp [XS (х0)] Х~* 2 аД~\ D.2)
fe=o

5то разложение можно дифференцировать по X любое
число раз. Главный член асимптотики имеет вид

F (X) - exp [XS (х°)] Bn/xf^ + °

{)~!> D.2')

Выберем окрестность U точки х" такую, что /, S е

^C°°(U), и такую, что суп;ествует диффеоморфизм qp:
U -*¦ V, указанный в лемме Морса, где V есть куб \ifj\ ^ б,
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/ ^ п. Разобьем интеграл F ("к) на два:

и а\и

Тогда

)-6')]J (*е5.)\ 6'> О

(эта оценка доказывается точно так же, как и лем-

лемма 2.1.1). В интеграле Fi{K) сделаем замену переменных

)i тогда

2=1

x(Я) = exp [X5 (*0)] Г ехр (-|- ? 1*#Ш (Ф (У)) X
V \ 2=1 /

X det ф'„(у) dyt D.3)

где ц-j
— собственные значения матрицы Sxx (x°) и все

[л;- < 0, так как я0 — точка максимума. Рассмотрим

—б

Здесь переменные у2, ..., уп играют роль параметров.

Применяя теорему 2.1, получаем, что при к -*¦ <», К е 5Е,

Fn (X) - 2 Я 2aft (!/')> У' - (У« •. .i Уп) D.4)

равномерно по j'e7' и что a^j (г/') s C°°(F'), где F' —

куб |j/jl ^ б, 2 =^ / < п. Теперь применим эту же процеду-

процедуру к интегралам j ofel(y')exP ( ~^УЦ ^2> снова получим

разложение вида D.4) и т. д. Тем самым существование

разложения D.2) доказано.

Дифференцирование F(X) по К снова приводит к ин-

интегралу того же вида.

Приведем другое доказательство теоремы 4.1. Доста-
Достаточно рассмотреть интеграл по малой окрестности точки

максимума х°; выберем ее в виде {х: S(x\— S(x°)< —б),
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б > 0. В силу C.24) можно заменить интеграл D.1) од-

одномерным:

с

F1 (Я) = exp [XS (х0)] J е~**Ф, (- с) det D.5)

J
(

D.6)

где cos (x) — дифференциальная форма Лере — Гельфанда.
Так как при с ->- +0 для функции Ф/(—с) справедливо
асимптотическое разложение C.26), то D.2) следует из

леммы Ватсона.

В силу замечания к лемме Морса (см. § 3) спра-
справедлива

Теорема 4.2. Пусть условия 1°, 2°, 4° теоремы 4.1
выполнены и /(г)еС, S(/)sC б окрестности точки х°~.
Тогда при К -*- °°, Я е 5е, справедлива формула D.2').

Замечание 4,1. Пусть условия 1°, 2°, 4° теоремы
4.1 выполнены. Тогда формула D.2') справедлива при
X -*¦ +оо, если f(x)^C и вещественнозначна, 5(г)еСг
при ж, близких к ж0. Это следует из теоремы 1.5,

Пример 4.1. Рассмотрим интеграл

G{l)=\f{x)hx{x)dx, D.7)
а

Пусть h(x)>0, х «s Qt и условия теоремы 4.1 выполне-

выполнены. Покажем, что тогда при К -*¦ °°, К е Se,

G(K) = (/(*¦>) + 0A))/г"+1(а;0) (|^)П/2J det^ (*°) Г1/2.
D.8)

Действительно, С(Я) имеет вид D.1), где 5E;) = In h{x).
Так как

det SKXX {x°) = (Л (ж°))-л det h"xx (x°)t
то из D.2') следует D.8).

Пример 4.2 ([5]). Вычислим асимптотику при п -*¦

-»- +оо интеграла

я/2 я/а

» j ... J [cos фх... cos ф, sin (фх + ... + фг)]2п^ф1 • ¦.d(pr,
-Л/2 -Я/2
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Этот интеграл имеет вид D.7), где X = 2п, x = (q>h.. .,(рг),
f еэ 1, /г(ф)= cos ф4... cos ф2 sin(94 + ...+ фг). Так как

Л(ф) = 0 на границе области интегрирования, то max/*2ф
достигается внутри области. Поскольку

щ
= h (ctg(Tl + ,,, + <pr) -

в точках максимума к пФО в этих точках, то ф1
=

ф2
=

=
...
=

ф,, так что мы получаем две точки максимума

ф^ = 4- A, 1, .
.., 1) функции h2. Вклады от этих

точек одинаковы, так что достаточно вычислить вклад от

точки ф+. Имеем

) \ - (cos-
C0S

Определитель матрицы с элементами 1 + бу равен г + 1,
так как она имеет собственное значение г + 1 кратности
1 и собственное значение 1 кратности г. Применяя фор-
формулу D.8) и удваивая полученное выражение, получа-

получаем, что

(п -*¦ +оо).

Получим формулы для коэффициентов разложе-
разложения D.2).
Предложение 4.1. В условиях теоремы 4.1 спра-

справедливо асимптотическое разложение при К -»- <», %^St:

F (К) ~ exp [XS (х°)] [yJ\ del 5^И |~1/2 X
00

Здесь La — дифференциальный оператор

(я")) V,V>, D.10)

= S(x)-S (ж0) - |- <5« (ж0) (я - о;0)! ж - ж°>.

D,11)
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Slx (х°),_ S (xx х°) = S(x)-

Н(х, k)=f(x)exv[XS(x, х0)],

и пусть «(?) — преобразование Фурье функции и{х).
Продолжим f(x) на R", положив / = 0 вне Q, и приме-
применим равенство Парсеваля; тогда в силу C.14)

F (Я) ехр [— XS (х0)] = j exp [XS (х, х0)] Н {х, Я) dx =

- Bп%Гп/2 (det А)~1/2 \ Н (|, Я) ехр Г- ± (А~% |>] dg.

r|
L J

D.12)

Пусть Ф(Я)—последний интеграл. Разлагая экспоненту
под интегралом ё ряд Тейлора и учитывая, что

j (А~% ?>* H(lr%)d^ = Bл)п (- if L\H (x, Я) [^о,
Rn

мы, пока что формально, получаем D.9). Приведем стро-
строгое обоснование этих выкладок. Можно считать, что

Н (х, Я) е ^(Q), и так как асимптотика F(k) не изме-

измеf() f()() С
( ()

нится, если заменить f(x) на f(x)q>(x), где qp s= С°°, ф = 1
в малой окрестности К6: \х — х°\ < б точки я0 и ср

= 0

при \х — х°\ > 26, то

F(%)exp[—XS(x0)] =

BлЯ)~п/
Rn

D.12')

В силу неравенства

JV

- У -

Jmd k\ GV+1)! D.13)
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последний интеграл в D.12') не превосходит по модулю

величины

так как Н (я, X)—финитная функция. Далее, в шаре К&

\S{x, х*)\ ^с\х-хо\\

так как эта функция имеет нуль порядка >3 при х — х°.
Разлагая функцию e%s в ряд Тейлора, получаем в силу

D.13)

Я(х1Х)= % f (х){Х {х ~ ж°))а
+ Rn = HN + Ду<

|al=o

Здесь а *= (ai, ..., а„)— мультииндекс, ха = я^1 ... а:пп.
Так как S{x)—S{x°) < —а\х — яТ в шаре Яв) то

exp [XS (яг, *0)] RN (Ял Л) А

У (и»

Следовательно, при любом целом NX)

F (Л) = ехр [Я.5 (х0)] [ j Ял (^ Л,) exp [A,S (^ a;0)] da; +

Замечание 4.2. Ряд D.9) не есть асимптотический

ряд по степеням К'1; чтобы получить последний, ряд D.7)
надо переразложить. Коэффициент при K~h в ряде D.9)
есть полином от К степени ^2/3/е, так как функция
S (х, х°) имеет нуль порядка S*3 при х = ж0, a L8 есть

однородный дифференциальный оператор второго по-

порядка.

Рассмотрим случай вырожденной точки максимума,
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Теорема 4.3. Пусть условия 1°— 3° теоремы 4.1

выполнены. Тогда существует такое N < °°, что при
% -*¦ °°, Я е S,, справедливо асимптотическое разложение

D,14)

Здесь Tk — рациональные числа, я/2 < г0 < г4 < ... < г„

Г. -»- +оо ($-* оо).
Достаточно рассмотреть интеграл D.5). Так как в си-

силу теоремы 3.10 функция Ф/(—с) имеет асимптотическое

разложение C.40) при с -*- +0, то, применяя лемму Ват-

сона к одномерному интегралу D.5), получаем D.14).
Эта теорема является типичной теоремой существова-

существования и не дает алгоритма для вычисления коэффициентов
разложения D.14).
Пример 4.3. Пусть условия Iе — 3* теоремы 4.1 вы-

выполнены, х° = 0 и при малых х

S{x)=-S@)-S2m(x)+...,

где Sum (х) — однородный полином степени 2т, положи-

положительно определенный (т. е. SZm(x)>0 при хФО). Мно-
Многоточием обозначены члены порядка >2/п+1. Покажем,
что тогда при X -*¦ °°, К е S,,

F(k)~l 2mexp [^5@)] Ц akl mt

С
Й=°

D-15)
«о = / @) J ехр [— S2m (x)] dx,

Пусть 5@)= 0. Достаточно рассмотреть интеграл по ша-

шару Кь\ \х\ < б, б>0 мало, так как отброшенный интег-

интеграл экспоненциально мал. Переходя к полярным коорди-
координатам

п

х = гсо, г — 1 х\, со е S^1: Д] со] = 1,

получаем

sn-l

где б1" — единичная сфера, dQ — элемент ее поверхно-
поверхности и h(r, со)= /г2т(«)— г/г2т+1(со)— ... Так как/г2т(со)^=
^= с > 0, со е S1"-1, то функция г2тЛ при малых б > 0 до-
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стигает максимума только в точке г = 0. Применяя к ин-

интегралу по dr лемму Ватсона и интегрируя полученное
асимптотическое разложение по сфере Sn~l, получа-
получаем D.15).

Рассмотрим интеграл

F (К} а) = J / (х, a) exp [IS (х, a)] dxt D.16)
Q

содержащий дополнительные параметры а,=(а,, ,.., ak).
Получим аналог теоремы 2.1. Пусть Q cz R", 9eR^-
ограниченные области. Введем условия:

А3. Функция S {х, а) вещественнозначна, функция
f(x, а) комплекснозначна при (х, а)^ЙХ0 и функции
SC([Q])/ ([])
А4. При каждом фиксированном а ^ Э функция

iS(.z, а) имеет единственную точку максимума ж0(а), при-
причем р(х°(а), йй)>ро>О при всех а е @.

Здесь р(х°(а),дп) — расстояние от точки ж0(а) до 8Q.

Теорема 4.4. Пусть условия А3, А4 выполнены. Тог-

Тогда при любом целом NX)

F (X, а) = exp [XS (х° (а), а)] Х~пП X

X ( 2J ak(a)k~h + Г^-^СЯ, a))f D.17)

|Д*(Я, a)\<C(K^Se, \K\>K aej?), D.18)
где Ж — любой компакт, лежащий в области в. Формулу
D.17) можно дифференцировать по К и по а любое чис-

число раз с сохранением равномерной по а, К оценки оста-

остаточного члена.

Коэффициенты разложения D.17) вычисляются по

тем же формулам, что и для интеграла D.1), и принад-
принадлежат С~(Э).

Замечание 4.3. Замечания 1.4—1.6 остаются в си-

силе для кратных интегралов Лапласа,
Замечание 4.4. Коэффициенты асимптотических

разложений D.2), D.14) и т. д. являются инвариантами
в следующем смысле. Пусть F(X] S, /)— интеграл D.1)
по малой окрестности точки максимума U. Сделаем глад-
гладкую замену переменпых х = ф(^), тогда

F(K',S,f) = F(Я,; S*, /*) = J /• (у) exp [XS* (у)] dy,
и*

Здесь Z7* = cp-<([7), S*(y)={S' ер) (у), f*(y) =

9 М. В. Федорюк
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= (/ * ф) (у) det фу (у). Так как асимптотическое разложение

по асимптотической последовательности [A J един-

единственно, то ak(S, f) = ah(S*, /*) при всех к. В частности,

при к = 0 получаем

j det SL (z°) |-1/2 = | det q? (y°) | |det E о <,>)*„ (y°) |~1/2,

Следовательно, выражение

D (y°) = | det Ф; (j/°) 11 det (S о ф)*„ (уО) |~^2 D.19)

является инвариантным относительно диффеоморфизмов
t/ = cp(z) (y° = ф(г°)). Эта величина имеет простой гео-

геометрический смысл:

D (у0) = lim с-»/» f
С^° (

coSx

где fi)s — дифференциальная форма Лере — Гельфанда.
Следующие коэффициенты разложения D.2) также яв-

являются инвариантами в указанном выше смысле, однако

они не имеют столь простого геометрического смысла.

Приведенное замечание относится ко всем асимптоти-

асимптотическим разложениям (по степеням X) функций, заданных

интегралами.
2. Вклад от граничной точки максимума. Пусть

max S (х) достигается в точке х° е dQ, и пусть S(х)

дп е С°° при х, близких к х°. Точка ха не обязана быть

критической точкой функции S (х), так как в этой точке

должны обращаться в нуль только производные по на-

направлениям, касательным к dQ. Назовем х" невырожден-
невырожденной граничной точкой максимума, если:

1. dS(x°)/dn?-0, где д/дп — дифференцирование по

внутренней нормали к dQ.

2. Матрица
n-l

В отрицательно определе-

определеиа, где ?i, ..., |n_i — ортонормированный базис в каса-

касательной плоскости Т д&хо к dQ в точке х°.

В частности, пусть х° = 0 и Q — полупространство
хп > 0. Тогда при малых |ж|, жп ^ 0, имеем (поскольку
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[п-1
2

j=i
""

@) 1 <^ @) „

где многоточием обозначены члены порядка ^3. Условия

1, 2 эквивалентны следующим:

П-1

ьп<о,
d-S @)

Теорема 4.5. Пусть выполнены условия:

Г. /, SeC([Q]).
2°. шах5(^) достигается только в точке х° ^ dQ, и

iQ]

х° — невырожденная граничная точка максимума.

3°. /, S, дО.^ С°° в окрестности точки ха.
Тогда при К ->¦ °°, "k e Se,

F(k)~k
2

ехр [Я^ (^°)] 2 а,Д-\ D.2С)
ft=0

Эго разложение можно дифференцировать по X любое

число раз.
Заменив F(k) интегралом по малой полуокрестности

U точки х°, мы совершим экспоненциально малую ошиб-

ошибку. Перенесем начало координат в точку х° и повернем
оси координат так, чтобы направление внутренней нор-
нормали к дО, в точке х° совпало с вектором @, 0, ..., 0, 1).
Полученные в результате из /, S функции обозначим /*,
S*, и пусть U* — образ U. Уравнение dU* в окрестности
точки у = 0 можно записать в виде

Уп
= ч(у'), y'^U\ у'*={уи •-., Уп-i), D.21)

где U' — окрестность точки у' = 0, причем ф(г/')е
е ?-(?/'), <р(у') = О{\у'\г)(у'-+0). Рассмотрим

'

след

функции S*(y) на дп*, т. е. функцию S*(y', (f(y')),
и разложим ее по формуле Тейлора

S* {У', Ф (у')) = у (Ау\ у'} + О(\у' I3) (у' -»- 0) D.22)

(линейные слагаемые отсутствуют, так как точка у' — 0

9*
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является точкой максимума функции S*(y', qp(y')) в об-
области V).

Выберем U так, чтобы ц>{у') < уп < б, б > 0, при

y^U*. Тогда

F (Я) ехр [- AS (ж»)] = J Ф О/' Д) d/,
17'
J

17'

б

Ч(.УГ)

При каждом фиксированном y'^-U' функция S* (у) на

отрезке [ф (*/'), б] достигает максимума в точке уп~

= ф(г/'), причем д

У)
>с>0 при всех г/' е

е [?/'], если область U достаточно мала. Следовательно,
при любом целом N > 1, у' е [?/']

Ф (у'4 X) = Г1 ехр [15* (г/', Ф (у'))] X

[JV
где bk(j/')eC"([P']), 1Я*(гЛ Я) I ^ С (у' е [С/'], ReA,>
> 1, Яе5Е). Из D.22) и невырожденности точки z" сле-

следует, что к интегралам

и

применима теорема 4.1, так что каждый из них разлага-
разлагается в асимптотический ряд по степеням ^~\ Тем самым

D.20) доказано.
Главный член асимптотики имеет вид

П+1 П-1

2 /о,т\ 2
F {%) = - I

г

Bл)
2

ехр [Я,5 (ж0)] X

X [^гЧ1 I det В | [/ (я°) + о A)], D.23)

где п, В указаны в условиях 1 и 2 (с. 130).
4.1. Пусть точка х° ^ <3Q является невырожденной кри-

критической точкой функции S(x) и max S (х) достигается
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только в точке х°. Тогда при Я -»¦ <», Я е Se,

F(k) ~-| f -^- \ exp [IS (х0)] | det Six (x°) |~1/2 X

fe=i

3. Асимптотика преобразования Лапласа. Рассмотрим
интеграл

ф (Я) = J / (ж, Я) ехр [5 (х, Я)] сЬ. D.24)

Пусть /,5е C"°(Rx X R\ ), где R,J"— полуось Я > 0, функ-
функция S вещественнозначна и х° (Я) — точка максимума

функции S(х, А,). Положим

D-25)
А (Я) = — iSjec (ж0 (Я), Я).

Здесь УЛ (Я) — положительно определенная матрица та-

такая, что (УАJ = А.

Теорема 4.6. Пусть существует функция [х(Я)-^+°о
при Я -»¦ +°° такая, что

S'L (х, Я) = S"xx (х* (Я), Я) (/ + ех {х, Я)),
D.ZD)

lim ej (ж, Я) = 0, / = 1, 2Г D.27)

равномерно по iefl(l). Тогда при Я ->¦ +«з

D.28)
Имеем при Я > 1, х О()

5 (*, Я) - 5 (^ (Я), Я) = - |< А (Я) (г - z° (Я)),

ж — х°(Я)>A + еа(о;, Я)),

где е3 -¦¦ 0 при Я -*¦ +°°, а; е Q(A) равномерно по х. Де-
Делая замену УА (Я) (ж — х° (Я)) = у, получаем

Ф(Я) = Ф0(Я)
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где Фо(^)—правая часть D.24). Тем же способом, что и

в лемме 2.1, доказывается, что последний интеграл стре-
стремится к Bл)пП при А, -*¦ +оо.

Докажем следующую асимптотическую формулу для

двустороннего преобразования Лапласа при 11

2 (егВ) (I) Ш j exp [- S (х) + (х, ?>] <fc ~

Rn

~ Bл)п/21 det Slx (x° (?)) |-1/3 exp [S &)}. D.29)

Здесь S(x)— строго выпуклая кверху при \х\ >1 функ-
функция (более точные условия указаны ниже), х°(|)—точка
(единственная при !?| > 1), в которой достигается

max (- S (х) + (х, ?» = S (|). D.30)
xaRn

Функция 5(Ь) двойственна по Юнгу (см. § 3) к функ-
функции S(x), и из D.29) следует, что

ln^(e-s)(|)~5(?) A11-ос). D.31)
Эта формула устанавливает связь между преобразования-
преобразованиями Лапласа и Лежандра.

Теорема 4.7. Пусть
1°. S(x)eC2 и сторго выпукла кверху при \х\ 5s a > 0,

т. е. aS'*x (x) < 0.

2°. Существуют постоянные а, Си Сг такие, что

3°. Существует $ > 0 такое, что

-С (*) = ?« 00 (/

при {У— S"xx(x) (х — y)\^.\xft \x\ ->- °о, равномер-

равномерно по у.
4°. /7/)u любом в > 0

In | det 5^(я)| = 0A а; |е) (И-> оо).

Тогда при ||1 -»¦ <» справедлива асимптотическая фор-
формула D.29).

Разобьем интеграл 5'(e~s)(S) на три: /4 +/а +/3, где

/4 — интеграл по области Q(?):

| V- S"x(x» &)) (х - х" (%)) | < 1 x» (|) \\
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/2 — интеграл по области \х\ >C0\%\i/a, где С6 будет ука-
указано ниже. Из условий 1° — 4° и теоремы 4.6 следует,
что асимптотика Д совпадает с правой частью формулы
D.49). Остается доказать, что

/,(S) = o(/iU)y (I&I-*-), /==2, 3. D.32)

Имеем в силу условия 2°

?|n/a

J

j*-*exp [(- Ciri+* + r)\l)i+1/a] dr.

Если Co > О достаточно велико, то подынтегральная экс-

экспонента достигает при г^Ср максимума только в точке

г = Со, и интеграл /2(|) экспоненциально мал:

причем постоянную С" можно выбрать сколь угодно

большой за счет увеличения Со. При больших ||1

S (I) < max (- Сх | х ]1+<* + \ х 111 \) < С3 \ I \1+1/а. D.33)

Из этой оценки, условия 4° и оценки для /2(|) следует

D.32) при / = 2. Аналогично D.33) доказывается оценка

Ue=R»). D.33')

Докажем, что при ||| > 1

\x'>(l)\>Cs\t\i/a>0. D.34)

Допустим противное, тогда на некоторой последователь-

последовательности {?*} -*¦ °о выполняется оценка U°(|)| =^ е|||1/в, так

что при S e {|ft}

где 6(е)-* 0 при е -»¦ 0. Это противоречит оценке D.33').
Оценим 7,A). Пусть 0_<_8. *S О «S е4 < 1, ЛA) =

= ^L(^°a)). Тогда при | j
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(Р указано в условии 3°) имеем

S(x,l) = -S (х) + (х, 1У =

= - I <Л (?) (/ + о A)) (х - х° (I)), х-х°

Следовательно, множества уровня

5 (*, Е) - —? 1 з» (Б) |*

при ||| > 1, 0 < 0,, < 0 < Oi < 1, близки к эллипсоидам

| \ГЩ (Х - хо (I)) | = _^ | яо {l) f и содержатся в йA).

Так как 5(ж, ?)—выпуклая кверху функция, то

значения S(x, |) в Rn\Q(A,) не превосходят величины

—я1) ж0 (^)|2|5при некотором 6*е@, 1) (множества уров-

уровня выпуклой функции выпуклы). Пусть fii(^) — область,
по которой берется интеграл 73. Тогда Qi(?) лежит в ша-

шаре Ы =^Ср|||1/а, так что

max S (x,l)< - Q4 I*° d) I2P <-C"\

Последняя оценка вытекает из D.34). Таким образом,

Из этой оценки, D.33') и условия 4° следует D.32) при

/ = 3.

Пример 4.4. Пусть функция S(х):
1. Положительно однородная функция порядка а > 1,

2. Строго выпукла при х Ф 0.

Тогда при ||| -*- оо

— —\-

(e~s) (I) ~ Bл) 21? р"A-а'> | det 5ХХ (х° (©)) |
2
X

X ехр (I | f 3 ((о)) ^1 + Д ah ((о) | ^ Г»'"). D.35)
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Здесь со = |/| ? I, 1—? = 1п яА(со)е С°° (Sn '), где Sn~* —
ОС ОС

едиппчная сфера.
Чтобы получить главный член асимптотики, можно

воспользоваться теоремой 4.7. Но проще воспользоваться

однородностью функции S, Делая замену переменных

я = 11 |a~Vi получаем
п

2 (e~s) D) = И Г* j exp [| | f (- 5 (y) + <co} г/»] dy.
Rn

D.36)

Функция 5(г/, со)= —S(y)+ <co, г/> при любом со е S" 
имеет единственную и притом невырождепную точку

максимума г/° (со). Нетрудно проверить, что

0<С1<\у°{(о)\< Са, | del 5^.(у° (со)) | > С3 > 0

при всех со е б1" и D.35) следует из теоремы 4.4.

Пример 4.5. Пусть функция S(х) удовлетворяет ус-
условию 1 примера 4.4, но не является строго выпуклой.
Тогда точка максимума х°(^) может быть вырожденной.

1°. При всех | е= R" справедлива оценка

(e~s) (|)< (l + И l^1) /4 D.37)

Рассмотрим интеграл D.36). Точка максимума t/°(co)
при всех ш ^ Sn~i лежит в некотором шаре |г/1^С0, так

как S(y) >С\у\а, С > 0, и интеграл по этому шару до-

допускает, оценку D.37), поскольку —S(x)+ <ж, ?>=^;3(?)
при всех х, |. Оставшийся интеграл экспоненциально
мал при больших |||, так как

где Со может быть сделано сколь угодно большим за

счет увеличения С*. Тем самым оценка D.37) доказана

при |?| > 1; в ограниченной области |?|^г эта оценка

очевидна.

2°. Если |° таково, что точка максимума ж°(|0) невы-

невырождена и единственна, то для функции 3? {e~s) (|) спра-

справедлива асимптотическая формула D.35) на луче 4 ~ ^1°)
t -*¦ +0°, а также при ||| -*¦ °о в некотором конусе, содер-
содержащем этот луч. Последнее следует из того, что при ма-

малых 1|* —?°| функция —S[x) +¦_ {х, |> будет иметь ров-
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но одну и притом невырожденную точку глобального

максимума х{1*), причем ж0 (!*)-»¦ ?°(?°) при |* ->- |°.
Если же максимум достигается в нескольких невырож-
невырожденных точках глобального максимума при ? = %°, то в

некотором конусе К, содержащем луч § = *|°, 0 < t < °°,
асимптотика интеграла равна сумме вкладов от точек ло-

локального максимума, лежащих вблизи исходных (на
каждом луче из К по крайней мере одна из этих точек

является точкой глобального максимума).
3°. Имеются пограничные зоны, в которых точки мак-

максимума вырождены, и в общем случае неясно, как найти

искомую асимптотику.

Заметим, что максимум D.30) может достигаться не

в точке, а на многообразии.
Пример 4.6. Фупкция S (х) = — (х\ + х\ — lJ дости-

достигает максимума в R2 на окружности х\ + х\ = 1.

Теорема 4.8. Пусть
l°()()CQ])
2°. max S (x) — М достигается на С°°-многообразии

Mn~l <= Q, и только на нем.

3°. }(х), 5(ж)еС°° в некоторой окрестности многооб-

многообразия Мп~\

4°. Slv (х) Ф 0 при х е Мп~\ где д/dv — производная
по нормали к Мп~\

Тогда при X^Se, "К -> оо,

F (I) == f / (х) exp [XS (х)] dx - е^м 2 ahX~h~T. D.38)

Как обычно, достаточно рассмотреть интеграл по ма-

малой окрестности многообразия Мп~\ Пусть М^~г — одна

из связных компонент многообразия М"~1, х° е Mq~11 U —

достаточно малая окрестность точки х". Положим

h{x)=iM-S{x). D.39)

С помощью гладкой замены переменных можно превра-

превратить М^1 в кусок гиперплоскости уп
= 0. Именно, мож-

можно так выбрать U, чтобы существовал диффеоморфизм ср:
V -*¦ U, обладающий следующими свойствами:

1) F —куб \ijj\ <Ь, KjKn;
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2) qT1 (Мо П U) есть множество уп
= О, t/ e У, где

обозначено у'={уи ..., у»-,), У = {/: lj/,1 *S 6, 1=^/^
й?и—1>;

3) нормаль к Mq в точке ж0 переходит в ось уп прп

отображении ср .
Положим S*(y)=M— (S ° (р) (г/) и покажем, что при

5* (г/) = y2nSL (у); S, (у', 0) ф 0, у' е F, D.40)

где 5i s С00 (V). Действительно, min S*(y)= 0 достигает-
достигается только при уп

= 0. Функцию S*(y) при цеУ можно

представить в виде

где а, Ъ, 5,е^. По условию S(y', 0)^0, ^^'°) =
==0(у' ^ У), так что а{у')= Ъ(у')= 0, у' ^ F'. Из усло-
условия 4° следует, что 5\(г/\ 0)>0, у' е У'. Так как /i(a;) =
= ynlSi(y) и St(ij)> 0 при jey, если куб У достаточно

мал, то h е С00 (У); следовательно, /г е С" (f/).
Если б > 0 достаточно мало, то множество Me :— 6<С

¦</г(ж)<<б содержит М^1 и не пересекается с другими
компонентами множества Л/" . Кроме того, уравнение

/г (ж) = t, —б < t < б, ж е Л/в определяет С"-многообра-
С"-многообразие. Имеем из D.40)

б

f /(s) exs&dx = e?-M f е-^'^л (t) dt,
а/Г1

~а
D.41)

где ah — дифференциальная форма Лере — Гельфанда.
Функция Т,8(ОеС=°([^-6) б])» и из теоремы 1.1 сле-

следует D.38).
Главный член асимптотики интеграла D.41) равен

1F'1^'так чт0

F (К) = *ы У± Г J / (х) m^jj-^j + о AI. D.42)
| J
Г J / (х) m^jj-^j + о AI. D.4
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4.2. При X -*- °°, 1 ^ Se, и при а > О

00

J jexp [- Я {хг + у2- a2J] dxdy
— 00

4. Интегральные операторы с 6-образными ядрами.

Рассмотрим интегральный оператор

(Kkf) (х) = Г/2 J exp [KS (у - х)] у (у) йу. D.43)

Здесь Q — ограниченная область в R". Будем предпола-
предполагать, что:

1°. S(x) — вещественнозначная функция, S(x)<=
е С2 (Q) П С ([Q]), точка 0 е Q.

2°. max 5 (х) = S @) =0 достигается только в этой точ-
точке [Q]

ке, и точка максимума х = 0 невырождена.
Теорема 4.9. Пусть условия 1°, 2° выполнены, Ж —

компакт, Ж <= ?1, и функция /(#)*= C(Q). Тогда

п 1

2~
lim {KKf) (x) = BлJ1 det S"xx @) |

2

/ (г) D.44)
+

равномерно по х

Так как

(б — дельта-функция Дирака), то при Я -> +°° формаль-
формально получаем

А"/2 схр [Я5 (г/ — х) ] -> const • б (у — а;).

Имеем

(Kkf) (х) = Я"/2 j ехр (- Я5 @) f(x + t) dtx

где область Q* получена из области Q сдвигом на вектор
х. Отбрасывая экспоненциально малый интеграл по обла-

области QX\Z7, где U — малая окрестность точки t = 0, и при-
применяя замечание 4.1, получаем D.44).
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§ 5. Логарифмические асимптотики

В работах по вероятностям больших уклонений обыч-
обычно получают грубую логарифмическую асимптотику ин-

интегралов Лапласа

F(k)=* J ф (х) exp [XS (х)] dx. E.1)
Rn

Здесь X > О — большой параметр, функция ф (х) финитна,
измерима по Лебегу и ограничена почти всюду, функция
S(x) вещественнозначна и непрерывна. Введем обозначе-
обозначения: М (S)—множество, на котором достигается
max S(x) = M, MC(S)<= suppф — множество, на ко-

xesuppq)

тором S(x)^M—с и V(c)— объем множества MC(S).
В [71] получены следующие результаты.

Теорема 5.1. Пусть ц>(х)^ б> 0 в некоторой ок-

окрестности множества M(S). Тогда

lim l2^)= юах s (х). E.2)

Теорема 5.2. Пусть выполнены условия теоре-
теоремы 5.1 и

1. In V (с) л /г оч

Ьт-г—У = а>0. E.3)

Тогда при X -*¦ +°°

\aF{X) = MX-a\n% + o{\nl). E.4)

Условие E.3) означает, что функция S (х) не уплоща-
уплощается в окрестности множества M(S). Это условие выпол-

выполнено для любого полинома S(х). Справедливо обратное
предложение: если условия теоремы 5.1 выполнены,

F@) = 0 и справедлива асимптотическая формула E.4),
то для V(c) справедлива формула E.3).

/ п уто
Пример. Пусть S(z) = —2^— 1 , vm Щ>

^ 1 — целые числа. Тогда М (S) — гиперповерхность
п

%х2тз = 1 и V (с) ~АсгА2то) (c-^O), где А > 0 постоянная.
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§ 6. Некоторые применения теории вычетов

1. Интегралы. Рассмотрим преобразование Фурье

F(k) = J eiKxf(x)dcc, F.1)
—

00

где интеграл сходится при А 5* Ао > 0 (возможно, услов-

условно). Если функция f(z) аналитична в окрестности веще-

вещественной оси, то контур интегрирования можно деформи-
деформировать, что позволяет в ряде случаев найти асимптотику

интеграла F.1) при А -*- + °°.

Если j(x)—рациональная функция, то интеграл вы-

вычисляется:

2 ies(eiUf(z)), F.2)

где сумма берется по всем полюсам функции f(z), лежа-

щпм в верхней полуплоскости Im z > 0. Следовательно,
главный член асимптотики функции F (к) при А -*¦ +°°

равен сумме вычетов в полюсах с наименьшим значени-

значением Im 2. В частности, если имеется ровно один полюс г,

такой, что Im Zi > 0, hnz1 = minim zh, и притом простои,
k

то

F (А) = 2л fЙШ1 Г res f (z) + О (е^с)] (А -> + оо), F.3)

где с > 0. Формула F.2) справедлива также, если функ-
функция /(z) мероморфна в полуплоскости Im г ^ 0 и сущест-

существует такая последовательность расширяющихся полуок-

полуокружностей Сп: \z\ = г„ -*¦ оо, Im z 2s 0, что max | / (z) | -у 0
2елп

(й-^-оо). Вместо полуокружностей можно взять любую
правильную систему расширяющихся контуров (т. е.

/„ -*¦ оо? djln =^ С, где /„ — длина контура, dn — макси-

максимальное расстояние от контура до начала координат).
При этих условиях справедлива формула F.3), она дает

асимптотику F(k) при А -*¦ +°о.
В этих примерах интеграл F(к) вычисляется точно,

но для получения асимптотики это не обязательно.

Пусть функция /(г) голоморфна в полюсе П: 0 «^
< 1тг<я, а > 0, за исключением конечного числа полю-

полюсов ги ..., г„, не лежащих на прямых Im z = 0, Im z = а.
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Пусть интегралы j | e1 zf (z) \\dz\ по этим прямым схо-

сходятся, и lim f (х + iy) — Q равномерно по у ^ [О, а]. Тогда

F (к) = 2л i _2 res (eiXzf (z)) + J eUz/ B) tfe. F.4)

Последний интеграл имеет порядок О(е~и) при к -*¦ +°°,
т. е. экспоненциально мал по сравнению с любым из вы-

вычетов, и формула F.4) дает асимптотику функции F(k)
при к -*¦ +°°. По-прежнему главный член асимптотики

определяется полюсами с наименьшим значением Im z.

Если такой полюс z, единственный и простой, то спра-

справедлива формула F.3). Если все полюсы простые, то

формула F.4) принимает вид
п

F(k) = 2ni 2 еи* res / (z) + О {е^-а) (X-v + 00).

Если Zj — полюс кратности т, то

n

F (k) = 2лг 2 e*-z>Pm-i (X) + О (e-u) (Я.->- + oo),

где Ph{z)— полином степени к.

Пусть в полосе П функция /(z), кроме полюсов, име-

имеет еще точки ветвления ?lt ..., ?ft, не лежащие на грани-
границе П, и выполнены сформулированные выше условия.

Тогда

F (к) = 2т 2 res (ea7 (z)) + 2 I eiX2/ (z) rfz +

+ J ^/B)^1 F.5)
Imz=a

где Zj — разрез, соединяющий точку %s с прямой Im z = а

(например, прямолинейный). В этом случае главный

вклад в асимптотику F(k) дают особые точки z,-, ?j с на-

наименьшим значением мнимой части. Заметим, что случай
к < 0 сводится к случаю к > 0 заменой х на —а; в интег-

интеграле A.1).
Пример 6.1. Рассмотрим интеграл
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который равен 2К0(Х), где Ко(X) — функция Макдоиаль-
да. В этом случае

F(X) = je^B2+ i)~1/2dzt
i

где I — разрез по лучу [г, i°°), так что

00

F (X) = 2 § е~ы (t2 - l)~1/2dt =
i

оо со

- 2Г* j ё~и (? + 2t)~1/2dt = 2е~% J е-"' (г2 + 2) /2<й.
о —с»

Асимптотика последпего интеграла вычисляется с по-

помощью леммы Ватсопа (гл. II, § 1) и имеет вид

F (X) ~ 2е~^2-1/2 2 с«г (л + 1/2) Х~п {X -> + оо),

где (?п — коэффициенты разложения

B + г2Г1/2 = 2 /2f cn<2n(|f8|<2);

эти коэффициенты равны с„ = (—1) ~2пBп)!(п!)~г.
Пусть точки ветвления ?> имеют степенной характер,

т. е. /(г) = (г — 1з)а* gj (г)-, где функция g,(z) голоморфна
в точке z = t,) и gj^j)^ 0. Тогда асимптотика интегралов

по разрезам (см. F.5)) также вычисляется с помощью

леммы Ватсона. Это верно и для точек ветвления таких,

что / (z) = (г — ?j)a> (In (z — t,j)fi gj (z) в окрестности точ-

точки lj.
Приведенные выше факты очевидным образом перено-

переносятся на интегралы типа обратного преобразования Ла-

Лапласа:

а+гао

II
a—ioo

Такого рода интегралы возникают, например, при реше-
решении операционным методом нестациопарных линейных

уравнений математической физики; роль параметра X
играет время t.

Отметим, что ряд приведенных выше фактов пере-
переносится на интегралы от операторнозначных функций.
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Именно, пусть /(z)—фупкция комплексного переменного
z со значениями в банаховом пространстве В и l/(z)l —
норма в В. Тогда при тех же условиях, что и выше, спра-

справедлива формула F.4), и норма остаточного члена имеет

порядок 0{e~^).
Аналогичные методы применимы к исследованию

асимптотики обратного преобразования Меллина. Преоб-
Преобразованием Меллина функции f(x) называется функция

о

Формула обращения имеет вид

a+ioo

g{z)x dz. F.6)

Простейшее достаточное условие справедливости этой

формулы: функция j(x) непрерывна при х^О и

] (х)\ха ldx<ioo.Более тонкие достаточные условия

см. в [15]. В частности, справедлива формула

~Т B) dzt F.7)
CL-— ?оо

где а > 0 — любое.

Пусть функция g(z) в полосе а ^ Re 2 «S Ъ имеет ко-

конечное число полюсов Z), ..., zh, интегралы вида F.6) по

прямым Rez = a и Re2 = & абсолютно сходятся и

lim \g (о + ix) || х|-°=0 равномерно по ое[а, Ь]. Тогда

при х > О

/(*)= 2а res(8(z)x~z) + ЪГ, \ 8(z)x dz F-8)2
Ь—г°о

(это аналог формулы F.4)). Последний интеграл имеет

порядок 0{х~ь+е), е > 0 — любое, при х -*¦ +°о и мал по

сравнению с любым из вычетов. Формула F.8) дает

асимптотику функции f(x) при х -*• +°°. Главный член

асимптотики определяется суммой вычетов в полюсах с

10 М, В, Федорюк
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наименьшим значением Re z. Если такой полюс zf едип-
ственный и простой, то

/ {Х) = х~г1 Г res g (z) + О (х-сI (х^+ оо), F.9)

где с > 0. Если все полюсы простые, то

к

/ (ж) = 2 я~^ res g (z) + 0(x~b+e) (z-> + oo),

где е > 0 — любое. Если г,- — полюс порядка т,-, то

к

/ (а?) =- Ц x-'iPm i (In ж) + <9 (я-Ы-е) (ж -> + оо),.
j=i

;

где РА@— полином степени к.
2, Суммы и ряды. Во многих случаях очень полезной

оказывается формула F.7).
Пример 6.2. Рассмотрим сумму

S(n) = Jj Chnk\n-k

при п -> оо. Имеем из A.8)

О

Следовательно,

5 (и) = и J е~пх A +x)ncfo.
о

К этому интегралу применим метод Лапласа. Фазовая

функция S(x) — —ar + ln(l+x) имеет единственную а

притом невырожденную точку максимума х — О, S" @)~
= —1, и по формуле A.3)

S (п) ~ у -у (л->оо).

Точно так же доказывается, что если 0 < Л < 1, то

2 *•-¦***-гЬ-^ + °G) <-—>¦

Для последующих примеров необходимы некоторые
сведения о дзета-функции Римана ?(г). При Re z > 1 эта
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функция представима рядом

см- т

Дзета-функция аналитически продолжается на всю комп-

комплексную плоскость г как мероморфная функция, имею-

имеющая простой полюс в точке z = 1 с вычетом, равным 1.

При Re z > 1 справедливо интегральное представление

Дзета-функция удовлетворяет функциональному соотно-

соотношению

Ш = 2V1 sin^ Г A - г) S(l - г).

В полуплоскости Re г > 1 при |г — II > е модуль

|?(гI ограничен, при Re z = 1 имеем |?(z) | «S 5+|1пг|,
при 0<Re^<l имеем |^(z) I ^ cUI1-^'. Пусть z =

= j: + iy, z>0. Тогда lS(z)| =0A у \1/2-*), г/-> ~. При
z = 0, l^(z) I = 0AУг/|1п|г/|) (у-*00)- Более точные

оценки см. в [13].
Пример 6.3 [13]. Рассмотрим ряд

где а > 0, р вещественно, и исследуем его асимптотику

при х -*¦ +°°. Из E.8) находим

где а > 0, о>(Р + 1)/а. При таких о можпо переставить

порядок суммирования и интегрирования, так что

где ? (z) есть дзета-функция Римана.

Пусть Олг таково, что N < aN < N + 1, —aov — р < 1 и

A+ Р)/а=т^ —А, А-= 1, 2, ... Тогда контур интегрирова-

10*
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ния Re z = о можно заменить прямой Re z = —о>, так

как

между этими прямыми. Следовательно,

/(*)=¦?- Г f^-1) *-<&+"/« + 2 -Цг1^5(-«Л- Р)х-* +

ON+ioo

+ 2^ I r(z)^E(az-P)&. F.10)

В правой части равенства F.10) стоят вычеты в полюсе

z =($ + 1)/а функции ?(az — p) и в полюсах zk = —k,
к = 0, 1, ... функции Г (я). Последний интеграл имеет

порядок О(х~я+1-г), е >0 — любое, при х -> +оо и ряд

F.10) — асимптотический. При a ^ 1 ряд сходится.

Ряд вида 2 / (п) можно преобразовать в иптеграл,

если функция f(z) голоморфна в окрестности полуоси

[0, +<х>). Пусть С — контур в комплексной плоскости z,

состоящий из отрезка [—6 — ia, —Ъ + ia], лучей (—ia — Ь,
— Ъ — г°°), (ia — b, ia — г°о) и положительно ориентиро-
ориентированный. Пусть функция f(z) голоморфна внутри С и на

Cj lim j(n + 1/2 + iy)= 0,равномерно по у, \у\ < а. Тогда
П->оо

во

2^^ = ^- j/B)ctg.1T2^. F.11)
-м

С

При тех же условиях справедлива формула

п=о

Формулы E.10), E.11) называются преобразованием
Ватсона. Суть этих преобразований состоит в том, что к

контурным интегралам E.10), E.11) можно применять
развитую для интегралов технику. Одно из наиболее яр-
ярких применений преобразования Ватсона относится к ря-

ряду, возникающему при решении задачи дифракции волн

на сфере [40].
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§ 7. Двумерное преобразование Лапласа

Рассмотрим интеграл
я

Ф (t, т) e~tx~xydt dx, G-1)
о о

который сходится при х > 0, у > 0, и исследуем его

асимптотику при х > 0, у > 0, ж2 + г/2 -> <», Фазовая

функция S = —2ж — тг/ в квадранте К: t 3s 0, т 3* 0 до-
достигает максимума только в точке t = 0, т = 0. Поэтому
главный вклад в асимптотику интеграла F должна вно-

вносить эта точка, если функция ф не слишком быстро ра-
растет на бесконечности. Отметим еще, что max S достига-

к

ется в угловой точке области интегрирования.
Интеграл G.2) при х = 0 или при у

= 0 может рас-

расходиться, так что его поведение нэ бесконечности зави-

зависит, вообще говоря, от способа стремления точки (х, у)
к бесконечности. Это видно уже па простом примере:

ОО С

1
2я

0 0

Приведем результаты, полученные в [76]. Пусть

G'2)

где g
— однородная функция степени у, и при (t, т)?=

=^@, 0) имеем g > 0, g^C1. Пусть функция f(t, т)
локально интегрируема, / ^ С в четверти круга f + т2 «5

< б2, б > О, /(О, 0)^0 и / растет не быстрее некоторой
степени ? + т2 на бесконечности в К. Пусть

а>0, Р>0, р = а + |$-ч>0, G.3)

тогда интеграл 6.1 сходится при х>0, у > 0.

Рассмотрим область Go на плоскости (х, у): х&*1,
у>1, Уо(х)> у> hax, где ho>O и 1пуо(^) = о (ж) при
я -»- оо. Область Go получена из квадранта х>0, г/> О

вырезанием некоторых окрестностей его границ. Введем
функцию

со„(в)=е, ft>l; elnl/e, Л = 1; eh, 0 < h < 1. G.4)
Теорема 7.1. Пусть функция ф имеет вид G.2) и

7 > а. ГогЗа п/?и (^, г/) ^ Go
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F(x, y)=f(O, 0)^(f) [ (f)()]
я/2 G.5)

_

Г cos01'1 8 siiiP 6 dQ
-

J g (cog fl| sin 6) („ cos 0 + sin 6)P
*

0

к эта функция непрерывна при 0 < v < с».

Теорема 7.2. Пусть функция <р имеет вид G.2) и

а > If. Тогда при (х, г/)е (?0

(у)

g(l, vs){i

Функция г|з«рт(у) при а > f непрерывна на луче
а = -у непрерывна на луче v > 0 и

Доказано также, что равномерно по v на любом ко-

конечном отрезке [0, На] имеем

Случай, когда g(?, т) = (^ + т)"т, исследован в [77].
В [78] рассмотрен случай, когда ф имеет

ф(^) = 7ч^ G )

где функция / непрерывна в К, /еС в четверти круга
f + т2^б2, б>0, /@, 0)^0 и

Далее, 0< ^<а< 1.

Теорема 7.3. Пусть <р имеет вид G.7) гг аг->+<»f
j/

-* +оо.

Г. ^сли т/ = С>(жа/р), In у^О(х) (х-++°о), то

/• (о:, уM^^4)^4
Г

р ж

2°. Если x = O(i//a), Inx = O(y) (y-++°°), то
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3°. Если у~к^ха№, ко>О1 то

х у

Здесь

i

м Г

Приведем некоторые обобщения формул G.5), G.6),

Пусть
ф(*. *) = /(*.

где функция / непрерывна при f ^ 0, т ^ 0, удовлетво-

удовлетворяет оценке |/(«, т) 1 < Me"c'ft) и/^С" в четверти кру-
круга *2 + т2 < б2. Пусть

g (r cos ф, г sin ф) > р (ф)гг~2, 0 < ф < л/2,
п/а

где р (ф) > 0 и J р (ф) с^Ф > 0, функция

Я/2

5С (r) = J S (r cos фг г sin ф) йф
о

непрерывна при г > 0 и удовлетворяет оценкам

где р > 0. Положим

О© 00

П -х'"^«птл« (i, f) ^i dr.
о о

Пусть G — область ж, у>2а+1, Я~х< т/г/ < Яо, где Я0 >
> 0. Функции Фпй(ж, у) образуют асимптотическую по-

последовательность в области G. Для интеграла G.1) в об-

области G справедливы формулы

N t v \ / N

?,y)= 2 2 «j.v-^.v-^ (ж, у) + о [ 2 Oj,jv-;- (^
v=o \i—o 1 \j=o



ГЛАВА III

МЕТОД СТАЦИОНАРНОЙ ФАЗЫ

§ 1. Метод стационарной фазы в одномерном случае

1. Фазовая функция без критических точек. В этом

параграфе рассматриваются интегралы Фурье:

]dx. A.1)

Здесь S (х) — вещественнозначная, f(x) — комплексно-

значная функции, К — большой положительный параметр.
Очевидно, что случай S(х)^ const, или /(х)=0, мы

не рассматриваем. Функцию S (х) будем называть фазо-
фазовой функцией.

Интеграл F{k) будет мал при К > 1 за счет быстрой
осцилляции ехр(г'А5). Наиболее общим результатом та-

такого рода является

Лемма Римана — Лебега. Если f(x)^ Li{—°°, °°),
то

00

J / (х) eiXxdx = о A) (Я, -> + оо).

Никакой более точной информации о скорости убыва-
убывания интеграла при этих условиях получить нельзя. Яс-

Ясно только, что основной вклад в асимптотику интеграла

Фурье (при гладких /, S) должны вносить стационар-
стационарные (т. е. критические) точки фазовой функции, так как

вблизи них осцилляция замедляется, а также особенно-
особенности функций /, S или их производных. Заметим, что в

отличие от интегралов Лапласа (см. гл. II) для интег-

интегралов Фурье гладкость функций /, S существенна на

всем интервале интегрирования.
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В случае, когда фазовая функция не имеет стацио-

парных точек, асимптотика F(X) легко вычисляется с

помощью интегрирования по частям.

Теорема 1.1. Пусть I = [а, Ь] —конечный отрезок,

S'{z)^0, x^I, A.2)

и f{x)e=CN"(I), S(x)ezCn+2{I). Тогда при % -+ +~

N

fe=0

Интегрируя по частям так же, как и в теореме 2.1.3,
получаем, что разность между F{k) и суммой в правой
части A.3) равна

ь

ехр [Л5 (x)l Лс, M=ffa?. A.4)

По лемме Римана — Лебега последний интеграл есть

оA) при А, -»- +о°.
Главный член асимптотики A.3) имеет вид

Замечание 1.1. Если f(x), S(x)^Cx(I), то F(k)
разлагается в асимптотический ряд при % -*• +°°.

Следствие 1.1. Пусть / = [0, °°], условия теоре-
теоремы 1.1 выполнены и при 0 ^ k < N

00

] f(x)
N

-h-
(&)-"-V^'AT U (x)/S' (*)) 1^0 + о (Я"л)

(Х-*+оо), A,6)
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Стоит обратить внимание на полное сходство асимп-

асимптотических формул для интегралов Фурье и Лапласа: они

получаются друг из друга формальной заменой X -+¦ iX.
1.1. При а > О, X -^+оо

о

ОО

2) J

3)
о

1.2. Пусть /(ж)еС"@, 2я), /(Л@) = /">Bл),
^ jV, где iV 2* 1. Тогда при га -*¦ +оо

о

С помощью интегрирования по частям можно вычис-

вычислять также асимптотику при х -*¦ +°° интегралов вида

F(x) =

где S(tj—вещественнозначная функция, S'(t)?=O при
t > 1. Рассмотрим

Пример 1.1. Пусть f(t)^C2[O, «,), /(/)>0, f'{t)<
<0, Г(*)>0 при ^»1 и /о>@ = °A), 7

= 0, 1, 2,
f'(t) = o(f(t)) (t^+oo). Тогда при z-*+oo

оо

J" / (I) e"dt = -if (х) е* A + о A)). A.7)

Обозначим этот интеграл через F(х) и проинтегри-
проинтегрируем по частям дважды. Тогда

во

F (х) = - if (x) eix + f (х) е* — j /" (t) e"dt.
X

оо

Последний интеграл не превосходит по модулю ) f'dt =
х

— — /' (х), и A.7) доказано.
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1.3. Пусть а > 0. Тогда при х -»¦ +°°

2?

Пример 1.2. Получим асимптотическое разложение
для интеграла Френеля

Ф <*) - Г ^«а „ -

^ 1 51. A.8)

Чтобы доказать это, можно либо сделать замену t -> lit
и воспользоваться задачей 1.3, либо сделать замену t -*¦

-*- Vx i и воспользоваться следствием 1.1.
2. Принцип локализации.

Лемма 1.1. Пусть S{x)^ C°° (R), / (х) е= С (R). Гоз-

А +

1^ = 0(Х~00). A.9)

Интеграл фактически берется по конечному отрезку

а^х^Ь, так как функция / финитна. Применим теоре-

теорему 1.1, тогда в A.3) все внеинтегральные подстановки

равны нулю в силу финитности /, так что F(A,) = 0(X~N),
где N &* 0 — любое.

Эта лемма играет такую же роль в методе стационар-
стационарной фазы, что и лемма 2.1.1 в методе Лапласа. Именно,

поскольку главный член асимптотики F(K), как правило,

имеет степенной порядок, то интегралами, удовлетворяю-

удовлетворяющими условиям леммы 1.1, можно пренебречь.
Нам понадобится некоторый технический аппарат —

разбиение единицы. Будем вести изложение сразу для

м-мерного случая. Пусть х = (хи ..., хп)е R", & — об-

область в R". Через С^@) обозначим множество всех фи-
финитных бесконечно дифференцируемых функций ср(з:)
таких, что suppcpcrfi. Пример:

Функция фое C~(R), supp ср = [— 1г 1]. Функция

ф0 (*l) - • • Ф» (Хп) ^ ^0° (R").
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Теорема о разбиении единицы. Пусть мно-

множество fcR" покрыто конечным или счетным числом

открытых множеств Ша}. Тогда существует семейство

функций Ф = {фа(?)} такое, что:

1°. Фя(х)еС(Йа).
2°, 2 фа (х) = 1, Х<=М,

3е. 0<ф«(х)< 1, х^М.
4°. Каждая точка х^М имеет такую окрестность,

в которой только конечное число функций qp« (х) отлич-

отлично от нуля.
Если множество М компактно, то покрытие Ша) мож-

можно выбрать конечным.

Рассмотрим интеграл A.1). Продолжим /, S нулем
при х < а, х > Ъ и обозначим полученные функции так-

также через /, S. Будем называть точку ха обыкновенной
точкой интеграла A.1), если функции /, S е С" (ха

— б,
х0 + 8) при некотором б>0 и S'(xa)?=0. В противном
случае будем называть х0 критической точкой интеграла

A.1). Мы будем рассматривать только изолированные

критические точки. Вкладом от критической точки х0 в

интеграл F(X) мы назовем интеграл
00

F (К; хо)=* J / (х) ф (х, х0) exp [iXS (x)] dx. A.10)
—

оо

Здесь ф(ж, х6) — финитная бесконечно дифференцируе-
дифференцируемая функция такая, что

1) supp ф не содержит критических точек, отличных

от х0;

2) q>(x, #0)— 1 в некоторой окрестности точки ж0 (на-
(напомним, что мы продолжили функции /, S нулем вне /).

Теорема 1.2 (принцип локализации). Пусть I —
= [а, Ь] — конечный отрезок, и пусть интеграл A.1) име-

имеет конечное число изолированных критических точек

Xi, ..., xh e /. Тогда

F(X) = S F(K; xs) + О (Л-") (Я-> + оо), A.11)

г. е. интеграл F(%) равен сумме вкладов от критических
точек с точностью до 0(Х~°°).

Покроем отрезок / конечным числом открытых ин-

интервалов Qa так, чтобы каждая критическая точка х} со-

содержалась ровно в одном интервале Qx.-i и устроим раз-
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биение единицы {фа(^)}, отвечающее покрытию {QJ.
Тогда cpaj (х) == 1 в некоторой окрестности точки х}. Про-
Продолжим функции f(x), S(x) на всю ось, полагая их рав-
равными нулю при х <? I. Тогда

оо

J f{x)exv[iXS(x)]q)a(x)dx.

Если a^otj, 1^/</с, то интеграл, содержащий cpa(#I,
имеет порядок О(Х~°°) в силу леммы 1.1. Тем самым

A.11) доказано.
Таким образом, как и в методе Лапласа, задача о

вычислении асимптотики F(X) сводится к задаче о вы-

вычислении асимптотики интеграла по малой окрестности

критической точки. В этой окрестности функции /, S
можно приближенно заменить более простыми и иссле-

исследовать затем полученный эталонный интеграл.
Вычислим вклад от граничной критической точки в

простейшем случае.

Теорема 1.3. Пусть f(x), ? (ж) е C~[a, с + б), 6>0
и S' (а) Ф 0. Тогда при % -+ +~

; a) exp[U5(a)]2(^r'l' ^fe(#f))|3c=a. A-12)

Это разложение можно дифференцировать по % любое

число раз.

Главный член имеет вид

F (X; а) f-

3. Эталонные интегралы. Рассмотрим интеграл
а

ф (X) = J жГ-1/ (х) eik*adx. A.13)
о

Лемма 1.2 (лемма Эрдейи). Пусть а 3* 1, Р > О,
функция j(x)^ С°° ([0, а]) и обращается в нуль вместе

со всеми производными в точке х = а. Тогда

"« (Я-^ + оо), A.14)
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Это разложение можно дифференцировать по "к любое
число раз.

Лемма Эрдейи играет такую же роль для интегралов

Фурье, как лемма Ватсона — для ргатегралов Лапласа.

Фазовая функция S — ха имеет единственную крити-
критическую точку 1 = 0 на участке интегрирования. Рассмот-

Рассмотрим вначале случай, когда j(x)^i при 0 < х ^ б, где
0 < б < а. Тогда подынтегральная функция аналитична

на интервале @, б]. В секторе 0 < arg x < л/а имеем

J\e(ixa)< 0. По теореме Коши интеграл по отрезку
[0, 6/2] равен интегралу по ломаной I = Z, U12, где

к = [0, e2apj, К = [e2aPo, -fJ и р0 cos^-= -?-. Тогда

ФР W = Ф^1} (Ц + Ф^2) W + ф^3> W, A.16)

где Ф^-) (Я) — интеграл A.13) по отрезку lh 13= -g-, «

(напомним, что /(#)= 1 при х «^ ^ 1Н2). Имеем

гл(Р+1)

), с>0, A.17)

в силу леммы Ватсона. Интегрируя по частям, получаем

2
__

тя

J"exp

ехр
a

— (iAa)-i j (/(ж)яР-«+1)' ехр (ikx<*) dx. A.18)
6/
j
6/2

i?t

Внеинтегральная подстановка при х=рое2а экспоненциаль-

экспоненциально мала, так как в этой точке exp(iXxa) = ехр (—Хр").
Внеинтегральная подстановка при х = а равна нулю, так

как /(а)=0. Наконец, внеинтегральные подстановки а
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точке х = 8/2 сокращаются (если функция h(x) анали-

тична в точке х<>, то ее производная по любому направ-
направлению равна h'(xo)). Следовательно, внеинтегральные
подстановки в A.18) имеют порядок О(Аг°°). Кроме того,

Ф(р2) М + <5>f{K) = О {Г1) (Я, -* + оо), A.19)

так как !exp(?Lra)| < 1 на отрезках h, 1г, 13 при X ^ 0.

Далее,

«
exp

+ J exp (ifot«) (x»+*-!)'/' (ж) dar] —
г J

— (iXa)~i j x4+«-i/' (я) exp (iXj;*) dx + О (А,"").
6/2

Поскольку функция /'(ж) s С"" ([0, а]) и /'(i)sO при
0 ^ ж < б, то последний интеграл имеет порядок О(
в силу леммы 1.1, так что

A.20)

Поскольку в силу A.19) Ф^а(Х) + Ф?2а(Л.) = О^'1), то

в силу A.20) Ф|32) (^) + Ф(р3> (\) = О (?i~2). Повторение
этих же рассуждений показывает, что

Из этой оценки и A.16), A.17) следует, что

Фр(Я) = а-1Г Е^е «« Я « + ОС?, 0)(Х-> + оо),
V

A.21)
если /(л;)— 1 при малых х.

Докажем лемму в общем случае. По формуле Тейлора

Заменим в интеграле A.10) j{x) на i{x)ty\x), где i|) e
е С00 ([0, a]), tip ^ 1 при 0«?сс<6<а и функция я]) об-
обращается в нуль при х — а вместе со всеми производим-
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ми. Обозначим полуденный интеграл ^(Я). Так как

Кх)~ 1{х)"§(х) = ® при О^х<б, то по лемме 1.1

Далее,

4
а

фр+ь (Я) = J x?>+kip (х) exp (llxa) dx.
о

По доказанному выше асимптотика интегралов O

дается формулой A.21), и остается показать, что

A.22)

где Jim s^ = -f оо. Имеем
Л"-» м

/*(*)=*™М*), ^еСм([0, й]),
а

i?2V (^) = j ф/v (л) exp (iXa«) dr, <р* (х) = ^Pf№/гЛ (ж) г|з (х).
о

Интегрируя по частям, получаем

(ж)] exp (iXxa) \a0 — §[x1-«cpN(x)Yexp(ilxtt) dx.

A.23)

Функция <Pn(x) обладает следующими свойствами: 1) при
х = а она обращается в нуль вместе со всеми производ-
производными; 2) при х = 0 она имеет нуль порядка s = {5 + N.

Поэтому внеинтегральная подстановка в A.23) равна пу-
пулю при N > 0. Функция (^'""фге (х))' обладает свойством

1) и свойством 2) при s = (J + /V — а. Следовательно,
можно повторить такое же интегрирование по частям,

как в A.23), ^ I раз. При этом все внеинтеграль-

ные подстановки обратятся в нуль, и мы получим, что

Гр+jv
L a
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где <?n (х) ~ непрерывная при О «S х «S а функция. Сле-

Следовательно,

и A.22) доказано.
Лемма 1.3. Утверждения леммы 1.2 верны при

\к\ -*¦ °°, 0 ^ arg к ^ я, равномерно по arg К.

1.4. При к -»-Ч-оо

Г ехр (i-kx*) dx~T D/3)

Эрдейи [44] принадлежит другое доказательство лем-

леммы 1.2. Мы приведем его, поскольку оно содержит полез-

полезный технический прием. Пусть а^1, 0<{3<1. Пред-
Представим Фр(А,) в виде

] )
О \оо /

и проинтегрируем по частям. Здесь интеграл берется по

лучу It', t = x + ре 2а, р >0, в комплексной плоскости ?.

Интегрируя по частям N раз, получаем

Фр W - 2? (- Dn /П) @) Ф-п-1 @, Л) + RN (К),
п=о

A.24)

Лд, (к) = (- II  j ф-jv (ж, ^) /CJV) (г) их.
о

Здесь обозначено

(?_„_! (х, к) =
(~ ^"+1 J (t - х)п t^1 exp (ikf) dt. A.25)

Сумма из A.24) дает первые N членов разложения

A.14); оценим остаточный член. Имеем при х > 0, рХ)

<P

2a

11 M. в. Федорюк
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так что 0 ^ ф^ tj—_, и поэтому

sin (аф) ^ 0, Re [i \x + реш) J ^ — ra sin аф <! — ра.

Далее, Ulr'~' =?i xf'~i на луче 1Х, так что

-п-! (x, Я) | < 4г J P" ехР (~
О

Следовательно,
JV a _N

x^'dx = C'nX a. A.26)

)х л

Так как N произвольно, то A.14) доказано.

4. Вклад от стационарной точки. Теперь мы будем
действовать по тому же плану, что и в § 1, гл. II,
а именно, комбинировать лемму Эрдейи и лемму 2.1.2

о замене переменной.
Теорема 1.4. Пусть I = [х0 — 8, х0 + б] — конечный

отрезок и выполнены условия:

2°. Функция S(x) имеет при х^1 единственную ста-

стационарную точку х0.
3°. S"(xe)^0 (т. е. ха

— невырожденная стационар-
стационарная точка).

Тогда при X -*¦ +°°

F(X;xo)= j j (x) exp [as (x)] dx ~

~ exp [iXS (x0) + -f sgn S" (ж0)] К~2 2 ahk-k, A.27)

где коэффициенты ah имеют вид

Г (АН

»

A.28)
x

^±
S (x,_ x,) = /2 E (x) - 5 (*„)) sgn 5"



§ 1. ОДНОМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ 163

Разложение A.27) можно дифференцировать по X любое

число раз.

Главный член асимптотики имеет вид

X exp [ttS (*„) + •? sgn S" (*„

F (Я; х0) =

Сделаем замену переменной x = ty{y) такую, что

S(x) = S(x0) + Ц-, e = sgnS"(z0) (см. лемму 2.1.2).

При этом б > 0 можно считать настолько малым, чтобы

функции х = -ф (у), у = ty~l (х) е С°°. Тогда

«2

F (I; xQ) = exp [iXS (xQ)] ехр Щ- f (^ {у)) ^ {у) dy.
-е.

О 62

Применяя к каждому из интегралов \ , \ лемму Эрдейи,

получаем, что F(X; х„) разлагается в асимптотический

ряд A.27). Формула A.28) доказывается точно так же,
как и формула B.1.26).

Имеет место также формула, аналогичная B.4.9):

t|5%J7 exP [&S (*о) + "f sgn S" (x0)} X

х 2 тг (жГE" <*°»~* DJ"[/ ^ехр o

A.29)
/г (х, *0) = S (х) - S (х0) - -f S" (х0) (х - хо)\

Доказательство будет приведено в § 2 в многомерном

случае.
Теорема 1.5. Пусть I = [х0, х0 + б] — конечный от-

отрезок, 6>0, функции f(x), S(x)*bC°°(I) и f{h)(xa + 6) =
= 0, А; = 0, 1, 2, ... Пусть функция S(x) имеет на I

единственную стационарную точку х = х0 и

Sw(x0)=0, l^k^m-l, SM(xo)?=O, A.30)
11*
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где т>2. Тогда при X -> +°°

0+е

(Я,; ж0) зз j / (г) exp [US (*)]

^Л exp [iXS (х0)] 2j akh i A-31)

коэффициенты ak вычисляются по формуле

-П>Lj / \ / с/ \ f С* / \ О / \\\ Wl f \«-
I \ т\ [ л [-/> I I N I т41 ***шш S / *у* 111 ii" vi

A.32)
Здесь обозначено

S/r \_адп <?M/r \ /) 05V

Главный член асимптотики A.31) имеет вид

Г I — I _i

mexp|f^(^0) + ^sgn

Пример 1.3. Функция Бесселя целого индекса п ^

> О имеет интегральное представление
л

Jn (х) = л J cos (x sin <p — щ) dq>.
о

Вычислим асимптотику Jn(x) при ж -»¦ +°° и фиксиро-
фиксированном п. Имеем

я

Jn (х) = я-1 Re J exp (ix sin <p — Ш

о

Функция 5(ф) = 51Пф имеет на отрезке [0, л] единствен-

единственную стационарную точку ф
= я/2, в которой 5 = 1, S" —

= — 1. Поэтому главный вклад в асимптотику дает эта

точка. Из формулы A.27') получаем, что

Jn (х) = /^ cos [х - Ц- - ¦?) + О (ari)l

так как вклад от концов имеет порядок О(х~*).
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Пример 1.4. Функция Бесселя вещественного ин-

индекса v имеет интегральное представление

я

Jv (vx) = я J cos [ v (ф — х sin ф) ]d(f —
о

оо
п

— я-1 sin vjx exp[— v(t + xsh t)] dt. A.34)
о

Вычислим асимптотику /v(vz) при v -»- +°°, x > 1 фик-
фиксированном. Второе слагаемое в A.34) имеет порядок

О{\~1), так как интеграл не превосходит величины

\ e~vtdt = v . Первое слагаемое в правой части A.32)
о

равно
п

я" Re \ exp [ivS (ф)] йф, S = ф
— a; sin ф.

о

Стационарная точка единственна и имеет вид ф0
=

= arccos х~\ причем S" (ф0) = Ух2 — 1, 5(фо) = arccos x~v —

- 1xz- 1. По формуле A.27)

/v(VX) =

к / \

-' cos f v arccos x~l — v \^x2 — 1 + -?-] +
+ O(v-i)

fv ->- +oo ^>1V

Вычислим асимптотику /v(v) при v -*- +°°. Имеем

/v (v) = я-i Re j exp [ivS (<p)\ dy + О (v~i)f
0

S = ф
— sin ф.

Стационарной точкой является точка ф
= 0, причем

S@) = S"@)=0, 5"'@)=l. Применяя формулу A.31),
получаем

1

(v) = Js^llm + О (v^) (v -> + ос).
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Рассмотрим пример, когда функция j(x) имеет лога-

логарифмическую особенность в стационарной точке функ-
функции S(x).

Лемма 1.4. Пусть f(x)^C~{[0, а]), где 0 < а < 1,
обращается в нуль при х = а вместе со всеми производ-
производными, и а > 0, р > 0. Тогда при X -»- +°°

F (X) =3 j / (х) х^~х In х exp (iXxa) dx ~ 2 aft (X) X a, A.35)

Главный член асимптотики имеет вид

(X) - -a-*e7S"r(P/a)X-B/alnxf/(O) + 0(^I. A-37)

Повторяя те же рассуждения, что и в доказательстве

леммы Эрдейи, получаем, что

рп\ _ V f (°) iir, m j- О(X~yN) (\ Я8^

где Yjv ~^" +00 при 7V -> «э,

a

Tft (Я) = j 2)p+ftajj (x) In ж exp (гЯжа) dx.
о

Снова заменим контур интегрирования на U U Z2 U /3; тем

же способом, что и в лемме 1.2, можно показать, что

интеграл по 1г U Z3 имеет порядок 0(Х~°°), а интеграл по

Zi равен

о

Разобьем этот интеграл на два: А +/2, где h содержит
In у, а /2 содержит -к—. К первому из них применим
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лемму 1.2, а ко второму
~

лемму Ватсона, тогда

h + h =

_ «Т A±*)[_ 1„ X +

Подставляя полученные выражения в A.37), получаем

A.34), A.35).
1.5. Пусть условия леммы 1.4 выполнены, у веще-

вещественно. Тогда при К -»- +°°

а

/ (х) х^1 (In z)v ехр (ilxa) dx ~

сГТ (р/а) [/@) + О (^L)] Х-р/а (In K)\

5. Более сложная зависимость от параметра. Рассмот-

Рассмотрим интеграл, содержащий дополнительные веществен-
вещественные параметры а = (аь ..., ah):

ь

F (Я, а) = j/ (х, а) ехр [US (x, a)] dx, A.39)
а

и докажем результат, аналогичный теореме 2.2.1. Пусть
Q — область в Rai / = [я, Ь] — конечный отрезок. Введем
условия:

Ai. Функции /, 5еС([/ХЙ])ПГ(/ХЙ), функция
S(x, а) вещественнозначна при (х, a)e/Xfi,

А2. При каждом фиксированном aefi функция
S(x, а) имеет единственную критическую точку хй{а)^1.
Эта точка невырождена,

\S"xx(xa(a), a)|>60>0, a ей,

и лежит строго внутри /, т. е. i,(a)e/' = [a', b'], a<
< а' < Ъ' < Ъ, при всех а ^ Q.

А3. ?>х/ (х, а) = 0 при ж = а, Ь; а е Q, jfc = 0, 1, 2, ...

Теорема 1.6. Пусть условия А, — А3 выполнены.

Тогда для функции F(k, а) справедливо асимптотическое

разложение A.27) при К -> +°о равномерно по а^Ж,
где Ж — произвольный компакт, лежащий внутри Q. Это

разлоэюение молено почленно дифференцировать по К и

по а любое число раз.
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Главный член асимптотики имеет вид

X exp [ikS (х0 (а), а) + -J- sgn S"xx (x0 (а), а)], A.40)

где О(Х~1) равномерно по a s Ж.
1.6. Асимптотическая формула A.34)" для функции

Бесселя пригодпа при v -+¦ +°° равномерно по ж, 1 < а <
< ж < Ъ (числа а, Ь фиксированы).

Пример 1.5. Рассмотрим интеграл
оо

j] (t, х) =» — \ e~2Vtki cos жй cos t У gk dk.

о

Здесь т] — профиль волн, вызванных сконцентрированным
в начале координат поднятием жидкости площади 5, на

свободной поверхности жидкости в канале бесконечной

глубины. Далее, t — время, х — пространственная пере-

переменная, v — кинематическая вязкость и g
—

ускорение
силы тяжести.

В работе [73] с помощью ряда линейных замен пере-
переменных т] приводится к виду

00

I = 2 J ue-2tyi cos (xu2) cos (tu) dut
о

где | пропорциональна т), и вычисляется асимптотика на

кривых х = cta, t ->- +°о, при различных а. Мы модифи-
модифицируем это решение. Делая замену и -*¦ t~Uiu, получаем

+ /_), A.41).

1± = j ф (и) exp [it3/4S± (ux a)] dut
а

где обозначено

Ф (и) = ие~ »**, а = жГ5/4, 5± = u ± аи2. A.42)
Точки м±(а) = Т1/Bа) являются стационарными точка-

точками фазовой функции S±. Параметр а может быть и боль-

большим, и малым. Стационарные точки и± лежат далеко от

начала контура и = 0 при а<1 и лежат близко к этой
точке при а > 1.
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Г. а -+ 0. Положим/±== I{± + I{±i где 7^—интеграл
отрезку 0, ^- . Тогда при а -*- О

1/4»

(Здесь и далее С, Cj — постоянные, не зависящие от х,

t.) Интегрируя 1± по частям дважды (так как ф@)=0),
как в доказательстве теоремы 1.1, получаем

Следовательно,

| = -2Г2 [1 + 0 (Г3/4)] +1- 0(ехр {-Cf/zk) У
A.43)

2°. ое/, где I — конечный отрезок, О Ш I. В этом слу-

случае интеграл /+ по-прежнему имеет порядок O(t~i/Z),
равномерно по ael, так как \SU (и, а) \ ^О 0 при всех

и > 0, ае?. Асимптотика интеграла /- по теореме 1.5

равна вкладу от стационарной точки и-{а); этот вклад

имеет порядок, больший чем /+. Окончательно получаем

/ х4 U ( f2 я \ . п
ехр н cos т —} -\- иг cos 7т + u J

^ 8f5jL V ** 4 /
ч J A.44)

(< -»- +«>, 0< Р, <S tblxk <$*< ooj

равномерно по а.

3°. а -»• +°°. В этом случае стационарные точки

и± (а) -*¦ 0, т. е. «садятся» на конец контура интегриро-

интегрирования, так что основной вклад в асимптотику /± вносит

окрестность точки и = 0. Сделаем в интеграле 1 замену

переменной и -*¦ ut/x, тогда

7± = j и ехр
а

где обозначено

и р — малый параметр. Рассмотрим два случая:
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а) X -*• +°°. Тогда основной вклад в Т± вносят точка

и = 0 и стационарная точка и == 1/2 соответственно.

Имеем

так что

b) A. ->- 0. В этом случае оба параметра К, $ в интег-

интеграле A.45) являются малыми. Преобразуем | к интег-

интегралу, содержащему большой параметр, делая замену и ->-

-*¦ u/t; тогда

/± = 2Г2 f uexp ( —^ + ш)
В данном случае x/t2 -*¦ +°о, обе фазовые функции имеют

точку стационарной фазы и = 0, и мы получаем

6 =-^[1 + 0AI (*/^+оо). A.47)

Полученные формулы A.44), A.46), A.47) не ре-
решают поставленной задачи полностью, так как остаются

пограничные зоны, в которых асимптотика, вообще го-

говоря, выражается через специальные функции (см.
гл. VI).

Докажем аналог теоремы 2.2 из гл. II. Рассмотрим
интеграл

F(X)= f / (х, X) exp [iS (х, К)) dx, A.48)
(Х)

где a, b, f, S — вещественнозначные функции. Введем ус-
условия:

А4. Функция S (х, X) при X > 1 имеет единственную

стационарную точку х = х0 (X), которая невырождена
при Я» 1.
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А5. Существует функция р(Х)>0 при "К> 1 такая,
что

р2 W S"xx (х, (к), X) ->- + оо (к -> + оо), A.49)

= о [(р (Я)) EL (х0 (А), ^))-1/2] A.50)

при Я.-3- +°°, |й| < р(А,).
Теорема 1.7. Пусть условия А4, ,А5 выполнены.

Тогда

\ exp [j^uS (ж, ?;)]

^ ( )
A.51)

По формуле Тейлора при х<^(ха(к)-~ р(Х), ха(к)-\- р(Я))
имеем

5 (х, I) = 5 К (А,), X) + -~ 5lx (Ф (г, X), X) (ж - *0

Далее, из A.49) следует, что при К

J exp [-1-S'<*„(*), b)*\dx~ л/
1Л

^.A.52)

Поскольку II — ei6l =S |0| при вещественных 9, то

pa)

j exp [-L. 5^ (x0 (Л.), X) ^] - exp [4- Slx (ф, X)
-PC?.)
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6. Асимптотика главных значений интегралов. Рас-
ь

смотрим интеграл |
——- dx, где а, Ъ > 0. Подынтег-

—а

ральная функция имеет особенность в точке х — 0, если

ф@)^0, так что этот интеграл, вообще говоря, расхо-
расходится. Главным значением {у. р.) по Коши этого интег-

интеграла называется предел

Е_>+0
f] JKEL ^ = v. p. f _1М йХш
J I х j х
е ' —а

Этот предел существует, если функция <р(х) дифферен-
дифференцируема. Для симметричного интервала [—а, а] имеем

v. р. | JEM. & « J Ф<«)-Ф@) dx_ A.53')
—а

Пусть функция <р(х) голоморфна в некоторой комп-

комплексной окрестности \х\ <R точки х = 0, и пусть it —
контур в комплексной плоскости х, состоящий из отрез-
отрезков [—а, —е], [е, Ь] и полуокружности yt- |ж| = 8,
Im х 5= 0, где 0 < е < R. Тогда

Нт Г dx = lim
e->+0

b

С с ( i Г ( }

+ lim —^i- Ac = v. p. -Е-Щ- dj; — Л1"ф (О)

v+ ~a

(знак минус берется потому, что полуокружность yt
ориентирована по часовой стрелке). Но по интегральной
теореме Коши интеграл по контуру h не зависит от е

при 0 < е < Л. Следовательно, при малых е > О

ь

v. p. ^2<?Ldx= |^_^ + ш-ф@). A.54)
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Аналогично, если Ц — контур, симметричный с It отно-

относительно вещественной оси, то при малых е > О

ь

v. р. Г JEM. dx = f -^- dx — л*Ф @). A.54')

Лемма 1.5. Пусть /(х) е С~ (R). Тогда при %-^Л-оо
оо

v. p. j e±iXxf (x)^ = ± nif @) + О (А 0). A.55)
—оо

Пусть для определенности интеграл содержит е1Ч

Введем функцию г] (ж) е С^° (R) такую, что r\
^ 1 при

Ы<6, и преобразуем подынтегральное выражение в

рассматриваемом игтеграле F(k) следующим образом:

Тогда

оо

+ v. р. / @) j *** ЛМ do; = Fx (К) + F2 (X).
— 00

Функция ф(х)= х~*[1(х)— r\(x)f(O)] финитна и тожде-
тождественно равна нулю при малых Ы. Следовательно,
Fl(K)= О(Х~°°) при К -*¦ +°° в силу леммы 1.1. Далее,
подынтегральная функция в F2(K) голоморфна при ма-

малых комплексных х, так что в силу A.54)

если 8>0 достаточно мало. Фиксируем г. Интегрируя
по частям и учитывая, что функция т] обращается в

нуль на концах контура it вместе со всеми производ-

производными, получаем, что при любом целом N S* 0 этот ин-

интеграл равен
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Так как 1тх>0 па 1е, то \еах\ < 1, и мы получаем

оценку |/(Я) I ^ CNX~N (напомним, что е фиксировано).
Теорема 1.8. Пусть f(x)eC™(R), S(x)^C°°(R),

функция S(x) вещественнозиачна и S' @)^0. Тогда при

v. Р- J —^ exP fiXS (*)] dx =

= nif @) exp [ikS @)] sgn S' @) + О (Я'00). A.50)

Это рйзложение можно дифференцировать по К лю-

любое число раз.
В силу принципа локализации можно считать, что

Sr(x)=?0 па supp/; пусть S'(х)> 0 для определенности.
Сделаем замепу переменных S (х) — S @) — t; пусть х =

= ф(?). Тогда рассматриваемый интеграл F(X) примет
вид

F (X) = eiKs^ v. p. J e^t —

функция /* (t) g= Co°° (R). Так как lira ~=~ =5" @),dx t=n

то /*@)=/@), и A.56) следует из A.55). Аналогично

расслттривается случай 5' (т) < 0.

Покажем, что асимптотические ряды можно интегри-
интегрировать почленно и в том случае, когда интеграл берется
в смысле главного значения.

Лемма 1.6. Если ф(^)еС'[-й, а], то справедлива
оценка

а

, , J 2а max |<р'(*)|- A.57)
L—и. а]

При х е [—а, а] имеем по формуле Лаграшка ср(х)~
— ф@)= л:ф'(|), | е [-а, я]. Оценка A.57) следует
из A.53').

Рассмотрим интеграл

F (К) = v. p. f f{x'x Я)
е*а<х) dx, A.58)
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Пусть
Г. f(x, ^)еСж при ieR, %>l\ / = 0 при \х\>а.
2°. 5(ж)еС°° при \х\<а, Sf(x)?°0, S — веществен-

позначная функция.
3°. При любом целом N ^ 0 справедливо разложение

, X) =
h=0

A.59)

где Д (х)—бесконечно дифференцируемые функции,
fk(x)^0 при \х\^а, и для остаточного члена справед-
справедлива оценка

\RN(x,X)\<CN,

при \х\ =?= й, Я, 5= Хо > 1.

Теорема 1.9. Пусть условия 1° — 3° выполнены.

Тогда при X -»- +«з справедливо асимптотическое разло-

разложение

A.60)F (X) ~ exp [iXS @)] яг sga 5' @) 2 /ft @)

Теорема 1.7 примепима к каждому из интегралов
со

J x~lfh (x) еЛх dx, а для остаточного члена в силу лем-

— сто

мы 1.6 справедлива оценка

—JV—1AT' \ exp [iXS (x)] х~гЯм (х, X) dx -f-

Теорема 1.10. Яг/сгь / (z) ¦= С? (R), S(a:)s С» (R),
функция S вещественнозначна. Пусть 5"@)=0, ^"(О)^
=7^ 0 и дбаза 5 яе имеет других стационарных точек на

supp /.
Тогда при X -*¦ +°° справедливо асимптотическое раз-

разложение

с»

F (X) = v. p. f -i^- exp [iX5 ( dx

exp [iXS @)] A.61)

Это разложение можно дифференцировать по X любое
число раз.
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Главный член асимптотики имеет вид

F (X) = Х~1/2 exp [&S @) + Щ- sgn 5* @)] X
х

В силу принципа локализации можно считать supp /
настолько малым, насколько это необходимо. Пусть для

определенности S" @)> 0. Сделаем замену переменной
S(x) — S@) — tz, х = ц>A), тогда рассматриваемый интег-

интеграл равен

F(K) = ехр[гЯ5@)]у. p. J e^^^-dt,
—oo

где обозначено

Функция /*(J)sC(R). В силу A.53') имеем

а

F (X) = exp [IKS @)] j e^2 ;*@~J*(~° dt.

Функция ф@ = B*Г1[/*@-/*(-г)]еС(К), Ф@) =
= ft @). Применяя теорему 1.4, получаем асимптотиче-

асимптотическое разложение интеграла F(X). Главный член асимп-

асимптотики равен exp iXS @) + ~\ У^лД ср(О).
Вычислим ф@) = d/*(O)/dt. Имеем

(многоточием обозначены члены более высокого порядка
малости). Далее, при малых t имеем

Так как х~у
— t при г ->- 0, то получаем A.6Г)'.
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Замечание 1.2. Рассмотрим интеграл

Г f (x ei\
F (X, а) = v. р. \ 'у ' ;

exp [US (x, a)] dx%

содержащий вещественные параметры a=(af, ..., an).
Пусть /, 5 бесконечно дифференцируемы по (х, а) при
—оо < х < оо, a s Q( /(x, a) = 0 при \х\^*а и при всех

Тогда теорема 1.8 остается в силе для интеграла

F(X, a), если | Sx (х, а) | ^6>0 на supp/, где б не за-

зависит от (ж, а). Аналогично обстоит дело с теоремой
1.9. Теорема 1.10 остается в силе, если Sx @, a) = 0 при

всех а и [ S"xx (х, а) | ^ б >¦ 0 на supp /.
7. Интегралы с логарифмическими особенностями.

Рассмотрим иитеграл Фурье

F (I) = ^j (х) е^х dx. A.62)
о

Пусть Re (Xi < Re «2 < ... < Ream< ..., Ream-*+°° и

/ (я) ~ 2 ^,^am~1 (- In xf™ (X -> + 0), A.63)
m=o

где pm — произвольные комплексные числа. Пусть интег-

интеграл A.62) сходится при X > Ко > 0, функция f(x) не-

непрерывно дифференцируема q раз при х > 0, разложение

A.63) можно # раз дифференцировать. Пусть /"' (х) -+- 0

при ж -*- +<»f / = 0, 1, ..., g
- 1, и интеграл J /(<?) (x) eU3C dx

о

сходится равномерно при 1 > Ко. Введем обозначение

J («, Р, А,) = J z"-1 (— In zM е^г ds, A.64)

где I — луч arg z = *[ в комплексной плоскости z, 0 <

< ^ < я/2, Re а > 0, р" — любое комплексное число. При
Я -+¦ +оо справедливы асимптотические разложения

^2 м, в, Федорюк
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/ (а, р, I) ~

(а, р, К) ~ е1ая'2аГа 2 с* (а, Р) (In
ft=0

Пусть М = М (q) > 0 — целое, Re ам-{ < q < Re ам п

выполнены сформулированные выше условия.

Теорема 1.11 [99]. При к ->¦ +°° справедливо асимп-

асимптотическое разложение

М-1

i7 (Я.) = 2 cmj(am, pm, Я) + о (Я"9).

Коэффициенты ст — те же, что и в A.63).
1.6. При К -+ +°о

1 «

J (- In х)~ш eikx dx ~ 17Г1 2 Ч (In
о h=0

2

6—О

(- In 0~1/2 = 2 dk A - f)fe /2-
fe=o

При X'-*- +°°

| In 115/2 «-*+^'й = / A, 5/2, X)-J B, 3/2, Л) + о (Л~2).
а

Эти результаты обобщены в [99] на интегралы с бы-

быстро осциллирующими ядрами вида
т

F(X)=\h(Xx)f(x)dx. A.66)
о

Здесь j{x)€=C°° при х>0, /(х)^0 при х > Т и

?о Лт(т)

2 2 Cmnxa^{\nxfmn (X-+ + 0). A.67)
т=0 п=о
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Числа am, fLn удовлетворяют тем же условиям, что и

в A.63), N(m)<oo Прп всех т. Далее, h{z)<sC°°{R) и

со N(m)

h(x)~eixV% 2 amnx-r™ (In x)n (s-> + «>),

числа rm, N(m) удовлетворяют тем же условиям, что и

выше, v вещественно, v Ф 0.

Метод исследования основан па использовании ра-

равенства Парсеваля для преобразования Меллипа:

F (к) = — l~zM (h) (z) M (/) A - 2) dz,

где Л/(ф) (z)—преобразование Меллниа функции q(x).
Предполагается, что

h{x)=O{x~a) (x -*¦ +0, а < Re г0, Re а0
— а > — 1).

Тогда а < с < Re ссо + 1.

Теорема 1.12 [99]. Я/ж А, -> + °° справедливо асимп-

асимптотическое разложение
К(т)

?n=0

N(m) "I

2' ТГГТГ
К <a- Z' ^)

П==0 J

e > 0 — любое. Здесь [5mri не является целым отрица-

отрицательным числом в сумме 2*' Pmn = ~^ ~ целое отрица-

отрицательное число в сумме ^ .

Далее,
•ЛЯ'"' Г а

_,

J {а, р, Я) = -?— 0 (а + 1 — 2)'
х
X М (h) B) rfz^

v

где интеграл берется по малой окружпости, окружающей
особую точку z = cc+l. Если $ = 1^0 целое, то этот

интеграл равен вычету в точке z = а + 1. Если р ФI,
то при А. -+¦ +°°

С;в
'
AП /»)'

(a
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что следует из леммы Ватсона. Интеграл К равен

К (a, l,X)

При X -*-

v

имеем

К (а, I, Я) ~ Х-**1 2 щ

z'-W (Л) (z + а + 1

Рассмотрим интеграл

(In

A.68)

i=o

Здесь f(z) состоит из одного слагаемого вида A.67)",
где «о == 1, роо — 3/2, Соо = е3л1/2 и главный член асимпто-

асимптотически имеет вид

о, Роо> hj »

Выпишем первые два члена асимптотики

-/{1пЯK/2 , „ -i(b

ГГE/2) ЛТ C/2)

1°. h(t) =

где у
= 0,57721.

2°.
.— постоянная Эйлера.
)

г -f- v\ т
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3°. h(t)= Ai(—t) (функция Эйри):

сп =
я

1 d \Щ2г1^-Шг( z) (z + l) (nz n

ci=T^L й
L \ТI \-T-)sin[T +

Tj\U=2

4°. h(t) = Dv(e<nf4) (функция Вебера):
1-v 3-у.( Л

3- v\ V 2 ' 2 ' 2 ' XJf
Г'-2

X -f

2=2

где F — гипергеометрическая функция.
В [99] получены оценки остаточных членов для

асимптотических разложений интегралов вида A.66) с

осциллирующими ядрами.
8. Некоторые специальные типы интегралов. Рассмот-

Рассмотрим интеграл
г

r?) sin Ц dy. A.70)
Q

Пусть функция gfn](x), n> {, непрерывна в интервале

0<x<(z2-q2)l/1 и

h=0

где 0 ^ а < 1. Если z конечно, то существуют конечные

пределы

lim G{k) (у) = G{h) (z — 0), ft = 0, 1, ..., л,
z-o

где 0) (j)g№9)
Если z = +oot хо при достаточно больших Я > 0 ин-

интегралы

(г/) sin (^- + Ху) dy, ft = O, I, ..., n,
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сходятся равномерно при некотором с > 0. В [145] дока-
доказаны следующие теоремы.

Теорема 1.13. Пусть z конечно. Тогда при Х~^+°°

2Я-1

F(X)= S /_№+e)/2 (M) ah
ft=o

2sin [Чгл +Xz)G(h) <2 -0)

Здесь Jy — функция Бесселя и

tri\ Vя
„ Г (k + a+l) /9_N(ft+a)/2

Теорема 1.14. .Если z == ±°°, го справедлива фор-
формула вида A.71), причем вторую сумму из A.71) сле-

следует отбросить.
Оценка остаточного члена равномерна по д, 0 < q < q0.

Точный вид остаточных членов приведен в [145].
1.7. Пусть g(x)= ёхх~\ Тогда

(Я) |< Я (l + -| (s2 - g2)I/2 + (z2 -

+

1.8. Пусть g(x)= [x(x+ \)]~\ z = +oo. Тогда

2-i (г2 -

Рассмотрим интеграл

1

F (К) = j ж"а/ (ж, {Яж}) tte, 0<а<1,:

где {Кх} = Хх — [Хх], [Хх] —целая часть %х. Введем обо-
обозначения: Bh(x) —периодические функции Бернулли (по-
(полиномы Бернулли Bh(x), продолженные с отрезка [0, 1]
периодически на всю ось), ?(s, а)—обобщенная дзета-

функция:
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Положим

F (х, у) = x-af (х, у), F{xk) (х, у) = {dldxf F (х, у).

Теорема 1.14 [125]. Пусть функция f(x, у) непре-
непрерывна при 0 ^ х, у ^ 1 и имеет непрерывные частные

производные по х до порядка m + 1 включительно. Тог-
Тогда при К ->• +оо

1 1

о о

m-1

2 тг (т
-a+fe+l f

ft=0 о

В [134] исследован интеграл

J ^ @'уК {а -k'y)dy + 0^ )¦

где g, h — достаточно гладкие функции, s — веществен-

вещественное переменное, функция h вещественна. Пусть (Oi(s),
«2 ($) ¦— полные вариации функций g(x, s), hj Kx} s) на

отрезке [a, a + b] соответственно,

i" (a, s), e2 = sgn/jD)(a, s),

(«, я)] ,

ц (s) =

Пусть на отрезке [a, a + ft] при s -> s0 имеем

«i(s)=o(g(a, s)/F(s)n{s))), 6(

(«, s)<0.

Тогда при s -*¦ s0

F(s)~^-g (a, s) \ J^s) 1 exp [i (h (a, s) - e2 (X/s) - n/2)] X
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§ 2. Метод стационарной фазы в многомерном случае.
Вклад от внутренней невырожденной

стационарной точки

1. Вклад от невырожденной стационарной точки.

Лемма 2.1 (принцип локализации). Пусть /(#)<=
еС"(й), S (х) <= С°° (Q), функция S(x) вещественно-
аначна и

S'x(x)^Ot zeEsupp/. B.1)

Тогда для любого целого N > О существует постоянная

Cff такая, что при Я ^ 1 выполнено неравенство

и f(x)exp [iXS (x)] dx B.2)

Здесь Ц/1 л-max 2 |2?a/(a;)|.

Пусть L — дифференциальный оператор

|^4- B-3)

Тогда справедливо тождество

L(eiks^)^ikeik3(x). B.4)

Если F(k)—интеграл B.1), то, интегрируя по частям,

получаем

F(X) = ±jj f(x)L (*№>) dx = ±^L(j (x)) eimx)dx, B.5)

так как внеинтегральная подстановка обращается в нуль

в силу финитности функции /. Здесь 'L — формально со-
п

пряженный к L оператор: lLj = —^— / ] S'x (х) \~2 -^~ /1.

Следовательно1 |^(Я)|^ ^l^I/ffc^a)' Повторяя интегри-

интегрирование по частям еще N—\ раз, получаем B.2).
Таким образом, в условиях этой леммы F(X)=O(X~°°)

(Я->+~).
Из леммы 2.1 вытекает тот же принцип локализация,

что и в одномерном случае (см. § 1, п. 2).
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Пусть 3? (R«) — пространство Л. Шварца; его элемен-

элементами являются функции /(ж)е С°° (R"), которые при
\х\ -*-°° убывают быстрее любой степени \х\ вместе со

всеми своими производными.

Предложение 2.1. Если функция j (х) Q 9" (R"),
то ее преобразование Фуръе / (?) е S? (Rf).

По условию для любого N и для любого мультиин-
декса а существует постоянная CNia такая, что

\Daf{x)\<CN,a{i+\x\)-\ ieR«.

Имеем

ga (x) = **... <«/ (х) е ^ (R").

Интегрируя М раз по частям так же, как и в B.5),
и учитывая, что внеинтегральные подстановки на беско-
бесконечности обращаются в нуль в силу быстрого убывания
функции ga, получаем

1Е Г2М J

Следовательно, при |?| > 1 справедлива оцепка

af (I) | ^ Ca,M | ? Г i что и требовалось доказать.

Теорема 2.1 [84]. Пусть Q ^ R" — конечная область,

/(?)€= С (Q), ,УA)еС-(О), Яг/сть функция S{x) веще-
ственнозначна и имеет в области Q единственную и при-
притом невырожденную стационарную точку ж*. Тогда при
"К -*• +оо справедливо асимптотическое разложение

a

оо

/ (ж) exp [iXS (x)] dx ~ X~n/2 exp [ikS (ж0)] 2
k=0

B.6)

разложение можно дифференцировать по К любое

число раз.
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Выпишем главный член асимптотики:

F (К) = (^ljn/2eXp [as (x°) + -J sgn S'L (x0)] X
X | det S"xx (z°) \~1J2 [/ (x°) + О (Я )]. B.6')

Здесь используется обозначение: если А — веществен-

вещественная симметричная невырожденная матрица, то

sgnA=v+{A)-v-(A),

где v+(^) (v~(A))— число положительных (отрицатель-
(отрицательных) собственных значений матрицы А.

По лемме Морса функцию S (х) в малой окрестности
точки х° можно с помощью гладкой замены переменных

х = Ч>{у) привести к сумме квадратов:

п

(S о ф) (у) = S (х°) + 4" 2е^ & = ± !)¦
3 = 1

Вектор-функция х = ср(у) диффеоморфно отображает
некоторую окрестность V точки у

= 0 на окрестность U
точки хй. В качестве V выберем куб вида It/J^S, I «S
< / < п. Далее, в силу принципа локализации можно счи-

считать, что /(ж) = 0 вне U.
После замены переменных получаем, что

6 « / п \

F (I) = exp [as (х0)} J . ..
f ехр ( -|- 2 е^ /* W дУ +

-б -б V з=1 )

+ О(Х~Х). B.7)

Применяя к полученному интегралу теорему 1.5, после-

последовательно по переменным уи у2, ..., уп (сравните с до-

доказательством теоремы 2.3.1!) получаем B.6).
Главный член асимптотики имеет вид

exp [iXS (x°) ] /* @) JI exp
—-i x) dxj =

3=1

/ / П
rt/2

exp [i\S (х0)} (If) exp I **

2 е,- ] / (х°) det щ @).If) exp I ]
Из этой формулы и леммы Морса 2.2.3 следует B.6').
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Следствие 2.1. В условиях теоремы 2.1 для лю-

любого целого N>0 существуют постоянные CN, aN такие,

что при К^ 1 справедлива оценка

F (I) - Я~ *
exp 2

B.8)

Коэффициенты ah разложения B.5) имеют вид

где Мгк — линейные дифференциальные операторы по-

порядка <2fc.
Ввиду важности теоремы 2.1 приведем другие вари-

варианты ее доказательства. Достаточно ограничиться случа-

случаем, когда supp / есть малая окрестность точки х",
det Sxx(x) Ф 0 на supp/. Применяя формулу B.3.24), по-

получаем одномерный интеграл

F (X) = exp [iXS (x0)) j еасФ/ (с) dc

(интеграл в силу фииитности функции / берется в ко-

конечных пределах). Из предложения 2.3.3 следует, что

Ф, (с) — с«/2 2 4>kck (с -* 0) и что Ф; (с) <= С™ (R71),
откуда в силу леммы Эрдейи следует B.5). Третий ва-

вариант доказательства основан на равенстве Парсеваля

j Ф (х) мр (х) dx = Bл.р j Ф (I) $ (- 1) <& B-9)

Здесь ф (^) — преобразование Фурье функции ф (х):

$ (|) =* ^|Ф (ж) = J Ф (х) ехр [- I (х, I)) dx. B.10)

Применяя лемму Морса, получаем (см. доказательство

теоремы 2.1)

F (X) = exp [iX5 (z°)] j exp [-^ <Лг/, г/>] /• (у) % + О (Л~°°),

где С/ — малая окрестность точки у
= 0, А — веществен-

вещественная невырожденная симметричная матрица. Применяя
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равенство Парсеваля B.9) и учитывая формулу B.3.16),
получаем

F {%) = exp [iXS (х»)] (f-jn/2exp [f sgn л| I (k)t

Теперь экспонента, стоящая под знаком интеграла, со-

содержит малый параметр Я .Разложим ее по формуле
Тейлора:

JV

^ (^)Й 1 k
s E, Я).exp I

Ty^ V

Из оценки

следует, что

-2
iZV+i

Id /a I \ I <
I л* л- v ё» ^-J I

CN — постоянная, так что

-лг-1|ь|2(лч-1)
Igl

»

Последний интеграл сходится, так как функция f*(\)
принадлежит пространству Шварца S^(R"). Окончатель-
Окончательно получаем

/(Я) = Ц ahl-h + Oil-"'1) (k-+ + оо),
ft=o

что и доказывает теорему 2.1.

Приведем формулы для коэффициентов разложения
B.5), аналогичные формулам B.4.9). Положим

B.11)

B.12)

и введем дифференциальный оператор

^гХ1 Vx>.
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Предложение 2.2. Пусть условия теоремы 2.1
выполнены. Тогда при X ^ 1 и при любом к ^ 1 справед-
справедливо разложение

t Ш = —— As(a;°)
'

exp -^ sgn Hs (x°) X

fe^\-j , B-13)

3=0

ЗЗесь обозначено

S{x, x°)=S(x)-S(xa)-<Ha(x°)(x-x0), х~х°У, B.14)

u Зля остаточного члена справедлива оценка (при Х^ 1)

|Л,(Х)|<С,||/|ЦЙ) B.15)

пры некотором f
=

у (к) < °°.
00

Рассмотрим формальный ряд 2^~JXj(^)> полученный
о

из B.13) заменой к на +«>. Так как функция S (х, х°)
имеет в точке х° нуль порядка ^3, то хД^) есть полином

степени ^ [2/'/3]. Переразлагая этот ряд по степеням
с» оо

%-\ получаем 2 ^~*Хз М — 5) о*Я~г (равенство формаль-
о о

ных степенных рядов) и формальное разложение

F (X) « ехр [?А,5 (аг0)] %~п1* |j a*^-j.
о

Покажем, что aj
= ^j»

Пусть п = 1. Тогда для интеграла Лапласа B.11)
справедливы асимптотические разложения B.1.24) и

B.1.25). Асимптотическое разложение A.27) для интег-

интеграла Фурье получается из B.1.24) формальной заменой

-т s§n s"

Разложение A.29) получается из B.1.25') с помощью

той же формальной замены. В силу единственности
асимптотического разложения по степеням Х~1 предложе-
предложение доказано при п — 1. Поскольку разложение B.5) по-
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лучается в результате последовательного применения ме-

метода стационарной фазы к одномерным интегралам,
из B.4.9) следует B.13).

Сумма, стоящая в правой части равенства B.13), со-

содержит все коэффициенты ак при к < /г/2 + ак. Отправляя
в остаточный член все слагаемые вида const X~m, га ^

^-гг + ак, и учитывая B.8), получаем B.15),

Пример 2.1. Пусть \л,
—

вещественные числа, от-

личные от нуля, / (х) е C^°(Rn). Тогда при Я -*¦ °° спра-
справедливо асимптотическое разложение

Метод стационарной фазы очевидным образом распро-

распространяется на интегралы от дифферепциальных форм по

многообразиям. Именно, пусть М" есть /г-мерное С°°-мно-

гообразие, со" есть С°°-форма размерности п на Мп и

5: Л/" ->¦ R — функция на Мп класса С°°. Рассмотрим ин-

интеграл

е^а»п. B.16)

Если Л/п — некомпактное многообразие, то потребуем до-

дополнительно, чтобы форма со" имела компактный носи-

носитель. Определения критической и невырожденной крити-
критической точки вводятся стандартным образом. Именно,
пусть точка Р°еМ", {щ, ,.., ип) — и — локальные коор-

динаты в окрестности этой точки, (.Mj, ...,un)— коорди-
координаты Р". Тогда S = S(u). Точка Р° называется крити-

критической, если Su (un) = 0, и невырожденной, если

det Suu (и0) Ф 0. Нетрудно проверить, что эти определения

инвариантны относительно выбора локальной системы

координат. Если на supp со" нет критических точек функ-
функции S, то F(K}— О(Я"°°) (X -*-+<»). Это доказывается с

помощью разбиения единицы, перехода к локальным ко-

координатам и применения леммы 2.1. Для вклада от не-

невырожденной стационарной точки справедливо асимпто-

асимптотическое разложение B.6).
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2. Дополнительные параметры. Как правило, фазовая
функция зависит от дополнительных параметров. Если

при изменении параметров стационарная точка остается

невырожденной, то разложение типа B.6) остается в си-

силе. Приведем соответствующие достаточные условия.

Пусть a = (ai, ..., ат), Qx, &a — ограниченные области

R"i R™ соответственно. Рассмотрим интеграл

a)]dx. B.17)

Сформулируем дифференциальные условия на функ-
функции /, S.

Iе. /, S е С00 (Q^X Qa), фаза S вещественнозначна.
2°. Существует компакт Жо е Й* такой, что f(x, a)^

^ 0 при a e Qa, ж е Жа.
Сформулируем условия на стациопарную точку фазы,

т. е. на решение уравнения

S'x(x,a) = Q. B.13)

3°. При каждом aeS3a фаза S (х, а) имеет единствен-

единственную и притом невырожденную стационарную точку

z°(a)eQx.
Теорема 2.2. Пусть условия 1°—3° выполнены. Тог-

Тогда при любом целом N > 0 справедливо разложение

_п N

F (к, а) = X 2
exp [iXS {х° (а), а)] 2 ^~Ч (а) + Rx (К «)•

B.19)

Пусть Ж<=па — компакт, а^Ж, К> 1. Тогда для

остаточного члена справедлива оценка

\DMRN(k, a)! < Cw.p,v(ЛГ) Л.
2

. B.20)

Здесь постоянная С не зависит от а, 1 и р, f
— любые

мультииндексы; а;(а) = [Л/2Дж, а, ?)х)/](ж0(а), а), где

Л/у — линейные дифференциальные операторы поряд-
порядка 2/.

3. Интегралы Фурье от функций с особенностями.

Рассмотрим преобразование Фурье

F (I) = BлГ"/2 J / И в '6^ B.21)
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где интеграл сходится в смысле главного значения по

Коши. Приведем асимптотику F(l) при |?|-*-°° (см.
[138]). Пусть /(j)er(R"\{0)), где т ^ 0 - целое,

/ (я) - 2J ат&гч + ф (х). B.22)
сс,д

Здесь a="(ai, ..., ос„) — мультииндекс, т=\х\, ха =

—x®i.., ж*", д — вещественно, сумма конечна и q + lal >
> —п при всех q, а. Положим (> = max(<z + la!) и пусть

Предполагается, что при г -*¦ О

(А'Ф) (ж) = <9 (r«-^+1), 0 < / < т,

если ^ + п Ф 2т — 1, и

если Q + п = 2т — 1, где Л — оператор Лапласа в R".

При некотором р >0 и при достаточно больших |?| ин-

интеграл

сходится равномерно.

Теорема 2.3. При 1^1 ^ 1 справедливо разложение
'

Г9"п) +

(U|27bUl) + o(Ur2m). B.23)

5 первой сумме q + n не есть отрицательное четное чис-

число, во второй q + n = —2l — отрицательное четное число.

Постоянные L(q), L* (q) имеют вид

L* (q) = (- l)l

4, Интегралы с комплексной фазой. Рассмотрим ин-

интеграл B.17), где Qa — отрезок [—е0, е0], ео>О, условия
на /, S те же, за исключением одного: фаза S может быть

комплекснозпачной. При этом

ImS(x, a) 2* 0, {х, а) е Q, X Оа, B.24)
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так что leasl < 1 при всех х, а. Точка х° называется

стационарной точкой функции S (х, 0), если

S'x(x°, 0) = 0,

Ограничимся случаем, когда такая точка единственна и

невырождена, и вычислим асимптотику интеграла B.17).
Число е0 считается достаточно малым, и основная идея

метода исследования состоит в том, что вблизи точки х°

функции /, S заменяются достаточно длинными отрез-

отрезками их рядов Тейлора.
Произведем поворот системы координат в R" так, что-

чтобы были отличны от нуля миноры

при всех k = l, ..., п, что возможно в силу невырожден-
невырожденности стационарной точки х°. По теореме о неявной

функции уравнение Sx (x, а) = 0 имеет в окрестности

точки хй единственное решение х — х{а,), а,^\—г0, е0].
Пусть SN(x, a), /лг(г, a) — частичные суммы рядов

Тейлора функций 5, / в окрестности точки х(а). Пусть
Y (а)) у(а) — корни уравнений

Re [Eл)« (х, а))'1 Eл)х (х, а)] = 0.

Теорема 2.4 [74]. В некоторой окрестности точки

а = 0 справедлива оценка

F (К, а) - / (V (a), a) (f-)"'21 del 5« (У (а), а) |-1/2 X

X

равномерно по а. Здесь

Тг (а) =

= 5 G (a), a) + -i- 5i (F(aI a) E^ (F(a), a) )S'X(V (a), a),

n

Ind A = 2 arg A,j, — л <C arg Xj

j
— собственные значения матрицы А.

13 М. В. Федорюи
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§ 3. Применения многомерного метода

стационарной фазы

1. Вывод законов геометрической оптики. Пусть D —

конечная область в R3 с гладкой строго выпуклой грани-
границей Г, точка у0 лежит вне Г. В приближении Кирхгофа
задача о дифракции поля точечного источника, располо-
расположенного в точке у0, на идеально отражающем теле D,
ограниченном поверхностью Г, приводится к вычислению

интеграла (см. [21], [67])

v (у, к) =

= ^[~G(x, 2/°)^G(z, у) + G(x, v)±G(x, y^dT. C.1)

Здесь dT — элемент поверхности Г, д/дпх — производная

по внешней нормали к Г в точке х, G = — т— eihr, г —

= \х — у\, точки у, у0 лежат вне Г и v{y, к) есть отра-
отраженное поле. Нас интересует коротковолновое приближе-
приближение, т. е. асимптотика v(у, к) при /с-*-+°°. Применим
метод стационарной фазы.

Фазовая функция S имеет вид S(x)= \х — г/°| + \х —

~у\. Поверхность уровня S(x) = С > \у — у°\ есть эллип-

эллипсоид вращения с фокусами в точках у, у0. Точка г'еГ

тогда и только тогда является стационарной точкой фазы
на поверхности Г, когда эллипсоид S(x)= \х° — у°\ 4-

+ |х° — у\ касается поверхности Г в точке ж0. Пусть
ха—х°{у, у")—та из стационарных точек, для которой
величина S(x°) минимальна. В силу строгой выпуклости
Г имеется только одна такая точка. Вычислим вклад от

этой точки (кстати, вклады от остальных стационарных
точек не имеют физического смысла).

Проведем плоскость л через точки у", у, хп; тогда

нормаль п = пхо будет лежать в этой плоскости. В силу

известного свойства эллипса п образует равные углы 0

с лучами, соединяющими ж° с у и с уа. (Для читателя,
знакомого с геометрической оптикой, это утверждение

звучит так: угол падения равен углу отражения.) Вве-

Введем в окрестности точки х локальную декартову систему

координат (zh z2l zs). Начало координат поместим в точ-

точку ж0, ось z3 направим по нормали к п, ось z^ поместим
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в плоскости л. Уравнение Г примет вид

п 2 ? 2

3
—

^~"

о 1
' " ^'¦"««л ^^~

,-. Zg ~у" • ¦ ¦
)

где многоточием обозначены члены степени 5*3. Здесь

а>0, с>0, ас-Ь2>0. Кроме того, dr = [l + 6>(z2 +
+ hjldz^z., при малых Ы. Так как нас интересует толь-

только главный член асимптотики, то мы можем ограничиться
квадратичными по zs, zz членами в разложении Тейлора
функции S. Введем обозначения: rt = \у — хй\, г2=\у° —

— х°\, 6 — угол между осью z3 и вектором у — ж0 ( 0 < в <;

<-н- . Тогда при малых |z|, г^Г, имеем

_ у | = [Г* + 1 2 |2 - 2rlZl sin 6 - 2/-l2, cos 6]1/2 =
z

JL cos8
z\ cos2 8 -f z\

и аналогичная формула справедлива для \х — у°\. Окон-
Окончательно получаем

S = г, + г2 + \ {г? [(-1 + -^-j cos2 G - 2я cos б! +

^- + у-] — 2с cos9J — 22l2ab cosOJ
Следовательно, гессиан функции 5 в точке х° равен

Hs(x°) = cos9

1 1
— + — I cos 0 — 2а -~ Ъ

1 1
— b I—- + -—) —2c cos 0

Г1

Далее, в точке х°

e-mx-y\
dG (x, у)

^

dn

(x«, у) дЦ^Л + О A) = -^G + О

и аналогично для G (х, у0). Следовательно, главный член

асимптотики v(у, к) равен

4-f- + -M ехр^А±^)] cos6. C>2)

13*
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Заметим, что sgnS" (х°) = +2, так как х°— точка мини-

минимума функции S на Г.

Пример 3.1. Рассмотрим интеграл

F(K)= j / (х) exp [iX (] x — x° \ + 1 x — xx |)] dx%
Rn

Здесь х° Ф xl, xj — фиксированные точки, / (x) e C^°(Rn).
Вычислим асимптотику F (X) при X -*• +°°.

.
Множества уровня фазовой функции S = с являются

при с>|ж° —#4 эллипсоидами вращения, фокусы кото-

которых расположены в точках х", х1. Значение с=|ж°— х1!
является стационарным значением (минимум) фазовой
функции, при этом минимум достигается на целом от-

отрезке [х9, х1]. Будем считать, что х° = (—I, 0, ..., 0), ж1 =¦

= (I, 0, ..., 0); этого всегда можно добиться с помощью

движения. Перейдем к эллиптическим координатам, по-

полагая

п

где 6j — угловые переменные, 2 ^| = 1. Тогда

где dQ — элемент поверхности единичной сферы Sn~2.
Область изменения переменных следующая:

Вычислим главный член асимптотики. Имеем

оо

F (X) « Г j (|2 - 1)(п-3)/2 ехр A2Щ) g (I) dlt
i

В (I) = ft +1)(я-а)/1 I J (I2 - rf) (I - rf)(*-3>/2 X
sn~2 -1

Функция g(b) финитна, фаза S = 21U, не имеет стацио-

стационарных точек. Поэтому основной вклад в интеграл вносит
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точка ? = 1. По лемме Ватсона

f (X) х~{п~т ехр [гш +
fJI {n~

Далее,

/ ] 0, .... 0)*,,]
где (i)n_2 — площадь поверхности сферы 5"~2. Так как

то окончательно получаем

F (к) ~ (n/X)in-Iwzr+1"a ехр 2Ш +
"iVt~ ч

j X
l

Остаточный член имеет порядок О (Х~(п+2>/2). Отметим,
что главный член зависит только от значений функции
/ на отрезке [х°, ж1], т. е. на том множестве, где достига-
достигается min S.

2. Интегральные операторы с б-образными ядрами.

Рассмотрим интегральный оператор

(Kkf) (х) = (-^) J / (У) ехр [&S (х - г/)] dy. C.3)
й

Здесь Q с: R" — ограниченная область, 0 е ?3, /еС" (Q),
5^C°°(Rn) и фаза 5 имеет единственную, и притом не-

невырожденную, стационарную точку х = 0. Тогда оператор

Кк\ С™ (Q) ->- С°° (Q) есть оператор с б-образным ядром.

Именно, в силу теоремы 2.2 имеем при X -»¦ +<»

= ехр [if sgn 5;х @)j | det Sxx @) \l/2[f (x)

равномерно по x e Q. Если же x^Q, то (
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— О(Х~°°) (А, -> +°°), так что при хФдп

lira (**/)(*) = const/(я)/а (я), C.4)
&,-»-н»

где Yfl—характеристическая функция множества Q (т.е.
() 0 ^%

3. Преобразование Фурье и преобразование Лежанд-
ра. Выведем ^-преобразование Фуръе, содержащее пара-

параметр X > 0:

[^V^p/ И] (Р) = DJ j ехр [- а (х, р}] f (x) их. C.5)
Rn

Здесь у i == е4 . Обратное преобразование имеет вид

п

l^g (Р)] (х) = (^.j2 J exp [^ <x, p>] g (p) dp, C.5')
R"

где 1/ — i = е 4
. Вычислим асимптотику Я-преобразова-

ния Фурье от быстро осциллирующей функции вида

Ф(х)exp[iXS(x)] с вещественной фазой S(x). Оно имеет

вид

Rn

Точки стационарной фазы определяются из уравнения

P~S'x(x). C.7)
Если х = х{р) — решение этого уравнения, то значение

фазы в стационарной точке равно

S(p)-(S-x)(p)-<P, x{p)>. C.8)

Преобразование
L: (х, S(x))-+(p, -S(p)], C.9)

задаваемое формулами C.7), C.8), называется преобра-
преобразованием Лежандра. Приведем основные свойства этого

преобразования. Пусть Q — область в В") функция
S(C(, вещественнозначна и многообразие ж„+1

==
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— S(x), ieQ| имеет отличную от нуля гауссову кривиз-

кривизну, т. е.

detS"xx(x)^O, x(=Q. C.10)
Ниже мы предполагаем, что эти условия выполнены. По

теореме об обратной функции отображение р = Sx (х)
задает диффеоморфизм достаточно малых окрестностей
Uo, Fo точек х" е fi7 р° = Sx (я0) соответственно, причем
S (р)е С* (Vo). Ниже х е Uo, р е= Uo.

1°. Преобразование Лежандра инволютивно: L2 = 7.

Действительно, в силу C.7), C.8)

= (х, dp} + (р, dx) — (S'x(x), dx} = <ж, dp)>?

так что Sp (p) = х, и формулы преобразования Лежандра
приобретают удивительно симметричный вид:

p = S'x(x), x = Sv(p), S(x)+~S(p)=(x, p). C.11)

2°. Справедливо тождество:

S'xx(x)S'PPip)^I. C.12)

Действительно,
dx ^ d (S\, (p)) = Spp (p) dp, dp = Slx (x) dx.

3°. Гауссова кривизна многообразия pn+i—S(p), ps
s 70, отлична от нуля, и это многообразие выпукло, если

выпукло многообразие xn+l
= S (x), x ^ Uй.

Следует из 2° и условия C.10).
Если же условие C.10) не выполняется, то функция

3(р) может не быть гладкой, а соответствие C.7) между
х и р может не быть взаимно однозначным.

Геометрическая интерпретация преобразования Ле-

Лежандра такова. Пусть уравнение xn+i
— S(x) задает стро-

строго выпуклое (для простоты) n-мерное многообразие Г
класса С°° в R"+1. Эту же гиперповерхность можно

задать как огибающую семейства га-плоскостей, а именно,
касательных плоскостей к Г. Уравнение n-плоскости л,

которая касается Г в точке (х°, S(x0)), имеет вид

= <х, S'x (*«)> + [S (я») - <х°, S'x (х0)}].

Поэтому числа S'x (хп) =р°, S (х°) - <ar°, S'x(x°)> = S (р°)
однозначно определяют эту гг-плоскость, так. что

(/, S (р0)) — координаты л,
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Пусть А — вещественная симметричная (пХп) -мат-

-матрица. Введем обозначение: inerdex.4 (индекс инерции
матрицы А) — число отрицательных собственных значе-

значений матрицы А. Имеет место соотношение (если dt^^
^0))

sgn A + 2 inerdex A = п. C.13)

Напомним, что х(р)—решение уравнения C.7).
Теорема 3.1. Пусть выполнены условия:
1°. S(x)^ C°° (R"), феС"(О), функция S веществен^

позначна (Q — область в R"x).
2°. Отображение х-^р = Sx(x), x<=Q, есть диффео-

диффеоморфизм.
Тогда при любом целом N ^ 1 и при любых р <= Rnf

Я. > 1 имеем

р (Ф № exp [iKS (х)))] (р) -

= exp UKS (р)] (ехр [- ^inerdex 5^ w] i del S°xx (x) |-1/2 X

X [ф (x) + 2 >Tk (ЛАф) (x)]\ I + R-N (p, I). C.14)
L ft=l J) \x=x(p)

Для остаточного члена при К > 1, |р|<Л (Л > 0 —

любое) справедлива оценка

\R-N(p, X)\<CNiR'k-y-1. C.15)'
Разложение C.15) можно дифференцировать по р и

по X любое число раз, с сохранением равномерной по р
^-оценки остаточного члена.

Интеграл, стоящий в левой части равенства C.14),
имеет вид C.6), и его стационарные точки определяются
из уравнения C.7). Пусть Q={p: р

— Sx{x), zesupptp).
Если р е ?2, то в силу условий 1°, 2° стационарная точка

х(р) единственна и невырождена, и из теоремы 2.2 сле-

следует существование разложения C.14) и оценка C.15).
Вычислим главный член асимптотики. Он равен

X ехр [a (S (х) — (х, р}) + -^ sgn 5»

и из C.13) следует C.14).
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Замечание 3.1. Пусть точка р лежит вне сколь

угодно малой окрестности множества U — Sx (supp ф)
(определение Q приведено в доказательстве теоремы).
Тогда все слагаемые в формуле C.13), кроме R~N, равны
нулю.

Следствие 3.1. Пусть условия теоремы 3.1 выпол-

выполнены и Qp — произвольная область в R", замыкание ко-

которой не пересекается с множеством Q. Тогда для любо-
любого мулътииндекса а и для любых целых р, N имеем

| &&{ [FKiX^p (Ф (х) ехр (iXS (х)))] | < CN,a^:N (I + \р \ )~N
C.16)

при p^Qp, X > 1.

Пусть p^QP, Х> 1 и Ф(Х, />) —интеграл C.14). При-
Применяя формулу B.5), получаем

Здесь обозначено
п

Ф1 = 2 аГ ^^' ai = (Sxi № ~ Р') I S'x № * Р 1~2'

При же supp ф, 1а1>0 имеем

где Cj — постоянные. Поэтому

Снова применяя B.5), получаем C.16) при |а| =0. Диф-
Дифференцирование Ф по А,, р приводит к интегралу того

же вида.

Таким образом, интеграл C.14) убывает быстрее лю-

любой степени при 1^1-*-°°, К > Х<> > 0 равномерно по X.

Главный член асимптотики C.14) допускает следую-

следующую геометрическую интерпретацию. Рассмотрим в про-

пространстве R» X Rp многообразие



202 ГЛ. 111. МЕТОД СТАЦИОНАРНОЙ ФАЗЫ

Это многообразие лаграпжово ([2G], [27]). В условиях

теоремы 3.1 уравнение Л" можно записать в виде

Ап=[(х, р): X = S'P(P), peQ'),
где й'— образ Q при отображении C.7). Поэтому в ка-

качестве локальных координат на Л" можно взять либо х,
либо р. Если х — локальные координаты на Лп, то

и аналогично, если р
— локальные координаты на Л", то

det х'р (р) = det S'pP (p).

Учитывая эти тождества, получаем из C.14) следующую

симметричную формулу для главного члена асимптотики

(нри х е supp ф):

[Fx,x^v4> (х) | dot рх (х) |1/4 exp [iXS (x)]] (р) =

= Ф (х (р)) | det х\ (р) \Ui exp [US (p)} X

X exp (— -у.
inerdex x9 (p)) + 0{\~л). C.17)

4. Действие псевдодифференциального оператора на

быстроосциллирующую экспоненту. Псевдодиффереи-
циалъным оператором (п. д. о.) называется интегральный
оператор вида

{Ми) (х) = Fl\xa (x, I) Fx^u (x). C.18)

Здесь преобразование Фурье определено в B.3.13), х е

е Rn, ^eR". Скалярная функция а (х, %) называется

символом оператора S&. В частности, если символ а есть
m

полином от ?: а = 2j аа (х) ^а2 то оператор М- — диффе-
1а|=о

m

ренциальный: (s?u) (х) = S aa (x) Dau (x).

Пусть QcRn- ограниченная область. Хёрмапдер
ввел класс Sm(Q). Функция а (х, |)е ?т(?!), если

l)aeC°(QX Щ);
2) для любых мультииндексов а, ^ и для любого ком-

компакта К cz Q выполняется оценка

| DaxD\a (х, I) | < Са.р,к A + Ш )m~m C.19)
при х е К, I e R".
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Можно показать, что если a^Sm(Q), то формула
C.18) задает ограниченный линейный оператор

Теорема 3.2 ([36]). Пусть (р(а;)еС(9), S(x)*s
еС°°(?>), функция S вещественнозначна, и пусть

Тогда при любом целом N ^ 0

exp [— iXS (x)] si (} (x) exp [iXS (x)]) =

-|- д\а {х, XS'X {x))Dav (Ф (у) exp [ikS (х, у)}) \у=х + .

+ RN(x,k), C.21)
еде обозначено

S (х, y) = S{x)-S (у) -(у-х, S'x (я)>. C.22)
Для остаточного члена при k ^ 1, х^ К справедлива

оценка

j
, C.23)

где К <= Q — компакт.

Эта теорема играет такую же роль в теории п. д. о.,

как и формула Лейбница в теории д. о. Приведенное ни-

ниже доказательство см. в [89].
Имеем из C.18)

и) (х) = Bлр ( exp [i {х, I}] а (х, I) X

Этот интеграл понимается как повторный и сходится

абсолютпо, если и^.С™ (Q), так как преобразование
Фурье м(|) этой функции убывает быстрее любой степе-

степени ||| при |?| ->- оо. Ограничимся для простоты случаем
m < —

п; тогда абсолютно сходится соответствующий
двойной интеграл по dy d%. Случай тп ^ —п сводится к

случаю m < —n интегрированием по частям. Имеем

Ф (х, к) з= ехр [— iKS (x)] si (ф exp (iXS)) (x) =



204 гл- HI. МЕТОД СТАЦИОНАРНОЙ ФАЗЫ

где интеграл берется по Щ X Щ и

%-а(х, Х1)Ф(у), $ = <х-у, t>+S(y)-S(x).

Имеем

Ъи = — I + S'y (У), т|з'б = х — У'

так что функция л|э имеет единственную стационарную

точку Q(x) с координатами у = х, | = Sx (x).
1°. Покажем, что вклады от областей |?|<а, y^Q

и |?| > b, yeQ в интеграл Ф имеют порядок <Э(^~°°),
если а > 0 достаточно мало, Ь > 0 достаточно велико. Так

как по условию Sy (у) Ф 0 при у е snpp <p, то существуют

й', &' > 0 такие, что а' ^ | S'g (у) \ ^ b' при г/ ^ supp ф.

Выберем а < й', и пусть функция ?i (|) e C^° (Rn)i Si ^ 0

при !?| > а, ^ = 1 при |?| < а/2. Положим

Пусть Я cz Q — компакт. Покажем, что для любых а, A
и для любого целого N^ 0 справедлива оценка

| Д?^ (ж, X) | < Ca.p.iv.KX-^ C.24)

при х^ К, Х^> i. Рассмотрим интеграл

= J ехР

при ? ее supp ^i, х ^ К. Применяя к этому интегралу фор-
формулу B.5), получаем

L (xSx) exp

L='Ed/dyja}i C.25)

Пусть я; s Я, | е supp ?,, y^Q. Тогда | 5^ (у) — 11 > С>
> 0, так что коэффициенты а} бесконечно дифференцируе-
дифференцируемы и ограничены при указанных у, %. Так как по условию

\а(У, Х|) i < СA + |Х|| )т и при дифференцировании сим-

символа по у эта оценка сохраняется, то мы получаем, что

1Л1 < СХт~' (все постоянные, не зависящие от х, у, |, X,
обозначаются одной и той же буквой С). Следовательно,

\Ф,(х, К)\ <am-J при х^К,1>1,
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Повторяя интегрирование по частям, получаем оценку

C.24) при |а| = [5 = 0. Дифференцирование Фг по х и по

К првГводит к интегралу того же вида.

Выберем теперь Ь > Ь' = max | S'y (у) |, и пусть функ-

ция 52(|)eC-(Rn), U^O при IfclsSb, ?2 = 1 при |?| S*

^ 2Ъ. Обозначим Ф2) /2 интегралы, полученные из Ф1, /j
заменой ?, на ?2, и докажем оценку C.24) для Ф2. В от-

отличие от Ф;, область интегрирования в интеграле Ф2 не

ограничена. Применяя формулу B.5), представим инте-

интеграл h в виде C.25). Так как | S'u (у) — 11 Ф 0 при | \ \ >
то при|;( Ul) р pp, j

е supp ф. Следовательно, функции а^ S~l(Q). Далее,
\а(у, А,|) I < CA,ml|lm при тех же у, |, и дифференциро-
дифференцирование по К не меняет этой оценки. Поэтому

так что

Повторяя интегрирование по частям, получаем оценку

C.24) для ср2 при lccl=j3 = 0, Дифференцирование Ф2
по х и по X приводит к интегралу того же вида.

2°. Положим ?з = 1 — ?4 — ?2, и пусть Ф3 — интеграл,

полученный из Ф! заменой ^ на ?3. Тогда Ф = Ot +
Н-Ф2 + Ф3. Для интегралов Ф^г мы уже получили оцен-

оценку C.24); к интегралу Ф3 применим теорему 2.2. Функ-
Функция ij; имеет единственную стационарную точку Q (х) =
= (or, Sx (x)), как было показано выше. Делая замену

при малых |', у' получаем

Следовательно, собственные значения матрицы

«=> м|)у{?. |, 1 ^ г, j^n, в стационарной точке равны ±1,
так что все условия теоремы 2.2 выполнены. В точке

Q(x) имеем

Ц - 0, det д|)*6 = (- l)n, sga ^ = 0.

Тем самым существование асимптотического разложения
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функции Ф по степеням k~i доказано, и остается полу-

получить формулу C.21). Если иеС(Й), то

ехр [— i (х, т]>] si {и (х) exp [i <ж, т]>]) =

= Bл)-п J а (х, I) exp [i <х-I, ц)]и Ц- г0 <2| -

|с:|=0
¦Jf^fo Л) (S —

Применяя эту формулу (при r\ = %Sx(x), u = q>ei%s) к

тождеству

e-^s^ (фе{^) = Г)щх)^ (ехр [t <j/) х5х (х)>] X
X Ф (*/) exp (JXS (я, г/))),

получаем (S.21).
Выпишем первые два члена разложения C.21):

) Ls«, ,
+ О (Г-2)- C.21')

Рассмотрим Х-псевдодифференциалъный оператор;

(slu) (x) = ^,^ха (х4 Л.-1/7) ^,^ри (х). C.26)

Функция а(х, р) называется символом Х~п. д, о. Такого

рода Я-п. д. о. возникают в различных задачах математи-

математической физики. Например, оператор Гельмгольца Дг2Д +
"+¦ п2(х), есть fc-n. д. о. с символом а = —(р, р) + п2(х),

оператор Шредингера tA -т- + ^—
Д — У (ж) есть /г~1-п. д. о.

с символом а = Е + -7^(р, р) + V (х), где 2?, р
— двой-

двойственные к ?, х переменные.
Класс Тт по определению

— класс функций а (х, р),
удовлетворяющих условиям:

i;. fl(i,P)er(R;xR;).
2°. Для любых мультииндексов а, р

| DaxDla (х, р) | < Сар A + | ^Г A + | р | )т

при всех ж, р.
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Примером символа а е Тт при т > 0 целом служит
полином от (х, р) степени ^т.

Теорема 3.3. Пусть s& есть "к-п.д.о. с символом а

класса Т'", функция S(x) e C°° (R") и вещественнозначна,

функция ф (х) е С™ (Rn). Тогда при Х&? 1 ц при любом

целом N > 0

ехр [— гХб1 (z)] ^ (ф (ж) ехр [jliS1 (х)]) =

= 2j (г^) «j (ж) Dx) ф (ж) + -пЛ: (х, Л). C.27)

Здесь Rj — линейный дифференциальный оператор по-

порядка </ с коэффициентами класса C°°(R"), ы для осга-

точного члена справедлива оценка

1 Z)ai? ¦ (z X) I < С ^~л'~1+1с>1 A j. I х I )~г C 28)

еде г > 0 — любое, х е R".

Доказательство этой теоремы см. в [27].
В § 4 мы рассмотрим другие приложения метода ста-

стационарной фазы.
В работах [26], [27], [62] метод стационарной фазы

развит для интегралов вида

р (х) ехр [iAS (x)] dxt

где А — производящий оператор сильно непрерывной
группы операторов, действующих в банаховом простран-
пространстве В, S(x)— вещественнозначыая фуикция, ф (аг) — опе-

раторнозначпая функция со значениями в В.

§ 4. Метод стационарной фазы. Вклад
от граничных стационарных точек

1. Граничные стационарные точки II рода. Рассмот-

Рассмотрим интеграл

F (X) = J / (х) ехр [ikS {x)\ dxf D.1)
и

где Q — ограниченная область в R" и, как обычно, /(ж),
S(x)e= C°° (Q) П C([Q]), функция S (х) вещественнозначна.

Введем понятие вклада от границы дп области Q в ип-

теграл D.1). Пусть для простоты фаза S имеет конечное
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число стационарных точек х\ ,.., fefi, Устроим С°°-

разбиение единицы в R":

т N

1 = 2 ф; (*)
j

Здесь функции фЛ if>j e C~ (Q), причем 9j = 1 в окрест-
окрестности точки х\ ф = 0 в окрестности точки х" при А ^ /.
Функция ф9о = 1 в некоторой е-окрестности множества

6Q и вне области Q. Тогда

Р (Я.) = 2 ^ (Я, *0 + /" (X, 5Q) + Ф (Я), D.2)

где функция Ф(Х) = 0(Л~°°) при X-»- -Ь°° и

(?) ф3- И exp [i^ (л:)] с^^

г D-3)
F (X, дО) = J / (ж) фай (ж) exp [US {х)] dx.

Действительно,

ф М =-2J /t; exP (ЗД dx>
i=i a

По построению supp ty) не содержит стационарных точек

функции S и не пересекается с dQ. В силу леммы 2.1
каждый из интегралов, составляющих Ф, имеет порядок
С (А,-00) при А,-»- +оо.

Интеграл F(K, дп) будем называть вкладом от грани~
цы 6Q в интеграл F(k). Формула D.2) означает, что

асимптотика F(X) равна сумме вкладов от стационарных
точек фазы S, лежащих в области Q, и от границы
области 3Q.

Выбор функции фво(^) в определении вклада не игра-
играет роли: интегралы вида D.3) с разными функциями
феа отличаются на величину порядка 0(Х~°°).

Если на 0Q фаза S не имеет стационарных точек, то

интеграл F(K, dQ) сводится к интегралу по дп (с точ-

точностью до 0{Х~°°)).
Лемма 4.1. Пусть Q — ограниченная область в R"

с границей класса С°°, функции j(x), S(i)eC*([Q]),
фаза S вещественнозначна и не имеет стационарных то-
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чек на dQ. Тогда при любом целом N > 0 справедливо
разложение

N
¦ с

F(XX дп) = 2W J ехР iiXS (х)] ®) (я) + R* (*-)• D>4)

Здесь о, (ж) — дифференциальные формы степени га —1

и класса С°° на 9Q,

Ш1{(Х)\ <СКЪ-Я-1 D.5)

при %> 1.

Как обычно, разложение D.4) можно дифференциро-
сать по X любое число раз.

Формы <Bj имеют вид

п

/ \ l \-i п / \ 1—2 ^^ @S \Х\ // г \ 1—1 f f \ 1 а

СО i {& I ^ V О (Л| I /, Г \ -LJ I J \ XI О/Л-1 /\ * . а

J \ / I \ / | ^щ^ ^j *¦ ' I \ f L f \ '

k=l ^

. - Л dxh Д ... Л dxn D.6)

(крышка означает, что соответствующий сомножитель от-

отсутствует), где L — оператор B.3). В частности, o)i(x) =
= }{х)и>в{х), где (Bs — дифференциальная форма Лере —

Гельфанда (см. гл. II, § 3), отвечающая функции S.
Выпишем первый член разложения:

... /\dxhf\ ... /\dxn + O(X~2). D.7)
Учитывая, что

п

'Xh (х) &хг Л • • • Л dih Л • • • Л dxn = ^|^ da,

где da — элемент поверхности <9?2, 5/5их — производная
по направлению внешней нормали к дО, в точке х, глав-

главный член асимптотики можно записать в виде

]
f{x) ,^ da + 0{)Г2).

D.7')

Для краткости обозначим фво через ср. Интеграл D.3)
берется по некоторой е-окрестности Qt границы 5Q. Име-

" М, В, Федорюк
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ел dQB = dQ U Г, где Г не пересекается с 6Q. По построе-
построению ф = 1 на 6Q, ф = 0 на Г. Применяя к интегралу/
D.3) формулу B.4) и интегрируя по частям, получаем

F (X, dQ) = (iiy1 J / (х) ф (др) L (ехр [гЯ5 (л:)]) cte =

и

= (Л)'1 J ехр [US (л:)] / (х) \ VS (x) f2 2 Я*Л (я) dx,/\ ..,

... Л <&* Л ¦ • • Л ^» - (^)""Х ^i (К dQ).

Интеграл Ft получается из F заменой fq>-*-'L(f(p)
(см. B.5)), где L — оператор B.3). Так как подынте-

подынтегральная функция в интеграле Fi ограничена, то X~'Fi =
= О(Х" ). Интегрируя по частям интеграл Fh получаем
Fi = (a) -'F, - {IX) -lF2, где Ft - интеграл по dQ, Рг —

интеграл по Q, которьи^ получается из F заменой /ф ->-

(/ф)
Так как Fl = O(l), F2 = O(\), то мы доказали D.7).

Продолжая интегрирование по частям, получаем D.4),
D.5).

Докажем D.6). При / = 1 эта формула доказана.

Пусть / > 1, тогда соответствующий интеграл равен

J ехр [US (х)] 2 ah (х) {1Ь)к~1 (/ (*) Ф\х)) dxL Д ...

en ft==1
^

... Д dxh Д ... Л dx*t

где аЛ(г) = 5;л(а;)|У5(а;)Га.
Так как ф(х)=1 в некоторой окрестности границы

8Q, то все ее производные равны нулю на dQ. Поэтому
при х^дп имеем (lL)k'i{f(x)cp(x)) = ('L)k-iU(x)),
и D.6) доказано.

Проанализируем результаты теоремы 4.1. Мы показа-

показали, что вклад от границы F(X, dQ) асимптотически ра-

равен сумме интегралов по границе. Но каждый из этих

интегралов есть интеграл по многообразию дп от быстро
осциллирующей функции. Чтобы получить окончатель-

окончательные асимптотические формулы, необходимо вычислить

асимптотику этих интегралов, чем мы и займемся.

Рассмотрим функцию S (х) на многообразии dQ. По

условию VS(x)?= 0; однако эта функция, как функция
на дп, имеет на dQ стационарные точки (например, она

достигает наибольшего и наименьшего значения на dQ),
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Стационарные точки функции S (х) на 8Q, как функции
на многообразии 8Q (т. е. S(z) рассматривается только

при х?Едп), будем называть стационарными точками,

II рода или граничными стационарными точками.

Пусть многообразие 8Q в окрестности точки х° зада-
задается параметрически, т. е.

где U — окрестность точки @, ..., 0). В векторной за-

записи имеем

Точка х" является стационарной точкой II рода функции
5, если

vuS@) = 0, S(u)^(S°$)(u), D.8)

Стационарная точка II рода х" называется невырожден-
невырожденной, если

del

|u=o
D.9)

Нетрудно проверить, что оба эти определения инва-

инвариантны относительно выбора локальных координат на

60. Стационарной граничной точ-

точкой I рода, очевидно, называется

точка х°, в которой VS(x°)=- 0.
Пусть х)О, в окрестности точки \ _^_-— дп

f^Sfe»)
х° задана уравнением

g(x) = 0, vg{x°)*o, D.10)

где g есть функция класса С"".
Тогда хй будет стационарной точ-

точкой II рода тогда и только тогда,

когда существует а Ф 0 такое, что Рис- 2

VS(x°) = aVg{x°). D.11)

Геометрически это означает, что многообразие уровня

S(x) — S(x") касается dQ в точке ха (рис. 2).
Хотя бы одна из компонент вектора ^g(x") отлична

от нуля; пусть dg(x")/dxn Ф 0 для определенности. Тогда
из уравнения D.10) можно выразить хп через остальные

переменные:

ха = у(х'), x'^U, *'=(*„ .... «„-0, D.10')
11*
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где U — окрестность точки ж0', так что в качестве локаль-

локальных координат на дО, можно взять хи ..., xn~t. При /

х е 3Q имеем

S(x) = S(x', $(x'))^S(x').

Пусть для простоты х° = 0, S(O) = g(O) = O. Тогда
П-1 Я—1

S(x') = 2 Sm + у

Коэффициенты этого разложения имеют вид

Sj = Sj — Sngj/gn,
~ D.13)
Sij - Su + g^Sn (— gij + 2gigjng~1 — gnngigjgZ2) —

— 2Singjgn1 + Snngigjg'n*.

Здесь Sj = <S"^ (.r0), i^y = jSyl5c^ (^°) и аналогично определя-

определяются ^л g^.
Из условия dS^O получаем Sj/Sn = ^/^n, т. е. D.11).

Невырожденность стационарной точки означает, что

det 5Х'х' =7^= 0 в этой точке.

Теорема 4.1. Пусть условия леммы 4.1 выполнены,
и пусть на дО, имеется ровно одна, и притом невырож-

невырожденная, стационарная точка II рода х" функции S(x").
Тогда при X -*¦ +°° справедливо асимптотическое разло-
разложение

F (X, Щ - Х~(п+1)/* ехр [^5 (х0)) 2 ^Х4. D.14)
Но

Это разложение можно дифференцировать по X любое
число раз.

Выпишем главный член асимптотики. При этом пред-

предполагаем, что dQ задана уравнением g(x) = 0 при х, близ-

близких к х°, и что g'xn {x°) Ф 0. Тогда

F (X, дп) -

- I Bл)("-1)/2Л-(?1+1)/2ехР[а^(^) + %sgnS"x,x/ (*•)] X
X | det У** И Г» [Ц^У1 [/ (*«) + О (Я, )]. D-14')

Здесь Sx'x' (х°) —*

матрица с элементами Sti (см. D.13)).
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Замечание 4.1. Из сравнения формул B.6') и

D.14') видно, что внутренняя стационарная невырож-

невырожденная точка вносит в F (X) больший вклад, чем невы-

невырожденная граничная стационарная точка II рода: по-

порядки их вкладов равны Х~пП, ^-<"+1)/2 соответственно.

Устроим С"-разбиение единицы на 0Q: 1=фо(^)"Ь
+ cpi(x), х е дп. Здесь ф0 = 1 при х, близких к х°,
и supp фо сосредоточен в малой окрестности точки х°.

Тогда каждый из интегралов, стоящих в правой части

равенства D.4), разобьется па два слагаемых. Интегра-
Интегралы, содержащие ф1( имеют порядок О(Х~°°). В остальных

интегралах остается перейти к локальным координатам
на 5Q и воспользоваться теоремой 2.1.

Очевидно, что если на дО. имеется конечное число

невырожденных стационарных точек II рода, то асимп-

асимптотика вклада от границы F (X, 8Q) равна сумме вкла-

вкладов вида D.14) от этих точек.

Вклад от границы в интеграл F(X) может иметь боль-
больший порядок, чем О(Х~п/2). Рассмотрим

Пример 4.1. Пусть условия леммы 4.1 выполнены

и 5(ж) = So = const на дй. Тогда при А,-*-+°° в силу

D.4), D.7')

exp (ikS0) ± \Щ^ | VS (х) Г2 / (x)do + 2 ak (iX)-h \,
L9Q fc=l J9Q

D.15)

da — элемент поверхности dQ, так что главный член

асимптотики имеет порядок Х~\ независимо от размер-
размерности dQ. Такая ситуация имеет место, например, в из-

известном опыте Араго (см. [17]) при дифракции на круг-
круглом диске поля точечного источника света, лежащего на

прямой, перпендикулярной к диску и проходящей через
его центр.

Замечание 4,2. Лемма 4.1 и теорема 4.1 без вся-

всяких изменений переносятся на интегралы, содержащие
дополнительные параметры

F (Х1 а) = f exp [iXS (х, а)] / (х, a) dxx
Q(a)

если все условия выполняются равномерно по а.
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2. Вклад от граничной стационарной точки I рода.

Пусть Q — ограниченная область в R" с границей dQ
класса С°°, функции /(#), S(x)^ C°° ([Q]) и функция
S(x) вещественнозначна. Пусть х" <= dQ, VJS(x°) = 0. На-
Назовем х° невырожденной граничной стационарной точкой,
если матрица В (х°) = | S*t (х°) || невырождена, где ? =

= (li, •
•., ln-i) — координаты в ортонормированием ба-

базисе, расположенном в касательной плоскости Т dQxo к

dQ в точке х".

Теорема 4.2. Пусть х° <= dQ — невырожденная гра-
граничная стационарная точка функции S(x) и /{#) = () вне

некоторой достаточно малой окрестности точки х°. Тогда

при К -*¦ +°° справедливо асимптотическое разложение

F (Я) ~ >ГП/Я exp [US (х0)] S ahrm, D.16)

Это разложение можно дифференцировать по X любое
число раз. Главный член асимптотики равен правой ча-

части B,6'), помноженной на 1/2, т. е. попросту равен
половине вклада от внутренней стационарной точки.

Мы предполагаем, что supp/ не содержит стационар-
стационарных точек (I и II рода), отличных от х°. Пусть х" = О,
S(x") = 0 для простоты. Введем в окрестности точки х°

локальные координаты и = (ии ..., ип), z = yjp(u) так,
чтобы dQ имела вид м„ = 0и чтобы точке х — 0 отвечала

точка и = 0. Тогда

F (%)= [ ф (u) exp [US (и)] dut

где обозначено

S (и) = (S . -ф) («), Ф (и) = (/ • гр) (и) det i|? (м)

и V — полуокрестность точки и — О. Пусть ип > 0 при
«sF для определенности.

Применим к интегралу /^(А) метод стационарной фа-
фазы по переменным и,, .,., вп_,. Тем самым мы сведем

интеграл к одномерному. Не ограничивая общности,
можно считать, что V есть куб: V — IXV, где /—ин-

/—интервал 0 < ип < 6, Г — куб —б < щ < 6, 1 < / < п — 1?
и б > 0 настолько мало, насколько это необходимо. Это
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утверждение следует из принципа локализации. Тогда

о

F1 (A,j un) = j i|) (м) ехр [tXiS (u)] eft*',
v

где u' = (ui, .,,, un_i). Стационарные точки функции S,
как функции от и', определяются из уравнения Su/(u) = 0.

Имеем при малых и

где Ь есть гс-вектор, В — симметричная матрица иоряд-

ка п. Следовательно, уравнение Sui = 0 имеет вид

Так как по условию det В Ф 0, то

и эта стационарная точка невырождена при малых б,
так как

О I\1/ ч U) ~™  7*\-L-* *Л* ) W / 'С • • f

Применяя теорему 2.2 к интегралу Fu получаем асимпто-

асимптотическое разложение
00

Fv (X, ип) ~ Х~("~1)/2 ехр [ikS (и' (ип), ип)] 2 ^ (ид),

где аДап)е С00 ([0, б]). При этом функции ^ обращаются
в нуль при и» = б вместе со всеми производными. Далее,

S (и' (цпЪ ип) = у

Коэффициент при и\ равен det Slu @) (det B)~' и поэтому
отличен от нуля. Применяя теорему 1.5, получаем раз-
разложение D.16).

3. Асимптотика преобразования Фурье характеристи-
характеристической функции выпуклого множества и аналогичные за-

задачи. Рассмотрим асимптотику при 111-"°° интеграла

F (I) = f / (х) ехр [- i (xx ly ] dxx D.17)
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где Q — ограниченная область в Rn с границей dQ e CM,
1^Яп, функция /(i)sC"([Q]), Если f(x)^l, то F(g)
есть преобразование Фурье характеристической функции
множества Q (эта функция равна 1 при i^Qh равна О
вне Q). Пусть для простоты начало координат лежит

внутри Q.

Фазовая функция S = (х, |> не имеет стационарных
точек при ? Ф 0, так как Sx = |. Но она имеет на dQ

стационарные граничные точки II рода. Именно, это те

точки хA), в которых гиперповерхность (х, |> = const

касается dQ.

Лемма 4.2. Стационарная точка II рода ?(?)<=dQ
невырождена тогда и только тогда, когда гауссова кри-
кривизна многообразия dQ в этой точке отлична от нуля.

Не ограничивая общности, можно считать, что § ==¦

= @, 0, ..., 0, ?„), gn^=0. Пусть х"(|)— одна из гранич-
граничных стационарных точек, тогда нормаль пха к dQ в этой

точке параллельна или антипараллельна вектору |. В ок-

окрестности точки дг°(|) выберем локальные декартовы ко-

координаты у так, чтобы ось Оу была направлена по внеш-

внешней нормали к dQ и чтобы точки (у\ 0), у'=(у1, ...

..., yn-i) лежали в касательной плоскости TxudQ к dQ.

Здесь у = 0 -<->¦ х = #"(?). Тогда уравпение 5Q при малых

у примет вид

уп = ~<Ву',у'У+ ..., D.18)

где В — симметричная квадратная матрица порядка
п ~ 1, и

S(x, ?)=<z°(i), ?>+Уп|„. D.19)

Из этих формул и D.13) следует, что невырожденность
точки х°A) эквивалентна невырожденности матрицы В.
Но из D.18) вытекает, что deti? равен гауссовой кри-
кривизне гиперповерхности dQ в точке х°{Ъ).

Пусть Ж —

конус

U — область на единичной сфере ||| =1.
Теорема 4.3. Пусть Ж

— односвязный конус, и пусть

при любом g <= [Ж], g Ф 0, гауссова кривизна границы
dQ отлична от нуля во всех стационарных точках II рода
функции S = (х, ?>. Тогда;
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1°. Функция S при всех % <= [Ж], ? ^ О, имеет одно

и то же число т = пг(Ж) стационарных точек II рода
x(i)(%), ..., ж(т)(|), и все они невырождены.

2°. Асимптотика F(|) при | <= [Ж], \%\-*¦ °°, равна

сумме вкладов от этих точек

m

F®~%F (I, ха) AI D.20)
3=1

Выпишем формулу для вклада от точки х(Ь,):

~ U ехр [ i(x A), 1> ] Bп) (п-1)/211 Г("+1)/21 хг ... хп-х Г/2 X

[П-1
"I Г оо -1

|2 sgn (eXj) (/« s)(S) + 2 а" HUP" Ь

(o = |/Ul. D.21)

Здесь Xi, ..., xn-i — главные кривизны dQ в точке

-e = sgn<|, и,D)>, D.22)

где п»E)
— внешняя нормаль к 3Q в точке ж(|).

Невырожденность стационарных точек вытекает из

леммы 4.2. Пусть w° = le/l|°l e ?/; тогда имеется конеч-

конечное число стационарных точек II рода жи)(а>°), 1</<т.
Действительно, если бы их было бесконечно много, то,
в силу компактности dQ, они имели бы предельную точ-

точку, которая также являлась бы стационарной точкой. Но

невырожденные стационарные точки изолированы. По

теореме о неявной функции при всех w s Sn~\ достаточ-
достаточно близких к со0, имеется также ровно тп стационарных
точек ж(Я(а>), причем х0) (со) -*¦ хи> (о0) при со -» ы°. При-
Применяя лемму Гейне — Бореля, получаем, что число ста-

стационарных точек одно и то же при всех | е [Ж], % =И= 0.

Поэтому асимптотика F(%) равна сумме вкладов от точек

х">A).
Пусть хA-)— одна из этих точек. В обозначениях лем-

леммы 4.2 (см. D.18), D.19)) для главного члена вклада

F(%, х(?)) получаем из D.7") формулу

F A, х{1)) ~ ie {24n~m IS Г(п+1)/а X

<х (|K V>] | det 5 Г1/2ехр [{ sgn (efl)] (/ с ж) (|),
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где е указано в D.22). Отсюда следует D.21). Теорема
доказана.

Многообразие размерности п — 1 в R" называется

строго выпуклым, если все его главные кривизны в лю-

любой точке положительны. Если Q — ограниченная область
в R" со строго выпуклой границей, то при любом | Ф О

функция S = <х, ?> имеет ровно 2 стациопарпые точки

II рода ж±(|). Нормаль к dQ в точке ?+(?) (соответст-
(соответственно х~(%)) параллельна (антипараллельна) вектору |.
Обозначим &*(!) гауссовы кривизны dQ в точках ?*(|).
Из теоремы 4.3 вытекает

Следствие 4.1. Пусть Q — ограниченная область со

строго выпуклой границей класса С°°. Тогда при ||| -*• «>

(ехр (/ <*+ ?), ?» | k+ (g) |~1/2} X

X е^пй [(/ о х+) (Б) + g4 («) 11 Г'

-охр (К*"®, |»|/с(Е)Г1/2Х

X е^П~" [(/ о a:-) (g) + Д «7 И 11 fJ ]• D-23)

Коэффициенты af (со) е С°° (З™ ),г5е 5П~' — сфера

Следствие 4.2. Пусть область Q — неограничен-
неограниченная, условия теоремы 4.3 выполнены и при всех % е JJf
выполнено свойство 1° теоремы 4.3. Тогда, если j{x)~
финитная функция, заключение 2° теоремы 4.3 остается

в силе.

Пусть Q — ограниченная выпуклая область в R"+l,
F(?) имеет вид D.17), где j{x)= 1. Обозначим

F (и) = sup r(n+2^21 F (rca) |, | co| = 1.

Точка x" e $Q называется точкой уплощения порядка «S/,
если расстояние от точки х^ dQ до касательной плоско-

плоскости в точке х° имеет нуль порядка =5/+ 2. Пусть К (х) —
гауссова кривизна границы dQ в точке х. В [141] дока-

доказано, что F(a)^ Lp(Sn) при следующих предположениях:

F(?,)^ CU(R"+1), где ц
— наименьшее целое число, боль-

большее, чем (п + 2) /2, (9QeCj+1, <9Q не имеет точек упло-
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щенпя порядка > \а и )К (ж)B-р)/2 dS <С со. Более точные

ея

результаты получены при и. = 1.
4. Асимптотика главных значений интегралов. Пусть

Р(х)— вещественнозначная функция класса C°°(R"),
имеющая вещественные нули, и f (x) e С™ (Rn). Тогда

интеграл / = I
^

*
их, вообще говоря, расходится. При-

ведем один из способов регуляризации этого интеграла.

Пусть множество нулей \х: Р(х) = 0) функции Р со-

содержит ограниченную компоненту Мо, и пусть Vp (#)?=()
на Мв. Тогда Мй является С°°-многообразием размерности
п — \. Кроме того, множество {х: Р(х) = г) при всех до-

достаточно малых е содержит компоненту Ме с теми же

свойствами, что и Ма, и МЕ ->- Мй при г -*¦ 0. Пусть функ-

функция / (х) — С^° (Rn) и сосредоточена в достаточно малой

окрестности многообразия Мо.
Главным значением интеграла I по определению на-

называется предел

Ш I Ш"х- D-24>

Пусть «р
— дифференциальная форма Лере — Гель-

фанда, отвечающая Р: dP /\ i$P
— dx (см. гл. II, § 3).

Тогда

D.24')

откуда немедленно вытекает существование предела

D.24).
Рассмотрим интеграл

F (I) = v. p. j 1?| ехр [гЯ^ (г)] da:. D.25)

Перечислим условия на функции /, S, Р.
Г. Функция Р(х)^ С°° (Rn) и вещественнозначна,

множество lieR": Р(ж) = 0) ее вещественных нулей со-
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держит компактное С"-многообразие Mq размерности;
П - 1, VP (Х) Ф 0 При XGE Л/? -

2°. Функция / (х) е С* (R") и сосредоточена в малой

окрестности множества Л/™ -ФункцияS(x)^C°" в неко-

некоторой области, содержащей supp/, и вещественнозначна.

3°. VS(x)?*0 при же supp/, и на многообразии М™~1
функция S (х) имеет конечное число, и притом невырож-
невырожденных, стационарных точек II рода х\ ..., хт.

Вычислим асимптотику интеграла F(X) при этих ус-

условиях. Рассмотрим вначале интеграл

Ф@Д) = J f(x)exp[iXS(x)]<nP(x)l D.26)
Р()

где Ир — дифференциальная форма Лере — Гельфанда.
Асимптотика этого интеграла равна сумме вкладов

ФДО, X) от стационарных точек

т

Ф@Д)~2Ф,@Д). D-27)

Теорема 4.4 ([57]). Пусть условия Iе—3° выпол-

выполнены. Тогда при К -*¦ +°° для интеграла D.25) справед-
справедливо асимптотическое разложение

m

> (Я) ~ я* S Фj @, X) sgn [< VS И, VP И>]. D.28)
3=1

Это разложение можно дифференцировать по Я любое
число раз.

'

.

Формулы для вкладов Ф^@, Я) будут приведены
ниже.

Положим

Ф(с,Х)= J ехр

тогда

При малых с>0 множество Мс = {х: Р(х)= с) Л supp/
является С00-многообразием размерности м — 1, а функция
5 имеет на Мс ровно пг-, и притом невырожденных, ста-

стационарных точек II рода хх{с), ..., хт(с). При этом
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дс}(с)^С°° при малых с, х]@) = х}. Асимптотика Ф(с,к)
при X -*¦ +°° равна сумме вкладов Ф)(с, %) от точек х'(с)
равномерно по с<=[—с0, с0], если с0 > 0 достаточно мало.

Каждый из этих вкладов имеет вид

Ф, (с, К) ~ A,-(n~1)/2 ехр [Л E о а?) (с)] 2 ak} (с) АГ\ D.29)
&=0

где функции ям е С°° при малых \с\. Покажем, что

в зависимости от того, являются ли векторы VS, VP в

точке х параллельными или антипараллельными. Так как

х1 — стационарная точка II рода, то VS = аУР, а^О,
в этой точке. Дифференцируя тождество Р(х)=с, полу-

получаем при х = х$\ ч VP, -г/
— li откуда следует, что

^ = (\s, j^) =a\VP\2^0. Применяя теорему 1.8 к

С Ф- (с, X)
интегралам v. p. \ }

—dc, получаем D.27).
Выпишем формулу для главного члена вклада

ФДОД). Пусть дР(х!)/дхп^0, х' = {xt, .... xft.,)'f

S{x') = S(x), геЛС1.

Тогда аналогично D.14') имеем

Ф; (Ох X) -

(п1)/2Г(п-1)/2
ехр [u,SИ + f sgn 5^ж, и] X

+ О^ )]. D.29')

Следствие 4.3. Яг/сгь a==(ai, ..., aA

dQ — область в R",

D-30)

Тогда все заключения теоремы 4.4 остаются в силе для

интеграла D.30) равномерно по а ^ З^1, если /, Se С™ по

(х, а), условия 2
,

3° выполнены равномерно по а^Й.
Здесь Ж — произвольный компакт, лежащий в области Q.
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5. Асимптотика фундаментальных решений некоторых
классов дифференциальных уравнений с постоянными

коэффициентами и условиями излучения. Рассмотрим
уравнение

P[D)&(x) = 6(x). D.31)

Здесь jeR", D = {Dh ..., Da), D}= ~id/dx} и P(?) —
полином от | = (|i, ..., ?„) с постоянными коэффициен-
коэффициентами. Решение to(x) уравнения D.31) называется фун-
фундаментальным (или элементарным) решением оператора

P(D).
Будем предполагать, что выполнены условия:
1°. Р(%) — гипоэллиптический полином, Р(?) —

= У(^)(?(|), где Г(|)—полипом с вещественными коэф-
коэффициентами, полином Q(Z) не имеет вещественных

нулей.
2°. Вещественные нули полинома Т(?,) образуют

тп > 1 гладких, замкнутых, строго выпуклых многообра-
многообразий Ки ..., Кт размерности и —1. Эти многообразия не

пересекаются, и УТ(%)?*0 при | е/\С3-, i ^ j ^ m.

Нас интересует асимптотика фундаментального реше-
решения &(х) при \х\ -> оо.

Простейшим примером служит оператор Гельмгольца
Д + к2, к> 0. Рассматриваемый класс уравнений был вве-

введен в [8].
Получим интегральное представление для (8{х). При-

Применяя преобразование Фурье в D.31), получаем Р(%)&>=*
— 1, откуда $ = 1/Р{\), и, применяя обратное преобразова-
преобразование Фурье, получаем S (х) = Bп)~пjexp (/ (х, |» dg/P (§).
Однако этот интеграл расходится, так как Р имеет ве-

вещественные нули, и его необходимо регуляризовать.
Пусть п = 1 и |4, ..., ?,„ — вещественные нули Р; все

они простые. Тогда функция
"

!^rdl D.32)

является фундаментальным решением. Здесь у — контур
в комплексной плоскости ?, который совпадает с веще-
вещественной осью всюду, кроме малых окрестностей точек

|s. В этих окрестностях 7 идет по полуокружности, кото-

которая обходит точку ?,, снизу или сверху. Формулу для (§
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можно записать также следующим образом:

Здесь Ej = +1( —1), если ч обходит точку |j сверху

(снизу).
Функция & (х) является решением уравнения D.31)

в следующем смысле. Она является функционалом над

пространством К функций, принадлежащих С^ (— оо, оо).
Ее преобразование Фурье е?(|) удовлетворяет уравнению

P(\)(d (%)= 1, т. е. для любой функции ^(|)е2 (это
пространство функций, которые являются преобразова-
преобразованиями Фурье функций из К) справедливо тождество

D.33)

Всякая функция г|) е Z, очевидно, аналитически продол-
продолжается на всю комплексную плоскость | и убывает бы-
быстрее любой степени при вещественных | -*¦ °°. По опре-
определению

V

Следовательно,
оо

(Р (I) $(Ъ),у (i)) = J мр d) dS = f t
Y - oo

так как ^ — целая функция, и D.33) доказано.

Заметим, что формула D.32') задает 2т фундамен-
фундаментальных решений (каждый нуль %, можно обходить либо

снизу, либо сверху).
При п > 1 для Ж {х) имеет место формула, аналогич-

аналогичная D.32'). Приведем ее. Пусть функция h (?) <= С^° (Rn)
и h = 1 в некоторой окрестности всех многообразий К}.
Тогда

Rn

^яг f ехр [г <х, ?>] со,, (I)
3=1

j
= «¦! (х) + <Г2 (х) + ^з (х). D,34)
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Числа Е} равны ±1, знак зависит от ориентации Kj,
Именно, 8j=+l, если К, ориентирована так, что в ка-

качестве положительного направления нормали к К} в каж-

каждой точке х выбирается направление вектора ^Т{\) а

8j
= — 1 в противном случае. Ниже мы считаем, что ори-

ориентации К} фиксированы, так что набор (ej, ..., em) фик-
фиксирован.

Мы покажем, что (8%{х) убывает быстрее любой сте-

степени при \х\ -*¦ °°, а асимптотику $\, г(х) вычислим с

помощью теорем 4.3 и 4.4.
Лемма 4.3. Для любого N X) и для любого мулъ-

тииндекса а существует постоянная CNi a такая, что

ID%&3 (х) |С<N>a(i + \x\

При любом целом М > 0 имеем

D.35)

где Л — оператор Лапласа. Так как полином Р гипоэл-

липтичен, то существуют постоянные с, С > 0 такие, что

при любом р

(?)

Следовательно, если М > 0 достаточно велико, то

() +\1\)
~п~

так что при

\8А*)\<С'\х Г2М Bл)-п J A + 111)'" #< С" \-гМ

Rn

Тем самым D.35) доказано при 1а! =0; случай 1а! >0
исследуется аналогично.

Фазовая функция S = (х, ?> имеет на каждой поверх-
поверхности К} ровно 2 стационарные точки II рода tj (x) в

силу леммы 4.2. Пусть ?/ (ж) (соответственно ^7 (х)) —
та из этих точек, в которой положительное направление
нормали к Kj совпадает с х (соответственно с —х). Вве-

Введем обозначения: к)(х) — гауссова кривизна многообразия
Kj в точке \j (x), п}

—

направлепие внешней нормали к

К} в точке If (х)г <й=х/\х\.
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Теорема 4.5 ([58]). Пусть условия 1°—3е выпол-
выполнены. Тогда при |х| -*¦ °°

(х) = Bл) г
*

\ 1=1 /

D.36)

функции ИцеС" при |о)| = 1.
Зго разложение можно дифференцировать по х любое

число раз.
Достаточно рассмотреть случай m = 1. Пусть Я —

множество вещественных нулей полинома Р. Так как

К — компактное строго выпуклое многообразие, то по

лемме 4.2 функция S — (х, |> имеет на К ровно 2 ста-

стационарные точки II рода ?*{#), и обе они невырождены.
Пусть ?+ (х) — такая точка, что вектор х параллелен

внешней нормали к К в этой точке. Тогда при |х| ->- °°

асимптотика &г(х) равна сумме вкладов от точек ^*(х).
Аналогично, по теореме 4.3 асимптотика $i{x) равна
сумме тех же вкладов, умноженных на jusgn<?, VT>,
так что при суммировании мы получаем удвоенный вклад

от точки ?+(х).
6. Дополнения. Главный член разложеппя D.14) мож-

можно записать в более инвариантном виде ([58]). Пусть
условия теоремы 4.1 выполнены. Введем функцию Ла-
Лагранжа L(z, ц) = 8(х)+ [ig(x). Если х° — стационарная

граничная точка фазы S II рода, то (х°, ц0)—стационар-
ц0)—стационарная точка функции Лагранжа при (Ло таком, что V5(a:°L-
+ Ho^g(x") = 0. Покажем, что главный член асимптотики

выражается через значения ^g и матрицы

D.37)

в точке (х°, цо). Пусть х° = 0, g(x°) = 0, ^^"=^0; пе-

перейдем к координатам у: у^=хи ..., j/n-i
= .r^-i, yn =

= g(x), и обозначим через S*, g* функции 5, ^, записан-

записанные в переменных у. Далее, положим

М. в, Федорюк
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Тогда справедливы тождества

det Q = — det Q, sgn Q = sgn D.39)

при x = x°,

дхп

ц0. Действительно,
tT

О

где матрица Q* строится по S*, g* так же, как и матри-
матрица Q, Т = ду@)/дх, 0 и Е— нулевая и единичная

(п X п) -матрицы. Имеем

1 = det Q* (det T) \ sgn Q = sgn Q*.

Так как g*~ijn, det Q* = -det ^, то det<? = — g
и первое из тождеств D.39) доказано. Далее, матрица
Q* приводится линейным преобразованием к виду

Q О

О 1

0 0-1

откуда следует второе из тождеств D.39). Поэтому коэф-
коэффициент а0 в разложении D.14) равен

Bn)n*\g/VS\detQ\ -1/2,
exp -^ (sgn Q + 2)], D.40)

где x =» z°, ц = |Яо и ориентация границы 3Q такова, что

вектор
—^g(x°) направлен по внешней нормали к 3Q.

Рассмотрим еще один важный пример: интеграл

ф (К) = j dy J cte exp (- , г/). D.41)

В данном случае условия теоремы 4.2 не выполнены:

именно, все точки границы
— оси у

= 0 — являются гра-
граничными стационарными точками фазы II рода. Кроме
того, точка @, 0) является стационарной точкой фазы
I рода.

Предложение 4.1. Пусть функция феС™ при

у>0 « финитна. Тогда при X -*¦ +°° справедливо асимп-

асимптотическое разложение

00

—П— 1

D.42)
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коэффициенты которого имеют вид

оо

ап = in+1v. p. J «-«-1 {j-J Ф {хг 0) dx +
— оо

/птг ! Я \п ( Я \п
Л—г Ь- -т- 1ф @, 0). D.43)

Представим интеграл D.41) в виде
ОО 00

ф (I) = Я j / dt, /= j *-»*Ф (х, е) dx,

где е = Дг1. По формуле Тейлора имеем

N

так что

= 2 «а"* +
п=о

где коэффициенты а„ имеют вид

00 ОО

ап = -^ ]' Г^ j (-^)" Ф (я, 0) е- D.44)

а остаточный член равен

(X) =

= Jj- J(e - , т)

Здесь ij) = E/(9т)лг+1ф(х, т). Интегралы можно перестав-

переставлять в силу финитности функции ф. Так как ф
— гладкая

финитная функция, то при любом А; > 0 справедлива
оценка

х2 т) dx Си A + 1

15*
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равномерно по т^ [0, °°]. Следовательно,
е

С С

о

;*-*-* J fЛТ+1 (i + o~ftA <
0

и тем самым формула D.42) доказана. Далее, имеем

([12])

e-itxtvdt = in+xn\x~n-1 + inn5(n) (x),
о

где равенство понимается в смысле обобщенных функ-
функций, и из D.44) следует D.43).

Напомним, что (см. [26])
ОС ОО

v. p. j x~2hty (x) dx = j x~2k I г|л (х) + тр (— х) —
— oo о

*"

- 2 fa @) + ir ф" @) + .. . + j^-^i yBk-2) @)

OO

V. p. 1 ^C~2^—1^ ^) fix =
—oo о

- 2 (xij)' @) + |11|/" @) + ... + {^Z\y ^2h~1} (°) )]cte-
Главный член асимптотики имеет вид

1 ГдФ @, 0) + i J
L

Ф (X) ^ х-1 ГдФ @, 0) + i J ф(*.о)-ф(о,о)Л

§ 5. Вырожденные стационарные точки

1. Существование асимптотического разложения.
Пусть фаза S(x)^C°° в окрестности стационарной точки

х°, и пусть выполнено одно из условий:
1°. Функция S (х) аналитически продолжается в

комплексную окрестность точки х°, и точка х° является
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изолированной критической точкой функции S(z),
z e С».

2°. Локальное кольцо отображения x^-^S(x) конеч-

конечномерно.

Локальное кольцо отображения x^-^S(x) есть фак-

тор-пространство F [[х — х°]} / i —, ...,— ; здесь

F [[х — х0]] — кольцо формальных степенных рядов от пе-

dS dS \
—

р
о о (dS dS \

ременных х1— хи ..., хп — хп и I —, .. -,^-\ — идеал,

натянутый на ряды Тейлора в точке х° функций j

Тогда (см. гл. II, § 3) существует диффеоморфизм
д: == Ф (г/), ф@) = ж° такой, что (S ° ф) (у) есть полином.

Таким образом, в случаях 1°, 2° вычисление вклада от

вырожденной стационарной точки приводится к случаю,
когда фаза есть полином.

Теорема 5.1 (Атья [100]). Пусть х° — вещественная

стационарная точка фазы S, функция f (x) e С™ (R"),
supp/ не содержит стационарных точек, отличных от ха,
и выполнено одно из условий 1°, 2°. Тогда при X -*¦ +°°

справедливо асимптотическое разложение

F (Я) -г f / (х) exp [ikS (х)} dx ~ 2 f S
дп

ft=0 \i=

E.1)

Здесь rk — рациональные числа, n/2 ^ r0 < r4 < ... < rm -*¦

-* °° (m-* oo) ц ^V — некоторое фиксированное целое
число.

Эта теорема следует из теоремы 2.3.3 и леммы Эрдейи
(ср. доказательство теоремы 2,4.3).

Числа rm, N являются инвариантами стационарной
точки. Именно, при гладкой замене х = ц>(у) они не ме-

меняются, так как не меняется значение интеграла F(\),
а асимптотическое разложение вида E.1) единственно.

Наиболее важным инвариантом является г0. Вычисление

г0 основано на теореме Хиронака [97] о редукции особен-
особенности, т. е. о приведении полинома S к некоторой кано-

канонической форме с помощью замены переменных.
2. Некоторые примеры.
Теорема 5.2. Пусть S(x)—положительно опреде-

определенный однородный полином степени 2т1 } (х) е C^°(Rn)t
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Тогда при X -*¦ 4-°° справедливо асимптотическое разло-
разложение

п inn оо k

F (Я) ~ lT™<*^ 2 алЛ,~й», [ttl | E.2)
k \ га ]k=o \ га

ink -1

f
ink 1

= е^ f 2 sV/@)(bs.(PI) E.3)

Здесь cos
— дифференциальная форма Лере — Гелъфанда.

Лемма 5.1 [49]. Пусть х"— критическая точка фазы
S и rank Sxx (х°) = г. Тогда с помощью диффеоморфизма
х = у(у) (а:° = ф@)) можно е малой окрестности точки

х° привести фазу S к виду
т

(S - ф) (у) = const + 2 ± у) + S± {yr+1, ..., Уп). E.4)
i=i

При этом все частные производные первого и второго
порядка фазы Si равны нулю при у

= 0.

Пусть г 5=1 и х° == 0, S(x°) = 0. He ограничивая общ-

общности, можно считать, что второй дифференциал функции
г

S в точке х = 0 есть сумма квадратов 2 ± х% этого

можно добиться с помощью невырожденного липейного

преобразования. Положим х =(хи ..., ж,), х" =
= (^rfl, ..., .rn), тогда S(x) = S(Q', x") +S2{x', x").
Функция S@', x") имеет нуль порядка ^3 в точке

х" =0. Далее,
г

3=1

Рассмотрим /S2 как функцию от переменных х' и от па-

параметров х" при малых 1а;" I. Так как по построению
функция S2(x\ 0") имеет нуль порядка ^3 в точке

х = 0, то по теореме об обратной функции уравнение
dS
1 = 0 ПРИ малых \х" \ имеет, и притом единственное,

ох

решение х'° = г|>(х"). При этом \$(х") I = 0{\х" |). В си-

силу леммы 2.3.3 с помощью гладкой (по у' и по парамет-

параметрам х") замены переменной х =х'(у', х"), у' = (#i, ...

г

,.., ут) можно привести функцию Sz к виду S2 = 2 ± у!»
что доказывает E.4).
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Следствие 5.1. Пусть rank S"xx(x°) = re — 1. Тогда
с помощью гладкой замены переменных z = <p(y) фаза S
в окрестности точки х° приводится к виду

п-1

Здесь Ц] — ненулевые собственные значения матрицы

$хх (х°), к&*1 — целое число. При этом detq/(O)=s 1.
Это следует из теоремы 5.2 и леммы 2.3.1. Тем самым

задача о редукции особенности полностью решается в

случае rank Sxx (х°) — п— 1. Асимптотика интеграла F(K)
с фазовой функцией вида E.5) легко вычисляется (с по-

помощью теоремы 2.1 и теоремы 1.5), и главный член

асимптотики имеет вид

га—1

Г -г

п

in "V

3=1[
in V . in

X I Hi .. . Цп-i I
lf2

exp [iXS (x°)] / (x°). E.6)

Разность re
—

г, r = rank det ?« (а:0) называется коран-

гом стационарной точки х" (особенности). Особенности

корангов 0, 1 уже исследованы; рассмотрим особенность

коранга 2.

Однородный вещественный многочлен (^0) третьей
степени от двух переменных можно с помощью невырож-
невырожденной линейной замены переменных привести к одному
из следующих четырех видов:

Xs + у3, х2у-у\ хгу, х\ E.7)

Имеем Рг(х, у) = ах3+ bx2y + cxy2 + dy3; пусть для

определенности а Ф 0. Кубическое уравнение PS(K 1) = 0

имеет по крайней мере один вещественный корень Ки
и форма Ps делится на линейный множитель х — Xtj/. По-
Полагая х — Xij/ ¦= у', у=*х', получаем Р3 = у'Рг(х', у'), где

Рг — вещественная квадратичная форма. Приводя ее к

сумме квадратов, получаем Р9= У' [±{Ах' + By'f-\- Cy'~\.
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Форма Р3 приводится к виду у ,если А = С = 0, к виду

у"х , если С = О, А Ф 0, и к виду у" {х ± у ), если

АС ФО. Пусть Ра = У (х2 + У2)- Делая замену у — и + v,

х=!= 1/3 (и
— v), приводим Р3 к виду 4(ц3 + у3).

Теорема 5.3 [49]. Пусть S(x) имеет вид

(a) S = x3 + if + ...; (Ь) 5=^2-г/3 + ...,

где многоточием обозначены члены степени ^4. Тогда
в некоторой окрестности точки @, 0) с помощью глад-
гладкой замены переменных S приводится к виду

(a) S = х'3 + У'3; (Ь) S = z/'z'2 - f/'3

соответственно.

Замечание 5.1. Если функция 5 голоморфна в

комплексной окрестности точки @, 0), то с помощью го-

голоморфной замены переменных функция 5 приводится
гЗ ¦ гЗ

к виду х + у .

В случае (а) интеграл F(к) приводится к виду

F (К) = j exp [il (ж3 + у3)} ф (х, г/) cte <fy~

Для доказательства достаточно последовательно приме-
применить одномерный метод стационарной фазы по перемен-
переменным х, у (см. теорему 1.5).

Заметим, что постоянная с есть инвариант, который

выражается через производные третьего порядка фазы S

в стационарной точке.

Пример 5.1. Вычислим асимптотику при К ->¦ +°°

интеграла

F (X) = J j / {x, y) exp [a (yx — y3)} dx dy%

где /eC?°(R2). Интеграл J to, где ш — дифференци-
s=i

альная форма Лере — Гельфанда, отвечающая фазе S =
= У3? — У3, сходится, и в силу примера 2.3.2 имеем

фс(/)= j /о ~ е^3/(°1 °) j" » (с->0),
§~0 6=1
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Следовательно, по лемме Эрдеии главный член асимпто-

асимптотики имеет вид

F (X) - [/ @, 0) + о A)] Х~1/3 ТШ- f о. E.8)

Вычислим J to. Кривая S = 1 имеет вид х

s=i

и состоит из трех ветвей. Одна из них лежит в полуплос-
полуплоскости у<— 1, симметрична относительно оси у и имеет

асимптотами прямые у = ±ж. Две другие ветви лежат в

полуплоскости у > 0, симметричны относительно оси у,

и одна из них имеет асимптотами лучи у
= 0, х">0; у ==»

= ж> 0. Имеем

sLS' i / *)

Пусть Pm(^i, •.., ?n) — однородный полином степени

m IS* 2 от n>2 переменных. SS'ln, R) — группа невы-

невырожденных матриц порядка пХп. Группа S3?(n, R)
есть многообразие вещественной размерности пг (= числу

элементов (пХ п)-матрицы). Полином Рт имеет Cm"+\i-i
коэффициентов. Неравенство »2^Cm"+n-i выполняется

только при m = 2, п ^ 2 или при т = 3, и = 2. В против-
противном случае линейная группа содержит меньше парамет-
параметров, чем множество полиномов {Рт(х)}, так что с по-

помощью линейной замены переменных х — Ту нельзя при-
привести любой полином степени m к одному из конечного

(или даже дискретного) числа канонических типов при

m = 3, п ^ 3 и при m > 3, п ~> 2. Семейство канонических

форм в этих случаях зависит от непрерывных парамет-

параметров. Это имеет место уже для однородных многочленов

Pi(x, у) четвертой степени от двух переменных.

Рассмотрим функции

где многоточием обозначены члены степени Э=5 и f^O

достаточно мало. Покажем, следуя [49], что не существует

гладкой замены переменных {х, у) = ц>(х', у'), ф@, ())=•
«=@, 0), переводящей Si в 52 (в малой окрестности точ-
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ки @, 0)). Положим S2 (#', у') = S2 (х, у); тогда разложе-

разложение S2 по формуле Тейлора начинается с членов степе-

степени 4, коэффициенты при которых определяются только
линейной частью преобразования ф в нуле. Инвариантом
линейного преобразования является двойное отношение

четырех прямых. Именно, пусть прямые mt, m2, тг, тк

выходят из одной точки О, прямая тп пересекает прямые
rtij в точках Mj. Двойным отношением называется число

которое не зависит от выбора прямой т. Пусть т,
-—

прямые х-\-у = 0, х + ty = 0, х = 0, х = у; тогда d =
= 2t/(t+ 1) для функции S2, d = 2 для Si.

Таким образом, при классификации вырожденных кри-
критических точек возникают модули (семейства неэквива-

неэквивалентных относительно гладкой замены ростков, завися-

зависящие от непрерывных параметров), и задача о классифи-
классификации вырожденных критических точек в настоящее вре-
время не является полностью решенной.

Нормальные формы функций вблизи критических то-

точек подробно исследованы в монографии [1].
3. Асимптотика интегралов и многогранник Ньютона.

Приведем результаты из монографии [2]. Рассмотрим
степенной ряд

оо

S(x)= S ааха, а = (alt .... ап), ха = хаг ... хап\

и пусть 5@) = 0. Носителем ряда называется множество

всех а таких, что аа Ф 0. Носитель ряда — подмножество

положительного октанта в R", т. е. множества точек с

неотрицательными координатами. В каждую точку носи-

носителя ряда перенесем параллельно положительный октант*

Многогранником Ньютона Г называется выпуклая обо-
оболочка в R" объединения всех полученных октантов. Диа-
Диаграммой Ньютона А называется объединение всех ком-

компактных граней многогранника Ньютона.

Проведем биссектрису положительного октанта в R",
т. е. луч Xj = t, l«S/sSft, 0^t<°°. Биссектриса пересе-
пересекается с границей Г ровно в одной точке (t = ta). Число
tQ называется расстоянием до многогранника Ньютона,
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число —I/to называется удаленностью от многогранника
Ньютона.

Для любой грани f e Г, ^-частью 5Т степенного ряда

называется степенной ряд, составленный из одночленов,
показатели которых принадлежат грани f. Если грань f
компактна, то S-, есть многочлен. Главной частью S& на-

называется многочлен, составленный из одночленов, пока-

показатели которых принадлежат диаграмме Ньютона Д.
Главная часть S& многочлена с вещественными коэффи-
коэффициентами называется R-невырожденной, если для любой

компактной грани ^еД, V5T=^=0 в (R\0)n. Показателем

осцилляции называется число —г0 в ряде E.1), если су-

существует функция ф такая, что о0; ?• 0 при некотором I.

Показателем особости называется число п/2 — г0. Табли-

Таблицы показателей особости для ряда классов критических
точек приведены в [2].

Теорема 5.4. Пусть фаза S(x) голоморфна в окре-
окрестности критической точки х° и ее главная часть R-не-

вырождена. Пусть удаленность t от многогранника Нью-

Ньютона такова, что ?>— 1. Тогда показатель осцилляции
точки х° равен t.

Теорема 5.5. Пусть п — 2 и фаза S(x) голоморфна
в окрестности критической точки х". Тогда показатель

осцилляции точки х" равен t.

Приведем еще один результат о скорости убывания
интеграла B.6), фаза которого имеет вырожденные ста-

стационарные точки [139].
Теорема 5.6. Пусть п = 1 или n = 2, f{x}>0 и

существует по крайней мере одна вырожденная стацио-

стационарная точка х" фазы S(x) такая, что /(ж°)>0. Тогда

(l+IM)mF(?v)?L2(R) при т< 1/2.

При п > 3 эта теорема неверна.

§ 6. Особенности интегралов
от быстро осциллирующих функций

1. Классы интегралов. Рассмотрим интеграл вида

F (х) = j а (р, х) exp \iS (p, х)] dp, ^ ^

где р е R"( x ^ Rs. Функция S называется фазовой. Вве-
Введем следующие предположения:
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1. Функция S е С°° вещественнозначна и положитель-

положительно однородна степени 1 по переменным р при \р\ ^ 1,
т. е.

S(tp, x) = tS(p, x) (\р\>1, t>l).

2. Функция S не имеет стационарных точек, т. е.

*p.JS(p, ^)^0 (\р\>1, xeR»),

3. Функция а ^ С°° и положительно однородна степе-
степени q при \р\ > 1, т. е.

a(tp, х) = Ра(р, х) (\р\>1, t>l).

Кроме того, а(р, я) = 0 при ]р\ «S 1/2.

Типичным примером фазовой функции при п = к слу-
служит S = (x, p), а интеграл F.1) есть преобразование
Фурье функции а. Интеграл F.1) может не быть сходя-
сходящимся, но он является обобщенной функцией из про-

пространства D'(Rk). Его можно понимать, например, как

предел (в смысле обобщенных функций)

F(х) = lim exp [iS (р, х) — г\р\] а(р, x)dp.

Интеграл F.1) есть ядро интегрального оператора
Фурье, введенного Л. Хермандером и играющего огром-
огромную роль в теории линейных дифференциальных уравне-
уравнений с частными производными [36]. Интегральный опе-

оператор Фурье имеет вид

(Lu) (х) = j J exp [iS (p, х, у)} а (р, х, у) и (у) dy,

где />eRn, те Rft\ у е= R*2.
Приведем простейший пример. Рассмотрим задачу Ко-

пш для волнового уравнения

ии=сгАщ и|,=0 = 0, и, |(_0 = б(л;у,

где jeR3, с > 0 — постоянная, б (х) — дельта-функция
Дирака. Функция и называется фундаментальным реше-

решением задачи Коши. Имеем (интегралы берутся по Rp)

\
\p\ -j^p4"" l(^fl+(p'x))w.
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Таким образом, u(t, х) есть сумма двух интегралов вида

F.1) с фазовыми функциями Sii2 = ±е\р\ —(р, х) и д =
—. , Л

Нас интересуют особенности интегралов вида F.1).
Приведенные ниже результаты получены в [96].

Пусть Кв — проекция на R* множества Са, на кото-

котором VPS = O:

Cs = {(Р, х): Щ^Л = о}, Ks = nxCs.

Стандартным интегрированием по частям (см. § 1) не-

нетрудно показать, что F(x)<^C°° вне множества Кв. По-
Поэтому особенности функции F(x) содержатся в множе-

множестве Ks, которое называется характеристическим коно-

коноидом.

Прежде всего уменьшим на единицу число интегриро-

интегрирований в F.1), используя обобщенные функции (ж+ Ю)а,
Ы{х + Ю) (а, вещественно) и формулы для их преобра-
преобразований Фурье [12]. Для этого положим р

=

рсо, р>0,
|<в| = 1 и проинтегрируем по р. Тогда получим:

1°. Если а = —п — q не является целым неотрицатель-
неотрицательным числом, то

F (х) = ехр (— ina/2) Г (— a) f [S (р, х) + iOfa (p, x) dQ,
sn-i

F.2)

где 5""'— единичная сфера \р\ = 1, сШ — элемент ее по-

поверхности.

2°. Если а, — т, где т = 0, 1, 2, ..., то

j
sn-l

Xln[S(p, x + iO)]a(p,x)dQ>

B i
—-

Ti "-0
"~~

Г1 /nl u m\

+ г (i) + Щ-].
2. Особенности F {x) в регулярных точках характери-

характеристического коноида. Коноид Кв есть, вообще говоря, мно-

многообразие размерности ^/с — 1, которое может иметь осо-

особенности. Структура особенностей интеграла F.1) суще-
существенно зависит от структуры особенностей коноида Кв.
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Пусть (р°, ж°)еС8) 1/1 = 1, и Ks(x") — проекция на

R* малой окрестности точки (р°, х°). Если выполнено

условие

det

d2s

V
F.4)

то множество Кв(х°) есть многообразие размерности
Аг — 1 и класса С°°. Здесь /?" — вектор-столбец, 'р° — век-

вектор-строка.
При хеК8, близких к точке х", функция S(p, x)

имеет невырожденную стационарную точку р
= р°(х)е

еС", \р°(х)\ =1, такую, что />0(?0) = /?°. Функция Х(х) =
= —S(p°(x), x) имеет простой нуль на коноиде Ка.

Эти факты позволяют полностью описать особенности

интеграла F.1) в неособых точках коноида К8. Предпо-
Предполагается, что условие F.4) выполнено.

Теорема 6.1. В малой окрестности U точки х"

справедливо разложение

N

F (х) = (х) [S(p° (х), х) + i0f+h RN (x),
F.5)

а== __

если а —нецелое число. Здесь N>0 любое, ck(x)e
,

остаточный член RN(x)eCt(U) при N>

)/2 +() 4
Разложение F.5) есть асимптотическое разложение по

гладкости: каждый следующий член разложения имеет

меньшую особенность, чем предыдущий. Начиная с не-

некоторого к, члены разложения F.5) становятся гладкими

функциями.
Главный член асимптотики равен

F (х) 2Г (^±-1 + g) exp [f (

0^), x)[S(p°(x), x)

x

F.6)

Здесь Д (х) = dot Q (x), v+ (xj — число положительных
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собственных значений матрицы

-А- о
-IPI

Теорема 6.2. Пусть а=—^—^ q—целое число.

Тогда справедливо асимптотическое разложение по глад-
гладкости

F(x)= 2 ck (х) [S (р° (х), х) + iO]a+h +

JV

+ 24 (x) [5 CP° (ж, x)) + jO]a+ft In [5 (pe (x), x) + Ю] +
ft=—a

+ ^(Ж). F.7)

Прокомментируем эти теоремы. Из формулы F.6)
видно, что «главная» особенность имеет вид

а(х)(Ъ(х)+Ю)\

где а, Ь^С", Vfc^^O. Пусть db/дх^О для определен-

определенности. Сделаем замену переменных

тогда получим, что особенность имеет вид

Аналогичное замечание относится к формуле F.7).
Таким образом, особенности носят одномерный ха-

характер, т. е. описываются функциями вида (f + ?0)l,
(t + iOLn{t+iO).

Теоремы 6.1, 6.2 справедливы и в том случае, когда

функция а(р, х) принадлежит классу Херыандера ?^е
0^6<1/2<р<1 (см. [36], [96]).

3. Редукция интегралов вида F.1) в особых точках

характеристического коноида. Из формул F.2), F.3) вы-

вытекает, что задача об исследовании особенностей интегра-
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ла вида F,1) сводится к исследованию интегралов вида

Ф (х) = J g (t, x) (/ (*, х) + ЮГ dt, F.8)
Rm

Ф (x) = J g(t,x)f (t, x) In (/ (*, x) + iO) dt. F.9)
R™

Здесь x e R", is Rm, F — малая окрестность точки t =

= 0, x лежит в малой окрестности U точки х = 0, а не

является целым неотрицательным числом, s = 0, 1, 2, ...

Функция / вещественнозначна, /еС°°(УХ/У), ge

Интегралы F.2), F.3) приводятся к конечной сумме

интегралов вида F.8), F.9) с помощью разбиения еди-

единицы на сфере 5П~1 и перехода к локальным координа-
координатам. Функция f(t, ж)—это «старая» функция S(p, x) в

новых (локальных) координатах. Из условий 1.1, 1.2 сле-

следует, что

{/-о- &\ FЛО)

Введем, как и ранее, обозначения

С,-{(«,*):/(*,*)-0, 2^-о}, Я,-^,

и множество Z/ будем называть характеристическим ко-

коноидом функции /. Как и в п. 1, доказывается, что

Ф(х)^С°° при x&Kf, так что особенности обобщенной
функции Ф(х) содержатся в коноиде К}.

Будем далее считать, что /@, 0) = 0. Точка х = 0 мо-

может быть особой точкой функции Ф(х) только тогда,

когда точка t=0 является критической (стационарной)
точкой функции f(t, 0), т. е. df/dt = O в точке @, 0).

Функцию /(?, х) можно, вообще говоря, привести к

более простому виду с помощью замены переменных.
Сделаем в интеграле F.8) замену переменных и пара-
параметров

t = h(l, у), * = срО/). F.11)'

Здесь h — гладко зависящий от параметра у диффеомор-
диффеоморфизм, /г(|, 0) = ?, ф@) = 0, ср(#) — гладкая функция и

матрица Якоби ф'@) имеет максимальный возможный

ранг. Заметим, что число параметров у может быть меньше,
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чем число параметров х. Тогда получим

Ф (х) = Ф (у) = j [/(&, у) + iOf ? (I, у) dy,

где /¦=/( ф), g g(, p)|
При таком преобразовании Cf-+Cj, а условие F.10)

выполняется для функции f. Такое же преобразование
можно применить к интегралу F.9).

Вопрос о том, к какому наиболее простому виду мож-

можно привести функцию / в окрестности критической точки,
исследован В. И. Арнольдом и другими [1]. Мы приведем
лишь некоторые из этих результатов.

Пусть t = 0 — критическая точка функции f(t, 0) ко-

конечной кратности (А. Тогда с помощью преобразования
вида F.11) можно в малой окрестности точки @, 0)
привести функцию / к нормальной форме

7 E, у) = g0 (?') + Q (I") + S Vigi (Г). F.12)

Здесь ? = (?', \"), V = {li lr), функции ^—поли-

^—полиномы, причем go имеет нуль порядка 5*3 в точке V = 0
и (?(?") — квадратичная форма:

Можно считать с самого начала, что функция / приведе-
приведена к нормальной форме F.12), Сделаем еще два упро-
упрощения.

1°. Квадратичную форму Q можно исключить из нор-

нормальной формы F.12).
Действительно, интеграл F.1) представим в виде

оо

F {х) = J pn~1+9dp j а(рш,ж)ехр[ф,5((о, x)]dQt
i sji-i

и можно считать, что функция S(со, х) приведена к ви-.

ду F.12). Применяя метод стационарной фазы к ин-

интегралу

где а — функция а в переменных ?, у, получаем асимп-

асимптотическое разложение

°°
^

-п-т—1
h

ч? ~ 2 «ft (S'j у) р
2

(р~^ °°)i

16 м. в. Федорюк
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с гладкими коэффициентами ак. Тем самым мы снова

приходим к интегралам вида F.1), в которых фазовая
функция не содержит квадратичной формы.

Итак, будем считать, что

/(*. x) = go(t) + 2 xiSi (t) + xri F.13)
i

где gji
—

полиномы, gj(OJ = O, go(t) имеет нуль порядка
^3 в точке t — 0. Наличие слагаемого хг следует из ус-

условия F.10). Кроме того, всякая гладкая в окрестности
точки @, 0) функция g(t, х) может быть представлена
в виде

viW^ + vo(x)f)%(t),
F.14)

где uj, Vj, \f0 — гладкие функции, ah гр0 финитны по t,
¦фо — 1 при малых UI.

2°. Можно считать, что функция g зависит только

от t.

Рассмотрим интеграл вида F.8). Имеем

Фиксируем целое число iVS*l. Повторяя проведенную
выше процедуру, получаем, что интеграл F,8) равен
сумме интегралов того же вида с показателем а + Л7

(и при N > 1 эти функции гладкие) и их производных
по переменным х} с показателями р, а ^ {} ^ а +¦ N, при-
причем множители при (/+Ю)е зависят только от t. Итак,
мы приходим к эталонным интегралам вида

где / имеет вид F.13), ge C™(Rn), g(t)=sl при малых

UI. Интегралы вида F.9) приводятся к эталонным ин-

интегралам вида

Ф (х) = J f (t, x) In [/ (t, x) + 10] g (t) dt.

Заметим, что функция Ф(х) аналитична вне коноида Kf.
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4. Особенности типа Ат, Dm. В [1] приведена полная

классификация так называемых О-модальных ростков
гладких функций /: Rm -*¦ R, /@) = 0. Это, по терминоло-
терминологии В. И. Арнольда, ростки типов Ат, Dm(m5*3), Et,
?"„ Еа.

Для серии Ат, t — одно переменное, и эталонный ин-

интеграл F.15) имеет вид

4„,« (s) = J [fit, x) + tOfg(t)dt,
F.15)

/ = tm+1 + х^т '+..,+ xm_2t + xn_v

Здесь m ^ 2, а не является целым неотрицательным чис-

числом, ^eC0°°(R) и g-(?)=l в окрестности точки t = 0.

Характеристический коноид К, определяется уравне-
уравнением D(x) = 0, где D — дискриминант полинома / как

функции t. При т = 2 копоид есть полукубическая пара-

парабола Ах\ + 21х\ = 0.

Пусть i{x) — контур в комплексной плоскости t, ко-

который при \t\ > 1 совпадает с вещественной осью и об-

обходит вещественные нули полинома f(t, x) следующим
образом: максимальный нуль обходится сверху, следую-
следующий снизу, следующий — снова сверху и т. д. Напомним,
что х лежит в малой окрестности U точки х = 0, так что

все нули полинома / лежат в малой окрестности точки

t = 0. Тогда при хФ-Rj имеем

Am,aix)= J f{txx)g{t)dt.

Здесь g(t)= 1 на части контура у(х), выходящей в комп-

комплексную плоскость, и /а > 0 при вещественных t > 1.

Функция Ат,а(х) при хФК, продолжается на всю

комплексную плоскость а как мероморфная функция с

полюсами в точках ах
•= l(m+ I) ,Z = —1, 0, 1, 2, ...

Этот факт доказывается так же, как и мероморфность
гамма-функции Г (г). Мы положим g{t)=l, так что при

х<?К,

Лт,*(х)= f f{t,x)dt. F.16)
V(x)

Интеграл F.16) сходится абсолютно при а< —1/(т+ 1),
а при остальных а под функцией Ата{х) понимается

ее аналитическое продолжение,

16*



244 ГЛ. III. МЕТОД СТАЦИОНАРНОЙ ФАЗЫ

При а Ф ah x&Kj функция Ат_а{х) является реше-

решением линейного уравнения с частными производными

с линейными коэффициентами

[(то + l)D,Z?m_a + х{ (т - 1

... "г Xm—<iUm— {LJm—2J Л.т а [•?) == U,

где Dj = d/dxj. Кроме того,

Dm-!i4mi»(а;)'—а4т, в_,(а;)'. F.17)

Оба эти факта доказываются прямой выкладкой.
В общем случае функция Ат_а(х) не выражается че-

через известные специальные функции. Но при полуцелых
а она выражается через гиперэллиптические интегралы.
Этот случай важен потому, что исследование особенно-
особенностей фундаментальных решений гиперболических урав-
уравнений приводит к функциям вида F.15) с полуцелым а.

Учитывая тождество F.17), можно ограничиться случаем
а = —1/2. Тогда при x&Kf функция Ami-i/z(x) есть пе-

период гиперэллиптического интеграла. Действительно, в

силу F.16) имеем

Лт,_1/2(:г)= Г -—=-. F.18)

Если ti(x)< ... < th(x)—все вещественные нули полино-

полинома /, то интеграл равен удвоенной сумме интегралов по

разрезам [ti(x), t2(x)], ..., [th-i{x), th(x)] (если к нечет-

нечетно, то последний разрез проводится по лучу [^(ж), +°°)).
При т = 2, 3 функции Ат, -i/i(z) выражаются через

периоды эллиптических интегралов. Интеграл А2,~1/г{х, у)
можно представить в форме Вейерштрасса

-J Vit3—xt~y'

Характеристический коноид Kf задается уравнением х3 =

= 27у2 и является полукубической параболой с острием

(«клювом») в начале координат. Внутри клюва (т. е. при
Xя — 27у2 > 0) полипом / = 4?3 — xt — у имеет три веще-

вещественных корпя е9 < ег< е,. В области х% — 27г/2 < 0 по-

полином / имеет один вещественный корень et и два
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комплексно сопряженных е2, е3; пусть Im e2 > 0. Положим

Д.2 „ gl
~

е2

I
*

1

К¦_ Г dt
К'=

где к2 + к'2 = 1. Числа К, К' — полупериоды эллиптиче-

эллиптического интеграла (в форме Якоби)
и

W ill) = \ г

Теорема 6.3. При х3 - 27г/2 > 0

А-г.-иг (¦?, У) = г

'

(К + ПК'). F.19)

г3 - 27г/2 < О

Выбор ветвей следующий: к > 0, к' > 0, Уе, — es>0
в первом случае и к = е~1ф, 0 < ср < л,— во втором. Во

втором случае вещественная и мнимая части функции
Л2, -i/2{x, у) положительны.

Формулы F.19), F.20) показывают, что функция
«42t-i/2(^, у) имеет довольно сложную особенность в на-

начале координат. Пусть, например, (х, у) -*• @, 0) изнутри
клюва. Вместо х, у в качестве независимых параметров

выберем корни еи е3. Так как е^ + е2 + е3 = 0, то

Im A2i_1/2 (х, у) =
*

К

ез

Если et -»- е3, то (et — е3)
1/2 ->

°°, но дробь /с2 =

= Bе2 + еа)/(е, — es) не стремится, вообще говоря, ни к

какому пределу при (х, у)-+{0, 0).
При всех а<—1/3 функция А2,а(х, у) выражается

через гипергеометрические интегралы. Если точка (х, у)
лежит, например, внутри клюва, то

1 J (i-tf(l-k4)a
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контур интегрирования охватывает разрез (к~2, к~* + &<»)".
При других значениях а функцию А2а можно определить
с помощью аналитического продолжения по параметру а.

Аналогично исследуются интегралы вида Ait а(х, y,z).
В данном случае полином

/ = ? -\- х? + yt + z

имеет или 4 вещественных корня е4 < е3 < ег < eif или 2

вещественных корня е2 < et и два комплексно сопряжен-
сопряженных е3, е4, Im e% > 0. Положим

Теорема 6.4. Пусть х<?К}. Если все корни по-

полинома / вещественны, то

,,_1/2 (х, у, z) =

/ имеет два вещественных и два комплексно со-

сопряженных корня, то

A I \ iK

Л3,-1/2 \Х) ?Л Z) — /¦ ¦ ..===.

В первом случае корень положителен, К > О, К' > О,
во втором Re A3, -i/2 > 0, Im А3, -i/г

> 0.

Рассмотрим особенности типа Dm+1. В этом случае

[1] имеем ? = (?!, t2),

Эталонные интегралы имеют вид

(x) = ^(f±iO)ag(t1,t2)dt1dt2.
Здесь geCj°(R!)i g(?)= 1 при малых Ul, точка ж ле-

лежит в малой окрестности U начала координат. Можно

считать, что g = g, (fi)^(^), где й (i) e С (R). Тогда
интегралы ^m+i,a сводятся к однократным с точностью

до слагаемого класса С°° (U). Положим

а± {tx х) = - ij- ± fm + яа* + or3i2 + ... + жт+1. F.21)
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Если а не имеет вид к — 1/2, к = О, 1, 2, ..., то при
x&Kj справедлива формула

\ J
V±(x)

F.22)

Здесь a±(t, х) имеют вид F.21), контуры f±(;r) ИДУТ по

вещественной оси и обходят нули и полюс t = 0 функций
а±. Пусть Xi Ф 0 и ег (х) — максимальный положитель-

положительный нуль функции a+(t, х). Тогда arga+ = 0 при t >

> е* (х), ~\/t>0, и далее нули и полюс функции а+ об-

обходятся так, что arg а+ *= 0 на тех интервалах, на кото-

которых а+ > 0, arg a+
= я на тех интервалах, на которых

а+< 0. Функция h(t) финитна по t и h(t) гэ 1 на f+ (ж)
в окрестности точки f = 0. На контуре "("С^) имеем

arga_(?, x) = я при вещественных ?>1, далее контур

^~ (z) обходит нули и полюс функции а_ с соблюдением
тех же правил, что и выше.

Пусть х ^ Kf, h = 1 и интегралы F.22) сходятся аб-

абсолютно. Тогда функции ?)„+!,« (^) удовлетворяют линей-

линейным уравнениям с частными производными

д Г д Э о д , 0 9
,

и справедливы тождества

^l,« VV
== aD

Если a — целое или полуцелое число, то функция Dm+i,a —

период гиперэллиптического интеграла, а при т = 2 —

период эллиптического интеграла.

§ 7. Асимптотика преобразования Бесселя

Рассмотрим интегральное преобразование Бесселя

оо

F (г) - j a/ (a) /v (аг) rfa, v > - 1, G.1)
о
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и исследуем его асимптотику при г -•¦+«>. Такого рода
задачи возникают, например, в акустике, электродинами-

электродинамике, теории упругости. Будем считать, что функция /(а)
достаточно быстро убывает при а -*¦ +°°, голоморфна в

окрестности полуоси a 5s 0, за исключением, быть может,
конечного числа вещественных особых точек. В этом слу-

случае предполагается, что контур интегрирования обходит
-особые точки снизу. Пусть а„ ..., ат — особые точки

функции /(а), все а, > 0. встроим разбиение единицы

1 = Цо (а) + \\i (а) + ... + цт+1(а), а > 0,

класса С", 0 ^ г|Да)«5 1, Т]3(а)=1 в окрестности точки

<Xj, 1 ^ 7 < т, и носитель функции т), (а) не содержит
других особых точек. Далее, rio(a)^l в окрестности
точки а = 0, r]m+i(a)= 1 при больших а. Тогда

7П+1

Г
' '

G.2)

^ (г) =* J a/ (a) /v (ar) tjj (a) Joe,
о

Интеграл Fj(r) назовем вкладом от точки <х} (а0 = 0,

1°. Вклад от бесконечности. Если

/«'(«) = О (а1/2-а-3) («¦++«>, б>0)

при всех 7', то

2°. Вклад от точки a = 0. Пусть

/(a) = aTq>(c0, Y>

еС°° при малых а. Тогда

п=о

2v+n+ir h + у + ^

Ф("'@). G.3)
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Главный член асимптотики равен

если ф()
3°. Вклад от точки ветвления. Предварительно рас-

рассмотрим эталонные интегралы

J ()ve±«"da, r>0,
—

со

Здесь Va>0 при а>0, контур интегрирования обходит
точку ветвления а — О снизу, ^ вещественно. Имеет

/-(г, f) = 0, г>0 и

/+ (г, у) = - 2Г (у/2 + 1) e-i«v/4Sin 5? r-v/2-i. G.4)

Замечание. Сходимость интегралов 1± мы не об-

обсуждаем — ее можно добиться, например, загнув контур

интегрирования в комплексную плоскость. Можно также

воспользоваться принципом аналитического продолжения

(по к).
Пусть х = Та —к, где к > 0, х > 0 при а > /с и

т*(к), G.5)

где функция g(x) голоморфна в точке х = 0. Имеем (мы
полагаем а4

= к)

Fl (г) = 1 j а/ (а) Я(;} (аг) Л1 (а) Лх +
а

00

+ | J а/ (а) Н[2) (аг) Ч1 (а) da G.6)
о

(это вклад от точки с^). Заменяя функции Ханкеля их

асимптотиками при аг -*¦ оо и учитывая, что /_(г) = 0, по-

получаем, что последний из интегралов в формуле G.6)
имеет порядок О(г~°°) при г->+°°. Главный член асимп-

асимптотики Fi(r), где /(а) имеет вид G.5), равен

х (г) - * @)/ /+ (г, у) е*р [i [kr - f - j)]. G.7)
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Интеграл /+ определяется формулой G.4). Справедливо
также асимптотическое разложение

оо

Fx (r) ~ e«rr-(V+8)/i 2 апгп (г -+ оо).

Таким образом, Ft(r) имеет порядок г~(т+3)/1.
Особо стоит выделить случаи f

= 0, а = ±1. При y = 0
главный член асимптотики обращается в нуль (см. G.7)).
Имеем

и мы получим главный член асимптотики, заменив в

формуле G.7) g@) ш& g'@) иу
= 0на|у = 1:

/* I ^ I /<^»/ /^ ? />IK1 (J A11 I/ —— Л I V Jl/J* I V / ''' p б l.u/ f 2
'

Аналогично получаем, что

ri(r)~ir e rg(v)e
lv

(y = 1),

4°. Вклад от простого полюса. Пусть

' *¦ '
а — к '

где А; > 0, g(k)?=O, функция g(a) голоморфна в окрест-
окрестности точки а = к. Обозначим a.i = к и представим ин-

интеграл Fi(r) в виде G.6). Как и выше, доказывается, что

последний из интегралов, стоящих в правой части этого

равенства, имеет порядок О(г~°°). В первом из этих ин-

интегралов заменим функцию Ханкеля Hv (or) ее асимп-

асимптотикой при аг-*-+°° и применим теорему 1.9, тогда

получим, что

Fx (r) ~ eihr 2 апг~п (г-> оо).
п=0

Рассмотрим интеграл вида
а

f (),\ _ \ i (r\ та-1 Г (%. r$\ fir

где f(x)^Cx(O, a), f(x) = O вместе со всеми производны-

производными в точке х = а и

а + §v > 0, р > 0, v > -3/2,
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Тогда при % -*- +°° имеем [69]

Здесь N > 0 любое и

V (П) (°) Г (фу + а

Этот результат обобщается на интегралы вида

F (к) = j
о

/г'(^) = /г1(^)хр-', Л @) = 0, Л4 е С00 @, а).

§ 8. Асимптотика преобразований Фурье
обобщенных функций

Пусть имеется некоторое линейное пространство функ-
функций В (они называются основными и обозначаются ф(ж))
и пространство линейных функционалов В' на 5. Зна-

Значение функционала / на функции ср обозначается (/, ф).
В дальнейшем В — пространство Л. Шварца 5(Rn), эле-

элементы которого
— функция класса С°°, убывающие при

\х\ -*- о» быстрее любой степени Ixl вместе со всеми

своими производными. Пусть fn(f)— асимптотическая по-

последовательность при I -*¦ t0 и /t (x) — линейный непрерыв-
непрерывный функционал на пространстве В. По определению,

/, И ~ S «п (х, 0 {г|>п (t)} (г -» д,

где а„^В', если для любой функции ф(г)еВ

(/((а?), ф w) - 2 (а* (*, о. ф №) {^« (*)} (г -> д.

Это определение и приведенные в этом параграфе ре-

результаты см. в [52] — [55].
Рассмотрим функционал

f& (ф (*)) = j (* ± iOf* xtФ (ж) ^ (8.1)

(все интегралы берутся по всей оси). Определение обоб-
обобщенных функций (х=Ы0)\ \п(х + Ю) см. в [12].
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8.1. lim \t\x+1F7,x(<p(z))
t->±<*>

2л ^—г- ф @),

0,

lim
t-*±oe

8.2. lim |,

lim

o,
„17.Я/2

при любом ц. Эти формулы можно записать также в виде

0,
:П\ЪiO)Keixtlim

lim

lim
t-*±<*>

при любом д. В частности,

.-•ал/2

О,

lim
х — Ю 0.

Рассмотрим функционал

Нкт (Ф (а:)) = J (аг ± Ю)х lnw (х ± гО) е««Ф (a;) dx,

где т>0 целое. Он связан с функционалом (8.1) тож-

тождеством
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8.3. При },Фп, г-^ -оо

(х + Ю)Мпт (х + Ю)е**<~

при t -*¦ +°°

(а; — iOf In (х — Ю) eix*

%
п—О

(х + Ю)Чпт (г + Ю) eixt -* 0

быстрее любой степени UI .
8.4. Пусть п — четное. Тогда

f о.
lim If \n+1 (x + iOf In (x + iO) eixi =

¦

.„ ,s
. .

t^±0o {—2ni n!6 (ж),:

lim 11 \n+1(x - Ю)" In (x
- Ю) eix* =

t-»±«

Справедливо тождество

— 2л?"п!6 (х),

0.

так что приведенные выше асимптотики можно диффе-
дифференцировать по t.

8.5. Пусть К?=п. Тогда

О,

Г (-

2л

О,
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8.6. Пусть % = 0, 1, 2, ..., /г, ... Тогда

[\ t Г1 Ftn (Ф И)] = 0.

(Р) ^Л

8.7. Рассмотрим интеграл

где Е = р2/BМ), М>0, фе5(К8). Тогда

г У ?

8.8. При t -* -оо, я ^ 0, -1, -2, ...

?0 Г (- Я - я) «! |« Г

При f -*¦ +оо

(г + Ю)хе'*'~0.
В [53] приведена таблица асимптотик преобразования

Фурье обобщенных функций 6"п)(х), х± и других.



ГЛАВА IV

МЕТОД ПЕРЕВАЛА (ОДНОМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ).
СУММЫ И РЯДЫ

§ 1. Метод перевала для интегралов Лапласа

1. Эвристические соображения. Нас интересует асимп-

асимптотика при Я, -*¦ + °° интегралов Лапласа

F (X) = J / B) ^sw dz. (i.i)
V

Здесь y — кривая в комплексной плоскости z, функции
/(z), S(z) голоморфны в окрестности кривой 1.

Аналитичность функций }, S позволяет деформировать
контур 1, что наводит на мысль продеформировать кон-

контур 1 в контур, наиболее удобный для получения асимп-

асимптотических оценок.

Рассмотрим вначале более простую задачу об оценке

сверху функции \F(k)\. Пусть /(г)=1, S(z)—полином,
1
=

ia
— конечная кривая для простоты. Тогда

[FGi)|< J"exp[A,ReS(z)]|dz|<;Zv max exp [A, Re 5 (z)]t

где ly — длина контура *[<>¦ Но по теореме Коши интеграл

\ exp [KS (z)] dzравен интегралу по любому контуру, кон-

концы которого совпадают с концами f0; пусть Г — множест-

множество всех таких контуров у. Тогда оценка вида A.2) спра-

справедлива для всех 1 ^ Г, и получаем, что

!*¦(*,)!< inf (ly max exp [X Re S (г)]). A.2)

Так как нас интересуют большие значения X, то можно

ожидать, что длина /т несуществедно влияет на точность
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оценки A.2), так что

| F (Я) j < I inf max exp [X Re S (z)], A.2')

где I — постоянная, не зависящая от X. Наконец, допу-

допустим, что существует контур ^* е Г такой, на котором
достигается

minmax Re5(z). A-3)

Тогда из A.2) следует оценка

| F (X) К Zv* exp [X max Re S (z)].

Продефорыируем в A.1) "f в f* (допустим, что это

возможно), тогда

A.4)
v*

Покажем, что асимптотику этого интеграла можно вы-

вычислить с помощью метода Лапласа. Пусть для простоты
шах Re S (z) достигается только в одной точке Zo^f*.
2-SV*

Имеются две возможности:

1. z0 — один из кондов контура ^*-
Пусть 20 — начало ч* и S'iz^^O для простоты. Тогда

можно заменить интеграл по f* интегралом по малой

дуге Уо с началом в точке г0, на которой S'(z())?=O; от-

отброшенный интеграл имеет порядок О(ехр [K(S(z0)— с)}),
с > 0. Так как ReE(z)—S(zo))< 0 пригеуо» s v^ zc, то,

интегрируя по частям точно так же, как и в доказатель-

доказательстве теоремы 2.1.1, получаем асимптотическую формулу

% A.5)

2. 2„ — внутренняя точка */•
Из минимаксного свойства контура *f* следует, что

гс является седловой точкой функции Re?(z). Положим
z
—

х +гу. Так как седловая точка является стационар-

стационарной, то -^
Re S (z0) = — Re S (z0) = 0, и из условий Ко-

ши — Римана следует, что .S'(zo) = O.

Определение 1.1. Точка z0 называется точкой

перевала функции S(z), если S'(zo) = O. Порядок точки
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перевала равен /г 5= 1, если

5'(го)= ...
= S(n)(Zo) = 0, 5(п+1>(г„)^0. A.6)

Точка перевала z0 называется простой, если ^"(го)^
=5^=0. Величина Re?(z0) называется высотой точки пере-

перевала.

Заменим ^* достаточно малой дугой у0, содержащей
точку г0, и пусть 8"(гй)-Ф0 для простоты, Тогда на 7о
имеем

= S(z)-S(z0)

Пусть t, = и + iv, тогда Re ?2 = «2 — у2, и линии уровня
Re t,2 = 0 делят плоскость Е; на 4 равных сектора. В двух
из этих секторов Re t? > 0, в остальных Re I2 < 0. Точно
так же линии уровня Re [S(z) — S(za)] = 0 делят окрест-
окрестность точки Zj на 4 сектора; в двух из них (скажем, ?\

Рис. 3 Рис. 4

и S2) функция Re [S(z) — S(zQ)] отрицательна, в осталь-

остальных (S3, Si) — положительна (см. рис. 3). Поверхность w =
= и2 — v2 в пространстве (ш, и, и) есть гиперболический
параболоид (рис. 4). Контур 7о проходит через секторы

Si и 52. Действительно, если бы он лежал в одном из них,

скажем, в Su то по теорелш Кошп можно было бы заме-

заменить 7о контуром ч', лежащим внутри Si и не содержа-

содержащим точки 20. Тогда max Re S (г) < Re 5 (г0) = max Re 61 (x),

что противоречит минимаксному свойству контура "/*•
Линия уровня Im [5(z) — S(z0)] = 0 прп малых z — z0

распадается на две линии U v l2, одна из которых прохо-

проходит через секторы St a S2, вторая через 5S и 54. Дейст-
Действительно, в плоскости ? эта линия имеет вид uv — 0,
т. е. состоит из прямых и = 0, v = 0. Так как контур 7о

проходит через 51! и S2, то можно заменить Yo ДУГ°й ^
¦7 м. в. Федорюй
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линии Zt. Переходя к переменной ?, получаем, что

J / (г) exp [IS B)] dz=\f (z) exp [KS (z)] dz =

= exp [*S (z0)] j exp (- Ц2) / (z (?)) -|
dz_
dl

Применяя метод Лапласа, получаем, что при X -+• +<»

l/^ + O^-1)]. A.7)

Аккуратные рассуждения будут проведены в последую-

последующих разделах.

Метод перевала состоит щ двух частей.

I. Топологическая часть. Деформация контура ^ в

наиболее удобный для получения асимптотических оце-

оценок контур 7*-
II.' Аналитическая часть. Вычисление асимптотики ин-

интеграла по контуру -у*.
Аналитическая часть содержит трудности того же по-

порядка, что и в методе Лапласа. Во многих случаях мож-

можно воспользоваться готовыми формулами, полученными
методом Лапласа.

Топологическая часть почти во всех применениях ме-

метода перевала вызывает значительные трудности, что не-

неудивительно, так как эта задача
— глобальная. Выше мы

искали контур, на котором достигается минимакс A.3).
Такой контур может попросту не существовать даже в

том случае, когда S(z)— целая функция. Далее, строго
говоря, следует искать контур, на котором достигается

min max | / (г) exp [KS (z)}\ A.8)
v=r zsv

(Г — множество контуров, по которым интегралы A.1)
равны), что еще больше осложняет задачу.

Таким образом, если минимаксный контур (в смысле

A.3) или A.8)) можно найти, то асимптотика интеграла

A.1) вычисляется. Но, к сожалению, не существует (и не

может существовать) простого алгоритма, дающего воз-

возможность найти такой контур. Некоторые приемы, позво-
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ляющпе это сделать, а также теоремы существования
таких контуров, будут приведены в последующих па-

параграфах. Несмотря на эти трудности, методом перевала

получен ряд блестящих результатов, и он является, по

существу, единственным методом получения асимптоти-

асимптотических оценок для интегралов Лапласа. Этот метод был

впервые предложен и применен к ряду задач известным

английским физиком Питером Дебаем.
Метод перевала носит также названия «метод наиско-

наискорейшего спуска», «метод седловой точки» (method of the

steepest descent, method of the saddle point, method of
the cool).

2. Локальная структура линий уровня гармонических
функций.
Лемма 1.1. Пусть функция S(z) голоморфна в точ-

точке z0 и S' (го)ФО. Тогда связная компонента линии уров-
уровня Re S(z)= Re S(z0), которая содержит точку z0 и лежит

в достаточно малой окрестности точки z0, является анали-
аналитической кривой. То же самое верно и для линии \mS(z) =
= Im5(s0). Эти линии уровня ортогональны в точке z0.

Так как S'(zo)=O, то функция w = S(z) — S(z0) взаим-

взаимно однозначно и конформно отображает некоторую окре-
окрестность U точки s0 на окрестность V точки w — 0. В ка-

качестве V можно взять квадрат вида |Reu?l < б, |Imu;| <
< б; для этого достаточно изменить U. Тогда дуга I ли-

линии уровня Re<S(z) = ReSB0), лежащая внутри U, ото-

отобразится на отрезок /: Re w = 0, llm «j| <б мнимой оси,
который является аналитической кривой. Так как обрат-
обратная функция z — ty(w) голоморфна в V, то I ¦*= $~* (I)—
аналитическая кривая. Аналогично доказывается анали-

аналитичность дуги линии уровня JniiS(z) = ImS(z0).
Лемма 1.2. Пусть z0 — точка перевала порядка п

функции S(z). В малой окрестности U точки z0 линия

уровня Re S(z) = RetS(z0) состоит из (и+1) аналити-

аналитических кривых, которые пересекаются в точке z0 и разби-
разбивают U на 2п + 2 секторов с углами л/(п+1) при вер-
вершине. Знаки функции Re [S(z) — S(z0)] в соседних сек-

секторах различны.
В силу леммы 2.1.4 существуют окрестность U точки

z0, функция ty(w) и р > 0 такие, что:

1) 5(i)j(^)) = 5(zo)+u7'w1 в круге V: Ы<р;
2) функция ij)(if) голоморфна в области V и взаимно

однозначно отображает V на ?/, 1|з@) = г0, 1|/{0)^0;
3) функция и? = г|) (г) голоморфна в области U,

17*
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В плоскости w уравнение Re?(z) = Re S(za) примет

вид Re wn+i = 0, и его решение в V состоит из (п + 1)-го

интервала lk: w = rei<fht Фь = Dr+ knjj{n + l)t

р^^р = О, 1, ..., п, которые являются аналитиче-

аналитическими кривыми, делят V на 2га + 2 равных сектора, и зна-

знаки Re wn+i в соседних секторах различны. Прообразы
интервалов 1к обладают перечисленными свойствами, так

как функция w = ^~i(z) голоморфна в U и отображение
¦ф: V ->- U конформно.

Простую кривую с началом в точке z0 будем называть

линией наибыстрейшего спуска функции ReS(z), еслл

на этой кривой:
1) IiaS(z) = const;

2) ReS(z)<ReS(z0), z^z0.
Если выполнены условия 1) и

2') Re?(z)> ReiS(zo), г?=г0, то такая кривая назы-

называется линией наибыстрейшего подъема функции ReS'(z).
Лемма 1.3. Если z0 не является точкой перевала, то

из точки z0 выходит ровно одна линия наибыстрейшего
спуска. Из точки перевала za порядка п выходит п + 1

линия наибыстрейшего спуска. В малой окрестности точ-

точки z0 в каждом из секторов, в котором ReS(z)< Re S(z0);
лежит ровно одна линия наибыстрейшего спуска.

Достаточно рассмотреть случай z0 = 0, S (z) = с-\-zn+i,
где с — постоянная, так как общий случай сводится к

этому заменой переменной (см. доказательство леммы 1.2).
Линиями наибыстрейшего спуска в данном случае явля-

являются лучи argz
= Bк + 1)л/(/г + 1), А; = 0, 1, ..., п.

Поясним термин «точка перевала». Пусть S(~z) —
= и(х, y)+iv(x, у)— голоморфная в области D функция,
отличная от тождественной постоянной. Рассмотрим по-

поверхность 5: и = и(х, у) в трехмерном пространстве
{х, у, и). Так как и(х, у)= ReS(z) — гармоническая

функция, то она не имеет ни точек максимума, ни точек

минимума в области D. Следовательно, поверхность S не

имеет ни вершин, ни впадин, а точки, в которых S'(z) =
= 0, будут седловыми точками. Пусть z0 — простая точка

перевала. В силу леммы 1.3 окрестность этой точки со-

состоит из двух «долип», в которых Re S{z)< Re S(z0),
и двух «хребтов», в которых Re S(z)> Re5(z0), т. е.

устроена так же, как окрестность точки перевала в го-

горах. На рис. 3 изображена окрестность простой точки
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перевала. Долины Re S(z)< ReS(z0) заштрихованы.
В простейшем случае S = z2 поверхность S есть ги-

гиперболический параболоид (седло) и = хг — уг. Поверхность
и
— х3 — Зху2 == Re z3 называется «обезьяньим седлом».

- Пусть F(X)'-~ интеграл A.4). Контур у' назовем экви-

эквивалентным контуру у, если интегралы вида A.1) по этим

контурам равны

J
¦ V V'

.

при всех X > 0.
Лемма 1.4. Пусть y

~ конечный контур, функции
f(z) и S(z) голоморфны на у. Пусть среди точек, в ко-

которых достигается max Re S (г), нет ни точек перевала,

ни концов контура у.
Тогда существует контур у', эквивалентный контуру

Y и такой, что

max Re S (z)< max Re S (z). A.9)

Пусть max Re S (z) = My достигается в точке z0. Так

как 5"(zo)=7i?=-O, то существует такая окрестность U(z0),
которая взаимно однозначно отображается функцией w =

= ~S-(z) — $(z0) на круг V: \w\<p. Положим ^Bо) = Тп
П U(z0), тогда образ Ч*B») от°й кривой лежит в~ полу-

полукруге Re-ш.^-О, \w\ ^ р. Если Re w < 0 на концах f*(z0),
то заменим "i*(z0) отрезком у0 (z0), соединяющим концы

гу*(г0); если же Re ш = 0 на обоих концах ч*Bо), то за--

меним Y*(zo) кривой 7i (zo)' лежащей в указанном полу-

полукруге и такой, что Re w < 0 всюду на этой кривой, кро-'
ме концов. После этого заменим контур f контуром,
в котором дуга ч (z0) заменена прообразом *fo(z0) дуги

Yo (zo)- По лемме Гейне — Бореля можно разбить дугу f
на конечное число дуг fj (zj) , 1 ^ / ^ А;, к каждой из ко-

которых можно применить проведенную выше деформацию.
Тогда "f заменится эквивалетным контуром у, на кото-

котором М-, достигается в конечном числе точек zj. Применим
описанную выше деформацию к малым дугам Yj> внутри

которых лежат точки zt; мы получим дуги ^л на которых
по построению Re5'B)<il/T Таким образом, для полу-
полученного контура y' условие A.9) выполнено.

Если max Re 5 (z) достигается на конце z0 контура f,
, -¦ . . ?sy . ...

то на нем достигается минимакс A.3). Действительно,;
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если контур "f' имеет те же концы, что и "у, то

max Re S (s) > Re S (z0) = Mv.

Покажем, что если max Re S B) достигается в точке nepe-
nepers V

вала zu, лежащей внутри '(, то, вообще говоря, нельзя

заменить f эквивалентным контуром ^', на котором МV'<C
<[MV. Пусть S = —z2, y — отрезок [—1, 1]. Если контур

у' имеет те же концы, что и у, то Му> ^ Re 5 @) = 0.

Однако если взять в этом примере контур, внутри кото-

которого лежит точка z — 0, а остальные точки контура ле-

лежат в секторе largzl < я/4, то такой контур не будет
минимаксным: его можно заменить контуром, целиком

лежащим в области Re(—л2)<0.
Теорема 1.1. Пусть Г — множество всех контуров,

эквивалентных f, и пусть существует контур у* е Г, на

котором достигается минимакс A.3). Тогда среди точек,
в которых достигается max Re S (z)t имеются либо концы

ZSY*
контура, либо точки перевала zh удовлетворяющие усло-
условию Ао: в окрестности точки z} контур у* проходит через
два различных сектора, в которых Re S(z)< ReS(Zj).

В силу леммы 1.4 среди точек, в которых достигается
max Re S (z) = Му*, обязаны быть или концы контура,

или точки перевала. Допустим, что среди этих точек нет

концов контура и что точки перевала, в которых дости-
достигается Мч*, не удовлетворяют условию Ао. Достаточно
рассмотреть случай, когда имеется только одна такая

точка перевала 2С. Так как у* в окрестности г0 лежит в

одном из секторов, в которых Re S(z)^ ReS(z0), то мож-

можно заменить малую дугу Yo кривой f*, содержащую г0,

дугой Yi j которая лежит в указанном секторе и не содер-
содержит точки г0. К полученному контуру можно применить

лемму 1.4, тогда получим контур ^', эквивалентный кон-

контуру 1* и такой, что max Re S (z) < max Re S {x). Это

противоречит минимаксному свойству контура "у*.
Замечание 1.1. Пусть минимакс A.3) достигается

на if* только для тех контуров "f, которые получены из

7* достаточно малой деформацией. Тогда все утвержде-
утверждения теоремы 1.1 остаются в силе.

3. Аналитическая часть метода перевала. На протя-
протяжении всей главы будем предполагать, что выполнены

условия:
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Aj. f — кусочно-гладкая кривая (конечная или беско-

бесконечная) .

А2. Функции /(z), S(z) голоморфны в каждой точке

f (за исключением, возможно, концов f).
А*. При К > О

Кроме того, будем предполагать, что ^ — простая кри-
кривая. Это упрощает рассуждения, ничуть не умаляя их

00ЩН0С1И.

Лемма 1.5. Если max Re S (z) ^ С, то

A.10)

Теорема 1.2. Пусть max Re 5 B) достигается только

е начале z0 контура -у, функции f(z), S(z) голоморфны
в точке z0 и

5"B0)^0.
Тогда при X -*- +»

F (Я,) — f / B) exp [AS B) ] &~ ехр [Я5 (z0)] 2 ^Я,"* ,
Y ft=O

A.11)

Разложение A.11) можно дифференцировать любое
число раз.

Главный член асимптотики имеет вид

Щ^ [KS(zo)l

Заменим 1 дугой jOi которая содержит точку z0 и на

которой iS"(z)?=6. Тогда интеграл по "f\fo имеет порядок
О (ехр ^(iS^Zo) — б)]), б > 0, в силу леммы 1.5. Интегри-
Интегрируя по частям интеграл uo "fo тем же способом, что и в

доказательстве теоремы 2.1.1, получаем A.11), A.12).
Теорема 1.3. Пусть max Rp S (z) достигается только

в точке z0, которая является внутренней точкой кон-

контура f, простой точкой перевала функции S (г) и
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удовлетворяет условию Ао. Тогда при "к -*¦ +°° ¦

F{\) = ) / (z) ехр [AS (г)] dz ~ ехр [Л5 (z0) j ZahX~h~lf\,
у

fc=0

A.13)

Это разложение можно дифференцировать любое число

раз.

...- Главный член асимптотики имеет вид ,

Выбор ветви 1/—S" (z0) будет указан ниже.

В силу леммы 2.3.2 существуют окрестность U точки

z0, функция ty{w) и р > 0 такие, что при Itfl < р

S(y(w)) = S(zJ-^x A.14)

функция z = $(w) голоморфна в круге V: \w\<p и

взаимно однозначно отображает этот круг на U. При этом

0, i|)'@) = [-5"(z0)]-^, A.15)

где ветвь корня будет указана ниже. Положим fa
~

Ч П V;
интеграл по оставшейся части у экспоненциально мал по

сравнению с |exp[Xi?(zo)]l. После замены переменной "(о
перейдет в кривую у0, которая проходит через точку
w — 0 и через секторы 5\: larg w — л! < я/4 и S2: \argw\<
<л/4, в которых Re wz > 0. Пусть Wj^Sh / = 1, 2 — кон-

концы 7о- После замены A.14) интеграл FC(K) no j0 будет
иметь вид

Fo (X) = ехр [kS (z0)] j exp(- Щ}(Ц (w)) Ц' (w) dw.

"-По теореме Коши интеграл, по. Vfl равен интегралу
по контуру 7*, состоящему из отрезка /р — [—р, р] и дуг

Yd T^ окружности |ы?| =р; здесь yj ^Sj и у, соединяет

точки — р, wu а у2—точки р, w2. Так как Re w2 > с > 0

па yj, ; = lf 2, то интегралы по этим дугам экспонен-

экспоненциально малы по сравнению с ехр[Х5(г")], так что

функция F(k) с точностью до экспоненциально малого
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слагаемого равна интегралу

рр

± exp [XS (*„)] J е-

- ¦ -

.
~р. .

- ¦

- •-.-¦'

где знак зависит от ориентации у. Применяя лемму Ват-

сона к последнему интегралу, получаем A.12), A.13).
Главный член асимптотики имеет вид

Ц- exp\lS Bо)] [/ (ф @)) f @) + Oik )].,

и в силу A.15) совпадает с 'A.13')'.
Выбор ветви корня в A.13') следующий: argV—S" (z0)

равен углу между положительным направлением каса-

касательной к ] в точке z0 и положительным направлением
вещественной оси.

Замечание 1.2. При доказательстве теоремы 1.3
мы заменили контур у в окрестности точки перевала z0

контуром, идущим по линии наискорейшего спуска. Од-
Однако нет необходимости каждый раз заново проделывать
эту процедуру.

-..-¦..

Коэффициенты ак разложения A.13) определяются
следующим образом. Пусть -ф(ш) — функция, определен-
определенная соотношениями A.14), A.15) и

ah

k A.16)
h=o . . ....

Тогда

^ к + -1) b2h = У^ьBк~ l)\\b.zk. (Г.17)

Теорема 1.4. Пусть max Re S (z) достигается'только

в начальной точке zu контура у, которая является точ-

точкой перевала порядка п, и функция f(z) голоморфна
в точке г0.

'

Тогда при К -»- +<»
¦ ¦

f.
¦

°° k+1

F (К) а* / (г) exp [KS (z)] dz - exp [KS (z0)] S 4% n
,

A.18)

Это разложение можно почленно дифференцировать лю-

любое число раз.
Доказательство проводится по той же схеме,

что и в предыдущем случае: делается замена переменной

v
¦ h=o
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)) = S(zo)-w% A.19)

и к полученному интегралу применяется метод Лапласа.

Главный член асимптотики имеет вид

Коэффициенты ак в A.18) имеют вид

где 6* определяются из разложения

Функция ^(м?) удовлетворяет уравнению A.19) и нор-

нормирована условиями

д]

В этой формуле arg У—S{n) (z0) равен углу между поло-

положительным направлением касательной к f в точке z0 и

положительным направлением вещественной оси.

Замечание 1.3. Случай, когда функция /(z) имеет

степенную или логарифмическую особенность в точке z0,
в которой достигается max Re S (z) и которая является

точкой перевала или концом 7» также приводится к лем-

лемме Ватсона или к теореме 2.1.7.

До сих пор мы рассматривали случай, когда
max Re S (z) достигается только в одной точке контура ч.

Теорема 1.5. Пусть ч — конечный контур, функ-'
ции f(z) и S{z) голоморфны е окрестности контура ч.

Пусть среди точек, в которых достигается max Re S (г),

имеются точки zf, ..., zh, которые являются концами кон-

контура или точками перевала, удовлетворяющими условию
Ао. Тогда при к-++°о интеграл A.1) асимптотически

равен сумме вкладов от точек zu ..., zk.

Понятие вклада будет введено ниже,
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Покажем, что существует контур у*, эквивалентный

контуру "f и такой, что max Re S (z) = M достигается
*

только в точках г,, ..., zh. Тогда по лемме 1.5

L г
Р М = 2 ] / (г) ехр [KS (г)] dz + O (ехр [X (М - с)}),

где с > 0, a "f>
— малые дуги контура ч*> содержащие

точки Zj. Интеграл по дуге fj и назовем вкладом от точка

z, в асимптотику интеграла F (к). Эти вклады вычисляют-

вычисляются с помощью теорем 1.2—j.4.

Пусть iSj1> — один из секторов с вершиной в точке

zh в котором ReS(z)<7l/ и через который проходит кон-

контур "f. Пусть YjX) — достаточно малая дуга контура у с

началом в точке zh лежащая в S/ . Заменим у/ эквива-

эквивалентной ей дугой Yj, на которой B.eS(z)<M всюду,

за исключением, быть может, концов.

Полученную таким. образом кривую можно разбить
на конечное число дуг "fa, каждая из которых либо со-

содержит одну из точек Zj, либо не содержит точек zs, и

ReS(z)<M на концах дуги "fa- Применяя к каждой из

дуг fa второго типа деформацию, описанную в лемме 1.4,
получим искомый контур 1*.

Контур y> удовлетворяющий условиям теоремы 1.5,
будем называть перевальным контуром. Асимптотика ин-

интеграла по перевальному контуру легко вычисляется с

помощью формул, полученных в теоремах 1.2—1.4.

Особо следует выделить такой случай:

Предложение 1.1 Пусть ImS(z) = const на "f,
функции f(z) и S(z) голоморфны в каждой точке кон-

контура (за исключением, быть может, его концов). Пусть
на f лежит конечное число точек перевала.

Тогда при Ш -*¦ °°, UrgAl < л/2 — б < л/2, асимптоти-

асимптотика интеграла A.1) равна сумме вкладов от точек перева-
перевала, лежащих на у, и концов контура.

Доказательство следует из того, что

ехр [XS (z) ]= ехр (Не) ехр [k Re S (z) ], z e у,

где с — константа. Поэтому интеграл A.1) с точностью

до множителя exp(i^c) совпадает с интегралом вида B.1.1).
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Приведем конкретные примеры (см. [5], [30]).
оо

1.1. ] ехр [К (х + ix — хг)\йх~

(к-^- + оо).

В данном случае имеются две точки перевала zlt 2
=

— ±21/43~1/2ел?/8, и асимптотика интеграла равна вкладу
от точки Zi.

1.2. J е^ A + хг)~^ dx

1
где с =1/2— 1. В данном случае имеются две точки пере-

перевала z1t 2
= i{— 1 ± Т'2), и асимптотика интеграла равна

вкладу от точки zt.

.3. 1(ж3 + 3ж— 2г) V &~2е(г/4) (л/C?г))
'

(«->-с

где п > 0 — целое. Имеем две точки перевала z4| 2
=

и асимптотика интеграла равна вкладу от точки z2.
г+°о

1.4. f е-2* A + 2)
г-оо

где п > 0 — целое.
со+га ¦

1.5. J ехр (— 2
—оо+га

где а > 0. Здесь имеются три точки перевала, которые
определяются из уравнения z3 = l, и асимптотика интег-

интеграла равна вкладу от точки z = егп>/3. В качестве пере-
перевального можно выбрать контур, состоящий из лучей
(—°°, —1), A, +°°) и полуокружности Ы = 1, ImzS*0.

1.6. j z*2exp(— Яг2) c?z =

ехр (—4-^)
Здесь имеются две точки перевала г4 == 0, z2 = eK~l/2 и

асимптотика интеграла равна вкладу от точки z2.
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со

1.7. F(k) = J ехр [- к (яа — 2ix)) [sh (I + х2)]-* =

.
л1'2 Ил1''2

. .

4?.1/2 9613'2

при iA,I —*¦ °°, Iarg k\ < я/2 — б < я/2.
В этом случае точка перевала z = i совпадает с по-

полюсом подынтегрального выражения. Введем обозначения

тогда }(i) = l/Bi). Вычтем сингулярную часть, т. е. по-

положим

Р (к) = F, (к) + F2 (к), F, (к) = / @ j ^ dxt

F2 (к) =

Контур интегрирования для F{ (к) можно заменить пря-
прямой Re z = а > 1. Тогда

Fx {к) = 2ni/ @ res [/SB) (г - О ]= пе-К
2=1

В интеграле F2 (k) можно заменить контур интегриро-
интегрирования прямой Re 2 = 1, которая проходит через точку

перевала z = i и является перевальным контуром.
В [143] приведена другая точка зрения на метод пере-

перевала. Сделаем в интеграле A.1) замену переменной
S(z) = t, тогда z = cp(?) и

где *fi
— некоторый контур в комплексной плоскости t.

Функция <р(?), вообще говоря, неоднозначна: если z0 —

точка перевала порядка п функции S(z), то S (z0)— точка

ветвления порядка п функции ср(?). Это видно на при-

примере S(z) — zn, (f(t)=tlJn. Пусть ti, U, ...— точки ветвле-

ветвления функции (f(t) (будем для простоты считатьл что S

и / — полиномы, контур "f4 бесконечен и не имел? кон-

концов). Проведем из этих точек разрезы lh: (—°о -}- tk, th).
Контур ^1, вообще говоря, можно продеформнровать так,
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что интеграл F(X) будет равен сумме интегралов по

контурам lk, обходящим часть разрезов lh. После этого к

интегралам по lk применяется лемма Ватсона об интегра-
интегралах по петле.

4. Дополнительные параметры. Рассмотрим интеграл

Лапласа, зависящий от дополнительного параметра а:

F (К, а) = ) /(z, a) exp [XS(z, a)] dz. A.23)
v

Будем предполагать, что:
1°. Функции /(z, a), S(z, а) голоморфны по (г, а)<=

«= Qz X Qa, где Qz, Qa — области в комплексных плоско-

плоскостях z, а соответственно.

2°. ч
— конечный контур, f ^ Q>z.

Теорема 1.6. Пусть условия 1°, 2° выполнены, a0 s

е ?}а. Пусть max Re 5 (z, a0) достигается только в конце

z0 контура f «• 5z(zo> «о) ^0-
Тогда существует б > 0 такое, что при X -»- +<» равно-

равномерно по а, |а — ао1<б, справедливо асимптотическое

разложение

F (X, а) ~ exp [A.5 (z0, а)] 2 «fe (a)X~k. A.24)
ft=0

Зго разложение можно дифференцировать по X и по а

любое число раз.
Коэффициенты ak(a) определяются по формуле A.12)

и голоморфны при малых 1а — ао1.
Пусть выполнены условия 1°, 2° и условие

3°. Функция 5(г, а0), а0 s Qa, имеет простую точку
перевала z0 e Qz, z0 является внутренней точкой контура
-у и max Re 51 (z, a0) достигается только в точке za.

v

Тогда при малых \а — ао1 функция 5(z, а) имеет

ровно одну точку перевала zo(a) такую, что lim z0 (a) = z0,

и точка перевала zo(a) невырождена при малых la — aol.
Теорема 1.7. Пусть условия 1°—3° выполнены.

Тогда существует 6 >0 такое, что при Я-*-+°°, let — ctol ^
<б асимптотика интеграла F(X, а) равна вкладу от точ-

точки перевала zo(a):

F (X, a) ~ exp [Я5 (z0 (a), a)] 2 aft (a) X-^172. A.25)
k=0
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Главней член асимптотики имеет вид A.13), где z0

следует заменить на z0 (ее).
Не ограничивая общности, можно считать, что сс0

— О,
z0 =» 0, Szr(O, 0) = — 1. Далее, контур f можно продефор-
мировать так, чтобы он совпадал с отрезком fo

= [—е0, е„]
в окрестности точки 2 = 0. Тогда

S (z, а) = Ь0(а) + Ь^а) z + Ь-*Р- z* + ...

при малых Ы, |а|, где функции Ь}(а) голоморфны при
малых \а\, и &0@)= &i@) = 0, Ь2@)=—1. Имеем при
малых |а|

z.fcO-b,(а)[1 + 0(a)], 5(ze(a), а) = 0(а),

? B, а) - 5 B0 (а), а) = -L (z _ Zq {a)fh{z, a),

где функция h(z, а) голоморфна по совокупности пере-
переменных в точке @, 0), h @, 0) = —1. Сделаем замену

переменной

t«(z-zfl(a))V-A(z, a), A.26)

где У—й@, 0)= 1, тогда

г2

5B,а)-^B0(а), а)= - ^-.

Функция ^ = ^ (z> а) голоморфна по совокупности пере-

переменных в точке @, 0), ?г@, 0) = 1. По теореме о неявной

функции уравнение A.26) относительно неизвестной z

имеет решение 2 = г|з(?, а), голоморфное в точке @, 0)
и такое, что iJ)@, 0) = 0, г|);@, 0) = 1. Пусть е„ б4 > О

достаточно малы; тогда функция 2 = г|з(?, а) при каждом

фиксированном а однолистно отображает круг |?| <е на

окрестность Va точки z — 0, причем Уа содержит круг

\z\ ^ е2 при всех а, |а| ^ б4. Можно считать, что е2 = е0.

Представим интеграл A.22) в виде F0(k, a) + F4(X,, a),
где Fa — интеграл по отрезку ^0. По непрерывности
Re S B, a)^—с<0 при ге|\-[о, lal^62, если б2 > 0

достаточно мало, так что Fz(k, a)~ О(ехтр(—сХ))
(А,-*¦+<»); можно считать, что бг = 6i- После замены
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/

переменной z = i|)(?, а) интеграл Fo примет вид/

*¦„(*!«)-
2

/
= ехр [л5 (*0 (а), а)] J ехр (- Щ-) / (г|> (?, а), а) tfc (С,, а)

где Z« — образ отрезка "\0. По построению 1а лежит в кру-
круге |?| ^е( и задается уравнением ? = р + 0(а), —е0 ^

*?р<е0. Пусть ?i(a), ^2(а)—концы 1а и 4°* 42) — дуги

окружности 1^1 =Ё1, соединяющие точки—е4, ^4(а) и

Ej, ?2 (cc) соответственно. Тогда интеграл A.27) равен

сумме интегралов по отрезку 10 = [—elt ej и по дугам

/^ 4S>. На этих дугах Re (- t?/2) =- е^/2+ О (| a |), так

что интегралы вида A.25) по этим дугам имеют порядок
0 (ехр (—сЛ)), с > 0, если | a I ^ б и б > 0 достаточно мало.

Применяя к интегралу по отрезку /0 теорему 2.2.1, по-

получаем утверждение данной теоремы.
5. Лемма Ватсона для интегралов по петле. Метод

Дарбу. Рассмотрим интеграл

A.28)

Сделаем разрез вдоль луча "(—°°, 0). Контур интегриро-
интегрирования / состоит из луча (—°°, г), идущего по нижнему

берегу разреза, окружности Ы —г и луча (г, —°°), иду-

идущего по верхнему берегу разреза. Функция f(z) анали-

тична, но не обязательно однозначна, в кольце 0<Ы <

</?, R>r, непрерывна на I и интеграл A.28) сходится
абсолютно при Я > Хо > 0. Тогда справедлива

Теорема 1,8. Пусть при z -*¦ 0, largzl^n, справед-
справедливо асимптотическое разложение

где р > 0, а — вещественное или комплексное число. Тог-
Тогда при К ->- +оо7 larg>.| < я/2 — е < л/2,

Для степеней А выбираются главные значения.
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Пусть1 функция f(z) голоморфна в круге Ы < 1, так

оо

что / (z) = '5j /n^n. Обозначим

Г Я -11/2

Если limAf/(r)< оо,то / принадлежит Нг (класс Харди).
Г-»1

Пусть функция g(z) также голоморфна в круге |z|-<i,
00

g(z)= S ?nZ" и/(т)B)-^(т>B)еЯ2.
П=0

Теорема 1.9 (метод Дарбу)'. Яри п-+ °°

Пусть /(z) имеет алгебраические особенности: в окре-
окрестности точки, s = аг

где аг комплексны и различны, Re уг > 0, & = 1, ..'., Я",

Теорема 1.10. Пусть

m < 1/2 + min((? + 1) Re Yr + Re pr).
¦

T .
. .

Тогда при всех таких тп и при п ->- °°

'

_ у у (Vr+kyr),a)n

С помощью этой формулы получены асимптотические

разложения полиномов Лежандра, Якоби, обобщенных по-

полиномов Бернулли и многих других специальных по-

полиномов.
00 00

Пусть / (х) = П A — &)~г — 2! Рп*п, 1 х 1 < 1. Здесь
n=0j

р„ — это число способов, которыми п может быть пред-
представлено в виде суммы положительных чисел, не превос-

18 м. В. Федорюк
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ходящих п, р0
= 1. Тогда

/

^2

С = л /2/3, N - (л - 1/4I/2,
А — У

Л mod ft

где й)лА — корень 24-й степени из единицы и (Л, к)-—
наибольший общий делитель чисел h, к. Ряд для рп

—

асимптотический по п при п-*•<*>.

§ 2. Теоремы существования

1. Глобальная структура линий уровня гармонических
функций. Пусть функция 5B) голоморфна в области D
и отлична от тождественной постоянной. Через {Re S = с)
обозначим множество уровня Re?(z)= с, z<=D. Анало-

Аналогично вводятся обозначения {ImS = c}, {Re5<c} и т. д.

Множество {lmS — с} (соответственно {Re 5 = с}) состоит

из конечного или счетного числа связных компонент,

которые назовем линиями уровня функции 1т?B) (со-
(соответственно Re S B)).
Лемма 2.1. Пусть 1С~ линия уровня {Re S~ с}, не

содержащая точек перевала. Тогда:
Iе. Функция w = S(z) взаимно однозначно отображает

1е на горизонтальный интервал вида

2°. U — простая аналитическая кривая, диффеоморф-
ная интервалу.

Покажем, что функция lmS(z) строго монотонна

вдоль /с. Пусть функция lmS(z) имеет экстремум в точ-

точке za е 1С. В силу леммы 1.1 дуга h, проходящая через z0,
является аналитической кривой; пусть г = ф(т), —б ^

^т^б,— ее уравнение, где т —длина дуги,

По условию
— Re 5 (ф (т)) =s 0, | т | ^ б. По предположе-

предположению jj-lmS (гр (т)) = 0 при т = 0. Следовательно, S' (z0) =

= 0, т. е. 20
— точка перевала, что противоречит условию.

Из монотонности imS следует 1°, а из 1° следует 2°.
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Линию., уровня {Re S = с} (или {Im S — с)), содержа-

содержащую точку перевала, будем называть критической линией

уровня. i

Следствие 2.1. Кригическая линия уровня {Re5 =

= с} состоит из конечного или счетного числа линий,
обладающих свойствами 1°, 2°.

Далее будем рассматривать множества уровня {Re S =

= с}, {Im? = c> мероморфной функции 5(г). Структура
линий уровня {Re S = с} в окрестности точки перевала

исследована в лемме 1.3. Рассмотрим окрестность полюса.

Пример 2.1. S = йогп, п S? 1 — целое, а0 = Роб'1*0, р0
=

= |ао!>О. Полагая г — гещ, получаем уравнение множе-

множества Ме = {ImS = с):

г" sin (/гф + \|з0) = с/р0.
Множество Мо состоит из 2/г лучей arg z = фА =з (kn — ij)o)/n,
k = 0, 1, ..., 2/г — 1, кото-

которые разбивают плоскость
у

на 2/г секторов Sk: фй <
< arg г < (fk+i(S2n == 50).
При сФО множество Мс
состоит из 2га линий lc,h, ,.,,-....

>

которые являются кривы-
кривыми типа гиперболы: lc, h ле-

лежит внутри Sk и имеет

своими асимптотами лучи,

ограничивающие Sk.

Функция w — S(z) кон- Рис. 5

формно отображает каж-

каждый сектор Sh на полуплоскость вида Im w > 0 или

Im w < 0, а каждую линию lCi h при с ^ 0 — на горизон-
горизонтальный луч

Im ш = с, —оо < Re w < о°.

Пример 2.2. S — aaz~n, п 5* 1 — целое, а0 = poe:l|'J.
Уравнение Л/с = {Im S = с}:

г-* sin (i|30 — пф) = с/р0.
Множество Мо состоит из 2/г лучей arg г = фл а= (\jj0 4- кл)/п,
к=*0, 1, ..., 2/г— 1, которые разбивают плоскость на 2га

секторов 5/,. При с Ф 0 множество Д/с состоит из 2/г кри-
кривых lCth, которые имеют вид лепестков (см. рис. 5, S = iz~l)
с вершиной в точке г = 0. Каждый лепесток lCi h лежит

внутри сектора Sk и касается в точке z = 0 лучей,
ограничивающих сектор. Функция w = S(z) конформно
18*
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отображает Sk, Ut h на те же множества, что и в при-

примере 2.1.
Лемма 2.2. Пусть точка za является полюсом функ-

функции S(z) порядка п. Тогда:
1\ Если z0 т1* °°, то существуют окрестности U, V то-

точек % = 2„, w = 0 « функция if>(w), голоморфная при

iseF, такие, что

e0
= lim (z — zo)nS (z);

o

2) отображение i|>: F-*¦ f/ однолистно, г|/@)=1.
2°. /?сл1? z = °°, го существуют окрестности -U, V то-

точек z = oo, к? = oo u функция ¦ф(ы') такие, что

1) S(( a0 = lim г~ (z);

2) г|з: У->?7, отображение однолистно;
3) фAу) = м?ф(ц?), функция ф(и?) голоморфна в точке

W = <х> II ф(°°) = 1.

В случае Г имеем E (г)) = а^1 (г — го)пД (z), функция
А (г) голоморфна в точке za и h(zo)= 1.

Из леммы 2.3.2 следует существование искомой функ-
функции 'ф(и'). Случай 2° сводится к этому заменой z=l/?.

Таким образом, если z0
— полюс функции S(z), то в

достаточно малой окрестности z0 линии уровня Im S — с

устроены так же, как и линии уровня эталонной функ-
функции a0 (z — z0) ~п, z0 Ф oo, или aozn, z = oo.

В частности, если 5(z) = aoz11 + ...' + ап, то асимптота-

асимптотами линий U являются лучи

z — -

naQ

0 </-<<», (fh = (kn— &Tgao)/n.

Пусть S(z)~- мероморфная функция, C(z)—расширен-
C(z)—расширенная комплексная плоскость (риманова сфера), Cs(z)— ри-
манова сфера, из которой удалены особые точки функции
S(z). Множества уровня функций Re5(z), IniiS(z) рас-

рассматриваются в области Cs(z); концами линий уровня
fRe5' = c}, {lmS = c} могут быть только особые точки

функции S(z). Пусть ^ — линия уровня {Re S = с), zu —

один из ее концов. В силу леммы 2.1 существует предел

lim Im5(z) = a. B.1)

Если z0 — полюс, то а = ±°° в силу леммы 2,2. Аналогично
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для линии уровня Ic' {Im'5 = c} существует предел

llm Re S (z) = bt B.1')

причем Ъ = ±°°, если г0
— полюс. Следовательно, если

а Ф °° (или в=^°°), то Zo ?= °° и является существенно
особой точкой функции 5(z). Число c+ia (соответствен-
(соответственно Ъ + ic) является асимптотическим значением функ-
функции S (z).

Пример 2.3. Пусть S = e", U — вещественная ось.

Тогда Im S (z) = 0 на l0, lim Re (ex) = 0.
СС-> — (Х>

Если предел B.1) или B.Г) конечен, то естественно на-

назвать точку z = оо особой точкой перевала функции S(z).
Заметим, что если S (z) — трансцендентная мероморфная
функция, не имеющая асимптотических значений, то точ-

точка z = оо не является точкой перевала.

Определение 2.1. Линия уровня lc: {ReS = c} (со-
(соответственно Z<f. {IniiS = с}) называется критической, если

она содержит точку перевала za Ф °° или если одним из

ее концов является точка z = °°, и предел B.1) (соответ-
(соответственно B.1')) конечен.

Из определения 2.1 и проведенных выше рассуждений
вытекает

Лемма 2.3. Пусть lt, l0—некритические линии

уровня {Re 5 = с), {ImS = c} соответственно. Тогда функ^
ция w = S(z) взаимно однозначно отображает 1С (соответ-
(соответственно 1С) на прямую Re w — с (соответственно Im w — с).

2. Структура множества а< ReS< Ь для меромофных
функций S(z).
Теорема 2.1. Пусть Ма_ь — максимальная связная

компонента множества уровня {a<ReS<6}t не содер-
содержащая критических линий уровня {Re 5 = с), а<.с<Ь.

Пусть хотя бы одно из чисел а, Ъ конечно.

Тогда функция w = S(z) взаимно однозначно отобра-
отображает Л/а, ь на полосу а < Re S <b.

Замечание 2.1. Если а = —

оо, Ь<+°о (или а>
> —-оо,-6 =+оо)) то образ множества МЛ<Ь есть полупло-

полуплоскость.

Множество Ма, ь вместе с каждой точкой z0 содержит
всю линию уровня l(zB): {Re 5 = Re5(z0)}, проходящую
через точку z0. По лемме 2.3 функция w = S(z) взаимно

однозначно отображает линию /(г0) на вертикальную пря-
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мую Re w = Re?(Z(,). Таким образом, множество Ма, &

расслаивается на линии уровня l(z0), а его образ — на

вертикальные прямые Re w — с, а < с < й.

Пусть S(z)—рациональная функция, cQ = min Re S (zj),

где минимум берется по всем точкам перевала функции
S(z). Тогда при с<с0 мяожество уровня Ше5(г)<с}
состоит из конечного числа связных компонент, каждая

из которых взаимно однозначно отображается функцией
S(z) на полуплоскость Re 5 < с.

Теорема 2.2. Пусть S(z) — мероморфная функция,
не являющаяся линейной функцией. Тогда критические ли-

линии уровня функции Re S (z) разбивают комплексную
плоскость на области, каждая из которых взаимно одно-

однозначно отображается функцией S{z) на область вида
a<ReS<b.

При этом одно (и только одно) из чисел а, Ь может

быть бесконечным.

Будем называть область DczCs (z), которая ограни-
ограничена критическими линиями уровня функции ReS{z),
областью типа полосы (полуплоскости), если функция
w = S(z) взаимно однозначно отображает D на полосу
вида a<Rew<b (на полуплоскость вида Re w > а или

Re w < а).
Из теоремы 2.2 следует, что критические линии уров-

уровня функции ReS'(z) разбивают комплексную плоскость

на области типа полосы и типа полуплоскости. Заменяя

S(z) на iS(z), получаем, что теоремы 2.1, 2.2 остаются в

силе, если вместо линий {Re S = с) взять линии {ImS = c}.
Рассмотрим примеры. Пусть S(z) = a6zn + .,. + ап, а0Ф

*? 0, п>1 — полином. Если 1С — некритическая линия

{Re S = с), то она имеет две различные асимптоты. Если
h — критическая линия с началом в точке перевала и

концом в бесконечности, то сна имеет асимптоту, парал-
параллельную одному из лучей Be(aazn) = 0. Граница области
типа полуплоскости (полосы) состоит из одной (двух)
связных компонент. Аналогично устроены линии {Im S = с}
и области, ограниченные критическими линиями.

Пример 2.4. S(z) = i(?V3 + z). Точки перевала zt, 2 =

= ±i — обе простые, 5(z,, 2)= ^2/3, так что Im 5B1,2)== 0.

Уравнение линии Im S (z) — 0 имеет вид х (х2 — Зг/2 + 3) = 0,
так что эта линия состоит из оси Оу и гиперболы. Кри-
Критические линии разбивают плоскость на 6 областей типа

полуплоскости.
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Линия наибыстрейшего спуска, проходящая через точ-

точку перевала z — I, есть ветвь гиперболы хг — Зг/а + 3 = 0,
У>0.

Пусть S(z) — мероморфная функция, г0 ^ °° — полюс

порядка п, S(z) = ao(z — zo)~n + .,, Если z0 —один из кон-

концов U, то 1С касается в точке z0 одного из лучей
Re[ao(z — zo)~"] = 0. Если оба конца 1С совпадают с г0,то

1С в точке z0 касается двух различных лучей, указанных
выше.

1 / 1 \
Пример 2.5. S (г) = -^-1 z 1. Точки перевала

ziz = ±i — обе простые, S(±i)=±i, так что ReS(=fct) = O,
Im5(±f) = ±l. Уравнение линии ReS(z) = 0 имеет вид

х(хг + у2 — 1) = 0, так что она состоит из оси Оу и еди-
единичной окружности Ы = 1.

Построим линию ImS(z)=l, проходящую через точ-

точку перевала zl = i. В окрестности простой точки перевала
эта линия состоит из четырех кривых, две из которых

идут внутрь окружности Ы = 1, две
—

наружу. Линии,
направленные внутрь, не могут выйти из круга Ы < 1,
так как ReSB) = 0 на окружности |z|=l и ReS(z) —

строго монотонная функция вдоль этих кривых. Следо-
Следовательно, обе эти линии оканчиваются в полюсе z = 0 и

касаются лучей Iml/z = 0, т. е. касаются вещественной
оси. Аналогично линии, выходящие из круга Ы < 1,
целиком лежат вне круга и оканчиваются в точке z = <»;

их асимптотами^ являются полуоси [—<*>, 0), @, +«>).
Так как S(z)^S(z), то линии уровня ImS(z)=±l сим-

симметричны относительно вещественной оси. Эти линии раз-
разбивают плоскость на 4 области типа полуплоскости и 2

области типа полосы.

Пример 2.6. S(z)=g\ Эта функция не имеет ко-

конечных точек перевала. Линия ImS(z) = c имеет уравне-
уравнение exsiny

—

c. При с = 0 получаем линии Zo, к' у — кл,
—о© <х< °°, где & = 0, ±1, ±2, ... Эти линии — крити-
критические, так как Re е1 = е* cos у -*¦ 0 при z s la k1 Re z ->- —<».

Следовательно, z = « — точка перевала; естественно счи-

считать, что кратность ее равна бесконечности, так как че-

через нее проходит бесконечно много критических линий.
Линии 10к разбивают плоскость на области типа полу-

полуплоскости.

Ряд примеров будет рассмотрен в следующих па-

параграфах.
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3. Теорема существования. Рассмотрим интеграл

]dzl B.2)

где S (z)i# const — мероморфная функция, *[ — простая ку^

сочногладкая кривая, функция S(z) голоморфна во всех

внутренних точках кривой ^. Будем предполагать, что

ooj Я>0, B.3)

и что если конец кривой у является полюсом функции
S(z), то в достаточно малой окрестности этого полюса

(на римановой сфере) f является интервалом или лучом.

Теорема 2.3. Пусть S(z)— рациональная функция.
Тогда либо существует перевальный контур у' такой, что

F (к) = J exp [XS (г)] dzt B.4)
v

¦ "¦-¦¦•¦

либо F(A.)«*O при Х>0.

Напомним, что перевальным контуром называется

контур, удовлетворяющий условиям теоремы 1.4, и что

асимптотика интеграла по перевальному контуру легко

вычисляется. Следовательно, имеет место
¦

'

Следствие 2.2. В условиях теоремы 2.2 либо

) при Х>0, либо асимптотика F(K) при А,-*-'+<»

равна сумме вкладов от точек перевала, лежащих на f',
и концов контура f'',' в которых достигается max Re S (z).

г.~у'
Таким образом, асимптотику интеграла B.2), где'

5(z) —рациональная функция, всегда можно вычислить

с помощью метода перевала.

Рассмотрим интеграл A.1), где S (z)— рациональная
функция, и. условие А3 из § 1 выполнено. Тогда либо

при А>0, либо

F(l)=\ f (z) exp [KS (z)] dz + 2ni ? res (/ B) exp [\S B)]),

B.5J

где сумма берется по всем вычетам функции f(z), кото-

которые лежат в области, ограниченной контурами у и f'.
Так как асимптотика интеграла по у' вычисляется (см.
теорему 1.4), то асимптотика интеграла A.1) в случае,
когда /, S — рациональные функции, также всегда вы-

вычисляется методом перевала.
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Рассмотрим вначале случай, когда функция S(z) го-

голоморфна на концах if. Введем обозначения: zu ..., zn —

все точки перевала функции S(г), с,
= Re S(Zj), и пусть

с, < сг ^ ... ^ с„; и;BЯ)—образ множества 5Ш с Cs(z) (это
риманова сфера с выколотыми полюсами функции S(z))
при отображении и? = 5(з), w~i (9Л) — прообраз множества

2JI <= С (и?), с* = max ReS(z), c**= minRe S (г). Деформация

f в f проводится в несколько этапов. Пусть Ма, ь
— одна

из максимальных связных компонент множества {а <

<ReS<ft}, не содержащая точек перевала. Тогда по

теореме 2.1 функция w = S(z) взаимно однозначно ото-

отображает Ма, ь на полосу (или полуплоскость) а < Re и? < Ъ.

Поэтому все деформации удобнее проводить в пло-

плоскости w.

1°. Пусть (^\5^)с: Л/а,6, и пусть с*<Ъ. Так как

w (Ма, ь) — полоса или полуплоскость, то кривую w(^)
можно продеформировать Енутри w(Mab) в отрезок f,

соединяющий концы этой кривой. Контур f' = u'~1(K)
эквивалентен контуру ^ и является перевальным.

2°. Пусть {t\d-i)cMaib и ReSB*)=b, ReS(z**)<fe,
где z*, z** — концы "(. Тогда кривую и;(^) можно внутри

^(^а,б) продеформировать в ломаную ^, состоящую из

двух звеньев. Именно, проведем из точек w* = S(z*),
w** = S(z**) прямые Re w = Re w*, 1шш = 1тю**; они

пересекутся в точке w°. Составим f из отрезков [w*, w°]
и [w**, w*], ориентация которых согласована с ориента-

ориентацией w("{). Контур ч'~ш~1(ч) эквивалентен контуру ^
и является перевальным.

Пусть для определенности высоты точек перевала

с,, ..., с„ различны: с4 < с2 < ... <с„; общий случай ис-

исследуется точно так же. Положим с„ = —

<», Сп+1
= +оо

для удобства. Пусть с,< с* < cj+i(j <п). Покажем, что

тогда контур ^ можно продеформировать либо в пере-

перевальный контур Yi' либо в такой контур if*, что

max Re S (z) = c-r После этого доказательство завершается

индукцией по /.
. Множество {cj < Re S < ci4i) не содержит точек пере-

перевала и в силу теоремы 2.1 состоит из конечного числа

связных компонент Djt P, каждая из которых взаимно

однозначно отображается функцией w = S(z) на полосу

С) < Re w < Cj+1 (или на полуплоскость, если /
= 0 иди
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) — п). Положим ifj, р
—

f П {Du p U <9Д p]. Не ограничивая
общности, можно считать, что ^, Р состоит из конечного

числа кривых fj, *, «• Применим к каждой из этих кривых

деформацию Iе или 2°; пусть yj,P,q—полученные кри-

кривые, Yj.p =" U y'j.p.Q и Y* — контур, полученный из у за-

меной Yj.p на Yj,p- Если контуры Yj.pi* Yj,p2 пРи неко-

некоторых р1=?рг проходят через точку перевала zj+i (она
является концом для обоих контуров) и их ориентации

противоположны, то контур Yj,pa U У),р2 заменим эквива-

эквивалентным контуром, уже не содержащим точки zj+i. К по-

полученному контуру применим деформацию 1°. Будем
считать, что при построении *у* такие деформации уже
проделаны. Имеются следующие возможности:

A. max Re S (z) > Cj.
гег*

Тогда Y* ~ перевальный контур. Действительно, по

построению деформаций 1°, 2°, указанный максимум
обязательно достигается либо на одном из концов кон-

контура Y*. либо в точке перевала zJ+1; в последнем случае
выполнено условие Ао теоремы 1.1.

B. max Re S (г) = cj.

Тем самым теорема доказана в случае, когда функция
S(z) голоморфна на концах контура у. Пусть один из

концов контура f
— полюс функции S (z). Положим

Yt== тПШе$<тш(е,, с**)-е}, е > 0.

Тогда контур Y* можно продеформировать в перевальный

контур Yi> контур y' = (y\Yi) UYi является переваль-

перевальным. Пусть оба конца контура у являются полюсами

функции S(z). Повторяя ту же конструкцию, что и выше,

получаем контур f', эквивалентный f> который либо яв-

является перевальным, либо max Re S (г) < с2
— е. Так как

множество {Re S < с,
— е} состоит из конечного числа

связных компонент, то ч лежит в одной из них, скажем,

Di. Тогда dD{ — это линия уровня {ReS = Ci — e} с на-

началом и концом в некотором полюсе z0 функции S(z),
и Di — односвязная область. Пусть для простоты г0 ^ °°.

Тогда из условий на контур у, наложенных в теореме,
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следует, что интеграл по *(' равен нулю. Теорема до-

доказана.

Точно так же доказывается следующая

Теорема 2.4. Пусть S(z) — меролюрфная функция,
удовлетворяющая условиям:

Iе. S(z) не имеет асимптотических значений.
2°. На каждом конечном отрезке а ^ с < Ъ имеется

конечное число критических значений функции ReS(z).
Тогда, если функция S(z) голоморфна в окрестности

конечной кривой "(, существует перевальный контур ч\
эквивалентный у.

4. Интегралы по кривым на римановых поверхностях.
В [64] рассмотрены интегралы вида

\h
B.6)

где X > 0 — большой параметр, h — мероморфная функ-
функция на римановой поверхности R рода g > 1, со — абелев

дифференциал на R, имеющий полюсы в тех же точках,

что и h. Контур С — допустимый, т. е. либо замкнутый
и не проходящий через полюсы h, либо входящий в по-

полюсы под такими углами, что интеграл сходится. Пусть
Р = {Pj) — множество всех полюсов h, N — Ш,} — множе-

множество точек перевала функции h, т. е. нулей дифферен-
дифференциала dh. Точка перевала называется простой, если dh
имеет простой нуль в этой точке.

Два допустимых пути С, С' называются эквивалент-

эквивалентными, если

JЛ - J
с

для любого X > 0 и для любого абелева дифференциала со,

имеющего полюсы в тех же точках, что и h.

Локальная структура линий уровня Re h (z) = с,

lmh(z) = c такая же, как и на комплексной плоскости

(см. леммы 1.1—1.3). В частности, через простую точку

jVj перевала проходит одна линия наискорейшего спу-

спуска; ее максимальную связную компоненту, лежа-

лежащую в множестве Я\Р, назовем линией перевала и обоз-

обозначим Cj.
Теорема 2.4. Пусть все точки перевала простые и

Im h {Nk) ?=lmh (Nj), если N3 = Nh. Тогда линии перевала
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Ск, к = 1, ..., I, образуют багу в группе допустимых пу-

путей, т. е. любой допустимый путь эквивалентен пути
i

2 /й^л,.. г@е rh.^- целые числа.

Вычисление асимптотики интеграла по контуру Ck

проводится стандартными методами. Именно, если z —

локальные координаты в окрестности точки А^, то интеграл
по малой дуге пути СА, содержащий точку Nhf имеет вид

Из формулы A.13')' следует, что при X -> +<»

Ch

В [64] исследован также случай, когда h, oo непре-
непрерывно зависят от вещественных параметров (фи ..., срт) =
=

ф, и показано, что точки и линии перевала непрерывно
зависят от ф.

Пример 2.7. Рассмотрим интеграл

где контур С задан уравнением xi-hyi — l, p и q
— мно-

многочлены, |, т]
— комплексные параметры. Будем рассмат-

рассматривать контур С на римановой поверхности алгебраиче-
ской функции у = у 1 — х4. Положим | = lgle'a, r\

*= 1т]1е'р,
р=1^1/1т]| и пусть Х=1г]|. Тогда получим интеграл ви-

вида B.6)

г а, = f

Пусть -я<а, р^л, р^@, 1), так что ф
= (а, р, р)?ф,

где Ф
— область —л < а, р «5 я, 0 < р < 1. Нули dh нахо-

находятся из системы
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(с помощью функции Лагранжа) и имеют вид

Nhm = {хт, укт), к = 0, 1, 2; т = 0, 1, 2, 3,

: . . ^Ьга. —.5 е
. ..

ll
К »

'

.: .".:.'"

,,t „
1/4 гят/2т7-1

Укт — Ч в nh 1.

Hh = (^/»е«л*/8 + 114/3^/41
В области Ф все точки перевала простые; слияние их

Происходит только на гранях р
= 0, р

= 1. Значение функ-
функции h в точке Nhm обозначим Hhm; имеем

Пусть фо
= (О, 0, ро), тогда 1, ц вещественны. Нахздем

коэффициенты rhm-разложения С по базису. Запишем ин-

интеграл в виде

Контур С проходит через точки перевала Л^оо и Noi (они
вещественны).- В данном -случае г00 =1, го2 = ±1, все

остальные rhm = 0. Максимум Re h на С достигается в

точке Лг0о- Запишем уравнение С в виде
5

iI/4, / ^ () (+ sin

В точке tVoo
'

'

cos U = |1/3(ёг/3 + 42/s)-i/z, sin t0 = 111/3(
Асимптотика интеграла имеет.вид

, о,

Здесь Р, Q получаются в результате подстановки дг00,. г/00)
cos t0, sin t0 в выражения

Pix: у) (—rsinf+ r'cosi), q(x, у) (гcos t + r' sint).
Эта асимптотика сохраняется в области, содержащей точ-

точку ф0, в которой Re Нт > Re Я02. В области, где Re Яоо <
< Re #02, асимптотика интеграла равна вкладу от точки

#02, так как в [64] показано, что все rhm = 0, кроме
*Ъ и rg2.
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§ 3. Функция Эйрн

1. Определение и простейшие свойства. В своих ис-

исследованиях по оптике в 1838 г. Эйри ввел функцию

i (z) = -i- j cos (-j- + /2) dt C.1)Ai

B вещественно), которая называется теперь функцией
Эйри. Она выражается через функции Бесселя поряд-
порядка 1/3:

Функция Эйри часто встречается в задачах дифракции
волн, квантовой механики, асимптотической теории диф-
дифференциальных уравнений и многих других. Из C.1)
следует, что при вещественных z

Ai(z) = ± j fxp[f (-?¦ + */)]#. C.2)

Функция Ai(z) аналитически продолжается на всю комп-

комплексную плоскость как целая функция 2. Действительно,
пусть h — контур, состоящий из лучей (oog*W6) 0] и

[0, <хе1п1е), По лемме Жордана имеем при вещественных z

Jexp(f' ("Г + zt))dL
Интеграл, стоящий в правой части, сходится при всех z

и потому является целой функцией.
Из C.2) следует, что Ai(z) удовлетворяет дифферен-

дифференциальному уравнению

w'" - zw = 0. C.4)

Это уравнение имеет решения At(z), Ai((x>z), Ai(co2z),
где со = е2л1/3 — корень кубический из единицы, В силу

C.3) имеем

Ai(z)+ aAi((oz)+ a2Ai (to2z) m 0. C.5)
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В качестве второго линейно независимого решения урав-
уравнения C.4) используется функция

Bi{z) = ?a>2i4?(orz)— i(i>Ai(diz).

Функции Ai(z), Bi{z) вещественны при вещественных z.

2. Асимптотика функции Эйри.
Предложение 3.1. Пусть 0< е < я. Тогда:
Iе. При |г|-»¦ оо, largsl^n — б

ill B)
fc=o

C.6)

Здесь для llz, у z берутся главные ветви.

2е. При |z|->-<», largz— л1<е

Ai{z)

7 3fc + n

32ft BЛ-)!

Здесь выбор ветвей следующий:

. C.6')

е(-°°, 0).
Эти асимптотические разложения можно дифференци-

дифференцировать любое число раз.

Пусть largzl^n —е. Функция g{t, z)— i(f/3 + tz)
при фиксированном z илгеот ровно две точки перевала

ti,z{z)= ±il/z, где для Уг выбрана главная ветвь. Пусть
z вещественно, z>0, тогда в C.3) maxReg(?, z)=»0 на

контуре интегрирования. Так как g{h{z), z)== B/3)z3/2>
>0, то точка перевала tz{z) не может вносить вклад в

асимптотику интеграла D.3).
В этом примере можно не исследовать структуру кри-

критических линий уровня. По лемме Жордана можно в

C.2) заменить контур интегрирования параллельной пря-

прямой i = tfz + х, —оо < т < cwj проходящей через точку
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перевала t\(z), так что при ze@, +°°)

exp (- т2

-?-#. C.7)

Последний интеграл в C.7) сходится абсолютно при
всех ъФ{— °o, 0), так что эта формула справедлива при
2^(—оо, 0). Применяя лемму Ватсона к последнему ин-

интегралу в C.7), получаем C.6).
Пусть largz — я| s? е. Имеем из C.5)

Ai(z) = —aAi(a)z)— <aa^lj(co2z),

где <в = е2л{/3. Если 8 > 0 достаточно мало, то точки юг,
оJг лежат в секторе largz! «S я — б < л, и к функциям
А1((й), Ai(e>2z) можно применить формулу C.6). Отсюда
следует C.6').

Из предложения 3.1 следует, что функция Эйри
1) экспоненциально убывает в секторе |argz|<rc/3;
2) экспоненциально возрастает в секторах я/3 <

< arg г < л, -я < arg z < -я/3;
3) осищшлирует на лучах а^г

= ±я/3, я.

На вещественной оси имеем

Ai (х) ~ j±= x~l/i exp ?- -f- ^3/2) (х ~> + оо),

C.8)

Ai (х) ~ Л^ (-XT™ [cos (-f (- xf* + ^)+Q (*-/

(л;-*- — оо).

Таким образом, функция Эйри экспоненциально зату-
затухает при х -*- +°° и осциллирует и затухает степенным

образом при х -*¦
—°°, т. е. ее поведение существенно

различно при положительных и отрицательных х. На

полуоси (—°°, 0) функция Эйри имеет бесконечно много

нулей; можно показать [10], что все нули функции Эйри
вещественны.

Асимптотика функции Bi(z) легко находится из со-

соотношения C.6) и предложения 34.
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§ 4. Функции Бесселя

1. Асимптотика функции Jn(z) при п целом, z-*- <».

Если п — целое число, то при всех г справедливо интег-

интегральное представление

J"® = lk ,f е^\~п~Чи D.1)

Этот интеграл имеет вид A.1), где S = -у (t — ?~х), / =

гп-\
—

—2Л{
• Функция S(t) имеет точки перевала t = ±i;

обе они простыв и лежат на контуре интегрирования.
Вычислим асимптотику /rt(z) при фиксированном индексе
п и при z->- °°. Полагая г = е1ф, z= |z|eie, 5(*, 0) = ei95r(f),
получаем

Re5(f, 0)'=-sin0sincp, eiBS(±i) ==* ±ieie. D.2)

Поэтому max Re S (t, 6) = Mq при любых 6 достигается в

одной из точек перевала, и только в них. Исключение
составляет случай, когда z вещественно; но когда контур

интегрирования можно продеформировать так, чтобы М9

достигался только в точках t = =Ы. Применяя теорему
1.4, получаем, что асимптотика /n(z) равна сумме вкла-

вкладов от точек перевала при \z\ -*¦ °° и при всех argz

Здесь ветви Viz, M—iz выбраны в плоскости с разре-
разрезами по лучам [0, +г°°), [0, — i°°) соответственно так,

что корни положительны при положительных значениях

iz (соответственно —iz). При этом неоднозначность вы-

выбора ветвей при отрицательных значениях iz (соответст-
(соответственно — iz) несущественна, так как при таких z соответ-

соответствующая экспонента еи(е~и) экспоненциально мала по

сравнению с другой экспонентой в F.3).
Поясним выбор ветвей. Пусть z = iy, у > 0, тогда

6 = л/2, максимум М9 достигается только в точке t ¦=

19 М. В. Федорюн
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= — i, S"tt (— i, n/2) = — 1. Поэтому касательная в точке

t = — i к линии наибыстрейшего спуска горизонтальна,

так что arg у
— S'u (— г, л,/2)=0. Далее аргумент продол-

продолжается по непрерывности.
Главный член асимптотики при Ы -+• <», [argzl <я —

— е < я имеет вид

/» (z) = ^= [cos (z - f- - -f) + О (r-i)]. D.4)

Асимптотическое разложение D.3) можно дифферен-
дифференцировать любое число раз.

Непосредственное вычисление коэффициентов ah, bh no

методу перевала, как обычно, весьма затруднительно.

Воспользуемся тем, что функция у
= z~i/2Jn(z) удовлет-

удовлетворяет дифференциальному уравнению Бесселя

Полагая у = eizw, получаем

,,
, о- г п— 1/4 п

w + 2ш
2

w
— 0.

во

Подставляя сюда разложение w ~ 2 bh (iz)~ и приравни-
Й=0

вая нулю коэффициенты при степенях z~h, получаем ре-

рекуррентные соотношения

—Щк+Т)— к'

Так как Ьо известно из F.о), то отсюда находим bh. Окон-
Окончательные формулы см. в [14], [35].

2. Функция Бесселя нецелого аргумента при г -*-«».

Воспользуемся интегральным представлением Зоммерфель-
да для функции Ханкеля порядка v I рода:

D.5)

которое пригодно при Re з > 0 и любом комплексном v.

Контур интегрирования состоит из лучей (—°°, 0],
[ni, ni + °<>) и отрезка [0, я?]. Найдем асимптотику этой

функции при г-*» и при фиксированном v. В данном
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случае S — sht, f = e~yt. Точки перевала имеют вид tk =

=

-у~ + kni, k~0, ±1, ..., и все они простые. Покажем,

что контур интегрирования можно продеформировать в

линию наибыстрейшего спуска I: Irtish t — Imsh t0 = 1,
проходящую через точку перевала tB. Функция w = sh t

взаимно однозначно отображает полуполосу 0<Re?<°°,

-у < Im t <С л, на левую полуплоскость Re u> < 0, и про-

прообразом полуоси (—°°, 0) является половина 1+ линии /.
Линия I симметрична относительно мнимой оси, так что
/ лежит в полосе 0 < Im t < я и имеет своими асимпто-

асимптотами лучи (—°°, 0), (ш, гя + °°). Поэтому контур интег-

интегрирования можно продеформировать в эту линию, и из

теоремы 1.2 следует, что

- - -

при |z| -»- оо, largzl < л/2 — е < л/2, где для Vz выбирает-
выбирается главная ветвь. На самом деле этот результат справедлив
при —я < —л + е <! arg 2 ^ 2я — е < 2л. Доказательство
этого утверждения несколько утомительно; оно может

быть проведено тем же способом, что и в § 3. Аналогич-
Аналогично вычисляется асимптотика Ханкеля II рода Я^2) (г) и

функции Бесселя /v B) = -~ [Н1^ (z) + Hf B)].
3. Асимптотика Jx{x) при х -*- + °°. При Re а; > 0 имеем

J
-J-JJl

j exp[x(sht — t)]dt.

Здесь интеграл берется по контуру, состоящему из отрез-
отрезка [—зи, яг] и лучей [лг, лг + оо), (+<» — т,

— in]. Точка
t = 0 является двукратной точкой перевала функции S —
= sh t — t. Линия уровня ImS(t) = O, проходящая через

точку перевала t = 0, задается уравнением ch о sin т = т,

? = a +JT, и содержит вещественную ось. Так как t — 0 —

точка перевала второго порядка, то остальные ветви I

образуют углы =Ьл/3, ±2л/3 с вещественной осью. В силу

симметрии / относительно осей достаточно рассмотреть
уравнение ch a = x/sin т при а > 0, т > 0. Это дает нам

линию наибыстрейшего спуска U, которая выходит из

точки t = 0 под углом я/3 к вещественной оси и имеет

19*
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асимптоту т = я. Линия 12, симметричная с h относитель-

относительно вещественной оси, также является линией наибыст-

наибыстрейшего спуска.

Продеформируем контур интегрирования в контур, со-

состоящий из линий 1и 12. Так как S(t) вещественна при

вещественных t, то значения интегралов по k и 12 комп-

комплексно сопряжены. Следовательно,

Jx (х) = 2Re J" exp (xS (t)) dt.

1л

Далее, 5@) = 0, S'"(O)=1, угол между 1г и осью Ох в

точке I = 0 равен я/3. Применяя теорему 1.4, получаем,
что при х -»- +оо

jx (х) ~ тс1 Yb sin -f г D) ^~1/3 И+2

Можно также показать, что все aik
= 0.

Приведенные в §§3, 4 примеры носят иллюстратив-
иллюстративный характер; кроме того, мы, как правило, ограничива-
ограничивались главным членом асимптотики. Метод перевала мно-

многократно применялся к вычислению асимптотики спе-

специальных функций при различных соотношениях между

аргументом и индексами, а именно, к функциям Бесселя,
к функциям параболического цилиндра (Вебера), к функ-
функциям и полиномам Лежандра и ко всем другим ортого-
ортогональным полиномам, к функциям Уиттекера, гипергео-
гипергеометрической функции и т. д. Мы не ставим своей целью
написать справочник по асимптотике специальных функ-
функций и отсылаем интересующегося этими вопросами чита-
читателя к работам [14], [35].

§ 5. Асимптотика коэффициентов Тейлора, Лорана,
Фурье аналитических функций. Некоторые

задачи теории вероятностей,
статистической физики и теории чисел

1. Класс интегралов. Выбор перевального контура.
Пусть ряд

со

/(z)= 2 anzn E.1)

сходится при Ы </?<<». Требуется найти асимптотику
коэффициентов Тейлора ап при п->- °°.
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По формуле Коши имеем

а" = Ш J /Ю*-1 *- E-2)

В этой формуле в качестве г можно взять любое число

такое, что 0 < г < R. Рассмотрим семейство окружностей
{\z\ —г). Пусть п фиксировано, гп таково, что

mm max(|/B)]lzrn-1) E.3)
0О<Я |7|=Г

достигается на окружности |z|=rn, и пусть zn — одна
из точек, в которой достигается этот минимакс.. Тогда,
вообще говоря, точка zn является седловой точкой функ-
функции gn(z) = f(z)z~n~i, так как в ней достигается
mm max | gn (ге1ф) |. Во всяком случае мы немедленно
о<<ко<Ф<ая

получаем следующую оценку»

Ы<г-П max 1/(ZI. E.4)
11

Пусть все коэффициенты Тейлора ап неотрицательны:

а0>0, ап>0 (п=1, 2, ...)'. E.5);
Покажем, что минимакс E.3) достигается в точке z ™ г

которая является точкой перевала функции gn(z).
Лемма 5.1. Если условие E.5) выполнено, то

п,

max I/BI=/(г). E.6)

Если этот максимум достигается также в некоторой
точке z?= г, то существует целое число р > 2 такое, что

со

Пусть 0 < ф < 2я, тогда

оо

>гПф <г^ У я »-п

n=0

так как а.Л ^ 0. Пусть равенство имеет место при неко-

некотором ф Ф 0, и пусть аЛ1,Ипа,...! где 1 < л4 < и2 < •..—

все ненулевые коэффициенты ряда E.1). Тогда етк<р = 1

при А = 1, 2, ...,
так что ф«4

= 2nmh, где тА — целые чис-
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ла. Следовательно, и; = —-

nij = rrrij, где г — рациональ-
то

ное число, и 0<г<1, так как 0 < ф < 2я. Пусть r = p/q,
где р ^ 1, q>2 — взаимно простые целые числа, тогда

rij
= puij/q, так что т} делится на q: nij = qSj, nj

= pSh
и /(z) имеет вид E.6).

Таким образом, минимакс E.3) достигается в точке,
в которой достигается min (/ (г) г~п~г).

й

Лемма 5.2. Пусть условие E.5) выполнено, f(z)
не имеет вида azk. Тогда

при О < г < /?.

Пусть А/ (г) = max | / (г) ]. Тогда М (г) = / (г) в силу

леммы 5.1. По теореме Адамара о трех кругах функция
InM (г) является строго выпуклой книзу функцией от

In г, если только /(z) не имеет вида anzn. Следовательно,

Приведем элементарное доказательство этой леммы.

Левая часть E,8) равна

г'1 U (О) [/ (г) (гГ (г) + гГ (г)) - {гf (г)J] =

2
ft=0

при r^O в силу неравенства Коши — Буняковского; ра-
равенство возможно только тогда, когда ahrh = yi^a^, где

\х не зависит от к, при всех к = 0, 1, ...,
и так как

а0 > 0, то при г =7^0 имеет место строгое неравенство.
Лемма 5.3. Пусть условие E.5) выполнено, функ-

функция /(г) не является функцией вида azn. Тогда при лю-

любом ц^@, (Хо), |х0 = lim я/'(ж)//(я) существует, и притом
гс-»Д

единственная, точка хо(ц), в которой достигается
min / (г) г~^. «9га точка является невырожденной точ-

0<r<R

кой перевала функции

S(z, ц) = 1п/B)-ц1пг. E.9)
Функция ф(г) = f{r)r~» строго положительна при 0<

<r<R1 ф@) = +оо( и потому достигает минимума на
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интервале @, /?]. Точка минимума определяется из урав-
уравнения

и в силу леммы 5.2 единственна. При z = xo(\i) имеем

E.11)

в силу леммы 5.2.

Следствие 5.1. Функция

Ф (ц) = min (In / (г) — ц In r)
0<<Я

является строго выпуклой кверху функцией ц.

Пусть f(z) — полином с неотрицательными коэффи-
коэффициентами, /@)>0. Тогда все утверждения леммы 5.3

справедливы, если 0 < ц < п.

Лемма 5.4. Пусть

/(z) = fja^, ao>O,: an>0, л = ± 1, ±2t...f E.12)
— оо

и областью сходимости ряда Лорана является кольцо
0<R0< |z| </?,. Пусть среди коэффициентов ап имеется

бесконечно много отличных от нуля коэффициентов с по~

ложителъными и отрицательными номерами. Тогда все

заключения леммы 5.3 справедливы при любом веще-
вещественном ц.

Пусть f(z) = 2 akzh, где Nu N2 > 0, ah 5= 0 иа_« >0f
-IV,

дл' > 0) ао > 0- Тогда все утверждения леммы 5.3 спра-

справедливы, если —7Vt < }Л < iV2. Кроме того, для функции
/(г) вида E.12) справедливы утверждения леммы 5.1.

В условиях лемм 5.3, 5.4 контур интегрирования
Ы = гп является перевальным контуром, на котором ле-

лежит только одна точка перевала г = г„.

2. Асимптотика интегралов вида

F(N, n) = ± J [f(z)fz-»-idz E.13)

при N -*¦
°°, N/n -*¦ const,
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Мы рассмотрим эту задачу при следующих условиях

на функцию /(г).
1°. Функция /(г) голоморфна в кольце К: Ri<\z\<

< Rz, где Д, > О, Я2 < оо.

В E.12), очевидно, Ri < р < #2- Функция /(г) разла-
разлагается в ряд Лорана

2°. а„>0, а„>0 (и = ±1, ±2, ...). Если {«J —но-
—номера всех ненулевых коэффициентов с„, и* ^ 0, то числа

% не имеют общего делителя, отличного от единицы.

Теорема 5.1. Пусть условия 1°, 2° выполнены,
lim f(x)=°°, ] = 1, 2, и |л > 0 — фиксированное число.

Тогда при N -*- °°, |nl/iV-»-[i справедливо асимптоти-

асимптотическое разложение

EМ)

где xQ(n/N)— единственное решение уравнения E.10)
(при \i

= n/N),

Разложение E.14) равномерно по [ ц]
Заменим в E.12) контур интегрирования окруж-

окружностью \z\ — xo(n/N). В силу леммы 5.4 окружность
является перевальным контуром, причем в силу зада-

задачи 5.3 !/(z)| достигает максимального значения только

при z = Xo(n/N). Эта точка является невырожденной
точкой перевала подынтегральной функции. Применяя
теорему 1.1 и учитывая E.11), получаем E.14), E.15).

Следствие 5.2. Пусть условия теоремы 5.1 вы-

выполнены. Тогда при N -*~ °°, n/N -*¦ ц, где jj,
— любое ве-

вещественное число,

lim F (N, п) = In / (х0 (ii)) - цж0 ((i). E.16)
iV-юо

Правая часть этой формулы является выпуклой кверху
функцией [I.

Для доказательства E.16) достаточно заметить, что

xo(n/N) — хо(\х)+ 0(\n/N— \i\). Выпуклость правой часта

чE.16) вытекает из следствия 5.1,
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со

Теорема 5.2. Пусть / (г) = 2 anzn, ряд сходится

\z\<R, условия 1°, 2° выполнены и имеется беско-

бесконечно много ненулевых коэффициентов ап. Пусть 0<
< Hi < М*2. Тогда при N -* оо) ^, *s п/Л' < |i2, равномерно

по n/N справедливо асимптотическое разложение E.14).
Следствие 5.2 также остается в силе, если \i > 0.

Следствие 5.3. Пусть / (г) = 2 anZnt г<9е 0 < N, <

<+оо, и условия 1°, 2° выполнены. Тогда все утвержде-
утверждения теоремы 5.1 и следствие 5.1 остаются в силе при

Пусть условие Iе выполнено, в„>0 и пусть m &* 2 —

наибольший общий делитель чисел п Ф 0 таких, что

й„ ^ 0. Тогда max \ / (z) \ достигается только в точках

zh
= йлг0, где <Bft — различные значения V1, и асимпто-

асимптотика интеграла F(N, n) равна сумме вкладов от этих

точек.

3. Асимптотика коэффициентов Тейлора и Лорана.
Пусть /(z)—целая трансцендентная функция с неотри-

неотрицательными коэффициентами Тейлора, т. е. условие

E.5) выполнено. Тогда из E.4) и леммы 5.3 следует
оценка

/у <*""^ •+ f ¦уЛ ф—71 | /С м Г7\
ап ==% У \J') х |х=хо(п)« @.11)

где хо(п) — единственное решение уравнения E.10).
Точка z = xo(n) является единственной точкой пере-

перевала подынтегральной функции из E.2) на окружности
Ы =хо(п), к тому же невырожденной (если условия 1°,
2° теоремы 5.1 выполнены). Поэтому естественно ожи-

ожидать, что асимптотика ап равна вкладу от этой точки

перевала, т. е. что справедлива асимптотическая формула

E.18)

где обозначено

Доказательство этой формулы требует дополнитель-
дополнительных предположений относительно функции /(z)_,
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Положим

S (г, Ф) = 1п/(ге'П E.19)

и введем следующие условия:
3°. Существует функция ш(г)-*оо при г-*-+°° такая,

что

slt (r> ф) ~ S'U о*. °)

при г-*°°, |ф| <фо(г) = сй(г)[й(:Го(«), п)]~1/2. Кроме то-

того, фО(+°°)=О.
4°. При больших фиксированных г функция Re 5 (г, ф)

монотонно убывает на интервалах @, л), @, —я).
Теорема 5.3. Если выполнены условия 1°—4°, то

справедлива асимптотическая формула E.18).
Положим г = хо(п) в интеграле E.2) и положим

ап = ап+ап, где ап — интеграл E.2) по дуге |ф!^фо(/").
Тогда

«n I < ^ г— 1exp [Re S (г, Ф)] с?Ф,

где интеграл берется по дуге фо(г)^ 1ф1 ^ л. Напомним,
что г = ?0(и)-*" °° при » ->¦ °°. Повторяя те же рассуж-
рассуждения, что и в доказательстве теоремы 2.2.2, получим,
что ап= о (У„) (п -> оо), где Vn — правая часть форму-
формулы E.18). Остается показать, что ап -~ Vn. В силу ус-
условия 3° имеем

Ф„(г)

-Ф0(г)

ехр № (г' ф^

св(т-)

J
()

'Г J ехр[ехр[-4l

Последний интеграл стремится к У 2л при г-»-°°.

Аналогичный результат имеет место для коэффици-
коэффициентов Лорана, если /(z) имеет вид E.12).

4. Метод Дарвина — Фаулера в статистической меха-
механике. Наше изложение следует работам [42], [43]. Ан-
Ансамблем называется набор из М различных физических
систем А„ ..., Ам (подсистемы ансамбля). Каждая из

подсистем полностью характеризуется заданием своей

энергии. Требуется найти наиболее вероятное распреде-
распределение энергий по подсистемам, если заданы М и энер-
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гия Е всего ансамбля. Вводятся следующие предпо-
предположения:

1°. Энергия каждой подсистемы может принимать лю-

любое из заданных значений Eh, к —0, 1, 2, ... Числа Ek —

целые, 0 < Ео < /?, < ..., и не имеют общего делителя,
отличного от единицы.

Это означает следующее: единица энергии выбирает-
выбирается настолько малой, что все уровни энергии Ek подси-
подсистем и полную энергию Е ансамбля можно с любой сте-

степенью точности считать целыми. Имеются, конечно, слу-

случаи, когда это предположение не выполняется, например

электронные уровни атома водорода, которые сгущаются
к нулю. Такие случаи исключаются; они вообще недо-

недоступны статистическому исследованию без специальных

предосторожностей.
2°. Энергия Е ансамбля равна сумме энергии подси-

подсистем. Число U = Е/М (средняя энергия ансамбля) —
целое.

Пусть в состоянии с энергией Eh находятся тк под-
подсистем. Тогда должны выполняться соотношения

2 гпк^М% E.20)

mhEh = Я = MU, E.21)

Очевидно, что обе суммы содержат конечное число нену-

ненулевых слагаемых.

Набор целых чисел {т\ = {т0, ти тг, ...} будем на-

называть допустимым, если выполнены условия E.20),
E.21). Заданному допустимому набору {пг} отвечает

число

различных ансамблей, так как перестановка любых двух

подсистем (они неразличимы) оставляет набор {тп} неиз-

неизменным. В E.22) имеется конечное число сомножителей

т,!, отличных от 1; остальные равны 1. Вводится пред-
предположение

3°. Все допустимые наборы {тп} (т. с. распределения

энергии по подсистемам, удовлетворяющие условиям

E.20), E.21)) равновероятны.
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Как уже говорилось выше, требуется нацти наиболее

вероятное распределение по энергиям, или в силу пред-
предположения 3° найти такой допустимый набор {т), что

max W(m) = W(m)t E.23)
{mi

Мы будем решать эту задачу при условии, что Д/> 1.

Введем среднее значение (математическое ожидание)
компоненты mh:

2 mhW (m)

<"»>—fifc*(=p (B-24>

где суммы берутся по всем допустимым наборам (М, U

фиксированы). Следует ожидать, что

mh = lim (mh)Mi E.25)

т. е. что при М > 1 почти все возможные наборы {т)
совпадают с наиболее вероятным набором im). Если

среднеквадратичная флуктуация (дисперсия) стремится
к нулю при М -*¦ °°, т. е.

<Wfc>M—<'»ft>Sf-v01 M-voo, E.26)
то отсюда следует E.25).

Вычислим асимптотику <.ткУм при М->-°°. Введем
вспомогательные переменные g0, gif g2, ..., положим

g={go, gu gt, ..-) и

Ml gm°gmi

где все gh изменяются в интервале A — 6, 1 + 6), 0<
< б < 1, 6 — фиксированное число. Из условий E.20),
E.21) следует, что все сомножители в E.27) равны 1,
начиная с некоторого к. Обозначим 1=A, 1, 1, ...).
Тогда

). E.28)"

Введем вспомогательную функцию

2{m},g)t E.29)
{т}

где, как обычно, сумма борется по всем допустимым на-

наборам. В правой части E.29) стоит конечная сумма,
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так как число допустимых наборов {т} конечно. Имеем

<mfe> = gh т— In Г L=i .¦ E.30)

поскольку

Аналогично показывается, что среднеквадратичная флук-
флуктуация mh равна

1

E.31)

Так как нас интересует <mft> при фиксированном к, то

достаточно считать, что все gj
= 1 при j ?= к, и только gh

изменяется в пределах A — 6, 1 + 6). Таким образом, все

интересующие нас величины выражаются через Г, так

что остается вычислить Г.

Введем производящую функцию G:

G (z, M\ g) = f (z; g), / (z, g) = I] gkzEK E.32)

Так как gh^(l — 6, 1 + 6), то радиус сходимости степен-

степенного ряда E.32) Д = 1, что следует из формулы Коши —

Адамара. Из полиномиальной формулы Ньютона следу-

следует, что

г=о о I*
• • •

где суммирование в формуле для at производится по та-

таким наборам {т}, что

2% = М, 2 mhEh = L

Сравнивая E.29) и E.33), получаем, что Т(М, U, g) =
= ами, т. е. Г — коэффициент при zMU в разложении Тей-

Тейлора функции G, Отсюда по формуле Коши находим, что

Г (М, U; g) = ±-. j f (z; g) г"мс;-Мг). E.34)
с

где С — простой контур, охватывающий начало коорди-
координат и лежащий в круге Ы < 1. Асимптотика этого инте-

интеграла при М ->¦ °°, Е/М ->¦ [/ вычисляется с помощью тео-

теоремы 5.1.
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Исследуем свойства наиболее вероятного распределе-
распределения. Положим в E.22) все gs = 1 при / ^= к и обозначим

хо (Sk) = e~ ' единственный корень уравнения

(f^1-Q, E.35)
/ (*; gh) *

'

лежащий на интервале @, 1). Через х0 = е~р обозначим

жоA). Из E.14) находим, что при М -*¦ оо

= In / (х0; gh) + $U~±ln BnMg" (x0)) + О (М-1). E.36)

Это разложение можно дифференцировать по gh любое

число раз. При этом достаточно дифференцировать толь-

только первые два слагаемых. Для краткости будем писать

gh
=¦=

g, Ek — E. Учитывая, что

-Л df(x,g)_

и что соотношение E.35) выполняется тождественно по

g, если x~xo(g) в E.35), находим из E.36), что

|
Jfx@'g) и

dg [f(xQ,g)

Далее, учитывая E.35), получаем

1 (E-U)^ (/ {xQ, g))'1 - gxf (f (x0, g))'2 +

Дифференцируя тождество E.35) no g, получаем

^ [A - U) f'x + х/Ц = {U-E) x%,

где все производные берутся в точке (х0, g). Учитывая
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E.35) и E.14), получаем, что

d(glnr(g))

dg

Х° {

Теперь положим

*оБ
W)

gh =

)'
1,

g{E-

т. е.

uf -ЛЕ-2
хо

+ о [ м У
E.38)

и пусть хй = е"" — корень уравнения E.35). Из E.37),
E.11) находим, что при М ->- °°

(?) »¦*>

Zj e

k=0

Далее, учитывая E.35), получаем, что

h" (x0) = е*

Из этой формулы с учетом E.31), E.38) получаем,
что при М -*¦ °°

О -

м2

Таким образом, среднеквадратичная флуктуация стре-
стремится к нулю при М -*¦ °°.

5. Симметричное случайное блуждание на прямой.
Пусть частица совершает случайное блуждание по цело-

целочисленным точкам вещественной оси. За единицу време-
времени частица совершает скачок из данной точки в сосед-

соседнюю, слева или справа, с вероятностями, равными 1/2

(симметричное блуждание). Вычислим вероятность

Pl{M) нахождения частицы в данной точке М после L

испытаний. Испытание — это серия из п скачков; испы-

испытания считаются независимыми. В начальный момент

времени частица находится в точке 0.
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Пусть рт
— вероятность попадания в точку т в ре-

результате одного испытания (т — —п, —п + 1, ..., п).
п

Введем производящую функцию / (г) = 2 PmZmi тогда
7П=—П

PL (M) — коэффициент при zM в разложении
nL

fL (Z) = (p-nZ-n + ... + PnZn)L = 2
M=—nL

Следовательно,
1 ( ™,

E41)

где окружность Ы=р ориентирована положительно.

Рассмотрим задачу об асимптотическом поведении

PL{M) при L -*¦ оо (число испытаний неограниченно воз-

возрастает) в предположении, что М/Ь-*ц (—п^ц^п).
Эта задача решается с помощью следствия 5.3 из теоре-
теоремы 5.2, и ответ дается формулой E.14) (где следует за-

заменить (М, п) на (L, М)).
6. Задача Харди — Рамануджана. Пусть п — нату-

натуральное число, р(п)—число неотрицательных целочис-
целочисленных решений (^i, xz, ...) диофантова уравнения

Иными словами, натуральное число всевозможными спо-

способами разбивается на натуральные слагаемые, где чис-

число 1 встречается хх раз, число 2 встречается х2 раз и т. д.

Введем производящую функцию

F(z)=H' E.42)
J7!=l I 2

Имеем

... X A + zm + z*m + ...) X ...
= 1 + 2р(п)г»,

п—1

Функция F[z) голоморфна в круге |г| < 1, так что

Р^^Ы I FiAr»-^ E.43)
U|=P

где 0<р< 1. Мы получили интеграл вида E.2), и в си-

силу леммы 5.3 подынтегральная функция на окружности.
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|z|=rn имеет единственную, и притом невырожденную,

точку перевала z = rn, в которой достигается max | F (г) |.

Здесь гп — единственное положительное решение урав-
уравнения

г — In F (г) = п, E.44)

Нас интересует асимптотика р(п) при п-»-<». Чтобы

вычислить ее, заменим контур интегрирования в E.43)
окружностью |г|=г„ и применим метод перевала. Поло-

Положим г = е~"р, тогда точка р„
= —In rn будет корнем урав-

уравнения
оо

7. -— = п,

m=i
°

Отсюда следует, что р„ -*- 0 при п ->¦ °°. Представим это

уравнение в виде

n_

так что рп ?» —г= . Приведенные рассуждения являются

уйп
нестрогими.

В данной задаче основную трудность представляет не

применение метода перевала, а исследование поведения

функции F(z) при малых |г[. Положим х = e~ut u = v +

rf iw, тогда

р (п) = ^ j / (у + Ь) enc+^du;, / (и) = F (<ru).
—л

В [31] доказано, что

р (л) = g^- J / (у + i«?)

+ О (n-

где е > 0 — сколь угодно малое фиксированное число,

2U М. В. Федорюк



wo = n
¦

In/(y + iw) =

iy~n
6

что

г n Увл
л

w2 4
1

4 24"«

при |ц>| < w0. После этого асимптотика интеграла по от-

отрезку [—Wo, w9] легко вычисляется, и окончательно для

р{п) получается асимптотическая формула

-i/T"

7. Асимптотика коэффициентов Фурье. Пусть / есть

2л-периодическая функция, тогда ее можно считать

функцией от ещ: / = /(е1ф). Коэффициенты Фурье функ-
функции / равны

и при известных условиях / = 2 fnSinv.
—

оо

Если функция / абсолютно интегрируема на отрезке
/ = [0, 2я], то lim /n = 0 (лемма Римана — Лебега). Если

f{) т>1, и /(Я@) = /О)Bл), 0^/<т-1, то

/п = о(и~т) при |п| -»- оо. Этот результат легко доказы-

доказывается интегрированием по частям. Точную асимптотику

коэффициентов Фурье можно вычислить, например, в слу-

случае, когда /еС°°(/), за исключением конечного числа то-

точек, в окрестностях которых / имеет степенную особен-
особенность (с помощью леммы Эрдейи). При этом асимптотика

/„ имеет степенной характер. Если функция /(е'ф) голо-

голоморфна в окрестности отрезка /, то коэффициенты Фурье
экспоненциально убывают:

/» = 0(e-elnl)' '(n-*oojf E.46)
где с > 0. В этом случае удобно преобразовать интеграл
E.45) в контурный, сделав замену переменной cilf = z:

-^ j) f(z)z-»-*dz. E.47)
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Мы получили интеграл вида E.2). Функция /(z) голо-

голоморфна в некотором кольце К: r<|z|^i?, 0<г<1<Д.
Оценка E.46) легко получается с помощью деформации
контура интегрирования. Пусть для определенности п "> 0,
тогда можно заменить в E.47) контур интегрирования

окружностью \z\=R, на которой l/(z)|<M, Ы«?!е-%
с = In R > 0, откуда следует E.46).

Если /(z) —рациональная функция, то интеграл E.47}
вычисляется:

/n= S res (/(z) *-»-!),
Ы

где сумма берется по всем полюсам, лежащим в круге
Ы < 1, или

U = - S res (/ B) 2 -*-i) - res (/ (z) г ~"-i).
l

Первой из этих формул удобно пользоваться для вычис-

вычисления асимптотики /„ при п-*¦—<», второй — при п -»-

-> +°° (при этом вычет в бесконечности исчезает). Пусть
функция f(z) мероморфна в кольце К и не имеет полю-

полюсов на его границе. Тогда

/я = 2 res (/ (z) z-n-i) + О (e-"R) (n -»»~ оо),

/n = 2 res (/ (z) z-*-i) + О (enr) (n ->• + oo),
r<\2ft|<l

так что асимптотика /„ определяется ближайшими к ок-

окружности Ы =1 полюсами.

Если /(z)—целая функция, то асимптотика /„ опре-
определяется, вообще говоря, точками перевала подынтеграль-
подынтегральной функции, т. е. корнями уравнения zf (z)/f(z) = n.

Однако сколько-нибудь общие результаты об асимптоти-

асимптотике /„ в этом случае неизвестны.

Пример [5]. Найдем асимптотику коэффициентов
Фурье функции / (z) = eeZ. Интеграл E.47) имеет вид

^^Шг I exp(e*)z-»-i<fz.

Так как функция f(x) вещественна при вещественных

х, то /-„ = /„ и достаточно ограничиться случаем п > 0,

20*
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Точки перевала определяются из уравнения

Это уравнение имеет единственное положительное реше-

решение, которое обозначим ze(n). Положим r = zo(n), тогда

максимум модуля подынтегральной функции на контуре

интегрирования будет достигаться только в точке z =

¦=20(п). Используя лемму Жордана, можно заменить

контур интегрирования вертикальной прямой Re z =

== z0 (n), тогда получим

ехр UZaW+iV - (» + 1) Ь (го (я)

Можно проверить, что максимум модуля подынтеграль-
подынтегральной функции достигается только в точке у = 0 и потому
эта точка дает основной вклад в асимптотику интеграла.
Окончательно получаем, что

U ~ Bnez«)-1/2 ехр {его - (л + 1) In z0}.

Можно получить более точную формулу, используя тот

факт, что при п -> °°

г0 (л) = In (и + 1) - In In (n + 1) + О (^~ ).
Некоторые физические задачи (см., например, [91],

[92]) приводят к необходимости вычислить асимптотику

коэффициентов Фурье функций вида / = а(ср)ехр {ikS(q>)Y,
где К > 1 — большой параметр, S — веществен.нозначная,
а — комплекснозначная функции, периодические по ср

с периодом 2я. Нас интересуют коэффициенты Фурье
f±Jf такие, что ^V—величина порядка Я, т. е. N = Xh,
h>0 фиксировано. Имеем

fu = j? j е'яя1(ф) а (Ф) пъ Sy (ф) = 5 (ф) - кц>. E.48)

Если фазовая функция ^(ф) имеет вещественные ста-

стационарные точки, то они вносят основной вклад в асимп-

асимптотику интеграла E.48), которая вычисляется с помощью

леммы Эрдейи (гл. 3, § 1).
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Пусть функции й(ф), ?(ф) голоморфны в окрестно-
окрестности вещественной оси и |5'(ф) I > ft. при ф

е [0, 2л].
Тогда функция 5'1(ф) не имеет вещественных стационар-
стационарных точек и /jv = O(e~cN), с > 0, при N -*¦ °°, То же самое

верно и для коэффициента Фурье f-N.
Если 5(ф)—рациональная функция от созф, sin ф,

то асимптотика fN равна вкладу от некоторой точки пе-

перевала ф+, в которой 1т/5!(ф)>0, так что величина

ехр {1п5((ф+)} экспоненциально мала [91].
Некоторые задачи акустики и электродинамики при-

приводят к исследованию асимптотики при N ~+ о° интегра-
интегралов вида

f±N = j H™ №яЩ exp {ikNa cos ф ± iNq) g (<p, k^1) dqt
о

2Я

H(o1] (kNR) H™ (kN

Здесь кн — N(ah)~\ a>0, h>0, R — расстояние между
точками x = (r, 6) и у = (а, ф), R — расстояние между
точками у и у

= (Ь, 0), так что

й2 = а2 + й2 - 2ab cos ф, Ь < а.

Предполагается, что h > 2. Показано, что можно заме-

заменить функции Ханкеля их асимптотиками при kNR -*¦ °°,
так что достаточно исследовать интегралы вида

2Л

7±n = j exp {iNS2
0

E.49)
i (ф) = {R + a cos ф) (aft) =F ф,:

Функция g слабо зависит от A;w (например, разлагается
в асимптотический ряд по степеням ^jv1), голоморфна
в достаточно большой области комплексной плоскости ф,

содержащей вещественную ось, и 2л-периодична по ф.
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Короче говоря, функция g играет подчиненную роль по

отношению к фазе S.
Условие h > 2 приводит к тому, что функции Sj не

имеют вещественных стационарных точек и потому ин-

интегралы f±N, f±N экспоненциально убывают при N -*¦ °°.

Точки перевала функции St определяются из урав-
уравнения

-^- sin (ф — 8) — sin ф = ± kt E.50)

которое эквивалентно алгебраическому уравнению
8-й степени относительно неизвестной z = е1ф. Его удает-
удается приближенно решить лишь в некоторых частных

случаях.
1°. Если г/й<1, то уравнение E.50) имеет вид

s'mqt^^h с точностью до О (г/а). При знаке минус ис-

искомая точка перевала есть ф
= In (УИ2 — 1 + h) + О (г/а),

так что

с остаточным членом порядка О (In N/N). При этом до-

достаточно условия h > 1 вместо h > 2.
2е. Если г/а>1, то

sin (ф — 6) — sin ф = ±h + О (а/г),
поэтому при б Ф 0

1-ln | /jv | ~ Yhl-l/he - In [he + V'hi - l),
he = h/sin 9/2

с точностью до О (In N/N). При 8 = 0

Асимптотика неравномерна по 9. Заметим, что величина

In \fs\/N стабилизируется при г -*- оо и максимальна

при в = л:

¦у
In 1 /A- (оо, л, /г) | 2А

1п -Г—г •

3°. Если /г > 1, то sin ф -*¦ оо при h -> оо в уравне-
уравнении E.50) и

-Ilnl/.vl Inh

независимо от г, 0,
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Точки перевала функции ?а(ф). определяются кз

уравнения
г sin (ф — 9) bsincp ,

которое эквивалентно алгебраическому уравнению
16-й степени.

4°, Ъ = 0. В этом случае

-— In I /Л I | / (ее) — / (р) 1, r<ah,

? r>ah,

ch ^ = h.

Более точные асимптотики для f±n приведены в [92].
5°. Если г/а < 1, то sin cp

~ ±hRb~i и

± in | /Л, | ~ VF=\/t - in {t

t - {ah2 + W)/bt D = {h2- 1) (a2^2 - b2).
В [79] исследован интеграл вида

к
J
к

E.51)

Здесь К — контур: <р
= 6ei8, n ^ 8 ^ 2л, 1/1, а, сР, 6 — по-

положительные постоянные, б > 0 мало. Точки перевала

определяются пз уравнения

j/n + рсРц>*-1 A + фО (ф)) = 0.

Предполагается, что I/ — ап\п~1/р > 1. Тогда точки пере-
перевала имеют вид при //я ->- О

Остальные корни стремятся при //п -»- 0 к корням урав-
уравнения 1 + ф(?(ср) — 0. При 0 < б <. 1 в окрестности точки

Ф
= 0 лежит ровно р

— 1 точек перевала подынтегральной
функции E.51). Будем предполагать, что корни уравне-
уравнения 1 + ф(?(ф) лежат вне 26-окрестности точки ф

== 0.

Сделаем замену
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и рассмотрим интегралы

7 = ^— I A — е'ф)~1ехр [А [(г sgn /) ф + срфР A + О >

/л j
к/г

I = 7j—. \ ф exp [A [(i sgn;') ф Н

где у —контур [б/е, °°) U K/e U (—°°, -б/е]. При е<1

интеграл / есть возмущение интеграла Т. При А -*¦ °°,
га "*"

°°i I/ ~ cral ^ бЭге имеем

5ft = S" (ф,),-

A + ° (е)), Re [(г sgn /) щ + cf<$] <

где Cj>0. Интегралы вида E.51) возникают при реше-

решении линейной разностной схемы с постоянными коэффи-
коэффициентами

\l\<k U\<h

с начальными данными типа «ступеньки»: и] = 0,

8. Асимптотика функции Линделёфа и ее коэффи-
коэффициентов Тейлора. Пусть P%.{z) — каноническое произведе-

ние, отвечающее последовательности нулей г„
= —п

'
,

п = 1, 2, ...Д>0, т. е.

где q
— [А] — целая часть Я. Функция /\(z) — целая,

со

Рх B) = 2 anzn.
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Ее асимптотика и асимптотика коэффициентов Тейлора
исследованы в [98]. Введем обозначение

t

]-x + ±)
где [х\ — целая часть х. Пусть D — область —л + б <

< arg z < л — б, б > 0.

1°. Пусть X — нецелое. Тогда при геВ

In Рь, B) = (л cosec лХ) г% +

q

m=l

где t, есть дзета-функция Римана,
с»

J (г + 0 iX
о

Остаточный член E(z)->0 при геД |z|-*-<», равномер-
равномерно по arg z.

2°. Пусть /, = д > 1 — целое, С — постоянная Эйлера.
Тогда при ге D

In Px (z) = (- г)Чп z + ^i (- г)* +

Для логарифмов во всех формулах берутся их глав-

главные значения.

3°. Пусть А->1/2, 1 = 2Х. Тогда существует б>0 та-

такое, что при larg z\ ^ б имеем:

1) Если К нецелое, то

рк (_ 2) = 2 Bя)-ч/ахJ-1/2 sin (nz^ х

X ехр л ctg (лХг*) + 2 ^^z™ + Ех (г) .

2) Если % = q целое, то

Рх (— 2) == 2 Bji)-W/»Wsm (яг'1) X

19-1
1

m=;
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Здесь

V2 Г vТУ
{гу\ ' \ X if-

2л J

я—я/v

J
—л+л/v

При этом ? B)-*0 при |г| -»- °°, largz|s?5, равномерно
по arg z.

4°. Пусть X > 1 — нецелое, [Я] = д. Положим

/ = {&: -д/2 ^ к ^ л/2}, д четно

J = {k: -(q+l)/2<k<(q-l)/2), q нечетно.

Пусть 8„ = 2Ая/Я, ? четно, 0* = B/с + 1)лД, q нечетно,

где к е Jt и 9Ш = длА. Положим

Существует г0 > 0 такое, что при г > г0 функция
\Py(rete)i имеет ровно q + 1 точек локального максимума
на отрезке [—л, я], которые лежат в интервалах
19 — 8*1 < б (A: s /). Если |3А(г)—точка из такого интер-
интервала, то

= О (ехр {- 4- алг9}) (г -> оо)

при всех /г > 0 таких, что к¦ s /, (& + 1) е /.

При г > 1, max [ Px (rem) \ достигается ровно в двух
0

точках ±би.
Эти факты позволяют исследовать асимптотику коэф-

коэффициентов Тейлора функции P\{z) с помощью метода

перевала.
5°. Пусть X > 1 нецелое. Тогда при п -*- °°

X ехр [лД + 0(п'д)] [cosЯ» + о A)],

где Н(п) неограничена и строго монотонно убывает при
1
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Здесь Н{п) = Н(гп), где

Н (г) = кгк cosec кХ sin XQa +
q

+ 2 (-^Г~ & (т/Я) rm sin m9^-(« + 1/2)9,0 + Im?(r^),

и rn
—

корень уравнения a(rn) = «. Функция а (г) име-

имеет вид

а (г) = nXr1 cosec пХ cos ХО^ +

§ 6. Асимптотика преобразования Лапласа

В этом параграфе исследуется асимптотика интегра-
интегралов вида

оо

F(k)= f exp [— S (x) + lx\ dx F.1)
0

при комплексных % -*¦ °°. Рассмотрены примеры: S(x) —

полином, степенная функция, сумма степенных функций
п некоторые другие. Центральным местом в методе пе-

перевала является выбор перевального контура. В рассмот-

рассмотренных примерах перевальным контуром является либо

сама полуось [0, °°), либо луч, либо ломаная из двух

звеньев, а асимптотика F(k) всегда равна сумме вкла-

вкладов от конца контура х = 0 и от некоторой точки пере-
перевала подынтегральной функции.

1. Случай, когда 5 — степенная функция. Рассмотрим
интеграл

со

F (X, а) = j exp (- ? + Xx^j dx, F.2)
о

где а>1, ха > 0 при х > 0. Функция F (X, а) является,

очевидно, целой функцией X. Исследуем асимптотику
F (X, а) при комплексных X ->¦ °°.

Лемма 6.1. Пусть а>1. Тогда асимптотика F(X, a)
при \Х\ -+ °° равномерно по arg X равна:

1°. Вкладу от точки перевала za{X) = XUa~i при

, , , я (а — 1)

где для функции Хиа~* выбрана главная ветвь.
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2°. Вкладу от начала контура при

| arg (-*) 1 <-?-+ JL-е.

3*. Сумме вкладов от точки перевала zu (X) и от на-

начала контура при

л (а — 1) , , ,
,

, ., п

2а +e<largM<-r-e.

Здесь е > 0 может быть выбрано сколь угодно малым,

но фиксированным.
Приведем явные формулы:

F (К а)

F(X, a) - ехр [A - а )Ха/<а~1}] У"Ы X

Г «-2 1-1/2 / оо ftB \

X [(а - 1) Я«~1 1 + 2 ahl «-И, F.4)
V fe=0 /

|arg/ll< 2а ~ег

я асимптотика F(A,, а) равна сумме выражений F.3) и

F.4) в оставшемся секторе. Разложения F.3), F.4)
можно дифференцировать по Я любое число раз. Коэф-
Коэффициенты ah определяются по формуле

00

= J рхр (- ^pi г/2) c2k (у) dy, F.5)ah
—

оо

где ch(y)—коэффициенты разложения по степеням

функции ехр[цс(г//}'|я)],

F.6)
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Выпишем главные члены асимптотики:

г
Г a-2_-|-i/2 Г,

F (X, а) ~ /2л [(а — 1) X*~i J ехр (ехР \\1
~ —

1)

~\ "(a
F(X,a)~-X~\, larg(-X)l<"(a2a+1) - е, F.8)

и асимптотика F{X, а) равна сумме выражений F.7),
F.8) в оставшемся секторе. Таким образом, функция
F (X, а) экспоненциально возрастает в любом секторе,

о , » I ^ я (а —- 1)
лежащем строго внутри сектора о0: |argA| <L -

2к -—j3K"

вивалентиа — 1/Х в любом секторе, лежащем строго
внутри дополнительного к So сектора, и асимптотически

равна сумме выражений F.7) и F.8) в оставшихся

секторах.
Положим Х~ \Х\е1*, -ф = arg Л.. Делая замену перемен-

переменной х-+ \Х\гПа~1)х, получаем

F{k, оО-Ы1" ^^,а),

а) = j ехр [- \Х ^«-«5 (х,_ -ф)] dxt F.9)
о

Интеграл Fi(X) имеет вид A.1), и естественно ожи-

ожидать, что его асимптотика при \Х\ -*- °° и при каждом

фиксированном г|з равна сумме вкладов от некоторых
точек перевала функции S или от конца х = 0 контура
интегрирования. Займемся отысканием перевального

контура.
1°. Если cosг[5 ^ 0, то mmReS(i, г|з) на полуоси х>0

достигается только в точке х = 0, поскольку

d/dx Re S = ха~1 - cos ф > 0, х > 0.

Следовательно, асимптотика интеграла F(X) при
\Х\ -*- оо( |arg(—X) I < я/2 равна вкладу от точки х = 0.

Разлагая экспоненту ехр(—ха/а) в ряд по степеням х,

получаем
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откуда следует F.3); строгое обоснование этой формулы
вытекает из леммы Ватсона.

2°. Подынтегральная функция в Fi(X, а) экспонен-

экспоненциально убывает в секторе larg z\ < п/2<х. Точка перева-
перевала zo(ty) = exp(iij)/(a — 1)) лежит в замыкании этого сек-

сектора, если Itfl < л(а—1)/Bа). По лемме Жордана кон-

контур интегрирования в F.9) можно заменить лучом lo{ty):
= pzo(ty), 0 «? р < °°, проходящим через точку перевала

(). На этом луче имеем

Так как функция h(p) имеет на полуоси р >0 един-

единственную точку минимума р
= 1 и так как cos—-Ц-^ О,

то на контуре k{ty) функция Re S (z, i|)) достигает мини-

минимума только в точке перевала za(ty), если I ij; !•<¦ „

"

¦

,
ЛесЛ

и Re S = 0 на контуре, если t|j = ± —Ц '.Поэтому
jj- (q,

А \

контур to(ty) перевальный при | гр | ^—^ -, и асимпто-

асимптотика F^X, а) при 1^1 -> °°, | г|) | <Я (<^
~ 1}

— е равна вкла-

вкладу от точки перевала zo(i|>), а при
— е^ | ij; j —л

~~

'

^.

^ 0—сумме вкладов от этой точки перевала и от конца
х = 0 контура интегрирования. Вычисляя вклад от точки

zo(i|3),получаем F.7).
3°. Остается исследовать случай —^—^<!г1I<'Х'

Так как F(K, a) = F(K, а), то достаточно рассмотреть

случай—Ц -<L ij3<; -«р. Пусть Q — сектор, ограниченный

лучами /„ и Z_i(i|3): z = pz-i(q>), 0 < р < °°, где z_j (if) =

= ехр г—ITT1^—точка перевала. Функция S(z, \p) кон-

формно отображает Q на область Q, ограниченную ло-

ломаными La, L-t. Ломаная Lj (/ = 0, —1) состоит из от-

резка Lj0 = [0, Sj], Sj =[~— ije^Zj (ij)) и луча Ln с вер-

вершиной в точке S]'. угол между Lja и Ln в точке S} равен
Зл/2 (рис. 6). Полуось [0, °°] отображается на линию I

с асимптотическим направлением arg S = 0. Пусть L —

ломаная, состоящая из отрезка [0, М], A^l— 1J, и
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луча S = iA + р, 0 < р < °°. Ее прообраз Г лежит в сек-

секторе largzl < nif2a, и интеграл F{(X, а) равен интегралу
по линии Е. Так как min Re S на L достигается только
на отрезке [0, iA], и в частности, в начальной точке

Рис. 6

контура 5 = 0, то L — перевальный контур; тем самым

лемма полностью доказана.

Остается вывести формулы F.7). Ограничимся слу-
случаем К > 0, так как ah не зависят от X. Тогда

F (к, а) = X«-i J ехр [— Xa-i S {x, 0)\ dx.
о

Асимптотика интеграла равна вкладу от точки перевала
х — 1, лежащей на контуре интегрирования. При х« 1

имеем х = 1 + у, у«0 и S (х, 0)«- 5 A, 0) — ^J^-J/2 +
+ с(у), где с(г/) имеет вид F.6). Положим |х =

тогда при А. -»¦ +°°

л

) а) да

Разлагая последнюю экспоненту в ряд Тейлора по сте-

степеням у и заменяя пределы интегрирования на =Ь°°, по-

получаем F.7). Обоснование этих выкладок было проведе-
проведено в гл. II, § 2,
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Теорема 6.1. Пусть а, а — фиксированные числа,
а > 1, Re a ^ 0, и

ею

F (К, а, а) = j ехр (— аха + Кх) dx. F.10)
о

Тогда асимптотика F(X, а, а) при \Х\ -*¦ °° равномерно
по arg Я. равна:

1". Вкладу от точки перевала го(А) = (^/ааI/(а~1) /г/)«
, , . | ^- п (а — 1)
| arg X — а arg аК —Ч^—-

— «•

2°. Вкладу от начала контура при | arg (— К) +

+ а~х arg а |< ^- + ^
— в.

3*. Сумме вкладов от точки перевала г0 (Я) г* or ка-

чяла контура в оставшихся секторах.
Здесь larga|s?:rc/2 и для функции го(Х) выбрана

главная ветвь.

Выразим F(l, а, а) через интеграл F.2)'. Подынте-
Подынтегральная функция в интеграле F.10) экспоненциально

убывает в секторе la arg z + arg a\ < я/2, и по лемме

Жордана F можно заменить интегралом по любому лучу
с вершиной в точке z = 0, лежащему в этом секторе.
Следовательно, функция F(X, а, а) равна интегралу по

лучу z = rexpf—^-argfl), т.е.

F(\,a, я) = ехр( — -^-arga) ехр (— \a\ra
о

Делая замену г = x(a\a\)~i/a, получаем

F (X, а, а) = (а | a |)-i/« ехр (- ±- arg a) F (и, а),

/ t
= Я (а | a |)-i/« ехр(— —

Из этого соотношения и леммы 6.1 следует теорема.
Выпишем асимптотические разложения. При услови-

условиях п. 2° теоремы 6.1 имеем

F (К ах а) ~ 2 (~а)*Г^ + 1)
(- ХГ^\ F.12)
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где для функции (—Х)а выбрана ветвь, положительная

при 1е(-со, 0). Формула F.12) доказывается точно так

же, как и формула F.3). При условиях п. 1° теоремы

__а2_ / Л_\( ?. EL_\
F (X) -С^ *(«-!>

ехр {С2Х^ J ( 1 + 2 akb «-1 I, F.13)

F.14)

2. Случай, когда S(x) — полином или сумма степен-

степенных функций. Этот случай приводится к теореме 6.1.

Действительно, рассмотрим интеграл F.1), где S(z) —
полином:

S(z) — aozn + я12п~1 + .. .+ я„ F.15)
и а0 Ф 0, п > 2. Пусть интеграл F.1) сходится абсолют-

абсолютно. Делая замену х-*- \X\U{n~i]x, получаем
00

F (X) = | X |1/(n-x) J ехр [— 1X \n'(n-l)S (х, г|5, е)] dxt
о

где обозначено

5(х, t|), е) = —яол;п -

При е = 0 имеем S = —аохп + е"*х, т. е. эта функция име-

имеет вид F.9). Поэтому при |Я| > 1 полином S(z) можно

рассматривать как малое возмущение степенной функции
aozn, и все утверждения теоремы 6.1 остаются в силе для

интеграла F.1).
Нам понадобится только лемма, устанавливающая

связь между точками перевала полинома —S(z) + Xz и

функции —aozn + Kz при Я -> +оо.
Лемма 6.2. Пусть zf> (X), K/<w-l,— все точ-

точки перевала функции —aozn + Xz (ХФО). Тогда существу-
существует г0 > 0 такое, что при \Х\ > г0 все точки перевала по-

полинома S (z) — Xz имеют вид

%t (X) = г]й (X) (i + 2 chjx-^n-l) \ F.16)

где все ряды сходятся при \Х\ > /V

Пусть г@0) (X) = {Xl{nao))mn~l) и z0 (X) - соответствую-
соответствующая (см. F.16)) точка перевала полинома — S(z) + Xs.

21 М, В, Федорюк
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Из теоремы 6.1 и проведенных выше рассмотрений
вытекает

Теорема 6.2. Пусть S(z)—полином F.15), инте-

интеграл F.1) сходится. Тогда при \Х\ -*¦ °° равномерно по

avgX асимптотика интеграла F.1) равна:
1°. Вкладу от точки перевала zo(X) при

- e. F.17)

2е. Вкладу от конца контура х = 0 при

arg (- X + ±- arg а0) | < SL + JL _ е. F.17')

3°. Сумме вкладов от точки перевала zo(X) и от кон-

конца контура в оставшихся секторах,
В случае Iе имеем

F (X) ~ ехр [я^=Т (Ci + u W)] С2Х~^> [1 + U W].

F.18);
где обозначено

1-1/2

__i_ F.19)

h=l

Здесь /i(X), c?A2 f^, n-i I —сходящиеся ряды при \Х\ > r0,

г„>0 достаточно большом, и /2(л) — асимптотический

ряд. Главный член асимптотики получается из формулы
F.18) вычеркиванием функции /2(Я).

В случае 2° имеем

f (X) ~ аг1*-"" fi+2 chx-h\ F.20)
\ ftsi /

Аналогично исследуется случай

S (z) = <va« + alZai + ... + ahza\
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где cto > <Xi > ... > ак, а0 > 1, Re а0 ^ О, и для функций
z1'1 выбрапы главные ветви. Асимптотика F(K) также

определяется вкладом от точки перевала такой, что

га(к)~(к/ааьIПа-*> (Ш-*оо), или от точки z = 0.
3. Случай, когда S = — ах \а х. Рассмотрим интеграл

ос

Ф (Я, а) = j ехр (— ах 1л х + Яж) &г, F.21)
о

где Rea>0, а Ф 0. Функция Ф(Я, я) является целой
функцией Я при каждом фиксированном а, и

( )-+1пя, l), F.22)

где для In а выбрана главная ветвь. Пусть а=\а\еш,
1а1<л/2. Интеграл Ф(Я, 1) можно заменить интегралом

по лучу z — at, 0 «S t < °°, так что

Ф(Я, 1) = аФ(Яа-й1пй, с). F.22')
Тем самым F.22) доказано при Rea>0. Пусть Rea = 0,
аФО, тогда интеграл F.21) абсолютно сходится и явля-

является голоморфной функцией Я в полуплоскости Re Я < 0.

Тождество F.22') при БеЯ<0 выполняется. Так как

левая часть этого тождества
— целая функция Я, то

функция Ф (Я, а) при Re a = 0 допускает аналитическое

продолжение на всю комплексную плоскость Я как целая

функция, и это продолжение дается формулой F.22').
Таким образом, чтобы исследовать асимптотику функ-

функции Ф(Я, а) при |Я| -*¦ °°, достаточно исследовать асимп-

асимптотику функции Ф(Я, 1). Подынтегральная функция из

F.21) при а—1 имеет единственную точку перевала
zo(X) = ek-\

Те о ре м а 6.3. Асимптотика Ф(Я, 1) равна:
1*. Вкладу от точки перевала 20(Я) = е"-~1 при

\lm\\ < я/2, ReX-++°o.
2°. Вкладу от конца контура х = 0 при ИеЯ-^+о0,

|1тЯ|>л/2 или при ReЯ->¦—°°, равномерно по 1ш Я

при |1тЯ1 «? const.

Асимптотические разложения в случаях 1°, 2° соот-

соответственно имеют вид

Ф(Я, 1) - /^-"'V-1 (l + S ahe-w\ F.23)

Ф (Я, 1) Я A + S h (In %rh). F.24)

21*
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Контур интегрирования в интеграле Ф{\, 1) можно

заменить лучом arg z = ср, если 1 ср 1 < я/2. Пусть 1 Ira XI <

< я/2, тогда Re ek > 0. Заменяя контур интегрирования

лучом z — вН, 0 *S t < °°, проходящим через точку пере-
перевала го(Я), получаем

Ой

Ф (к, 1) = е^ J ехр (- еН In t) dt, F.25)
о

Функция S = —t In ? на полуоси t ~> 0 достигает наиболь-

наибольшего значения только в точке t = e~', которая является

невырожденной точкой перевала. Тем самым утвержде-
утверждение 1° доказано, так как контур интегрирования в F.25)
является перевальным (см. теорему 1.4). Вычисляя

вклад, получаем F.23).
Если ЙеЯ<0, функция \екх\ достигает максимума

в точке х = 0, так что полуось х > 0 является переваль-

перевальным контуром, и основной вклад в асимптотику Ф(К, 1)
вносит точка х = 0. Представим Ф(^, 1) в виде суммы

интегралов по интервалам [0, 1/2], [1/2, °°); последний
интеграл имеет порядок 0(ехр(—elReXl)), c>0. В пер-
первом интеграле разложим ехр {—х In x) в ряд Тейлора,
тогда

N Hi

Г

J e*(x
fe=0 о

1/2

где для остаточного члена выполняется оценка

Следовательно, модуль интеграла, содержащего ^#, не

превосходит величины

1/2/

jexp(—
1/2

< CN>6 j ехр (- x 1 Re % |) ^+1~в^ = О 0~*
о

где б > 0 может быть выбрано сколь угодно малым,
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Iarg(—Я) I ^я/2 — 8. Далее, при этих значениях Я

j еХх (х In xfdx = Я"^1 In Я 2 спк (In Я)"л
о «=о

(см. гл. II, § 1). Тем самым утверждение 2° доказано.
Асимптотическое разложение F.24) пригодно также при

Re Я -*-— оо равномерно по Цтг| ^С при любом С.
Остается исследовать случай ЦтЯ|>я/2, НеЯ->-+°°.

Положим Я = о + ix и заменим контур интегрирования
контуром I = lt U Z2, где h — отрезок [0, —1], /ц —луч
z = —1 + iy, 0 ^ у < °°, и соответственно положим

Ф(Я, 1) = Ф!(Я, 1)+Ф2(Я, 1). Оценим последний инте-

интеграл. При ге|2 имеем

Re(—г In 2+ Яг) = —о+ -*-1п(у2+ 1) -f- y[a.vg(iy — 1) — т].

Так как Iim arg (iy — 1) =л/2, то интеграл Ф2 сходится

при т > я/2, и

2(Х2 l)|<e-° j exp U (arg (iy _ 1) _ т) +

Далее,

Фх (К, 1) = j e-<Jx ехр [х In ж + i (л — х) z] J.r,
о

и асимптотика этого интеграла равна вкладу от точки

х = 0. Разлагая экспоненту в ряд Тейлора, получаем

#1 (^ 1) = 2 Цг" I^ax ^ln z + ^ ^я—T)]fe d;r>

0

Асимптотика таких интегралов была вычислена

в гл. II, § 1.

Эти же рассуждения справедливы при т < —л/2, а -»¦

-•-+0О, так как Ф(Я, 1)=Ф(Я, 1).
Следующие результаты получены в [48].
Пусть а> 0 — параметр. Пусть функция g(z) голо-

голоморфна в полуплоскости Re z 5= 0, не обращается в нуль
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на отрезке [0, 1] и \g(z)\ ^ е6'1'. Тогда при к -* +°°

оо

J g (х) ехр (- Хах) sin (Я /ж2 — 1) dx =

l +о«)-1/4ехр(-Я, /Пм?) X

Действительно, этот интеграл равен

4" j g (z) ехр [X (- az + i /?=!)] dzt
v

где у
— контур, огибающий разрез [1, +°о) по часовой

стрелке и Уг2 —1^0 на верхнем берегу разреза. Фазо-

Фазовая функция S (z) имеет в полуплоскости Re z > 0 един-

единственную точку перевала zo(a) = а/У1 + а2. Линия наи-

наискорейшего спуска Z имеет асимптотами лучи arg 2 =

= arctg(l/cc), arg z = 2n — arctg(l/a), и коптур у можно

продеформировать так, чтобы он проходил через точку

перевала вдоль дуги. I.

Пусть предыдущие условия выполнены и т > 0 —

целое. Тогда при Д. -*¦ +°°

00

J g (х) ехр (—

Пусть g'(z)—целая функция экспоненциального ти-

типа, не имеющая нулей на полуоси (—», 0]. Тогда при
Х+

(ж) ехр (— Ках) sin (Я Yx) dx
о

УЪ 4?шУЪ*(- 4?) exp (-

Пусть предыдущие условия выполнены и 1 < v < 3/2.
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Тогда при X -> +оо

ею

j g(x) ехр [— X {ах + xv cosnv)] sin (kxv sin nv) dx =

о

T/ n ( v \(v-2)/«v-i) Г I a U/v-n

X ехр [я A - v) (^)V/K^] [1 +

6.1 [15]. Пусть р>0,

x

Г (t/p + I)'
о

Тогда при ReX -»- +°°, |Im X\ < яр

F (X) = - -i- + 0 (-1-j + exp [peVP + 0 (e-v)]t

а при Я -*- oo вне полуполосы ReX>0, ЦтЯ|<яр

§ 7, Асимптотика преобразования Фурье

В этом параграфе исследуется асимптотика интегра-
интегралов вида

оо

F (X) = J ехр [5 (ж) + as] dx G.1)
—

оо

при комплексных К -*¦ °°. Рассмотрены примеры: 5(ж) —

полином, рациональная функция, экспонента и некото-

некоторые другие.

1. Случай, когда S— степенная функция. Рассмотрим
эталонный интеграл

оо

С ! r2m \
Ф (X, 2т) = \ ехр I —^ + iXx) dxl G.2)

— оо

где т>2 — целое число (при т=1 интеграл берется).
Точки перевала функции S(z, X) — —z2m/2m + iXz имеют

вид zk{X\ = {iX)in2m-l\ 0 < к ^ 2т - 2,
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Лемма 7.1. Асимптотика интеграла Ф(К, 2т) при

\Х\ -* °° равна:
1°. Вкладу от точки перевала

при ~л + е ^ arg X *5 —в.

2°. Вкладу от точки перевала

2m-l
i у ii/(am-o

r.Yn
Г* СФ - я/2I

e < arg^ ^ я — e.

3". Сумме вкладов от точек перевала zo(X), zm-i(\)
larg(±A)! <e.

Здесь в > 0 может быть выбрано сколь угодно малым,
но не зависящим от X.

Как обычно, полученные асимптотические формулы
можно дифференцировать по X любое число раз.

Прежде чем доказывать лемму, проанализируем
асимптотику функции Ф(Х, 2тп). Вклады Фо, Фт_, точек

z0, zm-i равны

Г 27П

Ф^ ~ exp [Aj A — l/2m) \ X I

im-l n_\ 4 i "V „ Л 27П-1 | /у дч

Здесь

G.4)

га—1 Г оо amft "j
2m— i p [ л , ^^ л 27П—1

i I -1 "г" Ал ahjA
L л=1 J

причем -ф ==

arg X, -я ^ -ф ^ 0. Далее,

-1.
G.5)

Я С1:р [_¦°т—1 — ехР 2т— 1

и в этих формулах 1J3 = arg X, 0 ^ ijj < л.

Такой разнобой в формулах вызван тем, что главный
член вклада имеет вид const(z2m-2)~1/2 exp(—z2m/2m +
+ iXz). Поэтому нам приходится выбирать ветви двух
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различных многозначных функций от X: zQ(X), ]/ z\m~2 (X)
для вклада Фо и аналогично для Ф,„-1.

В частности, при вещественных А -*¦ +°° имеем

тп-1

Ф (X, 2т) = 2 у т. X
т

х

Xехр | - A - -^ ] sin ч„: „ X— | X

2т

G.6)

равна

( О m(i|J —я/2)
J

Функция Ф(Х, 2m) является, таким образом, целой
функцией X порядка роста 2т/ Bт — 1) и конечного ти-

типа. Ее индикатриса Ц^)<^п^[1п\Ф(ге^1 2m)\r-*m/l2m~1)]

G.7)

Следовательно, функция Ф{Х, 2т) экспоненциально

растет вне секторов larg(±A)l ^ я/4/га и экспоненциально

убывает в этих секторах. Она имеет бесконечно много

вещественных нулей и не более конечного числа невеще-

невещественных нулей.
Функция ехр(—zim/2m) экспоненциально убывает

в секторах S±: larg(±z) I < л/Ат. Точка перевала zo(X)
при

—я + я/4т «S ^ ^
—л/4/w, ^ = argX, лежвт внутри

или на границе секторов, и по лемме Жордана контур

интегрирования в G.2) можно заменить прямой /+(А):

г = рехр 2т — 1
'
—°° < Р < °°, которая проходит че-

через точку перевала zo(X). На 1+{Х) имеем

2т (Ф + Л/2)
cos-

2т— 1

Последний косинус отрицателен, если zo(X) лежит внут-

внутри S+, и равен нулю, если эта точка лежит на границе
5+1 а функция |Я,1р — p2m/2m имеет единственную стацио-
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нарную точку р= |Я|1/2т, которая является точкой макси-

максимума. Следовательно, прямая li(X) является переваль-
перевальным контуром при указанных выше argX, и асимптоти-

асимптотика Ф(Я, 2т) равна вкладу от точки перевала го(Я).
Так как

Ф(Я, 2т)=Ф(-Х, 2т), Ф(Я, 2т) = Ф(-Я, 2т), G.8)

то тем самым асимптотика интеграла G.2) найдена вне

секторов D±: |arg(±X) i < л/im. Если X^D+1 то в секто-

секторах S± нет точек перевала функции S(z, Я). Но

в силу соображений непрерывности естественно ожи-

ожидать, что если значение argX близко к ±л/4те, то асимп-

асимптотика по-прежнему дается вкладом от точки перева-
перевала го(Я).

Пусть Я > 0. Заменим контур интегрирования в G.2)
прямой l(X): Im z = Im zo(X), проходящей через точку

перевала zo(X), и покажем, что max Re S (z, Я) дости-

гается только в точках перевала zo(X), zm-1(h) =

= —z0 (X) ехР\2т_ i)' лежащих на этой прямой. Тем

самым будет доказано, что при Я -*¦ +°° асимптотика инте-

интеграла G.2) равна сумме вкладов от точек перевала zo(K),
zm-i(X). Критическими точками функции Re S(г, К) на

прямой /(Я) являются точки, в которых Re z2m~' = 0.

Непосредственным вычислением проверяется, что иско-

искомый максимум достигается только в точках zo(X), zm<-1(X).
Фиксируем г|), 0 < ф < л/Ат, и пусть 1(Х)—ломаная,

состоящая из лучей z = zm^i(X) + х,
— оо < х ^ Re zm_,(X);

z<= zQ(X)+ х, Re z0(X) ^ x < oot и отрезка 10(Х), соединя-
соединяющего точки zm-i(X), zo(X), тогда интеграл G.2) равен
интегралу по ломаной 1(Х). Из доказательства леммы 6.1

следует, что на каждом из указанных лучей наиболь-
наибольшего значения функция Re S достигает только на кон-

конце, т. е. в точках перевала zm-i(X), zo(X) соответственно.

Покажем, что отрезок 10{Х) можно продеформировать
в контур Го (Я) такой, что max Re5(z, Я) достигается

геТ0<М
только в точках г^-^Я), zo(X). Тогда контур Г (Я), полу-
полученный из 1{Х) заменой /0(Я) на ?0(Я), будет пе-

перевальным, и асимптотика Ф(Я, 2т) при 0 < чф < п/4т

будет равна сумме вкладов от точек перевала го(Я),
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Аналогично вычисляется асимптотика при —я/Ат <
< \|) < 0 и при I \|> — л i < n/im в силу свойств симмет-

симметрии G.8).
Функция S(z, X) однолистно отображает сектор

arg zh(X)< arg z < arg zk+i{X) на область Dh, граница ко-

которой состоит из отрезков [0, Sh\, [0, Sk+i], где Sj =
= S(z1(X), X), и лучей с вершинами в точках Sh, Sh+l;
углы при этих вершинах равны Зя/2 (рис. 6). Поэтому
сектор

arg z0 (X) ^ arg 2 < arg гЛ_! {X)

отображается функцией S(z, X) (папомним, что ¦ф = arg A,

фиксировано) на область в плоскости 5, которая содер-
содержит точки Sa, Sm-i и отрезок, соединяющий эти точки.

На этом отрезке Re 5 достигает максимума только на

одном из концов. Выберем в качестве 10{Х) прообраз
этого отрезка. Лемма доказана.

Рассмотрим эталонный интеграл

Ф (X, 2т + 1) = J ехр [- ^-^+ iXx) dx, G.9)
—00

где т ^ 2 — целое число, X вещественно. При т = 1 этот

интеграл выражается через функцию Эйри.
Лемма 7.2. Функция Ф{Х, 2т +1) аналитически

продолжается на всю комплексную плоскость X, как це-
целая функция. Асимптотика Ф{Х, 2т + 1) при \Х\ -»¦ °°

равна:
1°. Сумме вкладов от точек перевала zo(X)=*

= |Х|1/2те^2т, zm(X)=-z0(X) «^UK^j, ^ = arg^.

2°. Сумме вкладов от точек перевала zo(X),zm-1 (X) =

В оставшемся секторе асимптотика вычисляется с по-

помощью соотношения G.16).
Проанализируем асимптотику функции Ф{Х, 2т+1).

Вклады Ф^ от точек Zj(X) равны

[
2m+l-j

[
j

_1__1 Г оо Bm+ l)ft~|

L A,—1 J
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Здесь

Ао = ехр [й|> (l + -^ )J, Ат *= — Ао,-

An_t = -А0 ехр

- ехр [=F ? + f (l -A
G.12)

На вещественной оси Я эта функция по-разному ве-

ведет себя при Х->*±о°: экспоненциально убывает при X -*¦

->• — °°, убывает степенным образом и сильно осцилли-

осциллирует при X ->¦ +оо. Именно,
Ф (Я

гт+1

, G.13)

Ф(Я, 2т + 1) =

1 1
, Г , 27П+11

27П+1 \
,' 27Я ,

ЗЯ П
'

. 4 km I

+ О\Х
2т

)\ (Я->-оо). G.14)

Функция Ф(Х, 2т + 1) является целой функцией по-

порядка 1 + 1/2т. Ее индикатриса равна

гр
= arg Я.

Таким образом, функция Ф(Х, 2т +1) экспонен-

экспоненциально убывает в секторе !arg{—X) I < л/2т, экспонен-

экспоненциально растет в секторах вида 0 < arg Я < я — л/2/я,
—я + л/2т < arg Я < 0 и осциллирует на лучах X = ре*'1'
при i|) = 0, ± (л - п/2т).
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Подынтегральная функция убывает в секторах

S±: -я/Bш + 1)<ф<0,

/B + 1), cp = argz,

прилегающих к вещественной оси. При вещественных X

интеграл Ф(Я, 2т+ 1) в силу леммы Жордана можно

заменить интегралом по ломаной, состоящей из биссект-

биссектрис секторов S±. Полученный интеграл сходится абсо-
абсолютно при всех X и поэтому является целой функцией X.
Тем самым мы аналитически продолжили интеграл G.9).

1

Точка перевала zo(X) = \Xfm+1 e
m

лежит внутри
или на границе сектора S+ при

—2тл/Bт + 1)< i|) ^ 0.

Заменим интеграл G.9) интегралом по ломаной / = lQ U 1и
где Zo — полуось (—°°, 0], U — луч q>

= ifi/2m, проходящий
через точку перевала zo(X). Покажем, что max Re S (z, I)

г=г

достигается в точке z0 (X); тем самым будет доказано, что

/ — перевальный контур. На луче 1п имеем z = х < 0, так

что ReS(x, Я)=-ж1тХ^0. На луче h имеем z = <г""/2тр,
0 ^ р < °°, так что

ReS(z,X) = -h(p, X)*in

Функция h имеет единственную точку максимума р
=

= |Х| на полуоси р > 0, и в этой точке Re5>0 при
— 2—т~Т<11;<^> Поэтому при этих значениях г|5 функция

Re S достигает наибольшего значения на контуре I толь-

только в точке перевала z0 (X). При ty = — 2т 4-1 Функп«ия
Re S = 0 на луче 1и однако на h имеется только одна

точка перевала, так что I является перевальным конту-

контуром. Следовательно, асимптотика Ф(Я, 2т + 1) при \Х\ -*¦

^^^—е> Т&е Б ^ может быть сколь угод-

угодно малым, равна вкладу от точки зо(Я). При г]) = 0 кон-

контур / по-прежнему является перевальным, но на нем

имеются две точки перевала zo(X) = Xl/2m, zm{X)——zo(X)
(ветвь арифметическая), так что асимптотика Ф при
|Я| -> оо) —е ^ if ^ 0 равна сумме вкладов от этих точек.

Функция Ф вещественпа при вещественных X, так

как 1тФ — интеграл от нечетной функции. Следова-
Следовательно,

_

Ф(Х, 2т)=Ф(Х, 2т) G.16)
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при всех к, и мы вычислили асимптотику Ф в секторе

| arg Я | ^ „ т, ,. Остается вычислить асимптотику Ф в

секторе —я ^ arg X < » , .. Предварительно вычислим

асимптотику Ф при вещественных X -*- — °°. Проведем че-

через точку перевала zo(X) = е~ы/2'"\к\игт прямую I, парал-
параллельную вещественной оси. На этой прямой имеется еще

одна точка перевала zm+i(X) = —zo(X). Покажем, что

наибольшее значение функции Re S на прямой I дости-

достигается только в точках zo(X), zm+i(X); тем самым будет
доказано, что асимптотика Ф при Х~*—°° равна сумме

вкладов от этих точек. Можно считать, что X—— 1; для

этого достаточно сделать замену х -*¦ |А.|'/2т"ж в интегра-
интеграле G.9). На прямой Г имеем Re (iXz) s const, так что

в точках, в которых Re S достигает максимума на Г,
имеем ~ Re (- iz2m+1) = 0.

Следовательно, в этих точках z2m = ±р, где р > 0.
Система z2m = p, Im z = у — —sin n/2m имеет решения

zk = уе'Шт (sin Ыт)-1, к^О, т, так что Re(— iz2km+1)=,
= y2m+1(sin кп/т)~2т. Система z2m = -p, Im z = у имеет

решения zk = ye sin -

9m
л; t так что

(Jm. Отсюда видно, что

max Re S достигается только в точках z0, zm, т, е. в точ-

2=1

ках zo(X), zm+i(X), и Г — перевальный контур.

Пусть —2т I 1
< ^< ~ "• Тогда точки перевала zo(X),

zm+1(X) лежат в нижней полуплоскости. Заменим контур
интегрирования в G.9) контуром, состоящим из лучей
/2: z = zm+,(^)—р, Z3: z = zo(>.) + p, 0 ^ р < °°, и отрезка
h =[Zm+i(X), zo(X)], и покажем, что этот контур можно

продеформировать в контур I, на котором max Re S (z, X)

достигается только в точках перевала zo(A), zmf,(A,). Тем
самым будет доказано, что асимптотика Ф при указан-
указанных выше if равна сумме вкладов от этих точек пере-
перевала. Учитывая G.16), получаем асимптотику Ф при

всех arg А,. Покажем, что max Re S достигается только в

точке 20 (X).
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Имеем z = 1 гj е'ф при ге!,, где ^/2тп s? cp < 0. Следо-
Следовательно,

л

•^ Re5 (z, Я) = — Bm + 1) | z |2m+1 sin Bте — 1) ф< 0,

так как —я Bm— l)/2m <Bm — 1)ф < 0. Поэтому функ-
функция Re 5 выпукла кверху па 13, и так как d/dz Re 5 = 0

в точке zo(X), то Re S достигает наибольшего значения

па U только в точке го(Я). Аналогично доказывается,
что max Re 5 достигается только в точке zm+1 (Я).

Продеформируем отрезок h в контур 1^ который
имеет те же концы и на котором наибольшее значение

Re S достигается только на концах. Тем самым доказа-

доказательство теоремы будет завершено.
Пусть Dk (Я) — сектор arg zfc_, (Я) < arg z < arg zh (Я).

Функция S(z, Я) взаимно однозначно отображает этот

сектор на область Вк(к), граница которой состоит из от-

отрезков [0, S4-J, [0, Sh], Sj — 5(Zj(X), Я) и лучей, которые
выходят из точек Sh j — к— 1, к, и образуют углы Зл/2

с соответствующими отрезками. Образ области D ==

-m+l

= [} Dh (^) содержит круговой сектор В, граница кото-

рого состоит из отрезков [0, Sk], к = 0, т — 1 и дуги ок-

окружности с центром в точке z = 0, соединяющей концы

отрезков. При этом Re S < 0 на концах этих отрезков.

Пусть /—отрезок [5_m+1, Sa], тогда / лежит в В и

max Re S достигается только на концах /. Обозначим
s=i

прообраз / через /4 и продеформируем отрезок h в кон-

контур /4. Лемма доказана.

Наконец, рассмотрим интеграл
оо

Ф (Я, 2т; а0) = J" ехр (— а0х2т + Их) dx, G.17)
— оо

где Re аа > 0. Этот интеграл выражается через Ф (Я, 2т).
Лемма 7.3. Если Re аа> 0, то

Ф (Я, 2т; а0) = Bmaoy1/2m Ф (Яао~1/2т, 2m)t G.18)

lgJ|<
2. Случай, когда 5— полином. Рассмотрим интеграл

.G.1), где

5(г) = -ао^-...-а„, G.19)
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а0 Ф О, п ^ 2. Вычисление асимптотики интеграла F(X)
сводится к вычислению асиьщтотики интегралов вида

G.2), G.9). Предварительно исследуем точки перевала

функции S(z, X) = S(z)+iXz.
Лемма 7.4. Существует R0>0 такое, что при \Х\ >

^ Ro все точки перевала функции S(z, X) невырождены
и имеют вид

0/ \ ji /
G.20)

Эти ряды сходятся при \Х\ ^ Ro.

Делая в интеграле G.1) замену х -*- |А|1/("~":е, по-

получаем

F (X) = | х \lhn-v J ехр [ | X Г" 'S (х, ф, б)] dr,
—оо

где обозначено ^ = argЯ, б= \X\U{i~n\

S (х, ^ 6) = [— аохп + ixe**] —

При 6 = 0 функция 5 совпадает с эталонной функцией
—аохп + ie"*x, и асимптотика интеграла F(X) вычисляется

с помощью лемм 7.1 — 7.3. Кроме того, при |б| ^ б0 < 1 и

при \z\ > 1 функция 5(z, ij), б) является малым возму-

возмущением функции S (г, тф, 0), так как их разность есть

полином степени меньше п. Поэтому в качестве пере-
перевальных контуров можно каждый раз выбирать те же

контуры, что и в леммах 7.1, 7.2, слегка продеформиро-
вав их в окрестностях точек перевала, и асимптотика

F{X) будет равна сумме вкладов от тех же точек пере-
перевала. Таким образом, мы получаем следующий результат.

Теорема 7.1. 1°. Пусть п>2 четно, h|H| «? я/2,
¦фи = arg a0. Тогда асимптотика интеграла

F (X) = J ехр (— аахп — аххп'х — ,.,

— ап + iXx) dx G.21)
—00

при |Х| -»- оо равна
а) вкладу от точки перевала

Г" 1х Г-0W ~ I.. Г" 1х Г-0 «р

при —л
- Б «S г|) — 1|?о//г < -

в, где if
=

arg X;
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b) вкладу от точки перевала

1 «о I ехР

при e ^ г|5 — тро/л ^ я — е;

с) сумме вкладов от точек перевала zo(K), znn-i(X)
в оставшихся секторах.

2°, Пусть ге>3 нечетно, Re а0 = 0, Imaa>0 u

Re a* = ...
= Re ae_lp_t = 0, Rea2P>0. G.22)

Тогда асимптотика интеграла G.21) при \К\ -*¦ °° равна
а) сумме вкладов от точек перевала

Я;

b) сумме вкладов от точек перевала

zo(M> *./»-! (Х)--*0- 1-1'*,(Я)'

—я < т|з < я — я/л;
c) сумме вкладов от точек перевала

я — п/л ^ ^ < я.

Условие G.22) необходимо для сходимости интеграла
(при р = 0 условие на а2Р излишне). Окончательные
формулы, ввиду их громоздкости, мы не станем приво-
приводить. Отметим только, что вклад от точки перевала 2 (А),
равен

= 1/- ^-г-ехр [S (Zl X)] |,=2(Х) [1
G.23)

Сделаем несколько замечаний.

Замечание 7.1. Пусть S(z) — полином G.19),
п>2 четно, Rea0>0, /(z)—целая функция порядка

роста < л. Тогда асимптотика при \К\ -*¦ °° интеграла

F (К) = J / (я) exp [S (я) + Ля] Ас
—

оо

22 м, в, Федорюк
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равна сумме вкладов от тех же точек перевала, что и

интеграла G.21).
Замечание 7.2. Пусть S(z) = Р(ег), где Р — поли-

полином. Делая замену ех = t, получаем
ОО 00

J exp (S (х) + iXx) dx = j eP(t)ti%~ldt,
—

oo о

т. е. этот интеграл есть преобразование Меллина функ-
функции ехр(Р(?)). Асимптотика таких интегралов будет вы-

вычислена в следующем параграфе.
3. Приложения к дифференциальным уравнениям.

Рассмотрим уравнение с постоянными коэффициентами

1Г
= Р(-Т^)и <*>0, *еН), G.24)

где Р(?) — полином. Фундаментальным решением (ф. р.)
этого уравнения называется функция G(t, х), удовлетво-

удовлетворяющая уравнению и данным Коши

G|(_, = 6(z), G.25)

где б (х) есть дельта-функция Дирака. Уравнение G.24)
называется корректным по Петровскому, если ReP(|)^
^ const при

—<»<?<оо; мы будем рассматривать толь-

только такие уравнения.
Получим интегральное представление для G. Приме-

Применяя преобразование Фурье по переменной х, получаем

откуда & = exp(fP(?)). Применяя обратное преобразова-
преобразование Фурье, получаем

G^^ = ^lexp[tp® + fa&^- <7-26)

Пусть Р(|) = Оо5" + о1?"-| + ... + оя. При ге = 1, 2 ин-

интеграл G.26) легко вычисляется; рассмотрим случай
п > 3. Сделаем замену переменных \ -*¦ {\x\/t)i/ln~i}\.
Тогда

x) = -k[t) J exp[^(I,e)]^t G.27)
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где обозначено

G-28)

, в) = ао е*ап sgnx.

Нас интересует асимптотика G(t, х) при f -+ +0, а;

фиксированном или при \х\ -*- <», г >0 фиксированном.
Асимптотику G можно вычислить методом перевала при

оо, <SJ G.29)

где б > 0 достаточно мало, так как при е = 0 получаем
эталонный интеграл типа G.17) или G.9), и эта асимп-

асимптотика равна сумме вкладов от точек перевала, указан-
указанных в теореме 7.1. Мы ограничимся качественной харак-

характеристикой поведения G(t0, х) при \х\ -*¦ °°, где t0 > О

фиксировано; асимптотические формулы см. в [86].
1°. Уравпепие G.24) — параболическое по Петров-

Петровскому, т. е. п четно, Re а0 < 0. В этом случае ф. р. экспо-

экспоненциально убывает при \х\ -*¦ °° и, в частности,

|GA, x)\^Clexp{-Ct\x\n/ln-1)) G.30)

при вещественных х, где С,, Сг > 0.

2°. Уравнение G.24)
— параболическое по Шило-

Шилову, т. е.

Re а0 = ...
= Re an-2p-i — 0, Re a2p < О,

где р > 1. В этом случае

|СA,*)|<С8ехр1_С4|*Г'А G.31)

т. е. скорость убывания меньше, чем в случае 1°.

3°. Уравнение G.24) —собственно корректное по Пет-

Петровскому, т. е. Re щ = 0, 1=^;^«. Здесь приходится раз-
различать два случая.

А. п четно. Тогда G(l, x) сильно осциллирует при
вещественных х и убывает как степень х:

П—2

\nKn~l) с,)

G,32)
22»
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В. п нечетно. Пусть 1ш а0 > 0 для определенности.
Тогда асимптотика G(l, х) имеет вид G.32) при х ->

-*¦ +°° и G.30) при #-»-—«>, т. е. G убывает экспонен-

экспоненциально при х -*¦ +оо и степенным образом при х -*¦ — °°.

Этот случай наиболее интересен в том отношении, что

фундаментальное решение обнаруживает резко несим-

несимметричное поведение на бесконечности при веще-
вещественных х.

Простейшим примером такого рода является уравне-
ди д и

ние -zr = —ir.
dt дх3

Следующее приложение относится к дифференциаль-
дифференциальному уравнению

у(п)~ху = 0. G.33)

Это уравнение решается явно с помощью метода Лапла-
Лапласа. Будем искать решение в виде

где z, ? — комплексные переменные, С — контур в комп-

комплексной плоскости ?, v — неизвестная функция. Имеем

с

Выберем в качестве v решение уравнения

Cv + v' = 0, т. е. v @ = ехр

и выберем контур С так, чтобы внеинтегралъная подста-
подстановка euv{t,) \с обратилась в нуль. Тогда функция

с

будет решением уравнепия G.33).

Укажем выбор контура С. Функция ехр I

экспоненциально убывает в секторах Sh: s-

< (п + 1) arg ? <-у- + 2лкг к = 0, 1,... Пусть у
—

контур,
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¦{2Л
П+1

состоящий из лучей 10 = [0, +°°) и Zx = (+ оо е t0).
Тогда функция

уй (z) = f ехр (& - ??I) dl G.34)

будет решением уравнения G.33) и является целой
функцией z.

Уравнение G.33) инвариантно относительно преобра-
+

зовавия х -*¦ tz, где t = у 1, так что функции

УьМ-е n+1y0[zen+1j G.35)

являются решениями этого уравнения (к — целое число).
Имеет место тождество

y.(z) + 01(z)+... + Mz)»O. G-36)

Действительно, yk(z) есть интеграл вида G.34) по кон-

ТУРУ Чк, полученному из контура "f0 поворотом на угол

—2кп/(п + 1). Контур у = "fо U Yi U ... U f „ состоит из лу-

лучей Im ^"+1 = 0, Re ?n+i > 0, причем каждый луч входит
в ч дважды и с противоположной ориентацией. Сумма,
стоящая в левой части равенства G.36), есть интеграл

по контуру у и поэтому равна нулю. Отметим еще сле-

следующую симметрию решения г/0:

G-37)

Вычислим асимптотику решения уа. Асимптотику
остальных решений определим из G.35). Точки перева-
перевала функции

l

"
v»> *v

—

»~
„4-1

определяются из уравнения t," = z. Положим arg z = \Jj,

G-38)

Теорема 7.2. Асимптотика решения J/Д2) равна:
1°. Вкладу от точки перевала t,o(z)
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2°. Вкладу от точки перевала ?i(z) при

п Зл - - л

2 2 (и + 1)
+ е

3°. Сумме вкладов от точек ?оB), ?i(z) в остальных

секторах.
Здесь е > 0 может быть выбрано сколь угодно малым,

но не зависящим от z. Любые п решений us набора
iyo(z), ..., г/„(г)} линейно независимы.

Формулы для вкладов V, от точек ^ имеют вид

(г) ~ ехр [-±_ | г Г+1> exp(^ЩX

+1 L G-39)

¦ G-39)

1-n

Для z2n выбрана положительная при ze@, -f°°)
ветвь корня. Эти разложения можно дифференцировать
любое число раз.

Таким образом, функция yo(z) экспоненциально ра-

растет на любом луче из сектора —•$-.——тт г~г< аг§ z <

< о <-„ i <\
я экспоненциально убывает на любом луче

из дополнительного (открытого) сектора. Она имеет бес-
бесконечно много нулей в окрестности лучей argz =

яп it nit 2я
=

2 (п -fTy
—

7TT~V
~

2 (п + 1)

~~

Г+1
и конечное тасло

нулей в остальной части плоскости z. Индикатриса
г|з = arg z функции г/0 (s) имеет вид

I» /„I \ ^
ллл

^ 1~ 1 , ^
^

v'' ft-|-l л ¦' п. -j- 1 "^^ •
'

•

л -J- 1'

7 / ¦ \ л /ft 4" 1 ,
2л I

Л (гЬ) = —,—: cos —!— гЬ Н ,
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i/o(z) — целая функция порядка роста 1 + ifп.
В силу леммы 6,1 асимптотика интеграла вида G.34)

по лучу U — [О, +оо) равна вкладу от точки перевала

?0(z) в секторе Do: I Ч51 "< "о"?—ХТу пРичем этот вклад

есть растущая при \z\ -»- оо экспонента. В любом секто-

секторе D плоскости z, который не пересекается с А (кроме
точки z = 0), асимптотика этого интеграла имеет порядок

U(z-1), а в секторах, содержащих лучи т|> = ±2 (n i п>

асимптотика равна сумме вкладов от точки ?0(z) и от

начала контура; последний имеет порядок O(z~l). Точно
такие же утверждения справедливы для интеграла вида

G.34) по лучу —/,, с той лишь разницей, что (?о, А)
.

2я
А), где А~ сектор Тем са-п

п+ 1
мым асимптотика у0 вычислена при z ^ Do U Dl.

Покажем, что если z лежит в секторе D:
0 ,

. .. ^
^ \п -г 1)

^ ^^ Злп _ _

^ т^ о~7—ГТ\> дополнительном к иа и ^^ то линия наи-
Л \П -\- 1)

быстрейшего спуска L, проходящая через точку перева-
перевала ?o(z), имеет своими асимптотами лучи l0, U. Следова-
Следовательно, интеграл G.34) равен интегралу по L, а асимп-

асимптотика последнего равна вкладу от точки перевала ?0(z).
Пусть Z)_! — сектор в плоскости ?, ограниченный лу-

лучами l0, l-i, проходящими через точки перевала ?0) C-ii
и содержащий полуось [0, +°°). При ^el0 имеем

Функция Л при фиксированном UI ФО монотонно возра-

возрастает на интервале (О, Ы1/п) и монотонно убывает на

полуоси р> |z|i/n до —о°. Следовательно, функция S ото-

отображает луч 10 на ломаную Ьо в плоскости S, состоя-

состоящую из отрезка / = [0, S(t,0(z), z)] и луча, который
начинается в конце отрезка / и идет в обратном направ-
направлении (так что / проходится дважды). Аналогично

устроен образ Ь2г луча Z_x. Сектор D-t отображается
функцией S на область, ограниченную линиями Lo, L_x.
Это отображение неоднолистно, а именно, каждая точка
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из сектора с острым углом при вершине S = О, ограни-
ограниченного этими линиями, имеет 2 прообраза. Так как

cos(l + 1/п)\р < 0, то образ 5„ точки t,0(z) лежит в ле-

левой полуплоскости Re S^O; следовательно, луч 5 =

= ?0B)— р, 0<р<°°, содержится в образе сектора D.

Прообразом этого луча является «половина» L+ линии

наискорейшего спуска L, так что L+ содержится в сек-

секторе D. Нетрудно видеть, что асимптотой L+ является

луч 1а = [0, +«>). Аналогично доказывается, что вторая
«половина» L~ линии L лежит в секторе, ограниченном

лучами l0, li (последний проходит через точку перева-
перевала ?,i(z)), и имеет асимптотой луч 1и

Линейная независимость решений y,(z), 0</<ге—1,
следует из того, что они имеют разную асимптотику, на-

например, при вещественных z -*•+«>.

4. Функции с особенностями. Рассмотрим функцию

фа (х) = ехр (— ~\ х > 0; фа (х) = 0, х< 0, G.40)

где а > 0. Эта функция бесконечно дифференцируема на

всей оси. Ее преобразование Фурье

Фа (I) = J Фа {х) e~ixldx G.41)
о

расходится при вещественных \, но этот интеграл легко

регуляризуется при \ ?= 0. Именно, будем понимать под

Ф»(?) при |>0 интеграл вида G.41), взятый по лучу

arg.c =
—e в комплексной плоскости х. Заметим, что

функция фа(г) = ехр(—za/a) имеет особенность в точке

z — 0; при целом а эта точка является существенно осо-

особой. Очевидно, что ф«(|) убывает быстрее любой степе-

степени ? при ||| ->¦«>, так как все производные функции
Фа(^) обращаются в нуль на конце х = 0 контура инте-

интегрирования. Мы покажем, что фа(?) экспоненциально

убывает при ||| -* °°, но медленнее, чем ехр(—с|||).
Лемма 7.5. При ?->+<» справедливо асимптотиче-

асимптотическое разложение

1-Ы)I I К \
—-

X ехр
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Это разложение можно дифференцировать по \ лю-

любое число раз.

Так как сра (?) = фа (—|), то асимптотика сра(|) при

\ ->¦ —оо легко вычисляется.

В комплексной плоскости z с разрезом по лучу

(—оо( 0) рассмотрим функцию cpa(z) = exp(—z~a/a), где

х~а > 0 при х > 0.

Эта функция экспоненциально убывает при z ->- О

в секторе largz|<n/2a, функция ехр(—?#!) экспонен-

экспоненциально убывает на любом луче с началом в точке z ==¦

= 0, который лежит в нижней полуплоскости. Поэтому
можно заменить контур интегрирования в интеграле

G.41) лучом Г- z = P^ /(a+1)exp(-2T^T)I0^р<оо,
который проходит через точку перевала г0 (?) ==

= fe /чт'ехр — я-7—гт\) подынтегральной функции

5(z, |)'= —z-a/a — iz%. На луче Z имеем

Функция h'(p) при 0 ^ р < °° имеет единственную точку

максимума р
= 1; следовательно, max Re S достигается

только в точке перевала zo(?). Вычисляя вклад от этой

точки, получаем G.42).
Рассмотрим преобразование Фурье

оо

фа,3 (I) = J фа,(? (#) е

— ОО

финитной функции

ФМ(х)^О, ж9ё(о, Ь). G.43J

Здесь Л, а, р > 0, ветви арифметические, —°°<а<Ь<
< оо. Финитные функции такого типа будем называть

«аналитическими», так как экспонента из правой части

G.43) допускает аналитическое продолжение с интерва-
интервала (а, Ь) вещественной оси на всю комплексную пло-
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скость 2 с разрезами по лучам (—°°, а), (Ь, +<*>). В силу

леммы 3.1.1 имеем фа, рA) = 0A|!~°°) при ||1 -*¦ °°. Вы-
Вычислим асимптотику этой функции.

Теорема 7.3. При ?-^+°о справедливо асимпто-

асимптотическое разложение

Г L

(I) - 12(а+1) ехр [_ Лх|а+1 [i + 011 а+11)\ X
I _JL\ _ iSL

X Zi a\h\b /5 + S X

00 / 1

G.44)

Здесь Ait 2
— постоянные, Re^1]2>0, ajk(e) — голо-

голоморфные функции e при малых lei.

Так как фа,рA) = Ф«,р(—?), то тем самым искомая

асимптотика найдена и при | ->¦ — <».

Подынтегральная функция имеет вид ехр[?(г, |)],
где S=

—А (г — а)~аF — z)~B— iz%. Здесь ветвь функции
(г — а)а выбрана в плоскости с разрезом по лучу
(—°°, —а] и положительна при вещественных х>а, ветвь

F —z)p —в плоскости с разрезом по лучу [Ь, +°°) и по-

положительна при вещественных х < Ь. При z
~

а имеем

S & Sa = —А* (z — а)
~а
— iz|, где Л* — постоянная, Асимп-

оо

тотика интеграла Fa = J ^ adar вычислена в лемме 7.5.
a

Аналогично, S ~ Sb = B*(b ~ z)~a— iz'E,, и асимптотика
ь

интеграла ^ь = J e dx также вычисляется с помощью

леммы 7.5. Мы покажем, что, грубо говоря, асимптотика

Ф», еШ равна Fa + Fb.

Функция S экспоненциально убывает при z -*• а в

секторе
—л/2а < arg(z — а)< 0. В этом секторе функ-

функция ? при вещественных | > 1 имеет точку перевала

LM

Точно так же, как и в лемме 7.5, можно показать, что

если б > 0 достаточно мало, то на отрезке 1а: 0 ^
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sSlz — al ^ б, arg(z — a) — arg(za(?) — а) функция Re 5

достигает максимума только в точке za(|). Аналогично,
функция S экспоненциально убывает в секторе

—л/2[1 <
<arg(& — z) < 0, при вещественных | ^ 1 имеет в этом

секторе точку перевала

п на отрезке k: arg(z~ fej= arg(zb(|) — b), 0< \z — b\ ^ S

при 6 > 0 достаточно малом Re S достигает максимума
только в точке перевала zb(|). Имеем

,р (I) = J ехр [S (z, I)] dz,.
i

Фа,

где I = la U Ги 1Ь, I — отрезок, соединяющий концы отрез-
отрезков 1а, h. Асимптотика интегралов по отрезкам la, h рав-
равна сумме вкладов от точек перевала za(|), zb(|) соответ-

соответственно, а

<Cexp(— C'l), С, С > 0.

Т

Рассмотрим следующий класс интегралов:

F(\)=* J / (z) ехр [R (z) + kz] dz. G.45)

Здесь функция R(z) имеет полюс в точке zfl, функция
/(z) голоморфна в точке z0 и р >0 достаточно мало, так

что на контуре интегрирования и внутри него функция
R{z) голоморфна. Интеграл G.45) равен

2я? X (вычет подынтегральной функции в точке z0).

Если вычислять этот вычет непосредственно, то мы по-

получим его в виде ряда по степеням К, что не позволяет

вычислять асимптотику ^(Х) при К -*¦ +°°. Заметим, что

F — целая функция X.
Эталонным интегралом служит интеграл вида

Ф (К т) = \ 1 (z) ехр (-L- + Kz) dz,_ G.46)

где иг > 1 — целое число. Точки перевала zh (к) подын-
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тегральноп функции

s (z> х) = —^ + 'kz
mz 

определяются из уравнения zm+I = X~l и лежат на окруж-
окружности \z\ = |Я| 'ч'"+1>. Аналогичные интегралы исследо-
исследованы в [57].

Лемма 7.6. Асимптотика интеграла G.46) при \Х\ -*¦

-*- +°° равна сумме вкладов от тех точек перевала zh(X),
в которых величина ReS(zk(X), X) максимальна.

Формулы для вкладов будут приведены ниже.

Фиксируем argA = a|). Тогда точки перевала имеют вид

Фа М = —

^qrj (^ + 2А:л)'- А- = 0, 1, ,. .j
m.

Пусть 1цСк) — луч в плоскости 2 с началом в точке z = О,
проходящий через точку zh(X); его уравнение имеет вид

z = plA|-1/(m+1)erp(i4|)(X)), 0<p<~. При z^lh(X) имеем

Функция й(р) отображает полуось [0, °°) на полуось

[1, °°), проходимую дважды, так что функция S отобра-
отображает 4(X) на луч Lk(X): S = Kzh(X)r, 1 ^ г < °°, прохо-
проходимый дважды. Следовательно, сектор Dh: vfA(A.)<
< argz < фл+1(Я) взаимно однозначно отображается функ-
функцией S на плоскость S с разрезами по лучам Lk(k),
Lh+i(X). Отметим, что при т — { функция S является

суперпозицией линейной функции и функции Жу-
Жуковского.

Контур интегрирования в G.46) при Ш > \ можно

заменить окружностью \t\ = \i\~i/im+i\ на которой ле-

лежат все точки перевала. Возьмем в плоскости S отрезок
1к(Я), соединяющий концы лучей Lh(X), Lh+i(k), и пусть

1Ь (Я)—прообраз этого отрезка в плоскости г. Функция
Re5(z, X) принимает наибольшее значение на дуге h(X)
только на одном из ее концов, либо постоянна вдоль

ih(X), так как образом ik(X) является отрезок. Заменим

меньшую дугу окружности Ы = Ш~1/(тЫ>, соединяю-

соединяющую точки zh(X), zk+1(X), кривой 1цЩ, и сделаем это

при всех к (к берется по модулю т+ 1). Тогда получен-
полученный контур является перевальным (см. § 1), что и до-

доказывает лемму.
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Приведем асимптотические формулы для интеграла

G.46). Имеем

Sh^Sh{Zk{X)x X) - (l + ±
Если ф = 0, то max Re Sh достигается при к — О. Так как

h

точки Sh расположены на окружности и угол между от-

отрезками [0, Sh], [0, Sh+i] равен 2л/(т + 1), то этот мак-

максимум достигается при к = О, если —л/m < if < я/т. При
¦ф = я/т максимум достигается при /е = 0, —1, и асимп-

асимптотика равна сумме вкладов от этих точек. Выпишем

формулу для вклада VQ от точки zo(A,):

тп+2 -iit>(m+2) оо -I

@) + 2 ao^~W(m+1Mi G-47)
Jft==i J

Итак, асимптотика Ф(Я, «г) равна вкладу G.47) от

точки za(^) при |ф| ^л/m—в и сумме вкладов от точек

zo(A,), z_i (X.) при |ф — п/т\ ^ 8. При остальных значе-

значениях X асимптотику легко выписать, используя тождество

Ф(К, т)=е<2я/тФ(Хе{гя/т, т), G.48)

справедливое при /(zK3 1. Нули целой функции Ф(Х, т)
состоят из ш серий, расположенных асимптотически

, я4-2/ся
вблизи лучей arg л = ———,

Следующий интеграл легко выражается через функ-
функцию Ф(К, т) (при/(г)^1):

j ехр (аг~т + Xz) dz = *Ф (Xt, m), tm = та. G.49)
И=1

Вернемся к интегралу G.45). Функция R(z) =
= B-zo)~7"g(z), g(zo)?=O, функция g(z) голоморфна в

точке z0. Точки перевала функции R{z) при |Х| > 1

имеют вид

т. е. асимптотически расположены на окружности,
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Из леммы 7.6 вытекает

Теорема 7.4. Асимптотика интеграла G.45) при
IXI -*- оо равна сумме вкладов от тех точек перевала

zk(X), в которых значение Re So B° (Я), Я) максимально.

Здесь 50 = (z-20)-mg(z0) + X(z-2o).
В заключение покажем, что функция

J exp(^ + kz^dz, G.50)

где Р, Q — полиномы, является решением дифференци-
дифференциального уравнения

Это вытекает из тождества

1*1=1

5. Интегралы типа Зоммерфельда. Рассмотрим ин-

интеграл
я
•^ —гсо
2

F (к) = j ехр [г& cos (9 — 90)] / (G) сЮ. G.52)

--+ЮО

Контур интегрирования состоит из луча! p-

?-J, отрезка |^—^-, -^-j и луча |^—, -^ г ooj. Далее,
А; — большой положительный параметр, 80 вещественно,
|90|<я/2, функция /@) голоморфна в полосе |Re6l<n
и удовлетворяет оценке 1/(8I ^ Cexp(e^Iet), г < 1.

Такого рода интегралы возникают в теории дифрак-
дифракции волн, в частности, в задачах, которые удается ре-
решить с помощью интегрального преобразования Зом-

Зоммерфельда.
Теорема 7.5. При сделанных выше предположениях

асимптотика интеграла G.52) равна вкладу от точки пе-

перевала 8 = 8„.
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Функция S = icosF — 90) взаимно однозначно и кон-

конформно отображает полуполосу —л; + 60 < Re 9 < 80,
Im 8 > 0 на полуплоскость Re S < 0. Прообразом полу-
полуоси (—°°, 0) является ветвь 1+ линии I наибыстрейшего
спуска, проходящей через точку 90; ее асимптотой явля-

является луч
9 =

2~ + 90 + ip, 0 < р < °°. Вторая ветвь 1~

линии I лежит в нижней полуплоскости и имеет асимп-

асимптотой луч 9 =
-^- + 0o+ip, 0^р<°°. Контур интегриро-

интегрирования в G.52) можно заменить контуром I, после чего

остается применить теорему 1.4.
Главный член асимптотики имеет вид

^(Л) = -У2яГе-;л/4[/(8„)+О(/(;-1)]. G.53)

Из доказательства теоремы и предложения 1.1 выте-

вытекает, что эта формула справедлива при Ifel -*- °°, Re к > 0.

Интересный случай возникает, если функция /(8)
имеет вещественную точку ветвления 8i; пусть для опре-
определенности 0 < 8j < во < я/2,

/@) = уе-61ф(9)\ G.54)

при 8, близких к 6it функция ф(8) голоморфна и отлич-

отлична от нуля в точке 84. Оценка для 1/(9I прежняя, кон-

контур интегрирования обходит точку 8t снизу.

Теперь мы не можем продеформировать ч в I — ме-

мешает точка ветвления. Соединим точку 84 простой глад-
гладкой кривой с точкой 8* е I. Тогда контур интегрирова-
интегрирования Y в G.52) можно заменить контуром 7

= ^i U ^o U

(J l^ U L. Здесь Z, — часть Пот ~ ioo до 8*

Серег разреза 10 (от 8* до 9X), Ц— второй берег разреза
и 12 — оставшаяся часть линии I, Тем самым доказано,

что при к -*¦ +оо

где Fo{к)— вклад от точки 80, Ft{к)— вклад от точки 9j

(т. е. интеграл по разрезу С U К)-
Выбор разреза ?0 довольно безразличен; требуется

лишь, чтобы max Re S на la достигался в точке 9!, Тогда
асимптотика Fi(k) определяется интегралом по «носику»

разреза. Выберем h так, чтобы он совпадал с отрезком

[0и 61 + i6], б > 0, вблизи точки 94> и вычислим асимпто-
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тику Fi(k). Положим 6 = 0 — 8^ тогда при малых 181
имеем

Пусть VB-Gj > 0 при 8 > Gi и малых 6.
Мы ограничимся нестрогим выводом; для аккуратного

доказательства достаточно сделать замену S(B) = 5(90) +
+ ? при малых 8 и применить метод Лапласа к получен-
полученному интегралу.

Отбрасывая квадратичные по 8 члены, заменяя /(8)
на /(8j) и полагая 9 = ty, получаем

Fx (к) ~ 2г ехр (— ik cos (80 — 8J) X
в

X / (9J J ехр [- к sin F0 - 6Х) у] Vy dy.
о

Отсюда находим, что

Fi (к) ~ 21к~1Гя ехр [-ik cos'(9, - 8,)] /(8,)[sin@fl - 8i)] ~s/\

G.55)
6. Фундаментальные решения уравнений Соболева —

Гальперна. Уравнения вида

удовлетворяющие условию

ЯеХ,(а)<с, / = 1, 2 /», G.57)

где Kj(s)—корни уравнения

) = Pm(s)Xm + ... + P0(s)=0, s == a + it,

называются уравнениями Соболева — Гальперна,
Фундаментальным решением задачи Коши (или функ-

функцией Грина) называется решение уравнения G.56) с

данными Коши

Gl,_, - dG/dtlt., = ...
= dm-2G/dtm-2\t=0 = 0,

Рассмотрим уравнение первого порядка по t:

Q {id/dx) да/dt = Р {id/dx) и.
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При Ы > 1 имеем

Р (s) IQ (s) = ans" + ап-,8п~1 + ...

Из условия G.57) следует, что возможны случаи:
1°. Rean<0, n> О четно.

2°. Rean = Rean_, = ...
= Reap+l) ReaP<0, p > 0,

р четно.

3°. Rean = Rean_,=...= Rea1 = O; а) п>2;Ъ) п<2.
В окрестности вещественного нуля о„ функции Q (s)
имеем

Возможны только следующие случаи:

4°. Re anft <C 0, «fe четно.

5°. Re аПд
=

,.,
= Re a(p+1)ft= о, Re aPft < 03 рА > О

четно.

6°. Re а„6
=

...
= Re alft

= 0.

Асимптотика функции Грина G(x, t) при |ж| -*¦ °°,
t > 0 фиксированном состоит из трех слагаемых:

Здесь (ji, G2, Gj определяются поведением функции
P(s)/Q(s) соответственно в окрестностях веществен-

вещественных полюсов, невещественных полюсов и точки s = °°.
оо

Действительно, G (хх t) = ^ ) ехР

и подынтегральная функция может иметь точки перева-

перевала только вблизи полюсов функции P(s)/Q(s) при
\х\ > 1. Асимптотика G3 вычислена в п. 1. Асимптотика

Gu G2 вычислена в [57].
Теорема 7.6. В случае 4° имеем

Gi (x, t) -

Г ] i nh

ИГ1Л+1). G.58)
23 м. В. Федорюк
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Здесь

В случае 5° при nh четном имеем

Gx (x, t) =
h

ch\x\ %+2ЛЛ] х

nft+1
hj, G.59)

где Re у2„ < О, Yts вещественно. Если nk нечетно, то при
ж-э-sgn (— iank) °° асимптотика имеет вид G.58), а при

^->-sgn (?anft)oo равна сумме двух выражений вида G.59).
В случае 6° при nh четном имеем

(x,t)^Ze
k

G.60)

где Чь вещественно. Если nh нечетно, то при х~>

->sgn(— iank) °° асимптотика Gt имеет вид G.58), а при

.r->sgn (?а„А) оо равна сумме двух выражений вида G.59).
Далее,

Здесь Sj = Oj + iXj — комплексный нуль функции Q(s),
щ
— его кратность, причем х\) < 0.
В [57] исследована также асимптотика уравнения

G.56) произвольного порядка по t.
7.1 [30]. При ж->+°о

itx — tli— ~ In t)}dt
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7.2 [30]. Пусть ее е @, я/2) фиксировано. Тогда при
4

оо

j exp(— vch г/coscc) cos vt dt

7. Некоторые задачи теории вероятностей. Пусть
Х1} Х2) ,..— независимые случайные величины,

где М — математическое ожидание, D —дисперсия, и

М ехр (а I X, |) < оо при некотором а > 0. Положим
Х++Х

7Zn=
yn

Пусть случайные величины Xj имеют непрерывную и

ограниченную на всей оси плотность g(x), тогда суще-

существует плотность вероятности р„(х) случайной величи-

величины Zn. Положим Ро (х) = —т= е~х /2. Следующие резуль-

результаты приведены в [18].
Теорема 7.7. При х^1, х = о(Уп), п -+¦ оо| имеем

где X(г) = Х« + А,4г + Я2гг + ..., ряд сходится при малых \z\.
Для коэффициентов К, получены рекуррентные соотно-

соотношения. Доказательство основано на интегральном пред-
представлении

Рп (х) = ^ J Мл B) ехр (- a Yn xz) dz?
—г»

и проведено с помощью метода перевала. Основной вклад
в асимптотику интеграла рп(х) дает точка перевала zo(t)j
23*
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х = х/}!п, которая имеет вид

где Yj
— коэффициенты разложения

Числа Yj выражаются через центральные моменты Uj

случайной величины Х}.
Пусть Xj — решетчатая случайная величина, прини-

принимающая значения на арифметической прогрессии Ъ + kh,
h > 0, к — целое число, хпк = —тт^"' ^^п = Хп^ — веро-

вероятность того, что Zn = xnh.

Теорема 7.8. Пусть x = xnh, х>1, ж —о (Уд) при
п -»- с». Тогда

q^ АW ехр (^ X (^)) [1 +О (^)].
?м х^ —1, х = о(Уп) имеем

Доказательство проводится с помощью метода пере-
перевала и основано на интегральном представлении

c+in/h

^n(A) = 2Si J MnB)ex
с-гл/ft

Здесь се [-а/2, а/2], Рп(к) = P{Xi + ... +х„=* kh +bn),

М B) = MezXj = 2ft exp [(ЛЛ + Ъ) z).
—оо

Пусть Xj — случайные величины с плотностью g(x)
непрерывной и ограниченной на всей оси и выполнено

условие
4 ОС

М exp I X;l2a+1 < оо, 1/6<а<1/2.
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Пусть s>0 — целое,

где A(z)— та же функция, что и в теореме 7.7.

Теорема 7.9. Пусть р(«)>СГ, р(оо)=оо. Тогда при
[0 °/()]

а га/ж а; <= [—тга/р (и), 0], га -»-

[о
равномерно по х.

В [18] приведен ряд других применений метода пере-
перевала к задачам теории вероятностей.

Приведем некоторые результаты из [24]. Пусть G(u) —

непрерывная неубывающая функция на отрезке [J3, 1],
0<р<1 и G(l)— G($)>0, X—случайная величина с

характеристической функцией

\yz2 + (ezu —

L i
Ф (z) = exp \yz* + J (ег« - 1) dG (и) \.

При достаточно малом v > 0 и подходяще выбраняом
ilo > 0 функция

г|з (z) = ф (z) exp [— v (Лг — l)]
будет характеристической функцией некоторой случай-
случайной величины.

Доказательство основано на применении метода пере-

перевала к интегралу

-{00

Точки перевала подынтегральной функции определяются
из уравнения

2уг + j егии dG (и) — \\\оец»г — х = 0Л
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которое при достаточно малом v > 0 имеет положитель-

положительный корень za(x). Функция zo(x) монотонно возрастает

и точка 20(ж) дает основной вклад в асимптотику ин-

интеграла g{x) при ж->+°°,

§ 8. Асимптотика преобразования Меллипа

Преобразованием Меллина M{z) функции /(?) назы-

называется интеграл

Здесь tz = el]ni, функция Int вещественна при

Формула обращения имеет вид

{оо+с

-2-й I M(z)t-dz.2-й I
В этом параграфе мы исследуем асимптотику M(z) при
комплексных z -»- °° в случае, когда /(?) = ехр(Р(?)),
P(t) — полином.

1. Асимптотика гамма-функции. При вещественных и

положительных ъ справедливо интегральное представ-
представление

оо so

Г (г) = \ e~Hz~4t = z-1 j e'Ydt. (8.1)
о о

Гамма-функция есть преобразование Меллина функции
е~*. Подынтегральная функция имеет вид ехр(—t + zlnt)
и имеет единственную точку перевала to(z) = z.

Теорема 8.1. При \z\-+°ot largzl ^ я — е < я,

асимптотика Г (г) равна вкладу от точки перевала

U{z) = z.

Асимптотическое разложение гамма-функции име-

имеет вид

2M 1 + 2 Yft*-*]. (8-2)
\ jk=x

1°. Re 2^0. Интеграл (8.1) сходится абсолютно при
Re z > 0 и потому является голоморфной функцией z в

полуплоскости Rez>0. Пусть Rez^O; тогда интеграл

(8.1) равен интегралу по лучу lz, проходящему через
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точку ( = 0и точку перевала t = z. Делая в этом инте-

интеграле замену t -*- tz, получаем, что

Г B) = zz ) exp [zS (t)] dt, S = — t + In t.

о

Так как функция S(t) вещественна, то maxRe(z5(?))
на полуоси t > О при Re z > 0 достигается только в точ-

точке перевала t = 1 функции S; при Re z = 0 имеем

Re(z5(?)) = O на этой полуоси. Следовательно, по тео-

теореме 1.3 асимптотика гамма-функции при Ы -*¦<*>, Rez>
>0 равна вкладу от точки перевала {=*1, и (8.2) дока-
доказано при largzl <jc/2, \z\ -+°°.

2°. Rez<0. Интеграл (8.1) расходится при Rez<0;
продолжим его аналитически. Пусть if — контур в комп-

комплексной плоскости t, обходящий полуось 0 ^ t < оо в по-

положительном направлении,

F(z) = le'H'dt. (8.3)
v

Здесь ветвь функции f — ег
1п '

при z > 0 выбрана в пло-

плоскости t с разрезом [0, +°°) так, что tг > 0 на верхнем

берегу разреза. Пусть z > 0, тогда F(z) равна разности

интегралов по берегам разреза [0, +°°):

так что

e'H'dt - e2mz e-'fdt = z A - e2^) Г

Г (z) = z-i A - e™")'1 j e~'fr^^. (8.4)

Интеграл F{z) сходится абсолютно при всех комплекс-

комплексных z и поэтому является целой функцией z; следова-

следовательно, функция Г(г) аналитична во всей комплексной
плоскости z, за исключением точек z = 0, —1, —2, ...

Сделаем в интеграле (8.3) замену ? = е:, тогда

Выберем в качестве ч контур, состоящий из полуоси
[1, +оо), окружности UI =1 и полуоси (+°°, 1], идущей
по нижнему берегу разреза [0, °°). Тогда к — граница
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полуполосы Re?>0, 0<1т?<2я, ориентированная по

часовой стрелке. Подынтегральная функция имеет точку

перевала ? = Inz = In Ы + iargz, где |argz|<n. Сделаем
замену % -*¦ ? + In z, тогда

F(z) = z$ ex? (zS (Q) еЩ, SQ = l-e\ (8.5)

~ ~

1

контур fг получен сдвигом из контура ч на ш z.

Пусть я/2 < ф < я, ф
= а^г. Покажем, что асимпто-

асимптотика F(z) при таких argz и при UI -*- °° равна вкладу
от точки перевала % = 0 функции S. Для этого иссле-

исследуем структуру линий наибыстрейшего спуска функции
?ф(?) = ?"*?(?), выходящих из точки ? = 0.

Лемма 8.1. Пусть л/2 < ф < я. Тогда линия наи-

наибыстрейшего спуска 1(ц>) функции 5Ф(^)= е1ф(? — е1),
выходящая из точки ?, = 0, состоит из двух бесконечных
кривых ^*(ф). Одна из них имеет асимптотой луч 0<
< Re ? < °°, Im ? = —ф, другая

—

луч 0 < Re ? < °°, Im ? =
= 2л — ф.

При ф = я функция 5Я(^) имеет точки перевала %h =
= 2kni, k = 0t ±1, ±2, ... Множества уровня Mk:

1т5„(^) = \mSn(t,k), содержащие точки ?h, получаются
из Мо сдвигом на 2kni, так как

Im S* (t + 2Ш) = Im S,

и если Im ?„(?)= Im5n(^0), то ImSn.(t, + 2kni)
= Im Sa (t,h). Множество Ма определяется из уравнения

e°sin т — т. = 0 (^ = a+tt)

и состоит из линий наибыстрейшего подъема ^oi =
= [—°°, 0), ^02 = [0, +°°) и двух линий la3, lBi наибыстрей-
наибыстрейшего спуска. Так как функция Sn(t,) вещественна при

вещественных t,, то линии /о3, hi симметричны относи-

относительно вещественной оси; пусть Im?>0 на ^з- Из урав-
уравнения следует, что 2Оз имеет асимптотой луч 0 ^ о < +оо,
т = я.

Обозначим через hi линии, полученные из 1щ сдвигом
на 2kni, и пусть D — область, ограниченная линиями 1В1,
los. Функция w — Sn(%) взаимно однозначно отображает
область D на нижнюю полуплоскость Imw<0. Поло-
Положим ¦ф = я — ф (напомним, что я/2 < ф < я), тогда &,;(?) =
= e'^S,,^), и функция w — Syfe) взаимно однозначно
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отображает D на полуплоскость 1т(е**и))< 0, Последняя
содержит полуось —°°<м;<0; прообразом этой полуоси
является ветвь 2+(ф) линии наибыстрейшего спуска

1т5ф(^) = 1т5ф@), проходящая через точку ? = 0.
Асимптотой этой линии является луч т = —

ср.
Пусть D — область, ограниченная линиями ZOi, 'os, hi

и li2. Функция w = ?„(?) взаимно однозначно отобража-
отображает D на область G — полуплоскость Im ю<0 с разрезом
по лучу Im!f = —2ni, 0 < Re w < °° (на этот разрез ото-

отображается hiUht). Так как 5Ф(?) = e~'*iSn(?), то функ-
функция w = S<t(t,) взаимно однозначно отображает D на об-
область G$, полученную из области G поворотом на угол

—\j). Область G$ содержит полуось
— °° < Re w < 0,

Im tf = 0; ее прообразом является ветвь ^~(ср) линии наи-

наибыстрейшего спуска 1(ц>), и ее асимптотой является луч
0 < о < оо, т = 2я — ф. Лемма доказана.

Покажем, что контур f, можно продеформировать в

линию /(ф); тем самым (8.2) будет доказано при л/2 <

< Ф < я. При —я < ф < —л/2 доказательство аналогично

(можно также воспользоваться тем, что r(z)=r(z), так

как функция T(z) вещественна при вещественных z).
При л/2< ф < л функция exp(z5(t)) экспоненциально

убывает при !?!-*-<» в полосах Re % > 0, 2/сл — я/2 <

< Ф + х < 2кк + л/2, контур f« состоит из лучей —In Ы <

< а < °°, т = —

1ф и —ln!z|<o<°°, т == —гф+2лг и от-

отрезка, соединяющего их концы. Поэтому ч* можно проде-

продеформировать вначале в границу полуполосы 0 < а < »,

—Ф < т < 2л — ф, а затем, в силу структуры линии 1{ц>)
(см. лемму 8.1), в линию 2(ф). Тем самым теорема
доказана.

Замечание 8.1. Достаточно было бы вычислить

асимптотику гамма-функции при |z| -><» в правой полу-
полуплоскости Re z 5= 0 и затем, используя тождество

вычислить асимптотику в левой полуплоскости. Достоин-
Достоинство приведенного выше доказательства состоит в том,

что оно позволяет вычислить асимптотику ряда других

интегралов.

Найдем рекуррентные соотношения для коэффициен-
коэффициентов разложения (8.1). Сделаем в окрестности точки t = \
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замену

г = 1 + ф(и), lnt-t + l = -u\

где ф@) = 0, ф'@)=У2. Функция ф разлагается в ряд
оо

Ч (и) - 2 Фа"*! сходящийся при малых Ы. Из формул
k=i

(8.Г) и B.1.25) следует, что

(8.6)

Дифференцируя тождество для ф по и, получаем тож-

тождество

2иф {и) + 2« - ф (и) ф' (гг) = 0.

Подставляя в это тождество ряд для ф и приравнивая
нулю коэффициенты при степейях «•, получаем рекур-
рекуррентные соотношения

й+1

«1=1

Так как ф4
= У2, то окончательно

k + 2

2. Укороченная гамма-функция. Эта функция опреде-
определяется формулой

оо

Г>, z) = jV^ ^ (8.8)
а

где 0 < а < оо, и при фиксированном а является целой
функцией z.

Теорема 8.2. Пусть а>0 фиксировано, \z\ -*¦ оо.

Тогда асимптотика функции Г (a, z) равна:
1°. Вкладу от точки перевала to(z) — z — l при

largzl «?л/2-е<я/2.
2°. Вкладу от конца контура t = a при |arg(—z) I «3

< я/2 - е < л/2.
3°. Сумме вкладов от точки перевала to(z) и от конца

контура в оставшихся секторах.
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Вклад от точки перевала совпадает с правой частью

'(8.2). Вычислим вклад от конца контура. Имеем

00

Г {a, z) — J е-^еРЧх.

Из теоремы 1.2 следует, что

оо

Г (о, г) ~ 2 cAz-*-i (| arg (- 2)К jx/2 - е, | z \ -* оо),

Подынтегральная функция в (8.8) имеет вид

exp[S(i, z)], ?~-f + (z-l)ln«. Имеем Re?',= — 1 +

+ t~l Re (z — 1)< 0, если i ^ a, Re z < a + 1. Поэтому при
Rez<a+1 функция Re5(f, z) достигает максимума
только на конце t = а контура интегрирования, и асимп-

асимптотика Г (a, z) равна вкладу от точки t = й. Тем самым

2° доказано. Далее,

Г (a, z) = Г (z) - ] e-4z~ldt. (8.10)
о

Функция Uzl при Rez^O достигает максимума на от-

отрезке [0, а] только в точке t = а, так что асимптотика

последнего интеграла в (8.10) при Ы -*¦ °о( Rez>0

равна вкладу от точки t = а, который равен

(—1)Х (вклад от точки t = a в интеграл (8.8)).

Из (8.10) и асимптотики гамма-функции следуют утверж-

утверждения 1°, 3°.
3. Обобщенная гамма-функция. Эта функция опреде-

определяется равенством

\-Xdt (Rez>0), (8.11)
a

где P(t) — полином:

P(t) = aatn + aitn-i +... + ащ Reao>O, n> 1.

При P = t имеем G(z) = T{z). Покажем прежде всего,

что функция G(z) допускает аналитическое продолжение
на всю комплексную плоскость z и является мероморф-
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ной функцией с простыми полюсами в точках z — 0, —1,
—2, ... Представим G(z) в виде G(z) = E,(z)+ G2(z),
где Gj(г) —интеграл по отрезку [0, 1], G2{z)—интеграл
по полуоси [0, °°). Функция G2(z) является целой функ-
функцией, так что остается аналитически продолжить инте-

интеграл G2(z).
По формуле Тейлора при любом целом N > 0 имеем

e-PW = 2 hth + RN (t), RN (t) = О (tN+1) (t -* 0).

Следовательно, при Re z > 0

N 1N
b

fc=o

Последний интеграл сходится и потому является голо-

голоморфной функцией z в полуплоскости Rez>—N— 1.

Тем самым формула (8.12) дает мероморфное продол-
продолжение функции Gt(z) в эту полуплоскость; полюсы по-

полученной функции могут быть только в точках z = 0, —1,
—2, ... Так как N произвольно, то продолжение функ-
функции G(z) получено для всей плоскости.

Задача о вычислении асимптотики G(z) при |z|-»¦ °°

в секторе |argz|<n — е<л сводится, как мы покажем,
к задаче о вычислении асимптотики гамма-функции.
Подынтегральная функция в (8.11) имеет вид ехр5,
S(t, z) = —P(t) + (z— 1) In if; исследуем ее точки перевала.

Лемма 8.2. Пусть largz! ^ л — е < л, [z\> R» I.
Тогда функция S(t, z) имеет точку перевала

Этот ряд сходится при \z\ >R и

Теорема 8.3. Асимптотика функции G(z) при \z -*¦

-> ооf largzl^jr — е<я равна вкладу от точки пере-
перевала to(z).
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Выпишем главный член асимптотики:

(8.14)

Функция, стоящая в экспоненте, имеет вид

z In z - z/n + О (zl-itn).

Пусть z вещественно и положительно, аа > 0. Сделаем

(г
\iin

—1\ , тогда
naQ J

где обозначено

е = {~Y'\ S (t,,в) = - t + In t

Формула (8.15) справедлива при Re2>0 по принципу
аналитического продолжения. При 8 = 0 функция S(t, e)
совпадает с функцией S = —t + In t, входящей в интеграл

(8.1'). Асимптотика этого интеграла равна вкладу от

точки t=\. Так как S(t, e) при малых г (т. е. при
больших Ы) является малым возмущением функции
S(t, 0), то асимптотика G(z) равна вкладу от точки пе-

перевала ?0(б) такой, что ?о(О)= 1.

Пусть а0 — роегф°, |фо1<я/2. Заменяя контур инте-

интегрирования в (8.11) лучом t = е~щ°/пр, 0<р<«\ полу-

получаем

о

Здесь Pi (р) = рорп + ..., так что старший коэффициент
полинома А положителен, и мы пришли к рассмотрен-

рассмотренному выше случаю.
8.1. Пусть а>1, Rea>0,

M{z) = jcxp(— af)tzdt,
о

тогда при Ы-»-<», largzl < п — е < я, асимптотика ин-
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теграла M(z) равна вкладу от точки перевала U{z)=>
= (z/aaI/a.

4. Асимптотика некоторых интегральных преобразо-
преобразований. Рассмотрим интеграл вида

Р(У,Щ = J jr'ехр {-* In *+a*+ i|j (*)}/(*)<fti (8.16)

где Le — луч: t = те1в, /г < т < °°, причем 0 < Ei< h,
|6|<я/2—е @<е<я/2), а — комплексное число.

Функция ty(t) голоморфна в области D;

Л —et< UI <<», ^~<аГ&г<Т+5 где е4>0, -р < 0 < Y+,

|'|±|<я, функция f(t) голоморфна в области D, за ис-

исключением конечного числа полюсов я4, ..., aN. Кроме
того, в области D при U —я,|>е>0 выполняются не-

неравенства |i|j(f)l <C(8)lfl1-p, 0</><l; 1/@1 <C(e)Ule,
при некотором б > 0 и arg я^ ?= G. Под In / понимается

главное значение логарифма. К интегралам вида (8.16)
относятся функции Бесселя и обобщенные гипергеомет-
рическне функции.

С помощью замены уу
= уеа~* можно добиться того,

что а — 1. Тогда точки перевала определяются из урав-
уравнения

-lnt+^'(t) + lnyi = O,

Оно имеет единственное решение, если е > 0 достаточно
мало, t, у, лежат в области \t\ <\у^\е', К(е) < \уг\ < °о,

7~ + е < arg у{ < у+ — е и имеет вид

о (У0 = [ 1 + 2 ТГ|ё
Функция ifo(t/O голоморфна в области К(е)< |г/,| < оо,

7~ + 8<arg?/1<Y+-e и fo(^) = y\i + 0{\уг\~')] при
|г/,|-»-оо в этой области. Пусть D1 — область [у^^К,
тах(—я/2 —е*, 7~ + е*) < arg^, < тт(л/2 + е, у+ —е*).
8*>0 достаточно мало, К>0.

Теорема 8.4. При y{^Dt, \yj-+со справедливо
асимптотическое разложение

F (У> 0) = и"' exp {t0 + tf (/0) - /0^' (?0)} X

X I i 2Г (; + 1/2) ^ (/0) /^ + Ej Цо) ] + II (у, G) + Fx (t0).
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Здесь tu определяется формулой (8.17), 7^1 любое,

II (у, 0) -

= r{y{Jni 2 Res[exp{—tint+i|>(Q + af)}/(t){/'],

De —область h^ Ul < <*>, r(y,H < r(y,)argf < я/2,
= sgn arg i/j.
Яи г/ eDt справедливы оценки

Коэффициенты di определяются из разложения

, 01

обозначено

Q (t, t) = / {wx {%) t) w[ (т) exp {<? (t, wx {%) t)},

Q (ti v>) = №(tw)-y (t)] Г1 - (u? - 1) г|/ (t)t

ц Wi
—

решение уравнения —w+ 1 + wlnw = т такое,

ЧТО W71@) = 0.

Пусть D2 — область п/2 + е < sgn if arg у^<Ай, I j/t I >

>Ж, e>0, Л0>я/2+е. Пусть ч+ > я/2 или т<л/2;
любое из этих чисел обозначается f.

Теорема 8.5. Справедливо тождество

где функция Н указана в теореме 8.4,

при некотором М(AQ)> 0.

Рассмотрим интегральное преобразование вида

(st)dt, (8.18)

Пусть Qf — полуплоскость Re s > Oi или полуось (ои °°)
L() = L(oi, °°). Пусть ядро К удовлетворяет условиям:

1°. К (st) — обобщенная функция на пространстве
)

2°. RK(st) = P(s)K{s, t), где P(s)—полином степени

f ^ 1, не имеющий нулей в полуплоскости Re s ^ 0. Здесь
Л — дифференциальный оператор вида
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где D = d/ds, nh^0 — целые, 6*(<)s C°° @, °°) и не обра-
обращаются в нуль вместе со всеми своими производными.

3°. К@) конечно, K(s)-*-oo при s -*¦ °°, largs!^n/2.
Введем пространство ?*(Oj): f^L*(ot), если / ло-

локально интегрируема на @, °°), /sL*(o,), существует

преобразование T(f)(s), сходящееся при 5>1 и T(j) =
— Tg(f). Здесь L*(а) — пространство, двойственное к про-

пространству функций ф е С°°, на котором определены

функционалы sup | r\ (t) R\ (t) |, fe - 0, 1, 2, ...,
/ =¦ [0, <»),

где т] непрерывна и отлична от нуля при (е/, Далее,

Пусть fsi:*(a,)I р>-1, R*fi*-O<f-'1) при i -> +0,
>0 и т]B) огранитена на отрезке [0, ej, e > 0.

Теорема 8.6. Пусть

fe—о
(8.19)

> 0, a < 0 и разложение можно *[т раз дифференци-
дифференцировать, ш>0. Пусть

{R*yfeE*(Oi)t / = 0, 1, 2, ..., y, Т»<(я

(8.20)
Тогда справедливо асимптотическое разложение

fe=0

бт„ (s) = О(| e rVw) при *-*>«, |arg s| < л/2.
Этот результат применяется к ряду других интеграль-

интегральных преобразований. Пусть rj(*) = eel, O«Sf<°°} r\(t)**Q
при t<0, e~"eL(a) при о« < а ^ Re 5. Пусть выполне-

выполнены условия (8.19), (8.20). Тогда

Jmnt

где 6mnE) = (9(U|-m) при s-»°o.

Пусть выполнены условия (8.19), (8.20) и п>0 —

целое, 3/я < (/г + Л)/а < 3/га + 1. Тогда для преобразования
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Эйри справедливо асимптотическое разложение
оо

J / @ Ai (st) dt =
о

t^1 а 2,Wk+x\'m)-7/e

\ За j1 \ to J

где 6mn(*) = O(U|-3m) при s-*oo.

Пусть условия (8.19), (8.20) выполнены, ц.^—1/2,
а = 1, Я. + 1/2 > ц. Пусть д > 0 — целое число такое, что

2т < п + X — \к + 1/2 «? 2т + 1. Тогда справедливо асимп-

асимптотическое разложение

J / (t) Vst к» (st) dt ~ 212h+x~3/2 x

где 6m7I(s) = O(lsl~2m) при s-x» и Я„ —функция Мак-
дональда.

Аналогичные результаты получены для преобразова-
преобразования Ханкеля

о

Пусть R}f(t)^{S")* при /«О, 1, .... т,

где ао=^О, Re(J;+ ц + 1/2) > О, Ц>0, и это асимптоти-

асимптотическое разложение можно 2т раз дифференцировать при
т &* 0, 2m > Re (К + 1/2). Тогда справедливо асимптоти-

асимптотическое разложение

ГР + Х +И/2+1/4)

где 6mn(s) = o(si/2~im) при 5 -> те. Здесь 5М — пространство

24 м, В, Федорюк
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функций ф е С°° @, °°) таких, что

sup \tm(tD)ht~*~U\lt)\<°°

при любых к > О, т ^ О и EЦ) *
— сопряженное прост-

пространство.

§ 9. Точка перевала на бесконечности

В § 2 мы назвали точку z = °° точкой перевала (це-
(целой) функции S(z), если Re»S(z)-»- const при z -*¦ оо вдоль

некоторой линии уровня ImS = c. Вычислим асимптоти-

асимптотику некоторых интегралов с точкой перевала z = °°. Если

z0 — конечная точка перевала, то S(z)~ c(z — zo)n, c?=0,
при z -*- z0. Если z = °° — точка перевала, то поведение S
в ее окрестности не описывается универсальными асимп-

асимптотиками.

Будем предполагать, грубо говоря, что линии уровня
Re S = с устроены на бесконечности, вблизи полуоси

(О, +°°), так же, как и для функции е~г (см. § 2, при-

пример 2.6).
Именно, пусть функция S(z) голоморфна в неограни-

неограниченной области D, и пусть выполнены условия:
Г. S(z)^a + ib при ze=D, z-+°o-t S'(z)?=Q при z^D.

2°. В области D имеется 2п + 2 линии уровня

^i, ..., hn+i, уходящие на бесконечность, и на которых
Re S(z) — а. Эти линии разбивают D на области; пусть

Dj — область, ограниченная линиями lh lj+l и частью dD.
При этом Re S < а в областях с нечетными номерами и

Re S > а в областях с четными номерами.

В частности, если S = е~г, то а = Ь = 0, 2j — прямые
I/ = (гс0 + /) л + л/2, и0 — целое число.

3°. Пусть уравнения линий h, hn+i имеют вид

У«М*), У^^(х), (9.1)

где ^(х)> До (а;) при вещественных ж > 1, и

lim ho (x) = lim Ai (ж) = 0л (g 2)

е (*)

*-»+«.

+»

I *<*>.**< oo, (9.4)
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где обозначено

Q{x) = ht(x)-ha(x). (9.5)

Пример 9.1. 5(z) = exp(-za), a>0, z?(-°°, 0),
п для za выбрана главная ветвь. Тогда а = b = 0, урав-
уравнение линий Re S = 0 имеет вид

г" sin сир = /л + л/2,

7=0, ±1, ±2, ..,

так что hj(x), 0(x) ~ consta:1"™, и все условия 1°—3° вы-

выполнены.

Из условий 1°—3° вытекает (см, [83])
27П + 1

Предложение 9.1. При х'-*¦ +°°, ге U Dj

S{z)~ С ехр.

л.

-B« + l)J(9{u))-1(l+V2H

(9.6)

где обозначено я]) (х) = -j- (fe0 (ж) + h1 (x)).

Теорема 9.1. Пусть условия 1°—3° выполнены,
оо in +1

J а
->oo, ге (J Dj, а0 Ф 0, м дг/сгь

j

"f
—

простая кривая, концы которой zu z2 лежат в обла-

областях Du DZn+l соответственно. Тогда при К -> +°°

Здесь | — функция, обратная к функции

Ф (лг) - ехр — Bл + 1) л f (в (я))-' A + гЬ'2 ф) Лс . (9.7)
L i J

Пусть а + ib = 0. Для нахождения асимптотики ин-

интеграла A) естественно поступить следующим образом:
закрепив концы контура ч. тянуть его в бесконечность.

Тогда асимптотика F(K) определится суммой асимпто-

асимптотик интегралов по частям ч, лежащим внутри Dt и D2n+i
24*
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и интеграла по перемычке, их соединяющей. Однако если

контур бесконечен и лежит в области D{, то интеграл по

нему расходится в силу 2°. Поэтому поступим следую-
следующим образом: проинтегрируем F(X) по частям и затем

применим описанный выше метод. Мы имеем случай,
когда перевал расположен на бесконечности, и проводим

контур через бесконечность, т. е. через перевал, как это

обычно и делается в методе перевала. Проинтегрируем
по частям:

F (X) = zf (г) exp [XS (z)\ |*J — J zS' (z) exp [XS (z)J dz —

v

— X j zf (z) S (z) exp [ XS (z) ] dz. (9.8)
v

В силу предложения 9.1 можно в качестве f взять

контур, идущий по линии Im 5 = 0 в Du затем по верти-

вертикальному отрезку и затем снова по линии Im S = 0 в

Asn+i. Интегралы по вертикальному отрезку стремятся
к нулю при х -*• +°°, что следует из 1°—3° и (9.6).

Найдем теперь уравнения линий ImS = 0. Из (9.6)
следует, что при больших z уравнение ImS(z) = 0 запи-

запишется в виде

sin [Bл + 1)я (у - ф(х) )/6(х)] = 0.

Отсюда для искомых линий получаем уравнения

У [h(Х) + {Ы + 4) h W1 Я ^

Обозначим эти линии через h и 1г. На ?2

Re 5 (z) — — Сехр — Bл + 1) я j (l + г|:'2 (f))/6 (f) dt =

= -Сф(г), (9.9)

на 12 также Re S[z)\~ —Сц>(х). Сделаем в (9.8) замену

Ф (*) = ?, x=-l{t). (9.10)

Напомним определение: функция l(t) называется мед-

медленно растущей при t -»- +0, если Ига — 0. Если
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l{t) — медленно растущая функция, то (см. [15])

lim jjrr
= 1 при любом с > 0.

Нам понадобится

Лемма 9.1. l{t), Q(%{t)), б'6 (?(*)) при t -у +0 явля-

являются медленно растущими функциями t.

Докажем вначале лемму для %{t), т. е. покажем, что

lim tl'(t)/l(t) = O. (9.11)
t-»+o

В силу (9.9)"

у.

Г
*

= ехр -§
L x

Заметим еще, что поскольку S(z)-*- const при z -> °°,
оо

zsD, то ) dx/Q (х) = оо. Отсюда

gg (- In 0

т. tg (t) ,. d(— In 0 ,. ?u(m)
hm t.../ = — hm —7—7—jr- = — lim ,

,
=

-,. d<p(u) ,.

= — lim ¦

j
= — lim

vv

= — hm —i-i = 0,

так как в силу (9.2)

lim 6'(i;) = 0.
¦0^+00

Остальные случаи исследуются аналогично.

Продолжим доказательство теоремы. Из (9.9) следует

f 2 nanz-ne^dz -X\S' (г)
Y "=1 V "=- 

(9.12)
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Исследуем каждое слагаемое в отдельности:

X J zS' (z) ехр [IS (z)] dz =

?' (z) exsdz — к \ zS' (z) exsdz

+ l\(x+iH2(x))^e-

0

0

(О)

0

(9.13)
В силу (9.11) v

^ J S'exsdz = XekS\zl = О(«-?>¦), p> 0г (9.14)
v

и то же самое имеет место для интегралов "к J S'z~nekSdz.
v

Наконец, рассмотрим интеграл

1

0

: Г g-Xi

»(*o)
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Выведем вспомогательную формулу

J V (t) Г2 @ e~Mdt ~ - (I (A. )) . (9.15)
о

Действительно,

г1
о

о

С помощью этой формулы находим

4Ы

Г с-хгл 9(

J Г-а(*ДN2(*Д)
^

Г (Я ) j

Аналогично получаем

j° в-к'е;Б'Г"А ~ - е'6 (г (я-1)) Е1 1(т.-1).

Мы видим, что все слагаемые в первом интеграле

(9.12) при больших к малы по сравнению с первым сла-

слагаемым:

^ U (я-1)) + пг1 (х-1) е(| (х-1))]. (9.16)

Но (9.16) мало по сравнению с 6A (А, )).Поэтому

что и требовалось доказать.
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Следствие 9.1. Если аа — а4 = ...
= ak^i = 0, ah ?* О,

fc>0, то

riexp [XS <°°I I* (^)У~к х

X [ив а (ЯГ1)) Г1 (Л. )+ О; (I (Я ))]. (9.17)

Пример G(x) = a;a, а<1, показывает, что стоящие в

скобках слагаемые могут иметь одинаковый порядок,
и потому нельзя ограничиться только одним из них.

Пример 9.2. Пусть S = za, а. > 0, *f — контур описан-

описанного в теореме 9.1 типа. Тогда (см. пример 9.1) 0(ж)~
~ Сх*~а, так что

1—

J exp (X exp (za)) dz ~ Co (In X) «
,

v

Пример 9.З. Рассмотрим интеграл

F(A,)= j exp (Хе-г) <fet (9.18)
— ос—jjt

где контур интегрирования состоит из лучей ( —°°, —in],
[in, in — °o) и отрезка [—in, in]. В данном случае
п = 1, 8(ж) = 3я, так что F(^)~2n (A,-*+°o). Точно та-

такую же асимптотику имеют интегралы

F (Я) = j exp (kzne~z) dz, n^O — целое число.

—оо—in

Замечание 9.1. Если F(к)— интеграл (9.18), то

Jn (A>0). Действительно, этот интеграл равен

интегралу по контуру fr, состоящему из лучей 1Т =

= ± (— оо ± in, ± in + г] и отрезка /г = [—^л + г, ?л + г]
при любом г>0. Если r-^+oOj то е~* -*- 1 на перемыч-

перемычке /г, а интегралы по Z* сокращаются в силу периодич-
периодичности функции е~\

Пример 9.4. Пусть /(z)= 1, 5(г) = e~eZ. Линии

уровня 1те~*г = 0 задаются уравнениями

exsin у = /ся.

Пусть if — контур с концами на линиях, отвечающих
fc = l, к = 3, и лежащих внутри полосы \у\ < л/2. Тогда



§ 10. МЕТОД КОНТУРНОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ ЛАПЛАСА 377

0(д:)~ Зле^1, откуда

v

В примерах 9.1—9.4 можно также получить асимпто-

асимптотические разложения по степеням (ln^) , но мы не

будем их выписывать ввиду их громоздкости.

§ 10. Метод контурного интегрирования
Лапласа

1. Обыкновенные дифференциальные уравнения. Рас-

Рассмотрим однородное линейное дифференциальное урав-
уравнение с линейными коэффициентами

(а„г + Ь„) win) + {аа + bt) w{n~l) + ... + {anz + bn)w = 0.

Это уравнение интегрируется с помощью метода Лапла-

Лапласа, который состоит в том, что решение ищется в виде

контурного интеграла

A0.1)
с

Мы ограничимся уравнением второго порядка

cl)w = 0. A0.2)

Дифференцируя под знаком интеграла и интегрируя по

частям, получаем

)
(z) = i'v (t) \c - f elz {Zp (Qf'dt, ] = 0, 1, 2,

с

zwa)

где внеинтегральные подстановки берутся на концах кон-

контура С. Пусть контур С выбран так, что

(ао?2 + Ь„? + со)у(?)еЧс = О, A0.3)

а функция v(t,) удовлетворяет уравнению

± (aa?v + Ъ& + с0) - (а^ + ЪХ1 + сг) v - 0. A0.4)

Тогда интеграл A0.1) есть решение уравнения A0.2).
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Уравнение A0.4)—линейное однородное, первого по-

порядка, и потому интегрируется. Возможны следующие

варианты.
1. а9Ф0. Можно считать, что а0 = 1, а, = 0 (этого

легко добиться с помощью линейной замены перемен-

переменной) . Пусть уравнение t,2 + Ьо% + с0 = 0 имеет различные

корни ?,, ?2, тогда

w (z) = A J (? - Q*-1 (? - У9~V4, (Ю.5)

где А— произвольная постоянная и р
= (t,t — ?г)~' [(&i —

— 2) ?i + Ci — &0 + ?t — ?2], § получается из р заменой ^, на

^2 и ?2 на g,.
2. а0 = 0. Можно считать, что #4

= 1, и пусть Ьв^=0.

Тогда

1 ОС C"J DC C.

О 0 °o 0 0°

Если же a0
= &0 = 0, a{ «= 1, то

с

Остается указать выбор контура С. В случае 1 про-

проведем разрезы lj вдоль лучей Z, = ?j — t, 0 < t < оо) у =

= 1, 2, и обозначим С, контур, охватывающий разрез и

обходящий его в положительном направлении. Получен-
Полученные интегралы сходятся при Re z > 0 за счет быстрого
убывания экспоненты еи и образуют фундаментальную
систему решений уравнения A0.2). В случае 2 контуры

выбираются из тех соображений, чтобы экспонента быст-

быстро убывала на контуре при |?| -*-<».

Найдем асимптотику интеграла A0.5) при z = х-*¦

-*¦ +°°. Ограничимся случаем, когда р, q
— вещественные

и нецелые. Ветви функций (Z, — t,t)p, (? — ?2)в выберем
так, чтобы они были положительными при Z, — ?4 > О,
Z, — ?2 > 0, т. е. на продолжениях разрезов. Пусть iPj(z) —

решение, отвечающее контуру Cj. Тогда при х -*¦ +°°
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справедливы асимптотические разложения

оо

wx (х) ~ е&х-Р sin np 2
A0.6)

оо

w3 (х) ~ е&х-ч sin nq 2 bnxnt
n=o

коэффициенты которых имеют вид

an
= 2i (— 1)"Г (п -

A0.7)

Ь„ - 2f (- 1)ПГ (п + д) & - CiI-" (Р~1)П!--(Р~")-
Выбор ветвей следующий; |arg(^t — ?2) | < п в первой из

формул и |arg(^s — ?,) I < я — во второй.
Асимптотика интегралов вычисляется с помощью

леммы Ватсона (гл. II, § 1). Сделаем в интеграле по

контуру Cj замену переменной % — %,, = tt тогда получим

со

Контур интегрирования Сй обходит разрез (—°°, 0) в по-

положительном направлении. Пусть р > 0, тогда Со можно

продеформировать в контур, идущий по берегам разре-

разреза, и в силу выбора ветви подынтегральной функции
оо

ы>! {х) = li sinnpeV j" ip~1 (d — Ca + tf~lextdt.

Применяя лемму Ватсона, получаем первые из формул
A0.6), A0.7). Если —1<р<0, то, интегрируя по ча-

частям, получаем

iM*) = --j
•*»* J «V (*) *,

Этот интеграл исследуется так же, как и предыдущий.
При р> —т необходимо применить лемму Ватсона для

интегралов по петле. Аналогично исследуется асимпто-

асимптотика решения юг{х).
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Формулы A0.6), A0.7) справедливы для решений
Wj(z), если z -+- оо в секторе largzl < л/2 — е, е > 0.

2. Дифференциально-разностное уравнение. Рассмот-

Рассмотрим уравнение

y'(x) = (Ax + B)y(x-h), z>h, A0.8)

где А ?= 0, Л > 0. Будем искать его решение в виде кон-

контурного интеграла

у(х) = \ePxv(p)dp.
с

Имеем

, У (я — h) = J еР^-Л) v (p) dp,
с

xy{x — h) = — ^ е?х (v (p) e~Ph)'dp
с

в предположении, что обращается в нуль внеинтеграль-
ная подстановка

v{p)e^x-h)\c = 0. A0.9)

Для функции v получаем уравнение

pv = -A (e~phv)' + Be-phv,

откуда находим

{х) = \ exp S (рх х
с

S(p, х) = -\-e?h + -1-вРЛ + р(х + h + В/А).

Пусть А, В вещественны, тогда можно ограничиться

случаем А — 1, В = 0. Имеем

S = - f ePh + •!¦ еР" + р (х + К). A0.10)

Уравнение A0.8) имеет бесконечно много решений, огра-
ограничимся построением одного из них. Выберем в качестве

контура С границу полуполосы Re/?>0, 0< Im p <2n/h,
тогда условие A0.9) будет выполнено. Можно было бы

выбрать и другие контуры, например, границы полуполос
вида Яер>с, Bnk)/h< Im p <Bnm)/h, где Л=^т —

целые числа.
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Точки перевала функции S определяются из уравнения

peph = x. A0.11)

Исследуем асимптотику решения у(х) при дг->-+°°.

Уравнение A0.11) имеет единственное положительное

решение ра{х), причем [5]
/ \ г,— X

A0.12)

При этом S" (p0 (х)) = — х (h + р^1 (х)) <С 0, так что

max S на полуоси р > 0 достигается только в точке р0 (х),
где

S =x[Pa(x)- h~l + h-*(Pa(x))-2] + hpt(x). A0.13)

В частности, S ~ к~1х\пх при х -+ +°°.

На части I контура С: ~Rep>0, lmp = 2m/h имеем

Re S = — -| evh + ^ ePh + "р (х + h), p = р + 2ni/h.

Следовательно, max Re S тот же, что и на луче

Reр > 0, Imp = 0, но на I нет точек перевала. Поэтому
основной вклад в асимптотику интеграла вносит точка

Ро(х). Итак, уравнение

имеет решение такое, что при я:-*- +°°

где S(po(x)) имеет вид A0.12). Точно так же можно

найти асимптотику других классов решений уравнения
A0.8). Можно также получить асимптотические разло-

разложения решений.

§11. Асимптотика сумм, рядов
и бесконечных произведений

Интегралы — аппарат значительно более гибкий, чем

ряды. Поэтому если удается «свернуть» ряд, т. е. пред-
представить его сумму в виде некоторого интеграла, то ис-

исследование ряда значительно упрощается.
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1. Формула суммирования Пуассона. Так называется

формула
°° °° ?

21/(л) = S j f(x)e^nxdx. A1.1)

Приведем ее формальный вывод. Воспользуемся извест-

известным разложением в ряд Фурье

п=1

Продолжим правую часть на всю ось х периодически,
с периодом 1, и обозначим полученную функцию j(x).
Эта функция имеет точки разрыва хп

= п, п — О, ±1,
±2, ...; скачок в точке разрыва хп равен я (/(?„ +0) —
— 1{х„ — 0) ) = +л. Поэтому производная f'(x) функции
f(x) как обобщенная функция в окрестности точки раз-

разрыва хп равна f'(x) — if (х)) + лб(ж — хп), где {}'(х)}—
обычная производная при х Ф хп. Дифференцируя тож-

00

2
sin 2л,пх ,

.
ч

—-— = / (х)г получаем
П=1

оо ой

^ cos 2лпх =
—j + ^ б (ж — п).

П=1 —оо

Из формулы Эйлера следует, что

ОО 00

2 e2ninx = 2 б (х — й).

Умножив обе части этой формулы на /(ж) и проинтегри-
проинтегрировав по всей оси, получим A1.1).

Приведем достаточные условия справедливости фор-
формулы A).

1°. 1) f'(x) существует при —оо<ж<оо7 2) ряд
оо

2j /' (х + п) сходится равномерно при 0^ж^1.
—оо

2°. Возьмем точку z — ia, a > 0 и сектор S+ вида:

!argB — ia)— я/21 < я/2 — т). Пусть 5-— сектор, сим-

симметричный с S+ относительно вещественной оси. Обозна-
Обозначим D = C\(S+\)S-).
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Функция /(z) голоморфна в области D и

где Y < 2я и Hm e (t) ~ 0.
t-»+oo

Другие достаточные условия и доказательства см.

в [5], [37], [41].
Формула суммирования Пуассона заменяет один ряд

другим, и ею удобно пользоваться тогда, когда ряд из

правой части A1.1) сходится быстрее, чем ряд из ле-

левой части.

Пример 11.1. Найдем асимптотику при Я,-*-+00 ряда

В данном случае f(x, Х)= еЫх(хг + Х2I/2 и условия Г, 2°
выполнены (f = ^). Применяя формулу A1.1), получаем

F (X) = ™ + 2' \ е-2яг
-°°

-оо

где штрих означает, что п ?= 0. Имеем

где К0(х) — функция Макдональда (гл. IV, § 1, при-

пример 1.1), Ь = л, Зл, .., Из указанного примера следует,
что при К -*¦ +°°

n=o

Пример 11.2. Найдем асимптотику при х -+¦ +0

функции

Условие 2е выполнено при "f = 0, г\< л/4, так что

ФИ = 2 J e-fx+z^dt - 2 V 7е
х

•

—»
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Это приводит к тождеству

¦М-Ут ¦(¦?)•
Нетрудно видеть, что Чз(ж)— 1 ~ е~х, х -*• +°°, так что

Имеется другой вариант формулы суммирования Пу-
Пуассона [37]:

2 ^<«Р) I-Нт/(°) + |/(иа> U /Р т^@)
L n=i J L

A1.2)

где сф = 2л, а > 0, и F0(;z) есть косинус-преобразование
Фурье функции /(ж):

оо

Fc (х) = у -|- | / (t) cos ж/ Л.

Пр_имер 11.3. Пусть }(х) = е~х, так что

1 /" 2 1
I/ — 2-Из A1.2) следует, что

Следовательно, при JS -+¦ +0 имеем

Пример 11.4. Пусть /(^) = е~х2^2 coskxt k^Qx тогда

Fc(x) =e 2 chkx, и

]/ а I — + ^ в 2 cos /гиа I =

> ,~^rJ
"

ch
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Следовательно, при а -*¦ +0 имеем
. .

оо

— —а2п2
е 2 cos kna

П=1

Имеется также формула Пуассона, в которую вместо

косинус-преобразования Фурье входит синус-преобразо-
синус-преобразование Фурье.

2. Формула суммирования Эйлера — Маклорена. Так
называется формальное тождество

п

J/ (*) dx + С + 1 / (л) + /С2т~1)

где С — постоянная, В2т — числа Бернулли. Ряд, стоя-

стоящий в правой части, может быть сходящимся или рас-
расходящимся; при определенных условиях на функцию
}(х) этот ряд является асимптотическим при п-*-°о.

Числа Бернулли Вт и полиномы Бернулли Вт(х)
определяются из тейлоровских разложений

l
J- _ 1 *1 ml

l i
ot _ 1 ^ т!

Ъ
А

т=о
х

т=о

(эти ряды сходятся при |?|<2л). Имеем Вт@) = Вт,
BB — +l, Bi = —l/2, а все остальные числа Бернулли е

нечетными номерами равны нулю: Bs= Вь*=>,..
...

= В2п+1 = ...
= 0. Поэтому

= 1-4 +
2m j.2771

е*-— i г. - -— Bт)!

Справедлива формула

так что при ?п ->¦ оо имеем

I52m| ~Bт)!Bл)-2т,

числа В2т быстро растут с ростом т. Для чисел Бернулли
25 м. В. Федорюи
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справедливо рекуррентное соотношение

Л^ г> /~tP 7* ^^ о

h— iJ ^fti «-sSi.

Для полиномов Бернулли справедлива формула

d /_ч (-1)т~г Bт)\ ^ cos2nkx

из которой следует оценка

\Bim{x)\<\Bim\. A1.4)

Пусть А — разностный оператор: &f(x) = f(z + l) — f(x),
тогда

это — основное свойство полиномов Бернулли. Более под-

подробные сведения о числах и полиномах Бернулли см.

в [13], [37], [41].
Приведем эвристические соображения, из которых

вытекает формула A1.3). Обозначим D = d/dx, тогда

формулу Тейлора можно формально записать в виде

к=0

)-'
х

Оператор D'1 есть оператор интегрирования; положим
X

D^fix) = §(t)dt. Имеем
1

... +/(я-1) = A + ев+ ... + ^-«D) / A) =«

Лп-DD л , а

D-1f(n)-±f(n)+ ^ -IS-
m=l

откуда следует формула A1.3).
Приведем формулу Эйлера — Маклорена с остаточным

членом. Доказательства и другие достаточные условия,

при которых эта формула справедлива, см. в [5], [13],
[15], [41].
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Пусть /(ж)еС2тA, оо). Тогда справедлива формула

У / (ft) = / (х) dx + 4 / (л) + Ст + i?2m (n). A1.5)

Здесь Ст — постоянная, не зависящая от п:

Сп, = у / A) - |f /' A) - ...

- ^Ig-1 fm-l) A)? A1.6)

остаточный член имеет вид

п

1

где [х] — целая часть х. Если

оо

l\ftm\x)\dx <cot
1

то формулу A1.5) можно записать в виде

h—l

(x) B^*m)l
И) dx) + R2m (Л). A1.8)

Остаточный член есть

Из A1.4) следует, что справедлива оценка

25*
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Приведем другой вид формулы Эйлера — Маклорепа:

/ {х + к) = \f(x + t) dt - 1 [/ (х + п) - / (х)] +

"V 2h \i{2h~1) t-r -L
^U Bfe)l ^ (Ж +

1 n-l

^-2/ ( + + ) <>

Остаточные члены вида A1.9), A1.11) удобно исполь-

использовать в тех случаях, когда Ы, п и 1ж+п| велики и

производная /(т>(х) быстро убывает при \х\ -*¦ °°,

Приведем еще один вариант формулы Эйлера — Мак-

лорена. Пусть функция f(x) голоморфна в полуплоско-
полуплоскости Rez>a, где —1 < а < 0 непрерывна вплоть до гра-

границы и справедлива оценка

Тогда формулу Эйлера — Маклорена можно записать

в виде

+ 2
ft=i

Постоянная С (9) равна

Ш
D

6+1°° 8—i'o

о о

для остаточного члена справедлива оценка

Наиболее яркие применения формулы суммирования
Эйлера — Маклорена относятся к исследованию асимпто-

асимптотического поведения гамма-функции Эйлера и дзета-

функции Римана,
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Пример 11.5. Рассмотрим сумму

где |argz| «S л-е, e > О, Ы > 1. Пусть n>\zV. Имеем
из A1.9)

i

S (z, n) = In (t + z) dt — 4" [In (« + z) — In z] +

0

m

, V B2k Г 1 1_] , n

"T" Z_j /о;. л л oi. , , ..it i «i. , i "9

(re + z) In (я + z) — 2 In z — л —

у [In (и + z) — In г] +
m-l

+
V B2ft Г 1 11.^/1у

Оценка остаточного члена следует из A1.9), A1.4) и

явных формул для производных f{h)(z), /(z) = lnz. Из

тождества T(z + l) = zT(z) следует, что ГB)=*

"«(ДУ-'•(* + »)' Применяя формулу Стирлинга

(гл. II, § 1) в рассматриваемой области, получаем

и, логарифмируя, находим

Ь Г (z) = (п + 2) In п - п — 4 In п + In /2л +

— ^ (л, г) = 2 In г - (re + z) In f 1 + ^-) - у
In z + i-ln 2л-

R

ft=l

Переходя к пределу при га-х», получаем асимптотиче-

асимптотическое разложение

1 1
In Г (z) = z In z -Inz + у

In 2я +

га
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справедливое при |z|-*-<», largz|=Sn — е, е > 0. Разло-

Разложение A1.5) называется формулой Стирлинга.
Пример 11.6 [13]. Пусть z = x+iy, y?=Q, p>0.

Тогда при любом т>0 справедливо тождество

(P-l)/2
Ур = pP'2 Bл)

где а0 — 1, остальные постоянные aft выражаются через
числа Бернулли.

Пример 11.7. Рассмотрим дзета-функцию Римана

Этот ряд сходится при Re z > 1 и является голоморфной
функцией, которая ограничена в любой полуплоскости
вида Re z &* a > 1. Рассмотрим сумму

it

В данном случае /(ж) = агг, ] / (i) dt = (x^ - 1)/A — г),
1

z^=l- Пусть z вещественно, z > a, a<0 и 2/с > —о— 1.

Используя формулы A1.8), A1.9), получаем, что

1
""

h
R

( 4\т zBr-2) 1_
\ / /О -».Ч I

I ?-Т\ I

A1.16)
Здесь обозначено z(p) = z (z + 1)... (z + р),

ft
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и 2^1. Если z = x + iy комплексно, то остаточный член

в формуле A1.16) имеет порядок О(п~х~2к~1)^ и можно

показать, что C(z) — целая функция. Поэтому

так что z = 1 — простой полюс функции ? (z) с вычетом,

равным единице. Других конечных особых точек дзета-

функция не имеет. Из A1.16) следует также формула

и ряд других [41].
Приведем еще некоторые сведения о дзета-функции.

Справедливо функциональное соотношение

I A - z) = 2 BлГ2 Г (z) Ш cos
-у,

которое можно вывести из формулы Эйлера — Маклорена
[41]. Для дзета-функции имеет место интегральное пред-
представление [41]

тггг* Rez>1);
о

которое следует из тождества

1 1

Суммирование по п приводит к интегральному представ-
представлению для ?(z).

Приведем оценки роста ?(z) в комплексной плоско-

плоскости (см. [13]). Пусть U —1| >е, е >0 фиксировано. Тогда
1. При Rez>l, 1С (z)| <c.

2. При Re2-1, l?B)| <5 + ln|z|.
3. При 0< Rez< I, \t(z)\ <Ш'-Ке'.
4. При Rez = 0, \t{iy)\ =О(У1у1 In lyl).

5. При Re z< 0, |^(z)| = <9i|Imz|2 ),
ролее точные оцепки см. [13].



392 ГЛ. IV. МЕТОД ПЕРЕВАЛА. СУММЫ И РЯДЫ

Пример 11.8 [13]. Рассмотрим ряд

п=1

где а > 0, ? вещественно. Имеем

п е =

ьп
а—ioo

Если о > 0, а>(Р+1)/а, то можно заменить ряд инте-

интегралом

0+JC3O

TTirr>Tt. К! <г п <-/V 4-1 nrr 4-R <r- 1 и—TJ;-A t h
liyoib iV ^-- On ^~~ ** • i-j —Q,Vn * P — А, И. т1—

—

/i-j n- —¦

= 1, 2, ... Заменим прямую интегрирования Re $ = с

прямой Re s = —aN; это можно сделать, так как функция
|r(s)?(as —р) | убывает между этими прямыми не мед-

медленнее, чем е
*

. Тогда получим
0+1 N

И,—О

N

+ 2 (~^|
'

Bл)-ай-р sin -f (ak + P) Г A + au + P) X
fe=0

а^). A1.17)

В этой формуле справа стоят вычеты подынтегральной
функции в точке « = ({} +1)/ос, где ?(as — P) имеет по-

полюс первого порядка с вычетом а ,и в точках —к,
к = 0, 1, ..., /V, где T(s) имеет полюсы с вычетом

(-l)V(ftl).
При ос> 1 ряд A1.17) будет асимптотическим, когда

ж -*¦ +°°; при a «S 1 ряд сходится.
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Пример 11.9 [13]. Рассмотрим ряд

/(*)= 2 (-1)п~1л'У-пСЧ
п=1

В этом случае при о > 0, о > A + jJ)/oc имеем

Tl=lО—%оо

О—гоо

Мы использовали тождество

)" 

Функция A — 2i+9~a')t,(as — р) не имеет полюсов, и по-

потому для j(x) получается асимптотическое разложение
по степеням ж~\ к = 0, 1, 2, ...

Пример 11.10 [13]. Рассмотрим ряд

1". 0<cc<2.

При а = 1 имеем /(х)=е *. Рассмотрим интеграл

а— гоо

Функция (ГA — s))a голоморфна при Re s < 1. Выберем
ветвь этой функции, положительную на полуоси (—<», 1).
Заменим прямую интегрирования прямой Re s = On —

— —N +1/2. Используя формулу Стирлинга, получим

[13], что

I x~sds

С/Л A + оЛK ехр /- а A + огл) In -j- (I + ел')].
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Следовательно,
сю

^^ (— IO* /^ ( ^N з ! 1 ^iV

—^ (п\)а \ I e

Поэтому функции
оо

образуют меллинову пару. Делая замену s-*(l — s) и

сдвигая прямую Re s = а влево, получаем

too

¦J
— joo

Контур интегрирования [0, г°°) можно заменить конту-

контуром, состоящим из отрезка [0, —1/2] и луча [—1/2, +i«),
а контур (—г°°, 0J — контуром, состоящим из луча

(-1/2 -г°°, -1/2] и отрезка [-1/2, 0]. На лучах [-1/2,
— 1/2 +joo), [—1/2, —1/2 + г°°) интегралы абсолютно

сходятся, \xs\ =z~1/2. Поэтому

--1
-1/2 1/2

J ra(t + lbinnf J{t-\rl) slant J ra(f+ 1) slant

1/2

J Га 11 — 0 sir

о

1/2

О (x~3/i) — sinTO

t) sin
и

При малых |f| имеем

оо

1
--¦¦•„

a0
=

так что

N

i (т\ —
sinJTCt V г (a + ^- j- о ( -

Здесь использован метод Лапласа для интегралов вида
1/2/

j x-'



г
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При а = 2 получается известная асимптотическая фор-
формула для функции Бесселя:

— 1/4 _

/ (х) = -^=- cos B Ух - я/4) + О {x-1/2+s)(

где е > 0 сколь угодно мало.

Приведем аналоги формулы Эйлера — Маклорена [15].
Пусть функция /(z) голоморфна в полуплоскости RezS»o

(а — не целое число) и удовлетворяет в ней оценке

где а < 2я, lim 8 (х) = 0. Тогда

a+ioo a—i

f f2/м-?/(*)<** + f /(ж)*
+ f

n?>G a o a

_

CX>

в предположении, что интеграл j / (х) dx сходится. Из

a

этой формулы следует

Теорема 11.1. Пусть функция f(z) голоморфна в по-

полуплоскости Re 2 > а (а < 0 — не целое число) и

при любом фиксированном А > 0. Тогда при \К\ -*¦ °°,
Я, ^(—оо, 0), имеем

2 / (я) Я." = f / (х) /1п^х - 2^ + 0{\к П A1.19)
no ft=on=o

для In Я, берется главное значение.

Пример 11.11. Рассмотрим ряд

F(K)= %ln(niy1/p, p > 1/2.

При р > 1/2 условия теоремы 11.1 выполнены, так как

справедлива оценка

\T(a + iy)\ ^Мэе-л1^\

Из A1.19) следует, что

ос

F (к) = J [Г (s + I)] VlnX^ + О( | Я Г1).
—1
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Асимптотика интеграла вычисляется с помощью метода

перевала, и мы получаем

р-1 р-1

при \к\-*~о°, largAl ^ л/Bр) + г], г] > 0 — фиксировано,

в остальной части комплексной плоскости %.

Пусть функция f(z) голоморфна в области D, содер-
содержащей полуполосу Re z > a, |Imzl<ft (а>0—-не целое

число), и в D справедлива оценка A1.18), где а, я(х)
удовлетворяют тем же условиям. Если сходится интег-

рал j / (х) dx, то

п>а

Здесь С — любой конутр, идущий из точки z == о в бес-
бесконечность выше действительной оси и лежащий в D,
Си — аналогичный контур, лежащий ниже действитель-
действительной оси. Из этой формулы следует

Теорема 11.2. Пусть функция f(z) голоморфна в

области D, содержащей полуполосу Res>o, Цтг|</г

(о < 0 — не целое число),

при любом А > 0, х + iy ^ D. Тогда

t-0 t-ff

Пример 11.12. Пусть F(A,)—функция из примера
11.11, р > 0. Условия теоремы 11.2 выполнены, и из
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A1.20) следует, что

оо

F(k) = { [Г (х + l)]-1/pexlnldx +
-1

Г

J 1 е

[Г(ж+.1)| _2;,

Асимптотика интеграла Ft (А,) вычисляется с помощью

метода перевала и имеет вид

p-J ?il
ехр (Я,р/р) [1 + 0 (А-рI +

F, (I) = Bл) _

при
'

|Л|-»-¦¦<», largXl «S л/Bр) + т], где т) > 0 фиксиро-
фиксировано,

при IA.I -*¦
оо, n/Bp)<arg^«S л.

Точки перевала подынтегральной функции в i^i(X)
определяются из уравнения

-у
In z = In К + 2лг + О (Я )+ О {e*ni%

которое имеет решение вида

z0 (X) = ^2Я{р [1+ 0(е2яаР)][1 + о (А,"р)].

В [15] показано, что при р < 1/2, larg^l < я — ц основной

вклад в асимптотику F(X) дает точка перевала интегра-
интеграла Ftik), так что F{K)~Ft(ky.

11.1. Пусть

F (X) = 2 е-"а^г 1< а < 2.



/
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Тогда при % ->¦ °° /
Jz«r г i. I 1

F (X) = Ka(ln\k\Ja-2{exv[Ca (ln\X\ + iyf-1 + о{1) \

+ ехр |_Св (In | М + (<Р+ 2л)г l)^1 + о A) J +

+ ехр [Са (In | к \ + (ф — 2я) Oa~xJ + о A) ]t
ф = arg Я, Са = (а — 1) а *4" 3,̂ Га = К2ла (а — 1).

11.2. Пусть

Тогда при Re^-^+o^ ЦтЯ| <л

F (X) - /2^Х ехр [А + /~1пХ + о A) ] + О (Я )

и F(k)=O(k~l) при Я-»-00 вне полуполосы ReA.>0,
|1
Пример 11.13 [5]. Рассмотрим сумму

с , ч -у / A\h+n l^n

При s < 0r, и -*¦ оо справедливо асимптотическое разло-
разложение

Очевидно, что 5@, п) = (-1)п, 5A, п) = 0.

Пусть 5 > О, J9 — комплексная плоскость z с разреза-
разрезами по лучам (п+1, +°о), (—°°, —и—1), С—граница
прямоугольника с вершинами ±(и+ 1/2) ± pi, р > 0, по-

положительно ориентированная. Тогда в силу теоремы о вы-

вычетах справедливо интегральное представление

где n(z) = r(z+l), и для s-й степени функции, стоящей
под знаком интеграла, выбирается ветвь, положительная

на отрезке \—п — 1/2, п + 1/2].
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Додынтегральная функция — нечетная функция z.

Поэтйму достаточно проинтегрировать по одной полови-

половине контура С, а затем удвоить результат.

Ввиду сложности подынтегральной функции трудно
найти ее точки перевала. Но в секторе largzl < я — б < я

можно при \z\ -*¦ °° заменить функцию II(z) ее асимпто-

асимптотикой, применив формулу Стирлинга. Поэтому постараем-
постараемся продеформировать контур интегрирования так, чтобы

можно было заменить подынтегральную функцию ее

асимптотикой. Рассмотрим интегралы
¦

JV+1+гр
] fdz, QN= \

-N-~+»p Cjv

Здесь / — подынтегральная функция из A1.21), р>0
фиксировано, Л' > 0 — целое число. Контур CN — простая

замкнутая кривая. Она начинается в точке z =

= N + ill — ?0, лежащей на нижнем берегу разреза, про-
проходит в нижней полуплоскости, пересекает вещественную
ось в точке z = п + 1/2, а затем возвращается по верхней
полуплоскости в точку z = N + 1/2 + Ю, лежащую на верх-
верхнем берегу разреза. В качестве CN можно взять границу

прямоугольника с вершинами в точках N 4—гр ± грг п +

-у ± iP- Тогда

fdz+ j /<fe. A1.22)

jv+l-io

Покажем, что пределы lim РЛТ = P> lim Qn — Q сущест-
N->ao W-»oo

вуют и что

S(s, n) = 2Q-2P. A1.23)

Из функционального уравнения

П (z) П (-2) =-^_ A1.24)4 ' v '
sin лг

следует, что

1 \(-i)nBn)\n(z-n)]> i
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Пусть Кц — сектор larg г| г? л — Ь < л, тогда из формулы
Стирлинга следует, что /

/'

z^K,. 'A1.25)

Г l t 1
Поэтому на отрезках \N + -5- + Ю, N + -х- + ip\,

L ^ " z J'
\ 1 1 1
JV+-JJ—Ю1Лг + —ip имеем при п фиксированном, N > 1

innz!s-1). A1.26);

На этих отрезках 1 <! Isin rtsl < ch (яр). Пусть п фикси-
фиксировано и таково, что Bп + 1) s- ^ 2. Тогда на указанных
выше отрезках

/B) = О(Ы-), A1.27);

и потому последние два интеграла из A1.22) стремятся
к нулю при N -»- °°. Оценки A1.26), A1.27) справедливы

Г 1 1 I Г 1
на отрезках \п + -у + ip, N + — + ф|, I п + -^ гр2

Л^ + ~5 ip , и потому существует lim QN = (?.
* J N-юо

Остается исследовать интеграл Р,у. Из A1.24), A1.25)
следует, что

n(z) = Bn)W2zz+i/2e-*{l + O(\z\-1)] A-е2Я1г)-' A1.28)

при Re z < 0, Im 2 > 0. На прямой Im z = р > 0 имеем

|1-вгя1'*|~1*?A-.<!Г2яр)-1, |sinnzi=^C, и потому на этой

прямой справедлива оценка A1.27). Аналогично дока-
доказывается оценка A1.27) на прямой Imz = —

p, откуда
следует существование предела lim PN — P.

]V-»oo

Найдем асимптотику при п-*- <х> интеграла

Этот интеграл не зависит от р. Из A1.25), A1.28) сле-

следует, что если ра>0 фиксировано, то при llmzl >pQ~



§ 11. СУММЫ, РЯДЫ И БЕСКОНЕЧНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 401

Поэтбму при фиксированных s > 0, р0 > 0, \lmnt>\>p0,
где ? 'ч= z/п, п > 1, имеем

/ (г) = - 2™ (л«)-'2 A - VY'I* exp [л* @] X

- 5ln A - ?)_*? lnl±i+ л??,

Для функций In A — 5), ln(l + ?) берутся главные зна-

значения. Точки перевала функции \{t) определяются
1 + ?

из уравнения ij/ (Q = лг — s In ,

_ f
= 0, так что ?0 =

= itgn/Bs). Точка ?0 лежит в верхней полуплоскости
Im t, > 0 тогда и только тогда, когда s > 1. Пусть s > 1.

Контур интегрирования заменим прямой Z: Im ? = Im ?;„

(напомним, что z = n?), тогда max Re ib (?) достигается

только в точке перевала ?0. Действительно, уравнение
контура I есть ? = ^0 + лг, —°° < х < о°,

при х > 0 и аналогично при х < 0. Следовательно, контур
I — перевальный. Имеем

( я \2"s
¦ф (?о) = — 2s cos2 jt/Bs), exp [nip (tQ)] = I cos у 1 л

Асимптотика интеграла P равна вкладу от точки ?0, и

окончательно получаем

Р _ - B cos ip'-V- („„)'->'V«[l + 0D-)]
A1.29)

при n ->
°°, s>l. Множитель 1 + ОA/п) можно заме-

нить асимптотическим рядом 2 сь.п~к% если воспользо-

ваться асимптотическим рядом для функции П(г)\
Покажем, что Р = 0, если 0 < s < 1, 2rcs > 1 — s. При

Imz>/?0>0, Ро фиксировано, имеем I sin jtzI* = 0A).
Из оценки A1.26) следует, что f(z) = O(\z\~K) при

\z\>2n, Ims>j50, B/j+1)s>1, где X > 1 и п, s фикси-
26 м. В, Федорюк
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рованы. Поэтому Р = О(р1~1) при р-*-+°°, и так ^ак Р

не зависит от р, то Р — 0.

Исследуем интеграл Q= f(z)dz, где L — граница

полуполосы Re z > п, \Imz\<p. Контур L можно проде-
формпровать в контур Lo, который обходит разрез

(п + 1, оо) в положительном направлении. Более точно,

верхняя половина контура состоит из полуокружностей
U - (п + 1 + к) | = б; Im z > 0, к = 0, 1, 2, 3, ..., где б > 0

мало, и отрезков [п + 1 + к + б, п + 2 + к — б], лежащих
на верхнем берегу разреза, а нижняя половина симме-

симметрична верхней относительно вещественной оси. Точки
z = п + 1 + к являются точками ветвления подынтеграль-
подынтегральной функции, которую можно записать в виде

Bп)! ПB— И— 1)

Функция П(г
— п — l)/Tl{z + n) однозначна в полупло-

полуплоскости Re z > п и положительна на полуоси [п, °°).
Функция [sin я (z — п) \3~1 положительна при z<^(n, и + 1).
Ее аргумент получает приращение n(s— 1), когда точку
ветвления z = п + к + 1 мы обходим по нижней полуок-

полуокружности, принадлежащей Lo, и получает приращение
—n(s — 1) при обходе по верхней полуокружности. По-
Поэтому, полагая z — п + х, получаем

ос

Q = (- 1)"+1я-8 j g (x) dx,
i

I \ — f Bл)! П(яг— 1) ?, . ,,_it
^ ^ [ n (x + In) J I ПХI

где [z] — целая часть д\ В частности, Q = 0 при целых

Покажем, что основной вклад в асимптотику интег-

интеграла Q дает точка х = 1. Применяя формулу Стирлинга,
получаем, что при /г -+• °°

2

i
2

—l))s| sin ял: |*1sin я (s-1) [1 + О (п

1

sin л (s - 1) Bд)~5 j e-^ln2n (П (j/))s (sin лy)s[ I + О (n~l)]dy.
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При у -*¦ 0 имеем (sinпу)' ~ п'у'. Поэтому к последнему

интегралу применима лемма Ватсона, причем роль боль-

большого параметра играет In n, так что

A1.30)

Для Qt можно получить асимптотический ряд по степе-

степеням (Inn) ,
00

Остается оценить интеграл (?2 = \ g (х) dx. Покажем,

что Qi = O(n~2s) при п-*-оо, тогда из A.30) будет сле-

следовать, что Q ~ Qi. Докажем оценку

Bn)inV~D>CxKn* (*>^п>К). A1.31)

Левая часть этого неравенства равна

л=Л h i
• "

\ h i

Далее,

Последнее произведение сходится и оценка B.31) дока-

доказана. Поэтому

Ю'гК^ п )х (sin лж| ах.

2

Так как Ks > 1, то последний интеграл сходится и

26*
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Окончательные оценки суммы S(s, n) имеют вид

S (s, п) = 2 (- 1)п + О (п-% s<0;

S @, п) = (- 1)п;

S(Sl п) = 2(- 1)пЦ^
0<s<3/2;

S(l,n) = 0;

5(S, n) = 22^[2со8-^]2"+ (яд)~,-^[1+ О (-
s>3/2.

При s < 0 и s > 3/2 остаточный член можно заменить

асимптотическим рядом по степеням п~\ при 0 < s < 3/2 —

по степеням (In п) ~1. При s = 3/2 оба интеграла Р и Q
вносят свой вклад в асимптотику (см. A1.29), A1.30)):

9 ( 3 г>\ 9 Q-J/2 -1/4 Г„ —1/4 , ,о „-5/4 ,

\ ^ /

+ С2п~3/2 (In n)~3/2 + С3п-3/2 (In /г) 72+.,.].
11.3 [5]. Пусть а вещественно. Тогда при п -*¦ оо

Ь=1 П

/ 2я \

S (- D"+ft L , J ^"+а ~^ Bл)!

3. Бесконечные произведения. Рассмотрим функцию

Пусть функция w = f(z) голоморфна в области D, содер-
содержащей полуось [0, +°°), и взаимно однозначно отобража-
отображает D на угол |argu?l<oc, причем Re w -»- +<х>, если

Rez-^+oo. Пусть Z/ti — кривая, образ которой есть луч

arg и> -= tj.

Доказательства сформулированных ниже теорем см.

в [15].
Теорема 11.3. Пусть выполнено условие

I 7W\<°°
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и на любой кривой Ьц, 0< \ц\ < а, имеем

lnl/(z)l=o(IImzl) (zeL4lz^»J. A1.32)
Тогда при \Х\ -* °°, ц ^ !arg Л,I s? я, справедливо асимпто-

асимптотическое разложение

F (X) ~ ехр Г[ In (l - J^) cfc + R (а, ХI

^ '
4ЯЩ л ft

fc=O Л

Коэффициенты разложения имеют вид

, ч _f In f(z)dz С In / (г) dz

ch \P)
=

а,
—

т|

Здесь 0 < о < 1 и Lo> r,
—

контур, который состоит из

вертикального отрезка, идущего из точки z = о до пере-
пересечения с Z/m и части Ьп, идущей от этой точки до беско-
бесконечности.

Следующая теорема описывает поведение функции
F(X) вблизи ее нулей.

Теорема 11.4. Пусть условия теоремы 11.3 выполне-

выполнены и g(z) — функция, обратная к функции /(z). Если X
лежит в секторе I arg Л, 1 < ц, то

при X, лежащих выше Lo,

1-

- jb);dx+R &

тЫdx+R
при X,, лежащих ниже Lo,

sin ng @)
1 +

X, лежащих на La,
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Здесь R(o, X)—тот же асимптотический ряд, что и

в теореме 11.3.

Пример 11.14 [15]. Пусть

-Ье-»а), 0<а<1/2.
п=1

Покажем, что условие A1.32) выполняется; остальные

условия теоремы 11.3 выполнены. Кривая Ln определяет-
определяется уравнением lmza = r\. Положим z = ге'ф(г), тогда при
г -*¦ оо имеем

л
у.

ф (г) ~ — цг-а, Re z (r) ~ ra, Im z (г) ~ — г1-а,сс ее

и при 0 < а < 1/2 условие A1.32) выполнено. Из теоре-
теоремы 11.3 следует, что при \К\ -> °°, Iarg(—к) I < я — г\,

справедливо асимптотическое разложение

1

F (I) ~ J In (l — Xe-*a) dx — -i- In (— X) — ift *

exp

Остается вычислить асимптотику интеграла. Ограничимся
для простоты случаем, когда X = —

ц, р, > 0, так что интег-

интеграл имеет вид

00

/ (и) = \ In (l + \ье-ха) dx.
о

Сделаем замену переменной е~ха =t, тогда получим

¦

dt
__

t
~

о

a
dt
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В предпоследнем интеграле мы сделали замену перемен-
переменной т — [it. Далее,

п=о

И

Имеем (см. A.39) из гл. II)

max i— , h—

Следовательно,
In ((i) =

<2 ¦"
CM

B In |г) J -^
l

Поэтому первые члены разложения lnF(^) имеют вид

inF(Я) = -± 1П(_Я) - с„@) - 1B1п(-Л)I/а+
11.4 [15]. Пусть

Тогда при Re %. -*¦ +«, | Irn Л.1 < л

F (X) = УЫк ехр [А + е^-1^ + о A)] + О (-L)
а при |Х|->• оо вне полуполосы ReX>0, [1тЯ1>я,
имеем F[(>.),= О (X ).,



ГЛАВА V

МЕТОД ПЕРЕВАЛА

(МНОГОМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ)

§ 1. Основы метода перевала

1. Предварительные соображения.Рассмотрим интеграл
Лапласа

F (К) = J / (z) exp [IS (z)] dz. A.1)
v

Здесь 2 = (z,, ..., г„)еС", dz = dzt ... dzn, y есть д-мер-

нов гладкое многообразна (возможно, с краем), X — боль-
большой положительный параметр. Функции f(z), S(z) голо-

голоморфны в некоторой окрестности контура f- Нас интере-

интересует асимптотика F (Я) при К -*¦ +°°. Как обычно, считаем,
что /(z)^0, <?(z)# const.

Основная идея метода перевала в многомерном случае
та же, что и в одномерном (см. гл. IV, § 1). Рассмотрим
интеграл

$ A.2)

где Yo
— компактное многообразие с краем и 5(г)—по-

5(г)—полином. Очевидно, что

F(Уо) ехр [Я max Re S(г)],

где У (fo)—w-мерный объем многообразия f0- В силу
интегральной теоремы Коши — Пуанкаре значение интег-

интеграла A.2) не изменится, если мы заменим fo любым

многообразием, которое имеет тот же край. Пусть Г —

множество всех таких многообразий. Тогда

I Pi (Ц 1 < inf {V(y) елр [X max Re S (z)\}.
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Как и в гл. I, § 1, п. 1, будем предполагать, что можно

ограничиться только такими "Yе Г, для которых
y(if)^ С = const. Наконец, допустим, что существует

1* е Г такое, на котором достигается минимакс

min max Re S (z). A.3)
r

Тогда получим оценку

| Fx (X) К С exp \X min max Re S B)]. A.4)
I ver rev J

Ниже (лемма 1.2) будет доказано, что если f* — ми-

минимаксный контур, то max Re S (z) достигается либо на

г<=у*

краю этого многообразия, либо в точке z° такой, что

?B°)=0. A.5)

Такая точка z° называется точкой перевала функции S(z).
Определение 1.1. Точка перевала z" функции

S(z) называется невырожденной, если det S"zz (z°) Ф 0.
Как и в одномерном случае, вклад от точки перевала

в интеграл A.1) вычисляется с помощью метода Лапла-
Лапласа. Однако задача об отборе тех точек перевала, которые
дают основной вклад в асимптотику интеграла A.1),
в многомерном случае связана с еще более существенными
трудностями, чем в одномерном. Кроме того, имеются и

дополнительные аналитические трудности, связанные

с вычислением вклада от вырожденных точек перевала.
В настоящей главе собраны практически все примеры

многомерных интегралов вида A.1), асимптотику которых

удается вычислить.

Этот параграф написан по тому же плану, что и § 1
гл. IV.

2. Локальная структура множеств уровня аналитиче-

аналитических функций. Рассмотрим отображение ?=cp(z), или,
в покомпонентной записи,

?l = <PlCi, ..., Zn), ..., tn = Cpn'(Zi, ..., Zn)\

Это отображение называется голоморфным в области

U с: С", если все функции cpi(z), ..., q)n(z) голоморфны в

области U. Далее, отображение ? = cp(z) называется би~

голоморфным в области U, если оно голоморфно в U,
область U взаимно однозначно отображается на область

FcrC" и обратное отображение 2 = ф"*(^) голоморфно
в области V,
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Как и в одномерном случае, введем обозначения для
множеств уровня: {5 = с} — множество всех zsC* таких,
что S(z) = с, {Re ?< с) — множество всех геС таких,
что Re S (г) < с п т. д. Далее, D" есть /с-мерный шар, Sk

есть /с-мерная сфера.
Лемма 1.1. Пусть функция S(z) голоморфна в ок-

окрестности точки 2°, которая не является точкой перевала.
Тогда существует биголоморфное отобрао/сение г = ф(?):
V -*¦ U, где U, V — окрестности точек t, = 0, z = z", та-

такое, что

¦(S-(f.)(t)=S(z°)+Zi. A.6)
Лемма следует из теоремы об обратной функции.
Следствие 1.1. Пусть условия леммы 1.1 выполне-

выполнены, U — достаточно малая окрестность точки z°. Тогда:
1°. Множество {S = S(z°) + г) П U при малых |е| яв-

является (п~ 1)-мерным аналитическим множеством, диф-
феоморфным шару D2n~2.

2°. Множества {ReS = Re S(z°) +г) П U, {Im? =
= Im5(го) + е}П U при малых вещественных е являются

С°°-многообразиями размерности 2п ~ 1, диффеоморфны-
ми шару DZn~\

Действительно, в переменных ? уравнение множества

{S — S(z°)-\- е} имеет вид ?( = е — это есть плоскость раз-

размерности 2га — 2 в С™. Аналогично, множество {Re S =
= Re S(z°)+ e} в переменных ? определяется уравнением

Re ?i = е — это есть плоскость размерности 2п— 1 в С^.
В частности, если множества iS = c), {Re S = а} не

содержат точек перевала, то первое является (п— 1)-
мерным комплексным аналитическим многообразием,
а второе

— Bге—1)-мерным вещественным аналитическим

многообразием.
Функция Re S(z) наиболее быстро меняется в направ-

направлении градиента VxvRe S(z). Линии, принадлежащие

векторному полю {VxyT\eS}, определяются из системы

обыкновенных дифференциальных уравнений (г = х + iy)

§ = -VxReS(z), % = - Vv Re S (z).

Учитывая соотношения Коши — Римана, можно перепи-

переписать эту систему в виде

% - ~ ?Й- A.7)
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Здесь t — вещественный параметр, выбранный так, что

Re 5 убывает с ростом t, т. е. A.7) — уравнение линий

наибыстрейшего спуска.
Точками покоя системы A.7) являются точки перевала

функции S(z). Если 2° не является точкой перевала, то

фазовая траектория системы A.7), проходящая через
точку 2°, есть кривая класса С°° при малых t.

Лемма 1.2. Пусть у
— компактное гладкое многооб-

многообразие размерности п (возможно, с краем), функции f(z),
S(z) голоморфны при ге^,

Пусть среди точек, в которых достигается max Re S (г),
zav

нет ни точек перевала, ни точек края ду.
Тогда существует многообразие v0 такое, что:

1°. J / (г) exp [IS (г)] dz = \ / (z) exp [kS (z)] dz.

2°. max Re S (z) < max Re S (z).

Пусть i(S)—множество всех точек, в которых дости-
достигается maxReSj и точка 2°е^E). Тогда линия наиско-

рейшего спуска, проходящая через точку z , трансверсаль-
на к f, Действительно, производная функции Re 5 в точке

z° по любому направлению, касательному к f, равна нулю.
Если бы траектория z — z(t), z@) = z° касалась if в точке

z°, то в силу A.7)

dt K

т. е. 2° была бы точкой перевала.
По непрерывности линии наискорейшего спуска транс-

версальны к ^ в некоторой окрестности U множества

4(S); выберем U так, чтобы ее замыкание не пересекалось
с краем ду. Сдвинем каждую точку z е [Щ за время f(z)
вдоль линии наибыстрейшего спуска, выходящей из z,

в сторону возрастания t, и пусть U* — полученное мно-

множество. Последнее выберем так, чтобы было f(z)>0,
ze(J; t(z) = O, z^dU и чтобы функция t(z) была не-

непрерывна на [U]. Если выбрать t(z) достаточно малыми,

то все траектории останутся в области голоморфности
функций t, S.

Пусть ^0
— множество, полученное из ^ заменой U

на U*; тогда утверждение 1° леммы выполняется.
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Докажем 2°. При г^],, ге U* имеем

Re S (z) < max Re S (z) = M.
zev

Это же неравенство верно при z^dU; при ze[/*, z<?dU
неравенство выполняется по той причине, что Re S убы-
убывает вдоль траекторий A.7) с ростом t. Из компактно-

компактности множества U* следует утверждение 2°.
Таким образом, как и в одномерном случае, основной

вклад в асимптотику интеграла A.1) могут вносить толь-

только точки перевала функции S(z), край контура интегри-
интегрирования и особенности функций /, S.

Нам понадобятся следующие топологические понятия:

относительный цикл, группы относительных гомологии

(см. [1], [11], [28], [29]). Напомним коротко эти по-

понятия.

Пусть X — подмножество в С", А а X. В рассматри-
рассматриваемых ниже примерах: X = (a «S Re5< &} или X =
= {а ^ Re S < Ъ) П U, где 5 — голоморфная функция, U —

область в С", и соответственно

k-мерным элементом цепи а называется /с-мерное ориен-

ориентированное многообразие (возможно, с краем), содержа-
содержащееся в X; элемент, отличающийся от а ориентацией,
обозначается — о; к-мерной цепью у на X называется фор-
формальная линейная комбинация с целочисленными коэф-
коэффициентами конечного числа /с-мерных элементов цепи

у
= 2 ni°i- Если со есть форма степени к на X, то

J о = 2 пг ) м- Сложение цепей производится покоэффи-

циентно и по определению коммутативно; в частности,

а + (—о) = 0. Цепь f на X называется циклом mod Л (от-
(относительным циклом), если д^ содержится в А. Относи-

Относительный /с-мерный цикл называется гомологичным нулю

mod А (запись: у « 0 mod A), если он вместе с некоторой
цепью, содержащейся в А, ограничивает (к + 1)-мерную
цепь в X, т. е. у

= у' + ду, где f' есть ^-мерная цепь на

А, 7 есть (А+1)-мерная цепь па X. Два относительных

цикла 7) 7 называются гомологичными mod А (запись:
7 « 7 mod Л), если их разность гомологична нулю mod A:

I. Пусть Вц(Х, Л)—группа относительных
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ft-мерных циклов на Xmod.4, Zh(X, A)—группа относи-

относительных fc-мерных циклов, гомологичных нулю mod Л.

Фактор-группа Hh{X, A) = Bh(X, A)/Zh(X, А) называется

^-мерной группой относительных гомологии пары (X, А).
Мы рассматриваем группы относительных гомологии с

целочисленными коэффициентами. Далее, X вложено в

С" и топология на X индуцирована обычной евклидовой
топологией пространства С". В наших примерах, как

правило, X некомпактно в этой топологии, а элементы

цепей допускают компактное замыкание в С", т. е. рас-

рассматриваются гомологии с компактными носителями. Если

А — пустое множество, то группа относительных ^-мерных
гомологии Hh{X, А) является группой fc-мерных гомоло-

гомологии Hh(X).
Пусть Q — область в С", функция /(z) голоморфна

в области Q и Yi > "h
— цепи размерности п, гомологич-

гомологичные в Q. Тогда в силу интегральной теоремы Коши —

Пуанкаре

= j f(z)dz.

Пусть А — множество {Re/ = a}, X = QU {B.ef> a),
А непусто. Если цепи уГ, у" гомологичны в XmodA и

функция g(z) голоморфна в ?2, то

j g B) exp [Xf B)] dz-]g (z) exp [Kf (z)\ dz = О (<<*)
n

V2

Действительно, уГ — y? = Y 4- ду, где цепь ¦у' содержится

в А, цепь f размерности п + 1 содержится в X. Интеграл
по д~ равен нулю в силу теоремы Коши — Пуанкаре,
а интеграл по ч' имеет порядок О(еаХ) при X > 0, так

как Re f(z) = а на "('.
Группы относительных гомологии инвариантны отно-

относительно гомеоморфизмов пар. Именно, пусть отображе-
отображение /: (X, А)->-(Х', А') является гомеоморфизмом, т. е.

оно взаимно однозначно и непрерывно вместе с обратным
отображением (здесь Х<=А, Х'<=А'). Тогда, как извест-

известно, Hk{X, Л)«ЯЯ(Х/, А') при всех к.

Два непрерывных отображения /,: X -у У, ; = 0, 1,
называются гомотопными (обозначается /одаЛ), если
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их можно «проинтерполнровать» с помощью непрерыв-
непрерывного семейства отображений /(: X-+Y, O^t^l. Непре-
Непрерывное отображение г: X -> А называется ретракцией,
если оно тождественно на А (т. е. все точки множества

А остаются на месте). Ретракция называется деформа-
деформационной, если отображение i ° r гомотопно единичному
отображению X на себя. Здесь i: А -»¦ X — включение

Ав X.
Аналогично определяется деформационная ретракция

пары г: (X, А)-*(Х', А'), где А <=Х, A' cz X', и г отобра-
отображает X на X', А на Л'. Имеет место следующее важное

свойство:
Если существует деформационная ретракция пары

г: (X, А)-*-{Х', А'), то все относительные группы гомо-
гомологии этих пар изоморфны: Hk(X, A)& Hh(X', А').

Пусть U — область в С". Введем обозначение:

= Hk({a^ReS<b} f] U, {ReS = a} [j U). A.8)

Пример 1.1. Пусть U — малая односвязная окрест-

окрестность точки z°, функция S(z) голоморфна в области U

и S'z B°) ф 0. Тогда группа Н% (Re S > Re S (z°) + ct
Re 5 = HeS(z°)+ с) тривиальна.

Действительно, в силу леммы 1.1 можно считать, что

S(z) = S(z°)+ zt. Далее, мы можем считать, что U есть

куб вида —б «S Xj < б, —б *? у} ^ б (z: = x} + iy,). Множест-
Множество {Re 5 ?s Re S(z")+ с) П U мон^но непрерывно продефор-
мировать в множество {ReS = ReS(z°) +с} п U, откуда и

следует наше утверждение.

Деформационная ретракция задается формулой
r(z) = (zi + t(c~zi), z2, ..., zn), 0<*<1.

Пример 1.2. Пусть U—односвязная окрестность
точки s = 0 в комплексной плоскости z и с > 0. Тогда

Них (Re z2 > - с, Re г2 - - с) » Z,

где Z — группа всех целых чисел.

Образующей этой группой гомологии является отрезок

•ус
= [—г'Тс, 0 с].

Действительно, множество (Re z2 > 0) П I/ можно не-

непрерывно продеформировать в множество {Re z2 = 0} Л U,
сдвигая каждую точку вдоль проходящей через нее линии

уровня Imz2 = const. Множество {—с < Re z2 ^ 0) П U
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можно продеформировать в отрезок fc, сдвигая каждую

точку вдоль проходящей через нее линии уровня
Не z2 =-= const. Таким образом, рассматриваемая нами груп-
группа гомологии изоморфна группе #iDc z = ±/Vc)»Z.

Относительный цикл f» называется исчезающим цик-

циклом, поскольку при с -*¦ 0 он стягивается в точку («ис-
(«исчезает»).

Отсюда следует, что если г0
— простая точка перевала

функции S(г), U — ее малая односвязная окрестность
и с > 0 достаточно мало, то

Я? (Re S (г) > Re S{zo) — c, ReS(z) = ReS(z0) - с) « Z.

Действительно, функцию S с помощью биголоморфной
замены переменных г = ф(?) можно привести к виду

S)) S)+Z*
Пример 1.3. Пусть U, с те же, что и в примере 1.2,

к > 2. Тогда

— с, Rezfe = — c)&Z®Z ®...©Z (fc—1 раз).

Образующими этой группы служат относительные

циклы fj
= Zj —Zj+i, O^j^/г—1, где lt — отрезки

|0, ^cei2nj/n\ (исчезающие циклы).
Точно такую же структуру имеет группа Ях (Re S (z)^

^Re5(z0) —с, Re S(z) = Re 5 (z0)— с), если z0 является

точкой перевала порядка к функции S(z), U — окрест-
окрестность точки z0.

Следующий пример является наиболее важным.

Пример 1.4. Пусть U — шар |z| <а в С71 и с>0 —

достаточно малое число, тогда

-js *') > -с'Re (- i
Образующей этой группы является исчезающий цикл

f
з: у1 = 0, ..., уп = 0,

j=i

т. е. "уе есть n-мерный шар-пересечение U с веществен-

вещественной /г-плоскостью R".

Наметим доказательство. Перейдем к биполярным ко-
п

ординатам: х,
=

щ, Уз = p8j. где r= Ы, р = |у|, 2 ф|
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п

= 2 9J = 1. Тогда рассматриваемые множества примут

вид X: р2 —г2^—с, А: р2 — г2 = —с. Как и в примере 1.2,
их можно непрерывно продеформировать в множества

X': -Ус^г^Ус, р = 0: Л': г2 =*

с, р
= 0, ге[/, где <р, 9

пробегают единичные сферы, так что рассматриваемая

группа изоморфна группе гомологии #i(X', А')&Ъ.
Пусть f есть элемент рассматриваемой группы, причем

1) у
— гладкое многообразие с краем, содержащее точку

п

z = 0; 2) Re 2 ZI > 0 при z ^ у, 2 =И= 0. Тогда можно по-
j=i

казать, что

7«± Ve mod f I Re J] (-zf) = — с! Л

Число ±1 есть индекс пересечения f с fc.
Лемма 1.3. Пусть z° — невырожденная точка пере-

перевала функции S(z), U — шар \z — z°| < р, с > 0 и р, с до-
статочно малы. Тогда

Hvn (Re 5 > Re 5 (z°) -с, Re 5 = Re S (z°) - с) ж Z.

Доказательство следует из примера 1.4 и анали-

аналитического варианта (лемма 2.3.2) леммы Морса. Действи-
Действительно, функцию S можно с помощью биголоморфной
замены переменных z = <p(?) привести к виду E)(^

= ? (z°)^2^j- Образующей этой группы является

3=1

исчезающий цикл у„ (прообраз исчезающего цикла из

примера 1.4).
Замечание 1.1. Пусть з° — вырожденная точка пе-

перевала, тогда группа Н„ (Re S ^ Re S (z°) — с, Re 5 =>

= Re5(z0) —с) при малых U, с>0 изоморфна прямой
сумме Z ® Z ® ... ®Ъ (k S* 1 раз). Здесь к не зависит от

с и называется п-мерным типовым числом точки z°. Ба-
Базис этой группы относительных гомологии образуют
исчезающие циклы fi, • • •, У*, конструкция которых та-

такова. Рассмотрим траектории системы A.7), которые при
t -*- —оо входят в точку z°, т. е. устойчивое интегральное
многообразие 2Я, отвечающее этой точке покоя системы

A.7). Пусть Ша = ffl П U; тогда Ши есть n-мерное много-

многообразие, связные компоненты которого являются исче-
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вающими циклами и образуют базис ^i, • • •> fh- При этом

max Re S (z) достигается только в точке z°.
j

3. Вклад от точки перевала. Рассмотрим интеграл
F(X) вида A.1), где v есть п-мерное гладкое компактное

многообразие с краем, функции /(z), S(z) голоморфны
при г°е -у.

Теорема 1.1. Пусть max Re ?B) достигается только

rev

б точке z° e у, которая является невырожденной точкой

перевала и внутренней точкой контура у. Тогда при

J (Ь) = f / (г) ехр [Я5 (z)] dz ~ Х~п/2 exp [XS (z0)] 2 ^"*-
v fc=o

A.9)

Зго разложение можно дифференцировать по X любое

число раз.

Положим f
=

"fe U Ye, где е > 0 достаточно мало, ¦у,
=

= {Re5> Re?(z° — s)l П С/. Тогда интеграл по ^в имеет

порядок О (ехр [X (S(z°)— e)]), и мы его отбросим. Рас-

Рассмотрим группу ^ = Нп (Re 5 >с°—8, Re S = с0 — е), где
с0 = Re S(za), U—достаточно малый шар с центром в

точке г°. Из примера 1.4 следует, что уе & ± Т°, где у° —
канонический относительный цикл, который является

образующей группы 'З (см. лемму 1.3). Следовательно,

x (X) « f / (z) ехр [Я.5 (г)] & = ± J / ( ехр

Сделаем биголоморфную замену переменных z = p

приводящую функцию S к сумме квадратов (см. лем-

лемму 2.3.2): S(z) =S(z°) - 2 Sj. Тогда

F1(X) = ±exp[XS(z°)}X

X f (/"ф)(
j=i

где ^ = ^ + tr|. Асимптотика полученного интеграла вы-

вычисляется с помощью метода Лапласа (см. теорему 2.4.1)
и имеет вид A.9).
27 м. В. Федорюн
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Предложение 1.1. В условиях теоремы 1.1
главный член асимптотики интеграла A.1) имеет вид

= ± BяДГ/2ехр [KS{z°)\ П (- ^)~1

A.10)

Здесь \ij — собственные значения матрицы Szz (z°) и

larg У—jx;| < jx/2. A.11)

Знак в A.10) совпадает со знаком в тождестве

Тс»±Тс' где ¦Ye
= {Re(S(z)-?(z°))>c}n'Y, с>0 мало,

у? — канонический исчезающий цикл.

Короче формулу A.10) можно записать так:

F (К) = BnA)n/2 exp [XS (z0)) X

X [det(-y;B°))] /2[/(z°)+ O^-1)], A.10')

однако выбор ветви корня гессиана в такой записи

неясен.

Поскольку главный член асимптотики выражается

только через Szz (z°), то достаточпо ограничиться рас-

рассмотрением квадратичной функции S. Пусть z° = 0,
?(:го) = 0. С помощью линейного преобразования с опре-
определителем, равным единице, S можно привести к сумме

п

квадратов, так что рассмотрим функцию S — -тг- ^ Н^-г!»
3=1

,

Контур -уе в данном случае имеет вид Zj
= р}/У—ц,,

1</<д, где Р) вещественны, ветви У—|Xj выбраны в со-

соответствии с A.11). Следовательно,

F (>.) = ± П (- \Ч)-1/2 j exp (- А. 2 р| I dp,

где V — вещественная окрестность точки р
= 0. Оконча-

Окончательно

и тем самым A.10) доказано.
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Следствие 1.2. Пусть условия теоремы 1.1 выпол-

выполнены, z" —'вещественная точка и f
—

вещественная ок-

окрестность точки z°. Тогда в формуле A.10) берется знак

плюс.

Рассмотрим интеграл A.1), где у
— гладкое я-мерное

многообразие (возможно, с краем), функции /, S голо-

голоморфны на "у.
Контур f называется перевальным (для интеграла

A.1)), если:

1°. Среди точек, в которых достигается М =

= max Re S (z), имеются точки перевала функции S(z),
y

2°. ReS(z)<M на ду.
Теорема 1.2. Асимптотика при X -»- +°° интеграла

A.1) по перевальному контуру равна сумме вкладов от

тех точек перевала, в которых достигается max Re S (z).

Если у
— перевальный контур и те точки перевала,

в которых достигается max Re S(z),— простые, то асимпто-

тика F(X) вычисляется. Вклад от вырожденных точек

перевала удается вычислить в явном виде только в неко-

некоторых частных случаях. Приведем примеры. Если z° —

точка перевала, то

S(z) = S(z°)+ 2^B) A.12)

при малых !z — z°|, где S, — однородный полином степе-

степени / от переменных z — z°.

Пример 1.5. Пусть ^ — вещественная окрестность
точки х° е R", max Re S (z) достигается только в точке х°,

и пусть при вещественных х

где р > 2. Тогда при А, -*¦ +°°

F(X)~ex-p[XS(x°)}X-n/2pX

X Г/ (я°) f exp (S2P (х)) dx + S afcX-fi/4. A.13)
L R"

ft=1 J
Доказательство точно такое же, как и в примере 2.4.3.

Пример 1.6. Пусть контур f тот же, что и в при-

примере 1.5, max Re S достигается только в точке х°, и

27*
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пусть

S(x) = S (*°) + S2Pi (*W) + S2Ps (*<«) + ...

S2Pk+1(x) + ..,

Здесь ж = (ж', ..., хт), т. е. ж« = (хх, ..., х^)
з& = (xii+lt ..., zii+,s), ..., z<« = (a:ji+...+Zft_1+1, ..., хп)\
Re S2pj(x^)<i0 при вещественных х{}) ?* х°. Тогда при

F (X) ~ ехр [IS (x0)] X-{nQ)/2 aJ (x°) + 2 a^4r I A.14)
L j=i J

где обозначено

? = t + t+---+i' «o= jexp[|^.(JA.15)
R7i L; l J

й r — рациональное число, г> 1.

Для доказательства достаточно сделать замену пере-

переменных хи) — хо0) = Х~1/2р'у(з) в интеграле F(X) и затем

провести те же рассуждения, что и в примере 2.4.3.
4. О вкладе от границы. Пусть max Re S (z) достига-

v

ется только в граничной точке контура z° ^ ду. При п = 1
асимптотика интеграла F(K) равна вкладу от точки z° и

легко вычисляется (см. гл. IV, § 1). При п 3s 2 асимпто-

асимптотика F (X) в этом случае, вообще говоря, не вычисляется

и, во всяком случае, не определяется точкой z°.

Пусть для простоты у
— ограниченная область в RJ с

гладкой границей ду. Можно свести интеграл по f к ин-

интегралам по д^ аналогично тому, как это было сделано
в гл. III, § 4, тогда получим интегралы вида

ф (X) = J ехр [XS (х)] со (х),
6у

где м — гладкая дифференциальная форма, S(х) — суже-
сужение функции S на ду. По условию max He S (х) достигает-

8 V
ся только в точке х°. Но точка х° не является точкой

перевала функции S, так как она является стационарной
точкой функции Re S, но не функции 1тЗ\ Если
VS(x°}?= 0, то асимптотику интеграла F(X) мы не можем

вычислить. Подтвердим эти соображения примером.
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Пример 1.7. Пусть f— круг х2 + у2 «S 1 в вещест-
вещественной плоскости (х, у),

F (Я) = J J ехр [X (г + #)] Ас ^.
v

Здесь 5 = а: + iy, Re? достигает максимума на f только

в точке A,0). Имеем

1

F (X) = Я J (ехр [IS+ (у)} - ехр [Я5_ (у)]) dy,

При этом max Re 5± (#) достигается только в точке

y[,]

у = 0, которая не является точкой перевала и поэтому не

дает вклада в асимптотику F(X) (лемма 4.1.4). Конечно,
в данном конкретном случае асимптотика F(K) вычисляет-

вычисляется, но она не выражается через значения фазы и ее

производных в точке х" = A, 0).
5. Малые возмущения. Рассмотрим интеграл

F (Я,, а) = j / (z, а) ехр [XS (z, а)] dz, A.16)
v

где a = (ai, ..., «а) — параметр, y
— гладкое многообразие

в Сп с компактным замыканием (возможно, с краем).
Пусть выполнены условия:

Г. Функции f(z, a), S(z, а) голоморфны при (z, a)e
s[/XQ, где U — окрестность контура у, Q — окрестность
точки а° е С\

2°. Контур "у является перевальным при а = а0.
3°. Все точки перевала г1, ..., za функции ?(г, а0),

в которых достигается max Re S (z, a°), невырождены.

Из условия 3° следует, что при малых |а — а°| функ-
функция S(z, а) имеет точки перевала 21 (a), ..., zs(a) такие,

что zj(a°) = zJ, и все они невырождены.
Теорема 1.3. Пусть условия 1° — 3° выполнены.

Тогда существует б>0 такое, что при la — a°t<6,
Я -*¦ +оо асимптотика интеграла A.16) равна сумме вкла-

вкладов от точек перевала zJ(a), ...,
2s (a).

Формулы для вкладов от точек z'(a) имеют вид A.10)
с той лишь разницей, что 5, а, зависят от а.



422 ГЛ. V. МЕТОД ПЕРЕВАЛА (МНОГОМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ)

6. Интегралы с неаналнтической фазой. Рассмотрим
интеграл

F (Я) = J" / (а?) ехр [XS {x)] dx. A.17)

Пусть выполнены условия:
1°. /(a)e=C(Rn), %)еГ(Г).
2°. max Re S (х) =UeS (x°), S'x (x°) = О, и на supp / нет

стационарных точек функции 5, отличных от х .

3°. Точка х° невырождена, т. е. det SXx (хо)ф0. Пока-

Покажем, что асимптотика интеграла A.17) равна вкладу от

точки х"; аналитичность функций f, S ъ окрестности этой

точки не предполагается.
Теорема 1.4. Пусть условия 1° — 3° выполнены,

тогда при К -*• +°° асимптотика интеграла A.17) имеет

вид A.9) — A.11) и в формуле A.10) берется знак плюс.

Пусть х° — 0, S(x°) = 0 для простоты; можно считать,

что U — малая окрестность точки х°, так как

Re S(.r)ss с < 0 вне этой окрестности. Устроим разбиение
единицы 1 = фо(х)+ (fi(x), leR", класса С°°, где

фо(ж)=1 при малых \х\ и фо(а:) = О при |х| > 1. Фикси-

Фиксируем е, 1/3 < е < 1/2, и положим

F) (Я) = f ехр [XS (х)} / (х) Ф,- (\*х) dx, j = 0, 1,
и

так что F(k) = Fq(K) + FiCk). Покажем, что

F,(X)=0(A,—) (Я->+оо). A.18)

Введем оператор

Тогда exs = ?i"lL(e'-s), так что при любом целом к > 0

ехр [Я5 (х)]' Lfe [/ (ж) фх (Хеа:)] dx, A.20)

где *L — сопряженный с L оператор (напомним, что

/ф4 — фийитная функция).
Покажем, что при ае(/

I < Г \ггк 1\ 9\ \
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Имеем

aj
= -fS'x.(x)\VS(x)\-\

Так как х = 0 — единственная и притом невырожденная

стационарная точка функции S, то

(la! ^2)
при ж s С/, если С/ достаточно мала. Следовательно,

так что

поскольку \х\ > Ск~* на supp ф4 (Х'д:). Тем самым A.21)
доказано при /с = 1. Аналогично исследуется случай
&>1; достаточно заметить, что при x^U имеют место

оценки

/#М*) = о A*Г-|а|),

1 » I
x

, . „ ,
.-

, , , •

;в. ИЗ

A.20), A.21) следует, что Л(Я) = 0(Я.*С1е-1)) при любом

целом /с, и так как е <1/2, то A.18) доказано.

Итак, остается исследовать интеграл F0(X). Мы све-

сведем его к интегралу с квадратичной фазовой функцией,
разложив в ряд экспоненту

JV h

exp [XS^ [х)] = ^\ —. + О y(XSi (x)) ).

Здесь Si{x) =S(z) —S0{x), S0{x)—квадратичная форма
с матрицей у5^@)= А. Из условий 2°, 3° следует, что

ReS0(x)<0 при всех ieR". Имеем \х\=О(Х~*) на

suppcpo, и так как Si(x)= О(\х\3), то KSi(x) = O(V~ae)-* 0



424 ГЛ. V. МЕТОД ПЕРЕВАЛА (МНОГОМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ)

при X -*¦ +°° (е > 1/3). Следовательно,

J exp [XS0 (х)] О {(XS1 (x))N+1) Фо (к*х) dx = О (*Гв
и
J
и

(напомним, что Re5'0(a:)<0 при малых \х\). Так как

aN -*¦ +°° при N -»- °°, то интеграл F0(X) с точностью до

слагаемого, убывающего быстрее любой наперед заданной
степени Я, равен сумме слагаемых вида

Fo (X) = J exp [Я50 (ж)] Ф

где ф^С" при малых |ж|. Если ц>(х)= O(\x\N), то

FU(X) = O(?i~(JV+")l!), поэтому с точностью до слагаемого,

убывающего быстрее любой наперед заданной степени X,
функцию (р(х) можно заменить отрезками ее ряда Тей-

Тейлора по степеням х. Таким образом, достаточно исследо-
исследовать интеграл вида

Fo (X) = J exp [XS0 (:r)] г«ф0 {Хгх) dx%

xa — x
x
... жп" (aj ^ 0 — целые числа). Делая замену

х -»- Х"8а;, получаем

Fo (X) = я.-е«в+|в|) j exp [ц?0 (x)] x«<f.o (x) dx,
Rn

так что остается вычислить асимптотику при ц
->- +°о

интеграла вида

Ф (jx) = J ф (яг) exp [\iS0 {x)\ dx,
Rn

где ф е С™ (R71), 50(а;) — невырожденная квадратичная
форма, Re So (х) < 0 при х е Rn. Применил! равенство Пар-
севаля, тогда

Ф (Ц) = ф-»/» j ф (- 1) exp

Здесь ф
— преобразование Фурье функции ф, Sr0(|) =

= <-4~'^, ^>. Разлагая экспоненту по формуле Тейлора,
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получаем

j* ф (— S

N

Rn

Остаточный член имеет вид

так как Re Sa (I) < 0 при ^eR».
Суммируя все выкладки, получаем для исходного ин-

интеграла разложение вида A.9). Теорема доказана.

§ 2. Точки перевала полиномов

и алгебраических функций.
Теоремы существования

1. Элементарные сведения о комплексных и вещественных ал-

алгебраических множествах и об алгебраических отображениях.
(Приведенные в этом пункте сведения содержатся в [3], [9], [29],
[60].) Подмножество Ус: С" называется алгебраическим, если оно

задается конечным числом алгебраических (полиномиальных)
уравнений

V - {г е С" : Р,(а) = 0, ..., Ph(%) = 0},

где Pj (z) — полиномы. Все пространство С и пустое множество

являются алгебраическими множествами.

Критерий непустоты алгебраического мно-

множества в СР™. Система однородных полиномиальных уравнений
имеет нетривиальное решение.

Иными словами, система уравнений

/>,<*) =0, ..,A(j) =0,

где Pj{z) —однородный полином степени mj, всегда имеет нетри-

нетривиальное решение z° ф 0.
Если система алгебраических уравнений состоит из однород-

однородных уравнений и 2° — ее решение, то при любом !еС точка iz°
также является решением; множество {tz0}, t e С, называется пря-
прямой решений.

Теорема Везу. Пусть система п — 1 однородных алгебра-
алгебраических уравнений с п неизвестными.

PiB) =0, .... Pn-x(z) =0, «в С»,

имеет конечное число прямых решений. Тогда их число (с учетом

кратности) равно произведению степеней уравнений.

Теорема Гильберта о корнях. Пусть полином P(z)
обращается в нуль на алгебраическом множестве V =» {z e С",
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P{(z) = 0, ..., Ph(z) =0}. Тогда существуют целое число m и по-

полиномы Qi(z), ..., Qh(z) такие, что

Pm(z) = Ci(z)Pi(z) + ... + Qk(z)Pk(z).

Полином P(z) называется приводимым, если его можно пред-

представить в виде P(z) = Pi(z)P2{z), где Pj(z)—полиномы ненуле-
ненулевых степеней. В противном случае полином Р(г) называется не-

неприводимым.
Всякий полином P(z) может быть представлен в виде произве-

произведения неприводимых полиномов, Именно,

где т.} ^ 1—целые числа, Pj(z)—неприводимые полиномы нену-

ненулевых степеней, Pj(z)IPh{z) Ф const при / ф к. Это разложение
единственно в следующем смысле: если имеется другое разложение

то к = I, и для каждого сомножителя Pj(z) существует l(j) такое,
ЧТО Pj(z) = C0nSt(?|(j,B), TUj = ПЩ).

Отметим еще два алгебраических факта.
1°. Если полином P(z) Ф 0 неприводим и полином Q(z) обра-

обращается в нуль всюду, где P(z) = 0, то Q(z) делится на Р(г).
2°. Пусть п = 2, Р, Q — полиномы, и система

Р(Ч, г2)=0; Q(sit z3) = О

имеет бесконечно много решений. Тогда полиномы Р, Q имеют об-

общий множитель — полином R(zi, 22) Ф const.

Введем в Сп топологию Зариского; замкнутыми множествами
называются алгебраические множества. Объединение конечного

числа и пересечение любого числа замкнутых множеств является

замкнутым множеством.

Замкнутое множество V е С" называется неприводимым, ес-

если его нельзя представить в виде V == Vi U Fj, где Vj — непустые
собственные замкнутые подмножества множества V. В противном
случае множество V называется приводимым. Всякое замкнутое
множество У с: С™ единственным образом (с точностью до пере-

перестановки слагаемых) представимо в виде объединения конечного

числа неприводимых замкнутых множеств: V = Fi U F8 |J ... (j Vk.
Пусть М с С"—произвольное множество. Его замыканием в

топологии Зариского (обозначается [M]z) называется наименьшее

замкнутое множество, содержащее М (или, что то же, пересечение
всех замкнутых подмножеств, содержащих М).

Отображение /: С"-*-С^ называется алгебраическим, если

Wj = fj{z), 1 ^ / ^ т, где })
— полиномы от г.

Образ алгебраического множества при алгебраическом отобра-
отображении может не быть алгебраическим множеством. Пример: V —

множество 2B2 =1 в С2, f(z\, zfi = z\ (проектирование на плос-

плоскость zi). В этом случае f(V) —комплексная плоскость z\ с выко-

выколотой точкой 2i = 0 (т. е. множество zx e С, г( ф Of.
Имеется класс множеств, инвариантных относительно алгебраи-

алгебраических отображений. Назовем стратом в С" множество, задаваемое
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конечным числом полиномиальных равенств и неравенств:
Л (г) =0, ..., Ph(z) =0, <?,(z) =?0, .... (?,(z) Ф0.

Множества, представимые в виде объединения конечного числа

стратов, назовем комплексными полуалгебраическими множества-

множествами. Класс таких множеств замкнут относительно всех теоретико-
множественных операций.

Теорема Шевалле. Образ комплексного полуалгебраи-
полуалгебраического множества при алгебраическом отображении является

комплексным полуалгебраическим множеством.

Пусть P{z) = aozm 4- a\zm~l-\-... + am — полином, геС, «,^0.
m

Дискриминантом D полипома Р называется число D = JJ P' (z^
3=1

где Zj
—

корни полипома Р (каждый корень считается столько раз,
какова его кратность). Чтобы Р имел кратный корень, необходимо
и достаточно, чтобы D = 0. Далее, дискриминант D является поли-

полиномом от коэффициентов «о, ..., ат полинома Р.

Пусть ieC, ? е С" и /J(z, t,) — полином от переменных (z, ?).
Тогда дискриминант Р, как полином от z, является полиномом

D(?) от переменных ?. Если полином Р зависит от ? и неприводим,

то D&) Ф 0.

Пусть V cz С" — неприводимое алгебраическое множество. Тог-

Тогда V можно задать с помощью системы уравнений P|(z) =0, ...

..., Pr(z) = 0, где P){z) —неприводимые полиномы и Pj(z)/Pk(z)^
Ф const при / =й= к. Размерностью V (обозначается dim F) называ-

называется число г = 2 шах rank (dPJdz ). Точки V, в которых ранг

матрицы Якоби равен г, называются неособыми точками. Размер-
Размерностью произвольного алгебраического множества называется мак-

максимум из размерностей его неприводимых компонент. Кораз-
Коразмерность V (codim V) определяется по формуле dim V + codim V =
= In.

Мы всюду используем вещественную размерность. Размер-
Размерность комплексного алгебраического множества V с: С" равна, по

определению, размерности его замыкания [V]z в топологии За-

риского.
Отметим несколько элементарных свойств комплексных алге-

алгебраических множеств.
3°. Пусть алгебраическое множество V а Сп содержит комп-

комплексную или вещественную окрестность некоторой точки. Тогда
V = С".

Под вещественной окрестностью точки z° e С" понимается мно-

множество вида z = z° -{- х, х <=U, где U — окрестность точки х = 0

в R"
X

4°. Пусть комплексное полуалгебраическое множество V а Сп
обладает указанным в 3° свойством. Тогда Cn\V содержится в соб-

собственном алгебраическом подмножестве в С".
5°. Если алгебраическое множество У с: С" дискретно, то оно

состоит из конечного числа точек.

6°. Если алгебраическое множество FcC" содержит бесконеч-
бесконечно много точек, то dim V ^ 2.

7°. Ненульмерное непустое алгебраическое {комплексное полу-

полуалгебраическое) множество в С" некомпактно {в обычной топо-

топологии).
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Приведем еще некоторые аналитические факты. Рассмотрим
систему из п уравнений

fi(z) = 0, ..., /„(*) = 0, ;еС»,

где функции fj(z) голоморфны в области Е/erC". Положим /(z) =
= (/i(z), ..., /n(z)). Пусть z°— изолированное решение уравнения

f(z) = 0. Кратностью \i решения 2° называется степень отображе-
отображения г-> /B)/|/(z) | сферы достаточно малого радиуса с центром в

точке 2° в единичную сферу Sn~l. Число ц всегда является целым

и положительным. Если det/г (z°) ^0, то ^
= 1.

Принцип Руше. Пусть z°—изолированный нуль кратно-
сти и, вектор-функции /(г). Тогда существуют е > 0, б = 6{е) > 0

такие, что уравнение

/(*) = "»

при |ш|< е имеет ровно ц. решений (с учетом их кратности), и все

они лежат в шаре \z — z°| < б.

Теорема Сарда. Пусть Mi, Mi—дифференцируемые мно-

многообразия одинаковой размерности со счетной базой и отображение
/: М\ ->¦ М2 принадлежит классу С. Тогда образ множества крити-
критических точек отображения f имеет в М% меру нуль.

Критическая точка отображения — это точка, в которой яко-

якобиан вырожден.
Вещественное алгебраическое множество V a R" определяется

так же, как и комплексное, т. е. F = (г е R* : Р\ (х) = 0, ...

..., Ръ.(х) =0}, где Pj(х) — полиномы от i с вещественными ко-

коэффициентами.
Объединение конечного числа и пересечение любого числа ве-

вещественных алгебраических множеств являются вещественными

алгебраическими множествами. Понятия проводимости полинома,

размерности алгебраического множества, алгебраического отобра-
отображения полностью переносятся на вещественный случай; утверж-
утверждения 3°, 5° справедливы для вещественных алгебраических мно-

множеств.

Назовем стратом в R" множество, которое задается конечным

числом полиномиальных уравнений и неравенств:

Р\(х) =0 Ph(x) =0, Qt(x) >0, ...,Qi(x) >0.

Вещественным полуалгебраическим множеством называется объе-
объединение конечного числа стратов. Класс вещественных полуалге-

полуалгебраических множеств замкнут относительно всех теоретико-мно-

теоретико-множественных операций.
Теорема Зайдеиберга — Тарского. Образ вещест-

вещественного полуалгебраического множества при вещественном алге-

алгебраическом отображении является вещественным полуалгебра-
полуалгебраическим множеством.

Размерность вещественного полуалгебраического множества V

можно определить, например, как максимум размерностей шаров,
которые можно поместить в V.

Если V с R? — собственное вещественное полуалгебраиче-
полуалгебраическое подмножество, то его граница dV содержится в некотором
собственном алгебраическом подмножестве R?.
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Вещественнозначная функция Ц>{х) называется кусочно-алге-

кусочно-алгебраической, если существует такой полином Р(ср, х) от (ср, х) с ве-

вещественными коэффициентами, что

P{q>(x), х) = 0, ieR".

Кусочно-алгебраическая функция, определенная при всех х е R",
бесконечно дифференцируема всюду в R™, за исключением, быть

может, некоторого полуалгебраического множества коразмер-
коразмерности ^ 1.

Теорема Уитни. Всякое вещественное алгебраическое
множество V может быть представлено в виде конечного дизъюнкт-

п

лого объединения С°°-многообразий: V = U V;, dim F- = /. Каж-
3=0

бое из многообразий Vj имеет конечное число компонент связ-

связности.

Эта теорема верна, очевидно, и для комплексных алгебраиче-
алгебраических множеств.

2. Точки перевала алгебраических функций. Пусть
P(z) — полином степени m ^ 2, ze С. Его точки перевала

определяются из уравнения Рг (z) = 0. В одномерном слу-
случае любой полином степени т^2 имеет ровно (т — 1)
точек перевала (с учетом кратности). При п 5= 2 это не

так. Именно, возможны следующие варианты:
1. Имеется конечное, не меньшее 1, число точек пе-

перевала.

Пример: Р (гх, z2) = 2™ + z™.
2. Нет ни одной точки перевала.

Пример: Р (z1, z2) = z1 + z™.

3. Имеется бесконечно много точек перевала.

Пример: P{z) — (Q(z) J, где (? #! const — полином.

Все точки, в которых Q(z) = O, являются точками перева-

перевала полинома Р.

Трудно указать сколь-нибудь общие критерии (в тер-
терминах коэффициентов полинома Р), какой именно из этих

вариантов реализуется. Мы несколько по-другому поста-

поставим задачу о структуре множества точек перевала.

Рассмотрим градиентное отображение Р': С2 -> Cw, за-

заданное формулой

w=P'z(z). B.1)

Если рассматривать это соотношение как уравнение от-

относительно z при фиксированном w, то его решения
—

точки перевала функции

S(z, w) = P(z)-<z, w>,
'

'B.2)
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/
как функции от z. Здесь (z, w} = Д] Zjio/). Заметим, что

3=13

преобразование Фурье функции exp (P(z)) имеет S своей

фазовой функцией.
Задача о разрешимости уравнения B.1) эквивалентна

задаче об описании образа Р'(Сп) градиентного отобра-
отображения. Далее, если уравнение B.1) разрешимо при дан-
данном if0, то задача о структуре множества точек перевала

функции S(z, w°)~ это задача о структуре слоя (P')~lw°
отображения Р'. Критическими точками отображения Р'
являются точки, в которых det Pzz (z) = 0; им отвечают

вырожденные точки перевала функции S (z, ш), где w
—

= P'z{z).
Предложение 2.1. Образ Р'(С") градиентного ото-

отображения является комплексным полуалгебраическим
множеством.

Множество

Ш = [z e= Cn, wea СГ: w - Р'г (z) - 0)
— алгебраическое. Множество Р'(С") является проекцией
множества Ш на CJJ и по теореме Шевалле является комп-

комплексным полуалгебраическим.
Отсюда немедленно вытекает, что возможны 2 ва-

варианта:

1) Р' (С") совпадает с С" с точностью до алгеб-

алгебраического множества коразмерности ^2;
2) Р' (С") содержится в собственном алгебраическом

подмножестве в С?.
Иными словами, уравнение B.1) либо разрешимо при

почти всех w, либо неразрешимо при почти всех w. Так
как B.1)— система из п уравнений с п неизвестными, то

случай 2) реализуется только тогда, когда полином Р
в некотором смысле вырожден. Ниже (теорема 2.2) мы

получим необходимые и достаточные условия, при ко-

которых для полинома Р реализуются варианты 1), 2).
Предварительно рассмотрим более общую задачу,

а именно, исследуем структуру множества точек перевала
алгебраических функций.

Пусть

П^) = Ц^B)ьН, к>1, B.3)
j=0
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где Pj{z)—полиномы от г^С", Pu(z)#0 и полином

P{t,, г) непрпьодим. Рассмотрим алгебраическую функ-
функцию ?(z), заданную уравнением

РA, г) = 0, B.4)
И ПОЛОЖИМ

S(z, w) = Z(z)-(z, w>. B.5)
Точки перевала функции S (как функции от z при фикси-
фиксированном w) определяются из уравнения t,z (z) = w- Точка

перевала z называется невырожденной, если в этой точке

C B.6)

Сделаем несколько замечаний о свойствах алгебраической
функции ?(z). Пусть D(z)~ дискриминант полинома

Р(?, z), как полинома от ?. Тогда Z)(z)#O в силу непри-

неприводимости полинома Р. Если U — односвязная область в

С" и D(z)?^0 в ?/, то уравнение B.4) определяет А;

функций ?i(z), •••> ?>k{z), голоморфных в области U (вет-
(ветви алгебраической функции ?(z)), причем ^(z)^ ?*(г)
при у ?= к, z e С/. Для каждой из этих ветвей имеем

где все производные берутся в точке (?(z), z), а точки

перевала функции S определяются из уравнения

—ш
где ?, z связаны уравнением B.4), Таким образом, все

точки ветвления функции ?(z) содержатся в дискрими-
нантном множестве D = {i^ С": D(z) = 0). Матрицу с

элементами B.7) обозначим А (?, z).
Рассмотрим множество й={^еС, геС": Р(^, г) = 0)

и введем отображение ?': Ш?->С^ по формуле B.8). По

построению точка w тогда и только тогда является точкой

перевала S(^,w), когда u?e^'B>l). Критическими точками

отображения Z,' являются те и только те точки (?, z)^ffl,
в которых rank^4(^, z)<n.

Теорема 2.1. Пусть Р(?, и>) — неприводимый поли-

полином вида B.3), P0(z)#0, и пусть выполнено условие

max rank A (?, z) = га.
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Тогда существует такое алгебраическое множество

Мс с С„ коразмерности не меньше 2, что/
1°. При любом w<?Mc уравнение B$) имеет одно и

то же конечное число k ^ 1 решений, и все они невырож-

невырождены (т. е. выполняется B.6)).
2°. Если U с CjJ\Mc— односвязная область, то урав-

уравнение B.8) определяет к голоморфных в U функций
ti(w), ..., %h(w), причем

Отображение, вообще говоря, не определено на следую-

следующих алгебраических множествах в Cj,*1:

М1 = [(?, 2); Р[ (?, z) = 0}t М2 = {(С, 2): Ро (z) = 0}.

Так как полином Р неприводим и P0(z)^0, то множество

Ш\(М1 U Ж2) непусто. Критические точки отображения ?'
содержатся в множестве М3 = {(^, г): det^4(^, г) = 0},ипо
условию множество 2Я* = !Ш\(Ж4 U Мг U Ж3) непусто. Мно-

Множество ЗИ* является комплексным полуалгебраическим, и

по теореме Шевалле его образ ?'(ЗЭТ*) также является

комплексным полуалгебраическим множеством. Пусть
точка E°, z°)^$R*, тогда существует функция ?(z),
удовлетворяющая уравнению B.4), голоморфная при ма-

малых |z-z°j и такая, что ? (z°) = ?D, det С (z°) =И= 0. Поло-
Положим и>° = ?г (г°), тогда по теореме об обратной функции
уравнение ?2 (z) = ш разрешимо при w, близких к w0.

Следовательно, множество ?' (Ш1*) содержит окрестность
точки ty°. Так как оно является комплексным полуалгеб-
полуалгебраическим, то существует алгебраическое множество

i Си коразмерности >2 такое, что

АГс =

Итак, уравнение B.8) разрешимо при всех w ё Мс.
Фиксируем w°&Mc; тогда слой (^')~{ю° дискретен, так

как все точки перевала функции S(z, w°) невырождены
и поэтому изолированы. Этот слой является комплексным

полуалгебраическим множеством и потому состоит из ко-

конечного множества точек. Действительно, слой (?').~lu;0
состоит из точек (?, г) s
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Покажем, что при юФМс число решений k(w) урав-
уравнения B.8) не зависит от w. Так как codim Л/с 3s 2, то

множество С„\Л/с связно. Пусть юлФМс. Тогда, если

точки w* достаточно близка к ш\ то k(wl)> k(wa), так

как в силу теоремы об обратной функции вблизи каждо-
каждого решения уравнения t,z B) = w° имеется решение урав-
уравнения t,z(z) = wl- Аналогично, k(wl)> k(w°), и в силу
связности множества С^\МС функция k(w)^ const. Тем

самым утверждение 1° доказано; утверждение 2° вытекает

из полученных выше результатов и того факта, что V
не содержит образов критических точек отображения ?'.

Следствие 2.1. Пусть условия теоремы 2.1 выпол-

выполнены,

MR - Me П К [w = и + iv).

Тогда Мв есть вещественное алгебраическое множество

коразмерности >1. Если К — одна из связных компонент

множества R™\Mr, to функция S(z, и) при любом ве-

вещественном ке К имеет конечное число k ^ 1 точек пе-

перевала, не зависящее от и, и все они невырождены.
Покажем, что codim7J/R^ 1; остальные утверждения

вытекают из теоремы 2.1 и ее доказательства. Если

codim MR = 0, то MR = R"; тогда Мс =э R", т. е. Мс =

= С™, что противоречит соотношению codim Д/с 5*2.

Теорема 2.2. Пусть Р(z) — полином или рациональ-
рациональная функция и

L(z)#O. B.9)

Тогда все заключения теоремы 2.1 и следствия 2.1 спра-
справедливы для уравнения B.1).

Для доказательства достаточно заметить, что в данном

случае

P(l,z) = i-P(z); A?,z) = P:z(z).

Выясним, насколько широким является класс полино-

полиномов данной степени т, удовлетворяющих условию B.9),
и к чему приводит нарушение этого условия.

Предложение 2.2. Пусть P(z) —такой полином,
что

detK(z)=0. B.10)
Тогда Р' (С") содержится в алгебраическом множестве

коразмерности 2

28 м. в. Федорюи



434 ГЛ. V. МЕТОД ПЕРЕВАЛА (МНОГОМЕРНЫг/сЛУЧАйУ

В силу условия B.10) все точки z щ№ являются кри-
критическими для отображения Р'. По теореме Сарда мно-

множество Р' yCz) имеет меру нуль, и поскольку оно являет-

является комплексным полуалгебраичесюш, то его коразмер-
коразмерность ^=2.

Итак, если P(z) удовлетворяет условию B.10), то

уравнение B.1) неразрешимо при почти всех w. Доста-
Достаточно очевидно, что таких полиномов «мало»; придадим

точный смысл этому утверждению. Пусть М (то, п) — мно-

множество всех полиномов степени т ^ 2 от п переменных:

Р (z) = 2 paza. Это множество изоморфно пространству

Qtrim, n)
размерности N(m, n); каждому полиному Р взаим-

взаимно однозначно соответствует набор ipj, \a\ < т, его

коэффициентов. Положим |-Р|= ,2 I Pal-
la) 4m

Предложение 2.3. Полиномы Р^М(т, п), удов-
удовлетворяющие условию B.10), содержатся в собственном

алгебраическом подмножестве в пространстве коэффи-
коэффициентов С"ы- п).

Соотношение B.10) определяет алгебраическое мно-

множество Эй в пространстве С'^^^ХС". Его проекция Ш*
на пространство С^' -к) является комплексным полуал-

гебраическим множеством. Полином Ро (z) —^ zf
3=1

Если P(z)^M(m, п), \Р — Ро\ < е, е > 0 достаточно мало,

то полином Р Ф- ?Ш*. Действительно, пусть det (PQ)"ZZ (z°) ф 0;

тогда det P"zz (z°) Ф U при IP —Р01<е<1 в силу непре-
непрерывности. Следовательно, дополнение к Ш* в С^(т'п> со-

содержит шар, и потому codim ffl* > 2.

Тем самым доказано, что полиномы, удовлетворяющие

условию B.9), являются полиномами «общего поло-

положения».

3. Критерии конечности множества точек перевала.

Рассмотрим полином

Р&г) = ? + к2Р,(*)?г B.11)

где Pj(z)— полиномы от геС, и алгебраическую функ-
функцию ?(z), заданную уравнением B.4). Точки перевала
функции S(z, w) = t,(z)— <z, w) определяются из системы

Р & z) = 0, Р'я (С, 2) - wP[ (U z) = 0, B.12)
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Полином Р(?, z) называется q-однородным (q— целое

число), если полином P(t,q, z)—однородный по перемен-
переменным (?, z). Нетрудно видеть, что в этом случае P,(z)—
однородные полиномы степени jq и что для любого

Р(П, tz)=tk«P(Z, z). B.13)

Теорема 2.3. Пусть Р(?, z) есть q-однородный по-

полином вида B.11). Тогда для того, чтобы функция S(z,w)
при любом шеС" имела конечное и ненулевое число

решений, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось

условие

[P(l,z) = 0, P'z(?,z) = O}^{Z^O,z = O}. B.14)
Рассмотрим вспомогательную систему

Р(С9, z) = 0, P'z{t*,z)-wtq-lP№,z)=0, B.12')
где w^O фиксировано, te С. В силу g-однородности по-

полинома Р B.12 ) есть система однородных относительно

переменных (t, ?, z) уравнений и потому всегда имеет

нетривиальное решение (t°, ?°, z°)?=@, 0, 0). Если усло-
условие B.14) выполнено, то f Ф 0, и система B.12') имеет

решение вида A, ?*, г*), так что система B.12) имеет

решение ()/^*, 2*1. Итак, из условия B.14) следует су-

существование точек перевала функции S(z, w) при любом

w s С. Покажем, что из условия B.14) вытекает ко-

конечность числа точек перевала при любом w Ф 0. При
w = 0 это очевидно. Допустим, что при некотором w Ф 0

система B.12) имеет бесконечно много решений. Мно-
Множество 9JJ этих решений является комплексным полуал-

- /-1П+ 1

гебраическим множеством и потому некомпактно в t,^ 2.

Из g-однородности полинома Р следует, что |?(г)| <СЫд
при всех z. Поэтому 2Я содержит последовательность то-

точек (Z,s, zs), s = 1, 2, ..., такую, что |zs|-* °° при s -»- °о

где обозначено z°> = z4W\, I?* = ls\z>\-1. Тогда |zOs|=l,
|?;Osl sSC и последовательность (^Оз, гОа) имеет предельную

точку (?*, z*), \z*\ = 1. По непрерывности

Р<$*, z*) = 0, P'z(t*,z*) = O,

где z* Ф 0, что противоречит условию B,14).
28*
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Если условие B.14) не выполняется, То система B.12)
при w = 0 имеет решение (?°, г°)Ф@, 0). При этом z° Ф О

(в противном случае P{t,°, 0) = 0, откуда ?° = 0). Следо-
Следовательно, точка (tqt,°, tz°) является решением системы

B.12) при любом комплексном t, так что все точки

z = tz", t ^ С, являются точками перевала функции S (г, 0).
Итак, условие B.14) необходимо для того, чтобы

функция S(z, w) при всех w имела не более конечного

числа точек перевала.

Пусть система B.12) неразрешима при некотором
и>Ф0. Тогда вспомогательная система B.12') имеет не-

нетривиальное решение (t°, ?°, z°), где f = 0 (если f Ф 0,
то, как показано выше, система B.12) разрешима). Сле-

Следовательно, в точке (?°, 2°)?ь@, 0) условие B.14) нару-
нарушается. Теорема доказана.

Теорема 2.4. Пусть P(z)—однородный полином

степени m ~^ 2. Тогда для того, чтобы уравнение Рг B) = w

было разрешимо и имело конечное число решений при лю-

любом w е Сп, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось

условие

{Р;B) = 0]=^{г = 0}. B.15)

Кроме того, если условие B.15) выполнено, то при
любом w Ф 0 уравнение B.1) имеет (тп— 1)" решений
(с учетом их кратностей). Это следует из теоремы Безу.

Для доказательства теоремы достаточно рассмотреть
полином P(t,, z) = ? — P(z) и убедиться в том, что условие

B.14) для P(t,, z) эквивалентно условию B.15) для

P(z). Отметим еще, что условие B.15) эквивалентно не-

неравенству

\p't(z)\>C\z\m-\ zeeC1. B.16)

Теорема 2.5. Пусть P(z)—полином степени пг>2,
старшая однородная часть которого удовлетворяет усло-
условию B.15). Тогда при любом шгС" уравнение B.1)
разрешимо и имеет конечное число решений.

Положим P(z) = P°(z) +Pl(z), где Р° — однородный
полином степени тп, Р1 — полином степени не выше

тп— 1. Так как \PZ {z)\~^C\z\m'~1 при всех z по усло-

условию, то
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так что lira |P2(z)|=oo. Поэтому множество

|г|-»оо

«V = U: | Р'г B)| = Г)

компактно при любом г>0. Если уравнение B.1) при
некотором w e С" имеет бесконечно много решений, то

множество |г е С": Pz(z) — w], будучи алгебраическим,
некомпактно, и тем более некомпактно множество (ои.

Следовательно, уравнение B.1) при любом w имеет не

более конечного числа решений.
Остается доказать разрешимость уравнения B.1) при

любом w ^ С. Из условия B.15) и теоремы 2.2 следует,

что det {Р°)"г (z) ф 0. Имеем

p'L (z) = \z г~2 [on;; B/i z\) + o{\z r1)] о»к «).

и так как det (P°)lz (z) Ф 0 на сфере \z\ = 1, то

det Pzz (z) ф 0. В силу теоремы 2.2 множество Р' (С)
совпадает с С^ с точностью до алгебраического множест-

множества коразмерности >=2. Поэтому для любого w° ^ С71 су-

существует последовательность (z\ wh), к = 1, 2, ..., такая,

что Pz (zh) = wh-*~w°. Так как последовательность 1^*1
ограничена, то в силу компактности множеств юг (см. вы-

выше) последовательность {z'1} ограничена. Следовательно,
существует подпоследовательность {z*\ w*h) -*- (z°, w");
по непрерывности Pz (z°) = w°.

Резюмируем полученные результаты, ограничившись

уравнением B.1), где P(z) — полином степени т^2.

1°. Если det P"tz (z) ф 0, то уравнение B.1) при всех

w Ф Мс разрешимо, имеет конечное число решений, и все

они невырождены. Здесь Мс — некоторое алгебраическое
множество коразмерности ^2.

Полиномы Р, удовлетворяющие условию B.9), явля-

являются полиномами «общего положения» (см. предложе-
предложение 2.2).

2". Если старшая однородная часть полинома Р удов-

удовлетворяет условию B.15), то уравнение B.1) при лю-

любом шеС" разрешимо и имеет конечное число решений.
Такие полиномы также являются полиномами «общего

положения».

Предложение 2.4. Полиномы степени тп>2,
старшие однородные части которых не удовлетворяют ус-
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ловию B.15), содержатся в некотором собственном ал-

алгебраическом множестве в пространстве коэффициентов.
Рассмотрим множество в Ср(та>п)Х С™, заданное со-

соотношениями (P°)z (z) = 0, z Ф 0. Его проекция на Ср
™'п

есть комплексное полуалгебраическое множество ЗЭТ, точ-

точками которого являются не удовлетворяющие условию
m

B,15) полиномы. Полином Р° (г) — ^jZ^^SDi, и все

близкие полиномы также удовлетворяют условию B.15),
что следует, например, из B.16). Следовательно, дополне-
дополнение к Ш содержит шар, так что Ей содержится в собствен-

собственном алгебраическом подмножестве СР
т'п

.

В частности, полиномы, старшая однородная часть

которых удовлетворяет условию B.15), устойчивы отно-

относительно малых возмущений коэффициентов.

Пример 2.1. Полином Р (z) = -^

удовлетворяет условию B.9), но не удовлетворяет усло-
условию B.15). Уравнение B.1) не имеет решений тогда и

п

только тогда, когда 2 w] = 0, и> Ф 0. Если w = 0, то все

п

точки гиперповерхности 2 z) = 0 являются решениями

п

уравнения B.1). Если 2^1 Ф-^i то все точки перевала

полинома S(z, w) невырождены и имеют вид

2j=[2^!j wi, 1</<ге, B.17)

где ветвь корня одна и та же для всех ; (т. е. всего

имеется 2т — 1 точек перевала).
Пример 2,2. Полином

удовлетворяет условию B.9) и не удовлетворяет усло-
условию B.15). Множество решений уравнения Рг (z) = 0

имеет вид [z e С3: z\ + z\ = 0, г3 = 0}. Уравнение B.1)
не имеет решений тогда и только тогда, когда w\ + w\ =
= 0, wt = 0, w Ф 0.
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Пример 2.3. Полином Р (z) = 2 2Г> w > 2, удов-

удовлетворяет условию B.15). Функция S(z, w) имеет вы-

вырожденные точки перевала тогда и только тогда, когда w

принадлежит гиперповерхности wt w2... wn = О,

Для однородных полиномов от двух переменных спра-
справедливо более сильное утверждение, чем теорема 2.2.

Теорема 2.6. Пусть P(z)— однородный полином от

двух переменных степени пг>2. Тогда либо уравнение
B.1) при любом w?=0 имеет конечное (быть может, пу-

пустое) множество решений, либо

P(z) = (a121 + a2z2)m, B.18)

где uj — постоянные.

Рассмотрим уравнение A.2), где w — w°?=0. С по-

помощью замены г = Tz*, где Т — невырожденная матрица,
это уравнение можно привести к виду

Р*'* B*) -1=0, Pi B*) = 0. B.19)

Если P**(z*) = 0, то P* (z*) = cz\ , так что Р имеет вид

B.18). Допустим, что Р**{г*)ф 0 и что система B.19)

имеет бесконечно много решений. Тогда полиномы

Р** — 1, Р** имеют общий делитель
— полином /(г*);

этот полином однородный, так как Р% — однородный

полином. Следовательно,

где g
— некоторый полином. Полагая z* = 0, получаем,

что 1=0, и приходим к противоречию. Теорема доказана.

4. Малые возмущения. "Установим связь между точка-

точками перевала полинома P(z) и его старшей однородной
части Pa{z). Пусть m > 2,

где Р1 — однородный полином степени тп — /. Положим

5,B, w) = P°[z)-<zt w>, B.20)
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п

и пусть 52п~' — единичная сфера 2 i wj |2 = 1 в С". Так
3=1

как полином Р° однороден, то точки перевала z(w) функ-
функции S0(z, w) являются однородными функциями степени

1/A()
Пусть выполнено условие:

А. Все точки перевала функции SQ(z, w°) невырожде-
невырождены, где \w°\ «= 1.

Тогда существует окрестность U точки и>° на сфере
iS12" такая,чтопри w/\w\f=U функция S0(z, w) имеет од-

одно и то же число точек перевала zoi(u>), ..., zQh(w). Все
они являются голоморфными функциями w при wf\w\ <= U,
w?=Q, и однородными функциями и> степени 1/(т — 1).

Предложение 2.5. Пусть условие А выполнено.

Тогда существуют р > 0 и окрестность U<> точки w° на

единичной сфере З2" в CZ такие, что при w/\w\ e Ua,
\w\ >p:

1°. Функция S(z, w) имеет одно и то же число точек

перевала zi(w), ..., zk(w). Эти точки перевала невырож-
невырождены и являются голоморфными функциями ю,

2". Справедливо разложение

z* (w) = z°h (w) + 2 akj (w)t

где akj(w)—голоморфные и однородные функции степени

-//(те-1).
Следствие 2.2. Пусть условия предложения 2.5

выполнены, и полином P°{z) удовлетворяет условию

B.15). Тогда при р>1 в достаточно малой окрестности
Uа все точки перевала функции S(z, w) при Iwl^p,
w/\w\ e Uo, исчерпываются точками zj(w), 1</^/с.

Замечание 2.1. Если Р° не удовлетворяет условию

B.15), то следствие 2.2 не имеет места. Это означает,
что функция S(z, w) может иметь точки перевала, от-

отличные от точек z*(iv) (при |w|^p>l, w/\w\ e Uo),
даже если полином Р" невырожден. Рассмотрим

Пример 2.4.

так что w° = (l, 0). Функция SQ(z, w") имеет 3 точки пе-

перевала 2° : z\ = ix z% — 0, и все они невырождены.
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Функция S(z, w*) имеет 3 точки перевала

zs(p): z2 = 0, zl + Zl = p, s= 1,2,3,

которые обладают указанными в предложении 2.5 свой-

свойствами, и еще 2 точки перевала: z4'5(p) = p(l, ±?). За-

Заметим, что izs(p)l ~Ср1/3, s = l, 2, 3, |z'(p)|~Cp, s =

= 4, 5, при р -*¦ °°, так что точки z4'5(p) быстрее уходят
на бесконечность, чем точки zli2>3(p). Кроме того, точки

24'5(р) расположены на многообразии z\ + z\ = 0 нулей
полинома Р".

Рассмотрим вопрос о поведении точек перевала при
малом изменении коэффициентов полинома. Пусть для

простоты Р — однородный полином степени т, Pe(z)=*
= P(z)+ eQ(z), где Q — полином степени *^т. Нас инте-

интересует поведение решений z(e) уравнения

(Ре)'г {?) = w, юфО% B.21)

при фиксированном w и при в ->¦ 0. Из теоремы 2.5 сле-

следует, что если Р удовлетворяет условию B,15), то корни
возмущенного уравнения B.1) стремятся к корням не-

невозмущенного уравнения B.1) при е ->- 0. В противном
случае это не так.

Пример 2.5. Пусть P(z) — полином из примера 2.1,
п

Q (z) = 2 z)m' Тогда полином Pc(z) при е?=0 удовлетво-

п

ряет условию B.15). Пусть 2 и?)фО. Тогда уравнение

B.1) имеет 2т — 1 решений (см. пример 2.1), и все они

простые; уравнение B.21) имеет Bт — 1)" решений
(с учетом их кратностей) zJ(e). Из них Bт — 1)п —
— Bт — 1) стремятся к бесконечности.

Можно показать, что справедливо

Предложение 2.6. При е -*¦ +0 решение воз-

возмущенного уравнения B.21) либо стремится к решению

невозмущенного уравнения, либо уходит на бесконеч-

бесконечность.

В частности, если уравнение B.1) неразрешимо, но

все решения возмущенного уравнения уходят на бес-
бесконечность при е -»¦ +0.

5. Теоремы существования. Мы покажем, что асимпто-

асимптотика интеграла вида A.1) при X -»- +°° в случае, когда

S(z)— полином, удовлетворяющий некоторым достаточно
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общим условиям, равна сумме вкладов от точек перевала.

При доказательстве используются методы теории Морса,
причем приходится иметь дело с некомпактными в С"

многообразиями.
Напомним, что линии наибыстрейшего спуска функ-

функции ReP(z) являются фазовыми траекториями системы

A.7). Будем предполагать, что эти траектории лежат

в области голоморфности функции Р.
Лемма 2.1. 1°. Функция lmP(z) является первым

интегралом системы A.7).
2°. Если z{t)—решение системы A.7), то при t>0

-* min | P'z{z{%)) |2. B.22)

Имеем

dt ix 2 v

так что jj-ImP(z (?)) == 0. Далее2
t

p (z (t)) -p(z @)) = _ J | p; (Z («')) |2^' -

= ReP(z(f)) —RePB@)),

откуда следует B.22).
Лемма 2.2. Пусть Ма, ь

— максимальная связная ком-

компонента множества {а < ReP(z)^ b}, функция P(z) голо-

голоморфна при z e Ма ъ и

, г<=Ма,ъ. B.23)

Тогда Нп (Ма_ b, {Re Р = а}) да 0.

Фиксируем точку г"^Ма,ъ, fl^ReP(z°)^6, и пусть

z(t, z")—решение системы A.7) с данными Коши

z@) = z°. В силу оценки B.22) соответствующая фазовая
траектория придет на границу {ReP = a} множества Ма,ь
за время t(z°)< t0 = (b — а)С~г. Если ч<^Ма,ь есть отно-

относительный цикл mod{ReP = a} и ду содернштся в мно-

множестве ШеР = я}, то можно продеформировать f в цепь

у'с: (ReP = а}, сдвигая каждую точку ¦у вдоль фазовой
траектория.
Лемма 2.3. Пусть условия леммы 2.2 выполнены

с той лишь разницей, что функция P(z) имеет при
z e Л/а> (, конечное число к точек перевала, все они невы-

невырождены, ReP(z)>a в этих точках и B.23) выполняется
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вне окрестностей этих точек. Тогда

Ип{МвшЬ, {ReP = a})«Z®Z®...«Z {к раз). B.24)

Рассмотрим вначале случай, когда в Ма, ъ имеется

ровно одна точка перевала z°, ReP(z°) = C, где a<C<b.

Пусть Yс- ^а. ь есть «-мерный относительный цикл

mod {Re Р = а}. В силу леммы 2.2 i « ¦у' mod {Re P = а},
где f':=MaiC = {asSReP<C} ПА/а,ь. Пусть [/ — доста-

достаточно малая окрестность точки z°, О — Ма, с П ?/. Если

^' не пересекается с С, то i' ~ 0mod {ReP = а} в мно-

множестве Д/о_с, что вытекает из доказательства леммы 2.2.

Следовательно, #„ (M"a,c. {Rl' ^ = «}) ~ Нп {С — е <
^ Re Р < С, Re Р = С — г), где е > 0 достаточно мало.

Последняя группа гомологии изоморфна Z (см. лем-

лемму 1.3), и ее образующей является исчезающий цикл.

Пусть P(z) имеет к точек перевала z1, ..., z\
Re P(z') = C3, и пусть С} различны: а < Cl < C2 < ...

.,.
< Ch < fe. Выберем e > 0 настолько малым, чтобы было

Ci + г < Сг, Сг + е < С3, ..., и рассмотрим множества

В, = {Cj., + e < Re P < С, + е), / = 2, ...,
к - 1,

лежащие в ЛТа, ь. По доказанному выше Нп (Bh Re P =
= Cj —e)*Z, и образующей этой группы является исче-

исчезающий цикл Yj! выходящий из точки перевала z' (см.
лемму 1.3). Продолжим эти циклы у, до пересечения с

{ReP = a} и обозначим полученные циклы mod {Re P = a}
снова fj. Тогда всякий цикл "fmod{ReP = a} гомологичен

линейной комбинации п^( + ... + nhyh с целочисленными

коэффициентами. Можно показать, как это делается
в теории Морса, что ати циклы чi, ..., Чь гомологически

независимы. Их независимость следует также из того

факта, что

кп/2 j exp [IP (z)l dz — uj exp [XP (zi)]t

где uj ?= 0 — постоянные. Действительно, интегралы по "fj
имеют экспоненциальные асимптотики, и экспоненты

растут с разной скоростью при X -*¦ °°.

Аналогично исследуется случай, когда среди чисел Ct
есть равные.

Следствие 2.3. В условиях леммы 2.3 базис груп-
группы гомологии Нп (Мпш ь, Re Р

= а) состоит из циклов ^ та-
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них, что Ч) совпадает в окрестности точки перевала z'

с каноническим исчезающим циклом.
Замечание 2.2. Если среди точек перевала zJ есть

вырожденные, то

, ReP = Сг — б) ф ...

... ф Нип* {Ch - е < Re P <Cft, Re P = Ch -e), B.25)

где С> = ReP(z'), г > 0 — достаточно малое число и U3 —

достаточно малая окрестность точки z1. Этот факт доказы-
доказывается так же, как и лемма 2.3. Размерность /-и группы
из правой части B.25) называется n-мерным типовым

числом точки zj.

Применим полученные результаты к асимптотике ин-

интегралов вида

F (X) = J / (z) exp [IS (z)] dz, B.26)

где f
— компактное «-мерное многообразие с краем в Сп.

Теорема 2.7. Пусть функция P(z) удовлетворяет
условиям 2.3, функция f(z) голоморфна при z^Mab и

R.eP(z) = a на ду. Тогда либо асимптотика F(K) при
X -> +оо равна сумме вкладов от некоторых из точек пере-
перевала z1, ..., z\ либо F(Я) = О(еаХ).

Имеем

Ч * «iYi + • ¦ • + «Л* mod {Re P = a},

где щ
— целые числа. Асимптотика интеграла B.26) по

циклу fj равна вкладу от точки перевала z\ и теорема
доказана, если не все числа щ равны нулю. Если же

все щ равны нулю, то f можно продеформировать в кон-

ТУР Ч\ на котором ReP(z)=a, так что \F{X) I ^
^CeaX{X>Q).

Применим эту теорему к интегралу вида B.26) по R"
в случае, когда P(z)— полином.

Теорема 2.8. Пусть P(z)—полином степени пг>2,
удовлетворяющий условиям:

Iе. Старшая однородная часть P°(z) этого полинома

удовлетворяет условию B.15).
2°. Существует постоянная О 0 такая, что

\x\)m, ieR". B.27)
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Тогда асимптотика интеграла

F (X) = J exp [XP (х)] dx B.28)
Rn

при % -*¦ + °о равна сумме вкладов от точек перевала.
В силу условия 1° и теоремы 2.4 полином Р имеет

конечное число точек перевала z1, ..., z\ Пусть

а = min Re Р (z^), Ь =» max Re P (z?).
ijfe jft

Положим y= {ReP<a- 1} f) R2, T = К \у. Из

гB.27) следует, что интеграл по ¦у имеет порядок

О(ехр(Х(а— 1))) (Я,-*-+°°). Далее, у есть относительный

цикл mod {ReP = a— 1} в множестве A/e_ljb+1 =
= {а— 1 *S ReP < Ь + 1); пусть М° — одна из максималь-

максимальных связных компонент этого множества, ¦у0 = М° П |у.
Проверим, что Р удовлетворяет условиям леммы 2,3;
тогда теорема будет доказана. Имеем P(z) = P°(z) + P1(z),
где Р° — однородный полином степени m, P1 — полином

степени ^т — 1. В силу B.16) имеем

так что | Р2 (z) | > С | z |m, С" > 0, при больших I z!.
Замечание 2.3. Вместо R" в B.28) можно взять

бесконечный контур f, диффеоморфный R" и имеющий

структуру типа «-плоскости или конуса на бесконечности.

§ 3. Асимптотика фундаментальных решений
корректных по Петровскому уравнений

1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение с посто-

постоянными коэффициентами
®и (*' х) i Pm\,, и ^ — 0. C.1)dt '

где х е R", t>0, D = [ -г g—, ...,^-^—). Уравнение

C.1) называется корректным по Петровскому, если

sup (-ReP(i))<oo.

Фундаментальным решением задачи Ноши для уравне-
уравнения C.1) (или функцией Грина) называется функция
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G(t, x), удовлетворяющая уравнению C.1) а данным

Коши
ж _ ¦

г\ I у \ | -( ЛU |/ = 0
—

О[Х). \3-Ч

Здесь б (г) есть б-функция Дирака. Тем же способом, что

и в гл. IV, § 7, получаем интегральное представление

G (t, х) - Bл)-" J ехр [- tP {%) + i (x, ?>] сЩ, C.3)
Rn

где интеграл понимается в смысле обобщенных функций.
Нас интересует асимптотическое поведение G (t, x) при

фиксированном t>Q, \x\ -+¦ 0. Асимптотику интеграла
C.3) будем исследовать с помощью метода перевала.

2. Параболические уравнения. Оценки функции Грина.
Уравнение C.1) называется параболическим, если

ReP°(l)>0, g€ER«, |^0, C.4)

где Р°(\) — старшая однородная часть полинома Р. Такие
полиномы называются параболическими. Степень парабо-
параболического полинома четна.

Введем класс @Bт, п) однородных параболических
полиномов степени 2т, т S* 1, от п переменных. Если

Ре^Bт, п), то в силу однородности

G(t, x) = t~n/imG{i, xt-i/2m). C.5)

Далее предполагается, что п > 2, т > 2, так как при

т = 1 интеграл C.3) берется; в частности, функция Гри-
Грина уравнения теплопроводности

—
— А

имеет вид

так что G({, х) в данном примере экспоненциально убы-
убывает при \х\ -*• °°. Известно, что функция Грина парабо-
параболического уравнения допускает оценку

г. е. экспопенциально убывает при \х\ -*¦ °°.

Нас интересует асимптотика G(I, х) при \х\ -*¦ °°.

Введем обозначения

w)=-P&)+<t w>. C.C)



§ 3. АСИМПТОТИКА ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 447

Результаты пп. 2—6 принадлежат С. Г. Гиндикину
и автору [59], [60], [61].

Наиболее трудным при применении метода перевала
является вопрос об отборе точек перевала, дающих основ-

основной вклад в асимптотику. Из общих соображений (лем-
(лемма 1.2) вытекает, что асимптотика интеграла G(l, х)
дается теми точками перевала, в которых достигается
ыинимакс

min max Re S (?, ix) C.7)

(если он существует). Здесь {^} — множество всех конту-

ров ^, эквивалентных Rn, т. е. таких, что

G A, х) = Bя)~« j exp (S (?, ix)) <% C.8)
v

при всех х е R". Семейство {у) контуров, эквивалент-

эквивалентных 1, трудно обозримо. Рассмотрим подмножество этого

семейства, состоящее из сдвигов R™ на векторы вида щ,

т) е R", т. е. семейство n-плоскостей t, = 1 + ?r|, f e R", ц

фиксировано. Введем функцию

Ti); C.9)

тогда минимакс C.7) примет вид

min(-v(T))-<jtJT1» = n(a;), C.7')

а точки, в которых достигается минимум C.7'), опреде-
определяются из уравнения

Эти соображения приводят к следующему правилу от-

отбора точек перевала (доказательства приведены ниже).
Пусть v^C'fR"), тогда находим ii = r|(.r) из уравнения

C.10) и затем на n-плоскости Т1 = г|(л;) находим точки,

в которых достигается max(—ReP(% + if\(x))). Это точки

и будут точками перевала функции S(?, ix), а п-плос-

кость ц
= ц(х) будет перевальным контуром. Однако

если v^C^R"), то этот метод не позволяет найти нуж-

нужные точки перевала для всех направлений в R*-
Установим некоторые свойства функции v и получим

оценки для |GA, x)\.
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Теорема 3.1. Пусть Р(?)е=^»Bто, п). Тогда функ-
функция v(r|):

1°. Выпукла кверху.
2°. Однородна степени 2т и удовлетворяет оценкам

-C2|r]l2"\ d. > > 0, C.11)

при ц е R".
3°. Кусочно-алгебраическая и бесконечно дифферен-

дифференцируема всюду в Щ\, за исключением, быть может, алгеб-

алгебраического множества коразмерности >1.

Функция Rh{%, r|) = Re.P(? + h + ir\) является плюри-
гармонической при любом NR*. Так как v(t))==
= min Дл(?, л)» т0 ч(ч)—плюрисупергармоническая

функция от (?, т]). Функция v(t)) выпукла кверху, по-

поскольку v(г|) не зависит от | ([И])- Однородность функ-
функции v(t)) следует из однородности полинома Р{%). Чтобы
доказать C.11), достаточно показать, что v(t))<0 при

ti^O. Выберем «eR такое, что (а+iJrn =-Ь <0. Так

как Р(ац + щ)= —ЬР(г\), то при ц
=? 0 имеем

v(tj) < Re P(ац + щ) = -Ь Re P(т]) < 0.

Тем самым утверждения 1°, 2° доказаны.

Докажем 3°. Рассмотрим алгебраическое множество

Ма Щ XR^XRv'заданное уравнением v == —ReP(% + ir\),
и пусть TV—проекция М на Щ X Rv- Из определения
функции v следует, что N = {(v, т)): v<v(t])}. По теоре-
теореме Зайденберга — Тарского множество N является полуал-

полуалгебраическим, так что его граница dN = {(v, tj) : v = v(t]) }
содержится в некотором собственном алгебраическом под-

подмножестве R^V- Можно считать, что это множество за-

задается одним полиномиальным уравнением /(v, т))=0,
так что v(t))—кусочно-алгебраическая функция. Следо-
Следовательно (см. § 2, п. 1), существует алгебраическое мно-

множество FczR^ коразмерности ^1 такое, что ve

)(K\)
Лемма 3.1. Пусть P(t,)^!PBm, n), тогда существу-

существуют постоянные С,, С2 > 0 такие, что

СМ\гт C.12)

при ||| ^С2\ц\.
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Имеем
2т

Так как Pe^Bm, n), то

ReP(?, 0)>с\Цгп, с>0,

Qa(V)— однородные полиномы степени 2m—"lal, и при

||| > c'ItjI имеем

с~ 2 -5rc«(c')-lal !1|2т*
'

|а|=1
*

/

где- са не зависят от ?. Если с' > 1, то

Так как v(t])<0, to C.14) доказано.

Пусть ц(х)— функция, определенная в C.7'). Функ-
Функции \х(х), v(—т|) двойственны по Юнгу.
Лемма 3.2. 1°. Функция \i(x) выпукла кверху.
'2". Функция \i(x) однородна степени 2m/Bm — l),

и при всех jsR"

-did2""*8 -1'< \l(x)< -С2\х\1т/(гт-'\ C.13)

где Cit 2 > 0 — постоянные.

3?. Пусть Н (я;) — точка, в которой достигается мини-

минимум C.7'). Тогда существует такая постоянная с>0,
что

\Е(х)\^С\х\1"гп-*\ ieR", C.14)
для всех таких И(х).

Утверждения Iе, 2е вытекают из свойств двойствен-
двойственных по Юнгу функций и из однородности v. Докажем 3°:
в силу однородности \i достаточно показать, что

sup [H (ж) |< оо. Допустим противное; тогда существует

последовательность {х1}, \хЦ = 1, lira x^ =х°, lim|H (xJ)| =
j-»00 j-»ao

= oo^j откуда следует, что

ц (х°) = lim (- v (Ы (xf)) - <^\ Н (xJ))) = оо,-

так как —v(tj) при |г|! ->- °о растет как |т]!2т. Полученное
противоречие доказывает C.14).
29 м. В. федорюк
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Теорема 3.2. Пусть Ре^Bт, п), тогда

№, *) I <сх ехР [*и(-г)][с« | -г
Z? частности, при всяком б >0

1С <*, х) 1 < С {б) exp [^(i)]| -f Р2 -1^х 1-Г1 > б). C.16)

Заменим в C.3) интеграл по Щ интегралом по

га-плоскосги ? = ? + ir\, | е= R", г) фиксировано. Тогда
I G (i, а?) |< Bя)-» exp [- (v (ц) - <ж, tj)] X

XJ exp[<(v(TO-ReP(S + iTi))]^
R"

при любом г) s Rn. Пусть 1 (t, т))—последний интеграл;
представим его в виде 7\ + /2, где h — интеграл по мно-

множеству |?| ^^Iril, и С2 — то же, что и в лемме 3.1. Тогда

так как подынтегральная функция в интеграле /4 не пре-
превосходит 1. Далее, в силу C.12) имеем

exp (- C,t \%fm) dl = С4Гп/Bт).4

Окончательно получаем, что

\G(t, x)\<Cexp[-tv(r\)-<x,

при любом т| е Rn. Полагая г) = Н(,г/?), где точка Е(х)
дает минимум —\(г\)—(х, т]>, и учитывая C.14), полу-
получаем C.15). Чтобы получить C.16) из C.15), достаточно

заметить, что при UI2m//>6 второй член в квадратных
скобках из C.15) оценивается через первый.

Из C.16) следует, что функция G(l, x) экспонен-

экспоненциально убывает при \х\ -*-<».

3. Параболические уравнения. Асимптотика функции
Грина при вещественных х.

Лемма 3.3. Пусть Ре.!РBт, п), функция v(i))eC'
в окрестности точки г\°. Тогда все точки п-плоскости
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т]
= т|°, в которых достигается max (— ReP (? + irf)), яв-

|eRn

ляются точками перевала функции S{%, iz°), где

Пусть Г — множество всех точек на п-плоскости

т]
= т)°, в которых достигается шах(—ReP). Имеем

Rei>i(S + iT)O) = O, SeT.

Пусть JeR", |/I = 1, тогда имеет место формула

где д/dl — производная по направлению I. Так как v^

av (n°) 5v (л0)
в окрестности точки ц , то —д/

= — --¦--¦'¦:-<-, так что

Rei>;a + in0), ^> = max <Re/>;,(? + г^0), Z>.

Следовательно, <Rp-Pri (ь + irj0)^ ^> — const на Г, и так как

это верио для любого единичного вектора I, то

Re Р'ц (% + iif) = const на Г. Следовательно, vj, (ц°) =
= — Re P'n (I + ir\°) при 1^Т. Так как

Re S(l, 1х0) = -ПеРA + щ)-<ц,х0>,

то при х° = — W, (г|°) в точке 1° = 1° + irj° имеем Re 5g =
= 0, Re 5П= 0. Из условий Коши — Римана вытекает, что

Отметим, что га-плоскость ц = т)° является, в условиях

леммы 3.3, перевальным контуром для функции S(%, ix°).
Лемма 3.4. Если Р^^>Bт, п), то det Р'ц{%) ф 0.

Достаточно показать, что Re Рц (^°) > 0 в некоторой
точке ^° е R" (т. е. матрица положительно определена).
Тогда del РцA,0) фО. Действительно, если А, В — веще-

вещественные симметрические матрицы и А > 0, то

(A + iB)?^O.
Положим (здесь |^R")

и пусть |° — точка, в которой достигается максимум.

29*
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Функция g(l) строго выпукла при ? ^ О, т. е. g|g{
%?>0. Далее,

так что

/ E) - / A°) - <А (I0)- 5 - ?°> > а| 5 - 1° \\ а> 0,

при малых || — |°|, так что /g| (?°) > 0. Лемма доказана.
Точки перевала интеграла G(l, х) определяются .

из

уравнения

P[® = ix. C.17)
Отметим один важный частный случай.
Лемма 3.5. Пусть

'

коэффициенты полинома Ре

е^Bт, п) вещественны. Тогда уравнение C.17) раз-
разрешимо при любом вещественном х, и если ? (х) — точка

перевала, то — ?(я) также является точкой перевала.
В силу однородности полинома Р множество 7Р =

= 11^^; |||=1} является компактным С-многообра-
зием размерности п — 1, звездным относительно начала

координат. Следовательно, нормаль к ^v может иметь лю-

любое направление. Так как нормаль в точке ?° е Vp и век-

вектор Р'\ (|°) параллельны, то уравнение Р{ (|) = х имеет

решение | (я) е Rn при любоя «е R". В силу однородно-
2т—1_

сти Р точки У^Кя) являются решениями уравнения

C.17). Пусть Ь,(х)— решение уравнения C.17), тогда

в силу вещественности и однородности Р имеем

P[{-l(x))^-P{{l{x)) = ix.

В силу леммы 3.4 и теоремы 2.2 существуют такие

алгебраические множества Me c С«, Л/д с: Я" коразмер-
коразмерности ^2, ^1 соответственно, что при х*?Мс, хФМя
функция S(t,, ix) илшет конечное (ненулевое) число то-

точек перевала и все они невырождены. Однако при х е Мс
(или при х е MR) функция 5 може.т иметь вырожденные
точки перевала, может иметь бесконечно много точек

перевала и может вовсе не иметь точек перевала (см.
примеры 2.1, 2.2). В этих случаях мы не умеем (за очень

редкими исключениями) вычислять асимптотику G(l,x),
даже если известно, какие точки перевала дают основной

вклад в асимптотику.

Приступим к формулировке основной теоремы. Пусть
Mbcr.R?— указанное выше исключительное алгебраиче-
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ское множество, тогда
N

\ it I I mt.= U
'

где SO^j — связные непересекающиеся открытые множества.

Все они в силу однородности Р являются конусами с вер-

вершиной в точке х = 0. Уравнение C,17) при каждом х^Щ
имеет одно и то же число к, решений ?Jl (х), . .., t,}kJ (x)
на ^-плоскости т)

= Н(а;), и все эти точки перевала не-

невырождены. Положим Щ= 9И;- П б1" ,где 571 — единич-
единичная сфера \х\ = 1 в R",

Теорема 3.3. Пусть v(r))e C'(R"). Тогда при
х-/1&Щ,\х\гтЦ.-+-\-оо справедливо асимптотическое раз-
разложение

г it тл _ V п. it тЛ /я 1S4»

х i + 2fl.
_!

Mi^l C.19)

Здесь функции ajsq&Cx при x^Wlu это разложение

равномерно по со = xj\ х \ е Ж], г5е Ж°аШ^—произволь-
Ж°аШ^—произвольный компакт. Разложение C.18) можно дифференциро-
дифференцировать по t, х любое число раз.

Выбор ветви корня в C,19) следующий:
п

arg det -Рг-г (С (л1")) =
^- т, arg(— А^ и )Л

где %3/ (х9)— собственные значения матрицы-Р^ (?;s N

Заменим в интеграле C.3) контур интегрирования
га-плоскостью ? = g + гт] (ж/i) и в полученном интеграле

сделаем замену g -* {\x\/tyn2m-l)\. Тогда

/=Jex
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где обозначено

/U, со) = -Р(! + гН(со))+;<«, ?+Щсо)>,

cl2m\l/(Sm-l) C.22)

Большим параметром является X. Функция /(|, со) при

каждом фиксированном со е Щ имеет одно и то же число

вещественных точек перевала ?JS(co), I ^ s «? kh где

?JS(co) + Ш(со) = ?JS((o), и все они невырождены. В силу
леммы 3.2 существуют С,, С2>0 такие, что Re/(|, co)<
<-v(ii)-C,IH2m при ||1^С2|т]|. Пусть Ж°сЩ — ком-

компакт, тогда |Н (со) I > С3 > 0 при со е Ж]. Имеем

f

C>0,

так что этот интеграл экспоненциально мал по сравнению
с ехр(—^v(t)) ). Интеграл от функции exp[X/(f, со)] по

области !|| ^ С21Н (со) | в силу теоремы 1.2 равен сумме
вкладов от точек перевала ?"(со). Заметим, что в силу

однородности Р и формулы Эйлера

в точке перевала 5JS(co) имеем

Вычисляя вклады (см. A.9), A.10)), получаем C.19).
Следствие 3.1. Пусть функция v(r\)^C{ в окрест-

окрестности точки т|0 Ф 0, точка х" = — Vt,^0) принадлежит од-

одному из конусов 2Jlj. Тогда разложение C.18), C.19) име-

имеет место при \x\Zm/t -v оо, х^Ж = {х: х = рш, 0<р<<»7
со s U), где U — достаточно малая окрестность точки

со" = х°/\х°| на единичной сфере \х\ = 1.
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Замечание 3.1. Главный член асимптотики имеег

вид (при х<^Ш])

n(m-i) Г Щ I 2m

8=1

| a«-iJJ, C.23)

где A,), BSJ—постоянные, Bsj вещественны. В частности,
если Р — вещественный полином, то (см. лемму 3.4)
к} четно и слагаемые в C.23) входят парами:

Asj exp yiBsj \х\2т ! J + (комплексно сопряженная

величина).
В этом случае G(l, х) имеет на каждом луче х = рх°,

О < р < «г, х° е ЗИ°, бесконечно много нулей.
Обсудим вопрос об эффективности правила отбора то-

точек перевала, построенного в лемме 3,3. Очевидно, что

оно непригодно, если v^C"(R"). Такие функции v долж-

должны существовать: функция v(i])—кусочно-алгебраиче-
v(i])—кусочно-алгебраическая, т. е. она «склеена» из различных гладких ветвей

алгебраических функций, и в местах склейки может не

быть гладкой.
1°. Если vsC"(R°), то этот метод позволяет вычис-

вычислить асимптотику G(i, x) при \х\ -»- °°, x^MR.
2°'. Существует открытое множество полной размерно-

размерности (в пространстве коэффициентов) полиномов Ре

^!?Bт, п), для которых veC°°(R"). Далее, если

P<=jpBm, n) и удовлетворяет условию B.15), или если

п = 2, то получаем асимптотику G({, x) на множестве

полной размерности в R".

3°. Существуют такие полиномы Р^@Bт, п), что

функция v<?Cl(Rn) (т. е. ее график v = v(r)), г) е Rn

имеет угловые точки). В частности, если е>0 достаточ-
достаточно мало, то функция v, отвечающая полиному

]JPG - \ _ (V I 7"\Г l2l» Zl)
— \Z\ "Г I'll

не принадлежит C(R2) (см. [59]). Полиномы с негладки-

негладкими v также содержат открытое множество в ?Р{2т, п).
Рассмотрим примеры.
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Пример 3.1. Пусть G(l, х)—~ фундаментальное ре-
решение уравнения :

ди (— 1)т

In \m

.
. Здесь Р (Q — 1/27/г ( 2 Cj > Т0ЧКН перевала функции

S(t,, ix) вычислены в примере 2.1. В данном случае ми-

нимум C.9) достигается в точках |'= +'T]sin 2 ,^ _ 1
,:

функция v равна . .

Асимптотика G(l, z) при UI -*¦ °° равна сумме вкладов

от точек перевала ?(ж), —^(х), где

_ /,itooS <r\ с,-,
Я

t /г1» — тЛ ГI 2Ш-1
— е и5 \х;, ю0

—

2 ^т — 1)' ^^ >
—

' ' '

так что

= 2 B^)-"/4dc ^(^())]
X [cos (Р (?(*)) cos шо +o(l))J.

В работе [63] доказано, что если />(?) — сильно выпук-

выпуклый полином с вещественными коэффициентами, то ми-

минимум C.9) достигается при всех х в тех же самых точ-
¦

'

( . К \l-2m

ках, функция v (г\) = — (sin
2 ,<?т_

I P (т\) и асимп-

асимптотика G(l, ж) при |ж| -*¦ оо равна сумме вкладов от двух

точек перевала.

G1
\ТО

2&Л . «>0. Если

а>0 достаточно мало, то Р^1^!РBт, п), и минимум

C.9) достигается, только в точке la(r\)=_ n ctgcoo,

^о
~

~о—~р Асимптотика G(l, ж) при \х\ -»-<» .равна

вкладу от точки перевала С (^ — ?г "^(^(К^) см- в при-
примере 3.1) и имеет вид
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Если а фиксировано п полином Р(?) достаточно бли-

близок к полиному Ра(?), то минимум C.9) достигается при
всех Г| в точке ?(т]), близкой, к точке |a(ii)i и асимп/го-

тика GA, х) при \х\ -*• °о равна вкладу от точки пере-
перевала, близкой к точке t,a(x).

Перенесем полученные в теореме 3.3 результаты на

неоднородные параболические полиномы. Пусть

где Pj — однородный полином степени 2т — /, Р° е

e^>Bm, п), и положим S°{1, ix) = -Р°(?) + Ks, ?>.
Пусть Мч, SWj, 9Й° — множества, отвечающие полиному Р°,
и v° — функция, построенная по Я0. В силу предложения
2.5 точки перевала функции S при х е 2Л;, |х| > 1, близка
к точкам перевала функции S0; обозначим их t;0-15, ?JS со-

соответственно.

Предложение 3.1. Пусть Р — неоднородный пара-
параболический полином степени 2т, функция v°.^Cl(Rn).
Тогда- при \x\imlt -*- «, f/U| < б, x/t.^% и при б>0 до-

достаточно малом справедливо- асимптотическое разложение

C.18), где .
..

n'm—l) п

~^=Г [dot P;S (Cw's {x/1 x | ))]-1/2 X .

X cxp [- tP (Cis {xlt)) + i CJ' Wt), x)](i + Q}i)r

<?j. - 1 + S (M * Гт)'/С'т"%» Ф I ^ Г 1)l/<lm )), C.24)

u функции aj3,(e) — аналитические функции е при-ма-
при-малых |e|.

Разложение C.18) можно дифференцировать по t, x

любое число раз.

Следствие 3.1 также остается в силе.

Доказательство проводится по той же схеме, что

и доказательство теоремы 3.3. Именно, деформируем кон-

контур интегрирования в «-плоскость т)
= H(x/t), показыва-

показываем, что интеграл по множеству l|l ^ C\H (x/t) \ X

X(\x\/t)lHim+i), лежащему в этой п-шгоскости, экспонен-

экспоненциально мал по сравнению с ехр(—A {\x\2m/t)inzm~l)) при
любом А > 0, если С > 1, и применяем теорему 1.2 к

оставшемуся интегралу.
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4. Корректные по Петровскому уравнения с чисто

мнимой п дефинитной старшей частью. Пусть Р°(?)
(старшая однородная часть полинома Р) есть полином

с чисто мнимыми коэффициентами и полином Ра{\) де-

дефинитен;

Тогда РЦ\)— полином четной степени 2тп > 2. Пусть
Ж+ Bт, п) — класс всех таких полиномов степени 2тп от

п переменных.
Типичным примером служит уравнение Шредингера:

ди А

-т— = Ши.
dt

В этом примере функция Грина имеет вид

G (L х) = 2"

так что при Ы -»¦ °°, t>0 фиксированном функция Гри-
Грина сильно осциллирует, но не убывает экспоненциально.

Интеграл C.3) не является абсолютно сходящимся,
если Р^Ж'+Bт, п), и его необходимо регуляризовать.
Будем рассматривать G(i, x) при фиксированном t>Q
как функционал под пространством К (R2) финитных бес-
бесконечно дифференцируемых функций. Преобразование
Фурье переводит К в пространство Z (/??). Если \J)eZ,
то iji (I) e 9* (R") и аналитически продолжается на все

комплексное пространство С" как целая функция пер-
первого порядка роста и конечного типа ([12]). Пусть F —

преобразование Фурье (х-*-|), тогда G(t, x) =
= /г~'(ехр(—tP(l))). Применяя равенство Парсеваля и

переходя к полярным координатам, получаем

(G(t, x), Ф(х)) = Bя)-п(ехр(
где <pfzK(Rn), \JjeZ(R"), так что

(G, Ф) = J ехр (- tP (I)) ф (- 1) dl =

R?

sn-i

Здесь g = r9, r = |||, S"-1 = (в: | 6j = lj и rfS - эле-
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мент поверхности сферы Sn~l. Перестановка порядка ин-

интегрирования законна, так как я|з <= Z.

Рассмотрим интеграл по dr (t, 0 фиксированы). Так

как т]; <= Z, то 1г?(?) I «SC^ exp(C2l?l) при всех комплекс-

комплексных %. Поэтому интеграл равен интегралу по контуру
1(А) (в комплексной плоскости г), который состоит из

отрезка [О, А], А > 0, и луча г = А + ре-'ел/2т, 0< р < +°°,
где е — знак 1тР(?) при 1^=0. Пусть е = +1; тогда

P(t)~°iQit), Q(t)>0, и при r<sl(A), r-*-со имеем

Поскольку Q(Q)^О 0 при 6^5°"', то интеграл по кон-

контуру 1(А) сходится абсолютно и равномерно по 8. Выра-
Выражая ^ через ф, получаем

j exp [- tr2mP (г9)] г|) (- гв) rn~ldr =

= j f J f охр [- ir2mP (гб) + ir (х, 9>] г" *dS) X

X ф (л) dx.

Перестановка порядка интегрирования законна, так как

фбС(Кп). Итак,

(G, Ф) - Bл)"" J G {U х) Ф (х) dx,

где для G имеет место формула

G (t, х) = Bл)-п j f j exp [- tP A) + i (x, ?>] r"-1^")^.
sn-l \i(A) J

C.26)

Заметим, что интеграл C.26) не зависит от А. Из этих

рассуждонпй вытекает

Предложение 3.2. Если полином Р ^ Ж+ Bт, п),
то функция Грина G(t, x) является при каждом фикси-
фиксированном t>0 целой функцией от jeC". Если

lmP(l)>0 (<0) при l^Rn, S^O, то G(t, x) является

голоморфной функцией (t, х) при Im t «? 0 (>0), х е С".
Отметим еще, что если Р ^ Ж+Bпг, п), то

в силу однородности Р.
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Если РеЖ+Bт, п), то функция S(?, ix) при любом
jeR" имеет вещественные точки перевала; они-то и дают

главный вклад в асимптотику G. Действительно, Р(?) =

~^(?(?)) гДе Q ~~ вещественный полином. Пусть (? A)^*0
при | е R", \Ф 0; тогда множество Ie = {^R": (?(?) =1}
есть С°° — многообразие размерности .{п — 1), звездное
относительно начала координат. Поэтому нормаль к MQ
может иметь любое направление в R", вектор нормали п%

в точке | параллелен вектору (?&.(?). Если \{x)^MQ та-

таково, что щ(х)\\х, то точка ?==Я?(ж) при некотором i Ф 0

есть вещественная точка перевала, функции 5(|, гж).
Далее, если Р^Ж+{2т, п), то полином /э(е-^/2"ч)е
s^Bm, гс), так что в силу леммы .3.4 \det.P^| (|) f|.O.
Вырожденные вещественные точки перевала

— это точки,
в которых

-¦¦¦"

т. е. точки, в которых многообразие gn+i = ?p-(g) B.Rn+1
имеет нулевую гауссову кривизну. Пусть MR — множество

всех х е Rni которым отвечают вырожденные веществен-
вещественные точки ¦перевала, тогда MR есть вещественное "полу-

"полуалгебраическое коническое множество коразмерности .^1.

ИмеемR*\Affl_=SW1 U ... U ЯИ^.где Щ — связные откры-

открытые конусы в R?. При любом х&Щ функция S(t,, ix)
имеет одно и то же число к} вещественных точек пере-

вала lh(x),...,fj(x).
'

Теорема 3.4. Пусть полином Р<= Х+ Bт, га), т> I,
Тогда при x/t^$R, \x\2m/t -> do справедливо асимптотиче-

асимптотическое разложение C.18),

fy (t, x) = Bл)-п/21 х p«<

Здесь функции и^бС- и^ц ж/|дг|еЗЭТ", эго разложе-
разложение равномерно по х/\х\^ X'ji где Ж°а Ш]—произволь-
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иый компакт. Разложение C.27) можно дифференциро-
дифференцировать по t, х любое число раз.

Таким образом, функция G(I, х) сильно осциллирует
при \х\ -v оо и убывает при т>2 степенным образом:
IСA, x)\=O{\x\-Mm-i)n2m~").

Делая в интеграле C.3) замену | -» (|.r!/?)i/Bm-1)?,
получаем для G(t, x) представление C.21), где К, <а те

же, что и в C.22),

Выберем А > 0 такое, что все вещественные точки пере-

перевала функции / лежат в шаре |||<Л/2 при |оэ|=1,
и заменим контур интегрирования в C.21) контуром

5П-'Х/(Л) (см.. C.26)). Пусть 1тР(Ъ)>0 при вещест-
вещественных \Ф0 и Г(А) -.- луч г = А + Сре-ы/2т, 0 ^ р < °°.

Тогда, если С > 0 достаточно велико,

Re/(re, ш)^-СУ"\ г^Г(Л), е.шеГ1,

где С" > 0 может быть выбрано сколь угодно большим за

счет увеличения С. Поэтому интеграл по контуру Sn~l X

Xl(A) имеет порядок О(е~сх). К интегралу по оставше-

оставшемуся контуру применима теорема 1.2.

Следствие 3.2. Пусть многообразие
Л/= {|sR": 1тР(?) = в>,

строго выпукло. Тогда при Ы-*-0 асимптотика G (t, x)
равна вкладу от (единственной) вещественной точки

перевала %(x/t).
Пример 3.3. Рассмотрим уравнение

-5F
= 2^ЬА) и.

Тогда при \х\ -*¦ оо

G A, х) ~ Bл)~п/21 х р"е»-1)/«™-« Bт - i)-i/a<rinn/-i X

Полученные выше результаты переносятся на тот у

чай, когда Р — корректный по Петровскому неоднород-
неоднородный полином, старшая однородная часть Р°{д) которого

принадлежит классу Ж* Bт, п). Пусть 50{?, te) =

*=-Рп(I) + i(x, ?>, Z,}k(t, x) — точки перевала "функции S
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такие, что t'h(t, x)~l'h(t, х) при t/\x\ -* О, где ^'"—точ-
^'"—точки перевала функции So, указанные в теореме 3.4.

Следствие 3.3. Пусть Р — корректный по Петров-
Петровскому полином, Р°еJfBm, n). Тогда при хЦ^Ш},
\х\ It -*¦ °°, t/\x\^6, и при достаточно малом б>0

справедливо асимптотическое разложение C.18), где

G,. имеют вид C.27).
Отметим важный частный случай:

Предложение 3.3. Пусть

где Р1 — однородный полином степени 2тп — /, Р

^Ж*Bт, п) и при вещественных ?

Re Р1 (?)=¦¦• = Re Я"-1 E)-О,
<0 (%Ф0, р>0).

(

Тогда при тех же условиях, что и в следствии 3.2,
справедливо разложение C.18), где

Re S* (ш) = ...
= Re S*^ (со) = О,

)

Пусть jeR"\{0}, 1°(У)— простая вещественная точка

перевала функции ?<,(?, iy), в = \y\~i/r-m-i}, <д = у/\у\.
При малых е>0 функция S(t,, iy) имеет точку перевала

где ряд сходится при |е| <1 (см. предложение 2.5). По-
Покажем, что

Re Е° (У) = Re Г (У) = -..-= Re S2"-1 (У) = О,
C.30)

при вещественных у Ф 0. Делая замену \ -*¦ tt, в уравне-

уравнении S^ = 0, получаем

Р( @ + еЯГ (9 + • ¦ • + в2  ^ '(9 = ш, C.31)

причем Z(y)"*¦ С(ш)• Ниже будем считать, что о фиксиро-
фиксировано, 0 < е <К 1. Так как полиномы Р°, ...,

Р2?-1 имеют

чисто мнимые коэффициенты, то Re ?°(со)=... =
= Re g2*3-1 (со) = 0. Разлагая левую часть уравнения C.31)
по степеням е, для Im t,2p получаем уравнение

- Im РЦ (?») Im ^ + Re Р;2" (?°) = 0,
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и так как матрица Im/J^(Q певырождена, то C.30) до-

доказано.

Докажем C.29). Имеем из C.30), C.28), что

), co>] =

В условиях предложения C.3) имеет место оценка

п(т—1) п Г 2р—1 2т—2р

f [| G A, х) |< С, | х f гBт-1)Г2<2т-1) ехр [_ СаГ^1\ х\ш~1 I
с2 > о,

т. е. G(i, х) убывает экспоненциально, но медленнее, чем

функция Грина параболического уравнения.
5. Общие корректные по Петровскому уравнения.

Если уравнение C.1) корректно по Петровскому, но не

является параболическим или уравнением рассмотренного
в п. 2 класса, то функция Грина является обобщенной

функцией конечного порядка над пространством C^(R^)
при фиксированном t > 0. Если Ре^Bт, п), то G(l, x)
экспоненциально убывает при Ы -*¦ <»; если Р =

^¦Ж?{2т, п), то G(l, x) сильно осциллирует и убывает
только степенным образом. Если же Р — однородный по-

полином, не входящий ни в один из этих классов, то

G(l, x) может по одним направлениям в R? убывать экс-

экспоненциально, как функция Грина параболического урав-
уравнения, а по другим — сильно осциллировать и убывать
только степенным образом. При п — 1 типичным приме-

ди д3и
ром служит уравнение -гг— —з

•

Пример 3.4, Уравнение С. Л. Соболева ([80]):

Tit
~

dxdxjx' ^ '

J. А Л

Вычислим функцию Грина; мы ограничимся формальным
выводом (см. [80]). Имеем из C.3')

О & х) = —.s \ ехр (Ш1М-, ~ i <*, I» <%•

R3
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Интеграл по d|3 равен 2п5 (AfE,^ — х3), откуда

1 f (
•

%
¦

ар % \гК л

R2

Полагая 4^4^г = и, ^ = и, получаем

1 Г Г
'

/ ix и\
G(txx) =* ——— exp -i^y—-т^- б(и —х8

Сделаем замену переменной *> = — "l/ ± ^"^ li здесь и

далее знак «+» берется при хххгхл > 0, знак « —» берется
при XiXzx3 < 0. Тогда

Я =

Выражая последний интеграл через бесселевы функции,
получаем . ...

.

¦

¦(8л f): ]
C.33)

:о.--. ¦-..-

Отсюда следует, что G(l, ж) имеет"логарифмйческиё осо-

особенности на координатных плоскостях. Далее, при
\х\ -*¦ оо функция G(t; х) экспоненциально убывает в тех

квадрантах, где XiX2xs<0, и осциллирует и убывает сте-

степенным образом в остальных квадрантах, что следует из

известных асимптотик бесселевых функций.
Пример 3.5. Рассмотрим уравнение

¦at
=

Г~> - ^3-34^
1 а
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Имеем

iff г. 1

..-...¦.'. R2

Интеграл по 'd%i равен 2яб {t%\ — xj, откуда

h х) = 27 J б (f|* - xj <f

оо

- ~ J б (til — «i) cos

В частности, G (t, z)=0 при xv < 0. Вычисляя этот ин-

интеграл при -Xi> 0, получаем

COS I ь^з щ/ j i, ~i ^, ,«
qc\

о,

так что G(l, л;) имеет особенность на оси Xi = 0.

Покажем, что G(?, ж) является при каждом фиксиро-

фиксированном t>0 обобщенной функцией порядка ^ -5- ¦•+ 1
L.. J.

над пространством С^° (Rn). Интеграл

Gfi (t, x) = Bя)"п j exp [- /Р (?) + i (х, I)] (I* + 4Г-Ч- ¦

сходится абсолютно и. .равномерно на каждом компакте

в Rx, если к>п/2, так как |ехр(—tP{%)) I < const;

и G (t, x) = (—Д + i)kGk(t, x), где дифференцирование по-

понимается в смысле обобщенных функций. Однако нере-
нерешенным остается вопрос, где расположены и как устрое-
устроены особенности G.

Мы приведем ниже два результата о регуляризации
интеграла C.3). Один из них получается с помощью за-

замены контура интегрирования контуром в С", другой —

с помощью предельного перехода C.38), который обычно

применяют для регуляризации быстро осциллирующих
интегралов.
¦ Предложение 3.4. Пусть уравнение C.1) кор-

корректно по Петровскому, и пусть на любом луче ?=!||0,
Jje-IVj |Ql2 = ii выполняется неравенство

¦
¦ IP(|)l>Co(9)l|l2>O (Щ>С,@))-. C.36)

30 и, В, Федчрюк
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Тогда G(t, x) является целой функцией х при каждом

фиксированном f> 0 и бесконечно дифференцируема при

Повторяя проведенные при выводе формулы C.3')
(см. п. 3) рассуждения, получаем для G формулу

G (t, х) = Bл)-71 J Я ехр [- tP F) + i <*, 0>] rn~ldr \ dS.

C.37)

Здесь контур 1в зависит от 8 и выбирается так: h — луч
г = реМВ), O«Sp<°°, такой, что ReP(rQ) «S — Ср2 при

rei9) r-* оо. Из C.36) нетрудно получить существование
постоянных Со, Ci таких, что 1^AI ^Со|^|2 при 1^1 >С{.
Интеграл по dr в C.37) сходится абсолютно и равномер-

равномерно, когда 8 е Sn~\ 0 < to ^t ^ti, x принадлежит компакту
в Сп. Отсюда вытекает предложение 3.4.

Предложение 3.5. Пусть уравнение C.1) кор-

корректно по Петровскому и выполнены условия:

1°. \р\®\>см\п1*-^

при 1|1^С2, где б, С)> 0 — постоянные, т^ 2 — степень

полинома Р(?,).
2°. Функция S(%, iy) имеет не более конечного числа

вещественных точек перевала в некоторой обла-
области U cz Ry.

Тогда функция G(t, i)eC" при г/js U.

Воспользуемся следующим способом регуляризации

интеграла C.3):

G & х) = lira Bл)~п f ехр [- гР (S) + i {х, I)} Ф (е|) ^.

C.38)

Здесь функция cpeC^(R") равна единице при |||
и равна нулю при ||| ^ 1. Пусть / > 0, х е R" фиксиро-
фиксированы; положим < = 1 для удобства. Выберем г>0 такое,
что функция S(E,, ix) не имеет вещественных точек пере-
перевала при |?| = г/2, и введем функцию xe^o°(Rn). рав-
равную 1 при ||| <г и равную нулю при ||| > 2г. Тогда ин-

интеграл в правой части C.38) 7(s) =/,(е) +/2(е), где
/i содержит х, /2 содержит ф(е|) — %. Интеграл ^еС"
при всех х е Rn. Интеграл h проинтегрируем по частям
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так же, как и в доказательстве теоремы 1.4:

/2 (е) = J схр [S (?, ix)}lLh (Ф (eg) - х

где 'L — оператор

3=1 J

Так как Р — полином степени пъ, то для любого мульти-
индекса а

Следовательно, |ф,(|) I < С"A + 1|1)~\ и нетрудно пока-

показать, что для любого мультииндекса р

Следовательно, при целом к ^ О

^" (Ф Н) ~ 1 (D) = S %fc E) ^J (Ф (eg) - X
j

где Afj ~ однородный дифференциальный оператор по-

порядка /,

l^.k(l)l=cik(i + igi)
Если функция /eL,(R"), то

lira f / (i) Ф (eg) rf& = f

lim f f(l)Dr(^(El)dl^O, | a 1 > 0.

Выберем fe > 0 такое, чтобы было к6>п; тогда сущест-

существует Игл 1г (г) в силу того, что \|;^е Li (R"), а функция
е-»+п

texpE(|, ix))\ ограничена, так как уравнение C.1) кор-

корректно по Петровскому. Дифференцируя интеграл /2(е)
по х, получаем

DaJ, (в) = j ха (I) ехр [5 (I, ix)\ [Ф (eg) - х A)] dg,

где «а — полином степени ^|а1(пг—1). Интегрируя по

частям тем же способом, что и выше, получаем, что

lim DaJ2 (8) СУЩ°СТВУСТ при x^U.

30*
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Пример 3.6. Функция Грина уравнения

ди д и

Ш

является целой функцией х при любом фиксированном
t > О в силу предложения. 3.3.

Лемма 3.&. Пусть вещественные точки, перевала по-

полинома Р{%) содержатся в некотором шаре, m(R) =
==" min|P|(i)|. Тогда' существуют постоянная а >0 и- ра-

циональное число а такие, что

m(R)~aRa (Д->«>). C.39)

Множество | Р'% (I) |я > m2, | g |2':= R2 в R^Vb .является

полуалгебраическим. Его проекция М на Rm,R по теореме
Зейденберга — Тарского является полуалгебраическим
множеством, имеет вид М = {[in, R): m > m(R)) и. не

совпадает с R2. Следовательно, его граница содержится
в некотором собственном алгебраическом множестве,
и потому существует полином f(m, R) такой, что

f(m{R),.Д) = 0,. -oo<fi<oo.

Поэтому функция m {R) — кусочно-алгебраическая. Мож-
Можно считать, что разложение полинома / на неприводимые
сомножители не содержит кратных сомножителей. Тогда

существует /?0 > 0 такое, что дискриминант D (R) поли-

полинома / отличен от нуля при R 5= Ло. При Д 5= Ra всякое

решение уравнения / = 0 разлагается в ряд Пюизе:

где aOj > ecu > ...— рациональные числа. Функция m(R)
совпадает при R>R0 с одной из функций nij(R). Так как

по условию m(R)>0 при R > 1, то асимптотика m(R)
имеет вид C.39).

Заметим, что число а в C.39) может быть отрица-
отрицательным.

Лемма 3.7. Пусть уравнение C.17) имеет вещест-
вещественное решение при любом вещественном х из некоторой
области U с: R". Тогда все коэффициенты полинома

P(t,) — P@)—чисто мнимые.

Из разрешимости уравнения C.16) при x^U следует,

что det Pg? (Q ~ 0. В силу предложения 2.2 можно взять

область V с: U такую, что при x^U уравнение C.17)
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имеет одно и то же конечное число решений ?'(*), ...

.., t,k(x), и все они невырождены и различны. Множество

М' = {?€еС": % = t,'(x), лей есть С°°-многообразие: раз-
размерности п; по условию хотя бы одно из них содержит
область FcRj. Тогда Rei??(|) = 0, ^eF, так что

Re.P|D) =;0 при | <= R", и все коэффициенты полиномов

Plj (I),- 1 ^7 ^~п, являются чисто мнимыми.

Исследуем асимптотику G(t, я) ;¦ она будет существен-
но различной в зависимости от того, будет ли полином

Я°(?-) иметь вещественные точки перевала или нет. Вве-

Введем обозначения

В силу леммы 3.7 функция 50 может иметь веществен-

вещественные точки перевала в целой области в R* только тогда,

когда все коэффициенты полинома Р°, кроме свободного
члена, являются чисто мнимыми. Пусть Р°(?}—полином
с чисто мнимыми коэффициентами. Положим

i=jj:eR": Р( (|) = ix для некоторого ? е Rn}(

Множество Ш является полуалгебраическим конусом в R?.
Пусть' det P\i(l) Ф 0; тогда 5Ш есть конус полной размер-
размерности. По теореме 2.2 имеем

т = U т} и ей*; щ = т} n sn~\

где fflj — открытые связные конусы, dim Ш* ^ п — 1. При
каждом х е Щ функция So(|, ix) имеет одно и то же ко-

конечное число fcj вещественных точек перевала ?
г

{х)г ..,

..., {• (ж), и все они невырождены.
Конус Ш имеет простую геометрическую интерпрета-

интерпретацию. Именно, положим Р(|) = iQ {"?,), тогда (?— однород-
однородный полином с вещественными коэффициентами. Рас-

Рассмотрим множества уровня Mq = {| е Rn: Q (^) = ± 1].
Тогда 2П = 2К+ U 2ЭТ- U ЗК° U A = 0>. Если степень Р нечет-

нечетна, то ЗЭТ* — конус, составленный из лучей, которые орто-

ортогональны к Mq и направлены в сторону возрастания Q,
ЯЯ" — аналогичный конус, образующие которого ортого-
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нальны к множеству Q — 0. Действительно, пусть |° s

sMq, тогда нормаль к Mqb точке %" параллельна векто-

вектору Q\ (|), который направлен в сторону возрастания Q.
В силу однородности Qi {t\°) — tm~~ Qi (?°) и при т нечет-

нечетном Г-1 > 0, t ?= 0.

Уравнение C.17) имеет вещественные решения при

всех х вида х — f^^Qt (?°), feR, Если же т четно, то

конусы 2Я*'
°
составлены не из лучей, а из прямых.

Теорема 3.5. Пусть полином РЛ{%,) имеет чисто

мнимые коэффициенты и удовлетворяет условию B.15).
Тогда при \x\Zm/t -»¦ «>, t/\x\ < б, t/х^Щ и при б > 0 до-

достаточно малом асимптотика функции G (t, x) равна сум-
сумме вкладов от точек перевала, близких к точкам

t,n (x/t), . .
., С

3

(x/t)- Это разложение равномерно по х,

если х/\х\ лежит в компакте Ж с: Ш°.
В силу предложения 3.4 функция G(t, x)<^C°° при

t>0, jeR". Делая замену I -*• (\x\/t)iHm-l)t, получаем

для G представление C.21), C.22), где

/ = ~Р° (I) - еР' (Ю - • • •
- е-Р" (I) + Ко, %>,

\i/(m-D (

Пусть со еЖс: Щ, где Ж — компакт. Так как Р° удов-

удовлетворяет условию B.15), то существуют положительные

постоянные е0, /?0, Со такие, что

при \%\>R0, 0<e<e0. Устроим С°°-разбиение единицы

1 = ф1(|) + ф2A) в Щ, где функция 91eC*(Rn), равна 1

при \%\ *Z2RO и равна 0 при ||1 > 3ff0- Соответственно по-

положим / =/, +/2, где /—интеграл C.21). Асимптотика
интеграла Ij равна, по теореме 1.2, сумме вкладов от то-

точек перевала, близких к вещественным точкам перевала

?п((о), ..., ? '((о). Покажем, что h = O{k-0") при К ->

-*- +оо. Интегрируя по частям так же, как и в доказатель-

доказательстве предложения 3.4, получаем

T1I2 = A
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В силу условия B.15) и ограниченности функции tp2

так что интеграл 7г сходится абсолютно и допускает оцен-

оценку |/21<САг\ Интегрируя по частям далее, получаем,
что h = O(k~N) (к -»- +оо) при любом N.

Следствие 3.4. Теорема 3.5 остается в силе, если

коэффициенты полинома Р° — чисто мнимые, а полином Р

удовлетворяет условиям предложения 3.4.
Рассмотрим случай, когда функция ?0(?, ix) не имеет

вещественных точек перевала.
Лемма 3.8. Пусть Р'{%) — однородный многочлен сте-

степени т>В, функция S(?, u?°) имеет точки перевала.

Положим

w°), C.41)

где inf берется по всем точкам перевала. Тогда либо

d(w°)<0, либо Р° = 0 во всех точках перевала.
Пусть ?° — точка перевала, тогда по формуле Эйлера

S(^°, w°) = (I — 2m)P(t>°) = Sa. В силу однородности Р все

точки ?J — е;^°, 8j = у" Т, являются точками перевала

и S{1\ wQ) = EjS0. Если Р(?°)^0, то S0?=Q, и хотя бы

одно из чисел S, лежит в нижней полуплоскости.

Рассмотрим конус 2Л cz R" вида beR"; x = рсо,
со е Q, 0 < р < °°}, где Q — односвязная область на еди-

единичной сфере Sn~\ Пусть Ж <= Q — компакт, %Я(Ж)— ко-

конус, полученный из 9Й заменой Q на Ж. Пусть P{t,) —

однородный полином степени m &* 3, и пусть при х е 2Л

функция 5(^, ix) имеет одно и то же число точек пере-
перевала ^1B:). • •

•¦> ?*(?). все они невырождены. Для этого

достаточно, чтобы Ш не пересекался с исключительным

множеством М„ (см. теорему 2.2).
Теорема 3.6. Пусть Р{%)— однородный полином

степени тп>3, $Я~ описанный выше конус и

Iе. Р удовлетворяет условию B.15).
2°. При х^ЗЯ уравнение C.17) не имеет веществен-

вещественных решений и P(Z,)?=Q в точках перевала ?(х).
Тогда асимптотика функции G(l, x) при \х\ -*¦ <х> рав-

равномерно по х^Ш(Ж) равна сумме вкладов от некоторых
иг точек перевала, удовлетворяющих условию

¦: ReS(t,, ix)<0. C.42)
Основная трудность связана с регуляризацией инте-

интеграла C.3). В силу предложения 3.4 функция G(l, x) =
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б С°° (R"), Однако при вычислении асимптотики G мы

не можем пользоваться полученными в этом предложении

формулами, так как они содержат неаналитические функ-
функции. Рассмотрим G как функционал над пространством

С^ (R") и воспользуемся равенством Парсеваля для

функции G — G A, х):

Пусть ? = | + гг|, тогда, если феС0°° (R ;> то при любом

1'^A+И1)^. C.43)

Поэтому интеграл

R"

сходится абсолютно.
Положим d — inf ReP(^(x)), где нижняя грань бе-

щж))
рется по всем точкам перевала функции ?(?, 1х)\ тогда
—оо < d < 0. Фдксируем д; е Щ? (Ж). Пусть М — связная

компонента множества {2(т — l)d ^ Re S ^ 0), 5 =

==?(?, te), содержащая R?, Л/° — множество, полученное
из Д/ удалением малых окрестностей и} всех точек перо-

вала функции S. Тогда | ^ | ^ С A + | С. | )m-1 .при ? s Д/^
Линия наибыстрейшего спуска ^ = ^(i, |; ia;), f ^ 0, вы-

выходящая из точки | ^ Rn, является решением задачи

Коши:

В силу леммы 2.2 за конечное время t = l(l)"точка
?(f, |; ix) придет либо на dUh либо на множество

{ReS = 2(m— {)d) <^дМ. Если Д>0 достаточно велика,
то все точки множества Dft = {|eR"; (*)>/?} за конеч-

конечное время: выйдут на дМ, причем t (R) = sup t (!) < °°-

Пусть DR — сдвинутое множество; покажем, что оно

мало отличается от R|l при ||[ > 1. Имеем ReS(?, iz) =
= 2d(m— 1) на DR. При фиксированном \ и при малых t

Re ?(?&?; ix), ix) =

- Re5U + td-^ + 0<f) = - t\sl(lix)\\ + О (/¦).
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Следовательно,

t (I) ~ 1 5'Е (I, ix) |- = О(|| Г«т-«) при 11К во.

Положим 7 = BR U Z)H U D, где Z) — цилиндр из траек-

траекторий ?=?'(*, I; ta), 0<?<i(|), 111= Я, тогда в силу

оценки C.43) и свойств DR интеграл / равен интегралу
по "f. Так как DR есть почти ^-плоскость на бесконечно-

бесконечности, то тем же способом, что и в предложении 3.4, можно

доказать сходимость интеграла от ехр[?(?, ix)] по ^. Сле-

Следовательно, при |х| = 1, х<Ш{Ж

Нетрудно показать равномерность проведенных выше по-

построений относительно х ^Ш(Ж), \х\ — 1.

Далее,

б A, х) = | х р1""-» J exp [l х |^"-»5 (С, i ff,

По построению Re»S = 2d(m— 1) на /5Д, и интеграл по DR
имеет порядок

0(expBd(m- 1 + е)

где е > 0 можно выбрать сколь угодно малым. Оставшая-

Оставшаяся часть у контура у есть ограниченное многообразие в С"
и по

. построению является относительным циклом

mod I Re S К, г~~. j = 2d (m
— 1) |. По теореме 2.2 асимпто-

асимптотика этого интеграла равна сумме вкладов от точек пере-
перевала функции S.

Замечание 3.2. Мы ограничились для простоты
однородным полиномом Р. Можно показать, что теоре-
теорема 3.6 остается в силе для неоднородных полиномов Р,
старшая однородная часть которых удовлетворяет усло-
условиям теоремы.

6. Параболические по Петровскому уравнения высоко-
высокого порядка по t. Рассмотрим уравнение

P(Dt, Dx)u{t, x) = 0, C.44)
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И Р(т, ?)— ПОЛИНОМ,

Пусть Tj(^)—решения уравнения Р = 0 относительно т.

Будем предполагать, что t.j(?) — однородные функции сте-

степени 2т. Положим

т = а + гр, Б-=ё + гп (о, Р s R, 1, Л s Rn)

и введем функцию

Т&, ц) = min Imx; (| + щ). C.45)
j

Уравнение C.44) называется параболическим по Пет-

Петровскому, если Г(?, 0)>0 при | ^ R", | # 0. Отсюда сле-

следует, что m — целое число, m^l,

Фундаментальным решением G(t, x) задачи Коши для

уравнения C.44) называется решение этого уравнения
с данными Коши

G |(=0 = DfiU =
...

= Dr2GU = 0.

Drl6U = -f6(x),

продолженное нулем при t < 0.

Функция G удовлетворяет уравнению

P(Dt, Dx)G{t, x) = 6(t,x).

Применяя преобразование Фурье, получаем интегральное

представление

G (t, х) = BЯ)—1 J eiPt<y( + 6<;>
где интеграл берется по области Im т = с < 0, | s R".

Пусть разложение Р на неприводимые сомножители не

содержит одинаковых сомножителей. Тогда по теореме
о вычетах

Rn

Заметим, что стоящая под знаком интеграла сумма при
любых фиксированных t > 0, х е R" аналитически продол-

продолжается с R? на Cj; как целая функция ^.
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В силу однородности Р

G(t, х) = Р-п/2т-*СA, xt~U2m).

Нас интересует асимптотика G(t, х) при 1x1 -*• °°,
t > О фиксированном. В силу однородности символа из

асимптотики G(l, х) при Ы ->- оо мы получим асимпто-

асимптотику G(t, x) при Ыгт/?-»-<». Будем исследовать эту за-

задачу по тому же плану, что и в пп. 2, 3. Сформулируем
полученные результаты и покажем новые явления по

сравнению с уравнениями первого порядка по t, которые
здесь возникают.

Введем функцию
v (n) = min Т (I, т]).

Эта функция обладает такими же свойствами, что и вве-

введенная в п. 1 функция v. Именно, v выпукла кверху,

однородна степени 2т, кусочно-алгебраическая и удовлет-

удовлетворяет оценкам C.11). Пусть функция (л(,г)—двойствен-
(л(,г)—двойственная по Юнгу к функции v(—т}); тогда функция [i(x) об-
обладает перечисленными в лемме 3.2 свойствами.

Аналогично тому, как это было сделано в пп. 2, 3,
можно доказать, что при t > О, i^R"

G (tl х) |< Се~г [(МУ'' + Гп/2т] ехр (*ц

C.47)

так что G(l, x) экспоненциально убывает при seR",
х\ ->¦ о°.

Пусть т(?)— алгебраическая функция, заданная урав-
уравнением Р = 0, SCQ, и;) = т(^)+<^, u?>. Точки перевала

функции S определяются из уравнения т- (Q = —

и?, или

(см. B.8))
\ ; (т, о = о.

Пусть выполнены условия:

1*. Функция v^Cb окрестности точки г\° Ф 0.

2°. Множество Г(г)°)= {^ е R"; Г(|, 1l°) = v(rH)} со-

состоит из конечного числа невырожденных точек мини-

мума Г(Л°).
Тогда аналогично лемме 3.3 можно показать, что все

точки ?J(?°)= %'Ы°) ^ Щ° являются точками перевала

функции S(t,, ix°), где х° = — vf| (n°). Кроме того, эти точ-
точки перевала невырождены.
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Точно так же, как и теорема 3.2, доказывается

Теорема 3.7. Пусть условия 1°, 2° выполнены. Тог-
Тогда при

х = рх» @< р < оо, х° = - v; (if))
и при \x\2m/t ->¦ оо асимптотика фундаментального реше-
решения G(t, x) равна сумме вкладов от точек перева-
перевала ^{x/t).

Выпишем явную формулу для вклада Gk точки пере-
перекала t,k(x/t) в асимптотику G(t, х). Учитывая соотноше-

соотношения ОДНОРОДНОСТИ
.:..

получаем

Gh (tx x) = (— 2mt)~n/2 \^-r~) [det tJ()

\l/Bra-l) /
|

'

X ^

C'48}
2m|p+-^— t]-+n ¦"

- -
. :

¦

-

Однако асимптотика G(l, ж) может не определяться
точками перевала функции S(?, гж) даже в том случае,
когда символ Р устроен достаточно «хорошо» (например,
удовлетворяет условию B.14)). Рассмотрим

Пример 3.7. Фундаментальное решение G(t, x)
уравнения

где ak, bk > 0, имеет вид

„
Г ехр[г7т, (|I — exp \itx„(I)]

G (t, x) = iBn)~n J
L

iF-TF) »PI*<*.
Rn

A 2

C.50)
n n

Здесь та(|) =i"S aj?j> T2 (i) = *2j^II|- Примем теорему 3.7.
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В данном случае

, v,(ti)J,

3=1 . . . . 3=1

Если параболоиды v = v1(ri), v = v2(ri) пересекаются
траысверсально в точке (v°, т]°), то точка г|° является точ-

точкой негладкости функции v. Пусть цДж)— функция, двой-
двойственная по Юнгу к функции v,-(—т]). Тогда

П о П n

4 Jmi „2 ' ^2 W —

4 ^ ,2 «

множество \i{x)~S* — 1 есть граница выпуклой оболочки

объединения эллипсоидов {j.i1(,r)> — 1} U {|д2(,гMг —1}.
Вычислим асимптотику G{\, х). Положим

5>, / = 1,2.

Функция Sj имеет единственную и притом невырожден-

ную точку перевала: ?й (ж) = —-, ^(х) = —-. Правило

отбора (теорема 3.7) показывает, что асимптотика G(l, x)
равна вкладу F, (х) от точки перевала ?'(.?)', если

1х| -> оо в области

Имеем

2^м Р 424
;=i аз

C.51)

Аналогично асимптотика ?A, х) равна вкладу Уг{х) от

точки перевала ^2(х), если \х\ -*¦ <» в области /J: при
этом ZJ, F2 получаются из Dt, Vu если поменять ait Ъ,
местами.

Пусть один из эллипсоидов Vi(r])=— I, v2(ti) = — 1 со-

содержится в другом
—

скажем, первый во втором. Тогда
v(Tl) = vi(rl) ПРИ всех т], так что veC°°(R"), и асимпто-

асимптотика G{i, x) имеет вид C.51) при \х\ -* °°,
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Пусть эллипсоиды v,-(t]) = —1, у' = 1, 2, пересекаются
трансверсально. Тогда функция v имеет угловые точки,
а функция |л

— плоские куски. В этом случае D^ U D2 не

совпадает с IV и теорема 3.7 не позволяет вычислить

асимптотику G для всех направлений в R*.
Используя специфику данного примера, асимптоти-

асимптотику G можно вычислить при всех х. Имеем

t

G(t,z)=G1*Ga = § j Gv (x - I, t- x) G2 (I, t) d?dx,

где Gu G2 — фундаментальные решения уравнений с сим-
п п

волами т — I 2 аШ' х — ^ S Ь%) соответственно. Явный

вид Gu G2 позволяет вычислить интеграл по Щ:

G(l2 х) = я-яЛJ^
C.52)

р} = 4а)т, ?; = 4^A-т).

Рассмотрим функцию, стоящую под знаком экспоненты:

ttt- C-53)
3=1 3 1

Основной вклад в асимптотику G(l, x) вносят точки от-

отрезка / = [0, 1], в которых достигается максимум S. За-

Заметим, что 5@; х)= Цг.(х), 5A; х)= \ii(x), и если бы

функция 5 при всех х?=0 достигала бы максимума толь-

только на концах отрезка, то асимптотика G определялась бы

одной из точек перевала t,'(x) при всех х. Но при раз-
разных х максимум 5 достигается на разных концах отрез-
отрезка; из непрерывности 5 по параметрам х следует, что при

некоторых х функция 5 достигает максимума внутри от-

отрезка /. Подкрепим сказанное прямой выкладкой. Пусть
п = 2; положим сх^ = а] — Ь], E, = Ь), так что

Т~ X

45= 1— -1-
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При этом р,- > 0, щ + pj > 0. Пусть cd > 0, а.% < 0. Из урав-
уравнения iSx = 0 находим (т s /)

pt) У—а2х2 = Уа,ж4 (а2т + J52), C.54)

и так как функции — (ад+[},)"' выпуклы кверху при
т^/, то решение уравнения C.54), принадлежащее /,
является точкой максимума функции S. Из C.54) на-

находим

C.55)

Эта точка лежит на интервале @, 1), если

-Jy^l-^+b. C.56)

Следовательно, если \х\ -*¦ <» в области C.56), то

G A, x)~V2m к~п1г ехр [S (т (ж); х)] х
п

X П \{Pj + ?j) (т W)]*1/215,х (т (х); х) \'1!\ C.57)
3=1

Здесь п = 2,

5 (т (х); ж) = —

C.58)

Аналогично исследуется случай п > 2. Окончательно

получаем, что асимптотика функции G(l, ж) равна вкла-

вкладу от точки х(х), в которой достигается max S (т; х).

Точка т(.г) единственна. Если т{х) лежит внутри отрез-

отрезка [0, 1], то вклад определяется формулой C.51). Если

%(х) совпадает с одним из концов отрезка [0, 1], то

G A, х) ~ л~"/2 ехр [S (т (х); х)] х

fn
-J-1/2

П(Р^ + ?>)(тИ) I^^t^t)! C.59)
j=i J

'(здесь т(ж) = 0 или т(х)= 1, если 5г=^=0). Границей меж-

между зонами применимости асимптотик C.57), C.59) слу-

служат, очевидно, множества 5Т @, х) = (), Sx A, х) = C,
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т. е. множество

i-i -i i=: b?
Асимптотика C.58) определяется точкой перевала не

функции ?(?, ж), а функции, стоящей под знаком инте-

интеграла C.52):

Точками перевала этой функции называются точки,

в которых F\ = 0. Делая замену переменных ?—»- Ixf^,
получаем для точек перевала уравнение

Заметим, что если одна из экспонент exp(tlxl2Tj(^)) мно-

много больше другой, то соответствующая точка перевала

функции F(?,, x) близка к точке перевала функции
S(t,, ix). Например, если exp(i|x}4i) = о(ехр(?Ы2т2)), то

функция F(l, x) имеет точку перевала, близкую к точ-

точке ?2 (х). Рассмотрим случай, когда рассматриваемые экс-

экспоненты примерно равны; именно, пусть

~>, C.61)

где б — постоянная. Подставляя это соотношение в C.60)
и исключая с, получаем

{Ь* - at) {2ia\ + со^Г1) = (Ъ\ - a?) Bia\ + со^ )+ оA).

C.62)

Из уравнений C.61), C.62) находим

+ со, УЖ^Щ [21 (atb\ - albt)]-1 + о A).
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Далее, значение функции гт4(^L- i(x, ?> в найденной
точке перевала (их две), как нетрудно проверить, совпа-

совпадает со значением функции, стоящей под знаком экспо-

экспоненты в C.57), так что именно эта точка перевала и дает

главный вклад в асимптотику G(l, x) в области C.56).
Эта точка перевала при больших х лежит вблизи дискри-
минантного множества Ti(?) — т2(?) = 0 полинома Р.

7. Асимптотика фундаментального решения при комп-
комплексных х. Рассмотрим уравнение

Р[ (О = w, C.63)
и пусть it,(w)} — множество его решений.

Теорема 3.8. [90] Пусть Р(?,)—однородный поли-

полином степени т~^2 такой, что det Pz^iQ Ф 0. Тогда сущест-

существует вещественное алгебраическое множество McCj ко-

коразмерности SH, обладающее следующими свойствами:
1°. Если юФ-М, то (?(ш)} состоит из конечного (^1)

числа невырожденных точек перевала.
2°. Если t1, t*^{t(w)}, V^V, w&M, то

. C.64)
В силу теоремы 2.2 существует алгебраическое много-

многообразие Me cz Сщ коразмерности ^2 такое, что если

w Ф- Мс, то множество (?(ш)} обладает свойством 1°. Ни-
Ниже мы считаем, что w Ф- Мс-

Система уравнений и неравенств

определяет вещественное полуалгебраическое множество

в C?i X С^2 X Сщ. Его проекция ЗИ на С^, является, по тео-

теореме Зайденберга — Тарского, вещественным полуалгеб-
полуалгебраическим множеством. Допустим, что dim3W = 2ra. Тогда

существует такая точка iv° e С", что система C.65) сов-

совместна при всех w из некоторой окрестности U этой точ-

точки. Так как dim Мс < 2п — 2, то можно считать, что U не

пересекается с Мс. Выберем U настолько малой, чтобы
множество it,(w)}, w^U, состояло из конечного числа

голоморфных в U функций V(w), •••> V(w)- Из конечно-

конечности к следует, что соотношения C.65) должны выпол-

выполняться для некоторой пары Ъа{и>), ^{w); пусть а = 1,
31 М. В. Федорюк
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Р = 2. Тогда

так что

где а — вещественная постоянная. В силу однородности Р

имеем а — О. Дифференцируя это тождество по w,

получаем

(C(w))'w^{t{w))'ww, w<=U> C.66)

так как Р^ (^" (w)) = w. В силу однородности Р

<t,a{w), и>> = <1*[и;), u?>, u?ef/.

Дифференцируя это тождество, получаем

Учитывая C.66), находим, что t,a(w) = ?p(w) при w^U,
что противоречит предположению ?а Ф ?". Тем самым до-

доказано, что codimEWSs 1.
Из этой теоремы и теоремы 2.8 вытекает

Теорема 3.9. Пусть полином Р^?РBт, п) и удов-
удовлетворяет условию B.15). Тогда при \w\-*• °°, и?ФМ,

ехр [— Р (?) + <?, ш>] dZ = Bд)~"/2 [det Р"ц (t, (u?))]~1/a X
пп

Xexp[Bm—l)P(S(w))][l + 0(|u>r2m/c2m-1))]l C-67)

где ?,{w)— одна из точек перевала функции S(?, iv).
Действительно, асимптотика этого интеграла равна

сумме вкладов от точек перевала. Поскольку при w Ф М
значения Re S в этих точках различны, то в сумме вкла-

вкладов остается только слагаемое с максимальным значе-

значением Re S.

Интеграл F(w), стоящий в левой части C.67), являет-

является целой функцией w порядка роста 2т/ Bт— 1). Инди-
Индикатором LF[w) целой функции F называется функция

Lr (W) = Ж [r-2"^m-D ы j p {].w) j у

Следствие 3.5. При w<?$l

LF{w)=Bm-l)I\eP{l{w)).
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В частности, LF{w) при тФ-М является кусочно-

алгебраической плюрисубгармонической функцией. Из

C.67) следует также, что нули целой функции F(w) со-

сосредоточены в конической окрестности множества М.

Для произвольных Р возможен случай, когда асимпто-

асимптотика G(l, x) вообще не определяется точками перевала,
даже если они имеются. Так, в примере 3.5 при х, < О

есть точки перевала, но G(l, хи ^2) = 0 при xt < 0. Далее,
точек перевала может не быть (т. е., грубо говоря, точка

перевала находится на бесконечности).
Пример 3.8. Рассмотрим интеграл

3

ехр

Подынтегральная функция при Я Ф 0 не имеет точек

перевала (см. пример 2.1).
Этот интеграл вычисляется, так что можно найти

асимптотику F(X) при Ш ->• °°. Переходя к полярным
координатам (г, ср), получаем при любом комплексном "к

2Л оо

F (X) = ехр (— г4 + Хгеы) г dr rfq>=
о о

Г пз/2
= 2л I г ехр (—r*)dr = —к—¦

о

§ 4. Устойчивость в С задачи Коши

для разностных уравнений
и уравнений с частными производными

1. Постановка задачи. Принцип локализации. Рассмот-

Рассмотрим задачу Коши для однородной двуслойной линейной

разностной схемы с постоянными комплексными коэффи-
коэффициентами

\№<h

и? = ri% D.2)

где /, I — мультииндексы, / = (/i, ..., ]'m), [] /|i = raax | /d /.
s

Пусть v = {Vj}, j пробегает всю целочисленную m-мерную

решетку. Введем С-норму ||у|| = sup | Vj \, Задача D.1),
j

31*
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D.2) называется устойчивой в равномерной метрике

(или в С), если существует такая постоянная а, не зави-

зависящая от п, что

liunllc<allu°[lc D.3)

при всех п. Исследование устойчивости в С сводится к

исследованию разностной функции Грина Г™ (функция
единичной ошибки), которая по определению является

решением уравнения D.1) с начальными данными Г? =
= 1, Г" = 0, j Ф 0. Положим

Здесь и далее сумма берется по всем целочисленным

то-векторам.
Лемма 4.1. Для устойчивости в С задачи D.1), D.2)

необходимо и достаточно, чтобы

supy (гс)< оо. D.5)

Решение задачи D.1), D.2) имеет вид

u? = 2r]U?. D.6)

Так как Нц 1е< Ч (n) 11гг°Ис, то из D.5) следует D.3).
Пусть D.5) не выполняется. Рассмотрим данные Коши vh

такие, что у^ = Г^/|Г"|, п = 0, 1, 2, ... Тогда 11у*И0 = 1.

Если ип-h — решение задачи Коши с данными ;Д то по

построению и%'п = у(п), и оценка D.3) не имеет места.

Разностная функция Грина вычисляется в явном виде

с помощью дискретного преобразования Фурье. Обо-
Обозначим

P(z)= S a°lZ\ Q(z)= 2 a\z\ D.7)

Z = (Zj_, . .
., Zm), Z = ZiX ... Z™, И ПОЛОЖИМ ""и"

i^lUjZ3. Тогда уравнение D.1) примет вид

так что пп(z) = [j(z)]nu°(z). Отсюда находим, что

П = BлО- J [/(z)]V-'cf3l D.8)
2 m
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где Тт — единичный тор UJ = 1, ..., |zj = 1,
1 = A, 1, ..., 1), dz = dzi,.. <Zzm.

Кроме того,

fB) = 2r^~j, геГ. D.9)
з

Потребуем, чтобы Q(z)^=0 при ге?'; это условие необ-

необходимо для разрешимости задачи D.1), D.2). Положим

М(/) = тах|/B)|. D.10)

Лемма 4.2. Если М (/) < 1, то при п > 0

4{n)<Cnim[M(j)]«,
_

D.11)

где С — постоянная. Если M(j)> 1, то при п 3* 0

т(п)^[Л/(/)]\ D.12)

Отсюда следует, что задача Коши D.1), D.2) устой-
устойчива в С, если М(f\< 1, и неустойчива в С, если M(f)> 1.

Из D.9) следует, что l/"(z) I < ч(п), и D.12) доказа-

доказано. Пусть все U> 0. Интегрируя по частям по dzs,
получаем

Г? = - Bшут njT1 J Г1 ? Л^1 ... i™-1^,

откуда следует оценка | Г" | ^ Cuj~[l (M (/))". Проинтегри-
Проинтегрируем по частям еще раз по zt и затем точно так же по

переменным z2, ..., zm; это дает оценку

Из этой оценки и сходимости ряда ^ .

следует-*¦ к (к -j- 1)

оценка D.11). Случай /i < — 1, /2 > 0, ..., /т > 0 сводится

к рассмотренному нами с помощью заменыг1=^1 ,

и аналогично исследуются остальные случаи. Тем самым

D.11) доказано.

Наиболее интересным является случай M(f)= 1; имен-

именно он и возникает при аппроксимации дифференциаль-
дифференциальных уравнений разностными. Всюду в дальнейшем
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Пусть Tm(f)—множество точек z = Tm, в которых

1/BI = 1.
Лемма 4.3 (принцип локализации). 1 . Существует

Ъ > О такое, что при п 5s О

S Irrl^rV, c2>0. D.13)

2°. Устойчивость или неустойчивость задачи D.1),
D.2) в С зависит только от поведения функции f в ок-

окрестности множества Tm(f).
Так как функция /(z) голоморфна при z^Tm, то /(z)

голоморфна при 1 — е<Ы<1 + е, I *S s ^m, если е > О

достаточно мало. Пусть все />0 иТ7'\г3\—1 — е,
1 < s ^ т. По теореме Коши

тт

где q = max \f(z) \. Пусть N(t)— число всех целочислен-

г=Ге

ных векторов таких, что 11/11 ^ t, тогда

N(t)~catn (i->+«>, Со>О). D.14J

Следовательно,

= g" A - efn N (bn) — In A — e) j <1 — e)' Лг (t) dt

Учитывая асимптотику N(l), получаем

]

если b > 1. Аналогично исследуется случай, когда / ле-

нчит в других октантах.

Докажем 2°. В случае Tm(j)=Tm лемма очевидна.

Пусть Tm(j)?=Tm. Устроим на Тт разбиение единицы

l = <p(z) + (p(z) класса С°°, где cp(z) = O вне некоторой ок-

окрестности множества Tm(j), и положим Г}1 = Г™ + Г^.Так
как |/(z)|<l —e иа supp ф, то тем же способом, что
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в лемме 4.2, можно показать, что

г?

Таким образом, при п ^ 0

0.

2. Критерии устойчивости и неустойчивости в С зада-
задачи D.1), D.2). Мы ограничимся исследованием случая,
когда множество 77m(/)= {ze Tm: |/(z)l = l> состоит из

конечного числа изолированных точек. Пусть z"^Tm(j);
положим

Bni)~m J Г (г) Ф (г, Z») ^-irfZj
7ffl

S|rn(o)|
DЛ6)

где функция ф^С0 (У ;, равна нулю вне некоторой ок-

окрестности точки г°, равна 1 при г, близких к 2°. Назовем

изолированную точку z° точкой устойчивости, если

SUp у (П, 2°) < ОО,

и точкой неустойчивости — в противном случае.
Лемма 4.4. Если Tm(j) состоит из конечного числа

точек zl, ..., zs, то при п>0

у (п)^ стаях у (п, zh), D.17)
к

где с > 0 и не зависит от п.

Пусть <Pft(z)— финитная функция, обладающая теми

же свойствами относительно точки z\ что и функция
ф(г, г") (см. D.16)) относительно точки z°. Разложим Фк

в ряд Фурье (при z & Тт): Фй = 2 <plhzl; тогда
i

Следовательно,

и D.17) доказано, так как не все фд равны нулю.
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Следствие 4.1. Если Tm(f) состоит из конечного

числа точек, то задача D.1), D.2) устойчива в С тогда

и только тогда, когда все эти точки являются точками

устойчивости.
Итак, задача свелась к оценке сумм у(п, zh). Положим

s = е'* при г е= Т'п, т. е. zj = Л, I < / <m,

ln/(z). D.18)

Это представление мы используем только вблизи точки z",
и выбор голоморфной ветви In/(г) несуществен. Дейст-
Действительно, ветви логарифма отличаются на 2kni,
exp(re2fcjii)=l. Если г°еГ(/), то ReF^°) = 0,
ReVF(9°) = 0, так как z° — стационарная точка функ-
функции |/| на Т"\ Положим

-x, D.19)

где i = У—1. Тогда

Г51 B°) = Bm)-m exp [«F (Ф°) + i </, cp°>] / (я, /г),

/ (x, /г) = \ exp [n5 (ф, x/n)) h (<p) rfq». D.20)

Здесь f/° — малая вещественная окрестность точки ср
= 0,

S (ф, У)= F (Ф + ф°)-^(ф0)- <^(ф°), ф> + г (у, Ф>. D.21)

Уточним принцип локализации.

Лемма 4.5. Пусть 2° — изолированная точка мно-

множества Tm(j). Тогда при любом 6 >0

T(n, ze)=Te(«, z°) + O(e-e")V D.22)
= с(б)>0,

Те (и, z°)= 21 |1?(?°)|. D.23)
б

Разобьем сумму f(n, z°) на три: по областям D,:

11л;11<6и, D2: бп ^ 11дг11 < Ьп, Da: \х\ > bn. Если &>0 до-
достаточно велико, то последняя сумма имеет порядок

О(е~сп), что доказывается так же, как и лемма 2.3,
и п. 1°. При ф е f/° функция Re S (см. D.21)) равна ну-
нулю в точке ф

= 0 и отрицательна во всех остальных точ-

точках. Точка ф = 0 не является точкой перевала функции 5,
так как 5Ф @, у)

—

iy, б ^ Uj/H < b. Следовательно, по лем-
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ме 1.2 можно заменить окрестность С0 с: С/0 точки ср
= О

контуром у а С , на котором Ле?(ф, ?/)< —e<0; это

можно сделать равномерно по г/, б «5 IIг/II < Ь. Тогда
Ке5(ф, г/)^—е0 < 0 на полученном контуре, так что

| Г," B°) 1 < Bп)~т \ I (х, п) 1 < Се-Е«\

Из этой оценки и D.14) получаем

11? B°) 1 < ce-e»nN0 (bn) <

и лемма доказана.

Получим основные критерии устойчивости и неустой-
неустойчивости изолированной точки множества Tm(j). Нам по-

понадобится
Лемма 4.6. Пусть функция Н(х)<^С°° вещественна

при 11x11 ^6 «

#1@) = 0; Н(х)<0, ||х| = 6. D.24)

Тогда при п ->- +«> и при достаточно малом 6 > 0

= nm[l + 0F)] exp \пН - )\dx + 0(e-cn), c>0.
ll,ii<6

L УПП

D.25)

Воспользуемся тождеством

a
a—I a—I

где у
—

одно переменное, а, Ъ — целые числа, [у] — целая

часть у. Сумма в D.25) берется по всем целочисленным

точкам х таким, что — б/г ^ х, ^ б/г, l^/'^m. Фиксируем
х ={х2, ..., хт), тогда

1 пут» 1 -yt f-f ^
.^_^ 1 fit* I-,

"™
I CAU I fCJ-л I а

*^^^
I I Li*V| ^^

-5п

+ гЬ(я,)^-Я — Ur, + O(e-en), c>0. D.26)
-Ьп

1
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Последнее слагаемое появляется из-за изменения преде-

пределов интегрирования (мы берем 6п вместо [б/г] и т. д.),
а оценка для него следует из D.24) и с не зависит от п.

Так как Нх @) = 0, то Нх (х) = О (б) при малых б, и мо-

модуль второго интеграла в D.26) не превосходит величи-

величины сб/, где / — первый интеграл, с не зависит от х'. Сле-

Следовательно,

бэт

(б)) J expLW-VW +.0(е~сп)
-6n

равномерно по х . Суммируя далее по хг, ..., хт, получа-

получаем, что сумма из левой части D.25) равна

[1 + 0F)] J ехр[п#(-|)]&с+ О(е~сп),
Ы<ёп

и D.25) доказано.

Теорема 4.1. Пусть z° e Tm(f) и

Re^(9°)<0. D.27)

Тогда z° — точка устойчивости, и при п^О

0<c1sS^(n, z°)^c2. D.28)
В силу леммы 4.5 достаточно исследовать сумму

Ye (и, а0), где б>0 можно выбрать сколь угодно малым,

но не зависящим от п. Положим В — Fm (cp°), тогда при
малых |ф| функция S (см. D.21)) имеет вид

S =
-2 <^ф, ф> + f <«/, ф> + ... t

где многоточием обозначены члены порядка 3 и выше.

При у
= 0 уравнение ?ф = 0 имеет при малых |ср| един-

единственное решение qp
= 0, которое является невырожденной

точкой перевала. При малых Иг/1! точка перевала, близкая
к точке ф

= 0, имеет вид

и асимптотика интеграла 1(х, п) (см. D.20)) по теоре-
теореме 1.3 равна вкладу от этой точки при Нг/1! ^ б, если б > 0
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достаточно мало. Следовательно, при «-><», \\х/п\\ «^ б,

— | ехр nSlw ( — ], —I Ml + 0FI (det5)~1/2
¦ "¦ / L \ \ nj njj

D.29)

при подходящем выборе ветви корня (см. A.10), A.11)).
Далее,

nS (ф (—], —) = ¦?¦ (.х, В~1ху [1 + 0(в)]. D.30)

Так как по условию матрица ReS положительно оп-

определена, то матрица Re B~x также положительно опреде-
определена. Следовательно, существуют постоянные аи й2>0

такие, что

—2аAЫ12 ^ Re (х, В~1хУ ^ —2а2Иж112

при всех вещественных х, и мы получаем оценку

А1п~т11 ехр I I ^ | / (х, п) \^А2 ехр ( —

при WxWfn < б. Поэтому

и справедлива аналогичная оценка снизу. Применяя лем-

лемму 4.6, получаем

так как асимптотика последнего интеграла равна
const n-mf2.

Аналогично доказывается оценка D.28) снизу.

Теорема 4.2. Пусть z° e= Tm(j) и

det Frw (ф°) ,t 0, rank Re F"w (Ф°) = г < m. D.31)

Тогда z° — точка неустойчивости, и при п > О

О < с,п{т-г)П ^ y ("» 2(>) ^ с2га(га-г)/2е (га),

(n) = 0. D.32)
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Так как ф°— точка максимума функции Re/^cp), то

Re В «S О, В = F'm (ф°). Покажем, что тогда Re В'1 < О,
rank Re В'1 = rank Re В. Имеем

Re В'1 = 1 (В'1 + В-1) = В'1 Re {BB~l),

так что ранги матриц ReJ9, ReJ?~' равны. Так как Re В —

вещественная симметричная матрица, то существует ве-

вещественная ортогональная матрица Т такая, что Re В —

= T~iAT, где Л — диагональная матрица. Положим

y
= TB~lx, ieR", тогда

m

<(Re В'1) х, х} = (Ay, y> = 2 Re А,, | г|з812 < О,

так как Re Xs < 0, и потому Re В~* < 0.

В силу леммы 4.5 достаточно оценить сумму f»(n, z°)
при малом б > 0. Из D.29) и леммы 4.6 получаем оценку

у6 (п, z°) < cnm^I (п, 6) + О {е-с'% D.33)

где обозначено

I {п, б) = \ cxp{nH(y)]dy,
i

и такая же оценка имеет место для ув снизу. Далее, из

D.30) следует, что Н(у)=<Ноу, у> + О(IIг/И3), где Я„-
симметричная матрица, Но ^ 0, rank H0 = r. В силу
лемл1ы 3.5.1 с помощью гладкой замены г/

= ф(О>
det ф( @) Ф- 0 переменных можно привести Я при малых

НуII к виду

Н (У) = - S ** + ^i (*')» «' = (*г+1, • ¦
•. *«),

где функция Я! имеет нуль порядка ^3 в точке t' = 0.
По построению, Н(у)<0 при малых И г/П, г/ # 0, и это

свойство сохраняется при переходе к переменным г. Сле-

Следовательно, функция Hi(t') имеет нуль порядка >4
в точке ?' = 0, Ht(t')<0 при малых t'?=0, так что

Hi(t')^—c\t'\k. Переходя к переменным t, получаем

/ (п, 6) = f det % (t) exp (nil (у)) dtx
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где U — малая окрестность точки t = 0. Применим метод
Лапласа по переменным tu ..., tr, тогда

I (n, б) = п~т!г \ exp [nH (t')] [ty(t') -f 0 (n~r)\ dt', D.35)
17'

где ^(OI^ 0, U' — малая окрестность точки t' = 0. В силу
полученной выше оценки для Hi имеем

7 (п, б) > en-1"/2 j ехр(—«с' 11' I4) dt' > c"n-p/a-<™-rt/*,
V

и оценка D.32) снизу доказана. Интеграл, стоящий
в правой части равенства D.35), есть оA) при гс->+°°,
так что I (п, Ь) — о(п~г/г), что доказывает оценку D.32)
сверху.

Замечание 4.1. В D.32) имеются <<ножницы» меж-

между оценками сверху и снизу. Это вызвано тем, что в дан-

данном случае поведение ^б{п, z°) не определяется только

квадратичными членами тейлоровского разложения функ-
функции ^(ф) по степеням ср

— ф°.
Разложим F (ф) в ряд Тейлора при ц>, близких к

точке ф°:

^(<р)'=^(фв) + ^(ф)+... + ^(ф)+---, D.36)

где Fg(q>)— однородный полином степени q от перемен-
переменных ф

— ф°.
Следствие 4.1. Пусть условия теоремы 4.2 выпол-

выполнены, г = 0«

O, 3д1;

0, ф?=Ф°.
D>37)

Тогда z" — точка неустойчивости и

ГО/ -I v tTl/ t\

0<<уга"и~в '<v(". 2°)<с2ЛТ • D-38)

Доказательство. Из условия D.37) и доказатель-
доказательства теоремы 4.2 следует, что

j 0Хр [_ пС' | х
IMK6

и аналогичная оценка имеет место для ч<> снизу. Послед-
Последний интеграл имеет порядок const n-m/2q при п-*-°°.

Рассмотрим один пример вырожденной стационарной
°

точки ф°.
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Теорема 4.3. Пусть z° е Tm(f) и

0, ф =^ Ф°. D.39)

Тогда z° — точка устойчивости, и при п^О выполняется

неравенство D.28).
Из условий теоремы следует, что z° — изолированная

точка множества Tm(j). Оценка D.28) снизу доказывает-
доказывается точно так же, как и оценка D.12); докажем оценку

сверху. Мы не можем в данном случае вычислить асимп-

асимптотику интеграла Tj, так как точки перевала являются

вырожденными, и получим только оценку для! Г3'"!. По
условию Re F,p (ф) < —clip — ср°|2р, так что Re/?((p)<
< —c'lq> — ф°Рр, с' > 0, при малых |q> —ф°|. Следова-
Следовательно,

|Г*|< J охр[-7гс'|ф-фо|2р]йф<с/г-"гА2р).
1ф-ф°1<6

Разобьем сумму y«(«, г") на две: yl + у^, где yl — сумма
по х, llxll < ni/2p. В силу полученной выше оценки имеем

Та ^ ci- Оценим у!- Введем обозначения

и разобьем интеграл D.20) на два: /i + /2, где h — инте-

интеграл по области |ф — ф°| < г.

Сделаем замену ф
— ф° — et, тогда

/х = ет J exvlpSfoe, y)]dtx
1Щ

/2!

J
1ЩК1

Имеем Re5<—с<0 при \Ш — 1, так что 1/2
=s? cemexp(—с'ц), с' > 0. Уравнение {F2p {t))'t + iy= 0 не

имеет вещественных решений при вещественных у *?> 0.

Действительно, если t" -r- решение этого уравнения, то,

в силу однородности F2p и формулы Эйлера, 2pFZp(t°) =
— —Ку, t°), так что Re F2P(?°) = 0, что противоречит усло-
условию D.29). Применяя лемму 1.2, можно заменить область

интегрирования контуром f в С? таким, что Re S ^
< —до < 0 на y равномерно по у, \\y\i — 1. Это дает для А
ту же оценку, что и для /2. Из полученных оценок для /;
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I

и лрммы 4.6 получаем, что

smexp(— c'u

< с \ || x |™Л*р-» е.хр (- с' И x f p/<2p-«) <& = const.

В теории разностных схем важную роль играет сле-

следующее понятие, которое является обобщением понятия

характеристики дифференциального уравнения.
Множество х{п) целочисленных то-векторов называет-

называется зоной размазывания единичной ошибки на п-тл слое

при п ->- °°, если

Если z° ^ Tm(f)— изолированная точка этого множества,
то обозначим т(ге, z°) множество целочисленных векторов

таких, что

S lrJV)| = o(l) (л-^оо).
iix(n,z°)

Если множество Г'п(/) состоит из изолированных точек

г1, ..., z4, то очевидно, что i (п) — [) т (n, z!).

Из доказательств теорем 4.1—4.3 следует, что

т(л, z°)c{y: 11/-^/?(фв)||<е(и)ф(и)},

где е (л)—любая такая функция, что г(+°°) = +00,

и ф (тг) = Yre в условиях теоремы 4.1, ф («) = у ге в усло-
условиях следствия 4.1 и теоремы 4.3.

Аналогичные результаты получены в [61] для систем

разностных уравнений и для систем уравнений в частных

производных с постоянными коэффициентами вида C.1).

§ 5, Асимптотика некоторых коэффициентов
ряда Фурье по сферическим гармоникам

Пусть г, 9, ф — сферические координаты в R3, М —

сфера г —а, { — гладкая функция в R3. Обозначим /(9, ф)
значение / в точке (а, 0, ф) на сфере М, тогда спра-

справедливо разложение в ряд Фурье по сферическим
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гармоникам
00 П

Задачи распространения волн приводят к исследованию

асимптотики коэффициентов Фурье fnm для функций /
специального вида. Ниже приведены результаты, полу-
полученные в [92], Пусть

где Яг = г2 + а2 — 2ar [cos (ф — ф) sin 8 sin б"+ cos 6 cos б]
(R— расстояние между точками (г, 9, ф) и (а, 0, ф)е!/),
функции Sa, g зависят только ox z = r cos 8 и гладкие.

Далее,
() , ()

где А > 0 — постоянная, iV>l. Исследуем асимптотику

коэффициента Фурье /«, при N -+¦ °°, / = T'3/V (происхож-
(происхождение последнего условия см. в [91]).

Коэффициент /го имеет вид

2Я

Однако асимптотика полинома Лежандра Pt (cos 0) при
I -*- оо имеет весьма сложный вид, и потому весьма труд-
трудно найти асимптотику /@ с помощью этой формулы. При-
Приведем другую формулу для /(о в предположении, что

функции So, g голоморфны в окрестности сферы М.
Пусть D — область в комплексной плоскости t, содер-

содержащая отрезок /==[—1, 1], функция w(l) голоморфна
в области D, В некоторой окрестности отрезка / функ-
функция w(t) разлагается в ряд по полиномам Лежандра:

оо

и> @ = 2 wiPi @- Для коэффициентов wt справедлива
1=0

формула

^tlj E.1)

Здесь ф(?)—присоединенные функции Лежандра, С —

положительно ориентированная простая замкнутая кри-

вая5 лежащая в D и содержащая внутри себя отрезок /.
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Возьмем в качестве С эллипс с фокусами —1; 1; его мож-

можно1 задать уравнением

t = cos 9, 0 = а + /р @ < а < 2я, р > 0)'.

При I -»- оо равномерно по t, лежащим на С и вне С, спра-
справедлива асимптотическая формула [33]

Qi (cos9) = rl/Vfl>(9) [1 + ^(Z )]. E.2)

Явный вид функции $ несущественен; важно лишь, что

она голоморфна вне С и то же сахмое верно для остаточ-
остаточного члена. Применяя формулу E.1), получаем

2Я 2.1+ip

2/ 4- 1 Г ~ Г ~ ~ ~

/ю = —г— \ ^Ф fQi (cosQ)sinQ d6.
о jp

Полагая l=l/3N и учитывая явный вид функции / и

E.2), получаем

2я 2Л-ИР

fl0 = A j С?ф
О

S = (R + So) (ah)-1 + 9~

где обозначено

A = -iBl+ I), w = g{

E-3)

Заметим, что интеграл E.3) берется по двумерному тору
Тг: |z| = 1, Ul=e~c в двумерном комплексном простран-

пространстве, где z = еЬр, t = е$. Точки перевала функции S оп-

определяются из системы

а4 = о, а4 = 1а4 + ^-/Г=о. E.4)
5ф 6Q а об а 66

Так как функции /?, 50 удовлетворяют уравнению эйко-

эйконала (VSJ = 1, то на сфере М имеем |a"'5i?/59l < 1,
йг'З^о/ЗЭ! ^ 1. Поэтому второе из уравнений E.4) не

имеет вещественных решений, если

Ъ > 2. E.5)

В дальнейшем предполагается, что условие E.5) выпол-

выполнено. Тогда коэффициент Фурье /;о экспоненциально убьь

32 м. В. Федорюк
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вает при /V->¦ °°, Действительно, в силу леммы 1.2 тор |7'2
можно продеформировать в двумерное многообразие,
на котором Re (iS) ^ —б < 0.

Исследуем асимптотику интеграла E.3). Если 9 = 0

или 0 = я, то функция R не зависит от ср и интеграл E.3)
превращается в одномерный. Пусть 0=^0, л. Из уравне-

уравнения dS/dy = 0 находим sin ф sin 0 = 0, так что ср
= 0 или

ф
= я, поскольку 0 комплексно. Уравнение dS/dQ = 0 рас-

распадается на два:

^-sin(e=F0) + 1—1 = %, R± = r2 + a2 —2arcos@=Fe).
К± a dQ

Пусть (So (cos 6) есть полином от cos0, для простоты, тог-

тогда можно показать, что асимптотика интеграла E.3)
равна сумме вкладов от точек перевала (см. гл. 4, § 5,
п. 6). Если Fо, фо)—невырожденная точка перевала, то

вклад V от нее равен

В частности, если So = r cos 0 (в этом случае функция
exkSo = е1

г

есть плоская волна), то при г/а > 1 асимп-

асимптотика /;о равна сумме вкладов от точек перевала, в ко-

которых ф
= 0 или ф

= л и при 0 Ф 0

sin -|



ГЛАВА VI

СЛИЯНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ

§ 1. Стационарная точка вблизи границы

1. Эталонные интегралы. Рассмотрим интеграл
а

F {к, а) = J ехр [- к (х - аJ] / (х, a) dx. A.1)
о

Здесь 0 < а < °°, к > 0 — большой параметр, а. лежит на

отрезке / = [—б0, б„]> б0 > 0.

Функция S = — (х ~ а.J достигает максимума на

участке интегрирования в точке х = а, если а > 0,
п в точке х = 0, если а < 0, так что асимптотика F имеет

разную структуру при разных а. При а ->• 0 происходит
слияние стационарной точки и конца контура интегриро-
интегрирования. Асимптотика интеграла A.1) при Я ->-+<», равно-

равномерная по а при малых а, выражается через специаль-

специальную функцию — интеграл Френеля:

=\edt. A.2)
Т/к J

о

Интеграл Френеля является целой функцией z. Главный

член асимптотики интеграла A.1) выражается через

функцию
00

ф (К, а) = J ехр [— к (х — aJ] dx =

о

= 1 /|[1-Ф(-«/я)]. A.3)

Разложим функцию j(x, а) в ряд по таким функциям,
которые имеют нули в точках х = 0, х = а, причем крат-

32*
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ности нулей растут с ростом номера, так как именно эти

точки могут вносить основной вклад в интеграл A.1) при

фиксированном а.

Лемма 1.1. Пусть f(x, а) = С°° (/ X /), где / = [0, а],
J = [—6, 6]. Тогда при любом целом N > 0 справедливо
разложение

N

j(x, а)= 2 ah(a)[x(x-a)]k +
fe=o

JV

+ (ж - а) 2 &ь (а) [х (х - а)]" + [х {х - a)]'V+1 i?jY (x, a),

A.4)

остаточный член RN е С°° (/ X /), функции ah(a),

Применим индукцию. Положим

/4(х, а) = /(ж, а) — а0(а) — Ъо(а) (ж — а),

ао(а) = /(а, а), Ь0(а) = а-4[/(а, а)-/@, а)],

функции «с(a), b0(oc)s С™ (/) по построению, функция
/iSC"(/X/) и /i@, а) = /((а, а) = 0. Рассмотрим функ-

функцию f2(x,a)———¦—. и покажем, что fz^C°° (IXJ).
Имеем

_ JL [А{х' а~>
_

U
x — a x

где обозначено 5Ж/ (и, a) =
df(x, a)

и аналогично оп-

ределено dt. Первое слагаемое в правой части принадле-
принадлежит С°°(/). Далее, а~'[<9, (fi(t + а), a) — fi{t, а)] принад-
принадлежит C°°(IXJ), так что /2(ж, а)еС"(/Х/). Следо-
Следовательно,

Тем самым лемма доказана при iV = 0. Чтобы доказать ее

при N = 1, достаточно представить в таком же виде

функцию Ri и т. д.
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Следствие 1.1. Пусть функция j(x, а) голоморфна
по (х, а) в окрестности точки @, 0). Тогда коэффициен-
коэффициенты ah(a), bk(a) разложения A.4) и остаточный член голо-

голоморфны при малых \х\, 1а|.
Вычислим асимптотику интеграла A.1).
Лемма 1.2. Пусть f{x, a)^ C~ {I XJ), где I = [0, а],

J = [—б0, б], 5 > 0. Тогда для интеграла A.1) при X -»- +«>

равномерно по а^ Jo = [—б0, б], где б0 > 0 достаточно ма-

мало, справедливо асимптотическое разложение

оо с©

F (X, а) ~ 2 ^ft («) Я~ЙФ (К, а) + 2 5fe (а) ^-fe-xexp (-Ы2),

A.5)

Ak, Bk е С100 (/). Это разложение можно дифференци-
дифференцировать по X и по а любое число раз.

Главный член асимптотики имеет вид

F(X, «) = /(«, а)Ф(К а) +

A.5')"

Для интеграла Ф(А,, а) при \<х\УК ~+ +°° имеют место

асимптотические формулы

Поэтому в формуле A.5') при фиксированном а,

X -> +оо главным членом является первое слагаемое, если

а > 0, и оба слагаемых, если а < 0. При а -*- О второе
слагаемое мало по сравнению с первым.

Фиксируем N и представим функцию / в виде A.4).
Тогда

N

F(X,a) = S ah(a)Flih(X,a; a) +

N

+ S К (a) F2lh (X, а; а) + FN+1 {X, a), A.7)
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где обозначено

j.h (X, а; а) = ] % (х) U (х — a)]ft охр [ — X {х — аJ] dx,
о

4>i (*) = !> гМ*) =*-<*. A.8)
а

, а) = \ [х (х — a)]h RN+l (х, а) ехр [— I (х — аJ] dx.

Представим Fjt h в виде разности интегралов по полуосям

[0, оо) и [а, оо). Тогда при ае/

F]k(X, а; а) = ^(^ а) + 0(е-еЛ), A.9)

где FfoCk, a) = Fjh(k, а; °°), с>0 не зависит от а, по-

поскольку (х — аJ > (а - бJ при х>а, а <= /. Интегрируя
по частям, получаем рекуррентные соотношения

Л (Я )

+ а (А - 1) ^,,ft_2 (А, а) + а2 (ft - 1) ^lifc_a (Я, а)],:
, A.10)

^2Й (А, а) = -f [2/^-, (X, а) + а^.й-^Х, а)]

при к > 1. Далее,

Из рекуррентных соотношений A.10) и из A.11) следу-
следует, что при к > 1

/^ = K~h+l [А$ (a, A )fи + А% (а, Я. )F20] , A.12)

где Aj\ — полиномы от а, Х~\ и, в частности, что

\F,b(X, a)\<Cjkk-h+l(\FJ + \FJl A.13)

при К ^ 1, а^ J, где постоянная Сй не зависит от X, а.

Следовательно,

\FN\<CNX-N(\FJ + \F2O\). A.14)

Подставляя A.9), A.12) в A.7) и учитывая, что N мож-

можно взять любым, получаем A.5). Дифференцирование ин-

интеграла A.1) по X и по а приводит к интегралу того же

вида.
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Вычислим главный член асимптотики. Имеем из

A.6) —A.8)
F (X, а) =

= / (а, а) Flo (X, а) + а~* [/ (а, а) - / @, а)] F20 (X, a) +
а

+ J х (х — а) Rt (х, а) ехр [— X (х — аJ] dx,
о

Из A.9) следует, что первые два слагаемых в правой
части совпадают с первыми двумя слагаемыми в правой
части A.5') с точностью до О\е~1с), с > 0, а последний
интеграл равен

а

BАГ1 j ^р I - Я, (х - aJ] -L (XRX (x, a)) dx + О («-*%

так как внеинтегральная подстановка в точке х = а

экспоненциально мала. Полученный интеграл есть

0(Ф(А., а)).
Следствие 1.2. Пусть условия леммы 1.2 выполне-

выполнены и 0 < а s? 5. Тогда главный член асимптотики имеет

вид

F(X, а) = /@, а)Ф(Ь, и) + о(Ф(К, а)).

При а<0 формулу A.5') уже нельзя упростить (из
задачи 1.1 следует, что при а<0 фиксированном, X -»¦

-^-+оо оба слагаемых в A.5') равноценны).
Рассмотрим интеграл с осциллирующей фазовой

функцией:
а

F (I, а) = J ехр [il (х — аJ] / (ж, а) dx. A.15)
о

Лемма 1.3. Пусть /, J — те же интервалы, что и в

лемме 1.2, функция f(x, а) ^ С* (/X/) и обращается
в нуль в окрестности точки х = а. Тогда при X -»- +оо /?ав-

номерно по а s/0 справедливо асимптотическое разло-
разложение

F (X, а) - 2 (- «Я)~Ч («) Ф (- ^ а) +

+ 2 (- &Гк~гВк (а) ехр (^а2) + О (Л-^1). A.16)
А=0
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Здесь Ah, Bh— те же, что и в A.5), и N X) можно взять

любым.
Это разложение можно дифференцировать по К и по а

любое число раз.
Главный член асимптотики имеет вид

F(X, a) = /(a, а)Ф(-а, а)+
+ (-2iaX)~l[j{a, а)-/@, а)]ехр(йаг) + о{Х~1). A.17)

Для интеграла Ф(—iX, а) имеют место асимптотиче-

асимптотические формулы A.6) при lalVA,-»--t-o°, в которых V — iX —

Распространим полученные результаты на случай
комплексных X, а. При этом необходимо, чтобы точка

х = а не давала вклада в асимптотику, что приводит
к условию

Лемма 1.4. Пусть функция f(x, а) удовлетворяет
условиям леммы 1.2 и голоморфна при малых \х\, lal.
Тогда разложение A.5) справедливо при А. = St, \X\ -*¦ °°,

|а1<б0, равномерно по а, где Sc— сектор largXl ^
^ я/2 — е < я/2, би > 0 достаточно мало.

При условиях леммы на X, а имеем

Re[X{x-aJ]>c\X\x2 A.18)

при х > а, с > 0, где с не зависит от X, а, так что A.9)
остается в силе. Интеграл Ф(Х, а) может убывать как

ехр(—Хаг), т. е. медленнее, чем ехр(—са2Х) при ма-

малых 1 обI. Соотношения A.10)—A.12) и оценка A.13),
A.14), таким образом, остаются в силе.

2. Общий случай. Рассмотрим интеграл

а

F (X, а) = J exp [XS (х, а)] / (х, а) их. A.19)
о

Введем обозначения: / = [0, а], Кь — круг |а1 <6 в комп-

комплексной плоскости а.

Будем предполагать, что функции /, S ^ С°° (IX Кь) и

голоморфны по (х, а) при Ы *S а0 < а, a^Kt, функция
S вещественна при вещественных х, а.

Нас интересует случай, когда функция S имеет про-

простую точку перевала Хо(а), которая при а->-0 стремится
к концу х = 0 контура интегрирования. Достаточными
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условиями являются следующие:

S'x @, 0) - 0, S'*x @, 0) Ф 0, s;«@, 0)^0. A.20)
Тогда при малых led

х0 (а.) = - aS'ia @, 0) (S^ @, О)) + О (а2). A.21)

Далее, максимум S(x, 0) на отрезке I должен достигать-
достигаться только в точке х = 0 (иначе основной вклад будет
вносить точка х = а), т. е.

S(x, 0)<5@, 0), 0<х<а. A.22)

Сведем интеграл A.19) к эталонному. Сделаем замену
переменной ж = ф(?, а) такую, чтобы

S{x, a)-S(xo(a), a) = -i2, A.23)

и положим

l(a)=HS(xo{a),a)~S{O, a). A.24)

Функция С (а) голоморфна при малых led; нормируем ее

условием

))-l/2 (a->0), A.25)

где ветвь корня
— арифметическая. Обозначим Se сектор

б< л.

Теорема 1.1. Пусть функция S удовлетворяет усло-
условиям A.21), A.22) и функции /, 5 голоморфны по (х, а)
при малых \х\, led. Тогда при Х-*00, X^Se, lal<6 и

при 6>0 достаточно малом для интеграла A.19) спра-

справедливо, равномерно по а, асимптотическое разложение

(X, а) ~ exp [KS (х0 (а), а)]
Lfe=o

fc|, A-26)

Ak, Bh голоморфны при малых led. Это разложение
можно дифференцировать по к и по а. любое число раз.

Функция С (а) определяется из A.24), A.25), Ф —

интеграл A.3).
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Сделаем замену переменных {1.23) и затем t-*-t

+ ?(«). Тогда
F (X, а) = exp [IS (х0 (а), а)] / (Я, а),

а(а)

/ = j exp [_ A. (f + ? (а)J] /• (t, а) Л,
о

где обозначено

а (а) = ТЛ$0го(сс),а)-?(а, а) - ? (а),

/* = / A> (t + С (а)), а) г|3; (* + С (а), а).

Так как S(a, 0)<0, то о (а) = 6 + 0 (а), & = У—5@, а)
при малых I ее I и интеграл с точностью до слагаемого ви-

вида О(ехр(—Kd)), d > 0, равен интегралу по отрезку [О, Ь].
Применяя лемму 1.4, получаем A.26).

Выпишем главный член асимптотики

(а), а)] X

X [л (а) Ф (Я,, - ? («)) + Д (а)
"Рj~ g (к)) ] +

+ О(Я |Ф(Л,-?(а))|), A.27)
где обозначено

Л(а) = -/(ц,(а), а)

,5 @, а)
A.28,

Вычислим асимптотику интеграла с быстроосцилли-
рующей фазой

а

F (К, а) = J exp [iXS (хг а)] / (х, a.) dx. A.29)
о

Будем предполагать, что функции /, S еС" при
(х, а)^/ХУ6, функция б1 (а;, а) вещественнозначна, функ-
функция / и все ее производные но х обращаются в нуль в

точке х = а. Далее, функция 5 удовлетворяет условиям

A.20), A.22) и

S'x (х, 0) ^ 0, 0 < х < а.

Георема 1.2. Пусть выполнены сформулированные
выше условия. Тогда при X -+ +°°, —6„ ^ а < б0 и при б0 >
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>0 достаточно малом для интеграла A.29) справедливо
асимптотическое разложение, равномерное по а.'.

F (X, а) ~

Г °°

~ exp [iXS (х0 (ос), а)] 2 А (а) (- а)"*Ф (_ iX, - t, (а)) +
Lfe=o

+ 2 Bh(a)(-a)-k9xp(-iXl(a.))\ A.30)
fc=o J

где Ah, Bh^ C°° при малых а.

Это разложение можно дифференцировать по X, а лю-

любое число раз.

Функция t, (а) по-прежнему определяется по формуле
A.24).

Главный член асимптотики имеет вид A.27), где сле-

следует заменить X на —iX, а остаточный член есть о(Х~1)
(см. A.16')).

Полученные результаты переносятся на многомерные
интегралы. Пусть j;eR", Q — ограниченная область в

R? с границей QQ класса С°° и функция S{x, а.) имеет

невырожденную стационарную точку x°(a)^Q, которая

при а -*¦ 0 выходит на границу области. Рассмотрим слу-
случай осцилляции:

F (Я, а) = f exp [iXS (x, a)) / {х, a) dx. A.31)

Интегралы такого рода встречаются в задачах теории ди-

дифракции при исследовании дифракции от тел с краем.

Перечислим условия на функции /, S.
Г. Функции /, S^C™ при (х, а)е?/ХД, где U —

окрестность в R" точки х" ^ 5Q, функция S вещественно-

значна, функция }(х, а) при x^dU обращается в нуль
вместе со всеми производными по х.

2°. Функция S(x, 0) имеет в области U единственную,
и притом невырожденную, стационарную точку х° и

4(ДО)^0, del 5^(^,0)^0. A.32)

Здесь | = (|i, ..., ln-0 — координаты в касательной

плоскости Тдпхо в точке х". Тогда х" является невырож-

невырожденной граничной стационарной точкой функции S(x, 0)
(см. гл. III, § 4, п. 2). Далее,

х° (а) = х° - a {Slx (х°, О)) <С (х\ 0) + О (а2) A.33)

(а-0).
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Из этой формулы следует, что ж0(а)-»-ж" по некоторо-
некоторому направлению. Потребуем, чтобы это направление было

трансверсально к дО, в точке х° (с точностью до чле-

членов второго порядка), т. е.

((Si* {х\ О)) 5^ (х°, 0), пх0> Ф 0, A.34)

где пхо — единичный вектор внутренней нормали к dQ в

точке х°.

Теорема 1.3. Пусть функции /, S удовлетворяют
сформулированным выше условиям. Тогда при % -*¦ +оо1
—б0 < а ^ б0 и при б0 > 0 достаточно малом для интегра-
интеграла A.31) имеет место асимптотическое разложение, рав-
равномерное по а:

F (^ а) ~ ?Г(п-1)/2 ехр \i\S (x° (а), а)] X

Г
х 2 4 (а) (- ark Ф (- a, s (а)) +

» 1
+ 2 Bh (а) (- iXfh ехр {1Ц? (а)) . A.35)

k J

Здесь Ah(a), Bk(a)^ C°° при малых а. Это разложение
можно дифференцировать по X, а любое число раз.

Формула для ?(а) и главный член асимптотики будут
приведены ниже.

Выберем в окрестности точки х° локальные координа-
координаты w=(u,, . .

., и„), x = ty{u) так, чтобы дп имела вид

Ип = 0, н„>0в й и чтобы точке х° отвечала точка и = 0.

Тогда

F (Я, а) = J <р (и, а) ехр [tA5 (и, а)] du,
v

где обозначено

S (и, a) =(S ° \|з) (и, а), ф (и, а) = (/ •> хр) («, а) det т{зи (и),

где V — полуокрестность точки и = 0. Далее поступаем
так же, как и при доказательстве теоремы 3.4.2. В каче-

качестве V выберем куб —а < щ < а, 1 < / < п — 1, 0 < ц„ <

^ а, где а > 0 достаточно мало. Имеем

S (и, а) = 5 (я° (а), а) + -i" ^„n (а) («„ - wn0 (а)J +

+ {ип - ип0 (а)) <Ь (а), и' - и'0 (а)> +

+ -i- <5 (а) (и' - а0'^)),. и'-И°'(а)> + ...
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где и' — (ии ..., u-n-i)-, и0 (а) — стационарная точка функ-
функции 3, отвечающая точке х°(<х). Применяя метод стацио-

стационарной фазы по переменным и', получаем асимптотиче-
асимптотическое разложение

F (X, а) ~ аг(п-1)/2 exp [ikS {х° (а), а)] X
а

X \ exp [ihg (ип, a)] 2j «j («„, а) к }dun.
о з=о

Здесь коэффициенты а^ е С°° при малых а, 0 ^ ип ^ а,

обращаются в нуль вместе со всеми производными при
ип — а, функция g имеет вид

g (ит а) = 4" (Ьпп (а) - <Ь (а), В'1 (а) Ъ (а)> X

Х(ип-ип0(а)У +0{\ип-ип0(а)\3).
Применяя к последнему интегралу теорему 1.2, получа-
получаем A.35).

Выпишем главный член асимптотики в случае, когда

граница dQ выпрямлена в окрестности точки х°. Пусть
х° — 0 для простоты, дО, = {х: хп = 0), хп > 0 при х е Q

вблизи точки 0. Тогда

F (Я, а) = (х)(П~1)/2 ехР [iXS + "Г s%n S*'*') X() [ Г )
X I S"x,x, Г1/2 /2 LAa) [- / (z° (а), а) Ф (- a, -? (a))

+ 0O-1)]. (

Здесь предполагается, что S'XnXn @, 0) < 0,

l(a) = 1S(x°(a), a)-S{x'{0, a), 0, a), A.37)
ж' (ж„, a) — решение уравнения

S'K, (x, a) = 0. A.38)

§ 2. Слияние двух точек перевала

1. Постановка задачи. Рассмотрим интеграл вида

A.1), где функция S(x, a) имеет при ос^О две невы-

невырожденные точки перевала, которые сливаются прп a =

= 0. Простейшим примером служит функция_ 50 = az —

— zV3: при a ?= 0 точки перевала z1|2(a)=±Va невырож-

невырождены, при a = 0 они сливаются.
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Покажем, что с помощью подходящей замены пере-

переменных можно привести S к виду So. При этом Sz @, 0) =

= 0, Szz@, 0) = 0, так как функция S(z, 0) имеет вы-

вырожденную точку перевала z = 0, Szzz @, 0) Ф 0, по-

поскольку в противном случае при малых !al функция
S(z, а) будет иметь ^3 точек перевала, близких к точке

2=0.
Лемма 2.1. Пусть функция S(z, а) голоморфна по

совокупности переменных при малых \г\, led и

Sz @, 0) = S'z'z @, 0) = 0, S"za @, 0) ф 0, 5«г @, 0) Ф0. B.1)

Тогда при малых led, а. Ф 0, функция S(z, а) имеет ров-
ровно две невырожденные точки перевала zu 2(сс) такие, что

Zi, г@) = 0. Функции 2i>2(a) являются голоморфными
функциями от У а при малых led, и

\
/ = 1,2. B.2)

Значения Zi_, отличаются выбором корня. Утвержде-
Утверждение леммы следует из теоремы о неявной функции.

Теперь с помощью голоморфной замены перемепной
z = z(?, a) приведем функцию S к кубическому трех-
трехчлену:

О^, СС) =^ Л [<Х)
—

В \(л) L, "Г С, / О. \о.о)
Вычислим А (а) и В (а). Формально дифференцируя обе
части этого равенства по z, получаем

Чтобы функция t, (г, а) была голоморфна по г, необходи-
отно-

отноB.4)

мо, чтобы Sz(z, a) = 0 при ? = ±У#(а). Это дает соотно-

соотношения

откуда находим

Л(а) = -|
Г з !»/> B'5)

5 (а) = [хE (г^ ^. «) - -S («1 (a)i a))J •

Лемма 2.2. Пусть функция S(z, а) удовлетворяет
условиям леммы 2.1. Тогда функции А (а), В(<х\
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голоморфны в точке а = 0, причем

В (а) = - ag[ @) B/g3 @)I/3 [1 + 0 (а)]. B.6)

В силу леммы 2.1 имеем

где а (а), D(a) голоморфны при а = 0 и а@) = 0, D@)?=
^ О, Z?'@) ^ 0. При аналитическом продолжении по

окружности с центром в точке а = 0 ветви z,(ct), z2(cc)
переходят друг в друга, т. е. z^a)-* za(a), z2(a)->-z,(a).
Следовательно, -4 (a) — однозначная, а стало быть, и го-

голоморфная функция а при малых | ее I. Далее,

S (zj (a), a) — S (z2 (a), a) =

d 2 Tox^w E^i « (a (a), a) (D («))*

где g(a)—голоморфная функция при малых lal. Учиты-
Учитывая B.2), получаем

? (a) - g; (a( a), a) + 4" &* (a («) • a) ^ (a) + 0(а') =

-= Si (a) + 4"g3 <a) ° («) + ° (a2) = 4 ^

Следовательно,

S (z3 (a)j a) - 5 (zx (a), a) = (-J- S (

= 4/3 (- gl @) a)8/a B1g, @)I/2 A + % («)),

где Ji голоморфна при малых [а| и 7г@)=0. Поэтому
многозначная функция В (а) распадается на три ветви,

голоморфные в точке a = 0, для которых выполнено B.5).
Лемма 2.3. Пусть функция S(z, а) удовлетворяет

условиям леммы 2.1. Тогда существуют числа rl7 гг>0 ц

функция ? = ?(г1 а), голоморфная при\г\<Сгг, |a|<r2i
такие, что при таких г, а функция S(z, а) имеет вид

B.3).
Обратная функция z = z(?>, а) голоморфна по (?, а)

е некоторой окрестности точки @, 0).
Здесь Л (а), 5(а) определяются из B.5), и при z =•

= z,_2(a) имеем % = ±}'В{и) соответственно,
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Рассмотрим соотношение B.3) как уравнение относи-

относительно ?: F(t,, z, а) = 0. Пусть точка (?0, г0, а0) удов-

удовлетворяет уравнению F = О и F^ =f= 0 в этой точке. Тогда
по теореме о неявной функции существует решение t, =

= ?(z, а) уравнения B.3), равное ?„ в точке (г0, а0) и

голоморфное по (z, а) в окрестности этой точки. Поэто-

Поэтому решения ? = t(z> а) уравнения B.3) могут не быть

голоморфными только в таких точках (г, а), при кото-

которых совместна система F — О, F* = 0. Исключая ?, полу-
получаем дискриминантное уравнение D(z, а) = 0, где функ-
функция D голоморфна при малых Ы, led. Это уравнение
распадается на два:

S(z, а) = 5(гДа), а), / = 1, 2. B.7)

Пусть lzl=rt, 0<lal^r2, где г,->0 достаточно малы.

Тогда уравнение B.7) (относительно z) имеет ровно 3

корня {zj(a), Zj(a), 2j(a)}, лежащих в круге Izl^r».

Нормируем функцию S условиями Sza @, 0) = — 1,

Szzz @, 0) = 2 (для этого достаточно сделать преобразо-
преобразование подобия z-»-&iZ, a -> bt.a, bs — постоянные). Тогда
(см. B.2))

где р(Р), ?(^) — голоморфные функции [J в точке ^ == 0,
/7 @) = g @) = 1. Ниже мы рассматриваем уравнение B.3)
и свойства его решений при фиксированном а, 0< 1а1 <
</V Пусть / = 1, тогда при 2, близких к Zi(a), уравне-
ние B.7) имеет вид

-1(S- YW {I +2/5) = i-(z- z^a))8/»^, a) + ...,

? <zx, a) = - 2 /a A + О /a) ^ 0.

Следовательно, в окрестности точки z = z, (a) уравнение

B.7) имеет три решения, равных V/?, — 1В, —2УВ в этой

точке и голоморфных в ее окрестности. Поэтому точка

z — zx(a) не является точкой ветвления функции ?.
В окрестности точки z = Zi(a) уравнение B.7) име-

имеет вид

/1 (zj (a), a) = 5a (l + О ( /a)) ^ 0,
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Следовательно, функция ? имеет в окрестности точки

z = ?j(a) голоморфную^ветвь, равную —2У5 в этой точ-

точке, и ветвь, равную УВ в этой точке, для которой точка

2i (a) есть точка ветвления второго порядка.

Аналогично, точка z = z2(a) не является точкой вет-

ветвления функции ?; в окрестности этой точки имеются 3

голоморфные ветви, равные
— УВ, —УВ, 2УВ в этой точке.

Точка z = z2(rz) является точкой ветвления второго по-

порядка; одна ветвь, равная 2У5, голоморфна в этой точке,
и двузначная ветвь равна

— УВ в этой точке.

Итак, алгеброидная функция ? = ?(z, a) имеет при
0< 1 ееI < г2 в круге |z| < rt только две точки ветвления

z = Zi>2(cs), обе второго порядка. Покажем, что трех-
трехлистная риманова поверхность функции ? распадается на

двулистную риманову поверхность, листы которой «скле-

«склеены» в точках Zi,2(a), и отдельный лист. Пусть ?0(z, a) —
элемент функции ?, заданный в близкой к ?i(a) точке z0,

аналитическое продолжение которого вокруг точки z\ (a)
дает двузначную функцию. Аналитически продолжим ?0
вдоль замкнутой кривой, обходящей точку z2(a). Если

?0 -*¦ ?0 при таком обходе, то риманова поверхность функ-
функции ? содержит двулистную поверхность, листы которой
склеены в точке ^ (а). Но тогда с помощью аналогичных

рассуждений получаем, что риманова поверхность R

функции t содержит двулистную поверхность, листы ко-

которой склеены в точке z2(a), так что R распадается на

две двулистные поверхности. Это невозможно, так как R

трёхлистна.
Из этих рассуждений вытекает, что функция ? (z, a)

имеет ветвь ?(z, a), голоморфную при Ы < rt no z, при

каждом фиксированном а, 0<1а|<г2 (ей отвечает от-

отдельный лист), причем ветвь Z, равна УВ, —УВ, —2УВ,
2VZ? в точках Zi(a), z2(a), Zi(a), z2(a) соответственно.

Если же a = 0, то уравнение B.3) имеет вид ?3 = z3g(z),

Функция g голоморфна в точке z = 0, g@)*=l, так

что ?(z, 0) = z3V^(z), где j^giO) = 1; следовательно, ветвь

t,(z, a) голоморфна по г при каждом фиксированном a

в области \z\<rt, lal<r2. Далее, функция ?(z, a) голо-

голоморфна по совокупности переменных, если D(z, a) =5^0,
и ограничена при малых |z|, ]a|. По теореме об устрани-
33 м. В. Федорюк
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мых особенностях ([9]) функция ?(z, а) голоморфна по

совокупности переменных в окрестности точки @, 0).
Итак, исследование асимптотики интеграла A.1) с

двумя близкими седловыми точками приводится к иссле-

исследованию эталонного интеграла с кубической фазовой
функцией B.3).

2. Эталонные интегралы. Рассмотрим эталонный ин-

интеграл

Ф (кг а) = exp [ikA (а)] J / (z, a) exp [kS0 (г, а)] dz,
v

B-8)

ы

Фока
f

Его асимптотика выражается через функцию Эйри —
f

i(tx + x*/2))dx B.9)

00

v(t) =
2, I/я

— со

и ее производную. Функция v{t) является решением

уравнения Эйри
v"-tv = O. B.10)

Укажем выбор контура у. Область Re .So (г, 0)<0 со-

состоит из трех секторов: <S\: 0 < ф < я/3, S2: 2я/3 < ф < я,

Ss'. я + я/3 < ф < п + 2л/3, ф
= arg z. Выберем контур f

следующим образом: он совпадает с отрезком [—а0, а0]
вещественной оси вблизи точки z = 0, его начало z{ ле-

лежит в секторе Si, его конец z2 лежит в секторе S2. Тогда
Re So (zj, a) < —с < 0, / = 1, 2, если |а1 ^ б, где б > 0 до-

достаточно мало, с не зависит от а. Таким образом, подын-

подынтегральная функция имеет порядок 0(e~h") при к ->¦ +°°

на концах контура. Это приводит к тому, что концы кон-

контура -у не будут давать вклада в асимптотику.
Лемма 2.4. Пусть функция f(z, а) голоморфна в

окрестности точки @, 0), функция В {а) голоморфна при
малых lal, В@) = 0. Тогда справедливо разложение

f(z, ос) = 2 р} (а) (г2 - 5 («))'+ z | д, (а) B2 - 5 (a))j,
B.11)

равномерно сходящееся в некоторой окрестности точки

(О, 0). Коэффициенты р,-(а), <fr(a) голоморфны в точке

а = 0.



§ 2. СЛ1ШШ1Е ДВУХ ТОЧЕК ПЕРЕВАЛА 515

Заметим, что z2 — ее =» {S0)i (z, a), z = -5- (?о)« B,. ее).

Далее,

Ро («)-41/( ^5'а) + /(- ^-«)]'
B 12)

Вычислим асимптотику эталонного интеграла B.8).
Лемма 2.5. Пусть функция /(z, а) голоморфна в

окрестности U точки @, 0), контур f лежит в проекции
U на плоскость z и выбран так, как указано выше. Тогда

существует б0 > 0 такое, что при fc-^+oo, \а\ < б0 w при
любом целом N ^ 0 для интеграла B.8) справедливо
асимптотическое разложение

Ф (А, а) - exp [ikA (а)] [/T1/3t;(_ /Г2/3? (а)) X

\s=0

)(Л i ))].B.13)
s=o

Это разложение равномерно по а, коэффициенты aja(a)
голоморфны при малых \а\.

Представил! / в виде суммы B.11), где (X/^-ZV,
и остаточного члена. Обозначим

Ft. = j exp [kS0 B, a)] % (z) (z* ~~ Bf dz, B.14)
v

где $i(z)=l, \p2(z) = z. Так как 3S0/3z = i(-5 + z2), то,

интегрируя по частям, получаем рекуррентные соотно-

соотношения

F 2/-1 „ 2 (/ - 1) В р п ,_kc,
BЛ5)

Таким образом, функции F;j выражаются через функции

Fio. Покажем, что

e),

O(e-k°).
BЛ6)

Продеформируем контур -у в ломаную, состоящую из от-

33*
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резков [zu 0], [0, z2], где z}
— концы контура. Тогда инте-

интеграл по отрезку [0, z2] равен разности интегралов по лу-

лучам z = pz2, где 0 < р < оо, 1 ^ р < оо для этих лучей. По-

Последний интеграл имеет порядок О(е~кс). Аналогично за-

заменяем отрезок [z1( 0] лучом z = —pZj, 0 < р < °°. Пусть
f
— полученный контур; тогда

f exp (kS0) dz = АГ1/3 j exp (iaft2/sz - ;z3/3) dz =

Тем самым первое из соотношений B.16) доказано; ана-

аналогично доказывается второе. Следовательно, интеграл

B.8) равен сумме слагаемых указанного в B.13) вида и

остаточного члена вида RN- Последний есть интеграл ви-

вида B.8), где f = Uss{zz-B)trgx(z, а), функция g голо-

голоморфна при малых |z|, lal.
Чтобы оценить остаточный член, получим следующую

оценку:

< С (/T1/s | v (- /Г2/За) [ + /Г2/31 v' (- ft2/3ct) |). B.17)

Здесь ф(г) — голоморфная в окрестности контура функ-
функция. Напомним, что функция v(t) имеет бесконечно мно-

много нулей, все они вещественны и отрицательны. То же

самое верно для функции v'(t); нули этих функций v(t),
v' (t) перемежаются.

Пусть \а.\к2/3 ^ а < °°, /(a, ft) — интеграл из левой
части B.17). Делая замену z -»- k~Uiz и разлагая функ-
функцию ф в ряд Тейлора, получаем

/ (a2 ft) - АГ1/3ф @) J exp (St (z, Q) dz +

+ ф'@)А:-2/3 J exp (SX (z, ?)) zdz +

exp EX (z, Q) fi (z3 ft) ?&, B.18)

где yft
— контур, полученный из ^ растяжением в к1/3 раз,

? = аА:2/3 — ограниченная величина. Оценим последний
интеграл в B.18). Имеем \R(z, ft)i| < C\zk-l/2\2 на ft.
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Далее, заменим контур у ломаной "f, состоящей из отрез-
отрезков U = [0, e'W6pJ, h = [р2е'^/в, 0], где р, > 0; тогда 7(сс, к)
равен сумме интеграла по у и величины порядка O(e~ch).
На 1{ имеем Re Si < pig I — p73, так что модуль интегра-

ла по h не превосходит САГ1 J р2ехр (| ?| р — ps/3) dp^.
о

^ Си , так как величина 1?| ограничена, а ин-

интеграл является непрерывной функцией от |?|. Анало-
Аналогично оценивается интеграл по 12. Первые два интеграла
в правой части B.18) вычисляются, и мы получаем

Тем самым оценка B.17) доказана, так как 1 г^(—^) I -f-
+ k-l/*\v'(-t)\2*k-l/a, если |?| ограничен.

Докажем оценку B.17) при \а\кгп 3* а, где а>0 —

фиксированное, но достаточно большое число. При |?| -*

-*¦ °° асимптотика интеграла /(а, к) определяется точка-

точками перевала функции S^. z = ±V?. Отметим, что

SL (+ У%, С) = -F i-^-ка3 2, а на концах контура Ya имеем

ReS^—Cfc, С > 0, так что если [al<6 и б>0 доста-
достаточно мало, то вклад от концов экспоненциально мал по

сравнению с вкладами от точек перевала. Повторяя в

точности те же рассуждения, что и при вычислении

асимптотики функции Эйри (см. гл. IV, § 3), получаем,
что асимптотика /(а, к) равна вкладу от точки перевала

г = У? в секторе Do: larg al< я — е < я и сумме вкладов

от точек z — ±lft, в оставшемся секторе /Л. В секторе Do,
как следует из асимптотики функции Эйри, k~i/sv'(—?,) —
— O(a\v(—?) I, и оценка B.17) доказана. Точно так же

доказывается оценка B.17) в секторе Z?2, вне кружков К}
радиусов pj с центрами в нулях t,} функции v(—?,). Эти
окрестности выбираются таким образом, чтобы v(—?) =
= 0A) при ^е/^з- В секторе D2 в силу D.36') имеем

k-^v(-0=^r-k^3(-trm[e-s(^ + Я (Г3/2)) +

(
где 5 = -о-(—0 1 5>0 при а<0. Асимптотика инте-

интеграла /(а, А) имеет тот же вид, только коэффициенты
при e±s равны соответственно scp(Ya), ф( —Уа). Так как
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в круге Kj экспоненты e±s ограничены, то

/(a, k) = k-

Поскольку в круге Я3 правая часть неравенства не мень-

меньше, чем k-z'3\v'{-l)\ >Ск~г/3\Ъ\и\ то отношенпе оста-

остаточного члена в B.19) к правой части B.17) не превос-

превосходит const IVal. Итак, оценка B.17) полностью доказа-

доказана. Очевидно, что эта оценка справедлива и в том случае,

когда ф
= ф(х, а), функция ср голоморфна по (z, a),

когда z лежит в окрестности контура ^, lal «? 6.

Завершим доказательство леммы. Остаточный член RN
есть интеграл вида /(а, к), где <р =(z2 — a)NgN(z, а),
функция gjv голоморфна при малых lal. Интегрируя по

частям так же, как и при выводе рекуррентных соотно-

соотношений B.15), получаем, что RN есть сумма слагаемых

вида /(а, к) с множителями к 3, где |3^->оо при N -*¦

-> оо. Для этих интегралов имеет место оценка B.17).
Чтобы получить B.13), достаточно выбрать M>N доста-
достаточно большим, оставить только слагаемые, выписанные

в формуле B.13), а остальные отправить в остаточ-

остаточный член.

Выпишем главные члены разложения B.13):

. B.20)

Рассмотрим важный частный случай: функция В (а)
вещественнозначна, функция / неаналитична.

Лемма 2.6. Пусть функция /еС°°(/ХЛ), где I —

отрезок [—a, a], J6 — отрезок 0 ^ а < б, функция / и все

ее производные по х обращаются в нуль при х = ±а,
a^Jt,. Пусть В{а)~са при а -*¦ 0, функция В (а) веще-
вещественна при вещественных а. Тогда для интеграла

а

Ф {к, а) = f ехр (ikSv (х, а)) / (х, a) dx B.21)
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справедливо разложение B.13) при к-++о°, 0 < <к ^ б0,
где бо > 0 достаточно мало, равномерно по а.

Точно так же, как и в лемме 1.1, можно доказать, что

при любом целом N > О для функции / имеет место пред-
представление

N JV

/ (*, а) = 2 Р) И {х1 - ВУ + х 2 Ъ («) (х - B)j +

где RN^CX(I Х/бо)>если 60 > 0 достаточно мало. Пока-

Покажем, что если / е С°° (/ X /в ), то

А:-1/3). B.22))
Имеем

J ехр (kS0 (х, а)) йл; = 2 /я А^1/Зу (- ?) -

—

] ехр (А*50 (х, а)) <^дг — j ехр (kSQ (x, а)) с?ж

Действительно, функция 50 чисто мнимая и не имеет

стационарных точек на полуосях х ^ а, х ^ —

а; поэтому
асимптотика этих интегралов равна вкладу от конца х —

= ±а и потому имеет порядок О(к~1). Аналогично,
о

j а; ехр (kS0) dx = — il Vnk~2/3u' (— Q + О (А; ),
— о

и, наконец,

a

j (x2 — a) gj (ж, a) ехр (kS0) dx =
—a

= - Ik'1 exp (ikS0 (x, a)) gl \a_a + О {к'1) = О (к'1).
Заменим интеграл B.21) интегралом Ф, в котором вме-

вместо / стоит функция /ф и ф (х) е С^°, ф(х) = 0 при Ы >
> а/2, ф(ж)=1 при малых \х\. Тогда при малых вещест-

вещественных # имеем Ф = Ф + О(к"°) равномерно по а в си-
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лу принципа локализации. Далее доказательство прово-

проводится по тому же плану, что и в лемме 2.4. Именно,
пусть Ftj(k, a.) — интегралы вида B.14) со следующими
отличиями: контур f = [—а, а], и подынтегральная функ-
функция содержит множитель у{х). Тогда соотношения B.15)
остаются в силе, только вместо О(е~кс) в правой части

будет стоять 0{к~°°). Действительно, если интегрировать
по частям так же, как и при выводе соотношений B.15),
то внеинтегральная подстановка обратится в нуль в силу

финитности функции ф, но появится интеграл, содержа-

содержащий функцию ц>'{х). Этот интеграл имеет порядок

О(к~°°) при &-*-+°°, так как ф'(#) = 0 в окрестности
точки х = 0, так что supp ф' не содержит стационарных

точек х=±УВ(а) функции 50 при малых 1 осI. Поэтому
асимптотическое разложение для Ф имеет вид B.13).
Остаточный член оценивается так же, как и в лемме 2.5,
только вместо B.17) мы используем B.22).

Замечание 2.1. Если функция f(x, а) имеет конеч-

конечное, 5*3, число непрерывных производных, то можно по-

получить конечное число членов разложения B.13).
3. Общий случай. Вычислим асимптотику интеграла

F {к} а.) = j / (г, а) ехр {ikS (г, а)) dz B.23)
v

при к -*¦ +сс и малых led в случае, когда функция S име-

имеет при малых 1а| две близкие простые седловые точки.

Здесь y — конечная простая гладкая кривая. Введем ус-
условия:

1°. Функции /(z, a), S(z, а) голоморфны по (z, а),
когда z лежит в окрестности контура if, !al < б.

2°. При малых |г —20|, lal

S (z, а) = (- асе + О (a2)) (z - г0) +

+ B - zof О(а) + ±-(Ъ + О (а)) (г - г0K, B.24)

где а *? 0, Ь Ф 0, Im а — Im Ь — 0.

Тогда в силу леммы 2.1 функция S имеет при малых

[осI две простые близкие точки перевала z,,2(a). Можно

считать, что Ъ > 0; этого можно добиться с помощью за-

замены z -*• cz.

Теорема 2.1. Пусть условия 1°, 2° выполнены, Ь>

>0 м контур y выбран так же, как и в B.8). Тогда при,
к -у +оо( |ос| =s; 6о и при б(, > 0 достаточно малом для иц-



§ 2. СЛИЯНИЕ ДВУХ ТОЧЕК ПЕРЕВАЛА 521

теграла B.23) справедливо асимптотическое разложение

B.13), равномерное по а. Это разложение можно диффе-
дифференцировать по к, а любое число раз. Здесь

А(а)=± [S (zx (a), a) + S (ц (а), а)],

% = _ к2/% (а),

Выпишем главный член асимптотики:

F(kt а)= ехр [ikA (а)] /л к~1/3 X

B.25)

B.26)

X

(M/ZZJ=

- B-27)

Ветви корней выбраны следующим образом: при а >

> 0, а > О

?0~са, .z1(a)~c1Va (с > 0, с» > 0, Va">0). B.28)

Теорема 3.2. Пусть функция f(x, a), S(x, a)^C°°
при Ы < a, let I < б (a вещественно), функция S вещест-

ееннозначна, удовлетворяет условию 2°, функция / обра-
обращается в нуль при х = ±а вместе со всеми производными
по х, и Ъ > 0.

Тогда все утверждения теоремы 3.1 справедливы при
k -». +оо? 0 «S a sS б0, есла б0 > 0 достаточно мало, для ин-

интеграла

а

F (к, а.) = j ехр [ikS (х, а)] / (хх а) Ас. B.29)

В формуле B,27)

S"zt {х1 (а), а) < 0, S Z(x2 (а), а) > 0,

ветви корней арифметические.

B.30)
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Пример 2.1. Рассмотрим функцию Бесселя Jw(x) и

исследуем ее асимптотику при v, ж-»-+°°, х ~ v. Имеем

оо+лг

I exp[ftS(*,P)]A, B.31)
oo—лг

где обозначено

u = zv, a; = 4-5. 5 = shf — f ch p. B.32)
СП p

При x — 1, т. е. при р = 0, функция 5 имеет двукратную

точку перевала ? = 0. В окрестности точки t = 0, fi = О

имеем

т. е. S имеет вид B.1), где а = |}2. При малых |р| функ-
функция S имеет две простые точки перевала ^i, 2 (P) =
= ±р[1 + 0(р2)], которые сливаются при р = 0. В качест-

качестве контура интегрирования в B.31) выберем линию наи-

наибыстрейшего спуска 1 функции Re5(f, 0), выходящую
из точки t = 0 (см. гл. IV, § 4, п. 2). Далее, можно за-

заменить контур ^ его конечной дугой, содержащей внутри

себя точку t = 0; тогда контур f удовлетворяет условиям

теоремы 2.1, а интеграл по контуру "f\"f имеет порядок

О(е~кс), с > 0, при й ->¦ +°°. К полученному интегралу

применима теорема 2.1. Это позволяет получить равно-

равномерные по fj при малых комплексных |{1|. В частности,

при ^>0 (т. е. при ж<1, х ~ 1, v -*¦ +°°) получаем

где обозначено

Рассмотрим многомерный интеграл

F (к, а) = j / (я, а) ехр [ifc? (г, а)] dxt B.33)

где z e Rn, Q — окрестность точки х°, функция S вещест-
веннозначна при вещественных х, а. Мы рассмотрим слу-
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чай, когда функция S(x, а) при малых вещественных а

имеет две невырожденные точки перевала, близкие к точ-

точке х". Пусть в окрестности точки (х°, 0) функция S име-

имеет вид

B.34)

Обозначим через ^,(a) собственные значения матрицы
С (а) = S"xx(x°, a), и пусть

fc,(a)=»a, М0) = Х,^0, 2 < / < п. B.35)
Линейной невырожденной заменой переменных х — хй =
= Л(а)г/ можно привести функцию S к виду

5 (х, а) =
п п

= S (х°, а) + 4" 2 Ма) ^ + Т 2
j

B.36)
Если

с„, @)^=0, B.37)

то нетрудно видеть, что функция S{x, а) имеет при ма-

малых а ровно две стационарные точки х (а), х2(а), кото-

которые при а = 0 совпадают с точкой ж0. Обе эти точки ве-

вещественны и невырождены.

Теорема 2.3. Пусть функции f(x, a), S(x, a)e
е С°° (й X /е), где /в — интервал —б < a < б, и выполне-

выполнены условия:
1°. Функция S(x, а) вещественнозначна, имеет вид

B.34) и удовлетворяет условиям B.35), B.37).
2°. Функция f(x, а) обращается в нуль вместе со все-

всеми производными по х в некоторой окрестности границы
д?2 области Q.

Тогда при к -»- +°°, —б0 ^ a «S б0 и при б0 > 0 доста-

достаточно малом для интеграла B.33) справедливо асимпто-

асимптотическое разложение

F (к, а) - АГ(Г1-1)/2 exp [ikA (a)] 2 Фга (Л, a, Q А;"™, B.38)
га=0

Фт — ряды вида B.13), равномерно по а. Это разло-
разложение можно дифференцировать по к, а любое число раз.
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Здесь А (а), ?(а) определяются по формуле B.5).
Можно считать, не ограничивая общности, что х° = О,

S(x, а) имеет вид B.36). Мы применим к интегралу

B.33) метод стационарной фазы по переменным х2, ...

. .
., хп, а к полученному интегралу применим теорему 2.2.

Положим х' —(х2, ..
., хп), тогда точка перевала функции

5, как функции от х\ определяется из системы

X) (a) Xj + -i- cnj (a) x\ + ...
= 0, 2 < /< п.

Эта система при малых хи а имеет, в силу условий

B.35), B.37), единственное решение х'{хи а), причем

х- (х,, а) = -С$щ4 [1 + О(хх)], B.39)

ixx, o)^S (xlf He (xv a), a) =

Далее, можно считать, что функция / отлична от нуля
только в малой окрестности V точки х = 0 вида \xj\ ^ e,
l^j<n. Положим V' = {x': \xt\ < e, 2 <; < п). Тогда

F {к, a) = J dxx M exp (ikS) j dx'\

Стационарная точка х'{хи а) невырождена при малых

lal, и потому асимптотика интеграла по области V рав-
равна вкладу от этой точки, так что

H iTl* /"V I (-w> Ti1 *-H ** ^' 7* J I UV И Г 7 i' V /^ /VI1 ¦/ < i 1" ry | n 'У1

\ ^ / .¦^"* ^
u a\x t j i j \ i / x

B.40)

Здесь функции /;еС°" при |a;il<e, lal«S6, если б>0

достаточно мало, и обращаются при х = ±е вместе со

всеми производными по х. Применяя к каждому из сла-

слагаемых B.40) теорему 2.2, что возможно в силу B.35),
B.37), получаем разложение B.38).
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Выпишем первые два члена асимптотики. Положим

',a), ; = 1, 2,
B.41)

6j(.a)=sgn Dj(a),

тогда первые два члена разложения B.38) ил1еют вид

F {к, а) «
п^ [^ (ф1 + ф1) „ @ + B-^ik-^ (ф,_ ф1)],

B.42)

/ (Xj (a), a).

§ 3. Слияние полюса и точки перевала

1. Эталонные интегралы. Рассмотрим интеграл
оо

m /- Р\ \ бхр {— zt ) ,
,q a\

—
оо

где з — большой, е -— малый (невещественный) парамет-

параметры. При 8 = 0 сливаются полюс °t = t подынтегральной
функции и точка перевала t = 0.

Интеграл C.1) выражается через интеграл Френеля
A.2).
Лемма 3.1. Пусть zsfl, ееС, где D — плоскость с

разрезом по полуоси (—°°, 0). Тогда функция F(z, e)
аналитически продолжается из области Re ъ > 0, Im e >

>0 в область DXC, как голоморфная функция (z, г) и

u//z e)= m exp( —e2z)[l — Ф(—ieVz)]. C.2)

Пусть z, e вещественны и положительны. Дифферен-
Дифференцируя по z, получаем

оо

= e2lF (z, ге) — ге 1 ехр (— zt2) dt = e2vF (г, is) — is у —,

— сю

Решая это уравнение и учитывая, что Чг(+°°) ге) = 0,
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получаем

W (z, ie) = is. Vn exp (e2z) f Г1/2 exp (— гН) dt =

Z

+00

= 2i Vn exp (e2z) j exp (— f) dt =

= in exp (е2г)A-Ф(е /I)),

где Ф — интеграл Френеля (см. A.2)).
Следовательно, при Re е -= 0, Im е > 0, z > О

Интеграл Френеля Ф(?) является целой функцией ?,
так что по принципу аналитического продолжения функ-
функция 4^B, е) является целой функцией от аргумента еУз.

В частности, функция F(z, e) голоморфна по (z, e),
когда z лежит в плоскости с разрезом по полуоси (—°°, 0),
а е пробегает всю комплексную плоскость.

Рассмотрим другой эталонный интеграл

C.3)

Здееь при е = 0 происходит слияние точки перевала, по-

полюса и конца контура интегрирования. Этот интеграл
также выражается через специальные функции — инте-

интеграл Френеля и интегральный логарифм. Действительно,
пусть е > 0, z > 0; дифференцируя C.3) по z, получаем

уравнение

И

Интегрируя это уравнение и учитывая, что Чго(+°0, ie)==
¦= 0, получаем

Wo (z, ie) - ^ИВ exp (eh) J exp (- гН) t~mdt f

г

+ оо

+ — exp (eh) J exp (— eH) t~ldt =
z

= exp (Eh) [f A - Ф (e /i)) - ±. Ei (- e2Z)],
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где Ei (x) — интегральная показательная функция

Ei (х) = - j e~4~2dtt x<0.
—X

Следовательно,

?0 (г, г) = ехр (- е2г) [^ (l - Ф (- ze /7)) - ±- Ei (e22)].
C.4)

Эта формула пригодна, наяример, при Re z ^ 0, 8 Ф

^[0, 4-ос).
Рассмотрим интеграл

F {K e) = J е'Р(-в^ Л (,, е) Л, C.5)
—а

где 0 < а < °°, К > 0, Im e < 0.
Лемма 3.2. Пусть функция h(t, e) голоморфна по

(t, г), когда t лежит в окрестности отрезка [—а, а],
и |el^e0. Тогда существует е4 > 0 такое, что при

X-v+oo, |e|s?ei, 6<arge<n-6 @ < б < п)

справедливо асимптотическое разложение

N

hh) (°ё)F ^е)
fe=0

обозначено

C.7)

Здесь N> 0 —любое целое число, O(h~Nn) равномер-
равномерно по е.

Интегралы /<\ выражаются через интеграл C.1) и его

производные. Именно,

C.8)

так как F! = b^Fd + Уя/Я.
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В интеграле C.5) можно заменить а на а', 0<а'<
< а; отброшенный интеграл имеет порядок О (ехр (—Ха'2)).
Поэтому а > 0 можно считать настолько малым, что

функция h(t, е) голоморфна при \t\ < 2а, 1е| < е0. Имеем

N

h (t, e) = 2 К (е) th + hN (t, г), | hN (t, e) | < Cw | f Г

при UI < а, |е| < е0. Соответственно

^ft(^l6)=J ^—& dt* C>9)
—а

f* /jjy (i, е) ехр (— Xt2)

—а

Оценим остаточный член. Положим е = I е I е!ф, я — б ^
> Ф > б, где 0 < б < я. Тогда

= max

так как е1ф невещественно. Следовательно, при

б ^ arg s =^ я — б, Я, ^ 1,
00

|Лл(Л.,е)|<^ j U \N~* exp (- Яг2) Л < C'Nl~NI\ C.10)

Наконец, Fh = Fk +0(вхр(—Ха2)), и C.6) доказано.
Лемма 3.3. Пусть условия, леммы 3.2 выполнены.

Тогда существует в!>0 такое, что при К -*- +°°, б<
^arge^2n —б, lel^e справедливо асимптотическое

разложение

С expj^ h {h е) ^ = ^ ^_ fct» (Qi e) F+ ^ е} + 0 (я-д72))
о ft=o

C.11)

C.12)
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Здесь N i> 0 — любое целое число, б > 0 может быть

выбрано сколь угодно малым, но не зависящим от г.

Доказательство полностью повторяет доказа-
доказательство леммы 3.3, за исключением оценки остаточного

члена. При 0<К а, б < ф < 2я. — б (ф*= arg e) имеем

для остаточного члена получаем оценку C.10).
Покажем еще, что разложение C.6) пригодно в более

широком секторе.
Лемма 3.4. В условиях леммы 3.2 разложение C.6)

справедливо при \г\<еи —я/4 + б < argе < Зл/4 — б.
Здесь б > 0 сколь угодно мало, но не зависит от е.

2. Общий случай. Рассмотрим интеграл

ff,<l')eI dtx C,14)

где y
— конечная кривая в комплексной плоскости t.

Введем условия:
1°. Функции /, 5 голоморфны по (t, e), когда t ле-

лежит в окрестности контура *f, lei <e0.
2°. Функция S(t, 0) имеет простую точку перевала

t = 0, которая лежит на ^, max Re S (t, 0) достигается
lev

только в точке t = 0.

Тогда функция S (t, e) имеет при малых е невырож-
невырожденную точку перевала iu(е) такую, что ?0@)=0. Функ-
Функция ?0(е) голоморфна при малых е.

3°. /@, 0) = 0, f'& @, 0) ф 0, /; @, 0) ф 0.

Тогда функция [f(t, О)] имеет простой полюс t = 0,
а при малых е функция [f{t, е)] имеет простой полюс

t = ti(e), причем

t (г) ~ — e/f (°' 0)
(е->0). C.15)

Необходимо еще указать взаимное расположение то-

точек tj(e) и контура Ч- Заметим прежде всего, что контур

1 можно заменить его сколь угодно малой дугой, содер-

содержащей точку t = 0. Действительно, если чв
= 7п^: \t\ ^

< б}, то в силу условия 2° max Re (t,. е)< ReS@г 0) — с,
t^y\y

с>0 при lel^et, если et>0 достаточно мало, так что

3-± М. В. Федорюк
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интеграл по контуру "f\^e экспоненциально мал по срав-
сравнению с ехр(Х5@, 0)). Поэтому можно считать, что у

—

отрезок вида [—а, а] пли [0, а], а > 0. Положим

?e(e)=VS(fo(e), e)-S(Me), «0- C-16)

Так как St(t0(?), е) == 0, то при малых е

4 S« @, 0). C.17)

Ветвь корня будет указана ниже.

Теорема 3.1. Пусть условия 1°— 3° выполнены и

?o(e)~be, Imb>0 (е->0). C.18)

существуют е,>0, б>0 такие, что при X -++°°,
Ы < ef, largely б справедливо асимптотическое раз-
разложение

= exp [KS (t0 (e), e)] 2 hh (e) Ffe (A,, ?0 (e)) + С (/TW2)

C.19)

равномерно по е. Здесь iV > 0 — любое целое число, функ-
функции hh(e) голоморфны при малых |е|.

Сделаем замену переменной f = f(?, e) такую, что

и функция t голоморфна в точке @, 0). Как обычно,
можно ограничиться рассмотрением достаточно малой

дуги контура ч, содержащей точку t = 0; оставшийся ин-

интеграл экспоненциально мал. По условию Re Stt @, 0) < 0,
и выбор ветви корня в C.16) следующий:
Re Y— S'u @, 0)>0. При малых (t, e) имеем f(t, e) =
= (* ~ ti (е))U (t, е), где Д @, 0) ?¦ 0, так что

где /2@, 0)^0и функция /2 голоморфна при малых ?, е.

Пусть 7
— образ контура "f в плоскости ?.

Контур y образует в точке ^ = 0 угол ф0 + О(е),
Фо = агё|/ —S('i(Oj 0) при малых е, и интеграл по "f мож-
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но заменить интегралом но отрезку у0— [— de °, de °]
с точностью до слагаемого порядка О(е~кс), с > 0. Далее,

4<?'е). ft (С, е)
f{t, e) g-C0(e)'-

где функция h голоморфна при малых ?, е. Окончатель-
Окончательно получаем

F (X, г) = J c^~ ^y h (?, e) dl + 0 (e-**). C.20)

Если е таково, что be лежит на верхней мнимой полуоси,
то F(X, е) можно с экспоненциальной точностью заме-

заменить интегралом по отрезку [—d, d]. После этого остает-

остается воспользоваться леммой 3.3.
Главный член асимптотики имеет вид

(е), е)] X

[~тV/ I и , /
-

1 еХР {

j. C.21)

Это вытекает из C.20) и того, что /го(е) = h@, e).

§ 4. Слияние нескольких точек перевала

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение с

частными производными
т

L(x,X~lD)u^ 2 aa(x)(K~1D)au, D.1)

где х «= R", Л > 0 — большой параметр, который при X > 1

имеет быстро осциллирующие решения. К таким уравне-

уравнениям относятся, например, уравнения Гельмгольца

(Д+Х> = 0,

уравнение Шредингера

ih^-= - /г2Д^ + U (х) ур,

34*



532 ГЛ. VI. СЛИЯНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ

где h = А — малый параметр и многие другие класси-

классические уравнения математической физики. Асимптотика

решений при к-*-+°о в большом для таких уравнений
была получена В. П. Масловым [26], [27]. Асимптотика

решения в фиксированной точке общего положения есть

сумма быстро осциллирующих экспонент, т. е. асимпто-

асимптотических рядов вида
DO

exp [iXSj (х)] 2 fljh (x) (Щ~\

где Sj — вещественнозначные функции, удовлетворяющие

уравнению Гамильтона — Якоби L(x, VS(x))= 0. В так

называемых каустических точках асимптотика решения

выражается через преобразование Фурье быстро осцил-

осциллирующих экспонент. Приведем вид этих интегралов.
Асимптотика решения уравнения D.1) строится с по-

помощью канонического оператора Маслова. С уравнением

E.1) ассоциирована система Гамильтона

dxi dL (x, p) dPj . dL (х, р)

dx dPj
'

dx dxj
= !,..., n,

фазовые траектории которой лежат в фазовом простран-

пространстве R271 = R2 X Rp. Пусть Л" d R2n —многообразие раз-
размерности п класса С°°. Многообразие Л" называется лаг-

71

ранжевым, если со2= 2 dpj Д dXj=0 на Лп. Эквивалент-

ное определение таково: интеграл 2 pjdxj, где ч —

кривая, лежащая на Л", не зависит от пути (локально).
Пример: многообразие, заданное уравнениями р,

=

— dS(x)/dXj, 1 ^ / ^ п, х лежит в области C/crR", явля-

является лагранжевым. При и = 1 всякая гладкая кривая есть

лагранжево многообразие.
Пусть a —(U, ..., ik), P=(/i, ..

., jn-k)— непересекаю-
непересекающиеся подмножества множества {1, 2, ..

.,
п) (одно из

них может быть пустым), ха =(#1^ • ¦
о ^ift)> Pp= {PL* • • •

•••) РЗп-ь)- В аналитической механике доказано, что в

малой окрестности любой точки r° e Л" лагранжево мно-

многообразие задается уравнениями

OS dS /1 n\

Р Х D2)
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где S — S(xa, pp). Функция S называется производящей
функцией лагранжева многообразия.

Пусть пх — проекция фазового пространства на R?,
т. е. пх(х, р) = р. Точка (х, р)еЛ" называется неособой,
если некоторая ее окрестность диффеоморфно проектиру-
проектируется на R" (в этом случае можно задать Л" уравнением
p = VS(x)). В противном случае точка называется осо-

особой, множество всех особых точек 2 называется циклом
особенностей, а его проекция лх2 = Г называется кау-
каустикой.

Пусть U, V — области в R2", отображение f:U^V
есть диффеоморфизм. Это отображение называется лаг-

ранжевым, если оно переводит лагранжевы многообразия
в лагранжевы (оно сохраняет форму со2, т. е. если

/(*, Р) = (Х, Р), то 2 <**; Л <*Р,-= ? <*Xj Л <^)- Воз-

никает следующая задача: к какому наиболее про-
простому виду можно локально привести производящую

функцию лагранжева многообразия в окрестности особой

точки? Полная классификация ростков лагранжевых ото-

отображений общего положения получена В. И. Арнольдом
[49], [1] для многообразий размерности п < 6. Приведем
эти результаты.

1°. л>1 Ai

2°. п ^ 2 еще Л3

3°. га ^ 3 еще /44

?>4
.4°. п ^ 4 еще Л.

S =

5°. еще

S = ± р\ + х2р\;

S = pl± ptfl + х3р{;
S = хЛр\

x.iP\ ± р\\

хьр\;

.5 =

5 = pi + хгР\
п 2

|^
5

л6. л = pL ± ръ.+

Разумеется, в этих формулах ж,, ^
— новые переменные.

Пусть лагранжево многообразие Л" односвязно, инва-

инвариантно относительно сдвигов вдоль траекторий системы

Гамильтона, L(x, p) = 0 на Л" и индекс Маслова [26] лю-

любого замкнутого пути, лежащего на Л", равен нулю.
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Тогда с помощью канонического оператора Маслова мож-

можно построить формальное асимптотическое решение

и(х, к) уравнения D.1). Это решение устроено следую-

следующим образом.
Г. Если х«<?пх\п, то и{х, Я,) = О(Х"~) (К-++<*>)

в некоторой окрестности точки х".
2°. Если а^ЯхЛ", х° Ф Г, то и{х, к) есть конечная

сумма быстро осциллирующих экспонент, описанная

выше.

3°. Пусть х" е Г и пусть, для простоты, ровно одна
точка (р°, /)еЛ" проектируется в точку х". Будем счи-

считать, что р" = О, х° = 0, тогда Л" локально задается урав-

уравнениями вида D.3),

и (х, к) =

n-k

Здесь (х$, р$) = 2 xisPjs> ф — асимптотический ряд ф ^^

s~l

so

^' 21 Ц>}(ха, Рр) ^~;) где ф,-
— финитные функции класса

С°°, отличные от нуля лишь в малой окрестности точки

ха = 0, /эр = 0 и интеграл берется по всему пространству.
Можно считать, что производящая функция S приве-

приведена к одному из канонических видов, описанных выше.

Все полученные интегралы либо одномерные, либо дву-

двумерные. При этом достаточно исследовать интегралы,

в которых ф
— степенная функция, т. е. q> = Pi» если инте-

n m

грал одномерный, ф= pip2 , если интеграл двумерный.
Эти интегралы называются специальными, функциями
волновых катастроф (СВК). Если все ^

= 0, то точка

Рх
= 0 в одномерном и точка pi = 0, р2

= 0 в двумерном
случаях является вырожденной стационарной точкой фа-
фазы. В случае 1° имеем интегралы

со

1'п2 (х) = j ехр [ik (р3 + хр)] pndp,

которые выражаются через функцию Эйри и ее произ-
производные. Заметим, что при п ^ 1 интеграл расходится, но

его можно сделать сходящимся, заменив путь интегриро-
интегрирования подходящим контуром в комплексной плоскости р
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(см. гл. 4, § 3). Это же замечание относится ко всем

остальным СВК. Заметши, что если п < 2, то каустика
Г — гладкое многообразие в окрестности точки х = О,
р = 0.

С помощью замены переменной кизр = р можно при-

привести фазовую функцию к виду р3 + ур, у
= хкиъ. Поэто-

Поэтому во всех последующих интегралах мы положим Я = 1.
Во всех остальных случаях СВК не выражаются че-

через известные специальные функции и являются новыми

специальными функциями.
Следующей по сложности СВК является так называ-

называемый интеграл Пирси
оо

К* (х) = 1 ехр [г Ср4 Ч- х2р2 + х3р)] dp.

В данном случае лаграажево многообразие Л3 задается

уравнениями

Рг = Pi, Pa = Pv xi
= " 4^i ~ 2xtPi — хз-

Последнее уравнение запишем в виде f(p{, a;)=0. Точка

на Л3 будет особой, если pt
— негладкая функция ж, т. е.

df/dpi = 0. Исключая pt из системы / = 0, df/dpi = 0, на-

находим уравнение каустики Г:

8x1 + 81 (х, + x,6f == 0.

Прямая х, + х3 = 0, х2 = 0 — ребро возврата каустики Г,
так что интеграл Пирси описывает поведение решения
вблизи острия каустики. Интегралы

00

it3 (х) = j ехр [«Я, (р* + x.j? + хяр)] pndp
—00

получаются из /0
3

(х) дифференцированием по х3.

Приведем список остальных СВК (при п = 0, т = 0).
Интеграл

00

IAl (х) = J ехр [i(p* + xsP3 + x^ + xlP)] dp
—оо

описывает поведение решения вблизи особенности кау-

каустики, которая называется «ласточкин хвост». Этот и



536 ГЛ. VI. СЛИЯНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ

другие термины, а также рисунки каустик см. в [1], [25].
Особенности каустики типа «бабочка» отвечает интеграл

I 5

(х) = J exp [i (ръ + xiP* + х&Р3 + х2Р2 + xiP)l dp.

Двумерные интегралы: особенности типа эллиптиче-

эллиптической омбилики — интеграл

/°4 (х) = J jexp [i (pt — pj>l + x3pl + x2Pl + xlP2)}dPldp2,

типа гиперболической омбилики — интеграл

/°4 (х) = J J exp [i (pi + Pip\ + х3р\ + х2рг + xlP2)]dPldp2
Ra

и типа параболической омбилики — интеграл

Л (х) =

[i (* + l + ? + х-лР\

CBK подробно изучены в работах Д. С. Лукина и

других авторов (см. [25]). Созданы алгоритмы для ЭВМ,
позволяющие вычислять СВК, составлен ряд таблиц, ис-

исследована асимптотика СВК в различных областях пере-
переменных х. В настоящее время СВК во многом исследова-
исследованы почти столь же хорошо, сколь и классические специ-
специальные функции.



СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

Книги

1. Арнольд В. И., Варченко А. Н., Гусейн-Заде СМ.
Особенности дифференцируемых отображений. Классифика-
Классификация критических точек, каустик и волновых фронтов.— М.:

Наука, 1982.
2. Арнольд В. И., Варченко А. Н., Гусейн-Заде СМ.

Особенности дифференцируемых отображений. Монодромия и

асимптотики интегралов.— М.: Наука, 1984.
3. Б о р е л ь А. Линейные алгебраические группы.— М.: Мир,

1972.
4. Б р е х о в с к и х Л. М. Волны в слоистых средах.— М.: Нау-

Наука, 1973.
5. Д е Б р е й н Н. Г. Асимптотические методы в анализе.— М.:

ИЛ, 1961.
6. Бурбаки Н. Функции действительного переменного.— М.:

Наука, 1965.
7. В а з о в В. Асимптотические разложения решений обыкно-

обыкновенных дифференциальных уравнений.— М.: Мир, 1968.
8. Вайнберг Б. Р. Асимптотические методы в уравнениях

математической физики.— М.: Изд-во МГУ, 1982.
9. Ван дер Варден. Алгебра.— М.: Наука, 1976.

10. В а т с о н Г. Н. Теория бесселевых функций, т. I.— М.: ИЛ,
1949.

11. В л а д и м и р о в В. С. Методы теории функций многих ком-

комплексных переменных.— М.: Наука, 1966.
12. Г е л ь ф а н д И. М., Шилов Г. Е. Обобщенные функции и

действия над ними.— М.: Физматгиз, 1958.
13. Г е л ь ф о н д А. О. Вычеты и их приложения.— М.: Наука,

1966.
14. Г р а д ш т е й н И. С, Рыжик И. М. Таблицы интегралов,

сумм, рядов и произведений.— М.: Наука, 1971.

15. Евграфов М. А. Асимптотические оценки и целые функ-
функции.— М.: Наука, 1979.

16. Евграфов М. А., Бежало в К. А., Сидоров Ю. В.,
Ф е д о р ю к М. В., Ш а б у н и н М. И. Сборник задач по тео-

теории аналитических функций.— М.: Наука, 1972.
17. Зоммерфельд А. Оптика.— М.: ИЛ, 1953.
18. И б р а г и м о в И. А., Л и н н и к Ю. В. Независимые и ста-

стационарно связанные величины.— М.: Наука, 1965.
19. К о п с о н Э. Асимптотические разложения.— М.: Мир, 1966.
20. Л а в р е п т ь е в М. А., Ш а б а т Б. В. Методы теории функ-

функций комплексного переменного.— М.: Наука, 1987.



538 список литературы

21. Ландау Л. Д., Лифшпц Е. М. Теория поля,—М.: Нау-
Наука, 1973.

22. Л а н д а у Л. Д., Л и ф ш и ц Е. М. Квантовая механика.—

М.: Наука, 1974.
23. Л и Цзун-дао. Математические методы в физике.— М.:

Мир, 1965.
24. Л и н н и к Ю. В., Островский И. В. Разложения случай-

случайных величин и векторов.— Ы.: Наука, 1972.
25. Лукин Д, С, Палки н Е. А. Численный канонический

метод в задачах дифракции и распространения электромагнит-
электромагнитных воли в неоднородных средах.— М.: Изд-во МФТИ, 1982.

26. Иаслов В. П. Теория возмущений и асимптотические ме-

методы.— М.: Изд-во МГУ, 1965.
27. М а с л о в В. П., Ф е д о р ю к М. В. Квазиклассическое при-

приближение для уравнений квантовой механики.— М.: Наука,
1976.

28. Милнор Дж. Теория Морса.— М.: Мир, 1965.
29. Милнор Дж. Особые точки комплексных гиперповерхно-

гиперповерхностей.— М.: Мир, 1971.
30. О л в е р Ф. Введение в асимптотические методы и специаль-

специальные функции.— М.: Наука, 1978.
31. Постников А. Г. Введение в аналитическую теорию чи-

чисел.— М.: Наука, 1971.
32. Р и е к с т ы н ь ш Э. Я. Асимптотические разложения инте-

интегралов,—Рига: Зинатне, 1974, т. 1; 1977, т. 2; 1981, т. 3.

33. С е г ё Г. Ортогональные многочлены.— М.: Физматгиз,
1962.

34. С и д о р о в Ю. В., Ф е д о р ю к М. В., Ш а б у н и н М. И.

Лекции по теории функций комплексного переменного.— М.:

Наука, 1982.
35. Справочник по специальным функциям с формулами, графи-

графиками и математическими таблицами/Пер, с англ. и под ред.
В. А. Диткина, Л. Н. Кармазиной,— М.: Наука, 1979.

36. Тейлор М. Псевдодифференциальные операторы.— М.: Мир,
1985.

37. Титчмарш Е. Введение в теорию интегралов Фурье.— М.;
Л.: Гостехиздат, 1948.

38. У и т т е к е р Э. Т., В а т с о н Дж. Н. Курс современного
анализа.— М.: Физматгиз, 1963, т. 1.

39. Федорюк М. В. Метод перевала,— М.: Наука, 1977.
40. Фок В. А. Проблемы дифракции и распространения электро-

электромагнитных волн.— М.: Сов. радио, 1970.
41. Хард и Г. Расходящиеся ряды.—М.: ИЛ, 1951.
42. X у а н г К. Статистическая механика.— М.: Мир, 1966.
43. Шрёдингер Э. Статистическая термодинамика.— М.: ИЛ,

1948.
44. Эрдейн А. Асимптотические разложения.— М.: Физматгиз,

1962.
45. В е г g I. Asymptotische Darstellungen und Entwickluogen.—

Berlin: DVW, 1968.
46. С о h n P. The analytic properties of C-function Harischandra /

Lecture notes in mathematics.— Berlin — Heidelberg — New
York: Springer-Verlag, 1975.

47. p i n g 1 e R. B. Asymptotic expansions: their derivation and
interpretation.— London: Academic Press, 1973,



СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 539

Статьи

48. А б р а м о в Д. И., С л а в я н о в С. Ю. Асимптотические

формулы для некоторого класса интегралов // Вестник ЛГУ.—
1930.-Т. 13.-С. 117-118.

49. Арнольд В. И. Нормальные формы функций вблизи вы-

вырожденных критических точек, группы Вейля Аь., Д*, Е\ и

лагранжевы особенности // Функцион. анализ и его прнл.—
1972 — Т. 6, № 4,— С. 3—25.

50. Бабич В. М. О коротковолновой асимптотике функции Гри-
Грина для уравнения Гельмгольца // Мат. сб.— 1964.— Т. 65,
№ 4.- С. 570-630.

51. Бернштейн И. Н., Гельфанд СИ. Мероморфность
функции рх II Функщюн. анализ и его прил.— 1969.— Т. 3,
№ 1.— С. 84—86.

52. Б р ы ч к о в Ю. А., Широков Ю. М. О некоторых предель-
предельных формулах для обобщенных функций Ц Мат. заметки.—
1967.— Т. 2, № 1.— С. 81—90.

53. Б р ы ч к о в Ю. А., Широков Ю. М. Об асимптотическом

поведении преобразований Фурье Ц ТМФ.—1970.— Т. 4,
Л° 3.— С. 301—309.

54. Б р ы ч к о в Ю. А. Асимптотические разложения обобщенных
функций И ТМФ.— 1970.— Т. 5, № 4.— С. 98—109.

55. Б р ы ч к о в Ю. А. Об асимптотических разложениях обоб-

обобщенных функций.— Мат. заметки.— 1972.— Т. 12, № 2.—

С. 131—138.
56. Б у л д ы р е в В. С. Обобщение метода седловых точек на

случай двух близко расположенных седловых точек Ц Вопро-
Вопросы динамической теории распространения сейсмических
волн.— Л.: Изд-во ЛГУ, 1961.

57. В а й н б е р г Б. Р. Асимптотика функции Грина для уравне-
уравнения Соболева — Гальперна // ДАН СССР.— 1961.— Т. 136,
№ 5 — С. 1015—1018.

58. В а й н б е р г Б. Р. К методу стационарной фазы / Вестн.
МГУ.— 1976,- № 1.— С. 50—58.

59. Г и н д и к и н С. Г., Ф е д о р ю к М. В. Асимптотика фунда-
фундаментального решения для параболического по Петровскому
дифференциального уравнения с постоянными коэффициента-
коэффициентами / Мат. сб.— 1973.— Т. 91, № 4.— С. 499—522.

60. Г и н д и к и н С. Г., Федорюк М. В. Точки перевала пара-
параболических полиномов И Мат. сб.—1974,— Т. 94, № 7.—
С. 385-406.

61. Г и н д и к и н С. Г., Федорюк М. В. Асимптотика функ-
функции Грина гипоэллиптических корректных по И. Г. Петров-
Петровскому дифференциальных операторов с постоянными коэффи-
коэффициентами Ц Задачи механики и математической физики. По-

Посвящается памяти академика И. Г. Петровского.— М.: Наука,
1976.

62. Д у б н о в В. Л. Об абстрактном методе стационарной фазы /
Тр. МИЭМ,— 1969.- Т. 5.- С. 252-286.

63. Евграфов М. А., Постников М. М. Асимптотика функ-
ний Грина параболических и эллиптических уравнений с по-

постоянными коэффициентами / Мат. сб.—1970.—Т. 82, Кг 1.—

С. 3-29.



540 СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

64. 3 а р у ц к а я В. В. Асимптотика интегралов по кривым па

римановых поверхностях // Тр. МИЭМ.— 1974.— Т. 30.—
С. 51-92.

65. Каратыгин В. А., Розов В. А. Метод стационарной фа-
фазы для интеграла в конечных пределах с произвольно распо-

расположенной стационарной точкой / ЖВМ и МФ,—1970.— Т, 10,
№ 2,— С. 300-312.

66. К а р а т ы г и н В. А., Р о з о в В. А. Метод стационарной фа-
фазы для двойного интеграла с произвольно расположенной
стационарной точкой / ЖВМ и МФ.—1974.— Т. 12, № 6.—
С. 1391-1404.

67. Ко н т ор ов и ч М. И., Муравьев Ю. К. Вывод законов

отражения геометрической оптики на основе асимптотической

трактовки задачи дифракции.— ЖТФ.— 1952.— Т. 22, № 3.—
С. 394-40Э.

68. К у ч е р е н к о В. В. Об одном способе вычисления членов

асимптотического разложения интеграла \ei<oS^x'(f(x)dx,
ieR" при со ->-ао / Тр. МИЭМ.—1968.—Т. 4,—С. 189—216.

69. Л а р и ч е в В. Д. Асимптотическое поведение интегралов, со-

содержащих большой параметр в аргументе функции Бесселя //
ЖВМ и МФ.—1973.—Т. 13, № 4.-С. 1029-1035.

70. Л е By Ань. Квазиклассическая асимптотика свободного
уравнения Шредингера для вычисления поправок в методе

стационарной фазы / ТМФ.—1976.— Т. 25, № 2.— С. 270—
276.

71. Мае лов В. П., Федорюк М. В. Логарифмическая асимп-

асимптотика интегралов Лапласа // Мат. заметки.— 1981.— Т. 30,
№ 5.-С. 763-768.

72. Повзнер А. Я., Сухаревский И. В. О нахождении
асимптотики решений задач дифракции коротких волн /
ЖВМ и МФ.— 1961.— Т. 1, № 12.— С. 224—245.

73. По тетю н ко Э. Н., Срубщик Л. С, Царю к Л. Б.
О применении метода стационарной фазы в некоторых рабо-
работах по теории волн поверхности вязкой жидкости / ПММ.—
1970.-Т. 34, № 1.-С. 153-161.

74. Прудков с кий А. Г. Метод стационарной фазы и приме-

применения к интегралам, зависящим от параметра (неаналитиче-
(неаналитический случай) / ЖВМ и МФ.—1974.—Т. 14, № 2.—С. 299—
311.

75. Р и е к с т ы н ь ш Э. Я. Асимптотические разложения для
вещественных корней некоторых трансцендентных уравне-
уравнений Л Ученые записки Латв. гос. ун-та.— 1959.— Т. 28, N° 4.—
С. 67—86.

76. С а д ы х о в В. Э. Об асимптотике одного класса двойных
интегралов, зависящих от двух параметров Ц ДАН СССР.—
1979 — Т. 247, № 5.— С. 1064—1068.

77. С а д ы х о в В. Э. Асимптотический ряд для одного класса

двойных интегралов Ц Научн. тр. MB и ССО АзербССР.—
1979 — № 2.— С. 10—22.

78. С а д ы х о в В. Э. К вопросу об асимптотике двукратных ин-

интегралов Лапласа / Научн. тр. MB и ССО АзербССР.—1979,—
№ 3.- С. 24-28.

79. С е р д ю к ов а С. И. Исследование устойчивости в С в явных

разностных схемах с постоянными действительными коэффи-



СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 541

циептами, устойчивость в 12 // ЖВМ и МФ.—1963.— Т. 3,
№ 2.— С. 365-370.

80. С о б о л е в С. JI. Фундаментальное решение задачи Коши

для уравнения
д и

— -1 — = F (х, у, г, 0 / ДАН СССР.—
дх ду dz 4 dt

1959.—Т. 129, № 6,—С. 1246—1249.
81. Тихонов А. Н. Об асимптотическом поведении интегралов,

содержащих бесселевы функции / ДАН СССР.— 1959,— Т. 125,
№ 5.- С. 982-985.

82. Т р о ф и м о в О. Н., Ф р и з е н Д. Г. Коэффициенты асимп-

асимптотического разложения интегралов по методу Лапласа /
Автометрия.— 1981.— Т. 2.— С. 94.

83. Федор ю к Ы. В. Об асимптотике контурных интегралов /
УМН.—1961.—Т. 16, № 1.—С. 171—178.

84. Федорюк М. В. Метод стационарной фазы для многомер-
многомерных интегралов / ЖВМ и МФ.— 1962.— Т. 2, Я» 1.— С. 145—
150.

85. Федорюк М. В. Метод стационарной фазы. Близкие седло-
вые точки в многомерном случае // ЖВМ и МФ.— 1964.— Т. 4,
№ 4.—С. 671—681.

86. Федорюк М. В. Асимптотика функции Грина при ?-*- + 0,
| х j —*- оо для корректных по Петровскому уравнений с по-

постоянными коэффициентами и классы корректности задачи

Коши / Мат. сб.— 1963,— Т. 62, № 4.— С. 307—468.
87. Федорюк М. В. Об устойчивости в С задачи Коши для

разностных уравнений и уравнений с частными производны-
производными // ЖВМ и МФ.- 1967.—Т. 7, № 3.-С. 510-540.

88. Федорюк М. В. Метод стационарной фазы в многомерном
случае. Вклад от границы // ЖВМ и МФ.— 1970.— Т. 10,
№ 2.— С. 286—299.

89. Федорюк М. В. Метод стационарной фазы и псевдодиффе-
псевдодифференциальные операторы / УМН.— 1971.—¦ Т. 26, № 1.— С. 67—
112.

90 Федорюк М. В. Асимптотика преобразования Фурье экс-

экспоненты от полинома.— ДАН СССР.— 1976.— Т. 227, № 3.—
С. 580—584.

91. Федорюк М. В. Излучение плоской замкнутой решетки из

точечных монополей и диполей // Радиотехника и электрони-
электроника— 1981.— Т. 26, № 6.— С. 1138—1145.

92. Федорюк М. В. Дискретная аппроксимация поля цилинд-

цилиндрической и сферической излучающих поверхностей // Радио-

Радиотехника и электроника.—1981.—Т. 26, № 6.—С. 1146—1153.

93. Ф е д о р ю к М. В. Задача Дирихле для оператора Лапласа

во внешности тонкого тела вращения / Тр. семинара
С. Л. Соболева.— 1980.—№ 1.—С. 113—131.

94. Федорюк М. В. Асимптотика волнового потенциала, со-

сосредоточенного на прямой II Мат. заметки, 1984.— Т. 36, № 5.—
С. 673-679.

95. Федорюк М. В. Рассеяние плоской волны на цилиндри-
цилиндрической поверхности с длинным возмущением // Известия АН

СССР, сер. матем,— 1985.— Т. 49, № 1.— С. 160—193.

96. Ф е д о р ю к М. В. Особенности быстроосциллирующих инте-

интегралов и асимптотика решения смешанной задачи / УМН.—
1977,- Т. 32, № 6.- С. 66-115.



542 список литературы

97. X н р о и а к а X. Разрешение особенностей / Математика.—
1965,—Т. 9, К° б.—С. 2—70; 1966,—Т. 10, № 1,—С. 3—89;
1906.— Т. 10, № 2,— С. 3— 8.

98. A b i- Kh u z a m F. F. The asymptotic behavior of a Lindelof
functions and its Taylor coefficients / J. of Math. Analysis and

applications.— 1983.— V. 93,— P. 495—526.
99. Armstrong J. A., Bleistein N. Asymptotic expansions

of integrals with oscillatory kernels and logarithmic singulari-
singularities / SIAM J. Math. Anal.—1980.—V. 11, № 2.—P. 300—307.

100. Attiyah M. F. Resolution of singularities and division of
distributions / Comm. Pure and Appl. Math.— 1970.— V. 23,
№ 2.- P. 145-150.

101. Backhoom N. G. Asymptotic expansion of the function
CO

Fk {x) = J e~uk+xudu H Proc. London Math. Зое. - 1933.-

o

V. 33, № 2.-P. 83-100.
102. Berg L. Asymptotische Entwicklung einer Klasse von Integra-

len / Math. Nachr.— 1957.— B. 16, H. 3—4 — S. 207—214.
103. Berg L. Asymptotische Darstellungen fiir verallgemainerte

Fourier integrale / Math. Nachr.— 1959. B. 20, H. 3—6.— S. 166—
170.

104. Berg L. Uber das asymptotische Verhalten eines speziellen
Faltungsintegrals // Studia Mathematica,— I960.— B. 19.—
S. 297—302.

105. Berg L. Asymptotische Entwicklungen mit hilfe von Neutri-
zen / Archiv der Matematik.—1963.—B. 14, № 3.—S. 162—171.

106. Berg L. Asymptotische Entwicklungen fur Parameterintegra-
le. II // Math. Nachr.—1964.—B. 27, H. 3—4.—S. 133—143.

107. Berg L. Asymptotische Entwicklungen fur Parameterintegra-
le. Ill / Math. Nachr.—1964,—B. 27, H. 5—6.—S. 265—275.

108. Berg L. Uher das asymptotische Verhalten der inversen Lap-
Laplace-Transformation / Math. Nach.— I960.— B. 22, H. 1—2.—
S. 87-91.

109. Bleinstein N. Asymptotic expansions of integral trans-
transforms of functions with logarithmis singularities // SIAM J.
Math. Anal.- 1977.— V. 8, № 4.- P. 655-672.

110. Callias C. J., Uhlmann G. A. Singular asymptotic expan-
expansions to partial differential equations with isolated singularities
in the coefficients / Bull. Amer. Math. Soc—1984.—V. 11,
№ l.~ P. 172-176.

111. Van der Corput K. G. Zur Methode der stationaren Pha-
Phase. I I/ Compositio Math.— 1934.— B. 1.— P. 15—38.

112. Van der Corput J. G. Zur Methode der stationaren Phase.
II // Compositio Math.—1936.—B. 3,—P. 328—372.

113. Douglas S. J., Kline M. Asymptotic expansions of mul-

multiple integrals and the method of stationary phase / J. Math,
and Phys.— 1958.— V. 37, № 1.— P. 1—28.

114. Duistermaat J. J. Oscillatory integrals, Lagrange immer-
immersions and unfolding of singularities / Comm. Pure and Appl.
Math.— 1974.— V. 27, № 2.— P. 207—281.

115. Erdelyi A. Asymptotic representation of Fourier integrals
and the method of stationary phase / J. Soc. Industr. Appl.
Math.- 1955.- V. 3, № 1,- P. 17-27.



СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 543

116. Erdelyi A. Asymptotic expansions of Fourier integrals
involving logarithmic singularities // J. Soc. Induslr. Appl.
Math.— 1956.- V. 4. № 1.— P. 38-47.

117. Erdelyi A. General asymptotic expansions of Laplace inte-

integrals И Arch. Rat. Mech. and Anal.— 1961.— V. 7, № 1.— P. 1—20.
118. Erdelyi A. Fractional integrals of generalized functions Ц

J. of the Australian Math. Soc— 1972.—V. 14, № 1.— P. 30—37.
119. Erdelyi A. Asymptotic evaluation of integrals involving a

fractional derivative // SIAM J. Math. Anal.— 1974.— V. 5, № 2.—
P. 159—170.

120. Erdelyi A., W у m a n M. The asymptotic evaluation of cer-

certain integrals Ц Arch. Rat. Mech, and Anal.—1963.—V. 14,
№ 3._p. 217—260.

121. Focke J. Asymptotische Entwicklungen mittels der Methode
der stationaren Phase / Ber. Verhandl. Sachsisch. Acad. Wiss.—
Leipzig.— 1954.— B. 101, H. 3.

122. Hen C. S. Fourier transform to convex sets Ц Ann. of Math.—
1962.— V. 75, P. 81—92.

123. Hlawka E. Uber Integrate auf konvexen Korpern, I // Mo-
nastch. Math.— 1950.— V. 54.— S. 1—36.

124. Hsu L. G. On the asymptotic evaluation of a class of multiple
integrals involving a parameter / Amer. J. Math.—1951.—
V. 72, № 3.- P. 625-634.

125. Hsu L. С, С h о u Y. S. An asymptotic formula for a type of

singular oscillatory integrals / Math, of Computation.— 1981.—
V. 37, № 156.— P. 503—507.

126. Luxemburg W. A. J. On an asymptotic problem concerning
the Laplace transform / Applicable Analysis.—1978.— V. 8.—
P. 61—70.

127. McClure J, P., Wong R. Exact remainders for asymptotic
expansions of fractional integral / J. Inst. Math. Applies.—
1Q79._ у. 23.— P. 139—147.

128. N a g e 1 G. Asymptotische Auswertung spezieller Quotienten
von Parameterintegralen Ц Math. Nachr.— 1965.— B. 29, H. 5—
6,— S. 291—300.

129. Olver F. W. J. The asymptotic expansions of Bessel functions
of large order / Phil. Trans. R. Soc. London,— 1954,— A,— 247,
№ 930.

130. Olver F. W. J. Error bounds for the Laplace approximations
for definite integrals / J. of approximation theory.—1968.—
V. 1— P. 293—313.

131. Ott H. Die Sattelpunksmethode in der Umgebung eincs Pols /
Ann. Phys— 1943,- B. 43,— S. 393.

132. Ran del B. On the asymptotic behavior of the Fourier trans-
transform of the indicate function of a convex set / Trans. Amer.
Math. Soc— 1969.— V. 139.— P. 271—278.

133. R i e d e 1 R. Asymptotische Darstellungen von Parameterinte-

Parameterintegralen mit Exponenten beliebiger Ordnung / Wiss. Z. Univ.
Halle.-1967,—B. 16, H. 1,—S. 109-123.

134. Riedel R. Asymptotische Darstellung verallgememerter Fou-
rierintegrale. II / Beitrage zur Analysis,—1981.— B. 25.—
S. 109—116.

135. S с h e 11 H. J. Asymptotische Darstelungen fur Parameterin-

tegrale mit zwei reelen Parameters. I // Math. Nachr.— 1978,—
B. 82.- S. 309-323,



544 СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

136. S с h е 11 Н. J. Asymptotische Darstellungen von Parameterin-

tegrale mit. zwei reelen Parameters. II // Math. Nachr.— 1979.—
B. 88.— S. 391—408.

137. Schielder M. A. A Laplace asymptotic formulas for Wiener

integrals // Trans. Amer. Math. Soc— 1966.— B. 1. S. 125.
138. Shivakumar P. N-, Wong R. Asymptotic expansions of

multiple Fourier transforms / SIAM J. Math. Anal.— 1979.—
V. 10, № 6.—P. 1095—1104.

139. S о g a H- Oscillating integrals with degenerate stationary
points and their application to the scattering theory / Comm.
in Partial Differ. Equat— 1981— V. 6, № 3.— P. 273—287.

140. Soni K. Exact error terms in the asymptotic expansions of a

class of integral transforms. I (Oscillatory kernels) / SIAM J.
Math. Anal.— 1980.—V. 11, № 5.— P. 828—841.

141. Svenson I. Estimates for the Fourier transform of the cha-
characteristic function of a convex set / Ark. for Math.— 1971.—
V. 9, № 11.—P. 11-22.

142. T e m m e N. M. Remarks on the paper of A. Erdelyi ff SIAM J.
Math. Anal.— 1976.— V. 7, № 5.— P. 767—770.

143. Van der Waerden L. On the method of saddle points—
Appl. Scient. Res., ser. В.— 1951.— V. 2.— P. 33—45.

144. Williams J. J., Wong R. Asymptotic expansions of ope-
operator-valued Laplace transform. / J. of approximation theory.—
1974.- V. 12,- P. 378-384.

145. Wong R. On a uniform asymptotic expansion of a Fourier-type
integral // Quart, of Applied Math.—1980,—P. 225—234.

146. Wong R., Lin J. F. Asymptotic expansions of Fourier trans-
transforms of functions with logarithmic singularities / J. of Math.
Anal, and applications.—1978.—V. 66,—P. 173—180.


